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Introduction

Les phénomeénes de contact entre les corps, déformables ou non, restent encore a
ce jour omniprésents dans la vie courante. On peut considérer qu’il s’agit d’un des
fondements de 'ingénierie mécanique, avec un domaine d’application particuliérement
étendu. A titre d’exemple, on peut citer le secteur ferroviaire, avec le contact roue-rail,
I'industrie automobile, via ’étude des caractéristiques d’adhérence entre le pneu et la
chaussée ainsi que les crash tests, le génie civil, pour lequel il est nécessaire d’estimer
les efforts que vont subir les matériaux qui constituent les ponts ou gratte-ciels, le
frottement inhérent au mouvement des plaques tectoniques ou encore le domaine de
I’aéronautique, ne serait ce que pour les propriétés d’absorption des chocs dont sont
dotés les amortisseurs des trains d’atterrissage d’avion. La modélisation de tels phé-
nomeénes n’est pas sans poser quelques difficultés d’un point de vue mathématique.
En effet, leur représentation fait appel a des systémes d’équations aux dérivées par-
tielles avec des conditions aux limites pouvant étre relativement difficiles a établir, en
fonction de la complexité du probléme considéré. Le cadre d’étude de ce manuscrit se
trouve a la jonction entre deux domaines, a savoir les mathématiques appliquées et
la mécanique. La transversalité d’une telle combinaison revét plusieurs aspects qui se
manifestent dans un premier temps par la modélisation mathématique et numérique de
problémes de mécanique non linéaire, en I'occurrence le contact frottant de processus
potentiellement évolutifs associé a des lois de comportement de certains matériaux.
Les considérations mathématiques prennent ensuite le pas sur la mécanique au travers
de I'approximation et analyse variationnelle, de I’étude de I’existence et unicité de so-
lution au probléme, de ’analyse numeérique et de la résolution dudit probléme, et du
calcul scientifique, plus largement. Par ailleurs, bien que 'interprétation des résultats
obtenus via une méthode numérique soit principalement mécanique, il est possible de
valider certains résultats théoriques au moyen des simulations numériques.

Il est a noter que bien que la théorie mathématique des problémes de contact soit

notamment basée sur les principes de la mécanique des milieux continus, ainsi que
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I’analyse variationnelle et numérique des modeéles, il s’agit en fait d’'un théme d’étude

relativement récent.

Des percées significatives ont été effectuées par Coulomb en 1785 dans [49], afin de
confirmer et d’étendre les résultats de Amontons formulés en 1699 portant sur les lois
de frottement. Ensuite au XIX éme siécle, Hertz a été en mesure de résoudre analy-
tiquement un probléme impliquant un contact sans frottement entre deux corps élas-
tiques pour des géométries trés spécifiques dans [64|. Notons d’ailleurs que ses résultats
sont encore utilisés fréquemment dans la littérature comme solution de référence pour
apprécier la précision d’une solution obtenue au moyen d’une méthode numérique. Il
faudra toutefois attendre les travaux de Signorini [132] en 1933, pour poser les bases
d’un probléme de contact entre un corps déformable et une fondation rigide, et ceux
de son éléve Fichera, pour le résoudre dans [54] via la minimisation de I’énergie totale
sur un convexe. D’ailleurs, I'utilisation d’inéquations variationnelles pour formuler un
probléme de contact est de son fait. Partant de la, c¢’est & Duvaut et Lions que 'on doit
I'établissement d’une théorie mathématique de la mécanique du contact dans [52]; ils
y ont introduit quelques formulations variationnelles ainsi que des résultats d’existence
et d’unicité. Bien entendu, cela ne s’arréte pas la; de nombreux travaux portant sur
la résolution et ’analyse numérique de problémes variationnels issus de la mécanique
du contact ont suivi. Citons a ce titre les contributions de Hlavacek et al. [70], ceux
de Moreau [103] ou encore ceux de Kikuchi et Oden [82].

Bien qu'il reste encore & ce jour un nombre considérable de problémes & explorer,
un tel développement passe nécessairement par l’élaboration de nouveaux modéles de
contact et de frottement. Nous nous proposons de passer en revue quelques unes des
lois de contact abordées dans ce manuscrit. Dans la littérature la loi de Signorini,
qui décrit le contact entre un solide déformable et une fondation parfaitement rigide,
reste encore aujourd’hui I'une des lois les plus utilisées. Elle n’en reste pas moins une
idéalisation de la réalité dans la mesure ou elle ne prend pas en compte les irrégularités
inhérentes aux surfaces de contact telles que les microaspérités, et cela quelles que
soient les forces appliquées. C’est la raison pour laquelle les conditions de contact
unilatéral qui la caractérisent peuvent étre remplacées par une approximation faisant
intervenir une pénalisation appelée compliance normale, introduite pour la premiére
fois dans [111]. La fondation, ou tout du moins sa surface, est alors considérée comme
déformable, rendant par la méme occasion le probléme ainsi obtenu plus simple a
étudier. Une fois D'existence et I'unicité de la solution du probléme approché établies
au moyen de résultats abstraits issus de la théorie des inéquations variationnelles
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ou une méthode du point fixe, pour ne citer qu’elles, la difficulté réside alors dans
le passage a la limite. En effet, procéder de la sorte implique que la rigidité de la
fondation est destinée & tendre vers ’infini, en considérant ainsi une fondation parfaite
d’un point de vue mécanique, permettant de s’approcher de la solution du probléme
d’origine (cf [21, 40]). Néanmoins, 14 encore, la loi de compliance normale a ses limites...
Inhérentes au fait que la pénétration n’en a justement pas. L’existence d’une fondation
dans laquelle la pénétration ne serait pas limitée reste assez discutable d’un point de
vue physique. Pour y remédier, une idée possible consiste a combiner les deux lois
mentionnées plus haut afin d’obtenir la loi de compliance normale avec contrainte
unilatérale, introduite dans |76, pour laquelle la fondation peut étre vue comme une
base constituée d’une matériau rigide ou repose une couche d’aspérités déformables.
Pour les cas évolutifs, la difficulté du point de vue de ’analyse mathématique est
accrue du fait de la nature hyperbolique des problémes élastodynamiques & laquelle
s’ajoute les contraintes exprimée en déplacement provenant du contact. De ce fait,
certains auteurs (cf [104]) ont choisi de remplacer la contrainte en déplacement par
une contrainte en vitesse, ce qui simplifie considérablement I’étude mathématique du
probléme. Ainsi, la combinaison de la loi de réponse normale instantanée, utilisée dans
[56], avec la loi de Signorini en vitesse n’est rien d’autre que la réécriture de la loi
précédente en vitesse. La condition aux limites ne porte alors plus sur le déplacement
normal sur la frontiére de contact mais sur la vitesse normale. Tant que la vitesse
normale est inférieure a la vitesse limite fixée par la loi de Signorini, la réaction de la
fondation est assimilable & celle d’un piston et, dans ce cas précis, il serait plus juste
de parler de couche de lubrification, en lieu et place de la couche d’aspérités. Une fois
la vitesse limite atteinte, le contact est alors régi par la loi de Signorini en vitesse.

Cela va sans dire, une modélisation pertinente du phénoméne de contact est dif-
ficilement concevable sans tenir compte du phénoméne de frottement, avec pour in-
convénient de complexifier encore d’avantage le probléme, a la fois d’'un point de vue
mécanique, mathématique et numeérique. Bien que le cas sans frottement ait été en-
tierement traité dans [54], il faudra attendre quelques années de plus pour qu'il en
soit de méme dans un probléme faisant intervenir une loi de frottement (cf [50]). Rap-
pelons & toutes fins utiles que le frottement de Coulomb reste, & ce jour, 'une des
lois les plus utilisées dans la littérature; il n’y a pas de raison qu’il en soit autre-
ment dans ce qui va suivre. Une telle loi présente deux caractéristiques notables : la
notion de seuil de frottement et un couplage avec la contrainte normale, par oppo-
sition a la loi de Tresca pour laquelle le seuil est supposé constant. Le probléme de
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Signorini avec frottement a été résolu mathématiquement dans [110, 113|, sous I’hy-
potheése que le coefficient de frottement était suffisamment petit. C’est d’ailleurs une
difficulté récurrente dans I’étude mathématique des problémes de contact ; la question
de savoir s’il s’agit d’une limitation inhérente aux outils mathématiques utilisés ou
s’il s’agit d’une caractéristique intrinséque a la mécanique du probléme, en fonction
des problémes étudiés, reste ouverte. Néanmoins, il a été montré qu’un coeflicient de
frottement trop important pouvait conduire non seulement a la perte de I'unicité de
la solution (cf [10, 66, 67]) mais également & celle de lexistence de la solution (cf
|83, 98]). Par ailleurs, bien qu’une telle loi soit couramment utilisée, elle reste insuffi-
sante pour rendre compte de l'influence de la microstructure de la surface de contact
dans la mesure ot le coefficient de frottement y est considéré constant. Des études
ont montré que les grandeurs physiques telles que la température (cf [115, 116]), ou
encore la norme de la vitesse tangentielle (cf [129]) pouvaient avoir une influence non
négligeable sur le coefficient de frottement ; une telle dépendance peut étre également
source de non-unicité |124]. De plus, il existe deux valeurs caractéristiques pour le frot-
tement : un coefficient de frottement statique, représentant le rapport entre le module
de la contrainte tangentielle normale en dessous duquel il n’y a pas de glissement, et
un coefficient de frottement dynamique représentant la valeur de ce rapport lorsque
le glissement a lieu lors du mouvement effectif. Typiquement, le coefficient de frotte-
ment dynamique est plus faible que le coefficient de frottement statique, reflétant ainsi
I’idée selon laquelle il est plus simple de maintenir un objet en statut de glissement
en mouvement que de faire glisser un objet au repos. Un tel phénoméne a été étudié
dans [114] dans le contexte géophysique des tremblements de terre. A cet égard, nous
pouvons nous référer a |19, 36, 100, 124, 131], dans lesquels interviennent des coeffi-
cients de frottement variables. Il convient également de préciser que de tels problémes
ne peuvent étre traités avec les outils standards de ’analyse convexe et de programma-
tion quadratique. En effet, une loi de frottement non monotone a pour conséquence de
rendre les problémes non convexes, obligeant I'utilisation d’outils nouveaux relevant
de I'analyse non lisse et non linéaire. Un traitement numérique possible pour ce genre
de problémes consiste a se ramener a une suite de problémes convexes, chacun étant
résolu avec les outils standards. Pour plus de détails sur le sujet, le lecteur pourra
se référer a [101, 102, 125]. A ce stade, nous attirons 'attention sur le fait que nous
n’avons évoqué ici qu'un échantillon des lois de contact existantes, utilisées par la
suite dans le manuscrit ; d’autres lois modélisant le contact a 'interface, ainsi que le
comportement des matériaux, figurent dans [5, 91, 118, 136, 143].
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Comme nous 'avons déja évoqué jusqu’a présent, les problémes issus de la méca-
nique du contact sont, le plus souvent, trop complexes pour étre traités analytiquement
en dimension supérieure a 1. C’est la raison pour laquelle il est nécessaire d’avoir re-
cours a des approches numeériques. Parmi les méthodes possibles, et en raison de sa
proximité avec la mécanique du solide, la méthode des éléments finis est, et reste en-
core aujourd’hui, I'une des plus largement utilisées pour discrétiser la géomeétrie du
corps en un ensemble d’éléments dont la taille est finie. Les pionniers dans ce domaine
ont travaillé dans un premier temps sur des problémes élastiques sans frottement, voir
|6, 37, 47, 73, 88, 142, suivis quelques années plus tard par des problémes avec frot-
tement, comme dans [105, 106, 120, 128|. Toutefois, le caractére non linéaire et non
régulier d’un probléme mathématique avec du contact et du frottement, surtout dans
le cas de processus d’évolution (dynamique), n’est pas sans poser quelques difficultés
d’un point de vue numeérique, raison pour laquelle il est nécessaire de développer des
méthodes suffisamment robustes, précises et stables afin de les surmonter.

Sans étre exhaustif, on se propose a présent de passer en revue quelques unes des
grandes familles de méthodes utilisées en mécanique du contact. Les deux méthodes
que l'on rencontre le plus fréquemment pour traiter les conditions de contact et de
frottement sont la méthode du quasi-Lagrangien augmenté |6, 88, 143] et la méthode
de pénalisation [143], cette derniére pouvant d’ailleurs étre vue comme un cas particu-
lier du Lagrangien augmenté et est notamment en relation directe avec la condition de
compliance normale. Les systémes non linéaires qui découlent de ces techniques sont,
dans la plupart des cas, résolus par une méthode de Newton. En effet, a ce jour, la
méthode de Newton généralisée [4, 7, 123| reste trés largement utilisée en mécanique
du contact, en particulier pour sa capacité a traiter les non linéarités en une seule
itération (hyperelasticité, plasticité, contact, frottement) ainsi que pour sa vitesse de
convergence quadratique au voisinage de la solution. Alart et Curnier ont présenté
dans [6] une formulation basée sur une méthode de Lagrangien augmenté combinée a
une méthode de Newton généralisée afin de résoudre des équations continues mais non
différentiables issues de problémes de contact avec frottement. En considérant ce méme
Lagrangien, Simo et Laursen ont proposé une méthode [130] combinant I’algorithme
d’Uzawa, pour la contrainte de contact, et la méthode de Newton généralisée pour
le déplacement, optimisant ainsi 1’algorithme d’Uzawa. Il est a noter que les systémes
linéaires issus des problémes de contact sont connus pour étre, d’une part, particuliére-
ment mal conditionnés et, d’autre part, augmentés en partie a cause des multiplicateurs
de Lagrange. Ce sont notamment les deux principales raisons pour lesquelles certains
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auteurs ont cherché & mettre en oeuvre des méthodes n’y ayant pas recours. A ce titre,
nous pouvons citer la méthode de Nitsche |38, 39, 41, 42| ainsi que la stratégie de
type "active set" [68, 69, 71, 72|, pour laquelle il s’agit alors de déterminer ’ensemble
des noeuds en contact avec la fondation (ensemble actif) via I'imposition directe de
conditions aux limites relativement simples. Il existe encore bien d’autres méthodes
dans la littérature : la méthode de relaxations successives avec projection [117], une
méthode robuste mais qui peut nécessiter un nombre élevé d’itérations, la méthode de
Gauss-Seidel non linéaire 78], également appelée dans ce contexte algorithme d’équi-
libres successifs, la méthode de gradient conjugué projeté et préconditionné, utilisée
en particulier dans [127] dans le cadre des milieux granulaires, des procédures de re-
laxation [32], pour résoudre des problémes de contact unilatéraux avec frottement, ou
encore la méthode de Lemke [93], méthode de type directe. Il est également possible
de citer les techniques de Lagrangien stabilisé qui offrent notamment des propriétés
intéressantes du point de vue de la fiabilité et de la robustesse |84, 85|. On pourra
aussi se référer a [119, 121|, dans lequel figure une présentation de plusieurs méthodes
de résolution numérique pour les problémes de contact, dont une partie de celles sus-
citées. Précisons que dans le cas des méthodes de Newton généralisées, la question du
choix de solveur linéaire et du préconditionneur se pose, compte tenu de la nature non
réguliére des problémes de contact et du conditionnement des systémes linéaires qui
en sont issus, aprés discrétisation. De telles considérations sont abordées dans |8, 9.

Pour autant, d’autres type de difficultés peuvent survenir dans I’étude des pro-
blémes élastodynamiques. Typiquement, la discrétisation de tels problémes est traitée
par la combinaison d’une discrétisation spatiale par éléments finis et d’un schéma
d’intégration temporelle. Pour un probléme bien posé un schéma numérique consis-
tant, autrement dit tel que la solution des équations discrétisées tende vers la solution
exacte des équations continues lorsque le pas de discrétisation tend vers 0, converge si
et seulement si il est stable (différence entre la solution numérique et exacte est bornée),
d’apreés le théoréme de Lax. Il est possible d’utiliser un schéma explicite conditionnel-
lement stable pour des problémes simples, sous reserve que la condition de stabilité
soit remplie, ou bien un schéma implicite inconditionnellement stable pour des cas un
peu plus complexe. Néanmoins, lorsque 1’on considére des problémes dynamiques non
linéaires, méme les schémas implicites standards (f-méthode, Schémas de Newmark,
points milieux ou méthodes de type Hilber-Hughes-Taylor) perdent leur stabilité in-
conditionnelle, comme expliqué dans |65, 88]. De ce fait, il faut utiliser des schémas
implicites appropriés impliquant des propriétés de type conservation de ’énergie, cf
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[12, 55, 60, 88, 133]. A cet égard, un certain nombre de travaux ont été consacrés a
I'étude des phénoménes d’impact en grandes déformations; Laursen et Chawla [89] et
Armero et Petocz [11] ont montré l'intérét de la condition de persistance, a savoir la
condition de complémentarité entre la vitesse normale et la contrainte normale sur la
frontiére de contact, pour conserver I'énergie dans le cas discret lors de I'impact sans
frottement. Toutefois, en procédant ainsi, I'interpénétration subsiste sauf lorsque le pas
de temps tend vers 0. Pour surmonter cet obstacle, plusieurs méthodes existent ; nous
pouvons citer : I'introduction d’un saut discret en vitesse [90], une pénalisation spé-
cifique de la condition de contact [62], la méthode "Equivalent Mass Matrix" (EMM)
|80, 81| basée sur une procedure de redistribution de la matrice de masse, ainsi que
la stratégie a deux étapes developpée dans [13, 14|, permettant de satisfaire sur un
méme pas de temps les conditions de contact unilatéral et de contact persistant afin de
conserver 1’énergie. Dans le cas avec frottement, peu importe la méthode considérée,
on s’attend a une dissipation d’énergie, en accord avec la physique du probléme. Les
travaux présentés dans ce manuscrit relévent alors principalement des préoccupations
que nous venons de détailler dans les paragraphes précédents.

La thése est divisée en trois parties.

La premiére partie est consacrée a des préliminaires et des rappels du cadre géné-
ral des problémes de contact. Plus spécifiquement, le Chapitre 1 a pour vocation de
poser le cadre physique, via la présentation du probléme de contact fondamental qui
nous occupe. Il s’agit 1a de présenter les différentes lois qui régissent le comportement
des matériaux utilisés, la modélisation des différents types de contact traités par la
suite ainsi que le formalisme de ’hyperélasticité. Dans le Chapitre 2, nous rappelons
quelques éléments d’analyse fonctionnelle, d’analyse non linéaire et évoquons quelques
résultats issus de la théorie des inéquations variationnelles. Enfin, le Chapitre 3 est
dédié a la description de la méthode du Lagrangien augmenté avec et sans frotte-
ment, méthode utilisée dans ’ensemble des Chapitres dans la suite du manuscrit, une
méthode de type "active set", en guise d’introduction au Chapitre 7, et de quelques
méthodes de conservation de I'énergie qui seront utilisées au Chapitre 8.

Dans la deuxiéme partie, composée de trois Chapitres, nous étudions et analysons
trois problémes de contact avec frottement en petites déformations. Le Chapitre 4
concerne un probléme élastique en statique avec compliance normale, contrainte uni-
latérale et frottement non-monotone. Aprés avoir établi la formulation forte et posé
les hypotheéses nécessaires a ’obtention d’une formulation faible, il s’agit de montrer

I’existence et ['unicité d’une solution faible. Ensuite, nous introduisons une formulation
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duale de ce probléme, que nous mettons en relation avec la formulation primale. Nous
poursuivons I’étude avec la dependance de la solution faible par rapport aux pertur-
bations des données afin d’établir un résultat de convergence. L’analyse du probléme
se termine par l'obtention d’estimation de ’erreur de discrétisation spatiale inhérente
a la méthode des éléments finis. Enfin, la derniére section du Chapitre est consacrée
a la présentation des résultats numériques, comprenant une étude qualitative du com-
portement du modéle et une validation numérique des résultats théoriques. Ensuite,
le Chapitre 5 porte sur un probléme de contact viscoélastique avec terme mémoire en
quasistatique avec réponse normale amortie, contrainte unilatérale en vitesse et frot-
tement. La encore, par une démarche similaire, on s’intéresse a ’existence et 'unicité
de la solution faible, & sa dependance par rapport aux perturbations des données, a
I’analyse numérique du probléme sous forme d’estimation numérique de l'erreur de
discrétisation spatiale et temporelle et & 'obtention de simulations numeériques visant
a confirmer les résultats de convergence théorique et a illustrer les propriétés physiques
du modéle. Nous terminons cette partie avec le Chapitre 6, portant sur un probléme
viscoélastique en dynamique avec compliance normale et frottement non-monotone.
Cette fois, nous nous bornons a démontrer I'unicité de la solution faible en déplace-
ment, 'existence ayant déja été démontrée dans un article antérieur dans un cadre
plus large, et a établir des estimations de I’erreur dans le cadre semi-discret ainsi que
pour une aproximation spatialle et temporelle. Ce Chapitre s’achéve sur la présenta-
tion des résultats numeériques, accompagnée comme dans les Chapitres précédents de
la vérification de la concordance entre les estimations d’erreurs théoriques et d’erreurs
numériques. Notons que ce choix spécifique de géométrie et de force de traction était
motivé par une étude vibratoire. Un tel aspect ne sera toutefois pas abordé dans ce

manuscrit.

La troisiéme et derniére partie comprend 2 Chapitres dans lesquels on s’intéresse
respectivement a des méthodes de type "active set" et a des méthodes de type conser-
vation de I’énergie. Le principe des méthodes de type "active set", déja évoquées
plus haut, est de déterminer au fil d'une procédure itérative le statut des noeuds
(contact/non contact pour un probléme sans frottement) pouvant potentiellement en-
trer en contact avec une fondation parfaitement rigide. Bien que ce type de méthodes
ne soit pas aussi populaire que les méthodes présentées ci-avant, elle présente comme
avantage indéniable de ne pas utiliser les multiplicateurs de Lagrange. S’il est vrais-
semblable qu’une telle méthode soit plus aisée a implémenter, on peut s’interroger sur
les autres bénéfices qu’elle peut offrir en terme de précision, de convergence ou encore
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de rapidité par rapport au Lagrangien augmenté dans le cadre des petites et grandes
déformations sur le probléme standard de la littérature que constitue le probléme de
Signorini. C’est l'objet du Chapitre 7, dans lequel nous nous intéressons a lI’étude de
deux méthodes de type "active set" : la premiére est celle présentée au Chapitre 3 et la
seconde, plus originale, de type projection y est étudiée en proposant une analyse de
convergence. Le Chapitre 8 s’inscrit lui aussi dans la continuité du Chapitre 3. Aprés
avoir présenté la spécificité du modéle de contact pour ’étude de la conservation de
I’énergie, nous considérons un probléme de contact hyperélastique en dynamique avec
compliance normale, contact unilatéral et frottement variable suivi de son approxima-
tion variationnelle. La section suivante fait I’objet de la présentation et de I'analyse
d’une méthode de conservation de I'énergie, basée sur une continuation de la méthode
de Newton adaptée en deux étapes, que nous étudions par rapport aux autres mé-
thodes introduites dans le Chapitre 3 en petites et grandes déformations, avec et sans
frottement.

Le manuscrit s’achéve sur un bilan des résultats obtenus ainsi que sur une esquisse
des perspectives envisageables, d’ordre mécaniques, mathématiques et numériques qui
s'inscrivent dans la continuité de ce travail de recherche.
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Notation

On considére §2, un domaine de R? (d = 1,2,3) et on note par :

(] I’adhérence de (2.

I la frontiére de (2 supposée réguliére.

I (i=1,2,3) une partie mesurable de la frontiére I'.

mes I la mesure de Lebesgue (d — 1) dimensionnelle de 7.

v la normale unitaire sortante a I'.

Uy, Uy les composantes normale et tangentielle du champ vectoriel v
défini sur £2.

CH () I'espace des fonctions réelles continiiment différentiables sur (2.

D(02) Iespace des distributions sur (2.

H 'espace L*(£2)%.

Q lespace s o = (o) | 04 = 0ji € Lz(Q)}.

H, lespace < u = (u;) | e(u) € Q}.

Q1 l'espace yo € Q : Dive € LQ(Q)d}.

Qs Vespace ¢ € = (Eijmt) | Eijir = Ejimn = Exiij € L=(92), 1<4,5,k,1<d }

Wk I’espace de Sobolev de paramétres k et p.

H* correspond a W2

vV 'espace {’veHl(Q)d: v =0 sur Fl}.

H2(I) Despace de Sobolev d’ordre £ sur I'.

Hr Despace Hz ('),

H2(I) Despace dual de Hz (I).

Hr Pespace dual de H, = Hz(I')%,

v : Hy — Hp lapplication trace pour les fonctions vectorielles.
Si H est un espace de Hilbert réel et d € N*, on utilise les notations suivantes :

11
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Hd
ded
(- )u

- [l

('a -)H’XH

'espace {’U = (v)|v, € HetQwe H, i :L—d}

I’espace {7‘ = (1) | mj = 150 € HetOjmy € H, i,j = 1,d}.
le produit scalaire de H.

la norme de H.

I’espace dual de H.

le produit de dualité entre H et H.

la fonction indicatrice de K C H.

la convergence faible de la suite (z,) vers ’élément = dans H.

I’espace des applications linéaires et continues de H dans H.

Si de plus [0, 7] un intervalle de temps, k € Net 1 < p < 400, on note par :

C((0,T1; H)

I llcqor:m

I'espace des fonctions continues de [0,7] dans H.
la norme de C([0,T7]; H).

CH([0,T); H) Tespace des fonctions continiment dérivables de [0, 7]

dans H.

|| : ||C'1([O,T];H) la norme de Cl([O,T]; H).

LP(0,T,H)

I+ flo,

I'espace des fonctions f mesurables de |0, T dans H

T
telles que / | f(®)]|5dt < 400 avec les modifications usuelles
0

sip = 4o0.
la norme de LP(0,7T, H).

WHkP(0, T, H) Despace de Sobolev de paramétres k et p de ]0,7[ dans H.

I Mepm

la norme de W*?(0, T, H).

Pour une fonction f, on note par :

dom f
s'upg.o. f
I f
o f
Vf
e(f)
D f
of

le domaine de f.

le support de f.

les dérivées premiére et seconde de f par rapport au temps.
la dérivée partielle de f par rapport au temps.

le gradient de f.

la partie symétrique du gradient de f = %(V f + VTf).
la divergence de f.

le sous-différentiel (classique) de f.
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Si X et Y sont deux espaces de Hilbert réels, on note par :

L(X,Y) I’espace des applications linéaires et continues de X dans Y.
| - |lzcx,y) la norme de £(X,Y).

Soit X un espace de Banach,on note par :

C(R4;X) lespace des fonctions continues définies sur R, a valeurs dans X.

13
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Partie I  Préliminaires

Partie I

Préliminaires

Avant d’entrer dans le vif du sujet, et afin de faciliter la lecture de ce manuscrit,
il nous est apparu utile de rappeler quelques notions préliminaires a notre travail de
modélisation et d’analyse réalisé dans les Chapitres suivants. Pour cela, nous abordons
successivement quelques considérations inhérentes a la mécanique de contact, des élé-
ments concernant les espaces fonctionnels et ’analyse non linéaire pour enfin terminer
sur un rappel portant sur des méthodes numériques faisant référence pour la résolution
de problémes de contact. Cette partie, constituée de trois Chapitres, aborde un certain
nombre de concepts dont la connaissance est nécessaire a la compréhension de ce qui
va suivre. Nous commencons par préciser le probléme physique fondamental ainsi que
quelques éléments de modélisation mathématique utilisés, puis nous décrivons les lois
de comportement et les conditions de contact avec frottement. Ensuite, nous présentons
les espaces fonctionnels qui interviennent de fagon récurrente dans le manuscrit et nous
revenons sur quelques résultats d’analyse fonctionnelle non linéaire dans les espace de
Hilbert. Enfin, nous rappelons les principes des méthodes du quasi-Lagrangien aug-
menté et des méthodes de type "Active Set" en faisant apparaitre quelques différences
et similitudes notables. Pour finir, nous présentons rapidement quelques méthodes de
type conservation de I'énergie pour la résolution numérique des problémes de contact

en dynamique.
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Chapitre 1

Modélisation

Dans ce premier Chapitre, il s’agit d’introduire le cadre physique et de rappe-
ler succinctement quelques notions de mécanique des milieux continus, en particulier
I’équation du mouvement de Cauchy, les lois de comportement pour les matériaux
étudiés, ainsi que les conditions aux limites de contact avec ou sans frottement. Nous
rappelerons également le formalisme des problémes de contact dans le cas de ’hyper-
élasticité que nous utiliserons dans la derniére partie de la thése.

1.1 Cadre physique

Soit un corps matériel occupant un domaine borné 2 C R? (d = 1,2, 3) avec une
frontiére Lipschitzienne I' scindée en trois parties mesurables I, [5 et I3 telles que
mes (17) > 0. Nous désignons par v = (1;) la normale unitaire sortante a I". Le corps
est en équilibre sous I'action de forces volumiques de densité f,. Des forces de tractions
de densité f, agissent sur I. Enfin, le corps est fixé sur I} et I'5 correspond a la zone

potentielle de contact entre le corps et la fondation.
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Fi1GURE 1.1 : Cadre physique.

Notations. Nous désignons par S I’espace des tenseurs symétriques d’ordre deux sur
R?. Le produit scalaire et la norme euclidienne sur R? et S¢ sont définis par

w-v=uv;, |v]=w v)?2 VuveR%

o-T =047 || = (r-7)2 Vo, eS%

avec la convention de sommation d’Einstein.
Notons par u, le champ de déplacements et par o, le champ de contraintes. Dés
lors, pour un vecteur w donné, u, et w, représentent respectivement les composantes

normale et tangentielle de uw sur I, i.e.

(1.1) V,=V-V, V;=170— U,V

De méme, 0, et o, désignent les contraintes normale et tangentielle sur I, i.e.
(1.2) o,=(ov)-v et o,=o0v—o,v.

Remarque 1.1. Pour les simulations numériques, lors du contact, on prendra
o, = (ov) - v*, ou v* désigne la normale & la fondation.

Ici, les points au-dessus d’une fonction représentent la dérivation temporelle par

. . . 2 , . .
rapport au temps; typiquement u = %—"f et u = %T%L. Notons également qu'un indice
suivant une virgule indique une dérivation partielle par rapport a la composante cor-

ou;

respondante de la variable; w;; = Enfin e et Div désignent respectivement le

Ox;*
tenseur des déformations linéarisé (le terme d’ordre 2 est négligé dans le cadre des
petites perturbations) et 'opérateur de divergence, i.e.

(1.3) e(v) = (gi5(v)), e&i(v) =

(Ui,j + ’Ujﬂ'), Dive = (Uij,j)-

|~
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Mise en équation du probléme. Nous nous intéressons a un modeéle mathématique
décrivant ’évolution d’un corps déformable en contact avec une fondation ; ses incon-
nues sont le champ de déplacements u : 2 x [0,7] — R? et le champ de contraintes
o: 2 x[0,T] - S% avec T > 0 lintervalle d’intérét. Un tel probléme est régi par
I’équation du mouvement de Cauchy qui, dans le cas dynamique, est de la forme

(1.4) Dive+ f,=pu dans 2 x [0,7],

f renvoie aux forces volumiques appliquées au corps 2 et p : 2 — R, étant la densité
de masse avec R, I’ensemble des réels positifs. Dans les cas qui nous occupent par la

suite, et par commodité, elle est supposée constante.
Si le processus est quasistatique, par définition, les variations de la vitesse sont négli-
geables et, par suite, I’équation (1.4) devient

(1.5) Dive+ f,=0 dans 2 x [0,T].

L’équation (1.5) est une équation d’équilibre. Dans le cas statique, elle est valable dans
1.

A présent, revenons un instant sur les conditions aux limites évoquées plus haut.
Puisque le corps est encastré en I7, le champ de déplacements y est nul,

(1.6) u=0 sur I3 x [0,7].
La condition aux limites en traction peut se mettre sous la forme
(1.7) ov=Ff, sur Iy x [0,7]

ou f, désigne les forces de traction surfacique sur I5. A ce stade, notons que le probléme
n’est pas encore bien posé; les équations (1.4), (1.6) et (1.7) ne sont pas suffisantes
pour caractériser totalement le mouvement du corps matériel déformable dans le cadre
de la mécanique des milieux continus. Plagons nous dans le cas ou d = 3. En faisant
un bilan des équations scalaires disponibles et des inconnues scalaires & déterminer (cf
Table 1.1), il est facile de voir que :
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Inconnues scalaires & déterminer | Equations scalaires disponibles
Déplacement : 3 Equation d’équilibre : 3
Déformation : 6 Relations déplacement /déformation : 6
Contraintes : 6
Inconnues : 15 Equations : 9

TABLE 1.1: Bilan des équations scalaires disponibles et des inconnues scalaires a
déterminer

Pour l'instant, le probléme tel qu’il est posé souffre d’'un déficit de 6 équations.
C’est la raison pour laquelle nous devons les compléter par des lois de comportement ;
cela fait I'objet du paragraphe suivant.

1.2 Lois de comportement

Précisons que les considérations qui vont suivre ne sont valables que dans l'hy-
potheése des petites perturbations. Dans le cas des grandes déformations, nous ferons
appel & un autre formalisme que nous présenterons a la fin de ce Chapitre. Une loi de
comportement, ou loi constitutive, établit une relation entre le tenseur des contraintes
o, le tenseur des déformations € et leurs dérivées temporelles respectives. Autrement
dit, c’est une relation qui exprime le tenseur des contraintes actuel pour une parti-
cule en fonction du mouvement passé et des changements d’états que la particule a
subis. Notons d’ailleurs que d’autres parameétres, tels que la pression ou la tempéra-
ture, peuvent éventuellement intervenir dans une loi de comportement. De telles lois
proviennent de résultats expérimentaux au cours desquels il est réalisé toute une sé-
rie d’essais; citons a ce titre : le chargement monotone, le fluage, la relaxation, la
charge-décharge et ’écrouissage.

Dans ce qui suit, nous allons rappeler les lois de comportement pour les matériaux
élastiques, viscoélastiques et viscoélastiques avec terme meémoire que nous utilisons

dans les Chapitres a venir.

1.2.1 Lois de comportement élastique

Un milieu homogeéne est dit élastique s’il existe un état de référence sans contrainte
et si le tenseur des contraintes ne dépend que du tenseur des déformations infinitésimal
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e calculé & partir de cet état de référence, i.e :
(1.8) o = Fle)

avec JF, une fonction pouvant étre non linéaire. Dans le cas ou F dépend explicitement
de € (2 et du tenseur des déformations infinitésimales, le milieu est dit élastique non-
homogeéne.

Si le milieu est élastique linéaire, il y a alors une relation linéaire entre le tenseur des
contraintes o et le tenseur des déformations infinitésimales € dont il est possible de
caractériser le comportement par la loi de Hooke qui, dans le cas tridimensionnel, est
de la forme

(1.9) o =CEe(u)

ou € = (&;;m) est le tenseur d’élasticité d’ordre 4. Il comporte 81 composantes appelées
constantes d’élasticité du milieu qui sont indépendantes du tenseur des déformations
dans le cas homogeéne. Toutefois, du fait des différentes symétries matérielles inhérentes
a ’homogénéité et l'isotropie supposées du matériau (i.e. I’ensemble des directions

autour d’un point sont équivalentes), nous avons
(1.10) Eijrt = Ejirt = Eijik,

et de ce fait, seules 21 d’entre elles sont indépendantes. Les composantes d’un tel

tenseur vérifient
(1.11) gz’jkh = A 5ij5kh + ,U((S,'k(sj‘h + 5ih5jk),

ot les constantes A et 1 sont les coefficients de Lamé et d;; est le symbole de Kronecker.
Soit, en combinant (1.9) et (1.11), nous obtenons

(1.12) Oij = )\skkéij + 2,u5ij.

Notons que si le milieu est a la fois élastique, homogeéne, linéaire et isotrope, comme
considéré dans I’équation ci-dessus, il répond au schéma de ’élasticité dite classique.

Précisons que A et p peuvent aussi s’exprimer en fonction de F, le module de
Young, et k, le coefficient de Poisson,

kE E

G TS T M TR
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dont on peut donner une interprétation physique. Dans un essai de traction simple
d’une éprouvette constituée d’'un matériau obéissant au schéma classique de 1’élasti-
cité, le module de Young est le rapport entre la tension et la dilatation longitudinale
tandis que le coefficient de Poisson est le rapport entre la contraction transverse et la
dilatation longitudinale. On utilisera la loi élastique de Hooke dans les parties I et I1I.

Pour terminer, nous présentons un exemple de loi illustrant un comportement élas-
tique non linéaire dans un cas linéaire par morceaux en dimension 1. La loi (1.8) prend

alors la forme,

Ee + B(e + €o) si e < —¢g
(1.13) o=F(e)=( Ee si el < e
Ec+B(e—ep) si e>¢g

ol (3 est une constante positive. Il est également possible de faire intervenir ’opérateur
de projection Pk : R — R avec K = [—¢y, €g] pour obtenir une écriture plus compacte.

—&p si &< —¢g
(1.14) Pr(e) =< ¢ si el < e
€0 si > ¢

La loi (1.13) devient alors ¢ = Fe + (¢ — Pke).

1.2.2 Lois de comportement viscoélastique

Il est clair que le comportement élastique est insuffisant pour rendre compte de phé-
nomeénes tels que la relaxation ou le fluage. En effet, si la déformation est maintenue
a une valeur fixée g, alors la contrainte sera également fixée & o(gg) et ce, en toutes
circonstances la ou certains matériaux présentent une phase transitoire. Méme chose
si c’est cette fois la contrainte qui est maintenue & une valeur fixée; la déformation
sera également fixée. C’est la raison pour laquelle il est nécessaire de faire intervenir
d’autres modéles pour caractériser les matériaux tels que les polymeéres, les métaux au
dela d’une certaine température, les élastomeéres ou certains tissus biologiques etc...
De tels milieux présentent a la fois des propriétés élastiques, a savoir stocker et resti-
tuer de I’énergie mécanique comme un solide de Hooke, et de la viscosité, a savoir la
capacité a dissiper de I’énergie comme un fluide newtonien.
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Modélisation de type rhéologique. Nous nous placons dans le cas unidimension-
nel. Il est alors possible d’avoir recours a un élément rhéologique caractérisant le milieu
viscoélastique dans sa totalité. L’élément n’est relié a ’extérieur que par ses deux ex-
trémités dont le déplacement relatif représente la déformation et les forces appliquées
correspondent a la contrainte. L’obtention des équations différentielles régissant de tels
modeles obéit aux régles suivantes :
- Pour un systéme d’éléments connectés en série, les contraintes coincident et la défor-
mation totale est la somme des déformations des éléments.
- Pour un systéme d’éléments connectés en paralléle, les déformations coincident et la
contrainte totale est la somme des contraintes des éléments.
De ce fait, la contrainte et la déformation jouent le méme role que l'intensité et la
tension respectivement, dans un circuit électrique.

Les propriétés élastiques sont représentées schématiquement par des ressorts (Fi-
gure 1.2 ). Dans ce cas, avec 0 = Fe, on retrouve bien 'idée selon laquelle la contrainte
est une fonction linéaire de la déformation. Notons bien que le terme ressort fait ex-

clusivement référence au ressort linéaire; il en existe d’autres types.

FIGURE 1.2 : Elément ressort

Les propriétés visqueuses sont, quant a elles, décrites en rhéologie par des pistons.
La contrainte y est proportionnelle a la vitesse de déformation et elles ont le méme
signe. Le modéle élémentaire de la Figure 1.3 simule donc la loi de Newton, a savoir
o =ne avec n > 0.

]

FIGURE 1.3 : Elément piston
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La plupart des milieux viscoélastiques peuvent étre modélisés en utilisant unique-
ment ces deux éléments. Dans ce cas, il est alors possible de se ramener a 1'un des
modéles suivants détaillé ci-aprés :

- Modéle de Maxwell généralisé.
- Modéle de Kelvin-Voigt généralisé.

Modéle de Maxwell. Il s’agit de connecter en série un piston et un ressort, comme

montré ci-dessous.

FIGURE 1.4 : Modéle de Maxwell

Avec les régles précédemment enoncées et aprés un calcul élémentaire, on constate
que le modéle viscoélastique de Maxwell a pour loi constitutive

(1.15) PR

avec F et n, le module de Young et le coefficient de Newton respectivement. Le modéle
de Maxwell généralisé comprend deux ou plusieurs branches de Maxwell disposées en
paralléle auxquelles est ajoutée, en paralléle avec I’ensemble, une branche comprenant

un ressort, un piston ou les deux.

Modéle de Kelvin-Voigt. On y considére un ressort et un piston disposés en paral-

léle, comme montré ci dessous.
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FIGURE 1.5 : Modele de Kelvin Voigt

Avec les régles précédemment enoncées et aprés un calcul élémentaire, on constate
que le modele viscoélastique de Kelvin-Voigt a pour loi constitutive

(1.16) o =ne + Ee,

le modele de Kelvin-Voigt généralisé s’obtient en mettant en série deux ou plusieurs
modeles de Kelvin-Voigt auxquelles est ajoutée, en série avec l’ensemble, une branche
comprenant un ressort, un piston ou les deux. On peut également généraliser le modéle
de Kelvin-Voigt dans le cas multidimensionnel de la maniére suivante :

(1.17) o = Ae(it) + Be(u),

avec A et B, deux opérateurs, respectivement de viscosité et d’élasticité et potentiel-
lement non linéaire. Notons que seule la loi de Kelvin-Voigt sera utilisée dans le cadre
de cette these, raison pour laquelle nous n’évoquons pas la forme de la loi constitutive
multidimensionnelle pour le modéle de Maxwell.

1.2.3 Lois de comportement viscoélastique avec terme mémoire

Partant d’une loi viscoélastique de type Kelvin-Voigt, nous la complétons par
I’ajout d’'un terme de relaxation désigné par K pour obtenir une loi viscoélastique

avec terme mémoire, i.e :
(1.18) o = Ae(u(t)) + Be(u(t)) + /0 K(t — s)e(u(t))ds.

Notons malgré tout qu’un tel choix n’est pas anodin; ce type de loi a déja été utilisé
pour rendre compte du comportement de matériaux réels. A ce titre, on peut citer
|16, 17| dans lesquels cette loi sert & modéliser ’amortissement par hystérésis dans les
élastomeéres. Plus précisemment, ici, ’effet mémoire peut étre vu comme une détério-

ration du matériau suite au frottement entre les plans internes qui le constituent. On
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utilisera la loi viscoélastique avec terme mémoire dans le Chapitre 5.

Du point de vue de la mécanique des milieux continus, le probléme est a présent
bien posé : nous avons autant d’équations que d’inconnues. Nous pouvons donc nous

intéresser aux conditions de contact et lois de frottement & proprement parler.

1.3 Conditions de contact

Ces conditions portent sur la frontiére de contact I3, ou I'3x[0, 7] dans un probléme
évolutif, et mettent en relation les composantes normales du champ de déplacements
u, et les composantes normales du champ de contraintes ¢,. On pourra retrouver ces
lois dans [5, 91, 118, 136, 143].

1.3.1 Contact unilatéral

Proposée en 1933 par Antonio Signorini [132], cette loi de contact est encore aujour-
d’hui tres populaire dans la littérature. Elle est décrite par les 3 conditions suivantes :

(1) Condition de non pénetration u, <0,
(1.19) (2) Condition de compression o, <0,
(3) Condition de complémentarité o,u, = 0.

Physiquement, cela revient a considérer une fondation parfaitement rigide; peu im-
porte la force de compression appliquée il n’y aura aucune pénétration. La condition
de complémentarité traduit simplement que :

e Siu, =0, il y a contact et la force normale de contact est négative (o, < 0),

e Siu, <0,iln’y a pas contact et dans ce cas la force de contact est nulle (o, = 0).
Ces conditions peuvent également s’écrire sous une forme un peu plus compacte au
moyen d’une inclusion sous-différentielle

(1.20) —0, € Wr_(u,),

ou 0% _ représente le sous-différentiel de la fonction indicatrice Yg_ de la partie né-
gative de R, résultat que l'on doit a [103, 108]. Le graphe multivoque de cette loi est
représenté dans la Figure 1.6 .
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(contact)

(non contact) u

FIGURE 1.6 : Contact unilatéral

On peut également exprimer les conditions (1.19) en adoptant une forme de type
projection :

1
(1.21) -0, = —[u, —y0,]4,
9

ol 7 est une constante positive arbitraire et avec [r]y = projr+(r) = max{0,r}. Il
a été démontré dans [41] en particulier que (1.19) et (1.21) sont équivalents. Nous

utiliserons notamment une telle forme dans la partie III de ce manuscrit.

Si l'on suppose cette fois ’existence d’un interstice g entre la fondation et le corps,
les conditions de Signorini sont alors de la forme :

(1) Condition de non pénetration u, < g,
(1.22) (2) Condition de compression o, <0,
(3) Condition de complémentarité o, (u, —¢g) = 0.
La encore, il est possible d’obtenir une expression plus compacte grace a un changement

de variable dans (1.20)
—0, € g _(u, — g).

29



Mod¢élisation, analyse et simulations numériques de quelques problémes de contact

FIGURE 1.7 : Contact unilatéral avec interstice g

En outre, par l'intermédiaire de la formulation en projection, (1.22) peut aussi
s’écrire de fagon équivalente

(1.23) o, = %[(uy —g)—als.

Le graphe multivoque de cette loi est représenté dans la Figure 1.7 .

1.3.2 Contact avec compliance normale

Intéressons nous maintenant & un autre type de loi, tout aussi populaire que la
précédente, dans laquelle la fondation est cette fois supposée déformable. Elle fut
utilisée pour la premiére fois dans [97| dans un probléme dynamique viscoplastique.
La contrainte normale o, y est supposée satisfaire la condition suivante :

(1.24) —oy, = p(uy),

ou p désigne une fonction donnée a valeur dans R, , du fait de la compression du corps,
s’annulant pour tout argument négatif. Cela signifie en particulier qu'une telle loi
autorise la pénétration, dont la contrainte normale o, est fonction. La représentation
de la loi de compliance normale dépend de la fonction de compliance p choisie; en
I'occurrence la Figure 1.8 correspond au cas
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oll ¢ peut étre assimilé au coefficient de rigidité de la fondation.

(contact)

(non contact) u

FIGURE 1.8 : Contact avec compliance normale

Notons d’ailleurs que ce choix de p permet de donner lieu & une autre interprétation :
en faisant tendre le coefficient de rigidité ¢ vers l'infini, nous retrouvons une fondation
parfaitement rigide, soit la loi de Signorini évoquée plus haut. On peut donc considérer
que la loi de compliance normale représente une pénalisation de la loi de Signorini. Au
dela de I'intérét mécanique que peut offrir ce type de loi, elle est fréquemment employée
afin de régulariser la loi de Signorini pour ’analyse des problémes de contact.

1.3.3 Contact avec réponse normale instantanée

Dans ce type de modéle, la contrainte normale o, obéit cette fois a la condition

suivante :
(125) —0y = p(uu)>

ou p est fonction de la vitesse normale a valeur dans R, et s’annulant, une fois encore
pour tout argument négatif. Elle a été utilisée en particulier dans [56]. Préférentielle-

ment, nous utiliserons la forme suivante pour p :

p(r) = klrls,
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ol K peut étre ici assimilé au coefficient d’amortissement de la fondation. Dans le cas
présent, le graphe est analogue a celui de la figure 1.8 en substituant le déplacement
normal u, en abscisse par la vitesse normale 1,. Bien qu’'une telle loi soit d’une forme
similaire & celle employée pour la loi de compliance normale, présentée ci-avant, le fait
de substituer la dépendance en déplacement dans cette derniére par une dépendance
en vitesse rend son interprétation physique un peu moins immeédiate et intuitive. De
fait, un tel comportement est caractéristique d’'une fondation constituée d’un fluide
visqueux, typiquement de I'huile, et la réaction du fluide visqueux considéré sera d’au-
tant plus forte que la vitesse normale du corps est élevée. Dans ce type de probléme,
I'influence de la vitesse prédomine sur celle du déplacement. Par contre, pour une vi-
tesse normale négative, il n’y a pas de réaction. D’'un point de vue mécanique, cela
revient a considérer que le corps se déplace en direction d’'une fondation fournissant

une résistance analogue a celle d’un piston.

1.3.4 Contact avec compliance normale et contrainte unilaté-
rale

Cette condition de contact a été introduite pour la premiére fois dans [76] dans
I’étude d’un probléme dynamique pour des matériaux élasto-visco-plastiques et vise a
pallier les limites des deux lois dont elle est issue. De fait, ni les conditions de Signorini,
ni la condition de compliance normale ne sont tout a fait admissibles d’un point de
vue physique; dans les premiéres, on suppose que la fondation est parfaitement rigide
tandis que la seconde autorise une pénétration non controlable. Nous allons donc consi-
dérer un cas intermédiaire ou la fondation est constituée d’un matériau parfaitement
rigide sur lequel repose une fine couche d’aspérités déformables d’épaisseur g, limitant
ainsi la pénétration. Une telle loi est décrite par les relations suivantes :

u, < g, 0, +plu,) <0,

(1.26) (s — g)(00 + plun)) = 0.

Cette loi peut aussi s’écrire sous la forme d’une inclusion sous-différentielle :
(1.27) —0, € Wr_(u, — g) + p(u,),

dont une représentation graphique figure ci dessous.
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(")} iy

FI1GURE 1.9 : Contact avec compliance normale et contrainte unilatérale

Par suite, nous pouvons faire les observations suivantes :

-S5i 0 < u, < g, alors la contrainte normale o, est une fonction univoque de wu,
(compliance normale).

- Si u,, = g, cela signifie que la couche d’aspérités a été complétement écrasée ; le corps
est en contact avec le matériau rigide (conditions de Signorini avec un interstice de
taille g).

- Si on fait tendre g vers 0, la couche d’aspérités disparait ; nous retrouvons la loi de
contact unilatéral.

- Si on fait tendre g vers oo, la fondation n’est plus constituée que d’un matériau

déformable ; nous retrouvons la loi de compliance normale.

1.3.5 Contact avec réponse normale instantanée et contrainte
unilatérale en vitesse

Cette loi est en fait la réécriture de la loi de contact avec compliance normale et
contrainte unilatérale formulée en vitesse. Elle se présente sous la forme suivante :

u, < g, o, +p(u,) <0,

(1.28) (it — 9)(00 + plitn)) = 0.
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Il s’agit donc d’une combinaison de la loi de contact unilatéral en vitesse et de la loi
de contact avec réponse normale instantanée. A ce titre, notons que 'utilisation d’une

loi de Signorini en vitesse, & savoir
(1.29) u, < g, 0, <0, (1, —g)o, =0.

est tout sauf standard mais reléve bien d’un sens physique. En particulier, nous pou-
vons mettre en avant le fait qu'une vitesse de pénétration non controlable n’est guére
plus admissible d’un point de vue physique qu’une pénétration non controlable, a
I'instar de la loi de compliance normale. De ce fait, par rapport a la loi précédente, la
nature de g change : la restriction ne porte plus sur le déplacement u, mais bien sur
la vitesse u,. On ne peut donc plus parler de couche déformable constituée d’aspéri-
tés mais d’une couche de lubrification, déja évoquée un peu plus haut pour décrire le
comportement de la loi de réponse normale instantanée. Par suite, nous pouvons faire
les observations suivantes :
-0 <1, < g, alors la contrainte normale ¢, est une fonction univoque de 1, (réponse
normale instantanée)
- Si 4, = g, la vitesse limite a été atteinte (conditions de Signorini en vitesse avec une
vitesse limite g).
Il convient également de préciser que la formulation en vitesse de (1.28) présente
quelques intéréts pour les problémes évolutifs, ne serait ce que pour sa cohérence avec
la loi de Coulomb qui est également formulée en vitesse dans ce cas. En effet, pour
certains auteurs, le traitement d’une loi de contact formulée ainsi semble étre plus aisé
qu’un traitement d’une loi formulée en déplacement et cela, a la fois d’un point de vue
mathématique [75] et d'un point de vue numérique [126|. Coté mécanique, on peut
noter que cette loi est utilisée dans [138] pour décrire le processus de labour, la vitesse
de la charrue ne pouvant pas dépasser la vitesse g de la terre déplacée par I'instrument
aratoire.

Enfin, notons que la condition de complémentarité de (1.29) revét d’une importance
capitale pour les questions de conservation de l'énergie, comme nous le verrons dans

la loi présentée ci-aprés et dans le Chapitre 3.

1.3.6 Condition de persistance

Une telle loi se situe un peu en marge des précédentes dans la mesure ou son
intérét principal réside dans ses propriétés naturelles de type conservation de 1’énergie.
La condition de persistance s’exprime sous la forme de la condition de complémentarité
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suivante :
(1.30) o,u, = 0.

Cette condition seule suffit a garantir que le travail de la force normale de contact
(& savoir, fF3 o,t,da) s'annule. Combinée a la loi de contact unilatéral, elle prend la
forme suivante

siu, <0,0,=0

(1.31) loi de contact persistant ‘ ‘
siu, =0,0, € 0W_(10,).

Cette loi sera abordée plus en détails dans les Chapitres 3 et 8.

1.4 Lois de frottement

Nous considérons a présent les conditions portant sur la frontiére de contact I3
(respectivement I3 x [0,7] dans un cas évolutif) mettant en relation la contrainte
tangentielle o, d'une part, et la contrainte normale o,, la vitesse tangentielle u, et
le déplacement tangentiel uw,, d’autre part, selon le cas. Il s’agit ici de caractériser un
seuil de contraintes en dessous duquel aucun glissement n’est possible.

1.4.1 Absence de frottement

C’est la condition la plus simple qui soit dans laquelle on considére une surface
idéalisée ne présentant pas de frottement, c’est a dire

(1.32) o.=0.

Notons malgré tout qu’une telle approximation de la réalité reste raisonnable dans
quelques situations, rendant ainsi tout a fait licite son utilisation dans de nombreux
problémes.

1.4.2 Frottement de Tresca

Nommeée ainsi par analogie avec le critére de Tresca en plasticité [140], nous sup-
posons ici que le seuil de contrainte Fj..s > 0 est fixe. Si la contrainte tangentielle est
inférieure en norme au seuil, alors il y a adhérence entre le corps et la fondation. Si par
contre ce seuil est atteint, alors le corps glisse sur la fondation tandis que la contrainte

tangentielle s’oppose au mouvement.
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Il en existe deux versions, selon le type de processus considéré.
Cas statique

(1.33)

{ ol < Fires, (adhérence)

—0, = F s si u, #0 (glissement).

|l

Cas évolutif

ol < Fires, (adhérence)
(1.34)

—0, = Fies ﬁ si u, #0 (glissement).

1.4.3 Frottement de Coulomb

Il s’agit sans aucun doute de la loi de frottement la plus connue et de I'une des plus
utilisées dans la littérature. Formulée pour la premiére fois par Amontons en 1699 dans
son mémoire, Charles-Augustin Coulomb a été en mesure de la confirmer et d’étendre
son domaine de validité au cas des trés fortes charges en 1785.

Le dispositif de Coulomb peut-étre décrit de la maniére suivante : on considére un
plateau horizontal terminé par deux butées sur lequel peut glisser un traineau, que ’on
peut charger, tiré par une corde, dont la tension est réglable. L’objectif est d’établir la
valeur de la tension de la corde suffisante pour 'emporter sur la force de frottement ;
le traineau se met alors a glisser. Parmi les conclusions de Coulomb, on peut retenir
que :

-Le seuil de frottement est proportionnel au poids du solide posé sur la plateau hori-
zontal.

-Pour un chargement donné, ce seuil ne dépend que de la nature des surfaces en contact.
Il est ici fait référence au coefficient de frottement, noté u.

Dans le cas de la loi de frottement de Coulomb, a la différence de la loi de frottement
de Tresca, le seuil limite n’est plus fixé et dépend a présent du coefficient de frottement
1 et de la contrainte normale de contact o,. La loi de frottement de Coulomb va alors
mettre en concurrence, via le coefficient de frottement p, la contrainte tangentielle de
frottement o, et la contrainte normale de contact o,. De fait, comme pour la loi de
Tresca, il en existe deux versions selon le type de processus considéré.

Cas statique

ol < ployl, (adhérence)
(1.35)

—o, = o, ﬁ siou,#0 (glissement)-

36



Partie [ Chapitre 1 Modélisation

Cas évolutif

o < plol, (adhérence)
(1.36)

—o, = plo,| m siou,#0 (glissement)-

Il est également possible d’écrire la loi évolutive sous la forme d’une inclusion sous
différentielle :

(1.37) 0 € OV (110,

ot C(ulo,|) désigne le disque de Coulomb de rayon pfo,| et ¥, le conjugué au

(ulow])
sens de Fenchel de la fonction indicatrice ¥ de C(u|o,|). Une autre forme équivalente

peut également étre employée

(1.38) —0o, € p|o,|0|. |

Elle est représentée par la Figure 1.10 .

g |

FIGURE 1.10 : Loi de Coulomb.

1.4.4 Frottement non monotone

Des versions généralisées de la loi de Coulomb furent introduites afin de décrire les
phénoménes d’instabilité liés au frottement. En particulier, il est possible de considérer
un coefficient de frottement p variable. Il a été d’abord proposé de considérer un
coefficient p, (coefficient de frottement statique) représentant le rapport entre ||o,||
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et |o,| en dessous duquel il n’y a pas de glissement, et un coefficient ug (coefficient
de frottement dynamique) représentant la valeur de ce rapport lorsque le glissement
a lieu au cours du mouvement. En général, le coefficient de frottement dynamique est
plus faible que le coefficient de frottement statique, reflétant ainsi I'idée selon laquelle
il est plus simple de maintenir un objet en statut de glissement en mouvement que
de faire glisser un objet au repos. Puisque p4 est supposé étre inférieur a ug, la loi de
frottement présente alors une non monotonie. On se propose de considérer par la suite
un coefficient de frottement qui peut dépendre du déplacement tangentiel ||u.||, dans
le cas statique, ou du module de la vitesse de glissement ||, ||, dans le cas évolutif, et
permettant de passer de s a pg au cours du glissement. Voici les exemples auxquels
nous sommes confrontés dans les Chapitres suivants. Premier exemple

FIGURE 1.11 : frottement non monotone

Avec un contact de type compliance normale (1.24), nous pouvons considérer la loi
de frottement suivante

{ lo= 1l < pu([lr]]) p(un)

1.39
(1.39) —o = plllu- ) p(u) s siow, #0.

Cette loi de frottement est caractérisée par un seuil de glissement p(||w.|) p(u,) qui
dépend a présent du coefficient de frottement i et de la contrainte normale de contact
définie par la fonction de compliance normale introduite dans la sous-section 1.3.2.
Dans un cas statique, la non monotonie du coefficient de frottement p peut alors étre
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caractérisée par une dépendance en fonction de la norme du déplacement tangentiel
||lu,|| qui peut prendre la forme suivante

p(r) = (a=0b)- e +b,

avec a,b,a > 0, a > b. Cette loi décrit le phénoméne de décroissance du seuil de
glissement qui est constaté dans I’étude des problémes géologiques [114, 129|. Notons
que, pour a = b, cette fonction est constante et pour a # b elle est décroissante. Ainsi,
d’aprés la terminologie introduite dans [20|, dans le cas a = b nous désignerons la loi
de frottement (1.39) comme monotone et, dans le cas a # b, nous parlerons d’une loi
de frottement non-monotone. Une telle loi sera utilisée dans le Chapitre 4.

De maniére analogue, il est possible de considérer la loi de Coulomb non monotone
pour un processus évolutif dans lequel le contact est décrit par une loi de compliance
normale de la maniére suivante

{ lor || < p(l[e-]1) p(un)
(1.40)

o . U .
—o = nlliel) plw) iy i i £ 0.

Deuxiéme exemple

Dans le cas ot nous considérons un contact de type compliance normale avec contraintes
unilatérales (1.26), nous pouvons proposer pour un processus d’évolution une loi de
frottement légérement différente de la précédente sous la forme

ol < —p(u,)o, si u, =0,
1.41 :
( ) —0, = —p(u,)o, B si u, #0,
-]
pour laquelle le coefficient de frottement p est a présent une fonction du déplacement

normal u,. Nous pouvons alors considérer les exemples suivants :

0 pour n <0, 0 pour n <0,
pi(n) = q Zpo pour 0 € (0,9), pa2(n) =< (2—Huo pour n € (0,9),
Mo pour 1 2> g. Mo pour 1= g.

Ici g = p(g) désigne un coefficient de frottement donné associé au contact unilatéral
aprés compression des aspérités de taille g (u, = g). Notons que, dans le cas de la
fonction pq, le seuil de frottement est fonction croissante de la pénétration. A 'in-
verse, dans le cas de la fonction po, le seuil de frottement est fonction décroissante de
I'écrasement des aspérités. A ce titre on peut citer, entre autres, |74, 94, 95|. Une telle
loi sera utilisée dans le Chapitre 8.
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1.5 Formalisme de ’hyperélasticité

Nous nous intéressons a présent a une modélisation faisant intervenir un formalisme
assez différent de celui vu jusqu’a présent, formalisme dont nous allons rappeler brié-
vement les grandes lignes. Pour ce faire, nous présentons tout d’abord la modélisation
mécanique, a savoir ’aspect cinétique, les lois constitutives, les équations d’équilibres
suivies de la formulation variationnelle a proprement parler, qui découle du principe
des puissances virtuelles, et de la formulation de type minimisation de I’énergie. Ce
qui va suivre découle des présentations de P. le Tallec et P.G. Ciarlet faites dans [96]
et [43] respectivement.

1.5.1 Cinétique

Soit un corps continu, i.e. un domaine compact de R3. On désigne par 29 et 2
la configuration du corps déformé et la configuration de référence du corps, respecti-
vement. Pour rappel, I" = {2 correspond a la frontiére de (2. Nous considérons une
déformation du corps {2, préservant 1’orientation, caractérisée par :

(1.42) 0 : 2 x[0,T] — 2% CR? avec detVip >0 sur Q x [0,T].

Le point ¥ = p(x,t) € 2% correspond a la position de la particule x soumise a
la déformation ¢ au temps t. Le champ de déplacement peut alors étre décrit de la

maniére suivante :
(1.43) u(x,t) = ¢(x,t) — .

Par la suite, nous omettrons la dépendance par rapport a la variable ¢, afin d’alléger
quelque peu les notations. Les changements de longueur, d’aire et de volume dans la
configuration déformée (2% sont gouvernés par le gradient de déformation :

oo

oxJ’

qui traduit la transformation d’un vecteur élémentaire dx attaché au point  en la

(1.44) F = V¢ =1d + Vu, qui a pour composantes F;; =

quantité dx? = Fox de longueur suivante :

| 6x¥ | = ox¥. dx¥
= (Fox).(Fix)
= oz’ (F'F)éx
= 0z’ Cozx.
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Le tenseur C = FTF, é¢galement désigné sous le nom de premier tenseur de Cauchy-
Green, permet ainsi de mesurer la longueur d’un vecteur élémentaire aprés déforma-
tion. Ainsi, par analogie, un élément de volume dx et un élément d’aire nda sont

transformés en :

(1.45) dz? = det(F(x)) de.
(1.46) n? da? = (det(F))F"n da = (cof F)n da.

Remarque 1.2. On peut également considérer le tenseur de Green-Lagrange afin
de mesurer I’écart entre une déformation donnée et une déformation rigide.
C-1d

(1.47) E=—p—.

On retrouve alors le tenseur des déformations :

C-1d V'Vp-Id 1

1.4 E= =
(1.48) 2 2 2

1
(Vu'Vu) + §(VUT + Vu),
ce qui nous donne, en théorie linéarisée (i.e en négligeant le terme d’ordre 2) :
1 T
(1.49) €= i(Vu + Vu).

Nous allons a présent introduire et définir les invariants du premier tenseur de
Cauchy-Green. Puisque C est symétrique et défini positif, par construction, il posséde
3 valeurs propres strictement positives notées ()\?(C))‘:’:l. De ce fait, les invariants
(I;(C))2_, de C peuvent étre déterminés par 'intermédiaire de son polynéme caracté-

ristique :
(1.50) det(C—AId) = (A= NDA2—=NA2-)\)=0
(1.51) = N+ LN - DLA+13=0,

ce qui donne, par identification

L(C) = tr(C) =M+ M+ N
1
L(C) = H{(r(C))* - (x(C)")}
= tr(cof(C)) = A\JA3 + A3A3 + A3\3,
I(C) = det(C) = (detF)? = XN2\2\2 = J2.
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Remarque 1.3. Dans le cas bidimensionnel, le tenseur C ne comprend que 2

invariants :

L(C) = tx(C)
L(C) = det(C) = J?,

puisque det(C — AXId) = (A2 — \)(A\2 — )\).

1.5.2 Lois constitutives

La encore, comme dans le cadre des petites perturbations évoqué dans la section 1.2,
les équations d’équilibre définies par la suite ne seront pas suffisantes pour caractériser
totalement le mouvement du corps matériel déformable. Il convient donc d’introduire
des lois constitutives permettant de relier le tenseur des contraintes II aux variables
cinématiques.

On parle de matériau élastique si le tenseur II dépend du point @ et du gradient de
déformation F i.e.

(1.52) IT: (z,F) € 2 x M} — I(x) = II(z,F) € M,
avec
(1.53) M2 = {F € M? det F > 0}.

La relation IT(x) = II (x, F) est appelée loi constitutive du matériau.
Définition de ’hyperélasticité :
Un matériau est dit hyperélastique s’il existe une application :

(1.54) W2 x M2 — R dérivable par rapport a F
telle que :
(1.55) II(x,F) = a%W(:I;,F) Ve € 2 et VF e M.

W est alors la densité d’énergie hyperélastique stockée dans le corps soumis a la défor-
mation ¢. Notons bien que W doit étre invariant par changement de repére dans lequel
la déformation est observée. Pour ces raisons, W doit vérifier la propriété d’objectivité
ou d’indifférence matérielle, détaillée ci-apres.

Principe de l’indifférence matérielle :

(1.56) Ve € 2 W(z,QF) =W(x,F) VQec 0> VFcM:,
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ot @2 est 'ensemble des rotations dans R? défini par 03 = {Q € M3; QQ" = Q'Q =
Id}, avec le cas particulier de Q = VCF~!, qui représente une rotation puisque

(1.57) QIQ=FTCF!'=FTFIFF ! =1d.

Le principe de I'indifférence matérielle donne

(1.58) W(x,F) = W(z,VC) =W (z,C).

Autrement dit, I’énergie interne élastique ne dépend que du premier tenseur de Cauchy-

X w s
Green. De la, en supposant que Frel est symétrique :

oW
AW = s dF

oW
= o i
_ g_vg:(dFTF+FTdF)

~ T ~

_ (VY gpreyr L OV T
- (ac) (AFTF)T + S0 (FTAF)

oW
= 28—C'F dF

oW
= 2F— :dF.
oC

Par identification, nous obtenons donc que

(1.59) IT="_ =2F—_.

Dans le cas de matériau isotrope, nous avons le théoréme de représentation suivant :

Théoréme 1.4. Pour tout matériau hyperélastique isotrope, la densité d’énergie élas-
tique W satisfait :

A

(1.60) W(z,F) = W(z, 1,(C), I(C), I5(C)).

Conséquence : Le tenseur des contraintes Il est assez facile a établir pour des

matériaux isotropes et est donné par

B ow ow ow ow .,
(1.61) II(x) = 2F {(8—]1+[18—[2) Id — 8—[20+I38—L),C
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La loi hyperélastique la plus simple est une fonction quadratique isotrope du tenseur

E = 1(C —1d) et est appelée loi de Kirchhoff - Saint-Venant.

A

(1.62) W(F) = %(tr E)? + p tr(E?),

ol A et p sont les coefficients de Lamé introduits dans 1’élasticité linéaire.

Toutefois il n’y a pas d’existence globale pour ce modéle car I'hypothése de polycon-
vexité n’est pas vérifiée (cf [44]). Cependant, on peut trouver d’autres lois, comme la
loi d’Ogden revisitée dans [45], permettant de pallier cet inconvénient.

(1.63)  Wogden(F) = Ci (I} = 3) + Co(Iy — 3) + a(ls — 1) — (Cy +2Cy + a) In I5.

ou Iy, I et I3 représentent les invariants du tenseur C. Pour tous ces modéles de densité
hyperélastique, on peut également introduire le 2°¢ tenseur de Piola - Kirchhoff >
symétrique défini par

(1.64) > =F'I,
permettant d’obtenir la loi constitutive suivante
(1.65) Y = \(trE) Id + 24E + o(|[E[]?).

Cette loi permet de retrouver ainsi la loi de comportement au voisinage de la configu-
ration de référence, i.e. lorsque les déformations sont suffisament faibles ||E|| << 1.
L’équation (1.65) se démontre en utilisant le théoréme 3 de représentation issu de [44].

Remarque 1.5. En élasticité linéaire, on retrouve effectivement :

T
(1.66) o = A(tre) Id + 2pe avec € = W’
a partir de

ow A
(1.67) o= 06(6) et Wi(e) = 5(‘5:(6)2 + p(tre?).

1.5.3 Les différentes formulations considérées

On se propose de présenter les différentes formulations utilisées au cours des pro-
blémes que nous aurons a traiter, a savoir la formulation forte, la formulation faible
basée sur le principe des puissances virtuelles et la formulation de type énergétique.

Dans un premier temps, nul n’est besoin de considérer le contact.
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Formulation forte

Le modéle mathématique traduisant la position d’équilibre du corps élastodyna-

mique sans contact s’écrit :

Probléme M. Trouver un champ de déplacements u

contraintes IT : £2 — M? tels que

II(t) = opW(F(1))
div IT(t) + fo(t) = pis(t)
u(t) = up,
II(t)v = f,(t)
u(0) = up, ©(0) =1uy

: 2 — R? et un champ de

dans 2 x [0, 7],
dans 2 x [0, 7],
sur I x [0,77,
sur I3 x [0, 77,

dans (2.

La loi de comportement non linéaire figurant dans (1.68), représentée par IT, est définie

a partir du gradient de déformation F = V¢ = Id 4+ Vu. L’équation (1.69) représente

I'équation de mouvement, analogue a celle déja présentée en (1.4). On désigne par ur,

le déplacement imposé sur la frontiére I, par ugy la déplacement initial et par w; la

vitesse initiale. Ici, f, et f, désignent toujours respectivement les forces volumiques

et surfaciques.

Pour un contact de type unilatéral couplé a une loi de frottement de Coulomb, le

probléme prend la forme

Probléme M.. Trouver un champ de déplacements w : 2 — R? et un champ de
contraintes IT : 2 — M tels que

1.73
1.74
1.75

(
(
(
(1.76

)
)
)
)

(1.77)

(1.78)

(1.79)

II(t) = opW(F(2))
div II(t) + fo(t) = pa(t)

u(t> =un
II(tv = f,(t)
u, <0, II, <0,
u,ll, =0
L] < |11,

—1II, = H |HV| ”ZT” siu, 7é 0. }
u(0) = up, w(0) =1y

dans
dans
sur

sur

sur

sur

dans

2 x [0,77,
2 x 0,77,
I x [0, 7],
I x (0,17,

F3 X [O>T]>

Fg X [O,T],

(2.
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Pour rappel, les conditions de contact avec frottement (1.77) et (1.78) sont équivalentes
a

(1.80) —1II, € 0% (u,) sur I3,
(181) —HT S 8@5(H|UV|)(’U;7—) sur F3,

ou C(ulo,|) renvoie au disque de Coulomb de rayon pulo,|.

Formulation faible

Nous nous intéressons a présent a la formulation variationnelle des problémes M
et M.. En multipliant I’équation de mouvement par la fonction test v, en intégrant le
résultat sur {2 x [0, 7] et en utilisant la formule de Green suivante

(1.82) /H:Vvdx+/ Divﬂ-vd:v:/Hv-'vda
Q Q r

nous obtenons
Probléme My. Trouver un champ de déplacements w : [0,T] — V, un champ de
contraintes IT : [0, T] — M tels que

(1.83) / pu - vdx +/ IT :Vvdx = / fovde + | fywda,
I7; I7; I7; g
Yo : 2 — R3.
A P;cc(v) + Pz*nt(v) = P:xt(v) \V/’U : ‘(_2 - R37
avec Pr.(v) = / pu - vde,
2
et ;nt(v) = <A(u)7v>V*><V - / II : V’wa,
I7;
et Pi(v) = (f,v)vexy = / fovdx + fo.vda,
2 I

et de plus
(1.84) u(0) = up, u(0) = u.

Le premier terme du membre de gauche de ’équation (1.83) représente la puissance
virtuelle des accélérations, le second terme du membre de gauche est associé a la

46




Partie [ Chapitre 1 Modélisation

puissance virtuelle des efforts intérieurs et le second membre désigne la puissance
virtuelle des efforts extérieurs.

Nous introduisons maintenant une formulation variationnelle hybride du probléme
M. dans laquelle les variables duales A\, et A,, correspondant aux multiplicateurs de
Lagrange, sont liées aux forces de contact et de frottement. Dans ce cas, les multiplica-
teurs de Lagrange vérifient I’extension des inclusions sous-différentielles obtenues a par-
tir des inclusions sous-différentielles ponctuelles rappellées dans (1.80) et (1.81). Ainsi,
nous considérons les espaces de trace X, = {v,|n,: veV}et X, ={v|n: veV},
munis de leurs normes usuelles. Nous désignons par Y, et Y, les espaces duals de X,
et X, respectivement (cf [22, 27, 81| pour plus de détails). Notons en particulier que
A\, et A. peuvent étre représentées comme des éléments de H—'/2(I3), si la frontiére
de {2 est suffisamment réguliére. De plus, nous désignons par (-, )y, x, et (-, )y, x, les
produits de dualités correspondants.

Probléme My.. Trouver un champ de déplacements w : [0,7] — V, un champ
de contraintes normales A, : [0,T] — Y, et un champ de contraintes tangentielles
A [0,T] = Y, tels que

7D;cc( ) Pz*nt( ) cont(v) * (’U) vv : “(_2 — Rg?

e:ct

avec Peont(©) = (Au(0), v0)vs,x, + (A (1), v0)v; x,

et A (t) € Opy(uy(t)) sur I3,

et A (t) € Opr (U (t)) sur Iy,
avec
(1.85) plol) = [ B @O)de Vo, €X,,

3

(1.86) erlon) = [ i (vr(O)da Vo € X,
Le terme supplémentaire P, représente la puissance virtuelle des efforts de contact.
De plus
(1.87) u(0) = uy, w(0)=u,

Formulation de type minimisation de 1’énergie

Dans cette partie, nous allons présenter une formulation de type minimisation
de I'énergie dans le cadre d’un processus de type incrémental associé au probléme
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hyperélastique My.. Soient ¢(£2) et Pue.(£2), les énergies internes de déformation et
d’accélération associées au corps 2, respectivement, et définies comme suit

(1.88) o) = [ W(Tpla.t)da,

(1.89) bucl) = 1 /Q ol Pde,

avec W, la densité d’énergie hyperélastique du milieux {2 et du, la vitesse dicréte
donnée par

,un-l—l —u”

At

De la, on peut définir ’énergie potentielle globale I, du systéme pour un corps {2

(1.90) ou, =

soumis a des forces conservatrices volumiques de densité f et surfaciques de densité

£,
L)) L(u(@.1)) = $(9) + Gucelir) - /Q foule. iz — | fru(z,t)da,

I
avec u(x,t) = p(a,t) — x. Si on ne tient pas compte de la contribution du contact, u
satisfait le probléme de minimisation incrémentale sur {2 suivant

(1.92) I%(u) = nf I(v),

ou V désigne le champ des déplacements cinématiquement admissibles. On se propose
a présent d’inclure dans la formulation de type minimisation de I'énergie précédente les
lois de contact unilatéral et de frottement de Coulomb sous la forme des inclusions sous-
différentielles (1.20) et (1.37). Considérons I’énergie potentielle totale /g, du probléme
hyperélastique avec contact, représentée par la somme du potentiel hyperélastique I
et d'un pseudo potentiel ., relatif aux lois de contact et de frottement, i.e.

(193) ]syst(u; Tn) = ’l}relg ]syst('v; Tn)u

avec

(1.94) Liyst(v;70) = I (0) + Le(v;730),

ou

(195) Ic('U; Tn) = /F WR* ('U,/)da + /F WE[TR(U)}((SUTn)da
3 3
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La premieére intégrale renvoie a la contrainte normale associée au contact unilatéral.
Elle traduit le fait qu'une énergie infinie est nécessaire pour induire la moindre pé-
nétration. La seconde intégrale représente 1’énergie dissipée du fait de la présence
du frottement. Notons toutefois une spécificité dans ce probléme de minimisation : le
disque de Coulomb est fonction de la contrainte normale de contact, notée ici 7,,, qui est
elle méme fonction de la solution . De ce fait, on parle de probléme quasi-variationnel
pour désigner (1.93).
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Chapitre 2

Analyse fonctionnelle

Nous nous proposons d’introduire, dans un premier temps, I’ensemble des es-
paces fonctionnels utilisés dans le cadre de cette thése qui sera suivi de quelques ré-
sultats d’analyse non-linéaire. Nous reviendons en particulier sur les différentes classes
d’opérateurs étudiés, quelques définitions inhérentes a la notion de sous-différentiel,
un certain nombre de résultats abstraits d’existence et plusieurs versions du Lemme
de Gronwall qui s’avéreront particuliérement utiles dans la suite de ce manuscrit. Dans
ce qui suit, 2 est considéré comme un domaine borné de R? (d=2,3), et sa frontiére
I’ peut étre considérée comme étant localement le graphe d’une fonction continue de
Lipschitz. Par ailleurs, nous supposons que I’ se décompose de la maniére suivante :
I' =T, U T, UT5; de telle sorte que I NIl = () sii# j avec I, I, I'y mesurables et
mes Iy > 0. Notons par {2 = £2U I" adhérence de 2 dans R,

2.1 Espaces fonctionnels

2.1.1 Espaces C"({2)

Soit C(£2) I'espace des fonctions continues sur 2. C'(£2) est un espace de Banach

dont la norme est la suivante :
[vllc@ =sup {|v(@)]: x € 2} = max{|v(z)|: x € 02},

Soient x = (1, ..., 74) un élémént de R? o = (ay, ..., ay) une collection d’entiers non
d

négatifs tels que || = > a4, nous posons
i=1
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o dllv(x)
b 'U(ZL') - 0:)31"1...8:5,1% ‘

Qui nous conduit a la définition de C™(£2).

C"™(2) ={veC(2): D*v € C(N) pour tout « tel que|al < m}.

L’espace C™({2) est un espace de Banach dont la norme est donnée par

ollen = Y 1D%llem) -

laj<m

Par ailleurs, nous définissons I’espace des fonctions infiniment différentiables par

C¥() ={velC2):velC™) VmeZt}.

Le support d’une fonction v sur 2 est défini par suppv = {x € 2 :v(x) # 0} et
Cr(02) ={veC>(2):suppv C 2}.

Les espaces C'(R.; X). C(R,; X) peut étre organisé canoniquement comme un
espace de Fréchet (voir [48, 99]). Par ailleurs, la convergence d’une suite (xy)x vers un
élément x dans 'espace C'(R,; X) est décrite par

1) { xr — o dans C(Ry; X) lorsquek — oo si et seulement si
2.1

max |z (r) — z(r)||lx — 0 lorsque k — oo, pour toutn € N*.

)

Pour une partie X' C X nous utilisons la notation C'(R; K') afin de désigner I’ensemble
des fonctions continues sur R, a valeurs dans K. En outre, la convergence d’une suite

x1), vers un élément x, dans l'espace C*(R; X), signifie que :
+ g

(2.2) 7, — = dans CY(R,; X) lorsque k — oo si et seulement si
' xp — x dans C(Ry; X) et & — & dans C(Ry; X) lorsque k — oo.

Nous reviendrons sur ce résultat dans le Chapitre 5.

2.1.2 Espaces L”

Pour p € [1,00[, LP(§2) désigne I’espace des fonctions mesurables au sens de Le-
besgue définies sur {2 a valeurs dans R telles que

1/p
V]| 2oy = (/ Iv(x)l”dx) < .
(0]
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C’est un espace de Banach muni de la norme ||| 1o (5.

L’espace L>°({2) est l'espace des fonctions mesurables et essentiellement bornées

définies sur (2 a valeurs dans R. Muni de la norme
|v]| oo () = sup ess|v(x)| < oo,
Ten
il est également de Banach.
Soit p € [1,00] : alors le conjugué de p, noté ¢, est défini par

1,1 _ :
st =1 sip#1,
q =00 sip=1.

Il existe alors une dualité entre les espaces d’exposants p et q.
Inégalité de Holder. Soient v € LP({2) et v € LI(£2). Alors

%JM@N@MMSHWmmMﬂmm»

Il est possible de la voir comme une généralisation de l'inégalité de Cauchy-Schwarz
quand p # 2.

2.1.3 Espaces de Sobolev

Soient k € N et soit p € [1, 00]. Nous définissons les espaces de Sobolev par
WHhP(£2) = {u € LP(£2) tel que D*(u) € LP(£2) avec 0 < |a| < k}.

qui sont des espaces de Banach. La norme sur W*?(£2) est définie par

1/p
Jul QZIW%Mmm> s
Wk — al<k
|I£L‘Ei}];( | D*u|| oo (02) si p=+4o0.

Ici, W"2(£2) sera noté par H*(f2), qui est un espace de Hilbert dont le produit scalaire
est donné par

(u,v)p = / > Du(z)Dv(z)dr Vu,v € H ().
2 al<k

Pour plus de détails sur les espaces de Sobolev nous pouvons nous référer a |3, 34, 52,
109).
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2.1.4 Espaces fonctionnels en mécanique

Dans I’ensemble des problémes mécaniques traités, en plus des notations utilisées

dans le premier Chapitre, nous devrons nous munir des espaces suivants

Q={o=(0y): oy =05 € L*(2)},
Hy={u=(w): e(u) € Q},
Q= {0' €@: Dive € L2(Q)d},
V={veH'(2)": v=0suw [},
Qe ={E=(Ejr) | Eiji = Ejir = Eriy € L(92), 1<, 5,k 1<d }.

Les espaces ), Hy, Q)1 et V sont des espaces de Hilbert réels dotés des produits
scalaires respectifs suivants

(U>T)Q:/Uij7—ijdx>
2

(w,v)m, = (u, U)L?(Q)d + (e(u),e(v))q,

(0,7)g, = (0,7)q + (Dive, Div T) 12()4,

(w o) = [ elw-ev)ds,

ol € et Div sont respectivement 'opérateur de déformation linéarisé et 'opérateur de

divergence, déja définis en (1.3). On désigne les normes associées par || - ||g, || - ||m,

|- llo, et || - ||y respectivement. Rappelons également que H; = H*(£2)¢ = W12(02)2
Notons que Q. est un espace de Banach réel muni de la norme

I€lae = > lEiullz=@)-
0<i,j,k,1<d

Par ailleurs, un calcul élémentaire montre que
(2.3) [E7lle < I€llaxllTle V€€ Qe TEQ.

Pour tout élément v € Hq, v, et v, représentent respectivement les composantes
normale et tangentielle v sur " données par v, =v -V, v, =V — V.

La complétude de lespace (V|| - ||v/) provient de I'hypothése mes(I}) > 0, rendant
possible 'utilisation de 'inégalité de Korn, a savoir I'existence d’un ¢y > 0 dépendant
de 2, I et I3 tel que

(2.4) [ollz2rmey < collvllv - Yo eV
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Cette inégalité découle du théoréme de trace de Sobolev.
De méme, il existe C'x dépendant de (2 et 7,

(2.5) le()lle = Ck [[vlm,  VveV.

Notons en particulier que

(2.6) [ollv =lle()lle YveV.

Par suite, grace a (2.5) et (2.6), || - ||z, et || - ||v sont équivalentes sur V' et de ce
fait (V.|| - ||v) est un espace de Hilbert réel. En outre, puisque
(2.7) lolle, = (lvllF + lwl})? Yo € Hi,

nous obtenons
(2.8) vl > Ck vl VveV

Le produit de dualité entre V' et V*, a savoir I'espace dual de V', est désigné par
(-,+). Nous avons alors la double inclusion V' C H C V* avec un prolongement dense,
continu et compact. Dans ce qui suit, nous avons recours aux espaces V = L*(0,T;V),
V* = L*(0,T;V*) , H = L*(0,T; H), a savoir I'espace des fonctions mesurables de
[0, 7] dans V (respectivement V*, H = L?(£2)%) de carré intégrable et W = {v € V|
& € V'), équipé de sa norme [[o]lw = (v]2 + [9]3.)"2

Enfin, nous rappelons la formule de Green suivante :

(2.9) /a-r—:(’u)dm—i—/ Diva~vda::/0'v-vda pour tout v € H'(£2)%,
Q Q r

formule qui s’avérera particuliérement utile pour obtenir la formulation variationnelle
des problémes de contact traités dans les Chapitres a venir. Précisons d’ailleurs qu’il
s’agit simplement d’une extension au cas multidimensionnel de la formule d’intégration

par partie bien connue.

2.2 Analyse non linéaire

2.2.1 Classe des opérateurs

Soit X un espace de Hilbert muni du produit scalaire (.,.)x et de la norme ||.|x.
D’apreés [136, p.19-20] et par définition
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Définition 2.1. Un opérateur A : X — X est dit :

(1) monotone si
(Au—Av,u—v)x >0 VYu,veX;

(2) strictement monotone si
(Au— Av,u —v)x >0 Yu,v € X, u#v;

(3) non expansif si
|Au — Av||x < [Jlu—v||x VYu,veX;

(4) fortement monotone s’il existe m > 0 tel que

(Au— Av,u—v)x >mllu — vl Vu,v € X;

(5) de Lipschitz s’il existe M > 0 tel que

|Au — Av||x < Mjlu—v||x VYu,ve X;

(6) hémicontinu si pour toute suite (a,) C R telle que o, — o, nous avons

(A(u 4+ ayv),w)x — (Alu + awv), w)x;

(7) continu si
u, — uw dans X =— Au,, — Au dans X.

Les opérateurs de projections présentent quelques intéréts dans les problémes qui
vont suivre; on se propose de les présenter rapidement.

Définition 2.2. Soit K un sous-ensemble non vide, fermé et convexre d’un espace de
Hilbert X. Pour tout f € X, l'unique élément u € K qui vérifie

lu = fllx = minflv - fllx

est appelé la projection de [ sur K et il est noté par Pyf. Par ailleurs, 'opérateur
Py : X — K est appelé Dopérateur de projection sur K.
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Proposition 2.3. Soit K un sous-ensemble non vide, fermé et convere d’un espace
de Hilbert X, f et v, deux vecteurs de K, et Pk f, le projecteur de f sur K. Nous

avons alors

(2.10) (Pif — f,Pxf —v) <0, VveK,

dont la démonstration figure dans [136, p.13|. Nous y reviendrons dans le Chapitre

Nous introduisons a présent le lemme d’Ehrling, dont la preuve figure dans [139).

Lemme 2.4. Soit Xy, X et X, trois espaces de Banach tels que
Xo C X C Xy,

que [injection de X dans X, soit continue et que l'injection de Xo dans X soit com-

pacte. Alors, pour chaque € > 0, il existe une constante C(e) telle que

[vllx <ellvllx, + CE)lv]x, Yve X

Opérateurs de mémoire. Il s’agit d’une classe d’opérateur intervenant dans 1’étude
de problémes évolutifs.

Définition 2.5. Soient (X, ||.||x) et (Y, ].]]y), deux espaces vectoriels normés et
un opérateur R : C(R;, X) — C(R,,Y). L'opérateur R est qualifié d’opérateur de
meémoire si

Pour tout n € N Il existe r, > 0 tel que
t

(2.11) [Ru1(t) — Rua(t)|ly < Tn/o Jui(t) — ua(t)||xds
Vuy, ug € C(Ry, X),Vt € [0,n].

Nous terminons avec deux exemples d’opérateurs de mémoire classiques tirés de
[136] sur lesquels nous reviendrons dans le Chapitre 5.

Exemple 2.6.

Soient (X, ||.]|x), un espace vectoriel normé, uy € X et considérons un opérateur
S C(Ry; X) = C(Ry; X) défini par

t
(2.12) Yv(t):/v(s)ds—i—uo, Vo€ C(R.: X), VteR,.
0
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Alors, si uy, uy € C(Ry; X), nous avons

(2.13) |7 ur(t) — Fua(t)| x < /Ot [ua (2) = ua(t)| xds.

< est donc, par définition, un opérateur de mémoire.

Exemple 2.7. Soient (X, |.||x) et (Y,].|]y), deux espaces vectoriels normés et
un opérateur £ € C(R,; L£(X,Y)) donné. Considérons 'opérateur de Volterra R :
C(Ry; X) — C(Ry; X) défini par

(2.14) Ru(t) = /th(t — s)v(s)ds Yo e C(Ry; X), VteR,.

Alors, si uy, uy € C(Ry; X), nous avons

IR () — Rua ()| x S/ 1K = )l £x 3y lun (8) = ua(t) || xds

< max IEE =)l £oxvy / Jui(t) — ua(t) || xds.

te[0,n

Par suite, en posant r, = max ||[/C(t—s) HE(X y)> on aque R est également un opérateur
te[0,n] ’
de mémoire.

2.2.2 Sous-différentiel

Ici, nous présentons quelques notions afférentes au sous-différentiel au sens de I'analyse

convexe.

Définition 2.8. Soit X un espace vectoriel et f : X — R. On dit que la fonction f est
propre si f(v) > —oo pour tout v € X et dom(f) # 0 ot dom(f) = {v € X|f(v) # oo}.
Elle est convezxe si

S(1=tu+tv) < (1—1)f(u) +1f(v)
pour tout u,v € X et t €]0,1].

Définition 2.9. Soit (X,|.|[x) un espace vectoriel normé, K un sous-ensemble
convexe fermé non vide de X et f: K — R. f est dite

(1) semi-continue inférieurement si pour tout uw € X et pour toute suite {u,} C K qui
converge vers u dans X

lim inff(u,) > f(u).

n—oo
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(2) faiblement semi-continue inférieurement si pour tout w € X et pour toute suite

{u,} C K qui converge faiblement vers u dans X

lim inf f(u,) > f(u).

n—o0

Le résultat suivant montre le lien entre ces propriétés dans le cas des fonctions

convexes.

Proposition 2.10. Soit f : X — R une fonction propre et convexe alors f est
dite semi-continue inférieurement si et seulement si elle est faiblement semi-continue

inférieurement.
Le sous-différentiel d’une fonction convexe est défini ci-dessous.

Définition 2.11. Soit X un espace réel normé, X son dual, et f : X — R. Soit
u € X tel que f(u) # too. Le sous-différentiel de fen w est défini par I’ensemble

Of () = {u € X'+ f(v) > f(u) + (v — )y Vo€ XD,

Tout élément v’ € Of(u) de l'ensemble Of (u) est appelé sous-gradient de la fonction
f en u. La fonction [ est dite sous différentiable en u si Of(u) # 0. Elle est sous
différentiable si elle l’est en tout point de [’espace X.

Remarque 2.12.

1) Si f: R — R, le sous-différentiel de f en u est ’ensemble des pentes des droites
passant par le point (u, f(u)) se situant au dessous de la courbe de f. En particulier
si f existe alors Of (u) = {f (u)}.

2) Soit X un espace vectoriel normé et K un sous-ensemble convexe non vide de X.

Le sous-différentiel 0i (u) de la fonction indicatrice 1 est caractérisé par
Mpe(u) ={u' € X (v, v—u)y,x <0 YveX}

Par ailleurs si u € int(K) alors 0k (u) = {0}.

Rappelons aussi la notion de fonction conjuguée et celle de fonction Gateaux dif-
férentiable qui seront utilisées par la suite.
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Définition 2.13. Soient X un espace vectoriel et X' son dual. Considérons la fonction
f X — R. La fonction conjuguée au sens de Fenchel est définie par

f(y) =sup{(z,y)y o x — flx)} VY€ X'

zeX

Définition 2.14. Soit f : X — R et soit u € X tel que f(u) € R. f est Gateaux
différentiable en u s’il existe u' € X' tel que

o £+ 10) = F(w)

t—0 t

= (W, v)yyx YveEX.

u' est unique et est appelé la dérivée Gateaur de f en u notée f’(u)

Enfin, nous terminons par une définition succincte du sous-différentiel de Clarke,
utilisé dans le Chapitre 6

Définition 2.15. Soient X, un espace de Banach, et X son dual. La dérivée di-
rectionnelle généralisée d’une fonction localement lipschitzienne f : X — R au point

x € X dans la direction v € X, notée par fO(x;v) est définie par

fO(z;v) = limsup fly + o) — f(y)
7 y—x,A0 A

Le sous-différentiel de Clarke de f au point x, désigné par Of(x), est alors un sous
ensemble de X' donné par Of (x) = {C € X : fox;v) > (¢,v) y x pour toutv € X}.
Soit ||C||', la norme de ¢ dans X' :

ISI = sup{(¢, v)xyx +v € X, [ull <1}

Notons d’ailleurs que nous utiliserons indifféeremment la notation "9" pour le sous-
différentiel de Clarke et pour celui au sens de I'analyse convexe. Un tel choix ne sera
source d’aucune ambiguité dans la mesure ot le sens de la notation dépend du contexte

dans lequel elle est utilisée. Plus de détails sur le sujet peuvent étre trouvés dans
|46, 108].
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2.2.3 Inéquations variationnelles

Nous énoncons maintenant un résultat concernant une classe d’inéquations varia-

tionnelles.

Théoréme 2.16. Soit X un espace de Hilbert et supposons que K est une partie
conveze fermée de X telle que Ox € K, soient A : X — X, un opérateur continu
Lipschitzien fortement monotone, et j : K x K — R, une fonction satisfaisant les

conditions suivantes :

(2.15) Pour tout n € K, la fonction v j(n,v): K - R
' est convexe, j(n,v) > 0 pour tout v € K et j(n,0x) = 0.
Pour toute suite {n,} C K et {u,} C K telles que
Nn — 1 dans X, u, — u dans X et pour tout v € K,
(2.16) l'inégalité suivante est vérifiée :

limsup [ (1n, v) = 3 (M, wn)] < (0, 0) — 5(n, u).

n—oo

Alors, pour tout f € X il existe au moins une solution a ['inégalité variationnelle ci

dessous

(2.17) ue K, (Au,v—u)x +j(u,v)—ju,u) > (f,v—u)x VoveK.

Le Theoréme 2.16 sera utilisé dans le Chapitre 4 afin de prouver ’existence d’une
solution faible pour notre modéle de contact. Sa démonstration figure dans [136, p. 51|
et est basée sur le théoréeme du point fixe de Shauder. Notez bien que ce théoréme seul

ne suffit pas & garantir I'unicité, nous n’avons que ’existence a ce stade.

Nous proposons également un résultat concernant une autre classe d’inéquations

variationnelles.

Théoréme 2.17. Soit X, un espace de Hilbert réel muni d’un produit scalaire (-, -)x
et d’une norme associée || - || x. Soit K, une partie de X et considérons les opérateurs
A: K = X, R:CR;X)— CRy; X) ainsi que les fonctions j : K x K — R,
f Ry — X tels que :

61



Mod¢élisation, analyse et simulations numériques de quelques problémes de contact

(2.18) K est une partie convexe fermée non vide de X.

/

(a) Il existe m > 0 tel que

(Au— Av,u—v)x >m|u—v||3% VYu,veK.
(b) Il existe M >0 tel que

|Au — Av||x < M ||lu—v||lx Vu,veK.

(2.19)

Pour chaque n € N il existe r,, > 0 tel que

(2.20) IRutt) = Ro(o)lx < 7o [ uts) = vls) s
Vu,veCRy;X), Vte[0,n].

( (a) La fonction j(u,-): K — R est conveze et
semi-continue inférieure, pour tout u € K.
(2.21) (b) Il existe o > 0 tel que
J(ur, v2) = j(ur,vr) + j(ug, v1) — j(ug,vo)
< allur —uslly|lvr — vollx  Vur, ug, v1, v2 € K.

(2.22) feCR,;X).

Sim > « alors il existe une unique fonction w € C(Ry; K) telle que, pour tout
t c RJ’_ J
(2.23) (Aw(t),v —w(t))x + (Rw(t),v — w(t))x
+j(w(t),v) = jwt), wt)) = (f(t),v—w(t)x  VveK.

Le Theoréme 2.17 est démontré dans [137]. Il sera utilisé dans le Chapitre 5 afin
de prouver 'unicité de la solution faible de notre probléme de contact. Nous avons vu
en (2.11) que (2.20) est désigné sous l'appellation opérateur de mémoire. De ce fait,
(2.23) représente une inégalité quasivariationnelle avec terme mémoire.

2.2.4 Lemmes de Gronwall

Nous introduisons ensuite plusieurs versions du Lemme de Gronwall, qui s’avéreront

particuliérement utiles dans la suite de ce manuscrit.

Lemme 2.18. (lemme de Grénwall, forme intégrale)
Soient fetg e C([0,T],R). Supposons qu’il existe ¢ > 0 tel que

f(t) < g(t) —i—c/otf(s) ds Vtel0,T].
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Alors .
ft) <g(t)+ c/ g(s)e=*)ds Vtelo,T).
0

St g est non décroissante, nous avons que
ft) < gt)e” Vtelo,T].
Une preuve du Lemme 2.18 peut étre trouvée dans [136].

Lemme 2.19. (lemme de Gronwall, forme discréte)
Soient T' > 0, donné, et N > 0, un entier. On définit k = T/N. Supposons que

{gn}i\f:1 et {en}gzl sont deux suites de nombres non négatifs satisfaisant
en < Cop +EZkej n=1,..,N,
j=1

avec ¢, une constante positive indépendante de N et k. Alors, si k est suffisamment

petit, il existe une constante positive c, indépendante de N et k, telle que

max e, < c max .
1<n<N "~ 1§n§Ng"

Une preuve du Lemme 2.19 peut étre trouvée dans [56].
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Chapitre 3

Méthodes numériques

Dans ce Chapitre, nous allons rappeler les différentes méthodes numériques exis-
tants dans la littérature et utilisées dans les Chapitres a venir. Les extensions de ces
méthodes aux problémes étudiés seront, le cas échéant, présentées dans les Chapitres
concernés. Nous commencons par rappeler succinctement le principe de la méthode
du Lagrangien augmenté [6] pour la résolution de problémes avec contact unilatéral et
frottement de Coulomb entre un solide déformable hyperélastique et un corps rigide
(notons que le cas de ’élasticité linéaire peut étre vu comme un cas particulier). Afin
d’éviter une redondance des équations, les conditions de contact ne seront pas réécrites
dans le cadre des grandes déformations. Il est & noter que nous aurons recours a cette
méthode tout au long de ce manuscrit. Ensuite, nous étudierons une méthode de type
Active set |68, 69, 71, 72| pour la résolution de problémes avec contact unilatéral que
nous aborderons au Chapitre 7. Enfin, nous conclurons ce Chapitre par la présentation
de quelques méthodes de type conservation de l'energie |13, 62, 80, 81| nécessaire a la
compréhension du Chapitre 8.

3.1 Meéthode du quasi-Lagrangien augmenté

Notons que nous adoptons dans cette section un formalisme lié a des problémes sta-
tiques ou quasi-statiques découlant de processus incrémentaux. Cette méthode fut dé-
crite en particulier dans [6] et reste encore aujourd’hui trés populaire, comme peuvent
en témoigner les travaux [88, 143|. Nous commengons par traiter le cas du contact uni-
latéral seul auquel nous combinons, dans un second temps, le frottement de Coulomb.
Considérons ensuite {7"}, une famille d’éléments finis réguliers de {2 compatible avec
la frontiére I' = Iy U I, U I3, i.e., si un coté d’un élément Tr € 7" comprend plus
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d’un point reposant sur la frontiére ', alors ce méme coté repose entiérement sur 7,
I, ou I. L'espace V est approximé par V" C V, un sous-espace d’éléments finis de

fonctions linéaires par morceaux, a savoir,
Vh={o" e [C(D)]) : Vg € [P(TP)* YTreT", 0" =0 sur I},

ou Py (Tr) représente 'espace des polynomes de degré inférieur ou égal & un dans T'r et
h > 0 désigne le paramétre de discrétisation spatiale. Pour la discrétisation des termes
associés au contact normal, nous considérons I’espace X" = { o s vt e Vh }, équipé
de sa norme usuelle. Désignons alors par Y, € L*(I%), Uespace de fonctions constantes
par morceaux associé & la discrétisation de la contrainte normale \! = —¢”. De méme,
pour la discrétisation des termes associés au contact normal, nous considérons l'espace
X! ={vt: v" € V"}, équipé de sa norme usuelle. Ainsi, Y € L*(I3) désigne Des-
pace de fonctions constantes par morceaux associé a la discrétisation de la contrainte
tangentielle X" = —o. La discrétisation de l'interface de contact est ainsi caractérisée
par un espace de dimension finie HIQS € Y" ou Y" désigne Y U Y.

3.1.1 Cas du contact unilatéral

Cela conduit, dans le cas sans frottement, au probléme discret suivant.

h

Probléme P{}SZ_Q. Trouver un champ de déplacements discret u" et un champ de

contraintes normales discret X" = \N'w tels que
(31) uh e Vh, <A(’U,h),’vh>v*><v + <>‘1}/L7ULL>YJL,X§ = <f7U>V*><V Vol e Vh,
(3.2) e e, (ult) dans Y,

ou A est 'opérateur non linéaire hyperélastique défini en (1.84). La fonction ¢, :
X, — (—00,+0o0] correspond a celle utilisée dans (1.85). Les solutions du Probléme
P{}Sig peuvent également étre obtenues a partir d’'un probléme de minimisation sur un
ensemble convexe qui conduit & une méthode de Lagrangien augmenté sans contrainte.
Considérons le probléme d’optimisation suivant

(3.3) u” = argmin {J(’Uh) + go,,(vff)},
vhevh

ot J(v") est le potentiel de déformation hyperélastique défini par

(3.4) J(o") = /Q W (Vi@ ))dz — (f, v)v-ev-
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Ainsi, avec le formalisme propre au Lagrangien classique, le probléme (3.4) est équi-
valent au probléme minmax
(3.5) (u", A}) € arg(min max {L(v",7,)}),
v yheRt
ot M € Y" N R renvoie aux multiplicateurs de Lagrange, avec " la variable de

Lagrange virtuelle, qui représente ’'opposé de la contrainte normale de contact. La
fonction Lagrangienne L est définie par

(3.6) L(v", ) = J(0") + (0, 1) x, xx,-

Nous avons a présent recours a ’approche du Lagrangien augmenté, permettant ainsi
I’obtention d’un probléme de minimisation régulier sans contrainte. A partir de main-
tenant, nous considérons 'expression régularisée du Lagrangien donnée par

1 1
. L (v" ") = By L a2 4tk h2
(3.7) (") = J(@") = el + 5 bw + rols

avec r > 0, un parameétre de pénalisation. Nous en déduisons le probléme de minimi-

sation suivant
(3.8) (u", A1) € arg(min{L,(v",7")}), avec v" € V" et 4" € Y.

En supposant que J est continiment différentiable et strictement convexe, L, est
contintiment différentiable par rapport a v" et 7" et de ce fait il existe un point-selle
(u”, \I) vérifiant la condition de stationnarité suivante

(3.9) Vi Le(u®, X)) = 0.
Cela conduit a un systéme d’équation non linéaire de la forme

Vaur Le(u, \)) = Vg J(u") + [N) + rug] v = 0,

1
Vg Lo A) = —{ X = )+l =0,

Pour le reste de la section, afin de simplifier les notations, nous omettrons le paramétre

de discrétisation h. Dans la suite, u et A désignent les vecteurs généralisés, définis par
.. Nh . Nlli . R
u = {u'}, " et A = {\'},}, respectivement, ot N2

=

> est le nombre de noeuds de

la discrétisation de (2 et NI’EB, le nombre de noeuds de la discrétisation de I. Ici, u’
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¢ noeud de 7" tandis que A’ renvoie a la valeur de

renvoie a la valeur de u” au ™
A" = N'w au i noeud de la discrétisation de I, désignée par Il Ainsi, en adoptant,

une notation vectorielle, nous avons le systéme d’équations non linéaires suivant :

Probléme P;. Trouver un champ de déplacement u € R>Ntor et un multiplicateur
associ€ a la contrainte normale A = A\, v € RN tels que
(3.10) G(u) + F(u, A) = O g, 437, 5

ot G(u) € R Nor x R est la partie hyperélastique et F(u, X) € RNt x RV

est la contribution non différentiable du contact définie par

G(u)z(A(u)_f> et F(u,\) = 1

Onn
NFs

A, + ru, ] v

{A,, Y +Tul,]+}

h h
XN+ N

’
, NE .
avec Oyn , le zéro de R77s et Oy yn o yn le zéro de R
I3 Tot I's
La solution du Probléme non linéaire P, est basée sur une méthode de Newton gé-
néralisée permettant ainsi de traiter les deux variables (u, A) de facon simultanée. A

présent, en considérant la paire = (u, A), le schéma itératif peut étre décrit ainsi.
(i) Choix de x°, posons k = 0.

(ii) Calcul de 2**1, donné par
(3.11) et = 2® (K, + L) NG (™) + F(2®)), L, e 0F(x®),
oit OF (x®) est la Jacobien généralisé de F en £*) et K, est le Jacobien de G en (.

(iii) Si [|x*+D) — 2®)| < e et |RE(x®)|| < € alors stop, sinon retour en (ii). Ici, €
est censé étre relativement petit et R*(x®)) est 'opérateur non linéaire appartenant
a RENTo x ]RN?“S, défini par

RE(@™) = G(u®) + Fu®, A®).

Remarque 3.1. Une telle méthode requiert 'utilisation de noeuds fictifs, pour les
multiplicateurs de Lagrange, associés aux éléments de contact sur I3, pour le trai-
tement de l'opérateur de contact F(u, ). La construction de ces noeuds dépend de
I’élément de contact utilisé pour la discrétisation géométrique de l'interface de contact
I3. Dans les exemples numériques présentés dans les Chapitres a venir, la discrétisa-
tion sera basée sur ’élement de contact “noeud-rigide", composé d’un noeud de I} et
d’un noeud multiplicateur de Lagrange.
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3.1.2 Cas du contact unilatéral avec frottement de Coulomb

Si 'on considére a présent un frottement de type Coulomb dans un cas statique, et
avec les mémes notations, le probléme discrétisé prend la forme suivante
Probléme P"}CM. Trouver un champ de déplacements discret w”, un champ de contraintes

normales discret X' et un champ de contraintes tangentielles discret X tels que
(3.12) uh e vV, (A(ul), v") ey + <)\Z,’Uﬁ>yyh’xll} + (M-, ’Uﬁ>y7_h’X_lr1
= (f,V)yexy VO" eVl
(3.13) Mg D, (ul) dans Y,
(3.14) A e opr (uh) dans Y,

ou la fonction ¢f : X; — (—o00, +00] est définie par (1.86) Il convient alors d’ajouter
au probléme de minimisation précédent un pseudo-potentiel lié a la loi de frottement
(1.35), donnant ainsi un probléme d’optimisation associé au probléme P\}}Coul de la
forme suivante :

(3.15) u” = argmin {J(vh) + ¢, (V) + wi('vf)}.
vhevh

Pour le cas évolutif du frottement de Coulomb, on utilisera un probléme de minimi-
sation incrémentale en considérant, par exemple, un schéma de type Euler pour la
discrétisation de la vitesse. Notons qu’un tel probléme n’est pas tout a fait standard
dans la mesure ot le disque de Coulomb C' dépend de la solution u". C’est la rai-
son pour laquelle on parle plutot d’'un probléme de quasi optimisation ; ’appelation
"quasi-Lagrangien" ne se justifie véritablement que dans le cas avec frottement. Comme
précédemment, nous introduisons le Lagrangien standard associé a ce probléme, défini

par :
(3.16) L(v", 5, 77) = J(0") + (v), 7)) + (07, 97).

Par analogie avec le cas du contact unilatéral, le multiplicateur 4" correspond a ’op-
posé de la contrainte tangentielle de frottement o utilisée dans la loi (1.35). Le pro-
bléme (3.15) est remplacé par le probléme de min-max suivant :

min max max L(v", A", 4™,

fvh ,Ylflr,eRJf P)/Thec(ulo.l]}(uh)‘) ( 7]/ ’77‘)
oll v et 4" représentent les multiplicateurs de Lagrange associés respectivement aux
contraintes de contact et de frottement. Afin d’obtenir un probléme de minimisation
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régulier sans contrainte, nous avons recours a l’expression du quasi-Lagrangien aug-

menté suggéré par Alart et Curnier dans [6| de la forme :

r 1
Lr(vhaf}/gvvg) = L(vh77577?) + 5“%@”2 - Zh/zfjl + TULL]?I-

1 N
(3.17) + guvﬁH? — - dist? (72 +rol O+ mg]),
T

ou C[\! 4 rull] := C([A,’j + rufj]Jr).

Nous en déduisons le probléme de minimisation suivant :

(3.18) (u, A" A") € arg min max Ir}yax L.(v", A" 4.
T T

Une solution (u”, A", ") du probléme (3.18) est caractérisée par :

v n Ly (u”, N M) = 0.

TESUIDN

Cela nous conduit au systéme d’équations non linéaires suivant :

(( Vaur Le(u" M AT = Vg (u”) + [Vagnul] '[N} + rul],
+ [Vorul]"P(AL + rul) = 0,

1

v/\’; Lr(uha )‘27 Aﬁ) = _;{)\I}/L - [)‘zij + rui‘]+} = Oa
1 o
L v)\’: Lr(uha )‘27 Aﬁ) = _;{A—frl - P(}‘frl + Tuﬁ)} =0,

ou P est la projection sur le disque é[)xfj + ru"]. En adoptant une forme vectorielle,
et en omettant le paramétre de discrétisation spatiale A pour simplifier les notations,
nous obtenons le systéme suivant :

Probléme Prc. Trouver un champ de déplacement u € R>Ntor et un multiplicateur

associé a la contrainte A = A\, v + X, € ]RdXNI% tels que
(3.19) G(u) + F(u, A, A7) = deNj’Eot+(d+1)><Nl}£3v

ot G(u) € R Ntor x RN oot I partie hyperélastique et F(u, A) € RNt x

RN oot la contribution non différentiable du contact avec frottement de Coulomb

(o 1)
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et
[Vaw, ] [\ + 7w ]y + [VUUT]TP()\T + ru;)

Flu, A, ) = _%{)\y - [\ +7’u,,]+}

1 A
——{A; = P\, +ru,)}
”

Remarque 3.2. La méthode de pénalisation peut étre vue comme un cas particulier
de la méthode du Lagrangien ; il suffit de considérer les multiplicateurs de Lagrange
nuls, i.e. v, = 0 et v, = 0. En procédant ainsi, r est assimilé a la rigidité de la
fondation.

3.2 Meéthodes de type "Active set"

Encore & ce jour la condition de Signorini, décrite en (1.19), reste 'une des condi-
tions de contact les plus utilisées dans la littérature. Au cours de la derniére décennie,
les stratégies d’" Active set" ont gagné en popularité. L’objectif de telles stratégies est
de trouver ’ensemble des noeuds en contact avec l'obstacle parfaitement rigide; ces
noeuds sont dits actifs et les autres sont appelés inactifs, voir [69, 71] pour plus de
détails. En outre, un des aspects les plus intéressants de ce type de méthode est qu’elle
ne requiert pas l'utilisation des multiplicateurs de Lagrange et, de ce fait, pourrait
faciliter 'implémentation de 1’algorithme et améliorer le conditionnement du systéme.
En effet, dans la mesure ou les conditions aux limites sont directement imposées sur
les noeuds actifs, il s’agit de résoudre une série de problémes avec des conditions aux
limites simples, telle que la condition de Dirichlet, Neumann ou Robin, en fonction
de la méthode active set utilisée. La méthode "Primal-dual active set" peut étre vue
comme une méthode de Newton semi-réguliére basée sur la reformulation des condi-
tions (1.19), comme expliqué dans |[69]. En effet, il est clairement établi dans |41, 68, 69
que les conditions de contact unilatéral (1.19) peuvent étre exprimées sous la forme
d’un probléme de point fixe et nous le rappelons dans le résultat suivant

Proposition 3.3. Soit v > 0, les conditions de contact unilatéral (1.19) sont équi-

valentes a :

(3.20) II, = —[-1II, + ~yu,|, sur I3.

71



Mod¢élisation, analyse et simulations numériques de quelques problémes de contact

Démonstration. Il s’agit de démontrer successivement les deux implications. Les
conditions de contact unilatéral n’autorisent que deux configurations pour le déplace-
ment normal : soit u, < 0, soit uw, = 0. Si u, <0, (1.19)(3) implique que I, = 0. Par

suite
[T )y = bl = 0 et 1T, = 0 = 17, = ~[~ 11, + yu4.
Supposons maintenant que u, = 0 et I1, <0
L, ) = 1), = T,

soit exactement l’équation (3.20). Réciproquement, (3.20) implique (1.19)(2). Par

ailleurs, le cas II,, = 0 nous conduit a

_[f}/uV]—i- = 07

ce qui signifie que wu, < 0, dans la mesure ou v > 0. Enfin si I, <0, d’apreés (3.20) il
vient que —I7, + yu, > 0 et

II, = _[_HI/ + 'Vuu]—l— =11, — YUy,

donc yu, = 0 et, puisque v > 0 nous avons que u, = 0. Par conséquent (1.19)(1) et
(1.19)(3) sont vérifiées, ce qui achéve la démonstration. O

A présent considérons (u, A), une solution du probléme variationnel discret P{}Sig,
avec A\, le multiplicateur de Lagrange introduit précédemment et défini par A\, = —11,
sur I'l'. Désignons par p, I'indice des noeuds de I3, le Probléme P‘}}Sig peut alors étre
réécrit sous une forme algébrique discréte avec la condition (3.20) pour le multiplicateur
de Lagrange. Cela nous conduit a considérer un systéme d’équations non linéaires sous

la forme suivante

B2y RN _
RMu, A) = Avp — P‘l«p + ’Vuv,p]—ir

RY(u,\) = A(u) + \v — f ( 0 )
o, R(u, A) est 'opérateur non linéaire généralisé appartenant a R*No x RV, Par
conséquent, en adoptant le formalisme de Newton semi-régulier, la solution (u, A) peut

étre formulée comme suit :
(i) Choix de (u®, A?), posons k = 0.
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(ii) Détermination de (w®+D X*TD) el que

GU(u® A 5u® = _RU(4®) A
(3.22) ARM (™ AW) = —RA (u®) A®)),
) = 4 ®) 4 50,

AEHD — 7 (k) + 5)\(16)7
oit G%(u® AP désigne la differentielle de RY par rapport a la variable u® i.e.

ORY (u® AP

et AR’\(u(k), A®)) représente la différentielle totale de la fonction de complémentarité

RA par rapport aux variables u® et A% i.e.

ORM (u®), ,\(k))
- A(u®, AW)

AR u® A®) (5u®) | 5AW),

(iii) Si [|(w® D, XEDY — (w® AR < e et |[R(u®,AP)|| < e alors stop, sinon
retour en (ii).

Le principe de la méthode est de considérer séparément la solution de R%(u, X) = 0 et
le point fixe A\, , = [\, + YUy p)4, déterminé par I'équation (3.22). Comme nous allons
le voir, I’équation (3.22) conduit directement a imposer u, = 0 si les noeuds sur I'!
sont en statut de contact en vérifiant la condition d’Active set, & savoir A, , +7yu,,, > 0
pour tout p € I'!". En outre, 'équation (3.22) conduit également & la condition A, , = 0
dans le cas de non contact. En complément de la démonstration qui va suivre, le lecteur
pourra se référer a [68, 69| pour plus de détails.

Démonstration. Il s’agit de déterminer la différentielle généralisée de R en (u, \);

— Si le noeud est actif (statut de contact) : A, , + Yy, > 0

(3.23) dy, RN =0
(3.24) dy, RN = —ydu,,,.

Uy, p
— Si le noeud est inactif ( non contact) : A, , +yu,, <0

(3.25) dy,, RN = )\,
(3.26) d,, RN = 0.

Uy,p
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Ci-dessus, A et Z désignent respectivement I’ensemble des indices des noeuds actifs et
inactifs.

(3.27) ARM (u, A) = =7 X0ty + Xz,
avec

Xa=1,X =051\, +vyu,, >0,
Xip=0,X=1siA\p+7u,, <0.
Par 'intermédiaire du formalisme de Newton semi-régulier utilisé dans la deuxiéme
équation de (3.22), il est possible de déterminer (ul(,]f;l), )\l(,]f;Ll)) a partir de (u,(,k,),, )\l(,kl),)
pour ce faire, il ne reste plus qu’a considérer ladite équation dans les deux cas possibles
pour conclure la démonstration.
— Cas "Active set" : Xy =1let Az =0

(3.28) ulk+D = 0.

V7p

— Cas "Inactive set" : Xy =0et Xz =1

(3.29) AR — 0.

V7p
U

A présent, nous nous intéressons a la description de I'algorithme itératif associé a
la méthode.
(i) Choix de (u®, A?), posons k = 0.

(ii) Définition de I'ensemble actif Az = {p € [} : AR Al > 0},
Définition de I’ensemble inactif 7,1 = F?f‘ \ Agi1-

(iii) Détermination de (w*+9 A*+1)) tel que

(3.30) wk ) = 4 ®) — [G%(u® A TIRY (1P AP)
(3.31) u,(,’f;” =0 pour tout p € Agia,
(3.32) )\fff;rl) =0 pour tout D € Liy1.

(iv) Si [[(w® D XFFD) — (@) XB)|| <€, |[R(u*HD, XY < € et Apyy = Ay, puis

stop, sinon retour en (ii).

74



Partie [ Chapitre 3 Méthodes numériques

Nous insistons sur le fait que 'objectif des méthodes de type active set est de dé-
terminer I’ensemble A des noeuds actuellement en contact avec I’obstacle parfaitement
rigide. Autre caractéristique notable de ces méthodes, a la différence d’une approche
basée sur le Lagrangien augmenté, il n’est ici pas nécessaire de considérer des noeuds
additionnels pour la détermination de la contrainte normale de contact. Toutefois,
les deux méthodes ne sont pas sans présenter quelques similitudes. Notons a ce titre
que la deuxiéme équation de (3.21) correspond exactement a la seconde équation de
(3.10). Nous verrons les attraits des méthodes de type active set plus en détails dans
le Chapitre 7.

3.3 Meéthodes de type conservation de 1’énergie

Au cours des derniéres années, les méthodes d’intégrations temporelles avec des
propriétés de conservation de I’énergie et visant a résoudre des problémes élastodyna-
miques non linéaires ont été source d’intérét pour nombre de chercheurs. En outre, un
certains nombre de travaux ont été consacrés a l'extension de telles propriétés a des
problémes d’impact sans frottement ; en particulier Laursen et Chawla [89] et Armero
et Petocz [11] ont mis en évidence I'intérét de la condition de persistance pour conser-
ver ’énergie dans le cas discret. Néanmoins, une interpénétration au contact existe,
interpénétration qui disparait lorsque le pas de temps tend vers zéro. Nous commen-
cons par présenter le probléme hyperélastodynamique considéré pour la conservation
de I'énergie, nous poursuivons avec la discrétisation spécifique de ce probléme puis
terminons avec un rappel de trois méthodes éprouvées visant a conserver 1’énergie en

présence de contact avec frottement.

3.3.1 Un probléme de contact hyperélastique avec frottement
On adjoint au probléme hyperélastique M, présenté en section 1.5, du contact et

du frottement. Pour ce faire, nous introduisons la fonction ¢, : X, — (—o00,+o0]
definie par

(3.33) v, () = [ Nvr(®)llda Vo, € Ly R,
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Il s’agit alors de considérer le probléeme de contact hyperélastodynamique suivant

( Trouver w : [0,7] — V tel que :
/pu-vdx+/H:Vvdx—/fo-vdat— fo-vda+Ps(u,v) =0,
0 7 7 r

PCf(u> ’U) = <7V(t)>UV>YV7XV + <'7-r(t)a ’vT>YT,XT VveV,
Yo (t) € Oy (u,(t)),
(Y- (1) € (1) 0 (1, (2)).

Ici, la contrainte tangentielle «y, vérifie I'inclusion sous-différentielle définie en (1.38).

On attend de la solution d’un tel probléme qu’elle satisfasse un certain nombre de
propriétés de conservation, et en particulier la conservation de 1’énergie. Dans le cas

qui nous occupe, elle peut se traduire de la maniére suivante :

/0 tE(s)ds — E(t) — E(0)

t t t
:/ / fo-udxds—i-/ f2~udads—/ Wer ds,
0o Jo 0o Jr 0

ou E(t) désigne I’énergie interne du systéme a l'instant ¢, définie par

(3.34)

1
(3.35) E(t) = —/ ptt? dx+/ W(F)dzx.
2Ja Q
Le travail des forces de contact avec frottement, désigné par W.(t) dans (3.34), est
défini par
(3.36) Was = Pos(u, i) = / (it + .. - 1) da.
I3

De 14, en considérant le cas de la condition de persistance (1.30), le bilan énergétique
peut étre conservatif ou dissipatif. En ’absence de forces extérieures, nous avons :

Cas sans frottement

(3.37) Wi, =0 = W,y = 0= E(0) = E(t).

Cas avec frottement

(3.38) Wiy, =0, .1, >0= W, >0= E0) > E(t).

Le premier cas indique que I’énergie totale du systéme est parfaitement conservée. Le
second traduit la dissipation d’énergie correspondant au phénoméne dissipatif qu’est
le frottement.
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3.3.2 Formulation incrémentale

Dans le reste de la section, afin d’alléger les notations et de faciliter la lecture, nous
n’indiquerons pas que certaines variables dépendent des parameétres de discrétisation
k et h, i.e., nous écrirons w a la place de u™*, par exemple.

Afin de résoudre un probléme elastodynamique non linéaire, nous devons utiliser des
schémas d’intégration temporelle adaptés pour la préservation des propriéts de conser-
vation de I’énergie. Quand des problémes dynamiques non linéaires sont considérés,
les schémas implicites standards (f-méthode, Schémas de Newmark, points milieux
ou méthodes de type Hilber-Hughes-Taylor) perdent leur stabilité inconditionnelle,
comme expliqué dans [65, 88]. Par conséquent, il est nécessaire d’utiliser des schémas
implicites conservant ’énergie comme ceux utilisés dans [12, 55, 60, 88, 133|, qui sont
appropriés du fait de leur précision et stabilité lors d’une intégration sur des grands
pas de temps. Dans toutes ces méthodes, les propriétés discrétes de conservation mé-
canique sont recherchées. Afin d’établir de telles propriétés de conservation, I'un des
schémas implicites d’intégration temporelle les plus utilisés est le schéma des points
milieux d’ordre 2 donné par
(3.39) 0w, = —0U,_1 + %(un — Up_1)-

En outre, en ayant recours au schéma d’intégration temporelle de Gonzalez |55], I'in-
égalité variationnelle est caractérisée par I'opérateur B defini par

3.40 Au, 1, V)yxy = | T : Vodr pour v eV
( n P
Q

2

Dans laquelle le tenseur discret IT%9° est introduit afin de satisfaire exactement les
propriétés discretes de conservation de 1’énergie. Ce tenseur défini par Gonzalez dans
[55] est de la forme

n

Halgo —F _lzalgo’
2

(3.41) 3elo0 = 298(C,_1) + 2[W(Cy) — W(Cpy)

ow . ACn—
~56(Cy) 1 AC ] a5

avec AC,,_;1 =C,, —C,_; et C,_1 = 'F,_1F,_;. Comme cela est montré dans [44],
le principe de lindifférence matérielle implique que W(F) = W(C). A présent, en
utilisant les arguments figurant dans [55], il s’ensuit que (3.41) verifie exactement la

conservation de I’énergie décrite par la condition

(3.42) e . (Vu, — Vu,_1) = W(C,) — W(C,_,).
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Pour plus de détails sur le principe de conservation de 1’énergie standard, le lecteur
pourra se référer a |12, 55, 60, 88, 133|. En procédant ainsi, la formulation faible semi
discréte du probléme élastodynamique non linéaire avec des conditions de contact et
de frottement imposées a l'instant ¢, 1 considéré entre les instants ¢,,_; et ¢,, donne

le systéme suivant :

[ Trouver u,, € V" tel que :

/p(un—un_l)-vda:+/H“lgO:V'vda:—/fO 1-vda:—/ fo | -vda
0 N (9] n—y 1—,2 n—g
+ </7Vn7 UV>YV7XV + <77—n7 UT>Y7—,X.,- == O V’U c Vh’

Vo € Oy (Uy,),
(V7 € ,wy,,nﬁgoT(éuTn),

ol du.,, désigne la forme discréte de la vitesse tangentielle exprimée par

(3.43) du,, = 2" Yo
k

avec k = %, le pas de temps, et la notation Dn_% = %(Dn + 0,-1), ou [0, représente
I'approximation de (¢,,). Notons que les conditions discrétes de contact avec frotte-
ment peuvent étre considerées au temps ?,, et non au temps ¢,,_ 1. Un tel choix adopté
par plusieurs auteurs (se référer a |13, 14, 55, 90| pour plus de détails) permet a la
solution u,, de vérifier les conditions de contact au temps désiré ¢,. Un schéma au
temps ¢, _ 1 e vérifierait pas la condition de non interpénétration a l'instant final £,,.

De nombreux auteurs ont cherché a étendre ces propriétés de conservation au cas
de l'impact sans frottement. Il a été montré, en particulier, dans [11] et [89] I'inté-
rét de la condition de persistance afin de conserver ’énergie discréte. Toutefois, il se
trouve que l'interpénétration ne disparait que lorsque le pas de temps tend vers 0. Afin
de surmonter un tel obstacle, une méthode efficace consiste a introduire un saut dis-
cret en vitesse, voir |90]. Néanmoins, cette méthode requiert la solution d’un systéme
auxiliaire afin de calculer la nouvelle vitesse qui engendre un cotit de calcul supplé-
mentaire non négligeable. Il a également été considéré dans [62] une pénalisation
spécifique de la condition de contact permettant d’obtenir des propriétés discrétes
de conservation de I’énergie pour des vitesses "modérées". Ensuite, il a été introduit
dans |80, 81] la méthode "Equivalent Mass Matrix" (EMM), basée sur une procé-
dure de redistribution de la matrice de masse. Enfin, ’approche developpée dans [13],
intitulée stratégie & deux étapes, va permettre de satisfaire nécessairement sur un
méme pas de temps les conditions de contact unilatéral et de contact persistant afin
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de conserver 'énergie. On se propose de présenter succinctement ces trois méthodes
de type conservation de 1’énergie.

3.3.3 Stratégie & deux étapes

Il est clairement établi qu’il n’est pas possible d’imposer dans le méme temps
les conditions de Kuhn-Tucker et de persistance, le probléme résultant étant alors
surcontraint. Un moyen de contourner la difficulté & moindre colt consiste a imposer
successivement, en deux étapes, les conditions sus-citées durant le passage de t,_1 a
tn. Au cours de I’étape préliminaire (a), il s’agit de résoudre le systéme (3.43) par une
méthode de Newton, permettant ainsi de trouver les statuts de contact. Ensuite, une
méthode de continuation de Newton est utilisée sur la solution trouvée lors de 1’étape
(a), au cours de laquelle on substitue la loi de contact unilatérale par la loi de contact
persistant (1.31) afin de recouvrir les propriétés de conservation de I’énergie.

Etape (a) : Schéma de Newton pour résoudre le systéme (3.43)

Vo € Oy (Uy,),
avec
Y7, € v, dipr (5'“% ) .

Etape (b) : Continuation du schéma de Newton pour résoudre (3.43)

si ul(,“) < 0,7, =0,
avec si ul(,“) > 0,7, € 0p,(du,,),
Y € W, 007 (Gur,).

Notons bien que la condition de contact unilatéral n’est plus rigoureusement respectée
au temps t,, signifiant par la méme que cette stratégie n’est adaptée que pour des
impacts a petites vitesses.

Intéressons nous a présent a la conservation de ’énergie discréte. Entre les instants
tn_1 et t,, la différence d’énergie discréte s’écrit

-3 -3 2

En_En—lzk/fO 1un_%d$—|—]€ f2 1-’l:l,n_1da

(3.44) ? "

_k/ (fyynéuyn + 7Tn ' 6u7—n> da7
I3

ou E,_; et E, désignent respectivement |’énergie interne E aux instants ¢,,_1 et t,,_1.

Remarque 3.4. On constate que la différence d’énergie discréte tend effectivement
vers 0 lorsque le pas de temps £ tend vers 0.

79



Mod¢élisation, analyse et simulations numériques de quelques problémes de contact

L’énergie discréte F, s’écrit :

(3.45) E, = 1 / pu? dv + / W(F,) dx.
2 2 9

De 14, en Iabsence de forces extérieures, le bilan énergétique durant les étapes (a) et
(b) se traduit de la maniére suivante :
Cas sans frottement,

fyynéuyn Z 0 = E'Y(La) S E'Y(L[?:l?
b)

(3.46)
Yo 6uy, =0= E® = "

Cas avec frottement

Yo Oty >0, v, 6ur, > 0= B < B

n—1

n—1*

(3.47)

Dans le cas sans frottement, il survient une perte d’énergie a l'issue de étape (a)
en désaccord avec la physique du probléme. L’étape (b) nous permet toutefois de
restaurer I’énergie, dans ce méme cas. Si l’on tient compte du frottement, la dissipation

de I’énergie discréte observée est cohérente avec le phénomeéne physique considéré.

3.3.4 Pénalisation spécifique

Dans la méthode précédente, il était nécessaire d’avoir recours a la condition de
persistance afin d’obtenir de bonnes propriétés de conservation de I’énergie; ici il est
possible de s’en affranchir. Les conditions de Kuhn-Tucker sont traités a ’aide d’une
méthode de pénalisation, méthode utilisée habituellement pour une loi de compliance

normale. Le multiplicateur de Lagrange est alors défini par
(3.48) Yy = rluy]+  ou r est assimilé a la rigidité de la fondation.

La stratégie utilisée dans [62| conduit ainsi au travail W, de la force de contact donné

par

. r d 9
(3.49) We= [ mwinda= < [ —u,(t)]] da.

s 2 Jp, dt
De la, avec I’approche énergétique de Gonzalez, la conservation de 1’énergie du systéme
s’écrit
t t
E(t)—E(O):/ /fo-udxds+/ fo-udads

(3.50) 0 7e 0 Il

#5 [ ()2 - o)) do
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A présent, considérons la probléme sous sa forme discréte ; la force normale de contact
Yy, est définie par

[u’/n]?l— - [an—l]?i-

2(an - anfl) ‘

(3.51) Vom = TDspe(Up,) avec Dgpe(Uy,) =

En présence de frottement, une technique de pénalisation peut étre utilisée pour définir
la force tangentielle de contact «v, en fonction du statut :

v, =rou,, casdadhérence
avec

Y, => —€HYVy, T, cas de glissement.

Considérons la formulation discréte du bilan énergétique entre les instants ¢, et t,

En_En—lzk/fO 1.un—ldI+k f2 1'un—lda
0 n—3 2 Iy n—g 2

(3.52)

[, ]3— — [u, 71]3-
—k/ r—r ———0u,, + v, - 0u,,)da.
Fg( 2(uV7L - anfl) " )

En D'absence de forces extérieures et de frottement, et conformément au cas continu
(3.50), on retrouve

(3.53) Ev =B = =5 [ (]t = b ) do

Notons toutefois que la condition de non interpénétration n’est pas non plus exac-
tement respectée au temps t, dans la mesure ol la condition (3.51) représente une
pénalisation spécifique qui différe de (3.48). Si 'on considére un cas avec frottement,
la positivité de v, - du,, est cohérente avec la dissipation d’énergie que ’on est en
droit d’attendre.

3.3.5 "Equivalent Mass Matrix"

Avec une distribution de masse standard, le probléme semi-discret en espace conduit
a des instabilités qui auraient pour source la perte d’énergie cinétique induite lors de
I'impact entre le corps et la fondation sur les noeuds en contact. Afin de surmonter
cet obstacle, la stratégie développée dans [80] consiste a considérer une distribution de
masse dans laquelle les points situés sur la frontiére de contact I'3 n’aient plus d’inertie.
Soient M, la matrice de masse standard, et M,, la nouvelle matrice de masse ; une telle
propriété se traduit en terme de contraintes de la maniére suivante

(3.54) vi'Mv; =0, Vi, j€S,
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avec S, 'ensemble des indices des noeuds appartenant a la frontiére I'? et v;, la normale
unitaire sortant au noeud d’incide 2. La matrice de masse équivalente est construite de
telle maniére que la masse totale, le centre de gravité et les moments d’inertie soient
conservés. Il s’agit alors de résoudre le probléme suivant

( Trouver w : [0,7] — R" et X: [0,7] — R? tels que
Mt + Ku=L+» N,

(3.55) €5
viu<0, M\ <0, (W u)\, =0,

avec K, la matrice issue de la linéarisation de 'opérateur non linéaire A utilisé au début
de ce Chapitre, L, la contribution des forces extérieures et A, les multiplicateurs de
Lagrange associés aux noeuds sur la frontiére de contact I'7. L’énergie discréte du

systéme (3.55) est alors donnée par

1 1
(3.56) E(t) = 5uTMeu + §uTKu —u'L.

De ce méme systéme, il vient que :

(3.57) W' Mis+ 4" Ku=a"L+Y MNa'v,

€S

En intégrant ensuite de 0 & ¢ et en combinant le résultat obtenu avec (3.56), on a

t

(3.58) Et)=)Y_ / Nalvdt + E(0),  Vte[0,T).
ies 70

Comme la solution du systéme satisfait naturellement la condition de persistance (1.30)

en chaque noeud de I'?, i.e. )\f,uTVZ- =0 Vi € .5, nous avons

(3.59) E(t) = E(0).

Un tel résultat est conforme avec ce que nous sommes en droit d’attendre dans le cas
continu. Quelques interprétations et extensions de cette méthode figurent dans [61].
Le probléme résultant permet d’obtenir une solution Lipschitz-réguliére en temps ainsi
que de bonnes propriétés d’évolution de I’énergie, qui s’expliquent par le fait que la
condition de persistance est automatiquement satisfaite. Une telle approche a été uti-
lisée dans de nombreux travaux, et, de ce fait, les aspects théoriques et numériques en
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relation avec le modéle étudié dans le Chapitre 8 peuvent étre retrouvés dans [60, 63].

Notons que les différentes méthodes numeériques employées dans les parties suivantes
ont été implémentées dans un code en Fortran au sein de MODULEF, une bibliothéque
d’éléments finis développée par PINRIA (Institut National de Recherche en Informa-
tique et en Automatique, Rocquencourt, France). Pour plus de détails, nous renvoyons
le lecteur au site web https://www.rocq.inria.fr/modulef/francais.html.
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Partie 11

Analyse mathématique de quelques
problémes de contact

Nous allons a présent réaliser I’étude et 'analyse mathématiques de trois problémes
de contact en petites déformations : un probléme élastique statique avec compliance
normale et contrainte unilatérale, un probléme viscoélastique quasi-statique avec un
terme mémoire, réponse normale instantanée et contrainte unilatérale en vitesse et un
probléme viscoélastique dynamique en compliance normale. Cette partie est divisée en
trois Chapitres composés de six, cinq et quatre sections, respectivement. Une fois la
formulation variationnelle de chaque probléme établie, nous abordons la question de
I’existence et de 'unicité d’une solution faible au probléme. Nous verrons d’ailleurs une
seconde formulation variationnelle d’'un méme probléme, dans le Chapitre 4, a travers
la notion de dualité. Nous étudions ensuite quelques résultats de convergence liés a la
perturbation des données initiales du probléme. Apreés ce travail portant sur I'existence
et I'unicité des problémes, nous nous intéressons a ’approximation variationnelle des
formulations, puis nous proposons des estimations de I'erreur de discrétisation avant
d’illustrer nos résultats par quelques simulations numériques. Il s’agit non seulement de
mettre en évidence les caractéristiques mécaniques de nos modéles et de les confronter
au bon sens physique mais également de valider les résultats obtenus au cours de
I’étude théorique, & savoir les résultats de convergence et d’estimation de I'erreur.
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Chapitre 4

Probléme statique de contact avec
compliance normale et contrainte
unilatérale

Dans ce Chapitre, on se propose d’étudier un probléme de contact en statique
modélisant 'intéraction entre un corps de type élastique, comportement déja présenté
dans la sous-section 1.2.1, et une fondation. Le contact suit une loi de compliance
normale couplée aux conditions de Signorini, comme décrit en (1.26), le frottement
étant, quant a lui, supposé non monotone. Ce Chapitre comporte 6 sections. Dans
la premiére est proposée une formulation forte du probléme ainsi que les hypothéses
inhérentes. Ensuite, dans la section 2, nous donnons une formulation faible et abordons
la question de l'existence et de 'unicité d’une solution faible au probléme. Puis, la
section 3 met en avant une formulation duale de ce probléme. Dans la section 4,
nous démontrons un résultat de convergence portant sur I’étude du probléme d’origine
dans lequel est introduite une perturbation des données. La section 5 est consacrée
a l'approximation variationnelle et & 1’obtention de résultats d’estimation théorique
de l'erreur de discrétisation. Enfin, nous terminons sur une présentation de quelques
simulations numériques permettant d’illustrer le type de modélisation choisie ainsi que
la validation numérique du résultat de convergence et de I'estimation de ’erreur. Les
sections 2, 5 et 6 ont fait I'objet des articles [23] et |25], la section 3 a fait 'objet de
larticle [134].
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4.1 Modéle

Le cadre physique correspond & celui introduit dans la section 1.1; pour rappel,
un corps élastique occupe un domaine borné 2 C R¢ (d = 2,3) doté d’une frontiére
I' partitionnée en trois parties mesurables I, I et Iy (avec mes(I) > 0). Le dépla-
cement du corps est bloqué sur I, une densité de forces volumiques f agit sur {2 et
une force de traction surfacique de densité f, agit sur /5. Enfin, Iy correspond a la
zone de contact entre le corps et la fondation.

La formulation forte du probléme peut alors étre résumeée ainsi :

Probléme P. Trouver un champ de déplacements u : 2 — R? et un champ de
contraintes o : 2 — S? tels que

(4.1) o= Fe(u) dans {2,
(4.2) Dive + f, =0 dans {2,
(4.3) u=20 sur 17,
(4.4) ov=Ff, sur  I5,
u, < g, 0y +pluy) <0,
(4.5) g pl) sur I3,
(uy = g)(on + p(uy)) =0
o=l < ullfu-l]) plw),
(4.6) w sur 5.
o = pllucl) plo) ey i £ 0

Ici, (4.1) représente la loi constitutive élastique du matériau dans laquelle F est
une fonction constitutive, déja définie dans (1.8). Puis, (4.2) est I’équation d’équilibre
dans le cas d’un probléme statique (cf (1.5)). Ensuite, (4.3) et (4.4) représentent les
conditions aux limites de déplacement-traction, respectivement. Enfin, les conditions
(4.5) et (4.6) concernent les conditions de contact avec frottement. Nous considérons
ici le cas d’une loi de compliance normale couplée a une loi de contact unilatéral,
comme présenté dans (1.26). A cette loi sont également associés un frottement de
type Coulomb pour la partie compliance normale (1.35) et une loi de Tresca pour le
contact unilatéral (1.33). Pour ce faire, nous introduisons la condition de compatibilité

suivante :

Ftres = ,U/p(g)
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qui permet d’assurer la continuité de seuil de frottement lorsque la pénétration maxi-
male atteint la valeur g. Afin d’étudier 'existence et l'unicité d’une solution du pro-
bléme variationnel introduit ci-aprés, nous supposons que 'opérateur d’élasticité F
satisfait les hypothéses suivantes :

(((a) F: 02 xS?—§4,
(b) Il existe Lr > 0 tel que
| F(x, 1) — F(x,e)|| < Lr|er —ea]| Ve, ex€S% pp. x €.
(c) 11 existe mx > 0 tel que
(F(x,€1) — F(x,€2)) - (€1 — €2) > mr|ler — & ?
Ve, e € Sd, p.p. x € (2.
(d) Pour tout € € S? & — F(x,€) est mesurable sur (2.
| (e) L'application « +— F(x,0s¢) appartient a Q.

(4.7)

Nous supposons également que les grandeurs f, et f, sont dotées de la régularité
suivante

(4.8) foe LX), faye L*(In)"

Le seuil de pénétration g est tel que

(a) g: I3 — R,
(4.9) (b) Il existe G > 0 tel que g(x) < G p.p. © € I3.
(d) L'application @ — g(x) est continue sur I7.
Enfin, la fonction de compliance normale et le coefficient de frottement satisfont res-
pectivement
(((a) p: I3 xR — R,.
(b) Il existe L, > 0 tel que
Ip(x, 1) — p(@,12)| < Lp|ry — 12| Vry,m €R, pp.x € I3,

(4.10) (c) L'application @ — p(a, ) est mesurable sur I, pour tout r € R.
(d) 11 existe pg > 0 tel que p(x,G) < py, p.p- ¢ € I3.
(e) (p(x,r1) — p(x,12)) (11 — 7“2) >0 Vr,rmeR, pp. xels.
[ (f) p(x,7) =0 pour tout <0, p.p. ¢ € I3.
((a) p: I3 xR — Ry,
(b) L'application r — p(x,r) est continue p.p. ® € I5.
(c) L'application r — p(x, ) est mesurable sur I3, pour tout r € R.
(4.11) (d) 1 existe o > 0 tel que p(x,7) < pg Vr €R, p.p. ¢ € I5.
(e) 11 existe m,, > 0 tel que

@, 1) — P\, T2) )T — T2) = —My|T1 — T2
(@, 1) — p(x,r2))( ) = | ?
Vri, o €R, p.p. x € I5.
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Maintenant, nous nous intéressons a la formulation variationnelle du Probléme P.
Pour cela, nous introduisons un ensemble de déplacements admissibles U, 'opérateur
A, la fonction j : U x U = R et f € V definis par

(4.12) U={veV:u <g pp. surl3},
(4.13) (Au,v)y = / Fe(u) - e(v) dx+/ p(uy)v,da Yu, v eV,
n I3
(4.14) j(u,v) =/ pllu-l) plw)|vsllda YVue U, veV,
I
(4.15) (f,v)V:/fo-vdx+ fo-vda VoeV.
n I

Considérons que (w,o) sont des fonctions suffisamment réguliéres qui satisfont
(4.1)-(4.6) avec v € U. Nous utilisons la formule de Green (2.9) et la définition (4.15)
afin d’obtenir :

(4.16) (o-(e(v) —e(u))g=(f,v—u)y+ / o,(v, —u,) da

I3
+/ o, (v, —u,)da.
Is

Maintenant, en utilisant les conditions (4.5), (4.6) et la définition (4.12), nous obte-

nons :

(4.17) /1“3 o, (v, —u,)da > —/ p(uy,) (v, — u,) da,

I3

(4.18) /F o (v- —u.)da 2/ plllurll) pluy)w-| da

- / w(lw ) p(un) o, | da.

Finalement, en combinant I’égalité (4.16) avec les inégalités (4.17) et (4.18), puis en
utilisant la loi constitutive (4.1) et les définitions (4.12)—(4.15), nous trouvons la for-

mulation variationnelle suivante du Probléme P.

Probléme Py. Trouver un champ de déplacements u tel que

(4.19) uwel, (Au,v—u)y+j(u,v)—jlu,u)>(f,v—u)y YveU.

92



Partie IT Chapitre 4 Probléme statique avec compliance normale et contrainte
unilatérale

Notons que le Probléme Py est formulé en terme de champ de déplacements. Une
fois que ce dernier est connu, on peut aisément déduire le champ de contraintes a
l'aide de la loi constitutive (4.1). Le couple (u, o) qui satisfait (4.1) et (4.19) est
appelé solution faible du probléme de contact avec frottement P.

4.2 Existence et unicité

Le but de cette section est d’étudier ’existence et I'unicité du probléme variationnel

Py. Pour cela, nous allons considérer et montrer le théoréme suivant :

Théoréme 4.1. Supposons que les conditions (4.7)—(4.11) soient vérifiées. Alors, les
propositions suivantes le sont également :

1) Le Probléme Py a au moins une solution.

2) Il existe une constante og, ne dépendant que de §2, I, I's et F, telle que la

solution du probléeme Py soit unique, si
(420) Pomy, + ,U()Lp < .

Nous détaillons ici les résultats obtenus dans [23].
Démonstration. 1) Nous utilisons le résultat abstrait d’existence issu du Theoréme
2.16 avec X =V et K = U. Notons tout d’abord que U est une partie convexe fermée
non-vide de V' et que Oy € U. Ensuite, nous utilisons la définition (4.13) ainsi que les

propriétés (4.7)(c) et (4.10)(e) pour voir que
(4.21) (Au — Av,u —v)y > mr||lu — v} Vu,veV.

D’autre part, en utilisant cette fois (4.7)(b), (4.10)(b), (4.13) ainsi que I'inégalité de
la trace (2.4), nous avons

(4.22) |Au — Avl|ly < (Lr + L) ||u —v|v Vu,velV.

De (4.21) et (4.22), on déduit que A est un opérateur continu de Lipschitz fortement
monotone sur 'espace V. En outre, il est aisé de voir que la fonctionnelle j, définie
par (4.14), satisfait la condition (2.15).

Considérons maintenant 2 suites {n,,} C V, {u,} C V telles que

(4.23) n,—mn dansV, wu, ~u dans V
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et soit v un élément arbitraire dans V. Alors, d’aprés la définition (4.14) et aprés

quelques calculs élémentaires, nous trouvons que
30, ) = j(n, v)
< [ (P bimael) = i)+ i, Do) = ()1 o
et, en utilisant les bornes (4.10)(d) et (4.11)(d) nous en déduisons que
(4.24) J(M,,v) = j(n,v)
< /r3 (po\u(llnmll) = (I D] + polp(na) — p(m)\) [v-| da.
pour tout n € N. Un raisonnement similaire conduit aux inégalités
(4.25) J (M tn) — 50, wn)

< [ (ool = sl D] + ol = o)1)t | de

I3

(4.26) j(m,un) —j(n, u) S/ potto|[[tnr || = llu- || da
I

pour tout n € N.

En utilisant la convergence faible (4.23), la compacité de la trace et les propriétés
des fonctions p et u, nous constatons que

e l) = ullin D, pOnw) = pO), [tnell = Jlucll  dans L*(T3)

et, de ce fait, (4.24)—(4.26) permettent de déduire que

(4.27) (M, v) = j(n,v),
(428) ](nnaun) _j(naun) — 0,
(4.29) j(m,u,) = j(n,w),

quand n — oo. Nous écrivons maintenant

(M 0) = 3 (M ) = 5 (0, 0) — G(0,w,) + 50, wn) — 5 (0, wn)
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pour tout n € N, puis nous utilisons les résultats de convergence (4.27)—(4.29) pour
voir que

lim []('nn,’v) _j(nnaun)} = ](77”0) - j(77>u)>

n—oo
ce qui montre que la fonctionnelle j satisfait les conditions (2.16). La premiére partie
du Théoréme 4.1 concernant ’existence d’une solution est maintenant une conséquence
directe du Théoréme 2.16.
2) Afin de démontrer 'unicité de la solution, considérons u;, us € V', deux solutions
du Probléme P. Ensuite, en utilisant (4.19), (4.21) et aprés un calcul élémentaire nous

trouvons que
(4.30) my [lur — wolly < j(wr, wz) — j(wr, wn) + j(ug, ur) — j(ug, ug).
De plus, en utilisant la définition (4.14) de la fonction j, il s’avére que

J(w, wg) — j(wr, wr) + (s, wr) — j(us, us)

= /F (1(llwrr oo (urn) = plllwer )P (u2)) (lw- | = [l [l) da
= /F po(ur) (u(llwnc]) = plllw- ) (wer | = [lui-|]) da

+ /F plle ) (o (wa0) = po(uzy)) ([uar ]| = [Juar]]) da.

Ainsi, en se servant des propriétés (4.10) et (4.11) des fonctions p et p, nous obtenons
que

Jlug, ug) — jug, ur) + j(ue, uy) — j(ug, us)
2
S/Fpomu(llulrll)—llwfll) da+/F pioLp|ur, — us| ||| uer || — |Juir ||| da.
3 3

Ensuite, a ’aide des inégalités élémentaires suivantes
gy — ugy| < [Juy — s, ||| = [Jusr ||| < [Jug — us||  pop. sur I,
nous en déduisons, a l'aide de (2.4), que

(4.31) J(ur, ug) — j(ur, ur) + j(ug, ur) — j(uz, us)

< 03 (Pomy, + poLy) ||ur — U2||%/-
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Soit

(4.32) ap = —2.

et notons que «g ne dépend que de 2, I, I35 et F. Si (4.20) est vérifié alors il résulte
de (4.30)—(4.32) que u; = uy, ce qui achéve la démonstration. O

Nous concluons cette section par quelques commentaires sur le Théoréme 4.1. Tout
d’abord, il découle de ce théoréme que le Probléme de contact P a au moins une
solution au sens faible (u, o), avec les hypothéses (4.7)—(4.11). La solution faible est
unique si, en plus de cela, I'hypothése de petitesse (4.20) est vérifiée. Il découle de
(4.1) et (4.7) que o € Q. De plus, puisque

Dive + f, =0 dans (2

et, avec ’hypothése (4.8), nous avons que Diveo € L%(§2)¢. La solution faible a donc
pour régularité (u, o) € U x Q1.

Essuite, nous rappelons que la condition (4.11)(e) traduit la condition de monotonie
relaxée, se référer [100] pour plus de détails. Cette condition est satisfaite pour m,, = 0
si 7 +— p(x,r) est une fonction croissante, p.p. € € I3. Notez que, dans ce cas,
I'hypothése de petitesse (4.20) peut aussi se lire pogL, < op et pourrait de ce fait
étre interprétée comme une hypothése de petitesse sur le coefficient de frottement pu.
Elle est également satisfaite si r — p(x,r) est une fonction uniformément continue
Lipschitzienne de la variable d’espace, i.e.

(4.33) { il existe L, > 0 tel que

lp(x,r1) — (e, re)| < Lyjry —ra] Vi, re €R, pp. € I35
En effet, il est facile de voir que dans ce cas (4.11)(e) est vérifié avec m, = L,. De ce
fait, (4.20) se lit poL,, + poL, < .

4.3 Formulation duale

L’objectif de cette section est d’étudier le probléme dual du Probléme P en consi-
dérant cette fois le Probléme P’, i.e. un cas particulier du Probléme P, qui ne différe
de ce dernier que par la condition (4.6) pour laquelle nous prenons p constant. Pour
plus de détails sur la notion de dualité dans le cadre de la mécanique du contact,
nous renvoyons le lecteur a [92]. Ainsi, en lieu et place de (4.11), nous utiliserons la

condition suivante pour cette section

(4.34) e L*(I3), plx) >0 p.p.xels.
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Notre objectif dans ce qui suit est d’obtenir une seconde formulation variationnelle du
probléme P’. Pour ce faire, nous nous devons d’introduire tout d’abord I’hypothése

suivante sur la géométrie du probléeme
(4.35) il existe @ € V tel que @ = v sur I3,

hypothése que nous illustrons par les exemples suivants.

Exemple 4.2. Soient

R={x=(x,20) ER* : 27 +a5<1},
N={x=(r1,20) €ER* : 2i+ai=1 2,<0, 7,<0},
F3:{w:(l’1,l’2)€R2 : LL’%-'-?L’%IL 26120, fL’QZO},

et considérons la fonction 8 : R? — R définie par

(x1,m0) si x>0, x>0,
(0,29) si x <0, x9 >0,
(0,0) si 1 <0, <0,
(1,0) si 23>0, 23 <0.

Alors, 8 € H'(£2)?, 0 =0 sur I et @ = v sur I3, i.e. O satisfait 'hypothése (4.35).

Exemple 4.3. Soient a, b, ¢, 3 constantes positives et soient

Q={x=(x1,20,23) €R® : 0<ay<a, 0<zy<b, 0<mz3<c},
F1:{w:(x1,x2,I3)E]R3 c0<m <a, 0<23,<b, x3=c},
F3:{33=($1,:E2,a73)6R3 c0<2;<a, 0<2y,<b, 23=0}.

Considérons la fonction 8 : R* — R definie par

0(1'1,1’2,1’3) = <O70a $3; C)'

Alors, @ € H*(2)%,0 = O sur I et @ = v sur I}, i.e. O satisfait également 'hypotheése
(4.35).
Nous nous intéressons maintenant a la formulation variationnelle du Probléme P’.

L’ensemble des déplacements admissibles U et 1’élément f € V sont ceux présentés
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au début du Chapitre en (4.12) et (4.15), respectivement. Par contre, la fonction
Jj:V xV — R est maintenant définie comme suit

(4.36) J(u,v) = / p(uy,)v, da —i—/ pp(u)||v.||da  YueV, veV.
I3 I's

De 13, en suivant la méme méthode que dans la premiére partie du Chapitre, on obtient
la formulation variationnelle suivante du probléme de contact frottant P’.

Probléme P’y. Trouver un champ de déplacements u tel que

(4.37) weU, (Fe(u),e(v)—e(u))g+ij(u,v)—jlu,u)>(f,v—u)y Vvel.

Notons que ce Probléme P'y,, ayant d’ailleurs une forme analogue a celle du Probléme
Py, est encore une fois formulé en terme de déplacement. Il s’agit de la formulation
variationnelle dite primale du probléme P’. Nous cherchons maintenant a obtenir une
autre formulation variationnelle du probléme P’ mais faisant cette fois intervenir la
contrainte. On parle alors de formulation variationnelle duale du probléme P’.

Avec cet objectif en téte notons déja que, puisque mes(I7) > 0, 'image de I'opé-
rateur de déformation € : V' — @, noté (1), est une partie fermée de (). Une preuve

de ce résultat figure dans [136| page 87. C’est une conséquence directe de 1'égalité
(4.38) [ollv = le()llq  YoeV.

Soit P : Q — €(V) 'opérateur de projection sur e(V') C @ et remarquons que 1’égalité
(4.38) montre que 'opérateur € : V' — (V') est inversible. De plus, 'hypothése (4.7)
implique que F : Q — @ est un opérateur continu Lipschitzien fortement monotone et,
de ce fait, en utilisant la Proposition 1.25 dans [136] il s’ensuit qu’il est inversible. En
outre l'inverse de F, noté F !, est encore un opérateur continu Lipschitzien fortement
monotone. Par suite, nous pouvons utiliser 'opérateur A : Q — V defini par

(4.39) Ao =e'PF o VoeqQ.
L’intérét de cet opérateur réside dans le fait qu’il facilite I'inversion de la loi constitutive

élastique, comme montré ci dessous.

Lemme 4.4. Supposons que (4.7) est satisfait et soient o € Q, v € V tels que
o = Fe(u). Alors u = Ao.

Démonstration. L’¢galité o = Fe(u) donne que e(u) = F lo et, de ce fait,
puisque £(u) € €(V) nous avons e(u) = Pe(u) = PF lo ce qui implique que u =
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e 'PF'o. Combinons cette égalité avec la définition (4.39) pour constater que u =
Ao, ce qui achéve la démonstration. 0

Nous définissons ensuite g € V' donné par
(4.40) g=g0 €V,

avec ¢, une constante positive. Par ailleurs, pour chaque n € V nous considérons la
partie X'(n) C @ donnée par

(4.41)  X(n) ={7€Q:(7,e(v)—€(@))qo+inv—g) = (fiv—g)yVveU}.
Enfin, nous considérons le probléme variationnel suivant

Probléme P’e. Trouver un champ de déplacements o tel que
(4.42) o € X(Ao), (Flo,1—0)g > (e(g), T —0)g V7€ X(la).

Dans ce qui suit, P’ 5 est désigné comme le probléme variationnel dual de P’.
A ce stade, notons déja que P’y et 77’3 sont tous deux exprimés en terme d’inéga-
lités quasivariationnelles elliptiques dans lesquelles l'inconnue est respectivement le
champ de déplacements et le champ de contraintes. Pour le probléme P’y,, 'espace des
contraintes est connu mais le probléme fait intervenir j qui dépend de la solution. Pour
le probléme 73’5 il n’y a aucune fonction de ce type mais, en contrepartie, I’ensemble
des contraintes admissibles dépend de la solution.

Nous terminons cette partie par deux résultats préliminaires qui seront utilisés par
la suite.

Lemme 4.5. Supposons que (4.10), (4.34) et (4.35) sont satisfaits. Alors, ’élément g
defini dans (4.40) satisfait les propriétés suivantes.

(

(a) g
(b)2 —geU Vovel.
(4.43) ()ANv—g)eU VYA>0, Yvel.
(d) j(v,2v—g) +j(v,g) = 2j(v,v) Vvel.
L (e) j(u,v) —j(u,g) =jlu,v—g) Vuvel

Démonstration. Utilisons (4.35) pour voir que 6, = 1 sur I3 et, de ce fait, (4.40)
implique que ¢, = g sur I3, ce qui montre que g € U. Soient v € V et A > 0, alors
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20, —¢g, < get Av,—¢,) <Osur [3dou2v—g € U et AN(v—g) € U, respectivement.
Nous en déduisons les propositions (4.43)(a)—(c).
Ensuite, nous utilisons (4.40) pour voir que g, = 0 sur I3 ce qui implique que

(4.44) |20 — g, = 2|lv-[| = llg;ll,  llvr = g. | = [[v-]| = llg- | sur [5, Vo eV,

Nous combinons maintenant la définition (4.36) avec les égalités (4.44) pour voir que
les propositions (4.43) (d)—(e) sont satisfaites ce qui, par conséquent, achéve la dé-

monstration. O

Lemme 4.6. Supposons que (4.10) et (4.34) sont satisfaites et soit j la fonction donnée
par (4.36). Alors, pour chaque w € V il existe £&(u) € V tel que

(4.45) ju,v) — j(u,u) > (&(u),v —u) YveV

Démonstration. Soit u € V' et désignons par £(u) la fonction définie par

U, .
~ o m S1 U, # 0
u) = p.p. sur I's.
&) { 0 siu,=0 ’
Alors, pour tout v € V nous avons
€(u) . (UT - uT) < HU’TH - ||uTH P.-p. sur Fg.

De 1a, nous en déduisons que

/F pep(uy)(l|lv-|| = [[u-|) da = /F pp(w)é(u) - (v: —uy)da Vo eV
et, en utilisant (4.36)

(4.46) Jjlu,v) — j(u,u)
> /P p(u,) (v, — ) da + / pp(u)é(u) - (v, —u,)da Vo eV.

I

Ensuite nous appliquons le théoréme de représentation de Riesz afin de mettre en
évidence qu’il existe un unique élément &(u) € V tel que

p(u,)v, da +/ wp(u,)é(u) - v, da VvelV.

I3

(447) (E(w),v)y = /

I3
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Nous combinons enfin (4.46) et (4.47) pour obtenir (4.45), achevant ainsi la démons-
tration. ]

Notons que le Lemme 4.6 permet d’établir la sous-différentiabilité de la fonction
v — j(u,v) au point v, pour chaque u € V, d’aprés un résultat classique portant sur
la sous-différentiabilité des fonctions semi-continues inférieures.

4.3.1 Reésultat d’équivalence

Nous étudions maintenant le lien entre les Problémes variationnels P’y et P'3;. Le
théoréme d’équivalence suivant constitue le résultat principal de la section.

Théoréme 4.7. Sous les conditions (4.7), (4.8), (4.10), (4.34) et (4.35), les affirma-
tions suivantes sont vérifiées :

1) Siw est une solution du Probléme P'y et que o = Fe(u), alors o est solution
du probleme P'y.

2) Inversement, si o est une solution du Probléme 73"[/), alors il existe un unique
u €V tel que o0 = Fe(u) et, de plus, u est solution du Probléeme P’y .

Démonstration. 1) Soit w, une solution du Probléme P’y et posons o = Fe(u).
Alors le Lemme 4.4 implique que

(4.48) u= Ao
et, de plus, grace a (4.37) on peut écrire que
(4.49) (o,e(v) —e(u))g +j(u,v) —jlu,u) > (f,v—u)y Vovel

Nous prenons v = 2u — g et v = g dans (4.49) et nous utilisons les égalités (4.43)(d),
(e) pour obtenir

(4.50) (0,e(u) —€(9))q +i(w,u—g) = (f,u—g)v.

Ensuite, nous ajoutons membre & membre (4.49) et (4.50) et utilisons (4.43)(e) pour

voir que

(451) (0,¢(v) — @) + j(w,v—) > (fo—Ghv Yol
Nous combinons maintenant (4.51) et la définition (4.41) pour en déduire que

(4.52) o€ X(u).
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De plus, (4.41) et (4.50) impliquent que
(r—o0o,e(u)—€(g))g>0 V7eXiu)
et, puisque €(u) = F'o, nous en déduisons que
(4.53) (Flo,1—0)g > (e(g), T —0)9 >0 V1 e X(u).

Nous combinons maintenant (4.48), (4.52) et (4.53) pour en déduire que o est une
solution de P’ \[/), ce qui conclut la premiére partie de cette démonstration.

2) Supposons maintenant que o satisfasse (4.42) et considérons un élément z € @
tel que

(4.54) (z,e(v))g=0 VveV

Remarque 4.8. L’ensemble des éléments qui satisfont I’égalité (4.54) est non vide

puisque 1’élément nul la vérifie.

Alors, en utilisant (4.41) nous en déduisons que 7 = o+ 2z € Y (/A0o) et, en injectant
successivement les deux égalités 7 = o0 + 2z € Y(Ao) et T = 0 — z € Y(Ao) dans
(4.42), nous en déduisons que

(4.55) (Flo—€(g),z)o =0.
D’autre part, puisque £(V) est un sous-espace fermé de ) nous en déduisons que
(4.56) (V) =¢(V)

ot le symbole L indique le complément orthogonal dans . En utilisant (4.54) et (4.55)
nous voyons que F ‘o —e(g) L z pour tout z € (V)* et, d’aprés (4.56) il s’ensuit
que F o —e(g) € (V). Par conséquent, il existe w € V tel que e(u) = F o —e(g).
Soit u = u+g. Alors e(u) = F'o, i.e. 0 = Fe(u). Cela prouve l'existence. L unicité
de u provient de 1'égalité (4.38). En outre, le Lemme 4.4 donne que

(4.57) Ao = u.

Ensuite, démontrons que w est une solution du Probléme P’y ; nous commencons
par prouver que u € U. Soit Py : V — U, le projecteur sur la partie convexe fermée
non vide U C V. Par 'absurde, supposons dans ce qui suit que

(4.58) wéU.

102



Partie IT Chapitre 4 Probléme statique avec compliance normale et contrainte
unilatérale

Alors u # Pyu, i.e.
(4.59) (Pyu —u, Pyu — u)y > 0.

Ensuite, en utilisant (4.59) et la caractérisation variationnelle de la projection (2.10)

1OUS avons
(Pru —u,v)y > (Pyu — u, Pyu)y > (Pyu — u,u)y Vo el
Ces inégalités impliquent qu’il existe o € R tel que
(4.60) (Pyu —u,v)y >a > (Ppu—u,u)y VveU
et, en utilisant (4.43)(c) avec A = 1 il s’ensuit que
(4.61) (Pru—u,v—g)y >a> (Phu—u,u)y Vv eU.
Soit T = e(Pyu —u) € Q. Alors (4.61) donne
(4.62) (T,e(v) —e(g))g >a> (T,e(u))g VvelU
et, en prenant v = g dans I'inégalité précédente, nous obtenons que
(4.63) a < 0.
Suposons maintenant qu’il existe v € U tel que
(4.64) (T,e(v) —e(g))g < 0.

Nous utilisons la propriété (4.43)(c) et injectons v = A(v — g) dans (4.62), avec A > 0.
De 1a, nous obtenons

A7 e@) —e@)o > a+ (F.e@)o  YA>0.

Par suite, en passant a la limite avec A — oo, et en utilisant (4.64) nous en déduisons
que

—o0 > a+(7,€(9))q
ce qui contredit a € R. De ce fait, nous avons

(4.65) (T,e(v) —€e(g))g >0 Vv el.
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Ensuite, Iégalité (4.57) combinée avec la régularité o € X(Ao) et la définition
(4.41) implique que

(0,e(v) —e(@))e +ij(w,v—-9g) > (f,v—-gly Vvel

Par conséquent, en utilisant (4.65) nous en déduisons que 740 € X (u). Nous pouvons
alors considérer 7 = 7 + o dans (4.42) pour trouver que

(Flo,T)g > (e(9), T)o-
Nous utilisons maintenant I’égalité o = Fe(u) pour obtenir
(e(u), o = (£(@), Pa
et, puisque T = e(Pyu — u) € @), nous trouvons que
(4.66) (Pru —u,u)y > (Ppu —u,g)y.
D’autre part, en prenant v = g dans (4.60), nous obtenons
(4.67) (Pru —u,u)y < (Pru—u,g)y.

Les inégalités (4.66) et (4.67) aboutissent & une contradiction. Par conséquent, nous
en déduisons que 'hypothése (4.58) est fausse. De ce fait

(4.68) uel.
Ensuite, nous désignons par
(4.69) T(u) = e(f — §(u))
ou &(u) est I'élément défini par le Lemme 4.6. Alors, en utilisant (4.45), nous avons
(4.70) (T(u),e(v) —e(u))g > (f,v—u)y + j(u,u) — j(u,v) VveV.

Notons que (4.43)(a) et (b) autorisent a prendre v = 2u — g et v = g dans (4.70). Par
conséquent, en utilisant 1’égalité (4.43)(d), nous obtenons

(4.71) (T(u),e(u) —e(g))o +j(u,u—g) = (f,u—g)v.

A présent, nous combinons (4.70) et (4.71) et utilisons également (4.43)(e) pour voir

que

(472)  (r(u),e(v) — @)+ j(u,v—§) = (Fv -Gy Vvel.
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Cette inégalité implique que 7(u) € Y(u) et, en utilisant (4.57), cela montre que
7(u) € Y(Ao). Par suite, en injectant 7 = 7(u) dans (4.42) nous avons

(F o 1(u) —0)q > (e(g), T(u) — 0)q
et, dans la mesure ot F~'o = e(u), il s’ensuit que
(4.73) (T(u),e(u) —e(g))q = (0, e(u) —e(g))q-
Ensuite, nous combinons (4.71) et (4.73) pour déduire que
(4.74) (fiu—g)y = (0,e(u) —e(g))o +j(u,u—g).

Enfin, dans la mesure o o € Y(Ao), (4.57) implique que o € X' (u) et, par conséquent,
puisque u € U, (4.41) montre que

(4.75) (fiu—g)y < (0,e(u) —e(g))o +j(u,u—9g).
Ainsi
(f,u—g)y = (0,6(u) —e(g))q +j(u,u—g),
le.
(4.76) (0,e(g) —e(u))q —j(u,u—g) = (f,g —u)y.
D’autre part, puisque o € X(u) nous avons
(4.77) (o,e(v) —e(g)g +ij(u,v—g) > (f,v—g)y Yvel,
Nous ajoutons maintenant membre & membre (4.76) et (4.77) pour obtenir que
(0,e(v) —e(u)q +j(u,v—g) —jlu,u—g) = (f,v-—u)y Vel
et, en utilisant (4.43)(e), il en résulte que
(o,e(v) —e(u))g + j(u,v) — j(u,u) > (fiv—u)y VoveUl.
Enfin, puisque o = Fe(u), nous trouvons que
(4.78) (Fe(u),e(v) —e(u))g + j(u,v) — j(u,u) > (f,v —u)y Vvel.

Nous combinons maintenant l'inégalité (4.78) avec le résultat (4.68) pour voir que u
est effectivement une solution du Probléme Py, ce qui achéve la démonstration. [
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4.3.2 Reésultats d’existence et d’unicité

Nous poursuivons maintenant avec I’étude de ’existence et de I'unicité de la solu-
tion aux problémes P’y et P’ ‘[/). Le résultat principal de cette section est le suivant.

Théoréme 4.9. Sous les conditions (4.7),(4.8),(4.10) et (4.34), les propositions
sutvantes sont vérifices.

1) Le Probléme P’y admet au moins une solution.

2) 1l eziste une constante o qui dépend uniquement de §2, I, I's et F telle que la

solution au Probléeme P’y soit unique, si

(4.79) Lyllpll oo (ry) < .

3) Sous Uhypothése (4.35), le Probleme P’y admet au moins une solution.

4) Sous les hypothéses (4.35) et (4.79), le Probleme P'3) admet une unique solution.

5) Sous les hypothéses (4.35) et (4.79), les solutions respectives des Problemes P’y
et 73"[,), obtenue au points 2) et 4), respectivement, sont reliées par la loi constitutive
élastique o = Fe(u).

Démonstration. 1) et 2) La démonstration de ces deux points a déja été effectuée
pour le Probléme Py et, dans la mesure ot le probléme P’y étudié dans cette section
n’en est qu’un cas particulier, il n’est pas nécessaire d’avancer d’argument supplémen-
taire pour obtenir les résultats attendus.

3) Supposons que (4.35) est vérifié. Désignons par w une solution du Probléme P’y
dont l'existence est garantie par 1) et considérons o = Fe(u). Alors, en utilisant le
Théoréme 4.7 1) nous obtenons que o est une solution du Probléme P’ 5 ce qui achéve
la démonstration.

4) Supposons maintenant que (4.35) et (4.79) soient vérifiés et considérons o et
o4, deux solutions du Probléme 73’5. Alors, d’aprés le Theoréme 4.7 2), il existe deux
éléments uy, us € V tels que

(4.80) o1 = Fe(uy), oy = Fe(ug).

De plus, u; et uy sont solutions du probléme Py,. En utilisant maintenant ’hypotheése
de petitesse (4.79) ainsi que 2), nous en déduisons que

(481) U = Us.
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Nous combinons (4.80) et (4.81) pour voir que o = 2, ce qui achéve la démonstration.

5) Soit u, une solution du Probléme P’y et o, une solution du Probléme P"[,). Soit
(4.82) o = Fe(u).

Alors le Théoréme 4.7 1) garantit que & est une solution du probléme P’ 5. L’unicité
de la solution démontrée en 4) permet de dire que

(4.83) oc=o0.
Les égalités (4.82) et (4.83) impliquent que o = Fe(u). O

Supposons dans ce qui suit que (4.7), (4.8), (4.10), (4.34), (4.35) et (4.79) sont
vérifiés. Alors le Théoréme 4.7 nous garantit 'unicité de la solution & la fois dans
le cas de la formulation variationnelle primale P’y et dans le cas de la formulation
variationnelle duale P’ 6 . De plus, cela montre que si le champ de déplacements u est
solution de la formulation variationnelle primale P’y et que le champ de contraintes o
est solution de la formulation variationnelle duale P’ 6 , alors w et o sont reliés par la loi
constitutive élastique o = Fe(u). La paire (u, o) est alors désignée sous I’appellation
solution faible du probléme de contact avec frottement P’y et nous en concluons que
ce probléme a une unique solution faible. Notons, par ailleurs, que la condition (4.79)
représente une inégalité de petitesse pour le coefficient de frottement. Quant a savoir
si cette condition représente une caractéristique intrinséque du probléme de contact
frottant P’ ou s’il s’agit juste d’une limitation inhérente a nos outils mathématiques,
la question reste a ce jour ouverte. Pour finir, précisons que bien que les simulations
numériques figurant dans ce Chapitre soient basées sur la formulation en déplacement,
i.e. primale, il a déja été proposé dans [86, 87| des résultats numériques obtenus via la

formulation duale, autrement dit en contraintes.

4.4 Un résultat de convergence

Revenons maintenant au probléme d’origine, a savoir le Probléme Py, et intéres-
sons nous au comportement de la solution lorsque l’on introduit une perturbation
dans les données. De nombreux cas pourraient étre considérés mais, par soucis de
simplicité, nous nous limiterons a démontrer que la solution dépend continiiment de
la fonction de compliance normale p ainsi que des densités de force volumique et de
traction surfacique f, et f,, respectivement. Par conséquent, on suppose dans ce qui
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suit que (4.7)—(4.11) et (4.20) sont vérifiés et nous désignons par w la solution du
Probléme Py obtenue via le Théoréme 4.1. Pour chaque p > 0 soient p,, fo, et f,,
les perturbations de p, f, et f,, respectivement, qui satisfont les conditions (4.7) et
(4.10), respectivement. Nous considérons alors la perturbation suivante du Probléme
variationnel Py .

Probléme Py,. Trouver un champ de déplacements approché u, tel que
(4.84) u, € U, (Aup, v —u,)v +jp(u,, v) = jp(u,,u,) > (f,,v—u,)y Vv eU.

Dans ce qui va suivre les fonctions j, et f, sont définies par les égalités (4.14) et
(4.15) dans lesquelles p, f, et f, sont remplacés par p,, fo, et f,,, respectivement,

le.

(4.85) Jo(u,v) =/ pllurlD) po(uw)l|v-llda VuelU, veV,
I's

(4.86) (f,,v)v = / Jo, - vdr,+ [ fy,-vda VveV.
n I3

Alors, d’aprés le Théoréme 4.1, pour chaque p > 0, le Probléme P}, a une unique
solution u,. Considérons maintenant les hypothéses suivantes :

Il existe G : Ry — Ry tel que
(@) |pp(e,7) = p(a, )| < G(p)(Ir| +1)

(4.87) Vr € R, p.p. x € Iy pour chaque p > 0,

(b) liny i) = 0.
(4.88) fo, = fo dans L*(2)*  lorsque p— 0.
(4.89) fa, = fy dans L*(I%)*  lorsque p— 0.

Nous avons le résultat de convergence suivant, qui constitue le résultat principal
de cette section.

Théoréme 4.10. Sous les conditions (4.87)—(4.89) et sous réserve que le probléme Py
admette une unique solution, la solution w, du Probleme P, converge vers la solution
u du Probleme Py, i.e.

(4.90) u, —u dans U lorsque p — 0.
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Démonstration. Soit p > 0. Nous prenons v = u dans (4.84), v = u, dans (4.19),
puis nous ajoutons membre a membre les inégalités obtenues pour trouver

(4.91) (Au, — Au,u, —u)y
S j(uv uﬁ) - ](u’v u’) + jp(um u’) - jp(um uﬁ) + (fp - fu U, — u)V-

Nous estimons maintenant chaque terme de 'inégalité précédente. En utilisant (4.11),
(4.14) et (4.85) il se trouve que

jlu,u,) = j(u,u) + jo(uy, u) — jy(up, u,)

= [ ullwpte) | = ) o

I3

+/r pllepr D)o (up) (- = [lwp ) da

< [ ralpts) = i)t = sl e

Par conséquent, en écrivant
Puy) = pp(tpn)
= p(tw) = p(tpn) + P(upn) = Pp(tipn)

et en utilisant (2.4), (4.10) et (4.87), aprés calcul, nous trouvons que
(4.92) J(w,u,) = jlu, w) + jo(u,y, w) — jp(u,, u,)

< oLy pollw, — ully + cipo G(o)llw,llvllw, — ully

+eopto Gp) (mes(I3)'1?)lw, — ullv.
Enfin en utilisant 1’inégalité de Cauchy-Schwartz nous obtenons que
(4.93) (fo = Frup—uw)y < |, = fllviu, —ulv.
Alors, en combinant les résultats de (4.91)—(4.93) et (4.21), nous déduisons que
(mz — 3Ly po) [[w, — ullv

(4.94) < co pio G(p)(mes(I3)'? + collu|lvl) + [1f, — Fliv-
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Si I'on considére a présent 'hypothése de petitesse (4.79), mz > ¢§(pomy + proLy,) >
2L, o, il découle de ce qui précede que

(4.95) lu, —ully < er Glp)(T+ Jlupllv (D) + 1F, = Fllv

ol ¢ est une constante positive qui ne dépend pas de p.

Maintenant, nous prenons v = 0y dans (4.84) et utilisons (4.7)(c) pour voir que

mz|w|li, < (£, w)v = (FOq, é(u,))q,

ce qui implique que

(4.96) [upllvy < —(If,llv + [IF0qllQ)-

1
mr
En outre, dans la mesure ou f, — f, il existe une constante positive a qui ne dépend
pas de p tel que

1Follv < o

Par suite
1
(4.97) |u, —ullv <c Gp)(1+ m—F(a + [[FOqll@)) + [If, — Fllv.

Le résultat de convergence (4.90) n’est alors plus qu'une conséquence de 'inégalité
(4.97) combinée avec les hypothéses (4.87), (4.88) et (4.89). O

4.5 Approximation numérique

Cette section, dont on peut retrouver les détails dans [23|, est consacrée a la dis-
crétisation du Probléme Py et a I'obtention d’un résultat d’estimation théorique de
I’erreur de discrétisation par éléments finis. Dans ce qui va suivre, nous supposons que
(4.7)—(4.11) et (4.20) sont vérifiés et que par conséquent, d’aprés le Théoréme 4.1, le
Probléme Py a une unique solution. L’approximation variationnelle du probléme Py
est basée sur une discrétisation par éléments finis dans laquelle nous considérons un
domaine polyédrique (2 et choisissons une famille d’éléments finis réguliers constituant
une partition de £2. Soit V" C V, un espace de fonctions linéaires continues par mor-
ceaux qui s’annulent en I. Ici, h > 0 désigne le paramétre de discrétisation spatiale.
Soit U" C V", une partie non vide, convexe, et fermée approchant U. Nous prendrons
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le cas U" C U. Soit V" C V, un sous-espace d’éléments finis de fonctions linéaires par
morceaux et compatibles avec la partition de la frontiére I'. Nous définissons I’ensemble

(4.98) Ur={v" eV " <g pp. sur I3}

On considére ici ensemble de dimension finie U" C U pour le domaine polygonal. La
condition v < g sur la frontiére I'; est satisfaite aux noeuds, i.e., v < g7, ot g’ est
la fonction d’interpolation linéaire de la fonction g.

Ensuite nous considérons le probléme approché suivant pour le Probléme Py, .

Probléme P. Trouver un champ de déplacements discret u" tel que
(4.99) u" e UM, (Au" " —u")y + j(u”, o) — j(u" u")
> (f,o" —uh)y Vol e U
Sous les hypothéses du Théoréme 4.1, et avec des arguments similaires, il est facile

de vérifier que le systéme discret (4.99) a une unique solution. Nous passons maintenant
a Panalyse de l'erreur entre les solutions du Probléme Py et Pp.

Théoréme 4.11. Sous les conditions (4.7)—(4.11) et (4.20), il existe une constante ¢
indépendante de h telle que

1 1
(4100)  Ju—u'ly<e it (u—o"y+lu— o+ = g))

Démonstration. Selon (4.7)(c) et (4.10)(e), pour chaque v, € Uy, nous avons
(4.101)  mz |le(u) —e(u)][
< (Fe(u) — Fe(u"), e(u) —e(u"))

< (Fe(u) — Fe(u"), e(u) — e(u")) + / (p(uy) = p(uy))(wy — uy) da

I3
= (Au — Au" u — u")
= (Au — Au" u — v") + (Au, v" — u") — (Au" v" —u).
Nous utilisons alors (4.19) avec v = u” et (4.99) pour trouver que
(4.102) (Au,v" —u") — (Au", v" — u") < (Au,v" — u)

‘l'j(’u’ha vh) - j(uh’ uh) +j(ua uh) - j(ua u) + (f> u— vh)V~
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Alors avec (4.101) et (4.102),
(4103) m;||€(u) —E(’U,h)H%/ S R1+R2+R3+R4,
ou

Ry = (Au — Aul,u — v"),

Ry = (Au,v" — u) + j(u,v") — j(u,u) - (f,v" —u)v,
Ry = j(u,u") — j(u”, u") + j(u", u) — j(u,u),

Ry = j(u",v") — j(u,v") + j(u, u) — j(u", w).

Maintenant nous cherchons une estimation de chacun des termes. Pour le premier,

nous avons la méme inégalité qu’en (4.22)
(4.104) R <] / (Fe(u) — Fe(u) - e(u — v") da
Q

T / (p(uy) — p(ul))(uy — 01 da
I
< Lrllu— ully u— "y + Ly [l — u ey e — 0%l

< (Lr+ L) llu — w'llv [lu — vy

Le second terme Ry peut étre vu comme un résidu. Nous avons

Ry, = /Q}"s(u) ce(v" —u)dx +/ p(uy) (v} — u,) da

I

+/F p(llur ) p(w) (Jop]l = llu-ll) da — (f, 0" —u)v.
3
De la, nous pouvons obtenir 1’estimation

(4.105) |Ro| < (IFe(@)llv + [ £llv) lle(w —v*)]lv

+(L+ po)l[p(un)llz2(ry) 1w — 0" z2(ry)-
Par analogie avec (4.31), nous obtenons

(4.106) R3] < c) (Pomy + poLy) || u — u"|}.
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Pour le dernier terme R4, nous avons

(4.107) |Raf = [j(u,0") = j(u" ) + j(u, u) = j(u, v")|

=| [ ot = i ptat) (el = 021 da
< [ Vuclptun) = ulllped)) e = w5 da
< [ elbDoe) = pel)) =" da

+ [ ntl) = n(l Do) e = o) da

< oLy [lw = w2y 1w = 0" |22y + 2p0llp(w) [ 22(ry) [l = 0" L2y

< cpoLy lu — ullly lw — o"[lv + 2p0llp(us) [ 22(ry) [l = 0" |21

Si pu(-) est continue Lipschitzienne avec une constante L,, alors nous pouvons ob-

tenir une estimation un peu plus fine pour ce terme, a savoir
|Ra| < ¢ (poLy + poLy) lu — u"[v [lu — v ||y

Sous I’ hypothése de petitesse (4.20), par absorption du troisiéme terme R3 (4.106),
en utilisant 'inégalité élémentaire
1
ab < §a? + @ba V6 > 0,V(a,b) € R?

nous pouvons prouver (4.100) aisément. O

Notons que nous obtenons I’estimation de ’erreur grace a 'inégalité de la trace sur

||u—'u,h||V:O(\/ inf =o'y ).
vheuh

C’est une estimation d’erreur du méme ordre que celle présentée dans [20] pour un autre

la frontiére I3,

modéle mathématique de contact. Elle n’est toutefois pas optimale. Ci-dessous sont
proposées des estimations d’erreur optimales avec une hypothése d’extra-régularité de
la solution.

Théoréme 4.12. Sous les hypothéses du Théoreme 4.11 et avec o, € L*(I3)%, il existe

une constante ¢ indépendante de h telle que,

1
(4.108) |lu — Uh||v <c v’i}gﬂt (HU - 'UhHV + [lu — ”hHZz(Fg))'
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Démonstration. Nous calculons une estimation de Ry avec une hypothése d’extra

regularité de la solution o, € L?(I3)% D’aprés Pégalité (4.16), nous avons

|Ry| S’/p a,,(vf}—uy)dajt/r O'T-('U}T‘—uT)da‘

| [ttt —wdat [ ) o) (ob) = ] do

< (llowllrzry) + llo-lrzmse + (1 + po)llp(uwn) ||l z2(ry)) I — v 22y
C

< cflu—v"||r2(r).-
De 14, nous obtenons le résultat (4.108). O

Pour effectuer I'estimation de I’erreur, supposons que
(4.109) u e H*(2)Y, wr, € H*(I3)"

Soit Il u € V},, une interpolation linéaire par élément fini de la solution w. Dans la
mesure ol la solution w appartient a U, i.e. u,, < g, nous pouvons en déduire que I1/,u
appartient également a U”.

L’application de la théorie standard sur l'interpolation en élément fini (cf. [43])

donne

lw = Hyully < chllul[pgg)p,

lw — Hyul p2ryy < cB®||ullgzin).

Par conséquent, sous I’hypothése de régularité (4.109), nous avons l'estimation opti-
male de ’erreur suivante

||lu — uh||v <ch,

ol la constante ¢ est indépendente de h. La section suivante aura, entre autres, pour
objet 'obtention d’une validation numérique de ce résultat.

4.6 Simulations numériques

Il s’agit maintenant de présenter quelques simulations numériques illustrant le com-
portement de la solution du probléme de contact avec frottement Py,. On s’intéressera
en particulier a I'interprétation des résultats numériques ainsi qu’a la validation nu-
mérique de 'estimation de 'erreur et a l'illustration du résultat de convergence de la

solution du probléme perturbé obtenues dans les sections précédentes.
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La solution numérique du probléme Py est basée sur une procédure itérative qui
conduit & une suite de problémes convexes, comme dans [20] et [22]. Pour chaque ité-
ration de "convexification", le coefficient de frottement p(||w.||) est fixé & une valeur
donnée qui dépend du déplacement tangentiel de la solution w, trouvée dans l'itéra-

tion précédente. De ce fait, les outils classiques de programmation convexe sont alors

"ne "

utilisables sur chaque itération de "‘convexification"’. La procédure peut étre décrite

de la maniére suivante :

Soient € > 0 et u™(® données.

Pour m =0,1...,

Probléme PL.. Trouver un champ de déplacements discret ulmtl) ¢ yh
un champ de contraintes normales discret £+ ¢ yh

et un champ de contraintes tangentielles discret €h’(m+1) c Y tels que

(At — f oMy, = [ et d 4+ s ) phd D Vot eV
I3
(4.110)
avec — M) € 9o, (ITul ") 4 p(IT,u M) sur Iy
(4.111)

et — &4 € (|l ) p( Il ™), (™) sur I
(4.112)

Jusquallu ) — g, <€Iluh’m)llv

et ||t — gh(m) 22(rmy)e < e[| €™ ||L2(r3)d

Les fonctions ¢, et ¢, étant définies en (1.85) et (3.33), respectivement. Les problémes
itératifs convexes non différentiables résultants sont alors résolus par des méthodes
classiques. D’autres méthodes numériques visant a traiter de tels problémes, y com-
pris la méthode "proximal bundle", peuvent étre trouvées dans [59, 101, 102, 141].
D’autre part, les conditions de contact avec frottement sont considérées en utilisant
une approche numérique basée sur la combinaison d’une méthode de pénalisation,
pour traiter les conditions de compliance normale, et d’une méhode du Lagrangien
augmenté pour le contact unilatéral, une fois que le seuil de pénétration g a été at-
teint. De ce fait, nous considérons des noeuds supplémentaires dans le maillage initial,
ici fictifs, pour le traitement des multiplicateurs de Lagrange. La construction de ces
noeuds dépend de I’élément de contact utilisé dans la discrétisation géométrique de I5.
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Pour 'exemple ci-dessous, il s’agit d’un élément “noeud-rigide", composé d’un noeud
sur I3 et d’'un noeud multiplicateur de Lagrange. Pour de plus amples informations
sur ’étape de discrétisation et les aspects numériques du traitement du contact, com-
prenant en particulier des algorithmes similaires a ceux utilisés ici, nous pouvons nous
référer a |79, 81, 88, 143].

Exemple numeérique. Nous nous intéressons a un exemple numérique bi-dimensionnel
décrivant la compression d’une balle contre une fondation (cf Figure 4.1 ). Nous consi-

dérons un domaine {2 comme suit :

Q2 ={(z1,22) €R*: (21 —10)*> + (2o — 10)* < 10%},

I = {(xl,:vz) cR*: x; <10 —5V2, (21 —10)* + (25 — 10)* = 102},
Iy = {(z1,20) € R®: my + 35 > 20, (21 — 10)* + (22 — 10)* = 10%},
Iy = {(@1,22) € R+ 22 <10 -5V2, (2 = 10)* + (w5 — 10)* = 10°}

Le domaine {2 représente la coupe transversale d’un corps déformable en trois
dimensions soumis a ’action de forces de traction de maniére a ce que ’hypothése des
contraintes planes soit vérifiée. Concernant les conditions de Dirichlet, la composante
verticale est fixée a la valeur uy sur le bord I. Ainsi, u; = (0,u). Les forces de

traction verticale de densité f, agissent sur la partie
{(xl,@) ER?: 25> 10+ 5V2, (21 — 10)2 + (29 — 10)% = 102}

de la frontiére I, alors que le reste de I3 est laissé libre. Nous supposons qu’aucune
force volumique n’agit sur le corps 2. Pour la discretisation, nous avons utilisé 20312
éléments finis élastiques et 128 éléments de contact. Nous atteignons alors un total de
20954 degrés de liberté.

Le comportement du matériau est modélisé par une loi constitutive linéaire élas-

tique dans laquelle le tenseur d’élasticité F satisfait

Ek
(1+k)(1 —2K)

E
(€11 +€22)0ap + €3, 1<a,8<2.

(F€)ap = T r

Avec E, le module de Young, x, le coefficient de Poisson et 0,4 le symbole de Kronecker.
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I

Q deformable bod

3 contact interface

94
/rigid material% \ layer of

asperities

FIGURE 4.1 : Configuration initiale d’un exemple en dimension 2.

Pour les simulations numériques, nous considérons les données suivantes :
E =200GPa, ~=0.3,
up =1m, f,=1(0,0)GPa, f,=(—4,0)GPa.m sur [y,
fo,=(0,—p)GPa, fo,=(=(4+p),0)GPam sur Iy,
p(r) =crly, ¢ =10GPa, ¢=0.5m,
Po(r) = (cv + p)[rls-

De plus, nous supposons que le coefficient de frottement satisfait I'égalité p = p(||u.||),

ou i : Ry — R, étant la fonction non monotone donnée par
u(r) = (a—=0)- e +b,

déja introduite dans 1.4.4.
Nos résultats sont présentés dans les Figures 4.2 — 4.6 et sont décrits dans ce qui

suit.
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FIGURE 4.2 : Maillage déformé, forces de contact et statut de contact sur I3 pour
a=2,b=0.02 a=1.

Tout d’abord, dans la Figure 4.2 | le maillage déformé et les forces de contact
sont représentés dans le cas a = 2, b = 0.002 et a = 1 correspondant a une loi de
frottement non-monotone. Pour rappel, le contact suit une condition de compliance
normale associée a une loi de frottement sec de Coulomb tant que la pénétration
est inférieure & la limite ¢ = 0.5m et, quand cette limite est atteinte, il suit une
condition unilatérale associée a une loi de frottement de Tresca. Le comportement
de cette fondation est de type élastique-rigide et peut étre interprété physiquement
comime suit : la fondation est supposée constituée d’'un matériau rigide surmonté d’une
couche déformable d’épaisseur g. Sur la surface de contact décrite dans la Figure 4.2
nous observons les différents statuts de contact avec frottement. Ainsi, dans la partie
médiane de la zone de contact I3, nous constatons qu’une proportion non négligeable
des noeuds en contact est en statut de contact unilateral (CU) ; ici, la couche d’aspérités
d’épaisseur g = 0.5m a été complétement écrasée et, par suite, u, = ¢ ; de plus, la force
de frottement, en norme, n’atteint pas le seuil p(||u.||)p(u,) et, de ce fait, ces points
sont en statut d’adhérence (CU/S=). Ensuite, les noeuds de contact sur les extrémités
de I3 sont en statut de compliance normale (CN) puisque, a cet endroit, la pénétration
est telle que 0 < u, < ¢; en outre, la norme de la force de frottement atteint le
seuil p(||w,||)p(u,) et, par conséquent, ces points sont en statut de glissement avant
(CN/S+). Les régions décrites plus haut sont séparées par deux zones dans lesquelles
les noeuds sont en statut de compliance normale avec adhérence (CN/S=); ici, ni la
valeur critique de pénétration g ni le seuil de frottement ne sont atteints.
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g=0.5m g=0.5m
a=1 a=1
b=a=2 a=b=0.002

|||||||IIHUIN“NW““W"{\\\\‘"\WNH|||IHI||M '

FIGURE 4.3 : Maillages déformés et forces de contact (cas a = b).

Dans la Figure 4.3 | nous avons représenté deux maillages déformés et les forces de
contact associées correspondant a une loi de frottement monotone. Notons que dans
le cas a = b = 2, le comportement de la solution est pratiquement similaire a celui
obtenu dans le cas non-monotone a # b. A l'inverse, le cas a = b = 0.002 présente
des différences notables. Cela vient du fait que le coefficient de frottement u, et par
conséquent le seuil de frottement up(u,), est faible ce qui implique que les noeuds de
contact sont tous en statut de glissement.

g=0m g=10m
o=1 o=1
a=2 a=2
b=0.002 b=0.002

FIGURE 4.4 : Maillages déformés et forces de contact pour g = Om et g = 10m.

Dans la Figure 4.4 | les configurations déformées et les forces de contact asso-
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ciées sont représentées pour deux valeurs du parameétre g qui représente, pour rappel,
I’épaisseur de la couche déformable. Notre objectif est ici de montrer que, avec un
choix judicieux de ce paramétre, il est possible de faire en sorte que les conditions
de contact avec frottement (4.5)—(4.6) se raménent a des conditions de contact sans
frottement. Tout d’abord, le cas ¢ = Om correspond a un probléme de contact sans
frottement avec les conditions de Signorini; ici la valeur du seuil de frottement de
Tresca est égale a zéro puisque p(0) = 0 et, de ce fait, tous les noeuds sont en statut
de contact unilatéral avec glissement quelle que soit la valeur de p et o, = 0. Ensuite,
le cas g = 10m correspond & un probléme de contact frottant avec une condition de
compliance normale associée a une loi de frottement sec de Coulomb ; ici la valeur de g
est suffisamment grande; elle n’est donc pas atteinte ; la pénétration est donc positive
en chaque noeud et fonction linéaire de la composante normale de la force de contact.

FIGURE 4.5 : Maillages déformés et forces de contact pour o = 1 et o = 100.

Dans la Figure 4.5 , on s’intéresse a I'impact de la valeur de « sur le corps déformé
et les forces de contact. Bien que la différence entre les simulations pour les deux
valeurs de « choisies ne soit pas véritablement significative, il convient de noter que
I’augmentation de ce paramétre accentue la décroissance du coefficient de frottement,
et par la méme la non-convexité de la fonction qui régit le-dit coefficient. Un tel
phénomeéne est bien confirmé par 'augmentation conséquente du temps CPU et du
nombre d’itérations de convexification en modifiant o (6 pour o« = 1 contre 68 pour
a = 100).
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FIGURE 4.6 : Maillages déformés et forces de contact pour p =20, p =10, p =2 et
p=1072.

Afin d’illustrer le résultat de convergence de la section 4.4, la Figure 4.6 présente
le corps déformé et les forces de contact pour 4 valeurs du parameétre p. Bien que le
maillage déformé et les forces de contact apparaissent bien différents de ceux présentés
dans la Figure 4.2 | cette différence s’amenuise a mesure que p tend vers 0. Pour
p = 1072, le maillage déformé et les forces de contact sont trés proches de ceux pour
p = 0, confirmant ainsi le résultat de convergence.

Remarque 4.13. Par rapport a ’estimation de I'erreur, ’ordre de convergence de la
solution du probléme perturbé vers la solution du probléme d’origine revét beaucoup

moins d’importance; c’est la raison pour laquelle on se contentera d’une validation
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qualitative du résultat de convergence théorique obtenu dans le section 4.4.

Estimation d’erreur. Afin de vérifier la convergence du schéma discret et d’illustrer
I’estimation d’erreur optimale obtenue dans la Section 4.5, nous avons déterminé une
suite de solutions numériques en utilisant une triangularisation uniforme du corps avec
un paramétre de discretisation h. Dans la mesure ou une telle procédure est délicate

pour une géomeétrie sphérique, il lui a été préféré un domaine (2 de forme carrée, i.e.

2=(0,L) x (0,L) C R* avec L > 0 et
Iy = {0} % [0.2), T = (1L} % 0, ) U (0, E] x {£3), Ty = 0, 1] x {0}

Le domaine {2 représente, une fois encore, la coupe transversale d'un corps élastique
en trois dimensions soumis a l'action de forces de traction de maniére a ce que 1’hy-
pothése des déformations planes soit valide. Les approximations de l’estimation de
I'erreur numérique ||u — w”||y sont établies pour plusieurs valeurs du paramétre de
discrétisation spatiale h. Ici, la frontiére I" de (2 est divisée en 1/h parties égales. Nous
commengons le calcul avec h = 1/2 puis procédons par des divisions successives par
deux du pas. La solution numérique correspondant a h = 1/256 est considérée comme
étant la solution “exacte", et sert de référence pour définir les erreurs de la solution
numérique pour des valeurs de h plus élevées. Les résultats numériques sont présentés
dans la Figure 4.7 dans laquelle la relation entre Pestimation de l'erreur ||u — u”||y
et h est tracée. Pour finir, notons que ces résultats valident ’estimation théorique de
I’erreur obtenue dans la Section 4.5 qui se traduit par un comportement linéairement

asymptotique de ’erreur.

122



Partie IT Chapitre 4 Probléme statique avec compliance normale et contrainte

unilatérale
025 ]
£= i ]
5 - i
= 0,062 2
83 L i
o] L i

£
B o016 -
5 | _
b - -
0,0039 -
1 1 I 1 1 1 1 I 1 1 1 1 I 1 1 1 1

0,015625 0,0625 0,25 1

h

FIGURE 4.7 : Estimation de ’erreur numérique.
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Chapitre 5

Probléme viscoélastique de contact
avec contraintes unilatérales et
réponse normale instantanée

Dans ce Chapitre, nous considérons un probléme quasistatique modélisant le contact
entre un corps viscoelastique avec mémoire et un obstacle faisant figure de fondation.
Dans le Chapitre 4, le contact était décrit a ’aide d’une loi de compliance normale
couplée a des conditions de Signorini en déplacement ; cette fois nous nous intéressons
au méme type de loi mais formulée en vitesse. Quant au frottement il s’agit ici d’une loi
de Coulomb monotone, formulée une nouvelle fois en vitesse. Dans la premiére section
de ce Chapitre, nous présentons la formulation forte du probléme et les hypothéses
nécessaire a I’obtention d’une formulation variationnelle. Dans la section 2, nous abor-
dons la question de l'existence et de I'unicité de la solution faible du probléme. Dans
la section 3, nous étudions un résultat de convergence. Plus précisément, nous établis-
sons que la solution du probléme d’origine dans lequel est introduite une perturbation
de certaines données converge vers la solution du probléme non perturbé lorsque la
perturbation tend vers 0. Dans la section 4, nous proposons une estimation théorique
optimale de erreur de discrétisation. Enfin, la section 5 est consacrée aux simulations
numériques permettant ainsi d’étudier le comportement de la solution et de donner
une validation numérique du résultat de convergence et de 1’estimation théorique de
Uerreur de discrétisation. Ce Chapitre a fait I'objet de 'article [26].
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5.1 Modéle

Le probléme étudié se formule de la maniére suivante :

Probléme P. Trouver un champ de déplacements u : 2 x R — R? et un champ de
contraintes o : 2 x Ry — S? tels que

(5.1)  o(t) = Ae(u(t)) + Be(u(t)) + /0 K(t —s)e(u(t))ds  dans (2,

(5.2) Dive(t) + fo(t) =0  dans {2,
(5.3) u(t)=0 sur [,
(5.4) o(t)v = fot) sur I3,

(5.5) ul,(t) <9, o) —i—p(‘ul,(t)) =0 sur I3,
(0(0) = 9)(o(8) + i (1)) =

lo- ()] < pplin (1)),

5.6 '
(5:6) —o (1) = pp(in () g st ar(t) # 0

sur I35,

pour tout t € R, et, de plus,

(5.7) u(0) = ug dans {2

L’équation (5.1) représente la loi constitutive viscoélastique du matériau, précédem-
ment introduite dans la sous-section 1.2.3. L’équation (5.2) est ’équation d’équilibre
exprimée ici dans le cas d’un processus quasistatique. Les conditions (5.3) et (5.4)
désignent respectivement les conditions aux limites de Dirichlet et de Neumann. Les
relations (5.5) et (5.6) caractérisent les conditions de contact avec frottement, a savoir
une réponse normale instantanée couplée aux conditions de contraintes unilatérales en
vitesse et une loi de frottement de Coulomb déja décrites dans (1.28) et (1.36) respec-
tivement. Enfin, (5.7) est la condition initiale dans laquelle ug désigne le déplacement
initial.

Afin d’étudier I'existence et ['unicité de la solution du probléme variationnel associé

au probléme mécanique (5.1)—(5.7) nous supposons que les opérateurs de viscosité et
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d’élasticité ainsi que le tenseur de relaxation satisfont les conditions suivantes.
(((a) A: 2 xS?— S%
(b) Il existe L4 > 0 tel que
[A(z, e1) — Az, &2)|| < Laller — &2
v€1,€2 € Sd, P-pP. T € 0.
(c) 1l existe m4 > 0 tel que
(A(z,e1) — A(®,€2)) - (61 — €2) > mualer — &?
Ve, e €SY pp. x € £
(d) L' application & — A(x,€) est mesurable sur {2,
pour n'importe quel € € S%.
(e) L/ application @ — A(x,0sa) appartient a Q).

(5.8)

\

((a) B: 2 xS — S
(b) 1l existe Lg > 0 tel que
|B(x,e1) — B(x,&2)|| < Laller — e
(59) v€1,€2 € Sd, P.p-xc 0.
(c) L’ application & — B(x, ) est mesurable sur (2,
pour n'importe quel € € S%.
(d) L/ application @ — B(x,0ss) appartient a Q.

\

(5.10) KeCRy,Qu).
Nous supposons également que les grandeurs f, et f, sont dotées de la régularité
suivante
(5.11) fo € C(Ry, L*(2)1), f, € C(Ry, L*(I%)9).
La fonction g est telle que
(a) g: I3 — R,
(5.12) (b) Il existe G > 0 tel que g(x) < G p.p. ¢ € I3.

(c) L/ application @ — g(x) est continue sur I5.

Enfin, la fonction de réponse normale instantanée, le coefficient de frottement et le
déplacement initial satisfont
(((a)p: [3 xR = R,.
(b) II existe L, > 0 tel que
p(z,71) = p(@, 12)| < Lylry — 7
Vry, re € R, p.p. @ € I3
(5.13) (c) L application @ +— p(x,r) est mesurable sur Ij,
pour n'importe quel r € R.
(d) (p(,71) = p(x,72)) (11 —12) 2 0
Vry, o €R, pp. x € I3,
[ () p(x,7) =0 pourtout 7 <0, p.p. x € I3,
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(5.14) we L>®(Iy), u(r) >0 p.p.xels.

(515) ug € V.

Nous nous occupons maintenant de la formulation variationnelle du Probléme P.
Nous introduisons pour cela un ensemble de vitesses admissibles U ainsi que les fonc-
tions j: U x U — R, f: R, — V definies par

(5.16) U={veV:v,<g pp. sur 3},

(5.17) Jj(w,v) = / up(wy)||v.l|da  YweU veV,
I3

(5.18) (f(t),v)vz/gfo(t)-vdﬂ RZORT T AT

Supposons que (u, o) sont des fonctions suffisament réguliéres satisfaisant (5.1)-
(5.7) et soient t € R, et v € U. Nous effectuons une intégration par partie et utilisons
la définition (5.18) afin d’obtenir :

(5.19) (a(t),e(v) —e(u(t))q = (F(t), v —u(t))y
+/ o, (t) (v, —u,(t)) da + / o.(t) - (v, —u,)da.
I3 I
Maintenant, nous utilisons les conditions (5.5), (5.6) et la définition (5.16) pour obtenir

(5.20) / 00 (1) (v, — iy () da > — / Pl (1)) (v, — i (2)) da,

(5.21) / o1 (t) - (0 — . (£)) da

> [ wpti)lalda— [ ot ®)lo.) do

I3

Ensuite, nous combinons (5.19)—(5.21) ainsi que la définition (5.17) pour déduire que

(5.22) (o(t),e(v) —e(w(t))q + (Pl (1), vy — @ (t)) 2(ry)

+i((t),v) — (), u(t) > (f,v —u(t)y Vel
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D’autre part, (5.3), (5.5), (5.15) et (5.16) montre que
(5.23) u(t) e U, u(t) e V.

Enfin, nous combinons 1’égalité (5.22) avec la loi constitutive (5.1), la régularité
(5.23) et la condition initiale (5.7) pour obtenir la formulation variationnelle suivante

pour le Probléme P.

Probléme Py.. Trouver un champ de déplacements u € CH(R,; V) tel que u(0) = uy
et pour tout t € R

(5:24) u(t) €U, (Ae(u(t)),e(v) —e(u(t))o + (Be(u(t)), e(v) —e(u(t))o
/ K(t — s)e(in(t)) ds, (v )—s(ﬂ(t))Q + (P (1)), vy — i (D) 1214

(w(t),v) — j(u(t),at) = (f,v—u))y VveU

Notons que le Probléme Py est formulé en terme de champ de déplacements. Une
fois que le champ de déplacements est connu, le champ de contraintes peut étre faci-
lement déduit en utilisant la loi constitutive (5.1). Un couple (u, o) qui satisfait (5.1)
et (5.24) est appelé solution faible du probléme de contact avec frottement P.

5.2 Existence et unicité

L’unicité de la solution du Probléme Py provient du résultat suivant.

Théoréme 5.1. Supposons que les conditions (5.8)—(5.15) sont remplies et, de plus,

Supposons que
(5.25) BLy iy < ms
Alors le Probleme Py a une unique solution, qui satisfait u € CH(Ry; V).

La démonstration se fera en plusieurs étapes. Tout d’abord, il nous faut supposer
que (5.8)—(5.14) sont valides dans ce qui suit puis nous considérons les opérateurs
AV =V, :CRy,; V) — C(Ry; V) (déja introduits auparavant dans (2.12)) et
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R:C(Ry; V) — C(R4; V), en partie analogue a (2.14), definis par

(5.26) (Aw,v)V:/QAs(w)-s('v) d:v+/F p(w,)v,da Yw, v eV,

(5.27) Jw(t) = /tw(s) ds+uy YweCRy,V), teRy,
528 (Ru() o)y = (Be(w), o)), + /O Kt = s)e(w) ds,(v),
Vwe CRy;V), veV, teR,.

Notons que I'opérateur . satisfait I'inégalité

t
(5.29) L w1 (t) — Lws(t)|y < / |wi(s) — wa(s)|lvds
0
Vw,wy € C(R; V), VEeR,.

Avec les préliminaires, nous considérons le probléme auxiliaire formulé en vitesses

et défini de la maniére suivante.

Probléme Qy. Trouver un champ de vitesses w € C(R,; U) tel que, pour toutt € R, :

(5.30) (Aw(t),v — w(t))y + (Rw(t),v — w(t))y
+j(w(t),v) — j(w(t), w(t)) > (f(t),v —w(t))y Yvel.

Nous avons le résultat d’équivalence suivant.

Lemme 5.2. Soient u € CY(Ry;V) et w € C(Ry;U), deux fonctions données telles
que u = Sw. Alors u est une solution du Probléme Py si et seulement st w est une

solution du Probleme Qy, .

Démonstration. Supposons que u est une solution du Probléme Py . Alors, ’égalité
u = Yw et la définition (5.27) de Popérateur . impliquent que & = w. Par suite, en
utilisant (5.24) et les définitions (5.26) et (5.28) des opérateurs A et R, respectivement,
nous déduisons que la fonction w est une solution du Probléme Oy, .
Réciproquement, supposons que w est une solution du Probléme Qy . Alors, I’égalité
u = Yw et la définition (5.27) de 'opérateur . impliquent que & = w et w(0) = uy.
De plus, en utilisant (5.30) et les notations (5.27) et (5.28) nous en déduisons que
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(5.24) est valide. Nous en concluons que la fonction w est une solution du Probléme
Py. O

Nous passons maintenant a la question de ’existence et de 1'unicité de la solution
du Probléme Qy .

Lemme 5.3. Le Probléme Qv a une unique solution, qui satisfait w € C(R.;U).

Démonstration. Nous utilisons le Théoréme 2.17 avec X =V et K = U. Notons
que, de facon évidente, la condition (2.18) est satisfaite. Ensuite, nous avons recours
a la définition (5.26) ainsi qu’aux propriétés (5.8)(c) et (5.13)(d) pour voir que

(5.31) (Au — Au,u —v)y > myljus — usol} Vu,velV.

D’autre part, en utilisant (5.8)(b), (5.13)(b), (5.26) et I'inégalité de la trace (2.4), nous

avons
(5.32) |Au — Av|ly < (La+cLy) |lu—v|y  VYu,veV.

De 14, nous en déduisons que A est un opérateur continu Lipschitzien fortement mo-
notone sur l'espace V', i.e. qui satisfait la condition (2.19).
A présent, soient n € N, t € [0, n] et considérons u, v € C(€ Ry; V). Nous utilisons

la définition (5.28) pour trouver que

[Ru(t) = Ro(t)|lv < [|Be( (u(t))) — Be( (v(1)))]l

+H/Oth(t—s)s(u(s))ds—/Oth(t—s)s('v(s))dsH
et, par conséquent, les hypothéses (5.9) et les inégalités (5.29), (2.3) nous donnent
(5.33) Ru(t) — Ro(t)[lv t

< (La+ ma 1 K)o [ luts) = v(s) s

L’inégalité (5.33) montre que (2.20) est vérifice avec r, = Lp + m[zoixl | K1)l Qu -
rel|l0,n

En outre, il est facile de voir que la fonctionnelle j définie par (5.17) satisfait la
condition (2.21)(a). Soient wy, ug, vy, V2, 4 éléments arbitraires de U. Nous utilisons

la définition (5.17) pour voir que

J(uy, v2) — j(ug, v1) + j(ug, v1) — j(ug, v2)

- /p ft (p(ury) — puz,)) (e || — [Jvi]) da.
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Ensuite, nous avons recours aux inégalités
|, — ugy| < Jluy —wsll, | o]l = lvor|I| < Jlor —wal| pop. sur I,
pour déduire, a 'aide de I’hypothése (5.13)(b) et de 'inégalité de la trace (2.4), que
(5.34) J(ur,v2) — j(ug, v1) + j(ug, v1) — j(ug, o)
< oLy il ooy llur — walv[lvog — oy

Cette inégalité montre que la condition (2.21) est vérifiée avec av = 3L, ||| o< (r)-
De 14, en utilisant I’hypothése (5.11) et la définition (5.18), nous en déduisons que
f a la régularité requise pour que (2.22) soit également vérifiée. Enfin, nous notons
que la condition de petitesse (5.25) correspond a la condition m > a dans la mesure
ot (5.31) et (5.34) signifient que m = myu et o = ¢§Ly, ||p||Lo(r), respectivement. Le
Lemme 5.2 n’est maintenant plus qu’une conséquence du Théoréme 2.17. U

Nous sommes maintenant en mesure de démontrer le Théoréme 5.1.
Démonstration. Soit w, la solution du Probléme Qy obtenue au Lemme 5.3 et soit
u = Sw. Alors u € C'(R;;V) et le Lemme 5.2 montre que u est une solution du
Probléme Py . Cela prouve I’existence d’une solution.

Considérons maintenant u; et u,, deux solutions du Probléme Py, telles que u, us €
CHRy; V). Alors u;(0) = ug pour i = 1, 2 ce qui implique que u; = .Lw; ot w; = W,
pour ¢ = 1, 2. De plus, le Lemme 5.2 implique que w; représente une solution du Pro-
bléme Qy et en utilisant 'unicité de la solution de ce probléme, qui est garantie par
le Lemme 5.3, nous en déduisons que w; = w,. Par suite, u; = S w; = S wy = uo,

ce qui prouve 1'unicité de la solution et conclut cette démonstration. 0

Le Théoréme 5.1 permet de conclure que, sous les hypothéses (5.8)-(5.15) et (5.25),
le Probléme P admet une unique solution faible.

5.3 Un résultat de convergence

Nous nous intéressons maintenant au comportement de la solution du Probléme Py
lorsque I'on introduit une perturbation dans certaines données. La encore, de nombreux
cas pourraient étre considérés mais, par souci de simplicité, nous nous limiterons a dé-
montrer que la solution dépend continiment du tenseur de relaxation /C, du coefficient
de frottement p, ainsi que des densités de force volumique et de traction surfacique
fo et f,, respectivement. Ainsi, nous supposons dans ce qui suit que (5.8)—(5.15) et
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(5.25) sont vérifiées et désignons par u la solution de Probléme Py obtenue dans le
Théoréme 5.1. Pour chaque p > 0 soient KCy, 11, fo,, f2,, les perturbations de K, u, fo,
f 5 satisfaisant les conditions (5.10), (5.14) et (5.11), respectivement. Nous considérons
alors le Probléme variationnel perturbé de Py suivant.

Probléme Py. Trouver un champ de déplacements u, € C*(Ry; V) tel que u,(0) = ug
et pour tout t € Ry

(5:39) (1) € U, (Ae(ity(1)). £(v) = e(it,(1)))q + (Be(u,(1)). £(v) = (it (1))
([ ool = s)etin 1)) ds.e(w) = elity(0) -+ (Plitel6)): 0 = i (D)socry
il (0),0) = Gyl (0 8,(0) > (£, ()0 = ,()y Vo e U,

Dans le reste de cette section, les fonctions j, et f, sont définies par les égali-

tés (5.17) et (5.18) dans lesquelles p, f, et f, sont remplacés par u,, fo, et fo,,
respectivement, i.e.

(5.36)  Jp(w(t),v) =/ pop(wy(t)[lv-|[da YweU veV,

I3
(5.37) (f,(t),v)y = / Fo,(t) -vdx+ [ fo,(t) - vda VveV, teV.
0 I
Supposons maintenant qu’il existe Ly > 0 tel que
(5.38) oLy |||l zoo(ry) < Lo < ma,  pour chaque p > 0.

Alors, il découle du Théoréme 5.1 que, pour chaque p > 0, le Probléme P{, admet une

unique solution u, telle que u, € C*(R; V). Considérons maintenant les hypothéses
suivantes :

(5.39) K, =K dans C(R;;Qs) lorsque p — 0.
(5.40) pp —p dans L*(I3)  lorsque p— 0.

(5.41) fo, = fo dans C(Ry; LX(2)%)  lorsque p— 0.
(5.42) fap, = Fo dans C(Ry; LX(I)%)  lorsque p — 0.

Nous avons le Théoréme de convergence suivant, qui constitue le résultat principal
de cette section.

133




Modélisation, analyse et simulations numériques de quelques problémes de contact

Théoréme 5.4. Supposons que (5.39)—(5.42) soient vérifices. Alors la solution u, du
Probleme PL, converge vers la solution w du Probleme PV, i.e.

(5.43) u, »u dans C'(R,;V) lorsque p — 0.

Démonstration. Soit p > 0 et désignons par w = 4 et w, = 1, les champs de
vitesses. Alors, il résulte de la démonstration du Lemme 5.2 que, pour tout ¢t € R,
I'inégalité (5.30) est veérifiée et, de plus,

(5.44)  w, (1) €U, (Aw,(1).v —w,(t)y + (Ryw,(t).v — w,(t))y
oy 1), 0) — jolw, (1), w,(1) > (10— w,(t)y Vv el

Dans ce qui suit, nous utilisons la notation suivante
t
545 (Rpw(t) o)y = (Be(w(0).ew) +( / (1 — $)e(w) ds. (v)
0

Vwe CR,;V), veV, teR,.

Q

Supposons maintenant que p > 0, n € N et t € [0,n]. Nous prenons v = w(t) dans
(5.44), v = w,(t) dans (5.30), ensuite nous ajoutons membre & membre les inégalités

pour obtenir que

(5.46) (Aw,(t) — Aw(t), w,(t) — w(t))y
< (Row,(t), w(t) — w,(t))

+j(w(t), wy(t)) — j(w(

)

Nous cherchons & présent a évaluer les termes de l'inégalité précédente. Tout
d’abord, nous utilisons I’hypothése (5.8) pour déduire que

(5.47) (Aw,(t) — Aw(t), wy(t) — w(t))y = ma w,(t) — w(B)]7
Ensuite, en utilisant les définitions (5.28) et (5.45), nous obtenons aprés calcul que

(Rpw,(t), w(t) —w,(t))v + (Rw(t), w,(t) — w(t))v

—( / Kol = s)e(w,(5)) = K(t = $)e(w(s)))ds, e(w(t) — e(w, (1))

Q

< ([ 1t = 91s(u0,(s)) =Kt = 9)e(a0(s)) ) oy (1) = (o)
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Nous écrivons maintenant

1Ko (t = s)e(w,(s)) = K(t = s)e(w(s))]

< IKo(t = 5) (e(wp(s)) — e(w(s)))]
HI(Ko(t = 5) = K(t = 5))e(w(s))].

Puis nous utilisons l'inégalité (2.3) deux fois, pour déterminer que
(Row,(t), w(t) — w,(t))v + (Rw(t), w,(t) —w(t))y

< max || Ky(r)lla ( / e, (s) = w(s)llvds) w, (1) = w(t) |

+ max || K,(r) =K ( / lew(s)lvds) e, (t) = w(t) v
De plus, d’apreés (5.17) et (5.36), nous avons
Jw(t), w,(t)) = j(w(t), w(t)) + jo(w,(t), w(t)) = jo(w,(t), w,(t))

Z/F(up(wu(t))—Mpp(wpu(t))(llwm(t)ll = |lw-(0)]) da.

Par conséquent, en écrivant
1oD (W () = pp(wy (1))
= 1o (P(wpu (1)) — p(wy () + (11p — p)p(wy (1))
puis, en utilisant (2.4) et (5.13), nous trouvons aprés quelques calculs que
(5.48)  j(w(t), w,(t)) — j(w(t), w(t)) + jo(w,(t), w(t)) — jp(w,(t), w,(t))

< oLl ol o (1w () — w(B)][

g Lplltty — pll oo (ry) [l () [ v [|w, (£) — w ()]l
Enfin, en utilisant 'inégalité de Cauchy-Schwartz nous obtenons que

(5.49) (Fp(t) = F(t), wy(t) —w(t)v <[, (1) = F(O)llvllw,(t) — w()]lv.
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Soient
(5.50) Yo = maAX I Ko ()] Qo
5l = .
(551 o = 5 1,0) = K)o ([ u0(s) i)
(5:52 O = ALyl = ll=iry) max [w0(s)]y
(5.5 b = s 1£,(6) = ) -

Ensuite, en combinant les inégalités (5.46)—(5.49) et avec les notations (5.50)—(5.53)

nous déduisons que
(ma = coLpll ol o) llw, (8) — w(B) v
<+ O+ ([ 0(5) = w05
De 14, en utilisant les hypothéses (5.38) il s’ensuit que
(ma = Lo) lwy(t) —w(t)l[v
< Tpn + Gon + Opn + %n(/ot Jw,(s) — ’U’(S)Hvds)-

Nous utilisons le Lemme de Gronwall (cf Lemme 2.18) dans la derniére inégalité pour

voir que :
’an t

1
|w,(t) —w(t)]|y < m(ﬁpn + Ppn + Opp) ™A T0

et, de ce fait,

7L’Y/Jn

(ﬁpn + Gpn + 5pn) ~to.,

0.54 —w(t < —
G50 max () - w(b)ly <

Maintenant, nous utilisons les hypothéses (5.39)—(5.42) ainsi que le critére de conver-

gence (2.2) pour voir que
(5.55) Non — 0, Gpn — 0, dpn — 0 lorsque p— 0
et, de plus, il existe v > 0 tel que

(5.56) Yon < Vi lorsque p — 0.
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Par conséquent, avec (5.54)—(5.56)

(5.57) trr%gdx] |lw,(t) —w(t)|[y = 0  lorsque p— 0.
€

Ensuite, notons que u, = Sw,, u(t) = Sw(t) ot . est I'opérateur donné par
(5.27). Par conséquent, en utilisant (5.29) nous en déduisons que

(5.58) [uo(t) —u(t)llv < /||’wp w(s)|lvds  VteRy

et, en utilisant (5.57), il vient que

(5.59) trr%éax] |luw,(t) —u(t)||lv — 0  lorsque p — 0.
S

Pour rappel ©, = w, et 4 = w. De ce fait, en utilisant (2.2) il est facile de voir que
la convergence (5.43) est simplement la conséquence de (5.57) et (5.59). O

5.4 Approximation numérique

Cette section est dédiée a la discrétisation et a ’analyse numérique du Probléme
Py. Dans tout ce qui suit, les hypothéses (5.8)—(5.14) et (5.25) sont vérifiées et par
conséquent, d’aprés le Théoréme 5.1, le Probléme Py admet une unique solution.
Nous utilisons le méme formalisme que dans le Chapitre précédent pour la discrétisa-
tion spatiale; nous considérons un domaine polyédrique {2 et choisissons une famille
d’éléments finis réguliers constituant une partition de £2. Soit V" C V, un espace de
fonctions linéaires continues par morceaux qui s’annulent en [7. Ici, A > 0 désigne
le paramétre de discrétisation spatiale. Soit U" C V", une partie non vide, convexe,
et fermée approchant U. Nous prendrons le cas U" C U. Cette hypothése est plutot
facile & satisfaire si g est linéaire par morceaux sur I'3. En effet, la condition v < g sur
la frontiére I3 est satisfaite aux noeuds, i.e., v* < ¢!, avec g/, I'interpolation linéaire
de la fonction g. Par ailleurs, nous nous intéressons a la résolution du Probléme Py,
sur un intervalle de temps fini [0,77], avec T > 0 arbitraire mais fixé. Ainsi, soit N,
un entier positif, nous définissons la taille du pas de temps k = % et considérons la

discrétisation temporelle uniforme suivante ;
t, = nk, 0<n<N.

A partir de maintenant, afin d’alléger quelque peu les notations, nous utilisons les

symboles f, = f(t,), w, = u(t,). Pour une suite u"* = {uﬁk}nNzo, Spult = (ulk —
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u™ )k, n =1,..,N est utilisé pour la discrétisation de la vitesse @(t,) & 'instant
tn (différences divisées arriére). Dans cette section, nous utiliserons la notation addi-
tionnelle Juh* = {5n’u,hk}nNzl. Pour la discrétisation du terme intégral dans ’equation
(5.1), nous avons recours a la méthode des trapézes :

(5.60) /0 " (s)ds ~ k:Z/z(tj),

ou le prime indique que le premier et le dernier terme de la somme sont divisés par

deux. Nous introduisons ensuite ’approximation de 'opérateur K
(5.61) Clfw =kY  K(t, —tj)e(w;), 1<n<N
§=0

pour w = {'wn}nN:O. Pour n = 0, nous définissons C"*w = 0. Par ailleurs, ¢ désignera
une constante positive ne dépendant ni de h ni de k et dont la valeur peut changer
d’une ligne a l'autre. Alors I’approximation variationnelle en temps et en espace du
Probléme Py est la suivante.

Probléme P, Trouver un champ de déplacements discrets {uﬁk}nNzo c VP tel

que
(5.62) ult = uh
et pour n=1,...N,
5l € U
(5:63)  (Ac(bult), e(w") — (,ul))g + (Be(ulk), e(v") — e(d,ul))g
HOPs i e — e(0uu)) + (Pt vl — ) oy

+j(Spul® o) — j(5,ul 5ul) > (F, 0" — 6,ult), Vol e UM

Pour simplifier encore d’avantage les notations, nous introduisons la vitesse sous

une forme discrétisée

(5.64) wh* = {'wﬁk}nNz1 Jwt =5, u* n=1,.. N.

n

Alors nous pouvons réécrire (5.63) de la maniére suivante
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(5.65) (Aw"™* v" — w")y + (RM*w oh — wh*)y,

n n

+i(wyt v") = j(wpt, wit) = (F(), 0" —wib)y Vo e U

n

Ici, R"* représente I’approximation discréte de 'opérateur R a l'instant t,,, defini par
(5.66) (RM*aw, v")y = (Be(ul®), e(v"))g + (C"w, e(v"))g Vol e U,

dans lequel u”* est calculé en utilisant (5.60). Sous les hypothéses du Théoréme 5.1, et
avec des arguments similaires, nous pouvons facilement vérifier que 1’inégalité discréte
(5.65) admet une unique solution.

Nous nous attaquons maintenant a 'analyse de ’erreur de discrétisation entre les
solutions des Problémes Py et PIE.
D’aprés les hypothéses (5.8)(c) et (5.13)(d), pour tout v" € U”, nous avons

(5.67) malle(wn) — e(w;")I
< (Ae(wy,) — Ae(wy"), e(wy) — e(w)))q

< (Ae(wy) — Ae(wy'), e(w,) — e(w;"))q
+ [ (pln) = ) = 0l do
3
et en utilisant maintenant la définition (5.26) de 'opérateur A, nous déduisons que
(Ae(w,) — Ae(wy'), e(w,) — e(w;"))q

[ 0lwn) = platt)) = ) do

= (Aw,, — szk, w,, — wzk)v

= (Aw, — Awﬁk, w,, — 'vh)v + (Aw,, ol — wzk)v

—(Awpt " —wiF)y.
Nous utilisons ensuite (5.30) avec v = w"* et (5.65) pour trouver que

(5.68)  (Aw,,v" — w')y — (Aw"™* v" — w), < (Aw,,v" —w,)y

n

+(Rzkwhka vh - w}rtk)\/ + ((Rw)m whk - wn)\/

n n

+i(wy 0") = j(wn®, wit) + j(wa, w*) = (W, wa) + (F, wa — 0"y
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Aprés, en combinant (5.67) et (5.68),
(5.69) mlle(w,) — e(WG < 21+ Zy + Zs + Zs + Zs,
ou

7, = (Aw,, — Aw"™ w, —v")y,

Z2 = (Awm 'vh - wn)V + ((Rw>n7 Uh - wn)V
+ j(wm Uh) - ](wnv wn) - ( n» vt — wn)Vv

Z4 = ](wzk> vh) - ](wna vh) +](wn> wn) - ](’wzk, wn)a

_ ( phk,,hk h hk
Zs = (R W — (Rw),, v" —w,;")y.
Maintenons, nous procédons a l’estimation de chacun des termes. Pour le premier

terme, nous avons la méme inégalité que (5.32)

(6.70) |2 <] /Q (Ac(w,) — Ae(w™)) - e(w, — v") dz

4 [ ) = pt) i, — o) do

I3
< Ll =y o = 0"l + Ly 10, = 0]y 0 = 0" 20y
< (Lat @Ly) [, ~ wly [, — o'l

Le second terme Z, peut étre vu comme un résidu. Nous avons alors

(5.71) %] = ) /Q Ae(w,) - e(v" — w,) dv +/Q Be(Sw,) - (v — w,) de
o, (et ety a0) et~y [ el )

[ )b = ) do = (£, 0" = )]
3
D’ou 'estimation suivante
(5.72) |Zs| < (| Ae(wn)|lv + |Be(Fw)|lv)|le(w, —v")|lv

+(IK(tn — s)e(wn(s))lle o ey + [ Fullv)lle(wn — o)y

+(1 4 [l o) 1P (w2 00 — 0" [ 2(ry)-
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En utilisant des arguments similaires a ceux employés dans (5.34), nous déduisons
(5.73) |Zs| < oL [lpall o ([0 — w5

De méme, pour le terme Z,, nous obtenons

(5.74) 24| < Ly |1l ey lwn — wyFlv[[wn — v" v

Pour le dernier terme Z5, nous avons

(5.75) | Zs| = (Rﬁkw — (Rw),, vl — ’whk)v + (Rﬁk('wﬁk —w,), vl — wzk)v

n

< IR w — (Rw)allgllv” — wytllv + | By (wp® — wa)llollv" — wy|lv-

Considérons l'opérateur C : C(R;; V) — C(Ry; V') défini par

(Cw, v)y = ( /0 t K(t — s)e(w) ds, s(’u))

Q
Ensuite nous avons

1Rnfw — (Rw)allv < [[Be(uy") — Be(un)llq + IO w — (Cw)allv.

Ici, le terme ||C'*w — (Cw), ||y est, en réalité, Perreur de la méthode des trapézes
introduite dans (5.60). Par conséquent, en supposant que w € W2>(0,T;V) et que
K € C?([0,T]; Qu), nous obtenons l'inégalité suivante

(5.76) ICy w — (Cw)ally < k(| (tn — s)e(w ()] | = 0.0.v)

< ck?|lwllwas oy

En utilisant (5.9)(b) puis 'inégalité

n
lun® = wall <D Kllwh* —wjllv + flug —uolly + In(w)
j=1

nous avons

(5.77) 1Be(u,,*) — Be(un)llg < Lollu," — un|

< La( Y2 k) = wjlly + [l = wolly + Li(w))

j=1
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ou

Z / Jw; — w(s) |vds.

Ensuite, nous combinons (5.33), (5.75), (5.76), (5.77) pour voir que

1Z5) < L (Y Kl = wjlly + lfuf = wolly + Ii(w)
j=1

1w lwaosoran ) 0" = wi

+(Lp + max [| K(s)ax) > Kl = awjlly [[o" = witly
=0

< o 32l — wylly + [l — wolly + Ii(aw)
7=0

R [wllwz 0.7 ) 10" = w0y
Sous I’hypothése de petitesse (5.25), par absorption du troisiéme terme Zs (5.73), et
en utilisant finalement I'inégalité élémentaire suivante

1
ab < da® + @b{ Vo > 0,V(a,b) € R?,

nous avons

i

1/2
L2y T cflw, — 'UhHV/

(5.78) |w, —w ||y < c|w, —v"||y + c||w, —v

+e ) Elwt = wjlly + cllug — wollv + clu(w) + ck?||lw|lwac o)
=0
Appliquons maintenant le Lemme de Gronwall sous sa forme discréte (Lemme 2.19),
nous obtenons de (5.78) que si k est suffisament petit, alors

o"|[1

(5.79)  max ||w, —w"|y <c¢ max inf (|w, —v"|v + ||w, — L3(ry)

0<n<N 0<n<N phecyh
+Hlw, — 0" ([1/) + cllul — wollv + Tu(w) + B[|wl| e o,r0).

En outre, en ayant recours aux inégalités (5.64) et (5.79), nous sommes en mesure
d’établir 'estimation de I'erreur suivante.
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Théoréme 5.5. Supposons que k est suffisamment petit, avec les régularités u €
W30, T;V) et K € C?(0,T, Qo), nous avons lestimation de ['erreur suivante

(580 (fu — ul e+ i, — o)

i

. 1/2
L2y T [ ’UhHV/ )

< —o" -
coglaszUgleié ([[ten — 0" ||y + [ty — v

+e(llug — wolly + Tu(i) + K[|/l 0,7v))-

De plus si nous choisissons la valeur initiale uf de telle maniére que

(5.81) |ul — uolly — 0 lorsque h—0,
et puisque
(582) ]k(’l,l;) S Ck||’i,l||L1(07T;v),

nous avons la convergence

(5.83) X (||wn — ™|y + ||y, — 0pu™||) = 0 lorsque  h,k — 0.

Nous fournissons maintenant une estimation optimale de ’erreur sous les hypothéses

d’extra régularité suivantes :

(5.84) we C(0, T H*(R)"),  ayr, € C((0,T]; H*(I3)"),
(5.85) o € C([0,T], L*(I%)7),
(5.86) uy € H*(02)%

Par I’égalité (5.19), nous obtenons

| Zs| ’/ o, (v wm,)da—i—/ UT-(vﬁ—wm)da’
I3 I3
il

"“/ P(wnw) (v, ) wm/)da"‘/ 1 p(wny) ([[07]] = |lwn,]) dal

I3 Is
< (lovll2ry) + o=l + (1 + [l Lo () [P (wni) | 221 [1w0n — 0" 21y
< cllw, —v ||L2([‘3 Yol e VP,
Alors nous avons

omax ([ln = vl + iy = daurlv)

_ah _ oh||Y2
(5.87) < CogngN ;}E\f/h(nu" vy + [, ||L2(F3 )

+ellug — wolly + Tu() + B[l weee o).
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Enfin, pour 0 < n < N, soit II,u, € V", linterpolation linéaire par élément fini de la
solution ,,. Puisque la solution u,, € U, i.e. t,, < g, alors IT,u, € U".
La théorie classique de U'interpolation par élément fini (cf [43|) s’applique

[ttn — Hptn|lv < chl|tn || g20)a
||un - HhunHL?(Fg)d < Ch2”'un||H2(F3)d-

En conclusion, nous pouvons en déduire le résultat qui suit.

Théoréme 5.6. Sous les conditions de réqularité (5.84)—(5.86) et K € C*(0,T, Quo),
st k est suffisamment petit, nous avons [’estimation d’erreur optimale suivante

. hk _— hk <
(5.5 max (e, = wlly + i, = a2l ) < e+ k).

Notons au passage que les hypothéses des Théorémes 5.5 et 5.6 sont plus restrictives
que celles fournies par le Théoréme 5.1. Toutefois, une rapide consultation de I’état
de I'art montre que, en général, la plupart des estimations d’erreur dans les problémes
de contact nécessitent des hypothéses de régularité plus fortes que celles issues du
résultat d’existence correspondant. A ce titre, il est possible de se référer a |56] et,
plus récemment, a [135]. De ce fait, Pobtention d’estimations de l’erreur similaires a
celles figurant dans les Théorémes 5.5 et 5.6 avec des hypothéses de régularité moindres

reste a ce jour un probléme ouvert.

5.5 Simulations numériques

L’objectif est maintenant de présenter quelques simulations numériques illustrant
le comportement de la solution du probléme de contact avec frottement Py. On s’atta-
chera en particulier a I'interprétation des simulations numériques ainsi qu’a la valida-
tion du résultat de convergence théorique et de I'estimation de ’erreur obtenue dans
les sections 5.3 et 5.4, respectivement.

Notons, tout d’abord, que I'implémentation et la procédure algorithmique ne pré-
sentent pas de différences notables avec |28, 29|, auxquels on pourra se référer pour
plus de détails. Ainsi, nous nous contentons de rappeler que 1a encore, et bien que le
probléme soit cette fois formulé en vitesse, les conditions de contact avec frottement
(5.5) sont traitées en utilisant une approche numérique basée sur la combinaison d’une
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méthode de pénalisation, pour traiter les conditions de réponse normale instantanée,
et de la méthode du Lagrangien augmenté pour le contact unilatéral en vitesse, une fois
que le seuil de vitesse g a été atteint. Pour les conditions de contact avec frottement
(5.6), nous avons également recours au Lagrangien augmenté. De ce fait, nous considé-
rons des noeuds supplémentaires, ici fictifs, pour les multiplicateurs de Lagrange dans
le maillage initial. La construction de ces noeuds dépend de 1’élément de contact uti-
lisé dans la discrétisation géométrique de I'3. Pour 'exemple ci-dessous, il s’agit d’un
élément “noeud-rigide", composé d’un noeud sur /3 et d’'un noeud multiplicateur de
Lagrange. Pour de plus amples informations sur le pas de discrétisation et les aspects
numériques de la Mécanique du contact, comprenant en particulier des algorithmes
similaires & ceux utilisés ici, nous pouvons nous référer a |79, 81, 88, 143].

Exemple numérique. Nous considérons la configuration initiale décrite par la Figure
5.1 . Ici, 2=(0,L) x (0,]) CR* avec L > 0,1 > 0 et

Iy = ({0} < [0,) U({L} x [0,1]), I3 =0, L] x {l}, I3 = [0, L] x {0}.

Le domaine {2 représente la coupe transversale d’un corps viscoélastique linéaire tri-
dimensionnel soumis & 'action de forces de traction de maniére a ce que 'hypothése
des contraintes planes soit valide. Sur la partie I'T = ({0} x [0,{]) U ({L} x [0,{]) de la
frontiere le corps est fixé et, de ce fait, le déplacement y est nul. Les forces de traction
verticales de densité f, agissent sur la partie [0, L] x {l} de la frontiére. Nous suppo-
sons qu’aucune force volumique n’agit sur le corps viscoélastique au cours du processus
quasi-statique. Le corps est en contact frottant avec un obstacle sur I's = [0, L] x {0}.
Nous rappelons que le contact suit une loi de réponse normale instantanée associée a
une loi de frottement de Coulomb tant que la vitesse normale est inférieure a la borne
g et, lorsque cette borne est atteinte, il suit une loi de contact unilatéral en vitesse
associée a une loi de Tresca.

Le comportement du matériau est modélisé par une loi constitutive linéaire visco-
élastique dans laquelle les tenseurs de viscosité et d’élasticité, A et B respectivement,

sont donnés par

(AT)ap = p1(T11 + T22)00p + f2Tap, 1< a,8<2, VT €S2
Ex
(1+k)(1 —2k)

FE
(T11 + T22)00p + ——Tup, 1< ,8<2 VT € S2.

Ici, pq et po sont des constantes de viscosité , E et k sont respectivement le module de
Young et le coefficient de Poisson du matériau, et 0,4 désigne le symbole de Kronecker.

145



Modélisation, analyse et simulations numériques de quelques problémes de contact

2
<
D Q Corps deformable Q
n> <1 h
>

5

FI1GURE 5.1 : Configuration de référence d’un corps bi-dimensionnel.

Pour simplifier I'implémentation numérique et se concentrer sur le comportement des

conditions de contact avec frottement, nous considérons que 'opérateur de relaxation
IC est nul.

Pour le calcul ci dessous, nous utilisons les données suivantes :

T=1s, L=5b5m, [=1m,

ug = 0m, pu3 =0.25GPa.s, ps =05GPa.s, E =100GPa, &k =0.3,
fo=1(0,00GPa, f,=(0,—10t)GPa.m sur [0,L] x {l},

p(r) =c¢,[rls, ¢, =10GPa.s, ¢g=0.0lm/s, pn=0.2.

Dans la Figure 5.2 , nous représentons la configuration déformée ainsi que les forces
de contact sur I3 avec les différents statuts a 'instant final ¢t = 1s. Ainsi, de part et
d’autre de la fondation, on trouve 16 noeuds en statut de réponse normale instantanée
(RNI) ; ici, la vitesse normale est telle que 0 < 1, < g. Les 47 noeuds restants sont en

statut de condition unilatérale en vitesse (CUV), puisque la vitesse normale atteint sa
borne g.
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_1 g=0.01m/s
t=1s c,= 10GPas
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FIGURE 5.2 : Maillage déformé et forces de contact sur [3.

Comportement de la solution en fonction du temps. Dans la Figure 5.3 nous
fixons g = 0.05m/s et nous représentons la vitesse normale de ces noeuds a plusieurs
instants (¢ = 0.1,0.3,0.5,0.7 et 1s). Dans cette étude, nous considérons 2 valeurs de
¢, (¢, = 10GPa.s et ¢, = 20G Pa.s) en ’absence de frottement.

c, = 20GPas ¢ = 10GPas
0,05, , 0,06 T T
t=07s
t=1s 0,051
0.04- b t=05s
0,04
. 003 t=07s 4
u, U, 0,03- 4
0,021 i
. 0,02 4
L ) i =01
0,01 001} t=01s f
0 L L L L 5 0 L L L L
0 1 2 3 4 5 0 1 2,3 4 5

FIGURE 5.3 : Vitesses normales sur I3 pour g = 0.05m/s et pour 2 valeurs de ¢,
(¢, = 10GPa.s et ¢, = 20G Pa.s) en fonction du temps.
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Pour ¢, = 20G Pa.s, comme nous pouvions nous y attendre, la vitesse normale en
valeur absolue est une fonction croissante du temps. Ici, puisque la valeur de ¢, est
grande, les vitesses normales n’atteignent pas la borne g. Pour ¢, = 10G Pa.s, la vitesse
normale en valeur absolue est également une fonction croissante du temps. Dans ce cas,
puisque la valeur de ¢, est plus faible que précédemment, plusieurs noeuds passent en
statut de condition unilatérale en vitesse aprés 0.5s et atteignent la valeur g, comme
cela est illustré dans la Figure 5.4 .
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FIGURE 5.4 : Maillages déformés et forces de contact sur I3 en fonction du pas de
temps pour g = 0.05m/s et ¢, = 10G Pa.s.
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Partie IT Chapitre 5 Probléme viscoélastique de contact avec contraintes
unilatérales et réponse normale instantanée

Influence des parameétres g et c,. Par la suite, nous étudions successivement 1’in-
fluence de 2 paramétres, g et ¢, sur le statut des noeuds en contact (RNI ou CUV)

et sur la pénétration maximale, sans frottement.
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FIGURE 5.5 : Maillages déformés et forces de contact sur I'5 correspondant aux
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Nous commencons avec l'influence de g. Concernant la Figure 5.5 | nous pouvons
constater que le nombre de noeuds en statut RNI croit en fonction du seuil de la
vitesse normale g. Un tel résultat ne va pas a I’encontre du bon sens dans la mesure
ol augmenter g revient a accorder a l’ensemble des noeuds une plus grande liberté de
mouvement, qu’auparavant. De ce fait, certains noeuds se trouvant en statut de CUV
vont passer en statut de RNI. Par conséquent, avec g = 0.1m/s, tous les noeuds sont
en condition de RNI et la pénétration des noeuds en contact augmente quand le seuil
de la vitesse normale g augmente. Nous avons représenté dans la Figure 5.6 les vitesses
normales des noeuds sur la zone de contact associées aux cas représentés sur la Figure
5.5 . Cela confirme les résultats obtenus précédemment : si g est suffisamment grand
(g9 = 0.1m/s), la vitesse normale des noeuds en contact sera toujours inférieure a cette
valeur ; par suite tous les noeuds sont en condition de RNI. Inversement, lorsque g

diminue, la vitesse normale des noeuds est de plus en plus restreinte ; cela signifie que
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le nombre de noeuds en CUV augmente.
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FIGURE 5.6 : Vitesse normale sur I3 pour plusieurs valeurs du coefficient g.
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influence de c¢,. Dans la Figure 5.7 |, le nombre

Y

t forces de contact sur I3 pour plusieurs valeurs

du coefficient c,,.
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décroit quand le coefficient ¢, croit. Nous représentons ensuite dans la Figure 5.8 les
vitesses normales des noeuds sur la zone de contact pour les 6 cas exposés dans la
Figure 5.7 . Cette Figure 5.8 valide les résultats obtenus précedemment, i.e. quand ¢,
croit, la proportion des noeuds en contact dont la vitesse normale est limitée décroit.
C’est la raison pour laquelle la vitesse normale n’apparait plus comme limitée pour
¢, = 20GPa.s.
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FIGURE 5.8 : Vitesse normale sur I3 pour plusieurs valeurs du coefficient c,.
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Coefficient de frottement. Nous nous penchons maintenant sur quelques résultats

afférents au coefficient de frottement p. A cette fin, nous représentons les maillages

déformés et les forces de contact sur I3 pour 6 valeurs de p allant de 0 a 1, comme

montré dans la Figure 5.9 . Ici, nous fixons g = 0.05m/s et ¢, = 10GPa.s.
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Comme on pouvait s’y attendre, sans frottement les forces de contact sont verticales
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sulvan

153




Modélisation, analyse et simulations numériques de quelques problémes de contact

fonction de p. Pour le cas 1 = 0.6 nous présentons dans la figure 5.10 une description
détaillée des statuts des noeuds en contact frottant sur /3. Notez qu’au centre de I3,
17 noeuds sont en statut de CUV et en adhérence (S=). Sur le reste de la zone de
contact, les noeuds sont en statut de glissement a gauche (S-) ou a droite (S+) pour
les conditions de contact unilatéral et de réponse normale instantanée.

PERIEIRR

02
X
SR

0030205 ROV

5 CUV/S= 17 CUV/S= 5 CUV/S+

FIGURE 5.10 : Maillage déformé, forces de contact et statut de contact sur I3.

Notons que dans tous les cas exposés, puisque le corps est fixé sur I}, le probléme
est géométriquement symétrique et de plus les effets de bords(x = 0 et x = L) sont

clairement visibles.

Résultat de convergence. Maintenant, nous passons a la validation numérique du
résultat théorique obtenu dans la Section 5.3. Soient ’u,ﬁk et u*, les solutions discrétes
des problémes Py, et Py, respectivement, avec p > 0. Notons que pour le probléme
Py, nous considérons les données perturbées suivantes K, = K = 0, p, = p + p,
Fop, = fo+p, f2, = Fo + p qui satisfont les conditions (5.39)-(5.42). Nous calculons
les solutions numériques de P!, pour six valeurs de p allant de 0.1 & 107 et présentons
Pestimation de la différence ||u?* —u"*[|y at = 1s pour les paramétres de discrétisation
h = 1/16 et k = 1/16. Conformément au résultat de convergence théorique, cette

différence converge vers zéro lorsque p tend vers zéro.

154



Partie IT Chapitre 5 Probléme viscoélastique de contact avec contraintes
unilatérales et réponse normale instantanée
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FIGURE 5.11 : Validation numérique du résultat de convergence.

Estimations de 1’erreur. Afin de vérifier la convergence du schéma discret et d’illus-
trer 'estimation de I’erreur optimale obtenue dans la Section 5.4, nous calculons une
suite de solutions numériques en utilisant des triangularisations uniformes du domaine
selon le parameétre de discrétisation spatiale A et une discrétisation uniforme du temps
selon le pas de temps k. Les valeurs de 'estimation de Perreur numérique ||u —u"*||y,
désignées par E" dans la Figure 5.12 , sont calculées pour plusieurs valeurs des pa-
ramétres de discrétisation spatiale et temporelle, h et k. Ici, la frontiére I" de 2 est
divisée en 1/h parties égales. Nous commengons avec h = 1/4 et k = 1/4 puis proceé-
dons par des divisions successives par deux. La solution numérique correspondant a
h =1/256 et k = 1/256 est considérée comme étant la solution “exacte"; elle sert de
référence pour définir les erreurs de la solution numeérique pour d’autres valeurs de h et
k. Cette discrétisation correspond & un probléme comportant 784768 degrés de liberté.
Les résultats numériques sont présentés dans la Figure 5.12 ou est tracée l'estima-
tion de Perreur ||[u — u*||y; en fonction de h et k . Notons que ces résultats valident
I’estimation optimale théorique obtenue dans la Section 5.4 & savoir le comportement
linéairement asymptotique de l'erreur de discrétisation.
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FIGURE 5.12 : Estimations de ’erreur numérique.

Détails des calculs. Les détails des simulations numériques présentées dans les Fi-
gures 5.2 =5.10 et lies & h = 1/64 et k = 1/64 sont les suivants. Les problémes ont été
discrétisés avec 3072 éléments finis et 64 éléments de contact (h = 1/64); le nombre
total de degrés de liberté s’éléve a 3354. Pour information, avec h = 1/64 et k = 1/64,
la simulation tourne en 32 temps CPU (exprimé en secondes).

156



Chapitre 6

Probléme viscoélastodynamique de
contact avec compliance normale et
frottement non monotone

Ce Chapitre s’inscrit dans la continuité de article [21] et des Chapitres précédents.
On se propose a présent d’étudier un probléme de contact en dynamique modélisant
I'interaction entre un corps de type viscoélastique et un obstacle faisant office de fon-
dation. Par rapport au Chapitre 5, nous nous affranchissons du terme mémoire ; par
ailleurs le contact obéit a une loi formulée en déplacement, comme dans le Chapitre 4,
a la différence que seule la loi de compliance normale est considérée ici pour décrire le
comportement de la fondation. Le frottement suit une loi de Coulomb non monotone,
conformément au probléme exposé dans (1.40), puisque le processus est dynamique (le
cas avec contact unilatéral restant a ce jour un probléme ouvert). Notons que la ques-
tion de l'existence ne sera pas abordée ici car elle a déja été entiérement traitée dans
|21]. Nous considérons alors le probléme pénalisé utilisé dans l'article sus-cité et nous
nous intéressons a l’obtention d’estimations théoriques de l'erreur de discrétisation
précédées d’un résultat d’unicité portant sur la solution du probléme pénalisé. Dans
la premiére section de ce Chapitre, nous présentons la formulation forte du probléme
et les hypothéses nécessaires a I’'obtention d’une formulation variationnelle. La section
2 sera dédiée a la détermination d’une estimation théorique optimale de ’erreur de
discrétisation pour une approximation semi-discréte spatiale. Ensuite, dans la section
3, nous fournissons une estimation théorique optimale de 'erreur de discrétisation
pour une approximation temporelle et spatiale. Enfin, la section 4 est consacrée aux
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simulations numériques permettant ainsi d’étudier le comportement de la solution et
de donner une validation numérique des estimations théoriques de I'erreur de discré-
tisation. Notons qu’a l'origine, il s’agissait de considérer une géométrie propice a une
étude vibratoire pour un probléme de contact mais cet aspect des choses se sera pas
abordé ici. Ce Chapitre a fait ’'objet de article [18, 24].

6.1 Probléme mécanique et formulation variationnelle

Soit [0, 77, I'intervalle d’étude avec T > 0. Le probléme de contact considéré est de la
forme suivante

Probléme P. Trouver un champ de déplacements u : 2 x (0,T) — R® et un champ

de contraintes o : 2 x (0,T) — S? tels que

(6.1) o(t) = Ce(u(t)) + E(u(t)) dans 2,
(6.2) Divo(t) + fo(t) = pis(t) dans £,
(6.3) u(t)=0 sur I3,
(6.4) o(t)v = fot) sur Iy,
(6.5) —0oy(t) = p(uy(t))) sur I3,

lo- < p(lla-(O]) plun (1)),

(66) . . UT(t) ..
~2(t) = (s ()] Pl ()G, 51 (6) 20

sur I3,

pour chaque t € Ry et, en outre,
(6.7) u(0) = ug w(0) =u; dans (2.

Pour ce probléme, I’équation (6.1) représente la loi constitutive viscoélastique du
matériau, précédemment introduite dans (1.17). L’équation (6.2) est ’équation de
mouvement, avec p la masse volumique (constante). Les conditions (6.3) et (6.4) dé-
signent respectivement les conditions aux limites de Dirichlet et de Neumann. Les
relations (6.5) et (6.6) caractérisent les conditions de contact avec frottement, a savoir
une loi de compliance normale combinée & une loi de frottement de Coulomb dans
laquelle le coefficient de frottement dépend du taux de glissement, pouvant donc don-
ner lieu a une loi non monotone. Ce type de modéle est en fait une pénalisation du
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modéle de contact utilisé dans [21], basé sur une loi de compliance normale restreinte
par une contrainte unilatérale. Enfin, (6.7) constitue les conditions initiales, avec uy,
le déplacement initial, et wq, la vitesse initiale.

Par l'intermédiaire du lemme 2.4, nous obtenons l'inégalité suivante
(6.8) 0|22,y < N0l + CE0l%, Vo e V.

Nous rappelons également la définition de I'espace V défini par V = L?(0,T;V). A pré-
sent, nous supposons que les données du probléme respectent les propriétés suivantes.
L’opérateur de viscosité C : £2 x S — S? satisfait

((a) C(-,€) est mesurable sur {2 pour tout € € S%.

(b) Il existe ca > 0 tel que
(C(x,e1) — C(x,€2)) : (61 — €2) > coler — &)

(69) Ve, e, €S p.p. € 2 avec ¢y > 0.
' (c) 1l existe L¢ > 0 tel que

|C(x,e1) — C(x,e2)|| < Leller — e
Ve, e, €S pp.x € 2 avec Le >0

. (d) L' application @ — C(x, 0sa) appartient a Q.
L’opérateur & : 2 x S¢ — S? satisfait

((a) (-, &) est mesurable sur 2 pour tout € € S¢.

(b) (8($,€1) — 5(.’3,52)) . (51 — 52) Z 0
Ve, e €S pp. x <l
. C existe Lg > 0 tel que
(6.10) () 1l existe Lg > 0 tel
1E(x, €1) = E(x, &) || < Leller — &
Ve,e €S% pp.xcavec Le >0

 (d) I application « — &£(x, 0sa) appartient a Q.
La fonction de compliance normale p : I35 x R — R, satisfait
a) Il existe L, > 0 tel que
( ) p q
(6.11) |(p(x, 1) — p(@,12)| < Lp|ry — 12| Vri,re €R, p.p. @ € I5.

(b) Il existe ¢35 > 0 tel que p(x,7) < ¢z V(x,r) € I3 xR.
(¢) p(x,7) =0 pour tout r <0 p.p. © € I5.

Le coefficient de frottement p : [0, 00) — R satisfait

(a) p est continu.
(6.12) (b) |u(s)] < cavec e >0, Vs>0.
(c) p(s1) — p(s2) > —A(s1 — s2) V51 > s9 > 0 avec A > 0.
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Remarque 6.1. Notons que des études comme [35] ont montré que le coefficient de
frottement pouvait également dépendre linéairement de la vitesse. L’hypothése de bor-
nitude (6.12)(b) peut alors étre remplacée par une hypothése plus faible de croissance
linéaire. S’il est effectivement possible de traiter un tel probléme avec cette hypotheése,
moyennant un travail d’estimation plus approfondi (cf [19]), elle complique inutilement
le probléme. Une hypothése de bornitude sur le coefficient de frottement constant reste
acceptable d'un point de vue physique.

Les grandeurs f et f, sont dotées de la régularité suivante
(6.13) fo € L*(0,T; H), f, € L*0,T; L*(Iy;RY).
De plus, nous supposons que les valeurs initiales satisfont

(614) ug € Vetu € H

Le sous-différentiel de Clarke, voir la définition 2.15 pour plus de détails, permet
d’exprimer la condition de frottement (6.6) sous une autre forme. Pour ce faire, on
définit une fonction j : R — R par

[l
(6.15) j(n) = /0 p(s)ds VneR%

I s’ensuit que, avec les hypothéses (6.12)(a)—(c), la condition (6.6) est équivalente a
I'inclusion différentielle suivante :

—o, € p(u,)0dj(i,) sur I3 x (0,7),

ot 9j(n) désigne le sous-différentiel de Clarke de j au point n € R
Nous considérons les opérateurs A : V. — V* B : V — V* une fonction J :
L*(I3;RY) — Ret f:(0,7) — V*, definis par :

(6.16) (A, 0) vy = /Q Ce(w)e(v) pour u,v € V.

(6.17) (Bu, v)yery = /Q Ee(u)e(v) pour u,v € V.

(6.18) J(v) = /ng('v) da pour v € L*(I'5; R%).

619) {0 0o = (Folth 0+ (Falt) sz powr v V.

Avec (6.9), I'opérateur A a les propriétés suivantes

(a) A e L(V;V*) est symétrique.
(6.20) (b) (Av,v)ysxy < Le|v||?, Vv e V.
(c) (Av, v)ysxy > of|v])3 Vv e V.
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Avec (6.10), I'opérateur B a les propriétés suivantes

(a) B € L(V; V™) est symétrique.
(6.21) (b) (Bv,v)yxy < Le|v||} Vv eV,
(c) (Bv,v)ysxy >0 YveV.

Avec (6.12), un élément & du sous-différentiel de la fonction J : L?(I3;R?) — R a les
propriétés suivantes

(@) 1€l 2(rymey < ¢ V& € 0J(v).
(622) (b) (él - €2,’Ul - v2)L2(F3;Rd) Z _>\||U1 - U2H%2(F3;Rd)
VéZ S 8J(’UZ), Yv,; € L2(F3,]Rd), 1=1,2.

A présent, en multipliant I’équation de mouvement par la fonction test v, en inté-
grant sur {2 x (0,7T), par 'intermédiaire de la formule de Green et de la définition des
opérateurs, nous obtenons la formulation variationnelle suivante du Probléme P.

Probléme Py Trouver un champ de déplacements w € V avec 4 € V, 4 € V* et une
densité de frottement € € L?(0,T, L?(I3;R?)) tels que

(6.23) (pn(t) + Au(t) + Bu(t) = f(t), v)vexy + (P(un(t)), vo) L2(rm)
+(p(uu(t))£(t)> ,UT)Lz(F;;;Rd) =0,

avec
(6.24) &(t) € S5, 1y P-P-sur I3 x (0, 7),

ol S;j(,u (1) désigne Pensemble des sélections L*(I3;RY) de 0j(1,(t)), autrement dit

I'ensemble des fonctions h de L?(I%;R?) vérifiant I'inclusion sous-différentielle h €

9j(u(t)), et
(6.25) u(0) =uy, u(0)=u,.

L’existence de la solution du probléme Py peut étre vu comme un cas particulier
du résultat d’existence obtenu dans [21] pour la probléme pénalisé (la question de
I'unicté n’y ayant pas été traitée). Nous allons alors nous intéresser par la suite a la
démonstration de 1'unicité de la solution en déplacement. L’unicité de la solution liée
a la densité de frottement reste a ce jour un probléme ouvert.

Théoréme 6.2. Supposons que les conditions (6.9)-(6.14) soient vérifiées. Alors le
probléme Py a une solution unique en déplacement.
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Démonstration. Afin d’établir ce résultat, considérons deux solutions en déplace-
ment du Probléme P, a savoir u; et us, et soient w; et wsy les vitesses associées telles

que, pour i = 1,2, u;(t) = up + fo w;(t)dt. Par suite, 'inégalité suivante est vérifiée
pour i =1,2:

(pw;(t) + Aw;(t) + Bu,(t) — f(t), v)vexv + (p(uin (), vo) 2(rs;r)
+(p(uin(t)€;(t), vr) L2(ryiray = 0,

él(t> - Sg](w“—(t)) sur F3 X (0, T)

Maintenant, nous considérons la différence de (6.26) pour i = 1 et i = 2 et, en prenant
v = w;(t) — ws(t), nous obtenons

plwi(t) — wa(t), wi(t) — wa(l))v-xv + (Awi(t) — Aws(t), wi(t) — wa(t))v+xv
(B(ui(t) — ua(t)), wi(t) — wa(l))vexv
— P(u2y (1)), w1y (t) — w2 (1)) r2(ry;m)
)€1 (t) = p(wrn(t))&€:(t), wir(t) — war(t)) 121y ke
) — P(u2,(1))&€5(¢), wir(t) — war(t)) L2(ryrey = 0.

Nous intégrons sur ¢ pour tout ¢ € [0, 7], utilisons la coercivité de A et les égalités
classiques

. . pd 9
p(wi(s) — wa(s), wi(s) — wa(s))vexy = 5@“’“’1(8) — ws(s)]|3,
1d 1
S (Blun(s) = ua(s), wr(s) = wa(s))venv = 5 ((Bwi(s) = wals)) was) = wals)) vy

+ (B(ui(s) — ua(s)), wi(s) — w2(5>>V*><V>
= (B(u1(s) — uz(s)), wi(s) — wa(s))vexv

la derniére égalité étant vérifiée puisque B est symétrique, et nous obtenons

Slwr(8) —walt) [ + ca [ was) —wals) s

+ (B(uq(t) — ua(t)), u(t) — wa(t))yexy

(6.26)

+ (p(ull/(s)) - p(u2u(s))> wlu(s) - w2u(5))L2(F3;]R)d$

+ [ (p(wn(5))€1(s) = puan(s))€2(5), wir (s) — War(s)) L2 (ryreyds < 0.

I
|

162




Partie II Chapitre 6 Probléme viscoélastodynamique de contact avec compliance
normale et frottement non monotone

Avec la forte monotonie de B dans (6.10), il vient que
(627) <B(’U,1(t) - ’U,g(t)), ’U,l(t) — u2(t)>V*><V > 0.

Avec (2.4), (6.11)(a), I'inégalité de Cauchy et l'inégalité classique ||w(t)|v
< |luollv + fy [lie(s)|lvds nous avons :

/0 (P(u1y(5)) = pluz,(s)), wan (s) — Wi (5)) r2(rmy ds
S/ coLplluan(s) = uzu () llv[[win (s) — wa (s) | vds

ck
(6.28) < 0 p/ |lui(s) — ua(s ||Vds+5/ |lwi (s )||Vds

c4L2

<[ ([ o) = walplds) )+ / Jw1(5) = was) s
C4L2

< DL ([ 1) = watoli o)) < [ onts) — (ol s

Avec (6.8), (6.11)(b) et (6.22)(b) nous obtenons :

/( (u1,(5))&1(5) = P(ur,(5))€2(5), Wi (8) — War(s)) L2 (ryma)ds

t
(6.29) > —\cs 0 [wi(s) = wa(s) |72y mayds

t

t
> —\c3e |wi(s) — ’w2(8)||%/d8 — )\030(5)/ L,||wi(s) — w2(8)||fqu.
0

0

Ensuite, avec (6.11)(a) et (6.22)(a), en procédant de la méme maniére que dans (6.28)

nous obtenons :

/0( (u1,(5))&€a(s) — p(uav(s))&2(s), war(s) — wir(s)) 2(ryreyds
(6.30) S/ cocLpllun(s) = ua(s)|lv[[wir(s) — war(s)|vds

cg 2L2T
< ([ ([ vt =t tn)as) + < [ lroats) = it
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En combinant (6.26)—(6.30), nous avons

P 2 t 2

llwi(t) = w2(B)[[77 + (c2 = (Acz + 2)e) /0 Jwi(s) — wa(s))[[ds
o3y < GBTUED) ([ ([ ronto) = st as)

+ )\ch(a)/O |w(s) — wsy(s)||3ds.

Remarque 6.3. Notons que, si € est suffisamment petit, c; — (Acz + 2)e > 0.

Ainsi
t
lw: (1) — wa ()17 + / lwi(s) — wa(s))|[i-ds
(6.32)
<0 [ (1nts) = wally + [ (o) = o)t s,
ou C' est une constante positive générique. L]

A Taide du Lemme 2.18, nous déduisons que w; = ws,, ce qui conclut la preuve.

6.2 Approximation spatiale et estimation de I’erreur

Nous considérons et analysons ici une approximation semi-discréte spatiale du Pro-
bléeme Py . Pour la discrétisation spatiale, nous considérons un domaine polyédrique
(2 et choisissons une famille d’éléments finis réguliers constituant une partition de f2.
Soit V* C V, un sous-espace d’éléments finis de fonctions linéaires par morceaux et
compatible avec la partition de la frontiére I'. Ici, h > 0 désigne le paramétre de dis-
crétisation spatiale. L’approximation semi-discréte du Probléme Py est la suivante

Probléme Py Trouver un champ de déplacement u" € L*(0,T,V") avec a,a e
L2(0,T, V") et une densité de frottement €" € L*(0,T, L*(I's; R%)) tels que

(6.33) (pi" (t) + A" (t) + Bu(t) — £(1),v"(t))vexyv + (p(up (), vi () 2(ryim)
+(p(up()Er, V() 2 (rymay =0 Yo" € V", pp. t € (0,7)

avec

(6.34) ) e S;j(u;;(t)) p.p. sur I3 x (0,7),
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et
(6.35) u(0) =ul,  w"(0) = ul.

Dans ce qui suit, nous cherchons a analyser I’erreur entre la solution en déplacement du
Probléme Py et son approximation semi-discréte Pk. L’erreur en densité de frottement
& reste également un porobléme ouvert. Le résultat principal de la section est résumé
dans le théoréme suivant.

Théoréme 6.4. Sous les hypothéses (6.9)-(6.14) et avec les régularités uw €

L0, T; HX(2;RY)), 4 € L*(0,T; H*(£2;RY)) et w, € L2(0,T; H*(I3;RY)), nous avons
l’estimation d’erreur optimale suivante

|2 — uh||20(o,T;H) + [l — a5 + flu — uh||20(o,T;V) <Ch,

ot C' est une constante indépendante de h.

Démonstration. Nous prenons v = v" dans (6.23) et nous le combinons avec (6.33)
afin d’obtenir :

(6.36) (p(u(t) — a"(1)) + A(alt) — w"(t)) + Blu(t) — w"(t)),v"())v-xv
H(p(un (1)) = puy(£)), vy (8)) p2rmy + (P(un(t)E(E) — p(u)(t)E" (1), V7 (8)) 21y ma)
=0.

A présent, en prenant v" = 4" (t) dans (6.36) et en combinant 1’égalité ainsi obtenue
avec (6.36), nous obtenons

(6.37) (plar(t) — u"(t)) + A(u(t) — a" (1)) + Blu(t) — u" (1)), v"(t))v-xv
+H(p(uy () = plug (1)), vy (1)) p2(rysm) + (P (D)E(E) — p(uy(£))€" (1), V7 (8)) r2(rygme)
= (pla(t) — " (t)) + A(u(t) — a" (1)) + Bu(t) — u" (1)), " (1)) v-xv
H(p(uy (8)) = Pl (1), () 2wy + (p(un (8)E(8) — p(up ()€ (8), wr (1)) p2(ryma)-
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Aprés une reformulation de (6.37) sous la forme (., 4u(t) — w"(t)) = (., a(t) — o), il

vient que

(6:38)  (paa(t) — @™ (1)) + A(i(t) — u"(t)) + Blu(t) — u" (1)), a(t) — @"(t))v-xv
+(p(uy(t)) = plug (1)), uu( ) = (1) r2(rsm)
€" (1), Ur (1) — 7 (1)) r2(ryma)
w(t) —a'(t)) + Blu(t) — u" (1), w(t) — 0" (t)v-xv
+(p(uy(t)) = plug (1)), @ (t) = v () 220y m)
+(p(un (£)E(t) — puy(£)€"(2), ir () — V(1)) 12 (ryma)-

+
=
3
—~~
s
<
~
~—
AL
—~
HE
~—
|
=
—
g
AN
o=
A\/
\/

Par suite

(6:39)  (plaa(t) — u"(t)) + A(u(t) — u'(t )) + B(u(t) — u"(t)), a(t) — @" () v-xv
+H(p(un(t)E(t) — p(ul()E(t), wr(t) — up(t)) 2y ma)
+(p(uy (8))€(t) — pluy ()€™ (1), wr(t) — Wr(8)) r2(rygme)
= (p(a(t) — u"(t)) + A(u(t) — u"(t)) + Blu(t) — u"(1)), w(t) — v"(t))v-xv
+H(p(un(t)) = plug(t)), (d(t) — (1)) + (@ (t) = v (£))) 2y
+(p(uy (8)€(t) — p(uy(1)E" (1), wr (t) — V2(E)) 121y may.

Par conséquent, aprés quelques manipulations élémentaires, il vient que

(6.40)  (p(a(t) — a"(1)) + A(u(t) — w"(t)) + Blu(t) — u"(t)), w(t) — a"(t))v-xv

Nous pouvons aisément montrer que

(641)  {i(t) — (1), (1) — WMD)y = 5 la(t) (1)
Avec la coercivité de A en (6.20), nous avons
(6.42) (Au(t) — Aa"(t), w(t) — 4" (t)v-xv 2 eslla(t) — a" (@)}
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Puisque l'opérateur B est, d’aprés (6.21), symétrique il vient que

(6.43) (Bu(t) — Bu"(t),a(t) — 4" (1)) yxy =
L Bult) — Bu(0), u(t) — u(D)y-r-

D’aprés (6.8), (6.11)(b) et (6.22)(b), nous avons

~

))E" (), - (t) -

03Hu7(t

(6.44) (p(uy (£))E(t) — pluy(

t))LQ(Fg Rd

| \/

i
W (0172 im0
h

> —Aes(ella(t) — a7 + Cle)a(t) — w" ()])-

Ainsi, a partir de (6.40)—(6.44), nous obtenons

(6.45) P9 ale) — a3 + (e — dese)ln(t) — 1)
by (Bult) — B (1), u(t) — (1)) v-sv
< (@) — (1)) + A — @ (1)) + Blault) — (1)), 8(6) — " () yesv
Hplon(6) — PUb8), (8) — 0 (0) + () — () ot
o (0)E) — O ()END), (1) V(D) 21y
IO 200 50D = D
i

Maintenant, nous procédons a une intégration de 0 a ¢, avec t € [0, T, sur (6.45). Puis,
nous utilisons ensuite la formule d’intégration par parties et I'inégalité ab < a®+?/4e

pour avoir

(6.46) /0 (ti(s) — " (s), u(s) — v"(8))vexvds = (a(t) — w"(t),w(t) —v"(t))n
—((0) — %" (0),(0) — v"(0))r — /0 (a(s) —u"(s), i(s) — 0" (s))v-xvds

< lu(t) — a" (@) |ullelt) — v g + [ur — ull|ullug — v"(0)||u
n /0 li(s) — P (s), ib(s) — 9"(5))ve xvds

< i) - 'ibh(t)II?{ +li(t) = v" (O + lur — uillallu — " (0)n

h

+efli — w5 + ||u—’v P
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Etant donné que 'opérateur A est de Lipschitz, d’aprés (6.20), nous obtenons

(6.47) /0 (Ad(s) — AW"(s), it(s) — v"(8)) vy ds
S/O Lellia(s) — @ (s)|[v]la(s) — v"(s)|vds

< ella—af + <l — v".

L’opérateur B est également de Lipschitz, d’aprés (6.21), de ce fait
t
(648) / <BU(S) - B’U;h(s), 'U,(S) — ’Uh(s)>v* des
0

< / Lellu(s) — u"(s)v [[a(s) — 0" (s)[lvds

< ellu— |5+ Ela— o3,

en outre, puisque

(6.49) lu(t) —u"(@®)llv < [luo — ugllv + /0 lia(s) — " (s)[lvds

< [luo — ugllv + VT||a — "y,
nous avons, avec l'inégalité 2ab < a? + b?
(6.50) lu(t) — @)} < lluo — uflly + Tl —a"|3}
+2VT || — a"||y|Juo — uf|lv

< 2||uo — gl + 27 [[w — "3,

et par suite

t
(6.51) / (Bu(s) — Bu"(s),1(s) — v"(s))y+xyds
0
B2 2 ohy2 ., LEp B2
< 2T |[uo — ugllyy + 2T i — &y + = [la — o7y
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Avec (2.4), (6.11)(a) et (6.49), nous avons :
(6.52) [ () = b ). (L) = o) 2
S/O coLpllun(s) — up(s)llvllag(s) — vy (s)|lvds

s) —u'(s)l[Vds + eflie — 0" +ellu — w5

2c4L2 t s _ 2
([ o= witias + [ ([ atr) — it ovar)as)

+€||u — "5 +ella — At

s%?(Aww—umak+[f@@¢4Wwﬂ—u%m%WY@)

telli — o[ + ellis — "l
4712

oLy hi|2 Y R (|2
< — — —
< 222 (Tlluo — uflfpds + 7 0 ( ) i ()| dr ) ds)

+elli — v + elli — w5,

En utilisant & présent (2.4), (6.11)(b) et (6.22)(a) nous avons :
(6.53) /0 (s (9))E(s) = p(uy(5))€" (5), tr (5) — V7(5)) 12 (rymeds

t
< [ 2esclin(s) = o5
0

< 2030@““7 - Uv}fHLZ(QT;LQ(Fg;Rd))-

Par conséquent, a partir de (2.4), (6.11)(a) et (6.22)(a)(et également (6.52)), nous
avons

(6-54)/0 (p(uy(5))€(s) = Pl ())E(s), ir (5) — U7 (5)) 21y )

t
s/%mwm>ﬂuwﬂmm—w@w@ww
0

L2 2
< ) = u(s)[[ds + eflie — w" [
2ch§ ? P . Ry S hy2
<2 (Ty|u0—uoy|vds+cr (] () — ()3 dr ) ds) + elli — @ 3.

Remarque 6.5. Notons que, a partir de maintenant, la constante positive désignée
par C' peut différer d’une ligne a 'autre.

169




Modélisation, analyse et simulations numériques de quelques problémes de contact

Nous intégrons (6.45), combinons (6.46)—(6.54) et utilisons la forte monotonie de

I'opérateur B pour obtenir

(6.55) §||u(t) —a"(®)|)% + (ca — (Aez + 4+ 2T%)e) /0 |(s) — " (s)||?ds
SCQ+CAHM@—M%WQB+CA(AWMM—uWM@WWQ-

Remarque 6.6. Notons que, si ¢ est suffisamment petit, c; — (Ac3 + 4 + 2T%)e > 0

Nous utilisons (2.8) et désignons par «

(6.56) o = [lur — willallwr — 0" (0)]a + [l — D" + [la — 0" + luo — uglf

ity — vl 202 rymay + llun — gl + max [|a(t) v (B)]I7-

)

Maintenant, soit y la fonction définie par

(6.57) y(t) = [lu(t) — &)l +/0 lie(s) — " (s)I[5 ds.

La réécriture de (6.55) conduit a l'inégalité suivante :

(6.58) M0§0a+CAE@M&

En ayant recours au Lemme 2.18, nous obtenons

(6.59) y(t) < CaelT.

Dans la mesure o ¢ € [0, 7] est arbitraire

(6.60) i — @20 ) + i — @13 < Ca

De plus, pour tout t € (0,7),

(6.61) = w20y < 2llato — % + 27| — [} < Ca

En combinant (6.60) et (6.61), nous obtenons alors pour le probléme semi-discret

l'estimation suivante

(6.62) e — "B 0.y + i — w5 + [l — u"[[E0. 0

< Cllur = uyllmlluy = 0" (0l + [l = "5 + [l — 0" |3 + [luo — w3

e — V2 22 (rymay + llun — u||F + o) la(t) —o"(®)]7).

)
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6.3 Approximations spatiale et temporelle, estima-
tion de ’erreur

A présent, nous introduisons une approximation discréte en temps et en espace du
Probléme Py afin de borner I'erreur des solutions discrétes. La discrétisation en espace
est identique a celle de la section 6.2. Pour ce faire, sur un intervalle de temps fini [0, T']
ou T > 0 est donné, nous considérons un entier positif N et nous définissons la taille
du pas de temps k = T'/N ainsi que les instants ¢, = nk, 0 < n < N. Dans ce qui suit,
afin d’alléger quelque peu les notations, nous désignons par f,, = f(t,), w, = u(t,).
Pour une suite u* = {uﬁk}i\fzo,
n = 1,...,N, pour les différences divisées arriére, ainsi que la notation additionnelle

nous utilisons la notation 5nu2k = (’u,’,ﬁ”C — uZ’il)/k‘,

dul*t = {5nuhk}nN:1. Une fois encore, la constante désignée par C' peut différer d’une
ligne a l'autre. L’approximation discréte du Probléme Py est la suivante :

Probléme P Trouver un champ de vitesse discret {w*}N_ C V" et une densité

de frottement discret {€"*}N_, € L*(Is;RY) tels que

(663) <p5w2k + Awgk + Buzk —Jn vh>V*><V + (p(ugzli% 'UI}/L)LQ(IE;]R)
+(P(UZ§)€Zka vﬁ)LQ(Fs;Rd) =0 vvh € Vha

avec

(6.64) gt e Shiawny P-posur Iy, n=1,..,N, T=Nk,
et

(6.65) ult =l wht =l

Nous considérons le déplacement discret suivant
n
hk hk hk
(6.66) ulh = wt + ) kwh,
j=1

Dans ce qui suit, nous cherchons & analyser I’erreur entre la solution en déplacement
du Probléme Py et son approximation Pi¥. De la méme maniére que pour le cas semi-
discret, ’erreur en contrainte reste un probléme ouvert. Le résultat principal de la
section est résumé dans le théoréeme suivant.

Théoréme 6.7. Sous les hypothéses (6.9)-(6.14), avec les régularités uw €
CHO,T; [H*(2)])) N H3(0,T; H) et w, € C(0,T; H*(I3)?), et si k est suffisamment
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petit, nous avons [’estimation d’erreur optimale suivante

hk hk
<
llgnnaSIN:(Hun u, ||V ||u’7l w,, ||H) = C(h' k)?

ou C est une constante indépendante de h et k.

Démonstration. Nous prenons v = v" dans (6.23) et nous la combinons avec (6.63)
afin d’obtenir :

(667) <p(wn - 5w2k) + A(wn - ’wﬁk) + B(un - uhk)> vh>V*><V

n

+(P(n) = p(upy) v)) 2wy + (P(unn)€y = p(uny)€0", 07) L2y ma) = 0.

A présent, en prenant v" = w"* dans (6.67) et en combinant ces 2 inegalités, nous
obtenons

(668) <p(wn - 5w2k) + A(wn - ’wﬁk) + B(un - ’U:Zk), vh>V*><V
+(p(tny) — p(u%% UI}/L)LZ(FiS;R) + (p(un)§,, — p(uﬁlﬁ)éﬁk, 'Ufrl)LQ(Fg;Rd)
= (p(w, — 6w'™) + A(w, — w*) + B(u, — u™), w*)y.

n n
hk hk hk

+(p(um/) - p(umx)7 WZE)LZ(Fs;R) + (p(um/)sn - p(u%) n >wnT)L2(F3;]Rd)-

Aprés avoir reformulé (6.68) de la maniére suivante (., w, — w') = (|, w, — v"),

nous avons

(6.69) (p(w, — 0w + A(w, — w'™) + B(u, — u™), w, —w"™) ..y
+(p(tny) — p(uzllf), Wny — wzlzj)L%Fs;R) + (p(un)§,, — p(uﬁlﬁ)ﬁﬁka Wy — wZi)LQ(Fg;Rd)

= <p(wn - 5ka) + A(wn - ka) + B(un - uhk)’ Wy — vh>V*><V

n

H(p(unw) = P(uns)s Wy — 0 r(rgmy + (P(wn)€y — PU) 60", War — V1) 21y ma).
De 14, nous en déduisons que

(6.70)  (p(w, — 6w + A(w, — w") + B(u, — u"), w, — W)y v

() = () Way — wis) p2(rg®) + (P(Un)& — P(Un)€ s Wr — W) L2 (1m0
(ups)&,, — plung )Ent, wnr — WIE) 121y ey =

{p(w,, — sw"*) + A(w,, — w") + B(u, — u™*),w, — v")y. v

(p(unu) - P(Uiﬁﬁ), Wpy — 'UI}/L)LQ(FS;R) + (p(unu)én - p(u25)52k7 Wpr — vﬁ)Lz(Fg;Rd)'

_|_
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Par conséquent, aprés quelques manipulations élémentaires, il vient que

(6.71) p(6w,, — 6w*), w, — w'*) g + (A(w, — W), w, — W)y

p(un ) n ( )ﬁn y Wnr — wzlf')L2(F3,Rd) =

hk

p(w, — dw,),w* —w,)y + (p(dw, — dw'), w, —v")y

p(w, — ow,),w, — 'vh)H + (A(w,, — whk) w,, — vh)v*xv

H(Bun = uy), (i = wn) + (wn = 0"))vesy
+(p(tny) — ( ) (w — Wny) + (Wny — ))LQ(Fs, R)
+(p(un)E, — p(ulk)EN w,, — )L2(F3 Rd)
H(P(uny)€n = P(tni)€ s Wr — W) 12(ry o)

Il est aisé de voir que
(6.72) 2(a —b,a) = [la—b|]* + [la]|* — [[b]*.

De 14, en prenant a = w,, — w* et b = w,,_; — w"*

%1, IOUs avons

p

(6.73) o

o Ulwn = wib = [lwioy — wt [17)

< p((Own, — dwy?), wy — wi) .

L’opérateur A est coercif et de Lipschitz, d’aprés (6.20), d’ou :

(6.74) callwn — wit [} < (A(wn — ), w, — wF) vy

(6.75) (A(w,, — w"™), w, —v") vy < Le|lw, — w||y]|w, — v"|v.
L’opérateur B est également de Lipschitz, d’aprés (6.21) :

(6.76) (B, — ut®), wi® — v")verv < Lellup — wp¥|lv[lwp® — oy
Avec (2.4) et (6.11)(a) nous avons :

(6.77)  (p(unn) = p(tpy), why — V) r2rry < € Lpllttny — g |lv[lwny — vpllv

< o Lpllun — up®llv]wy — "y
En ayant recours a (2.4), (6.11)(b) et (6.22)(b), nous obtenons

(6.78) (p(u?u]i)én - p(UZ’Z)ﬁﬁ'“, Wyr — 'wzli)L?(Fg;Rd) > —Acsl|lwy, — wﬁ”%%rg;Rd)
> —Aes(ellwn — wiF|F + C(e)l|wn — wiF|[F).
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En utilisant & présent (2.4), (6.11)(a), (6.11)(b) et (6.22)(a), nous avons :

(6.79)  (P(unn)€, = Pup)E" War — V1) 12(ryma)
< (p(unu)gn - p(uZ]Z)En + p(u%)én - p(uﬁzﬁ)szk7 Wpr — vﬁ)Lz(F:g;Rd)
< g Lycl[tn — ||y [[wnr — vy + 2es¢]|wnr — Uﬁ“L?(FS;Rd)

Et, de méme, nous en déduisons que

(6.80) (P(tunp)€n = P(tn)&s Wir — WD) 12(ryey < oLty — |y [ wnr — wizlly.

Ainsi, en combinant (6.73)-(6.80), nous obtenons

p
2k

(p(Own — Swy"), wn — v") g + pllwn — dwnllm(wn — wp* |l + [lw, —v"[[#)

(6.81) |7

o7 lwn — w5 = [lwa—y = wi 17) + (2 = Acse) w, —w
+Lellwn —wpt|[vwn = v"llv + Lellun — wpllv (1w, — v"lv + w, —w;*lv)
+ey Lpllun — un*llv (wa — 0" v + llwn — wifllv) + 2escl|war — 072y o)
+eo el — un®[[v ([war — 07 ]lv + |l war — wy2ly)

FAC(E) w, — wh 2

Par suite, a 'aide de (2.4), (2.8), des inégalités ab < 2a® + 2b%, ab < ea® + b?/4e et
(6.81), nous obtenons que

(6.82) Il <

%(Il’wn — w5 = lwaoy = wi 13) + (c2 = Aese) [w, — wy,
(p0w, — dwy"), w, — ") + C (n — dwal[fy + llwn — wn® [} + lwn — 0"[I7)

+eflwn — w1} + Cllwar — vl z2gry ) + C ) lwn — w15

Remarque 6.8. Notons que, si € est suffisamment petit, c; — (Acg + 1)e > 0.

A présent, nous remplacons n par j et effectuons la somme sur j allant de 1 a n
pour obtenir

2
(683)  (lwn —wl s = wo — wf5) + (e = (es + 1) Zkile—wh’fnv

<2 k((0w; — dw!*), w; — vl + C D k(||l; — Swyl[3 + [lu; — ul¥}

j=1 j=1

Hlw; = v} 5) +C Y kllwsr — 02z + Ce Z’f!l’wg wi [

=1
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n

. hk hy .
Nous considérons le terme E E((dw; — dw}"), w; — vj)y ; nous avons

7j=1
(6.84) D k((dw; — dw!*), w; — vl
j=1
=2 ((w; = wj) = (w1 = wit ), w; — v}
j=1

1
= (w; — w?k)> w; — 'U?)H - Z(wj - w?k)a Wil — 'U?H)H
J j=0
< &llwy, — w3 + Cllw, — vl |5 + Cllwe — w7 + Cllwy — o3

n—1

+ ) llw; — wiullw; — v} — (wja1 = v} lln
j=1

< &llw, —wpt[f; + Cllwn — vyl + Cllwo — wp®|[7 + Cllwy — I

n—1 ]{7 n—1 1
hk (2 h NP
+ § Zij —w; 7 + § %H'wj -V - (wj1 — 'Uj+1)||H>
=1 j=1
! 1
avec g < 3.
A présent, en utilisant I'inégalité classique, nous obtenons

J
(6.85) ;= ¥y < Jluo = ugllv + Y kllw, — wpt|lv +1;
p=1

ou [; est définie par la relation suivante

tj J
(6.86) 1j=||/ w(s)ds — > kwylly

< k||l m20,1v)-
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Ainsi, puisque 2ab < a? + b*
J 2
hk h hk
687 s — w1} < lluo — wfll} + (Y kllw, —wlfllv )+ Bz
p=1

J
+2]uo — ugllv > kllw, — wit|lv + 2[luo — ug vk |ullmorv)
p=1

J
+2) " kllw, — wiF vk wl p2ory)
p=1

J 2
< 3llug — ublf} +3( D kllw, — wltlv )+ 38 ulFery)
p=1

J
< C(lluo — wfllf + 53 Ky, — wltIf + Kl ) )
p=1

Par conséquent

n n J

Sl — w3 < OT (lluo =l + 57K Y llw, = w7+ K ulego iy )
j=1 j=1  p=1

Soient
n
en = [lw, — w3+ kllw; — w1}
7=1

et

n

gn =D K(llo; = dw; [ + w; — vjI})

J=1

+Hlwo — gy + K[ ullzr o vy + lwn — vplli + lwo — we[F + llwr — vp]l%

n—1 n
1
+ Z EH’U’]’ - ’U? — (w1 — v;?+1)||§{ + CZ klw;- — v;'LTHLZ(Fg;]Rd)'
j=1 Jj=1

De 14, nous pouvons reformuler (6.83) comme suit

(6.88) en < Cgu+ Y ke, pour n=1,..., N.

j=1
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Considérons (6.88) et appliquons la forme discréte du Lemme de Gronwall 2.19 pour
obtenir que

hk |2 hk 2
(6.89) ITSI}%XN(H"UTL - w, ||H+Z;k||wj —w; 17)
]:
N
< O[S Kl — duy [ + oy — 21+ oy — o120
Jj=1

g — B[l + max [ — o3 + [lwo — wht + oy — o},

N 11
+ Z EH’U’]’ - ’U? — (W) — ’U?+1)||§1 :
j=1

A présent, d’apres la théorie classique de I'interpolation par élément fini, il découle de
[43] que

N
kY llw; — swjlly < ok llwllfeo .

1
% [(w; —v}) = (w1 — V)5 < ch®llullfzorv,
d’ou le résultat. 0

Remarque 6.9. Certaines régularités exigées dans le théoréme 6.7 n’ont, a notre
connaissance, aucune justification mécanique et ne sont introduites qu’a des fins pu-

rement mathématiques.

6.4 Simulations numériques

La méthode de résolution du probléme Py fait appel & des outils similaire & ceux
utilisés dans le Chapitre 4. Elle est basée sur une procédure itérative qui conduit a une
suite de problémes convexes. Pour chaque itération de "convexification", le coefficient
de frottement pi(||4,||) est fixé & une valeur donnée qui dépend de la vitesse tangentielle
associée a la solution w, trouvée dans l'itération précédente. Par ailleurs, et pour rap-
pel, les conditions de contact avec frottement sont traitées en utilisant une approche
numérique basée sur la combinaison d’'une méthode de pénalisation, pour traiter les
conditions de compliance normale, et de la méthode du Lagrangien augmenté pour le
frottement. De ce fait, nous considérons des noeuds supplémentaires, ici fictifs, pour
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les multiplicateurs de Lagrange dans le maillage initial.

Exemple numérique. Nous considérons la configuration physique décrite dans
la Figure 6.1 . Le domaine {2 représente la coupe transversale d’un corps soumis a
I’action de forces de traction de maniére a ce que 'hypothése des contraintes planes
soit valide. Sur la partie 17, le corps est fixé, d’ot1 un déplacement nul sur cette zone.
La frontiére I subit des forces verticales de traction de densité f,, fonction de la
position et du temps afin de modéliser ’action d’une masse se déplagant le long du
corps {2. Nous supposons également qu’aucune force volumique n’agit sur (2 lors du
processus dynamique. Le corps est en contact frottant contre une fondation sur la
frontiére I';3. Cet exemple numérique est sensé modéliser grossiérement l'action d’une
roue (masse) de train se déplagant le long d’un rail (corps {2) reposant sur un ballast
(fondation déformable).

Direction de deplacement de la masse

s

Obstacle deformable

FIGURE 6.1 : Configuration de référence d’un corps bi-dimensionnel.

Dans la mesure ou la viscosité peut étre supposée aussi petite que nous le sou-
haitons, et comme il ne s’agit pas de 'objet d’étude, nous allons la négliger dans la
suite. Le comportement du matériau est alors modélisé par une loi constitutive linéaire
élastique dans laquelle le tenseur d’élasticité £ est donné par

FEk E
£ . — T 4 79)00s + ——Tag, 1< a,8<2, V1 e S

Ici, E et k désignent respectivement le module de Young et le coefficient de Poisson du

matériau, et d,5 désigne le symbole de Kronecker. La fonction p utilisée ici est définie

par

p(r) = min(c,[r]y, c3),
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avec c3 trés grand. En pratique, la fonction p est donc traitée comme une loi de com-
pliance normale classique. Pour le coefficient de frottement, nous choisissons d’utiliser

une expression similaire & celle employée au Chapitre 4, & savoir p : R — R
(6.90) plllisr]]) = (a = b) - e7eI®l 4,

avec a,b,a > 0 et a > b. Le coefficient de frottement dépend de la vitesse tangentielle
et non plus du déplacement, comme précédemment.

En outre, afin de modéliser le déplacement d’une masse le long de la frontiére
I;, nous considérons la fonction suivante pour f,, avec z, I’abscisse d’un point de la

frontiére

f2(377 t) = (Ov _g(ajv t))
(6.91) g(x,t) = Fe V@emasset)® o 0, L] Vit € [0, T,

Oﬁ F7/l/}7 Cmasse > 0'
Le choix d’une telle fonction est motivé par un certains nombres de points que nous
nous efforcerons de mettre en évidence au cours des simulations numériques.

Pour le calcul ci dessous, nous utilisons les données suivantes :

T = 1s,

L=2m, [=0.1m,

uo = 0m, wu;=0m/s, p=1000kg/m3, FE =100GPa, r =0.3,
fo=1(0,00GPa, F =10GPa.m, W =50m"" Cposse =2m/s,

c3 = 108GPa.m, ¢, =10GPa, a=1, b=0.5 o= 2000.

Dans la Figure 6.2 nous représentons la configuration déformée du corps {2 a plusieurs
instants (¢ = 0.2,0.4, 0.6 et 0.8s) ainsi que les forces de contact agissant sur la frontiére
I'5. Nous constatons qu’a un instant donné t = ¢, des forces de contact d’intensité
significative n’existent que sur une portion de la frontiére de contact et finiront par
disparaitre au cours du temps, ce qui est cohérent avec le déplacement d’une masse le
long de I';. En outre, la vitesse de déplacement de la masse est assimilable au coefficient
Cmasse ; dans le cas présent nous avons choisi ¢ es5e = % En T secondes, la masse a

donc parcouru toute la longueur de 5 en se déplacant de gauche a droite.
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t=0.2s t=0.4 s

t=0.8s

FIGURE 6.2 : Maillages déformés et forces de contact sur I3 en fonction du pas de
temps.

14 T ‘ T ‘ T ‘

t=0.2s t=0.4s t=0.6s t=0.8s

FIGURE 6.3 : Forces normales sur I3 en fonction du pas de temps.

En complément des observations précédentes, nous représentons dans la Figure
6.3 la force normale sur les noeuds en contact au cours du temps correspondant
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aux maillages déformés de la Figure 6.2 . Nous retrouvons, pour les 4 courbes, la
forme caractéristique de courbe en cloche qui n’est pas sans rappeler les fonctions
Gaussiennes, soit justement le type de fonction utilisé pour la condition de Neumann.

Nous nous proposons a présent d’étudier dans la Figure 6.4 1'influence du parameétre
supplémentaire ¥. A linstant to, du point de vue de la fonction définie en (6.91), la
valeur de ce paramétre influe sur la "vitesse" de décroissance de g & mesure que 1’'on
s’éloigne du point d’abscisse x = cty. Autrement dit, plus ¥ est grand plus g va tendre
vers 0 rapidement. D’un point de vue un peu plus appliqué, nous pouvons l’associer a
la longueur de la masse : plus la masse est longue, plus ¥ sera petit. Il s’agit bien du

comportement que 1’on souhaite observer.

=10 Y=200

FIGURE 6.4 : Maillages déformés et forces de contact sur I3 pour ¥ = 10 et ¥ = 200
dans le cas sans frottement.

Estimations de 1’erreur. Afin de vérifier la convergence du schéma discret et d’illus-
trer ’estimation de I’erreur optimale obtenue dans la Section 6.3, nous calculons une
suite de solutions numériques en utilisant des triangularisations uniformes du domaine
selon le parameétre de discrétisation spatiale h et une discrétisation uniforme du temps
selon le pas de temps k. Les valeurs de I’estimation de Perreur numérique ||u — u"*||y,
désignées par E" dans la Figure 6.5 , sont calculées pour plusieurs valeurs des pa-
rameétres de discrétisation spatiale et temporelle, h et k. Ici, la frontiére I' de {2 est
divisée en 1/h parties égales. Nous commencons avec h = 1/2 et k = 1/2 puis procé-
dons par des divisions successives par deux. La solution numérique correspondant a
h =1/256 et k = 1/256 est considérée comme étant la solution “exacte'et prend 16797
temps CPU (exprimé en secondes) ; elle sert de référence pour définir les erreurs de la
solution numérique pour d’autres valeurs de h et k. Cette discrétisation correspond a
un probléme comportant 132610 degrés de liberté. Les résultats numériques sont pré-
sentés dans la Figure 6.5 ot est tracée 'estimation de U'erreur ||u — u"* ||y, en fonction
de h et k . Notons que ces résultats valident I’estimation optimale théorique obtenue
dans la Section 6.3 & savoir le comportement linéairement asymptotique de l'erreur de
discrétisation.
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0,25~ —

0,125 ]

lu - ull,

0,0625— —

0,0313 - —

0,0156 — —

FIGURE 6.5 : Estimation de ’erreur numérique.
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Partie 111

Modélisation numérique de quelques
problémes de contact en hyperélasticité

La partie qui va suivre nous oblige & considérer un formalisme assez différent de ce-
lui utilisé dans la partie précédente, et déja abordé dans la section 1.5, a savoir le cadre
des grandes déformations. Si la partie Il était consacrée aux résultats d’existence ma-
thématiques et de convergence en petites déformations, la partie I1I est plutot tournée
du coté de la modélisation et des méthodes numériques, compte tenu du peu de résul-
tats & notre disposition en grandes déformations. Nous allons nous intéresser a deux
types de problématiques. La premiére concerne le developpement et 1’analyse d’une
méthode numérique de type active set avec projection qui représente une alternative
a la méthode du Lagrangien augmenté pour la résolution d’un probléme statique avec
contrainte unilatérale. Puis, dans un second temps, nos préoccupations vont se tourner
vers ’établissement d’une méthode numérique possédant de bonnes propriétés de type
conservation de 1’énergie pour la résolution d’un probléme dynamique avec compliance
normale, contrainte unilatérale et frottement. Cette partie est divisée en deux Cha-
pitres de cinqg sections chacun. Dans le Chapitre 7, aprés une présentation du modéle,
de la formulation et de 'approximation variationnelle, nous présentons et analysons
deux schémas numériques de type "active set" pour la résolution des problémes de
contact étudiés. L’accent est mis sur les performances des méthodes numériques de
type "active set" sur deux modéles mécaniques en petites et grandes déformations par
rapport a la méthode du Lagrangien augmenté. Enfin, dans le Chapitre 8, nous pré-
sentons une méthode numérique de conservation de I’énergie ainsi qu’une comparaison
avec d’autres méthodes existantes du méme type pour la résolution d’un probléme
hyperélastique en grandes déformations.
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Chapitre 7

Une méthode de projection de type
active set pour un probléme statique
avec contrainte unilatérale

Dans ce Chapitre, nous considérons deux méthodes de type "active set" afin de
résoudre un probléme de contact sans frottement entre un corps déformable hyperélas-
tique et un obstacle parfaitement rigide, i.e. le probléme de Signorini. Les méthodes
étudiées sont la "Primal dual active set" (|69, 71]), déja introduite dans la section 3.2,
et la méthode de projection itérative , présentée ci-apres, méthode jusqu’alors utilisée
dans [144] pour la résolution du probléme de Signorini pour les équations de Laplace. I
s’agit de comparer les résultats obtenus par ces méthodes avec ceux obtenus via la mé-
thode du Lagrangien augmenté (|6, 88, 143]), présentés en sous-section 3.1.1, en consi-
dérant deux problémes de contact de type benchmark, en 'occurrence I'un en petites
déformations et ’autre en grandes déformations. Aprés avoir présenté succinctement
le probléme, dans la premiére section, nous rappelons sa formulation variationnelle
et un résultat d’existence en grandes déformations. Ensuite, la section 2 est dédiée a
I’approximation du probléme variationnel ainsi qu’a la présentation de la méthode de
projection itérative visant a résoudre le probléme considéré. Nous continuons, dans le
section 3, par l’établissement d’un résultat de convergence de l'algorithme de projec-
tion itérative en petites déformations, résultat basé sur les propriétés de l'opérateur
élastique et de 'opérateur de projection. La section 4 est consacrée a la présentation
des simulations numériques afin d’illustrer et de comparer le comportement des mé-
thodes "active set" par rapport a la méthode du Lagrangien augmenté. Enfin, nous
rappelons les résultats obtenus ainsi que les perspectives éventuelles dans la section 5.
Ce Chapitre a fait 'objet de Particle |1] et la méthode numérique employée présente
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des similitudes avec celle utilisée dans [2]| en thermique.

7.1 Probléme mécanique et formulation variationnelle

Modéle

La formulation forte du probléme de contact hyperélastique s’écrit :

Problem P. Trouver un champ de déplacement w : 2 — R? et un champ de contraintes
IT : 2 — M tels que

(7.1) II = 0pW(F(u)) dans {2,
(7.2) DivIT+ f,=0  dans {2,
(7.3) u=20 sur  [7,
(7.4) IIv = f, sur I,
(7.5) u, <0, I1I,<0, wudl,=0 sur I3,
(7.6) II, =0 sur I3,

L’équation (7.1) représente la loi constitutive hyperélastique du matériau, précé-
demment introduite dans la section 1.5. L’équation (7.2) est 1’équation d’équilibre
exprimée dans le cas d’un processus statique. Les conditions (7.3) et (7.4) désignent
respectivement les conditions aux limites en déplacement et en contrainte. Enfin, les
conditions (7.5) et (7.6) caractérisent les conditions de contrainte unilatérale sans frot-
tement, déja abordées dans (1.19). Un tel probléme figure dans la littérature sous le
nom de Probléme de Signorini. Notons que la condition (7.5) peut également s’écrire
sous la forme d’une inclusion sous-différentielle

(7.7) 11, € - (u,),

déja employée dans (1.20).

Formulation variationnelle

La solution faible du probléme P peut étre définie a partir d’une inégalité variation-
nelle [70, 82|, ou peut étre obtenue de maniére équivalente a partir d’un probléme de
minimisation sur un ensemble convexe, voir |33, 58| et section 1.5. Ici, nous considé-

rons une formulation variationnelle hybride comprenant une formulation basée sur un
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point-selle. De ce fait, le multiplicateur de Lagrange A, en relation avec la contrainte de
contact vérifie une inclusion sous-différentielle étendue découlant de I'inclusion sous-
différentille définie en (7.7). Notons que, par commodité, le multiplicateur de Lagrange
A, est assimilé & —I7,,. Par conséquent, la condition d’inclusion ponctuelle (7.7) conduit
a 'inclusion sous-différentielle

(7.8) A, € 0p,(u,) dans Y,

ou ¢, désigne la fonction introduite dans (1.85) et Y, est 'espace de fonction introduit
dans la section 1.5. Par ailleurs, afin d’étudier le probléme mécanique (7.1)—(7.6) nous
supposons la régularité suivante pour les densités de forces volumiques et surfaciques

(7.9) fo€ LX), fy,e L(Iy)"

Maintenant, nous nous attaquons a la formulation variationnelle hybride du Probléme
P. Pour ce faire, nous rappelons que l'opérateur hyperélastique non linéaire A : V' —
V* et I’élément f sont définis par

(7.10) (A(u), v)yexy = / ITI : Vvdx Vu,velV,
Q

(7.11) (f,v)vexv = (fo,v)u + (f2av)L2(F2)7 Vo eV

La formule de Green (1.82) et les définitions (7.10) et (7.11) permettent de constater
que

(A(u), v)vexy = (f,v)vexy + II,v, da + II, - v, da.
I I3

Ensuite, en utilisant le multiplicateur de Lagrange \,, associé a la contrainte normale
de contact IT,, ainsi que la condition (7.6), nous obtenons la formulation variationnelle
du probléme de contact sans frottement P en terme de deux champs inconnus.

Probléme Py. Trouver un champ de déplacements w et un champ de contrainte nor-

mal A = A\, v tels que
(7.12) ucV, (Alu),v)vv+ M)y, x, = (f.0)vexy YV EV,
(7.13) A, € 0p,(u,) dansY,.

Une paire (u, A) satisfaisant (7.12), (7.13) et la loi constitutive hyperélastique de la
forme IT = OgW (F) est appelée une solution faible du probléme de contact sans
frottement P.
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Un résultat concernant l'existence d’une solution dans le cas du probléme de Si-
gnorini tridimensionnel en hyperélasticité peut étre obtenu, a I’aide des travaux de |44,
p.381|. Le probléme Py peut d’ailleurs étre facilement obtenu & partir du probléme
de minimisation, cf [13, 44, 96].

Remarque 7.1. Dans le cas de I’élasticité linéaire, si nous supposons que 1’opérateur
élastique est un opérateur fortement monotone de Lipschitz sur l'espace V' (faux en
hyperélasticité) alors, comme cela est montré dans [122], pour chaque f € V il existe
une unique solution au probléme de contact Py .

7.2 Approximation variationnelle et schémas numé-
riques

La section qui va suivre est consacrée a 'approximation variationnelle du Pro-
bléme Py ainsi qu’a la présentation d’'une méthode numérique de type "active set"
avec projection pour résoudre le probléme de contact unilatéral en hyperelasticité. Il
s’agit, tout d’abord, de présenter la discrétisation du probléme variationnel Py puis,
la méthode de projection itérative qu’il faudra mettre en paralléle avec la méthode du
Lagrangien augmenté présenté dans la sous-section 3.1.1, d'une part, et la méthode
"Primal dual active set" en section 3.2 , d’autre part, afin d’en tirer les différences et
similitudes. Soit {2 un domaine polyédrique; choisissons une famille d’éléments finis
réguliers constituant une partition de 2. Elle est compatible avec la décomposition de
la frontiére I" = 17 U I, U I, i.e., si un coté de 'élément Tr € T" a plus d’un point
sur I, alors ce coté repose entiérement sur 15, I3 ou I. L'espace V est approché par
I'espace de dimension fini V* C V des fonctions continues et affines par morceaux, a

savoir,

Vi ={o" e [C() : v"|p e [P(Tr) VTreTh,

= 0 aux noeuds situés sur [ },

ou Pi(Tr) représente 'espace des polynomes dont le degré est inférieur ou égal & un
dans T'r et h > 0 désigne le parameétre de discrétisation spatiale. Pour la discrétisation
de l'espace du multiplicateur de Lagrange Y,, nous utilisons des fonctions constantes
par morceaux, voir section 1.5 pour plus de détails. L’espace discret associé aux mul-
tiplicateurs de Lagrange est désigné par Y. Cela conduit au probléme discret suivant
pour le Probléme Py, .
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Probléme P. Trouver un champ de déplacements discret u" et un champ de contrainte

normale discret X" = \'w tels que
(714) uh S Vha <A(uh)> vh>V*><V + <)‘IF/L>'U1}/L>YV,XV = (fa vh)V vvh € Vh>
(7.15) Nve dp,(ul)  dans Y

Pour plus de détails concernant la discrétisation, le lecteur pourra se référer a |30, 31,
88, 143|.

Partant de ce formalisme, un algorithme de projection itératif basé sur une méthode
de point fixe est introduit. Notons que dans (3.20) nous avons recours a une reformula-
tion des conditions de contrainte unilatérale a ’aide d’une fonction de complémentarité
non linéaire. Afin d’obtenir I’équation de point fixe adéquate, cette fonction peut étre
utilisée de maniére légeremment différente pour obtenir une autre formulation de (7.5),
i.e. différente de celle utilisée dans la méthode "Primal dual active set" présentée dans
la section 3.2. Soit ¢ > 0, les conditions de Signorini (7.5) sont équivalentes au probléme
de point fixe :

(7.16) u, = —[—u, + cll,]; sur I3.

Notons que 1'équivalence entre (7.16) et (3.20) peut étre aisément démontrée en utili-
sant des arguments similaires a ceux employés dans la section 3.2. C’est ce que nous
nous proposons de faire dans la démonstration qui va suivre.

Démonstration. Seules deux configurations sont possibles pour le déplacement nor-
mal, d’aprés les conditions de Signorini (1.19) : soit u, < 0, soit u, = 0. Si u, < 0,
(1.19)(3) implique que I1, = 0. Par suite

—[~uy + eI}y = =[]y = w.
Supposons a présent que u, =0 et I, <0
—[—u, + cll))+ = —[cIl,]+ =0 = u,,

soit exactement I’équation (7.16). Réciproquement, 1’égalité (7.16) implique (1.19)(1).
Ensuite, si u, = 0 nous avons
_[CHI/]-F = 07

ce qui signifie que 11, < 0. Enfin, si v, <0, —u, +cll, > 0 et

u, = —[—u, + cll, ]+ =, — cll,,
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de ce fait cll, = 0 et, puisque ¢ > 0, II, = 0. Par conséquent (1.19)(2) et (1.19)(3) se
vérifient, ce qui conclue la démonstration. 0

De 14, le probléme variationnel discret P peut étre réécrit sous une autre forme
algébrique discrete équivalente, comme suit

(7.17) Alu) + v =F,
(7.18) Upp + [—Upp — CAypl+ =0 pour tout p € I3.

En utilisant (7.18), nous proposons un schéma implicite sur I3 qui peut étre formulé
de la maniére suivante :

(7.19) ul) = —[—ull) — eABHI], 0 pour tout  p € I

A présent, nous nous tournons vers la description de 'algorithme de projection ité-
rative, déja présenté dans [144] pour les équations de Laplace avec une contrainte
unilatérale, que nous étendons au probléme de contact hyperélastique. Comme nous
allons le voir, la méthode proposée est basée sur 'introduction d’ensemble de noeuds
de contact ou les conditions unilatérales sont actives (ensemble 4) ou inactives (en-
semble 7). Cet algorithme repose sur les étapes suivantes :

(i) Choix de (u©®, A9, posons k = 0.

(ii) Définition de I'ensemble actif Ay, = {p € I} : u,(,k} + c)\,(,lf} > 0},
Définition de I’ensemble inactif 7, = FgfL \ Apr1-

(iii) Détermination de (w®*+9 AE+D) tels que

(7.20) A(u®TDy g 2By, — f,
(7.21) u,(f;l) =0 pour tout p € Agiq,
(7.22) uH) = ul) + AEFD pour tout  p € Ty

(iv) Si [|(w® D, XEFD) — (®) AEY || <€, [ R(u*HD, NFD)|| < € et Apyr = Ap puis
stop, sinon retour en (ii).

Bien que l’expression "méthode active set" n’ait jamais été employé dans [144], I’algo-
rithme remplit le méme objectif que les stratégies de type "active set" comme présen-
tées dans la section 3.2, & savoir déterminer I’ensemble A des noeuds en contact avec
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un obstacle parfaitement rigide. Cependant, I'obtention de I’ensemble des noeuds in-

actifs Z = I3\ A change drastiquement en fonction de I'algorithme utilisé. Dans le cas

de la méthode "Primal dual active set", 'ensemble inactif est déterminé en utilisant la

condition de Neumann )\(IH_I) = 0 a la frontiére alors que dans le cas de la méthode de

(k—i—l) (k+1)
= u! p—l—c>\

est utilisée a la place. De ce fait, lequamon non linéaire (7.20) peut étre résolue par

projection itérative, la condition de Robin u, pour tout p € L.y

une méthode de Newton généralisée dans laquelle la condition de Robin (7.22) doit
étre incluse au préalable. Cela conduit bien évidemment a un calcul de la différentielle
de RY(ul® )\(k)) par rapport a u®, différent de celui de la méthode "Primal dual
active set" ; en partant du systéme suivant :

Ru(u, AN =Alu)+\v—f 0
(7.23) R.(u, ) = — ( ) .
R, A) =ty + [~y — Auyls

De la, la demarche consiste a injecter (7.22) dans (7.20) pour les noeuds inactifs en

(k+1) _ (k) k)

Lvp . Le terme 22 étant connu, puisqu’il a été déterminé
L (E+D)

a l'itération précédente, il sera pris en compte dans le second membre. Le terme “22—

remplacant )\,,p par

qui est a déterminer, apportera une contribution diagonale a 'opérateur A dlscretlse.

Remarque 7.2. Notons une nouvelle fois que, comme pour la méthode "Primal
dual active set", il n’est pas nécessaire de considérer des noeuds additionnels fictifs
dans le maillage initial pour la méthode du Lagrangien augmenté. Ce point spécifique
constitue 'un des principaux avantages des méthodes "active set".

7.3 Analyse de convergence de la méthode de projec-
tion

Puisque la convergence de la méthode de projection reste a ce jour une question ou-
verte dans le cas hyperélastique, nous nous intéressons a la convergence dans le cadre
des petites déformations. Par conséquent, sous I’hypothése de la théorie des petits
déplacements-gradients, le premier tenseur de Piola-Kirchhoff IT peut étre remplacé
par le tenseur de Cauchy o, si ||u| << 1 et [|[Vu| << 1 (cf [44, p.71]). Nous consi-
dérons alors une loi constitutive élastique, déja présentée dans (1.2.1), donnée par la

relation

(7.24) o =Ee(u).
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Nous supposons également que le tenseur d’élasticité &£ satisfait les conditions sui-

vantes.
(((a) £: 2 xS?— §4,
(b) Il existe Lg > 0 tel que
|E(x,e1) — E(x,82)|| < Leller —e2l]  Ver,e2 €8, pp.xze 2
(7.25) (c) 11 existe mg > 0 tel que

(E(m,e1) — E(m,€2)) - (61 — €2) > Mg ||e1 — &2
v€1,€2 € Sd, pP-p- T € 0.
(d) L’ application & — &(x, &) est mesurable sur 2, pour tout & € S%.
(e) L/ application @ — E(x, 0sa) appartient a Q).

\

Remarque 7.3. Rappelons que les hypothéses précédentes furent utilisées dans [122]
afin de prouver I'unicité de la solution faible.

Afin d’établir le résultat de convergence de la méthode de projection itérative pré-
sentée dans la section 7.2, nous devons en premier lieu démontrer quelques résultats

préliminaires, présentés sous forme de deux lemmes. Dans ce qui suit, on suppose que
2 2
(uy,0,) € L*(I3)°.

Lemme 7.4. Désignons par (u, o) la solution faible du probléeme de Signorini P dans
le cas de la théorie des petites déformations et soit (w1, a1 la solution obtenue

a litération k 4+ 1 par la méthode de projection itérative ; alors

(7'26) (Uz(jk+1)a uz(/k) - UV)F3 > (Uz(jk+1)a uz(/k) - uz(/k+1))F3'

Démonstration. Avec la condition de complémentarité (1.19)(3), nous avons

(al,,u,(,Hl) —Uy)ry = (quu:(/k+1))F3'
De plus, puisque
W) =~ el <0 et g, <0,
nous avons
(7.27) (0l — )y > 0

En appliquant maintenant la formule de Green, nous constatons que :

/ (™D — o) - (e(u*V)) — g(u)) dx = /(a'(k“) — o) (u* —u)da

r

—/ Div(e®™ — o) - (u*Y — ) dz.
0
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De 14, en utilisant (7.2), (7.3), (7.4) et (7.6) nous obtenons

v v

(7.28) /Q (®D — o) - (e(u® D) — e(w)) dz = (00 — o u+D) ),
par ailleurs, avec (7.25)(c) et (7.24)
(7.29) /Q (o) — g (e(u®) — e(w)) dr > me [u — wl >0,
et, en combinant (7.28) et (7.29),
(7.30) (e — g, uHY — ) p, > 0.
Alors, d’aprés (7.27) et (7.30)
(0®HD D e > (o, u®HD — ) > 0.
De 14, nous en déduisons le Lemme 7.4

(algk—i-l)’u’(jk) . uu)Fg — (O_I(jk—l-l) u(k) - u(k—l—l) + u(k—l—l) - ul/)Fg

Lemme 7.5. Désignons par (u,o) la solution faible du probléme de Signorini P et
soit (u* V) g+ Ig solution obtenue a Uitération k + 1 de la méthode de projection
itérative ; alors

(7.31) ™Y —wlfy < fuf? = ol — w17y = [luf™D + ol — w7,

Démonstration. La Proposition 2.3 et les égalités suivantes

Pyi (—ul®) + co® ) = [—u®) 4 cot D] = —u D ot y = —u, >0,

nous permettent d’obtenir

(7‘32) (u(k-l-l) _ (ul(/k) _ CO’(k+l)), u(k-i—l) _ uu)Fg <0,

v v v
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et, de la

™Y = uy |, = luf™ = (uf = cofD) + (uf = cofD) —u, ||,

= [l = () = o D)T + (@l = cof™V) — w7,

‘|‘2(U,(/k+1) . (u(k) _ CO’(k+1)), (u(k) . CO'I(,]H—l)) . uu)Fg

v v v

= [(uf? — o) — w7y — luf+ = (u) — col V)|,

+2(ul(jk+1) . (ul(/k) _ CO’I(jk+1)), ul(jk+1) - u,,)
<l = o) — w17, = ul Y = (Wl = col )17,
]

En utilisant les Lemmes ci-dessus, nous sommes en mesure de prouver le théoréme

suivant

Théoréme 7.6. La suite {u,(,k)}, définie par (7.19) pour la méthode de projection

itérative, converge vers l'unique solution u du probléme de Signorini lorsque k — oo.

Démonstration. Tout d’abord, en utilisant le Lemme 7.5, nous avons

(7.33) ™D — w17, < lluf? — colt ™ —w |7,

— [l + oY — w7,

(k+1) _

< Juf = ullF, — |7,

—2(60£k+1), u,(/k) . Uu) . 2(60_,96—!—1)’ U,(,k-‘rl) . u,(/k)),

puis, d’aprés le Lemme 7.4,

(7.34) ™ = |, < fuf = wlff, = a0 = a7,
[ee]

Ensuite, nous considérons S = Z [l — w3,
k=0

S <Y (Il = w i, = [l = w7,).
k=0

Puisque {u,(,k)} est bornée, avec ul™ = klim ul(,k), nous déduisons
— 00
(7.35) S <l = w |7y, = uf = w17, < oo
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Cela signifie que la série infinie de terme général ||u,(,k+1) - u,(,k)”%3 converge. Ainsi
(7.36) i [ — w7, =0,

Par conséquent {ul(,k)} est une suite de Cauchy dans L?(I3). Soit le couple (u*, 0*) =

= lim u$ et o™ = lim o¥. Un tel couple vérifie le probléme

k—o0 k—o0
de point fixe (7.16), a savoir la solution du probléme de Signorini; par conséquent

(=

(c0) ,(/OO))

(w7007 7), avec u

(7.37) u*=u, et 0" =o0,,

ce qui conclut la preuve. 0

Notons que le résultat d’existence mentionné dans la section 7.1 ne requiert au-
cune hypothése de coercivité, ou tout du moins d’hypothése de monotonie, de la part
du tenseur de Piola-Kirchhoff IT, propriétés utilisées en particulier dans (7.30). Par
conséquent, la question de savoir si le Théoréme 7.6 est toujours valide dans le cadre

des grandes déformations reste a ce jour ouverte.

7.4 Simulations numériques

L’objectif de la section est de présenter quelques simulations numeériques visant
a illustrer, entre autres, le comportement des solutions numériques du probléme de
contact P via les méthodes de projection, de "Primal dual active set" et de Lagran-
gien augmenté. Ces simulations concernent deux problémes de contact en statique :
le contact sans frottement d’une demi-balle élastique contre une fondation rigide et
le contact sans frottement d’'un anneau hyperélastique sur une fondation rigide. La
solution numérique du Probléme P est calculée avec la méthode de projection itéra-
tive présentée et analysée dans les deux précédentes sections et la méthode "Primal
dual active set" décrites en section 3.2 que nous comparons ensuite avec les résultats
obtenus avec la méthode du Lagrangien augmenté.

7.4.1 Probléme de Hertz : contact d’une demi-balle

En régle générale, il est particuliérement délicat de trouver une solution analytique
pour des problémes de contact, du fait de leur complexité. Toutefois, certains problémes
étudiés par Hertz dans |64] dérogent & cette régle. Nous nous intéressons ici a la
compression d’'une demi-balle contre une fondation (cf Figure 1). Nous considérons le
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domaine suivant :

(z1,20) ER*: 27 + (22 — R)* < R?, 25 < R},
(z1,75) € R?: x1:0,x2:R},
(z1, 1) €ER?*: 2y = R, —Rg:clgR},
(z1,22) € R* : 27 + (z2 — R)> = R*, 2, < R}.

FIGURE 7.1 : Configuration initiale du probléme de contact de hertz.

Le domaine (2 représente la coupe transversale d’un corps tridimensionnel défor-
mable soumis a 'action de forces de traction de maniére a ce que I’hypothése de
déformation plane soit valide. La composante horizontale du champ de déplacement
disparait sur I. Les forces de traction verticale de densité f, agissent sur la frontiére
I'5. Aucune force volumique n’est supposée agir sur le systéme. Le corps est en contact
sans frottement avec un obstacle sur la partie I3 de sa frontiére. Pour la discrétisation,
nous avons la possibilité de modifier a loisir un parameétre N 1}33 décrivant le nombre de
noeuds sur I3 (le nombre de noeuds sur I est alors choisi de maniére a ce que les
éléments soient suffisamment réguliers). Dans la configuration N 1@3 = 256 représenté
dans la Figure 7.1 , nous avons utilisé 30356 éléments finis élastiques pour un nombre
de degrés de liberté total de 30810. Nous modélisons le comportement du matériau
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avec une loi constitutive dans laquelle le tenseur élastique & satisfait

Ex
(1+k)(1 —2k)

E
(€11 +€22)0ap + €z, 1<a,8<2.

(E€)ap = 1+k

Avec E, le module de Young, x, le coefficient de Poisson du matériau et d,z le symbole
de Kronecker.
Pour les simulations numériques, nous considérons les données suivantes :
E =150GPa, Kk =0.3,
fo=1(0,00GPa, f,=1(0,—2)GPa.m sur Iy,
R =8m, critere d’arrét : e = 107°.
Dans la Figure 2, la configuration déformée ainsi que les contraintes normales de

contact sur la frontiére Iy sont représentées.

FIGURE 7.2 : Maillage déformé et contraintes normales de contact sur 3.

Précision des méthodes par rapport a la solution analytique. D’apreés la
théorie developpée par Hertz, il est possible de calculer la solution analytique donnée
par la distribution de pression normale sur I3 :

. ARf
(7.38) Si lz1| < b, Pv=— 7Tb;y\/bz — 3 (contact),

Sinon  p, =0 (pas de contact),

2R2f2y(1 — K7%)

En
solutions numériques, obtenues via la méthode de projection itérative, la méthode

avec b = 2 . Nous présentons maintenant la comparaison entre les
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"Primal duale active set", le Lagrangien augmenté, et la solution analytique (7.38),
donnée par la théorie de Hertz.

u} Projection method —a8— Prpjection method
16 <& Primal-dual active set 0.1 —<—— Primal dual active sgt
A Augmented Lagrangian —=4A—— Augmented Lagrangian

Analytical

0.05

Analytic

< 005

0.1 |y BB

-0.15

-0.2

=) = L

ol T L1 |T|ﬂ\m\m|m\nln\a L T T -
0 05 1 5 0.5 1 15 2
leognon xlposmon

FIGURE 7.3 : Contrainte normale de FIGURE 7.4 : Evolution de A gy pour
contact o, sur 3. les trois méthodes sur I'3. (¢ =y = 10%).

Tout d’abord, nous examinons la précision des deux méthodes de type "active set"
sus-citées sur le modéle élément fini en les comparant a la méthode, bien connue, du
Lagrangien augmenté et a la solution analytique. La frontiere I est divisée en 256
parties égales ; la contrainte normale de contact o, est représentée sur la Figure 7.3 en
fonction de I'abscisse et ce pour chaque méthode. Notons que la solution analytique et
les solutions numeériques sont presque confondues. Par conséquent, comme on pouvait
s’y attendre, la méthode de projection itérative et la méthode "Primal dual active
set" sont fiables sur ce cas test. Néanmoins, afin de bien apprécier I’erreur absolue des
méthodes, nous avons choisi de représenter sur la Figure 7.4 [’écart entre la solution
analytique et chacune des trois méthodes. Notons que, bien qu’il existe une tres légere
différence entre les deux méthodes "active set", aucune différence ne transparait a
premiére vue entre la méthode "Primal dual active set" et la méthode du Lagrangien
augmenté.

A présent, nous sommes en mesure de comparer ’efficacité des algorithmes implé-
mentés.

Performances des algorithmes. Dans la Table 7.1, nous donnons le nombre d’itéra-
tions nécessaires pour atteindre la convergence de la méthode de projection itérative et
la méthode du Lagrangien augmenté, respectivement, en fonction de plusieurs valeurs
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du paramétre c, utilisé dans la section 7.2, et de N}%, le nombre de noeuds de I'!". La
méme étude est effectuée pour plusieurs valeurs du parameétre ~, utilisé dans la section
3.2 pour la méthode "Primal dual active set" (Table 7.2).

Projection itérative Lagrangien augm.
NI@3 c=1]ec=10]c=10* | c=10% | ¢ = 10"
128 11 8 7 7 7 7
256 11 9 8 8 8 8
512 18 10 9 9 9 9

TABLE 7.1: Nombre d’itérations en fonction de ¢ et N}, pour la convergence de la

méthode de projection itérative.

"Primal dual active set" Lagrangien augm.
Ni | y=1][y=10|~7=10" | y=10° | v = 10
128 7 7 7 7 7 7
256 8 8 8 8 8 8
512 9 9 9 9 9 9

TABLE 7.2: Nombre d’itérations en fonction de v et Nﬁg pour la convergence de la
méthode "Primal dual active set".

D’apreés les tables 7.1-7.2, comme on pouvait s’y attendre, les parameétres arbi-
traires ¢ et v n’ont que peu d’'influence sur le nombre d’itérations pour la méthode
de projection itérative et la méthode "Primal dual active set", respectivement. Tou-
tefois, cela n’est plus exactement le cas pour la méthode de projection itérative si c
est inférieur ou égal a 10. Ce comportement vient du fait que la condition (7.18) est
approximée de maniére itérative par le schéma (7.19) qui prend un sens lorsque c est
grand et tend vers 'infini. Il convient de préciser que les conditions (3.31) et (3.32)
sont reliées & la condition unilaterale (3.20) qui est équivalente a la condition (7.16).
Par ailleurs, notons que le nombre d’itérations pour le Lagrangien augmenté et les
méthodes "active set" est identique pour chaque valeur de N ﬁg.

Ensuite, nous étudions 1'évolution de l'erreur Ej, = ||z®*) — x*=Y||, par rapport a
I'indice de numérotation des itérations k pour chaque méthode, avec ¢ = v = 10%, et
pour 3 valeurs de Nl’ig (N}i3 = 128,256, 512) dans les Figures 7.5 —7.7 . Nous pouvons
constater qu’il n’y a pas de différences notables entre la courbe correspondant a la
méthode de projection itérative et la courbe correspondant a la méthode "Primal-dual
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active set". Par ailleurs, le comportement de I'erreur pour ces méthodes est similaire
a celui obtenu avec la méthode du Lagrangien augmenté

———— Primal-dual active set

10« ——¢—— Projection method —=—— Primal-dual active set

—+H—— Augmented Lagrangian

——&—— Augmented Lagrangian 10" \ ——<—— Projection methed

10" |

e by [N ENENENENE TR EYETENENE ENENENE EYENENEN TR
1 2 3 4 5 6 7 1 2 3 4 5 6 7 £

Iteration index k Iteration index k

FIGURE 7.5 : Evolution de E}, en fonction FIGURE 7.6 : Evolution de E}, en fonction
de k pour N\ =128 (¢ =y = 10%). de k pour N, = 256 (¢ =~ = 10%).

——— Primal-dual active set

——&—— Projection method
10" —F—— Augmented Lagrangian

1 1 | L | -
2 4 6 8

Iteration index k

FIGURE 7.7 : Evolution de E}, en fonction
de k pour Np, =512 (¢ =~ = 10%).

Dans la Table 7.3, nous fournissons le temps CPU de la simulation pour chaque
méthode en fonction de N{ig. Les deux méthodes de type "active set" sont, en terme
de temps CPU, largement plus rapides que la méthode du Lagrangien augmenté. En
fait, compte tenu des faibles écarts entre la méthode "Primal dual active set" et la
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méthode de projection itérative, nous pouvons considérer qu’elles sont aussi rapides
I’'une que I'autre, a la fois en terme d’itérations et en terme de temps CPU. Un tel
comportement peut étre expliqué par I'utilisation des multiplicateurs de Lagrange pour
la méthode du Lagrangien augmenté qui d’une part augmente la taille du systéme a
résoudre et d’autre part détériore le conditionnement des systémes linéaires issus de
la méthode de Newton. Cela implique, de ce fait, une augmentation du temps CPU
des systémes linéarisés. Nous appuyons nos dires avec la taille des systémes linéaires
tangents a résoudre a chaque itération de Newton, i.e. le nombre de degrés de liberté,
dans chaque cas en fonction de la discrétisation considérée :
- NI’EB = 128 : 7921 ddl pour la méthode du Lagrangien augmenté contre 7792 ddl
pour les méthodes active set,
- NI’ES = 256 : 31067 ddl pour la méthode du Lagrangien augmenté contre 30810
ddl pour les méthodes active set,
- NI’ES = 512 : 123065 ddl pour la méthode du Lagrangien augmenté contre 122552
ddl pour les méthodes active set.

N 1@3 Projection itérative | "Primal dual active set" | Lagrangien Augm.
128 5) 4 7

256 29 29 54

512 208 205 472

TABLE 7.3: Temps CPU (en secondes) pour chaque méthode en fonction de NI’EB avec
c=10% et v = 10"

Evolution des maillages déformés au cours du processus itératif. Nous
montrons maintenant dans les Figures 7.8 ~7.9 les maillages déformés a différentes
étapes de convergence des méthodes de type "active set" et de la méthode du Lagran-
gien augmenté. Plus exactement, les configurations déformées sont représentées pour
les itérations 1, 3, 5 et 8. Il est tout a fait pertinent de les comparer puisque les trois

méthodes convergent toutes avec le méme nombre d’itérations pour ¢ = v = 10,

203



Modélisation, analyse et simulations numériques de quelques problémes de contact

Contact nodes: 1 Contact nodes : 51
Iteration 1 Iteration 3

Contact nodes : 35 Contact nodes : 29
Iteration 5 Iteration 8

FIGURE 7.8 : Maillages déformés au cours du processus itératif pour la méthode du
Lagrangien augmenté avec N 1}33 = 2506.

Active set nodes: 1 Active set nodes : 51
Iteration 1 Iteration 3

Active set nodes : 35 Active set nodes :29
Iteration 5 Iteration 8

FIGURE 7.9 : Maillages déformés au cours du processus itératif pour la méthode
"Primal dual active set" /projection itérative avec NJ; = 256.

De fait, les maillages déformés au cours du processus itératif des méthodes de
type "active set" et Lagrangien augmenté sont identiques deux a deux. Cela signifie
que nous retrouvons le méme nombre de noeuds en contact sur I3 a chaque itération
pour chacune des paires correspondantes. Ce comportement provient du fait que les
conditions de contact (3.20) et (7.16) utilisées pour les deux méthodes de type "active
set" correspondent exactement & la seconde équation du systéme non linéaire (3.10)
découlant de la méthode du Lagrangien augmenté.
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Estimations d’erreur. Enfin, nous vérifions la convergence des schémas discrets dans
le cas des méthodes "active set". Pour ce faire, une suite de solutions numériques est
déterminée en utilisant une triangularisation du corps avec un parameétre de discréti-
sation spatiale h. Puisque, dans ’exemple considéré, les solutions des deux méthodes
de type "active set" sont identiques, nous fournissons cette étude numeérique pour la
méthode de projection uniquement. Les approximations de I'estimation de I’erreur nu-
mérique ||u — u”||y, désigné par E" dans la Figure 7.10 , sont établies pour plusieurs
valeurs du paramétre de discrétisation spatiale h. Ici, la frontiére I' de (2 est divisée
en 1/h parties égales. Nous commencgons avec h = 1/2 puis procédons par des divi-
sions successives par deux du pas. La solution numeérique correspondant a h = 1/512
est considérée comme étant la solution “exacte", et sert de référence pour définir les
erreurs de la solution numérique pour 6 valeurs de h plus élevées. Ainsi, les résultats
obtenus pour les valeurs suivantes de h : h = 1/64, h = 1/96, h = 1/128, h = 1/192,
h = 1/256 et h = 1/384 sont représentées. Les résultats numériques sont présentés
dans la Figure 7.10 dans laquelle 'estimation de Ierreur ||u — u”||y est tracée en
fonction de h .

006
0.05

0.04

g

[

@
T

Error estimate: E"
3
1

001

FIGURE 7.10 : Estimation de ’erreur numérique.

La Figure 7.10 traduit un comportement linéairement asymptotique de l’erreur,
résultat en accord avec les estimations théoriques de 'erreur établies dans [30, 82|,
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dans le cadre des petites déformations.

7.4.2 Compression d’un anneau hyperélastique contre une fon-
dation

Nous considérons a présent une seconde configuration, cela afin de valider les per-
formances des méthodes de type "active set" dans le cas des grandes déformations.
On s’intéresse a un probléme de contact sans frottement en grandes déformations,
a savoir la compression d’un anneau hyperélastique contre une fondation rigide. La
configuration de référence du probléme, présentée dans la Figure 7.11 | est détaillée
ci-dessous :

2 = {(I‘l,l’g) c R2 : R? < .flf% + (LUQ — Re)2 < Rg},
= AB, I,=2,
ng{(l'l,l’g) E]R2Z ZL’%—}—(ZEQ—R@F:RE, $2§\/§Re}.
Sur la partie 7, un déplacement vertical ug est imposé. Aucune force n’est suppo-

sée agir sur le corps hyperélastique. Le corps est en contact sans frottement avec un
obstacle sur la partie I3 de la frontiére.
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Hyperelastic ring

FiGURE 7.11 : Configuration de référence du probléme de contact hyperélastique.

Le domaine (2 représente la section transversale d’un corps hyperélastique tridi-
mensionnel soumis a 'action d’un déplacement de telle maniére que I'’hypothése des
contraintes plane est valide. La fondation est donnée par {(x1,z2) € R?*: zy < 0}.
Pour la discrétisation, nous avons la possibilité de modifier & loisir le paramétre N}
décrivant le nombre de noeuds sur I'; le nombre de noeuds sur I’épaisseur de ’anneau
est alors choisi afin de garantir 'obtention d’éléments suffisamment réguliers. Dans la
configuration NI = 256 représentée dans la Figure 7.11 , la frontiére I est divisée en
192 parties égales, 6144 éléments finis hyperélastiques ont été utilisés pour un nombre
total de degrés de liberté égal a 6656. Le comportement du matériau, considéré ici, est
gouverné par une variante de la loi constitutive d’Ogden (cf [45]) défini par la densité

d’énergie suivante

W(C) = Cl(]l — 3) + CQ(IQ — 3) + Cl([g — 1) — (Cl + 202 + Cl) 11’1[3.

Ici I, I et I3 représentent les trois invariants du tenseur C, voir section 1.5. Pour les
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simulations numériques, on considére les données suivantes :

uo = (0, —14)m,

fo= oo, £, ={ GOV

c1 =05MPa, ¢y =0.5x10"2MPa, a=0.35M Pa,
RZ‘ = 9m, Re = 10m.

Dans la Figure 7.12 | la configuration déformée ainsi que les contraintes normales
de contact sur la frontiére I3 sont représentées.

FIGURE 7.12 : Maillage déformé et contraintes normales de contact sur [3.

Comme dans la section précédente 7.4.1, nous présentons la comparaison entre les
solutions numériques obtenues via les méthodes de type "active set" d’une part et la
méthode du Lagrangien augmenté d’autre part en étudiant en particulier la précision

numérique, la convergence et les performances des méthodes.

208



Partie IIT Chapitre 7 Une méthode de projection de type active set pour un
probléme statique avec contrainte unilatérale

)
i o
N Primal-dual active set
0.001 |- > Projection method
[ O Augmented Lagrangian
o

0.0008 |-

s o
0.0006 | @
X o
0.0004 |-

&
0.0002 |- o
xlposition

FIGURE 7.13 : Contrainte normale de contactll, sur I35.

Tout d’abord dans la Figure 7.13 , nous représentons la contrainte normale de
contact 1[I, en fonction de l'abscisse pour les trois méthodes déja mentionnées. Il
apparait trés clairement que les-dites méthodes ne présentent aucune différence si-
gnificative, indiquant par la-méme que les méthodes de type "active set" sont aussi
précises, méme dans le cadre des grandes déformations sur ce cas test, que la méthode
du Lagrangien augmenté.

A présent dans les Tables 7.4-7.5, comme dans la section 7.4.1, nous étudions 1’évo-
lution du nombre d’itérations nécessaires a la convergence de la méthode de projection
itérative et de la méthode "Primal dual active set" par rapport a la méthode du La-
grangien augmenté. Dans cet exemple de contact hyperélastique, la dépendance en ¢
du nombre d’itérations est bien plus marquée que pour le contact de hertz de la section
7.4.1. Nous constatons d’ailleurs que, lorsque ¢ < 10, I’algorithme ne semble méme pas
converger (Ncv). Toutefois, d’aprés les Tables 7.4 et 7.5, pour une grande valeur de
¢, supérieure ou égale a 10%, le nombre d’itérations nécessaires a la convergence de la
méthode de projection itérative devient constant et égal au nombre d’itérations né-
cessaires a la convergence de la méthode "Primal dual active set". Par ailleurs, il est
intéressant de constater que les valeurs de v n’ont pratiquement aucune influence sur
le nombre d’itérations nécessaires a la convergence de la méthode "Primal dual active
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set" pour ce probléme de contact hyperélastique. Cela vient du fait de I'utilisation de
la méthode de Newton semi-réguliére pour le traitement de la condition de contact
(3.20) permettant ainsi d’imposer des conditions sur I indépendantes du paramétre
~; seuls les ensembles de noeuds Actifs et Inactifs en dépendent.

Comme dans la section 7.4.1, nous fournissons dans les Figures 7.14 -7.16 1’évolu-
tion de Ej, = ||z®) — x* V||, en fonction de I'indice d’itération k pour la méthode du
Lagrangien augmenté et les méthodes de type "active set" en faisant varier la valeur
du paramétre de discrétisation (N = 128,256, 512).

Méthode de Projection itérative Lagrangien Augm.
Nelle=10]c=10[c=10° [ c=10* | ¢=10° | ¢ = 10°
128 || Ncv 294 41 12 13 13 8
256 | Ncv 171 45 14 19 16 9
512 || Nev 378 45 14 14 19 10

TABLE 7.4: Nombre d’itérations en fonction de ¢ et N, le nombre de noeuds sur I,
pour la convergence de la méthode de projection itérative.

"Primal dual active set" Lagrangien Augm.
NElly=107=102 | y=10*[y=10* | y=10° | y = 10°
128 12 12 12 12 12 12 8
256 13 13 13 13 15 14 9
012 14 14 14 14 14 14 10

TABLE 7.5: Nombre d’itérations en fonction de v et N2, le nombre de noeuds sur I,
pour la convergence de la méthode "Primal dual active set".

Notons également que, contrairement a I’exemple numérique étudié en section 7.4.1,

les deux méthodes de type "active set" nécessitent 4 itérations supplémentaires pour
converger, par rapport a la méthode du Lagrangien augmenté. De plus, les maillages
déformés au cours du processus de convergence pour la méthode "Primal dual active
set" et la méthode de projection ne sont plus identiques dans cet exemple numérique, a
un indice d’itération £ donné. Notons également, d’aprés les Figures 7.14 —7.16 que la

convergence de la méthode de projection semble plus réguliére que celle de la méthode
"Primal dual active set".
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FIGURE 7.16 : Evolution de E}, en
fonction de k pour N} = 512
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Enfin, nous fournissons dans la Table 7.6 une comparaison des méthodes en terme
de temps CPU pour atteindre la convergence en fonction de la taille du probléme. Cela
nous conduit a dire que les deux méthodes de type "active set" ont une convergence
plus rapide en terme de temps CPU que la méthode du Lagrangien augmenté. Tout
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comme 'exemple en petites déformations de la section précédente, ce comportement
s’explique par I'absence des multiplicateurs de Lagrange dans les méthodes de type
"active set". Dans le cas présent, la proportion plus importante de noeuds poten-
tiellement en contact, par rapport a 'exemple de Hertz, se traduit également par de
meilleures performances des méthodes de type "active set" par rapport a la méthode

du Lagrangien augmenté.

NI | Projection itérative | "Primal dual active set" | Lagrangien augm.
128 1 1 1

256 19 17 43

512 89 87 160

TABLE 7.6: Temps CPU (en secondes) pour chaque méthode en fonction de N} avec
c=10* et v = 10,

Comme dans le premier exemple (section 7.4.1), nous appuyons nos dires avec la
taille du systéme linéaire tangent, i.e. le nombre de degrés de liberté, dans chaque cas
en fonction de la discrétisation considérée :

— NP =128 : 1889 ddl pour la méthode du Lagrangien augmenté contre 1792 ddl

pour les méthodes active set,

— NI =256 : 6849 ddl pour la méthode du Lagrangien augmenté contre 6656 ddl

pour les méthodes active set,

— Nk = 512 : 25985 ddl pour la méthode du Lagrangien augmenté contre 25600

ddl pour les méthodes active set.
C’est, d’ailleurs la raison principale pour laquelle le fait d’éviter d’avoir recours aux
multiplicateurs de Lagrange reste un argument pertinent pour préférer les méthodes
de type "active set" a la méthode du Lagrangien augmenteé.

7.5 Conclusion

Nous nous sommes intéressés a ’analyse de deux méthodes de type "active set" a
travers un probléme classique issu de la littérature de la mécanique du contact, a savoir
le probléme de Signorini dans le cadre des petites et grandes déformations. Nous avons
d’abord obtenu une formulation variationnelle, & partir du probléme mécanique, ainsi
qu'un résultat d’existence basé sur les propriétés d’une fonction d’énergie hyperélas-
tique. Ensuite, nous avons proposé une approximation numérique du probléme, tout
en introduisant une nouvelle méthode de type "active set". La partie suivante était
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consacrée a un résultat de convergence de 1’algorithme de projection itérative, preuve
basée sur des considérations portant sur des opérateurs de projection et les propriétés
de l'opérateur élastique (propriétés d’ailleurs déja utilisées pour démontrer ’existence
et 'unicité d’une solution faible du probléme en petites déformations). Il s’agissait
ensuite de présenter quelques simulations numériques visant a comparer le comporte-
ment des deux méthodes de type "active set". Ces simulations ont été menées sur deux
problémes tests, dans lesquelles le Lagrangien augmenté a été pris comme référence :
I'un avec un contact de type hertz en petites déformations, I’autre en grandes défor-
mations avec la compression d’un anneau hyperélastique contre une fondation rigide.
Il en ressort que les méthodes "active set" sont plus efficaces que le Lagrangien aug-
menté dans le premier cas, tant en terme de vitesse de convergence et de temps CPU,
mais il faut nuancer ces propos dans le cas du second exemple. Les deux méthodes de
type "active set" nécessitent cette fois plus d’itérations que la méthode du Lagrangien
augmenté pour atteindre la convergence. Cependant, elles restent plus rapides que ce
dernier en terme de temps CPU. Quoi qu’il en soit, le fait que les méthodes de type
"active set" ne requiérent pas l'utilisation des multiplicateurs de Lagrange constitue
un avantage non négligeable du point de vue de 'implémentation. De ce fait, nous
avons toutes les raisons de penser que 'utilisation des méthodes "active set" a la place
du Lagrangien augmenté se justifie pleinement.

A partir de 1a, quelques aspects s’inscrivant dans la continuité de ce Chapitre,
et qui pourraient étre considérés dans l’avenir, se dégagent de notre propos. D'un
point de vue analytique, nous avons été en mesure de montrer la convergence de la
méthode de projection itérative dans le cadre des petites déformations en utilisant
uniquement les hypothéses nécessaires a ’existence d’une solution faible dans le méme
cadre. Puisque nous avons présenté un résultat d’existence en grandes déformations,
basé sur plusieurs hypothéses, il serait intéressant d’utiliser ces mémes hypothéses pour
essayer de démontrer la convergence de l'algorithme en grandes déformations...Mais
ce point reste a ce jour une question ouverte. Précisons que nous n’avons étudié pour
I'instant que des configurations statiques sans frottement ; une perspective intéressante
serait donc de considérer un probléme de contact frottant avec ou sans processus
d’évolution.
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Chapitre 8

Conservation de I’énergie pour un
probléme de contact hyperélastique

Nous présentons dans ce qui va suivre un modéle numérique décrivant le contact
dynamique avec frottement entre un corps hyperélastique et une fondation dotée de
bonnes propriétés de conservation de 1’énergie. Il s’agit de prendre en considération
un contact modélisé par une loi de compliance normale dont la pénétration est limitée
par des conditions de contraintes unilatérales avec une version de la loi de Coulomb de
frottement sec pour en extraire des propriétés intéressantes de conservation de 1’éner-
gie. Nous commencons par introduire dans la section 1 un modéle spécifique de contact
en adéquation avec les propriétés recherchées. Ensuite, en section 2, aprés avoir pré-
senté le probléme mécanique nous établissons la formulation variationnelle. La section
3 est dédiée a la discrétisation en temps et en espace ainsi qu’a ’approximation varia-
tionnelle du probléme de contact hyperélastique. Aprés cela, dans la section 4, nous
détaillons ’approche utilisée pour résoudre un tel probléme tout en garantissant a
priori de bonnes propriétés de conservation de 1’énergie; pour ce faire nous étudions
I’évolution de I’énergie discréte inhérente a cette méthode dans le cas avec et sans
frottement. Enfin, dans la section 5, nous présentons les résultats numériques obtenus
avec plusieurs méthodes de type conservation de I'énergie |13, 62, 80, 81| pour deux
exemples représentatifs, a savoir les impacts d’une balle élastique en petites défor-
mations et d’'un anneau hyperélastique en grandes déformations. Ce Chapitre a fait
I'objet de larticle [27].
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8.1 Un modéle spécifique de contact avec compliance
normale, contrainte unilatérale et frottement

Le but de cette section est de proposer d’une part un modeéle de contact présentant
des propriétés de conservation de l'énergie et d’autre part d’étendre le modéle au
cas du frottement. Comme évoqué dans la section 3.3, I'utilisation de la condition
de persistance (1.30) est particuliérement pratique pour la conservation de I’énergie;;
elle suppose que les réactions normales de contact ne peuvent apparaitre qu’en cas de
contact persistant. Par ailleurs, ’utilisation d’une loi de condition unilatérale en vitesse
aurait pour conséquence des pénétrations; le couplage de cette loi au méme instant
avec une condition unilatérale en déplacement est donc incompatible. Notre objectif
est alors de considérer un modéle de contact avec compliance normale et contraintes
unilatérales possédant a la fois des propriétés de conservation de ’énergie intrinséque a
la pénalisation spécifique introduite en sous-section 3.3.4 tout en essayant de controler
la pénétration avec I'utilisation d'une stratégie a deux étapes, similaire a celle présentée
en sous-section 3.3.3.

1, + p(u,) <0,
(8.1) u, —g <0, sur I3 x(0,7).
(HV _l'p(uu))(uu - g) = 0,

De telles conditions ont déja été introduites dans (1.26). Pour rappel, cela revient
a considérer une fondation constituée d’un matériau parfaitement rigide sur laquelle
repose une couche d’aspérités déformables d’épaisseur g. Ce modéle présente deux
avantages notables : I’adéquation avec les propriétés de conservation de I'énergie lors
des pénétrations au cours des phases d’impact (—II, = p(u,) pour 0 < w, < g),
d’une part, et la limitation de la pénétration dans la fondation (I7, < 0, u, — g <
0, II,(u, —g) = 0) par la prise en compte d’une contrainte unilatérale, d’autre part.

Nous nous tournons maintenant vers les conditions de frottement. Notre objectif est
a présent de considérer un modéle de frottement qui dissipe de ’énergie tout en étant
compatible avec les conditions de contact abordées plus haut. Ainsi, nous introduisons
une version spécifique de la loi de frottement sec de Coulomb dans laquelle le seuil
de frottement dépend a la fois de la pénétration pour 0 < u, < g et de la contrainte

normale I1,. Par conséquent, nous prenons la condition de frottement suivante :
M| < —p(uy )11, st u, =0,
(8.2) ' sur I3 x (0,7).

—IT, = —u(uy)ﬂyﬁ si w, #0,
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Ici p désigne le coefficient de frottement et est supposé dépendre de la pénétration u,
tant que u, < g. Lorsqu’il y a pénétration, du moment que le déplacement normal
n’atteint pas la limite g (i.e. 0 < w, < g), le contact est décrit par une condition
de compliance normale associée a la loi de frottement sec de Coulomb classique avec
le seuil de frottement p(u,)p(u,). On pourra se référer a [56, 131, 136] pour plus de
détails sur la condition de compliance normale associée a la loi de frottement sec de
Coulomb. Aprés ’écrasement des aspérités, i.e. lorsque le déplacement normal atteint
la limite g, la valeur de la contrainte normale est supérieure a p(g) et le frottement
suit une loi de Coulomb associéee au contact unilatéral, avec le seuil de frottement
—u(g)I1,. Notons que le seuil de frottement fait intervenir le coefficient de frottement
i qui dépend de la profondeur de pénétration u, et de la taille des aspérités g. Dans
ce qui suit, nous considérons deux exemples, déja présentés dans la sous-section 1.4.4
en petites déformations :

0 pour n <0, 0 pour n <0,
(8.3) pi(n) =9 Zuo pour n€(0,9), p2(n) =9 (2—2p pour n € (0,9),
Mo pour 1 2> g. Mo pour 1 2> g.

Plusieurs études expérimentales |74, 94, 95| ont déja montré que le coefficient de frot-
tement pouvait effectivement dépendre de la force de compression normale et de I’écra-
sement des aspérités. Un tel comportement s’explique par I'usure des aspérités sur la
surface de contact de la fondation et du corps déformable mis en jeu.

8.2 Probléme mécanique et formulation variationnelle

Probléme mécanique
La formulation forte du probléme de contact frottant hyperélastique est la suivante.
Probléme Py;. Trouver un champ de déplacements u : 2 x [0, T] — R? et un champ
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de contraintes IT : 2 x [0,T] — M? tels que

8.4 II(t) = 0gW(F(t)) dans £2x(0,7),

co
ot

pu(t) —DivII(t) — fo(t)=0  dans 2 x (0,7),

oo
D

(8:4)
(85)
(8.6) u(t)=0  sur I x(0,7),
(8.7)

7 II(t)v = f,(t) sur Iy x (0,7,

(8.8) { uy < g, LE) + plu(5)) < O, sur I3 x (0,7),
(un(t) — 9)(IT,(t) + p(un(t))) = 0
L ()| < —pulu (8))IT,(t) si 4 (t) =0,
&9 { I = —u(n )L Oy s a0 XD
(8.10) u(0) = up, u(0) =w;  dans S

Pour rappel, I’équation (8.4) est la loi constitutive hyperélastique, introduite dans
(1.55). L’équation (8.5) représente I’équation de mouvement. Les conditions (8.6) et
(8.7) sont respectivement les conditions de déplacement et de traction. Ensuite, (8.10)
représente les conditions initiales avec ug et w; le déplacement initial et la vitesse
initiale, respectivement. Enfin, les conditions (8.8) et (8.9) représentent les conditions
de contact frottant. Ici, nous considérons une nouvelle fois que (8.8) constitue une loi
de contact avec compliance normale et contact unilatéral dans laquelle la pénétration
maximale autorisée est ¢g. La condition (8.9) représente une version de la loi de frotte-
ment sec de Coulomb relative aux conditions de contact (8.8). Notons que la condition
(8.8) est équivalente a

(8.11) —I1,(t) € plun(t)) + OF(—oo g (uy(t)) sur Ty x (0,T),

ou 0 représente 'opérateur sous-différentiel au sens de ’analyse convexe et ¥, désigne
la fonction indicatrice de I’ensemble A C R. De méme, nous constatons que la condition

(8.9) est équivalente a
(8.12) —IT.(t) € —p(u,(t))I1,0||u-(t)]| sur I3 x (0,7T).

Dans le reste du Chapitre, nous considérerons les conditions de contact avec frottement
sous forme de sous-différentielles exprimées en (8.11) et (8.12).
Formulation variationnelle
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Nous introduisons maintenant une formulation variationnelle hybride du probléme
P dans laquelle les variables duales, correspondant aux multiplicateurs de Lagrange,
sont liées aux forces de contact et de frottement. Dans ce cas, les multiplicateurs de
Lagrange vérifient I'extension des inclusions sous-différentielles obtenues a partir des
inclusions sous-différentielles ponctuelles définies dans (8.11) et (8.12). En reprenant
les notations déja adoptées dans la section 1.5, nous considérons les espaces de trace
X, =A{v|n:veV}let X, = {vn: veV} munis de leurs normes usuelles.
Nous désignons par Y, et Y, les espaces duaux de X, et X, respectivement et par
(-, )v,.x, et (-, )y, x, les produits de dualités correspondants.

Afin d’établir la formulation variationnelle, nous avons besoin de notations sup-

plémentaires. De ce fait, nous considérons la fonction f : (0,7) — V* et l'opérateur
AV — V* définis par

(8.13) (F(),v)vsve = (Fo(t),v)ur + (F2(1), V) L2 (1pira),

(8.14) (Au(t), v)yxy = /Qﬂ(u(t)) : Voudz

pour tout t € (0,7), u, v € V et supposés suffisament réguliers. Pour les conditions
de contact, nous introduisons une fonction ¢, : X, — (—00,+00] et un opérateur
L : X, —Y, définis par

o) = [ a0 da Vo, € X,,

I3

L:X,—=Y,, (Lu(t),v)y,x, = / p(u,(t)v, da Vu,, v, € X,.
I3

Notons que, pour tout ¢t € (0,7), la condition ponctuelle (8.11) conduit a I'inclusion
sous-différentielle

(8.15) —11,(t) € 0pg(u,(t)) + Lu,(t) dans Y.

Pour reformuler la loi de frottement, nous utilisons la fonction ¢, : X, — (—o00, +00]
définie en (3.33). De méme, pour tout ¢ € (0,7), la condition ponctuelle (8.12) conduit
a l'inclusion sous-différentielle

(816) _HT(t) S _:u(uu(t))nu(t)asp'r(u'r(t)) dans Y:r

Les inclusions (8.15) et (8.16) nécessitent I'introduction de 2 nouvelles inconnues,
a savoir les multiplicateurs de Lagrange, qui représentent les contraintes normales et
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tangentielles sur la surface de contact, et qui seront désignées dans ce qui suit par &,
et &,, respectivement. Ainsi, en multipliant I’équation d’équilibre (8.5) par la fonction
test v, en intégrant le résultat sur (2 x (0,7") et en utilisant la formule de Green
(2.9) ainsi que les inclusions (8.15)—(8.16), nous obtenons la formulation variationnelle
hybride suivante pour le probléme P,;, avec trois champs inconnus.

Probléme Py. Trouver un champ de déplacements w : [0,T] — V, un champ de
contraintes normales &, : [0,T] — Y, et un champ de contraintes tangentielles £, :
[0,T] — Y, tels que

(8.17) (pin(t) + Au(t), v)y v = (f(1), V)vxv=

&), vy, x, + (& (1), vr)yv, . x, VU EV,
(8.18) —&u(t) € Owgu(uy (1)) + Luy (t),
(8.19) =&, (1) € —p(u, (1)) (8) D (- (1)),

pour tout t € (0,7T) et, de plus,

(8.20) u(0) = uy, w(0) = uy.

Notons que I'existence et I'unicité d’'une solution faible au Probléme Py restent a ce
jour des problémes ouverts. Toutefois, nous avons un résultat d’unicité dans [21] pour
un probléme de contact avec frottement comportant une loi constitutive viscoélastique
en dynamique avec une version régularisée des conditions de contact avec frottement
(8.18)(8.19), en petites déformations. Nous rappelons également que les questions de
I’existence et de I'unicité d’une solution faible pour plusieurs problémes de contact
sont abordées en détail dans les ouvrages |56, 100, 136].

8.3 Discrétisation et approximation variationnelle

Cette section est consacrée a la discrétisation du probléme variationnel Py et est
basée sur des arguments similaires a ceux utilisés dans [13, 14, 20, 21, 22, 23, 28|.

Intéressons nous dans un premier temps a la discrétisation spatiale. Soit (2, un
domaine polyédrique. De plus, soit {7"}, une famille réguliére d’éléments finis tri-
angulaires recouvrant le domaine {2 et compatible avec la partition de la frontiére
I' =11 UT,UT5. L'espace V est approché par I’espace de dimension fini V* C V des
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fonctions continues et affines par morceaux, déja détaillé dans la section 7.2. Pour la

discrétisation des termes associés au contact normal, nous considérons I’espace
h g, h . .h h
XI/ = {UV‘FS VA Vv }

muni de sa norme usuelle. Considérons ’espace discret des fonctions constantes par
morceaux Y/ C L?(I3) liées a la discrétisation de la contrainte normale &,. Pour la
discrétisation des termes associés au frottement tangentiel, considérons I'espace

Xp={vf, o"eV'}

muni de sa norme usuelle. Nous considérons également 1’espace discret des fonctions
constantes par morceaux Y,* C L?(I3)? liées & la discrétisation de la densité de frotte-
ment &_ .

Ensuite, nous rappelons quelques résultats préliminaires sur la discrétisation tem-

T
N

t,=nk, 0<n<N.

porelle. Soit N, un entier; k = < est le pas de temps et nous définissons

Par la suite, pour une fonction continue f(¢) a valeur dans un espace fonctionnel, nous
utilisons la notation f; = f(t;), pour 0 < 7 < N. Nous considérons alors une collection
de temps discrets {t,}_, constituant une partition uniforme de l'intervalle de temps
0,7] = UnNzl[tn_l,tn] avec tg = 0, t, = t,_1 + k et ty = T. Finalement, pour une

suite {w,}"_,, nous désignons les différences divisées centrées par

(8.21) 5wn_% = (w, —wy_1)/k = %(520” + 0wp_1),

et, de maniére équivalente, nous avons dw, = —dw,_1 + %(wn — wy_1). Dans le reste
de ce Chapitre, nous utilisons la notation Dn_% = %(Dn + O,_1), o O, représente
I'approximation de [J(t,). Notons que le schéma d’intégration temporelle que nous
utilisons est basé sur la régle implicite des points milieux d’ordre deux donnée dans
(8.21).

Avec ces conditions préliminaires, nous avons que la condition de contact (8.18)
conduit a I'inclusion sous-différentielle discréte suivante, au temps ¢, 1

hk hk hk h
~Eupi1 € &Ogy(uun_%) + Lu,, ", dans Y.

De fagon similaire, notons que la condition de frottement (8.19) conduit a I'inclusion
sous-différentielle discrete suivante, au temps ¢, _ 1

_frzli% E—M(Uﬁ)fuZﬁéawT(équﬁ%) dans Y.
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Pour plus de détails sur I’étape de discrétisation, nous pouvons nous référer a |79, 81,
143|.

Soient u! € V" et u? € V" des approximations par élément fini de wuy et u,,
respectivement. Alors, en utilisant les notations précédentes et le schéma des points
milieux (8.21), 'approximation discréte du Probléme Py au temps tn_; est la suivante.

Probléme P%. Trouver un champ de déplacements discret u™ = {u!*}N_ c Vh,
un champ de contraintes normales discret €% = {&,"FYN_ C Y et un champ de
contraintes tangantielles discret &% = {&M™N Yh tels que, pour tout n =
1,...,N,
(8.22) (% (0wl = 5uky) + Ault s v )y = (155 0" v
+( Vzk;l7vzfxl>yh xh T+ (@Z’ilﬂﬁ)yh xn Yvevh

2 2 T T
(8.23) —Eunt1 € 0pgu(uy,™ 1) + Luw,t
(8.24) _57251 € —M(Uuzk_l)fuzk_lﬁwrwurffﬂ_;)’

2 2 2 2
(8.25) upt = ul, Sult = ul.

Notons que les conditions discrétes de contact avec frottement (8.23) et (8.24) sont
considerées au temps ¢, _ 1. Comme expliqué dans la section 3.3, nous choisissons d’im-
poser les conditions de contact au temps t,,, étant donné que la solution est cherchée a
cet instant. Ici, nous utilisons la méthode des différences divisées arriéres implicite pour
la discrétisation de la vitesse tangentielle 4, (¢) donnée par du,, = (u,, — Ur,_1)/k,
ce qui conduit au probléme discret suivant.

Probléme PlX. Trouver un champ de déplacements u'® = {u™}N_ V" un champ
de contraintes normales discret €M% = {€,"IN_ " Y et un champ de contraintes
tangentielles discret £hk ={¢., ok N, CYh tels que, pour tout n=1,...,N,

(8.26) <£ (Oult — ulk ) + Ault 0" = (FIE 0"
+( uzk’Uth xh + <€Tzk>vﬁ>yfh,xﬁ Voe Vv,

(8.27) ~&n" € 0pg (uyy’) + Luyyt,

(8.28) —&,.0" € —p(u e 0o, (Surnt),

(8.29) ult =l oult =l
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Notons que la discrétisation spécifiquement utilisée dans la probléme PP représente
le point de départ du développement d’un algorithme visant a controler la conserva-
tion de I’énergie lors de la résolution de problémes de contact hyperélastique tout en
garantissant la précision et la stabilité lors d’une intégration sur les pas de temps.

8.4 Une méthode de type conservation de I’énergie

Dans ce qui suit, nous présentons une méthode de type conservation de 1’énergie
pour les problémes de contact hyperélastiques avec une extension aux cas des phéno-
meénes de dissipation dis au frottement. Cette méthode permet d’imposer les conditions
spécifiques de compliance normale et de contact unilatéral a chaque pas de temps tout
en assurant un controle des pénétrations et de bonnes propriétés de conservation de
I'énergie. La stratégie développée ici est basée sur la solution du systéme (8.26) en
tenant uniquement compte de la compliance normale avec frottement, dans la pre-
miére étape, puis de la compliance normale limitée par la contrainte unilatérale avec
frottement lors de la seconde étape. Cette stratégie est utilisée lorsque 1’on passe de
I'instant ¢,,_; a I'instant ¢,,. Pour ce faire, nous avons donc développé une méthode de
continuation de Newton adaptée, en deux étapes, que 'on pourrait résumer ainsi :

Etape (a) : Schéma de Newton pour résoudre le systéme non linéaire (8.26)

_é-ljn - Luyn sur F37
avec

_€7’n S _II"L(uVTL>£I/n()OT(uTn> sur F3.
Etape (b) : Continuation du Schéma de Newton pour résoudre (8.26)
(a)

(8.30)

st upn’ <g —&,=~Lu,, surls,
(8.31) avec si u, W >g - Evn € Opg(Upy) + Lg  sur I3,

D’aprés le travail effectué en [62], nous reproduisons dans le cas discret les propriétés
de conservations décrites dans la sous-section 3.3.4 en tenant compte d’'une forme
spécifique de la réaction normale de contact &, définie par

() +]* = ()]

2(uun - uun—l)

(8.32) —&u,, = Luy,, = rp(u,,) avec p(u,,) =

Notons que p(u,, ) représente une forme spécifique de la fonction de compliance nor-
male a l'instant ¢,,. Ici, r est un parameétre de pénalisation que nous pouvons interpréter
comme le coefficient de rigidité des aspérités de la fondation. Par la suite, la méthode
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de continuation de Newton avec compliance normale (8.32) sera appelée "‘Improved
Penalized Method"” (IPM).

Nous nous intéressons maintenant aux propriétés de conservation de 1’énergie in-
duites par cette méthode. Dans ce qui suit, les notations F,, et E, _; désignent 1’éner-
gie hyperélastique du probléme considéré au temps t,, et t,_1, respectivement. Ainsi,
I’énergie discréte F, peut étre écrite comme suit :

(8.33) E, = % /Q plou,) dx + /Q W(C,) dz.

L’estimation de I’énergie discréte du Probléme de contact avec frottement P¥ entre
les temps t,,_1 et t, est basée sur la proposition suivante.

Proposition 8.1.

En - En—l =k <fn_

1, U 1 *
57 n—§>V><V

(8.34) +k / (&onluwn, + &, - 0ur,) da.
I

Démonstration. Nous utilisons la formulation variationnelle (8.26) avec

o Uy — Up—1 - 5un + 5un—1
e g 2

Puis, nous avons recours a la forme (3.41) du tenseur de Piola-kirchhoff pour prendre

v =0u

en compte la conservation de I’énergie interne hyperélastique. Nous en déduisons que
1
2k Jo

= <fn—%’,u’n—%>v><v* —l—/ €0, 0uy,, + &, du,, |da.
I3

p(0w, — du,_q).(0u, + du,_1)dx + % / 1% : V(u, — u,_1)dx
Q

A présent, en utilisant l'identité
(Ot — 6W,—1) (6 + Otp—1) = [du,) — [Su_1]?

et la propriété de conservation du schéma de Gonzalez donnée dans (3.42), nous obte-
nons

1

2k Jo

— <fn_% , ’u,n_%>v><v* —I— / [fynéu,,n + ETn.(SuTn]da.
I3

p([0wn)” — [0tp_1]*)d 2z + % /Q W(C,) — W(Cp_1)dx
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Enfin, en utilisant la définition (8.33) de I’énergie discréte nous obtenons l'identité
(8.34). 0

A Taide de la Proposition 8.1, nous pouvons affirmer qu’a la fin de 'étape (a),
I’estimation de 1’énergie discréte pour la loi de compliance normale spécifique prend la

forme suivante.

Proposition 8.2.

r 2 2
(835) —/ 5 ([(uun)—i—] — [(uun—l)—f—] ) da + k €7‘n . (S'U/-,-nda,.
F3 FS
Démonstration. Les arguments employés sont similaires a ceux utilisés pour dé-
montrer la Proposition 8.1; en particulier nous utilisons 1’égalité (8.32) combinée a la

forme discréte implicite de la vitesse normale de contact 0w, = === . O

Notons que la forme de la réaction normale de contact (8.32) autorise, dans le
cas sans frottement, une estimation de I’énergie en accord avec la formule (3.50). Par
ailleurs, lorsque les forces extérieures ne sont pas prises en compte, les expressions de
I'énergie dans les Propositions 8.1 et 8.2 pendant les étapes (a) et (b), respectivement,

nous permettent d’obtenir les résultats suivants.

Cas sans frottement

Etape (a) :  &,,0u,, ~0 = B ~ EY
Etape (b) :  &,,0u,, <0 = EY <E b_)l.

Cas avec frottement

Etape (a) :  &,0up, =0, &, -du,,, <0 = EW < E,(f_)l,
Etape (b) :  &,,0u,, <0, &, -0ur, <0 = EY < E,(Lb_)1

Dans le cas sans frottement (., = 0), nous pouvons noter que lors de I'étape
(a), Pénergie du systéme est quasiment conservée. En effet, la difference [(ty,,_1)4]” —
[(Uy,)+]” est trés petite du moment que les pénétrations (uy,_1)4 et (Uyy)s sont
faibles. Au cours de I’étape (b), la condition de contrainte unilatérale permet de limiter
les pénétrations obtenues a ’étape (a) par la valeur g, qui est donnée et est supposée
relativement faible. Par ailleurs, le produit &, du,, est toujours négatif ce qui n’est
pas acceptable du point de vue physique dans la mesure ou cela génére une dissipation
de I’énergie. Cependant, cette dissipation de 1’énergie est censée étre faible puisque la
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phase d’impact a lieu principalement lors de I'étape (a), qui posséde elle de bonnes
propriétés de conservation de I’énergie. Par ailleurs, lorsque le cas avec frottement est
considéré, nous observons une dissipation d’énergie admissible dans les deux étapes (a)
et (b). En effet, dans ce cas précis, il est facile de démontrer que le produit interne & -
dur, est toujours négatif. En d’autres termes, une telle stratégie limite la dissipation
de l'énergie entre les temps ¢, et ¢, 1, dans le cas sans frottement, et autorise la
dissipation de 1’énergie, dans le cas avec frottement. En résumé, les avantages de la
méthode résident dans le fait que la dissipation de I’énergie et les pénétrations sont
limitées lors de 'impact.

8.5 Simulations numériques

Afin de retrouver le comportement théorique du schéma discret abordé dans la
section précédente, nous avons réalisé quelques simulations numériques sur deux pro-
blémes "standards" de contact en dynamique : I'impact sans frottement d’une balle
élastique linéaire contre une fondation et 'impact avec frottement d’un anneau hyper-
élastique contre une fondation.

Impact d’une balle élastique linéaire contre une fondation

Ce probléme décrit I'impact sans frottement d’une balle élastique linéaire contre une
fondation (cf [79]). La balle élastique est jetée verticalement avec une vitesse initiale
(u; = (0,—10)m/s) vers la fondation {(z;,7) € R*: x5 < 0}. Le comportement du
matériau est décrit par une loi constitutive élastique définie par I’énergie

Ex

W) = sa i —an

(tre)? + tr(e®), Veec M".

2(1+ k)

Ici F et k sont, respectivement, le module de Young et le coefficient de Poisson du
matériau et tr(-) désigne la fonction trace. Notons que & = 3(Vu” 4 Vu) représente le
tenseur des déformations linéarisées dans le cadre des petites déformations (Jju|| << 1
et [[Vu| << 1 dans £2).

La configuration initiale est représentée a la Figure 8.1 . Ici,

2 = {(x1,25) € R®: (2, — 100)> + (w5 — 100)* < 100} ,
Fl - @7 FQ = @,
Iy ={(z1,22) € R*: (2 — 100)* + (v — 100)* = 100} .
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Elastic ball

FIGURE 8.1 : Discrétisation de la balle élastique en contact avec une fondation.

Le domaine {2 représente la coupe transversale d’une balle, sous I’hypothése des
contraintes planes. Aucune force volumique n’agit sur le corps. Pour la discrétisa-
tion de ce probléme de contact nous avons recours a 7820 noeuds élastiques et 128
noeuds multiplicateurs de Lagrange. Pour la simulation numérique, nous utilisons les

données suivantes :

p = 1000kg/m3, T =2s, k=0.001,

uo = (0,0)m, wu; = (0,—-10)m/s,

E =100GPa, k=0.35 f,=1(0,0)Pa,

g=510""m, r=1000Pa, p=0.
Notons que nous considérons une valeur de ¢ suffisamment petite pour limiter, voire
négliger, la pénétration. Cette valeur représente 0.005% du rayon de la balle.

Dans la Figure 8.2 , nous présentons les positions successives de la balle ainsi que
les forces de contact avant, pendant et aprés I'impact.
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FIGURE 8.2 : Positions successives de la balle ainsi que les forces de contact avant,
pendant et apres I'impact.

Tout I'intérét d’un tel exemple réside dans la comparaison des résultats numériques
obtenus en utilisant le modéle de contact spécifique et la méthode de continuation,
présentés dans la Section 8.4, avec ceux obtenus par l'utilisation de méthodes dites
classiques (voir Section 1.5). Nous considérons donc 5 méthodes existantes :

- La solution du probléme avec g = Om, qui correspond & un schéma d’intégration
d’ordre 2 (dite méthode classique) avec la condition de contact de Signorini.

- La solution pour un g élevé (g = 1000m), qui correspond a la méthode classique
avec une condition de compliance normale de la forme &,,, = —r(u,, ).

- La méthode de pénalisation spécifique développée dans |62 dans laquelle la condi-
tion de compliance normale est donnée par (8.32).

- La méthode "‘Equivalent Mass Matrix"’

proposée dans 79|, qui représente une
distribution spécifique de la matrice de masse sans inertie de la part des noeuds de
contact. Cette méthode présente, en particulier, de bonnes propriétés de stabilité au
niveau des forces de contact.

- La méthode de continuation de Newton développée dans [13], caractérisée par I'ap-
plication de deux étapes consécutives de la loi de contact unilatéral et de la condition
de persistance (1.30) lors de chaque incrément de temps.

Dans ce qui suit, nous analysons les méthodes en terme d’évolution de I’énergie
discréte. Pour cela nous introduisons I’énergie discréte au temps ¢, qui est donnée par

la formule suivante :

1
E, = —/ puidw—l—/ o, e(u,)dz,
2 Ja 0
X oW (€)

ol 0 = —z désigne le tenseur des contraintes pour des déformations infinitésimales.
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hyperélastique
0,1825
0,1820
0,1815 h g
l
0,1810 b
>
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& 0,1805f
c
L
0,1800 I 1 3
o—o Classical scheme with Signorini law
0,1795- =—s Classical scheme with normal compliance
=—= Specific penalized method
0,1790 v—v EMM method
«—e Scheme with Signorini and persistency
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FIGURE 8.3 : Comportement de I'énergie discréte des schémas d’intégration
temporelle lors de I'impact.

La figure 8.3 représente 1’évolution de I’énergie discréte totale du systéme dy-
namique. Ainsi, nous sommes en mesure de constater qu’aprés I'impact (i.e. pour
t > 1.52) et avec un pas de temps k£ = 0.001, la méthode classique avec la loi de
Signorini (symbole (©)) ainsi que la méthode avec la condition de compliance normale
(symbole (B)) ne conserve pas ’énergie, ce qui n’est pas réaliste d’un point de vue
physique. Notons aussi que la méthode EMM (symbole ¥) réduit fortement la dissi-
pation de I’énergie sans pour autant permettre une conservation parfaite. En outre,
les schémas développés dans [13] (symbole (®)) ainsi que la méthode de pénalisation
spécifique (symbole (H)) conservent I’énergie aprés I'impact. Néanmoins, pour cette
derniére, quelques fluctuations de I’énergie subsistent qui finissent par disparaitre apres
I'impact. Par ailleurs, pour cette méthode et celle utilisée dans [13], les conditions de
contact unilatéral ne sont pas tout a fait satisfaites. En effet, on constate que la mé-
thode de pénalisation spécifique génére une erreur maximale sur le déplacement normal
lors du contact de 0.0034m, et 0.0051m pour la méthode de [13].

229



Modélisation, analyse et simulations numériques de quelques problémes de contact

0,1825 T

0,1820
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=—s Classical scheme with normal compliance
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FIGURE 8.4 : Comportement de I'énergie discrete de variantes de la méthode de
Pénalisation améliorée (IPM) lors de I'impact.

Afin de surmonter ces obstacles, nous considérons la méthode IPM (symbole (A))
basée sur une combinaison de la méthode de pénalisation spécifique et de la loi de
compliance normale avec pénétration controlée introduites dans la Section 8.4. D’apres
la Figure 8.4 , nous pouvons voir que la méthode en question (IPM) permet d’obtenir
une meilleure conservation de I’énergie en plus de limiter la pénétration. Néanmoins,
cete méthode génére encore quelques fluctuations de I’énergie discréte lors de 'impact.
Pour cette raison, nous considérons une ameélioration de la méhode IPM, obtenue par
I'ajout de la procédure EMM (symbole (#)). Cette derniére stratégie (IPM + EMM)
permet de conserver la quasi-totalité de I’énergie discréte et de limiter la pénétration.
En effet, nous obtenons : 0.1% de dissipation et 0.005% de pénétration.
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+—¢ IPM with g=0.001

+— IPM with g=0.0005

+— IPM with g=0.00025

+— IPM with g=0.000125
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FIGURE 8.5 : Comportement de I'énergie discréte de la méthode IPM avec EMM
suivant les valeurs de pénétration g.

Dans la Figure 8.5, nous analysons le comportement de 1’énergie discréte de la
combinaison des méthodes [IPM et EMM en fonction de la valeur de pénétration g. Pour
g = 0.001, la combinaison IPM et EMM produit le méme résultat que la méthode de
pénalisation spécifique avec EMM ; cela vient du fait que tous les noeuds sont en statut
de compliance normale sans atteindre la limite g. Nous pouvons également remarquer
que les résultats numériques obtenus en utilisant la combinaison des méthodes [IPM et
EMM sont similaires aux résultats numériques obtenus en utilisant la méthode EMM,
lorsque g tend vers zero.

Impact d’un anneau hyperélastique contre une fondation

Afin de mettre en lumiére le comportement conservatif ou dissipatif de la méthode
dans le cas hyperélastique, nous considérons une seconde application, introduite dans
[88]. Cette application concerne un probléme académique d’impact avec frottement
pour un matériau dont le comportement est hyperélastique, a savoir 'impact avec
frottement d’'un anneau contre une fondation. Le comportement du matériau, considéré
ici, est gouverné par une loi constitutive de Ogden déja évoquée dans (1.63) et définie
par la densité d’énergie

W(C)=Ci(I1 —3)+ Co(lz —3)+a(l; — 1) = (C1 +2Cy 4 a) In I5.

Ici Iy, I et I3 représentent les trois invariants du tenseur C. Cet exemple nous permet
d’évaluer les performances des méthodes et de juger de leur caractére conservatif ou
dissipatif. Nous avons comparé la méthode IPM avec plusieurs schémas d’intégration
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temporelle possédant de bonnes propriétés de conservation de I’énergie. Les détails sur
la configuration initiale du probléme sont donnés ci-dessous :

Q2 ={(z1,22) € R?: 81 < (z1 — 100)* + (z2 — 100)* < 100},

F1:®7 F2:®7
Iy ={(z1,22) € R*: (z; — 100)* + (22 — 100)*> = 100} .

o=y,

% Hyperelastic ring

~ Foundation

FIGURE 8.6 : Positions successives de ’anneau hyperélastique déformé avant,
pendant et apres I'impact.

En ce qui concerne le premier exemple numérique, le domaine {2 représente la coupe
transversale d’un corps déformable en trois dimensions sous I’hypothése des contraintes
planes. L’anneau élastique est lancé avec une vitesse initiale en formant un angle de
45° avec la fondation comme illustré dans la Figure 8.6 . La fondation est donnée par
{(x1,25) € R?: x5 < 0}. Pour la discrétisation, nous utilisons 1664 noeuds élastiques
et 128 noeuds multiplicateurs de Lagrange. Pour les simulations numériques, nous

avons pris les données suivantes

p=1000kg/m®, T =10s, k=5,
ug = (0,0)m, w; = (10,-10)m/s,
¢ =0.5MPa, ¢;=05x10"2MPa, a=0.35MPa,

g=0.002m, r=1000Pa, po="0.2.
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FIGURE 8.7 : Comportement de I'énergie discréte des schémas d’intégration
temporelle choisis lors de 'impact (cas sans frottement).

Dans la Figure 8.7, nous présentons 1’évolution de 1'énergie discréte totale du sys-
téme dynamique sans frottement pour certains schémas d’intégration temporelle consi-
dérés dans 'exemple numérique précédent, i.e. la méthode de pénalisation spécifique
(symbole (H)), la méthode EMM (symbole ¥), le schéma développé dans [13] (symbole
(®)) ainsi que la combinaison des méthodes IPM et EMM (symbole (#)). Considérons
I’énergie discréte au temps ¢, définie comme suit,

E, = E / pu?dx + / W (C,)dz.
2 (0] 02

Dans la configuration sans frottement (cf Figure 8.7 ), nous constatons que la
méthode IPM réduit la dissipation par rapport a la procédure EMM. D’autre part,
une telle méthode se caractérise par de petites pénétrations (puisque limitées & g =
0.002m). En revanche, la méthode de pénalisation spécifique et la méthode présentée
dans [13| produisent une erreur maximale non négligeable sur la composante normale
du déplacement lors du contact (0.058m, et 0.071m, respectivement, soit 30 a 35 fois
supérieures a celle obtenue via la méthode IPM).
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=—a Specific penalized method

v— EMM method

e—e Scheme with Signorini and persistency
+— IPM + EMM method with pl

+—+ |IPM + EMM method with p2

1,0 15 20 25 30
time (9)

FIGURE 8.8 : Comportement de I'énergie discréte de plusieurs schémas d’intégration
temporelle lors de 'impact avec frottement.

Dans la configuration avec frottement, nous considérons les deux cas abordés en
(8.3) pour le coefficient de frottement p permettant de définir les seuils du frotte-
ment —u(u,)Il, de la loi de frottement (8.2). Notons déja que lors de ’écrasement
des aspérités, i.e. 0 < u, < g, le frottement suit une loi de Coulomb associée a la
loi de compliance normale, et de ce fait, le seuil de frottement est égal & u(u,)p(u,).
Dans les simulations numériques, nous considérons les deux exemples de fonction p
donnée dans (8.3). Notons que la fonction décroissante po(-) prend des valeurs plus
grandes que celles de la fonction croissante yq(-) pour une méme pénétration u, telle
que 0 < u, < g. D’aprés la Figure 8.8, I'utilisation de la fonction p; permet de limiter
la dissipation de I’énergie induite par le frottement alors que la fonction py géneére une
forte dissipation d’énergie. En conclusion, la méthode IPM couplée avec EMM auto-
rise une dissipation de l’énergie en adéquation avec la physique que nous souhaitons
considérer durant I’écrasement des aspérités de la surface de contact. Cela semble étre
raisonnable d'un point de vue physique, du fait des phénomeénes complexes qui in-
terviennent pendant 1’écrasement et 1'usure des aspérités. Notons que la modélisation
numeérique des surfaces de contact avec aspérités était 'une des préocupations de cette

étude.
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Au cours de cette thése, nous avons été amenés a étudier quelques problémes de
contact entre un corps déformable et une fondation rigide ou déformable, avec ou sans
frottement, d’un point de vue théorique et numérique.

En particulier, aprés une premiére partie dédiée a I'introduction du cadre physique,
mathématique et numérique, la deuxiéme partie était consacrée a la modélisation,
I’analyse mathématique et 1’obtention de simulations numériques de trois problémes
de contact en petites déformations. Les problémes étudiés sont respectivement : un
probléme élastique en statique avec compliance normale, contrainte unilatérale et frot-
tement non-monotone, un probléme de contact viscoélastique avec terme mémoire en
quasistatique avec réponse normale amortie, contrainte unilatérale en vitesse et frot-
tement et un probléme viscoélastique en dynamique avec compliance normale et frot-
tement non-monotone. Pour chacun d’entre eux, une fois la formulation forte établie,
nous avons mis en évidence l'existence et /ou "unicité d’une solution faible au probléme
sous certaines hypothéses, estimé ’erreur de discrétisation, inhérente a la méthode des
éléments finis et a I’éventuel caractére évolutif du probléme, et obtenu des simulations
numériques de ces problémes afin de valider les résultats théoriques démontrés aupa-
ravant et d’illustrer les propriétés physiques du modéle considéré. Plus spécifiquement,
en complément, nous avons étudié dans le premier probléme une formulation duale,
que nous avons mise en paralléle avec la formulation primale obtenu dans un premier
temps. Enfin, nous avons également fournis un résultat de convergence portant sur la
dépendance de la solution faible par rapport aux perturbations des données dans les
Chapitres 4 et 5.

La troisiéme partie est un peu plus en marge de la précédente dans la mesure o
I’on s’intéresse au cadre des grandes déformations, pour lequel les résultats d’existence
et d’unicité ne sont pas légions a I’heure actuelle. De ce fait, nous nous intéressons
plus particuliérement aux méthodes numériques utilisées pour résoudre de tels pro-
blémes. Nous présentons dans le Chapitre 7 une nouvelle méthode de type "active set"
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(méthode de projection), basée sur la reformulation de la condition de contact condui-
sant & une équation de point fixe via un schéma implicite, appliquée au probléme de
Signorini. Nous avons également été en mesure de démontrer la convergence dudit
schéma sous des hypothéses trés peu restrictives (coercivité de 'opérateur d’élasticité
en petites déformations). Dans le reste du Chapitre, nous avons mené une étude com-
parative entre la méthode de projection, la méthode "Primal dual active set" et la
méthode du Lagrangien augmenté, ce dernier faisant office de méthode de référence,
sur deux cas tests en petites et grandes déformations. Les résultats obtenus a l'issue
de cette étude sont pour le moins treés encourageants; il en ressort que la méthode de
projection est aussi consistante que la méthode du Lagrangien augmenté, plus facile a
implémenter et, surtout, bien plus rapide que cette derniére en terme de temps CPU.
Le dernier Chapitre concerne une méthode de conservation de I’énergie, basée sur une
continuation de Newton adaptée en deux étapes, que nous comparons aux autres mé-
thodes introduites dans le Chapitre 3 en petites et grandes déformations, avec et sans
frottement. Pour ce faire, nous avons considéré un modéle en dynamique dans lequel le
contact est régis par une loi de compliance normale couplée aux conditions de Signorini
avec un frottement potentiellement non monotone. Nous avons ensuite procédé a une
analyse comparative de cette stratégie de continuation d’un point de vue énergétique
par rapport aux méthodes EMM et IPM sur deux cas tests en petites et grandes dé-
formations, avec et sans frottement. Il en ressort que la stratégie implémentée dispose
de bonnes propriétés de conservation de I’énergie lors de 'impact sans frottement et
qu’elle dissipe de I’énergie dans les cas avec frottement, comportement que I'on est en
droit d’attendre compte tenu du caractére dissipatif du frottement.

Dans la continuité du travail d’analyse proposé dans la partie II, il pourrait étre
intéressant de considérer d’autres conditions visant a modéliser des problémes plus
complexes. A ce titre, on peut raisonnablement envisager que le contact s’accompagne
de phénoménes d’usure des matériaux ou que la dissipation d’énergie due au frottement
pourrait se traduire par I’échauffement du matériau, conduisant ainsi a la dilatation
thermique du corps a la frontiére de contact. Comme nous ’avons évoqué en intro-
duction, la théorie mathématique de la mécanique du contact est un domaine d’étude
relativement jeune; de ce fait il est encore possible de décrire, modéliser, étudier et
analyser un nombre considérable de phénoménes physiques intervenant dans la vie de
tous les jours. Les méthodes numériques ne sont pas non plus en reste. Nous avons
ici proposé une méthode de type "active set" plutot efficace mais son domaine d’uti-
lisation est, pour 'instant, limité aux problémes de contact unilatéraux. Il serait no-
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tamment intéressant d’analyser le comportement des méthodes de type "active set" en
terme de conservation de 1’énergie pour la résolution des problémes élastodynamiques
avec contact. Par ailleurs, un champ d’application non encore étudié, pour 1'utilisation
des méhodes "active set" pourrait étre le traitement numérique des problémes issues
des milieux granulaires qui sont principalement résolus par la méthode "Non Smooth
Contact Dynamic" [77, 107]. Il pourrait également étre intéressant d’étendre cette mé-
thode aux autres problémes faisant appel aux lois de contact utilisées tout au long du
manuscrit, par la suite. Mais ceci est une autre histoire.
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Les phénomenes de contact entre les corps, déformables ou non, sont omniprésents
dans la vie courante. Leurs modélisations requierent des outils mathématiques
faisant appel a des systemes d'équations aux dérivées partielles incluant des
conditions aux limites non triviales pour décrire le contact. Si les aspects physiques
de la mécanique du contact sont connus depuis longtemps, la théorie mathématique
qui lui est dédiée reste relativement récente laissant ainsi place a de nombreux
problemes a investiguer. Ce travail porte sur la modélisation, l'analyse et la
simulation numérique de tels probléemes. Il se situe a mi-chemin entre la mécanique
du contact et les aspects mathématiques inhérents au type de probléme qui en
découle. L'objectif est ici d'étudier certaines catégories de problemes faisant
intervenir des conditions originales de contact (avec et sans frottement) a la fois d'un
point de vue mathématique et numérique, afin d'apporter une contribution a la
théorie mathématique, puis de mettre en avant quelques méthodes numériques
adaptées a leur résolution dans un cadre spécifique.

Mots clés: Contraintes unilatérales, Compliance normale, Réponse normale
instantanée, Loi de frottement non monotone, Elastodynamique non linéaire,
Hyperélasticité, Matériau viscoélastique, Opérateur de mémoire, Solution faible,
Méthode des éléments finis, Estimations de l'erreur, Active set, Lagrangien
augmenté, Simulations numérique, Schémas d'intégration temporelle, Conservation
de I'énergie.

Contact phenomena between bodies, whether they are deformable or not, abound in
everyday life. Their modellings require mathematical tools using systems of partial
differential equations and involving complex boundary conditions, in order to
describe the contact. While the physical aspects of such phenomena have been known
for a long time, the mathematical theory remains relatively recent which leaves room
for numerous problems. This work focuses on the modelling, the analysis and the
numerical simulations of such problems. It is located halfway between contact
mechanics and the mathematical aspects inherent to the mechanical questions
involved. Our aim is to study several groups of problems that include original contact
conditions (with or without friction), both from a mathematical and numerical point
of view, in order to contribute to the theory, and also to highlight several numerical
methods used to solve specific contact problems.

Keywords: Unilateral constraint, Normal compliance, Normal damped response,
Nonmonotone friction law, Nonlinear elastodynamics, Hyperelasticity, Viscoelastic
material, History-dependent operator, Weak solution, Finite element method, Error
estimates, Active set, Augmented Lagrangian, Numerical simulations, Time
integration schemes, Energy-conserving algorithms.



