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Ce travail de thése est constitué de deux parties relativement distinctes
traitant toutes les deux du comportement de solutions d’équations aux déri-
vées partielles et de la théorie du controle. On s’intéressera dans un premier
temps aux fonctions orthogonales positives puis a certains résultats de type
“Ingham”.

L’existence ou non de fonctions orthogonales positives a un sous-espace
de fonctions quasi-périodiques a d’importantes implications en théorie du
controle ; en particulier pour I’'étude du comportement oscillatoire des solu-
tions d’équations de membranes vibrantes. Cazenave Haraux et Komornik
ont obtenu de nombreux résultats sur ce sujet et on tentera ici de répondre
a certaines questions restées ouvertes. On propose en particulier de clarifier
la situation d’un sous-espace défini par trois périodes et on donnera quelques
pistes de réflexion pour le cas de quatre périodes.

Dans les années 1970, D.L. Russell et plusieurs autres chercheurs ont
résolu des probléemes de controle par des méthodes d’analyse harmoniques.
Suivant des travaux importants de J.I. Lions en 1986-1988, un grand nombre
de chercheurs a appliqué la méthode des multiplicateurs pour établir des
résultats plus généraux d’observabilité, de controlabilité et de stabilisation
uniforme. Cependant cette méthode ne s’applique pas toujours, et la méthode
des séries de Fourier non harmoniques a permis de traiter de tels cas. En
particulier, A. Haraux (1989), puis C. Baiocchi, V. Komornik et P. Loreti
(1999-2002) ont montré la puissance d'un théoréme classique d’Ingham (1936)
et de ses diverses généralisations dans ce domaine. En ce qui nous concerne,
on s’intéressera ici au probléme que pose la version vectorielle de ce théoréme.

Fonctions orthogonales positives

On considére un nombre réel positif T' et on note X 'espace vectoriel
des fonctions L7 , T-périodiques, de moyenne nulle. On identifiera souvent
les fonctions de X avec leur restriction a l'intervalle (0,7"). En utilisant des
propriétés élémentaires de la théorie de Fourier on sait que :
e X est engendré par la famille des fonctions e27™/T
entiers non nuls.
o X7 est le complément orthogonal de la fonction caractéristique h; de
intervalle (0,7) dans L*(0,T).
Dans ce cas, la fonction hy est strictement positive sur l'intervalle (0,7).

ol m décrit les

On considére maintenant un nombre fini de réels positifs 77,...,7T,, et
l’espace vectoriel X = Xp, + -+ + Xqp,. La aussi en généralisant certains
résultats de [HKS85| et [HK88| on peut rappeler les résultats suivants obtenus
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dans [Kom87] :

e Il existe un réel positif T tel que X est dense dans L?(0,T") pour tout
0 <T' < T et quil n’est pas dense pour 77 > T.
e X posséde une codimension finie d dans L*(0,7T) avec 1 < d < n.

De plus, les valeurs de T et de d peuvent étre données explicitement
[Kom87|; d représente le nombre maximal de périodes parmi 73, ..., T, qui
sont linéairement indépendantes sur Q. Ainsi, si tous les quotients T;/T; sont
rationnels, alors d=1 et

X =ht dans L?*(0,7T),

pour une fonction non nulle A, bien choisie (déterminée & une constante mul-
tiplicative prés, X étant par ailleurs invariant par conjugaisons complexes,
h, sera supposée, dans la suite, a valeur réelle).

Dans le cas n > 1, on peut se demander si 'on peut aussi choisir la
fonction h,, strictement positive. Au-deld de son propre intérét, la question
de l'existence ou non d'une fonction orthogonale positive a d’importantes
conséquences concernant les propriétés de certains systémes oscillants (mem-
branes, plaques, .. .) voir par exemple [HK85|, [Kom89a], [Kom90|, [Kom&89b],
[HK91]| et leurs références. Toujours dans [Kom87|, on sait que 1'on peut choi-
sir ho strictement positive et que ce n’est pas le cas pour n > 3.

Plus précisément, il y a un exemple ot est donnée une fonction hs supé-
rieure ou égale & zéro (mais pas strictement positive) et pour n > 4, il y a un
exemple de fonction qui prend, a la fois, des valeurs positives et négatives.

Ezemple 1. Pour (T1,T3,T3) = (6,10, 15) on obtient T' = 22 et
h(t)=ar pour k—1<t<k avec k=1,...,22 (1)

ou la suite des a; est donnée par :

1,0,1,1,1,2,1,2,2,2,2,2,2,2,2, 1,2, 1,1, 1,0, 1.

10
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20
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(30,42,70,105) on obtient T" = 162 et

k—1<t<k avec k=1,..

Ezemple 2. Pour (T, Ty, T5,T})

pour

h(t)
ou la suite des ay est donnée par :

Hz 40 60 80 100 120 14 Hno
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Un des objectifs de ce travail de thése sera de compléter les résultats déja
connus pour n = 3 (et partiellement pour n = 4). Ainsi, on prouvera que la
fonction hs ne peut pas avoir a la fois des valeurs positives et négatives, on
caractérisera aussi les triplets (77, Ts,T3) pour lesquels hg est nulle sur des
sous-intervalles de (0,7) de longueur non nulle.

Afin d’exposer nos résultats, introduisons certaines notations que nous
réutiliserons tout au long de la premiére partie. On utilisera (a, b, ¢) et (a, b)
pour désigner respectivement les plus grand diviseurs communs des entiers
a,b,c et a,b. Puisque les quotients T;/T; sont rationnels, on pourra supposer
par changement d’échelle que ces périodes sont des entiers. En utilisant cette
notation et d’aprés [Kom87| on a dans le cas de trois périodes

T =T =T+ T+ T3 — (11, Ty) — (11, T3) — (1>, T3) + (11,15, T5),
et hs est constante sur chaque intervalle de la forme
((] - 1)<T17 T27 T3>7j<T17 T27 T3>)7 j = 17 cee T/<T17 T27 T3>

Etant donné que T est optimal on sait que les valeurs de h3 ne peuvent pas
étre nulles sur le premier et le dernier intervalle. Puisque l'on sera régulie-
rement amené & travailler avec des fonctions "en escalier ", on adoptera les
notations suivantes : Si on note co, ..., ¢/ 115 les valeurs de hz sur les
différents intervalles, on notera

hs ~ ¢, ... y CT/{(T1,T2,T3)

avec donc ¢y # et cryiry 1) 7 0.

Remarque 1. De plus, si plusieurs coefficients consécutifs c;, ¢jy1,... pos-
sédent la méme valeur on pourra utiliser une écriture sous forme de puissance.
Par exemple si on considére la fonction :

1 z€l0,1]

J2 we2
9@ =9, re2,4]

3 x4

on notera
g(x) ~ 1211333 ~ 12123°.

Donnons maintenant notre résultat principal concernant les fonctions hs.

Théoréme 1. Soient 11, T, T3 trois entiers positifs tels que (11, Ty, T3) = 1
et hs ~ ¢, ...,cr. On choisit hs telle que cg > 0. Alors
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1. ¢ > 0 pour tout i =0,...,T,

2. au moins un des coefficients c; est nul si et seulement si
1 <(T;,T;) <T;, pour tout i # j.

Ezxemple 3.

— Pour (71,75, T3) = (26,24,9) on a (26,9) =1 et
hy~1,1,2,3, 4,5, 7,8, 10, 11, 13, 14, 16, 17, 19, 20, 22, 25, 25, 26,
98, 29, 31, 32, 33, 34, 34, 34, 34, 33, 32, 31, 29, 28, 26, 25, 25, 22, 20,

19,17, 16, 14, 13, 11, 10, 8, 7, 5, 4, 3, 2, 1, 1

et donc hs > 0.

— Pour (T1,75,T5) = (4,8,13) on a (4,8) =4 et

hs ~1,2,3,4,5,6,7,8,8,8,8,8,8,7,6,5,4, 3,2, 1

et donc a nouveau hs > 0.

— Par contre, dans le cas (11,75, T3) = (35,21,15) on a (35,21) = 7,
(35,15) = 5 et (21,15) = 3. Ainsi on obtient 1 < (T;,T;) < T; pour

tout ¢ # 7, et

hy~1,0,0,1,0,1,1,1,1,1,2,1,2,2,2,2,2,3,2,3,3,23,3,3, 3,

3,3,3,3,3,3,3,3,3,2,3,3,23,22222121,1,1,1,1,0, 1,
0,0, 1.

La preuve de ce théoréme reposera, entre autres, sur une représentation
explicite de la fonction hz. Considérons trois entiers positifs 17, 15, T3 tels que
(Ty, Ty, T3) = 1. On désigne par hy la fonction caractéristique de U'intervalle
[0,T}) et on pose

T
(Ty,T2)

ha(t) := Z ha(t — j(Th, T3)).

j=0

On obtient alors

Théoréme 2. [l existe trois entiers p,q,r et une suite de mombres réels

(aj)j;f(;q*r+1 telle que

pgr—q—r+1

hs(t) = > ajha(t - j).

J=0

De plus, a une constante multiplicative preés,

1. Si ¢ = 1, alors (aj)i?irofq’”l = (a;)i2," correspond au début de la

séquence (1071)>,
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2. Sir =1, alors (czj)?iro_q_ﬂrl = (a;)5L," correspond au début de la
séquence (10971)%.

3. 8iq>2etr>2, alors (aj)i-’iro*qfrﬂ est qr-périodique et correspond
au début de la séquence

+00 +oo
D01, —1,0)* = 0(1,-1,07%)%.
1=0 =0

Remarque 2. Dans le théoréme précédent, et dans la suite de la thése, on va
utiliser les notations symboliques suivantes

107t=1,0,...,0 ,

(10H>* =1,0,...,0,1,0,...,0,...

r—1 r—1
de plus, on utilisera la sommation terme & terme, par exemple

Ezemple 4.

(1,—1,0%)>® + 0%(1, —1,0%)>
=(1,-1,0,0,1,—1,0,0,1,—1,...) +(0,0,0,1,-1,0,0,1,—1,...)
=(1,-1,0,1,0,-1,0,1,0,—1,0,1,...).

Enfin, on donnera deux propriétés qui traitent certains cas non couverts
dans [Kom87| et [HK88| pour n = 4.

Proposition 1. S’il existe deux sous-ensembles a trois éléments {T}, Ty, Ty },
{TE T3 T3} et deux sous-ensembles a deux éléments {T3, T} et {T, Ty} de
{T1, T, Ts, Ty} tels que

<T117T217T31> = <T137T23> et <T127T227T32> = <T147T24>a (3>
alors la fonction orthogonale hy est positive ou nulle.
Proposition 2. Soient quatre entiers deux & deux premiers entre eux tels
que 1 < a < b < ¢ < d, on considére le quadruple (Ty,T,T3,T)) =

(abe, bd, acd, bed). Alors la fonction orthogonale hy associée change de signe
sur lintervalle (0,T).

14



Méthodes d’Ingham

Considérons le cas d'une corde vibrante de longueur [ avec extrémités fixes
(on supposera, pour simplifier, que [ = 7). On note u(t,x) le déplacement
transversal de la corde en fonction du temps ¢ et de sa position . On notera
aussi les conditions initiales uy et u; dont on précisera la régularité par la
suite.

Uu
U(to, IQ)

Le déplacement est régi par le systéeme

Upt — Ugy =0 R x (0,1),
u(t,0) —u(t [)=0 teR,
u(0, ) = uo(x) z € (0,10),

u (0, 2) = uy(x) z € (0,1).

(4)

Pour maintenir les extrémités de la corde fixes on doit y exercer une cer-
taine force. On suppose qu’on peut mesurer cette force a I'extrémité gauche
durant un intervalle de temps 0 < t < T. Une question naturelle est alors de
savoir si l'on peut en déduire les conditions initiales du systéme, autrement
dit, savoir si la fonction

(u07u1) = uw('70>’(07T) (5)

est injective. Cette question, relativement simple, peut se résoudre en utili-
sant les séries de Fourier. Précisons d’abord les espaces de fonctions utilisés
afin que le probléme (4) soit bien posé, on obtient alors [KL05] :

Proposition 3. Pour toute fonction uy € Hy(0,1) et uy € L*(0,1) le pro-
bleme (4) posséde une unique solution

u € Cy(R, Hy (0,0)) N Gy (R, L*(0,1)),

15



donnée par la série

+oo
u(t,zr) = Z(akeikt + a_re” " sin(kz),

k=1

avec des suites de coefficients (ar)52, et (a—g)7, telles que
+oo
Zk2(|ak|2 + |(l_k|2) < 0.
k=1

Si T > 2m, alors la fonction (5) est injective, plus précisément, il existe
des constantes ¢y, ¢; > 0 telles que la solution du systéme (4) vérifie

T
co(lluollFaio.m + ] 720,) < Jua (2, 0)2dt < er(luoll 3 0. + 1t F2(00)-
0(0,) 0(0,m)
0

(6)

La démonstration de cette propriété s’obtient par un calcul explicite. En

utilisant le fait que {cos(kz),sin(kz), k = 1,...} forme un systéme orthogonal
de L*(0,7) on montre que

H(anU1)||?{3(o,n)xL2(0,7r) = ||U0||§{5(o,7r) + HU1||%2(0,W)

+oo
m
=5 > K (lak+a g + (lax — a_i]?)
k=1

+oo
=1y K (ap)* + |a_y|?).
k=1
et que, pour un entier M positif on obtient

2Mm
[[wa (- 0) [ 22(0,20rm) =/ Juz (t,0)|*dt = 2M (J|uo |3, + [[ur[I7).
0

On peut alors conclure par encadrement de I'intervalle d’intégration.

Si maintenant on modifie légérement le systéme (4) il peut surgir des
difficultés techniques non négligeables. Considérons, par exemple, le systéme
modifié suivant

utt—um+u:0 RX(O,Z),

u(t,0) =u(t,l) =0 teR,
u(0,x) = ug(x) z € (0,1),
ur(0, ) = uy(x) z € (0,1).

(7)
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Cette fois, la solution de (7) est donnée par la série

+o0o
u(t,z) = Z(akei‘”’ct + a_pe ) sin(kx), (8)
k=1
avec
W = ]{72 + 1.

Dans cette configuration, les fonctions
cos(wit) et sin(wit), k=1,2...,

ne sont plus orthogonales dans L?(0, 7). On ne peut donc plus évaluer direc-
T

tement l'intégrale |u,(t,0)|?dt en utilisant 1'égalité de Parseval. Afin de

0
pouvoir encore montrer (5), on va utiliser une variante de 1’égalité de Par-
seval : le théoréme d’Ingham [Ing36| qui améliore les premiers travaux de
Wiener [Wie34| et Paley-Wiener [PRR34| sur la question.

Théoréme 3. Soit Q) = (wg)kex une famille de nombres réels qui vérifie
une condition d’écartement uniforme, c’est-a-dire

v = inf |w, — w,| > 0. 9)
p#4q

Soit I un intervalle borné tel que |I| > 2w/~ alors, il existe deux constantes
positives cq et ¢y telles que

WY laf < [l®Pd <oy o, (10
1

keK keK

pour toute fonction

x(t) = Z Tpe Rt (11)

keK

avec (g )ker une famille de nombres complexes de carrés sommables.

Remarque 3.

1. Dans la suite de ce travail, 1'existence de deux constantes positives
co et ¢ telles qu'on ait l'inégalité (10) sera notée par la relation =<
(on considére ces inégalités comme une équivalence de normes) c’est

-a-dire :
S el < /|x(t)|2dt.
I

keK
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2. Dans le systéme (7) qui admet (8) comme solution, la famille Q est

donnée par Q := £(vVk? + 1)gen+. Ainsi, pour |I| > \/52_“\/5 on a bien

I'équivalence des normes ||(uo, 1) || g1 0,7)x 220, = |tz (+, 0)[| 21y

3. Soit € := (wg)kez une suite de nombres réels qui vérifie une condition
d’écartement uniforme, c’est-a-dire la condition (9). On note D*(Q) la
densité de Polya de I'espace €2 définie par :

nt(Q,r
Dt(Q) := lim ﬁ, (12)
r—00 T
ou nt(,r) représente le plus grand nombre de termes de la suite
(wk)kez contenus dans un intervalle de longueur 7.

4. Dans ce théoréme, la taille de I'intervalle I donne seulement une condi-
tion suffisante pour que Iestimation (10) soit vraie.

On peut donner une version plus fine de ce théoréme qui va donner une
condition sur la taille critique de l'intervalle I [Beu89| :
Théoréme 4 (Beurling). Soit Q := (wy)rez une famille de nombres réels qui
vérifie la propriété d’écartement uniforme (9).

1. Si|I| > 2xD* () alors les estimations (10) sont valables.

2. Réciproquement, si les estimations (10) sont valables, alors |I| > 2r DT ().

On peut aussi citer un théoréme di a Haraux [Har89|, que nous utilise-
rons dans la suite, qui affirme que I'on peut ajouter un nombre fini d’indices

a la somme définissant la fonction z(¢) sans changer le temps critique d’ob-
servation. Plus précisément, on a

Théoréme 5. Soit (wy)rer une famille de réels qui vérifie une condition
d’écartement uniforme. Supposons que pour un ensemble fini Ky C K et un
intervalle borné Iy il existe deux constantes positives cy, co telles que pour

x(t) = Z Tkt

keK\Ko

a Y |xk\2§/ w(@)Pdt <y D |l (13)
Ip

k€ K\ Ko keK\Ko

on a

Alors, pour tout intervalle I tel que |I| > |1y|, il existe deux constantes posi-
tives c3, c4 telles que

c3 Z |z]? < / | Z rpe™rt2dt < ¢4 Z ER (14)

keK lo pek keK
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Remarque 4. En utilisant ce théoréme, on peut améliorer le temps d’obser-
vation du systéme (7) plus précisément : pour I un intervalle borné tel que
|I| > 2, la solution (8) vérifie I'équivalence de normes

||(U07U1)||H3(o,7r)xL2(o,7r) ~ ||Um('70)HL2(I)‘

On peut aussi donner des versions vectorielles de ces théorémes d’Ingham,
on consultera entre autres [BKM10], [Meh05|, [BKL02| ou [KLO05|. Donnons,
par exemple, une généralisation du théoréme de Beurling en dimension d. On
considére, comme précédemment, une suite de réels Q := (wg)rez qui posséde
un écartement uniforme

v = inf |w, — w,| > 0. (15)
P#q

Soit (Ug)kez une famille de vecteurs unitaires d'un espace de Hilbert complexe
H de dimension d. On considére une fonction

x(t) = Zkakeiwkt, (16)

keZ
avec (Tr)rez une suite de nombres complexes de carrés sommables.

Théoréme 6. Soit Q := (wg)ez une famille de réels qui vérifie (15) et soit
I un intervalle borné.

a) Si|I| > 2rD*T(Q), alors Z |z |? < / |z(t)||3,dt, avec z(t) une fonction
kEZ I
de la forme (16).

b) Inversement, si on a une telle équivalence de normes, alors la longueur
de lintervalle I vérifie |I| > 2rD*(Q)/d.

Remarque 5. On peut montrer 'optimalité du Théoréme 6 dans le sens sui-
vant :

Proposition 4. Soit Q 1= (wk)ez une famille de réels qui vérifie (15) et soit
I un intervalle borné. Considérons un réel Cll < a < 1, alors il existe une
famille de vecteurs unitaires (Uy)gez de H telle que

S g ? = / (),

kEZ

si |I| > 2raDT(Q) et que ce soit fauz si |I| < 2raDT(Q).
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Dans le cas de la dimension supérieure il apparait donc un “espace” entre
les deux conditions. En effet, si on fixe d = 2, alors si [I| > 2rD*(€2) on a
I’équivalence des normes et inversement, si cette équivalence est vraie, alors
la longueur de I vérifie |I| > 7D (). Que se passe-t-il pour 7D*(Q) <
|I| < 27D*(Q)? Une question naturelle serait d’établir un lien entre cer-
taines conditions sur la famille des vecteurs (Uy)rez et le temps critique
d’observation. Si une classification exhaustive nous semblait d’emblée trop
ambitieuse nous avons pu obtenir les résultats suivants (qui seront détaillés
dans la seconde partie de la thése) :

Théoréme 7. On suppose qu’il existe des ensembles K1,..., Ky et N vec-
teurs unitaires linéairement indépendants F., ..., Ey de sorte que
K =K 5| .. | &N
et que
k—-+o00
keKj

On suppose de plus que les ensembles Q; = {wi|k € K;} possédent un écar-
tement uniforme, c’est-a-dire

inf |w, —w,| =5 >0, Vj=1...N.
pFq
p,gEK;

Si on note D;f les densités de Polya des ensembles (2; et si I est un intervalle
tel que |I| > 2m max; (D} ), alors

/H 3w Ui |2dt = 3 a2, (17)
I

keK keK
pour toutes familles (xy)kex de nombres complexes de carrés sommables.

On verra qu’on peut aussi améliorer les estimations existantes dans le cas
ou la famille des vecteurs (Uy)rex est lice. On donnera aussi une inégalité du
type “Parseval”, plus précisément :

Théoréme 8. Soit I un intervalle borné de longueur positive et un réel
a > 4. Alors, il existe une suite (a,)nen de nombres réels positifs telle que

a, 2 e—omlogn7 (18)

pour n suffisamment grand et telle que, pour tout n, elle vérifie l'inégalité

n

on Y lenf < [13 mue (19)
k=1

k=1 I
pour tout x1,...,x, € C.
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Deuxiéme partie

Fonctions orthogonales positives
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Chapitre 1

Contexte de I’étude

Dans l'introduction on a utilisé 'exemple 2, donné dans [Kom87]|, qui
expose la fonction orthogonale hy associée au quadruplet (77,7s,75,Ty) =
(105,70, 42, 30), donnée dans [Kom87|. Cette fonction a été calculée en résol-
vant le systéme suivant :

;

Tk + Tr105 = 2 k=1,...,105
T + Thi70 + Tpy10 = 3 k=1,...,70
Tk + Thta2 + Tptsa + Thy126 = O k=1,...,42
Tk + Tpy30 + Thyo0 T Thyoo + Tpy120 + Thrs0 =7, k=1,...,30
(21, =0 k= 163,164, . ..

En effet, on vérifie que si f € Xj05, on a

a+105 a+105
/Ih(t)f(t)dt :/ (h(t) + h(t + 105)) f(t)dt = 2/ F(t)dt = 0.

De la méme fagon on aura

/h(t)f(t)dt =0 désque fe€ Xq,f € Xyppoufe X
I

Ainsi la fonction

ha(t) ~ xy1 ... 2160 € X30 + Xa2 + X70 + X105

Cette méthode est assez lourde en termes de calculs et ne nous a pas
permis de traiter le cas général de trois ou quatre périodes (ici on est dans
un cas particulier a savoir (105,70,42,30) = (7-5-3,7-5-2,7-3-2,2-5-3)).
Elle ne nous a pas non plus permis d’obtenir des informations sur le signe
de ces fonctions orthogonales. On va donc proposer une autre méthode de
détermination de ces fonctions hy.
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1.1. Fonctions orthogonales 1. Chapitre. Contexte de I'étude

1.1 Expressions des fonctions orthogonales

1.1.1 Lecasn=2

On considére 17,15 € Z. On sait alors calculer la valeur T' définie précé-

demment, a savoir
T = T12 = T1 + T2 — <T1,T2>.

On pose
T
(T12—T1)/(T4,T2) [
ha(t) = mt—i(TT) = > mt—i(TT)), (11)
j=0 j=0

ol h; est la fonction caractéristique de U'intervalle [0, T7).

Remarque 6. Si T, est un diviseur de 77, alors on a X = Xp, T = T} et
donc simplement hy = h;.

On obtient alors les propriétés suivantes :

Proposition 5.

27rimt/T1T2> ol m est

(a) L'espace X1, + X1, est engendré par les fonctions (e
un entier non nul multiple de Ty ou de Ts.

(b) X1, + X1, = hy dans L*(0,T).

(c) La fonction hy(t) est strictement positive sur (0,T).

Démonstration. On déduit (a) des propriétés élémentaires des séries de Fou-
rier. Le point (¢) se déduit simplement des définitions des fonctions hy et
hs.

Puisqu’on sait déja que la fonction hy est unique a une constante mul-

tiplicative prés, pour montrer la proposition () il suffit de vérifier que la
fonction donnée par (1.1) vérifie les égalités

T
/ hQ(t)€2i7rmt/T1T2dt _ 0’
0

pour tout entier m non nul tel que m/T; ou m/T, soit un entier. En utilisant
I’expression de ho on obtient :

Ty

T (T1,T2) -1

T
/ h2 (t)€2i7rmt/T1T2dt — / Z hl(t _ j<T1, T2>)€2i7rmt/T1T2dt
0 0 e

T
— Z €2i7rmj(T1 ,TQ)/TlTQ / hl <t>62i7rmt/T1T2 dt

=0 0

24



1. Chapitre. Contexte de I'étude 1.1. Fonctions orthogonales

Si k :=m/T, est un entier non nul, alors par définition de la fonction Ay on
a

T T
/ hl (t)e2z‘7rmt/T1T2 dt = / hl(t>e2i7rkt/T1 dt = 0.
0 0

Supposons maintenant que m /77 est un entier et que m/T, ne l'est pas.
On a la relation
m o m<T17T2> . Tl

T, 0T, (T,

Puisque T3 /(T1,T5) est un entier mais que m/T5 ne l'est pas, alors

- m<T1) T2>
T,

ne ’est pas non plus.
Puisque m/T) est un entier on obtient donc

Ty _
(T,T3) 2irm /Ty 1
2irjm _ ©
D L O
2 erm ]_
J=0

1.1.2 Lecasn=3

On considére T1,T,, T3 € 7, on sait alors calculer la valeur de T définie
précédemment, & savoir

T :=Toy=T+To+T5— (Ih,T) — (I5,T3) — (T1, T3) + (T1, 1>, T5).
On rappelle les propriétés suivantes :

Proposition 6.

1. L’espace X1, + X1, + X1, est engendré par les fonctions (e>7m4/ T2 Ts)

ou m est un entier non nul multiple de T1Ts ou T1T3 ou T5T5.
2. Xy, + X1, + X1, = hy dans L*(0,T) pour une fonction hs correcte-
ment choisie.

Dans la suite de ce paragraphe, par changement d’échelle, on fera I'hypo-
these

<T17T27 T3> = 1
On cherche la fonction orthogonale sous la forme suivante :
Ti23—Th2
ha(t) = Y aghalt ),
=0
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1.1. Fonctions orthogonales 1. Chapitre. Contexte de I'étude

avec hy et 15 introduits dans la section précédente et avec une suite (aj)jng—Tm

de nombres réels convenablement choisie (elle est uniquement déterminée si
on fixe ay = 1). Le signe de la fonction hy dépend donc du signe de ces
coefficients.

Si on veut vérifier le point (b) de la propriété précédente, la suite des
coefficients (aj)]ng—Tm doit étre choisie telle que

(/%@8mwmﬂmm:o, (1.2)

pour tout entier m non nul tel qu’au moins une des fractions m /11Ty, m/T1 T3
ou m/T3Ts, soit un entier. Il faut donc pouvoir montrer qu'une telle suite
existe. Pour ce faire, commengons par réécrire et préciser I'équation (1.2) :

/h3 (t)BQint/(T1T2T3)dt

Ts—(T1,T3)—(T2,T3)+1
_ Z a; / hg(t . j)e2zﬂ'mt/(T1T2T3)dt
=0
Ts—(T1,T3)— (T2, 13)+1

_ Z aj€2i7rmj/(T1T2T3) / hg (t)@Qiﬂmt/(T1T2T3)dt.

=0

En utilisant les propriétés de la fonction hsy, on observe que la derniére inté-
grale s’annule pour tous les entiers m non nuls tels que

m k T1 k T2

= keZ
NI, T TL

donc pour m multiples de 7773 ou de T5T5. Ainsi il est suffisant de choisir

; T123—T12
des coefficients (a;);15 tels que

T3—(T1, To,T3)+1

T3)—(
Z a;e2mmi/ (DT — ) (1.3)

=0

pour tout entier m multiple de 17175 tel que, ni m /1173 ni m/T5T3 ne soit
entier.
Faisons quelques remarques afin de simplifier le probléme :

Remarque 7.

1. En utilisant la périodicité des fonctions exponentielles, la relation (1.3)
ne change pas si I'on ajoute & m un multiple de TiT573. On pourra
donc supposer, sans perte de généralité, que 0 < m < T115T5.
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1. Chapitre. Contexte de I'étude 1.1. Fonctions orthogonales

2. SiTj est un diviseur des entiers 77 ou 715 alors X = Xp+Xrp,, Tho3 = 119
et hy = hy. Dans ce cas, hg est strictement positive sur (0,7).

3. Siona (T1,T3) = (I, T3) = 1, alors on peut choisir a; = 1 pour tout j,
et & nouveau on obtient une fonction hj strictement positive sur (0, 7).

On pose n := m/T T, et on peut réécrire les conditions (1.3) de la fagon

suivante :
T3—(T1,T3)—(T>,T3)+1

Z ajezmnj/Ts =0, neN, (1.4)
j=0

ou N est un ensemble d’entiers n qui vérifient

O<n<T3, —¢&7Z et — &7 (1.5)

Prenons 'exemple suivant :

Ezemple 5. On considére le triplet de périodes (17,75, 7T3) = (15,10,6). On
est dans le cas ou (T,T»,7T3) = 1, d’autre part, on a aussi les résultats

suivants
Ty =T+ Ty, — (11, Ty) = 20,

et
Tz =T+ T2+ T3 — (T, T3) — (1, T3) — (T3, Tz) + (Th, 15, T3) = 22.
Par définition on obtient
hi(t) = X015 = 111111111111111 = 1.

En utilisant (1.1), la fonction hs est donnée par

(T12—T1)/(T1,T2)

hg(t) = Z hl(t_.]<T1aT2>)
7=0
(20—15)/5

= > h(t—5j)
j=0
= 1500000 + 000001% = 1°2101°,

Ensuite, pour déterminer la fonction hg, on commence par donner I’ensemble
N. Celui-ci consiste en I'ensemble des entiers n qui vérifient (1.5), ¢’est-a-dire

10 15
0<n<6 tel que Tn¢Z et %g’éZ
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1.2. Premiers résultats numériques 1. Chapitre. Contexte de I’'étude

On trouve donc

N ={1,5}.
Le syteéme (1.4) s’écrit alors
6—3—2+1 2
Z aj€2i7rnj/6 _ ZajSQiﬂnj/G _ O, nenN
§=0 §=0
ou encore
1+ aqe2m/6 4 g etim/6 — ()
1+ ae™2m/6 4 qye=4m/6 = (.
On obtient une solution pour a; = —1 et as = 1 et finalement

hs(t) ~ 1°21°1°00 — 01°2'°1°0 + 001°2°1°
~ 1011121281211101.

Remarque 8.

1. On constate que cette derniére fonction n’est pas strictement positive,
elle est nulle sur les intervalles (1,2) et (20,21). On peut se demander
si la présence de ce zéro est fortuite ou si 'on peut généraliser cette
propriété a des classes de périodes plus larges.

2. Ici on trouve une solution au systéme (1.4) mais & ce stade, il n’est pas
démontré qu’il existe toujours une telle solution.

Pour faciliter I’étude et afin de comparer les résultats avec les calculs
directs, nous nous sommes, dans un premier temps, intéressé au cas des
triplets de périodes donnés sous la forme

(T17T27T3) = (pCLpT? QT), (]‘6>

avec p, q,r trois nombres premiers.

On a alors réalisé de nombreux calculs numériques afin de mieux com-
prendre le comportement de la fonction h3. On donne quelques résultats dans
la section suivante.

1.2 Premiers résultats numériques

On présente ici les calculs numériques de la suite des coeflicients (aj)f;%‘_T”

et les fonctions hg associées pour différents triplets donnés sous la forme (1.6).
Pour de tels triplets on observe que

Ty =pq avec h(t) =179

28



1. Chapitre. Contexte de I’étude 1.2. Résultats numériques

puis
(r—1)
Tia=pg+pr—p avec hy(t)= > hi(t—pj),
7=0

et finalement

(g—1)(r—1)
T123 = T12 + (q — 1)(7” — 1) avec hg(t) = Z ath(t — j), (17)

=0
ol les coefficients (aj)g-q;olw*l) vérifient le systéme suivant
@GDe-y
Z 62mn]/q7’aj =0, neN, (1.8)

J=0

avec N 'ensemble des entiers 0 < n < ¢r multiples de ¢ mais pas de r.
Remarque 9. En particulier, on constate que la suite des coefficients (aj)ﬁfol)(rfl)

ne dépend pas de p.

1.2.1 Valeurs numériques des coefficients (aj)g-q:_ol)(r_l) dans

certains cas particuliers
— Cas (2,3, p), c’est-a~dire correspondant au triplet (7, T2, T3) = (3p, 2p, 6) :
1,-1,1

— Cas (2,5, p), i.e. correspondant au triplet (77,75, 73) = (5p, 2p, 10) :
1,-1,1,-1,1

— Cas (2,7,p), i.e. correspondant au triplet (71,75, 7T3) = (7p, 2p, 14) :
1,-1,1,-1,1,-1, 1

— Cas (3,5,p), i.e correspondant au triplet (71,75, 73) = (5p, 3p, 15) :
1,-1,0,1,[-1} 1,0,-1, 1

— Cas (3,7,p), i.e. correspondant au triplet (77, 75,73) = (7p,3p,21) :
1,-1,0,1,-1,0/1}0,-1,1,0,-1, 1

— Cas (3,11, p), i.e. correspondant au triplet (77,75, T3) = (11p,3p, 33) :
1,-1,0,1,-1,0,1,-1,0[1], 0,-1, 1,0, -1, 1, 0, -1, 1
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1.2. Reésultats numériques 1. Chapitre. Contexte de I’'étude

— Cas (3,13, p), i.e. correspondant au triplet (77,75, 73) = (13p, 3p, 39) :
1,-1,0,1,-1,0,1,-1,0, 1, -1, O, , 0,-1,1,0,-1,1,0,-1,1,0,-1, 1

— Cas (5,7,p), i.e. correspondant au triplet (17,75, 73) = (7p, 5p, 35) :
1,-1,0,0,0,1,-1,1,-1,0, 1, -1, , -1,1,0,-1,1,-1,1,0,0,0,-1, 1

— Cas (5,11, p), i.e. correspondant au triplet (77,75, T3) = (11p, 5p, 55) :
17 _17 07 07 07 17 _17 07 07 07 17 07 _]-7 07 07 17 07 _]-7 07 07 7 07 07 _17 07 17
0,0,-1,0,1,0,0,0,-1,1,0,0,0, -1, 1

— Cas (5,13, p), i.e. correspondant au triplet (77,75, T3) = (13p, 5p, 65) :
1, 1,0,0,0,1, 10001 -1,0,1,-1,1,-1,0,1,-1, 1, -1, 0, 1, | 1],
10,1, 1,-1,1,0,-1,1,-1,1,0,-1,1,0,0,0,-1,1,0,0,0, -1, T

? Y Y ? Y

— Cas (5,17, p), i.e. correspondant au triplet (77,75, 73) = (17p, 5p, 85) :
1,-1,0,0,0,1,-1,0,0,0,1,-1,0,0,0,1,-1,1,-1,0, 1, -1, 1, -1, 0, 1,
1,1,-1,0,1,-1,1,-1,0,1,-1,[1], -1, 1, 0, -1, 1
0.-1,1,-1,1,0-1,1.-1,1,0.0,0, -1, 1, 0, 0,0, 1,1,0,0,0, -1,

o
l_‘ —-
N
o
o
o
=
\.b—‘
o
o
o
\')—‘
:_‘
o
= o

— Cas (7,11, p), i.e. correspondant au triplet (71, Ty, T3) = (11p, Tp, 77)
1,-1,0,0,0,0,0,1-1,0,0,1,-1,0,1,-1,0,0,1,-1,0, 1, 0, -1, 0, 1,
-1,0,1,0,[-1},0,1,0,-1,1,0,-1,0,1,0,-1,1,0,0,-1, 1, 0, -1, 1, 0,

0.-1,1,0.0.0.0.0, -1, 1

— Cas (7,13, p), i.e. correspondant au triplet (77,75, T3) = (13p, 7p,91) :
1,-1,0,0,0,0,0,1,-1,0,0,0,0,1,0,-1,0, 0,0, 0, 1, 0, -1, 0, 0, 0, 1,
0,0,-1,0,0,0,1,0,0,|— , 0,0,1,0,0,0,-1,0,0,1,0,0,0, -1, 0, 1,

0,0,0,0,-1,0,1,0,0,0,0,-1,1,0,0,0, 0,0, -1, 1

Remarque 10.

1. On peut conjecturer que pour tous les triplets de nombres premiers de
la forme (2, q,p) correspondant aux triplets de périodes (T4, T3, T3) =
(pq, 2p,2q) les coefficients (a;) sont de la forme

a; = (-1, i=0,...,(g—1).




(15,10,6) :
(39,26,6) :

1.2. Résultats numériques

1,0,1,1,1,2,1,2,2,2,2,2,2,2,2,1,2,1,1,1,0, 1

2,2,2,2,2,2,2,2,2,2 21,2, 1,1, 1,

port au terme médian (dans les exemples ci-dessus, pour plus de lisibi-
cas particuliers

lité, on a encadré le terme médian).

2. On remarque que la suite des coefficients (a;) est symétrique par rap-
1,0,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,2, 1,2, 2, 2

On donne ici les valeurs de quelques-unes des fonctions orthogonales as-
sociées a la suite des (a;) ( les résultats sont donnés en utilisant les notations

explicitées précédemment).
— Cas (2,3,5), i.e. correspondant au triplet (77,75, 7T3)

1.2.2 Valeurs numériques des fonctions h; dans certains
— Cas (2,3,13), i.e. correspondant au triplet (77,75, T3)

1. Chapitre. Contexte de I’étude
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17), i.e. correspondant au triplet (77, Ty, T3)

S—HMm s en A
SN AR
S S I e M-~ e B M

oSN NN
O ~—aaa o

— Cas (3,11, 17), i.e. correspondant au triplet (77,75, T3)

(161,115, 35) :

0,1101,1,0,1,0,0,1,0,0,1,0,0, 1
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1. Chapitre. Contexte de I’'étude

1.2. Reésultats numériques

— g S S < o~
— N S N~
— N 0 s < N~
— N S e N
— o s N N~
— AN M IS e
— N s N N~
— N 00 e <f o —
— N F IS
S A <SS <F N —
— N F IS N
S AN g0 N~
— N M S e N
— N S N
S = Mo S s <f o o~
— N S N
S —= s o o~
— N S N
SN M F IS 1510 N N
S N1 15 F v
— N S N
S = N S s 0 F
— NS N
S = s F
SN Fs N
SN ™M F IS 1510 N
e R o R I Yo BT S T o
— N S e

1,1,1,1,1,1,0,1,0,1,1,0,1,0,1,0,0,1,0, 1,0, 0, 0, 0, 1

(221,85, 65) :

— Cas (5,13, 17), i.e. correspondant au triplet (7}, 15, T3)

— AN F B s g n s S T
— AN 00 0 0 10 N 07
AN F IS s o A= E
SRS S s s o =&
AN SIS GG S o =&
N R I Vo S YR Vo S Y~ Vo NV
S a4 5SS e s N
T I Ve S Ve Ve S V=PV S
S Al oF 1S S S S o5
Ve T VP
o I I Yo B Yo R Yo S Yo B Yo S o NN
S AN SIS0 0 18 o N
— AT 0 0 S 0 a0 <H < —
S —=H 0 oSS S < e~
— = 0 0 S S s o
SN MBI IS 1515 F v N
SN ™M 0SS S0 F
— 00 S S S <f < o~
S =M F IS0 010 0 N I
S =M F B Iw 0 B N T
SCAN NI IS F F NS
S = 0303 N 7
— =N g0 0 S s F N
S =M F 0I5 151510 N S
S AN < g0 a0 18 < N
SN N IS IS S S F F N —
S S NS s S S0 F N
e B T T I T S Y R Yo S Vo S o S

717 1707 ]'7 07 17 07 07 17

(209, 133,77) :

— Cas (7,11,19), i.e. correspondant au triplet (17, Ts, T3)

SN N B NNNISS F v~
SN OO S M D
— MO O NN NS N N~
SN ™MD O NN QOIS0 — o~
SN MIFONNNNMNSF NS
MO OO NN OIS AN S
— AN 0 N NN S n o~
S =Moo S N~
NN FOOCININ NN NS
e T I T= T S A N Yo o SN
e R~ o I Yo i Yo B N NS SV B Yo RS Ly
SANNFONINNNI N N —
S I F O OIS0 NS
R e T I Yo i Ve N S Yo R~ e B S I
S—HaAN O INOoIS s N
S AN FIoCININMNID NS
—_ AN OO NN SIS e —
S F oINS S N~
SN F S NN NN IS A
S AN O S S d —
e B IR e T = S S o R RN
SoaN YN N INMNIS S A
S NN S I0C SN S+ N~
S A NI SN SIS o~
SoaNFI0 SIS S < o~
S A MBS ININNNMN oA
S A AN I8 O NN N an s o
o S~ I Yo S Yor i NSRS NS NSV S R Q)
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1.2. Résultats numériques

1. Chapitre. Contexte de I’étude

1,000,1,0,0,1,0,0,0,1,0,0,0,0,0,0, 1

(221,119,91) :

— Cas (7,13,17), i.e. correspondant au triplet (17, Ts, T53)

o B o S Yo i Vo S NS A NS Yo P I N IS
AN TS O NN N oOoNn AN oSS
S IO NNNMNocS N ~ S
T NN FIOIN NN S s NN S
S A MIO S NN O N A
SIS NNMNNMNNMNOodF N oS
AL FIOIN NN SIS F R~ S
T NN F IO NN N SN~ S
SNBSS IN NN SN~ S
ST A IS IN NN SIS F R S
e T Y= S S Y Yo S I~ B N )
ST F SOOI~ NS N~ -
SN IS NNN SN — O
A NN NN SO AN~ S
B S B SR Yo JRY= N SUAN U NSRRIV G R~ R
SN F OO ININNE SN~ S
SN ONNNGSS IS o
SN IO NN SIS BN —
S =M 10 NN S -
SN O NNN SIS — S
A A NN OCIN NN oINS
SANSFIFT SN NN S Fen N~
SHANF I SIS NN NS 4o
SO NN O ININ G S N~
SN B IS N NS S e N~
e R R o I I Yo e S A N N S Yo I N
SN NENNNENGd — o
S R S T o SV S A NSV Yo S I N

0,0,1

Remarque 11.

1. On observe une symétrie des coefficients, on peut donc conjecturer que

la fonction hj est symétrique par rapport a son milieu (on le démontrera

dans la suite).

2. On remarque que toutes les fonctions hs précédentes sont a valeurs

positives ou nulles.

3. Elles possédent toutes des valeurs nulles sur des intervalles de mesures

strictement positives. Plus précisément, lorsqu’on regarde la fonction
associée au triplet de nombres premiers (p, g, r), elle semble commencer

par un 1 suivi d’un bloc de zéros de longueur (r — 1).
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Chapitre 2

Détermination de la suite des
coefficients (a;) définissant h3 par
calcul direct dans certains cas
particuliers de périodes (17,75, T3)

Ici on continue & s’intéresser au cas d’un triplet de périodes sous la forme
(Ty, Ty, T3) = (pgq, pr,qr) avec p,q,r trois entiers premiers distincts. En par-
ticulier, on va donner une formule explicite pour la suite des coefficients (a;)
dans le cas o r =2 et r = 3.

2.1 Détermination de la suite des coefficients
(a;) pour r =2

On consideére le cas (T, Ty, T3) = (pgq, 2p, 2q), on rappelle que 'on obtient
alors

p
T12 :pq+2p—p=p(q+1) avec hg(t):Zhl(t—j),
7=0

et
q—1

T123 = Tlg + (q — ].) avec hg(t) = Zajhg(t — j),

J=0
ot les coefficients (a;) vérifient le systéme suivant :

q—1
Zaje”mj/q m € N, (2.1)
=0
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2.2. (a;) pour r =3 2. Chapitre. Suite (a;) pour hs

N étant I'ensemble des entiers impairs n tels que n/q ne soit pas entier.

Proposition 7. Le systéme (2.1) admet la suite (aj);%’;é = (=1) comme
solution.

Démonstration. Si l’'on pose A = ™™/ par un calcul direct on obtient

q—1 q—1

Z eﬂimj/qaj — Z(_l)jAJ’

j=0 Jj=0
11— (—A)
C1-(=4)
1+ A

Icion a 1+ A # 0 puisque A = ¢/ et que n/q n’est pas un entier, de plus
on a bien 1+ A? = (0 puisque A? = ™™ et que m est un entier impair.  [J

2.2 Détermination de la suite des coefficients
(aj) pour r =3

On considére le cas de trois entiers premiers (p,q,3) qui correspondent
au triplet de périodes (11, T5,T3) = (pg, 3p, 3q), on obtient alors

p
Tio=pq+3p—p=plg+2) avec ho(t) = Z]h(t -7,
=0

et

qg—1
T123 = Tlg + 2(q — 1) avec hg(t) = Zath(t — j),
7=0

ot les coefficients (a;) vérifient le systéme suivant
22
Z a;e*™ i3 p e N, (2.2)
=0
ot N est I’ensemble des entiers n tels que n/3 et n/q ne sont pas des entiers.
Définissons la suite des coeflicients (aj)?iBQ de la facon suivante :

{ao, ..., a4 correspond a la suite (1,—1,0)° =1,-1,0,1,... (2.3)

aj = Qgq—2—; pour j=0,...,q—1.
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2. Chapitre. Suite (a;) pour hs 2.2. (a;) pourr =3

Proposition 8. Une telle suite (2.3) est une solution de (2.2).

Démonstration. Dans la formule définissant la suite (a;)3%, pl 9,7, la position du
coefficient médian j = ¢ — 1 joue un grand role selon les valeurs de ¢ modulo

3. Distinguons donc les deux cas suivants
q—1=3k ou q—1=3k+1

1. Lecasq=3k+1
Dans ce cas, la formule (2.3) peut se réécrire sous la forme

(a;) = (1,-1,0)%,1,(0, -1, 1)".

On pose A = e*™/34 on doit alors démontrer 1’égalité suivante :

29—2 k-1
Z aj627rinj/3q _ Z(Asj _ ABIHL . pg6k=3) _ AGk—Sj—l) 1A%k =
’ o

On obtient donc quatre sommes de suites géométriques, c’est-a-dire,

2q—2
A3k — 1 A3k _ ASk
2ming/3q _ . Y ! 3k
Zae A3—1(1 A)+—A*3—1(1 A+ A
A -1 A3k+2 _ A6k+2 s
_ _;14 ; (ASk 1+ A3k+2 _ A6k+2) 4 ASk.

On a A%+3 = A3¢ = 2™ — 1 d’autre part, A%+ = A7 = e2m/a o£ |
car n est un entier et n/q n’est pas entier. Autrement dit, AR+ est
une des deux racines cubiques de I'unité et donc

1+A3k+l _'_A6k+2 — 0

On a alors

2q—2
o A—-1
Z aj627rzn]/3q _ _A — 1(A3k +A3k+1 —|—A3k+2) +A3k

A3k+A3k+1 _|_A3lc+2 3k
= iyara A

— —A3k+A3k
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2.2. (a;) pour r =3 2. Chapitre. Suite (a;) pour hs

2. Lecasq=3k+2
Dans ce cas, la formule (2.3) peut se réécrire sous la forme

(aj) = (17 _17 O)ka 17 _17 17 (07 _17 1)k

On pose A = e2™/31 on doit alors maintenant démontrer I’égalité
suivante :

??‘
,_.

(AS] A3j+1_'_A6k+273j —A6k+173j)—|—143k _A3k+1+A3k+2 —0.

Il
=)

J

On obtient ici la somme de quatre suites géométriques, plus précisément

k‘
>_.

(Asg ABHL . AOk+2-3 _A6k+173j)

j=0
A3k_1 ) . A3k_A6k
= A AU AT T
A3k _q ABk+4 _ A6k+4
:ﬁ(l_AH(A_l) T~
— _: 1(A3k 1—|—A3k+4—A6k+4).

Comme précédemment, on a
A9k+6 — A3q — 62z7rn —1 et A3k+2 — A9 — 62z7m/q ?é 17

puisque n est un entier mais que n/q ne l'est pas. Autrement dit, A3*+2
est une des racines cubiques de 'unité et donc

1+A3k+2+A6k+4 — 0

En utilisant cette égalité, on obtient

k‘
>_.

(A3] A3j+1 _’_A6k+273j _A6k+173j)

7=0
_ 243 1(A3k: A3k+2+A3k‘+4)
A3k+A3k+2 _|_A3k+4

1+ A+ A2
— _A3k +A3k+1 o ‘/43k+27

ce qui est le résultat recherché.

38



2. Chapitre. Suite (a;) pour hs 2.2. (a;) pourr =3

O

Dans les deux démonstrations précédentes, on a travaillé modulo 2, res-
pectivement modulo 3, afin d’expliciter la position du terme médian. La mé-
thode est donc difficilement généralisable sans modification. Aprés de nou-
veaux essais numériques, on a pu comprendre la forme de la fonction hs
dans le cas plus général d’un triplet (73,75, 73) = (pq, pr,qr). Enfin, par la
suite, on a compris que la méthode mise en oeuvre pouvait aussi s’utiliser
dans le cas général de trois périodes quelconques. Dans la partie suivante, on
présentera donc la méthode générale d’étude de la fonction h, pour n = 3.
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2.2. (a;) pour r =3 2. Chapitre. Suite (a;) pour hs
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Chapitre 3

Etude de la fonction orthogonale

h3

3.1 Ecriture de h3

On rappelle qu’on cherche a exprimer la fonction orthogonale h3 comme
une combinaison linéaire de translations de la fonction ho, c’est-a-dire sous

la forme
Ti23—T12

hs(t) = Z ajha(t — j),

=0
ou la suite des coeflicients (a;);en vérifie les conditions (1.4) et (1.5). Ainsi,
si on pose n :=m/T1T5, la suite (a;);en doit vérifier le systéme suivant :

Ty— (T4 Ts)— (T, T3)+1
a;e?™iTs =, ne N, (3.1)

J
j=0

ou N est un ensemble d’entiers n qui vérifient

T, T,
O<n<Ty, Z2¢7 e ¢z (3.2)
T T3

On va réécrire ce systéme en introduisant les entiers
q:=(T1,T5) et r:=(1yT5). (3.3)

On rappelle qu’on a supposé que (T, T,, T3) = 1, on a donc aussi (g, r) = 1.
On introduit 'entier p tel que

15 := pqr.
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3.1. Ecriture de hs 3. Chapitre. Etude de hs

On introduit enfin les entiers a et 3 quotient de 17 par q, respectivement, T3
par r, c’est-a-dire,
Th=aq et Ty, =pjr
On a alors
¢ = (T1, T3) = (aq, par) = q(a, pr)
et
r =Ty, T3) = (Br,pqr) = {8, pq).
On peut donc réécrire (3.1) et (3.2) sous la forme
par—q—r+1
Z a;e?™Ii/Pr — 0 n € N, (3.4)

J=0

ou N est 'ensemble des entiers n qui vérifient
np no
O<n<pqr, —&7Z et — &7. 3.5
"¢ " ¢ (35)

De plus, on a (q,r) = (a,pr) = (B,pq) = 1, donc I'ensemble N peut se
réécrire sous la forme

n n
O<n<pqr, —¢&Z et — ¢&Z. 3.6
Lgn oot g (36)

Sil'on pose A := e*™/P0" les coefficients (a;)jen doivent vérifier les équations

suivantes :
pqr—q—r+1

Yo gA =0 (3.7)

=0
Ainsi, pour finaliser la construction de la fonction orthogonale hs, on doit
démontrer qu’une telle suite existe, c¢’est-a-dire prouver le lemme suivant :

Lemme 1. 11 existe une suite de coefficients réels (a;) qui vérifie les conditions
(3.6) et (3.7).

Pour démontrer ce lemme, on va associer aux fonctions orthogonales hq, ho
et hs une suite de polyndmes adaptés. En effet, d’apres ’expression de ces
derniéres fonctions, on sait que ce sont des fonctions en escalier a valeurs
entiéres sur des intervalles entiers. On réalise une association de la fagon
suivante, considérons une fonction en escalier

g(x) :=xp pourx € [k, k+ 1] , k un entier positif, (3.8)

on lui associe alors le polynome

P = Zkak.
k
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3. Chapitre. Etude de hs 3.1. Ecriture de hs

FExemple 6. En utilisant les notations introduites en début du chapitre, on
considere
g(x) ~ 100122142,

le polynéme associé P, est donné par
P,=1+X?+2X"+2X° 4+ X0 +4X" + 2X°.

Remarque 12. Si un polyndéme P associé a une fonction g est a coefficients

positifs, alors la fonction ¢ est positive.

Calculons les polynomes P, P, et P3 associés aux fonctions hq, hy et hs.

1. On a hy = xjoy) = 17, on obtient alors
1—Xﬂ
E}W (3.9)

To
(T, T)

2. On rappelle que hy(t Z hi(t — j(T1,T3)). Soit P; le polynéme
7=0
associé a la fonction hy et @ celui associé a la fonction hy(t — k) ou k
est un entier. On a alors la relation suivante

Q=X"P.

Ainsi, pour le polynéme P,, on obtient

Ty
(T1,T2) T2>

1-X% 1-XxTh
T1,T3) | .
Z:x712 Pl = — (3.10)

On va maintenant procéder de la méme maniére pour la fonction ortho-
gonale hj3. Par 'association d’un polynome, on va construire une suite de
coefficients qui vérifie les conditions requises.

Démonstration. On suppose qu’on peut écrire la fonction hs sous la forme

T123—T12
hs= Y ajha(t—j), (3.11)
=0
avec la suite (a;) qui vérifie les conditions (3.6) et (3.7). On peut alors associer
a la fonction orthogonale le polynéme
pgr—q—r+1
P(X)= Y  aX'Py(X). (3.12)
k=0
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3.1. Ecriture de hs 3. Chapitre. Etude de hs

Définissons le polynéme () tel que

pgr—q—r+1

Qx) = Z ap X"

k=0
En utilisant les conditions (3.6) et (3.7), on obtient
Q(A) =0 avec A= ™/Pr  pe N. (3.13)

On rappelle que par définition de ’ensemble N on a
n n
— &7 et — &7
pq ¢ pr 7
Ainsi, A n’est pas une racine de I’équation X? =1 ou de X" = 1, c’est-a-dire
APIm =1 A#1, AT#1, A" #1 (3.14)

On peut en déduire que

(1— X)(1— X7
(1-X7(1—-Xr)’

Q(X) =

et donc
1—Xrr 1-X 1-XN
b=y 1Tox Toxom
Inversement, si I’on considére ce dernier polyndéme et qu’on lui associe une
fonction en escalier hz comme précédemment, cette fonction vérifie bien les
propriétés (3.6) et (3.7). On a donc justifiée I'écriture de hs sous la forme
(3.11). O

(3.15)

En utilisant cette association, on obtient aussi des informations sur le
signe de la fonction orthogonale. On a par exemple la

Proposition 9. La fonction hs est positive ou nulle.

Démonstration. Sil’on considére deux entiers a, b tel que a divise b, alors on
obtient facilement que le polynéme

1—X°

-1 Xa X2a . Xb—a
e S XX

est a coeflicients positifs ou nuls. Dans le cas présent, on sait que 1T, = (Or
donc r divise Ty. De la méme fagon, on sait que (77, T3) divise T et ¢ divise
pqr. Ainsi, P3 est un polyndéme & coefficients positifs ou nuls et donc hg est
positive ou nulle. O
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3. Chapitre. Etude de hs 3.2. Suite des (a;)

On obtient donc déja une information sur le signe de la fonction ortho-
gonale dans le cas n = 3. Par contre, il ne semble pas évident que 1’on puisse
caractériser, de cette facon, la stricte positivité de la fonction hs. Pour obtenir
des informations plus complétes, on va s’intéresser directement aux valeurs
explicites des coefficients (a;);en-

3.2 Détermination de la suite des coefficients
(a;)jen

Lorsqu’on observe les tests numériques de la sous-section (1.2.1), on re-
marque que la suite des (a;);en correspond “presque” & des troncatures “dé-
calées” de la suite

r—2\00
(1,-1,0"7)>.

Plus précisément, on obtient le résultat suivant :

On note A := e¥™/Pa" avec n € N 'ensemble donné par (3.7) et (3.6) ou
I'on fixe le premier terme ag = 1, on utilise les notations p, ¢, r introduites
au début du chapitre c’est-a-dire (3.3) et (3.4).

Théoréme 9.

(a) Siq =1, alors (a;)?%5 " = (a;)"2y" correspond au début de la suite
(1’ Or—l)oo.

(b) Sir =1, alors (aj)ﬁ?irofq*rﬂ = (a;)5L," correspond au début de la suite
(1,097 1),

(c) Siq>2etr>2, alorsla suite (CLJ')?ZO_Q_TJr1 est qr-périodique et corres-
pond au début la suite

“+o00 “+o00
D091, 1,07 =Y " 07(1,—1,0072). (3.16)
=0 =0

Remarque 13. Pour la derniére propriété, lorsque I'on parle de suite “périodi-
que” il faut comprendre : la restriction d’une fonction périodique a I'intervalle
d’entiers considéré.

Ezxemple 7.

1. On considére (T3, Ts,T3) = (2,6,9). Avec les notations (3.3) et (3.4) on
obtient ¢ = 1, p = 3 et r = 3. En utilisant un calcul direct, on trouve
pour les (a;)5_, la suite suivante :

1,0,0,1,0,0, 1.
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3.2. Suite des (a;) 3. Chapitre. Etude de hs

Cela correspond bien au début de la suite (1,0771)> = (1,0%)>°.

2. On considere (11, T3, T3) = (6,10, 15). Avec les notations (3.3) et (3.4)
on obtient ¢ = 3, p = 1 et r = 5. En utilisant un calcul direct, on
trouve pour les (a;)5_, la suite suivante :

1,-1,0,1,-1, 1,0, -1, 1.

Cela correspond bien au début de la suite

Z Olq(17 _17 07"72)00 — Z O3l(17 _17 03)00
=0 =0

En effet, si 'on considére seulement les neuf premiers termes de cette
suite en sommant terme a terme on obtient :

(1,-1,0,0,0)*+0,0,0,(1,-1,0,0,0)*+0,0,0,0,0,0,(1,—1,0,0,0).
Les premiers termes sont donc égaux a
(1,-1,0,0,0,1,-1,0,0)+(0,0,0,1,-1,0,0,0,1)+(0,0,0,0,0,0,1,—1,0).
On retrouve bien

(aj)g' 0 — 17 _]-7 07 17 _17 ]-7 07 _17 1.

]:
Pour démontrer le Théoréme 9 on va utiliser les trois lemmes suivants :

Lemme 2. Pour chaque 0 < j < g¢r, la somme définissant le coefficient a;
contient au plus un terme 1 et au plus un terme —1.

Lemme 3. Siona (¢g—1)(r—1) < j < gr alors a; = 0.

Lemme 4. On a ag—1)p—1) = 1.

Démonstration du lemme 2. Soit 0 < jo < gr. Supposons que la somme qui
définit le coefficient aj, contient plusieurs fois le terme 1, ¢’est-a-dire qu’on
peut écrire

jo = lig + mqr = loqg + mor, (3.17)

avec ly,ly, my, ms des entiers positifs tels que (I1,m1) # (I3, my). D’apres
I’égalité précédente on peut aussi écrire

(li — lz)g = (mg — mq)r. (3.18)
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3. Chapitre. Etude de hs 3.2. Suite des (a;)

Puisque ¢ et r sont premiers entre eux on sait que r est un diviseur de (I; —1ls).
De plus, puisque jo € [0,qr — 1] ={0,...,qr — 1} alors jo < ¢r et donc

0<|ly =1l <r.

On obtient une contradiction et donc il y a au plus un coefficient 1 dans la
somme définissant a;,.

On procéde de la méme fagon pour prouver qu’il y a au plus un coefficient
—1 dans la somme définissant a;, simplement en changeant jo par jo—1 dans
la preuve précédente. O

Démonstration du lemme 3. Considérons le cas de j < ¢r. En utilisant le
lemme précédent on sait qu’il existe au plus un terme 1 et un terme —1 dans
la somme qui définit les coefficients a;. Pour montrer que les a; sont nuls, il
est suffisant de montrer qu’il existe des entiers positifs Iy, Iy, m1, my tels que

j=lg+mr et j=lg+mor+1 Vje[(g—1)(r—1)—1,q¢r —1].

Considérons l'ensemble {j — lq,l € [0,r — 1]}, puisque I € [0, — 1] et que
j€[(g—1)(r —1) —1,qr — 1] alors on obtient

j=lgeN et #{j—lgle[0,r—1]}=r.

De plus, pour l; # I on a (j — l1q) et (j — laq) qui sont différents modulo
r. Ainsi, ’ensemble précédent est un systéme complet de résidus modulo r,
plus particuliérement :

1. Il existe I; € N tel que j — ;¢ =0 (mod r) donc j = l1qg + myr.
2. Il existe I € N tel que j —log =1 (mod r) donc j = log + maor + 1,
et donc a; = 0. O]

Démonstration du lemme 4. Encore une fois, en utilisant le lemme 2, il est
suffisant de montrer qu’il existe des entiers positifs [ et m qui vérifient

lg+mr=(qg—1)(r—1),
mais qu’il n’existe pas d’entiers [ et m tels que

lg+mr+1=(qg—1)(r—1).
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Supposons au contraire qu’il n’existe pas d’entiers positifs [ et m vérifiant
[+ mr = (q—1)(r —1), alors r ne divise aucun des nombres de la forme

(q—1)(r—1)—1lg avec [=0,...7r—2.

De plus, on a aussi (¢—1)(r —1) — (r —1)g = 1 — r qui n’est pas un multiple
de r, ainsi r ne divise aucun des nombres de la forme

(g—1)(r—1)—1lg, avec [=0,...,r—1
Mais ce n’est pas possible, puisque I'ensemble

{lg=D)(r—1)=lg:1€[0,r =1]},

est un systéme complet de résidus modulo r (puisque r et ¢ sont premiers
entre eux). Pour la seconde partie on remarque que I’ensemble

{lg—=D(r—1)=lg:1€[0,r =1]},

est un systéme complet de résidus modulo 7. De plus, si | = r — 1, alors on a
(g—1)(r—1)—lg—1=—r,

qui est un multiple de r. Aucun des autres entiers n’est un diviseur de r et
donc on a

(g—1)(r—1)—lg—1=mr pourmeN s [=0,....,r—2. O
On peut maintenant donner la démonstration du théoreéme.

Démonstration. Démontrons d’abord le point (a) (on procédera de la méme
fagon pour le point (b)). On doit montrer que

pr—1—-r+1
> aA =0, (3.19)
=0
avec (a;)i—," qui correspond au début de la suite (1,07")*.
On sait que n ¢ 7 et que AP?" =1, alors
pq

pr—1—r+1 r(p—1)
Z ajAj: Z ajAj:1+Ar+...+A(pfl)r:

J=0 J=0

1— A"
=0
1A

Donnons maintenant la démonstration du point (c).
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Ici on a APT" = (e¥min/parpar — 1. D’autre part

pgr—q—r+1=(p—1)g +(g—1)(r—1),

et donc
pr—1—r+1 p—1 kgr+(g—1)(r—1) qr—1
> A= Z oA+ Y A (3.20)
j=0 Jj=kqr J=(g—1)(r—1)+1

En utilisant le lemme 3 et le fait que la suite des (a;) ey est gr-périodique,
on peut écrire

pr—1—r+1 p—1 kqr+(q—1)(r—1)
AT — CAJ
E a; A’ = E E a; A
Jj=0 Jj=kqr

p—1 (g—1)(r-1)

_ j+kqr
_E E, Wjphgr AT

Différencions deux sous-cas :

1. Supposons que A? £ 1, alors

p—1 . .
, Ajtpar _ A

AItRer — 27 7

Z Cl] A — 1 )

et on obtient
pqr—r—q+1

Z ajAj =0.

J=0

2. Supposons maintenant que A?" = 1, alors

pr—1—r+1 (g=1)(r—1) p—1 p—1 (g—1)(r—1)
O S S VD
Jj= J= = =

On doit maintenant étudier la somme

(g=1)(r—1)

Z CLjAj.

J=0
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En utilisant le lemme 2 et le lemme 4 on peut écrire

(=1 (r-1) ' (¢=1)(r-1) (=1 (r=1)
IR S T I
j=0 j=lg+rm J=lg+rm+1

(q=1)(r—1)

=ACHD L(1-4) YA

j=lg+rm

On peut maintenant réécrire la derniére somme. Afin de simplifier I’ex-
pression pour chaque élément [ = —1,0,1,...,r — 2, on introduit my
comme le plus petit entier positif qui vérifie

lg+mr > (q—1)(r—1).
Pour le coefficient [ = —1 on a m; = m_; = ¢ puisque
—qt+qr=(q—1r—1) et  —qg+(@—1r<(¢g—1(-1).

On utilise maintenant cette notation, et en faisant la somme de séries
géométriques on va obtenir

(g—1)(r—1) (q 1)(r—1)
Z a; A = Ala=Dr=1) Z Al
7=0 j=lg+rm
r—2 mp— 1
:A(q—l)(r 1) Z Z Alq—i—mr
7=0 m=0
1-A r—2

Z(Alq _ AlQ+mlT)

1-A)(1- A1) 1A &

r— r—2
_ A(q—l)(r—l) + (1 B A)(l B A( Uq) 1-A ZAlq+mlT.

Il reste & estimer la somme

r—2
§ Alq—i—mlr
1=0
Puisque ¢ et r sont premiers entre eux, ’ensemble

{lg+myr:1le[-1,r—2]},
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est un systéme complet de résidus modulo r. De plus, on a
(q—Dr—=1)<lg+mr<(g—1)(r—1)+r
Ainsi, en utilisant la définition de m; on peut écrire
{lg+myr:le[-1,r=2]}={(¢-1)(r—-1)+k:ke[0,r—1]}.
Puisque finalement on a aussi —q + m_1r = g(r — 1), on obtient

{lg+myr:1e0,r=2]}={(¢g—1)(r—1)+k:ke[0,r—2]},

ainsi 2 2
ZAqurmzr — ZA(qfl)(unﬂvc. (3.21)
1=0 =0

Donc

(g=1)(r—1) .
Z a; Al = Al=D0=1) 4 (1—A)(1— Al )q)_
3=0 (1 —A")(1— A9)
r—1
1-4 yenl=A""
1 - AT 1 - A

On va maintenant montrer que le membre de droite s’annule. En effet,
en multipliant par (1 — A")(1 — A?) on obtient
(g=1)(r-1) '
A=(1-A)(1-AY) Y aA
j=0
=(1—A")(1 - A) A=D1 (1 - A)(1 — ATY9)
—(1-A"Ha - Aq)A(q—l)(r—l)‘
On combine les termes qui contiennent le terme A@~DT=1 et en uti-
lisant le fait que A?" = 1, on peut simplifier 'expression de la fagon
suivante :
A= ADI=D( A (A — A7) 4 (1 — A)(1 — ATD9)
=ATTT(1 - ANATH 1 - A) + (1 - A)(1 - AT9)
=AM -AY1-A)+(1-A)(1-A79
=A-1D1-A)+(1-A)1-A"9
=0.

La preuve est donc compléte.

o1



3.3. Etude du signe de hg 3. Chapitre. Etude de hs

3.3 Etude du signe de h3

Afin de pouvoir donner un résultat concernant la stricte positivité de la
fonction orthogonale hg, on va d’abord annoncer un résultat concernant la
forme précise de la fonction hy. En effet, on a la propriété suivante :

Proposition 10. Par symétrie, on peut considérer que Ty est plus grand que
T,. Dans le cas ou Ty n’est pas un diviseur de Ty on obtient alors la forme
explicite sutvante pour la fonction orthogonale hy :

T d T Ti—To+d T d
hy ~ 1927 .. <E2 - 1) (32) (32 - 1) ... 2414, (3.22)

ou d est le plus grand diviseur commun de T et T5.

Démonstration. Rappelons les expressions des fonctions hy et hy :

Ty /d—1

() = xpm = 1" et ho(t) = Y M(t—dj),
=0

c’est-a-dire,
ha(t) ~ 1999... 1904 . .. 4 091 .. 19190 . .. .. 4 (TR/d-Ddqd [ qd

On remarque que

T.
<§—1>d:T2—1<T1. (3.23)

On remarque aussi qu’il y a T»/d termes dans la somme, ainsi le plus grand
coefficient est donné par Ty/d et il est répété Ty — (Ty — d) fois. On obtient

donc bien
T2 T1—T>+d
ha(t) ~ 1927 ... (E) 2414,

Ezemple 8. Considérons le couple (17, Ty) = (7,4) on a alors hy = 17 et

4/1-1

ha(t) = Z ha(t —j)

~ 17000 4+ 01700 + 00170 + 00017
~ 1234444321

~ 1121314(7—4+1)3121 11 )
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On avait déja remarqué que la fonction hg semblait symétrique par rap-
port & son milieu, on va le montrer.

Proposition 11. La fonction orthogonale hz est symétrique par rapport a
son milieu.

Démonstration. Considérons une fonction f € X = Xp, + Xpp, + X1y, on a

/ ' ha(t) f(£)dt = 0. (3.24)

On pose u =T —t et donc

/OThg(T—U)f(T—U)dU =0.

Puisque cette fonction est unique & une constante multiplicative pres, on doit
avoir

hs(T —u) = K - hg(u). (3.25)

Pour évaluer la constante K on cherche la valeur de hz sur l'intervalle [T" —

1, T[. On sait que
pr—q—r+1

ha(t) = Y ashalt — ),

J=0

le dernier terme de hs est donc donné par le dernier coefficient de
Upgr—q—r+1h2(t — pgr —q —r +1).
D’aprés la propriété précédente, on sait que hy se termine par un 1, reste a
évaluer apqr—q—r41. Puisque la suite est gr-périodique on a :
Apgr—g—r+1 = Q(p-1)gr+(g-1)(r-1) = Ug-1)(r—1) = L.

Ainsi, on a h3(T) = 1 donc K = 1. On a donc montré que hs(T —u) = hs(u),
la fonction est par conséquent bien symétrique par rapport a son milieu. [J

On sait déja que hs est toujours positive ou nulle, précisons ce résultat
pour caractériser la stricte positivité. On rappelle le théoréme donné dans
I'introduction avant de le démontrer.

Théoréme 10. Soient Ty, T, Ty trois entiers positifs tels que (T1, T, T3) = 1
et hy ~ cg,...,cr. On choisit hs telle que cg > 0. Alors

1. ¢; > 0 pour toutt=0,...,T,
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2. au moins un des coefficients c; est nul si et seulement si
1 < (T}, T;) <T; pour tout i+ j.

Démonstration.

1. En utilisant la symétrie de la fonction h3 on va s’intéresser au cas ou
le triplet (T4, T3, T3) vérifie

<T’17 T3> = min(Tl, TS) = T3,

c’est-a-dire que 177 = k - T5. Dans ce cas, en utilisant les calculs précé-
dents concernant hs, on sait que cette fonction est strictement positive
(en effet ici on peut se rameéner au cas de deux périodes).

2. On rappelle les notations des sections précédentes
q= (T, T3), r= (T3, T3), T5 = pgr.

On sait déja que les fonctions orthogonales hy et ho sont strictement
positives. Ici on va supposer, a permutation pres, que ¢ = 1. En utilisant
le Théoreme 9 on sait que

pr—r

hs =Y a;ha(t = j),
=0

avec la suite (a;)]7," = (1,0"7")*. Ces coefficients sont tous positifs ou

nuls et la fonction hy est strictement positive. Dans ce cas, la fonction
orthogonale hg est donc strictement positive.

On suppose maintenant que (77,75) < min(7},73) (on pourra supposer, par
symétrie, que T5 est supérieure a 7). En particulier, on a

15

<T1, T2> # 17

ainsi, en utilisant I’expression explicite de la fonction hq, on sait qu’il y a au
moins deux termes différents dans ho, c¢’est-a-dire :

hZ(t) ~ 1<T1,T2>2(T1,T2) L 2(T1,T2)1<T17T2>.

On peut écrire
pgr—q—r+1

hs(t) = > ajha(t — ),

J=0
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on va aussi utiliser 'expression des coefficients a;, puisque (17,75) # 1 et
que (T, T5) # 1 alors r et ¢ sont strictement plus grands que 1 et donc les

a; sont donnés par le début de la suite

> 01, —1,0m) .

IeN
Si on note d = (T4, T») on peut écrire

pqr—q—r+1

ha(t) = D asho(t =)

j=0
~ 1927217 (xap = 1)
+01%2%...211%)  (xa; = —1)

~10---

Dans ce cas la fonction hg est nulle sur U'intervalle [1, 2].

]

Remarque 14. De la méme fagon, on peut montrer que le premier "bloc" de

zéro est de taille min (¢, 7) — 1.
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Chapitre 4

Etude partielle des fonctions
orthogonales h, pour n > 3

4.1 Ecriture des fonctions h,,

On a précédemment défini la fonction hs comme une somme de trans-
lation de la fonction hs. De la méme facon, on introduit la construction
de la fonction orthogonale hy qui correspond a un quadruplet de périodes
(Tl, T27 Tg, T4).

4.1.1 Construction de hy

Considérons, comme précédemment, le cas de quatre entiers positifs T, T, T3, Ty.
On s’intéresse a l'espace

X = XT1 + XT2 + XT3 + XT4.

Ce dernier est engendré par la famille des fonctions (e2™™t/TTeTsTay /. o
m est un entier non nul multiple de 7171575 ou de 1171371, ou de 15137, ou de

TVI5Ty.

On cherche une fonction hy telle que

hi = Xr, + Xp, + X1, + X1, (4.1)

Plus précisément, on va chercher cette fonction sous la forme suivante :

T1234—T723
(T1,T2,13,Ty)

h4<t) = Z ajh3(t _j<T17T27T37T4>>7 (4'2)

J=0

57
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avec une suite (a;);en de nombres réels convenablement choisie (uniquement
déterminée si on fixe ap = 1). Cette fonction doit en outre vérifier

/ ha(t)eT Tt dt = 0,

pour tous les entiers non nuls tels qu'une des fractions m /Ty TyTs, m/T1 15Ty,
m/T\T5T, ou m/T,T5T, soit entiére. On peut alors écrire

T1234—T123
(T1,T2,13,Ty)

/h4(t>e%dt: Z /ajh3(t_j<T17T27T37T4>)67£7%dt
=0
_T1234—T123
(T1,T2,T3,Ty)

2immy(Ty,Tp,T3,Ty) _2Zimmt__
= 5 aje T1T2T3Ty h3 (t)eT1T2T3T4 dt.

J=0

D’aprés les propriétés de la fonction hg, 'intégrale précédente est nulle lorsque
m # 0 et que m/Ti 12Ty ou m/TiT5T, ou m/T>T3T, est entier. 11 suffit alors
de choisir les coefficients (a;);en tels que

<T123er123>
Ty,T2,13,Ty o
2immj(T1,T2,73,Ty)

S g TR (43)

=0
ou m/T1 15T € N mais m/TVToTy ¢ N, m/TVT3Ty ¢ N et m/TyT3T, ¢ N

TI5T15T,

avec de plus, 0 < m < ——————.
P <T1aT2aT37T4>

On note n := 72—, le sytéme précédent (4.3) devient alors
T1234—T123
1,72, 75, Ta) 2inng(Ty, Ty, T3, Ty)
Z aje T4 =0, neN (4.4)
=0

ou N est 'ensemble suivant

nT3

nT1
Ty

0<n<Ty, T
4

T
¢N et “2¢N et ¢ N. (4.5)
Ty
Par un argument de changement d’échelles on peut a nouveau supposer
que

<T17 T27 T37 T4> = 1.

Pour montrer qu'une suite de réels (a;),en qui vérifient ce systéme existe
on utilise & nouveau la méthode des polynomes.
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On cherche une fonction Ay sous la forme (4.2), on lui associe donc un

polynéme P, tel que
T1234

Py=> ap X" Py(X). (4.6)
k=0
Avec Pj le polynéme associé a la fonction orthogonale hg (ici, contrairement
au cas de trois périodes, on ne peut plus supposer que 17,75 et T3 sont
premiéres entre elles dans leur ensemble). On notera

Ti234—T123
Q4 = g ap X"
k=0
On pose A, = e*™/T avec n € N. On a A™ = 1, les nombres A,

sont donc des racines n-iémes de 'unité. D’aprés les propriétés recherchées
pour hy on veut que le polynéme Q4 s’annule pour les A,,. On sait aussi que
nT;/Ty ¢ N pour tout i = 1,2,3 donc A% # 1, les A, ne sont donc pas des
racines T;-iéme de 'unité.

Si on note p,, ’ensemble des racines n-iéme de ['unité, on a comme racines
de Q4 les éléments
B = Hry — (:uTl U pr, U MT3)'
Si on veut calculer le nombre d’éléments de cet ensemble par une formule de
crible, on obtient

#(B) = # () — #(pr, O pery) — # (e, N pr,) — # (o, O piry)
+ #(ury O pry O pry) + #(pry O oy O o) + (e, O oy 0O pery)
- #(#Tl N My N My N “Tz;)'

En utilisant les propriétés élémentaires des racines de 'unité on sait que

#(MT1 N MTQ) = (T, 1) -
Ainsi
#(pr, — (pry U pry, U piry)) = Tiozs — Thos,

le nombre de racines correspond bien au degré de Q4. On peut donc donner
le polynoéme correspondant :

(1 _ XT4)(1 _ X(Tl,Tz,T4>>(1 _ X<T17T3,T4))<1 _ X<T27T37T4>)

Qu(X) = (1= XTI (1 — X Tty (1 — X Tty (1 — X T latatn)’ (4.7)
Et finalement le polynéme P, est donné par :
_xn _ Y12 _ YT _ x(Th,1»,T5)

(1—X)(1 - XTI (1 — X(TT)) (1 — X (TTs))
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Proposition 12. La suite (a;) correspondant aux coefficients du polynome
Py vérifie bien les conditions (4.4) et (4.5) et on peut donc écrire la fonction
orthogonale hy sous la forme

ha(t) = Z a;ha(t — 7). (4.9)

J=0

Remarque 15. Dans le cas de I'étude d’'un triplet de périodes (17,75, T3), on
pouvait étudier le signe (en particulier le fait d’étre positive ou nulle) de la
fonction orthogonale hz par 'analyse des coefficients du polynéme Ps. Ici
I’étude du polyndéme P, est un peu plus compliquée, en particulier on n’a pas
réussi a en déduire que hy est positive ou ne 'est pas.

Donnons quelques observations numériques.

4.1.2 Quelques résultats numériques pour la fonction
orthogonale hy

— Fonction hy pour (11,15, T3,Ty) = (7,6,5,4) :
1, 3,7, 13, 21, 30, 39, 46, 50, 50, 46, 39, 30, 21, 13, 7, 3, 1.

— Fonction hy pour (11,15, T3,Ty) = (7,6,5,2) :
1,3, 6, 10, 15, 20, 24, 26, 26, 24, 20, 15, 10, 6, 3, 1.

— Fonction hy pour (T, T, T3,Ty) = (7,5,3,2) :
1,4, 9,15, 21, 26, 29, 29, 26, 21, 15, 9, 4, 1.

— Fonction hy pour (T3, T, T3,Ty) = (8,7,5,3) :
1,4, 10, 19, 31, 45, 60, 74, 85, 91, 91, 85, 74, 60, 45, 31, 19, 10, 4, 1.

— Fonction hy pour (11,1, T3,Ty) = (9,6,5,4) :
1,2 4,7, 10, 13, 16, 18, 19, 19, 18, 16, 13, 10, 7, 4, 2, 1.

— Fonction hy pour (11,7, T3,Ty) = (9,8,7,3) :

1,3, 6,10, 15, 21, 28, 35, 41, 45, 47, 47, 45, 41, 35, 28, 21, 15, 10, 6, 3,
1.

— Fonction hy pour (11,75, T3,T4) = (9,8,7,2) :

1,3, 6,10, 15, 21, 28, 35, 41, 45, 47, 47, 45, 41, 35, 28, 21, 15, 10, 6, 3,
1.
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— Fonction hy pour (11,15, T3,Ty) = (9,7,5,2) :
1,4, 9, 16, 25, 35, 45, 54, 61, 65, 65, 61, 54, 45, 35, 25, 16, 9, 4, 1.

— Fonction hy pour (11,1, T3,Ty) = (12,8,7,5) :
1,3, 6,10, 16, 23, 31, 39, 47, 54, 60, 64, 66, 66, 64, 60, 54, 47, 39, 31,
23, 16, 10, 6, 3, 1.

Fonction h4 pour (T17 TQ, T3, T4) = (12, 8, 7, 5) .
1,3, 6,10, 16, 23, 31, 39, 47, 54, 60, 64, 66, 66, 64, 60, 54, 47, 39, 31,
23, 16, 10, 6, 3, 1.

— Fonction hy pour (11,15, T3,Ty) = (12,11,10,9) :
1,2, 4,7, 11, 16, 23, 31, 41, 52, 64, 76, 88, 99, 109, 117, 123, 126, 126,
123, 117, 109, 99, 88, 76, 64, 52, 41, 31, 23, 16, 11, 7, 4, 2, 1.

— Fonction hy pour (11,15, T3,Ty) = (15,14,12,10) :
1,0,21,3,3,5, 5, 8 8 11, 12, 14, 16, 17, 19, 20, 21, 22, 22, 22. 22,
921, 20, 19, 17, 16, 14, 12, 11, 8, 8, 5,5, 3,3, 1, 2, 0, 1.

— Fonction hy pour (11,75, T3,T,) = (33,30,25,21) :
1,1,1,3,3,4,7,7,9, 13, 14, 17, 22, 24, 28, 35, 38, 43, 52, 56, 63, 73,
78, 87,98, 104, 114, 126, 133, 144, 156, 163, 175, 186, 193, 205, 214,

921, 232, 239, 245, 254, 259, 263, 270, 272, 274, 279, 277, 277, 279,

274, 272, 270, 263, 259, 254, 245, 239, 232, 221, 214, 205, 193, 186,

175, 163, 156, 144, 133, 126, 114, 104, 98, 87, 78, 73, 63, 56, 52, 43,
38,3528, 24, 22, 17, 14, 13,9. 7, 7,4, 3,3, 1, 1, 1.

— Fonction hy pour (T3, Ty, T3, Ty) = (45,56,97,21) :

1,2,3,5 7,9, 12, 16, 20, 25, 31, 37, 44, 52, 61, 71, 82, 94. 107, 121,
136, 152, 169, 187, 206, 226, 247, 269, 292, 316, 341, 367, 394, 422,
451, 481, 512, 544, 577, 611, 646, 682, 719, 757, 796, 835, 875, 916,

957, 999, 1042, 1085, 1128, 1172, 1216, 1260, 1304, 1348, 1392, 1435,
1478, 1521, 1563, 1604, 1645, 1685, 1724, 1763, 1801, 1838, 1874,
1909, 1943, 1976, 2008, 2039, 2069, 2098, 2126, 2153, 2179, 2204,
9998, 2251, 2273, 2294, 2314, 2333, 2351, 2368, 2384, 2399, 2413,
2426, 2438, 2449, 2459, 2467, 2474, 2480, 2484, 2488, 2491, 2492,
92492, 2491, 2488, 2484, 2480, 2474, 2467, 2459, 2449, 2438, 2426
92413, 2399, 2384, 2368, 2351, 2333, 2314, 2294, 2273, 2251, 2228,
2204, 2179, 2153, 2126, 2098, 2069, 2039, 2008, 1976, 1943, 1909,
1874, 1838, 1801, 1763, 1724, 1685, 1645, 1604, 1563, 1521, 1478,

1435, 1392, 1348, 1304, 1260, 1216, 1172, 1128, 1085, 1042, 999, 957,
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916, 875, 835, 796, 757, 719, 682, 646, 611, 577, 544, 512, 481, 451,
422, 394, 367, 341, 316, 292, 269, 247, 226, 206, 187, 169, 152, 136,
121, 107, 94, 82, 71, 61, 52, 44, 37, 31, 25, 20, 16, 12,9, 7, 5, 3, 2, 1.

— Fonction hy pour (11,75, T3,Ty) = (24,53,78,101) :
1,3, 7,13, 22, 34, 50, 70, 95, 125, 161, 203, 252, 308, 372, 444, 525,
615, 715, 825, 946, 1078, 1222, 1378, 1547, 1729, 1925, 2135, 2360,
2600, 2856, 3128, 3417, 3723, 4046, 4386, 4743, 5117, 5508, 5916,
6341, 6783, 7242, 7718, 8211, 8721, 9248, 9792, 10353, 10931, 11526,
12138, 12767, 13412, 14073, 14749, 15440, 16145, 16864, 17596, 18341,
19098, 19867, 20647, 21438, 22239, 23050, 23870, 24699, 25536, 26381,
27233, 28092, 28957, 29828, 30704, 31585, 32470, 33358, 34248, 35139,
36030, 36920, 37808, 38693, 39574, 40450, 41321, 42186, 43045, 43897,
447742, 45579, 46408, 47228, 48039, 48840, 49631, 50411, 51180, 51937,
52681, 53411, 54126, 54825, 55507, 56171, 56816, 57441, 58045, 58627,
59186, 59722, 60234, 60722, 61185, 61623, 62035, 62421, 62780, 63112,
63416, 63692, 63939, 64157, 64345, 64503, 64630, 64726, 64790, 64822,
64822, 64790, 64726, 64630, 64503, 64345, 64157, 63939, 63692, 63416,
63112, 62780, 62421, 62035, 61623, 61185, 60722, 60234, 59722, 59186,
58627, 58045, 57441, 56816, 56171, 55507, 54825, 54126, 53411, 52681,
51937, 51180, 50411, 49631, 48840, 48039, 47228, 46408, 45579, 44742,
43897, 43045, 42186, 41321, 40450, 39574, 38693, 37808, 36920, 36030,
35139, 34248, 33358, 32470, 31585, 30704, 29828, 28957, 28092, 27233,
26381, 25536, 24699, 23870, 23050, 22239, 21438, 20647, 19867, 19098,
18341, 17596, 16864, 16145, 15440, 14749, 14073, 13412, 12767, 12138,
11526, 10931, 10353, 9792, 9248, 8721, 8211, 7718, 7242, 6783, 6341,
5916, 5508, 5117, 4743, 4386, 4046, 3723, 3417, 3128, 2856, 2600,
2360, 2135, 1925, 1729, 1547, 1378, 1222, 1078, 946, 825, 715, 615,
525, 444, 372, 308, 252, 203, 161, 125, 95, 70, 50, 34, 22, 13, 7, 3, 1.
Remarque 16. Ici les différentes périodes ont été choisies sans suivre un
schéma particulier. On constate que toutes ces fonctions sont positives ou
nulles et méme, pour la plupart, strictement positives.

Regardons maintenant la forme de cette fonction orthogonale dans le cas
particulier d’'un quadruplet de périodes sous la forme suivante :

a, b, ¢, d quatre nombres premiers (74, Ty, T3,Ty) = (abe, abd, acd, bed)

— Fonction h4 pour (a,b,c,d) = (7,5,3,2) correspondant au quadruplet
(T, Ty, T3,T,) = (105, 70,42, 30) :
17 27 27 17 07 _17 _17 _17 _17 _17 07 17 27 27 27 27 27 17 07 _17 _17 07 17 17 17 17
1,1,1,1,1,1,1,1,1,2,3,3,2,1,0,0,0,0,0,1,2,3,3,3,3,3,2, 1

)
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4.2. Signe de hy 4. Chapitre. Etude de h,, pour n > 3

0,0,1,2,4,5,6,6,6,5,4,3,2,1,1,2,3,4,4,4,3,2,1,1, 1, 2, 3, 4,
4,4,4,4,3,2,1,1,1,2,3,4,4,4,3,2,1, 1,2, 3, 3,3, 3, 3, 3, 3, 3, 3,
3,3,3,3,3,3,3,2,1,1,2,3,4,4,4,3,2, 1,1, 1,2, 3,4, 4,4, 4, 3, 1,
-1,-2,-2,-1,1,4,6,7,7,6,4,2,1,1,1,1,2,3,4,4,4,3,2,1, 1, 1, 2,
3,4,4,3,2,1,0,-1,-1,-1,0, 1, 3,4, 5,5, 5,4, 3,2,2,2,2, 2, 2, 2, 2
2,2,2,2,2,2,2,2,2,2,2,2,2,2,2,2,2,2,2,2,2,2,2,2,2, 2, 2,2,
2,1,0,-1,-1,-1,0, 1, 3, 4, 5, 5, 5,4, 3,2,1,0,0, 1, 2, 3, 3, 3, 2, 1, O,
0,0,1,2,3,3,3,3,2,0,-2,-3,-3,-2,0, 3, 5,6,6, 5, 3,1,0,0, 0,0, 1,
2,3,3,3,2,1,0,0,0,1, 2, 3, 3,2,1,0, -1, -2, -2, -2, -1, 0, 2, 3, 4, 4,
4,3,2,1,1,1,1,1,1,1,1, 1,1, 1,1, 1,1, 1,1, 1,1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1,
1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1, 1,0, -1, -2,-2, -2, -1, 0, 2, 3, 4, 4, 4, 3, 2,
1,0,-1,-1,0,1,2,2,21,0,-1,-1,-1,0, 1, 2, 2, 2, 2, 1, -1, -3, -4, -4,
-3,-1,2,4,5,5,4,2,0,-1,-1,-1,-1,0, 1,2, 2, 2, 1,0, -1, -1, -1, O, 1,
2,2,1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,1, 2,2, 1, 0, -1, -1, -1,

,1,222'1,0,-1,-1,-1,-1,-1,0, 1, 2,2,2, 1,0, -1, -1, -1, 0, 1, 2,

2,1,0,-1,-2,-3,-3,-3,-2,-1, 1, 2, 3, 3, 3, 2, 1

Dans ce cas, on observe toujours la présence de coefficients négatifs. On
)
va justifier cette observation dans la section suivante.

4.2 Reésultats partiels sur le signe de hy

Si on reprend la propriété (12) et I'écriture du polynéome P, donnée par
I'expression (4.8), on peut améliorer le résultat du théoréme 4 de [Kom87|
(qui donne une condition suffisante sur la positivité de la fonction hy4) de la
fagon suivante (on rappelle le résultat donné dans I'introduction) :

Proposition 13. Considérons deux sous-ensembles a trois éléments du qua-
druplet (Ty, Ty, T3, Ty) qu’on notera (T}, Ty, Ty) et (TZ, Ty, T3). De la méme
facon on note (T2, T3) et (T}, Ty) deux sous-ensembles a deuz éléments du
quadruplet (Ty, T2, T5,Ty). Si on a les égalités suivantes :

<T117T217T31> = <T13>T23> et <T12>T22>T32> = <T{17T24>7
alors la fonction orthogonale hy est positive ou nulle.

Démonstration. Au dénominateur du polynéome Py, on a, entre autres, les
termes (1 — X<T1,T2>)’ (1— X<T17T3>)’ (1— X<T1,T4>)’ (1— X<T2,T3>)’ (1— X(TZ,T4>)
et (1 — X{T7)) On observe que les différentes périodes Ty, Ty, Ty et Ty ap-
paraissent chacune trois fois. Lorsqu’on choisit deux sous-ensembles a deux
éléments, (T72,T3) et (T}, Ty), on obtient les termes correspondants

(1= XTI e (1 — XTI,
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Les quatre termes restants peuvent alors étre associés avec les termes
(1—XT),(1—X"), (1 - X5), (1 - X™),
Le polynéme P, est donc a coefficients positifs ou nuls. [

Ezxemple 9. Par exemple, si on considére le quadruplet
(T, T, T3, T,) = (66,21,12,10),

alors on peut montrer qu’il ne vérifie pas les conditions données dans ’article
[Kom87|. Mais par contre on a

(66,21,12) = (66,21) et (66,12,10) = (12, 10).

Ainsi, d’apreés la propriété précédente, on sait que la fonction hy est positive
ou nulle. Ici il se trouve que h, est méme strictement positive, plus précisé-
ment c’est une fonction entiére par morceaux donnée par la suite

1,1,2,3,4,5,8,9, 12, 15, 17, 20, 24, 26, 30, 34, 36, 40, 44, 46, 50, 53, 55,

58, 61, 62, 65, 66, 67, 68, 69, 69, 70, 70, 70, 70, 70, 70, 70, 70, 70, 70, 70, 70,

70, 70, 70, 70, 70, 70, 70, 70, 70, 70, 70, 70, 70, 70, 70, 70, 70, 70, 70, 70 ,70,

70, 69, 69, 68, 67, 66, 65, 62, 61, 58, 55, 53, 50, 46, 44, 40, 36, 34, 30, 26, 24,
20, 17, 15,12, 9, 8, 5, 4, 3, 2, 1, 1.

Remarque 17. En particulier, s’il existe deux couples différents (iq,j1) et
(i, j2) tels que les périodes vérifient

<Ti17le> = <Ti2vTj2> =1,

alors le polynome P, posséde des coefficients positifs ou nuls et donc la fonc-
tion orthogonale hy4 est, elle aussi, positive ou nulle. Cette situation n’est pas
statistiquement exceptionnelle (numériquement on a simulé 500 000 quadru-
plets d’entiers inférieurs a 100 000 et pour 88% il existait de tels couples
(11,71) et (ig,jo)). D’ailleurs, si 'on pousse plus loin les investigations nu-
mériques, on constate que pour un peu plus de 200 000 tests on obtient
seulement une cinquantaine de cas ou la fonction hy change de signe.

Remarque 18. Par contre, le fait que tous les plus grands diviseurs communs
des éléments pris deux a deux soient différents de 1 n’est pas une condition
suffisante pour que la fonction orthogonale change de signe. Par exemple, si
I'on considere

(T, Ty, T3,Ty) = (12,18, 39, 52),

on obtient la fonction h, définie par
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qui est bien positive ou nulle sur I'intervalle (0, 7).

D’aprés les résultats numériques de la section précédente, on a constaté
que pour des périodes de la forme

(Th, T, T3,Ty) = (abe, abd, acd, bed),

la fonction correspondante hy posséde des coefficients négatifs. Démontrons
le résultat suivant, un peu plus général

Proposition 14. Soient 1 < a < b < ¢ < d, quatre entiers deux & deux
premiers entre eux. On considere le quadruplet de période

(T, Ty, T5,Ty) = (abe, abd, acd, bed),
alors la fonction orthogonale associée hy change de signe.

Démonstration. On rappelle que la fonction hy est déterminée par les coeffi-
cients du polyndéme P, qui apparait ici est sous la forme

(1 _ Xabc)(l - Xabd)(1 o Xacd)(l o Xbcd)<1 o XC)<1 . Xd)

(1 — Xo)(1 — Xod)(1 — Xb)(1 — X)(1 — Xed)
(4.10)

Py =Q(X)

avec Q(X) donné par

(1-X9(1-X" 1
1-X)(1—X) 1— X

Qx) =

On peut aussi représenter la fonction P, = E a; X’ de facon unique par sa
. . . J
série entiere, i.e.

1—X*1—X?
Py(X) =
) =T=x7=x
(1= XPN) (1 + X X2 )T+ X+ X2 )T+ X))
(+X )+ X" )1+ X ),

(1 _ Xc)<1 o Xd)(l . Xabc)(l . Xabd)(l . Xacd)

On va montrer que Py posséde au moins un coefficient négatif, plus précisé-
ment on démontrera le résultat suivant :
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Lemme 5. Un des coefficients a, ou a1 est strictement négatif.

Puisqu’on s’intéresse au terme d’ordre c et b+ ¢ — 1 on peut “tronquer”
la série entiére a 'ordre b + c. Ainsi, on calcule modulo X°*¢, plus rigou-
reusement, on travaille dans I’anneau des séries formelles et 1'on écrit les
égalités modulo m®*¢ ot m est 'unique idéal maximal de R[X], c’est-a-dire,
m = XR[X] (autrement dit I’ensemble des séries formelles a coefficients réels
sans terme constant), on peut écrire

1-X°1-Xb

Py(X) = % 1_X(1+X“b+...)(1—XC)(1—Xd) mod X¥¢ (4.11)

puisque ac, ad, be, bd et cd sont strictement supérieurs a b + c¢. On note par
ailleurs () la série entiére suivante

QX)=> bX/ = 1_Xal_Xb(1+X“b+...). (4.12)

Puisque ¢+ d > b + ¢, on peut écrire
Py(X)=Q(X)(1 - X¢— X% mod X

D’apreés cette derniére égalité, on obtient la relation suivante pour les coeffi-

clents de P,
ap = bk — bk—c - bk—d- (413)

Etudions plus précisément les coefficients de @)

1 X1 X

QX)=— 1_X(1+X“”+...)
=1 +X+ XA+ X+ XA+ X))
= AX)B(X)(1+ X +...),
avec
a—1 b—2 at+b—2
AX)BX) =) (k+1)X* +Y aX*+ Y (a+b—1-k)XF
k=0 k=a k=b—1

On constate que les coefficients de Q(X) sont compris entre 0 et a, de plus,
comme a + b — 2 < ab, on a aussi

br = a, si et seulement si le reste de k modulo ab appartient a Ja — 1,b — 1].

by = 0, si et seulement si le reste de £ modulo ab appartient a [a + b — 1,ab — 1].
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Supposons par exemple que api.—1 > 0. D’aprés (4.13) on obtient

Apte—1 = bygre—1 — by—1 — bpje—d—1 (4.14)

On a b,_1 = a ainsi, apre1 = bprc—1 — a — bpyc_q_1. Puisque by .1 < a et
que api.—1 > 0, on doit avoir by .1 = a.

On sait donc que le reste de b+ ¢ — 1 modulo ab appartient a [a—1,b— 1]
c’est-a-dire

b+c—1=kab+r avec a—1<r<b-1
c=(k-1)ab+ab—b+1+r avec ab+a—0b<r <ab.
——_———

,r./

Ainsi 7’ € Ja+b—1,ab— 1] ou v’ = ab, or si r’ = ab alors ¢ = kab ce qui est
impossible puisque a, b et ¢ sont deux & deux premiers entre eux. On a donc
" €la+b—1,ab— 1] et b, = 0. En utilisant & nouveau (4.13) on obtient

. =b.—by—b._g=0—-1=—1. (4.15)
Donc a,. < 0 ce qui termine la démonstration. O

Remarque 19. Dans la démonstration il n’est pas nécessaire que (a, b, c,d)
soient premiers entre eux, on utilise juste le fait que ¢ ne divise pas ab.
Par contre, le fait qu’ils soient deux a deux premiers entre eux garantit par
construction que P; est bien un polynéme. Autrement dit, si on considére
quatre entiers 1 < a < b < ¢ < d tels que ¢ ne divise pas ab et tels que

(1 o Xabc)(l o Xabd)<1 o Xacd)(l o Xde)(l o XC)<1 o Xd)

(1— Xoe)(1 — Xod)(1 — Xb)(1 — Xbd)(1 — Xed)
(4.16)

Py =Q(X)

avec Q(X) donné par

(1-X%(1-Xx" 1
1-X)1-X) 1— X

Qx) =

Si de plus @ est un polynoéme, alors P, posséde au moins un coefficient négatif.
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Troisiéme partie

Méthodes d’Ingham
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Dans cette partie, on propose plusieurs résultats dans le domaine des mé-
thodes d'Ingham. On présentera en particulier une inégalité du type "Par-
seval" (dans le cas scalaire et vectoriel) puis un nouveau résultat d’Ingham
dans un cas vectoriel.
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Chapitre 5

Inégalité du type “Parseval’ et
application d’une méthode de A.
Haraux

On considére une suite de nombres réels 2 = (wk)52; qui posséde un
écartement uniforme, c’est-a-dire

v = inf |w, — w,| > 0.
P74

Soit I un intervalle borné tel que || > 0. Pour tout entier n il existe deux
constantes positives a,, et b, telles que :

iy |maf? < /I\Zxke“’“t\2dt <03l (5.1)
k=1 k=1 k=1

pour tout z1,...,x, € C.

En appliquant l'inégalité directe d’Ingham (Théoréme 3), on constate
que les constantes b, peuvent étre choisies indépendamment de l'entier n.
En effet, il existe une constante b telle que, pour toutes familles de carrés
sommables (zx)52,, on a estimation

[ee) [e.e]
[I - me i < b3
I k=1 k=1

Dans le cas ou la longueur de I vérifie |I| > 27D (Q) on peut, de la
méme fagon, choisir a,, indépendamment de I'entier n. Ainsi, il existe une
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5.1. Cas de (wy)2, scalaire 5. Chapitre. Méthode de Haraux

constante a > 0 telle que, pour toutes familles de carrés sommables (xy)%2 ,,
on a l'estimation

o o0
az |z]? < /| kaewkt|2dt.
k=1 I k=1

D’autre part, d’aprés le théoréme de Beurling (Théoréme 4) , dans le cas
ou |I| < 27rD*(Q), la suite a, converge vers 0. Dans les deux sections qui
suivent, on étudie la vitesse de décroissance de la suite (a,)nen-

5.1 Cas de (wy);2, scalaire

On se propose d’établir le théoréme suivant :

Théoréme 11. Soit I un intervalle borné de longueur positive et un réel
a > 4. Alors, il existe une suite (a,)nen de nombres réels positifs telle que

a, > e—omlogn7 (52)
pour n suffisamment grand et telle que, pour tout n, elle vérifie l’inégalité

ol < [ 1Y me (5.3
k=1

k=1

pour tout xq,...,x, € C.

Pour la démonstration on introduit une suite d’intervalles (I,)nen+ de
méme centre que I qui vérifie

I
|7| < |Il| < |]2| < -0 K< |I|
On introduit aussi les nombres
L, —|I,—
5. ol = 1|
2
qui vérifient

2

On < pour tout n=1,2,...

On reviendra plus tard sur la “petitesse” nécessaire des nombres 9,,. On fixe
aussi une constante positive b qui vérifie :

oo o0
/ S w2 < b [l
1 k=1

k=1
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5. Chapitre. Méthode de Haraux 5.1. Cas de (wy)5>, scalaire

pour toute suite (z,)nen+ de carrés sommables. On constate alors que
b>1I|. (5.4)

Par construction de la suite des intervalles (1,)nen+, pour démontrer le Théo-
réme 11 il est suffisant de construire une suite (a,),en+ de nombres positifs
qui vérifie (5.2) (pour n assez grand) et qui vérifie

a, Z |lz)? < / | Zxkei“”“t\th, (5.5)
k=1 In =1

pour tout entier n et pour tout zq,...,z, € C.

Remarque 20. Puisque, pour tout n, I,, C I, par définition de b on a

a, <b.

Pour la démonstration du Théoréme 11 on va donc construire une telle
suite (a,)nen+ par récurrence. On aura aussi besoin du lemme technique sui-
vant :

Lemme 6. Soit 0 <z <2, alors pourt >z ett < —z on a

. 2 4
- sin(t) > 2
t 64

Démonstration. Si x < |t| < 2, alors il existe § € [—1, 1] tel que

t3 t°
sin(t) =t — 5 + Hm,
et donc
T () I
t 6 20 6 20 0 0
Ainsi

Pour |t| > 2 on a plus simplement

. 2 4
1_s.m(zf) 2(1)2:1_62:1:_‘
t 2 64
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5.1. Cas de (wy)2, scalaire 5. Chapitre. Méthode de Haraux

Donnons maintenant la démonstration du Théoréme 11.

Démonstration. Dans le cas n = 1, le membre de gauche de (5.5) devient
ai|z1]?. De plus, on a

|21 2dt = / 21 [dt = L] - |21 ]*.
11 Il
On peut donc choisir a; = |1].

Supposons qu’on dispose maintenant de aq,...,a, qui vérifie les condi-
tions (5.2) et (5.5). On note

n
z(t) = E rpe ekt
k=1

On introduit aussi la fonction

1 +dn '
y(t) == z(t) — %5 z(t+ s)e”“n*ds. (5.6)

" ‘ 1 [T E , ‘
— xkezwkt . xkezwk (t—i—s)e—zwnsds
Z 2, J 5. Zk_l

+on 1

_ E xkezwkt E xkezwktezs(wk—wn)ds
“On =1
pis(wr—wn) 170 ,
= E Tpe Rt — E Tkt or—w) + 20,2,
2(5 WE — wn) —bn

n—1 .
_ Z o (11— Sm(dn(wk —Wn)) oiwnt
1 5n(wk - wn)

n—1
— § ykeiWkt-
k=1

Ainsi, par hypothése de récurrence appliquée a la fonction y(t), on obtient

—_

a3l < / y(0)dt.
In—l

1

3

i

En utilisant le lemme 6 on a donc

Zw_an el O

—_

n—

] <

1 TL

B
Il
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5. Chapitre. Méthode de Haraux 5.1. Cas de (wy)5>, scalaire

Montrons aussi que

/I ]y(t)]thgél/I |z (t)dt. (5.8)

En effet, d’aprés la définition de y(t), on peut écrire

]' o —1iWwnS
ly(1))? < 2]x(t)|* + 2|§ o(t + s)e”“rsds|?
2, 1 [ 2
<2|z(t)|” + 5 lz(t + s)|*ds
t+§
<2lz(t)]* + 5 / s)|ds.

Si on écrit I,,_; = (a,b) et que l'on intégre y(t) il suit

b b 1 b t+on
/|y(t)|2dt§/ 2|x(t)|2dt+—// 1(s) [2dsdt
a t—0n

b+dn min(b,s+6n)
_2/ (1) dt+— / (s)[2dtds

max(a,s—0dy)

b+5
< 2/ |x(t)|2dt+2/ 12 (s)[2ds
a a_én
b+6n
§4/ (s)[2ds

—bn

<4 | |z(t)dt.

In

Ainsi, en combinant (5.7) et (5.8) on a

,_n

n—

Pl dt 5.9
ot < s [ ato)? 59)

B
Il

1

La somme précédente donne une majoration de la somme des carrés des
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5.1. Cas de (wy)2, scalaire 5. Chapitre. Méthode de Haraux

modules de zy,. .., 7, 1. Il reste & estimer le terme |z, |>. On peut écrire
1 n—1 2
|2, |* = / — ) apetrt
|-[TL—1| In_1 ;
) 2
S |I’(t) 2 twit
‘In_1| /I;Ll
2 2b
< z(®)*dt + —— > |zal*
‘In—1| /Inl |In—1| kz:;
2 / 9 2b 256 9
< z(t)|7dt + . x(t)|°dt
P A T RRCT A LY A

2 512b
+ z(t))?dt
<|In—1| |In_1|an_1(75n)4> In =)

Finalement avec (5.9) on obtient

- 2 5120
T 2<( + + )/ z(t)|*dt  (5.10
2ol <\t ot T an wa [=(0)F )

k=1

Estimons le coefficient devant I'intégrale :

2a,,—1(v6n)* + 5120 + 256|1,,_| _ 32645126 +256b 16000
1| I (Y0n) = ana(1/2)(v00)* an—a[I](76n)"

La condition sur les coefficients a,, est satisfaite si on pose

an1|1](76n)*
16006

Qy 1=

Et donce

_ -
n = il ig005)" II
S—— =
B
On va maintenant s’intéresser plus spécifiquement aux nombres d,. Soit

a > 4, on pose un réel arbitraire n €|1,a/4[, on choisit ensuite un entier
p suffisamment grand tel que que

- I
22(1{3 +p) < % et Vk, ~k+p)"<2

On pose
6k = (]f —l—p)_".
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5. Chapitre. Méthode de Haraux 5.2. Cas ot (wy,) € RY

Montrons que pour un tel choix des coefficients (d;)}_, on a bien a, >

e—anln(n)

En effet

In(a,) = n(|N1]) + (n— 1) In(B) — 47 Y " In(k +p) > ¢+ can — dgnIn(n + p),
k=2

avec des constantes c¢; et cy. Il est suffisant de montrer que
c1 + con — 4nnln(n + p) > —anln(n),
ou de fagon équivalente

¢1 + con — dnnln(n + p)
nln(n)

Z —Q,
pour n suffisamment grand.

Or, le membre de gauche converge vers —4n > —a, ce qui termine la
démonstration. n

5.2 Généralisation au cas de (wy)>, € RY

Dans ce paragraphe, on cherche & donner une version vectorielle de ce
dernier résultat, c’est-a-dire a obtenir une estimation pour des fonctions de
la forme

n
z(t) = Zxkew’“'t, teRY,
k=1

ol (wg)$2, est une famille de vecteurs dans RY qui posséde un écartement
uniforme, c’est-a-dire
v = inf ||w, — w,| > 0.
74

On se propose donc de démontrer le théoréme suivant :

Théoréme 12. Soit Br une boule euclidienne de rayon R incluse dans RN
et un réel o« > 4. Alors, il existe une suite (a,)nen+ de nombres positifs telle
que

a, > e~ (5.11)
pour n suffisamment grand et telle que, pour tout n, elle vérifie l’inégalité
an Y Jal? g/ 1) apett|7dt, (5.12)
k=1 Br k=1
pour tout xq,...,x, € C.
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5.2. Cas ou (wy) € RY 5. Chapitre. Méthode de Haraux

Comme dans le cas précédent, on va introduire une suite de boules de
méme centre que By de rayon (R;);en+ avec

R
§<R1<R2<"'<R.

On introduit aussi les nombres

qui vérifient

On < pour tout n=1,2,...

D

Remarque 21. On va introduire le volume des boules Bp,. Si Vj représente
le volume de la boule euclidienne By de dimension /N, on sait qu’on a

N/2 SN
™
VN =Vs= —
['(n/24+1)
Comme dans le cas scalaire, on va utiliser I'inégalité d’Ingham (dans le
cas vectoriel c¢f Théoréme 6). Ainsi, il existe une constante b positive qui

vérifie :
o o
/ ||Zxkeiwk.t”2dtSb2|xk|2’
Br =1 k=1

pour toute suite (z,)nen+ de carrés sommables. On constate alors que
b> Vg.

La aussi, par construction de la suite des boules Bpg,, il est suffisant de
construire une suite (a, )22 ; de nombres positifs qui vérifie (5.11) pour n assez
grand et qui vérifie

n
an Yyl < /
k=1 R

pour tout entier n et pour tout xy,...,x, € C.

La démonstration du Théoréeme 12 sera trés proche de celle du cas sca-
laire. On se permettra donc d’omettre un certain nombre de points techniques
pour mettre plus en relief les quelques aspects nouveaux. On va, comme pré-
cédemment, construire la suite (a,)32; par récurrence. On aura aussi besoin
du lemme technique suivant :

1) apet |7t (5.13)
k=1

n
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5. Chapitre. Méthode de Haraux 5.2. Cas ot (wy,) € RY

Lemme 7. Soit 0 < z < 2. Si max |t;| > x alors
j=1...

N sin(t;) i x?

1 — J >

( H t; ) ~ 64
J=1

Démonstration. S’il existe un indice k tel que = < |t;] < 2, alors

Sin(tk)
123

. ﬂ sin(t) oy _sin(ty) 427
oy e~ 30

D’aprés les estimations dans le cas scalaire (N = 1), s'il existe k tel que
|tr| > 2, alors

N . .
1_Hsm(tj) o1 sin(ty) 21_1 > x_2
L1 t 2~ 8
7j=1
O
Démonstration. Dans le cas n =1 on a
/ ||$16iw1‘t||2dt = |£L‘1|2/ 1dt = |ZL‘1|2VRl.
Br, Br,
On peut donc choisir a; = Vg,. Supposons qu'on dispose maintenant de
ai,...,a, qui vérifie les conditions requises. On note
x(t) = Zxkei“”“'t,
k=1
et on introduit aussi la fonction
1 )
y(t) = x(t) — —/ z(t + s)e "“"*ds (5.14)
Vs JB;s
Un calcul similaire au précédent nous donne
n 1 n—1
y(t) =S o1 = [ eslmeggeint = Syt (5.15)

On va minorer ces coefficients ;. Pour cela, on va estimer I'intégrale. On se
place dans le cas ot Bs, = [—0,, 6,]" :

1 is(n )d 1 67j(wi—w711)(5n _ e—i(wi—w}l)én ei(w}j—wﬁ’)én _ e—i(wé\]—wﬁ)én
R e s = e
(41 1 (N N
%N Bs,, %N Z(wk - wn) Z( E T Wn )
2N 1

=— : — sin(6, (wp — w?)) ... sin(6, (wp — w

Vs, H;V:1(Wi —wh)

N
n

)



5.2. Cas ou (wy) € RY 5. Chapitre. Méthode de Haraux

En appliquant ’hypothése de récurrence appliquée a la fonction y(t), on

obtient .
o Yl < [ lyte)ae
k=1 R

n—1
Et donc en appliquant le lemme 7 avec t; := (wi —w?)4d,, on obtient & nouveau

n—1

n—1
64
zpl? < yel? < / z(t)2dt.
ol < e 2l < e )

k=1

On poursuit de la méme fagon que dans le cas scalaire et on trouve pour les

coefficients a,, :
n

V}ﬂ
n — V
an = Ve (5005 H

et 'on choisit ¢,, suffisamment petit pour que la suite a,, vérifie les conditions
requises. 0
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Chapitre 6

Quelques résultats vectoriels pour
les théorémes d’Ingham

6.1 Cas de vecteurs linéairement indépendants

On constate dans les Théoréme 3 et Théoréme 6 que lorsque la dimension
de H augmente il apparait un “espace” entre les deux conditions. On peut
alors se demander ce qu’il se passe dans cette “zone intermédiaire”, c’est-a-
dire trouver des conditions nécessaires et/ou suffisantes sur la famille des
vecteurs Uy pour améliorer 'optimalité du temps d’observation.

Plus précisément, on considére (wg)rex une famille de nombres réels et
une famille (Ug)rex de vecteurs unitaires d'un espace de Hilbert H de di-
mension finie n. On cherche une condition suffisante telle que

/|| S nle 2t = 3 [, (6.1)
I' ker keK

pour toute famille (xy)rex de nombres complexes de carrés sommables et ot
I est un intervalle borné. Le résultat principal est le suivant :

Théoréme 13. On suppose qu’il existe des ensembles K1, ..., Ky et N vec-
teurs unitaires linéairement indépendants F-, ..., Ey de sorte que
K =K J| .. | K~
et que
li =F,.
keKj
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6.1. Cas linéairement indépendants 6. Chapitre. Théorémes d’Ingham

On suppose de plus que les ensembles Q; = {wy|k € K;} possédent un écar-
tement uniforme, c’est-a-dire

inf |w, —w,| =5 >0, Vj=1...N.
p#q
p,9EK;

Si l’on note D;f les densités de Polya des ensembles §2; et si 1 est un intervalle

tel que |I| > 2 max; (D), alors

/H S nle 2t < 3 e, (6.2)
I

keK keK
pour toute famille (xy)rer de nombres complexes de carrés sommables.

Démonstration. Commengons par montrer l'inégalité directe, c’est-a-dire qu’il
existe une constante o qui dépend uniquement des (wy)rex et de I telle que

J I wutiesPat < asup U Y fo (63
I' ek heK keK

pour toute famille (xy) de carrés sommables (ici (Uy)rex peut étre une famille
arbitraire de vecteurs bornés de H). En effet, on a

N
H ZkakeiwktHQ < NZ ” Z $kUk€iwkt||2~
keK Jj=1 keK;

Pour montrer (6.3) il est donc suffisant de prouver que
/ 1> alUse|Pdt < a; Y |l (6.4)
I kek; keK;
Si T'on écrit les vecteurs (Ug)rex dans une base orthonormale (A;)i—1, . n,

n

c’est-a-dire Uy, = g afAi, on a aussi

i=1
n
2 Ue™ |2 dt = el 2dt
I :
I' kek; izl ek,
n

-y / |5 (aba)et 2t

i=1 71 kek;
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6. Chapitre. Théorémes d’Ingham 6.1. Cas linéairement indépendants

Il reste a justifier que pour un intervalle I suffisamment “petit”; il existe une
constante ¢; (qui dépend uniquement de v; et de I) telle que

/\ D (afmp)eH Pdt < ¢ Y |l (6.5)

I kek; keK;

L’inégalité (6.5) découle simplement de I'inégalité directe d’Ingham. On
rappelle néanmoins la démonstration donnée dans [KLO05].

Par un changement de variables, on peut supposer que 7; = m. On intro-
duit alors F': R — R la fonction définie par

Pla) = {cos(x) —5<r<3 . (6.6)

0 sinon

On considére maintenant la transformée de Fourier de cette derniére fonction

™ ™

)= 1) = [

_
2

F(z)e "™dy = /2 cos(x) cos(tz)dz.

_
2

Ainsi f(t) > 0 et elle posséde une borne inférieure sur U'intervalle [—1,1].
On introduit maintenant le produit de convolution de F' avec elle-méme,
c’est-a-dire la fonction G

G:=FxF.

C’est une fonction continue qui s’annule hors de l'intervalle (—m, 7). Si l'on
introduit la transformée de Fourier de cette derniére fonction ,on peut écrire

F(G) :=gt)=F(FxF)= f(t)

Cette fonction g¢(t) est positive, continue, et on peut la majorer par une
constante k sur I'intervalle [—1, 1]. En utilisant cette borne et la transformée
de Fourier inverse, on peut écrire

/ |Zal, zwktZdt</ |ZaIk Wkt’dt
=27 Z (wp — wy)(alx,)(alz,).

p,qEK;

Puisque la suite 2 := (wy)rex, vérifie la condition d’écartement uniforme on
a

lwp — wy| > 7 lorsque i # 7,
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6.1. Cas linéairement indépendants 6. Chapitre. Théorémes d’Ingham

ainsi, d’apreés la définition de G, on a G(w, — w,) = 0 et donc
/ |Z afzy)e™ |2 dt < 27rG(0 Z |lzrak|?.
K; keK;

Cette inégalité reste valable pour des intervalles translatés de [—1,1]. On
recouvre alors 'intervalle I par N copies de cet intervalle translaté et on
obtient

2NG

keK

2N7TG
<= sup af P> o,

keK;

ce qui démontre bien l'inégalité (6.5).
Finalement on obtient 'inégalité (6.3) en écrivant

J I et < >0 Y

i=1 keK;

<63 |l

kEKj

Démontrons l'inégalité inverse, c’est-a-dire qu’il existe une constante (3
positive qui dépend uniquement de la suite (wy)rex et de I telle que

BY il < /HZkakei“ktszt. (6.7)
K I K

Sil’on note :

t) = Z CEkUkeiwkt,
K

on peut tout d’abord écrire que

/||x |?dt = /||Z Z zRe M) E; —1—2 Z T (U — E;)||2dt

Jj=1 keK; j=1 keK;
2 2 IS me - (1325 me(w -
j=1 keK; Jj=1 keK;
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6. Chapitre. Théorémes d’Ingham 6.1. Cas linéairement indépendants

Puisque les vecteurs E, ..., En sont linéairement indépendants, il existe une
constante p > 0 telle que

N N
1Y wiBj|* > p ) wi’, V... wy €C. (6.8)
j=1 =1

Ainsi, d’aprés les deux résultats précédents, on a

/||x Pt > “Z/\ S et |2t — /HZ S e (U — Er)|Pdt.

keK; Jj=1 keK;

En appliquant I'inégalité directe précédemment démontrée on obtient

/||:v )||?dt > MZ/| Z x e“"’“t|2dt—a( max sup||Uk—E 1%) Z|x .

keK; keK

Puisque |I| > 27 max(D;) d’aprés l'inégalité inverse de (Théoréme 6), il
existe une constante d > 0 qui ne dépend que de la suite (wy,) et de 'intervalle
I telle que

/Hx )|[Pdt > (— —af ma%vsil(lp U, — E;|? ) Z E (6.9)

[ARES} keK

Par hypothése on sait que

lim U, =
keEK;
k—>+oo

Ainsi, il existe un sous-ensemble fini de K noté K’ tel que

d
max sup || — Ej|* < 7.
0

I keKj;\K' 4
On a donc montré que
/|| D apUpe™H|2dt > = dn Z |z | (6.10)
K\K’ K\K’

Pour terminer la démonstration on a besoin “d’ajouter” un nombre fini de
termes dans la sommation tout en conservant 1’équivalence des normes. Pour
cela, on utilise le résultat de A. Haraux [Har89] suivant (adapté au cas vec-
toriel) :
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6.1. Cas linéairement indépendants 6. Chapitre. Théorémes d’Ingham

Proposition 15. On considére un ensemble fini Ko d’indices, (wg)rex une
famille de nombres réels qui vérifie une condition d’écartement uniforme et
(Ur)ker une famille de vecteurs unitaires d’un espace de Hilbert H. On sup-
pose que pour un intervalle Iy on a [’équivalence

1Y ae™ Uy =< > el (6.11)

To ker\Ko ke K\ Ko

Alors, pour un intervalle I tel que |I| > |Iy|, on a aussi l’équivalence de
normes pour tout l’ensemble d’indice K, plus précisément on obtient

/|| P A RN EA (6.12)
I

keK keK

On redonne ici la démonstration.

En raisonnant par récurrence, on peut supposer que K, posséde un unique
élément ky. On peut aussi, par translation, et donc sans perte de généralité,
supposer que wy, = 0 et que ky = 0.

On pose

x(t) = Z Upape™,

keK

et donc

x(t) —xo = Z Upxpe™rt,
K—{0}

En utilisant I'hypothese (6.11) pour la fonction z(¢) —xo, il existe une constante
c1 > 0 telle que :

Loz = [ 2o+ 2(t) — zoll%dt
Iy Iy
< / oll3 + 2lx(t) — ot
Io
< 21| - flzolly + 201 3 Jol?
k0

Si I est un intervalle borné dont la longueur vérifie |I| > |Iy|, on peut le
recouvrir par N translatés de I'intervalle [, ainsi

N
[le®lfde <3 [ el < N - max(zlto], 2e) 3" o
1 j=1 71

keK
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et donc

/I lo@Idt < e 3,
K

avec ¢g := N.max(2|ly|,2¢1).

Pour la seconde majoration, on fixe un intervalle (a, b) translaté de I et
une constante 0 > 0 telle que (a—6,b+¢) C I. On introduit aussi la fonction

y(t) définie par
5

y(t) = x(t) — %/ x(t + s)ds. (6.13)

=

On peut alors mener le calcul suivant

1 9
y(t) = z(t) — % %x(t + s)ds

; 1 [ ‘ , 1 /9 .
=2 Uke™' = 5 / > Unane™ds + woUpe ™ — — / 2oUne ™49 dg
- -0

k0 0 k0
gt L ’ fwp, (t4s)
:Zkake k —2—5/52Uk$k6 i ds
k=0 k=0
ot 1 eiwsz _ efiwké
_ twgt
k40 k0
) ) )
S e - D)
wké
k40
= Z yre" " Uy,
k40

sin(x)

Ici, d’aprés I'étude de la fonction (1 — ) et d’apreés le fait que (wg)rez

vérifie la propriété d’écartement uniforme, on a
sin (w0
wké

On pose alors

kez w0

e::inf(l—M>.

Ainsi on a

Sl < 5 3 Iyl

k#£0 k0
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Par application de I'hypothése du théoréme on a

St < [ ool

k0

ainsi

1 11
Sl < 53l < 5 < - [ ol

k#0 kE+#£0

En utilisant I'expression de la fonction y(¢) on obtient par ailleurs
2 o L[ 2
(6 =21 +5 [ late-+5)[Pds

1 t+0
—2a®) + 5 [ lals)|ds
t—4

En intégrant alors cette fonction sur I'intervalle (a,b) on obtient

/||y H2dt<2/ ()|t + = // 2(s) | Pdsdt

b+d
<2/ Iz ()] dt+2/ () [2dt

ggﬁMMWt

En combinant ces deux derniers résultats on obtient alors

N EN /Hx (t)||dt. (6.14)

k0

Pour évaluer maintenant le terme xy on peut écrire

1
ool = 77 [ ol
m/Hx VI dt + |[|/y\2xkykemkt”2dt

k0

< 17 [ Nalolfade +s 3 fo

k0
s%/M®%#
I
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Ainsi on a bien

S a2 < / () 2, (6.15)

keK

ce qui démontre la proposition (15). On l'utilise alors pour montrer qu’il
existe une constante co > 0 telle que

/H D U™ Pdt > ey el (6.16)
I K K

On a donc bien montré que

/|| S et 2t = 3 faf (6.17)
I g K

Remarque 22.

1. La condition sur la longueur de l'intervalle / dans le Théoréme 13
est optimale, plus précisément, si on a “équivalence des normes”, alors
|7 > max;—;_n(D(Q;)) (on déduit cette propriété de 'optimalité de
la taille de l'intervalle d’intégration dans le cas scalaire).

2. En particulier, on peut en déduire le cas suivant ; on considére la suite
de vecteurs (Uy)rex telle que

U, = Uy et Uy = Uy

Soit (wg)kex une famille de réels qui vérifie la condition d’écartement
uniforme, on note

Qp = {ka]k € K} et Q= {w2k+1‘k € K}

Soit I un intervalle non dégénéré et une fonction z(t) = Z x, U e+t

keK
pour une famille de nombres complexes (xy)rex de carrés sommables.

Si |I] > 2n max(D* (), DT(£)) alors /|x(t)|2dt = Z |z |?.
I

6.2 Cas de vecteurs linéairement dépendants

On peut aussi améliorer les estimations existantes dans le cas d’une famille
de vecteurs (Uy)rer lide. On identifie R? avec C et on note Uy, U; et Uy les
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2im/3

vecteurs qui correspondent a 1,e et €¥/3. On considére maintenant la

fonction suivante :

o(t) = nUpe™ ', avec Up:=Ui, i=k mod3, (6.18)

keK

Evidemment ici la famille (Uy)x est liée puisque, Uy + Uy + Uy = 1. On
pose :

Qj i={wsky; © KEZL} et fi(t):= Zx3k+j€iw3k+jt.

keK

On peut écrire

w(t) =Y aUpe™ =Uy- fo+ Ui~ fr=Ug- fo = Ur+ far (6.19)

keK

En estimant la norme de z(¢) on obtient

lz1F = |(fo = f2)> +2(fo — f2)(f1 = f2)Uo - Ur + (f1 — fo)?]
= |(fo— f2)* = (fo— f2)(f1 — f2) + (f1 — f2)°|
< o= AP+ 15~ AP

Ainsi

(Ifo = fol? + 11 = fo?).  (6.20)

DO | o

1
5(’f0 — o+ [fi = o) < 2@l <
Donnons la propriété principale :

Proposition 16. Supposons que €, 21 Uy possédent des écarts uniformes
et soit I un intervalle borné qui vérifie

1] > 2m max { D*(Qp), DT (1 UQs) } .

Alors
[lf= £l 15— 2l e =< el (6.21)

keZ

Remarque 23.

1. Puisque 2, U2 posséde un écartement uniforme, alors nécessairement
Q1 et Q9 possédent tous deux des écarts uniformes.

2. On peut obtenir une autre condition suffisante en échangeant les roles
de €y et de .
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3. En choisissant deux des fonctions fy, fi, fo comme des fonctions nulles,
la relation (6.21) implique que

/|fj|2dt = Z ‘CSkJrj’Q, 7=0,1,2.
I

keZ

Ainsi, pour la validité de la relation (6.21), il est nécessaire que chacun
des espaces (), {21 et €2y posséde des écarts uniformes et que

7] > 27 max{D* (), DT (), D+ ()},

Démonstration. On va procéder en quatre étapes.

Premiére étape. On applique I'inégalité de Young de sorte que

/m—ﬁfﬂﬁ—ﬁfms/mm%wuﬁ+mm?
I I

Puisque chacun des espaces ), {2; et {2y posséde des écarts uniformes, on
peut appliquer les inégalités directes. Il existe alors une constante positive
c1 telle que

/Ifo—f2|2+ fi — fol® dt Sclzlckﬁ (6.22)
I

keZ

Seconde étape. Puisque || > 2w DT (27 UQ,) en utilisant 'inégalité d’obser-
vation du théoréme d’Ingham on saitqu’ il existe une constante positive co
telle que

Co Z ’C3k+1|2 + |C3k+2|2 < /|f1 — fz|2 dt. (6.23)
I

kEZ

Troisieme étape. Puisque |I| > 2w DT (o) on sait, en utilisant l'inégalité
d’observation d’Ingham pour )y, qu’il existe une constante positive cs telle
que

cs ) lesil’ S/I|fo|2dt:/1|fo—f2+f2|2dt

kEZ

g/ﬂﬁ—mﬂammt
I

En appliquant (6.22) avec fo = f; =0 on a

/|f2|2dt <oy Z [T (6.24)
I

keZ
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De plus, si on applique (6.23)

c
/|f2\2d75 < —4/|f1 — fol?dt,
I Co Jr

et donc il existe une constante c5 positive telle que

> leskl* < s /1 |fo = fol? + [ = foldt. (6.25)

kEZ

Quatriéme étape. En regroupant les inégalités (6.23) et (6.25), on peut af-
firmer qu’il existe bien une constante positive d telle que

A leal + fewnal +lewsal < [ Ifo= £+ |7 = faPdt. (626)
k€EZ I

On a donc bien démontré 1'inégalité inverse.

]

Ainsi, en combinant (6.20) et la proposition 16 pour un intervalle I tel
que |I| > 2r max{D"(Q), DT(21), DT ()}, on a

[ et = 3l (6.27)

kEZ
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Il est toujours frustrant “d’abandonner” un sujet avec le sentiment que
I’on pourrait en tirer un peu plus, mais c¢’est aussi excitant de voir comment
de nouvelles questions surgissent dans un domaine o1, il y a encore quelques
années, je ne m’étais jamais aventuré. Bien évidemment ce travail ne prétend
pas & l'exhaustivité et il reste de nombreux problémes & traiter aussi bien
pour I'étude du cas vectoriel des théorémes de type Ingham que pour les
questions concernant les fonctions orthogonales positives.

Pour la premiére partie de la thése, il faudrait pouvoir mener la méme
étude que pour le cas n = 3 dans le cas général. On pourrait dans un premier
temps essayer de généraliser les résultats obtenus dans le cas n = 4, en par-
ticulier pour les quadruplets de la forme (7%, T3, T3, T,) = (abc, bd, acd, bed).

Il reste aussi de nombreuses interrogations dans la seconde partie. Comme
nous le présentions dés le commencement du travail de thése, nous n’avons
pas pu obtenir une condition nécessaire et suffisante sur la famille (U,,) qui
donnerait le temps critique optimal dans le cas vectoriel d’'Ingham. Tout
résultat qui généraliserait le cas d’indépendance linéaire (traité ici) serait
donc le bienvenu. On a pu aussi améliorer le temps critique dans le cas d’un
exemple particulier (cf. dernier exemple traité) sans pour autant réussir a
généraliser. A nouveau, une étude plus poussée nous semble donc souhaitable.
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Annexe A

Programmes informatiques
utilisés

On donne ici les méthodes de calcul employées pour donner les coefficients
définissant les fonctions orthogonales et leurs valeurs (cf paragraphe (3.3)).
On a ici utilisé le logiciel Maple 18 afin de mener les calculs.

A.0.1 Calcul direct des coefficients (a;)

On donne ici un programme qui traite le cas d'un triplet de périodes
(Ty, T, T3) = (be,ac,ab) en utilisant non pas la méthode exposée dans ce
travail, mais la méthode originale donnée dans [Kom87]|.

> ortho := proc(a,b,c)
local 11,715,713, T, Tiim, C1, Ca, C3, €41, €42, €43, €44, S ;
T1 = b.c s
T5 :=a.c;
T3 :=a.b;
T =h+T,+

T3—ing(T1, Tz) —ing(Tl, T3) —ing(TQ, T3)+ing(T1, TQ, Tg) 5
cl :

fl —)
oor(Tl)

c2 :

T
fl —)
oor(T2)

T
c3 : floor(ﬁ);
Tlim := max((cl+1)*T1, (c2+1)*T2, (c3+1)*T3) ;
C1

eq :=seq(Zx[k‘+i*T1] =a,k=1...T}) ;

=0
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Cc2

eqs :=seq(§£:aﬂk—+i>k7}]::b,k:: 1...75) ;

1=0

c3
eqs :=seq(Z:c[k+z’*T3] =c,k=1...T3) ;
i=0
eqy :=seq(xlk] =0,k =(T+1)...Thm) ;
s :=solve({eq,eq, eqs,eqs ¥, {seqxljl,j=1...Thm) 1) ;
return s;
end proc ;

A.0.2 Calcul de la fonction hsy(t)

On donne ici le programme permettant d’évaluer les fonctions hy(t).

> h2 :=proc(T1,T2)
local T,s,L,i;
T :=T1+T2-igcd(T1,T2) ;
s :=(T-T1)/(igcd(T1,T2)) ;
L := [seq(l,i=1...T1), seq(0, k = 1...(T-T1)];
for i from 1 to s do
L := L+[seq(0, k=1...ixiged(T1,7T2)), seq(l,i=1...T1), seq(0,
k =1 ... T-Tl-i*igcd(T1, T2))];
od;
return L,T,s;
end proc ;

A.0.3 Second calcul des coefficients (a;)

Donnons la méthode de calcul pour obtenir les coefficients (a;) (utilisant
trois sous-programmes pour évaluer les temps critiques et les listes d’entiers).

> T := proc (T1, T2, T3)
local i;
i := T1+T2+T3-igcd(T1, T2)-igcd(T2, T3)-igcd(T1, T3)+igcd(T1,
T2, T3) ;
return 1i;
end proc;
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> TT := proc (T1, T2)
local i;
i := T1+T2-igcd(T1, T2) ;
return i ;
end proc ;

> liste := proc (T1, T2, T3)
local a, b, k, L;
L := NULL ;
for k from 1 to T1-1 do
a := evalb(whattype ((k*T2+T3)/((T1*T3))
b := evalb(whattype ((k*xT2*T3)/((T1*T2))
if a = false and b = false then L := L, k;
end if ;
end do;
return [L] ;
end proc ;

>integer’) ;
’integer’) ;

> ortho2 := proc (T1, T2, T3)
local s, L, i, res, eq;
s := T(T3, T2, T1)-TT(T3, T2) ;
L := liste(T1, T2, T3);
for i from 1 to s d%

eqli] := evalf(l—kjij(zﬁje%J*P”Lm*hqq, k=1..8)) =0;

k=1
end do;

res := solve({seq(eqli], i = 1...8)}, {seq(alil, i = 1...8)});
return evalf(res,1), s;
end proc ;

A.0.4 Calcul des fonctions orthogonales h4(t) par la mé-
thode des polynémes
On donne d’abord le programme qui calcule la fonction orthogonale hy

associée a un quadruplet (73,75, 73,7,) en utilisant la méthode des poly-
nomes, puis le programme qui teste les quadruplets donnant des fonctions
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qui changent de signe. Enfin, on présente le programme qui traite spécifique-
ment les cas des quadruplets de la forme (abc, bd, acd, bed).

> ortho4 :=proc(T1,T2,T3,T4)
local L,i,T,P,PP,A,Q;
L :=NULL ;
L :=L,1;
T := T1+T2+T3+T4-igcd(T1, T4)-igcd(T2, T4)-igcd(T3,
T4)-igcd(T1, T2)-igcd(T1, T3)-igcd(T2, T3)+igcd(T1, T2,
T3)+igcd(T1, T2, T4)+igcd(T1, T3, T4)+igcd(T2, T3, T4)-igcd(T1,
T2, T3, T4) ;
Q t=(L-XTD(L-XT) % (1-XT2)* (1-XT1) /(1-X) % (1-X) ) * (1-X0eTLT2))
P :=Qx (1_Xigcd(T1,T2,T4) ) % ( 1_Xigcd(T1,T3,T4)) * (1 _ Xtged(T2,13,T4) ) % (1_Xigcd(T1,T2,T3) )/
(1_Xigcd(T1,T4)) *(1 _Xigcd(TQ,T4) ) % ( 1_Xigcd(T3,T4) )% (1 _Xigcd(Tl,T3) ) * (1_Xigcd(T2,T3)) :
PP := expand(simplify(P))
for i from 1 to T do
L :=L,coeff(PP,X,1i) ;
od ;
return L ;
end proc ;

> test :=proc(n,N)
local i,a,b,c,d,roll; roll :=rand(1...N) ;
for i froml to n do

a :=roll() ;
b :=roll() ;
c :=roll() ;
d :=roll() ;

if evalb(SelectFirst(type, [ortho4(a, b, c, d)], negative) =
NULL) = false then print([a, b, c, d]);

end if ;

od ;

end proc;

> test2 :=proc(n,N)
local i,a,b,c,d,roll;
roll :=rand(1...N) ;
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for i from 1 to n do
a := ithprime(roll()) ;

b := ithprime(roll()) ;
c := ithprime(roll()) ;
d := ithprime(roll()) ;

if evalb(a # b) and evalb(a # ¢) and evalb(a #) and evalb(c # b)
and evalb(b # d) and evalb(c # d) then

print (axbxc, axb*xd, akxc*d, bxcxd, [a, b, c, dl)

if evalb(SelectFirst(type, [ortho4(a*b*xc, axb*d, axcx*d,
bxc*d)], negative) = NULL) = false then print(’negatif’) else
print(’positif’) ;

end if ;

end if ;

od ;

end proc ;
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Le travail de la thése est constitué de deux parties indépendantes traitant toutes les
deux du comportement de solutions d’équations différentielles partielles. On s’intéres-
sera dans un premier temps aux fonctions orthogonales positives a certains espaces
puis a quelques résultats de type “Ingham”.

Lexistence ou non de fonctions orthogonales positives a certains espaces de fonctions
quasi-périodiques a d’importantes implications, en particulier pour I'étude du comporte-
ment oscillatoire des solutions d’équations de membranes vibrantes. On se propose ici
de clarifier la situation d’'un sous-espace défini par trois périodes et de donner des pistes

de réflexion pour le cas de quatre périodes ou plus.

On peut utiliser les séries de Fourier non harmoniques pour résoudre certains problemes
de contrble en utilisant des variantes du théoreme d’Ingham. On s’intéressera spécifi-
quement ici aux problémes que pose la version vectorielle de ce théoréme.
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