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Résumé

L’ analyse isogéométrique pour la résolution de problemes de la mécanique du solide
suscite de vifs intéréts depuis une dizaine d’année. En effet, cette méthode de discréti-
sation autorise la description exacte des géométries étudiées permettant ainsi de suppri-
mer les erreurs dues a une mauvaise description du domaine spatial étudié. Cependant
elle pose un probleme théorique de propagation de raffinement lors de la localisation de
maillage. Des méthodes pour contourner ce probleme ont été proposée dans la littérature
mais complexifient grandement la mise en ceuvre de cette stratégie de résolution.

Cette these propose une stratégie de raffinement localisé adaptatif en espace pour les
problemes de statique et en espace temps pour les problemes de dynamique transitoire
dans le cadre de I’analyse isogéométrique. Pour cela une méthode de localisation pour
I’analyse isogéométrique en statique basée sur une résolution multigrille est tout d’abord
développée pour des problemes en deux dimensions. Elle présente 1’avantage de contour-
ner la problématique de propagation de raffinement de maillage due a 1’analyse isogéo-
métrique tout en étant plus simple a mettre en ceuvre que les méthodes déja existantes. De
plus, I'utilisation de I’analyse isogéométrique permet de simplifier les procédures de raf-
finement lors de I’adaptation de maillage qui peuvent étre complexes lors de 1’utilisation
d’éléments finis classiques.

Une méthode de raffinement adaptatif espace temps basée sur une résolution mul-
tigrille est ensuite développée pour des problemes en une dimension. Une étude sur la
structure des opérateurs est proposée afin de choisir un intégrateur temporel adapté. Les
performances de cette stratégies sont mises en évidence, puis une modification de la mé-
thode de résolution est proposée afin de diminuer significativement les cofits de calculs
associées a cette résolution. La méthode de raffinement adaptatif espace temps est appli-
quée a quelques exemples académiques afin de valider son bon comportement lors de la
localisation.

MOTS CLES: Analyse isogéométrique, dynamique transitoire, raffinement adaptatif
espace temps, résolution multigrille.
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Introduction

Lors de la conception de produits industriels, les étapes de modélisation des structures
et de simulation numérique prennent une part de plus en plus importante tandis que la part
dédiée a la réalisation de campagnes d’essais sur prototypes est diminuée. En effet, ces
derniers peuvent se révéler extrémement coliteux du fait de I’instrumentation ou lorsque
I’essai mene a la ruine du prototype.

Les erreurs commises lors des étapes de modélisation et de simulation numérique ne
permettent pas pour I’instant de s’ affranchir de la validation expérimentale. La gestion de
ces erreurs est donc un enjeu primordial faisant I’objet de nombreuses recherches.

Nous nous intéressons ici a des problemes de la mécanique du solide modélisés par
la théorie des milieux continus dans le cadre de 1’élasticité linéaire et de la dynamique
transitoire. Ces problemes menent a la résolution d’un systeme d’équations aux dérivées
partielles pour lesquelles on ne sait pas déterminer les solutions analytiques dans le cas
général. Ces équations sont donc discrétisées afin d’étre résolues numériquement. Les
travaux présentés ici concernent le contrdle de I’erreur commise lors de cette discrétisa-
tion. On considerera donc par la suite la géométrie obtenue par Conception Assistée par
Ordinateur (CAO) comme étant la géométrie exacte du solide et les solutions des équa-
tions provenant de la théorie des milieux continus comme étant les solutions exactes du
probléme considéré.

La méthode la plus répandue pour discrétiser ce type d’équations dans le cadre de la
mécanique du solide est la méthode des éléments finis. Elle se base sur une formulation
faible du probleme considéré et postule un espace de recherche des fonctions solutions
généré par des polynomes de Lagrange. En général, les formulations éléments finis se
basent sur 1’utilisation d’éléments isoparamétriques, ce qui mene a une approximation
de la géométrie provenant de la CAO du solide considéré. Le probléme n’est donc pas
résolu sur la géométrie exacte du solide mais sur une géométrie approximée. Il s’agit
d’une source d’introduction d’erreur entre la modélisation du probleme et sa discrétisa-
tion. Le concept d’analyse isogéométrique (IsoGeometric Analysis — IGA —) introduit
par [HUG 05] propose de conserver la méme stratégie de discrétisation, mais de générer
I’espace de recherche des solutions avec les fonctions utilisées pour construire la CAO
du solide considéré. Ainsi, I’utilisation d’éléments isoparamétriques ne mene plus a une
approximation de la géométrie CAO. Cette géométrie est toujours exactement représentée
et ce méme lors du raffinement de 1’espace de recherche des solutions.

Cependant, 1’analyse isogéométrique présente I’'inconvénient de ne pas autoriser de
raffinement seulement sur une portion localisée du solide. Cela est dii a la structure de
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I’espace de recherche des solutions qui a une structure de produit tensoriel.

Les travaux présentés dans ce manuscrit traitent de 1’élaboration d’une méthode de
résolution a raffinement adaptatif automatique en espace et en temps dans le cadre de
I’analyse isogéométrique, pour des problemes d’élasticité linéaire en dynamique transi-
toire. Ils s’inscrivent dans la continuité des travaux de Pauline Cavin [CAV 05] et d’Ewen
Biotteau [BIO 10]. [CAV 05] propose une stratégie de raffinement adaptatif automatique
en espace et en temps avec I’'utilisation de plusieurs niveaux de discrétisation (pouvant
étre localisés) du domaine espace temps. Les solutions sur les discrétisations fines loca-
lisées sont calculées a partir des solutions provenant des niveaux les plus grossiers (voir
figure 1).

t A t A

________________________

FIGURE 1: La résolution du probléme sur le maillage grossier donne une solution ug. Un

maillage localisé plus fin est créé. Afin de pouvoir résoudre le probleme sur ce maillage

localisé, des conditions aux limites de type Dirichlet provenant de ug sont imposées sur

la frontiere entre le maillage fin localisé et le maillage grossier (cette frontiere est repré-
sentée en rouge sur la figure)

Cette approche fourni d’excellents résultats pour des problemes linéaires mais le fait
que les solutions sur les discrétisations grossieres ne dépendent pas des solutions obtenues
sur les niveaux de discrétisation plus fins peut poser probleme lors de la prise en compte de
non linéarités. [BIO 10] propose une stratégie de raffinement adaptatif en espace pour des
problemes de dynamique transitoire avec prise en compte de non linéarités matériau. Son
étude de I’influence de la finesse de la discrétisation en temps sur la qualité des solutions
obtenues mene a la conclusion qu’une adaptabilité en temps est nécessaire.

On propose ici une stratégie de résolution avec raffinement adaptatif automatique en
espace et en temps basée sur une résolution multigrille pour des problemes d’élasticité
linéaire en dynamique transitoire. Cette méthode permet 1’obtention des solutions sur
plusieurs niveaux de discrétisations (pouvant étre localisés). L’utilisation de techniques
multigrille permet d’obtenir des solutions sur les niveaux de discrétisation grossiers dé-
pendant des solutions obtenues sur les discrétisations fines localisées.

Ces travaux se divisent en deux parties :
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e [’élaboration d’une technique de raffinement localisé pour I’ GA basée sur une ré-
solution multigrille pour des problemes d’é€lasticité linéaire en statique,

e la création d’une stratégie de résolution a raffinement adaptatif automatique en es-
pace et en temps basée sur une résolution multigrille pour des problemes d’élasticité
linéaire en dynamique transitoire.

Pour cela, on présentera tout d’abord le principe de I’analyse isogéométrique et les
méthodes de raffinement localisé existantes, puis les techniques de résolution multigrille
pour des problemes linéaires et enfin un état de 1’art des techniques de raffinement adap-
tatif en espace et en temps.

Dans un second temps, la méthode de raffinement localisé basée sur une résolution
multigrille pour des problemes de statique dans le cadre de 'IGA est exposée. Il s agit
d’une stratégie de résolution a raffinement adaptatif automatique en espace et a préci-
sion controlée. Cette méthode s’avere plus simple a mettre en ceuvre dans un code de
calcul isogéométrique déja existant que les autre stratégies de raffinement localisé déja
existantes.

Enfin, cette méthode de résolution est généralisée au raffinement localisé d’un do-
maine espace temps pour des problémes de dynamique transitoire. Une étude de la mo-
dification de la nature des équations aux dérivées partielles sur les performances de la
résolution est présentée et sera utilisée pour le choix d’un intégrateur temporel adapté.
Les performances de ce principe de résolution sont étudiées sur un probleme académique,
puis une amélioration de la méthode est proposée afin de diminuer les cofits de calculs
tout en obtenant une solution de qualité identique.
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1. Etat de Dart

1.1 Analyse isogéoméométrique

1.1.1 Principe

Nous nous intéressons ici a la résolution de problemes de mécanique du solide. La
méthode la plus répandue pour la résolution de ce type de probleme consiste a définir la
géométrie des solides considérés a 1’aide d’outils de conception assistée par ordinateur
(CAO), puis de le résoudre a I’aide d’une analyse éléments finis isoparamétriques. Dans
la suite, nous considérerons la géométrie fournie par la CAO comme étant la géométrie
exacte des solides considérés. Le principe de cette méthode est de choisir un espace d’ap-
proximation pour rechercher les solutions au probleme étudié, et d’utiliser cet espace pour
approximer la géométrie exacte du systeme étudié (figure 1.1).

FEA

0
0 1

Fonctions de base utilisées

Con s . Approximation de la géométrie
pour la discrétisation spatiale PP g

F1GURE 1.1: Fleche isoparamétrique pour I’analyse éléments finis (Finite Element Ana-
lysis —FEA-).

On peut noter que I’approximation de la géométrie exacte peut fournir des résul-
tats erronés. On peut mentionner par exemple les problemes de flambement de coques
[GEE 05], les problemes de couches limites pour des problemes d’aérodynamique et
d’hydrodynamiques [BAR 99, ESK 06] ou bien les problemes de glissement entre deux
solides [LAU 02, WRI 06] qui sont tres sensibles aux imperfections géométriques. On
peut aussi noter que les résolutions a raffinement automatique de maillage sont aussi
confrontées au probleme de I’approximation de la géométrie par la méthode des éléments
finis. En effet elles nécessitent un retour a la géométrie exacte lors du raffinement et
peuvent mener a des étapes complexes de projections entre maillage et géométrie exacte
[ADA 00, BIB 13].

L’idée principale de I’analyse isogéométrique (IGA), introduite par [HUG 05,
COT 09] et tres largement développée par la suite (voir par exemple [BAZ 06b, BAZ 06a,
COT 06, COT 07, ZHA 07, GOM 08]), est d’inverser la fleche isoparamétrique, c’est a
dire de construire I’espace de recherche des solutions a partir des fonctions utilisées pour
définir la géométrie exacte du probleme (figure 1.2).

De nombreuses technologies CAO peuvent étre utilisées en analyse isogéométrique
(Isogeometric Analysis -IGA-). La plus répandue en conception mécanique est 1’utilisa-
tion de fonctions B-splines rationnelles non uniformes (Non-Uniform Rational B-Splines
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N /

4\ / IGA
SN

W X

0

Fonctions de base utilisées

P . Approximation de la géométrie
pour la discrétisation spatiale PP 9

FIGURE 1.2: Fleche isoparamétrique pour I’analyse isogéométrique.

—NURBS-) [PIE 12, FAR 02, COH 01, ROG 00]. Leur avantage est de pouvoir représen-
ter exactement toutes les sections coniques : cercles, spheres, cylindres, ellipsoides, etc.
Elle présente 1’avantage d’autoriser le raffinement par insertion de nceuds (raffinement
h) ou par élévation d’ordre (raffinement p) et de présenter une continuité CP~1 ol p est
I’ordre des fonctions NURBS utilisées.

Ces fonctions permettent une description paramétrique d’un domaine. Elles sont défi-
nies dans un espace appelé espace paramétrique ; la géométrie est définie dans un espace
nommé espace physique. La paramétrisation de la géométrie est obtenue par un mor-
phisme non linéaire entre 1’espace paramétrique et I’espace physique défini a I’aide des
fonctions NURBS. S’il est nécessaire d’effectuer des intégrations lors du processus de
résolution, elles sont effectuées élément par élément sur un élément de référence obtenu
par une transformation linéaire a partir de I’espace paramétrique. Ces différents espaces
mis en jeu sont représentés figure 1.3.

La définition des fonctions NURBS, le principe de raffinement /4 et leur utilisation
pour la résolution de probleme de mécanique du solide dans le cadre de I’élasticité linéaire
en statique sont détaillés dans les sections suivantes.

1.1.2 Fonctions B-Splines — NURBS

Définitions des fonctions B-splines 1D Les fonctions de base NURBS sont une géné-
ralisation des fonctions B-splines. Ce sont des fonctions polyndmiales par morceaux dont
le degré de continuité est imposé. Les fonctions B-splines 1D sont construites a partir
d’un vecteur de nceuds E = {&;,&,...,&,1 11} qui représente un jeu de coordonnées
dans I’espace paramétrique (voir figure 1.3) ol p est I’ordre polynomial des fonctions B-
splines et n le nombre de fonctions de base. Elles sont définies sur I’espace paramétrique
E, a valeur dans [0, 1], et calculées de la maniére suivante :

ij(&) 1 Si&i§§<§i+1 7

0 sinon (1.1)
=& Eitpr1—E ’
Nip(®) = g2 e Nip1(8) + g2 g Nivi o1 8)

Eivpr1—Eir1
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espace physique

mapping non-linéaire

%,J

3/4 1

2/4

1/4 mapping linéaire ~

0 172 1/3 1 -1
E -1 1

espace paramétrique élément de référence

FIGURE 1.3: Relation entre les différents espaces mis en jeu. S est la paramétrisation de
la géométrie, R;; les fonctions NURBS utilisées et B;; les coefficients vectoriels qui leurs
sont associés.

ot & € R est le i*™ nceud du vecteur de nceuds Z. Il est possible de répéter plusieurs
fois un nceud dans le vecteur de nceuds . On notera 7y; la multiplicité du nceud &;. Les
fonctions B-splines non nulles en &; présenteront une continuité P~ au passage de ce
nceud. Pour le vecteur de nceuds & = {&;,&s,...,&u1p+1}, On associe n+ p éléments
ei = [€i,&ix1],i € [1,n+ p]. Un élément e; peut donc étre de mesure nulle si & = &4 1.
On appelle vecteur de nceuds ouvert un vecteur de noeuds présentant une multiplicité de
p+ 1 pour le premier et le dernier nceud de celui-ci. Les fonctions de base B-splines
générées par un vecteur de nceuds ouvert sont interpolantes sur les extrémités de 1I’espace
paramétrique. La figure 1.4 présente un exemple de la dépendance de la continuité au
passage des fronticres d’éléments a la multiplicité des nceuds correspondants, pour des
fonctions de base de degré 4.

Il est important de noter que le support des fonctions de base B-splines peut étre de
plus de deux éléments, contrairement aux fonctions de base éléments finis. En prenant
en compte les éléments de mesure nulle, le support d’une fonction de base B-splines de

Cette thése est accessible a I'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2015ISAL0098/these.pdf
© [A. Chemin], [2015], INSA Lyon, tous droits réservés



Analyse isogéoméométrique

0,00,0,0 1 ) 22 333 4444 55,555

FIGURE 1.4: Exemple de fonctions de base NURBS de degré 4 pour un vecteur de nceuds

ouvert £ = {0,0,0,0,0,1,2,2,3,3,3,4,4,4,4,5/5,5,5,5}. La continuité au passage des

frontieres d’éléments est une conséquence directe de 1’ordre polynomial des fonctions et
de la multiplicité des nceuds correspondants, d’apres [COT 09].

degré p est de p+ 1 éléments. Dans I’exemple présenté figure 1.4, toutes les fonctions
B-splines ont donc pour support 5 éléments.

Mapping entre ’espace paramétrique et I’espace physique Les fonctions de base
sont définies sur ’espace paramétrique et a valeurs dans [0, 1]. La paramétrisation de la
courbe réelle de la structure dans 1’espace physique C est effectuée par une combinaison
linéaire des fonctions de base B-splines :

n

C(§) = Y Ni,y(€)B:.

i=1

Les coefficient vectoriels B; associ€s aux fonctions de base N; , sont appelés points de
contrdle. Ils correspondent aux valeurs nodales pour une discrétisation éléments finis clas-
sique, a la différence que les points de controle ne sont pas nécessairement interpolants.
Les points de contrdle n’ont donc pas forcément d’interprétation physique concrete car
n’étant pas nécessairement sur la géométrie.

On donne un exemple de définition d’une géométrie 1D a 1’aide de fonctions de base
B-splines figure 1.5.

Surfaces et volumes B-splines Pour définir une surface B-spline, on se donne deux
vecteurs de neeuds & = {&;,&>,..., &1 1} et H ={M1,M2,... ., Mmtq+1} OU p et g sont
respectivement les ordres polynomiaux des fonctions de base B-splines 1D associées et n
et m le nombre de ces fonctions de base. L’espace paramétrique 2D est défini par produit
tensoriel des deux vecteurs de nceuds = et H (voir figure 1.6).

Les fonctions de base B-splines 2D sont donc définies par produit tensoriel des deux
jeux de fonctions de base 1D dans chacune des directions paramétriques & et M et la
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B7
| , B,
C©) = 3" Ny (©)B; %
DO 3% y
; O Y a\Y g .
5:=10,0;0;1.2:3,4,4,5,5.5} B5
BI\J
B, B,

FIGURE 1.5: Paramétrisation d’une courbe B-splines, d’apres [COT 09].

Ui

"

v

. ¢
=

FIGURE 1.6: Espace paramétrique 2D défini par le produit tensoriel de deux vecteurs de
nceuds.

surface B-splines définie par

&n:ZZ z;pqén i,j

Nijpg(&:M) = Nip(E)M; 4(m).

Pour définir un volume B-spline, on ajoute un troisieme vecteur de nceuds 2 =
{€1,82y...,C;r41} avec [ et r le nombre et I’ordre polynomial des fonctions de base
B-splines associées. L’espace paramétrique et les fonctions de base B-splines 3D sont
construites par produit tensoriel des trois vecteur de nceuds et des trois jeux de fonctions
de base. Le volume B-splines est donc défini par

m
(iTIC = ZZ l]kpqrénc.») i,j,k>

HM:

avec

Nijk,pqr(‘tw n, C) = Ni,p (é)Mj,q (n)Lk,r(C) :

10
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Fonctions de base NURBS Les fonctions B-splines permettent de représenter unique-
ment des géométries polynomiales. Les fonctions NURBS permettent la représentation
notamment des coniques. Un objet NURBS de dimension d est obtenu par la projection
d’un objet B-splines de dimension d + 1. Le détail de ces projections géométriques n’est
pas détaillé ici. La méthodologie complete peut €tre trouvée dans les ouvrages de réfé-
rence [FAR 99, HUG 05].

Le maillage NURBS dans I’espace paramétrique est défini de la méme maniere que
pour les fonctions de base B-spline. On introduit le jeu de poids W = {w; jx € R,i, j,k €
[Ln+p+1]@[1,m+q+1]®][1,]+r+1]}. Les fonctions de base NURBS Rf?f;: sont
définies a partir des fonctions de base B-splines et du jeu de poids W de la maniére sui-
vante :

wi jxNip(E)M; 4(M), Ly (C)
/
(M, ()L, (O

)

RIT(EM,C) =

(1.2)

M:
(ngE

=

1j=1k=1

.
Il

~.
Il

Ces fonctions de base NURBS ont les mémes propriétés de continuité et de taille de
support que les fonctions de base B-splines utilisées pour les générer. Elles sont de plus
non négatives, et forment une partition de I’'unité du domaine de leur espace de définition.
On remarquera que si tous les poids w; ; x sont égaux alors R ]qkr = N; p(&)M; 4 ()L,
Les fonctions de base B-splines sont donc un cas particulier des fonctions NURBS.

Un volume NURBS est défini par

n m 1
V(En.Q) :Z,Z,Z, RIT(EMO)By ik,

ou les B; ; x sont les points de controle associés aux fonctions NURBS Rp q,’{

On donne en figure 1.7 un exemple de paramétrisation NURBS en deux dimensions
pour un quart de disque troué. La description de la géométrie est effectuée de maniere
exacte en utilisant un seul élément avec des fonctions de degré 2 dans la direction para-
métrique & et de degré 1 dans la direction paramétrique 1).

11

Cette thése est accessible a I'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2015ISAL0098/these.pdf
© [A. Chemin], [2015], INSA Lyon, tous droits réservés



1. Etat de Dart

0 R
K By = B =
1.1 R R

=

- (o)Ll

" \ W21 = ?
0,0 wy1 =1 Bso R

0,0,0 L1 ¢ =
N —— B r 0
>S< =
- N 3.1 0 w39 =
~
L N w31 =1
(a) Maillage et fonctions de base dans (b) Représentation du quart de disque troué dans
I’espace paramétrique avec p =2etg=1 I’espace physique.

FIGURE 1.7: Exemple de paramétrisation pour un quart de disque troué.

1.1.3 Meéthode de Galerkin avec fonctions de base NURBS

L’idée principale de 1’analyse isogéométrique est d’utiliser les fonctions de base
NURBS représentant la géométrie pour générer 1’espace de recherche de la solution au
probleme de mécanique souhaité (voir section 1.1.1). L’idée est donc d’utiliser des élé-
ments isoparamétriques pour effectuer une discrétisation de type Galerkin du probleme.
Nous allons ici détailler cette discrétisation pour un probleme élastique linéaire en statique
en I’absence d’efforts volumiques.

Fq - Uy

P AN

FIGURE 1.8: Probleme statique de référence.
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Analyse isogéoméométrique

Les équations fortes associées au probleme représenté figure 1.8 sont :

dive(u(x)) = 0, Vx € Q,
u(x) ug(x), Vx€dQy, (1.3)
o(u(x)).n(x) = Fq(x), Vxe€ .

ol u est le champ de déplacement, Fq les efforts imposés sur dQ25, ug les déplacements
imposés sur dQ; et 6(u) le tenseur des contraintes associé au champ de déplacement u.
On note U I’espace fonctionnel associé au probleme 1.3 a énergie finie et assurant les
bonnes conditions de régularité¢ U = {u € H(Q)}/ujq, =ua} et U I’espace fonction-
nel associ€ a U cinématiquement admissible a zéro U* = {u* € H(Q)/u* 39, = 0}.
La formulation faible associée aux équations 1.3 est donc : trouver u € U tel que,
Yu* e U,

/ £(u*)o(u)dQ = / wFaddQ Vu* € U, (1.4)
Q Q)

Le domaine  provenant d’une paramétrisation NURBS et étant considéré comme
étant la géométrie exacte, on peut I’écrire sous la forme

n m I
QEn,0) = ZZZ R (EM, OB i

ou les fonctions R‘f ’.q,’: sont les fonctions de base NURBS et B; ;  les points de contrdles
associés a ces fonctions. Le concept d’éléments isoparamétriques consiste a rechercher le
champ de déplacement u sous la forme

n m [
u(g,n,¢) = ZZZ RYH(EM, QU ji-

En adoptant le méme espace d’approximation pour le champ test u* et réinjectant les
formes de u et u* dans 1.4 il vient :

n m 1 l

Y Y B E YU (e IR ()40 ) s
nom l

:.Z Y Y U e </a RE 1 (x ))Fd(x)daﬂ>,‘v’U*i*7J-*7k*,

que I’on peut mettre sous la forme KU = F ou K et F sont les classiques matrices de
rigidité et efforts généralisés, et U le vecteur contenant les variables de contrdle associées
au champ de déplacement u.

Lutilisation d’une discrétisation NURBS apporte quelques changements aux proprié-
tés de la matrice de rigidité obtenue classiquement avec les éléments finis. Lors de 1’uti-
lisation de fonctions de base d’ordre supérieur ou égal a 2, la matrice de rigidité obtenue

(1.5)
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1. Etat de Dart

avec des éléments isogéométriques est symétrique, définie positive et présente la méme
largeur de bande qu’en éléments finis. Cependant, la bande est plus dense. Les opérations
de multiplication matrice - vecteur sont donc plus coliteuses, tout comme le stockage de
la matrice de rigidité.

Dans un souci de simplicité, ces propriétés seront mises en évidence sur un exemple
de discrétisation en une dimension : une poutre de module d’Young E, de longueur L et
de section S encastrée a une extrémité et soumise a un effort F' a ’autre extrémité.

fl E,S L >
/ F

FIGURE 1.9: Probleme de poutre en traction en une dimension.

Nous allons discrétiser le probleme de poutre en traction présenté en figure 1.9 a
I’aide d’éléments finis de degré 2 et d’éléments NURBS de degré 2 a nombre de degrés
de libertés équivalents. Les matrices de rigidité obtenues (respectivement Kgr et Kjga)
ont la forme définie en figure 1.10.

(a) Kgr pour une discrétisation éléments (b) K;Ga pour une discrétisation
finis de degré 2 avec 9 degrés de liberté (4 isogéométrique de degré 2 et de continuité
éléments). C! avec 9 degrés de liberté (7 éléments).

FIGURE 1.10: Remplissage de la matrice de rigidité pour une discrétisation éléments finis
et une discrétisation isogéométrique de degré 2 a nombre de degré de liberté équivalent.
Les valeurs rouges correspondent aux coefficients de la matrice de rigidité non nuls.

En notant Nppy le nombre de degrés de liberté de la discrétisation, la matrice de rigi-
dité compte 4Nppy — 3 valeurs non nulles dans le cas éléments finis alors que dans le cas
d’une discrétisation isogéométrique elle en compte SNppr — 6. Asymptotiquement, une
matrice de rigidité résultant d’une discrétisation isogéométrique présente un remplissage
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Analyse isogéoméométrique

25% plus important qu’une matrice de rigidité provenant d’une discrétisation éléments
finis a nombre de degrés de liberté équivalent.

Le stockage et les opérations classiques sur la matrice de rigidité sont donc signifi-
cativement plus coliteuses. Cependant, les travaux effectués sur 1’analyse isogéométrique
montrent qu’a nombre de degrés de liberté égaux, la solution obtenue avec I'IGA est
de meilleure qualité que la solution obtenue par FEA. A qualité de solution égale, une
solution par IGA présente moins de degrés de liberté qu’une solution obtenue par FEA
[COT 06, EVA 09, GRO 12]. Une comparaison objective de ces deux méthodes nécessite
donc de prendre en compte le colt de chaque opération numérique. On peut également
noter que les solveurs et préconditionneurs adaptés en FEA ne le sont pas forcément en
IGA [COL 12, COL 13, VEI 13a, VEI 13b].

1.1.4 Raffinement de maillage NURBS par insertion de nceuds

Il existe trois facons différentes d’enrichir une base B-splines tout en laissant la géo-
métrie représentée inchangée :

e le raffinement par insertion de noeuds dans 1’espace paramétrique, qui se rapproche
du raffinement 4 en éléments finis,

e le raffinement par élévation d’ordre des fonctions de base, qui se rapproche du
raffinement p en éléments finis,

e le raffinement par insertion de noeuds et élévation d’ordre, nommé raffinement k qui
ne possede pas d’équivalent en éléments finis.

Raffinement 2 (par insertion de nceuds) Soit & = {&,&,....&uipr1} et B =
{B1,B2,....Byipii }T le vecteur de nceuds initial et les points de contrdles définissant la
courbe C. On introduit Z = {&; = &1,&,,... ,En+m+p+1 =&, 1p+1} un vecteur de nceuds
étendu tel que & C Z. Afin de conserver la courbe C inchangée, les nouveaux points de
controle B = {El By, ... ,§n+ prl }T associés au vecteur de nceuds étendu = sont obtenus
par la combinaison linéaire des points de contrdle originaux B suivante :

@:']I‘Pﬂ (1.6)
ou
Ti(}:{ (1), si&i € [8,8541) (1.7)
, sinon
et

Tq—H . ai—O—q - <t'->] Tq + &j‘f'q-ﬁ-l - éi—l—q Tq—H
ij _&,,' _&, ij é —Z}' ij+1
Jj+q J Jj+q+1 Jj+1

pourg=0,1,2,....p—1 (1.8)

La figure 1.11 présente le raffinement par insertion de nceuds d’une courbe paramé-
trée initialement avec 5 éléments. La colonne de gauche représente les points de controle
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1. Etat de Dart

initiaux, le maillage original dans I’espace physique et les fonctions de base initiales dans
I’espace paramétrique. La colonne de droite représente ces mémes quantités apres un raf-
finement par insertion de nceuds ou chaque élément a ét€é coupé en deux dans I’espace
paramétrique. La nouvelle courbe est géométriquement et paramétriquement identique a
I’ originale, mais les points de controle ont changé, et la base est plus riche.

= ={0,0,0,1,2,3,4,4,5,5,5} £=1{0,0,0,.5,1,1

Courbe originale et points de controle Courbe raffinée et points de controle
Maillage initial de cinq éléments Maillage raffiné de dix éléments
MM Mm&\\
00005 1 15 35 44 45555
Fonctions de base initiales Nouvelles fonctions de base

FIGURE 1.11: Raffinement / d’une courbe paramétrée par des fonctions de base de degré
2, d’apres [COT 09].

Le raffinement par insertion de nceuds est trés similaire au raffinement 4 en éléments
finis en ce sens que les éléments existants sont découpés en plusieurs nouveaux éléments.
Cependant la différence majeure entre le raffinement 4 en éléments finis et le raffinement /
en analyse isogéométrique est le nombre de nouvelles fonctions de base créées, et la conti-
nuité des fonctions de base au passage des frontieres des nouveaux €léments. En prenant
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un exemple de structure une dimension, un raffinement 4 de fonctions de base NURBS
introduit n,;.,, fonctions de base supplémentaires quelque soit le degré polynomial p des
fonctions de base, ol 1., est le nombre d’éléments raffinés, alors qu’un raffinement £
en éléments finis introduits p X n,,,, fonctions de base supplémentaires.

Pour effectuer un raffinement /4 identique a celui en éléments finis, il faudrait insérer p
fois chaque nouvelle valeur de nceuds (ou p est I’ordre polynomial des fonctions de base)
afin d’obtenir une continuité C° au passage de la nouvelle frontiére.

Raffinement p (par élévation d’ordre) Le raffinement par élévation d’ordre consiste
a augmenter 1’ordre polynomial des fonctions de base utilisées pour paramétrer la géo-
métrie. On rappelle que la continuité des fonctions de base au passage d’une frontiere
d’éléments est d’ordre p — ;. L’élévation du degré polynomial p implique donc 1’aug-
mentation de la multiplicité y; des nceuds afin de conserver les discontinuités des diffé-
rentes dérivées présentes dans la courbe originale. Ainsi, durant le processus d’élévation
d’ordre, la multiplicité de chacun des nceuds du vecteur de nceuds est augmentée mais
aucune nouvelle valeur de nceud n’est ajoutée. Comme pour le processus de raffinement
par insertion de nceuds, ni la géométrie ni la paramétrisation de la courbe ne sont chan-
gées lors d’un raffinement p. En dimension 1, un raffinement p d’une structure NURBS
introduit n,,,, fonctions de base supplémentaires, ol 7., est le nombre d’éléments de
la paramétrisation, tout comme en éléments finis. Cependant, la continuité au passage de
la frontiere des éléments reste d’ordre p —v;, alors qu’en éléments finis les fonctions de
base sont nécessairement C° au passage de ces frontieres.

Le processus de raffinement par élévation d’ordre est basé sur une décomposition de
Bézier de la courbe considérée. Ce processus ne sera pas exposé ici, on peut se référer a
[ROG 00, FAR 99] pour de plus amples détails. De nombreux algorithmes existent afin de
minimiser le cofit de cette procédure et peuvent étre trouvés dans [PIE 12]. Un exemple
de raffinement p est proposé figure 1.12. Le nombre d’éléments initiaux est conservé.
On constate bien ’augmentation de la multiplicité de chacun des nceuds dans I’espace
paramétrique afin de conserver le degré de continuité présent avant le raffinement. La
géométrie et la paramétrisation de la courbe C restent inchangées.

Raffinement &k Le raffinement k est une combinaison des deux raffinements présentés
précédemment. On remarquera tout d’abord que la composition du raffinement 4 et du
raffinement p n’est pas commutative. En effet, si un seul nceud & est inséré entre deux va-
leurs distinctes du vecteur de nceuds & d’une courbe d’ordre p, la continuité des fonctions
de base au passage de E sera CP~1. Si I’on éleve ensuite les fonctions de base a I’ordre
g par un raffinement p, la continuité au passage de & sera toujours CP~!, et toutes les
fonctions de base seront d’ordre g. Si I’on inverse maintenant 1’ordre de ces deux raffine-
ments, la continuité au passage de & sera C9~! et les fonctions de base seront de degré g.
La procédure consistant a effectuer tout d’abord un raffinement p puis un raffinement £
est nommée raffinement k.
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1. Etat de Dart

(
/

) N—b

Courbe originale et points de controle Courbe raffinée et points de controle
Maillage initial de cinq éléments Maillage raffiné de dix éléments
1 1
KX
OM 0 ‘QA >SN\
000 1 2 3 44 555 0000 1,1 22 33 444 5555
Fonctions de base initiales Nouvelles fonctions de base

FIGURE 1.12: Raffinement p d’une courbe paramétrée par des fonctions de base de degré
2 [HUG 05].

Problématique de propagation de raffinement 7 dans une structure NURBS Dans
la suite du manuscrit, nous nous intéresserons au raffinement 4 d’espaces paramétriques
avec des fonctions de base NURBS. Nous allons ici souligner le probleme de propaga-
tion de raffinement dans un espace NURBS de dimension supérieur ou égale a deux. On
rappelle que les fonctions de base et I’espace paramétrique sont construits a 1’aide d’un
produit tensoriel pour une géométrie de dimension deux ou supérieure. La procédure de
raffinement % consiste a insérer de nouveaux nceuds dans les différentes directions pa-
ramétriques. Il n’est donc pas possible de sous découper seulement un seul élément de
I’espace paramétrique. Le sous découpage d’un éléments induit le sous découpage de
tous les autres éléments obtenus par translation suivant les différentes directions para-
métriques. On donne en figure 1.13 un exemple de cette problématique de propagation
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Analyse isogéoméométrique

de raffinement. On souhaite sous-découper 1’élément rouge. Pour cela il faut insérer les
nceuds § = 0,25 et 1 = 0,25 dans les vecteurs de nceuds Z et #H. Cela implique le sous
découpage des éléments verts.

n n
1 1

-

0.5 > 0.5
Ajout de £ = 0.25 et 7),= 0.25

0.25

0 0.5 1 é. 0 0.25 0.5 1

FIGURE 1.13: Exemple de raffinement d’un élément pour une structure NURBS 2D.

Cette problématique de propagation de raffinement est similaire a celle présente lors
de I'utilisation de discrétisations basées sur les différences finies. Pour des problemes en
trois dimensions, cette propagation du raffinement dans les trois directions paramétriques
conduit a la création d’un nombre de degrés de liberté non négligeable dans des portions
de domaine ou cela n’est pas nécessaire et conduit a des cofits de calculs prohibitifs.

Raffinement localisé en IGA La problématique de propagation de raffinement de
maillage lors de I’utilisation de fonctions NURBS est 1’objet de nombreux travaux.

Les technologies développées sont basées sur 1’utilisation de fonctions de base dé-
rivées des B-splines qui ne sont pas définies par un produit tensoriel global dans I’es-
pace considéré. On peut notamment citer les fonctions B-splines hiérarchiques, les LRB-
splines et T-splines.

Les fonctions de base T-splines [SED 03, BAZ 10, SCO 12] permettent 1’utilisation
de maillage présentant des jonctions en T, similaires a 1’utilisation de nceuds flottants en
éléments finis. L’utilisation de ce type de fonctions de base nécessite la prise de précaution
lors du raffinement afin de conserver les propriétés d’indépendance linéaire de toutes
les fonctions de base. Ces procédures de raffinement itératives peuvent donc se révéler
trés cofiteuses. De plus il a été montré dans [DOR 10] par exemple que la procédure de
raffinement peut mener a un maillage beaucoup moins localisé que 1’on pouvait I’espérer.

Les fonctions de base LR B-Splines [DOK 13] sont basées sur la séparabilité des
fonctions B-splines en produit de plusieurs fonctions B-splines définies sur des vecteurs
de nceuds locaux. L’utilisation de ce type de fonctions permet 1’utilisation de maillage
LR, que I’on obtient a partir d’un maillage tensoriel par insertion successive de lignes
verticales et horizontales débutant sur un bord d’élément et finissant sur un autre bord
d’élément. Les travaux menés par [JOH 14] semblent montrer un meilleur comportement
lors de la création de maillage avec localisation que lors de I'utilisation de fonctions T-
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1. Etat de Dart

Splines. Cependant 1’indépendance linéaire des fonctions de base LR B-Splines n’est pas
encore démontrée.

Les fonctions B-splines hiérarchiques [KRA 94, VUO 11] sont obtenues en rempla-
cant une fonction B-splines ayant comme support une portion .§ du domaine considéré par
des fonctions B-splines d’une discrétisation plus fine du domaine €2, ayant support sur § et
s’annulant sur le bord de S. Les systemes linéaires a résoudre en adoptant ce genre d’ap-
proche se trouvent souvent tres mal conditionnés. Les fonctions B-Splines hiérarchique
tronquées (THB-Splines) [GIA 12] ont été développées pour résoudre les problemes de
conditionnement et diminuer le remplissage des matrices associées au systeme linéaire a
résoudre lors de I’utilisation de ces fonctions de base. Cela nécessite de modifier loca-
lement un grand nombre de fonctions de base ce qui peut mener a des coflits de calculs
importants lors du processus de raffinement.

On donne en figure 1.14 des exemples de maillages IGA localisés avec ces différentes

méthodes.

/ l "1 08 -06 -04 02 0 02 04 06 08

(a) Maillage T-Splines localisé. (b) Maillage LR B-Splines (c) Maillage THB-Splines.
localisé.

FIGURE 1.14: Maillage IGA localisé€ obtenus avec différentes méthodes de localisation.

Le cofit du processus de raffinement et la complexité de I’implémentation des fonc-
tions de base utilisées étant le principal inconvénient des méthodes de localisation citées
ci-dessus, nous avons développé une stratégie de localisation en IGA en utilisant des
fonctions NURBS basées sur une résolution multigrille localisée. En effet, I’utilisation de
différents niveaux de discrétisation avec localisation permet de conserver une procédure
de raffinement peu cofiteuse et 1’utilisation de fonctions NURBS permet une implémen-
tation simple dans des codes de calcul FEA existants. Cette méthode est développée au

chapitre 2.

1.2 Techniques de résolution multigrille

Les techniques de résolution multigrille ont été introduites pour résoudre efficace-
ment des équations différentielles elliptiques dans le cadre des différences finies. Elles
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utilisent plusieurs niveaux de discrétisation du probleme afin d’accélérer la résolution.
Un algorithme de résolution utilisant plusieurs niveaux de discrétisation a été présenté
dans [FED 64] et a été développé par [BRA 77, BRA 11]. Les techniques de localisation
on été mises en place par [BAI 87].

Ces méthodes ont été adaptées aux problemes de la mécanique du solide dans le cadre
de la méthode des éléments finis par [PAR 90a, PAR 90b]. De nombreux algorithmes de
résolution multigrille adaptés a différents types de problemes de la mécanique du so-
lide ont été développés. On peut notamment citer les travaux [KAC 93, BIO 10, WIE 99]
pour les problemes élastoplastiques, [RAN 09] pour la simulation de propagation de
fissures,[FEN 00] pour la présence de non linéarité géométriques. L’ algorithme du Full
Approximation Scheme (FAS) est tres largement utilisé pour la résolution de problemes
non linéaires. On peut en trouver une description complete dans [FIS 95, VEN 00].

Couplées a un indicateur ou estimateur d’erreur, les techniques de résolutions mul-
tigrille peuvent étre utilisées comme un algorithme de résolution a raffinement adaptatif
tres efficace [CAV 05, BIO 10].

1.2.1 Principe

On s’intéresse ici a la résolution d’un systeme matriciel KU = F associé a un probleme
d’élasticité linéaire en statique dans le cadre de I’hypothese de petits déplacements (voir
équations 1.3).

Les techniques de résolution multigrille sont basées sur les propriétés de lissage des
solveurs itératifs. En effet, les solveurs itératifs, tel que le gradient conjugué par exemple,
sont tres efficaces pour déterminer en tres peu d’itérations les composantes en hautes
fréquences spatiales de la solution. Le reste des efforts de calculs sont déployés pour
calculer les composantes en basse fréquence spatiale de cette solution. Cette propriété des
solveurs itératifs peut tre mise en évidence avec 1’exemple suivant :

v
F = 10N
i
I 0,11
B
| L=1m
I v=0,3 L
E =2.10"1Pa
L

S S 7

FIGURE 1.15: Probleme de référence.
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1. Etat de Dart

Le probleme est discrétisé avec des éléments finis linéaires pour un maillage régulier
comportant 4096 éléments quadrilatéraux. Le systeme matriciel associé de 8450 degrés
de libertés est résolu a 1’aide du solveur itératif gradient conjugué initialisé avec un champ
de déplacement nul sur tout le domaine. Nous allons nous intéresser aux transformées de
Fourier discrete (voir Annexe A) de ’erreur en déplacement suivant X et suivant y apres
0,1,5 et 50 itérations.

10 20 30 40 50 60 10 20 30 40 50 60

(a) Erreur commise a I’initialisation. (b) Erreur commise apres 1 itération.

10 20 30 40 50 60 10 20 30 40 50 60

(c) Erreur commise apres 5 itérations. (d) Erreur commise apres 50 itérations.

FIGURE 1.16: Transformée de Fourier discréte du champs de déplacement suivant X.

On constate que les composantes hautes fréquences de ’erreur sont corrigées tres
rapidement contrairement aux composantes basses fréquences.

Une facon d’exploiter cette propriété est d’effectuer la résolution du probléme 1.15 en
utilisant deux discrétisations différentes du probleme : une discrétisation fine K;U; = F
et une grossiere K .U, =F,.

Cette méthode de résolution, le Correction Scheme (CS) est une méthode de résolution
itérative sur deux grilles. L’ objectif est de résoudre I’équation d’équilibre KU = F sur
la grille fine. Un cycle de résolution sur deux grilles donne :
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60

50

40

30

20
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(c) Erreur commise apres 5 itérations.

J-[ -8

10 20 30 40 50 60

60

(a) Erreur commise a I’initialisation. (b) Erreur commise apres 1 itération.

-2
-3
-4

A

g fs
-6
-7
-8

10 20 30 40 50 60

(d) Erreur commise apres 50 itérations.

10 20 30 40 50 60

FIGURE 1.17: Transformée de Fourier discréte du champs de déplacement suivant y.

0

. effectuer v itérations de lisseur initialisé avec la solution U 7 sur le probleme fin.

) . =0
On obtient une solution U 2

. En supposant que le lisseur présente bien les propriétés exposées précédemment, la

différence E?c entre ﬁ? et la solution exacte sur grille fine Uy (E? =Uy —U(}) est une

erreur en basses fréquences. E?c peut donc étre calculé a partir de la discrétisation
grossiere du probleme.

. Le résidu R =F = Kfﬁ?c est donc transféré sur la grille grossiere a 1’aide d’un

opérateur de restriction & et la correction basses fréquences E est calculés sur la
grille grossiére 2 I’aide d’une résolution directe K. E? = Q{(R(}).

. Cette correction basse fréquence est ensuite transférée sur la grille fine a ’aide d’un

opérateur de prolongement 2 et est utilisée pour corriger la solution sur grille fine
—0 a9 0
U, :0)=U;+ P(ED).

. Enfin, v, itérations de lisseur initialisé avec IAJS)C sont effectuées sur le probleme fin
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1. Etat de Dart

afin de corriger les erreurs hautes fréquences introduites par 1’opération de prolon-
gement. Cela nous donne la solution U} au probléme fin.

Ce cycle de résolution multigrille est répété jusqu’a convergence de la solution. L’al-
gorithme CS est donné figure 1.18.

®(

Algorithm 1: Correction Scheme

k4= 03U} 0;

tant que res > € faire
UI} — lissage(Kf,U’]‘c,Ff,Vl) :
R« Fp KUy
EF « résolution(K Ek = R(R}));
U4 « U} + P(EL) ;
U]}H — lissage(Kf,ﬁ]},Ff,vz) ;
res < critére(Kf,Ul}H,Ff) ;
|k k+1;
Uy U

FIGURE 1.18: Algorithme de Correction Scheme.

Lefficacité de cette résolution sur deux grilles peut étre mise en évidence en tracant
I’évolution de la norme du résidu R’]‘C en fonction du nombre de cycles multigrille avec et
sans prise en compte de la correction provenant de la grille grossiere lors de la résolution
sur deux grilles du probleme 1.15 (Figure 1.19). Avec la prise en compte de cette cor-
rection, le probleme est résolu avec une précision de 1.107!9 en 6 itérations multigrille
contre environ 2000 sans prise en compte de la correction.

Cet algorithme peut étre généralisé a N grilles. En effet, si la résolution directe sur
la grille grossiere est trop coliteuse, il est possible d’appliquer le Correction Scheme de
maniére récursive avec un nombre de cycle multigrille limité y. La figure 1.20 présente un
cycle multigrille pour trois grilles avec Y= 1 (V-cycles) et Y= 2 (W-cycles).
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10

10

10

10°

Norme du residu.

\

10° L \ Evolution de la norme du residu avec prise en compte| | : Co
de la correction provenant de la grille grossiere

Evolution de la norme du residu sans prise en compte

de la correction provenant de la grille grossiere

-10

102 i [ A | i | i I |
10 10" 10° 10 10
Nombre de cycles multigrille.

FIGURE 1.19: Efficacité de la prise en compte de la correction provenant de la grille
grossiere.

fin fin

grossier

grossier

(a) V-cycle (b) W-cycle

FI1GURE 1.20: Cycle multi grille pour trois grilles.

1.2.2 Opérateurs de changement d’échelle

Dans la section précédente, les opérateurs de prolongement P et de restriction X_agis-
sant respectivement sur les quantités primales (U) et les quantités duales (R) ont été intro-
duits mais n’ont pas été définis. La figure 1.21 représente les relations entre les différentes
quantités en jeu dans le cas d’une résolution sur deux grilles.

Une condition que I’ont peut écrire sur ces opérateurs est la conservation de 1’énergie
de déformation pour n’importe quel couple (U, Fy) :

<U.,F.> = <Uf,Ff> ,V(UC,Ff)
&  UIRF, = UIPTF;,  ,Y(U.Fy) (1.9)
& R = P
Cette condition impose une relation entre P et R, soit ® = P’ . Pour un opérateur de
prolongement ? donné 1’opérateur de restriction X est donc imposé. En général, dans le
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Kr u,.
D
~U, -

K.

FIGURE 1.21: Relations entre les quantités primates et duales pour deux grilles.

cas d’une résolution éléments finis, I’opération de prolongement est construite par inter-
polation.

Remarque : 1l est possible d’imposer un autre type de conditions : quel que soit U,
un cycle de prolongement, résolution sur grille fine, restriction et résolution sur grille
grossiere doit garder U, inchangé.

K.U. = F. , YU,
s KU. = RK;PU, VU, (1.10)
& K. = RKP

Cela donne une condition entre les matrices de rigidité des deux grilles (équation
1.10). Les techniques de résolution multigrille utilisant ce type d’approche sont les tech-
niques multigrille algébriques [RUG 87, BRI 00, ADA 02]. Ce type d’approche ne sera
pas utilisé dans les travaux présentés dans les chapitres 2 et 3. En effet, les techniques mul-
tigrille seront utilisées ici pour effectuer du raffinement adaptatif ce qui implique d’ajouter
des grilles fines au probleme au cours du calcul. Cela nécessiterait de recalculer toutes les
matrices de rigidité a chacun de ces ajouts ce qui représente des cofits de calculs non
négligeables.

1.2.3 Localisation

Les méthodes présentées précédemment travaillent sur plusieurs niveaux de discré-
tisations tous définis sur ’ensemble du domaine considéré. Les quantités d’intérét (le
déplacement aux nceuds dans le cas d’un probleme de statique élastique linéaire) sont cal-
culées dans des zones ayant une méme finesse de discrétisation sur différents niveaux de
raffinement. Un exemple pour trois niveaux de grilles est donné figure 1.22. Dans ce cas,
une résolution multigrille meéne au calcul des quantités d’intérét dans la zone bleue qui
possede la méme finesse de discrétisation pour les trois niveaux de grilles, et dans la zone
rouge qui possede la méme finesse de discrétisation sur les deux dernieres grilles. Il est
possible de diminuer le temps de calcul en évitant d’effectuer les calculs dans les zones
bleues et rouge sur toutes les grilles. C’est le principe de la localisation dans les méthodes
de résolution multigrille.
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Techniques de résolution multigrille

FIGURE 1.22: Raffinement global MG pour trois grilles, d’apres [RAN 08].

L’idée est de ne conserver sur une grille que les zones ou le raffinement est plus fin
que sur la grille précédente (voir figure 1.23). L’entiereté du domaine n’est donc plus dis-
crétisée sur tous les niveaux de grilles. La localisation implique 1’apparition de frontieres
internes entre les différentes grilles. Dans 1’exemple présenté figure 1.23, la frontiere in-
terne ['4p entre les grilles Q4 et Qp est Typ = Q4 NIQp \ 0Q4 et la frontiere interne ['pc
entre la grille Qp et Q¢ est ['ge = QpNAQe \ dQp. Pour pouvoir résoudre le probleme
sur une grille localisée, les conditions aux limites imposées sur les frontieres internes se-
ront des conditions aux limites de Dirichlet provenant de la grille précédente. Pour notre
exemple, en notant u** la solution en déplacement sur le domaine €, on souhaite que
w2,y et 4 vérifient

Qp
Tag u\FAB’
(1.11)
Q . Qp
Cge = Wrpe
Qc
Qg

Q4
FIGURE 1.23: Raffinement local MG pour trois grilles, d’apres [RAN 08].

La solution en déplacement u*® sur I’ensemble du domaine Q sera donc définie de la
maniere suivante :

u? = u™ surQy\ Qp,
u? = u™® surQp\ Qc, (1.12)
u? = v’ surQc.

Q

La solution u* sera donc définie sur le maillage représenté figure 1.24.
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1. Etat de Dart

FIGURE 1.24: Maillage sur lequel s’exprime u®®, d’aprés [RAN 08].

1.2.4 Résolution Full-Multigrid

Le nombre d’itérations a convergence d’une résolution multigrille dépend de la qua-
lité de la solution d’initialisation UJ9. Une maniere d’éviter cette dépendance est d’utiliser
I’algorithme de résolution Full-Multigrid (FMG). Pour une résolution sur deux grilles, il
s’agit d’utiliser comme solution d’initialisation sur la grille fine la solution provenant de
la résolution du probleme sur la grille grossiere US)C =P(U,) avec K.U. =F,. La générali-
sation de I’algorithme FMG a N grilles est représenté figure 1.25. Les solutions encadrées
sur la figure 1.25 sont les solutions a convergence sur un niveau de discrétisation donné.

Cette méthode de résolution est congue pour des problémes ot les différents niveaux
de discrétisation sont connus, et notamment le maillage fin. Il est possible de coupler
I’algorithme de résolution FMG a un indicateur d’erreur afin de construire un algorithme
de résolution a raffinement adaptatif. Dans ce cas, seule la grille la plus fine est connue et
les différents niveaux de discrétisation sont construits au fur et 2 mesure de 1’avancement
du calcul a I’aide des informations sur la précision de la solution données par I’indicateur
d’erreur. Le principe de cette résolution a raffinement adaptatif est représenté figure 1.2.4.

On présentera dans la section suivante 1’intérét du couplage d’une résolution FMG a
raffinement adaptatif avec une discrétisation isogéométrique du probleme.
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grossier

| a V-cycles

(a) Structure générale d’une résolution FMG. Les points de suspension symbolisent les cycles multigrille

grossier

grossier

jusqu’a convergence

a V-cycles
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(b) Détail de la résolution multigrille sur un niveau donné avec des V-cycles.

FIGURE 1.25: Résolution FMG sur quatre grilles avec des V-cycles.

Raffinement localisé si critere
vérifié
Estimation d'erreur entre
les deux dernieres grilles

FIGURE 1.26: Algorithme de raffinement automatique basée sur une résolution FMG.
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1.2.5 Intérét du couplage de I’analyse isogéométrique et des straté-
gies de résolution multigrille

Lutilisation d’une discrétisation isogéométrique implique des problemes de propa-
gation de raffinement de maillages dus a la structure en produit tensoriel de I’espace
d’approximation utilisé, détaillés en section 1.1.4. L’utilisation de stratégies multigrille
localisées pour décrire la solution sur une portion du domaine considéré permet d’effec-
tuer un raffinement localisé en IGA en contournant ces probleémes de propagations de
raffinement (Figure 1.27).

(a) Raffinement & localisé en analyse
isogéométrique.

(b) Raffinement 4 localisé en analyse isogéométrique a I’aide de techniques multigrille
localisées.

FIGURE 1.27: Principe de raffinement local a ’aide d’une résolution multigrille localisée
en analyse isogéométrique.

Les travaux présentés dans le chapitre 2 proposent une méthode de raffinement adap-
tatif localisé en analyse isogéométrique basée sur une résolution FMG. Les méthodes de
résolution FMG étant adaptées aux stratégies de raffinement adaptatif, les outils mis en
place pour le raffinement adaptatif seront généralisés pour la résolution de probleme de
dynamique transitoire avec un adaptativité en espace et en temps.

En section suivante sont présentés quelques stratégies de raffinement adaptatif spatial
et temporel existantes.
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1.3 Raffinement adaptatif spatial et temporel

On s’intéresse ici a I'utilisation de méthodes a raffinement adaptatif en espace (telle
que la résolution FMG couplée a un indicateur d’erreur, présentée en section 1.2.4) dans
le cadre de la dynamique transitoire.

Pour les problemes de dynamique transitoire, la dimension spatiale est classiquement
traitée a 1I’aide de la méthode des éléments finis et la dimension temporelle avec un schéma
d’intégration donné. Ces deux dimensions sont donc généralement traitées séparément.
Dans le cas des schémas d’intégration temporelle explicites, le pas de temps utilisé est
directement lié a la discrétisation spatiale du probléme. Plus la discrétisation spatiale est
fine, plus le pas de temps utilisé se doit d’étre faible afin d’assurer la stabilité du schéma
d’intégration [HUG 78].

Lutilisation de méthodes de raffinement adaptatif en espace implique la création de
maillages de plus en plus fins dont la taille de maille finale n’est pas connue. Dans le
cadre de la dynamique transitoire, le pas de temps du schéma d’intégration est donc
diminué a chaque raffinement et mene a des colts de calculs prohibitifs si le pas de
temps final est trop faible. Adapter le pas de temps au différentes zones de discréti-
sation spatiale devient donc nécessaire. Ces méthodes consistant a définir un pas de
temps différent suivant les degrés de liberté en espace sont les méthodes de sous-cyclage
[DAN 98b, SMO 88, SMO 00] et sont particulicrement adaptées pour des problemes de
couplage de modeles. Les problemes de stabilité liés a ces méthodes sont 1’objet de nom-
breuses études, par exemple [SMO 96, SMO 98, DAN 98a].

Ce type de problemes peut aussi étre résolu a 1’aide de techniques de décomposi-
tion de domaines. On peut notamment citer la méthode FETI (Finite Element Tearing
and Interconnecting method) pour laquelle chaque sous domaine peut posséder une dis-
crétisation spatiale et une discrétisation temporelle différentes de celles des autres sous
domaines [FAR 91]. La méthode FETI est par la suite adaptée aux problemes de dyna-
mique non linéaire [GRA 00, GRA 01, GRA 03, COM 01]. Il y est montré que la stabilité
de ces méthodes est assurée si la continuité des vitesses est assurée aux interfaces entre
les différents sous domaines.

Ces méthodes de décomposition de domaine sont tres efficaces car elles permettent
d’adapter la discrétisation temporelle a la discrétisation spatiale des différents sous do-
maines. Cependant, elles présentent I’inconvénient de nécessiter une intervention de 1’uti-
lisateur pour la création et la détermination des caractéristiques des sous domaines.

La STAR-method (Space Time Adaptative Refinement method) [CAV 05, CAV 06]
propose une stratégie de raffinement adaptatif en espace et en temps, basée sur la création
de domaines espace temps localisés. Elle présente I’avantage de ne nécessiter aucune
intervention de I’utilisateur pour la création de ces domaines et la détermination de leurs
caractéristiques de discrétisation spatiale et temporelle.

Un autre type d’approches pour la résolution de problemes de dynamique transi-
toire est la formulation €léments finis espace temps [HUG 88, HUL 90, HUG 96]. Ce
type d’approche se préte bien aux méthodes de raffinement adaptatif (voir par exemple
[ABE 04, ABE 06]. Cependant I’inconvénient de telles méthodes est la complexité de la
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1. Etat de Dart

génération de maillages espaces temps cohérents, notamment afin de respecter le principe
de causalité [ERI 05].

Des méthodes a raffinement adaptatifs espace temps dans le cas d’une discrétisa-
tion spatiale effectuée par la méthode des éléments finis et I'intégration temporelle par
un schéma de Galerkin discontinu en temps sont proposées dans [WIB 99, EKE 01] et
[AUB 99, TIE 03]. Elles utilisent des indicateurs d’erreur a posteriori et nécessitent donc
un calcul complet sur tout le domaine spatial a chaque pas de temps pour chaque étape
de raffinement. On peut finalement citer les travaux [YUE 05] présentant une stratégie de
raffinement adaptatif en espace et en temps basée sur une méthode de superposition de
maillages [FIS 92, FIS 95], proche de la STAR-method mise en évidence précédemment.

1.4 Objectifs

Les travaux présentés dans ce manuscrit ont pour objectif de mettre au point une mé-
thode a raffinement adaptatif espace temps pour des problemes d’élasticité linéaire en
dynamique transitoire dans le cadre de 1’analyse isogéométrique. L’utilisation de 1’ana-
lyse isogéométrique permet de supprimer 1’erreur introduite par 1’approximation de la
géométrie, et la méthode a raffinement adaptatif a pour but de permettre le contrdle de
I’erreur commise lors de la discrétisation et d’atteindre un niveau d’erreur donné.

Pour cela, une méthode de localisation en espace bas€e sur une résolution multigrille
pour une discrétisation IGA est tout d’abord mise en place au chapitre 2. Cette méthode
de résolution en espace est ensuite généralisée a des domaines espace temps au chapitre
3.
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Chapitre 2

Résolution multigrille localisée
appliquée a I’analyse isogéométrique en
statique linéaire
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2. Résolution multigrille localisée appliquée a I’analyse isogéométrique en statique
linéaire

2.1 Principe — intérét de la méthode

L’algorithme Full-Multigrid appliqué aux éléments finis et combiné a un indicateur
d’erreur a déja été développé comme solveur a raffinement adaptatif [RAN 09, CAV 05,
BIO 10]. La méthode présentée ici permet d’effectuer du raffinement /4 localisé dans le
cadre de 'IGA. Il est montré en section 1.1 que la structure tensorielle de la définition
des fonctions de base en analyse isogéométrique implique une propagation du raffine-
ment /4 dans tout le domaine. On remarquera aussi que la méthode de résolution FMG a
raffinement adaptatif appliquée aux éléments finis pose probleme pour le raffinement des
frontieres courbes du domaine considéré. En effet, il est nécessaire de conserver les infor-
mations liées a la géométrie CAO du domaine et de passer par des étapes de projection
qui peuvent étre délicates suivant la complexité des géométries ((ADA 00] and [BIB 13]).

Coupler I’analyse isogéométrique a une résolution multigrille présente donc a priori
deux avantages majeurs :

e [’utilisation de techniques multigrille permet de contourner ce probléme de propa-

gation de raffinement et d’effectuer un raffinement 4 localisé du domaine,

e [’utilisation de I’analyse isogéométrique permet de conserver une description exacte
de la géométrie et donc de contourner le probleme de raffinement de frontieres
courbes.

La méthode développée et exposée ici est donc un principe de résolution Full-
multigrid appliqué a 1’analyse isogéométrique combinée a un indicateur d’erreur afin
d’effectuer un raffinement adaptatif pour respecter un critere de précision imposé par
I’utilisateur. Il faut pour cela définir de nouveaux opérateurs de changement d’échelle
adaptés a I'GA et développer un indicateur d’erreur. Ces outils seront présentés en sec-
tion 2.2. Les performances de cette méthode de résolution seront présentés sur différents
exemples en section 2.3.

2.2 Outils développés pour une résolution full-multigrid
localisée dans le cadre de I’analyse isogéométrique

Pour mettre en place un algorithme de résolution Full-Multigrid localisé dans le cadre
de I’analyse isogéométrique, il est nécessaire de définir les opérateurs de changement
d’échelle qui seront utilisés, ainsi que I’indicateur d’erreur qui pilotera le raffinement
automatique. Dans cette section seront détaillées la construction de 1’opérateur de pro-
longement, la définition de I’indicateur d’erreur global caractérisant la convergence de
I’algorithme et la construction de I'indicateur d’erreur local indiquant les éléments du
maillage a raffiner.

2.2.1 Opérateur de prolongement

Pour transférer 1’'information entre deux grilles hiérarchiques successives, une grille
fine Q et une grille grossiere €., il faut définir un opérateur de prolongement 2 et un
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Outils développés pour une résolution full-multigrid localisée dans le cadre de I’analyse
isogéométrique

opérateur de restriction &. Leur construction dans le cas d’une résolution multigrilles
éléments finis 2 déja été détaillée en section 1.2, notamment le fait que ® = PT. En
notant Uy les variables de controle du déplacement sur la grille fine, et U, les variables de
contrdle du déplacement sur la grille grossiere, on souhaite que P vérifie :

Uy = 2(U,). 2.1)

Le cas des fonctions de base NURBS de degré 1 correspond aux fonctions de base
éléments finis de degré 1. L’ opérateur de prolongement utilisé pour des éléments finis de
degré 1 est classiquement basé€ sur I'interpolation. Dans ce cas, le calcul des nouveaux
points de contrdle peut étre effectué élément par élément et I’opérateur de prolongement
peut Etre construit a priori pour un élément et une regle de raffinement donnée (voir Figure
2.1).

Pour des fonctions de base NURBS de degré supérieur, le processus de raffinement &
d’un élément dépend de ses voisins. L’ opérateur de prolongement ne peut donc pas étre
connu a priori et dépend des éléments a raffiner (voir Figure 2.1). Sa construction est
facilitée par le fait que les éléments isogéométriques sont isoparamétriques.Le processus
de raffinement du maillage fournit le lien entre les points de contrdle des deux grilles. On
peut donc utiliser ce lien pour construire I’opérateur de prolongement.

U, et Us sont obtenus par interpolation locale :
1 o o U+ U
; Uy = N1(0.25)U; + No(0.25)Us = %
i N N L U+ U
; Us = Ny(0.75)Us + N3(0.75)Us — 3; 3
0 05 1 0 02 05 1 0 02 05 075 1
Maillage FEA grossier Premiére étape de raffinement Seconde étape de raffinement
1 1 1 Ici, U} dépend de U} :
U= Uy + Us L 2U3 +1 73
: 2 ’ 3
Ul — 3Us + Us 7= Us + Uy
2 4 : 2
: o5 ' R : TS PR L’opérateur de prolongement
Maillage NURBS grossier  Premiere étape de raffinement Seconde étape de raffinement n'est pas connu a priori.

FIGURE 2.1: Raffinement pour des fonctions de base éléments finis de degré 1 et des
fonctions de base NURBS de degré 2.

Soit Q. la grille grossiere provenant d’une discrétisation NURBS du domaine € et
Qp la grille fine provenant d’un raffinement 4 de Q. (Figure 2.2). On pose Q. et Qy
respectivement les points de contréle associés a Q. et Qr. Si P vérifie Qr = P(Q,),
alors il vérifiera Uy = P(U,.). L’ opérateur de prolongement choisi est obtenu sous forme
matricielle durant la procédure de raffinement de la géométrie NURBS présentée dans
[COH 01].

Dans le cas d’une géométrie 2D, le raffinement / est effectué en deux étapes. Un raf-
finement 4 est réalisé dans la direction paramétrique 1 donnant une grille intermédiaire,
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2. Résolution multigrille localisée appliquée a I’analyse isogéométrique en statique
linéaire

SR

Q. Qf

FIGURE 2.2: Définition des domaines Q, Q. et Q.

puis un raffinement /4 suivant la deuxiéme direction paramétrique & sur la grille intermé-
diaire est réalisé. Deux opérateurs de prolongement intermédiaires Py et £ sont définis.
IIs sont respectivement les opérateurs de prolongement dans les directions 1 et § (Figure
2.3). Finalement nous obtenons :

P =P 0P, (2.2)
A A A
1 1 1
0.5 > 05 > 0.5
Py Pe
0 0.5 1 2 0 0.5 1 2 0 0.5 1 2
grille 1 grille 2
P="P:oP,

FIGURE 2.3: Procédure de raffinement.

L’utilisation de la décomposition (%, %) de I’opérateur P permet un important gain
de mémoire, surtout dans le cas d’un probleme en trois dimensions. La possibilité d’une
telle décomposition est une conséquence directe de la structure produit tensoriel d’une
discrétisation NURBS (voir section 1.1).

La construction de I’opérateur de prolongation présentée précédemment est réalisable
dans le cas ou Q. et ¢ sont deux discrétisations du méme domaine. Nous avons vu en
section 1.2 que les résolutions multigrilles localisées sont plus efficaces que les résolutions
multigrilles globales. Il nous faut donc définir un opérateur de prolongement local entre
deux grilles . et Q; ne couvrant pas les mémes portions du domaine £, telles que
Qr C Q.
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Outils développés pour une résolution full-multigrid localisée dans le cadre de I’analyse
isogéométrique

Afin de définir cet opérateur de prolongement local, une adaptation de la méthode
décrite précédemment est nécessaire. Il faut que cet opérateur permette 1’extraction d’une
zone de Q. et qu’il assure le méme degré de continuité de la solution au passage de la
frontiere interne I" entre Q. et ¢ (Figure 2.4).

Q

FIGURE 2.4: Définition des domaines Q., ¢ et de la fronticre interne I" dans le cas de
la localisation.

Pour cela, nous allons introduire 1’ opérateur d’extraction %,. Le fonctionnement de cet
opérateur est détaillé en figure 2.5. Il s’agit d’un exemple 1D avec des fonctions de base
B-splines quadratiques. La zone du domaine a extraire est ’intervalle [0.375,0.875]. Les
points de contrdle associés aux fonctions de base en pointillés noirs sont supprimés, les
points de contrdle associés aux fonctions de base rouges seront imposés de fagon forte afin
d’assurer le bon degré de continuité au passage de I'interface entre Q. et Q. et les points
de contrdle associés aux fonctions de base bleues seront les inconnues du probleme.

La construction de 1’opérateur de prolongement local est détaillé en figure 2.6. Les
€léments a raffiner sont colorés en rouge. L’opérateur de prolongement global P, entre
le deux premieres grilles est construit avec la méthode décrite précédemment. Ensuite, le
maillage NURBS du plus petit convexe contenant les éléments a raffiner est extrait a 1’aide
de I’opérateur d’extraction %, défini précédemment. L’ opérateur de prolongement local
P, est obtenu par composition de ces deux opérateurs : Fj,. = P, o P,. On peut noter que
chacun de ces opérateurs peut étre décomposé suivant les deux directions paramétriques
P, = TéofPT’i, i €le g

Ce raffinement local pour maillage NURBS permet d’imposer les conditions dé-
crites en section 1.2.3 de facon forte. De plus, la discrétisation de cette équation mene
a UJFC = Pyoc(Uf), ou I" est I’interface interne entre Q. et Q. L’opérateur assure donc la
conservation du degré de continuité au passage de la fronti¢re interne (en bleu sur la figure
2.6). La figure 2.7 est un exemple de création de grilles fines localisées pour un probleme
unidimensionnel et un probleme bidimensionnel.

Dans I’algorithme développé, plusieurs zones du maillage NURBS peuvent étre raf-
finées localement. Un opérateur de prolongement local est construit pour chacune de ces
zones. La figure 2.8 détaille la mise en oeuvre de ce procédé.

Nous avons vu en section 1.2 que I’opérateur de restriction & est défini a partir de
’opérateur de prolongement P et que R = PT. Tous les opérateurs de transfert d’in-
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Zone a extraire

n n
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FIGURE 2.6: Méthode de construction d’un opérateur de prolongement localisé.

formations entre deux grilles successives sont donc définis dans le cas d’une résolution
multigrilles pour des discrétisations NURBS avec localisation.

Il nous faut maintenant définir un indicateur d’erreur global pour caractériser la
convergence de I’algorithme et un indicateur d’erreur local afin de déterminer les zones
du domaine a raffiner afin d’avoir un algorithme Full-multigrid localisé pour des discréti-
sations NURBS opérationnel.
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Outils développés pour une résolution full-multigrid localisée dans le cadre de I’analyse
isogéométrique

Niveau fin localisé
e

Niveau grossier
I

Niveau fin localisé

Niveau grossier

FIGURE 2.7: Exemples de localisation en une et deux dimensions.
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¢ 3 ¢
(a) Maillage grossier ou les (b) Opérateurs de prolongement associés a chaque maillage
éléments a raffiner sont NURBS localisé.

représentés en rouge.

FIGURE 2.8: Création des opérateurs de prolongement durant la procédure de raffinement
localisé.
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2. Résolution multigrille localisée appliquée a I’analyse isogéométrique en statique
linéaire

2.2.2 Indicateur d’erreur

Pour un algorithme full-multigrid avec raffinement automatique, il est nécessaire
d’avoir une information sur ’erreur entre la solution convergée sur la grille fine et la
solution exacte du probleme afin de construire une grille plus fine dans les zones ou la
solution n’est pas assez précise. En pratique, I’information qui nous intéresse n’est pas la
valeur exacte de I’erreur commise mais les portions du domaine a raffiner. Nous allons
donc utiliser un indicateur d’erreur qui est moins coliteux qu’un estimateur d’erreur. Pour
un ensemble de grilles {Q,Qy, ..., Q, Q11 } donné, I’indicateur d’erreur de la solution
sur la grille £ est calculé a 1’aide des solutions obtenues sur les grilles €2 et Q. Pour
plus de clarté, une quantité o calculée a partir de la solution converge sur la grille €; sera
notée ;.

Plusieurs types d’indicateurs d’erreurs en espace pour des algorithmes FMG localisés
ont déja été€ mis a I’épreuve [CAV 05] :

. . ) P uk lfuk 2
e indicateur d’erreur en déplacement : [ 1 —well 2

b

llwoll .2
indi - VM(G41—0,
o indicateur d’erreur en contrainte : Y4(Ck1=0) ’g)‘ Q) ,

e indicateur d’erreur en densité d’énergie : 4/ %,

indi 4 : err1—er|dQ
e indicateur d’erreur en énergie : \/M ’
JaeodQ

ou u est le champ de déplacement, ¢ le tenseur des contraintes associ€é au
champs de déplacement u (6 = Ceg, avec C le tenseur de Hooke), VM(c) =
%\/((51—(52)2—{-((52—(53)2—{-((53—61)2 lopérateur de Von Mises (avec o©; les
contraintes principales) et e = Ce : € la densité d’énergie de déformation élastique.

Il est montré dans [CAV 05] que les indicateurs d’erreur ayant le meilleur compor-
tement avec des solutions singulieres sont les indicateurs d’erreur en déplacement et en
énergie. De plus, dans le cas de problemes utilisant une discrétisation NURBS, calculer
I’indicateur d’erreur en énergie connaissant les matrices de rigidité non assemblées est
moins coliteux que de calculer I’indicateur d’erreur en déplacement. En effet, contrai-
rement aux €léments finis, les points de contrdles ne sont pas interpolants (voir section
1.1.2) ce qui implique une réévaluation de toutes les fonctions de base pour déterminer
les déplacement en un point du domaine. Nous utiliserons donc comme indicateur d’er-
reur global un indicateur d’erreur en énergie. En effet, un indicateur d’erreur en énergie
tolere la présence d’éventuelles singularités dans la solution (fissures, etc.) [CAV 05]. Afin
de mettre en place une stratégie de raffinement automatique, il est nécessaire également
d’avoir a notre disposition un indicateur d’erreur local.

Les sections suivantes présentent I’indicateur d’erreur global en énergie et I’indicateur
d’erreur local dérivant de celui-ci.

2.2.2.1 Indicateur d’erreur global

Soit un ensemble de grilles {Qq, ..., Q, Qi1 1}, on définit :
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Outils développés pour une résolution full-multigrid localisée dans le cadre de I’analyse

isogéométrique
D= Q\Qit1,Vi€ [[0:k],
Pl — Qft1s
z | (2.3)
D = Qiin+1,vl€[[0;kﬂ9
5](—!—1 _ {0}
Avec ces notations, il vient :
U 2 - e
ic[0:k+1]
[ aa = ovizj\GJ) e k-1 4
@iﬂi)j
5 — Q)k—H

La figure 2.9 illustre ces définitions pour un ensemble de quatre grilles.

o, Dy = {0}

- A

DQ:Q2ﬁ93E
11)2292\93

ﬁozgoﬂgl

Qo

91
Dl = Ql \Qg

Qo
Dy = {0}

FIGURE 2.9: Définition des domaines pour un ensemble de quatre grilles
{Q0,Q1,Q2,Q3}.

L’indicateur d’erreur en énergie de déformation est utilisé comme indicateur d’erreur
global. A cause de la localisation, la quantité e;,i € [[0;k+ 1]] ne peut étre définie sur tout
le domaine Q. L’indicateur d’erreur en énergie de déformation 1 est redéfini de la maniere
suivante :

\ei—ei_1|dQ

oy

(2.5)
0<i<k+1 / epdQ
Q

n

L’indicateur d’erreur doit vérifier N> < €2, ol € est le critere de précision sur toute la
structure imposé par 1’utilisateur.
Pour chaque grille &; on définie :
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2. Résolution multigrille localisée appliquée a I’analyse isogéométrique en statique
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/ leir1 — ei| dQ
2 D;
l

n, = )
/eon
Q
e = €, (2.6)
/|e,~—e,~1]dQ
2 2 D;

& = & |— Vi€ [[1;k].

/ eodQ
\ Q

L’ algorithme proposé s’arréte lorsque n% < 8,%. En effet, si cette condition est vérifiée,
le critere de précision global sera aussi vérifié :

/|e,~—ei_1|dQ
2 2 Z D

o= M- < g
1< /eon
Q 2.7)
/|e,~—e,—1|dQ
s n < g+ ) 2 = ¢

1<i<k / epdQ
Q

2.2.2.2 Critere de raffinement local

Pour I’ensemble des grilles {Qo, ..., Q, Qi1 1}, la grille Qi est construite si le cri-
tere d’arrét T],% < 8]% n’est pas vérifié. Pour construire la grille 7, il est nécessaire de
définir un critere de raffinement local afin d’identifier les éléments de la grille Q| a
raffiner.

L’indicateur d’erreur est calculé sur la grille € ( section 2.2.2). Le critere de raffi-
nement local est appliqué sur la grille ;. La fagon de choisir les éléments de Q41 a
raffiner est détaillée dans ce qui suit.

On pose :
Q% . élément de la grille Q appartenant au domaine Dy ,
k
mp? = —* X S |
/ ¢0dQ dQ
Q Q%

k

Le critere de raffinement local choisi est de sélectionner tous les éléments Q% qui
k

ne vérifient pas la condition (1],86)2 < 8]% pour un raffinement futur. En effet, si tous les
éléments de Dy, vérifient ce critere, alors :
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Outils développés pour une résolution full-multigrid localisée dans le cadre de I’analyse

isogéométrique
/Qe |€kr1 — ex|dQ [ dQ
(ng)? = —= x TP < €, VoL CD. (29)
/ ¢0dQ 40 k
Q Q%k
Par sommation de cette relation sur tous les Q%, on obtient :
k
/ |€k+1 —€k|d.Q dQ
Qs o
y k < g@x Y 2 (2.10)
Q% C@k / €0 dQ Q% CE]( __ dQ
k Q k &
Sachant que Dy = Dy, il reste
(
/ |€k+1—€k|dQ. / |ek+1—ek|d§2
Dy _ YD )
- — nka
/ ¢0dQ / e0dQ
Q Q
2.11
™ (2.11)
P —1.
Qe Cak [ dQ
\ k Dy
ce qui impose :
M < €.

Le respect du critere local (n¢)? < €7 pour tout élément Q7 de D;,i€[1;k] meneala
vérification du critere d’arrét global présenté en section 2.2.2.1, et donc a la convergence
de I’algorithme FMG IGA localisé.

La section suivante présente la stratégie de sélection des éléments de € a raffiner
si le critere d’arrét de 1’algorithme n’est pas vérifié.

2.2.2.3 Stratégie de raffinement local

Les éléments de la grille €; ne respectant pas le critere local nous indique les zones
pour lesquelles la solution n’est pas assez précise. On souhaite donc que les fonctions de
base ayant support sur la zone a raffiner ne soient pas associées a des points de contrdle
correspondant a une condition aux limite de frontiere interne (voir figure 2.5). La figure
2.10 illustre cette remarque avec un exemple en une dimension pour des fonctions de
base NURBS quadratiques. L’éléments en rouge sur la grille grossiere correspond a la
zone ou la solution n’est pas considérée suffisamment précise. Les éléments de la grille
fine correspondant a cette zone sont en rouge également. Les fonctions ayant support sur
cette zone doivent étre associés a des points de contrdle dont la valeur ne sera pas imposée
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2. Résolution multigrille localisée appliquée a I’analyse isogéométrique en statique
linéaire

par la solution provenant de la grille fine. Les éléments représentés en vert sur la grille
fine sont donc ajoutée a la zone de localisation.

L L L L L L L
0 0.125 0.25 0.375 05 0.625 0.7 0.875

-0.2F

FIGURE 2.10: Création de la zone de localisation pour des fonctions de base NURBS 1D
quadratiques.

Dans le cadre de I’analyse isogéométrique, les fonctions de base sont non nulles sur
p+ 1 éléments dans la direction paramétrique & et sur g + 1 éléments dans la direction
paramétrique 1. Les p éléments voisins dans la direction paramétrique & et les g éléments
voisins dans la direction paramétrique 1 sont donc aussi ajoutés a la liste des éléments de
Q. araffiner.

Un exemple d’application de cette stratégie de raffinement appliquée pour un en-
semble de grille (Q1,Q5,...,Q, Qi1 1) pour des fonctions quadratiques dans les direc-
tions & et 1 est donné en figure 2.11.
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Validation numérique de la méthode

el

¢ ¢

(a) En rouge sont représentés
les éléments a raffiner Q.

(b) En vert sont représentés les
éléments ajoutés a I’ensemble
des éléments a raffiner. Le choix
de ces éléments dépend du degré
du degré polynomial des
fonctions de base sur la grille
(icipour p=¢g=1).

n [/l

13

(c) En rouge sont représentés
les éléments a raffiner sur la
grille Q1.

(d) Les encadrés bleus
représentent les discrétisation
NURBS a extraire pour le
raffinement localisé.

¢

(e) La grille Q. obtenue
apres le raffinement localisé.

FIGURE 2.11: Procédure de raffinement pour un maillage NURBS avec p =g = 2.

2.3 Validation numérique de la méthode

Les résultats présentés ici on été obtenus dans le cadre de problemes statiques 2D
en élasticité linéaire. Le solveur itératif utilis€ comme lisseur dans 1’algorithme FMG est
un gradient conjugué préconditionné avec un préconditionneur Gauss-Seidel symétrique.
L’indicateur d’erreur est un indicateur d’erreur en énergie (section 2.2.2) . Les nombres

de relaxations V| et v, (section 1.2) sont fixés a 3.

Nous allons présenter les résultats de simulation sur trois problemes classiques : la
plaque infinie en traction avec un trou elliptique, la membrane de Cook dans le cas com-
pressible et le coin en L. La plaque trouée elliptique a I’avantage d’avoir une solution
analytique (Annexe B) et permet donc d’avoir acces a I’erreur entre la solution exacte et
la solution calculée. La membrane de Cook et le coin en L ont I’avantage de présenter des
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2. Résolution multigrille localisée appliquée a I’analyse isogéométrique en statique
linéaire

solutions singulieres ce qui permettra de tester le comportement de I’indicateur d’erreur
en énergie vis a vis de solutions singulieres.

2.3.1 Comparaison entre la résolution full-multigrid globale et loca-
lisée

Cette partie a pour but de mettre en évidence I’intérét d’un algorithme full-multigrid
localisé par rapport a un algorithme full-multigrid global dans le cas d’une discrétisa-
tion NURBS. Le probleme que nous allons résoudre ici est le cas d’une plaque infinie en
traction avec un trou elliptique. Le probleme est résolu en 2D dans le cadre de 1’élasti-
cité linéaire en déformations planes. Etant donné les symétries du probleme, nous allons
restreindre la résolution sur un quart du domaine et imposer les conditions de Neumann
provenant de la solution analytique sur le bord rouge du domaine (Figure 2.12).

Ufl[lf'n
E =10°MPa
v=0.3
a=4.10"1m
b=10"'m

RN

a

I

I

I

I

I
SEAVAVAVAVA

FI1GURE 2.12: Données du probleme pour la plaque infinie en traction avec un trou ellip-
tique.

Les quantités qui nous intéresserons pour évaluer les performances de la localisation
dans I’algorithme multigrilles sont :

e [’évolution de I’erreur énergétique exacte sur tout le domaine (calculée a partir de

la solution analytique) en fonction du nombre total de degrés de liberté. Pour un en-

semble de grilles {Q1,Q, ..., Q, Q1 } donné, le nombre total de degré de liberté
k+1

Ngof Vaut : gy = Z dof ().
i=1
e Le nombre de cycles multigrilles nécessaires a la résolution sur chaque niveau de

grille, qui est directement lié au cott de calcul pour chaque résolution.

La géométrie utilisée pour initialiser 1’algorithme est la géométrie provenant directe-
ment de la CAO (Figure 2.13(a)). Le maillage final obtenu avec localisation est donné
Figure 2.13(b) et le maillage final obtenu sans localisation est donné Figure 2.13(c).

On peut voir sur la figure 2.14(a) que 1’algorithme avec localisation fournit une solu-
tion plus précise avec moins de degré de libertés que 1’algorithme sans localisation. On
rappelle que cela est di au fait que la structure de produit tensoriel des maillages NURBS
implique une propagation du raffinement dans toute la structure et donc I’ajout de degrés
de liberté qui n’améliore pas beaucoup la qualité de la solution obtenue. On peut aussi
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At
e

S

Bt

(b) Maillage final obtenu avec une résolution (c) Maillage final obtenu avec une résolution
FMG IGA globale. FMG IGA localisée.

FIGURE 2.13: Maillages initial et finaux pour les résolution FMG IGA globale et locali-
sée.

remarquer sur la Figure 2.14(b) que le nombre de cycles multigrilles jusqu’a convergence
diminue une fois que la localisation a commencé.

Les résultats obtenus sur cet exemple numérique valident bien 1’intérét de la localisa-
tion dans I’algorithme multigrille présenté pour une discrétisation NURBS.

Nous allons maintenant nous intéresser aux performances de I’algorithme FMG IGA
localisé pour la recherche de solutions présentant des singularités.
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linéaire
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(a) Comparaison de 1’évolution de I’erreur exacte pour les
résolutions FMG IGA globale et localisée.
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(b) Comparaison de I’évolution du nombre d’itérations
multigrille & convergence pour chaque niveau de raffinement,
pour les résolutions FMG IGA globale et localisée.

FIGURE 2.14: Comparaison de la convergence et des performances entre les résolutions
FMG IGA globale et localisée.

2.3.2 Performances de la résolution full multigrid localisé

Nous allons nous intéresser ici a deux exemples numériques, toujours en 2D dans
le cadre de 1’élasticité linéaire : la membrane de Cook et le coin en L. Nous pouvons
nous attendre a un taux de convergence moins élevé que dans I’exemple de la section
précédente et a un plus fort impact de la localisation.

Nous nous intéresserons tout d’abord a la comparaison des performances entre 1’al-

48

Cette thése est accessible a I'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2015ISAL0098/these.pdf
© [A. Chemin], [2015], INSA Lyon, tous droits réservés



Validation numérique de la méthode

gorithme FMG IGA localisé et I’algorithme FMG FEA localisé. Puis nous étudierons le
comportement de 1’algorithme FMG IGA localisé lorsque le degré des fonctions de base
NURBS augmente. L’intérét de 1’utilisation de fonctions de base quadratiques présentant
une continuité au passage des frontieres d’éléments plus importante que C° (comme c¢’est
le cas en éléments finis de degré 2) sera mis en évidence ici. Les quantités utilisées pour
comparer les performances des deux algorithmes sont :

e la convergence de I'indicateur d’erreur en fonction du nombre total de degrés de

liberté,
e le nombre de cycle multigrilles a convergence pour chaque niveau de résolution.
Les données relatives au problemes traités sont présentés Figure 2.15.

a a=1.10"tm

b=0.3.10""m Pl
Ja =0.16.10"2m E =10°MPa
S b=0.48.10"2m v=03
! =0.44.10"2m —10°Pa
J»=10°Pa a P
JE=10°MPa

Ll Jv=o03
~
N
~
N
N
~
§ 77777777777
b
b
(a) Données du probléme pour la (b) Données du probleme pour le coin en
membrane de Cook. L.

FIGURE 2.15: Parametres des problemes étudiés.

Les maillages initiaux et finaux pour les résolutions FMG IGA localisé¢ et FMG FEA
localisé pour ces deux problémes sont donnés Figure 2.16. On remarque que I’utilisa-
tion de fonctions de base NURBS (! au passage des frontieres d’éléments méne a des
zones localisées plus étendues que lors de 'utilisation de fonctions de base C°. Cela est
di au fait que les fonctions de base C! ont comme support trois éléments (voir section
1.1.1) alors que les fonctions C° ont comme support un seul élément. Cependant il est im-
portant de noter que le fait d’utiliser plus d’éléments avec une discrétisation C! qu’avec
une discrétisation CY ne signifie pas I'utilisation de plus de degrés de liberté. En notant
neCle, ngclll, neclim et ngdol respectivement le nombre d’éléments et le nombre de degrés de
liberté d’une discrétisation C! et d’une discrétisation CV et en supposant un raffinement
homogene en deux dimensions, on a :

C! C! C!
n%l ~ g, . lorsque ng;,, — oo 2.12)
~Y C )
ngu 4><nelem ,lorsquenelem—>oo
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(a) Maillage initial provenant (b) Maillage final obtenu avec (c) Maillage final obtenu avec

de la CAO pour la membrane une résolution FMG IGA une résolution FMG IGA
de Cook. localisée pour une localisée pour une
discrétisation C° pour la discrétisation C! pour la
membrane de Cook. membrane de Cook.

(d) Maillage initial provenant (e) Maillage final obtenu avec (f) Maillage final obtenu avec
de la CAO pour le coin en L. une résolution FMG IGA une résolution FMG IGA
localisée pour une discrétisation localisée pour une discrétisation
C? pour le coin en L. C! pour le coin en L.

FIGURE 2.16: Maillages initiaux et finaux obtenus avec une résolution FMG IGA locali-
sée.

La figure 2.17(a) présente I’évolution de I’indicateur d’erreur en fonction du nombre
total de degrés de libertés dans les cas d’une résolution FMG localisé appliquée aux élé-
ments finis et d’une résolution FMG localisé appliquée a I’analyse isogéométrique pour
le probleme de la membrane de Cook. On distingue deux comportements différents de
I’évolution de I'indicateur d’erreur avant et apres la localisation Le dernier calcul avant
localisation est symbolisé sur les tracés par un marqueur carré. Avant localisation, la réso-
lution avec une discrétisation C¥ (type éléments finis) nécessite en moyenne trois fois plus
de degrés de liberté que la discrétisation C! pour obtenir un niveau d’erreur équivalent.
Apres localisation, la discrétisation C¥ nécessite quatre fois plus de degrés de liberté que
la discrétisation C'. De plus la résolution FMG localisé appliquée a I'IGA posséde un
jeu de quinze grilles a convergence alors que la résolution FMG localisé appliquée aux
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Validation numérique de la méthode

éléments finis en possede seize. Le stockage de la solution est donc plus cofiteux pour une
discrétisation C° que pour une discrétisation C'. Pour ce qui est de la différence de coiits
de calcul, elle est assez difficile a quantifier. En effet, la discrétisation C 1 possede moins
de degrés de liberté a convergence que la discrétisation C° mais un cycle multigrilles est
plus coliteux en raison de I’utilisation de matrices de rigidité plus denses et le nombre
de cycles multigrilles n’est pas connu a I’avance et est tres dépendant du probleme traité.
Pour les exemples traités ici les temps de calculs sont approximativement identiques.

La figure 2.17(b) présente le nombre de cycles multigrilles a convergence pour chaque
niveau de raffinement pour les deux types de discrétisation pour la résolution du probleme
de la membrane de Cook. On distingue encore les zones avant et apres localisation sur ces
deux courbes. Le dernier calcul avant localisation est symbolisé par un marqueur carré sur
les deux tracés. La début de la localisation meéne dans les deux cas a une diminution du
nombre de cycles multigrilles. Ce comportement a déja été mis en évidence (voir section
2.3.1 lors de la comparaison d’une résolution FMG globale et locale) et persiste pour la
détermination de solution plus singulieres. On remarque tout de méme la présence d’un
pic dans le nombre de cycles multigrilles apres la localisation pour la discrétisation C!
qui n’est pas présent pour la discrétisation C°. La résolution du probleme du coin en L
nous montrera que ce pic n’est pas un comportement spécifique a I’utilisation de I'IGA et
doit dépendre du probleme résolu.

la figure 2.18(a) présente la convergence de I’indicateur d’erreur pour le probleme du
coin en L pour les deux types de discrétisation C° et C'. Les conventions de représen-
tation sont les mémes que pour le cas de la membrane de Cook figure 2.17(a). Avant la
localisation, la résolution avec une discrétisation C° nécessite en moyenne 3 fois plus de
degrés de libertés qu’avec une discrétisation C! et 2,5 fois plus apres la localisation. De
plus la résolution avec la discrétisation C° méne 2 la création d’une grille supplémentaire
qu’avec la discrétisation C!. La figure 2.18(b) présente le nombre de cycles multigrilles
a convergence pour les deux types de discrétisations a chaque niveau de raffinement. Le
nombre de cycle multigrille effectué apres la localisation est globalement moins impor-
tant apres la localisation pour les deux types de discrétisation. On note la présence d’un
pic apres la localisation pour les deux discrétisations. Cela nous montre que le pic relevé
dans le cas de la membrane de Cook pour la discrétisation C! et qui était absent pour la
discrétisation C° n’est pas spécifique a la continuité des fonctions de base au passage des
frontieres des éléments mais est probleme dépendant. Ce n’est donc pas un comportement
systématique li€ a I’utilisation de 1’analyse isogéométrique. Comme pour la résolution du
probleme de la membrane de Cook, les temps de calculs pour la résolution du probleme
du coin en L avec les deux discrétisations sont équivalents.

En conclusion, 1’utilisation d’une discrétisation C' fournit une solution avec une
meilleure continuité et moins de degrés de libertés (donc plus facile a stocker) pour un
colt de calcul équivalent a une résolution de type éléments finis.
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2. Résolution multigrille localisée appliquée a I’analyse isogéométrique en statique
linéaire
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FIGURE 2.17: Convergence et performances de la résolution FMG IGA localisée pour le
problemes de la membrane de Cook.
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FIGURE 2.18: Convergence et performances de la résolution FMG IGA localisée pour le
problémes du coin en L.
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2. Résolution multigrille localisée appliquée a I’analyse isogéométrique en statique
linéaire

Nous allons maintenant nous intéresser a I’'impact de 1’élévation d’ordre des fonctions
de base NURBS utilisées pour la résolution sur 1’algorithme FMG IGA localisé. Nous
allons résoudre le probleme de la membrane de Cook avec des fonctions de base NURBS
linéaires, quadratiques et cubiques respectivement C°, C! et C? au passage des frontieres
d’éléments. La figure 2.19 montre, comme on pouvait s’y attendre, que le nombre de
degrés de liberté nécessaires pour atteindre le critere de précision imposé par I’ utilisateur
décroit lorsque le degré des fonctions de base NURBS augmente.
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FI1GURE 2.19: Convergence and performances of the FMG IGA algorithm on the Cook’s
Membrane problem.
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Synthése

2.4 Synthese

L algorithme FMG IGA localisé présenté ici permet d’effectuer un raffinement 4 lo-
calisé en évitant les problemes de propagation de raffinement dans les structures NURBS,
tout en conservant la continuité au passage des frontieres internes entre les différentes
grilles. Cet algorithme offre donc une alternative aux techniques de raffinement en ana-
lyse isogéométrique telles que les B-splines hiérarchiques ([VUO 11, KRA 94]) ou les
T-splines ([BAZ 10, DOR 10]), qui nécessitent un effort d’implémentation assez impor-
tant.

De plus, 'utilisation d’une discrétisation NURBS du domaine étudié avec un algo-
rithme FMG a raffinement automatique permet de contourner la difficulté du raffinement
de frontieres courbes fréquent en éléments finis, et qui peut €tre assez complexe a ré-
soudre. Dans notre cas, toutes les informations liées a la géométrie sont déja contenues
dans I’espace de recherche des solutions. Il n’est donc pas nécessaire de conserver des
informations supplémentaires sur la géométrie du domaine étudié.

Enfin, la structure en produit tensoriel des fonctions de base NURBS utilisées ici
permet de décomposer les opérations de prolongement et de restriction suivant chaque di-
rection paramétrique. En pratique, cela se traduit par le fait que, contrairement lors d’une
résolution multigrille appliquée aux éléments finis pour des maillages non structurés, il
n’est pas nécessaire de stocker completement ces opérateurs. Seuls les opérateurs de pro-
longement suivant chacune des directions paramétriques sont stockés, et 1’opération de
prolongement est effectuée par leur composition. Cela représente un gain de mémoire
non négligeable pour des discrétisations présentant de nombreux degrés de liberté.
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2. Résolution multigrille localisée appliquée a I’analyse isogéométrique en statique
linéaire
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Chapitre 3

Résolution multigrille localisée en
espace temps pour la dynamique
transitoire
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3. Résolution multigrille localisée en espace temps pour la dynamique transitoire

3.1 Objectif

En section 1.3 sont exposées quelques méthodes de raffinement adaptatifs pour des
problemes de dynamique transitoire appliquées a I’élasticité linéaire en petites déforma-
tions.

L’ application de I’algorithme de résolution Full-Multigrid avec raffinement adaptatif
présenté précédemment a un domaine espace temps permet de proposer une stratégie
alternative pour la résolution de ce type de problemes avec un controle sur la précision
de la solution obtenue. Dans cette partie seront présentés 1’étude de faisabilité de cette
technique de résolution, les adaptations de 1’algorithme de résolution présenté en partie 2
qui en découlent et I’analyse des performances de cette stratégie de résolution.

3.2 Stratégie de résolution full-multigrid espace temps

3.2.1 Probleme de référence

Nous nous intéressons a la résolution de problemes de dynamique transitoire en élas-
ticité linéaire représenté figure 3.1.

Fg
S

Ud

FIGURE 3.1: Probleme de référence.

Nous souhaitons donc trouver le champ de déplacement u vérifiant sur un intervalle
de temps Qr = [fo,Zx] et sur un domaine Qyx le systéeme d’équation suivant :

divo(u(x,r)) = pi(x,1), V(x,7) € Qx x Qr,
u(x,79) = wp(x), VxeQy,
u(x,79) = vo(x), Vx € Qy, 3.1
u(x,t) = ua(x,t), V(x,t) €9Q} xQr,
o(u(x,t))n(x,t) = Fa(x,t), V(x,t) €9Q% x Qr.

avec 6 = Ce et C le tenseur de Hooke. Ce systeme d’équation peut étre réécrit en faisant
intervenir deux champs inconnus, le déplacement u et la vitesse v, de la maniere suivante :
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Stratégie de résolution full-multigrid espace temps

( divo(u(x,t)) = pv(x,1), V(x,1) € Qx xQr,
v(x,t) = ua(x,t), V(x,1)€Qx xQr,
v(x,70) = vo(x), Vxe€Qy,
u(x,1) w(x), VxeQy, (3.2)
u(x,t) = ua(x,t), Y(x,t) €9QL x Qr,
v(x,t) = va(x,t), V(x,t) €9Q} x Qr,
| o(u(x,1)).n(x,t) = Fa(x,t), VY(x,1) €0Q% x Qr.

L’intérét d’une telle réécriture du probleme est de faire apparaitre le champ de vitesse.
En effet, il est montré dans [GRA 00, CAV 05] que les conditions aux limites sur les bords
des grilles localisées en espace temps doivent étre appliquées en vitesse afin de conserver
I’énergie totale du systeme au cours du temps. De plus, la formulation faible de 3.2 permet
de coupler de maniere faible les champs u et v et ainsi de permettre une plus grande liberté
sur les espaces de recherche de ces champs inconnus. En effet, la forme 3.1 fait intervenir
la dérivée seconde en temps de u et impose donc que 1’espace de recherche de u soit au
moins quadratique par morceaux, alors que la forme 3.2 permet de chercher u et v dans
des espaces linéaires par morceaux par exemple. Cette souplesse sur les degrés des fonc-
tions de base des espaces de recherche est importante pour I’étude de la faisabilité d’une
résolution Full-Multigrid espace temps car cela permet d’évacuer le parametre de 1’ordre
des fonctions de bases. De plus, la forme 3.2 est la base de construction de formulations
faibles en temps pour la construction d’intégrateurs temporels modernes [GRA 15].

3.2.2 Choix de I’espace d’approximation

Afin de résoudre le probleme 3.2 avec I’algorithme Full-Multigrid a raffinement adap-
tatif nous allons raisonner sur un domaine espace temps. On définit Q = Qx x Q7 le
domaine espace temps. On pose :

U = {ueH (Q)}/H‘BQ;(XQT =g et U|Qy ;) = Uo},
U = {u* €H (Q)}/u?‘aﬂ;(x =0et u|Qth0 0},
vV {veH, ('Q'>/V|BQ)1(><QT = Va et vjg, x, = Vo,
V* = {vie Hl(Q.)/V‘*aQ)](X =0et VIQ i =01

(3.3)

La formulation faible du probleme 3.2 donne : trouver (u,v) € U X V tels que
V(u*,v*) € U* x V*,
v xapvxn) +elv' (x.n)o(u(x.
(3.4)
+ / (W(x,1) — v(x,1))dQ = / / )Fa(x,1) doQx dQy.
Qr JoQx (1)

Une discrétisation de type Galerkin du probleme faible 3.4 mene a la définition d’une
grille espace temps discrétisée Qxr vue comme un ensemble d’éléments espace temps.
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3. Résolution multigrille localisée en espace temps pour la dynamique transitoire

Un élément espace temps e’ est défini comme le produit tensoriel d’un élément spatial et
d’un élément temporel : ¢’ = elT ® e§( (Figure 3.2).

[
e% x

FI1IGURE 3.2: Définition d’une grille espace temps.

On a alors :

Nx
QX = U €§(,

Nr
Qr = U elT, 3.5

N
Qyr = QreQyxy = Uei.

\ i=1

Nous chercherons les champs de déplacement u et de vitesse v sous la forme :

Ny Nr
ll(X,t) = qu)z ul] V(X,t)GQ.,

i=1
Ny JNT 3.6)

v(x,7) = ZZQ)I Nvij, Y(x,1) € Q.

i=1j=

A priori on choisira ¢7 = ¢; = ¢; et \|IJ \|!‘j’. =V
Ce choix d’espace de recherche pour les champs u et v mene a la résolution du systeme
matriciel :

AX =B, (3.7)

avec
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Stratégie de résolution full-multigrid espace temps

(= (Mo e )

N = [ wiwder.

M) = [ wiowder, (3.8)
(K = [ e@0)o(0(x)ax.
| M) = X‘Pz(x)Pq)k(x)dQX

Une résolution multigrille est basée sur les propriétés de lissage d’un solveur itératif
(voir section 1.2.1). Pour la résolution de problemes en mécanique du solide a I’aide d’une
stratégie multigrille, le lisseur le plus utilisé est le gradient conjugué. Pour le probleme de
dynamique transitoire discrétisé que nous souhaitons résoudre, I’opérateur espace temps
A n’est ni symétrique, ni définit positif. Le gradient conjugué ne peut donc pas étre utilisé.
La forme de I’opérateur A nous oriente donc vers I'utilisation d’un lisseur de type de
minimisation du résidu généralisé (Generalized Minimal RESidual -GMRES-) .

La section suivante présente 1’étude des performances d’une résolution multigrille
pour le probleme associé a 1I’équation 3.7 en fonction de la structure de I’opérateur espace
temps A. Cette étude a pour but de permettre de faire un choix sur I’intégrateur temporel
a utiliser pour une résolution FMG localisée en dynamique transitoire.

Remarque : Les travaux effectués dans la section suivante sont réalisés avec un opéra-
teur espace temps A assemblé sur tout le domaine Qy x Q7. Le stockage de cet opéra-
teur nécessite énormément d’espace mémoire et n’est pas réalisable en pratique. Une fois
I’étude de faisabilité terminée et le choix de I'intégrateur temporel effectué, un opérateur
espace temps assemblé sur I’ensemble du domaine ne sera jamais utilisé.

3.2.3 Etude des performances

Afin d’étudier I’intérét d’une résolution multigrille pour résoudre le problémes matri-
ciel (équation 3.7), nous allons nous intéresser a une résolution sur deux grilles globales
pour un probléme de traction en une dimension sur ’intervalle de temps [0s;7,8.107%s] &
conditions initiales nulles.

F)y
p= 7800kg.m_3 B - |
;] E =210.10°Pa :
> I
j L =10m F = 10N — >
S 1m2 0s| 7,810 7s t
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3. Résolution multigrille localisée en espace temps pour la dynamique transitoire

Les fonctions de base de I’espace de recherche des champs u et v (équation 3.6) se-
ront des fonctions éléments finis linéaires. Ces fonctions correspondant a une discréti-
sation NURBS de degré 1, les opérateurs de prolongement P et de restriction & seront
construits de la méme maniere que pour les problemes de statique élastique linéaire (voir
section 2.2.1). Pour I’opération de lissage, 5 itérations de GMRES seront effectuées sur
I’opérateur espace temps sur grille fine.

t t

AX, = B, AXy =By )

FI1IGURE 3.3: Grilles espace temps grossiere et fine et équations matricielles associées. La

grille grossiere est composée de 4 éléments en espace et 10 éléments en temps, la grille

fine de 8 éléments en espace et 20 éléments en temps. Soit respectivement des problemes
a 80 et 320 degrés de liberté apres application des conditions aux limites.

Algorithm 2: Résolution sur deux grilles en espace temps.
k< 0; X(} ~—0;
tant que res > ¢ faire

X}  GMRES(Af, X%, By,5) ;

R?(—Bf—AfX]};

Ef < résolution_directe( A Ek = R(R’})) ;
S <k
X5 X+ P(Ef) ;
k+1 <k )
X < GMRES(A7,X%,By,5) ;
res <— critére(Af,X]}H,Bf) ;
| k< k+1;
k.
Afin d’évaluer les performances de la résolution multigrille, nous allons comparer
I’évolution de la norme du résidu de 1’équation 3.7 avec et sans prise en compte de la
correction provenant de la grille grossiere (résolution décrite par 1’algorithme 2 avec P =
0). Si une résolution multigrille est efficace pour ce probleme, la prise en compte de la
correction devrait faire diminuer fortement le nombre d’itérations a convergence comme
dans le cas d’un probléme de statique linéaire (voir section 1.2.1, figure 1.19).
La figure 3.4 montre que la résolution itérative ne converge pas que 1’on prenne en
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Stratégie de résolution full-multigrid espace temps

10°

Evolution de la norme du residu avec prise en compte
de la correction provenant de la grille grossiere.
Evolution de la norme du residu Sans prise en compte
de la correction provenant de la grille grossiere.

N
U

Norme du residu

10

10" I I

10 10° 10
Nombre de cycles multigrille

10

F1GURE 3.4: Performances de la résolution sur deux grilles.

compte ou non la correction provenant de la grille grossiere. Cela est dii au fait que le
lisseur utilis€ (GMRES) n’est pas préconditionné. Le choix d’un préconditionneur pour
une résolution multigrille espace temps pour la dynamique transitoire adapté a tout type
de problemes n’est pas traité ici. Dans la suite de ce chapitre, seuls des problemes en une
dimension spatiale sont traités. Le préconditionnement de ces problemes est effectué par
un adimensionnement des équations a résoudre. La figure 3.5 représente 1’évolution de la
norme du résidu apres adimensionnement du probleme.

Norme du residu

Evolution de la norme du residu avec prise en compte
de la correction provenant de la grille grossiere.
Evolution de la norme du residu sans prise en compte
10° - de la correction provenant de la grille grossiere.

-10 I

0 10"

Nombre de cycles multigrille

FIGURE 3.5: Performances de la résolution sur deux grilles aprés adimensionnement du
probleme.

On constate que la résolution sur deux grilles du probleme 3.8 n’est pas efficace. Tout
d’abord, la prise en compte de la correction provenant de la grille grossiere ne diminue
pas assez fortement le nombre de cycle multigrille a convergence : 49 cycles multigrille
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3. Résolution multigrille localisée en espace temps pour la dynamique transitoire

a convergence lorsque 1’on prend en compte la correction provenant de la grille grossiere
contre 70 lorsque 1’on ne prend pas en compte cette correction. De plus, on constate que
la résolution sans prise en compte de la correction sur grille grossiere, correspondant
donc a une résolution itérative avec le lisseur réinitialisé toutes les 5 itérations nécessite
70 x 2 x 5 =700 itérations de GMRES au total a convergence pour un probleme a 320
degrés de liberté sur la grille fine.

Nous allons donc mettre en évidence les caractéristiques de la structure de 1’opéra-
teur A diminuant les performances du lisseur afin de faire un choix de discrétisation et
d’intégrateur temporel adapté. On rappelle la structure de 1’opérateur espace temps :

A NiogK —Np,®K
A\ NMHheK NyoM ’

Les trois caractéristiques essentielles de la structure de 1’opérateur A sont :

e la non symétrie, due a la non symétrie de Ny (3.8) et au terme —N, Q K,

e le couplage des champs u et v,

e la partie hyperbolique de I’équation différentielle 3.2 représentée par le terme N; ®

M.

Nous allons donc nous intéresser au nombre d’itérations a convergence pour diverses
structures de A. Ce travail est effectué sur des opérateurs symétriques ou non symétriques,
avec les champs u et v couplés ou découplés et avec la présence ou non de la composante
hyperbolique du probleme. Cela nous mene a huit structures de A différentes (voir ta-
bleaux 3.1 et 3.2).

(3.9)

Elliptique Non symétrique Symétrique
NioK —No®K N, @K No®K
" 0s _ 1 2 oS _ 2 2
Couplé | A < N,9K 0 As ( N, oK 0
) (| p08 0 -N; @K 0s 0 N, ® K
Découplé | A7” = < Ny 9K 0 A7 = N, © K 0

TABLE 3.1: Structure de I’opérateur espace temps pour le probléme sans la composante

hyperbolique.
Hyperbolique Non symétrique Symétrique
) _( NieK —Np®K _{ K NpeK
Couplé _<N2®K Ny @M ) As_<N2®K N2®M)
. . _ 0 N, ®K B 0 N, ®K
Découplé Ay = ( N,oK N;®M ) Ay = ( N, 9K N2®M)

TABLE 3.2: Structure de 1’opérateur espace temps pour le probleme avec la composante
hyperbolique.
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Résolution full-multigrid espace temps appliquée au Time-Discontinuous Galerkin

10 [ 102 | 10°
AP | A9 | A0S
Ags | Ag

AL

Ag

A

TABLE 3.3: Ordre de grandeur du nombre d’itérations a convergence.

Les résultats présentés dans ce cas particulier pour les différentes formes de 1’opé-
rateur espace temps A (tableau 3.3) nous montrent que la composante hyperbolique du
probleme n’influence pas la rapidité de convergence de la résolution multigrille. Les ca-
ractéristiques prédominantes dans la perte de performances de la résolution multigrilles
sont le couplage des champs u et v et la non symétrie de I’opérateur.

On rappelle que I'utilisation d’un intégrateur temporel faisant intervenir le champ de
vitesses v est tres intéressant dans notre cas étant donné que les conditions aux limites
a imposer sur les grilles localisées devront se faire sur le champ de vitesse (voir section
3.2.1).

L’intégrateur choisi pour la suite sera un intégrateur type Galerkin discontinu en temps
(Time Discontinuous Galerkin —-TDG-) a deux champs. En effet, cet type d’intégrateur
fait intervenir les champs u et v, mais le couplage est résolu de facon directe et les opé-
rateurs intervenants dans la résolution sont symétriques définis positifs. Ce choix nous
permettra donc de contourner les pertes de performances dues au couplage et a la non
symétrie de I’opérateurs A.

3.3 Résolution full-multigrid espace temps appliquée au
Time-Discontinuous Galerkin

3.3.1 Schéma d’intégration Time-Discontinuous Galerkin

On considere I’intervalle de temps Q7 = [fo, 7y [ discrétisé en N éléments temporels elT
tels que elT = [t;_1,4[, I € [1,N]. On pose At; = t; —1;_| Le schéma d’intégration TDG est
basé sur une discrétisation de type Galerkin des équations fortes a deux champs 3.2, avec
pour particularité d’autoriser les discontinuités aux frontieres des intervalles de temps
elT. Il est possible d’utiliser des fonctions de base de degré i pour le traitement de la
dimension temporelle du champ de déplacement u et de degré j pour le traitement de la
dimension temporelle du champ de vitesse v. Un tel intégrateur est nommé TDG Pi — Pj.
La méthode TDG P1 — P1 est la plus utilisée pour les méthodes a raffinement adaptatif
(on peut se référer notamment a [AUB 99, LI 98, TIE 03]). Ce sera donc celle utilisée
dans la suite de ces travaux.

Les champs de déplacement u et de vitesse v sont recherchés sous la forme :
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3. Résolution multigrille localisée en espace temps pour la dynamique transitoire

=
M
=
|
M=
1=
=
=
X
|
=
N

uf+ Hiv(uf |, v(xn) € QxeQr,

=1 j=1
lﬁx fN (3.10)
vixr) = Y ) [q),.(x)wﬁf (VS + Bilx) (r)vg} . Y(x,1) € Qx @ Qr,
i=1j=1
avec o
( _ Jj : J
\Vi(t) = m S1t & eT
=0 sinon,
t—ti ‘ j 3.11)
\V;l(t) = m S1t € eT
L = 0 sinon.

et ol les §; sont les fonctions de bases en espace utilisées pour construire I’espace de
recherche de u et les ¢; sont les fonctions de bases en espace utilisées pour construire
I’espace de recherche de v. L’égalité v = u étant vérifiée de fagon faible, il n’y a aucune
condition a respecter sur le degré des fonctions de bases choisies pour construire ce deux
espaces. Dans la suite nous choisirons d’utiliser les mémes fonctions de base NURBS
quadratiques pour u et v en espace.

L’expression des champs u et v autorise une discontinuité a chaque piquet de temps #;
(voir Figure 3.6). Par souci de lisibilité, on introduit les notations suivantes :

ax,;;7) = lim a(x,;+¢€),
=0+ (3.12)
a(x,t;) = lim a(x,f+¢€).
e—0~
Qa A
[ [ [ [
[ [ [ [
[ [ [ [
| | i Oé(x |, — ) |
:+ Oé(l’a:tm) me alz,t, )
(@, by, 1) | TF—_T
T\ Oé(.’E,l m+1) :
[ [ [
[ — [ [
[ a(x’t:m> [ [
[ [ [ [
[ [ [ [
tm—1 tm tm+1 tm+2 t

FIGURE 3.6: Evolution d’une quantité o en fonction du temps dans le cadre du TDG
P1—P1.
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Résolution full-multigrid espace temps appliquée au Time-Discontinuous Galerkin

On définit le saut au passage de #; d’une quantité a(x,) de la fagon suivante :

Nx

foux,5)] = ; [¢i(X)G§—¢i(X)°‘§+1 (3.13)
— O(,(X,l;_) —oc(x,tl_).

La formulation faible de 3.2 sur I’élément temporel ¢’ est :

/ V(% DPV(x.) (v (x,1))(u(x, 1)) dQx dt
QxRer

e(u* (x,1))0(u(x, 1) — v(x,7)) dQy dt — / / JF(x,1)doQy dr.
0Qx (1
(3.14)
L’espace de recherche des champs u et v autorisant une discontinuité aux piquets de

temps #;, deux termes assurant la continuité de facon faible au passage de la frontiere d’un
élément temporel sont ajoutés :

Qx®elT

/ l v (x,1)pv(x,1) + (v (x,7))o(u(x,t))dQy dt
Qx Qe

b [ el xn)otutn) — vix.))drdt
x Qer
[ vt Dplvxn]agy
[ ol Ger? ) (w40 = / /Qx V¥ (x,1)Fa(x,7) ddQy dr.

(3.15)
On conserve les notations définies en section 3.2.2 pour la matrice de rigidité K; et de
masse M[; associés a I’intervalle de temps elT. On pose U?, U¢, V;g et Vf tels que :

|
S S
SN

’ (3.16)

= =
RN

Remarque : On peut remarquer que dans le cas d’une discrétisation interpolante en
8 _ iy 4t d — iv t7Y) v — vir: d v 1~

espace, on a uj = u(x,,t{_l), uy = .u(x,,tl ), vy = v(xi,t;" ) gt v = v(x;,t,). Dans le

cas d’une discrétisation isogéométrique en espace, cette égalité ne sera généralement

pas vérifiée. Les vecteurs d’inconnues Ulg , U9, V8, et Vld contiendront les variables de

controdle de la description isogéométrique des champs recherchés.

En injectant 3.10 dans 3.15 il vient :
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3. Résolution multigrille localisée en espace temps pour la dynamique transitoire

%}KZ %Kz —%AIIKZ —lAthZ UZ KIU?LI
I—EKI | ZKI —BIAZIKI —%AIIKZ Ué _ . 0 y , 3.17)
§AllK1 gAthl EM] le Vé Fl +M1Vlfl
%AI‘IKZ %AZIK[ —%Ml %Ml Vl F;j
ou F§ et F/ sont tels que (Ff); = /1 \yg F(x,1)doQx dt et (F¢); =

// W (1)0;(x)F(x,1) doQy dr.
aQX

[’équation matricielle 3.17 peut étre réécrite de maniere a découpler le calcul des
champs u et v et ainsi réduire la taille du systeme matriciel a résoudre. En effet, le systeme
3.17 est équivalent a :

K, 0 —lAgK, —lagK, ][ 8 KU
0 0 M*l %Ml Vig Fig* 9 .
0 0 IA7K, M Vi Fi*

MY = M+ APK,
P SRS+ M VL) — LFY - 2AnK U, (3.19)
F& = F{+F +MV{ | —AgKUY .

On peut donc résoudre le probléeme en vitesse

MY 3M ][ V§ F}*
{%AtlzKl M Vd Fé | (3:20)

puis en déduire les inconnues en déplacement sur I’intervalle de temps elT

— d 1 1 d

. (3.21
Ul = UL +3A0V] + 500V )

Remarque : 1l est possible de symétriser le systeme associé au probleme en vitesse en
permutant par bloc les lignes de 3.22 :

1 2 * 8 d*
IAPK, M A% F
370 T ! L= L, |. 3.22
{ M) %MIHV?} {F’i’l :22)
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Résolution full-multigrid espace temps appliquée au Time-Discontinuous Galerkin

L’algorithme de résolution TDG sur I’ensemble de I’intervalle de temps Q7 est décrit en
Algorithme 3.
Algorithm 3: Résolution TDG.
Initialisation(Ug, V§);
pour [ =1 — N faire
F{" < 3(F{ + MV ) — 3F{ — 3A0K/ U7 ;
F&* « F{ +F + M, VY| — AyK, U7

8 1 A2 * 8 d*
M + résolution A MY Vil | F x ;
¢ M 3M | | VY F )

Uf « US|+ 2AnVE — LA VY,
U UL 4 A0V 4 5A0 VY

3.3.2 Algorithme de résolution full-multigrid localisé avec TDG

Dans cette section est détaillé le principe de résolution Full-Multigrid localisé en es-
pace temps. Les résultats présentés précédemment conduisent a 1’utilisation du schéma
d’intégration temporel TDG. 1l faut pour cela définir une grille espace temps localisée,
détailler le traitement des conditions aux limites sur les grilles localisées, les opérateurs
de prolongement et de restriction et le lisseur utilisé.

Grille espace temps localisée

Cette définition de grille espace temps n’est adaptée que dans le cas ou le domaine
spatial Qy ne dépend pas de I'intervalle de temps considéré. Cependant I’objectif ici est
de pouvoir effectuer une résolution FMG spatiotemporelle localisée. Il faut donc définir
une grille espace temps pour le cas ou le domaine spatial Qy dépend de 'intervalle de
temps considéré.

Pour définir une grille espace temps localisée Qé?%, nous allons tout d’abord associer
a chaque élément temporel elT un domaine spatial Qé( tel que Qéf C Qy, Qg( pouvant étre
de mesure nulle. Le domaine Qé?; est défini de la fagcon suivante :

Nr
Qi = | el ® k. (3.23)

=1

En notant 7, = {j/ e{( C QL }, on peut réécrire I’équation 3.25 sous la forme :

Nt )
Qs =J | er®ey. (3.24)
lzlje]}lf
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3. Résolution multigrille localisée en espace temps pour la dynamique transitoire

F1GURE 3.7: Définition d’une grille espace temps localisée.

Conditions aux limites dans le cas de la localisation

Pour pouvoir résoudre le probleme de dynamique transitoire sur une grille espace
temps localisée, il faut imposer des conditions aux limites sur les frontieres internes créées
entre deux niveaux de discrétisation (voir section 1.2.3). Il est montré dans [CAV 06,
GRA 00, GRA 15] que les conditions aux limites sur ces frontieres doivent étre imposées
en vitesse afin de conserver 1’énergie totale du systeme au cours du temps. La figure 3.8
met en évidence tous les cas pouvant se présenter lors de la création d’une grille localisée
et la maniere dont les conditions aux limites sont traitées.

A : Inconnues obtenues par le calcul sur la grille localisée.

B : Conditions aux limites provenant de la grille grossicre.

FIGURE 3.8: Gestion des inconnues en vitesse sur les frontieres interne dans le cas de la
localisation.

Lisseur
Pour chaque intervalle de temps elT, I’opérateur espace temps associé est de la forme
A= { Ay 3
M 5My
conjugué comme lisseur. La stratégie de lissage est un lissage incrémental en temps. Elle
consiste donc a effectuer deux ou trois itérations de gradient conjugué sur le systeéme

} . Cet opérateur est symétrique on peut donc utiliser un gradient
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Résolution full-multigrid espace temps appliquée au Time-Discontinuous Galerkin

matriciel associé au premier intervalle de temps elT, et a partir de la solution obtenue
calculer le second membre associé au pas de temps suivant et recommencer 1’opération
pour le deuxieme intervalle de temps e%. On répete ensuite cette opération jusqu’a avoir
couvert I’ensemble des intervalles de temps. Cette opération est décrite Algorithme 4 et
schématisée figure 3.9.

Algorithm 4: Opération de lissage sur une grille espace temps.
Initialisation(Ug, VE);
pour [ =1 — N faire
5 2 .
Fi*  3(Ff + M, V] ) — 3F{ = 3A0K, U7 |
Fi* « F{ +F+ M VY | — AyKUY |

b ] <o (u] G ]-[ 5 ]2)
{V? vi F/

U « U4 |+ LA VE — LA VY,
U U+ 3A0VE 4 3AL VY,

calcul (F}) > lissage (Ay, V4, F})

calcul (Uy)

calcul (F3)

calcul (Us)

calcul (F3)

calcul (Us)

calcul (F7)

caleul (Uy)

s

FIGURE 3.9: Schématisation de I’opérations de lissage sur une grille espace temps.

Opérateurs de prolongement et de restriction

La construction de I’opérateur de prolongement entre deux grilles espace temps sur
lesquelles sont utilisées le TDG est effectuée en deux étapes. On construit tout d’abord
un opérateur de prolongement pour un raffinement global du domaine, puis on utilise un
opérateur d’extraction en cas de localisation.

On considere la grille fine espace temps (Figure 3.10(b)) provenant d’un raffinement
global de la grille espace temps grossiere (Figure 3.10(a)). On rappelle que la discrétisa-
tion spatiale est effectuée dans le cadre de I’analyse isogéométrique et que 1’intégration
temporelle est effectuée avec le TDG.

Les fonctions de base en temps sont linéaires par morceaux et autorisent les discon-
tinuités au passage des frontieres d’éléments (Figure 3.6). Il s’agit d’un cas particulier
de fonctions de base NURBS de degré 1 associées a un vecteur de nceuds de la forme
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3. Résolution multigrille localisée en espace temps pour la dynamique transitoire

(a) Grille espace temps
grossiere.

X

(b) Grille espace temps fine
obtenue par raffinement global
de la grille espace temps
grossiere.

FIGURE 3.10: Grilles espace temps dans le cas d’un raffinement global.

E=1{&0,%0,&1,&1,---,En—-1,En—1,En,En}. La discrétisation espace temps mise en place
est ramenée a une discrétisation isogéométrique pour laquelle on impose une forme par-
ticuliere au vecteur de nceuds dans la direction temporelle (figure 3.11).

1,1

0,0

0,0

0.25 0.5 0.75 1,1%

FIGURE 3.11: Exemple de discrétisation espace temps NURBS équivalente avec les vec-

teur de nceuds correspondant pour une discrétisation NURBS de degré 1 en espace et

I’utilisation d’un intégrateur TDG. Les doubles lignes horizontales symbolisent les dis-
continuités autorisée par la discrétisation temporelle.

On peut donc construire un opérateur de prolongement espace temps global 5?? T entre
la grille espace temps grossiere et la grille espace temps fine de la méme fagon que pour
une discrétisation NURBS en espace (section 2.2.1). L’ opérateur de prolongement espace
temps global ng T est obtenu par composition de 1’opérateur de prolongement global en
temps Pr et I’opérateur de prolongement global en espace Py (figure 3.12) :

?;‘T = Pro Py. (3.25)
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Résolution full-multigrid espace temps appliquée au Time-Discontinuous Galerkin

Px Pr

PXT = PpoPyx

FIGURE 3.12: Construction de I’opérateur de prolongement espace temps global ng T

I reste maintenant & définir un opérateur d’extraction espace temps PX” afin de créer
un opérateur de prolongement espace temps localisé fPl)(SCT Pour cela, les intervalles de
temps elT sont traités séparément. Pour chaque intervalle de temps, un opérateur d’extrac-
tion spatial P! est défini en suivant le méme raisonnement qu’en section 2.2.1 (figure 2.6).

Cette opération nous donne I’opérateur d’extraction espace temps PX7 (figure 3.13).

FIGURE 3.13: Construction de I’opérateur d’extraction espace temps PX 7,

L’opérateur de prolongement localisé est donc la composition des deux opérateurs
P et PXT : PXT = BXT o PXT (figure 3.14).

loc

t t LT

it it i Bt Bt i Htis i
LI e T R R B |
[=95=F=9=5=3=3=5=13
(I R T R R B R
== F=F====a=-°3=9
[ | [
(=3=3=3=3=3=3=3=3
[ | [
> > == T =5===7=7
PXT PXT | | | | | |
g e (=3=3=3-3-T=7-37°=7
[ | | [
(=F=3-7-1-31-1=3=3
(I R T R B B |
(=9=9=9=3=9=39=3=19
[ e N

,,,,,,,,,,,,,,,, >

x X X

loc

PXT — 'PEXT o PJ(T

F1GURE 3.14: Construction de I’opérateur de prolongement espace temps localisé Tl)(gcT
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3. Résolution multigrille localisée en espace temps pour la dynamique transitoire

Indicateur d’erreur

On se donne un ensemble de grilles espace temps {Q,Q2,...,Q, Q11 }. Lindica-
teur d’erreur de la solution sur la grille ; est calculé a I’aide des solution obtenues sur les
grilles €, et g, . Il faut définir un indicateur d’erreur espace temps afin de caractériser
la convergence de la résolution et de construire une grille plus fine si la solution obtenue
n’est pas assez précise. [TIE 03, CAV 05] montrent qu’un indicateur d’erreur en éner-
gie de déformation et en énergie cinétique est bien adapté aux problemes de raffinement
adaptatifs pour des problemes de dynamique transitoire.

De la méme maniere qu’en section 2.2.2, I'indicateur d’erreur global est utilisé pour
caractériser la convergence de 1’algorithme et I’indicateur d’erreur local qui en découle
sert a construire une grille plus fine si nécessaire. Avec Q = Q, x Qr, I'indicateur d’erreur
global est le suivant :

Jo lexs1 — ex| dQ
er()dQ ’

avec e = %Ca(u) re(u)+ %Vp\".
L’indicateur d’erreur local et la présence de grilles localisées est géré de facon simi-
laire au raisonnement développé en section 2.2.2.

Algorithme de résolution FMG localisé espace temps

Tous les outils pour effectuer une résolution FMG localisée en espace temps sont
maintenant définis. Les données d’entrées sont une discrétisation grossiere espace temps
Q! du probleme et les conditions aux limites. On pose X* et B respectivement le vecteur
d’inconnues généralisées et le vecteur d’efforts généralisés associés a la grille Q@T. On
note B, ’opérateur de prolongement de la grille Qé‘(}l vers la grille Qf(T et Rpsp_1=
kaT_l _,x Iopérateur de restriction de la grille Q])‘(T vers la grille Q])‘(_Tl.
Dans un souci de clarté, on présente tout d’abord le principe de résolution multigrille
espace temps pour deux grilles QL et Q%, ol QL est la grille grossiére et Q% la grille
fine. Le principe de résolution sur deux grilles espace temps est le suivant (Algorithme
5):

1. on initialise la résolution avec une solution sur grille fine X2

init*

2. Une opération de lissage (cf. Algorithme 4) est effectuée sur la grille fine Q%T
donnant X.

3. Le résidu R? associé 2 X est calculé et restreint sur la grille grossiére Q.

4. La correction E! est calculée par résolution directe (Algorithme 3) sur la grille
grossiere Q.

5. La correction E! est prolongée sur la grille fine et utilisée pour corriger la solution

X,

6. Une opération de lisage est effectuée sur la grille fine Q‘?{T donnant X2.

7. Si le critere de convergence du cycle multigrille n’est pas vérifié, les opérations 2 a
6 sont répétées.
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Algorithm 5: Résolution espace temps sur 2 grilles.
Données d’entrées : X2 < Xiznit : {Q}(T,Q)ZKT};
tant que res > ¢ faire

X lissage(Q%1,X?) ;

R? résidu(Q)z(T,Xz) ;

E! < résolution_TDG(Q)7, R (R?)) ;

X2« X+ P(EY);

X2 lissage(Q%T,iz) ;

res + critere(Q%,X?) ;

La figure 3.15 représente de maniere simplifiée le principe de résolution sur deux
grilles espace temps.

: 2 l
’ Lissage sur Q5% x e, ‘
|

!
Boucle sur e ‘ Restriction 2 — 1‘

’Résolution directe sur Q_l,{T‘

‘Prolongement 1— 2‘

’Application de la correction‘

Boucle jusqu’a convergence

FIGURE 3.15: Principe de résolution sur deux grilles espace temps.

Comme pour une résolution multigrille en espace, cette résolution peut étre appliquée
récursivement a k grilles si la résolution directe du probleme sur la grille grossiere est trop
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3. Résolution multigrille localisée en espace temps pour la dynamique transitoire

coliteuse. La résolution multigrille espace temps sur k grilles est décrite Algorithme 6.

Algorithm 6: Résolution multigrille espace temps.
Données d’entrées : X ; {QL,, Q3. ... Q1 BY;
tant que res > € faire
X lissage(Q%,,XK) ;
RF résidu(Qé‘(T,Xk) ;
EX! « résolution_MG(0,{Qk, Q% ..., QY R 1 1(RF)) ;
Xk X+ (B
XK lissage(Ql,‘(T,)/Zk) ;
res < critere(Qk ., Xk QKEL Xk+1)

Finalement, le principe de résolution FMG espace temps (décrit en Algorithme 7) est
le suivant :

1. effectuer une résolution directe sur la grille grossiere Q}(T.

2. Construire une grille plus fine Q)Z(T avec un raffinement de tous les éléments de
Ql
XT*

3. Déterminer la solution sur Q% a I’aide d’une résolution multigrille (Algorithme 6)
avec le jeu de grilles espace temps {Q}(T, Q%T}. La procédure de lissage est celle
décrite Algorithme 4.

4. Evaluer Ierreur de la solution sur Q. a I’aide des solutions sur QL et Q%..

5. Construire une grille plus fine QiT si le critere de convergence n’est pas respecté.
Q%T peut étre une grille localisée.

6. Répéter le cycle résolution multigrille, évaluation d’erreur et construction d’une
grille plus fine jusqu’a convergence.

Algorithm 7: Résolution FMG espace temps.

Données d’entrées : Q}(T;
X! < résolution_directe(Ql ) ;
Q% < raf finement_homogéne(Q1);
X2 « résolution_MG(P12 (X)), {Qk, 0%} ;
res < critere(Ql,, X!, Q2 X?) ;
k=73;
tant que res > € faire
Qk - < raf finement (Q1) ;
Xk < résolution MG({Qk 1, Q% 7,..., Q1 B (XE1))) 5
res <— critére(Q];(_Tl,Xk*1 , Q’)‘(T,Xk) ;
k< k+1;
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Résolution full-multigrid espace temps appliquée au Time-Discontinuous Galerkin

3.3.3 Résultats

Nous allons appliquer la méthode de résolution décrite en section précédente au pro-
bleéme 3.16 sur I’intervalle de temps Q7 = [0s;7,7.10735s] afin d’évaluer les performances
de cette stratégie de résolution.

FA
p = 7800kg.m 3
q E =210.10°Pa
>
j L =10m F = 10N _
S =1m? t

FIGURE 3.16: Probleme de référence.

L’algorithme de résolution est initialisé avec le maillage grossier défini figure 3.17(a)
contenant 3 éléments en espace et 12 en temps. Le critere de convergence global imposé
est € = 1,6.1072. Le maillage final obtenu & convergence est représenté figure 3.17(b).
Quelque soit I'instant considéré, le maillage spatial est toujours localisé autour du front
d’onde. En se placant en un point X = X; fixe sur la poutre, on observe donc une évolution
de la taille de maille locale. Cette taille de maille locale peut notamment décroitre, sans
qu’aucune procédure de déraffinement ne soit utilisée. On peut aussi noter que la largeur
de la zone localisée augmente au cours du temps. Cela est dii a I’accumulation des erreurs
au cours du temps impliquée par le schéma d’intégration choisi.

La figure 3.18(a) représente I’évolution de 1’indicateur d’erreur global en fonction
du nombre total de degrés de liberté pour la résolution FMG espace temps localisée, et
pour une résolution FMG espace temps sans localisation (Pour laquelle tous les éléments
sont raffinés a chaque étape de raffinement). L’évolution de I’indicateur d’erreur pour ces
deux résolutions différe a partir de 1’instant ou commence la localisation. On constate
que I’introduction de la localisation permet d’augmenter 1’ordre de convergence de la
résolution.

On peut remarquer sur la figure 3.18(b) que le nombre de cycles multigrille est assez
élevé (de I’ordre de 10) lorsqu’on le compare au nombre de cycles multigrille & conver-
gence pour les problemes de statique lorsque la localisation a commencé (de 1’ordre de
5 pour des fonctions NURBS quadratiques en espace, Figure 2.17(b), 2.19(b)) . Cela met
en évidence le fait que les corrections apportées a la solution sur la grille fine par les
grilles plus grossieres sont moins pertinentes qu’en statique. L’exemple suivant permet
d’apporter une explication a ce phénomene.
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3. Résolution multigrille localisée en espace temps pour la dynamique transitoire

X

(a) Maillage espace temps initial.

X

(b) Maillage espace temps final localisé.

FI1GURE 3.17: Maillage initial et final de la résolution.

- -0~ - Resolution de reference
—@— Resolution FMG espace temps localisee

Indicateur d'erreur.

1072 I I I I
10° 10° 10" 10° 10
Nombre de degres de liberte total.

(a) Evolution de I’indicateur d’erreur en
fonction du nombre de degrés de liberté total.

. o [N . =
= h @ = &

Nombre de cycles multigrille convergence.
=
2

10° 10° 10* 10° 10
Nombre total de degres de liberte.
(b) Evolution du nombre de cycles multigrille a
convergence en fonction du nombre de degré de
liberté total.

FIGURE 3.18: Performances de la résolution FMG espace temps localisée.
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Résolution full-multigrid espace temps appliquée au Time-Discontinuous Galerkin

On effectue une résolution sur deux grilles du probléme 3.16 avec une discrétisation
grossiere comptant 120 éléments en espace et 120 éléments en temps et une discrétisa-
tion fine comptant 240 éléments en espace et 240 éléments en temps (soit 480 inconnues
en vitesse par intervalle de temps sur la grille fine). On s’intéressera a 1’évolution de la
norme du résidu en fonction du nombre de cycles multigrille avec la prise en compte de
la correction provenant de la grille grossiere et sans cette prise en compte (Figure 3.19).

Evolution de la norme du residu avec prise en compte

10t L de la correction provenant de la grille grossiere.
Evolution de la norme du residu sans prise en compte

[ de la correction provenant de la grille grossiere.

Norme du residu
.
5

1670 ;
10° 10' 10°
Nombre de cycles multigrille.

FIGURE 3.19: Performances de la résolution sur deux grilles.

La prise en compte de la correction provenant de la grille grossiere entraine une aug-
mentation du nombre de cycles multigrille & convergence. Cela peut étre dii au fait que
I’étape de prolongement de la correction de la grille grossiere vers la grille fine introduit
une erreur associée a une moyenne fréquence suivant la direction temporelle qui n’était
pas présente avant la correction. Ce phénomene est mis en évidence figure 3.20.

On y représente la transformée de Fourier discrete de 1’erreur commise sur le champ
de vitesse lors de la prise en compte de la correction provenant de la grille grossiére sur
les figure de la colonne de gauche, et sans la prise en compte de cette correction sur la
colonne de droite. Les figures 3.20(a) et 3.20(b) représentent I’erreur apres la premiere
opération de lissage sur la grille fine pour ces deux cas.

La figure 3.20(c) correspond a I’erreur apres prise en compte de la correction prove-
nant de la grille grossiere. On constate I’apparition de ligne d’erreur verticales d’abscisse
120 et 360. Ce sont des erreurs de moyenne fréquence en temps introduites par le prolon-
gement de la correction calculée sur la grille grossiere. La figure 3.20(d) est I’erreur sans
prise en compte de cette correction est donc identique a I’erreur présentée figure3.20(a)
et 3.20(b).

La figure 3.20(f) décrit I’erreur apres la seconde étape de lissage sans prise en compte
de la correction provenant de la grille grossiere. Enfin, la figure 3.20(e) représente I’erreur
apres la seconde étape de lissage avec prise en compte de cette correction. Les erreurs
moyenne fréquence en temps y sont toujours présentes et ne sont donc pas rapidement
corrigées par le lisseur.
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3. Résolution multigrille localisée en espace temps pour la dynamique transitoire

Cette introduction d’erreurs moyennes fréquences en temps ralentit la convergence de
la résolution et donc I’efficacité de la résolution sur grille fine.

L’aspect multigrille permet donc de déterminer une solution sur un ensemble de
grilles, pouvant étre localisées, sans avoir a traiter les incompatibilités de maillages et
de permettre 1’évolution des conditions aux limites sur les bords des grilles localisées.
Cette derniere propriété est tres intéressante pour le traitement de problémes présentant
des non linéarités. Cependant, cela se paye par un coiit de calcul plus important qu’une
résolution sans prise en compte de la correction provenant des grilles grossieres.

Une évolution de la stratégie de résolution FMG localisée espace temps exploitant le
potentiel d’accélération d’un solveur multigrille est présentée en section suivante.
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Résolution full-multigrid espace temps appliquée au Time-Discontinuous Galerkin

200

150

-2 100

50 160 1‘50 260- 250 360 350 400 450 50 160 1‘50 260- 2‘50 360 350 400 450
(a) Transformée de Fourier discrete de (b) Transformée de Fourier discrete de
Ierreur apres la premiere opération de Ierreur apres la premiere opération de
lissage. lissage.

200

150

-2 100

Varaii N . . A . ' —— . o ld . . A
50 100 150 200 250 300 350 400 450 50 100 150 200 250 300 350 400 450

(c) Transformée de Fourier discrete de (d) Transformée de Fourier discréte de
I’erreur apres 1’application de la I’erreur sans prise en compte de la
correction provenant de la grille grossiére. correction provenant de la grille grossiere.

. ’ y 4
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©;
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50 ﬂ
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T A
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(e) Transformée de Fourier discrete de (f) Transformée de Fourier discréete de

I’erreur apres la seconde étape de lissage. 1’erreur apres la seconde étape de lissage
sans prise en compte de la correction
provenant de la grille grossiere.

F1GURE 3.20: Transformée de Fourier discrete de 1’erreur sur le champ de vitesse. En
abscisse se trouvent les fréquences associées a la dimension temporelle et en ordonnée les
fréquences associées a la dimension spatiale.
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3. Résolution multigrille localisée en espace temps pour la dynamique transitoire

3.3.4 Algorithme de résolution full-multigrid localisé par tranches de
temps

Cette stratégie de résolution est une amélioration de celle présentée en section 3.3.2,
permettant de conserver 1’avantage de 1’évolution des conditions aux limites sur les grilles
localisées tout en présentant de meilleures performances qu’une résolution sur grille fine
sans prise en compte de correction provenant des grilles grossieres.

On définit la tranche de temps / du niveau de discrétisation kK comme étant le domaine
Q’)‘( X elT. La résolution du probleme en vitesse a chaque intervalle de temps de la grille
fine va étre effectuée successivement par une résolution multigrille jusqu’a convergence
sur chacune des tranches de temps. Pour plus de clarté, la résolution va étre détaillée avec
deux grilles espace temps sans localisation, puis généralisée a une résolution FMG.

On rappelle la résolution multigrille espace temps sur deux grilles mise en place pré-
cédemment Algorithme 8.

Algorithm 8: Résolution espace temps sur 2 grilles.
Données d’entrées : X2 ; {Q}(T,QJZ(T};
tant que res > ¢ faire

X lissage(Q%1,X?) ;

R? résidu(Q)z(T,Xz) ;

E! < résolution_TDG(Q)r, R (R?)) ;

X2 X+ P(EY);

X2 « lissage(Q%,,X?) ;

res + critere(Q%,X?) ;

Cette résolution est schématisée de maniere simplifiée figure 3.21(a). Le principe de la
résolution multigrille par tranches de temps sur deux grilles consiste a inverser la boucle
sur les éléments en temps et la boucle sur les différents niveaux de discrétisation (Figure
3.21(b)). La méthode de résolution est décrite Algorithme 9, en conservant les notations
définies en section 3.3.1. Les deux niveaux de discrétisation associés sont donnés figures
3.22.

La résolution FMG par tranches de temps qui en découle est donnée Algorithme 10.

L’algorithme de résolution FMG par tranches de temps est appliqué au probleme 3.16
et les résultats obtenus sont comparés a ceux obtenus avec 1’algorithme FMG espace
temps en figure 3.23. Afin de comparer leurs performances, la précision de la solution
obtenue sera quantifiée a 1’aide de 1’évolution de I’indicateur d’erreur, et le cofit en cal-
cul sera quantifié par le nombre de cycles multigrille effectués pour obtenir une solution
convergée sur chaque niveau de discrétisation. En effet, le colt de calcul d’une résolution
multigrille est de I’ordre de grandeur du colit du nombre de lissages effectués sur la grille
la plus fine. Dans le cas de la résolution FMG espace temps localisée, on a

Cxr =2X (V] +V2) X N X nﬁ%,
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Résolution full-multigrid espace temps appliquée au Time-Discontinuous Galerkin

Boucle sur eIT

’ Lissage sur Q% x el ’ ‘ Lissage sur Q3% x e}, ‘
Boucle sur elT T -
’REStI‘lCtIOH 2 — 1’ ‘Restmctlon 2 — 1‘
’Résolution directe sur Q%{T’ ‘Résolution directe sur Q% x eH
[Prolongement 1 — 2| [Prolongement 1 — 2]
’Application de la correction’ ‘ Application de la correction‘
. . Boucle jusqu’a convergence
Boucle jusqu’a convergence

(a) Principe de résolution multigrille espace (b) Principe de résolution multigrille par
temps. tranches de temps.

FIGURE 3.21: Comparaison des principes de résolution multigrille espace temps et mul-

tigrille par tranches de temps. On rappelle que elT correspond a I’élément / de la discréti-
sation temporelle sur la grille fine.

t t
X X
(a) Discrétisation grossiere pour la (b) Discrétisation fine pour la résolution
résolution par tranches de temps sur 2 par tranches de temps sur 2 grilles et
grilles et définition de la tranche de temps définition de la tranche de temps 2 sur ce
2 sur ce niveau de discrétisation. niveau de discrétisation.

FIGURE 3.22: Grilles grossiere et fine utilisées pour une résolution multigrille par
tranches de temps. Les deux grilles possedent la méme discrétisation en temps.

ou nAX/[TG est le nombre de cycles multigrille a convergence. Pour la résolution FMG par
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3. Résolution multigrille localisée en espace temps pour la dynamique transitoire

Algorithm 9: Résolution multigrille par tranches de temps sur 2 grilles.
X7 < Xinit;
pour [ =1 — N faire

tant que res > € faire

Xlz — lissage(Alz,Xlz,Bz,vl) ;

R? « B? — AZX; ;

E! « résolution_directe(AlE} = R (R?)) ;

X2 X/ +P(E});

X12 — lissage(Alz,)A(lz,Bz,vz) ;

res < critére(Alz,Xlz,Blz) ;

Algorithm 10: Résolution FMG par tranches de temps.

Données d’entrées : Q17
X! résolution_directe(Q}(T) :
Q)sz — raﬁ‘inement_homogéne(ﬂ}n);
Qlr < raffinement_homogeéne_temporel (Q1);
X2 < résolution_MG_pseudo_espace_temps(P_» (X)), {Q4, Q% };
res < critere(Ql,, X!, Q%2 X?) ;
k=73;
tant que res > ¢ faire
QK . < raffinement (Q%-!) ;
pour i =0 — k — 1 faire
L Qi r < raf finement_homogéne_temporel (Qk1) ;
XK
résolution_MG_pseudo_espace_temps(P_1 (XK 1) {Qk 1, ..., Q% 1) 5
res « critere(Qh-1 XK1 ok XFK)

tranches de temps localisée, le nombre d’opération de lissage est de

N
I
Coxr = Z 2 X (Vi +V2) X iy,
=1
ou ”51/10 est le nombre de cycles multigrille a convergence sur I’intervalle de temps elT. On
peut donc avoir une idée du rapport des cofits de calcul des deux méthodes

Coxt moyenne(nfwc)

= XT )
Cxr nyG

en comparant le nombre de cycles multigrille a convergence pour la résolution FMG es-
pace temps et la moyenne du nombre de cycles multigrille a convergence sur chaque pas
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Résolution full-multigrid espace temps appliquée au Time-Discontinuous Galerkin

de temps pour la résolution FMG par tranches de temps.

On constate figure 3.25(a) et 3.25(b) que I’évolution de I’indicateur d’erreur est stric-
tement identique pour les deux types de résolution car la procédure de raffinement et de
localisation est identique dans les deux cas.

Figure 3.23(c) sont comparés le nombre de cycles multigrille a convergence pour
la résolution FMG espace temps localisée et le nombre moyen de cycles multigrille a
convergence pour chaque pas de temps pour la résolution FMG par tranches de temps. On
constate que le nombre de cycles multigrille effectués jusqu’a convergence sur chacun des
niveaux de discrétisation est beaucoup plus faible pour la résolution FMG par tranches de
temps : le rapport 1 varie entre 2 et 3.

Indicateur d'erreur.

=
o,

10"

2

- =0~ - Resolution de reference
—@— Resolution FMG espace temps localisee

10

(a) Evolution de I’indicateur d’erreur en

10° 10" 10° 10
Nombre de degres de liberte total.

fonction du nombre de degrés de liberté total

pour une résolution FMG espace temps

localisée.

Indicateur d’erreur.

10 -

107

10

(b) Evolution de I’indicateur d’erreur en

= 0= - Resolution de reference
—e— Resolution FMG pseudo espace temps localisee

2

10° 10° 10° 10
Nombre de degres de liberte total.

fonction du nombre de degrés de liberté total
pour une résolution FMG par tranches de temps

localisée.

—e— Resolution FMG pseudo espace temp:
14} | =@ Resolution FMG espace temps

i |

12

Nombre de cycles multigrille convergence.

5 |
10°

10°
Nombre total de degres de liberte.

10°

(¢) Evolution du nombre de cycles multigrille a
convergence en fonction du nombre de degré de
liberté total pour les deux types de résolution.

FIGURE 3.23: Comparaison des performances de la résolution FMG espace temps loca-
lisée et de la résolution FMG par tranches de temps localisée.

La résolution FMG par tranches de temps localisée proposée permet donc de diminuer
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3. Résolution multigrille localisée en espace temps pour la dynamique transitoire

significativement les cofits de calcul pour obtenir une solution ayant un méme niveau
d’erreur que celle obtenue avec une résolution FMG espace temps localisée.

On donne figure 3.25 les maillages finaux obtenus pour les différents types de char-
gement décrits figure 3.24. Dans le cas de chargement présentant des variations violentes
de Ieffort F imposé a I’extrémité de la poutre (chargements représentés figures 3.25(a) et
3.25(b)), le procédé de raffinement adaptatif permet bien la localisation autour des fronts
d’onde et mene a des maillages tres localisés. Dans le cas d’un chargement plus pro-
gressif, le maillage final obtenu est beaucoup plus homogene sur I’ensemble du domaine
espace temps.

)
Fl-m -
to
(a) Chargement linéaire.
F
F-
to
(c) Chargement sinusoidal.
FI1GURE 3.24: Chargements imposés.
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Résolution full-multigrid espace temps appliquée au Time-Discontinuous Galerkin

i X
(a) Maillage initial. (b) Chargement linéaire, critere
énergétique global : 1,2.1073.

x X
(c) Chargement trapézoidal, critere (d) Chargement sinusoidal, critere
énergétique global : 2,0.1073. énergétique global : 1,3.1073.

FIGURE 3.25: Maillages initial et finaux obtenus pour les trois types de chargement.
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3. Résolution multigrille localisée en espace temps pour la dynamique transitoire

3.4 Synthese

Dans ce chapitre a été étudié la possibilité d’une mise en ceuvre d’une résolution
multigrille espace temps pour des probléemes de dynamique transitoire dans le cadre de
I’élasticité linéaire. L’ étude du comportement de solveurs itératifs classiques sur une for-
mulation a deux champs du probleme de dynamique nous a mené a I’utilisation d’un in-
tégrateur Galerkin discontinu en temps. L’étude des performances de 1’algorithme FMG
espace temps avec TDG a mis en évidence le manque de pertinence des corrections pro-
venant des grilles grossieres menant a des cofits de calcul trop élevés. Une adaptation de
cette méthode de résolution utilisant pleinement le potentiel d’une résolution multigrille
a donc été mise en place : la résolution FMG par tranches de temps. Les meilleures per-
formances de ce dernier algorithme sur la résolution FMG espace temps pour obtenir la
méme solution ont été mises en évidence.

La méthode de résolution FMG par tranches de temps est une méthode a raffinement
adaptatif automatique en espace et en temps permettant de ne pas réeffectuer une résolu-
tion directe a chaque nouveau raffinement, fournissant une solution définie sur un maillage
dépendant du temps dont la taille de maille locale peut décroitre au cours du temps sans
utiliser de procédure de déraffinement (voir par exemple [COM 00]) et permettant 1’évo-
lution des conditions aux limites sur les frontieres internes créées par les grilles espaces
temps localisées.
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Chapitre 4

Bilan — perspectives

Les apports des travaux présentés dans ce manuscrit concernent :

e la création d’une stratégie de raffinement localisé€ en espace pour les discrétisations
isogéométriques,

e la création d’une stratégie de raffinement adaptatif en espace et en temps pour les
probleémes d’élasticité linéaire en dynamique transitoire.

La stratégie de raffinement localisé proposée pour des discrétisations IGA est une mé-
thode a raffinement adaptatif automatique en espace basée sur une résolution multigrille
localisée. Un critere d’erreur a atteindre pour la solution sur I’ensemble du domaine est
imposé par I'utilisateur. Un critere d’erreur local en est déduit et utilisé pour définir les
zones du domaine a raffiner afin d’obtenir une solution atteignant la précision imposée.
Les zones a raffiner sont regroupées pour former des domaines convexes afin de pou-
voir étre décrits indépendamment par des fonctions NURBS. Ces zones sont raffinées
et utilis€ées comme discrétisations fines lors de la résolution multigrille. Le processus de
raffinement est arrété lorsque la solution atteint la précision souhaitée par I’ utilisateur.

Cette méthode de raffinement adaptatif en espace pour discrétisation IGA (chapitre 2)
présente les avantages suivants :

e I’implémentation dans des codes de calculs IGA préexistants est plus simple que

I’implémentation des autres méthodes de raffinement localisé en IGA, présentées
en section 1.1.4.

e Les opérateurs de prolongement et de restriction servant a la résolution multigrille
peuvent étre décomposés suivant chacune des directions paramétriques grace a la
structure en produit tensoriel des fonctions de bases NURBS utilisées. L’espace
mémoire nécessaire a leur stockage est donc beaucoup moins important que celui
nécessaire pour stocker les opérateurs de prolongement et de restriction pour une
résolution multigrille avec des éléments finis classiques pour des maillages non
structurés.

e [’utilisation d’une discrétisation spatiale IGA pour un algorithme de résolution
a raffinement adaptatif contourne les problématiques de raffinement de frontieres
courbes se présentant lors de discrétisations éléments finis classiques. En effet, leur
utilisation nécessite un retour a la définition CAO de la géométrie lors de la procé-
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dure de raffinement des fronticres courbes, et implique des étapes de projection qui
peuvent se révéler délicates [ADA 00, BIB 13]. La description IGA représentant de
maniere exacte la géométrie provenant de la CAO, cette question ne se pose donc
pas.

La méthode de raffinement adaptatif en espace et en temps pour les problemes d’élasti-
cité linéaire en dynamique transitoire repose sur la méme stratégie de résolution que celle
mise en place pour les problemes d’élasticité linéaire en statique. Le temps est considéré
comme une dimension spatiale, menant a la définition d’éléments espace temps. L’impact
du changement de la nature des équations différentielles associées au probleme, et donc
du systeme matriciel associé, sur une résolution multigrille (section 3.2.3) nous mene a
I’utilisation d’un intégrateur TDG pour la dimension temporelle.

Une procédure de lissage, les opérateurs de prolongement et de restriction et la réso-
lution multigrille en découlant sont développés en adoptant une approche espace temps
du probleme. Le bon fonctionnement de cette méthode est mis en évidence section 3.3.2.
Finalement, une amélioration de cette méthode de résolution menant a une solution iden-
tique pour moins d’efforts de calculs est présentée (section 3.3.4).

Les avantages de cette dernicre méthode sont :

e larésolution mene a une solution respectant un critere d’erreur global espace temps

imposé par I’utilisateur a I’aide d’un raffinement adaptatif automatique.

e [ utilisation de méthodes multigrille permet 1’évolution des conditions aux limites
sur les bords des domaines espace temps localisés. Cet aspect est trés important
dans le cas de présence non linéarités.

e [’ajout d’un niveau de raffinement plus fin ne nécessite pas de réeffectuer une réso-
lution directe du probleme. La résolution multigrille est initialisée avec la solution
obtenue précédemment sur les niveaux de discrétisation plus grossiers.

Perspectives

Les travaux sur la localisation en espace pour des discrétisation IGA présentés ici ne
permettent pas la localisation selon une diagonale dans I’espace paramétrique. Le parti
pris ici consiste a pouvoir représenter les zones localisées par des fonctions de bases
indépendantes pour chaque zone. Cela implique de regrouper les éléments a raffiner afin
de former des entités contenues dans un domaine convexe dans 1’espace paramétrique. Ce
choix mene a un raffinement de I’ensemble du domaine lorsque les éléments a raffiner
forment une diagonale dans I’espace paramétrique (voir figure 4.1).

Cela peut étre amélioré en raffinant tout le domaine et en effectuant I’assemblage de la
matrice de rigidité seulement sur les éléments a raffiner. Les opérateurs de prolongement
et de restriction seront obtenus en ne conservant que les points de controles associés au
fonctions de base NURBS non nulles sur au moins un élément a raffiner. Cette démarche
permettrait d’autoriser le raffinement d’entités diagonales.

Il serait également intéressant d’étendre cette stratégie aux comportements non li-
néaires. Dans ce cas, la résolution multigrille présentée devra étre adaptée en utilisant une
résolution du type Full Approximation Scheme (FAS). Ce type de résolution multigrille
est adaptée aux problemes non linéaires et est compatible avec une résolution FMG. Une
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FIGURE 4.1: Les éléments en rouge sur le maillage de gauche représentent une liste

d’éléments a raffiner répartis suivant une diagonale de I’espace paramétrique. Le domaine

délimité en bleu est le plus petit convexe les contenant. Appliquer la procédure de raffi-

nement localisé développée au chapitre 2 mene a la création du maillage fin de droite.
L’ensemble de I’espace est donc raffiné.

résolution type FAS est donc compatible avec la méthode de raffinement adaptatif localisé
pour I'IGA présentée.

Le principe de résolution a raffinement adaptatif en espace temps pour les problemes
d’élasticité linéaire en dynamique transitoire est présenté ici pour des problemes 1D en
espace. L’extension de la méthode aux problemes 2D en espace pour vérifier le bon com-
portement de 1’algorithme de résolution serait intéressant. Pour cela, il est nécessaire d’ef-
fectuer une étude sur le préconditionnement du lisseur. En effet, les résultats présentés ici
sont obtenus apres adimensionnement du probleme. Cet adimensionnement est beaucoup
moins facile a effectuer pour des problemes quelconques 2D en espace. Il faut donc com-
penser cela par un préconditionnement adapté lors de I’opération de lissage.

Un des avantages de la méthode présentée ici est la prise en compte des solutions ob-
tenues sur les grilles fines localisées pour faire évoluer les solutions sur les grilles plus
grossieres. Ceci n’a pas vraiment d’influence pour des problemes linéaires mais est néces-
saire lors de la présence de non linéarités. Il faut donc étendre cette stratégie de résolution
pour pouvoir prendre en compte des non linéarités en remplacant la résolution multigrille
présentée par une résolution multigrille de type FAS. Comme pour la méthode de raffi-
nement adaptatif en espace présentée précédemment, la structure FMG de la résolution a
raffinement adaptatif en espace et en temps reste adaptée a 1’utilisation d’une méthode de
type FAS.

Enfin, la méthode de résolution multigrille a raffinement adaptatif en espace et en
temps proposée ne permet pas d’effectuer un raffinement uniquement en espace ou uni-
quement en temps. Les raffinements se font en espace et en temps simultanément. Il serait
intéressant d’adapter le critere pour permettre un choix entre un raffinement seulement en
espace, un raffinement seulement en temps, ou alors de coupler les deux. Cela menerait a
I’ obtention de solutions sur des maillages plus optimaux que ceux obtenus par la méthode
présentée dans ce manuscrit.
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Annexe A

Représentation des transformées de
Fourier discretes.

La transformée de Fourier discrete en deux dimension A d’un champs a défini sur une
grille structurée (x,y),x € [[1,M]lety € [1,N] est:

1M1Nl

Z Zaxye 233+ w),

avecu € [1,M] etv e [1,N]. On adonc:

—1N-1

Z’Z‘Auvej27t V).

u=0 v=

En posant o, (u) = 1\14 et w,(v) = ;\}] il reste :

M—-1N-1 '
a(x,y)= Y Y A(u,v)e 2 00105 (),
u=0 v=0

Pour représenter cette transformée de Fourier discrete, le choix effectué dans ce ma-
nuscrit est de représenter le champs de valeurs A dans le plan (0, 0y), u € [1,M]letv €
[1,N]). L’origine du repere est prise en (0, = 0,0, = 0). La figure A.1 donne les détails
de cette représentation.

Les valeurs de A représentées le long de 1’axe des abscisses sont donc associées a des
basses fréquences suivant la direction y, celles représentées le long de 1’axe des ordonnées
a des basses fréquences suivant la direction y et par conséquent celles représentées au
centre de ce graphe correspondent donc a des basses fréquences suivant les directions x et

.
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A. Représentation des transformées de Fourier discretes.

w, A
A(u,v)
=== +
|y wy (v) :
:
0 :wx(u) o
0 ! Wy
|we | |we |
|wy|

FIGURE A.1: Représentation adoptée pour la transformée de Fourier discrete du champ
a
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Annexe B

Solution analytique de la plaque infinie
en tractions avec un trou elliptique.

La solution analytique pour la plaque infinie avec un trou elliptique sous traction
biaxiale est déterminée en élasticité linéaire dans [GAO 96] par exemple. Appliquée dans
le cas d’une traction uniaxiale (figure B.1), on obtient la solution donnée en équation B.1,
exprimée dans le systeme de coordonnées curvlinéaires résultant de la transformation z =

N _ . — 22 — Sl
ccos({), ot z=x+iyet { =&+ in. En posant ¢ = va> — b? et §y = cosh (/—az—b2>'

e — B —
-~ Y —_—
0o O
- [ .

& v
B — B —
<~ R —

FIGURE B.1: Plaque infinie en traction avec un trou elliptique.
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B. Solution analytique de la plaque infinie en tractions avec un trou elliptique.

( 65_,& = —%Gwezgo g
e2%0
+% cosh(2(g;— cos(2n) [sinh(2€) + cosh(2&p) — cos(2n) cosh(2(§ — &0))]
e2%0
% (cosh(zgo— cos(21))2 sinh(2&) [cos(2n) — cosh(2&)]
+% (cosh(2§)(iocos(2n))2 sinh(28) [cosh(2E) — cosh(2&p)]
Om = — %Gmezéo
20
+% cosh(2(g3o— cos(21) [sinh(2&) — cosh(2&p) + cosh(2(§ —E0)) cos(21)]
250
_% (Cosh(zg"’_ o522 IMh(28) [eos(2n) —cosh(2E0)]
3 oo aos(am 28 c0sh(2E) - cosh(28a) ~2eos(21)
1 O..e250 .
Ot = 3 (cosh(28) —cos(21) 2 sin(2m) x
[si?h(Z(i —&p))(cos(28) — cos(2n)) — cosh(2&g) + cosh(28)]
~ 2 o) e " 05 —eosh(23)

(B.1)
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