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Introduction

On s'intéresse à des germes de champs de vecteurs holomorphes de
(
C3, 0

)
, possédant une

singularité isolée à l'origine, qui peuvent s'écrire dans un système de coordonnées analytiques
(x,y) := (x, y1, y2) adapté sous la forme

Y = x2 ∂

∂x
+
(
− λy1 + F1 (x,y)

) ∂

∂y1
+
(
λy2 + F2 (x,y)

) ∂

∂y2
, (0.0.1)

où λ ∈ C\ {0} et F1, F2 sont des germes de fonctions analytiques s'annulant à l'ordre au moins
2 en l'origine. On peut également penser à un tel champ de vecteurs comme à un système
di�érentiel bidimensionnel avec une singularité irrégulière en l'origine, et avec deux valeurs
propres non-nulles opposées :

x2 dy1 (x)

dx
= −λy1 (x) + F1 (x,y (x))

x2 dy2 (x)

dx
= λy2 (x) + F2 (x,y (x)) .

L'intérêt de l'étude de ces de champs de vecteurs est double.

1. Ils possèdent deux relations de résonance (i.e. des relations de dépendance à coe�cients
dans N) indépendantes entre les valeurs propres (ici 0, −λ et λ) : la présence du terme
� x2 � explique la dénomination n÷ud-col, et on généralise ainsi les champs de vecteurs
étudiés dans [MR82]. Cette étude s'inscrit dans la démarche plus générale visant à com-
prendre les singularités de champs de vecteurs analytiques de C3. En e�et, en utilisant
un théorème de résolution des singularités des champs de vecteurs en dimension infé-
rieure à 3 (cf. [MP+13]), on obtient une liste de modèles � �naux � pour ces singularités
(dites simples ou log-canoniques). Parmi ces singularités �nales obtenues en dimension
3, �gurent en particulier des singularités 2-résonantes comme celles que nous étudions.
En dimension 2, ces modèles �naux ont été systématiquement étudiés (notamment par
Martinet, Ramis, Ecalle, Ilyashenko, ...) du point de vue de la classi�cation formelle et
analytique (même si plusieurs questions importantes restent encore sans réponse). En
dimension 3, une telle étude systématique est encore largement ouverte et d'importantes
nouvelles di�cultés sont dues à l'existence de modèles �naux ayant deux relations de
résonance indépendantes.

2. Il s'agit du type de champs de vecteurs singuliers qui apparait à l'in�ni après com-
pacti�cation à poids de l'espace tridimensionnel des équations de Painlevé (Pj), j =
I, . . . , V , pour des valeurs génériques des paramètres (cf. [Yos85]). Les équations de
Painlevé ont été découvertes par Paul Painlevé [Pai02] car elles possèdent la propriété
remarquable que les singularités mobiles des solutions ne sont que des pôles : il n'y
a pas de singularité mobile rami�ée ou essentielle. C'est ce qu'on appelle la propriété
de Painlevé. Leur étude est devenue un domaine très riche de la recherche mathé-
matique, en particulier depuis les importants travaux d'Okamoto [Oka77]. Beaucoup
d'études ont été menées sur les singularités irrégulières �xes à l'in�ni de ces équations :
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comportement asymptotique de type elliptique, solutions tronquées et tri-tronquées, for-
mules de connexion, phénomènes de Stokes quasi-linéaires et non-linéaires, etc. nous
renvoyons par exemple à la liste non-exhaustive suivante pour des travaux sur ces sujets
[Bou13, JK92, Kap04, KK93, JK01, CM82, LL87, CHT14, CCH15, DGK09, BG08]. Bien
que les coe�cients de Stokes quasi-linéaires (obtenus par exemple par Kapaev pour (PI)
dans [Kap04]) soient des invariants analytiques, ils ne forment pas un ensemble complet
d'invariants (pour la classi�cation analytique).

Notre travail a donc pour objectif d'apporter des outils supplémentaires pour comprendre ces
singularités irrégulières à l'in�ni des équations de Painlevé (d'un point de vue de classi�cation
analytique). Plus précisément, notre but est de donner une classi�cation analytique d'une sous-
famille des champs de vecteurs du type (0.0.1) (décrite plus loin, et dont font partie les équations
de Painlevé), sous l'action de germes de changements de coordonnées analytiques �xant l'origine
de C3. A notre connaissance, il n'existe pas de classi�cation analytique générale pour ce type
de champs de vecteurs 2-résonants. Martinet et Ramis ont permis de classi�er les champs 1-
résonants de

(
C2, 0

)
dans [MR82, MR83]. Ces résultats ont ensuite été généralisés par Stolovitch

dans [Sto96], qui a fourni une classi�cation plus généralement pour les champs 1-résonants de
(Cn, 0) en dimension quelconque.

Démarche générale

L'idée générale pour aboutir à un résultat de classi�cation analytique est la suivante. On
se base sur les travaux de Martinet-Ramis [MR82] et Stolovitch [Sto96]. Puisque deux champs
de vecteurs analytiquement conjugués sont aussi formellement conjugués, la première étape
est déjà de donner un résultat de classi�cation formelle, i.e. sous l'action de changements de
variables formels (sans tenir compte des questions de convergence). Pour ce faire, on exhibe
dans chaque classe de conjugaison formelle un représentant privilégié, qui sera appelée forme
normale formelle, noté Ynorm, qui sera un champ de vecteurs sous forme de Poincaré-Dulac. Plus
précisément, on montre qu'il existe une unique transformation formelle qui conjugue un champ
Y du type considéré à sa forme normale formelle : on la note Φ̂, et on l'appelle la normalisation
formelle de Y . Dans un second temps, on prouve un théorème de normalisation sectorielle
analogue à celui de Hikuhara-Kimura-Matuda [HKM61] pour les n÷ud-cols de

(
C2, 0

)
. Le but

est de recouvrir un voisinage de l'origine par deux domaines (qui seront sectoriels en la variable
x), notés S+ et S−, su�samment grands pour avoir unicité d'une normalisation sur chacun de
ces domaines. On note alors Φ+ (resp. Φ−) la normalisation sectorielle du champ considéré
associée au domaine S+(resp. S−). Autrement dit, Φ± est l'unique application holomorphe (et
bornée) sur S± qui conjugue le champ Y à sa forme normale Ynorm (sur S±). L'intersection
S+ ∩S− étant composée de deux composantes connexes notées Sλ et S−λ, on étudie ensuite les
applications de transitions, notées Φλ et Φ−λ, dé�nies par{

Φλ := Φ+ ◦ (Φ−)
−1
|Sλ

Φ−λ := Φ− ◦ (Φ+)
−1
|S−λ .

Il s'agit, par construction, d'isotropies (sectorielles) de la forme normale Ynorm, i.e. Φ±λ conjugue
Ynorm à lui-même. Ces applications sectorielles Φλ et Φ−λ seront appelées les di�éomorphismes
de Stokes du champ Y de départ. On montre en�n que (Φλ,Φ−λ) est le bon invariant de
classi�cation analytique. A�n d'obtenir un résultat de � réalisation �, une des étapes clés sera de
prouver que les applications (Φλ,Φ−λ) sont exponentiellement proches de l'identité. On arrivera
en�n à prouver grâce à cela que la normalisation formelle Φ̂ est un fait 1-sommable (au sens de
la sommation 1-Gevrey de Borel-Laplace), et que les normalisations sectorielles Φ+ et Φ− ne
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sont rien d'autres que les 1-sommes de Borel-Laplace de Φ̂ sur les domaines sectoriels S+ et S−
respectivement.

Quelques dé�nitions usuelles

Quand nous parlerons de di�éomorphisme, nous sous-entendrons un (germe de) di�éomor-
phisme de

(
C3, 0

)
(formel ou analytique) �xant l'origine. Nous dirons que deux champs de

vecteurs (formels ou analytiques) Y et Y ′ sont (formellement ou analytiquement) conjugués s'il
existe un di�éomorphisme (formel ou analytique) φ tel que :

φ∗ (Y ) = Y ′
(
⇐⇒ (Dφ · Y ) ◦ φ−1 = Y ′

)
.

On dit que Y et Y ′ sont orbitalement équivalent (formellement ou analytiquement) s'il existe une
série (formelle ou analytique en l'origine) U (x,y) avec U (0,0) 6= 0 telle que Y et U.Y ′ soient
conjugués. Dans ce cas, on dit aussi que les feuilletages engendrés par Y et Y ′sont équivalents.

Si deux champs de vecteurs sont conjugués par un élément d'un groupe G, on dira qu'ils
sont G−conjugués. Nous dirons qu'un di�éomorphisme φ (formel ou analytique) est tangent
à l'identité si sa partie linéaire est l'identité, i.e. D0φ = Id. Nous dirons également qu'un
di�éomorphisme (formel ou analytique) φ est �bré (sous-entendu en la variable x) s'il est de la
forme

φ : (x,y) 7→ (x, φ1 (x,y) , φ2 (x,y)) .

On notera dorénavant Difffib

(
C3, 0; Id

) (
resp. D̂ifffib

(
C3, 0; Id

))
le groupe formé des di�éomor-

phismes analytiques (resp. formels) �brés et tangents à l'identité. Dans toute cette introduction,
nous détaillerons seulement le cas de transformations �brées et tangentes à l'identité pour plus
de clarté et de concision.

(Des études plus générales où l'on considère l'action de di�éomorphismes en toute généralités
seront menées plus tard dans ce texte. Ce n'est cependant pas là que sont concentrés les di�cultés
principales.)

On dira qu'un champ de vecteurs X de
(
C2, 0

)
(formel ou analytique) est orbitalement

linéaire s'il est de la forme

X = U (y)

(
λ1y1

∂

∂y1
+ λ2y2

∂

∂y2

)
,

avec (λ1, λ2) ∈ C2, et U une série (formelle ou analytique en l'origine) avec U (0, 0) 6= 0 (une
telle série est dite inversible ou est aussi appelée unité). On dira que X est formellement / analy-
tiquement orbitalement linéarisable s'il est formellement / analytiquement conjugué à un champ
orbitalement linéaire.

Les objets étudiés : les n÷ud-cols 2-résonants

On dira qu'un champ de vecteur Y (formel ou analytique) est un n÷ud-col 2-résonant
diagonal s'il est de la forme

Y = x2 ∂

∂x
+
(
− λy1 + F1 (x,y)

) ∂

∂y1
+
(
λy2 + F2 (x,y)

) ∂

∂y2
, (0.0.2)
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avec λ ∈ C\ {0}, et F1, F2 des séries (formelles ou analytiques en l'origine) d'ordre au moins 2.
On peut également décrire la classe d'équivalence orbitale d'un n÷ud-col 2-résonant diagonal
(i.e. la classe d'équivalence du feuilletage associé) de manière plus géométrique. Un champ de
vecteur Y singulier de

(
C3, 0

)
est orbitalement équivalent à un n÷ud-col 2-résonant diagonal si

et seulement si les trois conditions suivantes sont satisfaites :

1. Spec (D0Y ) = {0,−λ, λ} avec λ 6= 0 ;

2. il existe un germe d'hypersurface irréductible holomorphe H0 = {S = 0}, transverse à
l'espace propre E0 (associée à la valeur propre nulle) en l'origine, et qui soit stable par
le �ot de Y ;

3. LY (S) = U.S2, où LY est la dérivée de Lie de Y et U est une unité.

Comme expliqué plus haut, on peut associer à un tel champ de vecteurs comme en (0.0.2) le
système di�érentiel

x2 dy

dx
= α (x) + A (x)y (x) + f (x,y (x)) , (0.0.3)

où y = (y1, y2), et avec :

� α (x) =

(
α1 (x)
α2 (x)

)
, et α1, α2 sont des séries (formelles ou analytiques en l'origine) d'ordre

au moins 2 ;
� A (x) ∈ Mat2,2 (C JxK) (ou A (x) ∈ Mat2,2 (C {x})) et A (0) = diag (−λ, λ), λ ∈ C∗ ;

� f (x,y) =

(
f1 (x,y)
f2 (x,y)

)
, avec f1, f2 des séries (formelles ou analytiques en l'origine)

d'ordre au moins 2 par rapport à y.
Avec ces notations, on peut dé�nir le résidu, noté res (Y ), du champ Y de la façon suivante :

res (Y ) := Tr

(
dA (x)

dx

)
|x=0

.

On véri�e sans peine que res (Y ) est un invariant de la classe de conjugaison formelle de Y . Nous
dirons qu'un champ Y comme ci-dessus est non dégénéré (resp. strictement non dégénéré)
si res (Y ) ∈ C\Q≤0 (resp. si < (res (Y )) > 0). En�n, nous dirons que Y est div-intégrable
si la restriction Y|{x=0} est un champ de

(
C2, 0

)
orbitalement linéarisable. La dénomination

� div � provient du fait que le champ de vecteurs possède un unique germe d'hypersurface
analytique irréductible transverse à l'espace propre E0 (correspondant à la valeur propre nulle)
en l'origine, qui soit invariante par le �ot du champ de vecteurs. Cette hypersurface sera appelé le
diviseur du champ de vecteurs : dans nos coordonnées, ce diviseur est {x = 0}. La dénomination
� intégrable � est due au fait que si la restriction Y|{x=0} est orbitalement linéarisable, alors le
champ Y|{x=0} est explicitement intégrable. Il est à noter que si Y est analytique en l'origine,
alors Y est analytiquement div-intégrable si et seulement s'il l'est formellement (d'après un
résultat de Brjuno : cf. [Mar81]). On notera :

� ŜN diag,nd l'ensemble de tous les n÷ud-cols 2-résonant diagonaux formels non dégénérés ;
� SN diag,0 l'ensemble de tous les n÷ud-cols 2-résonant diagonaux analytiques strictement

non dégénérés et div-intégrable.

Équations de Painlevé : le cas transversalement symplec-
tiques

Dans [Yos85] Yoshida montre qu'après compacti�cation à poids de l'espace tridimensionnel
des équations de Painlevé (Pj), j = I, . . . , V , pour des valeurs génériques des paramètres, on
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obtient, dans un système adapté de coordonnées, des n÷ud-cols 2-résonant diagonaux analy-
tiques strictement non dégénérés et div-intégrables. En fait, ces champs de vecteurs possèdent
une propriété supplémentaire, à savoir le fait d'être ce que nous appelons transversalement
hamiltoniens. Pour dé�nir cela, illustrons brièvement la situation par la première équation de
Painlevé notée (PI) (une étude plus détaillée sera e�ectuée en partie IV) :

(PI)
d2z1

dt2
= 6z2

1 + t .

Comme on le sait depuis Okamoto [Oka80], (PI) peut être vue comme un système hamiltonien
bidimensionnel non-autonome : {

∂z1
∂t = −∂HI∂z2
∂z2
∂t = ∂HI

∂z1

avec le hamiltonien

HI (t, z1, z2) := 2z3
1 + tz1 −

z2
2

2
.

Plus précisément, en considérant la forme symplectique standard ωst := dz1 ∧ dz2 et le champ
de vecteurs

ZI :=
∂

∂t
− ∂HI

∂z2

∂

∂z1
+
∂HI

∂z1

∂

∂z2

induit dans
(
C3, 0

)
, la dérivée de Lie

LZI (ωst) =

(
∂2HI

∂t∂z1
dz1 +

∂2HI

∂t∂z2
dz2

)
∧ dt = dz1 ∧ dt

appartient à l'idéal 〈dt〉 dans l'algèbre extérieure Ω∗
(
C3
)
des formes di�érentielles en les va-

riables (t, z1, z2). Autrement dit, pour tous t1, t2 ∈ C, le �ot de ZI au temps (t2 − t1) agit comme
un symplectomorphisme entre les �bres {t = t1} et {t = t2}.

La compacti�cation à poids proposée par Boutroux [Bou13] (voir également [Chi16]), basée
sur des symétries de l'équation originale, dé�nit une carte près de {t =∞} de la façon suivante :

z2 = u2x
− 3

5

z1 = u1x
− 2

5

t = x−
4
5 .

Le champ ZI est transformé, modulo la translation u1 7→ v1 := u1− ζ avec ζ = i√
6
, en le champ

de vecteurs

Ṽ = − 5

4x
1
5

V (0.0.4)

où

V := x2 ∂

∂x
+

(
2ζ

5
x− 4

5
v2 +

2

5
xv1

)
∂

∂v1
+

(
−48ζ

5
v1 +

3

5
xv2 −

24

5
v2

1

)
∂

∂v2
. (0.0.5)

Ce champ de vecteurs possède deux valeurs propres opposées non-nulles, à savoir ±λ := ±8
√

3ζ

5
.

Quitte à diagonaliser la partie linéaire du champ, on voit qu'on obtient exactement un n÷ud-col
2-résonant diagonal (strictement non dégénéré, car de résidu égal à 1, et div-intégrable). De
plus, on a : {

dt = − 4
55

4
5x−

9
5 dx

dz1 ∧ dz2 = 1
x (dv1 ∧ dv2) + 〈dx〉

,
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où 〈dx〉 dénote l'idéal engendré par dx. On obtient alors :LV
(

dv1 ∧ dv2

x

)
∈ 〈dx〉

LV (dx) = 2xdx .

Cela motive la dé�nition suivante. On considère la 1-forme

ω :=
dy1 ∧ dy2

x
.

On dira qu'un champ de vecteurs Y de
(
C3, 0

)
(formel ou analytique) est transversalement

hamiltonien (par rapport à ω et dx) si

LY (dx) ∈ 〈dx〉 et LY (ω) ∈ 〈dx〉 .

On dira qu'un di�éomorphisme (formel ou analytique) de
(
C3, 0

)
est transversalement sym-

plectique (par rapport à ω et dx) si

Φ∗ (x) = x et Φ∗ (ω) = ω + 〈dx〉 .

(Ici Φ∗ (ω) dénote le pull-back de ω par Φ.)
On notera Diffω

(
C3, 0; Id

)
(resp. D̂iffω

(
C3, 0; Id

)
) le groupe des di�éomorphismes analy-

tiques (resp. formels) de
(
C3, 0

)
transversalement symplectiques. Remarquons que le �ot d'un

champ transversalement hamiltonien X induit une application entre les �bres {x = x1} et
{x = x2} qui envoie ω|x=x1

sur ω|x=x2
, puisque

(exp (X))
∗

(ω) ∈ ω + 〈dx〉 .

On notera également SNdiag,ω (resp. ŜN diag,ω) l'ensemble des n÷ud-cols 2-résonant dia-
gonaux transversalement hamiltoniens analytiques (resp. formels). Remarquons qu'un n÷ud-col
2-résonant diagonal transversalement hamiltonien est toujours à la fois strictement non dégénéré
et div-intégrable.

Travaux et résultats connus

Dans [Yos84], Yoshida montre que les champs ainsi obtenus peuvent être conjugués à un
champ du type

Z = x2 ∂

∂x
+
(
− (1 + γy1y2) + a1x

)
y1

∂

∂y1

+
(

1 + γy1y2 + a2x
)
y2

∂

∂y2
, (0.0.6)

avec γ ∈ C∗ et (a1, a2) ∈ C2 tels que a1 + a2 = 1 (en fait a1 = a2 = 1
2 dans le cas des

équations de Painlevé). Il est à noter que cette � conjugaison � ne correspond pas à ce que l'on
appelle traditionnellement (en particulier dans ce texte) conjugaison, puisque la transformation
de Yoshida Ψ (x,y) = (x, ψ1 (x,y) , ψ2 (x,y)) a la forme suivante :

ψi (x,y) = yi

1 +
∑

(k0,k1,k2)∈N3

k1+k2≥1

qi,k (x)

xk0
yk1+k0

1 yk1+k0
2

 , (0.0.7)
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où chaque qi,k est une série formelle, alors que x apparait avec des exposants négatifs. Ce déve-
loppement pourrait même ne pas être une série de Laurent. Il s'agit cependant du développement
asymptotique le long de {x = 0} d'une fonction analytique sur un domaine du type{

(x, z) ∈ S ×D (0, r) | |z1z2| < ν |x|
}

où ν > 0 est � petit �, S est un secteur d'ouverture strictement plus grande que π en l'origine
et D (0, r) est un polydisque. De plus, les (qi,k (x))i,k sont en fait des séries formelles 1-Gevrey.
L'inconvénient ici est que les transformations e�ectuées sont convergentes dans des domaines
trop restreints pour que leur réunion recouvre un voisinage entier de l'origine dans C3. Une
classi�cation analytique à la Martinet-Ramis basée sur l'étude des di�éomorphismes de Stokes
est alors impossible en utilisant cette normalisation.

Plusieurs auteurs ont étudié le problème de la convergence de transformations formelles
conjuguant un champ de vecteur du type (0.0.1) à une � forme normale �. Shimomura, améliorant
un résultat d'Iwano [Iwa80], montre dans [Shi83] qu'un n÷ud-col 2-résonant diagonal analytique
strictement non dégénéré Y , tel que Y|{x=0} soit linéaire, est conjugué (formellement et sur des
domaines sectoriels) à un champ de la forme

x2 ∂

∂x
+ (−λ+ a1x) y1

∂

∂y1
+ (λ+ a2x) y2

∂

∂y2

via un di�éomorphisme dont les coe�cients ont des développements asymptotiques quand x→ 0
dans des secteurs d'ouvertures > π.

Stolovitch a ensuite généralisé ce résultat en dimension quelconque dans [Sto96]. Plus précisé-
ment, du travail de Stolovitch résulte en fait une classi�cation analytique de champs de vecteurs
de
(
Cn+1, 0

)
correspondant à des systèmes di�érentiels à singularité irrégulière de (Cn, 0), sans

hypothèse additionnelle sur les éventuelles résonances entre les valeurs propres (il y a néanmoins
quelques hypothèses techniques correspondant à notre hypothèse de stricte non-dégénérescence).
Tout comme Iwano et Shimomura, il a du imposer d'autres conditions, parmi lesquelles le fait
que la restriction Y|{x=0} du champ considéré à l'hypersurface invariante {x = 0} soit un champ
linéaire. Dans [BDM08], les auteurs obtiennent une � forme normale � 1-Gevrey sommable, bien
que n'étant pas aussi simple que celle de Stolovitch et malheureusement pas unique a priori,
mais valable pour une classe plus générale de champs de vecteurs ayant une valeur propre nulle.
Toutefois, la même hypothèse concernant la restriction du champ à l'hypersurface {x = 0} est
demandée. Malheureusement, on sait depuis [Yos85] que cette dernière hypothèse n'est pas sa-
tisfaite dans le cas des équations de Painlevé (Pj), j = I, . . . , V (γ 6= 0 dans (0.0.6)).

En comparaison, nous imposons seulement au champ de vecteurs que sa restriction à {x = 0}
soit orbitalement linéarisable. Cette condition est quant à elle véri�ée dans le cas des équations
de Painlevé mentionnées.

Plan et présentation des principaux résultats

Partie I : résultats de classi�cation formelle

Les résultats présentés maintenant sont issus de [Bit16a], et sont établis dans la partie I de
cette thèse.
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Nous considérons des champs de vecteurs formels de type n÷ud-cols doublement résonants,
avec l'hypothèse (générique) supplémentaire d'être non dégénérés. On étudie l'action par
conjugaison du groupe des di�éomorphismes formels (�xant l'origine) sur notre famille de champs
de vecteurs. Le résultat principal de cette partie est celui de l'existence et de l'unicité d'une
normalisation formelle.

Théorème A. Soit Y ∈ ŜN diag,nd un n÷ud-col doublement résonant diagonal non dégénéré
(formel). Alors, il existe un unique di�éomorphisme formel Φ̂ ∈ D̂ifffib

(
C3, 0; Id

)
�bré en x et

tangent à l'identité tel que :

Φ̂∗ (Y ) = x2 ∂

∂x
+ (−λ+ a1x+ c1 (y1y2)) y1

∂

∂y1
+ (λ+ a2x+ c2 (y1y2)) y2

∂

∂y2
,

=: Ynorm (0.0.8)

où λ 6= 0, c1, c2 ∈ vC JvK sont des séries formelles en v := y1y2, et a1, a2 ∈ C sont tels que
res (Y ) = a1 + a2 /∈ Q≤0.

Si Y est, de plus, div-intégrable, alors c1 + c2 = 0.
Si de plus Y est transversalement hamiltonien, alors res (Y ) = a1 + a2 = 1, c1 + c2 = 0, et

Φ̂ est transversalement symplectique, i.e. Φ̂ ∈ D̂iffω
(
C3, 0; Id

)
.

Le champ de vecteurs Ynorm obtenu en (0.0.8) dans le théorème ci-dessus est appelé forme
normale formelle �brée de Y . L'application Φ̂ est appelée la normalisation formelle du
champ Y .

La condition de non-dégénérescence est nécessaire pour obtenir un théorème fournissant
des formes normales formelles �brées (uniques) de la forme ci-dessus. Par exemple, pour tous
a1, a2 ∈ C tels que a1 + a2 = −pq ∈ Q≤0 avec (p, q) ∈ N× N∗, le champ de vecteurs

Y = x2 ∂

∂x
+
(
−λ+ a1x+ xp+1 (y1y2)

q)
y1

∂

∂y1
+ (λ+ a2x) y2

∂

∂y2
,

est un n÷ud-col 2-résonant diagonal avec pour résidu res (Y ) = −p
q
∈ Q≤0 : ce champ de vecteurs

n'est pas D̂ifffib

(
C3, 0; Id

)
−conjugué à une forme normale �brée de la forme (0.0.8). En e�et,

le terme résonant xp+1 (y1y2)
q ne peut pas être éliminé sous l'action de D̂ifffib

(
C3, 0; Id

)
.

Remarquons également que le résultat ci-dessus n'est pas une conséquence immédiate de la
théorie des formes normales de Poincaré-Dulac. En fait, une forme normale de Poincaré-Dulac

(au sens usuel) pourrait contenir d'autres termes résonants de la forme
(
xk (y1y2)

l
)
k,l∈N

, et est

donc loin d'être unique.

Introduisons les ensembles d'invariants formels Pfib et Pω suivants :

Pfib :=
{
p = (λ, a1, a2, c1, c2) ∈ C∗ ×

(
C2\∆

)
× (vC JvK)2

}
Pω := C∗ ×

{
(a1, a2) ∈ C2 | a1 + a2 = 1

}
× (vC JvK)

où

∆ :=
{

(a1, a2) ∈ C2 | a1 + a2 ∈ Q≤0

}
.

On a alors le résultat de classi�cation suivant :

Théorème B. On a les bijections suivantes (les quotients sont e�ectués modulo l'action par
conjugaison des groupes de di�éomorphismes considérés) :
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1.
ŜN diag,nd

/
D̂ifffib

(
C3, 0; Id

) ' Pfib

2.
ŜN diag,ω

/
D̂iffω

(
C3, 0; Id

) ' Pω .
On donnera également d'autres résultats de classi�cation formelle, où l'on étudiera les actions

de di�éomorphismes non nécessairement tangents à l'identité et / ou �brés (cf. corollaires 1.10
et 1.13).

Partie II : résultats de normalisation sectorielle

Les résultats principaux de cette partie sont issus de [Bit16b], et sont présentés dans la partie
II de cette thèse.

Nous donnons un résultat de mise sous forme normale dans des domaines sectoriels (avec
ouverture angulaire su�samment grande), pour des éléments de SN diag,0, appelés plus tôt
n÷ud-cols 2-résonant diagonaux analytiques strictement non dégénérés et div-intégrables (ana-
lytiques au voisinage de l'origine dans C3). Par rapport à la forme normale formelle obtenue
en (0.0.8), le fait pour un n÷ud-col doublement résonant diagonal Y d'être strictement non
dégénéré correspond au fait que < (res (Y )) > 0. Le fait que Y soit div-intégrable correspond au
fait que c2 (v) = −c1 (v) =: c (v) et que c (v) soit une série convergente au voisinage de l'origine.

On note également Difffib (Sθ,η; Id) le groupe des germes de di�éomorphismes sectoriels �brés
et tangent à l'identité dans des domaines sectoriels de la forme S

(
r, θ − η

2 − ε, θ + η
2 + ε

)
×(

C2, 0
)
, où S

(
r, θ − η

2 − ε, θ + η
2 + ε

)
est un secteur ouvert de sommet l'origine, de bissectrice

eiθR+ et d'ouverture η + 2ε, avec θ ∈ R et η, ε > 0 tels que η + 2ε ≤ 2π. Nous aurons besoin de
la notion de (faible) sommabilité de type 1-Gevrey, rappelée en début de partie II.

Théorème C. Soit Y ∈ SN diag,0, Φ̂ ∈ D̂ifffib

(
C3, 0; Id

)
sa normalisation formelle et Ynorm sa

forme normale formelle (voir théorème A) :

Φ̂∗ (Y ) = x2 ∂

∂x
+ (−λ+ a1x− c (y1y2)) y1

∂

∂y1
+ (λ+ a2x+ c (y1y2)) y2

∂

∂y2

=: Ynorm ,

où λ 6= 0, c ∈ vC JvK sont des séries formelles en v := y1y2, et < (a1 + a2) > 0. Alors :

1. la forme normale Ynorm est analytique en l'origine (i.e. c ∈ C {v}) ;
2. il existe un unique couple (Φ+,Φ−) de germes sectoriels de di�éomorphismes �brés, tan-

gents à l'identité et analytiques sur des domaines sectoriels de la forme S+ ×
(
C2, 0

)
et

S− ×
(
C2, 0

)
respectivement, où

S+ :=
{
x ∈ C | 0 < |x| < r et

∣∣∣arg
( x
iλ

)∣∣∣ < π

2
+ ε
}

S− :=

{
x ∈ C | 0 < |x| < r et

∣∣∣∣arg

(
−x
iλ

)∣∣∣∣ < π

2
+ ε

}
(pour tout ε ∈

]
0,
π

2

[
et r > 0 assez petit), qui y conjuguent Y à Ynorm ;

3. la normalisation formelle Φ̂ est faiblement 1-sommable dans toute direction θ 6= arg (±λ)
et Φ± est la 1- somme faible de Φ̂ sur S±×

(
C2, 0

)
; en particuliers, Φ̂|{x=0} est analytique.
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4. si Y ∈ SNdiag,ω est transversalement hamiltonien, alors Φ+ et Φ− sont transversalement
symplectiques.

La principale di�culté dans ce résultat est de prouver l'existence des � normalisations
sectorielles � Φ±. L'outil clé pour cela est un lemme de � résolution d'une équation homolo-
gique � associée au champ de vecteurs considéré sur des domaines sectoriels (cf. lemme 8.6),
dont une solution est construite en intégrant une forme temps bien choisie le long de chemins
asymptotiques (idées similaire à celles de [Tey03, Tey04b]).

Partie III : résultats de classi�cation analytique

Les résultats principaux de cette partie sont issus de [Bit16c], et sont présentés dans la partie
III de cette thèse.

Puisque deux champs de vecteurs analytiquement conjugués sont aussi formellement conju-
gués, on �xe une forme normale de SN diag,0 sous l'action de D̂ifffib

(
C3, 0; Id

)
donnée par le

théorème A :

Ynorm = x2 ∂

∂x
+ (−λ+ a1x− c (v)) y1

∂

∂y1
+ (λ+ a2x+ c (v)) y2

∂

∂y2
, (0.0.9)

avec λ ∈ C∗, < (a1 + a2) > 0 et c (v) ∈ vC {v}.
On dé�nit [Ynorm]fib,Id comme l'ensemble des éléments de SN diag,0 qui sont D̂ifffib

(
C3, 0; Id

)
-

conjugués à Ynorm. On note également [Ynorm]fib,Id

/
D̂ifffib

(
C3, 0; Id

) l'ensemble des orbites de

[Ynorm]fib,Id sous l'action de Difffib

(
C3, 0; Id

)
. Considérons un élément Y ∈ [Ynorm]fib,Id, ainsi

que ses normalisations sectorielles Φ±, données par le théorème C. Dans la construction faite de
Φ+ et Φ−, on remarque que l'on peut étendre analytiquement Φ± à des domaines de la forme
S± ×

(
C2, 0

)
, où S± est un secteur asymptotique de direction arg (±iλ) et d'ouverture 2π (voir

dé�nition 6.3). Considérons deux tels secteurs asymptotiques (S+, S−) et leurs intersections

S±λ := S+ ∩ S− ∩
{
x ∈ C | <

(
±x
λ

)
> 0
}
.

On dé�nit alors les deux germes de di�éomorphismes sectoriels

Φ±λ :=
(
Φ+ ◦ Φ−1

−
)
|S±λ×(C2,0)

.

Par construction, il s'agit de germes d'isotropies (sectorielles) de Ynorm (i.e. Φλ et Φ−λ véri�ent
(Φ±)∗ (Ynorm) = Ynorm), qui sont �brées, tangentes à l'identité, et qui admettent l'identité
comme développement asymptotiques 1-Gevrey faible dans des domaines S±λ ×

(
C2, 0

)
, d'après

le théorème C. Les deux germes d'isotropies sectorielles Φλ et Φ−λ dé�nis ci-dessus sont appelés
di�éomorphismes de Stokes de Y ∈ [Ynorm]fib,Id.

Avec les notations ci-dessus, on dé�nit Λ
(faible)
±λ (Ynorm) (resp. Λ±λ (Ynorm)) comme le groupes

des germes d'isotropies sectorielles �brées de Ynorm, tangentes à l'identité, et qui admettent
l'identité comme développement asymptotiques 1-Gevrey faible (resp. au sens classique � clas-
sique �) dans des domaines de la forme Sλ ×

(
C2, 0

) (
resp. S−λ ×

(
C2, 0

))
, où S±λ est un secteur

asymptotique de direction arg (±λ) et d'ouverture π.
La principale di�culté technique de cette partie est de prouver la proposition suivante.

Proposition D. Soit Ynorm une forme normale de SN diag,0 comme ci-dessus. Tout élément

ψ ∈ Λ
(faible)
±λ (Ynorm) admet l'identité comme développement asymptotiques 1-Gevrey. Autrement

dit, on a l'égalité :
Λ±λ (Ynorm) = Λ

(faible)
±λ (Ynorm) .
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Cette proposition va avoir plusieurs conséquences importantes. La première d'entre elles est
le théorème suivant, qui nous dit que la normalisation sectorielle du théorème C est en fait
1-sommable quand le champ de départ est élément de SN diag,0.

Théorème E. Soient Y ∈ SN diag,0 avec D0Y = diag (0,−λ, λ) et Φ̂ ∈ D̂ifffib

(
C3, 0; Id

)
la

normalisation formelle associée (donnée par le théorème C). Alors, Φ̂ est 1-sommable dans
toute direction θ 6= arg (±λ) ∈ R/2πZ, et les normalisations sectorielles Φ+,Φ− du théorème C
sont les 1-sommes de Φ̂ dans les directions arg (iλ) , arg (−iλ) respectivement.

Le théorème ci-dessous est la seconde conséquence principale de la proposition D.

Théorème F. L'application

[Ynorm]fib,Id

/
Difffib

(
C3, 0; Id

) −→ Λλ (Ynorm)× Λ−λ (Ynorm)

Y 7−→ (Φλ,Φ−λ)

est bien dé�nie et bijective.

Ce résultat signi�e que les di�éomorphismes de Stokes encodent entièrement la classe de Y

dans le quotient [Ynorm]fib,Id

/
Difffib

(
C3, 0; Id

) .
En conséquence de ce théorème, on peut alors décrire l'espace de module de SN diag,0 sous

l'action de Difffib

(
C3, 0; Id

)
, noté Mfib,Id.

Corollaire G. On a la bijection suivante :

Mfib,Id := SN diag,0

/
Difffib

(
C3, 0, Id

) ' {Ynorm, (Φλ,Φ−λ)} ,

où :
� Ynorm décrit l'ensemble des formes normales avec paramètre p = (λ, a1, a2,−c, c) ∈ Pfib,
� (Φλ,Φ−λ) décrit Λλ (Ynorm)× Λ−λ (Ynorm).

On donnera également une version de ce résultat dans le cas � transversalement symplec-
tique � (cf. théorème 10.10 et son corollaire 10.11), ainsi que des résultats analogues pour dé-
crire plus généralement les actions de Difffib

(
C3, 0

)
de Diff

(
C3, 0

)
(cf. théorèmes 13.4 et 13.11).

De plus, on donnera une description � explicite � de l'espace des di�éomorphismes de Stokes
Λλ (Ynorm) × Λ−λ (Ynorm) en termes de séries entières dans � l'espace des feuilles � (cf. propo-
sition 12.18). Celles-ci représenteront des automorphismes de l'espace des feuilles de la forme
Ψ±λ = (Ψ1,±,Ψ2,±), avec pour j = 1, 2 :

Ψj,+ (h1, h2) = hj +
∑

n≥N(j,+)+1

Ψj,+,n (h1h2)hn1 (0.0.10)

Ψj,− (h1, h2) = hj +
∑

n≥N(j,−)+1

Ψj,−,n (h1h2)hn2 ,

où {
N (1,+) := N (2,−) := 1

N (1,−) := N (2,+) := −1 ,

et où (Ψj,±,n)n est une suite de fonctions holomorphes sur C, satisfaisant des conditions de
contrôle de leur module (cf. sous-section 12.7.1).
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Partie IV : applications à la première équation de Painlevé

Il s'agit du contenu de la partie IV de cette thèse. Nous donnons des exemples de calculs de
certains de ces invariants pour la première équation de Painlevé (PI) (des résultats analogues
devraient pouvoir être donnés pour les équations (Pj), j = II, . . . , V .

Après diagonalisation transversalement symplectique de la partie linéaire du champ V obtenu
en (0.0.5), on obtient le champ :

Y = x2 ∂

∂x
+
(
− λy1 +

1

2
xy1 +

1

25λ
xy2 −

λ

96
x2 − 48

25λ

(
y1 −

2

5λ
y2

)2 ) ∂

∂y1

+
(
λy2 +

1

2
xy2 +

λ

4
xy1 −

5λ2

192
x2 − 24

5

(
y1 −

2

5λ
y2

)2 ) ∂

∂y2
. (0.0.11)

En se basant sur des calculs de périodes du hamiltonien associé à Y|{x=0}, on est capable de
calculer le développement de l'invariant c (v). En étudiant les symétries du champ Y ci-dessus,
et en utilisant les calculs des coe�cients de Stokes quasi-linéaires faits par Kapaev dans [Kap04],
on donnera également la valeur des coe�cients constants de la représentation en série entière
des di�éomorphismes de Stokes du champ Y ci-dessus.

Proposition H. Avec les notations du théorème 5.5, on a :

� a1 = a2 = 1
2 , λ = 8

√
3ζ

5 = 4·2
3
4 ·3

1
4

5 e
iπ
4 et

c (v) = v +

(
47 · 2 1

4 · 3 3
4

96
e

3iπ
4

)
v2

+

(
−7717

6912
i
√

6

)
v3 +O

(
v4
)
.

� en notant (Ψλ,Ψ−λ) les automorphismes de la forme (0.0.10) associés aux di�éomor-
phismes de Stokes de Y , on a :

Ψ2,λ,0 (0) = i ·Ψ1,−λ,0 (0) =
e
iπ
8

√
π

2
3
8 3

1
8 .
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Index des notations

Les variables et leurs domaines d'appartenance (les � multivariables � seront
toujours notées en gras)

= (x) la partie imaginaire de x ∈ C.

< (x) la partie réelle de x ∈ C.

arg (x) l'argument de x ∈ C (dans R/2πZ).

(x,y) ∈ Cn+1 x ∈ C est la variable indépendante, et y = (y1, . . . , yn) ∈ Cn est
la variable dépendante.

(Cn, 0) un voisinage ouvert de l'origine dans Cn.

v := y1y2 le monôme résonant.

ζ ζ := i√
6
: un paramètre important dans l'équation de Painlevé

(PI) à l'in�ni.

λ±ζ λ±ζ =
8
√
−3(±ζ)

5 : les valeurs propres du champ à l'in�ni de (PI).

∆ ∆ :=
{

(a1, a2) ∈ C2 | a1 + a2 ∈ Q≤0

}
ω = dy1∧dy2

x la forme symplectique transverse � à l'in�ni � dans les équations
de Painlevé.

D (0, r) le polydisque centré en l'origine de Cn, de � poly-rayon �
r = (r1, . . . , rn) ∈ (R>0)

n.

S (r, α, β) le secteur ouvert de sommet l'origine, de rayon r > 0 et délimités
par les demi-droites R+.e

iα et R+.e
iβ , avec α < β.

Sθ,η l'ensemble des (x−)voisinages sectoriels attachés à l'origine dans
Cn+1, de direction θ et d'ouverture η.

ASθ,η l'ensemble des secteurs asymptotiques à l'origine de C dans la
direction θ et d'ouverture η.
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A∞θ,δ le secteur in�ni de direction θ et d'ouverture δ :{
t ∈ C∗ | |arg (t)− θ| < δ

2

}
.

∆θ,δ,ρ le domaine composé de la réunion Aθ,δ ∪D (0, ρ).

Espaces fonctionnels

C Jx,yK l'algèbre des séries formelles en les variables x et y.

〈f1, . . . , fm〉 l'idéal engendré par f1, ..., fm dans C JxK.

m l'idéal maximal de C Jx,yK : c'est l'ensemble des séries formelles
sans terme constant.

ord (f) l'ordre de f =
∑
k

fkx
k ; par dé�nition

ord (f) = min {|k| ≥ 0 | fk 6= 0}.

Jk l'espace des k−jets : Jk := C JxK /mk+1

C Jx,yK× le groupe des éléments inversibles (=unités) de C Jx,yK : c'est
l'ensemble des séries formelles avec un terme constant non-nul.

C {x,y} l'algèbre des séries convergentes au voisinage de (0,0) ∈ Cn+1 ;
c'est aussi l'espace des germes en l'origine d'applications
holomorphes en les variables x et y.

C {x,y}× le groupe des éléments inversibles (=unités) de C {x,y} : c'est
l'ensemble des germes de fonctions holomorphes en (0,0) ∈ Cn+1

non-nulles en l'origine.

O (Ω) l'algèbre des fonctions holomorphes sur un ouvert Ω ⊂ Cn.

Der (C JxK) l'algèbre de Lie des champs de vecteurs formels de Cn en
l'origine : c'est aussi l'algèbre des dérivations de C JxK.

Derk (C JxK) l'ensemble des champs de vecteurs d'ordre au moins k ∈ N.

χ (Cn, 0) l'algèbre de Lie des germes de champs de vecteurs holomorphes
singuliers en l'origine de Cn, i.e. d'ordre ≥ 1.

χ̂ (Cn, 0) l'algèbre de Lie des germes de champs de vecteurs formels
singuliers en l'origine de Cn, i.e. d'ordre ≥ 1.

χ̂ω
(
C3, 0

)
l'ensemble des champs de vecteurs singuliers transversalement
hamiltoniens. (cf. page xvi).
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Ω̂1 (C JxK) (ou Ω̂1) le C JxK−module des 1-formes formelles : c'est le dual en tant
que C JxK−module de Der (C JxK).

Ω̂p (C JxK) (ou Ω̂p) le C JxK−module des p−formes formelles : c'est la pème puissance

extérieure de Ω̂1.

Ω̂ (C JxK) (ou Ω̂) l'algèbre extérieure des formes formelles de Cn : c'est la somme

directe in�nie
+∞
⊕
p=0

Ω̂p.

Champs de vecteurs

LY (F ) la dérivée de Lie de F ∈ C Jx,yK par rapport au champ
Y ∈ Der (C Jx,yK).

[X,Y ] le crochet de Lie de deux champs de vecteurs (analytiques ou
formels).

ord (X) l'ordre du champ X : si X =
∑
i

αi
∂

∂xi
, alors

ord (X) = min
i
{ord (αi)}.

Φ∗ (Y ) le push-forward du champ de vecteurs (analytique ou formel) Y
par le di�éomorphisme (analytique ou formel) Φ :
Φ∗ (Y ) = (DΦ.Y ) ◦ Φ−1.

S (λ) le champ linéaire λ1x1
∂
∂x1

+ · · ·+ λnxn
∂
∂xn

, où
λ = (λ1, . . . , λn) ∈ Cn.

R le champ bidimensionnel radial : R := y1
∂

∂y1
+ y2

∂

∂y2
.

C le champ bidimensionnel tangentiel : C := −y1
∂

∂y1
+ y2

∂

∂y2
.

ΦtX = exp (tX) le �ot du champ X (analytique ou formel) évalué au temps t .

TH TH : a 7→ 1

2iπ

˛
γa

τY : l'application période d'un champ

hamiltonien Y de C2 associé au hamiltonien H, avec γa un cycle
générateur de l'homologie de la feuille {H = a}, et τY0

une forme
temps de Y , i.e. τY · Y = 1.
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Groupes de di�éomorphismes

Diff (Cn, 0) le groupe des germes de di�éomorphismes �xant l'origine de Cn.

Diff (Cn, 0; Id) le sous-groupe de Diff (Cn, 0) des éléments tangents à l'identité.

Difffib

(
Cn+1, 0

)
le sous-groupe Diff

(
Cn+1, 0

)
des éléments �brés (en x), où

Cn+1 = {(x,y) ∈ C× Cn}.

Difffib

(
Cn+1, 0; Id

)
le sous-groupe de Difffib

(
Cn+1, 0

)
des éléments tangents à

l'identité.

Diffω
(
C3, 0

)
le sous-groupe de Difffib

(
C3, 0

)
des éléments transversalement

symplectiques (cf. page xvi).

Diffω
(
C3, 0; Id

)
le sous-groupe de Diffω

(
C3, 0

)
des éléments tangents à l'identité.

D̂iff (Cn, 0) le groupe des di�éomorphismes formels en l'origine de Cn.

D̂iff (Cn, 0; Id) le sous-groupe de D̂iff (Cn, 0) des éléments tangents à l'identité.

G(k)
Id le sous-groupe de D̂iff (Cn, 0) des éléments tangents à l'identité à

l'ordre k ∈ N.

D̂ifffib

(
Cn+1, 0

)
le sous-groupe D̂iff

(
Cn+1, 0

)
des éléments �brés (en x).

D̂ifffib

(
Cn+1, 0; Id

)
le sous-groupe de D̂ifffib

(
Cn+1, 0

)
des éléments tangents à

l'identité.

D̂iffω
(
C3, 0

)
le sous-groupe de D̂ifffib

(
C3, 0

)
des éléments transversalement

symplectiques (cf. page xvi).

D̂iffω
(
C3, 0; Id

)
le sous-groupe de D̂iffω

(
C3, 0

)
des éléments tangents à l'identité.

Îsot (Y ) le groupe des isotropies formelles d'un champ Y ∈ χ̂ (Cn, 0) :
c'est l'ensemble des Φ ∈ D̂iff (Cn, 0) tels que Φ∗ (Y ) = Y .

Îsotfib (Y ) le sous-groupe des isotropies formelles �brées d'un champ
Y ∈ χ̂ (Cn, 0) : c'est l'intersection Îsot (Y ) ∩ D̂ifffib (Cn, 0).

L le groupe des transformations linéaire de C3 de la forme 1 0 0
0 µ1 0
0 0 µ2

 ou

 1 0 0
0 0 µ1

0 µ2 0

, avec µ1µ2 6= 0.
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Germes d'applications sectorielles

O (Sθ,η) l'algèbre des germes d'application holomorphes sectorielles dans
la direction θ avec ouverture η.

Difffib (S; Id) le groupe des di�éomorphismes �brés sectoriels sur S et tangent
à l'identité.

Difffib (Sθ,η; Id) le groupe des germes de di�éomorphismes sectoriels �brés dans
la direction θ et avec ouverture η, tangents à l'identité.

Isotfib (Y ;Sθ,η; Id) le sous-groupe de Difffib (Sθ,η; Id) formé des germes d'isotropies
sectorielles de Y dans la direction θ et avec ouverture η.

Sommation de Borel-Laplace

B
(
f̂
)

la transformée de Borel (par rapport à x) de la série formelle

f̂ =
∑
k

f̂k (y)xk, dé�nie par : B
(
f̂
)

(t) =
∑
k

fk (y)

k!
tk.

B̃
(
f̂
)

une variante de la transformée de Borel pour des séries

f̂ =
∑
k

f̂k (y)xk : B̃
(
f̂
)

(t) =
∑
k

fk+1 (y)

k!
tk.

Lθ (g) la transformée de Laplace dans la direction θ d'une fonction g
holomorphe et à croissance � contrôlée exponentiellement � dans
un domaine approprié :

Lθ (g) (x,y) :=

ˆ
eiθR>0

g (t,y) exp

(
− t
x

)
dt
x
.

L̃θ (g) une variante de la transformée de Laplace dans la direction θ :

Lθ (g) (x,y) :=

ˆ
eiθR>0

g (t,y) exp

(
− t
x

)
dt.

fθ la somme (1-Gevrey) dans la direction θ de la série
(éventuellement vectorielle) formelle 1-sommable f̂ :

fθ = Lθ
(
B
(
f̂
))

.∥∥∥f̂∥∥∥
λ,θ,δ,ρ,r

norme sur l'espace des séries formelles 1-sommables dans la
direction θ avec paramètre de croissance λ > 0 :∥∥∥f̂∥∥∥

λ,θ,δ,ρ,r
:= sup

(t,y)∈∆θ,δ,ρ×D(0,r)

∣∣∣B (f̂) (t,y) exp (−λ |t|)
∣∣∣ .
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∥∥∥f̂∥∥∥bis

λ,θ,δ,ρ,r
variante d'une norme sur l'espace des séries formelles
1-sommables dans la direction θ avec paramètre de croissance
λ > 0 :∥∥∥f̂∥∥∥bis

λ,θ,δ,ρ,r
:= sup

(t,y)∈∆θ,δ,ρ×D(0,r)

∣∣∣B (f̂) (t,y) (1 + λ
∣∣t2∣∣) exp (−λ |t|)∣∣∣ .

Σθ l'algèbre di�érentielle des séries formelles 1-sommables dans la
direction θ ∈ R.

Σ
(faible)
θ l'algèbre di�érentielle des séries formelles faiblement

1-sommables dans la direction θ ∈ R.

N÷ud-cols 2-résonants

res (Y ) := a le résidu d'un n÷ud-col 2-résonant orbital : a := a1 + a2.

ŜN diag l'ensemble des n÷ud-cols 2-résonants diagonaux (formels).

ŜN diag,nd l'ensemble des n÷ud-cols 2-résonants diagonaux non dégénérés
(formels), i.e. avec résidu res (Y ) /∈ Q≤0.

ŜN fib,nd l'ensemble des n÷ud-cols 2-résonants �brés non dégénérés (formels),

i.e. ŜN fib,nd = D̂ifffib

(
C3, 0

)
∗

(
ŜN diag,nd

)
.

ŜN ∗ l'ensemble des n÷ud-cols 2-résonants non dégénérés div-intégrables
(formels).

ŜN orb,∗ l'ensemble des n÷ud-cols 2-résonants orbitaux non dégénérés
div-intégrables (formels).

ŜNω l'ensemble des n÷ud-cols 2-résonants transversalement hamiltoniens
(formels).

SN diag l'ensemble des n÷ud-cols 2-résonants diagonaux (analytiques).

SN diag,nd l'ensemble des n÷ud-cols 2-résonants diagonaux non dégénérés
(analytiques), i.e. avec résidu res (Y ) /∈ Q≤0.

SN diag,0 l'ensemble des n÷ud-cols 2-résonants diagonaux strictement non
dégénérés (i.e. avec < (res (Y )) > 0) et div-intégrables (analytiques).

SNdiag,ω l'ensemble des n÷ud-cols 2-résonants diagonaux transversalement
hamiltoniens (analytiques).
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SN fib,0 l'ensemble des n÷ud-cols 2-résonants �brés strictement non dégénérés
(i.e. avec < (res (Y )) > 0) et div-intégrables (analytiques) :
SN fib,0 := Difffib

(
C3, 0

)
∗ (SN diag,0).

SN Id,0 SN Id,0 := Diff
(
C3, 0; Id

)
∗ (SN diag,0).

SN 0 l'ensemble des n÷ud-cols 2-résonants strictement non dégénérés (i.e.
avec < (res (Y )) > 0) div-intégrables (analytiques) :
SN 0 := Diff

(
C3, 0

)
∗ (SN diag,0).

SNω l'ensemble des n÷ud-cols 2-résonants transversalement hamiltoniens
(analytiques) : SNω := Diffω

(
C3, 0

)
∗

(
SNdiag,ω

)
.

[Ynorm]fib,Id l'ensemble des éléments de SN diag,0 qui sont

D̂ifffib

(
C3, 0; Id

)
−conjugués à Ynorm ∈ SN diag,0.

[Ynorm]ω,Id l'ensemble des éléments de SNω qui sont D̂iffω
(
C3, 0

)
−conjugués à

Ynorm ∈ SNdiag,ω.

Ensembles de paramètres des classi�cations formelles

Pfib Pfib :=
{
p = (λ, a1, a2, c1, c2) ∈ C∗ ×

(
C2\∆

)
× (vC JvK)2

}
Pω Pω := {p = (λ, a1, a2, c)} ∈

C∗ ×
{

(a1, a2) ∈ C2 | a1 + a2 = 1
}
× (vC JvK)

P0

P0 := {p = (λ, a1, a2,−c, c) ∈ Pfib | < (a1 + a2) > 0 et c (v) ∈ vC {v}}

P P := p = (λ, a1, a2, c) ∈ C∗ ×
(
C2\∆

)
× (vC JvK) tel que :

si m :=
1

a1 + a2
∈ N et si k0 := ord (c) , alors ck0+m = 0


Porb Porb :=p = (a1, a2, η) ∈

(
C2\∆

)
× {0, 1}

∣∣∣∣∣ si m :=
1

a1 + a2
/∈ N,

alors η = 0
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Applications de normalisation et di�éomorphismes de Stokes

Φ̂ L'unique normalisation formelle (�brée et tangente à l'identité)
d'un élément de ŜN nd.

Φ± L'unique germe de normalisation sectorielle (�brée et tangente à
l'identité) sur S± ∈ Sarg(±iλ),π d'un élément Y ∈ SN diag,0 avec
D0Y = diag (0,−λ, λ).

(Φλ,Φ−λ) Les di�éomorphismes de Stokes d'un élément Y ∈ SN diag,0 avec
D0Y = diag (0,−λ, λ).

Λ±λ (Ynorm) Le groupes des germes d'isotropies sectorielles �brées de Ynorm,
tangentes à l'identité, et qui admettent l'identité comme
développement asymptotiques 1-Gevrey, dans des domaines de la
forme S±λ ×

(
C2, 0

)
, avec S±λ ∈ ASarg(±λ),π.

Λ
(faible)
±λ (Ynorm) Le groupes des germes d'isotropies sectorielles �brées de Ynorm,

tangentes à l'identité, et qui admettent l'identité comme
développement asymptotiques 1-Gevrey faible, dans des
domaines de la forme S±λ ×

(
C2, 0

)
, avec S±λ ∈ ASarg(±λ),π.

Espaces des feuilles

m m:=
1

a
=

1

res (Ynorm)
.

c̃ (v) c̃ (v) := m
∑
k 6=m

ck
k −m

vk, si c (v) =
∑
k≥1

ckv
k.

f1 (x,w) (à partir
de la partie III)

f1 (x,w) := exp

(
λ

x
− cmwm log (x)− c̃ (wxa)

x

)
xa1

f2 (x,w)(à partir de
la partie III)

f2 (x,w) := exp

(
−λ
x

+ cm (w)
m

log (x) +
c̃ (wxa)

x

)
xa2

w (x,y) w (x,y) :=
y1y2

xa
: une intégrale première de Ynorm ∈ SN diag,0

h1 (x,y) (à partir
de la partie III)

h1 (x,y) :=
y1

f1

(
x, y1y2xa

) : une intégrale première (sectorielle) de

Ynorm ∈ SN diag,0.

h2 (x,y) (à partir
de la partie III)

h2 (x,y) :=
y1

f2

(
x, y1y2xa

) : une intégrale première (sectorielle) de

Ynorm ∈ SN diag,0.
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H± l'application donnant les intégrales premières h1 et h2 sur un
domaine sectoriel S±λ ×

(
C2, 0

)
:

H± (x,y) := (x, h1 (x,y) , h2 (x,y)).

Γ±λ l'espace des feuilles associé au secteur S±λ, noté Γ±λ, est dé�ni
par : la relation H±

(
S±λ ×

(
C2, 0

))
=: S±λ × Γ±λ.

Γ±λ (x, r̃) Γ±λ (x, r̃) :={
(h1, h2) ∈ C2 tel que |hj | ≤ r̃j

|fj(x,h1h2)| , j ∈ {1, 2}
}
.

Γ±λ (r̃) Γ±λ (r̃) :=
⋃
x∈S±λ Γ±λ (x, r̃).

Ej,± (Ynorm) le sous-ensemble de O (C)
N décrit dans la dé�nition 12.17.
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Espaces des modules

Mfib,Id l'espace des modules de SN diag,0 sous l'action de
Difffib

(
C3, 0; Id

)
par conjugaison.

Mfib l'espace des modules deSN fib,0 sous l'action de Difffib

(
C3, 0

)
par

conjugaison.

MId l'espace des modules deSN Id,0 sous l'action de Diff
(
C3, 0; Id

)
par conjugaison.

Mω l'espace des modules deSNω sous l'action de Diffω
(
C3, 0

)
.

M l'espace des modules deSN 0 sous l'action de Diff
(
C3, 0

)
par

conjugaison.
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Première partie

Classi�cation formelle des
n÷ud-cols 2-résonants non

dégénérés

1





Chapitre 1

Présentation des résultats

Dans cette première partie nous allons étudier le problème de la classi�cation formelle des
n÷ud-cols 2-résonants de

(
C3, 0

)
. Toutes les notions nécessaires sur les champs de vecteurs

formels et les di�éomorphismes formels se trouvent dans le chapitre 2. Les résultats principaux
sont issus de [Bit16a].

1.1 Dé�nitions

Commençons par quelques dé�nitions et notations.

Dé�nition 1.1. Soit Y ∈ χ̂
(
C3, 0

)
un champ de vecteurs singulier.

� Y est un n÷ud-col 2-résonant diagonal si Y est de la forme :

Y = x2 ∂

∂x
+ (−λy1 + F1 (x, y1, y2))

∂

∂y1
+ (λy2 + F2 (x, y1, y2))

∂

∂y1
, (1.1.1)

avec λ ∈ C∗, et Fν (x,y) ∈ C Jx,yK d'ordre au moins 2, pour ν = 1, 2. On note ŜN diag

l'ensemble de ces champs de vecteurs.
� Le résidu de Y comme en (1.1.1) est :

res (Y ) := F1,(1,1,0) + F2,(1,0,1) ,

où l'on a écrit Fν =
∑

k=(k0,k1,k2)

Fν,kx
k0yk11 yk22 , pour ν = 1, 2.

� Un n÷ud-col 2-résonant diagonal Y est non dégénéré si res (Y ) ∈ C\Q≤0. On note
ŜN diag,nd l'ensemble des n÷ud-cols 2-résonants diagonaux non dégénérés.

� Un n÷ud-col 2-résonant diagonal Y est div-intégrable (par rapport à x) si son diviseur
{x = 0} est invariant par le �ot de Y et si Y|{x=0} est orbitalement linéarisable. Si Y ∈
ŜN diag, ceci équivaut à dire que Y|{x=0} est un champ hamiltonien (par rapport à la
forme symplectique standard dy1 ∧ dy2), ou encore intégrable.

Il est important de noter que le résidu d'un champ Y ∈ ŜN diag , ainsi que le fait d'être

div-intégrable, sont invariants sous l'action de D̂iff
(
C3, 0

)
nC Jx,yK× par équivalence orbitale.

On peut donc donner les dé�nitions suivantes :

Dé�nition 1.2. Soit Y ∈ χ̂
(
C3, 0

)
un champ de vecteurs singulier.

3
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� Y est un n÷ud-col 2-résonant �bré (non dégénéré, resp. div-intégrable) si Y est
D̂ifffib

(
C3, 0

)
−conjugué à un élément de ŜN diag (non dégénéré, resp. div-intégrable).

On note
ŜN fib,nd := D̂ifffib

(
C3, 0

)
∗

(
ŜN diag,nd

)
.

� Y est un n÷ud-col 2-résonant (non dégénéré, resp. div-intégrable) si Y est
D̂iff

(
C3, 0

)
−conjugué à un élément de ŜN diag (non dégénéré, resp. div-intégrable).

� Y est un n÷ud-col 2-résonant orbital (non dégénéré, resp. div-intégrable) si Y
est orbitalement équivalent à un élément de ŜN diag (non dégénéré, resp. div-intégrable).

On note ŜN ∗ (resp. ŜN orb,∗) l'ensemble des n÷ud-cols 2-résonants (resp. n÷ud-cols 2-résonants
orbitaux) non dégénérés et div-intégrables.

Venons-en à la dernière dé�nition dont nous aurons besoin ici.

Dé�nition 1.3. � Un champ de vecteurs Y ∈ χ̂
(
C3, 0

)
est transversalement hamilto-

nien (par rapport à x et ω =
dy1 ∧ dy2

x
) si LY (dx) ∈ 〈dx〉 et LY (ω) ∈ 〈dx〉 (LY désigne

la dérivée de Lie associée à Y ).
� Un di�éomorphisme Φ ∈ D̂iff

(
C3, 0

)
est transversalement symplectique (par rapport

à x et ω =
dy1 ∧ dy2

x
) si Φ ∈ D̂ifffib

(
C3, 0

)
et Φ∗ (ω) ∈ ω + 〈dx〉. On note D̂iffω

(
C3, 0

)
le groupe formé de ces éléments.

� On note ŜNω l'ensemble des champs de vecteurs transversalement hamiltoniens qui sont
D̂iffω

(
C3, 0

)
−conjugués à des éléments de ŜN diag.

Remarque 1.4.
1. Il est à noter que les éléments de ŜNω sont nécessairement à la fois non dégénérés (car

de résidu égal à 1 : cf. corollaire 2.52) et div-intégrables.

2. Les groupes D̂ifffib

(
C3, 0; Id

)
, D̂ifffib

(
C3, 0

)
, D̂iff

(
C3, 0

)
et D̂iffω

(
C3, 0

)
agissent respec-

tivement sur ŜN diag,nd, ŜN fib,nd, ŜN ∗ et ŜNω par conjugaison.

3. Le groupe D̂iff
(
C3, 0

)
nC Jx,yK× agit sur ŜN orb,∗ par équivalence orbitale.

Le but de cette partie est de décrire complètement l'espace des orbites pour chacune de ces
actions.

1.2 Classi�cation formelle �brée

Dans le chapitre 3, nous e�ectuerons la classi�cation de ŜN diag,nd (resp. ŜN fib,nd, ŜNω)

sous l'action de D̂ifffib

(
C3, 0; Id

)
(resp. D̂ifffib

(
C3, 0

)
, D̂iffω

(
C3, 0

)
) par conjugaison.

Théorème 1.5. (Théorème A) Soit Y ∈ ŜN diag,nd un n÷ud-col 2-résonant non dégénéré dia-
gonal tel que DY0 = diag (0,−λ, λ), λ ∈ C∗. Alors, il existe un unique di�éomorphisme �bré
Φ̂ ∈ D̂ifffib

(
C3, 0; Id

)
tangent à l'identité tel que :

Φ̂∗ (Y ) = x2 ∂

∂x
+ (−λ+ a1x+ c1 (y1y2)) y1

∂

∂y1
+ (λ+ a2x+ c2 (y1y2)) y2

∂

∂y2

=: Ynorm , (1.2.1)

où c1, c2 dans 〈v〉 = vC JvK sont deux séries formelles sans terme constant et a1, a2 ∈ C sont
tels que res (Y ) = a1 + a2 /∈ Q≤0.

Si de plus Y est div-intégrable, alors c1 + c2 = 0.
Si de plus Y est transversalement hamiltonien, alors res (Y ) = a1 + a2 = 1, c1 + c2 = 0, et

Φ̂ est transversalement symplectique, i.e. Φ̂ ∈ D̂iffω
(
C3, 0; Id

)
.
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Donnons des conséquences immédiates de ce théorèmes. Introduisons les ensembles d'inva-
riants formels Pfib et Pω suivant :

Pfib :=
{
p = (λ, a1, a2, c1, c2) ∈ C∗ ×

(
C2\∆

)
× (vC JvK)2

}
Pω := C∗ ×

{
(a1, a2) ∈ C2 | a1 + a2 = 1

}
× (vC JvK)

où

∆ :=
{

(a1, a2) ∈ C2 | a1 + a2 ∈ Q≤0

}
.

Dé�nition 1.6. Le champ de vecteurs Ynorm dans (1.2.1) est appelé forme normale (for-
melle) �brée (resp. symplectique) de ŜN diag,nd (resp. de ŜNω), de paramètre p = (λ, a1, a2, c1, c2) ∈
Pfib (resp. p = (λ, a1, a2, c) ∈ Pω, si c2 = −c1 = c).

Pω est vu comme le sous-ensemble de Pfib formé des paramètres p avec a1 + a2 = 1 et c2 =
−c1 = c. On munit Pfib de l'action par (C∗ × Z/2Z) suivante : pour p = (λ, a1, a2, c1, c2) ∈ Pfib,
α ∈ C∗ et ε ∈ Z/2Z :

α · (λ, a1, a2, c1, c2) = (λ, a1, a2, c1 ◦ ϕα, c2 ◦ ϕα)

ε · (λ, a1, a2, c1, c2) =

{
(λ, a1, a2, c1, c2) , si ε = 0

(−λ, a2, a1, c2, c1) , si ε = 1
,

où ϕα est l'homothétie v 7→ αv. On notera l'espace des orbites sous cette action Pfib

/
(C∗ × Z/2Z) .

En élargissant l'action par conjugaison par des di�éomorphismes �brés non-nécessairement tan-
gents à l'identité, on obtient la résultat de classi�cation suivant.

Théorème 1.7. On a les bijections suivantes (les quotients sont e�ectués modulo action par
conjugaison des groupes de di�éomorphismes considérés) :

1.
ŜN diag,nd

/
D̂ifffib

(
C3, 0; Id

) ' Pfib

2.
ŜN fib,nd

/
D̂ifffib

(
C3, 0

) ' Pfib

/
(C∗ × Z/2Z)

3.
ŜNω

/
D̂iffω

(
C3, 0

) ' Pω
Les points 1. et 3. sont donnés par le théorème B.

1.3 Classi�cation formelle (non-�brée)

Nous nous intéresserons ensuite, dans le chapitre 4, à la classi�cation de ŜN ∗ sous l'action
de D̂iff

(
C3, 0

)
par conjugaison.

Théorème 1.8. Soit Y ∈ ŜN ∗ un n÷ud-col 2-résonant non dégénéré et div-intégrable. Alors,
Y est formellement conjugué à un champ de la forme :

Ynorm := x2 ∂

∂x
+ (−λ− c (y1y2) + a1x) y1

∂

∂y1

+ (λ+ c (y1y2) + a2x) y2
∂

∂y2
, (1.3.1)

où :

5
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� λ ∈ C∗
� a1, a2 ∈ C sont tels que res (Y ) = a1 + a2 /∈ Q≤0

� c (v) =
∑
k≥1

ckv
k ∈ vC JvK est tel que si m :=

1

a1 + a2
∈ N, et si l'on note k0 := ord (c),

alors ck0+m = 0.
De plus, deux champs Ynorm et Y ′norm comme ci-dessus, avec pour paramètres (λ, a1, a2, c) et
(λ′, a′1, a

′
2, c
′) respectivement, sont formellement conjugués si et seulement s'il existe une homo-

thétie ϕα : v 7→ αv de rapport α ∈ C∗ telle que :

(λ, a1, a2, c) = (λ′, a′1, a
′
2, c
′ ◦ ϕα)

ou (λ, a1, a2, c) = (−λ′, a′2, a′1,−c′ ◦ ϕα) .

Dé�nissons donc l'ensemble P suivant :

P :=

p = (λ, a1, a2, c) ∈ C∗ ×
(
C2\∆

)
× (vC JvK)

∣∣∣∣∣ si m :=
1

a1 + a2
∈ N et si

k0 := ord (c) , alors ck0+m = 0


que l'on munit de l'action de (C∗ × Z/2Z) suivante : pour p = (λ, a1, a2, c) ∈ P, α ∈ C∗ et
ε ∈ Z/2Z :

α · (λ, a1, a2, c) = (λ, a1, a2, c ◦ ϕα)

ε · (λ, a1, a2, c) =

{
(λ, a1, a2, c) , si ε = 0

(−λ, a2, a1,−c) , si ε = 1 ,

où ϕα est l'homothétie v 7→ αv. On notera l'espace des orbites sous cette action P
/

(C∗ × Z/2Z) .

Dé�nition 1.9. Le champ de vecteurs dans (1.3.1) est appelé forme normale (formelle) de
ŜN ∗, de paramètre p = (λ, a1, a2, c) ∈ P.

On a alors immédiatement le résultat de classi�cation suivant.

Corollaire 1.10. On a la bijection suivante :

ŜN ∗
/

D̂iff
(
C3, 0

) ' P
/

(C∗ × Z/2Z) .

1.4 Classi�cation formelle orbitale

Nous terminerons le chapitre 4 par la classi�cation orbitale (i.e. classi�cation des feuilletages
induits) des n÷ud-cols 2-résonants orbitaux non dégénérés et div-intégrables. Nous montrerons
le théorème suivant.

Théorème 1.11. Soit Y ∈ ŜN ∗ un n÷ud-col 2-résonant non dégénéré et div-intégrable sous
forme normale :

Y = x2 ∂

∂x
+ (−λ− c (y1y2) + a1x) y1

∂

∂y1

+ (λ+ c (y1y2) + a2x) y2
∂

∂y2
,

avec

6



1. Chapitre. Résultats 7

� λ ∈ C∗
� a1, a2 ∈ C sont tels que res (Y ) = a1 + a2 /∈ Q≤0

� c (v) =
∑
k≥1

ckv
k ∈ vC JvK est tel que si m :=

1

a1 + a2
∈ N>0, et si l'on note k0 := ord (c),

alors ck0+m = 0.
Alors, Y est formellement orbitalement équivalent à un champ de la forme :

Z = x2 ∂

∂x
+ (−1− η (y1y2)

m
+ a1x) y1

∂

∂y1

+ (1 + η (y1y2)
m

+ a2x) y2
∂

∂y2
, (1.4.1)

où η ∈ {0, 1}, et η = 1 si et seulement si m ∈ N>0 et cm 6= 0.
De plus, deux champs Z et Z ′ comme ci-dessus, avec pour paramètres (a1, a2, η) et (a′1, a

′
2, η
′)

respectivement, sont formellement orbitalement équivalents si et seulement si

η = η′ et [(a1, a2) = (a′1, a
′
2) ou (a′2, a

′
1)] .

Dé�nissons donc l'ensemble Porb suivant :

Porb :=

p = (a1, a2, η) ∈
(
C2\∆

)
× {0, 1}

∣∣∣∣∣ si m :=
1

a1 + a2
/∈ N,

alors η = 0

 ,

muni de l'action par Z/2Z qui agit non-trivialement en inversant a1 et a2.

Dé�nition 1.12. Le champ de vecteurs dans (1.4.1) est appelé forme normale (formelle)
orbitale de ŜN orb,∗, de paramètre p = (a1, a2, η) ∈ Porb.

On peut énoncer le résultat de classi�cation suivant :

Corollaire 1.13. On a la bijection suivante :

ŜN orb,∗

/(
D̂iff

(
C3, 0

)
nC Jx,yK×

)
' Porb

/
(Z/2Z) .

On voit ici que la paire {a1, a2} (et non pas le couple ordonné (a1, a2)) est un invariant par
équivalence orbitale ; en particulier, il en est de même du résidu res (Y ) = a1 +a2. Ceci démontre
la remarque faite en introduction a�rmant que le fait d'être non dégénéré (i.e. res (Y ) /∈ Q≤0)
est bien dé�ni pour le feuilletage associé à un n÷ud-col 2-résonant.
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Chapitre 2

Prérequis sur les champs de
vecteurs formels

Nous allons rappeler dans ce chapitre les notions de champs de vecteurs et de di�éomor-
phismes formels, en nous basant principalement sur les présentations faites dans [IY08, Mar81,
Sto08].

2.1 Champs de vecteurs formels

Nous désignerons par C JxK l'algèbre des séries formelles en x = (x1, . . . , xn). Pour tout
k = (k1, . . . , kn) ∈ Nn, nous noterons

|k| := k1 + · · ·+ kn

la longueur du multi-indice k, et par dé�nition, nous écrirons :

xk := xk11 . . . xknn .

Nous noterons ainsi une série formelle f ∈ C JxK sous la forme :

f =
∑
k∈Nn

fkx
k ,

où pour tout k ∈ Nn, fk ∈ C. Pour des séries formelles f1, . . . , fm ∈ C JxK, on notera 〈f1, . . . , fn〉
l'idéal engendré par ces éléments. En tant qu'anneau, C JxK est un anneau local dont l'(unique)
idéal maximal, noté m, est formé des séries formelles sans terme constant. L'ordre ord (f) d'une
série formelle f ∈ C JxK est le plus grand élément k ∈ N ∪ {+∞} tel que f ∈ mk, avec la
convention ord (0) = +∞. Si

f =
∑
k∈Nn

fkx
k ∈ C JxK ,

on aura alors :
ord (f) = min {|k| ≥ 0 | fk 6= 0} .

Le groupe des éléments inversibles de C JxK pour la multiplication (le produit de Cauchy) est
exactement l'ensemble des séries formelles d'ordre 0, et est noté C JxK× : ces éléments sont aussi
appelés unités.

Pour chaque entier k ∈ N, nous noterons Jk := C JxK /mk+1 l'espace des k−jets et

jk : C JxK� Jk

9



10 2. Chapitre. Champs de vecteurs formels

l'application de passage au quotient. Si f ∈ C JxK est une série formelle, on appelle jk (f) le
k−jet de f .

Chaque application C−linéaire F : C JxK → C JxK telle que F (m) ⊂ m et F
(
m2
)
⊂ m2

dé�nit un endomorphisme linéaire de m/m2, appelé la partie linéaire de F , et notée D0F .
L'application

δ : C JxK× C JxK → R
(f, g) 7→ 2−ord(f−g)

munit C JxK d'une structure d'espace ultra-métrique complet. La topologie induite est appelée
classiquement topologie de Krull.

Proposition 2.1. Une suite (fn)n ⊂ C JxK est convergente pour cette topologie si et seulement
si pour tout k ≥ 0, (jk (fn))n ⊂ Jk est convergente dans le C−espace vectoriel de dimension
�nie Jk. Dans ce cas, si l'on dénote par f (k) ( resp. f) la limite de (jk (fn))n dans Jk pour tout
k ≥ 0 ( resp. de (fn)n dans C JxK), alors pour tout k ≥ 0 :

jk (f) = f (k) .

Remarque 2.2.

1. Comme la distance introduite sur C JxK est ultra-métrique et que C JxK est complet pour
cette distance, une série à termes dans C JxK est convergente si et seulement si son terme
général tend vers 0.

2. Toute puissance de l'idéal maximal mk, k ≥ 0, est un fermé de C JxK.

Dé�nition 2.3. Un champ de vecteurs formel X de Cn en l'origine est un élément de (C JxK)n :

dans la base
(

∂
∂x1

, . . . , ∂
∂xn

)
, il s'écrit sous la forme

X = α1
∂

∂x1
+ · · ·+ αn

∂

∂xn
, (2.1.1)

où α1, . . . αn ∈ C JxK. On identi�e classiquement (de manière bijective) tout champ de vecteurs
X à une dérivation de C JxK, i.e. à un endomorphisme C−linéaire LX de C JxK véri�ant la
formule de Leibniz

∀f, g ∈ C JxK , LX (fg) = LX (f) g + fLX (g) .

On appelle LX la dérivée de Lie dé�nie par X. Pour tout série formelle f ∈ C JxK l'action de
X sur f est donnée par :

LX (f) := α1
∂f

∂x1
+ · · ·+ αn

∂f

∂xn
= Df.X , (2.1.2)

où Df désigne la matrice (uni-ligne) des dérivées partielles formelles de f , et X le vecteur
(uni-colonne) avec pour composantes α1, . . . , αn.

L'ensemble des champs de vecteurs sera noté Der (C JxK) : il est naturellement muni d'une
structure de C JxK−module. C'est également une algèbre de Lie, pour laquelle le crochet de Lie
[X,Y ] de deux champs de vecteurs X,Y ∈ Der (C JxK) est dé�ni par :

L[X,Y ] (f) = LX
(
LY (f)

)
− LY

(
LX (f)

)
pour tout f ∈ C JxK. Ces deux structures interagissent via la formule :

L[X, fY ] =
(
LX (f)

)
LY + fL[X,Y ]

10



2. Chapitre. Champs de vecteurs formels 11

pour tout X,Y ∈ Der (C JxK) et f ∈ C JxK. En coordonnées, si

X =
∑

i=1,...,n

αi
∂

∂xi
et Y =

∑
j=1,...,n

βj
∂

∂xj
,

avec αi, βj ∈ C JxK pour tout i, j = 1, . . . n, alors :

[X,Y ] =
∑
i,j

(
αi
∂βj
∂xi
− βi

∂αj
∂xi

)
∂

∂xj
.

Venons-en à présent à la notion d'ordre pour un champ de vecteurs.

Dé�nition 2.4. L'ordre ord (X) d'un champ de vecteurs formel X ∈ Der (C JxK) est le plus
grand élément k ∈ N ∪ {+∞} tel que LX (m) ⊂ mk ; de façon équivalente :

ord (X) = min
f∈m

(ord (LX (f))) .

Par convention, on pose ord (0) = +∞. Avec la notation de (2.1.1), on a :

ord (X) = min
i=1,...,n

(ord (αi)) .

L'ensemble des champs de vecteurs d'ordre au moins k est un sous-module noté Derk (C JxK) ⊂
Der (C JxK). Celui-ci correspond exactement aux champs de vecteursX écrits comme dans (2.1.1)
lorsque les composantes α1, . . . αn sont toutes dans mk.

Dé�nition 2.5. Un champ de vecteurs formel est singulier (en l'origine) s'il est d'ordre au
moins un. L'ensemble des champs de vecteurs singuliers en l'origine est noté χ̂ (Cn, 0).

Remarquons que χ̂ (Cn, 0) = Der1 (C JxK). En termes de coordonnées, un champ de vecteurs
X comme dans (2.1.1) est singulier si et seulement si αi ∈ m pour tout i = 1, . . . , n. Dans ce
cas, X dé�nit un endomorphisme linéaire LX de C JxK tel que LX (m) ⊂ m et LX

(
m2
)
⊂ m2.

Sa partie linéaire est donc l'application induite :

D0X : m /m2 −→ m /m2

qui est dé�nie, dans la base (x1, . . . , xn), par sa matrice Jacobienne

D0X =

(
∂αi
∂xj

(0, . . . , 0)

)
i,j

.

Plus généralement, LX
(
mk+1

)
⊂ mk+1 pour tout k ≥ 0, X dé�nit un endomorphisme linéaire

jk (X) : Jk → Jk

appelé le k−jet de X. En particulier, on a facilement le résultat suivant.

Proposition 2.6. Pour tout X ∈ Der (C JxK), l'application LX : C JxK → C JxK est continue
(pour la topologie de Krull).

Le lemme suivant explique comment se comporte l'ordre du crochet de Lie de deux champs
de vecteurs singuliers.

Lemme 2.7. Soient X,Y ∈ χ̂
(
C3, 0

)
deux champs de vecteurs singuliers. Alors :

ord ([X,Y ]) ≥ ord (X) + ord (Y )− 1 .

11



12 2. Chapitre. Champs de vecteurs formels

Démonstration. Notons k et l les ordres respectifs de X et Y . Alors, pour tout n ∈ N :{
LX (mn) ⊂ mn+k−1

LY (mn) ⊂ mn+l−1
.

D'où :

L[X,Y ] (m) = LX
(
LY (m)

)
− LY

(
LX (m)

)
⊂ LX

(
ml
)
− LY

(
mk
)

⊂ mk+l−1 .

La topologie de Krull induit une topologie sur Der (C JxK), via son identi�cation avec (C JxK)n :
Der (C JxK) est ainsi munie d'une structure d'espace métrique complet, tout comme C JxK. De
façon équivalente, la topologie de Krull sur l'ensemble des champs de vecteurs formels est dé�nie
par la distance ultra-métrique complète :

∆ : Der (C JxK)×Der (C JxK) → R
(X,Y ) 7→ sup

f∈m

(
δ
(
LX (f) ,LY (f)

))
.

Remarquons que pour tout X,Y ∈ Der (C JxK), on a :

∆ (X,Y ) = 2−ord(X−Y ) .

Proposition 2.8. Une suite (Xn)n ⊂ Der (C JxK) est convergente pour cette topologie si et
seulement si pour tout k ≥ 0, la suite (jk (Xn))n ⊂ EndC (Jk) est convergente dans le C−espace
vectoriel de dimension �nie EndC (Jk) des endomorphismes C−linéaires de Jk. Dans ce cas, si
l'on note X(k) ( resp. X) la limite de (jk (Xn))n dans EndC (Jk) pour tout k ≥ 0 ( resp. de (Xn)n
dans Der (C JxK)), alors, pour tout k ≥ 0 :

jk (X) = X(k) .

Remarque 2.9.

1. Comme pour C JxK, la distance introduite sur Der (C JxK) étant ultra-métrique et rendant
cet espace complet, une série à termes dans Der (C JxK) est convergente si et seulement
si son terme général tend vers 0.

2. Par dé�nition de la topologie de Krull sur Der (C JxK) par son identi�cation avec (C JxK)n,
si (Xn)n∈N ⊂ Der (C JxK) convergente, de limite X ∈ Der (C JxK), alors en particu-

lier, pour toute série formelle f ∈ C JxK, la suite
(
LXn

(f)
)
n∈N
⊂ C JxK converge vers

LX (f) ∈ C JxK.
3. La sous-algèbre de Lie des champs singuliers χ̂ (Cn, 0) ⊂ Der (C JxK) est fermée pour la

topologie de Krull. Plus généralement, pour tout k ≥ 0, la sous-algèbre Derk (C JxK) des
champs d'ordre au moins k est un fermé de Der (C JxK) pour la topologie de Krull.

2.2 Di�éomorphismes formels

L'ensemble des automorphismes d'algèbre de C JxK est noté D̂iff (Cn, 0). Chaque élément
Φ ∈ D̂iff (Cn, 0) est uniquement déterminé par les images

φ1 = Φ (x1) , . . . , φn = Φ (xn)

12



2. Chapitre. Champs de vecteurs formels 13

des coordonnées x1, . . . xn. Ici les séries formelles φ1, . . . , φn ∈ C JxK (d'ordre un) sont telles que
la partie linéaire D0Φ de Φ soit un automorphisme de m/m2 → m/m2, dont la matrice Jacobienne
dans la base (x1, . . . , xn) est : (

∂φi
∂xj

(0, . . . , 0)

)
i,j

∈ GLn (C) .

Étant donnée une série formelle

f =
∑
k∈Nn

akx
k ∈ C JxK ,

on dé�nit le pull-back de f par Φ ∈ D̂iff (Cn, 0) par

Φ∗ (f) =
∑
k∈Nn

akφ
k1
1 · · ·φknn ∈ C JxK . (2.2.1)

L'ensemble D̂iff (Cn, 0) est muni d'une structure de groupe évidente. A�n de garder une analogie
avec la géométrie, nous appellerons les éléments de D̂iff (Cn, 0) di�éomorphismes formels (de
(Cn, 0)).

Remarque 2.10. On peut en particulier considérer D̂iff (Cn, 0) comme un sous-ensemble de
(C JxK)n dont les éléments ont des termes constants nuls.

Dé�nition 2.11. Si les coordonnées de Cn+1 sont notées (x,y) = (x, y1, . . . , yn), on appelle
di�éomorphisme formel �bré (par rapport à x) tout élément Φ ∈ D̂iff

(
Cn+1, 0

)
tel que Φ∗ (x) =

x. On note D̂ifffib

(
Cn+1, 0

)
le sous-groupe des di�éomorphismes formels �brés.

On dénote par G(k)
Id ⊂ D̂iff (Cn, 0) le sous-groupe distingué formé des automorphismes Φ tels

que

Φ (xi)− xi ∈ mk+1

pour tout i = 1, . . . , n. Un élément de G(k)
Id est appelé di�éomorphisme (formel) tangent à

l'identité à l'ordre k. On utilisera plus particulièrement les éléments de G(1)
Id , que l'on appellera

plus simplement di�éomorphismes (formels) tangents à l'identité, et on notera :

D̂iff (Cn, 0; Id) := G(1)
Id .

On notera également D̂ifffib

(
Cn+1, 0; Id

)
le sous-groupe formé des di�éomorphismes �brés et

tangents à l'identité.

Un di�éomorphisme formel Φ ∈ D̂iff (Cn, 0) satisfait Φ∗
(
mk+1

)
⊂ mk+1 pour tout k ≥ 0, et

induit donc un endomorphisme linéaire

jk (Φ) : Jk → Jk

appelé le k−jet de Φ. Cet endomorphisme est en fait inversible : c'est donc un automorphisme
linéaire de Jk pour tout k ≥ 0.

La proposition suivante est élémentaire et a�rme que le pull-back par un di�éomorphisme
une opération continue :

Proposition 2.12. Tout élément Φ ∈ D̂iff (Cn, 0) est continue (pour la topologie de Krull).

13



14 2. Chapitre. Champs de vecteurs formels

Comme pour les champs de vecteurs, la topologie de Krull sur C JxK induit une topologie
(aussi appelée topologie de Krull) sur D̂iff (Cn, 0), vu comme sous-ensemble de (C JxK)n. De
manière équivalente, cette topologie est donnée par la métrique

D : D̂iff (Cn, 0)× D̂iff (Cn, 0) → R
(φ, ψ) 7→ sup

f∈m
(δ (φ∗ (f) , ψ∗ (f)))

qui munit D̂iff (Cn, 0) d'une structure d'espace ultra-métrique complet.

Proposition 2.13. Une suite (Φn)n ⊂ D̂iff (Cn, 0) est convergente si et seulement si pour tout
k ≥ 0, la suite (jk (Φn))n ⊂ EndC (Jk) est convergente dans le C−espace vectoriel de dimension
�nie EndC (Jk). Dans ce cas, si l'on dénote par Φ(k) ( resp. Φ) la limite de (jk (Φn))n dans
EndC (Jk) pour tout k ≥ 0 ( resp. de (Φn)n dans D̂iff (Cn, 0)), alors pour tout k ≥ 0 :

jk (Φ) = Φ(k) .

Remarque 2.14.

1. Par dé�nition de la topologie de Krull, si (Φn)n∈N ⊂ D̂iff (Cn, 0) est une suite convergente,

de limite Φ ∈ D̂iff (Cn, 0), alors en particulier, pour toute série formelle f ∈ C JxK, la suite
(Φ∗n (f))n∈N ⊂ C JxK converge vers Φ∗ (f) dans C JxK.

2. Pour tout k ≥ 0, le sous-groupe G(k)
Id ⊂ D̂iff (Cn, 0) des di�éomorphismes tangents à

l'identité à l'ordre k est un fermé de D̂iff (Cn, 0) pour la topologie de Krull.

3. De même, les sous-groupes D̂ifffib (Cn, 0) et D̂ifffib (Cn, 0; Id) sont des fermés de D̂iff (Cn, 0).

Le lemme suivant sera important dans la preuve du théorème sur l'existence d'une normali-
sation formelle pour les n÷ud-cols 2-résonants non dégénérés (théorème 1.5).

Lemme 2.15. Soit (dn)n≥0 ⊂ N>0 une suite strictement croissante, et (Φn)n≥0 ⊂ D̂iff (Cn, 0)
une suite de di�éomorphismes formels. Supposons que pour tout n ≥ 0,

Φn (x) = x + Pdn (x)
(

mod mdn+1
)
,

où Pdn (x) est un vecteur dont les composantes sont des polynômes homogènes de degré dn.
Alors, la suite

(
Φ[n]

)
n≥0

dé�nie par Φ[n] = Φn ◦ · · · ◦ Φ0 pour tout n ≥ 0, est convergente, de

limite Φ ∈ D̂iff (Cn, 0).
De plus, si pour tout n ≥ 0, Φn est �bré, alors Φ est également �bré.

Démonstration. Il su�t de remarquer que pour tout n ≥ 0, on a :

Φn ◦ · · · ◦ Φ0 (x) = x + Pd0 (x) + · · ·+ Pdn (x)
(

mod mdn+1
)

(la preuve est immédiate par récurrence). On conclut ensuite grâce à la proposition 2.13, car la
suite (dn)n≥0 ⊂ N>0 est strictement croissante. La dernière a�rmation concernant le cas des
di�éomorphismes �brés peut également être prouvée de façon élémentaire par récurrence.

Rappelons à présent la notion de conjugaison de deux champs de vecteurs par un di�éomor-
phisme.

Dé�nition 2.16. Étant donné un sous-groupe G ⊂ D̂iff (Cn, 0), nous dirons que deux champs
de vecteurs formels Y1, Y2 dans Der (C JxK) sont G−conjugués s'il existe Φ∈G tel que :

LY1
◦ Φ = Φ ◦ LY2

.

On écrit classiquement Φ∗ (Y1) = Y2, et Y2 est alors appelé le push-forward de Y1 par Φ.

14



2. Chapitre. Champs de vecteurs formels 15

En termes de coordonnées, si

Φ (x) = (φ1 (x) , . . . φn (x))

Y1 (x) =
∑

i=1,...,n

αi (x)
∂

∂xi

Y2 (x) =
∑

i=1,...,n

βi (x)
∂

∂xi

le fait que Φ∗ (Y1) = Y2 est équivalent au fait d'avoir pour tout i = 1, . . . , n :

βi (Φ (x)) =
∑

j=1,...,n

∂φi
∂xj

(x)αj (x) ,

ce qui s'écrit aussi souvent de manière plus concise

DΦ.Y1 = Y2 ◦ Φ ,

où Y1, Y2 et Φ sont vus comme des vecteurs de taille n dont les composantes sont des séries
formelles, les composantes de Y2 ◦ Φ étant les βi (φ1 (x) , . . . , φn (x)), i = 1, . . . , n, et DΦ étant
la matrice des dérivées partielles (formelles) de Φ. Le proposition suivante est immédiate, et
stipule que l'opération push-forward par un di�éomorphisme est continue sur Der (C JxK).

Proposition 2.17. Pour tout Φ ∈ D̂iff (Cn, 0), l'application induite par le push-forward Φ∗ :
Der (C JxK)→ Der (C JxK), X 7→ Φ∗ (X) est continue pour la topologie de Krull.

Rappelons en�n la dé�nition de l'équivalence orbitale de deux champs de vecteurs.

Dé�nition 2.18. Deux champs de vecteurs Y1 et Y2 sont orbitalement équivalents s'il existe
un di�éomorphisme formel φ ∈ D̂iff (Cn, 0) et une unité U ∈ C JxK× tels que :

φ∗ (Y1) = U.Y2 ;

on dit aussi dans ce cas que Y1 et Y2 engendrent le même feuilletage (formel).

On a donc une action de D̂iff
(
C3, 0

)
nC Jx,yK× sur χ̂ (Cn, 0).

2.3 Exponentielle et logarithme

Étant donné un champ de vecteurs formel singulier X ∈ χ̂ (Cn, 0) et une série formelle
f ∈ C JxK, on dé�nit {

L◦0X (f) = f

L◦(k+1)

X (f) := LX
(
L◦kX (f)

)
, pour tout k ≥ 0

de sorte que l'on puisse dé�nir l'homomorphisme d'algèbres exp (tX), donné pour tout t ∈ C
par :

exp (tX)
∗

(f) :=
∑
k≥0

tk

k!
L◦kX (f) . (2.3.1)

15



16 2. Chapitre. Champs de vecteurs formels

Proposition 2.19. La série ci-dessus converge pour la topologie de Krull et dé�nit un dif-
féomorphisme formel, appelé classiquement le �ot formel de X au temps t ∈ C, ou encore
l'exponentielle de X. On notera également ΦtX := exp (tX), donné en coordonnées par :

ΦtX (x) =
(

exp (tX)
∗

(x1) , . . . , exp (tX)
∗

(xn)
)
, (2.3.2)

Les composantes de ΦtX (x) sont des séries formelles en x = (x1, . . . , xn), dont les coe�cients
sont des séries entières en t ∈ C.

Démonstration. Voir par exemple la section 3 du chapitre 1 de [IY08].

Pour tout champ singulier X ∈ χ̂ (Cn, 0), on considère également l'application adjointe

adX : χ̂ (Cn, 0) → χ̂ (Cn, 0)

Y 7→ [X,Y ]

et on dé�nit {
(adX)

◦0
:= Id

(adX)
◦(k+1)

:= adX ◦ (adX)
◦k

, ∀k ∈ N .

On aura besoin de la formule classique suivante (voir [Mar81]).

Proposition 2.20. Étant donné X,Y ∈ χ̂ (Cn, 0) et t ∈ C :

exp (tX)∗ (Y ) = exp (adtX) (Y ) ,

où

exp (adtX) (Y ) =
∑
k≥0

tk

k!
(adX)

◦k
(Y ) = Y +

t

1!
[X,Y ] +

t2

2!
[X, [X,Y ]] + . . . .

En particulier, la série ci-dessus est convergente pour la topologie de Krull, pour tout t ∈ C.

Rappelons l'existence d'un logarithme pour tout di�éomorphisme formel tangent à l'identité
(voir [IY08], chapitre 1, section 3).

Proposition 2.21. Pour tout di�éomorphisme formel Φ ∈ D̂iff (Cn, 0), il existe un unique
champ de vecteurs F ∈ Der2 (C JxK) tel que Φ = ϕ ◦ exp (F ), où ϕ ∈ D̂iff (Cn, 0) est le change-
ment linéaire de coordonnées donné par D0Φ. De plus, pour tout k ≥ 2, l'exponentielle induit
une bijection entre Derk (C JxK) et G(k−1)

Id .

En d'autres termes, pour tout di�éomorphisme Φ ∈ G(k−1)
Id tangent à l'identité à l'ordre

k − 1, il existe un unique champ de vecteurs singulier F ∈ Derk (C JxK) d'ordre au moins k tel
que exp (F ) = Φ.

Donnons en�n un dernier outil important. Pour tout X ∈ χ̂ (Cn, 0) et tout τ ∈ m ⊂ C JxK,
on peut dé�nir ΦτX , le �ot formel de X au � temps � formel τ , où l'on a formellement remplacé
t ∈ C dans (2.3.2) par la série formelle τ . On véri�e aisément que l'on obtient encore un
élément de D̂iff (Cn, 0). Nous utiliserons plus tard le lemme suivant, démontré par exemple dans
[Tey04b, Tey04a] pour des champs de vecteurs de C2 (la même preuve fonctionne en fait en
toute dimension).

Lemme 2.22 ([Tey04b, Tey04a]). Soient X,Y ∈ χ̂ (Cn, 0) tels que [X,Y ] = 0. Alors, pour tout
τ ∈ m ⊂ C JxK, ΦτY ∈ D̂iff (Cn, 0), et :

(ΦτY )
∗

(X) = X − LX (τ)

1 + LY (τ)
Y .

16



2. Chapitre. Champs de vecteurs formels 17

Remarque 2.23. Dans l'écriture ci-dessus, ϕ := ΦτY est le di�éomorphisme dé�ni comme agissant
sur f ∈ C JxK par :

(ΦτY )
∗

(f) (x) :=
∑
k≥0

(τ (x))
k

k!
L◦kX (f) (x) .

Remarquons que le di�éomorphisme ϕ := ΦτY agit sur X par pull-back, i.e. par dé�nition :

ϕ∗ (X) :=
(
ϕ−1

)
∗ (X) .

2.4 Décomposition de Jordan et formes normales de Poincaré-
Dulac

D'après [Mar81], tout champ de vecteurs singulier X ∈ χ̂ (Cn, 0) admet une unique décom-
position de Jordan :

X = XS +XN , avec XS , XN ∈ χ̂ (Cn, 0) et [XS , XN ] = 0 , (2.4.1)

où la restriction de XS (resp.XN ) à chacun des espaces des k−jets Jk (de dimension �nie) est
un endomorphisme semi-simple (resp. nilpotent). Cette décomposition est compatible avec la
troncature (k−jets) et la conjugaison : si X = XS +XN est la décomposition de Jordan de X,
alors :

1. pour tout k ≥ 0, jk (X) = jk (XS) + jk (XN ) est la décomposition de Jordan de jk (X) ;

2. pour tout ϕ ∈ D̂iff (Cn, 0), ϕ∗ (X) = ϕ∗ (XS) + ϕ∗ (XN ) est la décomposition de Jordan
de ϕ∗ (X).

Dé�nition 2.24. On dit que qu'un champ X ∈ χ̂ (Cn, 0) est sous forme normale de Poincaré-
Dulac si sa décomposition de Jordan X = XS +XN est telle que XS est sous forme diagonale,
i.e. XS = S (λ), où λ := (λ1, . . . , λn) ∈ Cn et

S (λ) := λ1x1
∂

∂x1
+ · · ·+ λnxn

∂

∂xn
. (2.4.2)

D'après la théorie désormais classique de Poincaré-Dulac, tout champ de vecteurs (formel) sin-
gulier est formellement conjugué à un champ sous forme normale de Poincaré-Dulac, bien qu'une
telle forme normale soit loin d'être unique.

Dé�nition 2.25. Un champ de vecteurs monomial est un élément de Der (C JxK) de la forme
xkS (µ), avec k ∈ I, où I est l'ensemble d'indices suivant :

I := {k = (k1, . . . kn) ∈ (Z≥−1)
n | au plus un des kj est -1} ,

et avec µ ∈ Cn tel que µ = (0, . . . , 0, µi, 0, . . . 0)

↑
i

si ki = −1.

Si l'on �xe λ ∈ Cn, tout champ de vecteurs monomial xkS (µ) est un vecteur propre pour
l'opérateur adL(λ) associé à la valeur propre

〈λ,k〉 := λ1k1 + · · ·+ λnkn .

Ceci est une conséquence du lemme suivant :

17



18 2. Chapitre. Champs de vecteurs formels

Lemme 2.26. Pour tout λ, µ ∈ Cn et l,m ∈ Zn :[
xlS (λ) ,xmS (µ)

]
= xl+m (〈λ,m〉S (µ)− 〈µ, l〉S (λ)) .

Démonstration. On calcule directement par bilinéarité :

[
xlS (λ) ,xmS (µ)

]
=

∑
i,j=1,...,n

λiµjx
l.xi

∂

∂xi
(xmxj) .

∂

∂xj

−
∑

i,j=1,...,n

λiµjx
m.xj

∂

∂xj

(
xlxi

)
.
∂

∂xi
.

On a :

∂

∂xi
(xmxj) =

mix
m.
xj
xi

, si i 6= j

(1 +mj)x
m , si i = j

et

∂

∂xj

(
xlxi

)
=

ljx
l.
xi
xj

, si i 6= j

(1 + li)x
l , si i = j

.

On obtient ainsi :[
xlS (λ) ,xmS (µ)

]
=

∑
i,j=1,...,n

λiµjx
l+mmixj

∂

∂xj
−

∑
i,j=1,...,n

λiµjx
m+lljxi

∂

∂xi

= xl+m (〈λ,m〉S (µ)− 〈µ, l〉S (λ)) .

Remarque 2.27. Il est à noter que tout champ de vecteurs X ∈ Der (C JxK) peut être écrit de
manière unique comme une somme (in�nie) de champs de vecteurs monomiaux

X =
∑
k∈I

xkS (µk) ,

qui est une série convergente pour la topologie de Krull de Der (C JxK). On appelle cette écriture
développement monomial de X.

Supposons à présent que X = S (λ) + XN soit sous forme normale de Poincaré-Dulac, et
considérons le développement monomial de XN :

XN =
∑
k∈I

xkS (µk) .

La condition [XS , XN ] = 0 est équivalente à :

∀k ∈ I, 〈k, λ〉 6= 0 =⇒ µk = 0 .

Autrement dit, chaque xk dans le développement monomial de XN est ce qu'on appelle classi-
quement un monôme résonant.

18



2. Chapitre. Champs de vecteurs formels 19

Proposition 2.28. [Bry73, Théorème 2 p.155] Considérons deux champs de vecteurs X,Y ∈
χ̂ (Cn, 0) sous forme normale de Poincaré-Dulac avec la même partie semi-simple S (µ), avec
µ ∈ Cn, et avec des parties nilpotentes dans Der2 (C JxK) :{

X = S (µ) +XN , avec XN ∈ Der2 (C JxK) , nilpotent, et [S (µ) , XN ] = 0

Y = S (µ) + YN , avec YN ∈ Der2 (C JxK) , nilpotent, et [S (µ) , YN ] = 0.

Supposons que X et Y sont conjugués par un di�éomorphisme formel Φ tel que D0Φ = diag (λ1, . . . , λn),
avec λ1, . . . , λn ∈ C∗. Si l'on écrit Φ = ϕ ◦ exp (F ) avec F ∈ Der2 (C JxK) et ϕ ∈ D̂iff (Cn, 0) la
transformation linéaire associée à D0Φ = diag (λ1, . . . , λn) (voir proposition 2.21), alors néces-
sairement :

[S (µ) , F ] = 0 .

Remarque 2.29. On rappelle que la condition [S (µ) , F ] = 0 signi�e que si l'on écrit

F =
∑
k∈I

xkS (λk) ,

alors 〈µ,k〉 6= 0 =⇒ λk = 0.

Démonstration. Tout d'abord, nous pouvons supposer sans perte de généralité que Φ est tangent
à l'identité. En e�et, posons P (x) := (D0Φ)

−1 · x, se sorte que P ◦Φ soit tangent à l'identité et
conjugue X à Ỹ := DP ·

(
Y ◦ P−1

)
. Comme DP est diagonale, les hypothèses faites sur Y sont

aussi satisfaites par Ỹ . De plus, il est clair que la propriété à démontrer est vraie pour Φ si et
seulement si elle l'est pour P ◦ Φ.

Supposons donc désormais que Φ est tangent à l'identité. D'après la proposition 2.21, il existe
F ∈ Der2 (C JxK) tel que exp (F ) = Φ. En appliquant la proposition 2.20, on a :

exp (F )∗ (S (µ)) = S (µ) + [F, S (µ)] +
1

2!
[F, [F, S (µ)]] + . . . (2.4.3)

Comme exp (F )∗ (S (µ)) = S (µ), par unicité de la décomposition de Jordan, on obtient par
identi�cation :

[F, S (µ)] +
1

2!
[F, [F, S (µ)]] + . . . = 0 . (2.4.4)

Ceci implique que [F, S (µ)] = 0. En e�et, si ce n'était pas le cas, alors ord ([F, S (µ)]) = q1 ≥ 1.
Par conséquent, puisque ord (F ) ≥ 2, on aurait alors

ord
(

(adF )
◦j

(S (µ))
)
≥ q1 + 1 ,

pour tout j ≥ 2, d'après le lemme 2.7. On en déduit, en utilisant l'équation (2.4.4) que

q1 = ord ([F, S (µ)]) = ord

(
1

2!
[F, [F, S (µ)]] + . . .

)
≥ q1 + 1 .

On aboutit donc à une contradiction.

Remarque 2.30. L'hypothèse que D0Φ est diagonale est nécessairement vraie si µi 6= µj , pour
tout i 6= j.
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20 2. Chapitre. Champs de vecteurs formels

2.5 Formes di�érentielles formelles

Nous allons rappeler les notions de base dont nous aurons besoin concernant les formes
di�érentielles formelles.

Dé�nition 2.31. Nous noterons Ω̂1 (C JxK) (or simplement Ω̂1) l'ensemble des 1-formes for-
melles de Cn. Il s'agit du dual de Der (C JxK) en tant que C JxK−module.

En considérant le base duale (dx1, . . .dxn) de
(

∂
∂x1

, . . . , ∂
∂xn

)
, l'ensemble Ω̂1 (C JxK) est un

C JxK−module libre de rang n, engendré par dx1, . . . ,dxn.

Dé�nition 2.32. Pour tout p ∈ N, on dé�nit la pème puissance extérieure de Ω̂1 (C JxK) par

Ω̂p (C JxK) :=

p∧
Ω̂1 (C JxK)

(on écrira aussi simplement Ω̂p). Ses éléments sont appelées p−formes formelles.

L'ensemble des 0−formes formelles est l'ensemble des séries formelles : Ω̂0 (C JxK) := C JxK.
Remarque 2.33. On peut dé�nir de manière naturelle une topologie (dite de Krull) sur chaque
Ω̂p, provenant de la topologie de Krull sur C JxK, consistant à étudier les éléments de Ω̂p par
degré homogène croissant, en utilisant la notion naturelle d'ordre des séries formelles f (x)
apparaissant en facteur d'un élément de la forme f (x) dxi1 ∧ · · · ∧ dxip ,i1 < · · · < ip, et par
conséquent la notion de k−jet d'une p−forme formelle.

Dé�nition 2.34. On dé�nit

Ω̂ (C JxK) :=
+∞
⊕
p=0

Ω̂p (C JxK)

(ou simplement Ω̂ ), l'algèbre extérieure des formes formelles de Cn, et on note d la dérivée
extérieure sur Ω̂.

Remarque 2.35. Comme précédemment, on peut dé�nir de manière naturelle une topologie (dite
de Krull) sur Ω̂, provenant de la topologie de Krull sur C JxK, de sorte que la dérivée extérieure
d et le produit extérieur ∧ soient continus.

On peut dé�nir une action de Diff (Cn, 0) par pull-back sur Ω̂ (C JxK), de manière unique par
les propriétés suivantes :

1. C−linéarité
2. pour tout f ∈ C JxK, Φ∗ (f) est dé�nie comme en (2.2.1)

3. ∀α, β ∈ Ω̂ (C JxK), ∀Φ ∈ Diff (Cn, 0), Φ∗ (α ∧ β) = Φ∗ (α) ∧ Φ∗ (β)

4. ∀Φ ∈ Diff (Cn, 0), Φ∗ ◦ d = d ◦ Φ∗.

La proposition suivante a�rme que le pull-back par un di�éomorphisme est un opérateur continu
sur Ω̂.

Proposition 2.36. Pour tout Φ ∈ D̂iff (Cn, 0), l'application induite par pull-back Φ∗ : Ω̂ → Ω̂,
α 7→ Φ∗ (α) est continue pour la topologie de Krull.

Pour tout X ∈ χ̂ (Cn, 0) et tout α ∈ Ω̂ (C JxK), on note LX (α) la dérivée de Lie de α selon
le champ X. Rappelons que LX est déterminée de manière unique par les propriétés suivantes :

1. pour tout k ≥ 0, LX : Ω̂k (C JxK) −→ Ω̂k (C JxK) est C−linéaire
2. pour tout f ∈ C JxK (i.e. f est une 0-forme ), LX (f) est dé�nie comme en (2.1.2)
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2. Chapitre. Champs de vecteurs formels 21

3. LX est une dérivation de Ω̂ (C JxK), i.e. pour tout α, β ∈ Ω̂ (C JxK) :

LX (α ∧ β) = LX (α) ∧ β + α ∧ LX (β)

(formule de Leibniz)
4. LX ◦ d = d ◦ LX .

Le résultat suivant stipule que la dérivée de Lie selon un champ de vecteurs singulier est un
opérateur continu sur Ω̂.

Proposition 2.37. Pour tout X ∈ χ̂ (Cn, 0), l'application induite LX : Ω̂ → Ω̂, α 7→ LX (α)
est continue pour la topologie de Krull.

Nous aurons besoin de la formule classique suivante, qui est une généralisation de (2.3.1).

Proposition 2.38. Pour tout α ∈ Ω̂ (C JxK) et X ∈ χ̂ (Cn, 0) :

exp (X)
∗

(α) = exp
(
LX

)
(α) =

∑
k≥0

1

k!
L◦kX (α) .

Démonstration. (Idée)
La formule à démontrer est vraie pour les 0−formes. Il nous su�t de la démontrer pour les

1−formes, car il nous su�ra ensuite d'utiliser le produit extérieur et la règle de Leibniz pour
la généraliser à n'importe quelle p−forme par récurrence. Pour montrer cette formule pour les
1−formes, il su�t d'utiliser le fait que la dérivée extérieure d commute avec la dérivée de Lie
LX et avec le pull-back exp (X)

∗. La convergence de la série en question se voit par récurrence
(elle est vraie pour les 0−formes, et on utilise la continuité de d et de ∧).

En utilisant le même type d'arguments, avec les formules Φ∗ ◦ d = d ◦ Φ∗ et Φ∗ (α ∧ β) =
Φ∗ (α) ∧ Φ∗ (β), on montre de manière analogue la proposition suivante.

Proposition 2.39. Pour tout Φ ∈ D̂iff (Cn, 0), X ∈ χ̂ (Cn, 0) et θ ∈ Ω̂ (C JxK), on a :

Φ∗
(
LΦ∗ (X) (θ)

)
= LX (Φ∗ (θ)) .

En d'autres termes, le diagramme suivant est commutatif pour tout p ≥ 0 :

Ω̂p
Φ∗ //

	L
Φ* (X)

��

Ω̂p

LX��
Ω̂p

Φ∗
// Ω̂p .

A partir de maintenant, travaillons dans Cn+1, et notons x = (x,y) = (x, y1, . . . , yn) les
coordonnées dans Cn+1.

Dé�nition 2.40. On dé�nit 〈dx〉 comme l'idéal engendré par dx dans Ω̂ = Ω̂ (C Jx,yK) : c'est
l'ensemble des formes θ ∈ Ω̂ avec θ = dx ∧ η, où η ∈ Ω̂.

Remarque 2.41. 〈dx〉 est un fermé de Ω̂ pour la topologie de Krull.

Proposition 2.42. Soient θ ∈ Ω̂ (C Jx,yK), X ∈ χ̂
(
Cn+1, 0

)
et Φ := exp (X) ∈ D̂iff

(
Cn+1, 0

)
.

Alors, les propositions suivantes sont équivalentes :
1. LX (x) = 0 et LX (θ) ∈ 〈dx〉
2. Φ∗ (x) = x et Φ∗ (θ) ∈ θ + 〈dx〉.

Démonstration. C'est une conséquence des propositions 2.38 et 2.20.

En�n, le lemme suivante se démontre par récurrence, de manière similaire au lemme 2.15.

Lemme 2.43. Dans la situation décrite dans le lemme 2.15, si l'on suppose de plus qu'il existe
une forme formelle θ ∈ Ω̂ telle que Φ∗n (θ) ∈ θ + 〈dx〉, pour tout n ≥ 0, alors Φ∗ (θ) ∈ θ + 〈dx〉.
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22 2. Chapitre. Champs de vecteurs formels

2.6 Champs transversalement hamiltoniens et di�éomor-
phismes transversalement symplectiques

Nous travaillerons dans cette section dans C3, avec les coordonnées (x,y) := (x, y1, y2).
En se basant sur l'étude des singularités irrégulière à l'in�ni des équations de Painlevé après
compacti�cation à poids, nous aurons à considérer des formes à coe�cients rationnels. Plus
précisément, considérons la forme

ω :=
dy1 ∧ dy1

x
.

Étant donné un champ de vecteurs formel X ∈ χ̂
(
C3, 0

)
tel que LX (x) ∈ 〈x〉 (l'idéal engendré

par x), on peut étendre de manière naturelle l'action de la dérivée de Lie de X à l'ensemble(
1

x

)
.Ω̂ (C Jx,yK) des formes méromorphes de la forme ν =

1

x
θ, θ ∈ Ω̂ (C Jx,yK), par :

LX

(
1

x
.θ

)
= −

LX (x)

x2
θ +

1

x
LX (θ) , θ ∈ Ω̂ (C Jx,yK)

∈
(

1

x

)
.Ω̂ (C Jx,yK) , car LX (x) ∈ 〈x〉 .

En particulier, on a :

xLX

(
1

x
.θ

)
∈ Ω̂ (C Jx,yK) .

Remarquons que si un champ formel X satisfait LX (dx) ∈ 〈dx〉, alors LX (x) ∈ 〈x〉. De façon
analogue, on étend de manière naturelle l'action des di�éomorphismes �brés (en x) par pull-back
sur les éléments de

(
1
x

)
.Ω̂ (C Jx,yK) par

Φ*

(
1

x
θ

)
=

1

x
Φ∗ (θ) , pour (Φ, θ) ∈ D̂ifffib

(
C3, 0

)
× Ω̂ (C Jx,yK) ,

de sorte qu'on ait :

xΦ*

(
1

x
θ

)
= Φ∗ (θ) .

Remarque 2.44. On peut étendre la topologie de Krull de manière naturelle à
(

1
x

)
.Ω̂ (C Jx,yK),

et les opérations de pull-back et de dérivées de Lie restent continues. De même, l'idéal 〈dx〉 est
encore un fermé pour cette topologie.

Dé�nition 2.45. Nous dirons qu'un champ de vecteurs formel Y ∈ χ̂
(
C3, 0

)
est transversa-

lement hamiltonien (par rapport à ω et dx) si

LY (dx) ∈ 〈dx〉 et xLY (ω) ∈ 〈dx〉 .

Nous dirons qu'un di�éomorphisme formel Φ ∈ D̂ifffib

(
C3, 0

)
est transversalement symplec-

tique (par rapport à ω et dx) si

Φ∗ (x) = x et xΦ∗ (ω) ∈ xω + 〈dx〉 .

Nous désignerons respectivement par χ̂ω
(
C3, 0

)
et D̂iffω

(
C3, 0

)
les ensembles formés des champs

transversalement hamiltonien d'une part et des di�éomorphismes transversalement symplec-
tiques de l'autre.
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Remarque 2.46.
� Le �ot d'un champ transversalement hamiltonien X induit une application entre les �bres
{x = x1} et {x = x2} qui envoie ω|x=x1

sur ω|x=x2
, puisque

(exp (X))
∗

(ω) ∈ ω + 〈dx〉 .

� Un di�éomorphisme transversalement symplectique Φ ∈ D̂iffω
(
C3, 0

)
est nécessairement

un di�éomorphisme �bré. Autrement dit :

D̂iffω
(
C3, 0

)
⊂ D̂ifffib

(
C3, 0

)
.

� Les deux ensembles χ̂ω
(
C3, 0

)
et D̂iffω

(
C3, 0

)
sont fermés pour la topologie de Krull.

Énonçons à présent un résultat analogue à la proposition 2.42.

Proposition 2.47. Soit F ∈ χ̂
(
C3, 0

)
un champ de vecteurs singulier. Les deux propriétés

suivantes sont équivalentes :

1. exp (F ) est un di�éomorphismes transversalement symplectique, i.e. exp (F ) ∈ D̂iffω
(
C3, 0

)
2. LF (x) = 0 et F est transversalement hamiltonien, i.e. F ∈ χ̂ω

(
C3, 0

)
.

Démonstration. Il s'agit d'une conséquence immédiate de la proposition 2.42.

Le lemme ci-dessous a�rme que le push-forward d'une champ transversalement hamiltonien
par un di�éomorphisme transversalement symplectique est encore transversalement hamiltonien.

Lemme 2.48. Soit Φ ∈ D̂iffω
(
C3, 0

)
et X ∈ χ̂ω

(
C3, 0

)
. Alors, Φ∗ (X) ∈ χ̂ω

(
C3, 0

)
.

Démonstration. Cela provient de la proposition 2.39 qui a�rme que

Φ∗
(
LΦ∗ (X) (ω)

)
= LX (Φ∗ (ω))

et du fait que D̂iffω
(
C3, 0

)
est un groupe, et donc Φ−1 ∈ D̂iffω

(
C3, 0

)
. Par conséquent, on a :

xLΦ∗ (X) (ω) = x
(
Φ−1

)∗ LX (Φ∗ (ω))

= x
(
Φ−1

)∗ LX (ω + 〈dx〉)
= x

(
Φ−1

)∗ (LX (ω)
)

+ x
(
Φ−1

)∗ (LX (〈dx〉)
)

= x
(
Φ−1

)∗
(〈dx〉) + x

(
Φ−1

)∗
(〈dx〉)

∈ 〈dx〉 .

Remarque 2.49. En d'autres mots, nous avons une action du groupe D̂iffω
(
C3, 0

)
sur χ̂ω

(
C3, 0

)
.

Nous allons à présent donner une caractérisation du fait d'être transversalement hamiltonien,
pour un champ X ∈ χ̂

(
C3, 0

)
, en terme de son développement monomial (voir remarque 2.27).

Considérons tout d'abord un champ monomial :

X = xk0yk11 yk22 S (µ) ,

avec µ = (µ0, µ1, µ2) ∈ C3\ {0}, tel que LX (x) ∈ 〈x〉. Nécessairement, on doit avoir µ0 = 0 ou
k0 ≥ 0. Regardons l'action de la dérivée de Lie de X sur ω :

LX (ω) = −
LX (x)

x2
dy1 ∧ dy2 +

1

x
d
(
LX (y1)

)
∧ dy2 +

1

x
dy1 ∧ d

(
LX (y2)

)
= −µ0x

k0−1yk11 yk22 dy1 ∧ dy2 +
µ1

x
d
(
xk0yk1+1

1 yk22

)
∧ dy2

+
µ2

x
dy1 ∧ d

(
xk0yk11 yk2+1

2

)
= (µ1 (k1 + 1) + µ2 (k2 + 1)− µ0)xk0−1yk11 yk22 dy1 ∧ dy2 + 〈dx〉 .
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24 2. Chapitre. Champs de vecteurs formels

De plus :

LX (dx) = d
(
LX (x)

)
= d

(
µ0x

k0+1yk11 yk22

)
= µ0

(
(k0 + 1)xk0yk11 yk22 dx+ k1x

k0+1yk1−1
1 yk22 dy1

+k2x
k0+1yk11 yk2−1

2 dy1

)
.

En conclusion, on a le lemme suivant :

Lemme 2.50. Soit k = (k0, k1, k2) ∈ I. Le champ de vecteurs monomial xkS (µ0, µ1, µ2) est
transversalement hamiltonien si et seulement si les deux conditions suivantes sont satisfaites :

1. µ1 (k1 + 1) + µ2 (k2 + 1) = µ0

2. µ0 = 0 ou bien k1 = k2 = 0.

En conséquence, on a la proposition suivante.

Proposition 2.51. Soit X ∈ χ̂
(
C3, 0

)
un champ de vecteurs singulier et soit

X =
∑
k∈I

xkS (µk)

son développement monomial. Alors, X est transversalement hamiltonien si et seulement si pour
tout k ∈ I, xkS (µk) est transversalement hamiltonien.

Démonstration. Clairement, si xkS (µk) est transversalement hamiltonien pour tout k ∈ I, alors
X est transversalement hamiltonien. En e�et, par convergence dans la topologie de Krull :

LX (ω) =
∑
k∈I

L
xkS (µk)

(ω) ∈ 〈dx〉

et
LX (dx) =

∑
k∈I

L
xkS (µk)

(dx) ∈ 〈dx〉 ,

car 〈dx〉 est fermé.
Réciproquement, supposons que X soit transversalement hamiltonien. Par l'absurde, s'il

existe k avec |k| minimum tel que

LxkS(µ0,k,µ1,k,µ2,k) (dx) /∈ 〈dx〉 ,

alors on ne peut pas avoir LX (dx) ∈ 〈dx〉. En e�et, d'après les calculs ci-dessus, les termes
d'ordre minimum de LX (dx) qui n'appartiennent pas à l'idéal 〈dx〉 sont

µ0

(
k1x

k0+1yk1−1
1 yk22 dy1 + k2x

k0+1yk11 yk2−1
2 dy2

)
6= 0(

la condition 2. du lemme 2.50 n'est pas satisfaite
)
.

D'où, pour tout k ∈ I, on a

LxkS(µ0,k,µ1,k,µ2,k) (dx) ∈ 〈dx〉 .

De manière analogue, s'il existait k avec |k| minimum tel que

LxkS(µk) (ω) /∈ 〈dx〉 ,
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2. Chapitre. Champs de vecteurs formels 25

alors on ne pourrait pas avoir LX (ω) ∈ 〈dx〉. En e�et, d'après les calculs ci-dessus, les termes
d'ordre minimum de LX (ω) qui n'appartiennent pas à l'idéal 〈dx〉 sont

(µ1 (k1 + 1) + µ2 (k2 + 1)− µ0)xk0−1yk11 yk22 dy1 ∧ dy2 6= 0(
la condition 1. du lemme 2.50 n'est pas satisfaite

)
.

Par conséquent, pour tout k ∈ I, on a LxkS(µ0,k,µ1,k,µ2,k) (ω) ∈ 〈ω〉 et xkS (µk) est transversa-
lement hamiltonien.

Voici en�n un corollaire sur la valeur du résidu dans le cas transversalement hamiltonien.

Corollaire 2.52. Si X est un n÷ud-col 2-résonant transversalement hamiltonien, alors res (X) =
1. En particulier, X est non dégénéré.

Démonstration. On considère le développement monomial de X :

X =
∑
k∈I

xkS (µ0,k, µ1,k, µ2,k) .

Le résidu de X est alors :
res (X) = µ1,(1,0,0) + µ2,(1,0,0) .

D'après le lemme 2.50, puisque X est transversalement hamiltonien, on a :

µ1,(1,0,0) + µ2,(1,0,0) = µ0,(1,0,0) = 1 .
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Chapitre 3

Classi�cation formelle �brée

Dans ce chapitre, nous étudierons le problème de la classi�cation de ŜN fib,nd (resp. ŜNω)

modulo l'action par conjugaison de D̂ifffib

(
C3, 0

)
(resp. D̂iffω

(
C3, 0

)
). Pour cela, nous allons

prouver le théorème 1.5. Nous commencerons par démontrer la partie � existence � en première
section, puis nous montrerons la partie � unicité �, grâce à la proposition 3.3. Celle-ci permettra
également d'obtenir immédiatement le corollaire 1.7. Nous donnerons également en dernière
section les isotropies �brées de la forme normale obtenue.

3.1 Existence d'une forme normale formelle (�brée)

Considérons un n÷ud-col 2-résonant diagonal non dégénéré

Y = x2 ∂

∂x
+ (−λy1 + F1 (x, y1, y2))

∂

∂y1

+ (λy2 + F2 (x, y1, y2))
∂

∂y1
, (3.1.1)

avec λ ∈ C∗ et Fν (x,y) ∈ m2, pour ν = 1, 2 (m désigne l'idéal maximal de C Jx,yK). Nous
pouvons donc écrire le développement monomial de Y sous la forme :

Y = λS (0,−1, 1) + xS (1, 0, 0) +
∑
k∈I
|k|≥1

xk0yk11 yk22 S (0, µ1,k, µ2,k) , (3.1.2)

où
I :=

{
k = (k0, k1, k2) ∈ (Z≥−1)

3 | au plus un des (kj)j=0,1,2 est égal à − 1
}
.

Comme Y est non dégénéré, on a :

µ1,(1,00) + µ2,(1,0,0) = res (Y ) ∈ C\Q≤0 .

Si Y est transversalement symplectique, alors chaque terme de la somme∑
k∈I
|k|≥1

xk0yk11 yk22 S (0, µ1,k, µ2,k)

doit satisfaire
µ1,k (k1 + 1) + µ2,k (k2 + 1) = 0 , si k 6= (1, 0, 0) ,
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28 3. Chapitre. Classi�cation formelle �brée

et µ1,(1,0,0) + µ2,(1,0,0) = 1 sinon.
Si Y est div-intégrable, alors, quitte à e�ectuer une transformation de la forme

(x, y1, y2) 7→
(
x, y1 +O

(
‖y‖2

)
, y2 +O

(
‖y‖2

))
,

on peut supposer que Y|{x=0} est orbitalement linéaire, i.e. pour (k1, k2) ∈ N2 tel que (0, k1, k2) ∈
I, on a :

µ1,(0,k1,k2) + µ2,(0,k1,k2) = 0 .

Pour démontrer la partie existence du théorème 1.5, l'idée générale est d'utiliser successive-
ment des di�éomorphismes (une in�nité si besoin est) de la forme

exp
(
xj0yj11 y

j2
2 S (0, µ1,j, µ2,j)

)
pour des choix judicieux de j, µ1,j, µ2,j, a�n d'éliminer tous les termes que l'on souhaite. On
utilisera bien évidemment fortement la proposition 2.20.

Dans le lemme suivant, on montre que l'on peut formellement éliminer tous les monômes
non-résonants, tout en préservant la � forme � du champ de vecteurs. On notera en particulier
que l'hypothèse de non-dégénérescence n'est pas nécessaire ici.

Lemme 3.1. Considérons le champ

Y = λS (0,−1, 1) + xS (1, 0, 0) +
∑
k∈I
|k|≥1

xk0yk11 yk22 S (0, µ1,k, µ2,k) ,

avec λ ∈ C∗. Alors, il existe un di�éomorphisme formel �bré et tangent à l'identité Φ̂1 ∈
D̂ifffib

(
C3, 0; Id

)
tel que (

Φ̂1

)
∗

(Y ) =: Y1

soit de la forme :

Y1 = λS (0,−1, 1) + xS (1, a1, a2)

+
∑

k0+k≥1
(k0,k)6=(1,0)

xk0yk1y
k
2S
(

0, µ′1,(k0,k,k), µ
′
2,(k0,k,k)

)
,

avec res (Y ) = res (Y1) = a1 + a2.
Si, de plus, Y est asymptotiquement orbitalement linéaire, alors Y1 l'est aussi.
Si, de plus, Y est transversalement hamiltonien, alors res (Y ) = a1 + a2 = 1, et on peut

prendre Φ1 transversalement symplectique, i.e. Φ1 ∈ D̂iffω
(
C3, 0; Id

)
, et dans ce cas Y1 est aussi

transversalement hamiltonien.

Démonstration. Le but est d'éliminer successivement tous les monômes non-résonants, i.e. ceux
de la forme :

xk0yk11 yk22 S (0, µ1,k, µ2,k) , avec k ∈ I, |k| ≥ 1 et k1 6= k2 .

Pour cela, nous allons utiliser des di�éomorphismes de la forme

exp
(
xi0yi11 y

i2
2 S (0, η1,i, η2,i)

)
,

avec i = (i0, i1, i2) ∈ I, |i| ≥ 1, i1 6= i2 et η1,i, η2,i à déterminer. Grâce à la proposition 2.20, on
a : (

exp
(
xi0yi11 y

i2
2 S (0, η1,i, η2,i)

))
∗

(Y ) = Y +
[
xi0yi11 y

i2
2 S (0, η1,i, η2,i) , Y

]
+ . . . ,
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3. Chapitre. Classi�cation formelle �brée 29

où le symbole (. . . ) désigne des termes calculés via des crochets successifs, et qui sont d'ordre
au moins |i|+ 1. Calculons le premier crochet :[

xi0yi11 y
i2
2 S (0, η1,i, η2,i) , Y

]
= λ (i1 − i2)xi0yi11 y

i2
2 S (0, η1,i, η2,i)− i0xi0+1yi11 y

i2
2 S (0, η1,i, η2,i)

+
∑
k∈I
|k|≥1

xi0+k0yi1+k1
1 yi2+k2

2 (k1η1,i + k2η2,i)S (0, µ1,k, µ2,k)

−
∑
k∈I
|k|≥1

xi0+k0yi1+k1
1 yi2+k2

2 (i1µ1,k + i2µ2,k)S (0, η1,i, η2,i) .

On voit donc que l'on va pouvoir éliminer tous les termes de la forme xi0yi11 y
i2
2 S (0, µ1,i, µ2,i) avec

|i| ≥ 1 et i1 6= i2, par récurrence sur |i| ≥ 1. En utilisant le lemme 2.15, on voit que l'on dé�nit
ainsi un élément Φ1 ∈ D̂ifffib

(
C3, 0; Id

)
de sorte que Y1 := (Φ1)∗ (Y ) soit de la forme (3.1.2),

mais sans monôme non-résonant.
Si Y est transversalement hamiltonien, d'après la proposition 2.51, les termes xi0yi11 y

i2
2 S (0, η1,i, η2,i)

à éliminer satisfont
η1,i (i1 + 1) + η2,i (i2 + 1) = 0 ,

et dans ce cas, Φ1 est transversalement symplectique d'après la proposition 2.47 et le lemme
2.43. Le fait que res (Y )=1 a été prouvé dans le corollaire 2.52.

Si Y est asymptotiquement linéaire, alors les termes de la forme yi11 y
i2
2 S

(
0, η1,(0,i1,i2), η2,(0,i1,i2)

)
à éliminer satisfont

η1,(0,i1,i2) + η2,(0,i1,i2) = 0 .

Dans ce cas, on voit que l'on garde à chaque étape un champ asymptotiquement linéaire.

Dans le second lemme qui suit, on utilise l'hypothèse de non-dégénérescence du champ pour
éliminer un certain type de monômes résonants.

Lemme 3.2. Considérons le champ

Y1 = λL (0,−1, 1) + xS (1, a1, a2)

+
∑

k0+k≥1
(k0,k) 6=(1,0)

xk0yk1y
k
2S
(
0, µ′1,k, µ

′
2,k

)
,

avec λ ∈ C∗ et supposons que Y1 soit non dégénéré, i.e. res (Y1) := a1 + a2 /∈ Q≤0. Alors, il
existe un di�éomorphisme formel �bré et tangent à l'identité Φ̂2 ∈ D̂ifffib

(
C3, 0; Id

)
tel que(

Φ̂2

)
∗

(Y1) =: Y2

soit de la forme :

Y2 = λS (0,−1, 1) + xS (1, a1, a2) +
∑
k≥1

(y1y2)
k
S (0, µ”1,k, µ”2,k) .

Si, de plus, Y1 est asymptotiquement linéaire, alors Y2 l'est aussi.
Si, de plus, Y1 est transversalement hamiltonien, alors on peut prendre Φ2 transversalement

symplectique, i.e. Φ2 ∈ D̂iffω
(
C3, 0; Id

)
, et dans ce cas Y2 est aussi transversalement hamiltonien.

Démonstration. Le but est cette fois-ci d'éliminer successivement tous les termes de la forme

xi0 (y1y2)
i
S (0, η1,i, η2,i), (i0, i) ∈ N2\ {(0, 0)} ,
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30 3. Chapitre. Classi�cation formelle �brée

sauf pour (i0, i) = (1, 0) et i0 = 0. Pour cela, nous utiliserons des di�éomorphismes de la forme

exp
(
xi0 (y1y2)

i
S (0, η1,i, η2,i)

)
,

avec i0 + i ≥ 1, et η1,i, η2,i à déterminer. Grâce à la proposition 2.20, nous avons :(
exp

(
xi0 (y1y2)

i
S (0, η1,i, η2,i)

))
∗

(Y1) = Y1 +
[
xi0 (y1y2)

i
S (0, η1,i, η2,i) , Y1

]
+ . . . ,

où le symbole (. . . ) désigne des termes calculés via des crochets successifs, et qui sont d'ordre
strictement plus grand que le premier crochet. Calculons celui-ci :[

xi0 (y1y2)
i S (0, η1,i, η2,i) , Y1

]
= − (i0 + i (a1 + a2))x

i0+1 (y1y2)
i S (0, η1,i, η2,i)

+
∑

k0+2k≥1
(k0,k)6=(1,0)

xi0+k0 (y1y2)
i+k k (η1,i + η2,i)S

(
0, µ′1,k, µ

′
2,k

)
−

∑
k0+2k≥1

(k0,k)6=(1,0)

xi0+k0 (y1y2)
i+k i

(
µ′1,k + µ′2,k

)
S (0, η1,i, η2,i) .

On voit alors que l'on va pouvoir éliminer successivement tous les termes de la forme

xi0 (y1y2)
i
S (0, η1,i, η2,i) ,

sauf pour (i0, i) = (1, 0) et i0 = 0, et, c'est important, sans créer de nouveau termes non-
résonants. Tout ceci est possible car (a1 + a2) /∈ Q≤0. Raisonnons par récurrence sur I :=
i0 + i ≥ 1, et pour chaque I ≥ 1 �xé, éliminons les termes successivement avec i croissant et
i0 décroissant (ceci ne comporte qu'un nombre �ni d'étape). Remarquons qu'en procédant de
la sorte, on ne crée pas de terme déjà éliminé plus tôt dans le processus. Grâce au lemme 2.15,
on voit que tout ce processus nous permet de dé�nir un élément Φ2 ∈ D̂ifffib

(
C3, 0; Id

)
tel que

Y2 := (Φ2)∗ (Y1) soit de la forme :

Y2 = λS (0,−1, 1) + xS (1, a1, a2) +
∑
k≥1

(y1y2)
k
S (0, µ”1,k, µ”2,k) .

Si Y1 est transversalement hamiltonien, les termes xi0 (y1y2)
i
S (0, η1,i, η2,i) à éliminer satis-

font nécessairement (η1,i + η2,i) = 0 d'après la proposition 2.51. Il s'en suit que Φ2 est transver-
salement symplectique d'après la proposition 2.47 et le lemme 2.43.

En�n, on remarque dans le processus de récurrence que si Y1 est asymptotiquement linéaire,
alors Y2 l'est aussi.

Nous avons à présent tous les ingrédients pour prouver la partie existence du théorème 1.5.

Démonstration. (Partie � existence � du théorème 1.5)
C'est immédiat : il su�t d'utiliser successivement les deux lemmes précédents.

3.2 Unicité de la forme normale (�brée) : preuve du théo-
rème A

Dans cette section, nous allons prouver la partie � unicité � du théorème A. Plus précisément,
nous allons montrer la proposition plus générale suivante.
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Proposition 3.3. Soient λ, λ′ ∈ C∗, a1, a2, a
′
1, a
′
2 ∈ C tels que a1 + a2, a

′
1 + a′2 ∈ C\Q≤0, et

c1, c2, c
′
1, c
′
2 ∈ vC JvK, et considérons les deux champs suivants :

Y = x2 ∂
∂x + (−λ+ a1x+ c1 (y1y2)) y1

∂
∂y1

+ (λ+ a2x+ c2 (y1y2)) y2
∂
∂y2

Y ′ = x2 ∂
∂x + (−λ′ + a′1x+ c′1 (y1y2)) y1

∂
∂y1

+ (λ′ + a′2x+ c′2 (y1y2)) y2
∂
∂y2

.

Alors, il existe Φ ∈ D̂ifffib

(
C3, 0

)
tel que Φ∗ (Y ) = Y ′ si et seulement si

Φ (x, y1, y2) =

 (x, θ1y1, θ2y2)
ou

(x, θ1y2, θ2y1)

avec θ1, θ2 ∈ C*, et

(λ, a1, a2, c1 (v) , c2 (v)) =

 (λ′, a′1, a
′
2, c
′
1 (θ1θ2v) , c′2 (θ1θ2v))

ou (respectivement)
(−λ′, a′2, a′1, c′2 (θ1θ2v) , c′1 (θ1θ2v))

Démonstration. L'implication indirecte est triviale.
Supposons donc que Y soit conjugué à Y ′ via Φ ∈ D̂ifffib

(
C3, 0

)
. En étudiant les termes

linéaires par rapport à y = (y1, y2), on voit immédiatement qu'on a nécessairement :

(λ, a1, a2) =

 (λ′, a′1, a
′
2)

ou
(−λ′, a′2, a′1) .

Quitte à e�ectuer un changement linéaire de coordonnées qui échange y1 et y2, on peut supposer
que (λ, a1, a2) = (λ′, a′1, a

′
2). Dans la suite de cette preuve, et par commodité d'écriture, nous

utiliserons les notations suivantes :{
Y = Y(c,r) := xS (1, a1, a2) + (λ+ c (v))S (0,−1, 1) + r (v)S (0, a1, a2)

Y ′ = Y(c′,r′) := xS (1, a1, a2) + (λ+ c′ (v))S (0,−1, 1) + r′ (v)S (0, a1, a2) ,

avec 
v = y1y2

c1 = −c+ r , c2 = c+ r

c′1 = −c′ + r′ , c′2 = c′ + r′ .

En particulier, ord (c) ≥ 1 et ord (r) ≥ 1. Montrons que (c, r) = (c′, r′). Par hypothèse, il existe
Φ ∈ D̂ifffib

(
C3, 0

)
tel que

Φ∗
(
Y(c,r)

)
= Y(c′,r′) .

D'après la remarque 2.30, D0Φ = diag (1, θ1, θ2) est diagonale. Si l'on note Ψ := (D0Φ)
−1 ◦ Φ ,

ϕ : v 7→ (θ1θ2) v, et (c̃, r̃) := (c′ ◦ ϕ, r′ ◦ ϕ), alors on a :

Ψ∗
(
Y(c,r)

)
= Y(c̃,r̃) ,

avec Ψ ∈ D̂ifffib

(
C3, 0; Id

)
(tangent à l'identité). Nous allons montrer que Ψ = Id. D'après la

proposition 2.28, il existe G ∈ χ̂
(
C3, 0

)
d'ordre au moins deux tel que Ψ = exp (G) et

G = g0 (x, v)
∂

∂x
+ g1 (x, v) y1

∂

∂y1
+ g2 (x, v) y2

∂

∂y2
,
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avec v = y1y2, gi ∈ m ⊂ C Jx, vK pour i = 1, 2 et g0 ∈ m2 ⊂ C Jx, vK. Comme Ψ est �bré, g0 = 0.
En utilisant la notation (2.4.2), on écrit :

G = A (x, v)S (0,−1, 1) +B (x, v)S (0, a1, a2) ,

avec : 
A = Ai,jx

ivj

B =
∑
i,j≥0
i+j≥1

Bi,jx
ivj .

Montrons que A = B = 0 (et donc G = 0), de sorte que Ψ = Id. Considérons la décomposition
de Jordan de Y = Y(c,r) et Ỹ := Y(c̃,r̃) :{

Y = YS + YN , YS semi-simple, YN nilpotent, [YS , YN ] = 0

Ỹ = Ỹ S + Ỹ N , Ỹ S semi-simple, Ỹ N nilpotent,
[
Ỹ S , Ỹ N

]
= 0

.

Par unicité de la décomposition, on a
YS = Ỹ S = S (0,−λ, λ)

YN = xS (1, a1, a2) + c (v)S (0,−1, 1) + r (v)S (0, a1, a2)

ỸN = xS (1, a1, a2) + c̃ (v)S (0,−1, 1) + r̃ (v)S (0, a1, a2) ,

et on sait également que :

Ψ∗ (Y ) = Ỹ ⇒

{
Ψ∗ (YS) = Ỹ S

Ψ∗ (YN ) = Ỹ N
.

Considérons les champs de vecteurs bidimensionnels associés aux monômes résonants (x, v).
Dans les coordonnées (x, v) le champ de vecteurs G est associé au champ

F = B (x, v)S (0, a) ,

avec a = a1 + a2. Dans ces coordonnées, Y et Ỹ correspondent respectivement à :

Z := xS (1, a) + r (v)S (0, a) ,

Z̃ := xS (1, a) + r̃ (v)S (0, a) .

On en déduit que exp (F )∗ (Z) = Z̃. D'après la proposition 2.20 :

exp (F )∗ (Z) = Z + [F,Z] +
1

2!
[F, [F,Z]] + . . .

et donc

r (v)S (0, a) + [F,Z] +
1

2!
[F, [F,Z]] + . . . = r̃ (v)S (0, a) . (3.2.1)

Après calcul, on obtient :

[F,Z] =
{
−x
(
LS(1,a) (B)

)
+B

(
LS(0,a) (r)

)
− r

(
LS(0,a) (B)

)}
S (0, a) .

Si l'on dé�nit

C(1) (x, v) := −x
(
LS(1,a) (B)

)
+B

(
LS(0,a) (r)

)
(3.2.2)

−r
(
LS(0,a) (B)

)
,
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3. Chapitre. Classi�cation formelle �brée 33

alors on a au �nal :

[F,Z] = C(1) (x, v)S (0, a) .

A présent, on voit facilement que pour tout l ∈ N, ad◦lF (Z) peut s'écrire :

ad◦lF (Z) = C(l) (x, v)S (0, a) ,

où C(l) est déterminé par la relation de récurrence

C(l+1) (x, v) = B (x, v)
(
LS(0,a)

(
C(l)

))
− C(l) (x, v)

(
LS(0,a) (B)

)
.

En particulier, pour tout l ≥ 2, C(l) (x, 0) = 0. L'équation (3.2.1) s'écrit à présent :

r (v) + C(1) (x, v) +
∑
l≥2

C(l) (x, v) = r̃ (v) . (3.2.3)

Écrivons r (v) =
∑
k≥1

rkv
k et r̃ (v) =

∑
k≥1

r̃kv
k. En étudiant les termes indépendant de v dans

(3.2.3) (i.e. en faisant v = 0), on voit que C(1) (x, 0) = 0. En revenant à l'expression (3.2.2), on

en déduit que
∂B (x, 0)

∂x
= 0. Comme ord (B) ≥ 1, on a nécessairement B (x, 0) = 0. Montrons

à présent par récurrence sur j ≥ 0 que pour tout i ∈ N et tout k ≤ j, Bi,k = 0 et rk = r̃k.
� j = 0 : cela correspond au cas décrit ci-dessus ; Bi,0 = 0 pour tout i ≥ 0 (et r0 = r̃0 = 0).
� Supposons que la propriété soit vraie jusqu'au rang j ≥ 0. Considérons pour tout i ≥ 0

les termes de degré homogène (i+ 1, j + 1) dans (3.2.3) : on obtient

(i+ a (j + 1))Bi,j+1 = 0

par hypothèse de récurrence, et car C(l) (x, 0) = 0, pour tout l ≥ 2. Comme a /∈ Q≤0, on
a Bi,j+1 = 0. D'un autre côté, si l'on regarde les termes de degré homogène (0, j + 1), on
obtient : rj+1 = r̃j+1. On conclut que B = 0, et donc F = 0 et r = r̃.

Finalement, on a :

G = A (x, v)S (0,−1, 1) .

Si l'on en revient à l'équation exp (G)∗ (YN ) = Ỹ N , on a

YN + [G, YN ] +
1

2!
[G, [G, YN ]] + . . . = Ỹ N

si et seulement si

c (v)S (0,−1, 1) + [G, YN ] +
1

2!
[G, [G, YN ]] + . . . = c̃ (v)S (0,−1, 1) .

Calculons le crochet [G, YN ] :

[G, YN ] = −
{
xLS(1,a1,a2) (A) + r (v)LS(0,a1,a2) (A)

}
S (0,−1, 1) .

Tous les autres crochets sont nuls. Il reste donc :

c (v)− xLS(1,a1,a2) (A)− r (v)LS(0,a1,a2) (A) = c̃ (v) .

En identi�ant les termes de même degré, cette dernière égalité se traduit par :
cj −

j−k1∑
k=0

akA0,krj−k = c̃j , j ≥ 0

(i+ aj)Ai,j +

j−k1∑
k=0

akAi+1,krj−k = 0 , i ≥ 0, j ≥ 0 .
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À nouveau, on montre par récurrence sur j ≥ 0 que pour tout i ≥ 0 et tout 0 ≤ k ≤ j, Ai,k = 0
et ck = c̃k. On a donc A = 0 et c = c̃.

En conclusion, Ψ = Id, (c, r) = (c̃, r̃), donc Φ = diag (1, θ1, θ2) et (c, r) := (c′ ◦ ϕ, r′ ◦ ϕ),
avec ϕ : v 7→ (θ1θ2) v.

Nous pouvons à présent achever la preuve du théorème A.

Démonstration. (du théorème A.)
Nous avons démontré dans la section précédente l'existence d'une normalisation �brée et

tangente à l'identité. La proposition ci-dessus nous montre l'unicité à la fois de la forme normale
obtenue mais aussi de la normalisation formelle �brée et tangente à l'identité.

3.3 Isotropies �brées formelles de la forme normale et clas-
si�cation �brée : preuve du théorème B

En conséquence de la proposition 3.3, nous avons en particulier la liste de toutes les isotropies
formelles �brées de la forme normale obtenue. Pour un champ de vecteurs Y ∈ χ̂

(
C3, 0

)
,

l'ensemble des isotropies �brées est par dé�nition :

Îsotfib (Y ) :=
{

Φ ∈ D̂ifffib

(
C3, 0

)
| Φ∗ (Y ) = Y

}
.

Corollaire 3.4. Soit Y ∈ ŜN fib,nd une forme normale �brée de paramètre p = (λ, a1, a2, c1, c2) ∈
Pfib :

Y = x2 ∂

∂x
+ (−λ+ a1x+ c1 (y1y2)) y1

∂

∂y1

+ (λ+ a2x+ c2 (y1y2)) y2
∂

∂y2
.

Alors :

Îsotfib (Y ) =
{

diag (1, θ1, θ2) , (θ1, θ2) ∈ (C∗)2
∣∣∣ (c1, c2) (θ1θ2v) = (c1, c2) (v)

}
.

Remarque 3.5. Si (c1, c2) 6= (0, 0), la condition ci (θ1θ2v) = ci (v) pour chaque i ∈ {1, 2}, est
équivalente à imposer que chaque ci soit dans C JvqK, pour un certain q ∈ N>0 et que θ1θ2 soit
une racine qème de l'unité.

Si Y est transversalement hamiltonien, on dé�nit le groupe des isotropies symplectiques de
Y :

Îsotω (Y ) :=
{

Φ ∈ D̂iffω
(
C3, 0

)
| Φ∗ (Y ) = Y

}
.

On a alors :

Corollaire 3.6. Soit Y ∈ ŜNω une forme normale symplectique de paramètre p = (λ, a1, a2, c) ∈
Pω :

Y = x2 ∂

∂x
+ (−λ+ a1x+−c (y1y2)) y1

∂

∂y1

+ (λ+ a2x+ c (y1y2)) y2
∂

∂y2
.

Alors :

Îsotω (Y ) =

{
diag

(
1, α,

1

α

)
, α ∈ C∗

}
.
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En conclusion, le théorème B est simplement un résumé de ce qui a été montré dans ce
chapitre.

Démonstration. (du théorème B)
La bijection

ŜN diag,nd

/
D̂ifffib

(
C3, 0; Id

) ' Pfib

est simplement une reformulation du théorème 1.5. Les bijections

ŜN fib,nd

/
D̂ifffib

(
C3, 0

) ' Pfib

/
(C∗ × Z/2Z)

et

ŜNω

/
D̂iffω

(
C3, 0

) ' Pω

sont des conséquences directes du théorème 1.5, de la proposition 3.3, ainsi que des corollaires
3.4 et 3.6 respectivement.
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Chapitre 4

Classi�cation formelle (non-�brée)
dans le cas div-intégrable

Dans ce chapitre, nous allons tout d'abord démontrer le théorème 1.8 et son corollaire 1.10 qui
donnera la classi�cation formelle complète de ŜN ∗ sous l'action de D̂iff

(
C3, 0

)
par conjugaison.

Ensuite, nous étudierons la classi�cation orbitale, i.e. que nous étudierons complètement l'action
de D̂iff

(
C3, 0

)
n C Jx,yK× sur ŜN orb,∗ par équivalence orbitale. Pour cela, nous prouverons le

théorème 1.11, ainsi que son corollaire 1.13.

4.1 Classi�cation par conjugaison

Dans cette première section nous allons démontrer le théorème 1.8 et son corollaire 1.10.

4.1.1 Forme normale formelle (non �brée)

Nous allons démontrer ici la première partie du théorème 1.8.

Démonstration. (partie � existence � du théorème 1.8.)

Soit Y ∈ ŜN ∗ un n÷ud-col 2-résonant non dégénéré et div-intégrable. Par dé�nition, il existe
Y0 ∈ ŜN diag,nd (div-intégrable) tel que Y soit D̂iff

(
C3, 0

)
−conjugué à Y0. D'après le théorème

1.5, on sait que Y0 est D̂ifffib

(
C3, 0; Id

)
−conjugué à un champ (div-intégrable) de la forme

Ynorm = x2 ∂

∂x
+ (−λ− c (y1y2) + a1x) y1

∂

∂y1

+ (λ+ c (y1y2) + a2x) y2
∂

∂y2
,

où :
� λ ∈ C∗,
� a1, a2 ∈ C sont tels que res (Ynorm) := a1 + a2 /∈ Q≤0,

� c (v) =
∑
k≥1

ckv
k ∈ vC JvK.
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Notonsm :=
1

a1 + a2
et k0 := ord (c). Montrons qu'il existe c̃ =

∑
k≥k0

c̃kv
k ∈ vk0C JvK avec ord (c̃) =

k0 et c̃k0+m = 0 si m ∈ N>0, ainsi que Ψ ∈ D̂iff
(
C3, 0

)
, tel que

Ψ∗ (Ynorm) = x2 ∂

∂x
+ (− (λ+ c̃ (v)) + a1x) y1

∂

∂y1

+ (λ+ c̃ (v) + a2x) y2
∂

∂y2
.

Si m /∈ N>0, ou si ck0+m = 0, il n'y a rien à faire. On suppose donc que m ∈ N>0, k0 ∈ N>0

et ck0+m 6= 0. Posons

F := −m
k0
.
ck0+m

ck0
vmS (1, a1, a2)

et Ψ := exp (F ). D'après la proposition 2.20 :

Ψ∗ (Ynorm) = Ynorm + [F, Ynorm] +
∑
l≥2

1

l!
ad◦lF (Ynorm) .

On peut écrire :

Ynorm = xS (1, a1, a2) + (λ+ c (v))S (0,−1, 1)

de sorte qu'en utilisant le lemme 2.26 :

[F, Ynorm] =

−ck0+mv
k0+m − ck0+m

k0ck0
vm

∑
k≥k0+1

kckv
k

S (0,−1, 1) .

D'après le lemme 2.7, on voit que pour tout l ≥ 0

ord
(

ad
◦(l+1)
F (Ynorm)

)
≥ ord

(
ad◦lF (Ynorm)

)
+m ,

et donc :

ord
(

ad◦lF (Ynorm)
)
≥ lm+ k0 + 1 .

On a donc :

Ψ∗ (X) = X + [F,X] +
∑
l≥2

1

l!
ad◦lF (Ynorm)

= xS (1, a1, a2) +

λ+

(
k0+m−1∑
k=k0

ckv
k

)
+

 ∑
k≥k0+m+1

c̃kv
k

S (0,−1, 1) ,

où pour tout k ≥ k0 +m+ 1, c̃k ∈ C. Le résultat est donc montré en dé�nissant

c̃ (v) :=

(
k0+m−1∑
k=k0

ckv
k

)
+

 ∑
k≥k0+m+1

c̃kv
k

 .
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4.1.2 Unicité de la forme normale (non-�brée) : preuve du théorème
du théorème 1.8

Nous allons démontrer ici la partie � unicité � du théorème 1.8. Pour cela, nous montrerons
plus précisément la proposition suivante :

Proposition 4.1. Soient (λ, λ′, a1, a2, a
′
1, a
′
2) ∈ (C∗)2×C4 tels que a1+a2 ∈ C\Q≤0 et a′1+a′2 ∈

C\Q≤0, avec m :=
1

a1 + a2
et m′ :=

1

a′1 + a′2
. Soit également (c, c′) ∈ (vC JvK)2 avec ord (c) =

k0 ≥ 1, ord (c′) = k′0 ≥ 1, 
c (v) =

∑
k≥k0

ckv
k

c′ (v) =
∑
k≥k′0

c′kv
k

et ck0+m = 0 ( resp. c′k′0+m′ = 0) si m ∈ N>0 ( resp. m′ ∈ N>0), et considérons les deux champs
suivants : 

Z = x2 ∂

∂x
+ (−λ− c (y1y2) + a1x) y1

∂

∂y1

+ (λ+ c (y1y2) + a2x) y2
∂

∂y2

Z ′ = x2 ∂

∂x
+ (−λ′ − c′ (y1y2) + a′1x) y1

∂

∂y1

+ (λ′ + c′ (y1y2) + a′2x) y2
∂

∂y2
.

Alors, il existe Φ ∈ D̂iff
(
C3, 0

)
tel que Φ∗ (Z) = Z ′ si et seulement si

Φ (x, y1, y2) =



 1 0 0
0 θ1 0
0 0 θ2

 ◦ exp (αZ + βvmS (1, a1, a2))

ou 1 0 0
0 0 θ1

0 θ2 0

 ◦ exp (αZ + βvmS (1, a1, a2))

avec α, β ∈ C, θ1, θ2 ∈ C*, (β = 0 si m /∈ N>0 ou c 6= 0) et :

(λ, a1, a2, c1 (v) , c2 (v)) =

 (λ′, a′1, a
′
2, c
′ (θ1θ2v))

ou (respectivement)
(−λ′, a′2, a′1,−c′ (θ1θ2v)) .

Démonstration. Nous allons procéder d'une manière similaire à la preuve de la proposition 3.3.
La réciproque se véri�e immédiatement par un calcul rapide.

Supposons donc qu'il existe Φ ∈ D̂iff
(
C3, 0

)
tel que Φ∗ (Z) = Z ′. En étudiant les termes

linéaires en y = (y1, y2), on voit que nécessairement (λ, a1, a2) = (λ′, a′1, a
′
2), ou (λ, a1, a2) =

(−λ′, a′2, a′1). Quitte à e�ectuer un changement linéaire de coordonnées qui échange y1 et y2,
on va désormais supposer que (λ, a1, a2) = (λ′, a′1, a

′
2). D'après la remarque 2.30, D0Φ =

diag (1, ω1, ω2), avec θ1, θ2 ∈ C∗. Considérons Ψ := (D0Φ)
−1 ◦Φ , ϕ : v 7→ (θ1θ2) v, et c̃ := c′ ◦ϕ,

de sorte que

Ψ∗ (Z) = Z̃ = x2 ∂

∂x
+ (−λ− c̃ (y1y2) + a1x) y1

∂

∂y1

+ (λ+ c̃ (y1y2) + a2x) y2
∂

∂y2
.
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Montrons tout d'abord que Z = Z̃, i.e. c = c̃. D'après la proposition 2.28, il existe G ∈ χ̂
(
C3, 0

)
tel que Ψ = exp (G) et :

G = g0 (x, v)
∂

∂x
+ g1 (x, v) y1

∂

∂y1
+ g2 (x, v) y2

∂

∂y2
,

avec gi ∈ m ⊂ C Jx, vK pour i = 1, 2, et g0 ∈ m2 ⊂ C Jx, vK. Écrivons :

G = A (x, v)S (0,−1, 1) +B (x, v)S (0, a1, a2) + C (x, v)S (1, 0, 0) ,

où 
A =

∑
i,j≥0, i+j≥1

Ai,jx
ivj

B =
∑

i,j≥0, i+j≥1

Bi,jx
ivj

C =
∑

i≥−1,j≥0, i+j≥1

Ci,jx
ivj .

Considérons les décompositions de Jordan de Z et Z̃ :{
Z = ZS + ZN , ZS semi-simple, ZN nilpotent, [ZS , ZN ] = 0

Z̃ = Z̃S + Z̃N , Z̃S semi-simple, Z̃N nilpotent,
[
Z̃S , Z̃N

]
= 0 .

Par unicité de la décomposition on a :
ZS = Z̃S = S (0,−λ, λ)

ZN = xS (1, a1, a2) + c (v)S (0,−1, 1)

Z̃N = xS (1, a1, a2) + c̃ (v)S (0,−1, 1) ,

et on sait également que

Ψ∗ (Z) = Z̃ =⇒

{
Ψ∗ (ZS) = Z̃S

Ψ∗ (ZN ) = Z̃N .

Considérons à présent les champs bidimensionnels induits dans les variables (x, v). G correspond
dans les variables (x, v) à

F = B (x, v)S

(
0,

1

m

)
+ C (x, v)S (1, 0) ,

avec m =
1

a1 + a2
. Z et Z̃ correspondent tous deux à

X := xS

(
1,

1

m

)
.

On a donc exp (F )∗ (X) = X. D'après la proposition 2.20 :

exp (F )∗ (X) = X + [F,X] +
1

2!
[F, [F,X]] + . . .

et donc

[F,X] +
1

2!
[F, [F,X]] + . . . = 0 . (4.1.1)
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On a le crochet suivant :

[F,X] = x
(
C − LS(1, 1

m ) (C)
)
S (1, 0) + x

(
C − LS(1, 1

m ) (B)
)
S

(
0,

1

m

)
.

Comme ord (F ) ≥ 2, d'après le lemme 2.7, pour tout l ≥ 0 on a :

ord
(

ad
◦(l+1)
F (X)

)
≥ ord

(
ad◦lF (X)

)
+ 1 ,

et donc l'égalité (4.1.1) implique que [F, Y ] = 0. On en déduit :{
C − LS(1, 1

m ) (C) = 0

C − LS(1, 1
m ) (B) = 0 .

En identi�ant les termes de même degré homogène, on obtient :
Ci,j

(
1− i− j

m

)
= 0 , i ≥ −1, j ≥ 0, i+ j ≥ 1

Ci,j −Bi,j
(
i+

j

m

)
= 0 , i, j ≥ 0, i+ j ≥ 1

C−1,j = 0 , j ≥ 2 ,

(4.1.2)

et donc, pour i+
j

m
6= 1, on a Ci,j = 0. De plus, le système (4.1.2) montre que B = C. En

conclusion, on a :

F = (αx+ βvm)S

(
1,

1

m

)
,

avec (α, β) ∈ C2 et β = 0 si m /∈ N. D'où :

G = A (x, v)S (0,−1, 1) + (αx+ βvm)S (1, a1, a2) .

A présent, remarquons que l'hyperplan {x = 0} est stable par ZN , Z̃N et G. En particulier,
l'équation exp (G)∗ (ZN ) = Z̃N peut être restreinte à {x = 0}, i.e.

exp
(
G|{x=0}

)
∗

(
(ZN )|{x=0}

)
=

(
Z̃N

)
|{x=0}

,

qui est équivalent à

(ZN )|{x=0} +
[
G, (ZN )|{x=0}

]
+

1

2!

[
G,
[
G, (ZN )|{x=0}

]]
+ . . . =

(
Z̃N

)
|{x=0}

,

ou encore :

c (v)S (0,−1, 1) +
[
G|{x=0}, (ZN )|{x=0}

]
+

1

2!

[
G|{x=0},

[
G|{x=0}, (ZN )|{x=0}

]]
+ . . .

= c̃ (v)S (0,−1, 1) .

Calculons le crochet :

[
G|{x=0}, (ZN )|{x=0}

]
=

β

m

∑
k≥k0

kckv
k+m

S (0,−1, 1) .
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On voit par récurrence que pour tout n ≥ 1 :(
adG|{x=0}

)◦n (
(ZN )|{x=0}

)
=

βn

mn

∑
k≥k0

k (k +m) . . . (k + (n− 1)m) ckv
k+nm

S (0,−1, 1) .

En identi�ant les termes de degré homogène (0, k, k), pour tout k < k0 +m, on obtient :

∀k < k0 +m, ck = c̃k .

En particulier, k0 = k′0. Si m ∈ N et si k0 ∈ N>0 (i.e. c 6= 0 et c̃ 6= 0), pour k = k0 +m, on a :

0 = c̃k0+m = ck0+m +
β

m
k0ck0 =

β

m
k0ck0 ,

et donc β = 0. On en déduit que pour tout k ∈ N, ck = c̃k, et donc c = c̃.
Pour l'instant, nous avons montré que Ψ = exp (G), avec

G = A (x, v)S (0,−1, 1) + (αx+ βvm)S (1, a1, a2) ,

où A =
∑

i,j≥0, i+j≥1

Ai,jx
ivj , et β = 0 si m /∈ N>0 ou si c 6= 0. Montrons que A (x, v) = αc (v) ∈

C JvK.
Comme on sait à présent que c = c̃, et donc Z = Z̃, le problème revient à déterminer A (x, v)

tel que exp (G)∗ (ZN ) = ZN , i.e.

[G,ZN ] +
1

2!
[G, [G,ZN ]] + . . . = 0 .

D'après le lemme 2.7,comme ord (G) ≥ 2, on a alors :

[G,ZN ] = 0 .

Puisque

[G,ZN ] =
(

(αx+ βvm)LS(1,a1,a2) (c)− xLS(1,a1,a2) (A)
)
S (0,−1, 1) ,

on doit alors nécessairement avoir :

(αx+ βvm)LS(1,a1,a2) (c)− xLS(1,a1,a2) (A) = 0 . (4.1.3)

� Si c 6= 0, on a vu que β = 0. Dans ce cas, l'égalité (4.1.3) se réduit à :

α
v

m

dc

dv
= x

∂A

∂x
+
v

m

∂A

∂v
.

Ceci détermine A (x, v) =
∑

i,j≥0, i+j≥1

Ai,jx
ivj de manière unique :

{
A0,j = αcj , j ≥ 0

Ai,j = 0 , i ≥ 1, j ≥ 0 .

En conclusion, on a
A (x, v) = αc (v) ∈ C JvK ,

et donc :

G = αZN = α (xS (1, a1, a2) + c (v)S (0,−1, 1)) .
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4. Chapitre. Classi�cation formelle 43

� Si c = 0 et m ∈ N>0, alors pour tout (i, j) ∈ N2\ {(0, 0)},
(
i+

j

m

)
Ai,j = 0, et comme

m /∈ Q≤0, A = 0 = αc. Dans ce cas :

G = (αx+ βvm)S (1, a1, a2) .

� Si c = 0 et m /∈ N>0, alors β = 0, et comme ci-dessus, A = 0 = αc. Dans ce cas :

G = αxS (1, a1, a2) .

On en déduit le résultat attendu en se rappelant que Ψ = exp (G) = (D0Φ)
−1 ◦ Φ.

Nous somme à présent en mesure d'achever la preuve du théorème 1.8.

Démonstration. (Théorème 1.8.)
On a déjà prouvé la partie � existence � dans la sous-section précédente. Il su�t d'appliquer

la proposition précédente a�n d'obtenir la partie � unicité � du théorème.

4.1.3 Isotropies formelles de la forme normale (non-�brée) et classi�-
cation formelle

La proposition démontrée dans la sous-section précédente a comme conséquence immédiate
le corollaire suivant, donnant les isotropies formelles d'une forme normale (non-�brée) de ŜN ∗.
On rappelle que pour un champ de vecteurs Y ∈ χ̂

(
C3, 0

)
, l'ensemble des isotropies est par

dé�nition :
Îsot (Y ) :=

{
Φ ∈ D̂iff

(
C3, 0

)
| Φ∗ (Y ) = Y

}
.

Corollaire 4.2. Soit Y ∈ ŜN ∗ une forme normale de paramètre p = (λ, a1, a2, c) ∈ P :

Y = x2 ∂

∂x
+ (−λ+ a1x− c (y1y2)) y1

∂

∂y1

+ (λ+ a2x+ c (y1y2)) y2
∂

∂y2
,

avec λ ∈ C∗, a1, a2 ∈ C tels que a1 + a2 /∈ Q≤0 et c (v) =
∑
k≥k0

ckv
k ∈ vk0C JvK,k0 = ord (c) ,tel

que si m :=
1

a1 + a2
∈ N>0, alors ck0+m = 0.

Alors :
� si c 6= 0 ou si m /∈ N>0 :

Îsot (Y ) =

{
diag (1, θ1, θ2) ◦ exp (αY )

∣∣∣∣∣ (α, θ1, θ2) ∈ C× (C∗)2
,

c (θ1θ2v) = c (v)

}
;

� si c = 0 et m ∈ N>0 :

Îsot (Y ) =

 diag (1, θ1, θ2) ◦ exp
(
αY + βvmS (1, a1, a2)

)
,

(α, β, θ1, θ2) ∈ C2 × (C∗)2

 .

Remarque 4.3. Si c 6= 0, la condition c (θ1θ2v) = c (v) est équivalente à imposer que c soit dans
C JvqK, pour un certain q ∈ N>0 et que θ1θ2 soit une racine qème de l'unité.
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44 4. Chapitre. Classi�cation formelle

4.2 Classi�cation orbitale

Dans cette seconde section nous allons démontrer le théorème 1.11 et son corollaire 1.13.

4.2.1 Forme normale formelle orbitale

Nous allons démontrer ici la première partie du théorème 1.11. Commençons par démontrer
le lemme suivant.

Lemme 4.4. Soit c =
∑
k≥1

ckv
k ∈ vC JvK , avec k0 = ord (c), λ ∈ C∗, et a1, a2 ∈ C tels que

a1 + a2 /∈ Q≤0. Notons m :=
1

a1 + a2
. Il existe alors Φ ∈ D̂iff

(
C3, 0

)
tel que :

Φ∗

(
S (0,−1, 1) +

x

λ+ c (v)
S (1, a1, a2)

)
= S (0,−1, 1) +

x

λ+ cmvm
S (1, a1, a2) ,

où cm := 0 si m /∈ N>0.

Démonstration. Commençons par considérer le champ de vecteurs bidimensionnel induit dans
les coordonnées (x, v) :

X :=
x

λ+ c (v)

(
x
∂

∂x
+
v

m

∂

∂v

)
=

x

λ+ c (v)
S

(
1,

1

m

)
.

Lemme 4.5. Il existe un di�éomorphisme Ψ ∈ D̂iff
(
C2, 0

)
de la forme Ψ (x, v) = (xg (v) , h (v)),

avec g (v) ∈ C JvK× et h (v) ∈ D̂iff (C, 0), tels que :

Ψ∗ (X) =
x

λ+ cmvm
S

(
1,

1

m

)
.

Admettons un instant ce lemme. Ensuite, on choisit g1 (v) et g2 (v) avec vg1 (v) g2 (v) = h (v)
tels que le di�éomorphisme dé�ni par

Φ : (x, y1, y2) 7→ (xg (y1y2) , y1g1 (y1y2) , y2g2 (y1y2)) ,

conjugue le champ

S (0,−1, 1) +
x

λ+ c (v)
S (1, a1, a2)

à

S (0,−1, 1) +
x

λ+ cmvm
S (1, a1, a2)

(l'existence de g1 et g2 se voit facilement par un calcul élémentaire).

Démontrons le lemme ci-dessus :

Démonstration. (du lemme 4.5.)
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4. Chapitre. Classi�cation formelle 45

� Commençons par traiter le cas où m ∈ N>0. On s'intéresse au champ unidimensionnel
suivant :

V :=
vm+1

λ+ c(v)

∂

∂v
.

On considère le champ ci-dessus car la quantité vm

x est une intégrale première (formelle)
de X. D'après la classi�cation des champs singuliers en dimension un (voir par exemple
[MR83]), il existe ψ ∈ D̂iff (C, 0) tel que :

ψ∗ (V ) =
vm+1

λ+ cmvm
∂

∂v
. (4.2.1)

Ensuite, on dé�nit

Ψ : (x, v) 7−→ (Ψ1 (x, v) ,Ψ2 (x, v)) =

(
xψ (v)

m

vm
, ψ (v)

)
.

On véri�e alors facilement que :

Ψ∗ (X) =
x

λ+ cmvm
S

(
1,

1

m

)
.

� Intéressons nous à présent au cas où m /∈ N>0. Il su�t d'appliquer la théorie classique
de Poincaré-Dulac, car le champ S

(
1, 1

m

)
a dans cas deux valeurs propres linéairement

indépendantes sur Z. Ré-expliquons cela. Le champ X peut se ré-écrire sous la forme

X = x

(
1

λ
+ c̃ (v)

)
S

(
1,

1

m

)
où c̃ =

∑
k≥1

c̃kv
k ∈ vC JvK. Alors, en utilisant la même technique que pour la preuve

du lemme 3.1, on voit qu'en utilisant successivement des di�éomorphismes de la forme
exp

(
αlv

lS
(
1, 1

m

))
, l ≥ 0, on va pouvoir éliminer tous les termes de c̃. En e�et, cela vient

du calcul suivant :[
X,αlv

lS

(
1,

1

m

)]

=

( l

m
− 1

)
αl
λ
xvl +

∑
k≥1

c̃kxv
l+k

(
l − k
m
− 1

)S

(
1,

1

m

)
.

En utilisant les propositions 2.20 et 2.13, on voit donc qu'on pourra éliminer successive-
ment tous les termes c̃l en choisissant αl judicieusement, car l

m − 1 6= 0 pour tout l ≥ 1,

puisque m /∈ N>0. Le di�éomorphisme Ψ ∈ D̂iff
(
C2, 0

)
ainsi obtenu (par compositions

� in�nie � à la limite), est bien de la forme annoncée.

Nous sommes à présent en mesure de démontrer la partie � existence � du théorème 1.11.

Démonstration. (Partie � existence � du théorème 1.11.)
Considérons un champ Y ∈ ŜN orb,∗. Par dé�nition, Y est orbitalement équivalent à un

élément de ŜN diag,nd, qui lui-même est D̂ifffib

(
C3, 0; Id

)
−conjugué (d'après le théorème 1.5) à

un champ de la forme :

Ynorm = x2 ∂

∂x
+ (− (λ+ c (v)) + a1x) y1

∂

∂y1

+ (λ+ c (v) + a2x) y2
∂

∂y2
,
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46 4. Chapitre. Classi�cation formelle

avec c =
∑
k≥1

ckv
k ∈ vC JvK , λ ∈ C∗, et a1, a2 ∈ C tels que a1+a2 /∈ Q≤0, et notonsm :=

1

a1 + a2
.

Factorisons alors le champ Ynorm par la série formelle inversible (λ+ c (v)) ∈ C JvK×. Ensuite, on

applique le lemme 4.4 au champ
1

λ+ c (v)
Ynorm qui est de la bonne forme. On factorise ensuite

le champ obtenu, à savoir

S (0,−1, 1) +
x

λ+ cmvm
S (1, a1, a2)

par

(
1

λ+ cmvm

)
. Finalement, on divise le champ résultant par λ, puis on applique l'homothétie

x 7→ x
λ , suivie de (y1, y2) 7→ 1(

cm
λ

) 1
2m

(y1, y2) si cm 6= 0. On obtient au �nal la forme voulue.

4.2.2 Unicité de la forme formelle orbitale et classi�cation orbitale :
preuve du théorème 1.11

Nous allons démontrer ici la partie � unicité � du théorème 1.11. Commençons par un premier
lemme.

Lemme 4.6. Soit Z ∈ ŜN orb,∗ une forme normale orbitale :

Z = x2 ∂

∂x
+ (−1− η (y1y2)

m
+ a1x) y1

∂

∂y1

+ (1 + η (y1y2)
m

+ a2x) y2
∂

∂y2
, (4.2.2)

où a1, a2 ∈ C sont tels que a1 + a2 /∈ Q≤0, et η ∈ {0, 1}, avec η = 0 si m :=
1

a1 + a2
/∈ N>0.

Alors, pour tout g (x,y) ∈ m ⊂ C Jx,yK, il existe Φ ∈ D̂iff
(
C3, 0

)
, δ ∈ C et f (v) ∈ C JvK tels

que :

Φ∗ ((1 + g (x,y))Z) = (1 + δx+ f (y1y2))Z .

Démonstration. Notons G = 1 + g (x,y) ∈ C Jx,yK. Appliquons le lemme 2.22, avec X = Y =
GZ : pour tout τ ∈ C Jx,yK, on a :

(ΦτGZ)
∗

(GZ) =
1

1 + LGZ (τ)
GZ .

Nous voulons montrer qu'il existe F = (1 + δx+ f (v)) ∈ C Jx, vK, et τ ∈ m ⊂ C Jx,yK tels
que :

(ΦτGZ)
∗

(GZ) = FZ ,

i.e.

LZ (τ) =
1

F
− 1

G
. (4.2.3)

Montrons pour d'abord cela le lemme suivant :
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Lemme 4.7. Pour tout H =
∑

(j0,j)∈N×N2

Hj0,jx
j0zj ∈ C Jx,yK, l'équation homologique

LZ (τ) = H (4.2.4)

admet une solution formelle

τ =
∑

(j0,j)∈N×N2

τj0,jx
j0yj ∈ m ⊂ C Jx,yK

si et seulement si : {
H0,j,j = 0 , ∀j ∈ N
H1,0,0 = 0

.

Démonstration. (du lemme 4.7.) En identi�ant les termes de même degré homogène de l'équa-
tion, on obtient :

H0,j,j = 0 , ∀j ∈ N
H1,0,0 = 0

τj0,j1,j2 =
1

j2 − j1
(Hj0,j1,j2 − λ (j2 − j1) τj0,j1−m,j2−m − (j0 − 1 + a1j1 + a2j2) τj0−1,j1,j2) ,

∀ (j0, j1, j2) ∈ N3 avec j0 ≥ 1 et j1 6= j2

τ0,j1,j2 =
1

j2 − j1
(H0,j1,j2 − λ (j2 − j1) τ1,j1−m,j2−m) , ∀ (j1, j2) ∈ N2, j1 6= j2

τj0,j,j =
1

j0 + j
m

Hj0+1,j,j , ∀ (j0, j) ∈ N2\ {(0, 0)}

où τk0,k1,k2 = 0 si (k0, k1, k2) /∈ N3. Ceci est possible car
1

m
/∈ Q≤0. Le terme constant de τ

étant libre, on peut le choisir nul.

Revenons-en à présent à (4.2.3). Pour G = 1 + g ∈ C Jx,yK, si l'on dé�nit

F (x, v) := 1 + g1,0,0x+
∑
j≥1

g0,j,jv
j

et H :=
1

F
− 1

G
, alors on voit que {

H0,j,j = 0 , ∀j ∈ N
H1,0,0 = 0

,

et donc l'équation (4.2.3) admet bien une solution formelle τ ∈ m ⊂ C Jx,yK. En conclusion :
(ΦτGZ)

∗
(GZ) = FZ.

Donnons maintenant un autre lemme, qui nous permettra alors de terminer la preuve du
théorème 1.11.

Lemme 4.8. Soit Z,Z ′ ∈ ŜN orb,∗ deux formes normales orbitales :

Z = x2 ∂

∂x
+ (−1− η (y1y2)

m
+ a1x) y1

∂

∂y1

+ (1 + η (y1y2)
m

+ a2x) y2
∂

∂y2
,

Z ′ = x2 ∂

∂x
+ (−1− η′ (y1y2)

m
+ a′1x) y1

∂

∂y1

+ (1 + η′ (y1y2)
m

+ a′2x) y2
∂

∂y2
,
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où a1, a2, a
′
1, a
′
2 ∈ C sont tels que a1 + a2, a

′
1 + a′2 /∈ Q≤0, et η, η′ ∈ {0, 1}, avec η = 0 ( resp.

η′=0) si m :=
1

a1 + a2
/∈ N>0 ( resp. m′ :=

1

a′1 + a′2
/∈ N>0). Supposons qu'il existe γ, δ ∈ C,

f ∈ vC JvK], et Φ = (Φ0,Φ1,Φ2) ∈ D̂iff
(
C3, 0

)
tels que :

Φ∗ (Z) = (γ + δx+ f (y1y2))Z ′ . (4.2.5)

Alors, δ = 0,

(γ, a1, a2, η) =

 (1, a′1, a
′
2, η
′)

ou
(−1, a′2, a

′
1, η)

et :

1 + f ◦ (Φ1Φ2) (0, v) =
1 + ηvm

1 + η ((Φ1Φ2) (0, v))
m .

Démonstration. Tout d'abord, on voit que D0Φ est soit diagonale, soit échange les rôles de y1 et
y2 (avec des constantes multiplicatives...). Quitte à composer par (D0Φ)

−1, on peut supposer que
D0Φ est diagonale. D'après la proposition 2.28, Φ0 = Φ0 (x, v) ∈ m ⊂ C Jx, vK, et Φi = yiφi (x, v),
où φi ∈ C Jx, vK×, pour i ∈ {1, 2}. L'égalité 4.2.5 se traduit en le système suivant en coordonnées :

x2 ∂Φ0

∂x
+
(
−1− η′vm

′
+ a′1x

)
y1
∂Φ0

∂y1
+
(

1 + η′vm
′
+ a′2x

)
y2
∂Φ0

∂y2

= (γ + δΦ0 + f (Φ1Φ2)) Φ2
0

x2 ∂Φ1

∂x
+
(
−1− η′vm

′
+ a′1x

)
y1
∂Φ1

∂y1
+
(

1 + η′vm
′
+ a′2x

)
y2
∂Φ1

∂y2

= (γ + δΦ0 + f (Φ1Φ2)) (−1− η (Φ1Φ2)
m

+ a1Φ0) Φ1

x2 ∂Φ2

∂x
+
(
−1− η′vm

′
+ a′1x

)
y1
∂Φ2

∂y1
+
(

1 + η′vm
′
+ a′2x

)
y2
∂Φ2

∂y2

= (γ + δΦ0 + f (Φ1Φ2)) (1 + η (Φ1Φ2)
m

+ a2Φ0) Φ2

i.e. 

x2 ∂Φ0

∂x
+
xv

m′
∂Φ0

∂v
= (γ + δΦ0 + f (vφ1φ2)) Φ2

0

x2 ∂φ1

∂x
+
(
−1− η′vm

′
+ a′1x

)
φ1 +

xv

m′
∂φ1

∂v
= (γ + δΦ0 + f (vφ1φ2)) (−1− ηvm (φ1φ2)

m
+ a1Φ0)φ1

x2 ∂φ2

∂x
+
(

1 + η′vm
′
+ a′2x

)
φ2 +

xv

m′
∂φ2

∂v
= (γ + δΦ0 + f (vφ1φ2)) (1 + ηvm (φ1φ2)

m
+ a2Φ0)φ2 .

En étudiant la première équation pour x = 0, on voit que Φ0 (x, v) = xφ0 (x, v), avec φ0 ∈
C Jx, vK×. Le système devient donc :

φ0 + x
∂φ0

∂x
+

v

m′
∂φ0

∂v
= (γ + δxφ0 + f (vφ1φ2))φ2

0

x2 ∂φ1

∂x
+
(
−1− η′vm

′
+ a′1x

)
φ1 +

xv

m′
∂φ1

∂v
= (γ + δxφ0 + f (vφ1φ2)) (−1− ηvm (φ1φ2)

m
+ a1xφ0)φ1

x2 ∂φ2

∂x
+
(

1 + η′vm
′
+ a′2x

)
φ2 +

xv

m′
∂φ2

∂v
= (γ + δxφ0 + f (vφ1φ2)) (1 + ηvm (φ1φ2)

m
+ a2xφ0)φ2 .

Posons φi =
∑
j,k

φi,(j,k)x
jvk, pour i ∈ {0, 1, 2}.

En étudiant les termes constants dans chaque équation, on voit que γ = 1 et φ0,(0,0) = 1.
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En observant les termes de degré homogène (1, 0) dans la première équation, on voit que
δ = 0.

En observant les termes de degré homogène(1, 0) dans les deux dernières équations, on voit
que a′1 = a1 et a′2 = a2, et en particulier m = m′.

En étudiant en�n les deux dernières équations pour x = 0, on obtient :

η′vm = f (vφ1 (0, v)φ2 (0, v)) + η (vφ1 (0, v)φ2 (0, v))
m

+η (vφ1 (0, v)φ2 (0, v))
m
f (vφ1 (0, v)φ2 (0, v)) , (4.2.6)

et donc {
ord (f) ≥ m
η′ = (fm + η)

(
φ1,(0,0)φ2,(0,0)

)m
.

(4.2.7)

Si m = m′ est un entier strictement positif, en regardant la première équation pour x = 0, on
voit par récurrence que pour tout k ∈ {1, ...m− 1}, φ0,(0,k) = 0. En e�et, on a φ0,(0,0) = 1, et
pour tout k ≤ m− 1 :

φ0,(0,k)

(
1 +

k

m

)
=

k∑
i=0

φ0,(0,i)φ0,(0,k−i) .

De plus, pour k = m, on a :

fm
(
φ1,(0,0)φ2,(0,0)

)m
= 0 ,

et donc, d'après (4.2.7), η = η′. En revenant à (4.2.6), on a bien :

1 + f ◦ (Φ1Φ2) (0, v) =
1 + ηvm

1 + η ((Φ1Φ2) (0, v))
m .

Pour achever la preuve, il reste à voir que si D0Φ n'est pas diagonale, il su�t d'échanger les
rôles de a1 et a2, auquel cas on aurait plutôt (a′1, a

′
2) = (a2, a1) et γ = −1.

Nous sommes à présent en mesure de démontrer la partie � unicité � du théorème 1.11, et
donc d'achever la preuve de ce théorème.

Démonstration. (du théorème 1.11.)
Nous avons déjà prouvé la première partie de ce théorème dans la sous-section précédente.
Pour achever la preuve du théorème, il su�t d'appliquer successivement les lemmes ci-dessus.

Soient Z,Z ′ ∈ ŜN orb,∗ deux formes normales orbitales :

Z = x2 ∂

∂x
+ (−1− η (y1y2)

m
+ a1x) y1

∂

∂y1

+ (1 + η (y1y2)
m

+ a2x) y2
∂

∂y2
,

Z ′ = x2 ∂

∂x
+ (−1− η′ (y1y2)

m
+ a′1x) y1

∂

∂y1

+ (1 + η′ (y1y2)
m

+ a′2x) y2
∂

∂y2
,

où a1, a2, a
′
1, a
′
2 ∈ C sont tels que a1 +a2, a

′
1 +a′2 /∈ Q≤0, et η, η′ ∈ {0, 1}, avec η = 0 (resp. η′=0)

si m :=
1

a1 + a2
/∈ N>0 (resp. m′ :=

1

a′1 + a′2
/∈ N>0). Supposons qu'il existe G ∈ C Jx,yK× et

Φ ∈ D̂iff
(
C3, 0

)
tels que :

Φ∗ (Z) = GZ ′ .
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50 4. Chapitre. Classi�cation formelle

En appliquant le lemme 4.6 à GZ ′, il existe (γ, δ, f (v)) ∈ C∗ × C × vC JvK et Ψ ∈ D̂iff
(
C3, 0

)
tel que :

Ψ∗ (GZ ′) = (γ + δx+ f (y1y2))Z ′ .

D'où :
(Ψ ◦ Φ)∗ (Z) = (γ + δx+ f (y1y2))Z ′ .

En appliquant à présent le lemme 4.8, on en déduit que ({a′1, a′2} , η′) = ({a1, a2} , η). L'impli-
cation réciproque est évidente.
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Deuxième partie

Normalisation sectorielle analytique
des n÷ud-cols 2-résonants

strictement non dégénérés et
div-intégrables
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Chapitre 5

Présentation des résultats

Dans cette seconde partie, nous allons démontrer le premier ingrédient de la classi�cation
analytique des champs considérés, à savoir l'existence de normalisations sectorielles analytiques
sur des secteurs avec une ouverture assez large, i.e. strictement supérieure à π. Les résultats
principaux sont issus de [Bit16b]. Pour énoncer le principal résultat de cette partie, donnons
quelques dé�nitions, qui sont les analogues des dé�nitions de la section 1.1 dans le cas analytique.

Dé�nition 5.1. Un germe de champ de vecteurs singulier Y ∈ χ
(
C3, 0

)
est un n÷ud-col

2-résonant diagonal s'il est de la forme :

Y = x2 ∂

∂x
+ (−λy1 + F1 (x, y1, y2))

∂

∂y1
+ (λy2 + F2 (x, y1, y2))

∂

∂y1
, (5.0.1)

avec λ ∈ C∗, et Fν (x,y) ∈ C {x,y} d'ordre au moins 2, pour ν = 1, 2. On note SN diag l'ensemble
de ces germes de champs de vecteurs.

Dé�nition 5.2. En se référant à la dé�nition 1.1, nous noterons SN diag,nd l'ensemble des
éléments de Y ∈ SN diag qui sont non dégénérés, i.e. les champs Y comme ci-dessus pour
lesquels :

res (Y ) := F1,(1,1,0) + F2,(1,0,1) ∈ C\Q≤0 ,

où l'on a noté Fν (x,y) =
∑

k=(k0,k1k2)

Fν,kx
k0yk11 yk22 , ν = 1, 2.

Nous dirons qu'un élément Y ∈ SN diag,nd est strictement non dégénéré si :

< (res (Y )) > 0 .

En se référant à la dé�nition 1.2, nous noterons SN diag,0 l'ensemble des n÷ud-cols 2-
résonants diagonaux (analytiques) strictement non dégénérés et div-intégrables.

Dé�nition 5.3. Considérons la 1-forme méromorphe

ω :=
dy1 ∧ dy2

x
.

On dit qu'un germe de champ de vecteurs analytique Y est transversalement hamiltonien
(par rapport à ω et dx) si

LY (dx) ∈ 〈dx〉 et LY (ω) ∈ 〈dx〉 .
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54 5. Chapitre. Résultats

Pour tout secteur S ⊂ C∗, on dit qu'un germe de di�éomorphisme sectoriel �bré Φ sur S×
(
C2, 0

)
est transversalement symplectique (par rapport à ω et dx) si

Φ∗ (ω) ∈ ω + 〈dx〉 .

On note Diffω
(
C3, 0

)
(resp. Diffω

(
C3, 0; Id

)
) le groupe des germes de di�éomorphismes

transversalement symplectiques (resp. qui sont de plus tangents à l'identité).
On note SNdiag,ω l'ensemble des n÷ud-cols 2-résonants diagonaux transversalement hamil-

toniens.

Remarque 5.4. Si Y ∈ SNdiag,ω alors, nécessairement, res (Y ) = 1 et Y est div-intégrable.
Autrement dit, SNdiag,ω ⊂ SN diag,0.

Énonçons à présent le principal résultat de cette partie : nous renvoyons au chapitre 6 pour
la dé�nition de la 1-sommabilité faible (voir section 6.3) et de germes de di�éomorphismes
sectoriels (voir section 6.1).

Théorème 5.5. (Théorème C) Soit Y ∈ SN diag,0 un n÷ud-col 2-résonant diagonal (analytique)
strictement non dégénéré et div-intégrable. Alors, pour η ∈ ]π, 2π[, il existe un unique couple
(Φ+,Φ−) de germes de di�éomorphismes sectoriels �brés et tangents à l'identité{

Φ+ ∈ Difffib

(
Sarg(iλ),η; Id

)
Φ− ∈ Difffib

(
Sarg(−iλ),η; Id

)
tels que

(Φ±)∗ (Y ) = x2 ∂

∂x
+ (−λ+ a1x− c (y1y2)) y1

∂

∂y1
+ (λ+ a2x+ c (y1y2)) y2

∂

∂y2

=: Ynorm ,

où λ ∈ C∗, < (a1 + a2) > 0, et c (v) ∈ vC {v} est le germe d'une fonction analytique en v := y1y2

nulle à l'origine. De plus, Φ+( resp. Φ−) est la 1-somme faible dans la direction arg (iλ) ( resp.
arg (−iλ)) de la normalisation formelle Φ̂ donnée par le théorème 1.5.

Si Y ∈ SNdiag,ω est transversalement hamiltonien, alors Φ+ et Φ− sont transversalement
symplectiques.

Pour λ 6= 0 �xé, l'existence de normalisations sectorielles Φ+ et Φ− dans des domaines de
la forme S+ ∈ Sarg(iλ),η et S− ∈ Sarg(−iλ),η pour tout η ∈ ]π, 2π[, est équivalente à l'existence
de normalisations sectorielles Φθ dans des domaines S ∈ Sθ,π, pour tout θ 6= arg (±λ). Ceci
implique en particulier le corollaire suivant.

Corollaire 5.6. Soit Y ∈ SN diag,0. Alors, l'unique normalisation formelle Φ̂ ∈ D̂ifffib

(
C3, 0; Id

)
donnée par le théorème 1.5 est faiblement 1-sommable dans toutes les directions θ 6= arg (±λ).

Dans le chapitre 6, nous commencerons par rappeler les notions classiques de développements
asymptotiques 1-Gevrey et de 1-sommabilité au sens de Borel-Laplace. Ensuite, dans le chapitre
7, nous démontrerons un premier résultat intermédiaire de � pré-normalisation � 1-sommable
(et pas seulement faiblement 1-sommable) : ce sera l'objet de la proposition 7.1. Ensuite, nous
démontrerons l'existence de normalisations sectorielles analytiques dans le chapitre 8 grâce à
la proposition 8.1. En�n, nous démontrerons dans le chapitre 9 à la fois l'unicité et la faible
1-sommabilité des normalisations sectorielles obtenues précédemment.

Remarque 5.7. Dans cette partie II, on démontre un théorème de normalisation sectorielle ana-
logue à celui de Hukuhara-Kimura-Matuda [HKM61] pour les n÷ud-cols de

(
C2, 0

)
, généralisé

par Stolovitch en plus grande dimension dans [Sto96]. Contrairement à la méthode basée sur un
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5. Chapitre. Résultats 55

théorème de point �xe utilisée par ces auteurs, nous utilisons une approche géométrique (en sui-
vant les travaux de Teyssier [Tey03, Tey04b]) basée sur la résolution d'une équation homologique,
en intégrant une 1-forme méromorphe bien choisie le long de chemins tangents asymptotiques.
Cette approche s'est avérée e�cace pour traiter le cas où le champ restreint Y|{x=0} n'est pas
nécessairement linéaire. En e�et, lorsque l'on essaie d'adapter la méthode de point �xe utilisée
dans [Sto96], un des nouveaux phénomènes (qui est aussi une nouvelle di�culté) que l'on observe
est la présence de termes non-linéaires non-divisibles par la variable temporelle. Cela complique
considérablement les estimations faites plus loin dans le travail cité, nécessaires pour l'utilisation
du théorème de point �xe. Un autre nouveau phénomène (amenant d'autres di�cultés, et dû au
fait que Y|{x=0} n'est pas nécessairement linéaire) sera discuté dans la remarque 10.12.
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Chapitre 6

Prérequis sur les développements
asymptotiques et la sommabilité
1-Gevrey

Dans ce chapitre, nous allons rappeler les notions dont nous aurons besoin dans la suite
concernant les développements asymptotiques (au sens de Gérard-Sibuya, de Poincaré, et de
type 1-Gevrey), et la sommabilité 1-Gevrey dans des domaines sectoriels adaptés. Pour une
introduction détaillée à ces notions, nous renvoyons le lecteur à [MR82, Mal95, RS93, BDM08]
(voir également [Sto96] pour une discussion très intéressante sur ces concepts), où l'on trouvera
notamment les preuves des résultats classiques que nous ne redémontrerons pas ici, mais que nous
nous contenterons de rappeler et d'énoncer en nos termes. Nous appellerons x ∈ C la variable
indépendante et y := (y1, . . . , yn) ∈ Cn, n ∈ N, la (les) variable(s) dépendante(s). On rappelle
les notations usuelles yk := yk11 . . . yknn pour k = (k1, . . . , kn) ∈ Nn, ainsi que |k| = k1 + · · ·+ kn.
Les notions de développement asymptotique, de série formelle 1-Gevrey et de sommabilité 1-
Gevrey présentées ici sont toujours considérées par rapport à la variable indépendante x vivant
en générale dans des secteurs, les variables dépendantes y appartenant à des polydisques

D (0, r) := {y = (y1, . . . , yn) ∈ Cn | |y1| < r1, . . . |yn| < rn} ,

de poly-rayon r = (r1, . . . , rn) ∈ (R>0)
n. Étant donné un ensemble ouvert

U ⊂ Cn+1 = {(x,y) ∈ C× Cn} ,

nous noterons O (U) l'algèbre des fonctions holomorphes sur U et à valeurs dans C. L'algèbre
des germes de séries entières en m variables x := (x1, . . . , xm) convergentes au voisinage de
l'origine sera notée C {x}. On notera également C {x}× le groupe des unités de C {x} pour la
multiplication (= le produit de Cauchy) : ce sont les éléments non-nuls en l'origine.

Les résultats présentés ici sont valables aussi pour n = 0, qui est la situation � classique �.
Les énoncés pour lesquels nous ne donnerons pas de preuve dans le cas général n ∈ N peuvent
en fait être prouvés de manière analogue au cas n = 0, uniformément par rapport aux variables
dépendantes y. En�n, pour des raisons de cohérence et d'homogénéité dans tout ce texte, nous
présenterons certains résultats classiques importants non pas dans leur forme originale (et plus
générale), mais plutôt dans des situations spéci�ques auxquelles nous serons confrontées, et avec
notre terminologie.
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58 6. Chapitre. Développements asymptotiques

Figure 6.1.1 � Secteur en l'origine délimité par les directions α et β, de rayon r.

6.1 Germes sectoriels

Étant donnés r ∈ R>0, et α, β ∈ R avec α < β, nous noterons S (r, α, β) le secteur ouvert

S (r, α, β) = {x ∈ C | 0 < |x| < r et α < arg (x) < β} .

Soient θ ∈ R, η ∈ R≥0 et n ∈ N.

Dé�nition 6.1.

1. Un x−voisinage sectoriel (ou dorénavant simplement voisinage sectoriel) attaché à l'ori-
gine (dans Cn+1) dans la direction θ et d'ouverture η est un sous-ensemble S ⊂ Cn+1 tel
que il existe r > 0, r ∈ (R>0)

n et ε > 0 pour lesquels

S ⊃ S
(
r, θ − η

2
− ε, θ +

η

2
+ ε
)
×D (0, r) .

On notera (Sθ,η,≤) l'ensemble ordonné de tous les tels sous-ensembles de Cn+1, où la
relation d'ordre est donnée par :

S1 ≤ S2 ⇐⇒ S1 ⊃ S2 .

2. L'algèbre des germes de fonctions holomorphes dans un voisinage sectoriel attaché à
l'origine dans la direction θ et d'ouverture η est la limite inductive

O (Sθ,η) := lim−→O (S)

par rapport au système inductif {O (S) : S ∈ Sθ,η}. On parlera aussi de germes sectoriels
de fonctions holomorphes dans la direction θ avec ouverture η.
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Figure 6.1.2 � Voisinage sectoriel attaché à l'origine dans C, dans la direction θ avec ouverture
η.

Nous donnons à présent la dé�nition de (germe de) di�éomorphisme sectoriel.

Dé�nition 6.2. 1. Étant donné un élément S ∈ Sθ,η, nous noterons Difffib (S; Id) l'en-
semble des di�éomorphismes holomorphes (�brés) de la forme

Φ : S → Φ (S)

(x,y) 7→ (x, φ1 (x,y) , φ2 (x,y)) ,

tels que Φ (x,y)− Id (x,y) = O
(
‖x,y‖2

)
, quand (x,y)→ (0,0) dans S. 1

2. L'ensemble des germes de di�éomorphismes sectoriels (�brés) dans la direction θ et d'ou-
verture η, tangents à l'identité, est la limite inductive

Difffib (Sθ,η; Id) := lim−→Difffib (S; Id)

par rapport au système inductif {Difffib (S; Id) : S ∈ Sθ,η}. On munit Difffib (Sθ,η; Id)
d'une structure de groupe comme suit : étant donnés deux germes Φ,Ψ ∈ Difffib (Sθ,η; Id),
on choisit deux représentants Φ0 ∈ Difffib (S, Id) et Ψ0 ∈ Difffib (T , Id) avec S, T ∈ Sθ,η
tels que T ⊂ Φ0 (S) et on pose Ψ ◦ Φ comme étant le germe dé�ni par Ψ0 ◦ Φ0. 2

Nous aurons également besoin de la notion de secteur asymptotique.

Dé�nition 6.3. Un secteur asymptotique (ouvert) en l'origine de direction θ et d'ouverture η
est un ouvert S ⊂ C tel que

S ∈
⋂

0≤η′<η

Sθ,η′ .

Nous noterons ASθ,η l'ensemble de tous les ouverts de ce type.

1. Cette condition implique en particulier que Φ (S) ∈ Sθ,η .
2. On peut montrer que cette dé�nition ne dépend pas du choix des représentants.
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60 6. Chapitre. Développements asymptotiques

Figure 6.1.3 � Représentation d'un voisinage sectoriel attaché à l'origine dans C3, de
type S (r, α, β) × D (0,R), dans l'espace de dimension 3 réelle muni des coordonnés
(< (x) ,= (x) , ‖y‖).
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6. Chapitre. Développements asymptotiques 61

Figure 6.1.4 � Secteur asymptotique en l'origine de direction θ et d'ouverture π.

Figure 6.1.5 � Secteur asymptotique en l'origine de direction θ et d'ouverture 2π.
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62 6. Chapitre. Développements asymptotiques

6.2 Développements asymptotiques 1-Gevrey et 1-sommabilité

Dans cette section nous allons rappeler les di�érentes notions dont nous aurons besoin concer-
nant les développements asymptotiques sectoriels, les séries 1-Gevrey et la sommabilité 1-Gevrey.

6.2.1 Développements asymptotiques 1-Gevrey

Fixons une série formelle que l'on va écrire sous deux formes di�érentes :

f̂ (x,y) =
∑
k≥0

fk (y)xk =
∑

(j0,j)∈Nn+1

fj0,jx
j0yj ∈ C Jx,yK ,

en utilisant l'identi�cation canonique C Jx,yK = C JxK JyK = C JyK JxK. On �xe également une
norme ‖·‖ sur Cn+1.

Dé�nition 6.4.
� Une fonction f analytique sur un domaine S (r, α, β)×D (0, r) admet f̂ comme dévelop-

pement asymptotique au sens de Gérard-Sibuya dans ce domaine si pour tout sous-secteur
fermé S′ ⊂ S (r, α, β), tout compact K ⊂ D (0, r) et tout N ∈ N, il existe une constante
CS′,K,N > 0 telle que :∣∣∣∣∣∣f (x,y)−

∑
0≤j0+···+jn≤N

fj0,jx
j0yj

∣∣∣∣∣∣ ≤ CS′,K,N ‖(x,y)‖N+1

pour tout (x,y) ∈ S′ ×K.
� Une fonction f analytique sur un domaine S (r, α, β)×D (0, r) admet f̂ comme déve-

loppement asymptotique (par rapport à x) dans ce domaine si pour tout sous-secteur
fermé S′ ⊂ S (r, α, β), tout compact K ⊂ D (0, r) et tout N ∈ N, il existe une constante
AS′,K,N > 0 telle que : ∣∣∣∣∣∣f (x,y)−

N∑
k≥0

fk (y)xk

∣∣∣∣∣∣ ≤ AS′,K,N |x|N+1

pour tout (x,y) ∈ S′ ×K.
� Une fonction f analytique sur un domaine S (r, α, β)×D (0, r) admet f̂ comme dévelop-

pement asymptotique 1-Gevrey asymptotique dans ce domaine si pour tout sous-secteur
fermé S′ ⊂ S (r, α, β) et tout compact K ⊂ D (0, r), il existe AS′,K , CS′,K > 0 tels que :∣∣∣∣∣f (x,y)−

N−1∑
k=0

fk (y)xk

∣∣∣∣∣ ≤ AS′,KCNS′,K (N !) |x|N

pour tout N ∈ N et (x,y) ∈ S′ ×K.

Remarque 6.5.

1. Si une fonction analytique admet f̂ comme développement asymptotique 1-Gevrey dans
S (r, α, β)×D (0, r), alors elle admet aussi f̂ comme développement asymptotique (par
rapport à x).

2. Si une fonction analytique admet f̂ comme développement asymptotique dans S (r, α, β)×D (0, r),
alors elle admet aussi f̂ comme développement asymptotique au sens de Gérard-Sibuya.
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3. Un développement asymptotique (dans tous les sens décrits ci-dessus) est unique.

En conséquence de la formule de Stirling, on a la caractérisation suivante des fonctions
admettant la série formelle nulle comme développement asymptotique 1-Gevrey dans un secteur.

Proposition 6.6. L'ensemble des fonctions analytiques admettant 0 comme développement
asymptotique 1-Gevrey dans un domaine sectoriel S (r, α, β)×D (0, r) est exactement l'ensemble
des fonctions analytiques f dans S (r, α, β)×D (0, r) pour lesquelles pour tout sous-secteur
fermé S′ ⊂ S (r, α, β) et tout compact K ⊂ D (0, r), il existe AS′,K , BS′,K > 0 tels que :

|f (x,y)| ≤ AS′,K exp

(
−BS

′,K

|x|

)
.

On dit d'une telle fonction qu'elle est exponentiellement plate dans le domaine en question.

6.2.2 Transformée de Borel et séries 1-Gevrey

Dé�nition 6.7. � On dé�nit la transformée de Borel B
(
f̂
)
de f̂ par :

B
(
f̂
)

(t,y) :=
∑
k≥0

fk (y)

k!
tk .

� On dit que f̂ est 1-Gevrey si B
(
f̂
)
est convergente dans une voisinage de l'origine dans

C×Cn. Dans ce cas, les fk (y) , k ≥ 0, sont toutes analytiques dans un même polydisque

D (0, r) de poly-rayon r = (rn . . . , rn) ∈ (R>0)
n, de sorte que B

(
f̂
)
soit analytique dans

D (0, ρ) ×D (0, r), pour un certain ρ > 0 assez petit. Quitte à réduire ρ, r1, . . . , rn > 0,

on peut supposer que B
(
f̂
)
est bornée sur D (0, ρ)×D (0, r).

Remarque 6.8.

1. Si une fonction analytique f admet f̂ comme développement 1-Gevrey dans un domaine
sectoriel comme dans la dé�nition 6.4, alors f̂ est 1-Gevrey.

2. L'ensemble des séries formelles 1-Gevrey est une algèbre fermée pour les dérivations
(partielles) ∂

∂x ,
∂
∂y1

, . . . , ∂
∂yn

.

Par unicité d'un développement asymptotique, il existe une application T : f 7→ T (f) := f̂ ,
qui associe à une fonction analytique possédant un développement asymptotique 1-Gevrey dans
un domaine sectoriel, la série formelle 1-Gevrey que cette fonction possède comme développement
asymptotique. En utilisant la proposition 6.6 et le classique lemme de Watson, il vient que
l'application T ci-dessus est injective (mais non surjective) si le secteur considéré est d'ouverture
> π (et ne l'est pas si l'ouverture est < π, mais est dans ce cas surjective, d'après le classique
théorème de Ritt � version Gevrey �). On peut donc s'intéresser à l'image de T dans le cas d'une
ouverture > π : c'est l'objet de la 1-sommabilité.

Remarque 6.9. On sera amené pour des raisons techniques à considérer également une autre
dé�nition de la transformée de Borel :

B̃
(
f̂
)

(t,y) :=
∑
k≥0

fk+1 (y)
tk

k!
.

La première dé�nition que nous avons donné a l'avantage d'être � directement � inversible (via
la transformée de Laplace) pour toutes les séries formelles qui seront dites 1-sommables (voir
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la section suivante), mais se comporte moins bien vis-à-vis du produit, alors que la seconde
dé�nition ne sera � directement � inversible que pour les séries formelles 1-sommables tels que
f0 = 0 (sinon il faudra exercer un contrôle au terme constant par rapport à x). L'avantage de
la seconde transformée de Borel est de changer un produit en un produit de convolution :

B̃
(
f̂ ĝ
)

=
(
B̃
(
f̂
)
∗ B̃ (ĝ)

)
,

où le produit de convolution de deux séries h1, h2 est dé�ni par

(h1 ∗ h2) (t,y) :=

ˆ t

0

h1 (s)h2 (s− t) ds .

La dé�nition d'être 1-Gevrey n'est pas altérée avec cette dé�nition de la transformée de Borel.

6.2.3 Sommabilité directionnelle et sommation de Borel-Laplace

Dé�nition 6.10. Étant donnés θ ∈ R et δ > 0, on dé�nit le secteur in�ni de direction θ et
d'ouverture δ comme l'ensemble :

A∞θ,δ :=

{
t ∈ C∗ | |arg (t)− θ| < δ

2

}
.

On dit que f̂ est 1-sommable dans la direction θ ∈ R si les trois conditions suivantes sont
satisfaites :

1. f̂ est 1-Gevrey,

2. B
(
f̂
)
peut être prolongée analytiquement à un domaine de la forme A∞θ,δ ×D (0, r),

3. il existe λ > 0,M > 0 tels que :

∀ (t,y) ∈ A∞θ,δ ×D (0, r) ,
∣∣∣B (f̂) (t,y)

∣∣∣ ≤M exp (λ |t|) .

Dans ce cas, si l'on dé�nit ∆θ,δ,ρ := A∞θ,δ ∪D (0, ρ), alors∥∥∥f̂∥∥∥
λ,θ,δ,ρ,r

:= sup
(t,y)∈∆θ,δ,ρ×D(0,r)

∣∣∣B (f̂) (t,y) exp (−λ |t|)
∣∣∣ < +∞ .

S'il n'y a pas de confusion possible sur le domaine, on écrira simplement
∥∥∥f̂∥∥∥

λ
.

Remarque 6.11.

1. Pour (λ, θ, δ, ρ, r) �xés comme ci-dessus, l'ensemble Bλ,θ,δ,ρ,r des séries formelles f̂ 1-

sommables dans la direction θ et telles que
∥∥∥f̂∥∥∥

λ,θ,δ,ρ,r
< +∞, est un espace de Banach

pour la norme ‖·‖λ,θ,δ,ρ,r. On écrira (Bλ, ‖·‖λ) s'il n'y a pas d'ambigüité.

2. Nous serons également amenés à considérer une norme similaire pour la seconde trans-
formée de Borel B̃ (cf. remarque 6.9), à savoir :∥∥∥f̂∥∥∥bis

λ,θ,δ,ρ,r
:= sup

(t,y)∈∆θ,δ,ρ×D(0,r)

∣∣∣B (f̂) (t,y)
(

1 + λ2 |t|2
)

exp (−λ |t|)
∣∣∣ .

Cette norme aura l'avantage de bien se comporter vis-à-vis du produit. On notera alors
Bbis
λ,θ,δ,ρ,r l'espace des séries formelles f̂ 1-sommables dans la direction θ et telles que∥∥∥f̂∥∥∥bis

λ,θ,δ,ρ,r
< +∞.
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3. Si λ′ ≥ λ, alors Bλ,θ,δ,ρ,r ⊂ Bλ′,θ,δ,ρ,r et B
bis
λ,θ,δ,ρ,r ⊂ Bbis

λ′,θ,δ,ρ,r.

Proposition 6.12 ([BDM08, Proposition 4.]). Si f̂ et ĝ sont dans Bbis
λ,θ,δ,ρ,r, alors f̂ ĝ ∈

Bbis
λ,θ,δ,ρ,r et : ∥∥∥f̂ ĝ∥∥∥bis

λ,θ,δ,ρ,r
≤ 4π

λ

∥∥∥f̂∥∥∥bis

λ,θ,δ,ρ,r
‖ĝ‖bis

λ,θ,δ,ρ,r .

Remarque 6.13. Si λ ≥ 4π, alors ‖·‖bis
λ,θ,δ,ρ,r est une norme d'algèbre, i.e.∥∥∥f̂ ĝ∥∥∥bis

λ,θ,δ,ρ,r
≤
∥∥∥f̂∥∥∥bis

λ,θ,δ,ρ,r
‖ĝ‖bis

λ,θ,δ,ρ,r .

Dé�nition 6.14. Soit g une fonction analytique sur A∞θ,δ et λ > 0,M > 0 tels que :

∀ (t,y) ∈ A∞θ,δ ×D (0, r) , |g (t,y)| ≤M exp (λ |t|) .

On dé�nit la transformée de Laplace de g dans la direction θ par l'intégrale suivante :

Lθ (g) (x,y) :=

ˆ
eiθR>0

g (t,y) exp

(
− t
x

)
dt
x
,

qui est absolument convergente pour tout x ∈ C avec <
(
eiθ

x

)
> λ, et qui est analytique par

rapport à (x,y), pour <
(
eiθ

x

)
> λ et y ∈ D (0, r).

Remarque 6.15. Comme précédemment pour la transformée de Borel, il existe aussi une variante
pour la transformée de Laplace, à savoir :

L̃θ (g) (x,y) :=

ˆ
eiθR>0

g (t,y) exp

(
− t
x

)
dt .

Proposition 6.16. Une série formelle f̂ est 1-sommable dans la direction θ ∈ R si et seulement
s'il existe un germe sectoriel de fonction holomorphe fθ ∈ O (Sθ,π) qui admet f̂ comme déve-
loppement asymptotique 1-Gevrey dans un domaine S ∈ Sθ,π. De plus, fθ est unique

(
comme

germe dans O (Sθ,π)
)
et on a :

fθ = Lθ
(
B
(
f̂
))

.

La fonction (le germe) fθ est appelée la 1-somme de f̂ dans la direction θ.

Remarque 6.17. Avec les variantes des dé�nitions des transformée de Borel et Laplace données
plus haut, on a une proposition similaire valable pour des séries f̂ (x,y) =

∑
k

fk (y)xk avec :

fθ = L̃θ
(
B̃
)(

f̂
)

+ f̂ (0,y) .

Rappelons le résultat classique suivant.

Proposition 6.18. L'ensemble Σθ ⊂ C Jx,yK des séries formelles 1-sommables dans la direction
θ est une algèbre stable par dérivation (partielle). De plus, l'application

Σθ −→ O (Sθ,π)

f̂ 7−→ fθ

est une morphisme injectif d'algèbres di�érentielles.
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Dé�nition 6.19. Une série formelle f̂ ∈ C Jx,yK est 1-sommable si elle est 1-sommable dans
toutes les direction θ ∈ R/2πZ, sauf un nombre �ni, appelées directions de Stokes. Dans ce cas,
si θ1, . . . , θk ∈ R/2πZ sont les éventuelles directions de Stokes, on dit que f̂ est 1-sommable sauf
pour θ1, . . . , θk.

Plus généralement, on dit qu'un m−uplet (f1, . . . , fm) ∈ C Jx,yKm est 1-Gevrey (resp. 1-
sommable dans la direction θ) si cette propriété est satisfaite pour les composantes fj , j =
1, . . . ,m. En particulier, un champ de vecteurs (ou di�éomorphisme) formel est dit 1-Gevrey
(resp. 1-sommable dans la direction θ) si chacune de ses composantes l'est.

6.2.4 Théorème de Ramis-Sibuya et composition de séries 1-sommables

Nous allons utiliser le résultat suivant qui est un cas particulier du désormais classique
théorème de Ramis-Sibuya.

Théorème 6.20. (Ramis-Sibuya) Soient S+ ∈ Sθ,π, S− ∈ Sθ−π,π et (f+, f−) ∈ O (S+)×O (S−).
Supposons que pour tout compact K ⊂ Cn et tout secteur S ⊂ C avec S×K ⊂ S+∩S−, il existe
A,B > 0 tels que :

|f+ (x,y)− f− (x,y)| ≤ A exp

(
− B
|x|

)
pour tout (x,y) ∈ S ×K. Alors, il existe une série formelle (1-Gevrey) f̂ (x,y) ∈ C Jx,yK telle
que f+ ( resp. f−) admet f̂ comme développement asymptotique 1-Gevrey dans S+ ( resp. S−).

Remarque 6.21. En particulier, la série formelle f̂ du théorème ci-dessus est 1-sommable dans
les directions θ et θ − π et de 1-sommes f+ et f− respectivement dans ces directions.

Une conséquence de ce théorème est le résultat suivant, qui peut être prouvé directement
avec des majorations techniques, mais dont la preuve est considérablement simpli�ée grâce à ce
dernier théorème.

Proposition 6.22. Soit Φ̂ (x,y) ∈ C Jx,yK une série formelle 1-sommable dans les directions θ
et θ−π, et notons ses 1-sommes dans ces même directions Φ+ (x,y) et Φ− (x,y) respectivement.
Soient également f̂1 (x, z) , . . . , f̂n (x, z) des séries formelles 1-sommables dans les directions θ
et θ − π, de 1-sommes respectives f1,+, . . . , fn,+ et f1,−, . . . , fn,−. Supposons que :

f̂j (0,0) = 0, pour tout j = 1, . . . , n . (6.2.1)

Alors :
Ψ̂ (x, z) := Φ̂

(
x, f̂1 (x, z) , . . . , f̂n (x, z)

)
est 1-sommable dans les directions θ et θ−π, et les 1-sommes dans les directions correspondantes
sont données par :

Ψ± (x, z) = Φ± (x, f1,± (x, z) , . . . , fn,± (x, z)) .

Démonstration. Comme f̂j (0,0) = 0 pour tout j = 1, . . . , n, la série formelle

Ψ̂ (x, z) := Φ̂
(
x, f̂1 (x, z) , . . . , f̂n (x, z)

)
est bien dé�nie. Il existe également S+,S ′+ ∈ Sθ,π et S−,S ′− ∈ Sθ−π,π tels que :

� f1,+, . . . fn,+ (resp. f1,−, . . . , fn,−) sont analytiques et admettent respectivement f̂1, . . . , f̂n
comme développement asymptotique 1-Gevrey dans S+ (resp. S−) ;
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� l'image de S± par l'application

(x, z) 7→ (x, f1,± (x, z) , . . . , fn,± (x, z))

est incluse dans S ′± ;
� Φ+ (resp. Φ−) est analytique et admet Φ̂ comme développement asymptotique 1-Gevrey

dans S ′+ (resp. S ′−).
Par conséquent, l'application dé�nie par

Ψ± (x, z) := Φ± (x, f1,± (x, z) , . . . , fn,± (x, z))

est analytique dans S±. De plus, il est clair que Ψ± (x, z) admet Ψ̂ (x, z) comme développement
asymptotique quand (x, z)→ (0,0) dans S± (au sens de Gérard-Sibuya). Il reste à montrer que
|Ψ+ −Ψ−| est exponentiellement petit dans tout sous-ensemble de S+ ∩ S− de la forme S ×K,
où S ⊂ C est un secteur et K ⊂ Cn un compact : ensuite, le théorème de Ramis-Sibuya permet
de conclure.

Fixons donc un secteur S ⊂ C et un compact K ⊂ Cn tels que S ×K ⊂ S+ ∩ S−. Comme
fj,+ et fj,− sont des 1-sommes de la même série 1-Gevrey f̂ , il existe A,B > 0 tels que pour
tout j = 1, . . . , n et tout (x, z) ∈ S ×K :

|fj,+ (x, z)− fj,− (x, z)| ≤ A exp

(
− B
|x|

)
.

L'image de S ×K par l'application

(x, z) 7→ (x, f1,± (x, z) , . . . , fn,± (x, z))

est contenue dans un domaine de la forme S×K′ ⊂ S ′+∩S ′−, pour un certain compact K′ ⊂ Cn.
Comme Φ+ et Φ− sont des 1-sommes de la même série 1-Gevrey Φ̂, il existe A′, B′ > 0 tels que
pour tout (x,y) ∈ S ×K′ :

|Φ+ (x,y)− Φ− (x,y)| ≤ A′ exp

(
−B

′

|x|

)
,

Finalement, il existe C > 0 tel que pour tout (x,y,y′) avec ((x,y) , (x,y′)) ∈ S ×K′, on ait :

|Φ+ (x,y)− Φ+ (x,y′)| ≤ C. max
j=1,...,n

(∣∣yj − y′j∣∣) .

Par conséquent, pour tout (x, z) ∈ S ×K :

|Ψ+ (x, z)−Ψ− (x, z)|
= |Φ+ (x, f1,+ (x, z) , . . . , fn,+ (x, z))− Φ− (x, f1,− (x, z) , . . . , fn,− (x, z))|
≤ |Φ+ (x, f1,+ (x, z) , . . . , fn,+ (x, z))− Φ+ (x, f1,− (x, z) , . . . , fn,− (x, z))|

+ |Φ+ (x, f1,− (x, z) , . . . , fn,− (x, z))− Φ− (x, f1,− (x, z) , . . . , fn,− (x, z))|

≤ C. max
j=1,...,n

(|fj,+ (x, z)− fj,− (x, z)|) +A′ exp

(
−B

′

|x|

)
≤ C.A exp

(
− B
|x|

)
+A′ exp

(
−B

′

|x|

)
≤ A”. exp

(
−B”

|x|

)
pour un choix convenable de A”, B” > 0.
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Considérons un champ de vecteurs formel Ŷ ∈ χ̂ (Cn, 0) singulier à l'origine et un di�éomor-
phisme formel �bré ϕ̂ ∈ D̂ifffib (Cn, 0). Supposons que Ŷ et ϕ̂ sont tous deux 1-sommables dans
les directions θ et θ−π, θ ∈ R, et notons Y+, Y− (resp. ϕ+, ϕ−) les 1-somme respectives dans les
directions θ et θ− π. En conséquence de la proposition 6.22 et du lemme 6.18, on peut énoncer
le résultat suivant.

Corollaire 6.23. Sous les hypothèses ci-dessus, ϕ̂∗
(
Ŷ
)
est 1-sommable dans les directions θ

et θ − π, et ses 1-sommes dans ces directions sont ϕ+ (Y+) et ϕ− (Y−) respectivement.

6.3 Développements asymptotiques 1-Gevrey faibles et faible
1-sommabilité

Nous présentons ici une notion plus faible de 1-sommabilité dont nous aurons besoin.
Toute fonction (x,y) 7→ f (x,y) qui est holomorphe dans un domaine U×D (0, r), où U ⊂ C

est ouvert, et bornée dans tout domaine U ×D (0, r′) avec r′1 < r1, . . . , r
′
n < rn, peut s'écrire

f (x,y) =
∑
j∈Nn

Fj (x)yj , (6.3.1)

où pour tout j ∈ Nn, Fj est analytique et bornée sur U , donnée par la formule de Cauchy :

Fj (x) =
1

(2iπ)
n

ˆ
|z1|=r′1

. . .

ˆ
|zn|=r′n

f (x, z)

(z1)
j1+1

. . . (zn)
jn+1

dzn . . . dz1 .

La convergence de la série de fonctions ci-dessus est uniforme sur tout compact.
De la même manière, �xons désormais une série formelle f̂ (x,y) ∈ C Jx,yK que l'on écrit

sous la forme :
f̂ (x,y) =

∑
j∈Nn

F̂j (x)yj .

Dé�nition 6.24.
� La série formelle f̂ est dite faiblement 1-Gevrey si pour tout j ∈ Nn, F̂j (x) ∈ C JxK

est une série formelle 1-Gevrey.
� Une fonction

f (x,y) =
∑
j∈Nn

Fj (x)yj

analytique sur un domaine S (r, α, β)×D (0, r), admet f̂ comme développement asymp-
totique faiblement 1-Gevrey pour x ∈ S (r, α, β), si pour tout j ∈ Nn, Fj admet F̂j

comme développement asymptotique 1-Gevrey dans S (r, α, β).
� La série formelle f̂ est dite faiblement 1-sommable dans la direction θ ∈ R, si les

conditions suivantes sont véri�ées :
� chaque F̂j est 1-sommable dans la direction θ, dont la 1-somme correspondante est

notée Fj,θ ;

� la série de fonctions fθ (x,y) :=
∑
j∈Nn

Fj,θ (x)yj dé�nit un germe de fonction holo-

morphe dans un voisinage sectoriel attaché à l'origine de direction θ et d'ouverture
au moins π.

Dans ce cas, fθ (x,y) est appelé 1-somme faible de f̂ dans la direction θ.

Comme conséquence de la théorie classique des développements asymptotiques et de la som-
mabilité 1-Gevrey, on en déduit les résultats listés dans le lemme suivant.
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Lemme 6.25. 1. Le développement asymptotique faiblement 1-Gevrey d'une fonction ana-
lytique dans un domaine S (r, α, β)×D (0, r) est unique.

2. La 1-somme faible d'une série faiblement 1-sommable dans la direction θ est unique en
tant que germe de O (Sθ,π)

3. L'ensemble Σ
(faible)
θ ⊂ C Jx,yK des séries faiblement 1-sommables dans la direction θ est

une algèbre stable par dérivation (partielle). De plus, l'application

Σ
(faible)
θ −→ O (Sθ,π)

f̂ 7−→ fθ

est un morphisme injectif d'algèbres di�érentielles.

La proposition suivante est un analogue de la proposition 6.22 pour les séries formelles 1-
sommables, avec une condition plus forte à la place de (6.2.1).

Proposition 6.26. Soient

Φ̂ (x,y) =
∑
j∈Nn

Φ̂j (x)yj ∈ C Jx,yK

et

f̂ (k) (x, z) =
∑
j∈Nn

F̂
(k)
j (x) zj ∈ C Jx, zK ,

pour k = 1, . . . , n, des séries formelle faiblement 1-Gevrey dans les directions θ et θ−π. Notons
Φ+, f

(1)
+ , . . . , f

(n)
+

(
resp. Φ−, f

(1)
− , . . . , f

(n)
−
)
les 1-sommes faibles respectives dans la direction θ

( resp. θ − π). Supposons que F̂ (k)
0 = 0 pour tout k = 1, . . . , n. Alors,

Ψ̂ (x, z) := Φ̂
(
x, f̂ (1) (x, z) , . . . , f̂ (n) (x, z)

)
est faiblement 1-sommable dans les directions θ et θ − π, de 1-somme faible

Ψ± (x, z) = Φ±

(
x, f

(1)
± (x, z) , . . . , f

(n)
± (x, z)

)
,

qui est un germe de fonction holomorphe dans un voisinage sectoriel attaché à l'origine de
direction θ ( resp. θ − π) et d'ouverture au moins π.

Démonstration. Tout d'abord, remarquons que

Ψ̂ (x, z) := Φ̂
(
x, f̂ (1) (x, z) , . . . , f̂ (n) (x, z)

)
est bien dé�nie en tant que série formelle, puisque pour tout k = 1, . . . , n, F̂ (k)

0 = 0. Il est
également clair que

Ψ± (x, z) := Φ±

(
x, f

(1)
± (x, z) , . . . , f

(n)
± (x, z)

)
est analytique dans un domaine S+ ∈ Sθ,π (resp. S− ∈ Sθ−π,π), puisque f (k)

± (x,0) = 0 pour tout
k = 1, . . . , n. On véri�e alors que Ψ± admit Ψ̂ comme développement asymptotique 1-Gevrey
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dans S±. En e�et :

Ψ± (x, z) = Φ±

(
x, f

(1)
± (x, z) , . . . , f

(n)
± (x, z)

)
=

∑
j∈Nn

(Φj)± (x)
(
f

(1)
± (x, z)

)j1
. . .
(
f

(1)
± (x, z)

)jn

=
∑
j∈Nn

(Φj)± (x)

∑
|l|≥1

(
F

(1)
l

)
±

(x) zl

j1

. . .

. . .

∑
|l|≥1

(
F

(n)
l

)
±

(x) zl

jn

=
∑
j∈Nn

(Ψj)± (x) zj

où pour tout j ∈ Nn, (Ψj)± (x) est obtenue par un nombre �ni d'additions et de multiplications

des (Φk)±,
(
F

(1)
k

)
±
,. . . ,

(
F

(n)
k

)
±
, |k| ≤ |l|. Le même calcul est valable avec les séries formelles

associées, et permet de dé�nir Ψ̂j (x), pour tout j ∈ Nn. Par conséquent, (Ψj)± admet Ψ̂j comme
développement asymptotique 1-Gevrey dans un secteur de direction θ (resp.θ−π) et d'ouverture
π : il s'agit donc de la 1-somme associée.

En conséquence de la proposition 6.26 et du lemme 6.25, nous obtenons un analogue du
corollaire 6.23 dans le cas faiblement 1-sommable.

Corollaire 6.27. Considérons un champ de vecteurs formel singulier Ŷ ∈ χ̂
(
Cn+1, 0

)
et un

di�éomorphisme formel �bré ϕ̂ : (x,y) 7→
(
x, φ̂ (x,y)

)
tel que φ̂ (x,0) = 0. Supposons que Ŷ et

ϕ̂ soient faiblement 1-sommables dans les directions θ et θ − π, θ ∈ R, et notons Y+, Y− ( resp.
ϕ+, ϕ−) les faibles 1-sommes associées dans les directions θ et θ − π respectivement. Alors,

ϕ̂∗

(
Ŷ
)
est faiblement 1-sommable dans les directions θ et θ− π, de 1-somme faible (ϕ+)∗ (Y+)

et (ϕ−)∗ (Y−) respectivement.

6.4 Faible 1-sommabilité versus 1-sommabilité

Comme dans la section précédente, �xons une série formelle f̂ (x,y) ∈ C Jx,yK que l'on écrit

f̂ (x,y) =
∑
j∈Nn

F̂j (x)yj ,

de sorte que sa transformée de Borel s'écrive

B
(
f̂
)

(t,y) =
∑
j∈Nn
B
(
F̂j

)
(t)yj .

Le lemme suivant, bien qu'immédiat, va s'avérer très important.

Lemme 6.28.
1. La série B

(
f̂
)

(t,y) est convergente dans un voisinage de l'origine dans Cn+1 si et seule-

ment si les B
(
F̂j

)
, j ∈ Nn, sont toutes analytiques et bornées dans un même disque

D (0, ρ), ρ > 0, et s'il existe B,L > 0 tels que pour tout j ∈ Nn :

sup
t∈D(0,ρ)

∣∣∣B (F̂j

)
(t)
∣∣∣ ≤ L.B|j| .
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2. Si 1. est véri�é, B
(
f̂
)
peut être prolongée analytiquement à un domaine A∞θ,δ ×D (0, r)

si et seulement si pour tout j ∈ Nn, B
(
F̂j

)
peut être prolongée analytiquement à A∞θ,δ et

si pour tout compact K ⊂ A∞θ,δ, il existe B,L > 0 tels que pour tout j ∈ Nn :

sup
t∈K

∣∣∣B (F̂j

)
(t)
∣∣∣ ≤ L.B|j| .

3. Si 1. et 2. sont véri�és, il existe λ > 0 tels que

∀ (t,y) ∈ A∞θ,δ ×D (0, r) ,
∥∥∥f̂∥∥∥

λ,θ,δ,ρ,r
< +∞

si et seulement s'il existe λ, L,B > 0 tels que pour tout j ∈ Nn :

∀t ∈ A∞θ,δ,
∣∣∣B (F̂j

)
(t)
∣∣∣ ≤ L.B|j| exp (λ |t|) .

Remarque 6.29. La condition 1. ci-dessus dit que la série formelle f̂ est 1-Gevrey (au sens
classique). Comme d'habitude, il existe une lemme similaire avec la transformée de Borel B̃ et
la norme ‖·‖bis

λ,θ,δ,π,r.

Le corollaire suivant donne le lien entre � 1-sommabilité � et � 1-sommabilité faible � dans
une direction θ donnée.

Corollaire 6.30. Une série formelle

f̂ (x,y) =
∑
j∈Nn

F̂j (x)yj ∈ C Jx,yK

est 1-sommable dans la direction θ ∈ R, de 1-somme fθ ∈ O (Sθ,π), si et seulement si les deux
conditions suivantes sont satisfaites :

� f̂ est faiblement 1-sommable dans la direction θ,

� il existe λ, δ, ρ > 0 tels que pour tout j ∈ Nn,
∥∥∥F̂j

∥∥∥
λ,θ,δ,ρ

< +∞ et tels que la série∑
j∈Nn

∥∥∥F̂j

∥∥∥
λ,θ,δ,ρ

yj soit convergente sur un voisinage de l'origine dans C2.

Démonstration. Il s'agit d'une reformulation du lemme 6.28.

Remarque 6.31. On peut remplacer la norme ‖·‖λ,θ,δ,ρ par la norme ‖·‖bis
λ,θ,δ,ρ dans le second

point du corollaire ci-dessus.

Il est à noter qu'il existe des séries formelles faiblement 1-sommables mais qui ne sont pas
1-Gevrey (au sens classique) : par exemple, la série

f̂ :=
∑
j

F̂j (x) yj ,

où pour tout j ∈ N, F̂j (x) est tel que B
(
F̂j

)
(t) =

1

t+ 1
j

, est faiblement 1-sommable dans

la direction 0 ∈ R/2πZ, mais n'est pas 1-Gevrey (au sens classique), car B
(
F̂j

)
a un pôle en

−1

j
−→
j→+∞

0.
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6.5 Sur la 1-sommabilité de solutions formelles d'équations
di�érentielles linéaires singulières

Nous présentons deux résultats dont nous aurons besoin sur la 1-sommabilité de solutions
formelles à certaines équations di�érentielles linéaires singulières de degré un. On précise (et
généralise) en fait ici un énoncé obtenu dans [MR82] (Proposition p. 126) : les auteurs utilisent
une norme ‖·‖β , mais nous aurons besoin de la norme ‖·‖bis

β lors de la preuve de la proposition
7.14.

Proposition 6.32. Soit b̂ une série formelle 1-sommable dans la direction θ ; considérons un
domaine associé ∆θ,δ,ρ, avec δ, ρ > 0, comme dans la dé�nition 6.10. Notons bθ la 1-somme de
b̂ dans cette direction θ. Fixons également α, k ∈ C.

1. Supposons que
∥∥∥b̂∥∥∥bis

β
< +∞ . On suppose également que k ∈ C\ {0} soit tel que dk :=

dist (−k,∆θ,δ,ρ) > 0 et
βdk > C |αk| ,

où C > 0 est un constante assez grande, indépendante des paramètres k, β, θ, ρ (on
prendre par exemple C = 2 exp(2)

5 + 5). Alors, l'équation di�érentielle à singularité ir-
régulière

x2 da

dx
(x) + (1 + αx) ka (x) = b̂ (x) (6.5.1)

admet une unique solution formelle â telle que â (0) = b̂(0)
k . De plus, â est 1-sommable

dans la direction θ, et

‖â‖bis
β ≤

β

βdk − C |αk|

∥∥∥b̂∥∥∥bis

β
. (6.5.2)

La 1-somme aθ de â dans la direction θ est l'unique solution (en tant que germe sectoriel)
de l'équation

x2 daθ
dx

(x) + (1 + αx) kaθ (x) = bθ (x)

qui soit bornée dans un domaine Sθ,π ∈ Sθ,π.

2. Supposons que
∥∥∥b̂∥∥∥

β
< +∞ et que < (k) > 0. Alors, l'équation di�érentielle à singularité

régulière

x
da

dx
(x) + ka (x) = b̂ (x) (6.5.3)

admet une unique solution formelle â telle que â (0) = 1
k b̂ (0). De plus, â est 1-sommable

dans la direction θ. La 1-somme aθ de â dans la direction θ est l'unique solution (en tant
que germe sectoriel) de l'équation

x2 daθ
dx

(x) + kaθ (x) = bθ (x)

qui soit bornée dans un domaine Sθ,π ∈ Sθ,π.

Démonstration.
1. Étant donné que b̂ est 1-sommable dans la direction θ, on peut choisir ρ > 0 et δ > 0

de sorte que B̃
(
b̂
)
se prolonge analytiquement à n'importe quel domaine de la forme ∆θ,δ,ρ ∩
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D (0, R), R > 0, et y soit bornée.
Appliquons la transformée de Borel au deux membres de l'équation (6.5.1) : on obtient

(t+ k) B̃ (â) (t) + αk

ˆ t

0

B̃ (â) (s) ds = B̃
(
b̂
)

(t) . (6.5.4)

En dérivant l'équation ci-dessus par rapport à t, on voit que B̃ (â) est solution d'une équation
di�érentielle linéaire, avec une unique singularité �xe régulière en t = −k (cette singularité n'est
pas dans ∆θ,δ,ρ par hypothèse) :

(t+ k)
dB̃ (â)

dt
(t) + (1 + αk) B̃ (â) (t) =

dB̃
(
b̂
)

dt
(t) .

Comme B̃
(
b̂
)
se prolonge analytiquement à ∆θ,δ,ρ, il en va de même de

dB̃
(
b̂
)

dt
(t) et donc de

B̃ (â). Puisque B̃ (â) (0) =
B̃
(
b̂
)

(0)

k
=
b̂′ (0)

k
, on peut écrire :

B̃ (â) (t) = (t+ k)−1−αk

b̂′ (0) .kαk + ˆ t

0

dB̃
(
b̂
)

ds
(s) . (s+ k)αk ds


= (t+ k)−1−αk

(
b̂′ (0) .kαk + B̃

(
b̂
)
(t) . (t+ k)αk − B̃

(
b̂
)
(0) .kαk

−αk
ˆ t

0

B̃
(
b̂
)
(s) . (s+ k)αk−1

ds

)

= (t+ k)−1−αk

(
B̃
(
b̂
)
(t) . (t+ k)αk

−αk
ˆ t

0

B̃
(
b̂
)
(s) . (s+ k)αk−1

ds

)

B̃ (â) =
B̃
(
b̂
)
(t)

(t+ k)
− αk. (t+ k)−1−αk

ˆ t

0

B̃
(
b̂
)
(s) . (s+ k)αk−1

ds .

Le fait que B̃
(
b̂
)
soit bornée dans tout domaine de la forme ∆θ,δ,ρ ∩D (0, R), R > 0, implique

la même propriété pour B̃ (â).

Montrons en�n l'inégalité (6.5.2). Pour toute série formelle 1-Gevrey f̂ ∈ C Jx,yK telle que B̃
(
f̂
)

se prolonge analytiquement à ∆θ,δ,r, on pose pour tout R > 0 :∥∥∥f̂∥∥∥bis

β,R
:= sup

t∈∆θ,δ,ρ∩D (0, R)

{∣∣∣B̃ (f̂) (t)
(

1 + β2 |t|2
)

exp (−β |t|)
∣∣∣} ∈ R ∪ {∞} .

Remarquons que
∥∥∥f̂∥∥∥bis

β
= sup
R>0

{∥∥∥f̂∥∥∥bis

β,R

}
pour toute série formelle f̂ comme ci-dessus. Puisqu'ici

B̃ (â) est bornée dans tout domaine du type ∆θ,δ,ρ∩D (0, R), on a ‖â‖bis
β,R < +∞. Fixons R > 0,

et soit t ∈ ∆θ,δ,ρ ∩D (0, R). Puisque −k /∈ ∆θ,δ,ρ, on déduit de (6.5.3) :

B̃ (â) (t) =
1

(t+ k)

(
B̃
(
b̂
)

(t)− αk
ˆ t

0

B̃ (â) (s)ds

)
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et donc ∣∣∣B̃ (â) (t)
∣∣∣ ≤ 1

|t+ k|

[∥∥∥b̂∥∥∥bis

β

exp (β |t|)
1 + β2 |t|2

+ |αk| . ‖â‖bis
β,R

ˆ |t|
0

exp (βu)

1 + β2u2
du

]

≤ 1

dk

exp (β |t|)
1 + β2 |t|2

[∥∥∥b̂∥∥∥bis

β
+ |αk| ‖â‖bis

β,R

C

β

]
,

avec C = 2 exp(2)
5 + 5 (par exemple). On a utilisé ici le fait suivant :

Fait 6.33. Il existe une constante C > 0 (par exemple C = 2 exp(2)
5 + 5), telle que pour tout

β > 0, on ait :

∀t ≥ 0,

ˆ t

0

exp (βu)

1 + β2u2
du ≤ C

β

exp (βt)

1 + β2t2
.

Démonstration. Considérons la fonction F : u 7→ exp(βu)
1+β2u2 , pour u ≥ 0. Si t ∈

[
0, 2

β

]
, on a :

ˆ t

0

F (u) du ≤ exp (2)

5
.
2

β
,

car la fonction F est croissante sur R+ :

F ′ (u) = βF (u) .
(1− βu)

2

1 + β2u2
≥ 0 .

De plus, pour tout t ≥ 0, F (t) ≥ F (0) = 1, donc on a pour tout t ∈
[
0, 2

β

]
:

ˆ t

0

F (u) du ≤ exp (2)

5
.
2

β
.F (t) .

Si t ≥ 2
β , alors :

ˆ t

0

F (u) du ≤ exp (2)

5
.
2

β
F (t) +

ˆ t

2
β

F (u) du .

Or, si u ≥ β
2 , alors

(1− βu)
2

1 + β2u2
≥ 1

5
,

et donc :

F ′ (u) = βF (u) .
(1− βu)

2

1 + β2u2
≥ β

5
F (u) .

D'où :
ˆ t

0

F (u) du ≤
ˆ 2

β

0

F (u) du+

ˆ t

2
β

F (u) du .

≤ exp (2)

5
.
2

β
F (t) +

5

β

ˆ t

2
β

F ′ (u) du

≤ F (t)

5β
. (2 exp (2) + 25) .

Conclusion : le fait est démontré avec C = 2 exp(2)
5 + 5.
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Revenons-en à la démonstration du lemme. Finalement, il vient

‖â‖bis
β,R ≤ 1

dk

[∥∥∥b̂∥∥∥bis

β
+
C. |αk| . ‖â‖bis

β,R

β

]
,

d'où :

‖â‖bis
β,R ≤

β

βdk − C |αk|

∥∥∥b̂∥∥∥bis

β
.

En conclusion, on a bien :

‖â‖bis
β ≤

β

βdk − C |αk|

∥∥∥b̂∥∥∥bis

β
.

Au �nal, aθ est la 1-somme de â dans la direction θ.

2. Écrivons b̂ (x) =
∑
j≥0

bjx
j . Un calcul direct montre que l'équation (6.5.3) admet une unique

solution formelle, à savoir â (x) =
∑
j≥0

ajx
j où pour tout j ∈ N, aj =

bj
j + k

(ceci provient du fait

que k /∈ Z≤0, et donc k + j 6= 0 pour tout j ∈ N). En particulier, on voit également que â est
1-Gevrey, puisque b̂ l'est. Autrement dit, la transformé de Borel B (â) est analytique dans un
disque D (0, ρ), ρ > 0. Dans ce disque D (0, ρ), B (â) satisfait :

t
dB (â)

dt
(t) + kB (â) (t) = B

(
b̂
)

(t) .

La solution générale de cette équation proche de l'origine est donnée par

y (t) =
c

tk
+

1

tk

ˆ t

0

B
(
b̂
)

(s) sk−1ds , c ∈ C.

On voit alors que l'unique solution analytique dans D (0, ρ) est celle correspondant à c = 0, i.e.

B (â) (t) =
1

tk

ˆ t

0

B
(
b̂
)

(s) sk−1ds .

Comme B
(
b̂
)
peut être prolongée analytiquement à un domaine in�ni ∆θ,δ,ρ bissecté par la

direction θ (car b̂ est 1-sommable dans la direction θ), il en va de même pour B (â). De plus, il

existe β > 0 tel que
∥∥∥b̂∥∥∥

β
< +∞, i.e. pour tout t ∈ ∆θ,δ,ρ :∣∣∣B (b̂) (t)

∣∣∣ ≤ ∥∥∥b̂∥∥∥
β

exp (β |t|) .

D'où, pour tout t ∈ ∆θ,δ,ρ :

|exp (−β |t|)B (a) (t)| ≤ 1

|tk|

ˆ |t|
0

|exp (−β |t|)|
∣∣∣B (b̂)(sei arg(t)

)∣∣∣ ∣∣∣sk−1ei(k−1) arg(t)
∣∣∣ ds

≤ 1

|t|<(k)

ˆ |t|
0

|exp (−βs)|
∣∣∣B (b̂)(sei arg(t)

)∣∣∣ s<(k)−1ds

≤

∥∥∥b̂∥∥∥
β

|t|<(k)

ˆ |t|
0

s<(k)−1ds

=

∥∥∥b̂∥∥∥
β

< (k)
.

En conclusion, â est 1-sommable dans la direction θ.
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Chapitre 7

Préparation 1-sommable

Le but de ce chapitre est de démontrer que l'on peut toujours conjuguer (de manière 1-
sommable) un n÷ud-col 2-résonant diagonal strictement non dégénéré et div-intégrable (ana-
lytique) à une � forme préparée �, qui correspond à la forme normale donnée par le théorème
1.5, modulo un reste qui est un terme 1-sommable d'ordre O

(
xN
)
, pour N > 0 arbitrairement

grand. Évidemment, les choses se compliquent lorsque l'on essaie de regarder ce qu'il se passe
quand N → +∞. Ceci sera l'objet du chapitre suivant.

Proposition 7.1. Soit Y ∈ SN diag,nd un n÷ud-col 2-résonant diagonal (analytique) non dé-
généré et div-intégrable, de partie linéaire D0Y = diag (0,−λ, λ), λ ∈ C\ {0}. Alors, pour tout
N ∈ N>0, il existe un di�éomorphisme formel Ψ(N) ∈ D̂ifffib

(
C3, 0; Id

)
tangent à l'identité et

1-sommable sauf pour arg (±λ), tel que(
Ψ(N)

)
∗

(Y ) = x2 ∂

∂x
+
((
−
(
λ+ d(N) (y1y2)

)
+ a1x

)
+ xNF

(N)
1 (x,y)

)
y1

∂

∂y1

+
((
λ+ d(N) (y1y2) + a2x

)
+ xNF

(N)
2 (x,y)

)
y2

∂

∂y2

=: Y (N) ,

où (a1 + a2) =: res (Y ) ∈ C\Q≤0, d(N) (v) ∈ vC {v}, et F (N)
1 , F

(N)
2 ∈ C Jx,yK sont 1-sommables

sauf pour arg (±λ), et d'ordre au moins 1 par rapport à y. De plus, on peut choisir d(2) = · · · =
d(N) pour tout N ≥ 2.

Dé�nition 7.2. Un élément Y (N) ∈ SN diag,nd de la forme ci-dessus sera dit normalisé à l'ordre
O
(
xN
)
, N > 0, de manière 1-sommable.

Remarque 7.3.

1. Il est à noter que ce résultat n'exige pas l'hypothèse plus restrictive d'être strictement
non dégénéré (i.e. < (a1 + a2) > 0).

2. En conséquence du corollaire 6.23, la 1-somme Ψ
(N)
θ de Ψ(N) dans la direction θ 6=

arg (±λ) est un germe de di�éomorphisme sectoriel �bré et tangent à l'identité, i.e.
Ψ

(N)
θ ∈ Difffib (Sθ,π; Id), qui conjugue Y à la 1-somme Y (N)

θ de Y (N) dans la direction θ.

Dans le but de démontrer ce résultat, nous allons procéder en plusieurs étapes, en utilisant à
chaque étape la proposition 6.22 et son corollaire 6.23 pour justi�er la 1-sommabilité dans chaque
direction θ 6= arg (±λ) des di�érents objets. On commencera par normaliser (analytiquement)
le champ de vecteurs restreint à l'hypersurface invariante {x = 0}. Ensuite, on redressera la
séparatrice formelle (aussi appelée variété centrale) de manière 1-sommable en {y1 = y2 = 0}

77



78 7. Chapitre. Préparation 1-sommable

dans de nouvelles coordonnées. Nous simpli�erons ensuite les termes linéaires (d'ordre un) par
rapport à y. Après cela, nous redresserons (de façon 1-sommable toujours) deux hypersurfaces
invariantes formelles en {y1 = 0} et {y2 = 0}. Au �nal, on conjuguera (encore une fois de manière
1-sommable) le champ de vecteurs à sa forme normale modulo des termes résiduels d'ordre
O
(
xN
)
, avec N > 0 arbitrairement grand.

7.1 Normalisation analytique sur l'hypersurface invariante
{x = 0}

7.1.1 Le cas transversalement symplectique

Commençons par prouver qu'un élément de SN diag transversalement hamiltonien est néces-
sairement div-intégrable.

Proposition 7.4. Si Y ∈ SN diag est transversalement hamiltonien, alors Y est div-intégrable.

Démonstration. Considérons plus généralement un n÷ud-col 2-résonant diagonal Y ∈ SN diag

tel que Y|{x=0} soit un champ de vecteurs hamiltonien par rapport à la forme symplectique
standard dy1 ∧ dy2 (ce qui est le cas si Y est transversalement hamiltonien) : il existe un germe

de fonction analytique H (y) = λy1y2 +O
(
‖y‖3

)
∈ C {y} (appelé le hamiltonien), tel que

Y = x2 ∂

∂x
+

((
−∂H
∂y2

+ xF1 (x,y)

)
∂

∂y1
+

(
∂H

∂y1
+ xF2 (x,y)

)
∂

∂y2

)
,

avec F1, F2 ∈ C {x,y} nuls en l'origine. Si l'on dé�nit J :=

(
0 −1
1 0

)
∈M2 (C) et le gra-

dient ∇H := t (DH), alors Y|{x=0} = J∇H. D'après le lemme de Morse pour les fonctions
holomorphes, il existe un changement analytique de coordonnées tangent à l'identité ϕ ∈
Diff

(
C2, 0; Id

)
tel que

H̃ (y) := H
(
ϕ−1 (y)

)
= y1y2 .

Rappelons le résultat élémentaire d'algèbre linéaire suivant.

Fait. Soit J :=

(
0 −1
1 0

)
∈M2 (C), et P ∈M2 (C). Alors, PJ tP = det (P ) J .

En conséquence, on a :

Corollaire 7.5. Soit H ∈ C {y} un germe de fonction analytique en l'origine, et soit Y0 :=
J∇H le champ hamiltonien associé dans

(
C2, 0

)
(pour la forme symplectique standard dy1∧dy2).

Alors, pour tout ϕ ∈ Diff
(
C2, 0

)
, on a :

ϕ∗ (Y0) :=
(
Dϕ ◦ ϕ−1

)
·
(
Y0 ◦ ϕ−1

)
= det

(
Dϕ ◦ ϕ−1

)
J∇H̃ ,

où H̃ := H ◦ ϕ−1.

En appliquant ce corollaire, on voit alors que Y est div-intégrable, car le champ J∇H̃ est
linéaire dans notre cas.

78



7. Chapitre. Préparation 1-sommable 79

7.1.2 Cas général

Proposition 7.6. Considérons un champ Y ∈ SN diag div-intégrable. Alors, il existe ψ ∈
Difffib

(
C3, 0; Id

)
de la forme

ψ : (x,y) 7→
(
x, y1 +O

(
‖y‖2

)
, y2 +O

(
‖y‖2

))
tel que

ψ∗ (Y ) = x2 ∂

∂x
+ (− (λ+ d (v)) y1 + xT1 (x,y))

∂

∂y1
+ ((λ+ d (v)) y2 + xT2 (x,y))

∂

∂y2
,

avec v := y1y2, d (v) ∈ vC {v} et T1, T2 ∈ C {x,y} nulles à l'origine.

Démonstration. Par hypothèse, et d'après un théorème de Brjuno (cf [Mar81]), quitte à e�ectuer
une première transformation analytique au voisinage de l'origine, on peut supposer que

Y|{x=0} = (λ+ h (y))

(
−y1

∂

∂y1
+ y2

∂

∂y2

)
.

Il su�t ensuite d'appliquer le lemme suivant à Y|{x=0}.

Lemme 7.7. Soit Y0 germe de champ de vecteurs de
(
C2, 0

)
de la forme

Y0 = (λ+ h (y))

(
−y1

∂

∂y1
+ y2

∂

∂y2

)
,

avec h (y) ∈ C {y} nulle à l'origine de C2. Alors, il existe φ ∈ Diff
(
C2, 0, Id

)
tel que

φ∗ (Y0) = (λ+ d (v))

(
−y1

∂

∂y1
+ y2

∂

∂y2

)
,

avec v := y1y2 et d ∈ vC {v}.

Remarque 7.8. Autrement dit, nous avons éliminer tous les termes non-résonants de h (y). On
redémontre en fait ici un cas particuliers (avec un seul champ en dimension 2), du résultat
principal de [Sto97], lui même inspiré des travaux de Vey.

Démonstration. Nous a�rmons que φ peut être construit sous la forme

φ (y) =
(
y1e
−γ(y), y2e

γ(y)
)
,

avec γ ∈ C {y} bien choisi. En e�et, étudions comment un di�éomorphisme agit sur Y0. Écrivons

U := (λ+ h (v)) et L :=
(
−y1

∂
∂y1

+ y2
∂
∂y2

)
, de sorte que Y0 = UL. Un rapide calcul donne

φ∗ (Y0) = φ∗ (UL)

=
(
[U (1− LL (γ))] ◦ φ−1

)
L ,

où on rappelle que LL est la dérivée de Lie associée à L. On cherche γ tel que l'unité

D := [U (1− LL (γ))] ◦ φ−1

soit sans termes non-résonants, i.e. soit de la forme

D = λ+ d (y1y2) = λ+
∑
k≥1

dk (y1y2)
k
.
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Notons que si une unité W =
∑
k≥0

Wk (y1y2)
k ∈ C {y}× n'a pas de termes non-résonants, alors :

{
W ◦ φ−1 = W

LL (W ) = 0 .

On va alors décomposer à la fois U et γ en parties �résonante� et une �non-résonante� :{
U = Ures + Un−res

γ = γres + γn−res

où 

Un−res =
∑

k1 6=k2
Uk1,k2y

k1
1 yk22

Ures =
∑
k

Uk,k (y1y2)
k

γn−res =
∑

k1 6=k2
γk1,k2y

k1
1 yk22

γres =
∑
k

γk,k (y1y2)
k

.

Les termes non-résonants de U (1− LL (γ)) sont :

(Un−res − (Un−res + Ures)LL (γn−res)) ◦ φ−1 .

Ainsi, on doit résoudre l'équation aux dérivées partielles suivante :

LL (γ) =
Un−res

Ures + Un−res
.

On voit aisément que cette équation admet une solution analytique en l'origine γ ∈ C {y} (et
même une in�nité), puisque l'unité U ∈ C {y} est analytique.

7.2 Simpli�cation sommable de la partie a�ne en les va-
riables � dépendantes �

Considérons un germe de champ de vecteurs analytique en l'origine de la forme

Y = x2 ∂

∂x
+ (−λy1 + f1 (x,y))

∂

∂y1
+ (λy2 + f2 (x,y))

∂

∂y2
, (7.2.1)

avec {
f1 (x,y) = −d (y1y2) y1 + xT1 (x,y)

f2 (x,y) = d (y1y2) y2 + xT2 (x,y) ,

où d (v) ∈ C {v} et T1, T2 ∈ C {x,y} sont nulles à l'origine.

Proposition 7.9. Soit Y ∈ SN diag de la forme

Y = x2 ∂

∂x
+ (−λy1 + f1 (x,y))

∂

∂y1
+ (λy2 + f2 (x,y))

∂

∂y2
,

avec f1, f2 ∈ C {x,y} tels que f1 (x,y) , f2 (x,y) = O
(
‖(x,y)‖2

)
. Il existe alors des séries

formelles ŷ1, ŷ2 ∈ x2C JxK et α̂1, α̂2, β̂1, β̂2 ∈ xC JxK, 1-sommables dans toute direction θ 6=
arg (±λ), telles que le di�éomorphisme formel �bré suivant

Φ̂ : (x, y1, y2) 7→
(
x, ŷ1 (x) + (1 + α̂1 (x)) y1 + β̂1 (x) y2, ŷ2 (x) + α̂2 (x) y1 +

(
1 + β̂1 (x)

)
y2

)
,
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(qui est tangent à l'identité et 1-sommable sauf pour arg (±λ)) conjugue Y à

Φ̂∗ (Y ) = x2 ∂

∂x
+
(

(−λ+ a1x) y1 + F̂1 (x,y)
) ∂

∂y1
+
(

(λ+ a2x) y2 + F̂2 (x,y)
) ∂

∂y2
,

où a1, a2 ∈ C et F̂1, F̂2 ∈ C Jx,yK sont d'ordre au moins deux par rapport à y, et sont 1-
sommables sauf pour arg (±λ).

Remarque 7.10. Puisque Φ̂|{x=0} = Id, on voit que F̂i (0,y) = fi (0,y) pour i = 1, 2. De plus, le

résidu de Φ̂∗ (Y ) est a1 + a2.

On reporte la preuve de cette proposition à la sous-section 7.2.2. Celle-ci est basée sur les
trois lemmes techniques suivants.

7.2.1 Lemmes techniques

Lemma 7.11. Il existe un couple de séries formelles (ŷ1 (x) , ŷ2 (x)) ∈
(
x2C JxK

)2
qui sont

1-sommables sauf pour arg (±λ), de sorte que le di�éomorphisme formel suivant

Φ̂1 (x, y1, y2) = (x, y1 − ŷ1 (x) , y2 − ŷ2 (x)),

(qui est tangent à l'identité et 1-sommable sauf pour arg (±λ)) conjugue Y de (7.2.1) à

Ŷ1 (x,y) = x2 ∂

∂x
+ (−λy1 + ĝ1 (x,y))

∂

∂y1
+ (λy2 + ĝ2 (x,y))

∂

∂y2
, (7.2.2)

où ĝ1, ĝ2 sont des séries formelles d'ordre au moins 2 telles que ĝ1 (x,0) = ĝ2 (x,0) = 0, et qui
sont 1-sommables sauf pour arg (±λ).

En d'autres termes, dans les nouvelles coordonnées, la courbe donnée par (y1, y2) = (0, 0) est
une courbe stable par le �ot du champ de vecteurs et qui contient l'origine dans son adhérence :
c'est une séparatrice (formelle, 1-sommable).

Démonstration. Il s'agit d'une conséquence immédiate d'un important théorème de Ramis et
Sibuya sur la sommabilité de solutions formelles de systèmes di�érentiels irréguliers [RS89]. Ce
dernier assure l'existence et la 1-sommabilité sauf pour arg (±λ), de ŷ1 et ŷ2 : (ŷ1 (x) , ŷ2 (x))
est obtenu comme l'unique solution formelle du système

x2 dy1

dx
= −λy1 (x) + f1 (x, y1 (x) , y2 (x))

x2 dy2

dx
= λy2 (x) + f2 (x, y1 (x) , y2 (x))

,

telle que (ŷ1 (0) , ŷ2 (0)) = (0, 0). On voit que ŷ1 et ŷ2 sont nécessairement d'ordre au moins 2
car f1 et f2 le sont aussi. La 1-sommabilité de ĝ1 et ĝ2 provient de la proposition 6.22.

L'étape suivante a pour but de diagonaliser la partie linéaire en y.

Lemma 7.12. Il existe un couple de séries formelles (p̂1, p̂2) ∈ (C JxK)2 qui sont 1-sommables
sauf pour arg (±λ), de sorte que le di�éomorphisme formel suivant

Φ̂2 (x, y1, y2) = (x, y1 + xp̂2 (x) y2, y2 + xp̂1 (x) y1) ,

(qui est tangent à l'identité et 1-sommable sauf pour arg (±λ)) conjugue Ŷ1 de (7.2.2) à

Ŷ2 (x,y) = x2 ∂

∂x
+
(

(−λ+ xâ1 (x)) y1 + Ĥ1 (x,y)
) ∂

∂y1

+
(

(λ+ xâ2 (x)) y2 + Ĥ2 (x,y)
) ∂

∂y2
, (7.2.3)
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où â1, â2, Ĥ1, Ĥ2 sont des séries formelles qui sont 1-sommables sauf pour arg (±λ), et Ĥ1, Ĥ2

sont d'ordre au moins 2 par rapport à y.

Démonstration. Écrivons{
ĝ1 (x, z) = xb̂1 (x) z1 + xĉ1 (x) z2 + Ĝ1 (x, z)

ĝ2 (x, z) = xĉ2 (x) z1 + xb̂2 (x) z2 + Ĝ2 (x, z) ,

avec b̂1, b̂2, ĉ1, ĉ2, Ĝ1, Ĝ2 des séries formelles qui sont 1-sommables sauf pour arg (±λ), telles que
Ĝ1 et Ĝ2 soient d'ordre au moins deux par rapport à z. Considérons le système di�érentiel
irrégulier suivant, naturellement associé à Ŷ1 :

x2 dz

dx
(x) = B̂ (x) z (x) + Ĝ (x, z (x)) , (7.2.4)

où

B̂ (x) =

(
−λ+ xb̂1 (x) xĉ1 (x)

xĉ2 (x) λ+ xb̂2 (x)

)
, Ĝ (x, z (x)) =

(
Ĝ1 (x, z (x))

Ĝ2 (x, z (x))

)
.

On recherche

P̂ (x) =

(
1 xp̂2 (x)

xp̂1 (x) 1

)
∈ GL2 (C JxK) ,

avec p̂1, p̂2 des séries formelles qui sont 1-sommables sauf pour arg (±λ), telles que la transfor-
mation linéaire donnée par z (x) = P̂ (x)y (x), transforme le système (7.2.4) en

x2 dy

dx
(x) = Â (x)y (x) + Ĥ (x,y (x)) ,

avec

Â (x) =

(
−λ+ xâ1 (x) 0

0 λ+ xâ2 (x)

)
, Ĥ (x,y (x)) =

(
Ĥ1 (x,y (x))

Ĥ2 (x,y (x))

)
,

où â1, â2, Ĥ1, Ĥ2 sont des séries formelles qui sont 1-sommables sauf pour arg (±λ).
On a

x2 dy

dx
(x) = P̂ (x)

−1

(
B̂(x)P̂ (x)− x2 dP̂

dx
(x)

)
y (x) + P̂ (x)

−1
Ĝ
(
x, P̂ (x)y (x)

)
et on veut déterminer Â (x) et P̂ (x) comme ci-dessus de sorte qu'on ait

B̂(x)P̂ (x)− x2 dP̂

dx
(x) = Â (x) .

Ceci nous donne quatre équations :

â1 (x) = b̂1 (x) + xĉ1 (x) p̂1 (x)

â2 (x) = b̂2 (x) + xĉ2 (x) p̂2 (x)

x2 dp̂1

dx
(x) =

(
2λ+ xb̂2 (x)− x− xb̂1 (x)

)
p̂1 (x) + ĉ2 (x)− x2ĉ1 (x) p̂1 (x)

2

x2 dp̂2

dx
(x) =

(
−2λ+ xb̂1 (x)− x− xb̂2 (x)

)
p̂2 (x) + ĉ1 (x)− x2ĉ2 (x) p̂2 (x)

2
.

(7.2.5)
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Grâce à nouveau au théorème de sommabilité des solutions de Ramis et Sibuya de [RS89], on
obtient l'existence et la 1-sommabilité sauf pour arg (±λ) de p̂1 et p̂2 : (p̂1 (x) , p̂2 (x)) est l'unique
solution formelle du système

x2 dp̂1

dx
(x) =

(
2λ+ xb̂2 (x)− x− xb̂1 (x)

)
p̂1 (x) + ĉ2 (x)− x2ĉ1 (x) p̂1 (x)

2

x2 dp̂2

dx
(x) =

(
−2λ+ xb̂1 (x)− x− xb̂2 (x)

)
p̂2 (x) + ĉ1 (x)− x2ĉ2 (x) p̂2 (x)

2

telle que

(p̂1 (0) , p̂2 (0)) =

(
−ĉ2 (0)

2λ
,
ĉ1 (0)

2λ

)
.

Remarquons que â1 et â2 sont dé�nis par les deux premières équations de (7.2.5). Au �nal, Ĥ
est dé�ni par

Ĥ (x,y) := P̂ (x)
−1

Ĝ
(
x, P̂ (x)y

)
,

et est 1-sommable sauf pour arg (±λ), d'après la proposition 6.22.

L'objectif du dernier lemme suivant est de transformer â1 (x) et â2 (x) de (7.2.3) en des
termes constants.

Lemma 7.13. Il existe un couple de séries formelles (q̂1, q̂2) ∈ (C JxK)2 avec q̂1 (0) = q̂2 (0) = 1,
qui sont 1-sommables sauf pour arg (±λ), de sorte que le di�éomorphisme formel suivant

Φ̂3 (x, y1, y2) = (x, q̂1 (x) y1, q̂2 (x) y2) ,

(qui est tangent à l'identité et 1-sommable sauf pour arg (±λ)) conjugue Ŷ2 de (7.2.3) à

Ŷ3 (x,y) = x2 ∂

∂x
+
(

(−λ+ a1x) y1 + F̂1 (x,y)
) ∂

∂y1

+
(

(λ+ a2x) y2 + F̂2 (x,y)
) ∂

∂y2
,

où (a1, a2) = (â1 (0) , â2 (0)) et F̂1, F̂2 sont des séries formelles qui sont 1-sommables sauf pour
arg (±λ) d'ordre au moins 2 par rapport à y.

Démonstration. On peut associer à Ŷ2 le système di�érentiel irrégulier suivant

x2 dz

dx
(x) = Â (x) z (x) + Ĥ (x, z (x)) ,

et on recherche un changement de coordonnées de la forme z (x) = Q̂ (x)y (x), avec

Q̂ (x) =

(
q̂1 (x) 0

0 q̂2 (x)

)
∈ GL2 (C JxK)

avec q̂1 (0) = q̂2 (0) = 1, de sorte que le nouveau système soit

x2 dy

dx
(x) = A (x)y (x) + F̂ (x,y (x)) ,

avec

A (x) =

(
−λ+ a1x 0

0 λ+ a2x

)
, F̂ (x,y (x)) =

(
F̂1 (x,y (x))

F̂2 (x,y (x))

)
,

et (a1, a2) = (â1 (0) , â2 (0)).
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On a

x2 dy

dx
(x) = Q̂ (x)−1

(
Â (x) Q̂ (x)− x2 dQ̂

dx
(x)

)
︸ ︷︷ ︸y(x) + Q̂(x)−1Ĥ

(
x, Q̂(x)y(x)

)
=(
−λ+ a1x 0

0 λ+ a2x

)
si bien que

x2 dQ̂

dx
(x) = Â(x)Q̂(x)− Q̂(x)

(
−λ+ a1x 0

0 λ+ a2x

)
,

et on obtient donc :


x2 dq̂1

dx
(x) = xq̂1(x) (â1 (x)− a1)

x2 dq̂2

dx
(x) = xq̂2(x) (â2 (x)− a2)

⇐⇒


dq̂1

dx
(x) = q̂1(x)

(
â1 (x)− a1

x

)
dq̂2

dx
(x) = q̂2(x)

(
â2 (x)− a2

x

)

⇐⇒


q̂1(x) = exp

(ˆ x

0

â1 (s)− a1

s
ds

)
q̂2(x) = exp

(ˆ x

0

â2 (s)− a2

s
ds

) , si on a q̂1 (0) = q̂2 (0) = 1 .

Pour j = 1, 2, la quantité
ˆ x

0

âj (s)− aj
s

ds est l'unique primitive de
âj (s)− aj

s
sans terme

constant. Puisque â1 et â2 sont 1-sommables sauf pour arg (±λ), il en va de même pour q̂1 et
q̂2, et donc aussi pour F̂1 et F̂2 d'après la proposition 6.22.

7.2.2 Preuve de la proposition 7.9

Démonstration. On commence par utiliser le lemme 7.11 a�n de redresser la variété centrale sur
{y1 = y2 = 0}, i.e. d'éliminer les monômes indépendants de y dans les composantes selon ∂

∂y1

et ∂
∂y2

. Ensuite, on applique le lemme 7.12 dans le but de mettre la partie linéaire par rapport
y sous forme diagonale. En�n, on utilise le lemme 7.13 pour obtenir la forme annoncée. Le
corollaire 6.23 prouve la 1-sommabilité.

7.3 Redressement 1-sommable de deux hypersurfaces inva-
riantes

Pour tout θ ∈ R, on rappelle que l'on note Fθ la 1-somme d'une série formelle F̂ 1-sommable
dans la direction θ.
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Soit λ 6= 0 et θ ∈ R avec θ 6= arg (±λ) ∈ R/2πZ, et considérons un champ de vecteurs Ŷ ,
1-sommable dans la direction θ, de la forme

Ŷ = x2 ∂

∂x
+
(
λ1 (x) y1 + F̂1 (x,y)

) ∂

∂y1
+
(
λ2 (x) y2 + F̂2 (x,y)

) ∂

∂y2
, (7.3.1)

où :
� λ1 (x) = −λ+ a1x
� λ2 (x) = λ+ a2x
� λ 6= 0
� a1, a2 ∈ C
� pour j = 1, 2

F̂j (x,y) =
∑
n∈N2

|n|≥2

F̂ (j)
n (x)yn ∈ C Jx,yK

est 1-sommable dans la direction θ 6= arg (±λ) ∈ R/2πZ, de 1-somme

Fj,θ (x,y) =
∑
n∈N2

|n|≥2

Fj,n,θ (x)yn .

En particulier, il existe A,B, µ > 0 tels que pour tout n ∈ N2, |n| ≥ 2, pour j = 1, 2 :

∀t ∈ ∆θ,ε,ρ,
∣∣∣B̃x (F̂j,n) (t)

∣∣∣ ≤ A.B|n| exp (µ |t|)
1 + µ2 |t|2

,

pour ρ > 0 et ε > 0 tels que (R.λ)∩A∞θ,δ = ∅ (voir dé�nition 6.10 pour les notations). En
particulier, Fj,θ est analytique et bornée dans un voisinage sectoriel attaché à l'origine
S ∈ Sθ,π. Pour des raisons techniques, nous utilisons dans cette sous-section la variante
de la transformée de Borel notée B̃, avec la norme ‖·‖bis

µ associée (voir remarques 6.9 et
6.11 et la proposition 6.12).

Proposition 7.14. Sous les hypothèses ci-dessus, il existe un couple de séries formelles
(
φ̂1, φ̂2

)
∈

(C Jx,yK)2d'ordre au moins 2 par rapport à y, qui sont 1-sommables sauf pour arg (±λ), tel que
le di�éomorphisme formel �bré suivant

Φ̂ (x,y) =
(
x, y1 + φ̂1 (x,y) , y2 + φ̂2 (x,y)

)
,

(qui est tangent à l'identité et et 1-sommable sauf pour arg (±λ)) conjugue Ŷ de (7.3.1) à

Ŷprep = x2 ∂

∂x
+
(

(−λ+ a1x) + y2R̂1 (x,y)
)
y1

∂

∂y1
+
(

(λ+ a2x) + y1R̂2 (x,y)
)
y2

∂

∂y2
,

où R̂1, R̂2 ∈ C Jx,yK sont 1-sommables sauf pour arg (±λ).

Démonstration. Nous allons suivre et adapter à notre contexte la preuve du redressement des
séparatrices pour les cols résonants en dimension deux (voir par exemple [MM80]).

On cherche un changement de coordonnées de la forme

Ψ̂ (x,y) =
(
x, y1 + ψ̂1 (x,y) , y2 + ψ̂2 (x,y)

)
,

avec ψ̂1, ψ̂2 d'ordre au moins deux par rapport à y, et R̂1, R̂2 comme dans l'énoncé de la
proposition tels que :

Ψ̂∗

(
Ŷprep

)
= Ŷ ,
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i.e.

DΨ̂ · Ŷprep = Ŷ ◦ Ψ̂ . (7.3.2)

Ensuite, on prendra Φ := Ψ−1. Écrivons

T̂1 := y1y2R̂1 =
∑
|n|≥2

T̂1,n (x)yn

T̂2 := y1y2R̂2 =
∑
|n|≥2

T̂2,n (x)yn

ψ̂1 =
∑
|n|≥2

ψ̂1,n (x)yn

ψ̂2 =
∑
|n|≥2

ψ̂2;n (x)yn ,

de sorte que l'équation (7.3.2) se traduit par les deux équations

x2 ∂ψ̂1

∂x2
+

(
1 +

∂ψ̂1

∂y1

)(
λ1 (x) y1 + T̂1

)
+
∂ψ̂1

∂y2

(
λ2 (x) y2 + T̂2

)
= λ1 (x)

(
y1 + ψ̂1

)
+ F̂1

(
x, y1 + ψ̂1, y2 + ψ̂2

)
et

x2 ∂ψ̂2

∂x2
+
∂ψ̂2

∂y1

(
λ1 (x) y1 + T̂1

)
+

(
1 +

∂ψ̂2

∂y2

)(
λ2 (x) y2 + T̂2

)
= λ2 (x)

(
y2 + ψ̂2

)
+ F̂2

(
x, y1 + ψ̂1, y2 + ψ̂2

)
.

Ces dernières peuvent se ré-écrire :

∑
|n|≥2

(
δ1,n(x)ψ̂1,n (x) + x2 dψ̂1,n

dx
(x) + T̂1,n (x)

)
yn

= F̂1

(
x, y1 + ψ̂1 (x,y) , y2 + ψ̂2 (x,y)

)
− T̂1(x)

∂ψ̂1

∂y1
(x,y)− T̂2(x)

∂ψ̂1

∂y2
(x,y)

=:
∑
|n|≥2

ζ1,n(x)yn

∑
|n|≥2

(
δ2,n(x)ψ̂2,n (x) + x2 dψ̂2,n

dx
(x) + T̂2,n (x)

)
yn

= F̂2

(
x, y1 + ψ̂1 (x,y) , y2 + ψ̂2 (x,y)

)
− T̂1(x)

∂ψ̂2

∂y1
(x,y)− T̂2(x)

∂ψ̂2

∂y2
(x,y)

=:
∑
|n|≥2

ζ2,n(x)yn

(7.3.3)

où δj,n(x) = λ1(x)n1 + λ2(x)n2 − λj(x), j = 1, 2. On recherche T̂1, T̂2 tels que{
T̂1,n = 0 , si n1 = 0 ou n2 = 0

T̂2,n = 0 , si n1 = 0 ou n2 = 0
,

Remarquons que les ζj,n, pour j = 1, 2 et |n| ≥ 2, ne dépendent que des ψ̂i,k et des F̂i,k, pour
i = 1, 2 et |k| < n. On peut donc déterminer les coe�cients ψ̂j,n et T̂j,n, j = 1, 2, |n| ≥ 2, par
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récurrence sur |n|, en posant 
T̂1,n = 0 , si n1 = 0 ou n2 = 0

T̂2,n = 0 , si n1 = 0 ou n2 = 0

ψ̂1,n = 0 , si n1 ≥ 1 et n2 ≥ 1

ψ̂2,n = 0 , si n2 ≥ 1 et n2 ≥ 2 ,

et en résolvant pour tout n = (n1, n2) ∈ N2 avec |n| ≥ 2, les équations
δ1,n(x)ψ̂1,n (x) + x2 dψ̂1,n

dx
(x) = ζ1,n (x) , si n1 = 0 ou n2 = 0

δ2,n(x)ψ̂2,n (x) + x2 dψ̂2,n

dx
(x) = ζ2,n (x) , si n1 = 0 ou n2 = 0 .

Lemme 7.15. Il existe β > 4π,M > 0 tels que pour tout n ∈ N2 avec |n| ≥ 2, et pour tout
j = 1, 2, on ait ‖ζj,n‖bis

β < +∞ et ∥∥∥ψ̂j,n∥∥∥bis

β
≤M. ‖ζj,n‖bis

β ,

où la norme correspond au domaine 4θ,ε,ρ (voir dé�nition 6.10).

Démonstration. Pour n = (n1, n2) ∈ N2 avec n1 + n2 ≥ 2, on veut résoudre
δ1,n(x) = λ1(x) (n1 − 1) + λ2(x)n2 =

{
λ (n2 + 1) + x (−a1 + a2n2) , si n1 = 0

−λ (n1 − 1) + a1x (n1 − 1) , sin2 = 0

δ2,n(x) = λ2(x) (n2 − 1) + λ1(x)n1 =

{
λ (n2 − 1) + a2x (n2 − 1) , sin1 = 0

−λ (n1 + 1) + x (−a2 + a1n1) , si n2 = 0 .

Traitons le cas de δ1,n (le cas de δ2,n est similaire). On est exactement dans la situation de la
proposition 6.32. En utilisant les notions de cette même proposition, on a respectivement :

k = λ (n2 + 1) , α =
(−a1 + a2n2)

λ (n2 + 1)
,

dk = min {|λ (n2 + 1)| − ρ, |λ (n2 + 1)| |sin (θ + ε)| , |λ (n2 + 1)| |sin (θ − ε)|}
(si n1 = 0)

et

k = −λ (n1 + 1) , α =
(−a2 + a1n1)

−λ (n1 + 1)
,

dk = min {|λ (n1 + 1)| − ρ, |λ (n1 + 1)| |sin (θ + ε)| , |λ (n1 + 1)| |sin (θ − ε)|}
(si n2 = 0).

On peut choisir le domaine ∆θ,ε,ρ correspondant à la 1-sommabilité de F̂1 et F̂2 avec 0 < ρ < |λ|,
de sorte que dk > 0, puisque ε > 0 est tel que (R.λ) ∩ A∞θ,δ = ∅. Au �nal, on choisit

β >
C (|a1|+ |a2|)

min {|λ| − ρ, |λ sin (θ + ε)| , |λ sin (θ − ε)|}
> 0 ,

(avec C = 2 exp(2)
5 + 5), de sorte que

∥∥∥F̂1

∥∥∥bis

β
< +∞. Ce choix de β implique que βdk > C |αk|

comme exigé dans la proposition 6.32, dans les deux situations considérées, à savoir n1 = 0 ou
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n2 = 0. Puisque pour j = 1, 2 et |n| ≥ 2, ζj,n ne dépend que des ψ̂i,k et des F̂i,k, avec i = 1, 2
et |k| < n, on voit par récurrence que{

‖ζ1,n‖bis
β < +∞ , si n1 = 0 ou n2 = 0

‖ζ2,n‖bis
β < +∞ , si n1 = 0 ou n2 = 0

et donc, d'après la proposition 6.32 :∥∥∥ψ̂1,n

∥∥∥bis

β
≤
(

β

β (|λ| − ρ)− C (|a1|+ |a2|)

)
. ‖ζ1,n‖bis

β .

Le lemme est donc prouvé, avec

M =

(
β

βmin {|λ| − ρ, |λ sin (θ + ε)| , |λ sin (θ − ε)|} − C (|a1|+ |a2|)

)
.

A�n d'achever la preuve de la proposition 7.14, nous devons montrer que pour j = 1, 2, la série

ψ̂j :=
∑
n∈N2

∥∥∥ψ̂j,n∥∥∥
β
yn est convergente dans un polydisque D (0, r), avec r = (r1, r2) ∈ (R>0)

2

(ensuite le corollaire 6.30 permet de prouver la 1-sommabilité). Nous allons montrer cela à l'aide
de la méthode des séries majorantes. Introduisons à cet e�et quelques notations. Soit (B, ‖·‖)
une algèbre de Banach. Pour toute série formelle f (y) =

∑
n

fny
n ∈ B JyK à coe�cients dans

B, on pose f :=
∑
n

‖fn‖yn, et f (y) := f (y, y). Si g =
∑
n

gny
n ∈ B JyK, on écrit f ≺ g si pour

tout n ∈ N2, on a ‖fn‖ ≤ ‖gn‖. Bien que classique, nous redémontrons le résultat suivant (voir
par exemple [RR11]).

Lemme 7.16. Pour j = 1, 2, soit fj =
∑
|n|≥2

fj,ny
n ∈ B JyK une série formelle d'ordre au moins

2, à coe�cients dans un espace de Banach (B, ‖·‖) comme ci-dessus. Considérons également
deux autres séries formelles d'ordre au moins 2, notées gj =

∑
|n|≥2

gj,ny
n ∈ B {y}, j = 1, 2, et

qui sont convergentes sur un voisinage de l'origine. Supposons qu'il existe σ > 0 tel que pour
j = 1, 2 :

σfj ≺ gj
(
y1 + f1, y2 + f2

)
.

Alors, f1 et f2 sont aussi convergentes au voisinage de l'origine.

Démonstration. L'inégalité ci-dessus implique

f j ≺
1

σ
gj

(
y + f1 + f2, y + f1 + f2

)
et donc

f1 + f2 ≺ 1

σ

(
g1

(
y + f1 + f2, y + f1 + f2

)
+ g2

(
y + f1 + f2, y + f1 + f2

))
=

1

σ

(
g1

(
y + f1 + f2

)
+ g2

(
y + f1 + f2

))
.

Puisque g1, g2 sont convergentes sur un voisinage de l'origine, et sont d'ordre au moins deux, il
existe A,B > 0 tels que pour j = 1, 2 on ait

1

σ

(
g1 + g2

)
≺ Ay2

1−By
,
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et par conséquent :

1

y

(
f1 + f2

)
≺ 1

y

 A
(
y + f1 + f2

)2

1−B
(
y + f1 + f2

)


≺
Ay
(

1
y

(
y + f1 + f2

))2

1−By
(

1
y

(
y + f1 + f2

)) .

Si l'on dé�nit u =
∑
n≥1

uny
n :=

1

y

(
f1 + f2

)
, il su�t de montrer que

u ≺ Ay (1 + u)
2

1−By (1 + u)
. (7.3.4)

L'idée est de comparer u avec la solution v =
∑
n≥1

vny
n de

v =
Ay (1 + v)

2

1−By (1 + v)
.

On voit alors facilement que v est convergente sur un voisinage de l'origine, en tant que solution
d'une équation polynomiale de degré deux :

− (A+B) v2 + (1− (2A+B) y) v −Ay = 0 .

De plus, v1 = A, et pour tout n > 1, on a vn = Pn (v1, . . . , vn−1) , où

Pn (v1, . . . , vn−1) = (2A+B) vn−1 + (A+B)

n−1∑
k=1

vkvn−k

est un polynôme à coe�cients positifs en les n− 1 variables (v1, . . . , vn−1). En choisissant A tel
que A > u1, on déduit de (7.3.4) que pour tout n > 1 :

un ≤ Pn (u1, . . . , un−1) .

On voit ensuite par récurrence sur n (et en utilisant le fait que Pn a ses coe�cients positifs)
que :

un ≤ Pn (u1, . . . , un−1) ≤ Pn (v1, . . . , vn−1) = vn ,

et donc u ≺ v. Puisque v est convergente au voisinage de l'origine, il en est de même pour u, et
par conséquent pour f1 et f2 également. Le lemme est démontré.

En prenant β > 4π, d'après la proposition 6.12, on a pour tout f̂ , ĝ ∈ Bbis
β , on a :∥∥∥f̂ ĝ∥∥∥bis

β
≤
∥∥∥f̂∥∥∥bis

β
‖ĝ‖bis

β .

Si l'on arrive à montrer qu'il existe σ > 0 tel que pour j = 1, 2 on ait

σψ̂j ≺ F̂j
(
y1 + ψ̂1, y2 + ψ̂2

)
,
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alors le lemme précédent permettra de conclure. On a vu qu'il existe M > 0 tel que pour
j = 1, 2 : ∥∥∥ψ̂j,n∥∥∥bis

β
≤M. ‖ζj,n‖bis

β ,

où 

ζ1 :=
∑
|n|≥2

ζ1,n(x)yn

= F̂1

(
x, y1 + ψ̂1 (x,y) , y2 + ψ̂2 (x,y)

)
− T̂1(x)

∂ψ̂1

∂y1
(x,y)− T̂2(x)

∂ψ̂1

∂y2
(x,y)

ζ2 :=
∑
|n|≥2

ζ2,n(x)yn

= F̂2

(
x, y1 + ψ̂1 (x,y) , y2 + ψ̂2 (x,y)

)
− T̂1(x)

∂ψ̂2

∂y1
(x,y)− T̂2(x)

∂ψ̂2

∂y2
(x,y) .

En posant σ := 1
M , on a alors :

σψ̂1 ≺ ζ1 ≺ F̂ 1

(
x, y1 + ψ̂1 (x,y) , y2 + ψ̂2 (x,y)

)
+ T̂1(x)

∂ψ̂1

∂y1
(x,y) + T̂2(x)

∂ψ̂1

∂y2
(x,y)

σψ̂2 ≺ ζ2 ≺ F̂ 2

(
x, y1 + ψ̂1 (x,y) , y2 + ψ̂2 (x,y)

)
+ T̂1(x)

∂ψ̂2

∂y1
(x,y) + T̂2(x)

∂ψ̂2

∂y2
(x,y) .

De plus, on rappelle que 
T̂1,n = 0 , si n1 = 0 ou n2 = 0

T̂2,n = 0 , si n1 = 0 ou n2 = 0

ψ̂1,n = 0 , si n1 ≥ 1 et n2 ≥ 1

ψ̂2,n = 0 , si n1 ≥ 1 et n2 ≥ 1

si bien qu'on a en fait des relations de majorations plus précises :σψ̂1 ≺ ζ1 ≺ F̂ 1

(
x, y1 + ψ̂1 (x,y) , y2 + ψ̂2 (x,y)

)
σψ̂2 ≺ ζ2 ≺ F̂ 2

(
x, y1 + ψ̂1 (x,y) , y2 + ψ̂2 (x,y)

)
.

Il reste à appliquer le lemme précédent pour conclure.

Remarque 7.17. Dans la proposition que l'on vient de prouver, supposons que pour j = 1, 2,

F̂j (x,y) =
∑

n∈N2, |n|≥2

F̂ (j)
n (x)yn

dans l'expression de Ŷ satisfasse :F̂
(1)
n (0) = 0 , ∀n = (n1, n2) | n1 + n2 ≥ 2 et

(
n1 = 0 ou n2 = 0

)
F̂

(2)
n (0) = 0 , ∀n = (n1, n2) | n1 + n2 ≥ 2 et

(
n1 = 0 ou n2 = 0

) .

Alors, le di�éomorphisme Φ̂ de la proposition peut être choisi pour être l'identité en restriction
à {x = 0}, si bien que {

y1y2R̂1 (x,y) = F̂1 (0,y) + xŜ1 (x,y)

y1y2R̂2 (x,y) = F̂2 (0,y) + xŜ2 (x,y) ,

avec Ŝ1, Ŝ2 1-sommables dans la direction θ 6= arg (±λ) ∈ R/2πZ et F̂1 (0,y) , F̂2 (0,y) ∈ C {y}
convergentes au voisinage de l'origine dans C2. En e�et, on voit facilement par récurrence sur
|n| = n1 + n2 ≥ 2 que ψ̂1 et ψ̂2 peuvent être choisis �divisibles� par x, et que ζ1, ζ2 sont alors
tels que ζj,n (x) soit aussi �divisible� par x si n1 = 0 ou si n2 = 0.
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7.4 Normalisation sommable à l'ordre O
(
xN
)
,∀N ≥ 1

On considère à présent un n÷ud-col 2-résonant diagonal non dégénéré et div-intégrable,
1-sommable sauf pour arg (±λ), de la forme

Ŷprep = x2 ∂

∂x
+
(
−λ+ a1x− d (y1y2) + xŜ1 (x,y)

)
y1

∂

∂y1

+
(
λ+ a2x+ d (y1y2) + xŜ2 (x,y)

)
y2

∂

∂y2
,

où :
� λ ∈ C\ {0} ;
� Ŝ1, Ŝ2 ∈ C Jx,yK sont d'ordre au moins 1 par rapport à y et 1-sommables dans toute

direction θ 6= arg (±λ) ∈ R/2πZ ;

� res
(
Ŷprep

)
= a1 + a2 /∈ Q≤0 ;

� d (v) ∈ vC {v} est germe de fonction analytique nulle en l'origine.
On note Yprep,θ, S1,θ, S2,θ les 1-sommes respectives de Ŷ , Ŝ1, Ŝ2 dans la direction θ. Introduisons
quelques notations qui vont s'avérer utiles :

Ŷprep = Y0 +DC +RR ,

où :
� Y0 := λC + x

(
x ∂
∂x + a1y1

∂
∂y1

+ a2y2
∂
∂y2

)
� C := −y1

∂
∂y1

+ y2
∂
∂y2

� R := y1
∂
∂y1 + y2

∂
∂y2

� D (x,y) = d (y1y2) + xD(1) (x,y) = d (y1y2) + x

(
Ŝ2 − Ŝ1

2

)
est 1-sommable dans la di-

rection θ, de 1-somme Dθ dominée par ‖y‖ = max (|y1| , |y2|) (D est d'ordre au moins 1
par rapport à y) : D est appelée la �composante tangentielle� de Ŷprep.

� R (x,y) = xR(1) (x,y) = x

(
Ŝ2 + Ŝ1

2

)
est 1-sommable dans la direction θ, de 1-somme

Rθ dominée par ‖y‖ = max (|y1| , |y2|) (R est d'ordre au moins 1 par rapport à y) : R
est appelée la �composante radiale� de Ŷprep.

La proposition suivante fournit une transformation 1-sommable, qui normalise le champ Ŷprep

modulo des termes d'ordre O
(
xN
)
, et ce pour N > 0 arbitrairement grand.

Proposition 7.18. Soit

Ŷprep = Y0 +DC +RR

comme ci-dessus.
Alors, pour tout N ∈ N>0, il existe d(N) (v) ∈ vC {v} et Φ(N) ∈ Difffib

(
C3, 0, Id

)
qui conjugue

Ŷprep ( resp. sa 1-somme Yprep,θ dans la direction θ 6= arg (±λ) ∈ R/2πZ) à

Y (N) = Y0 +
(
d(N) (y1y2) + xND(N) (x,y)

)
C + xNR(N) (x,y)R(

resp. Y (N)
θ = Y0 +

(
d(N) (y1y2) + xND

(N)
θ (x,y)

)
C + xNR

(N)
θ (x,y)R

)
,

où D(N), R(N) sont d'ordre au moins 1 par rapport à y et 1-sommables dans la direction θ, de
1-sommes respectives D(N)

θ , R
(N)
θ . De plus, on peut choisir d(2) = · · · = d(N) pour tout N ≥ 2,

et d(1) = d.
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Démonstration. Nous allons procéder par récurrence sur N .
� Le cas N = 1 est la situation initiale, et on a donc Y (1) := Ŷprep.
� Supposons le résultat vrai pour N ∈ N>0.

1. Commençons par la composante radiale. On écrit

R(N) (x,y) =
∑

n1+n2≥1

R(N)
n1,n2

(x) yn1
1 yn2

2

et
R(N)

res (0, u) =
∑
k≥1

R
(N)
k,k (0)uk .

On cherche une solution analytique τ à l'équation homologique

LY (N) (τ) = −xNR(N) +
(
xN+1R̃(N+1)

)
◦ Λτ (7.4.1)(

resp. L
Y

(N)
θ

(τ) = −xNR(N)
θ +

(
xN+1R̃

(N+1)
θ

)
◦ Λτ

)
pour un bon choix de R̃(N+1), R̃

(N+1)
θ , avec

Λτ (x,y) := ΦτR (x,y) = (x, y1 exp (τ (x,y)) , y2 exp (τ (x,y))) ,

et
τ (x,y) = xN−1τ0 (y1y2) + xNτ1 (y) ,

où τ1 (y) =
∑
j1 6=j2

τ1,j1j2y
j1
1 y

j2
2 . Concrètement, Λτ est le �ot de R évalué au � temps �

τ (x,y).
Admettons un instant qu'une telle solution analytique τ existe. Dans ce cas, Λτ ∈
Difffib

(
C3, 0; Id

)
est un germe de di�éomorphisme �bré analytique �xant l'origine et

tangent à l'identité, et donc il en est de même de son inverse Λ−1
τ ∈ Difffib

(
C3, 0; Id

)
.

Considérons alors d(N) et D̃(N) tels que

d(N+1) (z1z2) + xN D̃(N) (x, z) :=
(
d(N) (y1y2) + xND(N) (x,y)

)
◦ Λ−1

τ (x, z)

d(N+1) (z1z2) + xN D̃θ
(N)

(x, z) :=
(
d(N) (y1y2) + xND

(N)
θ (x,y)

)
◦ Λ−1

τ (x, z) .

Alors, on déduit de (7.4.1) :

(Λτ )∗

(
Y (N)

)
= Y0 +

(
d(N+1) (z1z2) + xN D̃(N) (x, z)

)
C

+xN+1R̃(N+1) (x, z)R(
(Λτ )∗

(
Y

(N)
θ

)
= Y0 +

(
d(N+1) (z1z2) + xN D̃

(N)
θ (x, z)

)
C

+xN+1R̃
(N+1)
θ (x, z)R

)
.

En e�et :

DΛτ · Y (N) =

 LY (N) (x)
LY (N) (y1 exp (τ (x,y)))
LY (N) (y2 exp (τ (x,y)))


=

 x2

(LY (N) (y1) + y1 (LY (N) (τ))) exp (τ (x,y))
(LY (N) (y2) + y2 (LY (N) (τ))) exp (τ (x,y))


=
(
Y0 +

(
d(N+1) + xN D̃(N)

)
C + xN+1R̃(N+1)R

)
◦ Λτ (x,y) .
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Ces calculs sont évidemment également valables avec les 1-sommes correspondantes,
à savoir Y (N)

θ , D
(N)
θ , D̃

(N)
θ , R̃

(N+1)
θ au lieu de Y (N), D(N), D̃(N), R̃(N+1). On utilise la

proposition 6.22 pour prouver la 1-sommabilité des objets obtenus par compositions.
Démontrons à présent l'existence d'un germe de fonction analytique de la forme

τ (x,y) = xN−1τ0 (y1y2) + xNτ1 (y) ,

d'ordre 1 par rapport à y, avec

τ1 (y) =
∑
j1 6=j2

τ1,j1j2y
j1
1 y

j2
2 ,

solution de (7.4.1). Cette équation s'écrit aussi

x2 ∂τ

∂x
+
(
−λ+ a1x− d(N) (y1y2)− xND(N) (x,y) + xNR(N) (x,y)

)
y1
∂τ

∂y1

+
(
λ+ a2x+ d(N) (y1y2) + xND(N) (x,y) + xNR(N) (x,y)

)
y2
∂τ

∂y2

= −xNR(N) +
(
xN+1R̃(N+1)

)
◦ Λτ ,

ou encore :

x2 ∂τ
∂x + a1xy1

∂τ
∂y1

+ a2xy2
∂τ
∂y2

+
(
λ+ d(N) (y1y2) + xND(N) (x,y)

)
LC (τ)

+
(
xNR(N) (x,y)

)
LR (τ) = −xNR(N) +

(
xN+1R̃(N+1)

)
◦ Λτ .

Regardons les termes de degré N par rapport à x :

(N − 1) τ0 (y1y2) +
(
a1 + a2 + 2δN,1R

(N) (0,y)
)
y1y2

∂τ0
∂u (y1y2)

+
(
λ+ d(N) (y1y2)

)
LC (τ1) = −R(N) (0,y) (7.4.2)

(ici δN,1 est le symbole de Kronecker). On va utiliser le fait que la somme Im
(
LC
)
�

Ker
(
LC
)
est directe, et que Ker

(
LC
)
est formé des séries en le monôme v = y1y2. En

isolant le terme LC (τ1) d'une part, et les autres termes d'autre part, la décomposition
en somme directe ci-dessus nous donne :v

(
a1 + a2 + 2δN,1R

(N)
res (0, v)

) dτ0
dv

(v) + (N − 1) τ0 (v) = −R(N)
res (0, v)

τ0 (0) = 0

et

LC (τ1) =
−1

λ+ d(N) (y1y2)

((
2δN,1

(
R(N) (0,y)−R(N)

res (0, v)
))

y1y2
dτ0
du

(y1y2)

+R(N) (0,y)−R(N)
res (0, v)

)
τ1 (0) = 0 .

Puisque R(N) est analytique par rapport à y, on en déduit que R(N)
res (0, v) est analy-

tique près de v = 0. De plus, comme R(N)
res (0, 0) = 0 et a1 + a2 /∈ Q≤0, la première

des deux équations ci-dessus admet une unique solution formelle τ0 avec τ0 (0) = 0 :
cette solution est en fait analytique au voisinage de l'origine. Maintenant que τ0 est
déterminé, il existe une unique solution formelle τ1 à la seconde équation ci-dessus,
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satisfaisant τ1 (y) =
∑
j1 6=j2

τ1,j1j2y
j1
1 y

j2
2 : cette solution est en fait elle aussi analytique

au voisinage de l'origine.

En conclusion, Λτ ∈ Difffib

(
C3, 0; Id

)
et conjugue Y (N)

(
resp. Y (N)

θ

)
à Ỹ (N) := (Λτ )∗

(
Y (N)

)
(
resp. Ỹ (N)

θ := (Λτ )∗

(
Y

(N)
θ

))
.

On déduit de (7.4.2) que
(
LY (N) (τ) + xNR(N)

)
et
(
L
Y

(N)
θ

(τ) + xNR
(N)
θ

)
sont divi-

sibles par xN+1, de sorte que l'on puisse dé�nir :

R̃(N+1) (x, z) :=

(
LY (N) (τ) + xNR(N)

xN+1

)
◦ Λ−1

τ (x, z)(
R̃

(N+1)
θ (x, z) :=

LY (N)
θ

(τ) + xNR
(N)
θ

xN+1

 ◦ Λ−1
τ (x, z)

)
.

D'après la proposition 6.22, R̃(N+1)
(
resp. D̃(N)

)
est 1-sommable dans la direction θ,

de 1-somme R̃(N+1)
θ

(
resp. D̃(N)

θ

)
.

Au �nal, en remarquant que d(N+1) ◦ Λτ (0,y) = d(N) (y1, y2), on voit que τ (0,y) = 0
et donc Λτ (0,y) = (0, y1, y2) si N > 1, de sorte que d(N+1) = d(N) quand N > 1.

2. Occupons nous à présent de la composante tangentielle. Écrivons

D̃(N) (x, z) =
∑

n1+n2≥1

D̃(N)
n1,n2

(x) zn1
1 zn2

2

et
D̃(N)

res (0, v) =
∑
k≥1

D̃
(N)
k,k (0) vk .

Exactement comme dans le cas 1. qui traitait la partie radiale (les calculs ici sont
même plus simples), on peut prouver l'existence d'un germe de fonction analytique σ
solution de l'équation homologique :

LỸ (N) (σ) = −xN D̃(N) +
(
xN+1D(N+1)

)
◦ Γσ(

L
Ỹ

(N)
θ

(σ) = −xN D̃(N)
θ +

(
xN+1D

(N+1)
θ

)
◦ Γσ

)
(7.4.3)

pour un choix convenable de D(N+1), D
(N+1)
θ , avec

Γσ (x, z) := (x, y1 exp (−σ (x, z)) , y2 exp (σ (x, z)))

et
σ (x, z) = xN−1σ0 (z1z2) + xNσ1 (z) ,

où σ1 (z) =
∑
j1 6=j2

σ1,j1,j2z
j1
1 z

j2
2 . Remarquons que Γσ est le �ot de C évalué au temps

formel σ (x, z).
A nouveau, comme dans le premier cas (de la partie radiale), on a Γσ ∈ Difffib

(
C3, 0; Id

)
et donc aussi Γ−1

σ ∈ Difffib

(
C3, 0; Id

)
. Si l'on considère R(N+1) et R(N+1)

θ tels que

R(N+1) (x,y) := R̃(N+1) ◦ Γ−1
σ (x,y)

R
(N+1)
θ (x, z) := R̃

(N+1)
θ ◦ Γ−1

σ (x,y) ,
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alors on déduit de (7.4.3) :

(Γσ)∗

(
Ỹ (N)

)
= Y0 +

(
d(N+1) (y1y2) + xN+1D(N+1) (x,y)

)
C

+xN+1R(N+1) (x,y)R

(Γσ)∗

(
Ỹ

(N)
θ

)
= Y0 +

(
d(N+1) (y1y2) + xN+1D

(N+1)
θ (x,y)

)
C

+xN+1R
(N+1)
θ (x,y)R .

En fait, on choisit :

D(N+1) (x,y) :=

(
LỸ (N) (σ) + xN D̃(N)

xN+1

)
◦ Γ−1

σ (x,y)

D
(N+1)
θ (x,y) :=

LỸ (N)
θ

(σ) + xN D̃
(N)
θ

xN+1

 ◦ Γ−1
σ (x,y) .

D'après la proposition 6.22, les di�érents objets considérés sont 1-sommables dans la
direction θ 6= arg (±λ) ∈ R/2πZ.

7.5 Preuve de la proposition 7.1

Nous donnons à présent une preuve courte de la proposition 7.1, en appliquant les di�érents
résultats de ce chapitre.

Démonstration. (de la proposition 7.1)
Il su�t d'appliquer successivement le lemme 7.7 (appliqué à Y0 := Y|{x=0}), la proposition

7.9, la proposition 7.14 et �nalement la proposition 7.18, en utilisant après chaque étape le
corollaire 6.23 pour obtenir la 1-sommabilité annoncée.
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Chapitre 8

Normalisation sectorielle analytique

Dans ce chapitre nous allons démontrer l'existence de normalisations analytiques sectorielles
données par le théorème 5.5. Nous commencerons avec un champ de vecteurs Y (N) normalisé à
l'ordre O

(
xN
)
, comme obtenu dans la proposition 7.1. L'ingrédient principal sera de démontrer

l'existence de germes sectoriels de fonctions analytiques α+ ∈ O (S+) , α− ∈ O (S−) , solutions
d'une équation homologique de la forme

LY (N) (α±) = xM+1A± (x,y) ,

où M ∈ N et A± ∈ O (S±) (voir lemme 8.6). A�n de construire de telles solutions, nous allons
intégrer une 1-forme méromorphe de long de � chemins asymptotiques � tangents au feuilletage
et qui accumulent la singularité à l'origine (voir section 8.4). Avec de telles solutions sectorielles
α± (x,y) à l'équation homologique ci-dessus, nous allons pouvoir construire les germes de dif-
féomorphismes sectoriels recherchés comme les �ots de champs de vecteurs linéaires évalués � au
temps α± (x,y) �.

Nous allons réutiliser les notations introduites dans la section 7.4, i.e. :

� Y0 := λC + x
(
x ∂
∂x + a1y1

∂
∂y1

+ a2y2
∂
∂y2

)
� λ ∈ C∗
� a1 + a2 /∈ Q≤0

� C := −y1
∂
∂y1

+ y2
∂
∂y2

� R := y1
∂
∂y1 + y2

∂
∂y2

.

Pour λ 6= 0 �xé, ε ∈
]
0,
π

2

[
et r > 0, nous allons considérer deux secteurs privilégiés, à savoir

S+ (r, ε) := S
(
r, arg (iλ)− π

2
− ε, arg (iλ) +

π

2
+ ε
)

et
S− (r, ε) = S

(
r, arg (−iλ)− π

2
− ε, arg (−iλ) +

π

2
+ ε
)
.

Considérons un n÷ud-col 2-résonant diagonal strictement non dégénéré et div-intégrable,
normalisé à l'ordre O

(
xN+2

)
, N > 0 :

Y (N+2) = Y0 +
(
c (y1y2) + xN+2D(N+2) (x,y)

)
C + xN+2R(N+2) (x,y)R

(formel)

Y
(N+2)
± = Y0 +

(
c (y1y2) + xN+2D

(N+2)
± (x,y)

)
C + xN+2R

(N+2)
± (x,y)R

(analytique dans S± (r, ε)×D (0, r))
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98 8. Chapitre. Normalisation sectorielle

où D(N+2), R(N+2) sont d'ordre au moins 1 par rapport à y, et 1-sommables sauf pour arg (±λ) :
les 1-sommes respectives dans les directions arg (±iλ) sont notées D(N+2)

± , R
(N+2)
± . Il est à no-

ter que nous avons à présent fait l'hypothèse que le champ considéré est strictement non
dégénéré, i.e.

< (a1 + a2)>0 ,

contrairement au chapitre précédent où nous avions seulement besoin de l'hypothèse de non-
dégénérescence. Cette hypothèse va s'avérer importante dans la construction intégrale de solu-
tions à l'équation homologique décrite plus haut.

Proposition 8.1. Sous les hypothèses ci-dessus, pour tout η ∈ ]π, 2π[, il existe deux germes de
di�éomorphismes sectoriels �brés et tangents à l'identité{

Ψ+ ∈ Difffib

(
Sarg(iλ),η; Id

)
Ψ− ∈ Difffib

(
Sarg(−iλ),η; Id

)
de la forme

Ψ± : (x,y) 7→
(
x,y + O

(
‖y‖2

))
,

qui conjuguent Y (N+2)
± à sa forme normale

Ynorm := x2 ∂

∂x
+ (−λ+ a1x− c (y1y2)) y1

∂

∂y1
+ (λ+ a2x+ c (y1y2)) y2

∂

∂y2
,

où c (v) ∈ vC {v} est le germe d'une fonction analytique en v := y1y2 nulle à l'origine. De plus,
on peut choisir Ψ± tel que

Ψ± (x,y) = Id (x,y) + xNP
(N)
± (x,y) ,

où P
(N)
± = (0, P1,±, P2,±) est analytique dans S± (r, ε)×

(
C2, 0

)
(pour r > 0 et ε > η

2 ) et d'ordre
au moins 2 par rapport à y.

En conséquence de la proposition ci-dessus et de la proposition 7.1, on a immédiatement le
résultat suivant, qui correspond à la partie � existence � du théorème 5.5.

Corollaire 8.2. Soit Y ∈ SN diag,0 un n÷ud-col 2-résonant diagonal (analytique) strictement
non dégénéré et div-intégrable. Alors, pour η ∈ ]π, 2π[, il existe un couple (Φ+,Φ−) de germes
de di�éomorphismes sectoriels �brés et tangent à l'identité{

Φ+ ∈ Difffib

(
Sarg(iλ),η; Id

)
Φ− ∈ Difffib

(
Sarg(−iλ),η; Id

)
tels que

(Φ±)∗ (Y ) = x2 ∂

∂x
+ (−λ+ a1x− c (y1y2)) y1

∂

∂y1
+ (λ+ a2x+ c (y1y2)) y2

∂

∂y2

=: Ynorm ,

où λ ∈ C∗, < (a1 + a2) > 0, et c (v) ∈ vC {v} est le germe d'une fonction analytique en v := y1y2

nulle à l'origine.
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8.1 Preuve de l'existence de normalisations sectorielles :
preuve de la proposition 8.1

Nous allons énoncer deux propositions successives qui vont permettre de démontrer la pro-
position 8.1 immédiatement. Nous utiliserons les notations introduites précédemment, en début
de chapitre. Lorsque nous dirons qu'une fonction f : U → C est dominée par g : U → R+, cela
signi�e qu'il existe une constante L > 0 telle que pour tout u ∈ U , on a |f (u)| ≤ L.g (u).

Proposition 8.3. Soit Y (N+2)
± = Y0 +D±C +R±R, avec{
D± (x,y) = c (y1y2) + xN+2D

(N+2)
± (x,y)

R± (x,y) = xN+2R
(N+2)
± (x,y) ,

avec N ∈ N>0, c (v) ∈ vC {v} et D(N+2)
± , R

(N+2)
± analytiques sur S± (r, ε)×

(
C2, 0

)
et dominés

par ‖y‖∞. On suppose que < (a1 + a2) > 0.
Alors, quitte à réduire r > 0 ainsi que le voisinage

(
C2, 0

)
, il existe deux di�éomorphismes

sectoriels �brés ϕ+ et ϕ−, analytiques et injectifs sur S+ (r, ε) ×
(
C2, 0

)
sur S− (r, ε) ×

(
C2, 0

)
respectivement, qui conjuguent Y (N+2)

± à

YC,± := Y0 + C±C ,

où C± (x,y) = D± ◦ ϕ−1
± (x, z). De plus, on peut choisir

ϕ± (x,y) = (x, y1 exp (ρ± (x,y)) , y2 exp (ρ± (x,y))) ,

où ρ± (x,y) = xN+1ρ̃± (x,y) est analytique sur S± (r, ε)×
(
C2, 0

)
et dominé par ‖y‖∞.

Remarque 8.4. Il est à noter que ϕ−1
± est de la forme

ϕ−1
± (x, z) =

(
x, z1

(
1 + xN+1ϑ (x, z)

)
, z2

(
1 + xN+1ϑ (x, z)

))
,

où ϑ est analytique sur S± (r, ε)×
(
C2, 0

)
et dominé par ‖z‖∞. Par conséquent :

C± (x, z) = c (z1z2) + xN+1C
(N+1)
± (x, z) ,

où c (v) n'a pas changé, et C± est analytique sur S± (r, ε)×
(
C2, 0

)
et dominé par ‖z‖∞.

Proposition 8.5. Soit YC,± := Y0 + C±C, où

C± (x, z) = c (z1z2) + xN+1C
(N+1)
± (x, z) ,

avec N ∈ N>0, c (v) ∈ vC {v} et C(N+1)
± analytique sur S± (r, ε)×

(
C2, 0

)
et dominé par ‖z‖∞.

On suppose que < (a1 + a2) > 0.
Alors, quitte à réduire r > 0 ainsi que le voisinage

(
C2, 0

)
, il existe deux di�éomorphismes

sectoriels �brés ψ+ et ψ−, analytiques et injectifs sur S+ (r, ε) ×
(
C2, 0

)
sur S− (r, ε) ×

(
C2, 0

)
respectivement, qui conjuguent YC,± à

Ynorm := Y0 + c (v) C .

De plus, on peut choisir

ψ± (x, z) = (x, z1 exp (−χ± (x, z)) , z2 exp (χ± (x, z))) ,

où χ± (x, z) = xN χ̃± (x, z) est analytique sur S± (r, ε)×
(
C2, 0

)
et dominé par ‖z‖∞.
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En admettant un instant les deux lemmes ci-dessus, nous sommes en mesure de prouver la
proposition 8.1.

Démonstration. (Proposition 8.1)
Il s'agit d'une conséquence immédiate de l'utilisation successive des deux propositions pré-

cédentes dans cet ordre, en prenant Ψ± = ψ± ◦ ϕ± avec les mêmes notations.

8.2 Utilisation de l'équation homologique : preuve des pro-
positions 8.3 et 8.5

A�n de prouver les propositions 8.3 et 8.5, nous allons avoir besoin des deux lemmes suivants.
Le premier donne l'existence de solutions sectorielles holomorphes à l'équation homologique que
l'on cherche à résoudre.

Lemme 8.6. Soit

Z± := Y0 + C± (x,y) C + xR
(1)
± (x,y)R ,

avec C±, R
(1)
± analytiques sur S± (r, ε)×

(
C2, 0

)
et dominés par ‖y‖∞, et considérons également

A± (x,y) un germe sectoriel de fonction holomorphe sur S± (r, ε)×
(
C2, 0

)
et dominée par ‖y‖∞.

Alors, pour tout M ∈ N>0, quitte à réduire r > 0 ainsi que le voisinage
(
C2, 0

)
, il existe une

fonction α± holomorphe sur S± (r, ε)×
(
C2, 0

)
telle que

LZ± (α±) = xM+1A± (x,y) , (8.2.1)

avec α± (x,y) = xM α̃± (x,y), où α̃± est une fonction holomorphe sur S± (r, ε) ×
(
C2, 0

)
et

dominée par ‖y‖∞.

Nous allons démontrer ce lemme en section 8.4. Admettons-le un instant. Le lemme qui suit
permet d'a�rmer que les applications ϕ± et ψ± construites dans les propositions 8.3 et 8.5 sont
bien des germes sectoriels de di�éomorphismes (�brés) analytiques et injectifs sur S± (r, ε) ×(
C2, 0

)
.

Lemme 8.7. Soit f±, g± deux germes sectoriels de fonctions holomorphes S± (r, ε) ×
(
C2, 0

)
,

qui tendent vers 0 lorsque x := (x,y) tend vers 0 dans S± (r, ε)×
(
C2, 0

)
. Alors, l'application

φ± : (x,y) 7→ (x, y1 exp (f± (x,y)) , y2 exp (g± (x,y)))

dé�nit un germe sectoriel de di�éomorphisme (�bré), analytique et injectif sur S± (r, ε)×
(
C2, 0

)
(quitte à réduire r > 0 ainsi que le voisinage

(
C2, 0

)
).

Expliquons à présent en quoi ces deux lemmes impliquent les propositions 8.3 et 8.5.

Démonstration. (Propositions 8.3 et 8.5)

Il su�t d'appliquer le lemme 8.6 avecM = N+1 , A± = −R(N+2)
± , α± = ρ± et Z± = Y

(N+2)
±

pour la proposition 8.3, et avec M = N , A± = −C(N+1)
± , α± = χ± et Z± = YC,± pour la

proposition 8.5. Ensuite, on utilise le lemme 8.7 pour voir que ϕ± et ψ± sont bien des germes
sectoriels de di�éomorphismes (�brés) analytiques et injectifs sur S± (r, ε)×

(
C2, 0

)
. Finalement,

on véri�e que ϕ± et ψ± sont bien les conjugaisons recherchées. Avec les notations de la section
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précédente :

Dϕ± · Y (N+2)
± =

 L
Y

(N+2)
±

(x)

L
Y

(N+2)
±

(y1 exp (ρ± (x,y)))

L
Y

(N+2)
±

(y2 exp (ρ± (x,y)))



=


x2(

L
Y

(N+2)
±

(y1) + y1

(
L
Y

(N+2)
±

(ρ±)
))

exp (ρ± (x,y))(
L
Y

(N+2)
±

(y2) + y2

(
L
Y

(N+2)
±

(ρ±)
))

exp (ρ± (x,y))


=

 x2

(−λ+ a1x−D± (x,y)) y1 exp (ρ± (x,y))
(λ+ a2x+D± (x,y)) y2 exp (ρ± (x,y))


(
on a utilisé ici le fait que L

Y
(N+2)
±

(ρ±) = −xN+2R
(N+2)
±

)
= (Y0 + C±C) ◦ ϕ± (x,y)

= YC,± ◦ ϕ± (x,y) ,

si bien que (ϕ±)∗

(
Y

(N+2)
±

)
= YC,±, et par suite, on a aussi

Dψ± · YC,± =

 LYC,± (x)
LYC,± (z1 exp (−χ (x, z)))
LYC,± (z2 exp (χ (x, z)))


=

 x2(
LYC,± (z1) + z1

(
LYC,± (χ)

))
exp (−χ (x, z))(

LYC,± (z2) + z2

(
LYC,± (χ)

))
exp (χ (x, z))


=

 x2

(−λ+ a1x− c (z1z2)) z1 exp (−χ (x, z))
(λ+ a2x+ c (z1z2)) z2 exp (χ (x,y))


(
on a utilisé ici le fait que LYC,± (χ±) = −xN+1C

(N+1)
±

)
= (Y0 + c (u) C) ◦ ψ± (x, z)

= Ynorm ◦ ψ± (x, z) ,

de sorte que (ψ±)∗ (YC,±) = Ynorm.

8.3 Germes de di�éomorphismes sectoriels : preuve du lemme
8.7

Démontrons maintenant le lemme 8.7.

Démonstration. (du lemme 8.7)
On considère deux germes sectoriels f±, g± de fonctions analytiques sur S± (r, ε) ×

(
C2, 0

)
et dominées par ‖y‖∞. On dé�nit

φ± : (x,y) 7→ (x, y1 exp (f± (x,y)) , y2 exp (g± (x,y))) .

Commençons par prouver que, quitte à réduire le domaine (i.e. r > 0 et
(
C2, 0

)
), φ± est injective.

Soit x = (x, y1, y2) et x′ = (x′, y′1, y
′
2) dans S± (r, ε)×

(
C2, 0

)
tels que φ± (x) = φ± (x′). Puisque
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φ± est �brée en x, on a x = x′. Supposons ensuite par l'absurde que (y1, y2) 6= (y′1, y
′
2), de sorte

que
‖(y1 − y′1, y2 − y′2)‖∞ > 0 .

Supposons par exemple qu'on ait ‖(y1 − y′1, y2 − y′2)‖∞ = |y1 − y′1| > 0. On note Dy l'opérateur
de dérivée partielle par rapport à y = (y1, y2). D'après le théorème des accroissement �nis :∣∣∣∣∣ef±(x) − ef±(x′)

y1 − y′1

∣∣∣∣∣ ≤ sup
(z1,z2)∈[(y1,y2),(y′1,y′2)]

∥∥Dy

(
ef±

)
(x, z1, z2)

∥∥
∞ .

Par conséquent :

0 =
∣∣∣y1e

f±(x) − y′1ef±(x′)
∣∣∣

=
∣∣∣ef±(x)

∣∣∣ . |y1 − y′1| .

∣∣∣∣∣1 +
y′1

ef±(x)
.
ef±(x) − ef±(x′)

y1 − y′1

∣∣∣∣∣
≥

∣∣∣ef±(x)
∣∣∣ . |y1 − y′1| .

(
1−

∣∣∣∣ y′1
ef±(x)

∣∣∣∣ .
∣∣∣∣∣ef±(x) − ef±(x′)

y1 − y′1

∣∣∣∣∣
)

≥
∣∣∣ef±(x)

∣∣∣ . |y1 − y′1| .

1−
∣∣∣∣ y′1
ef±(x)

∣∣∣∣ . sup
(z1,z2)∈[(y1,y2),(y′1,y′2)]

∥∥Dy

(
ef±
)

(x, z1, z2)
∥∥
∞ .


Prenons

(
C2, 0

)
= D (0, r) assez petit pour que f± soit analytique sur

S± (r, ε)×D (0, 3r1 + δ)×D (0, 3r2 + δ)

avec δ > 0 petit. Sans perte de généralités, on peut supposer r1 = r2. On applique alors la
formule intégrale de Cauchy à z1 7→ ef±(x,z1,z2), pour z2 �xé, en intégrant sur un cercle de
centre 0 et de rayon 3r1 = 3r2. De la même manière, on applique aussi la formule intégrale de
Cauchy à z2 7→ ef±(x,z1,z2), pour tout z1 �xé, en intégrant sur un cercle de centre 0 et de rayon
3r1 = 3r2. On obtient alors :

sup
(z1,z2)∈[(y1,y2),(y′1,y′2)]

∥∥Dy

(
ef±
)

(x, z1, z2)
∥∥
∞ ≤

3

4r1
. exp

(
sup

x∈S±(r,ε)×D(0,r)

(|f± (x)|)

)
,

et donc :

0 =
∣∣∣y1e

f±(x) − y′1ef±(x′)
∣∣∣

≥
∣∣∣ef±(x)

∣∣∣ . |y1 − y′1| .

(
1− 3

4
exp

(
sup

x∈S±(r,ε)×D(0,r)

(2 |f± (x)|)

))
.

Puisque f± (x) →
x→0

0, on peut choisir r, r1 et r2 assez proches de 0 pour que :

exp

(
sup

x∈S±(r,ε)×D(0,r)

(2 |f± (x)|)

)
≤ 5

4
<

4

3
.

Au �nal, on a :

0 =
∣∣∣y1e

f±(x) − y′1ef±(x′)
∣∣∣

≥
∣∣∣ef±(x)

∣∣∣ |y1 − y′1|
16

> 0 ,
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et donc, si y1 6= y′1, 0 =
∣∣∣y1e

ρ(x) − y′1eρ(x
′)
∣∣∣ > 0. C'est une contradiction.

En conclusion : (y1, y2) = (y′1, y
′
2) et donc φ± est injective sur S± (r, ε)×

(
C2, 0

)
.

Puisque φ± est injective et analytique sur S± (r, ε)×
(
C2, 0

)
, il s'agit d'un biholomorphisme de

S± (r, ε)×
(
C2, 0

)
sur son image, qui est nécessairement ouverte (car une application holomorphe

est ouverte). De plus, il est clair que l'image de φ±
(
S± (r, ε)×

(
C2, 0

))
est aussi de la forme

S± (r, ε)×
(
C2, 0

)
.

8.4 Résolution sectorielle de l'équation homologique : preuve
du lemme 8.6

Le but de cette section est de prouver le lemme 8.6 en étudiant l'existence de chemins asymp-
totiques à la singularité et tangents au feuilletage engendré par le champ de vecteurs considéré.
On intègrera ensuite une forme temps bien choisie le long de tels chemins pour construire une
solution sectorielle à l'équation homologique (8.2.1).

Remarque. Par commodité, et sans perte de généralité, on supposera dans cette section que

λ = 1
(
sinon, on se ramène à ce cas en divisant le champ par λ 6= 0, en e�ectuant le changement

x 7→ λx, et en considérant au �nal le secteur exp (−i arg (λ)) .S± (r, ε) au lieu de S± (r, ε) : ces

modi�cations ne changent pas a1 et a2

)
.

8.4.1 Domaines de stabilité et chemins asymptotiques

On considère le champ

Z± = Y0 + C± (x,y) C + xR
(1)
± (x,y)R

=


x2

y1

(
− (1 + C± (x,y)) + a1x+ xR

(1)
± (x,y)

)
y2

(
1 + C± (x,y) + a2x+ xR

(1)
± (x,y)

)


avec < (a1 + a2) > 0, et C±, R
(1)
± analytiques sur S± (r, ε) × D (0, r) et dominés par ‖y‖∞.

Intéressons-nous, au problème de Cauchy d'inconnue x (t) := (x (t) , y1 (t) , y2 (t)), à temps réel
positif t ≥ 0, associé au champ :

X± :=
±i

1 +
(
a2−a1

2

)
x+ C±

Z± ,

i.e. 

dx

dt
=

±ix2

1 +
(
a2−a1

2

)
x+ C±

dy1

dt
=

±iy1

1 +
(
a2−a1

2

)
x+ C±

(
− (1 + C± (x,y)) + a1x+ xR

(1)
± (x,y)

)
dy2

dt
=

±iy2

1 +
(
a2−a1

2

)
x+ C±

(
1 + C± (x,y) + a2x+ xR

(1)
± (x,y)

)
x (t) = x0 = (x0, y1,0, y2,0) ∈ S± (r, ε)×D (0, r) .

(8.4.1)

On note (t,x0) 7→ ΦtX± (x0) le �ot de X± au temps t ≥ 0 et avec condition initiale x0 :
Φ0
X± (x0) = x0.
Nous allons démontrer le résultat suivant.
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104 8. Chapitre. Normalisation sectorielle

Figure 8.4.1 � Représentation de la projection prx (Ω+) du domaine stable sur l'espace des x.

Proposition 8.8. Pour tout ε ∈
]
0,
π

2

[
, il existe des secteurs S± (r, ε) , S± (r′, ε) avec r, r′ > 0

et un domaine ouvert Ω± stable sous l'action de �ot de (8.4.1) à temps croissant t ≥ 0, tels
que :

S± (r′, ε)×D (0, r′) ⊂ Ω± ⊂ S± (r, ε)×D (0, r) ,

( cf. �gure 8.4.1). De plus, si x0 ∈ Ω±, alors le solution de (8.4.1) associée, à savoir t 7→ x (t) :=
ΦtX± (x0), existe pour tout t ≥ 0, et x (t)→ 0 quand t→ +∞.

Remarque 8.9. La solution t 7→ x (t) de (8.4.1) existe donc pour tout t ≥ 0 et tend vers l'origine
quand t→ +∞ : cette trajectoire dé�nit un chemin asymptotique à la singularité et tangent au
feuilletage. De plus, il est à noter que le domaine Ω± dépend du choix de r et r′.

Dé�nition 8.10. On appelle chemin asymptotique de base x0 ∈ Ω± associé à X± le chemin

γ±,x0 :=
{

ΦtX± (x0) , t ≥ 0
}
.

(cf. �gure 15.0.1 page 172 pour un exemple de chemin asymptotique dans le cas de la première
équation de Painlevé).

Par commodité d'écriture et sans perte de généralités, nous allons seulement détailler le cas
�± = +� (la situation où �± = −� est similaire).

Notons a := a1 + a2 et b := a2−a1
2 . Dans le cas �± = +�, on a alors :

dx

dt
=

ix2

1 + bx+ C+

dy1

dt
= iy1

(
−1 +

(
a
2 +R

(1)
+ (x,y)

1 + bx+ C+ (x,y)

)
x

)
dy2

dt
= iy2

(
1 +

(
a
2 +R

(1)
+ (x,y)

1 + bx+ C+ (x,y)

)
x

)
x (t) = x0 = (x0, y1,0, y2,0) ∈ S+ (r, ε)×D (0, r) .
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Considérons également les équations di�érentielles satisfaites par |x (t)|, |y1 (t)|, |y2 (t)| et θ (t) :=
arg (x (t)) : 

d |x (t)|
dt

= |x (t)| <
(

ix (t)

1 + bx (t) + C+ (x (t))

)
d |y1 (t)|

dt
= |y1 (t)| <

(
ix (t)

(
a
2 +R

(1)
+ (x (t))

1 + bx (t) + C+ (x (t))

))
d |y2 (t)|

dt
= |y2 (t)| <

(
ix (t)

(
a
2 +R

(1)
+ (x (t))

1 + bx (t) + C+ (x (t))

))
dθ (t)

dt
= =

(
ix (t)

1 + bx (t) + C+ (x (t))

)
.

Pour tout nombre complexe ζ ∈ C et tous nombres positifs R,B > 0, on note Σ+ (ζ,R,B)
le secteur de rayon R bissecté par iζ̄R+ et d'ouverture π − 2 arcsin (B) = 2 arccos (B) :

Σ+ (ζ,R,B) := {x ∈ D (0, R) | = (ζx) > B |ζx|}
=

{
x ∈ D (0, R) | − arccos (B) < arg (x)− arg

(
iζ̄
)
< arccos (B)

}
.

Pour M,R > 0, on note Θ+ (R,M)
(
resp. Θ− (R,M)

)
le secteur de rayon R bissecté par R+(

resp. R−
)
et d'ouverture 2 arccos (M) :

Θ+ (R,M) := {x ∈ D (0, R) | < (x) > M |x|}
= {x ∈ D (0, R) | − arccos (M) < arg (x) < arccos (M)}

Θ− (R,M) := {x ∈ D (0, R) | < (x) < −M |x|}
= {x ∈ D (0, R) | − arccos (M) < arg (x)− π < arccos (M)}

Puisque < (a) > 0 par hypothèse, on peut choisir ω′ ∈
]
0, <(a)
|a|

[
, de sorte que Σ+ (a, r, ω′)

contienne iR>0. En e�et, on a bien :

|arg (i)− arg (ia)| = |arg (a)| < arccos (ω′) .

On a en particuliers

0 < arccos (ω′)− |arg (a)| < π

2

de sorte que
0 < cos (arccos (ω′)− |arg (a)|) < 1 .

On prend alors ω tel que

ω ∈ ]cos (arccos (ω′)− |arg (a)|) , 1[ , (8.4.2)

si bien que Σ+ (1, r, ω) ⊂ Σ+ (a, r, ω′). En e�et, si x ∈ Σ+ (1, r, ω), on a :

− arccos (ω) < arg (x)− π

2
< arccos (ω) , (8.4.3)

et donc

|arg (x)− arg (i.a)| < arccos (ω) + |arg (a)|
(d'après (8.4.3))

< arccos (ω′)

(d'après (8.4.2)).
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Figure 8.4.2 � Représentation des domaines Σ+ (1, r, ω) ,Σ+ (a, r, ω′) ,Θ+ (r, µ) ,Θ− (r, µ) , S+ (r, ε),
avec des rayons altérés par soucis de clarté.

On �xe en�n µ ∈
]
0,
√

1− ω2
[
assez petit pour que

Θ+ (r, µ) ∩ Σ+ (1, r, ω) 6= ∅
Θ− (r, µ) ∩ Σ+ (1, r, ω) 6= ∅

et
S+ (r, ε) ⊂ Σ+ (1, r, ω) ∪Θ+ (r, µ) ∪Θ− (r, µ) .

Plus précisément, on doit avoir 0 < ε < arccos (µ). L'idée est à présent d'étudier le comportement
de t 7→ x (t) (où t 7→ x (t) = (x (t) , y1 (t) , y2 (t)) est la solution de (8.4.1)) sur chacun des
domaines Σ+ (1, r, ω) ,Θ+ (r, µ) ,Θ− (r, µ) (cf. �gure 8.4.2).

Nous pouvons à présent démontrer le lemme suivant.

Lemme 8.11.

1. Il existe r, r1, r2 > 0 tels que Σ+ (1, r, ω)×D (0, r) soit stable par le �ot de (8.4.1) à temps
positif t ≥ 0. De plus, dans cette région, t 7→ |x (t)|, |y1 (t)| et |y2 (t)| sont des fonctions
décroissantes de t et tendent vers 0 lorsque t→ +∞.
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2. Il existe 0 < r′ < r, 0 < r′1 < r1, 0 < r′2 < r2 ainsi qu'un domaine Ω+ stable par le �ot
de (8.4.1) à temps croissant t ≥ 0 tels qu'on ait

S+ (r′, ε)×D (0, r′) ⊂ Ω+ ⊂ S+ (r, ε)×D (0, r) .

De plus, si x0 ∈ Θ+ (r′, µ)
(
resp. x0 ∈ Θ− (r′, µ)

)
, alors t 7→ θ (t) = arg (x (t)) , t ≥ 0

est croissante ( resp. décroissante) tant que x (t) reste dans Θ+ (r′, µ)
(
resp. Θ− (r′, µ)

)
.

En�n, il existe t0 ≥ 0, tel que pour tout t ≥ t0, x (t) ∈ Σ+ (1, r, ω) .

Démonstration. On �xe δ ∈ ]0,min (ω, µ)[, δ′ ∈ ]0, ω′[ et on prend r > 0 assez petit de sorte que
pour tout x = (x,y) ∈ S+ (r, ε)×D (0, r), on ait :

∣∣∣∣ 1

1 + bx+ C+ (x)
− 1

∣∣∣∣ < δ∣∣∣∣∣ a
2 +R

(1)
+ (x)

1 + bx+ C+ (x)
− a

2

∣∣∣∣∣ < δ′ .

Par conséquent, pour tout x ∈ S+ ×D (0, r), on a les encadrements
− |x| (1 + δ) < <

(
ix

1 + bx+ C+ (x)

)
< |x| (1 + δ)

− |x|
(∣∣∣a

2

∣∣∣+ δ′
)
< <

(
ix

(
a
2 +R

(1)
+ (x,y)

1 + bx+ C+ (x,y)

))
< |x|

(∣∣∣a
2

∣∣∣+ δ′
)

.

De plus :
� si x ∈ Σ+ (1, r, ω) alors

<
(

ix

1 + bx+ C+ (x)

)
< − |x| (ω − δ) ;

� si x ∈ Σ+ (a, r, ω′)
(
en particulier si x ∈ Σ+ (1, r, ω)

)
alors

<

(
ix

(
a
2 +R

(1)
+ (x,y)

1 + bx+ C+ (x,y)

))
< − |x| (ω′ − δ′) ;

� si x ∈ Θ− (r, µ)
(
resp. Θ+ (r, µ)

)
alors

=
(

ix

1 + bx+ C+ (x)

)
< − |x| (µ− δ)(

resp. =
(

ix

1 + bx+ C+ (x)

)
> |x| (µ− δ)

)
.

D'où :
� pour tout t ≥ 0

− (1 + δ) |x (t)|2 < d|x(t)|
dt < (1 + δ) |x (t)|2

et donc, tant que x (t) ∈ S+ (r, ε)×D (0, r), on a

|x (t)| > |x0|
1 + (1 + δ) |x0| t

;
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108 8. Chapitre. Normalisation sectorielle

� pour tout t ≥ 0, si x (t) ∈ Σ+ (1, r, ω), alors

d |x (t)|
dt

< − (ω − δ) |x (t)|2 (8.4.4)

et {
d|y1(t)|

dt < − (ω′ − δ′) |y1 (t)| |x (t)|
d|y2(t)|

dt < − (ω′ − δ′) |y2 (t)| |x (t)|
(8.4.5)

si bien que t 7→ |x (t)| , |y1 (t)| et |y2 (t)| sont des fonctions décroissantes de t ≥ 0 tant
que x (t) ∈ Σ+ (1, r, ω) ;

� pour tout t ≥ 0, si x (t) ∈ Θ− (r, µ)
(
resp. Θ+ (r, µ)

)
alors

dθ

dt
(t) < − (µ− δ) |x (t)| < − (µ− δ) |x0|

1 + (1 + δ) |x0| t(
resp.

dθ

dt
(t) > (µ− δ) |x (t)| > (µ− δ) |x0|

1 + (1 + δ) |x0| t

)
de sorte que t 7→ θ (t) est strictement décroissante (resp. croissante) tant que x (t) ∈
Θ− (r, µ)

(
resp. Θ+ (r, µ)

)
. De plus, si θ0 = θ (0) est tel que x0 = x (0) ∈ Θ− (t, µ) \Σ+ (1, r, ω)(

resp. Θ+ (r, µ) \Σ+ (1, r, ω)
)
, alors, tant que x (t) ∈ Θ− (r, µ)

(
resp. Θ+ (r, µ)

)
on a :

θ (t) < θ0 −
(
µ− δ
1 + δ

)
ln (1 + (1 + δ) |x0| t)(

resp. θ (t) > θ0 +

(
µ− δ
1 + δ

)
ln (1 + (1 + δ) |x0| t)

)
.

On voit que x (t) ∈ Σ+ (1, r, ω) pour tout

t ≥ t0 :=

(
exp

(
1+δ
µ−δ

(
θ0 − π

2 − arccos (ω)
))
− 1
)

(1 + δ) |x0|(
resp. t0 :=

(
exp

(
1+δ
µ−δ

(
π
2 − arccos (ω)− θ0

))
− 1
)

(1 + δ) |x0|

)
.

En e�et, si t ≥ t0, avec t0 comme ci-dessus, et si x (t) ∈ Θ+ (r, µ), alors d'après ce qui
précède :

θ (t) > θ0 +

(
µ− δ
1 + δ

)
ln (1 + (1 + δ) |x0| t)

> θ0 +

(
µ− δ
1 + δ

)
ln

(
exp

(
1 + δ

µ− δ

(
θ0 −

π

2
− arccos (ω)

)))
= θ0 +

π

2
− arccos (ω)− θ0 =

π

2
− arccos (ω)

et donc
− arccos (ω) < arg (x (t))− π

2
< 0 .

On a donc bien x (t) ∈ Σ+ (1, r, ω). Notons que :

t0 ≤
exp

((
1+δ
µ−δ

)
(ε+ arcsin (ω))

)
(1 + δ) |x0|

. (8.4.6)
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D'une part, Σ+ (1, r, ω)×D (0, r) est stable par le �ot de (8.4.1) à temps croissant t ≥ 0. En
e�et, dans cette région, les quantités t 7→ |x (t)| , |y1 (t)| et |y2 (t)| sont des fonctions décrois-
santes de t, et dès que x (t) entre dans Σ+ (1, r, ω)∩Θ− (r, µ)

(
resp. Σ+ (1, r, ω)∩Θ+ (r, µ)

)
, qui

est non-vide et contient une partie du bord de Σ+ (1, r, ω) où l'argument est constant, t 7→ θ (t)
devient décroissante (resp. croissante). Donc, x (t) reste dans Σ+ (1, r, ω).

D'autre part, tant que x (t) reste dans Θ− (r, µ)
(
resp. Θ+ (r, µ)

)
on peut reparamétrer les

solutions par (−θ) (resp θ) (nous allons ici faire un abus de notation, en écrivant au besoin x (θ)
ou x (t)) : 

d |x|
d (−θ)

= − |x|
<
(

ix
1+bx+C+(x)

)
=
(

ix
1+bx+C+(x)

) ≤ |x| . 1 + δ

µ− δ(
resp.

d |x|
dθ

= |x|
<
(

ix
1+bx+C+(x)

)
=
(

ix
1+bx+C+(x)

) ≤ |x| . 1 + δ

µ− δ

)

d |y1|
d (−θ)

= − |y1|
<
(
ix

(
a
2 +R

(1)
+ (x,y)

1+bx+C+(x,y)

))
=
(

ix
1+bx+C+(x)

) ≤ |y1| .
∣∣a

2

∣∣+ δ′

µ− δ

(
resp.

d |y1|
dθ

= |y1|
<
(
ix

(
a
2 +R

(1)
+ (x,y)

1+bx+C+(x,y)

))
=
(

ix
1+bx+C+(x)

) ≤ |y1| .
∣∣a

2

∣∣+ δ′

µ− δ

)

d |y2|
d (−θ)

= − |y2|
<
(
ix

(
a
2 +R

(1)
+ (x,y)

1+bx+C+(x,y)

))
=
(

ix
1+bx+C+(x)

) ≤ |y2| .
∣∣a

2

∣∣+ δ′

µ− δ

(
resp.

d |y2|
dθ

= |y2|
<
(
ix

(
a
2 +R

(1)
+ (x,y)

1+bx+C+(x,y)

))
=
(

ix
1+bx+C+(x)

) ≤ |y2| .
∣∣a

2

∣∣+ δ′

µ− δ

)
.

Ainsi, si θ0 := θ (0) est tel que x0 := x (0) ∈ Θ− (r, µ)
(
resp. Θ+ (r, µ)

)
, pour t ≤ t0 on a :

|x (t)| ≤ |x0| exp

(
1 + δ

µ− δ
(θ0 − θ (t))

)
(
resp. |x (t)| ≤ |x0| exp

(
1 + δ

µ− δ
(θ (t)− θ0)

))

|y1 (t)| ≤ |y1,0| exp

(∣∣a
2

∣∣+ δ′

µ− δ
(θ0 − θ (t))

)
(
resp. |y1 (t)| ≤ |y1,0| exp

(∣∣a
2

∣∣+ δ′

µ− δ
(θ (t)− θ0)

))

|y2 (t)| ≤ |y2,0| exp

(∣∣a
2

∣∣+ δ′

µ− δ
(θ0 − θ (t))

)
(
resp. |y1 (t)| ≤ |y1,0| exp

(∣∣a
2

∣∣+ δ′

µ− δ
(θ (t)− θ0)

))
.

(8.4.7)

Dé�nition 8.12. On dé�nit le domaine Ω+ comme l'ensemble des

x = (x, y1, y2) ∈ S+ (r, ε)×D (0, r)
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tels que :

� si = (x) ≥ ω |x| alors



|x| ≤ r exp

(
1 + δ

µ− δ
(arg (x)− arcsin (ω))

)
|y1| ≤ r1 exp

(∣∣a
2

∣∣+ δ′

µ− δ
(arg (x)− arcsin (ω))

)

|y2| ≤ r2 exp

(∣∣a
2

∣∣+ δ′

µ− δ
(arg (x)− arcsin (ω))

) ;

� si = (x) ≤ −ω |x| alors



|x| ≤ r exp

(
1 + δ

µ− δ
(π − arcsin (ω)− arg (x))

)
|y1| ≤ r1 exp

(∣∣a
2

∣∣+ δ′

µ− δ
(π − arcsin (ω)− arg (x))

)

|y2| ≤ r2 exp

(∣∣a
2

∣∣+ δ′

µ− δ
(π − arcsin (ω)− arg (x))

)
(cf. �gure 8.4.1).

On voit alors que Ω+ est stable par le �ot de (8.4.1) à temps positif t ≥ 0. On a vu que pour
toute condition initiale dans Ω+, la solution existe pour tout t ≥ 0, et reste dans Ω+. De plus,
après un temps �ni t0 ≥ 0, cette dernière entre et reste dans Σ+ (1, r, ω). Finalement, on a bien :

S+ (r′, ε)×D (0, r′) ⊂ Ω+ ⊂ S+ (r, ε)×D (0, r) ,

avec 

r′ = r exp

(
−
(

1 + δ

µ− δ

)
(ε+ arcsin (ω))

)
< r

r′1 = r1 exp

(
−

(∣∣a
2

∣∣+ δ′

µ− δ

)
(ε+ arcsin (ω))

)
< r1

r′2 = r2 exp

(
−

(∣∣a
2

∣∣+ δ′

µ− δ

)
(ε+ arcsin (ω))

)
< r2 .

Soit �nalement x0 = (x0,y0) ∈ Σ+ (1, r, ω) ×D (0, r). D'après (8.4.4) et (8.4.5), on a pour
tout t ≥ 0 : 

|x (t)| ≤ |x0|
1+(ω−δ)|x0|t

|y1 (t)| ≤ |y1,0|

(1+(1+δ)|x0|t)
ω′−δ′
1+δ

|y1 (t)| ≤ |y2,0|

(1+(1+δ)|x0|t)
ω′−δ′
1+δ

,

(8.4.8)

ce qui prouve que la solution associée tend vers 0 quand t→ +∞.

Remarque 8.13. Un domaine stable Ω− est dé�ni de manière analogue dans le cas �± = −�.

8.4.2 Construction d'une solution sectorielle à l'équation homologique

On considère la forme méromorphe suivante τ := dx
x2 , qui satisfait à τ · (Z±) = 1 (on dit que

τ est une forme � temps � pour le champ Z±). On considère également une fonction A± (x,y)
analytique dans S± (r, ε) ×

(
C2, 0

)
et dominée par ‖y‖∞. Soit en�n un entier M ∈ N>0. La

proposition suivante est une précision du lemme 8.6.

Proposition 8.14. Pour tout x0 ∈ Ω± (voir dé�nition 8.12), l'intégrale dé�nie par

α± (x0) := −
ˆ
γ±,x0

xM+1A± (x) τ
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est absolument convergente (le chemin d'intégration γ±,x0
est celui de la dé�nition 8.10). De

plus, la fonction x0 7→ α± (x0) est analytique sur Ω±, satisfait

LZ± (α±) = xM+1A± (x)

et α± (x,y) = xM α̃± (x,y), avec α̃± analytique sur Ω± et dominée par ‖y‖∞.

Démonstration. Nous allons fortement utiliser les estimations faites dans la sous-section précé-
dente.

� Commençons par prouver que l'intégrale est absolument convergente. On a :

α± (x0) = −
ˆ +∞

0

x (t)
M+1

A± (x (t))

x (t)
2

ix (t)
2

1 + bx (t) + C+ (x (t))
dt

= −i
ˆ +∞

0

x (t)
M+1

A± (x (t))

1 + bx (t) + C+ (x (t))
dt .

Puisque x (t) ∈ Ω± pour tout t ≥ 0 et puisque A± (x,y) est dominé par ‖y‖∞, on a :∣∣∣∣∣ x (t)
M+1

A± (x (t))

1 + bx (t) + C+ (x (t))

∣∣∣∣∣ ≤ C |x (t)|M+1 ‖y (t)‖∞ ,

où C > 0 est une constante indépendante de x0 et t. Pour t ≥ 0 assez grand, on déduit
de la sous-section 8.4.1 que :∣∣∣∣∣ x (t)

M+1
A± (x (t))

1 + bx (t) + C+ (x (t))

∣∣∣∣∣ ≤ C ‖y0‖
(

|x0|
1 + (ω − δ) |x0| t

)M+1
1

(1 + (1 + δ) |x0| t)
ω′−δ′
1+δ

= O
t→+∞

(
1

tM+1

)
et donc l'intégrale considérée est absolument convergente.

� Montrons à présent l'analyticité de α± dans Ω± : il su�t de prouver que α± est analytique
sur tout compact K ⊂ Ω±. Soit alors K un tel compact. On prend L > 0 tel que pour
tout x ∈ K on ait ∣∣∣∣ A± (x)

1 + bx+ C+ (x)

∣∣∣∣ ≤ L.
Puisque K est un compact inclus dans Ω± ⊂ S± (r, ε)×

(
C2, 0

)
, et que S± (r, ε) est ouvert

(0 /∈ S± (r, ε)), il existe δ > 0 tel que pour tout x = (x, y1, y2) ∈ K, on ait δ < |x| < r.
Finalement, d'après les estimations (8.4.8), il existe B > 0 tel que pour tout x0 ∈ K et
tout t ≥ 0 :

|x (t)| ≤ B |x0|
1 + (ω − δ) |x0| t

.

D'où : ∣∣∣∣∣ x (t)
M+1

A± (x (t))

1 + bx (t) + C+ (x (t))

∣∣∣∣∣ ≤ LBM+1 |x0|M+1

(1 + (ω − δ) |x0| t)M+1

≤ LBM+1rM+1

(1 + (ω − δ) δt)M+1
,

et le théorème sur l'analyticité des intégrales à paramètres montre que α± est analytique
sur tout compact K ⊂ Ω±, et donc sur Ω±.
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� On écrit F (x) := ±ixM+1A±(x)
1+bx+C+(x) , de sorte que

α± (x0) = −
ˆ +∞

0

F
(

ΦtX± (x0)
)
dt .

Pour tout x0 ∈ Ω±, la fonction t 7→ x (t) = ΦtX± (x0) véri�e

∂

∂t

(
ΦtX± (x0)

)
=

±i

1 + bx
(

ΦtX± (x0)
)

+ C+

(
ΦtX± (x0)

)Z± (Φt± (x)
)
.

D'après le théorème sur l'analyticité (et la dérivation) des intégrales à paramètres, on a :

(
LZ±α±

)
(x0) = −

ˆ +∞

0

LZ± (F ◦ Φs) (x0) ds

= −
ˆ +∞

0

DF
(

ΦsX± (x0)
)
.DΦsX± (x0) .Z± (x0) ds

= −
ˆ +∞

0

DF
(

ΦsX± (x)
)
.
∂

∂t

(
Φs+tX±

(x0)
)
|t=0

(
±1 + bx0 + C± (x0)

i

)
ds

= −
(
±1 + bx0 + C± (x0)

i

)
.

ˆ +∞

0

DF
(

ΦsX± (x0)
)
.
∂

∂t

(
ΦtX± (x0)

)
|t=s

ds

= −
(
±1 + bx0 + C± (x0)

i

)
.

ˆ +∞

0

∂

∂s

(
F ◦ ΦsX± (x0)

)
ds

= −
(
±1 + bx0 + C± (x0)

i

)
.
[
F ◦ ΦsX± (x0)

]s=+∞

s=0

= −
(
±1 + bx0 + C± (x0)

i

)
. (−F (x0))

= xM+1
0 A± (x0) .

� Montrons que la fonction (x,y) 7→ α̃± (x,y) := α±(x,y)
xM

est bornée et dominée par ‖y‖∞
sur Ω±. Le fait que α̃± est analytique sur Ω± est clair car la fonction α± y est analytique
et car 0 /∈ Ω±. Comme précédemment, il existe une constante C > 0 telle que pour tout
x0 := (x0,y0) ∈ Ω± et tout t ≥ 0 :∣∣∣∣∣∣∣

x
(

ΦtX± (x0)
)M+1

A±

(
ΦtX± (x0)

)
(

1 + bx
(

ΦtX± (x0)
)

+ C+

(
ΦtX± (x0)

))
∣∣∣∣∣∣∣ ≤ C

∣∣∣x(ΦtX± (x0)
)∣∣∣M+1 ∥∥∥y (ΦtX± (x0)

)∥∥∥
∞

.

Traitons uniquement le cas où x0 ∈ Θ± (r, µ) (le cas où Σ± (1, r, ω) est plus simple).
D'une part, d'après (8.4.7) on a pour tout t ≤ t0 :

∣∣∣x(ΦtX± (x0)
)∣∣∣ ≤ D |x0| , où D := exp

(
1+δ
µ−δ (arccos (µ) + ε)

)
∥∥∥y (ΦtX± (x0)

)∥∥∥
∞
≤ D′ ‖y0‖∞ , où D′ := exp

(
| a2 |+δ′
µ−δ (arccos (µ) + ε)

)
.

D'autre part, on a vu dans (8.4.8) que pour tout t ≥ t0 :
∣∣∣x(ΦtX± (x0)

)∣∣∣ ≤ ∣∣∣x(Φ
t0
X±

(x0)
)∣∣∣

1+(ω−δ)
∣∣∣x(ΦtX±

(x0)
)∣∣∣(t−t0)∥∥∥y (ΦtX± (x0)

)∥∥∥
∞
≤ ‖y0‖∞ .
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D'après la relation de Chasles et les estimations ci-dessus, on en déduit :

|α̃± (x0,y0)| ≤ |α± (x0,y0)|
|x0|M

≤
CDM+1D′ ‖y0‖∞ |x0|M+1 |t0|

|x0|M

+
C ‖y0‖∞
|x0|M

ˆ +∞

t0

dt(
1 + (ω − δ)

∣∣∣x(ΦtX± (x0)
)∣∣∣ (t− t0)

)
≤ CDM+1D′ ‖y0‖∞ |x0| |t0|+

C ‖y0‖∞
∣∣∣x(Φt0X± (x0)

)∣∣∣M+1

M (ω − δ) |x0|M
∣∣∣x(Φt0X± (x0)

)∣∣∣ ;

D'où, on déduit de (8.4.6) qu'on a :

|α̃± (x0,y0)| ≤
(
D2D′

(1 + δ)
+

1

M (ω − δ)

)
CDM ‖y0‖∞ .
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Chapitre 9

Unicité et faible 1-sommabilité des
normalisations sectorielles : preuve
du théorème 5.5

Dans ce chapitre nous allons voir qu'il existe en fait un unique couple de (germes de) nor-
malisations sectorielles tangentes à l'identité (dont l'existence provient du corollaire 8.2) et
que celles-ci sont en fait les 1-sommes faibles de la normalisation formelle donnée par le théo-
rème 1.5. Ceci est résumé dans les deux propositions suivantes. Considérons Y ∈ SN diag,0 avec
D0Y = diag (0,−λ, λ), λ 6= 0, ainsi que sa forme normale Ynorm donnée par le corollaire 8.2.

Proposition 9.1. Soient ϕ+, ϕ̃+ et ϕ−, ϕ̃− des germes de di�éomorphismes sectoriels �brés
dans les directions arg (iλ) et arg (−iλ) respectivement, avec ouverture au moins π, et qui sont
tangents à l'identité : {

ϕ+, ϕ̃+ ∈ Difffib

(
Sarg(iλ),π; Id

)
ϕ−, ϕ̃− ∈ Difffib

(
Sarg(−iλ),π; Id

)
.

Supposons que ϕ±, ϕ̃± conjuguent Y à Ynorm :

(ϕ±)∗ (Y ) = (ϕ̃±)∗ (Y ) = Ynorm .

Alors (ϕ+, ϕ−) = (ϕ̃+, ϕ̃−) (en tant que germes).

Proposition 9.2. Si Y ∈ SN diag,0, alors l'unique normalisation formelle Φ̂ donnée par le 1.5
est faiblement 1-sommable sauf pour arg (±λ). En particulier, les normalisations sectorielles Φ+

et Φ− du corollaire 8.2 sont les 1-sommes faibles de Φ̂ dans les directions arg (iλ) et arg (−iλ)
respectivement.

9.1 Unicité des normalisations sectorielles : isotropies de la
forme normale dans de � grands � secteurs

Considérons une forme normale Ynorm ∈ SN diag,0 comme donnée par le corollaire 8.2. Nous
allons étudier dans cette section les germes d'isotropies sectorielles �brées de Ynorm dans des
domaines de la forme S± ∈ Sarg(±iλ),η (voisinage sectoriel attaché à l'origine dans la direction
arg (±iλ) avec ouverture η ∈ ]π, 2π[). Une conséquence directe de cette étude est la proposition
9.1.
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Dé�nition 9.3. Un germe de di�éomorphisme sectoriel �bré et tangent à l'identité Φθ,η (dans
la direction θ ∈ R avec ouverture η ≥ 0) est un germe d'isotropie sectorielle �brée de Ynorm

(dans la direction θ ∈ R avec ouverture η ≥ 0 et tangente à l'identité) si (Φθ,η)∗ (Ynorm) = Ynorm

dans un domaine S ∈ Sθ,η. On note Isotfib (Y ;Sθ,η; Id) ⊂ Difffib (Sθ,η; Id) le sous-groupe formé
de ces éléments.

La proposition 9.1 est une conséquence immédiate de la proposition suivante.

Proposition 9.4. Pour tout η ∈ ]π, 2π[ :

Isotfib

(
Ynorm;Sarg(±iλ),η; Id

)
= {Id} .

Démonstration. Soit

φ : (x,y) 7→ (x, φ1 (x,y) , φ2 (x,y)) ∈ Isotfib

(
Ynorm;Sarg(±iλ),η; Id

)
germe d'isotropie sectorielle �brée de Ynorm dans S± ∈ Sarg(±iλ),η avec η ∈ ]π, 2π[. Quitte à
réduire S±, on peut supposer que ce domaine est borné et de la forme S± ×D (0, r) (avec S±
un secteur et D (0, r) un polydisque) et que φ est borné sur ce domaine. Par hypothèse on a

φ∗ (Ynorm) = Ynorm ,

i.e.
Dφ · Ynorm = Ynorm ◦ φ ,

ce qui est équivalent au système d'équations :

x2 ∂φ1

∂x
+ (−1− c (y1y2) + a1x) y1

∂φ1

∂y1
+ (1 + c (y1y2) + a2x) y2

∂φ1

∂y2

= φ1 (−1− c (φ1φ2) + a1x)

x2 ∂φ2

∂x
+ (−1− c (y1y2) + a1x) y1

∂φ2

∂y1
+ (1 + c (y1y2) + a2x) y2

∂φ2

∂y2

= φ2 (1 + c (φ1φ2) + a2x) .

(9.1.1)

Considérons ψ := φ1φ2. Alors, il vient :

x2 ∂ψ

∂x
+ (−1− c (y1y2) + a1x) y1

∂ψ

∂y1
+ (1 + c (y1y2) + a2x) y2

∂ψ

∂y2
= (a1 + a2)xψ .

On peut écrire
ψ (x,y) =

∑
j1+j2≥2

ψj1,j2 (x) yj11 y
j2
2 ,

où ψj1,j2 (x) est analytique et bornée sur S± pour tout j1, j2 ≥ 0, et on peut supposer que la
série ∑

j1+j2≥1

(
sup
x∈S±

(|ψj1,j2 (x)|)

)
yj11 y

j2
2

est convergente sur D (0, r) (quitte à réduire le polydisque). Par conséquent, par un argument
de convergence normale sur tout compact, on a pour tout j1, j2 ≥ 0 :

x2 dψj1;j2

dx
(x) + (j2 − j1 + (a1 (j1 − 1) + a2 (j2 − 1))x)ψj1,j2 (x)

= (j1 − j2)

min(j1,j2)∑
l=1

ψj1−l,j2−l (x) cl .
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Pour j1 = j2 = j ≥ 1, on a donc

ψj,j (x) = bj,jx
−(j−1)(a1+a2), bj,j ∈ C.

Puisque < (a1 + a2) > 0, la fonction x 7→ ψj,j (x) est bornée proche de l'origine si et seulement
si bj,j = 0 ou j = 1. Pour j1 > j2, on voit par récurrence que ψj1,j2 (x) = 0. En e�et, on obtient
de manière récursive que

ψj1,j2 (x) = bj1,j2 exp

(
j2 − j1
x

)
x−(a1(j1−1)+a2(j2−1)) ,

et puisque cette quantité doit être bornée sur S±, on a nécessairement bj1,j2 = 0. De même,
pour j1 < j2 on a ψj1,j2 (x) = 0. En conclusion, ψ (x,y) = b1,1y1y2 = y1y2, car φ est tangent à
l'identité.

En en revenant à (9.1.1), on peut alors résoudre séparément chacune des équations :

x2 ∂φ1

∂x
+ (−1− c (y1y2) + a1x) y1

∂φ1

∂y1
+ (1 + c (y1y2) + a2x) y2

∂φ1

∂y2

= φ1 (−1− c (y1y2) + a1x)

x2 ∂φ2

∂x
+ (−1− c (y1y2) + a1x) y1

∂φ2

∂y1
+ (1 + c (y1y2) + a2x) y2

∂φ2

∂y2

= φ2 (1 + c (y1y2) + a2x) .

Pour i = 1, 2 on écrit
φi (x,y) =

∑
j1+j2≥1

φi,j1,j2 (x) yj11 y
j2
2

où φi,j1,j2 (x) est analytique et bornée sur S± pour j1, j2 ≥ 0 et on peut supposer que la série
entière ∑

j1+j2≥1

(
sup
x∈S±

(|φi,j1,j2 (x)|)

)
yj11 y

j2
2

est convergente sur D (0, r) (quitte à réduire le polydisque). On obtient comme précédemment
(par convergence normale sur tout compact et en identi�ant les termes de même degré (j1, j2)
par rapport à y :

x2 dφ1,j1;j2

dx
(x) + (j2 − j1 + 1 + (a1 (j1 − 1) + a2j2)x)φ1,j1,j2 (x)

=

min(j1,j2)∑
l=1

φ1,j1−l,j2−l (x) (j1 − j2 − 1) cl

x2 dφ2,j1;j2

dx
(x) + (j2 − j1 − 1 + (a1j1 + a2 (j2 − 1))x)φ2,j1,j2 (x)

=

min(j1,j2)∑
l=1

φ2,j1−l,j2−l (x) (j1 − j2 + 1) cl .

On en déduit : {
φ1,1,0 (x) = p1,0 ∈ C\ {0}
φ2,0,1 (x) = q0,1 ∈ C\ {0}

avec p1,0q0,1 = 1. Ensuite, en utilisant le fait que φi,j1,j2 (x) est analytique et borné sur S± pour
tout j1, j2 ≥ 0, on vois par récurrence sur j ≥ 1 que

∀j ≥ 1

{
φ1,j+1,j = 0

φ2,j,j+1 = 0 .
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En e�et, on montre par récurrence que pour tout j ≥ 1, on a

x2 dφ1,j+2,j+1

dx
(x) + (j + 1) (a1 + a2)xφ1,j+2,j+1 (x) = 0 ,

dont la solution générale est :

φ1,j+2,j+1 (x) = pj+2,jx
−(j+1)(a1+a2) .

La quantité φ1,j+2,j+1 (x) est alors bornée proche de l'origine si et seulement si pj+2,j+1 = 0,
puisque < (a1 + a2) > 0. Le même raisonnement fonctionne pour φ2,j,j+1, j ≥ 1. Par conséquent :

x2 dφ1,j1;j2

dx
(x) + (j2 − j1 + 1 + (a1 (j1 − 1) + a2j2)x)φ1,j1,j2 (x)

= (j1 − j2 − 1)

min(j1,j2)∑
l=1

φ1,j1−l,j2−l (x) cl

x2 dφ2,j1;j2

dx
(x) + (j2 − j1 − 1 + (a1j1 + a2 (j2 − 1))x)φ2,j1,j2 (x)

= (j1 − j2 + 1)

min(j1,j2)∑
l=1

φ2,j1−l,j2−l (x) cl .

A nouveau par récurrence, on montre que pour tout j1 > j2 + 1, on a φ1,j1,j2 (x) = 0. En e�et,
on obtient de proche en proche

φ1,j1,j2 (x) = pj1,j2 exp

(
j2 − j1 + 1

x

)
x−(a1(j1−1)+a2j2) ,

et puisque cette quantité doit rester bornée sur S±, on doit avoir pj1,j2 = 0, et donc φ1,j1,j2 (x) =
0. De même, pour j1 < j2 + 1, on a φj1,j2 (x) = 0. En conclusion, φ1 (x,y) = y1. Le même
raisonnement montre que φ2 (x,y) = y2.

9.2 Faible 1-sommabilité des normalisations sectorielles

Reprenons les données du lemme 8.6. Le lemme qui suit a�rme qu'une solution analytique
de l'équation homologique considérée admet en fait un développement asymptotique 1-Gevrey
faible dans le secteur en question. En d'autres termes, il s'agit de la 1-somme faible de la solution
formelle de cette équation. On reprend les notations introduites au début du chapitre 8.

Lemme 9.5. Soit

Z := Y0 + C (x,y) C + xR(1) (x,y)R

un champ de vecteurs formel faiblement 1-sommable dans S± ∈ Sarg(±iλ),η, avec η ∈
[
π, 2π

[
et

C,R(1) d'ordre au moins 1 par rapport à y. On note

Z± := Y0 + C± (x,y) C + xR
(1)
± (x,y)R

la faible 1-somme associée dans S±. Soit également A ∈ C Jx,yK une série formelle faiblement
1-sommable dans S±, de 1-somme A± (x,y) et qui soit d'ordre au moins 1 par rapport à y.
Alors, tout germe sectoriel α± (x,y) = xM α̃± (x,y) avec M ∈ N>0, α̃± analytique sur S± et
dominé par ‖y‖∞, qui satisfait à l'équation

LZ± (α±) = xM+1A± (x,y) ,
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admet un développement asymptotique 1-Gevrey faible dans S±, que l'on note α. De plus, α est
solution formelle de l'équation

LZ (α) = xM+1A (x,y) .

Démonstration. Écrivons Z sous la forme

Z = x2 ∂

∂x
+ (− (λ+ d (y1y2)) + a1x+ F1 (x,y)) y1

∂

∂y1

+ (λ+ d (y1y2) + a2x+ F2 (x,y)) y2
∂

∂y2
,

avec F1, F2 faiblement 1-sommables dans S± ∈ Sarg(±iλ),η, η ∈
[
π, 2π

[
, de 1-sommes faibles res-

pectives F1,±, F2,± qui sont dominées par ‖y‖, et d (v) ∈ vC {v}. Considérons les développement
par rapport à y : 

d (y1y2) =
∑
k≥1

dky
k
1y
k
2

F1 (x,y) =
∑

j1+j2≥1

F1,j (x)yj

F2 (x,y) =
∑

j1+j2≥1

F2,j (x)yj

A (x,y) =
∑

j1+j2≥1

Aj (x)yj

α (x,y) =
∑

j1+j2≥1

αj (x)yj

(des développement similaires sont valides dans S± pour les 1-sommes faibles ). Comme d'ha-
bitude, quitte à réduire S±, on peut supposer que S± = S± ×D (0, r), où S± est un secteur et
D (0, r) est un polydisque. L'équation homologique

LZ (α) = xM+1A (x,y)

peut être ré-écrite

x2 ∂α

∂x
+ (− (λ+ d (y1y2)) + a1x+ F1, (x,y)) y1

∂α

∂y1

+ (λ+ d (y1y2) + a2x+ F2, (x,y)) y2
∂α

∂y2
= xM+1A (x,y) .

En utilisant la convergence normale sur tout compact de S±, on peut calculer les dérivées de

α (x,y) =
∑

j1+j2≥1

αj (x)yj

par rapport à x, y1 ou y2 terme à terme, a�n d'obtenir par identi�cation : ∀j = (j1, j2) ∈ N2,

x2 dαj,±

dx
(x) + (λ (j2 − j1) + (a1j1 + a2j2)x)αj,± (x) = Gj,± (x) ,

où Gj,± ne dépend que de dk, F1,k,±, F2,k,±, αk,± et Al,±, pour k ≤ min (j1, j2), |k| ≤ |j| − 1
et |l| ≤ |j|. On obtient une équation di�érentielle analogue pour les séries formelles associées.
Montrons par récurrence sur |j| ≥ 0 que :

1. Gj,± (x) est la 1-somme de Gj (x) dans S±,

2. G(j,j) (0) = 0 si j = (j, j),
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3. αj,± (x) est la 1-somme de αj (x) dans S±.

Il sera primordial d'utiliser le fait que pour tout j ∈ N2, αj,± est bornée sur S±.
� Pour j = (0, 0), on a G(0,0) = 0 et α(0,0) = 0.
� Soit j = (j1, j2) ∈ N2 avec |j| = j1 + j2 ≥ 1. Supposons que la propriété à démontrer est

vraie pour tout k ∈ N2 avec |k| ≤ |j| − 1.

1. Puisque Gj ne dépend que de dk, F1,k, F2,k, αk et Al, pour k ≤ min (j1, j2), |k| ≤ |j|−1
et |l| ≤ |j|, il vient que Gj est 1-sommable in S±, de 1-somme Gj,±.

2. On voit également que Gj,j (0) = 0 si j = (j, j).

3. Si j1 6= j2, alors le point 1. de la proposition 6.32 nous dit qu'il existe une unique
solution formelle αj (x) à l'équation di�érentielle à singularité irrégulière considérée
telle que αj (0) = 1

λ(j2−j1)Gj (0) . De plus, cette solution est 1-sommable dans S±
puisqu'il en va de même de Gj.

4. Si au contraire j1 = j2 = j ≥ 1, puisque G(j,j) (0) = 0, on peut écrire G(j,j) (x) =

xG̃(j,j) (x) avec G̃(j,j) (x) 1-sommable dans S±, et on obtient donc une équation dif-
férentielle à singularité régulière :

x
dα(j,j),±

dx
(x) + (a1 + a2) jα(j,j),± (x) = G̃(j,j),± (x) .

Puisque < (a1 + a2) > 0, d'après le point 2. de la proposition 6.32, cette dernière

équation a une unique solution formelle α(j,j) (x) telle que α(j,j) (0) =
G̃(j,j)(0)

(a1+a2)j , qui
est de plus 1-sommable dans S±, et cette 1-somme est l'unique (germe de) solution
de l'équation ci-dessus qui soit bornée sur S± . Par conséquent, il s'agit de α(j,j),±.

On en déduit alors la proposition 9.2.

Démonstration. (de la proposition 9.2.)
Nous allons démontrer que les normalisations sectorielles Φ± du corollaire 8.2 admettent

l'unique normalisation formelle Φ̂ donné par le théorème 1.5 comme développement asympto-
tique 1-Gevrey dans tout domaine S± ∈ Sarg(±λ),η, pour tout η ∈

[
π, 2π

[
. Pour cela, reprenons

la construction des normalisations sectorielles Φ± du corollaire 8.2 : Φ± est obtenu comme la
composition de deux germes de di�éomorphismes sectoriels, en appliquant successivement les
propositions 7.1 et 8.1. Le di�éomorphisme obtenu dans de la proposition 7.1 est 1-sommable
dans toute direction θ 6= arg (±λ) ∈ R/2πZ. Le di�éomorphisme de la proposition 8.1 est quant à
lui construit comme composition de deux germes de di�éomorphismes sectoriels en appliquant
les propositions 8.3 et 8.5. Les deux di�éomorphismes sectoriels de ces deux dernières propo-
sitions sont construits en utilisant le lemme 8.6 (voir section 8.2). Or, le lemme 9.5 ci-dessus
permet justement d'a�rmer que ces di�éomorphismes sectoriels (construits grâce aux solutions
de l'équation homologique du lemme 8.6) admettent en fait chacun un développement asymp-
totique 1-Gevrey faible dans des domaines du type S± ∈ Sarg(±λ),η, pour tout η ∈

[
π, 2π

[
. Par

conséquent, il est est de même du di�éomorphisme sectoriel de la proposition 8.1, et donc de
celui du corollaire 8.2 (on a utilisé la proposition 6.26 pour la composition).

En utilisant le point 3 du lemme 6.25, on en déduit que le développement asymptotique
1-Gevrey faible de la normalisation sectorielle du corollaire 8.2 est donc une normalisation
formelle, comme celle donnée par le théorème 1.5. Par unicité, il s'agit de l'unique normalisation
formelle.
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9.3 Preuve du théorème 5.5

Nous avons à présent tous les ingrédients pour démontrer le théorème 5.5.

Démonstration. (du théorème 5.5)
L'existence de Φ+ et Φ− est donnée par le corollaire 8.2. L'unicité est obtenue grâce à

la proposition 9.1. Le caractère faiblement 1-sommable provient directement de la proposition
9.2. Pour la cas transversalement symplectique, puisque Φ̂ est faiblement 1-sommable dans

S± ×
(
C2, 0

)
, la série formelle det

(
DΦ̂
)
l'est aussi. Or, puisque DΦ̂ est transversalement sym-

plectique (d'après le théorème 1.5), det
(

DΦ̂
)

= 1. Par unicité d'une 1-somme faible, on a donc

det (DΦ±) = 1.
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Troisième partie

Classi�cation analytique des
n÷ud-cols 2-résonants strictement
non dégénérés div-intégrables

123





Chapitre 10

Présentations des résultats

Dans cette troisième partie, nous allons donner des résultats de classi�cation analytique, en
décrivant le quotient des ensembles de champs de vecteurs considérés sous l'action de certains
groupes de di�éomorphismes : un tel ensemble quotient sera appelé espace des modules. Plus
précisément, nous allons décrire les actions suivantes :

� action de Difffib

(
C3, 0; Id

)
sur SN diag,0

� action de Diffω
(
C3, 0

)
sur SNω.

Les résultats principaux sont issus de [Bit16c]. La principale tâche de cette partie sera e�ectuée
au chapitre 12, section 12.1, où nous montrerons que les isotropies sectorielles de la forme nor-
male obtenue dans le théorème 5.5 qui admettent l'identité comme développement asymptotiques
1-Gevrey faible, admettent en fait l'identité comme développement asymptotique 1-Gevrey (non-
faible) (cf. proposition 10.4). En combinant ce résultat avec un important théorème de réali-
sations de cocycles de Martinet et Ramis (démontré dans [MR82], rappelé plus loin dans cette
thèse : théorème 11.1), on sera à même de justi�er la surjectivité des applications décrivant les
espaces des modules considérés, autrement dit la réalisation des invariants analytiques dont il
sera question. De la même manière, en utilisant les deux mêmes résultats cités, on prouvera que
la normalisation formelle du théorème 1.5 est en fait 1-sommable (non-faiblement) si le champs
considéré est dans SN diag,0.

Puisque deux champs de vecteurs qui sont analytiquement conjugués sont aussi formellement
conjugués, on �xe une forme normale de SN diag,0 sous l'action de D̂ifffib

(
C3, 0; Id

)
donnée par

le théorème 1.5 (ou 5.5) :

Ynorm = x2 ∂

∂x
+ (−λ+ a1x− c (v)) y1

∂

∂y1
+ (λ+ a2x+ c (v)) y2

∂

∂y2
, (10.0.1)

avec λ ∈ C∗, < (a1 + a2) > 0 et c (v) ∈ vC {v}.

Dé�nition 10.1. On dé�nit [Ynorm]fib,Id comme l'ensemble des éléments de SN diag,0 qui sont

D̂ifffib

(
C3, 0; Id

)
−conjugués à Ynorm. On note également

[Ynorm]fib,Id

/
Difffib

(
C3, 0; Id

)
l'ensemble des orbites de [Ynorm]fib,Id sous l'action de Difffib

(
C3, 0; Id

)
.

Considérons un élément Y ∈ [Ynorm]fib,Id, ainsi que ses normalisations sectorielles

(Φ+,Φ−) ∈ Difffib

(
Sarg(iλ),η; Id

)
×Difffib

(
Sarg(−iλ),η; Id

)
,
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126 10. Chapitre. Résultats

Figure 10.0.1 � Secteurs S+, S−, Sλ, S−λ avec λ ∈ R+.

où η ∈ ]π, 2π[, données par le théorème 5.5. Il est à noter que dans la construction faite de
Φ+ et Φ−, on remarque que l'on peut étendre analytiquement Φ± à des domaines de la forme
S±×

(
C2, 0

)
, où S± ∈ ASarg(±iλ),2π (voir dé�nition 6.3). Considérons deux tels secteurs asymp-

totiques
(S+, S−) ∈ ASarg(iλ),2π ×ASarg(−iλ),2π

ainsi que les intersectionsSλ := S+ ∩ S− ∩
{
x ∈ C | <

(x
λ

)
> 0
}
∈ ASarg(λ),π

S−λ := S+ ∩ S− ∩
{
x ∈ C | <

(x
λ

)
< 0
}
∈ ASarg(−λ),π .

(10.0.2)

On dé�nit alors les deux germes de di�éomorphismes sectoriels suivants :{
Φλ :=

(
Φ+ ◦ Φ−1

−
)
|Sλ×(C2,0)

∈ Isotfib

(
Ynorm;Sarg(λ),ε; Id

)
, ∀ε ∈ [0, π[

Φ−λ :=
(
Φ− ◦ Φ−1

+

)
|S−λ×(C2,0)

∈ Isotfib

(
Ynorm;Sarg(−λ),ε; Id

)
, ∀ε ∈ [0, π[ .

Par construction, il s'agit de germes d'isotropies (sectorielles) de Ynorm (i.e. Φλ et Φ−λ véri�ent
(Φ±)∗ (Ynorm) = Ynorm), qui sont �brées, tangentes à l'identité, et qui admettent l'identité
comme développement asymptotiques 1-Gevrey faible dans des domaines S±λ ×

(
C2, 0

)
, avec

S±λ ∈ ASarg(±λ),π, d'après le théorème 5.5.

Dé�nition 10.2. Avec les notations ci-dessus, on dé�nit Λ
(faible)
±λ (Ynorm) (resp. Λ±λ (Ynorm))

comme le groupes des germes d'isotropies sectorielles �brées de Ynorm, tangentes à l'identité,
et qui admettent l'identité comme développement asymptotiques 1-Gevrey faible (resp. � non-
faible �, ou � classique �) dans des domaines de la forme Sλ ×

(
C2, 0

) (
resp. S−λ ×

(
C2, 0

))
,

avec S±λ ∈ ASarg(±λ),π.
Les deux germes d'isotropies sectorielles Φλ et Φ−λ dé�nis ci-dessus sont appelés di�éo-

morphismes de Stokes de Y ∈ [Ynorm]fib,Id.

Remarque 10.3.

126
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1. Par dé�nition, on a :

(Φλ,Φ−λ) ∈ Λ
(faible)
λ (Ynorm)× Λ

(faible)
−λ (Ynorm) .

2. Il est évident qu'on a les inclusions

Λ±λ (Ynorm) ⊂ Λ
(faible)
±λ (Ynorm) ⊂ Isotfib

(
Ynorm;Sarg(±λ),ε; Id

)
, ∀ε ∈ ]0, π[ .

La principale di�culté technique de cette partie est de prouver la proposition suivante, qui
a�rme que la première inclusion ci-dessus est fait une égalité.

Proposition 10.4. (Proposition D) Soit Ynorm une forme normale de SN diag,0 comme ci-

dessus. Tout élément ψ ∈ Λ
(faible)
±λ (Ynorm) admet alors l'identité comme développement asymp-

totiques 1-Gevrey. Autrement dit, on a l'égalité :

Λ±λ (Ynorm) = Λ
(faible)
±λ (Ynorm) .

Cette proposition va avoir plusieurs conséquences importantes. La première d'entre elles est
le théorème suivant, qui nous dit que la normalisation sectorielle du théorème 1.5 est en fait
1-sommable si le champ de départ est élément de SN diag,0.

Théorème 10.5. (Théorème E) Soient Y ∈ SN diag,0 avec D0Y = diag (0,−λ, λ) et Φ̂ ∈
D̂ifffib

(
C3, 0; Id

)
la normalisation formelle associée (donnée par le théorème 1.5). Alors, Φ̂ est

1-sommable dans toute direction θ 6= arg (±λ) ∈ R/2πZ, et les normalisations sectorielles Φ+,Φ−
du théorème 5.5 sont les 1-sommes de Φ̂ dans les directions arg (iλ) , arg (−iλ) respectivement.

Le théorème ci-dessous est la seconde principale conséquence de la proposition 10.4.

Théorème 10.6. (Théorème F) L'application

[Ynorm]fib,Id −→ Λλ (Ynorm)× Λ−λ (Ynorm)

Y 7−→ (Φλ,Φ−λ)

passe au quotient et induit une bijection :

[Ynorm]fib,Id

/
Difffib

(
C3, 0; Id

) −̃→ Λλ (Ynorm)× Λ−λ (Ynorm)

Y 7−→ (Φλ,Φ−λ) .

Remarque 10.7.

1. Ce résultat signi�e que les di�éomorphismes de Stokes encodent entièrement la classe de

conjugaison de Y dans le quotient [Ynorm]fib,Id

/
Difffib

(
C3, 0; Id

) .
2. On donnera au chapitre 12, section 12.7, une description plus � explicite � (en termes de

séries entières de cet espace d'invariants analytiques).

En conséquence de ce théorème, on peut alors décrire l'espace des modules de SN diag,0 sous
l'action de Difffib

(
C3, 0; Id

)
.

Corollaire 10.8. (Corollaire G) On a la bijection suivante :

SN diag,0

/
Difffib

(
C3, 0; Id

) ' {Ynorm, (Φλ,Φ−λ)}

où Ynorm décrit l'ensemble des formes normales avec paramètre p = (λ, a1, a2,−c, c) ∈ Pfib (voir
corollaire 1.7), et (Φλ,Φ−λ) décrit Λλ (Ynorm)× Λ−λ (Ynorm).

127



128 10. Chapitre. Résultats

On donnera au chapitre 13 des résultats analogues pour décrire plus généralement les actions
de Difffib

(
C3, 0

)
et celle de Diff

(
C3, 0

)
.

Donnons une version transversalement symplectique du résultat précédent. Gardons les no-
tations ci-dessus, et supposons que Ynorm ∈ SNdiag,ω soit transversalement symplectique par
rapport à ω.

Dé�nition 10.9. On note [Ynorm]ω,Id l'ensemble des éléments de SNdiag,ω qui sont D̂iffω
(
C3, 0; Id

)
−conjugués

à Ynorm. D'après le théorème 5.5, les di�éomorphismes de Stokes (Φλ,Φ−λ) d'un élément Y ∈
[Ynorm]ω,Id sont transversalement symplectiques.

On note également Λωλ (Ynorm)
(
resp. Λω−λ (Ynorm)

)
le sous-groupe de Λλ (Ynorm) (resp. Λ−λ (Ynorm))

formé des éléments transversalement symplectiques.

On peut alors énoncer le résultat suivant.

Théorème 10.10. L'application

[Ynorm]ω,Id −→ Λωλ (Ynorm)× Λω−λ (Ynorm)

Y 7−→ (Φλ,Φ−λ)

passe au quotient et induit une bijection :

[Ynorm]ω,Id
/

Diffω
(
C3, 0; Id

) −̃→ Λωλ (Ynorm)× Λω−λ (Ynorm)

Y 7−→ (Φλ,Φ−λ) .

Comme avant, en conséquence, on a le résultat suivant.

Corollaire 10.11. On a la bijection suivante :

SNdiag,ω
/

Diffω
(
C3, 0; Id

) ' {Ynorm, (Φλ,Φ−λ)}

où Ynorm décrit l'ensemble des formes normales transversalement hamiltoniennes avec paramètre
de la forme p = (λ, a1, a2,−c, c) ∈ Pω (voir corollaire 1.7), et (Φλ,Φ−λ) décrit Λωλ (Ynorm) ×
Λω−λ (Ynorm).

Remarque 10.12. La preuve de la proposition 10.4 correspond à la seconde principale nouveauté
que l'on a rencontré, par rapport au cas où le champ restreint Y|{x=0} est linéaire, à cause de la
présence d'un terme � résonant �

cm (y1y2)
m

log (x)

x

dans l'expression exponentielle des intégrales premières du champ de vecteurs sous forme nor-
male . Dans [Sto96], des calculs similaires sont faits en sous-section 3.4.1. Dans cette partie de
l'article cité, une in�nité dénombrable d'équations di�érentielles linéaires à singularités irrégu-
lières apparaissent lorsque l'on identi�e des termes de même degré homogène. Le fait que la
restriction Y|{x=0} est linéaire implique que toutes ces équations sont indépendantes les unes des
autres. Dans notre cas, la situation est plus compliquée, car toutes ces équations linéaires sont
couplées, du fait de la présence de la non linéarité cm (y1y2)

m.
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Chapitre 11

Classi�cation analytique �brée et
1-sommabilité de la normalisation
formelle

Le but de ce chapitre est de démontrer les théorèmes 10.5, 10.6 et 10.10 en admettant la
proposition 10.4 qui sera démontrée au chapitre suivant.

11.1 Un important résultat de réalisation de � cocycles �
de Martinet-Ramis

Nous aurons besoin d'utiliser un important théorème de réalisation prouvé dans [MR82]. Ce
théorème sera fondamental pour réaliser les invariants analytiques de l'espace des modules que
nous étudions dans cette thèse.

Considérons deux secteurs asymptotiques à l'origine dans les directions θ et θ − π respecti-
vement, tous deux d'ouverture π :

S ∈ ASθ,π
S′ ∈ ASθ−π,π

(voir dé�nition 6.3). Dans ce cas particuliers, le théorème que nous venons de citer peut s'énoncer
de la manière suivante.

Théorème 11.1. [MR82, Théorème 5.2.1] Considérons un couple de germes de di�éomor-
phismes sectoriels, �brés et tangents à l'identité, dans deux directions opposés θ et θ − π :

(ϕ,ϕ′) ∈ Difffib (Sθ,0; Id)×Difffib (Sθ−π,0; Id) .

Supposons que qu'il existe deux secteurs asymptotiques d'ouverture π dans les directions θ et
θ − π :

S ∈ ASθ,π
S′ ∈ ASθ−π,π

tels que ϕ et ϕ′ s'étendent analytiquement à S × (Cn, 0) et S′ × (Cn, 0) respectivement, et y
admettent l'identité comme développement asymptotique 1-Gevrey. Alors, il existe un couple

129



130 11. Chapitre. Classi�cation �brée et sommabilité

(φ+, φ−) de germes de di�éomorphismes sectoriels �brés et tangents à l'identité :

(φ+, φ−) ∈ Difffib

(
Sθ+π

2 ,η
; Id
)
×Difffib

(
Sθ−π2 ,η; Id

)
avec η ∈ ]π, 2π[, qui s'étendent analytiquement à S+ × (Cn, 0) et S− × (Cn, 0) respectivement,
avec S+ ∈ ASθ+π

2 ,2π
et S− ∈ ASθ−π2 ,2π, et tels que :{

φ+ ◦ (φ−)
−1
|S×(Cn,0) = ϕ

φ− ◦ (φ+)
−1
|S′×(Cn,0) = ϕ′ .

Il existe également un di�éomorphisme formel φ̂, �bré et tangent à l'identité, tel que φ+ et φ−
admettent tous deux φ̂ comme développement asymptotique dans S+ × (Cn, 0) et S− × (Cn, 0)
respectivement.

Nous aurons également besoin d'une version �transversalement symplectique� du théorème
ci-dessus. Nous rappelons que dans ce cas, nous travaillons avec n = 2, donc dans C3, avec la
1-forme méromorphe

ω =
dy1 ∧ dy2

x
,

et que dans ce cas, dire qu'un di�éomorphisme �bré (formel ou non, sectoriel ou non) Φ est
transversalement symplectique signi�e simplement que :

det (DΦ (x,y)) = 1

(en tant que série formelle ou que fonction analytique sectorielle dans le domaine en question).

Corollaire 11.2. Avec les notations et les hypothèses du théorème 11.1, si l'on suppose de
plus que ϕ et ϕ′ sont tous deux transversalement symplectique, alors il existe un germe de
di�éomorphisme (analytique) �bré ψ ∈ Difffib

(
C3, 0, Id

)
(tangent à l'identité), tel que

σ+ := φ+ ◦ ψ et σ− := φ− ◦ ψ

soient transversalement symplectiques. De plus, on a aussi :{
σ+ ◦ (σ−)

−1
|S×(C2,0) = ϕ

σ− ◦ (σ+)
−1
|S′×(C2,0) = ϕ′ .

Démonstration. Commençons par montrer que :

det (Dφ+) = det (Dφ−) sur (S+ ∩ S−)×
(
C2, 0

)
.

Comme ϕ et ϕ′ sont transversalement symplectiques, on a :

det
(

D
(
φ+ ◦ (φ−)

−1
|(S+∩S−)×(C2,0)

))
= 1 .

On obtient donc :

det (Dφ+) = det (Dφ−) dans (S+ ∩ S−)×
(
C2, 0

)
.

Cette égalité nous permet donc de dé�nir (grâce au théorème de Riemann sur les singularités

apparentes) un germe de fonction analytique f ∈ O
(
C3, 0

)
, dé�nie par det (Dφ+)

(
resp. par

det (Dφ−)
)
sur S+×

(
C2, 0

) (
resp. sur S−×

(
C2, 0

))
. Remarquons que f (0, 0, 0) = 1 car φ+ et
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φ− sont tangents à l'identité. A présent, nous allons chercher un élément ψ ∈ Difffib

(
C3, 0, Id

)
de la forme

ψ : (x, y1, y2) 7→ (x, ψ1 (x,y) , y2) (11.1.1)

tel que

σ+ := φ+ ◦ ψ et σ− := φ− ◦ ψ

soient tous deux transversalement symplectiques. Un calcul rapide donne

(det (Dφ±) ◦ ψ) det (Dψ) = 1 ,

i.e.

(f ◦ ψ) det (Dψ) = 1 .

D'après (11.1.1), on doit donc avoir

(f ◦ ψ)
∂ψ1

∂y1
= 1 . (11.1.2)

Introduisons la fonction suivante :

F (x, y1, y2) :=

ˆ y1

0

f (x, z, y2) dz ,

de sorte que (11.1.2) peut s'intégrer en

F ◦ ψ = y1 + h (x, y2) ,

avec h ∈ C {x, y2}. Notons que
∂F

∂y1
(0, 0, 0) = 1

puisque f (0, 0, 0) = 1. Prenons h = 0. Nous avons alors à résoudre l'équation

F ◦ ψ = y1 ,

d'inconnue ψ ∈ Difffib

(
C3, 0; Id

)
comme dans (11.1.2). Si l'on dé�nit

Φ : (x,y) 7→ (x, F (x,y) , y2) ,

le problème ci-dessus revient à trouver ψ tel que :

Φ ◦ ψ = Id .

Comme D0Φ = Id, le théorème d'inversion locale (version analytique) nous donne l'existence de
ψ = Φ−1 ∈ Difffib

(
C3, 0; Id

)
.

11.2 Preuve du théorème 10.5 : 1-sommabilité de la nor-
malisation sectorielle

Nous démontrons dans cette section le théorème 10.5.
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Démonstration. (du théorème 10.5)
Soit Y ∈ SN diag,0 avec pour forme normale Ynorm comme en (10.0.1). Considérons les nor-

malisations sectorielles Φ+ et Φ−, analytiques sur S+ ×
(
C2, 0

)
et S− ×

(
C2, 0

)
respectivement,

avec S± ∈ ASarg(±λ),2π. On considère également les di�éomorphismes de Stokes{
Φλ =

(
Φ+ ◦ Φ−1

−
)
|Sλ×(C2,0)

∈ Λ
(faible)
±λ (Ynorm)

Φ−λ =
(
Φ− ◦ Φ−1

+

)
|S−λ×(C2,0)

∈ Λ
(faible)
±λ (Ynorm) ,

où Sλ et S−λ sont les intersections dé�nies comme en (10.0.2). D'après la proposition 10.4, on a

Λ
(faible)
±λ (Ynorm) = Λ±λ (Ynorm) ,

et donc Φλ et Φ−λ admettent l'identité comme développement asymptotique 1-Gevrey dans
Sλ ×

(
C2, 0

)
et S−λ ×

(
C2, 0

)
respectivement. Le théorème 11.1 nous fournit l'existence d'un

couple
(φ+, φ−) ∈ Difffib

(
Sarg(iλ),η; Id

)
×Difffib

(
Sarg(−iλ),η; Id

)
pour tout η ∈ ]π, 2π[, tel que : φ+ ◦ (φ−)−1

|Sλ×(C2,0)
= Φλ

φ− ◦ (φ+)−1

|S−λ×(C2,0)
= Φ−λ ,

ainsi que l'existence d'un di�éomorphisme formel φ̂ ∈ D̂ifffib

(
C3, 0; Id

)
tangent à l'identité, qui

est le développement asymptotique 1-Gevrey de φ+ et φ− dans S+ ×
(
C2, 0

)
et S− ×

(
C2, 0

)
respectivement. En particulier, on a :(

(Φ+)
−1 ◦ φ+

)
|(Sλ∪S−λ)×(C2,0)

=
(

(Φ−)
−1 ◦ φ−

)
|(Sλ∪S−λ)×(C2,0)

.

Ceci prouve que la fonction Φ dé�nie par (Φ+)
−1 ◦ φ+ sur S+ ×

(
C2, 0

)
et par (Φ−)

−1 ◦ φ−
sur S−×

(
C2, 0

)
est bien dé�nie et analytique sur un ensemble du type D (0, r) \ {0}×D (0, r).

Puisque qu'elle est bornée, elle peut être étendue analytiquement en une fonction Φ analytique
sur D (0, r)×D (0, r) d'après le théorème de Riemann. D'où :{

φ+ = Φ+ ◦ Φ

φ− = Φ− ◦ Φ .

Par composition, Φ+ et Φ− admettent φ̂ ◦ Φ−1 comme développement asymptotique 1-Gevrey
dans S+ ×

(
C2, 0

)
et S− ×

(
C2, 0

)
respectivement. Puisque Φ+ et Φ− conjuguent Y à Ynorm, le

di�éomorphisme formel φ̂ ◦Φ−1 conjugue formellement Y à Ynorm. De plus, φ̂ ◦Φ−1 est tangent
à l'identité. En conclusion, par unicité d'une normalisation formelle (théorème 1.5) on doit avoir
φ̂ ◦ Φ−1 = Φ̂, l'unique normalisation formelle donnée par le théorème 1.5. Celle-ci est donc
1-sommable dans toutes les directions θ 6= arg (±λ) ∈ R/2πZ.

11.3 Invariants analytiques : preuve des théorèmes 10.6 et
10.10

On considère une forme normale

Ynorm = x2 ∂

∂x
+ (−λ+ a1x− c (y1y2)) y1

∂

∂y1
+ (λ+ a2x+ c (y1y2)) y2

∂

∂y2
,

avec λ ∈ C∗,< (a1 + a2) > 0 et c ∈ vC {v}. On réutilise les notations introduites au chapitre 10.

132



11. Chapitre. Classi�cation �brée et sommabilité 133

11.3.1 Preuve du théorème 10.6

Le groupe Difffib

(
C3, 0; Id

)
agit naturellement sur [Ynorm]fib,Id par conjugaison. Nous allons

voir que l'unicité des normalisations sectorielles (Φ+,Φ−) d'un champ de vecteurs Y ∈ [Ynorm]fib,Id

va entrainer le fait que l'invariance des di�éomorphismes de Stokes (Φλ,Φ−λ) sous l'action de
Difffib

(
C3, 0; Id

)
. De plus, l'application ainsi dé�nie par passage au quotient est une bijection.

Ceci est l'objet du théorème 10.6.

Démonstration. (du théorème 10.6.)
Commençons par montrer que l'application

[Ynorm]fib,Id −→ Λλ (Ynorm)× Λ−λ (Ynorm)

Y 7−→ (Φλ,Φ−λ)

passe au quotient, i.e. se factorise via l'application

[Ynorm]fib,Id

/
Difffib

(
C3, 0; Id

) −→ Λλ (Ynorm)× Λ−λ (Ynorm)

Y 7−→ (Φλ,Φ−λ) .

Soient Y, Ỹ ∈ [Ynorm]fib,Id et Θ ∈ Difffib

(
C3, 0; Id

)
tels que Θ∗ (Y ) = Ỹ . On note Φ± (resp. Φ̃±)

les normalisations sectorielles de Y (resp. Ỹ ), et (Φλ,Φ−λ)
(
resp.

(
Φ̃λ, Φ̃−λ

))
les di�éomor-

phismes de Stokes de Y (resp. Ỹ ). Par hypothèse, Φ̃± ◦Θ est aussi une normalisation sectorielle
de Y tangente à l'identité. Par unicité dans le théorème 5.5, on a :

Φ± = Φ̃± ◦Θ .

Autrement dit, le diagramme suivant est commutatif :

Y
Θ //

	Φ±

��

Ỹ

Φ̃±
��

Ynorm
Id
// Ynorm .

Par conséquent, pour S±λ ∈ ASarg(λ),π convenable, on a

Φλ =
(
Φ+ ◦ Φ−1

−
)
|Sλ×(C2,0)

= Φ̃+ ◦Θ ◦Θ−1 ◦ Φ̃−

= Φ̃λ ,

et de même, on a

Φ−λ =
(
Φ− ◦ Φ−1

+

)
|S−λ×(C2,0)

= Φ̃− ◦Θ ◦Θ−1 ◦
(

Φ̃+

)−1

= Φ̃−λ .

L'application passe donc au quotient.
Montrons que l'application induite est injective. Soient Y, Ỹ ∈ [Ynorm]fib,Id avec les même dif-

féomorphismes de Stokes (Φλ,Φ−λ). On note encore Φ± (resp. Φ̃±) les normalisations sectorielles
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de Y (resp. Ỹ ). Pour S±λ ∈ ASarg(λ),π convenable, on a :Φ+ ◦ (Φ−)
−1

= Φλ = Φ̃+ ◦
(

Φ̃−

)−1

sur Sλ ×
(
C2, 0

)
Φ− ◦ (Φ+)

−1
= Φ−λ = Φ̃− ◦

(
Φ̃+

)−1

sur S−λ ×
(
C2, 0

)
.

Par conséquent : 
(

Φ̃+

)−1

◦Φ+ =
(

Φ̃−

)−1

◦Φ− sur Sλ ×
(
C2, 0

)(
Φ̃+

)−1

◦Φ+ =
(

Φ̃−

)−1

◦Φ− sur S−λ ×
(
C2, 0

)
.

où S± ∈ ASarg(±iλ),2π est tel que S+ ∩ S− = Sλ ∪ S−λ. On peut alors dé�nir une application ϕ
analytique sur un domaine du type (D (0, r) \ {0})×D (0, r), par :ϕ|S+

=
(

Φ̃+

)−1

◦Φ+ sur S+

ϕ|S− =
(

Φ̃−

)−1

◦Φ− sur S− ,

où S± ∈ ASarg(±iλ),2π est tel que S+ ∩ S− = Sλ ∪ S−λ. L'application ϕ étant bornée sur
(D (0, r) \ {0}) × D (0, r), elle peut s'étendre analytiquement à D (0, r) × D (0, r) d'après le
théorème de Riemann. En conclusion, on a ϕ ∈ Difffib

(
C3, 0; Id

)
, Φ± = Φ̃± ◦ ϕ et ϕ∗ (Y ) = Ỹ .

Montrons en�n que l'application

[Ynorm]fib,Id

/
Difffib

(
C3, 0; Id

) −→ Λλ (Ynorm)× Λ−λ (Ynorm)

Y 7−→ (Φλ,Φ−λ) .

est surjective. Soit {
Φλ ∈ Λλ (Ynorm)

Φ−λ ∈ Λ−λ (Ynorm) .

D'après le théorème 11.1, il existe

(φ+, φ−) ∈ Difffib

(
Sarg(iλ),η; Id

)
×Difffib

(
Sarg(−iλ),η; Id

)
avec η ∈ ]π, 2π[, qui s'étendent analytiquement à S+ ×

(
C2, 0

)
et S− ×

(
C2, 0

)
respectivement,

avec S± ∈ ASarg(±iλ),2π, tels que :{
φ+ ◦ (φ−)

−1
|Sλ×(C2,0) = Φλ

φ− ◦ (φ+)
−1
|S−λ×(C2,0) = Φ−λ

avec S+ et S− comme en (10.0.2), et il existe un di�éomorphisme formel φ̂ ∈ D̂ifffib

(
C3, 0; Id

)
qui est le développement asymptotique 1-Gevrey de φ+ et φ− dans S+×

(
C2, 0

)
et S−×

(
C2, 0

)
respectivement. Considérons les germes sectoriels de champs de vecteurs suivants :{

Y+ :=
(
φ−1

+

)
∗ (Ynorm)

Y− :=
(
φ−1
−
)
∗ (Ynorm) .

Puisque φ̂ est le développement asymptotique 1-Gevrey de φ+ et φ−, il s'ensuit que Y+ et Y−
admettent tous d'eux

(
φ̂
)
∗

(Ynorm) comme développement asymptotique 1-Gevrey. Le fait que
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11. Chapitre. Classi�cation �brée et sommabilité 135

φ+ ◦ (φ−)
−1 et φ− ◦ (φ+)

−1 soient des isotropies de Ynorm implique immédiatement que Y+ = Y−
sur

(S+ ∩ S−)×
(
C2, 0

)
= (Sλ ∪ S−λ)×

(
C2, 0

)
.

Le champ de vecteurs Y , dé�ni par Y+ sur S+ ×
(
C2, 0

)
et par Y− sur S− ×

(
C2, 0

)
, s'étend

en un germe de champ de vecteurs analytique sur
(
C3, 0

)
d'après le théorème de Riemann.

Par construction, Y ∈ Difffib

(
C3, 0; Id

)
∗ (Ynorm) et admet (Φλ,Φ−λ) comme di�éomorphismes

de Stokes. L'application considérée dans l'énoncé du théorème 10.6 est donc surjective.

11.3.2 Preuve du théorème 10.10

De façon analogue, on prouve à présent le théorème 10.10. Soit Ynorm ∈ SNdiag,ω une forme
normale transversalement symplectique comme dans le théorème 5.5. Nous renvoyons encore
une fois au chapitre 10.

Démonstration. (du théorème 10.10.)
Il s'agit de montrer que l'application

[Ynorm]ω,Id
/

Diffω
(
C3, 0; Id

) −→ Λωλ (Ynorm)× Λω−λ (Ynorm)

Y 7−→ (Φλ,Φ−λ)

est bijective. D'après les théorèmes 5.5 et 10.6, il est immédiat que cette application est bien
dé�nie et injective. Il reste à prouver qu'elle est surjective. Soit{

Φλ ∈ Λωλ (Ynorm)

Φ−λ ∈ Λω−λ (Ynorm) .

Puisque Λω±λ (Ynorm) ⊂ Λλ (Ynorm), d'après le théorème 11.1, il existe

(φ+, φ−) ∈ Difffib

(
Sarg(iλ),η; Id

)
×Difffib

(
Sarg(−iλ),η; Id

)
avec η ∈ ]π, 2π[, qui s'étendent analytiquement à S+ ×

(
C2, 0

)
et S− ×

(
C2, 0

)
respectivement,

avec S± ∈ ASarg(±iλ),2π, tels que :{
φ+ ◦ (φ−)

−1
|Sλ×(C2,0) = Φλ

φ− ◦ (φ+)
−1
|S−λ×(C2,0) = Φ−λ

avec S+ et S− comme en (10.0.2), et il existe un di�éomorphisme formel φ̂ ∈ D̂ifffib

(
C3, 0; Id

)
qui est le développement asymptotique 1-Gevrey de φ+ et φ− dans S+×

(
C2, 0

)
et S−×

(
C2, 0

)
respectivement. D'après le corollaire 11.2, il existe ψ ∈ Difffib

(
C3, 0, Id

)
tel que

σ+ := φ+ ◦ ψ et σ− := φ− ◦ ψ

soient tous d'eux transversalement symplectiques. On en déduit que :{
σ+ ◦ (σ−)

−1
|Sλ×(C2,0) = Φλ

σ− ◦ (σ+)
−1
|S−λ×(C2,0) = Φ−λ ,

avec σ+ et σ− transversalement symplectiques. Le �n de la preuve est ensuite exactement comme
la �n de celle du théorème 10.6.
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Chapitre 12

Isotropies de la forme normale dans
de � petits � secteurs et espace des
feuilles : preuve de la proposition
10.4

Le but de ce chapitre est double : démontrer la proposition 10.4 et donner une description
de l'espace des modules du théorème 10.6 en termes de séries entières dans l'espace des feuilles.
On considère une forme normale

Ynorm = x2 ∂

∂x
+ (−λ+ a1x− c (v)) y1

∂

∂y1
+ (λ+ a2x+ c (v)) y2

∂

∂y2
,

avec λ ∈ C∗, < (a1 + a2) > 0 et c (v) ∈ vC {v}. Notons a := res (Ynorm) = a1 + a2, m :=
1

a
ainsi

que

c (v) =

+∞∑
k=1

ckv
k .

Si m /∈ N>0, on pose cm := 0. On dé�nit également pour la série suivante :

c̃ (v) = m
∑
k 6=m

ck
k −m

vk ,

et remarquons que c̃ (v) ∈ vC {v}.

12.1 Intégrales premières sectorielles et espace des feuilles

Dans un voisinage sectoriel de l'origine de la forme Sλ ×
(
C2, 0

) (
resp. S−λ ×

(
C2, 0

))
, avec

S±λ ∈ Sarg(±λ),ε et ε ∈ ]0, π[, on peut donner trois intégrales premières de Ynorm analytiques
dans cette région. Nous allons les décrire. Commençons pour énoncer la proposition suivante.

Proposition 12.1. Les quantités suivantes sont toutes les trois des intégrales premières (ana-
lytique sur S±λ ×

(
C2, 0

)
) de Ynorm :
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w :=

y1y2

xa

h1,± (x,y) := y1 exp

(
−λ
x

+
cm (y1y2)

m
log (x)

x
+
c̃ (y1y2)

x

)
x−a1

h2,± (x,y) := y2 exp

(
λ

x
− cm (y1y2)

m
log (x)

x
− c̃ (y1y2)

x

)
x−a2

(12.1.1)

(on choisit une détermination du logarithme dans S±λ que l'on garde �xée dans tout ce chapitre,
et on notera dorénavant simplement hj au lieu de hj,± pour 1,2).

De plus, ces quantités sont liées par la relation :

h1h2 = w .

Démonstration. Il s'agit d'un calcul élémentaire sans di�culté.

Remarque 12.2. En d'autres mots, dans un domaine sectoriel, on peut paramétrer une feuille
du feuilletage associé à Ynorm qui n'est pas contenue dans {x = 0} par :

y1 (x) = h1 exp

(
λ

x
− cm (h1h2)

m
log (x)− c̃ (h1h2x

a)

x

)
xa1

y2 (x) = h2 exp

(
−λ
x

+ cm (h1h2)
m

log (x) +
c̃ (h1h2x

a)

x

)
xa2

(12.1.2)

(h1, h2) ∈ C2 .

Corollaire 12.3. L'application

H± : S±λ ×
(
C2, 0

)
→ S±λ × C2

(x,y) 7→ (x, h1,± (x,y) , h2,± (x,y)) ,

(où h1,±, h2,± sont dé�nies dans (12.1.1)) est un germe sectoriel d'application analytique et
injective sur S±λ ×

(
C2, 0

)
. De plus, il existe un voisinage ouvert de l'origine dans C2, noté

Γ±λ ⊂ C2, tel que :
H±

(
S±λ ×

(
C2, 0

))
= S±λ × Γ±λ .

En particulier, H± induit un biholomorphisme �bré

S±λ ×
(
C2, 0

) H±−→ S±λ × Γ±λ

qui conjugue Ynorm à x2 ∂
∂x , i.e.

(H±)∗ (Ynorm) = x2 ∂

∂x
.

Dé�nition 12.4. On appelle Γ±λ l' espace des feuilles de Ynorm dans S±λ ×
(
C2, 0

)
.

Remarque 12.5. L'ensemble Γ±λ dépend du choix du voisinage
(
C2, 0

)
initial, mais également

du voisinage sectoriel S±λ ∈ Sarg(±λ),ε.

12.2 Isotropies sectorielles dans l'espace des feuilles

On poursuit notre étude, avec S±λ ∈ Sarg(±λ),ε �xé, l'application H± comme ci-dessus, et

l'espace des feuilles Γ±λ. Considérons une isotropie ψ± ∈ Λ
(faible)
±λ (Ynorm) et notons Γ′±λ le

(germe de ) voisinage ouvert de l'origine dans C2 tel que :

H± ◦ ψ±
(
S±λ ×

(
C2, 0

))
= S±λ × Γ′±λ .
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Proposition 12.6. Avec les notations précédentes, l'application

Ψ± := H± ◦ ψ± ◦ H−1
± : S±λ × Γ±λ −→ S±λ × Γ′±λ

est un germe sectoriel de di�éomorphisme �bré de S±λ × Γ±λ vers S±λ × Γ′±λ, qui est de la
forme :

Ψ± (x, h1, h2) = (x,Ψ1,± (h1, h2) ,Ψ2,± (h1, h2)) .

En particulier, Ψ1,± et Ψ2,± sont analytiques et ne dépendent que de (h1, h2) ∈ Γ±λ, et Ψ±
induit un biholomorphisme (aussi noté Ψ±) :

Ψ± : Γ±λ →̃ Γ′±λ

(h1, h2) 7→ (Ψ1,± (h1, h2) ,Ψ2,± (h1, h2)) .

Démonstration. Il su�t de prouver que Ψ1,± et Ψ2,± ne dépendent que de (h1, h2) ∈ Γ±λ. Par
construction, Ψ± est une isotropie de x2 ∂

∂x , puisque ψ± est un isotropie de Ynorm et que H±
conjugue Ynorm à x2 ∂

∂x :

(Ψ±)∗

(
x2 ∂

∂x

)
= x2 ∂

∂x
.

On obtient immédiatement :
∂Ψ1,±

∂x
=
∂Ψ2,±

∂x
= 0 .

Dans l'espace des feuilles Γ±λ muni des coordonnées (h1, h2), on note w le produit de h1 et
h2 :

w (h1, h2) := h1h2 .

On dé�nit alors les deux quantités suivantes :
f1 (x,w) := exp

(
λ

x
− cmwm log (x)− c̃ (wxa)

x

)
xa1

f2 (x,w) := exp

(
−λ
x

+ cmw
m log (x) +

c̃ (wxa)

x

)
xa2 ,

(12.2.1)

de sorte que les feuilles du feuilletages non contenues dans {x = 0} soient paramétrées sectoriel-
lement par {

y1 (x) = h1f1 (x, h1h2)

y2 (x) = h2f2 (x, h1h2)
, (h1, h2) ∈ C2 .

On remarque que l'on a la relation

f1 (x,w) f2 (x,w) = xa .

De plus, une étude élémentaire montre l'a�rmation suivante :

Fait 12.7. Pour tout w ∈ C :
lim
x→0
x∈Sλ

|f1 (x,w)| = lim
x→0
x∈S−λ

|f2 (x,w)| = +∞

lim
x→0
x∈S−λ

|f1 (x,w)| = lim
x→0
x∈Sλ

|f2 (x,w)| = 0 .
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Figure 12.2.1 � Illustration de l'espace des feuilles en fonction de |h1| et |h2| dans le cas où
c = 0 : dans ce cas, il s'agit d'un domaine de Reinhardt (cf. [Hor73]).

En utilisant la proposition 12.6, on suppose désormais que
(
C2, 0

)
= D (0, r), avec r = (r1, r2)

et r1, r2 > 0 assez petits pour qu'on ait :

ψ± (S±λ ×D (0, r)) ⊂ S±λ ×D (0, r′)

pour un certain r′ = (r′1, r
′
2) ∈ (R>0)

2. Dé�nissons de manière générale l'ensemble suivant
associé au voisinage sectoriel S±λ et au polydisque D (0, r̃), avec r̃ := (r̃1, r̃2).

Dé�nition 12.8. Pour tout x ∈ S±λ et r̃ := (r̃1, r̃2) ∈ (R>0)
2, on dé�nit

Γ±λ (x, r̃) :=

{
(h1, h2) ∈ C2 tel que |hj | ≤

r̃j
|fj (x, h1h2)|

, j ∈ {1, 2}
}
.

On considère également l'ensemble :

Γ±λ (r̃) :=
⋃

x∈S±λ

Γ±λ (x, r̃)

=

{
(h1, h2) ∈ C2 tel qu'il existe x ∈ S±λ | |hj | ≤

r̃j
|fj (x, h1h2)|

, j ∈ {1, 2}
}

(cf. �gure 12.2.1).

On a donc, puisque qu'on suppose désormais que
(
C2, 0

)
= D (0, r) :

Γ±λ = Γ±λ (r) ,

et
Γ′±λ ⊂ Γ±λ (r′) .

Remarque 12.9.
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1. Il est important de remarquer que la forme particulière de Ψ± implique notamment le
fait que l'image de n'importe quelle �bre

{x = x0} × Γ±λ (x0, r)

par Ψ± est incluse dans une autre �bre de la forme

{x = x0} × Γ±λ (x0, r
′) .

2. Si (h1, h2) ∈ Γ±λ (x, r), alors

|h1h2| <
r1r2

|xa|
.

3. Si (h1, h2) décrit entièrement Γ±λ, alors la quantité w = h1h2 décrit C tout entier.

12.3 Action sur le monôme résonant dans l'espace des feuilles

Nous poursuivons notre étude en réutilisant les notations et autres hypothèses des sections
précédentes de ce même chapitre.

Lemme 12.10. On considère un biholomorphisme

Ψ± : Γ±λ →̃ Γ′±λ

(h1, h2) 7→ (Ψ1,± (h1, h2) ,Ψ2,± (h1, h2)) .

On dé�nit Ψw,± := Ψ1,±Ψ2,±. Alors, pour tout n ∈ N, il existe des fonctions entières ( i.e.
analytiques sur C) notées Ψw,+,n et Ψw,−,n telles qu'on ait

Ψw,+ (h1, h2) =
∑
n≥0

Ψw,+,n (h1h2)hn1

Ψw,− (h1, h2) =
∑
n≥0

Ψw,−,n (h1h2)hn2 .

De plus, les séries de fonctions ci-dessus convergent normalement sur tout sous-ensemble de
Γ±λ de la forme Γ±λ (r̃), avec r̃ := (r̃1r̃2) et

0 < r̃j < rj , j ∈ {1, 2}

( cf. dé�nition 12.8). Plus précisément, pour tout r̃1, r̃2, δ > 0 tels que

0 < r̃j + δ < rj , j ∈ {1, 2} ,

pour tout x ∈ S±λ et tout w ∈ C, on a l'implication suivante :

|wxa| ≤ r̃1r̃2 =⇒

|Ψw,+,n (w)| ≤ r′1r
′
2

|xa|

∣∣∣ f1(x,w)
r̃1+δ

∣∣∣n
|Ψw,−,n (w)| ≤ r′1r

′
2

|xa|

∣∣∣ f2(x,w)
r̃2+δ

∣∣∣n , ∀n ≥ 0 .

Démonstration. Nous allons démontrer le résultat pour Ψw,+,Ψ1,+ et Ψ2,+ dans Γλ (la même
preuve fonctionne pour Ψw,− dans Γ−λ en échangeant les rôles de h1 et h2). On �xe 0 < r̃1 < r1,
0 < r̃2 < r2, et δ > 0 tels que {

0 < r̃1 + δ < r1

0 < r̃2 + δ < r2 .
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Pour une valeur �xée de w ∈ C, on considère la restriction de Ψw,+ à l'hypersurface Mw :=
{h1h2 = w} ∩ Γλ : cette restriction est une fonction analytique sur Mw. L'application

ϕw : h1 7→ Ψw,+

(
h1,

w

h1

)
est analytique sur

Mw,1 :=
⋃
x∈Sλ

|wxa|<r1r2

Ωx,w ,

où pour tout x ∈ Sλ avec |wxa| < r1r2, l'ensemble Ωx,w est la couronne suivante :

Ωx,w :=

{
h1 ∈ C |

∣∣∣∣wf2 (x,w)

r2

∣∣∣∣ < |h1| <
∣∣∣∣ r1

f1 (x,w)

∣∣∣∣} .

En particulier, ϕw admet un développement en série de Laurent

ϕw (h1) = Ψw,+

(
h1,

w

h1

)
=
∑
n≥−L

Ψw,+,n (w)hn1

dans toute couronne Ωx,w, avec x ∈ Sλ tel que |wxa| < r1r2. De plus, pour tout tel x ∈ Sλ avec
|wxa| < r1r2, la formule intégrale de Cauchy donne

Ψw,+,n (w) =
1

2iπ

˛
γ(x,w)

Ψw,+

(
h1,

w
h1

)
hn+1

1

dh1 , pour tout n ∈ Z,

où γ (x,w) est n'importe quel cercle centré en l'origine (parcouru dans le sens positif), de rayon
ρ (x,w) tel que ∣∣∣∣wf2 (x,w)

r2

∣∣∣∣ < ρ (x,w) <

∣∣∣∣ r1

f1 (x,w)

∣∣∣∣ .
Si |wxa| < (r̃1 + δ) (r̃2 + δ), on peut par exemple prendre

ρ (x,w) =

∣∣∣∣ r̃1 + δ

f1 (x,w)

∣∣∣∣ .
D'où, pour tout w ∈ C tel que |wxa| ≤ r̃1r̃2, pour tout ξ ∈ C avec |ξ| < δ, on aussi :

Ψw,+,n (w + ξ) =
1

2iπ

˛
γ(x,w)

Ψw,+

(
h1,

w+ξ
h1

)
hn+1

1

dh1 , for all n ∈ Z,

où γ (x,w) est le même cercle que plus haut
(
de rayon ρ (x,w) =

∣∣∣∣ r̃1 + δ

f1 (x,w)

∣∣∣∣), pour tout |ξ| < δ.

De plus, puisque l'image de n'importe quelle �bre

{x = x0} × Γ±λ (x0, r)

par Ψ± est incluse dans une autre �bre de la forme

{x = x0} × Γ±λ (x0, r
′) ,

et puisque pour tout (h′1, h
′
2) ∈ Γ±λ (x, r′) on a

|h′1h′2| <
r′1r
′
2

|xa|
,
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on en déduit que si |wxa| ≤ r̃1r̃2, alors :∣∣∣∣Ψw,+

(
h1,

w

h1

)∣∣∣∣ <
r′1r
′
2

|xa|
.

Le théorème de dérivations des intégrales à paramètre version holomorphe montre que pour tout
n ∈ Z, la fonction Ψw,+,n est analytique en tout point w ∈ C, et est donc une fonction entière.
De plus, l'inégalité ci-dessus et la formule de Cauchy impliquent que pour tout n ∈ Z et tout
(x,w) ∈ Sλ × C avec |wxa| ≤ r̃1r̃2, on a :

|Ψw,+,n (w)| <
r′1r
′
2

|xa| ρ (x,w)
n =

r′1r
′
2

|xa|

∣∣∣∣f1 (x,w)

r̃1 + δ

∣∣∣∣n .
D'après le fait 12.7, pour une valeur �xée w ∈ C et pour n < 0, le membre de droite de l'inégalité
ci-dessus tend vers 0 lorsque x tend vers 0 dans Sλ. Il s'en suit que Ψw,+,n = 0 pour tout n < 0.
Par conséquent :

Ψw,+

(
h1,

w

h1

)
=

∑
n≥0

Ψw,+,n (w)hn1 .

De plus, pour tout w ∈ C, cette série converge normalement sur tout domaine de la forme

Ωx,w :=

{
h1 ∈ C | |h1| ≤

∣∣∣∣ r̃1

f1 (x,w)

∣∣∣∣} , pour tout x ∈ Sλ , 0 < r̃1 < r1,

puisqu'il ne reste que des termes avec n ≥ 0 dans le développement en série de Laurent. Cela
signi�e que cette série converge en fait normalement sur un voisinage de l'origine. D'où, pour
tout w ∈ C, l'application

h1 7→ Ψw,+

(
h1,

w

h1

)
=
∑
n≥0

Ψw,+,n (w)hn1

est analytique au voisinage de l'origine. Finalement, la série de fonctions

Ψw,+ (h1, h2) =
∑
n≥0

Ψw,+,n (h1h2)hn1

converge normalement, et est donc analytique, sur tout domaine de la forme Γλ (r̃), avec 0 <
r̃1 < r1 et 0 < r̃2 < r2.

12.4 Action sur le monôme résonant

Puisque ψ± ∈ Λ
(faible)
±λ (Ynorm), on sait que ψ± est de la forme :

ψ± (x,y) = (x, ψ1,± (x,y) , ψ2,± (x,y)) ,

avec ψ1,±, ψ2,± analytiques et bornées sur S±λ × D (0, r). De plus, par hypothèse, ψ± admet
l'identité comme développement asymptotique 1-Gevrey faible, i.e.

ψi,± (x,y) = yi +
∑
k∈N2

ψi,±,k (x)yk , ∀ (x,y) ∈ S±λ ×D (0, r) ,

où, pour i = 1, 2 et pour tout k = (k1, k2) ∈ N2, la fonction ψi,±,k est analytique et bornée sur
S±λ et admet 0 comme développement asymptotique 1-Gevrey.
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Lemme 12.11. Avec les notations précédentes, on dé�nit ψv,± := ψ1,±ψ2,±. Alors, ψv,+et ψv,−
admettent chacune un développement en série entière par rapport à y ∈D (0, r) :

ψv,+ (x,y) = y1y2 + xa
∑
n≥1

Ψw,+,n

(y1y2

xa

)( y1

f1

(
x, y1y2xa

))n

ψv,− (x,y) = y1y2 + xa
∑
n≥1

Ψw,−,n

(y1y2

xa

)( y2

f2

(
x, y1y2xa

))n ,

qui convergent normalement sur tout sous-ensemble de S±λ×D (0, r) de la forme S±λ×D (0, r̃),
où D (0, r̃) est un polydisque fermé avec r̃ = (r̃1, r̃2) tel que

0 < r̃j < rj , j ∈ {1, 2} .

Les fonctions Ψw,+,n et Ψw,−,n, pour n ∈ N, sont celles données dans le lemme 12.10. De plus,
pour tout sous-secteur fermé S′ ⊂ S±λ et pour tout polydisque fermé D ⊂ D (0, r), il existe
A,B > 0 tels que :

|ψv,± (x, y1, y2)− y1y2| ≤ A exp

(
− B
|x|

)
, ∀ (x,y) ∈ S′ ×D .

En particulier, ψv,± admet y1y2 comme développement asymptotique 1-Gevrey sur S±λ×D (0, r).

Démonstration. Par dé�nition, on a :

Ψ± ◦ H± = H± ◦ ψ± .

D'où, pour tout (x,y) ∈ S±λ ×D (0, r) :

Ψw,±

(
x,

y1

f1

(
x, y1y2xa

) , y2

f2

(
x, y1y2xa

)) =
ψv,± (x, y1, y2)

xa
.

D'après le lemme 12.10, on a donc :
ψv,+ (x,y) = xa

∑
n≥0

Ψw,+,n

(y1y2

xa

)( y1

f1

(
x, y1y2xa

))n

ψv,− (x,y) = xa
∑
n≥0

Ψw,−,n

(y1y2

xa

)( y2

f2

(
x, y1y2xa

))n .

(12.4.1)

De plus, on sait que ψv,± (x, y1, y2) admet y1y2 comme développement asymptotique 1-Gevrey
faible sur S±λ ×D (0, r), car ψ± ∈ Λ̃±λ (Ynorm). On peut donc écrire

ψv,± (x, y1, y2) = y1y2 +
∑
k∈N2

ψv,+,k (x)yk , (12.4.2)

où pour tout k = (k1, k2) ∈ N2, la fonction ψv,±,k et analytique et bornée sur S±λ et admet
0 comme développement asymptotique 1-Gevrey. Comparons les deux expressions de ψv,± ci-
dessus. En regardant les monômes yk avec k1 = k2 dans (12.4.2), et les termes correspondants
à n = 0 dans (12.4.1), on doit avoir pour x ∈ S±λ, et v ∈ C avec |v| < r1r2 :

v +
∑
k≥0

ψv,+,(k,k) (x) vk = xaΨw,+,0

( v
xa

)
.
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Puisque Ψw,±,0 est analytique sur C, il existe une suite (α±,k)k∈N ⊂ C telle que

Ψw,±,0

( v
xa

)
=

∑
k≥0

α±,k

( v
xa

)k
.

Ceci n'est possible que si α±,k = 0 dès que k 6= 1, puisque ψv,±,k est holomorphe sur S±λ et
admet 0 comme développement asymptotique 1-Gevrey. Après identi�cation, on obtient :

Ψv,±,0 (w) = w .

D'où : 
ψv,+ (x,y) = y1y2 + xa

∑
n≥1

Ψw,+,n

(y1y2

xa

)( y1

f1

(
x, y1y2xa

))n

ψv,− (x,y) = y1y2 + xa
∑
n≥1

Ψw,−,n

(y1y2

xa

)( y2

f2

(
x, y1y2xa

))n .

Montrons désormais que ψv,± admet y1y2 comme développement asymptotique 1-Gevrey dans
S±λ×

(
C2, 0

)
. Pour cela, on doit montrer que |ψv,± (x, y1, y2)− y1y2| est exponentiellement petit

par rapport à x ∈ S±λ, uniformément en y ∈ D (0, r). Comme pour le lemme précédent, nous
allons rédiger la preuve pour ψv,+ (la même preuve fonctionne pour ψv,− en échangeant les rôles
de y1 et y2). D'après les calculs précédents, on a :

|ψv,+ (x, y1, y2)− y1y2| ≤
∑
n≥1

∣∣∣∣∣xaΨw,+,n

(y1y2

xa

)( y1

f1

(
x, y1y2xa

))n∣∣∣∣∣ .
Fixons r̃1, r̃2, δ > 0 tels que :

0 < r̃j + δ < rj , j ∈ {1, 2} .

Prenons |x|, |y1| et |y2| assez petits pour que

2x ∈ Sλ

et

|y1y2| <
r̃1r̃2

|2a|
< r1r2 .

D'après le lemme 12.10, pour tout x̃ ∈ Sλ et tout w ∈ C :

|wx̃a| ≤ r̃1r̃2 =⇒ |Ψw,+,n (w)| ≤ r′1r
′
2

|x̃a|

∣∣∣∣f1 (x̃, w)

r̃1 + δ

∣∣∣∣n . (12.4.3)

En particulier, pour x̃ = 2x et w = y1y2
xa , on obtient |wx̃a| < r̃1r̃2 et donc

∣∣∣Ψw,+,n

(y1y2

xa

)∣∣∣ ≤ r′1r
′
2

|2axa|

∣∣∣∣∣f1

(
2x, y1y2xa

)
r̃1 + δ

∣∣∣∣∣
n

.

Par conséquent, pour tout (x, y1, y2) ∈ Sλ ×D (0, r̃) tel que{
2x ∈ Sλ
|y1y2| < r̃1r̃2

|2a| < r1r2 ,

145



146 12. Chapitre. Isotropies Id−plates et espace des feuilles

on a :

|ψv,+ (x, y1, y2)− y1y2| ≤
∑
n≥1

∣∣∣∣∣xa r′1r′22axa

(
f1

(
2x, y1y2xa

)
r̃1 + δ

)n(
y1

f1

(
x, y1y2xa

))n∣∣∣∣∣
≤ r′1r

′
2

|2a|
∑
n≥1

∣∣∣∣∣
(

y1

r̃1 + δ

)n(f1

(
2x, y1y2xa

)
f1

(
x, y1y2xa

) )n∣∣∣∣∣ .
Puisque c̃(v) est un germe de fonction analytique qui s'annule en l'origine, il s'en suit qu'on peut
choisir r1,r2 > 0 assez petits de sorte que pour tout sous-secteur fermé S′ ⊂ Sλ, et pour tout
r̃1 ∈ ]0, r1[ et tout r̃2 ∈ ]0, r2[, il existe A,B > 0 tel que :

(x, y1, y2) ∈ S′ ×D (0, r̃) =⇒ |ψv,+ (x, y1, y2)− y1y2|A exp

(
− B
|x|

)
.

Montrons cela. Il s'agit d'estimer la quantité suivante :∣∣∣∣∣f1

(
2x, y1y2xa

)
f1

(
x, y1y2xa

) ∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣2a1 exp

(
− λ

2x
− cm

(y1y2)
m

x
log (2)− c̃ (y1y22a)

2x
+
c̃ (y1y2)

x

)∣∣∣∣ .
On peut se contenter de traiter le cas où x ∈ S′ est tel que 2x ∈ S′ (sinon x est � loin � de
l'origine et on conclut sans di�culté). On a :

(x, y1, y2) ∈ S′ ×D (0, r̃) et 2x ∈ S =⇒

∣∣∣∣∣f1

(
2x, y1y2xa

)
f1

(
x, y1y2xa

) ∣∣∣∣∣ ≤ |2a1 | exp

(
− B
|x|

)
< 1 .

D'où :

|ψv,+ (x, y1, y2)− y1y2| ≤
r′1r
′
2

|2a|
∑
n≥1

∣∣∣∣ 2a1y1

r̃1 + δ
exp

(
− B
|x|

)∣∣∣∣n

≤ r′1r
′
2

|2a|

∣∣∣ 2a1y1r̃1+δ exp
(
− B
|x|

)∣∣∣
1−

∣∣∣ 2a1y1r̃1+δ exp
(
− B
|x|

)∣∣∣
≤ A exp

(
− B
|x|

)
,

pour un choix convenable de A > 0.

Le lemme ci-dessus implique en particulier que Ψv,±,0 (w) = w. En conséquence, on obtient
immédiatement le résultat ci-dessous.

Corollaire 12.12. Pour tout sous-secteur fermé S′ ⊂ S±λ, tout r̃1 ∈ ]0, r1[ et tout r̃2 ∈ ]0, r2[,
il existe A,B > 0 tels que pour tout x ∈ S′ :

|h1| ≤
r̃1

|f1 (x, h1h2)|
|h2| ≤

r̃2

|f2 (x, h1h2)|

 =⇒ |Ψw,± (x, h1, h2)− h1h1| ≤
A exp

(
− B
|x|

)
|xa|

.

En particulier, il existe C > 0 tel que :

|h1| ≤
r̃1

|f1 (x, h1h2)|
|h2| ≤

r̃2

|f2 (x, h1h2)|

 =⇒

∣∣∣exp
(
cm (h1h2)

m
log (x) + c̃(xa(h1h2)m)

x

)∣∣∣∣∣∣exp
(
cm (Ψw (x, h1, h2))

m
log (x) + c̃(xa(Ψw(x,h1,h2))m)

x

)∣∣∣ < C .
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12.5 Développement en séries des isotropies dans l'espace
des feuilles

A présent, nous allons donner un développement en séries de Ψ1,± et Ψ2,± dans les coordon-
nées de l'espaces des feuilles. Introduisons les notations suivantes :{

N (1,+) := N (2,−) := 1

N (1,−) := N (2,+) := −1 .

Lemme 12.13. Avec les notations et les hypothèses précédentes de ce chapitre, pour tout n ∈ N,
il existe des fonctions entières ( i.e. analytiques sur C) notées Ψj,ν,n, j ∈ {1, 2}, ν ∈ {+,−},
n ≥ N (j, ν), telles que pour j ∈ {1, 2} on ait

Ψj,+,n (h1, h2) =
∑

n≥N(j,+)

Ψj,+,n (h1h2)hn1

Ψj,−,n (h1, h2) =
∑

n≥N(j,−)

Ψj,−,n (h1h2)hn2 .

Ces séries de fonctions convergent normalement sur tout sous-ensemble de Γ±λ de la forme
Γ±λ (r̃) avec 0 < r̃1 < r1 et 0 < r̃2 < r2 ( cf. dé�nition 12.8). Plus précisément, pour tout
r̃1, r̃2, δ > 0 tels que

0 < r̃j + δ < rj , j ∈ {1, 2} ,

il existe C > 0 tel que pour tout x ∈ S±λ et tout w ∈ C, on ait :

|wxa| ≤ r̃1r̃2 =⇒



|Ψ1,+,n (w)| < Cr′1
|f1 (x,w)|n−1

(r̃1 + δ)
n , n ≥ 1

|Ψ2,+,n (w)| < Cr′2
|xa|
|f1 (x,w)|n+1

(r̃1 + δ)
n , n ≥ −1

|Ψ1,−,n (w)| < Cr′1
|xa|
|f2 (x,w)|n+1

(r̃2 + δ)
n , n ≥ −1

|Ψ2,−,n (w)| < Cr′2
|f2 (x,w)|n−1

(r̃2 + δ)
n , n ≥ 1 .

De plus :
Ψ1,−,−1 (0) = Ψ2,+,−1 (0) = 0 .

Fait. Nous allons réutiliser les mêmes notations que dans la preuve du lemme 12.10. Pour
chaque w ∈ C �xé, les applications

ϕ1 : h1 7→ Ψ1,+

(
h1,

w

h1

)
et

ϕ2 : h1 7→ Ψ2,+

(
h1,

w

h1

)
sont analytiques sur

Mw,1 =
⋃
x∈Sλ

|wxa|<r1r2

Ωx,w
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( cf. preuve du lemme 12.10). En particulier, ϕ1 et ϕ2 admettent chacune un développement en
série de Laurent 

ϕ1 (h1) = Ψ1,+

(
h1,

w

h1

)
=

∑
n≥−L1

Ψ1,+,n (w)hn1

ϕ2 (h1) = Ψ2,+

(
h1,

w

h1

)
=

∑
n≥−L2

Ψ2,+,n (w)hn1

dans tout anneau Ωx,w, avec x ∈ Sλ tel que |wxa| < r1r2. En utilisant la même méthode que dans
la preuve du lemme 12.10, on montre sans di�culté supplémentaire que pour tout n ∈ Z, Ψ1,+,n

et Ψ2,+,n sont analytiques en tout point w ∈ C, et sont donc des fonctions entières (analytiques
sur C). De plus, on montre également comme plus tôt que pour tout r̃1, r̃2, δ > 0 avec

0 < r̃j + δ < rj , j ∈ {1, 2} ,

pour tout n ∈ Z et pour tout (x,w) ∈ Sλ × C tel que |wxa| ≤ r̃1r̃2, on a :
|Ψ1,+,n (w)| < r′1∣∣∣f1

(
x,Ψw,+

(
x, h1,

w
h1

))∣∣∣
∣∣∣∣f1 (x,w)

r̃1 + δ

∣∣∣∣n
|Ψ2,+,n (w)| < r′2∣∣∣f2

(
x,Ψw,+

(
x, h1,

w
h1

))∣∣∣
∣∣∣∣f1 (x,w)

r̃1 + δ

∣∣∣∣n .

D'après le corollaire 12.12, il existe C > 0 tel que pour tout (x,w) ∈ Sλ ×C avec |wxa| ≤ r̃1r̃2,
on a : 

|Ψ1,+,n (w)| < Cr′1
|f1 (x,w)|n−1

(r̃1 + δ)
n

|Ψ2,+,n (w)| < Cr′2
|xa|
|f1 (x,w)|n+1

(r̃1 + δ)
n .

D'après le fait 12.7, pour une valeur �xée de w ∈ C, si l'on regarde la limite quand x tend vers
0 dans Sλ du membre de droite dans chacune des inégalités ci-dessus, on en déduit que :{

|Ψ1,+,n (w)| = 0 , ∀n ≤ 0

|Ψ2,+,n (w)| = 0 , ∀n ≤ −2 .

Par conséquent : 
Ψ1,+ (h1, h2) =

∑
n≥1

Ψ1+,n (h1h2)hn1

Ψ2,+ (h1, h2) =
∑
n≥−1

Ψ2,+,n (h1h2)hn1 .

Ces séries de fonctions convergent normalement (et dé�nissent donc des fonctions analytiques)
sur tout domaine de la forme Γλ (r̃) avec r̃ := (r̃1, r̃2) et

0 < r̃j + δ < rj , j ∈ {1, 2} .

De plus, pour toute valeur �xée de h2, d'une part la fonction

h1 7→ Ψ2,+ (h1, h2) =
∑
n≥−1

Ψ2,+,n (h1h2)hn1

est analytique sur un disque épointé centré en 0 puisque

|f2 (x, h1, h2)| −→
x→0
x∈Sλ

0 ,

et d'autre part, on sait déjà que la fonction h1 7→ Ψ2,+ (h1, h2) est analytique sur un voisinage
de l'origine. Donc, on soit avoir Ψ2,+,−1 (0) = 0.

Démonstration. Une preuve analogue fonctionne pour Ψ1,− et Ψ2,−.
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12.6 Preuve de la proposition D

Le lemme à venir est une version plus précise de la proposition 10.4. Rappelons les notations
suivantes : {

N (1,+) = N (2,−) = 1

N (1,−) = N (2,+) = −1 .

Lemme 12.14. Avec les notations et hypothèses précédentes de ce chapitre, considérons ψ± ∈
Λ

(faible)
±λ (Ynorm) avec

ψ± (x,y) = (x, ψ1,± (x,y) , ψ2,± (x,y)) .

Alors, pour i = 1, 2, les fonctions ψi,+ et ψi,− peuvent s'écrire comme séries de fonctions
ψi,+ (x,y) = yi + fi

(
x,
ψv,+ (x,y)

xa

) ∑
n≥N(i,+)+1

Ψi,+,n

(y1y2

xa

)( y1

f1

(
x, y1y2xa

))n

ψi,− (x,y) = yi + fi

(
x,
ψv,− (x,y)

xa

) ∑
n≥N(i,−)+1

Ψi,−,n

(y1y2

xa

)( y2

f2

(
x, y1y2xa

))n .

qui sont normalement convergentes sur tout sous ensemble de S±λ×D (0, r) de la forme S±λ×
D (0, r̃), où D (0, r̃) est un polydisque fermé avec r̃ = (r̃1, r̃2) tel que

0 < r̃j < rj , j ∈ {1, 2} .

Ici, les fonctions Ψi,+,n , Ψi,−,n, pour i = 1, 2 et n ∈ N, sont celles données dans le lemme 12.13.
De plus, pour tout sous-secteur fermé S′ ⊂ S±λ et pour tout polydisque fermé D ⊂ D (0, r), il
existe A,B > 0 tels que pour i = 1, 2 :

|ψi,± (x, y1, y2)− yi| ≤ A exp

(
− B
|x|

)
, ∀ (x,y) ∈ S′ ×D .

Par conséquent, ψi,± admet yi comme développement asymptotique 1-Gevrey dans S±λ×D (0, r).

Remarque 12.15. En particulier, Ψ1,+,1 (w) = Ψ2,−,1 (w) = 1 et Ψ1,−,−1 (w) = Ψ2,+,−1 (w) = w.

Démonstration. Par dé�nition, on a

Ψ± ◦ H± = H± ◦ ψ± .

En particulier, pour i = 1, 2 et pour (x,y) ∈ S±λ ×D (0, r) :

Ψi,±

(
x,

y1

f1

(
x, y1y2xa

) , y2

f2

(
x, y1y2xa

)) =
ψi,± (x, y1, y2)

fi

(
x, ψv(x,y1,y2)

xa

) .

D'où, d'après le lemme 12.13, on a pour i = 1, 2 :
ψi,+ (x,y) = fi

(
x,
ψv,+ (x,y)

xa

) ∑
n≥N(i,+)

Ψi,+,n

(y1y2

xa

)( y1

f1

(
x, y1y2xa

))n

ψi,− (x,y) = fi

(
x,
ψv,− (x,y)

xa

) ∑
n≥N(i,−)

Ψi,−,n

(y1y2

xa

)( y2

f2

(
x, y1y2xa

))n ,

(12.6.1)
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et ces séries de fonctions convergent normalement (et dé�nissent donc des fonctions analytiques)
sur tout domaine de la forme S′ ×D (0, r̃), où S′ est un sous-secteur fermé de S±λ et D (0, r̃)
est un polydisque fermé avec r̃ = (r̃1, r̃2) tel que

0 < r̃j < rj , j ∈ {1, 2} .

Comparons les di�érentes expressions de ψj,±, j = 1, 2. On sait que ψj,± (x, y1, y2) admet yj
comme développement asymptotique 1-Gevrey sur S±λ ×D (0, r). On peut donc écrire

ψj,± (x, y1, y2) = yj +
∑
k∈N2

ψj,±,k (x)yk ,

où, pour tout k = (k1, k2) ∈ N2, la fonction ψj,±,k est analytique sur S±λ et admet 0 comme
développement asymptotique 1-Gevrey. Comme d'habitude, nous allons traiter le cas de ψ1,+ et
ψ2,+ (l'autre cas est similaire en échangeant les rôles joués par y1 et y2).

D'après les expressions obtenues dans les lemmes 12.10 et 12.13, on peut être plus précis sur
les ensembles des indices de sommation :

ψ1,+ (x, y1, y2) = y1 +
∑

k=(k1,k2)∈N2

k1≥k2+1

ψ1,+,k (x) yk11 yk22

ψ2,+ (x, y1, y2) = y2 +
∑

k=(k1,k2)∈N2

k1≥k2

ψ2,+,k (x) yk11 yk22 .
(12.6.2)

Traitons le cas de ψ1,+ (une preuve similaire peut s'adapter sans di�culté à ψ2,+). En étudiant
les termes pour n = 1 dans (12.6.1), et les termes monomiaux yk avec k1 ≤ k2 +1 dans (12.6.2),
on voit qu'on doit nécessairement avoir pour x ∈ Sλ, y1, y2 ∈ C avec |y1| < r1, |y2| < r2 :

1 +
∑
k≥0

ψ1,+,(k+1,k) (x) yk1y
k
2 =

f1

(
x,

ψv,+(x,y)
xa

)
f1

(
x, y1y2xz

) Ψ1,+,1

(y1y2

xa

)
.

D'après le lemme 12.11 et le corollaire 12.12, on a :

f1

(
x,

ψv,+(x,y)
xa

)
f1

(
x, y1y2xz

) = 1 +
∑

j1≥j2+1≥1

Fj1,j2 (x) yj11 y
j2
2

= 1 + O
(x,y)−→0

(x,y)∈Sλ×D(0,r)

(|y1|) ,

où les Fj1,j2 (x), j1 ≥ j2, sont des fonctions analytiques et bornées sur Sλ. Comme dans la preuve
du lemme 12.11, en utilisant le fait que ψ± admet l'identité comme développement asymptotique
1-Gevrey faible, on montre que Ψ1,+,1 (w) = 1, et donc :

ψ1,+ (x,y) = y1 + f1

(
x,
ψv,+ (x,y)

xa

)∑
n≥2

Ψ1,+,n

(y1y2

xa

)( y1

f1

(
x, y1y2xa

))n
= y1 +

∑
k=(k1,k2)∈N2

k1≥k2+2

ψ1,+,k (x) yk11 yk22 .

Il reste à montrer que ψ1,+ admet y1 comme développement asymptotique 1-Gevrey dans Sλ ×
D (0, r). D'après les calculs précédent, on a :

|ψ1,+ (x, y1, y2)− y1| ≤
∑
n≥2

∣∣∣∣∣∣Ψ1,+,n

(y1y2

xa

)( y1

f1

(
x, y1y2xa

))n−1 f1

(
x,

ψv,+(x,y)
xa

)
f1

(
x, y1y2xa

) y1

∣∣∣∣∣∣ .
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En utilisant le lemme 12.13, le corollaire 12.12 et la même méthode qu'à la �n de la preuve du
lemme 12.11, on peut montrer la chose suivante : on peut prendre r1, r2 > 0 assez petits de
sorte que pour tout sous-secteur fermé S′ de Sλ, pour tout 0 < r̃1 < r1 et 0 < r̃2 < r2, il existe
A,B > 0 tels que :

(x, y1, y2) ∈ S′ ×D (0, r̃) =⇒ |ψ1,+ (x, y1, y2)− y1| ≤ A exp

(
− B
|x|

)
.

Une preuve similaire fonctionne pour ψ2,−, ψ2+ et ψ1,−.

Remarque 12.16. Notons que dans les expressions
ψ1,+ (x,y) = y1 + f1

(
x,
ψv,+ (x,y)

xa

)∑
n≥2

Ψ1,+,n

(y1y2

xa

)( y1

f1

(
x, y1y2xa

))n

ψ1,− (x,y) = y1 + f1

(
x,
ψv,+ (x,y)

xa

)∑
n≥0

Ψ1,−,n

(y1y2

xa

)( y2

f2

(
x, y1y2xa

))n

du lemme 12.14, le développement de ψ1,+ par rapport à y = (y1, y2) commence avec un terme
d'ordre 1, à savoir y1, suivi de termes d'ordre au moins 2, alors que dans le développement de
ψ1,−, le terme de plus bas degré est une constante, à savoir Ψ1,−,0 (0). De même, le développe-
ment de ψ2,− (par rapport à y = (y1, y2)) commence avec y2, alors que celui de ψ1,− débute
avec la constante Ψ2,+,0 (0).

12.7 Description de l'espace des modules dans l'espace des
feuilles

D'après les lemmes 12.13 et 12.14, on peut donner une description de l'espace des modules
Λλ (Ynorm)× Λ−λ (Ynorm) pour une forme normale �xée Ynorm (et de Λωλ (Ynorm)× Λω−λ (Ynorm)
dans le cas transversalement symplectique).

12.7.1 Une description en termes de séries entières de l'espace des
modules

On réutilise ici les notations introduites tout au long de ce chapitre. On va noter O (C)
l'ensemble des fonctions entières, i.e. l'ensemble des fonctions holomorphes sur C. On considère
les fonctions f1 et f2 dé�nies en (12.2.1) et on introduit quatre sous-ensembles de (O (C))

N,
que l'on note E1,λ (Ynorm), E2,λ (Ynorm), E1,−λ (Ynorm) et E1,−λ (Ynorm), dé�nis comme suit. On
réutilise les notations {

N (1,+) = N (2,−) = 1

N (1,−) = N (2,+) = −1 .

Dé�nition 12.17. Pour j ∈ {1, 2}, une suite (ψn (w))n≥N(j,±)+1 ∈ (O (C))
N appartient à

Ej,±λ (Ynorm) s'il existe un polydisque D (0, r) et un secteur asymptotique

S±λ ∈ ASarg(±λ),2π ,

tels que pour tout r̃1, r̃2, δ > 0 avec

0 < r̃i + δ < ri , i ∈ {1, 2} ,
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il existe C > 0 tel que pour tout x ∈ Sλ (resp. x ∈ S−λ) et tout w ∈ C :

|wxa| ≤ r̃1r̃2 =⇒


|ψn (w)| < C |f1(x,w)|n−1

(r̃1+δ)n , ∀n ≥ 2, si (ψn (w))n≥2 ∈ E1,λ (Ynorm)

|ψn (w)| < C
|xa|

|f1(x,w)|n+1

(r̃1+δ)n , ∀n ≥ 0, si (ψn (w))n≥0 ∈ E2,λ (Ynorm)

|ψn (w)| < C
|xa|

|f2(x,w)|n+1

(r̃2+δ)n , ∀n ≥ 0, si (ψn (w))n≥0 ∈ E1,−λ (Ynorm)

|ψn (w)| < C |f2(x,w)|n−1

(r̃2+δ)n , ∀n ≥ 2, si (ψn (w))n≥2 ∈ E2,−λ (Ynorm) .

Comme expliqué un début de chapitre, on peut associer à toute paire

(ψλ, ψ−λ) ∈ Λλ (Ynorm)× Λ−λ (Ynorm)

deux germes de biholomorphismes sectoriels de l'espace des feuilles, notés Ψλ et Ψ−λ, corres-
pondant à des secteurs � étroits �, dé�nis par :

Ψ±λ := H± ◦ ψ±λ ◦ H−1
± , (12.7.1)

où H± est l'application introduite au corollaire 12.3. D'après les lemmes 12.13 et 12.14, si l'on
écrit Ψ±λ = (x,Ψ1,±,Ψ2,±), alors pour j = 1, 2 on a :

Ψj,+ (h1, h2) = hj +
∑

n≥N(j,+)+1

Ψj,+,n (h1h2)hn1 (12.7.2)

Ψj,− (h1, h2) = hj +
∑

n≥N(j,−)+1

Ψj,−,n (h1h2)hn2

où (Ψj,±,n)n ∈ Ej,±λ et {
N (1,+) := N (2,−) := 1

N (1,−) := N (2,+) := −1 .

Réciproquement, étant donné (Ψj,±)n ∈ Ej,±λ pour j = 1, 2, en considérant Ψ±λ (x,h) =
(x,Ψ1,+± (h) ,Ψ2,± (h)), les estimations faites dans les sections précédentes montrent que

ψ±λ := H−1
± ◦Ψ±λ ◦ H±

est un élément de Λ±λ (Ynorm). Par conséquent, on peut énoncer la proposition suivante.

Proposition 12.18. On a les bijections suivantes :

Λλ (Ynorm) →̃ E1,λ (Ynorm)× E2,λ (Ynorm)

ψλ 7→ (Ψ1,+,Ψ2,+)

et

Λ−λ (Ynorm) →̃ E1,−λ (Ynorm)× E2,−λ (Ynorm)

ψ−λ 7→ (Ψ1,−,Ψ2,−)(
on identi�e ici Ψ± (x,h) = (x,Ψ1,± (h) ,Ψ2,± (h)) avec (Ψ1,± (h) ,Ψ2,± (h))

)
.

12.7.2 Variétés invariantes analytiques et n÷ud-cols en dimension deux :
invariants de Martinet-Ramis

On peut donner une condition nécessaire et su�sante d'existence de variétés invariantes
analytiques en termes de la description de l'espace des modules décrit ci-dessus. Rappelons que
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pour tout champ de vecteurs Y ∈ [Ynorm]fib,Id (cf. dé�nition 10.1), il existe toujours trois variétés
invariantes (formelles) particulières : C = {(y1, y2) = (g1 (x) , g2 (x))}, H1 = {y1 = f1 (x, y2)}
et H2 = {y2 = f2 (x, y1)}, où g1, g2, f1, f2 sont des séries formelles sans terme constant. La
première est classiquement appelée variété centrale et on a C = H1 ∩H2. Si Y = Ynorm, alors :

C = {y1 = y2 = 0}
H1 = {y1 = 0}
H2 = {y2 = 0} .

Proposition 12.19. Soit Y ∈ [Ynorm]fib,Id et (Φλ,Φ−λ) ∈ Λλ (Ynorm)× Λ−λ (Ynorm) les di�éo-

morphismes de Stokes associés. On considère Ψ± = H± ◦Φ±λ ◦H−1
± comme dans la sous-section

précédente. Alors :

1. la variété centrale C est convergente (analytique en l'origine) si et seulement si Ψ2,+,0 (0) =
Ψ1,−,0 (0) = 0 ;

2. l'hypersurface invariante H1 est convergente (analytique en l'origine) si et seulement si
pour tout n ≥ 0, on a Ψ1,−,n (0) = 0 ;

3. l'hypersurface invariante H2 est convergente (analytique en l'origine) si et seulement si
pour tout n ≥ 0, on a Ψ2,+,n (0) = 0.

Démonstration. Il s'agit d'une conséquence directe de la représentation en séries donnée en
(12.7.2) des di�éomorphismes de Stokes (Φλ,Φ−λ). Expliquons le point 2. (des arguments simi-
laires fonctionnent pour les points 1. et 3.). Le fait que Ψ1,−,n (0) = 0, pour tout n ≥ 0 signi�e
que Ψ1,− est divisible par h1. De manière équivalente, Φ1,+ et Φ1,− sont tous deux divisibles
par y1, de sorte que l'hypersurface analytique {y1 = 0} a la même pré-image par Φ+ et par Φ−.
Ces pré-images se recollent pour dé�nir une hypersurface invariante analytique H1 .

Remarquons à présent que si l'on regarde la restriction d'une forme normale Ynorm à une
de ses hypersurfaces invariantes, on obtient exactement une forme normale d'un n÷ud-col en
dimension deux comme dans [MR82]. Quand une des hypersurfaces invariantes est analytiques,
on retrouve les invariants de Martinet-Ramis par restriction à cette hypersurface, comme nous
le présentons dans la proposition qui suit.

Proposition 12.20. Supposons que pour Y ∈ [Ynorm]fib,Id, l'hypersurface invariante H1 soit
analytique en l'origine. Alors, les invariants de Martinet-Ramis du n÷ud-col Y|H1

sont :Ψ2,+ (0, h2) = h2 + Ψ2,+,0 (0) ∈ Aff (C)

Ψ2,− (0, h2) = h2 +
∑
n≥2

Ψ2,−,n (0)hn2 ∈ Diff (C, 0) .

Un résultat similaire est évidemment valable pour H2.

12.7.3 Cas transversalement symplectique

Intéressons-nous à présent au cas transversalement symplectique du théorème 10.10. Soit
Ynorm ∈ SNω une forme normale transversalement symplectique. Avec les notations introduites
en début de section, on dé�nit les ensembles suivants :

(E1,λ (Ynorm)× E2,λ (Ynorm))ω :=

{
Ψ+ = (Ψ1,+,Ψ2,+) ∈ E1,λ (Ynorm)× E2,λ (Ynorm)

tels que : det (DΨ+) = 1

}
(E1,−λ (Ynorm)× E2,−λ (Ynorm))ω :=

{
Ψ− = (Ψ1,−,Ψ2,−) ∈ E1,−λ (Ynorm)× E2,−λ (Ynorm)

tels que : det (DΨ−) = 1

}
.
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La proposition 12.18 nous dit que l'application

Λ±λ (Ynorm) −̃→ E1,±λ (Ynorm)× E2,±λ (Ynorm)

ψ± 7→ Ψ±λ := H± ◦ ψ±λ ◦ H−1
±

est une bijection
(
on identi�e Ψ± (x,h) = (x,Ψ1,± (h) ,Ψ2,± (h)) avec (Ψ1,± (h) ,Ψ2,± (h))

)
.

Un rapide calcul basé sur (12.1.1) donne :

(
H−1
±
)∗(dy1 ∧ dy2

x

)
= dh1 ∧ dh2 + 〈dx〉 .

Cela nous dit que ψ±λ est transversalement symplectique ω =
dy1 ∧ dy2

x
, i.e.

(ψ±λ)
∗

(ω) = ω + 〈dx〉 ,

si et seulement si Ψ± = (Ψ1,±,Ψ2,±) préserve la forme symplectique standard dh1 ∧ dh2 de
l'espace des feuilles, i.e. det (DΨ±) = 1. En d'autres termes, on a le résultat suivant.

Proposition 12.21. On a les bijections suivantes :

Λωλ (Ynorm) →̃ (E1,λ (Ynorm)× E2,λ (Ynorm))ω
ψλ 7→ (Ψ1,+,Ψ2,+)

et

Λω−λ (Ynorm) →̃ (E1,−λ (Ynorm)× E2,−λ (Ynorm))ω
ψ−λ 7→ (Ψ1,−,Ψ2,−)(

on identi�e Ψ± (x,h) = (x,Ψ1,± (h) ,Ψ2,± (h)) avec (Ψ1,± (h) ,Ψ2,± (h))
)
.
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Chapitre 13

Classi�cation analytique
(non-�brée)

Ce chapitre tient lieu de conclusion sur le problème de classi�cation analytique des germes
champs de vecteurs singuliers de

(
C3, 0

)
2-résonants de type n÷ud-col, strictement non dégé-

nérés et div-intégrables. Nous allons donner des résultats de classi�cation plus généraux, en
étudiant les actions par conjugaison de Difffib

(
C3, 0

)
et de Diff

(
C3, 0

)
sur ces germes champs

de vecteurs. Commençons par reformuler et résumer le résultat de classi�cation sous l'action de
Difffib

(
C3, 0; Id

)
vu dans cette partie.

On a une action de Difffib

(
C3, 0; Id

)
sur SN diag,0 par conjugaison (cf. chapitre 5 pour la

dé�nition de SN diag,0). Grâce aux théorèmes 1.5 et 10.6, on sait que la classe analytique d'un
champ de vecteurs Y ∈ SN diag,0 est uniquement déterminée par sa forme normale Ynorm

(donnée par les théorèmes 1.5 et 10.6) et par ses di�éomorphismes de Stokes (Φλ,Φ−λ)
(donnés par le théorème 10.6).

Dé�nition 13.1. On note

Mfib,Id := (SN diag,0)
/

Difffib

(
C3, 0; Id

)
l'espace des modules associé, i.e. l'ensemble des orbites de SN diag,0 sous cette action.

On note

P0 := {p = (λ, a1, a2,−c, c) ∈ Pfib | < (a1 + a2) > 0 et c (v) ∈ vC {v}}

l'espace des paramètres caractérisant les formes normales d'éléments de SN diag,0 dans la clas-

si�cation formelle sous l'action de D̂ifffib

(
C3, 0; Id

)
décrite par le théorème 1.5. On notera alors

Ynorm (p) une forme normale de paramètre p ∈ P0.

On peut alors résumer l'étude faite jusqu'ici par le théorème suivant.

Théorème 13.2. On a la bijection suivante :

Mfib,Id '
⊔

p∈P0

{p} × Λλ (Ynorm (p))× Λ−λ (Ynorm (p)) .

13.1 Classi�cation �brée (non tangente à l'identité)

Nous allons décrire dans cette section la classi�cation analytique sous l'action de germes de
di�éomorphismes �brés non-nécessairement tangents à l'identité.
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156 13. Chapitre. Classi�cation

Dé�nition 13.3. Un germe de champ de vecteurs singulier Y ∈ χ
(
C3, 0

)
est un n÷ud-col 2-

résonant �bré strictement non dégénéré div-intégrable si Y est Difffib

(
C3, 0

)
−conjugué

à un élément de SN diag,0 . On note l'ensemble de ces champs de vecteurs

SN fib,0 := Difffib

(
C3, 0

)
∗ (SN diag,0) .

Il y a une action naturelle de Difffib

(
C3, 0

)
sur SN fib,0 par conjugaison, et on note

Mfib := (SN fib,0)
/

Difffib

(
C3, 0

)
l'espace quotient.

On dé�nit en�n le sous-groupe de GL3 (C) suivant :

L :=


 1 0 0

0 µ1 0
0 0 µ2

 , µ1 6= 0, µ2 6= 0

⋃

 1 0 0

0 0 µ1

0 µ2 0

 , µ1 6= 0, µ2 6= 0

 .

Le groupe L ci-dessus agit sur Mfib,Id de la façon suivante : on va utiliser la bijection donnée
par le théorème 13.2. Soit

p = (λ, a1, a2,−c (v) , c (v)) ∈ P0

et
(Φλ,Φ−λ) ∈ Λλ (Ynorm (p))× Λ−λ (Ynorm (p)) .

� Si L =

 1 0 0
0 µ1 0
0 0 µ2

 ∈ L , alors on dé�nit

L∗ (p,Φλ,Φ−λ) :=
(
p′,Φ′λ,Φ

′
−λ
)
∈ P0 × Λλ (Ynorm (p′))× Λ−λ (Ynorm (p′)) ,

avec 
p′ =

(
λ, a1, a2,−c

(
v

µ1µ2

)
, c
(

v
µ1µ2

))
Φ′λ = L ◦ Φλ ◦ L−1

Φ′−λ = L ◦ Φ−λ ◦ L−1 .

� Si L =

 1 0 0
0 0 µ1

0 µ2 0

 ∈ L , alors on dé�nit

L∗ (p,Φλ,Φ−λ) :=
(
p′,Φ′−λ,Φ

′
λ

)
∈ P0 × Λ−λ (Ynorm (p′))× Λλ (Ynorm (p′)) ,

avec 
p′ =

(
−λ, a2, a1, c

(
v

µ1µ2

)
,−c

(
v

µ1µ2

))
Φ′−λ = L ◦ Φλ ◦ L−1

Φ′λ = L ◦ Φ−λ ◦ L−1 .

On peut alors formuler le résultat suivant.

Théorème 13.4. On a la bijection :

Mfib ' Mfib,Id
/
L .
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Démonstration. Considérons deux champs de vecteurs Y, Y ′ ∈ SN diag,0 . Considérons alors
Ynorm (p) et Ynorm (p′), avec p,p′ ∈ P0, les formes normales de Y et Y ′ respectivement. On
note également Φ̂ (resp. Φ̂′) la normalisation formelle, Φ+,Φ− (resp. Φ′+,Φ

′
−) les normalisations

sectorielles et Φλ,Φ−λ (resp. Φ′λ′ ,Φ
′
−λ′) les di�éomorphismes de Stokes de Y (resp. de Y ′).

On doit montrer que Y et Y ′ sont Difffib

(
C3, 0

)
−conjugués si et seulement s'il existe L ∈ L

tel que
L∗ (p,Φλ,Φ−λ) =

(
p′,Φ′λ′ ,Φ

′
−λ′
)
.

Supposons que Y et Y ′ sont conjugués par un germe de di�éomorphisme �bré φ ∈ Difffib

(
C3, 0

)
.

Comme Y et Y ′ sont formellement conjugués respectivement par Φ̂ et Φ̂′ ∈ D̂ifffib

(
C3, 0

)
à

leurs formes normales Ynorm (p) et Ynorm (p′), et puisque Y et Y ′ sont conjugués entre eux par
φ ∈ Difffib

(
C3, 0

)
, par composition, Ynorm (p) et Ynorm (p′) sont formellement conjugués par

un élément de D̂ifffib

(
C3, 0

)
. D'après la proposition 3.3 et sa preuve, deux formes normales

Ynorm (p) , Ynorm (p′) de paramètres respectifs p,p′ ∈ P0 sont formellement conjugués par un
di�éomorphisme formel �bré ϕ̂ ∈ D̂ifffib

(
C3, 0

)
si et seulement s'il existe L ∈ L tel que ϕ̂ = L

et L∗ (p) = p′, comme dans l'action décrite ci-dessus. Il existe donc L ∈ L tel que le diagramme
suivant commute :

Y
φ //

	Φ̂
��

Y ′

Φ̂′

��
Ynorm (p)

L
// Ynorm (p′)

i.e.
Φ̂′ ◦ φ = L ◦ Φ̂ .

Par composition, on en déduit que les fonctions Φ′± et L ◦ Φ± ◦ φ−1 ont même développement
asymptotiques 1-Gevrey, à savoir

Φ̂′ = L ◦ Φ̂ ◦ φ−1 ,

dans les domaines sectoriels S± d'ouverture > π associés. Par unicité de la 1-somme d'une série
formelle 1-sommable, on en déduit que

Φ′± = L ◦ Φ± ◦ φ−1 .

Par conséquent, en regardant les di�éomorphismes de Stokes Φ±λ et Φ′±λ′ associés, on voit que :{
Φ′λ′ = L ◦ Φλ ◦ L−1

Φ′−λ′ = L ◦ Φ−λ ◦ L−1 ,

avec λ′ = ±λ selon que L ∈ L soit diagonale ou non. On a donc montré que

L∗ (p,Φλ,Φ−λ) =
(
p′,Φ′λ′ ,Φ

′
−λ′
)
. (13.1.1)

Réciproquement, supposons que L∗ (p,Φλ,Φ−λ) =
(
p′,Φ′λ′ ,Φ

′
−λ′
)
. On considère des domaines

sectoriels S+ et S− tels que S+ ∩ S− soit un voisinage de {x = 0} dans C3, sur lesquelles Φ+ et
Φ− conjuguent respectivement Y à Ynorm (p′) (comme dans le théorème 5.5).On a alors, d'après
(13.1.1) :

Φ+ ◦ (Φ−)
−1
|S+∩S− = L−1 ◦ Φ′+ ◦ Φ′− ◦ L|S+∩S− . (13.1.2)

On dé�nit alors : {
φ+ :=

(
Φ′+
)−1 ◦ L ◦ Φ+

φ− :=
(
Φ′−
)−1 ◦ L ◦ Φ− .
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On a alors :

φ+ ◦ (φ−)
−1
S+∩S− =

(
Φ′+
)−1 ◦

(
L ◦ Φ+ ◦ (Φ−)

−1 ◦ L−1
)
◦ Φ′−

=
(
Φ′+
)−1 ◦

(
Φ′+ ◦

(
Φ′−
)−1
)
◦ Φ′−

(d'après (13.1.2))

= IdS+∩S− .

D'où (φ+)|S+∩S− = (φ−)|S+∩S− , et on dé�nit ainsi une fonction φ analytique au voisinage de
l'origine dans C3 d'après le théorème de Riemann. En�n, puisque (Φ±)∗ (Y ) = Ynorm (p), que

L∗ (Ynorm (p)) = Ynorm (p′) et que
((

Φ′±
)−1
)
∗

(Ynorm (p′)) = Y ′, on en déduit par composition

que φ∗ (Y ) = Y ′.

13.2 Classi�cation analytique (non �brée)

Nous allons décrire dans cette section la classi�cation analytique sous l'action de germes
de di�éomorphismes analytiques (non-nécessairement �brés). Nous allons procéder de manière
analogue à la section précédente. Comme pour la classi�cation �brée, nous allons commencer
par étudier les l'action par conjugaison via des éléments tangents à l'identité.

Dé�nition 13.5. Un germe de champ de vecteurs singulier Y ∈ χ
(
C3, 0

)
est un n÷ud-col

2-résonant strictement non dégénéré div-intégrable si Y est Diff
(
C3, 0

)
−conjugué à un

élément de SN diag,0. On note l'ensemble de ces champs de vecteurs

SN 0 := Diff
(
C3, 0

)
∗ (SN diag,0) .

Il y a une action naturelle de Diff
(
C3, 0

)
sur SN fib,0 par conjugaison, et on note

M := (SN 0)
/

Diff
(
C3, 0

)
l'espace quotient.

Comme pour la classi�cation �brée, commençons par étudier l'action des germes de di�éo-
morphismes analytiques tangents à l'identité, dont le groupe est noté Diff

(
C3, 0; Id

)
.

Dé�nition 13.6. On note SN Id,0 l'ensemble des germes de champs de vecteurs analytiques de(
C3, 0

)
qui sont Diff

(
C3, 0; Id

)
−conjugués à SN diag,0 :

SN Id,0 := Diff
(
C3, 0; Id

)
∗ (SN diag,0) .

Il y a une action naturelle de Diff
(
C3, 0; Id

)
sur SN Id,0 par conjugaison, et on note

MId := (SN Id,0)
/

Diff
(
C3, 0; Id

)
l'espace quotient.

Introduisons quelques notations. Pour a := (a1, a2) ∈ C2\ {(0, 0)}, si m :=
1

a1 + a2
∈ N, on

dé�nit le champ de vecteurs suivant

Va := vm
(
x
∂

∂x
+ a1y1

∂

∂y1
+ a2y2

∂

∂2

)
. (13.2.1)

= vmS (1, a1, a2) .
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Pour tout β ∈ C, on dé�nit aussi le di�éomorphisme suivant :

Fa,β := exp (βVa) ∈ Diff
(
C3, 0; Id

)
. (13.2.2)

Notons que (Fa,β)
−1

= Fa,−β . Un tel di�éomorphisme agit sur le monôme v := y1y2, et donc
sur toute série formelle c (v) ∈ C JvK, par pull-back, et un rapide calcul montre que :

(Fa,β)
∗

(c) = c ◦ Fa,β (v) , (13.2.3)

= c

(
v

(1− βvm)
1
m

)
.

Soient Y, Y ′ ∈ SN diag,0 dont les formes normales sous l'action de D̂ifffib

(
C3, 0; Id

)
sont respec-

tivement Ynorm (p) et Ynorm (p′) avec p = (λ, a1, a2,−c, c) ∈ P0 et p′ = (λ′, a′1, a
′
2,−c′, c′) ∈ P0 :

Ynorm (p) = x2 ∂

∂x
+ (−λ+ a1x− c (y1y2)) y1

∂

∂y1
+ (λ+ a2x+ c (y1y2)) y2

∂

∂y2

Ynorm (p′) = x2 ∂

∂x
+ (−λ′ + a′1x− c′ (y1y2)) y1

∂

∂y1
+ (λ′ + a′2x+ c′ (y1y2)) y2

∂

∂y2
.

On écrit m :=
1

a1 + a2
, m′ :=

1

a′1 + a′2
, c (v) =

∑
k≥1

ckv
k, c′ (v) =

∑
k≥1

c′kv
k, k0 := ord (c) et

k′0 := ord (c′). Remarquons que si m = m′ et c′ = (Fa,β)
∗

(c), alors k0 = k′0, et pour tout
j ≤ k0 + m − 1, on a cj = c′j . Un corollaire immédiat de la proposition 4.1 et de la preuve du
théorème 1.8 est le suivant.

Corollaire 13.7. Deux champs de vecteurs Y, Y ′ ∈ SN diag,0 comme ci-dessus sont D̂iff
(
C3, 0; Id

)
-

conjugués si et seulement si les deux conditions suivantes sont satisfaites :

1. (λ, a1, a2) = (λ, a′1, a
′
2) (en particulier : m = m′)

2.
[
c = c′

]
ou
[
m ∈ N>0, c 6= 0 et c′ = (Fa,β)

∗
(c), avec β =

m

k0

(
ck0+m − c′k0+m

ck0

)]
.

Démonstration. Dans le théorème 1.8, on a décrit (en particulier) des formes normales (uniques)
pour ŜN ∗ sous l'action de D̂iff

(
C3, 0; Id

)
. Dans la preuve de l'existence de ses formes normales,

on voit que le lien entre les formes normales du théorème 1.5 et celles-ci se fait grâce aux
applications de type Fa,β . On obtient alors sans di�culté l'équivalence annoncée.

La proposition suivante nous permettra de décrire complètement l'espace quotient

MId = (SN Id,0)
/

Diff
(
C3, 0; Id

)
.

Proposition 13.8. Considérons Y, Y ′ ∈ SN diag,0 comme ci-dessus, et supposons qu'ils soient
D̂iff

(
C3, 0; Id

)
−conjugués ( i.e. les conditions 1. et 2. du corollaire précédent sont satisfaites).

Considérons leurs di�éomorphismes de Stokes notés (Φλ,Φ−λ) et
(
Φ′λ,Φ

′
−λ
)
respectivement (voir

dé�nition 10.2 et théorème 10.6). Alors, Y et Y ′ sont Diff
(
C3, 0; Id

)
−conjugués si et seulement

si l'une des conditions suivantes est satisfaite :
� m := 1

a1+a2
/∈ N>0 et (Φλ,Φ−λ) =

(
Φ′λ,Φ

′
−λ
)
;

� m ∈ N>0 et il existe β ∈ C tel que
c′ = (Fa,β)

∗
(c)

Φλ = Fa,β ◦ Φ′λ ◦ Fa,−β

Φ−λ = Fa,β ◦ Φ′−λ ◦ Fa,−β .
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Remarque 13.9. Dans la proposition ci-dessus, sim ∈ N>0 et c 6= 0, alors β =
m

k0

(
ck0+m − c′k0+m

ck0

)
.

Démonstration. L'outil clé sera le corollaire 4.2 donnant les isotropies des formes normales de
ŜN ∗ sous l'action de D̂iff

(
C3, 0

)
(voir théorème 1.8). Notons dans toute la suite Znorm la

forme normale de Ydiag et Y ′diag donnée par le théorème 1.8 (qui et la même car les champs
sont Diff

(
C3, 0; Id

)
−conjugués). On note également Ynorm (p) et Ynorm (p′) les formes normales

sous l'action de D̂ifffib

(
C3, 0; Id

)
données par le théorème 1.5 de Y et Y ′ respectivement. On

note également Φ̂ (resp. Φ̂′) la normalisation formelle, Φ+,Φ− (resp. Φ′+,Φ
′
−) les normalisations

sectorielles et Φλ,Φ−λ (resp. Φ′λ′ ,Φ
′
−λ′) les di�éomorphismes de Stokes de Y (resp. de Y ′).

Commençons par traiter deux cas simultanément.

� 1er cas :
[
m := 1

a1+a2
/∈ N>0

]
ou
[
m ∈ N>0, c 6= 0 et c′ = (Fa,β)

∗
(c) avec β =

m

k0

(
ck0+m − c′k0+m

ck0

)]
.

Dans ce cas, d'après la preuve du théorème 1.8 :(Fa,γ)∗ (Ynorm (p)) = Znorm , avec γ = 0 ou − m
k0

ck0+m

ck0

(Fa,γ′)∗ (Ynorm (p′)) = Znorm , avec γ′ = 0 ou m
k0

c′k0+m

ck0
.

Il existe alors ϕ̂ ∈ D̂iff
(
C3, 0; Id

)
tel que

(
Fa,γ′ ◦ Φ̂′

)
◦ ϕ̂ ◦

(
Fa,γΦ̂

)−1

soit une isotropie

formelle de Znorm tangente à l'identité. D'après le corollaire 4.2, il existe α ∈ C tel que

Fa,γ′ ◦ Φ̂′ ◦ ϕ̂ ◦ Φ̂−1Fa,−γ = exp (αZnorm) .

Autrement dit, le diagramme suivant est commutatif :

Y
ϕ̂ //

	Φ̂
��

Y ′

Φ̂′

��
Ynorm (p) //

	Fa,γ

��

Ynorm (p′)

Fa,γ′

��
Znorm

exp(αZnorm)
// Znorm

.

Supposons qu'il existe ϕ ∈ Diff
(
C3, 0; Id

)
tel que ϕ∗ (Y ) = Y ′. Par composition, les

fonctions Fa,γ′ ◦Φ′± et exp (αZnorm) ◦ Fa,γ ◦ Φ± ◦ ϕ−1 ont même développement asymp-
totiques 1-Gevrey, à savoir

Fa,γ′ ◦ Φ̂′ = exp (αZnorm) ◦ Fa,γ ◦ Φ± ◦ ϕ−1 ,

dans les domaines sectoriels S± (d'ouverture strictement supérieure à π) associés. Par
unicité de la 1-somme d'une série formelle 1-sommable, on en déduit que

Fa,γ′ ◦ Φ′± = exp (αZnorm) ◦ Fa,γ ◦ Φ± ◦ ϕ−1 .

Par conséquent, en regardant les di�éomorphismes de Stokes Φ±λ et Φ′±λ associés, on
voit que :

Φ′±λ = Fa,−γ′ ◦ exp (αZnorm) ◦ Fa,γ ◦ Φ±λ ◦ Fa,−γ ◦ exp (−αZnorm) ◦ Fa,γ′ .

Or, puisque (Fa,γ ◦ Φ±λ ◦ Fa,−γ) est une isotropie de Znorm, i.e.

(Fa,γ ◦ Φ±λ ◦ Fa,−γ)∗ (Znorm) = Znorm ,
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celle-ci commute avec exp (αZnorm), le �ot au temps α de Znorm, i.e.

exp (αZnorm) ◦ Fa,γ ◦ Φ±λ ◦ Fa,−γ = Fa,γ ◦ Φ±λ ◦ Fa,−γ ◦ exp (−αZnorm) .

Par conséquent :

Φ′±λ = Fa,γ−γ′ ◦ Φ±λ ◦ Fa,γ′−γ

= Fa,−β ◦ Φ±λ ◦ Fa,β .

� 2nd cas : m ∈ N>0 et c = c′ = 0. Dans ce cas :

Znorm = Ynorm (p) = Ynorm (p′) .

Il existe alors ϕ̂ ∈ D̂iff
(
C3, 0; Id

)
tel que Φ̂′ ◦ ϕ̂ ◦ Φ̂−1 soit une isotropie formelle de Znorm

tangent à l'identité. D'après le corollaire 4.2, il existe α, β ∈ C tel que

Φ̂′ ◦ ϕ̂ ◦ Φ̂−1 = exp (αZnorm) ◦ Fa,β .

Autrement dit, le diagramme suivant est commutatif :

Y
ϕ̂ //

	Φ̂
��

Y ′

Φ̂′

��
Znorm

exp(αZnorm)◦Fa,β

// Znorm

.

Supposons qu'il existe ϕ ∈ Diff
(
C3, 0; Id

)
tel que ϕ∗ (Y ) = Y ′. Par composition, les

fonctions Φ′± et exp (αZnorm) ◦ Fa,β ◦ Φ± ◦ ϕ−1 ont même développement asymptotique
1-Gevrey, à savoir

Φ̂′ = exp (αZnorm) ◦ Fa,β ◦ Φ̂ ◦ ϕ−1 ,

dans les domaines sectoriels S± (d'ouverture strictement supérieure à π) associés. Par
unicité de la 1-somme d'une série formelle 1-sommable, on en déduit que

Φ′± = exp (αZnorm) ◦ Fa,β ◦ Φ± ◦ ϕ−1 .

Par conséquent, en regardant les di�éomorphismes de Stokes Φ±λ et Φ′±λ associés, on
voit que :

Φ′±λ = exp (αZnorm) ◦ Fa,β ◦ Φ±λ ◦ Fa,−β ◦ exp (−αZnorm) .

Or, puisque Φ± et Fa,±β sont des isotropies de Znorm, il en est de même de Fa,β ◦Φ±λ ◦
Fa,−β , qui commute alors avec exp (αZnorm), le �ot au temps α de Znorm. Par conséquent :

Φ′±λ = Fa,β ◦ Φ±λ ◦ Fa,−β .

� Réciproquement, supposons que

Φ′±λ = Fa,−β ◦ Φ±λ ◦ Fa,β ,

avec β = 0, ou β =
m

k0

(
ck0+m − c′k0+m

ck0

)
, ou β ∈ C selon le cas. Alors, en considérant

Fa,γ et Fa,γ′ comme ci-dessus si Ynorm (p) 6= Znorm, on voit que les applications

ϕ+ :=
(
Φ′+
)−1 ◦ Fa,−γ′ ◦ Fa,γ ◦ Φ+

161



162 13. Chapitre. Classi�cation

et
ϕ− :=

(
Φ′−
)−1 ◦ Fa,−γ′ ◦ Fa,γ ◦ Φ−

coïncident sur les intersections de leurs domaines de dé�nitions. Comme déjà vu, d'après
le théorème de Riemann, on dé�nit ainsi une conjugaison ϕ ∈ Diff

(
C3, 0; Id

)
entre Y et

Y ′.

On dé�nit alors une relation d'équivalence sur l'ensemble

Mfib,Id '
⊔

p∈P0

{p} × Λλ (Ynorm (p))× Λ−λ (Ynorm (p)) .

En notant p = (λ, a1, a2,−c, c) ∈ P0 et p′ = (λ′, a′1, a
′
2,−c′, c′) ∈ P0, on dit que (p,Φλ,Φ−λ) et(

p′,Φ′λ′ ,Φ
′
−λ′
)
sont équivalents, et l'on écrit

(p,Φλ,Φ−λ) ∼
(
p′,Φ′λ′ ,Φ

′
−λ′
)

si (λ, a1, a2) = (λ, a′1, a
′
2) (en particulier : m = m′) et si l'une des trois conditions suivantes est

satisfaite :
� m := 1

a1+a2
/∈ N>0 et (Φλ,Φ−λ) =

(
Φ′λ,Φ

′
−λ
)
;

� m ∈ N>0, c 6= 0, c′ = (Fa,β)
∗

(c) et{
Φλ = Fa,β ◦ Φ′λ ◦ Fa,−β

Φ−λ = Fa,β ◦ Φ′−λ ◦ Fa,−β ,

où β =
m

k0

(
ck0+m − c′k0+m

ck0

)
;

� m ∈ N>0, c = c′ = 0 et il existe β ∈ C tel que :{
Φλ = Fa,β ◦ Φ′λ ◦ Fa,−β

Φ−λ = Fa,β ◦ Φ′−λ ◦ Fa,−β .

On note Mfib,Id /∼ l'ensemble des classes d'équivalence. D'après la proposition précédente, on
peut énoncer le résultat suivant.

Théorème 13.10. On a la bijection suivante :

MId ' Mfib,Id
/
∼ .

On a vu dans la section précédente le groupe

L :=


 1 0 0

0 µ1 0
0 0 µ2

 , µ1 6= 0, µ2 6= 0

⋃

 1 0 0

0 0 µ1

0 µ2 0

 , µ1 6= 0, µ2 6= 0


agit sur Mfib,Id. Cette action passe en fait au quotient Mfib,Id /∼ et dé�nit ainsi une action sur
MId. On note

MId /L

l'ensemble quotient. On démontre alors de manière analogue à ce qui a déjà été fait dans chapitre
le théorème suivant.

Théorème 13.11. On a la bijection suivante :

M ' MId
/
L .
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Quatrième partie

Applications aux singularités
irrégulières à l'in�ni dans les

équations de Painlevé

163





Chapitre 14

Compacti�cation à poids et
symétries de l'équation de Painlevé
(PI)

Dans ce chapitre nous allons détailler la compacti�cation à poids de l'équation de Pain-
levé (PI), pour montrer que la singularité irrégulière à l'in�ni est bien un n÷ud-col 2-résonant
transversalement symplectique. Nous allons également décrire certaines symétries du champ de
vecteurs ainsi obtenu.

14.1 La première équation de Painlevé

On considère la première équation de Painlevé notée (PI) :

(PI)
d2z1

dt2
= 6z2

1 + t .

Comme on le sait depuis Okamoto [Oka80], (PI) peut être vue comme un système hamiltonien
non-autonome : {

dz1
dt = −∂HI∂z2

dz1
dt = ∂HI

∂z1

avec pour hamiltonien la fonction

HI (t, z1, z2) := 2z3
1 + tz1 −

z2
2

2
.

Plus précisément, en considérant la forme symplectique standard ωst := dz1 ∧ dz2 et le champ
de vecteurs

ZI :=
∂

∂t
− ∂HI

∂z2

∂

∂z1
+
∂HI

∂z1

∂

∂z2

appelé le champ de vecteurs de (PI) dans C3, la dérivée de Lie

LZI (ωst) =

(
∂2HI

∂t∂z1
dz1 +

∂2HI

∂t∂z2
dz2

)
∧ dt = dz1 ∧ dt
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appartient à l'idéal 〈dt〉 engendré par dt dans l'algèbre extérieure Ω∗
(
C3
)
des formes di�éren-

tielles en les variables (t, z1, z2). De manière équivalente, pour tout t1, t2 ∈ C, le �ot de ZI au
temps (t2 − t1) agit comme un symplectomorphisme entre les �bres {t = t1} et {t = t2}.

14.2 Symétries et compacti�cation à poids

Considérons le système di�érentiel {
dz1
dt = z2

dz2
dt = 6z2

1 + t

ou encore le champ de vecteurs ZI donné par :
ṫ = 1

ż1 = z2

ż2 = 6z2
1 + t .

Nous utilisons les calculs faits par Chiba [Chi16], qui décrivent l'équation (PI) dans l'espace
projectif à poids CP3 (4, 2, 3, 5), obtenu via l'invariance de l'équation sous l'action

(t, z1, z2)
ϕω7→
(
ω4t, ω2z1, ω

3z2

)
où ω = e2iπ/5. Plus précisément, via le changement de variables diagonal ci-dessus, ZI est envoyé
sur ω4ZI . Si t 7→ (t, z1 (t) , z2 (t)) est une trajectoire du champ ZI paramétrée par t, alors

t 7→
(
ω4t, ω2z1

(
ω4t
)
, ω3z2

(
ω4t
))

est aussi une trajectoire de ZI . En se plaçant dans la carte correspondant à �{t =∞}� grâce au
changement de variables donné par 

t = x−
4
5

z1 = u1x
− 2

5

z2 = u2x
− 3

5 ,

(14.2.1)

on obtient le champ de vecteurs ŨI = − 5

4x
1
5
UI , où UI est donné par :

ẋ = x2

u̇1 = − 4
5u2 + 2

5xu1

u̇2 = − 24
5 u

2
1 − 4

5 + 3
5xu2 .

De plus, on a : 
dt = − 4

5x
− 9

5 dx

dz1 ∧ dz2 = 1
x (du1 ∧ du2) + 1

5x2 (2u1du2 − 3u2du1) ∧ dx

∈ 1
x (du1 ∧ du2) + 〈dx〉

,

où 〈dx〉 désigne l'idéal engendré par dx. Si l'on note ω :=
du1 ∧ du2

x
, on obtient alors :{

LUI (ω) ∈ 〈dx〉
LUI (dx) = 2xdx

.
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Donc LUI (ω) et LUI (dx) appartiennent toutes deux à l'idéal 〈dx〉.
Notons également que le champ ŨI est invariant via la transformation

(x, u1, u2)
ϕξ7→
(
ξx, ξ2u1, ξ

3u2

)
= (ix,−u1,−iu2) ,

où ξ = ei
π
2 = i. Autrement dit, via cette transformation, le champ UI est changé en ξ3UI =

−iUI . En conséquence, on a également une symétrie via l'action de

ϕ◦2ξ : (x, u1, u2) 7→ (−x, u1,−u2) ;

UI est envoyé sur (−UI). Résumons l'étude.

Lemme 14.1. Le champ de vecteurs obtenu à l'in�ni après compacti�cation à poids de l'espace
de (PI) donnée par (14.2.1) est

UI := x2 ∂

∂x
+

(
−4

5
u2 +

2

5
xu1

)
∂

∂u1
+

(
−24

5
u2

1 −
4

5
+

3

5
xu2

)
∂

∂u2
. (14.2.2)

De plus, UI est transversalement hamiltonien ( cf. dé�nition 1.3), et on a également une symétrie
orbitale via l'action de

ϕξ : (x, u1, u2) 7→ (ix,−u1,−iu2) ;

plus précisément, on a :
(ϕξ)∗ (UI) = −iUI .

14.3 N÷ud-col 2-résonant transversalement symplectique

Le champ UI a deux points singuliers en (x, u1, u2) = (0,±ζ, 0), avec ζ = i√
6
. La symétrie

décrite ci-dessus nous dit qu'il su�t d'étudier l'une de ces deux singularités pour connaitre
l'autre. Notons T±ζ la transformation donnée par T±ζ (x, u1, u2) = (x, u1 ± ζ, u2), et V±ζ =
(T±ζ)∗ (UI). On a alors :

ϕξ ◦ T±ζ = T∓ζ ◦ ϕξ ,

de sorte que

(ϕξ)∗ (V±ζ) = (ϕξ ◦ T±ζ)∗ (U)

= (T∓ζ ◦ ϕξ)∗ (U)

= −i (T∓ζ)∗ (U)

= −iV∓ζ .

En particulier, on obtient aussi : (
ϕ◦2ξ
)
∗ (V±ζ) = −V±ζ .

On pose donc 
x = x

v1 = u1 ± ζ
v2 = u2 ,

qui est une transformation qui préserve à la fois dx et ω. Le champ V±ζ est donné par :
ẋ = x2

v̇1 = − 2(±ζ)
5 x− 4

5v2 + 2
5xv1

v̇2 = 48(±ζ)
5 v1 + 3

5xv2 − 24
5 v

2
1 .

(14.3.1)
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Notons que l'on a encore nécessairementLV±ζ
(

dv1 ∧ dv2

x

)
∈ 〈dx〉

LV±ζ (dx) = 2xdx
.

Autrement dit, le champ de vecteurs

V±ζ := x2 ∂

∂x
+

(
−2 (±ζ)

5
x− 4

5
v2 +

2

5
xv1

)
∂

∂v1
+

(
48 (±ζ)

5
v1 +

3

5
xv2 −

24

5
v2

1

)
∂

∂v2
(14.3.2)

est aussi transversalement hamiltonien. Diagonalisons la partie linéaire de V±ζ , à savoir :

A±ζ =

 0 0 0

− 2(±ζ)
5 0 − 4

5

0 48(±ζ)
5 0

 .

Les valeurs propres de A±ζ sont {0,−λ±ζ , λ±ζ}, avec λ±ζ =
8
√
−3(±ζ)

5 . On a alors :

A±ζ = P±ζD±ζP
−1
±ζ ,

avec D±ζ = diag (0,−λ±ζ , λ±ζ), et

P±ζ =

 1 0 0
0 1 −1

4
√
−3(ζ)

−±ζ2 2
√
−3 (±ζ) 1

2

 .

Notons que det (P±ζ) = 1 de sorte que le di�éomorphisme ainsi dé�ni est transversalement
symplectique (cf. dé�nition 1.3). Si l'on dé�nit x

v1

v2

 = P±ζ

 x
y1

y2

 ,

i.e. 
x = x

y1 = ±ζ
8
√
−3(±ζ)

x+ 1
2v1 + 1

4
√
−3(±ζ)

v2

y2 = −±ζ2 x+ 2
√
−3 (±ζ)v1 − v2 ,

alors on obtient le champ de vecteurs Y±ζ qui est de la forme :

Y±ζ = x2 ∂

∂x
+
(
− λ±ζy1 +

1

2
xy1 +

1

25λ±ζ
xy2 −

λ±ζ
96

x2 − 48

25λ±ζ

(
y1 −

2

5λ±ζ
y2

)2 ) ∂

∂y1

+
(
λ±ζy2 +

1

2
xy2 +

λ±ζ
4
xy1 −

5 (λ±ζ)
2

192
x2 − 24

5

(
y1 −

2

5λ±ζ
y2

)2 ) ∂

∂y2
.

Comme on a e�ectué une transformation transversalement symplectique, on a encoreLY±
(

dy1 ∧ dy2

x

)
∈ 〈dx〉

LY±ζ (dx) = 2xdx
.

Remarque 14.2. C'est cela qui motive la dé�nition de champ transversalement hamiltonien (cf.
dé�nition 1.3).
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Remarquons également le fait suivant :

(Pζ)
−1 ◦ ϕξ ◦ P−ζ = χ : (x, y1, y2) 7→

(
ξx, ξ2y1, ξy

2
2

)
= (ix,−y1,−y2)

et
(P−ζ)

−1 ◦ ϕξ ◦ Pζ = δ : (x, y1, y2) 7→
(
ξx, ξ2y2, ξ

2y
1

)
= (ix,−y2,−y1) .

Ainsi : {
(χ)∗ (Y−ζ) = −iYζ
(δ)∗ (Yζ) = −iY−ζ .

En particulier, l'application

Λ := δ ◦ χ = χ ◦ δ : (x, y1, y2) 7→ (−x, y2, y1)

est telle que :
Λ∗ (Y±ζ) = −Y±ζ .

Notons que Λ2 = Id, de sorte que Λ−1 = Λ.

Lemme 14.3. Le champ ainsi obtenu à partir du champ UI donné en (14.2.2) par les opérations
transversalement symplectiques décrites ci-dessus est le champ

Y±ζ = x2 ∂

∂x
+
(
− λ±ζy1 +

1

2
xy1 +

1

25λ±ζ
xy2 −

λ±ζ
96

x2 − 48

25λ±ζ

(
y1 −

2

5λ±ζ
y2

)2 ) ∂

∂y1

+
(
λ±ζy2 +

1

2
xy2 +

λ±ζ
4
xy1 −

5 (λ±ζ)
2

192
x2 − 24

5

(
y1 −

2

5λ±ζ
y2

)2 ) ∂

∂y2
, (14.3.3)

qui est un n÷ud-col 2-résonant diagonal transversalement symplectique. De plus, on a la symétrie

Λ∗ (Y±ζ) = −Y±ζ ,

où Λ : (x, y1, y2) 7→ (−x, y2, y1).

Pour la suite de cette partie, on va s'intéresser à Y := Y−ζ , avec λ := λ−ζ .
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Chapitre 15

Calcul des invariants formels

Dans ce chapitre, nous allons expliquer comment calculer les invariants formels de la singu-
larité irrégulière à l'in�ni dans l'équation de Painlevé (PI). Des calculs similaires peuvent être
faits pour les équations de Painlevé (Pj), j = II, . . . , V .

Théorème 15.1. Soit Y le champ associé à la singularité à l'in�ni de (PI) donné par (14.3.3).

Avec les notations du théorème 5.5, on a a1 = a2 = 1
2 , λ = 8

√
3ζ

5 = 4·2
3
4 ·3

1
4

5 e
iπ
4 et

c (v) = v +

(
47 · 2 1

4 · 3 3
4

96
e

3iπ
4

)
v2

+

(
−7717

6912
i
√

6

)
v3 + O

(
v4
)
.

Corollaire 15.2. Les invariants formels donnés par le théorème 1.11 (pour la classi�cation
orbitale) du champ associé à la singularité à l'in�ni de (PI) donné par (14.3.3) sont : a1 = a2 =
1
2 (et donc m = 1), et η = 1. Autre dit, la forme normale orbitale est

Z = x2 ∂

∂x
+

(
−1− y1y2 +

1

2
x

)
y1

∂

∂y1

+

(
1 + y1y2 +

1

2
x

)
y2

∂

∂y2
. (15.0.1)

On peut paramétrer les feuilles non-contenues dans l'hypersurface {x = 0} de la forme nor-
male orbitale formelle de la façon suivante :{

y1 (x) = h1 exp
(

1
x +

(
1
2 − h1h2

)
log (x)

)
y2 (x) = h2 exp

(
− 1
x +

(
1
2 + h1h2

)
log (x)

) , (h1, h2) ∈ C2

(cf. �gure 15.0.1).

15.1 Périodes du hamiltonien sur {x = 0}
Dans cette section, nous considérons un champ de vecteurs n÷ud-col 2-résonant transversa-

lement hamiltonien, i.e. de la forme :

Y = x2 ∂

∂x
+

((
−∂H
∂y2

+ xF1 (x,y)

)
∂

∂y1
+

(
∂H

∂y1
+ xF2 (x,y)

)
∂

∂y2

)
,

171



172 15. Chapitre. Invariants formels

Figure 15.0.1 � Représentation de |y1 (x)|+ |y2 (x)| en fonction de (< (x) ,= (x)) dans le cas de
(PI), pour h1 = h2 = 1. En vert : un chemin asymoptotique (cf. dé�nition 8.10 page 104).

avec H (y) = λy1y2 + O
y→0

(
‖y‖3

)
analytique à l'origine de C2, λ 6= 0 et F1, F2 ∈ C Jx,yK

s'annulant à l'origine. Considérons la restriction Y0 := Y|{x=0} : il s'agit d'un champ hamiltonien
sur

(
C2, 0

)
, à savoir

Y0 = −∂H
∂y2

∂

∂y1
+
∂H

∂y1

∂

∂y2
.

On �xe un (petit) polydisque D (0, r) ⊂ C2, avec r = (r1, r2), sur lequel H est analytique.
Les feuilles du feuilletage dé�ni par Y0 dans D (0, r) sont données par les lignes de niveau
La := {H = a} ∩ D (0, r), a ∈ D (0, r), avec r > 0 assez petit. Le lemme de Morse pour les
fonctions holomorphes (cf. [Voi07, p.46]) nous dit que La est topologiquement un cylindre pour
a 6= 0, et r,r1, r2 > 0 assez petits. En e�et, La est homéomorphe, localement, à un ensemble du
type {y1y2 = a′} ∩D (0, r), qui est topologiquement un cylindre. On choisit un générateur γa
du premier groupe d'homologie de La. On considère également une forme temps τY0

pour Y0,
i.e. telle que τY0 · (Y0) = 1, qui soit méromorphe sur D (0, r) avec un unique pôle à l'origine. On

peut prendre par exemple τY0 := −dy1

∂H
∂y2

.

On dé�nit à présent l'application période associée :

TH : D (0, r) \ {0} −→ C

a 7−→ TH (a) :=
1

2iπ

˛
γa

τY0 .

Il s'agit d'une fonction méromorphe de a ∈ D (0, r), holomorphe sur D (0, r) \ {0}.

Proposition 15.3. Pour r > 0 assez petit, et a ∈ D (0, r) \ {0}, la quantité TY0
(a) ne dépend

que de la classe d'homologie de γa dans H1 (La,Z). En d'autres termes, si τ ′Y0
est une autre

forme temps de Y0 et si γ′a est un lacet de La homologue à γa, alors :˛
γa

τY0
=

˛
γ′a

τ ′Y0
.

Démonstration. Le fait que cette quantité ne dépende pas du choix d'un représentant d'un lacet
dans la classe d'homologie de γa provient du théorème de Stokes. Le fait que la quantité TH (a)
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ne dépende pas du choix d'une forme temps spéci�que provient du fait que le lacet γa (le long
duquel on intègre la forme en question) est � tangent au feuilletage �, c'est-à-dire est contenu
dans une unique feuille La du feuilletage engendré par Y0. Si

γa : [0, 1] → La

t 7→ (γa,1 (t) , γa,2 (t)) ,

alors
d
dt

(γa) (t) = va (t)Y0 (γa (t)), où

va (t) =
1(

− ∂H
∂y2

(γa (t))
) dγa,1 (t)

dt
=

1(
∂H
∂y1

(γa (t))
) dγa,2 (t)

dt
.

D'où
˛
γa

τY0
=

ˆ 1

0

τY0
(γa (t)) ·

(
d
dt

(γa) (t)

)
dt

=

ˆ 1

0

τY0
(γa (t)) · (va (t)Y0 (γa (t))) dt

=

ˆ 1

0

va (t) dt

puisque τY0 · (Y0) = 1.

Dé�nition 15.4. On appelle TH l'application période de H au voisinage de l'origine.

A présent, on considère un germe de di�éomorphisme Ψ �xant l'origine de C2. On a donc

TH (a) = 1
2iπ

˛
γa

τY0

= 1
2iπ

˛
Ψ−1(γa)

Ψ∗ (τY0) .

Si l'on écrit X0 :=
(

Ψ
−1
)
∗

(Y0) et τX0
:= Ψ∗ (τY0

), alors on a :

τX0 · (X0) = (Ψ∗ (τY0)) ·
((

Ψ−1
)
∗ (Y0)

)
= Ψ∗ (τY0 · (Y0)) = 1 .

Autrement dit, τX0
est une forme temps X0. Prenons Ψ−1 = Φ̂|{x=0}, où Φ̂ est la normalisation

formelle transversalement symplectique du théorème 1.5 (cf. aussi corollaire 5.6), tel que :

X0 :=
(
Ψ−1

)
∗ (Y0) = (λ+ c (v))

(
−y1

∂

∂y1
+ y2

∂

∂y2

)
,

avec v = y1y2 , c ∈ C {v} et c (0) = 0. Alors γ̃a := Ψ−1 (γa) = Φ|{x=0} (γa) est un générateur de
l'homologie de la feuille Φ|{x=0} (La).

Considérons alors h := H◦Ψ au voisinage de l'origine. Alors, la feuille Φ|{x=0} (La) = {h = a}
est dans un voisinage de l'origine. Remarquons que h ne dépend en fait que de v = y1y2, et
h (v) = λv+ o (|v|), v → 0. Puisque λ 6= 0, le théorème d'inversion locale assure l'existence d'un
germe de fonction analytique g ∈ C {v} avec g (0) = 0 tel que h◦g (v) = g◦h (v) = v au voisinage

de 0. On a donc {h (v) = a} = {v = g (a)}. Par conséquent, on prenant τX0
= − dy1

y1 (λ+ c (v))
,
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on a :

TH (a) = 1
2iπ

˛
γ̃a

τX0

=
1

2iπ

1

λ+ c (g (a))

˛
γ̃a

−dy1

y1

=
−1

λ+ c (g (a))

en fonction de l'orientation de γa. En particulier, on voit que TH est analytique au voisinage de
l'origine et peut être étendue en 0 par la valeur −1

λ .
Le fait que Φ̂ soit transversalement symplectique implique que Φ̂|{x=0} est un symplecto-

morphisme pour la forme symplectique standard dy1 ∧ dy2. On a donc :

X0 = − ∂h

∂y2

∂

∂y1
+
∂h

∂y1

∂

∂y2
,

où h := H ◦Ψ, et par identi�cation :

dh

dv
= λ+ c (v) .

Par conséquent, pour a = h (v), on a la relation :

dh

dv
(v) .TH (h (v)) = −1 .

Si on considère l'unique primitive SH de TH telle que SH (0) = 0, on a :

SH (h (v)) = −v ,

et donc
SH (a) = −g (a) .

Résumons l'étude ci-dessus.

Proposition 15.5. Considérons la restriction à {x = 0}, notée

Y0 = −∂H
∂y2

∂

∂y1
+
∂H

∂y1

∂

∂y2
,

d'un n÷ud-col 2-résonant transversalement hamiltonien Y ∈ SNω, avec H (y) = λy1y2 +

o
y→0

(
‖y‖2

)
analytique au voisinage de l'origine dans C2. On considère son unique forme nor-

male (transversalement hamiltonienne)

Ynorm = x2 ∂

∂x
+ (− (λ+ c (v)) + a1x) y1

∂

∂y1
+ (λ+ c (v) + a2x) y2

∂

∂y2

donnée par le théorème 1.5. Soit en�n TH l'application période associée à Y0 comme. Alors, on
a les propriétés suivantes :

1. v 7→ c (v) est le germe d'une fonction analytique nulle en l'origine ;

2. a 7→ TH (a) est un germe d'une fonction analytique au voisinage de 0 ∈ C2, telle que
TH (0) = −1

λ .

3. Si SH est l'unique primitive de TH telle que SH (0) = 0, alors (−SH) est inversible (pour
la composition), et son inverse h := (−SH)

−1 satisfait :

dh

dv
(v) = λ+ c (v) .
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En conclusion, si l'on est capable de calculer l'application période du champ de vecteurs
hamiltonien originale en restriction à {x = 0}, alors on est capable de calculer l'invariant formel
c (v) donné par le théorème 1.5 (qui est un germe de fonction analytique).

Remarque 15.6. La fonction hamiltonienne v 7→ h (v) = λv +
´ v

0
c (u) du est en fait la forme

normale symplectique du hamiltonien original H (y1, y2) = λy1y2 + o
(
‖y‖2

)
, ‖y‖ → 0, comme

cela est décrit dans [CLW94] (section 2.7).

15.2 Exemple : le cas de la première équation de Painlevé

Démonstration. (du théorème 15.1)
Dans le cas de la première équation de Painlevé, on travaille avec le champ de vecteurs

V := V−ζ dé�ni en (14.3.2), dont le hamiltonien associé est :

H (v1, v2) =
1

5

(
2v2

2 − 24ζv2
1 − 8v3

1

)
où ζ = i√

6
. Bien qu'il ne s'agisse pas de coordonnées dans lesquelles la partie linéaire du

champ de vecteurs soit diagonale, le calcul de la période sera le même que si l'on était parti du
champ Y := Y−ζ en (14.3.3), car le changement de variables linéaire qui conjugue V à Y est
symplectique. On voit dans l'expression du champ (14.3.3) qu'on a déjà :

λ = 8
√

3ζ , avec ζ = i√
6

a1 = 1
2

a2 = 1
2 .

A présent, �xons a 6= 0 avec |a| assez petit, et considérons la courbe de niveau {H = a} près de
l'origine dans C2. On peut calculer la période associée :

TH (a) =
1

2iπ

˛
γa

5dv1

−4v2

=
1

2iπ

˛
γa,1

5dv1

−4
√

12ζv2
1 + 4v3

1 + 5
2a

,

où γa,1 est la composante de γa par rapport à ∂
∂v1

.
La période TH (a) est l'une des périodes de la fonction ℘ de Weierstrass associée à la cubique

H (y1, y2) = a

(voir par exemple e.g. [BG08], [AB94]).
Pour la calculer, on peut par exemple prendre

γa,1 : [0, 2π] −→ C
t 7−→ ρae

it

où ρa > 0 est tel que
∣∣12ζv2

1 + 4v3
1

∣∣ > 5|a|
2 , pour tout v1 = γa,1 (t), t ∈ [0, 2π]. A présent, on

écrit :

1

−4
√

12ζv2
1 + 4v3

1 + 5
2a

=

√
2

−4
√

24ζv2
1 + 8v3

1

1√
1 + 5a

24ζv21+8v31

=

√
2

−4
√

24ζv2
1 + 8v3

1

∑
k≥0

( −1
2
k

)(
−5a

24ζv2
1 + 8v3

1

)k
.
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Puisque qu'on a convergence normale, on peut intervertir les symboles somme et intégrale :

TH (a) =
5

2iπ

˛
γa,1

√
2

−4
√

24ζv2
1 + 8v3

1

∑
k≥0

( −1
2
k

)(
−5a

24ζv2
1 + 8v3

1

)k
dv1

=
−5
√

2

8iπ

∑
k≥0

( −1
2
k

)
(−5)

k

(˛
γa,1

(
24ζv2

1 + 8v3
1

)−(k+ 1
2 ) dv1

)
ak .

Remarquons que v1 7→
(
24ζv2

1 + 8v3
1

)(k+ 1
2 ) est un germe de fonction analytique au voisinage de

l'origine, avec un zéro d'ordre 2k + 1. L'intégrale ci-dessus se calcule donc facilement avec le
théorème des résidus. On a

(
24ζv2

1 + 8v3
1

)−(k+ 1
2 )

= (24ζ)
−(k+ 1

2 ) v
−(2k+1)
1

∑
j≥0

(
−
(
k + 1

2

)
j

)(
8

24ζ

)j
vj1 ,

et le résidu en 0 est donc 82k(24ζ)
−(3k+ 1

2 )
(
−
(
k + 1

2

)
2k

)
. Finalement, on a

TH (a) =
∑
k≥0

TH,ka
k

avec :

TH,k = (−5)
k+1

( −1
2
k

)(
−
(
k + 1

2

)
2k

)
8−(k+1)(3ζ)

−(3k+ 1
2 ) .

En utilisant les notations de la proposition 15.5 on a :

SH (a) =
∑
k≥0

TH,k
k + 1

ak+1 =
∑
k≥1

SH,ka
k

avec SH,k =
TH,k−1

k pour k ≥ 1. Puisque SH (0) = 0 et dSH
da (0) = TH (0) 6= 0, l'application

(−SH) est inversible pour la composition et on peut calculer de manière récursive son inverse
noté

h (v) =
∑
k≥1

hkv
k .

Pour tout k ≥ 1, le coe�cient hk est entièrement déterminé par les coe�cients SH,j , j ≤ k. On
obtient au �nal :

λ+ c (v) =
dh

dv
(v) =

∑
k≥0

(k + 1)hkv
k = λ+

∑
k≥1

ckv
k .

En conclusion, le jet d'ordre k de TH nous fournit le jet d'ordre k de c. Après quelques calculs
(fournis par Maple), on obtient :

λ =
8
√

3ζ

5
=

4 · 2 3
4 · 3 1

4

5
e
iπ
4

c1 = 1

c2 =
47 · 2 1

4 · 3 3
4

96
e

3iπ
4

c3 = −7717

6912
i
√

6 .

On pourrait en fait calculer n'importe que jet �ni de c.

Remarque 15.7. On peut e�ectuer ce type de calculs pour des hamiltoniens de la formeH (y1, y2) =
βy2

2 + αy2
1 + f (y1), avec α, β ∈ C\ {0} et f ∈ C {y1}.
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Chapitre 16

Calculs des phénomènes de Stokes
quasi-linéaires

Le but est ici de calculer un coe�cient des di�éomorphismes de Stokes du champ (14.3.3),
le n÷ud-col 2-résonant de la singularité irrégulière à l'in�ni de l'équation (PI).

Théorème 16.1. Soit Y le champ associé à la singularité à l'in�ni de (PI) donné par (14.3.3).
Soit Φ±λ les di�éomorphismes de Stokes associés. En considérant Ψ±λ := H◦Φ±λ ◦H−1 comme
en (12.7.1), et en utilisant les notations de (12.7.2), on a :

Ψ2,λ,0 (0) = i ·Ψ1,−λ,0 (0) =
e
iπ
8

√
π

2
3
8 3

1
8 .

Démonstration. Nous allons déterminer la valeur de Ψ2,λ,0 (0). Le fait qu'on ait l'égalité Ψ2,λ,0 (0) =
i · Ψ1,−λ,0 (0) provient des symétries de l'équation de Painlevé (PI) (voir ci-dessous). On sait
d'après le théorème de normalisation sectorielle qu'il existe une unique normalisation formelle
Φ̂ ∈ D̂ifffib

(
C3, 0; Id

)
, qui est 1-sommable dans toutes les directions sauf pour arg (x) = arg (±λ) ∈

R/2πZ, telle que :

Φ̂∗ (Y ) = Ynorm

= x2 ∂

∂x
+

(
− (λ+ c (y1y2)) +

1

2
x

)
y1

∂

∂y1
+

(
λ+ c (y1y2) +

1

2
x

)
y2

∂

∂y2
,

avec c (v) ∈ C {v} d'ordre 1. On note Φ+,Φ− les 1-sommes respectives dans les directions
arg (iλ) , arg (−iλ). Remarquons que grâce à la symétrie Λ : (x, y1, y2) 7→ (−x, y2, y1) qui agit de
la manière suivante :

Λ∗ (Y ) = −Y

et
Λ∗ (Ynorm) = −Ynorm ,

on obtient (
Λ ◦ Φ̂ ◦ Λ

)
∗

(Y ) = Ynorm .

Comme Λ ◦ Φ̂ ◦Λ ∈ D̂ifffib

(
C3, 0; Id

)
, par unicité de la normalisation formelle �brée et tangente

à l'identité, on a :
Λ ◦ Φ̂ ◦ Λ = Φ̂ .
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178 16. Chapitre. Phénomènes de Stokes quasi-linéaires

De même, par unicité des normalisations sectorielles �brées tangentes à l'identité, on a aussi :

Λ ◦ Φ+ ◦ Λ = Φ− .

Ainsi, il su�t de connaitre Φ+ (resp. Φ−) pour connaitre Φ− (resp. Φ+). Il est à noter que Φ
est obtenue par la composée

Φ̂ = ψ̂ ◦ ϕ̂ ,

avec
ϕ̂ (x, y1, y2) = (x, y1 − ŷ1 (x) , y2 − ŷ2 (x)) ,

et

ψ̂ (x, ỹ1, ỹ2) =

 x

ỹ1 (1 + p̂1 (x)) + ỹ2p̂2 (x) + R̂1 (x, ỹ1, ỹ2)

ỹ2 (1 + q̂1 (x)) + ỹ1q̂2 (x) + R̂2 (x, ỹ1, ỹ2)

 ,

où le couple de séries formelles (ŷ1 (x) , ŷ2 (x)) correspond, si l'on revient aux variables d'ori-
gine, à la solution formelle à l'in�ni de (P1) (et leurs 1-sommes (y1,± (x) , y2,± (x)) aux solu-
tions tri-tronquées de Boutroux), p̂1, p̂2, q̂1, q̂2 ∈ xC JxK sont 1-sommables (sauf dans les direc-

tions arg (±λ)) et R̂1, R̂2 = O
(
|y1|2 + |y2|2

)
sont aussi 1-sommables (sauf dans les directions

arg (±λ)). Les di�éomorphismes de Stokes Φ−λ,Φλ, donnés par la restriction de Φ− ◦ (Φ+)
−1

et de Φ+ ◦ (Φ−)
−1 à AS−λ,π et ASλ,π respectivement, peuvent être déduits l'un de l'autre via

la symétrie Λ : (x, y1, y2) 7→ (−x, y2, y1). En e�et :

(Λ ◦ Φλ ◦ Λ)|AS−λ,π =
(
Λ ◦ Φ+ ◦ Φ−1

− ◦ Λ
)
|AS−λ,π

=
(
Φ− ◦ Λ ◦ Φ−1

− ◦ Λ
)
|AS−λ,π

=
(
Φ− ◦ Φ−1

+

)
|AS−λ,π

= (Φ−λ) . (16.0.1)

Nous avons vu grâce à l'étude des di�éomorphismes de Stokes dans l'espace des feuilles (12.7.2),
que Φ−λ et Φλ ont une forme bien particulière. Si l'on note Φλ = (x,Φ1,λ,Φ2,λ) alors :

Φ1,λ (x,y) = y1 + f1

(
x,

Φv,λ (x,y)

x

)∑
n≥2

Ψ1,λ,n

(y1y2

x

)( y1

f1

(
x, y1y2x

))n

Φ2,λ (x,y) = y2 + f2

(
x,

Φv,λ (x,y)

x

)∑
n≥0

Ψ2,λ,n

(y1y2

x

)( y1

f1

(
x, y1y2x

))n ,

où f1 (x,w) := exp
(
λ
x − c1w log (x)− c̃(wx)

x

)
x

1
2

f2 (x,w) := exp
(
−λx + c1w log (x) + c̃(wx)

x

)
x

1
2 ,

(Φ1,λΦ2,λ) (x,y) = Φv,λ (x,y) = y1y2 + x
∑
n≥1

Ψw,λ,n

(y1y2

x

)( y1

f1

(
x, y1y2x

))n ,

et où pour tout n ∈ N, ν ∈ {1, 2, w}, Ψν,λ,n (w) est une série entière sur C, de sorte que les séries
qui apparaissent sont convergentes dans les régions du type concerné. En particulier,

Φ2,λ (x, 0, 0) = Ψ2,λ,0 (0) exp

(
−λ
x

)
x

1
2 .
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De même, on a aussi

Φ1,−λ (x̃, 0, 0) = Ψ1,−λ,0 (0) exp

(
λ

x̃

)
x̃

1
2 ,

et d'après (16.0.1), en prenant x̃ = −x, on en déduit que

Φ2,λ (x, 0, 0) = Φ1,−λ (−x, 0, 0)

et donc
Ψ2,λ,0 (0) = ±i ·Ψ1,−λ,0 (0)

selon le choix de la détermination du logarithme fait dans (12.1.1) : on peut décider de choisir la
branche du logarithme telle qu'on ait ici un signe ”+”. Le coe�cient Ψ2,λ,0 (0) est déterminé par
le coe�cient de Stokes quasi-linéaire calculé par Kapaev dans [Kap04]. Rappelons rapidement
ces calculs.

Notons z1,+ (t) la solution tri-tronquée correspondant au secteur :

Σ+ :=

{
t ∈ C∗ | π

5
< arg (t) <

9π

5

}
avec |t| → +∞, et z1,− (t) la solution tri-tronquée correspondant au secteur

Σ− :=

{
t ∈ C∗ | π < arg (t) <

13π

5

}
quand |t| → +∞. Un des résultat de Kapaev est le suivant (pour les autres solutions tri-
tronquées, on obtient des résultats similaires en utilisant les symétries via l'action de Z/5Z).

Théorème. [Kap04]
Lorsque arg (t) ∈

[
π, 9π

5

]
et que |t| → +∞, on a :

z1,− (t)− z1,+ (t) =
e−

iπ
8

√
π

2−
11
8 3−

1
8 t−

1
8 exp

(
−1

5
2

11
4 3

1
4

(
e−

7iπ
5 t
) 5

4

)(
1 +O

(
t−

3
8

))
. (16.0.2)

En notant z2,− (t) :=
dz1,−

dt (t) et z2,+ (t) :=
dz1,+

dt (t), on en déduit :

z2,− (t)− z2,+ (t) = −e
iπ
8

√
π

2−
5
8 3

1
8 t

1
8 exp

(
−1

5
2

11
4 3

1
4

(
e−

7iπ
5 t
) 5

4

)(
1 +O

(
t−

3
8

))
.

En utilisant à présent le changement de coordonnées
t = x−

4
5

z1 = u1x
− 2

5

z2 = u2x
− 3

5 ,

et en notant (u1,− (x) , u2,− (x)) et (u1,+ (x) , u2,+ (x)) les solutions correspondantes, analytiques
proches de x = 0 respectivement pour

−13π

4
< arg (x) < −5π

4
et − 9π

4
< arg (x) < −π

4

on obtient alors dans l'intersection :
u1,− (x)− u1,+ (x) = e−

iπ
8√
π

2−
11
8 3−

1
8x

1
2 exp

(
− 1

5 2
11
4 3

1
4 e

iπ
4

x

)(
1 +O

(
x

3
10

))
u2,− (x)− u2,+ (x) = − e

iπ
8√
π

2−
5
8 3

1
8x

1
2 exp

(
− 1

5 2
11
4 3

1
4 e

iπ
4

x

)(
1 +O

(
x

3
10

))
179
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pour

−9π

4
< arg (x) < −5π

4
.

Ensuite, en considérant 
x = x

v1 = u1 − ζ
v2 = u2 ,

on a évidemment les mêmes estimations :
v1,− (x)− v1,+ (x) = e−

iπ
8√
π

2−
11
8 3−

1
8x

1
2 exp

(
− 1

5 2
11
4 3

1
4 e

iπ
4

x

)(
1 +O

(
x

3
10

))
v2,− (x)− v2,+ (x) = − e

iπ
8√
π

2−
5
8 3

1
8x

1
2 exp

(
− 1

5 2
11
4 3

1
4 e

iπ
4

x

)(
1 +O

(
x

3
10

))
.

En�n, e�ectuons le changement de coordonnées donné par
x = x

y1 = −ζ
8
√

3ζ
x+ 1

2v1 + 1
4
√

3ζ
v2

y2 = ζ
2x+ 2

√
3ζv1 − v2 .

On a alors :

y1,− (x)− y1,+ (x) = 1
2 (v1,− (x)− v1,+ (x)) + 1

4
√

3ζ
(v2,− (x)− v2,+ (x))

= 0

y2,− (x)− y2,+ (x) = 2
√

3ζ (v1,− (x)− v1,+ (x))− (v2,− (x)− v2,+ (x))

= e
iπ
8√
π

2
3
8 3

1
8x

1
2 exp

(
− 1

5 2
11
4 3

1
4 e

iπ
4

x

)(
1 +O

(
x

3
10

))
.

(16.0.3)

Remarquons qu'on a bien :

λ =
8
√

3ζ

5

=
2

11
4 3

1
4 e

iπ
4

5
.

Il nous reste à relier (Φλ)|{y=0} = Φ+◦(Φ−)
−1
|{y=0} à y− (x)−y+ (x), où yj (x) = (y1,j (x) , y2,j (x)),

j = ±. Notons σλ := ϕ+ ◦ (ϕ−)
−1
|ASλ,π , de sorte que :

σλ = (ψ+)
−1 ◦ Φλ ◦ ψ−|ASλ,π .

On a alors :

(σλ)|{y1=y2=0} (x, 0, 0) = (x, y1,− (x)− y1,+ (x) , y2,− (x)− y2,+ (x)) .

D'après les calculs précédents

σλ (x, 0, 0) =

(
x, 0,

e
iπ
8

√
π

2
3
8 3

1
8x

1
2 exp

(
−λ
x

)(
1 +O

(
x

3
10

)))
.

Rappelons que

ψ̂ (x, ỹ1, ỹ2) =

 x

ỹ1 (1 + p̂1 (x)) + ỹ2p̂2 (x) + R̂1 (x, ỹ1, ỹ2)

ỹ2 (1 + q̂1 (x)) + ỹ1q̂2 (x) + R̂2 (x, ỹ1, ỹ2)

 ,
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et que :

ψ± (x, ỹ1, ỹ2) =

 x
ỹ1 (1 + p1,± (x)) + ỹ2p2,± (x) +R1,± (x, ỹ1, ỹ2)
ỹ2 (1 + q1,± (x)) + ỹ1q2,± (x) +R2,± (x, ỹ1, ỹ2)

 .

Ainsi :
ψ− (x, 0, 0) = (x, 0, 0) ,

et donc :

Φλ ◦ ψ− (x, 0, 0) = Φ+λ (x, 0, 0)

=

(
x, 0, Ax

1
2 exp

(
−λ
x

))
,

avec A = Ψ2,λ,n (0). Remarquons que (ψ±)
−1
|{y1=0} est de la forme :

(ψ±)
−1

(x, 0, y2) =
(
x, y2p̃2,± (x) + R̃1,± (x, 0, y2) , y2 (1 + q̃1,± (x)) + R̃2,± (x, 0, y2)

)
avec p̃2,± (x) , q̃1,± (x) = O (x) et pour j = 1, 2 :

R̃j,± (x, 0, y2) =
∑
k≥2

R
(k)
j,± (x) yk2

est la 1-somme (dans le secteur correspondant) d'une série 1-sommable, et est donc analytique
dans ce secteur. On a donc :

σλ (x, 0, 0) = (ψ+)
−1

(
x, 0, Ax

1
2 exp

(
−λ
x

))

=


x

Ax
1
2 exp

(−λ
x

)
p̃2,+ (x) + R̃1,+

(
x, 0, Ax

1
2 exp

(−λ
x

))
Ax

1
2 exp

(−λ
x

)
(1 + q̃1,+ (x)) + R̃2,+

(
x, 0, Ax

1
2 exp

(−λ
x

))


=

(
x, 0,

e
iπ
8

√
π

2
3
8 3

1
8x

1
2 exp

(
−λ
x

)(
1 +O

(
x

3
10

)))
(d'après les calculs précédents).

On voit donc en particulier que :

p̃2,+ (x) = R̃1,+ (x, 0, y2) = 0

et que :

Ax
1
2 exp

(
−λ
x

)
(1 + q̃1,+ (x)) +

∑
k≥2

R
(k)
2,+ (x)Akx

k
2 exp

(
−λk
x

)

=
e
iπ
8

√
π

2
3
8 3

1
8x

1
2 exp

(
−λ
x

)(
1 +O

(
x

3
10

))
.

Par identi�cation, on voit que :

A = Ψ2,λ,0 (0) =
e
iπ
8

√
π

2
3
8 3

1
8
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et que le terme en O
(
x

3
10

)
obtenu dans (16.0.3) grâce à la formule de Kapaev (16.0.2) est en

fait un terme en O (x), dans le secteur en question. En conclusion :

y2,− (x)− y2,+ (x) =
∑
k≥1

R
(k)
2,+ (x)Akx

k
2 exp

(
−λk
x

)
,

avec

A =
e
iπ
8

√
π

2
3
8 3

1
8

et
R

(1)
2,+ (x) = 1 + q̃1,+ (x) = 1 +O (x) .

On a donc le corollaire suivant.

Corollaire 16.2. En reprenant les notations du théorème de Kapaev [Kap04] rappelé plus haut,
lorsque arg (t) ∈

[
π, 9π

5

]
et que |t| → +∞, on a :

z1,− (t)− z1,+ (t) =
e−

iπ
8

√
π

2−
11
8 3−

1
8 t−

1
8 exp

(
−1

5
2

11
4 3

1
4

(
e−

7iπ
5 t
) 5

4

)(
1 +O

(
t−

5
4

))
.

Remarque 16.3. On a amélioré le terme d'erreur : le O
(
t−

3
8

)
est en fait un O

(
t−

5
4

)
.
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Perspectives

Je vais essayer de décrire ici plusieurs perspectives de recherche possibles à la suite de travail
de thèse.

16.1 Généralisation de la classi�cation formelle en dimen-
sion quelconque

La première perspective que je vois serait de généraliser le théorème A, pour des
n÷ud-cols �multi-résonants� dans Cn+1, n ≥ 2. De plus, cela donne une meilleure
compréhension de l'hypothèse de non-dégénérescence sur le résidu. Soyons plus pré-
cis.

On considère un champ de vecteurs (formel) de la forme

Y = x2 ∂

∂x
+ (λ1y1 + F1 (x,y))

∂

∂y1
+ · · ·+ (λnyn + Fn (x,y))

∂

∂yn
,

avec λ1, . . . , λn ∈ (C\ {0})n, λi 6= λj si i 6= j, et F1, . . . , Fn ∈ C Jx,yK des séries
formelles d'ordre au moins 2 en (x,y) = (x, y1, . . . , yn). Un tel champ de vecteurs sera
appelé un n÷ud-col de Cn+1. Supposons que ce champ de vecteurs soit n−résonant :
cela signi�e qu'il existe n vecteurs e0, e1, . . . , en−1 ∈ Nn+1 (i.e. à coe�cients entiers
positifs), linéairement indépendants sur C, avec e0 = (1, 0, . . . , 0) et ei = (0, ·, . . . , ·)
pour i = 1, . . . , n−1, de sorte que les solutions p = (p0, . . . , pn) ∈ Nn+1 (à coe�cients
entiers positifs) à l'équation

〈p, λ〉 = p1λ1 + · · ·+ pnλn = 0

soient exactement les éléments de la forme

p = p0e0 +m1e1 + · · ·+mn−1en−1 , avec m1, . . .mn−1 ∈ N.

Pour i = 1, . . . , n− 1, considérons qi = (qi,1, . . . , qi,n) ∈ Nn\ {0} tel que ei = (0,qi).
Remarquons que la famille (q1, . . . ,qn−1) est encore libre sur C. Introduisons n− 1
monômes résonants v1, . . . , vn−1 (autres que le monôme résonant x) dé�nis par :

vi := yqi = y
qi,1
1 . . . yqi,nn , pour i = 1, . . . , n.

D'après la théorie classique des formes normales de Poincaré-Dulac, Y est formelle-
ment conjugué, via un di�éomorphisme �bré et tangent à l'identité, à un champ de
vecteurs de la forme :

Z = x2 ∂

∂x
+ (λ1 + d1 (v1, . . . , vn−1) + a1x+ xG1 (x, v1, . . . , vn)) y1

∂

∂y1

+ · · ·+ (λn + dn (v1, . . . , vn−1) + anx+ xGn (x, v1, . . . , vn)) yn
∂

∂yn
,
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avec G1, . . . , Gn ∈ C Jx, v1, . . . , vn−1K et d1, . . . , dn ∈ C Jv1, . . . , vn−1K des séries for-
melles d'ordre au moins 1. On peut donc écrire le champ Z ainsi obtenu, de la façon
suivante :

Z = (1 + c (v1, . . . , vn−1))S (0, λ1, . . . , λn)

+r1 (v1, . . . , vn−1)S (0,q1) + · · ·+ rn−1 (v1, . . . , vn−1)S (0,qn−1)

+x

S (1, a1, . . . , an) +
∑

k0+···+kn≥1

xk0vk11 . . . vknn S (0, µ1,k, . . . , µn,k)

 ,

avec c, r1, . . . , rn−1 ∈ C Jv1, . . . , vn−1K des séries formelles d'ordre au moins 1, a1, . . . , an ∈
C, et q1, . . . ,qn−1 ∈ Nn\ {0} étant ceux introduits plus haut. Regardons à pré-
sent l'action de la dérivée de Lie LZ sur chacun des monômes résonants vi, pour
i = 1, . . . , n− 1 : en notant a := (a1, . . . , an), on a

LZ (vi) = vi

n−1∑
j=1

rj (v1, . . . , vn−1) 〈qi,qj〉+ x (〈a,qj〉+ O (x, v1, . . . , vn−1))

 .

On dé�nit alors naturellement le jième−résidu par :

resj := 〈a,qj〉 ,

de sorte que le champ de vecteurs dans les coordonnées (x, v1, . . . , vn−1) soit :

V =

n−1∑
i=1

ri (v1, . . . , vn−1)S (0, 〈q1,qi〉 , . . . , 〈qn−1,qi〉)

+x (S (1, res1, . . . , resn−1) + O (x, v1, . . . , vn−1)) .

La condition générale d'être non dégénéré est alors la suivante : un n÷ud-col n-
résonant de Cn+1 est non dégénéré si la famille (1, res1, . . . , resn−1) est libre sur
N. Cette condition va entrainer, d'après un résultat classique de Poincaré sur la
linéarisation des champs de vecteurs, que le terme

S (1, res1, . . . , resn−1) + O (x, v1, . . . , vn−1)

(qui apparaît dans l'expression de V ci-dessus) est formellement linéarisable. On va
retrouver concrètement ceci dans ce qui serait l'analogue du lemme 3.2.

Il est à noter que les termes res1, . . . , resn−1 sont des invariants sous l'action de
D̂ifffib

(
Cn+1, 0; Id

)
, de sorte que l'on puisse alors écrire res1 (Y ) , . . . , resn−1 (Y ). On

établit alors la conjecture suivante.

Conjecture 16.4. Soit Y un n÷ud-col n−résonant de Cn+1 de la forme

Y = x2 ∂

∂x
+ (λ1y1 + F1 (x,y))

∂

∂y1
+ · · ·+ (λnyn + Fn (x,y))

∂

∂yn
,

avec λ1, . . . , λn ∈ (C\ {0})n, λi 6= λj si i 6= j, et F1, . . . , Fn ∈ C Jx,yK des séries formelles
d'ordre au moins 2. En gardant les notations introduite plus haut, on note vj = yqj le jième−monôme
résonant, avec qj ∈ Nn\ {0} comme dé�nit ci-dessus, pour j = 1, . . . , n − 1. On suppose que
Y est non dégénéré, i.e. (1, res1 (Y ) , . . . , resn−1 (Y )) est une famille libre sur N. Alors, Y est
formellement conjugué par D̂ifffib

(
Cn+1, 0; Id

)
à un champ de vecteurs de la forme

Ynorm = x2 ∂

∂x
+ (λ1 + c1 (v1, . . . , vn−1) + a1x) y1

∂

∂y1

+ · · ·+ (λn + cn (v1, . . . , vn−1) + anx) yn
∂

∂yn
,
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avec c1, . . . , cn ∈ C Jv1, . . . , vn−1K d'ordre au moins 1, et a1, . . . , an ∈ C de sorte que pour tout
j = 1, . . . , n− 1, on ait :

resj (Y ) = 〈a,qj〉 := a1qj,1 + · · ·+ anqj,n .

De plus, Ynorm est unique sous l'action de D̂ifffib

(
Cn+1, 0; Id

)
par conjugaison.

Le théorème A correspond au cas n = 2, λ1 = −λ2, v1 = y1y2 et res (Y ) = a1 + a2 /∈ Q≤0, qui
signi�e exactement que (1, res (Y )) est libre sur N. La partie � existence � de cette conjecture
semble pouvoir s'obtenir sans di�culté nouvelle par rapport à celle du théorème A, mais la partie
� unicité � pourrait nécessiter plus de travail. L'idée serait ensuite de trouver des conditions
généralisant celles d'être � strictement non dégénéré � et � div-intégrable � des théorèmes C et
E, a�n de pouvoir fournir une normalisation sectorielle qui déboucherait sur une classi�cation
analytique grâce à des di�éomorphismes de Stokes.

16.2 Invariants de Stokes pour les équations de Painlevé

Une poursuite naturelle serait déjà de faire les calculs nécessaires pour obtenir l'invariant
formel c (v) pour les équations de Painlevé (Pj) , j = II, III, IV, V comme dans le théorème
15.1 pour la première équation de Painlevé.

Une autre piste pour la suite de ce travail concernant les équations de Painlevé serait d'obtenir
plus d'informations sur les di�éomorphismes de Stokes des équations de Painlevé, i.e. plus de
termes que celui correspondant au coe�cient de Stokes quasi-linéaire. Une première pour cela
serait de se baser sur une formule de connexion pour la seconde équation de Painlevé obtenue
dans [CM82, LL87].

Finalement, un but (peut être trop ambitieux) serait d'obtenir une nouvelle caractérisation
des équations de Painlevé, non pas à partir de la propriété de Painlevé, mais à partir des
invariants de Stokes, une fois ceux-ci déterminés.

16.3 Version à paramètre et déploiement

Une troisième idée de poursuite de ce travail serait de se baser sur les travaux sur la clas-
si�cation analytique des déploiements de n÷ud-cols de

(
C2, 0

)
obtenue dans [RT08], a�n de

généraliser cela aux déploiements des n÷ud-cols 2-résonants de
(
C3, 0

)
.

16.4 Le cas non � div-intégrable �

En�n, une situation très intéressante à étudier serait le cas générale où l'on n'impose pas
l'hypothèse � div-intégrable �. Dans ce cas, il semblerait qu'on aurait une � double-divergence �
en les deux monômes résonants x et v = y1y2.
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On considère des germes de champs de vecteurs holomorphes singuliers trimimension-
nels, appelés noeud-cols doublement résonants. Ces champs de vecteurs correspondent
à des systèmes différentiels bidimensionnels à singularité irrégulière, et dont la partie
linéaire possède deux valeurs propres non-nulles opposées. Ce type de singularité
apparaît par exemple à l’infini dans les équations de Painlevé (Pj), j = I, . . . V , après
compactification à poids de l’espace, pour des valeurs génériques des paramètres. De-
puis Boutroux, l’étude de ces singularités a généré de nombreux travaux de recherche.
Récemment, plusieurs auteurs ont fourni des informations nouvelles, en étudiant notam-
ment les phénomènes de Stokes non-linéaires et quasi-linéaires associés, en donnant
des formules de connexion. Les coefficients de Stokes quasi-linéaires sont invariants
sous l’action de changement de coordonnées analytiques locaux, mais ne forment pas
un système complet d’invariants analytiques. L’objectif de ce travail de thèse est de
fournir une classification analytique générale et complète des noeud-cols doublement
résonants. L’idée pour cela est d’adapter les travaux de Martinet et Ramis, généralisés
ensuite par Stolovitch. Dans une première partie on fournit une classification formelle,
i.e. sous l’action de changements de coordonnées formels, en exhibant des formes
normales formelles. Dans un second temps, on étudiera l’existence de normalisations
sectorielles (analytiques sur des secteurs), généralisant ainsi un théorème de Hukuhara-
Kimura-Matuda. Enfin, on étudiera les recollements entre ces applications normalisantes
dans les domaines d’intersections : c’est ce que l’on appellera les difféomorphismes de
Stokes. Il s’agira là d’étudier des isotropies sectorielles de la forme normale. On verra
que la donnée d’une forme normale formelle et d’un couple de difféomorphismes de
Stokes fournira un système complet d’invariants analytiques. Enfin, dans une quatrième
et dernière partie, nous calculerons certains de ces invariants pour la singularité irrégu-
lière à l’infini de la première équation de Painlevé.
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