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Introduction

On s’intéresse & des germes de champs de vecteurs holomorphes de (C3, 0), possédant une
singularité isolée & l’origine, qui peuvent s’écrire dans un systéme de coordonnées analytiques
(z,y) := (z,y1,y2) adapté sous la forme

) B) B)
_ 2 _ _—
Y = 2%5-+ ( A\y1 + Fy (:':,y))ay1 + (/\yz + Fy (:':,y))ay2 ; (0.0.1)

ou A € C\ {0} et Fy, Fy sont des germes de fonctions analytiques s’annulant & ’ordre au moins
2 en lorigine. On peut également penser & un tel champ de vecteurs comme & un systéme
différentiel bidimensionnel avec une singularité irréguliére en lorigine, et avec deux valeurs

propres non-nulles opposées :

e dyéf‘) — (@) 4 B (ay (@)
xzdyfii;x) = Ays (z) + Fs (z,y (x))

L’intérét de I’étude de ces de champs de vecteurs est double.

1. Tls possédent deux relations de résonance (i.e. des relations de dépendance & coefficients
dans N) indépendantes entre les valeurs propres (ici 0, — et ) : la présence du terme
« 22 » explique la dénomination neeud-col, et on généralise ainsi les champs de vecteurs
étudiés dans [MR82]. Cette étude s’inscrit dans la démarche plus générale visant & com-
prendre les singularités de champs de vecteurs analytiques de C3. En effet, en utilisant
un théoréme de résolution des singularités des champs de vecteurs en dimension infé-
rieure & 3 (¢f. [MP113]), on obtient une liste de modeéles « finaux » pour ces singularités
(dites simples ou log-canoniques). Parmi ces singularités finales obtenues en dimension
3, figurent en particulier des singularités 2-résonantes comme celles que nous étudions.
En dimension 2, ces modéles finaux ont été systématiquement étudiés (notamment par
Martinet, Ramis, Ecalle, Ilyashenko, ...) du point de vue de la classification formelle et
analytique (méme si plusieurs questions importantes restent encore sans réponse). En
dimension 3, une telle étude systématique est encore largement ouverte et d’'importantes
nouvelles difficultés sont dues & l'existence de modéles finaux ayant deux relations de
résonance indépendantes.

2. 1l s’agit du type de champs de vecteurs singuliers qui apparait & 'infini aprés com-
pactification & poids de lespace tridimensionnel des équations de Painlevé (P;), j =
I,...,V, pour des valeurs génériques des paramétres (cf. [Yos85]). Les équations de
Painlevé ont été découvertes par Paul Painlevé [Pai02] car elles possédent la propriété
remarquable que les singularités mobiles des solutions ne sont que des poles : il n’y
a pas de singularité mobile ramifiée ou essentielle. C’est ce qu’on appelle la propriété
de Painlevé. Leur étude est devenue un domaine trés riche de la recherche mathé-
matique, en particulier depuis les importants travaux d’Okamoto [Oka77]. Beaucoup
d’études ont été menées sur les singularités irréguliéres fixes & 'infini de ces équations :
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comportement asymptotique de type elliptique, solutions tronquées et tri-tronquées, for-
mules de connexion, phénoménes de Stokes quasi-linéaires et mon-linéaires, etc. nous
renvoyons par exemple & la liste non-exhaustive suivante pour des travaux sur ces sujets
[Boul3, JK92, Kap04, KK93, JK01, CM82, LL87, CHT14, CCH15, DGK09, BG08]. Bien
que les coefficients de Stokes quasi-linéaires (obtenus par exemple par Kapaev pour (P;)
dans [Kap04]) soient des invariants analytiques, ils ne forment pas un ensemble complet
d’invariants (pour la classification analytique).

Notre travail a donc pour objectif d’apporter des outils supplémentaires pour comprendre ces
singularités irréguliéres a 'infini des équations de Painlevé (d’un point de vue de classification
analytique). Plus précisément, notre but est de donner une classification analytique d’une sous-
famille des champs de vecteurs du type (0.0.1) (décrite plus loin, et dont font partie les équations
de Painlevé), sous ’action de germes de changements de coordonnées analytiques fixant I’origine
de C3. A notre connaissance, il n’existe pas de classification analytique générale pour ce type
de champs de vecteurs 2-résonants. Martinet et Ramis ont permis de classifier les champs 1-
résonants de (C?,0) dans [MR82, MR83]. Ces résultats ont ensuite été généralisés par Stolovitch
dans [St096], qui a fourni une classification plus généralement pour les champs 1-résonants de
(C™,0) en dimension quelconque.

Démarche générale

L’idée générale pour aboutir & un résultat de classification analytique est la suivante. On
se base sur les travaux de Martinet-Ramis [MR82] et Stolovitch [Sto96]. Puisque deux champs
de vecteurs analytiquement conjugués sont aussi formellement conjugués, la premiére étape
est déja de donner un résultat de classification formelle, i.e. sous 'action de changements de
variables formels (sans tenir compte des questions de convergence). Pour ce faire, on exhibe
dans chaque classe de conjugaison formelle un représentant privilégié, qui sera appelée forme
normale formelle, noté Yyorm, qui sera un champ de vecteurs sous forme de Poincaré-Dulac. Plus
précisément, on montre qu’il existe une unique transformation formelle qui conjugue un champ
Y du type considéré & sa forme normale formelle : on la note <i>, et on 'appelle la normalisation
formelle de Y. Dans un second temps, on prouve un théoréme de normalisation sectorielle
analogue & celui de Hikuhara-Kimura-Matuda [HKM61] pour les nceud-cols de (C?,0). Le but
est de recouvrir un voisinage de ’origine par deux domaines (qui seront sectoriels en la variable
x), notés Sy et S_, suffisamment grands pour avoir unicité d’une normalisation sur chacun de
ces domaines. On note alors &, (resp. ®_) la normalisation sectorielle du champ considéré
associée au domaine Sy (resp. S—). Autrement dit, &4 est 'unique application holomorphe (et
bornée) sur S+ qui conjugue le champ Y & sa forme normale Yoy, (sur Si). L’intersection
S NS_ étant composée de deux composantes connexes notées Sy et S_y, on étudie ensuite les
applications de transitions, notées @) et ®_,, définies par

Oy =y 0 (P
21
Dy =D o (D45,

Tl s’agit, par construction, d’isotropies (sectorielles) de la forme normale Y; o, i.e. @4 conjugue
Yiorm & lui-méme. Ces applications sectorielles @ et ®_ seront appelées les difféomorphismes
de Stokes du champ Y de départ. On montre enfin que (®y,P_)) est le bon invariant de
classification analytique. Afin d’obtenir un résultat de « réalisation », une des étapes clés sera de
prouver que les applications (@, ®_,) sont exponentiellement proches de ’identité. On arrivera
enfin a prouver grace a cela que la normalisation formelle d est un fait 1-sommable (au sens de
la sommation 1-Gevrey de Borel-Laplace), et que les normalisations sectorielles ® et ®_ ne

xii



0. Chapitre. Introduction xiii

sont rien d’autres que les 1-sommes de Borel-Laplace de & sur les domaines sectoriels SietS_
respectivement.

Quelques définitions usuelles

Quand nous parlerons de difféomorphisme, nous sous-entendrons un (germe de) difféomor-
phisme de (C3,0) (formel ou analytique) fixant P'origine. Nous dirons que deux champs de
vecteurs (formels ou analytiques) Y et Y’ sont (formellement ou analytiquement) conjugués s’il
existe un difféeomorphisme (formel ou analytique) ¢ tel que :

6. (V)=Y' (<:> (D¢-Y)o¢_1:Y’).

On dit que Y et Y sont orbitalement équivalent (formellement ou analytiquement) s’il existe une
série (formelle ou analytique en lorigine) U (x,y) avec U (0,0) # 0 telle que Y et U.Y’ soient
conjugués. Dans ce cas, on dit aussi que les feuilletages engendrés par Y et Y'sont équivalents.

Si deux champs de vecteurs sont conjugués par un élément d’un groupe G, on dira qu’ils
sont G—conjugués. Nous dirons qu’un difféomorphisme ¢ (formel ou analytique) est tangent
a lidentité si sa partie linéaire est l'identité, i.e. Dg¢p = Id. Nous dirons également qu’un
difféomorphisme (formel ou analytique) ¢ est fibré (sous-entendu en la variable z) §'il est de la
forme

Qb : (xay) = (.’)3,(;51 (an) 7¢2 ($’Y)) :

On notera dorénavant Diffg, (C3,0;1d) (resp. Diffg, (C3,0; Id)) le groupe formé des difféomor-
phismes analytiques (resp. formels) fibrés et tangents a I’identité. Dans toute cette introduction,
nous détaillerons seulement le cas de transformations fibrées et tangentes a l’identité pour plus
de clarté et de concision.

(Des études plus générales ou I'on considére 'action de difféomorphismes en toute généralités
seront menées plus tard dans ce texte. Ce n’est cependant pas la que sont concentrés les difficultés
principales.)

On dira qu'un champ de vecteurs X de (C? 0) (formel ou analytique) est orbitalement
linéaire 8’1l est de la forme

0 0
X = Ay —— 2
U(Y)( g +/\2y28y2> ;

avec (A1, A2) € C2, et U une série (formelle ou analytique en origine) avec U (0,0) # 0 (une
telle série est dite inversible ou est aussi appelée unité). On dira que X est formellement / analy-
tiquement orbitalement linéarisable §'il est formellement / analytiquement conjugué a un champ
orbitalement linéaire.

Les objets étudiés : les nceud-cols 2-résonants

On dira qu’un champ de vecteur Y (formel ou analytique) est un noeud-col 2-résonant
diagonal s'il est de la forme

P P P
_ 2 _
vy = 2224 ( Ay + F (2, y) ) 5o ()\yz +F (x,y)) (0.0.2)

Oz Ayz
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avec A € C\ {0}, et Iy, F, des séries (formelles ou analytiques en l'origine) d’ordre au moins 2.
On peut également décrire la classe d’équivalence orbitale d’un nceud-col 2-résonant diagonal
(i.e. la classe d’équivalence du feuilletage associé) de maniére plus géométrique. Un champ de
vecteur Y singulier de ((C3 , O) est orbitalement équivalent & un nceud-col 2-résonant diagonal si
et seulement si les trois conditions suivantes sont satisfaites :

1. Spec (DoY) = {0, =\, A} avec A # 0;

2. il existe un germe d’hypersurface irréductible holomorphe %) = {S = 0}, transverse a
Pespace propre Fy (associée & la valeur propre nulle) en 'origine, et qui soit stable par
le flot de Y;

3. Ly (S) = U.S?, ot Ly est la dérivée de Lie de Y et U est une unité.

Comme expliqué plus haut, on peut associer & un tel champ de vecteurs comme en (0.0.2) le
systéme différentiel
d

P =a(0)+A@)y @) +HE@y @) | (0.0.3)
oty = (y1,y2), et avec :
ay ()
oz (z)

au moins 2;
— A (z) € Mato 2 (C[z]) (ou A (x) € Mata o (C{z})) et A(0) =diag(—A,A), A € C*;
— f(z,y) = ( ? g’z; ), avec f1, fo des séries (formelles ou analytiques en l’origine)
2 ’

d’ordre au moins 2 par rapport a y.
Avec ces notations, on peut définir le résidu, noté res (Y), du champ Y de la fagon suivante :

res (Y) := Tr (dA (x))m_o .

— a(x) = ) , et a1, ag sont des séries (formelles ou analytiques en l'origine) d’ordre

dx

On vérifie sans peine que res (Y') est un invariant de la classe de conjugaison formelle de Y. Nous
dirons qu’un champ Y comme ci-dessus est non dégénéré (resp. strictement non dégénéré)
si res(Y) € C\Q<q (resp. si R (res(Y)) > 0). Enfin, nous dirons que Y est div-intégrable
si la restriction Y|;,—o} est un champ de ((Cg,O) orbitalement linéarisable. La dénomination
« div » provient du fait que le champ de vecteurs posséde un unique germe d’hypersurface
analytique irréductible transverse & ’espace propre Fy (correspondant & la valeur propre nulle)
en lorigine, qui soit invariante par le flot du champ de vecteurs. Cette hypersurface sera appelé le
diviseur du champ de vecteurs : dans nos coordonnées, ce diviseur est {z = 0}. La dénomination
« intégrable » est due au fait que si la restriction Y|(,—¢} est orbitalement linéarisable, alors le
champ Y|{;—0y est explicitement intégrable. Il est & noter que si Y est analytique en l'origine,
alors Y est analytiquement div-intégrable si et seulement §’il I’est formellement (d’aprés un
résultat de Brjuno : ¢f. [Mar81]). On notera :

— SN diag,nd 1’ensemble de tous les noeud-cols 2-résonant diagonaux formels non dégénérés ;

— SN diag,0 ensemble de tous les noeud-cols 2-résonant diagonaux analytiques strictement

non dégénérés et div-intégrable.

Equations de Painlevé : le cas transversalement symplec-
tiques

Dans [Yos85] Yoshida montre qu’aprés compactification & poids de 'espace tridimensionnel
des équations de Painlevé (P;), j = I,...,V, pour des valeurs génériques des paramétres, on

Xiv



0. Chapitre. Introduction XV

obtient, dans un systéme adapté de coordonnées, des noceud-cols 2-résonant diagonaux analy-
tiques strictement non dégénérés et div-intégrables. En fait, ces champs de vecteurs possédent
une propriété supplémentaire, & savoir le fait d’étre ce que nous appelons transversalement
hamiltoniens. Pour définir cela, illustrons briévement la situation par la premiére équation de
Painlevé notée (Pr) (une étude plus détaillée sera effectuée en partie IV) :
d2Z1 2
(P[) W = 62’1 +t

Comme on le sait depuis Okamoto [Oka80], (Pr) peut étre vue comme un systéme hamiltonien
bidimensionnel non-autonome :

Oz _ _OH;
Bt - 8zz
Oza _ OHp
ot — Oz
avec le hamiltonien
%
Hj (t,21722) = 2Z§+t21—5.

Plus précisément, en considérant la forme symplectique standard wg; := dz; A dzo et le champ
de vecteurs

o oH, & OH, O
7, = 2 _ 99
I 9 0z 07 02 02

induit dans (C?,0), la dérivée de Lie

2 2
EZI (wst) = (gt;—iid + gtalig dZQ) Adt =dz Adt
appartient a I'idéal (dt) dans I’algébre extérieure Q* (C3) des formes différentielles en les va-
riables (¢, z1, z2). Autrement dit, pour tous t1,%2 € C, le flot de Z; au temps (t2 — ¢1) agit comme
un symplectomorphisme entre les fibres {t = t1} et {t = t2}.
La compactification & poids proposée par Boutroux [Boul3] (voir également [Chil6]), basée
sur des symétries de I’équation originale, définit une carte prés de {t = oo} de la fagon suivante :

_3
Z9 = UX 5

_2
Z1 = U1x 5
t=a"5

Le champ Z; est transformé, modulo la translation u; — vy :=u; — avec ( = %, en le champ
de vecteurs

_ 5
7

- vy 0.0.4
4xs ( )
ol
- 26 42 0 8¢ 3 24 ,\ 0
V= &U + ( 51}2 + xm) o, + < 7 vy + 53;1)2 Ul 50 (0.0.5)

8v/3¢
—

Quitte & diagonaliser la partie linéaire du champ, on voit qu’on obtient exactement un nceud-col
2-résonant diagonal (strictement non dégénéré, car de résidu égal a 1, et div-intégrable). De
plus, on a :

Ce champ de vecteurs posséde deux valeurs propres opposées non-nulles, & savoir £\ := +

)

dt = —%Eéz*%dx
dzy Adze =1 (dvy Adog) + (dz)
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ou (dz) dénote I'idéal engendré par dz. On obtient alors :

Ly (dvl/x\dv?) € (da)
Ly (dz) = 2zdx

Cela motive la définition suivante. On considére la 1-forme

dy; A dys
—.

On dira qu’un champ de vecteurs Y de ((C370) (formel ou analytique) est transversalement
hamiltonien (par rapport & w et dz) si

Ly (dz) € (dz) et Ly (w) e (dz)

On dira qu’un difféomorphisme (formel ou analytique) de ((C3, O) est transversalement sym-
plectique (par rapport & w et dzx) si

O (z) =z et D" (w) = w+ (dz)

(Ici @* (w) dénote le pull-back de w par ®.)

On notera Diff, (C3,O;Id) (resp. ]Siﬁw ((C3,0;Id)) le groupe des difféomorphismes analy-
tiques (resp. formels) de ((C3 7()) transversalement symplectiques. Remarquons que le flot d’un
champ transversalement hamiltonien X induit une application entre les fibres {z =z} et
{z = 2} qui envoie wj;—,, sur wy,—,,, puisque

(exp (X))* (w) € w+ (dz) .

On notera également SN diag,w (resp. SN diag,w) 'ensemble des nceud-cols 2-résonant dia-

gonaux transversalement hamiltoniens analytiques (resp. formels). Remarquons qu’un noeud-col
2-résonant diagonal transversalement hamiltonien est toujours & la fois strictement non dégénéré
et div-intégrable.

Travaux et résultats connus

Dans [Yos84], Yoshida montre que les champs ainsi obtenus peuvent étre conjugués a un
champ du type

0 0
Z= 22 (— 1 ) 9
o + (= (1 +v1y2) + a1 )1 o
0
+(1 +y1y2 + a2m)y2—a . (0.0.6)
Y2
avec v € C* et (a1,a2) € C? tels que a1 + a2 = 1 (en fait a3 = ag = % dans le cas des

équations de Painlevé). Il est & noter que cette « conjugaison » ne correspond pas & ce que 1’on
appelle traditionnellement (en particulier dans ce texte) conjugaison, puisque la transformation
de Yoshida ¥ (2,y) = (z,v¢1 (2,y), 92 (2,y)) a la forme suivante :

%ix (x)
viley) = w |1+ D, =Tyt (0.0.7)

(ko k1,k2)EN?
ki+ka>1
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otl chaque g; x est une série formelle, alors que = apparait avec des exposants négatifs. Ce déve-
loppement pourrait méme ne pas étre une série de Laurent. Il s’agit cependant du développement
asymptotique le long de {z = 0} d’une fonction analytique sur un domaine du type

{(m,z) €S xD(0,r) | |z12] < um}

ou v > 0 est « petit », S est un secteur d’ouverture strictement plus petite que 7 en 'origine
et D (0,r) est un polydisque. De plus, les (g; x (x))Lk sont en fait des séries formelles 1-Gevrey.
L’inconvénient ici est que les transformations effectuées sont convergentes dans des domaines
trop restreints pour que leur réunion recouvre un voisinage entier de I’origine dans C3. Une
classification analytique @ la Martinet-Ramis basée sur I’étude des diffeomorphismes de Stokes
est alors impossible en utilisant cette normalisation.

Plusieurs auteurs ont étudié le probléme de la convergence de transformations formelles
conjuguant un champ de vecteur du type (0.0.1) & une « forme normale ». Shimomura, améliorant
un résultat d’Twano [Iwa80], montre dans [Shi83] qu’un neeud-col 2-résonant diagonal analytique
strictement non dégénéré Y, tel que Y|;,—¢y soit linéaire, est conjugué (formellement et sur des
domaines sectoriels) & un champ de la forme

P (A ) g+ () s -
via un difféfomorphisme dont les coefficients ont des développements asymptotiques quand x — 0
dans des secteurs d’ouvertures > 7.

Stolovitch a ensuite généralisé ce résultat en dimension quelconque dans [St096]. Plus précisé-
ment, du travail de Stolovitch résulte en fait une classification analytique de champs de vecteurs
de ((C”“, 0) correspondant & des systémes différentiels a singularité irréguliére de (C™,0), sans
hypotheése additionnelle sur les éventuelles résonances entre les valeurs propres (il y a néanmoins
quelques hypothéses techniques correspondant & notre hypothése de stricte non-dégénérescence).
Tout comme Iwano et Shimomura, il a du imposer d’autres conditions, parmi lesquelles le fait
que la restriction Y|;,—¢} du champ considéré a I’hypersurface invariante {x = 0} soit un champ
linéaire. Dans [BDMO08], les auteurs obtiennent une « forme normale » 1-Gevrey sommable, bien
que n’étant pas aussi simple que celle de Stolovitch et malheureusement pas unique a priori,
mais valable pour une classe plus générale de champs de vecteurs ayant une valeur propre nulle.
Toutefois, la méme hypothése concernant la restriction du champ a I’hypersurface {x = 0} est
demandée. Malheureusement, on sait depuis [Yos85] que cette derniére hypothése n’est pas sa-
tisfaite dans le cas des équations de Painlevé (P;), j =1,...,V (v # 0 dans (0.0.6)).

En comparaison, nous imposons seulement au champ de vecteurs que sa restriction & {x = 0}
soit orbitalement linéarisable. Cette condition est quant a elle vérifiée dans le cas des équations
de Painlevé mentionnées.

Plan et présentation des principaux résultats

Partie I : résultats de classification formelle

Les résultats présentés maintenant sont issus de [Bit16a], et sont établis dans la partie I de
cette thése.
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Nous considérons des champs de vecteurs formels de type nceud-cols doublement résonants,
avec ’hypothése (générique) supplémentaire d’étre non dégénérés. On étudie l'action par
conjugaison du groupe des difféomorphismes formels (fixant I’origine) sur notre famille de champs
de vecteurs. Le résultat principal de cette partie est celui de 'existence et de I'unicité d’une
normalisation formelle.

Théoréme A. Soit Y & ﬁ/diag,nd un neud-col doublement résonant diagonal non dégénéré
(formel). Alors, il existe un unique difféomorphisme formel d € Diffg, ((C3,O;Id) fibré en = et
tangent a l’identité tel que :

. o) 0 0
D, (V) = 22—+ (= —+ (A —
(Y) o o+ (FAt @+ (yy2)) n oo+ (A + a2z + 2 (y192)) 2 s
Y (0.0.8)
ot XA # 0, ¢1,¢0 € vC[v] sont des séries formelles en v := y1ys, et a1,as € C sont tels que

res(Y) = a1 + a2 ¢ Q<o.
Si'Y est, de plus, div-intégrable, alors c1 + co = 0.
Si de plus Y est transversalement hamiltonien, alors res(Y) =a1 +aza =1, ¢c; +¢c2 =0, et

D est transversalement symplectique, i.e. P e ]ﬁw ((C?’7 0; Id).

Le champ de vecteurs Y;om Obtenu en (0.0.82 dans le théoréme ci-dessus est appelé forme
normale formelle fibrée de Y. L’application ® est appelée la normalisation formelle du
champ Y.

La condition de non-dégénérescence est nécessaire pour obtenir un théoréme fournissant
des formes normales formelles fibrées (uniques) de la forme ci-dessus. Par exemple, pour tous
ai,as € C tels que a1 + as = —g € Q< avec (p,q) € N x N*, le champ de vecteurs

1o} 0 0
Y = 22— )\ p+1 q i A —
o + (=X +arz+ 2" (y192)") 1 90 + (X + a2x) Yo B

est un noeud-col 2-résonant diagonal avec pour résidu res (V) = _P € Q<o : ce champ de vecteurs
q <

n'est pas Diffgp (C3,0;1d) —conjugué & une forme normale fibrée de la forme (0.0.8). En effet,

le terme résonant 2Pt (y192)? ne peut pas étre éliminé sous I'action de ]jiT:fﬁb ((CS, 0; Id).
Remarquons également que le résultat ci-dessus n’est pas une conséquence immeédiate de la
théorie des formes normales de Poincaré-Dulac. En fait, une forme normale de Poincaré-Dulac

(au sens usuel) pourrait contenir d’autres termes résonants de la forme <xk (ylyg)l)kl " et est
€

)

donc loin d’étre unique.
Introduisons les ensembles d’invariants formels Pgp, et P,, suivants :

Pan, = {P = (A, a1,a2,¢1,¢) € C* x (C*\A) x (vC [[UH)Q}
Po C* x {(a1,a2) € C* | a1 + a2 = 1} x (vC [v])

ol
A = {(al,ag) e C? ‘ ay +ag € ng} .
On a alors le résultat de classification suivant :

Théoréme B. On a les bijections suivantes (les quotients sont effectués modulo ’action par
conjugaison des groupes de difféomorphismes considérés) :
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SNdiag,nd /]:/)i?fﬁb ((CS’ O7 Id) ~ Pﬁb

SNdiag,w /lﬁw (([:‘37 0; Id) ~ P, .

On donnera également d’autres résultats de classification formelle, ot ’'on étudiera les actions
de difféomorphismes non nécessairement tangents a I'identité et / ou fibrés (c¢f. corollaires 1.10
et 1.13).

Partie II : résultats de normalisation sectorielle

Les résultats principaux de cette partie sont issus de [Bit16b], et sont présentés dans la partie
IT de cette these.

Nous donnons un résultat de mise sous forme normale dans des domaines sectoriels (avec
ouverture angulaire suffisamment grande), pour des éléments de SN giag0, appelés plus tot
nceud-cols 2-résonant diagonaux analytiques strictement non dégénérés et div-intégrables (ana-
lytiques au voisinage de l'origine dans C?). Par rapport a la forme normale formelle obtenue
en (0.0.8), le fait pour un nceud-col doublement résonant diagonal Y d’étre strictement non
dégénéré correspond au fait que R (res (Y')) > 0. Le fait que Y soit div-intégrable correspond au
fait que ¢ (v) = —c1 (v) =: ¢(v) et que ¢ (v) soit une série convergente au voisinage de 'origine.

On note également Diffgy, (Sp,,; Id) le groupe des germes de difféomorphismes sectoriels fibrés
et tangent & l'identité dans des domaines sectoriels de la forme S (r,@ — 4 -0+ 1+ e) X
((CQ,O), ou S (r, -3 —€b0+1+ e) est un secteur ouvert de sommet 1’origine, de bissectrice
eR, et d’ouverture 1 + 2¢, avec § € R et 1, > 0 tels que 1 + 2¢ < 27. Nous aurons besoin de
la notion de (faible) sommabilité de type 1-Gevrey, rappelée en début de partie II.

Théoréme C. Soit Y € SNaiag,0, P e ]j-i?fﬁb ((C?’, O;Id) sa normalisation formelle et Yiorm sa
forme normale formelle (voir théoréme A) :

A 1o} 1o} 0
o, (V) = 332%+(—)\—I—alx—C(yﬂ/Q))ylaiyl+()\+a2x+c(y1y2))y267y2
= Ynorm 5

ot A # 0, ¢ € vC [v] sont des séries formelles en v := y1y2, et R (a1 + az) > 0. Alors :
1. la forme normale Yyorm est analytique en lorigine (i.e. c € C{v});

2. il existe un unique couple (D, ®_) de germes sectoriels de difféomorphismes fibrés, tan-
gents a l’identité et analytiques sur des domaines sectoriels de la forme S, x ((CQ,O) et

S_x ((CZ,O) respectivement, ot

T T
Sy = {xEC\0<|x|<ret‘arg(a>‘<5+e}
—x ™
S_ = {x€C|O<|x|<ret arg(_>‘<+e}
A 2

(pour tout € € ]O, g [ et r > 0 assez petit), qui y conjuguent Y a YViorm ;

3. la normalisation formelle ® est faiblement 1-sommable dans toute direction 6 # arg (+\)
et D4 est la 1- somme faible de ® sur Sy x ((CQ, 0) ; en particuliers, ®|1,—oy est analytique.
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4. s1Y € SNdiag . st transversalement hamiltonien, alors ® et ®_ sont transversalement
symplectiques.

La principale difficulté dans ce résultat est de prouver l'existence des « normalisations
sectorielles » ®. L’outil clé pour cela est un lemme de « résolution d’une équation homolo-
gique » associée au champ de vecteurs considéré sur des domaines sectoriels (¢f. lemme 8.6),
dont une solution est construite en intégrant une forme temps bien choisie le long de chemins
asymptotiques (idées similaire & celles de [Tey03, Tey04b]).

Partie III : résultats de classification analytique

Les résultats principaux de cette partie sont issus de [Bit16¢], et sont présentés dans la partie
IIT de cette thése.

Puisque deux champs de vecteurs analytiquement conjugués sont aussi formellement conju-
gués, on fixe une forme normale de SN giag,o sous laction de Diffgy, (C3,0;1d) donnée par le
théoréme A :

0 0
Ynorm = 552% + <_)‘ +a1x — C(U)) ylaiyl +

avec A € C*, R (a1 + az) > 0 et ¢ (v) € vC{v}.
On définit [Yiorm|gy iq cOmme Uensemble des éléments de SN giag,0 qui sont Diffgy, (C3,0;1d)-

A+ agx + ¢ (v)) (0.0.9)

Y27—
0y2

conjugués & Ynorm- On note également [Ynorm]ﬁb,ld / ]:/)i?fﬁb (C3, 0; Id) I’ensemble des orbites de

[Ynorm]ﬁb,ld sous l'action de Diffgy, ((C3,O;Id). Considérons un élément Y € [Ynorm]ﬁb,lda ainsi
que ses normalisations sectorielles @, données par le théoréme C. Dans la construction faite de
®, et ®_, on remarque que 'on peut étendre analytiquement ®. & des domaines de la forme
St x (C%,0), out Sy est un secteur asymptotique de direction arg (+i)) et d’ouverture 27 (voir
définition 6.3). Considérons deux tels secteurs asymptotiques (S;,S_) et leurs intersections

Six ::SJFHS,H{:UG(CHR(j:%) >o} .
On définit alors les deux germes de difféomorphismes sectoriels

o -1
Dy = (<I>+ o )ISiAX(C2’O) .

Par construction, il s’agit de germes d’isotropies (sectorielles) de Yiopm (i.e. @ et _ vérifient
(®1), Yaorm) = Yanorm), qui sont fibrées, tangentes & l'identité, et qui admettent 'identité
comme développement asymptotiques 1-Gevrey faible dans des domaines Sy X ((CQ, 0), d’aprés
le théoréme C. Les deux germes d’isotropies sectorielles @ et ®_, définis ci-dessus sont appelés
difféomorphismes de Stokes de Y € [Ynoml]ﬁb,ld'

Avec les notations ci-dessus, on définit A(E\lble) (Yoorm) (resp. Ay (Yuorm)) comme le groupes
des germes d’isotropies sectorielles fibrées de Y,om, tangentes & l'identité, et qui admettent
lidentité comme développement asymptotiques 1-Gevrey faible (resp. au sens classique « clas-
sique ») dans des domaines de la forme S x ((C2, 0) (resp. S_x X ((Cz, 0)), ol Si) est un secteur
asymptotique de direction arg (+\) et d’ouverture 7.

La principale difficulté technique de cette partie est de prouver la proposition suivante.

Proposition D. Soit Yiorm une forme normale de SN giago comme ci-dessus. Tout élément
NS Agilble) (Yaorm) admet Uidentité comme développement asymptotiques 1-Gevrey. Autrement
dit, on a l’égalité :
faibl
Aj:)\ (Ynorm) = Aiil °) (Ynorm) .

XX
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Cette proposition va avoir plusieurs conséquences importantes. La premiére d’entre elles est
le théoréme suivant, qui nous dit que la normalisation sectorielle du théoréme C est en fait
1-sommable quand le champ de départ est élément de SN giag,0-

Théoréme E. Soient Y € SN giag0 avec DgY = diag (0,—\,\) et P e ﬁfﬁb ((CS,O;Id) la
normalisation formelle associée (donnée par le théoréme C). Alors, $ est 1-sommable dans
toute direction 0 # arg () € R/2xz, et les normalisations sectorielles ®,,®_ du théoréme C
sont les 1-sommes de ® dans les directions arg (i\) ,arg (—i)\) respectivement.

Le théoréme ci-dessous est la seconde conséquence principale de la proposition D.
Théoréme F. L’application

[Ynorm}ﬁb,ld /Diffﬁb ((C3, 0; Id) — A (Yaorm) X A—x (Yaorm)

Y — ((I))\7 @,,\)
est bien définie et bijective.

Ce résultat signifie que les diffeomorphismes de Stokes encodent entiérement la classe de Y

dans le quotient [Ynorm]ﬁb,ld /Diffﬁb ((C3, 0; Id) .
En conséquence de ce théoréme, on peut alors décrire I'espace de module de SN gjag,0 sous
Iaction de Diffgy, (C3,0;1d) , noté ., 14-

Corollaire G. On a la bijection suivante :

M ga = SN dinz.0 /Diffﬁb (€3,0,1d) = {Ynorm, (®r,2-2)}

o :
— Yaorm décrit U'ensemble des formes normales avec paramétre p = (X, a1, a2, —c,¢) € Pap,
— (P, ®_) décrit Ay (Yoorm) X A—x (Ynorm)-

On donnera également une version de ce résultat dans le cas « transversalement symplec-
tique » (c¢f. théoréme 10.10 et son corollaire 10.11), ainsi que des résultats analogues pour dé-
crire plus généralement les actions de Diffgy, (C?,0) de Diff (C3,0) (cf. théorémes 13.4 et 13.11).
De plus, on donnera une description « explicite » de ’espace des difféomorphismes de Stokes
Ax (Yaorm) X A_x (Yiorm) en termes de séries entiéres dans « l’espace des feuilles » (cf. propo-
sition 12.18). Celles-ci représenteront des automorphismes de 'espace des feuilles de la forme
Uiy = (¥ 4,Ps4), avec pour j =1,2:

Uiy (hahe) = hj+ > U (hahy) b} (0.0.10)
n>N(j,+)+1

U (hi,he) = hj+ Z V)~ n (hiha) hy |
n>N(j,—)+1

=N (2,—):=1
N({,-):=N(2,+)=-1 ,

et ot (V4 ,), est une suite de fonctions holomorphes sur C, satisfaisant des conditions de
controle de leur module (cf. sous-section 12.7.1).
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Partie IV : applications a la premiére équation de Painlevé

Il s’agit du contenu de la partie IV de cette thése. Nous donnons des exemples de calculs de
certains de ces invariants pour la premiére équation de Painlevé (Pr) (des résultats analogues
devraient pouvoir étre donnés pour les équations (P;), j =11,...,V.

Aprés diagonalisation transversalement symplectique de la partie linéaire du champ V obtenu
en (0.0.5), on obtient le champ :

vo= 2L (e - A (2 2)6
-~ T o TP T o ™27 96" T oA \ P T a?) oy,
1 A 52 24 2 \?\ 0
My + = Sy — g oy, - 2 )7 0.11
+( Y2+ 5Ty2 + 7T 192% 5 <y1 5)\y2) s (0.0.11)

En se basant sur des calculs de périodes du hamiltonien associé & Y|;,—g}, on est capable de
calculer le développement de I'invariant ¢ (v). En étudiant les symétries du champ Y ci-dessus,
et en utilisant les calculs des coefficients de Stokes quasi-linéaires faits par Kapaev dans [Kap04],
on donnera également la valeur des coefficients constants de la représentation en série entiére
des difféeomorphismes de Stokes du champ Y ci-dessus.

Proposition H. Awvec les notations du théoréme 5.5, on a :
3 1 .

1 _ 8V3C _ 4.24.31 im

3, A= e =5 et el

4727 3% i
clv) = v+<ued4>v2

— Q1 = Qg =

96

TN )
+< 6912“/6)1} +0 (v') .

— en notant (¥, ¥_») les automorphismes de la forme (0.0.10) associés auz difféomor-
phismes de Stokes de'Y, on a :

(g
[\

leo
w

0l

Uo,0(0)=i-¥y _0(0) =

B
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Les variables et leurs domaines d’appartenance (les « multivariables » seront
toujours notées en gras)

D (0,r)

S (r,,B)

89,77

ASq.

la partie imaginaire de x € C.
la partie réelle de x € C.

largument de x € C (dans R/2xz).

x € C est la variable indépendante, et y = (y1,...,yn) € C" est
la variable dépendante.

un voisinage ouvert de 'origine dans C™.

le monoéme résonant.

(= LG : un parameétre important dans ’équation de Painlevé
(Pr) a linfini.

84/ —3(%
Aie = SVTIED

: les valeurs propres du champ a linfini de (Pr).
A= {(al,ag) e C? | a; +as € @SO}

la forme symplectique transverse « a 'infini » dans les équations
de Painlevé.

le polydisque centré en ’origine de C™, de « poly-rayon »
r = (’/‘17 . 7’[“”) S (]R>Q)n.

le secteur ouvert de sommet l'origine, de rayon r > 0 et délimités
par les demi-droites R .e’® et R, .e*’, avec o < f3.

Pensemble des (z—)voisinages sectoriels attachés a 'origine dans
C"™*1 de direction @ et d’ouverture 7.

I’ensemble des secteurs asymptotiques & l’origine de C dans la
direction 0 et d’ouverture 7.
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AGSs le secteur infini de direction ¢ et d’ouverture 9 :
{teC*|larg(t)— 0] < 5}
Ngs.p H le domaine composé de la réunion Ay s U D (0, p).

Espaces fonctionnels

Cle,y] |

<f17"'7fm> ‘

m

ord (f)

T \

Cla,y]"

C{z,y}

S
=2

vl
@D
=
(@)
=
L3

Dery, (C[x]) ‘

x (C",0)

X (C",0)

Xw (C%,0)

I’algebre des séries formelles en les variables x et y.
l'idéal engendré par fi, ..., f, dans C [x].

l'idéal maximal de C [z, y] : c’est ’ensemble des séries formelles
sans terme constant.

I’ordre de f = Z fix®; par définition
Kk

ord (f) = min {|k| = 0| fi # 0}.

Iespace des k—jets : J := Clx] [mk+1

le groupe des éléments inversibles (=unités) de C [z, y] : c’est
I’ensemble des séries formelles avec un terme constant non-nul.

l'algebre des séries convergentes au voisinage de (0,0) € C"*1;
c’est aussi l'espace des germes en l'origine d’applications
holomorphes en les variables z et y.

le groupe des éléments inversibles (=unités) de C{z,y} : c’est
I’ensemble des germes de fonctions holomorphes en (0,0) € C"*!
non-nulles en ’origine.

I’algébre des fonctions holomorphes sur un ouvert Q C C™.

I’algebre de Lie des champs de vecteurs formels de C™ en
Porigine : c’est aussi I’algébre des dérivations de C [x].

I’ensemble des champs de vecteurs d’ordre au moins k € N.

I’algébre de Lie des germes de champs de vecteurs holomorphes
singuliers en l’origine de C”, i.e. d’ordre > 1.

I’algébre de Lie des germes de champs de vecteurs formels
singuliers en 'origine de C", i.e. d’ordre > 1.

I’ensemble des champs de vecteurs singuliers transversalement
hamiltoniens. (cf. page xvi).
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XXV

QL (C[x]) (ou Q)

O (C [x]) (ou O7)

Q (C[x]) (ou Q)

Champs de vecteurs

Ly (F)

C
Pl = exp (tX)

Ty

le C [x] —module des 1-formes formelles : c’est le dual en tant
que C [x] —module de Der (C [x]).

le C [x] —module des p—formes formelles : c’est la p®™® puissance
extérieure de 1.

I’algébre extérieure des formes formelles de C" : c’est la somme

. . . +o0 —~
directe infinie © QP.
p=0

la dérivée de Lie de F' € C[x,y] par rapport au champ
Y € Der (C[z,y]).

le crochet de Lie de deux champs de vecteurs (analytiques ou
formels).

I’ordre du champ X :si X = zz: aiaixi, alors

ord (X) = miin {ord (a;)}.

le push-forward du champ de vecteurs (analytique ou formel) Y
par le difféomorphisme (analytique ou formel) @ :
¢, (Y)=(DP.Y)o ®d L

le champ linéaire /\13:13%1 + o Ay 732 , ou
n

A=(A,...,A,) €C™
le champ bidimensionnel radial : R := y1 — + yo—.
o Y2
- . : 0
le champ bidimensionnel tangentiel : C := —y1 — + yo —.
Oy Y2

le flot du champ X (analytique ou formel) évalué au temps ¢ .

1
Ty:a— 2—}5 Ty : I’application période d’un champ
i
Ya

hamiltonien Y de C? associé¢ au hamiltonien H, avec 7, un cycle
générateur de I’homologie de la feuille {H = a}, et 7y, une forme
temps de Y, i.e. v - Y = 1.

XXV
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Groupes de difféomorphismes

Diff (C",0) H le groupe des germes de difféomorphismes fixant I’origine de C”.
Diff (C™, 0;1d) H le sous-groupe de Diff (C™,0) des éléments tangents a l'identiteé.
Diffg, (C"1,0) le sous-groupe Diff (C",0) des éléments fibrés (en x), ou

C"! = {(z,y) € C x C"}.

Diffgp, (C™*,0;1d) le sous-groupe de Diffg, (C"*,0) des éléments tangents a
I’identité.

Diff,, (C3,0) le sous-groupe de Diffgy, (C?,0) des éléments transversalement
symplectiques (cf. page xvi).

Diff,, (C?,0;1d) H le sous-groupe de Diff,, (C?,0) des éléments tangents & lidentité.

Diff (C™,0) H le groupe des difféomorphismes formels en origine de C™.

Diff (C™,0;1d) H le sous-groupe de Diff (C™,0) des éléments tangents a 'identité.

QI((’f) le sous-groupe de Diff (C™,0) des éléments tangents a 'identité a
I’ordre k € N.

Diff g, (C"*1,0) H le sous-groupe Diff (C"*1,0) des éléments fibrés (en z).

]:/)i?fﬁb ((C"‘*‘l, 0; Id) le sous-groupe de ]:/)i?fﬁb (C"“‘l, 0) des éléments tangents &
I'identité.

Diff,, (C3,0) le sous-groupe de Diffgy, (C3,0) des éléments transversalement

symplectiques (cf. page xvi).

Diff,, (C3,0;1d) H le sous-groupe de Diff,, (C3,0) des éléments tangents & I'identité.
Tsot (Y) le groupe des isotropies formelles d’un champ Y € x (C",0) :

c’est I'ensemble des & € Diff (C™,0) tels que @, (V) =Y.

—

Isotap (V) le sous-groupe des isotropies formelles fibrées d’un champ
Y € X (C™,0) : c’est lintersection Isot (Y') N Diffg, (C™,0).

Z le groupe des transformations linéaire de C> de la forme
1 0 0 1 0 0
0 pw O ou [ O O pu1 |,avec pujpus #0.
0 0 e 0 w2 O
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Germes d’applications sectorielles

o (59,71)

Diffg, (S;1d)

Diffﬁb (89777; Id)

Isotap (Y; Sp,p; Id)

I’algébre des germes d’application holomorphes sectorielles dans
la direction 6 avec ouverture 7.

le groupe des difféomorphismes fibrés sectoriels sur S et tangent
a l'identité.

le groupe des germes de difféomorphismes sectoriels fibrés dans
la direction € et avec ouverture 7, tangents a l’identité.

le sous-groupe de Diffgy, (Sp,,; Id) formé des germes d’isotropies
sectorielles de Y dans la direction 6 et avec ouverture 7.

Sommation de Borel-Laplace

fo

|/

A,0,0,p,r

la transformée de Borel (par rapport & x) de la série formelle

f: ka (y) ¥, définie par : B (f) (t) = Z fkT(lY)tk'
k i .

une variante de la transformée de Borel pour des séries

F=XhiwatB(f) =Y ¥y
k & !

la transformée de Laplace dans la direction € d’une fonction g
holomorphe et & croissance « controlée exponentiellement » dans

un domaine approprié :
t\ dit
Lo (9) (z,y) := gt y)exp|—— | —.
0R, xr x

€

une variante de la transformée de Laplace dans la direction 6 :

Lo (g) (x,y) := / g (t,y)exp (—i) dt.

e9R~

la somme (1-Gevrey) dans la direction 0 de la série
(éventuellement vectorielle) formelle 1-sommable f :

e (s()

norme sur l’espace des séries formelles 1-sommables dans la
direction 6 avec paramétre de croissance A > 0 :
= sup B(f) (t.y)exp (=alt])|.
X080 (ty)ENg,5,,xD(0,r)

poqyil
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|| bis
variante d’une norme sur I’espace des séries formelles
A0.0.p.x 1-sommables dans la direction # avec paramétre de croissance
A >b_0 :
= sup B (f) (t,y) (1+A]¢2]) exp(—/\|t\)‘ .
A,0,8,p,r (t,¥)EAg,s5,,xD(0,r)

hIP I’algebre différentielle des séries formelles 1-sommables dans la
direction 0 € R.

Eéfaible) lalgebre différentielle des séries formelles faiblement

1-sommables dans la direction 6 € R.

Noeud-cols 2-résonants

res(Y):=a

gx/diag

gfvdiag,nd
gfvﬁb,nd
SN.

SN ort =
SN,

SNdiag

SNdiag,nd
SN diag,0

SN, diag

W

H le résidu d’un nceud-col 2-résonant orbital : a := a; + ao.

Pensemble des noeud-cols 2-résonants diagonaux (formels).

I’ensemble des noeud-cols 2-résonants diagonaux non dégénérés
(formels), i.e. avec résidu res (Y) ¢ Q<.

Pensemble des noeud-cols 2-résonants fibrés non dégénérés (formels),
i-e. gfvﬁb,nd — Diffg, (C?,0), (gjv'diag,nd>-

I’ensemble des noeud-cols 2-résonants non dégénérés div-intégrables
(formels).

I’ensemble des noeud-cols 2-résonants orbitaux non dégénérés
div-intégrables (formels).

I’ensemble des noeud-cols 2-résonants transversalement hamiltoniens
(formels).

Pensemble des noeud-cols 2-résonants diagonaux (analytiques).

I’ensemble des noeud-cols 2-résonants diagonaux non dégénérés
(analytiques), i.e. avec résidu res (Y') ¢ Q<.

I’ensemble des noeud-cols 2-résonants diagonaux strictement non
dégénérés (i.e. avec R (res (Y)) > 0) et div-intégrables (analytiques).

I’ensemble des noeud-cols 2-résonants diagonaux transversalement

hamiltoniens (analytiques).
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SNb,0

SN14,0

)

SNy

SN,

[Yaormlgb,1a

[Ynorm]w,ld

I’ensemble des nceud-cols 2-résonants fibrés strictement non dégénérés
(i.e. avec R (res (Y)) > 0) et div-intégrables (analytiques) :
SNip,o := Diffgp, (C?,0), (SN diag,0)-

SNId’O := Diff ((C37 0; Id)* (SNdiag,O)-

Pensemble des noeud-cols 2-résonants strictement non dégénérés (i.e.
avec R (res (Y)) > 0) div-intégrables (analytiques) :

SNy := Diff (C?,0)_ (SN diag.0)-

I’ensemble des noeud-cols 2-résonants transversalement hamiltoniens
(analytiques) : SN, := Diff,, (C?,0), (SNdiag w).

I'ensemble des éléments de SN giag,0 qui sont
Diffgp, (C3,0;1d) —conjugués & Yiorm € SN diag,0-

P’ensemble des éléments de SA,, qui sont Diff,, (C3,0) —conjugués a
KIOI‘I‘H S SNdiag,w'

Ensembles de paramétres des classifications formelles

Prib

Po

Porb

Pap = {p = (X, a1,a2,c1,¢2) € C* x (C*\A) x (vC [[v]])z}

P, :={p=(\ai,a2,c)} €
C* x {(a1,a2) € C* | a1 + az = 1} x (vC [v])

Po:={p = (N a1,az2,—c,c) € Pap | R(a1 +az) > 0et c(v) € vC{v}}

p= () ai,as,¢) € C* x (CH\A) x (vC[v]) tel que :
1

sim:= € Net si ko := ord (¢), alors cgyim =0

a1 + as

-
:

1
im:=—¢N
p=(ar.azm) € (COA) x (0.1} | ™= o 5g, £
alors n =0
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Applications de normalisation et difféomorphismes de Stokes

d

DL

(@, @)
A:I:)\ ( norm)

faible
A (Ve

Espaces des feuilles

¢(v)

f1 (z,w) (& partir
de la partie III)

fo (z,w)(a partir de
la partie IIT)

w(z,y)

hi (z,y) (& partir
de la partie III)

ho (z,y) (& partir
de la partie III)

L’unique normalisation formelle (fibrée et tangente a I'identité)
d’un élément de SN 4.

L’unique germe de normalisation sectorielle (fibrée et tangente a
I'identité) sur St € Sarg(in),» d'un élément ¥ € SN giag,0 avec
DoY = diag (0, =\, \).

Les difféomorphismes de Stokes d’un élément Y € SN giag,0 avec
DoY = diag (0, —A, A).

Le groupes des germes d’isotropies sectorielles fibrées de Yiorm,
tangentes & I'identité, et qui admettent I’identité comme
développement asymptotiques 1-Gevrey, dans des domaines de la
forme Sy x ((CQ,O), avec Sy € ASarg(i)\),ﬂ'-

Le groupes des germes d’isotropies sectorielles fibrées de Yiorm,
tangentes & 'identité, et qui admettent l'identité comme
développement asymptotiques 1-Gevrey faible, dans des
domaines de la forme Si) X (Cz, O), avec St € ASarg(+2),r

1

¢(v) :mz ki ,sie( ch
k#m E>1
A a
J1(z,w) := exp < — emuw™ log () ¢ (wz )) Lo
z x
A m ¢ (wz®
f2 (z,w) = exp <_x+cm( ) log(m)-}-(:c)) 202
ny2 _ n
w (v,y) := —_= : une intégrale premiere de Yiorm € SN diag,0
x
hy (z,y) = a : une intégrale premiére (sectorielle) de

fi (z, 222)

Ynorm € SNdiag,O

Y
ho (x _—
)= g e 2R
Ynorm S SNdlag,O

: une intégrale premiére (sectorielle) de
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Hie I’application donnant les intégrales premiéres hy et ho sur un
domaine sectoriel Sy x (C2,0) :

My (x’Y) = ('Ta hy (an) s ho (x,y)).

| I’espace des feuilles associé au secteur Sy, noté 'y, est défini
par : la relation H4 (SiA X ((CQ,O)) =: 51\ x '

Fi)\ (:E,f‘) F:I:)\ (amf‘) = )
{(h,h2) € C2 tel que || < iy 5 € 11,2}

Iix (F) | Tiex (F) 1= Upess, T (@),

&+ Ynorm) H le sous-ensemble de O ((C)N décrit dans la définition 12.17.
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Espaces des modules

AMsb 14 I’espace d{es modules de SN giag,0 sous I'action de
Diffgp, (C?,0;1d) par conjugaison.

Man Pespace des modules deSNgp,0 sous action de Diffgy, (C3,0) par
conjugaison.
M1 Iespace des modules deSN1q,0 sous Paction de Diff (C?,0;1d)

par conjugaison.

A

Pespace des modules deSN, sous l'action de Diff,, (C?,0).

lespace des modules deSNy sous I’action de Diff (((:37 0) par
conjugaison.

N
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Chapitre 1

Présentation des résultats

Dans cette premiére partie nous allons étudier le probléme de la classification formelle des
nceud-cols 2-résonants de (C3,O). Toutes les notions nécessaires sur les champs de vecteurs
formels et les diffeomorphismes formels se trouvent dans le chapitre 2. Les résultats principaux
sont issus de [Bit16a).

1.1 Définitions

Commencons par quelques définitions et notations.

Définition 1.1. Soit Y € ¥ ((C3, O) un champ de vecteurs singulier.
— Y est un nceeud-col 2-résonant diagonal si Y est de la forme :

9 0 d
) . . 0 \ F — 1.1.1
- o + ( Y1 + 1(x7y17y2)) ayl +( Y2 + 2($7y1ay2)) 8y1 ) ( )

avec A\ € C*, et F, (z,y) € C[x,y] d’ordre au moins 2, pour v = 1,2. On note @\vdiag
I’ensemble de ces champs de vecteurs.
— Le résidu de Y comme en (1.1.1) est :

res (Y) := Iy (1,1,0) + F2,(1,0,1) »

ou l'on a écrit F, = Z F%ka:koylflyg% pour v =1,2.
k=(ko,k1,k2)
— Un nceud-col 2-résonant diagonal Y est non dégénéré si res(Y) € C\Q<o. On note

gj\\f diag,nd 1’ensemble des nceud-cols 2-résonants diagonaux non dégénérés.
— Un nceud-col 2-résonant diagonal Y est div-intégrable (par rapport & x) si son diviseur
{x = 0} est invariant par le flot de Y et si Y|;,—} est orbitalement linéarisable. Si Y ¢

ENdiag, ceci équivaut a dire que Yj{;—oy est un champ hamiltonien (par rapport a la
forme symplectique standard dy; A dy2), ou encore intégrable.

Il est important de noter que le résidu d’'un champ Y € SN, diag , ainsi que le fait d’étre

div-intégrable, sont invariants sous I'action de Diff (C3,0) x C[z,y]™ par équivalence orbitale.
On peut donc donner les définitions suivantes :

Définition 1.2. Soit Y € ¥ (C?,0) un champ de vecteurs singulier.

3



4 1. Chapitre. Résultats

— Y est un nceud-col 2-résonant fibré (non dégénéré, resp. div-intégrable) si Y est
Diffgp ((C3,O) —conjugué & un élément de SN giag (non dégénéré, resp. div-intégrable).
On note - - -
SNgipna := Diffg, (C?, 0), (SNdiag,nd) .
— Y est un nceud-col 2-résonant (non dégénéré, resp. div-intégrable) si YV est
Diff ((CS, O) —conjugué a un élément de SN giag (non dégénéré, resp. div-intégrable).
— Y est un nceud-col 2-résonant orbital (non dégénéré, resp. div-intégrable) si Y
est orbitalement équivalent a un élément de SN ging (non dégeénéré, resp. div-intégrable).
On note SN, (resp. SN o, «) Uensemble des nceud-cols 2-résonants (resp. nceud-cols 2-résonants
orbitaux) non dégénérés et div-intégrables.
Venons-en & la derniére définition dont nous aurons besoin ici.
Définition 1.3. — Un champ de vecteurs Y € ¥ ((C3, O) est transversalement hamilto-

dyy N d
nien (par rapport & x et w = u) si Ly (dz) € (dz) et Ly (w) € (dz) (Ly désigne
x
la dérivée de Lie associée 3 V).
— Un difféeomorphisme & € Diff ((C3 , 0) est transversalement symplectique (par rapport

dy; Ad — g
azetw="Y2) 4 ¢ ¢ Diffy, (C3,0) et * (w) € w+ (dz). On note Diff,, (C3,0)

x
le groupe formé de ces éléments.

— On note SN, I’ensemble des champs de vecteurs transversalement hamiltoniens qui sont
lef ((C ) —conjugués a des éléments de SNdlag

Remarque 1.4.

1. Il est & noter que les éléments de SN w sont nécessairement a la fois non dégénérés (car
de résidu égal a 1 : ¢f. corollaire 2.52) et div-intégrables.

2. Les groupes D1ffﬁb ((C3 0; Id) lefﬁb ((C3 ) Diff (C‘3 ) et ]ﬁ ((C3,0) agissent respec-
tivement sur SNdldg nds SJ\/ﬁb nds SN, et SN, par conjugaison.
3. Le groupe Diff (C3,0) x Clz,y]™ agit sur SN orb,+ Dar équivalence orbitale.

Le but de cette partie est de décrire complétement ’espace des orbites pour chacune de ces
actions.

1.2 Classification formelle fibrée

Dans le chapitre 3, nous effectuerons la classification de SN diag,nd (TSP SN fib,nd, SN w)
sous l'action de Diffgp, (C?,0;1d) (resp. Diffgy, (C?,0), Diff,, (C3,0)) par conjugaison.

Théoréme 1.5. (Théoréme A) Soit Y € g]\\/diag,nd un neud-col 2-résonant non dégénéré dia-
gonal tel que DYy = diag (0, —A\, A), A € C*. Alors, il existe un unique difféomorphisme fibré
d € Diffg, ((C?’,O;Id) tangent a l’identité tel que :

. 0 0
_ .2
o, (Y) = = p + (A +arx+c1 (y1y2)) 11 i + (A + a2z + c2 (Y192)) yo o
= Ynorm ) (121)

0w c1,co dans (v) = vC[v] sont deuz séries formelles sans terme constant et ai,as € C sont
tels que res (Y) = a1 + a2 ¢ Q<.

Si de plus Y est div-intégrable, alors ¢y + co = 0.

Si de plus Y est transversalement hamiltonien, alors res(Y) =a1 +a2 =1, ¢c1 +¢c2 =0, et

d est transversalement symplectique, i.e. de lji?fw (((337 0; Id).

4
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Donnons des conséquences immédiates de ce théorémes. Introduisons les ensembles d’inva-
riants formels Pgy, et P,, suivant :

Pap = {p = (X, a1,a2,¢1,¢2) € C* x (C*\A) x (vC [[v]])2}
P C*x{(al,a2)€C2|a1+a2:1} x (vC [v])

ou
A = {(a1,a2) € C? a1 +as € Qeo} -

Définition 1.6. Le champ de vecteurs Yjorm dans (1.2.1) est appelé forme normale (for-
melle) fibrée (resp. symplectique) de ENdiag,nd (resp. de g/T/w), de paramétre p = (A, a1, as,c¢1,¢2) €
Psv (resp. p = (A, a1,a2,¢) € Py, si co = —c1 = ¢).

P, est vu comme le sous-ensemble de Pgp, formé des paramétres p avec a; +as =1 et co =
—c1 = ¢. On munit Pgp, de action par (C* x Z/2z) suivante : pour p = (\, a1, az,¢1,¢2) € Php,
aeC*eteclfm:

a-(Nar,az,c1,¢2) = (N ai,a2,¢1 090,20 9)
6'(}\,&1,&2,01702) = {

(N, a1,a2,¢1,c2) ,sie=0

(=N az,a1,c9,¢1) ,sie=1

oll (o, est 'homothétie v — av. On notera I'espace des orbites sous cette action Pfib /((C* X Z/az) -

En élargissant 'action par conjugaison par des diffeomorphismes fibrés non-nécessairement tan-
gents a l'identité, on obtient la résultat de classification suivant.

Théoréme 1.7. On a les bijections suivantes (les quotients sont effectués modulo action par
conjugaison des groupes de difféomorphismes considérés) :

1.
SNdiag,nd /lﬁﬁb (C37 07 Id) =~ 7)ﬁb
2. —
SNtibnd /I/)iFfﬁb (C?,0) ~ Peb /((C* X Z/27)
3.

SNe /B, (c2,0) = Pa

Les points 1. et 3. sont donnés par le théoréme B.
1.3 Classification formelle (non-fibrée)

Nous nous intéresserons ensuite, dans le chapitre 4, & la classification de SN « sous 'action
de Diff ((C3, 0) par conjugaison.

Théoréme 1.8. SoitY € gj\\/* un neuwd-col 2-résonant non dégénéré et div-intégrable. Alors,
Y est formellement conjugué a un champ de la forme :

0 0
Ynorm = I2% + (7)‘ —cC (ylyQ) + alx) At ayl
0
+ (A +c(y1y2) + azz) Yag (1.3.1)
Y2

ou :
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— e
— a1,a2 € C sont tels que res (Y) = a1 + a2 ¢ Q<o

—c(v) = chvk € vC[v] est tel que sim :=

€ N, et si l'on note ko := ord (c),

a1 +a
=1 1+ as
alors cry+m = 0.
De plus, deux champs Yoorm €t Yio.m comme ci-dessus, avec pour paramétres (A, ai,az,c¢) et

N, ay,ab, ) respectivement, sont formellement conjugués si et seulement s’il existe une homo-
1, G2
thétie po, @ v +— av de rapport a € C* telle que :

()\,0,1,0,27C) = (A,7a'/17a'/270/09001)
ou (Naj,as,c) = (=N,dh,a},—c ops)

Définissons donc ’ensemble P suivant :

sim := ! € Net si
P = {p=(\a1,ac) € C* x (C\A) x (uC [o]) ay + az

ko :=ord (c), alors cxyim =0

que l’on munit de action de (C* x Z/2z) suivante : pour p = (A, a1,a2,¢) € P, a € C* et
€ €22y

a'()\7a17a27c) = ()‘704170'2700%004)

6'(>\7a17a27c) = {

(Aaalaa%c) ,8ie=0

(=\yaz,a1,—c) ,sie=1,

ol p, est ’homothétie v — av. On notera ’espace des orbites sous cette action P /((C* X Z/2z) -

Définition 1.9. Le champ de vecteurs dans (1.3.1) est appelé forme normale (formelle) de
SN, de paramétre p = (A, a1, as,¢) € P.

On a alors immeédiatement le résultat de classification suivant.

Corollaire 1.10. On a la bijection suivante :
SN« [ ©,0) = P/t xzpm) -

1.4 Classification formelle orbitale

Nous terminerons le chapitre 4 par la classification orbitale (i.e. classification des feuilletages
induits) des noeud-cols 2-résonants orbitaux non dégénérés et div-intégrables. Nous montrerons
le théoréme suivant.

Théoréme 1.11. Soit Y € gj\\/* un neud-col 2-résonant non dégénéré et div-intégrable sous
forme normale :

0 0
_ 2 o\
Y = z e + (=X —c(y1y2) + a17) y1 o

0
+ (A + c(y1y2) + agz) Yo

avec
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—AeCr
— a1,a2 € C sont tels que res (Y) = a1 + a2 ¢ Q<o
—c(v) = chvk € vC[v] est tel que si m =
k>1
alors cry+m = 0.
Alors, Y est formellement orbitalement équivalent a un champ de la forme :

€ Ny, et si l’'on note ko := ord (¢),
a) + as

0 m o
7 = x2%+(—l—n(y1y2) —&—alx)yla—yl
m 0
(147 (1y2)" + asw) g2 (1.4.1)
Y2

oun €{0,1}, et n =1 si et seulement si m € Nsg et ¢, # 0.
De plus, deux champs Z et Z' comme ci-dessus, avec pour paramétres (ay,aq,n) et (ay,ab,n’)
respectivement, sont formellement orbitalement équivalents si et seulement si

n=1'et [(a1,a2) = (a}, a3) ou (a5,a})] .

Définissons donc ’ensemble P, suivant :

1
sim = n ¢ N,
Porb = p= (01,02,77) € (CQ\A) X {Oa 1} “ 2 ’
alors n =10

muni de l'action par Z/2z qui agit non-trivialement en inversant a; et as.

Définition 1.12. Le champ de vecteurs dans (1.4.1) est appelé forme normale (formelle)
orbitale de SNy, ., de paramétre p = (a1, az, 1) € Porb-

On peut énoncer le résultat de classification suivant :

Corollaire 1.13. On a la bijection suivante :

EJTforb,* (ﬁ'lf\f ((CB,O) X C [[x,y}]x) ~ Porb /(Z/QZ) .

On voit ici que la paire {a1,as} (et non pas le couple ordonné (aq,as)) est un invariant par
équivalence orbitale ; en particulier, il en est de méme du résidu res (Y') = a1 +az. Ceci démontre
la remarque faite en introduction affirmant que le fait d’étre non dégénéré (i.e. res(Y) ¢ Q<o)
est bien défini pour le feuilletage associé & un nceud-col 2-résonant.




1. Chapitre. Résultats




Chapitre 2

Prérequis sur les champs de
vecteurs formels

Nous allons rappeler dans ce chapitre les notions de champs de vecteurs et de difféomor-
phismes formels, en nous basant principalement sur les présentations faites dans [ITY08, Mar81,
Sto08].

2.1 Champs de vecteurs formels

Nous désignerons par C[x] l’algébre des séries formelles en x = (z1,...,2,). Pour tout
k = (k1,...,kn) € N”, nous noterons

k| :=ki+ - +k,

la longueur du multi-indice k, et par définition, nous écrirons :

k k1

xK o=t ke

n

Nous noterons ainsi une série formelle f € C [x] sous la forme :

F=Y hx*,
keN?
ou pour tout k € N”, fi € C. Pour des séries formelles fi,. .., fi, € C[x], on notera (f1,..., fn)
I'idéal engendré par ces éléments. En tant qu’anneau, C [x] est un anneau local dont I’(unique)
idéal maximal, noté m, est formé des séries formelles sans terme constant. L’ordre ord (f) d’une
série formelle f € C[x] est le plus grand élément k € N U {+oco} tel que f € mF, avec la
convention ord (0) = +oo. Si
f=> hx*eC[x],

keNn

on aura alors :
ord (f) = min{|k| > 0| fic 0} .
Le groupe des éléments inversibles de C [x] pour la multiplication (le produit de Cauchy) est
exactement I’ensemble des séries formelles d’ordre 0, et est noté C [x] ™ : ces éléments sont aussi
appelés unités.
Pour chaque entier k£ € N, nous noterons Jj := Clx] /mk+1 Pespace des k—jets et

je : Cx] = Ji

9



10 2. Chapitre. Champs de vecteurs formels

Papplication de passage au quotient. Si f € C[x] est une série formelle, on appelle j; (f) le
k—jet de f.
Chaque application C—linéaire F' : C[x] — C[x] telle que F(m) C m et F (m?) C m?
définit un endomorphisme linéaire de m/m?, appelé la partie linéaire de F, et notée Do F.
L’application

§:Cx]xC[x] — R
(Fg) = 2709

munit C [x] d’une structure d’espace ultra-métrique complet. La topologie induite est appelée
classiquement topologie de Krull.

Proposition 2.1. Une suite (f,), C C[x] est convergente pour cette topologie si et seulement
si pour tout k > 0, (jr (fn)), C Jr est convergente dans le C—espace vectoriel de dimension
finie Ji. Dans ce cas, si l'on dénote par f%) (vesp. f) la limite de (i, (f.)),, dans Ji pour tout
k>0 (resp. de (fy), dans C[x]), alors pour tout k >0 :

Remarque 2.2.

1. Comme la distance introduite sur C [x] est ultra-métrique et que C [x] est complet pour
cette distance, une série & termes dans C [x] est convergente si et seulement si son terme
général tend vers 0.

2. Toute puissance de I'idéal maximal m*, k > 0, est un fermé de C [x].

n .

Définition 2.3. Un champ de vecteurs formel X de C™ en l'origine est un élément de (C [x])

dans la base (6%1’ ceey %), il s’écrit sous la forme
0 0
X = — ne=— , 2.1.1
a1 0x1 toota Oxy, ( )

ol ay,...qa, € C[x]. On identifie classiquement (de maniére bijective) tout champ de vecteurs
X & une dérivation de C[x], i.e. & un endomorphisme C—linéaire Ly de C[x] vérifiant la
formule de Leibniz

Vi, g€ Clx], Lx (fg)=Lx (flg+ fLx (9) -

On appelle L x la dérivée de Lie définie par X. Pour tout série formelle f € C[x] I’action de
X sur f est donnée par :
of of

Lx(f) = 01187:“4‘"'4‘0%83:”

=Df.X, (2.1.2)

o Df désigne la matrice (uni-ligne) des dérivées partielles formelles de f, et X le vecteur
(uni-colonne) avec pour composantes az, . .., Q.

L’ensemble des champs de vecteurs sera noté Der (C [x]) : il est naturellement muni d’une
structure de C [x] —module. C’est également une algébre de Lie, pour laquelle le crochet de Lie
[X,Y] de deux champs de vecteurs X,Y € Der (C[x]) est défini par :

Lixy] (= Lx(Ly () Ly (Lx(f)

pour tout f € C[x]. Ces deux structures interagissent via la formule :

Lix,ry) = (Ex () Ly +fLx y]

10



2. Chapitre. Champs de vecteurs formels 11

pour tout X,Y € Der (C[x]) et f € C[x]. En coordonnées, si
X:Zaii et Y—Zﬂ
im1 n 8%1 J 8;10]
avec «;, 3; € C[x] pour tout i,j =1,...n, alors :

- 08; . da;\ 0
Yl = Z( B, %xZ)awj'

,J

Venons-en & présent & la notion d’ordre pour un champ de vecteurs.

Définition 2.4. L’ordre ord (X) d’un champ de vecteurs formel X € Der (C[x]) est le plus
grand élément k € NU {+o0} tel que £y (m) C m*; de facon équivalente :

ord (X) = min (ord (Lx (£)))

Par convention, on pose ord (0) = +00. Avec la notation de (2.1.1), on a :

ord (X) = min (ord (o)) .

i=1,...,n
L’ensemble des champs de vecteurs d’ordre au moins k est un sous-module noté Dery, (C [x]) C

Der (C [x]). Celui-ci correspond exactement aux champs de vecteurs X écrits comme dans (2.1.1)

lorsque les composantes o, ... a, sont toutes dans m*.

Définition 2.5. Un champ de vecteurs formel est singulier (en lorigine) s’il est d’ordre au
moins un. L’ensemble des champs de vecteurs singuliers en 'origine est noté y (C",0).

Remarquons que X (C",0) = Der; (C[x]). En termes de coordonnées, un champ de vecteurs
X comme dans (2.1.1) est singulier si et seulement si «; € m pour tout 7 = 1,...,n. Dans ce
cas, X définit un endomorphisme linéaire £y de C[x] tel que £y (m) C m et Lx (m?) C m?.
Sa partie linéaire est donc ’application induite :

DoX : ™ /ip2 — ™ /2
qui est définie, dans la base (z1,...,,), par sa matrice Jacobienne
o = (20...0))
J 1,5
Plus généralement, £y (mk‘H) C m**! pour tout k£ > 0, X définit un endomorphisme linéaire
ik (X) : I = T
appelé le k—jet de X. En particulier, on a facilement le résultat suivant.

Proposition 2.6. Pour tout X € Der (C[x]), lapplication Lx : C[x] — C[x] est continue
(pour la topologie de Krull).

Le lemme suivant explique comment se comporte I’ordre du crochet de Lie de deux champs
de vecteurs singuliers.

Lemme 2.7. Soient X,Y € ¥ ((C3,0) deux champs de vecteurs singuliers. Alors :

ord ([X,Y]) > ord(X)+4ord(Y)—

11



12 2. Chapitre. Champs de vecteurs formels

Démonstration. Notons k et [ les ordres respectifs de X et Y. Alors, pour tout n € N :

‘CX (mn) C mn«Hcfl
EY (mn) c mnti-1

D’ou :
Lix,y|(m) = Lx (Ly (m) =Ly (Lx (m))
c Ly (m') - Ly (m*)
c wmhti-t

O

La topologie de Krull induit une topologie sur Der (C [x]), via son identification avec (C [x])" :
Der (C[x]) est ainsi munie d’une structure d’espace métrique complet, tout comme C [x]. De
fagon équivalente, la topologie de Krull sur I’ensemble des champs de vecteurs formels est définie
par la distance ultra-métrique compléte :

A :Der (C[x]) x Der (C[x]) — R
(X,Y) = sup 0 (Lx (£) Ly (1))
Remarquons que pour tout X,Y € Der (C[x]), on a :
A ()(7 Y) —_ 270rd(X7Y)

Proposition 2.8. Une suite (X,), C Der (C[x]) est convergente pour cette topologie si et
seulement si pour tout k > 0, la suite (ji, (X)), C Endc (Ji) est convergente dans le C—espace
vectoriel de dimension finie Endc (Ji) des endomorphismes C—linéaires de Ji. Dans ce cas, si
Von note X®) (vesp. X ) la limite de (ji, (X»)),, dans Endc (Ji) pour tout k >0 (resp. de (X,,),,
dans Der (C[x])), alors, pour tout k >0 :

ik (X) = x k)

Remarque 2.9.

1. Comme pour C [x], la distance introduite sur Der (C [x]) étant ultra-métrique et rendant
cet espace complet, une série a termes dans Der (C [x]) est convergente si et seulement
si son terme général tend vers 0.

2. Par définition de la topologie de Krull sur Der (C [x]) par son identification avec (C [x])",

si (Xn),eny € Der (C[x]) convergente, de limite X € Der (C[x]), alors en particu-

lier, pour toute série formelle f € C[x], la suite (E x ( f)) « C C[x] converge vers
n ne
ﬁX (f) eC HXH
3. La sous-algeébre de Lie des champs singuliers X (C™,0) C Der (C [x]) est fermée pour la

topologie de Krull. Plus généralement, pour tout k& > 0, la sous-algébre Dery, (C[x]) des
champs d’ordre au moins k est un fermé de Der (C [x]) pour la topologie de Krull.

2.2 Difféeomorphismes formels

L’ensemble des automorphismes d’algébre de C [x] est noté ]ﬁ(@",O). Chaque élément
® € Diff (C",0) est uniquement déterminé par les images

¢1:®($1>7,¢n:q>($n)

12
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des coordonnées 1, . .. xy. Ici les séries formelles ¢1, ..., ¢, € C[x] (d’ordre un) sont telles que
la partie linéaire Do® de ® soit un automorphisme de m/ m? — m/ m?, dont la matrice Jacobienne
dans la base (z1,...,z,) est :

(M(o,...,0)>l €GL, (C) .

Oz, i,

Etant donnée une série formelle

f= Zakxkg(C[[x]] ,

keNn

on définit le pull-back de f par ® € Diff (C™,0) par

o ()= 3wl ok eClx] . (2.2.1)

keN™

L’ensemble Diff (C™,0) est muni d’une structure de groupe évidente. Afin de garder une analogie
avec la géomeétrie, nous appellerons les éléments de Diff (C™,0) difféomorphismes formels (de

(€™, 0)).

Remarque 2.10. On peut en particulier considérer ]Si?f((C”,O) comme un sous-ensemble de
(C[x])™ dont les éléments ont des termes constants nuls.

Définition 2.11. Si les coordonnées de C™*! sont notées (z,y) = (z,%1,...,Yn), on appelle
difféomorphisme formel fibré (par rapport & x) tout élément ¢ € Diff ((C"H, 0) tel que ®* (z) =
2. On note Diffg, (C"*1,0) le sous-groupe des difféeomorphismes formels fibrés.
On dénote par QI((I;) c Diff (C™,0) le sous-groupe distingué formé des automorphismes ® tels
que
® (z;) — x; € mF!

pour tout ¢ = 1,...,n. Un élément de QI((I;) est appelé difféeomorphisme (formel) tangent a

Uidentité a l'ordre k. On utilisera plus particuliérement les éléments de QI%), que 'on appellera
plus simplement difféomorphismes (formels) tangents a l’identité, et on notera :

Diff (C™,0;1d) := gl(d” .

On notera également ﬁi?fﬁb (C"‘H,O;Id) le sous-groupe formé des difféeomorphismes fibrés et
tangents a 'identité.

Un difféeomorphisme formel ® € Diff (C™,0) satisfait ®* (m ™) c m** pour tout k > 0, et
induit donc un endomorphisme linéaire

Jk (‘I)):Jk — Jg

appelé le k—jet de ®. Cet endomorphisme est en fait inversible : ¢’est donc un automorphisme
linéaire de Jj pour tout k > 0.

La proposition suivante est élémentaire et affirme que le pull-back par un difféomorphisme
une opération continue :

Proposition 2.12. Tout élément ® € Diff (C™,0) est continue (pour la topologie de Krull).

13



14 2. Chapitre. Champs de vecteurs formels

Comme pour les champs de vecteurs, la topologie de Krull sur C [x] induit une topologie
(aussi appelée topologie de Krull) sur Diff (C",0), vu comme sous-ensemble de (C [x])". De

maniére équivalente, cette topologie est donnée par la métrique
D : Diff (C",0) x Diff (C",0) — R
(¢, 9) = sup(6(o" (), 9" (f)))

fem
qui munit Diff (C™,0) d’une structure d’espace ultra-métrique complet.

Proposition 2.13. Une suite ($,), C Diff (C™,0) est convergente si et seulement si pour tout
k>0, la suite (jx (®r)),, C Endc (Ji) est convergente dans le C—espace vectoriel de dimension
finie Endc (Ji). Dans ce cas, si l'on dénote par ®*) (resp. ®) la limite de (jx (®,)), dans

Endc (Ji) pour tout k > 0 (resp. de (®,,), dans Diff (C™,0)), alors pour tout k >0 :
ik (@) = o)

Remarque 2.14.
1. Par définition de la topologie de Krull, si (), C Dift (C™,0) est une suite convergente,

de limite ® € Diff (C™,0), alors en particulier, pour toute série formelle f € C[x], la suite
(@, (f))nen € C[x] converge vers ®* (f) dans C [x].

2. Pour tout k& > 0, le sous-groupe QI(? C Iﬁ(Cn,O) des difféomorphismes tangents a
lidentité a l’ordre k est un fermé de Diff (C™,0) pour la topologie de Krull.

3. De meéme, les sous-groupes Diff g, (C™,0)et Diffg, (C™,0;1d) sont des fermés de Diff (C™,0).

Le lemme suivant sera important dans la preuve du théoréme sur I’existence d’une normali-
sation formelle pour les nceud-cols 2-résonants non dégénérés (théoréme 1.5).

Lemme 2.15. Soit (d,,),~, C Nso une suite strictement croissante, et (9,,),~, C Diff (C™,0)
une suite de difféomorphismes formels. Supposons que pour tout n > 0,

P, (x) =x+ Py, (x) ( mod m¥*1) |

ot Py, (x) est un vecteur dont les composantes sont des polynomes homogénes de degré d,,.
Alors, la suite (q)["])n>0 définie par ®M = &, 0 --- 0 By pour tout n > 0, est convergente, de

limite ® € Diff (C",0).
De plus, si pour tout n > 0, ®,, est fibré, alors ® est également fibré.

Démonstration. 1l suffit de remarquer que pour tout n > 0, on a :
P, 0 0By (x) =%+ Py (x) + -+ P, (x) ( modmd"'“)

(la preuve est immédiate par récurrence). On conclut ensuite grace & la proposition 2.13, car la
suite (dn),,~o C Nso est strictement croissante. La derniére affirmation concernant le cas des
difféomorphismes fibrés peut également étre prouvée de facon élémentaire par récurrence. [

Rappelons a présent la notion de conjugaison de deux champs de vecteurs par un difféomor-
phisme.

Définition 2.16. Etant donné un sous-groupe G C Diff (C™,0), nous dirons que deux champs
de vecteurs formels Y7, Y dans Der (C [x]) sont G—conjugués s’il existe PG tel que :

Eyloq) = (I)OEY2

On écrit classiquement @, (Y1) = Y3, et Y3 est alors appelé le push-forward de Yy par ®.

14



2. Chapitre. Champs de vecteurs formels 15

En termes de coordonnées, si

®(x) = (¢1(x),...on (%))

= 3wt
ne= 3 a6y
le fait que @, (Y1) = Y3 est équivalent au fait d’avoir pour tout ¢ =1,...,n:
flet) = 3 T ()0 ()

ce qui s’écrit aussi souvent de maniére plus concise

D®.Y1 =Y509 |
ou Y7, Y5 et @ sont vus comme des vecteurs de taille n dont les composantes sont des séries
formelles, les composantes de Ys o @ étant les S3; (1 (X),...,¢n (X)), i =1,...,n, et D étant
la matrice des dérivées partielles (formelles) de ®. Le proposition suivante est immédiate, et

stipule que l'opération push-forward par un difféeomorphisme est continue sur Der (C [x]).

Proposition 2.17. Pour tout ® € Diff (C™,0), Vapplication induite par le push-forward @, :
Der (C[x])) = Der (C[x]), X — &, (X) est continue pour la topologie de Krull.

Rappelons enfin la définition de I’équivalence orbitale de deux champs de vecteurs.

Définition 2.18. Deux champs de vecteurs Y7 et Y5 sont orbitalement équivalents s’il existe
un diffeomorphisme formel ¢ € Diff (C",0) et une unité U € C [x]” tels que :

¢« (Y1) = U.Ya ;
on dit aussi dans ce cas que Y7 et Y5 engendrent le meéme feuilletage (formel).

On a donc une action de Diff (C3,0) x C[a,y]™ sur ¥ (C",0).
2.3 Exponentielle et logarithme

Etant donné un champ de vecteurs formel singulier X € ¥ (C",0) et une série formelle
f € C[x], on définit

£ (f) = f
ﬁf}é‘k+1) (f) = LX (/;3? (f)) , pour tout £ > 0

de sorte que 'on puisse définir ’homomorphisme d’algébres exp (tX), donné pour tout t € C
par :

k
e (IX) () = S (2.3.1)

15



16 2. Chapitre. Champs de vecteurs formels

Proposition 2.19. La série ci-dessus converge pour la topologie de Krull et définit un dif-
féomorphisme formel, appelé classiquement le flot formel de X au temps ¢ € C, ou encore
I'exponentielle de X. On notera également ®% := exp (tX), donné en coordonnées par :

ot (x) = (exp (tX)* (z1),. .. exp (tX)* (mn)) : (2.3.2)

Les composantes de D' (x) sont des séries formelles en x = (x1,...,x,), dont les coefficients
sont des séries entiéres ent € C.

Démonstration. Voir par exemple la section 3 du chapitre 1 de [IY08]. O

Pour tout champ singulier X € ¥ (C",0), on considére également ’application adjointe

adyx : Y(C",0) — R(C",0)
Y = [X,Y]

et on définit
(adx )" :=Id
(adx)°* ™) = adx o (adx)* ,VkeN.

On aura besoin de la formule classique suivante (voir [Mar81]).

Proposition 2.20. Etant donné X,Y € X (C*,0) ett € C :
exp (tX), (V) =exp(adix) (Y)

ol
t 2

k
exp (adyx) (V) = ;OZ, ()™ (V) = Y 4 4 [X, Y] 3 (X[ V])

En particulier, la série ci-dessus est convergente pour la topologie de Krull, pour tout t € C.

Rappelons Dexistence d’un logarithme pour tout difféeomorphisme formel tangent a ’identité
(voir [IY08], chapitre 1, section 3).

Proposition 2.21. Pour tout difféomorphisme formel ® € ]ﬁ’(@",O), il existe un unique
champ de vecteurs F' € Dery (C[x]) tel que & = g oexp (F), ot ¢ € Diff (C™,0) est le change-
ment linéaire de coordonnées donné par Do®. De plus, pour tout k > 2, l’exponentielle induit
une bijection entre Dery, (C[x]) et g{jf“.

En d’autres termes, pour tout difféomorphisme ® € gfc’f*” tangent a l'identité & ’ordre
k — 1, il existe un unique champ de vecteurs singulier F' € Dery, (C[x]) d’ordre au moins k tel
que exp (F) = ®.

Donnons enfin un dernier outil important. Pour tout X € ¥ (C™,0) et tout 7 € m C C [x],
on peut définir ®%, le flot formel de X au « temps » formel 7, ot ’'on a formellement remplacé
t € C dans (2.3.2) par la série formelle 7. On vérifie aisément que l’on obtient encore un
éléement de Diff (C™,0). Nous utiliserons plus tard le lemme suivant, démontré par exemple dans
[Tey04b, Tey04a] pour des champs de vecteurs de C? (la méme preuve fonctionne en fait en
toute dimension).

Lemme 2.22 (|Tey04b, Tey04al). Soient X,Y € X (C",0) tels que [X,Y] = 0. Alors, pour tout
T €m C C[x], ] € Diff (C*,0), et :

ﬁX (T)

(@) (X) = X - T4 Ly (7)

Y.

16



2. Chapitre. Champs de vecteurs formels 17

Remarque 2.23. Dans I’écriture ci-dessus, ¢ := ®7, est le difffomorphisme défini comme agissant
sur f € C[x] par :
oy (r )" .o
(P7)" (/) (%)= X L (f) (%)

k>0

Remarquons que le difféomorphisme ¢ := ®3. agit sur X par pull-back, i.e. par définition :

e (X) = (1), (X) .

2.4 Décomposition de Jordan et formes normales de Poincaré-
Dulac

D’aprés [Mar81], tout champ de vecteurs singulier X € X (C™,0) admet une unique décomn-
position de Jordan :

X =Xg+ Xy, avec Xg, Xy € 55(([:”,0) et [XS,XN} =0, (241)

ou la restriction de Xg (resp. Xn) a chacun des espaces des k—jets Ji (de dimension finie) est
un endomorphisme semi-simple (resp. nilpotent). Cette décomposition est compatible avec la
troncature (k—jets) et la conjugaison : si X = Xg + Xy est la décomposition de Jordan de X,
alors :

1. pour tout k >0, j, (X) = jr (Xs) +jr (Xn) est la décomposition de Jordan de ji (X);
2. pour tout ¢ € Diff (C™0), u (X) = @u (Xs) + v« (Xn) est la décomposition de Jordan
de ¢, (X).

Définition 2.24. On dit que qu’un champ X € x (C™,0) est sous forme normale de Poincaré-
Dulac si sa décomposition de Jordan X = Xg + X est telle que Xg est sous forme diagonale,
ie. Xg=S(A),ou A:=(A1,..., ) €C™ et

0 0
S(\) = )\11;167111+...+An,1}n@. (2.4.2)

D’aprés la théorie désormais classique de Poincaré-Dulac, tout champ de vecteurs (formel) sin-
gulier est formellement conjugué & un champ sous forme normale de Poincaré-Dulac, bien qu’une
telle forme normale soit loin d’étre unique.

Définition 2.25. Un champ de vecteurs monomial est un élément de Der (C [x]) de la forme
x¥8 (1), avec k € T, oi1 Z est 'ensemble d’indices suivant :

T:=1{k=(ki,...kn) € (Z>_1)" | au plus un des k; est -1}
et avec € C™ tel que p = (0,...,0,p4,0,...0) si k; = —1.
T
)

Si Ion fixe A € C", tout champ de vecteurs monomial xXS (1) est un vecteur propre pour
lopérateur adg(y) associé & la valeur propre

(NK) = kg 4+ Ak

Ceci est une conséquence du lemme suivant, :

17



18 2. Chapitre. Champs de vecteurs formels

Lemme 2.26. Pour tout \,u € C" et l,m € Z" :
(X!'S(A), xS ()] = (A m) S () — (1) S (V)

Démonstration. On calcule directement par bilinéarité :

m 0 m 0
[x'S(\),x™S ()] = j; nwjxl,xiafm (x™z;) B
m 0 0
7. Z )\iﬂjx Z'Jaixj (xlxi) .axi
3,7=1,..., n
On a:
mx™. =L ,sii#j
(x™z;) = i
Iz (14mj)x™ ,sii=j
et
b . ljxl.; , 81 #£j
% (X $i) = J
J (1+0L)x ,sii=]
On obtient ainsi :
[XIS (A),x™S ()] = Z N X o0 Z Nip; X xli
’ o J ]axj J J 8.73i

Remarque 2.27. 1l est & noter que tout champ de vecteurs X € Der (C[x]) peut étre écrit de
maniére unique comme une somme (infinie) de champs de vecteurs monomiaux

X = Z XkS (ﬂk) s

kel

qui est une série convergente pour la topologie de Krull de Der (C [x]). On appelle cette écriture
développement monomial de X.

Supposons & présent que X = S () + Xu soit sous forme normale de Poincaré-Dulac, et
considérons le développement monomial de Xy :

XN = ZXkS(Mk)

kel

La condition [Xg, Xn] = 0 est équivalente & :

VkeZ, (k,\) 20 = ux =0

Autrement dit, chaque x¥ dans le développement monomial de Xy est ce qu’on appelle classi-
quement un mondme résonant.

18



2. Chapitre. Champs de vecteurs formels 19

Proposition 2.28. [Bry73, Théoréme 2 p.155] Considérons deuz champs de vecteurs X,Y €
X (C™,0) sous forme normale de Poincaré-Dulac avec la méme partie semi-simple S (1), avec
w € C™, et avec des parties nilpotentes dans Ders (C[x]) -

X=SWw+Xny ,avec Xy € Dery (C[x]), nilpotent, et [S(u),Xn] =0
Y=S(p)+Yy ,avec Yy € Dery (C[x]), nilpotent, et [S (n),Yn] = 0.

Supposons que X etY sont conjugués par un difféomorphisme formel ® tel que Do® = diag (\q,. ..

avec Ay, ..., Ap € C*. Sil'on écrit ® = poexp (F) avec F' € Dery (C[x]) et ¢ € ]ﬁ(@”,O) la
transformation linéaire associée 4 Do® = diag (A1, ..., \n) (voir proposition 2.21), alors néces-
sairement :

[S(u),F] = 0

Remarque 2.29. On rappelle que la condition [S (u) , F| = 0 signifie que si l’on écrit

Fo= Y x*(\)

kel

alors (u, k) # 0 = A\, = 0.

Démonstration. Tout d’abord, nous pouvons supposer sans perte de généralité que ® est tangent
a lidentité. En effet, posons P (x) := (Dg®) " - x, se sorte que P o ® soit tangent a Iidentité et
conjugue X Y :=DP- (Y o P~!). Comme DP est diagonale, les hypothéses faites sur ¥ sont
aussi satisfaites par Y. De plus, il est clair que la propriété a démontrer est vraie pour ® si et
seulement si elle I'est pour P o ®.

Supposons donc désormais que P est tangent a ’identité. D’apreés la proposition 2.21, il existe
F € Ders (C[x]) tel que exp (F) = ®. En appliquant la proposition 2.20, on a :

exp(F), (S (1) = S0+ [F S (0] + o [ IFS ()] + ... (24.3)

Comme exp (F), (S(u)) = S (u), par unicité de la décomposition de Jordan, on obtient par
identification :

S+ o PES@ 4. = 0. (2.4.4)

Ceci implique que [F, S (u)] = 0. En effet, si ce n’était pas le cas, alors ord ([F, S (¢)]) = q1 > 1.
Par conséquent, puisque ord (F') > 2, on aurait alors

ord ((adr)™ (S (1) 2 @ +1
pour tout j > 2, d’aprés le lemme 2.7. On en déduit, en utilisant ’équation (2.4.4) que
1
o =ord (7.5 () =ord (g R IFS @]+ ) > a1
On aboutit donc & une contradiction. O

Remarque 2.30. L’hypothése que Do® est diagonale est nécessairement vraie si p; # pj, pour
tout i # j.
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20 2. Chapitre. Champs de vecteurs formels

2.5 Formes différentielles formelles

Nous allons rappeler les notions de base dont nous aurons besoin concernant les formes
différentielles formelles.

Définition 2.31. Nous noterons Q! (C[x]) (or simplement 5/2\1) I'ensemble des I-formes for-
melles de C™. 1l s’agit du dual de Der (C [x]) en tant que C [x] —module.

En considérant le base duale (dz1,...dz,) de (i i ), P’ensemble Q1 (C[x]) est un

Oz’ ) Oxp

C [x] —module libre de rang n, engendré par dzq,...,dz,.

Définition 2.32. Pour tout p € N, on définit la p®™° puissance extérieure de Ot (C[x]) par

P
W (Cx]) = A\Q (C[x])
(on écrira aussi simplement (/25) Ses éléments sont appelées p—formes formelles.

L’ensemble des 0—formes formelles est 'ensemble des séries formelles : Q0 (Cx]) :== C[x].

Remarque 2.33. On peut définir de maniére naturelle une topologie (dite de Krull) sur chaque
QP provenant de la topologie de Krull sur C [x], consistant & étudier les éléments de QP par
degré homogéne croissant, en utilisant la notion naturelle d’ordre des séries formelles f (x)
apparaissant en facteur d’un élément de la forme f(x)dx;, A--- Adx;,,ip < --- < ip, et par
conséquent la notion de k—jet d’'une p—forme formelle.
Définition 2.34. On définit N

~ o0 —~

Q(Clx) =5 & (C)

p=

(ou simplement Q ), Valgébre extérieure des formes formelles de C", et on note d la dérivée
extérieure sur ).

Remarque 2.35. Comme précédemment, on peut définir de maniére naturelle une topologie (dite
de Krull) sur Q, provenant de la topologie de Krull sur C [x], de sorte que la dérivée extérieure
d et le produit extérieur A soient continus.

Oun peut définir une action de Diff (C™,0) par pull-back sur Q (C[x]), de maniére unique par
les propriétés suivantes :

1. C—linéarité
2. pour tout f € C[x], ®* (f) est définie comme en (2.2.1)
3. Vo, B € Q (C[x]), Y@ € Diff (C",0), ®* (a A ) = ®* (a) A D* (8)
4. V& € Diff (C*,0), ®* od = d o d*.
La proposition suivante affirme que le pull-back par un diffeomorphisme est un opérateur continu

sur €.

Proposition 2.36. Pour tout ® € Diff (C™,0), Uapplication induite par pull-back ®* : Q- SAI,
a+— O* («) est continue pour la topologie de Krull.

Pour tout X € X (C™,0) et tout o € Q (C[x]), on note Lx (a) la dérivée de Lie de o selon
le champ X. Rappelons que £ x est déterminée de maniére unique par les propriétés suivantes :

1. pour tout k >0, Lx : QF (Clx]) — QF (C[x]) est C—linéaire
2. pour tout f € C[x] (i.e. f est une O-forme ), Ly (f) est définie comme en (2.1.2)
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2. Chapitre. Champs de vecteurs formels 21

3. Lx est une dérivation de Q (C[x]), i.e. pour tout a, 8 € Q (C[x]) :

ﬁx(a/\ﬁ) ZﬁX(Oé)/\ﬁ—FO{/\ﬁx(ﬁ)
(formule de Leibniz)
4. Ly od=doLy.
Le résultat suivant stipule que la dérivée de Lie selon un champ de vecteurs singulier est un
opérateur continu sur €.

Proposition 2.37. Pour tout X € X (C",0), Uapplication induite Lx : Q- ﬁ, a Ly ()
est continue pour la topologie de Krull.

Nous aurons besoin de la formule classique suivante, qui est une généralisation de (2.3.1).
Proposition 2.38. Pour tout o € ) (C[x]) et X € ¥ (C",0) :
exp (X)" (a) = exp (Lx) ( Zk'E
k>0

Démonstration. (Idée)

La formule & démontrer est vraie pour les O—formes. Il nous suffit de la démontrer pour les
1—formes, car il nous suffira ensuite d’utiliser le produit extérieur et la régle de Leibniz pour
la généraliser a n’importe quelle p—forme par récurrence. Pour montrer cette formule pour les
1—formes, il suffit d’utiliser le fait que la dérivée extérieure d commute avec la dérivée de Lie
L x et avec le pull-back exp (X )*. La convergence de la série en question se voit par récurrence
(elle est vraie pour les 0—formes, et on utilise la continuité de d et de A). O

En utilisant le méme type d’arguments, avec les formules ®* od = d o &* et ®* (a A ) =
O* (a) A * (), on montre de maniére analogue la proposition suivante.

Proposition 2.39. Pour tout ® € Diff (C",0), X € X(C",0) et § € Q(C[x]), on a :

o (Lg, (x)(0)) = Lx (2" (9))

En d’autres termes, le diagramme suivant est commutatif pour tout p > 0 :

oo
Eq)* (X)l O lﬁX
p—T)
Y
A partir de maintenant, travaillons dans C"*!, et notons x = (z,y) = (2,y1,...,yn) les

coordonnées dans C*tT.

Définition 2.40. On définit (dz) comme 'idéal engendré par dz dans Q=0 (Claz,y]) : cest
Iensemble des formes 0 € Q) avec 6 = dz A n,oun € Q.

Remarque 2.41. (dz) est un fermé de € pour la topologie de Krull.
Proposition 2.42. Soient 6 € () (Clz,y]), X € X(C"1,0) et ® :=exp(X) € Diff (C"*1,0).
Alors, les propositions suivantes sont équivalentes :
1. Lx (x)=0¢et Lx (0)c (dz)
2. @*(z) =z et D* () € 0 + (dz).
Démonstration. C’est une conséquence des propositions 2.38 et 2.20. O
Enfin, le lemme suivante se démontre par récurrence, de maniére similaire au lemme 2.15.

Lemme 2.43. Dans la situation décrite dans le lemme 2.15, si l'on suppose de plus qu’il existe
une forme formelle 0 € Q telle que @}, (0) € 6 + (dzx), pour tout n > 0, alors ®* () € 0 + (dx).
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22 2. Chapitre. Champs de vecteurs formels

2.6 Champs transversalement hamiltoniens et difféomor-
phismes transversalement symplectiques

Nous travaillerons dans cette section dans C3, avec les coordonnées (x,y) = (z,91,%2)-
En se basant sur I’étude des singularités irréguliére & 'infini des équations de Painlevé aprés
compactification & poids, nous aurons & considérer des formes & coefficients rationnels. Plus
précisément, considérons la forme

dyy Adyr
-

Etant donné un champ de vecteurs formel X € X (C?,0) tel que £y (z) € (z) (idéal engendré
par z), on peut étendre de maniére naturelle 'action de la dérivée de Lie de X a l’ensemble

1\ ~ 1 ~
() £ (C[z,y]) des formes méromorphes de la forme v = —6, 6 € Q (C [x,y]), par :
X X

(i) Q(Cla,y]) , car Ly (2) € ()

m

En particulier, on a :
1 ~
zLy (1:0) € Q(Clz,y])

Remarquons que si un champ formel X satisfait £y (dz) € (dz), alors £y () € (x). De fagon
analogue, on étend de maniére naturelle ’action des difféomorphismes fibrés (en z) par pull-back

sur les éléments de (1) Q(C[x,y]) par

o (19) - %(I)* (), pour (®,6) € Diffa, (C*,0) x Q (C[z,y])

z®” (ie) =3 (0) .

Remarque 2.44. On peut étendre la topologie de Krull de maniére naturelle & (%) Q (Clz,¥]),
et les opérations de pull-back et de dérivées de Lie restent continues. De méme, ’idéal (dzx) est
encore un fermé pour cette topologie.

de sorte qu’on ait :

Définition 2.45. Nous dirons qu’un champ de vecteurs formel Y € ¥ (C?,0) est transversa-
lement hamiltonien (par rapport a w et dz) si

Ly (dz) € (dz) et 2Ly (w) € (dz) .

Nous dirons qu’un difféomorphisme formel & € ]Si?fﬁb ((C3, 0) est transversalement symplec-
tique (par rapport 4 w et dz) si

" (x) =z et 2" (w) € zw + (dz) .

Nous désignerons respectivement par ., ((C3, O) et lgh\ofw ((C3, 0) les ensembles formés des champs
transversalement hamiltonien d’une part et des difféomorphismes transversalement symplec-
tiques de l'autre.
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2. Chapitre. Champs de vecteurs formels 23

Remarque 2.46.
— Le flot d’un champ transversalement hamiltonien X induit une application entre les fibres
{x =21} et {x = x2} qui envoie w),—,, sur wy,—,,, puisque

(exp (X)) (w) € w+ (da) .

— Un difféomorphisme transversalement symplectique ® € Diff,, (C3,0) est nécessairement
un difféomorphisme fibré. Autrement dit :

]ji?fw ((CS, 0) C ]j-i?fﬁb (CS, 0) .
— Les deux ensembles Y., (C3,0) et Diff,, (C3,0) sont fermés pour la topologie de Krull.

Enoncons & présent un résultat analogue a la proposition 2.42.

Proposition 2.47. Soit F' € X\(CS,O) un champ de vecteurs singulier. Les deux propriétés
sutvantes sont équivalentes :

1. exp (F) est un difféororphismes transversalement symplectique, i.e. exp (F) € ]ﬁw (C3, O)
2. L (z) =0 et F est transversalement hamiltonien, i.e. F € X, (C3,0).

Démonstration. 1l s’agit d’'une conséquence immeédiate de la proposition 2.42. O

Le lemme ci-dessous affirme que le push-forward d’une champ transversalement hamiltonien
par un difféeomorphisme transversalement symplectique est encore transversalement hamiltonien.

Lemme 2.48. Soit ® € Diff, (C3,0) et X € X (C2,0). Alors, @, (X) € X, (C3,0).

Démonstration. Cela provient de la proposition 2.39 qui affirme que

2" (Lg, (x) @) = Lx (@ ()
et du fait que Diff,, (C?,0) est un groupe, et donc ®~! € Diff,, (C?,0). Par conséquent, on a :
Ly, (x) W) = = (@) Lx (2" (w))
= (7Y Lx (w+ (dz))
= z(e7!) ( )+x( D" (Lx ()

= z(e +a (271)" ((dz))
€ (dx) .

*

O

Remarque 2.49. En d’autres mots, nous avons une action du groupe Diff,, (C3,0) sur xw (C3,0).

Nous allons & présent donner une caractérisation du fait d’étre transversalement hamiltonien,
pour un champ X € X (C3,0), en terme de son développement monomial (voir remarque 2.27).
Considérons tout d’abord un champ monomial :

X = oy S(u)

avec p = (po, p1, p2) € C*\ {0}, tel que Ly (x) € (x). Nécessairement, on doit avoir 19 = 0 ou
ko > 0. Regardons ’action de la dérivée de Lie de X sur w :

Lx ) = X0y nay + La (0 (0) A+ Ly nd (£x ()

= *H0$k071y11y22dy1 Adya + *d ( k1+1yk2) A dysa

+%dy1 Ad (x yklyk2+1>

= (1 (k1 + 1)+ po (ko + 1) — po) ™yt y52dys A dyo + (dw)

23
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De plus :

d(Lx (2))
d (uox’“‘)“yi“yi”)

= o ( (ko + 1) a*oyfryb>da + kya™otyfr b2 dy,

‘CX (dx)

+k2xk°+1yf1y§2_1dy1) .

En conclusion, on a le lemme suivant :

Lemme 2.50. Soit k = (ko, k1,ko) € I. Le champ de vecteurs monomial x¥S (pig, ji1, j12) est
transversalement hamiltonien si et seulement si les deux conditions suivantes sont satisfaites :

1. ul(k1+1)+u2(k2+1):u0
2. up =0 ou bien k1 = ko = 0.
En conséquence, on a la proposition suivante.
Proposition 2.51. Soit X € ¥ (C3,0) un champ de vecteurs singulier et soit
X = Z XkS ([Lk)
keZ

son développement monomial. Alors, X est transversalement hamiltonien si et seulement si pour
tout k € T, xS (uy) est transversalement hamiltonien.

Démonstration. Clairement, si xXS (uy) est transversalement hamiltonien pour tout k € Z, alors
X est transversalement hamiltonien. En effet, par convergence dans la topologie de Krull :

Ly (w) = L (w) € (dx)
X (@)= Ly 1)

et

Ly (dz) = Z EXkS (1) (dz) € (dzx) ,

car (dzx) est fermé.
Réciproquement, supposons que X soit transversalement hamiltonien. Par ’absurde, s’il
existe k avec k| minimum tel que

ﬁka(Mo,k;Ml,k,uz,k) (dx) ¢ <dx> ,

alors on ne peut pas avoir Lx (dz) € (dz). En effet, d’aprés les calculs ci-dessus, les termes
d’ordre minimum de Lx (dz) qui n’appartiennent pas a I'idéal (dz) sont

Lo (klxk‘)“y’fl*ly?dw + kgac’%“yflyi”*ldyz) #0

(la condition 2. du lemme 2.50 n’est pas satisfaite).

D’ot, pour tout k € Z, on a

L dz) € (dz) .

x5S (10,1511, k 12,k ) (

De maniére analogue, s’il existait k avec |k| minimum tel que

‘cka(uk) (w) ¢ (dz) ,

24



2. Chapitre. Champs de vecteurs formels 25

alors on ne pourrait pas avoir Lx (w) € (dz). En effet, d’aprés les calculs ci-dessus, les termes
d’ordre minimum de Lx (w) qui n’appartiennent pas a l'idéal (dz) sont

(s (k1 + 1) + pio (ko + 1) — o) 2%~y yb2dys A dys # 0

(la condition 1. du lemme 2.50 n’est pas satisfaite).

Par conséquent, pour tout k € Z, on a Lykg (o .1 o) (W) € (W) et XS (i) est transversa-
lement hamiltonien. O

Voici enfin un corollaire sur la valeur du résidu dans le cas transversalement hamiltonien.

Corollaire 2.52. Si X est un neud-col 2-résonant transversalement hamiltonien, alorsres (X) =
1. En particulier, X est non dégénéré.

Démonstration. On considére le développement monomial de X :

X = ZXkS(Ho,k,M,k,uz,k) .
ke

Le résidu de X est alors :
res (X) = p1,(1,0,0) + H2,(1,0,0)

D’aprés le lemme 2.50, puisque X est transversalement hamiltonien, on a :

H1,(1,0,0) + H2,(1,0,0) = H0,(1,0,0) = 1.
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Chapitre 3

Classification formelle fibrée

Dans ce chapitre, nous étudierons le probléme de la classification de SN fibnd (T€SP. SN, w)
modulo action par conjugaison de Diffg, (C3,0) (resp. Diff,, (C3,0)). Pour cela, nous allons
prouver le théoréme 1.5. Nous commencerons par démontrer la partie « existence » en premiére
section, puis nous montrerons la partie « unicité », grace a la proposition 3.3. Celle-ci permettra
également d’obtenir immédiatement le corollaire 1.7. Nous donnerons également en derniere
section les isotropies fibrées de la forme normale obtenue.

3.1 Existence d’une forme normale formelle (fibrée)

Considérons un noeud-col 2-résonant diagonal non dégénéré

0 0
Y = 352376 + (=Ay1 + F1 (7,91, 42)) E
0
+(Ay2 + F2 (#,91,92)) 57— 90 (3.1.1)

avec A € C* et F, (z,y) € m?, pour v = 1,2 (m désigne Iidéal maximal de C [x,y]). Nous
pouvons donc écrire le développement monomial de Y sous la forme :

Y =AS(0,-1,1) + 25 (1,0,0) + > a*y1yf2 S (0, pr e, p2sd) (3.1.2)
keT
K[>1

ou
T:= {k = (ko, k1, k2) € (Z>_1)® | auplusun des (k; )j—0.12 estégala — 1} .

Comme Y est non dégénéré, on a :
11,(1,00) + H2,(1,0,0) = res (Y) € C\Qc<o -

Si Y est transversalement symplectique, alors chaque terme de la somme

> 2oyl 525 (0, e, i)

kel
KI>1

doit satisfaire
M1k (kl + 1) +,u27k <k2 + 1) =0 ) si k # (15070) )

27



28 3. Chapitre. Classification formelle fibrée

et p1,(1,0,0) + H2,(1,0,0) = 1 sinon.
Si Y est div-intégrable, alors, quitte & effectuer une transformation de la forme

(@y1,92) = (291 + 0 (IyIF) e+ 0 (Iy1?)) -

on peut supposer que Yj¢,—oy est orbitalement linéaire, i.e. pour (ky, k2) € N2 tel que (0, k1, ko) €
Z,on a:
H1,(0,ky k) T H2,(0,k1 k2) = 0
Pour démontrer la partie existence du théoréme 1.5, 'idée générale est d’utiliser successive-
ment des difféeomorphismes (une infinité si besoin est) de la forme

exp (ijy{1y§25 (0,u1,j,uz,j))

pour des choix judicieux de j, pt1 5, pt2,j, afin d’éliminer tous les termes que l’on souhaite. On
utilisera bien évidemment fortement la proposition 2.20.

Dans le lemme suivant, on montre que 'on peut formellement éliminer tous les monémes
non-résonants, tout en préservant la « forme » du champ de vecteurs. On notera en particulier
que ’hypothése de non-dégénérescence n’est pas nécessaire ici.

Lemme 3.1. Considérons le champ

Y =AS(0,-1,1) + 25 (1,0,0) + > 2™y yf2 S (0, 1 s, p2x)

keT
[k|>1

avec A € C*. Alors, il existe un difféomorphisme formel fibré et tangent a [’identité d, €
Diffgy, (C3,O;Id) tel que

soit de la forme :

Y1 = AS(0,-1,1)+ xS (1,a1,a2)
ko, k, k
+ o>, @ 091925(O’M'L(ko,k,k)’l/z,(ko,k,m) )
kot+k>1

(ko,k)#(1,0)

avec res (V) =res (Y1) = a1 + as.
Si, de plus, Y est asymptotiquement orbitalement linéaire, alors Yy [’est aussi.
Si, de plus, Y est transversalement hamiltonien, alors res(Y) = a1 + as = 1, et on peut

prendre ®1 transversalement symplectique, i.e. 1 € ]ﬁ’w ((C3, O;Id), et dans ce cas Yy est aussi
transversalement hamiltonien.

Démonstration. Le but est d’éliminer successivement tous les monémes non-résonants, i.e. ceux
de la forme :
ko, ki, k
™y y52S (0, pr1k, 2 x) , avec k € Z, [k| > 1 et ky # ko .

Pour cela, nous allons utiliser des difféomorphismes de la forme
exp (xioyil y5*S (0, M M2i)

avec i = (ig,41,%2) € Z, |[i| > 1, i1 # i2 et 114,72, & déterminer. Grace & la proposition 2.20, on
a:

(exp (leoyilygz (07 M.i» 772,i))> (Y) =Y + [xmyilyéz (07 M,i, T]Q,i) 7Y] +.

*
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3. Chapitre. Classification formelle fibrée 29

ot le symbole (...) désigne des termes calculés via des crochets successifs, et qui sont d’ordre
au moins |i| + 1. Calculons le premier crochet :

[mioyil Y52 S (0,715, m2,1) ,Y}
= A(ir —i2) 20y a2 S (0,115, m2,8) — oz Y1 Y2 S (0, M1, m2,1)

+ Y @Ry TRyt (ki 4 kana ) S (0, i, pra )

keZ
[k[=1

— > @Ry R (et o) S (0, M, 1)
keT

[k|>1

On voit donc que I'on va pouvoir éliminer tous les termes de la forme 20y} y22S (0, 11 5, p12.3) avec

|i| > 1 et i1 # io, par récurrence sur |i| > 1. En utilisant le lemme 2.15, on voit que I'on définit

ainsi un élément &, € Diffgy, (C3,0;1d) de sorte que Y; := (®1), (V) soit de la forme (3.1.2),

mais sans mondme non-résonant.

SiY est transversalement hamiltonien, d’aprés la proposition 2.51, les termes 20y 422 S (0, i, M2,4)
& éliminer satisfont
mi(ir+1)+nm2i(i2+1)=0,

et dans ce cas, ®; est transversalement symplectique d’aprés la proposition 2.47 et le lemme
2.43. Le fait que res (Y')=1 a été prouvé dans le corollaire 2.52.
SiY est asymptotiquement linéaire, alors les termes de la forme yi'y52.S (0,71, (0,1.i2)» 112, (0,i1,i) )
& éliminer satisfont
M1,(0,i14i2) + 12,(0,i1,i2) = 0 -

Dans ce cas, on voit que ’on garde & chaque étape un champ asymptotiquement linéaire. O

Dans le second lemme qui suit, on utilise I’hypothése de non-dégénérescence du champ pour
éliminer un certain type de monoémes résonants.

Lemme 3.2. Considérons le champ

Yl = A (0,—1,1)+x5(1,a1,a2)
+ 0 Pyt S (04 o)
ko+k>1

(k07k)7é(1a0)
avec A € C* et supposons que Y1 soit non dégénéré, i.e. res (Y1) := a1 + as ¢ Q<o. Alors, il
existe un difféomorphisme formel fibré et tangent a Uidentité &, € Diffgy, ((C3, O;Id) tel que
<q32) (Yl) = Y2
*
soit de la forme :

Yy = AS(0,—1,1) + 25 (1, a1,a2) + Y (1192)" S (0, 12" 1es 17 2.10)
k>1

Si, de plus, Y1 est asymptotiquement linéaire, alors Yo ’est aussi.
Si, de plus, Y1 est transversalement hamiltonien, alors on peut prendre ®o transversalement

symplectique, i.e. Py € ]ﬁw ((C3, 0; Id), et dans ce cas Yo est aussi transversalement hamiltonien.

Démonstration. Le but est cette fois-ci d’éliminer successivement tous les termes de la forme

' (y1y2)i S (07n17i7772,i)v (io,’i) € Nz\ {(Ov 0)} )
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30 3. Chapitre. Classification formelle fibrée

sauf pour (ip,7) = (1,0) et iy = 0. Pour cela, nous utiliserons des difféeomorphismes de la forme

exp (xio (y1y2)' S (07771,ia772,i)> ;

avec 19 +1 > 1, et 11 4,7m2,; & déterminer. Grace & la proposition 2.20, nous avons :

(exp (fﬁio (y1y2)" S (0, M,is 772,i))> Y1)=Y1+ [wio (ny2)' S (0,m14,m2,8) , Y| + -,

*

ot le symbole (...) désigne des termes calculés via des crochets successifs, et qui sont d’ordre
strictement plus grand que le premier crochet. Calculons celui-ci :

[fﬂio (y192)" S (0,711, 7m2,1) 7Y1]
= —(io+i(ar+a2) " (y1y2)" S (0,711, m2.)

+ Z 20RO (1) Tk (15 4+ n2,5) S (0, 1 s o)
ko+2k>1
(ko,k)#(1,0)

= > 2O (i) T (e ) S (0,m1,ma,1) -
ko-F2k>1
(ko k)£(1,0)

On voit alors que 'on va pouvoir éliminer successivement tous les termes de la forme

a0 (?ﬂ?ﬂ)i S (0a771,i, 772,i) )

sauf pour (ig,i) = (1,0) et ig = 0, et, c’est important, sans créer de nouveau termes non-
résonants. Tout ceci est possible car (a; +a2) ¢ Q<. Raisonnons par récurrence sur I :=
1o +1 > 1, et pour chaque I > 1 fixé, éliminons les termes successivement avec ¢ croissant et
io décroissant (ceci ne comporte qu’'un nombre fini d’étape). Remarquons qu’en procédant de
la sorte, on ne crée pas de terme déja éliminé plus tot dans le processus. Grace au lemme 2.15,
on voit que tout ce processus nous permet de définir un élément ®, € ﬁfﬁb (C3, 0; Id) tel que
Y2 := (®3), (Y1) soit de la forme :

Yy = AS(0,-1,1)+aS(Lar,a2) + D (1132)" S (0,47 1k, 17 2)
kK>1

Si Y7 est transversalement hamiltonien, les termes z% (y1y2)" S (0,714,72;) & éliminer satis-
font nécessairement (11 ; + 72,;) = 0 d’aprés la proposition 2.51. Il s’en suit que ®, est transver-
salement symplectique d’aprés la proposition 2.47 et le lemme 2.43.

Enfin, on remarque dans le processus de récurrence que si Y; est asymptotiquement linéaire,
alors Y5 l'est aussi. O

Nous avons & présent tous les ingrédients pour prouver la partie existence du théoréme 1.5.

Démonstration. (Partie « existence » du théoréme 1.5)
C’est immeédiat : il suffit d’utiliser successivement les deux lemmes précédents. O

3.2 Unicité de la forme normale (fibrée) : preuve du théo-
réme A

Dans cette section, nous allons prouver la partie « unicité » du théoréme A. Plus précisément,
nous allons montrer la proposition plus générale suivante.
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Proposition 3.3. Soient A, N € C*, a1,a2,a},ab € C tels que a1 + az,a} + ay € C\Q<, et
1, ¢, ¢, ¢y € vC o], et considérons les deux champs suivants :

Y= 222+ (-A+az+oayy) s
+ (A4 a0z + 2 (1192)) 2 502
SN A A
O+ e e -

Alors, il eziste ® € Diffgp, (C3,0) tel que . (Y) =Y’ si et seulement si

(@, 6191, 02y2)
(I)(x7y17y2) = ou
(58,913/27923/1)

avec 01,05 € C*, et

(N, dl,ab, ) (016050) ¢ (01020))
(AN ar,a2,¢1 (0),c2 (V) = ou (respectivement)
(_)‘/7 a/27 alla 0/2 (QIQZU) ) Cll (9192’[}))

Démonstration. L’implication indirecte est triviale.
Supposons donc que Y soit conjugué & Y’ via ® € Diffgy, ((C3,0). En étudiant les termes
linéaires par rapport & y = (y1,y2), on voit immédiatement qu’on a nécessairement :

(N, ay,a3)
(N ar,a9) = ou
(*)‘/7 al27 all) .

Quitte & effectuer un changement linéaire de coordonnées qui échange y; et y2, on peut supposer
que (A, a1,a2) = (N, da},ah). Dans la suite de cette preuve, et par commodité d’écriture, nous
utiliserons les notations suivantes :

Y = Yv(cﬂ‘) =S (170'170'2) + (/\ + C(U)) S (Oa -1, 1) +r (U) S (Oa ar, a2)
Y' =Yy =25 (1a1,a2) + (A 4+ (v) S(0,-1,1) + 7" (v) S (0,a1,a2) ,

avec
UV =1Y1Y2
cp=—c+r ,Co=cC+r
/ / !/ / / !
co=—c—+r ,c=c+r.

En particulier, ord (¢) > 1 et ord (r) > 1. Montrons que (c¢,r) = (¢/,r"). Par hypotheése, il existe
® € Diffg, ((CB, 0) tel que

(p* (5/(077')) = }/(C,)T/) :

D’aprés la remarque 2.30, Dy® = diag (1,61, 62) est diagonale. Si ’on note ¥ := (D0<I>)_1 od ,
p:v (01602) v, et (6,7) := (' op, 1’ o), alors on a :

v, (Y—(c,r)) = YY(E,F) ’

avec U € Diffg, (C3,0;1d) (tangent & lidentité). Nous allons montrer que ¥ = Id. D’aprés la
proposition 2.28, il existe G € ¥ (C?,0) d’ordre au moins deux tel que ¥ = exp (G) et

0 0 0
G = QO(QU»U)%‘f’gl(%v)ylaiyl"‘gz(%v)maiyg7
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avec v = 4192, gi € m C C[x,v] pour i = 1,2 et go € m? C C[z,v]. Comme ¥ est fibré, gy = 0.
En utilisant la notation (2.4.2), on écrit :

G = A(x,v)5(0,—-1,1)+ B(z,v)S(0,a1,a2) ,
avec : o
A = A1'7jSCZUJ
B = Z BZJ.’ElU‘]
1,50

i+>1

Montrons que A = B = 0 (et donc G = 0), de sorte que ¥ = Id. Considérons la décomposition
de Jordan de Y =Y,y et Y := Y55 :

{Y =Ys+ Yy ,Ys semi-simple, Yy nilpotent, [Ys,Yn] =0

Y = IN/S + IN/N , }75 semi-simple, ?N nilpotent, [175,}71\[} =0
Par unicité de la décomposition, on a

Ys=Yg=5(0,-\N\)

Yy =25 (1,a1,a2) +c(v) S (0,

_171) +T(U)S(Ova17a2)
Yy =25(1,a1,a2) +¢(v) S(0,—1,1) + 7 (v) S(0,a1,a2)
et on sait également que :

=Yg

L(Y) =T = {‘I’*(YS)

Considérons les champs de vecteurs bidimensionnels associés aux mondmes résonants (z,v).
Dans les coordonnées (x,v) le champ de vecteurs G est associé au champ

F_

B(z,v)S(0,a) ,

avec a = a1 + ao. Dans ces coordonnées, Y et Y correspondent respectivement & :
Z = z8(,a)+r(v)S(0,a) ,
Z = xz8(1,a)+7®)S(0,a) .
On en déduit que exp (F), (Z) = Z. D’aprés la proposition 2.20 :

exp(F),(Z2) = Z+I[FZ)+ $

51 [FV[F,Z]|+ ...
et donc

r(v)S(O,a)+[F,Z]+%[F,[F,Z]H—...

= 7(v)S(0,a) . (3.2.1)
Apres calcul, on obtient :
[F,2] = {—2(Lsq,a (B))+B(Lswa (r) =7 (Lsa (B))}S(0,a)
Si ’on définit
CO (w,0) = —x(Ls.a) (B))+ B (Lsa (1)) (3.2.2)
- (*CS(O,a) (B)) )
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alors on a au final :
F,Z] = CW (2,0)5(0,a)
A présent, on voit facilement que pour tout [ € N, ad%l (Z) peut s’écrire :
ady (Z2) = CU(z,v)5(0,a) ,
ot C) est déterminé par la relation de récurrence
C*D (z,0) = B(z,v) (‘CS(O,a) (C(l))) = CY (2,v) (Ls(0,0) (B))
En particulier, pour tout [ > 2, CV) (x,0) = 0. L’équation (3.2.1) s’écrit & présent :

() + CW (z,v) + ZC(Z) (z,v) = 7(v) . (3.2.3)
1>2

Ecrivons r (v) = Zrkvk et 7(v) = kavk. En étudiant les termes indépendant de v dans

k>1 k>1
(3.2.3) (i.e. en faisant v = 0), on voit que C") (x,0) = 0. En revenant & 'expression (3.2.2), on
0B (z,0)

en déduit que = 0. Comme ord (B) > 1, on a nécessairement B (x,0) = 0. Montrons

ox
& présent par récurrence sur j > 0 que pour tout ¢ € N et tout £ < j, B; =0 et r, = 7.
— j =0 : cela correspond au cas décrit ci-dessus; B; o = 0 pour tout ¢ > 0 (et 7o = 7o = 0).
— Supposons que la propriété soit vraie jusqu’au rang j > 0. Considérons pour tout i > 0

les termes de degré homogeéne (i + 1,5 + 1) dans (3.2.3) : on obtient
(i+a(j+1))Bij =0

par hypothése de récurrence, et car C)) (x,0) = 0, pour tout I > 2. Comme a ¢ Q<o, on
a B; j+1 = 0. D’un autre coté, si ’on regarde les termes de degré homogéne (0,5 + 1), on
obtient : rj41 = 7j41. On conclut que B =0, et donc F' =0et r = 7.

Finalement, on a :

G = A(z,v)S(0,-1,1) .

Si lon en revient a I’équation exp (G), (Yn) = Yy, ona

1 -
Yy +[G, Yn]+ 51 G, G, YN]]+... = YN
si et seulement si
1
c(v)S(0,-1,1) + [G,Yn] + a0 G, G, YN]]+... = ¢(v)S(0,—-1,1).
Calculons le crochet [G, Yn] :
[G, YN] = — {x‘CS(l,al,az) (A) +7r (U) ‘C’S(O,al,az) (A)} S (0, -1, 1) .
Tous les autres crochets sont nuls. Il reste donc :
C(U) - xﬁS(l,al,az) (A) -r (’U) ﬁS(O,al,az) (A) = 5('1}) .
En identifiant les termes de méme degré, cette derniére égalité se traduit par :
Jj—k1
Cj — Zak‘AQ’ij,k = Ej 5 j Z 0
k=0
j—k1
(i + aj) A,’J’ + ZakAi—i-l,krj—k =0 ,t>20,7>0.
k=0
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34 3. Chapitre. Classification formelle fibrée

A nouveau, on montre par récurrence sur j > 0 que pour tout i > 0 et tout 0 < k < j, Air=0
et ¢, = C,. On adonc A=0et c=_cC.
En conclusion, ¥ = Id, (¢,r) = (¢,7), donc ® = diag(1,01,02) et (c,7) := (' 0,1’ 0 ),
avec @ : v +— (6162)v.
O

Nous pouvons a présent achever la preuve du théoréme A.

Démonstration. (du théoréme A.)

Nous avons démontré dans la section précédente l’existence d’une normalisation fibrée et
tangente & l'identité. La proposition ci-dessus nous montre 'unicité a la fois de la forme normale
obtenue mais aussi de la normalisation formelle fibrée et tangente & ’identité. O

3.3 Isotropies fibrées formelles de la forme normale et clas-
sification fibrée : preuve du théoréme B

En conséquence de la proposition 3.3, nous avons en particulier la liste de toutes les isotropies
formelles fibrées de la forme normale obtenue. Pour un champ de vecteurs Y € y (C3,0),
I’ensemble des isotropies fibrées est par définition :

—

Tsotay, (V) i= {cp € Diffgy, (C%,0) | @, (V) = Y} .

Corollaire 3.4. SoitY € gxfﬁb’nd une forme normale fibrée de parameétre p = (A, a1,a9,c1,¢2) €

9 0
Y = x2% + (A + a1z +c1 (y1y2)) ylaiyl
0
A .
+ (A + a2z + c2 (112)) y2 9
Alors :
I/Sa:ﬁb (Y) = {dlag (17917 92) P (91702) S ((C*)Q (Cla 62) (01921}) = (61762) (U)}

Remarque 3.5. Si (c¢1,c2) # (0,0), la condition ¢; (6162v) = ¢; (v) pour chaque i € {1,2}, est
équivalente & imposer que chaque ¢; soit dans C [v?], pour un certain g € N+ et que 6105 soit
une racine ¢°™° de 'uniteé.
Si Y est transversalement hamiltonien, on définit le groupe des isotropies symplectiques de
Y :
Tsot,, (V) := {<I> € Diff,, (C3,0) | @, (V) = Y} .

On a alors :

Corollaire 3.6. SoitY € g/wa une forme normale symplectique de paramétre p = (A, a1, az2,¢) €

P, :
b 0
Yy = xQ% + (At a1z + —c(y1y2)) n1 o
0
A —_— .
+ (A + a2x + ¢ (y192)) Y2 9y
Alors :

Is/o\tw(Y) = {diag <1,a,1>,a€C*}
o
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En conclusion, le théoréme B est simplement un résumé de ce qui a été montré dans ce

chapitre.

Démonstration. (du théoréme B)
La bijection

SNdiag,nd /]ﬁ.ﬁb ((CB, 0; Id) ~ Psap

est simplement une reformulation du théoréme 1.5. Les bijections
SNib.na /]Sﬁ.ﬁb (C30) = Pib /((C* x Z/2z)

et

SN“/]SiE’w(C3,O) ~ P,

sont des conséquences directes du théoréme 1.5, de la proposition 3.3, ainsi que des corollaires

3.4 et 3.6 respectivement.

O

35



36

3. Chapitre. Classification formelle fibrée

36



Chapitre 4

Classification formelle (non-fibrée)
dans le cas div-intégrable

Dans ce chapitre, nous allons tout d’abord démontrer le théoréme 1.8 et son corollaire 1.10 qui
donnera la classification formelle compléte de SN « sous 'action de Diff ((C3, 0) par conjugaison.
Ensuite, nous étudierons la classification orbitale, i.e. que nous étudierons complétement ’action
de Diff (C3,0) x C[z,y]™ sur SN orb,» Par équivalence orbitale. Pour cela, nous prouverons le
théoréme 1.11, ainsi que son corollaire 1.13.

4.1 Classification par conjugaison

Dans cette premiére section nous allons démontrer le théoréme 1.8 et son corollaire 1.10.
4.1.1 Forme normale formelle (non fibrée)

Nous allons démontrer ici la premiére partie du théoréme 1.8.

Démonstration. (partie « existence » du théoréme 1.8.)

Soit Y € SN, un neeud-col 2-résonant non dégénéré et div-intégrable. Par définition, il existe
Y, € ﬁ/diag}nd (div-intégrable) tel que Y soit Diff (C3,0) —conjugué & Yp. D’aprés le théoréme
1.5, on sait que Yy est Diffa, (C3,0;1d) —conjugué & un champ (div-intégrable) de la forme

0 0
Ynorm = xQ% + (_)‘ - C(ylyQ) + aflx) ylaiyl

0
+ A+ c(y1y2) + azx) YVag
ou :
— A e Cr,
— aq, a2 € C sont tels que res (Yiorm) := a1 + a2 ¢ Q<o,
— c(v) = chvk € vC [v].

k>1
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38 4. Chapitre. Classification formelle

Notons m :=

et ko := ord (¢). Montrons qu'il existe ¢ = Z & € vk C [v] avec ord (&) =
k>ko
ko et Cxy+m = 0 si m € N5, ainsi que ¥ € Diff ((C3, 0), tel que

a1 + ao

d d
_ 2 _ = .
U, (Yoorm) = 6x+( (/\+c(v))+a19:)y18y1

0
+A+c(v) +asx)ya— .
(A +2(0) + axe) 1oy -
Si m ¢ Ny, ou si ¢gyym = 0, il 0’y a rien a faire. On suppose donc que m € Nsg, ko € Nxg
et cpy+m 7# 0. Posons
Fi= 1 Chotm mg

. 17(117(12
e ( )

et U :=exp (F). D’aprés la proposition 2.20 :

1
Vs (Yoorm) = Yaorm + [F Yaorm] + Y3785 (Yaorm) -
1>2°°
On peut écrire :
Ynorm = mS(l,al,a2)+()\+c(v))5(07—1’1)

de sorte qu’en utilisant le lemme 2.26 :

Ck
[F> Ynorm] = _Ck0+mvk0+7n - koizmvm E kckvk S (07 _17 1) .
0o pSkot1

D’aprés le lemme 2.7, on voit que pour tout [ > 0

ord (adoF(lH) (Ynorm)) > ord (ad%l (Ynorm)> +m,

et donc :
ord (ad%l (Ynorm)) > Im+ko+1.
On a donc :
1
U, (X) = X+[FX]+ Zl—'ad%l (Ynorm)
>2
ko+m—1
= a8 (1,@1,@2) +q4A+ ( Z Ckvk> + Z Ekvk S(Oa _17 1) )
k=ko k>ko+m+1

ou pour tout k > ko +m + 1, & € C. Le résultat est donc montré en définissant

ko+m—1
¢(v) = (Z ckvk>—|— Z Gk

k=ko k>ko+m—+1
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4.1.2 Unicité de la forme normale (non-fibrée) : preuve du théoréme
du théoréme 1.8

Nous allons démontrer ici la partie « unicité » du théoréme 1.8. Pour cela, nous montrerons
plus précisément la proposition suivante :

Proposition 4.1. Soient (\, N, a1, as, d},ab) € (C*)> xC* tels que ay+ay € C\Q<g et a}+aly €

C\Q<o, avec m := alT1(12 et m' := P Soit également (c,¢') € (vC[v])? avec ord (c) =
ko > 1, ord () =k > 1,
c(v) = Z cpo®
k>ko
d (v) = Z )"
K>k

et Chotm = 0 (resp. c;C[,)er, =0) sim € Ny (resp. m’ € Ny, et considérons les deuz champs
sutvants :

o 0
7 = iCQ% + (—)\_C(yly2)+a1x) ylﬁiyl
0
+ (A +c(y1y2) + azx) y267y2
0
7' = x2% + (—/\/ - (y1y2) + Cgﬂ) yl@Th
+ (N + ¢ (11y2) + asx) Yagy o -
Y2

Alors, il eziste ® € Diff (C3,0) tel que @, (Z) = Z' si et seulement si

1 0 0
0 61 0 |oexp(aZ+ pfv™S(1,a1,a2))
0 0 60,
B (2,1, 1) = ou
1 0 0
0 0 61 |oexp(aZ+pv™S(1,a1,a2))
L\ o 6 0

avec o, € C, 01,0, € C™, (B=0sim ¢ Nsg ouc#0) et :

()‘/7 alla al27 d (91921}))
(A ar,az,¢1(v),c2(v) = ou (respectivement)
(=N, dh,a'y, —c (01020)) .

Démonstration. Nous allons procéder d’une maniére similaire & la preuve de la proposition 3.3.
La réciproque se vérifie immédiatemerﬁ\par un calcul rapide.

Supposons donc qu’il existe ® € Diff (C?,0) tel que @, (Z) = Z'. En étudiant les termes
linéaires en y = (y1,y2), on voit que nécessairement (\,a1,a2) = (XN, a},a}), ou (A a1,a2) =
(=N, dy,a)). Quitte & effectuer un changement linéaire de coordonnées qui échange y; et ys,
on va désormais supposer que (A, ar,az) = (N,a},dy). D’aprés la remarque 2.30, Dg® =
diag (1,w1,ws), avec 01,02 € C*. Considérons ¥ := (Dofb)_1 o® v (0102)v, et é:=c o,
de sorte que

~ 0

0
_ _ 2 N\ _ >
V. (Z)= Z= =z 5 + (=X =¢(y1y2) + a1z) Y1 o

0
A+ ¢ —_—
+ (A4 ¢(y1y2) + azx) y28y2
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Montrons tout d’abord que Z = Z, i.e. ¢ = ¢. D’aprés la proposition 2.28, il existe G € ¥ ((C?’7 O)
tel que ¥ = exp (G) et :

0 0 0
G = go(xvv)%Jrgl(x,v)ylafyl+gz(x,v)yza—m,

avec g; € m C C [z, v] pour i = 1,2, et go € m?> C C [z, v]. Ecrivons :

G = A(z,v)5(0,-1,1) 4+ B(z,v)S(0,a1,a2) + C (z,v) S(1,0,0) ,

ou
A= > At
4,20,1+521
B = E Bi,jx%ﬂ
4,520, i+j>1
C= Z Ci,jl‘z’U]

i>-1,5>0,i45>1

Considérons les décompositions de Jordan de Z et 7

Z=Zs+Zn ,Zg semi-simple, Zx nilpotent, [Zg, Zn] =0
Z = ZS + ZN , sz semi-simple, ZVN nilpotent, [25, ZN} =0.

Par unicité de la décomposition on a :

Zs=7Z5=25(0,-\N)
Zny =25 (1,a1,a2) +c(v) S(0,—-1,1)
Zy =28 (1,a1,a9) + &(v) S (0,-1,1)

et on sait également que

Considérons a présent les champs bidimensionnels induits dans les variables (x,v). G correspond
dans les variables (x,v) &

F o= B@mﬁ(Q;>+C@mﬂﬂL®,

ZetZ correspondent tous deux a

X = xS(1,1>.
m

On a donc exp (F), (X) = X. D’aprés la proposition 2.20 :

avec m =

a1 + as

exp(F), (X) = X+[FX] +%[F, [F,X]]+...
et donc

FX]+ g FIEX]+. = 0. (4.1.1)
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On a le crochet suivant :
FX] = (0 Ly, 1) (@) SW0)+a(C— Ly, ) (B)S (0 e
’ s(13) ’ s(13) "m)
Comme ord (F') > 2, d’aprés le lemme 2.7, pour tout [ > 0 on a :
ord (ad%(“rl) (X)) > ord (adOFl (X)) +1,
et donc ’égalité (4.1.1) implique que [F,Y] = 0. On en déduit :

C—Lgr,1)(C)=0
C— L2 0

m

En identifiant les termes de méme degré homogéne, on obtient :

Cij <1i]> =0 ,i>-1,j>0,i+j>1
m
Cij— Bij (i+j>:0 L i,§>0,i4j>1 (4.1.2)
m
C_1;=0 , ] >2,
et donc, pour ¢+ e #1,on a C;; = 0. De plus, le systéme (4.1.2) montre que B = C. En
m

conclusion, on a :
1
F = (az+pv™)S (1, ) ,
m
avec (o, 3) € C* et B =0sim ¢N. D'ou :
G = A(zx,v)S(0,-1,1) + (ax + Bv™) S(1,a1,az2) .

A présent, remarquons que 'hyperplan {z = 0} est stable par Zy, ZN et G. En particulier,
léquation exp (G), (Zn) = Zn peut étre restreinte a {x = 0}, i.e.

exp (Glga=oy). ((20)omy) = (29) -
qui est équivalent a
(ZN)HI:O}+[G,(ZN)I{FO}}+%[G, (G (Z0) ]| + - = (ZN)\{z:o}’

ou encore :

¢(v)5(0,-1,1) + {GH”J:O}’(ZN)HQL-:O}} +% {G\{w:o% |:G|{$:0}’(ZN)\{;E:O}” +o
= &()S(0,-1,1) .

Calculons le crochet :

p m
|:G|{x=0}a (ZN)\{xzo} = m Z koo™t S(0,-1,1) .

k>ko

41



42 4. Chapitre. Classification formelle

On voit par récurrence que pour tout n > 1:

(adG|(w=o})on <(ZN)|{96=0})

= L Zk(k:—l—m)...(k—i—(n—1)m)ckv’“+”m 5(0,—1,1) .

n
k>ko
En identifiant les termes de degré homogéne (0, k, k), pour tout k < ko + m, on obtient :
Vk < ko+m, cp = ¢ .

En particulier, kg = k{. Si m € N et si kg € N5g (i.e. c#0et ¢ #0), pour k = ko +m, on a:

0 = Ek0+m = Cko+m + 71{00]60 - 7]{:00]@0 )
m m

et donc B = 0. On en déduit que pour tout k € N, ¢, = ¢, et donc ¢ = ¢.
Pour l'instant, nous avons montré que ¥ = exp (G), avec

G=A(x,v)S5(0,-1,1) + (ax + ™) S (1,a1,a2) ,

ol A= Z A; ja'vl et B =0sim ¢ Nsgou sic# 0. Montrons que A (z,v) = ac(v) €
4,j20,i+j>1
Cv].
Comme on sait & présent que ¢ = ¢, et donc Z = Z, le probléme revient 3 déterminer A (z, v)
tel que exp (G), (Zn) = Zn, i.e.

[G,ZN]+%[G,[G,ZNH+... = 0.

D’aprés le lemme 2.7,comme ord (G) > 2, on a alors :

[G,Zy] = 0.
Puisque
[G7ZN} = ((aw—l—ﬁvm) ES(I,al,GQ) (C) _xLS(Lal,aQ) (A))S(Ov_lal) )
on doit alors nécessairement avoir :
(azx + ™) £5(17a17a2) (¢) — xﬁS(l,al,@) (A) = 0. (4.1.3)
— Sic#0,on avu que S =0. Dans ce cas, ’égalité (4.1.3) se réduit a :
alde _ 04 voA
mdv  “0xr mov
Ceci détermine A (z,v) = Z A; jz'v? de maniére unique :
1,5 20,i+52>1
Aoj=ac; ,j=
ALJ'—O ,7;21,]>0

En conclusion, on a

et donc :

G = aZy=a(xS(l,a1,a2)+c(v)S(0,—-1,1)) .
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— Si ¢ =0 et m € Ny, alors pour tout (i,;) € N2\ {(0,0)}, (z + r]n> A;j =0, et comme
m ¢ Q<o, A= 0= ac. Dans ce cas :
G=(az+pv™)S(1,a1,a2) .
— Sic=0et m¢ Ny, alors 8 = 0, et comme ci-dessus, A = 0 = ac. Dans ce cas :
G =azS(1,a1,a2) .

On en déduit le résultat attendu en se rappelant que ¥ = exp (G) = (D0<I))_1 o®.

Nous somme & présent en mesure d’achever la preuve du théoréme 1.8.

Démonstration. (Théoréme 1.8.)
On a déja prouvé la partie « existence » dans la sous-section précédente. Il suffit d’appliquer
la proposition précédente afin d’obtenir la partie « unicité » du théoréme. O

4.1.3 Isotropies formelles de la forme normale (non-fibrée) et classifi-
cation formelle

La proposition démontrée dans la sous-section précédente a comme conséquence immeédiate
le corollaire suivant, donnant les isotropies formelles d’une forme normale (non-fibrée) de SN,.
On rappelle que pour un champ de vecteurs Y € y (C3,O), I’ensemble des isotropies est par
définition : - -

Tsot (V) := {@ € Diff (C3,0) | @, (V) = Y} .

Corollaire 4.2. Soit Y € §/\\f* une forme normale de parameétre p = (X, a1,a2,¢) €EP :

9 9
Y = 22— 4 (=) - —
e+ (=A+ a1z —c(1y2)) N o

0
+ (A + a2z + ¢ (y192)) y287y2 ;

avec A € C*,a1,a2 € C tels que a1 + az ¢ Q<¢ et c(v) = Z cpv® € vFCv] ko = ord (c) tel

k>ko
que st m = € N, alors ciy+m = 0.
a1 + az
Alors :
— sic#0 ousim¢Nsg :
Tant — 3 (04791,02) € Cx (C*)Q ) .
Isot (V) = { diag (1,61,602) o exp (oY) ¢ (02050) = ¢ (v) ;

— sic=0etme&Nyg:
Isot (V) = diag (1,01,02) 0 exp (aY + fv™S (1,a1,a2) ) ,
(, 8,61,6,) € C? x (C*)?

Remarque 4.3. Si ¢ # 0, la condition ¢ (61602v) = ¢ (v) est équivalente & imposer que ¢ soit dans
C [v?], pour un certain ¢ € N5 et que 6165 soit une racine ¢°™° de 'unité.
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4.2 Classification orbitale

Dans cette seconde section nous allons démontrer le théoréme 1.11 et son corollaire 1.13.
4.2.1 Forme normale formelle orbitale

Nous allons démontrer ici la premiére partie du théoréme 1.11. Commencons par démontrer
le lemme suivant.

Lemme 4.4. Soit c = Y. cpv* € vC[v] , avec kg = ord(c), A € C*, et aj,as € C tels que

E>1
a1 + az ¢ Q<o. Notons m := . Il existe alors ® € Diff ((CS,O) tel que :
- ay + az
o, (50,-1,1)+ —2S(1,an,a2)) = S(0,-1,1)+ —— S (1,a1,as)
* ) ) A—FC(U) y 41, U2 — ) ) )\+C7n’Um y1,082)

0l €y =0 si m ¢ Nyg.

Démonstration. Commencons par considérer le champ de vecteurs bidimensionnel induit dans
les coordonnées (x,v) :

x - _°¢ 9, v9
T A+e(v) Yor T mov
x 1
N )\+c(v)S(1’m> '

Lemme 4.5. Il eziste un difféomorphisme U € Diff (C2,0) de la forme ¥ (z,v) = (zg (v),h(v)),
avec g (v) € C[v]™ et h(v) € ]Si?f((C,O), tels que :

x 1

Admettons un instant ce lemme. Ensuite, on choisit g; (v) et g2 (v) avec vgy (v) g2 (v) = h (v)
tels que le difféeomorphisme défini par

Q:(z,y1,92) — (29 (W1y2), 191 (V1Y2) Y292 (V192))

conjugue le champ

T
S(0,—-1,1 —5(1
( ) ) )+>\+C(U) ( ?a17a2)
a
S(0,-1,1) + ————S(1,a1, a)
) ) )\+Cm'l}m s W1, U2
(existence de g; et g se voit facilement par un calcul élémentaire). O

Démontrons le lemme ci-dessus :

Démonstration. (du lemme 4.5.)
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— Commencons par traiter le cas ot m € Nsg. On s’intéresse au champ unidimensionnel

suivant :
Vo ,Um—i-l g '
A+ c(v) Ov

On considére le champ ci-dessus car la quantité % est une intégrale premiére (formelle)

de X. D’aprés la classification des champs singuliers en dimension un (voir par exemple
[MRA83]), il existe ¢ € Diff (C,0) tel que :

vt
Ensuite, on définit
Vi) @) ) = (P )

On vérifie alors facilement que :

T 1
UV, (X) = ——85|1,—
(%) )\+cmvm5< m)

— Intéressons nous a présent au cas ou m ¢ Nsq. Il suffit d’appliquer la théorie classique
de Poincaré-Dulac, car le champ S (1, %) a dans cas deux valeurs propres linéairement
indépendantes sur Z. Ré-expliquons cela. Le champ X peut se ré-écrire sous la forme

X:x(iw(u))S(L;)

ou ¢ = Z&kvk € vC[v]. Alors, en utilisant la méme technique que pour la preuve
k>1

du lemme 3.1, on voit qu’en utilisant successivement des difféomorphismes de la forme

exp (alvlS (1, %)), [ > 0, on va pouvoir éliminer tous les termes de ¢. En effet, cela vient

du calcul suivant :

ses(0)

_ 1 o S 1
= (m 1) )\mv —l—];ckmv - 1 S l,m .

En utilisant les propositions 2.20 et 2.13, on voit donc qu’on pourra éliminer successive-
ment tous les termes ¢; en choisissant «; judicieusement, car # — 120 pour tout [ > 1,
puisque m ¢ Nso. Le diffecomorphisme ¥ € Diff ((CQ,O) ainsi obtenu (par compositions
« infinie » & la limite), est bien de la forme annoncée.

O

Nous sommes & présent en mesure de démontrer la partie « existence » du théoréme 1.11.

Démonstration. (Partie « existence » du théoréme 1.11.)

Considérons un champ Y € SN orb,«. Par définition, Y est orbitalement équivalent & un
élément de ﬁ/diag,nd, qui lui-méme est Diffg, (C3,0;1d) —conjugué (d’aprés le théoréme 1.5) &
un champ de la forme :

0 0
— 2 _
Yion = ago+ (-0 +e() +aa)yg -

0
+A+c(v) —l—agx)yga—m ,
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1
avecc= Y cpv* € vC[v], A € C*, et ay, as € C tels que a+as ¢ Q<p, et notons m := .
E>1 - a1 + a2

Factorisons alors le champ Yo, par la série formelle inversible (A + ¢ (v)) € C [v] ™. Ensuite, on

A+ c(v)

applique le lemme 4.4 au champ Yiorm qui est de la bonne forme. On factorise ensuite

le champ obtenu, & savoir

T

S0,-1,1) + ——
0.1+

S (17a17a2)

1
par <w> . Finalement, on divise le champ résultant par A, puis on applique I’homothétie
Cm¥

x> 5, suivie de (y1,y2) — (y1,¥2) si ¢m # 0. On obtient au final la forme voulue. O

COES

4.2.2 Unicité de la forme formelle orbitale et classification orbitale :
preuve du théoréme 1.11

Nous allons démontrer ici la partie « unicité » du théoréme 1.11. Commencons par un premier
lemme.

Lemme 4.6. Soit Z € ﬁ/orb,* une forme normale orbitale :

9 )

7 = 2 ¥ 11— m v

o+ 1 (y1y2)™ + a12) 1 o
m 0

+ (1 +n(y1y2)™ + axx) Y2~ (4.2.2)
Y2
) . 1
ot a1, ae € C sont tels que a; + as ¢ Q<o, et n € {0,1}, avec n =0 si m := n ¢ Nyg.
B a + az

Alors, pour tout g (z,y) € m C C[xz,y], i existe @ € Diff (C3,0), 6 € C et f(v) € C[v] tels
que :

2. ((I+yg(xy)2) = (I+0z+f(py)) 2.

Démonstration. Notons G = 1+ g(z,y) € C[z,y]. Appliquons le lemme 2.22, avec X =Y =
GZ : pour tout 7 € C[z,y], on a :

1
7)) (GZ) = —————GZ .
( GZ) ( ) 1+£G’Z (7_)
Nous voulons montrer qu’il existe F' = (1 +dz + f (v)) € C[z,v], et 7 € m C C[z,y] tels
que :

(®G2)"(GZ) = FZ,
1 1
ﬁz(T) = F—a . (423)

Montrons pour d’abord cela le lemme suivant :
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Lemme 4.7. Pour tout H = Z Hjo’jxjozj € Clz,y], Véquation homologique
(Jo.J) ENxN?

Ly (T) = H (4.2.4)
admet une solution formelle
T = Z Tjoj2°y € m C C[z,y]
(Jo,J) ENxN?

si et seulement si :

Hy; ;=0 ,VjeN
Hipo=0

Démonstration. (du lemme 4.7.) En identifiant les termes de méme degré homogene de I’équa-
tion, on obtient :

Ho,,;=0,Yj €N

Hipo=0

Tjodr.da = ﬁ (Hjojr.g2 — A U2 = J1) Tjo,js—mujo—m — (Jo = 1 + a1j1 + a2j2) Tjo—1,j1.32) »
Y (Jo, j1,72) € N* avec jo > 1 et j1 # jo

T0,j1,42 = ﬁ (Hojy.jo = A (G2 = 1) T jr—moja—m) » ¥ (41, 72) € N?, j1 # ja

oo = g Hiorns ¥ Gond) €N L(0,0))

m

1
Ol Tiy ks ks = 0 8i (ko,k1,ke) ¢ N3. Ceci est possible car - ¢ Q<o. Le terme constant de 7

étant libre, on peut le choisir nul. O

Revenons-en & présent & (4.2.3). Pour G =1+ g € C[,y], si Pon définit

F(z,v):=14g1007 + ZQO,j,jUj
Jj=21

1 1
et H := — — —, alors on voit que
F G 4

HO,j,j =0 , V] eN
Hipo=0

et donc I’équation (4.2.3) admet bien une solution formelle 7 € m C C [, y]. En conclusion :
(¥52)" (GZ) = FZ. O

Donnons maintenant un autre lemme, qui nous permettra alors de terminer la preuve du
théoréme 1.11.

Lemme 4.8. Soit Z,7' € §N0rb,* deuz formes normales orbitales :

0
Z= 222 1 (-1- m
e +( n(y1y2)" +a1x)y1 o
m 0
+ (14 n(ny2)" + axx) y278y2 ,
0
Z/ — 2 _1 0/ m /
v + ( n (Y1y2) +c(;1x) Yig,
+ (1 +7 (y1y2)™ + ahx) Yag,
Y2
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0l a1, az,a},ay € C sont tels que a1 + ag,a) + aly ¢ Q<o, et n,n" € {0,1}, avec n = 0 (resp.

1
n'=0) si m = PR ¢ Nsg (resp. m' := m ¢ Nso). Supposons qu’il existe 7,5 € C,

FevCu]], et ® = (®g, @y, ®s) € Diff (C3,0) tels que :

. (2) = (v+oz+f(ny)Z . (4.2.5)
Alors, 6 =0,
(1,a3,a3,7')
(7,a1,a2,m) = ou
(_170/270“/1777)
et :

1+ no™
147 ((@1%2) (0,0))"

1 + f o (@1‘1’2) (O,U) =

Démonstration. Tout d’abord, on voit que Dy® est soit diagonale, soit échange les roles de y; et
R U —1

y2 (avec des constantes multiplicatives...). Quitte & composer par (Do®) ", on peut supposer que

Do ® est diagonale. D’aprés la proposition 2.28, &y = & (z,v) € m C C [z, v], et ®; = y;¢; (2, v),

ot ¢; € C[x,v]”, pouri € {1,2}. L’égalité 4.2.5 se traduit en le systéme suivant en coordonnées :

o , oo / o
2Y%0 1 lam / v*o 1, m / U0
T 9 —|—< 1—-nw +a1x)y18y1+<1+nv +a2x)ygay2
=:gg+§¢o+-f(¢1¢ﬁ)®3 0 0
2971 1l / o= 1, m' / o%1
T oz +( 1—nwv +a1:v)y18y1+(1+77v +a2x)ygay2
= ('7 + 6(1)0 -+ f (@1@2)) (—1 — 77 (@1(1)2)m =+ a1<I>0) (131
o0 ’ 0P / 0P
272 1 2 )m ’ 72 ’rm / 72
T o ( 1—7nv" + alx) Y1 o + (1 + v + agx) Y s
=(Y+ 0P+ f(®1D2)) (1 + 1 (P1P2)" + axPo) P2

1.€.
0P xv 0P
1‘28%; EaTO = (Y+ 0% + [ (v41¢2)) OF
2091 m’ v 09y
xaﬁ%*‘“'”@%+wwm
= (7 + P9 + f (v102)) (=1 —nv"™ (P102)" + a1Po) 1
0 / v O
2 m
xm+@ﬂw+wﬂﬁwmm
= (7Y + 3P0 + f (vo192)) (1 +nv™ (P102)" + a2Po) d2
En étudiant la premiére équation pour x = 0, on voit que ®q (z,v) = x¢g (x,v), avec ¢y €
C [z, v]™. Le systéme devient donc :

Opg v O

x2%+(717 ’vm'+a’z)¢ 1 D000
or U L Y ow

= (v + 6x¢o + [ (vP102)) (=1 — ™ (P1¢2)™ + aro) d1
%"‘ <1+77/va +a/2m) ¢2+£€%
T m’ Ov

= (v +0zgo + [ (vP12)) (1 + nu™ (d12)" + aszp) o

Posons ¢; = Z(ﬁi’(j’k)xjvk, pour i € {0,1,2}.
J:k
En étudiant les termes constants dans chaque équation, on voit que v =1 et ¢g 0,0y = 1.

JL‘2
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4. Chapitre. Classification formelle 49

En observant les termes de degré homogéne (1,0) dans la premiére équation, on voit que
6 =0.

En observant les termes de degré homogene(1,0) dans les deux derniéres équations, on voit
que a}j = aj et ay = ag, et en particulier m = m/.

En étudiant enfin les deux derniéres équations pour x = 0, on obtient :

o™ = f (041 (0,v) $2(0,v)) + 7 (v¢1 (0,v) ¢2 (0,0))™

+1 (061 (0,v) ¢2 (0,v))™ f (vé1 (0,0) d2 (0,)) (4.2.6)
et donc
ord (f) >m
{77' = (fm +n) (¢1,(0,o)¢2,(0,0))m . (4.27)

Si m = m’ est un entier strictement positif, en regardant la premiére équation pour x = 0, on
voit par récurrence que pour tout k£ € {1,..m — 1}, ¢g 0,5y = 0. En effet, on a ¢g 9,0y = 1, et
pour tout K <m —1:

E

k
®0,(0,k) (1 + m) = Z ©0,(0,)P0,(0,k—i) -

=0

De plus, pour £k =m, on a :

fm (81,0,0002.00) = 0,

et donc, d’apres (4.2.7), n = 1. En revenant & (4.2.6), on a bien :

1+ no™
147 ((2192) (0,0))"

Pour achever la preuve, il reste a voir que si Do® n’est pas diagonale, il suffit d’échanger les
roles de a; et as, auquel cas on aurait plutot (af,a)) = (az,a1) et v = —1. O

]_+fo(q)1(:[)2) (0,’1}) =

Nous sommes a présent en mesure de démontrer la partie « unicité » du théoréme 1.11, et
donc d’achever la preuve de ce théoréme.

Démonstration. (du théoréme 1.11.)
Nous avons déja prouvé la premiére partie de ce théoréme dans la sous-section précédente.
Pour achever la preuve du théoréme, il suffit d’appliquer successivement les lemmes ci-dessus.
Soient Z, Z" € SN orb,« deux formes normales orbitales :

0 0
Z= 2= 4 (-1- m —
T +( n(yiy2)" +a1z) i o
+ (1471 (y1y2)™ + asx) Y2~
P Y2
Z/ _ 2 11— / m /
x ax + ( n (3113/2) + a’lx) Y1 8y1
/ m / a
HA 47 (n1y2)" + axr) yag
Y2

ol a1, ag, ay, ay € C sont tels que a1 +aq, aj +ab ¢ Q<o, et n,7" € {0,1}, avec n = 0 (resp. n’=0)

sim := N resp. m' := ———— ¢ Ny). Supposons qu’il existe G € C[z,y]” et
a1+a2¢ >0 (resp a,1+a,2¢ >0). Supp qu’il ex [2,¥]

d € Diff ((C370) tels que :
o, (2)=GZ" .
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En appliquant le lemme 4.6 & GZ’, il existe (7,0, f (v)) € C* x C x vC[v] et ¥ € Diff (C3,0)
tel que :
V. (GZ') = (y+ oz + f () Z" .

D’ou :
(To®), (Z)=(y+ox+f () Z" .

En appliquant & présent le lemme 4.8, on en déduit que ({a},ab},n') = ({a1,a2},7n). L’'impli-
cation réciproque est évidente. O
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Deuxiéme partie

Normalisation sectorielle analytique
des nocud-cols 2-résonants
strictement non dégénérés et
div-intégrables
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Chapitre 5

Présentation des résultats

Dans cette seconde partie, nous allons démontrer le premier ingrédient de la classification
analytique des champs considérés, a savoir ’existence de normalisations sectorielles analytiques
sur des secteurs avec une ouverture assez large, ¢.e. strictement supérieure & 7. Les résultats
principaux sont issus de [Bit16b]. Pour énoncer le principal résultat de cette partie, donnons
quelques définitions, qui sont les analogues des définitions de la section 1.1 dans le cas analytique.

Définition 5.1. Un germe de champ de vecteurs singulier Y € x (Cs,()) est un noeud-col
2-résonant diagonal s’il est de la forme :

0 9 P
_ 29 KA 9
Y = =z T (=Ay1 + Fi (z,91,92)) B + (Ay2 + Fo (2,91, 92)) ot (5.0.1)

avec A € C*, et F, (z,y) € C{x,y} d’ordre au moins 2, pour v = 1,2. On note SN giag I’ensemble
de ces germes de champs de vecteurs.

Définition 5.2. En se référant a la définition 1.1, nous noterons SN giagna 1'ensemble des
éléments de Y € SNgiag qui sont non dégénérés, i.e. les champs Y comme ci-dessus pour
lesquels :

res (V) := I, (1,1,0) + F2,(1,0,1) € C\Q<o ,

ou l'on a noté F, (z,y) = Z Fy,kxkoyflysz, v=12.
k=(ko,k1k2)
Nous dirons qu’un élément Y € SN giag na est strictement non dégénéré si :

R(res(Y)) >0.
En se référant a la définition 1.2, nous noterons SN giag,0 Iensemble des nceud-cols 2-
résonants diagonaux (analytiques) strictement non dégénérés et div-intégrables.

Définition 5.3. Considérons la 1-forme méromorphe

dy1 A dye
-

w =

On dit qu’un germe de champ de vecteurs analytique Y est transversalement hamiltonien
(par rapport & w et dz) si

Ly (dz) € (dz) et Ly (w) € (dz)
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54 5. Chapitre. Résultats

Pour tout secteur S C C*, on dit qu’un germe de difféomorphisme sectoriel fibré ® sur S x ((Cz7 O)
est transversalement symplectique (par rapport a w et dx) si

P* (w) € w+ (dz) .

On note Diff, (C3,0) (resp. Diff,, (C? 0;1d)) le groupe des germes de difféomorphismes
transversalement symplectiques (resp. qui sont de plus tangents a 'identité).

On note SN diag,w I’ensemble des nceud-cols 2-résonants diagonaux transversalement hamil-
toniens.

Remarque 5.4. Si'Y € SNdiagw alors, nécessairement, res(Y) = 1 et Y est div-intégrable.
Autrement dit, SNdiag » € SNaiag,0-

Enoncons & présent le principal résultat de cette partie : nous renvoyons au chapitre 6 pour
la définition de la 1-sommabilité faible (voir section 6.3) et de germes de difféomorphismes
sectoriels (voir section 6.1).

Théoréme 5.5. (Théoréme C) SoitY € SN giag,0 un neud-col 2-résonant diagonal (analytique)
strictement non dégénéré et div-intégrable. Alors, pour n € |m,2x[, il existe un unique couple
(P4, D) de germes de difféomorphismes sectoriels fibrés et tangents a l'identité

(I)+ € Diffgy, (Sarg(i)\),n; Id)
®_ € Diffgy, (Sarg(—i)\)m; Id)

tels que
(1), (V) = w2g+(—)\+a x—c( ) i+(/\+a x4+ cf ) Y2 =
+). = o 1 Y1Yy2)) %1 8y1 2 Y1Y2)) Y2 6y2
= Ynorm 5

ot A € C*, R (a1 +az) > 0, et c(v) € vC{v} est le germe d’une fonction analytique en v := y1y2
nulle a lorigine. De plus, ® (resp. ®_) est la 1-somme faible dans la direction arg (i\) (resp.
arg (—i))) de la normalisation formelle & donnée par le théoreme 1.5.

SiY e SNdiag,w est transversalement hamiltonien, alors @4 et ®_ sont transversalement
symplectiques.

Pour A # 0 fixé, l’existence de normalisations sectorielles @, et ®_ dans des domaines de
la forme Sy € Saig(in),n €t S— € Sarg(—in),y POUr tout n € |, 27[, est équivalente a l'existence
de normalisations sectorielles ®y dans des domaines S € Sy, pour tout 6 # arg (£A). Ceci
implique en particulier le corollaire suivant.

Corollaire 5.6. SoitY € SN giag,0. Alors, l'unique normalisation formelle d e ]ﬁﬁb ((C3, 0; Id)
donnée par le théoréme 1.5 est faiblement 1-sommable dans toutes les directions 6 # arg (£\).

Dans le chapitre 6, nous commencerons par rappeler les notions classiques de développements
asymptotiques 1-Gevrey et de 1-sommabilité au sens de Borel-Laplace. Ensuite, dans le chapitre
7, nous démontrerons un premier résultat intermédiaire de « pré-normalisation » 1-sommable
(et pas seulement faiblement 1-sommable) : ce sera ’objet de la proposition 7.1. Ensuite, nous
démontrerons 'existence de normalisations sectorielles analytiques dans le chapitre 8 grace a
la proposition 8.1. Enfin, nous démontrerons dans le chapitre 9 & la fois I'unicité et la faible
1-sommabilité des normalisations sectorielles obtenues précédemment.

Remarque 5.7. Dans cette partie II, on démontre un théoréme de normalisation sectorielle ana-
logue & celui de Hukuhara-Kimura-Matuda [HKM61] pour les nceud-cols de ((C270), généralisé
par Stolovitch en plus grande dimension dans [Sto96]. Contrairement & la méthode basée sur un
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5. Chapitre. Résultats 55

théoréme de point fixe utilisée par ces auteurs, nous utilisons une approche géométrique (en sui-
vant les travaux de Teyssier [Tey03, Tey04b]) basée sur la résolution d’une équation homologique,
en intégrant une 1-forme méromorphe bien choisie le long de chemins tangents asymptotiques.
Cette approche s’est avérée efficace pour traiter le cas ot le champ restreint Y|(,—o} n’est pas
nécessairement linéaire. En effet, lorsque 1’on essaie d’adapter la méthode de point fixe utilisée
dans [St096], un des nouveaux phénomeénes (qui est aussi une nouvelle difficulté) que I’on observe
est la présence de termes non-linéaires non-divisibles par la variable temporelle. Cela complique
considérablement les estimations faites plus loin dans le travail cité, nécessaires pour 'utilisation
du théoréme de point fixe. Un autre nouveau phénoméne (amenant d’autres difficultés, et da au
fait que Y|{,—o) n’est pas nécessairement linéaire) sera discuté dans la remarque 10.12.
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Chapitre 6

Prérequis sur les développements
asymptotiques et la sommabilité
1-Gevrey

Dans ce chapitre, nous allons rappeler les notions dont nous aurons besoin dans la suite
concernant les développements asymptotiques (au sens de Gérard-Sibuya, de Poincaré, et de
type 1-Gevrey), et la sommabilité 1-Gevrey dans des domaines sectoriels adaptés. Pour une
introduction détaillée & ces notions, nous renvoyons le lecteur a [MR82, Mal95, RS93, BDMO0S§]
(voir également [Sto96] pour une discussion trés intéressante sur ces concepts), ot I'on trouvera
notamment les preuves des résultats classiques que nous ne redémontrerons pas ici, mais que nous
nous contenterons de rappeler et d’énoncer en nos termes. Nous appellerons x € C la variable
indépendante et y := (y1,...,yn) € C", n € N, la (les) variable(s) dépendante(s). On rappelle
les notations usuelles y* := y’fl oy pour k = (ki, ..., k,) € N, ainsi que |k| = ki + - - + k.
Les notions de développement asymptotique, de série formelle 1-Gevrey et de sommabilité 1-
Gevrey présentées ici sont toujours considérées par rapport a la variable indépendante x vivant
en générale dans des secteurs, les variables dépendantes y appartenant & des polydisques

D(0,r):={y=W1,.-.,yn) €EC" | ln]| <71,...|lyn|] <7n} ,
de poly-rayon r = (r1,...,7,) € (Rs()". Etant donné un ensemble ouvert
UcC ={(z,y) eCxC"},

nous noterons O (U) lalgebre des fonctions holomorphes sur U et & valeurs dans C. L’algebre
des germes de séries entiéres en m variables x := (z1,...,x,,) convergentes au voisinage de
l'origine sera notée C {x}. On notera également C {x}” le groupe des unités de C {x} pour la
multiplication (= le produit de Cauchy) : ce sont les éléments non-nuls en 'origine.

Les résultats présentés ici sont valables aussi pour n = 0, qui est la situation « classique ».
Les énoncés pour lesquels nous ne donnerons pas de preuve dans le cas général n € N peuvent
en fait étre prouvés de maniére analogue au cas n = 0, uniformément par rapport aux variables
dépendantes y. Enfin, pour des raisons de cohérence et d’homogénéité dans tout ce texte, nous
présenterons certains résultats classiques importants non pas dans leur forme originale (et plus
générale), mais plutot dans des situations spécifiques auxquelles nous serons confrontées, et avec
notre terminologie.
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@
&

FIGURE 6.1.1 — Secteur en l'origine délimité par les directions « et /3, de rayon 7.

6.1 Germes sectoriels

Etant donnés r € R+, et a, 3 € R avec a < 3, nous noterons S (r, a, 3) le secteur ouvert
S(r,a,f)={zeC|0<|z|<reta<arg(z)<p} .
Soient 6 € R, n € Ryg et n € N.
Définition 6.1.

1. Un x—woisinage sectoriel (ou dorénavant simplement voisinage sectoriel) attaché a l’ori-
gine (dans C"*1) dans la direction 6 et d’ouverture n est un sous-ensemble S C C"*1 tel
que il existe r > 0, r € (R~g)" et € > 0 pour lesquels

n_ n
SDS(T,Q—Q e,9+2+6> x D (0,r) .

On notera (Sp,,, <) 'ensemble ordonné de tous les tels sous-ensembles de C"*!, ou la
relation d’ordre est donnée par :

51 <85 <= 51D265;.

2. L’algebre des germes de fonctions holomorphes dans un voisinage sectoriel attaché a
lorigine dans la direction 0 et d’ouverture n est la limite inductive

O (Sp,y) = lim O (S)

par rapport au systéme inductif {O (S) : S € Sy, }. On parlera aussi de germes sectoriels
de fonctions holomorphes dans la direction 6 avec ouverture 7.
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()

FI1GURE 6.1.2 — Voisinage sectoriel attaché a l’origine dans C, dans la direction 6 avec ouverture
B

Nous donnons & présent la définition de (germe de) difféornorphisme sectoriel.

Définition 6.2. 1. Etant donné un élément S € S5, nous noterons Diffgy, (S;Id) l'en-
semble des difféeomorphismes holomorphes (fibrés) de la forme
.S = D(S)
((E,y) = (x7¢1 (mvy)a¢2 (mvy)) 9

tels que @ (z,y) —Id (z,y) = O <||x,y||2> , quand (z,y) — (0,0) dans S.?

2. L’ensemble des germes de difféomorphismes sectoriels (fibrés) dans la direction 0 et d’ou-
verture 1, tangents o l’identité, est la limite inductive

Diffgy, (Sp,n;1d) := @Diﬁ“ﬁb (S;1d)

par rapport au systéme inductif {Diffgy, (S;1d) : S € Sp}. On munit Diffgy, (Sp,p;1d)
d’une structure de groupe comme suit : étant donnés deux germes ®, ¥ € Diffgy, (89,77; Id),
on choisit deux représentants ®, € Diffgy, (S,1d) et ¥y € Diffgy, (7,1d) avec S, T € S,
tels que 7 C @ (S) et on pose ¥ o & comme étant le germe défini par ¥g o ®. 2

Nous aurons également besoin de la notion de secteur asymptotique.

Définition 6.3. Un secteur asymptotique (ouvert) en l’origine de direction 0 et d’ouverture )
est un ouvert S C C tel que

Se () Soum-

0<n’<n

Nous noterons ASy ,, I’ensemble de tous les ouverts de ce type.

1. Cette condition implique en particulier que ® (S) € Sp, .
2. On peut montrer que cette définition ne dépend pas du choix des représentants.
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[ (g1, 2) | S(r,a, 8) x D (0,R)

R

FIGURE 6.1.3 — Représentation d’un voisinage sectoriel attaché & Dorigine dans C3, de
type S (r,a,8) x D(0,R), dans l’espace de dimension 3 réelle muni des coordonnés

R (2),3 (), Iyl
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Sc ASgﬂr

R(z)

FIGURE 6.1.4 — Secteur asymptotique en l'origine de direction 6 et d’ouverture 7.

FIGURE 6.1.5 — Secteur asymptotique en 'origine de direction 6 et d’ouverture 27.
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6.2 Deéveloppements asymptotiques 1-Gevrey et 1-sommabilité

Dans cette section nous allons rappeler les différentes notions dont nous aurons besoin concer-
nant les développements asymptotiques sectoriels, les séries 1-Gevrey et la sommabilité 1-Gevrey.

6.2.1 Développements asymptotiques 1-Gevrey

Fixons une série formelle que 1’on va écrire sous deux formes différentes :

Fay)=>Y _fity)a"= > fi2”y eCla,yl,

k=0 (Jo,j)eNm+1

en utilisant I'identification canonique C [z,y] = C[z] [y] = C[y] [z]. On fixe également une
norme ||-|| sur C"**1,

Définition 6.4.

— Une fonction f analytique sur un domaine S (r,a, ) x D (0,r) admet f comme dévelop-
pement asymptotique au sens de Gérard-Sibuya dans ce domaine si pour tout sous-secteur
fermé S’ C S (r,«, B), tout compact K C D (0,r) et tout N € N, il existe une constante
Cs kN > 0 telle que :

o N
Fay) = > fa®y | < Copn @ y)|V
0<jo++jn<N

pour tout (z,y) € S’ x K.

— Une fonction f analytique sur un domaine S (r,c, 8) x D (0,r) admet f comme déve-
loppement asymptotique (par rapport a ) dans ce domaine si pour tout sous-secteur
fermé S’ C S (r,«, 8), tout compact K C D (0,r) et tout NV € N, il existe une constante
Agr g n > 0 telle que :

N

Flay) =Y fu(y)a®| < Asi g |2V
k>0

pour tout (x,y) € S’ x K.

— Une fonction f analytique sur un domaine S (r, o, 5) x D (0,r) admet f comme dévelop-
pement asymptotique 1-Gevrey asymptotique dans ce domaine si pour tout sous-secteur
fermé S' C S (r, a, ) et tout compact K C D (0,r), il existe Ag x,Cs x > 0 tels que :

N—

Flay) = fruly)ak| < As kO (N1) || Y
k=0

[u

pour tout N € Net (z,y) € S’ x K.

Remarque 6.5.

1. Si une fonction analytique admet f comme développement asymptotique 1-Gevrey dans
S (r,a, 8) x D(0,r), alors elle admet aussi f comme développement asymptotique (par
rapport a x).

2. Si une fonction analytique admet f comme développement asymptotique dans S (r, o, ) x D (0, ),
alors elle admet aussi f comme développement asymptotique au sens de Gérard-Sibuya.
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3. Un développement asymptotique (dans tous les sens décrits ci-dessus) est unique.

En conséquence de la formule de Stirling, on a la caractérisation suivante des fonctions
admettant la série formelle nulle comme développement asymptotique 1-Gevrey dans un secteur.

Proposition 6.6. L’ensemble des fonctions analytiques admettant 0 comme développement
asymptotique 1-Gevrey dans un domaine sectoriel S (r,a, ) x D (0, 1) est exactement ’ensemble
des fonctions analytiques f dans S (r,a,8) x D (0,r) pour lesquelles pour tout sous-secteur
fermé S" C S (r,a, ) et tout compact K C D (0,r), il existe As/ i, Bs: .k > 0 tels que :

Bg/
|f(x7y)| S AS’,KeXp (_ fr,IK> )

On dit d’une telle fonction qu’elle est exponentiellement plate dans le domaine en question.

6.2.2 Transformée de Borel et séries 1-Gevrey

Définition 6.7. — On définit la transformée de Borel B (f) de f par :

B(f) (t,y) ::kaT(!y)tk.

k>0

— On dit que f est 1-Gevrey si B ( f) est convergente dans une voisinage de 1’origine dans
C x C™. Dans ce cas, les f (y), k > 0, sont toutes analytiques dans un méme polydisque
D (0,r) de poly-rayon r = (7, ...,m,) € (Rsg)", de sorte que B (f) soit analytique dans
D (0,p) x D(0,r), pour un certain p > 0 assez petit. Quitte a réduire p,r1,...,7, > 0,
on peut supposer que B (f) est bornée sur D (0, p) x D (0,r).

Remarque 6.8.

1. Si une fonction analytique f admet f comme développement 1-Gevrey dans un domaine
sectoriel comme dans la définition 6.4, alors f est 1-Gevrey.

2. L’ensemble des séries formelles 1-Gevrey est une algébre fermée pour les dérivations

: 9 9 9
(partlelles) R ﬂ7 ey @

Par unicité d’un développement asymptotique, il existe une application T': f +— T (f) := f ,
qui associe a une fonction analytique possédant un développement asymptotique 1-Gevrey dans
un domaine sectoriel, la série formelle 1-Gevrey que cette fonction posséde comme développement
asymptotique. En utilisant la proposition 6.6 et le classique lemme de Watson, il vient que
Papplication T ci-dessus est injective (mais non surjective) si le secteur considéré est d’ouverture
> 7 (et ne l'est pas si 'ouverture est < 7, mais est dans ce cas surjective, d’apreés le classique
théoréme de Ritt « version Gevrey »). On peut donc s’intéresser a 'image de T' dans le cas d’une
ouverture > 7 : c’est I'objet de la 1-sommabilité.

Remarque 6.9. On sera amené pour des raisons techniques & considérer également une autre
définition de la transformée de Borel :

~ k
B (f) (t,y) = I;)fkﬂ (v) % .

La premiére définition que nous avons donné a I'avantage d’étre « directement » inversible (via
la transformée de Laplace) pour toutes les séries formelles qui seront dites I-sommables (voir
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la section suivante), mais se comporte moins bien vis-a-vis du produit, alors que la seconde
définition ne sera « directement » inversible que pour les séries formelles 1-sommables tels que
fo = 0 (sinon il faudra exercer un controle au terme constant par rapport & x). L’avantage de
la seconde transformée de Borel est de changer un produit en un produit de convolution :

B(fa) = (B(F)«B@) .

ou le produit de convolution de deux séries hq, ho est défini par

(hn + ho) (1Y) ::/0 By () ha (5 — £) ds -

La définition d’étre 1-Gevrey n’est pas altérée avec cette définition de la transformée de Borel.

6.2.3 Sommabilité directionnelle et sommation de Borel-Laplace

Définition 6.10. Etant donnés § € R et 6 > 0, on définit le secteur infini de direction 6 et
d’ouverture § comme 1’ensemble :

S {te(C* | larg (t) — 0] < g} .

On dit que f est I-sommable dans la direction 0 € R si les trois conditions suivantes sont
satisfaites :

1. f est 1-Gevrey,
2. B ( f) peut étre prolongée analytiquement & un domaine de la forme A% x D (0,r),

3. il existe A > 0, M > 0 tels que :

v(t7y) EAS% XD(O,I‘),

B(f) (t.y)| < Mexp (At

Dans ce cas, si 'on définit Ag 5, := A% UD (0, p), alors

= sup
A,0,6,p,r (t,y)€A9‘57pXD(0,r)

B (f) (t,y) exp(f)\|t|)‘ < 400 .

S’il n’y a pas de confusion possible sur le domaine, on écrira simplement H f H .
A

Remarque 6.11.
1. Pour (X, 0,0, p,r) fixés comme ci-dessus, ’ensemble By g5, des séries formelles f 1-

sommables dans la direction 6 et telles que HfH)\ 0s < 400, est un espace de Banach
0,8,p,r

pour la norme |[|-[|y g 5 , .- On écrira (B, [|-[|,) il 0’y a pas d’ambigiité.

2. Nous serons également amenés & considérer une norme similaire pour la seconde trans-
formeée de Borel B (¢f. remarque 6.9), & savoir :

bis

= sup
A,0,6,p,r (t,y)EAg,5,,xD(0,r)

B (f) (t,y) (1 A2 \t|2) exp (=) |t|)‘ .

Cette norme aura ’avantage de bien se comporter vis-a-vis du produit. On notera alors

%Rf;a) ,r Lespace des séries formelles f 1-sommables dans la direction 6 et telles que
bis

f

< +00.
X,0,0,p,r
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3. Si N > A, alors Brgspr C B gspr et B 5, C BRI

Proposition 6.12 ([BDMO08, Proposition 4.]). Si f et § sont dans %]ii,z’,&pm’ alors fg €

bis .
BX0,5,0x €t -
bis

A 4 A ~ 11 bis
< — .
Noopr A f HgH)\,G,J,p,r

A,0,0,p,r
. bi . )
Remarque 6.13. Si A > 4, alors |||} 5.pr €St une norme d’algebre, i.e.

. |1 bis ~

<

[l
\,0,8,p,r

9lIx6,6,0.x

A,0,6,p,r
Définition 6.14. Soit g une fonction analytique sur Agf’(; et A >0, M > 0 tels que :
V(t,y) € Ags x D (0,r), |g(t,y)| < Mexp (A]t])
On définit la transformée de Laplace de g dans la direction 6 par l'intégrale suivante :
dt
Lo (9) (x,y) == g(t.y)exp ,
ei?Ryg ﬁE x
qui est absolument convergente pour tout z € C avec R (%) > ), et qui est analytique par

rapport a (z,y), pour §R( ) >Aety € D(0,r).

Remarque 6.15. Comme précédemment pour la transformée de Borel, il existe aussi une variante
pour la transformée de Laplace, & savoir :

Ley)= [ styer(-1)a.

Proposition 6.16. Une série formelle f est 1-sommable dans la direction 6 € R si et seulement
s’il existe un germe sectoriel de fonction holomorphe fg € O (Sp.) qui admet f comme déve-
loppement asymptotique 1-Gevrey dans un domaine S € Sp . De plus, fo est unique (comme

germe dans O (Sp,x)) et on a :
—)

La fonction (le germe) fy est appelée la 1-somme de f dans la direction 6.

Remarque 6.17. Avec les variantes des définitions des transformée de Borel et Laplace données
plus haut, on a une proposition similaire valable pour des séries f z,y) Z fe(y 1: avec :

fo=£¢ (B) (F) + F(0,3) .

Rappelons le résultat classique suivant.

Proposition 6.18. L’ensemble Xy C C [z,y] des séries formelles 1-sommables dans la direction
0 est une algébre stable par dérivation (partielle). De plus, Uapplication

29 — O(Sg,w)
fo— f

est une morphisme injectif d’algébres différentielles.
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Définition 6.19. Une série formelle f € C [z,y] est I-sommable si elle est 1-sommable dans
toutes les direction 6 € R/2xz, sauf un nombre fini, appelées directions de Stokes. Dans ce cas,
sify,...,0, € R/2xz sont les éventuelles directions de Stokes, on dit que f est 1-sommable sauf
pour 64, ...,0.

Plus généralement, on dit quun m—uplet (f1,...,fm) € Clz,y]™ est 1-Gevrey (resp. 1-
sommable dans la direction §) si cette propriété est satisfaite pour les composantes f;,j =
1,...,m. En particulier, un champ de vecteurs (ou difféeomorphisme) formel est dit 1-Gevrey
(resp. 1-sommable dans la direction ) si chacune de ses composantes ’est.

6.2.4 Théoréme de Ramis-Sibuya et composition de séries 1-sommables

Nous allons utiliser le résultat suivant qui est un cas particulier du désormais classique
théoréme de Ramis-Sibuya.

Théoréme 6.20. (Ramis-Sibuya) Soient Sy € Spr, S— € So—rm et (f4,f-) € O(S4) x O(S-).
Supposons que pour tout compact K C C" et tout secteur S C C avec S xK C S NS_, il existe
A, B >0 tels que :

B
e oy) = - )l < Ao (<)
pour tout (x,y) € S x K. Alors, il existe une série formelle (1-Geuvrey) f (x,y) € C[z,y] telle
que f1 (resp. f_) admet f comme développement asymptotique 1-Gevrey dans S; (resp. S_).

Remarque 6.21. En particulier, la série formelle f du théoréme ci-dessus est 1-sommable dans
les directions # et # — m et de 1-sommes f et f_ respectivement dans ces directions.

Une conséquence de ce théoréme est le résultat suivant, qui peut étre prouvé directement
avec des majorations techniques, mais dont la preuve est considérablement simplifiée grace a ce
dernier théoréme.

Proposition 6.22. Soit ® (z,y) € Clz,y] une série formelle 1-sommable dans les directions 0
et 0—m, et notons ses 1-sommes dans ces méme directions 1 (x,y) et _ (z,y) respectivement.

Soient également f (z,2),.. i fn (z,2) des séries formelles 1-sommables dans les directions 0
et 0 —m, de 1-sommes respectives fi +,..., fn4+ et fi,—,..., fn—. Supposons que :

fj (0,0) =0, pour tout j =1,...,n . (6.2.1)
Alors :

\Il(x,z) ::@(aj,fl (.T,Z),...,fn (x,z))

est 1-sommable dans les directions 6 et 0 —m, et les 1-sommes dans les directions correspondantes
sont données par :

\I/i (I, Z) = (Di (.T, fl,:t (.T, Z) geeay fn,i (93, Z)) .

Démonstration. Comme fj (0,0) =0 pour tout j =1,...,n, la série formelle

\i/(:c,z) ::i)(sc,fl (:c,z),...,fn (a:,z))

est bien définie. Il existe également Sy, S’ € Sp.r et S_, S’ € Sp_r » tels que :

— fi4,-- fu+ (resp. f1,—, ..., fn,—) sont analytiques et admettent respectivement fl, e fn
comme développement asymptotique 1-Gevrey dans Sy (resp. S_);
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— limage de Sy par 'application

(z,2) = (z, f1,x (z,2),..., fox(z,2))

est incluse dans S ;

— &, (resp. D_) est analytique et admet $ comme développement asymptotique 1-Gevrey
dans S’ (resp. ).
Par conséquent, ’application définie par

s (x,z) =0y ((E, fl,:t (CE,Z) sy fn,:l: (l’,Z))

est analytique dans St. De plus, il est clair que ¥4 (z,z) admet W (z,2) comme développement
asymptotique quand (z,z) — (0,0) dans St (au sens de Gérard-Sibuya). Il reste & montrer que
@, — U_| est exponentiellement petit dans tout sous-ensemble de Sy NS_ de la forme S x K,
ou S C C est un secteur et K C C™ un compact : ensuite, le théoréme de Ramis-Sibuya permet
de conclure.

Fixons donc un secteur S C C et un compact K C C™ tels que S x K € §; NS_. Comme
fi+ et f;j— sont des 1-sommes de la méme série 1-Gevrey f, il existe A, B > 0 tels que pour
tout j =1,...,n et tout (z,z) € S x K :

@, = i (@) < Aexp (~ 2 )
L’image de S x K par Papplication

(x,2) = (z, fix (z,2),..., fnx (z,2))

est contenue dans un domaine de la forme S x K’ C S, NS’ pour un certain compact K’ C C".

Comme &, et ®_ sont des 1-sommes de la méme série 1-Gevrey d, il existe A, B’ > 0 tels que
pour tout (z,y) € S x K’ :

B (,y) — B WYN<A%W( ﬂ) ,

Finalement, il existe C' > 0 tel que pour tout (z,y,y’) avec ((z,y), (z,y")) € S x K', on ait :
(@4 (2.y) = @ (2,¥)] < €. max (ly; =)

Par conséquent, pour tout (z,z) € S x K :

V. (2,2) — U_ (2,2)|

=04 (2, fr+ (x,2) s o (2,2) = @ (2, 1 (2,2) .., [ — (7,2))]

<Py (2, 4 (2,2) 5o fo oy (2,2)) = Py (2, f1,- (2,2) 5 fo (2, 2))]
HPy (@, 1, (2,2) s fo - (2,2)) = @ (2, 1 (2,2) ., o, (2,2))]

<0 (fis (02) = fi- (w2 + Ao (<)

.....

B/
SC’.AeXp( 7 |)+A'exp( |x|>
<avew (-77)

pour un choix convenable de A7, B” > 0. O
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Considérons un champ de vecteurs formel Y € ¥ (C",0) singulier a I’origine et un difféeomor-

phisme formel fibré ¢ € ]ﬁ’ﬁb (C™,0). Supposons que Y et ¢ sont tous deux 1-sommables dans
les directions 6 et 6 —m, § € R, et notons Y, Y_ (resp. ¢4, p_) les 1-somme respectives dans les
directions 6 et § — w. En conséquence de la proposition 6.22 et du lemme 6.18, on peut énoncer
le résultat suivant.

Corollaire 6.23. Sous les hypothéses ci-dessus, Q. V) est 1-sommable dans les directions 0

et 0 — m, et ses 1-sommes dans ces directions sont o (Yy) et o_ (Y_) respectivement.

6.3 Deéveloppements asymptotiques 1-Gevrey faibles et faible
1-sommabilité

Nous présentons ici une notion plus faible de 1-sommabilité dont nous aurons besoin.
Toute fonction (z,y) — f (x,y) qui est holomorphe dans un domaine U x D (0,r), ou / C C

est ouvert, et bornée dans tout domaine U x D (0,r") avec ry < r1,...,7,, < 7y, peut s’écrire
fle,y) =) F@)y, (6.3.1)
jeNn

ot pour tout j € N”, Fj est analytique et bornée sur ¢/, donnée par la formule de Cauchy :

1 f(z,2)
! @2im)" Jisj=ry Jjani=ry () ()

La convergence de la série de fonctions ci-dessus est uniforme sur tout compact.
De la méme maniére, fixons désormais une série formelle f (z,y) € C[z,y] que lon écrit

sous la forme : R R )
flay)=> F@)y.
JENn

Définition 6.24.
— La série formelle f est dite faiblement 1-Gevrey si pour tout j € N”, F} (z) € C [«]
est une série formelle 1-Gevrey.
— Une fonction .
fl@,y)=> F)y

jeENn

analytique sur un domaine S (r, a, ) xD (0, r), admet f comme développement asymp-

totique faiblement 1-Gevrey pour z € S (r,a, 8), si pour tout j € N, Fj admet 13:,

comme développement asymptotique 1-Gevrey dans S (r, a, 3).

— La série formelle f est dite faiblement 1-sommable dans la direction 6 € R, si les

conditions suivantes sont vérifiées :

— chaque FJ est 1-sommable dans la direction 0, dont la 1-somme correspondante est
notée Fjg;

— la série de fonctions fy (z,y) := Z Fio(z)y’ définit un germe de fonction holo-

jeNn

morphe dans un voisinage sectorijel attaché a Dorigine de direction 6 et d’ouverture
au moins 7.

Dans ce cas, fy (x,y) est appelé 1-somme faible de f dans la direction 6.

Comme conséquence de la théorie classique des développements asymptotiques et de la som-
mabilité 1-Gevrey, on en déduit les résultats listés dans le lemme suivant.
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Lemme 6.25. 1. Le développement asymptotique faiblement 1-Gevrey d’une fonction ana-
lytique dans un domaine S (r,«, 8) x D (0,r) est unique.

2. La I1-somme faible d’une série faiblement 1-sommable dans la direction 0 est unique en
tant que germe de O (Sp )

3. L’ensemble Eéfaible) C Clx,y] des séries faiblement 1-sommables dans la direction 6 est

une algébre stable par dérivation (partielle). De plus, Uapplication

Z(efaiblc) s 0 (Se,w)
f— fo
est un morphisme injectif d’algébres différentielles.

La proposition suivante est un analogue de la proposition 6.22 pour les séries formelles 1-
sommables,; avec une condition plus forte a la place de (6.2.1).

Proposition 6.26. Soient

¢ (z,y)= ) &)y €Clay]
jeNn
et
f*) (z,2) = Z ﬁs(k) (x)7) € Cx,2] ,
jenr
pourk =1,...,n, des séries formelle faiblement 1-Gevrey dans les directions 0 et @ — . Notons
Dy, S), ceey J(rn) (resp. <I>,7f£1), el fﬁn)) les 1-sommes faibles respectives dans la direction 0

(resp. 6 — 7). Supposons que Fék) =0 pour tout k =1,...,n. Alors,

U (z,2):= P (w,f(l) (z,2),.. .,f(") (a:,z))

est faiblement 1-sommable dans les directions 6 et 0 — 7, de 1-somme faible

Uy (z,2) = Dy (CE, fil) (x,2),..., fﬂ(tn) (z, z)) ,

qui est un germe de fonction holomorphe dans un voisinage sectoriel attaché a lorigine de
direction 0 (resp. 0 — ) et d’ouverture au moins .

Démonstration. Tout d’abord, remarquons que

U (z,2):= ) (w,f(l) (z,2),.. L fm (a:,z))

est bien définie en tant que série formelle, puisque pour tout k& = 1,...,n, Fék) = 0. II est
également clair que

U, (2,2) == B (x W (2,2),..., (z,z))

est analytique dans un domaine Sy € Sy (resp. S_ € Sg_r ), puisque fj([k) (z,0) = 0 pour tout
k=1,...,n. On vérifie alors que ¥ admit ¥ comme développement asymptotique 1-Gevrey
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dans S4. En effet :

Uy (r,2z) = Dy (x, fj(tl) (z,2),..., j([n) (z, z))

I
—
Ll
S~—
H_
—~

8
S~—
~
o
—~
&
N

N—
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—~
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~—
H_
=
~—
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/N
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:.Le‘
H
—
2

N

o

ott pour tout j € N, (¥j), (z) est obtenue par un nombre fini d’additions et de multiplications
des (@k)i,(Flil))i,. . ’(Flin)>i’ |k| < |1]. Le méme calcul est valable avec les séries formelles

associées, et permet de définir \ilj (w), pour tout j € N™. Par conséquent, (¥j), admet \i/j comme
développement asymptotique 1-Gevrey dans un secteur de direction 6 (resp.f —m) et d’ouverture
m : il s’agit donc de la 1-somme associée. O

En conséquence de la proposition 6.26 et du lemme 6.25, nous obtenons un analogue du
corollaire 6.23 dans le cas faiblement 1-sommable.
Corollaire 6.27. Considérons un champ de vecteurs formel singulier Y € )?(C”“,O) et un
difféomorphisme formel fibré ¢ : (z,y) — (x,cﬁ(x,y)) tel que ¢ (x,0) = 0. Supposons que Y et

@ soient faiblement 1-sommables dans les directions 0 et 6 — w, 0 € R, et notons Yy,Y_ (resp.
w1, p_) les faibles 1-sommes associées dans les directions 0 et 0 — w respectivement. Alors,

@« (V) est faiblement 1-sommable dans les directions 0 et § — 7, de 1-somme faible (¢, ), (Y )
et (p_), (Y_) respectivement.

6.4 Faible 1-sommabilité versus 1-sommabilité

Comme dans la section précédente, fixons une série formelle f (z,y) € C [z,y] que Pon écrit
fla,y)=>Y E@)y,
jenNn
de sorte que sa transformée de Borel s’écrive
B(f)wy) =Y B(H)1m)y .
jENn
Le lemme suivant, bien qu’immeédiat, va s’avérer trés important.

Lemme 6.28.
1. La série B <f) (t,y) est convergente dans un voisinage de l’origine dans C"*! si et seule-

ment si les B FJ) ,J € N", sont toutes analytiques et bornées dans un méme disque
D (0,p), p> 0, et s’il existe B,L > 0 tels que pour tout j € N™ :

sup ’B (FJ) (t)‘ < L.BH .
teD(0,p)
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2. Si 1. est vérifié, B (f) peut étre prolongée analytiquement a un domaine A% x D (0,r)

si et seulement si pour tout j € N, B (F’J> peut étre prolongée analytiquement a .Agi; et
st pour tout compact K C Ag‘f&, il existe B, L > 0 tels que pour tout j € N™ :

tsg}g B (FJ) (t)‘ < L.BW .

3. Si 1. et 2. sont vérifiés, il existe A > 0 tels que

V(t,y) € Ags x D(0,r),

K

< 400
A,0,0,p,r

si et seulement s’il existe \, L, B > 0 tels que pour tout j € N" :

vt € Ag's,

B (FJ) (t)( < LBl exp(\Jt]) .

Remarque 6.29. La condition 1. ci-dessus dit que la série formelle f est 1-Gevrey (au sens
classique). Comme d’habitude, il existe une lemme similaire avec la transformée de Borel B et

bis
la norme ||'||>\,0,6,7T,f'

Le corollaire suivant donne le lien entre « 1-sommabilité » et « 1-sommabilité faible » dans

une direction 6 donnée.

Corollaire 6.30. Une série formelle

fley) = Y F)y eCla,y]
jENn

est 1-sommable dans la direction 0 € R, de 1-somme fo € O (Sp ), si et seulement si les deux
conditions suivantes sont satisfaites :
— [ est faiblement 1-sommable dans la direction 0,

— il existe X\, 0,p > 0 tels que pour tout j € N”, ‘Fj”}\gé < 400 et tels que la série
0,8,p
Z 13:,’ yd soit convergente sur un voisinage de Uorigine dans C2.
jenn A,0.,6,p
Démonstration. 11 s’agit d’une reformulation du lemme 6.28. O

b
Remarque 6.31. On peut remplacer la norme ||-[[, 45 , par la norme [k 5., dans le second
point du corollaire ci-dessus.

Il est & noter qu’il existe des séries formelles faiblement 1-sommables mais qui ne sont pas
1-Gevrey (au sens classique) : par exemple, la série

f::ZFj (z)y

. A 1
ou pour tout j € N, Fj () est tel que B (Fj) (t) = LD est faiblement 1-sommable dans

la direction 0 € R/27z, mais n’est pas 1-Gevrey (au sens classique), car B (Fj) a un pole en
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6.5 Sur la 1-sommabilité de solutions formelles d’équations
différentielles linéaires singuliéres

Nous présentons deux résultats dont nous aurons besoin sur la 1-sommabilité de solutions
formelles & certaines équations différentielles linéaires singuliéres de degré un. On précise (et
généralise) en fait ici un énoncé obtenu dans [MR8&2] (Proposition p. 126) : les auteurs utilisent
une norme |- 5, mais nous aurons besoin de la norme ||'HgiS lors de la preuve de la proposition
7.14.

Proposition 6.32. Soit b une série formelle 1-sommable dans la direction 0 ; considérons un
domaine associé N 5 ,, avec §,p > 0, comme dans la définition 6.10. Notons by la 1-somme de
b dans cette direction 0. Fizons également o, k € C.

. |1 bis

b 5 < +00 . On suppose également que k € C\ {0} soit tel que dy, :=

dist(—k, Np5,) > 0 et

1. Supposons que

Bdy, > C'|ak|

ot C > 0 est un constante assez grande, indépendante des paramétres k,[(3,0,p (on
prendre par exemple C = %XTP(Q) + 5). Alors, léquation différentielle a singularité ir-

réguliére
d .
xQd—a () + (14 az) ka (x) = b(x) (6.5.1)
x
admet une unique solution formelle a telle que a (0) = B(TO). De plus, a est 1-sommable
dans la direction 0, et
g — 1] 6.5.2
A 1S < 5.
lall5” < za—eram 17l (6.5.2)

La 1-somme ay de & dans la direction 0 est 'unique solution (en tant que germe sectoriel)
de ’équation

2 daa

dx

qui soit bornée dans un domaine Sy r € Sp .

() + (1 + ax) kag (z) = b (x)

2. Supposons que HBHﬁ < 400 et que R (k) > 0. Alors, l’équation différentielle a singularité
réquliére

z— (x) + ka (z) = b (z) (6.5.3)

admet une unique solution formelle a telle que a (0) = %I; (0). De plus, a est 1-sommable
dans la direction 6. La 1-somme ag de & dans la direction 0 est 'unique solution (en tant
que germe sectoriel) de l’équation

2 dag

3 (&) +kao (z) = be (2)

qui soit bornée dans un domaine Sy r € Sp .

Démonstration.
1. Etant donné que b est 1-sommable dans la direction 6, on peut choisir p > 0 et § > 0

de sorte que B (i)) se prolonge analytiquement & n’importe quel domaine de la forme Ag 5, N
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D (0,R), R > 0, et y soit bornée.
Appliquons la transformée de Borel au deux membres de I’équation (6.5.1) : on obtient

(t+ k) B(a) () + ak /0 B (@) (s)ds = B (b) (1) . (6.5.4)

En dérivant I’équation ci-dessus par rapport a ¢, on voit que B (@) est solution d’une équation
différentielle linéaire, avec une unique singularité fixe réguliére en ¢t = —k (cette singularité n’est
pas dans Ay 5, par hypothése) :

B (a4 - dB (b
40 B (1) 4 (14 ar B (1) = ()(t).

aB (b)

dt

Comme B (?)) se prolonge analytiquement & Ag s ,, il en va de méme de (t) et donc de

N _ B(b)(0)
B (a). Puisque B (a) (0) = <12 = b IE;O)’ on peut écrire :

Ba)(t) = (t+k)~'7oF (13’ (0) .k** + /O t dBdgb) (s).(s+k)akds>
= (t+k)yoF (z}’ 0).k* + B (b) t).(t+ k) — B (b) (0) k"

—ak /Ot B (b) (s). (s +k)**" ds)
= (t+ k) (5(6) (). (t + k)

ok /Ot B () (s) (s + )™ ds)

B@ = B(t(i)k(;) —ak. (t+ k)T /Otz?(za) (5)- (s + k)™ " ds .

Le fait que B (8) soit bornée dans tout domaine de la forme Ay 5, N D (0, R), R > 0, implique
la méme propriété pour g(d)
Montrons enfin 'inégalité (6.5.2). Pour toute série formelle 1-Gevrey f € C[x,y] telle que B (f)

se prolonge analytiquement & Ag 5., on pose pour tout R > 0 :

bis

T {|B(7) @ (1482119 ) exp (=81t } € RUfoc} .

bis

.|| bis R
= su
_ f B R>%{ ! B,R .
B (a) est bornée dans tout domaine du type Ag s, ND (0, R), on a ||&HZISR < +4o0. Fixons R > 0,
et soit t € Ag s, ND (0, R). Puisque —k ¢ Ay 5 ,, on déduit de (6.5.3) :

Ba)(t) = (Hlk) (z? (b) (t) — ok /0 tg(a) (s)ds)

73

Remarquons que } pour toute série formelle f comme ci-dessus. Puisqu’ici




74 6. Chapitre. Développements asymptotiques

et donc
B 1 5||Pls €xp (5 |t|) bis / €Xp (Bu)
B(a)(t ) b —_— = —————=du
B@®| < |l T bl a5 | T
1 exp (B t]) [H H bis }
ALY +|ak
T ka5 5]
avec C' = 26Xp(2) + 5 (par exemple). On a utilisé ici le fait suivant :

Fait 6.33. Il existe une constante C > 0 (par exemple C = QQXTP(Q) +5), telle que pour tout
B >0, on ait :
t
exp (Bu) C exp (ft)
Vt>0 —du < ———Z
= / 1+ B2 = B1+ ot

Démonstration. Considérons la fonction F': u i’féfﬁg, pour u > 0.Sitc {O 5} on a:

t exp (2) 2
/OF(u)dug 550

car la fonction F est croissante sur R :

(1 - Bu)®

F (u) = BF (). g >

De plus, pour tout ¢t > 0, F (t) > F (0) = 1, donc on a pour tout ¢ € [O, %} :

Sit> %, alors :

Or, siu > , alors

(1—pfu)?® _ 1

1+ 82u2 — 57
et donc : )
(1 — Bu) B
D’ou :
t
/F(u)dug /F du—|—/F
0
exp (2 2 / ,
< — F
- 5 5 ﬁ
F(t)
< 2e 2 25) .
< S en@+ )
Conclusion : le fait est démontré avec C' = zepr(z) +5. O
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Revenons-en & la démonstration du lemme. Finalement, il vient

. ~ (bl
e |ak|.|a||ﬂ,;1 |

~ 1 bis 1
ol < 4[]

8 g
d’ou : 5 o
~ 11 bis AP
< — b
lalls e < Bdy, — C |ak| ’ 5
En conclusion, on a bien :
bis B ~||bis
lallg™ < zm—=7—=||b
Bdy, — C'|ak] B

Au final, ay est la 1-somme de @ dans la direction 6.

2. Ecrivons b (z) = Z bjx’. Un calcul direct montre que ’équation (6.5.3) admet une unique
j=0

, b.
solution formelle, & savoir a (z) = Z ajz’ ot pour tout j € N, a; = —— (ceci provient du fait
J

i + k
que k ¢ Z<g, et donc k + j # 0 pour tout j € N). En particulier, on voit également que a est

1-Gevrey, puisque b est. Autrement dit, la transformé de Borel B (a) est analytique dans un
disque D (0, p), p > 0. Dans ce disque D (0, p), B(a) satisfait :

dB (a) i ;
S +EB@ @ = B(6) () .

La solution générale de cette équation proche de l'origine est donnée par

c 1
t) = —+ —
y(O) =g+ ;

t

B (5) (s)s*1ds , ceC.
Oun voit alors que 'unique solution analytique dans D (0, p) est celle correspondant a ¢ = 0, i.e.
Lt
B(a) (t) = t*k/ B (b) (s) s+~ ds
0

Comme B (5) peut étre prolongée analytiquement & un domaine infini Ag s, bissecté par la
direction 0 (car b est 1-sommable dans la direction ), il en va de méme pour B (). De plus, il

existe 8 > 0 tel que HEHB < 400, i.e. pour tout t € Ag 5, :

B(8) @] < [, exp 11 -

D’oi, pour tout ¢ € Ag 5, :

fexp (A1) B @) (O] < o [ lexp (=101 [B (8) (seiere0) s+ et g

1 [t] . N
__ _ iarg(t) R(k)—1
< ‘t|§R(k) /0 lexp (—5s)] ‘B (b) (se )‘5 ds
b 8 i R(k)—1
< \t|%(k) /0 s ds
b
= B .
R (k)
En conclusion, a est 1-sommable dans la direction 6. O
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Chapitre 7

Préparation 1-sommable

Le but de ce chapitre est de démontrer que 1’on peut toujours conjuguer (de maniére 1-
sommable) un noeud-col 2-résonant diagonal strictement non dégénéré et div-intégrable (ana-
lytique) & une « forme préparée », qui correspond a la forme normale donnée par le théoréme
1.5, modulo un reste qui est un terme 1-sommable d’ordre O (xN), pour N > 0 arbitrairement
grand. Evidemment, les choses se compliquent lorsque 'on essaie de regarder ce qu’il se passe
quand N — +o0. Ceci sera ’objet du chapitre suivant.

Proposition 7.1. Soit Y € SNgiagna un neud-col 2-résonant diagonal (analytique) non dé-
généré et div-intégrable, de partie linéaire DoY = diag (0, —\, \), A € C\ {0}. Alors, pour tout
N € Nuyo, il existe un difféomorphisme formel U(N) ¢ ]ﬁﬁb (CS,O;Id) tangent a l’identité et
1-sommable sauf pour arg (£\), tel que

(v) () = x2a%+((— (A +d™ @) + arz) + 2V Y (@) ylaiyl
9

+ (()\ 4+ g™ (y1y2) + (1217) + xNFQ(N) (JC,Y)) yQain

—. vy

)

ot (ay + az) =: res (V) € C\Q<o, d™) (v) € vC{v}, et Fl(N), FQ(N) € Clz,y] sont 1-sommables
sauf pour arg (£), et d’ordre au moins 1 par rapport a'y. De plus, on peut choisir d? =...=
d™) pour tout N > 2.

Définition 7.2. Un élément YY) € SN diag,nd de la forme ci-dessus sera dit normalisé a ’ordre
O (xN), N > 0, de maniére 1-sommable.

Remarque 7.3.

1. Tl est & noter que ce résultat n’exige pas I’hypothése plus restrictive d’étre strictement
non dégénéré (i.e. R (a1 + az) > 0).

2. En conséquence du corollaire 6.23, la 1-somme \I/((,N) de UMW) dans la direction 6 #
arg (£A) est un germe de diffeomorphisme sectoriel fibré et tangent a l’identité, i.e.

\II(SN) € Diffgp, (Spr;1d), qui conjugue Y a la 1-somme YG(N) de YV dans la direction 6.

Dans le but de démontrer ce résultat, nous allons procéder en plusieurs étapes, en utilisant &
chaque étape la proposition 6.22 et son corollaire 6.23 pour justifier la 1-sommabilité dans chaque
direction 6 # arg (£A) des différents objets. On commencera par normaliser (analytiquement)
le champ de vecteurs restreint & ’hypersurface invariante {# = 0}. Ensuite, on redressera la
séparatrice formelle (aussi appelée variété centrale) de maniére 1-sommable en {y; = y» = 0}
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dans de nouvelles coordonnées. Nous simplifierons ensuite les termes linéaires (d’ordre un) par
rapport & y. Aprés cela, nous redresserons (de fagon 1-sommable toujours) deux hypersurfaces
invariantes formelles en {y; = 0} et {y2 = 0}. Au final, on conjuguera (encore une fois de maniére
1-sommable) le champ de vecteurs & sa forme normale modulo des termes résiduels d’ordre
(@) (mN ), avec N > 0 arbitrairement grand.

7.1 Normalisation analytique sur I’hypersurface invariante

fr =0}

7.1.1 Le cas transversalement symplectique

Commencons par prouver qu'un élément de SN giag transversalement hamiltonien est néces-
sairement div-intégrable.

Proposition 7.4. Si Y € SNgiag est transversalement hamiltonien, alors Y est div-intégrable.

Démonstration. Considérons plus généralement un nceud-col 2-résonant diagonal Y € SN giag
tel que Y|;,—g; soit un champ de vecteurs hamiltonien par rapport a la forme symplectique
standard dy; A dys (ce qui est le cas si Y est transversalement hamiltonien) : il existe un germe

de fonction analytique H (y) = Ay1y2 + O (||yH3> € C{y} (appelé le hamiltonien), tel que

0 OH 0 oOH 0
_ 2 o _ el .
Vet (( oy, o “’”) g+ (ayl Tk (”)) am) ’

(1) _01 ) € M5 (C) et le gra-
dient VH := ‘(DH), alors Y|{z=0y = JVH. D’aprés le lemme de Morse pour les fonctions

holomorphes, il existe un changement analytique de coordonnées tangent & l’identité ¢ €
Diff (C?,0;1d) tel que

avec F1,Fy € C{z,y} nuls en lorigine. Si 'on définit J := (

H(y):=H (¢ ' (y) =y .

Rappelons le résultat élémentaire d’algebre linéaire suivant.

0

Fait. Soit J .= ( 1

_01 ) € M, (C), et P € M, (C). Alors, PJ'P = det (P)J.

En conséquence, on a :

Corollaire 7.5. Soit H € C{y} un germe de fonction analytique en l’origine, et soit Yy :=
JV H le champ hamiltonien associé dans ((CQ, O) (pour la forme symplectique standard dyy Adys ).
Alors, pour tout ¢ € Diff ((CQ, 0), on a :

¢. (Yo) = (Dpop ') (Yoop ') =det (Dpoyp ') JVH |
ot H:=Hop L.

En appliquant ce corollaire, on voit alors que Y est div-intégrable, car le champ J VH est
linéaire dans notre cas. O

78



7. Chapitre. Préparation 1-sommable 79

7.1.2 Cas général

Proposition 7.6. Considérons un champ Y € SNaiag div-intégrable. Alors, il existe ¢ €
Diffgy, ((C3, 0; Id) de la forme

¢ (z,y) — (x,yl +0 (IIY||2> Y2+ 0 (Hy”2>)

b (V) =22 2 4 (C O+ d () 1+ oT (@)

o7 + (A +d @) y2 + 2Tz (2,y)) 7—

0ya

d
oY1 ’
avec v = y1y2, d (v) € vC{v} et Ty, To € C{x,y} nulles a lorigine.

Démonstration. Par hypothése, et d’aprés un théoréme de Brjuno (c¢f [Mar81]), quitte a effectuer
une premiére transformation analytique au voisinage de 'origine, on peut supposer que

0 0
Yi{z=0y = A+ h(y)) ( Y15 — B + Y2 8y2>

Il suffit ensuite d’appliquer le lemme suivant & Y(,—oy- O

Lemme 7.7. Soit Yy germe de champ de vecteurs de ((CQ,O) de la forme

0 0
Yo = (A+h - + :
0 ( (Y))( ylay y28y2>

avec h (y) € C{y} nulle a l’origine de C2. Alors, il existe ¢ € Diff ((Cz, 0,1d) tel que

6.06) = (vt d) (-mpe g )

avec v := Y1y et d € vC{v}.

Remarque 7.8. Autrement dit, nous avons éliminer tous les termes non-résonants de h (y). On
redémontre en fait ici un cas particuliers (avec un seul champ en dimension 2), du résultat
principal de [St097], lui méme inspiré des travaux de Vey.

Démonstration. Nous affirmons que ¢ peut étre construit sous la forme

6(y) = (e, ™)) |

avec v € C {y} bien choisi. En effet, étudions comment un difféomorphisme agit sur Yy. Ecrivons
U:=(\A+h(v))et L:= (—yla%l + yga%g), de sorte que Yy = UL. Un rapide calcul donne

¢+ (Yo) = ¢« (UL)
(UA=Lo()eo™)L,
ou on rappelle que L, est la dérivée de Lie associée & L. On cherche ~ tel que 'unité
D:=[U@1~Ly(y)o¢™"

soit, sans termes non-résonants, i.e. soit de la forme

D =X +d(y1y2) = A+ de (y1y2)"
k>1
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Notons que si une unité W = Z Wi (ylyQ)k € C{y}” n’a pas de termes non-résonants, alors :
k>0

Wogl =W
Ly (W) =0

On va alors décomposer a la fois U et y en parties “résonante” et une “non-résonante” :

U= Ures + Unfres
Y = Yres T Yn—res

ol

ki, k
Un—res = Z Uk1,k2y11y22
k1#k2

k
Ures = > U,k (y192)
k
Tn—res = Z 7k17k2y]1€1y]2€2
k1#k2 .
Yres = nylmk (y1y2)
k

Les termes non-résonants de U (1 — Ly, (7)) sont :

(Un—res - (Un—res + Ures) EL ('Vn—res)) © ¢71 .
Ainsi, on doit résoudre ’équation aux dérivées partielles suivante :

Un—rcs

On voit aisément que cette équation admet une solution analytique en l'origine v € C{y} (et
méme une infinité), puisque 'unité U € C{y} est analytique. O

7.2 Simplification sommable de la partie affine en les va-
riables « dépendantes »

Considérons un germe de champ de vecteurs analytique en I'origine de la forme

0 9 o
_ 29 0 Kl
Y=z e + (—=Ay1 + f1(z,y)) o + (Ay2 + fa (z,y)) 99 (7.2.1)

avec
fi(zy) = —d(y2) y1 + 271 (2,y)
f2(z,y) =d(y1y2) y2 + 2T (z,y)
oud(v) € C{v} et Ty, Ty € C{x,y} sont nulles & l'origine.
Proposition 7.9. Soit Y € SN giag de la forme

B B B
Y = 2= _ v v
T + (=Ayr + fi(z,y)) o + (A\y2 + f2 (2,y)) 90

avec f1,fo € C{x,y} tels que fi(x,y), f2(z,y)=0 (||(a:,y)||2) 1l eziste alors des séries

formelles 4,7, € z°C [z] et 1, s, B, B2 € 2C [z], 1-sommables dans toute direction 6 #
arg (£A), telles que le difféomorphisme formel fibré suivant

@ @) > (0,91 @) + (14 @ @)y + B (@) 12,92 (2) + G2 (@ + (1451 (@) w2)
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(qui est tangent a lidentité et 1-sommable sauf pour arg (£)\)) conjugue Y a

o, (V)= xQE + (( A+ arz)y + By (, Y))

o (()\+a233) Yo + By (, Y))

0
a Y1 ay2 ’
ol ai,ay € C et ﬁ’l,ﬁg € Clx,y] sont d’ordre au moins deux par rapport a 'y, et sont 1-

sommables sauf pour arg ().
Remarque 7.10. Puisque i)|{m:0} = 1d, on voit que F} (0,y) = f: (0,y) pour i = 1, 2. De plus, le
résidu de @, (Y) est ay + as.

On reporte la preuve de cette proposition a la sous-section 7.2.2. Celle-ci est basée sur les
trois lemmes techniques suivants.

7.2.1 Lemmes techniques

Lemma 7.11. Il eziste un couple de séries formelles (1 (z),92 (z)) € (2*C [[x]])2 qui sont
1-sommables sauf pour arg (£)), de sorte que le difféomorphisme formel suivant

Oy (2,51, 92) = (.91 — 1 (2) Y2 — G2 (2)),
(qui est tangent a l’identité et 1-sommable sauf pour arg (£\)) conjugue Y de (7.2.1) a

loy) =+ (Mt @) g+ G+ e @y e (122)

or dys

ot g1, go sont des séries formelles d’ordre au moins 2 telles que g1 (x,0) = go (2,0) =0, et qui
sont 1-sommables sauf pour arg (+\).

En d’autres termes, dans les nouvelles coordonnées, la courbe donnée par (y1,y2) = (0,0) est
une courbe stable par le flot du champ de vecteurs et qui contient 1’origine dans son adhérence :
c’est une séparatrice (formelle, 1-sommable).

Démonstration. 1l s’agit d’une conséquence immédiate d’un important théoréme de Ramis et
Sibuya sur la sommabilité de solutions formelles de systémes différentiels irréguliers [RS89]. Ce
dernier assure l'existence et la 1-sommabilité sauf pour arg (£A), de g1 et g2 : (91 (x), 92 (2))
est obtenu comme 'unique solution formelle du systéme

x% = (@) + A (@ (2) 92 (2)

mzﬂ = Ay2 () + fa (2,91 (), 2 (2))

dx
telle que (91 (0),92 (0)) = (0,0). On voit que ; et g sont nécessairement d’ordre au moins 2
car f1 et fy le sont aussi. La 1-sommabilité de §; et go provient de la proposition 6.22. O

L’étape suivante a pour but de diagonaliser la partie linéaire en y.

Lemma 7.12. Il existe un couple de séries formelles (p1,ps) € (C[z])* qui sont 1-sommables
sauf pour arg (), de sorte que le difféomorphisme formel suivant

Oy (2,51, 92) = (.51 + 22 (2) Y2, y2 + 2p1 () y1)
(qui est tangent & Uidentité et 1-sommable sauf pour arg (£X)) conjugue Y: de (7.2.2) a

Ta(ey) = g (A% @)y + I (09) 5

(A—anz y2+H2(x y))

591

7.2.3
o’ (7.2.3)

81



82 7. Chapitre. Préparation 1-sommable

ol Gy, an, Hy, Hy sont des séries formelles qui sont 1-sommables sauf pour arg (£)), et Hy, H,
sont d’ordre au moins 2 par rapport 4y .

Démonstration. Ecrivons

{Ql (z,2) = zby (z) 21 + x(::l () 20 + C:?l (z,2)
g2 (x,2) = xéo (x) 21 + xba (2) 20 + G (x,2)

avec bl, bg, ¢, 6a, Gl, G des séries formelles qui sont 1-sommables sauf pour arg (+)), telles que
G et Go soient d’ordre au moins deux par rapport & z. Considérons le systeme différentiel
irrégulier suivant, naturellement associé a Y;

L @) =B@a) + Can@) (72.4)

ou

o= (27 L ) - (4220

On recherche

xpy (x) 1

avec p1,po des séries formelles qui sont 1-sommables sauf pour arg (£), telles que la transfor-
mation linéaire donnée par z () = P (z) y (x), transforme le systéme (7.2.4) en

13(:,;)( 1 e (@) ) € GLy (C[])

xﬁymzAmym+ﬁmymm

avec

= (P74 B ) - (BE3E)

ol d1,as, Hy, Ho sont des séries formelles qui sont 1-sommables sauf pour arg (£N).
On a

dy . 1 { - . dP . 1A R
24y _ 2dF
22 (@) =P (a) (B(x)P (2) - a? = (z)) y(@)+P @) G (o,P @)y (@)
et on veut déterminer A (z) et P (z) comme ci-dessus de sorte qu’on ait
L dpP N
— 2 —
B(z)P (z) — =z g (x) =A(x) .

Ceci nous donne quatre équations :

a (x) = 1:91 () + zé1 (x) p1 ()

as 51:{) = by (z) 4 265 () Po ()
2% (x) = (2/\ + b () — v — xby (@) P () + & (z) — 228 (x) pr (2)° (7.2.5)
2% (z) = (_2>‘ by () =z — by (CU)) P2 (@) + & (z) — 2283 (2) P2 (2)°
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Grace a nouveau au théoréme de sommabilité des solutions de Ramis et Sibuya de [RS89], on
obtient I’existence et la 1-sommabilité sauf pour arg (£X) de py et po : (P1 (x), P2 (z)) est unique
solution formelle du systéme
dp1 2\ 2 A I 2 A A 2
(? () = (2A + @b (2) — 2 — 2by (2) ) 1 (2) + &2 (2) — %81 (2) n ()
T2 (2) = (=224 by (2) = = aby (1)) 2 () + &1 (2) — 272 (2) o ()
telle que

(51 (0) 52 (0)) = (‘“)’ @> |

2) 72X

Remarquons que G; et do sont définis par les deux premiéres équations de (7.2.5). Au final, H
est défini par

H(ey):=P @) " G (2.P@)y),
et est 1-sommable sauf pour arg (£\), d’aprés la proposition 6.22. O

L’objectif du dernier lemme suivant est de transformer a; (z) et ag (z) de (7.2.3) en des
termes constants.

Lemma 7.13. Il existe un couple de séries formelles (Gy,d2) € (C[z])* avec ¢ (0) = G (0) =1,
qui sont 1-sommables sauf pour arg (£X), de sorte que le difféomorphisme formel suivant

O3 (2, y1,52) = (2,41 () y1, 4 () y2)

(qui est tangent & lidentité et 1-sommable sauf pour arg (£))) conjugue Y de (7.2.3) a

Giay) = 2t (At am)p+ B (ay) o

6 oy

()\+a21: Yo + B (x, y)) s’

ot (ay,az) = (a1 (0),az (0)) et Fy, Fy sont des séries formelles qui sont 1-sommables sauf pour
arg (£A) d’ordre au moins 2 par rapport a'y.

Démonstration. On peut associer & Ys le systéme différentiel irrégulier suivant

? L (@)= A@)a() + A n () |

et on recherche un changement de coordonnées de la forme z (z) = Q (2)y (z), avec
A _ él(m) 0
Q= (57 0 ) ecracia

avec ¢1 (0) = g (0) = 1, de sorte que le nouveau systéme soit

mQj% () = A (2)y (z) + F (z,y () ,

aw=( 0 ) e = (R

b (7, y ()

avec
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On a
V) = Q) (A () Q) - 2(313“)) y(@) + Q@) 'H (2. Q()y ()

si bien que

et on obtient donc :

; )
3 @) = 2a(2) (a2 (2) — a2)
o) = du(o) (L
A dgs . ag () — as
L@ =a) (Z
¢1(z) = exp /gL i (Sl_ |
— . /0“7&2(3)—a2d , sitonad (0)=¢(0)=1.
Go(x) = exp S
0 S

Y a;(s)—ay . S aj (s) —a;
Pour j = 1,2, la quantité / Mds est I'unique primitive de 4(s)—a; sans terme
0 s s
constant. Puisque a1 et a2 sont 1-sommables sauf pour arg (£X), il en va de méme pour §; et
G2, et donc aussi pour F et F, d’apreés la proposition 6.22. O

7.2.2 Preuve de la proposition 7.9

Démonstration. On commence par utiliser le lemme 7.11 afin de redresser la variété centrale sur
{y1 = y2 = 0}, i.e. d’éliminer les mondmes indépendants de y dans les composantes selon 8%1
et 3%2. Ensuite, on applique le lemme 7.12 dans le but de mettre la partie linéaire par rapport
y sous forme diagonale. Enfin, on utilise le lemme 7.13 pour obtenir la forme annoncée. Le

corollaire 6.23 prouve la 1-sommabilité. O

7.3 Redressement 1-sommable de deux hypersurfaces inva-
riantes

Pour tout 6 € R, on rappelle que ’on note Fp la 1-somme d’une série formelle F 1-sommable
dans la direction 6.
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Soit A # 0 et § € R avec 6 # arg (+\) € R/2xz, et considérons un champ de vecteurs ?,
1-sommable dans la direction 6, de la forme

. 9 A o ) 9
_ .29 0 9
Y=x B + ()\1 (z) y1 + I (%Y)) o + ()\2 (z)y2 + > (x,y)) 995 (7.3.1)

ou :
— M (z) = A+ a1z
— X () = A+ aszx

— A#£0
— aj,a3 € C
— pour j =1,2
Ej(x,y)= > EY (z)y™ € Clx,y]
neN?
[n|>2

est 1-sommable dans la direction 6 # arg (+\) € R/2xz, de 1-somme

Fj,0 ($7Y) = Z F',n,@ (IL‘) yn .
neN?
[n|>2

En particulier, il existe A, B,y > 0 tels que pour tout n € N2, |n| > 2, pour j = 1,2 :

B, (Fyn) (1) < A ghl P (1 ]t])

Vt € AG,Qp, 1+ MQ |t|2 )

pour p > 0 et e > 0 tels que (R.\) NAZ% = @ (voir définition 6.10 pour les notations). En
particulier, F} ¢ est analytique et bornée dans un voisinage sectoriel attaché & l'origine
S € Sp,». Pour des raisons techniques, nous utilisons dans cette sous-section la variante

de la transformée de Borel notée B, avec la norme H||]Zlg associée (voir remarques 6.9 et
6.11 et la proposition 6.12).
Proposition 7.14. Sous les hypothéses ci-dessus, il existe un couple de séries formelles (q{)l, (;32) €

(C e, y]])Zd’ordre au moins 2 par rapport &'y, qui sont 1-sommables sauf pour arg (£\), tel que
le difféeomorphisme formel fibré suivant

(p(l’,y) = (%lerflgl (5E,Y)7y2+¢32 (xay)> )

(qui est tangent & Uidentité et et 1-sommable sauf pour arg (£)\)) conjugue Y de (7.3.1) a

9
Y2 ayQ ;

0 R 0 R
_ .2 _
Vorep = 2% 5= + (A + arz) + B (@) 1y 5o * (A +aze) + 1 Bz ()

0@ Ry, Ry € C[z,y] sont 1-sommables sauf pour arg (£)).

Démonstration. Nous allons suivre et adapter & notre contexte la preuve du redressement des
séparatrices pour les cols résonants en dimension deux (voir par exemple [MMS80]).
On cherche un changement de coordonnées de la forme

\I’(x7Y) = (x,y1 +1;1 ($7Y)ay2+’&2 ($7Y)> )

avec 1&1,1/;2 d’ordre au moins deux par rapport a y, et Rl,f%g comme dans 1’énoncé de la
proposition tels que :

\ij* (Yfprep) = )A/ ’
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i.€.

DV Yy = Yo . (7.3.2)

Ensuite, on prendra ® := ¥~!. Ecrivons

Tl = y1y2R1 = Z Tl,n (x)y
[n|>2
Ty = yiysRy = Z To (x)y
[n|>2
";1 = Z 1[}1,n (x)y
[n|>2
1&2 = Z JJZm (x)y",
[n|>2

de sorte que I’équation (7.3.2) se traduit par les deux équations
87/;1 A o A -
2 —_— —_—
o2 <1 + o <)‘1 (z)y1 + Tl) + 9 ()\2 (x)y2 + T2)
= A1 (z) (y1 + 1[11) + P (ﬂﬁ,yl + 1, y2 + 1212)

et

2Oy | Oty
w“r%(Al()yl“rTl <1+> y2+T2)

=\ () (yg —H/AJz) + (x Y1 + b1,y +1/J2

Ces derniéres peuvent se ré-écrire :

EZ<&m@manw>+ﬁ3§”@>wﬂmuoyn
In|>2
= £y (e 1 (9) i+ 2 (09)) ~ Bi0) 5 0y) ~ Tale) 5 o0y
= Y G2y
22 W (7.3.3)
2:5u@Wm@Hﬂ2%m@+@m@>W

In|>2

= o (1 (523) 32+ (03)) = ) G2 0y) — Tala) 2 ay)

=: Z CQ,n(x)y

[n|>2

ol §;n(x) = A (x)n1 + A2(z)n2 — Aj(z), 7 = 1,2. On recherche 11, Ts tels que

)

Tl,n:O ,8iny =0oung =0
Tz,n:() ,8iny =0o0ung =0

Remarquons que les (jn, pour j = 1,2 et |n| > 2, ne dépendent que des z/;i,k et des Fi,k, pour
i =1,2 et k| < n. On peut donc déterminer les coefficients 1; n et Tjn, j = 1,2, n| > 2, par
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récurrence sur |n|, en posant

T'n=0 ,sing=0o0uny=0
Tom =0 ,singy =0ouny =0
1&1,11:0 ,sing >letng >1
1/32,11:0 ,8ing >1letng >2,

et en résolvant pour tout n = (n1,n2) € N? avec |n| > 2, les équations

517n(x)@217n (z) + 22 di(/i;,n () =Cm(z) ,sing=00uny=0
527,1(3:)1&2,,1 (z) + 22 dqﬁi’n () =Cen(z) ,sing=00uny=0.

Lemme 7.15. Il existe 3 > 4w, M > 0 tels que pour tout n € N? avec |n| > 2, et pour tout
j=1,2, on ait ||Cj7nHzls < +o0 et

bis bis
5 < M. [|Gallg™

o

0w la norme correspond au domaine Ng ¢ , (voir définition 6.10).

Démonstration. Pour n = (n1,ns) € N2 avec n; + ny > 2, on veut résoudre

A(ne+1)+x(—a1 +aznz) ,sing =0
“A(ni—1)4+ax(ng—1) ,sing=0
A(ng — 1) + asz (n2 — 1) ,sin; =0
“A(ny+1)+z(—az+any) ,siny=0.

d1n(x) = M(z) (n1 — 1) + Xo(x)no =
d2n(z) = Aa(x) (n2 — 1) + A1 (x)ny =

Traitons le cas de 1 n (le cas de da n est similaire). On est exactement dans la situation de la
proposition 6.32. En utilisant les notions de cette méme proposition, on a respectivement :

(—a1 + agng)

)\(77,2 —+ ].) ’

die = min {|A (nz + 1)] = p. ]\ (n2 + 1) fsin (0 + )], [A (nz + 1)] sin (6 — €)|}
(si ny =0)

k=Ana+1),a=

et

(—as + ainy)

—)\ (n1 + ].) ’

i = min {A (m1 + 1)] = p, [\ (g + 1) Jsin (9 + )], A (n + 1) Jsin (0 — )]}
(si ng =0).

k=-A(nm1+1),a=

On peut choisir le domaine Ay . , correspondant a la 1-sommabilité de F} et Fh avec 0 < p < ||,
de sorte que dj, > 0, puisque € > 0 est tel que (R.\) NAZ% = (. Au final, on choisit

C
. (sl +Jaal) o
min {|A| — p, [Asin (0 + €)|,|Asin (8 — €)|}
. || bis
avec C = 2222 4 5 , de sorte que ||F} < 4o00. Ce choix de g implique que Sd > C'|ak
5

comme exigé dans la proposition 6.32, dans les deux situations considérées, & savoir n; = 0 ou
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ng = 0. Puisque pour j = 1,2 et [n| > 2, {; » ne dépend que des @’k et des Fl-’k, avec 1 = 1,2
et |k| < n, on voit par récurrence que

HCl,n
HCZH

et donc, d’aprés la proposition 6.32 :

|Zis<+oo ,sing =0o0uny =0
|EIS<+oo ,sing=0oumny =0

bis

ﬁ bis
= (ﬂ(IAI o) — C (jar| + a2)> Al

Le lemme est donc prouvé, avec

wLn

B

ﬁ )
M = : - : .
<5mm{x| —p rsin (6 + )] [Asin (6 — O} — C (Jau] + aa])

O
_ Afin d’achever la preuve de la proposition 7.14, nous devons montrer que pour j = 1,2, la série
b=y ‘ Yjn

neN?

(ensuite le corollaire 6.30 permet de prouver la 1-sommabilité). Nous allons montrer cela a 1’aide
de la méthode des séries majorantes. Introduisons a cet effet quelques notations. Soit (B, ||-||)

By“ est convergente dans un polydisque D (0,r), avec r = (r1,r2) € (R>0)2

une algébre de Banach. Pour toute série formelle f (y) = Z fay™ € B[y] a coefficients dans

B, onpose f =Y | full ¥y et () = F (). Sig =D gny™ € B [y], on écrit f < g si pour

n n
tout n € N2 on a || fal| < ||gnl||- Bien que classique, nous redémontrons le résultat suivant (voir

par exemple [RR11]).

Lemme 7.16. Pour j = 1,2, soit f; = Z finy™ € B [y] une série formelle d’ordre au moins
[n|>2

2, a coefficients dans un espace de Banach (B, |-||) comme ci-dessus. Considérons également

deuz autres séries formelles d’ordre au moins 2, notées g; = Z giny" € B{y}, s =12, et

[n|>2
qui sont convergentes sur un voisinage de l'origine. Supposons qu’il existe o > 0 tel que pour
j=1,2: B -
ofi <75 (1 + fye+ f2)

Alors, f1 et fo sont aussi convergentes au voisinage de l’origine.
Démonstration. L’inégalité ci-dessus implique

= 1 _ = = = =
Fi<=3 (y+ i+ Py + 1+ 1)
et donc
<§1 (y‘i‘?l + foy+ )1 +?2) + 92 (y+?1 + foy+ +?2>)
= (51 (y+?1+?2)+§2(y+f1+?2)) .

Puisque g;, g, sont convergentes sur un voisinage de l’origine, et sont d’ordre au moins deux, il
existe A, B > 0 tels que pour j = 1,2 on ait

A= lr

Ay?
1-By’

1 —
5(91 +7,) <
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et par conséquent :

1 = = 1 A(y+?1+?2>2
CRED ] Faryow s
) Ay(;<y+f1+f2))2 .

1 - By (% (y+?1 +?2))

]_ = =
Si 'on définit u = Z Upy" = — (fl + fg), il suffit de montrer que
Y
n>1
Ay (1 +u)®
M ] (7.3.4)
1-By(1+u)

L’idée est de comparer u avec la solution v = E vpy” de
n>1

Ay (1 +0)?

YT 1 By(lto)

On voit alors facilement que v est convergente sur un voisinage de l’origine, en tant que solution
d’une équation polynomiale de degré deux :

—(A+B)v*+(1—- 24+ B)y)v—Ay=0.

De plus, v; = A, et pour tout n > 1, on a v, = P, (v1,...,0,_1) , OU
n—1
P, (v1,...,v5-1)=(2A+ B)v,_1+ (A+ B) Z ViVUn—k
k=1
est un polynome & coefficients positifs en les n — 1 variables (v1,...,v,—1). En choisissant A tel

que A > uq, on déduit de (7.3.4) que pour tout n > 1 :
Unp, < Pn(ul,...,un_l) .

On voit ensuite par récurrence sur n (et en utilisant le fait que P, a ses coefficients positifs)
que :
unSpn<u17---aun71)SPn(Uly---a’Unfl):vn P

et donc u < v. Puisque v est convergente au voisinage de l'origine, il en est de méme pour u, et
par conséquent pour f, et f, également. Le lemme est démontré. O
En prenant 8 > 47, d’apreés la proposition 6.12, on a pour tout f,g € B ona:

bis
<

f

T e
ﬁ ﬂ

Kz

B

Si ’on arrive & montrer qu’il existe o > 0 tel que pour 7 = 1,2 on ait

Ulzj < Fj (Z/l +1;1,Z/2 +1ﬁ2> )
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alors le lemme précédent permettra de conclure. On a vu qu’il existe M > 0 tel que pour
ji=1,2:

'(/)j,n B

bis bis
< M. [|Gnll

B

ol

Gi= Y Cin(@)y™

In|>2

= Fi (4 01 @3) e+ (3)) = T S 0y) - Tale) g (2,)

G2 = Z CQ,n(x)yn

In|>2
, . . N1 N
= By (b () (2.9)) ~ @) 22w y) — Do) 22 ()
oy y2
En posant o := 57, on a alors :
- = — — — 90, — 9
U¢1 < Cl = Fl (‘rvyl + 1/)1 (mvy) Y2 + 7/)2 (iE?y)) + Tl(x)aizybll(xvy) + TQ(IE) 81521 ({E,y)
- = — — — O — O
oy < G2 < Fy (xayl + Y1 (2,y), Y2 + P2 (33,}’)) +T1(93)871§12(%Y) +T2(5U)671§22($7Y)
De plus, on rappelle que
Tin=0 ,sini=0o0uny=0
Tom=0 ,sing=0ouny =0
172)1,n:O ,SinlzletTLQZl
1/32,11:0 ,8ing >1letng >1
si bien qu’on a en fait des relations de majorations plus précises :
oy <G = Fy (g1 + 4 (,¥) 92 + 1o (z,y)
oths < G = Fa (x,y1 + 41 (,¥),v2 + 1o (z,y)
Il reste a appliquer le lemme précédent pour conclure. O

Remarque 7.17. Dans la proposition que ’on vient de prouver, supposons que pour j = 1,2,
Fi(ey)= Y FE@y"
neN?, |n|>2
dans 'expression de Y satisfasse :
F,(ll)(O):O ,Vn = (ni,n2) |n1+ne >2et (ng=00uny=0
Fr(lz)(O):O ,Vm=(ny,n2) |n1+mny>2et (ny=00uny =0

Alors, le difféomorphisme @ de la proposition peut étre choisi pour étre lidentité en restriction
a {x = 0}, si bien que

yiyaRy (z,y) = F1(0,y) + 25 (z,y)
yiyeRo (z,y) =F2(0,y) + 252 (x,y) ,

avec Sy, S5 l-sommables dans la direction 6 # arg () € R/anz et Fy (0,y),F» (0,y) € C{y}
convergentes au voisinage de l'origine dans C2. En effet, on voit facilement par récurrence sur
[n| = ny +mn2 > 2 que 1&1 et 1&2 peuvent étre choisis “divisibles” par x, et que (1, (2 sont alors
tels que (jn () soit aussi “divisible” par = si n; = 0 ou si ny = 0.
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7.4 Normalisation sommable a I'ordre O (V) ,VN > 1

On considére & présent un noeud-col 2-résonant diagonal non dégénéré et div-intégrable,
1-sommable sauf pour arg (+X), de la forme

0
Y15

o1

0 N
Yorep = ;ﬂa + <—)\ +a1x — d(y1y2) + xS (x,y))

+ (A + a2z + d (y1y2) + 252 (x,y)) Vg
Y2
ou :
— AeC\{0};
— Sl,gz € C[x,y] sont d’ordre au moins 1 par rapport & y et 1-sommables dans toute
direction 6 # arg () € R/2xz;
— res (Yprep =a1 + az ¢ QSO 5
— d(v) € vC{v} est germe de fonction analytique nulle en ’origine.
On note Yprep,6, 51,0, 52,0 les 1-sommes respectives de )A/, Sl, S’g dans la direction 6. Introduisons
quelques notations qui vont s’avérer utiles :

Yorep = Yo+ DC+ RR,
ou :
— Yy =XC+z (1‘% —l—alyl% —&—agyg%)
— C:= *ylaiyl +y28%2
— R:= y1aiy1 +y28%2

52— 5 est 1-sommable dans la di-

— D(z,y) =d(y1y2) + 2DV (2,y) = d (11y2) + =

rection ¢, de 1-somme Dy dominée par |ly|| = max (|y1], |y2|) (D est d’ordre au moins 1
par rapport & y) : D est appelée la “composante tangentielle” de Yprep-

S2+g1

— R(z,y) = zRW (z,y) == est 1-sommable dans la direction 6, de 1-somme

Ry dominée par ||y|| = max (|y1], |y2]) (R est d’ordre au moins 1 par rapport 4 y) : R

est appelée la “composante radiale” de Yprep.

La proposition suivante fournit une transformation 1-sommable, qui normalise le champ Yjep
modulo des termes d’ordre O (z%), et ce pour N > 0 arbitrairement grand.

Proposition 7.18. Soit

Yprep = YO + DC+ RR

comme ci-dessus.
Alors, pour tout N € Ns, il eziste d™V) (v) € vC {v} et @) € Diffgy, ((CS, 0, Id) qui conjugue
Yprep (resp. sa 1-somme Ypyep g dans la direction 6 # arg (+)) € ®/2x7) 4

YO = Yo+ (4 age) + 2V DY (2,y)) €+ 2N RV (@,y) R
(resp. YO(N)

ot DIN) RIN) sont d’ordre au moins 1 par rapport o'y et 1-sommables dans la direction 6, de

1-sommes respectives D(SN), RéN). De plus, on peut choisir d® = ... = d"N) pour tout N > 2,

et dV = d.

Yo + (d(N) (Y1y2) + IND((;N) (z, }’)) C+ zNRéN) (z,¥) R) )
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Démonstration. Nous allons procéder par récurrence sur N. .
— Le cas N = 1 est la situation initiale, et on a donc Y1) := Yy,
— Supposons le résultat vrai pour N € N.g.

1. Commengons par la composante radiale. On écrit
N N
R (z,y)= Y RY, (2)yitys?
ni+n2>1

et
R (0,u) = 3" RYY) (0)
k>1

On cherche une solution analytique 7 & 1’équation homologique
Ly (1) = —aVRM 4 (xN“RW“)) oA, (7.4.1)
(resp. Lo (1) = —xNRgN) + (xNHR(SNH)) o AT>
o

N+1) RéNH)

pour un bon choix de R( , avec

A'r (I7Y) = (I)ZI—Q (5177}’) = (‘Tayl exp (T (I7Y))ay2 exp (T (I7y))) )

et
T (z,y) = 2" 0 (ny2) + 2V (y)
ouT (y)= Z 1y ia¥i Y52 . Concrétement, A, est le flot de R évalué au « temps »
J1#d2
7 (2,y).

Admettons un instant qu’une telle solution analytique 7 existe. Dans ce cas, A, €
Diffgy, ((CB, 0; Id) est un germe de difféeomorphisme fibré analytique fixant l’origine et
tangent a I'identité, et donc il en est de méme de son inverse A-! € Diffgy, ((C3, 0; Id).
Considérons alors d¥) et DXV tels que

AN (2129) + 2N DW) (2, 2) := (d™) (y1y2) + 2N DI (,y)) 0 A7 (2,2)
M (,2) = (A (o) + 2V DY (2,9)) 0 A7 (2,2)

Alors, on déduit de (7.4.1) :

dNHD (212) + 2N Dy

(Ar), (Y(N)> = Yo+ (d(N+1) (z122) + 2V DWV) (x,z)) C
42V RV (2. 2) R

<(A,)* (V™) = Yot (4N (e1z) + 2V DFY (2,2)) €

erNHRéNH) (x,2) R > .

En effet :
Ly (x)
DA, - yW™) — Ly (y1exp (7 (x,y)))
Ly ) (y2exp (7 (z,y)))
(Ly (Y1) +y1 (Ly oo (1)) exp (7 (z,y))
(Lym (Y2) +y2 (Ly o (1)) exp (7 (z,y))

_ (Yo 4 (d(N+1) +le~)(N)) C+xN+1R(N+1)R) oA, (z,y) .
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Ces calculs sont évidemment également valables avec les 1-sommes correspondantes,
A savoir YG(N), DéN), DéN), R((,NH) au lieu de YV DIN) DIV) RIN+1) - O utilise la
proposition 6.22 pour prouver la 1-sommabilité des objets obtenus par compositions.
Démontrons a présent lexistence d’un germe de fonction analytique de la forme

m(z,y) = 2" 0 (ny) + 2V (y)
d’ordre 1 par rapport a y, avec
T(y) = Y vl
J1#J2
solution de (7.4.1). Cette équation s’écrit aussi

or

or
4 (—)x + a1z —dWN) (y1y2) — 2N DI (z,y) + 2V RW) (z, y)) yl@
1

o
+ (/\ + agx + dN) (yry2) + 2N D (2, y) + 2N BRI (x, y)) ygaa—;;
— _NRM) ¢ (l,NJrlR(NJrl)) oA, |
ou encore :
2G5 + arwy G+ azeya 5+ (A+d™) (y1y2) + 2N D (,y)) Le (1)
+ (zNR™) (2,y)) Lg (1) = —aNR™) + (mN+1R(N+1)) oA,

Regardons les termes de degré N par rapport & z :

(N = 1) 70 (y12) + (a1 + az + 2651 R 0,y)) y1y2% (y192)
A+ A (age) Le () = —EX (0,) (142

(ici 6,1 est le symbole de Kronecker). On va utiliser le fait que la somme Im (L) &
Ker (EC) est directe, et que Ker (EC) est formé des séries en le mondéme v = y1y2. En
isolant le terme Lo (71) d’une part, et les autres termes d’autre part, la décomposition
en somme directe ci-dessus nous donne :

dmo

3 )+ (N =170 (v) = ~Ryed (0.0)

v (a1 +a> + 2051 R (0,0))
T0 (0) =0

et

—1 dr
Le (1) = 332 (o) ( (2081 (B (0.9) = Ri& 0.0)) ) ran 2 ()

+R™ (0,y) — Rigg (0, v))
T1 (0) = 0 .

(V)

(N) est analytique par rapport a y, on en déduit que Ryeg (0,v) est analy-

Puisque R
tique prés de v = 0. De plus, comme joevs) (0,0) = 0 et a1 + a2 ¢ Q<o, la premiére
des deux équations ci-dessus admet une unique solution formelle 75 avec 79 (0) =0 :
cette solution est en fait analytique au voisinage de 'origine. Maintenant que 7y est
déterming, il existe une unique solution formelle 71 & la seconde équation ci-dessus,
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satisfaisant 7 (y) = Z T1j jzy{ly%2 : cette solution est en fait elle aussi analytique
J1#52
au voisinage de ’origine.
En conclusion, A, € Diffg, (C3,0;1d) et conjugue YY) (resp. YQ(N)) ay®™ .= (A,), (Y(N))
(resp. %(N) = (Ar), (YQ(N))).
On déduit de (7.4.2) que <£Y(N) (1) + :ENR(N)> et (ﬁyg“\” (1) + :ENRéN)) sont divi-
sibles par V11, de sorte que I’on puisse définir :

_ . N R(V)
BV (g g) = (EY( y (1) +2VR >0A1 (z.2)

J?N+1 T

- L, (T)+ xNRéN)
< RéNH) (r,2) = Yo ) o ATl (z,2)

D’aprés la proposition 6.22, RN+ (resp. DUV)) est 1-sommable dans la direction 6,
de 1-somme RS (resp. D) ).

Au final, en remarquant que Nt o A, (0,y) = dm) (y1,y2), on voit que 7 (0,y) =0
et donc A, (0,y) = (0,91, ¥2) si N > 1, de sorte que d¥ D = dN) quand N > 1.

. Occupons nous & présent de la composante tangentielle. Ecrivons

DW) Z DWV) 2 20

7?17712
ni+ns>1

et
N (N)
D (0,0) =YD} (0

res
k>1

Exactement comme dans le cas 1. qui traitait la partie radiale (les calculs ici sont
méme plus simples), on peut prouver l'existence d’un germe de fonction analytique o
solution de I’équation homologique :

EY’(N) (O') = —l‘ND(N) + (xN+1D(N+1)) o Fo’

( L (o)

pour un choix convenable de D

NP 4 (xN+1D§N+1)) ol, ) (7.4.3)

(N+1) DéN“), avec

I, (x,Z) = ($>y1 €xp (_U ($7Z)) » Y2 €Xp (U (ma Z)))

et
o(z,z) =N 1oy (z122) + 2Ny (z) ,

ot o1 (z) = Z 01jy.in?) 252 Remarquons que T, est le flot de C évalué au temps
J17#J2

formel o (z, z).

A nouveau, comme dans le premier cas (de la partie radiale), on a ', € Diffgy, (C3, 0; Id)

et donc aussi I';! € Diffg, (C3, 0; Id). Si I'on considére RINHY et RéNH) tels que

RN (z,y) = RN oT; ! (,y)
RNV (w,2) = RYVoT, (ay)
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alors on déduit de (7.4.3) :

(o), (Y) = Yot (d¥HD (grg) + ¥ DN (z,y)) €
+1,N+1R(N+1) (.T, y) R
o). () = Yot (440 (age) + 071D () €

N RN (2 y)R

En fait, on choisit :

Ly Np@)
DO (a,y) ( el o, (2,y)
Lo (0) —|—£END(N)
N Y, 6 _
DM (2,y) = T o, (z,y)

D’aprés la proposition 6.22; les différents objets considérés sont 1-sommables dans la
direction 0 # arg (£\) € R/2xz.

m
7.5 Preuve de la proposition 7.1

Nous donnons a présent une preuve courte de la proposition 7.1, en appliquant les différents
résultats de ce chapitre.

Démonstration. (de la proposition 7.1)

Il suffit d’appliquer successivement le lemme 7.7 (appliqué a Yy := Y|;,—0y), la proposition
7.9, la proposition 7.14 et finalement la proposition 7.18, en utilisant aprés chaque étape le
corollaire 6.23 pour obtenir la 1-sommabilité annoncée. O
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Chapitre 8

Normalisation sectorielle analytique

Dans ce chapitre nous allons démontrer l'existence de normalisations analytiques sectorielles
données par le théoréme 5.5. Nous commencerons avec un champ de vecteurs Y (V) normalisé a
Iordre O (xN ), comme obtenu dans la proposition 7.1. L’ingrédient principal sera de démontrer
Pexistence de germes sectoriels de fonctions analytiques ay € O (S1),a_ € O(S_) , solutions
d’une équation homologique de la forme

Ly (ax) =M AL (z,y) ,

ot M €Net AL € O(S1) (voir lemme 8.6). Afin de construire de telles solutions, nous allons
intégrer une 1-forme méromorphe de long de « chemins asymptotiques » tangents au feuilletage
et qui accumulent la singularité & l’origine (voir section 8.4). Avec de telles solutions sectorielles
at (x,y) a I’équation homologique ci-dessus, nous allons pouvoir construire les germes de dif-
féomorphismes sectoriels recherchés comme les flots de champs de vecteurs linéaires évalués « au
temps a4 (x,y) ».

Nous allons réutiliser les notations introduites dans la section 7.4, i.e. :

=X (o gy o)

— AeC

— aj + a2 ¢ (ggo 5

— C:= *ylgj +y26@

— Ri=yigg +Yagy,

Pour A # 0 fixé, € € }O, 5 [ et 7 > 0, nous allons considérer deux secteurs privilégiés, & savoir

. T , 7
Sy (rye):=8 (r, arg (i1\) — 5 6 arg (IN) + 5 + e)

et

_ ™ , T
S_(r,e)=S (r, arg (—i\) — 5 ~6arg (—iN) + 5 + e) .

Considérons un neeud-col 2-résonant diagonal strictement non dégénéré et div-intégrable,
normalisé & ordre O (zV2), N >0 :

YO ¥t ey + 0¥ 2D (5,5)) €4 £V RROYVED (0,3) R
(formel)
VI = Yo+ (e(p) + oV 2DE @) ) € + 2RO (@, y) R

(analytique dans Sy (r,e) x D (0,r))
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ot DWV+2) RIN+2) sont d’ordre au moins 1 par rapport a y, et 1-sommables sauf pour arg (£X):
les 1-sommes respectives dans les directions arg (+i)\) sont notées DiNH), R;N“). 11 est & no-
ter que nous avons a présent fait I’hypothése que le champ considéré est strictement non
dégénéré, i.c.

R (a1 +a2)>01,

contrairement au chapitre précédent ot nous avions seulement besoin de I’hypothése de non-
dégénérescence. Cette hypothése va s’avérer importante dans la construction intégrale de solu-
tions & ’équation homologique décrite plus haut.

Proposition 8.1. Sous les hypothéses ci-dessus, pour tout n € |7, 2|, il existe deux germes de
difféeomorphismes sectoriels fibrés et tangents a l’identité

\I/+ € Diffgy (Sarg(i)\),n; Id)
V_ € Diffg, (Sarg(fi)\),n; Id)

de la forme

vei@y) = (ny+0(IvIF)) .

, ) N+2)
qui conjuguent Yi( *2) G sa forme normale

0 0
Yaorm = 22— + (=X + a1 — ¢ (y1y2)) Y1 5— + (A + a2z + ¢ (Y132))

o Oy Y2y,

ot ¢ (v) € vC{v} est le germe d’une fonction analytique en v := y1y2 nulle a origine. De plus,
on peut choisir V4 tel que

Vo (z,y) =1d(z,y) + 2VP) (2,y) |

ot P;N) = (0, Py +, P> 1) est analytique dans Sy (r, €) X ((C2, 0) (pour v >0 et e > %) et d’ordre
au moins 2 par rapport a'y.

En conséquence de la proposition ci-dessus et de la proposition 7.1, on a immédiatement le
résultat suivant, qui correspond & la partie « existence » du théoréme 5.5.

Corollaire 8.2. Soit Y € SNgiag,0 un neud-col 2-résonant diagonal (analytique) strictement
non dégénéré et div-intégrable. Alors, pour n € |mw, 27|, il existe un couple (P, P_) de germes
de difféomorphismes sectoriels fibrés et tangent a l’identité

d, € Diffgy, (Sarg(i)\).,m Id)
®_ € Diffgy, (Sarg(fi)\),n; Id)

tels que
(®y), (V) = x22+(—)\+ax—c( ) i+()\+a:c+c( )) ya=—
+). = o 1 Y1Yy2)) % 6y1 2 Y1Y2)) Y2 8y2
= Ynorm )

ou A € C*, R(ay +az) >0, et c(v) € vC{v} est le germe d’une fonction analytique en v := y1yo
nulle 4 l'origine.
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8.1 Preuve de l'existence de normalisations sectorielles :
preuve de la proposition 8.1

Nous allons énoncer deux propositions successives qui vont permettre de démontrer la pro-
position 8.1 immédiatement. Nous utiliserons les notations introduites précédemment, en début
de chapitre. Lorsque nous dirons qu’une fonction f : U — C est dominée par g : U — R, cela
signifie qu’il existe une constante L > 0 telle que pour tout w € U, on a |f (u)| < L.g (u).

Proposition 8.3. Soit Yi(N“) =Yy +DLC+ RLR, avec

Dy (2,y) = ¢ (y1ys) + 2N P2DE? (2, y)
Ry (z,y) = 2V 2RO (2,y) :

avec N € Ny, ¢ (v) € vC{v} et D(iN+2),R§EN+2) analytiques sur S (r,€) x (C?,0) et dominés
par ||ly|l .- On suppose que R (a1 + az) > 0.
Alors, quitte a réduire r > 0 ainsi que le voisinage ((CZ,O), il existe deux difféomorphismes

sectoriels fibrés . et p_, analytiques et injectifs sur S;. (r,€) x (C2,0) sur S_ (r,€) x (C2,0)

respectivement, qui conjuguent Yi(N +2) 4

Yer = Yo+CiC
ot Cy (x,y) = Dy o 93* (x,2). De plus, on peut choisir
ot (z,y) = (z,y1exp(p+ (2,Y)),420xp (p= (2,y)))

N+15

ot p+ (x,y) = 2" oy (x,y) est analytique sur Sy (r,€) X ((CZ,O) et dominé par ||y|| .-

Remarque 8.4. 1l est & noter que gp;l est de la forme
o' (z,2) = (2,21 (L+ 2V T (2,2)) , 22 (1 + 2V T (2,2))) ,
o ¥ est analytique sur Sy (r,€) x (C2,0) et dominé par ||z .. Par conséquent :

Cy (z,2) = c(z122) + xN+1C'§[N+1) (z,2) ,
ol ¢ (v) n’a pas changé, et C est analytique sur Sy (r,€) x (C%,0) et dominé par |z| .
Proposition 8.5. Soit Yo 1 =Yy + C1C, o

Cy(x,2) =c(z122) + xNHCiNH) (z,2) ,

avec N € N5, ¢ (v) € vC{v} et CiNH) analytique sur Sy (r,€) x (C?,0) et dominé par ||z .
On suppose que R (a1 + az) > 0.

Alors, quitte 4 réduire r > 0 ainsi que le voisinage (C2,O), il existe deuz difféomorphismes
sectoriels fibrés 1y et ¥_, analytiques et injectifs sur Sy (r,€) X ((C2,O) sur S_ (r,e) x ((C2,O)
respectivement, qui conjuguent Y¢ 1 a

Yiorm = Yo+c¢(v)C
De plus, on peut choisir
1/& (l’,Z) = (I,Zl €xp (7X:|: (I,Z)) , 22 €XP (X:I: ($,Z))) )

ot X+ (z,2) = xV X+ (z,2) est analytique sur Si (r,€) x (C2,0) et dominé par |z|| .

99



100 8. Chapitre. Normalisation sectorielle

En admettant un instant les deux lemmes ci-dessus, nous sommes en mesure de prouver la
proposition 8.1.

Démonstration. (Proposition 8.1)
Il s’agit d’une conséquence immédiate de I'utilisation successive des deux propositions pré-
cédentes dans cet ordre, en prenant W = 14 o ¢ avec les mémes notations. O

8.2 Utilisation de I’équation homologique : preuve des pro-
positions 8.3 et 8.5

Afin de prouver les propositions 8.3 et 8.5, nous allons avoir besoin des deux lemmes suivants.
Le premier donne ’existence de solutions sectorielles holomorphes & ’équation homologique que
I’on cherche & résoudre.

Lemme 8.6. Soit
Zs =Yy + Cs (2,y)C +2RY (2,y) R,

avec Cy, R(il) analytiques sur St (1, €) X ((CQ, O) et dominés par ||y|| ., et considérons également
A (z,y) un germe sectoriel de fonction holomorphe sur Sy (r,€) x (C2,0) et dominée par ||y]| .-
Alors, pour tout M € Nsq, quitte a réduire v > 0 ainsi que le voisinage ((CQ,O), il existe une
fonction ax holomorphe sur St (r,€) X ((CQ,O) telle que

Lz, (az) =2 AL (2y) (8.2.1)

avec ax (z,y) = xMay (v,y), ot Gy est une fonction holomorphe sur Sy (r,€) x ((CQ,O) et
dominée par ||y|| .-

Nous allons démontrer ce lemme en section 8.4. Admettons-le un instant. Le lemme qui suit
permet d’affirmer que les applications ¢4 et ¥4 construites dans les propositions 8.3 et 8.5 sont
bien des germes sectoriels de difféeomorphismes (fibrés) analytiques et injectifs sur Sy (r,€) X

(C%0).

Lemme 8.7. Soit fi,g+ deux germes sectoriels de fonctions holomorphes S+ (r,€) X ((CQ,O),
qui tendent vers 0 lorsque x := (z,y) tend vers 0 dans St (r,€) X ((CQ, O). Alors, Uapplication

b+ : (z,y) = (x,y1exp (f+ (z,y)),y2exp (9+ (2,¥)))

définit un germe sectoriel de difféomorphisme (fibré), analytique et injectif sur Sy (r,€) X ((Cz7 O)
(quitte & réduire r > 0 ainsi que le voisinage ((C270)).

Expliquons & présent en quoi ces deux lemmes impliquent les propositions 8.3 et 8.5.

Démonstration. (Propositions 8.3 et 8.5)

Il suffit d’appliquer le lemme 8.6 avec M = N+1, Ay = —R(iN+2), ar =pret 2L = Yj(ENH)

pour la proposition 8.3, et avec M = N, AL = — (iNH), oty = x+ et Zy = Yo 4 pour la

proposition 8.5. Ensuite, on utilise le lemme 8.7 pour voir que ¢ et ¥ sont bien des germes
sectoriels de diffefomorphismes (fibrés) analytiques et injectifs sur S (7, €) x ((CQ, 0). Finalement,
on vérifie que p4 et 14 sont bien les conjugaisons recherchées. Avec les notations de la section
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précédente :

,Cyi(rN+2) (:L’)
Doy - yj(EN“) = Eyi(zwz) (y1exp (p+ (z,Y))
ﬁyi(NJrz) (y2exp (p+ (z,y))

~—

~

= (L:yiN'*'Q) (y1)
<£Y:(EN+2) (yg)

= (=A+ a1z — D+ (z,y)) y1 exp (p+ (,¥))
(A +agz + D4 (7,y)) y2 exp (p+ (7,y))
(on a utilisé ici le fait que Eyj(:NJrz) (py) = —a?NHRE_LNﬁ))

= (Yo +C+C) oy (,y)
- YC,:E ° Y4+ (an) P

si bien que (p4), (Yi(NH)) = Y 4, et par suite, on a aussi

Ly . (z)
DYy -Yer = Ly, , (z1exp (—x (z,2)))
Ly, . (z2exp (x (z,2)))

2

= | (Lres (1) +21 (Lye 2 (0)) exp (—x (@,2))

(Lyey (22) + 22 (Lye o (X)) exp (X (7,2))

2

= (=X + a1z — c(z122)) z1exp (—x (2, 2))
(A + agz + ¢ (2122)) 22 exp (X (2,Y))
(

(on a utilisé ici le fait que Ly, , (x+) = — NIV

(Yo +c(u)C) otps (x,2)
- Ynorm o w:ﬁ: (1'7 Z) 3

de sorte que (1), (Yo +) = Ynorm- =

8.3 Germes de difféomorphismes sectoriels : preuve du lemme
8.7

Démontrons maintenant le lemme 8.7.

Démonstration. (du lemme 8.7)
On considére deux germes sectoriels fi, g+ de fonctions analytiques sur Sy (r,¢€) X ((C2,0)
et dominées par ||yl .. On définit

b+t (z,y) = (z,y1exp (f= (2,y)) , y2 exp (9+ (x,y))) -

Commencons par prouver que, quitte a réduire le domaine (i.e. 7 > 0 et (C2,0)), ¢ est injective.
Soit x = (x,y1,y2) et X' = (¢/,y},y4) dans Sy (r,€) x (C2,0) tels que ¢4 (x) = ¢4 (x). Puisque
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@+ est fibrée en x, on a = 2’. Supposons ensuite par 'absurde que (y1,y2) # (y1, y5), de sorte
que
(1 = y1.92 = y3)lloo > 0.

Supposons par exemple qu’on ait |[(y1 — ¥1,¥2 — ¥5) |l = |¥1 — ¥1| > 0. On note Dy I'opérateur
de dérivée partielle par rapport & y = (y1,y2). D’aprés le théoréme des accroissement finis :

efx(x) _ ofx(x')

v =Y Sup Dy (¢7%) (@, 21, 22) | -

(21,22)€l(y1,92), (v} 03]

Par conséquent :

0 = |uer — ypen ()]
= fx(x) o Y, el - ol (%)
= (& |y1 y1| 1+ 7 (x) -
el Y1 — Y1
> ey -y (1 || [ =)
= . . efi(x) Y1 — y,l
/
> ey =yl [ 1 f‘Zl(x) : sup | Dy (e7*) (2,21, 22)]| . -
e (Z1J2)€[(y1,yQ)V(y’lvyé)]

Prenons (Cz,O) =D (0, r) assez petit pour que fi soit analytique sur
St (r,e) x D(0,3r1 +9) x D(0,3ry +9)

avec § > 0 petit. Sans perte de généralités, on peut supposer r; = 79. On applique alors la
formule intégrale de Cauchy & z; +— ef=(®21.22) pour z, fixé, en intégrant sur un cercle de
centre 0 et de rayon 3r; = 3ry. De la méme maniére, on applique aussi la formule intégrale de
Cauchy & zo — ef=(®:21:22) pour tout z; fixé, en intégrant sur un cercle de centre 0 et de rayon
3r1 = 3ry. On obtient alors :

3
sup | Dy (e7*) (z, 21, 20) | < &P ( sup (If+ (X)D) )
(z1,z2)€[(yl4}2)»(1}/1,,7!5)] 71 x€S4 (r,6)xD(0,r)
et donc :
0 = ’wai(x) B y/lefi(XI)’

v

‘efi (x)

3
.|y1—y1|.<1—4exp< sup <2|fi<x>|>>).
x€S4+ (r,e)xD(0,r)

Puisque fi (x) —>0 0, on peut choisir r, 71 et 7o assez proches de 0 pour que :
X—
5 4
exp sup ClfexD ) <5 <5
xE€S4 (r,e)xD(0,r) 4 3
Au final, on a :

0 = ‘ylefi(x)—yllefi(xl)

ly1 — il
16

Y

‘efi(x) >0 ,
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et donc, si y; £y, 0= ‘yle”(x) — yiep(x/)‘ > 0. C’est une contradiction.

En conclusion : (y1,y2) = (yi,y5) et donc ¢+ est injective sur Sy (r,€) x (C2,0).

Puisque ¢4 est injective et analytique sur Sy (r, €) x (C?,0), il s’agit d’un biholomorphisme de
St (r,€) x (C2, O) sur son image, qui est nécessairement ouverte (car une application holomorphe

est ouverte). De plus, il est clair que Pimage de ¢+ (St (7€) x (C?,0)) est aussi de la forme
Sy (r.e) x (C2,0). O

8.4 Résolution sectorielle de I’équation homologique : preuve
du lemme 8.6

Le but de cette section est de prouver le lemme 8.6 en étudiant I’existence de chemins asymp-
totiques a la singularité et tangents au feuilletage engendré par le champ de vecteurs considéré.
On intégrera ensuite une forme temps bien choisie le long de tels chemins pour construire une
solution sectorielle & ’équation homologique (8.2.1).

Remarque. Par commodité, et sans perte de généralité, on supposera dans cette section que
A=1 (sinon, on se rameéne a ce cas en divisant le champ par A\ # 0, en effectuant le changement
x — Az, et en considérant au final le secteur exp (—iarg (X)) .St (r,€) au lieu de Sy (r,€) : ces

modifications ne changent pas a; et (12).
8.4.1 Domaines de stabilité et chemins asymptotiques

On considére le champ

Zi = Yo+Cu(z,y)C+aRY (z,y)R

.’1?2

~ | w (—(1+ci<x,y>>+a1x+xR D (@.y))
Y2 (1 +Cy (2,y) + azx + 2RY (x,y)>
avec R (a1 +az) > 0, et CjE,RgE1 analytiques sur Sy (r,€) x D (0,r) et dominés par |yl

Intéressons-nous, au probléme de Cauchy d’inconnue x (t) := (z (¢),y1 (t),y2 (t)), & temps réel
positif ¢ > 0, associé au champ :

+3
X4 = Zi
+ 1+(a2;al)x+czt +
i.e.

dﬁ_ +ix?
dt 1+ (25%) 2+ Cy
dy1 +iy; ( €))
— = —(1+C4 (z, +ax+ xRy (x, )
& 1T ()05 s ( +(z,y)) + a1 + (zy) (8.4.1)
dyo :tzyz ( (1)
duz 1+ Ca (s, RY (z,y))
dt 1+(a2 a1)x+C + i(zy)Jrangrz i(IY)
x(t) =x0 = (20,91,0,¥2,0) € S+ (r,e) x D(0,r)

On note (t,x0) ~ ®%, (xo) le flot de X4 au temps t > 0 et avec condition initiale xq :

(I)g(:l: (Xo) = X0-
Nous allons démontrer le résultat suivant.
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3(z)
» 4
\ 4
4
ez(ncam )R¢ . e e[arcsin(m)]RJr
\
{ \ Si(r,€)
by
I ,,'
' ) 1 R(x)
a-” - 1 S~
iR, e "R

FIGURE 8.4.1 — Représentation de la projection pr, (24) du domaine stable sur ’espace des x.

Proposition 8.8. Pour tout € € }0, T [, il existe des secteurs Sy (r,€),S+ (', €) avec r,r’ >0

et un domaine ouvert Qi stable sous laction de flot de (8.4.1) a temps croissant t > 0, tels
que :

Sy (r',e) x D(0,r') C Qy C Sy (r,¢) x D(0,1) ,
(ct. figure 8.4.1). De plus, si xg € Q, alors le solution de (8.4.1) associée, 4 savoirt — x (t) :=
DY (x0), existe pour tout t >0, et x (t) — 0 quand t — +o0.

Remarque 8.9. La solution ¢t — x (t) de (8.4.1) existe donc pour tout ¢ > 0 et tend vers I'origine
quand t — 400 : cette trajectoire définit un chemin asymptotique & la singularité et tangent au
feuilletage. De plus, il est & noter que le domaine Q4 dépend du choix de r et 7’.

Définition 8.10. On appelle chemin asymptotique de base xg € Q2+ associé & X1 le chemin

Vi xo 1= {‘I)txi (x0), t > 0} .

(¢f. figure 15.0.1 page 172 pour un exemple de chemin asymptotique dans le cas de la premiére
équation de Painlevé).

Par commodité d’écriture et sans perte de généralités, nous allons seulement détailler le cas
“+ =4 (la situation ou “£ = —” est similaire).
Notons a := a; + az et b := “25*. Dans le cas “+ = +”, on a alors :

de _ ix?
dt  1+bx+Cy
1
dy $+RY ()
=iy | -1+
dt 1+bx+Cy (2,y)

d ¢+ RY(
2 s (14 2+ By (2,y)
dt 1+bx+C+ x,y)

x(t) = x0 = (%0,%1,0,Y2,0) € S+ (r,€) x D (0
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let 6 (t) :=

Considérons également les équations différentielles satisfaites par |z (¢)[, [y1 ()], |y2 (¢)
arg (x (1)) :

dé (t) _ %< iz (t) )
dt 14+bz(t) +Cy (x(¢))

Pour tout nombre complexe ¢ € C et tous nombres positifs R, B > 0, on note X, (¢, R, B)
le secteur de rayon R bissecté par iR et d’ouverture = — 2 arcsin (B) = 2arccos (B) :

%4 (GR,B) = {zeD(0,R)[3(Cx)> B|Cz[}
= {z € D(0,R) | —arccos (B) < arg (z) — arg (i() < arccos (B)} .

Pour M,R > 0, on note O (R, M) (resp. ©_ (R, M)) le secteur de rayon R bissecté par R
(resp. R_) et d’ouverture 2arccos (M) :

O+ (R, M) = {xeD(0,R)|R(z)>M x|}

= {z € D(0,R)| —arccos (M) < arg (z) < arccos (M)}
©_(R,M) = {zeD(0,R)|R(z)<—-M|z|}

= {zxe€D(0,R) | —arccos (M) < arg (x) — 7 < arccos (M)}

Puisque R (a) > 0 par hypothése, on peut choisir w’ € }07 % [, de sorte que X4 (a,r,w’)
contienne iR~ . En effet, on a bien :

larg (i) — arg (ia)| = |arg (a)| < arccos (w') .
On a en particuliers
0 < arccos (w') — |arg (a)| < g
de sorte que
0 < cos (arccos (w') — |arg (a)]) < 1.
On prend alors w tel que
w € |cos (arccos (') — |arg (a)]), 1] , (8.4.2)
si bien que ¥, (1,7,w) C X4 (a,r,w'). En effet, si 2 € ¥, (1,7,w), on a :

— arccos (w) < arg (z) — g < arccos (w) (8.4.3)

et donc
larg (z) — arg (i.a)] < arccos (w) + |arg (a)]
(d’apres (8.4.3))
< arccos (w')
(d’apres (8.4.2)).
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arccos(w)

2-1— (1’ ’I",W)

_-=T-
-

arccos(p)

arccos (w') _ -
7

S4(rye€)

©_(r,p) e, (T\?\/J')

CLR+\\

FIGURE 8.4.2 — Représentation des domaines Y. (1,7,w), Y (a,r,w"), 04 (r,u),0_ (r, 1), S+ (r,€),
avec des rayons altérés par soucis de clarté.

On fixe enfin p € ]0,v/1 — w?| assez petit pour que

O (rpnN3y (Lrw) # 0
- (T’ lu) m2+ (1,7’,0.}) 7é 0
et
Sy(re)CEL(1,rw)UBL (r,u)UO_ (r,u) .

Plus précisément, on doit avoir 0 < € < arccos (u). L’idée est a présent d’étudier le comportement
det — z(t) (out — x(t) = (z(t),y1(t),y=2(t)) est la solution de (8.4.1)) sur chacun des
domaines ¥4 (1,r,w),04 (r,n),0_ (r,u) (cf. figure 8.4.2).

Nous pouvons a présent démontrer le lemme suivant.

Lemme 8.11.

1. Il existe r,r1,72 > 0 tels que X4 (1,7,w) xD (0,r) soit stable par le flot de (8.4.1) & temps
positif t > 0. De plus, dans cette région, t — |z (t)|, |y1 (t)| et |y2 (t)| sont des fonctions
décroissantes de t et tendent vers 0 lorsque t — +00.
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2. Ilexiste 0 <71’ <r,0<r] <r, 0<r)<ry ainsi qu'un domaine Q. stable par le flot
de (8.4.1) a temps croissant t > 0 tels qu’on ait

Sy (r'e) xD(0,r') C Q4 C Sy (r,e) xD(0,1) .

De plus, si xg € O4 (', ) (resp. g € O_ (rﬂu)) , alors t — 0 (t) = arg (z (¢)),t >0

est croissante (resp. décroissante) tant que x (t) reste dans O (r', ) (resp. o_ (r’,u)).
Enfin, il existe to > 0, tel que pour tout t > tg, x (t) € L4 (1,1,w) .

Démonstration. On fixe § € |0, min (w, u)[, 6’ € ]0,w’[ et on prend r > 0 assez petit de sorte que
pour tout x = (z,y) € S4 (r,¢) x D(0,r), on ait :

1
1+bx+C (x)
e+ RV (x) o«

—4<6

/

<6

Par conséquent, pour tout x € S; x D (0,r), on a les encadrements

1T
1+b:v+C’+(x)> <lzl(1+9)

(g +9) < in () ) < (3] +)
De plus :
— stz € 34 (1,7,w) alors

(o) < lle-o

— siz ey (a,rW) (en particulier si z € X (1,r,w)) alors

a (1)
. §+R+ (x,y) . Y .
§R<m<1+bx+0+(x,y) < |z] (W' = &) ;

—sizeO_(rpu) (resp. O (r, u)) alors

%(1+Mﬁihbd> < =] (p—9)

<7"esp. %(M) > x| (u—@)

—m|(1+5)<%(

D’ou :
— pour tout ¢t >0

—(1+0) |z @) <O < (14 8) [z t)]

et donc, tant que x (t) € S4 (r,e) x D(0,r), on a

|z
) > ———
Ol > T oy ol
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— pour tout t > 0, si z (t) € Ty (1,7,w), alors

dlz ()]

5 —(w =08z @) (8.4.4)

et

Ol (o — 6 |yo (8)] |2 (£)] (8.4.5)

si bien que t — |z (¢)],|y1 (¢)| et |y (¢)| sont des fonctions décroissantes de ¢ > 0 tant
que x (t) € 2-0— (177'7 w) ;

— pour tout t >0, si z (t) € O_ (r,u) (resp. O, (r, ,u)) alors

{dmm < — (W = &) |y (B)] |z (2)]

do — (1 = 9) |zo
E(t) < —(p=0)|z(t)] < T (1490) [zolt

o (1 —0) |zof

de sorte que ¢t — 0 (t) est strictement décroissante (resp. croissante) tant que x (t) €
O_ (r,p) (resp. O, (r, u)) De plus, si 6y = 0 (0) est tel que xg = 2 (0) € O_ (¢, u) \E4 (1,7, w)

(resp. Oy (ry ) \X4 (1, w)), alors, tant que x (t) € O_ (r, u) (resp. O (r, ,u)) on a:
o) < 00— ("= @+ (140)|wolt)
0 1+o n Lo

J
<resp. 0(t) > 6o+ (1+5) In(1+ (14 9) |x0|t)>
On voit que z (t) € ¥4 (1, r,w) pour tout

(exp (H‘; (60 — & — arccos (w ))) - 1)

t >ty =
= (1+ 5) |0l
(exp (”5 (3 — arccos (w) — 90)> - 1)
resp. to =
(1+6) [zol
En effet, si ¢t > tg, avec to comme ci-dessus, et si z (t) € O, (r, u), alors d’aprés ce qui
précéde :
o) > 90+( >1n L+ (1+0) |2olt)
149 T

> Oy + ( > ( <M5 (90 — 5 —arccos (w)>>>

= Oy + g — arccos (w) — 0p = g — arccos (w)
et donc

—arccos (w) < arg (z (t)) — T<o0.

2
On a donc bien z (t) € ¥4 (1,7, w). Notons que :
e exp ((%_‘;) (€ + arcsin (w)))
0o (1+9) ol

(8.4.6)
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D’une part, ¥4 (1,7,w) x D (0,r) est stable par le flot de (8.4.1) & temps croissant ¢ > 0. En
effet, dans cette région, les quantités t — |z (¢)|, |y1 (¢)| et |y2 ()] sont des fonctions décrois-

santes de ¢, et dés que x (t) entre dans X (1,r,w)NO_ (r, u) (resp. Y (Lr,w)NOy (r, ,u)), qui

est non-vide et contient une partie du bord de ¥ (1,r,w) ou argument est constant, ¢t — 6 (¢)

devient décroissante (resp. croissante). Donc, z (t) reste dans X (1, r,w).

D’autre part, tant que x (t) reste dans ©_ (r, u) (resp. O (r, u)) on peut reparamétrer les

solutions par (—6) (resp ) (nous allous ici faire un abus de notation, en écrivant au besoin z (6)

ou z (t)) :
dlz| o] R (‘1+b‘z+cf(x)> <z | 1+ 5
d (—9) o S ix -
1+bx+Cy (x)
dlz| §R<1+zm+c+(x)) 144
resp. —3g = || N - <zl —
> <1+bm+C+(x)) a
- 2+R(zy)
dlyi _ |%(2x(1+bx+c+( y) < loa] ‘%‘—&-6’
Y1 = Y1 -
d(—0 -0
( ) (1+bw+C+(x)) H
§+RY (zy)
| éR ( (1+bw+C+ z,y)
resp. L1 < o] L2
1+bz+C+(x)) .
(m( h))
d |y2| |y | 1+bI+C+(w,y - |y2| ‘%| + 5
d(—60 - Tu—96
( ) (1+baL+C+(X) H
§+RY (@.y)
| | éR (1+bw+C+ z,y)
resp. y2 < lyal. 5
1+bx+C+(x)) H

Ainsi, si 6y := 6 (0) est tel que o := 2 (0) € O_ (r, ) (resp. O (r, u)), pour ¢t < tpon a :

201 <laolexp (155 (00— 0(0) )
<resp. & (8)] < Jzol exp (”‘5 (0() - eo>) )
+

1 ()] < I ol exp (‘i’_ 2 (6, - o(t»)
(7'6819- ly1 ()] < |y1,0] exp <|(i|j55l (0(t) - 90)> )
192 (8)] < Izl exp (‘i'_* <60 - o<t>>>

Définition 8.12. On définit le domaine €2 comme I'ensemble des

X = (xvylayQ) € S+ (T’,E) X D(O,I‘)

al g
(7‘6319- ly1 ()] < |y1,0l exp <|Z|j5 () - 90)> )

(8.4.7)
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tels que :
1446
|z] < rexp ( + 5 (arg (z) — arcsin (w)))
-
a _|_5/ )
— s S (2) > wz| alors { [1] <riexp |Z‘_ 5 (arg (z) — arcsin (w)) ;
al 4§
ly2| < roexp 3] 3 (arg (z) — arcsin (w))
-
1+ .
|z] < rexp 5 (m — arcsin (w) — arg (z))
-
S|+ .
— 81 §(z) < —w|z| alors ly1] < ryexp |2M|—5 (m — arcsin (w) — arg (2))
al 4
ly2| < 12 exp |Z| 5 (m — arcsin (w) — arg (z))

(¢f. figure 8.4.1).
On voit alors que 2 est stable par le flot de (8.4.1) & temps positif ¢ > 0. On a vu que pour
toute condition initiale dans €2, la solution existe pour tout ¢ > 0, et reste dans 2. De plus,
aprés un temps fini ¢y > 0, cette derniére entre et reste dans ¥ (1, r,w). Finalement, on a bien :

S, (r',e) x D(0,r') C Q4 C Sy (r,e) xD(0,1)

avec
, 1+46 .
' =rexp| — - (e + arcsin (w)) <r
[ —

140

rl =riexp 7|2| 3 (e + arcsin (w)) <r
-
al 4§

rh=roexp | — 5] 5 (e +arcsin (w)) | < re.
[—

Soit finalement x¢ = (x0,y0) € X4 (1,7,w) x D(0,r). D’aprés (8.4.4) et (8.4.5), on a pour
tout ¢t > 0 :

|zo]

= (0)] < T afl
lyr ()] < N
(1+(1+5)|m0~t)T+6 (8.4.8)
b (B)] < — el
(1+(1+8)|zo[t) TF2
ce qui prouve que la solution associée tend vers 0 quand ¢t — +o0. O

Remarque 8.13. Un domaine stable Q2_ est défini de maniére analogue dans le cas “+ = —".
8.4.2 Construction d’une solution sectorielle a I’équation homologique

On considére la forme méromorphe suivante 7 := % , qui satisfait & 7+ (Z1) = 1 (on dit que

T est une forme « temps » pour le champ Zy). On considére également une fonction AL (z,y)
analytique dans Sy (r,€) x (C2,0) et dominée par [ly||,,. Soit enfin un entier M € Ns. La
proposition suivante est une précision du lemme 8.6.

Proposition 8.14. Pour tout xg € Q4 (voir définition 8.12), lintégrale définie par

at (xp) := f/ eMHAL (x) 1
R
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est absolument convergente (le chemin d’intégration Vi x, est celui de la définition 8.10). De
plus, la fonction x¢ — a (xo) est analytique sur Qi , satisfait

‘CZi (Ozi) = IM—HAi (X)
et ag (z,y) =aMay (z,y), avec ax analytique sur Qg et dominée par ||y||

Démonstration. Nous allons fortement utiliser les estimations faites dans la sous-section précé-
dente.
— Commencons par prouver que l'intégrale est absolument convergente. On a :

_ e A ) @)
ax (xo) = /0 . (t)2 1+bz (t) + Ct (x(1)) a

» /*‘” e As (x (1)
o l14+brx(t)+Cy(x(t)

Puisque x () € Q4 pour tout ¢ > 0 et puisque Ay (z,y) est dominé par [|y||,,, on a :

1+bx(t)+Cr (x(t))| — o7

2 ()M Ap (x (1)) ‘ < Cle@®M y )

ol C' > 0 est une constante indépendante de x( et ¢. Pour ¢t > 0 assez grand, on déduit
de la sous-section 8.4.1 que :

z ()M Al (x (1)) |

IN

cvoll (15 )M“ !
L+ (w = 0) ol t (1+ (14 06) |zo|t) T5

1
tﬁgoo <tM+1 )

et donc l'intégrale considérée est absolument convergente.

— Montrons a présent I’analyticité de a4 dans 2. : il suffit de prouver que a1 est analytique
sur tout compact K C Q4. Soit alors K un tel compact. On prend L > 0 tel que pour
tout x € K on ait

‘ A (x)

1+bx+Cy (x)

1+4bx(t) + Cy (x(t))

< L.

Puisque K est un compact inclus dans Q4 C Sy (r,€) x ((C2, 0), et que Sy (r, €) est ouvert
(0 ¢ St (r,€)), il existe 6 > 0 tel que pour tout x = (z,y1,y2) € K, on ait § < |z] < r.
Finalement, d’aprés les estimations (8.4.8), il existe B > 0 tel que pour tout x¢ € K et

tout ¢ > 0 :
|0
H<B—mmM—————
= (1)) < 1+ (w—0) |zo|t
D’ou :
x(t)MH +(x(1)) M+1 |9170‘MJrl
L+bx(t)+Cy (x(1)| — (14 (w—8) |zo| )M
LBM+1,,,M+1

(1+ (w—8)at)M*T

et le théoréme sur ’analyticité des intégrales & paramétres montre que a4 est analytique
sur tout compact K C Q4, et donc sur Q4.
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P o FieMT AL (x)
— On écrit F (X) = bzt 0y (x) de sorte que

oy (Xo) = — /0+°° F (‘I’E(i (X0)> dt .

Pour tout xo € Q, la fonction ¢+ x (t) = @Y, (xo) vérifie

0 L (x0)) = = L (x)) .
% ((bxi ( 0)) . ((Pfxi (XO)) rc, (q)tXi (XO)) Z+ (P4 (x))

D’aprés le théoréme sur Ianalyticité (et la dérivation) des intégrales & paramétres, on a :

+oo
(Eziai) (x0) = 7/0 Lz, (Fo®®)(x0)ds

+o00
- _/ DF(<I>?Xi (xo)) DS, (x0) . Zs (x0) ds
0

_ _/O+°°DF( % (x)).%(@gg (XO)>“:O (il—l—bzo—i;Oi (x0)>d8

o (il + bxg ﬂ: Cy (X0)> /+ DF (‘P}i (x )> é?t (‘bg{i (XO))\t:s ds
_ _(:l:l—l—bx()—f—czt X0 ) ;‘”i FO(I)Xi (xo)> ds
_ (il-i-bxo‘f‘ci X0 ) [ o ®%, ( Xo)r:%o
5=0
_ _(:t1+bxo+ci XO)
1'(])\/[+1A:i: (x0) -
— Montrons que la fonction (x,y) — ax (z,y) := % est bornée et dominée par [yl

sur Q. Le fait que a4 est analytique sur ) est clair car la fonction a4 y est analytique
et car 0 ¢ Q4. Comme précédemment, il existe une constante C' > 0 telle que pour tout
X0 := (20,¥0) € O+ et tout t >0 :

v (@, (xo))M+1 A (2, (x0)
(1 + b (@3& (xo)) +oy (@in (xo)

oo

| = (o) [ (ot o)

Traitons uniquement le cas ot z¢p € Oy (r,p) (le cas ou X4 (1,7,w) est plus simple).
D’une part, d’aprés (8.4.7) on a pour tout ¢ < ¢g :

’:p ((I)in (xo))’ < D |zo| , ol D := exp (;‘; arccos (i) + e))

(
N +4’
v (2. o)) < D lyollee s on D = exp (B Garceos (u)+e)) .

[N

D’autre part, on a vu dans (8.4.8) que pour tout ¢t > g :

o (0%, ()| < LU 00)

L+ (w—0)|x (@t (x0)) |(t—to)
v (24, x0))| _ < lvolc
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D’apres la relation de Chasles et les estimations ci-dessus, on en déduit :

|C¥i ($0,YO)|
|z

CDMHAD) fyoll oo It

|t (20,¥0)] <

= |J30|]\/[
Ol [ dt
lzo|™ St (1 + (w—96) ‘x (@3& (Xo))‘ (t— to))

Clyolle [ (2, G0))|

M (w — 6) o ’x (2%, (x0))

IA

CDMTLD |lyoll., |zol to] +

b

D’ou, on déduit de (8.4.6) qu’on a :

D%D’ 1 o
Y <
‘Oé:t (‘r0>y0)| = ((1+5) + M(w5)) C¢D ||y0||oo
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Chapitre 9

Unicité et faible 1-sommabilité des
normalisations sectorielles : preuve
du théoréme

Dans ce chapitre nous allons voir qu’il existe en fait un unique couple de (germes de) nor-
malisations sectorielles tangentes a lidentité (dont l’existence provient du corollaire 8.2) et
que celles-ci sont en fait les 1-sommes faibles de la normalisation formelle donnée par le théo-
réme 1.5. Ceci est résumé dans les deux propositions suivantes. Considérons Y € SN, diag,0 avec
DoY = diag (0, —A, A), A # 0, ainsi que sa forme normale Y, donnée par le corollaire 8.2.

Proposition 9.1. Soient ¢y, 9+ et p_,p_ des germes de difféomorphismes sectoriels fibrés
dans les directions arg (i\) et arg (—i\) respectivement, avec ouverture au moins 7, et qui sont
tangents a l'identité :

P—s 415— € Diffg, (Sarg(fi)\),fr; Id)
Supposons que o4, p+ conjuguent Y a Yoorm ©

((pi)* (Y) = (Qbi)* (Y) = Ynorm .

Alors (pr,0-) = (P4, 9—) (en tant que germes).

{(p+a <)5+ € Diffg, (Sarg(i)\)ﬂr; Id)

Proposition 9.2. Si Y € SN giag0, alors U'unique normalisation formelle d donnée par le 1.5
est faiblement 1-sommable sauf pour arg (£X). En particulier, les normalisations sectorielles ®
et ®_ du corollaire 8.2 sont les 1-sommes faibles de ® dans les directions arg (i)\) et arg (—i))
respectivement.

9.1 Unicité des normalisations sectorielles : isotropies de la
forme normale dans de « grands » secteurs

Considérons une forme normale Yorm € SN giag,0 comme donnée par le corollaire 8.2. Nous
allons étudier dans cette section les germes d’isotropies sectorielles fibrées de Yo, dans des
domaines de la forme St € Sue(+in),, (Voisinage sectoriel attaché & I'origine dans la direction
arg (£i)) avec ouverture 7 € |, 27[). Une conséquence directe de cette étude est la proposition
9.1.
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116 9. Chapitre. Unicité et faible 1-sommabilité

Définition 9.3. Un germe de difféomorphisme sectoriel fibré et tangent a l'identité ®g , (dans
la direction 6 € R avec ouverture n > 0) est un germe d’isotropie sectorielle fibrée de Yiorm
(dans la direction 0 € R avec owverture n > 0 et tangente a lidentité) si (P ), (Ynorm) = Ynorm
dans un domaine S € Sy ,. On note Isotgy, (Y; Sg,y;Id) C Diffsp, (Sp,y;1d) le sous-groupe formé
de ces éléments.

La proposition 9.1 est une conséquence immédiate de la proposition suivante.

Proposition 9.4. Pour tout n € |7, 27| :

ISOtﬁb (Ynorm; Sarg(:l:z)\ ), ) - {Id}

Démonstration. Soit

¢ : (xa y) — (CC, ¢1 (LC, y) 7¢2 (LE, Y)) € Isotgp, (Ynorm; Sarg(iik),n; Id)

germe d’isotropie sectorielle fibrée de Yiorm dans Si € Surg(tin),y avec 1 € |m,27[. Quitte &
réduire Sy, on peut supposer que ce domaine est borné et de la forme Sy x D (0,r) (avec Sy
un secteur et D (0, r) un polydisque) et que ¢ est borné sur ce domaine. Par hypothése on a

¢* (Ynorm) = Ynorm 5
i.e.
D¢ norm — Ynorm © ¢ )

ce qui est équivalent au systéme d’équations :

0 0 0
552% + (=1 —c(p1y2) + a1x) yl% + (1 +c(y1y2) + agx) yZ(‘%y:l

= ¢1 (=1 —c(P12) + arz)

5 9 (9.1.1)
xQ% + (-1 -c(y1y2) + a1x) yla;zf + (14 c(y1y2) + aszx) yo g‘fj;‘
= ¢2 (1 +c(p162) + azx)
Considérons 1 := ¢1¢o. Alors, il vient :
0 0 0
$2£ + (=1 = c(y1y2) + a1x) yli + (1 + c(y1y2) + agw) yzi = (a1 + ag) x
ox oy 0y

On peut écrire

w J1 ]2
J1 ]2 )

J1+J22>2

ou v, j, () est analytique et bornée sur Si pour tout ji,j» > 0, et on peut supposer que la

série
> (sup (191,42 (w)l)> i yh

k=1 \TES

est convergente sur D (0,r) (quitte & réduire le polydisque). Par conséquent, par un argument
de convergence normale sur tout compact, on a pour tout ji,j2 >0 :

xQ% (@) + (G2 = J1 + (a1 (h — 1) + a2 (2 — 1)) @) ¥j, 4, (2)

min(j1,52)

.]1_.72 Z 11[}]1 —l,j2— l )
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9. Chapitre. Unicité et faible 1-sommabilité 117

Pour j; =j2 =7 > 1, on a donc
j,5(x) = bjga= 07Dt g, e C.

Puisque R (a1 + a2) > 0, la fonction = — 1); ; (x) est bornée proche de I’origine si et seulement
sib;; =0ouj=1. Pour j; > jo, on voit par récurrence que v, j;, (x) = 0. En effet, on obtient
de maniére récursive que

77bjlyjz (aj) = bjl,jz exp (‘72_'71> x—(a1(j1—1)+a2(j2_1))
X

et puisque cette quantité doit étre bornée sur Sy, on a nécessairement b;, ;, = 0. De méme,
pour ji < jo on a ¥j, 4, (z) = 0. En conclusion, ¢ (z,y) = b1,1%1Y2 = ¥1Y2, car ¢ est tangent a
Iidentité.

En en revenant a (9.1.1), on peut alors résoudre séparément chacune des équations :

0 0 15}
x2£ + (=1 = c(y1y2) + a1x) yla;zi + (14 c(y1y2) + azx) y2£
= ¢1 (=1 —c(y1y2) + ar1x)
x2% o 092

7 + (=1 —c(y1y2) + a1x) yl@T/l + (14 ¢ (y1y2) + asx) y287y2
= ¢2 (1 + c(y1y2) + az7)

Pour ¢ = 1,2 on écrit
G (2, y) = D Gijig ()Yl yE
Jitj221

ol ¢; j, j, (x) est analytique et bornée sur Sy pour ji,j2 > 0 et on peut supposer que la série

entiére
> (Sup (164,512 ($)|)> yi'yy

Jidja>1 \TESE

est convergente sur D (0,r) (quitte & réduire le polydisque). On obtient comme précédemment
(par convergence normale sur tout compact et en identifiant les termes de méme degré (ji,j2)
par rapport 4y :

2 d¢17j1;j2

2 d1ig2
dx
min(j1,52

)
= > bt @Gi—i—Da

=1
2d®2,5i 15,
22 8P2%51550
cdx
min(j1,j2

)
= Z $2.41-1go—1 () (J1 —J2 + D)
=1

() + (J2 — j1 + 1+ (a1 (j1 — 1) + azja) T) H1,5, 4, ()

() + (J2 — j1 — 1+ (arj1 + az (jo — 1)) ) d2 4, j, ()

On en déduit :
$1,1,0 (z) = p1,o € C\ {0}
$2,0.1 () = o1 € C\ {0}

avec p1 0go,1 = 1. Ensuite, en utilisant le fait que ¢; j, j, (z) est analytique et borné sur Sy pour
tout ji, 72 > 0, on vois par récurrence sur j > 1 que

vji>1 $1,j+1,5 =0
®2,5+1 =0
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En effet, on montre par récurrence que pour tout j > 1, on a

de1 12, .
xQW () + (G +1) (a1 +a2) x¢1 j12,541 (2) =0,
dont la solution générale est :

P1,j+2,5+1 (x) = pj+2,jx*(j+1)(a1+a2) )

La quantité ¢q jy2 41 («) est alors bornée proche de l'origine si et seulement si p;ji9 ;41 =0,
puisque R (a1 + a2) > 0. Le méme raisonnement fonctionne pour ¢, ; j+1, j > 1. Par conséquent :

o SPLIR () 1 (jy — jy 14 (a1 (o~ 1)+ 022) ) 15, ()
min(ji1,52)
=(h—d2—1) Y. brji-1pi@)a
=1
2d¢27j1;j2 . . . .
i () + (J2 — g1 — L+ (a1j1 + a2 (j2 — 1)) @) b5, 5 (2)

min(ji,j2

)
=Gi—d+1) Y, dojtpi(@)a
=1

A nouveau par récurrence, on montre que pour tout j; > jo + 1, on a ¢y j, j, () = 0. En effet,
on obtient de proche en proche

J2—J1+1) (@11 —D)+azj2)
X

B1,51.5> (T) = Djy ., €XD (

et puisque cette quantité doit rester bornée sur Sy, on doit avoir p;, ;, = 0, et donc ¢1 j, 4, () =
0. De méme, pour j; < jo + 1, on a ¢;, j;, (xr) = 0. En conclusion, ¢ (z,y) = y1. Le méme
raisonnement montre que ¢ (z,y) = ys. O

9.2 Faible 1-sommabilité des normalisations sectorielles

Reprenons les données du lemme 8.6. Le lemme qui suit affirme qu’une solution analytique
de I’équation homologique considérée admet en fait un développement asymptotique 1-Gevrey
faible dans le secteur en question. En d’autres termes, il s’agit de la 1-somme faible de la solution
formelle de cette équation. On reprend les notations introduites au début du chapitre 8.

Lemme 9.5. Soit

Z:=Yy+C(z,y)C+zRY (z,y) R

un champ de vecteurs formel faiblement 1-sommable dans S+ € Syrg(4in),y, avec n € [w, 27r[ et

.
C,RWY d’ordre au moins 1 par rapport ¢y. On note

Zy =Yy +Cx (2,y)C+2RY (z,y)R

la faible 1-somme associée dans Si. Soit également A € C[x,y] une série formelle faiblement
1-sommable dans S+, de 1-somme Ay (x,y) et qui soit d’ordre au moins 1 par rapport a'y.
Alors, tout germe sectoriel ay (v,y) = 2™ay (z,y) avee M € Nsg, a4 analytique sur Sy et
dominé par ||yl ., qui satisfait a I’équation

Lz, (ax) =311 Ay (2,y) ,
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admet un développement asymptotique 1-Gevrey faible dans Si, que l’on note o. De plus, o est
solution formelle de ’équation

Lz (a) =21 A(z,y)

Démonstration. Ecrivons Z sous la forme

b 0
7 = :1:2% + (- A +dy1ye)) + ez + Fy (x’)’))ylaTJl

+ (A +d(y1y2) + azx + F (2,y)) Y2g

2
avec I, I faiblement 1-sommables dans St € Sarg(+in),ny 1 € [’/T, 21 [, de 1-sommes faibles res-
pectives Fy 4, Fo 1 qui sont dominées par ||y|, et d (v) € vC {v}. Considérons les développement
par rapport 4y :

d(yy2) =Y diytyb
k>1

F(z,y)= > Fj@)y
Jit+j22>1 .

Fy(z,y)= > Fj)y
Jitj2>1

Aw,y)= Y 4@y
Ji+j2>1

O[({L'7y) = Z a.] (l')y
Jjitj221

(des développement similaires sont valides dans S+ pour les 1-sommes faibles ). Comme d’ha-
bitude, quitte & réduire S+, on peut supposer que S+ = S+ x D (0,r), ot St est un secteur et
D (0, r) est un polydisque. L’équation homologique

Lz (a) = M A (x,y)

peut étre ré-écrite

0 0
e H O+ A Far+ B @ y)ng
+ A+ d(ye) + azz + Fy, (w,y»yza—; M A (2,y)

En utilisant la convergence normale sur tout compact de Si, on peut calculer les dérivées de

alzy)= Y a(x)y’

Jit+j22>1
par rapport & r, y; ou yo terme & terme, afin d’obtenir par identification : Vj = (41, j2) € N2,

da; +
2

g (@) + (A (2 —J1) + (a1 + azj2) ¥) . (x) = Gjx(x) ,

ou Gj,i ne dépend que de dkyFl,k,i7F2,k,i,Oék,i et Al,i: pour k£ < min (jl,jg), |k| < ‘_]| —1
et |1 < |j|- On obtient une équation différentielle analogue pour les séries formelles associées.
Montrons par récurrence sur |j| > 0 que :

1. Gj,+ (z) est la 1-somme de Gj (z) dans Sy,
2. Gy (0) =0sij = (j,4),
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120 9. Chapitre. Unicité et faible 1-sommabilité

3. o4+ (x) est la 1-somme de «;j (z) dans Si.

11 sera primordial d’utiliser le fait que pour tout j € N2, oy + est bornée sur Si.
— Pourj = (O, 0), on a G(O,O) =0et a(0,0) = 0.
— Soit j = (j1,72) € N? avec |j| = j1 + j2 > 1. Supposons que la propriété a démontrer est
vraie pour tout k € N? avec |k| < [j| — 1.

1. Puisque Gj ne dépend que de di, Fi x, F5 x, ok et Ay, pour k£ < min (j1, j2), k| < |j|—1
et [1] < |j|, il vient que Gj est 1-sommable in Sy, de 1-somme Gj +.

2. On voit également que G;; (0) =0si j = (4,7)-

3. Si j1 # ja, alors le point 1. de la proposition 6.32 nous dit qu’il existe une unique

solution formelle «; () & I’équation différentielle a singularité irréguliére considérée
telle que a;(0) = mcv”j (0) . De plus, cette solution est 1-sommable dans St
puisqu’il en va de méme de Gj.

4. Si au contraire j; = j» = j > 1, puisque G; ;) (0) = 0, on peut écrire G(; ;) (v) =
xé(j7j) (z) avec é(ju‘) (z) 1-sommable dans Si, et on obtient donc une équation dif-
férentielle & singularité réguliére :

doy; s
2 (4,9), %

i (x) + (a1 + az) jog ).+ () = G+ (@) -

Puisque R (a1 + az) > 0, d’aprés le point 2. de la proposition 6.32, cette derniére

équation a une unique solution formelle ay; ;) (z) telle que a; ;) (0) = %’

est de plus 1-sommable dans Sy, et cette 1-somme est I'unique (germe de) solution
de I"équation ci-dessus qui soit bornée sur St . Par conséquent, il s’agit de a; jy +-

qui

O
On en déduit alors la proposition 9.2.

Démonstration. (de la proposition 9.2.)

Nous allons démontrer que les normalisations sectorielles @ du corollaire 8.2 admettent
I’unique normalisation formelle $ donné par le théoréme 1.5 comme développement asympto-
tique 1-Gevrey dans tout domaine Si € Surg(+2),y, POUr tout 7 € [7r, 27r[. Pour cela, reprenons
la construction des normalisations sectorielles @ du corollaire 8.2 : &4 est obtenu comme la
composition de deux germes de difféeomorphismes sectoriels, en appliquant successivement les
propositions 7.1 et 8.1. Le difféeomorphisme obtenu dans de la proposition 7.1 est 1-sommable
dans toute direction 6 # arg () € R/2xz. Le difféomorphisme de la proposition 8.1 est quant a
lui construit comme composition de deux germes de difféomorphismes sectoriels en appliquant
les propositions 8.3 et 8.5. Les deux difféeomorphismes sectoriels de ces deux derniéres propo-
sitions sont construits en utilisant le lemme 8.6 (voir section 8.2). Or, le lemme 9.5 ci-dessus
permet justement d’affirmer que ces difféomorphismes sectoriels (construits grace aux solutions
de 'équation homologique du lemme 8.6) admettent en fait chacun un développement asymp-
totique 1-Gevrey faible dans des domaines du type St € Surg(+2),,, POUr tout n € [7r, 27 [ Par
conséquent, il est est de méme du difféeomorphisme sectoriel de la proposition 8.1, et donc de
celui du corollaire 8.2 (on a utilisé la proposition 6.26 pour la composition).

En utilisant le point 3 du lemme 6.25, on en déduit que le développement asymptotique
1-Gevrey faible de la normalisation sectorielle du corollaire 8.2 est donc une normalisation
formelle, comme celle donnée par le théoréme 1.5. Par unicité, il s’agit de 'unique normalisation
formelle. O
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9.3 Preuve du théoréme 5.5

Nous avons & présent tous les ingrédients pour démontrer le théoréme 5.5.

Démonstration. (du théoréme 5.5)

L’existence de ®, et ®_ est donnée par le corollaire 8.2. L’unicité est obtenue grace a
la proposition 9.1. Le caractére faiblement 1-sommable provient directement de la proposition
9.2. Pour la cas transversalement symplectique, puisque ® est faiblement 1-sommable dans

Sy X ((Cz, O), la série formelle det (D@) I’est aussi. Or, puisque D® est transversalement sym-

plectique (d’aprés le théoréeme 1.5), det (D@) = 1. Par unicité d’une 1-somme faible, on a donc
det (D®4) = 1. O
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Troisiéme partie

Classification analytique des
nocud-cols 2-résonants strictement
non dégénérés div-intégrables
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Chapitre 10

Présentations des résultats

Dans cette troisiéme partie, nous allons donner des résultats de classification analytique, en
décrivant le quotient des ensembles de champs de vecteurs considérés sous ’action de certains
groupes de difféeomorphismes : un tel ensemble quotient sera appelé espace des modules. Plus
précisément, nous allons décrire les actions suivantes :

— action de Diffgy, (C?,0;1d) sur SN giag,0

— action de Diff,, (C3,0) sur SN,

Les résultats principaux sont issus de [Bit16¢]. La principale tache de cette partie sera effectuée
au chapitre 12, section 12.1, ot nous montrerons que les isotropies sectorielles de la forme nor-
male obtenue dans le théoréme 5.5 qui admettent I’identité comme développement asymptotiques
1-Gevrey faible, admettent en fait I’identité comme développement asymptotique 1-Gevrey (non-
faible) (¢f. proposition 10.4). En combinant ce résultat avec un important théoréme de réali-
sations de cocycles de Martinet et Ramis (démontré dans [MR82], rappelé plus loin dans cette
thése : théoréme 11.1), on sera & méme de justifier la surjectivité des applications décrivant les
espaces des modules considérés, autrement dit la réalisation des invariants analytiques dont il
sera question. De la méme maniére, en utilisant les deux mémes résultats cités, on prouvera que
la normalisation formelle du théoréme 1.5 est en fait 1-sommable (non-faiblement) si le champs
considéré est dans SN giag,0-

Puisque deux champs de vecteurs qui sont analytiquement conjugués sont aussi formellement
conjugués, on fixe une forme normale de SN giag,0 sous Paction de Diffgy, ((C3, 0; Id) donnée par
le théoréme 1.5 (ou 5.5) :

0

0
Yiorm = 2% 5= + (=X + a1 — ¢ (v)) yl@ + (A + azx 4 ¢ (v)) (10.0.1)
1

ox y287y2 )
avec A € C*, R (a1 + az) > 0 et ¢ (v) € vC{v}.

Définition 10.1. On définit [Viorm]gy, g comme I'ensemble des éléments de SN giag,0 qui sont

]:/)i?fﬁb ((C3, 0; Id) —conjugués a Yiorm. On note également

[Ynorm}ﬁb’ld /Diﬂﬁb ((CB, 0; Id)

I’ensemble des orbites de [Ynorm]ﬁb,ld sous 1’action de Diffg;, ((Cs, 0; Id).

Considérons un élément Y € [Yﬂorm]ﬁb,1d7 ainsi que ses normalisations sectorielles
<®+7 (b,) € Diffgy, (Sarg(i)\),n;ld) x Diffgy, (Sarg(fi)\),r];ld> )
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AR,

S_x

FIGURE 10.0.1 — Secteurs S4,S_, Sy, S_» avec A € R,.

ou 1 € |m,2x|[, données par le théoréme 5.5. Il est & noter que dans la construction faite de
d, et &_, on remarque que 'on peut étendre analytiquement & & des domaines de la forme
S1 x (C%0), ot Sy € AS,g(£in),2x (voir définition 6.3). Considérons deux tels secteurs asymp-
totiques

(S-i-’ S—) € ASarg(iA),Zn X ASarg(—i)\),27r

ainsi que les intersections

T

Sy ::S+OS_m{xe(C|§R< )>o}eAsarg(A),ﬂ

(10.0.2)
sa=8ins.n{zec|n 2;) <0} € ASug(ryr

On définit alors les deux germes de difféomorphismes sectoriels suivants :

- -1 . .

Py = ((I)+ od” )|Sk><((C2,O) € Isotap, (Ynorm,Sarg()\)we,Id) , Ve € [0, 7]

d_, = (<I>_ o (I)_—Fl)‘s_kx(c%o) € Isotgy, (Ynorm;Sarg(_)\),e;Id) , Vee [0,7] .

Par construction, il s’agit de germes d’isotropies (sectorielles) de Yiopm (i.e. @y et ®_ vérifient
(®4), Ynorm) = Ynorm), qui sont fibrées, tangentes a l'identité, et qui admettent l'identité
comme développement asymptotiques 1-Gevrey faible dans des domaines Si) X (C270), avec
Six € ASarg(+2),x, d’aprés le théoréme 5.5.

Définition 10.2. Avec les notations ci-dessus, on définit Afj\ible) (Yoorm) (resp. ALy (Yaorm))

comme le groupes des germes d’isotropies sectorielles fibrées de Yiorm, tangentes & ’identité,
et qui admettent 'identité comme développement asymptotiques 1-Gevrey faible (resp. « non-
faible », ou « classique ») dans des domaines de la forme Sy x (C*,0) (resp.S_x x (C?,0)),
avec Sy € ASarg(i)\),w-

Les deux germes d’isotropies sectorielles @ et ®_, définis ci-dessus sont appelés difféo-
morphismes de Stokes de Y € [Ynorm]ﬁb,ld-

Remarque 10.3.
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1. Par définition, on a :
(@, B_y) € Ag\faible) (Yaorm) X A(ji\ible) (Yaorm) -
2. Il est évident qu’on a les inclusions
Asr Yaorm) € AL (Voorm) C T0tin (YVaorm: Sarg(ar).; 1d) , Ve € 10,7

La principale difficulté technique de cette partie est de prouver la proposition suivante, qui
affirme que la premiére inclusion ci-dessus est fait une égalité.

Proposition 10.4. (Proposition D) Soit Yyorm une forme normale de SN giag,o comme ci-

dessus. Tout élément ¢ € A(ﬁ{ible) (Yaorm) admet alors Uidentité comme développement asymp-

totiques 1-Gevrey. Autrement dit, on a l’égalité :
faibl
Aj:)\ (Ynorm) = Aiil °) (Ynorm) .

Cette proposition va avoir plusieurs conséquences importantes. La premiére d’entre elles est
le théoréme suivant, qui nous dit que la normalisation sectorielle du théoréme 1.5 est en fait
1-sommable si le champ de départ est élément de SN giag,0-

Théoréme 10.5. (Théoréme E) Soient Y € SNaiag,o avec DY = diag(0,—A,\) et =
Diffgy, (C3,O;Id) la normalisation formelle associée (donnée par le théoréme 1.5). Alors, P est

1-sommable dans toute direction 0 # arg (£)) € R/2xz, et les normalisations sectorielles @, ®_
du théoréme 5.5 sont les 1-sommes de © dans les directions arg (i\) , arg (—i\) respectivement.

Le théoréme ci-dessous est la seconde principale conséquence de la proposition 10.4.

Théoréme 10.6. (Théoréme F) L’application

[Ynorm]ﬁde — A)\ (Ynorm) X A—A (Ynorm)
Y — ((I))\, q),)\)

passe au quotient et induit une bijection :

[Ynorm}ﬁb,ld /Diffﬁb ((337 0; Id) —  A)x (Yaorm) X A—x (Yaorm)

Y — (q))\,(b,)\).

Remarque 10.7.
1. Ce résultat signifie que les diffeomorphismes de Stokes encodent entiérement la classe de
conjugaison de Y dans le quotient [Ynorm]ﬁbﬁld /Diffﬁb (C3, 0; Id) .
2. On donnera au chapitre 12, section 12.7, une description plus « explicite » (en termes de
séries entiéres de cet espace d’invariants analytiques).
En conséquence de ce théoréme, on peut alors décrire 'espace des modules de SN giag,0 SOUS
Iaction de Diffgy, (C3,0;1d).

Corollaire 10.8. (Corollaire G) On a la bijection suivante :

SNdiag,O/Diffﬁb (€3,0:1d) = {Yuorm: (®2,2-2)}

00 Yoorm décrit ensemble des formes normales avec paramétre p = (A, ay, az, —c,c) € Pgy, (voir
corollaire 1.7), et (D, P_y) décrit Ay (Yoorm) X A—x Yaorm)-
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On donnera au chapitre 13 des résultats analogues pour décrire plus généralement les actions
de Diffgy, (C3,0) et celle de Diff (C3,0).

Donnons une version transversalement symplectique du résultat précédent. Gardons les no-
tations ci-dessus, et supposons que Yyorm € SN diag,w soit transversalement symplectique par
rapport a w.

Définition 10.9. On note [Yiorm],, 14 'ensemble des éléments de SNdiag ., qui sont Diff,, (C3,0;1d) —conjugués
a Yiorm- D’apreés le théoréme 5.5, les difféomorphismes de Stokes (P, ®_») d’un élément YV €
[Yaorm],, 1q sont transversalement symplectiques.

On note également A (Yiorm) (resp. A%, (Ynorm)) le sous-groupe de Ay (Ynorm) (resp. A—x (Yaorm))
formé des éléments transversalement symplectiques.

On peut alors énoncer le résultat suivant.

Théoréme 10.10. L’application

[Ynorm]de — ALX (Ynorm) X Aui)\ (Ynorm)
Y — ((I))\, ‘I)_A)

passe au quotient et induit une bijection :

[Ynorm}w,ld /Dif‘fw ((C?)7 0; Id) =AY Yaorm) X AY (Yaorm)

Y — ((I))\, CI),)\) .
Comme avant, en conséquence, on a le résultat suivant.

Corollaire 10.11. On a la bijection suivante :

SNdiag,w /Dlﬂw ((C3, O’ Id) =~ {Ynorma ((D)u (I),)\)}

0% Ynorm décrit l’ensemble des formes normales transversalement hamiltoniennes avec parameétre
de la forme p = (A, a1,a2,—c,c) € P, (voir corollaire 1.7), et (®x, P_») décrit AY (Yaorm) X
Au_))\ (Ynorm)-

Remarque 10.12. La preuve de la proposition 10.4 correspond a la seconde principale nouveauté
que l'on a rencontré, par rapport au cas ou le champ restreint Y|(,—o; est lin€aire, a cause de la
présence d’un terme « résonant »
m
Cm (Y1y2)"" log ()
x

dans ’expression exponentielle des intégrales premiéres du champ de vecteurs sous forme nor-
male . Dans [St096], des calculs similaires sont faits en sous-section 3.4.1. Dans cette partie de
I’article cité, une infinité dénombrable d’équations différentielles linéaires & singularités irrégu-
liéres apparaissent lorsque 'on identifie des termes de méme degré homogeéne. Le fait que la
restriction Y|{,—oy est linéaire implique que toutes ces équations sont indépendantes les unes des
autres. Dans notre cas, la situation est plus compliquée, car toutes ces équations linéaires sont
couplées, du fait de la présence de la non linéarité c,, (y1y2)"".
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Chapitre 11

Classification analytique fibrée et
1-sommabilité de la normalisation
formelle

Le but de ce chapitre est de démontrer les théorémes 10.5, 10.6 et 10.10 en admettant la
proposition 10.4 qui sera démontrée au chapitre suivant.

11.1 Un important résultat de réalisation de « cocycles »
de Martinet-Ramis

Nous aurons besoin d’utiliser un important théoréme de réalisation prouvé dans [MR82]. Ce
théoréme sera fondamental pour réaliser les invariants analytiques de ’espace des modules que
nous étudions dans cette thése.

Considérons deux secteurs asymptotiques & l'origine dans les directions 6 et § — 7 respecti-
vement, tous deux d’ouverture 7 :

S € ASQJT
S' € ASg rn

(voir définition 6.3). Dans ce cas particuliers, le théoréme que nous venons de citer peut s’énoncer
de la maniére suivante.

Théoréme 11.1. [MR82, Théoréme 5.2.1] Considérons un couple de germes de difféomor-
phismes sectoriels, fibrés et tangents a lidentité, dans deux directions opposés 0 et 0 — m :

(QD, (,0/) € Diffgy, (Sg_]o; Id) x Diffgp, (89_,1-70; Id) .

Supposons que qu’il existe deux secteurs asymptotiques d’ouverture w dans les directions 0 et
0—m:

S € ASy.
S/ S ./439_#777

tels que @ et ¢’ s’étendent analytiquement & S x (C™,0) et S’ x (C™,0) respectivement, et y
admettent identité comme développement asymptotique 1-Gevrey. Alors, il existe un couple
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130 11. Chapitre. Classification fibrée et sommabilité

(¢4, d—) de germes de difféomorphismes sectoriels fibrés et tangents & lidentité :

(¢4, ¢-) € Diffgp, (Spyz,n:1d) x Diffgy, (Sp—z ;5 1d)

avec 1) € |, 27|, qui s’étendent analytiquement a S x (C",0) et S_ x (C™,0) respectivement,
avec S € ASgyz o €t S_ € ASp_z or, €t tels que :

Py 0 (¢7)|751><(cn70) =
-1
¢ o (¢+)|S’><((C",O) = ¢’

I eziste également un_difféomorphisme formel gi;, fibré et tangent a identité, tel que ¢4 et ¢_
admettent tous deuxr ¢ comme développement asymptotique dans Sy x (C™,0) et S_ x (C™,0)
respectivement.

Nous aurons également besoin d’une version “transversalement symplectique” du théoréme
ci-dessus. Nous rappelons que dans ce cas, nous travaillons avec n = 2, donc dans C3, avec la
1-forme méromorphe

dy; A dys
w=———"
x

)

et que dans ce cas, dire qu'un difféomorphisme fibré (formel ou non, sectoriel ou non) ® est
transversalement symplectique signifie simplement que :

det (D® (z,y)) =1
(en tant que série formelle ou que fonction analytique sectorielle dans le domaine en question).

Corollaire 11.2. Avec les notations et les hypothéses du théoréme 11.1, si l'on suppose de
plus que ¢ et ¢ sont tous deuz transversalement symplectique, alors il existe un germe de
difféomorphisme (analytique) fibré ¢ € Diffgy, ((C3,O,Id) (tangent a Uidentité), tel que

oy:=¢ro0Y et o_:=¢_oY
soient transversalement symplectiques. De plus, on a aussi :
-1
040 (Uf)|sX(<c2,o) =@
-1
g-0 (U+)|sf><(<c2,o) =¢
Démonstration. Commencons par montrer que :
det (D¢ ) = det (D¢_) sur (S NS_)x (C?0)

Comme ¢ et ¢’ sont transversalement symplectiques, on a :

det (D(6+ 0 (6-)jid, sy () ) = 1
On obtient donc :
det (D¢ ) = det (D¢_) dans (S; NS_) x (C?,0)

Cette égalité nous permet donc de définir (grace au théoréme de Riemann sur les singularités

apparentes) un germe de fonction analytique f € O (C3,0), définie par det (Do) (resp. par
det (D(;S_)) sur S; x (C2,0) (resp. sur S_ x (C2, O)) Remarquons que f (0,0,0) = 1 car ¢, et
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¢_ sont tangents a 'identité. A présent, nous allons chercher un élément v € Diffgy, ((C3, O,Id)
de la forme

w : (xaylva) = (x7'¢1 ($7Y) ’y2) (11'1'1)

tel que
04 = rot et o= ¢_ o
soient tous deux transversalement symplectiques. Un calcul rapide donne

(det (Do) o ) det (Dyp) =1,

(f o) det (D) =1 .

D’apreés (11.1.1), on doit donc avoir

o

(o) G

=1. (11.1.2)
Introduisons la fonction suivante :
Y1
Foan) = [ f(nz0m)ds
0

de sorte que (11.1.2) peut s’intégrer en

FO¢:y1+h(I,y2) ;

avec h € C{x,y>}. Notons que

OF
2 (0,0,0)=1
3y1( )

puisque f (0,0,0) = 1. Prenons h = 0. Nous avons alors & résoudre I’équation
FoYp=uy ,
d’inconnue 1) € Diffgy, ((Cs, 0; Id) comme dans (11.1.2). Si l’on définit
P (z,y) = (2, F (2,y),92)
le probléme ci-dessus revient a trouver v tel que :
doyp=1d .
Comme Dy® = Id, le théoréme d’inversion locale (version analytique) nous donne 'existence de

¢ = &~ € Diffg, (C2,0;1d). O

11.2 Preuve du théoréme 10.5 : 1-sommabilité de la nor-
malisation sectorielle

Nous démontrons dans cette section le théoréme 10.5.
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Démonstration. (du théoréme 10.5)

Soit Y € SN giag,0 avec pour forme normale Yo comme en (10.0.1). Considérons les nor-
malisations sectorielles @, et ®_, analytiques sur S; x (C2,0) et S_ x (C?,0) respectivement,
avec St € ASarg(+2),27- On considere également les diffeomorphismes de Stokes

_ faible
{@)\ = (<D+ o q’fl)lsxx(@p) = AEI:A ) (Yaorm)

- -1 (faible)
Pos= (-0} )\S,Ax(cm) €A (hom)

o Sy et S_, sont les intersections définies comme en (10.0.2). D’aprés la proposition 10.4, on a

Agiiible) (Ynorm) = A:|:>\ (Ynorm) s

et donc ¢, et ®_, admettent l'identité comme développement asymptotique 1-Gevrey dans
S\ X ((C2,0) et S_)\ X (C2,0) respectivement. Le théoréme 11.1 nous fournit existence d’un
couple

(¢+7 ¢—) € Diffg, (Sarg(i/\),n; Id) x Diffgy, (Sarg(fi/\),n; Id)

pour tout 1 € |, 27|, tel que :

¢4 0 (QS*)\_Slkx(C?O) = o,
¢ o (¢>+);_AX(C270) o\,

ainsi que Pexistence d’un difféomorphisme formel ¢ € Diffq, (C3,0;1d) tangent & I'identité, qui
est le développement asymptotique 1-Gevrey de ¢4 et ¢_ dans S x (C2,0) et S_ x (C2,0)
respectivement. En particulier, on a :

((‘b*)_l ° ¢+)|(Skus,x)x(c2,o) N (@_)_1 ° ¢_> |(SAUS—)x(C?0)

Ceci prouve que la fonction ® définie par (<I>+)71 o ¢y sur S; x ((CQ,O) et par (tIL)*1 o¢_
sur S_ x (C%,0) est bien définie et analytique sur un ensemble du type D (0,7)\ {0} x D (0,r).
Puisque qu’elle est bornée, elle peut étre étendue analytiquement en une fonction ® analytique
sur D (0,7) x D (0,r) d’apreés le théoréme de Riemann. D’ou :

¢+:¢)+O(I>
- =P_od

Par composition, &, et ®_ admettent qASO ®~! comme développement asymptotique 1-Gevrey
dans Sy x (C2,0) et S_ x (C?,0) respectivement. Puisque @ et ®_ conjuguent ¥ & Yy orm, le

difféomorphisme formel ¢ o ®—! conjugue formellement Y & Y. De plus, gf)o &1 est tangent
a lidentité. En conclusion, par unicité d’une normalisation formelle (théoréme 1.5) on doit avoir
9230 o1 = <i>, I'unique normalisation formelle donnée par le théoréme 1.5. Celle-ci est donc
1-sommable dans toutes les directions 6 # arg () € R/2xz. O

11.3 Invariants analytiques : preuve des théorémes 10.6 et
10.10

On considére une forme normale

B B B
_ 2 _ _ . _
Yoorm = 2° 5 + (A + a1z —c(y192)) 11 o + (A + a2z + ¢ (y192)) Y2 s

avec A € C*R (a1 + az) > 0 et ¢ € vC {v}. On réutilise les notations introduites au chapitre 10.
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11.3.1 Preuve du théoréme 10.6

Le groupe Diffg, (C3 ,0; Id) agit naturellement sur [Ynorm]ﬁb,ld par conjugaison. Nous allons
voir que 'unicité des normalisations sectorielles (O, ®_) d’un champ de vecteurs Y € [Yiorm] fib,Id
va entrainer le fait que I'invariance des difféomorphismes de Stokes (®y, ®_») sous 'action de
Diffgy, (C3,0;1d). De plus, lapplication ainsi définie par passage au quotient est une bijection.
Ceci est 'objet du théoréme 10.6.

Démonstration. (du théoréme 10.6.)
Commencons par montrer que ’application

[Ynorm]ﬁde — A)\ (Ynorm) X A—A (Ynorm)
Y o (25, P-))

passe au quotient, i.e. se factorise via 'application

[Ynorm]ﬁb,ld /Diffﬁb (CS, 0; Id) — Ay (Yiaorm) X A—x (Yaorm)
Y — ((I),\, q),)\) .

Soient Y, Y € [Ynorm|gp1q €t © € Diffg, (C3,0;1d) tels que ©, (Y) =Y. On note . (resp. )
les normalisations sectorielles de Y (resp. Y), et (Pr,P_») (resp. (i)A,é,A)) les difféomor-

phismes de Stokes de Y (resp. }7) Par hypotheése, $. 0O est aussi une normalisation sectorielle
de Y tangente a 'identité. Par unicité dans le théoréme 5.5, on a :

(I)i = &)i 00 .
Autrement dit, le diagramme suivant est commutatif :

Yy —=——=Y

1d Ynorm .

Par conséquent, pour Si) € ASqag(n),~ convenable, on a

-1
oy = (Prod®C )|S,\><(C2,O)
= $,00007t0d_
= é)\ )
et de méme, on a
-1
Ty = (Do} )\s,kx(cao)

= d_00007 1o (ihr)_l
= 3.

L’application passe donc au quotient. 3
Montrons que I’application induite est injective. Soient Y)Y € [Viorm]gy, 1q avec les méme dif-

féomorphismes de Stokes (®y, ®_ ). On note encore 1 (resp. &) les normalisations sectorielles
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de Y (resp. }7) Pour Si) € ASarg(n),» convenable, on a :

Dio(@ ) =0y=% 0 (é,)_l sur Sy x (C2,0)
P_o(@ ) '=d_y,=9_o (@4_)_1 sur S_ x (C%0) .

Par conséquent :

(é+)_1 od, = (i)_)_l od_  sur Sy x (C?,0)
((fq_)il od, = (&)_)71 o®d_  sur S_, x (C20) .

ot St € AS,rg(+in),2x €st tel que 54 NS_ = Sy US_y. On peut alors définir une application ¢
analytique sur un domaine du type (D (0,7)\ {0}) x D (0,r), par :

- -1

Pls, = (‘I)_i_) O‘I)+ sur S+
- -1

Vs = (@,) od_  sur S_

ol 83 € ASarg(+ir)2x st tel que Sy NS = S\ U S_). L'application ¢ étant bornée sur

(D(0,7)\{0}) x D(0,r), elle peut s’étendre analytiquement & D (0,7) x D (0,r) d’aprés le

théoréme de Riemann. En conclusion, on a ¢ € Diffgy, ((C3, 0; Id), PL=0ropet g, (Y)=Y.
Montrons enfin que 'application

[Ynorm}ﬁb,ld /Diﬁ‘ﬁb (C3,O;Id) — Ay (Yaorm) X A—x (Yaorm)

Y — ((b>\7(b—k) :

est surjective. Soit

q)/\ S A)\ (Ynorm)
(b,)\ S A,/\ (Ynorm)

D’aprés le théoréeme 11.1, il existe
(¢+7 (b*) € Diffgy, (Sarg(ik),n; Id) x Diffgy, (Sarg(fi)\),n; Id)

avec 7 € |, 2w[, qui s’étendent analytiquement a S, x ((C270) et S_ x ((C270) respectivement,
avec St € ASarg(+in),2n tels que :

Py 0 (¢*)|ﬁslk><(<c2,o) =®)
—i
¢ o (¢+)|S,Ax(c2,0) =d_,

avec Sy et S_ comme en (10.0.2), et il existe un difféomorphisme formel ¢ € Diffg, (C3,0;1d)
qui est le développement asymptotique 1-Gevrey de ¢ et ¢_ dans S;. x (C?,0) et S_ x (C2,0)
respectivement. Considérons les germes sectoriels de champs de vecteurs suivants :

{Y+ = (651). (Viomm)
Y. = (¢:1)* (}/norm)

Puisque qAS est le développement asymptotique 1-Gevrey de ¢ et ¢_, il s’ensuit que Y, et Y_
admettent tous d’eux (q?)) (Yhorm) comme développement asymptotique 1-Gevrey. Le fait que
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¢y o0 (qb,)f1 et ¢p_o (¢+)71 soient des isotropies de Yjorm implique immédiatement que Y, = Y_
sur

(S NS_)x (C%0) = (SxUS_») x (C0) .

Le champ de vecteurs Y, défini par Y, sur Sy X ((CQ,O) et par Y_ sur S_ X ((CQ,O), s’étend
en un germe de champ de vecteurs analytique sur ((C3,O) d’aprés le théoréme de Riemann.
Par construction, Y € Diffgp, (C*,0;1d), (Yaorm) et admet (®y, ®_,) comme difféomorphismes
de Stokes. L’application considérée dans ’énoncé du théoréme 10.6 est donc surjective. O

11.3.2 Preuve du théoréme 10.10

De facon analogue, on prouve a présent le théoréme 10.10. Soit Yyorm € SN diag . Une forme

normale transversalement symplectique comme dans le théoréme 5.5. Nous renvoyons encore
une fois au chapitre 10.

Démonstration. (du théoréme 10.10.)
Il s’agit de montrer que I'application

[Ynorm]w)ld /Dlﬁ‘w ((CB7 07 Id) — A;\J (Ynorm) X A(‘i)\ (Ynorm)
Y — ((I))\, (I)_)\)

est bijective. D’apreés les théorémes 5.5 et 10.6, il est immeédiat que cette application est bien
définie et injective. Il reste a prouver qu’elle est surjective. Soit

(I)A S A‘S\j (Ynorm)
(b—A S Ai)\ (Ynorm)

Puisque AY\ (Ynorm) C Ax (Yaorm), d’aprés le théoréme 11.1, il existe

(¢4, ¢—) € Diffgp, (Sarg(in),n: Id) x Diffp, (Sarg(—ir),; 1d)

avec 1) € |, 27|, qui s’étendent analytiquement & Sy x (C2,0) et S_ x (C?,0) respectivement,
avec St € ASarg(+in),2n tels que :

by 0 (¢—)\tqix(c27o) = ®)
—1
¢ o (¢+)\S,A><(C2,O) =o\

avec Sy et S_ comme en (10.0.2), et il existe un difféomorphisme formel ¢ € Diffgy, (C3,0;1d)
qui est le développement asymptotique 1-Gevrey de ¢ et ¢_ dans S; x (C2,0) et S_ x (C2,0)
respectivement. D’aprés le corollaire 11.2, il existe ¢ € Diffgy, (C3,0,1d) tel que

oy i =¢ropeto_=¢_o
soient tous d’eux transversalement symplectiques. On en déduit que :
-1
040 (0-)j5,x(c2,0) = P
—i
o_o (J+)|S,>\X(C2,O) =®_, ,

avec o4 et o_ transversalement symplectiques. Le fin de la preuve est ensuite exactement comme
la fin de celle du théoréme 10.6. O

135



136 11. Chapitre. Classification fibrée et sommabilité

136



Chapitre 12

Isotropies de la forme normale dans
de « petits » secteurs et espace des

feuilles : preuve de la proposition
10.4

Le but de ce chapitre est double : démontrer la proposition 10.4 et donner une description
de l'espace des modules du théoréme 10.6 en termes de séries entiéres dans l’espace des feuilles.
On considére une forme normale

0 0
Yiorm = 22— + (=X + a1 — c(v)) y1 =— + (A + agz + ¢ (v))

o oy Y20y,

1

avec A € C*, R (a1 + a2) > 0 et ¢(v) € vC{v}. Notons a := res (Yiorm) = a1 + a2, m := — ainsi
a

que

+oo
c(v) = Z cpo®
k=1
Sim ¢ Nyg, on pose ¢, := 0. On définit également pour la série suivante :

- _ Ck k
c(v) = m Z PR
k#m

et remarquons que ¢ (v) € vC {v}.
12.1 Intégrales premiéres sectorielles et espace des feuilles

Dans un voisinage sectoriel de Porigine de la forme Sy x (C?,0) (resp. S— x (C?,0)), avec
Six € Sarg(+2),e €t € € ]0,7[, on peut donner trois intégrales premiéres de Yiorm analytiques
dans cette région. Nous allons les décrire. Commencons pour énoncer la proposition suivante.

Proposition 12.1. Les quantités suivantes sont toutes les trois des intégrales premiéres (ana-
lytique sur S4y X ((CQ,O)) de Yoorm :
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Y1Yy2
w =
xa

A L Cm (y1y2)" log () i é(ywz)) P (12.1.1)

hi+ (%,y) := y1 exp (
X X T

A m ml ~ B
ho+ (2,y) = ys exp ( cm (y1y2)" log (z) c(y1y2)> —

x x x
(on choisit une détermination du logarithme dans Sty que l'on garde fizée dans tout ce chapitre,

et on notera dorénavant simplement h; au lieu de h; + pour 1,2).
De plus, ces quantités sont liées par la relation :

h1h2 =w .
Démonstration. 1l s’agit d’un calcul élémentaire sans difficulté. O

Remarque 12.2. En d’autres mots, dans un domaine sectoriel, on peut paramétrer une feuille
du feuilletage associé & Yyorm qui n’est pas contenue dans {x = 0} par :

y1 (z) = hyexp A cm (h1h2)™ log (z) — €(hhoz?) x™
Y 5(5 ) (12.1.2)
Yo () = ha exp - + ¢ (hiho)™ log (x) + 1sr:2> x%?

(h1,hy) € C2.
Corollaire 12.3. L’application
Hi S x (C20) — SpyxC?
(z,y) = (2 hs(2,y), ho s (2,y))

(0% hi+,ho+ sont définies dans (12.1.1)) est un germe sectoriel d’application analytique et
injective sur Sy X (Cz,()). De plus, il existe un voisinage ouvert de l'origine dans C?, noté
1y C C2, tel que :

Hi (S:EA X ((C270)) = S:tA X F:I:A .

En particulier, Hy induit un biholomorphisme fibré
H
S:t)\ X ((CQ,O) ﬁ Si)\ X F:I:)\
qui conjugue Yoorm G mQ(%, i.e.

0
27
x@m'

Définition 12.4. On appelle I';) I’ espace des feuilles de Y, dans S4y X (CQ, 0).

(Hi ) * (Ynorm) =

Remarque 12.5. L’ensemble I'y ) dépend du choix du voisinage ((C2,0) initial, mais également
du voisinage sectoriel St € Sarg(42),e-

12.2 TIsotropies sectorielles dans ’espace des feuilles

On poursuit notre étude, avec Six € Sug(+n),e fixé, Iapplication H4 comme ci-dessus, et

lespace des feuilles I'1y. Considérons une isotropie 94+ € Aﬁ\ible) (Yaorm) et notons I, le

(germe de ) voisinage ouvert de I’origine dans C? tel que :

Hy oy (Sen x (C,0)) = Sex x Iy -
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Proposition 12.6. Avec les notations précédentes, l’application
U :=Hioy OH:T:l :SeAaxTgn — Sqa X F;:)\

est un germe sectoriel de difféomorphisme fibré de Siy x I'xy vers Sty x 'L, qui est de la
forme :
Vo (2, h1,he) = (2, W1 & (ha, ha), Vo i (b, he)) -

En particulier, ¥1 1+ et Ua 1 sont analytiques et ne dépendent que de (hi,hs) € Tyy, et Uy
induit un biholomorphisme (aussi noté Uy ) :

\I/i:I‘i,\ L> F/i)\
(hi,h2) — (‘1’1,i (h17h2),‘112,i (h1,h2)) .

Démonstration. 1l suffit de prouver que ¥, 1 et ¥y 4 ne dépendent que de (hq, hg) € I'yy. Par

construction, ¥4 est une isotropie de :1:28%, puisque 4 est un isotropie de Yiom et que Hi

conjugue Yorm 2 ﬁa% :

0 0
I 2 Y _ 2 ¥
(V). (a: 8m> ox
On obtient immédiatement :
ov,+ 0¥y 4 0
dr ox

O

Dans l'espace des feuilles I'1y muni des coordonnées (h1, hs), on note w le produit de hy et
hg .
w (hl, hg) = hlhg .

On définit alors les deux quantités suivantes :
¢ (wx“)) Lo

T

¢ (wzx®) > o
T

f1(z,w) :==exp A emw™ log (x) —
T (12.2.1)

A
f2 (xﬂw) ‘= exp 7; + mem lOg (:23’) +

de sorte que les feuilles du feuilletages non contenues dans {z = 0} soient paramétrées sectoriel-
lement par

y1 () = hifi (x, h1hg) )
{y2 (z) = hafs (z,h1ha) (h1,h2) € C*.

On remarque que ’on a la relation
fi(z,w) fo(z,w) = z*.
De plus, une étude élémentaire montre ’affirmation suivante :

Fait 12.7. Pour tout w € C :

lim |f1 (wi)| = lim |f2 (LE,’U})| = +00
z—0 z—0

TESK TES_ )

lim | fy (2, w)| = lim | f2 (2, w)[ = 0
reES_\ rESN
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[P

FIGURE 12.2.1 — Tllustration de ’espace des feuilles en fonction de |h1| et |ha| dans le cas ou
¢ =0 : dans ce cas, il s’agit d’un domaine de Reinhardt (cf. [Hor73]).

En utilisant la proposition 12.6, on suppose désormais que (C?,0) = D (0,r), avecr = (r1,72)
et r1,ro > 0 assez petits pour qu’on ait :

Y1 (Sea x D(0,1r)) C Sty x D(0,r)

pour un certain r' = (r},r5) € (Rso)”. Définissons de maniére générale l’ensemble suivant
associé au voisinage sectoriel Sy, et au polydisque D (0,T), avec T := (71, 72).

Définition 12.8. Pour tout z € S1) et T := (71, 7) € (Rs0)”, on définit

Tix (2, ) i= 4 (b1, he) € C? tel que || < —— 3
w0 {“ . e W= 17 G )

VS {1’2}} :
On considére également ’ensemble :

Fi)\ (f‘) = U F:H\ (l‘,f‘)
Z‘GS:{:A

;.
= hi,hy) € C? tel qu'il existe z € S hj| < —~2——  j€ 1,2}
{hn) e ratq o ] < Tt 3 € (1.2)

(cf. figure 12.2.1).
On a donc, puisque qu’on suppose désormais que ((C2, 0) =D(0,r) :
Pix=Tux(r),

et
1—‘;:)\ C Fi)\ (r') .

Remarque 12.9.
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1. Il est important de remarquer que la forme particuliére de ¥y implique notamment le
fait que I'image de n’importe quelle fibre

{l‘ = .’170} X Fi)\ (.%’0,1‘)
par W4 est incluse dans une autre fibre de la forme
{!L‘ = .’130} X Fi)\ (S(}(),I‘/) .

2. Si (hl,hg) ey (1‘,1‘), alors

r1ir2
|ze]

|hihe| <

3. Si (hi, he) décrit entiérement 'y, alors la quantité w = hihg décrit C tout entier.
12.3 Action sur le mondéme résonant dans ’espace des feuilles

Nous poursuivons notre étude en réutilisant les notations et autres hypothéses des sections
précédentes de ce méme chapitre.

Lemme 12.10. On considére un biholomorphisme

\I/i:I‘i,\ L> F/i)\
(hi,h2) — (‘1’1,i (h17h2)7‘112,i (h1,h2)) .

On définit W, 1+ = Uy Uy 1. Alors, pour tout n € N, il existe des fonctions entiéres (i.e.
analytiques sur C) notées Wy, 1, €t Uy _ ,, telles qu'on ait

Uy g (b1, ho) =Y Wy g (haho) BT
n>0

\I’w,— (hl, hg) = Z \I’w,—,n (hth) hg

n>0

De plus, les séries de fonctions ci-dessus convergent normalement sur tout sous-ensemble de
Ty de la forme Ty (T), avec T := (F172) et

O<rj<r; ,je{1,2}
(ct. définition 12.8). Plus précisément, pour tout 71,72, > 0 tels que
0<7:j+(5<7“j ,jE{l,Q},

pour tout x € S et tout w € C, on a Uimplication suivante :

r
o ()] < 2 |l
lwz?| < iy = o TI,J/CTJ f:(lji) n ,Vn>0
Wy ()] < 72k |t

Démonstration. Nous allons démontrer le résultat pour ¥,, 4, ¥y 4 et Uy 4 dans I'y (la méme
preuve fonctionne pour ¥,, _ dans I'_ 5 en échangeant les roles de h; et hg). On fixe 0 < 7 < 7y,
0 <7y <7y, et d >0 tels que

0<7m+0<m
0<To4+0<ry
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142 12. Chapitre. Isotropies Id—plates et espace des feuilles

Pour une valeur fixée de w € C, on considére la restriction de ¥,, . & I’hypersurface M, :=
{h1he = w} NT}) : cette restriction est une fonction analytique sur M,,. L’application

w
Pw - hi — \ij,—&- (hh h)
1

est analytique sur
Mw,l = U Qw,w )

€S
lwz®|<rire

ou pour tout x € Sy avec |wz®| < rire, 'ensemble Q, ,, est la couronne suivante :

wa LE,'lU)‘

_ wf (z,w) 1
Qpp = {h1€(c|’ T <|h1|<‘f1(l’7w)‘} '

En particulier, ¢,, admet un développement en série de Laurent
Ow (h1) = Wy 1 hl»E = Z Wi 4 n (w) BT
7 ha e

dans toute couronne 2 ,,, avec x € Sy tel que |wz®| < rire. De plus, pour tout tel = € Sy avec
|wz®| < 179, la formule intégrale de Cauchy donne

! Uy (B, )
Upin(w) = % é(m,w) Tdhl , pour tout n € Z,

ol 7 (z,w) est n”’importe quel cercle centré en ’origine (parcouru dans le sens positif), de rayon
p (z,w) tel que

o] | o
T2 fl (CE, ’UJ)
Si |lwz®| < (71 + d) (F2 + §), on peut par exemple prendre
(2, w) T1+9 ‘
T,w) = |—
g fi (@w)
D’ou, pour tout w € C tel que |wz?| < 7179, pour tout £ € C avec |£| < J, on aussi :
1 o, + (hh wf:g)
Vuin (W +€) = 5 g, foralln € Z,
¥(@,w) 1
X R 71490
ot 7y (z,w) est le méme cercle que plus haut (de rayon p (z,w) = AR ), pour tout || < 4.
1 (T, w

De plus, puisque I'image de n’importe quelle fibre
{z =20} x T'xy (zo,r)
par ¥, est incluse dans une autre fibre de la forme
{z =x0} x Tx (70,1")

et puisque pour tout (b, h}) € Tiy (x,r') on a

[hihy| <
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on en déduit que si |wa®| < 7174, alors :

w it
v hy, — < L2

‘ w’+< ' hl)‘ ||
Le théoréme de dérivations des intégrales & paramétre version holomorphe montre que pour tout
n € Z, la fonction V¥,, 4 ,, est analytique en tout point w € C, et est donc une fonction entiére.

De plus, I'inégalité ci-dessus et la formule de Cauchy impliquent que pour tout n € Z et tout
(z,w) € Sx x C avec |wz?| < 7172, on a :

7,/ ,r,/ 7,/ ,’,/
] w < 1'2 _ 1°2
| w,+,n ( )| |$a| p (x’ w)’n |5L'a|

fl (I’,U}) "
1o

D’aprés le fait 12.7, pour une valeur fixée w € C et pour n < 0, le membre de droite de I'inégalité
ci-dessus tend vers 0 lorsque = tend vers 0 dans Sy. Il s’en suit que ¥,, 4 ,, = 0 pour tout n < 0.
Par conséquent :

w
Wyt (hl, h) = > Wyin(w)hy.
1
n>0
De plus, pour tout w € C, cette série converge normalement sur tout domaine de la forme
T
fl (‘Ta w)

puisqu’il ne reste que des termes avec n > 0 dans le développement en série de Laurent. Cela
signifie que cette série converge en fait normalement sur un voisinage de l'origine. D’oul, pour
tout w € C, 'application

Qp o = {hle(C||h1|§

)

‘} , pour tout x € Sy , 0 <71 <7y,

w n
hi— \I/w7+ (hh h1> = Z \I/w,—i-,n (’LU) h’l

n>0

est analytique au voisinage de 'origine. Finalement, la série de fonctions

‘Ilw,+ (hl, hg) = Z \I/w7+,n (h1h2) h?
n>0

converge normalement, et est donc analytique, sur tout domaine de la forme T’y (T), avec 0 <
1 <rpet0<ry <ro. O

12.4 Action sur le monome résonant

Puisque 94 € A(f;\ible) (Yaorm), on sait que ¥4 est de la forme :

Vi (z,y) = (x,¢1+ (2,y), %2+ (2,y))

avec 11 4,12 + analytiques et bornées sur Sy x D (0,r). De plus, par hypothese, 11+ admet
Iidentité comme développement asymptotique 1-Gevrey faible, i.e.

wi,i ($7Y) = Y + Z qﬁi,i,k (a:) yk ) V(ﬂf,y) € Si)\ x D (0,1‘) )
keN?

otl, pour i = 1,2 et pour tout k = (ky, k2) € N2, la fonction 1; 4 i est analytique et bornée sur
S+ et admet 0 comme développement asymptotique 1-Gevrey.
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Lemme 12.11. Avec les notations précédentes, on définit 1, + := Y1 112 1. Alors, 1, 1 et P,
admettent chacune un développement en série entiére par rapport ¢ y €D (0,r) :

a Y1Y2 (21
Yot (23) = i 2 3 W (5FF) <f1( >>

n>1 T
n
Y1Y2 Y2
v.— (T, = +$a \I] — ( ) )
Vo @) =+ " 3 Vo (O ) | 50 mmy

qui convergent normalement sur tout sous-ensemble de SixxD(0,r) de la forme S.yxD (0,F),
ot D (0,T) est un polydisque fermé avec T = (71,72) tel que

0<7y<r; ,jef{l,2}.

Les fonctions W, 4 €t Wy — o, pour n € N, sont celles données dans le lemme 12.10. De plus,
pour tout sous-secteur fermé S’ C Sy et pour tout polydisque fermé D C D (0,r), il existe
A, B >0 tels que :

B

Vo, + (2,y1,92) —y1ye] < Aexp <|x> , V(z,y)e S xD.

En particulier, 1, 1+ admet y1y2 comme développement asymptotique 1-Gevrey sur Sy xD (0,r).
Démonstration. Par définition, on a :
VioHi=Hiots.

D’ou, pour tout (z,y) € Sxax x D(0,r) :

v, Y1 Y2 _ Yo+ (T, y1,Y2)
v T (B2 fy (o, B2 x® '

D’aprés le lemme 12.10, on a donc :

Yo (@y) =a® Y Vs (9;312> <f1 (xylylyz)>

n>0 ) gpa

o ) =0 3 W () <f2 <y>>

n>0 ) g

(12.4.1)

De plus, on sait que ¥, + (x,y1,y2) admet y;y2 comme développement asymptotique 1-Gevrey
faible sur S1) x D (0,r), car ¥+ € Aty (Yoorm). On peut donc écrire

Yot (T,y1,52) = yiyz+ Z Yot (2)¥* (12.4.2)
keN2

ott pour tout k = (kyi,k2) € N2, la fonction v, 1 i et analytique et bornée sur Sy, et admet
0 comme développement asymptotique 1-Gevrey. Comparons les deux expressions de 1, + ci-
dessus. En regardant les monomes yX avec ki = ko dans (12.4.2), et les termes correspondants
an =0 dans (12.4.1), on doit avoir pour x € Sy, et v € C avec |v| < riry :

§ k a v
Y - \ij (7) ’
v+ Yo+, (k k) () T +0\ Ja

k>0
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Puisque ¥, 1 o est analytique sur C, il existe une suite () C C telle que

keN
k
v v
Voso(r) = Yose(sg) -
k>0

Ceci n’est possible que si ay , = 0 dés que k # 1, puisque ¥, + x est holomorphe sur Sy et
admet 0 comme développement asymptotique 1-Gevrey. Aprés identification, on obtient :

\I/v,i70 (w) =w .

D’ou
n
Y1Y2 Y1
Yo (2,y) =y1y2 +2% ) Wy o ( )
v ) szz:l w n Qja fl (.'1/‘7 y;:gz)
n
Y1Yy2 Y2
o, (2,) =y1y2+m“Z\Ifw,7,n( ) ( )
n>1 e f2 (.’177 9;32)

Montrons désormais que 9, + admet y;y> comme développement asymptotique 1-Gevrey dans
S (C?,0). Pour cela, on doit montrer que |1, + (%, y1,y2) — y1y2| est exponentiellement petit
par rapport & x € Sy, uniformément en y € D (0,r). Comme pour le lemme précédent, nous
allons rédiger la preuve pour %, + (la méme preuve fonctionne pour ¢, _ en échangeant les roles
de y1 et yo2). D’aprés les calculs précédents, on a :

n
Yi1y2 Y1
U ( )
b x® (fl (1'7 yﬂf ) >

x

Yo+ (@, 91,92) —y1y2| < Z

n>1

Fixons 71,72,d > 0 tels que :
O<rj+d<r;, je{l,2} .
Prenons |z|, |y1| et |y2| assez petits pour que
2r € Sy

et

7172

|2a| <7rirg .

ly1y2| <
D’aprés le lemme 12.10, pour tout & € Sy et tout w € C :

rirh

wi®| < ™fy = |[Pytn (W) < (12.4.3)

fl ('i7w) "
4o |

||

En particulier, pour = 2z et w = 222 on obtient |wZ®| < 7172 et donc

fr (2w, w2y "
71+6

Y1Y2 ) ‘ < )
x® |2029

“ijﬁ-,n (

Par conséquent, pour tout (z,y1,y2) € Sy X D (0,T) tel que

2x € S,
[1y2| < Tat <mire

145



146 12. Chapitre. Isotropies Id—plates et espace des feuilles

riry (20, 222)\" Y1 '
2000 \ 7110 fi (@, 2E)

on a :

Yo+ (T,y1,92) — yay2| < Z z*

n>1
< mny () (Al
RS\ \ A(esE) )

Puisque ¢(v) est un germe de fonction analytique qui s’annule en ’origine, il s’en suit qu’on peut
choisir 71,ro > 0 assez petits de sorte que pour tout sous-secteur fermé S’ C Sy, et pour tout
71 € 10,71 et tout 75 € 0,72, il existe A, B > 0 tel que :

(z,y1,92) €' xD(0,F) = |4 (7,y1,92) — 132 Aexp ( iz |)
Montrons cela. Il s’agit d’estimer la quantité suivante :

f1 (2z, 222) A (y1y2)™ ¢(y1522%) | ¢(y2)
xX 2@1 ——— —Cm 1 2 _ .
fi (@, 222) FP T T x o (2) 2 * z

On peut se contenter de traiter le cas ou © € S’ est tel que 2z € S’ (sinon z est « loin » de
Porigine et on conclut sans difficulté). On a :
B |2al|eXp< B I)

fi (2, 5

, -~
(x,yl,yg)eS XD(O,I‘)eth‘ES — W

D’ou :
rirh 2%y B\ "
_ < _
Yo+ (2,91, 92) — y1y2| < 20 2|7, Fa A @
B
_ i [z (=#)]
- 2a 2%ty B
e ()
B
< Aexp|——] ,
||
pour un choix convenable de A > 0. O

Le lemme ci-dessus implique en particulier que ¥, 1 o (w) = w. En conséquence, on obtient
immeédiatement le résultat ci-dessous.

Corollaire 12.12. Pour tout sous-secteur fermé S’ C Sy, tout 71 € ]0,71[ et tout 72 € |0, 73],
il existe A, B > 0 tels que pour tout v € S’ :

|h1|§|f(xrﬁ Aexp( \T\)
. 1 ;:21 2 = |yt (z,h1,he) — hihy] < —
el < T ]

En particulier, il existe C > 0 tel que :

’Fl ~(..a m
hyl< ——L ‘ m & (haha)™) ‘
Il < |f1 (2, hihs)] — P <Cm (hahy)” log (@) + ’ ) <C
c_ T m &3 (Woy (,h1,72))™) ‘ '
|h2| |f2 (x h1h2)| ‘GXP (CHL (\I/U) (l', h’17 hQ)) log (l’) + x )
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12.5 Développement en séries des isotropies dans ’espace
des feuilles

A présent, nous allons donner un développement en séries de ¥; 4 et ¥y 4 dans les coordon-
nées de I'espaces des feuilles. Introduisons les notations suivantes :

Lemme 12.13. Avec les notations et les hypothéses précédentes de ce chapitre, pour tout n € N,
il existe des fonctions entiéres (i.e. analytiques sur C) notées ¥;, ., j € {1,2}, v € {+,—-},
n > N (j,v), telles que pour j € {1,2} on ait

Ui (hiha) = > Wy (haho) hY
n>N(j,+)

Ui (hisha) = > Wy (hiho) by
)

n>N(j,—

Ces séries de fonctions convergent normalement sur tout sous-ensemble de I'1y de la forme
Tin(F) avec 0 < 71 < 1 et 0 < Ty < ro (cf. définition 12.8). Plus précisément, pour tout
T1,72,0 > 0 tels que

0<fj+5<7"j,j€{1,2},

il existe C' > 0 tel que pour tout x € Sy et tout w € C, on ait :

-1
Oy oo (w)] < o L@ (x’w”Z n>1
sy (f1—|—5) —_
1
oy ()] < IO
|lwz?| < F179 = . ‘xaj (71 Jr5)n+1
|\I’ (’LU)‘ < Crl |f2 (x,w)| n>—1
P e e S
| fo (z, w)|"~
Wy (w)] < Opp 2
s (0] < O L

De plus :
\1117_7_1 (O) = \11274,_,_1 (0) =0.

Fait. Nous allons réutiliser les mémes notations que dans la preuwve du lemme 12.10. Pour
chaque w € C fizé, les applications

w
p1:hy =¥y (hl, h)
1

et
w
w2t hy— Wy (hl, h)
1

sont analytiques sur

Mw,l = U Qz,w

€S
lwz®|<rire
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(cf. preuve du lemme 12.10). En particulier, ¢1 et w2 admettent chacune un développement en

série de Laurent
301 (hl) = \Ill’+ <h1, ) Z \:[11 +.n hn

n>—1L1
0o (h1) =Ty 4 (hl, ) Z Uy 4 (W) AT
n>—1Lo

dans tout anneaw Qy .y, avec © € Sy tel que |wx®| < r1r2. En utilisant la méme méthode que dans
la preuve du lemme 12.10, on montre sans difficulté supplémentaire que pour tout n € Z, ¥ 4 ,
et o 4, sont analytiques en tout point w € C, et sont donc des fonctions entiéres (analytiques
sur C). De plus, on montre également comme plus t6t que pour tout 7,72,0 > 0 avec

0<fj+(5<7'j,j6{].,2},

pour tout n € Z et pour tout (x,w) € Sy x C tel que |wx®| < 7172, on a :

|\I/1+n( Tl fl (xaw)‘n
- ‘f1(m \I/w+<x hlah))} Tto
T3 (z,w) "
a0l < e (x ) Y

D’apres le corollaire 12.12, il existe C > 0 tel que pour tout (z,w) € Sy X C avec |wa®| < 7173,
on a:

|y (@ w)"

910 0] < O L
Cry i (‘ruw”n
|\:[12,+,n (U))‘ < |J}a| ('Fl +5)n

D’apres le fait 12.7, pour une valeur fizée de w € C, si l’on regarde la limite quand x tend vers
0 dans Sy du membre de droite dans chacune des inégalités ci-dessus, on en déduit que :

U1 4n(w)=0 ,¥n<0
[Uoyn(w)=0 ,Vn<-2.

Par conséquent :
\1117_’_ (hl, hg) = Z \I/1+,n (hth) h?

n>1

Wy 4 (ha ho) = Y Wa g (haho) b}

n>—1
Ces séries de fonctions convergent normalement (et définissent donc des fonctions analytiques)
sur tout domaine de la forme Ty (F) avec T := (71,72) et

0<7~’j+5<7"j , je{L1,2} .
De plus, pour toute valeur fizée de ho, d’une part la fonction

hi = Uy (b ho) = > Wo oy (haho) b}
n>—1
est analytique sur un disque épointé centré en 0 puisque
|f2($,h1,h2)| ;)) 07
TESK

et d’autre part, on sait déja que la fonction hy — Vo 4 (hy, he) est analytique sur un voisinage
de lorigine. Donc, on soit avoir ¥y 1 (0) = 0.

Démonstration. Une preuve analogue fonctionne pour ¥y _ et Wy _. O
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12.6 Preuve de la proposition

Le lemme & venir est une version plus précise de la proposition 10.4. Rappelons les notations

suivantes :
N1, +)=N(2,-)=1
N(1,-)=N(2,+)=-1

Lemme 12.14. Avec les notations et hypothéses précédentes de ce chapitre, considérons ¥4 €

A(iﬁ;ible) (Yaorm) avec

(N (a@y) = (%%,ﬂ: (x,y) 7"!]2,:|: (w,y)) :

Alors, pour i = 1,2, les fonctions 1; 1 et ; _ peuvent s’écrire comme séries de fonctions

Yot (2,3) ’
Vit (T,y) =y + [i (3?7 ;:cy) Z Vit (yglc%) (fl (xylyly"‘)>

n>N(i,+)+1 ) @ .
Vi (zy)=yi+ fi (2 Py, — (z,y) Z . Y1Y2 Y2
i,— T, Y) = Yi i ) 2@ b=\ Toa f (:E ylyz)
n>N(i,—)+1 2 ) xe

qui sont normalement convergentes sur tout sous ensemble de Sy x D (0,r) de la forme Sy X
D (0,7), ot D (0,T) est un polydisque fermé avec T = (71,72) tel que

0<r; <ry ,j€{1,2}.

Iei, les fonctions W; 4, Ui — p, pouri=1,2 et n € N, sont celles données dans le lemme 12.13.
De plus, pour tout sous-secteur fermé S’ C Sy, et pour tout polydisque fermé D C D (0,r), il
existe A, B > 0 tels que pour i =1,2 :

B _
s o)~ ul < e (~2) Vy) €S xD.
Par conséquent, 1; 1 admet y; comme développement asymptotique 1-Gevrey dans S1xxD (0,r).
Remarque 12.15. En particulier, ¥ 1 1 (w) =¥o _ 1 (w) =1let U1 _ 1 (w) =To 41 1 (w) =w.
Démonstration. Par définition, on a
VioHy=Hioy.

En particulier, pour ¢ = 1,2 et pour (z,y) € Sty x D(0,r) :

Y1 Y2 Y (w1, y0)
\I]i’i Z yiy2)’ Y1Y2 - .
fi (@, 222) " fo (z, 222) fi (x7 W)

D’ou, d’aprés le lemme 12.13, on a pour ¢ = 1,2 :

_ Yy 4 (7,y) Y1Y2 Y1 "
e 2) % v )

) n>N(i,+) n (12.6.1)
| =g, Y= 2Y) o (L2 L
¢l7_ (Jf,y) = fz (33, 2 ) Z qu,—,n ( 10 ) f (ZZ? M) 9

n>N(i,—) 2 o
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et ces séries de fonctions convergent normalement (et définissent donc des fonctions analytiques)
sur tout domaine de la forme S’ x D (0,T), ou S’ est un sous-secteur fermé de Sy et D (0,F)
est un polydisque fermé avec T = (71, 72) tel que

0<’Fj<7’j 7jE{].,Q}.

Comparons les différentes expressions de ¥ +, 7 = 1,2. On sait que ¥ + (z,y1,y2) admet y;
comme développement asymptotique 1-Gevrey sur Sty x D (0,r). On peut donc écrire

i+ (T y1,92) = y;+ Z by x (€)Y

keN?

ot, pour tout k = (k1, ko) € N2, la fonction 1, 4 x est analytique sur Sy et admet 0 comme
développement asymptotique 1-Gevrey. Comme d’habitude, nous allons traiter le cas de v 4 et
.4 (Pautre cas est similaire en échangeant les roles joués par y; et y2).

D’apreés les expressions obtenues dans les lemmes 12.10 et 12.13, on peut étre plus précis sur
les ensembles des indices de sommation :

Urg (@yny2) =wm+ Y. k(@) yryh?
k=(k1,k2)EN?

ket (12.6.2)
Yor (myny) =v2+ D> Vo (@) yultys

k=(k1,kz)EN?
k1>ko

Traitons le cas de 91 + (une preuve similaire peut s’adapter sans difficulté & 15 ;). En étudiant
les termes pour n = 1 dans (12.6.1), et les termes monomiaux y¥ avec k; < ko +1 dans (12.6.2),
on voit qu’on doit nécessairement avoir pour x € Sy, y1,y2 € C avec |y1| < r1, |y2| < r2:

fl ( Yo, 4 (a 7Y))
Y1Y2
]-+ ¢ 4+, (k+1,k (x)ykyk = —\Ijl, ,1( ) .
];) 1+( +1 ) 152 fl (.’I:, y;gz!Q) + ﬂja

D’aprés le lemme 12.11 et le corollaire 12.12, on a :

fl (:E "/’1)‘+($¢y)>

—emmEy = T2 Fua@ie
LT g Jj12j2+1>1
= 1 [0) ,
e (Iy1])

(z,y)€SAxD(0,r)

ot les Fj, ;, (x), j1 > j2, sont des fonctions analytiques et bornées sur Sy. Comme dans la preuve
du lemme 12.11, en utilisant le fait que ¥4 admet ’identité comme développement asymptotique
1-Gevrey faible, on montre que ¥y 4 1 (w) = 1, et donc :

y1+f1< 7¢v+( Y >Z\P1+n(yly2) <f1 (xy1y1y2)>n

n>2 bz

= n+ D Yigx(@ iy

k=(k1,k2)EN?
k12>ko+2

1/)1,4- (I,y)

Il reste & montrer que ¢ 1 admet y; comme développement asymptotique 1-Gevrey dans Sy x
D (0,r). D’apres les calculs précédent, on a :

¢u+
e @ ynae) —ul < ) (Wi (yalrzf) <f1 (xylm)> Jg (z ylyQ) )y1

77,22 ’ xra
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En utilisant le lemme 12.13, le corollaire 12.12 et la méme méthode qu’a la fin de la preuve du
lemme 12.11, on peut montrer la chose suivante : on peut prendre r1,75 > 0 assez petits de
sorte que pour tout sous-secteur fermé S’ de Sy, pour tout 0 < 71 <7y et 0 < 79 < 1o, il existe
A, B > 0 tels que :

. B
(z,y1,92) € 8" xD(0,F) = [¥1 4 (z,91,92) — 1| < Aexp <—|$|> :

Une preuve similaire fonctionne pour s _, 124 et 11 . O

Remarque 12.16. Notons que dans les expressions

) <ot (o ) S () <f1 <xy1m2>>n

n>2 7oz
_ % +( > U, Y1Yy2 Yo !
wl,*(l.vy) y1+f1( 5 nZ:Q *"< a ><f2($7y11:g2)>

du lemme 12.14, le développement de 11 1 par rapport &y = (y1,¥y2) commence avec un terme
d’ordre 1, & savoir y;, suivi de termes d’ordre au moins 2, alors que dans le développement de
¥1,—, le terme de plus bas degré est une constante, a savoir ¥ _ ¢ (0). De méme, le développe-
ment de 12 _ (par rapport & y = (y1,y2)) commence avec ¥z, alors que celui de 7 _ débute
avec la constante s 1 o (0).

12.7 Description de ’espace des modules dans I’espace des
feuilles

D’apreés les lemmes 12.13 et 12.14, on peut donner une description de ’espace des modules
Ax (Ynorm) X A—x (Ynorm) pour une forme normale fixée Yiorm (et de AY (Yoorm) X AYy (Yaorm)
dans le cas transversalement symplectique).

12.7.1 Une description en termes de séries entiéres de ’espace des
modules

On réutilise ici les notations introduites tout au long de ce chapitre. On va noter O (C)

I’ensemble des fonctions entiéres, i.e. I’ensemble des fonctions holomorphes sur C. On considére

les fonctions fi et f, définies en (12.2.1) et on introduit quatre sous-ensembles de (O (C))",

que 'on note €1 x (Yaorm), €21 (Yaorm)s €1,-2 (Ynorm) €t €1, —x (Yaorm ), définis comme suit. On

réutilise les notations
N({1,+)=N((2,—)=1
N(la_) :N(2a+) =-1

Définition 12.17. Pour j € {1,2}, une suite (¢ (w)),>n(j1)+1 € (O (€)Y appartient a
Ej+x (Ynorm) 8’1l existe un polydisque D (0, r) et un secteur asymptotique

Six € ASarg(:l:)\),Qﬂ' )
tels que pour tout 71,75, > 0 avec

O<ri+o<r;, ,i€e{l,2},
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il existe C' > 0 tel que pour tout z € Sy (resp. x € S_,) et tout w € C :

n—1
[ (w)| < CLEDL— yn>2, s
¢ [h@w)|

(w) (W (
[P (w)| < G , V>0, si (Yo (w
(w) (¥ (
(w) (¥ (

|wx“| S flfg

n+1 .
|1/)n w ‘ < ‘51‘ % ;vn > 0, S1 wn w n>0 S 51,—)\ (Ynorm)
n—1
[t (W)] < C’% ,Vn > 2, si (Yn (0)),59 € E2,-x (Ynorm)

Comme expliqué un début de chapitre, on peut associer a toute paire

(quka 1;[}—>\) S A)\ (Ynorm) X A—)\ (Y;lorm)

deux germes de biholomorphismes sectoriels de ’espace des feuilles, notés ¥y et W_,, corres-
pondant & des secteurs « étroits », définis par :

Wiy :=HrothiyoH', (12.7.1)

ot H4 est I’application introduite au corollaire 12.3. D’apreés les lemmes 12.13 et 12.14, si 'on
écrit Uy ) = (2, ¥y, 1,Uy ), alors pour j=1,20n a:

Vg (haha) = hj+ > W (hah) Y (12.7.2)
n>N(j,+)+1

Ui (hi,ha) = hj+ > U (hahy) by
n>N(j,—)+1

ot (V) +.n), € &2 et

N({1,4):=N(2,—-):=1
N({1,-):=N(2,+):=-1

Réciproquement, étant donné (W;.) € & +x pour j = 1,2, en considérant Wy (z,h) =
(z,%1 44 (h), ¥y 1 (h)), les estimations faites dans les sections précédentes montrent que

Pax =My o Wiy oMy
est un élément de Ay (Ynorm). Par conséquent, on peut énoncer la proposition suivante.

Proposition 12.18. On a les bijections suivantes :

A)\ (Ynorm) = gl,)\ (}/norm) X 62,)\ (Ynorm)
U = (Ui, Pay)

et

A7>\ (Ynorm) = 61,7)\ (Ynorm) X 52,7)\ (Ynorm)
Yox = (U, Ty )

(on identifie ici Wy (z,h) = (z, ¥y + (h), Uy (h)) avee (V1 s (h), Uy s (h))).

12.7.2 Variétés invariantes analytiques et nceud-cols en dimension deux :
invariants de Martinet-Ramis

On peut donner une condition nécessaire et suffisante d’existence de variétés invariantes
analytiques en termes de la description de ’espace des modules décrit ci-dessus. Rappelons que
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pour tout champ de vecteurs Y € [Yiomm|ap, 1q (¢f. définition 10.1), il existe toujours trois variétés
invariantes (formelles) particulieres : € = {(y1,92) = (91 (x), 92 ()}, H4 = {y1 = f1 (z,92)}
et 7% = {y2 = fo(z,y1)}, o0t g1,92, f1, f2 sont des séries formelles sans terme constant. La
premiére est classiquement appelée variété centrale et on a € = 4N 5. SiY = Yoo, alors :

€ ={y =y =0}
A4 ={y1 =0}
Ho = {y2 = 0}

Proposition 12.19. Soit Y € [Ynorm]ﬁb,ld et (P, P_») € Ax (Ynorm) X A—x (Yaorm) les difféo-

morphismes de Stokes associés. On considére Uy = Hi oDy o’;‘—Lj_[1 comme dans la sous-section
précédente. Alors :

1. la variété centrale € est convergente (analytique en l'origine) si et seulement si Uy 4 o (0) =
Uy _(0)=0;

2. Uhypersurface invariante 74 est convergente (analytique en l'origine) si et seulement si
pour tout n >0, ona ¥y _, (0)=0;

3. Uhypersurface invariante 56 est convergente (analytique en l'origine) si et seulement si
pour tout n >0, on a ¥y 4 ,, (0) = 0.

Démonstration. Il s’agit d’une conséquence directe de la représentation en séries donnée en
(12.7.2) des difféomorphismes de Stokes (®,, ®_ ). Expliquons le point 2. (des arguments simi-
laires fonctionnent pour les points 1. et 3.). Le fait que ¥y _,, (0) = 0, pour tout n > 0 signifie
que V; _ est divisible par h;. De maniére équivalente, ®; et ®; _ sont tous deux divisibles
par y1, de sorte que ’hypersurface analytique {y; = 0} a la méme pré-image par ®, et par ®_.
Ces pré-images se recollent pour définir une hypersurface invariante analytique 747 . O

Remarquons a présent que si 'on regarde la restriction d’'une forme normale Y;om & une
de ses hypersurfaces invariantes, on obtient exactement une forme normale d’un nceud-col en
dimension deux comme dans [MR&2]. Quand une des hypersurfaces invariantes est analytiques,
on retrouve les invariants de Martinet-Ramis par restriction & cette hypersurface, comme nous
le présentons dans la proposition qui suit.

Proposition 12.20. Supposons que pour Y € [Ynorm]ﬁde, Uhypersurface invariante 61 soit
analytique en lorigine. Alors, les invariants de Martinet-Ramis du neud-col Y 5 sont :

\112’+ (07 h2) = h2 + ‘112’+,0 (0) S Aff (C)
Wy (0,ha) = ha+ Y _ Wy _, (0)hy € Diff (C,0).
n>2

Un résultat similaire est évidemment valable pour J73.

12.7.3 Cas transversalement symplectique

Intéressons-nous a présent au cas transversalement symplectique du théoréme 10.10. Soit
Yiorm € SN, une forme normale transversalement symplectique. Avec les notations introduites
en début de section, on définit les ensembles suivants :

L \I/-‘,- - (\1’1,-{-’ \II2,+) S 81,)\ (Ynorm) X 52,)\ (Ynorm)
(€11 (Yaorm) X €21 (Ynorm))w T { tels que : det (D¥4) =1
L VU_ = (\111777 \112,7) € 51)7)\ (Ynorm> X 82,7)\ (Ynorm)
(1,22 (Ynorm) % &2,-x (Ynorm)),, = { tels que : det (D¥_) =1 ’
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154 12. Chapitre. Isotropies Id—plates et espace des feuilles

La proposition 12.18 nous dit que ’application

A:I:)\ (Ynorm) — gl,i)\ (Ynorm) X gQ,:i:)\ (Ynorm)
Yr = Uiy i=HiothpyoHL!

est une bijection (on identifie ¥ (z,h) = (z, ¥y 4 (h), P24 (h)) avec (¥1 4 (h), ¥ 1 (h)))

Un rapide calcul basé sur (12.1.1) donne :

« (dyr Ad
(HZY) (ylxyz) = dhy Adhy + (dz) .
d d
Cela nous dit que ¥4, est transversalement symplectique w = M, i.e.

(¥£r)" (W) = w+(d2) ,

si et seulement si Wy = (¥ 4, ¥y 1) préserve la forme symplectique standard dhy A dhe de
Pespace des feuilles, i.e. det (D¥L) = 1. En d’autres termes, on a le résultat suivant.

Proposition 12.21. On a les bijections suivantes :

A‘S\J (Ynorm) = (51,)\ (Ynorm) X 52,)\ (Ynorm))w
U = (Ui, oy

et

Aci)\ (Ynorm) = (61,7)\ (Ynorm) X 52,7)\ (Ynorm))w
Yox = (P, Vs )

(on identifie U (z,h) = (z, ¥ 1 (h), Vs 4 (h)) avee (U4 (h), Uyt (h))).
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Chapitre 13

Classification analytique
(non-fibrée)

Ce chapitre tient lieu de conclusion sur le probléme de classification analytique des germes
champs de vecteurs singuliers de ((C3, 0) 2-résonants de type nceud-col, strictement non dégé-
nérés et div-intégrables. Nous allons donner des résultats de classification plus généraux, en
étudiant les actions par conjugaison de Diffgy, (C?,0) et de Diff (C?,0) sur ces germes champs
de vecteurs. Commengons par reformuler et résumer le résultat de classification sous ’action de
Diffgy, ((C3, 0; Id) vu dans cette partie.

On a une action de Diffgy, (C3,O;Id) sur SN diag,0 par conjugaison (cf. chapitre 5 pour la
définition de SN giag,0). Grace aux théorémes 1.5 et 10.6, on sait que la classe analytique d’un
champ de vecteurs Y € SN giag,0 €St uniquement déterminée par sa forme normale Yo,
(donnée par les théorémes 1.5 et 10.6) et par ses difféomorphismes de Stokes (P, P_))
(donnés par le théoréme 10.6).

Définition 13.1. On note
/%ﬁb,ld = (SNdiag,O) /Diffﬁb ((C3, 0; Id)

l’espace des modules associé, i.e. ’ensemble des orbites de SNdiag,O sous cette action.
On note

Po:={p=(\ai,as,—c,c) € Pap | R(a1 +az) >0et c(v) € vC{v}}

I'espace des paramétres caractérisant les formes normales d’éléments de SN giag,0 dans la clas-

sification formelle sous 'action de ]ji?fﬁb (C?’, 0; Id) décrite par le théoréme 1.5. On notera alors
Yiorm (P) une forme normale de paramétre p € Pp.

On peut alors résumer I’étude faite jusqu’ici par le théoréme suivant.

Théoréme 13.2. On a la bijection suivante :

%ﬁb,ld =~ |_| {P} X A)\ (Ynorm (P)) X A,)\ (Ynorm (p))
pPEPo

13.1 Classification fibrée (non tangente a ’identité)

Nous allons décrire dans cette section la classification analytique sous 'action de germes de
diffeomorphismes fibrés non-nécessairement tangents a ’identité.
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Définition 13.3. Un germe de champ de vecteurs singulier Y € x (C3, 0) est un noeud-col 2-
résonant fibré strictement non dégénéré div-intégrable si YV est Diffgy, ((C3, 0) —conjugué
a un élément de SN giag,0 - On note I’ensemble de ces champs de vecteurs

SNgb,0 := Diffgp, (C*,0), (SN diag,0) -

Il y a une action naturelle de Diffg, (C3,0) sur SAgp,0 par conjugaison, et on note

«%ﬁb = (SNﬁb’O) /Diﬁﬁb ((CS,O)

I’espace quotient.
On définit enfin le sous-groupe de GL3 (C) suivant :

1 0 0 1 0 0
L=l 0w 0 A0 A0 g 0 0 | £ 0 #0
0 0 pe 0 po O

Le groupe . ci-dessus agit sur .#sp 14 de la fagon suivante : on va utiliser la bijection donnée
par le théoréme 13.2. Soit

p = (A ay,a2,—c(v),c(v)) € Py

et
((b)u (I)—A) S A/\ (Ynorm (p)) X A—>\ (Ynorm (p)) .

1 0 0
—SiL=|0 w O € %, alors on définit
0 0 po

L* (P» (b)\a @7A) = (p/a (I)/)\a LA) S P(J X A)\ (Ynorm (p/)) X A,)\ (Ynorm (P/)) )

avec
p = (Mavaz —c (2:) e (55)
P\ =LodyoL™!
@ =Lod_joL!
1 0 0
— Si L= 0 0 wm € %, alors on définit
0 125) 0

L, (p,®y,®_y) := (p/a (I)/—)\a (I)/)\) € Po x A_x (Yaorm (p/)) X Ax (Yoorm (p')) )

/! v v
p = (_)\’az’al’c(muz) ’_C(Hluz))

(I)LA:LO(I’)\OL_l
P\ =Lo®_yoL™!

avec

On peut alors formuler le résultat suivant.

Théoréme 13.4. On a la bijection :

Me, ~ Mbd /.
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Démonstration. Considérons deux champs de vecteurs Y)Y’ € S/\/'diag,() . Considérons alors
Yiorm (P) €t Yaorm (P’), avec p,p’ € Py, les formes normales de Y et Y’ respectivement. On
note également ® (resp. ®') la normalisation formelle, &, ®_ (resp. @', , @’ ) les normalisations
sectorielles et @5, &_y (resp. @), P’ ,,) les difféomorphismes de Stokes de Y (resp. de Y).
On doit montrer que Y et Y’ sont Diffg), ((C3, 0) —conjugués si et seulement s’il existe L € .
tel que
L. (p, @, @-5) = (P, @4, 2" ) -

Supposons que Y et Y’/ sont conjugués par un germe de difféomorphisme fibré ¢ € Diffg;, ((C3, O).
Comme Y et Y’ sont formellement conjugués respectivement par d et & € Diffgy, ((CS,()) a
leurs formes normales Yiorm (P) €t Yiorm (P'), et puisque Y et Y/ sont conjugués entre eux par
¢ € Diffg, (C3,0), par composition, Yiorm (P) et Yiom (p’) sont formellement conjugués par
un élément de Diffg, (C3,0). D’aprés la proposition 3.3 et sa preuve, deux formes normales
Yiorm (P) ; Yoorm (P’) de paramétres respectifs p,p’ € Py sont formellement conjugués par un
difféomorphisme formel fibré ¢ € Diffg, ((CS, 0) si et seulement §’il existe L € £ tel que ¢ = L
et L, (p) = p’, comme dans 'action décrite ci-dessus. Il existe donc L € .Z tel que le diagramme
suivant commute :

¢ v

Ynorm (P) T> Ynorm (p/)

1.€. . .
®op=Lod.

Par composition, on en déduit que les fonctions @/, et Lo P4 o ¢~ ont méme développement
asymptotiques 1-Gevrey, & savoir R A
O =Lodopt,

dans les domaines sectoriels S+ d’ouverture > 7 associés. Par unicité de la 1-somme d’une série
formelle 1-sommable, on en déduit que

L =Lo®iop '.
Par conséquent, en regardant les diffeomorphismes de Stokes ® ) et @/, |, associés, on voit que :

fI)/)\,:Loq))\oLfl
@LA,:LOQD_)\oLfl ,

avec A = £ selon que L € & soit diagonale ou non. On a donc montré que
L. (p,®x, ®_) = (p/, @), 9" ) . (13.1.1)

Réciproquement, supposons que L, (p, ®x, ®_») = (p’, ®}/, ®"_,,). On considére des domaines
sectoriels Sy et S_ tels que S, NS_ soit un voisinage de {z = 0} dans C3, sur lesquelles @ et
®_ conjuguent respectivement Y & Yyorm (p’) (comme dans le théoréme 5.5).0On a alors, d’apreés
(13.1.1) :

po(@ ) s = LT o®, 0® olis s - (13.1.2)

On définit alors : )
+:=(®)) oLod,
¢ = (®) oLod_
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On a alors :
6106 )5hns. = (@) o (Lodio@ ) oL ) oal
= (@) o (@0 (@) )oal
(d’aprés (13.1.2))
= lds,ns_
D’ou (¢+)|S+057 = (¢—)\s+ms,a et on définit ainsi une fonction ¢ analytique au voisinage de

lorigine dans C® d’aprés le théoréme de Riemann. Enfin, puisque (®4), (Y) = Yiorm (P), que
L. Yoorm (P)) = Yaorm (P') €t que (((I)’i)_l) (Yaorm (P')) = Y, on en déduit par composition
que ¢, (V) =Y". O

13.2 Classification analytique (non fibrée)

Nous allons décrire dans cette section la classification analytique sous ’action de germes
de difféomorphismes analytiques (non-nécessairement fibrés). Nous allons procéder de maniére
analogue & la section précédente. Comme pour la classification fibrée, nous allons commencer
par étudier les ’action par conjugaison via des éléments tangents a l'identité.

Définition 13.5. Un germe de champ de vecteurs singulier Y € x ((C370) est un noeud-col
2-résonant strictement non dégénéré div-intégrable si Y est Diff ((C?’7 0) —conjugué a un
élément de SN giag,0. On note ensemble de ces champs de vecteurs

SN := Diff (C?,0), (SN aiag,0) -

Il y a une action naturelle de Diff ((C3, 0) sur SN g0 par conjugaison, et on note

M = (SNo) /Diff (€3,0)
I’espace quotient.

Comme pour la classification fibrée, commengons par étudier 'action des germes de difféo-
morphismes analytiques tangents a ’identité, dont le groupe est noté Diff ((C3, 0; Id).

Définition 13.6. On note SN14 'ensemble des germes de champs de vecteurs analytiques de
(C3,0) qui sont Diff (C?,0;1d) —conjugués & SN giag,0 :

SNId,O := Diff ((Cg, 0; Id)* (SNdiag,O) .
Il y a une action naturelle de Diff (C?,0;1d) sur SN0 par conjugaison, et on note
Mg = SN1a0) [ (2, 0:10)

I’espace quotient.

1
Introduisons quelques notations. Pour a := (ay,az) € C?\ {(0,0)}, si m := n €N, on
a1 ag
définit le champ de vecteurs suivant
0 0 0
Va = v z— — — | . 13.2.1
a v (Z‘ax + a1y1 o + azy2 82) ( )

= v™S(1,a1,0a2) .
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Pour tout 8 € C, on définit aussi le difféomorphisme suivant :
Fap = exp(BVa) € Diff (C*,0;1d) . (13.2.2)

Notons que (Fa”@)_l = Fu,_p. Un tel difféomorphisme agit sur le monoéme v := y1y2, et donc
sur toute série formelle ¢ (v) € C [v], par pull-back, et un rapide calcul montre que :

(Fap) () = coFagp(v), (13.2.3)

C((l—ﬁvmﬁ) '

Soient Y)Y’ € SN giag,0 dont les formes normales sous 'action de ]SiTTﬁb (C3 ,0; Id) sont respec-
tivement Yorm (P) €t Yaorm (P') avec p = (A, a1, a2, —c,¢) € Py et p’ = (N, a,ah,—c', ') € Py :

0 0 0
Yoorm (P) = 2% —— + (=A + a1z — ¢ (1192)) y15— + (A + a2z + ¢ (Y192)) yo=—

Oz oy Oy2
Voo (8) = 2% -+ (=X + ¢ () v -+ (N + i+ € () vy -
On écrit m := ! , m' = %, c(v) = chvk, d(v) = Zcﬁcvk, ko := ord (c) et
a1 + as ay + ag k=1 1
k{ := ord(c’). Remarquons que si m = m’ et ¢ = (Fa )" (c), alors kg = k), et pour tout

j<ko+m—-1,onac; = c}. Un corollaire immeédiat de la proposition 4.1 et de la preuve du
théoréme 1.8 est le suivant.

Corollaire 13.7. Deux champs de vecteursY,Y' € SNdiag,O comme ci-dessus sont ]51?]? ((C3, 0; Id)—
conjugués si et seulement si les deux conditions suivantes sont satisfaites :

1. (N a1,a2) = (N al,dy) (en particulier : m =m')

/
2. [e=(] ou [m €Nsg, c#£0 et = (Fap)*(c), avec = m (%—Hn%“")]
ko Cho
Démonstration. Dans le théoréme 1.8, on a décrit (en particulier) des formes normales (uniques)
pour SN « sous ’action de Diff (C?’, 0; Id). Dans la preuve de ’existence de ses formes normales,
on voit que le lien entre les formes normales du théoréme 1.5 et celles-ci se fait grace aux
applications de type Fy g. On obtient alors sans difficulté ’équivalence annoncée. O

La proposition suivante nous permettra de décrire complétement 1’espace quotient

g = (SN10o) [pige (2 0.10) -

Proposition 13.8. Considérons Y,Y' € SN giag,0 comme ci-dessus, et supposons qu’ils soient
Diff ((CS,O;Id) —conjugués (i.e. les conditions 1. et 2. du corollaire précédent sont satisfaites).
Considérons leurs difféomorphismes de Stokes notés (P, P_») et (<I>£\, <I>'_A) respectivement (voir
définition 10.2 et théoréme 10.6). Alors, Y et Y’ sont Diff ((C?’, 0; Id) —conjugués si et seulement
si l'une des conditions suivantes est satisfaite :

— m:=—— & Nyg et (Pr,P_») = (P}, D",);

aitaz

— m € Ny et il existe § € C tel que

¢ = (Fap) (o)
O\ =Fapo®\oF, 3
O_\=F,30® ,0F,_g
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/
. . . m [ Ck —C
Remarque 13.9. Dans la proposition ci-dessus, sim € Ny g et ¢ # 0, alors 3 = o (M)
0 Cho
Démonstration. L’outil clé sera le corollaire 4.2 donnant les isotropies des formes normales de
SN, sous l'action de Diff (C*,0) (voir théoréme 1.8). Notons dans toute la suite Znorm la
forme normale de Ygiag et Yd’iag donnée par le théoréeme 1.8 (qui et la méme car les champs
sont Diff ((C3, 0; Id) —conjugués). On note également Y, orm (P) €t Yaorm (P’) les formes normales
sous l'action de Diffgy, ((C3, O;Id) données par le théoréme 1.5 de Y et Y’ respectivement. On
note également & (resp. ®’) la normalisation formelle, @, ®_ (resp. @’ , @’ ) les normalisations
sectorielles et @y, P_y (resp. P, P’ ,,) les diffeomorphismes de Stokes de Y (resp. de Y’).
Commencons par traiter deux cas simultanément.
/
m C — C
— 1°" cas : [m = ﬁ ¢ N>0} ou [m ENsg,c#0etd = (Fap)" (c)avec = T <M>}
0 ck}o
Dans ce cas, d’aprés la preuve du théoréme 1.8 :

m Ckotm
k}9 Cko

(Faa"/)* (YHOI”IH (p)) = Znorm , avec vy = 0ou —

m Ckg +m

(Fa,v’)* (Yaorm (pl)) = Znorm » avec 7' =0 ou ko crg

_ . -1
1l existe alors ¢ € Diff (C?,0;1d) tel que (Faﬂ, o (I)’) opo (FaW(I)) soit une isotropie

formelle de Z, .,y tangente a l'identité. D’aprés le corollaire 4.2, il existe o € C tel que
Fyqo0 P’ o po Ci)lea’_v = exp (@Znorm) -
Autrement dit, le diagramme suivant est commutatif :

Y4¢>Y’

}/norm (p) —— Ynorm (p/)

Fa”yl O iFa”Yl

Znorm ZIIOI'II]
exP(aZuorm)

Supposons qu’il existe ¢ € Diff ((C3,O;Id) tel que ¢. (Y) = Y’'. Par composition, les
fonctions Fy o @/ et exp (Znorm) © Fa,y 0 P4 0 ¢~ ! ont méme développement asymp-
totiques 1-Gevrey, & savoir

Fa,'y’ o (AD/ = €xp (O‘Znorm) o Fa,'y o (I)i o @71 5

dans les domaines sectoriels Sy (d’ouverture strictement supérieure a 7) associés. Par

unicité de la 1-somme d’une série formelle 1-sommable, on en déduit que
Foary 0@y = exp(aZyorm) © Fay o ®ypop™t .

Par conséquent, en regardant les diffeomorphismes de Stokes ®1y et @/ , associés, on
voit que :

P, = Fa,—y 0exp (aZnorm) 0 Fay 0 Py 0 Fa 0 exp(—aZporm) © Fay -
Or, puisque (Fa~ 0 @4y 0 F, _) est une isotropie de Zynorm, €.

(Fa/Y o®yyo Fa,f'y)* (Znorm) = Znorm >

160



13. Chapitre. Classification 161

celle-ci commute avec exp (&« Zporm), le flot au temps a de Zyorm, i.e.
exp (Znorm) © Fay 0 Ppr 0 Fa = Fay0®ir0Fa _oexp(—aZnom) -

Par conséquent :

/
wx = Fayyo®iyoFyy g

= Fa-po®iroFags.
— 27 ¢cas : m € Nyg et ¢ = ¢/ = 0. Dans ce cas :
Znorm = Tporm (p) = Ynorm (p/) .

1l existe alors € Diff (C3,0;1d) tel que $’ 0 ¢ od~! soit une isotropie formelle de Zporm
tangent & I'identité. D’apreés le corollaire 4.2, il existe «, 8 € C tel que

P opod ! =exp (@Znorm) © Fap -

Autrement dit, le diagramme suivant est commutatif :

vy % vy

ZnormHZnorm

exp(aZnorm)0oFa, g

Supposons qu’il existe ¢ € Diff (CS,O;Id) tel que . (Y) = Y’. Par composition, les

1

fonctions @/, et exp («Znorm) © Fa,p o Px 0~ ont méme développement asymptotique

1-Gevrey, & savoir

qgl = exXp (aZnorm) o Fa,ﬁ o ‘i) o <P_1 5

dans les domaines sectoriels Sy (d’ouverture strictement supérieure & 7) associés. Par
unicité de la 1-somme d’une série formelle 1-sommable, on en déduit que

@', = exp (Zporm) © Fapgo®ropt

Par conséquent, en regardant les diffeomorphismes de Stokes ®.y et ®/_, associés, on
voit que :
(D/i)\ = exp (aZnorm) o Fa,B o q)ik © Fa,—B O €xXp (_aZnorm) .

Or, puisque ®4 et F, 13 sont des isotropies de Zyorm, il en est de méme de F, go @4y 0
Fa,_ 3, qui commute alors avec exp (& Znorm ), le flot au temps a de Zyorr, - Par conséquent :

(I)/i/\ = Faﬁ o] (I)i)\ o] Fa,f,é’ .
— Réciproquement, supposons que
D\ =Fa_poPiroFag,

/
m [ Cko+m — Cp,
aVeCB:O,OUBZk(OCO_Hn
0 ko

F,, et Fy s comme ci-dessus si Yiorm (P) # Znorm, On voit que les applications

), ou B € C selon le cas. Alors, en considérant

oy = (@;)_1 0F, _yoF,, 0o®y
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et
o= (@L)_l 0F, _yoF, o®_

coincident sur les intersections de leurs domaines de définitions. Comme déja vu, d’aprés
le théoréme de Riemann, on définit ainsi une conjugaison ¢ € Diff (C?,0;1d) entre Y et
Y’

O

On définit alors une relation d’équivalence sur ’ensemble

%ﬁb,ld = |_| {p} X A)\ (Ynorm (P)) X A,/\ (Ynorm (p))
pEPo
En notant p = (\, a1, a2, —¢,¢) € Py et p’ = (N, d),al, -, ) € Py, on dit que (p, Py, P_) et
(p, ®),,®",,) sont équivalents, et 'on écrit

(pa (I)>nq)—A) ~ (p/,q)//7(p/_>\/)

si (A, a1,a2) = (A af,ah) (en particulier : m = m') et si I'une des trois conditions suivantes est
satisfaite :

— mi= = ¢ Nyg et (By,0_5) = (0,9 ,);

— m € Nsg, c#0, ¢ = (Fap) (c) et

s

q))\ = Faﬂ e} @l/\ e} Fa,—ﬁ
O y=Fapod oFy 5

)

/

. m [ Chog+m — Ci,

oll B _ p ( o+m
0 Cko

— m € Nyg, c=¢ =0 et il existe 5 € C tel que :

O\ =F,30®P, 0F,_g
O_\=F,30®% ,0F,_g

On note ~#ib,1d /~. ensemble des classes d’équivalence. D’aprés la proposition précédente, on
peut énoncer le résultat suivant.
Théoréme 13.10. On a la bijection suivante :

Mg ~ Mo ]

On a vu dans la section précédente le groupe

1 0 0 1 0 O
L= 0 m 0 A0 A0 JO| 00 | A0 £0
0 0 o 0 pe O

agit sur .#sp 1. Cette action passe en fait au quotient Meb,1a /~ et définit ainsi une action sur

M1q- On note
| g

I’ensemble quotient. On démontre alors de maniére analogue & ce qui a déja été fait dans chapitre
le théoréme suivant.

Théoréme 13.11. On a la bijection suivante :

M= g
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Quatriéme partie

Applications aux singularités
irréguliéres a 'infini dans les
équations de Painlevé
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Chapitre 14

Compactification a poids et
symétries de ’équation de Painlevé

(Pr)

Dans ce chapitre nous allons détailler la compactification & poids de ’équation de Pain-
levé (Pr), pour montrer que la singularité irréguliére a 'infini est bien un nceud-col 2-résonant
transversalement symplectique. Nous allons également décrire certaines symétries du champ de
vecteurs ainsi obtenu.

14.1 La premiére équation de Painlevé

On considére la premiére équation de Painlevé notée (Pr) :

d22’1

i 627 +1

(Pr)

Comme on le sait depuis Okamoto [Oka80], (Pr) peut étre vue comme un systéme hamiltonien

non-autonome :
dZ1 — 6H1
dt Ozo

dzy _ OH;
dt = 9z

avec pour hamiltonien la fonction

2

. z
Hy (t,z1,29) = 2zf 4tz — 52

Plus précisément, en considérant la forme symplectique standard ws; := dz1 A dzo et le champ
de vecteurs
0 O0H; 0 O0H; 0

Z; = ———— 4+ ———
! ot 822 821 + 821 822
appelé le champ de vecteurs de (Pr) dans C3, la dérivée de Lie

02H; 02H,
)= oy + ZHL 40 ) A dt = de A dt
Lzr (Wsi) <8t8z1 A Sz ZQ) A an

165



166 14. Chapitre. Equation de Painlevé (Pr)

appartient a l’idéal (dt) engendré par d¢ dans 1’algébre extérieure Q* ((C3) des formes différen-
tielles en les variables (¢, z1, 22). De maniére équivalente, pour tout t;,t; € C, le flot de Z; au
temps (t2 — ¢1) agit comme un symplectomorphisme entre les fibres {t = ¢1} et {t = t2}.

14.2 Symétries et compactification & poids
Considérons le systéme différentiel
% =627+t

ou encore le champ de vecteurs Z; donné par :

t=1
21222
Z'QZGZ%—Ft

Nous utilisons les calculs faits par Chiba [Chil6], qui décrivent I’équation (P;) dans ’espace
projectif a poids CP? (4,2,3,5), obtenu via 'invariance de I’équation sous ’action

(t,21,20) % (wht, w21, w3 22)

oll w = e7/5_ Plus précisément, via le changement de variables diagonal ci-dessus, Z; est envoyé
sur wZr. Sit > (t,21 (), 22 (t)) est une trajectoire du champ Z; paramétrée par t, alors

t— (w4t,w2z1 (w4t) ,w322 (w4t))

est aussi une trajectoire de Zr. En se placant dans la carte correspondant a “{t = co}” grace au
changement de variables donné par

t = Qj_%
21 = w3 (14.2.1)
2o = 'LLQZL'i% R

on obtient le champ de vecteurs U =—-2

Ur, ou Uy est donné par :
5

4x
i = a2
Uy = —%uz + %xul
Uy = —%u% — % + %mug
De plus, on a :
dt = —%m_%dx
dzy Adze =1 (duy Adug) + £ (2uidug — 3ugduy) Adz
€ 1 (duy A dug) + (dz)
dug A du
ou (dz) désigne idéal engendré par dx. Si I'on note w := —L7 72 on obtient alors :
x

Ly, (w) € (dx)
Ly, (dz) = 2zdx
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14. Chapitre. Equation de Painlevé (Pr) 167

Donc Ly, (w) et Ly, (dr) appartiennent toutes deux a l'idéal (dz).
Notons également que le champ U; est invariant via la transformation

(2, ur,up) 55 (€2, E%ur, E3us) = (iw, —uy, —iug) |

olt £ = e'2 = i. Autrement dit, via cette transformation, le champ U; est changé en £3U; =
—iUr. En conséquence, on a également une symétrie via 'action de

SDZQ : ($7u17u2) = (_J;7u13 —Ug) >
Ur est envoyé sur (—Uy). Résumons I'étude.

Lemme 14.1. Le champ de vecteurs obtenu a l’infini aprés compactification a poids de l’espace
de (Pr) donnée par (14.2.1) est

0 4 2 0 24 4 3 0
g2 4l S (e = 14.2.2
U=z o + ( £ U2 + 5xu1> By + < U g + 5qu> 0y ( )

De plus, Uy est transversalement hamiltonien (cf. définition 1.3), et on a également une symétrie
orbitale via l’action de

e ¢ (,u1,u2) = (iz, —u1, —tug) ;

plus précisément, on a :
(e), (Ur) = —iUr .

14.3 Nceud-col 2-résonant transversalement symplectique

Le champ U; a deux points singuliers en (z,uy,us) = (0,%¢,0), avec ( = %. La symétrie
décrite ci-dessus nous dit qu’il suffit d’étudier 'une de ces deux singularités pour connaitre
lautre. Notons T’ la transformation donnée par Tii¢ (z,u1,u2) = (z,u1 £, ug), et Vie =
(T+¢), (Ur). On a alors :

peoTae = Txcope

de sorte que

(pe), (Vo) = (peoTwc), (U)
(Tgc 0 ¢e), (U)
—i (T¢), (U)

En particulier, on obtient aussi :

(¥8%), (Vae) = =Vae

On pose donc

r==x
vy =u; £
V2 = U2 )

qui est une transformation qui préserve a la fois dz et w. Le champ Vi est donné par :
i = a2
vy = _2(:5t<)aj — Ly + Zauy (14.3.1)

_ 48(£9) 3 24,2
= 5 v1—|—53:v2—51)1
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168 14. Chapitre. Equation de Painlevé (Pr)

Notons que ’on a encore nécessairement
dv; A dov
Ly,. (1932) € (dx)
Ly, (dz) = 2xdx

Autrement dit, le champ de vecteurs

9 2(£¢) 42 9 A8(£C) 3 24 ,\ 9
=29 [ _Z vy — —v | =— (14.3.2
Vie max—i—( P 5’()2—‘1- xv)al+( 3 v1—|—5xv2 = UL Bog (14.3.2)

est aussi transversalement hamiltonien. Diagonalisons la partie linéaire de Vi, & savoir :

0 0 0
2(+
A= | -9 0 -4
0 &0 g
Les valeurs propres de Ay sont {0, —Ai¢, Arc}, avec Aye = 8y -3(x0 ic . On a alors :
A PiCDiCPi s
avec Dyc = diag (0, —Ai¢, Ax¢), et
1 0 0
-1
Py = 0 1 44/=3(¢)
- 2y/BE)

Notons que det (Py¢) = 1 de sorte que le difféeomorphisme ainsi défini est transversalement
symplectique (cf. définition 1.3). Si 'on définit

xr xr
vi | =Pic| wm )
V2 Y2
i.e.
r =2
— +¢ 1 1
=—F——x+ 501 + —F——0
NS0T RN T i SsE0

Yo = — x4+ 2¢/=3 (EQ)v1 — v :

alors on obtient le champ de vecteurs Y qui est de la forme :

B 1 1 Aic 48 2 )
Yie = 222 ( A _OEC e s )7
¢ Tor T\ T AR T I o T T 06 2Baic \' T A ) oy
At 5(0ie)? 5 24 2 ’y 8
A 22y — S P 2.
( Y2 2”2 T “an T192 T 5 \ TR )ayg

Comme on a effectué une transformation transversalement symplectique, on a encore
dy; A d
Ly, (w) € (dr)
Ly, (dv) = 2xdx

Remarque 14.2. C’est cela qui motive la définition de champ transversalement hamiltonien (cf.
définition 1.3).
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14. Chapitre. Equation de Painlevé (Pr) 169

Remarquons également le fait suivant :

(PC)71 O pe OP—(: =X: (‘T’ylayQ) = (ffrafzylagy%) = (ixafyla 7y2)

et
(P_¢) topeoPe =081 (z,y1,42) = (Ex, &%y, E%y,) = (iz, —yo, —y1) .

Ainsi :

En particulier, 'application

A:=box=x008:(2,y1,y2) — (—2,Y2,y1)

est telle que :
A (Vo) = —Yae .

Notons que A% = Id, de sorte que A~ = A.

Lemme 14.3. Le champ ainsi obtenu & partir du champ Ur donné en (14.2.2) par les opérations
transversalement symplectiques décrites ci-dessus est le champ

0 1 1 A 48 2 )
Yie = 222 4+ (= - oy — DEC2 _ 9
¢ Tor T ( S R LTS W S TR TS W (yl BAic yz) )8y1

1 Aic 5(0\ie)’ 5, 24 2 ’y o
A - AEC gy = 20K 2 22 )— . (1433
+( 22 + 5Tz + T 192 5\ ) oy ( )

qui est un neud-col 2-résonant diagonal transversalement symplectique. De plus, on a la symétrie
A* (Y:I:C) = 7Y:|:C )

ot A: (z,y1,y2) = (—2,Y2,y1)-

Pour la suite de cette partie, on va s’intéresser & Y := Y_¢, avec A := A_¢.
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Chapitre 15

Calcul des invariants formels

Dans ce chapitre, nous allons expliquer comment calculer les invariants formels de la singu-
larité irréguliére a l'infini dans I’équation de Painlevé (Pr). Des calculs similaires peuvent étre
faits pour les équations de Painlevé (P;), j =11,...,V.

Théoréme 15.1. Soit Y le champ associé a la singularité & Uinfini de (Pr) donné par (14.3.3).
1
1

3
Avec les notations du théoréme 5.5, on a a1 = as = %, A= 8—%3( = %

4727 - 3% g
c(v) = U+<946€34>’U2

+< LEP 6)v3+0(v4).

et et

T 6912"

Corollaire 15.2. Les invariants formels donnés par le théoréme 1.11 (pour la classification
orbitale) du champ associé a la singularité a Uinfini de (Pr) donné par (14.3.8) sont : a1 = az =
% (et donc m = 1), et n = 1. Autre dit, la forme normale orbitale est

0 1 0
7 = 22 4 (-1- Sz ) g —
¥ or + ( e + 233) u o
1 0
+\1+yiye+ 52 ) ya 7 — - (15.0.1)
2 0y

On peut paramétrer les feuilles non-contenues dans ’hypersurface {x = 0} de la forme nor-
male orbitale formelle de la facon suivante :

01 (5) = huexp (1 + (3 = haha) o () ,
{92 (z) = haexp (=2 + (3 + hihs) log (2)) ;(h1,he) € C

(cf. figure 15.0.1).

15.1 Périodes du hamiltonien sur {z = 0}

Dans cette section, nous considérons un champ de vecteurs nceud-col 2-résonant transversa-
lement hamiltonien, i.e. de la forme :

0 OH 0 OH 0
_ .29 _ o8 v g -
Y=z o + (( s + zF (:v,y)) an + (63/1 + ks (x,Y)> 8y2) )
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172 15. Chapitre. Invariants formels

FIGURE 15.0.1 — Représentation de |y; (x)| + |y2 (x)] en fonction de (R (z), S (x)) dans le cas de
(Pr), pour hy = hy = 1. En vert : un chemin asymoptotique (¢f. définition 8.10 page 104).

avec H (y) = Ay1y2 + O0 <||y||3) analytique & l'origine de C2, X\ # 0 et [y, Fy € C[z,y]
y—

s’annulant & l'origine. Considérons la restriction Yy := Y|{,—¢y : il s’agit d’un champ hamiltonien
sur ((CQ,O), a savoir

0H 0 . OH 0

Oy2 Oy1 ~ Oy1 Oya

On fixe un (petit) polydisque D (0,r) C C2%, avec r = (ry,72), sur lequel H est analytique.
Les feuilles du feuilletage défini par Yy dans D (0,r) sont données par les lignes de niveau
L, :={H=a}ND(0,r), a € D(0,7), avec r > 0 assez petit. Le lemme de Morse pour les
fonctions holomorphes (cf. [Voi07, p.46]) nous dit que L, est topologiquement un cylindre pour
a # 0, et 711,79 > 0 assez petits. En effet, L, est homéomorphe, localement, & un ensemble du
type {y1y2 = a’} N D (0,r), qui est topologiquement un cylindre. On choisit un générateur ~,
du premier groupe d’homologie de L,. On considére également une forme temps Ty, pour Yy,
i.e. telle que 7y, - (Yp) = 1, qui soit méromorphe sur D (0, r) avec un unique pole a 'origine. On

dy:
~9H
0y
On définit & présent I’application période associée :

Ty : D(O,7)\{0} — C

1
a — TH(a)::Tgé Ty, -
Ya

1T

Yo=—

peut prendre par exemple 7y, :=

11 s’agit d’une fonction méromorphe de a € D (0,7), holomorphe sur D (0,r) \ {0}.

Proposition 15.3. Pour r > 0 assez petit, et a € D(0,7)\ {0}, la quantité Ty, (a) ne dépend
que de la classe d’homologie de vy, dans Hy (L,,7Z). En d’autres termes, si T{,O est une autre
forme temps de Yy et si ., est un lacet de L, homologue a 7, alors :

_ /
% TYO = % TY(] .
a Ya

Démonstration. Le fait que cette quantité ne dépende pas du choix d’un représentant d’un lacet
dans la classe d’homologie de v, provient du théoréme de Stokes. Le fait que la quantité Ty (a)
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15. Chapitre. Invariants formels 173

ne dépende pas du choix d’une forme temps spécifique provient du fait que le lacet 7, (le long
duquel on intégre la forme en question) est « tangent au feuilletage », c’est-a-dire est contenu
dans une unique feuille L, du feuilletage engendré par Yj. Si

Yo :[0,1] — Lg
t = (’70,,1 (t) 7’7a,2 (t>) )
alors < () (1) = v (£) Yo (7 (1), ot
1 d’ya’1 (t) - 1 d’}/a72 (t)

%(t):(g;,zm(t») (B e y)

D’ou
fr = [ tuo) (§o00)e
- / 7, (o (8)) - (va (£) Yo (7a ())) dt
= /1 v, (t) dt
0
puisque Ty, - (Yp) = 1. O

Définition 15.4. On appelle Ty application période de H au voisinage de 'origine.

A présent, on considére un germe de difféomorphisme ¥ fixant 1’origine de C2. On a donc

Ti(a) =,- ;zﬁm

a

_ L yﬁ U (7y,)
\I/_l('Ya)

Si lon écrit X := (\If_l) (Yo) et 7x, := ¥* (7y,), alors on a :

X, - (X0) = (¥ (1)) - (¥71), (Y0)) = Wu (1y, - (Y0)) =1 .

Autrement dit, Ty, est une forme temps Xg. Prenons ¥ ! = <i>|{m:0}, ot ® est la normalisation
formelle transversalement symplectique du théoréme 1.5 (¢f. aussi corollaire 5.6), tel que :

X, = (\11—1)* (Yo) = (A +c(v)) (_ylaayl +y2<’;9y2) )

avec v = y1y2 , ¢ € C{v} et ¢(0) = 0. Alors 7, := U™ (74) = P|{z=0} (7a) est un générateur de
I’homologie de la feuille ®|;,—o} (La)-

Considérons alors h := HoW au voisinage de I'origine. Alors, la feuille ®|,—¢y (La) = {h = a}
est dans un voisinage de l'origine. Remarquons que h ne dépend en fait que de v = yyys2, et
h(v) = A+ o(|v]), v = 0. Puisque A # 0, le théoréme d’inversion locale assure 'existence d’un
germe de fonction analytique g € C {v} avec g (0) = 0 tel que hog (v) = goh (v) = v au voisinage
dy,

de 0. On a donc {h (v) =a} = {v =g (a)}. Par conséquent, on prenant 7x, = ————,
{h(v)=a} ={v=yg(a)} q p X Ot e )
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174 15. Chapitre. Invariants formels

on a :

Ty (a) :ﬁ ¢7X0
Ya
1 1

_ _dyn
~ 2imA+c(g(a)) yé Y1
-1
A+c(g(a))

en fonction de l'orientation de ,. En particulier, on voit que Ty est analytique au voisinage de

Porigine et peut étre étendue en 0 par la valeur ’Tl

Le fait que d soit transversalement symplectique implique que <i>Hx=0} est un symplecto-
morphisme pour la forme symplectique standard dy; A dys. On a donc :

o Oh D oh D
’ Oy2 Oyr ~ Oy1 dyz
ol h:= H o VU, et par identification :
= A+ c(v)

Par conséquent, pour a = h (v), on a la relation :

0 T (0 () = 1

Si on considére 'unique primitive Sy de Ty telle que Sy (0) =0, on a :
Su (h(v)) =—-v ,

et donc

Résumons I’étude ci-dessus.
Proposition 15.5. Considérons la restriction a {x = 0}, notée

L omo  oH o
0 Oy Oy1  Oy1 Oy’

d’un neud-col 2-résonant transversalement hamiltonien Y € SN, avec H (y) = Ajys +
% (Hy||2) analytique au voisinage de l'origine dans C2. On considére son unique forme nor-
y—

male (transversalement hamiltonienne)

0 0 0
Ynorm = 1}2% —+ (7 ()\ + C(’U)) —+ alx) ylaiyl + ()\ + C(’U) + agx) y287y2
donnée par le théoréme 1.5. Soit enfin Ty Uapplication période associée a Yo comme. Alors, on
a les propriétés suivantes :

1. v ¢ (v) est le germe d’une fonction analytique nulle en lorigine ;

2. a v+ Ty (a) est un germe d’une fonction analytique au voisinage de 0 € C2, telle que
Ty (0) = 5.
3. Si Sy est Punique primitive de Ty telle que Sy (0) = 0, alors (—Sg) est inversible (pour

la composition), et son inverse h == (—Sg)~" satisfait :
dh

a(v):)\—i—c(v) .
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En conclusion, si 'on est capable de calculer I’application période du champ de vecteurs
hamiltonien originale en restriction a {z = 0}, alors on est capable de calculer I'invariant formel
¢ (v) donné par le théoréme 1.5 (qui est un germe de fonction analytique)

Remarque 15.6. La fonction hamiltonienne v — h (v) = Av + fo u)du est en fait la forme
normale symplectique du hamiltonien original H (y1,y2) = A\y1y2 + 0 (||y|| ), llyll = 0, comme
cela est décrit dans [CLW94] (section 2.7).

15.2 Exemple : le cas de la premiére équation de Painlevé

Démonstration. (du théoréme 15.1)
Dans le cas de la premiére équation de Painlevé, on travaille avec le champ de vecteurs
V := V_, défini en (14.3.2), dont le hamiltonien associé est :

1
H (vy,v9) = £ (203 — 24¢v7 — 8v3)

ou ¢ = %. Bien qu’il ne s’agisse pas de coordonnées dans lesquelles la partie linéaire du
champ de vecteurs soit diagonale, le calcul de la période sera le méme que si I’on était parti du
champ Y := Y_; en (14.3.3), car le changement de variables linéaire qui conjugue V a Y est
symplectique. On voit dans ’expression du champ (14.3.3) qu’on a déja :

A=8y3( , avec ( = %
a; =

ag =

NI NI

A présent, fixons a # 0 avec |a| assez petit, et considérons la courbe de niveau {H = a} prés de
I'origine dans C2. On peut calculer la période associée :
1 5d1}1

T = —
u () 2m e —4vq

- 1 % 5d1}1
27 S —4\/120)% +4v} + Sa

ol 74,1 est la composante de v, par rapport & %
La période Ty (a) est I'une des périodes de la fonction p de Weierstrass associée a la cubique

H(y1,2) = a

(voir par exemple e.g. [BGOS], [AB94]).
Pour la calculer, on peut par exemple prendre

1:[0,27r] — C
t — paeit

olt pg > 0 est tel que |12¢v? + 4v}| > %, pour tout v1 = 41 (¢), t € [0,27]. A présent, on
écrit :

1 V2 1
—4\/12@% + 4v$ + Sa —4y/24¢vf + 8v} \/1 + 24{?)14—81)1

- s (1) (i)
—44/24¢v? + 8v3 >0 24¢v? + 8v3
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Puisque qu’on a convergence normale, on peut intervertir les symboles somme et intégrale :

- 5 ) )
Ty (a) = 2 _4\/m1;0( k 24Co7 1 803 dun
—5/2 -1 o
82‘\7(2( 2 >(‘5)k (515 (24607 + 80]) (k+2)dv1> o

k>0

k+1 . . ..
Remarquons que v; > (24(1)% + 81}%)( +3) est un germe de fonction analytique au voisinage de
lorigine, avec un zéro d’ordre 2k + 1. L’intégrale ci-dessus se calcule donc facilement avec le
théoréme des résidus. On a

(24¢0? + 808) T(H3) = (240) (v 8) TR > LI
1 1 24< 1 )
7>0
et le résidu en 0 est donc 82’“(24C)7(3k+%) ( a (];]—: 2) > Finalement, on a
(a) = ZTH,kak
k>0

avee: Ty = (—5)" ( %1 ) ( - (kzlj 2) ) g~ (k1) (3¢)~(3k+3)

En utilisant les notations de la proposition 15.5 on a :

TH k o

S = T1=3"g

u (a) = r+r1” Z  ka"
k>0 E>1

avec Sy = % pour k > 1. Puisque Sy (0) = 0 et 922 (0) = Ty (0) # 0, I'application

(—=SH) est inversible pour la composition et on peut calculer de maniére récursive son inverse

noté
v) = Z hyv®
k>1
Pour tout k > 1, le coefficient h, est entiérement déterminé par les coefficients Sg 5, j < k. On
obtient au final :
A+c(v) = jﬁ( )= z:(k:#—l)hkvl’C :A+chvk

k>0 k>1

En conclusion, le jet d’ordre k& de Ty nous fournit le jet d’ordre k& de c. Aprés quelques calculs
(fournis par Maple), on obtient :

8v3C  4-2%.31 4
A= = et
5 5
clT = 1
4725 -3% gix
cg = —e' 1
96
7717
Cy3 =
T 912"
On pourrait en fait calculer n’importe que jet fini de c. O

Remarque 15.7. On peut effectuer ce type de calculs pour des hamiltoniens de la forme H (y1,y2) =
Bys + i + f (1), avec a, 5 € C\ {0} et f € C{y:}.

176



Chapitre 16

Calculs des phénoménes de Stokes
quasi-linéaires

Le but est ici de calculer un coefficient des difféomorphismes de Stokes du champ (14.3.3),
le noeud-col 2-résonant de la singularité irréguliére a 'infini de I’équation (Py).

Théoréme 16.1. Soit Y le champ associé a la singularité a Uinfini de (Pr) donné par (14.3.3).
Soit By les difféomorphismes de Stokes associés. En considérant U4y := Ho®PoLyoH ™! comme
en (12.7.1), et en utilisant les notations de (12.7.2), on a :

ol

e

NG

Démonstration. Nous allons déterminer la valeur de ¥ » o (0). Le fait qu’on ait I’égalité U 5 o (0) =
i+ WUy _x0(0) provient des symétries de I’équation de Painlevé (Pr) (voir ci-dessous). On sait
d’aprés le théoréme de normalisation sectorielle qu’il existe une unique normalisation formelle

P e ﬁfﬁb ((CB, 0; Id), qui est 1-sommable dans toutes les directions sauf pour arg (z) = arg (£A) €
R/27z, telle que :

ool

283

Uy300)=17-¥1 _x0(0)=

CD* (Y) - Ynorm

0 1 3} 1 0
2
gt (= kel + go) g+ (A elam) + 3o ) g
avec c¢(v) € C{v} d’ordre 1. On note ®,,P_ les 1-sommes respectives dans les directions
arg (i\) , arg (—iA). Remarquons que grace a la symétrie A : (z,y1,y2) — (—2,y2,y1) qui agit de
la maniére suivante :

A(Y)=-Y

et
A* (Ynorm) = _Ynorm )

on obtient
(A odo A) (Y) = Yaorm -
Comme AodoA € ﬁfﬁb ((CS, 0; Id), par unicité de la normalisation formelle fibrée et tangente
a l'identité, on a :
AoDdPoA=0.
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De méme, par unicité des normalisations sectorielles fibrées tangentes a 'identité, on a aussi :
AodLoA=D_ .

Ainsi, il suffit de connaitre ®; (resp. ®_) pour connaitre ®_ (resp. ). Il est & noter que ¢
est obtenue par la composée

b— o
avec

o (x,y1,y2) = (T, 91 — 91 (), y2 — 92 (7))
et

x
1,[}(50’:&1,@2) = gl (1+ﬁ1 (x))+gzﬁ2 (CU)‘*’—@l (xvgth) ’
92 (1+ 41 () + 4142 (z) + Ra (2, 91, J2)
ou le couple de séries formelles (1 (), 92 (z)) correspond, si I'on revient aux variables d’ori-
gine, a la solution formelle & P'infini de (P;) (et leurs 1-sommes (y1 4+ (), y2,+ (z)) aux solu-
tions tri-tronquées de Boutroux), p1, pe, G1,d2 € xC [z] sont 1-sommables (sauf dans les direc-

tions arg (£X)) et Ry, Ry = O (|y1|2 + |y2|2> sont aussi 1-sommables (sauf dans les directions
arg (£A)). Les difféeomorphismes de Stokes ®_y, ®,, donnés par la restriction de ®_ o ()"

et de &, o (CIL)f1 a AS_ ) r et AS) r respectivement, peuvent étre déduits 'un de 'autre via
la symétrie A : (z,y1,y2) — (—z,y2,91). En effet :

(Ao<1>>\oA/\)|J457Mr = (AO(I)+O(I):1OA)‘A87A’1
= ( _OAO(I) A)|A5—/\,w
= ( )|A5_M
= (D_y) . (16.0.1)

Nous avons vu grace a ’étude des difféomorphismes de Stokes dans ’espace des feuilles (12.7.2),
que ®_» et &, ont une forme bien particuliére. Si ’on note @) = (z, P15, P2,5) alors :

<I>1,A(x,y)=y1+f1( 7 ’Aix’y )Z‘I'“n( v )<f1 (zylylfz)y
(

n>2 ’

<I>2,A(x,y)=y2+f2( (I)U,A:cx’y )Z%M( x )<f1 (ﬂfylm)> ’

n>0 T

ou
f1(z,w) :=exp % —cwlog (z) — @) x?

c(wz)

fo (2,0) 1= exp (=2 + cwlog (x) + 2 ) 2t

(@1aP2n) (2,Y) = Py (2,y) =pay2+ 2 Y Uy an (y;ﬂn) < o )> ,

vy
n>1 f1 (1‘7 lxz

et ou pour tout n € N, v € {1,2,w}, ¥, 5, (w) est une série entiére sur C, de sorte que les séries
qui apparaissent sont convergentes dans les régions du type concerné. En particulier,

M

-2
Do (2,0,0) = ¥g,50 (0) exp (a:) o
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De méme, on a aussi

Nl

Oy 5 (£,0,0) = Ty, _x0(0)exp (;\) T2,
et d’aprés (16.0.1), en prenant & = —x, on en déduit que
®y 5 (2,0,0) =Py _» (—2,0,0)
et donc
Wy 20(0) ==i- Uy _x0(0)

selon le choix de la détermination du logarithme fait dans (12.1.1) : on peut décider de choisir la
branche du logarithme telle qu’on ait ici un signe ” +”. Le coeflicient ¥ » o (0) est déterminé par
le coefficient de Stokes quasi-linéaire calculé par Kapaev dans [Kap04]|. Rappelons rapidement
ces calculs.

Notons 21 + (t) la solution tri-tronquée correspondant au secteur :

Y= {tE(C*75r<arg(t)<957T}

avec |t| — 400, et z1 _ (t) la solution tri-tronquée correspondant au secteur

1
Y= {tG(C*|7r<arg(t)<?5m}

quand |t| — +oo. Un des résultat de Kapaev est le suivant (pour les autres solutions tri-
tronquées, on obtient des résultats similaires en utilisant les symétries via action de Z/5z).
Théoréme. [Kap04]

Lorsque arg (t) € [ﬂ, 9?“] et que |t| — +o0, on a :

im 1 in 5
() — 2 (8) = e\/f 2= %3 4 ¥ exp (—521413i (e—’5 t) 4) (1 ) (t—%)) . (16.0.2)

™

En notant zo _ (t) := ZL= (1) et 25 4 () := LLE (1), on en déduit :

im
3

1 i\ 1
Crbatrben (23t (7)) (140 () |

En utilisant & présent le changement de coordonnées

_4
t=x"5
_2
Z1 = UuU1x 5
_3
Z9 = UQX 5 5

x), ug + (x)) les solutions correspondantes, analytiques

zo,— (t) — 22,4 (t) = —

et en notant (uq,— (z),ug,— (z)) et (u1 4+
proches de x = 0 respectivement pour

BT arg@) < =T ot = < arg (2) <
1 rg (z 1 1 rg (x

on obtient alors dans l'intersection :
%" 11 101 _l2%3ie% 3
U, (x)_ul,-&- (z) = e\/; 2783 sx2exp | (1+O(xﬁ>)

b x
iz 5.1 1 _1oY i F 3
ug — () —uz 4 (x) = —%Q’E?ﬁxf exp ( 2 —F—— (1 +0 (mﬁ))

N
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pour
9 T
— <arg (x) < e
Ensuite, en considérant
=
vi=u; — (¢
V2 = U2 )

11 1 im
v1,— (2) — v 4 (2) = e; 2737817 exp <é243464> (1 L0 (m%»

vo_ (x) —va g (x) = —6\7;2_%3530% exp <;’24w364) (1 +0 (x%))

Enfin, effectuons le changement de coordonnées donné par

T=2x
Yo = %l‘ + 2\/3CU1 — V2
On a alors :
y1,- (@) = Y14 (@) = 5 (01— (@) = vi4 () + 75z (v2,- (2) = v2,4 (2))

=0
(16.0.3)

Remarquons qu’on a bien :

I nous reste arelier ()1, oy = (I)+o(<1>_)ﬁi,:0} ay_ (z)—y4 (z),ouy; (z) = (y1,; (z),y2, (z)),
. -1
j = +. Notons oy := ¢, o ((,D,)MSA _, de sorte que :
ox= (1) oDy o s, . -
On a alors :
(02| {gr=yamoy (#,0,0) = (@, 91— () = Y1+ (2) , y2,— () = y2,+ (x)) .

D’aprés les calculs précédents

i

ox(z,0,0) = (x,O, 3;2%3%33% exp (?) (1 +0 (xlso))> )

Rappelons que

X
b (2,1, 02) = 91 (L+p1 (z)) + Gop2 () + {?1 (x,91,792) | .

G2 (L+q1 (@) + 9142 () + Ra (z, 91, 92)
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et que :
X
Yt (2,91,92) = | 91 (L +p1+ (2) + Gopo,+ () + R+ (2,71, G2)
g2 (1+q1+ (7)) + 9192,+ (x) + Ro 4 (z, 71, 72)
Ainsi :
/(/)7 (:'C7 07 0) = (x7 07 0) )
et donc :

Oy o0 (2,0,0) = Py (2,0,0)

= (x,O,Axé exp <_x)\>> ,

avec A = Uy ,, (0). Remarquons que (wi)l_{;l:O} est de la forme :

(w:ﬂ:)il ($,07y2) = (xquﬁQ,:t (IE) + -él,:l: (.’E, 07y2) » Y2 (1 + q~1,:i: (IE)) + RQ,:I: ($707y2)>

avec .+ (2), Gt (x) = O (x) et pour j = 1,2 :

k
Rjs (x,0,52) = Y RW ()%

est la 1-somme (dans le secteur correspondant) d’une série 1-sommable, et est donc analytique
dans ce secteur. On a donc :

ox(2,0,0) = ()7 (xﬁﬂxéexf)(j))

x
— AQT% exp (%) ﬁ2,+ (.T) + RL-&- (.TJ, 07 AZ‘% exXp (%)
At exp () (1+G1,4 (2)) + Ray (x,O,A$% = (%))

_ <x,o,j;zzséxsexp (-2) <1+0<xf’o))>

(d’apres les calculs précédents).

sl

On voit donc en particulier que :

et que :
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et que le terme en O (x%> obtenu dans (16.0.3) grace a la formule de Kapaev (16.0.2) est en

fait un terme en O (x), dans le secteur en question. En conclusion :

k -k
o (0) = (o) = YR (o) A oxp (20 )
E>1
avec i
A= 22%3%
et

R (1) =1+q+ () =1+0(x) .

On a donc le corollaire suivant.

Corollaire 16.2. En reprenant les notations du théoréeme de Kapaev [Kap04] rappelé plus haut,

lorsque arg (t) € [ﬂ', 9?“] et que |t| — 400, on a :

_im

e s 1111
278378¢ 8exp(—
™

i

11
243

z1,- (1) — 21,4 (8) =

(e—mf) (1+0(c)) .

Remarque 16.3. On a amélioré le terme d’erreur : le O (t‘g) est en fait un O (t_%).

G| =
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Perspectives

Je vais essayer de décrire ici plusieurs perspectives de recherche possibles & la suite de travail
de theése.

16.1 Généralisation de la classification formelle en dimen-
sion quelconque

La premiére perspective que je vois serait de généraliser le théoréme A, pour des
neceud-cols “multi-résonants” dans C"*!, n > 2. De plus, cela donne une meilleure
compréhension de ’hypothése de non-dégénérescence sur le résidu. Soyons plus pré-
cis.

On considére un champ de vecteurs (formel) de la forme

0 0
Y: 22 >\ F ~ /\nn Fn ) a9
2° oo+ uy + 1y (2,y)) o0 + o (Aayn + Fo (2,y)) .

avec Ai,..., A\, € (C\{OD)", \; # \j sii # j, et Fi,...,F, € C[z,y] des séries
formelles d’ordre au moins 2 en (z,y) = (z,y1,-. - ., Yn). Un tel champ de vecteurs sera
appelé un neud-col de C*+1. Supposons que ce champ de vecteurs soit n—résonant :
cela signifie qu’il existe n vecteurs eg,e1,...,e,-1 € Nntl (i.e. & coeflicients entiers
positifs), linéairement indépendants sur C, avec eg = (1,0,...,0) et ; = (0,-,...,")
pouri = 1,...,n—1, de sorte que les solutions p = (po, . .., pn) € N**! (& coefficients
entiers positifs) a I’équation

<pa/\> :p1>‘1+"'+pn>\n =0
soient exactement les éléments de la forme
P =poco +mier + - +mpy_1€5_1 , avec my,...Mmy_1 € N.

Pouri=1,...,n—1, considérons q; = (gi,1,---,n) € N*\ {0} tel que e; = (0,q;).

Remarquons que la famille (qi,...,q,—1) est encore libre sur C. Introduisons n — 1
monomes résonants vi, ..., v,_1 (autres que le mondéme résonant x) définis par :
v =y =yl oyl pouri=1,...,n.

D’aprés la théorie classique des formes normales de Poincaré-Dulac, Y est formelle-
ment conjugué, via un difféomorphisme fibré et tangent a 'identité, & un champ de
vecteurs de la forme :

0 0
7z = mQ%-i-()\l +di (v1,...,Up-1) + 12 + 2G1 ($7U17-~~7vn))y167y1
0
+o 4+ (A dn (1,00 0p—1) + anx + Gy, (x,vl,...,vn))yn@ ,
n
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avec G1,...,Gp € Cz,v1,...,0n_1] et d1,...,d, € Cfvy,...,v,_1] des séries for-
melles d’ordre au moins 1. On peut donc écrire le champ Z ainsi obtenu, de la fagon
suivante :

Z = (Q+4+ciy.e o y,0n-1))S(0,A1,...,A)

+r1(v1, ., 0n-1) S0, q1) + -+ 71 (01, .., V—1) S (0, dpn—1)

+ S(laa17"'aan)+ Z xkovllcl'"Uﬁns(oaﬂlykw"aun,k)
ko+-+kn>1

avec ¢, 11, ...,Tp—1 € Cfuy,...,v,—1] des séries formelles d’ordre au moins 1, a;

)

PRI

an €

C, et q1,...,9n—1 € N™\ {0} étant ceux introduits plus haut. Regardons a pré-
sent I'action de la dérivée de Lie £ sur chacun des monémes résonants v;, pour

i=1,...,n—1:en notant a := (ay,...,a,), on a

n—1
Lz (v;) = v ZTj (V1,5 0n—1) (Qirq;) + = ((a,q;) + O (z,v1,...,0,-1))
=1

On définit alors naturellement le j*™°—résidu par :
res; = (a,q;) ,

de sorte que le champ de vecteurs dans les coordonnées (z,vy,...,v,—_1) soit :

n—1
vV = ZTi(v17"'7vn—1)S(07<qlaqi>7"-7<qn—17qi>)
i=1

+xz (S (1,resy,...,resp—1) + O (z,v1,...,0p-1)) .

La condition générale d’étre non dégénéré est alors la suivante : un nceud-col n-
résonant de C"*! est non dégénéré si la famille (1,res;,...,res, 1) est libre sur
N. Cette condition va entrainer, d’aprés un résultat classique de Poincaré sur la

linéarisation des champs de vecteurs, que le terme

S(L,resy,...,resp—1) + O (x,v1,...,05-1)

(qui apparait dans l’expression de V' ci-dessus) est formellement linéarisable. On va

retrouver concrétement ceci dans ce qui serait l’analogue du lemme 3.2.

Il est & noter que les termes resy, ..., res,_1 sont des invariants sous ’action de
Diffgy, ((C”“, 0; Id), de sorte que ’on puisse alors écrire res; (Y),...,res,—1 (Y). On

établit alors la conjecture suivante.

Conjecture 16.4. Soit Y un neud-col n—résonant de C**! de la forme

0 0

oy @ ’

avec A1,...,An € (C\{O}D)", \i # X\j si i # j, et Fy,...,F, € Cla,y] des séries formelles

d’ordre au moins 2. En gardant les notations introduite plus haut, on note v; = y% le j*™—monome
résonant, avec q; € N™\ {0} comme définit ci-dessus, pour j = 1,...,n — 1. On suppose que
Y est non dégénéré, i.e. (1,res; (Y),...,res,—1(Y)) est une famille libre sur N. Alors, Y est

formellement conjugué par ]ji?fﬁb ((C”“, 0; Id) 4 un champ de vecteurs de la forme

0 0
Ynorm = ‘r267x+(>\1+01 (017"-7vn71)+a1$)y187y1

+...+()\n+cn(v1,...,vn,1)+anx)yn£ )
n
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avec ci,... ¢, € Cluy,...,vp_1] d’ordre au moins 1, et ay,...,a, € C de sorte que pour tout
j=1...,n—1, on ait :

res; (V) =(a,q;) :=a1gj1+ -+ angjn -
De plus, Yiorm est unique sous l’action de ]S-iﬁ'ﬁb ((C"+1,O;Id) par conjugaison.

Le théoréme A correspond au cas n =2, A\; = —Aqg, v1 = y1y2 et res (Y) = a1 + as ¢ Q<o, qui
signifie exactement que (1,res (Y)) est libre sur N. La partie « existence » de cette conjecture
semble pouvoir s’obtenir sans difficulté nouvelle par rapport a celle du théoréme A, mais la partie
« unicité » pourrait nécessiter plus de travail. L’idée serait ensuite de trouver des conditions
généralisant celles d’étre « strictement non dégénéré » et « div-intégrable » des théorémes C' et
E; afin de pouvoir fournir une normalisation sectorielle qui déboucherait sur une classification
analytique grace a des difféomorphismes de Stokes.

16.2 Invariants de Stokes pour les équations de Painlevé

Une poursuite naturelle serait déja de faire les calculs nécessaires pour obtenir l'invariant
formel ¢ (v) pour les équations de Painlevé (P;), j = II,III,IV,V comme dans le théoréme
15.1 pour la premiére équation de Painlevé.

Une autre piste pour la suite de ce travail concernant les équations de Painlevé serait d’obtenir
plus d’informations sur les difféomorphismes de Stokes des équations de Painlevé, i.e. plus de
termes que celui correspondant au coefficient de Stokes quasi-linéaire. Une premiére pour cela
serait de se baser sur une formule de connexion pour la seconde équation de Painlevé obtenue
dans [CM82, LL87].

Finalement, un but (peut étre trop ambitieux) serait d’obtenir une nouvelle caractérisation
des équations de Painlevé, non pas & partir de la propriété de Painlevé, mais & partir des
invariants de Stokes, une fois ceux-ci déterminés.

16.3 Version & paramétre et déploiement

Une troisiéme idée de poursuite de ce travail serait de se baser sur les travaux sur la clas-
sification analytique des déploiements de nceud-cols de ((CQ,O) obtenue dans [RT08], afin de
généraliser cela aux déploiements des noeud-cols 2-résonants de (C3,0).

16.4 Le cas non « div-intégrable »
Enfin, une situation trés intéressante & étudier serait le cas générale ou ’on n’impose pas

I’hypothése « div-intégrable ». Dans ce cas, il semblerait qu’on aurait une « double-divergence »
en les deux mondmes résonants x et v = y1ys.
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