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Résumé
La présence d'eau sur les revêtements routiers a�ecte l'adhérence des pneumatiques. Un �lm d'eaus'interpose entre le pneumatique et la rugosité du sol entraînant d'abord une perte de l'adhérencepar adhésion provenant du contact direct gomme-sol. Ensuite, la réduction de la déformation de lagomme induit une diminution de l'adhérence par indentation. C'est ce second aspect qui est l'objetde la présente étude.Le �lm d'eau génère une portance par un phénomène de lubri�cation qui diminue la déformationdu pneumatique et ainsi son adhérence.Cette étude est basée sur une théorie prédisant la diminution de l'amplitude de la rugosité en fonc-tion des propriétés des surfaces et des conditions de contact. L'équation de Reynolds est résolue pardes techniques de calcul e�caces. La viscoélasticité est implémentée dans les calculs de contact secet lubri�é.L'objectif de cette étude est de proposer un modèle de prédiction de la diminution de l'adhérenced'un pneumatique sur sol mouillé. La meilleure compréhension du contact permettra d'améliorer lechoix du matériau composant les bandes de roulements des pneumatiques.Mots-clés : contact ponctuel, contact sec, lubri�cation, EHD, élastohydrodynamique, viscoélasti-cité, VEHD, viscoélastohydrodynamique, Reynolds, multigrilles, multi-intégration, réduction d'am-plitude, adhérence, coe�cient de frottement, frottement hystérétique, sol routier, dimension fractale

Abstract
Water presence on road a�ects tyre friction. A water �lm interposed between tyre and road aspe-rities results �rst in a loss of adhesion friction coming from the direct contact between rubber androad. Then, the rubber deformation reduction leads to a diminution of the hysteretic friction. Thisstudy focuses on this last topic.The water �lm generates a hydrodynamic force by a lubrication phenomenon which decreases rub-ber deformation and friction.This study is based on a theory which predicts roughness amplitude reduction as a function ofsurface properties and contact conditions. Reynolds equation is solved using e�cient computingmethods. Viscoelasticity is implemented in dry and lubricated calculations.The aim of this research is to suggest a predictive model of the tyre friction decrease on wet roads.A better understanding of the contact will enable to improve the tyre tread material design.Keywords : point contact, dry contact, lubrication, EHL, elastohydrodynamic, viscoelasticity, VEHD,viscoelastohydrodynamic, Reynolds, multigrid, multi-integration, amplitude reduction theory, fric-tion, friction coe�cient, hysteretic friction, road surface, fractal dimensionICette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2014ISAL0007/these.pdf 
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Notation
α index de viscosité [Pa−1]
ᾱ index de viscosité adimensionné [.] = αpH
δ correction [.]
〈δ〉 épaisseur excitée du pneumatique [m]
∆P di�érence de pression adimensionnée [.]
η viscosité [Pa.s]
η viscosité adimensionnée [.] = η/η0
η0 viscosité à pression ambiante [Pa.s]
λ longueur d'onde de la rugosité [m]
λ paramètre de l'équation de Reynolds [.]

= 12umη0R
2
x/(b

3pH)
∇ paramètre adimensionné de longueur d'onde [.]

= λ/a ·
√
M

∇̄ paramètre adimensionné de longueur d'onde revu [.]
= λ/a · 3

√
M

¯̄∇ paramètre adimensionné de viscoélasticité monobranche[.]
= Vg · τ · (f + 1)

¯̄∇2 paramètre adimensionné de viscoélasticité multibranche[.]
= Vg/K · (τ1 ·K1 + τ2 ·K2)

∇H paramètre adimensionné de longueur d'onde de Hooke [.] = λ

b·g
7/2
3

µ coe�cient de frottement [.]
ν1, ν2 coe�cient de Poisson pour les solides 1 et 2 [.]
ω pulsation [rad/s] = 2πf
ωjac,gs coe�cient de sous-relaxation [.]
Ω domaine d'intégration [.]
ρ densité [kg/m3]
ρ0 densité à pression ambiante [kg/m3]
ρ densité adimensionnée [.] = ρ/ρ0
κi,j coe�cient d'in�uence [.]
σ contrainte [Pa]
σ0 contrainte normale totale [Pa]
σRMS moyenne quadratique de rugosité [m]
tan δ facteur de perte [.] = E′′/E′

τ, τi temps de relaxation [s]
∆T pas de temps adimensionné [.]
∆t pas de temps [s]
ξ coe�cient adimensionné dans l'équation de Reynolds [.]
ξ⊥, ξ|| paramètres de surface de Klüppel [m]1Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2014ISAL0007/these.pdf 
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a demi rayon de contact Hertzien [m]
A matrice de relaxation par ligne
Ad déformation de la rugosité adimensionnée [.]
Ai amplitude initiale de la rugosité adimensionnée [.]
ai amplitude initiale de la rugosité [m]
d distance moyenne entre le caoutchouc et la surface [m]
Df dimension fractale [.]
E1, E2 modules d'Young pour les solides 1 et 2 [Pa]
E0, E1 modules viscoélastiques [Pa]
E′ module d'Young équivalent [Pa]
E′ module viscoélastique de stockage [Pa]
E′′ module viscoélastique de perte [Pa]
E∗ module du module complexe viscoélastique de perte [Pa] = √

E′2 +E′′2

f membre de droite [.]
f rapport de viscoélasticité [.]
f fréquence [Hz]
F3/2 fonction de Greenwood-Williamson [.]
F transformée de Fourrier [.]
E0, E∞ modules de traction-compression viscoélastique [Pa]
G0, G∞ modules de cisaillement viscoélastique [Pa]
G′ module de cisaillement viscoélastique de stockage [Pa]
G′′ module de cisaillement viscoélastique de perte [Pa]
h épaisseur de �lm [m]
hc épaisseur de �lm au centre [m]
hX , hY pas d'espace adimensionné [.]
hT pas de temps adimensionné [.]
H épaisseur de �lm adimensionné [.] = hRx/a

2

H0 approche de solide rigide adimensionnée [.]
Hc épaisseur de �lm centrale adimensionné [.]
Hmin épaisseur de �lm minimale adimensionné [.]
HM épaisseur de �lm de Moes [.]
i, j index d'espace [.]
IHh , I

h
H opérateurs de restriction et d'interpolation

K,Ki raideur au temps in�ni viscoélastique [Pa]
Ki,i′,j,j′ noyaux élastiques [.]
L paramètre de matériau de Moes [.] = αE′ · ((2 η0 um)/(E′ Rx))

1/4

M paramètre de charge de Moes [.] = w/(E′ R2
x) · ((2 η0 um)/(E′ Rx))

−3/4

nX , nY nombre de point suivant X et Y [.]
p pression [Pa]
P pression adimensionnée [.] = p/pH
pH pression d'Hertz maximale [Pa]
q vecteur d'onde [mm−1] = 2π/λ
S(ω) densité spectrale de puissance [m4]
r terme des résidus [.]
r rayon [m] =√x2 + y2

R rayon adimensionné [.] 2Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2014ISAL0007/these.pdf 
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Rx, Ry rayon de courbure réduit [m]
t temps [s]
T temps adimensionné [.] = t um/a
u vitesse [m/s]
um moyenne des vitesses [m/s]
ue, uei déformation élastique [m]
u, uv déformation viscoélastique [m]
Ue déformation élastique adimensionnée [.]
U,Uv déformation viscoélastique adimensionnée [.]
us vitesse d'entraînement [m/s]
v, Vg vitesse de glissement [m/s]
v̄ vitesse de rotation adimensionnée [.]
V spectre de déformation du pneumatique [m]
wr, wf terme des résidus de la charge [.]
w charge [N]
W charge adimensionnée [.]
x, y, z coordonnées [m]
X,Y,Z coordonnées adimensionnées [.] = x/a,= y/a,= z/a
Xa,Xb frontières du domaine adimensionnées suivant X [.]
Ya, Yb frontières du domaine adimensionnées suivant Y [.]
©sec sec
©lub lubri�é
©h grille �ne
©H grille grosse
©fil �ltré par la TRA
©pe piezovisqueux élastique
©ie,©ie isovisqueux élastique
©iv isovisqueux viscoélastique
©lisse lisse
©rug rugueuxDSP Densité Spectrale de PuissanceEHD ElastoHydroDynamiqueVEHD ViscoElastoHydroDynamiqueFFT Transformée de Fourrier RapideSRR Taux de Roulement-GlissementTRA Théorie de Réduction d'Amplitude
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Chapitre 1Introduction généraleL'automobile a révolutionné le transport. Inventée en 1769 par Cugnot et rendue accessible au plusgrand nombre en 1908 par Ford grâce au modèle T, l'automobile a permis un accroissement dudéveloppement industriel général et de la mobilité des personnes.Les premières automobiles utilisaient des roues de charrettes composées d'une structure en bois etd'une bande de roulement d'abord en fer puis en caoutchouc. Le premier pneumatique en caou-tchouc a été inventé par John Boyd Dunlop en 1889 et appliqué à la roue de vélo. Edouard et AndréMichelin ont ensuite incorporé une chambre à air pour accélérer sa réparation. Ces inventions se sontrapidement répercutées aux pneumatiques d'automobile. Par la suite, de nombreuses inventions ontamélioré les performances du pneumatique comme le pneu sans chambre à air par Edward BriceKillen en 1929 et la carcasse radiale par Michelin en 1946.L'automobile est devenue accessible au plus grand nombre au cours du XX ème siècle. Actuellement,38 millions de voitures sont en circulation en France et plus d'un milliard dans le monde. Associéeà des infrastructures routières basiques, des sécurités active et passive faibles ainsi qu'à des règlesde conduite insu�santes, l'automobile est une cause d'accidents et de mortalité très importante. Denombreux travaux ont été menés depuis les années 70 pour améliorer chacun de ces domaines.En particulier, la sécurité active est dé�nie comme étant la faculté d'une automobile à éviter unaccident. Le pneumatique qui est le seul élément reliant le véhicule à la route en est le point capital.Il est donc primordial que ce composant soit étudié attentivement.Le pneumatique répond à de nombreux critères de performance, qui sont entre autres :- l'adhérence ;- la durée de vie ;- la résistance au roulement, la consommation ;- le confort ;- le bruit ;- la masse ;- etc...Il doit en plus être constant face aux variations des nombreux paramètres de fonctionnement,comme :- la température extérieure ;- la présence d'éléments perturbateurs, comme l'eau ou la poussière ;- le type de revêtement ;- le modèle d'automobile ;- le type de conduite ; 5Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2014ISAL0007/these.pdf 
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- son niveau d'usure ;- son âge ;- etc...De nombreuses performances sont antagonistes, c-à-d qu'améliorer une performance va en dimi-nuer une autre. Par exemple, améliorer l'adhérence sur sol mouillé va généralement augmenter larésistance au roulement en situation de conduite normale et de fait augmenter la consommation encarburant du véhicule. Il est donc compréhensible que le pneumatique doive répondre à un équilibreentre ces di�érentes performances. La recherche a pour but de pouvoir améliorer ce compromis parune meilleure compréhension de certains phénomènes ou par l'évolution de la technologie.La conduite sur sol mouillé est un facteur accidentogène qui entraîne en moyenne des conséquencesgraves d'un point de vue corporel. Les accidents sur sol mouillé représentent, en France, 13.4%des accidents corporels routiers. Pour guider le client, l'Union Européenne a instauré une notationde trois performances du pneumatique, visible grâce une étiquette. Ces trois performances sont larésistance au roulement, l'adhérence sur sol mouillé et le bruit. Il est donc primordial d'améliorerl'adhérence sur sol mouillé, à la fois par sécurité et aussi pour des raisons de législation.1.1 Fonctionnement du pneumatiqueLa �gure 1.1 montre que le pneumatique est un assemblage de nombreux composés de gommes etde renforts. Chaque ensemble a une fonction propre. La bande de roulement est la partie en contactavec la route ; elle est celle qui permet de créer le phénomène d'adhérence. La nappe carcasse, lesrenforts et la gomme d'étanchéité permettent de soutenir correctement la bande de roulement avecla jante et de lui transmettre ses e�orts. En�n, les nappes permettent au pneumatique d'avoir unerigidité contrôlée pour que la bande de roulement soit en contact de manière optimale avec la route.

PSfrag replacements
,

,, Figure 1.1: Composition du pneumatique d'un véhicule de tourismeLe pneumatique est soumis à di�érentes formes de sollicitations. Concernant l'adhérence, la solli-citation peut être longitudinale comme en phase de freinage ou d'accélération ; elle peut être aussitransversale lors d'une prise de virage. Le pneumatique possède un potentiel d'adhérence représentépar le cercle d'adhérence dans la �gure 1.2. Même si la représentation est simpli�ée, le potentield'adhérence reste proche de la résultante des e�orts longitudinaux (suivant X) et transversaux(suivant Y ). 6Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2014ISAL0007/these.pdf 
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,, Figure 1.2: Cercle d'adhérence du pneumatiquePour obtenir de l'adhérence, le pneumatique doit avoir une vitesse de roulement di�érente de celledu véhicule. Le taux de glissement est dé�ni par :
SRR =

ω ·R− V

V
(1.1)où V est la vitesse du véhicule, R le rayon de la roue et ω la vitesse de rotation de la roue.Ce phénomène de glissement est représenté dans la �gure 1.3. On remarque que les pains de gommeà l'entrée du contact sont en cisaillement. Une fois l'e�ort de cisaillement supérieur au frottementstatique du pain de gomme, ce dernier se met à glisser. L'énergie dissipée et les e�orts de frottementssont alors proportionnels à la longueur glissée.
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,,Figure 1.3: Vue en coupe du pneumatique ayant un certain taux de glissementLe coe�cient de frottement est donc fonction du taux de roulement-glissement comme le montre la�gure 1.4. On remarque que l'adhérence maximale est obtenue entre 5 et 15% de glissement ; au-delà,les propriétés viscoélastiques ainsi que l'échau�ement dû au frottement diminuent le coe�cient defrottement. Les systèmes anti-blocage de roue (ABS) permettent de trouver le taux de glissementoptimal grâce à des capteurs d'accélération du véhicule et des capteurs de vitesse de rotation dechaque roue. 7Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2014ISAL0007/these.pdf 
© [F. Mora], [2014], INSA Lyon, tous droits réservés



PSfrag replacements
,

,,Figure 1.4: Coe�cient de frottement µ en fonction du taux de glissement G1.2 Les phénomènes d'adhérenceL'adhérence de la gomme provient de deux phénomènes qui sont l'adhérence par indentation, appeléfrottement hystérétique, et l'adhérence par adhésion.L'adhérence par indentation vient de la déformation du pain de gomme sur les rugosités de l'as-phalte routier. Le matériau du pneumatique étant viscoélastique, la dissipation engendrée par ladéformation crée une résultante de force dirigée dans le sens opposé à la vitesse de glissement etdonc à la direction du véhicule. Cette résultante des forces est visible par la �èche bleu ciel dans la�gure 1.5 ; elle provient du champ de pression de contact en vert.
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,,Figure 1.5: Vue en coupe du phénomène d'adhérence par indentationL'adhérence par adhésion provient du contact direct entre le sol et le pain de gomme. Le phénomènefonctionne suivant 3 phases visibles sur la �gure 1.6 :
1© une liaison de type Van der Waals se crée entre la gomme et le sol ;
2© la gomme est étirée et génère un e�ort de rétention dans le sens opposé au glissement ;
3© la liaison se rompt pour se reformer plus loin.Ce phénomène apparaît à des échelles de rugosité du sol très faibles, inférieures au µm. La fréquenced'excitation du matériau du pneumatique se situe alors entre 106 Hz et 109 Hz.8Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2014ISAL0007/these.pdf 
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,,Figure 1.6: Vue en coupe du phénomène d'adhérence par adhésion1.3 La viscoélasticitéIl a été montré que les deux phénomènes de création de l'adhérence utilisent la propriété de visco-élasticité de la gomme de la bande de roulement [Gro63].La viscoélasticité repose sur la combinaison des propriétés d'élasticité et de viscosité. Le com-portement d'un matériau viscoélastique est donc intermédiaire entre un matériau solide purementélastique et un �uide purement visqueux. Physiquement, le caractère viscoélastique provient d'uneinteraction entre les chaînes macromoléculaires qui constituent le matériau de la gomme.On peut représenter le module viscoélastique par un nombre complexe E∗ composé d'un moduleélastique E′, appelé module de stockage, et d'un module visqueux E′′, appelé module de perte :
E∗ = E′ + iE′′ (1.2)où i est le nombre complexe tel que i2 = −1.Le module E′ stocke complètement l'énergie élastique, alors que le module E′′ dissipe totalementl'énergie visqueuse. Le rapport entre ces deux modules est le facteur de perte tan δ :
tan δ =

E′′

E′
(1.3)Lorsque le facteur de perte est à son maximum, le matériau dissipe le plus d'énergie et donc peutobtenir le maximum du coe�cient de frottement.La sollicitation dynamique d'un matériau viscoélastique est comparée à celle d'un matériau pure-ment élastique dans la �gure 1.7 [BL07]. Le graphique représente la contrainte σ en fonction del'élongation ε. Le matériau viscoélastique décrit une ellipse alors que le matériau élastique décritune droite. Ce graphique montre le déphasage entre la contrainte et l'élongation maximale pour lematériau viscoélastique. L'aire de l'ellipse correspond à l'énergie dissipée.Les propriétés du matériau viscoélastique dépendent fortement de sa fréquence d'excitation et desa température. Pour un polymère ou des composés utilisés sur les bandes de roulement des pneu-matiques, les propriétés varient autour de deux comportements distincts comme le montre la �gure1.8. Le matériau est du Styrène Butadiène non-chargé, matériau couramment employé dans lesbandes de roulement des pneumatiques. Le module de stockage et le module de perte sont a�chésen fonction de la fréquence d'excitation. On repère deux asymptotes sur le module de stockage.A hautes fréquences, le matériau est très rigide, on dit qu'il est sur le plateau vitreux. Alors qu'àbasses fréquences, le matériau est très souple, on dit qu'il est sur le plateau caoutchoutique. Le9Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2014ISAL0007/these.pdf 
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,,Figure 1.7: Relation contrainte-élongation de matériaux viscoélastique et élastique [BL07], où Esest le module de stockage et η le facteur de perte.facteur de perte présente un maximum atteint environ au milieu de la zone de transition du modulede stockage. C'est dans cette zone de transition que le matériau présente son plus fort caractèrevisqueux.
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,,Figure 1.8: Modules de stockage et de perte en MPa en fonction de la fréquence en Hz [WR09].Concernant la température, le matériau réagit similairement mais en sens opposé. Pour une fré-quence �xe, à basse température, son comportement est vitreux et à haute température son com-portement est caoutchoutique. La zone de transition se situe à une température que l'on nommetempérature de transition vitreuse Tg.Cette similarité a permis de créer une loi d'équivalence fréquence-température par Williams, Landelet Ferry, appelée loi WLF [WLF55]. Cette loi, voir équation 1.4, exprime le facteur de translation aTqui permet de déterminer les propriétés du matériau viscoélastique à n'importe quelle température
T , à partir des données obtenues à une température T0.

log(aT ) =
−C1(T − T0)

C2 + T − T0
(1.4)1.4 L'adhérence sur sol mouilléLa présence d'eau sur l'asphalte routier perturbe le contact de la bande de roulement. L'eau s'inter-pose entre le pain de gomme et le sol suivant di�érents mécanismes. La séparation du pain de gommedu sol entraîne inévitablement l'annulation de l'adhérence par adhésion. Les di�érentes zones crééessont montrées dans la �gure 1.9. 10Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2014ISAL0007/these.pdf 
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À l'entrée du contact, le pain de gomme se trouve en zone hydrodynamique. Le convergent créépar la forme cylindrique du pneumatique engendre un e�et d'hydroplanage. Ce phénomène est àéviter car il crée une portance qui soulève le pneumatique et le sépare du sol. Ce phénomène est trèsprésent lorsqu'il y a une couche d'eau en surface de l'asphalte et lorsque la vitesse du véhicule estimportante (≥ 80 km/h). Le phénomène est induit par l'inertie de l'eau qui, par le temps qu'elle metà sortir de la zone de contact du pneu, crée une force de portance. Pour le contrer, la bande de rou-lement est entaillée et la sculpture créée permet de diriger l'eau vers l'extérieur de la zone de contact.Sur la zone de contact centrale, le pneumatique est en zone mixte sèche et humide ; c-à-d que lepain de gomme peut être directement en contact ou encore séparé par une �ne couche d'eau. Onpeut considérer que le contact gomme-sol fonctionne dans un régime de lubri�cation limite. L'e�etde viscosité de l'eau devient prépondérant face à son inertie.La forme des pains de gomme joue un rôle très important, puisque leur �exion va permettre la miseen contact de l'arête du pain avec le sol. Cette géométrie de contact va engendrer des pressionsimportantes qui permettront d'augmenter la déformation de la gomme. De même, l'entaillementde la bande de roulement permet de réduire le temps de transfert de l'eau entre la surface dupain de gomme et une rainure d'évacuation. Il faut évidemment e�ectuer un compromis entre tauxd'entaillement, rigidité des pains de gomme et taux de contact. On retrouve ici l'antagonisme entrel'adhérence sur sol sec face à l'adhérence sur sol mouillé.
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,,Figure 1.9: Représentation du pneumatique sur sol mouillé avec 2 zones de contact.1.5 Objectifs - hypothèsesLes conditions de contact de la gomme sur un sol mouillé sont très variées. La présente étude s'estconcentrée sur la zone de contact centrale. Elle a étudié l'impact du �lm d'eau sur la diminutionde la déformation de la gomme en contact avec le sol, ce qui a�ecte l'adhérence par indentation.L'adhérence par adhésion n'a donc pas été prise en compte.La modélisation de l'augmentation de température est prépondérante dans le cas de l'adhérence sursol sec. Dans le cas mouillé, l'eau évite le contact direct et évacue la chaleur. La température nesera donc qu'une constante dans cette étude.De nombreuses procédures de tests expérimentaux existent, mais elles ne mesurent que des grandeursde sortie, principalement le coe�cient de frottement. Elles ne permettent donc pas de déterminerles conditions in situ du contact, c-à-d la pression ou la hauteur de �lm d'eau à des échelles micro-scopiques. Ainsi, il est di�cile de comprendre les phénomènes physiques entrant en jeu. Les outilsnumériques présentent l'avantage de pouvoir accéder à tous les paramètres in�uents et à toutes les11Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2014ISAL0007/these.pdf 
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grandeurs physiques.Cette étude a pour but de créer un outil numérique, basé sur la théorie de réduction d'amplitude,a�n de tenter d'expliquer la diminution du coe�cient de frottement sur sol mouillé. Cette théoriepermet de décrire la diminution de la déformation d'un solide due à la rugosité dans un contactlubri�é. Elle a été validée dans d'autres domaines comme celui des roulements à billes. Cette thèsevise donc à étendre cette théorie au problème de contact gomme-sol routier. A partir des résultats,il sera alors possible d'améliorer la conception des matériaux de la bande de roulement pour laperformance d'adhérence sur sol mouillé.Le chapitre 1 présente le contexte de l'étude, des bases sur le pneumatique ainsi que la provenancede l'adhérence de la gomme. Les objectifs de l'étude et ses limitations sont ensuite expliqués.Le chapitre 2 présente le problème de contact sec viscoélastique qui va servir de base pour le caslubri�é. Les principales équations et les techniques numériques sont posées. Plusieurs résultats sontprésentés pour aider à la compréhension du contact viscoélastique en comparant les cas secs visco-élastique et élastique.Le chapitre 3 étudie le contact mou lubri�é élastique et y ajoute la viscoélasticité. Ce travail per-met de créer l'outil qui servira à l'extension de la théorie de réduction d'amplitude. Il montre lesprincipales équations et les techniques numériques employées. La recherche pour l'amélioration ducode de calcul est développée a�n d'accroitre sa robustesse. Plusieurs résultats comparent le casviscoélastique lubri�é aux cas sec viscoélastique et lubri�é élastique.Le chapitre 4 montre l'extension de la théorie de réduction d'amplitude au cas mou élastique isovis-queux. Il reprend les techniques de calculs du chapitre 3 et les utilise pour créer une loi analytiquede la réduction d'amplitude en fonction des paramètres du contact. Le non-passage au cas visco-élastique est ensuite expliqué.Le chapitre 5 établit d'abord une revue bibliographique concernant les caractéristiques du sol rou-tier, les théories de réduction de l'adhérence sur sol mouillé et les types de calcul du coe�cient defrottement. Ensuite, les di�érentes mesures des sols sont comparées grâce à plusieurs outils. Puis lecontact sur le sol est étudié numériquement pour trouver les caractéristiques prépondérantes du sol.En�n, la théorie de réduction d'amplitude est appliquée et la diminution du coe�cient de frottementest calculée. Les impacts de la vitesse de glissement, de la charge et de la viscosité du �uide y sontdécrits.Le chapitre 6 présente un résumé des résultats et les perspectives de l'étude.

12Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2014ISAL0007/these.pdf 
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Chapitre 2Contact sec viscoélastique2.1 IntroductionLe matériau à l'interface du contact gomme-chaussée est clairement dé�ni. Il s'agît d'un composéde polymères appelé élastomère ou par abus de langage caoutchouc, de par sa composition en partieconstituée de caoutchouc.Le principal facteur de l'adhérence de la gomme provient de la faculté de l'élastomère à dissiperde l'énergie, ce phénomène étant dû à la propriété viscoélastique du matériau. Cette dissipationd'énergie est engendrée par la déformation de la gomme sur les rugosités du sol routier commemontré dans la �gure 2.1.Ce chapitre présente d'abord di�érentes méthodes de calcul appliquées au contact sec, ainsi quedi�érents modèles viscoélastiques. Dans un second temps, la viscoélasticité est appliquée à des casde contacts non lubri�és et quasi-idéaux à partir de deux méthodes numériques : le MultiGrille tran-sitoire et la transformée de Fourier rapide. En�n, sont présentées des comparaisons entre contactsélastique et viscoélastique.
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,,Figure 2.1: a) Distribution de pression de contact, b) Zoom sur l'indentation de la route sur lepain de gomme.2.2 BibliographieLe contact sec de matériaux viscoélastiques a été largement étudié dans la littérature.Il existe de nombreuses techniques de calcul. La méthode la plus directe consiste à utiliser un logi-ciel du commerce par éléments �nis. Mais l'emploi d'éléments 2D [BP02] et [SL05] ou 3D rend les13Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2014ISAL0007/these.pdf 
© [F. Mora], [2014], INSA Lyon, tous droits réservés



calculs coûteux en temps et en espace mémoire. Pal� et al [PBGV08, PGV11] étudièrent, à partird'un modèle viscoélastique non linéaire composé d'éléments 2D, l'in�uence sur le coe�cient de frot-tement du nombre d'échelles de rugosité et de la température. En 2009, ils montrèrent qu'il fautun modèle matériau de Maxwell généralisé comprenant de nombreuses branches pour représenterun comportement réaliste sur une grande plage de fréquence d'excitations. Une corrélation avec laprédiction analytique de Greenwood-Tabor [GT58] n'a pas été concluante à cause de la di�cultéd'obtention des paramètres de cette loi. Ensuite [PGV+12], ils utilisèrent une modélisation 2D dumatériau viscoélastique d'une longueur égale à la plus grande longueur d'onde de la rugosité et avecdes conditions aux limites de répétition en déplacement.Wriggers et al. [WN07] employèrent une méthode d'homogénéisation multi-échelle utilisant des cal-culs E.F. et statistiques pour pouvoir étudier le contact du pain de gomme d'une échelle allant dumillimètre au micromètre. Ce principe repose sur le calcul de la plus petite échelle qui appliquera lescontraintes moyennées sur l'élément représentatif de surface de l'échelle supérieure. L'étude [WR09]est plus simple car il n'y a plus un transfert des contraintes mais un coe�cient de frottement pro-venant de l'échelle inférieure qui est appliqué sur la surface en contact.De nombreuses autres méthodes ont été développées, notamment numériques par Yandell [Yan71],analytiques par Moore [MG74] et Persson [Per01] et, plus couramment, à l'aide d'éléments de fron-tière semi-analytique par Greenwood [Gre10].Une des premières méthodes vient de Radok [Rad57], où le module élastique est remplacé par unmodule viscoélastique. Cependant, cette méthode présente des erreurs quand le rayon de contactdécroît. Par la suite, Ting [Tin66] et Graham [Gra67] ont résolu le problème dans le cas du décharge-ment. Ont suivi di�érentes méthodes, notamment celles de Johnson [Joh85]. A partir de ces travaux,Greenwood [Gre10] a établi une méthode très simple pour résoudre le problème entre un indenteuraxisymétrique et un massif semi-in�ni viscoélastique. Le principe de cette méthode repose sur lasuperposition des solutions de l'indentation par des cylindres de rayon di�érent. Une comparaisonmontrant une très bonne correspondance avec le travail e�ectué ici est présentée dans l'annexe B.Kozhevnikov et al. [KCD+08], pour une géométrie quelconque, proposèrent une méthode basée surla méthode d'inversion de la matrice dans le cas élastique [Joh85]. La résolution de cette méthodese révélant lourde, Dubois et al. [DCYAL11] utilisèrent ce travail en employant une méthode d'ap-proche macroscopique en ne résolvant que la force de contact, ceci pour des applications sur leproblème de bruit à l'interaction pneu-route. En revanche, cette méthode ne fonctionne pas pourdes rapports importants entre les modules viscoélastiques instantané et in�ni.Une autre méthode, notamment employée dans le cadre du contact gomme-sol, est celle de Persson[Per01]. Cette méthode calcule l'énergie dissipée dans le solide à partir de la déformation normaleengendrée par la rugosité du sol. La fréquence d'excitation du matériau provient du glissement dela gomme sur les aspérités du sol, voir chap 5. Récemment, Carbone et al. [CP13] présentèrentune nouvelle méthode de calcul de contact viscoélastique par élément de frontière. Ils utilisent uneapproche par la fonction de Green étendue aux matériaux viscoélastiques.La modélisation de la viscoélasticité passe par l'emploi de modèles matériau. Les plus connus et em-ployés sont les modèles rhéologiques élémentaires tels que les modèles de Maxwell, de Kelvin-Voigtou de Zener, voir �gure 2.2. Ils sont composés d'une combinaison de ressort(s) linéaire(s) de raideur
E et d'un amortisseur de Newton de viscosité η.La complexité du comportement des matériaux réels oblige à complexi�er ces modèles en les som-mant en parallèle ou en série : ce sont les modèles composés. Mandel [Man66] a montré d'un pointde vue thermodynamique que n'importe quel matériau viscoélastique linéaire peut être représentépar une succession d'un ensemble in�ni de modèles de Maxwell en parallèle comme présenté dansla �gure C.1. Il est possible de faire de même pour les modèles de Kelvin-Voigt et de Zener.14Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2014ISAL0007/these.pdf 
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,,Figure 2.2: Modèles rhéologiques : a) Maxwell, b) Kelvin-Voigt, c) Zener
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,, Figure 2.3: Modèle de Maxwell généraliséUn autre modèle rhéologique est le spring-pot [Koe84] qui est un modèle rhéologique complexepermettant d'avoir un comportement variant entre un ressort et un amortisseur. Il fait appel àune dérivation fractionnaire. En remplaçant l'amortisseur des modèles rhéologiques simples par lespring-pot, on obtient les modèles rhéologiques fractionnaires comme le Maxwell fractionnaire ou leZener fractionnaire.Ces modèles ne sont valides que dans le cas de petites déformations, où le matériau présente uncomportement linéaire vis-à-vis de la déformation. Dans le cas du contact pain de gomme-route, laprise en compte des grandes déformations [KLR06] et de la non-linéarité du matériau devrait êtrefaite pour se rapprocher au mieux du comportement réel. Cette étude va néanmoins rester dans lecadre linéaire, ce qui permettra de capter la majorité du phénomène réel.2.3 Modèle viscoélastique de ZenerLe matériau est représenté par un modèle de Zener généralisé, le schéma de principe est exposé dansla �gure C.2.Le comportement de ce modèle est découplé en 2 parties. La première est purement élastique, repré-sentée par le ressort E0, appelé module instantané. Le matériau aura donc une raideur qui répondrainstantanément à une variation de contrainte. La seconde partie est une partie viscoélastique com-posée du système ressort E1 amortisseur η en parallèle. Cette partie-là répondra par une élongationavec un déphasage.La relation entre la contrainte et l'élongation du modèle de Zener simple est représentée dans la�gure 2.2 c).Le modèle monobranche est dé�ni par l'équation [Skr93], dont la notation est reprise de la �gure 2.2 :
u+

η

E1

du

dt
= F

(

1

E1
+

1

E0

)

+
η

E1E0

dF

dt
(2.1)où u est la déformation et F la force exercée aux extrémités du modèle.L'équation est mise sous une autre forme a�n de la faire correspondre avec le modèle de Maxwelld'où les données matériau seront tirées.Les paramètres τ , f et K vont ainsi être introduits tels que :15Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2014ISAL0007/these.pdf 
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,, Figure 2.4: Modèle de Zener généralisé- τ = η
E1+E0

, τ est le temps de relaxation de chaque branche ;- 1/K = E1+E0
E1E0

, K est la raideur au temps in�ni de chaque branche ;- f = E0/E1, f + 1 est le rapport entre le module viscoélastique instantané et au temps in�ni.On obtient ainsi :
u+ τ (f + 1)

du

dt
=
F

K
+
τ

K

dF

dt
(2.2)La force F est remplacée à partir de la relation force-déplacement : F = Kue et dF/dt = Kdue/dt,suivant l'étude d'Ehret [Ehr]. On obtient ainsi la relation suivante :

u+ τ (f + 1)
du

dt
= ue + τ

due
dt

(2.3)A�n d'obtenir le modèle de Zener généralisé multibranche, il convient de discrétiser chaque modèlemonobranche à partir de : ue = K/Ki uei et due/dt = K/Ki duei/dt . On obtient alors :
u+ τi (f + 1)

du

dt
=
K

Ki
uei + τi

K

Ki

duei
dt

(2.4)où τi, Ki et uei sont respectivement le temps de relaxation, la raideur au temps in�ni et la défor-mation élastique de chaque branche i. K est la somme des Ki.A�n de permettre une correspondance avec le modèle de Maxwell, f est posé comme constant quelleque soit la branche du modèle de Zener. Une factorisation donne :
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K
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]
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(2.5)L'équation décrivant une force, le modèle multibranches est donc équivalent à la somme de chaquesystème monobranche :
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(2.6)Ce modèle ne tient pas compte de la variation des propriétés du matériau due à la température.L'étude se focalisant sur le contact lubri�é où l'eau refroidira le contact et maintiendra une tempé-rature quasi constante, cette simpli�cation n'impliquera pas beaucoup de di�érence.16Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2014ISAL0007/these.pdf 
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2.4 Modélisation du problème de contact sec élastiqueLa viscoélasticité étant calculée à partir d'une déformation élastique, il faut d'abord dé�nir l'élas-ticité ainsi que la résolution du problème de contact.La distribution des pressions de contact dans des conditions de contact sec a été étudiée par Hertz[Her81]. Dans les cas de lubri�cation extrêmes, où les �lms sont très �ns et les pressions très élevées,le contact de Hertz devient la solution asymptotique du problème EHL. Le choix de ce type demodélisation est donc très pertinent pour cette étude.Hertz s'est basé sur l'étude faite par Boussinesq [Bou85] qui a formulé plusieurs hypothèses :- les solides sont des massifs semi-in�nis, c-à-d que la zone de contact est faible par rapport à lataille des solides ;- les solides sont élastiques, homogènes et isotropes ;- les contraintes sont normales à la surface de contact.Le contact modélisé dans cette étude sera un contact de Hertz avec 2 sphères en contact. Leshypothèses d'un contact de Hertz sont :- une déformation faible des pièces en contact ;- pas d'e�et de conditions aux limites ; on se place dans un contact de type massif semi-in�ni.Le problème de contact sec se résume à deux solides à la géométrie connue, pressés ensemble parune force w où la pression de contact p va déformer les deux solides. En�n, le problème va devoirsatisfaire l'équation d'équilibre entre la charge appliquée et la pression générée dans le contact.La géométrie utilisée pour les solides est une sphère avec un rayon de courbure identique suivantles 2 axes du plan x et y : Ry = Rx, voir �gure 2.5.
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Figure 2.5: Géométrie et système de coordonnées du contactLa séparation des deux surfaces h s'exprime alors ainsi :
h(x, y) = h0 +

x2

2Rx
+

y2

2Rx
+ ue (2.7)où h0 est la séparation de solide rigide et ue la déformation élastique calculée par la solution deBoussinesq :

ue =
2

πE′

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞

p(x′, y′) dx′ dy′
√

(x− x′)2 + (y − y′)2
(2.8)Le problème est non-linéaire et le contact sans adhésion, ce qui implique une pression positive dans17Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2014ISAL0007/these.pdf 
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la zone de contact et une pression nulle dans la zone de non-contact :
h(x, y) > 0, p(x, y) = 0 non contact

h(x, y) = 0, p(x, y) > 0 contact (2.9)La charge w doit être équilibrée avec l'intégrale des pressions dans le contact par l'équation d'équi-libre de la charge :
w =

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
p(x, y) dx dy (2.10)Ce problème de contact a été résolu par Hertz. La solution donne une aire de contact d'un disquede rayon a où h(x, y) = 0 pour (x/a)2 +(y/a)2 ≤ 1. La distribution de pression est semi-elliptique :

p(x, y) =

{

ph
√

1− (x/a)2 − (y/a)2, si(x/a)2 + (y/a)2 ≤ 1;

0, sinon.
(2.11)L'enfoncement est h0 = −a2/Rx, où la pression de Hertz ph et le rayon de contact a sont donnéspar :

ph =
3w

2πa2
(2.12)

a =
3

√

3wRx

2E′
(2.13)avec le module élastique équivalent E′, donné par 2/E′ = (1− ν21)/E1 + (1− ν22)/E2.La solution est donc connue analytiquement. Toutefois, l'introduction de variables dépendantes dutemps, comme la viscoélasticité, ou de l'espace, comme la rugosité, nécessitent de résoudre le pro-blème numériquement.Les équations vont être représentées à partir de variables adimensionnées. D'abord, cela va per-mettre de maintenir les variables sur des valeurs proches de 1, ce qui est crucial pour la précision ducalcul. Ensuite, l'adimensionnement va autoriser l'utilisation des groupes similaires, où une solutionadimensionnée peut donner plusieurs résultats dimensionnés.Les conditions de contacts étant proches de la solution de Hertz, les variables vont être adimension-nées à partir des paramètres du contact hertzien :

X = x/a
Y = y/a
P = p/ph
H = hRx/a

2

(2.14)Le problème est réécrit :
H(X,Y ) > 0, P (X,Y ) = 0 non contact

H(X,Y ) = 0, P (X,Y ) > 0 contact (2.15)avec
H(X,Y ) = H0 +

X2

2
+
Y 2

2
+ Ue (2.16)18Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2014ISAL0007/these.pdf 
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où
Ue =

2

π2

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞

P (X ′, Y ′) dX ′ dY ′

√

(X −X ′)2 + (Y − Y ′)2
(2.17)L'équation d'équilibre de la charge s'écrit alors :

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
P (X,Y ) dX dY = 2π/3 (2.18)Et la solution de Hertz devient :

P (X,Y ) =

{√
1−X2 − Y 2, siX2 + Y 2 ≤ 1;

0, sinon.
(2.19)Et H0 = −1.La solution du champ de pression P , de la séparation des surfaces H est visible dans la �gure 2.6.
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,,Figure 2.6: Pression de contact de Hertz adimensionnée, géométrie déformée et non déformée pour
H0 = −1.
2.5 Contact viscoélastique transitoire par MultiGrilleCette méthode de calcul permet de modéliser le problème de contact et la viscoélasticité en régimetransitoire. Cette technique nécessitant un nombre important de pas de temps de calcul a�n d'obtenirune réponse en régime stabilisé, la technique de MultiGrille [Bra77] est utilisée pour accélérer laconvergence. L'intérêt de travailler en transitoire est de capter toute la plage de réponse du matériauviscoélastique.2.5.1 Modèle viscoélastique en sollicitation temporellePour implémenter l'équation de Zener, une discrétisation du temps par une dérivée de 1er ordre enarrière a été choisie. Appliquée sur l'équation 2.5 on obtient :

Ki

K

[

u(t) +
τi (f + 1)

∆t
(u(t)− u(t−∆t))

]

= uei(t) +
τi
∆t

(uei(t)− uei(t−∆t)) (2.20)où ∆t est le pas de temps. 19Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2014ISAL0007/these.pdf 
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En séparant les déformations aux temps actuel et précédent et en divisant par 1+τi/∆t, on obtient :
Ki

K

[

1 + τi (f + 1) /∆t

1 + τi/∆t

]

u(t) =

uei(t)−
[

τi/∆t

1 + τi/∆t

]

uei(t−∆t) +
Ki

K

[

τi (f + 1) /∆t

1 + τi/∆t

]

u(t−∆t) (2.21)Le matériau sous sa forme généralisée étant composé de modèles de Zener simples en parallèle, laraideur globale du système est la somme de tous les termes :
∑

i

[

Ki

K

[

1 + τi (f + 1) /∆t

1 + τi/∆t

]

u(t)

]

=

∑

i

[

uei(t)−
[

τi/∆t

1 + τi/∆t

]

uei(t−∆t) +
Ki

K

[

τi (f + 1) /∆t

1 + τi/∆t

]

u(t−∆t)

] (2.22)L'équation pour trouver la déformation viscoélastique s'écrit donc :
u(t) =

ue(t)
∑

i

[

Ki
K

[

1+τi(f+1)/∆t
1+τi/∆t

]] −
∑

i

[[

τi/∆t
1+τi/∆t

]

uei(t−∆t)
]

∑

i

[

Ki
K

[

1+τi(f+1)/∆t
1+τi/∆t

]] +

∑

i

[

Ki
K

[

τi(f+1)/∆t
1+τi/∆t

]]

∑

i

[

Ki
K

[

1+τi(f+1)/∆t
1+τi/∆t

]]u(t−∆t)(2.23)où ue(t) est la déformation élastique vue dans l'équation 2.8 et :
uei(t) =

Ki

K

[

1 + τi (f + 1) /∆t

1 + τi/∆t

]

u(t) +

[

τi/∆t

1 + τi/∆t

]

uei(t−∆t)− Ki

K

[

τi (f + 1) /∆t

1 + τi/∆t

]

u(t−∆t)(2.24)
uei(t) est calculé pour chaque branche i à la �n de chaque pas de temps et deviendra uei(t−∆t).Avec l'introduction de la viscoélasticité, le module équivalent E′ de l'équation ue variant dans letemps, il devient nécessaire de le remplacer par un module �xe. Il est possible d'utiliser le moduleinstantané du matériau G0 ou le module in�ni G∞ = K =

∑

iKi ; c'est ce dernier qui va êtreemployé.
ue =

2

πK ′

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞

p(x′, y′) dx′ dy′
√

(x− x′)2 + (y − y′)2
(2.25)Le module équivalent K ′ est dé�ni tel que :

2

K ′
=

1− ν21
K1

+
1− ν22
K2

(2.26)où Ki est le module équivalent du solide i.Ainsi, le rayon de contact a nécessaire à l'adimensionnement est :
a =

3

√

3wRx

2K ′
(2.27)Les équations adimensionnées restent ainsi inchangées.20Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2014ISAL0007/these.pdf 
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2.5.2 Résolution du contact transitoire par technique MultiGrilleDans cette sous-partie, l'application de la méthode MultiGrille [VL00b] au problème de contact secviscoélastique est traitée.Sur chaque grille, l'équation de complémentarité est véri�ée :
Hh

i,j > 0, P h
i,j = 0 non contact

Hh
i,j = 0, P h

i,j > 0 contact (2.28)où la séparation des surfaces Hh
i,j est dé�nie par :
Hh

i,j = H0 +
X2

i

2
+
Y 2
j

2
+ Uh

v = Hf
h
i,j (2.29)et Uh

v est la déformation viscoélastique de l'équation 3.13. La déformation élastique est calculée defaçon discrète [VL00b] par :
Uh
e =

∑

i′

∑

j′

κhhi,i′,j,j′P
h
i′,j′ (2.30)

κhhi,i′,j,j′ sont les noyaux et représentent l'in�uence d'un point sur tous les autres points de la grille.Pour accélérer le calcul de la double somme, la méthode MLMI (MultiLevel-MultiIntregation) estemployée [VL00a].La méthode pour corriger la pression est une relaxation de type Jacobi [VL00b], appliquée demanière distributive. En chaque point i, j traité, les 4 points voisins vont recevoir 1/4 de l'opposéde la correction centrale δhi,j :
P h
i,j+ δhi,j

P h
i+1,j− δhi,j/4

P h
i−1,j− δhi,j/4

P h
i,j+1− δhi,j/4

P h
i,j−1− δhi,j/4 (2.31)Finalement, un point i, j recevra :

P̄ h
i,j = P̃ h

i,j + δhi,j −
1

4
(δhi−1,j + δhi+1,j + δhi,j−1 + δhi,j+1) (2.32)Cette technique a pour but de limiter la perturbation sur les points éloignés du point i, j ayantété corrigé. Plus la discrétisation est �ne, plus la perturbation a�ectera un nombre important depoints ; il est donc nécessaire d'employer cette technique lorsque le nombre de points devient grand(généralement à partir de 10242 points pour une dimension de grille 3× 3).Le coe�cient correcteur de la pression est calculé à partir d'une formule exprimant la variation dela hauteur engendrée par une variation de pression :

δhi,j = rhi,j

(

∂Hh
i,j

∂P h
i,j

− 1

4

∂Hh
i,j

∂P h
i−1,j

− 1

4

∂Hh
i,j

∂P h
i+1,j

− 1

4

∂Hh
i,j

∂P h
i,j+1

− 1

4

∂Hh
i,j

∂P h
i,j−1

)−1 (2.33)21Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2014ISAL0007/these.pdf 
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et en utilisant l'Equation 3.12 on trouve :
δhi,j =

rhi,j
(

κhh0,0 − κhh0,1/2− κhh1,0/2
)

∑

i

[

Ki/K
[

1 + τi(f+1)
∆t /1 + τi

∆t

]] (2.34)où le résidu rhi,j de l'équation est :
rhi,j = Hf

h
i,j −H0 −

X2
i

2
−
Y 2
j

2
− Uh

v (2.35)avec Hf
h
i,j , le second membre de l'équation de séparation des surfaces 3.12.Le calcul étant non-linéaire à cause du contact, a�n d'améliorer la robustesse du calcul, un coe�-cient "sous-relaxant" ωjac multiplie le coe�cient correcteur δhi,j . Il est généralement choisi entre 0.3et 0.6. Il permet de diminuer l'intensité de la correction et ainsi, de rendre le calcul moins sujet auxdivergences.La correction MultiGrille utilise le principe de Full Approximation Scheme [VL00b] et emploie unschéma de type V-cycle, voir �gure 2.7. Le calcul démarre sur la grille la plus �ne, soit le niveau

4 ; ν1 cycles de relaxations sont e�ectués. Les fonctions coarsen transfèrent les informations sur lagrille inférieure, soit le level 3 et e�ectuent le même nombre de cycles de relaxation. Et ainsi desuite jusqu'à atteindre la grille la plus grosse où ν0 relaxations sont e�ectuées. En�n, le schémade remontée suit le même principe avec une fonction refine pour le transfert d'informations et ν2cycles de relaxation.

PSfrag replacements
,

,,Figure 2.7: Diagramme de �ux d'un V-cycle pour un cas à 4 grilles [VL00b].Le problème doit être représenté sur les grilles inférieures H par l'équation :
H̃0 +

X2
I

2
+
Y 2
J

2
+ UH

v I,J = H f̂
H

I,J (2.36)où le second membre de l'équation de la séparation des surfaces H f̂
H est dé�ni par :

H f̂
H
I,J = [IHh r

h
.,.]I,J + H̃0 +

X2
I

2
+
Y 2
J

2
+ Uh

v (2.37)et Uh
v reprend l'équation 3.13 où

Uh
e =

∑

J ′

κHH
I,I′,J,J ′ [IHh P̃

h
.,.]I′,J ′ (2.38)avec I, J sont les indices de la grille grosse H.Les fonctions coarsen permettent de transférer la séparation des surfaces Hh

i,j ainsi que la pression
P h
i,j des grilles �nes h vers les grilles grosses H. Dans le contact sec, la restriction de type injection22Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2014ISAL0007/these.pdf 
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,,Figure 2.8: Schéma de principe de la restriction par injection.est employée a�n de conserver la même aire de contact ; le schéma de principe est montré dans la�gure 2.8.Pour la pression, on trouve ainsi :
PH
I,J = P h

2I,2J (2.39)Pour la séparation des surfaces, une correction est en plus appliquée :
H f̂

H
I,J =H f̂H2I,2J + Uh

v 2I,2J − UH
v I,J (2.40)L'équation d'équilibre de la charge n'est résolue que sur la grille la plus grosse :

H̄0 = H̃0 − ω2 W r
h (2.41)où le résidu vaut :

W r
h = W f

h − hxhy
∑

i

∑

j

P̃ h
i,j (2.42)et où W f

h vaut 2π/3 sur la grille �ne et :
W f

H = HxHy

∑

I

∑

J

P̃H
I,J + W r

h = HxHy

∑

I

∑

J

P̃H
I,J + W f

h − hxhy
∑

i

∑

j

P̃ h
i,j (2.43)sur les autres grilles.Ensuite, la fonction refine assure la correction de la pression des grilles �nes h depuis les grillesgrosses H avec l'opérateur d'interpolation IhH dont l'exemple en 1D est montré dans la �gure 2.9.
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,, Figure 2.9: Exemple d'interpolation dans le cas 1D.Dans le cas 2D, les points impairs de la grille �ne recevront 1/4 de la valeur de leurs points avoisinantsde la grille grosse.La correction de la pression lors du refine est :
P̄

h
= P̃

h
+ IhH(P̃

H − IHh P̃
h
) (2.44)L'application de la viscoélasticité a nécessité la modi�cation de certaines équations par rapport aucas élastique, notamment pour l'équation 2.34. Il a été véri�é que la convergence était conservée.23Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2014ISAL0007/these.pdf 
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2.5.3 RésultatsUn contact entre une sphère rigide et un massif semi-in�ni viscoélastique est étudié. Cette étudea pour but de montrer l'évolution des caractéristiques du contact au cours du temps. Le cas dechargement est décrit ci-dessous :
t = 0, W = 0, v = 0

0 < t 6 3, W = 2π/3, v = 0
t > 3, W = 2π/3, v = 1La première partie du chargement consiste en l'application d'une charge instantanée W et sansglissement de la géométrie. La seconde partie conserve la même charge mais impose une vitesse deglissement v = 1 à la géométrie.Le modèle viscoélastique est constitué de 10 branches et ses caractéristiques sont décrites dans latable 2.1.

E0 = 20 (MPa) f = 19

E∞ = 1 (MPa) ν = 0.5

τi (s) Ki

1.10−5 0.1

1.10−4 0.18

5.10−4 0.1

1.10−3 0.1

5.10−3 0.1

1.10−2 0.05

5.10−2 0.09

1.10−1 0.2

5.10−1 0.07

1.0 0.01Table 2.1: Caractéristiques du matériau utilisé.Le domaine modélisé est de 12× 3 avec 1024× 512 points. Le temps du calcul est de 4 heures pour
1000 pas de temps de 0.012s.Dans la �gure 2.10, on observe la variation du champ de pression P suivant la ligne centrale Xen fonction du temps t. La première partie du chargement met en valeur la variation du moduleélastique du matériau en fonction du temps. Le module viscoélastique décroissant avec le temps, lechamp de pression s'aplanit et le rayon de contact augmente. La seconde partie montre un champ depression asymétrique dû à la di�érence de module viscoélastique entre l'entrée du contact (grands
X) et la sortie (petits X). Dans cette seconde zone, on remarque un comportement transitoire tantque le contact n'est pas assez éloigné de la zone du chargement statique.Pour le même cas, la �gure 2.11 montre le coe�cient de frottement µ (son calcul est présenté dansle chapitre 5), la déformation maximale Uv et le rayon de contact a au cours du temps t. Les troisparamètres sont composés d'une partie transitoire suivie d'une stabilisation indiquant que le régimepermanent est atteint. Dans la partie transitoire, le coe�cient de frottement présente un maximumsupérieur à la valeur du régime permanent. Cela est dû à l'indentation créée par la première partiedu changement où le matériau s'est très fortement relaxé. Cette zone est visible par le maximum dela déformation viscoélastique et du rayon de contact. L'e�ort demandé pour sortir de l'enfoncementest supérieur à celui nécessaire pour enfoncer un matériau non-relaxé.24Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2014ISAL0007/these.pdf 
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,,Figure 2.10: Champ de pression P suivant la ligne Y = 0 en fonction du temps T
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Figure 2.11: Coe�. de frottement µ, déformation maximale Uv et rayon de contact a en fonctiondu temps T2.6 Contact viscoélastique en régime permanent par FFTCette partie présente la modélisation du contact viscoélastique à l'aide d'une méthode calculant ladéformation viscoélastique par FFT.2.6.1 Modèle viscoélastique en régime permanentCette méthode de calcul permettant d'obtenir la réponse en régime permanent du matériau visco-élastique présente deux avantages :- obtention de la réponse en un pas de temps ;- calcul d'une réponse sans e�et transitoire contribuant à une convergence plus facile.Pour représenter le comportement de la viscoélasticité en régime permanent, une solution consisteà la décrire en fonction de la fréquence pour une vitesse constante. Ainsi, à partir de l'équation 2.3,on opère un changement de variable sur le temps t : t = x/v avec v la vitesse considérée commeconstante et x le déplacement. On obtient ainsi :
u+ τ (f + 1)

du

dx
v = ue + τ

due
dx

v (2.45)25Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2014ISAL0007/these.pdf 
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On applique la transformée de Fourier sur cette équation, rendant le problème périodique :
ū+ i ωx v τ (f + 1) ū = ūe + i ωx v τ ūe (2.46)où ū = F(u), ūe = F(ue), F(dz/dx) = iωxz̄, i est le nombre complexe tel que √

i = −1 et ωx lafréquence spatiale.Une factorisation donne :
ū [1 + iωxvτ (f + 1)] = ūe [1 + iωxvτ ] (2.47)L'équation peut se mettre sous la forme :

Ūv = B · Ūe (2.48)avec Uv = u, Ue = ue et
B =

[1 + iωxvτ ]

[1 + iωxvτ(f + 1)]
(2.49)On remarque que l'équation 2.48 rejoint le principe de correspondance de Lee-Mandell [Man55,LR55] où la viscoélasticité se représente comme l'élasticité si elle est fonction de la fréquence.Ensuite, la déformation viscoélastique est obtenue en e�ectuant une transformée de Fourier inverse.Pour appliquer ce problème au cas multibranche, B étant l'inverse de la raideur, il faut appliquerla somme directement :

B =
∑

i

Ki
[1 + iωxvτ ]

[1 + iωxvτ (f + 1)]
(2.50)

Ue est calculée à partir des noyaux κ comme dans le cas MultiGrille :
Ue = κ ∗ P (2.51)Le produit de convolution est équivalent à un produit simple lorsque la transformée de Fourier estappliquée, cette méthode est logiquement choisie :
Ūe = κ̄ · P̄ (2.52)La méthode zero − padding est utilisée lors de ce produit de convolution, le domaine fréquentielest ainsi doublé dans chaque direction. Une fois le calcul e�ectué, la déformation obtenue est exactedans le domaine initial.2.6.2 Résolution du contact en régime permanent par FFTLe modèle décrit précédemment représente le glissement de la géométrie à une vitesse constante vsur un massif semi-in�ni viscoélastique.Comme pour le problème transitoire de la section 2.5, la résolution en régime permanent doitrépondre aux mêmes équations ainsi qu'au même adimensionnement. On a d'abord l'équation decomplémentarité :

Hi,j > 0, Pi,j = 0 non contact

Hi,j = 0, Pi,j > 0 contact (2.53)où Hi,j est dé�ni par l'équation de la séparation des surfaces :
Hi,j = H0 +

X2
i

2
+
Y 2
j

2
+ Uv (2.54)26Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2014ISAL0007/these.pdf 
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En�n l'équation d'équilibre de la charge 2.18 est la même que pour le problème de contact transitoire.La résolution de la pression s'e�ectue par une relaxation de type Jacobi simple et non distributivecomme dans le cas transitoire. Le dénominateur de la correction δi,j n'utilise que la partie élastiquede la correction, donnant à cette dernière une tendance "sous-relaxante" :
δi,j = ωjac.

ri,j
(κ0,0 − κ0,1/2− κ1,0/2)

(2.55)avec ri,j le résidu de l'équation de la séparation des surfaces :
ri,j = Hi,j −H0 +

X2
i

2
+
Y 2
j

2
+ Uv (2.56)où κk,l sont les coe�cients d'in�uence et ωjac le coe�cient de "sous-relaxation".2.6.3 RésultatsCette sous-partie décrit la résolution du cas de contact sec viscoélastique par utilisation de la FFT.Le calcul étant en régime permanent, le cas de chargement est dé�ni par 2.57 et représente unesphère en glissement sur un massif semi-in�ni viscoélastique.

t > 0, W = 2π/3, v = 1 (2.57)Le matériau est identique à celui de la section précédente 2.5.3 page 24. Le domaine modélisé estde 5.5 × 5.5 avec 5122 points. Le temps du calcul est de 20s. En comparaison avec un seul pas detemps de calcul du cas MultiGrille 2.5.3, le temps de calcul est légèrement plus élevé.Le champ de pression (en gris transparent) ainsi que le champ de déformation (en couleur) présententune asymétrie, comme on peut le voir dans la �gure 2.12.

PSfrag replacements
,

,, Figure 2.12: Champ de pression P ainsi que champ de déformation Uv
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2.7 Comparaison avec le cas élastiqueLa comparaison entre un contact sec élastique et viscoélastique est analysée dans cette section.2.7.1 Comparaison sans glissementLe cas d'étude porte sur l'enfoncement de la sphère dans le massif élastique et viscoélastique, avecl'application de la charge W d'une manière instantanée, comme montré ci dessous :
t = 0, W = 0

t > 0, W = 2π/3 (2.58)Le problème n'impliquant pas de glissement, seul le contact viscoélastique transitoire MultiGrillepeut être utilisé.Le matériau est identique au cas 2.5.3 page 24. Le domaine modélisé est de 3× 3 avec 6 niveaux degrilles dont la plus �ne contient 5122 points et la plus grosse 162. Le temps de calcul est de 9800spour 1700 pas de temps de 0.00586s.La �gure 2.13 montre le champ de pression sur la ligne centrale suivant X en fonction du temps t.On remarque que le champ de pression du cas viscoélastique au temps initial t = ∆t est élevé etpossède un rayon de contact faible par rapport au cas élastique. Les équations étant adimensionnéespar rapport à la déformation au temps in�ni, le champ de pression viscoélastique tend vers le casélastique pour les grandes valeurs de t. Il en est de même pour le rayon de contact (�gure 2.14) etla déformation.
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,,Figure 2.13: Champ de pression P suivant la ligne Y = 0 pour les cas élastique et viscoélastique
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Figure 2.14: Rayon de contact a en fonction du temps t28Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2014ISAL0007/these.pdf 
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2.7.2 Comparaison avec glissementLe cas d'étude porte sur l'enfoncement de la sphère dans les massifs élastique et viscoélastique enajoutant une vitesse de glissement entre la sphère et le massif. Le chargement de la sphère est :
t = 0, W = 0, v = 0

t > 0, W = 2π/3, v = 1 (2.59)Le matériau est identique au cas sans glissement. Pour les calculs MultiGrille, le domaine modéliséest de 12× 3 avec 6 niveaux de grille dont la plus �ne contient 1024 × 512 points et la plus grosse
32× 16. Le temps de calcul est de 13860s pour 1024 pas de temps de 0.012s.Le calcul viscoélastique par FTT emploie un domaine de 5.5 × 5.5 pour 5122 points. Le temps decalcul est de 4s.Comme on peut le voir dans la �gure 2.15, le champ de pression est asymétrique dans le casviscoélastique et symétrique dans le cas élastique. Le champ de pression du cas viscoélastique a ungradient plus important côté X négatifs en raison du glissement de la géométrie vers la gauche ;le matériau rencontré étant plus rigide que celui en sortie de contact. L'adimensionnement étantposé par rapport à la déformation du matériau totalement relaxé, le contact viscoélastique présenteun matériau en moyenne plus rigide que le cas élastique. Cela explique que le rayon de contact etla déformation sont plus faibles que dans le cas élastique, voir �gure 2.11. En�n, on remarque quele calcul MultiGrille transitoire a atteint correctement le régime permanent puisque le champ depression est identique à celui du calcul en régime permanent par FFT.
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Figure 2.15: Champ de pression P suivant Y = 0 pour les cas élastique et viscoélastique2.8 ConclusionLe contact sec viscoélastique utilisant le modèle de Zener a été étudié. À partir de l'équation di�é-rentielle décrivant son comportement, deux équations ont été développées, une dans le cas transitoireet une autre dans le cas fréquentiel pour modéliser le régime permanent. Pour accélérer le calcul dechaque équation, une méthode de résolution e�cace a été employée.Dans le cas transitoire, la méthode MultiGrille associée à la méthode MLMI a été utilisée. Pourle cas fréquentiel, la résolution par FFT a été employée. Chacune de ces méthodes présente des29Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2014ISAL0007/these.pdf 
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avantages et des inconvénients. La méthode transitoire par MultiGrille est très rapide pour résoudreun pas de temps et peut capturer les e�ets transitoires. En revanche, pour obtenir une solution enrégime permanent, elle nécessite un nombre important de pas de temps ainsi qu'un grand domaine,ce qui n'est pas le cas du modèle en régime permanent. En�n, les deux méthodes se montrent aussirobustes l'une que l'autre.Ensuite, le cas élastique a été comparé au cas viscoélastique. Il a été montré que le matériauviscoélastique présente un comportement dépendant du temps, permettant de créer un frottementlorsqu'il y a une asymétrie du champ de pression.
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Chapitre 3Contact lubri�é mou et viscoélastique3.1 IntroductionLe cas sec ayant été présenté, il faut maintenant introduire l'élément perturbateur du contactgomme-sol, c'est-à-dire l'eau.Di�érentes façons d'incorporer l'eau existent, elles seront abordées dans la section 3.2. Plusieursexpériences menées au sein du département de R&D chez Michelin ont amené à penser que l'eauapporte un e�et de lubri�cation au pneu et ceci même à basse vitesse, là où il n'y a pas de problèmesd'hydroplanage. L'eau va donc être introduite en tant que lubri�ant dans le contact gomme-sol.Ce contact est très sévère et va donc mener à des épaisseurs de �lm très faibles et à des conditionsde contact mixte. Cette étude ne va concerner que la partie où existe un �lm d'eau continu entre lepneu et la route. La prise en compte d'e�et de démouillage ou de rupture du �lm de �uide commeen régime mixte ou limite ne sera pas étudiée ; le cas d'étude sera considéré comme le cas extrême dece que peut rencontrer le pneumatique. L'étude porte donc sur la modélisation d'un contact VEHDreprésentant le contact gomme-sol.Ce chapitre fait d'abord un rappel de di�érentes méthodes pour modéliser un contact lubri�é,notamment dans le cas de contacts élastiques mous et viscoélastiques. Dans un second temps, leséquations et les hypothèses nécessaires à la lubri�cation sont présentées. Par la suite, l'applicationde la lubri�cation aux deux précédentes méthodes de calcul de contact viscoélastique est expliquée.En�n, les résultats de ces deux méthodes et la comparaison face à des résultats de contact sec ouEHD sont montrés.3.2 BibliographieLe contact lubri�é a été largement étudié dans la littérature. Reynolds [Rey86] établit d'abord leséquations permettant la modélisation de la lubri�cation à partir des équations de Navier-Stokes. Apartir de ces travaux, vont suivre de nombreuses avancées allant jusqu'aux modélisations complexesactuelles.En 1916, Martin [Mar16] utilisa l'équation de Reynolds en régime isovisqueux rigide pour calculerl'épaisseur de �lm entre les dentures des engrenages. Plus tard, en 1938, Peppler [Pep38] prit encompte la déformation des surfaces avec l'hypothèse de �uide iso-visqueux. La piézoviscosité estintroduite dans l'étude de la lubri�cation des dentures rigides proposée par Gatcombe [Gat45] en1945.Une grande étape est franchie par Ertel [Ert39] qui proposa la première étude EHD du contact31Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2014ISAL0007/these.pdf 
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linéique. Le calcul de la géométrie déformée est basé sur la théorie de contact sec de Hertz. L'épais-seur de �lm est obtenue en ajoutant une constante au pro�l déformé. Suite à son analyse, Ertelproposa la première expression analytique pour calculer l'épaisseur de �lm. Petrusevich [Pet51]parvint à déterminer l'épaisseur de �lm et le diagramme de champ de pression de contact en ré-solvant simultanément l'équation de Reynolds et celle de la déformation élastique. Les résultatsnumériques obtenus con�rment l'existence du pic de pression à la sortie de contact. Dans les années1960, Dowson et Higginson [DH59] réalisèrent un grand nombre de simulations numériques pourcalculer l'épaisseur de �lm dans un contact cylindre/plan ; puis Hamrock et Dowson [HD76] pour uncontact sphère/plan. Les résultats obtenus permettent de déterminer l'in�uence des di�érents para-mètres sur l'épaisseur de �lm. Ces paramètres sont groupés dans trois paramètres adimensionnés,et seront utilisés par la suite pour trouver une expression analytique de l'épaisseur minimale du �lm.Même si les algorithmes employés par Dowson et Higginson et par Hamrock et Dowson présententune avancée majeure dans la compréhension des phénomènes EHD, les pressions de contact restentrelativement faibles (jusqu'à 0.5 GPa). Au delà, les algorithmes utilisés deviennent instables et inef-�caces. Une autre méthode proposée par Evans et Snidle [ES91] permit d'obtenir des solutions pourdes pressions plus élevées O(1 GPa). Les solutions des équations de la lubri�cation EHD sont obte-nues d'une manière itérative. Cette méthode associée aux fortes non-linéarités et au grand nombrede points nécessaire, rend le processus classique de résolution coûteux en temps CPU. Une nouvelleétape est franchie avec le développement de techniques multigrilles par Brandt [Bra77] et leur ap-plication à des problèmes EHD par Lubrecht [Lub87]. A�n d'accélérer le calcul de la déformationélastique, Brandt et Lubrecht [BL90, Bra90] développèrent un algorithme de MultiGrille MultiIn-tegration (MLMI). Par la suite, Venner [Ven91] optimisa la relaxation de l'équation de Reynolds etrendit ainsi l'algorithme MultiGrille beaucoup plus stable et e�cace. La résolution d'un problèmeEHD pour des pressions élevées O(3 GPa) devint possible même sur des ordinateurs personnels.La majorité des études porte sur le cas piezovisqueux-élastique, parce que les systèmes sont géné-ralement lubri�és par de l'huile, composés de pièces métalliques et soumis à de fortes contraintes.Cependant les caractéristiques du contact gomme-sol routier ainsi que les propriétés de l'eau in-diquent que le régime de lubri�cation est isovisqueux-viscoélastique. Hooke [HO72, HL96] a étudiéles cas de contacts linéiques isovisqueux-élastiques mous lisses et rugueux. Il montra que le compor-tement du contact se rapproche fortement d'un contact sec et peut donc être approché par un calculà partir d'un champ de pression hertzien. Il montra que les rugosités de courte longueur d'onde nesont pas déformées, ce qui est en accord avec la théorie de réduction d'amplitude [LV99].Dans le cadre isovisqueux-élastique, les applications généralement étudiées comme les joints [SS00b,Sal07, GP92] mais aussi les pneumatiques [PTAT05, Moo72], seront développées au chapitre 4.Les modélisations de la lubri�cation employant un matériau viscoélastique sont principalement ap-pliquées au cas du contact linéique. Leeuwen et Stakenborg [LS90] furent parmi les premiers àemployer la viscoélasticité dans leur modélisation de joint d'étanchéité ; il en est de même pourSalant et al [SYT10, TS10]. Leur dernier modèle [TS12] permet de modéliser la viscoélasticité del'échelle macroscopique du joint ainsi que l'échelle microscopique, composée des rugosités. Dans lemodèle de joints de Schmidt et al [SAP10], l'introduction de la viscoélasticité a montré une variationde l'épaisseur du �lm de �uide au cours du temps. Elsharkawy [Els96] a étudié le contact linéiqueentre un cylindre métallique et un autre revêtu d'un matériau viscoélastique. Il a montré que lechamp de pression devient asymétrique créant une résistance au roulement. Elsharkawy prouvaainsi que le phénomène principal de l'obtention d'un frottement sur la gomme peut encore avoir lieulorsque les deux solides sont séparés par un �lm de �uide.En 2D, Carbone et Persson [CP04] ont modélisé le démouillage d'une sphère en caoutchouc contreune plaque de verre. Goryacheva et Shpenev [GS12] ont modélisé un matériau viscoléastique indenté32Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2014ISAL0007/these.pdf 
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par un poinçon rugueux.Les �gures 3.1 a) et b) montrent la surface de contact entre une bande de roulement et une surfacelisse en verre recouverte d'eau [TR13]. Lorsque le pneumatique roule, de l'eau s'interpose entrele pain de gomme et la surface, diminuant la surface réelle de contact. Le cas sur une surfacelisse comme le verre est prédisposé à la lubri�cation et aux e�ets d'inertie de l'eau conduisant àl'hydroplanage comme on peut le voir sur la surface d'entrée du pneu (côté droit). Dans la �gure3.1 b), le principe de la lubri�cation est légèrement visible sur la partie arrière du contact, alorsqu'un cas sur une route n'est visible qu'à une échelle d'observation inférieure.
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,,Figure 3.1: Zone de contact d'un pneumatique sur une glace en verre : a) statique, b) à 96 km/h.[TR13]3.3 Lubri�cation élastohydrodynamique - équation de ReynoldsCette partie présente l'e�et de la lubri�cation modélisée par l'équation de Reynolds dans des casde lubri�cation élastohydrodynamique.L'équation fondamentale permettant de modéliser le �uide dans les cas de �lms minces a été dévelop-pée par Reynolds [Rey86] à partir de l'équation de Navier-Stokes, en employant des simpli�cationset certaines hypothèses qui sont :- un �lm de �uide mince : c-à-d que l'épaisseur de �lm h suivant z est très faible par rapport auxdimensions caractéristiques du contact ;- un �uide continu et adhérant aux parois ;- une pression constante dans l'épaisseur de �lm, c-à-d que p ne dépend pas de z ;- des forces de volume et de surface négligées devant les forces visqueuses : l'écoulement est laminairedonnant ainsi un petit nombre de Reynolds Re.L'équation de Reynolds décrit la conservation du débit massique d'un �uide visqueux entre deuxsurfaces parallèles. Elle relie la pression à la géométrie du contact et aux propriétés du lubri�ant.Son expression est visible dans l'équation 3.1 :
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= 0 (3.1)où p est la pression du �uide, h la hauteur du �lm de �uide et donc la séparation des surfaces, xet y les coordonnées du plan, ρ est la densité, η la viscosité et um la moyenne des vitesses des solides.Les deux premiers termes de cette équation, appelés termes de Poiseuille, représentent le débit dû augradient de pression. Le troisième terme, appelé terme de Couette ou wedge, provient de la vitessemoyenne des surfaces. Le dernier terme, appelé squeeze, décrit les e�ets de variation de la hauteur33Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2014ISAL0007/these.pdf 
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de �lm en fonction du temps.La relation liant la contrainte de cisaillement et le taux de cisaillement du �uide peut être linéaire,ainsi le �uide est quali�é de newtonien et modélisé par l'équation 3.2.
τ = η

∂u

∂z
(3.2)où τ est la contrainte de cisaillement, η la viscosité, ∂u

∂z le gradient de vitesse perpendiculaire à ladirection de cisaillement, qui sera z dans le cas de �lms minces.Dans les cas contraires, le �uide est non-newtonien et nécessite des modèles plus complexes commeceux de Rabinowitsch et d'Eyring.La prise en compte de la variation de la viscosité du �uide η en fonction de la pression peut êtree�ectuée par une loi de piezoviscosité. Les plus employées sont celles de Barus [Bar91] ou de Roe-lands [Roe66].La densité ρ peut varier en fonction de la pression suivant des lois de compressibilité comme cellesde Dowson et d'Higginson [DH66].L'eau est soumise à des conditions relativement faciles dans le contact gomme-sol : elle opère àfaible température et faible pression. Ainsi, les résultats de Rana et al [RM73] ont montré que saviscosité et sa densité sont constantes pour ces conditions. En�n, la viscosité sera modélisée par lemodèle newtonien.Comme beaucoup d'autres �uides, l'eau passe à l'état gazeux lorsque la pression devient faible etinférieure à sa pression de vapeur saturante. Ce phénomène s'appelle la cavitation et se produitgénéralement dans la zone arrière du contact. La pression de la vapeur d'eau étant relativementfaible par rapport aux pressions dans le contact, la pression du �uide liquide sera �xée strictementsupérieure à 0 et celle de la vapeur à 0. Le problème devient ainsi un problème complémentaire,avec un domaine �uide Ω1 et un domaine en cavitation Ω2 :
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Ω2 p = 0 (3.3)Comme il a été expliqué dans le chapitre précédent, les conditions de contact vont être très prochesdu contact sec hertzien, il est donc logique d'utiliser un adimensionnement des variables suivant lesmêmes relations :
X = x/a Y = y/a
P = p/ph H = hRx/a

2

η̄ = η/η0 ρ̄ = ρ/ρ0

(3.4)où η0 et ρ0 sont respectivement la viscosité et la densité du �uide à l'état non cisaillé et non contraint.L'adimensionnement de l'équation 3.1 donne alors :
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Les conditions aux limites sont : P (Xa, Y, T ) = P (Xb, Y, T ) = P (X,Ya, T ) = P (X,Yb, T ) = 0, ∀Toù Xa, Xb, Ya et Yb dénotent les frontières du domaine.A�n de caractériser les contacts EHL, di�érents couples de paramètres adimensionnés ont été crééset sont référencés dans [DH66]. Le couple choisi pour cette étude est celui de Moes en raison dunombre limité de paramètres facilitant les études paramétriques. Le cas du contact linéïque a étéproposé par Moes [Moe69] et le cas du contact ponctuel par Moes et Bosma [MB71] présenté parles deux paramètres ci-dessous :
M est le paramètre de charge :

M =
w

E′R2
x

(

η0us
E′Rx

)−3/4 (3.6)et L le paramètre matériau, seulement utilisable dans les cas piezovisqueux :
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)1/4 (3.7)Ces paramètres décrivent le comportement et donc la solution du contact. Ils permettent de séparerdi�érents types de régimes EHD :régime M Lrigide isovisqueux faible 0rigide piezovisqueux faible grandelastique isovisqueux grand 0elastique piezovisqueux grand grandTable 3.1: Régimes des solutions EHD [VL00b].Le cas du contact gomme-sol se situe dans le régime isovisqueux-viscoélastique, ainsi η̄ = 1, ρ̄ = 1et α = 0.Les paramètres de Moes sont reliés à ceux utilisés dans l'équation de Reynolds grâce aux expressions :
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(3.8)avec HM la séparation des surfaces de Moes.Les équations sont discrétisées comme dans le cas sec par di�érences �nies sur un maillage régulieren deux dimensions dont les coordonnées sont x et y.Le terme de Poiseuille est discrétisé suivant un schéma du second ordre [VL00b] :35Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2014ISAL0007/these.pdf 
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(ρ̄H)hx + (ρ̄H)ht = 0 (3.9)L'équation de Reynolds étant transitoire un schéma de type NU2 [Ven91] est choisi pour les termesde Couette et de squeeze ; il permet de relier la discrétisation de l'espace et du temps :- si ∆Xh ≤ ∆T :
(ρ̄H)hx + (ρ̄H)ht = −(1/∆X − 1/∆T ) (1.5ρ̄Hi,j − 2ρ̄Hi−1,j + 0.5ρ̄Hi−2,j)− 1.5ρ̄Hi,j/∆T (3.10)- si ∆Xh > ∆T :

(ρ̄H)hx + (ρ̄H)ht = −1.5ρ̄Hi,j/∆X − (1/∆T − 1/∆X)1.5ρ̄Hi,j (3.11)Dans le cas transitoire MultiGrille, le pas de temps ∆T étant choisi égal au pas d'espace ∆Xh surla grille �ne pour des raisons d'e�cacité, le 1er cas sera valable uniquement sur la grille �ne, l'autrecas sur toutes les autres grilles.L'équation d'équilibre de la charge ainsi que l'équation de séparation des surfaces suivent exactementla même formule et la même discrétisation qu'en contact sec.3.4 Lubri�cation viscoélastohydrodynamique transitoire parMultiGrilleCette section présente l'application de la lubri�cation à un contact entre une pièce rigide et un corpsviscoélastique en employant la méthode de MultiGrille dans le cas transitoire.3.4.1 Résolution du contact VEHDL'équation de séparation de surface 3.12 ainsi que la déformation viscoélastique par un modèle deZener en régime transitoire 3.13 reprennent les mêmes équations que dans le cas sec viscoélastiquetransitoire.
Hh

i,j = H0 +
X2

i

2
+
Y 2
j

2
+ Uh

v = Hf
h
i,j (3.12)
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]]u(t−∆t)(3.13)où
Uh
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∑
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∑

j′

Khh
i,i′,j,j′P

h
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et
Uh
ei(t) =

Ki

K

[

1 + τi (f + 1) /∆t

1 + τi/∆t

]

Uh
v (t)+

[

τi/∆t

1 + τi/∆t

]

Uh
ei(t−∆t)−Ki

K

[

τi (f + 1) /∆t

1 + τi/∆t

]

Uh
v (t−∆t)(3.15)La correction de l'équation s'e�ectue par une relaxation par ligne [VL00b]. Cette technique résoutl'équation d'une manière directe sur chaque ligne ; elle présente l'avantage d'être très e�cace dansla diminution de l'erreur même si elle est un peu plus coûteuse en temps CPU qu'une relaxation parpoint. Dans la zone fortement chargée où ξ/h2x est petit, l'équation de Reynolds se transforme enéquation de propagation suivant X, voir l'équation 3.16. Une relaxation simple par point déplaceraitl'erreur et ne serait donc pas e�cace.

∂H

∂X
≈ 0 (3.16)Le principe de la relaxation par ligne est de résoudre de manière simultanée l'équation sur touteune ligne dans la direction X. Le changement δhi,j à appliquer sur la pression P̃ h

i,j pour chaque ligne
j est décrit par :

Ajδhj = rhj (3.17)où δhj est le vecteur des changements δhi,j et rhj le vecteur des résidus rhi,j .Ensuite une di�érentiation est faite en chaque point dans la ligne selon que l'on se trouve dansla zone centrale fortement chargée (ξ/h2x petit) ou dans les zones d'entrée et de sortie faiblementchargées (ξ/h2x grand). Dans la seconde une relaxation de type Gauss-Seidel est employée ; Aj estdécrit par :
Aj

i,k =
∂(LhP h)i,j

∂P h
k,j

(3.18)Alors que dans la zone chargée, une relaxation distributive de type Jacobi va être utilisée en raisonde la prédominance du terme de déformation ; dans ce cas Aj vaut :
Aj

i,k =
∂(LhP h)i,j

∂P h
k,j

− 1

4

(

∂(LhP h)i,j

∂P h
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+
∂(LhP h)i,j

∂P h
k−1,j

+
∂(LhP h)i,j

∂P h
k,j+1

+
∂(LhP h)i,j

∂P h
k,j−1

) (3.19)Le changement entre ces deux techniques s'e�ectue pour une valeur où ξ/h2x = 0.3, valeur qui estdéterminée par expérience.L'expression discrétisée de Aj
i,k est décrite dans [VL00b]. Par rapport au cas élastique détaillé, unemodi�cation de la correction de la pression est nécessaire pour la prise en compte de la viscoélasticité,il faut multiplier Aj

i,k par :
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K
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1 + τi(f+1)
∆t

1 + τi
∆t

]] (3.20)
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3.4.2 Technique MultiGrille appliquée au contact VEHDComme pour le cas sec, la correction MultiGrille utilise le principe de Full Approximation Scheme[VL00b] et emploie un schéma de type V-cycle.Le problème doit être représenté sur les grilles inférieures H par l'équation :
ξHi−1/2,jP

H
i−1,j − (ξHi−1/2,j + ξHi+1/2,j)P

H
i,j + ξhi+1/2,jP

H
i+1,j

∆X2
+

ξHi,j−1/2P
H
i,j−1 − (ξHi,j−1/2 + ξHi,j+1/2)P

H
i,j + ξHi,j+1/2P

H
i,j+1

∆Y 2
−

(ρ̄H)HX + (ρ̄H)HT = P f̂
H
I,J (3.21)où le second membre de l'équation de Reynolds P f̂

H contient la partie des temps précédents destermes de Couette et de squeeze du schéma NU2 :- si ∆Xh ≤ ∆T :
P f̂

H

I,J = (−2HT−∆T
i−1,j + 0.5HT−2∆T

i−2,j )/∆T (3.22)- si ∆Xh > ∆T :
P f̂

H
I,J = (−2HT−∆T

i−1,j + 0.5HT−2∆T
i−2,j )/∆T + (1/∆T − 1/∆X)(−2HT−∆T

i,j + 0.5HT−2∆T
i,j ) (3.23)et les termes Couette et de squeeze de l'équation de Reynolds contiennent ainsi les termes au tempsactuel T :- si ∆Xh ≤ ∆T :

(ρ̄H)HX = (1/∆T − 1/∆X)(1.5HT
i,j − 2HT

i−1,j + 0.5HT
i−2,j)

(ρ̄H)HT = 1.5HT
i,j/∆T (3.24)- si ∆Xh > ∆T :

(ρ̄H)HX = 1.5HT
i,j/∆X

(ρ̄H)HT = (1/∆T − 1/∆X)1.5HT
i,j (3.25)Cette séparation part du principe que seule la partie au temps actuel va être modi�ée durant leprocessus de résolution.La représentation du 2nd membre de l'équation de la séparation des surfaces sur les grilles grossesest identique au cas sec :

H f̂
H
I,J = [IHh r

h
.,.]I,J + H̃0 +

X2
I

2
+
Y 2
J

2
+ Uh

v (3.26)et Uh
v est repris de l'équation 3.13 où

Uh
e =

∑

J ′

KHH
I,I′,J,J ′ [IHh P̃

h
.,.]I′,J ′ (3.27)avec I, J les indices de la grille grosse H. 38Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2014ISAL0007/these.pdf 
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PSfrag replacements
,

,,Figure 3.2: Schéma de principe de la restriction par full-weighting en 1D [VL00b].Les fonctions coarsen permettent de transférer la séparation des surfaces Hh
i,j ainsi que la pression

P h
i,j de la grille �ne h vers les grilles grosses H. Pour la pression et le 2nd membre de l'équation deReynolds, la restriction de type full− weighting [VL00b] est employée ; le schéma de principe estmontré dans la �gure 3.2.La restriction sur la pression suit ainsi l'équation 3.28 :

PH
I,J = (4P h

2I,2J + 2(P h
2I+1,2J + P h

2I−1,2J + P h
2I,2J+1 + P h

2I,2J−1 +

P h
2I+1,2J+1 + P h

2I+1,2J−1 + P h
2I−1,2J+1 + P h

2I−1,2J−1))/16 (3.28)Pour l'équation de la séparation des surfaces, une restriction de type injection est employée :
HH

I,J = Hh
I,J (3.29)Avant d'e�ectuer la restriction pour les 2nds membres de l'équation de la séparation des surfaces etde l'équation de Reynolds, la déformation UH

v et la séparation des surfaces HH
I,J sont calculées àpartir de la pression obtenue par la restriction 3.28. Le second membre de l'équation de la séparationdes surfaces subit une restriction type injection :

H f̂
H
I,J = −H0 − UH

v I,J +HH
I,J (3.30)Et pour le second membre de l'équation de Reynolds, la restriction induit :
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H
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−

(ρ̄H)hx + (ρ̄H)ht (3.32)39Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2014ISAL0007/these.pdf 
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L'équation d'équilibre de la charge n'est résolue que sur la grille la plus grosse :
H̄0 = H̃0 − ω2 W r

h (3.33)où le résidu vaut :
W r

h = W f
h − hxhy

∑

i

∑

j

P̃ h
i,j (3.34)

W f
h vaut 2π/3 sur la grille �ne et :

W f
H = HxHy

∑

I

∑

J

P̃H
I,J + W r

h = HxHy

∑

I

∑

J

P̃H
I,J +W f

h − hxhy
∑

i

∑

j

P̃ h
i,j (3.35)sur les autres grilles.La correction de la pression lors du refine assure la correction de la pression des grilles �nes hdepuis les grilles grosses H ; elle est identique au cas sec :

P̄
h
= P̃

h
+ IhH(P̃

H − IHh P̃
h
) (3.36)3.4.3 Convergence du code de contact VEHDL'introduction de la propriété de viscoélastique pour la déformation entraîne une convergence di�ciledu calcul. D'une manière générale, les cas di�ciles surviennent pour de grandes valeurs du paramètrede chargeM et de petites valeurs du rapport des modules viscoélastiques f (< 5) ou pour des petits

M (< 300) et grands f .Les di�cultés de convergence se traduisent par des résidus très importants et très localisés, voir�gure 3.3. Ils peuvent produire une stagnation du résidu total empêchant la convergence ou aucontraire son augmentation soudaine engendrant une divergence du calcul.
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,,Figure 3.3: Résidu localisé pour un cas M = 500 et f = 100 avec un résidu normé total de 2 · 10−3Compte tenu de la nécessité d'atteindre des valeurs extrêmement élevées pour modéliser le contactgomme-sol (M > 100000), une longue étude a été menée pour comprendre l'origine de ces di�cultéset tenter de les corriger ; elle est visible dans l'annexe A.3.5 Lubri�cation viscoélastohydrodynamique en régime permanentpar FFTCette partie présente la modélisation du contact lubri�é viscoélastique en utilisant la déformationen régime permanent du matériau par FFT. 40Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2014ISAL0007/these.pdf 
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Cette technique permet de ne pas avoir d'e�et transitoire et ainsi de faciliter la convergence del'équation de Reynolds. De plus n'employant pas de méthode MultiGrille qui présente une di�cultéencore non maîtrisée, cette technique permet d'obtenir un résultat dans des temps de calcul raison-nables.Le contact est considéré comme étant en régime établi, on considère qu'il en est de même pour le�uide ; on peut donc supprimer le terme de squeeze de l'équation de Reynolds :
∂

∂X

(

ξ
∂P

∂X

)

+
∂

∂Y

(

ξ
∂P

∂Y

)

− ∂(ρ̄H)

∂X
= 0 (3.37)Comme pour le contact sec en régime permanent, le problème est résolu en monogrille. La résolu-tion est de type itérative par relaxation et conserve la di�érentiation sur ξ/h2x. Il va donc y avoiralternance entre relaxation par point et distributive.La discrétisation est identique au cas MultiGrille transitoire :

ξi−1/2,jPi−1,j − (ξi−1/2,j + ξi+1/2,j)Pi,j + ξi+1/2,jPi+1,j

∆X2
+

ξi,j−1/2Pi,j−1 − (ξi,j−1/2 + ξi,j+1/2)Pi,j + ξi,j+1/2Pi,j+1

∆Y 2
−

(ρ̄H)X = 0 (3.38)Le terme de Couette est discrétisé par une approximation au second ordre en amont ou par unpremier ordre si le point est trop près de la condition aux limites du côté X négatifs :
(ρ̄H)X = (Hi,j −Hi−1,j)/∆X si i− 2 = 0

(ρ̄H)X = (1.5Hi,j − 2.0Hi−1,j + 0.5Hi−2,j)/∆X sinonLa correction de la pression s'e�ectue ainsi :
P̄i,j = P̃i,j − δj (3.39)avec

δj = ωjac
ri,j

(ξi,j+1/2 + ξi,j−1/2 + ξi+1/2,j + ξi−1/2,j) + c0
(3.40)où

ξi,j+1/2 =
0.5(H3

i,j+1 +H3
i,j)

λ̄∆Y 2

ξi,j−1/2 =
0.5(H3

i,j−1 +H3
i,j)

λ̄∆Y 2

ξi+1/2,j =
0.5(H3

i+1,j +H3
i,j)

λ̄∆X2

ξi−1/2,j =
0.5(H3

i−1,j +H3
i,j)

λ̄∆X2
(3.41)(3.42)

ri,j = P f i,j −
ξi−1/2,jPi−1,j − (ξi−1/2,j + ξi+1/2,j)Pi,j + ξi+1/2,jPi+1,j

∆X2
−

ξi,j−1/2Pi,j−1 − (ξi,j−1/2 + ξi,j+1/2)Pi,j + ξi,j+1/2Pi,j+1

∆Y 2
+

(ρ̄H)x (3.43)41Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2014ISAL0007/these.pdf 
© [F. Mora], [2014], INSA Lyon, tous droits réservés



et
c0 = (1.5K0,0 − 2K1,0 + 0.5K2,0)/∆X si i− 2 = 0

c0 = K0,0/∆X sinonLe calcul de la déformation est identique au cas du contact sec en régime permanent adimensionnépar rapport à la déformation au temps in�ni, voir section 2.6.Cette technique de calcul présente l'avantage d'être plus stable que le calcul par MultiGrille. Il estpossible d'insérer des rugosités dont l'amplitude est très importante, jusqu'à une amplitude 1.5 foisplus importante que la hauteur du �lm de �uide. Elle présente toutefois des limites lorsque le nombrede points devient important (au delà de 10242 points), ce qui empêche l'utilisation de valeurs élevéesdu paramètre de charge M . Un travail a été e�ectué au niveau des coe�cients de sous-relaxation etde l'initialisation du champ de pression pour rendre le calcul le plus stable possible.La résolution du contact est beaucoup plus longue que la résolution d'un pas de temps en calculMultiGrille transitoire, mais reste encore acceptable.3.6 RésultatsCette partie présente une comparaison entre les régimes VEHD, EHD et le contact sec viscoélastique.3.6.1 Contact VEHD transitoire par MultiGrilleCe cas d'étude d'un contact VEHD emploie la méthode MultiGrille transitoire et représente unesphère rigide en contact avec un massif semi-in�ni viscoélastique. La lubri�cation s'e�ectue par larotation de la sphère sur elle-même impliquant un glissement pur par rapport au massif. La chargeet la vitesse de rotation v̄ sont appliquées de manière instantanée comme il est montré dans le casde chargement ci-dessous :
t = 0, W = 0, v̄ = 0
t > 0, W = 2π/3, v̄ = 1

• Le comportement asymptotique du contact VEHD correspond au cas EHD associé. D'abord aupremier pas de temps, où le matériau viscoélastique n'a pas eu le temps de se relaxer, et en�n,lorsque le régime permanent est atteint, c-à-d où le matériau viscoélastique s'est totalement relaxé.Dans ces deux cas, le contact VEHD présente des champs de pression et de déformation identiquesau cas EHD. Il est nécessaire de prendre en compte le changement de module d'Young du matériaupour e�ectuer cette comparaison.Le cas de comparaison est composé de deux calculs EHD et d'un VEHD par MultiGrille transitoiredont le cas de chargement et les propriétés matériau sont dé�nies dans la table 3.2. Les cas EHDont les mêmes conditions de contact excepté le module élastique de 30 MPa donnant M = 217.2et de 6 MPa donnant M = 324.79.Comme on peut le voir dans les �gures 3.4 et 3.5, les champs de pression et de hauteur de �lm sontidentiques entre le cas asymptotique VEHD et son associé en EHD. Les résultats sont dimensionnés.La première asymptote du cas VEHD est visible pour un court temps d'observation par rapport àla constante de temps du matériau viscoélastique ; la seconde est au contraire observable pour untemps d'observation très important par rapport à cette constante de temps.On note que le matériau relaxé présente d'abord une valeur équivalente de M plus faible que lematériau non-relaxé, et ensuite, une hauteur de �lm de �uide plus importante. Il sera expliqué dans42Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2014ISAL0007/these.pdf 
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module E0 30 MPa module E∞ 6 MParapport modules f 4 coe�cient de Poisson ν 0.5temps de relaxation τ 0.2 s pas de temps ∆t 1.10−6 srayon de courbure Rx 10 mm charge w 2 Nviscosité η 1.10−9 MPa.s paramètre de charge M 324.79Table 3.2: Paramètres d'entrée des calculs EHD et VEHD.
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Figure 3.4: Pression p (MPa) sur la ligne y = 0 mm pour le cas VEHD à t = 1.10−6s et t = 5set pour les cas EHD à M = 217.2 et M = 324.79.
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Figure 3.5: Hauteur de �lm h (mm) en échelle log sur la ligne y = 0 (mm) pour le cas VEHD à
t = 1.10−6s et t = 5s et pour les cas EHD à M = 217.2 et M = 324.79.le chapitre 5 en quoi cela a�ecte l'adhérence.
• La comparaison du champ de pression entre un cas VEHD et un cas sec viscoélastique est présentéedans la �gure 3.6. Les caractéristiques du contact sont M = 324.8, f = 4 et τ = 0.5s. M étant43Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2014ISAL0007/these.pdf 
© [F. Mora], [2014], INSA Lyon, tous droits réservés



relativement élevé, le champ de pression est proche du cas sec. Au cours du temps apparaissentdes ondulations dans le cas lubri�é, provenant d'une interaction entre le �uide et la déformationviscoélastique. Ces ondulations disparaissent si le contact atteint un régime stabilisé où le matériauest totalement relaxé.
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,, Figure 3.6: Pression P sur la ligne Y = 0 pour di�érents temps d'observation.
• A�n de visualiser cette interaction, une comparaison dans le cas VEHD entre des matériaux auxtemps de relaxation di�érents est présentée. L'objectif est de montrer que contrairement au cas sec,le rapport du temps de relaxation sur le temps d'observation, appelé nombre de Deborah [Rei] :
De = τ/t, présente un résultat di�érent dans le cas lubri�é. On remarque dans les �gures 3.7, 3.8,3.9 que plus De diminue, c-à-d plus le temps s'écoule pour un même temps de relaxation, plusles résultats di�èrent. Il est visible que c'est le matériau au temps de relaxation le plus faible quiprésente le plus de �uctuations au cours du temps.
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,,Figure 3.7: Pression P sur la ligne Y = 0 pour di�érents temps de relaxation et au même nombre
De = 20.
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,,Figure 3.8: Pression P sur la ligne Y = 0 pour di�érents temps de relaxation et au même nombre
De = 1.
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,,Figure 3.9: Pression P sur la ligne Y = 0 pour di�érents temps de relaxation et au même nombre
De = 0.2.3.6.2 Contact VEHD en régime permanent par FFTCette méthode modélise le contact VEHD d'une sphère rigide en contact avec un massif semi-in�niviscoélastique dont la déformation est calculée en régime permanent par FFT. La lubri�cation s'ef-fectue par le glissement de la sphère sur le massif.
• Une comparaison entre des cas de glissement pur sec et lubri�é viscoélastique est présentée. Lesdeux simulations emploient la méthode de calcul par FFT. Les paramètres d'entrée sont présentésdans la table 3.3.La �gure 3.10 montre le champ de pression pour les cas sec et VEHD ainsi que la di�érence depression ∆P = P sec − P V EHD sur la ligne centrale en fonction de X. La di�érence entre lesdeux cas se situe à l'entrée du contact. Le cas lubri�é présente un gradient de pression progressif qui45Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2014ISAL0007/these.pdf 
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augmente légèrement la surface de contact et donc diminue la pression maximale. Il est intéressantde noter que la zone arrière du contact présente une excellente correspondance entre les deux cascontrairement au cas transitoire visible dans la �gure 3.6. L'emploi des méthodes asymptotiquesutilisant le cas sec peut donc être facilité grâce au comportement du matériau viscoélastique.rapport modules f 9 temps de relaxation τ 1.10−5vitesse de glissement adimensionnée Vg 21072 paramètre de charge M 250dimensions du domaine X Y 6.5 6.5 nombre de points X Y 512 512Table 3.3: Paramètres d'entrée des calculs sec et VEHD.
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,,Figure 3.10: Pression P et di�érence de pression ∆P sur la ligne Y = 0 entre les cas de contactsec et VEHD.La di�érence de déformation viscoélastique est présentée dans la �gure 3.11. En valeur absolue, ladi�érence de déformation est beaucoup plus faible que la di�érence de pression entre les cas VEHDet sec. Comme pour la pression, la zone présentant le plus de di�érence est la zone d'entrée ducontact comme dans les cas EHD à forts M .
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,,Figure 3.11: Di�érence sur la ligne Y = 0 entre la déformation viscoélastique Uv des cas de contactsec et VEHD.
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3.7 ConclusionLa lubri�cation employant l'équation de Reynolds a été étudiée. A partir de cette équation, deuxméthodes ont été appliquées, une dans le cas transitoire utilisant la technique MultiGrille et l'autreen régime permanent utilisant la FFT. Ces deux méthodes emploient chacune des stratégies derésolution e�caces. Comme dans le cas sec, elles présentent les mêmes avantages et inconvénientsd'un point de vue temps de calcul et exhaustivité de résultat.La résolution de cas extrêmes entraîne des di�cultés d'ordre numérique. Ainsi, une démarche a étémise en place a�n de résoudre les problèmes engendrés par l'introduction de la viscoélasticité.En�n, le cas VEHD a été comparé aux cas sec viscoélastique et EHD, à la fois en roulement eten glissement pur. Une interaction a été montrée entre le �uide et la déformation viscoélastique,entrainant une compréhension très di�cile du problème. Néanmoins, le régime permanent obtenuen glissement pur montre un comportement très similaire entre les cas sec et VEHD.
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Chapitre 4Contact lubri�é EHD rugueux4.1 IntroductionLa théorie de réduction d'amplitude (TRA) a été créée pour prédire la diminution de l'amplitudede la rugosité dans un contact lubri�é fortement chargé, composé de matériaux métalliques et d'unehuile pour lubri�ant. Le cas de cette étude est sensiblement di�érent, puisque la route est composéede matériaux beaucoup plus rigides que la gomme et que le lubri�ant est de l'eau. La TRA estappliquée à ce contact mou pour décrire la déformation de la gomme en fonction des caractéristiquesgéométriques de la route et des paramètres du contact. Bien que le matériau du pain de gomme encontact avec la route soit viscoélastique, cette étude restera dans le cadre élastique. Elle servira debase à une extension supplémentaire pour un matériau viscoélastique. Le lubri�ant est isovisqueuxet le contact est en roulement pur, cas sensiblement di�érent du comportement réel du pneumatique.Le but est de connaître l'impact de la lubri�cation sur la déformation de la gomme pour en déduirela diminution du coe�cient de frottement par rapport au cas sec.Ce chapitre débute par une introduction technique et bibliographique de l'impact de la rugositésur la performance des contacts EHL. Ensuite, une explication théorique des outils employés estdéveloppée puis les résultats obtenus sont étudiés. En�n, la non-extension au cas viscoélastique estexpliquée.4.2 BibliographieLa lubri�cation de contacts mous joue un rôle très important dans les composants technologiques,notamment les joints d'étanchéité et les pneumatiques.La rugosité a une forte in�uence sur la performance des contacts. L'usure, la capacité de charge etle frottement sont impactés.Comme il a été expliqué dans le chapitre précédent, les contacts mous engendrent peu de contraintes,les pressions de contact étant faibles, le �uide va conserver ses propriétés comme la densité ρ et laviscosité η.Les déformations apparaissent à faible pression car le module élastique de la gomme du pneuma-tique est faible. Ainsi, de grandes déformations peuvent apparaître à la fois à l'échelle macroscopique(dimension du contact) et à l'échelle microscopique (dimension de la rugosité). Par conséquent, lecomportement est proche de celui du contact EHL fortement chargé. Ces deux régimes sont distin-guables par le comportement du �uide, isovisqueux pour le cas présent et piezovisqueux pour le casfortement chargé. 49Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2014ISAL0007/these.pdf 
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La rugosité dans les contacts de joints d'étanchéité a été étudiée à la fois théoriquement [TS09b,TS09a, SS00a, Sal07, GP92, SAP10] et expérimentalement [KV88, PGBQ92, RSNJ01]. Pour lepain de gomme, l'impact de la rugosité sur l'adhérence sur sol mouillé a aussi été étudié théori-quement [PTAT05, Moo72] et expérimentalement [Moo72, Pan07, Rob77]. La plupart de ces étudesn'emploient pas de paramètres déterministes dans la représentation des rugosités mais utilisent destechniques comme les facteurs de débit de Patir et Cheng [PC78, PC79] ou une modi�cation de larugosité réelle dans un calcul de contact sec. Hadinata et Stephens [HS07] ont étudié l'e�et de larugosité de l'arbre, à la géométrie déterministe, sur la capacité de charge des joints d'étanchéité.Ils ont montré que l'orientation de cette rugosité, composée de triangles, a une incidence sur lecoe�cient de frottement et sur l'étanchéité des joints.Dans le cadre général, la lubri�cation de solides mous dans des contacts rugueux a d'abord étéétudiée par Hooke [HL96] pour le cas I.E. . Shinkarenko et al. [SKE08] ont étudié numériquementle contact entre un solide élastique mou et un solide rigide composé de trous répartis suivant unquadrillage. Leur étude a montré que ces trous permettent d'augmenter la capacité de charge ducontact. Par la suite [SKE09], ils ont ajouté des propriétés matériaux plus réalistes pour le caou-tchouc comme la loi de comportement hyperélastique de Mooney-Rivlin ainsi qu'une prise en comptedes grandes déformations. Cette complexité supplémentaire montre que l'élasticité linéaire su�t àreprésenter le comportement d'une manière qualitative, les di�érences de résultats se situant sousles 5%. Ce résultat conforte le choix de débuter cette étude avec un matériau élastique, permettantd'apporter déjà une bonne approximation du contact réel. En�n, Scaraggi et al. [SDC11] ont étudiéexpérimentalement des contacts mous rugueux et mis en évidence la présence de zones de lubri�ca-tion micro-EHD.La déformation de la rugosité en régime P.E. a été largement étudiée en utilisant des pro�ls me-surés de rugosité [EES99] et en étudiant le comportement de surfaces sinusoïdales. C'est cetteseconde approche qui est utilisée dans cette étude. La littérature sur la réduction d'amplitude[HV00, HL06, LV99] montre qu'une courbe maîtresse unique est obtenue lorsque l'amplitude de ladéformation relative Ad/Ai est tracée en fonction du paramètre adimensionné ∇ = (λ/a)( 2
√
M/ 6

√
L),où λ est la longueur d'onde de la sinusoïde, a est le rayon de contact et M et L les paramètres deMoes.Le paramètre ∇ a été interprété comme le rapport de la longueur d'onde de la sinusoïde sur la lon-gueur d'entrée du contact [HV00]. Il est clair que cette approche est intéressante, puisqu'elle préditanalytiquement le comportement du contact. En utilisant une décomposition de Fourier, l'in�uencede la rugosité réelle d'une surface sur la déformation du solide élastique peut être ainsi analysée enfonction des paramètres du contact. Là où l'analyse d'une rugosité réelle demandera de nombreuxcalculs pour obtenir une moyenne, la décomposition en série de Fourier permet de cibler l'informa-tion et de faciliter la compréhension de chaque type de rugosité.Les prédictions de la TRA en conditions de roulement pur ont été récemment validées expérimenta-lement par Sperka et al. [SKH10]. Leur travail porta sur le contact d'une sphère rugueuse en aciersur un disque en verre lisse recouvert de chrome et lubri�é par de l'huile. Cette étude, visible dansla �gure 4.1, compare la topologie de la surface rugueuse de la sphère, aux mesures de hauteur de�lm lorsque le contact est lubri�é. Il est visible que la hauteur des rugosités est diminuée dans lesdeux cas et plus fortement dans le cas en roulement pur.
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,,Figure 4.1: Exemple de mesure in-situ : (a) inverse de la topographie de surface ; (b) vue 3D de lahauteur de �lm en conditions de roulement pur ; (c) vue 3D de la hauteur de �lm en conditions deroulement-glissement. [SKH11]Il est évident que l'utilisation directe, pour le régime I.E, du paramètre ∇ utilisé par Lubrechtet al [LV99] est impossible car ∇ → ∞ pour L = 0. Donc une extension de la théorie actuelleest nécessaire pour le régime I.E. en roulement pur. En particulier, un nouveau paramètre ∇ doitêtre trouvé. Néanmoins, Hooke [Hoo99] a étudié la réduction d'amplitude pour un contact linéiqueen régime I.E. avec un paramètre similaire. Il trouva une courbe maîtresse unique, mais avec unegrande dispersion dans la zone de transition.4.3 Théorie et modélisation
• La construction de la TRA en contact circulaire et régime I.E. nécessite la modélisation du contactentre deux sphères élastiques en conditions de roulement pur.L'équation de Reynolds est donc sous sa forme transitoire et adimensionnée à partir des paramètresd'Hertz :

∂

∂X

(

ξ
∂P

∂X

)

+
∂

∂Y

(

ξ
∂P

∂Y

)

− ∂(ρ̄H)

∂X
− ∂(ρ̄H)

∂T
= 0 (4.1)où ξ = ρ̄H3

η̄λ̄
avec λ̄ = 12umη0R2

x
a3ph

.Les conditions aux limites sont : P (Xa, Y, T ) = P (Xb, Y, T ) = P (X,Ya, T ) = P (X,Yb, T ) = 0, ∀Toù Xa, Xb, Ya et Yb dénotent les frontières du domaine.Par ailleurs, la condition de cavitation P (X,Y, T ) ≥ 0, ∀X,Y, T doit être satisfaite.La densité ρ et la viscosité η sont considérées comme constantes à cause du régime I.E. et des faiblespressions de contact, par conséquent : ρ̄ = η̄ = 1.L'équation d'épaisseur du �lm est adimensionnée en utilisant les mêmes paramètres d'Hertz et entenant compte d'une rugosité en mouvement R :51Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2014ISAL0007/these.pdf 
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(4.2)où R(X,Y, T ) représente la géométrie non-déformée de la rugosité au temps adimensionné T et

H0(T ) est une constante pour décrire la séparation des surfaces. La rugosité R est modélisée parune sinusoïde :
R(X,Y, T ) = Ai cos(2πa (X − 2u2

u1 + u2
T )/λ) cos(2πaY/λ) (4.3)où u1 et u2 sont les vitesses des 2 solides, Ai l'amplitude de la rugosité et λ la longueur d'onde.La déformation élastique est calculée avec la méthode MLMI. L'étude portant sur des conditionsde roulement pur, les déformations transversales sont négligées bien que le contact soit mou.Le phénomène de dimple, causé par la variation de vitesse créée par la déformation transverse dusolide a été mis en évidence par Kaneta et al. [KNKM96] et expliqué par Kudish [Kud00].Toutes les équations sont discrétisées suivant un schéma précis au second ordre et employant laméthode MultiGrille selon les mêmes équations que le chapitre précédent.Par simplicité, la rugosité est isotrope : λx = λy. L'équation de la rugosité 4.3 est amortie en utili-sant une exponentielle pour démarrer par un contact lisse dans des conditions de régime permanent.Cela permet d'éviter les e�ets de démarrage non-physiques.

• L'amplitude de la déformation est mesurée lorsque la réponse de la hauteur de �lm est périodiqueen régime permanent.L'amplitude initiale de la rugosité Ai est choisie inférieure ou égale à 10% de la hauteur de �lmcentrale Hc pour rester dans le domaine linéaire. Une extension non-linéaire de la théorie est décritepar Biboulet et al. [BLH08a, BLH08b].À chaque pas de temps, la condition d'équilibre des forces est imposée, voir équation 2.10. Cetteéquation induit que les forces d'accélérations des solides en contact sont négligées.L'amplitude déformée est dé�nie comme une fonction des conditions d'opération en utilisant larelation suivante :
Ad =

maxT H(0, 0, T ) −minT H(0, 0, T )

2
(4.4)Le temps T est choisi su�samment large pour éviter les e�ets de démarrage.

• Le contact lubri�é EHD mou peut être interprété comme un contact entre un solide rigide rugueuxface à un solide mou. En conséquence, seul le solide lisse et élastique mou va se déformer. Cettevision est di�érente de tous les cas précédents de la TRA, mais elle est plus pertinente face au casd'application de cette étude.Ainsi dans un contact gomme-sol, le solide rigide et rugueux sera la route, alors que le lisse etélastique sera le pain de gomme. D'une même manière, dans un contact joint d'étanchéité/arbre, lesolide rigide et rugueux sera l'arbre ; le lisse et élastique sera le joint.Les résultats décrivent l'in�uence de la rugosité du solide rigide sur la déformation du solide élas-tique lisse. 52Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2014ISAL0007/these.pdf 
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4.4 Résultats
• Les résultats sont décrits à partir du rapport Ad/Ai qui représente la variation de la hauteur de�lm au centre du contact par rapport à l'amplitude initiale de la rugosité. Le rapport entre l'ampli-tude de la rugosité sur la hauteur de �lm en contact lisse étant relativement faible : Ai ≤ 0.1 Hc, laréponse d'Ad par rapport à Ai reste linéaire. Les résultats peuvent être alors étudiés sous forme durapport Ad/Ai au lieu d'Ai seulement.
• La �gure 4.2 montre les résultats d'un calcul de la hauteur de �lm ainsi que la pression sur laligne centrale avec des �uctuations ampli�ées et la �gure 4.3 montre les mêmes résultats en 3D pour
M = 1000 et λ/a = 0.5.
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,,Figure 4.2: Fluctuations de la hauteur de �lm et de la pression sur la ligne centrale Y = 0.
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,, Figure 4.3: Distribution de la hauteur de �lm et de la pression en 3D.Comme montré sur la �gure 4.4, la rugosité crée des variations de pression qui engendrent unedéformation du solide élastique. Pour des conditions de roulement pur, la déformation a la mêmephase que celle de la rugosité. Dans cet exemple, la déformation a une amplitude de moitié inférieureà celle de la rugosité initiale : Ad/Ai = 0.5.
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,,Figure 4.4: Géométrie du contact en 2D pour Ad/Ai = 0.5.53Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2014ISAL0007/these.pdf 
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• L'approche la plus directe pour modi�er le paramètre ∇ en régime I.E. consiste à supprimer dudénominateur le paramètre matériau de Moes L :
∇ = (λ/a)

2
√
M (4.5)La �gure 4.5 présente la réduction d'amplitude Ad/Ai en fonction du paramètre modi�é ∇. Lescalculs numériques e�ectués en faisant varier M et λ montrent qu'une unique courbe maîtresse estobtenue avec ce paramètre. Le paramètre de charge M varie sur une plage allant de 500 à 2000 etle paramètre adimensionné de la longueur d'onde de la rugosité λ/a de 0.15 à 3.Les résultats montrent que la courbe unique est obtenue avec une légère dispersion autour de

Ad/Ai = 0.5. Cette dispersion est similaire à celle obtenue par Hooke [Hoo99] pour le problème ducontact linéique I.E.
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Figure 4.5: Ad/Ai en fonction de ∇ en régime IE.Une analyse plus détaillée de la dispersion est présentée dans la �gure 4.6. Il en est déduit quela relation entre ∇ et M peut être améliorée. Cette dispersion n'est pas aléatoire car les hautesvaleurs de M résident constamment au-dessus des faibles valeurs de M . Ce décalage dans le sensde l'abscisse traduit un problème dans le rapport de puissance entre λ et M .
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Figure 4.6: Ad/Ai en fonction de ∇ pour M = 500 en bas, M = 1000 et M = 2000 en haut.54Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2014ISAL0007/these.pdf 
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Pour réduire cette dispersion, la puissance sur M est modi�ée. Un meilleur ajustement est trouvépour une puissance de 1/3 :
∇̄ = (λ/a)

3
√
M (4.6)Ce paramètre di�ère ainsi fortement de celui obtenu par Hooke [Hoo99] pour le problème de contactlinéique :

∇H =
λ

b · g0.83

(4.7)où λ/b est la longueur d'onde adimensionnée par rapport à la demi-largeur du contact et g3 leparamètre d'élasticité : g3 = 2
√

W 2/η0uE′R′.Un ajustement des données à partir de deux paramètres est e�ectué, le résultat est di�érent desrelations en lubri�cation EHD en régime P.E. :
Ad

Ai
=

1

1 + 0.0018∇̄7/2
(4.8)La �gure 4.7 montre qu'une courbe unique avec beaucoup moins de dispersion est obtenue avec leparamètre ∇̄. L'équation 4.8 recale les données �dèlement.
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Figure 4.7: Ad/Ai en fonction de ∇̄, courbe continue : équation 4.8.Cette courbe comporte deux asymptotes séparées par une zone de transition. La première asymptoteà Ad/Ai = 1 signi�e que le pain de gomme ne subira pas de déformations dues aux rugosités. Ellese situe pour ∇̄ = 0, traduisant des rugosités de courtes longueurs d'onde ou un module d'Youngélevé. La seconde asymptote Ad/Ai = 0 indique que le pain de gomme se déformera autant qu'encontact sec. Ce cas est valable pour ∇̄ → ∞ indiquant des rugosités de grandes longueurs d'ondeou un module d'Young faible. On peut en déduire que dans les cas où ∇̄ → ∞, le coe�cient defrottement provenant de la déformation ne subira aucune perte par rapport au cas sec.La puissance du M di�ère entre les régimes P.E. et I.E., ce qui ne surprend pas lorsque l'onse souvient de la dépendance du M sur la hauteur du �lm (I.E. : HM
ie = 1.96M−1/9 et P.E. :

HM
pe = 1.25M−1/12L3/4), voir [Moe00]. Ainsi, il paraît di�cile de créer une relation simple permet-tant une transition entre les régimes P.E. et I.E. pour l'équation de la réduction d'amplitude 4.8.En régime P.E. il était simple de supposer que l'amplitude de la rugosité était constante dans la�zone haute pression�, puisque le �ux de Poiseuille est nul dans cette zone. Le problème est plus55Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2014ISAL0007/these.pdf 
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complexe en régime I.E. à cause de l'isoviscosité ; les variations de pressions décroissent en se di-rigeant vers la sortie du contact. Ainsi, le terme de Poiseuille n'est pas nul, ce qui engendre desvariations de l'amplitude de la rugosité.Ces �uctuations ont été étudiées dans la zone de contact. Dans tous les cas, Ad croît en fonction dela direction X. Suivant cette direction, les variations sont inférieures à 10% par rapport à la valeurau centre du contact, dans les cas où la longueur d'onde de la rugosité est su�samment grande(λ/a > 1). Il est possible de modéliser cette variation dans la direction X [CVL06] mais cela estbien plus complexe dans la direction Y .4.5 Extension à la viscoélasticitéPour une meilleure prédiction de la théorie, il est logique d'essayer d'inclure la propriété viscoélas-tique du matériau.Le matériau viscoélastique dépend de deux caractéristiques principales, assimilables à un moduleélastique et à une constante de temps, que le matériau ait une ou plusieurs branches. A�n d'inclureces caractéristiques dans le paramètre de réduction d'amplitude ∇̄, il faut d'abord les relier sousun paramètre unique pour qu'elles décrivent la déformation. Une série de calculs en contact sec este�ectuée avec une géométrie composée d'une sphère en contact avec un massif semi-in�ni composéd'un matériau viscoélastique.La �gure 4.8 montre le coe�cient de frottement µ en fonction du paramètre ¯̄∇ = Vg · τ · (f + 1)pour un matériau avec une branche et pour 3 di�érents rapports de viscoélasticité f + 1. Vg est lavitesse de glissement de la sphère et τ la constante de temps du matériau. Ce paramètre est inspiréde celui de Grosh [Gro07].On remarque que, pour chaque rapport f + 1, le paramètre décrit correctement le coe�cient defrottement puisque l'on obtient une courbe unique sans dispersion ni recouvrement. Seulement leparamètre ¯̄∇ ne regroupe pas les matériaux composés d'un rapport f + 1 di�érent sous une courbeunique. Cela demanderait donc d'ajouter un paramètre supplémentaire pour décrire la réductiond'amplitude ; une surface en deux dimensions serait alors nécessaire.Le matériau du pain de gomme étant complexe, un modèle de Zener composé de plusieurs branchesest nécessaire pour en obtenir une bonne description. La �gure 4.9 représente le coe�cient de frot-tement µ en fonction du paramètre ¯̄∇2 = Vg/K · (τ1 ·K1 + τ2 ·K2), pour deux matériaux avec deuxbranches au rapport de viscoélasticité f + 1 = 9 mais au rapport τ1/τ2 de 10 et de 1000. Dans cescalculs, tous les paramètres varient sauf τ1 et τ2.On remarque une dispersion pour une même valeur du paramètre ¯̄∇2. Il ne permet donc pas dedécrire correctement le comportement d'un matériau à 2 branches.Un autre type de paramètre est proposé en calculant une propriété du matériau viscoélastiquecomme le module de perte G′′ ou le facteur de perte tanδ qui sont régulièrement employés dans lalittérature. La �gure 4.10 montre que ce type de paramètre ne permet pas non plus de représentercorrectement le coe�cient de frottement du matériau.
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Cette première étape montre qu'il n'est actuellement pas possible de représenter sous un paramètreunique le comportement du contact d'un matériau viscoélastique réaliste. Néanmoins, en premièreétape d'amélioration, l'étude d'un matériau viscoélastique à une branche et à un rapport de visco-élasticité f + 1 constant est encore possible. Mais le chapitre précédent montre qu'actuellement, lasimulation VEHD n'est pas su�samment robuste pour des cas de charge représentatifs d'un ma-tériau mou. L'extension de la théorie de réduction d'amplitude à un matériau viscoélastique n'estdonc pas possible pour l'instant.En�n, il est probable que l'emploi de deux paramètres soit nécessaire pour réaliser cette extension.4.6 ConclusionCe chapitre a présenté l'extension de la Théorie de Réduction d'Amplitude pour des cas de contactcirculaire EHL en régime isovisqueux-élastique et en roulement pur. Ce travail a montré qu'uneunique courbe maîtresse existe. Elle décrit la déformation du solide mou élastique en fonction detous les paramètres du contact. La déformation du solide élastique est maximale pour les rugositésde grandes longueurs d'onde ou les modules d'Young faibles, c-à-d Ad/Ai(∇ → ∞) = 0. Elle estminimale pour les longueurs d'onde courtes ou un module d'Young élevé : Ad/Ai(∇ = 0) = 1.Le paramètre ∇̄ a permis d'établir une courbe maîtresse unique à partir de tous les paramètres dansle contact (a, λ et M). Il est donc maintenant possible d'avoir une approximation de la diminutionde l'amplitude de la déformation du pain de gomme par rapport au cas sec et ainsi d'obtenir unediminution du coe�cient de frottement provenant de l'adhérence par indentation.Malheureusement, la relation entre ∇ et M est di�érente entre les régimes I.E. et P.E., rendant latransition entre les deux régimes plus complexe.A cause du comportement du régime I.E., il n'est pas possible d'étendre les résultats de la zonecentrale du contact vers l'aire de contact complète. Les résultats seront interprétés comme étantune moyenne du résultat sur la zone de contact.En�n, en raison d'une robustesse de calcul insu�sante du code VEHD, l'extension de la théorie deréduction d'amplitude au cas viscoélastique n'a pas été étudiée.
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Chapitre 5Diminution de l'adhérence de la gommesur sol mouillé5.1 IntroductionDans le chapitre précédent, les outils de modélisation ainsi que la théorie de réduction d'amplitudeont été présentés. Ce chapitre présente leur application a�n de calculer la diminution du coe�cientde frottement et apporter une meilleure compréhension du phénomène d'adhérence sur sol mouillé.Ce chapitre débute par une étude bibliographique sur les mesures de sols routiers, les diverses théo-ries de diminution de l'adhérence sur sol mouillé et sur les méthodes de calcul du coe�cient defrottement. A�n de cibler les caractéristiques du contact, une étude des propriétés du sol routierest présentée ainsi qu'une étude numérique du contact du pain de gomme sur le sol. Par la suite,le modèle de diminution du coe�cient de frottement est décrit et véri�é. Ensuite, l'application dece modèle est présentée sur deux types de surfaces. En�n, une conclusion générale est tirée de cesrésultats.5.2 BibliographieLe calcul de l'impact de l'eau sur le coe�cient de frottement de la gomme nécessite l'étude dedi�érents sujets. Le premier concerne les caractéristiques du sol routier, elles sont importantes a�nde comprendre le régime de fonctionnement du contact et donc les hypothèses applicables dans nosmodèles. Le deuxième consiste en l'étude du phénomène créant la perte d'adhérence du pneuma-tique. En�n, le dernier étudie les di�érentes méthodes du calcul du coe�cient de frottement.5.2.1 Caractéristiques du sol routierEn 1971, à partir de mesures de sol routier utilisant un palpeur, Yandell [Yan71] proposa une visiondu sol fonctionnant par échelles. Il considéra le sol routier comme une superposition de textures allantde l'échelle microscopique au centimètre. Ainsi, ces textures ont des dimensions �xes constituéesd'une amplitude et d'un angle au sommet qui peut être assimilé à une longueur d'onde. Ces échellescréent alors des discontinuités dans le spectre du sol, contrairement à une surface fractale. En 1975[YG75], Yandell et al utilisèrent en plus un microscope optique ainsi qu'un microscope électroniquepour décrire le sol à une échelle allant jusqu'au micromètre ; les résultats sont visibles dans la table5.1. 59Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2014ISAL0007/these.pdf 
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amplitude (mm) longueur d'onde (mm)
2.18 48.3

0.36 6.7

0.1 1.57

0.031 0.38

0.025 0.61

0.013 0.25

0.0076 0.057

0.0046 0.075Table 5.1: Amplitude (mm) en fonction de la longueur d'onde (mm) pour chaque échelle du solmesuré par Yandell et al [YG75].La seconde approche, plus utilisée par la suite, est une vision fractale du sol qui repose sur leprincipe selon lequel la géométrie de la surface du sol apparaît identique quel que soit le facteurde grossissement. Le sol est considéré auto-a�ne, c-à-d qu'il présente une caractéristique fractaleallant de l'échelle microscopique à l'échelle millimétrique. Ensuite, l'amplitude de la rugosité estconsidérée constante pour les dernières grandes longueurs d'onde qui représentent les sommets descailloux. La densité spectrale de puissance (DSP) S(f) peut ainsi décrire analytiquement la partiefractale du sol :
S(f) =

K

fβ
(5.1)avec K une constante, β = 7− 2Df où Df est la dimension fractale.Persson [PAT+05] montra que l'asphalte routier a une dimension fractale Df généralement prochede 2.2. Il mit en évidence que le frottement de la gomme use la surface de la route, notammentsur les routes pavées. Ainsi, la �gure 5.1a) montre que la DSP du pavé usé est légèrement plusa�ectée sur les grandes longueurs d'onde que sur les petites. L'usure due au contact de la gomme,majoritairement super�ciel, est prouvée par la �gure 5.1b) qui montre que la DSP est environ 30fois plus importante dans les creux que sur les sommets de ces surfaces, quelle que soit la longueurd'onde.
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,,Figure 5.1: a) DSP de la rugosité d'un pavé usé et de 2 pavés neufs ; b) DSP des sommets et desvallées de la rugosité d'un pavé usé [PAT+05]Wriggers [WN07] étudia la rugosité de l'asphalte à partir des travaux de Schramm [Sch02]. Cedernier mesura l'asphalte à l'aide d'un palpeur mécanique et d'un laser. Il trouva une dimensionfractale di�érente entre des longueurs d'onde supérieures et inférieures à 0.05mm. Le graphique 5.2montre alors la corrélation de hauteur en fonction de la longueur d'onde pour di�érents cas. On voit60Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2014ISAL0007/these.pdf 
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clairement la di�érence entre un sol auto-a�ne analytique composé d'une seule dimension fractaleet d'une longueur de coupure (en rouge) et le sol composé de plusieurs fonctions utilisant les 2dimensions fractales (en bleu).
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,, Figure 5.2: Fonction de corrélation de hauteur [WN07]Le Gal et Klüppel [LGK08] ont repris ces travaux et amélioré la description des surfaces routièresgrâce à l'intégration de deux dimensions fractales. Les grandes longueurs d'onde présentent despropriétés morphologiques di�érentes de celles de la microtexture. La �gure 5.3 montre des fonctionsde corrélation de hauteur comprenant deux coe�cients de Hurst H1 et H2 séparés par la longueurd'onde λ2. La dimension fractale de la macrotexture est de Df1 = 2.44 et celle de la microtrexturede Df2 = 2.08.
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,,Figure 5.3: Fonction de corrélation de hauteur Cz en fonction de la longueur d'onde λ pour unesurface en granite (gauche) et un asphalte (droite) [LGK08]5.2.2 Phénomènes de perte d'adhérence sur sol mouilléGrosh [Gro63] fût un des premiers à avoir relié le coe�cient de frottement aux propriétés visco-élastiques de la gomme. Il voit la diminution de l'adhérence du pneumatique sur sol mouillé parl'e�et de l'inertie de l'eau qui demande un certain temps pour être évacuée du contact. Ce phéno-mène est fortement présent à haute vitesse mais peut être obtenu lors de freinages roues bloquéesà vitesses relativement faibles. Il e�ectua des mesures de frottement d'un pneumatique lisse bloquésur sol mouillé, à di�érentes vitesses de glissement. Il montra que la diminution du coe�cient de61Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2014ISAL0007/these.pdf 
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frottement suit une loi proportionnelle à la racine carrée de la vitesse :
µ = µd

[

1−
(

v

vcrit

)1/2
] (5.2)où µd est le coe�cient de frottement sur sol sec et vcrit la vitesse où le pneumatique est en hydro-planage.Par la suite, il mit en évidence que la réduction du coe�cient de frottement dépend du type desurface mais aussi de son usure, comme on peut le voir dans la �gure 5.4. Les deux surfaces poliesprésentent un coe�cient de frottement plus faible que leur homologue rugueux. On remarque quecette di�érence est beaucoup plus importante pour le verre, puisque ce dernier ne conserve presqueplus de rugosités après avoir été poli.
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,,Figure 5.4: Coe�cient de frottement en fonction du log de la vitesse de glissement en m/s pourdu carbure de silicium et du verre, polis et rugueux. [Gro69]Moore [Moo64] a établi un modèle de prédiction de la diminution du coe�cient de frottement basésur le temps mis par l'eau pour s'évacuer du contact. Il employa la théorie des �uides de Navier-Stokes. Par la suite, Rohde [Roh76] appliqua cette théorie de manière numérique. Claeys et al[CYA+01] ont simpli�é les calculs par l'utilisation de l'équation de Reynolds pour leur intégrationdans des modèles du pneumatique complet. Le modèle considère un sol lisse et une bande de roule-ment lisse et rigide.La théorie repose sur la comparaison entre le temps que met l'eau pour s'évacuer du contact etle temps de contact de la bande de roulement du pneumatique. Dans le cas où ce dernier est plusimportant, alors la partie de la bande de roulement en contact sec est proportionnelle à la di�érencede ces deux temps.Ce modèle est intéressant par sa prise en compte globale de la mécanique du �uide. Seulement, iln'est utilisable que dans la zone d'approche et de cisaillement de la bande de roulement ; il fait doncabstraction du mouvement de glissement à l'arrière du contact du pneumatique, là où la majoritéde l'adhérence est créée. 62Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2014ISAL0007/these.pdf 
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Yandell et Gopalan [Yan72, YG75] proposèrent une théorie fonctionnant sur l'e�acement successifdes échelles du sol en fonction de l'épaisseur du �lm de �uide. Cette épaisseur est mesurée par unsystème optique sur disque en verre lisse. Cette approche ne prend donc pas en compte, d'abord, lefait que l'épaisseur de �lm moyenne est plus faible lorsqu'il y a une rugosité. Ensuite, elle n'intro-duit pas que la gomme peut se déformer, même si l'amplitude de la rugosité est inférieure à cellede l'épaisseur de �lm de �uide, comme le prouve la théorie de réduction d'amplitude. Les mesurese�ectuées par la suite par Gopalan [Gop81] permettent d'améliorer les prédictions ; elles sont e�ec-tuées sur le pneumatique d'une roue bloquée. Il trouva en accord avec d'autres expérimentationscomme celles de Wallace et Trollope [WT69], des �lms d'eau d'une hauteur d'environ 15µm pourune vitesse de glissement de 3m/s, donnant un coe�cient de frottement de 0.8 par rapport à 1 dansle cas sec.Par la suite [TY81], Taneerananon et Yandell ajoutèrent l'e�et de la diminution de l'épaisseur de�uide en fonction du nombre d'aspérités. Pour calculer cette épaisseur, l'équation de Reynolds donnele temps d'écoulement du �uide dû à la rotation du pneumatique.Golden [Gol81] considèra deux possibilités. La première estime qu'il y a des zones de contact quirestent sèches et donc permettent de conserver l'adhérence. La seconde considère que l'adhésionprovenant uniquement des petites aspérités peut être conservée même sur sol mouillé. Il montra quedans les régions en glissement de la bande de roulement, le �lm d'eau est présent et ne permet pasd'obtenir d'adhésion. Golden a e�ectué des calculs de coe�cient de frottement prenant en comptel'épaisseur du �lm d'eau ; il montra que la diminution du coe�cient de frottement n'est pas su�-sante par rapport aux expérimentations. Il suggèra d'ajouter les e�ets élastohydrodynamiques etd'hydroplanage à son modèle. Une extension rapide de son premier travail permit de trouver des�lms d'eau de l'ordre de 10µm à des vitesses de glissement de 100km/h.Persson a longtemps travaillé sur ce problème et a étudié di�érentes théories permettant de l'ex-pliquer. Sa première théorie [PTAT05] explique la diminution du coe�cient de frottement par lephénomène de scellage de l'eau par le pain de gomme. Le principe repose sur l'emprisonnement del'eau dans les cavités du sol par le pain de gomme qui ne peut donc plus se déformer en suivantla forme du sol. Le principe du calcul est alors de remplir toutes les cavités possibles de la route,jusqu'à atteindre la limite du débordement. Le spectre de puissance de la rugosité du sol s'en trouvediminué de manière homogène sur toutes les longueurs d'onde, voir �gure 5.5. Le calcul du coef-�cient de frottement sur les deux spectres de puissance du sol permet de déterminer quelle est laperte de coe�cient de frottement.Avec Carbone [CP04], Persson a montré que la mouillabilité, bien que plus di�cile à atteindreavec un matériau viscoélastique mou, n'est pas présente dans la diminution du coe�cient de frotte-ment. Il montra aussi avec Lorenz [PTAT05, LP12] que la force provenant de l'évacuation de l'eauentre le pain de gomme et le sol, de part la viscosité et l'inertie de l'eau, ne pouvait pas être lacause de la diminution du coe�cient de frottement, contrairement aux théories de Moore ou de laprésente étude. Néanmoins, il expliqua que la présence d'impuretés et de polluants sur le sol audébut de la pluie, augmente la viscosité de l'eau et peut expliquer la diminution du coe�cient defrottement supplémentaire entre un sol récemment mouillé et un sol mouillé depuis plusieurs heures.Andren et Jolkin [AJ03] ont étudié ce phénomène à partir d'un modèle de pneumatique lisse élas-tique, où l'eau est modélisée à partir de l'équation de Reynolds et en employant la méthode Multi-Grille de Lubrecht et Venner [VL00b]. Leurs calculs n'ont cependant pas donné lieu à une créationde �uide.Les études expérimentales de Moore [Moo75] montrèrent sur des cas de contact gomme/papier-émerique la diminution du coe�cient de frottement en lubri�é est plus importante lorsque le papier est63Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2014ISAL0007/these.pdf 
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,,Figure 5.5: Spectre de puissance de hauteur de la rugosité C en fonction de la fréquence q pourun asphalte sur sol sec et sur sol mouillé. [PTAT05]moins rugueux.De même, les travaux de Beautru [Bea12] obtiennent les mêmes conclusions pour des sols composésde cailloux à iso-macrorugosité mais à microrugosité contrôlée.Il est donc clair que l'amplitude du spectre de la DSP aux petites longueurs d'onde joue un rôleprépondérant dans le maintien de l'adhérence sur sol mouillé. Ces études valident le fondement dela théorie employée dans cette étude.5.2.3 Méthodes de calcul du coe�cient de frottementLes diverses études de la littérature se placent dans le cas où un �lm d'eau est toujours interposéentre le pain de gomme et le sol. De ce fait, le phénomène d'adhésion est annulé ; il ne reste doncplus que le frottement hystérétique, provenant de la déformation de la gomme, montré par Savkooret Grosh [Sav65, Gro63].En approche numérique, la méthode des éléments �nis est la méthode la plus facile à mettre enplace. Cependant, pour étudier le frottement sur un sol modélisé par une surface, il faut modéliserle pain de gomme par des éléments en 3D. La rugosité demandant une discrétisation importante, lescalculs sont lourds en terme d'espace mémoire et de temps de calcul. Pal� et al [PBGV08, PGV11]utilisèrent des éléments en 2D en contact avec un pro�l composé de plusieurs échelles de rugosité.Yandell [Yan68] a utilisé des éléments méchano-lattice en 2D, employant des n÷uds comme deséléments �nis, mais dont les raideurs en compression, traction et cisaillement sont dé�nies par dessystèmes ressort-patin de Coulomb. Le coe�cient de frottement est calculé en faisant le rapportentre la somme des forces tangentielles et les forces normales présentes sur la zone de contact dusystème.Johnson [JGH85] a étudié le problème de contact viscoélastique analytiquement de manière asymp-totique à partir des équations de Westergaard. Par la suite, il a développé une résolution numériqueà partir de la transformée de Fourrier des champs de déplacement et de pression. Il arriva à déter-miner les limites entre les zones en contact et en non-contact. Il parvint à montrer que la saturationde l'aire de contact fait diminuer le coe�cient de frottement.64Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2014ISAL0007/these.pdf 
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Pour l'approche analytique, une grande partie de la littérature utilise l'énergie dissipée dans lematériau viscoélastique pour calculer le coe�cient de frottement hystérétique. Cette énergie estexprimée comme étant la somme du produit de la contrainte de cisaillement par la déformation.La relation existant entre la contrainte et la déformation permet de remplacer la contrainte par lemodule viscoélastique du matériau.Le modèle de Heinrich et Kluppel [HK00], visible dans l'équation 5.3, repose sur la déformationnormale subie par la gomme à cause les rugosités du sol. Il n'y a pas de couplage dans la dimensiondu plan provenant du coe�cient de Poisson. La dissipation provient de la densité spectrale depuissance du sol S(ω). Par la suite, Le Gal [LGYK05] scinda le spectre de rugosité du sol en deuxparties. La première, composée de macrorugosités ayant des amplitudes supérieures à 200µm, créel'adhérence pour les fortes vitesses de glissement et la seconde, composée par les microrugosités avecdes amplitudes comprises entre 5 et 100µm, apporte l'adhérence aux faibles vitesses de glissement.
µ =

1

2

〈δ〉
σ0 v

∫ ωmax

ωmin

dω ω G′′(ω) S(ω) (5.3)Ces divers modèles ne prennent en compte qu'une interaction verticale provenant du sol. Or desinteractions de volumes sont en réalité présentes et peuvent augmenter le coe�cient de frottement.Le premier modèle incluant ces interactions fut celui de Schapery [Sch78] qui décrit la déformationd'un massif semi-in�ni viscoélastique us par une sinusoïde. Le contact est total et le coe�cientde frottement ne dépend que du rapport entre l'amplitude et la longueur d'onde de la sinusoïde.Il appliqua par transformée de Fourrier un ensemble de sinusoïdes qui lui permit de décrire unesurface rugueuse. Il en déduisit ainsi la force s'opposant au déplacement 5.4 :
FD =

16π2

3

∫ ∞

0
f2 |ūs|2 E′′ df (5.4)Golden [Gol80] a montré que le facteur d'échelle du sol n'entre pas en ligne de compte dans lecoe�cient de frottement. En e�et, la déformation due à une petite aspérité est plus faible que pourcelle d'une grande aspérité ; le coe�cient de frottement est donc plus important pour la grandeaspérité. Mais le nombre d'aspérités augmente lorsque l'on décroît dans les échelles, ce qui compensela diminution de la taille des aspérités. L'e�et d'échelle est donc inexistant. Golden a alors généraliséle modèle de Schapery aux surfaces par l'introduction de la densité spectrale de puissance ψ(k) :

fH =
σ2

4π2 l (1− ν)

∫ +∞

−∞
G′′(v kx) ψ(k) ky ky d

2k (5.5)Persson [Per01] a montré que le taux contact, dans un contact multi-échelles, a tendance à diminuerlorsque l'on va vers de petites échelles, notamment dans les cavités des grandes échelles. Il introduisitun taux de contact P (ζ) qui dépend du facteur d'échelle ζ. Il reprit la théorie de Golden à laquelleil ajouta ce taux de contact :
µ =

1

2

∫

q2 cosφ C(q) P (q) Im
E(qv cosφ)

(1− ν2)σ0
d2q (5.6)5.3 Étude du contact gomme-sol routierCette section propose une compréhension du contact gomme-sol routier sec à l'échelle microscopique.D'abord, une étude de deux types de surfaces est présentée. Ensuite, l'étude du contact gomme-solroutier est exploitée. 65Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2014ISAL0007/these.pdf 
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5.3.1 Mesure du sol routierA�n d'améliorer la compréhension du contact gomme-sol routier, de nombreuses mesures ont étée�ectuées. Celles-ci utilisent deux types de surfaces : quatre échantillons de cailloux neufs justeavant le mélange avec le bitume ; quatre autres sur un caillou fortement usé.Les mesures sont e�ectuées à l'aide d'un microscope optique de type confocal. Chaque surface estobtenue par 4 mesures jointes, avec un grossissement de 20. Les surfaces sont rectangulaires dedimensions 1.208×0.907mm, avec un pas de mesure de 0.83µm, donnant ainsi un nombre de pointsde près de 1.6 · 106.Les �gures 5.6 et 5.7 montrent la surface en 3D d'un des cailloux neuf 1-2 et d'un échantillon ducaillou usé 3-2. La comparaison des deux échelles montre la di�érence de rugosité entre ces deuxsurfaces.
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,, Figure 5.6: Echantillon de surface neuve 1-2Les surfaces sont étudiées à partir de la Densité Spectrale de Puissance (DSP), introduite en tribo-logie par Whitehouse et Archard [WA70]. D'après le théorème de Wiener Khintdchine, elle est latransformée de Fourrier de l'autocorrélation qui permet de décrire la redondance de chaque longueurd'onde. Ainsi, on peut connaître l'importance de chacune des longueurs d'onde dans le spectre de lasurface. La DSP est plus généralement calculée à partir du carré de l'amplitude de la transforméede Fourrier de la surface :
DSP (u, v) =

1

ab

∣

∣

∣

∣

∣

∫ b/2

−b/2

∫ a/2

−a/2
h(x, y) e−2πj(ux+vy) dx dy

∣

∣

∣

∣

∣

2 (5.7)où h est la hauteur de la surface et a et b ses dimensions.On obtient alors le spectre en 2D de la variance de chaque longueur d'onde dans les deux directions.Sa représentation en 1D peut être e�ectuée selon 3 méthodes [Sid09]. La première consiste à prendre66Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2014ISAL0007/these.pdf 
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,, Figure 5.7: Echantillon de surface usée 3-2une tranche selon une direction et la seconde à e�ectuer une moyenne selon une des deux directions.En�n, la troisième est un calcul azimutal, c-à-d que l'on e�ectue une moyenne de la DSP pourchaque rayon de cercle centré au centre de la surface.La �gure 5.8 compare les calculs de DSP azimutal "DSP 1−2 az" et moyenné suivant X "DSP 1−
2 mx" pour le sol 1-2 à deux asphaltes mesurés par Klüppel et al [LGYK05, HK08] "DSP K" dontles dimensions fractales sont de 2.35 et 2.08. La DSP est représentée en fonction du vecteur d'onde
q = 2π/λ.
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,,Figure 5.8: DSP (mm4) en fonction de la pulsation q (mm−1) du sol 1-2 et de 2 surfaces de Klüppelet alOn remarque que les résultats des deux types de calcul de la DSP pour une même surface donnentdes résultats assez di�érents. Klüppel n'indique pas quel type de calcul il e�ectue contrairement67Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2014ISAL0007/these.pdf 
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à Persson qui semble utiliser la procédure azimutale [PTAT05]. Ils décrivent la pente de la DSPdi�éremment, avec 2Df −7 pour Klüppel et 2Df −8 pour Persson. Le calcul de la dimension fractaledu sol 1-2 selon Klüppel donne 2.488 pour la procédure de moyenne suivant X et 2.025 pour laprocédure azimutale ; alors que selon Persson, on trouve respectivement 2.988 et 2.525. Cela semblemontrer que Klüppel suit une procédure de moyenne suivant X puisque l'on retrouve des dimensionsfractales très proches lorsque la méthode de calcul de la DSP correspond à la pente de la courbe.Il a été choisi d'utiliser la méthode de calcul du coe�cient de frottement de Heinrich et Klüppel,c'est donc la méthode de moyenne suivant une direction qui sera retenue pour le calcul de la DSP.La DSP est appliquée sur chaque surface pour comparer leurs caractéristiques. La �gure 5.9 montrequatre échantillons du sol neuf référencés sous la forme "H 1−x" et quatre du sol usé par "H 3−x".
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,, Figure 5.9: DSP (mm4) en fonction du vecteur d'onde q (mm−1) des 8 échantillons du solUne disparité relativement importante est visible dans les propriétés des sols neufs en comparaisonavec les sols usés. Néanmoins, la pente des di�érents échantillons reste très proche hors de la zone destrès petites longueurs d'onde. La même constatation que Wriggers peut être e�ectuée puisqu'aucunéchantillon ne suit strictement une loi auto-a�ne. Les mesures s'étant focalisées sur la surface descailloux, elles ne peuvent donc pas prendre en compte la zone d'amplitude constante du spectre,située dans les grandes longueurs d'onde.On retrouve des résultats proches de ceux obtenus par Persson [PAT+05] qui trouve une DSP plusfaible, principalement sur les grandes longueurs d'onde entre un pavé usé et un pavé neuf. Nos me-sures montrent que la diminution de la DSP est valable également pour les petites longueurs d'onde.La table 5.2 décrit deux caractéristiques pour chaque surface. La dimension fractale est calculéesuivant la méthode des boîtes englobantes et selon la pente de la DSP. Puis, la moyenne quadratiquede la rugosité σRMS est calculée à partir de la DSP.68Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2014ISAL0007/these.pdf 
© [F. Mora], [2014], INSA Lyon, tous droits réservés



Les résultats des deux types de dimension fractale di�èrent car la dimension fractale de la DSP aété extraite sur la zone d'étude réaliste, c-à-d sur la plage allant des moyennes aux petites longueursd'onde, ce qui explique que la pente soit plus faible. Néanmoins, les deux valeurs suivent les mêmestendances et respectent les valeurs trouvées dans l'ensemble de la littérature.échantillon Df boites englobantes Df DSP σRMS (mm)
1− 1 2.17 2.36 0.086

1− 2 2.2 2.49 0.0364

1− 3 2.25 2.46 0.0397

1− 4 2.19 2.4 0.134

3− 1 2.31 2.44 0.0139

3− 2 2.31 2.43 0.0102

3− 3 2.31 2.31 0.008

3− 4 2.4 2.41 0.014Table 5.2: Caractéristiques des 8 échantillons mesurés.Deux exemples de comparaison d'isotropie des surfaces sont montrés dans la �gure 5.10 pour leséchantillons 1− 2 du sol neuf et 3− 3 du sol usé. Toutes les surfaces présentent des comportementstrès proches suivant les directions X et Y . L'hypothèse d'isotropie des surfaces est validée.
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,,Figure 5.10: DSP (mm4) en fonction du vecteur d'onde q (mm−1) pour a) sol neuf 1− 2 et b) solusé 3− 3.La �gure 5.11 compare la DSP de 2 échantillons du sol avec celle du sol discret de Yandell tiré dela table 5.1 et celles des sols auto-a�nes de Le Gal, Heinrich et Klüppel [HK08, LGK08] ayant unedimension fractale de Df de 2.35 et 2.08. Les données de la littérature sont très proches de cellesobtenues par les mesures de cette étude. La vision sous forme discrète du sol de Yandell présenteune tendance linéaire se poursuivant jusqu'aux sommets des cailloux.Cette partie permet de conclure que l'approximation auto-a�ne est relativement bonne pour unsol routier. Il est toutefois intéressant de conserver le spectre réel ainsi que la di�érenciation entredes sols neufs et usés pour comparer l'impact de la lubri�cation sur le coe�cient de frottement dechacun de ces sols.
69Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2014ISAL0007/these.pdf 
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,,Figure 5.11: DSP (mm4) en fonction du vecteur d'onde q (mm−1) de 4 échantillons des sols, dusol discret de Yandell et du sol auto-a�ne de Klüppel5.3.2 Étude numérique du contactA�n d'améliorer la compréhension du contact réel, les problèmes de contact sec élastique et visco-élastique sont étudiés. Il est connu que le contact n'est pas complet, c-à-d que la gomme ne remplitpas toutes les cavités du sol. L'étude va donc porter sur les propriétés du contact du pain de gommesur le sol.Cas élastiqueLe code de calcul sec utilisant la méthode MultiGrille est appliqué, ses équations reposent sur lesthéories expliquées dans le chapitre 2. Le cas d'étude est celui d'une sphère élastique en contactavec la surface mesurée. A�n d'évaluer le contact sur une plage de fonctionnement, la charge estmodi�ée suivant une certaine plage. Les conditions de contact sont choisies pour être relativementproches du cas de contact d'un pain de gomme sur un caillou.La pression de gon�age du pneumatique d'un véhicule de tourisme est d'environ 0.2MPa ; comptetenu du taux d'entaillement de la bande de roulement, la pression moyenne est d'environ 0.3MPa.Sur les échantillons utilisés dont l'aire est de 0.81 mm2, la charge portée serait entre 1.2N et
4.86N pour des taux de contact sur le sommet des rugosités compris entre 20% et 5%. Le rayonde contact des échantillons est d'environ 6mm. Le module élastique E est calculé comme étantl'amplitude du module d'un matériau viscoélastique représentatif de celui employé dans l'industrie ;ses caractéristiques sont reprises de Le Gal et al [LGYK05]. Le module est obtenu à la fréquenced'excitation minimale du pain de gomme. On se place dans les conditions favorables au contact,c-à-d avec un taux de contact de 5%.Le nombre de points employé dans le calcul est de 20482 sur un patch carré de 0.9072 mm. Lenombre de points étant supérieur à celui des mesures des sols, une interpolation de la hauteur de lasurface mesurée s'avère nécessaire.La �gure 5.12 compare la DSP du sol avec la DSP de la déformation de la sphère. On remarqueque le spectre est diminué d'un facteur allant de 70 pour le sol 3− 1 jusqu'à plus de 100 pour le sol70Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2014ISAL0007/these.pdf 
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module E 521 MPa coe�cient de Poisson ν 0.5rayon de courbure Rx 6 mm charge w 5 Nrayon de contact a 0.319 mm enfoncement δ 0.0169 mmpression d'Hertz pH 23.5 MPa pression moyenne pmoy 6.17 MPaTable 5.3: Paramètres de contact pour les calculs.
1−1, sur toutes les longueurs d'onde. De plus, la DSP de la déformation du pain de gomme montreune tendance commune pour les longueurs d'onde inférieures à 5µm. L'ordre de l'amplitude de laDSP a changé pour certains sols.
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,, Figure 5.12: DSP (mm4) en fonction du vecteur d'onde q (mm−1) : trait �n pour le sol et traitépais pour la déformationLa �gure 5.13 montre le rapport entre la DSP de la déformation du pain de gomme et celle du sol.On remarque que la zone des longueurs d'onde moyennes est celle qui est le moins bien conservée. Laforme de la DSP pour les petites longueurs d'onde est beaucoup plus homogène pour la déformation.Certains sols comme les sols 1-1, 1-3 et 3-2, présentent une diminution plus forte de leur DSP pourles très petites longueurs d'onde ; ils ont donc tendance à mieux conserver ces dernières. Dans le cascontraire, les sols 1-2, 1-4, 3-1 et 3-4 perdent davantage les petites longueurs d'onde. Cela montreque le contact tend à homogénéiser le rapport entre les échelles, avec une prédominance relative despetites échelles. Il reste di�cile d'émettre une tendance générale pour le reste des résultats. Il estde même di�cile de trouver une relation entre cette tendance et les paramètres statistiques.Les �gures 5.14 et 5.15 montrent les champs de pression pour le sol neuf 1-2 et le sol usé 3-4. Il estfacilement visible que le sol usé a un taux de contact plus important que le sol neuf. Cela est validépar le calcul du taux de contact, voir �gure 5.16.71Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2014ISAL0007/these.pdf 
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,,Figure 5.13: Rapport entre la DSP de la déformation de la gomme et celle du sol en fonction duvecteur d'onde q (mm−1)
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,, Figure 5.14: Champ de pression P (MPa) en fonction des coordonnées X et Y (µm) pour le solneuf 1-2La �gure 5.16 montre le taux de contact en fonction de la charge. Les valeurs sont proches de cellestrouvées dans la littérature, notamment de Persson [PAT+05]. On remarque qu'en moyenne, lessurfaces ayant la rugosité σRMS la plus importante, comme la surface 1-1 neuve, sont celles quiont le taux de contact le plus faible à charge donnée. Cependant, les écarts de σRMS ne sont pasreprésentatifs de ce que l'on observe. Par contre, si l'on calcule σRMS et la dimension fractale pourla déformation de la gomme, les résultats sont beaucoup plus compréhensibles comme le montrela table 5.4. σRMS présente une excellente corrélation alors que la dimension fractale ne permetd'établir aucune relation avec le taux de contact.72Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2014ISAL0007/these.pdf 
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∆

,, Figure 5.15: Champ de pression P (MPa) en fonction des coordonnées X et Y (µm) pour le solusé 3-4
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,,Figure 5.16: Taux de contact en fonction de la charge (N) pour les 8 échantillons de solLa �gure 5.17 montre la raideur du contact en fonction de la charge. On remarque que ce sont lessurfaces ayant la plus importante σRMS qui ont la raideur la plus faible. On peut en déduire quec'est l'amplitude de la rugosité dans la plage de longueur d'onde de 101 jusqu'à 102 mm qui pilotela raideur du contact. On observe que les sols ayant la plus importante dimension fractale, calculéepar boîtes englobantes, ont aussi la plus grande raideur du contact.Ces résultats di�èrent en partie de ceux obtenus par Buzio et al [BBB+03]. Pour des surfaces auto-a�nes composées de nanocarbone structuré et de sexithienyle, ils ont montré expérimentalementque la raideur du contact était inversement proportionnelle à la dimension fractale et au paramètrede rugosité σRMS . Cette étude montre bien les mêmes tendances pour la rugosité σRMS , maismontre l'opposé pour la dimension fractale. Le très faible taux de contact en est très probablementl'explication. 73Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2014ISAL0007/these.pdf 
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échantillon Df DSP σRMS (mm)
1− 1 2.41 0.0062

1− 2 2.47 0.0058

1− 3 2.31 0.0051

1− 4 2.47 0.0081

3− 1 2.44 0.0045

3− 2 2.32 0.0015

3− 3 2.12 0.0029

3− 4 2.35 0.0025Table 5.4: Caractéristiques des 8 déformations calculées.
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,,Figure 5.17: Raideur (N/µm) de contact en fonction de la charge (N) pour les 8 échantillons desolCes deux études montrent que plus une surface est rugueuse, plus son taux de contact est faible àcharge donnée et moins le contact est raide. Cela indique qu'une surface rugueuse aura moins depoints en contact et aura donc des champs de pression plus élevés, ce qui est plus propice à casserle �lm d'eau. De plus, ayant une raideur plus faible, un soulèvement partiel de la gomme par une�et de lubri�cation engendrera moins de perte du coe�cient de frottement.La �gure 5.18 montre la distribution de hauteur des 8 échantillons du sol. On remarque que larépartition de la distribution suit relativement bien les valeurs de σRMS .La �gure 5.19 montre la distribution de hauteur du sol 1-1 ”H1 − 1” et celle qui est en contactavec la gomme ”R1 − 1” pour une charge d'1N . On remarque que la distribution des sommets encontact suit celle du sol uniquement sur les hauteurs les plus élevées. Tous les sols suivent la mêmetendance. Ce résultat est très proche de celui obtenu par Le Gal et al [LGK08]. Pour améliorer laprédiction de la distribution des hauteurs dans le calcul du coe�cient de frottement d'Heinrich, voiréquation 5.3, ils ont établi un coe�cient de décalage de la distribution de hauteur du sol a�n detrouver la distribution de la déformation de la gomme.74Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2014ISAL0007/these.pdf 
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∆

,, Figure 5.18: Distribution de hauteur en fonction de la hauteur (m) des 8 échantillons du sol
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,,Figure 5.19: Distribution de hauteur en fonction de la hauteur (m) du sol 1-1 et des sommets encontact
75Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2014ISAL0007/these.pdf 

© [F. Mora], [2014], INSA Lyon, tous droits réservés



Cas viscoélastiqueA�n de disposer de données plus réalistes pour le calcul du coe�cient de frottement sur sol mouillé,la même étude a été e�ectuée avec un matériau viscoélastique.Le matériau choisi est du styrène-butadiène (S-SBR) renforcé de noir de carbone (N339), dont lespropriétés sont reprises de l'étude de Le Gal et al [LGYK05]. Les données sont corrélées par rapportà un modèle de Zener à 14 branches et sont montrées dans la table 5.5. Ce matériau est un desconstituants courants de la bande de roulement des pneumatiques.
G0 = 1800 (MPa) f = 99

G∞ = 18 (MPa) ν = 0.5

τi (s) Ki

1.10−14 0.01

1.10−12 0.051

1.10−10 0.12

1.10−9 0.1

1.10−8 0.2

1.10−7 0.2

1.10−6 0.2

1.10−5 0.07

1.10−4 0.03

3.10−3 0.002

1.10−3 0.006

1.10−2 0.004

1.10−1 0.004

1.0 0.003Table 5.5: Caractéristiques du S-SBR renforcé de noir de carbone à 0.5% d'élongation à 21oC[LGYK05].Les conditions de contact restent les mêmes que dans l'étude précédente 5.3.2, excepté la vitesse deglissement qui doit être prise en compte ici. Elle est choisie à 0.1m/s.La méthode de calcul utilisée est celle en régime permanent par FFT, présentée dans le chapitre2. Compte-tenu du temps de glissement d'un pain de gomme, cette hypothèse est réaliste dans lareprésentation des temps de relaxation prépondérants qui sont inférieurs à 10−4s.La �gure 5.20 compare la DSP de la déformation de la gomme du cas élastique de l'étude section5.3.2 à celle du cas viscoélastique pour chaque surface.Le cas viscoélastique présente une déformation plus faible à cause de la rigidité supérieure engendréepar l'excitation du matériau viscoélastique. On peut en déduire que le module d'Young du casélastique est inférieur au module viscoélastique "moyen" employé dans ce dernier cas. Son taux decontact est aussi plus faible.

76Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2014ISAL0007/these.pdf 
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,, Figure 5.20: DSP (mm4) en fonction du vecteur d'onde q (mm−1) : trait continu pour le casélastique et tiret pour le cas viscoélastiqueL'impact de la vitesse de glissement est montré dans la distribution de hauteur sur la �gure 5.21.Comme le suggère sa DSP, la distribution des cas viscoélastiques Rve est bien plus faible que celledu cas élastique Re.De plus, dans le cas viscoélastique, lorsque la vitesse de glissement Vg augmente, le matériau devientplus rigide, ce qui réduit son enfoncement et ainsi sa répartition de la distribution des hauteurs. Cete�et est visible entre les deux cas viscoélastiques aux vitesses Vg de 0.1m/s et 10m/s.
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,,Figure 5.21: Distribution de hauteur en fonction de la hauteur (m) pour le sol 1-2 : comparaisond'un contact élastique à deux cas viscoélastiques77Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2014ISAL0007/these.pdf 
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Cette section a montré que l'hypothèse d'un contact complet est invalide. L'utilisation du spectredes sommets en contact avec la gomme est donc fortement conseillée lorsque l'on s'intéresse à desphénomènes s'appliquant au pain de gomme.L'étude de contact a montré que les surfaces avec la rugosité σRMS la plus importante sont lesmoins disposées à avoir une perte du coe�cient de frottement par e�et de lubri�cation.En�n, le calcul viscoélastique montre que la déformation est dépendante de la vitesse de glissement.Cette méthode peut ainsi être utilisée après �ltration du sol par la TRA pour calculer la diminutiondu coe�cient de frottement.5.4 Diminution de l'adhérence sur sol mouillé par la théorie deréduction d'amplitude5.4.1 HypothèsesLa diminution de l'adhérence sur sol mouillé va être étudiée à partir de la théorie de réductiond'amplitude (TRA).Les hypothèses de la TRA, telle qu'elle a été étudiée dans le chapitre précédent, sont d'avoir :- un matériau élastique ;- un �uide isovisqueux ;- une amplitude de rugosité inférieure à 10% de la hauteur du �lm de �uide en contact lisse ;- une surface isotropique ;- un contact en roulement pur ;- un contact continu.Certaines hypothèses vont évidemment a�ecter la précision des résultats.
• La première hypothèse importante est la non prise en compte de la viscoélasticité. Il a été montré auchapitre 3 que la viscoélasticité pouvait modi�er fortement le comportement du contact. L'épaisseurdu �lm varie en fonction du temps, de l'espace et suivant la fréquence d'excitation du matériau.De plus, la viscoélasticité crée un comportement asymétrique où l'entrée du contact présente unepression plus importante qu'à la sortie. Plus la viscoélasticité est importante, plus la di�érenceavec le cas élastique va être conséquente. Néanmoins, le matériau du pain de gomme fonctionneavec une plage de temps de relaxation très importante. La dissymétrie de la pression devrait resterrelativement faible.La �gure 5.22 montre la di�érence relative de l'épaisseur de �lm minimale et au centre du contactentre des contacts lubri�és EHD et VEHD en régime permanent. Le cas d'étude est celui d'unesphère en glissement sur un massif semi-in�ni viscoélastique lisse. Le matériau a un rapport deviscoélasticité f + 1 de 20 dont le temps de relaxation τ varie. Le paramètre de charge de Moes
M est de 277, 685 et 1000. On remarque que la di�érence est maximale lorsque le coe�cient defrottement est maximum et minimale pour les petits temps de relaxation, là où le matériau serapproche du cas élastique. Lorsque le temps de relaxation augmente, la di�érence atteint uneasymptote puisque le matériau va atteindre son plateau vitreux.On comprend donc que c'est l'importance de la dissymétrie et du rapport f + 1 qui donnera la�délité du modèle.

78Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2014ISAL0007/these.pdf 
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,,Figure 5.22: Di�érence relative de la hauteur de �lm minimale Hmin et au centre du contact Hcpar rapport au cas élastique pour di�érents temps de relaxation τ (s)Où ∆min =
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min−Hv
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He
min
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• La hauteur de la rugosité doit rester faible par rapport à l'épaisseur du �lm de �uide. Les étudesd'épaisseur de �lm pour des contacts mous lisses, comme celles de Myant [MFSS10], montrentune bonne corrélation avec les prédictions de Moes [Moe00]. L'épaisseur du �lm d'eau dans uncontact lisse calculée par la formule de Moes est exposée dans la �gure 5.23. Elle est donnée à partirdes conditions de contact de la table 5.3 mais avec un module d'Young d'environ 300 MPa. Cesépaisseurs de �lm d'eau sont très proches des mesures e�ectuées par Wallace et al [WT69].Á partir de l'amplitude de la surface du sol et de celle des sommets en contact avec la gomme,montrées dans la �gure 5.24, on peut émettre l'hypothèse que l'eau ne pourra pas cacher le spectredu sol dont le vecteur d'onde est inférieur à 100 mm−1.En admettant que l'épaisseur du �lm d'eau ne dépende pas de la rugosité, la condition Ai/h < 10%est obtenue pour les rugosités dont le vecteur d'onde est supérieur à 1000 mm−1. Donc en tenantcompte de la diminution de l'épaisseur du �lm d'eau par les rugosités, il est clair que la majoritédu spectre du sol sera dans des conditions où Ai/h >> 10%.
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,,Figure 5.23: Hauteur du �lm d'eau h (mm) dans un contact lisse en fonction de la vitesse deglissement V g (m/s) 79Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2014ISAL0007/these.pdf 
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,,Figure 5.24: FFT du sol H 1-2 et des sommets en contact avec la gomme V (mm) en fonction deq (mm−1)
• La surface employée pour la création de la loi de réduction d'amplitude est composée de deux sinuscréant une surface isotropique. Les véri�cations mises en évidence dans la section 5.3.1 ont prouvéque les surfaces extraites possèdent cette propriété. On en déduit que le coe�cient de frottementsera identique quelle que soit la direction du pain de gomme. La TRA pourra donc être appliquéesuivant n'importe quelle direction de la surface.
• En�n, la TRA construite dans le chapitre précédent a été étudiée dans le cas de roulement pur.Or le pain de gomme est à la fois en roulement et en glissement selon sa position sur la bandede roulement. Á l'entrée du contact, le pain de gomme est en roulement, alors que le reste est englissement. Les conditions de lubri�cation sont donc assez di�érentes selon sa position sur la bandede roulement. Néanmoins, la zone prépondérante dans l'adhérence du pneumatique est celle où cedernier se trouve en glissement. C'est cette zone qui sera donc analysée. Les vitesses de glissementseront calculées à partir du SRR global qui est compris entre 5 et 15% pour obtenir le coe�cientde frottement maximal.Sperka et al ont étudié expérimentalement la réduction d'amplitude de la rugosité dans des casélastiques piezo-visqueux en roulement-glissement. Ils ont montré que pour des taux de roulement-glissement inférieurs à 10%, l'étude d'un contact en roulement pur était su�sante [Spe11]. L'utili-sation de données en roulement pur pour une application en roulement-glissement reste raisonnabledans notre étude.5.4.2 Véri�cation de la prédiction par la TRAA�n de véri�er la pertinence de l'utilisation de la TRA pour un contact viscoélastique et son appli-cation au calcul du coe�cient de frottement, une simulation a été mise en place. Le cas de calculreprend les conditions de contact du pain de gomme sur une géométrie simpli�ée, composée d'unesphère d'un rayon de courbure de 0.01 mm et d'une rugosité décrite par une sinusoïde de longueurd'onde de 1µm et d'une amplitude de 5.10−2µm. Le matériau, voir table 2.1, a été choisi pourobtenir une di�érence de coe�cient de frottement su�sante entre les cas lisse et rugueux tout enconservant une amplitude de rugosité faible pour rester au plus près du domaine linéaire de la TRA.La modélisation représente le glissement de la sphère rigide rugueuse sur le massif semi-in�ni vis-coélastique. La vitesse du massif est nulle. Ainsi, la vitesse de glissement de la sphère est égale à la80Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2014ISAL0007/these.pdf 
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vitesse d'entraînement us. Cette dernière, variant de 0.08 à 2.5 m/s, est incluse dans le calcul duparamètre de charge M qui varie de 52 à 693.Compte tenu du manque de robustesse du code de calcul, la viscosité de l'eau a été augmentéepar un rapport de 2000, permettant de rester dans des plages du coe�cient de charge M de Moescalculables. Ainsi, la viscosité vaut 2.10−6 MPa.s. La charge est de 0.015 N .La TRA s'appliquant sur l'amplitude de la rugosité, le modèle de diminution du coe�cient defrottement n'agit que sur le frottement provenant de la rugosité. Ainsi, une prédiction du coe�cientde frottement lubri�é rugueux peut être établie :
µlubrug = µlublisse + (1− Ad

Ai
)(µsecrug − µseclisse) (5.8)où la réduction d'amplitude est calculée à partir des résultats du chapitre précédent :

Ad

Ai
=

1

1 + 0.0018∇̄7/2
(5.9)On remarque que la formule 5.8 nécessite la connaissance des coe�cients de frottement sec rugueuxet lisse ainsi que lubri�é lisse. Ainsi, quatre calculs numériques doivent être e�ectués. Un calcullubri�é rugueux VEHD qui devra être prédit à partir de trois autres calculs, un sec lisse, un secrugueux et un lubri�é lisse. Ensuite, la réduction d'amplitude est mesurée sur le calcul rugueuxVEHD, ce qui permet de véri�er la prédiction.La �gure 5.25 montre ces quatre calculs, la prédiction et la véri�cation. On remarque que la prédic-tion à partir de la TRA "prédiction TRA" suit la courbe VEHD lisse. Cela provient du paramètre

∇̄ trop faible pour permettre une transmission su�sante de la pression ; à la vitesse d'entraînementminimale, Ad/Ai = 0.9967. En réalité, la déformation est plus importante, comme on peut le voirsur la �gure 5.26 par la courbe Ad/Ai mesuré. Le rapport de l'amplitude de la rugosité sur l'épais-seur de �lm de �uide ai/hc est trop important pour être correctement prédit par la TRA. Si onremplace dans l'équation 5.8 le paramètre Ad/Ai prédit par celui mesuré, la prédiction devient plusproche du résultat VEHD rugueux. Au-dessus d'une vitesse d'entraînement de 0.25m/s, la prédic-tion comporte une erreur inférieure à 0.01%, mais elle va jusqu'à 7.5% pour les vitesses inférieures.Avec la bonne déformation, l'erreur ne serait que de 4%.La �gure 5.27 montre la hauteur du �lm de �uide le long de la ligne centrale. La forme de ladéformation due à la rugosité sinusoïdale est asymétrique à cause de la viscoélasticité. Cela peutexpliquer en partie que la TRA ne prédit pas particulièrement bien les résultats d'un contact VEHDrugueux. Il est possible que la relation entre le coe�cient de frottement de la rugosité et le rapportde déformation Ad/Ai ne soit pas linéaire dans le cas lubri�é, bien que cela ait été véri�é dans lecas sec.

81Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2014ISAL0007/these.pdf 
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,,Figure 5.25: Coe�cient de frottement µ en fonction de la vitesse d'entraînement us (m/s)
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,,Figure 5.26: Réduction d'amplitude Ad/Ai et rapport de hauteur de rugosité sur épaisseur de �lmde �uide ai/hc en fonction de la vitesse d'entraînement us (m/s)Cette étude a permis de montrer que la TRA peut prédire le coe�cient de frottement d'un contactVEHD rugueux. Seulement, une viscoélasticité importante associée à une amplitude de rugosité tropgrande par rapport à l'épaisseur du �lm de �uide engendre une erreur dans le calcul du rapport dedéformation Ad/Ai. 82Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2014ISAL0007/these.pdf 
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,,Figure 5.27: Hauteur du �lm de �uide (mm) en fonction de X (mm) le long de la ligne centrale5.4.3 Calcul du coe�cient de frottementLe but de l'étude n'est pas d'obtenir le coe�cient de frottement le plus réaliste possible mais dele comparer dans les cas de revêtements sec et mouillé. Le calcul par la méthode de contact secpar FFT est possible, cependant elle reste moins rapide qu'une méthode analytique. Le modèle decalcul du coe�cient de frottement choisi est celui d'Heinrich [HK00] :
µ =

1

2

〈δ〉
σ0 v

∫ ωmax

ωmin

dω ω G′′(ω) S(ω) (5.10)L'intégrale calcule l'énergie dissipée par la déformation de la gomme à partir du module de perteen cisaillement G′′(ω) et de la DSP S(ω). v est la vitesse de glissement et 〈δ〉 est la pénétrationmoyenne de la gomme dans le sol.Le terme σ0 est la contrainte normale totale sur la gomme. Une version simpli�ée existe sous laforme [HK00] :
σ0 =

0.53 ξ⊥ E′(ωmin)

π ξ||
F3/2(

d

σ̃s
) (5.11)

ξ2⊥ est l'amplitude maximale du spectre de corrélation de hauteur et ξ|| est la longueur d'onde au-delà de laquelle le spectre devient constant. Ces deux paramètres sont trouvés par juxtaposition dela DSP des surfaces aux droites analytiques de Klüppel, voir �gure 5.3.
E′(ωmin) est le module de stockage en traction-compression à la fréquence d'excitation minimale.
F3/2(d/σ̃s) est la fonction de Greenwood-Williamson où d est la distance entre la ligne moyennedu sol et la hauteur minimale de la gomme ; σ̃s est la variance de la distribution de hauteur dessommets en contact, elle est approximée par ξ||/√2.
d est calculée à partir de la hauteur minimale du diagramme de distribution des hauteurs du painde gomme, voir �gure 5.19. On trouve des rapports d/σ̃s de l'ordre de 1.10−6, donnant environ 0.43à la fonction F3/2.En�n, 〈δ〉 est trouvée grâce à la moyenne de la hauteur du spectre des sommets du sol en contactavec la gomme. On trouve environ 0.0366mm pour le sol 1-2.83Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2014ISAL0007/these.pdf 
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Bien qu'assez simple, ce modèle de coe�cient de frottement permet de tenir compte des propriétésprincipales du matériau viscoélastique. Il permet de faire le lien entre ces propriétés et la fréquenced'excitation du matériau due à la vitesse de glissement et au spectre du sol. Ce dernier étant atténuépar l'e�et de la lubri�cation, le coe�cient de frottement s'en retrouvera alors diminué.5.4.4 Application et compréhension
• Le calcul du coe�cient de frottement sur sol mouillé s'e�ectuera sur le spectre �ltré V lub. Cedernier est trouvé par l'application de la réduction d'amplitude sur la transformée de Fourrier duspectre des sommets en contact avec la gomme V . On retrouve le nouveau spectre �ltré en e�ectuantune transformée de Fourrier inverse.

V lub = F−1

(

F(V ) · (1− Ad

Ai
)

) (5.12)Le calcul du rapport de déformation Ad/Ai vient du paramètre ∇̄, voir équation 5.13. Ce calcul estprépondérant puisqu'il tient compte de tous les paramètres du contact.
∇̄ = (λ/a)

3
√
M (5.13)La longueur d'onde λ prend en compte toutes les longueurs d'onde du spectre de la déformée dela gomme. Ainsi, ∇̄ est une matrice ayant, pour chaque ligne suivant X, le spectre de toutes leslongueurs d'onde.La longueur d'onde est adimensionnée par rapport au rayon d'Hertz a. On peut à la fois calculer

a analytiquement pour un cas lisse ou le mesurer après calcul numérique. La seconde méthode estchoisie ; le rayon de contact est obtenu à partir des calculs élastiques e�ectués précédemment dansla section 5.3.2.Les surfaces étant isotropes, la réduction d'amplitude est appliquée suivant une direction qui seravue comme la direction de glissement de la gomme.Le calcul du paramètre de charge M de Moes implique une simpli�cation. En e�et, le moduled'Young du matériau est considéré élastique. Or, dans un cas viscoélastique, le module d'Youngva augmenter lorsque l'on va se rapprocher de la surface de la bande de roulement où la gommeest déformée par des rugosités de très faible longueur d'onde. Le module d'Young élastique seral'amplitude du module complexe de traction-compression viscoélastique, voir équation 5.14. Lapropriété élastique de la gomme sera donc constituée d'un ensemble de couches allant du moduled'Young le plus faible vers le plus élevé lorsque l'on se rapproche de la surface du pain de gomme.
|E∗(ω)| =

√

|E′(ω)|2 + |E′′(ω)|2 (5.14)où ω est la pulsation d'excitation de toutes les longueurs d'onde du sol.Le reste des paramètres est plus simple à obtenir. La charge, la viscosité de l'eau et le rayon decourbure sont connus. Le rayon de courbure sera choisi comme étant celui de l'aspérité ayant la plusgrande amplitude, puisque c'est elle qui conditionnera la déformation majeure du pain de gomme.Ces paramètres sont repris de l'étude de contact sur le sol, voir table 5.3.
• L'étude du contact se place dans le repère de la route, sa vitesse est donc nulle. La zone d'étudese situe à l'arrière du pneumatique, où ce dernier est en cisaillement ou glissement. En cisaillement,sa vitesse par rapport à la route est nulle, ainsi aucun calcul de lubri�cation ne peut être e�ectué.En condition de forte demande d'adhérence, le pain de gomme glisse, ainsi sa vitesse par rapport84Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2014ISAL0007/these.pdf 
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à la route sera la vitesse de glissement. C'est donc cette vitesse qui conditionnera les calculs delubri�cation. Le tableau 5.6 montre le SRR en fonction de la vitesse du véhicule et de la vitesse deglissement de la gomme sur la route. Les vitesses de glissement élevées devront être employées pourdes vitesses importantes du véhicule parce qu'il faut rester dans des taux de SRR raisonnables.
h
h
h
h
h
h
h
h
h
h
h
h
h
h
h
h
h

hh

Vitesse véhicule Vitesse glissement
0.1 0.5 1 2 5 10

50 0.36 1.8 3.7 7.8 22 56

90 0.2 1 2 4.2 11.1 25

130 0.14 0.7 1.4 2.8 7.4 16Table 5.6: Taux de SRR (%) en fonction de la vitesse de glissement (m/s) et de la vitesse duvéhicule (km/h).
• La réduction d'amplitude joue un rôle de �ltre passe-bas, c-à-d qu'elle réduit fortement l'amplitudedes petites longueurs d'onde du spectre. La �gure 5.28 compare la DSP du sol 1-2 avec la DSP �ltréepar la TRA à une vitesse de glissement d'1m/s pour le cas oùM utilise le module moyen du matériau"Emoy" et le cas où le module est calculé en fonction de la longueur d'onde "E*" suivant l'équation5.14. Les deux résultats sont très proches ; la méthode par calcul en fonction de la longueur d'ondeprésente une pente de �ltrage plus importante puisque le module du matériau augmente vers lespetites longueurs d'onde. La méthode de calcul du module élastique en fonction de la longueurd'onde semble la plus proche du cas viscoélastique, elle est donc retenue.
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,,Figure 5.28: DSP (mm4) en fonction du vecteur d'onde q (mm−1) pour le sol 1-2 et deux typesde �ltrationPour une vitesse de glissement de 0.1m/s, le paramètre de charge de Moes M utilisant l'équation5.14 varie de 3240 à 6250, alors qu'il est de 3175 avec l'utilisation du module moyen.On remarque facilement la di�érence avec la théorie de Persson [PTAT05] où la DSP est réduite demanière homogène sur tout le spectre de longueur d'onde.85Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2014ISAL0007/these.pdf 
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Variation en fonction de la vitesse
• Pour une même surface, le �ltrage est de plus en plus important à mesure que la vitesse deglissement augmente, comme le montrent les �gures 5.29 et 5.30. Quand la vitesse augmente, lapente de diminution reste identique mais le �ltrage démarre à des longueurs d'onde plus importantes.Ce décalage est proche du linéaire car le rapport entre la vitesse d'entraînement us et Ad/Ai estinversement proportionnel à la puissance 7/8 [MSlCL12].Quelle que soit la vitesse de glissement, la �ltration démarre su�samment tôt pour rester avec desrapports d'amplitude des rugosités sur hauteur du �lm d'eau ai/h acceptables.
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,,Figure 5.29: DSP (mm4) du spectre d'origine et �ltré des sommets 1-2 et en fonction du vecteurd'onde q (mm−1) pour di�érentes vitesses de glissement V g
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,,Figure 5.30: DSP (mm4) du spectre d'origine et �ltré de la surface 1-2 en fonction du vecteurd'onde q (mm−1) pour di�érentes vitesses de glissement V g
• La DSP de la déformée de la gomme est di�érente de celle de l'étude 5.3.2 puisque la chargeutilisée est de 0.7N . Le paramètre de charge M maximum, va donc de 6250 à 200, pour des vitessesde glissement allant de 0.1 à 10m/s. Ces valeurs sont faibles à cause de la charge utilisée, trop86Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2014ISAL0007/these.pdf 

© [F. Mora], [2014], INSA Lyon, tous droits réservés



éloignée des conditions réelles.L'application du �ltre sur le pro�l des sommets en contact V est montrée dans les �gures 5.31et 5.32. Il est facilement observable que l'amplitude des rugosités de grande longueur d'onde estconservée, alors que celle des petites longueurs d'onde est atténuée ou complètement e�acée.
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,,Figure 5.31: Amplitude de la déformation (mm) de la surface 1-2 d'origine et �ltrée pour di�érentesvitesses de glissement "Vg" (m/s) suivant la ligne X (mm)

0.24 0.26 0.28 0.3 0.32 0.34

0.024

0.025

0.026

0.027

x

V

 

 

V 1−2
Vfil Vg 0.1
Vfil Vg 1
Vfil Vg 10

PSfrag replacements
,

,,Figure 5.32: Amplitude de la déformation (mm) de la surface 1-2 d'origine et �ltrée pour di�érentesvitesses de glissement "Vg" (m/s) suivant la ligne X (mm)
• Le coe�cient de frottement pour les spectres des sommets (trait continu) et les spectres �ltrés(trait discontinu) en fonction de la vitesse de glissement est visible dans la �gure 5.33. La di�érenceentre les deux coe�cients de frottement diminue lorsqu'on augmente la vitesse, notamment pourles sols neufs, comme le montre la �gure 5.34. On aurait pu s'attendre à ce que la lubri�cationimpose le maximum du coe�cient de frottement à une vitesse de glissement inférieure au cas sec,or l'inverse se produit.Étudié sur une plage de vitesse de glissement plus étendue, voir �gure 5.35, le coe�cient de frotte-ment lubri�é diminue bien, mais obtient son maximum à une vitesse de glissement plus élevée quele cas sec.

87Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2014ISAL0007/these.pdf 
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,,Figure 5.33: Coe�cient de frottement µ en fonction de la vitesse de glissement V g (mm/s)

10
2

10
3

10
40.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

Vg

 

 

1−1
1−2
1−3
1−4
3−1
3−2
3−3
3−4

PSfrag replacements
,

,,Figure 5.34: Di�érence relative du coe�cient de frottement µ en fonction de la vitesse de glissement
V g (mm/s)
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µ,,Figure 5.35: Coe�cient de frottement µ sec et lubri�é en fonction de la vitesse de glissement V g(mm/s)
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• Ce phénomène provient du choix du matériau. En e�et, comme le montre la �gure 5.36, l'aug-mentation de la vitesse de glissement engendre un décalage du module de perte vers les grandeslongueurs d'onde, puisqu'elles excitent le matériau à des fréquences plus élevées. Or ce sont ceslongueurs d'onde qui ne sont jamais �ltrées par la lubri�cation. Cela explique que le maximumdu coe�cient de frottement peut se trouver à des vitesses de glissement plus importantes dans lecontact lubri�é. La pulsation d'excitation du matériau peut être retrouvée par la formule ω = q ·V g.
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,,Figure 5.36: Module de perte G′′ (MPa) en fonction du vecteur d'onde q (mm−1) pour di�érentesvitesses de glissement "Vg" (m/s)Ce résultat est semblable à celui trouvé expérimentalement par Grosch [Gro69] qui a mesuré lefrottement entre une surface sèche, mais salie pour éviter l'adhésion, et la même surface mouilléepar l'eau.
• La DSP des sommets en contact de chaque sol donne évidemment une corrélation parfaite duniveau du coe�cient de frottement sec. Le fait que le sol 1-2 échange sa position avec le 1-4 entrele cas sec et mouillé, vient de l'importance de la DSP aux petites longueurs d'onde du sol 1-2. Ceslongueurs étant très �ltrées, la surface 1-2 a fortement perdu de sa capacité à conserver l'adhérence.La rugosité σRMS apporte une assez bonne corrélation avec le coe�cient de frottement en sec ; onremarque que le coe�cient de frottement augmente avec σRMS . Il est par contre très di�cile detrouver une relation entre les propriétés statistiques des sols et le niveau ou la perte du coe�cient defrottement en lubri�é. En e�et, le spectre des déformées de la gomme ne suivant pas su�sammentune pente fractale, explique l'impossibilité d'e�ectuer une corrélation.Le taux et la raideur du contact ne permettent pas de voir facilement une corrélation avec les ré-sultats obtenus.
• Les résultats montrent que les sols avec des amplitudes faibles aux grandes longueurs d'onde,conservent mal l'adhérence sur sol mouillé. Tout d'abord la faible amplitude des grandes longueursd'onde engendre une épaisseur de �lm d'eau plus importante, qui séparera plus facilement la gommedes petites longueurs d'onde. En�n, ces sols qui tirent une plus grande partie des petites longueursd'onde pour l'adhérence auront une perte plus importante à cause du �ltrage par l'e�et de lubri�-cation. 89Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2014ISAL0007/these.pdf 
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Etude de la diminution du coe�cient de frottement
• La di�érence relative entre le coe�cient de frottement dans les cas sec et mouillé montre unetendance générale décroissante en observant la �gure 5.34. Sur une plage de vitesse de glissement plusimportante, la di�érence relative a une forme en cloche comme le montre la �gure 5.37. Néanmoinsla di�érence est assez importante à des vitesses de glissements faibles (< 1mm/s), alors qu'on auraitpu penser qu'elle n'aurait été signi�cative qu'à partir de vitesses bien supérieures. Cette sous-sectionporte sur l'explication de ce phénomène.
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,,Figure 5.37: Coe�cient de frottement µ et sa di�érence relative ∆µ entre le cas sec et mouillé enfonction de la vitesse de glissement V g (mm/s)Le coe�cient de frottement a été calculé sur une plage d'excitation provenant de la totalité du spectredu sol. Un cut-o� peut être utilisé pour réduire la taille du spectre. Heinrich [HK00] conseille deconserver un rapport entre la longueur d'onde la plus importante et la plus faible du spectre du solde 103 ce qui est le cas dans l'étude présente : λmax = 0.904mm et λmin = 8.8 10−4mm .En admettant que la décade des plus hautes fréquences du sol ne soit pas prise en compte dansle calcul du coe�cient de frottement, l'adhérence sera moins impactée par la lubri�cation puisquela diminution de la plage d'excitation sera moindre. Cet impact est montré dans la �gure 5.38. Ladi�érence de coe�cient de frottement est bien inférieure au cas sans cut-o�. Lors de faibles vitessesde glissement, la di�érence est nulle dans le cas où le cut-o� intervient à une longueur d'onde mi-nimale λmin de 10−2mm.De plus, le maximum de la perte d'adhérence est obtenu à des vitesses de glissement plus élevéesdans le cas avec cut-o�, ce qui a tendance à ramener le maximum du coe�cient de frottement dansle cas lubri�é vers des vitesses de glissement plus faibles.
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,,Figure 5.38: Di�érence relative du coe�cient de frottement entre le cas sec et mouillé ∆µ enfonction de la vitesse de glissement V g (mm/s) avec et sans cut-o�
• L'in�uence des propriétés matériau sur la forme de la diminution est aussi étudiée. La �gure5.36 montre que le module de perte G′′ contient des �uctuations qui ne sont pas représentativesdu comportement réel du matériau. Cela provient du recalage des données d'essai sans logicieladapté. Des données matériau recalées "mat recalé" à partir d'un logiciel e�cace sont comparéesau matériau de Le Gal [LGYK05] non recalé dans la �gure 5.39.La di�érence relative du coe�cient de frottement est comparée entre ces deux matériaux dans la�gure 5.40, à la fois avec et sans cut-o�. On remarque que la perte d'adhérence est plus importanteet plus lisse pour le matériau recalé. Néanmoins, la tendance reste très proche.L'obtention du maximum du coe�cient de frottement lubri�é à des vitesses de glissement plus élevéesque dans le cas sec provient bien de la forme générale du facteur de perte et plus précisément de laposition de son maximum.
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,,Figure 5.39: |E∗| et tan δ du matériau de Le Gal [LGYK05] et d'un matériau recalé en fonctionde la fréquence (Hz) 91Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2014ISAL0007/these.pdf 
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,,Figure 5.40: Di�érence relative du coe�cient de frottement ∆µ entre le cas sec et mouillé enfonction de la vitesse de glissement V g (mm/s) avec et sans cut-o� pour 2 matériaux
• La �gure 5.29 montre que la �ltration des rugosités démarre très tôt puisqu'à une vitesse deglissement V g de 0.1m/s, la moitié du spectre du sol est masquée à cause de conditions de contactoù la charge w = 0.7N est trop faible.En employant des conditions de contacts réalistes, utilisées dans l'étude 5.3.2 où la charge vaut 5N ,la �gure 5.41 compare le démarrage de la �ltration par la lubri�cation entre le cas réaliste à 5N etfaiblement chargé à 0.7N . L'augmentation de la charge w a permis d'augmenter le paramètre decharge de Moes M , démarrant la �ltration à des longueurs d'onde près de deux fois plus faibles.Néanmoins, il faut encore des vitesses de glissement très faibles pour que la �ltration démarre versles plus petites longueurs d'onde.
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,,Figure 5.41: DSP (mm4) du spectre d'origine et �ltré des sommets 1-2 en fonction du vecteurd'onde q (mm−1) pour di�érentes vitesses de glissement V g et pour deux conditions de contactLa �gure 5.42 compare les coe�cients de frottement et leur di�érence relative entre le cas faiblementchargé et réaliste. La di�érence relative est plus faible pour le cas de charge réaliste puisque le �ltrage92Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2014ISAL0007/these.pdf 
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par la TRA est plus faible. Néanmoins l'allure de cette courbe reste inchangée, puisque les courbesde coe�cient de frottement ont subi une homothétie sur toute la plage de vitesses de glissement.
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,,Figure 5.42: Coe�cient de frottement µ et sa di�érence relative ∆µ entre le cas sec et mouillé enfonction de la vitesse de glissement V g (mm/s) pour deux conditions de contact
• La non-utilisation du rapport réel Ai/h peut aussi expliquer la perte importante du coe�cient defrottement aux basses vitesses de glissement. Il a été montré dans la section 5.4.1 que le rapport réel
Ai/h était majoritairement supérieur à 10% dans l'étude, alors que la TRA a été créée pour un rap-port inférieur à 10%. L'épaisseur du �lm d'eau augmentant avec la vitesse, la non-prise en comptede ce rapport sera plus importante aux faibles vitesses qu'aux hautes. Ainsi, la réduction de la défor-mation de la gomme par le lubri�ant sera diminuée plus largement aux faibles vitesses de glissement.Cette étude fait intervenir certains paramètres et montre leur impact sur les résultats. La forme dela diminution du coe�cient de frottement provient principalement de la relation entre la �ltrationdu lubri�ant et de la forme du facteur de perte du matériau.Variation en fonction de la chargeLorsque la demande d'adhérence est importante, les pains de gomme de la bande de roulement secisaillent. Selon sa rigidité, provenant de ses dimensions et du matériau, le cisaillement peut en-gendrer un basculement du pain de gomme mettant en contact l'arête du pain avec le sol. Cela vaaugmenter la pression de contact et donc la charge portée par les cailloux.Di�érents calculs de contact sec élastique sont e�ectués suivant les mêmes conditions de contactque la table 5.3, mais avec une charge allant de 0.5N à 7N , donnant un taux de contact allant de
3.5% à 32%.La �gure 5.43 montre la DSP de la déformation de la gomme pour la surface 1-2 et la déformation�ltrée pour di�érentes charges à une vitesse de glissement d'1m/s. La DSP de la déformation de lagomme dans le cas sec augmente de manière homogène sur toutes les longueurs d'onde lorsque lacharge augmente, puisque le taux de contact augmente.La �ltration de la TRA agit de manière similaire quelle que soit la charge. Le zoom sur le début de laDSP �ltrée montre que pour une longueur d'onde d'environ 60µm, la �ltration est plus importantepour les contacts fortement chargés mais dans des proportions très faibles.La faible di�érence de �ltration entre les di�érentes charges s'explique par le fonctionnement de la93Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2014ISAL0007/these.pdf 
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TRA puisque l'augmentation de la charge w augmente le paramètre de charge M de Moes maisdiminue le rapport λ/a puisque le rayon de contact a augmente. Ainsi, la variation du paramètrede réduction d'amplitude Ad/Ai, montré dans la �gure 5.44, est compensée par la DSP supérieuredes cas chargés.

10
1

10
2

10
3

10
4

10
−30

10
−20

10
−10

10
0

q

D
S

P

 

 

w=0.5N
w=1N
w=2N
w=4N
w=7N

PSfrag replacements
,

,,

10
2

10
−8

10
−6

10
−4

10
−2

q

D
S

P

 

 

w=0.5N
w=1N
w=2N
w=4N
w=7N

PSfrag replacements
,

,,Figure 5.43: DSP (mm4) du spectre d'origine et �ltré des sommets 1-2 en fonction du vecteurd'onde q (mm−1) pour di�érentes charges w
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,,Figure 5.44: Réduction d'amplitude 1− Ad/Ai en fonction du vecteur d'onde q (mm) pour di�é-rentes charges w sur la déformée 1-2 94Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2014ISAL0007/these.pdf 
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La �gure 5.45 montre que la di�érence relative entre le coe�cient de frottement de la déformationde la gomme sur sol sec par rapport au sol mouillé a tendance à s'accroître lorsqu'on augmente lacharge.

10
00.5

0.55

0.6

0.65

0.7

w

PSfrag replacements
,

,,Figure 5.45: Di�érence relative entre le coe�cient de frottement d'origine et �ltré de la surface 1-2en fonction de la charge wCes résultats montrent que la hausse de la charge provoque une augmentation de la perte de l'adhé-rence sur sol mouillé. Or, la prise en compte dans la TRA du rapport amplitude de la rugosité surépaisseur du �lm de �uide ai/hc aurait décalé le �ltre de la TRA vers les petites longueurs d'ondelorsque la charge augmente. Ainsi, la di�érence relative du coe�cient de frottement n'aurait pasaugmenté aussi fortement lorsqu'on accroît la charge.Variation en fonction de la viscosité de l'eauLa viscosité de l'eau reste constante vis-à-vis de la pression de contact ; par contre, l'introduction decontaminants peut fortement augmenter sa viscosité. En e�et, les gaz d'échappement des véhiculesainsi que les poussières déposées sur la route sont mélangés à l'eau dès les premiers instants depluie, ce qui est connu pour a�ecter très fortement l'adhérence du pneumatique. Si la pluie duresu�samment longtemps, le ruissellement de l'eau permet d'évacuer ses contaminants, ce qui luipermet de retrouver sa propriété de faible viscosité. Ce phénomène est montré dans la �gure 5.46de Persson.
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,,Figure 5.46: Adhérence du pneumatique en fonction du temps [PTAT05]95Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2014ISAL0007/these.pdf 
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Les contaminants peuvent présenter des viscosités supérieures de plusieurs ordres de grandeur àcelle de l'eau de pluie. Il est ainsi intéressant d'étudier l'impact sur le coe�cient de frottementd'une augmentation de la viscosité.Un second e�et sur la viscosité de l'eau vient de sa température ; plus cette dernière est élevée,plus la viscosité de l'eau est basse, comme le montre la table 5.7. La température de la surfacede la gomme peut être supérieure à 100oC si celle-ci a été en contact sec avec le sol. En dissipantcette chaleur, l'eau peut alors atteindre des températures relativement élevées et voir sa viscositédiminuer. température (oC) viscosité dynamique (MPa.s)
0 1.7 10−9

20 1 10−9

50 0.5 10−9

100 0.28 10−9Table 5.7: Viscosité de l'eau en fonction de la température à la pression atmosphérique.La �gure 5.47 montre la DSP de la déformée de la gomme pour le sol 1-2, ainsi que la DSP �ltrée à unevitesse de glissement de 1m/s pour di�érentes viscosités η allant de celle de l'eau à la températurede 100oC jusqu'à 10 fois plus que la viscosité à 20oC. La variation de la viscosité, bien qu'étantrelativement faible, reste sensiblement visible.
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,,Figure 5.47: DSP (mm4) du spectre de la surface 1-2 en fonction du vecteur d'onde q (mm−1)pour le sol 1-2 et la �ltration pour di�érentes viscosités (MPa.s)Son impact sur le coe�cient de frottement est présenté dans la �gure 5.48, où la di�érence relativedu coe�cient de frottement par rapport au cas V g = 1m/s à 20oC est montrée en fonction de laviscosité η. On remarque que pour un sol tirant une grande partie de l'adhérence des rugosités depetites longueurs d'onde comme le sol 1-2, l'in�uence de la viscosité est plus importante que pourun sol plus orienté sur les grandes longueurs d'onde.La diminution d'environ 30% de l'adhérence par la présence de contaminants montrée par Persson,peut s'expliquer par l'augmentation de la viscosité de l'eau. Ainsi, il est béné�que de faire travailler96Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2014ISAL0007/these.pdf 
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le pneumatique à haute température pour diminuer la viscosité de l'eau.
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,,Figure 5.48: Di�érence relative du coe�cient de frottement en fonction de la viscosité de l'eau parrapport à celle à 20oCIn�uence du rayon de contactLa TRA s'applique sur un contact continu où la pression est toujours positive. Elle utilise la lon-gueur d'onde adimensionnée par rapport au rayon de contact pour calculer la diminution de ladéformation de la gomme, voir équation 5.13 ; le rayon de contact a donc un impact important.Les �gures du champ de pression 3D 5.14 et 5.15 montrent que le problème sec est composé d'unemultitude de zones de contact qui sont assez éloignées. L'introduction de la lubri�cation a tendanceà augmenter le rayon de contact mais de manière relativement faible pour de grandes valeurs de M .Il en est déduit qu'un contact unique est possible à condition que la zone soit composée de pressionstrès regroupées et homogènes dans le cas sec.Le calcul du rayon de contact unique utilisé précédemment, se basant sur la somme des points encontact, est donc fortement optimiste par rapport aux rayons de contacts réels.Une observation plus précise peut être e�ectuée à partir de la �gure 5.49. Comparativement aurayon de contact "global" calculé à 0.1276mm, le rayon de contact le plus important est obtenu à
0.1mm et le reste se situe sous 0.01mm.La diminution de la déformation locale de quatre rayons de contact est comparée dans la �gure 5.50.La charge sur chacun de ces rayons est établie a�n d'avoir une pression moyenne égale à 43 MPaet le rayon de courbure Rx est identique. On remarque que les conditions de contact obtenues parles contacts à faible rayon sont favorables à la conservation de la déformation de la gomme puisquele �ltrage démarre pour des longueurs d'onde plus petites.En supposant qu'une petite zone de contact ait un rayon de courbure Rx plus faible, la diminution dela déformation de la gomme serait encore plus faible puisque le paramètre de chargeM augmenterait.
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,, Figure 5.49: Champ de pression P (MPa) en fonction des coordonnées X et Y (µm) pour le sol 1-2
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,,Figure 5.50: Réduction d'amplitude 1 −Ad/Ai en fonction du vecteur d'onde q (mm) pour le sol1-2Pour obtenir un résultat précis de la réduction de la déformation de la gomme, il faut appliquer laTRA séparément sur chaque zone en contact. Pour cela, la déformation de la gomme V doit êtredécoupée sur chaque zone en contact et la TRA y est ensuite appliquée. En�n, la déformation �ltrée
V fil est reconstituée directement car les grandes longueurs d'onde ne sont jamais �ltrées.Cette méthode nécessite de prédire la création d'une zone de contact unique en lubri�é alors qu'elleest composée d'une multitude de zones de contact très proches dans le cas sec. Il est malheureuse-ment très di�cile de prédire cela de manière robuste, surtout dans les cas fortement chargés.98Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2014ISAL0007/these.pdf 
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Le calcul numérique EHD sur une surface réelle reste possible mais engendre une di�culté numé-rique très importante.Relation avec les propriétés matériauIl est maintenant intéressant de comprendre quelles caractéristiques matériaux peuvent améliorerle coe�cient de frottement.
• On sait que selon la TRA, la diminution du module E∗ diminue la plage du �ltre, favorise ladéformation de la gomme et permet donc potentiellement de conserver l'adhérence d'un contactsec.Concernant le coe�cient de frottement, la loi développée par Heinrich emploie deux facteurs dumatériau. Le premier est le module de perte qui, permettant la dissipation d'énergie, doit être leplus important possible pour avoir un coe�cient de frottement élevé. Le second facteur est le modulede stockage, présent dans le calcul de la contrainte normale σ0. Il doit être le plus faible possible,pour diminuer la contrainte normale totale et augmenter le coe�cient de frottement.Ces deux modules sont reliés de manière linéaire dans le coe�cient de frottement, ainsi seul leurrapport conditionnera la valeur du coe�cient de frottement. Ce rapport est le facteur de perte tan δ,reconnu unanimement dans la littérature pour être le facteur prédominant du coe�cient de frotte-ment. Le facteur de perte est généralement choisi faible pour des basses fréquences d'excitations etélevé pour les hautes, cela a�n de permettre à la gomme d'avoir peu de résistance en roulement etd'avoir une forte adhérence en glissement.Ainsi on peut dire qu'il faudrait privilégier un module de perte élevé et un module de stockagefaible, a�n d'avoir un facteur de perte élevé tout en ayant un module E∗ faible.Mais ce type de choix de matériau doit aussi être étudié en tenant compte de l'épaisseur du �lmd'eau. L'e�et de la déformation au travers du �lm d'eau grâce à un matériau souple doit êtrecontrebalancé avec l'e�et d'un matériau rigide permettant d'avoir d'un �lm d'eau faible ou sup-primé localement.Il est néanmoins possible d'obtenir cet e�et par l'emploi de modules de stockage et de perte relati-vement élevés tout en conservant la même valeur de facteur de perte. Un matériau rigide engendreraun taux de contact plus faible et une distribution des hauteurs en contact ciblées sur les sommetsdes cailloux de l'asphalte.
• La courbe 5.51 montre l'amplitude du module viscoélastique |E∗| et du facteur de perte tan δen fonction de la fréquence d'excitation du matériau. Les petites �uctuations du facteur de pertesont dues au recalage des données originales sans logiciel adapté. On remarque que le maximum dufacteur de perte se situe sur une plage de fréquences comprise entre 103 et 104 Hz ; l'amplitude dumodule viscoélastique tend vers un minimum pour les petites fréquences.La table 5.8 donne les fréquences excitées en fonction de la vitesse de glissement V g et du vecteurd'onde du sol q. On obtient une plage de fréquences d'excitations pour la plage des longueurs d'ondedu sol qui ne sont pas �ltrées, c-à-d q = [101; 102−103]. Les plages pour chaque V g sont montrées enjaune et vert dans la �gure 5.51. D'abord, on retrouve qu'à forte vitesse de glissement, le maximumde tan δ est majoritairement excité par les grandes longueurs d'onde du sol. Ensuite, on remarquequ'à basse vitesse de glissement la plage d'excitation est bien plus grande qu'à haute vitesse enraison du phénomène de �ltrage de plus en plus important.
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,,Figure 5.51: Amplitude du module viscoélastique |E∗| (Pa) et facteur de perte tan δ en fonctionde la fréquence (Hz)
q 101 102 103 104

f à V g = 0.1m/s 160Hz 1.6kHz 16kHz 160kHz

f à V g = 10m/s 16kHz 160kHz 1.6MHz 16MHzTable 5.8: Fréquence d'excitation en fonction de la vitesse de glissement pour di�érents vecteursd'onde du sol q mm−1.Pour améliorer sensiblement l'adhérence sur sol mouillé, il faut que la plage du maximum du facteurde perte soit excitée à faible vitesse de glissement, pour pro�ter d'une plage plus importante qu'àhaute vitesse. Or, la plage d'excitation de la gomme en roulement, surlignée en bleu, est de l'ordre de
[10; 100]Hz. Elle se juxtapose à la plage d'excitation des basses vitesses de glissement de la gomme.Un décalage simple vers les basses fréquences des données matériaux actuelles, engendrerait uneaugmentation du facteur de perte dans la plage de roulement, donc une augmentation de la résis-tance au roulement du pneumatique. Cela montre que la marge de conception d'un matériau "idéal"est très réduite, puisqu'il faudrait des propriétés très discontinues entre la plage des fréquences enroulement et celle en glissement à basse vitesse de glissement.Plus précisément, l'optimum serait que le matériau ait un faible facteur de perte dans la plage desfréquences en roulement. Puis, le facteur de perte passerait subitement à une valeur très importanteet constante sur l'ensemble de la plage d'excitation à faible vitesse de glissement.Concernant l'amplitude du module complexe viscoélastique |E∗|, il serait béné�que qu'elle reste laplus faible possible pour favoriser la déformation de la gomme par la TRA. Néanmoins, dans lecas réel, c-à-d avec un rapport Ai/h important, il faudrait comparer l'e�et de la transmission despressions grâce à des rapports Ai/h importants, provenant d'un grand module |E∗|, avec l'e�et dela TRA par un module |E∗| faible.Par conséquent, pour conserver un coe�cient de frottement su�sant dans un contact lubri�é, unmatériau utilisant les grandes longueurs d'onde du sol doit être privilégié. Au niveau du sol, il estdémontré qu'un spectre important pour les grandes longueurs d'onde évitera le phénomène de lu-bri�cation. 100Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2014ISAL0007/these.pdf 
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5.5 ConclusionCe chapitre a décrit le contact du pain de gomme sur le sol routier à partir de mesures de deuxtypes de sols. Une étude numérique a permis de relier certaines caractéristiques statistiques du solavec leurs propriétés de contact.L'application de la théorie de réduction d'amplitude a été traitée. Elle a montré que la diminutiondu coe�cient de frottement est généralement plus importante pour un sol neuf que pour un sol usé.Une corrélation entre les propriétés des surfaces et celles du matériau a pu être e�ectuée. Ainsi, laTRA montre qu'il faut privilégier l'adhérence provenant des grandes longueurs d'onde du sol dansle choix du matériau. Ce choix doit néanmoins être comparé aux propriétés matériau nécessairespour avoir une bonne transmission des pressions au travers du �lm de �uide.Cette orientation va à l'encontre de ce qui est nécessaire pour diminuer la résistance au roulementet montre qu'il faut des propriétés matériau très di�ciles à obtenir pour améliorer le compromis.La forme de la diminution du coe�cient de frottement par la lubri�cation provient majoritairementde la relation entre les propriétés matériau et le rôle de �ltration du lubri�ant.De plus, l'impact de la charge et celui la viscosité ont été exposés.Pour la variation de la charge, la TRA utilisée n'est pas su�samment aboutie pour prendre encompte l'augmentation de la déformation de la gomme due à la diminution de l'épaisseur du �lmd'eau.L'impact de la viscosité dans le modèle utilisé semble réaliste puisque son impact est quantitative-ment proche du phénomène réel.La complexité du contact réel rend l'application de la théorie délicate en raison de la multitudede contacts causés par la topologie du sol. Néanmoins, il est montré qu'un sol comprenant denombreux contacts de petits rayons est favorable à la conservation de la déformation de la gommeen comparaison avec un sol composé de grands contacts.
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Chapitre 6Conclusion généraleL'adhérence sur sol mouillé est un élément primordial pour la sécurité des usagers de la route.L'amélioration de cette performance, tout en conservant un compromis global, nécessite d'améliorerla compréhension du phénomène d'adhérence sur sol mouillé. De nombreuses études ont montré quel'adhérence sur sol mouillé nécessitait de choisir les caractéristiques du matériau du pneumatiqueen accord avec les propriétés du sol routier et les conditions de contact. L'étude menée a pour butd'améliorer la compréhension du contact. Elle apporte une quanti�cation des échelles du sol quisont ine�ectives sur sol mouillé.L'étude se base sur une théorie permettant de prédire la diminution de l'amplitude de la rugositédans des contacts EHD piezo-visqueux. Elle doit d'abord être modi�ée et étendue pour être appli-quée au domaine du contact pneumatique-chaussée humide. Un modèle de prédiction est ensuitecréé.Le chapitre 2 présente les équations principales du contact sec viscoélastique. Le modèle viscoélas-tique généralisé de Zener est appliqué aux techniques Multigrille et FFT a�n d'avoir un outil rapideet e�cace. Cet outil sert de base aux modèles de contact lubri�é utilisés par la suite.Le chapitre 3 est une application de ces modèles au cas lubri�é ; l'équation de Reynolds et sa ré-solution y sont décrites. Son implémentation est associée aux techniques de calculs précédentes.L'utilisation de l'équation de Reynolds engendre une di�culté d'ordre numérique dans le cas visco-élastique et complique son utilisation pour des cas représentatifs du contact gomme-sol.Le chapitre 4 repose sur les outils créés précédemment et étend la théorie de réduction d'amplitudeau cas isovisqueux élastique mou. L'essai d'extension au cas viscoélastique est aussi présenté. Laloi de réduction d'amplitude est établie analytiquement à partir de nombreux calculs numériques.Il devient possible de prédire la diminution de l'amplitude de la déformation due à la rugosité surun matériau souple élastique.Le chapitre 5 présente l'état de l'art du contact du pneumatique sur sol mouillé. La descriptionde l'asphalte routier, les phénomènes expliquant la diminution de l'adhérence sur sol mouillé et lesméthodes de calcul du coe�cient de frottement émis par la littérature y sont décrits.Suivant la même logique, de nombreuses mesures du sol routier sont e�ectuées. Leur description estétablie d'une part, à partir de paramètres statistiques comme la dimension fractale et la rugositéquadratique et d'autre part, à partir d'une description globale comme la densité spectrale de puis-sance. Une corrélation a été établie entre ces deux types de paramètres. Une di�érentiation entreun asphalte neuf et un asphalte usé est ainsi possible.103Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2014ISAL0007/these.pdf 
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Une étude de contact sec élastique numérique est e�ectuée sur chaque type de surface et montre ladi�érence de comportement entre une route neuve et une route usée, notamment sur leur taux etraideur de contact. Il est montré qu'un sol neuf ayant un paramètre de rugosité quadratique impor-tant est plus propice à la conservation du contact sec en présence d'eau sur la route. De même, unecorrélation a été établie entre certains paramètres statistiques et les propriétés du sol. Les résultatsrévèlent que l'hypothèse de contact complet est invalide, puisque le taux de contact est très faible.Il est donc choisi d'utiliser la déformation de la gomme comme base de calcul plutôt que la surfacede la route.La même étude est e�ectuée dans le cas viscoélastique, elle met en évidence, en outre, l'in�uencede la vitesse de glissement sur la distribution des hauteurs en contact.Le calcul du coe�cient de frottement est décrit. Il utilise certains résultats trouvés dans l'étudeprécédente a�n d'améliorer sa précision. Un matériau viscoélastique représentatif des bandes deroulement des pneumatiques est employé.Dans un cas simpli�é d'une sphère rugueuse en glissement sur un massif viscoélastique, la théoriede réduction d'amplitude est véri�ée. Elle présente un bon comportement général mais montre seslimites vis-à-vis de la non prise en compte des grands rapports d'amplitude de rugosité sur l'épais-seur du �lm de �uide, ainsi que sur la non prise en compte de la viscoélasticité.Par la suite, la théorie de réduction est appliquée au problème de contact gomme-sol a�n d'étudierl'impact de chaque paramètre sur la réduction d'amplitude.Tout d'abord, les hypothèses de cette théorie sont confrontées aux caractéristiques réelles du contact,permettant de montrer que leur majorité est applicable dans le cas réel.L'application de la théorie montre une diminution du spectre de déformation de la gomme en fonc-tion de la vitesse de glissement. Ainsi, il est montré une diminution progressive de la déformationde la gomme, depuis les petites longueurs d'onde jusqu'aux plus grandes, par l'augmentation de lavitesse de glissement.Le calcul du coe�cient de frottement montre une di�érence notable, pour chaque sol, entre lecoe�cient de frottement sur sol sec et sur sol mouillé. Le coe�cient de frottement maximal sur solmouillé est établi à des vitesses de glissement plus élevées que dans le cas sec. Cela est dû à laposition du spectre du sol encore présent dans le frottement, situé sur les grandes longueurs d'ondedu sol.La diminution du coe�cient de frottement est directement corrélée à la forme du spectre de ladéformée de la gomme. La théorie démontre que ce sont les sols neufs qui perdent le plus leuradhérence ; néanmoins, elle reste souvent supérieure aux sols usés. Plus précisément, la théorie meten évidence que les sols ayant un coe�cient de frottement provenant majoritairement des petiteslongueurs d'onde du sol sont ceux qui ont la plus grande perte d'adhérence.De plus, la forme de la diminution du coe�cient de frottement provient de la relation entre lespropriétés matériau mises en jeu dans le frottement et la �ltration du lubri�ant.L'impact de la charge est étudié et montre que son accroissement augmente la diminution du co-e�cient de frottement entre le cas sec et le cas mouillé. Cependant, la non prise en compte durapport de l'amplitude de la rugosité sur l'épaisseur du �lm de �uide dans la TRA doit relativiserles résultats obtenus.La viscosité de l'eau est traitée dans le cas d'une augmentation à cause des polluants du sol et dansle cas d'une diminution par la chaleur dégagée par la bande de roulement. Sa variation engendre une104Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2014ISAL0007/these.pdf 
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diminution du coe�cient de frottement suivant le même ordre de grandeur, ce qui montre qu'elle esttrès importante. L'étude signale que les sols tirant en grande partie l'adhérence des petites longueursd'onde sont encore les plus impactés.Le rayon de contact employé dans le calcul de la TRA est étudié. L'étude numérique montre que lecontact sur la surface d'un caillou est constitué d'une multitude de zones de contact. Ainsi la TRAdoit être appliquée séparément sur chacune de ces zones.La comparaison de contacts à pression équivalente, mais à rayon di�érent, indique qu'un petit rayonde contact favorise la déformation de la gomme au travers du �lm d'eau.En�n, l'étude montre quelles propriétés du matériau viscoélastique jouent dans l'adhérence sur solmouillé en fonction de la vitesse de glissement. Ainsi, il est possible de faire correspondre les pro-priétés viscoélastiques avec le spectre non caché par la lubri�cation.
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PerspectivesL'étude expérimentale apparaît comme évidente tant le problème est complexe et demande unevéri�cation. Ainsi, des essais expérimentaux utilisant un matériau aux propriétés viscoélastiquesciblées sur certaines plages de fréquence et utilisant un �uide su�samment visqueux pour rester enlubri�cation VEHD, devraient permettre de véri�er avec précision les résultats de la théorie.Les perspectives concernant l'amélioration de la prédiction portent d'abord sur la théorie de réduc-tion d'amplitude : trois points principaux sont à améliorer.Le premier est la prise en compte de la viscoélasticité dans la théorie de réduction d'amplitude,puisque la pression due à la rugosité devient asymétrique, comme montré dans la section 5.4.2. Laréduction d'amplitude variera selon le rapport entre le temps de relaxation du matériau et la vitessede glissement.Le second est la prise en compte d'amplitudes de rugosités supérieures à 10% de l'épaisseur du�lm de �uide. Ce facteur est très important puisque l'étude e�ectuée dans le chapitre 5 montredes di�érences de plus de 40% dans le calcul d'Ad/Ai. Il est évident que plus l'on va se placer àl'arrière du contact du pneumatique, plus l'épaisseur du �lm d'eau va diminuer, rendant le rapportamplitude de rugosité sur épaisseur du �lm très important. De plus, un contact de type mixte serade plus en plus présent.La prédiction de la TRA pourrait encore être améliorée si elle était étudiée en roulement-glissement,pour être plus proche des conditions réelles du contact.L'application de la TRA doit être e�ectuée sur un contact continu, ce qui n'est pas le cas, mêmeà l'échelle de la surface d'un caillou. Il faut mettre en place une méthode ciblant et appliquant laTRA sur chaque zone en contact continu, puis réassembler chaque zone pour recréer le sol �ltré.En dernière étape, la di�érenciation des zones de contact lubri�é avec celles en contact sec permet-trait d'ajouter l'in�uence de l'adhérence par adhésion et de rendre la prédiction de la diminutiondu coe�cient de frottement valable sur l'ensemble de la zone de contact de la bande de roulement.Il serait alors possible d'intégrer une sous-alimentation du contact après une zone de contact sec.
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Annexe AÉtude de la convergence du code decalcul VEHDCette annexe explique le déroulement de l'étude visant à améliorer la robustesse du code de calculVEHD transitoire.
• D'abord la résolution correcte de l'équation de déformation en contact sec viscoélastique a étévéri�ée. Pour cela, le coe�cient de correction de la pression a montré que le code de calcul résolvaitl'erreur en une seule relaxation. Cette application a présenté d'excellents résultats pour le contactsec mais pas de résultats notables sur le contact lubri�é. En préambule, une étude des coe�cientsd'in�uence κ réels a été menée. Ils sont calculés autour de deux relaxations et du calcul de la hauteurde �lm sur un point donné. La formule pour le calcul d'un coe�cient d'in�uence est présentée dansl'équation A.1. Les coe�cients d'in�uence ne varient pas en fonction du temps mais seulement enfonction du rapport montré dans l'équation 3.20 et du pas d'espace ∆X. Le coe�cient de correctionde la pression semble ainsi correct.

κi,j =
H̃i,j − H̄i,j

δi,j
(A.1)

• A�n que le calcul ne diverge pas dès le démarrage, l'initialisation par une hauteur d'enfoncement
H0 proche de la solution �nale est nécessaire. L'introduction de la viscoélasticité nécessite alorsune nouvelle relation reliant la hauteur d'enfoncement H0 aux caractéristiques du contact et dumatériau. Pour tenir compte du module viscoélastique du matériau non relaxé au démarrage ducalcul, il faut modi�er les variables adimensionnées a et M qui utilisent le module du matériau àl'état totalement relaxé (nommé t = ∞).La hauteur centrale d'un �lm de �uide dans un cas isovisqueux élastique est donnée par Venner[Ven91] :

Hei = 1.96 (2/3)
2
3 M−7/9 (A.2)donnant ainsi l'enfoncement élastique H0 dû à une déformation élastique de −1 au centre de lasphère :

Hei
0 = −1 + 1.96 (2/3)

2
3 M−7/9 (A.3)À partir du chapitre précédent, on peut montrer que le module viscoélastique à l'état initial E(t = 0)est égal au module viscoélastique à l'état totalement relaxé K multiplié par le rapport entre cesdeux modules f + 1 :

E(t = 0) = K · (f + 1) =
E1E0

E1 + E0

(

E0

E1
+ 1

)

=
1

f + 1
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Ainsi la déformation viscoélastique vaut :
Uv(t = 0) =

a2(t = 0)

R
=
a2(t = ∞)

R

(

1

f + 1

)2/3 (A.5)Avec a rayon de contact adimensionné par rapport au temps in�ni, on a alors a2(t = ∞)/R = 1.En�n, il faut aussi faire ressortir la partie viscoélastique induite dans le paramètre M de Moes :
M(t = 0) =

w

E′(t = 0) · R2
x

(

η0 us
E′(t = 0) ·Rx

)−3/4

⇒M(t = 0) =
w

E′(t = ∞) · (f + 1) ·R2
x

(

η0 us
E′(t = ∞) · (f + 1) ·Rx

)−3/4

⇒M(t = 0) =
M(t = ∞)

(f + 1)1/4
(A.6)On peut alors trouver l'enfoncement pour un cas VEHD avec un matériau non relaxé à t = 0 enremplaçant les termes de l'équation A.3 par A.5 et A.6 :

Hvi
0 = −

(

1

f + 1

)2/3

+ 1.96 (2/3)2/3M−7/9(f + 1)7/36 (A.7)
• Pour les mêmes raisons de convergence que l'enfoncement H0, le champ de pression initial doit êtreadapté au matériau non relaxé. L'initialisation du calcul s'e�ectue généralement dans le cas élastiquepar l'adoption d'un champ de pression d'un cas sec hertzien. A�n de donner une initialisation la plusproche possible de la solution convergée, le champ de pression va conserver une forme paraboliquecorrespondant au cas sec mais en remplaçant son rayon de contact a et son amplitude ph par leursvaleurs pour un matériau viscoélastique non relaxé :

ph(t = 0) = ph(t = t∞) · (f + 1)2/3

a(t = 0) = a(t = t∞) · 1
f+1

1/3 (A.8)On trouve alors :
P (X,Y ) =

{

(f + 1)2/3
√

1−X/av
2 − Y/av

2, si X2 + Y 2 ≤ av
2;

0, sinon. (A.9)avec av = 1/(f + 1)1/3.L'emploi de cette initialisation permet de diminuer fortement le premier résidu pour les cas éloignésdu cas élastique, c-à-d avec de très grands rapports entre les modules viscoélastiques f + 1.
• Des résidus importants peuvent être présents à la frontière de la zone de cavitation comme montrédans la �gure 3.3. Ces résidus sont régulièrement obtenus sur les grilles les plus �nes. Cette consta-tation a conduit à créer une prérelaxation qui a pour but de diminuer le résidu dans une zone trèsciblée. La prérelaxation s'e�ectue une ou plusieurs fois avant la relaxation de la grille complète. Ellecible la frontière de cavitation et e�ectue des relaxations simples de type Jacobi sur le point situéà la frontière de la cavitation ainsi que sur plusieurs points autour de cette frontière. Leur nombreest généralement compris entre 4 et 8. Cette méthode permet d'améliorer la convergence mais dansune mesure trop faible par rapport aux exigences du problème.116Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2014ISAL0007/these.pdf 
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• Lors d'une modélisation démarrant avec un matériau non-relaxé et donc très rigide, des pics depression très élevés et des e�ets transitoires très prononcés apparaissent. Ils ampli�ent fortementles oscillations des variables P et H et donc compliquent la convergence de l'équation de Reynolds.Un calcul a été implémenté avec un matériau totalement relaxé au démarrage, permettant d'avoirune solution en régime permanent lorsque la pression reste constante, annulant ainsi toute �uc-tuation importante des variables. Ainsi, l'enfoncement initial H0 et l'initialisation de la pressionsont identiques au cas élastique. Cette technique doit permettre aussi de véri�er que le problèmeest bien conditionné. Comme le matériau est totalement relaxé, la valeur des matrices de déforma-tion viscoélastique et élastique sont identiques entre elles, et le sont aussi au cas élastique : Ue = Uv.La première étape consiste à créer le matériau totalement relaxé par un calcul lubri�é élastique enrégime permanent. Un sous-programme permet de transférer ces données a�n de créer un matériauviscoélastique totalement relaxé. Vient ensuite un calcul lubri�é viscoélastique en régime permanentà partir du matériau obtenu. En�n, le régime transitoire est ajouté.Dès l'introduction de cette dernière séquence, le calcul diverge lors des relaxations sur les grillesgrosses pour des cas avec de petits M (≤ 50). Le maintien sur des grilles �nes, c-à-d la suppressiondu MultiGrille ne crée pas de divergence. Dans les cas où M est grand (≥ 500), la divergence dé-marre dès le régime permanent viscoélastique. Par contre, pour des casM très petits (M = 2), avecune discrétisation faible ou importante (2562 à 10242 pts), la solution converge dans les parties enrégimes permanent et transitoire viscoélastique.Cette véri�cation a révélé que le couplage viscoélasticité/MultiGrille lubri�é n'est pas fonctionnel.En e�et, la même démarche a été e�ectuée dans un cas de contact sec ; le passage de l'élastiqueau viscoélastique a été totalement transparent ; les résidus ont continué leur diminution lors de latransition élastique/viscoélastique, même en utilisant la technique MultiGrille.
• Pour des raisons habituelles de stabilité, le choix du pas de temps est généralement choisi identiqueau pas d'espace de la grille �ne : ∆T = ∆Xh. Il va donc être véri�é si ce choix a un impact sur laconvergence du calcul. La procédure s'établit ainsi :- la solution convergée est atteinte (r ≤ 10−6) en élastique pour créer un matériau viscoélastiquetotalement relaxé suivant la méthode du point précédent ;- le calcul passe en viscoélastique monogrille (sur la grille �ne) pour ne pas diverger ;- une perturbation est créée au point central en augmentant la pression de 10% sur la grille �ne ;- au même moment, le pas de temps ∆T est modi�é uniquement dans la discrétisation temporelledes équations servant à la relaxation 3.18, 3.19. Par contre, il ne faut pas modi�er les caractéris-tiques matériau présentes dans la relaxation comme l'équation 3.20, ni la discrétisation temporellede l'équation de Reynolds.Le calcul reprend les conditions M = 200 et f = 9. Le résidu au point central après la perturbationest de 122 ; il passe à une valeur inférieure à 10−10 en moins de 3 relaxations pour un rapport
∆T/∆X ≤ 1 en monogrille. Dans le cas ∆T/∆X ≥ 1, il faut un peu plus de 5 relaxations pouratteindre le même niveau de résidu.La même procédure va être appliquée mais avec un calcul MultiGrille après la perturbation. À partird'un certain nombre de niveaux, on constate une divergence sur la grille grosse. Pour une grille �nede 10242 points, il peut être utilisé au maximum 5 niveaux, c'est-à-dire 642 points sur la plus grillegrosse. Au-delà de 5 niveaux, on observe une divergence de la grille grosse. À partir de grilles �nesmoins denses, le phénomène s'atténue ; pour une grille �ne de 2562 points, on peut utiliser jusqu'à
3 niveaux, soit une grille grosse de 162 points.En conclusion, la taille de la grille grosse ainsi que le rapport entre la grille �ne et la grille grossein�uent fortement sur la convergence du code. 117Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2014ISAL0007/these.pdf 
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• Suspectant la partie transitoire implémentée dans le code MultiGrille lubri�é, une étude de ladiscrétisation NU2 a été menée. Pour cela, le choix entre ∆X et ∆T a été bloqué, ce qui maintientle même type de discrétisation sur toutes les grilles.Dans le cas où toutes les grilles sont bloquées sur ∆X ≤ ∆T , correspondant à une discrétisationtype grille �ne, pour un calcul 5 niveaux (32 jusqu'à 512) avec M = 200 et f = 9 ; le calcul divergeà partir du troisième niveau en régime transitoire.Pour le cas opposé où toutes les grilles sont bloquées avec ∆X > ∆T , il y a divergence uniquementsur la grille la plus grosse en régime transitoire. En régime permanent, il y a une divergence dès ledépart du calcul (sur la grille �ne).La même méthode a été appliquée sur un calcul convergé, a�n de partir sur de faibles résidus ; lesproblèmes de convergence n'ont pas changé. Cette étude ne permet donc pas de conclure sur unproblème provenant de la discrétisation NU2.
• Le régime permanent de Reynolds est généralement plus stable que le transitoire, car le termede squeeze entraîne plus de perturbations. L'équation de Reynolds a été maintenue en régime per-manent pour véri�er son implication dans la convergence. Même pour des cas relativement faciles,l'introduction de la viscoélasticité peut faire diverger le calcul sur la grille grosse.
• Les contacts VEHD ou viscoélastique sec n'ont pas d'adimensionnement du temps t. En e�et, unadimensionnement du temps tel que T = t/t̄ et de la constante de temps du matériau viscoélastiquetel que : τ̄ = τ/t̄ est inutile puisque le temps t est toujours écrit sous forme de rapport avec laconstante de temps τ dans les équations provenant de la déformation viscoélastique. De plus, il aété montré que le choix du pas de temps n'in�ue pas également sur le problème.
• La simulation de cas fortement chargés en élastique isovisqueux a été peu étudiée. Pour connaîtrequel type de relaxation il faut utiliser, le couplage entre les di�érents termes de l'équation de Rey-nolds doit être compris. Le cas fortement chargé (M élevé) présente un rapport entre la déformationet la hauteur de �lm très important, pouvant dépasser les 1000. Ainsi, pour de tels cas, les termes del'équation de Reynolds vont interagir de manière di�érente que dans un cas faiblement chargé. Pourétudier ce couplage, la méthode MultiGrille algébrique a été employée pour des cas de M allant de
10 à 10000. Les cas de M = 100 et de M = 10000 sont présentés dans les �gures A.1 et A.2. Ledomaine dans les deux cas est de 1.5x1.5. Pour M = 100, le calcul utilise 6 niveaux allant de 162 à
5122, et pour M = 10000 5 niveaux allant de 642 à 10242.Le couplage est représenté lorsqu'apparaissent des lignes continues dans une direction bien précise,comme c'est le cas pour M = 100. Ce n'est cependant pas le cas pour M = 10000, où aucune direc-tion prédominante n'est clairement mise en évidence dans la zone haute pression. Aucune techniquede résolution particulière n'émerge.
• En parallèle des di�érentes méthodes testées, une stratégie de convergence en �douceur� de lasolution a été menée. Pour cela, di�érents paramètres du code de calcul ont été modi�és :- l'enfoncement H0 est bloqué tant que le résidu de l'équation de Reynolds n'atteint pas une valeurtrès faible : rh ≤ 10−5. Ensuite, l'enfoncement est libéré en rétablissant l'équation d'équilibre dela charge avec un paramètre de sous-relaxation ωH0 très faible pour perturber le moins possiblel'équation de Reynolds.- les paramètres de sous-relaxation de l'équation de Reynolds, pour la relaxation Jacobi ωjac etGauss-Seidel ωgs sont diminués : 0.1 ≤ ωjac ≤ 0.2 et 0.2 ≤ ωjac ≤ 0.3.Ces méthodes n'ont pas apporté d'amélioration notable aux problèmes de convergence ; la diver-118Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2014ISAL0007/these.pdf 
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,,Figure A.1: Couplage par MultiGrille algébrique pour des M de 100 et 10000 sur la grille grosse
162 et 642
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,,Figure A.2: Couplage par MultiGrille algébrique pour des M de 100 et 10000 sur la grille �ne 5122et 10242gence pouvant intervenir avant la libération de l'enfoncement H0 et quel que soit le coe�cient desous-relaxation.
• À partir des résultats obtenus en créant un matériau viscoélastique totalement relaxé, le code decalcul semblant sur-corriger le problème, c-à-d percevant le module du matériau comme trop raide,un changement de l'adimensionnement de la déformation viscoélastique a été e�ectué. Pour cela,le module viscoélastique choisi dans le rayon de contact a est le module non relaxé : E(t = 0) =
K · (f + 1), voir équation A.10. Le matériau est donc moins rigide que le cas élastique ; sa réponsesera donc plus souple que ce dernier. Ainsi le champ de pression d'Hertz classique est obtenu audémarrage du contact sphère/matériau viscoélastique. Ensuite l'amplitude du champ de pressiondiminue et son rayon de contact augmentent lorsque le matériau se relaxe.

a = 3

√

3wRx

2K ′(f + 1)
(A.10)où K ′ = 2K/(1 − ν2).Le paramètre de Moes est aussi modi�é :

M =
w

K ′(f + 1)R2
x

(

η0us
K ′(f + 1)Rx

)−3/4 (A.11)de même que la déformation viscoélastique :
Uh
v (t) =

(f + 1)Uh
e (t)

∑

i

[

Ki
K

[

1+
τi(f+1)

∆t

1+
τi
∆t

]]−

∑

i

[[ τi
∆t

1+
τi
∆t

]
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ei(t−∆t)

]

∑

i

[
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K

[
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∆t
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∆t
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∑

i

[

Ki
K

[

τi(f+1)

∆t

1+
τi
∆t

]]

∑

i

[

Ki
K

[

1+
τi(f+1)

∆t

1+
τi
∆t

]]Uh
v (t−∆t) (A.12)
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Le paramètre de relaxation multipliant Aj
i,k a donc été modi�é par :∑i

[

Ki
K

[

1+
τi(f+1)

∆t

1+
τi
∆t

]]

1
f+1Cette technique appliquée simplement sur le code transitoire pour un matériau non-relaxé engendreune plus grande instabilité.À partir de ce nouvel adimensionnement, la même méthode de démarrage a été appliquée avec unmatériau totalement relaxé. Le fonctionnement est identique à l'autre adimensionnement, seul ledomaine a dû être très agrandi du fait du rayon de contact très important. Cette solution n'a paségalement amélioré les problèmes de convergence.

• Le calcul est très sensible à l'équilibre de la charge, cette équation doit être fortement sous-relaxée.Généralement le paramètre de sous-relaxation ωH0 est compris entre 0.01 et 0.1 dans les cas élas-tiques alors qu'il faut souvent choisir entre 0.001 et 0.025 dans les cas viscoélastiques. L'équilibre dela charge varie très vite, ce qui rend instable la valeur de H0 et fait diverger l'équation de Reynolds.
• Dans l'ensemble, la divergence s'e�ectue sur la grille �ne lorsque le matériau est non-relaxé audébut du calcul. Alors que cette divergence s'e�ectue sur les grilles grosses si le matériau est relaxéau début du calcul.SOLUTION POSSIBLE AU PROBLÈME DE CONVERGENCE
• La solution du problème est asymptotique du fait des grandes valeurs du paramètre de charge Mobtenues dans le contact pneu/route : 3000 < M < 300000. La solution se rapproche fortement duchamp de pression de Hertz comme montré dans la �gure A.3 ; on y observe la di�érence entre lapression en EHL et la pression de Hertz en contact sec. Plus la valeur de M est élevée, moins dedi�érence existe avec le cas sec. Il devient donc intéressant d'appliquer une résolution asymptotique[Kud13, Ven]. Ce type de solution présente l'avantage de converger rapidement dans cette zone limitede la solution. Il serait intéressant d'y appliquer la viscoélasticité et sûrement un adimensionnementpermettant de travailler sous une forme de champ de pression de Hertz :- adimensionné par rapport à la déformation au temps in�ni pour travailler avec un matériautotalement relaxé ;- adimensionné par rapport à la déformation au temps initial pour travailler avec un matériau nonrelaxé ;- adimensionné par rapport à la déformation obtenue à partir d'un cas de calcul sec viscoélastique.
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Figure A.3: ∆P pour di�érentes valeurs de M sur la ligne centrale en fonction de X.
• Une étude poussée sur le conditionnement du problème pourrait expliquer la divergence arrivantde manière très soudaine. 120Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2014ISAL0007/these.pdf 
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Annexe BComparaison des résultats du contactsec viscoélastique avec GreenwoodCette annexe vise à comparer les résultats du code de calcul sec viscoélastique transitoire par Mul-tigrille avec l'étude menée par Grennwood [Gre10].Greenwood présente une nouvelle méthode visant à calculer le contact entre un indenteur axisy-métrique et un massif semi-in�ni viscoélastique. Sa technique de calcul repose sur le principe desuperposition des solutions. Ainsi le contact d'une sphère rigide est modélisé grâce à la superpositiondes solutions du contact d'un cylindre au rayon variable.Le matériau viscoélastique adimensionné utilisé présente un rapport d'élasticité E0/E∞ = 8.La charge sur la sphère oscille à une pulsation ω qui, multipliée par le temps de relaxation t dumatériau, donne ω t, et varie entre 0.1 et 50.
• La première étude porte sur le rayon de contact pour un quart de période d'excitation, comme lemontre la �gure B.1.La courbe la plus basse représente le matériau dont le produit ω t vaut 50. La fréquence d'excitationest trop basse pour que le matériau viscoélastique puisse se relaxer. Le rayon de contact est donc celuid'un matériau élastique dont le module vaut E∞. À l'inverse, la courbe la plus haute, représente lematériau dont le produit ω t vaut 0.1. La fréquence d'excitation est su�samment importante pourque le matériau viscoélastique soit relaxé au maximum. Le rayon de contact est donc celui d'unmatériau élastique dont le module vaut E0.Entre ces deux comportements, on remarque que le rayon de contact maximum n'est plus centré,ce qui signi�e que la viscoélasticité retarde l'enfoncement de la sphère par rapport à un matériauélastique dont le module serait E0.Le matériau viscoélastique est adimensionné par rapport à son module E0, ce qui explique que lerayon de contact maximal est inférieur ou égal à 1.Les courbes de Greenwood représentées en rouge, on remarque alors que le modèle de calcul utilisépour cette étude s'accorde parfaitement avec les résultats de Greenwood.
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,,Figure B.1: Rayon de contact a en fonction du temps adimensionné sur une période t
• La seconde étude porte sur l'enfoncement de la sphère en fonction du temps comme représentésur les �gures B.2 et B.3.La première �gure montre l'enfoncement de la sphère pour trois cas du produit ω t. Au-delà duquart de la période d'excitation, la charge est supprimée. Sur cette partie de la courbe, on observe lephénomène de reprise de �uage qui permet au matériau de reprendre sa forme initiale. Les courbesde Greenwood (bleues et rouges, plus facilement visibles dans la �gure B.3), sont très bien suiviespar celles trouvées par le calcul de la présente étude. On peut mettre en évidence une légère di�é-rence juste après la suppression de la charge.La seconde �gure se concentre sur l'enfoncement du point central du massif semi-in�ni viscoélastiquedans le cas où un champ de pression d'Hertz y est appliqué. Le calcul brut donne les courbes bleuciel. En appliquant, sur l'ensemble de cette courbe, le rapport la séparant de la valeur maximaled'enfoncement dans le cas utilisant une sphère, on trouve exactement les mêmes résultats queGreenwood (voir courbes violettes).
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,,Figure B.2: Enfoncement de la sphère H0 en fonction du temps adimensionné sur une période t,comparaison à charge imposée 122Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2014ISAL0007/these.pdf 
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,,Figure B.3: Enfoncement central du massif semi-in�ni H0 en fonction du temps adimensionné surune période t, comparaison à pression imposée
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Annexe CRelation entre les modèles deviscoélastiques de Maxwell et de ZenergénéralisésCorrélation avec les séries de PronyLes données matériau obtenues après essais sont souvent recalées avec des séries de Prony, dontl'équation donnant la module viscoélastique au cours du temps est :
G(t) = G∞ +

n
∑

i=1

Gie
−t
τi (C.1)où G∞ est la raideur du matériau pour un temps in�ni et G(t) le module d'Young.

τi est le temps de relaxation de chaque branche i
Gi et τi étant le couple de paramètre pour chaque terme de la série de Prony.Les données de la série de Prony sont directement reliées au modèle de Maxwell généralisé, voir �gureC.1, où Gi est la raideur de chaque ressort i et le temps de relaxation est obtenu par τi = ηi/Gi.
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,, Figure C.1: Modèle de Maxwell généraliséLes paramètres de la série de Prony doivent être corrélés avec ceux du modèle de Zener qui estutilisé dans l'étude, voir �gure C.2.Pour cela il faut véri�er que les deux équations peuvent se mettre sous la même forme, puisqu'ellesdécrivent la relaxation du matériau.
• En commençant pour un modèle de Zener simple, dont la solution pour une sollicitation en re-laxation est donnée par la relation contrainte-déformation suivante, on trouve :

σ(t) = E0

[

E1

E1 + E0
+

E0

E1 +E0
exp

(

−E1 + E0

η1
t

)]
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,, Figure C.2: Modèle de Zener généraliséOn en déduit le module de relaxation du matériau tel que σ(t) = Gz(t)ε(t), d'où :
Gz(t) = E0

[

E1

E1 + E0
+

E0

E1 + E0
exp

(

−E1 + E0

η1
t

)] (C.3)Pour un modèle généralisé (système en parallèle), on a alors :
Gz(t) =

n
∑

i=1

Gzi(t) =

n
∑

i=1

E0i

[

E1i

E1i + E0i

+
E0i

E1i + E0i

exp

(

−E1i + E0i

η1i
t

)] (C.4)
i représentant une branche.

Gz(t) =
n
∑

i=1

[

E0i

E1i

E1i + E0i

]

+
n
∑

i=1

[

E
2

0i

E1i +E0i

exp

(

−E1i + E0i

η1i
t

)

] (C.5)En introduisant :- τi = ηi
E1i

+E0i
, τi est le temps de relaxation de chaque branche ;- 1/Ki =

E1i
+E0i

E1i
E0i

, Ki est la raideur au temps in�ni de chaque branche ;- f =
E0i
E1i

, f + 1 est le rapport entre le module viscoélastique instantané et au temps in�ni ;on peut écrire l'équation sous une forme di�érente :
Gz(t) =

n
∑

i=1

Ki +

n
∑

i=1

[

Ki f exp

(

− t

τi

)] (C.6)Sous forme fréquentielle, l'équation s'écrit à l'aide de deux modules :- le module de stockage
Gs(ω) =

G0

(1 + f)
+ f

n
∑

i=1

[

Kiτ
2
i ω

2

1 + τ2i ω
2

] (C.7)- le module de perte
Gl(ω) = f

n
∑

i=1

[

Kiτiω

1 + τ2i ω
2
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• La série de Prony peut être adimensionnée par rapport au module instantané G0 = G(t = 0),donnant :
G(t) = G0

(

g∞ +
n
∑

i=1

gie
−t
τi

)

⇒ g(t) = g∞ +
n
∑

i=1

gie
−t
τi (C.9)où g∞ = G∞

G0
, gi = Gi

G0
et où g∞ et gi sont les paramètres adimensionnés

• Il faut maintenant véri�er que les 2 termes des 2 relations soient compatibles. À partir des équationsC.5 et C.9, on doit véri�er que :
G∞ = G0g∞ =

n
∑

i=1

[

E0i

E1i

E1i + E0i

] (C.10)et
G0

n
∑

i=1

gie

(

−τ
τi

)

=

n
∑

i=1

[

E
2

0i

E1i + E0i

exp

(

−E1i + E0i

η1i
t

)

] (C.11)D'abord, Gz∞ étant la raideur du matériau pour un temps in�ni, on trouve l'équivalence pour unmodèle de Zener lorsque l'amortisseur n'in�ue plus sur le modèle. Le module équivalent est celui dumodèle de Zener avec uniquement des ressorts :
Gz∞ =

n
∑

i=1

E1iE0i

E1i + E0i

(C.12)On prouve donc que Gz∞ = G0g∞ = G∞. Le premier terme de l'équation pour la corrélation estdonc vrai.Ensuite, à partir de l'équation C.11 :
G0

n
∑

i=1

gie

(

−τ
τi

)

=
n
∑

i=1

Gie

(

−τ
τi

)

=
n
∑

i=1

[

E
2

0i

E1i + E0i

exp

(

−E1i + E0i

η1i
t

)

] (C.13)En posant 1
τi

= −E1i
+E0i
η1i

, on remarque que pour chaque i :
Gi =

E
2

0i

E1i + E0i

(C.14)La 2nde relation ayant été véri�ée, on peut donc mettre le modèle de Zener sous la même forme quela série de Prony pour chaque branche i.
• Il est possible maintenant de retrouver les valeurs du modèle de Zener.À partir du modèle de Zener que l'on met sous la forme suivante :

Gz(t) =

n
∑

i=1

E0i ·









∑n
i=1

E1i
E0i

E1i
+E0i

∑n
i=1E0i

+

∑n
i=1

E
2

0i
E1i

+E0i
exp

(

−E1i
+E0i
η1i

t
)

∑n
i=1E0i









(C.15)Puis avec une relation existante dans la série des Prony : g∞ = 1−∑i gi, on a donc :127Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2014ISAL0007/these.pdf 
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G(t) = G0

(

1−
n
∑

i=1

gi +

n
∑

i=1

gie
−t
τi

) (C.16)Il a été prouvé que les termes sont identiques entre la série de Prony et le modèle de Zener. De plus,
∑n

i=1E0i = G0 (car G0 est la raideur du matériau à t = 0, on la retrouve pour le modèle de Zeneren considérant l'amortisseur comme rigide), donc en faisant correspondre les deux premiers termes :
G0(1−

∑

i

gi) =

n
∑

i=1

E0i





∑n
i=1

E0i
E1i

E0i
+E1i

∑n
i=1E0i





⇒ 1−
∑

i

gi =

∑n
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E0i
E1i

E0i
+E1i

G0

⇒ G0(1−
∑

i

gi) =

n
∑

i=1

E0iE1i

E0i + E1i

(C.17)(C.18)En posant comme précédemment f =
E0i
E1i

il vient :
G0(1−

∑

i

gi) =

n
∑

i=1

E0i

f + 1
(C.19)f étant constant sur toutes les branches :

1−
n
∑

i=1

gi =
1

f + 1
(C.20)On peut en déduire :

f =
1

1−∑n
i=1 gi

− 1 (C.21)Ensuite, en faisant correspondre les 2 seconds termes pour chaque branche :
G0gi =

E2
0i

E0i + E1i

=
E0i

1 + 1/f
⇒ E0i = G0gi

(

1 +
1

f

) (C.22)Puis
E1i =

E0i

f
=
G0gi

f

(

1 +
1

f

) (C.23)En�n, on retrouve :
Ki =

E1E0

E1 + E0
=
G0gi

(

1 + 1
f

)

G0gi
f

(

1 + 1
f

)

G0gi
(

1 + 1
f

)(

1 + 1
f

) =
G0gi

f
(C.24)
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Passage Prony vers Zener
G0 =

∑

iE0i

gi ⇒ f = 1
1−

∑

i gi

⇒ Ki =
G0gi
f

τi = τiPassage Zener vers Prony
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