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Doctorat de l’Université Claude Bernard Lyon I et de l’Université
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Mokhtar Kouki, Professeur à l’Ecole Supérieur de la Statistique et de l’analyse
de l’information (ESSAI), Université de Carthage, Tunis, Tunisie.
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SCRk = V aRk
99,5% −BEk �"$ #


��	 BEk ��� �� ����
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�
�*� 
���� 	
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SCRaggreg =

√∑
k,l

Corrk,lSCRkSCRl �"$7#
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������ �� �
 ��
�	�� k �� SCRl ��� �� 	

��
� �� ����
������

�� �
 ��
�	�� l$

����� ��� ����	�� 
� 	�����

)�� ������� �� ������ ���� ��� ������ �� ��
����	
���� �� ������� ��� 
��������� ����
+

���� �� ����
� �� �
�(������� ���� ������ �� �� 	��

��� ��8������ ������� ����� ���$

)
 ��������� ����� ������ �� ������ %���
���� �
�� 9����� �� ��
�
������ � !!:# ���

�
 ����
��� 6

3



�������� 	
 ��
��������� 
� �� 
����
���� �� ���������

��������� �	�	� 
��
��� �� ��
���� �� ������� ���	
� �� 
��
	� ��	�� �����������

ρ ��������� 	� 
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�����
�� ������� �� ��������� 
� ����� ������ 
����� �� ������ ρ �
����� 	�������� ��
�������
��� ������ �	
 ��������

��������� �	�	� 
��
��� �� ��
��� ���������� ��� ���	
� �� 
��
	� ρ ��� ����

����
���� �	 ���� �� �
����
 �� ��� ������ ��� ��	
 ��	� ��
������ �������
�� X �� Y
���� ����� ��� ��� �
��
����� �	������� !

• "�������� ! �� P(X ≤ Y ) = 1� ���
� ρ(X) ≤ ρ(Y ) #

• $�	�%���������� ! ρ(X + Y ) ≤ ρ(X) + ρ(Y ) #

• &���'������ �������� ! ρ(aX) = a ρ(X) #

• (���
����� ��
 �
��������� ! ρ(X + b) = ρ(X) + b�

������� �� ��
���
 �� ��
���

����� �� ��
� 
����

!����
���� ��� "
��
� #$%%&'� �� )��	�%��%*��+ ()�*+ ��� ��� 
����� �� ������ 	

,

��� ��� 
������
�� ����	���� ��� ��� �
����
��� ����������� �� 	
�	��� �� ��������

���
�
 ��
������ ���� ��
����� ��� ��������� �
� ���� ���� ��� ����� � �� ����� 
���,

��� ��� ���� ����� ��� 
���������
�� ���� ��� 	
�����
�� �
�
���� �� 
��	 �� ���
��� ����
�� �� ��
�� �
���� (-+ �
�� �� 	������ ������ �� ��
�������� α� �� ���
�
������������ ���� 	
�����
�� � �� �
��
� �� �������� .

V aRα(X) = F−1
X (α), ∀α ∈ (0, 1), ($�/+

�� )�* �� ��� ���������� ������ �� 	
�	��� ��
��� �� ��	��� � 	��	����� 0��������
���� ����� ��� �
�� �������� ���
� 1��2��� #$%%%'� 	� ��� 	
������� �� 	������� �� ����
�
����� �
�
���� � �
� ������ !� ���� �� )�* �� �
��� ������ ���
�
���
� �
�	������
�� �������� α �� �� ����������
� �� �������� �� ��	��� ���
�
���
� �� ���� �� 	� �
����
0���� �
����
� ��� 
������ �� ������ ������������ 
�� ��� �����
������

����������� ����� �� ��
� 
�����

�� ,���������� )��	� �� *��+ (0)�*+ �� ������ α ��� ��� 
����� �� ������ ������
	


� ���������	� �� �� �������� �����
��� X� ��	 ��� ��� 	���� 	� ������� �� )�* ��
������ �� 	
����	� α .

0)�*α(X) = E[X |X ≥ V aRα(X)], ($�3+
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��� �� �
�����

��	�����	
�� ��� ������� �� �� ��� �
�� ��� �	���� �� �
������ ��!���� �� α "

#���α(X) =
1

1− α

∫ 1

α
���u(X) du. $%�&'

����� ������ �
(��	�� ���� �� �#) �
��
�� �� �
���	
� �� ������	�	
� �� �	�
�� X ���

�
��	����

�� �#) �� �������� ��� �
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���	
�� ��	������ ���
�� ��	�	���� "

i " ����� �� ���������� �� �	�	���� 1 ≤ i ≤ n�
j " ����� �� �����
�������� �
����� � ����	� �� ������� �� ����������� 1 ≤ j ≤ n�
yi,j " ���������� ��� ��-������� �����	�� �� �	�	����� �������� � ������� �� ���������� i
�� �+������ jme ����� �� �����
������� �
�� 1 ≤ j ≤ n�

�� ������ ����� ������

�� �
���� ���	� ������ ������	
�� � ��� ��	��-��� �� ��	����� ������� ����	� ���

Ci,j = yi,j +

j−1∑
k=1

yi,k $%�1'

%%
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λ̂j =

n−j∑
i=1

Ci,j+1

n−j∑
i=1

Ci,j

1 ≤ j ≤ n− 1 "��#$

%�� ������	�� ������ ��	� ������� ���

Ĉi,n = Ĉi,n−1

n−1∏
k=n−i

λk "��&$

'(�	� ������ ��� ������	�� ������� �� ��	��	� 
� ������� ���� ���		�� 
� �����	�	�� i
��� 
�		� ���

R̂i = Ĉi,n − Ĉi,n−i+1 "���)$

%� ��	��	� 
� ������� ������ ��� ������ ���

R̂ =
n∑

i=1

R̂i "����$

*��
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��� ���-������ 
� �����	�	�� 
� ��	����� ��� ����	��

.� ����� ��������+� 
� �+��	 %�

�� ������ ��� ��+(���+��� 
��	� ��
�	�� 
�� �����

��	�� ��	������ ��� �� ����� ��� �� �� �����
���� 
�	� �� ������ '�	��� ���� 	� ���	
 ���

�	 ��	��
������	 ��� 
�/���	�� �+�	
���	�� ��������0��� 
� �� ���
���� 
�	� �� �(�+��


�� ������	��� ��	�� ��� 
�	� ��� ��	
�	��� 
� ����+� "1��������	� 
� ���	1����	� ����

�����	 
� 2�������
�	��$�

�3



���� �����	
��	�
 �� �� ����
��
�� �
 �

���
��

��� ����� ����	
�� ��� ��	�	�
� ���� �� ����
������ �
��������� ��� ��� �� �
��	��
���
���� �
�
�����
�� �	�� ��
����	�� 
� ����	�� ��� ����� ��
�������	� �� 
� �	�����

�� ������ ��	
���� 

	
�����
 �
���

�	����������� �� �	���� ����� ������� �� �	���� ��� ���������� � ��� ���������
�� ��������� ��
�
������ � ����� �� �	���� ����������� �� �!�� �������� � � ���"
����#��������� � ���
�������
��� ��
�
����� �� �������� ���
����� yi,j �	�� ����	�
� $��� ��� ��������� ���
���������
�	�� �� �	� �� ��	�������
 ��� �� �!�� � �	�������� �� ������
 �� ��	�������


f(yi,j , θi,j , φ) = exp{yi,jθi,j − b(θi,j)

ai,j(φ)
+ c(yi,j , φ} %&�&'(

���
 ai,j(φ)� b(θi,j) �� c(yi,j , φ) �	�� ��� )	�
��	�� ��

�*���� � �� ����������	�� θi,j ���
�� ��������� ����
 � �� �	!����� �� φ ��� �� ��������� ��
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 � �� ������
��
+	�� ���� �� �
����� � ��	�	� �� �	���� ���� �	�� ����	!	�� �� ��
���� �
�� �	����� �� �������� )���� ��� �����
 ��� μ̂i,j = E(yi,j) = b−1(θi,j) �� �� ������
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���� � v(yi,j) = φv(μi,j) = φb

′
(θi,j)�

�� �	!���� μi,j � ��� ����
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	��������� ��� ��� )	�
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f(x1, x2) = c(F1(x1), F2(x2))f(x1)f(x2) �(�(��

�* c ��� �� ����
�� �� �� ������ ����
�� ���� u1 �� u2 ���� [0, 1]� ���

c(u1, u2) =
∂∂C(u1, u2)

∂u1∂u2
�(�(+�

,� ��������� �� ������
����	��� �� ��������� ��� �
�� �� ���
�� �� ������ � ��� ���-� 

	��� ����
�� ��� �� 	����
��� ��� �
.������� ���������� �� ���������� ����� ��� �
�"����

,� �.��� �� ������� �� ������ � ��� 
������
� ���� �� ���	
%�� ��
� �� ������
�� ��� /����

�� 0����1 �(223�� "�
 ��� 	����
�� �� ���������� ����� ��� !����
�� �$���������� 4� 

��
�� �$
��������
�� ��� ������� ���� �$����5�� ��� �
�"��� �$��������� ��� �
 �����	���

����������� ��
� /���� �� 6��- ������ ���� �� �
���
� �� �� ����
!
�
��� 7�
�
�� �� 4
 

	
����� ������ �� ������������ �����
� �� 8����	
� ����(�� 8��-�
�� �� 9��
 �������

/�
��� ������� :����� �� 9�
1��� ����;�� 4
��� �� ��� ���(��� <
��- �� 4�'
� ���(=�

���� �� ���!�%	� �$�������
�� ��� ���������

>���		���� ��� ����
� ������ ��� ��������� �� �� �
��������� �$��� 
�������� �� ��� 

!�%	� �� �� ���������� ����� ��� �
�"��� # �$�
�� �$�� 	��%�� �� ������ �� ��-����
���

4�� ����
���
��� �� ������
�� ���������� ��� /���� �� 0����1 ����3�� /���� �� ��� ����2�

���� 	����
��� ��� �
�"��� �� ���������� <
�� �� <
�� ���(��� &

 �� /���� ���((� ����

�$�������
�� ��� ��������� &

 �� 0����1 ���((�� &

 �� 0����1 ���(�� ���� ���	
���

�$��5	���
� �$
����	��
��� &

 �� /���� ���(��� 7�?	�� �� ��� ���(=� ���� ����5��� ���

�
�"��� �$����������

(3



���� �����	
��	�� ��	�	�
�� �� �
 �����

������ �� ���	���
�� �� �� ����

�
�� �� ��� �������� ������
���
�
 ��� ���	��� ���� ���

������� �� ���
�� ����������� �
 ���	��
��� 
���� �	� ������
� ��������� �
 ����� ��

�������� �� �� ����
��
�� ����������� �	
 ���
� �
 ������ ������	�
�
 �� �� ���	��	��

�� ����
��
�� � ������� �� ����� ��� ���� ��	 ����������� ���� �������
�� ������ �
�

� !�

 "#$%&' �
� ����	� �� �������� �� ����
��
�� ���������� ��� �


������

(�� ��
�
����
� ��� ��
��
�� ��� �


����� ����� ��� ���
�� ����������� �����
��
� ���

���	��	��� �� ����
��
�� ������������ (�� �����
��
� ��� ��
��
�� ��� �


����� � ���
��

��	
 ������ ��)�

�*���
�
�� ��
�
�
�

���� �� �
 �	�����
� 	
� ���	��	�� �� ����
*

��
�� ��� ���	��� +���� ��	�� � ��

� ��� ���	����� ��
�
���
�� �� ����

�
��� +���
*

��
�� ���� ����� 

�,���� �	 �	-�� �� �� ����
��
�� ���������� �
��� ��	�
�	�� ���
�!��

�����	��
���

+���� ��	��	�
� 
�	� 
�	� ������ 

�������� ��
� �� �!��
��� & � ���������� 	
 ��*

���� �	
 �
�
� �
 ������ ����
��
�� ���������� �
��� ��� ���
�!�� �����	��
��� �


����� 
�	� 
�	� �������
� ��� ���	��� �)
��
�	�� �	
 ���

�
� �������
� �
 ������

�� ����
��
�� ���������� 

���*�


������ .�	� 
�	� ������ /����
��� ��

�
������
�

�	� ��	0 ���
�!�� �����	��
��� 
���� ��	�� ��	� �����
��� ��
�����
� � ��	�
�	��

���
�!�� �����	��
���

��� �����	
��	�� ��	�	�
�� �� �
 �����

.�	� 
�	� �������
� ��
� ����� �!��� ���
��)��� ��� ��
��
�� ��� �


����� ��	
� ���*

���

� �����	��
�� ��
� 	
 ��
��0�� �)
��
�	� �� �� �
� 1 �!��
����� 2�� �!��
���� #

�� 1 ��

����
� ��
� ���
��)�� �� �� ����
��
�� �)
��
�	� ��
� 	
 ����� 	

���
� "	
�

��	�� ���
�!� �����	��
��'� ��
�
� �	� �� �!��
��� & 

����� �� �
��
�
�
 �
���
�� "��	0

���
�!�� �����	��
��'�

2� ��	0
��� �!��
��� �� �� �!���� 

�
�	�� ��������	��
 �� �� ����
��

� 	�����

����� ��� ��
��	��� � �����
�� ��
��� ��� ��� ������� ��� ��
	�
	� ��
���

	��

��� ��	������������

+� �!��
��� ��� ����
�
������
� ��
��
�	� ��	
 ���
��� ������
� �������� ����
�

��

� �� ������ �
 �
����

� ���
� ��	����������� ��
��	��
�� ����
	

������� +� �!��
��� ����� ����
�
������
�� �	� �� �����
���
�
 �� �� ����
��
�� ���*

������� ��� ��
��
�� ��� �


����� �� ��	0 ���
�!�� �����
��� 
�
 �
�� �� �	� ����	�� ��

������ �� ����� ����
��
�� �	� �� ���	�� �� �
��	� 3��	� �� 4
� � .�	� ������

�
� ���

�������	� �� �	���
�
�� �� �


����� �5
 �����
��� ��� ��
��
�� ��
� �� /	�	��

.�	� �������
� 	
 
�	���	 ������ ���� �	� �� �!���
� ��� ����	�� �0��6���� �	
 ������

�� �����
��� ��� ��
��
�� ������ ��� �


������ .���� ������ �� /�
�� �	��
 �	� 	
�

�0��
�
�
 �� �� ���	�� 3��	� �� 4
� � 7�
� 
���� ������	�� �����
���
�
� 
�	� ����	��
�

	
� 3�4 ��������
�	� �	
 �
�
� ������ �� �� ����
��
�� ���������� ��� ��
��
��

��������� 7�� ���!

�	�� �� ��� ����

� ��
� ����
�	��� �5
 �� ��
���� �� ���
�
�� ��

�� ���	�� ����	����

%8



�������� 	
 ��
��������� 
� �� 
����
���� �� ���������

�� �������	� 
��
����� �������� ���������	 
�� 
���
��� �� 
� ������� 
� ������
������ ��
 �� ��
��� 
� ��	���
����� ��	
����		���� ����
��
����� ��	�
�����
�������� ��� ����� ��� �� ����
�� ��	�
�����
 ����
��
������ ��	
����	�� ���
	���
����� ��
�� � � 	���� ��
�� ��
  ����� 
���
��	� �	 !�	 ���� �	��
�	 ��
�� �������� �������� 
�� �� ��
���
�� 
����
��� � �� ����	���� ��� �������� �� ���

��������� � ������� �� ��	
��

�� 
��
���� ��� 
����
�� � ������� ��� ��������� �� ����������� �� ����  ���
��� ����!

������� "��� 
��
����� �� ������� 	����� ������������ ��� �������� �� �� 
�
���� ��

����� ����� ��� 
��	�� �� ����� 
�	
�� �� �� ��
�����
� ��	
������ ��� ���������� #�


� ��� 
��
���� ��� ��������� ���� 	������ ���

��� ��� ��� 	������ ��������� ��� ��

 ����� ��� ������
�����
� ��� ���������� �� ��� 
������ 	���� � ��� ���� ����$
�����

��� ������� �� � ��� �������� ����%������ 
��� 
������ �� 
����� ��� ���������� �� 	�����


��
��� ��� ��� 
�	 ������� �� 	����� ��� 	������� ������������� &������������� ��

�� 	����� ������������� �� 	������ 	� ��� '���������� �� 	����� 
��	�� ��������� ��


�	
����	��� ����	���� ��� �������� �� ��� ��������� �� $� �� ��	
�� "��� ���� ��!

��������� � 	������ ���	
�����
� �� 
� 	����� 
��� �� �
������ ��� ��� ��� ��� 
��	��

������� ��� �

��������� ��� ������� ����
���� ��� �� ������� �� ��	
� ������

�� �������	� 
��
����� �������� ���������	 
� ������� 
� ����������� �
���
� "� 
�����	� ��
 ���  ������ 
�	���#���� ���� ��� (�� ���� ����
�� $���
%�
��	� ������ ��
�� ��
  ����� 
���
��	� �	 !�	 ���� �	��
�	 �� )��� 
�

��
����� ���� � ������ ��� ��� �� 
�� ��	� �� ��
�����
�  ���	������������ 
���� �

����� �� ��
�����
� ����� ����  ���
��� ���������
�� '�*
� � ��� 	������ �� 
�
����

����	������ ���� �����	����� �� ����
���� �� ��
�����
� ��� ������ � ������� �� ��	
�

�� 
�� ����  ���
���� #������� ���� 
��
����� � ������� ��� �������� �� �� 
�
���� ��

����� ����� �� ������ 
�	
�� �� 
���� ��
�����
� ����	�����

������ 
��
���� ���� ��� (�� ����� �

��
����� �	
������ ��� ��� ������� �������� #�


�	
�� ���� ��� ��������� � ����� �� ��� �������� �+�
������ ���� ������ 
��
���� �����

������� 
�� ��� ��
�		��������� ��� 
��	������ � �� �
������ ��� ��� �� ����� �����

	������ �%
�
� ��� ����� 
��
��� ,�������� �� 
�
���� �� ����� �����-�

"��� 
��������� ���� �� ����� �� �
��.� ��� ��
������� �� ��� ��+������ ���������

�� 
�� ��������

/�� ������ 
����� �� �� ����������� �� �
���
�� �
���������� ������� ������ ��� ��(��� 0

������� �� �� ��
�����
� ����� ��� ������� �� ������� ��� ������ �� ������ ������

#� �+��� ��� ������� �� �������
� 
������� ������ ���� ��
������� ���
 ��� ������ �!

����� � ������ �
������� 1� 
��� ������� ��� ��
�����
� ����� ��� 
������� �� �� 	2	�

 ���
��� ��		� 
�� ���	
��� �� ��
����� ���

��� ��  *��	��� 
��� �� 
��
���� ����

��������  *��	���� ���������� ��� ������� �� 
���� �� ���� �� �� 	2	�  ���
�� ����!

�����
� ��
������ &����� �� �

����� �� ������� 
��� ���
��� 
�������� 
������� �� ����

�� ��  ���
�� ����	� ���� )� 
���� �� ��������
� �� 
�� ��������� ��� ��
�
�� ���� ��

��	
�� #� �������� ���	��� ���� ����� 
�� ��������� 0 �� 
��� 
������ ��� ��������� �
���

�� (���� ���� (���� �� 	2	� 
����

34



���� �����	
��	�� ��	�	�
�� �� �
 �����

��������� 	�� 
������� 
���� 
�� ��� ��

������ 	���������� 
����� ��� ��� 
�������

	�� ��������� 
��������� 	�� 	�
��	����� ��

������� �� �����
��� 	�� 
������� �������

���� ���� 
��
����� 	��� �� ���
���� 	����	��� �� 	�
��	���� ��

������ ����� ���


������� 	�� ��������� �� 	��������� ��� ����� ��� �� 
����� 	� ������ ����� �� �����

���� ����	��� 	�����	 �� 
�����
� 	� �� 	�
��	���� ��

������ ����� ��� ��������� ��

���� 
��
����� �� 
�	��� ��

� � 
�	��� 	�� 
������� ���	��������� ������������ �

!"#"$�

����� ������� �� 	�
����� 	�� 
�
���� 
����	���� ����� �������� �� 	�
��	���� ����� ���

��������� 
�� �������	������ 	���� ��������� 	� 	�
��	���� ��

������ �� �� �� % �������

�� 
��������

yt = ψtεt, ������

εt ∼ ����� �	
� E(εt) = 1. ������

ψt �
��
��
�� � ��
�������
 �
�����
��
��
 �
� �������
�� ψt = E(yt | Ωt−1), �	
� Ωt−1

�
����
��
 �
��
 �����
�����
� �����
 ������� �� ���
 t− 1�
�
�� ����
�
�� ��
 ψt ���� �� ��
�
���� ���
�
��
����

ψt = ω +

p∑
i=1

αiyt−i +

q∑
j=1

βjψt−j , ���� �

�	
� ω� αi� βj > 0 
�
∑

(αi + βj) < 1�

!
 ��
�
���� �
��
� �
 ��
���
 
� �
���
 �
 ���
�����
 �
��
�
��
 
���
 �
 �
�����

����
�� 
� �
 �
����� ������ "
 ����� �
 ��
�
���� ��
#��
 ��� ��
 �
 ���
�
�� �
�

�
������ �
�� ������
� ���� �
 �
����

$�� ����
���� �� �
� 
%�
���� �
�����	� ���� �
��
 ������
 
�� ������&�
� �� ���
�����


�
��
�
��
 �� ��	
�� �
� ��
�
� �
 ������%���
�� ��
�� � ���
 
���
 �
� �
������ ��
'

	�� �
� �������
�� �
�� ��	
�
��
�� �� �
�(�
 %��� ��� �� �
� ����������
 �
� 	��
���


#��)�
� �*+,�� 
� ��� ��
�� �
���
 �
 �� ���
�����
 �
��
�
��
 
���
 �
� �
������

��
	��� �
��
 �
�(�
 �
��� �
�(�
 ��
#��
��� ���������� �
�� �
����� �
 �������


�*+,-!-�� ��.(�
 �
 �
��� �
 *+, ��� �
����(�
 ��
 �
� 	����%�
� �
�� ���� /� ������

ψt ��� �
�����
 �� ���
�����
 �
��
�
��
 �
� 	����%�
��

0� �
����
� �
 ������%���
� ����
 	����%�
 ���	��� �� *+,-!- �
 ����
��
 �����

Gθ(yt | Ωt−1) = exp

⎧⎨
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[
1 +

( ytψt
− μ) [1− Γ(1− ξ)]

(μ− 1)

]−1/ξ
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ξ
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� ���� �
�����
��� ����2

ψt = ω +

p∑
i=1

αiyt−i +

q∑
j=1

βjψt−j , �%
4!

����� ω, αi, βj > 0 �
 ���	�� ���� ��� ��
	�� �� �
������ ���
∑

(αi+βj) < 1 �
� ������"

��� �	��
��
 (
���1	������ ψt ������� 
� ��� p ���� 
��������
�� ��� q ���� ��������

�
����
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�

�	����
�
 .�� fθε (εt) �� ��� ������� �	����
� 
� εt ���� ���������� θε
 .�� gθ (yt | Ωt−1)
�� ��� ��
�������� ������� �	����
� 
� yt $�
���� ��� ���� 
��������
�� ��������� 	� �


���� t− 1
 6���� ��� ���������5�� ������ ��
	��� yt
ψt

= εt ∼ i.i.d.fθε , t = 1, . . . , T � ����
������� ����2

gθ(yt | Ωt−1) =
1

ψt
fθε

(
yt
ψt

)
,

����� θ �� ��� ����
� 
� ��� ��� 	�$�
�� ���������� ����	���� θε �� ���� �� ��� �����"

����� �� ψt
 *�� �
�"��$����

� �	����
� �� ���� ����� ��2

l(θ; y1, . . . , yT ) =

T∑
t=1

log [gθ (yt | Ωt−1)] =

T∑
t=1

[
log fθε

(
yt
ψt

)
− log (ψt)

]
. �%
7!
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�� ���� yt ��
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yt = ψtεt, �#�$�

εt ∼ ����� ��� ������ �  ����%
� ���� E(εt) = 1. �#�&�

'�� 	���������
 �(��	��� 
��� ��"

ψt = E(yt | Ωt−1),

����� Ωt−1 �� ��� ��� �� ��� ���� �%��� ������ ����
 ��� ��
� t − 1� ���
� ��� )����
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ψt = ω +

p∑
i=1

αiyt−i +

q∑
j=1

βjψt−j , �#�,�

����� ω, αi, βj > 0 �� ������ ���� ��� �
���� �� ������ � ���
∑

(αi+βj) < 1 ��� ���%�
!

��� �������� ����������
�� ψt ������� �� ��� p ���� �%��� ������ ��� q ���� �(��	���

������

'�� ����
����� �� ��� ��� 
���
 ��� ����
���� %� 
�(�
�.��� ��� 
��!
�/�
�����

���	����� ��� fθε (ε) %� ��� ������� ���	���� �� ε ���� ����
����� θε� ��� gθ (yt | Ωt−1)
%� ��� ���%�%�
��� ������� ���	���� �� yt /������ ��� ���� �%��� ������ � ��
�%
� �� ��

��
� t− 1� 0��	� ��� ���������.�� 	
��
� �
����� yt
ψt

= εt ∼ i.i.d.fθε , t = 1, . . . , T � ����
�
�
��� ����"

gθ(yt | Ωt−1) =
1

ψt
fθε

(
yt
ψt

)
,

����� θ �� ���  �	��� �� �

 ��� ��/���� ����
����� ��	
����� θε �� ��

 �� ��� ����
!

����� �� ψt� '�� 
��!
�/�
����� ���	���� �� ���� �� �� %�"

l(θ; y1, . . . , yT ) =

T∑
t=1

log [gθ (yt | Ωt−1)] =

T∑
t=1

[
log fθε

(
yt
ψt

)
− log (ψt)

]
. �#�+�

��� 
���
 	�� %� ����
���� ���� �(��������
� 1��%�

 ��� 2�

� ������%������ ���
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Gθ(yt | Ωt−1) = exp

⎧⎨
⎩−

[
1 +

( ytψt
− μ) [1− Γ(1− ξ)]

(μ− 1)

]−1/ξ
⎫⎬
⎭ , !&�'("

����� μ �	 ��� �������
 ����
���� �
� ξ �	 ��� 	���� ����
����� �
� ��	 ����������)
��
	��) ��
����
 �	 ����
 �)%

gθ(yt | Ωt−1) =
1− Γ(1− ξ)

ξ(μ− 1)ψt

[
1 +

( ytψt
− μ)(1− Γ(1− ξ))

(μ− 1)

]− 1
ξ
−1

exp

⎧⎨
⎩−

[
1 +

( ytψt
− μ)[1− Γ(1− ξ)]

(μ− 1)

]− 1
ξ

⎫⎬
⎭

!&�''"

*�� ����
��� &�+ ��� ��� ����� �� ������
� ���	� �����		��
	� ��
	�#��
��)� ��� ���,

���������� �� ��� �� ��� 
���� �	 ���
 ���
������ �	 ������	%

l(θ; y1, . . . , yT ) =
T∑
t=1

{log[1− Γ(1− ξ)]− log[(μ− 1)ψtξ]

+

(
−1

ξ
− 1

)
log

(
1 +

( ytψt
− μ)[1− Γ(1− ξ)]

(μ− 1)

)

−1− 1

(μ− 1)

{(
yt
ψt

− μ

)
[1− Γ(1− ξ)]

}− 1
ξ

}
. !&�'&"

����� �������	
�	� 

� ���	 ������� ������ �	 

� ���� �� 
��� ������

�
 ����� �� ����� ��� �	��
���	 �������)� ��� ���������
	 �����	��
 �	 #��
����� ��� �

���		 ���������
 ���������� �� �	 � ����
�#�� ��� �		�		�
� ��� ���������) � ����������


���� ���� ������
 ��� ����� -��	��)� ��� ����
	 �
��
�	 ���� ��� ��������
�� �
��

��� ��
���
�
���) 	�
���	% .(/ (y1, ....., yt∗) ������ ��� ����
�
� 	�
���� �
� 0(/
(yt∗+1.....yT ) ������ ���������
 	�
���� *���
��)� ��� ����
����	 (ŵ, α̂, β̂) �� ��� ���

���� ��� �	��
���� �
 ��� ����
�
� 	�
���� $��
� ��� ��
�����
�� �������� ��		 ψ̂t �	

��������� ��� ��� ������ (t∗ + 1, ..., T )� -�
���)� ��� 1��
 *#����� ����� !1*�" �
�
��� 2��� 1��
 *#����� ����� !21*�" ��� ��
����� �
 ��� ���������
 	�
��� ����


�	 ������	%

MSE =
1

T − t∗

T∑
t=t∗+1

(yt − ŷt)
2, !&�'0"

RMSE =
√
MSE, !&�'3"

�����

ŷt = ψ̂t = ω̂ +

p∑
i=1

α̂iyt−i +

q∑
j=1

β̂jψ̂t−j . !&�'4"
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 �� ������� 	 �	� #$#
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��� �� �����	
� ��� �����	�� 	����� �� ��	
�
�

��� ��	
�
 	�����
 	�� 
����
�� �� ������ 	 �	�	����
� #$# �

��
���
��Gθ(yt | Ωt−1)
������
�� �� 	 �	�	����
� �

��
���
�� ��� εt% ������� �� Fθε (ε)� ��� �	��� 	� �

�

�����	
� 	� ��� ��������� ����� α 	�� 	� �
�� t+1% ������� V aRt+1(α)% 

 ������ ��&

Pr(yt+1 < V aRt+1(α)|Ωt) = α.  ��'(!

���
% Pr(ψt+1εt+1 < V aRt+1|Ωt) = α 	�� Pr
(
εt+1 <

V aRt+1

ψt+1
|Ωt

)
= α�

$��
��������% 
� 

 
��	
�������	�� �� ���
�� ��� �	� #$#&

V aRt+1(α) = ψt+1F
−1
θε

(α).  ��')!

�� ������� ��� �
�
�	��� �	� #$#% ������� V̂ aRt+1(α)% ��� ������� �	���
 ψt+1

	�� θε 	�� ����	��� �� ���
� �����	
� ψ̂t+1 	�� θ̂ε&

V̂ aRt+1(α) = ψ̂t+1F
−1

θ̂ε
(α),  ��'*!

+��� ��

 �,���


��% �	� #$# �����	
� �	� �� ������� ��� �	�
��
 �

��
���
��
 ���

εt&

• �	� -,������
	� #$#  �	� -#$#!&

V̂ aRt+1(α) = −ψ̂t+1 log(1 + α).  ��'.!

• �	� /�
���� #$#  �	� /#$#!&

V̂ aRt+1(α) = −ψ̂t+1
log(1− α)1/k̂

Γ
(
1 + 1/k̂

) ,  ���0!

����� k̂ 

 ��� �
�
�	��� 
�	�� �	�	����� �� /�
���� �

��
���
���

• �	� 1	��	 #$#  �	� 1#$#! &

V̂ aRt+1(α) = ψ̂t+1G
−1(α, k̂),  ���'!

����� G−1 

 ��� 
����
� �� ��� 1	��	 �����
�� �
�� 
�	�� �	�	����� k̂�
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V̂ aRt+1(α) = ψ̂t+1

{
(μ̂− 1)

1− Γ(1− ξ̂)

[
log(α)−ξ̂ − 1

]
+ μ̂

}
,  !"!!$

%���� ξ̂ �� ��� ��������� ����� ��������� �
� μ̂ �� ��� ��������� �������
 �����&

����"

��� ������	
� �

�����

����� ���� �	
��
��
��
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θ1 !6�82 (−32.5) ∗ ∗∗ θ1 !6�8: (−17.6) ∗ ∗∗
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���� ����� �� � ��� ��� V aR99.5% ��! ��"��# �$%�&� V aR99.5% ��������� ��� ��� �'�

����# �� ��#���##� '� �%%�&� ��� ���� ��&����#�# �� ��� %��"������� %�(����� ��#�� )��

LRcc #����#��%# ��� ��'�� ���� ��� %����%�� (���� = 5.99 �� #����*%��%� ��(�� 5%� )��

&+(���� ��� #����*%����� ������ ���� 5%� ���� ��,�%� ��� (���"��� �� ��� V aR99.5% ����
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(����� 2�� ��
 �
.� ��"���#������# ��� ��#-� ��" ��(�# � %�(����� ������ ��'��

���� ��#-# #�&&����" �� ��� %��&����

���� *���� ��3 ��" *���� ��	� '� �����- ���� ��
99.5% ��������� ��" ��
99.5%

����������� %�(�� ��� %����# �� ��#&�%��(���� ��� ����# ���� !����� ��" ���� ��+

�������� )��������� ��� �(�������� �� %�(����� ������# '��� ���#� �'� ��"��# %���"

��#��� ��� #��(��%� �� ��� ��#����%� %��&���� 
�#���# ��� ������#����� ��" �%������#

��� �(������ ��� ������ �� %�&���� ��#�" �� ��� ��"��#�

��� �����	
���

)��# &�&�� &��&�#�# �� �����#� ��� "�����% ����(���� �� ��� %����# ������# �� ���

��#����%� %��&���� 1�"��"� %����# ��� (��'�" �# �����+���&������ %��������" �(���#�

4� ����� "�&��"��%� ���'��� ��� %����# ������# �# � #��%��#��% &��%�##� ��� ����

&��&�#�� '� &��&�#� "�5����� ��� ��"��# ��" �&&���" ���� �� %�&���� ��� ����%��+

��������# ��� �'� ����# �� ��#���##� ���� !����� ��" ���� ���������� )�� �0��� 6�$

��#� �� 10 ���# #����#� ���� ��� ��"��# ��� ���� �&&��&����� �� ��-� ���� �%%���� ���

���&���� "�&��"��%� ���'��� %����# ������# ���� %��##�%�� �
.� ��"��# &��#����"

�� �%������� ����������� 7������������� ��� ��� ��"�� ��� �� ��� ��#���%��(� '���

%����# ������# ��(��(� #��� �$����� ������#�
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��� ������	��� ��� ���� ����� �
� yt = ψtεt ���� εt ∼ exp(1)�
�� P (Yt < yt) = P (ψtεt < yt) = P (εt <

yt
ψt
) = 1 − exp(− yt

ψt
)� ��	
� ��� ���
���

 	������ � ��� ����������� �����
 ���	��
 �
!

f(yt | Ωt−1) =
1

ψt
exp(− yt

ψt
). �"�"#�

��� ���$��%������� � ��� ����� �
 ��&�� '�!

L(y | Ωt−1, θ) = −
T∑
t=1

[log(ψt) +
yt
ψt

], �"�"(�

����� y = (y1, ...., yT )�

����� �
����� ��� ���
� ������

����� ��� �	

�� �

	�� � ����� ���� ��� ��
��	��
  ����� � )��'	�� ��
���'	�����

*�������� ����� �� ��+�� ��� ���
���  	����� � )��� �
!

f(yt | Ωt−1, θ) = (
ytΓ(1 +

1
k )

ψt
)k
k

yt
exp(−(

ytΓ(1 +
1
k )

ψt
)k), �"�",�

��� ��� ���$��%�������  	������ �
!

L(y | Ωt−1, θ) =

T∑
t=1

[klog(
Γ(1 + 1

k )yt

ψt
) + log(

k

yt
)− (

ytΓ(1 +
1
k )

ψt
)k], �"�"-�

����� k �
 ��� 
��.� .�������� � ��� )��'	�� ��
���'	�����

����� �
��
 ��� ���
� ������

��� /��� ����� �
 � .�����	��� ��
� � ��� /�������0�� /���� 1���� ������	���

'� 2	��� ��


�� 
� P (Yt < yt) = P (ψtεt < yt) = P (εt <
yt
ψt
) =

Γ(k,
yt
ψt

)

Γ(k) � ��� ���
���

 	������ ��� ��� ���$��%������� ��� ����	����� �
!

f(yt | Ωt−1) =
yk−1
t kk

ψk
t Γ(k)

exp(−ytk
ψt

), �"�"3�

���

L(y | Ωt−1, θ) =
T∑
t=1

((k − 1)log(yt) + klog(k)− klog(ψt)− log(Γ(k))− ytk

ψt
), �"�"��

����� k �
 ��� 
��.� .�������� � ��� /���� ��
���'	�����

(3
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P (Yt < yt) = P (ψtεt < yt) = P (εt <
yt
ψt
) = exp{−[1 + ξ(

yt − μ

σ
)]

−1

ξ }

�����

μ ∈ 
 �
!���
� ����������

σ > 0  �!��� ����������

ξ ∈ 
  ����� ����������

"� ���� E(εt) = 1 ⇒ μ+ σ
Γ(1− ξ)− 1

ξ
= 1� �
 σ =

(μ− 1)ξ

1− Γ(1− ξ)
�

��� 	���������
� 
� ��� ������ �
	�� �� ����� �� 

F (yt | Ωt−1) = exp{−[1 +
( ytψt

− μ)(1− Γ(1− ξ))

(μ− 1)
]
−1
ξ }, #$�$%&

��	 ��� 	������ ���!��
� 
� ������ �� 

∂F (yt | Ωt−1)

∂yt
=

1− Γ(1− ξ)

ξ(μ− 1)ψt
[1+

(
yt
ψt

− μ)(1− Γ(1− ξ))

(μ− 1)
]
−
1

ξ
−1

exp{−[1+

(
yt
ψt

− μ)(1− Γ(1− ξ))

(μ− 1)
]
−
1

ξ }

��� �
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� 
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P (yt+1 < V aRt+1 | Ωt) = α�

P (ψ̂t+1εt+1 < V aRt+1 | Ωt) = α�

P (εt+1 <
V aRt+1 | Ωt

ψ̂t+1

| Ωt) = α�

F (
V aRt+1 | Ωt

ψ̂t+1

) = α�

����� F �� ��� ������ 	���������
��

V̂ aRt+1|Ωt
(α) = F−1(α)ψ̂t+1� ���� F−1 �� ��� ������� 
� ��� ������ 	���������
��

"� ���� 

exp{−[1 +
(
V aRt+1|Ωt

(α)

ψ̂t+1
−μ̂)(1−Γ(1−ξ̂))

(μ̂−1) ]
−1

ξ̂ } = α

'(
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[1 +
(
V aRt+1|Ωt

(α)

ψ̂t+1
−μ̂)(1−Γ(1−ξ̂))

(μ̂−1) ]
−1

ξ̂ = −Log(α)

V̂ aRt+1|Ωt
(α) = ψ̂t+1[

(μ̂−1)

1−Γ(1−ξ̂)
(Log(α)−ξ̂ − 1) + μ̂]

��� �� ����	

������ ��	
 ���
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��� ���� ������ ������

���������� !

������ ��"
 ���
�� �� ������������ �
���� ������� �� ��� 
��� ���� #��$�
��% ������

�&'�(�)���(�*!

+"



�������� 	
 ��
��������� 
� �� 
����
���� ���������� 
�� ���������

������ ��	
� ��
��� �� ��������� ���� �����	�	� �� ��� ���� ������

������ ��		� ��
��� �� ��������� ���� �����	�	� �� ��� ���� �������� 

!




����������	


���������	
�

�������� 	
 ��� �
��� �
 ������
 ��� �����
���
� ��� ������ �� ����
���
�� �� ���
�
� ��! "���� ������� �# ����� �$�� ����!�
 ������ �� �	���
�	� ��� 
�������	�� �����
%%&'%()


������*� +
� ��
��*�� ,
� ��� �
�"���� -
 ����.�
 �
�� /��$
�� ����
�
�
�$ #�� #��"����$
�
�! ������� ���
���
�� ��� ����� #�� �����������
/� ����
0���
��� �� ��� ������
�1����
 �������	�� �����
���	� ��� �	���
�	�� ..�����&. ' �2�
 ������ ���������
�� ��� 3�� 45,67 +��#������� 	
����� %8 %& -��$ ����


�������� -
 �
� 9���
�� ,
� ��� ��
��*�� ,
 ����2�
 ,����� �# 
�������� ���
� ������
�
�� �
�� ���������� ����� �� �������
:��
�� �# ��
���� ��� �����
/� �
���
�� �
� 
��
���
���
 ������	�� ����� %.8'%3�


�;������� <
 �%))3�
 �����
���	�� 
������ �� ���� ������� /����� %&� �# �����������
��� �����
����	��� �������	������ ������
����� ����	����� �� �����
���	�� 
	��
��	�� 
 =��
���� >������ ����
�
 ?���
�� �# ��� %)&� ��
�
���


+��
���1������ �
 �%))2�
 6/�����
�� 
����/�� #��������
 ������������� �	���
�	 !�"��#�
����� 2(%'23�


+����$� @
 ��� ������� ,
 ,
 �
 ����8�
 ,����
�� ������
�� ���� �
�� � ������
��
��������� ������ �����
 
	���$ �	����$ %$� �8��.�%'..(


+���
��� -
 �%)28�
 A�������
�� �������
�� 
�������� ��
� ���
� ����� ��
�� ����� 
����
� ��� �?5,� ������
 ������������� %������ �� ����	�����& '�����(������$�
����� ��.'�%8


+���
��� -
� 9
����� �
� ,�9������ -
 �
� ��� ��
������� �
 �%))��
 ����
���
���
�# ��� ��� #��
�$ �# �
���
���
��� 
� �����
�� 
�������� ���� ���������
 �������	��
�����
���	� ��� �	���
�	�� )�(���8& ' �&�


�� ������
� +
 ����.�
 �
������� ��������� ����� #�� ���� �����$� �� ����
���
�� �� ���
�
�/�� ���!��
 )�
���������� �	���
�	�� ���� .��%2&'�%�


6� ����
���
� ,
 ��� 6� <�����
� ,
 �%))%�
 A�������
�� ���������$ ����� 
��������
���
�� 
� !���
�
 �������	�� �����
���	� ��� �	���
�	�� %�����28 ' )�


6��������� �
� ?���
�!� =
 5
� ��� =�������
��!$� �
 �%)))�
 6B����� /���� �����$ ��
� �
�! ���������� ����
 '���� �
���	�� �	������� %������


6����� ?
 A
 ������
 ��� ���������
�� �# ����� �
�� #��"����$ ����
 �	���
����	��
32�%��%'��


6����� ?
 A
 ������
 ��� ���������
�� �# ����� �
�� #��"����$ ����
 %������ �� �������
�	���
����	�� %&�8��(�8'((3


6����� ?
 A
 ��� ?������� -
 ?
 �%))2�
 �����������
/� ����
�
���� �����
�� � ��� �����
#�� 
���������$ ������ ��������
�� ����
 �	���
����	�� 33�8��%%�&'%%3�


8%



�������� 	
 ��
��������� 
� �� 
����
���� ���������� 
�� ���������

������ �� ��� 	
��
� �� ��� ��� ��
� 	� ������� � �
�
�������� ���� �������� ������

�������
� 
� ����� ����� !
����� ���������	 
����
����� ��� �����
���� "#�$�%""� &

"#'�

(�� ��� )� *� ���+"�� ���� �,�
�� �� �,� ������ !
���� ��������� 
���� �����
��

��$�%�''&�+#�

(,������ ��� (
���-�
�.� /�� ��� 0����1� 0� �"22#�� 3�
�,����� 4
�������� ������
� !
��

���� ������� �� �����
������� ����"�%#�$ & #$$�

(��!!�
� 0� ��� 5������ 6��7� �"222�� 8
��!
�
�
��� ,�9��� ������
�� ��� �,�

���
��
�����4� �
�����
��� ������
� !
���� �����
������ �������� $���%�:&$+�

6��!��� �� ���+"�� ;<8������!� ��� �,� �=
�=�� !
��� 
� �87��� ������������

��������� ��������

������ �� ������� � 
�������9�� 
�!!� ���
��
�����4� �
�����
��� ������
� !
����

���������� ������������� �����������

5�1
��,� >� �"22:�� �������� ��������� 
����
������ 3����
���

?�
!���
=� 3� @� ������� �� �.�
!���� �,��������9���
� 
� �
!� !������� 
� �����������

������� �� �����
��  ������ A$�"�%$#A & $:+�

���,���� 0� �� �"222�� �� ��4����
���
� ���
 ��
�,����� ����!� �����4��
 !
���� ��� �,�

�,���������� ���,��B��� 
����
����� ��� �����
����

�
��1�� >�� 3�,!����� )�� 3�,!���� ��� ��� >��
���� 0� ������� ���������� ��������� ���

��������� ��� !������ ����� 3����� �� ?�
 � ����� ��� 3���������� 0
,� ����� C 3
��

����� /,��,������

D,��
� �� �"22A�� ���� ��
 � ����� �� ������ ��!� ������ !
����  ������� ������� ���

 ���������� �2�"�%"A� & ":#�

D,��
� 5� 	�� �������� 0� ��� ��� >���� �� 3� �"22��� � �
������� ���
��
�����4�

�
�����
��� ������
� !
��� =��, ���������
�� �
 E������� ���������
� ����� �������

�� �����
������� �2#���%�'� & "2'�

A"



�������� 	

���������	 
�� 
���
��� �� 
�
������� 
� ����������� ��
 �� ��
���


� ��	���
����� ��	
����		��
��	�
����� �������

��



�������� 	
 ���
������ ��� �������� �� �� ������
 �� ��
����
��� ��� 
� ����
� �������

������

�� ������	� �
� �����

 ���� �	����� �������
 �����	������ ����	��	�

��� �����������

����
�	����� ����� � � ����� ����� ��	 �����
 	�
�	���� �� ��� ���� ��
�	����� ��
�	��

���� ��	�
���� �� ��	���� ��  ��! "��#����$ %���	 �	����� �� ��$ %&'()*

 � +�� �� �� ������	� �
� �� ����	�	 ���,�
����� ����� ��	����� ��	�� �� �
��������

�� 
��� ���� �	������ �� ��-��������$

���
 �	���
��
 �� ������� ���.�� ����
 ����������	 
��
���������� �
�	���
��� ���

���������� �
	�� ��
����$ �� ���.�� ��	��� ��
����	� �� ���.�� ���
��	� �
�
	���



%� �*/ �� ����	��	��� �� �
�������� ������-�� ���
 ��
��������� ��
 	

�	��
$

0�
����/ ���
 
������
 �������� �� ����� �
�������� 
�	 ��
��������� ��
 	

�	��
 �� ��

������� �� 
����+����
$

1���������/ ��
 	

�����
 �+����
 �� ���.�� ����� 
��� �����	

 2 ���, �+����


��	 �� ���
��
����� ��
 �
�����
 ���

�-��
 %�����  ����	 �� � �*$

)3



���������	��

������ �����	�
� �� �
� �
 ��� ���
 ��������� �������� �
 
�
���
� �
����
��� �
����

��� 
��� �� ��� �� ������ �����	�� �� ���� ����� ���������
� ������� ��� ��������������

��	���� ���������� ������ �����	�
� ������ ��� ���	���� �
 ��� ����������� ��� �
���
�

�
� ������� ��  �!�"#������ �
� $��% ��  &! 
�� �
 �	��	���� '��
� ����� (�
�����

�%�� ��
��� ����� �()$! ��� ������ � 	��� �����
 �������� 
�� �������
� ���������

����� *��� �������� �� ����� �
 ��� ���������
 ���� ��� ������ ����
�� �
 ��+���
�

����� ��� �
����
��
� 	��������� ,���	��� �
 ���� ��������
�� ���� ���������
 ��� ��

�
���������� '� 
�� �
���
��� � ��� ������
� ��� �
	��	� �
 �������
� �������� �
�

��
 ��� ��	���� �������� �������
������� �� ��� ���
 ���
��� ��� ���� �������� �����

�
���� �������
� ��� ����
��
����� ��� 
������

-���
���� '
��
�� �
� .�����
� ��  /! ��	� ��������� � ���� ���������� ���������


������ ����� �� ����� �
 � (�
�����%�� )�
��� $�0�� $���� �()$$!� �� ��
���

�������� ����
��
�� ���
� ��� �
�����
��� ������ �
 ��������	� ��	������
� ������

,���	��� ���� ����� �� ��
������� �� ��� ������������� �
 ����� �� ������ ������� �


�����	�
� ��������� ������� �� 
���� �� �
��������� �0���
�� �

�������
�� ���� �����

�0���� 1
������� ����� ��� ����� ���������� �� ���1�� �

�������
� '���� �� ��2�����

� ���� ���
���� ���� ������ ����� �� ����� ����!�

$��� ����
���� ,�����	3 �
� 4�5��� �� 67! ��	� �������� �� ����� ��� ��
�����%��

��������
� �2�����
� �(��! 
�� ��� ���������
 �
 ��� ������ �����	��� *��� ��	� �
�

�������� � 	������ ����������
 ���������� ������
 ��� ���� ������
� �����

'
����� �������� �������� �� 4�5��� �
� 81���
 �� 69! 
����� ��� ��
�����
�� ���
�

	����
�� ����� ���� � ������ 
�
����
 ���� ������ �� ����� ��� ����
��
�� ���������

������
 ������� *���� ���������� �0��
� ��� ��������� ()$ �
� ��� 
��2��
��� ����

�
 ��
�� ���
������
��! �����

�
 ���� ������ � 
�	�� ����� ��
���
� �������� ����
��
�� �����
 �
� ��
��+ ����
���

�� ��������� :�� ���� �������� � (�
�����%�� '�����������	� ��
�����
�� ��
���������

����� �('��$! 
�������1 �� ����� ����� ��1�� �
�� �����
� ��� ����
��
�� ������


������ ����
�� �
� ������
 ��	������
� ������ *��� ����� �� � �����
����
 ������


��� '�����������	� ��
�����
�� '���
� $����� �'�'$! �������� �� ��� ������� ���

'������ �� ��� �� 69! �
� ��� (�
�����%�� )�
��� ������ 
�� �����	���

$����	��� � ��������� ��������� �� ��������� �� �����	� � 
��� ��������	� �����������


�
 �����	��� :����������� � ���������
 ������
 ��� ������� �
 ��� ('��$ ����� �
�

��� ��������� ���������� �� ���	�����

*��� ����� �� ����
�%�� �� 
������; (�
�����%�� '�����������	� ��
�����
�� ��
���������

����� �� �
�������� �
 ������
 7�6� �
 ������
 7��� � ��������� ����
�2�� �� ���
����� �


����� �� ������� ��� 
��� �����������
 �
 �����	��� �
� � ���
 �2����� ����� �
 ��� �����

�� ����������� :�
����� �
 ������
 7�7 ��� ��� �����
��� ������� ��� ������� �
 ���� ����


������� �� � ���������
 ������
 ��� �������� ����� �
� ��� ��������� ����
 )�����

�
� ()$ �������� ��
�����
� �����1� �
� ���� ���
 2������
� ��� �����
��� �


������
 7�9�

<<



�������� 	
 ���
������ ��� �������� �� �� ������
 �� ��
����
��� ��� 
� ����
� �������

��� ������	
��� 
����������
�� ����
�
���	 �
�
����	
�� ����	

����� �����	 
�	�
��
� 
������


�� ���� �����	�
 ��� ��������� ����
� ��������� �	����	� �� �	��������� ����
� �
	����

�������� �	 � ���� 	� �������� ��� ��������� �� �	 ������ ����	� ��������� ������
 ����	�

�������� �� ���� �� �	� ���� ��������� �	 �	������ ������ ����
� �
	����
 ��� ����� ����

������ ���� ���� 	� �������� �	� �����
����� ����
� �
	����

��� �� ���	�� yi,t ��� ��� ����
� �
	���� �������� �	 ��� ��������  ��� i
 {yi,t; i, t ∈ �}
!���� � = {i = 1, ...., n, t = 1, ...., Ti}
 n �� ��� 
	�� ������ ��������  ���
 ���

Ti = T + 1 − i �� ��� ���� ����  ���� "����
 yi,t ����� �	� ��� ����
� �
	���� ��

��������  ��� i ����� t �����	#
��� #���	���

$�� ������ %� �	�� �� ���� �	 #������ ����
� �
	���� �� ��� �	!�� ��	������� ������

��������
 {yi,t; i, t ∈ �}
 !���� � = {i = 2, ...., n; t = n− i+ 2, ....Ti}�
�� ��� �	��	!���
 � &�������'�� (��	���������� �	�����	��� )���������� 
	��� *&(�)+,


���� ���	!� �	 #������ ��� �	!�� �������� ��� ��� ����
� �������� �� !��� �� #���������

����� ����
��
�		��� ��
�����
�� ����
� ����� ������

�� ���� ��������	�
 � &�������'�� (��	���������� �	�����	��� )���������� +	��� *&(�)+,

�� #��������
 !���� �� � �	
������	� 	� ��� (��	���������� �	�����	��� (
	��� 
	���

*(�(+, ��� ��� &�+ 
	��� 	� ���������

$�� (�( 
	��� #�	#	��� � (������ �� ��� *-.�/, �� � 
	��� ���� ���	!� �	 ������ �

��
#	��� ��#������� ��������� ���!��� ����
� �
	����
 !���� ����� 	���������� ���

�#���� �� ��
��

��� yt ��#������� ��� ����
� �
	��� *�	��, #��� �� ��� �� t� $�� (�( 
	��� ���

��
�� ���� yt �	��	!� � 
����#�������� ����������

yt = ψtεt, *���,

εt ∼ ����� �	� �������� �������� !��� E(εt) = 1. *��-,

$�� �	�����	��� �0#����� �	�� ���

ψt = E(yt | Ωt−1),

12



���� ������	
��� 
����������
�� ����
�
���	 �
�
����	
�� ����	

����� Ωt−1 �� ��� ��� �	 ��� 
��� �����
������ ����� ��� ���� t − 1� �� ������������
�

��������� 	�� ���� ����������� ���� �� �����������

ψt = ω +

p∑
i=1

αiyt−i +

q∑
j=1

βjψt−j , �����

����� ω, αi, βj > 0 �� ������ ���� ��� ������ �� 
�����
� ���
∑

(αi+βj) < 1 	�� �������

��� 
��
���� ������������� ψt ��
���� �� ��� p 
��� �����
������ ��� q 
��� � 
�����
�������

����� ������	
��� 
����������
�� ����
�
���	 �
�
����	
�� ����	

!� ���� ����������� � ��� ����� �� 
��������� �������� �� ��� ��� ����� ���� ����

����� � ������������ ����� ��� ������
���� �	 ��� "�������#�� ������������
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��� �� ��� ����� � �	 ������ �����
���� ���� ���

���� ��� ������&�� �� � �����' ���������
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��� �� ����� �� ��
� � ���� 
�������� �� ����������� �����
��� ��� �������� �������

��� ��
���
���� ������� ��� ���������� ������� �	 �������� ���� ��� ��
���
���� �����

!������ ��� ������� ���� �� ���� �� (��� ��� ������ �	 ��� ��������� �	��� ���� ��������

)�� ������ ������� yi,t ����� i ∈ {1, ..., n} ��	��� �� �������� �������� ��� t ∈ {1, ..., Ti}
��	��� �� ��
���
���� ������� ��� ������&�� �� �����' �������� ����� ��� ������� �� �����

!� �� �����	��� ������� �� ���
��� ���� ����� ������ ������� ��� �� ��
������� *� ���

���� �� ������ ���� ��� yi,t �	 � ������ �������� ������� ��� ����������� ���� 	���

� �������� *� ��� ����� ����� �� ������ ���� ������ ������� �	 ��'����� ��������

�������� ��� ����
������� )��� �����
���� �� ������� �� ����� �	 ��� %��(+� �����

,����� %��( �-..���

/�� ����� ������ ������� yi,t� � ������� �
���&������ �� �����������

yi,t = ψi,tεi,t, ���0�

εi,t ∼ ����� ��� ������
� 
������� ���� E(εi,t) = 1. ���1�

����� εi,t ������ ��� ���������#�� ������ ������� ������������ ���� ��� ������� ��

������ �� ��� � 
�������� 	������

2� ������ ��� ����������� � 
�������� �	 yi,t� E(yi,t | Ωi,t−1) = ψi,t = [ψi,1, ..., ψi,Ti ]�
����� Ωi,t−1 = {xi,1, xi,2, ..., xi,t−1, yi,1, yi,2, ..., yi,t−1} ��� ��� 
��
���� ��	��������� ���

��� ��� ��
���
���� ������� t− 1�

,�(� ��� ",% ����� ���� ����������� � 
�������� �	 ������ ������� �� ������� �� ���


�������� ηi,t �� � ��������'���������� ��� �� ��� ��������� 	������� ����� �� ������

��� ���(� ���� ���� g(ψi,t) = ηi,t� )��� ���( 	������� ����� ��� ��������� ���������� �����

�� ����
����� 	�������� ���������
���� �� 
������ ��� �� %��# ��� 23������ �4556� �

��� ���( �� ��
������ � ������� ������ �� ��� ��������� �����
��� ����� ��
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��
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��� ����� ��� ����
� ��������� ηi,t = X
′
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��� ������� �� ������
� ���������� �� ����������� ��
����	� 
�� �� 	����	� 
 ����

��������� 	������
���� ��� ηi,t ������ ��

ηi,t = X
′
i,tβ +

p∑
j=1

φj{g(yi,t−j)−X
′
i,t−jβ}+

q∑
j=1

θj{g(yi,t−j)− ηi,t−j} ��� !

����� X
′
i,t �	 
 z × p �
���" �� ����� ���
��
��	 ��
� 
��
�#�	 ��� ���
�� �� 
�$

������ 
�� ����������� ��
���� �� ��� ��
��	 
�����	 �����#� ����� �
�
�����

β ∈ Rp×1 = [γ, α2, ..., αn, δ2, ..., δTi ]� ����� αi 	�
��	 ��� ��� �%��� �� 
������� ��
����

i� δt �����	���	 ��� �%��� �� ��� ����������� ��
���� t� 
�� γ �	 ��� ���	�
�� �
�
�����

�� ��� ����� ��
���# α1 = δ1 = 0 �� 
���� ���� �
�
�����&
����!�

'�������� 
()*� 
����	 �� ����� 
 ���� ��������� ��
��	 
�����	 �� �
���# ����
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��	� +������ ���
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��� ����� �	 
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���$
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� ���������� ��
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����	 
�����#��		��� 
�� �����# 
���
#� ����	 �� �� ��������


��������� �� ��� ���������� ,���� 
�����#��		��� ����	 
�� ��� �������	 ������
����	

Ωi,t−1 = {xi,1, xi,2, ..., xi,t−1, yi,1, yi,2, ..., yi,t−1}� 
�� ��� �����# 
���
#� ����	 
�� ���

��	���
�	 �� ��� ��������� �g(yi,t−1) − ηi,t−1!� -� ���� ��
� 
()*� ����� 
		���	

��
� ��� �
�
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����
�� 
�� ��
� ��� 
���������
���� �������� ���
�	 �"��$

�����
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�������� �� ��� 
()*� ��
������ �� �	 ����		
�� �� 	������ ��� ��	��������� �� ���

	�
��
���&�� ��
��	 
�����	 εi,t� (���# �
�
������ ��	���������
� �
�����	� ��� ����

��	���	�� .��		�� 
�� ��� 

��
 ��	���������	 �
�� ���� �"���	����� 	������ �� ���
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� ���� ��	���	�� .��		�� �����	 �	 ��� ���$

������ ���� ��� 
()*� ������ ���
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ψi,t

yi,t
/∈ N�

,���� �� 
		��� ��
� ��� 	�
��
���&�� ��
��	 
�����	 ������ 
 

��
 ��	���������

���� E(εi,t) = 1�


���� Ωi,t−1� ��� ��	��������� 
�� ��� ���	��� �������� �� ��� 

��
 
()*� 
��

���	����� ��	��������� 
	

∀ i = 1.....n� t = 2, ...., Ti� Ti = T + 1− i

F (yi,t) =
Γ(k,

yi,t
ψi,t

)

Γ(k)
���/!

f(yi,t | Ωi,t−1) =
yk−1
i,t kk

ψk
i,tΓ(k)

exp(− yki,t
ψi,t

) ���0!
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���� �������	
 ���
�� 	�� 
��������� ������

����� k �� ��� ���	� 	���
����� ψi,t = exp(ηi,t) ��
 ηi,t �� ����� ��

ηi,t = X
′
i,tβ +

p∑
j=1

φj{log(yi,t−j)−X
′
i,t−jβ}+

q∑
j=1

θj{log(yi,t−j)− ηi,t−j} �����

��� ��� ���������
 �� ��� ��

� ���� �� ���� ���
���!�
 ��

L(yi,t) | Ωi,t−1) =
T∑
t=1

((k−1)log(yi,t)+klog(k)−klog(ψi,t)− log(Γ(k))− yi,tk

ψi,t
) ���"#�

��� 	���
����� �� ���� ��� ����
���
 �� 
�$�
�!��� ��� ��� ���������
 �%�&�����

��� 	��&�
%�� ����
� � &��������� ��
 ���
	����&���� ���
�� ����
�����

'���� �� ��
�� �� 	��
�&� �%�%�� &���
� �
�%��� ψ̂i,t� �� ��� ����������� �� �	�&��� ���


���
�& 	��&��� �� &���
� �
�%��� �� 
�(����� ���� ���� 	������ ��� ��
	���� 
�	��)


��&� �� &���
��

��� ���	���� ��������� yi,t �� 
�(����� ������ *%������ ��� ��
�	��
���� �%� 
�	��
���
��� 
�(����� 
�����	
��� *%������� ���� &�� �� 
%� �� &���������� 	������� �
��� ��)

	����
 
���%��
��� �� 	��
���� �� �� ����
%�� ������������� ������� &���
� �
�%���

�� ��� ��
� ������ *%������

��� 
�	��
��&� �(�&� �� ��&�%
�
 �� ��� 	��
�&���+ ����� �� � 	��� ���� ����� �&&�%��

�� ��� ��
� 
�	��
��� �� &���
� �
�%���, g(yi,t−j)�  �������� 	��� ���%� �� ��� ��
�

�	��
��� &��������� X

′
i,t−j ��� ���� ��&�%
�
 �� ��� 	��
�&����

-�� ���� 
�
��� &���
� �������� ��� ��&� ������ *%����� i ��
 ��� ����� �
�%�� �� ��������
��� ���	�&������

Ri =
∑
t∈�i

ψ̂i,t ���""�

R =

n∑
i=1

Ri ���".�

��� �������	
 ���
�� 	�� 
��������� ������

����� ������	
� �
����

/�� �� ��� 
��� ���� ��*%���
 �� ������&� . ���
����� �� �� ����%��� ��
� *%��������

����� *%������� ��� ��� 0��%� �� 1��� �0�1� �� 99.5% ����� ��
 	��
�&���� ������� ����

���� ���� ��� ����� 	��
�&���� 
������%���� �� �������� �� ���
�
� -�� ����� � ���

	���
����& ��������	 	��&�
%�� ��� ��� �%������
 ���� 
�
�� �� �&&��
��&� ����

��� 
����
 
�����	�
 �� 234������ �� ��� �.##�� �� �
	��
����
�

5�
��
� ��� ��������	 	��&�
%�� 	��	���
 �� 6���� ��
 ���������� �"���� �� &����
���


�� ��� 
��� 	�����%� ������ ��
 &�� �� 	����&%����� ����������� �� ������ ��� �����������
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	 ����� �� ������� ���

�	����� ������� ������� ��� �	����� ��  ��� !���	��� 	� ��� ��  "�� ��� #$%�&'��� 	� ���

��  ���

(� ��
�	�	�� ���� 
���	���	 '	 �		� �� �����	 � ���	�� �� �	)�	 �� ��	*���	 �	������

��� �� ��	 � 
�������
 
�	������� 
���	���	�

�� ��	 �����'���� '	 
�	�	�� ��	 ��	
� �� ��	 
�������
 
���	�� ����	��	� ��� +����

+�,-./

0����� '	 �
	���� ��	 ���� �
�*� �� ��	 �	�
���� �	
	��	��	� '	 	������	 ��	 
����	�	��

�� ��	 +���� +�,-.�
�*� ���	� �� yi,t ����� ��1���� ��&	������ 	���������� ���

'	 ��������	 ��	 ����������� �	�� ψ̂i,t�

-	����� �� ���� ���	� 
�����	� ��� �	�������� ��	� ��	 ���
��	� �� ε̂i,t =
ψ̂i,t

yi,t
�

(����� �	������� ��	 �	���
�	� # ���	� �� ���	� �� �	� # �	' �������	� �� �	��������

(�	 �	������� 
�������

	� �	������� ��	 �	���	� 
� ∇ε∗i,t�
(�	�� # 
�	���2�������	� ∇y∗i,t ��	 �	�	���	� 
� ���
����� y∗i,t = ψ̂i,tε

∗
i,t� '��� ψ̂i,t =

exp(η̂i,t) ��� η̂i,t = X
′
i,tβ̂+

∑p
j=1 φ̂j{log(yi,t−j)−X ′

i,t−j β̂}+
∑q

j=1 θ̂j{log(yi,t−j)−η̂i,t−j}

0������� ��� ��	�	 # 
�	��� �������	�� +�,-.�
�*� ��	 �	2	������	�� ��� ψ̂∗
i,t ��	 �
2

����	� 
� ��	 ���	 	*�������

���������� ��� ��	 ������ �	�	��	� �� 	��� *����	� ��� ��	 ����� ������ �� �	�	��	� ��	

��	� �	���	� ��� 	��� �������	 
� �	�
	����	�� R̂∗
i =

∑
t∈�i

ψ̂i,t ���
∑

� R̂
∗
i �

#� �	
	����� ��	 ���� ��	
 ��� 	��� 
�	���2�������	� '	 �
���� ��	 ���� 
�	������	 ���2

���
����� �� �	�	��	 ��� 	��� *����	� ��� �� ������ (�	�	 ������
������ '��� ����' �� ��

��������	 ��	 *������	 ��� ��	 ���	������� �� �	�	��	��

����� ���� �	
���� ���
� 
� ��������
� ���

!�	������� 	���� �� �	)�	� �� ��	 �������� �	������� �� ��	 ������
����� �� 
����
�	 �	2

�	��	 ������	�� ��� ���	 � �����)���� 	3	�� '�	� ��	 �����
����� �� �	�	��	 �� ����	�

4�� ��� �� �� �	���	 ��	 �	�� �*���	� 	���� �� 
�	������� '����� ��	 +�,-. ����	'��&

��� 
�������
 �	����*�	� 5	� �� �	)�	 ��	 ����� ������
����� �� �	�	��	��

R̂∗ =
∑
�
R̂∗

i =
∑
�

∑
t∈�i

ψ̂i,t =
∑
�

∑
t∈�i

g−1(η̂i,t) �"��"�

(�	 
�������
 ����������� .-� �� 
�	������� ��� 	��� *����	� ��� ��	 
�������
 ���2

�������� .-� �� ����� �	�	��	 ��	 �	)�	� 
�

MSE(R̂∗
i ) = E(R∗∗

i − R̂∗
i )

2 �"��6�

MSE(R̂∗) = E(R∗∗ − R̂∗)2 �"��7�
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�������" ���������� ��������� !��(��� ����"������ ��������� .�����% ���������� ��2
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,�(����% ��� ��-������ �� ��� ���# �����$���� !��(��� ��� ����" )�*
� �������� ����2

���� ��� ��� ����" *����  ����� ��� ) � )���� ������� ���������

��� ��� "��� ���� ������ ��� ����" �������� �� 7.36% ��� 8.026% ������ ���� �������

��������� ����������"# ����� *����  ����� ��� ) � )�����
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h(ε1i,t, ε
2
i,t|Ωi,t−1) = c(ui,t, vi,t|Ωi,t−1)× f(ε1i,t|Ωi,t−1)× g(ε2i,t|Ωi,t−1) �"�'�
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c(ui,t, vi,t|Ωi,t−1) =
∂2C(ui,t, vi,t|Ωi,t−1)

∂ui,t∂vi,t
�

f(ε1i,t|Ωi,t−1) �� ��� 
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C(ui,t, vi,t) =

∫ Φ−1(ui,t)

−∞

∫ Φ−1(vi,t)

−∞
1

2π
√
(1− ρ2t )

exp{−y
2
i,t − 2ρtyi,tzi,t + z2i,t

2(1− ρ2t )
} dyi,tdzi,t
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$���� ρt �� ��� 
�����
���� 
��0
���� ��
� �����$� 
 ���� �
�	��! ���
���

ρt = Λ(ω + βρt−1 + α | ui,t−1 − vi,t−1 |) �"����

$���� Λ(x) �� ������ 
� (1− e−x)(1 + e−x)& �� ��� ������� ��!����
 ��
������
���� ��

���� ρt �� (−1, 1) 
�� ������ ���� 
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 ���� ��� �
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�� ��������
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C(ui,t, vi,t) = (u−θt
i,t + v−θt
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C(ui,t, vi,t) = 0.5(CJC(ui,t, vi,t) + (CJC(1− ui,t, 1− vi,t) + ui,t + vi,t − 1) ������
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C(ui,t, vi,t) = 1−
(
1−

{
[1− (1− ui,t)

at ]−bt)) + [1− (1− vi,t)
at ]−bt − 1

}−1
bt

)−1
at
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at =
1

Log(2− λUt )

�� bt =
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Log(λLt )
� λUt , λ

L
t ∈ (0, 1)
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L
t−1 + α | ui,t−1 − vi,t−1 |) ����-�

��
�
 Λ(x) = (1− e−x)−1�

���� �����	
 ������ ������

���� ����	
 ���
	� 
 �������
 �
�
��
��
 
�� �
��
�
��� ��
 ����� ����� 
�
 ���


����
���
�
� �� ��
 ���
� �
�	� �� �� �
��
� 
�
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Lc =
T∑
t=1

Log(c(F̂ (ε1i,t), Ĝ(ε
2
i,t))) =

T∑
t=1

Log(c(ûi,t, v̂i,t)) #&�'($

����� ����	
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���
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ψ̂k
i,t = exp(η̂i,t)� ∀k = 1, 2 
��

η̂i,t = X
′
i,tβ̂ +

∑p
j=1 φ̂j{log(yi,t−j)−X

′
i,t−j β̂}+

∑q
j=1 θ̂j{log(yi,t−j)− η̂i,t−j}�

*��� 3- 4� �����
�� ��� 5���� 	������ (ui,t, vi,t) ���� ��� ���5
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� �����
 �� ��� �����

�������	�� ���
�
��� {ui,t, vi,t; i, t ∈ �}� ����� � = {i = 2, ...., n; t = n− i+ 2, ....Ti}�

���� �����	�
� 	�
��� �� ��� ���� 	�
��� ��� ��� ����� �� �������� 
��������� �� ������� 	�
�����

����� �
 ��� �
��������
 	������� �
� � ���� �� 	�
���� �� ��� ���� �� ����	� ��� ���� 	�
����

67



�������� 	
 ���
������ �� ������
 �� ��
����
��� � �������� �������� ��� 
�� ����
�� ����������

���� �� ���	
��
� ������� (ε̂1i,t, ε̂
2
i,t) ��� �� ����	��
 �� ε̂1i,t = F̂−1(ui,t) ��
 ε̂2i,t =
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C(ui,t, vi,t) =

∫ Φ−1(ui,t)

−∞

∫ Φ−1(vi,t)

−∞
1

2π
√

1− ρ2)
exp{−y

2
i,t − 2ρyi,tzi,t + z2i,t

2(1− ρ2)
} dyi,tdzi,t
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