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Résumé

Dans cette thése, nous nous intéressons a la discrétisation et a l'analyse d’erreur
a-posteriori de type résiduel des équations du probléme couplé Stokes-Darcy. Ces équa-
tions modélisent I’écoulement d’un fluide visqueux vers un milieu poreux a travers une
interface. La formulation faible que nous utilisons ne contient pas de multiplicateurs
de Lagrange sur l'interface. La méthode d’éléments finis employée est, soit conforme,
soit non-conforme.

Dans un premier temps, nous considérons une discrétisation isotrope. Nous util-
isons une variante de la méthode d’éléments finis non-conforme de Crouzeix-Raviart
[53] pour approcher la vitesse du fluide dans € (€2 étant la réunion des deux domaines,
y compris l'interface). La pression du fluide dans € est approchée dans l'espace des
fonctions constantes par morceaux. Nous démontrons la stabilité du probléme discret
associé en nous inspirant de [98]. Nous proposons une famille d’indicateurs d’erreur
a-posteriori, avec lesquels nous faisons une analyse d’erreur a-posteriori. La majoration
globale de la norme de 'erreur et la minoration locale de la semi-norme de ’erreur for-
ment les résultats principaux de cette étude. Ainsi, nous montrons que ces indicateurs
d’erreur a-posteriori sont fiables et efficaces.

Dans un second temps, nous considérons une extension de ces résultats & une dis-
crétisation anisotrope. Nous utilisons une généralisation de 'inégalité de Korn discréte
pour montrer que le probléme approché admet une solution unique. Ensuite, nous
effectuons une analyse d’erreur a-posteriori en partant de la technique de [52, Sec. 6.

Entre autres, nous étudions une méthode d’approximation conforme a l’aide d’une
discrétisation anisotrope. Nous proposons une famille d’indicateurs d’erreur a-posteriori.
Nous développons ensuite une analyse d’erreur a-posteriori en fonction de ces indica-
teurs en nous inspirant de la technique développée dans |52, Section 6|. En outre,
nous montrons que cette famille d’indicateurs d’erreur a-posteriori est fiable et effi-
cace. Nous obtenons une nouvelle famille optimale d’indicateurs d’erreur locaux pour

le cas spécifique ou la discrétisation est isotrope.
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Liste des notations

Dans ce manuscrit, on utilisera les notations suivantes :

1. R espace vectoriel des nombres réels
2. N ensemble des entiers naturels
3. L(V;R) =V’ le dual topologique d’un espace vectoriel V'
4. RN¥*N Tespace vectoriel des matrices réelles de tailles N x N, N € {2,3}
5. XT" transposé d’une matrice ou d’un vecteur X
6. det(M) déterminant d’une matrice carrée M
7. T matrice unité de RV*N
ap 0 - 0
8. diag{ay,...,an} := 0 a.Q 0
0 0 - ay
9. K ouvert borné de RY a bord 9K lipschitzien
10. Qg ouvert borné a bord 0 polygonal (si N = 2) ou polyédral (si N = 3)
représentant le milieu fluide
11. Qg4 ouvert borné a bord 98, polygonal (si N = 2) ou polyédral (si N = 3)
représentant le milieu poreux
12. T'; linterface 0, N 0y,
13. T’y le bord 090, privé de I';
14. T'y le bord 09y privé de I';
15. Qf = QUL =0, Ty
16. Q =Q,UT';UQ, le domaine global
17. n; normale unitaire extérieure a 2, [ = s ou d
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18. 7; vecteurs tangents & l'interface I'y, j =1,...,N —1

19. P™(K) lespace des polynomes de degré inférieur ou égal & m sur K
20. C™(K) l'espace des fonctions m fois continiment dérivables sur K
21. C%(Qy) := {v € C°(Q) : v lipschitzienne dans Q4}

22. D(K) I'espace des fonctions de classe C* sur K a support compact contenu dans

=

23. D'(K) l'espace des distributions sur D(K)

24. L?*(K) l'espace des fonctions de carré intégrable sur K

25. L2(K) lespace des fonctions de carré intégrable, de moyenne nulle sur K
26. L>(K) l'espace des fonctions essentiellement bornées

27. H™(K) lespace de Sobolev des fonctions dont les dérivées jusqu’a 'ordre m

appartiennent a L?*(K)
28. HJ'(K) la fermeture de D(K) dans H™(K)
29. H7'(K) le dual topologique de H}(K)
30. H(div,K) = {¢ € [L*(K)]V : divy € L*(K)}
31. Ho(div, K) := {¢ € H(div;K) : ¢ -n =0 sur 0K}
32. H(rot,K) := {¢ € [L*(K)]V : roty € [L*(K)]*M 3}, N=20ou N =3
33. Ho(rot, K) :={¢y € H(rot; K): ¢ x n =0 sur 0K}

34. (.,.)x le produit scalaire dans L?(K)

35. (., )m.x le produit scalaire dans H™(K) ou dans [H™(K)]Y
36. (.,.)ry produit scalaire usuel sur RY

37. (., ), crochet de dualité sur H=Y/2(I';) x HY*(I';)

38. Vu l'opérateur gradient de u (en colonne)

39. Au Vopérateur laplacien de u

40. || - || la norme sur L*(Q)
41. || - |7 la norme sur L*(T)
42. || - || la norme sur L*(E)
43. || - ||gvx~ la norme spectrale d’une matrice
44. || - |lm.x la norme sur U'espace de Sobolev H™(K) ou sur [H™(K)]"
45. || - |l1.q, la norme sur I'espace de Sobolev [H!(€)]Y, I = s ou d
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46
47
48

49.
20.
ol.

52.

53.
54.
59.
56.
57.
58.
59.
60.
61.
62.
63.
64.
65.
66.
67.
68.

69.

70.
71.
72.

| - ll1/2,0x la norme sur I'espace de Sobolev fractionnaire HY2(0K)

| - |z~ la norme euclidienne d’un vecteur de RY

|- |m.x la semi-norme sur 'espace de Sobolev H™(K) ou sur [H™(K)|™
T triangulation de 2

HY (K, Tp)|Y = {w e [HY(K)|N : wir = wp € [PY(T)|V,VT € Ty}

T} triangulation de €
1/2

I Doy () o= | D 1 D@®) I3

TeT;

T¢ triangulation de Qg4

T triangle ou tétraédre

|T| aire (N = 2) ou volume (N =3) de T

T triangle ou tétraédre de référence

E aréte ou face de T

|E| longueur (N = 2) ou laire (N =3) de E

&, ensemble de toutes les arétes ou faces de Tp,

€} ensemble de toutes les arétes ou faces de T}

&d ensemble de toutes les arétes ou faces de T¢
E(T) ensemble de toutes les arétes ou faces de T
En(K) ensemble de toutes les arétes ou faces de T), incluses dans K
N}, ensemble des nocuds de Ty,

N(T') ensemble des nceuds de T'

N3, (K) ensemble des noeuds de T, appartenant a K
Fr application linéaire affine de T sur T

a < b:il existe une constante positive C' indépendante de a et b telle que
a<Chb

a ~ b : il existe deux constantes positives C; et (s indépendantes de a et b telle
que C1b < a < Csb

ngp = (ng1,ngE2) normale extérieure d’une aréte ou face £
tp = (—nge, nE1) vecteur tangent a l'aréte ou face F

diam(F) diamétre de F
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73. hp diamétre d’une maille T’
74. Wr réunion des éléments partageant une aréte ou face commune avec T’
75. Wg réunion des éléments partageant ’aréte ou face F
76. Wy réunion des éléments partageant le nceud x
77. wrp réunion des éléments partageant un noeud avec T’
78. wg réunion des éléments partageant un nceud avec F
79. p, r vecteurs anisotropes d’une maille anisotrope 7, i = 1... N
80. h; = h;r norme |p; r|gy du vecteur p, r
81. Mpinr 1= lgg]lv{hm} = hnrT
82. hgr la hauteur issue du sommet opposé a £ sur I/ dans une maille 7'
83. hg la quantité (hgr, + hgr,) /2 pour E =011 N 0T,
84. hpmin.p la quantité (hpinz, + hminz,) /2 pour E = 0Ty N 0T
85. [¢]g le saut de ¢ & travers l'aréte ou face F
86. \;r fonctions coordonnées barycentriques associées a 1T’
87. by fonction bulle associée a T’
88. F., opérateur d’extension F,,; : CO(E) — C°(T)
89. 0;; symbole de Kronecker
90. (u,p) solutions exactes
91. (up,pn) solutions approchées
92. e := u — u,, erreur d’approximation pour la vitesse dans {2
93. € :=p — pp, erreur d’approximation pour la pression dans €2
94. Ry = f+ 2udiv D(uy) — Vpy, résidu exact sur T' € T}
95. Ry :=f— uK'u, — Vp, résidu exact sur T € T¢
96. f; approximation de la donnée f dans T’
97. rop = fr + 2pdiv D(uy,) — Vpy, résidu approché sur 7' € T;,
98. vy = fr — K 'u,, — Vpj, résidu approché sur T € T¢
99. f;, approximation de la donnée f dans {2
100. (r terme d’approximation local associé a T'

1/2
101. ¢ := (Z C%) terme d’approximation global

TeTh
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102. O indicateur d’erreur local associé a T’

1/2
103. © := <Z @2T> indicateur d’erreur global

TeTy,

104. 121, L., P opérateurs d’interpolation de Clément

105. 4; :u € HY(SY) — yi(u) € HY/2(0Q;), opérateur trace dans H'(Q;); [ = s ou d.
106. m(.,.) mesure d’alignement

107. K la fermeture d’une partie K

108. Hj, 'espace d’approximation des vitesses

109. @), I'espace d’approximation des pressions

110. Card (A) cardinal d’un ensemble fini A
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1.1 Motivations

Le probléme de transmission Stokes-Darcy est un probléme trés étudié. Beaucoup
de phénoménes physiques sont modélisés par les équations associées a ce probléme
[21, 54, 58, 76, 77, 93, 99]. Citons-en quelques exemples : la formation des plages;
la simulation des effets des inondations; la propagation et la diffusion de polluants
contenus dans 1’eau ; les interactions entre les eaux souterraines et les eaux de surface
le transport des contaminants dans les zones cotiéres, riviéres, dans les bassins et dans
les lacs; la circulation du sang a travers certains organes tels que le cerveau, le coeur,
le poumon, le rein, etc....

I’analyse d’erreur a-posteriori est en quelques années devenue 'outil de base pour
I’adaptation automatique de maillage en éléments finis. Elle consiste a majorer et a
minorer 'erreur entre la solution approchée et la solution exacte par des quantités qui
dépendent seulement de la solution discréte et des données du probléme étudié. Ces
quantités, appelées estimateurs d’erreur a-posteriori, permettent de mesurer la qual-
ité de la solution calculée et fournissent une information pour controler I’algorithme
d’adaptation de maillage.

L’analyse d’erreur a-posteriori permet aux ingénieurs d’obtenir des résultats numériques
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Modéle associé au probléme couplé Stokes-Darcy 19

précis sans que le cotit de calcul soit trop élevé. Afin d’optimiser les calculs, les esti-
mations d’erreur a-posteriori servent a raffiner certaines parties de la triangulation en
fonction de la solution approchée. L’adaptation de maillage est donc devenu un outil
important dans I'analyse numérique des équations aux dérivées partielles.

On s’intéresse dans cette thése a la discrétisation et a I'analyse d’erreur a-posteriori
de type résiduel des équations du probléme de transmission Stokes-Darcy. L’élabora-
tion des estimateurs d’erreur a-posteriori repose sur des discrétisations isotrope et

anisotrope, via des méthodes d’éléments finis mixtes conformes et non-conformes.

1.2 Modéle associé au probléme couplé Stokes-Darcy

Q, et Q4 sont deux ouverts bornés de RY (N = 2 ou N = 3) tels que 9Q,N0Q,; # 0.
Onpose '} =00,N0N;; [} =0 ~T'rpourl=soul=det Q=Q,Ul'rUQy.

On considére dans €2, un fluide visqueux qui traverse I'interface I'; pour occuper
Q4. On suppose que Qg est un milieu poreux. On désigne par u; : £, — RY la vitesse
du fluide dans Q; et p; : € — R sa pression (I = s ou | = d). Les Figures 1.1 et 1.2
ci-dessous illustrent ces deux régions avec 'interface I'; dans différents cas. Le vecteur

77777

orthonormal de vecteurs tangents a I';. Les vecteurs n; et 7; sont des vecteurs lignes.

L'y
Qs : Région fluide
-~ s : Région fluide Lo
ny F[ 0 o1s
T — ~ | Q4 : Milieu poreux
> l —~
Tj ng TIls
a )y : Milieu poreux £ —
T
j

L'y

FIGURE 1.2 — Géométrie du probléme :

g =Ty.
FIGURE 1.1 — Géométrie du probléme : cas ¢ !

0a # Ty

Le modéle est constitué de trois type d’équations : les équations de Stokes dans €2,

les équations de Darcy dans €24 et les conditions de transmission sur l'interface I';.
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Modéle associé au probléme couplé Stokes-Darcy 20

e Equations de Stokes. Dans ), le couple (u, p) satisfait les équations de Stokes :

—2u div D(u)+Vp = f dans Qs,
div u = ¢ dans Qy, (1.1)

u = 0 sur |

ou D est le tenseur des déformations linéarisé défini par :

_ Loy 0y,
D) = 2 (8xj * 8.75:) L

L’équation (1.1); traduit physiquement la conservation du vecteur quantité de mouve-

<i,j < N. (1.2)

ment. La seconde équation (1.1), signifie la conservation de masse. La derniére équation

(1.1)3 est la condition de Dirichlet homogéne sur I';.

e Equations de Darcy. Dans (), le couple (u, p) satisfait les équations de Darcy :

pKtu+Vp = f dans Q4.
div u = ¢ dans Qq, (1.3)

u-ny = 0 sur Iy

L’équation (1.3); traduit physiquement la loi de Darcy. La seconde équation (1.3) est
la conservation de masse. La condition (1.3)s signifie qu’il n’y a pas d’écoulement &
travers I'y.

La donnée f= (fy,..., fn) appartient a I'espace des fonctions vectorielles [L?()]Y
tandis que g appartient & L2(€2). u > 0 est la viscosité dynamique du fluide.
K:z € Qi — K(z) € RV*N est le tenseur de perméabilité du milieu poreux. On
suppose que le tenseur de perméabilité K est symétrique, uniformement définie positive

et satisfaisant la condition suivante, pour 0 < K, < K* < 400,

K676 <ETK(x)é < KT, Vo € Qq, € € RY. (1.4)
Le gradient de la pression p est défini par Vp = (88—92, ceey %).

e Conditions de transmission. Les conditions de transmission sont données par

le systéme :
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U, -ng+uy-ny = 0 sur Iy,
ps — 2um, - D(uy) - nl™ — py = 0 sur Iy, (1.5)
uS'Tj+\£—F2ns~D(us)'Tjﬂ = 0 sur ry, 7=1,...,N —1.

L’équation (1.5); traduit physiquement la conservation de masse a travers 'interface.
L’équation (1.5)s est I’équilibre des forces normales sur l'interface I';. La derniére
équation (1.5)3 est la condition de Beavers-Joseph-Saffman. k; est un réel strictement
positif défini par k; = 7; - uK- TjT’" et a; > 0. La condition de Beavers-Joseph-Saffman
est expérimentalement étudiée par Beavers et Joseph dans [21], modifiée par Saffman

dans [99], puis analytiquement justifiée dans [76, 77, 78, 93].

1.3 Généralité sur ’analyse d’erreur a-posteriori

1.3.1 Principes généraux et propriétés

Une phase délicate dans une simulation numérique est la construction du maillage.
En effet, si le maillage est trop grossier, la durée des calculs sera courte, mais le résultat
ne sera pas satisfaisant car trop approximatif. Par contre, si le maillage est trés fin, il y
a deux inconvénients : premieérement le calcul sera inutilement long car certaines zones
ne nécessitent pas un maillage fin; deuxiémement, le processus lui-méme risque de se
terminer par une interruption extérieure (limite de temps dépassée par exemple). Il faut
donc trouver un bon compromis de maniére a ce que le maillage soit fin uniquement
la o1l cela est nécessaire.

Les estimations d’erreur a-priori fournissent des bornes sur la différence entre la
solution exacte (qu’on appelle u) et la solution approchée (qu’on appelle uy,) dans une

certaine norme (ou semi-norme) || - || sous la forme,
lu—upl| < CB || u|gst1, s €N (1.6)

Ces estimations sont utilisées afin de justifier théoriquement la convergence de la méth-
ode numérique employée. Elles sont établies en supposant certaines régularités sur la
solution exacte. Ces régularités sont inconnues dans certains cas. De plus, la constante
générique C' qui apparait dans I'estimation (1.6) est soit inconnue, soit difficile a es-
timer. Cependant, la difficulté la plus importante est que la norme || - ||gs+1 n’est pas

calculable, simplement parce que la solution exacte u est inconnue explicitement. Donc
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en pratique, la borne supérieure de I'estimé (1.6) ne permet pas le controle effectif de
Perreur et par suite ne peut pas servir comme critére d’arrét pour un algorithme de
résolution.

Pour pouvoir développer une méthode adaptative, on va avoir recours a des esti-
mations d’erreur a-posteriori.

On appelle estimation d’erreur a-posteriori, une estimation de la forme,
| uw—unl < Cn(Th, D,up), (1.7)

ou C' est une constante réelle positive indépendante du parameétre h caractérisant
la précision du maillage. La quantité (7T, D,uy,) est appelée estimateur d’erreur a-
posteriori et ne dépend que de la solution approchée uy, du maillage T} et I’ensemble
des données du probléme modéle considéré, qui est ici désigné par D.

On attribue & un estimateur d’erreur a-posteriori, certaines propriétés qui attestent

de sa qualité. Ainsi, il doit satisfaire les trois propriétés suivantes :

e Propriété de fiabilité. Une premiére propriété que doit vérifier un estimateur d’er-

reur a-posteriori est de satisfaire I'estimation,
H U — Up H 5 @((‘Tthyuh)+Cv (18)

ou ( est une quantité ne dépendant que du second membre et des conditions de bord
du probléme étudié. La quantité ¢ est négligeable devant 'estimateur ©.
L’estimation (1.8) s’interpréte comme une propriété de fiabilité puisqu’elle garantit

que Uerreur || u—uy, || est effectivement controlée par 'estimateur d’erreur a-posteriori.

e Adaptation de maillage. Un estimateur d’erreur a-posteriori doit donner des in-

formations sur la distribution locale de 'erreur. Il doit pouvoir étre localisé, par ex-

emple sur chaque élément du maillage sous la forme,

1/2
@(Th,D,Uh) = {Z(@T<hT,D,uh))2} . (19)

TeTy

rs, on dit qu uantité r(ht U n indi ur rreur lo-
Alors, on dit que les quantités {O¢(hy, D, uy re7, sont des indicateurs d’erreur lo
caux.

Grace aux estimateurs d’erreur a-posteriori et notamment aux indicateurs d’erreur

locaux, on connait la répartition de l’erreur et 1’on sait atteindre uniquement les élé-

Meéthode d’éléments finis et Analyse d’ a-posteriori. HOUEDANOU Koffi Wilfrid © URPM/IMSP 2015
wilfrid.houedanou@imsp-uac.org




Généralité sur I’analyse d’erreur a-posteriori 23

ments ol elle est la plus élevée. On introduit alors une procédure d’adaptation basée
sur ces indicateurs pour raffiner (ou déraffiner) localement le maillage. Un algorithme

relativement général d’adaptation de maillage est le suivant :

1. On choisit un maillage initial que 'on note T9. On pose i = 0.
2. On résout le probléme discret sur T:. On note u}, la solution discréte.

3. Sur chaque élément T' de T}, on calcule un indicateur d’erreur local O associé
aT.

4. Si I'estimation d’erreur globale est inférieure a un seuil de tolérance, on arréte

les calculs.

5. Sinon, sur la base de ces indicateurs d’erreur locaux, on décide de raffiner cer-
taines mailles et d’en déraffiner d’autres. On note ‘J';fl le nouveau maillage ainsi

construit.
6. On incrémente U'indice ¢ de 1 et on revient a I'étape (2).

Plusieurs stratégies sont possibles a I’étape (5) lorsque le nouveau maillage est con-
struit a partir des indicateurs d’erreur locaux. Une stratégie fréquemment utilisée dans
les applications consiste & équirépartir I'erreur sur les mailles. Une maille T € T sera
raffinée, si I'indicateur d’erreur local O est supérieur a la moyenne © des indicateurs
d’erreur locaux sur le maillage T¢. On peut raffiner, dans le cas bidimensionnel, un

élément suivant trois possibilités :
* soit cet ¢lément sera coupé en deux, si I'angle minimal & respecter le permet,
* soit il sera coupé en trois, si 'angle minimal a respecter le permet,
* soit il sera coupé en quatre triangles.
Pour chaque triangle divisé, il faut alors marquer ses voisins afin qu’ils soient eux-méme

coupés suivant les mémes critéres, afin que le maillage reste conforme. Le principe d’un

algorithme d’adaptation de maillage est illustré par la Figure 1.3.
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Debut (i = 0) Maillage Calcul ul,
T
14— 1+1
Raffinement / Oui _ | Non Fin
Déraffinement ir/er > o.

FIGURE 1.3 — Schéma d’une boucle d’adaptation de maillage.

e Propriété d’efficacité. Pour qu’une procédure de raffinement adaptatif de maillage

soit efficace, il faut que les indicateurs d’erreur locaux obéissent a ’estimation,

1/2
Or(hy, D,up) < (Z eT/(uh)2> + Cr, (1.10)

T eAr

ou er(up) est Perreur locale sur T telle que,

1/2
| w—un [|=e(un) = (Z (BT(Uh))2> 7 (1.11)

TeTy

(r est le terme d’approximation local tel que,

1/2
¢ = (Z@%) : (1.12)

TeTy

et Az est un macro-élément (indique un ensemble d’éléments autour de T'), par exem-
ple, les éléments partageant un sommet ou une face avec T' (voir Figure 1.4 ci-dessous).
Dans la Figure 1.4, la maille T est en gris foncé; ’ensemble des éléments partageant
une aréte avec T' est constitué de 71" et des trois triangles en gris clair; I’ensemble
des éléments partageant au moins un sommet avec 1" est constitué du macro-élément
précédent et des deux autres triangles en blanc.

L’estimation (1.10) s’interpréte comme une propriété d’efficacité puisqu’elle garantit

que localement sur le macro-élément Ar, Uindicateur d’erreur local O1(hr, D, uy) ne
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FIGURE 1.4 — Exemple de macro-éléments Az centré sur la maille T en 2d.

"surévalue pas trop" Uerreur réelle.

Définition 1.1. (critére d’optimalité) Une famille d’indicateurs d’erreur locauz
(Or1){reg,) est optimale si elle satisfait la propriété de fiabilité (1.7) et la propriété
d’efficacité (1.10).

Remarque 1.2. Le critére d’oplimalité assure [’équivalence entre l’erreur et [’esti-
mateur d’erreur a-posteriori. Ce critére permet donc d’assurer numériquement le bon

comportement des indicateurs d’erreur a-posteriori.

Pour la méthode des éléments finis, les estimations d’erreur a-posteriori ont été
développées depuis plus de trente ans. Elles ont été initiées par Babuska et Rheinboldt
[16, 17] vers les années 78, et une vaste littérature existe sur ce sujet. On référe, par
exemple, aux livres de Verfiirth [111] ou de Ainsworth et Oden [9].

Il existe dans la littérature, plusieurs classes d’estimations d’erreur a-posteriori. On
peut citer notamment : les estimations d’erreur a-posteriori de type résiduel [16, 107,
109, 110, 111, 112], les estimations d’erreur a-posteriori de type hiérachique |1, 10, 18,
19, 63], les estimations par résolution de problémes locaux [16, 19, 28, 111, 112, 114],
les estimations par résolution d’un probléme dual |23, 24, 25, 39, 61, 62, 64, 79, 80,
82, 96, 103], les estimations de I'erreur de modélisation [32].

Nous donnons dans la sous-section 1.3.2 suivante, une bréve description des es-
timations d’erreur a-posteriori de type résiduel. En effet, les estimations d’erreur a-

posteriori que nous développons dans cette thése sont de type résiduel.

1.3.2 Les estimations d’erreur a-posteriori de type résiduel

Pour des raisons de clarté, plagons-nous dans le cadre du probléme de Poisson, avec

des conditions aux limites de Dirichlet homogeénes : étant donnée f € L*(Q), trouver
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u : 2 — R satisfaisant le systéme,

(1.13)

—Au = f dans Q,
u = 0 sur Q.

Ce probléme admet la formulation variationnelle équivalente suivante : trouver
u € H(Q) tel que,

a(u,v) = L(v), Yv € Hy(Q). (1.14)

La forme bilinéaire a(.,.) est définie sur Hj(Q2) x H}(Q) par a(u,v) := (Vu, Vv)g,
tandis que la forme linéaire L(-) est définie sur H}(Q) par L(v) := (f,v)q.

Par le lemme de Lax-Milgram, il est clair que le probléme (1.14) admet une solution
et une seule dans H}(92).

Le probléme discret associé dans un cadre conforme, est de trouver u; dans un

espace d’éléments finis (P'-conforme par exemple) V. C HJ () tel que,
alun,vy) = L(vy), Yo, € V). (1.15)

L’approximation étant conforme, le probléme (1.15) admet aussi une solution et
une seule d’aprés le lemme de Lax-Milgram. Selon 1’éllipticité de a, on a une premiére

majoration sur 'erreur :

a(u — up,v)

10 S sup (1.16)

| w—up
vEHJ ()~ {0} H v HLQ

D’aprés le principe énoncé dans la section (1.3.1), nous allons chercher maintenant
a éliminer I'inconnue u dans la borne supérieure de (1.16). On a la relation suivante,

appelée relation d’orthogonalité de Galerkin :

a(u — up,vp) = 0, Yo, € V2. (1.17)

On a I’égalité suivante :
a(u — up,v) = alu — up,v —vy), Yo € Hy(2), Yo, € V}P. (1.18)
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De l'égalité (1.18) et de la formulation (1.14), on a successivement les égalités :

a(u —up,v) = (V(u—up),V(v—u))a (1.19)
= (Vu,V(v—wp))a — (Vup, V(v —u))g
= (fiv—w)o— (Vup, V(v —1up))q -

A cette étape, une premiére idée importante est & retenir : I’élimination de la
solution exacte u dans (1.19).

Maintenant, on fait une décomposition sur les éléments de la triangulation T}, :

a(u — up,v) = Z {(f,v—=vn)r — (Vup, V(v —up))r}. (1.20)

TeT,

On applique ensuite une formule de Green a (Vuy, V(v — vp,))7, pour obtenir :

a(u — up,v) = Z {(f + Aup,v —vp)r — (Vup - np, v — vp)art - (1.21)

TeTy,

A cette étape, une seconde idée importante est a retenir : application de la formule
de Green & (Vuy, V(v —uyp))r dans équation (1.20) pour éliminer Popérateur "nabla"
agissant sur v — vy,

L’égalité (1.21) conduise a :
1
a(u — up,v) = Z (f + Aup,v —vp)r — 5 % Z ([Vup - nglp,v —vn)g p (1.22)
TeT, Ee&(T)

On introduit dans (1.22) une approximation f;, de f dans le sens de la norme L? :

a(u—up,v) = > A= fav —vi)r + (fa + Dup,v — o)y

TeTy,

x > ([Vun-nglp,v—v)e

Ec&(T)

L’inégalité triangulaire et celle de Cauchy-Schwarz appliquées & la derniére équation

conduisent a :

a(w=uwnv) S LU= Fulle+ 1 fut Dy ) x | o= on llr +

TeTy
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1
+ oo > I Vun-ngle e x v —on ) llr }
Ee&(T)

A cette derniére étape, on utilise un opérateur d’interpolation qui est un outil trés
primordial dans 'analyse d’erreur a-posteriori. Cet outil sera présenté dans le chapitre
2 dans le cadre du probléme couplé Stokes-Darcy. On exploite I'estimation (1.16) pour

avoir,

1/2 1/2
[u—un e S (Z%) +<Zh%\|f—fh|\%> , (1.23)

TeT), TeTy,

(. (.

estimateur ©  terme d’approximation ¢

ot les indicateurs d’erreur locaux sont définis par,

1/2

1 .
Or == | h7 || fn + Aup |17 +5 > diam(E) || [Vup - ngle |5 ] - (1.24)
Ece(T)

Dans la littérature, la quantité ©1 définie en (1.24) est appelée indicateur d’erreur
a-posteriori de type résiduel car f, + Auy est le résidu de 'équation —Au = f. En
utilisant une panoplie d’outils qui seront présentés dans le chapitre 2, on garantie
également la propriété d’efficacité (1.10) énoncée dans la section 1.3.1.

Cette technique d’estimation d’erreur a-posteriori a été initiée par BabuSka et
Rheinboldt dans [16] et détaillée par Verfiirth dans [111]. Cette technique est prob-
ablement la plus populaire car elle est peu coiteuse. Les bornes supérieures sont en
générales des bornes calculables multipliées par une constante indépendante de la
solution exacte et du pas du maillage mais dont la valeur est difficile a calculer ex-
plicitement.

Les estimateurs d’erreur a-posteriori de type résiduel sont utilisées dans de nom-
breux domaines d’application. Par exemples, pour les équations de Stokes, Verfiirth
dans [107, 109] obtient un estimateur par résidu fiable et efficace. Babuska et al dans
[14] s’intéressent aux calculs des constantes apparaissant dans la majoration et la
minoration de l'erreur. Bernardi et Verfiirth dans [30] établissent pour I'équation de
Poisson a coefficients variables des opérateurs d’interpolation permettant d’obtenir
des constantes dans les estimations d’erreur indépendantes du rapport entre le max-
imum du coefficient de diffusion et le minimum. Achdou et al. dans [2, 3] proposent

deux estimateurs par résidu pour les équations de Darcy a perméabilité variable. Les
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travaux de Carstensen dans [40] et ceux de Hoppe et Wohlmuth dans [74] analysent un
estimateur par résidu pour une formulation mixte du probléme de Poisson. Verfiirth
dans [110] étudie des estimateurs d’erreur a-posteriori pour des problémes elliptiques
non-linéaires. Pour les problémes de convection-diffusion, Verfiirth dans |[112| présente
un estimateur par résidu dit robuste. Pousin et Rappaz dans [95] obtiennent un esti-
mateur par résidu pour les équations de convection-diffusion non-linéaires. Schieweck
dans [100] propose un estimateur dans le cadre d’une méthode non-conforme pour
la discrétisation du probléme de Poisson. Ce type d’estimateur est également utilisé
pour des discrétisations de type volumes finis. On pourra se référer a [4, 11| pour des

problémes elliptiques linéaires et a [26, 27| pour des problémes non-linéaires.

1.4 Objectifs de la thése et résultats obtenus

1.4.1 Objectifs de la thése

L’objectif de la thése est de discrétiser et de faire une analyse d’erreur a-posteriori
pour les équations du probléme de transmission Stokes-Darcy, via quelques méthodes
d’éléments finis mixtes. [’élaboration des estimateurs d’erreur a-posteriori repose sur
des discrétisations isotrope et anisotrope.

En effet, il existe beaucoup de résultats d’analyse d’erreur a-posteriori pour la
formulation mixte du probléme de Darcy [34, 41, 88| et pour le probléme de Stokes
[8, 20, 42, 55, 59, 70, 92, 108, 115, 116]. Cependant, plusieurs méthodes d’éléments
finis mixtes sont proposées dans les papiers [15, 46, 54, 65, 66, 117| pour résoudre
le probléme approché associé au probléme couplé Stokes-Darcy. Ces méthodes sont
parfois conformes, parfois non-conformes et il existe trés peu de résultats d’analyse
d’erreur a-posteriori |15, 46, 54, 65|. Dans ces papiers [15, 46, 54, 65], les auteurs
ne considérent que des discrétisations isotropes. La méthode d’éléments finis qu’ils
utilisent est conforme et les estimateurs d’erreur sont de type résiduel.

Ainsi, les objectifs principaux de la thése sont :

1. Proposer des indicateurs d’erreur a-posteriori de type résiduel via quelques méth-
odes d’éléments finis miztes pour le probleme de transmission Stokes-Darcy : dis-
crétisation isotrope. Ensuite, faire une analyse de ’erreur a-posteriori en fonc-

tion de ces indicateurs.

2. Faire une extension de ces résultats a une discrétisation anisotrope. En effet;
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lors de la résolution d’une équation auz dérivées partielles, dans certaines situ-
ations, la solution posséde un comportement radicalement différent selon la di-
rection d’espace considérée. Par exemple, une couche limite qui se développe a
proximité d’une paroi en mécanique des fluides visqueux : la composante de la
vitesse dans la direction de la paroi posséde un trés fort gradient perpendicu-
lairement & la paroi, mais un treés faible gradient parallélement & celle-ci (voir
par exemple les travaux de Marco Discacciati, Paola Gervasio et Alfio Quar-
teroni dans [57, Section 7] ou de Marco Discacciati et Alfio Quarteroni dans
[58, Pages 822-327] pour le cas du probleme couplé Stokes-Darcy). Dans le cadre
de tels problemes, les méthodes isotropes de discrétisation peuvent devenir in-
appropriées, puisqu’elles nécessitent un nombre trés important d’éléments dans
les régions ou la solution est anisotrope. D’ot un sur-raffinement dans la direc-
tion pour laquelle la solution n’évolue pas beaucoup, comme le long de la couche
limite (pour reprendre l'exemple précédent). Pour éviter cet inconvénient, l’idée
est d’autoriser la discrétisation a rendre compte de [’anisotropie de la solution
en admettant que certaines mailles puissent violer la contrainte de [’angle mini-
mum. On entre alors dans la classe des discrétisations anisotropes. L’ utilisation
de telle discrétisation permet d’atteindre la méme précison de calcul qu’avec une
discrétisation isotrope, mais avec beaucoup moins de degré de liberté. Voir par
exemple les travauz [{4, 84, 90] pour application au calcul d’écoulements, ainsi

que [31] pour des exemples de mailleurs anisotropes.

3. Enfin, mettre en ceuvre a l'aide de ces indicateurs d’erreur un algorithme de

raffinement adaptatif de maillage.

1.4.2 Reésultats obtenus

1. Nous avons discrétisé les équations du probleme de transmission Stokes-Darcy,
via une variante de la méthode d’éléments finis non-conforme de Crouzeiz- Raviart,
sur une discrétisation isotrope. Le probleme discret associé est stable et la famille

d’indicateurs d’erreur a-posteriori obtenue est optimale [7];

2. Nous avons considéré une extension des résultats obtenus au point (1) & une
discrétisation anisotrope. Nous avons utilisé une généralisation de ['inégalité de
Korn discréte [35] pour démontrer la stabilité du probléeme discret associé [6]. La

famille d’indicateurs d’erreur a-posteriori obtenue est efficace [5];
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3. Nous avons développé une analyse d’erreur a-posteriori de type résiduel, en ad-
mettant une discrétisation anisotrope. La méthode d’approrimation est conforme
pour les deux inconnues. La famille d’indicateurs d’erreur a-posteriori obtenue
est optimale sous certaines hypothéses théoriques faites sur les mailles et sur
les espaces d’approxzimations [5]. Dans le cas spécifique ot la discrétisation est
1sotrope, nous obtenons une nouvelle famille optimale d’indicateurs d’erreur a-

posteriori [5].

4. Afin de faciliter le processus d’obtention des indicateurs d’erreur a-posteriori,
nous avons établi quelques résultats techniques [7] : nous avons établi un résultat
de décomposition de Helmholtz spéciale des éléments de [’espace vitesse consideéré ;
nous avons établi un résultat de réqularité de la vitesse du fluide dans Qg ; puis,
nous avons construit un opérateur d’interpolation de Oswald adapté qui préserve

la continuité de la vitesse du fluide a travers l’interface.

1.5 Plan de la thése

Le reste de ce document est composé de six chapitres. Ils sont répartis comme suit :

— e Chapitre 2. Dans le chapitre 2, nous rassemblons les notions et les résultats
que nous utilisons fréquemment tout au long de ce manuscrit. Dans la section 2.2,
nous donnons de bréves définitions de quelques espaces fonctionnels, notamment,
les espaces de Sobolev et quelques espaces particuliers. En effet, c¢’est dans ces
espaces qu’on recherche la solution variationnelle et qu’on donne les résultats de
régularité. Dans la section 2.3, nous rappelons la définition des différentes trian-
gulations utilisées : les triangulations conforme, isotrope et anisotrope. Nous don-
nons de bréves descriptions des éléments finis de Crouzeix-Raviart et de Nédélec
dans la section 2.4. Nous regroupons dans la section 2.5, les outils d’analyse,
c’est-a-dire, les opérateurs d’interpolation de Clément, les fonctions bulles, les
opérateurs d’extensions, les inégalités inverses et de trace, les formules de Green.
Nous rappelons 'inégalité de Korn classique dans la section 2.6. Cette inégalité
de Korn permet de montrer I'existence et 'unicité d’une solution variationnelle.
Enfin, nous présentons dans la section 2.7, une formulation faible associée au

probléme couplé Stokes-Darcy. Cette formulation faible est sans mutiplicateurs
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de Lagrange sur l'interface. [’avantage d’utiliser une telle formulation est que,
nous pouvons approcher la vitesse du fluide dans chaque sous-domaine en em-
ployant les mémes éléments finis (on parle de la méthode d’éléments finis unifiée).

Ce qui facilitera donc I'implémentation au cours des tests numériques.

— o Chapitre 3. Dans ce chapitre, nous effectuons une analyse d’erreur a-posteriori
de type résiduel sur une discrétisation isotrope. Nous approchons la vitesse du
fluide dans  en utilisant une variante de la méthode d’éléments finis [P} non-
conformes de Crouzeix-Raviart. La pression du fluide dans €2 est approchée dans
I’espace des fonctions constantes par morceaux. Nous étudions I'inégalité de Korn
discréte sur une discrétisation isotrope dans la sous-section 3.2.2. Nous utilisons
cette inégalité pour justifier la stabilité du probléme discret dans la sous-section
3.2.3. Un résultat d’estimation d’erreur a-priori optimal est présenté dans la
sous-section 3.3. Les résultats techniques que nous établissons sont dans la sec-
tion 3.4, lesquels facilitent le processus d’obtention de nos indicateurs d’erreur
a-posteriori. Nous établissons dans la sous-section 3.4.1, un résultat de décom-
position de Helmholtz spécial des éléments de I'espace vitesse considéré |7]. En
effet, la vitesse du fluide dans €2, est seulement H(div) et 'opérateur d’interpo-
lation de Clément est défini pour les fonctions appartenant a ’espace de Sobolev
[H'(€24)]". Dans la sous-section 3.4.2, nous établissons un résultat de régularité
de la vitesse du fluide dans €, |7]. La raison est que , nous avons utilisé dans
les estimations d’erreur a posteriori, la trace de la vitesse du fluide dans €, (la
vitesse du fluide dans €2, étant seulement H(div)). Dans la sous-section 3.4.3,
nous construisons un opérateur d’interpolation de Oswald adapté qui préserve la
continuité de la vitesse du fluide & travers l'interface |7]. Nous construisons ainsi
une famille optimale d’indicateurs d’erreur a-posteriori, laquelle constitue le ré-
sultat principal de ce chapitre |7]. Ces indicateurs d’erreur sont de type résiduel
et ils sont définis dans la sous-section 3.5.1. En outre, nous démontrons la fiabil-
ité des indicateurs dans la sous-section 3.5.2 tandis que la propriété d’efficacité

est démontrée dans la sous-section 3.5.3.

— o Chapitre 4. Le but de ce chapitre est d’étendre les résultats obtenus dans le
chapitre 3 a une discrétisation anisotrope. L’objectif est donc de généraliser les es-
timateurs d’erreur a-posteriori de type résiduel obtenus dans le chapitre 3 au cas
des maillages anisotropes, aussi bien en 2d qu’en 3d. Nous utilisons les mémes

éléments finis mixtes. Nous généralisons I'inégalité de Korn discréte standard
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de la sous-section 3.2.2 & une discrétisation anisotrope (cf. sous-section 4.2.2).
Nous faisons cette extension sur l’espace des fonctions affines par morceaux.
Nous démontrons ainsi la stabilité du probléme approché [6] via le théoréme de
Ladyzhenskaya-Babuska-Brezzi (cf. sous-section 4.2.3). Nous proposons ensuite
une famille d’indicateurs d’erreur a-posteriori, avec lesquels nous effectuons une
analyse d’erreur a-posteriori. Ces indicateurs d’erreur sont définis dans la sous-
section 4.4.1. Une majoration globale de I’erreur sur la pression est prouvée dans
la sous-section 4.4.2. Nous démontrons lefficacité de ces indicateurs d’erreur [5]
dans la sous-section 4.4.3, laquelle ne dépend pas du caractére anisotrope du

maillage.

— o Chapitre 5. Ce chapitre est consacré a ’analyse d’erreur a-posteriori du type
résiduel sur une discrétisation anisotrope. La méthode d’éléments finis utilisée est
conforme pour toutes les inconnues. L’objectif est de généraliser les estimateurs
d’erreur a-posteriori de type résiduel obtenus dans les papiers [15, 46, 54, 65]
pour les méthodes d’approximation conformes, en admettant une discrétisation
anisotrope. Un point de départ a été le travail de [52]. Sous certaines hypothéses
théoriques faites sur les mailles et sur les espaces d’approximations, nous effec-
tuons une analyse d’erreur a-posteriori pour le probléme couplé Stokes-Darcy,
en admettant un maillage anisotrope [5]. Les indicateurs d’erreur a-posteriori
obtenus sont de type résiduel. Ces indicateurs d’erreur sont définis dans la sous-
section 5.3.1. La majoration globale de la norme de I’erreur et la minoration locale
de la semi-norme de 'erreur forment les résultats principaux de ce chapitre. En
outre, en s’inspirant de la technique développée dans [52], nous démontrons que
cette famille d’indicateurs d’erreur a-posteriori est fiable dans la sous-section
5.3.2. La propriété d’efficacité est démontrée dans la sous-section 5.3.3. Nous
constatons que la majoration globale de la norme de ’erreur dépend d’un aligne-
ment approprié¢ du maillage anisotrope avec une solution anisotrope donnée. La
minoration locale de la semi-norme de I'erreur est obtenue indépendamment du
caractére anisotrope du maillage. Enfin, dans la sous-section 5.3.4, nous consid-
érons une restriction des résultats obtenus a une discrétisation isotrope. Dans
ce cas, la mesure d’alignement est équivalente & I'unité. Les résultats sont alors
simplifiés et la majoration globale de la norme de I'erreur tient sans condition.
Ce cas particulier donne des indicateurs d’erreur nouveaux [5], parcequ’ils sont
différents de ceux proposés dans les papiers [15, 46, 54, 65] pour les maillages

conformes et isotropes.
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— o Chapitre 6. Nous effectuons dans ce chapitre, quelques tests numériques sur
les éléments finis de Crouzeix-Raviart non-conformes. Nous étudions premiére-
ment la convergence de la vitesse et de la pression du fluide dans chaque sous
domaine (cf. section 6.2 et section 6.3). Nous représentons ensuite les courbes
d’isovaleures (cf. section 6.4). Dans la section 6.5, nous étudions la structure de
la matrice de rigidité. Nous terminons ce chapitre par la section 6.6 dans laquelle

nous représentons les solutions exactes et les seconds membres.

— o Chapitre 7. Le chapitre 7 dresse la conclusion de ce travail de thése et propose

quelques perspectives.

— o Publications. Les résultats présentés dans le chapitre 3 ont donné lieu a une

publication [7]. Les résultats présentés dans les chapitres 4 et 5 ont donné lieu a

des préprints |5, 6].
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2.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous rassemblons les notions de base, et les résultats que nous
utilisons fréquemment tout au long de ce travail. Dans la section 2.2, nous donnons de
bréves définitions de quelques espaces fonctionnels, notamment les espaces de Sobolev
et quelques espaces particuliers. C’est dans ces espaces que ’on recherche la solution
variationnelle et que 'on donne les résultats de régularité. Dans la section 2.3, nous
rappelons la définition des différentes triangulations utilisées : les triangulations con-
forme, isotrope et anisotrope. Nous donnons de bréves descriptions des éléments finis
de Crouzeix-Raviart et de Nédélec dans la section 2.4. Nous regroupons dans la sec-
tion 2.5, les outils d’analyse, c¢’est-a-dire, les opérateurs d’interpolation de Clément, les
fonctions bulles, opérateurs d’extension, inégalités inverses et de trace, les formules de
Green. Nous rappelons I'inégalité¢ de Korn classique dans la section 2.6. Cette inégalité

de Korn permet de montrer ’existence et I'unicité d’une solution variationnelle. Enfin,
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nous présentons dans la section 2.7 une formulation faible associée au probléme couplé

Stokes-Darcy.

2.2 Quelques espaces fonctionnels

2.2.1 Les espaces de Sobolev classiques

Nous nous limitons ici & quelques définitions et résultats relatifs aux espaces de
Sobolev que nous allons souvent utiliser.
Dans toute cette sous-section, s désigne un réel et p désigne un nombre réel strictement
supérieur & 1. On désigne par m la partie entiére de s et on pose s = o + m, avec
o€ [0,1].

Définition 2.1. (/69, Pages 28-29]) Pour s > 0, W*P(K) est l'espace des distributions
v € D'(K) telles que,

1. D% € LP(K) pour a € NV, |a| m, st § = m entier;

Da — D« P
2. veWmP(K // | v(y) drdy < oo pour a € NV |a] =m
KxK |33

_ |crp+N
s non entier.

W#P(K) est un espace de Banach pour la norme définie par,

1/p

ol = | X [ ID"w(@pas)| )

|a|l<m

dans le cas 1. et par,

1/p

LATGE et
e LR D Oy e e ) S

|al=

dans la cas 2.
En particulier, 'espace de Sobolev H™(K) = W™?(K) est défini comme suit,

H™K) = {veL*K);0% € L*(K),|a| <m}. (2.3)

L’espace H™(K) est un espace de Hilbert lorsqu’il est muni du produit scalaire

(V, W) g = E 00w, Yv,w € H™(K). (2.4)
|a)]<m K
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e La norme associée est définie par,

1/2
lollwe = | D 0% ok | VoeH™(E). (2.5)
laf<m
e On considére également la semi-norme :
1/2
Wi == | D 1005k ] VveH™EK). (2.6)
|af=m
e Siv=(v,vq,...,05) € [H"(K)]N est une fonction vectorielle, alors :

N 1/2 N 1/2
[V [l rc:= (Z | vi H%,x) et |V]mx = (Z Ivilfn,K> : (2.7)
i=1

=1

e Si A= (a;)1<ijen € [H™(K)]M*N est une fonction matricielle, alors :

N 1/2 N 1/2
| A {fmrc= (Z | ai; ||3n,K> et [Almx = (Z |aij|72n,K> : (2.8)

i,j=1 i,j=1
e Dans le cas particulier ou m = 0, on a H*(K) = L*(K) et la norme || - [ox sera
simplement notée || - ||x. Si K = Q, la norme || - || sera notée || - ||.

Définition 2.2. Pour s > 0 et p > 1, on désigne par Wi*(K) la fermeture de D(K)
dans W*P(K). En particulier, HJ'(K) est la fermeture de D(K) dans H™(K).

Définition 2.3. (/69, Page 18]) Pour s > 0, p > 1, on désigne par WP(K) Des-
pace des u € WP(K) dont le prolongement G par zero en dehors de K appartient
WeP(RN), ou l’espace de Sobolev WP(RYN) est défini dans [69, Pages 14-15].

Trace. On définit 'application,

Yo:u € C¥(K) — yolu) := upx € L*(0K).

L’application 7, se prolonge de maniére unique, et de facon continue a l’espace
H'(K). On appelle lopérateur ~, application trace.
L opérateur o n’est pas surjectif sur L2(9K). L'image v (H'(K)) est notée Hz (9K).
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On étend ainsi 'application vq &,
1
Yo:u€ HY(K) — v(u) == upr € H2(0K),

de sorte que :
1. lapplication 7, est surjective;
2. le noyau de 7, est 'espace H}(K).

On définit alors,
H%(GK) = {g € L*(0K), tel que Jv € H'(K),(v) = g sur 9K }, (2.9)
muni de la norme,

|90 == inf [[ovlik. (2.10)
€Hl(K)

Yo(v)=g.

Théoréme 2.4. (c¢f. [69]) Lespace H2(OK) = vo(H'(K)) est dense dans L2(OK) et
il existe un opérateur linéaire continu Ry : H2(0K) — HY(K), dit de relevement, qui

vérifie,

Yo Ry = Ildyk. (2.11)

Espace d’interpolation. Soit I'x, C K un sous-ensemble mesurable tel que

mesy_; ['x # 0. On définit 'espace HééQ(FK) comme suit,
Héé2(FK) ={g € L*(T'x), tel que Jv € H'(K),~o(v) = g sur I et yo(v) = 0 sur OK Tk }.

Lespace Hy)”(T'k) est Vespace d’interpolation [L2(Tx), H(Tk)]1/2. On définit ensuite
'espace H~'/2(T'k) par :
HV2(0xe) = [Hoh* (D)

On pourra se référer a J. L. Lions et E. Magenes dans [87] pour plus d’information

sur cet espace.
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2.2.2 Recollement d’espaces de Sobolev

Dans la suite, on aura besoin du résultat de recollement suivant :

Théoréme 2.5. (/89]) Soient K, et Ky deuz sous-ouverts a bord lipschitzien de K

tels que :

F1UF2 =
KiNnk, =

S

Notons I = 0K, NOK,. Soient u; € H'(K,) et uy € H'(K>) satisfaisant la condition :
Your = “Youg sur I. (2.12)

Alors la fonction u définie par :

d K
u::{ teoaans Lo (2.13)

U9 dans K,

appartient o H'(K).

2.2.3 Espaces particuliers

1. L’espace H(rot, K).

e Quand N = 2, nous définissons 'opérateur rotationnel rot d’une fonction

scalaire ¢ € D'(K) et d’une fonction vectorielle v = (vy,vy) € [D'(K)]? respec-

tivement par :

_ (9¢ _9¢
rot¢ = (8x2, 8:}01)’ (2.14)
L 81’2 81}1

e Quand N = 3, nous définissons 'opérateur rotationnel rot d’une fonction

vectorielle v = (vy,vq,v3) € [D'(K)J?® par :

8113 81)2 87}1 avg 81)2 81)1
rotv = VXxv= — , - : - . (2.16)
(91:2 81’3 8x3 8m1 8131 81’2
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e On peut facilement vérifier que les identités suivantes tiennent |67, Page 31] :

rot(rot¢) = —A¢,Vo e D'(K), (2.17)
rot(rotv) = —Av+ V(divv),¥v € [D'(K)]?, (2.18)
rot(rotv) = —Av+ V(div v),¥v € [D'(K)]’. (2.19)

e Nous définissons les espaces suivants :

H(rot,K) = {¢ € L*(K):rotp € [L*(K)]*} (pour les fonctions scalaire) .
{ {(ve[lXK)?:rotve [2(K)} si N=2 ,

H{rot, K) {vell2(K)P:rotve LK)} si N=3

e L’espace H(rot, K) est un espace de Hilbert pour la norme [67, Page 32| :

1/2
19 leotie = (I ¥ I + [l rotey %) (2.20)
e On introduit ensuite 'espace Hy(rot, K), qui est défini par :
Hy(rot, K) := {¢ € H(rot,K) : v, =0 sur 0K}, (2.21)

ol v, est la composante tangentielle (resp. les composantes tangentielles) de

pour N =2 (resp. pour N = 3). La fonction v, est définie par :

w L w‘7'|8K si NZQ,
T Y X ngx si N =3, (7-n=0sur 0K).

Théoréme 2.6. ([67, Page 33]) L’ensemble de toutes les fonctions de H(rot, K)

avec support compact contenu dans K est dense dans H(rot, K).

2. L’espace H(div, K). Nous introduisons un espace intermédiaire entre [L?(K)|Y

et [HY(K)]N. Cet espace est noté H(div, K) et est défini par :

H(div,K) = {v € [L*(K)]" : div ¢ € L*(K)}. (2.22)
On a les inclusions :

[HY (KN ¢ H(div, K) ¢ [L*(K)]". (2.23)
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e [’espace H(div, K) est aussi un espace de Hilbert pour la norme [67, Page
26| :

1/2

19 llaive o= (9 % + I div ¥ [[%) (2.24)

Définition 2.7. ([67, Page 26]) On désigne par Hy(div, K), la fermeture de
[D(K)N dans H(div, K).

Ho(div,K) = {¢ € H(div,K): ¢-n=0 sur 0K}. (2.25)

Théoréme 2.8. ([67, Page 27]) L'espace [D(K)|N est dense dans H(div, K).

2.3 Discrétisations

Définition 2.9. (Triangulation) On suppose que le bord OK est polygonal (si N = 2)
ou polyédral (si N = 3). Une triangulation (ou maillage) T), sur K est une partition
finie de K formée des éléments de formes simples, par ezemple des triangles (si N = 2)
ou des tétraédres (si N = 3).

Pour T" € T3, on note hr le diameétre de T' et pr le diamétre du cercle inscrit
(N = 2) ou de la sphére inscrite (N = 3) dans 7.

Signalons que dans cette thése, les éléments du maillage sont soit des triangles (si
N = 2), soit des tétraedre (si N = 3).

2.3.1 Triangulation conforme

Définition 2.10. (Triangulation conforme) On suppose que le bord OK est polygonal
(si N = 2) ou polyédral (si N = 3). On dit qu’une triangulation T), sur K est admissible
ou conforme [48, Chapitre 2], si lintersection entre deuz éléments est soit vide, soit

un sommet, soit un coté entier ou une face entiere.

Les Figures 2.1 et 2.2 ci-dessous, sont respectivement des exemples de maillages

conforme et non-conforme en dimension deux.
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FIGURE 2.1 — Exemple d’une triangulation con- FIGURE 2.2 — Exemple d’une triangulation

forme en 2d. non-conforme en 2d.

2.3.2 Elément de référence, transformation affine et sous do-

maines auxiliaires

1. Elément de référence : Nous désignons par T, I'élément de référence. On note

Py=1(0,...,0) et P, = dij, 1,J =1,..., N les sommets de T. Les arétes ou faces
E; de T sont définies par :

Ei=TNn{z;=0},i=1,...,Net Eg:=TN{x +--+ 2y =1}.

E; est opposée au sommet P; (voir Figure 2.3 ci-dessous).

FIGURE 2.3 — Sommet P, et I'aréte E; correspondante.

2. Transformation affine : Soit T, une triangulation sur K. Pour une maille
T € Ty, on note (cf. |63, Page 57]),

Fr:2 €T v+ x €T par = Fr(7), (2.26)

la transformation géomeétrique correspondante (voir la Figure 2.4).
Définition 2.11.

(a) On dit que la transformation géométrique Fr est affine, s’il existe un vecteur
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as
To
(0,1) ([
T
T
a2
0,0
00 (1,0) 1
a1

FIGURE 2.4 — Transformation géométrique Fr envoyant I’élément de référence T sur un T € Tj, en
2d.

(colonne) my € RY et une matrice Jr € RVN tels que,

(b) Le maillage T), est affine, lorsque pour chaque T € Ty, la transformation
Fr est affine.

3. Sous domaines auxiliaires : Nous définissons maintenant deux sous domaines

que nous utilisons dans les estimations. Soit T}, une triangulation sur K.

e Pour une maille T' € T}, nous désignons par Wr le domaine formé de T' et de

toutes les mailles adjacentes ayant des arétes/faces commune avec T', ¢’est-a-dire,

wr = |J T (2.28)
oT'NOT=E

e Soit £ € E,(K) une face ou une aréte de Tj,. Nous désignons par W, I'ensemble

formé de toutes les mailles ayant E comme aréte ou face, c’est-a-dire,

T\UT, si E=0hnah,
WE::{ todz 8 Lo (2.29)

T si E C 0T NoK.

Les sous domaines auxiliaires Wg et Wr sont illustrés par les Figures 2.5, 2.6 et

2.7 ci-dessous.
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FIGURE 2.5 — Sous domaine auxiliaire Wg pour

E € &y(K), K CR% FIGURE 2.6 — Sous domaine auxiliaire Wg
pour E € &,(K), K C R?,

FIGURE 2.7 — Sous domaine auxiliaire Wz pour T' C R2.
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2.3.3 Discrétisation isotrope

On définit :

T
op = — et gp ;= maxor.
PrT TeTh

Définition 2.12. (Triangulation isotrope) On dira qu’une famille de triangulations
{T1 w0 sur K est réquliere (ou isotrope), s’il existe une constante og > 0 indépendante

de h telle que,

on < 09, Vh > 0. (2.30)

diam(7T") = hr

FIGURE 2.8 — Notation d'un élément isotrope T en 2d.

Notons que la condition (2.30) permet d’éviter les éléments trop applatis (cf. par

exemple la Figure 2.8, ou pr = 2r7).

2.3.4 Discrétisation anisotrope

Définition 2.13. (Triangulation anisotrope) Une triangulation anisotrope est une tri-
angulation dans laquelle les éléments sont allongés dans une ou plusieurs direction(s)

privilégiée(s).

Contrairement au cas isotrope, la seule donnée du paramétre h ne suffit plus a
caractériser le maillage. Nous introduisons ainsi quelques notations.
Notations d’un triangle et d’un tétraédre

Notation 2.14. (Notation d’un triangle) Soit T un triangle. Les notations suivantes

sont adoptées :
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1. Les trois sommets de T' sont notés par Py, ..., Ps;
2. [PyPi| est le coté le plus long de T ;
3. [PyPs) est le coté le plus court de T ;

4. De plus, nous définissons deux vecteurs :

—

(a) P = FPoPr;

(b) Le vecteur pyp est dans le plan (Fo, P, P2), ayant Py comme extrémité et
est orthogonal @ p, .

Notation 2.15. (Notation d’un tétraédre) Soit T un tétraédre. Les notations suivantes

sont adoptées :

1. Les quatre sommets de T sont notés par Py, ..., P3;
2. [PoPy] est le coté le plus long de T ;

3. Il existe deuz triangles qui contient le coté [Py Py]. Le triangle ayant un domaine

plus large est dénoté par APyP Py ;
4. [PoPs] est le coté le plus court du triangle APyP Py ;

5. De plus, nous définissons trois vecteurs :

—
(G) D1 = POPl ;

(b) Le vecteur pyq est dans le plan (Py, Py, P3), ayant Py comme extrémité et

est orthogonal & p, r ;
(c) Py est un vecteur ayant le sommet Py comme extrémité et est normal au
plan (Po, Pl, P3)

Au regard de ces notations, les vecteurs p; r,...,py7 sont donc mutuellement

orthogonaux. Les Figures (2.9) et (2.10) visualisent ces notations.
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P,

Por

py L1

P17 P

FIGURE 2.9 — Directions d’anisotropies pour le

X FIGURE 2.10 — Directions d’anisotropies
triangle.

pour le tétraédre.

Remarque 2.16. Notons que dans cette these, tous les maillages sont supposés affines
et les éléments anisolropes respectent la Notation 2.14 en dimension deux et la Notation
2.15 en dimension trois.

Quantités anisotropes

Nous introduisons ici quelques quantités anisotropes.

e La longueur des vecteurs p; r est dénotée par :
hz’ = hi,T = ’pi,T|RN7 1= 1, ce ,N. (231)

Par définition des vecteurs p; r et les notations ci-dessus, nous concluons immédiate-
ment, hl > hg,. . .,2 hN-

e La plus petite des longueurs h; 7 sera trés utilisée, donc nous définissons :

Pminr = ,_minN{hi,T} = hnr. (2.32)

90y

e En outre, les fonctions constantes par morceaux h;(z) et Ay, (x) sont définies pour

presque tout x € K par :
hz(fﬁ) = hin, hmm(ZE) = hmmj, VeeT, i=1,...,N. (233)
e Pour une aréte ou face F, nous notons par |F| sa mesure qui s’exprime par :

|E| = mesy_1(F). (2.34)
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e On définit également la longueur au-dessus d’une aréte/face E € E(T) par :

N|T|
hE,T = . (235)
|E]

ePour une aréte (ou face) intérieure £ = 9T; N 013, nous introduisons :

hmin | hmin 2
hmin,E = i —;_ Z 5 (236)

her +hemn

hg 5

(2.37)
e Pour une aréte (ou face) frontiére £ € E(T'), on définit simplement :
Pomin,e = hinin,T € hg := hg . (2.38)

e Soit T une maille arbitraire mais fixée. Nous utiliserons une transformation affine
Fr qui sera définie comme suit : soit Py le vecteur (colonne) d’origine, lorigine du

systéme de coordonnées et d’extrémité P, et Poﬁi les vecteurs (colonnes) d’origine

Py et d’extrémité P;, i = 1,...,N. Nous définissons les matrices Ap, Cp € RV*N
respectivement par,
— —
AT = <PQP1,...,P0PN> et (CT = (pl,T""7pN,T)‘ (239)

Nous considérons la transformation affine Fr qui correspond a Jr = Ar et my = F.

e Parfois, nous aurons besoin de référer a la matrice Cy non seulement sur une maille
quelconque T mais sur les domaines plus larges. Ainsi nous introduisons une matrice
(ou plus précisement une fonction matricielle) C(x) qui est définie globallement pour

presque tout x € K et qui coincide avec Cp sur la maille T par :
C(x) = Cg(x) pourx e T. (2.40)
De plus, on définit une matrice Hy par :

HT = diag(hl, cey hN) (241)
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Les variables qui sont reliées a I’élément de référence T' sont référées avec bar ( par

exemple V).

e Le déterminant des matrices Ar et Cy sont donnés par [84, Page 18] :

| det (Ar)| = | det (Cp)| = 12 <IT) s L (2.42)
h1h2h3 = 6 x ’T| si N = 3.
et
Vo = Al"Vo. (2.43)

A présent, nous bornons les normes des transformations matricielles [84, Lemme 2.2] :

Lemme 2.17. (Norme de quelques matrices) On a les relations suivantes :

I A7 CE" llrvxy = || CF' A7 anxn ~ 1 (2.44)
I CZ"AZ" lewxw = | AZ'Cr [levey ~ 1 (2.45)
I CrHy " rawn = || HrCq' rasn = 1 (2.46)
IHz ey = [1C7' llraxw = by (2.47)

| Ar [[gyvxny ~ || Cr ||gaxw ~ NmazT (2.48)

I A7 lrven ~ hoi g (2.49)

Lemme 2.18. /84, Page 19] Soit la transformation affine Fr définie par :

Fr(m)=Ar-z+ P, Alors, on a les relations suivantes, pour tout v € L*(T) :

lolle = VoITx || v [z, (2.50)
|E]

vl = EXHEHE, E coT. (2.51)

On introduit & présent la définition suivante [84, Définition 2.2] :

Définition 2.19. (Dérivée directionnelle) Soit v une fonction dans lespace de Sobolev
HY(T). La dérivée directionnelle D;rv dev (i =1,...,N) est définie par :

( DLT’U, s ,DN7TU )TT = H?C?Vv, Yo € Hl(T), (252)

c’est-a-dire,
Dirv="h" (pip, Vo)gn,i=1,...,N. (2.53)
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La composante DLTU est la dérivée directionnelle de v le long de la direction p; 1.

Cette dérivée f)i,Tv est définie pour une cellule fixée T'. Ainsi, nous introduisons
une dérivée D;v qui est définie globallement pour presque tout x € K, et qui coincide

avec D; pv sur une maille 7' par :

Dw(x) = D;7v(x), pour x € T. (2.54)

Lemme 2.20. /84, Page 20] On a les égalités suivantes :

N

- 2
3 (Div) = Vo, (2.55)
i=1
| H'C'Vo [z = || Vo lr, (2.56)
N N2
S n2 (Div) = |CTrVuliy, (2.57)
=1
N ~
d B Dizv | = IICYVv |7 (2.58)
=1

Preuve. Les vecteurs lignes de la matrice carrée H;l((:%’“ sont deux-a-deux orthog-
onaux et unitaires. Donc la matrice H.'CE" est une matrice orthogonale et le lemme
suit.

Hypothéses sur la triangulation et sur les mailles

Soit {T7}rso une famille de triangulations sur Q. Sur cette famille, nous admettons

quelques hypothéses comme suit :

Hypothése 2.21. Le maillage T;, sur Q est conforme dans le sens de la Définition
2.10;

Hypothése 2.22. Afin de générer une triangulation conforme sur chaque sous do-
maine Y, nous supposons que, pour chaque h > 0 et pour chaque T € T}, on a soit
T C Q,, soit T C Qq. On désigne alors dans ce cas par {T! }n0, la famille de trian-

gulations conformes induite par la famille {Ty}pso sur Q, =35 oul=d;

Hypothése 2.23. Le nombre de mailles de la famille de triangulations {Ty } n~o associé

a un neud x est uniformement borné, c’est-a-dire, il existe un entier naturel N, non
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nul tel que : Vh > 0, V& € Nj,(Q), on ait : Card(Wg) < Ny, ot
W ={T €Tp:zeNT)}; (2.59)

Hypothése 2.24. Enfin, nous supposons que, pour deuxr mailles voisines T, et Ty de
la triangulation Ty, (i.e. TiNTy #0), on a (2.60) :

hi,T1 ~ hi7T2, VZ = 1, ey N (260)

Remarque 2.25. En se référant a (2.36), (2.38) et (2.37), on déduit que la derniére
HypOthéS@ 2. 24 zmplzque hE ~ hE,T1 ~ hE,Tg et hmin,E [ hmin,T1 ~ hmin,Tg-

Remarque 2.26. Notons que, parmi ces hypothéses, la seule hypothése liée au couplage
est I’Hypothése 2.22. Par conséquent, sur un domaine quelconque, nous admettons les

Hypotheses 2.21, 2.23 et 2.2} pour les maillages anisotropes.

2.4 Propriétés de quelques éléments finis

2.4.1 Eléments finis de Crouzeix-Raviart

On propose dans cette sous-section, une bréve description des éléments finis de
Crouzeix-Raviart. Ces éléments finis sont de type non-conforme, autrement dit que
Iespace des approximations n’est pas un sous espace de ’espace auquel appartient la

solution continue.

Description géométrique

Dans le cadre 2d, I’élément fini est représenté par une maille triangulaire dont les
degrés de liberté correspondent au milieu de chacune des arétes comme le montre la
Figure 2.11 ci-dessous. Les cercles noirs sur chaque aréte indiquent que le degré de
liberté consiste a évaluer la valeur moyenne sur cette aréte. Clairement, cet élément
présente des discontinuités au niveau des interfaces des arétes, le seul point de conti-
nuité au niveau des interfaces étant le milieu des arétes.

Dans le cadre 3d, I’élément fini est représenté par un tétraédre dont les degrés de
liberté correspondent aux barycentres des faces des tétraédres.

Soit T' = (ay,...,axn41) un simplexe de RY. On pose P = P!(T) et on prend pour

degrés de liberté de p € P sa valeur moyenne sur les N + 1 faces de 7. On a donc pour
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as

a1

(05} T

FIGURE 2.11 — Elément fini P! non-conforme 2d.

i€{0,...,N},

1
oi(p) = |EZ’/Elp (2.61)

En posant X = {0, }¢ <; <n, on montre que le triplet {T', P,X} est un élément fini [63,
Page 83].
En utilisant les fonctions coordonnées barycentriques (Ao, ..., Ay), les fonctions de

forme sont telles que :
v = 1—=NX\, i€{0,...,N}. (2.62)

Sur 'élément fini de référence T, les fonctions de forme en 2d sont données par :

do(z,5) = 1-2j
&2('f7 g) = 1 —2z.

Définitions et propriétés

Etant donnée une aréte E, on choisit une direction normale arbitraire ng et on

efinit 15, Lpt Ccomme étan ux élémen r n ré u . On
définit T, et T.,; comme étant les deux éléments partageant cette aréte ou face. O

peut supposer, sans aucune restriction que ngp = (ng1, ngs) pointe vers T,,; comme

'indique la Figure 2.15. Le vecteur tangent est défini par tg = (nga, —npg1).

Propriétés de Crouzeix-Raviart. On utilisera également, lors de I’analyse d’erreur
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FIGURE 2.12 — Fonction de base .

FIGURE 2.13 — Fonction de base .

FIGURE 2.14 — Fonction de base 5.
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FIGURE 2.15 — Deux triangles partageant une aréte intérieure.
a-posteriori par éléments finis, les propriétés suivantes sur la vitesse approchée :

/[uh . IIE]E = 0 VEe€ gh(Qd> U Eh(an), (265)

ou le saut d’une fonction ¢ a travers une aréte/face £ au point x est défini par,

Wlel@) = I o(z — tnp) §  EBee o) %

t—0+

lim p(x +tng) — tlir& o(r —tng) si E € &,(Q),

Notons également que le signe de [¢|g(z) dépend de lorientation de ng. Néanmoins,
des quantités telles que le saut du gradient [V(z) - ng|g sont indépendantes de cette

orientation.

Remarque 2.27. Les propriétés (2.64) et (2.65) imposées sur la vitesse approchée uy,
sont naturelles, puisqu’elles respectent la régularité de w dans chaque sous domaine.
C’est une vartante de ’hypothese de Crouzeix-Raviart standard pour les approrimations

non-conformes.
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2.4.2 Eléments finis de Nédélec

Soit T' = (ay, . ..,any1) un simplexe de RN, N = 2 ou N = 3. On considére I'espace

vectoriel des polynomes & valeurs dans RY défini par :

No(T) = [P'IP@ P29, —21)"" si N =2, (2.67)
No(T) = [PP & (zx [P si N = 3. (2.68)

On désigne par n,. le nombre d’arétes/faces de T. On a donc n, =3si N =2 et n, =6
si N = 3. On désigne par {E;}i<icn, ensemble des arétes/faces de T. Pour chaque
aréte /face E;, on choisit un vecteur unitaire tangent qu’on note t;. On prend pour
degré de liberté de p € Ny l'intégrale de la composante tangentielle de p le long des
n. arétes/faces de T comme l'indique la Figure 2.16 ci-dessous. Les fléches sur chaque
aréte indiquent que le degré de liberté consiste a évaluer 'intégrale de la composante

tangentielle (orientée dans le sens de la fleche) sur cette aréte.

Y

as

a1

A 4

a9 T

FIGURE 2.16 — Elément fini de Nédélec en 2d.

Pour i € {1,...,n.}, les degrés de liberté sont définis de la maniére suivante :

oi(p) = /E.p~ti. (2.69)

7

En posant ¥ = {03}, , on montre que le triplet (T, No(7'),X) est un élément fini
[63, Page 90].

2.5 QOutils d’analyse

Nous regroupons dans cette section, les outils d’analyse, notamment les opérateurs
d’interpolation de Clément, les fonctions bulles, opérateurs d’extensions, inégalités

inverses et de trace, les formules de Green.
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2.5.1 Opérateurs d’interpolation de Clément-Cas isotrope

Nous aurons besoin d’un opérateur d’interpolation, qui constitue un outil primor-
dial pour la majoration de lerreur a-posteriori, c’est-a-dire I'estimé (1.7). Plusieurs
choix sont possibles en fonction de la nature de 'approximation. Pour des interpola-
tions de degré 1, I'interpolé de Clément est par exemple trés souvent utilisé. 1l s’agit
d’un opérateur d’approximation régularisé, qui envoie une fonction de H'(£2) vers une
fonction continue et affine par morceaux. L’interpolé classique de Lagrange est souvent
inadapté, car hormis le cas particulier de la dimension 1, H*({2) ne s’injecte pas dans
Co(9).

e Introduisons les espaces :

V = {ve[H'Q]V: v=0sur [LUT,},
Vi = {UhEC'O(Q): Uh‘ToFTEIP’k(T),VTE‘J'h, kGN*}.

Fr est la transformation affine linéaire de T' dans T de la Figure 2.4.

Posons :

VY = Val¥ Vet V=V N Hg(Q). (2.70)

cl cl

Désignons ensuite par Hy, ; 'espace d’éléments finis de Nédélec :
Hh71 = {Vh S Ho(I'Ot, Qd) SV € No(T),VT S ‘Tg} , (271)

ou l'ensemble Ny(7") est défini par (2.68).
e On fixe k = 1 et nous définissons 'opérateur d’interpolation de Clément comme dans
[49], Igl 'V — Vgl par :

Lyv = m (/W v) Ox- (2.72)

xENL(Q)

Pour w € [H'(Q)]", D'interpolé de Clément de w est noté I.jw et est défini par :

lgw = a7 (/w) o€ Vol (2.73)

La fonction de base p, € Vgl ( resp. ¢x € [VCﬂN ) associée a un sommet
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x € Np(Q) (resp. x € N, (Q)) est uniquement déterminée par la condition :

SDX(Y) = 6x,y7 Vy € Nh(Q) [ resp. QOx(Y) = 5x,ya Vy € Nh(ﬁ)} ’ (274)

ott N (§2) est 'ensemble des sommets non situés sur I\Ul'y et Wy :={T' € T, : x € N(T') }.

Remarque 2.28. Notons que dans ces définitions, les fonctions de base sont des
fonctions vectorielles, donc linterpolé est défini composante par composante. Notons
également que la définition donnée en (2.72) est valable pour les fonctions scalaires
dans Hy(Q) tandis que la définition donnée en (2.73) est valable pour les fonctions

scalaires dans H'(Q). Dans ce cas, les fonctions de base pg sont des fonctions scalaires.

Pour majorer globalement 'erreur par l'estimateur d’erreur a-posteriori, on aura
aussi besoin & interpoler les fonctions de [H'(Q4)]* N Hy(rot, Q4). Cet opérateur est

défini a I'aide des fonctions de base wg € Hy, 1, E € Eh(Qd) par la condition :

WEg - tE/ = 5E,E’; VE/ € Sh(Qd), (275)
E/
ou tp est le vecteur unitaire tangent a E’. On introduit la définition suivante [90], qui

est valable seulement en dimension N = 3 :

Définition 2.29. (/90]) Soit une aréte E € &,(Qq), firons l'une de ces faces adjacentes
Fr € F. Alors Uopérateur d’interpolation de type Clément,
P [H (Q))? N Ho(rot,Qq) — Hyy, est défini ici par :

Pep = ) )(/FEw X Ny ) fZE) Wy, (2.76)

E'€n(Qq

ot les fonctions vectorielles fg? sont déterminées par la condition,
/ (wE/ X TLFE) : _fg% = 5E’,E”7 VE/, E” c 8h<Qd> N 8FE (277)
Fg

Ces opérateurs d’interpolations vérifient les propriétés d’interpolations locales suiv-

antes :

Lemme 2.30. (Estimations d’interpolations de Clément-Cas isotrope) Soit {Tp}n>o,
une famille régulicre de triangulations sur Q satisfaisant les Hypothéses 2.21 et 2.22.

Alors, nous avons les estimations suivantes pour tous w € [HY(Q)]Y, ve Vet
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e [HY Q)] N Hy(rot, Q) -

v=120) lr < hrllvliam YT €T),0=s,d, (2.78)
o= 1) e S [diam(E)]'? || vl am YE € En(h),l=s,d, (2.79)
lw—TIgw) llr S hrllwlhiam VT €Tyl =s.d, (2.80)
| w—TIy(w) s < [diem(E)"? || wliam VE € En(h),l=sd, (2.81)
I =Py@) lr < he |9 ha@ YT €T3, (2.82)
|4 =Py@) le < [diam(E)]'? | ¢ l,am) VE € En(Qa), (2.83)

ot A(T):=U{T" €T,:T'NT #0} et A(E) :=U{T" € Ty, : T'NE # 0}.

Preuve. Les estimés (2.78) & (2.81) sont démontrées dans [49] tandis que les estimés
(2.82) a (2.83) sont démontrées dans [22]. On pourra également se référer a [101, 113]

pour des estimations équivalentes faisant intervenir d’autres opérateurs. m

2.5.2 Fonctions bulles, opérateurs d’extensions et inégalités in-
verses
Pour minorer localement 'erreur par les indicateurs d’erreur locaux, nous aurons

besoin des fonctions bulles et opérateurs d’extensions satisfaisant certaines propriétés.

Fonctions bulles : On définit ici les fonctions bulles.

e La fonction bulle by sur une maille 7" est un élément de PNYT(T'), définie par :
N+1
br = (N+ D" [ dir (2.84)

=1

ou les \; 7 sont des fonctions coordonnées barycentriques associées a 7.
e Si £ € &(T), on définit bgr € PV(T) par :

N
bpr = NV x[] Ao (2.85)
=1

On définit ensuite bg sur Wg :=T, UTs, ou £ = 911 N ITy par :

bE\Ti = bE,TNVi € {1’2} (286)
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Opérateurs d’extensions : On aura également besoin d’'un opérateur d’extension
Fo: CO(E) — CYT U E(T)) défini par :

Foi(p)(x) = ¢|g(x) = const Vo € TUE(T). (2.87)

Sur K :=T,UT, ot E = 0T, N 9Ty, on définit 'opérateur d’extension

Fop: CU(E) — C%(Kg) par Fou(0)i, () :== pip(z) = const, Vo € Ty, i = 1,2.
Notons que pour les fonctions vectorielles, I'opérateur d’extension est défini com-
posante par composante.

Nous donnons dans la Table 2.1 ci-dessous leurs expressions explicites sur 1’élément
de référence T. Dans ce tableau, on a supposé sans perte de généralité que E est sur
l'axe (O,x) si N =2 et dans le plan (O, z,y) si N = 3.

Alors, on utilise la transformation affine Frp (cf. Figure 2.4) pour définir by, bgr et
Fou.Ona:bp:=bpoFp' bpyr=bproFr' et Fuu(p) := Fup o Fr ' (9).

Lemme 2.31. (/84]) Les fonctions bulles vérifient les propriétés suivantes :

0 sur OT,
0 sur OWg,

=
S
I

o
&
|

| b5 [z wi)= 1,
by < 1,
bp < 1.

-

~

=

3

o 3

NNl
N

N

Remarque 2.32. Le faite que les fonctions bulles soient nulles sur OT (ou sur OWg)
permet en effectuant des intégrations par parties adéquates, de faire apparaitre la norme

de ’erreur locale en annulant les termes de bord qui interviennent dans les calculs.

Inégalités inverses : Nous donnons & présent certaines inégalités inverses, lesquelles

sont systématiquement utilisées pour établir la minoration locale de I'erreur, c’est-a-
dire une estimation locale du type (1.10). L’idée principale consiste 4 majorer succes-
sivement chacun des termes intervenant dans la définition de 'indicateur local Op. Le
choix P* couvre tous les cas relevant de notre étude. Ces inégalités sont données par
le Lemme 2.33 :

Lemme 2.33. ([111] Inégalités inverses-Cas isotrope) Soit {T }n~o une famille réguliére

de triangulations sur Q satisfaisant I’Hypothése 2.21. Alors pour tous vy € [PR(T)V
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Elément de référence T

Fonction bulle associée b

Opérateur d’extension F..;

b = 3%zy(1 — T — )

&I

4+ ©
NI/
+ =
I §|
VAN
—_

Fext(vf)(f7ga 2) = Uﬁ(jvy)

TABLE 2.1 — Fonctions bulles et opérateurs d’extensions sur ’élément de référence 7.
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et vp € [P (E)|N, avec E € &(T), on a des équivalences et des inégalités suivantes :

1/2

|| vrby ||T ~ || Ur ||T7 2.88
| V(vrbr) I+ S byt || vr |, 2.89
| ve |l ~

(2.88)
(2.89)

I 6% vg &, (2.90)
| Feur(vp)be v < [diam(E)]Y? || ve ||p, (2.91)

| V(Feat(vp)bp) Iz < [diam(E)] ™2 || vg || (2.92)

2.5.3 Formules de Green

Nous aurons trés souvent besoin d’intégrer par partie. Les formules de Green suiv-
antes seront souvent utilisées [67, 89] :

e Pour tous u,v € H'(K), on a,

ov ou
dz — . i=1,... N 2.
/K {uaxi + U@xz} x /aK YoUYoUY;, @ (2.93)
e Pour tous u € H*(K) et v € H'(K), on a,
ou
/(Au)v = — [ Vu-Vo+ Yo=—"YoV- (2.94)
K K o OV

e Pour v € [HY(K)|N et ¢ € H(K), on a,

/qdivv = —/V-Vq—l—/ YoqV * YoV, (2.95)
K K oK

ot v = (v1,...,vy) € RY est la normale unitaire sur K dirigée vers I'extérieure.
e Pour tout ¢ € [HY(K)?si N=3ouy € H'(K) si N =2, on a,
/ wroty — / Yrotw = / Yowy-, Yw € H(rot, K). (2.96)
K K oK

2.5.4 Généralisation de certains outils dans le cas d’une dis-
crétisation anisotrope
Pour un maillage anisotrope, certaines inégalités inverses comme (2.89), (2.91) et

(2.92) ont besoin d’étre reprécisées. En effet, les constantes intervenant dans ces rela-

tions dépendent de la qualité du maillage, et en particulier de son degré d’anisotropie.
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Elles sont donc susceptibles d’exploser si 'angle minimum d’une cellule tend vers zéro.
Ce qui rend les inégalités inverses (2.89), (2.91) et (2.92) totalement inexploitables.
On montre alors que si par exemple des inégalités comme (2.88) et (2.90) restent val-
ables dans le cadre anisotrope, (2.89), (2.91) et (2.92) se généralisent respectivement
en [12, 84, 102] :

I Vvrb®) e S hptor | ve Iz (2.97)
| Fer(ve)be Iz S hidy |l Ve e (2.98)
| V(FerevE)bp) lr S hilphot ol ve e (2.99)

De méme, les estimations d’interpolation de Clément (2.78)-(2.83) reposent elles
aussi sur la propriété d’isotropie du maillage. Elles sont généralisées pour le cas anisotrope
grace a 'utilisation des mesures d’alignements |84, 85, 86, 90| que nous reprécisons

dans le chapitre 3.

2.5.5 Inégalités de trace et de Young

e Inégalités de trace : Nous donnons ici quelques inégalités de trace qui jouerons

un role trés important dans les estimations d’interpolation.

Lemme 2.34. (Inégalité de trace-Cas isotrope [105]) Soit {Tp}n=0, une famille réguliére
de triangulations conformes sur K. Alors, pour toute fonction scalaire ¢ € H'(T), avec
TeTy, ona:

lolzr < (hz' 117 +hr | Vo 7). (2.100)

Pour le cas d’une discrétisation anisotrope, cette inégalité de trace s’énonce comme
suit [84, Lemme 2.3 et Lemme 2.4] :

Lemme 2.35. (/8/, Lemme 2.3] Premiére inégalité de trace-Cas anisotrope) Soit
{T}hso une famille de triangulations conformes et anisotropes sur K. Alors, pour

toute fonction scalaire p € H(T), avec T € Ty, et E € E(T), on a l'estimation :

lolz < rE' (017 +1CVelz), (2.101)

ou encore sous forme composante par composante :
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N
lele < hp (II ¢ 7+ hiz | Dig |I%> : (2.102)
i=1

Lemme 2.36. (/8}, Lemme 2.3] Deuziéme inégalité de trace-Cas anisotrope) Soit
{T}hso une famille de triangulations conformes et anisotropes sur K. Alors, pour
toute fonction scalaire ¢ € HY(T), avec T € Ty, et E € E(T), on a l'estimation :

lelz < hg' lellr (I¢llz +11C2'Ve|I7), (2.103)

ou encore sous forme composante par composcmte N

N
lelz < he'llélr (H o lI7 +D_hir |l Dio H%) : (2.104)
=1

e Inégalité de Young : Soit p et ¢ deux nombres réels strictement supérieurs a

1, tels que p~! +¢~! = 1. Alors,

a? bl 9
ab < " + e (a,b) € (]0;4o00[)". (2.105)

2.6 Inégalité de Korn classique

Lemme 2.37. (/48, 60, 91] Inégalité de Korn classique) Si K est suffisamment réqulier,

alors il existe une constante Cx > 0 (dite constante de Korn) telle que :
whe < Cx (D) llx + [ v k), Yo e [H (K, (2.106)
ou de facon équivalente :

lvlhe < Cx(IDO) |k + 1l vllx), Yoe [H(K)]". (2.107)

Définissons ’espace :
RM(K) = {xeKr—>a+M-x: acRYetMeSO(N)}, (2.108)

ou SO(N) est ’algébre de Lie des matrices N x N antisymétriques. L’espace RM(K)

a la propriété suivante :

Lemme 2.38. (c¢f. [35]) L’espace RM(K) est précisement le noyau du tenseur de
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déformation D, c¢’est-a-dire :
Vo e [H'(K)]Y, D(v) = Ognxnv <= vE€ RM(K). (2.109)
Soit maintenant ¢ une semi-norme sur [H'(K)]" avec les propriétés suivantes :

30, > 0/ 6(v) < Cy |l v e, ¥v € [H' ()], (2.110)

¢(m) =0et m € RM(K) <= m = un vecteur constant. (2.111)
Comme ¢ est une semi-norme, ¢ vérifie trivialement la relation :
p(m) = 0,Vm € RY <= ¢(v +c) = ¢(v), Vv € [H(K)]V, Ve ¢ RY.  (2.112)

Lemme 2.39. (c¢f. [35]) Soit ¢ une semi-norme satisfaisant les conditions (2.110) et
(2.111). Alors, linégalité de Korn classique (2.106) implique l'inégalité :

vl < Ck (I D(v) [k +6(v)), Vo€ [H'(K)]Y. (2.113)

Exemple 2.40. (c¢f. [35]) Nous donnons ici quelques exemples de semi-norme ¢ sat-
isfaisant les conditions (2.110) et (2.111).

1. ¢(v) =|| Qu ||k, ot Uopérateur Q est défini par :

1
Qv = v—— [ v 2.114
K] Jx i
2. ¢(v) est définie par :
o(v) = sup /|v-my, voe [H'(K). (2.115)
meRM(K)vnm”aK:lyf@K m=0J K

3. Le dernier ezemple de ¢ est donné par :

/ rotv
K

Vo e [HY(K)]Y, (2.116)

¢(v) =
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ot

/K rot(v)

Remarque 2.41. (Quelques restrictions)

_ { | [, Tot(v)] si  N=2, (2.117)

RN | [5 Tot(v) | si  N=3

1. Pour le premier exemple de semi-norme, l'inégalité de Korn (2.106) est du coup
équivalente o 'inégalité (2.113) puisqu’on a trivialement || Qu ||k < || v || k.
2. Pour le second exemple, l'inégalité (2.113) implique l'inégalité de Korn,

|’U|1,K < CK || D(’U) ||K Yo € [HI(K)]N, ’U|FKC3K = (. (2118)

3. Pour le dernier exemple, l'inégalité (2.113) implique ’inégalité de Korn,

/K rot(v)

2.7 Formulation faible associée au probléme couplé

vk < Ck||D(w) ||k Vve [H' (K™, =0. (2.119)

RN

Stokes-Darcy

e Théoréme de Ladyzhenskaya-Babuska-Brezzi.

Nous rappelons d’abord le théoréme de Ladyzhenskaya-Babuska-Brezzi (LBB). Ce
théoréme permet de montrer 'existence et 'unicité d’une solution pour les problémes
mixtes. Nous considérons le probléme variationnel suivant : Etant donnée (L,G) €
X' x M', on cherche (u,p) € X x M tel que,

a(u,v) +b(v,p) = L(v), V velX, (2.120)
b(u, q) = Glg), ¥V qeM,
ot X, M sont des espaces de Hilbert muni de leurs normes respectives || - ||x, || - ||a-
a: XXX —Retb: X x M — R sont des formes bilinéaires continues.
Théoréme 2.42. (/63] Ladyzhenskaya-Babuska-Brezzi)
On suppose que la forme bilinéaire a est coercive sur [’espace fermé,
Z={veX: bv,q) =0Vqe M} = Kerb. (2.121)
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Alors, le probléme (2.120) admet une solution et une seule si et seulement si la forme
bilinéaire b satisfait la condition inf-sup sutvante sur X X M, i.e. il existe une constante
dCy > 0 telle que,

b
inf sup (v,9) > Cp. (2.122)
€M pex [ v lx x| ¢ llu

e Formulation faible sans multiplicateurs de Lagrange sur P’interface.

Rappelons que, pour deux fonctions matricielles A = (a;;)1<ij<n €t B = (bij)1<ij<n
de [L2(K)]™*¥ on définit le produit scalaire (A, B)x par :

N
ij=17K

1. Supposons que les solutions u et p sont suffisamment réguliéres. On commence
par multiplier la premiére équation du systéme de Stokes (1.1) par une fonction

test v = (vy,--- ,vy) puis on intégre sur ;. On a formellement :

(£, ve)a, = 2p (D(u8>aD(VS))QS — (ps, div VS)QS

+ ({ps —2um, -D(u,) - nl"}, v, 0 (2.124)
N-1

+ D (=2, D) -7 v )
j=1

Les conditions d’interface (1.5)2 et (1.5)3 dans (2.124) entrainent :

(£, vi)a, = 2u (D(U-S)aD(VS))QS — (ps, div VS)QS

(11S *Tj, Vg - Tj)FI- (2125)

2. On multiplie ensuite chaque membre de la deuxiéme équation du systéme de

Stokes (1.1) par une fonction test g; puis intégrons sur €2 :
— (s, div 1), = —(gs: @502, - (2.126)

On pose :
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:
B

a1(us,vs) = QM(D(US)7D<VS))QS+j s (W 75, Vs T5)rs (2.127)

bl(vsa QS) = - (Q&div Vs)a. -

s

Légalité (2.126) entraine que by (ug, ¢s) = —(gs, ¢s).- Ainsi, on a pour tout vy

et pour tout g :

{ al(us,vs) + bl(Vsaps) + (pd,Vs ' nS)FI - (fS’VS>QS’ (2 128)

b1(us, gs) = —(9s qs)a.-

3. Multiplions maintenant chaque membre de la premiére équation du systéme de

Darcy (1.3) par une fonction test v, puis intégrons sur ;. On a formellement :
(K*lud,vd)ﬂd = (pa, div va)g, + (fo, Va)o, — (Pa, Va - 14)0Q0. (2.129)

Sous la condition v - ng = 0 sur I'y, on obtient & partir de (2.129) :
(uKilud,vd)Qd = (pa,div Vd)Qd + (f4,va)a, — (P4, Va - ng)r, (2.130)

4. Enfin, multiplions chaque membre de la deuxiéme équation du systéme de Darcy

(1.3) par une fonction test g; puis intégrons sur €2y :

(div ug, Qd)ﬂd = (94, qu)Qd : (2.131)
On pose :
az(ug,va) = (K™t va)g, , (2.132)
b2(Qdan) = = (Qd»diV Vd)szd-

Ainsi, (2.130) et (2.132) donnent :

(2.133)

as(ug,va) + b2(pa, va) + (pa, va -na)r, = (£a,va)ay,
b2 (qq, ug) —(9d, 94)0,-

On introduit maintenant 'inconnue A = py sur I';, puis on définit les formes linéaires

et les formes bilinéaires suivantes :
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a(u,v) = ai(us,vs) +az(ug, va), (2.134)
b(v,q) = bi(vs,qs) + b2(va, qa), (2.135)
by(v,\) = (vs-ng+vy-ng Nr,, (2.136)
L(v) = (£, vs)a, + (fa,va)a,: (2.137)
G(q) = —(95 )0, — (9a> 9a)0,- (2.138)

Ainsi, les systémes (2.128) et (2.133) impliquent par sommation membre & membre :

{ a(u,v) +b(v,p) +bi(v,A) = L(v), (2.139)

b(u, q) = G(g).

La formulation faible (2.139) est une formulation faible avec un mutiplicateur de La-
grange A. Pour annuler cette inconnue A, il suffit que la forme b;(v, \) soit nulle. Pour

cela, on pose :

u, dans Q, Ds dans Q.
u= et p= (2.140)
uy dans Q4 Dd dans Qq

ol w; est la restriction de u a §; et p; est la restriction de p & €2;. Les fonctions tests

v et ¢ satisfont aussi (2.140). Alors, les formes (2.134) & (2.138) peuvent s’écrire :

a(u,v) = ai(u,v)+a(u,v),

b(v,q) = bi(v,q) +b2(v, ),
L(v) = (£v)a, + (£ v)q,
Glg) = —(9,9)a. — (9, 0)au

br(v,\) = (vs-ny+vg-ng Nr,.

On introduit ensuite les espaces fonctionnels suivant :
H:= {veH(div,Q): v, € [H'(Q,)]", v=0sur [, et v-ng = 0 sur I';} ,(2.141)
muni de la norme :

Ivie = (vEAIvI2+]divv]?)? veH, (2.142)
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et
Q=1L3Q) = {q c L*(Q) : /Qq(x)dx = o} , (2.143)

muni de la norme L? :

lal = </QIQ(SU)|2dfv>1/2, Vg € Q. (2.144)

Dans l'espace H, vy = v, sur I'; et alors v, -ng+vy-ng = v, -n,+ vy -ng sur I';. De
plus vy - ng + v, - ng = vy - (s + nyg) = 0 sur I';. Nous avons donc by(v, A\) = 0 pour

tout v € H. Ainsi, le systeme (2.139) implique :

(2.145)

{a(u,v>+b<v,p> = L(v),
b(u, q) = G(q).

Une formulation faible (sans mutiplicateurs de Lagrange) associé au probléme couplé

Stokes-Darcy s’écrit donc : trouver (u,p) € H x @ tels que :

{a(u,v)+b(v,p) = L(v) VweH , (2.146)

b(u, ) = G(g) Vge@

e Existence et ’unicité d’une solution faible.

Les formes linéaires et bilinéaires a, b, L et GG satisfont les hypothéses du théoréme de
Ladyzhenskaya-Babugka-Brezzi dés que la donnée f € [L2(Q)]N et g € L3(Q) (cf. [117,

Section 3]). On a donc le résultat suivant :

Théoréme 2.43. ([117, Section 3]) Si f € [L*(Q)]N et g € LE(Q), alors le probléeme
faible (2.146) admet une solution et une seule dans H X Q).

Remarque 2.44. Une formulation faible avec un multiplicateur de Lagrange \ ap-
partenant & lespace d’interpolation Hgéz(f‘l) a €té proposée dans [117]. On peut aussi
se référer o [65] pour une formulation faible avec deur mutiplicateurs de Lagrange sur

["interface.

Remarque 2.45. L’inégalité de Korn classique (2.118) permet de montrer la coercivité

de la forme bilinéaire a sur Z dans la norme || - || g.
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2.8 Conclusion

Nous avons rassemblé les notions et les résultats que nous avons utilisés fréquem-
ment tout au long de ce travail. Nous avons donné de bréves définitions de quelques
espaces fonctionnels, notamment, les espaces de Sobolev et quelques espaces partic-
uliers. Nous avons ensuite rappelé la définition des différentes triangulations utilisées,
c’est-a-dire, les triangulations conforme, isotrope et anisotrope. Nous avons donné de
bréves descriptions des éléments finis de Crouzeix-Raviart et de Nédélec. L’inégalité de
Korn classique a été aussi mentionnée (cf. Section 2.6). Nous avons rappelé les outils
d’analyse : les opérateurs d’interpolation de Clément, les fonctions bulles, opérateurs
d’extensions, inégalités inverses et de trace, les formules de Green. Enfin, nous avons

présenté une formulation faible sans mutiplicateurs de Lagrange sur 'interface.
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3.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous faisons une analyse d’erreur a-posteriori de type résiduel sur
une discrétisation isotrope. Nous approchons la vitesse du fluide dans €2 en utilisant
une variante de la méthode d’éléments finis [P']Y non-conformes de Crouzeix-Raviart.
La pression du fluide dans €2 est approchée dans I’espace des fonctions constantes par
morceaux. Nous établissons I'inégalité de Korn discréte sur une discrétisation isotrope
dans la sous-section 3.2.2. Nous utilisons cette inégalité pour justifier la stabilité du
probléme discret (cf. sous-section 3.2.3). Un résultat d’estimation d’erreur a-priori op-
timal est présenté dans la sous-section 3.3. Nous faisons dans la section 3.5, une analyse

d’erreur a-posteriori. La différence entre les résultats de ce chapitre et les résultats des
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papiers [15, 46, 54, 65] est que la discrétisation est non-conforme dans le domaine tout
entier. Comme conséquence, des termes additionnels sont inclus dans les indicateurs
d’erreur a-posteriori qui mesurent la non-conformité de la méthode. Afin de traiter de
facon appropriée cette non-conformité, nous avons besoin de quelques résultats tech-
niques (cf. Section 3.4). Nous établissons dans la sous-section 3.4.1, un résultat de
décomposition de Helmholtz spécial des éléments de I'espace vitesse considéré |7]. En
effet, la vitesse du fluide dans €2, est seulement H(div) et I'opérateur d’interpolation
de Clément est défini pour les fonctions appartenant a l'espace de Sobolev [H! ().
Dans la sous-section 3.4.2, nous établissons un résultat de régularité¢ de la vitesse du
fluide dans Q4 [7]. La raison est que , nous avons besoin dans les estimations d’erreur
a posteriori, la trace de la vitesse du fluide dans 2, (la vitesse du fluide dans Q, étant
seulement H(div)). Dans la sous-section 3.4.3, nous construisons un opérateur d’inter-
polation de Oswald adapté qui préserve la continuité de la vitesse du fluide a travers
I'interface [7]. Nous construisons ainsi une famille optimale d’indicateurs d’erreur a-
posteriori [7]. Ces indicateurs d’erreur sont de type résiduel et ils sont définis dans la
sous-section 3.5.1. En outre, nous démontrons la fiabilité des indicateurs dans la sous-
section 3.5.2 tandis que la propriété d’efficacité est démontrée dans la sous-section
3.5.3.

3.2 Approximation par éléments finis non-conformes

isotropes

Nous rappelons la formulation faible (2.146) de la section 2.7 : trouver (u,p) €
H x @ tels que,

a(u,v) +b(v,p) = L(v) VWweH |, (3.1)
b(u, q) = Glo) VeeqQ '
ou
= {veH(div,Q):v, € [H' ()Y, v=0sur Iy et v-ng =0 sur Iy},
Q = L}Q):= {q € L*(Q) :/q(x)d:c = } et
Q
N1
a(u,v) = 2u(D(u),D(v))q, + —; (ug 75, ve ), +p (K u,v),,
j=1 V'
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b(v,q) = —/qdiv V.
Q

3.2.1 Probléme discret

Nous discrétisons maintenant le probléme variationnel (3.1). Nous commengons par
définir les espaces d’approximations et les formes bilinéaires associées.

e Les espaces d’approximations : L’espace d’approximation pour les vitesses est

est défini via les éléments finis [P!]¥ non-conformes de Crouzeix-Raviart,

Hy, = {vi, : v € [PHD)Y VT € T, ([Vale, 1) = 0 VE € E,()
([Vh . nE]E, 1)E = 0VE € gh(Qd) U Eh(an>} . (32)

L’espace d’approximation pour les pressions est défini par :
Qn = {an € L{(Q) : qnr € P'(T) VT € Ty} . (3.3)

e Les formes bilinéaires approchées : Comme H;, ¢ H, alors nous définissons les

formes bilinéaires approchées a; et by, par :

N-1
(6]
ay(wv) = 2y (D). D)+ > P w7 )y
TeT; J=1 Vi
+ p(K 1, v)q,, Yu,ve H+H,,
et

by(v,q) = — Z (q,div v)7, Vv € H+H,,Vq € Q.

TeT

e Le probléme approché : Trouver (up,py) € Hy x Q) tels que :

{ ah(“havh) + bh(Vmph) + JISO(Uh,Vh) = L(Vh)7VVh € Hy, (3 4)

by (un, gn) = G(aqn),Yan € Qn.

Le probléme discret (3.4) est une discrétisation naturelle du probléme faible (3.1)
sauf qu’il y a un terme de pénalisation JISO(uh, vy,) qui s’ajoute. Cette forme bilinéaire

JlSO(., .) est définie par décomposition suivant les éléments de &, :

J50(u, v) = I8 (u,v) + IO (u,v) + I52 (u,v), (3.5)
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ol
i 1
Jgg(u,v) = (142p) Z —diam(E) /[U]E - [v]rds,
Eeen Q) E
; 1
iso L _
Jo, (u,v) = —diam(E) /E[U]E [V]rds et,
Ec&n(Qa)
; 1
J})Ss%(uav) = Z m/};[unE]E X [V-nE]EdS.
Eelpn(09q)

Si on pose Ap(u,v) = ap(u,v) + Jiso(u,v)7 alors le probléme discret (3.4) est

équivalent a :

{ Ap(ap, vi) +bp(vi,pn) = L(va), Vv, € Hy, (3.6)

by (up, qn) = Glaqn),Yaqn € Qp.

Remarque 3.1. Notons que le choix de ’espace d’approrimation Hj respecte bien la
régularité de u dans Q4. Ce choiz est donc plus naturel que celui introduit dans [98].

Notons également que ap, = a sur Hx H et b, = b sur H x ().

Nous sommes maintenant en mesure de définir une norme sur Hy, [98]. On pose :

1/2
N-1
Ivilln= | D WY v m lIf, + 1 v 1B, + D I div v |7 +350(v,v)
TeT; J=1 TeT
On introduit le lemme suivant :
Lemme 3.2. (c¢f. [7]) L’application || - ||n: v € H, —|| v ||n€ Ry est une norme sur

H,,.

Preuve. Les propriétés d’homogénéité et d’inégalité triangulaire son triviales.

Soit maintenant v € Hy, tel que || v ||,= 0. Alors

(

V|11 = 0 VT € T,
(s(vs) - 75, 75(Vs) - Ti)r, = 0 Vi=1,...,N—1,
v [la, 0, (3.7)
| div v ||z 0 VT € T¢,
L Jiso(v, V) = 0
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Ce qui implique que :

(

g—; = 0 sur chaque T € T} Vi,j=1,...,N |
vs(vs) - =0 sur ['; Vi=1,...,N—1 |,
v = 0  presque partout dans €y |, (3.8)
[zvz = 0 VE € EL(QN)UEL(Q)
\ Jplv-ngl = 0 VE € E,(0Q)

L’égalité (3.8); implique que v est une constante vectorielle C3. pour tout 7' € T3.

Ainsi les conditions (3.8); et (3.8)4 impliquent en particulier le systéme :

\% = C7 VI e Ty :
\E|Cs - 0 VE € &4(T, N 7T) , (3.9)
|E|{C;—C5} = 0 VE€&(Q)/0TNoT" =E

Comme |E| # 0, alors les égalités (3.9)3 et (3.9)2 impliquent respectivement que le
vecteur constant C7. est la méme sur chaque 7' et est nulle dans chaque 7' € J3. D’otl
v = 0 dans (),.

Les égalités (3.8)5 et (3.8)5 impliquent le systéme :

Ys(vs) - = 0 surI'; , Vj=1,....N—1 , (3.10)
vs(vs) m = 0 sur I'7. '
Le systéme (3.10) implique que 74(vs) est nulle sur I';. En conclusion, on a,
v = 0 dans Qs,
v = 0 dans Qq, (3.11)
15(vs) = 0 sur I;.

Ainsi, v = 0 dans (Q et le lemme est complétement démontré. m
Nous donnons a présent la relation d’orthogonalité de Galerkin qui joue un role
important dans la majoration d’erreur a-posteriori.

Lemme 3.3. (Orthogonalité au sens de Galerkin [7]) L’erreur (e,€) satisfait la rela-

tion d’orthogonalité suivante :

21 Z (D(e), D Z 5/—_ es - 7j, s - i), + (K e, v)g, — Z (e, divv)r

TETS TET,
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— Z (q, dive) — Jiso(uh, v) =0,Yve HN H,,Vq € Qy,

TeT

Preuve. La preuve est immeédiate : il suffit de soustraire (3.4) de (2.146). =

3.2.2 Inégalité de Korn discréte sur une discrétisation isotrope

Pour démontrer la coercivité de la forme bilinéaire A;, dans la norme || - ||, nous
avons besoin de I'inégalité de Korn discréte. En effet, pour les méthodes d’approxima-
tions H' non-conformes, I'inégalité de Korn classique est inadéquate.

Rappelons le résultat suivant énoncé dans la sous-section 2.6.

Lemme 3.4. ([35]) Soit ¢ une semi-norme satisfaisant les conditions (2.110) et
(2.111) ci-dessus (cf. sous-section 2.6). Alors linégalité de Korn classique (2.106)

implique 'inégalité :
vl < Ok (| D(v) || +¢(v)), Yo [H(K)]Y. (3.12)

L’objectif de la présente sous-section, est de démontrer I'analogue de (3.12) pour les
fonctions vectorielles affines par morceaux et [H']Y par morceaux. Nous considérons
une discrétisation isotrope.

Soit T3 une triangulation sur K. Nous introduisons les espaces discrets suivants :

Vg, = {V c [LAH(K)N Vir = Vr € [PY(T)]N, VT € ‘Th} ,
Wy, = {welH (K" : wr=wp e [P(T)V,VT €T} = [H(K,T,)".

h

Pour v € V5, , on pose :

Fy(s) = —— % va(s),¥s € Nu(K), (3.13)

’Xs‘ TEXs

ol Y, est 'ensemble des éléments du maillage ayant s comme sommet.

Lemme 3.5. (/35]) Si la triangulation T), sur K satisfait I’Hypothese 2.21, alors la
fonction F' est bien définie de Vi, dans Wi, .

Preuve. Considérons v € Vg, puis posons w = F'v. Montrons que w existe et
est unique dans Ws, . Par (3.13), wr existe et est bien unique dans [P*(T)]" puisque
wr(s) est bien connu en chaque sommet s € N(7T).

Il reste maintenant a montrer la continuité de w & travers les interfaces du maillage.
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Soient donc T et T, deux éléments du maillage partageant une aréte/face interne
E (PHypothése 2.21 étant satisfaite). Alors wr, (s;) = wry(s;), i = 1,..., N, ou les s;
sont les sommets de . D’ott wy, = wr, sur E. Ainsi grace au théoréme de recollement

d’espace de Sobolev (i.e. Théoréme 2.5), la fonction w définie par :

T
W= { WS (3.14)

wr, sur 1s,

appartient a [H'(T; UT,)]". De proche en proche, nous recouvrons K. m

Le lemme suivant donne ’estimation de base pour 'opérateur F' :

Lemme 3.6. ( [95, Lemme 2.1]) Soit T), une triangulation sur K satisfaisant |’Hy-
pothése 2.21 et I’Hypothése 2.23. Alors, l'opérateur F' satisfait [’estimation :

|(vr — Fv)(s)[an < Z [V e(s)|zn, YVE Va,, VT €Ty et Vs € N(T),  (3.15)

Ecés
ot € est l'ensemble de toutes les arétes (ou faces) du maillage ayant s comme sommet.

Preuve. Soit v € Vi,, T € T, et s € N(T). On a au vu de la définition (3.13) de
I'opérateur F' et du Lemme 3.5 ('Hypothése 2.21 étant satisfaite), les égalités :

(v —Fv)(s) = vp(s)— Fv(s) =vr(s

Si T’ € xs, alors grace a 'Hypothése 2.23, il existe un nombre fini de mailles 171, ..., T},
dans x; tellesque : 11 =T, T, =T" et 0T, NITj41 = Ej, pour tous j =1,...,m — 1.

Alinsi,

vr(s) = vp(s) = vr(s) —vr,(s)
= (VT1<S) — V1, (3)) + (VT2<S) - VTB(S))
+ et (VT]' (8) - VTj+1(S)) + VTV?L71<S) - VTm(S)'

Meéthode d’éléments finis et Analyse d’ a-posteriori. HOUEDANOU Koffi Wilfrid © URPM/IMSP 2015
wilfrid.houedanou@imsp-uac.org




Approximation par éléments finis non-conformes isotropes 78

Par conséquent,

m—1
vr(s) — v (s)|pn = v, (8) — v, ()
j=1 RN
m—1
< |vr,(s) — vr o >
j=1

soit,

vr(s) — v (s) R Z\ (5o
Z| (5) |3 -

Eeés

Finallement, l'estimation (3.15) du lemme tient grace a 'Hypothése 2.23. m
Nous pouvons maintenant prouver l'inégalité de Korn discréte pour les fonctions

dans Vi, sur une discrétisation isotrope [35].

Lemme 3.7. ([35, Lemme 2.2]) Soit {T}n>0, une famille réguliére de triangulations
sur K satisfaisant ’Hypothése 2.21 et ’Hypothése 2.23 et, telle que hy ~ diam(E),
VT € xs, VE € &, et s € N(K) ; soit ¢ : [HY(K,T,)]N — R, une semi-norme telle
que les conditions (2.110) et (2.111) soient satisfaites. On suppose, de plus que,

o= Fo)P < Y diam(E)V? Y [[d]n(s) |- (3.16)

Ecéy(K) SEN(E)

Alors, on a l'estimation suivante :

W ey Sl D (0) [ HO() P+ DY diam(EYN Y [[o]s(s)lin (3.17)
Begy(K) seN(E)
Vv e V‘J’h,
otU
1/2
|V (e = (Z I’UI?,T> : (3.18)
TeTy
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Preuve. Soit v € V5, . On a en utilisant I'inégalité (2.113) et la définition de ¢ :

< fv— FV|§{1(K,%) + |FV|%I1(K)
S I DEV) 1% H6(FV)? + v — Fvlfn g,
S D, (v) i H(o(W)? + (6(v = Fv))? + [v = Fv[fn kg,

|V|12LII(K,‘Ih)

Grace a la condition (3.16), on a :

Vs, < 1D () [k +He(v)* +
+ ) diam(E)Y7? Y We(s)P + [V = FV[E )

Ee&n(K) SEN(E)

Il reste maintenant a estimer le terme |v — Fv\fql(K%). En utilisant les inégalités

inverses standard [48, 89], on a :

v—Fviir S 7" frwen x| det (Jr)| x [v = Fv|i g, et (3.19)
T
| det (Jr)] —. (3.20)
T
Donc,
v—Fvliz < 1 Jp" fwew XIT| % [v = FV[; 7. (3.21)

Rappelons que [48, 89] :

h
| Jot |gasn < . (3.22)
Alinsi,
T -
|v — FV‘%T < Q X |v — FV‘%T. (3.23)

T

Nous distinguons ici deux cas :

e Cas 1 (Dimension N =2). On a, |T| = basex glauteur < h2 et done,

N —
v—Fvlis S (p_z) X |v— FV|3T. (3.24)

Comme vy — Fv € [PYT)]Y, donc I'équivalence des normes dans les espaces de di-
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mension finie entraine :

N () S [(vr = Fv)(s) . (325

seN(T)
e Cas 2 ( Dimension N = 3). On a, |T| = aire de bage xhauteur % et donc,
v—Fvliy S hrx (-) D (e = Fv)(s) [ (3.26)
pr SEN(T)

Nous pouvons donc écrire en dimension N = 2 ou 3, I'estimation :

~Y
seN(T

v—Fvliz S ()7 x (or) % |(vr = Fv)(s) - (3.27)
(1)

Nous voyons clairement que le second membre de I'inégalité (3.27) fait intervenir 'ap-
platissement de T'. Ainsi, sous I'hypothése de régularité du maillage (Définition 2.12),
inégalité (3.27) devient :

v—Fv[ir < Cloo)(hr)" 2 x Y |(ve = Fv)(s)|in. (3.28)
seN(T)

De I'hypothése : hy ~ diam(E), VT € x,, VE € &, et s € N(K), I'inégalité (3.28)
conduit a l'estimé (3.29) :

v—Fv[i; < Clog) x (diam(E)N " x Y |(vp — Fv)(s)|in.  (3.29)
seN(T)

Le lemme est donc complétement démontré. m
Nous définissons maintenant sur chaque T' € Tj, un opérateur d’interpolation Il

de [HY(T)]Y dans RM(T) ('espace des mouvements rigides restreint a 7' ) par les

conditions suivantes :

/ (v — Hgpv) = 0 WvelH (DY, (3.30)
T RN
/rot(v — ) = 0 Wel[H ()", (3.31)
T RN
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ou 'on rappelle que :

(3.32)

/T rot(v — Ilrv)

B { UT rot(v — HTV)‘R3 si N =3,

RN | [y rot(v — II7v)| si N =2

Ces conditions déterminent I parce qu’on a [35] :

/T mdzx /T rot(m)dz

Lemme 3.8. ([35, Section 3]) L’opérateur Il satisfait les estimations :

RN

(m € RM(T) et

= 0) <~ m=0. (3.33)
RN

I V(v —Tpv) [

| v—Tlrv|r

I D(v — T7v) [l=]| D(v) ||z, (3.34)

S
< hr || V(v—T7o) ||z . (3.35)

Soit IT : [HY(K,T3)]Y — Vs,, Papplication de [H'(K,J})] dans I'espace des

champs de vecteurs affines par morceaux Vi, défini par :
(IIv)jp = Ilpvy, VT €T, (3.36)
Nous pouvons a présent énoncer I'inégalité de Korn discréte pour les fonctions dans

[HY(K,T3,)]Y sur une discrétisation isotrope |35, Théoréme 3.1|.

Théoréme 3.9. ([/35, Théoréeme 3.1]) Soit {Tp}n=0 une famille réguliére de triangu-
lations sur K satisfaisant les Hypothéses 2.21 et 2.23 et, telle que hy ~ diam(E),
VT € xs, VE € &, et s € N(K) ; soit ¢ : [HY(K,T,)]N — R, une semi-norme telle
que les conditions (2.110), (2.111) et (3.16) soient satisfaites et, en plus, la condition :

¢(v—Tv) < [ Dy, (v) |k, Yo [H (K Ty, (3.37)

ot I : [HYK,Ty)|N — Vi, est défini par (3.36). Alors, nous avons lestimation
sutvante pour tout v € [H (K, Tp)N -

i amy S [ 1D, (0) 1% +(@(0)* + Y (diam(E)™" || Helv]s |3 | . (3.38)

Ee&(K)

avee g, la projection orthogonale de [L*(E)|N dans [P*(E)]N.

On pourra se référer a [35] pour des exemples de semi-normes ¢ satisfaisant les
conditions (2.110), (2.111), (3.16) et (3.37).
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3.2.3 Existence et 'unicité d’une solution du probléme discret
Nous pouvons maintenant prouver l'existence et 'unicité d’une solution du prob-

léme discret (3.6).

Continuité des formes discrétes

Lemme 3.10. (/98]) Les estimations suivantes tiennent :

[L(va)] < [ on I, VYovn € Hy+ H, (3.39)
Gan) S llanll, Van € Qn, (3.40)
|An(uns vn)| S wn lln X N on llns Y, vn € Hy + H, (3.41)
1bn(vh,an)| S Ml on lln < ([ gn[l, Von € Hy + H, Vg, € Q. (3.42)

Preuve. Ces estimations suivent immédiatement I'inégalité de Holder. m

Coercivité de la forme bilinéaire A,

Nous introduisons ici 'espace discret :
Zh = {Vh — Hh . bh(Vh,qh) = quh I~ Qh} . (343)

Lemme 3.11. (/7]) Si v, € Z,, alors div v, = 0 pour chaque T € Ty,

Preuve. Soit vj, € Zj;. Alors par définition de 'espace Hy, vy, € [P'(T)]V, et
done, div (vur) € P)(T), VT € Ty Posons g, = div vy, sur T. Comme ¢, € L*(Q2) C

LY(Q) (2 étant borné), il reste a prouver que / qn = 0.

Q
/ dhn / div Vp
Q Q
/ n-vy
o0

Eeg(:am /E g vile
/E g - vile

>
/E g Vil

EEE}L(Qj)
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D’ou, via les propriétés de 'espace discret Hy, il en resort que :

/Q an = 0. (3.44)

Ainsi, balan va) = = > [ div va [[7=0.

TeT,

Le lemme est donc démontré. m

Nous montrons & présent la coercivité de la forme bilinéaire A, sur Zj,.

Lemme 3.12. (/7] Coercivité discréte) Soit {T,}n~o une famille réguliére de tri-
angulations sur Q satisfaisant les Hypothéses 2.21 a 2.23. Alors la forme bilinéaire
discrete Ay est élliptique sur Zy,, c’est-a-dire vérifie ['estimation :

Ah(vh, ’Uh) > || Vp, ||i, Y, € Z,. (345)

~Y

Preuve. Soit v, € Z;,. On a :

N-1
_ e
An(viovi) = 2> (I D(va) (|7 +p(K ™ va, via, + > — v - 75 (17,

TeT; j=1

+ I (Vi Vi) + 350 (Vi Vi) + o0 (Vi Vi)

Considérons la semi-norme ¢3 définie par,

ds(vi) = | /Trotvh , (ici N =1o0u N =3). (3.46)

TeT; RN

Rappelons que la semi-norme ¢3 satisfait les conditions (2.110), (2.111), (3.16) et
(3.37) (cf. [35]). Rappelons également que le rotationnel rot(vy,) de v;, est une fonction
scalaire constante (N = 2) et une fonction vectorielle constante (N = 3) sur chaque
T. On a, en utilisant 'inégalité de Young (2.105) et la formule de Green (2.96) :

¢3 (Vh> = / I‘Och
Qs RN
= / V= (vh)
Qs RN
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+

/S Y+ (Vh) . /FI V- (Vi)

< vl + / e (V)L -
T 'y

RN

e Estimons Z / |7 (Vi) |gy (N =1o0u N = 3). On a par 'inégalité de Cauchy-

Eeép(Ts
Schwarz :
> [k € 5 {( L) <]
Eecé&(Ty) Eeén(T
1/2
< Z {diam(E)1/2>< (/ \%(Vh)ﬁw) xdiam(E)}
Eeé&y(Ts) B
1/2
< > diam(E)™! / IS x| Y diam(E)?
Eeen(Ts) E E€gy(Ts)
Par ailleurs,
1/2
> diam(E)? < 1, (3.47)
EESh(Fb)
Donc,
1/2
> / tedler 5 | 3 diam(B)! [ (e ] . (@49
Ec&y(T Beéy(Ts) E
D’ou,

Z /|’YT(Vh)’RN S <JlsO<Vh,Vh)>1/2. (3.49)

EES}I(FS) B

e Estimons maintenant Z / Y7 (Vi) |gwy- On a par Cauchy-Schwarz :
EEEI»(FI) E

1/2
mvhmiw) < D72

Z /|%Vh|RN < (

Ece, Iy
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,S ah(vh, Vh)l/Q.

Avec ces deux estimés, on a ’estimation :

(¢3(vh))2 S JQ+ (Vh, Vh) + ah(vh, Vh) (350)
Alinsi,

J§°<vh,vh>+ah(vh,vh + Y IDEA) 7 2 D D) 17 +(ds(va)* +

TeTF TeTF

+ J;ZS;?(V}Z, Vh)-

On applique alors I'inégalité de Korn discréte du Théoréme 3.9 au second membre de

cette inégalité pour avoir :

Jm (Vo vi) +an(vi, vi) + Y ID) F 2 Y V) 7. (3.51)

TET; TET;

D’ou,

IOwn, vi) +an(vi, vi) + > 1DV 17 2 D 1 Vva) 17 +35°(va, va),

TeTS TeTs
soit,
A > V 2 JiSO 3 52
WV Vi) 2 IV (Vi) l7 +377(Vh, vi). (3.52)
TeT:
Par ailleurs,
N-1
An(Vi, Vi) Z I ve-7 17, (3.53)
Jj=
An(Visvn) = (v lI3, - (3.54)

Les estimés (3.52), (3.53) et (3.54), et le Lemme 3.11 conduisent & I'estimé du lemme.
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Condition inf-sup de la forme bilinéaire b,

Nous montrons ici la condition inf-sup de la forme bilinéaire bj, sur H, x (J;. Mais

avant, nous introduisons l'espace :
W = {veH: vg, € [H'(Q)]"}. (3.55)

Nous définissons ensuite 'opérateur d’interpolation de Crouzeix-Raviart

r, : W — H,, par :

/(rhv)sds = /VSdS7VE € (), ¥v e W, (3.56)
E E

/ (rav)ads = / vads, VE € E(), ¥v € W, (3.57)
E E

Lemme 3.13. (/98]) L’opérateur d’interpolation 1, est borné, c¢’est-a-dire :

[ ool S

~J

(o2, + | v]2,)"* Voew (3.58)

La constante dépend de og, v et N.

Lemme 3.14. (/7] Condition inf-sup discréte) Soit {T,}r~o une famille réguliére
de triangulations sur Q satisfaisant les Hypothéses 2.21 et 2.22. Alors, la forme bil-

inéaire by, satisfait la condition inf-sup uniforme sur Hy X Q)p,, c¢’est-a-dire :

by, (vn, )

1. 3.59
o In x Tl (3.59)

inf sup
qnE€Qn v, €Hy,

Preuve. On utilise 'argument de Fortin, i.e. pour tout ¢, € @, nous allons

associer un vy, € H;, tel que :

by(Visan) =l an 1§ et (| valle S llanlle-

Soit donc ¢, € Qn C Q. Alors de |67, Corollaire 2.4, Page 24|, il existe une fonction
vectorielle v € [H} (Q)]V telle que :

divv = —gqp, dans Q2
N I (3.60)
[vie = lala-
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[H ()N € W, donc v € W. On prend v, = r,v € Hy, et on a :

by(Vv —rpv,qn) = — Z / grndiv (v —rpv),
T

TeTy,

= - Z/BTQhﬂT'(V—ThV)

TeTy,

= — Z /th’lE‘(V—T’hV)

E
Eeen ()

— Z / gug - (v —1pv)
Eegh(ﬁd) B
= 0 ( d’aprés les identités (3.56) et (3.57)).

D’ou, by(v,qn) = bp(rav,qn).

Ainsi, en utilisant le systéme (3.60), on a :

b (ruv, an) = —/ ardiv(v) =ll @ I 2 v llex ol (3.61)
Q

Par ailleurs,
[ vi o=l rav i S v lhe- (3.62)
De (3.61) et (3.62), on déduit que :

bu(rav,an) 2 || va lln X || g |, Van € Q. (3.63)

Et la condition inf-sup (3.59) suit. m

Théoréme 3.15. ([7]) Soit {T,}ns0 une famille réqulicre de triangulations sur Q
satisfaisant les Hypotheses 2.21 & 2.23. Alors, le probleme discret (3.4) admet une

solution et une seule dans Hjy X Q.

Preuve. Le résultat découle directement des Lemmes 3.10, 3.12 et 3.14. =

3.3 Estimation d’erreur a-priori

Lemme 3.16. (Strang [98]) Soit (u,p) l'unique solution du probléme faible (2.146).

Soit {Th}nso une famille réguliere de triangulations sur Q satisfaisant les Hypothéses
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2.21 a 2.23. Soit (up,pp) Vunique solution du probléeme discret (3.4). Alors, on a

lestimation suivante :
lelln+llell S inf [[u—wv|n+ inf [|p—gqnl +Min+ Map. (3.64)
v, €H), an€Qn

ot My, et Msy, sont des termes d’erreur de consistance définis par :

| Ap(u, vi,) + br(vh, p) — (f, vn)al

My, = sup : (3.65)
v, €Hy, H Up Hh
b
My = sup |2 ®) T (9 an)al (3.66)
qnEQR H dh ”

Notons que by(u, gx) = b(u,qr) = —(g, qn)a et donc May, = 0.

Lemme 3.17. (/98] Estimation d’erreur d’interpolation ) Soit (w,p) ['unique so-
lution du probléeme faible (2.146). Soit {Tp}nso une famille réquliere de triangula-
tions sur Q satisfaisant ’Hypothése 2.21 et I’Hypothése 2.22. On suppose que : Uy €
[H?(Q)]N, uq € [H2(Qa)]N, ps € H(Qs) et pa € H'(Q4). Alors,

inf || u— vy ||h 5 h (|’U,|2’s + |’U,|27d) , (367)
v, €Hy,
inf [[p—anll < h(lpls+ Iplia)- (3.68)
thQh

Lemme 3.18. (/7] Consistance) On suppose que les hypothéses du Lemme 3.17 sont

satisfaites. Alors, nous avons 'estimation suivante :

My, < h(Julas + |phs + P

1,d) - (3.69)

Preuve. Considérons le terme Ap(u,vy) + by(vp,p) — (f,vy)q. L'hypothése de
régularité de u implique que J**°(u,v;) = 0 et donc A, (u,v,) = ax(u, vy), Vv, € Hy,.

Alinsi, en intégrant par partie, on a les égalités suivantes :

—(Eva)a = —(fvi)a, — (£ vi)o,
= (2pdiv D(u) = Vp,va)g, — (1K™ 'u+ Vp,va) .
= 2u(div D(u),vi)g, — (Vp,vi)g, — i (K’lu,vh)Qd — (Vp,vi)g,

= Z {2/~L (div ]D)(U),Vh)T —(Vp,vi)r } +

TeT;
—1
+ E {,LL (K u, Vh)T - (Vpu Vh)T }
TeTd
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= > { - 20D D))r + 2 (g D), Vi) + (0. div Vi) = (Vi mr,p)yr |

+ Z { — (K’lu,vh)T + (p,div vi)p — (Vi -1, D) o }

= — Z2M(D(u),D(vh))T + (K- th) — (P, V- Vi)gq

TET;
+ Z {QM(HT -D(u), vi)or — (Vi -0z, p)or } - Z (Vi -7, plor
TeT; TeT
N-1 Lo
= —ay(u,vy) + —’;(Us Tj Vi - Tj)r; — bp(a,vy)
j=1 V7
+ 2u Z (ng - D(u), [vile)g — Z ([va - ngle, pa)g
Ec&n () E€&n(Qa)UER(0820)
- Z (Vi g, pslp)g
Ee&n(QY)
Posons :
N-1 o
Ry = 1(us'Tj7Vh,s'Tj)F ;
Jj=1V P I
Ry = 2p Z (np - D(u), [vilr)g
Ee&, ()
Ry = Z (Vi - ngle, pd)p
Eeln(Qq)UER(0924)
Ry = > (vi-ngple)g
EBeen(F)

Alors Ap(u,vy) + bp(vp,p) — (£, viy)ao = Ry + Ry + Rs + Ry. 1l reste donc a majorer
les termes R; (i =1,...,4).
e Majoration de R;.

N— 1/2 1/2
R < Z ( ruw\?) ( |vh,s~rj|2>
-1 ] I'r

—1

1/2
( [ e m?)
I,

< — | h X .
< max ( f) It vl

N
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Afin de majorer les trois autres termes, on introduit 'opérateur de projection Ilg :
L*(E) — PY(E) tel que,

/HE’U = /U,VE € & (3.70)
E E
L’opérateur Iz a la propriété [98] :

|v—Tgv |z < hlP|vlir, Yo € HY(T),VE € &(T). (3.71)

Pour v = (vy,...,vy) € [L2(E)]Y, nous notons [gv € [P°(E)]Y tel que :

(I_IE’V)Z = HE’UZ‘, 1= 1,...,N, (372)
avec l'estimation :
|v—Tgv e < bVl Y e HY(T)N. (3.73)

e Majoration de Ry : np - D(u)|p € [L*(E)]", donc p(ng - D(u)) € PY(E)V.

/EHE(nE-]D)(u))-[vh]E - HE(nE-]D)(u))/[vh]E:O. (3.74)

E

Donc,

/EnE-Mquh]E = /E<nE-D<u>—HE<nE-D<u>>~[vh]E
/E (I - Ig)(np - D(w)) - [va]s

| (I = g)(ng) - D(w) |z x || g *vale s

heD)|ir x hs? || vale ||s -

S
S

D’ou en sommant sur les E € €,(27), on obtient :

|Ra] < hlulasx || v |ln - (3.75)

~Y

e Majoration de R3 et R4 : Par la méme technique, on montre que,

[Rs| S h(lphs +[plua) < I va s,
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(Rl S h(lplia) < I vn lln -

Théoréme 3.19. (/7] Convergence) Soit (u,p) l'unique solution du probléme faible
(2.146). Soit {Ty}uso une famille régulicre de triangulations sur Q0 satisfaisant les
Hypothéses 2.21 a 2.23. Soit (up, pr), U'unique solution du probléme discret (3.4). Si
us € [H2(Q)]N,ug € [H*(Qa)]V,ps € HYQs) et pa € H(Qq), alors Uestimation

d’erreur a-priori sutvante tient :

lu—wnln+lp—pull S h(lus|los + |walza + ps|is + |palia) - (3.76)

Preuve. La preuve provient directement des Lemmes (3.16), (3.17) et (3.18). m

3.4 Quelques résultats techniques

Nous rappelons d’abord dans cette section, les résultats d’analyse fonctionnelle que
nous utilisons pour établir les résultats techniques. Ces résultats techniques facilitent
le processus d’obtention des estimateurs d’erreur a-posteriori.

Nous commengons par le théoréme suivant :

Théoréme 3.20. ([69, Page 55-56]) Si la frontiere 0K =T'; UTy C R? est suffisam-
ment réquliére, alors Uapplication uw — (f1, f2), ot f1 = Youpr, €t f2 = your, est une
application linéaire continue de H'(K) dans le sous-espace de HY?(I'y) x H'Y?(Ty)

défini par la condition :

o

g ) _ fr(— 2
/ | Filz(0)) = filz;(=0))] do < oo, k,j€{1,2} avec j # k. (3.77)
0
d est un réel strictement positif défini dans le Lemme 1.5.1.9 de [69, Page 59/, o est
Uopérateur trace dans H'(K) et z;(c) € Ty pour j # k et xj(—0c) € T;.

Remarque 3.21. Un résultat similaire au Théoréme 3.20 est établi dans la section 2
de [68] pour N = 3, lorsque la frontiére OK est polyédrale et K situé d’un seul coté de

sa frontiere.

On introduit les espaces suivants :
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Ho(AP", Q) = {v € Hy(Q), Ay € L* ()},

Ho(AN Q) = {v € H' (), Ay € L*(Qq) et Vi -n =0 sur 094},
Xav = {¢ € H(rot,Q,) N H(div,y), ¥ x n =0 sur 09},
Hiyy = {¢ € H(rot,Qy) N H(div,Q,), ¥ -n =0 sur 0Q,},
Hyy = Xav N[H Q) et Hyr = Xgr N [H(Q))°.

Le second résultat d’analyse fonctionnel dont nous aurons besoin est le suivant :

Théoréme 3.22. ([50, Page 8]) Si le domaine Q, est suffisamment régulié, alors :
1. pour tout complément fermé Kp;, de H?*(Qq) N HE () dans Ho(AP™ Qy), nous

avons :
Xav = Hany © VKpiy; (3.78)

2. pour tout complément fermé Ky, de H*(Qq)NHo(AN Qy) dans Ho( AN, Qy),

nous avons :
Xar = Har & VK ey (3.79)
Soient & présent les espaces fonctionnels :

E = {ve[Hj(Q)]", V-v=0dans Q}, (3.80)
F = {veH(div,Q;), v.n=0sur d0Q, et V-v=0dans Q}. (3.81)

Il est prouvé dans [67, Page 44| que les espaces E et F admettent la décomposition

suivante :
[H} Q)Y =E @ E" et [L2(Q)]Y = F @ F, (3.82)

oit E* est I'orthogonal de E pour le produit scalaire (Vu, Vv)q,» Yu,v € [Hg(Qq)]N
et F*- est I'orthogonal de F pour le produit scalaire (u, V)g, +(V-u,V-v),
YVu,v € H(div, Q).

Le dernier résultat d’analyse que nous rappelons est donné par le théoréme :

Théoréme 3.23. (/67])
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1. [67, Page 2/ | : L’opérateur gradient est un isomorphisme de L2(§)y) dans
E'={Ye[H ()", (Y,v)=0,Vve E }.

2. [67, Page 24] : L opérateur divergence est un isomorphisme de E- dans L3(Qy).

3. [67, Page 40] : En dimension N = 2, l'opérateur rotationnel (rot) est un iso-
morphisme de {v € H*(Qq), vqv = 0 sur 02} dans F.

4. [67, Page 48] : Soit v une fonction de [L*(Qq)]? satisfaisant la condition div v=

0 dans g, alors il existe une fonction vectorielle 1 € H(rot, Q) telle que,
v = rot 1, (3.83)
avec les conditions aux bords,

Y x n=0 sur )y et -n=0. (3.84)
004

3.4.1 Décomposition de Helmholtz

Dans cette sous-section, nous établissons un résultat de décomposition de Helmholtz
pour les fonctions vectorielles appartenant a 'espace des vitesses H défini en (2.141)
ci-dessus.

On rappelle 'espace H
H:={ve H(div;Q): vjo, € [H'(Q)]", v=0sur Iy et v-ny, =0 sur [';} (3.85)
avec la norme :
[vils = (VR IvIE+ T divv 37 wer (3.586)
Théoréme 3.24. ([7]) Chaque fonction v € H admet la décomposition :
v= vy + vy, (3.87)

ot vy, v € H mais satisfaisant vy € [HY(Q)]V,

0 dans g,
v = (3.88)
rot v dans (g,
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ot € HY}(Qq) si N =2 et ¢ € [H(Qq)]? N Hy(rot, Q) si N = 3, avec lestimé :
lvollue + [[¥ll10, S llvlle- (3.89)

Preuve. Fixons v € H. Alors par définition de V'espace H, vio, € [Hyp (Qs)]" et
vev € [HY2(89,)]N avec v,v = 0 sur I',. Ainsi y,v € [Hz(T)]V.
Comme (7,v,0) € [H2(T))]N x [HY2(I'y)]Y, alors selon le Théoréme 3.20 si N = 2 et

la section 2 de [68] si N = 3, nous pouvons considérer un relévement Ryv € [H*(Qq)]Y

tel que,
Rov = ~yvsur Iy,
Yadto v I (3.90)
YeRov = Osur Iy,
satisfaisant ’estimé,
1Bovlie S Ievllgye, S IVl (3.91)

ol 7, est Popérateur trace dans H'(€);), [ = s,d. Donc la fonction v — Ryv appartient
a H(div, ). La propriété (3.90) entraine,

(v — Rov) -ng = 0 sur 09y, (3.92)

qui implique, par formule de divergence :
/ div (v—Rpv) = 0. (3.93)
Qq

Ainsi, par le Théoréme 3.23 ( Point 2), il existe une unique fonction wq € [Ha(Qq)]Y

telle que,
divwy = div (v — Ryv) dans §, (3.94)
avec l'estimé,
[wollro, S [ldiv (v = Rov)llq,. (3.99)
Soit maintenant w = wy + Rov. Comme wq € [H}(Q4)]Y et Rov € [H1(924)]Y, donc

w e [HY(Qq)]V.
e De (3.94), on déduit que div w = div v dans €.
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e Comme wy € [H(Q)]V, alors de (3.90);, on déduit que, ygw = ~,v sur I'; et de

(3.90)2, on déduit que vgw = 0 sur I'y. Ainsi la fonction w vérifie les propriétés :

div w = div v dans
VaW = VsV sur
YaW = 0 sur

Qd 3
r, (3.96)
Iy

De plus, des estimés (3.91) et (3.95), on déduit les estimés :

| wo ll10. + I Rov |10,

I e, S
S v (v = Rov) fla, + |l
S

NG

(3.97)
Rov |10 (3.98)
(3.99)

De (3.92), et du faite que ygwo = 0 sur 9€)y, on déduit que, v — w € Hy(div, Q) et

div (v — w) = 0 dans Q4. Donc, si N = 2, par le Théor
une fonction unique ¥ € HJ () telle que,

rotyy = v —w dans (),
avec l'estimé,

¢ llhe, S ITv=wla,-

Par Pestimé (3.99), on déduit l'estimé,

19 ey < Ve

éme 3.23 (Point 3), il existe

(3.100)

(3.101)

(3.102)

Nous montrons maintenant des résultats similaire si N = 3. Nous utilisons premiére-
ment le Théoréme 3.23 (Point 4), pour obtenir, ¢y € H(div,$,) N Hy(rot, ;) ( avec

divergence nulle dans (), telle que,

rotyy = v —w dans Qy, (3.103)
avec 'estimé,

[Yollmowot.an S IV — wlla,- (3.104)
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En appliquant le Théoréme 3.22 (Point 1), nous aboutissons a :
Yo = i+ Vo dans Q, (3.105)
avec 1 € H' ()3 N Ho(rot, Qy) et ® € HI(Sy,) satisfaisant I'estimation,

[ll1.04 + [1©

19, S ||@/)0||H0(rot,ﬂd). (3.106)

[’estimation (3.106), avec (3.104) conduisent & (3.101) et donc a (3.102), tandis que
I'identité (3.100) tient encore, puisque, roty) = rotiyy. Maintenant si nous revenons a

(3.100), nous avons montré que,
v = w + rotiy dans Q. (3.107)
Par le faite que ¢ € H}(Qq) si N = 2 et 1) € Hy(rot,Qy) si N = 3, nous avons aussi
roty -n =0 sur ['. (3.108)

On définit alors vy par (5.24) et vq par,

v dans €,
vy = (3.109)
w dans €.

Nous obtenons la décomposition (5.23) due a (3.107). Par (3.96), nous déduisons que
vo appartient a [H}(Q)]Y N H, tandis que (3.108) et la régularité de ¢ conduisent &
vy € H. Finallement, I’estimé (5.25) provient directement de (3.99) et (3.102). =

Remarque 3.25. Le résultat de décomposition de Helmholtz du Théoreme 3.24 est
spécial. Il est différent des résultats de décomposition de Helmholtz utilisés dans les
papiers [15, ]6, 5/, 65] pour construire des estimateurs d’erreur a-posteriori fiables et
efficaces. En effet, la fonction vectorielle vy par exemple, n’est pas nécessairement le

gradient d’un champ scalaire.

3.4.2 Résultat de régularité

Nous établissons dans cette section un résultat de régularité de la vitesse du fluide
dans ;. En effet, la vitesse du fluide dans €, est seulement H(div) et nous avons

besoin dans notre analyse d’erreur a posteriori sa trace dans €.
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Théoréme 3.26. ([7]) Soit (u,p) € HxQ, lunique solution du probléme variationnel
(2.146). Si f€ H(rot, Q) et K € [CO(Q)]VN, alors il existe un réel € > 0 tel que

o, € [H3(Qq)]".

Preuve. Supposons donc que f € H(rot, Q) et K € [C%H(Qq)]V*N. Le systéme
(1.3) implique que

pK'u+Vp=f dans (3.110)

et
divu=g dans Qy, avec g € L*(1Q).

Définissons une fonction vectorielle v par,
1 1
v:=K"'u=—(f-Vp) dans Q (3.111)
!

On a rot(Vp) = 0, et donc rot(K~'u) = l%rot(f) dans Q4. Puisque f € H(rot, ),

alors :
rot(v) € L*(Qy) si N = 2, et rot(v) € [L*(Q4)]* si N = 3.

Par ailleurs, Kv = u € H(div, ), donc div (Kv) € L?(), avec les conditions aux
bords,

(Kv)-ng; = 0surly, (3.112)
v e [H2(TN. (3.113)

Ainsi, en utilisant le relévement Rov € [H'(Q4)]Y comme dans le Théoréme 3.24 ci-

dessus, nous déduisons que vo = v — Ryv satisfait les propriétés,

rot(vo) € L*(Qq), si N =2 et rot(vp) € [L*(Q)]?, si N =3, avec div (Kvy) € L*(Qy).

(Kvp) -ng = (v — Ryv) - ng = 0 sur 09. (3.114)

En appliquant le Théoréme 3.22 (Point 1) ci-dessus (on pourra aussi consulter

[51, Théoréme 3.5 de la Page 12| ), nous avons l'identité :
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vog = 1+ V¢ dans Qq, (3.115)

avec ¢ € [HY(Qq)]Y N Ho(rot, Qg) et ¢ € HY(Qyq) telle que div (KV@) € L?(Qq).

Une telle fonction ¢ appartient & H2¢(€);) pour un certain ¢ > 0 (confére

56, Pages 48 et 63]), donc V¢ € [H2(y)]V.

Par ailleurs, ¢ € [H'(Q)]Y N Hy(rot, Q) C [HY(Q.)]N C [H2(Q,)]Y, alors

vo € [HF(9,)]. De plus Rov € [H'(Q0)]" C [HE+ ()",

donc v = vy + Rov € [H2+(Q,)]V. Enfin, comme K € [C%(Q4)]¥*Y, alors

Kv € [H2t(0Q4)]V. Le résultat suit puisque u = Kv. m

Remarque 3.27. Notons que pour chaque ¢ > 0, [H2T(Q)]N C H(div; Q). Le

résultat du Théoréeme 3.26 est bien un résultat de régularité.

Remarque 3.28. Ce résultat de régularité permet de donner un sens a Jiso(% w)

pour chaque w € HU Hy,. De plus, Jz'so(% w) = 0 pour tout w € Hy, U H.

3.4.3 Opérateur d’interpolation de Oswald

Nous abordons a présent, le dernier résultat technique que nous utilisons dans ce
chapitre. 11 s’agit de la construction d’un nouveau opérateur d’interpolation de Oswald.
Cet opérateur permet de controler le terme lié a la non conformité de la méthode
numeérique employée.

Nous commengons par énoncer les résultats suivants qui sont démontrés dans [83].

Lemme 3.29. ([83]) Etant données n-nombres réels {ay, - ,a,} et f = %Zaj.
j=1

Alors, on a l'inégalité :
n n—1
Doy =8F < D laj — oy (3.116)
Jj=1 j=1

Théoréme 3.30. (/83]) Soit {T),}ns0, une famille réguliére de triangulations sur Q

0
satisfaisant [’Hypothese 2.21. Alors pour chaque v, € V7, il existe x €V, satisfaisant,

S UVo-0E S S [ e 3 (3.117)

diam (F)
TET, Eeen(9)
1
2
+ E ———— || [vn]E ||%
Eee,(69)
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ou V), avec r € N*, est l'espace des fonctions de degré au plus r — 1 par morceauz et

0
V=V N Hy ().

0

L’opérateur vy, € V)7 —— x = x(vp) €V} construit dans le Théoréme 3.30 et
vérifiant 'estimé (3.117) est I'opérateur d’interpolation de Oswald.

Nous construisons dans cette section un genre de cet opérateur. Pour un élément

u;, € Hy, donné, nous construisons un élément approprié w;, de HN Hy, tel que :
|| u, — Wy HZ 5 J1S0<uh,uh). (3.118)

Nous expliquons notre construction pour N = 2, I'idée reste la méme en dimension
N =317

Nous posons :

josus’h: Z Oég(cs))\z et jgsudﬁ: Z Oé;d))\m, (3119)

zENLNQs zENLNQy

ou A, est la fonction de forme standard (coordonnée barycentrique) de

P1(Th) :={veC(Q): vreP(T), VT € Tp,},

associée a x; ag) € RY sera choisi de facon appropriée. L’idée est que, nous avons

besoin de la continuité de la trace normale a travers I';. Plus précisement, nous dis-
tinguons différents cas :
1. Siz € €, avec | = s ou d, alors nous prenons la définition standard de 'opérateur

de Oswald, c’est-a-dire,

V=" " wyr(a) (3.120)

TeTp:xeN(T)

2. Si x € I'y, nous avons besoin que,

¥ = 0. (3.121)

T

3.Sizely\ I, nous distinguons deux cas :
3a. ['; est régulié en x : cela signifie qu’'un vecteur tangent t, et un vecteur normal n,

a I'; existe en x. Dans ce cas, nous prenons :
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agf) ‘n, = agj) ‘n, = Z (upr - ng)(z), (3.122)
TeTp:xeN(T)
al - t, = > (wpr - t)(2),1 = s,d. (3.123)

TeTNQ:xeN(T)

3b. I'; n’est pas régulié en z : cela signifie qu’il n’existe pas un vecteur tangent, ni un

N 4 - [
vecteur normal a I'; en x. Dans ce cas, nous définissons o par (3.120).

4. Si z € Ty, alors dans le méme esprit que dans le (Point 3), nous distinguons deux
cas :
4a. I'y est régulié en x : cela signifie qu'un vecteur tangent t, et un vecteur normal n,

a ['y existe en x. Dans ce cas, nous prenons,

oD .n, = 0, (3.124)
G > (wyr - ta)(@). (3.125)

TETHNQq:xeN(T)
4b. 'y n’est pas régulié en x. Dans ce cas, nous prenons
d y ’

o = 0. (3.126)

xT

5.9z e I'yNTy, ol est déja défini au (Point 2), tandis que pour aé‘”, nous avons

besoin,
o .n; = 0, (3.127)
et,

G > (uyr -t (@), (3.128)

TeTpNQg:zeN(T)

ou n; (resp. t;) est le vecteur normal (resp.) tangentiel sur le segment contenu dans

I'; et ayant x comme sommet. Avec cette définition, nous avons le Lemme suivant :

Lemme 3.31. ([7]) Soit {Ti}ns0, une famille réquliére de triangulations sur Q satis-
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faisant I’Hypotheése 2.21. Alors, pour tout T € T, CQy, l=s oud et z € N(T), on a

lestimation :

upr(z) — aPlpy < > [diam(E)) "% ||[up) ]| & (3.129)
EGE}L(QS)US}L(Qd):IEE
+ > [diam(E)]"2||[uy, - ng)e| 5.

EESh(FI)USh(Fd)ZIEE

Preuve. Nous prouvons l'estimé (3.129). Pour cela, nous distinguons les différents
cas correspondant aux Points 1 & 5 ci-dessus. Avec les Points 1 et 2, I'estimé (3.129)

est prouvé dans le Théoréme 3.30 ci-dessus, et nous avons,

[wpr(@) ne — o ng| < > [diam(E)] 2| [w, - 1] | -
EGEh(QS)USh(Qd):mGE

Puisque, dans ce cas n, correspond a ny, nous obtenons que,

TACORE PR FS > [diam(E)] "2 |[u]z ]z (3.130)
Ee&h(Qs)USh(Qd):er

+ > [diam(E)]72[|[u, - nglp| e

EEE;—L(FI)ZCEGE

Pour la composante tangentielle, nous notons que ag) - t, est la moyenne de la valeur

u;;, - t, dans €; au voisinage de x. Donc en appliquant le Lemme 3.29, nous obtenons,
NP1

fappr(e) te — ol to] S [, () -t — iy (2) - ta]. (3.131)
j=1

ouTj,j=1,-- ,NS) sont les triangles du maillage inclus dans €; et ayant x comme

noeud. Ainsi,
NP1

upr(@) te — oDt S i, (2) — W () |
=1

En utilisant I’équivalence des normes dans les espaces de dimensions finis, nous obtenons

pour chaque aréte E et pour chaque sommet x € N(E) :

p(z)] < [diam(E)]"2|p|s,Vp € P'(E), (3.132)
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Nous déduisons alors que,

wpr() to— ot <Y [diam(B)] 72 [ e (3.133)

EESh(Ql):Z’EE
Les estimés (3.133) et (3.130) conduisent a l'estimé (3.129) dans le cas case 3a.
Dans le case 3b, si nous notons par 7},j = 1,..., N, I'ensemble des triangles ayant x

. A d
comme noeud, nous pouvons toujours supposer que 1; C €4, si j = 1,... ,N£ ) avec

Nél) < N,. Donc en utilisant encore le Lemme 3.29, nous obtenons :

Ng—1

fapr(e) — oPley <Y funry,, (2) — wppr (@) |
j=1

En distinguant les triangles inclus dans {2, et {24, nous pouvons écrire,

N1
oo (e) = aPler S D g, () = W (@)l (8.134)
j=1
NP1
+ Z [uny,, () — wpyr, () [py
j=N 41

+ ’uh|TN(d)+l ('T) - uh|TN(d) (x)hRN'

Les deux premiers termes du second membre de (3.134) sont clairement des bon esti-
mateurs puisqu’ils correspondent aux sauts de u;, a 'intérieur de €2; ou €),.
Considérons maintenant le dernier terme. Comme ['; est polygonal par morceaux, alors
nous notons par ni, ny les deux vecteurs normaux de I'; en z, ou plus précisement les
deux vecteurs normaux des deux arétes F;, E, de la triangulation inclus dans I';
qu’ayant x comme sommet. Supposons que ’aréte Fy est I'aréte entre TNéd) et TN£d>+1.
Dans le cas 3b, ces deux vecteurs forment une base de R? et donc,

(3.135)

uh|TN§;i)+1<I> - uhITN;d) (x)‘ S ’U-hTNa(cd)H(x) ‘np — uh|TN;d) () -ny

RN

+ ’uh\TNg(D@H (x) *Np — uthNg(Ed) (x) L)

Le second terme de (3.135) convient puisqu’il correspond au saut normal de uy a

travers Fy. Pour le premier terme de (3.135) , nous faisons un tour complé autour de
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x, c’est-a-dire, nous écrivons :

Np—1
uh‘Tzv(dm(x) T T AT ) () - my = Z (unzy,, () -y —upry (2) - 1y)
z ' j=Ng?
+ wyry, (¥) 01— uyn (2) W (3.136)
N _q
+ Z (uh|Tj+1 (:IZ‘) ‘N — U7y (m) . 111).
j=1
Cette identité implique que,
NP
UnT, (o, (@) B —nr g (2) M| S Z |upiz,,, (2) = wpyr, ()| g +
¢ +1 Ny j:1
Np—1
T Z ’uh‘|TJ+1 — Uty (z)[ry +
j= N

+ |11h\TNm (z) -mq —upp (z) - mq|. (3.137)

[’estimé (3.137) dans (3.135) conduisent a,

|uh‘TN£d)+1(x) - uh\TN(d> ‘RN Z |uh|T7+1 — Up ;T ( )’RN"‘
Nz—1
+ D [y (@) — wppr (@)[ze (3.138)
j=N

+  |wpyry, (@) -1y — (@) -0y

+ ’uh|TN(d)+l(I) ‘Np — uh\TN(d) (x) - ny.

Nous venons de montrer & partir des estimés (3.134) et (3.138), que :

NP1
upr(@) —allay S [anmy, (2) — up, (@) e (3.139)
j=1
Nz—1
+ Z |uh|Tg+1 uh\Tj($>|RN
j=N

+ |y, () -0y — wyn (2) -0y

+ ‘uh\T (@, (l‘) 1y — llh|TN;d) (ZL’) : 112) .
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Comme avant, en utilisant I'estimé (3.132), nous arrivons a (3.129) dans le cas 3b. La

preuve de (3.129) dans le cas 4 et 5 est faite dans le méme esprit. m
Théoréme 3.32. ([7]) Soit {T,}ns0, une famille réquliere de triangulations sur Q

satisfaisant ’Hypothése 2.21. Alors, pour chaque w, € Hy,, nous avons [’estimation :

whégth H’U,h - 'wh||i 5 sto(uh, Uh). (3140)

Preuve. Soit u, € H;, fixé. Avec la définition de notre opérateur de Oswald, nous

avons pour chaque 7' € J), C ), | = s ou d, les estimés,

IV, = Toau)le < D [unr(z) — alley, (3.141)
xeN(T)
lun = Ioawnllz S hr > Jur(z) — allew, (3.142)
zeN(T)

De l'estimé (3.129) du Lemme 3.31 et des estimés (3.141) et (3.142), nous avons pour
tout T € T, C , | = s ou d, I'estimé :

[, = Toswplir S ) ( > [diam ()] "2 |[[us] |z (3.143)
2eN(T) Ee&n(Qs)UER(Qy):zeE
+ > diam(E) e nglellr),

EESh(F[)UEh(Fd):weE

Similairement, pour une aréte E' C I';, nous avons,

s . 1
[uen = Tosuanllp  diam(E)2 Y~ [ugur(z) — ol |,
zeN(E')

o T est I'unique triangle inclu dans 2, ayant E’ comme aréte. Donc par I'estimé

(3.129) nous déduisons que :

Hus,h - jOsus,hHE’ ,S Z ( Z [dlam(E)]_%H[uh]EHE(B144)
2eN(E')  Ee&pr(Q)UER(Qy):x€E
+ > (diam(E)] 3w nglglls).

EEEh(FI)UEh(Fd):IEE

Les estimés (3.143) et (3.144) conduisent directement a (3.118). L’estimé (3.140) suit.
|

Remarque 3.33.
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1. Un opérateur d’interpolation de Oswald qui préserve la continuité de la vitesse du
fluide @ travers Uinterface a été construit dans [}06], seulement pour les approzi-
mations H (div) — conformes pour les vitesses. Cet opérateur est donc inadéquat

pour les approzimations H(div) non-conformes.

2. Un opérateur d’interpolation de Oswald a été aussi construit dans [43] en util-
wsant la décomposition de Helmholtz. L’estimation d’erreur d’interpolation est

seulement prouvée dans la semi-norme discréte de H'.

3.5 Analyse d’erreur a-posteriori

Dans cette section, nous définissons premiérement les indicateurs d’erreur locaux
et l'estimateur global dans la sous-section 3.5.1. Le résultat de majoration d’erreur
est démontrée dans la sous-section 3.5.2 tandis que la minoration locale de 'erreur est

prouvée dans la sous-section 3.5.3.

3.5.1 Indicateurs d’erreur a-posteriori
Résidus exacts-résidus approchés

Nous définissons les résidus exacts et les résidus approchés sur chaque maille T

e Résidus exacts sur T : Les résidus exacts R;r, | = s,d sont localement définis

par :

R,7 = f+2udiv D(uy,) — Vpy, dans T € T3, (3.145)
Ryr = f— uK 'u, — Vpy, dans T € TL. (3.146)

e Résidus approchés sur 7' : Les résidus approchés sont notés r; p.

rr € [PHT)Y swr T €T}, keN.
Pour chaque T' € T}, nous prenons,

1
f:—/f:z:dx.
"= ),

Pour tout 7' € T¢, nous prenons fr comme l'unique élément de [P1(T)]V tel que,

/TfT(x) -q(z)dx = / f(z) - q(x) do,Vq € [PYT).

T

Meéthode d’éléments finis et Analyse d’ a-posteriori. HOUEDANOU Koffi Wilfrid © URPM/IMSP 2015
wilfrid.houedanou@imsp-uac.org




Analyse d’erreur a-posteriori 106

Finallement, 'approximation globale f;, de f est définie par :
f, = fr dans T, VT € T,.
D’ou :
ror = fr+2pdivD(u,) — Vp, dans T € T3, (3.147)
rgr = fr—pK 'u, — Vpy, dans T € Te, (3.148)

Ensuite, nous introduisons le saut du gradient dans la direction normale par :

JE,nE =

(3.149)

[(2uD(uy) — pul) - ngle pour tout F € &£,(Q2),
0 pour tout E € £,(09).

Définition des indicateurs d’erreur a-posteriori

Définition 3.34. (Indicateurs d’erreur résiduel-Cas isotrope [7]) L’estimateur

d’erreur a-posteriori résiduel sur une discrétisation isotrope est locallement défini par :

9 1/2
Or = (Z @?,T> pour chaque T € Ty, (3.150)
i=1
ot
Olr = hllnrlf siTeT,,l=soud,
o . { hlrotf, — pK )y si T €T,
> 0 si TeTs,
Oir = |l g—divu |7
N-1 — 2
I{.
0, = Z diam(E) x {Z U - Ty + 22m - D(ugy) - T } :
’ = T ap E
Ecép(0TNly) j=1
02, = > diam(E)x || pan — pen + 2pms - D(ug) - ng |13,
EEEh(aTﬂf])
> diem(E)x || Jpmg |5 si T €T},
@2 L Ec&y,(0TNQs)
6,7 - 4 .
S diam(E)x | [mle I} si T e,
Eeln(0TNQy)
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O = 5 (g ) % wle I,

&), (0TNQy)

6t = X () < N nle [,

E€&,,(0TNNy)

Or = X (G ) % (20 1 fwile

Ec&,(0TnQy)

avec

Un = Upjo,, (3.151)
PLh = Pl =s,d. (3.152)

o L’estimateur d’erreur global est maintenant donné par :

1/2
0 = (Z @%) . (3.153)

TeTy

1. Les termes d’approximation locaux : Les termes d’approximation locaux sont

définis par,

Cr = hy || £ =1 [, VT € T},
o=
hr(|[ £ = £ Iz +[[rot(f - £)[r) VT € Tj.

2. Le terme d’approximation global est alors défini par :

1/2
= (Z g%) : (3.154)

TeTy

Remarque 3.35. Notons ici le caractere résiduel des termes ©, 7, @ =1,...,9 de Or.
En effet, si (uy,pn) devrait étre la solution exacte de (2.146), les ©, 1 s’annuleraient.
Notons également que les indicateurs d’erreur ©, 7, i € {7,8,9} sont dus & la non-

conformité de la méthode employée.

3.5.2 Majoration d’erreur a-posteriori

Nous allons maintenant établir une majoration globale de la norme de I'erreur.
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1. Nous définissons sur H x @), la forme bilinéaire continue B par :
B(U, W) :=a(u,w) + b(u, ¢) + b(w,p), pour U = (u, p) et pour W = (w, q).

Clairement, le probléme continu (2.146) est équivalent au probléme suivant :
trouver U € H x @ tel que,

B(U,W)=L(W),YW € H x Q. (3.155)
2. Nous définissons aussi sur ’espace discret Hy, x @y, la forme
Br,(Un, Wy) = ay,(ap, wp) + bp(an, gn) + ba(wn, pa) + JiSO(Um Wp).
Le probléme (3.4) est équivalent au probléme : trouver U;, € Hy, x @, tel que,
B, (Up, W) = L(W,,), YW, € Hj, X Q. (3.156)
3. Les espaces H x ) et Hy, X (), sont munis de la norme-produit :
[(a, p)[[| = llalle + PNl et [[(an, pu)llln = [[anlln + l[pal| respectivement.

Nous commengons avec le résultat suivant :

Lemme 3.36. (/7]) Soit {T),}1>0 une famille réquliere de triangulations sur Q satis-
faisant les Hypothéses 2.21 et 2.22. On suppose de plus que, les hypothéses du Théoréme
3.26 sont satisfaites. Alors, pour tout W= (v,q) € H x Q, nous avons l’estimé :

By(U— Uy, W) < (01 +¢) x ||| W]]], (3.157)

ot 'estimateur ©1 est défini par :

0, = { > (26: @§7T> }1/2 : (3.158)

TcT, \i=1

Preuve. Soient W = (v,q) € H x @) . Par le Théoréme 3.24, v admet la décom-
position
vV =vg+ vy, (3.159)
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ol vo, vy € H mais satisfaisant vy € H'(Q)V,

0 dans €),,
vy = (3.160)

roty) dans €y,

ou ¢ € Hy(Qy) si N =2 et o € [H'(Qq)]> N Hy(rot, Q) si N = 3, avec I'estimé :

[vollie + [¥llie, S [V (3.161)
Nous définissons :
vor = Iovo, (3.162)
0 dans Q,,
vin = (3.163)
rotyy, dans Qq,

ou

pp=q devos N =2 (3.164)
:Pcﬂﬂ ) si N =3

Alors nous prenons Wy, = (vp,,0) € Hy, X Qp, avec v, = v, +Vy . Par le Théoréme

3.26 et le Théoréme 3.24, nous avons :

B,(U - U, W) = 0,
JlSO( = 0Vwe HUH,,

) 3.165
w)

IO, w) = 0vwcHUH,,
)

3.166
3.167

(
(
(
(3.168

)
)
)
div (v — vy, )

= div (vp — Vo) dans €.

En utilisant ces données, avec les identités (3.165)-(3.168), on obtient les égalités :

B,(U—U, W) = B,(U-U, W-—W,)

= ap(u—uy, v—vy) +b(v—vyp—pn)

+
=3

(
h(ll — Up, )
(

n(w, v —vy) +bn(v —vu,p)+ bp(u,q)

Il
)

— lap(up, v —vp) + bu(v — vy, pn) + br(us, q)]
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= Ev—vi)a— (9,90
— [ah(uh,v—vh) +bh(V—Vh7ph)+bh(uhaQ)]
= Z (v —=vn)r—(9.90)r (3.169)

TeTy

— 20 Y (D(up), DV —va))r

N-1
!

— Z (uK‘luh,v — Vh)T

TeTd

+ > (o div (Vo — vou))r — (g div up)r] -

TeTy

(up - 75, (Vv =) Tj)p,

Maintenant, on utilise des formules de Green. On a :

B,(U—-U,, W) = Z [Q,u (div D(up),v — vi)p — 20 (D(up)n, v — vi) o

TeT;
+ (fa v - Vh)T - (97 CJ)T - (Vp}w Vo — VO,h)T
+ (Pn, (Vo = vou) - m)ar + (¢, div up)r (3.170)
+ Y [ - & Mw v = vi)e = (i vo — vou)r
TeTE

+  (Pns (Vo — Vo) - m)ar + (¢, div up)r + (£, v — vi)r — (g, Q)T]

N—-1
oy
= 2l (V= Vi) T
j=1 V4

En utilisant le faite que f = (f — f},) + f},, puis en tenant compte de la décomposition

de v, nous obtenons :

Bh(U — Uh, W) = Z |:(fh + Qule ]D)(uh) - Vph, vV — Vh)T

TeT;

+ (=, v—vu)r+ (¢, divu, —g)r

+ Z |:<fh — KMy, — Vpn, vo — vou)r + (g, div uy, — Q)T]

TeTs
—1
+ E [(£— £, vo — vor)r + (£ — pK 'y, — Vi, vi — vi) 7]
TeTs
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- Z (JEng Vo — Vor)e + Z ([pnlE, (Vo = von) -mp)e  (3.171)

Ecen () E€&n(Qa)
N—
NG
- Z ZM— (Ugp - 75 +2— - Tng -D(usy) - 75, (Vo — Vor) -7 E
EESh F] j=1V 1
+ > (pan — pan — 2ung - D(u,p) - ny), (Vo — Vou) - 0y) g
Eeén(Tr)

Par ailleurs, nous avons l'identité :
Vi — Vi =rot(y —1y,) dans T (3.172)

Maintenant, puisque f € H(rot, ();), alors en utilisant la formule de Green (2.96), on

a l'identité :
Z (f— pK ™ g, vi — vip)r = Z (f — K™ up, rot (¢ — )7
TeTE TeTd

= Z [(rot(f— uKﬁluh), Y —Yp)r (3.173)

TeTE

+ ((f— pK ) x 0,0 — ¢p)or |-

ou encore,

Z (f— /LK_lllh, Vi — Vl,h)T = Z [(r0t<fh - MK_luh)7 ¢ - Hglw)T + (I‘Ot(f— fh)7 ¢ - Hle)T

TeTd TeTd

— > (WK 'wy % nglp, v — 190) 5. (3.174)

EEE;,,(Qd)

Injectons maintenant (3.174) dans (3.171) pour avoir :

By(U-UpW) = 3 [(fh + 2udiv D(wg) — Vpn, v — Va)y

TeT;

+ (f—1f,,v—vu)r+ (¢, divu, —g)r

+ Z [(fh — uK 'y, — Vpn, vo — vou)r + (¢, div uy — Q)T]

d
TeTd
+ E (f—1£h,vo — vor)r+
d
TeTd
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+ Y [(rot( — K w), v — n)y + (xob(E— £), 6 — vn)r

TeTd

- Z (K™, X nglp, ¢ — ¢n)E (3.175)

Eeen(Qa)

- Z (JE,nEaVO - VO,h)E

Eee, ()

+ Z ([pr]E, (Vo — Vou) - nE)E

Ecén(Qq)

- Z — oy \/_

H.
(wgp - 75+ 23", - D(u,p) 75, (Vo — Vor) - 75)E
1

peenry) =1 V' “
+ Z (Ps,n — Pap — 2ums - D(ugp) - 1), (Vo — Vo) - D) -
EGS}L(FI)

Enfin, on applique successivement 1'inégalité triangulaire, I'inégalité de Cauchy-Schwarz
et les estimations d’interpolation de Clément du Lemme 2.30 pour avoir l'estimé
(3.157). Le lemme est ainsi complétement démontré. m

Le second résultat que nous établissons dans cette sous-section est donné par le

lemme suivant :

Lemme 3.37. ([7]) Soit {T,}ns0 une famille réguliére de triangulations sur Q satis-
faisant les Hypothéses usuelles 2.21 et 2.22. On suppose de plus que, les hypothéses du

Théoréme 3.26 sont satisfaites. Alors, nous avons [’estimation suivante :

~Y

< inf - . 1
lel+ el S € +¢+ inf flu—u (3.170)

ot ©1 est donné par (3.158).

Preuve. Soit W), un élément arbitraire dans H N H;, x (). La condition inf-sup
de B sur H x @ conduit a :

B(U - W,, W
U =Wl S sup 20— W, W),
WeHXQ H‘Wmh

La linéarité¢ de B, dans le premier argument permet d’écrire,

U =Wyl < sup
WeHXxQ

{]B%h(U — U, W) +B,(U, — W,, W)

W1l }‘“””
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En combinant les estimés (3.157) et (3.177), il vient :

B, (U, — Wy, W)

U =Wyl S ©:14+(+ sup (3.178)
WeHxQ W[l
La continuité de 'opérateur B, implique que :
U =Wl < ©1+ ¢+ |[[Un = Whl|]. (3.179)

Ainsi, par I'inégalité triangulaire, nous avons,

|||U—Uh|||h < @1+C+|\|Uh—Wh|]|h, YW, e HNH, x Q, (3180)

[

ou de facon équivalente,

—||lU - < i —
Felln +lel=10=Ullln < ©r+¢+ o nf o ([[Us = Walll.

Par ailleurs, on a trivialement :

. B - B

Et le lemme suit. =

Remarque 3.38. Le terme  inf || uy, — vy, |5 qui apparait dans le second membre
v, € HNH},

de lestimé (3.176) est di a la non conformité de la méthode employée. Ce terme
s’annule lorsque approximation est H— conforme. On contréle alors ce terme a travers

le Lemme 3.39 ci-dessous.

Lemme 3.39. (/7] Estimateur de non conformité) Soit {Ty}n~o une famille
régulicre de triangulations sur Q satisfaisant les Hypothéses usuelles 2.21 et 2.22.

Alors, on a l’estimation suivante :

inf ” Up, — Vp ||h < @2, (3181)

vy € HNH}, ~
ot Oy est l'estimateur de non conformité de la méthode employée. Il est défini par :

Q, = {Z <29: @Z,T>}1/2' (3.182)

TeT, \i=7
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Preuve. La preuve découle directement de I'estimé (3.140) du Théoréme 3.32. m

Nous pouvons maintenant énoncer le résultat principal de cette sous-section :

Théoréme 3.40. (Fiabilité [7]) Soit {Th}n=0 une famille réquliére de triangulations
sur Q satisfaisant les Hypothéses 2.21 et 2.22. On suppose de plus que, les hypothéses
du Théoreme 3.26 sont satisfaites. Alors, estimateur d’erreur a-posteriori isotrope ©

satisfait estimation :

lelln+lell = ©+¢ (3.183)

~Y

Preuve. La preuve provient directement du Lemme 3.37 et du Lemme 3.39 et de

I'inégalité de Cauchy-Schwarz. m

3.5.3 Minoration d’erreur a-posteriori

Pour prouver l'efficacité de la famille d’indicateurs d’erreur locaux, nous intro-

duisons pour w C €2,

Iviie = > Vs

TC@Ns
+ D> UvIF+IV-vIE)
TCoNQy
+ v X n||12“mw + ZJ?O(V7v)’
TCw
ou
HOv,v) = (1+2p) L) vl
diam(FE)
Eegn,(QHne(T)
1 2
+ Z (m) x [|I[v]ellE
Ee&h(Qd)OS(T)
1 2
— | x : .
b () <N nelel
Eeépn(094)NE(T)

Le résultat principal de cette sous-section s’énonce comme suit :

Théoréme 3.41. (Efficacité [7]) Soit {Tp}rso une famille réguliére de triangulations
sur Q satisfaisant les Hypotheéses 2.21 et 2.22. On suppose de plus que, les hypothéses
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du Théoréeme 3.26 sont satisfaites. Alors, Uestimateur d’erreur local Or satisfait ’es-

timation :

Or S llelner +1lleller + Y G, (3.184)

T'Cor
ot wr est [union finie des éléments voisins de T

Preuve. Nous commencons par borner séparement chaque terme du résidu. Puisque
par le Théoréme 3.26 le saut de u a travers toutes les arétes/faces de €2, est nul, alors

pour i € {7,8,9}, nous avons clairement 1’estimation :

0?2, < J%pso(uh, uy) = Jlﬁ’o(uh —u,u, —u) S lu—upr (3.185)

, ~Y

Ainsi, il reste a estimer les indicateurs d’erreur locaux ©;p pour ¢ < 6.

1. Terme résiduel dans (2;,. Nous majorons le terme ©; p pour 1" C €2, : Pour

cela, on pose,
wr = r,rbr € [Hy(T)", (3.186)
puis on consideére,
/ st -Wr = /(fh -+ 2/,Ld1V ]D)(uh) — Vph) * W (3187)
T T
Nous introduisons f et nous utilisons la formulation faible (2.146) pour obtenir :
[rawe = [60wes
T T
+ /(2uD(u) : Vwy — pdiv wy)
T

+ / (2pudiv D(ug) — Vp) - wr.
T

En intégrant par partie le dernier terme, on obtient :

/I‘S,T'WT = /(fh—f) 'WT+2/L/D(G) : V(wr) —/5div wr.
T T T T
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Inégalité de Cauchy-Schwarz implique que :
/l‘s,T wr S [ =1 7]l wr (lr +2ulelir+ [ € [[7)[wrlir.
T

Les inégalités inverses (2.88), (2.89) et la relation triviale | wr |7<|| rs1 |7

impliquent :
I tor 175 (1 £ = £ Iz +hptlelr + izt e llr) [ vor [Ir,
ou de fagon équivalente :

O11 S hr | £f—1£ |7 +|e’1,T+ | ellr - (3.188)

2. Terme résiduel dans (2;. Nous majorons ©; r pour 7' C {1y : Posons

wr = rqrbr € [Hy (T)]N (3.189)

En utilisant la formulation faible (2.146) et en intégrant par partie sur 7', on
obtient

/ ryr - Wp = /(fh — Ky, — V) - wr
T T
= /(fh — [LK_lllh — Vph) *Wr
T
+ /(uKlu —f) - wp — pdiv wy)
T

= /(fh —f) - wp + /(uK‘le -wr — ediv wr).
T T

Comme précédemment, 'inégalité de Cauchy-Schwarz et les inégalités inverses
(2.88)-(2.89) conduisent & :

O1r Shr [ £—1 [l + | K e [lz + [l e [l - (3.190)

3. Terme résiduel (rotationnel) dans (2;. Nous majorons Oy pour 7' C .

Pour T' € T¢, nous posons :

KT = I‘Ot(fh — ,UK_lllh> et W = KTbT. (3191)
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Nous notons que rot(wr) appartient a 'espace H et est a divergence nul, donc

par (2.146), nous avons,
a(u,rotwy) = (f, rotwr)r,
ou de fagon équivalente :
/(uKlu —f) - rotwy = 0. (3.192)
T

Mais en utilisant la formule de Green (2.96), nous pouvons écrire :

/ KT W = / I‘Ot(fh — f) - W + /(f— /LKﬁlu}J . I'OtWT,
T T

T

et en utilisant (3.192) nous déduisons que,

/ Ky -wp = / rot(f, — f) - wp + / pKH(u —uy) - rotwr.

T T T

Par inégalité de Cauchy-Schwarz, nous obtenons :

/KT -wr < [rot(f, — f)|[rllwrlr+ [| K~'e [|7 [[rotwr|r.

T
Encore les inégalités inverses (2.88)-(2.89) conduisent & :
Osr S| K™ 'e [|7 +hr|[rot(f, — £)]|r. (3.193)

4. Terme résiduel dans (). Majoration du terme O3 pour 7' C €2 : Nous voyons

directement que,
g —divu, =div u —div u, =div e
Donc par inégalité de Cauchy-Schwarz, on conclut que :
Osr =|| g —div uy, ||[r<|| div e || . (3.194)

5. Termes d’interface liés au couplage. Nous estimons les termes O4 7 et O3

qui sont des indicateurs liés au couplage. Pour cela, nous fixons une aréte/face

E inclut dans I'; et pour une constante rp fixé et un vecteur unitaire IN, nous
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considérons

Wgp = ’f’EbEN,

qui appartient clairement & H. Donc la formulation faible (2.146) conduit & :
a(“a WE) + b(WEap> = (fa WE)wEa

qui est équivalente a :

/ (2uD(u) : D(wg) —pV - wg) + / (WK 'u - wg — pdiv wg)
Ts Tq
N-1

+5

=

(lls "Tj, WEs * Tj)E = (f, WE)w;;u

ot T, (resp. Ty) est I'unique triangle/tétraédre inclu dans €, (respectivement
dans Q) et ayant E comme aréte/face. En d’autre terme, les intégrations par

partie dans T et dans 7T,; conduisent a

/ (2uD(uy) : D(wg) — ppdiv wg) +/ (K tay, - wg — ppdiv wg)

s Ty

N-1 o
1
+E ——(Wsh T WEs  Tj)E

=

= —/ (2udiv D(uy) — Vpg) -WE+/ (WK™ 'ay - Wy + V) - wg
s Td
L
1
O e T W T 3.195
—l—Z — (Wop " T, WEs - T))E ( )

=

- /E([ph]EWE ‘ng — 2u(D(us pnEg) - Wg).

En soustrayant cette identité de (4.140), nous trouvons :

N-1
(0
/([ph]EWE ‘Np — 2M(D(us,hﬂE) 'WE) - Z M—l;(us,h *Tj, WE,s * Tj)E
E ~, J

7=1

= / (2uD(e) : D(wg) — ediv wg) + / (WK 'e - wg — ediv wp)

s Td
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N—l
+ (es Tj, WEs * TJ)E

Jl\/_

—/ (f+ 2pdiv D(uy) — Vpp) - wg — / (f— K 'up - wg — Vpy) - wp

s Ty

Dans le dernier terme, nous introduisons les éléments résiduels r; 7 pour arriver a :

ﬂ\

N—
/([ph]EWE ng — 2u(D(usp)ng - wg) E MK (U T, WEs * T5)E
E - j

J_

= / (2uD(e) : D(wp) — ediv wg) + / (WK™ e - wp — ediv wp)

s Ty

N-1
Ho
+ (s T;,WEs * Tj)E (3.196)

—/(f—fh—Q—rs’T)'WE—/ (f—fh—i—rd’T)-wE.
TS

Ty

e Dstimation du terme ©47 : Pour chaque j = 1,..., N — 1, nous prenons
TE=u,- T+ ‘é—??ns -D(uyp) - 75 et N = 7;. Avec ce choix, 'identité (4.141) et

I'inégalité inverse (2.90) donnent :

Irelz < / (2uD(e) : D(wg) — ediv wg) +/ (WK 'e - wg — ediv wg)

s Td
N-1 e
1
+ _(es *Tj, WEs * T')E
j; \/K:_j J J
— / (f—fh—i—rS,T) *WEg —/ (f—fh—krd,T) *WEg. (3197)
s Td

Ainsi I'inégalité de Cauchy-Schwarz, I'inégalité inverse (2.91) et les estimations
(3.188) et (3.190) conduisent a :

diam(E)? ||uy, - 75 + 2om, - D(w) - 755 Slelnws + ellnwst > r(3.198)
1

T'Cwg
avec wg = T, UTy.
e Estimons le terme O3 7 : Nous prenons ici g = pajp — psp +2pns-D(u, ) -0y et

N = n,. Comme précédemment, 'identité (4.141), les inégalités inverses (2.90)-
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(2.91) et les estimations (3.188) et (3.190) conduisent a

host Y Cr(3.199)

T'Cwg

. 1
diam(E)? |[pan — pspt2ums - D(usp) - 05z S l€fnwptle

6. Terme d’interface dans ;. Majoration de O3 1 : Pour chaque aréte/face E €
En(£2y), nous considérons wgy = 11 U Ty, avec 0Ty N 0Ty, = E. Comme

Jen, € [P°(E)]Y, nous pouvons poser :

wg = —Jpa,bp € [Hy (wp)]. (3.200)
Premiérement, la formulation faible (2.146) conduit a :
a(u7 WE) + b(wEap> = (fa WE)wEv

ce qui est équivalent a :
/ f-wp = / (2uD(u) — pl) : D(wg)
wg wg
+ / (pl — 2uD(u))ng - wg.
aUJE
Par intégration par partie élément par élément, nous avons donc 1’égalité :
[ we = [ @D~y s D)
E WE
2
- > / (—2udiv D(up) + Vpp) - wE.
i=1 /T
Par I'identité précédente (4.145), nous obtenons :
2
—/ Jpn, Wg = Z/ (f — (—2udiv D(uy,) + Vps)) - wg
E i=1 /T
— / (2uD(e) —el) : D(wg).
wE

Nous introduisons maintenant ’approximation f; de f et nous utilisons I'inégalité
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de Cauchy-Schwarz et les inégalités inverses (2.90)-(2.91) pour obtenir :

2
1 e |z S diam(E)Y? (Z(II F=1n [l + [ rom Hn))

i=1
+ diaLm(E)_l/2 (le|iwet I € llwg) -

L’estimation (3.188) de ©; 1 et I'inégalité triviale hy < hy impliquent l'estima-

tion :

Vdiam(E) | Ipng 65 lehwpt 1€ lop+ D b [[ £ v (3.201)

T Cwg

7. Terme d’interface dans ;. Majoration de ©g 7 : Pour chaque aréte/face E €

&1(Q4), nous considérons wr = T U Ty. Comme [p,|p € P°(E), nous posons

Wg = [ph]EbEnE S [Hé(wE)]N

Premiérement nous notons que p € H'(wg). Nous avons par formule de Green
/ (Vp-wg+ pdiv wg) = 0.
wWE

Encore par intégration par partie élément par élément, on a donc :

2
/[ph]EWE ‘g = Z/ (Vo -wg +prV-wg).
B i=1 /T
En prenant la différence de ces deux identités, nous obtenons :
2
/[ph]EWE ‘Np = Z/ (V(pn —p) - wg + (pn — p)div wg).
B i=1 /T

En rappelant que Vp = f— K~ !u et en introduisant le terme f;, — K~ 'uy,, nous

trouvons :

2
/[Ph]EwE ‘np = Z/ (Vpn — 4+ pKta) - wg + (pp — p)div wg)
E i=1 7T
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2
= Z/ (Vpn — £+ pK'ay) - wg + (pn — p)div wg)
i=1 VT

2
+ Z/ (£, — f+ K H(u—uy)) - wg.
i=1 YT
Inégalité de Cauchy-Schwarz et inequalités inverses conduisent & :

rdiam(E)"? + ||y — pllr,diam (£)~/2

2
pnlelle S lvar,
=1

2

S (- £

=1

N

+ diam(F) 7+ K (u—up)

Ti)'

Par (3.190), nous déduisons que

diam(E)? |[[palslle S Y horllf = falle + [lelloy + 1K "eflug.  (3:202)

T'Cwg

Les estimations (3.185), (3.188), (3.190), (3.193), (3.194), (3.198), (3.199), (3.201)

et (3.202) prouvent I'estimation désirée.

3.6 Conclusion

Nous avons proposé et analysé dans ce chapitre, une famille d’indicateurs d’erreur
a-posteriori du type résiduel. Nous avons considéré une discrétisation isotrope. Nous
avons utilisé une variante de la méthode d’éléments finis non-conforme de Crouzeix-
Raviart pour approcher la vitesse du fluide dans 2. La pression du fluide dans €2 est
approchée dans I'espace des fonctions constantes par morceaux. Nous avons démontré
que le probléme discret associé est stable via le théoréme de Ladyzhenskaya-Babuska-
Brezzi. Un résultat d’estimation d’erreur a-priori optimal est présenté. Nous avons
prouvé que la famille d’indicateurs d’erreur a-posteriori constuite est optimale. En

outre, nous avons montré rigoureusement que cette famille est a la fois fiable et efficace.
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CHAPITRE QUATRE

Analyse d’erreur a-posterior: d’une
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4.1 Introduction

L’objectif de ce chapitre est d’étendre les résultats d’analyse d’erreur a-posteriori
de type résiduel obtenus dans le chapitre 3 & une discrétisation anisotrope. Nous util-
isons les mémes éléments finis mixtes. Nous généralisons 'inégalité de Korn discréte
standard de la sous-section 3.2.2 & une discrétisation anisotrope (cf. sous-section 4.2.2).
Nous faisons cette extension a ’espace des fonctions affines par morceaux. Nous dé-
montrons ainsi la stabilité du probléme approché [6] via le théoréme de Ladyzhenskaya-
Babuska-Brezzi (cf. sous-section 4.2.3). Nous proposons ensuite une famille d’indica-
teurs d’erreur a-posteriori, avec lesquels nous faisons une analyse d’erreur a posteriori.
Ces indicateurs d’erreur que nous définissons dans la sous-section 4.4.1, généralisent

ceux proposés dans le chapitre précédent. Une majoration d’erreur a-posteriori sur
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la pression est prouvée dans la sous-section 4.4.2. Nous démontrons l'efficacité de ces
indicateurs d’erreur [5] dans la sous-section 4.4.3, laquelle ne dépend pas du caractére

anisotrope du maillage.

4.2 Approximation par éléments finis non-conformes

anisotropes

Nous rappelons la formulation faible (2.146) de la section 2.7 : trouver (u,p) €
H x @ tels que,

(4.1)

ou

= {veH(div,Q):v, € [H' ()Y, v=0swr Iyet v-ny=0sur Iy},

Q = 1@ = {ae 2@ [ glaldo=0}.

Et

=

-1
a7

=

a(u,v) = 2u(D(u),D(v))o, +

<us . Tj? Vg - Tj>F[ —+ Jus (Kilu’ V)Qd 5

3

1

b(v,q) = —/qdiv V.
Q

4.2.1 Probléme discret

e Les espaces d’approximations : Les espaces d’approximations sont celui du chapitre

3, 1.e.

Hh = {Vh . Vh\T € [Pl(T)]N VT c Th, ([Vh]Ea 1>E =0 VE c Eh(Qj) s
([Vh . IIE]E, 1)E = (0VE € 8h(Qd) U Sh(aﬁd)},

et,

Qh = {qh € Lg(Q) “Qnir S PO(T> VT € (.Th} .
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e Les formes bilinéaires approchées : Puisque H;, € H, alors nous définissons les

formes bilinéaires approchées a, et by, par,

M(0¥) = 2 30 (D) D)+ 3T 7 v by

+ u(K'u,v)q,, Vu,v € H+H,

et

bu(v,q) = — Y (g, divv)r, W e H+H,, Vg € Q.

TeTy

e Le probléme approché : Trouver (uy,py) € Hy x Q) tels que,

{ah<uh,vh>+bh<vh,ph>+JamSO<uh,vh> = L(vi),¥vi € H, 42)

by (up, qn) = G(qn),Yan € Qn.

C’est aussi une discrétisation naturelle du probléme faible (4.1), sauf qu’il y a un
terme de pénalisation J*5°(uy,, v;) qui s’ajoute. Cette forme bilinéaire JAM5O( )

dans le cas anisotrope est aussi définie par décomposition suivant les éléments de &y,

par,
IOy, v) = JAO u, v) + IO, v) + IO, v), (43)
ou
aniso hE
IEO(m,v) = (142p) Y o3 [ulg - [v]eds,
EEEh(Qj) min,E JE
i h
J%HISO(U’V) = Z 2—E / [u]E . [V]Eds et7
! hevine JE
Ee&h(Qd) man,
i h
Jgg;so(u,v) = Z 73 E /[u ‘ng|lp X [v-ngleds.
EEEh(an) m'm,E E

Si 'on pose Cp(u,v) = ap(u,v) + Janiso(u,v), alors le probléme discret (4.2) est

équivalent a : trouver (up,ps) € Hy X Q) tels que,

Cr(an, vi) +bu(va,pr) = L(vi),Vvi, € Hy, (4.4)
by (an, gn) = G(qn).Yan € Qn.
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On pose :

1/2

N-1
ville={ D R+ v 7, + 1 v I8, + ) Il div v [ +3350 (v, v)
j=1

TeT; TeT?

Et nous avons le lemme suivant :
Lemme 4.1. L’application || - ||n: v € Hy, —|| v ||,€ Ry est une norme sur H,.

Preuve. La preuve est similaire & celle du Lemme 3.2. m

4.2.2 Inégalité de Korn discréte sur une discrétisation anisotrope

Dans cette sous-section, nous généralisons I'inégalité de Korn discréte énoncée dans
le Théoréme 3.9 au cas d’une discrétisation anisotrope. Nous considérons en particulier
I'espace des fonctions affines par morceaux. Cette inégalité de Korn discréte permet
de montrer la coercivité de la forme bilinéaire C},.

Nous rappelons les espaces :

Vo, = {ve[l’(K)": vp=vre [P (D), VT €T,}, (45)
HY(K, T = {we H'(K)N: wr=wreP(T)V,VT €T,}. (46)

Théoréme 4.2. (Inégalité de Korn discréte-Cas anisotrope [6]) Soit {Tp}n=o une
famille de triangulations anisotropes sur K satisfaisant les Hypotheses 2.21, 2.23 et
2.24 ; et soit ¢ : [H' (K, T})]N — Ry une semi-norme vérifiant les conditions (2.110)
et (2.111) et, en plus, la condition :

he

(p(v— Fo))* < Z o | [ve |5 VveVs,. (4.7)
Bee,(K) ™mE
Alors,
hg
ol gy S | 1 Do (0) [ Ho()P + > el ) YveVs, (48)
Bee,(K) ™mE
oU
1/2
|l (e g = (Z !v\?,T> : (4.9)
TeTh
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Preuve. Soit v € Vg, . On a en utilisant I'inégalité (2.113) et la définition de ¢ :
Vs < V= FVingen) + 1FVIig
S IDEV) [k HOEV) + v = FVlin k)
S Dy, (v) I +(8(v)* + (6(v = Fv))* + v = Fv[in e,

Grace a la condition (4.7), on a :

| Ve |5 +lv — FV|12LIl(K,‘Ih)

Vg < IDn ) % +6@)2+ Y

Il reste maintenant & estimer le terme |v — FV|12L11(K7,)- En utilisant les inégalités

inverses standard [48, 89|, avec Jp = Ay on a :

Vo FvEr S AT Baes x| det (Jp)| x V= BV, avee  (4.10)
T
T

Ainsi, d’aprés I'inégalité (2.49) du Lemme 2.17, on obtient :

T
h2

min,T

v — FV|%T < X |v — Fvﬁj. (4.12)

Comme vy — Fvir € [PY(T)]Y, alors I'équivalence des normes dans les espaces de

dimension finie entraine :

|T|

X Z (v — Fv)(p)|an- (4.13)

mm T pEN(T)

|V_F |1T ~

D’apres le Lemme 3.6, on a :

VRV £t Y Y M (4.14)

Soit z = [v]g € [PY(E)]N — z € [P1(E)]". Restons maintenant en dimension N = 2
pour simplifier. Alors £ = [0,1]. Pour 5=0ou 1, on a :

1E]

2(s) |z = 12(3) [ < 12(0) [ + [2(1) g ~]| 2 5= B Iz |7 - (4.15)
Ainsi, I'inégalité (4.14) devient :
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7| 1
v—Fv[i; S Z Z 7] X 3 I Ve 1% - (4.16)

SEN(T) E€&s man, T

. N|T
Par ailleurs hpr = |}|3‘| donc :

h
v-Fvis S0 ) Z = || Ve 1% - (4.17)

SEN(T) Bets mm T

D’ou,

hET
V= Fvlmwa) S Y Z I Ve (1%, (4.18)

TE‘T}LEGE ) mznT

soit,

vig |3 . (4.19)

S22

TEeT, EcE(T) mmE

|V - FV’Hl(Kv‘I}L)

Le théoréme est ainsi démontré. =

Remarque 4.3. Si hyin g ~ hg ~ diam(E), alors linégalité de Korn anisotrope (4.8)
du Théoreme 4.2 implique 'inégalité de Korn isotrope (3.17) du Lemme 3.7 pour les
fonctions affines par morceauzr. Ce qui montre que l'inégalité de Korn (4.8) est une

généralisation de (3.7) pour les fonctions affines par morcequ.

Nous donnons maintenant trois exemples de semi-norme ¢ qui satisfont les dif-

férentes conditions.

Exemple 4.4. Soit T C OK et soit ¢ : [H' (K, Ty)|N — Ry définie par :

o(v) = sup 0/1“ lv-m|, Yve [HY(K,T,)]". (4.20)

meRM(K), | mlr =1, [y, m=

Proposition 4.5. ([6]) La semi-norme ¢ de U'Exemple 4.4 satisfait les conditions
(2.110), (2.111) et (4.7) du Théoréme j.2.

Preuve. Nous montrons que la semi-norme ¢ de 'Exemple 4.4 satisfait les condi-
tions (2.110), (2.111) et (4.7).
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1. Condition (4.7) : La condition (4.7) est vérifiée comme suit,

(v —Fv)? < [v=Fvie= > lv-Fv|j

E€&r(0K)
< D lv=Fvii
TeT,
< Y lv=Fviis
TeTy
|v—Fviiz = [VV=Fv) [z +]v-Fv|z (4.21)

(a) Estimons || v — Fv ||%.

Iv—Fvilz = 6x[T]x | v=Fv[5< [T]x Y |(v—=FV)()]~
5eEN(T)

L’équivalence des normes dans les espaces de dimensions finies entraine :

D TAV=FVG)Ex ~ Y [(v—Fv)(s)[iw (4.22)

5EN(T) seN(T)

Donc,

Iv—=FvIE S ITIx Y (v —Fv)(s)lan-

~Y
SeEN(T)

D’apres le Lemme 3.6, on a

Iv—=FviE S I1TIx Y > Ivls(s)las- (4.23)

SEN(T) E€€s

On se ramene maintenant & 1’élément de référence. Pour simplifier, on se
place en dimension N = 2. Soit donc z = [v]g € [P*(E)]Y — z € [PY(E)]Y,
avec £ = [0,1] (pour N = 2).

2(s) ey = [2(5) ey < [2(0)[py + [2(D]ry ~ [l 2]z (4.24)

En utilisant (2.51), on a :
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z(s)er S |EI"?x |2 |5 ie |[Vs(s)ley S BT Ve e -

Donc,
\TI
Iv=Fviz S > Z V] % (4.25)
SEN(T) Ee€s
N|T| 1
hgr=—— e 1< 4.26
BT |E’ thinT ( )
Donc,
lv=rFvii < > > o IMell (4.27)
sEN(T) Beés mznT
Aussi,
hET hE‘ et hmlnT hmin,E- (428)
Donc,
hg
Iv=rFvip < > > — Vel (4.29)
sEN(T) Ecés mmE
D’ou,

I [v]e 1% - (4.30)

dolv-rFviz 5 Y

TET), Beey (k) mimE
(b) Estimons || V(v — F'v) ||%. Nous avons les égalités :

V(v—Fv)=A" -V(v—Fv), et
%

FT(Lf’):AT'.T—FPO:IethI:JFT'd.T.

Donc,
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| V(v = Fv) [lp = |JFT|></|A TNV Fv)Pdz

< e X A7 Nl x|V = Fv]i 7.

T
h2

min,T

T —
< 72 ]v—Fv]iT

min,T

><HV FVH

L’équivalence des normes dans les espaces de dimensions finies entraine :

> - )@y~ IV (131
seN(T)
Donc,
T
IV =) B S e S v PR (432)

min, T seN(T)

D’apreés le Lemme 3.6, on a

IVO-F) 2 € 2 x 3 Y (W) (43)

mm’T SeEN(T) Ee€és

En utilisant la méme technique que précédemment, on obtient :

T T 1
IVE-F) I S e x 5 3 o< | Ve I

min, T seN(T) Eeﬁs min,T
Soit,
IT | her
IV(v—Fv) 7 < Z Z vlg |15
mznT SEN(T) E€és mmT
D’ou,
2 < he 2
Sv-Fvir S 0> el (4.34)
TET), Eeen(K) minkE

Les estimés (4.30) et (4.34) conduisent a 'estimé (4.7).

2. Les conditions (2.110) et (2.111) ne dépendent pas de la discrétisation. Elles sont
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vérifiées dans [35].

Exemple 4.6. Soit ¢ : [H (K, T,)|N — Ry définie par :
o(v) = ||Qu|x, VYve [H' (K TN, (4.35)

avec,

1
Qv = 'v——/'v. 4.36
i s (4.36)

Proposition 4.7. ([6]) La semi-norme ¢ de I’Exemple 4.6 vérifie les conditions (2.110),
(2.111) et (4.7) du Théoréme 4.2.

Preuve. Nous montrons que la semi-norme ¢ satisfait les conditions (2.110), (2.111)
et (4.7).
1. Condition (4.7). On a :

(¢(v—Fv) S |v=Fvii= ) [Iv-Fvi (4.37)

TeTy,

et estimation (4.7) suit, d’aprés estimé (4.30).
2. Conditions (2.110) et (2.111).
(a) Condition (2.110). Pour tout v € [HY(K)]V, on a,

(6(v)) = Hv—%/KvHK < Hv|yK+% /Kv )
< vl o (112 x| [ 9])
<|wm+§mmmmeme
D’ou,
o(v) < 2| vlhx (4.38)

(b) Condition (2.111). La condition nécessaire est triviale d’aprés les équiva-
lences (2.109) et (2.112); la condition suffisante est aussi triviale a cause

de I’équivalence (4.39) ci-dessous et D(c) est une matrice nulle pour tout
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vecteur constant ¢ € RV,

(Qv =0 dans K) <= v = (% /Kv) € RY. (4.39)

|
Exemple 4.8. La semi-norme ¢ est définie par ¢ - [H (K, T,)]N — R, telle que,

Z /T rot(v)

TeTy

, Yo e [HYK,T)". (4.40)

RN

¢(v) =

Proposition 4.9. (/6]) La semi-norme ¢ de I'Ezemple 4.8 satisfait les conditions
(2.110), (2.111) et (4.7) du Théoreme 4.2.

Preuve. Nous montrons que la semi-norme ¢ vérifie les conditions (2.110), (2.111)
et (4.7).
1. Condition (4.7). On a

(v =Fv)* S V= Fvlingg,y = Y Iv—Fvig, (4.41)
TeT,

et estimation (4.7) suit d’aprés 'estimé (4.34).
2. Conditions (2.110) et (2.111).
(a) La condition (2.110) est vérifice pour tout v € [H'(K)]™ dans [35].

(b) La condition nécessaire et suffisante de la condition (2.111) est aussi vérifiée
dans [35].

4.2.3 Existence et 'unicité d’une solution du probléme discret

Nous pouvons maintenant prouver l’existence et 'unicité d’une solution du prob-
léme discret (4.4). Pour cela, nous allons vérifier les hypothéses du théoréme de
Ladyzhenskaya-Babuska-Brezzi : la continuité des formes discrétes, la coercivité de la
forme bilinéaire C), sur le noyau discret Kerpb, et la condition inf-sup discréte de la

forme bilinéaire discréte by, par rapport & la norme || - ||,
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Continuité des formes discrétes

Lemme 4.10. (/6]) On a les estimations suivantes :

[L(vn)] <l wn lln, Yo € Hy + H, (4.42)
Glan)] S lanll, Yan € Qn, (4.43)
|Ch(up, vn) S | wn lw X || on lln, Vun, v, € H, + H, (4.44)
br(vn,an)| S ol < [l an |, Von € Hy + H Vg, € Q. (4.45)

Preuve. Ces estimations suivent immeédiatement 1'inégalité de Holder. m

Coercivité de la forme bilinéaire (),

On introduit I'espace discret,
Z, = {viy € Hy :bu(va,qn) =0,Yq, € Qn}. (4.46)

Lemme 4.11. ([/6]) Si v, € Z,, alors div v, =0 p.p dans T', VT € Ty,.
Preuve. La preuve est exactement celle du Lemme 3.11. m

Théoréme 4.12. (Coercivité discréte [6]) On suppose que la triangulation Ty, sur
Q est anisotrope et satisfait les Hypothéses 2.21 a 2.24. Alors, il existe une constante
cp, dépendant de h telle que,

Ch(’l)h, ’Uh) > Cp, H Uy, ||i, Yu, € Z;,. (447)

~Y

Preuve. Soit v, € Zy. On a,

N-1

_ (6%
Crlviva) = 20> [ D(va) 3 +u(K Vi, vi)o, + > 5t
TeT; j=1

+ Jg?lso(v}“ Vh) + JaHISO(Vm Vh) + Jggjso(vfh Vh)‘

v 75 IIF,

Considérons maintenant la semi-norme ¢ définie ci-dessus par,

ovi) = |3 / rotvs| (4.48)

TeTy, RN

Rappelons que rotv, est une fonction scalaire constante (N = 2) ou une fonction
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vectorielle constante (N = 3) dans chaque T' € T, donc,
o(vp) = / rotv), (4.49)
Qs RN
= / Y- (Vi) (formule de Green (2.96)) (4.50)
00 RN
< |%(vh kv +/ RACHITS (4.51)
< / r (W) + / il (452)
Eee,

e Estimons

/ |

Eesh

Y+ (Va)|gn. On a par l'inégalité de Cauchy-Schwarz :

EEEh
S [t < 5 ([t ) (e
Ee&, (T Eeg),
< (/ |- (Vi |RN> ( car diam(FE) < 1)
Ee€),
hg
< 5 () (L)
Be&n(Ts) mzn E min,E
1/2
hg 2
< Z h2 |7¢(Vh>|]RN X
Ee&,(Ts) min,E E
1/2
h72nmE
X
> ()
Ee&n(Ts)
En posant,
1/2
h72nin,E GR
My = Z hp ’
EeEh(Fs)
on a,
1/2
> [l < moxd 5 () (fimisi)
Bee,(rs)” T Bee,(Ts) i, 1

) —-1/2

(4.53)

. (4.54)

Meéthode d’éléments finis et Analy

d’

a-posteriori

HOUEDANOU Koffi Wilfrid © URPM/IMSP 2015

wilfrid.houedanou@imsp-uac.org



Approximation par éléments finis non-conformes anisotropes 136

D’ou,

1/2
3 / e (Vi)lgy < x (Jamso(vh,vh)> . (4.55)

EGSh

e Estimons maintenant Z / 177 (Vi) |gw- On a par Cauchy-Schwarz :
EESh F[

1/2
/ el < ([ el ) x ()
Ecégy, Iy

< ah(vh,vh)l/Q. (456)

Y

Avec les estimés (4.55) et (4.56), on a 'estimation :
(6(va))? S mn X Jg‘%?iso(vh?vh) + ay(vh, va). (4.57)
Alinsi,

mp, XJanlSO(Vhth)Jrah(Vhth )+ DY D) I1F 2 Y D) 7 +(é(va)?
TETb TE‘Tb

+ JaIIlSO (Vh, Vh)~

On peut maintenant appliquer I'inégalité de Korn discréte anisotrope du Théoréme

4.2 au second membre de cette inégalité. On a alors,

my, xJamSO(vh,vh)—i—ah(vh,vh YD D) 1R 2 D 1 V(va) 13 (4.58)
Teﬂ‘S TG‘J‘S

D’ou, il existe une constante ¢, > 0 telle que,

IO (v vi) +ap (v, vi) + > IIDVE) IF = e D I V(va) 15 +IM50(v,v)

TeT; TeT;
soit,
Z 2 aniso
Ch(Vh,Vh) = Cp, || V(Vh) ||T +J (Vh,Vh) . (459)
TeT;
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Par ailleurs,

N-1

Cr(vivi) = D I va-7 7, (4.60)
=1

Co(vi,vi) = |l v g, - (4.61)

Les estimés (4.59), (4.60) et (4.61) conduisent & 'estimé du théoréme et donc, le
théoréme est complétement démontré.
n

Condition inf-sup de la forme bilinéaire b,

Nous montrons maintenant la condition inf-sup de la forme bilinéaire b;, sur Hj, x

(1. Mais avant, nous introduisons l’espace :
X = {veH: vj, € [H (Q)"}. (4.62)

Nous définissons ensuite 'opérateur d’interpolation de Crouzeix-Raviart I, : X — Hj,

par :

/V = /]IhV, VI €Ty, VE € 8(T> (463)
E E
Lemme 4.13. ([12]) L'opérateur T, est [H'|N — stable, c’est-a-dire,

\]Ihvh,T < "U|17T, Yv e )(7 VT € Ty, (464)

~Y

Théoréme 4.14. ( Condition inf-sup discréte [6]) On suppose que la triangulation
Ty, sur ) est anisotrope et satisfait les Hypothéses 2.21 & 2.24. Alors, la forme bilinéaire

by, vérifie la condition inf-sup discrete sur Hy, X Qy, ¢’est-a-dire : day, > 0 telle que,

. br,(vn, qn)
inf sup
@ €Qn vy, || an || X || vn [|n

> . (4.65)

Preuve. On utilise toujours I'argument de Fortin comme dans la preuve du Lemme
3.14. Soit g, € Q. Alors |67, Corollaire 2.4, Page 24], il existe une fonction vectorielle
v, € [HY(Q)])Y C X telle que,

divv = —gq, dans Q2
N I (4.66)
[vie S lale-
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Prenons v, =1I,v € Hy. On a,

bu(v = Vi) = — Y Y, /qhn (Vv —vp)

T€T), BEc&(T)
=X Y [nvow=
TeT), EcE(T)
Donc,
ba(viian) = ba(v.an) = llan [* 2 lan || x|V [re- (4.67)

Ainsi, pour avoir la condition inf-sup (4.65), il suffit que,
[vie 2 [Ivalln- (4.68)

Montrons alors I'estimé (4.68). Nous commengons par majorer chaque terme de la

norme || vy, || :

e Majoration du terme Z [Vi|ir- On a, en utilisant le Lemme 4.13,
TET;

Iviie 2 IWie. 2 > Walis (4.69)

TeT;,

e Majoration du terme Z | div vy, [|3. On obtient via le Lemme 4.13 :
TeTd

IvIia~ Vhe = X Wiz 2 D Wiz 2 D lldivvalz.  (470)

TeT, TeT? TeTd

e Majoration du terme || v;, ||3 . Soit une fonction scalaire v € H'(T). Définissons
Popérateur I, : HY(T) — PY(T) par,

N

e 1[0\ - . .
= Thv ::Z<\E-\[E”) Ui, avec; i =1— N\, i=1,...,N. (471
i=0 ! g

onll
(a4

Précisons que les ¢); sont les fonctions de forme de 1'élément fini de référence PY(T') de

Crouzeix-Raviart définies ci-dessus. On a les estimations,
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I Loz < )

A
L=
T
gijl —
~_

X

<

A
X
B

Par ailleurs,

donc,

) E,
1ho e < 3B
E

N

-MZ
E —
X

B

EE

AN

N

| Tho [|%
donc,

I 2o |17

~Y

Szt | v 7
Ainsi, pour une fonction vectorielle v € [H'(T)]Y, on a :

1y 17 S hmaer |V 17 -

(4.72)

(4.73)

(4.74)

(4.75)
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On peut alors conclure qu'il existe une constante ay 5 > 0 dépendant de h telle que,

N-1
e Majoration du terme Z | Vo - 75 |I7,- Soit E € &,(T'7). On a,
j=1

| Ver T 1% < |l Ven |5, (Inégalité de Cauchy-Schwarz) ,
<

| ver — v 5 + || v |5 (Inégalité triangulaire) .
En utilisant la premiére inégalité de trace anisotrope (Lemme 2.35), on obtient,
Iven -1z < [hE (v =v 7+ 1 CEV (v =va) I7) + | v [IE] . (477)

Inégalité de Cauchy-Schwarz et la définition de la matrice Cp conduisent aux estima-

tions :

Iver -7l < [he" (1ve =V 17 +haer | Vv =va) [17) + I v [[B] (4.78)

_ thna;tT
S hg' llve—v Iz + n, IV =va) 17+ 1 v e, - (4.79)
On utilise estimé (4.75) pour obtenir,
hmaz,T h%naa:,T
Ivin -7z S === lvir+ Vit IV i, - (4.80)
hg hg

Dot il existe une constante ayj, > 0 dépendant de h telle que,

N—-1
IvIie 2 aonx >l ven-7lIE, - (4.81)
j=1

e [l reste maintenant a controler le terme Jamso(vh,vh). D’abord, remarquons que

Janiso(v,v) = 0, puisque v € [HZ(Q)]".
agiso(

* Estimons J o
S

Vh,Vh>.

Jg?igo(vh,vh) < ZJamSO(vh,vh), avec

~ QT
TeTy
i h
aniso _ E 2
JTmQj (Vvi,ve) = (1+2p) E <—h2 ‘ I vile I -
Ee&n(Traf) min, B
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aniso

J?Iml;zsjo(vh, vi) = Jingr (Vi =V, v, — V) (4.82)
hg
= (1+20) ), (h?—> e =vlp g (483)
Ee&n(TnQY) min. B

En utilisant la continuité de 'opérateur trace et I'inégalité de trace du Lemme 2.35,

on obtient,

i 1
S URTIERED S (o) B (MR ST SOR®

Ee&n(TNQ) min,E

AN

1
> <h2—> X (| v = v 17 +higervi — vIir) -
)

Ee&n(Tnod min, T

On utilise maintenant les estimés (4.64) et (4.75), pour avoir :

; 1
B S 5 () e U B, e 1 1)
)

Eeen(TnQs min,T

soit,

. h T
Ional mva) S ) (,{" )x(uv||%,gs+uvuigs).

Ee&n(TNQT) min, T
Ainsi, en sommant sur les éléments de T?. il en résulte l'existence d’une constante
3 h»
agp, > 0, telle que,

| v ||?Q 2 agp X Jgﬁlso(vh,vh). (4.84)

~

* Par la méme technique, on majore les autres termes J5" "% (v, vi,) et J501°° (v, vi)

et le Théoréme 4.14 est complétement démontré. m

Le Lemme 4.12, le Théoréme 4.14 et le Théoréme 4.10 conduisent au résultat suivant,

Corollaire 4.15. ([6]) On suppose que la triangulation T), sur Q est anisotrope et
satisfait les Hypothéses 2.21 a 2.24. Alors, le probléme discret (4.2) admet une solution

et une seule dans Hy x Q).

Remarque 4.16. La constante intervenant dans la condition inf-sup (4.65) de by, sur
Hj, x Q) n’est pas uniforme en h. Cela n’est pas un inconvénient pour faire une analyse

d’erreur a-posteriori.
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4.3 Relation entre maillage anisotrope et fonction anisotrope

4.3.1 Mesures d’alignements

Les mesures d’alignements constituent un dernier outil que nous décrivons. Ces
mesures d’alignements permettent de caractériser I’alignement d’une solution avec une

discrétisation donnée.

Définition 4.17. (Mesures d’alignements)

1. Pour une fonction v dans H'(SY) non constante, on définit la mesure d’aligne-
ment de v avec les Tt, | = s ou d par [52, 84, 90] :

1/2

E : hmmT || (Cg:rvv ||§1
TeT!
T = . 4.85
i) Ve lla )

2. Pour ¢ € [HY(Qq)]* N Hy(rot, Q) non constante, on définit également la mesure
d’alignement my(.,.) par [90] :

1/2

§ : h’mznT ” v (CTrw)(CT ”T
TeTd
T = 4 . 4.86
el 199 Tla, 50

3. Puisque la mesure d’alignement définie en (4.85) est aussi valable pour les fonc-
tions wvectorielles dans [H* ()], alors pour une fonction v € [HY(Q)]YN, on

définit la mesure d’alignement m(v, v, Ty) par [5] :

(w16 Ty) = my(v, T3) + my (v, TE) + my (v, TE) st v € Hg(Q), (4.87)
o my (v, T3) +mi(v, T + ma(, T si Y€ X,
o,
H = [H'(Q)] N Hy(rot, Q). (4.88)
4.3.2 Propriétés sur les mesures d’alignements
Nous donnons maintenant quelques propriétés sur les mesures d’alignements :
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Lemme 4.18. On suppose que les triangulations T} sur Q, sont anisotropes. Alors,

nous avons les propriétés suivantes pour les mesures d’alignements,

1. Les mesures d’alignements my(v,T%), | = s ou d vérifient :

hmaz
1< my(v,Th) < max 22T (4.89)
TGTL hmin,T
2. De méme, la mesure d’alignement mo (b, TE) vérifie :
d hmaxT
1 <mo(y,Th) S max ——— (4.90)

7eT¢ Rpin, T

00 Nz 1 €5t €gal au plus grand hy ¢ de la triangulation.
Preuve. Raisonnons dans le cas ol v est une fonction scalaire. Rappelons les
matrices Hp et My de RV *¥par :
HT = dmg (hl,Ta c. 7hN,T) et MT = H;ngr (491)

Comme les vecteurs anisotropes p; ; sont deux-a-deux orthogonaux, alors les vecteurs
lignes de la matrice carrée My sont deux-a-deux orthogonaux. De plus ces vecteurs
lignes sont unitaires. Donc la matrice My est une matrice orthogonale. Ce qui implique
I'identité :

| My - Vo [[z=| Vv ||z (4.92)
Par ailleurs,

Alors, on utilise le faite que hl_% < h;jmT,

Vi e {1,..., N}, pour avoir 'inégalité
Mz Vv llr < hyy | €'V ||z (4.94)

Par (4.92) et par le faite que Vv € [L2(Q)]Y, on a :

I Vo lla= > Ve lE< Y hdur | CEV0 |17 (4.95)

Te ‘I}L Te T}L
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D’ott la premiére borne de (4.89). Maintenant prouvons la deuxiéme borne. On a

CI'Vv = (pyr-Vu,...,pyr- V0) (4.96)
Donc
N
ICEVullr = Y Pz Vollr (4.97)
=1

Par inégalité de Cauchy-Schwarz :

N
ICF' Vo llr < (Z I Pir HT) x| Vo iz (4.98)
=1
< N x hmaz,TX || Vv ||T (499)
Alinsi,
CrV Pmaz
ICrVo fir < Nx 22y |V |r. (4.100)
hmin,T hmin,T
hmarT
< Nxmax —=x || Vv || . (4.101)

TeTy min,T

En sommant sur T, on retrouve la seconde borne de (4.89). Par un raisonnement

similaire, on prouve les bornes de (4.90) m

Lemme 4.19. (Cas particulier ot le maillage est isotrope) On suppose que la famille

{Th}ns0y de triangulations de € est isotrope. Alors,
m;(v, Ty) ~ 1, 1€ {1,2}. (4.102)
Preuve. Rappelons que dans le cas d’un maillage isotrope (voir Fig. 2.8 ci-dessus),

on définit

h
0}, := max —T, ou pr = 2ry. (4.103)
TeT, T

L’isotropie du maillage est caractérisée par 'existence d’un oy > 0 indépendant du pas

h tel que :

on < 09, Yh > 0. (4.104)
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Comme hp = hpaz1 €6 pr < Rpin, alors inégalité (4.105) ci-dessous tient :

hma:p,T hT < h_T

<

< 4.105
hmin,T hmin,T Pr ( )

Ainsi, grace au Lemme 4.18 et & 'hypothése de régularité (4.104), on déduit I’équiva-

lence :
1 < my(v,Tp) < oo, (4.106)
ou encore,
m;(v,Tp) ~ 1. (4.107)
u

Remarque 4.20. Le Lemme 4.19 montre que les mesures d’alignements sont des

extensions des cas isotropes.

Remarque 4.21. ( Commentaire sur la mesure d’alignement ) : Rappelons que,
CLrvv = (prr-Vou,...,pyp- V). (4.108)

Pour un maillage anisotrope, les termes CL'Vv contient des dérivées selon les direc-
tions d’anisotropie p,r de l’élément T. Si les éléments anisolropes sont alignés avec
une fonction anisotrope v, la direction d’anisotropie la plus longue p; est asso-
ciée avec une faible dérivée dans cette direction p, p - Vu. Inversement, la direction
d’anisotropie la plus courte py r est associée avec une forte dérivée dans cette direction
Py V. En conséquence le numérateur et le dénominateur de my(v,Ty,) se compensent
et my(v,Tp) ~ 1. Si en revanche, le maillage anisotrope n’est pas aligné avec une fonc-
tion anisotrope v, alors des considérations similaires impliquent que mq(v,Tp) >> 1.
On a une interprétation analogue avec la seconde mesure d’alignement. En conclu-
ston, mieux le maillage Ty est aligné avec la fonction anisotrope v, plus les mesures
d’alignement m;(v,Ty,) seront petites. Ce qui aura pour conséquence, comme nous le
verrons dans la sous-section 4.3.3, l'obtention d’estimations d’erreurs d’interpolation

plus fines.

Meéthode d’éléments finis et Analyse d’ a-posteriori. HOUEDANOU Koffi Wilfrid © URPM/IMSP 2015
wilfrid.houedanou@imsp-uac.org




Analyse d’erreur a-posteriori 146

4.3.3 Estimations d’interpolation de Clément-Cas anisotrope

Nous donnons ici les estimations d’interpolation de Clément dans le cas anisotrope.

Ces estimations généralisent celles données dans le Lemme 2.30 du chapitre 2 ci-dessus.

Lemme 4.22. (Estimations d’interpolation de Clément-Cas anisotrope) Soit {Tp}n>o0,
une famille de triangulations anisotropes sur Q, satisfaisant les Hypothéses 2.21 G

2.2/. Alors les estimations suivantes tiennent pour tout v € [Hl(Q)]N et pour tout
¥ € [H'(2)]° N Ho(rot, Q) :

N

D Do v =0 |7

TeT!

hg
S o1l

E’Egh((zl) min,E

mi(v,T}) | Vv g, l=s oud (4.109)

AN

m?(v,T4) || Vo H??w l=soud (4.110)

S bl =Pot 3 S m3w,Th) | Vi II3,, (4.111)
TeTd
h
Y. v =Py < Mm@, T) | VY, - (4112)

EES}L(Qd) min, B

Preuve. Toutes ces estimations sont démontrées dans [52, 90]. On pourra aussi se
référer & [84] pour les estimés (4.109) a (4.110). m

Remarque 4.23. Notons que les estimations (4.110) et (4.112) sont seulement val-

ables pour les fonctions vectorielles en dimension N = 3.

4.4 Analyse d’erreur a-posteriori

Rappelons les résidus approchés définis en (5.13).

ror = fr+2udiv D(u,) — Vp, dans T € T}, (4.113)
rgr = fr—pK 'u, — Vp, dans T € T, (4.114)

Rappelons aussi le saut du gradient dans la direction normale que nous avons défini
en (5.15) :

[(2uD(up) — prl) - nglg pour tout E € £,(12),
Tpn, = (4.115)
0 pour tout E € £,(00Q).
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4.4.1 Indicateurs d’erreur a-posteriori

Définition 4.24. (Indicateurs d’erreur résiduel-Cas anisotrope [5]) Soit Ty, une
triangulation anisotrope sur Q. L’estimateur d’erreur a-posteriori résiduel est localle-

ment défini par,

9 1/2
Or = <Z @?’T> pour chaque T € Ty, (4.116)
i=1
ou
@%,T = h?nin,T H Ny H%W siT € ‘Iéul =S ou d7
Q2 .— h‘?m'n,T | rot(f, — pK ') |7, si T e Tf,
S 0 si TeTs
@g,T = | g — div uy, ||%F7
P\ |, [ VFi i
Olp = Z ) ( hE’ ) X {Z u57h'7_j+04_12n5‘]])(u57h) - T; [
Eec&n(Tnry) j=1
2 h?m'n,T 2
O5r = Z h X || pap = psp + 2075 - D(usp) - 15 ||z,
Ee€é&n(0TnTy) E
h?ninT 2 . S
Z h : X || JE,”E HE si. Te€ ‘Ihv
2 L Ee€&n(0TNQs) E
@6,T - h2
> () < mle I s TeT
h PulE ||E h
Eeen(0TN2y) E
hg
O = Y (hg ) < | [ I
E€&n(0TNQy) min,T
he
S I - MR
Ee&,(0TnaQy) \  minT
hg
Oy = > (hQI ) X (1+2) || [unle (|
Eee,(ornat) \ T
avec
., = uh‘QN (4117)
plvh = phml,l = S, d (4118)
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o L’estimateur d’erreur global anisotrope est maintenant défini par,

1/2
0 = (Z @%) : (4.119)

TeTy,

e Pour chaque T' € T3, on définit ici le terme d’approximation local par,

C X hmin,T || f— fh ”T si T e (.T]Sl,
T = '
Ponin (|| £ = £ I +[rot(f —£u)[l7) st T eTj.

Alinsi, on définit le terme d’approximation global par,
1/2
TeT,

Remarque 4.25. Remarquons que, si Ryin1 ~ hy ~ hg ~ diam(E) pour E € E(T),
on retrouve les indicateurs d’erreur a-posteriori définis dans la section 3.5.1 sur les

maillages isotropes.

4.4.2 DMajoration d’erreur sur la pression

Rappelons le résultat de décomposition de Helmholtz que nous avons établi dans

la sous-section 3.4.1 : chaque fonction v € H admet la décomposition,
v =vo+ vy, (4.120)

otl v, v; € H mais satisfaisant v, € [H*(Q)]V,

(4.121)
rot ¢ dans (g,

{ 0 dans (),

Vi =

ou ¢ € Hy(Qy) si N =2 et o € [H'(Qq)]> N Hy(rot, Q) si N = 3, avec l'estimé :
vollre + [[¥lhas < 1Vl (4.122)

Nous énongons le résultat suivant [5] :

Théoréme 4.26. ([5]) On suppose que la triangulation T), sur Q est anisotrope et sat-

wsfait les Hypotheéses 2.21 a 2.24. On suppose de plus que, les hypotheses du Théoreme
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8.26 sont satisfaites. Alors il existe une fonction vectorielle vo. € [H'(Q)]Y et une

fonction 1., avec,
V. € H} () st N =2,
ws S [Hl(Qd)]3 N HO(rOta Qd) st N = 37

dépendant de Uerreur €, telles qu’on ait ['estimation :
lell S m(voe, e, Tn)(© + O+ || €lln, (4.123)

ot m( Ve, Ve, Tn), est la mesure d’alignement définie par (4.87).

Preuve. ¢ = p—p;, € L3(Q), alors il existe [67, Corollaire 2.4, Page 24| une fonction
vectorielle v, € [H}(Q)]Y dépendant de I'erreur € = p — py, telle que,

/ ediv v,
8 (4.124)

lell S
I Ve |

v. € H, donc v. admet la décomposition de Helmholtz :
Ve = Vo, + Vie, (4125)

0 dans €
o vo. € [HY(Q)]N et vy, = ans , avec V. € H}(Qy), si N = 2 tandis
roty. dans Q4

que . € [HY(Q4)]Y N Hy(rot, ), si N = 3 et satisfaisant 1’estimation (3.161). Pour
U= (u,p) e H,UHXx Q et W= (v,q) € H, UH X Q, on définit la forme bilinéaire,
L,(UW) = Ci(u,v)+ by(u,q) + bp(v,p). (4.126)

Par définition,

=

Moél

T VE

L,(UW) = ZMZ V) + (pK™ uv) +

(u-75,v-Tj)r,

TE‘J’Q j:
- Z (div u, q)r — Z (div v,p)r + Jamso(u,v)
TET) T€Th

Avec W = (v.,0) € H x @ et sous les hypothéses de régularité du Théoréme 3.26, on
a pour Uy, = (up, pp) :
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a
Lp(U = Un, W) = 2p Z (D(e), D(ve))r + ('“K_le’w)ﬂd + Z - k:l (€75, Ve Ty,
TeT; j=1 \/_j
— (diV Vg, 6)9.
On tire,
N-1 .
(div v.,e)a = 2u Z D(v.))r + (K e VE)Q + kl e 7, ve 7y,
TeT; j=1 \/_]
— Lp(U —=Up, W)

Par ailleurs, posons Ve, = Voep + Vien, avec Voo, = 12,(vo ) et

roty. j, dans Q4
Vieh =
0 dans Qg

ol

Gon = 0. si N=2
= P si N=3

Pour W = (v.,0) et W), = (v.;,0), on a, en utilisant les formules d’intégration par

parties, I’équation du résidu :

La(U = Up, W) = 3 { (=, Voe = Voer)r + (847, Vor = Voer)r |

TeTs

+ Z { (f— £, voe — VO,s,h)T + (rar, Vo — Vo,s,h)T
TeTd

(Ot (£, — HK™"wa). = o) + (r0b(F — £1). e — Ven)r |
Z ([pr] s (Voe — Voen) - IlE)T

Eec&pn(Qq)

- [MVT (K_luh)]Ea @Z)e - 77Z}fs,h) - (JE,nE7 Vo,e — VO,e,h)

( 5 5

EEEh(Qd) Egh(Qs)

+ Z {(pd,h — Ps,p T 20N - Uy - Dy, (Voo — Voen) - DE)E
EGE}L(_ )
N-1

- i 1 2:U’ns D(“s,h) : ij (VO,E - VO,s,h) : Tj)E }
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Alinsi,

(e,div vo)q

21 (Dg’s ), D ( VE))QS + (K e, v.)q,
1

N— o
1
k; e . Tj,V5 . Tj)FI
]:]_ J
{ (f — £, voe — Voen)p + (Ts1: Voe — Voen)p }
TET:
{ (f =14, Voe — Voen)p + (Tar, Voe —
TeTd

rot(f, — uK 'uy), ¢ — ¢6,h)T +
Z ([ph]E, (Vo,a - VO,a,h) : IIE)T

EGE}L(Qd)

Z ([M,VT (K_luh)]Ea ¢€ - 77Z)a,h)E -

Ecén(Qa)

(ot (£ — ). v —vin)r |

Z (JE,nEa VO,e - VO,a,h)E

Z {(pd,h — Psp T 2ung - Ugp - g, (Vo,s - VO,e,h) ) 1“1E)E

Eeén(Tr)
N—-1

+2ung - D(usp) - 75, (Voe — Voen) 'Tj)E }

Inégalités triangulaire et de Cauchy-Schwarz, la continuité de l'opérateur trace 7o,

I'inégalité de Poincare-Friedrich et les estimations d’interpolation de Clément pour la

cas anisotrope conduisent a :

(8, div VE)Q

S 2p || Dy (e)

(ve)

N-1
pan
+ 12 —=lle e, ¢ x| Ve
{jzl vHi o

X |l ve lleg

+ {mVoe, e, Tn)} X (© + Ol Vvoe [la + [ VY: llo)-

On utilise maintenant la propriété (3.161) et la condition (1.4) sur le tenseur de per-

méabilité K pour avoir,

(g,div v.)q

S (©+0) {m(voe e T} v o+ lle b x | ve llr - (4127

On déduit alors, en tenant compte du faite que || v, ||m < || ve ||1,0, Pestimation :
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W S Amvoe, e, Tw)k x (O + Q)+ e la- (4.128)

Les estimés (4.124) et (4.128) concluent le théoréme. m

4.4.3 Minoration d’erreur a-posteriori

Rappelons le résultat de régularité que nous avons établi dans la section 3.4.2 :

Théoréme 4.27. ([7]) Soit (u,p) € Hx Q, l'unique solution du probléme variationnel
(2.146). Si f€ H(rot, Q) et K € [CO(Q)]V*N, alors il existe un réel € > 0 tel que :

wo, € [H2H(Qq)]Y.

Pour prouver l'efficacité de nos indicateurs d’erreur locaux, nous introduisons pour

w C Q,

Iviie = > IVix

TCoNQs

+ > UvIE+IV-vI
TCoNQy

+ v, % n“%mw + Z JFO (v, v),

TCw

ou

IOy = (oY (th )xHMEH%

Eeen(@Hne(r) \ minE

DS (hzhE )ngEuz

Ee&n(Qq)NE(T)

+ > (hzhE—> X ||[v-nglelE.

E€&,(094)NE(T) min, B

Le résultat principal de cette sous-section s’énonce comme suit :

Théoréme 4.28. (Efficacité [5]) On suppose que la triangulation T), sur Q est
anisotrope et satisfait les Hypothéses 2.21 a 2.24. On suppose de plus que, les hy-

pothéses du Théoréme 3.26 sont satisfaites. Alors, une minoration locale de erreur
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est donnée par :

Or S llelhar +lellor + > G, (4.129)
T'Cor

ot wr est 'union finie des éléments voisins de T

Preuve. Nous commencons par borner chaque terme du résidu séparement. Puisque,
par le Théoréme 4.27, le saut de u a travers toutes les arétes/faces de €2, est nul, alors,

pour tout ¢ = 7,8 ou 9, nous avons clairement 1’estimation :

02, < IO (y, w,) = JAO(y, —u w, —u) S [ju— uylfnr (4.130)

(2

Ainsi, il reste a estimer les indicateurs locaux pour i < 6.

1. Terme résiduel dans (2;. On majore I'indicateur ©; r pour 17" € T}. Pour cela,

on pose :
wr = r,rbr € [Hy(T)", (4.131)
puis considérons,
/ T Wp = /(fh + 2udiv D(uy,) — Vpp) - wo. (4.132)
T T
Nous introduisons f et nous utilisons la formulation faible (2.146) pour obtenir,
/rs,T'WT = /(fh—f)WT
T T
+ /(QM]D(U) : Vwr — pdiv wr)
T

+ /(2udiv D(up) — Vpy) - wr.
T

En intégrant par partie le dernier terme, on obtient,

[reawer = [ =9 v s [ De)s Viewn) - [ cdivwr.

On applique l'inégalité de Cauchy-Schwarz pour avoir,

/rs,T wr S E=1f |zl wr [|lr +QCulelir+ || € ||l7)Iwr|ir
T

Meéthode d’éléments finis et Analyse d’ a-posteriori. HOUEDANOU Koffi Wilfrid © URPM/IMSP 2015
wilfrid.houedanou@imsp-uac.org




Analyse d’erreur a-posteriori 154

Les inégalités inverses (2.88), (2.97) et la relation triviale || wp ||7<|| x5z |7

impliquent :
sz 175 (1 E = £ llr +pgoplelur + hogr L€ llr) [ Esr [,

ou de fagon équivalente,

O17 S hming || £ = ||7 +e

v+ ellr - (4.133)

2. Terme résiduel dans ();. On majore ensuite 'indicateur ©, 1 pour 7' € ‘J'g.

Posons :
wr = rqrbr € [Hy (T)]V. (4.134)

En utilisant la formulation faible (2.146) et en intégrant par partie sur 7', on
obtient

/ rgr-Wr = /(fh — [LK_lllh — Vph) - W
T T
= /(fh — /LKiluh — Vph) “Wr
T
+ /(,uK_lu —f) - wp — pdiv wr)
T

= /(fh — f) - W + /(uK_le W — ediv WT).
T

T

Comme précédemment, 'inégalité de Cauchy-Schwarz et les inégalités inverses
(2.88)-(2.97) conduisent a :

17 S hin | £ = 7 + | K e [l2 + [ e Iz . (4.135)

3. Terme résiduel (rotationnel) dans ;. Pour T' € T¢, nous posons

KT = I‘Ot(fh — ,uK_luh) et W = KTbT- (4136)

Nous notons que rotwr appartient a I'espace H et est a divergence nulle, donc

par (2.146), nous avons a(u, rotwr) = (£, rotwr)r,
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ou de fagon équivalente :
/(uKlu —f) - rotwy = 0. (4.137)
T
Mais en utilisant la formule de Green (2.96), nous pouvons écrire,

/ Ky -wp = / rot(f, — f) - wp + /(f— pK1uy,) - rotwry,
T T

T

et en utilisant (4.137) nous déduisons que,

/ Kr -wp = / rot(f, — f) - wp + / pKH(u —uy,) - rotwr.
T T T
Par inégalité de Cauchy-Schwarz, nous obtenons,
/KT -wr < [rot(f, — f)|[zllwrlr+ [| K™'e [|7 [[rotwr|r.
T
Encore les inégalités inverses (2.88)-(2.97) conduisent & :
@2,’1" ,SH Kﬁle HT —|—hmm7THI'0t(fh — f)HT (4138)

4. Terme résiduel (divergence) dans 2. Nous voyons directement que,

g — div u, = div u — div u, = div e.
Donc par inégalité de Cauchy-Schwarz, on conclut que
63,T :” g — div uy ||T<|| div e ||T< |e|1,T_ (4139)

5. Les termes d’interface liés au couplage. Pour estimer ©47 et O5 7, nous

fixons une aréte/face E inclue dans I'; et pour une constante rp fixé et un

vecteur unitaire IN, nous considérons,
Wgp = TEbEN
wg appartient clairement a H. Donc la formulation faible (2.146) conduit &

a(u,wg)+b(wg,p) = (£, Wg)w,,

Meéthode d’éléments finis et Analyse d’ a-posteriori. HOUEDANOU Koffi Wilfrid © URPM/IMSP 2015
wilfrid.houedanou@imsp-uac.org




Analyse d’erreur a-posteriori 156

qui est équivalente a,

/ (2uD(u) : D(wg) —pV - wg) + /T (WK 'u - wg — pdiv wg)

_|_

oy
(

[y Us - Tj, WEs Tj)E = (f7 WE)WE7
J

J=1

ot T, (resp. T,) est I'unique triangle/tétraédre inclu dans Q, (resp. ;) ayant E
comme aréte/face. En d’autre terme, les intégrations par partie dans T et dans

Ty conduisent a,

/ (2uD(uy) : D(wg) — ppdiv wg) +/ (K 'y, - wg — ppdiv wg)

s Ty

N-1 Lo
1
+E —(Wsp ), WEs - Tj)E

=

= —/ (2udiv D(up) — Vpr) -wE—i-/ (WK tay, - wg + Vpg) - w
s Ty

N-1
+Z LW T W - Ti)E (4.140)

Jl\/_

N /E([ph]EWE -np = 2u(D(usp)ng - wg).

En soustrayant cette identité de (4.140), nous trouvons,

N—
/([ph]EWE HE—QN(D(Ush)IlE WE Z Mﬁ (Ush Tj, WEs " T])E
E =1 J

ﬂ\

= / (2uD(e) : D(wg) — ediv wg) +/ (WK 'e - wp — ediv wg)

s Td

N-1 Lo
-+ Z —1<es “Tj, WEs* Tj)E

=1 Vi

—/ (f+ 2pdiv D(uy) — Vpp) - wg — / (f— K 'uy - wg — V) - wp

s Ty

Dans le dernier terme, nous introduisons les éléments résiduels r; 7, pour arriver

a
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Mo
([prlewE -ng — 2u(D(usp)ng - Wg) — —(usp T, WEs - Tj)
/E EWE -1 E-WE ]Z1 N i WEs * Tj)E
= / (2uD(e) : D(wg) — ediv wg) + / (WK 'e-wp — ediv wg)
s Ty
N1
"‘Z s l(eS'Tj7WE,s'Tj>E (4.141)

=1 Vhi
—/(f—fh+r57T)-wE—/ (f—fh+rd7T>'WE.
T,

s d
e Estimation du terme ©,p : Pour chaque j = 1,...,N — 1, nous prenons
rp=1uy-T; + \é—?Zns -D(uyp) - 75 et N = 7;. Avec ce choix, 'identité (4.141) et

I'inégalité inverse (2.90) donnent :

lrelly < /T (2uD(e) : D(wg) — ediv wg) +/ (WK 'e - wg — ediv wg)

Ty

N-1
Hog
+ (€ 75, Wrs* Tj)E
jzl \/l{—‘7 J J
— /(f_fh+rs7T)'WE_/ (f—fh‘Frd,T)'WE-
s Td

Maintenant, on fixe 7" = T} et on applique successivement 'inégalité de Cauchy-
Schwarz, les inégalités inverses (2.97), (2.98) et les estimations (4.133) et (4.135)

pour avoir,
hmin Vazi
1/27T uh~7'j+ ]2115 'D(llh) © T 5 |e|h,wE+||€HwE+ Z CT’ (4142)
ET A1 E T'Cwp

avec wg = T, UTy.

e Estimons le terme O3 7 : Nous prenons ici g = pajp — psp +2pns-D(u, ) -0y et
N = n,. Comme précédemment, I'identité (4.141), les inégalités inverses (2.97),
(2.98) et les estimations (4.133) et (4.135) conduisent & :

hmin,T
5 Pan = ot 2umg - D) 0l S lelnws +llellnwst Y G (4.143)
h’E,T T Cwg

6. Le saut normal dans ;. Pour chaque aréte/face £ € &,()), nous consid-
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érons wy = Ty U Ty, avec 9Ty N 0Ty = E. Comme Jg,,,, € [P°(E)]Y nous posons
wp = Fuy(—Jpng) be € [Hy(wr)]", (4.144)
Premiérement la formulation faible (2.146) conduit & :
a(u7 WE) + b(WEap> = (fa WE)wEv
ce qui est équivalent a :
/ f-wp = / (2uD(u) — pl) : D(wg) (4.145)
wg wWE
+ / (pI — 2uD(u))ng - wg.
owg
Par intégration par partie élément par élément, nous avons donc I’égalité
E WE

2
=S / (—2udiv D(wy) + Vpu) - .
i=1 7T

Par l'identité précédente (4.145), nous obtenons :

_/EJE7UE Wp = ;/T (f — (—2udiv D(uy) + Vpy)) - wg
- / (2uD(e) — I) : D(wg)

On fixe maintenant 7" = 77 et nous introduisons 'approximation f;, de f. Alors
via U'inégalité de Cauchy-Schwarz et les inégalités inverses (2.90), (2.98) et (2.99),

on obtient ’estimation :

i—1 hmin,T

2 1/2
h
1/2 ET
[ Jeme 2 S hE/,T<§ =1l + I sz Ti)>+ (lef1wpt Il € llug)

En utilisant Pestimé (4.133) de ©; 7, on aboutit a estimation,

h. :
T N T s S lehwst Il gt Y Pomine || £= £ [l (4.147)
hE T Cwg
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7. Le saut de la pression dans ();. Pour chaque aréte/face E € £,(€)), nous

considérons wg = Ty U Ty. Comme [py]r € P°(E), nous posons,

wg = Fen([pn)p)beng € [H(}(WE)]N'

Premiérement nous notons que p € H'(wg). Nous avons par formule de Green,
wg

Encore par intégration par partie élément par élément, on a donc :

2
/ [pnlewE -np = Z/ (Vpn-wg +ppV - wg).
E i=1 v Ti
En prenant la différence de ces deux identités, nous obtenons :
2
/[Ph]EWE ‘np = Z/ (V(pn —p) - wg + (prn, — p)div wg).
E i=1 7T

En rappelant que Vp = f— K 'u et en introduisant le terme f;, — K1y, nous

trouvons :
2
/ [pr]EWE -mp = Z/ (Vpn — £+ pK ) - wg + (pr, — p)div wg)
E i=1 /T
2
= Z/ (Vpn — £+ 1K 'ay) - wg + (pn — p)div wg)
i=1 7T
2
+ Z/ (£, — £+ K '(u—w)) - wg.
i=1 VT

On fixe maintenant 7' = 77, puis on applique l'inégalité de Cauchy-Schwarz.

Ainsi les inequalités inverses (2.90), (2.98), (2.99) conduisent a,

2

B2
||[ph]E“E 5 Z <h1E/,§“ |rd,Tz' 7, t+ = th — Pliz;

i=1 hmin,T

2
+ hflE/zT (|If — £,

i=1

7, + K™ (u—uy)

7) -
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Par (4.135) et (4.138) , nous déduisons que,

hmin,E

P2 lpalelle S Y humimarllf = Gull + llellop + 1K eflup.  (4.148)

E T'Cwg

Les estimations (4.130), (4.133), (4.135), (4.138), (4.139), (4.142), (4.143), (4.147),

(4.148) et la condition (1.4) prouvent la minoration de l'erreur locale désirée.

4.5 Conclusion

Nous avons fait dans ce chapitre, une extension des résultats d’analyse d’erreur a-
posteriori de type résiduel obtenus dans le chapitre 3 & une discrétisation anisotrope.
Nous nous sommes intéressés a une discrétisation via des éléments finis non-conformes
de type Crouzeix-Raviart. Nous avons utilisé une généralisation de 'inégalité de Korn
discréte pour démontrer la stabilité du probléme discret associé. Nous avons ensuite
proposé une famille d’indicateurs d’erreur a-posteriori, avec lesquels nous avons fait
une analyse d’erreur a-posteriori. En outre, nous avons établi une minoration locale de

la semi-norme de 'erreur, laquelle ne dépend pas du caractére anisotrope du maillage.
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5.1 Introduction

Ce chapitre est consacré & l'analyse d’erreur a-posteriori de type résiduel. Nous
considérons une discrétisation anisotrope. La méthode d’éléments finis mixtes est con-
forme pour les deux inconnues. L’objectif est de généraliser les estimateurs d’erreur
a-posteriori de type résiduel obtenus dans les papiers [15, 46, 54, 65] pour les approxi-
mations conformes en admettant des maillages anisotropes. Sous certaines hypothéses
théoriques faites sur les mailles et sur les espaces d’approximations, nous dévelop-
pons une analyse d’erreur a-posteriori résiduel pour le probléme couplé Stokes-Darcy.
Les indicateurs d’erreur a-posteriori sont résiduels et ils sont définis dans la sous-
section 5.3.1. Nous démontrons que la famille constituée de ces indicateurs d’erreur
a-posteriori est optimale. En outre, nous démontrons que cette famille est fiable dans

la sous-section 5.3.2. La propriété d’efficacité est démontrée dans la sous-section 5.3.3.
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Enfin, dans la sous-section 5.3.4, nous faisons une application des résultats obtenus a

une discrétisation isotrope.

5.2 Approximation par éléments finis conformes

Nous rappelons la formulation faible (2.146) de la section 2.7 : trouver (u,p) €
H x @ tels que,

(5.1)

ou

= {veH(div,Q):v, € [H'(Q)]Y, v=0sur Ty et v-ng =0 sur Iy},

Q = 1= {ae @ [ gtz o},

Et

N-1
(0%
a(n,v) = 2(D(w), D)o, + 3 w7y, v, - Ty, (K V) Qu,
j=1

<

b(v,q) = —/qdiv V.
Q

5.2.1 Probléme discret

Nous discrétisons dans cette sous-section le probléme (5.1). La méthode d’éléments
finis est conforme pour les deux inconnues.

On suppose que T, est une triangulation anisotrope sur € et on considére deux
espaces vectoriels de dimension finie H;, et (), constitués des polynomes sur chaque
élément T de la triangulation tels que H, C H et ), C Q.

Comme H;, C Het Q) C @, alors le probléme discret associé au probléme faible (5.1)

est donné par le schéma de Galerkin standard : trouver (up,pp) € Hy X Q) tels que,

a(up, vi) +b(vi,pn) = L(vn),Vvy € Hy, (5.2)
b(u, qn) = G(qn),Yaqn € Q.
L’erreur est définie par :
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e=u—u,ete=p—p, (5.3)
En soustrayant (5.2) de (2.146), on obtient la relation d’orthogonalité de Galerkin :

a(e,vy) +b(vp,e) +b(e,qn) =0,Y(vi,qn) € Hy x Qp (5.4)

5.2.2 Existence et "unicité d’une solution du probléme discret

On introduit les espaces,

Ny = {vi€Hy:b(vhaq) =0,V € Qn}, (5.5)
Hh,d = {Vh|Qd I Vp € Hh} (56)

Nous admettons les hypothéses suivantes sur les espaces d’approximations :

Hypothése 5.1. Pour la majoration d’erreur a-posteriori, on suppose que [’espace
d’interpolation de Clément Vgl soit contenu dans espace des vitesses Hy,. On suppose

de plus que,

rot Hh,l C Hh,d’ st N=3. (57)

rot VO C Hya, si N =2 (5.8)

Hypothése 5.2. Enfin, pour obtenir une solution discréte, on suppose que les pairs
d’espaces €léments finis { Hy,, Qn},-, vérifient les conditions de Ladyzhenskaya- Babuska-

Brezzi, ¢’est-a-dire,

1. Coercivité de a sur Ny x Ny, : Ja > 0 (peut dépendre de h) tel que,

a(vn, ) = a || vy |3, Yor € Ny, (5.9)

2. Condition inf-sup de b sur Hp, x Qp, : 3B > 0 (peut dépendre de h) tel que,

b( thh)
sup
v, €H), H Up H

z 0l anll, Van € Q. (5.10)

Théoréme 5.3. Sous [’Hypotheése 5.2, le probléeme discret (5.2) admet une solution et
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une seule dans Hy, x Q.

5.3 Analyse d’erreur a-posteriori

5.3.1 Indicateurs d’erreur a-posteriori
Equation des résidus

Pour U = (u,p) e Hx Q et W = (v,q) € H x @, on définit, la forme bilinéaire

continue A par :
A(U,W) = a(u,v) +b(v,p) + b(u,q) (5.11)

On a successivement les égalités pour tout W = (v,q) € H x @ et pour tout W) €
Hh X Qh :

AU -U,, W) = AU —=U,, W —W,)
= {a(u,v—v;) +b(u,qg—q) +b(v—vyp)}
— H{a(up, v —vu) +b(up, ¢ —qn) + b(v — vy, pn)}
= —{a(up,v—vp) +b(up, ¢ —qn) +b(v—vu,pn)}
+ (Ev—vi)g— (90— g
= —2u(D(uy),D(v - Vh))ﬂs + (pn, div (v —vi))q
+ Ev—vi)g— (90— tm)g
— (K- uh,V—Vh)Qd‘F(q—Qh,diV uz)o

(Wop - 7y, (V= Vi) - Tj)r,

k;
= (Ev—=vi)g = (9:0)g — 21 (D(un), D(v = v))g, + (pr, div (v = va))g
— p(K'uy,,v— Vh)Qd + (g, div up)q

N—-1
pan
- - (Wsp 75, (V= Vi) - T5)p, -
j=1 J
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AU - U, W) = Z { (f.v—vi)p+ (divu, — g,9)7 + 20 (D(uy), D(v — vy)) 7

TEeTS

+  (pn,div (v — Vh))T} + Z { (v —vp)p+ (divu, —g,9)7
TeTy

- (K‘luh, v — Vh)T + (pp,div (v — vh))T}

Nl

1

— Z - (s 75, (Vv —va) - )p, -

j=1 Vi

On intégre par partie puis on introduit ’approximation f}, de f :

AU =UW) = S { (rorv = Va)p + (div w, = 9,0)7 + Roz = 17,V = Va)y |

TeT:

+ Z { (rar, v — Vi) + (divu, — g,¢)p + (Rar — var, v — Vi), }
TeTd

- Z Jeng, v —Vi)p + Z ([pr]Es (v = Vi) -mp)p  (5.12)
Ec&n(Qs) Ee€&n(Qq)

b Y { un— o 2m, D) n (v = vi) -0,
Eetn(Tr)

N-1
«Q
- E (—M ! U - 7+ 2umg - D(ugp) - 75, (V—vy) - @-) }
j=1 V kj E

Définition des indicateurs d’erreur a-posteriori
Rappelons les résidus approchés définis en (5.13).

ror = fr+2udivD(u,) — Vp, dans T € T}, (5.13)
rgr = fr—pK 'u, —Vpy, dans T € T, (5.14)

Rappelons aussi le saut du gradient dans la direction normale que nous avons défini
en (5.15) :

Tom = { [(2uD(up) — pul) - ngle pour tout E € £,(12), (5.15)

0 pour tout E € £,(00Q).

Définition 5.4. (Indicateurs d’erreur a-posteriori-Cas anisotrope [5]) Soit Ty,

une triangulation anisotrope sur Q. Pour chaque T € Ty, on définit Uindicateur d’er-

Meéthode d’éléments finis et Analyse d’ a-posteriori. HOUEDANOU Koffi Wilfrid © URPM/IMSP 2015
wilfrid.houedanou@imsp-uac.org



Analyse d’erreur a-posteriori 166

reur local O par,

6 1/2
O = {29??} , (5.16)
i=1

avec,
@2 o h?m'n,T H Ts,T ”% st T e TfSL )
S h2 2 s Tedy
min,T H Ta,T HT St € h
Q2. — h?nin,T | rot(f,, — nK ™ uy) |17 St T € T¢,
s 0 si  TedTs,
O3r = |l g—divu, |7,
2
h = VE;
Olr = Z ( mmT) Z Usp - Tj + L2, - D(uy) - 7 :
EESh(aTﬂf]) = N E
Or = D ( 3 ) % 1| D = P+ 24, - D) -, |13,
EEaTﬂfI B
h?. -
2 (";L )><|| Jomg Iy si TET;
@2 L Eec&n(0TNQs) E
6,7 - h2 )
min, T 2 T ‘Id
> (") < s} s TeT
Eee, (0TNy) E

e [estimateur d’erreur a-posteriori anisotrope est donc défini par :

1/2
0= {Z @%} . (5.17)

TeTy

e Pour chaque T € T}, on définit le terme d’approximation local par :

(5.18)

C . hmin,T ” f— fh ||T si T e ‘T}SL R
T = .
min (| £ =0 [l2 +llrot(f—f)r)  si T €T

Ainsi, on définit le terme d’approximation global par

1/2
(Z C%) - (5.19)

TeTy,
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5.3.2 Majoration d’erreur a-posteriori

Rappelons d’abord les mesures d’alignements définies dans la sous-section 4.3.1 :

1/2
> hk oo TV |3
TeT!
T h 5.20
ml('l}, h) || Vo ||Ql 5 ( )
1/2
Z hinz || VCEY)Cr |17
TeTd
T = h 5.21
) VT, | 2
et
m(V ¢ (.Th) — ma (V, (I}SL) + ml(v, (.Tz) —+ my (w, Tz) s1 '¢ € H& (Qd>, (5 22)
Y my (v, T2) +mi(v, TH) + me(y, T si Y € K.

Nous rappelons aussi le résultat de décomposition de Helmholtz de la sous-section

3.4.1 : chaque fonction v € H admet la décomposition,

vV =vo+ vy, (5.23)

ol vy, vy € H mais satisfaisant vy € [H'(Q)]",

(5.24)

0 dans €,
rot ¢y dans (g,

ou b € HJ(Qy) si N =2 et ¢ € [H'(Q4)]> N Hy(rot, Q) si N = 3, avec l'estimé :

Ivollue + [[¥l0. < IVl (5.25)

Maintenant, nous bornons d’abord 'erreur sur la pression.

Lemme 5.5. (Erreur sur la pression [5]) On suppose que la triangulation Ty sur
Q est anisotrope et satisfait les Hypothéses 2.21 & 2.24. On suppose de plus que, les
Hypotheses 5.1 et 5.2 sont satisfaites sur les espaces d’approzimations. Alors, il existe
une fonction vo. € [HY(Q)|N et une fonction 1., avec

Y- € Hy(S24) st N=2,
{ V. € [H(Q4)]2 N Ho(rot, Q) si  N=3,
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dépendant de 'erreur €, telles qu’on ail ’estimation :

lell < {m(voe,ve, Tn)} x O+ O+ | ella. (5.26)

Preuve. Comme ¢ € L%(Q), alors de [67, Corollaire 2.4, Page 24], il existe une
fonction vectorielle v. € [H(Q2)]Y C H dépendant de Perreur € = p — pj, telle que,

(e,div ve)q

~ 5.27
ZA (5:27)

el

v. € H, donc au vu du résultat de décomposition de Helmholtz, v. admet la décom-

position :
Ve = Ve + Vies (528)
0 dans €, .
o vo. € [HY Q)N et v, = ans avec . € H}(Qq), si N = 2 et
roty. dans (),

V. € [HY(Qq)]Y N Hy(rot, ), si N = 3 et satisfaisant Pestimation (5.25). Posons

maintenant,
W =(v.,0) € Hx Q. (5.29)
Alors

AU = Un, W) = 2u(D(e), D(v. )as +M(K”e,ve)nd

Donc, on tire :

(e,div vo)g = 2u(D(e),D(v.))q, + /L(K_le,vg)gd

Au vu des Hypothéses 5.1 et 5.2, nous pouvons définir une fonction v, j appartenant

a I'espace discret Hy, par :

Ven = VO,a,h+V1,a,ha (530)
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avec !
Voeh = L] (Voe), (5.31)
t1), d Qu.
= TOWendans (5.32)
0 dans Qs,
ou
%9, i N=2,
Ve = { e 8 (5.33)
'.Pd@/Ja S1 N = 3.

On injecte maintenant W défini en (5.29) et W), = (v, 0) dans I'équation du résidu
(5.12) et on utilise la formule de Green (2.96) pour obtenir I’égalité :

AU = U, W) = Z { (f —1fh,voe — Voen)p + (Ts 1, Vo — Voen)p }

TeT;,

+ Z { (f — £, voe — Voen)p + (Tar, Voe — Voen)p

TeTd
+  (rot(fy — pK "up), ¥ — ey, + (rot(f—£,), ¢ — %ﬁ)T}
+ Z ([pr)Es (Vo — Voen) Mgy

Eeln(Qq)

- Z (v (K™ )], the — Yen) 5 Z (JEmg> Voe = Voehu)p
Eegh(gd) Eeh(ﬂs)

+ Z {(pd,h — Psp +2pm - Ugp - g, (Voo — Vo) NE)E
Ecén(T'y)

N-1
— Z MT Uy p - 7y 4 2um, - D(ug ) - 75, (Voe — Voen)  7i) g }

Ainsi,

(e,divvo)a = 2u(D(e),D(ve))q, + u(K 'e,ve)a,

N-1 Lo

+ l(e Ti, Ve Tj)1,
— k.
j=1 J

+ { (f — £, Voe — Voen)p + (Ts1: Voe — Voen)r }
TeT;

+ Z { (£ — £, Voe — Voen)p + (Far, Voe — Voen)p +
TeTd
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(x0b(£ — 1K wn), 0 = o)+ (FOb(E — £1), ¥ — ) |
Z ([Z%]E; (V075 - Vo,a,h) : HE)T

Eegh(ﬂd)

- Z ([N’Y’r (K_luh)]Ea e — 77Z15,h)E - Z (JE,nEa Vo,e — VO,a,h)E
EESh(Qd) EESh(Qs)

+ Z {(pd,h — Do + 200 - Uy g, - Dy, (Voo — Voer) - DE)E
Ecé&y(Ty)

N-1
0%
_ Z M/’/:: (W - 75 4 2pm - D(usp) - 755 (Vo = Voen) * Ti)p }
,: 9

Inégalité triangulaire, de Cauchy-Schwarz, et les estimations d’interpolation de Clé-

ment du Lemme 4.22 (les Hypothéses 2.21 a 2.24 étant satisfaites) conduisent a :

(e, divve)e < 2u [ D(e) [lo, x || D(ve) |
+ (Ve o
+ {m(voe e, Tu)} X (O + Ol Vvoe [lo + | VY. o)

o, i | K0 lo, x || ve [la,

. X || Vve |

On utilise maintenant la propriété (5.25), on a :

(e,divve)a S (©+() {m(Vo,e,we,Th)}X Ive llm + 1l e e > | ve [l -(5.34)

On déduit alors, en tenant compte du faite que || v, ||g < || ve ||1,0, Pestimation :

eg,div v,
W S {m(Voe, Ve, Th)} X (O + Q)+ || € ||lm - (5.35)
Enfin, les estimées (5.27) et (5.35) concluent le lemme. m

Nous prouvons maintenant la borne supérieure de I'erreur sur la vitesse.

Lemme 5.6. (Erreur sur la vitesse [5]) On suppose que la triangulation Ty, sur
Q est anisotrope et satisfait les Hypothéses 2.21 & 2.24. On suppose de plus que, les
Hypotheses 5.1 et 5.2 sont satisfaites sur les espaces d’approzimations. Soient vy ., .
les fonctions du Lemme 5.5. Alors, il existe une fonction vectorielle ey € [HY(Q)]N et
une fonction V., avec
Ve € Hi () st N =2,
Ve € [H(Qq)]* N Ho(rot, Q) si N =3,
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dépendant de Uerreur e telles que l’estimation suivante soit satisfaite :

” € ||H 5 {m(GO;weaTh) + m(vo,sad)ea(fh)lﬂ} X (9 + C) (536)

Preuve. Soient v(. et 1. les fonctions du Lemme 5.5. Remarquons, d’apres la

/V-e:O.
Q

W = (e,—dive) e Hx Q. (5.37)

formule de divergence que :

On pose donc :

Comme e € H, alors le résultat de décomposition de Helmholtz entraine :

e =eq+ey, (5.38)
0d Qg
o ey € [HYQ)]N et e; = ans , avec e € HE(Qy), si N = 2 et 1) €
roty, dans )y

[H(Q2)]Y N Hy(rot, Qy), si N = 3 et satisfaisant I'estimation (5.25). Alors,

AU - U,, W) = a(e,e)+b(e,—dive)+b(e,e)
= 2u | De) [I§, — (e, div e)o+ || div e [[§ +

=
L

2
e-T; .
— /kj || J HF]

On tire,

20 || De) [[g, +1(K e, e)q, + Z \/— le 7|t +ldivelg = AU -U,W)

+ (8, div e)g

L’inégalité de Korn classique et la propriété de la matrice K conduisent a I'estimation :

o, tlelg, +ldivels, < AU-U,W)+(e,dive)e  (5.39)

De méme, au regard des Hypothéses 5.1 et 5.2, nous pouvons définir une fonction
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e, € H), par :
e, = ey +eyy,, avec ey, = I.(eo),
t1e d Qq
ep={ TOWer dans S (5.40)
0 dans Qs
ou
%) i N=2 |,
Yop = { e S (5.41)
'.Pd@/Je S1 N=3 .

Comme avant, on injecte maintenant W défini en (5.37) et W}, = (e, 0) dans 1’équation
du résidu (5.12) et on utilise la formule de Green (2.96) :

Ve la +llels, + [diveld, S
S Z { (f—fh,e0 —eon)p + (rsr, €0 — €01)p }
TeT:
+ ) { (f—1fn,€0 —€on)p + (rar,€0 —€00)
TeTd
(rOt(fh - MK_luh)a we - 77ZJe,h)T + (I‘Ot(f— fh)v ¢e - ¢e,h)T }
Z ([plE, (€0 — €opn) - np),
Eeéhn(Qq)
- Z ([#’YT(K_luh)]E, Ve — @Zfe,h)E
Ee&h(Qq)
- Z (JEng € — €0n)g
EeSh(QS)
+ Z {(pd,h — Psp + 2uns - U - D, (€0 — €0p) - NE)E
Ecé&y(Ty)
N-1 o
1
— Z T (Wsp - 75 + 2un,g - D(ugp) - 75, (€0 — €0p) * 75) }
j=1 Vi
+ (g,div e)q + (div uj, — g, —div e)q.
Rappelons aue: e |12 = || Ve |2, + I e I3, + || div e |l3, et
dive = g¢g—div u, dans €.
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On applique maintenant les estimations d’interpolation de Clément du Lemme 4.22
(les Hypothéses 2.21 & 2.24 étant vérifiées), 'estimation obtenue sur la pression, puis

la propriété (5.25) pour avoir,

lelf < (©+¢) xmleo,ve,Tn)x || ellu + || diva, — g [f5,
+ {m(Voe, e, Tn) X (O + O+ [l e [lu} x [| g — div uy, [|o -

Rappelons aussi que,
1/2
I g —div uy [l = (Z @%,T> <0< (0+0), (5.42)
TeT,

donc,

lelf < (©+¢) xm(e,ve,Tn)x |l elln +(©+C)x | eu
+ {m(voe, Ve, Tn) x (O + )+ || e ||lu} x ©.

Ainsi, avec l'inégalité standard 1 < m(eg, e, T1), on obtient :

© + () x m(eo, v, Tn)x || € ||m

lel S (
+ {m(voe, e, Th) x (O + )+ | e ||ua} x O.

Enfin, l'inégalité de Young (2.105), avec une fois encore la relation standard 1 <

m(.,.,.) concluent la preuve du lemme. =

Nous donnons maintenant le résultat principal de cette sous-section.

Théoréme 5.7. (Fiabilité [5]) On suppose que la triangulation Ty, sur Q) est anisotrope
et satisfait les Hypotheses 2.21 a 2.24. On suppose de plus que, les Hypothéses 5.1 et 5.2
sont satisfaites sur les espaces d’approzimations. Soient vy, V., €y et Ve les fonctions
du Lemme 5.5 et du Lemme 5.6. Alors, la majoration globale de ['erreur est donnée

par :

lella+llell < {mles, ey, Tn) +m(voe, ¥z, Tn)} x (O +C).  (5.43)

Preuve. L’estimation (5.43) s’obtient en combinant les Lemmes 5.5 et 5.6. ®

Remarque 5.8. Il est a noter que les fonctions ey, Ve,, Vo €t V. intervenant dans
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les mesures d’alignement de la relation (5.43) sont des fonctions qui dépendent de la
solution exacte. Ces mesures d’alignement ne peuvent donc pas étre évaluées explicite-
ment. Cependant, cela ne constitue pas un inconvénient majeur. Par exemple la mesure
d’alignement my(e, Ty) pour Uerreur e = u — uy, est de taille O(1) pour des maillages
suffisamment satisfaisants [84, 90]. On attend par des expériences numériques, un

comportement similaire des autres mesures d’alignements.

5.3.3 Minoration d’erreur a-posteriori

Pour une fonction v € H, on pose :

IV ey = et 1Y lvna, + 11V v [y, q, (5.44)
ou
H(Wr) :={vjw, : ve H}. (5.45)

On a le résultat suivant :

Théoréme 5.9. (Efficacité [5]) On suppose que la triangulation Ty, sur Q est anisotrope
et satisfait les Hypothéses 2.21 & 2.24. On suppose de plus que, I’Hypothése 5.2 est sat-
isfaite sur les espaces d’approximations. Alors, nous avons [’estimation suivante pour
chaque T € Ty, :

Or S Nl elluwn +lellwe+ Y G (5.46)
T'eWr

Preuve. Nous commencons par majorer chaque terme de ©Op. Mais avant, nous

réécrivons 'équation du résidu (5.12) ci-dessus, avec vy, = 0. Elle se réduit donc a :

A(U - Uha W) = Z { (rs,T7 V)T + (le up — ¢, q)T + (RS,T - rs,Ta V)T }

TeTs
+ Z { (ra7,v)p + (divu, —g,9)p + (Rar —rar, V), }
TeTd
— Y TenpVip+ Y. (pale,v-ne)e (5.47)
EESh(QS) Eegh(gd)
+ Z { (pd,h — DPs,h + Zﬂns : ]D(us,h) ‘g, V- ns)E
Ecér(Tr)
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1
/T
— (u&h T + - 1on, -D(ugp) - 75,V Tj) }

1
E

J=1

e Majoration des résidus internes. Nous majorons les résidus internes :

1. Majoration du terme ©, 1 pour 7' € TJ;. Fixons un 7" € T} et définissons une

fonction wp dans €) par,
wr =1, by € [Hy (T)]V. (5.48)
On remplace dans I'équation du résidu ce W = (wr,0). On a :
AU - Uy, W) = (Rsr —rs7,Wr)r + (Ts 1, Wr) 7. (5.49)
On tire,
(rsp,wr)r = AU —Up, W) — (Rsp — 57, Wr)7. (5.50)
Par ailleurs,

AU - U, W) = a(e,wr)+ b(wr,e)
= 2#(]1)(6), ]D)(WT))T — (8, div WT)T-

Donc,
(I‘s,T, WT)T = QM(D(G)> D(WT>>T - (57 div WT)T - (Rs,T — YT, WT)T-

On applique respectivement l'inégalité triangulaire et de Cauchy-Schwarz, pour

avoir,
(tsr,wr)r S | Ror —ror o X | wr Iz +(lelur+ [ € lo)x | Vwr |z .
On utilise maintenant les inégalités inverses (2.88) et (2.89). Ce qui donne,
Iror 178 {1 Ror —vor v +hpinr(lelirt [ e )} x [ xer llz . (5.51)

En multipliant chaque membre par h,,;, v, on obtient par simplification, I’esti-

mation :
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O17 S hmint || Ry — s |7 +lelir+ || € |7 - (5.52)

2. Majoration du terme ©; 7 pour 7' € T¢. Fixons un T € T¢, puis définissons wr

dans €2 en posant,
wr =rgarby € [HY(T)]Y. (5.53)
Remplagons W = (wy,0) dans 'équation du résidu (5.47). On a,
AU = Uy, W) = (rar,wr)r + (Rar — tar, Wr)7. (5.54)
On tire,
(rar,wr)r = AU — Up, W) — (Ryr — Tar, Wr)T- (5.55)
Par ailleurs,

AU —-U,, W) = a(e,wr)+b(e,wr)

= M(Kile, WT)T — (8, div WT)T-
Donc,
(I'd,T, WT)T = M(Kﬁle, WT)T - (€, div WT)T + (Rd,T —Yqr, WT)T-

On applique maintenant I'inégalité triangulaire et I'inégalité de Cauchy-Schwarz,

il vient :

| rarbi® I S I K el x || wr e+ | e llr x || div wr ||

~J

+ [[Ryr —rar |7 x || wr ||z

Grace a l'inégalité de Poincare-Friedrich (i.e. || wr |7 < || Vwy ||7), on a :

1/2 —
| rarbi” I S (1K e flr+ [l € [lr)x || Vwr 7

Y

+ [ Rar —rar |7 X || wr |7

Les inégalités inverses (2.88) et (2.97) et la relation triviale || wr |7 S || rsr ||z
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conduisent a,
Ier 135 {hhr (1 K e i + [ € )+ | Rar — o o} < [l 2ar iz - (5.56)
Par simplification et en multipliant chaque membre par A, 7, on a 'estimé :
Ovr = hoin || tar |7 < | € l7 +hmins || R —Tar I (5.57)
3. Majoration de Oy 7. Fixons un 7' € T}, et posons,
Kr = rot(f, — pK 'uy,) et wp = Kpbr.

Notons que K est une fonction scalaire en dimension N = 2 tandis qu’en dimen-
sion N = 3, elle est une fonction vectorielle. Notons également que rot(wy) € H
et div rot(wr) = 0.

On prend W = (v,0) dans I’équation du résidu, avec,

0 dans Q,
v = (5.58)
rot(wr) dans Qq.

L’équation du résidu devient,

AU - U, W) = (rar,wr)r + (Ror —rr4, Wr)r

= (rqr,rotwr)r + (Ryr — rgr, rotwy)r.
On utilise la formule de Green (2.96) pour obtenir,
AU - U, W) = (rot(ryr), wr)r + (rot(Ryr —rar), wr)r. (5.59)
Rappelons que :
rot(ryr) = rot(f, — uK 'u, + Vp,) = rot(f, — pK 'uy,) = K.
Ainsi,

A(U — Uh, W) = (KT, WT)T + (I‘Ot(RdVT — I'd7T), WT)T- (560)
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On tire,

(Kr,wp)r = (rot(Ryr —ror), Wwr)r)r — AU — Uy, W).
Ce qui est équivalent &,

| Krby? 2= ((rot(Ryz — tar), wr)r — AU — Uy, W). (5.61)
Par ailleurs,

AU - U,,W) = a(e,rotwr) + b(rotwr,¢)
= u(K 'e,rotwr)r — (g,div rotwr)r

= uw(K 'e rotwr)r.
D’ou,
| Krby? ||2= (rot(Ryz — raz), wr)r — u(K 'e, rotwy ). (5.62)
Inégalité triangulaire et inégalité de Cauchy-Schwarz conduisent :

| Keby? 12 < | K e ||z x || rotwr |7 + || rot(Rar — rar) [lr -x || wr [z -

~Y

Comme avant, on applique les inégalités inverses (2.88) et (2.97), les relations

triviales | wr ||z < || K7 ||r et || rotwy |7 < || Vwy ||z pour obtenir,

~

I Kz 7 S {linr | K e [l7 + || rot(Rar — rar) llr} > || Kr -
En simplifiant, puis, en multipliant chaque membre par A, 7, on a 'estimation,
Os1 = hpint | K1 |l S |l € |l7 +hming || rot(Rar —rar) |7 - (5.63)
4. Majoration de O3 1. Pour tout 7' € 7, on a :
0%y = |lg—divuy [}

Rappelons que,

g — div up, :=div u — div u;, = div e.
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Donc,

~Y

@3,T < || Ve ||T . (564)

e Majoration des résidus inter-éléments dus au couplage. On majore maintenant

les termes dus au couplage.

1. Majoration du terme O, 7. Soit T' € Tj. Fixons une aréte ou une face F € E(T)

puis considérons pour j fixé dans {1,..., N — 1},
wp = (Fu(re)be) T € [Hy(We)]Y, (5.65)

ourg = us7h-7j+\£—?2ns-D(us7h)-Tj pourj=1,...,N—1let Wg =T, UT,. T, et
T, sont les deux éléments du maillage partageant £. Noter que wg-ng, = 0 sur I';.

On remplace dans 1'équation du résidu (5.47), W = (wg,0). Alors

A(U — Uh, W) = (f— fhaWE)Ts + (fh + Q[Lle ]D)(llh) — Vph,WE)TS.

N—1
+ (B — pK'uy, — Vpr, we)r, + > (re,we - 7j)p
=1
N—1 o
+ = (W - 7, We - 7)) e + (F— fr, W),
= Vi
On tire done :
N—1
Z(TE,WE . Tj)E = —A(U — Uh, W) + (f— fhawE)TS
j=1
+ (£, + 2udiv D(uy) — Vpr, We)1,
+ (f, — pK tuy, — Vpha Wg)T,
NOél
+ (f fh,WT T, + Z \/— us,h *Ti,WE - Tj)E-
Par ailleurs,
AU - Uy, W) = a(e,wg)+b(wg,e),
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d’ou
AU = U, W) = 2u(D(e), D(WE))TS +M(K_16,WE)Td
— (e, div wg)w, + Z \/— (Ush - 75, WE - T))E.
Ainsi,
N—1
Z(TE,WE 1)e = (f—1fh, we)r,
j=1

+ (£, 4 2udiv D(up) — Vpr, we)r,
+ (f, — MK’luh - Vph, WE)T,
/LO@
+ (f—fh, wr)r, + Z <k (Wsh T, WE - Tj)E

— QM(D(G) D(WE))T _N(K e7WE)Td

MO¢1
+ (e,div wg)w, + E (Usp - T, WE - T ) E-

NG

L’inégalité triangulaire et de Cauchy-Schwarz conduisent a :

=

-1

(TE7WE ' TJ>E 5 H RS,TS - rs,,Ts Ts X H WE Ts + H rs,,Ts

1

Ts

J
+ ” Rdde —TaT, HTd X H WE ||Td + H a1, HTd X H WE HTd +

+ [ D(e)

7, X || D(wg) ||, + H Kﬁle lr, X || we ||z, +

+ lellwy x [ divwg HWEJFZ\/—HG'TJ‘ e x| we & -

La continuité de 'opérateur trace et l'inégalitée || D(-) ||7. < || V(+) ||z, con-
duisent a,
N-1

(re,we - T)e S | Rep —rom oo X | We o + | voz [l % || We

1

i
+ [ Razy, —var, llr, X | we |z, + || vazy |z < || we (|7, +
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+ [ V(e) I x | V(wg) [l + | K e [z, x [| wg |z,

+ e llwe x I Vwe [lw -

Fixons T' = T, puis appliquons maintenant les inégalités inverses (2.90), (2.98)
et (2.99), On a :

Ire 13 S hir{l Ror —vor llz. + [ xor Iz} % [ 7E |l (5.66)
+ hjlhj/?r{H Rd,Td —YarTy ||Td + || ragr, ||Td} X || TE ||E
+ hht o Vel x |l 7 s +hiht e o x | 7 s
+ hrhhoe e ln x e e +hhber el x Nl s 1 -

Rappelons que

_ hez +heg,

5 , donc h119/2T < \/§th.

hE

Enfin, en multipliant chaque membre de I'inégalité (5.66) par h;/ thm,T puis

en utilisant les estimations (5.51) et (5.56), on déduit que :

Our S Nl ellmwn +llelw, + > G (5.67)

T'CWg

2. Majoration du terme O3 7. Méme considération que la démonstration précédente.

On prend ici

TE = Dan— Psh+ 2un, - D(ugy) - ng (5.68)
wp = (Far(re)be) n, € [H)(Wi)) (5.69)
Notons que wg - 7; = 0, pour tous j = 1,...,N. On a avec ces considérations,

AU -U,, W) = (Rsr —tsq,,Wg)r, + (Ts1, WE)T,
+ Rar—rir, we)r, + (taz, We)T,

+ (TE,WE . HS)E.
Par ailleurs,

A(U — Uh, W) = a(e,wE) + b(WE,E)
= 2M<D(e>,D(WE)>TS + u(Kﬁle,wE)Td — (E, div WE')WE
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Et donc

(reswe-ny)p = 2u(D(e),D(wg))r, + u(K e, wr)r, — (¢, div wg)w,
(Rsr —Ts1,, WE)r, — (L5710, WE)T,

— (Rar —Tir,, wWe)r, + (Taz, WE)T,
(

Te,WEg - Ils)E-

Inégalité triangulaire, inégalité de Cauchy-Schwarz et les inégalités inverses (2.90),
(2.98) et (2.99) conduisent a :

Pornin, T
";Z; lrelle S lelurtllellr+1elln+elln

honint (|| Rsr — s |l7 + || Raz, — razy, ||7,)

+
+ hmin,T (” rs,T HT + H rd,Td ||Td> .

Les estimations (5.51) et (5.56) conduisent finalement a :

Osr S Nl el + 1 ellwe + D (o (5.70)

T'CWg

e Majoration des résidus inter-éléments (en dehors de l’interface). On ma-

jore ici les termes liés au saut.

b
1. Majoration du terme Z % | JEmg |lE-
Eeﬁh(aTﬂQs) E

Soit Ty € Ty et B € E,(0T) N Q). Notons wg = 11 U Ty, avec Ty € T et
0Ty NOTy, = F.

Rappelons que Jg ,,,, € [P*(E)]N. Considérons wg = F.t(Jpn, )be € [HE(Wg)]V.
Remplagons dans I’équation du résidu (5.47), W = (wg,0). On a :

A(U — Uh, W) = (f— fhawE)WE + (fh + 2[Ld1V D(uh) — Vph,WE)WE

+ (JEng We)E-
On tire

(JE,nE7WE)E = A(U — Uh, W) — (f— fhvwE)WE — (fh —+ 2[,Ld1V ]D)(llh) — Vph,wE)WE
- 2M<D<e)7D(WE))WE - (57 div WE)WE
— (f— fhawE)WE — (fh + 2ud1v ]D(uh) — Vph7WE>WE-
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Fixons T' = T} puis utilisons les inégalités inverses (2.90), (2.98), (2.99) et l'esti-
mation (5.51), on a :

hmin,T
RIE 1 3ems o S lelwet 1 llwy + Y G (5.71)

E T'CWEg

2. Majoration du terme h:ﬁf | [prlEe |, pour T € T¢ et B € €,(0T N Q).
E
Soit Ty € T et E € &,(0Ty N§y). Désignons par Ty autre élément qui partage

E avec T) puis fixons T' = T). Posons
wg = Foo([pn]p)beng € [Hy(Wg)]Y (5.72)
D’aprés I’équation du résidu (5.47), on a
([pr)e, we ng)p = AU — Uy, W) — (£ — o, we)w, — (£, — K™y, + Vpu, we)w,
et
AU = U, W) = (K e, wp)w, — (g, div wg)w,
donc,

(lprlewe-np)e = WK 'e,wg)w, — (,div wg)w,

— (=1, wg)w, (£, — MKith + Vph, We)w,-

Inégalité triangulaire, inégalité de Cauchy-Schwarz, les inégalités inverses (2.90),
(2.98), (2.99) et 'estimation (5.56) conduisent & :

hmin,T
e I e lle S lellwe + e lwe + Y G (5.73)
hE T'CWg

Au total, les estimations (5.52), (5.57), (5.63) (5.64), (5.67), (5.70) et (5.73) conduisent

directement a 'estimé du Théoréme 5.7. m

Remarque 5.10. La minoration de lerreur locale est obtenue indépendamment du
caractére anisotrope du maillage. Raison pour laquelle, souvent, pour les calculs, on
utilise les estimateurs sans considérer les mesures d’alignement. Ce choix est pratique-

ment justifié dans le cadre de la mise en cuvre de stratégies de raffinement adaptatifs.
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5.3.4 Application aux discrétisations isotropes

Dans le cas d’'une discrétisation isotrope, les conclusions tiennent pour i, ~

hg ~ hr ~ diam(E), ou E € E(T) et la mesure d’alignement m(.,.,.) ~ 1.

1. Les indicateurs d’erreur locaux sont donnés par,

6 1/2
Or = {ZGiT} : (5.74)
=1

avec,
Q2. — h |l ror |7 si TeJy,
1.7 = .
R2 || rar ||% si T e T
o2 hZ || rot(f, — pK~tuy,) |2 si T eTY,
> 0 si. TedTs,
O3y = |g—divulz,
N-—1
. V Ej
01, = > diam (E) {Z | wgp - 75 + a—]2n5 D(uyy) -7 Hg} ,
E€&,(0TNTy) j=1 1
O, = > diam (E) || pan — psn + 2pm, - D(ugs) 0y |3,
EcoTnl';
> diam (B) | Jpn, |3 si TeT;,
02 — E€&,(0TNQs)
> diam (B) | [l |} si TeT

Eeép(0TNQy)
2. L’estimateur d’erreur a-posteriori isotrope est donc défini par :
1/2
0 = { > @%} . (5.75)
TeT,

3. Les termes d’approximation locaux deviennent :

o e || £~ £ ||z i Tem,
T = .
hT(H f— fh HT —|—||I'Ot(f— fh)”T) S1 T € Tg

Ainsi, le terme d’approximation global est défini par,

¢ =) G

TeTh
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Nous rappelons que hyp est le diamétre de T' (voir Figure 2.8). Avec ces définitions,
la minoration de l'erreur locale du Théoréme 5.9 tient pour chaque élément
isotrope T, alors que la majoration globale de I’erreur du Théoréme 5.7 se réduit

a 'estimé,
lella+llell S ©+C (5.76)
Remarque 5.11. La famille d’indicateurs d’erreur a-posteriori définie en (5.74) pour
le cas, ou la discrétisation est isotrope semble étre nouvelle. Cette famille est une
amélioration de celle proposée dans le papier [15]. En effet, il n’est plus nécessaire,
en dehors de la condition (1.4), de supposer que le tenseur de perméabilité K est

suffisamment réguliére et qu’il existe une constante C' > 0 telle que |K(z)z|gy < C|z|pn

pour presque tout v € Sy et pour tout z € RV,

5.4 Conclusion

Nous avons développé dans ce chapitre, une analyse d’erreur a-posteriori de type
résiduel. Nous avons considéré une discrétisation anisotrope. La méthode d’éléments
finis mixtes est conforme pour toutes les inconnues. La famille d’indicateurs d’erreur
a-posteriori obtenue est a la fois fiable et efficace sous certaines hypothéses théoriques
faites sur les mailles et sur les espaces d’approximations. Nous avons remarqué que la
majoration de la norme de 'erreur globale dépend d’un bon alignement du maillage
anisotrope avec une solution anisotrope donnée. La minoration de la semi-norme de
Ierreur locale est obtenue indépendemment du caractére anisotrope du maillage. Enfin,
nous avons fait une application des résultats obtenus dans le cas ou la discrétisation
isotrope. La majoration de la norme de I'erreur globale tient sans condition. La famille
d’indicateurs d’erreur a-posteriori obtenue pour ce cas spécifique est différente des
celles proposées dans les papiers [15, 46, 54, 65]. De plus, elle est une amélioration de

celle obtenue dans [15].
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Quelques résultats numériques
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6.1 Domaines et maillages

Considérons 'application ¢ : (z,y) € R? — ¢(x,y) = 2%(x — 1)%*(y — 1)> € R

sur le carré 2 =)0, 1[2U]1, 2[*> comme le montre la Figure 6.1.

(0,1) (1,1) (2,1)

(0,0)

FIGURE 6.1 — Le domaine © en 2d.
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Son rotationnel est défini par rot¢p = (—g—z’, g—i) =u = (uy,uy), avec,
wi(z,y) = —2(=1+2)’2*(=1+y)y(-1+2y) (6.1)
us(z,y) = (—=1+2)*2(=2+52)(~1+y)%y’ (6.2)

Fixons p = 1, K = I et prenons une pression quadratique p € L?(2) par,

2
p(z,y) = 2*— 2wy -+ % — 1. (6.3)

De plus,
/p(x, y)dedy =0 et Vp= (2 — 2y, -2z +vy). (6.4)
Q
La solution exacte (u,p) vérifie bien les propriétés suivantes :

divu = 0 dans Q, (6.5)
u = 0 sur 09, (6.6)

avec les conditions d’'interface sur I'; (I'; : z = 1),

u,-n,+uy;-ng; = O0surly, (6.7)

ps — 2pmg - D(uy) -nl" = pgsur Ty, (6.8)
L.

20, -D(u,)-7)" = —ugemsur Ly, j=1,...,N -1 (6.9)

a

Dés lors le second membre f(z,y) = (fi(z,y), fa(z,y)) dans 4 est donné par,

4(=1+4z)(=1+2y)(=62° + 32" + (=1 + y)y — 8z(—1 + )y,
+ 223+ 10(=1+y)y)) + 2z — 2y,

falz,y) = =2(9(=1+y)** —122° (1 +6(~1 +y)y) + 52" (1 + 6(—1 +y)y)
— 20(1+6(=1+y)y(1 +3(-1+y)y)) + 29+ 6(=1 +y)y(9+5(-1+y)y)))
— 2z +vy,

f1($7y>

Meéthode d’éléments finis et Analyse d’ a-posteriori. HOUEDANOU Koffi Wilfrid © URPM/IMSP 2015
wilfrid.houedanou@imsp-uac.org




Convergence dans ) 188

tandis que dans €24, le second membre k(x,y) = (k1(x,y), ko(z,y)) est donné par :

ki(r,y) = (=1+a)2(=2+52)(=1 +y)*y* + 22 — 2y,
ko(z,y) = (=1+2)%2(=2+5z)(—=1+y)*y* — 27+ y.
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FIGURE 6.2 — Maillage uniforme sur le carré ~ FIGURE 6.3 — Maillage non structuré sur le
unité, avec n = 200. carré unité, avec n = 200.

Nous étudions ici la convergence de la vitesse et de la pression dans chaque sous
domaine sur une triangulation T /500 pour les éléments finis non-conformes de Crouzeix-
Raviart. Les résultats obtenus sont cohérents, comme le montrent les Figures 6.5, 6.6,
6.7 et 6.8. Nous représentons ensuite sur la méme triangulation, les courbes d’iso-
valeures de chaque composante de la vitesse dans €);, [ = s ou d. Enfin, nous étudions
la structure de la matrice de rigidité dans 2 sur une triangulation uniforme (Figure

6.4). Ce qui montre l'efficacité de la méthode numérique employée.

6.2 Convergence dans ()

Nous étudions ici la convergence de la vitesse et de la pression dans le milieu fluide

Q. L’ordre de convergence en norme L? est de 2 pour la vitesse et d’ordre 1 pour la

pression.
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FIGURE 6.4 — Maillage uniforme sur le domaine couplé, avec n = 400.
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FIGURE 6.5 — Erreur sur la vitesse dans 2, en  FIGURE 6.6 — Erreur sur la pression dans 2, en
échelle log/log. échelle log/log.

6.3 Convergence dans ();

Nous étudions ici la convergence de la vitesse et de la pression dans le milieu poreux
Q4. L’ordre de convergence en norme L? est de 2 pour la vitesse et d’ordre 1 pour la

pression.

6.4 Les courbes d’isovaleures

6.5 Matrice de rigidité

Nous étudions maintenant la structure de la matrice de rigidité. Nous constatons
que, lorsque le pas de discrétisation A devient de plus en plus infinement petit, la ma-
trice devient de plus en plus creuse. Ce qui montre en partie l'efficacité de la méthode

numeérique employée.
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FIGURE 6.8 — Erreur sur la pression dans €4
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FIGURE 6.11 — Courbe d’isovaleure pour la FIGURE 6.12 — Courbe d’isovaleure pour la
composante u; de la vitesse dans 4 sur 10 itéra- composante ug de la vitesse dans 24 sur 10 itéra-
tions. tions.

Paramétre h | °/, des Coefs # 0
1/16 79.668827
1/22 66.405634
1/28 41.751001
1/34 28.652204
1/40 20.873193
1/46 15.879941
1/52 12.485349
1/58 10.073294
1/66 08.298201
1/70 06.954061

TABLE 6.1 — Tableau montrant la structure de la matrice de rigidité sur 10 itérations.
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6.6 Représentattion des solutions exactes

Nous représentons dans cette section les solutions exactes a savoir : la vitesse u et

la pression p. Les seconds membres f; et f; seront aussi représentés.

FIGURE 6.13 — Composante u; de la solution ~ FIGURE 6.14 — Composante uy de la solution
exacte u dans (. exacte u dans €.

FIGURE 6.15 — Représentation graphique de la pression sur le domaine €.
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FIGURE 6.16 — Représentation graphique dela ~ FIGURE 6.17 — Représentation graphique de la
premiére composante f; dans Q. deuxiéme composante fo dans ).

FIGURE 6.18 — Représentation graphique dela ~ FIGURE 6.19 — Représentation graphique de la
premiére composante fi; dans €2,. deuxiéme composante fy dans €24.
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7.1 Conclusion

Nous avons analysé dans cette thése, des estimateurs d’erreur a-posteriori de type
résiduel. Nous avons considéré les équations du probléme de transmission Stokes-Darcy,
lesquelles modélisent I’écoulement d’un fluide visqueux vers un milieu poreux a travers
une interface. Nous avons utilisé une formulation faible sans multiplicateurs de La-
grange sur l'interface. La méthode d’éléments finis que nous avons employée est, soit
conforme, soit non-conforme. Les investigations couvrent les domaines 2d et 3d.

Dans un premier temps, nous avons considéré une discrétisation isotrope. Nous
avons discrétisé les équations du probléme couplé Stokes-Darcy, via une variante de
la méthode d’éléments finis [P!]Y non-conformes de Crouzeix-Raviart pour approcher
la vitesse du fluide dans €2. Nous avons approché la pression du fluide dans ’espace
des fonctions constantes par morceaux. Nous avons démontré la stabilité du prob-
léme discret associ¢ via le théoréme de Ladyzhenskaya-Babuska-Brezzi. Nous avons
développé une analyse d’erreur a-posteriori. Les indicateurs d’erreur obtenus sont de
type résiduel. Nous avons démontré que la famille formée de ces indicateurs d’erreur
est & la fois fiable et efficace.

Dans un second temps, nous avons considéré une extension de ces résultats a une
discrétisation anisotrope. Nous avons considéré une famille de maillages ol certaines
mailles peuvent violer la contrainte de I’angle minimum. Avec les mémes éléments finis

que précédemment, nous avons discrétisé les équations du probléme couplé Stokes-
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Darcy en admettant des maillages anisotropes (applatissements non bornés). Nous
avons utilisé une généralisation de I'inégalité de Korn discréte pour démontrer la stabil-
ité du probléme discret associé. Nous avons élaboré des indicateurs d’erreur a-posteriori
de type résiduel, avec lesquels nous avons fait une analyse d’erreur a-posteriori. En
outre, nous avons démontré que la famille constituée de ces indicateurs d’erreur est
efficace et nous avons prouvé une majoration globale de 'erreur sur la pression. La
majoration globale de I'erreur dépend de la norme de l'erreur sur la vitesse et d’une
mesure dite mesure d’alignement. La minoration locale de 'erreur ne dépend pas du
caractére anisotrope du maillage considéré.

Entre autres, nous avons étudié une méthode d’approximation conforme a 'aide
d’une discrétisation anisotrope. Nous avons travaillé dans un cadre général et abstrait.
Nous avons développé une analyse d’erreur a-posteriori de type résiduel. La famille
d’indicateurs d’erreur a-posteriori est optimale, sous certaines hypothéses théoriques
faites sur les mailles et sur les espaces d’approximations. Nous avons constaté que la
borne supérieure de 'erreur dépend d’un alignement approprié¢ du maillage anisotrope
avec une solution anisotrope donnée. La minoration locale de l'erreur est obtenue
indépendamment de cette mesure d’alignement. Dans le cas particulier des maillages
isotropes, cette mesure d’alignement est équivalente a I'unité. La majoration globale
de l'erreur tient alors sans condition.

Afin de faciliter le processus d’élaboration de ces estimateurs d’erreur a-posteriori,
nous avons démontré un résultat de décomposition de Helmholtz spéciale des éléments
de l'espace vitesse considéré; nous avons établi un résultat de régularité de la vitesse
du fluide dans €2;; puis nous avons construit un opérateur d’interpolation de Oswald
adéquat qui préserve la continuité de la vitesse du fluide A travers 'interface.

Les résultats présentés dans le chapitre 3 ont donné lieu a un article publi¢ dans
le journal Afrika Mathematika [7]. Les résultats présentés dans les chapitres 4 et 5

ont donné lieu & des préprints |5, 6], lesquels sont en cours de soumission.

7.2 Perspectives

Dans la suite, plusieurs perspectives a ce travail méritent d’étre abordées :

1. Trouver des exemples d’éléments finis mixtes anisotropes pouvant satisfaire les

hypothéses théoriques (5.1) et (5.2) faites sur les espaces d’approximations;
2. Achever 'analyse d’erreur a-posteriori introduite dans le chapitre 4 ;

3. Mettre en ceuvre, a ’aide de ces indicateurs, un algorithme de raffinement adap-
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tatif de maillage, avec applications & des problémes concrets;

4. Faire une extension au cas non-stationnaire [58] et au probléme Stokes-Darcy-
Brinkman [33, 45, 81, 118, 119];

5. Trouver d’autres types d’estimateurs d’erreur a-posteriori.
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