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Développement d’une méthode de pénalisation volumique en

lattice Boltzmann : Application aux domaines mobiles

Résumé

Les écoulements autour de structures en mouvement font l’objet de plusieurs travaux numériques
et expérimentaux. L’objectif de ce travail de thèse consiste à montrer la pertinence de la combi-
naison de la pénalisation volumique avec la méthode de lattice Boltzmann (LBM), dans l’étude
du mouvement d’obstacles mobiles dans un écoulement, et de leur interaction avec celui-ci. La
LBM, qui est simple et précise à mettre en œuvre, a prouvé ces dernières années son efficacité
dans le domaine de la mécanique des fluides. Par ailleurs, la méthode de pénalisation volumique
consiste à introduire un terme de pénalisation dans l’équation que l’on souhaite résoudre, afin
de prendre en compte l’influence de l’obstacle sur le domaine fluide. Comme cette équation est
résolue sur l’ensemble du domaine composé du fluide et du solide, les conditions aux limites à
l’interface fluide-solide sont appliquées de façon naturelle. Il semble donc aisé de combiner cette
technique avec la méthode de lattice Boltzmann.

Nous avons dans un premier temps rappelé les notions de base et les principales caractéristiques
de la méthode de lattice Boltzmann. On a présenté quelques exemples d’applications sur des
cas tests, que nous avons programmés. Ensuite, une étude bibliographique faisant état des diffé-
rentes approches qui utilisent la LBM dans l’étude des problèmes d’interaction fluide structure
(IFS) a été réalisée. Puis, la combinaison de la pénalisation volumique avec la LBM a été testée
avec succès sur l’équation de Burgers monodimensionnelle. La validation s’est portée en premier
lieu, sur un écoulement autour d’un solide fixe, puis sur un écoulement autour d’une structure
dont le mouvement est imposé, et finalement sur un problème d’IFS de type masse-ressort. La
méthode développée a été ensuite testée sur les équations de Navier-Stokes, en considérant un
fluide incompressible et une structure rigide. La validation s’est portée tout d’abord sur un
écoulement autour d’obstacles immobiles (carré et cylindre), puis autour d’un cylindre mobile
en oscillations forcées et libres. Enfin, une dernière application a été portée sur un écoulement
entre deux plaques mobiles dans un canal. Nous avons montré que pour tous les cas étudiés,
l’approche développée donne de bons résultats, elle reproduit avec précision les résultats de ré-
férence.

Mots clefs : Lattice Boltzmann, Pénalisation volumique, Interaction fluide structure, CFD.
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A combined Volume Penalization – Lattice Boltzmann Method

for simulating flows around moving bodies

Abstract

Flows around moving bodies are the subject of several numerical and experimental studies. The
work presented in this document deals with the implementation of a volume penalization tech-
nique in a lattice Boltzmann model (LBM), in order to compute flows around moving obstacles.
The LBM, which is accurate and easy to implement, has been successfully applied in fluid me-
chanics during the last decades. It was thus chosen in the present work, for flow computation.
Furthermore, the volume penalization technique consists in introducing a volume penalization
term into the equation that needs to be solved, in order to take into account the influence of
the obstacle on the fluid domain. Since this equation is solved on both fluid and solid domains,
the boundary conditions at the fluid-solid interface are naturally applied. Hence this technique
seems easy to implement in a lattice Boltzmann framework.

In the first chapter, the foundations and the main features of the lattice Boltzmann method are
recalled, and several test cases that we simulated are presented. The second chapter deals with
a literature review of the techniques developed for the simulation of fluid structure interaction
problems in combination with the LBM. In the third chapter, the volume penalization method
combined with the LBM was first applied to the one dimensional Burgers equation, considering
motionless and moving obstacles (forced motion, and coupling between the fluid force calculated
with the penalized Burgers equation and the motion of the obstacle). The combination of the
volume penalization approach and the LBM was then employed to solve the incompressible Na-
vier Stokes equations, for cases of flows past motionless obstacles (flows over a square obstacle,
and past a circular cylinder), and past an oscillating cylinder (where forced and free oscillations
of the cylinder were simulated). Finally, this method was also applied to a symmetric Couette
flow. For all these simulated cases, a good agreement with numerical results obtained with other
techniques, and with results found in literature, was obtained.

Keywords : Lattice Boltzmann, volume penalization, fluid structure interaction, CFD.
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Introduction générale

De nos jours, des efforts importants sont réalisés pour lutter contre les problèmes de di-
minution des énergies fossiles et du réchauffement climatique. Un grand nombre de secteurs
industriels sont concernés, comme le domaine des énergies renouvelables, l’industrie aéronau-
tique, l’industrie navale, l’industrie automobile, etc. Pour réaliser des économies d’énergie, une
étape importante dans la conception amont d’un avion, d’une voiture, d’un navire, etc. est d’op-
timiser leurs performances aérodynamiques (ou aussi hydrodynamiques). Ceci peut se faire avec
des expérimentations ou de la simulation numérique. Les expérimentations peuvent être coû-
teuses à mettre en œuvre, et elles ne permettent pas d’accéder à des informations aussi variées
que celles obtenues avec la simulation numérique. La voie numérique est donc un outil de plus
en plus utilisé pour réaliser cette étape.

Les phénomènes rencontrés lorsqu’on modélise un écoulement autour d’une structure en
mouvement sont complexes, et ont lieu à des échelles de temps et d’espace variées. Grâce aux
performances accrues des moyens de calcul actuels, on arrive petit à petit à simuler de façon
détaillée de tels écoulements. Dans ce travail nous nous intéresserons à des écoulements incom-
pressibles ou faiblement compressibles.

La résolution des équations de Navier-Stokes par des méthodes numériques conventionnelles
(différences finies, volumes finis, éléments finis, . . .) n’est pas aisée car on doit entre autres, dis-
crétiser l’opérateur d’advection qui est non linéaire, et trouver un moyen de coupler la vitesse et
la pression (Ferziger & Peric (2002) [1]), Versteeg & Malalasekera [2]). Depuis un peu moins de
trente ans, une autre méthode a été développée pour résoudre les équations de Navier-Stokes. La
méthode de lattice Boltzmann avec laquelle on résout l’équation de Boltzmann discrète, à une
échelle mésoscopique (intermédiaire entre l’échelle microscopique et l’échelle macroscopique),
suscite un intérêt grandissant. Avec cette méthode, l’opérateur d’advection est linéaire, la pres-
sion est calculée grâce à une équation d’état, et elle est résolue localement (Chen & Doolen
(1998) [3], Succi (2001) [4], Yu et al. (2003) [5], Aidun & Clausen (2010)[6]). Elle est donc re-
lativement simple à programmer, et elle est facilement parallélisable. C’est cette méthode que
nous avons choisie dans le cadre de cette thèse pour résoudre numériquement des écoulements
incompressibles autour de solides indéformables en mouvement. Nous nous intéressons à des
écoulements isothermes et non turbulents. De plus, notre choix s’est porté sur la méthode de
la pénalisation volumique pour calculer les écoulements autour d’obstacles en mouvement. En
effet, comme avec cette méthode, on résout une équation unique sur le domaine fluide et sur le
domaine solide, la programmation est assez simple (Arquis & Caltagirone [7], Angot et al[8]).

L’objectif de ce travail de recherche entend montrer la pertinence de la combinaison de la
pénalisation volumique avec la méthode de Lattice Boltzmann dans l’étude du mouvement d’obs-
tacles mobiles dans un écoulement, et de leur interaction avec celui-ci.

Ce mémoire de thèse est organisé en quatre parties, à laquelle on ajoutera la conclusion
générale :
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Dans le premier chapitre (1), nous rappellerons le cadre de base ainsi que les fondements théo-
riques et les principales caractéristiques de la méthode de lattice Boltzmann. Ensuite, on pré-
sentera quelques exemples d’applications sur différents cas tests, que nous avons programmés.

Dans le deuxième chapitre (2), une étude bibliographique détaillée sur les différentes approches
et modèles qui utilisent la méthode lattice Boltzmann dans l’étude des problèmes d’interaction
fluide-structure (écoulements autour d’obstacles en mouvement), sera présentée. Les avantages
et inconvénients de chaque méthode seront décrits.

On valide ensuite dans le troisième chapitre (3), la méthode de la pénalisation volumique à
l’équation de Burgers monodimensionnelle. Nous avons choisi cette équation (Burgers) car elle
représente un exemple simple d’équation non-linéaire, c’est une équation de convection-diffusion,
et elle fait seulement intervenir le champ de vitesse, le terme de pression étant nul. Elle est donc
intéressante à étudier, pour analyser le comportement de la pénalisation volumique combinée
avec la LBM dans la résolution de problèmes non linéaires. L’application de cette combinaison
sera dans un premier temps portée sur un écoulement fluide incompressible en présence d’une
structure fixe, ensuite sur une structure mobile avec un mouvement imposé, puis avec un mou-
vement libre.

Dans le dernier chapitre (4), nous nous intéressons aux équations de Navier-Stokes, sur un do-
maine bidimensionnel. On continue à tester la capacité ainsi que la fiabilité de notre approche.
La validation sera portée dans un premier temps sur un écoulement autour de structures solides
immobiles de formes différentes. La présence de l’obstacle est prise en compte avec la méthode
de pénalisation volumique, et la résolution sera effectuée avec la méthode de lattice Boltzmann.
Notre validation d’interaction fluide structure (IFS) sera portée tout d’abord sur un écoulement
autour d’un obstacle circulaire mobile en oscillation forcée, puis en oscillation libre. Le chapitre
se termine par une autre validation sur un écoulement entre deux plaques mobiles dans un canal.

Le mémoire de thèse se termine par des conclusions et des perspectives.
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CHAPITRE 1. GÉNÉRALITÉS SUR LA MÉTHODE DE LATTICE BOLTZMANN

1.1 Introduction

La méthode de lattice Boltzmann (LBM) est une approche mésoscopique, utilisée en méca-
nique comme outil de résolution numérique des équations. Son principe est de résoudre l’équa-
tion de Boltzmann sous forme discrétisée à l’échelle mésoscopique afin d’obtenir une solution à
l’échelle macroscopique [4]. Historiquement l’approche LBM est développée à partir de la mé-
thode Lattice Gaz Automata (LGA) [9], bien qu’elle puisse être dérivée directement de l’équation
simplifiée de Boltzmann [5]. En CFD (Computational Fluid Dynamics) les variables macrosco-
piques comme la vitesse u et la pression p, sont directement obtenues par résolution des équations
de Navier-Stokes. Par ailleurs, en LBM ces variables macroscopiques peuvent êtres obtenues à
partir des moments hydrodynamiques de la fonction de distribution de particules f(x, ξ, t).

La LBM a prouvé son efficacité dans la résolution d’un grand nombre de problèmes de méca-
nique des fluides tels que les écoulements multiphasiques, les milieux poreux, etc. Elle est précise
et assez simple à mettre en œuvre. De plus, la transmission de données est toujours locale ce qui
est très avantageux pour les calculs parallèles sur carte graphique. Ceci rend la méthode LBM
attractive.

Dans ce chapitre, nous rappellerons les notions générales, la méthodologie ainsi que les fon-
dements théoriques de la méthode LBM. Une partie sera consacrée à la mise en application de
cette méthode sur différents cas tests.

1.2 Présentation de la méthode de lattice Boltzmann

1.2.1 Équation de Boltzmann

Boltzmann a proposé une équation intégro-différentielle de la théorie cinétique des gaz pour
décrire l’évolution d’un gaz hors état d’équilibre thermodynamique. Il considère qu’un gaz est
constitué de particules (atomes, molécules) en interaction qui peuvent être décrites par les lois
de la mécanique classique. Du fait du nombre de particules important, un traitement statistique
est nécessaire.
L’équation de Boltzmann est donnée par :

∂f

∂t
+ ξ · ∂f

∂x
+

F

m
· ∂f
∂ξ

= Ω(f) (1.1)

Où f(x, ξ, t) est la densité de probabilité d’avoir une particule à la position x, à l’instant t,
ayant une vitesse ξ. Ω(f) est l’opérateur de collision entre les particules, F la force externe, et
m la masse de la particule.

Le modèle cinétique le plus adopté dans la littérature, pour modéliser l’opérateur de collision
est celui d’un seul temps de relaxation (SRT), dit modèle de Bhatnagar Gross Krook (BGK)
[10] donné par :

Ω(f) = −1
τ
(f − feq) (1.2)

Où τ désigne le temps de relaxation à l’équilibre, et feq la fonction de distribution à l’équilibre
dépendant des propriétés hydrodynamiques locales comme la densité ρ et la vitesse u.

Pour la résolution numérique, l’équation (1.2) est d’abord discrétisée dans l’espace de vitesses
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CHAPITRE 1. GÉNÉRALITÉS SUR LA MÉTHODE DE LATTICE BOLTZMANN

en utilisant un ensemble fini de vecteurs ξα, tout en vérifiant les lois de conservation.

∂fα

∂t
+ ξα · ∂fα

∂x
+ γα · ∂fα

∂ξα

= −1
τ
(fα − feq

α ) (1.3)

Où γα désigne l’accélération de la particule, α la direction que peut prendre une particule.
L’équation (1.3) peut s’écrire sous la forme suivante :

∂fα(x, t)
∂t

+ ξα · ∂fα(x, t)
∂x

= −1
τ
(fα(x, t) − feq

α (x, t))+ Fα(x, t) (1.4)

Dans la suite, afin d’alléger les calculs, Fα(x, t) sera omis du second membre.

1.2.2 Discrétisation

Le membre gauche de l’équation (1.4) représente la dérivée totale de la fonction de distribu-
tion fα(x, t) :

d

dt
fα(x, t) = −1

τ
[fα(x, t) − feq

α (x, t)] (1.5)

L’équation (1.5) peut se mettre sous la forme [11] :

d

ds
fα(x + ξαs, t+ s) = −1

τ
[fα(x + ξαs, t+ s) − feq

α (x + ξαs, t+ s)] (1.6)

Si on intègre l’équation (1.6) pour s compris en 0 et ∆t, et si on suppose que l’opérateur de
collision est constant pendant un intervalle de temps, on obtient l’équation de lattice Boltzmann
(LBE) suivante :

fα(x + ξα∆t, t+ ∆t) − fα(x, t) ≃ −∆t

τ
[fα(x, t) − feq

α (x, t)] (1.7)

1.2.3 Processus de Collision - Propagation

L’équation (1.7) est résolue sur une discrétisation du domaine, cette discrétisation sera appe-
lée réseau. Le domaine est discrétisé par un nombre fini de nœuds appelés lattices. L’évolution du
système se fait en deux étapes : la collision et la propagation appelée aussi l’advection. A chaque
instant t, et sur chaque site x, les particules se heurtent avec une vitesse discrète ξα (phase de
collision) et après, elles s’éparpillent en conservant exactement et localement la masse, la quan-
tité de mouvement et l’énergie, c’est ce qu’on appelle la phase de propagation (ou streaming).

L’équation (1.7) peut être donc résolue en deux étapes :

Collision :

f̃α(x, t+ ∆t) = fα(x, t) − ∆t

τ
[fα(x, t) − feq

α (x, t)] (1.8)

Propagation ou streaming :

fα(x + ξα∆t, t+ ∆t) = f̃α(x, t+ ∆t) (1.9)

La collision (1.8) est locale au nœud x donné, ce qui rend plus facile la parallélisation des calculs
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CHAPITRE 1. GÉNÉRALITÉS SUR LA MÉTHODE DE LATTICE BOLTZMANN

avec la méthode LBM.

1.2.4 Modèle D2Q9

Dans la méthode LBM, la notion de réseaux ou arrangements est importante. Les particules
se déplacent entre les nœuds d’un réseau à la vitesse ξα, suivant des directions α bien définies.
Le modèle 2D à neuf vitesses discrètes D2Q9 (voir figure 1.1) est largement utilisé dans la
littérature pour la simulation des écoulements bidimensionnels [5]. C’est pour cette raison qu’on
l’a choisi pour nos simulations 2D.

f1
ξ1

f2

ξ2

f3
ξ3

f4

ξ4

f5

ξ5

f6

ξ6

f7

ξ7

f8

ξ8

✲

✻

❄

✛
�

�
�

�
��✠

❅
❅

❅
❅

❅❅■

❅
❅

❅
❅

❅❅❘

�
�

�
�

��✒

Figure 1.1 – Disposition des vitesses lattices, et des fonctions de distribution, modèle D2Q9

Ce modèle est caractérisé par des vitesses discrètes ξα=0,8 définies par :





ξ0 = (0, 0)

ξα = c (cos((α− 1)π/2), sin((α− 1)π/2)), α = 1, 2, 3, 4

ξα = c
√

2 (cos((α− 5)π/2 + π/4), sin((α− 5)π/2 + π/4)), α = 5, 6, 7, 8

(1.10)

Où c = ∆x/∆t. La fonction de distribution à l’équilibre feq
α (x, t) pour ce modèle est donnée

par :

feq
α = ωαρ

(
1 +

(ξα · u)

c2
s

+
uu : (ξαξα − c2

sI)

2c4
s

)
(1.11)

Où ωα désigne les coefficients de pondération donnés par :

ωα =





4/9, α = 0

1/9, α = 1, 2, 3, 4

1/36, α = 5, 6, 7, 8

(1.12)

La densité ρ et la quantité de mouvement ρu du fluide sont données par :

ρ =
8∑

α=0

fα(x, t) =
8∑

α=0

feq
α (x, t)

ρu =
8∑

α=0

ξαfα(x, t) =
8∑

α=0

ξαf
eq
α (x, t)

(1.13)

La vitesse du son cs = c/
√

3 représente la vitesse avec laquelle l’information est transmise dans

6
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l’espace discrétisé (réseau lattice). La pression du fluide est obtenue directement à partir de la
densité et de la vitesse du son, elle est donnée par :

p = ρc2
s (1.14)

On rappelle dans l’annexe D (4.4) comment on obtient l’expression (1.11).

1.2.5 Conversion des unités physiques en unités lattice

Dans l’application de la méthode LBM, on cherche toujours l’équivalence des quantités phy-
siques simulées en quantités lattice. On explique dans cette partie, comment convertir des unités
d’un système physique donné (mètres, kilogrammes, secondes,...) en unités lattice.

Pour chaque quantité physique Q, on peut écrire :

Q = Q̃×CQ (1.15)

Où Q̃ représente la quantité lattice (discrète), et CQ désigne le facteur de conversion. On com-
mence toujours par calculer les facteurs de conversion primaires (Cl,Ct,Cρ), puis on dérive les
facteurs de conversion secondaires.

Avant toute autre chose, il faut trouver les nombres sans dimension (Reynolds par exemple)
pour un problème donné. Ces nombres sans dimension, devraient être invariants dans les deux
systèmes d’unités (physique et lattice), excepté pour le nombre de Mach (Ma). Si on prend
l’exemple du nombre de Reynolds on peut écrire que :

Re = R̃e et CRe = 1 (1.16)

En appliquant ces deux règles (équations (1.15) et (1.16)), on peut passer d’un système (physique
ou lattice) à un autre. Dans ce qui suit, on illustre l’approche adoptée pour la conversion des
unités par un exemple simple.

1.2.5.1 Exemple d’application

On considère un écoulement incompressible de Poiseuille dans un canal de largeur H = 1 m,
le fluide a une viscosité cinématique ν = 10−2 m2/s, et une densité ρ = 103 kg/m3, l’écoule-
ment est généré par une force de gravité g = 103 m/s2. Avec ces valeurs, on obtient une vitesse
maximale um = 1 m/s et Re = 100. On cherche à convertir ces unités physiques en unités
lattices.

On choisit un nombre de lattices en largeur H̃ = 300, ce qui donne CH = 3.33 × 10−3 m. On
considère aussi une densité lattice ρ̃ = 1, on obtient Cρ = 103 kg/m3. Le temps de relaxation
suivant τ = 0.75 est choisi.

D’autre part, on sait que :

Re =
UmH

ν
et R̃e =

ŨmH̃

ν̃
(1.17)

7
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On déduit le facteur de conversion de la viscosité Cν :

Re = R̃e ⇒ ν

ν̃
=
UmH

ŨmH̃
⇒ Cν = CuCH (1.18)

Pour le pas de temps et le pas d’espace lattice on choisit :

∆̃x = ∆̃t = 1 ⇒ ∆x = CH et ∆t = Ct (1.19)

La viscosité cinématique du fluide est définie par :

ν̃ = c2
s∆̃t(τ − 0.5); c2

s =
1
3

∆̃x2

∆̃t2
⇒ ν̃ =

(τ − 0.5)
3

C2
H

Ct
⇒ Ct =

(τ − 0.5)
3

C2
H

ν̃
(1.20)

On obtient donc le facteur de conversion du temps Ct donné par :

Ct =
τ − 0.5

3
C2

H

ν̃
= 9.26 × 10−5 s (1.21)

Connaissant les facteurs de conversion CH et Ct, on déduit Cu :

u =
H

t
⇒ Cu =

CH

Ct
= 1 m/s (1.22)

On obtient finalement la vitesse um en unité lattice :

ũm =
um

Cu
⇒ ũm = 0.028 (1.23)

Pour vérifier la conversion, on calcule le nombre de Reynolds en unité lattice :

R̃e =
ũmH̃

ν̃
= 100 (1.24)

On constate que le nombre de Reynolds est le même dans les deux systèmes d’unités, la conversion
donc est bonne.

1.2.6 Stabilité numérique de la LBM

Une méthode est dite instable si elle est sujette à une propagation importante des erreurs
numériques. Les instabilités peuvent se manifester à proximité des zones de discontinuités comme
une interface fluide-structure. La première limitation de la méthode LBM concerne la vitesse
du fluide ũ, celle ci ne doit pas dépasser une certaine marge de valeur (utilisation de vitesses
faibles), cela est du à l’approximation de la fonction de distribution à l’équilibre feq

α (x, t). La
condition d’incompressibilité est directement liée au nombre de Mach [12], défini par :

Ma =
||ũ||

cs
<< 1 (1.25)

La stabilité devrait être automatiquement satisfaite si la condition d’incompressibilité ci-dessus
est bien respectée, c’est à dire que la vitesse ũ doit être suffisamment faible. Si ce n’est pas le
cas, on peut avoir des problèmes au niveau de la convergence (par exemple la densité ne converge
pas vers une valeur proche de 1 dans tout le domaine de calcul).
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Une autre source d’instabilité réside dans le mauvais choix de la viscosité du fluide ν. Le temps
de relaxation τ qui est directement lié à la viscosité, varie entre 0.5 < τ < 2. Au voisinage de ces
deux limites, la méthode LBM devient fortement instable. Pour τ < 0.5 la viscosité du fluide
est négative, et lorsque τ est légèrement supérieure à 0.5 il devient très difficile de converger
vers une solution. Cette contrainte sur la viscosité représente une restriction pour les simulations
d’écoulements à grand nombre de Reynolds.

Ces deux contraintes sur la vitesse ũ et la viscosité ν constituent l’inconvénient majeur de la
méthode LBM. En effet, si on limite ũ ∼ 0.03 et 0.5 < τ < 2, le seul moyen de monter en
Reynolds c’est la taille du solide, et donc le nombre de nœuds.

1.2.7 Différences entre LBM et CFD

L’intérêt pratique de la méthode LBM est prouvé par les avantages suivants :

1. L’équation de Navier-Stokes est une équation aux dérivées partielles de deuxième ordre,
celle de Boltzmann est de premier ordre, ce qui implique une résolution plus simple.

2. Le solveur Navier-Stokes doit traiter inévitablement le terme convectif non-linéaire u · ∇u,
en revanche, le modèle LBM évite totalement ce terme, car la convection devient une simple
advection par un décalage uniforme de données par l’étape de propagation.

3. Le solveur Navier-Stokes emploie habituellement des procédures itératives pour obtenir
une solution convergée. La LBM est habituellement explicite et elle n’a pas besoin de
procédures itératives.

4. Dans les méthodes de discrétisation, la stabilité est satisfaite par le bon choix des pas de
temps et d’espace, dans la méthode LBM, le nombre de Courant Friedrichs Lewy (CFL)
est égal à 1 (∆x = ∆t = 1).

1.3 De lattice Boltzmann à Navier-Stokes : le développement

de Chapman-Enskog

Le lien entre les échelles macro et mésoscopique se fait via le développement de Chapman-
Enskog. La procédure consiste en un développement perturbatif de la fonction de distribution
f(x, t), autour de l’équilibre thermodynamique local f(x, t)eq.
Un paramètre utilisé dans cette procédure est le nombre de Knudsen Kn, qui caractérise la
faculté qu’a le fluide à s’écarter de son état d’équilibre, il est défini par :

Kn =
l

L
(1.26)

Où l est le libre parcours moyen, qui représente la distance moyenne parcourue par une particule
entre deux collisions. L est la dimension caractéristique de l’écoulement. Pour que le fluide reste
proche de l’équilibre il faut que Kn << 1.

On rappelle dans l’annexe C (4.4) comment on passe de l’équation de lattice Boltzmann avec
l’approximation BGK aux équations de Navier-Stokes incompressibles en utilisant la procédure
de Chapman-Enskog.
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1.4 Conditions aux limites en LBM

Dans cette section du chapitre, on s’intéresse à la formulation des conditions aux limites
associées à la méthode LBM. Ces conditions sont d’importance primordiale dans la mesure où
elles affectent directement la stabilité et la précision de la méthode. Elles sont exprimées en
termes de fonctions de distribution fα(x, t) plutôt qu’en termes de variables macroscopiques,
comme c’est le cas des méthodes de calcul classiques utilisées en CFD.
Dans la littérature on trouve beaucoup de travaux qui se sont intéressés aux conditions aux
limites appliquées en LBM, dans notre cas on se limitera juste aux conditions utilisées dans nos
simulations.

Pour bien comprendre les différentes conditions aux limites, on montre sur la figure 1.2, quelques
conditions qui peuvent avoir lieu pour un écoulement dans un canal avec le modèle D2Q9. Les
fonctions de distribution fα(x, t) qui manquent sur chaque limite, sont présentées en caractère
gras.
Les notations N , S, E, W , représentent respectivement la limite Nord, Sud, Est et Ouest du
canal.
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Figure 1.2 – Fonctions de distribution connues et inconnues aux limites d’un domaine d’étude,
modèle D2Q9

1.4.1 Conditions périodiques

Les conditions aux limites périodiques sont des conditions simples à mettre en œuvre. Nous
les expliquons ici pour les frontières E,W . Ces conditions vérifient les deux critères suivants :

u(E) = u(W ) et
∂u

∂x
(E) =

∂u

∂x
(W ) (1.27)

L’idée en LBM est que la fonction de distribution fα(x, t) sortante d’une limite (fluide ou so-
lide), rentre sur la frontière opposée. Prenons l’exemple de la limite Est du canal (voir figure 1.2
ci-dessus). Les fonctions f3W

(x, t), f6W
(x, t) et f7W

(x, t) sont connues, car elles proviennent de
l’intérieur du canal suite à l’étape de propagation (voir équation (1.9)). Par ailleurs les fonctions
f3E

(x, t), f6E
(x, t) et f7E

(x, t) sont inconnues, car si elles avaient été propagées, elles l’auraient
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été depuis l’extérieur, ce qui n’est pas possible.

Les conditions périodiques pour ces fonctions inconnues, sont données par [13] :

f3E
(x, t) = f3W

(x, t), f6E
(x, t) = f6W

(x, t), et f7E
(x, t) = f7W

(x, t)

f1W
(x, t) = f1E

(x, t), f5W
(x, t) = f5E

(x, t), et f8W
(x, t) = f8E

(x, t)
(1.28)

1.4.2 Conditions de symétrie

Pour simuler un écoulement en milieu infini, les conditions aux limites de symétrie sont
généralement appliquées. Cette condition implique qu’il n’y ait pas de flux entrant ou sortant
au niveau de la frontière, elle est exprimée par :

U · n = 0 et
∂U

∂n
= 0 (1.29)

Où n est la normale à la frontière considérée. Si on considère la paroi supérieure du canal (voir
1.2 ci-dessus), les fonctions inconnues sont f4N

(x, t), f7N
(x, t) et f8N

(x, t), les conditions de
symétrie pour ces fonctions peuvent être exprimées ainsi :

f4N
(x, t) = f2N

(x, t), f7N
(x, t) = f6N

(x, t) et f8N
(x, t) = f5N

(x, t) (1.30)

Les fonctions de distribution f2N
(x, t), f5N

(x, t) et f6N
(x, t) sont considérées connues après

l’étape de propagation (elles proviennent de l’intérieur du canal).

1.4.3 Conditions de paroi

Les conditions aux limites en LBM sont d’abord introduites pour les parois solides rectilignes
(conditions de paroi) [14]. Les conditions aux limites de bounce-back ou rebond en arrière, sont
le plus souvent utilisées, car elles sont précises et faciles à mettre en œuvre [15, 16]. Elles sont
largement utilisées dans la simulation des écoulements fluides avec des géométries complexes
[17, 18]. Le principe c’est que lorsqu’une particule fluide heurte une paroi solide, sa quantité
de mouvement est inversée, autrement dit, la particule rebondit dans le sens inverse de son
mouvement[19, 4].

Pour avoir la position exacte de la frontière physique (xw) entre le nœud fluide (xf ) et solide
(xb), (voir figure 1.3), on définit le paramètre ∆ tel que :

ttt

✲✛

✲✛ ∆δx

δx

fluide solide

xbxwxf

Figure 1.3 – Représentation d’une frontière solide dans un fluide.
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∆ =
|xf − xw|
|xf − xb|

, 0 ≤ ∆ ≤ 1 (1.31)

Pour compléter l’étape de propagation au nœud fluide xf , on a besoin des fonctions de dis-
tribution après collision f̃ᾱ(xf ) inconnues qui viennent du nœud solide xb. Les conditions de
bounce-back pour une paroi solide fixe sont exprimées de la manière suivante :

f̃ᾱ(xb, t) = f̃α(xf , t) (1.32)

où ᾱ désigne la direction opposée à α. Pour avoir plus de précision et satisfaire la condition de
non glissement (uw = 0), la paroi doit être au milieu entre deux nœuds voisins fluide et solide
[20, 5, 21].

Ladd (1994)[22] a modifié le bounce-back classique pour prendre en compte le mouvement de la
paroi, en ajoutant un terme au deuxième membre de l’équation (1.32) [19] :

f̃ᾱ(xb, t) = f̃α(xf , t) − 2
c2

s

ωαρw ξα · uw (1.33)

Où ξᾱ = ξα, ρw et uw, sont respectivement la densité et la vitesse du fluide à la paroi.

Les conditions aux limites qui traitent les frontières solides courbées, seront présentées dans
le chapitre suivant.

1.4.4 Conditions d’entrée et sortie

Zou et He (1997)[23], ont étendu les conditions de bounce-back à la partie non équilibre
fneq(x, t) de la fonction de distribution f(x, t). Ils considèrent que la paroi physique est placée
sur le nœud solide (xw = xb). Les conditions aux limites de Zou & He sont de type Dirichlet, où
on spécifie les valeurs que la solution (vitesse ou densité) doit vérifier sur les frontières solides
ou fluides et d’en déduire les fonctions de distribution qui manquent.

Prenons le cas de l’entrée d’un écoulement fluide dans un canal (Coté W sur la figure 1.2), où
ux et uy sont spécifiées. Pour le modèle D2Q9 et après l’étape de la propagation, les fonctions
de distribution f0, f2, f3, f4, f6, f7 sont connues. Il reste à déterminer ρ et f1, f5, f8, qui sont
données par :

ρ =
1

1 − u
[f0 + f2 + f4 + 2(f3 + f6 + f7)]

f1 = f3 +
2
3
ρu

f5 = f7 − 1
2
(f2 − f4) +

1
2
ρv+

1
6
ρu

f8 = f6 +
1
2
(f2 − f4) − 1

2
ρv+

1
6
ρu

(1.34)

Supposons maintenant que c’est la densité qui est spécifiée à l’entrée et que v = 0. Après la pro-
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pagation, les fonctions de distribution f0, f2, f3, f4, f6, f7 sont connues. Il reste qu’à déterminer
ux et f1, f5, f8.

u = 1 − [f0 + f2 + f4 + 2(f3 + f6 + f7)]/ρ

f1 = f3 +
2
3
ρu

f5 = f7 − 1
2
(f2 − f4) +

1
6
ρu

f8 = f6 +
1
2
(f2 − f4) +

1
6
ρu

(1.35)

On remarque bien que le fait de mettre la vitesse nulle (u = v = 0), les conditions de Zou
& He se réduisent au simple bounce-back. Ces conditions sont difficiles à mettre en œuvre, et
nécessitent des traitements supplémentaires sur les coins.

Une autre manière d’avoir les fonctions inconnues est de les extrapoler à partir des fonctions
connues des sites adjacents. L’extrapolation est largement utilisée en LBM [17], elle provient de
la méthode des différences finies (FDM), celle ci est employée pour approximer une condition
de gradient nul.

∂u

∂n
= 0 (1.36)

Où n est la normale à la frontière considérée. Si on considère la sortie d’un écoulement dans
un canal (voir figure 1.2), l’extrapolation en termes de fonctions de distribution fα(x, t) est
exprimée comme suit :

f3(E, t) = f3(E − 1, t), f6(E, t) = f6(E − 1, t) et f7(E, t) = f7(E − 1, t) (1.37)

Où f3(E − 1, t), f6(E − 1, t) et f7(E − 1, t) sont les fonctions de distribution obtenues après
l’étape de propagation.

Pour avoir plus de précision, Chen et al (1996) [24] ont exprimé l’extrapolation de la manière
suivante :

u(E − 1, t) =
u(E, t) + u(E − 2, t)

2
⇒ u(E, t) = 2 · u(E − 1, t) − u(E − 2, t) (1.38)

C’est à dire qu’on force la vitesse au nœud (E− 1) à être la moyenne entre les deux vitesses aux
nœuds (E) et (E − 2). En LBM l’extrapolation en termes de fonctions de distribution f(x, t)
est exprimée de la manière suivante :

f3(E, t) = 2 · f3(E − 1, t) − f3(E − 2, t)

f6(E, t) = 2 · f6(E − 1, t) − f6(E − 2, t)

f7(E, t) = 2 · f7(E − 1, t) − f7(E − 2, t)

(1.39)

On pourrait aussi utiliser un développement de Taylor pour u(E − 1), et un pour u(E − 2), et
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en déduire que lorsque le gradient de la vitesse est nul on a :

u(E, t) =
4 u(E − 1, t) − u(E − 2, t)

3
(1.40)

1.5 Raffinement du maillage en LBM

La méthode LBM emploie souvent un maillage cartésien uniforme avec un ∆x = ∆t = 1,
ce qui la rend moins précise quand il y a besoin d’effectuer des simulations pour une grande
résolution, par exemple sur des écoulements autour des géométries complexes, non adaptatives
au maillage cartésien. Pour résoudre ces difficultés, deux techniques de raffinement existent, il
s’agit de la méthode Multi-grille et la méthode Multi-bloc [25, 26]. Dans la première approche,
la grille grossière est présente dans tout le domaine de la simulation, même dans les endroits
de la grille fine [27], quant à la technique de raffinement Multi-bloc (voir figure 1.4), la grille
grossière est prise en dehors de la grille fine (voir à ce propos les travaux de Filippova & Hänel
(1998) [28], Dupuis & Chopard (2003) [29] et Yu & al. (2002)[25] ). Chacune de ces techniques
a ses avantages et inconvénients, la difficulté vient de la communication de l’information à l’in-
terface entre les différentes grilles du maillage, où il faut assurer la conservation de la masse et
la continuité des contraintes. L’échange de l’information à l’interface est d’importance cruciale
de point de vue de la précision et de la stabilité numérique. Cet échange est similaire à celui
des conditions aux limites, ça pourrait être soit la fonction de distribution (fα(x, t)) au niveau
cinétique, soit des variables macroscopiques telles que la densité (ρ(x, t)) ou la vitesse (u(x, t)).

Dans notre combinaison de la pénalisation volumique avec la LBM, nous avons choisi le modèle de
raffinement proposé par Lagrava et al. (2012) [26], basé sur l’approche Multi-bloc. Le couplage
de la grosse grille à la grille fine se fait par une interpolation cubique, cependant, pour le
couplage inverse, la communication est réalisée via l’application d’un filtrage. Comparée avec la
méthode Multi-grille, le modèle de Lagrava a l’avantage d’avoir de meilleures performances sur
la parallélisation (CPU ou GPU), de plus, il permet d’économiser la mémoire de stockage. En
revanche, la mise en œuvre du couplage entre les différentes grilles du maillage est plus complexe
[26].

Figure 1.4 – Disposition des grilles dans l’approche du raffinement Multi-bloc (Extraite de
Lagrava et al.[26]).
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Quelques exemples de validation du modèle de Lagrava seront montrés dans les exemples à
suivre.

1.6 Quelques applications de la LBM

Dans cette partie, on étudie quelques applications de la méthode LBM sur différents cas tests.
On traite un écoulement de Poiseuille, l’équation d’advection-diffusion 2D. Enfin l’application
est portée sur une cavité entraînée 2D. De plus, on valide le modèle du raffinement de Lagrava
sur l’équation de diffusion 1D et sur un écoulement de Poiseuille. Nous montrons dans tous ces
cas, que la LBM permet de retrouver les solutions analytiques ou de référence avec une précision
équivalente à des méthodes de résolution classiques (différences finies).

1.6.1 Application sur l’équation de diffusion 1D

Le problème à résoudre consiste à chercher u(x, t) ∈ [0, 1] × [0,T ] tel que :





∂u

∂t
= ν(

∂2u

∂x2 ) , x ∈ [0, 1] , t ∈ [0,T ]

u(x, 0) = u0(x) = sin(πx) , x ∈ [0, 1]

u(0, t) = 0 , t > 0

u(L, t) = 0 , t > 0

(1.41)

Le modèle du raffinement de Lagrava est d’abord testé sur un cas simple monodimensionel,
il s’agit de l’équation de diffusion 1D, résolue sur une durée de simulation T = 1s, une lon-
gueur L = 1m, une vitesse initiale maximale umax = 1m/s et une viscosité cinématique
ν = 0.1 m2.s−1. Cela correspond en LBM, à un intervalle de temps T̃ = 4000, une longueur
L̃ = 100, une vitesse initiale maximale ũmax = 0.025 et une viscosité cinématique ν̃ = 0.0833.
Le modèle à deux vitesses discrètes D1Q2 est utilisé.

Une solution analytique pour ce genre de condition initiale et conditions aux limites est donnée
par :

u(x, t) = sin(πx) e (−νπ
2t) (1.42)

Pour la LBM, on a introduit deux grilles du maillage avec un seul degré de raffinement :





grosse grille : x ∈ [0, 0.5] et ∆̃x = ∆̃t = 1

grille fine : x ∈ [0.49, 1] et ∆̃x = ∆̃t = 0.5
(1.43)

On compare sur la figure 1.5, les résultats du raffinement avec ceux de la solution analytique.
On constate que les profils de vitesses sont en parfaite concordance.

Le tableau 1.1 rapporte l’erreur relative Er en norme L2 sur la vitesse à différents instants avec
et sans raffinement. On remarque que l’erreur diminue légèrement dans le cas du raffinement du
maillage.
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t = 0.2 s

t = 0.4 s

t = 0.6 s

t = 0.8 s

t = 1.0 s

Figure 1.5 – Comparaison du champ de vitesse reconstruit à différents instants t obtenus par :
− Solution analytique et + LBM avec un raffinement.

Temps (s) Er sans raffinement (%) Er avec raffinement (%)

0.2 0.0069 0.0063

0.4 0.0075 0.0070

0.6 0.0078 0.0073

0.8 0.0075 0.0071

1.0 0.0099 0.0087

Table 1.1 – Erreur relative en vitesse à différents instants t

1.6.2 Validation sur l’équation d’advection-diffusion 2D

L’objet de ce paragraphe est de valider la méthode LBM sur un cas bidimensionnel de l’équa-
tion d’advection-diffusion de la chaleur. On considère une cavité carrée de coté L = 1m, remplie
d’un fluide de coefficient de diffusion thermique γ = 0.1 m2 · s−1. La paroi gauche de la ca-
vité est maintenue à une température chaude, tandis que les autres parois sont soumises à une
température nulle (T = 0). La composante horizontale de la vitesse d’advection u = 0.1m/s,
sa composante verticale v = 0.5m/s. Le problème est résolu sur un intervalle de temps de 1
seconde. Le modèle à neuf vitesses discrètes D2Q9 est utilisé.

Le problème consiste à chercher T (x, y, t) ∈ Ω × [0, t] tel que :





∂T

∂t
+ u(

∂T

∂x
+
∂T

∂y
) = γ(

∂2T

∂x2 +
∂2T

∂y2 )

T (x, 0) = T0(x) = 0

(1.44)

Où T (x, y, t) est la température qui est un champ scalaire, le domaine Ω désigne l’espace
[0; 1] × [0; 1]. Les conditions aux limites appliquées sont données sur la figure 1.6.

En LBM, la variable macroscopique température (T), représente la somme des fonctions de
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T (~x, 0) = 0T = sin(πy) T = 0

T = 0

T = 0

✻y

✲
x

Figure 1.6 – Schéma du problème étudié

distribution fα(x, t) :

T (x, t) =
∑

α

fα(x, t) (1.45)

La fonction de distribution à l’équilibre feq
α (x, t) est donnée par :

feq
α = ωαT

[
1 +

(ξα · u)

c2
s

]
(1.46)

Le problème étudié est aussi résolu en différences finies par un schéma d’Euler explicite sur un
intervalle de temps de 1 seconde avec un pas de temps ∆t = 0.0002s.

La figure 1.7, compare les résultats de la LBM avec ceux issus de la méthode des différences
finies (FDM, Finite Difference Method). L’analyse des profils de température le long de la cavité
à différents instants t pour y = 0.5, montre que la température diminue de sa valeur maximale
(T = 1) pour atteindre une valeur nulle (voir figure 1.7.a), cela peut s’expliquer par le fait
que la température diffuse au cours du temps. La figure 1.7.b, illustre clairement le phénomène
d’advection-diffusion de la chaleur sur une section en travers x = 0.5.

On constate que les résultats obtenus par la LBM sont très compatibles avec ceux issus de la
méthode des différences finies, ce qui permet de valider la LBM sur un phénomène d’advection-
diffusion.

1.6.3 Validation sur un écoulement de Poiseuille 2D

On s’intéresse dans cette section à l’étude d’écoulement laminaire de Poiseuille dans un canal
de longueur L et de largeur H. Le principal intérêt de ce type d’écoulement est que l’on connaît
la solution (vitesse et pression) analytique exacte.
Le fluide est mis en mouvement par une différence de pression ∆P entre les deux extrémités du
canal. Les conditions aux limites de Zou & He sont appliquées à l’entrée et à la sortie pour une
pression imposée, et aux parois supérieure et inférieure pour une vitesse nulle (conditions de non
glissement). Pour la LBM, le modèle à neuf vitesses discrètes D2Q9 est utilisé.
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t = 1.0 s

t = 0.3 s

t = 0.1 s

(a) Profils de température le long de la plaque à y = 0.5

t = 0.3 s

t = 0.4 s

t = 0.5 s

t = 0.6 s

t = 0.8 s

t = 1.0 s

(b) Profils en travers de température à x = 0.5

Figure 1.7 – Comparaison des profils de température à différents instants t

La solution analytique de l’écoulement de Poiseuille est donnée par :





ux(y) = 4 umax
y (H − y)

H2 , 0 ≤ y ≤ H

uy(x, y) = 0

∂u

∂x
=
∂P

∂y
= 0

(1.47)

La vitesse maximale umax est liée au gradient de pression par la relation suivante :

umax =
1
8

∆P H2

µL
=

1
8
(P (0) − P (L))H2

µL
(1.48)

Où µ est la viscosité dynamique du fluide.

La figure 1.8, montre que les profils de vitesse obtenus avec la LBM sont paraboliques et en
bonne concordance avec la solution analytique. De plus, on vérifie bien que la vitesse varie avec
la hauteur H, mais reste constante le long du canal.
Pour vérifier les calculs relatifs à la pression du fluide, on a comparé les résultats de la LBM
avec ceux issus de la solution analytique suivante :

P (x) = −8 umax µ

H2 x+ P (0) , 0 ≤ x ≤ L (1.49)

On constate sur la figure 1.9, que la variation de la pression est linéaire, elle est inversement
proportionnelle à la longueur du canal, où elle diminue constamment de sa valeur maximale à
l’entrée P (0) jusqu’à atteindre une valeur minimale à la sortie P (L). En outre, la pression ne
varie pas dans l’épaisseur de l’écoulement. On remarque là aussi que les résultats sont en bon
accord avec la solution analytique.
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(a) Champ de vitesse obtenu avec la LBM
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(b) Profils de vitesses transversales

Figure 1.8 – Comparaison des vitesses

(a) Champ de pression obtenu avec la LBM
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(b) Profils de pression le long du canal à y = H/2

Figure 1.9 – Comparaison des pressions

Nous présentons maintenant les résultats de validation du modèle du raffinement de Lagrava
sur l’écoulement de Poiseuille dans un canal avec les même données citées ci-dessus. On utilise
trois grilles du maillage avec deux degrés de raffinement :





grosse grille : ∆̃x = ∆̃t = 1

grille fine 1 : ∆̃x = ∆̃t = 0.5

grille fine 2 : ∆̃x = ∆̃t = 0.25

(1.50)

La figure 1.10, illustre bien la disposition des grilles du maillage utilisées dans nos simulations.
On constate sur la figure 1.11 que les profils de vitesse obtenus avec raffinement sont paraboliques
et en accord avec la solution analytique.
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Figure 1.10 – Champ de vitesse u sur un maillage contenant plusieurs raffinement.
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Figure 1.11 – Profil de vitesse horizontale u, sur un maillage contenant plusieurs raffinement.

1.6.4 Validation sur la cavité entraînée 2D

L’objectif de cette partie est de valider la méthode LBM sur la cavité entraînée, un cas test
classique très utilisé pour valider les méthodes de résolution du problème de Navier-Stokes [30].
On considère un fluide incompressible dans une cavité carrée 2D, dont l’arête est de longueur
L (voir figure 1.12). La paroi supérieure se déplace avec une vitesse longitudinale uniforme u0,
entraînant ainsi le fluide, tandis que la vitesse des autres parois est nulle. Les conditions aux
limites de Zou & He ainsi que de bounce-back, sont respectivement appliquées pour imposer une
vitesse constante u0, et une vitesse nulle. Les calculs ont été effectués avec un fluide initialement
au repos.

Les simulations ont été réalisées sur différents nombres de Reynolds à savoir Re = 100, Re =
1000 et Re = 10000. Les résultats de la LBM sont confrontés aux résultats de Ghia et al.(1982)
[30], une solution de référence très utilisée.

Rappelons que le nombre de Reynolds est défini à partir de la longueur L, de la viscosité
cinématique ν , et de la vitesse u0 :

Re =
u0L

ν
(1.51)
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~u(~x, 0) = 0u = v = 0 u = v = 0

u = u0 et v = 0

u = v = 0

✻y

✲

✲

✲✛
L

x

Figure 1.12 – Géométrie de la cavité entrainée 2D

Dans le cas où l’écoulement est stationnaire, le critère de convergence suivant est défini :

√√√√
N∑

i,j=0

(
ut

i,j − ut−1
i,j

)2

√√√√
N∑

i,j=0

(
ut

i,j

)2

≤ 1 × 10−6
(1.52)

Où N , représente la taille de la grille utilisée. Le calcul s’arrête lorsque la condition ci-dessus
est vérifiée.

Dans le cas d’un écoulement stationnaire, on montre sur la figure 1.13, les variations de la
vitesse horizontale en fonction de y en (x/L) = 0.5, et la vitesse verticale en fonction de x
en (y/L) = 0.5, et ce pour les nombres de Reynolds Re = 100 et Re = 1000. On remarque
que la vitesse horizontale est négative dans la partie inférieure de la cavité, elle devient positive
au fur et à mesure qu’on monte vers la partie supérieure (figure 1.13.a). De plus, on constate
que la vitesse verticale est positive pour des sections (x/L) ≤ 0.55, elle devient négative sur
l’autre moitie de la cavité (figure 1.13.b). On constate que les profils de vitesses obtenus avec la
méthode LBM correspondent aux résultats issus de Ghia et al. [30].
Dans tous les cas simulés, on constate que lorsque la paroi supérieure glisse, elle entraîne par
viscosité le fluide vers la paroi verticale de droite, donnant lieu à des trajectoires circulaires. Il
en résulte dans le cas d’un écoulement stationnaire (Re = 1000), la formation d’un tourbillon
principal centré, et deux autres tourbillons secondaires dans les coins inférieurs. Par ailleurs, pour
un écoulement instationnaire (Re = 10000), on remarque qu’un troisième tourbillon apparaît
en haut à gauche de la cavité, et deux autres tourbillons se forment dans le même coin en bas à
droite.
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(a) Vitesses horizontales u à x/L = 0.5
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Figure 1.13 – Comparaison des profils de vitesses avec les résultats de Ghia et al. pour Re = 100
et Re = 1000

1.7 Conclusion du chapitre

Dans ce chapitre nous avons présenté le cadre de base et les principales caractéristiques de
la méthode lattice Boltzmann, on a discuté ses avantages et inconvénients, nous avons aussi vu
que la LBM peut être dérivée directement de l’équation de Boltzmann. L’essence de la résolution
numérique repose sur une restriction des vitesses lattices ξ en un ensemble discret. En outre,
nous avons rappelé le modèle à 2 dimensions et à 9 vitesses discrètes (D2Q9), qui est choisi pour
nos simulations 2D.

Par ailleurs, nous avons rappelé que l’équation de lattice Boltzmann avec l’opérateur de
collision BGK permettait de retrouver les équations de Navier-Stokes compressibles en utilisant
le développement asymptotique de Chapman-Enskog. Celui-ci permet de faire le lien entre les
deux échelles macro et mésoscopique.

L’accent a été également mis sur les différentes approches permettant de modéliser les condi-
tions aux limites en LBM. Le lien entre les unités physiques et les unités utilisées en LBM a
également été introduit. Ce lien soulignant l’importance des maillages à utiliser en LBM, et donc
le temps de calcul inhérent, la méthode de raffinement du maillage proposée par Lagrava et al,
permettant ainsi de relâcher le maillage loin des zones d’intérêt, a été utilisé.

Plusieurs cas tests sur des problèmes de mécanique en 1D et 2D ont été traités. Ceux-ci
permettent d’exposer la pluralité des domaines pouvant être traités en LBM. Pour chaque cas
une validation a été effectuée soit via une solution analytique, soit des données de la littérature.

Le chapitre suivant aborde le traitement des domaines mobiles par la méthode de lattice
Boltzmann.

22



Chapitre 2

État de l’art sur l’utilisation de la
LBM en interaction fluide-structure

Sommaire

2.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24

2.2 Méthode du bounce back . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24

2.3 Méthode "Immersed moving boundary" . . . . . . . . . . . . . . . . . 31

2.4 Méthode des frontières immergées . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32

2.4.1 Équations relatives à la méthode des frontières immergées . . . . . . . . 33

2.4.2 Méthode des frontières immergées combinée avec la LBM . . . . . . . . 36

2.4.2.1 Méthode classique de Peskin combinée avec la LBM . . . . . . 36

2.4.2.2 Méthode "direct forcing" appliquée à la LBM . . . . . . . . . . 38

2.4.2.3 Méthode "momentum exchange" appliquée à la technique des
frontières immergées . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41

2.4.2.4 Méthode avec correction de vitesse . . . . . . . . . . . . . . . . 42

2.5 Méthode des Multiplicateurs de Lagrange . . . . . . . . . . . . . . . 46

2.6 Méthode ALE (Arbitrary Lagrangian Eulerian) . . . . . . . . . . . . . . 50

2.7 Conclusion du chapitre . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53

23



CHAPITRE 2. ÉTAT DE L’ART SUR L’UTILISATION DE LA LBM EN INTERACTION FLUIDE-STRUCTURE

2.1 Introduction

L’interaction fluide-structure a lieu lorsqu’un fluide est en contact avec une structure en
mouvement. Le fluide exerce alors des forces sur la frontière de la structure, et la structure se
déforme ou se déplace sous l’action de ces forces. De plus, la déformation ou le déplacement de
la structure modifie les champs de vitesse et de pression de l’écoulement fluide. Vu leur impor-
tance, les problèmes d’écoulements autour de structures en mouvement font l’objet de plusieurs
travaux numériques et expérimentaux. Dans ce chapitre, on s’intéresse aux différentes approches
et modèles qui ont été mis en œuvre jusqu’à présent et qui utilisent la méthode de lattice Boltz-
mann pour le calcul de l’écoulement.

Ce chapitre débute par une description des premières approches qui se basent sur les condi-
tions aux limites de type bounce back, on discutera notamment la méthode de Ladd [31] et
celle de Bouzidi et al. [32]. Nous nous intéressons ensuite à l’approche de Noble et Torczynski
[33], construite par rapport à l’équation de lattice Boltzmann avec l’opérateur de collision BGK.
Puis une attention particulière est apportée à la méthode des frontières immergées, qui est très
utilisée ces dernières années pour modéliser des écoulements autour d’obstacles immobiles ou
en mouvement. On détaille ensuite la méthode des multiplicateurs de Lagrange et des domaines
fictifs, et enfin on présente la méthode ALE (Arbitrary Lagrangian Eulerian) combinée avec la
LBM.

2.2 Méthode du bounce back

En 1994, Ladd [34, 21], a appliqué la méthode de lattice Boltzmann à la simulation des
particules en suspension dans un fluide. Pour modéliser les conditions aux limites à l’interface
fluide-particule, la condition de non-glissement sur l’interface est appliquée en utilisant la règle
du bounce back ou rebond en arrière. Comme le montre la figure 2.1, l’interface fluide-particule
est représentée par des nœuds de frontière, qui sont un ensemble de points (nœuds carrés) situés
au milieu des liens entres deux nœuds du maillage cartésien. L’un de ces nœuds appartient au
domaine fluide et l’autre situé dans le domaine solide. La frontière de la particule est considérée
sous la forme d’escalier, ainsi les conditions de bounce back peuvent être appliquées directement.
Cette disposition nécessite l’utilisation d’un grand nombre de nœuds solides, afin de représenter
correctement la frontière physique de la particule.
Avant d’expliquer le principe du bounce back, il est important de rappeler que la méthode de

lattice Boltzmann se programme en deux étapes :

1. une étape de collision :

f̃α(x, t+ ∆t) = fα(x, t) − ∆t

τ
[fα(x, t) − feq

α (x, t)] (2.1)

2. une étape de propagation :

fα(x + ξα∆t, t+ ∆t) = f̃α(x, t+ ∆t) (2.2)

Après l’étape de la collision, on connaît la fonction f̃α(xf , t) au niveau du nœud fluide de co-
ordonnées xf (voir figure 2.2), mais on ne connaît pas la fonction f̃ᾱ(xb, t) qui vient du noeud de
coordonnées xb à l’intérieur du solide, et qui sera propagé vers le noeud fluide de coordonnées xf .

Pour calculer cette fonction manquante, on peut supposer que la particule fluide issue du
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Figure 2.1 – Représentation par Ladd d’une interface fluide-particule. Les nœuds de la frontière
sont représentés par des carrés et les nœuds du maillage par des cercles. [34, 31]

noeud de coordonnées xf rebondit sur la paroi, ce qui revient à dire que :

f̃ᾱ(xb, t) = f̃α(xf , t) (2.3)

où ᾱ désigne la direction opposée à α (ξᾱ = −ξα, voir figure 2.2), et f̃α est la fonction de
distribution après la collision. Ladd (1994) [34, 21] a modifié le bounce back classique pour
prendre en compte le mouvement du solide sur lequel le rebond a lieu. Lorsqu’une particule
fluide heurte une paroi en mouvement, la quantité de mouvement de la particule est modifiée,
et pour prendre en compte ce phénomène, on ajoute un terme au second membre de l’équation
2.3 :

f̃ᾱ(xb, t) = f̃α(xf , t) − 2
c2

s

ωαρwξα · uw (2.4)

où ρw est la densité du fluide au voisinage de la paroi solide, et uw est la vitesse de la paroi
solide. Ainsi, la quantité de mouvement est conservée.

Ladd [34] a aussi proposé une méthode permettant, avec la LBM, de calculer la force exercée
par le fluide sur un obstacle. Cette méthode, dénommée "momentum exchange" est simple à
mettre en oeuvre, et elle est par conséquent beaucoup utilisée. Le principe de cette méthode
est de calculer la variation de quantité de mouvement d’une particule fluide après sa collision
avec un obstacle. En LBM, avant d’avoir heurté une paroi solide, une particule fluide se déplace
avec une vitesse ξα ; après avoir heurté la paroi, sa vitesse est inversée pour devenir ξᾱ = −ξα

(voir figure 2.2). Ainsi, avant la collision avec la paroi, la particule fluide qui se déplace avec la
vitesse ξα, a une quantité de mouvement égale à ξαf̃α(xf , t), et la particule qui a rebondi sur
la paroi a une quantité de mouvement ξᾱfᾱ(xf , t+ ∆t) = ξᾱf̃ᾱ(xb, t). L’échange de quantité de
mouvement pendant un intervalle de temps, suivant la direction α, de la particule située dans
le solide (point xb) avec la particule située au point xf vaut donc :

ξᾱf̃ᾱ(xb, t) − ξαf̃α(xf , t) = ξᾱ(f̃ᾱ(xb, t) + f̃α(xf , t)) (2.5)
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Pour un noeud solide xb, l’échange de quantité de mouvement avec tous les noeuds fluides voisins
pendant un intervalle de temps ∆t est donné par :

Nd∑

α=1

ξᾱ[f̃ᾱ(xb, t) + f̃α(xf , t)]∆x∆x/∆t (2.6)

où Nd est le nombre de vitesses lattices non nulles. Si on généralise sur tous les nœuds de la
frontière, on arrive à avoir la force totale qui agit sur le solide :

F =
∑

xb

Nd∑

α=1

ξᾱ[f̃ᾱ(xb, t) + f̃α(xf , t)]∆x∆x/∆t (2.7)

Cette méthode est beaucoup utilisée car elle est facile à mettre en œuvre. Notons qu’il existe
une autre méthode classiquement utilisée en CFD (Computational Fluid Dynamics), mais plus
difficile à appliquer que la méthode "momentum exchange". Cette méthode consiste à intégrer
les efforts de pression et de viscosité sur la frontière de l’obstacle :

F =
∫

∂Ω

(−pI + ρν(∇u + (∇u)T )).nds (2.8)

où p est la pression, I est la matrice identité, n est la normale sortante du solide, à la frontière
∂Ω, T est l’opérateur transposé. Cette méthode est assez difficile à mettre en œuvre pour des
écoulements autour d’obstacles de forme complexe, elle est donc moins utilisée que la méthode
"momentum exchange".

Concernant les conditions aux limites de rebond des particules fluides sur les parois, calcu-
lées avec la méthode du bounce back développée par Ladd, cette méthode est précise lorsque
la frontière physique est au milieu entre deux nœuds fluides et solides, mais ce n’est pas le cas
pour une position quelconque. Pour surmonter cet inconvénient, de nombreux efforts ont été
faits pour développer et améliorer les conditions aux limites de bounce back, afin de simuler les
écoulements autour des objets en mouvement de géométries complexes notamment curvilignes.

Pour avoir la position exacte d’un nœud xw qui appartient à la frontière physique, située
entre un nœud fluide xf et un nœud solide xb (voir figure 2.2), on définit le paramètre ∆ tel
que :

∆ =
|xf − xw|
|xf − xb|

, 0 ≤ ∆ ≤ 1 (2.9)

Filippova et Hänel [28], sont les premiers à présenter un modèle qui traite une frontière
courbée avec la méthode lattice Boltzmann. La fonction de distribution après collision f̃ᾱ(xb, t)
provenant du nœud solide de coordonnées xb est inconnue, elle est nécessaire afin de compléter
l’étape de propagation au nœud fluide de coordonnées xf . Dans cette approche, Filippova et
Hänel ont corrigé la méthode du bounce back de Ladd [34] en introduisant une fonction de
distribution à l’équilibre fictive f (∗)α (xb, t) (fonction d’équilibre dans les noeuds solides) :

f̃ᾱ(xb, t) = (1 − χ)f̃α(xf , t) + χf (∗)α (xb, t) − 2
c2

s

ωαρw ξα · uw (2.10)
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Figure 2.2 – Représentation d’une frontière solide dans un fluide [35, 5].

où χ est un facteur de pondération à déterminer, qui contrôle l’interpolation ou l’extrapolation
linéaire entre f (∗)α (xb, t) et f̃ᾱ(xb, t). La fonction de distribution à l’équilibre fictive est donnée
par :

f (∗)α (xb, t) = ωαρ

[
1 +

(ξα · ubf )

c2
s

+
(ξα · uf )

2

2c4
s

−
u2

f

2c2
s

]

(2.11)

où uf = u(xf , t) est la vitesse du fluide près de la frontière solide (voir figure 2.2). ubf et χ sont
donnés par :





ubf = uf et χ =
(2∆ − 1)
(τ − 1)

pour ∆ <
1
2

ubf =
(∆ − 1)

∆
uf +

1
∆

uw et χ =
(2∆ − 1)

τ
pour ∆ ≥ 1

2

(2.12)

Mei et al [35] en 1999, puis Mei et al [36] en 2002, ont étendu le modèle de Filippova et
Hänel afin d’améliorer sa stabilité et sa précision. La manière dont f̃ᾱ(xb, t) et f (∗)α (xb, t) sont
calculés est la même, mais ubf et χ changent. Les modifications apportées sont les suivantes :





ubf = uf1
= u(xf + ξᾱ∆t, t) et χ =

(2∆ − 1)
(τ − 2)

pour ∆ <
1
2

ubf =
(∆ − 1)

∆
uf +

3
2∆

uw et χ =
(2∆ − 1)
(τ + 1/2)

pour ∆ ≥ 1
2

(2.13)

De plus, concernant le calcul de la force exercée par le fluide sur l’obstacle, Mei et al [36]

ont utilisé la méthode classique développée en CFD (voir équation 2.8), dans laquelle ils ont
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proposé de calculer le tenseur des contraintes visqueuses de composantes σij = ρν(
∂ui

∂xj
+
∂uj

∂xi
)

en utilisant le développement de Chapman-Enskog et la fonction de distribution de non équilibre
fneq

α = fα − feq
α :

σij =

(
1 − 1

2τ

)∑

α

(
ξαiξαj − δij

D
ξα · ξα

)
fneq

α (2.14)

où D est la dimension d’espace, δ le symbole de Kronecker (matrice unité), et τ est le temps de
relaxation.

L’application de Mei et al [35] est portée sur un écoulement 2D dans un canal, généré par
un gradient de pression, dont la solution analytique est connue, sur un écoulement de fluide
dans une cavité entrainée, et sur un écoulement uniforme autours de plusieurs cylindres. Une
précision à l’ordre 2 est constatée.

Bouzidi et al (2001)[32], ont proposé un autre modèle pour calculer des écoulements autour de
solides avec une frontière curviligne. Ils combinent le schéma de bounce back avec une approche
d’interpolation linéaire ou quadratique. Le modèle de Bouzidi et al avec l’interpolation linéaire
peut être formulé comme suit :





f̃ᾱ(xb, t) = 2∆f̃α(xf , t) + (1 − 2∆)f̃α(xf1
, t) pour ∆ <

1
2

f̃ᾱ(xb, t) =
1

2∆
f̃α(xf , t) +

(2∆ − 1)
2∆

f̃ᾱ(xf , t) pour ∆ ≥ 1
2

(2.15)

où les nœuds de coordonnées xb, xf , xf1 sont représentés sur la figure 2.2. Pour obtenir une
meilleure précision, Bouzidi et al. ont aussi développé un schéma de bounce back avec une
interpolation quadratique. Pour cela on doit rajouter un noeud supplémentaire dans le domaine
fluide. Ce modèle prend la forme suivante :





f̃ᾱ(xb, t) = ∆(1 + 2∆)f̃α(xf , t) + (1 − 4∆
2)f̃α(xf1

, t) − ∆(1 − 2∆)f̃α(xf2
, t)

pour ∆ <
1
2

f̃ᾱ(xb, t) =
1

∆(2∆ + 1)
[f̃α(xf , t) − (1 − 4∆

2)f̃ᾱ(xf , t) + ∆(1 − 2∆)f̃ᾱ(xf1
, t)]

pour ∆ ≥ 1
2

(2.16)

Bouzidi et al ont appliqué leur modèle sur un écoulement de Couette, de Poiseuille et sur un
écoulement stationnaire dans un milieu poreux formé de cylindres. Dans le cas de solides immo-
biles, ils constatent une précision à l’ordre 2 [32].
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Lallemand et Luo (2003)[16], ont apporté quelques modifications au modèle de Bouzidi et
al, en se concentrant sur la modélisation des problèmes de frontières mobiles. Ce modèle est
exprimé par :





f̃ᾱ(xb, t) = ∆(1 + 2∆)f̃α(xf , t) + (1 − 4∆
2)f̃α(xf1

, t) − ∆(1 − 2∆)f̃α(xf2
, t)

+ 3wα(ξα · uw) pour ∆ <
1
2

f̃ᾱ(xb, t) =
1

∆(2∆ + 1)
f̃α(xf , t) +

(2∆ − 1)
∆

fᾱ(xf1
, t) − (2∆ − 1)

(2∆ + 1)
fᾱ(xf2

, t)

+
3wα

∆(2∆ + 1)
(ξα · uw) pour ∆ ≥ 1

2

(2.17)

Un défaut du modèle de bounce back avec interpolation de Bouzidi et al [32], et de Lalle-
mand et Luo [16], est que la masse n’est pas conservée à l’interface fluide-solide. Pour éviter
ce problème, Kao et Yang [37] ont proposé un schéma de bounce back bâti sur les principes de
changement d’échelle, utilisés dans les méthodes de changement de maillage développées pour
la méthode de lattice Boltzmann (méthode initiée par Filippova et Hänel [28]). La viscosité en
quantité physique dépend de ∆x, elle doit être conservée dans le maillage fin et grossier, lorsque
on raffine autour du solide. D’autre part, il faut traiter le changement du maillage pour la fonc-
tion de distribution. La fonction d’équilibre feq

α (x, t) dépend de ρ et u (qui ne changent pas avec
le maillage), mais ce n’est pas le cas avec la partie de non équilibre fneq

α (x, t) où le raffinement
du maillage est effectué pour ce terme-là. Sur le nœud fluide voisin de l’interface (considéré
comme un noeud du maillage grossier), on effectue un changement d’échelle (maillage grossier
vers maillage fin) et on calcule donc la fonction de distribution correspondant à un maillage fin
f
(f )
α (xf , t) :

f̃ (f )α (xf , t) = feq
α (xf , t) +

[
f̃α(xf , t) − feq

α (xf , t)
]
q
ω(1 − ω(f ))

ω(f )(1 − ω)
(2.18)

avec :
ω(f ) =

2q

q +

(
2
ω

− 1
) (2.19)

où q = ∆x(f )/∆x, et ω = ∆t/τ . Cette fonction de distribution peut ensuite être propagée
dans le maillage fin, sur l’interface fluide solide (par exemple sur le noeud w, si on s’intéresse
à la fonction de distribution f̃8 sur la figure 2.2). Cette méthode a été utilisée par Grucelski
et Pozorski [38] pour modéliser des écoulements autour d’un cylindre, et autour d’un ensemble
de cylindres. Ils ont montré que cette méthode donne de meilleurs résultats que la méthode de
bounce back de la fonction de non équilibre développée par Zou et He [23] (et présentée dans le
chapitre précédent) sur des maillages grossiers.

Récemment Yin et Zhang [19] ont présenté une nouvelle approche afin d’améliorer les condi-
tions aux limites de bounce back proposées initialement par Ladd [34, 21], pour le traitement
des surfaces de géométries complexes en mouvement. La fonction de distribution obtenue durant
le processus du bounce back est calculée en utilisant la vitesse um du nœud de coordonnées xm
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situé au milieu des nœuds solide xb et fluide xf (voir figure 2.3), cette vitesse est interpolée
ou extrapolée selon le paramètre ∆. Le principe algorithmique est explicité dans l’exemple ci-
dessous.

Figure 2.3 – Représentation d’une frontière solide dans un fluide, pour l’application du bounce-
back de Yin et Zhang [19].

Considérant le modèle D2Q9, après l’étape de collision au nœud fluide de coordonnées xf , la
fonction f̃α(xf , t) (α = 7) quitte le nœud de coordonnées xf , puis elle est supposée être rebondie
au nœud du milieu de coordonnées xm dans le sens inverse (α = 5) avec une magnitude modifiée
comme suit :

f̃ᾱ(xb, t) = f̃α(xf , t) − 2
c2

s

ωαρ ξα · um (2.20)

L’expression 2.20 est très similaire à celle de Ladd [34, 21], la différence c’est que Yin et Zhang
[19] utilisent la vitesse um au lieu de la vitesse ub. La frontière physique Γ est donc remplacée par
une autre frontière virtuelle Γ

′ représentée par une surface en escalier (voir la ligne discontinue
sur la figure 2.3).

Pour ∆ ≤ 1
2

, le nœud de coordonnées xm est situé entre les nœuds xb et xf , et la vitesse

du milieu um peut être facilement obtenue avec une interpolation linéaire. Cependant, pour

∆ >
1
2

, le nœud xm est situé dans le domaine solide et donc une extrapolation est nécessaire

pour obtenir la vitesse um. Pour une meilleure stabilité numérique Yin et Zhang [19] utilisent
la vitesse uff = u(xff ) du nœud fluide xff .





um =

1
2

ub +

(
1
2

− ∆

)
uf

(1 − ∆)
pour ∆ ≤ 1

2

um =

3
2

ub −
(

∆ − 1
2

)
uff

(2 − ∆)
pour ∆ >

1
2

(2.21)

Un cas particulier lorsque ∆ =
1
2

, où um = ub, l’approche de Yin et Zhang [19] se simplifie à la
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méthode originale de Ladd.

Des simulations ont étés effectuées sur un écoulement de Poiseuille dans un canal aligné puis
incliné, sur un écoulement de Couette entre deux surfaces cylindriques coaxiales, et enfin sur un
écoulement autour d’une sphère. En comparaison avec d’autres modèles existants qui traitent
le problème de frontières mobiles, l’approche de Yin et Zhang [19] possède un algorithme plus
simple et présente une meilleure précision dans la description de champ d’écoulement et l’inter-
action entre le fluide et la structure.

Pour conclure sur la méthode du bounce back, on peut dire qu’il est nécessaire avec cette
méthode d’utiliser un grand nombre de noeuds solides pour représenter avec précision un obs-
tacle. Si ce n’est pas fait, ceci peut entraîner des fluctuations au niveau du calcul des forces à
la frontière du solide lorsque le solide se déplace. Par ailleurs, lorsque l’obstacle se déplace, il
faut aussi trouver une alternative pour prendre en compte, entre deux pas de temps, la fonction
de distribution des noeuds solides qui deviennent des noeuds fluides, et pour évaluer la fonction
de distribution de ces noeuds. Cette méthode n’est donc pas aisée à mettre en oeuvre pour des
problèmes d’interaction fluide-structure.

2.3 Méthode "Immersed moving boundary"

En 1998, Noble et Torczynski [33], qui s’intéressaient au problème de pompage d’huile dans
des milieux sableux, et donc à des écoulements de fluide avec des grosses particules, ont développé
une méthode basée sur l’équation de lattice Boltzmann avec le terme de collision BGK :

fα(x + ξα∆t, t+ ∆t) − fα(x, t) = −∆t

τ
(fα(x, t) − feq

α (x, t)) (2.22)

Dans cette équation, un terme source est introduit, permettant de ne résoudre que l’équation
du fluide lorsque le volume de contrôle qui entoure le noeud x (voir figure 2.4) est exempt de
particules, et d’aboutir à la condition aux limites de bounce back de Zou et He [23] lorsque le
volume entourant le noeud x n’est occupé que de solide. L’équation de lattice Boltzmann ainsi
modifiée s’écrit :

fα(x + ξα∆t, t+ ∆t) = fα(x, t) +

(
1 −

∑

s

B(ǫs, τ )

)(
−∆t

τ

)
(fα(x, t) − feq

α (x, t))

+
∑

s

B(ǫs, τ )Ωs
α

(2.23)

où B(ǫs, τ ) est une fonction de pondération permettant de passer du cas où le volume de contrôle
n’est rempli que de fluide (B(ǫs, τ ) = 0), au cas où le volume de contrôle n’est rempli que de
solide (B(ǫs, τ ) = 1).

B(ǫs, τ ) =
ǫs

(
τ

∆t
− 0.5

)

1 − ǫs +

(
τ

∆t
− 0.5

) (2.24)

où ǫs est la fraction volumique occupée par la particule dans le volume de contrôle (voir figure
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2.4) :

ǫs =
volume particule

volume contrôle
(2.25)

Volume de contrôle

Particule

Figure 2.4 – Positionnement d’une particule solide par rapport à un volume de contrôle (mé-
thode "immersed moving boundary" [33] ).

Ω
s
α permet d’obtenir la condition aux limites de bounce back de Zou et He (1997) [23] :

Ω
s
α = f−α(x, t) − fα(x, t) + feq

α (ρ, us) − f
eq
−α(ρ, u) (2.26)

où us est la vitesse de la particule à l’instant t+ ∆t, au nœud de coordonnées x.

Noble et Torczynski ont appliqué cette méthode au calcul de l’écoulement autour d’un cy-
lindre dans un canal, avec des conditions aux limites périodiques à l’entrée et la sortie du canal
(soit un écoulement autour d’une ligne de cylindres). Ils ont testé deux cas : un cas où le cylindre
a une vitesse uniforme et un cas où la vitesse du cylindre varie sinusoïdalement en fonction du
temps. Pour ces deux cas, la vitesse est parallèle aux parois du canal. Ils ont comparé leurs
résultats (vitesse, force de traînée) à d’autres résultats qu’ils ont obtenu avec un code de calcul
avec les éléments finis. Un bon accord a été observé.

Cette méthode est relativement simple à mettre en œuvre pour des cas bidimensionnels.
Cependant, lorsqu’on traite des cas tridimensionnels, il n’est pas aisé de calculer la fraction
volumique occupée par le solide dans un volume de contrôle. De plus, cette méthode possède des
limitations car elle est construite par rapport à l’équation de lattice Boltzmann avec un terme
de collision BGK, et elle n’est pas extensible à d’autres termes de collision plus complexes.

2.4 Méthode des frontières immergées

La méthode des frontières immergées permet de modéliser des écoulements autour de solides
déformables. Dans cette méthode, l’écoulement du fluide est calculé avec une approche eulé-
rienne, sur un maillage cartésien fixe. Le contour du solide (la frontière immergée) est suivi avec
une approche lagrangienne. Le passage du fluide au contour du solide, et du contour du solide
au fluide est réalisé avec une distribution de Dirac. Dans les années 1970, Peskin fut le premier
à mettre en œuvre cette méthode pour simuler l’écoulement du sang dans le cœur [39, 40].
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2.4.1 Équations relatives à la méthode des frontières immergées

Pour établir les équations du mouvement d’une paroi élastique dans un fluide incompressible
newtonien, Peskin [41] a tout d’abord développé, en variables eulériennes, les équations du mou-
vement d’un matériau visco-élastique incompressible. Il a ainsi obtenu les équations suivantes :

ρ

(
∂u

∂t
+ u·▽u

)
+▽p = µ△u + f (2.27)

▽· u = 0 (2.28)

avec les équations d’interaction :

ρ(x, t) =
∫

ΩM

M (q, r, s)δ(x − X(q, r, s, t)) dq dr ds (2.29)

f (x, t) =
∫

ΩM

F (q, r, s, t)δ(x − X(q, r, s, t)) dq dr ds (2.30)

∂X(q, r, s, t)
∂t

= u(X(q, r, s, t)) (2.31)

u(X(q, r, s, t)) =
∫

ΩM

u(x, t)δ(x − X(q, r, s, t)) dx (2.32)

F = − ∂E

∂X
(2.33)

où ΩM est le domaine occupé par le matériau à l’instant t q, r , s désignent les coordonnées
curvilignes d’un point du matériau, X(q, r, s, t) est la position correspondante de ce point, en

coordonnées cartésiennes, M (q, r , s) est la densité de masse du matériau (
∫

ΩM

M (q, r , s) dq dr ds

est la masse de matériau occupant le domaine ΩM ), F (q, r, s, t) est la densité de la force géné-
rée par l’élasticité du matériau, E est l’énergie élastique à l’intérieur du matériau à l’instant t.
u(x, t), ρ(x, t), f (x, t) sont, en variables eulériennes, la vitesse, la densité massique, la densité
de la force élastique (force par unité de volume) en un point du matériau de coordonnées carté-
siennes x, à l’instant t. µ est la viscosité dynamique et p est la pression, δ(x) est la distribution
de Dirac appliquée à un espace tridimensionnel.

En considérant ensuite un matériau élastique, délimité par une surface Γ fermée, de masse
très faible (nulle) dans un écoulement newtonien incompressible, Peskin [41], [42] a proposé de
garder les équations (2.27) et (2.28) (car elles décrivent le mouvement du fluide incompressible
en la présence du matériau visco-élastique), et de modifier les équations d’interaction de la façon
suivante :

ρ(x, t) = ρ0 +
∫

Γ

M (r, s)δ(x − X(r, s, t)) dr ds

= ρ0 si la masse de la surface est nulle
(2.34)

f (x, t) =
∫

Γ

F (r, s, t)δ(x − X(r, s, t)) dr ds (2.35)

∂X(r, s, t)
∂t

= u(X(r, s, t)) =
∫

Ω

u(x, t)δ(x − X(r, s, t)) dx (2.36)

où Ω est le domaine fluide, dans lequel est contenue la surface Γ (voir figure 2.5). Dans ces équa-
tions, on peut remarquer la distribution de Dirac qui est écrite pour un espace tridimensionnel,
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mais dans les expressions de la densité de masse (2.34) et de la force (2.35), l’intégrale s’applique
à la surface Γ, et elle est bidimensionnelle. Avec les équations (2.34) et (2.35), on répand sur le
domaine eulérien fluide, la densité de masse et la force connues sur la frontière. Avec l’équation
(2.36), on interpole sur la frontière Γ la vitesse calculée dans le domaine eulérien fluide. Avec
cette méthode, la force exercée par le fluide sur le domaine solide peut se calculer avec [42] :

F ib = −
∫

Ω

f(x, t)dx = −
∫

Γ

F (r, s, t)drds (2.37)

Figure 2.5 – Représentation d’une frontière immergée dans un fluide

Les équations (2.27), (2.28), (2.34), (2.35), (2.36), (2.33) peuvent être résolues numérique-
ment avec des méthodes classiques (différences finies [42], volumes finis [43]) ou aussi avec la
méthode de lattice Boltzmann. Pour cela, on doit approximer la distribution de Dirac (que l’on
notera δh(x)).

Avec la distribution de Dirac approximée, on doit pouvoir conserver la forme de la force et
de son moment (on considère que la masse de la surface de l’obstacle est nulle) dans le domaine
fluide et sur la surface de l’obstacle [41] :

∑

x∈gh

f (x, t)h3 =
∑

r,s∈Gh

F (r, s, t)∆r∆s (2.38)

∑

x∈gh

x ∧ f (x, t)h3 =
∑

r,s∈Gh

X(r, s, t) ∧ F (r, s, t)∆r∆s (2.39)

où gh représente le maillage régulier eulérien dont les noeuds fluides font partie (noeuds de coor-
données x = jh avec j = (jx, jy, jz), où jx, jy, jz sont des entiers) et Gh correspond au maillage
lagrangien, dans lequel sont situés les noeuds de la surface de l’obstacle (noeuds de coordonnées
(r, s) = (kr∆r, ks∆s) où kr et ks sont des entiers). Ceci implique que l’approximation de la
distribution de Dirac doit respecter :

∑

x∈gh

δh(x − X)h3 = 1 (2.40)

∑

x∈gh

(x − X)δh(x − X)h3 = 0 (2.41)

Pour trouver l’expression de l’approximation de la distribution de Dirac, Peskin [41] a proposé
la décomposition suivante :

δh(x − X) =
1
h3φ

(
x−X

h

)
φ

(
y− Y

h

)
φ

(
z −Z

h

)
(2.42)
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Avec cette décomposition, on cherche une fonction unidimensionnelle φ(r), (r = x−X
h

ou y−Y
h

ou z−Z
h

),
qui respecte les propriétés suivantes :

1. φ(r) est continue ∀r ∈ R

2. φ(r) = 0 pour |r| ≥ 2

3.
∑

j pair

φ(r− j) =
∑

j impair

φ(r− j) =
1
2

∀r ∈ R

4.
∑

j

(r− j)φ(r− j) = 0 ∀r ∈ R

5.
∑

j

(φ(r− j))2 = C ∀r ∈ R

où C est une constante et j est un entier. La propriété 1 garantit qu’il n’y a pas de saut au niveau
de la vitesse et de la force suite aux opérations de distribution et d’interpolation, définies dans
les équations (2.35) et (2.36). La propriété 2 permet d’appliquer les opérations de distribution
et d’interpolation seulement aux noeuds voisins de la surface de l’obstacle, et ainsi d’économiser
le temps de calcul. La propriété 3 est issue de la condition (2.40), et du choix, fait par Peskin,
pour l’approximation numérique (schéma centré, maillage non décalé de pression et de vitesse)
de ▽p et de ▽· u dans les équations (2.27) et (2.28). Cette propriété permet de s’assurer que le
poids des noeuds eulériens est le même sur chaque noeud lagrangien, et inversement, au moment
de la distribution et de l’interpolation. La propriété 4 permet de respecter la condition (2.41).
La propriété 5 permet de vérifier que l’influence de la force exercée par un point de la frontière
immergée sur le maillage eulérien est la même quelle que soit la position de la frontière immergée
par rapport au maillage eulérien (pour plus d’explications, voir [41]).

Avec ces conditions, Peskin [41] a obtenu l’approximation de la distribution de Dirac sui-
vante :

φ(r) =
1
8

(
5 − 2|r| −

√
−7 + 12|r| − 4|r|2

)
1 ≤|r| ≤ 2

=
1
8

(
3 − 2|r| +

√
1 + 4|r| − 4|r|2

)
0 ≤|r| ≤ 1

= 0 |r| ≥ 2

(2.43)

Cette approximation donne des résultats similaires à une formulation qui est basée sur la fonction
cosinus :

φ(r) =
1
4

(
1 + cos

(
πr

2

))
|r| ≤ 2

= 0 |r| ≥ 2
(2.44)

Il existe d’autres approximations pour la distribution de Dirac. Ainsi, Roma et al. [44], qui
ont développé la méthode des frontières immergées avec une résolution des équations (2.27) et
(2.28) par la méthode des différences finies sur un maillage décalé de pression et de vitesse, ont
pu trouver une approximation de la distribution de Dirac qui s’applique sur un intervalle plus
étroit que dans [41] :

• φ(r) = 0 pour |r| ≥ 1.5

De plus, ils ont aussi pu utiliser une condition moins forte pour la propriété (3) que dans [41] :

• ∑
j φ(r− j) = 1 ∀r ∈ R
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Ceci leur a permis d’obtenir la forme suivante pour l’approximation de la distribution de Dirac :

φ(r) =
1
6

(
5 − 3|r| −

√
−3(1−|r|)2 + 1

)
0.5 ≤|r| ≤ 1.5

=
1
3

(√
−3|r|2 + 1

)
|r| ≤ 0.5

= 0 |r| ≥ 1.5

(2.45)

Sur la figure suivante 2.6, nous représentons les différentes approximations de la distribution de
Dirac que nous venons de détailler.

Figure 2.6 – Représentation graphique de l’approximation de la fonction de Dirac (phi1 : voir
équation 2.43, phi2 : voir équation 2.44, phi3 : voir équation 2.45).

2.4.2 Méthode des frontières immergées combinée avec la LBM

2.4.2.1 Méthode classique de Peskin combinée avec la LBM

Alors que la méthode des frontières immergées a été mise en oeuvre pour des matériaux élas-
tiques, il n’est pas aisé d’appliquer cette méthode à des solides indéformables. Pour contourner
ce problème , Lai et Peskin (2000) [42], ont proposé de considérer que la frontière est attachée à
un endroit de référence grâce à un ressort exerçant une force de rappel. Ainsi, si on considère un
écoulement bidimensionnel contenant une frontière immergée Γ unidimensionnelle, nous avons :

F (s, t) = −k(X(s, t) − X(s, t)r) (2.46)

où k est la constante du ressort, X(s, t)r est la position de référence correspondant au nœud
de coordonnée X(s, t). Le coefficient k doit être élevé, de sorte que la force de rappel oblige le
nœud de la frontière immergée de coordonnées X(s, t) à être très proche du point de référence
de coordonnées X(s, t)r. Le mouvement du point du référence est tel que la frontière immergée
du domaine solide ne se déforme pas. Ainsi, si on considère la figure 2.7, la distance entre le
centre de gravité P du solide et la frontière du solide ne peut pas changer entre deux instants,
seul un mouvement de rotation entre ces deux instants est possible, on peut donc écrire :

X(s, t)r = Xp(t) +R(t) (X(s, 0)r − Xp(0)) (2.47)
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où R(t) est la matrice de rotation du solide.

Figure 2.7 – Déplacement des points de référence sur la frontière d’un solide.

Feng et Michaelides en 2004 [45], ont été les premiers à combiner la méthode des frontières
immergées et la méthode de lattice Boltzmann. Leur application a porté sur la sédimentation
de particules solides pouvant entrer en collision les unes par rapport aux autres, dans un fluide
(calcul bidimensionnel). Ils ont utilisé pour cela le modèle D2Q9 et l’équation de lattice Boltz-
mann avec un terme source (afin de prendre en compte la force exercée par la frontière immergée
sur le fluide) :

fα(x + ξα∆t, t+ ∆t) − fα(x, t) = −∆t

τ
[fα(x, t) − feq

α (x, t)] + ∆tFα (2.48)

Avec Fα donné par :

Fα =
3
2
ωαf · ξα

(2.49)

L’équation 2.48 est résolue sur un maillage eulérien régulier, f est la force exercée par la frontière
immergée sur le fluide, sur les noeuds du maillage eulérien. F (s, t) (cf équation 2.46) a donc été
distribuée sur le maillage eulérien grâce à l’équation d’interaction 2.35. Si on nomme l un noeud
de la frontière immergée (voir figure 2.8), l’équation d’interaction 2.35 discrétisée est :

f (x, t) =
m∑

l=1

F (X l, t)δh(x − X l)∆s ∀x ∈ gh (2.50)

où m est le nombre de noeuds de la frontière immergée, et :

F (X l, t) = −k(X l − Xr
l ) (2.51)

Feng et Michaelides ont approximé la distribution de Dirac en utilisant une fonction en
cosinus (voir équation 2.44). L’équation de lattice Boltzmann 2.48 résolue permet ensuite de
calculer la vitesse du fluide sur les noeuds du domaine eulérien :

ρ =
∑

α

fα ρu =
∑

α

fαξα (2.52)

Puis la vitesse u est interpolée sur les noeuds de la frontière immergée avec l’équation 2.36
discrétisée :

U (X l, t+ ∆t) =
∑

x∈gh

u(x, t+ ∆t)δh(x − X l)h
2 (2.53)
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Figure 2.8 – Domaines lagrangien et eulérien dans la méthode des frontières immergées.

Connaissant la vitesse U (X l, t+ ∆t) de chaque point de la frontière immergée, on peut déduire
la position de chacun de ces points en intégrant temporellement l’équation 2.36.

Feng et Michaelides ont appliqué cette méthode à des cas tests, notamment à celui de la
sédimentation de deux particules de forme circulaire entre deux plaques verticales. Ils ont obtenu
des résultats satisfaisants par rapport à d’autres résultats numériques obtenus avec la méthode
des multiplicateurs de Lagrange et des domaines fictifs (Patankar et al (2000) [46]). Cependant,
en faisant varier la valeur du coefficient k, ils ont remarqué que quand k n’est pas assez grand,
les résultats dépendent de k. De plus, lorsque k est élevé, il s’ensuit des problèmes de stabilité
lorsqu’on résout les équations du fluide ; ce problème a été aussi constaté par d’autres auteurs
qui ont utilisé des méthodes classiques pour résoudre les équations de Navier-Stokes. Afin de
s’affranchir de ce problème rencontré dans le calcul d’écoulements autour de solides rigides,
d’autres méthodes comme la méthode "direct forcing" ont été mises en oeuvre pour calculer la
force exercée par la frontière immergée sur le fluide.

2.4.2.2 Méthode "direct forcing" appliquée à la LBM

Dans cette méthode développée d’abord par Mohd-Yusof (1997) [47], puis par Fadlun et al.
(2000) [48], dans le contexte d’une résolution des équations de Navier-Stokes par la méthode
des différences finies, l’expression de la force exercée par la frontière immergée sur le fluide est
obtenue en raisonnant sur la discrétisation temporelle des équations de Navier-Stokes.

Partons des équations de Navier-Stokes écrites sans la présence de la force :

u∗(x, t+ ∆t) − u(x, t)
∆t

= −(u · ∇)u − 1
ρ

∇p+ ν∆u = RHS (2.54)

où u∗ est la vitesse du fluide en l’absence de la force relative à la frontière immergée. Si on écrit
les équations de Navier-Stokes avec la force due à la présence de la frontière immergée, on a :

u(d)(x, t+ ∆t) − u(x, t)
∆t

= RHS + g(x, t) (2.55)

où g =
f

ρ
(f étant la force exercée par la frontière immergée sur le fluide, présentée dans les

paragraphes précédents), et u(d)(x, t+ ∆t) est la vitesse désirée sur la frontière immergée. Si
on soustrait ces deux équations, on obtient l’expression de la force g (ou f) au voisinage de la
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frontière immergée (cette force est nulle loin de la frontière immergée) :

g(x, t) =
u(d)(x, t+ ∆t) − u∗(x, t+ ∆t)

∆t
(2.56)

Dupuis et al (2008) [49] ont modélisé avec cette méthode des écoulements autour d’obstacles,
en utilisant la méthode de lattice Boltzmann pour calculer l’écoulement fluide. Pour calculer
la force exercée par la frontière immergée sur le fluide, ils ont testé une méthode basée sur
l’approximation de la distribution de Dirac, et une méthode basée sur des interpolations.

A. Méthode basée sur l’approximation de la distribution de Dirac

Avec cette méthode, on travaille au niveau de la frontière immergée. La force exercée par la
frontière immergée sur le fluide est calculée avec l’expression 2.56, ce qui donne pour un noeud
l de la frontière immergée [50] :

G(X l, t) =
U (d)(X l, t+ ∆t) − U∗(X l, t+ ∆t)

∆t
(2.57)

Dans cette équation, U (d)(X l, t+ ∆t) est la vitesse voulue sur la frontière immergée (nulle
dans les travaux de Dupuis et al., qui ont modélisé des écoulements autour d’obstacles immo-
biles), U∗(X l, t+∆t) est déduite de la vitesse qui a été déterminée préalablement avec l’équation
de lattice Boltzmann sans la force (obtention de la vitesse u∗ sur le maillage eulérien fluide) :

fα(x + ξα∆t, t+ ∆t) − fα(x, t) = −∆t

τ
[fα(x, t) − feq

α (x, t)] (2.58)

ρ =
∑

α

fα , ρu∗ =
∑

α

fαξα (2.59)

Comme la vitesse u∗ a été calculée sur le maillage eulérien, on déduit cette vitesse sur la frontière
immergée en interpolant avec l’approximation de la distribution de Dirac :

U∗(X l, t+ ∆t) =
∑

x∈gh

u∗(x, t+ ∆t)δh(x − X l)h
2 (2.60)

La force G(X l, t) calculée selon 2.57 est ensuite distribuée sur les nœuds eulériens fluides voisins
des nœuds lagrangiens de la frontière immergée, grâce à l’approximation de la distribution de
Dirac :

g(x, t) =
m∑

l=1

G(X l, t)δh(x − X l)∆s ∀x ∈ gh (2.61)

Après cette opération, on résout une deuxième fois l’équation de lattice Boltzmann, mais cette
fois-ci avec la force due à la présence de la frontière immergée :

fα(x + ξα∆t, t+ ∆t) − fα(x, t) = −∆t

τ
[fα(x, t) − feq

α (x, t)] + ∆tFα (2.62)

où pour Fα, Dupuis et al ont choisi l’expression suivante :

Fα = ρ ωαξα · g/c2
s

(2.63)
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Ils ont ensuite déduit la vitesse du fluide :

ρu =
∑

α

fαξα (2.64)

Notons que Guo et al. [51], ont montré que cette expression de la force induit des termes non
physiques dans l’équation de Navier-Stokes. Dupuis et al [49]. ont mentionné qu’ils ont aussi
appliqué la formulation proposée par Guo et al., qui permet d’éviter ces termes non voulus, et
qu’ils n’ont pas constaté de différences significatives au niveau de leurs résultats. Notons de plus
que Dupuis et al. ont utilisé pour l’approximation de la distribution de Dirac, une fonction en
cosinus (voir équation 2.44).

B. Méthode basée sur des interpolations

Dans cette méthode, la force exercée par la frontière immergée sur le fluide est évaluée au
voisinage de la frontière immergée. Cette force est calculée avec l’expression 2.56. Des interpola-
tions sont réalisées pour évaluer u(d)n+1 sur les nœuds eulériens (Fadlun et al. [48]). Dupuis et
al. ont suivi cette approche, et ont utilisé des interpolations linéaires. Par exemple, en un point
dénommé 1 sur la figure 2.9, on aura :

u
(d)
1 =

u
(d)
0 ∆x+ u∗

2 d

d+ ∆x
(2.65)

où ud
0 est la composante, suivant la direction x, de la vitesse au point 0 de la frontière immergée,

u∗
2 est la composante, suivant la direction x, de la vitesse du fluide au point 2 (point non influencé

par la présence de la frontière immergée), ud
1 est la vitesse interpolée, d est la distance entre les

nœuds 0 et 1, et ∆x est la distance entre les points 1 et 2.

Figure 2.9 – Illustration de l’interpolation linéaire entre la vitesse sur les points de la frontière
immergée, et la vitesse dans le fluide (Dupuis et al. [49])

Avec ces deux méthodes, Dupuis et al. [49] ont calculé un écoulement autour d’un cylindre
immobile. Pour de faibles nombres de Reynolds (Re = 40), ils ont comparé leurs résultats à des
résultats numériques obtenus par Li et al. (2004) [52] avec la méthode de lattice Boltzmann et
le bounce back pour modéliser les conditions aux limites de vitesses au niveau des frontières du
cylindre, et ils ont constaté que la méthode basée sur l’utilisation de la distribution de Dirac
approximée donne des résultats moins satisfaisants que la méthode basée sur les interpolations.
De plus, ils ont fait des calculs avec les deux méthodes pour des nombres de Reynolds plus élevés
(Re = 200 notamment). Ils ont comparé les champs de vitesse et de vorticité au voisinage de
l’obstacle et ils ont constaté des différences dans les zones de faibles vitesses. Ils ont expliqué
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les différences de comportement entre les deux méthodes par le fait que l’approximation de la
fonction de Dirac atténue l’influence de la frontière immergée sur les nœuds fluides voisins de
l’obstacle. De plus, concernant la méthode utilisant des interpolations, on peut se demander
si le choix d’une interpolation linéaire pour évaluer la vitesse due à l’influence de la frontière
immergée sur les noeuds fluides voisins est pertinent.

Pour finir sur cette méthode, on peut remarquer qu’elle nécessite un effort en temps de calcul
non négligeable car elle nécessite de faire un calcul avec deux pas de temps successifs (un pour
la vitesse prédite u∗ et un pour la vitesse corrigée u).

2.4.2.3 Méthode "momentum exchange" appliquée à la technique des frontières

immergées

Avant les travaux de Dupuis et al. (2008) [49], quelques équipes avaient essayé d’utiliser la
méthode "direct forcing" des frontières immergées conjointement avec la méthode de lattice Boltz-
mann. Cependant pour calculer la force exercée par la frontière immergée sur les nœuds fluides,
ils passaient par les équations de Navier-Stokes discrétisées avec la méthode des différences finies
(Feng et Michaelides (2005) [53], Peng et al (2006) [54]). Pour contourner ce problème, Niu et al.
(2006) [55] ont proposé d’utiliser la méthode "momentum exchange", propre à la méthode lattice
Boltzmann, pour déterminer la force exercée par la frontière immergée sur les nœuds eulériens
fluides, dans le cadre de la méthode des frontières immergées (cette méthode a été présentée
dans le paragraphe concernant le bounce back).

Lorsqu’on emploie la méthode "momentum exchange" pour calculer une force exercée par la
surface d’un obstacle sur le fluide, on se base sur les fonctions de distribution fα(x, t) sur les
nœuds du domaine de calcul (Ladd (1994)[34]). Dans la méthode proposée par Niu et al. (2006)
[55], les fonctions de distribution fα(x, t) sont interpolées avec des polynômes de Lagrange sur
les nœuds lagrangiens de la frontière immergée. Niu et al. ont étendu la formule du bounce back
développée par Ladd (1994) sur un maillage cartésien, aux nœuds lagrangiens de la frontière
immergée :

fᾱ(X l, t) = fα(X l, t) − 2ωαρ
ξα · U (d)(X l, t)

c2
s

(2.66)

où U (d)(X l, t) est la vitesse de la frontière immergée, ᾱ est la direction opposée à α (ξᾱ = −ξα),
fα(X l, t) est la fonction de distribution fα(x, t) interpolée sur le noeud l de la frontière immergée.
La force exercée par l’obstacle (la frontière immergée) sur le fluide est déduite de la méthode
momentum exchange (Ladd (1994)) :

F (X l, t) =
∑

β

ξᾱ(fᾱ(X l, t) − fα(X l, t)) (2.67)

Cette force est propagée sur les nœuds eulériens voisins de chaque nœud lagrangien en utilisant
l’approximation de la distribution de Dirac :

f (x, t) =
m∑

l=1

F (X l, t)δh(x − X l)∆s (2.68)

où pour l’approximation de la distribution de Dirac, Niu et al. ont choisi une fonction en cosinus
(voir équation 2.44). Pour mettre en œuvre cette méthode dans le cadre d’une résolution de
l’écoulement avec la méthode de lattice Boltzmann, Niu et al. ont effectué des calculs bidimen-
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sionnels, et ont choisi un schéma MRT (Multi Relaxation Time) pour le terme de collision. Ce
schéma est en effet plus stable que le modèle BGK (D’Humières et al. (2002)) [56]. Niu et al. [55]
ont modélisé plusieurs cas tests (écoulement autour de cylindres immobiles à des faibles nombres
de Reynolds, mise en mouvement d’une particule circulaire dans un écoulement cisaillé dans un
canal, sédimentation de deux particules circulaires dans un canal vertical). Ils ont comparé leurs
résultats notamment avec ceux de Feng et Michaelides (2004) [45], qui utilisaient la méthode
classique des frontières immergées avec résolution de l’écoulement fluide avec la LBM, et ont
constaté un bon accord. Cependant, cette méthode n’améliorait pas les résultats, notamment
le champ de vitesses à l’intérieur de l’obstacle qui était légèrement différent de la vitesse de
l’obstacle (condition de non glissement non vérifiée).

2.4.2.4 Méthode avec correction de vitesse

Avec les méthodes présentées précédemment, la force exercée par la frontière immergée sur le
fluide est calculée de façon explicite. Connaissant cette force on obtient le champ de vitesses sur
les nœuds eulériens en résolvant les équations relatives à l’écoulement fluide, puis on interpole le
champ de vitesses obtenues sur les nœuds lagrangiens de la frontière immergée (dans le cas de
la méthode basée sur l’approximation de la distribution de Dirac). Avec ces méthodes, la vitesse
ainsi obtenue n’est pas forcément égale à celle du solide, ce qui peut provoquer une pénétration
du fluide dans l’obstacle.

Pour corriger ce problème Wu et Shu [57] ont développé une méthode implicite de correction
des vitesses permettant d’obtenir au niveau de la frontière immergée, la vitesse du solide. Pour
cela, ils se sont basés sur l’expression de la force discrétisée obtenue par Guo et al. (2002) [51],
qui permet d’éviter l’apparition de termes non physiques dans les équations de Navier-Stokes.
Le modèle proposé par Guo et al. est le suivant :

fα(x + ξα∆t, t+ ∆t) − fα(x, t) = −∆t

τ
[fα(x, t) − feq

α (x, t)] + ∆tFα (2.69)

avec :

Fα = (1 − 1
2τ

)ωα

[
(ξα − u)

c2
s

+
(ξα · u)

c4
s

ξα

]
· f (2.70)

et :

ρu =
∑

α

ξαfα +
1
2

∆tf (2.71)

Dans l’expression précédente, on voit que la quantité de mouvement se décompose en un terme
dépendant des fonctions de distribution fα, et un terme dépendant de la force f . Wu et Shu
[57], ont proposé de décomposer la vitesse u en une vitesse u∗∗ calculée à partir des fonctions
de distribution fα :

ρu∗∗ =
∑

α

ξαfα (2.72)

et une correction de vitesse u′ dépendant de la force f :

ρu′ =
1
2

∆tf (2.73)
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La vitesse du fluide peut être donc exprimée de la manière suivante :

u = u∗∗ + u′ (2.74)

Dans cette nouvelle méthode, Wu et Shu [57] ont suggéré de considérer la force f (c’est à dire
u′ ) comme inconnue, et de déterminer u′ de sorte que la vitesse sur les points lagrangiens de
la frontière immergée, soit égale à la vitesse du solide.

Sur les nœuds du domaine fluide (dénommés e, voir figure 2.10), la correction de vitesse peut
s’écrire (pour un cas bidimensionnel) :

u′(xe, t) =
m∑

l=1

U ′(X l, t)δh(xe − X l)∆s (2.75)

où m est le nombre de points de la frontière immergée. La vitesse des nœuds fluides vaut :

u(xe, t) = u∗∗(xe, t) + u′(xe, t) (2.76)

où u∗∗ est calculée avec l’équation 2.72. On désire que cette vitesse soit égale à la vitesse U (d)

du solide sur les nœuds de la frontière immergée, soit :

U (d)(X l, t) =
n∑

e=1

[u∗∗(xe, t) + u′(xe, t)] δh(xe − X l) h
2 (2.77)

où n est le nombre de points eulériens fluides entourant l’ensemble des points lagrangiens de la
frontière immergée (voir figure 2.10).

Figure 2.10 – Domaines lagrangien et eulérien dans la méthode des frontières immergées

Si on remplace u′(xe, t) par son expression faisant intervenir la correction de vitesse U ′(X l, t)
sur la frontière immergée (équation 2.75), on obtient le système suivant à résoudre :

AX = B (2.78)
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avec :

A =




δ11 δ12 . . . δ1n

δ21 δ22 . . . δ2n

. . .

. . .

. . .

δm1 δm2 . . . δmn







δB
11 δB

12 . . . δB
1m

δB
21 δB

22 . . . δB
2m

. . .

. . .

. . .

δB
n1 δB

n2 . . . δB
nm




où :

δe l = δh(xe − X l)h
2 (2.79)

et :

δB
e l = δh(xe − X l)∆s (2.80)

X = (U ′(X1, t), U ′(X2, t), ..., U ′(Xm, t))t (2.81)

B =




U (d)(X1, t)

U (d)(X2, t)

.

.

.

U (d)(Xm, t)




−




δ11 δ12 . . . δ1n

δ21 δ22 . . . δ2n

. . .

. . .

. . .

δm1 δm2 . . . δmn







u∗∗(x1, t)

u∗∗(x2, t)

.

.

.

u∗∗(xm, t)




Une fois la résolution de ce système effectuée, on distribue la vitesse U ′(X l, t) calculée sur les
points lagrangiens de la frontière immergée, sur les nœuds eulériens qui entourent les points
lagrangiens (équation 2.75), et on corrige la vitesse du fluide sur les points eulériens (équation
2.76). Dans cette étude, Wu et Shu ont choisi, pour approximer la distribution de Dirac, une
fonction en cosinus (voir équation 2.44).

Pour tester la validité de la méthode, Wu et Shu [57] ont calculé notamment des écoulements
autour d’un cylindre, pour plusieurs nombres de Reynolds. Ils ont comparé leurs résultats par
rapport à des résultats expérimentaux, et des résultats numériques obtenus sur des maillages
structurés (body fitted coordinates), trouvés dans la littérature. Ils ont remarqué des différences
au niveau du coefficient de trainée qu’ils ont expliquées avec l’approximation de la distribution
de Dirac qui détériore les résultats si elle n’est pas assez précise. Par contre, ils ont montré que
par rapport à la méthode "direct forcing" conventionnelle, cette méthode "direct forcing" avec
correction de vitesse au niveau de la frontière immergée, évite une pénétration des lignes de
courant à l’intérieur du solide (voir figure 2.11) .
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(a) (b)

Figure 2.11 – Pénétration des lignes de courant à l’intérieur du solide : (a) Méthode des fron-
tières immergées conventionnelle (Feng et Michaelides [53]), (b) Méthode des frontières immer-
gées avec correction de vitesse (Wu et Shu [57])

Pour finir, on peut dire que cette méthode présente un inconvénient, qui est la résolution du
système permettant de calculer la correction de vitesse sur la frontière immergée. Cette méthode
peut devenir coûteuse si on traite des cas tridimensionnels, avec des obstacles en mouvement
(nécessité de résoudre un système à chaque pas de temps). Cependant, le nombre d’inconnues
est faible pour des cas bidimensionnels (il y a autant d’inconnues que de points sur la frontière
immergée), et a permis aux auteurs qui ont développé cette méthode de résoudre des problèmes
bidimensionnels plus complexes, comme le battement d’une aile entre deux plaques horizontales
[58].
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2.5 Méthode des Multiplicateurs de Lagrange

Parallèlement à la méthode des frontières immergées, la méthode des multiplicateurs de La-
grange a été implémentée avec la méthode de lattice Boltzmann pour modéliser des écoulements
autour d’obstacles en mouvement et qui se déforment [59]. Ces auteurs se sont appuyés pour cela
sur la formulation multiplicateurs de Lagrange et domaines fictifs développée par Yu en 2005
[60], qui est une extension de la formulation de Glowinski et al (1999) [61] (écoulement autour
de solides rigides en mouvement) au cas des écoulements autour de solides déformables.
Les équations de départ sont données par [60] :

1. Les équations d’un fluide newtonien incompressible :

ρ
du

dt
= ∇ · σ + ρf sur Ω\P (t) (2.82)

∇ · u = 0 sur Ω\P (t) (2.83)

avec les conditions aux limites suivantes :

u = uΓ sur Γ (2.84)

u = us sur ∂P (2.85)

et la condition initiale :

u(t = 0) = u0 sur Ω\P (t) (2.86)

Où Ω désigne l’ensemble des domaines fluide et solide, P (t) est le domaine solide à l’instant t,
Γ est le bord du domaine Ω, et ∂P représente le bord du domaine P (t) (voir la figure 2.12).

2. Les équations du solide déformable :

ρs
dus

dt
= ∇ · σs + ρsf s sur P (t) (2.87)

Jρs = ρ0 sur P (t) (2.88)

avec la condition sur le bord du domaine solide :

σs · n = σ · n sur ∂P (2.89)

et la condition initiale :

us(t = 0) = us0 sur P (t) (2.90)

Dans ces équations,
d

dt
est la dérivée particulaire

(
d

dt
=

∂

∂t
+ u · ∇

)
, σ et σs sont les tenseurs

des contraintes du fluide et du solide, f et f s sont les forces volumiques dans le fluide et le solide
(force de gravité par exemple).
Dans la méthode des domaines fictifs, on étend le domaine comprenant le solide et le fluide avec
un domaine plus simple comprenant l’intérieur du solide. Grâce à ce domaine plus simple qui
n’évolue pas en fonction du temps, on évite de faire bouger le maillage du domaine de calcul à
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Figure 2.12 – Représentation des domaines fluide et solide, dans la méthode des domaines fictifs
(cas bidimensionnel)[60]

chaque pas du temps, ce qui permet réduire le temps de calcul.

Cette technique a été développée par des équipes qui utilisent la méthode des éléments finis
pour résoudre les équations du fluide et du solide. On commence donc par obtenir une formulation
faible des équations combinées du fluide et du solide. On utilise pour cela les espaces combinés
suivants 1 :
Espace des vitesses :

Wu = {(u, us), u ∈ H1(Ω\P )2, us ∈ H1(P )2, u = us sur ∂P , u = uΓ sur Γ} (2.91)

Espace des fonctions tests :

W0 = {(v, vs), v ∈ H1(Ω\P )2, vs ∈ H1(P )2, v = vs sur ∂P , v = 0 sur Γ} (2.92)

L’équation combinée est obtenue en effectuant l’opération suivante :

∫

Ω\P
(Eq 2.82) · v dx +

∫

P
(Eq 2.87) · vs dx (2.93)

Ceci donne :

∫

Ω\P

(
ρ
du

dt
− ρf

)
· v dx +

∫

Ω\P
σ : ∇v dx +

∫

P

(
ρs
dus

dt
− ρsf s

)
· vs dx +

∫

P
σs : ∇vs dx = 0 ∀ (v, vs) ∈ W0

(2.94)

La pression du fluide p appartient à l’espace suivant :

Wp =

{
q ∈ L2(Ω\P ),

∫

Ω\P
q dx = 0

}
(2.95)

1. Si Ω est un ouvert de IRd, H1(Ω) est un espace qui vérifie :

H1(Ω) = {u ∈ L2(Ω), tel que ∀i = 1, 2, ..., d :
du

dxi

∈ L
2(Ω)}
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La formulation faible de l’équation de continuité du fluide est :

∫

Ω\P
q∇ · u dx = 0 ∀ q ∈ Wp (2.96)

L’étape suivante est d’écrire l’équation combinée du fluide et du solide sur l’ensemble du
domaine Ω. Pour cela, on obtient d’abord une équation combinée à l’intérieur du domaine
solide. Les vitesses u et us ne sont plus couplées seulement sur le bord du domaine domaine
solide, mais elles sont couplées sur l’ensemble du domaine solide. L’espace combiné des vitesses
est donc :

W̃u = {(u, us), u ∈ H1(Ω)2, us ∈ H1(P )2, u = us sur P , u = uΓ sur Γ} (2.97)

L’espace combiné des fonctions tests est :

W̃0 = {(v, vs), v ∈ H1(Ω)2, vs ∈ H1(P )2, v = vs sur P , v = 0 sur Γ} (2.98)

Avec ceci, on peut former une équation combinée sur le solide P qu’on additionnera ensuite à
l’équation combinée 2.94 pour avoir l’équation sur tout le domaine Ω. L’équation de quantité
de mouvement combinée sur le domaine solide P est :

∫

P

(
ρ
du

dt
− ρf

)
· (v − vs) dx +

∫

P
σf : ∇(v − vs) dx = 0 ∀ (u, us) ∈ W̃0 (2.99)

En additionnant les équations 2.94 et 2.99, on obtient l’équation de quantité de mouvement
combinée sur l’ensemble du domaine Ω. On procède de même avec l’équation de continuité.

Les équations ainsi obtenues doivent être résolues sous la contrainte que les espaces combinés
des vitesses et des fonctions tests vérifient :

u = us sur P , et v = vs sur P (2.100)

Pour résoudre un problème sans contrainte, on introduit des multiplicateurs de Lagrange λ et
µ. On obtient donc les équations :

∫

Ω

(
ρ
du

dt
− ρf

)
· v dx +

∫

Ω

σ : ∇v dx =< λ, v >p , ∀ v ∈ W 0 (2.101)

∫

P
(ρs − ρ)

dus

dt
− (ρsf s − ρf ) · vs dx +

∫

P
(σs − σ) : ∇vs dx = − < λ, vs >p , ∀ vs ∈ H1(P )2

(2.102)

< u − us, µ >p= 0 , ∀ µ ∈ ∧ (2.103)

et

∫

Ω

q∇ · u dx = 0 ∀q ∈ L2(Ω) (2.104)
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avec

Wu = {u, u ∈ H1(Ω)2, u = uΓ sur Γ} (2.105)

W 0 = {vf , vf ∈ H1(Ω)2, vf = 0 sur Γ} (2.106)

λ ∈ ∧, µ ∈ ∧, ∧ = H1(P )2 (2.107)

avec < , >p, est le produit scalaire standard défini sur P.

Dans leur article, Glowinski et al (1999) [61] montrent que le multiplicateur de Lagrange peut
être interprété comme une force volumique qui contraint le fluide à l’intérieur du solide, à bouger
comme le solide.

Shi et Phan-Thien (2005) [59] ont adapté le problème présenté dans ce paragraphe à une
résolution avec la méthode de lattice Boltzmann (calculs bidimensionnels). Pour cela, ils ont
introduit dans l’équation de lattice Boltzmann une force qui est le multiplicateur de Lagrange :

fα(x + ξα∆t, t+ ∆t) − fα(x, t) = −∆t

τ
[fα(x, t) − feq

α (x, t)] + ∆tFα (2.108)

où le multiplicateur de Lagrange est inclus dans le terme source Fα, donné par :

Fα =
ωα

c2
s

λ(x, t) · ξα (2.109)

Shi et Phan-Thien (2005) [59] précisent qu’avec le développement asymptotique de Chapman-
Enskog, on obtient les équations de Navier-Stokes avec une force volumique qui est λ. Notons
ici que Guo et al en (2002) [51] ont montré que ce terme pour modéliser la force dans l’équation
de lattice Boltzmann entraîne l’apparition de termes indésirables dans les équations de Navier-
Stokes.

Au niveau du solide Shi et Phan-Thien (2005) [59], ont négligé les termes d’inertie et de
gravité. Les équations du solide déformable ont été résolues avec la méthode des éléments finis,
où ils ont utilisé des éléments finis biquadratiques. Pour transmettre le multiplicateur de La-
grange calculé sur le maillage éléments finis du solide (maillage non cartésien) vers le maillage
lattice Boltzmann du domaine Ω (maillage cartésien), ils ont appliqué une approximation de la
distribution de Dirac développée par Peskin [41](voir équation 2.43) :

λ(x, t) =
Ne∑

l=1

δh(x − xsl
)
∫

El

λ(xsl
, t) dEl (2.110)

où λ(x, t) est le multiplicateur de Lagrange sur le maillage cartésien (lattice Boltzmann),
λ(xsl

, t) est le multiplicateur de Lagrange sur le maillage du solide déformable, Ne est le nombre
d’éléments El du solide déformable, xsl

est la coordonnée de chaque point du solide déformable.
Shi et Phan-Thien ont employé la même procédure que Glowinski et al (1999) [61] pour résoudre
les équations couplées du fluide et de la structure solide (ils ont décomposé le problème couplé
en trois sous-problèmes (un problème associé au fluide, un problème associé au solide et un
problème associé au multiplicateur de Lagrange) qu’ils ont résolus avec une méthode de pas
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fractionnés). Le code de calcul ainsi obtenu leur a permis de calculer des écoulements autour
d’un cylindre fixe, et d’obtenir une bonne concordance au niveau des résultats (coefficients de
traînée, de portance et de Strouhal) par rapport à ceux de la littérature (méthode des éléments
finis, et notamment méthode de lattice Boltzmann). Ils ont aussi réalisé le calcul de l’interaction
fluide-structure autour d’une structure mince déformable dans le sillage d’un cylindre immobile,
mais aucune comparaison par rapport à d’autres résultats issus de méthodes de calcul différentes
ou d’expérimentations n’a été faite.

2.6 Méthode ALE (Arbitrary Lagrangian Eulerian)

Figure 2.13 – Domaine initial, domaine spatial, domaine arbitraire, dans l’approche ALE [62]

Récemment, une équipe a travaillé sur la formulation ALE (Arbitrary Lagrangian Eulerian)
appliquée au calcul d’obstacles en mouvement, avec une résolution des équations avec la mé-
thode de lattice Boltzmann ([63]). Nous allons présenter la démarche suivie par ces auteurs dans
ce paragraphe.

En mécanique des fluides, il est relativement simple de résoudre les équations du fluide avec
une formulation eulérienne. Lorsqu’on s’intéresse à une structure en mouvement, il est naturel
de suivre la structure en fonction du temps, avec une approche lagrangienne. Au voisinage de
la structure en mouvement, le milieu fluide se déforme. Dans l’approche ALE, on combine donc
l’approche eulérienne (loin de l’obstacle), et l’approche lagrangienne (dans le fluide au voisinage
de l’obstacle en mouvement). Ainsi, les équations sont écrites, au voisinage de l’obstacle en mou-
vement, sur un domaine arbitraire dont le maillage bouge de façon arbitraire [64, 62, 65].

Dans l’approche ALE, on a donc trois configurations, comme expliqué dans l’article de Donea
et al. (2004) [62] (voir figure 2.13) :

– le domaine initial RX (coordonnées X des particules fluides à l’instant t = 0) ;
– le domaine spatial Rx (coordonnées x), c’est le domaine à l’instant t (déformé par le

mouvement du solide) ;
– le domaine arbitraire Rχ (coordonnées χ) c’est le domaine où on résout le problème nu-

mérique.

Soit une particule fluide de coordonnées initiales X qui occupe une position x à l’instant t, dans
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le domaine Rx. La position x peut être décrite par l’application ϕ :

ϕ : RX × [0,T ] −→ IR3

(X, t) 7−→ x = ϕ(X, t)

(2.111)

la vitesse de la particule au temps t (vitesse lagrangienne) est :

u(X, t) =
∂ϕ(X, t)

∂t
(2.112)

Pour le domaine arbitraire Rχ, on peut utiliser une application φ pour exprimer les coordonnées
du maillage mobile :

φ : Rχ × [0,T ] −→ IR3

(χ, t) 7−→ x = φ(χ, t)

(2.113)

Avec ceci, on peut définir la vitesse du maillage :

û(χ, t) =
∂φ(χ, t)

∂t
(2.114)

En combinant les applications ϕ et φ, Donea et al. (2004) [62] montrent que la dérivée par
rapport au temps d’une quantité physique g peut s’écrire :

∂g(X, t)
∂t

=
∂g(x, t)
∂t

+ u · ∂g(x, t)
∂x

=
∂g(χ, t)
∂t

+ (u − û) · ∂g(χ, t)
∂x

(2.115)

En s’aidant de cette formulation, et al. (2013) [63] ont écrit l’équation de Boltzmann sous la
forme :

df(χ, ξ, t)
dt

=
∂f(χ, ξ, t)

∂t
+ (ξ − û) · ∇xf(χ, ξ, t) = −1

τ
(f(χ, ξ, t) − f(χ, ξ, t)eq) (2.116)

qu’on peut écrire avec une notation moins lourde :

df

dt
=
∂f

∂t
+ (ξ − û) · ∇f = −1

τ
(f − feq) (2.117)

La méthode développée par Meldi et al. [63] peut s’appliquer à des maillages mobiles qui ne se
déforment pas (maillages en translation, rotation, qui restent cartésiens). En discrétisant l’espace
des vitesses ξ en un espace contenant un nombre fini de vecteurs vitesses, et en respectant les lois
de conservation de la masse, de la quantité de mouvement et de l’énergie, Meldi et al. [63] ont
obtenu l’équation de Boltzmann avec la formulation ALE dans l’espace des vitesses discrètes :

∂fα

∂t
+ (ξα − û) · ∇fα = −1

τ
(fα − feq

α ) (2.118)
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Ils ont ensuite effectué une intégration temporelle de cette équation avec un schéma précis au
deuxième ordre, et ont utilisé un changement de variable :

hα =

(
1 +

∆t

2τ

)
fα − ∆t

2τ
feq

α
(2.119)

ce qui entraîne l’équation explicite suivante :

hα(χ + (ξα − û)∆t, t+ ∆t) = (1 − ω)hα(χ, t) + ωfeq
α (χ, t) (2.120)

avec :

ω =
∆t

τ + ∆t/2
(2.121)

Cette équation peut se mettre sous la forme :

hα(χ + ξα∆t, t+ ∆t) = (1 − ω)hα(χ + û∆t, t) + ωfeq
α (χ + û∆t, t) (2.122)

Meldi et al. ont résolu avec cette méthode des cas bidimensionnels (modèle D2Q9). Dans
l’équation précédente, on remarque que les points de coordonnées χ+ û∆t ne correspondent pas
aux nœuds du maillage LBM. De plus, si le maillage est en rotation, les vecteurs ξα à l’instant
t+ ∆t ne sont pas les mêmes que ceux à l’instant t. Avant l’étape de collision, les quantités
hα(χ+ û∆t, t) et feq

α (χ+ û∆t, t) correspondant au repère Rχ du maillage mobile LBM de l’ins-
tant t+ ∆t sont donc reconstruites grâce à des interpolations. Meldi et al. ont démontré avec la
procédure de Chapman-Enskog que le modèle de Boltzmann en formulation ALE permet bien
de retrouver les équations de Navier-Stokes en formulation ALE.

La méthode proposée par ces auteurs a été appliquée à des cas tests, avec des repères mobiles,
sans obstacles. Pour le cas d’un écoulement uniforme, ils ont obtenu une excellente précision des
résultats. Pour un écoulement de Poiseuille, ils ont remarqué que l’erreur diminue considérable-
ment lorsqu’une interpolation cubique est utilisée. Ils ont aussi traité le cas d’un carré en rotation
dans un écoulement de Poiseuille. Ils ont noté un comportement satisfaisant de l’approche ALE-
LBM, aucune discontinuité n’a été constatée au niveau de l’interface entre le domaine mobile et
le domaine fixe.

Cette approche semble donc prometteuse pour le calcul d’écoulements avec des obstacles en
mouvement. Cependant, elle est coûteuse à mettre en ouvre car on doit à chaque pas de temps
calculer le déplacement des nœuds du maillage mobile, et réaliser des interpolations.
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2.7 Conclusion du chapitre

Dans ce chapitre, les différentes approches qui utilisent la méthode lattice Boltzmann dans
l’étude des problèmes d’interaction fluide-structure, sont présentées, les avantages et inconvé-
nients de chaque méthode sont décrits.

On a constaté que l’approche de Ladd est précise à l’ordre 2 uniquement lorsque la frontière
physique est au milieu entre deux nœuds fluide et solide (∆ = 0.5), ce qui limite son utilisation
pour des frontières à des positions quelconques (∆ 6= 0.5). De plus, elle exige un grand nombre
de nœuds solides pour représenter correctement des obstacles de forme complexe, et éviter les
fluctuations des forces sur l’interface de l’obstacle en mouvement. L’approche de Noble et Torc-
zynski n’est valable que pour l’équation de lattice Boltzmann avec un opérateur de collision
BGK, cela constitue donc un handicap si on veut l’étendre à d’autres modèles de collision (par
exemple, MRT, temps de relaxation multiple). Le modèle de Filippova et Hänel, qui traite une
frontière courbée est précis, néanmoins il souffre d’instabilité. Les résultats de simulations ont
montré que le modèle de Bouzidi et al, est moins précis avec une structure en mouvement, en
revanche, des bons résultats sont obtenus dans le cas d’une structure fixe. L’approche du bounce
back n’est pas aisée à mettre en œuvre lorsque des solides bougent et se déforment. De plus, il
faut trouver un moyen d’évaluer les fonctions de distribution des nœuds qui en un pas de temps,
passent de solide, à fluide.

L’approche la plus répandue, consiste à utiliser la méthode des frontières immergées, qui est
bien adaptée aux géométries complexes. La simplification de l’étape du maillage et l’absence du
maillage mobile font de cette méthode une option intéressante dans l’étude des problèmes d’in-
teraction fluide-structure en LBM. Cependant, il peut y avoir un problème de fuites numériques
du fluide vers la structure solide, de plus cette méthode est applicable principalement sur les
structures minces.

La méthode ALE, présente elle aussi des avantages en termes de précision et de stabilité,
mais le remaillage lors des grandes déformations et déplacements de l’interface solide engendre
des coûts de calculs élevé, particulièrement avec des géométries tridimensionnelles.

Dans notre cas, on souhaite modéliser des écoulements autour d’obstacles en mouvement,
avec une méthode simple à mettre en œuvre. Pour cela, nous avons opté pour une combinaison de
la pénalisation volumique avec la LBM, en considérant un fluide incompressible et une structure
rigide. Nous allons présenter et appliquer cette méthode dans le chapitre suivant.
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3.1 Introduction

La méthode de pénalisation est une autre alternative pour la modélisation numérique d’écou-
lements autour d’obstacles. Elle consiste à utiliser une équation unique dans l’ensemble du
domaine Ω composé respectivement du fluide Ωf et du solide Ωs. Un terme de pénalisation dé-
crivant des contraintes souhaitées, est ajouté à l’équation physique. La résolution d’une équation
unique dans les deux domaines permet de simplifier la programmation de la méthode.

Plusieurs méthodes de pénalisation ont été développées. Dans la méthode de pénalisation
de Darcy, on inclut dans les équations de Navier-Stokes un terme de Darcy obligeant la vitesse
du fluide à être très petite dans le domaine solide ([7], [8]). Ainsi, le domaine Ω, est vu comme
un milieu poreux, de perméabilité très petite dans le solide, et très grande dans le fluide. La
méthode de pénalisation volumique permet lorsqu’on l’applique par exemple aux équations de
Navier-Stokes, de modéliser des écoulements autour d’obstacles en mouvement [66]. Avec cette
méthode, on inclut dans l’équation à résoudre une force volumique de la forme λχi(u − us) où λ
est un paramètre de pénalisation, χi est une fonction masque (égale à 1 dans le domaine solide,
et à 0 dans le domaine fluide), et us est la vitesse désirée dans le solide. Cette méthode se réduit
à la méthode de pénalisation de Darcy lorsque la vitesse de l’obstacle est nulle. Les équations de
Navier-Stokes avec une méthode de pénalisation volumique ont été résolues par des approches
numériques classiques (méthode des volumes finis [67], méthode de vorticité [68, 69, 70]). Dans
ce travail, nous souhaitons utiliser la méthode de pénalisation volumique pour calculer un écou-
lement autour d’un obstacle en mouvement, dans le cadre d’une résolution des équations avec
la méthode de lattice Boltzmann.

Dans ce chapitre, on va appliquer la méthode de pénalisation volumique à l’équation de Bur-
gers et résoudre l’équation résultante avec la méthode de lattice Boltzmann. Nous avons choisi
cette équation car elle est non linéaire, c’est une équation de convection-diffusion, et elle fait
seulement intervenir le champ de vitesse, le terme de pression étant nul. Elle est donc intéres-
sante à étudier, pour analyser le comportement de la pénalisation volumique combinée avec la
LBM dans la résolution de problèmes non linéaires.

Ce chapitre débute par une présentation du modèle lattice Boltzmann pour les équations
de convection-diffusion non linéaires, développé par Shi & Guo [71] (section 3.2). Dans la sec-
tion (3.3), la méthode de pénalisation volumique combinée avec la LBM, est appliquée sur
l’équation de Burgers monodimensionnelle. La formulation de cette combinaison est expliquée
dans la section (3.3.1). Ensuite, la méthode est validée dans un premier temps, sur une struc-
ture solide, immobile dans un écoulement fluide. Le comportement d’une structure soumise à un
mouvement imposé, est étudiée dans la section (3.3.3). Enfin dans la section (3.3.4), l’approche
est testée sur un problème d’interaction fluide structure.

3.2 Résolution de l’équation de Burgers avec le modèle lattice

Boltzmann de Shi & Guo [72]

3.2.1 Présentation du modèle de Shi & Guo [72]

Plusieurs modèles ont été proposés pour la résolution de l’équation de Burgers en utilisant
le modèle Bhatnagar–Gross–Krook, dont on trouve celui de Yu et Shi [73]. Cependant, les mo-
dèles qui ont été développés nécessitent certaines hypothèses sur les termes de convection et
de diffusion. De plus, la plupart des travaux développés ont été concentrés sur l’équation de
Burgers unidimensionnelle, et il est difficile avec ceux-ci de résoudre les équations de Burgers de
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dimensions supérieures.

Shi et Guo (2009) [72] ont proposé un modèle général de lattice Boltzmann pour l’équation
de convection-diffusion avec un terme de convection non linéaire, un terme de diffusion pouvant
varier dans l’espace et dans le temps, et un terme source :

∂φ

∂t
+ ∇.B(φ) = ∇.[α∇D(φ)] + F (x, t) (3.1)

Où φ est une fonction scalaire dépendant des coordonnées spatiales x et du temps t, ∇ est l’opé-
rateur gradient, B et D sont des fonctions différentielles de φ , α est le coefficient de diffusion,
et F (x, t) est le terme source.

L’évolution de la fonction de distribution, est donnée par l’équation suivante :

fα(x + ξα∆t, t+ ∆t) − fα(x, t) = −1
τ
[fα(x, t) − feq

α (x, t)] + ∆tFα(~x, t) (3.2)

où fα(x, t) représente la fonction de distribution de particules de vitesse ξα, à la position x et
à l’instant t, feq

α (x, t) est la fonction de distribution à l’équilibre, Fα(x, t) le terme force, et τ le
temps de relaxation adimensionnel.

Pour résoudre l’équation (3.1), en utilisant l’équation (3.2), et afin d’obtenir correctement
les paramètres macroscopiques, la fonction de distribution à l’équilibre feq

α (x, t) ainsi que le
terme force Fα(x, t) doivent être appropriés, ils doivent satisfaire les moments de feq

α (x, t) et de
Fα(x, t) [72]. Dans le modèle de Shi & Guo, la fonction de distribution à l’équilibre feq

α (x, t) est
donnée par :

feq
α (x, t) = ωα

[
φ+

ξα · B

c2
s

+
(C − c2

sφI) : (ξαξα − c2
sI)

2c4
s

]
(3.3)

où ωα est le poids associé à chaque direction α, et cs la vitesse du son dans le réseau, I la matrice
identité, C(φ) le moment de second ordre de feq

α donné par :

C(φ) = C0(φ) + c2
sD(φ)I (3.4)

avec :
C0(φ) =

∫
B′(φ)B′(φ)d(φ) (3.5)

C′
0(φ) = B′(φ)B′(φ) (3.6)

et B′(φ) =
dB

dφ
. Le terme source est donné de la manière suivante :

Fα(x, t) = ωαF

(
1 + λ

ξα · B′(φ)

c2
s

)
(3.7)

où λ =
τ − 1/2

τ
. Le terme de diffusion α est déterminé en fonction du temps de relaxation τ :

α = c2
s(τ − 1

2
)∆t (3.8)

57



CHAPITRE 3. PÉNALISATION VOLUMIQUE APPLIQUÉE À L’ÉQUATION DE BURGERS

La variable φ est obtenue avec :
φ =

∑

α

fα =
∑

α

feq
α (3.9)

3.2.2 Résolution de l’équation de Burgers monodimensionnelle

Dans un premier temps, nous avons résolu une équation de Burgers monodimensionnelle avec
le modèle de Shi & Guo, sans la pénalisation volumique, et nous avons comparé les résultats
avec une solution analytique.

3.2.2.1 Problème étudié

On considère un champ de vitesse u(x, t), x ∈ Ω = [0, 1]. Le mouvement du fluide est décrit
par l’équation de Burgers monodimensionnelle sans terme source, avec les conditions initiales et
aux limites suivantes :





∂u

∂t
+

∂

∂x

(
u2

2

)
=

∂

∂x

(
ν
∂u

∂x

)
sur Ω

u(0, t) = 0

u(1, t) = 0

u(x, 0) = u0(x) = sin(πx)

(3.10)

Les conditions aux limites et initiales sont choisies de manière à satisfaire la solution analytique
suivante :

u(x, t) = 2πν

∞∑

n=1

bn e
−n2π2νt nsin(nπx)

b0 +
∞∑

n=1

bn e
−n2π2νt cos(nπx)

(3.11)

Où b0 et bn sont les coefficients de Fourier définis par :

b0 =
∫ 1

0
e−(2πν)−1[1−cos(πx)] dx (3.12)

bn = 2
∫ 1

0
e−(2πν)−1[1−cos(πx)] cos(nπx) dx (3.13)

L’équation de Burgers a été résolue avec le modèle de lattice Boltzmann présenté dans le
paragraphe précédent, avec un modèle D1Q3. Ses caractéristiques sont données comme suit :
{ξ0, ξ1, ξ2} = {0, c, −c}, ω0 = 2/3, ω1 = ω2 = 1/6, c2

s = c2/3. avec c = ∆x/∆t.

Pour appliquer les conditions aux limites sur les fonctions de distribution, nous avons procédé
comme suit. Avec le modèle D1Q3, la vitesse u(x, t) s’écrit :

u(x, t) = f0(x, t) + f1(x, t) + f2(x, t) (3.14)
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Après l’étape de propagation, la fonction f2(0, t) est connue à x = 0 (voir figure 3.1), en revanche
f1(0, t) est inconnue, elle est donc calculée par la condition aux limites de la façon suivante :

f1(0, t) = u(0, t) − f0(0, t) − f2(0, t) (3.15)

ss ✲✛ ✲✛✲✛ ✲✛
x = LΩx = 0

f2(0, t) f1(0, t)? f1(L, t)f2(L, t)?

Figure 3.1 – Conditions aux limites pour le modèle D1Q3, équation de Burgers.

De la même manière à x = L, après l’étape de propagation f2(L, t) est inconnue, elle est obtenue
par :

f2(L, t) = u(L, t) − f0(L, t) − f1(L, t) (3.16)

D’un point de vue dimensionnel, une durée de simulation de 1s a été simulée, avec un pas
de temps égal à 8.33 × 10−5s, une longueur de 1m, et un pas d’espace de 0.01m, et une viscosité
cinématique égale à 0.1 m2.s−1. Cela correspond, concernant l’équation de lattice Boltzmann
résolue, à un intervalle de temps T̃ = 12000∆t, avec un pas de temps ∆̃t = 1, une longueur
L̃ = 100, avec un pas d’espace ∆̃x = 1, et une viscosité cinématique ν̃ = 0.083.

3.2.2.2 Résultats

La figure 3.2, représente l’évolution de la vitesse u en fonction du temps t. On remarque
clairement que les résultats obtenus avec la LBM sont en parfaite concordance avec ceux de la
solution analytique.

Figure 3.2 – Comparaison du champ de vitesse obtenus à différents instants t par : - Solution
analytique + LBM modèle de Shi & Guo

Nous avons calculé l’erreur relative sur la vitesse. Cette erreur en pourcentage en norme L2
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est déterminée de la manière suivante :

Er(%) =

√√√√
N∑

i=0

(u(i) − ua(i))
2

√√√√
N∑

i=0

ua(i)
2

× 100 (3.17)

où ua est la solution analytique (solution exacte), u la solution calculée numériquement en uti-
lisant la LBM.

Le tableau 3.1 rapporte l’erreur relative Er sur la vitesse à différents instants de simulation,
où Er est de l’ordre de 0.020 %, ce qui est une erreur très faible. Ces résultats obtenus, reflètent
la fiabilité du modèle de Shi & Guo dans l’étude de l’équation de Burgers.

Temps (s) Erreur relative Er (%)

0.20 0,0174

0.40 0,0213

0.50 0,0221

0.60 0,0223

0.80 0,0218

1.00 0,0216

Table 3.1 – Erreur relative en vitesse à différents instants t

3.3 Pénalisation volumique appliquée à l’équation de Burgers

On va appliquer dans cette section, la méthode de la pénalisation volumique à l’équation de
Burgers, et résoudre l’équation résultante avec la méthode de lattice Boltzmann. On discutera
les aspects de mise en œuvre, et on testera l’approche sur plusieurs cas d’études, afin de juger
la capacité de la pénalisation à résoudre ce type de problème.

3.3.1 Formulation du problème

Considérons un domaine Ω, composé d’un domaine fluide Ωf (t) et d’un domaine solide
Ωs(t), où l’interface entre le fluide et le solide peut bouger en fonction du temps (voir la figure
3.3)

Figure 3.3 – Description du domaine d’étude

Pour traiter le mouvement du solide, on résout l’équation de Burgers, dans laquelle on
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introduit maintenant un terme de pénalisation volumique :

∂u

∂t
+

∂

∂x

(
u2

2

)
=

∂

∂x

(
ν
∂u

∂x

)
− 1
η
(χi(u− us)) sur Ω (3.18)

Dans le terme de pénalisation, χi est la fonction masque, qui vaut 0 dans le domaine fluide
Ωf (t), et qui vaut 1 dans le domaine solide Ωs(t), η est le coefficient de perméabilité qui est
très petit dans le domaine solide, et us est la vitesse de l’interface fluide-solide. Dans le domaine
fluide, le terme χi/η est nul, le terme de pénalisation est donc nul. Dans le domaine solide, le
terme χi/η est très grand, ainsi la vitesse dans le domaine solide devient égale à la vitesse us.

Pour résoudre cette équation avec la méthode de lattice Boltzmann, le terme de pénalisation
sera pris en compte par l’intermédiaire du terme force Fα(x, t) (voir équation 3.7). Dans cette
équation, la force F vaut :

F = −1
η
(χi(u− us)) (3.19)

Si le terme force Fα(x, t) (qui est très grand dans le solide) est traité de façon explicite dans
l’équation de lattice Boltzmann, il se produit des instabilités et il n’est pas possible de résoudre
cette équation.

Pour nous affranchir de ce problème, nous avons dû traiter le terme force de façon implicite,
comme décrit dans l’annexe A (4.4). Avec l’analyse de Chapman-Enskog, nous avons alors obtenu

pour le coefficient λ de l’équation 3.7 la valeur λ =
τ − 1/2
τ − 1

. De plus, en traitant le terme force

de façon implicite, nous avons obtenu pour le modèle D1Q3 un système de trois équations à 3
inconnues f0(x, t), f1(x, t), f2(x, t) à résoudre à chaque pas de temps, afin d’obtenir ensuite la
vitesse en chaque point du maillage, à chaque pas de temps (voir équation 3.9). Ceci est détaillé
dans l’annexe B (4.4).

3.3.2 Cas d’un domaine solide immobile

Pour ce cas-ci, nous avons Ω = [0; 1.2], avec Ωf (t) = [0; 1.], et Ωs(t) = [1; 1.2]. Comme
le domaine solide ne bouge pas, on a : us = 0. La condition aux limites sur le bord gauche du
domaine fluide est : u(0, t) = 0. La condition initiale est : u(x, 0) = sin(πx).

D’un point de vue dimensionnel, nous avons fait des calculs sur une durée de simulation de
1s, avec un pas de temps égal à 3.70 × 10−5s, et avec un pas d’espace égal à 0.007m, et une
viscosité cinématique de 0.1 m2.s−1. Cela correspond, concernant les calculs avec la méthode
de lattice Boltzmann, à un intervalle de temps T̃ = 27000, avec un pas de temps ∆̃t = 1, une
longueur L̃ = 180, avec un pas d’espace ∆̃x = 1, et une viscosité cinématique ν̃ = 0.083. Le
paramètre de pénalisation est η = 10−9.

3.3.2.1 Algorithme du schéma utilisé

L’algorithme 1 explique la démarche des simulations numériques suivies dans nos calculs,
dans le cas d’un écoulement fluide autour d’une structure immobile.
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Algorithm 1 : Algorithme du schéma utilisé, domaine solide fixe

1. Définition des domaines fluide Ωf et solide Ωs

2. Définition de la fonction caractéristique χi pour chaque nœud

3. Initialisation à t = 0 de u(x, 0), fα(x, 0) et feq
α (x, 0)

Pour chaque pas de temps ∆t :

4. Calcul de la vitesse macroscopique u(x, t)

5. Calcul de feq
α (x, t)

6. Calcul de l’opérateur de collision Ωα

7. Résolution du système linéaire (3 x 3), d’inconnues f0, f1, f2

8. Application des conditions aux limites

9. Mise à jour de fα(x, t)

Retour à l’étape 4 si t < tmax

3.3.2.2 Résultats

La figure 3.4 représente la variation de la vitesse u(x, t) au cours du temps. On constate que
les résultats de la pénalisation volumique sont en bon accord avec ceux de la solution analytique
présentée dans la section (3.2.2.1).

Figure 3.4 – Comparaison du champ de vitesse u obtenu à différents instants t par : − Solution
analytique + Pénalisation volumique combinée avec la LBM

Les résultats de l’erreur relative sur la vitesse u, sont répertoriés dans le tableau 3.2. On note que
ces résultats sont plutôt satisfaisants. L’erreur entre la solution calculée numériquement avec la
penalisation volumique et la solution exacte, ne dépasse pas 0.80 %.
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Temps (s) Erreur relative Er (%)

0.20 0,6024

0.30 0,6010

0.40 0,6225

0.50 0,6509

0.60 0,6802

0.80 0,7376

1.00 0,7946

Table 3.2 – Erreur relative Er en vitesse à différents instants t, domaine solide fixe

On peut conclure que, la pénalisation volumique combinée avec la LBM peut s’appliquer sur un
problème de Burgers, dans le cas où la vitesse du solide us est nulle.

3.3.3 Cas d’un domaine solide avec un mouvement imposé

3.3.3.1 Problème étudié

Le domaine Ω est le même que précédemment : Ω = [0, 1.2], mais dans ce paragraphe,
l’interface fluide-solide xs bouge au cours du temps, selon un mouvement imposé, qui se traduit
par l’équation suivante :

xs(t) = A t+B (3.20)

Cela mène à une vitesse constante de l’interface au cours du temps :

us(t) = A (3.21)

La condition initiale sur Ωf est la même que précédemment : u(x, 0) = u0(x) = sin(πx). La
condition aux limites sur le bord gauche du domaine est : u(0, t) = 0.

Nous avons calculé la vitesse du fluide avec l’équation de Burgers pénalisée (voir équation
3.18), résolue avec la méthode de lattice Boltzmann. Les calculs ont été faits, d’un point de
vue dimensionnel, sur une durée de simulation de 1s, avec un pas de temps de 1.85 × 10−5s, un
pas d’espace égal à 0.003333m, une viscosité cinématique de 0.05 m2.s−1. Au niveau du calcul
avec la méthode de lattice Boltzmann, cela correspond à un intervalle de temps T̃ = 54000,
avec un pas de temps ∆̃t = 1, une longueur L̃ = 300, un pas d’espace ∆̃x = 1, et une viscosité
cinématique ν̃ = 0.083. Le paramètre de pénalisation η = 10−9.

Afin de comparer les résultats de la pénalisation volumique combinée avec la LBM, l’équation
de Burgers, a aussi été résolue avec la méthode des différences finies (FDM) et la pénalisation
volumique, en utilisant un schéma de Crank-Nicholson pour l’intégration temporelle, et avec un
traitement implicite du terme de pénalisation. Les mêmes paramètres de calcul ont été utilisés
pour la résolution avec la méthode des différences finies (pas de temps 1.85 × 10−5s, pas d’espace
0.003333m).

Nous pouvons remarquer ici que l’interface xs(t) ne coïncide pas forcément avec les nœuds
du domaine de calcul. Nous avons donc dû augmenter le nombre de nœuds, par rapport au cas
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où le domaine solide était immobile (301 noeuds, alors qu’on avait 181 noeuds lorsque le domaine
solide était immobile).

L’algorithme 2 explique les différentes étapes de calcul, dans le cas où on impose un mou-
vement à l’interface fluide-solide xs. Cet algorithme est presque le même que celui d’avant avec
quelques modifications.

Algorithm 2 : Algorithme du schéma utilisé, domaine solide mobile

1. Initialisation des domaines fluide Ωf et solide Ωs ainsi que l’interface de xs

2. Initialisation à t = 0 de u(x, 0), fα(x, 0) et feq
α (x, 0)

3. Initialisation à t = 0 de A, B et la vitesse de l’interface us

Pour chaque pas de temps ∆t :

4. Calcul de la position xs et de la vitesse us

5. Définition de la fonction caractéristique χi pour chaque nœud

6. Calcul de la vitesse macroscopique u(x, t)

7. Calcul de feq
α (x, t).

8. Calcul de l’opérateur de collision Ωα

9. Résolution du système linéaire (3 x 3), d’inconnues f0, f1, f2

10. Application des conditions aux limites

11. Mise à jour de fα(x, t)

Retour à l’étape 4 si t < tmax

3.3.3.2 Résultats

Les résultats des simulations pour différents instants t, sont présentés dans la figure 3.5. On
remarque que les résultats de la pénalisation volumique obtenus avec LBM et la méthode des
différences finies, sont en bon accord. On constate également que l’interface fluide-solide xs est
en mouvement au cours du temps avec une vitesse us constante.
Pour conclure, on peut dire que la méthode de pénalisation volumique combinée avec la LBM,
peut être utilisée pour imposer des mouvements sur des structures rigides.

3.3.4 Couplage entre la force calculée avec l’équation de Burgers pénalisée,
et le mouvement du solide

3.3.4.1 Problème étudié

Dans cette partie, on va appliquer la méthode de pénalisation volumique combinée avec la
LBM à un problème d’interaction fluide structure. Cela est considéré comme un autre test de
validation de notre approche.

On parle de l’interaction fluide-structure lorsque l’écoulement fluide est modifié par la struc-
ture et vice versa, c’est à dire que la position de la structure est modifiée par l’écoulement fluide.
La structure peut être rigide ou souple.

On considère l’équation de Burgers couplée avec une structure rigide accrochée à un ressort,
(voir la figure 3.6). Le déplacement de la structure est régi par le principe fondamental de la
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Figure 3.5 – Comparaison du champ de vitesse obtenu à différents instants t par : − Pénalisation
volumique combinée avec les différences finies + Pénalisation volumique combinée avec la LBM

Figure 3.6 – Description du domaine d’étude d’interaction fluide-structure

dynamique :
mẍs(t) + k(xs(t) −X0) = Ffluide(xs(t)) (3.22)

où xs(t) est la position de l’interface fluide-structure, m la masse de la structure, k et X0,
représentent respectivement la raideur et la longueur à vide du ressort. On note que le système
est non amorti. La structure est soumise à deux forces : la force de rappel, qui est proportionnelle
à l’allongement du ressort, et la force exercée par le fluide qui est donnée par :

Ffluide(xs(t)) = −ν
(
∂u

∂x

)

xs(t)
(3.23)

où u est la vitesse du fluide à l’interface de coordonnée xs. La vitesse du fluide est calculée avec
l’équation de Burgers pénalisée, résolue avec la méthode de lattice Boltzmann, sur le domaine
spatial Ω = [0; 1.2]. La condition initiale est : u(x, 0) = sin(πx), x ∈ Ωf [0] = [0; 1], et u(x, 0) =
0, x ∈ Ωs(0) = [1; 1.2]. La condition aux limites sur le bord gauche du domaine fluide est :
u(0, t) = 0.
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3.3.4.2 Modèle de couplage utilisé

La plupart des méthodes développées pour la modélisation numérique des problèmes d’in-
teraction fluide-structure utilisent les algorithmes d’intégration décalée [74]. L’approche consiste
à résoudre successivement des problèmes fluide et solide. Cette dernière est résumée dans le
schéma suivant :

Mn−1
1−→ Fn

2−→ fn
3−→ Sn

4−→ In
5−→ Mn

où M représente la configuration du maillage du domaine fluide Ωf (t), F est l’état du fluide
(champs de vitesse par exemple), f sont les efforts exercés par le fluide sur la structure, S est
l’état de la structure, I est la position de l’interface fluide-structure. Les indices sont relatifs au
numéro de pas de temps courant. On remarque bien que dans ce schéma, on intègre d’abord le
fluide, puis la structure.

Il existe une autre manière, qui consiste à prendre en compte la structure, puis le fluide [75].
L’algorithme devient :

fn−1
1−→ Sn

2−→ In
3−→ Mn

4−→ Fn
5−→ fn

Dans les algorithmes d’intégration décalée, on trouve des algorithmes explicites (schémas
synchrone et asynchrone) et implicites, chacun avec ses avantages et inconvénients. Dans notre
cas, on a choisi le schéma explicite synchrone, développé par Farhat et al [76]. Ce schéma est
facile à mettre en œuvre, et les deux sous systèmes (fluide et structure) sont résolus l’un après
l’autre sur un seul pas de temps. La figure 3.7, montre l’algorithme du schéma explicite synchrone
utilisé dans nos simulations avec la méthode de lattice Boltzmann. Notons ici que le maillage
du domaine de calcul, dans nos simulations, reste fixe au cours du temps.

Initialisation à t = 0 de F0, S0, I0

❄

✛

Résolution des equations du fluide pour obtenir Fn

❄

Calcul des efforts fn du fluide sur la structure n = n+ 1

❄

Résolution des equations de la structure pour avoir In et Sn

Figure 3.7 – Algorithme du modèle de couplage d’interaction fluide-structure utilisé
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3.3.4.3 Résultats obtenus

Nous avons calculé la vitesse du fluide avec l’équation de Burgers pénalisée (voir équation
3.18), résolue avec la méthode de lattice Boltzmann. L’équation (3.22) du système masse-ressort
a été résolue avec la méthode itérative de Runge-Kutta à l’ordre 4.

D’un point de vue dimensionnel, une durée de simulation T = 1s a été considérée, avec un
pas de temps ∆t = 1.85 × 10−5s, un pas d’espace ∆x = 0.003333m, une viscosité cinématique
ν = 0.05 m2.s−1. Ceci correspond, au niveau du calcul avec la méthode de lattice Boltzmann,
à un intervalle de temps T̃ = 54000, avec un pas de temps ∆̃t = 1, une longueur L̃ = 300, avec
un pas d’espace ∆̃x = 1 (le domaine de maillage spatial comprend 301 noeuds), et une viscosité
cinématique ν̃ = 0.083. Le paramètre de pénalisation vaut η = 10−9.

Les paramètres relatifs au système masse-ressort sont donnés par : X0 = 0.95m, m = 0.5kg,
et nous avons considéré deux valeurs pour la constante du ressort : k = 39.5N/m et k =
0.395N/m.

La figure 3.8, illustre la position de l’interface fluide-structure au cours du temps, pour un
ressort de coefficient de raideur k = 39.5N/m . On observe que le mouvement de l’interface
est influencé principalement par le mouvement du système masse ressort, l’amplitude du mou-
vement de l’interface diminue en fonction du temps car le fluide induit un effet d’amortissement
sur le déplacement de la structure. Pour un ressort de coefficient de raideur k = 0.395N/m, la
force exercée par le système masse ressort sur l’interface est faible, et le mouvement de l’interface
est dû principalement aux efforts exercés par le fluide. On constate aussi que les résultats de
la pénalisation volumique obtenus avec la LBM et la méthode des différences finies, sont très
proches. Sur la figure 3.9, nous avons représenté le profil de la vitesse de l’interface à l’instant
final (à t = 1s). On y remarque un bon accord entre les résultats obtenus avec la méthode de
lattice Boltzmann, et ceux calculés avec la méthode des différences finies.

Figure 3.8 – Position de l’interface, en fonction du temps : - Pénalisation volumique combinée
avec la LBM, + Pénalisation volumique combinée avec la méthode des différences finies. a)
k=39.5 N/m, b) k=0.395 N/m .

Nos simulations sur l’équation de Burgers 1D de la pénalisation volumique combinée à la
LBM et de la pénalisation volumique combinée à la méthode des différences finies sont compa-
rables (temps de semblables).
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Figure 3.9 – Vitesse de l’interface à t = 1s : - Pénalisation volumique combinée avec la LBM,
+ Pénalisation volumique combinée avec la méthode des différences finies. a) k=39.5 N/m, b)
k=0.395 N/m .

Les résultats de cette section, montrent que la pénalisation volumique combinée avec la LBM,
peut être aussi une alternative dans l’étude des problèmes d’interaction fluide-structure.

3.4 Conclusion du chapitre

Dans ce chapitre, la méthode de pénalisation volumique combinée avec la LBM, a été pré-
sentée et validée sur l’équation de Burgers monodimensionnelle, qui est un exemple simple
d’équation non-linéaire. On a vu que le terme de pénalisation est ajouté comme terme source
dans l’équation de lattice Boltzmann. Ce terme a été traité d’une manière implicite.

L’application de la technique a été portée tout d’abord sur un écoulement fluide autour d’une
structure fixe, ensuite sur une structure mobile avec un mouvement imposé. Enfin l’approche
est appliquée à un problème d’interaction fluide structure de type masse-ressort.

L’analyse de différents résultats obtenus montre la capacité de cette technique à caractériser
le comportement d’une structure dans un écoulement fluide. Par ailleurs, ces résultats sont en
bon accord avec ceux issus de la solution analytique ou de la méthode des différences finies.

Cependant, l’approche utilisée ne considère qu’une équation non linaire assez simple. Cette
conclusion reste donc à confirmer avec des applications sur d’autres équations plus complexes
et plus proches de la réalité. L’extension de la méthode sur les équations de Navier-Stokes 2D
sera l’objectif du chapitre suivant.
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4.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous allons utiliser la méthode de lattice Boltzmann pour résoudre les
équations de Navier-Stokes autour d’obstacles mobiles, avec la méthode de la pénalisation volu-
mique. Les équations de Navier-Stokes sont des équations aux dérivées partielles non linéaires
qui décrivent le mouvement des fluides. La résolution des équations de Navier-Stokes est difficile
dans la mesure où la solution exacte est complexe voir impossible, une solution approchée est
généralement envisagée. La principale difficulté réside dans le couplage entre les variables de
vitesse v(x, t) (fonction vectorielle) et de pression p(x, t) (fonction scalaire), s’ajoute à cela, la
non linéarité du terme convectif (v · ∇)v.

Par ailleurs, il est possible de dériver les équations de Navier-Stokes incompressibles à partir
de l’équation de Boltzmann, en utilisant le développement de Chapman-Enskog pour la fonction
de distribution f(x, t) à faible nombre de Mach.

Vu l’importance que présentent les écoulements autour d’obstacles (par exemple : écoulement
de l’eau autour des constructions portuaires, écoulement de l’eau de la rivière autour des piliers
de ponts, effet du vent sur les bâtiments), il sera très intéressant d’affronter notre approche de
la pénalisation volumique combinée avec la LBM, aux équations de Navier-Stokes. Comme c’est
le cas dans le paragraphe précédent avec l’équation de Burgers, on continue à tester la capacité
ainsi que la fiabilité de notre approche. Ça sera donc l’objectif de ce chapitre.

Dans ce chapitre, nous présentons comment nous appliquons la méthode de la pénalisation
volumique dans les équations de Navier-Stokes, résolues avec la méthode de lattice Boltzmann.
Les résultats obtenus avec cette méthode sont ensuite validés sur un écoulement autour d’
obstacles immobiles, puis autour d’un obstacle mobile, en oscillations forcées, puis libres.

4.2 Pénalisation volumique appliquée aux équations de Navier-

Stokes

Dans cette section, pour calculer un écoulement autour d’un obstacle, nous résolvons les
équations de Navier-Stokes contenant un terme de pénalisation volumique, avec la méthode de
lattice Boltzmann. Les équations de conservation de quantité de mouvement, dans lesquelles on
introduit un terme de pénalisation volumique, sont exprimées par [8] :

ρ
∂u

∂t
+ ρu · ∇u = −∇p+ µ∇2u − ρ

η
(χi(u − us)) (4.1)

où ρ et µ sont la densité et viscosité dynamique du fluide, u est la vitesse du fluide, et p est la
pression. Comme dans le chapitre précédent, dans le terme de pénalisation, η est le paramètre
de pénalisation, χi est une fonction masque, us est la vitesse dans le solide. Dans ce chapitre, les
équations de Navier-Stokes ont été résolues pour un obstacle immobile (us = 0) et un obstacle
mobile (us 6= 0). L’équation de continuité est :

∇ · u = 0 (4.2)

Dans les équations de conservation des quantités de mouvement, le terme de pénalisation est
un terme source volumique. Il sera donc modélisé comme une force volumique dans l’équation
de lattice Boltzmann. Tenant compte du fait que la LBM est définie à l’échelle mésoscopique, il
est important que le modèle de la force soit aussi construit à cette échelle, il doit être approprié
afin d’obtenir correctement les paramètres hydrodynamiques comme la densité et la vitesse.
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En se basant sur le développement de Chapman-Enskog plusieurs approches traitant le terme
force ont été proposées, dont on cite, les travaux de Luo en (1993) [77], Shan et Chen en (1994)
[78], Buick et Greated en (2000) [79], Ladd et Verberg en (2001) [31]. Guo et al en (2002) [51]
ont présenté un modèle de force qui permet d’obtenir exactement l’équation de continuité et de
la quantité de mouvement donc les équations de Navier-Stokes. Il prend en considération l’in-
fluence de la variation temporelle et spatiale de la force, ainsi que l’effet de la discrétisation sur le
terme force. C’est ce modèle que nous utilisons pour prendre en compte le terme de pénalisation.

On résout donc l’équation de lattice Boltzmann avec un terme de collision BGK, et avec un
terme source :

fα(x + ξα∆t, t+ ∆t) = fα(x, t) − 1
τ
(fα(x, t) − feq

α (x, t)) + ∆tFα (4.3)

où fα(x, t) est la probabilité de trouver une particule fluide de vitesse ξα à une position x et à un
instant t, ∆t est le pas de temps, τ est le temps de relaxation adimensionnel, feq

α est la fonction
de distribution à l’équilibre, et Fα est le terme de forçage qui va prendre en compte le terme de
pénalisation. Nous avons modélisé des écoulements bidimensionnels, et nous avons utilisé pour
cela le modèle D2Q9. La fonction de distribution des particules à l’équilibre feq

α (x, t) est donnée
par :

feq
α = ωαρ

[
1 +

(ξα · u)

c2
s

+
(ξα · u)2

2c4
s

− u2

2c2
s

]

(4.4)

où ωα sont les coefficients de pondération, cs est la vitesse du son dans le réseau.

Dans l’équation de lattice Boltzmann, le terme de pénalisation F = −ρ

η
(χi(u − uS)) a été

modélisé par l’intermédiaire du terme de forçage qui est exprimé dans le modèle de Guo et al
[51] par :

Fα = (1 − 1
2τ

)ωα

[
(ξα − u)

c2
s

+
(ξα · u)

c4
s

ξα

]
· F (4.5)

où la vitesse du fluide est calculée selon :

ρu =
∑

α

ξαfα +
∆t

2
F (4.6)

Nous pourrions résoudre cette équation en utilisant une approche implicite comme cela a
été fait dans le chapitre précédent. Mais ceci risque d’être coûteux car il faudrait, à chaque
pas de temps, et en chaque point du domaine de calcul, résoudre un système de 9 équations
à 9 inconnues f0, f1, f2, f3, f4, f5, f6, f7, f8 (pour le modèle D2Q9). Nous avons opté pour une
procédure différente. Dans l’équation 4.6, les côtés gauche et droit sont écrits au même instant.
Comme le terme de pénalisation contient la vitesse du fluide, on peut écrire celle-ci sous la
forme :

u =

∑

α

ξαfα +
∆t

2
χi

η
ρus

ρ+
∆t

2
χi

η
ρ

(4.7)
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Avec cette méthode, même le terme force est traité de façon explicite dans l’équation de lattice
Boltzmann, on n’a pas de problème de stabilité.

Une procédure semblable a été appliquée par Guo et Zhao [80] qui ont développé un modèle de
lattice Boltzmann permettant de calculer des écoulements dans des milieux poreux (mais ces
auteurs ne développaient pas la pénalisation volumique et ne s’intéressaient pas à des obstacles
en mouvement).

D’après l’équation (4.7), on constate que dans le domaine fluide, la fonction masque χi = 0,

dans ce cas la pénalisation n’a pas d’influence, et la vitesse devient : u =
1
ρ

∑

α

ξαfα. Par ailleurs,

dans le domaine solide (χi = 1), le terme
χi

η
tend vers l’infini, et la vitesse se résume à : u = us.

4.3 Applications et validation

Dans ce paragraphe, nous allons calculer l’écoulement autour d’une structure solide.

4.3.1 Caractérisation des grandeurs physiques étudiées

L’étude de l’évolution de l’écoulement autour d’une structure solide, est souvent liée à la
caractérisation de grandeurs physiques telles que la longueur de de la zone de recirculation Lr,
les coefficients de traînée Cd et de portance Cl ainsi que le nombre de Strouhal St.

Le nombre de Reynolds qui régit l’écoulement est exprimé par :

Re =
UmaxD

ν
(4.8)

Les coefficients Cd et Cl sont donnés par :

Cd =
Fx

1
2ρU

2
maxD

(4.9)

Cl =
Fy

1
2ρU

2
maxD

(4.10)

Où ρ est la densité du fluide prise à l’amont de l’obstacle, ν la viscosité cinématique, D est la
longueur caractéristique du solide, Umax la vitesse maximale imposée à l’entrée du canal, Fx et
Fy sont respectivement la force de la traînée et de la portance, évaluées dans notre cas par la
méthode d’échange de quantité de mouvement. Ces deux composantes de la force résultent des
actions de la pression et du frottement visqueux sur la structure solide par intégration sur sa
surface.

Un autre coefficient important pris en considération dans nos simulations, est le nombre
de Strouhal, calculé à partir de la longueur caractéristique D, la fréquence du détachement
tourbillonnaire f et la vitesse maximale Umax.

St =
fD

Umax
(4.11)
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La fréquence f peut être calculée de la manière suivante :

f =
Ut

l
(4.12)

Où Ut est la vitesse d’avancement des tourbillons, l, la distance entre deux tourbillons qui
tournent dans le même sens. Une autre manière de faire c’est de calculer la période sur la varia-
tion de la vitesse verticale derrière l’obstacle. Dans la présente étude et comme c’était montré
par Mukhopadhyay et al 1992 [81], la fréquence f vaut l’inverse de la période T du coefficient
de portance Cl.

4.3.2 Condition d’incompressibilité

Dans nos simulations, nous nous sommes assurés que pour assurer l’incompressibilité de
l’écoulement, le nombre de Mach Ma sans dimension, satisfait la condition suivante :

Ma =
Umax

cs
≤ 0.1 (4.13)

où Umax est la vitesse maximale à l’entrée du canal. cs est la vitesse de propagation ou célérité
du son dans le réseau considéré. Le nombre de Mach de l’écoulement doit être très faible pour
que les effets de compressibilité soient négligés.

4.3.3 Convergence des calculs

Dans le cas où l’écoulement est stationnaire, nous avons choisi comme critère de convergence
de la solution du problème :

√√√√
N∑

i=0

(
ut+1

i − ut
i

)2

√√√√
N∑

i=0

(
ut+1

i

)2

≤ 1 × 10−6
(4.14)

Où N , représente la taille de la grille utilisée. u est la solution calculée à chaque instant t. Le
calcul s’arrête lorsque cette condition est satisfaite.

4.3.4 Écoulement autour d’un obstacle carré immobile

Les résultats relatifs aux paramètres caractéristiques de l’écoulement autour d’une structure
carrée sont présentés dans ce qui suit.

4.3.4.1 Présentation du domaine d’étude

Nous nous sommes intéressés à l’étude d’un écoulement incompressible bidimensionnel autour
d’un obstacle carré. Le modèle à neuf vitesses discrètes D2Q9 est utilisé. Le domaine d’étude
(voir figure 4.1) est un canal de longueur L et de largeur H. L’obstacle de largeur D est situé
à une distance L/4 de l’entrée du canal, et à H/2 de la plaque inférieure, et les dimensions de
l’obstacle vérifient la relation H/D = 8. La longueur du canal vérifie L/D = 50. À l’entrée du
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canal, le profil de vitesse est parabolique avec une vitesse maximale Umax.

Pour appliquer les conditions aux limites de non glissement sur les parois du canal, et pour
imposer le profil parabolique de vitesse à l’entrée du canal, nous avons utilisé pour la simulation
avec la méthode de lattice Boltzmann, les conditions aux limites de bounce back de Zou et He
[23]. À la sortie du canal, un gradient de vitesse nul a été appliqué, ceci a été fait avec la méthode
de lattice Boltzmann grâce aux conditions d’extrapolation développées par Chen et al. (1996)
[24].

Figure 4.1 – Domaine d’étude, pour un écoulement autour d’une structure carrée

4.3.4.2 Discussion et validation des résultats

Dans cette section, on compare nos résultats de la pénalisation volumique avec ceux de
Breuer et al 2000 [82], qui ont utilisé pour cette configuration la méthode des volumes finis, et
la méthode de lattice Boltzmann accompagnée du bounce-back pour appliquer les conditions de
non glissement sur les parois de l’obstacle.

La méthode des volumes finis a permis à Breuer et al d’utiliser des grilles non équidistantes,
ce qui présente l’avantage de raffiner le maillage au voisinage du solide, et d’utiliser un maillage
plus grossier dans des zones loin de l’obstacle. Par conséquent, moins de volumes de contrôle
(mailles) sont nécessaires afin d’avoir la même précision que la LBM.

Nous avons réalisé des simulations avec la méthode de lattice Boltzmann et la pénalisation,
pour plusieurs nombres de Reynolds. Des calculs ont aussi été faits en appliquant au niveau
de l’obstacle les conditions aux limites de bounce back de Zou et He [23]. Plusieurs maillages
réguliers ont été réalisés : une grille de 500 × 80, une de 2000 × 320 et une de 3000 × 480. Pour
l’ensemble de nos calculs, un coefficient de pénalisation η = 10−9 a été employé. Plusieurs
grandeurs ont été comparées.

A. Différents régimes d’écoulement

Nous présentons tout d’abord quelques résultats que nous avons obtenus avec le maillage le
plus fin 3000 × 480, afin d’illustrer les régimes d’écoulement autour de l’obstacle.

Pour un nombre de Reynolds inférieur à 5, les forces de viscosité étant prédominantes. L’écou-
lement est symétrique par rapport à l’axe longitudinal et il se situe également entre l’amont et
l’aval de l’obstacle (voir figure 4.2).
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Figure 4.2 – Lignes de courant superposées sur les isovaleurs du module de vitesse, écoulement
calculé autour d’un obstacle carré avec la pénalisation volumique, Re=1

Pour 5 ≤ Re < 60, les forces d’inertie augmentent et empêchent la couche limite de rester
attachée à l’obstacle. On observe un décollement de chaque côté de l’obstacle. L’écoulement est
stable, il reste stationnaire et symétrique par rapport à l’axe longitudinal. En aval du décollement
se forment deux lobes de recirculation contrarotatifs attachés à l’obstacle (voir figure 4.3, (a)).

(a) Re = 40

(b) Re = 100

Figure 4.3 – Lignes de courant superposées sur les isovaleurs du module de vitesse, écoulement
calculé autour d’un obstacle carré avec la pénalisation volumique a) Re=40, b) Re=100.

La transition d’un état stationnaire de l’écoulement à un état instationnaire s’effectue pour
un nombre de Reynolds critique de 60. Comme on peut le constater sur la figure 4.3 (b), le
sillage derrière la structure devient dissymétrique et commence à osciller. Cette dissymétrie est
due à l’augmentation de l’amplitude des fluctuations de vitesse dans ce sillage. Des instabilités
se développent dans la zone de recirculation et s’amplifient avec l’augmentation du nombre de
Reynolds. On assiste alors à l’apparition de paire de tourbillons alternés de signes opposés qui
se détachent derrière l’obstacle.
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B. Influence du maillage sur les résultats

a). Longueur de recirculation "Lr" derrière l’obstacle

Nous avons tout d’abord comparé les résultats en terme de longueur de recirculation, obtenus
avec les différents maillages testés.

Si on prend le côté aval du solide comme origine des abscisses, la longueur de recirculation
(Lr) est définie comme étant l’abscisse du point où la vitesse longitudinale est nulle sur l’axe
central du sillage derrière l’obstacle. Sur la figure 4.4, où sont superposées les lignes de courant
sur les isovaleurs du module de vecteur vitesse, nous pouvons voir l’évolution de la longueur
(Lr) en fonction du nombre de Reynolds pour la grille (2000 × 320).

(a) Re = 10 (b) Re = 20

(c) Re = 40 (d) Re = 55

Figure 4.4 – Lignes de courant superposées sur les isovaleurs du module de vitesse, écoulement
calculé autour d’un obstacle carré avec la pénalisation volumique

Avec leurs résultats obtenus sur le maillage volumes finis le plus raffiné possible (maillage non
équidistant, comprenant 560 × 340 mailles), Breuer et al. [82] ont établi la formule empirique
suivante pour évaluer la longueur de recirculation, en fonction du nombre de Reynolds :

Lr/D = −0.065 + 0.0554Re pour 5 < Re < 60 (4.15)

Sur la figure 4.5, où sont superposés les résultats obtenus avec la formule empirique 4.15, ceux
obtenus avec les calculs volumes finis de Breuer et al., ceux que nous avons obtenus avec la LBM
combinée avec la pénalisation volumique (maillage 2000), et aussi ceux que nous avons obtenus
avec la LBM et les conditions aux limites de bounce back de Zou et He (maillage 2000), ainsi
que ceux obtenus par Breuer et al. avec la LBM, nous constatons que nos résultats sont en bon
accord avec ceux donnés par la formule 4.15. De plus, on peut remarquer que l’écart diminue
lorsque le nombre de mailles de nos calculs LBM augmente (maillage 3000 × 480) (voir figure
4.6).
Les deux tableaux 4.1 et 4.2 présentent les résultats de l’erreur relative et absolue sur Lr. On
remarque des grands écarts des résultats obtenus de la pénalisation volumique par rapport à la
formule 4.15 sur la grille 500 × 80. Par contre, les résultats sont meilleurs sur la grille 3000 × 480
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(a) Comparaison avec FVM de Breuer et al. (b) Comparaison avec LBM de Breuer et al.

Figure 4.5 – Comparaison de la longueur Lr sur la grille 2000 × 320. SP : sans pénalisation
(bounce back de Zou et He) et LBM, AP : avec pénalisation et LBM.

(a) Comparaison avec FVM de Breuer et al. (b) Comparaison avec LBM de Breuer et al.

Figure 4.6 – Comparaison de la longueur Lr sur la grille 3000 × 480. SP : sans pénalisation
(bounce back de Zou et He) et LBM, AP : avec pénalisation et LBM.

Re 500 × 80 2000 × 320 3000 × 480

20 10.966 4.697 2.819

40 12.971 4.398 2.606

60 - 2.606 1.341

Table 4.1 – Erreur relative (%) sur Lr par rapport à la formule 4.15

où l’erreur relative varie entre 1 et 3 %. Cela veut dire que la méthode de pénalisation volumique
appliquée à la LBM, donne des meilleurs résultats sur des maillages conséquents.
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Re 500 × 80 2000 × 320 3000 × 480

20 0.107 0.049 0.029

40 0.279 0.095 0.070

60 - 0.085 0.044

Table 4.2 – Erreur absolue sur Lr par rapport à la formule 4.15

b). Coefficient de traînée "Cd"

Nous avons aussi comparé les résultats en termes coefficient de traînée, obtenus avec les
différents maillages testés.

Les résultats relatifs au coefficient de traînée pour la grille 2000 × 320 sont illustrés sur la
figure 4.7. Dans tous les cas étudiés, le Cd décroît avec le nombre de Reynolds, jusqu’auRe = 166,
puis il augmente un peu. C’est la même constatation qu’on peut faire sur les résultats de Breuer
et al [82]. Par ailleurs, en régime stationnaire le Cd converge vers une seule valeur constante,
contrairement au régime instationnaire, où il oscille périodiquement entre deux valeurs minimale
et maximale.

(a) Évolution de Cd en fonction de Re (b) Évolution temporelle de Cd à Re = 100, péna-
lisation volumique et LBM

Figure 4.7 – Résultats relatifs au Cd sur la grille 2000 × 320

La différence entre Cd−max et Cd−min est présentée sur la figure 4.8, pour les deux maillages
2000 × 320 et 3000 × 480. Les résultats de la pénalisation volumique sont meilleurs sur le maillage
le plus fin, où on remarque des plus petits écarts par rapport aux résultats obtenus par Breuer
et al. [82]. De plus, les tableaux 4.3 et 4.4, présentent l’erreur relative et absolue sur le Cd

(l’erreur a été calculée par rapport aux résultats, avec les volumes finis sur un maillage resserré
560 × 340, de Breuer et al.). On remarque que les résultats avec la pénalisation volumique et la
LBM s’améliorent sur la grille 3000 × 480, où l’erreur relative excède légèrement les résultats de
Breuer et al avec un écart maximum de 3.8%. Cela confirme encore une fois que la pénalisation
volumique appliquée à la LBM, donne des bons résultats avec des maillages denses.
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(a) grille 2000 × 320 (b) grille 3000 × 480

Figure 4.8 – Comparaison des ∆Cd

Re 2000 × 320 3000 × 480

20 3.416 2.752

40 3.810 3.069

60 3.286 2.478

80 3.846 3.105

100 4.030 3.268

150 4.433 3.405

200 4.712 3.711

Table 4.3 – Erreur relative (%) sur le Cd

Re 2000 × 320 3000 × 480

20 0.083 0.067

40 0.067 0.054

60 0.056 0.049

80 0.054 0.043

100 0.054 0.044

150 0.057 0.046

200 0.063 0.050

Table 4.4 – Erreur absolue sur le Cd
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c). Coefficient de portance "Cl"

Nous avons comparé les résultats concernant le coefficient de portance, obtenus avec les dif-
férents maillages testés. Ce coefficient représente la composante verticale de la force qu’exerce
le fluide sur le solide.

L’analyse des résultats obtenus, nous conduit à constater qu’en régime stationnaire le co-
efficient de portance est nul, la force de portance est très faible devant la force de trainée.
C’est à partir d’un Reynolds critique égal à 60 que le coefficient de portance évolue de manière
sinusoïdale autour d’une valeur moyenne.

(a) grille 2000 × 320 (b) grille 3000 × 480

Figure 4.9 – Évolution temporelle de Cl à différents Re, LBM avec pénalisation

Sur la figure 4.9, où nous représentons l’évolution temporelle du coefficient de portance pour
plusieurs valeurs du nombre de Reynolds, nous remarquons que l’amplitude de Cl augmente avec
le nombre de Reynolds. De plus, le temps nécessaire pour que les instabilités apparaissent est
inversement proportionnel au nombre de Reynolds.

(a) Comparaison avec les resultats FVM de Breuer
et al [82]

(b) Comparaison avec les resultats LBM de Breuer
et al [82]

Figure 4.10 – Comparaison des ∆Cl sur la grille 2000 × 320
De plus, les deux figures 4.10 et 4.11 illustrent, la variation de ∆Cl en fonction du nombre de

Reynolds. Les résultats de la pénalisation volumique et de la LBM sont un peu supérieurs à ceux
obtenus par Breuer et al [82] avec les volumes finis et un maillage resserré de 560 × 340 mailles.
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L’écart diminue lorsque le maillage utilisé pour les calculs LBM et la pénalisation volumique est
plus dense (maillage de 3000 × 480).

(a) Comparaison avec les resultats FVM (b) Comparaison avec les resultats LBM

Figure 4.11 – Comparaison des ∆Cl sur la grille 3000 × 480

À la fin de cette section, on peut dire que la pénalisation volumique combinée avec la LBM,
donne des résultats acceptables sur le Cl.

d). Nombre de Strouhal "St"

On distingue également, parmi les paramètres caractéristiques le nombre de Strouhal, qui
définit la fréquence du lâcher tourbillonnaire derrière l’obstacle. Nous avons comparé le nombre
de Strouhal, obtenu avec la pénalisation volumique et la méthode de lattice Boltzmann, sur les
deux maillages 2000 × 320 et 3000 × 480, par rapport aux résultats obtenus par Breuer et al
avec la méthode des volumes finis, et le maillage le plus resserré possible (560 × 340), ainsi que
ceux obtenus par Breuer et al avec la méthode de lattice Boltzmann et une grille de 2000 × 320
mailles.

(a) grille 2000 × 320 (b) grille 3000 × 480

Figure 4.12 – Comparaison de "St" obtenus avec la pénalisation volumique et la LBM, avec les
résultats FVM de Breuer

La figure 4.12, compare les résultats de la pénalisation avec ceux obtenus par Breuer par la
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méthode des volumes finis (FVM). On remarque que pour unRe < 166, le nombre de Strouhal est
proportionnel au nombre de Reynolds, au delà de cette valeur de Re, le Strouhal diminue. Pour
la grille de 3000 × 480, la différence entre les résultats obtenus avec la méthode des volumes finis,
et ceux obtenus avec la méthode de la pénalisation volumique associée à la LBM diminue. De
plus, un très bon accord est obtenu lorsqu’on compare les résultats de la pénalisation volumique
associée à la LBM, avec ceux de la LBM obtenus par Breuer (voir figure 4.13).

(a) grille 2000 × 320 (b) grille 3000 × 480

Figure 4.13 – Comparaison de "St" obtenus avec la pénalisation volumique et la LBM, avec les
résultats LBM de Breuer

En outre, le tableau 4.5, présente l’erreur relative de la pénalisation volumique par rapport
aux résultats FVM de Breuer et al. On observe une erreur maximale relative de 3.67% sur la
grille 2000 × 320, et de 2.80% sur la grille 3000 × 480. De plus, la comparaison de nos résultats
avec ceux de Breuer et al obtenus avec la méthode LBM (voir tableau 4.6), montre une erreur
relative maximale de 1.15% sur la grille 3000 × 480. Cela nous amène donc à dire que les résultats
issus de la pénalisation volumique combinée avec la LBM, sont très acceptables.

Re 2000 × 320 3000 × 480

80 1.2914 1.056

100 1.7439 1.181

133 2.3662 1.618

166 3.1647 2.304

200 3.6709 2.779

233 - 1.684

Table 4.5 – Erreur relative (%) sur le St par rapport aux résultats FVM de Breuer
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Re 2000 × 320 3000 × 480

80 1.2914 1.056

100 1.3182 0.753

133 0.9463 0.187

166 0.3225 0.564

200 0.0589 1.067

233 - 1.151

Table 4.6 – Erreur relative (%) sur le St par rapport aux résultats LBM de Breuer

C. Comparaison des résultats de la LBM associée à la pénalisation volumique avec
ceux de la LBM associée à bounce back

Dans ce paragraphe, nous comparons nos résultats obtenus avec le maillage le plus fin, issus
des calculs LBM accompagnés des conditions aux limites de bounce back de Zou et He au
niveau de l’obstacle d’une part, et ceux issus des calculs LBM combinés avec la méthode de la
pénalisation volumique d’autre part.

(a) ux avec LBM et pénalisation (b) ux avec LBM et bounce-back

Figure 4.14 – Comparaison de ux à Re = 40 sur la grille 3000 × 480

Sur la figure 4.14, où sont représentées les isovaleurs de vitesse horizontale, obtenues avec les
deux méthodes, nous pouvons remarquer que les vitesses obtenues par la LBM et la pénalisation
volumique d’une part, et celles obtenues avec la LBM et le bounce back d’autre part, sont en
très bon accord. De plus, la figure 4.15 montre une parfaite superposition des profils de vitesse
horizontale ux à différentes sections transversales du canal, derrière l’obstacle, à un même instant
(t=666,67s) pour un nombre de Reynolds égal à 100. La même constatation peut se faire sur
les profils de vitesse u à mi-hauteur du canal, le long du canal (voir figure 4.16), où on voit
d’importantes fluctuations de vitesse u derrière l’obstacle. On compare sur la figure 4.17 (a) et
(b), l’énergie cinétique du système étudié pour un nombre de Reynolds de 20 et un nombre de
Reynolds de 40. On constate que les deux méthodes (pénalisation volumique et bounce-back),
ont la même convergence en temps vers la même solution.
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x/D = 37.5

x/D = 0

x/D = 5

x/D = 18.75

Figure 4.15 – Profils de vitesse longitudinale dans des plans perpendiculaires à la direction de
l’écoulement obtenus à t = 666, 67s, Re = 100

Figure 4.16 – Profils de vitesse longitudinale, à mi-hauteur du canal, dans la direction de
l’écoulement, obtenus à t = 666, 67s, Re = 100

(a) Énergie à Re = 20 (b) Énergie à Re = 40

Figure 4.17 – Comparaison de l’énergie cinétique à Re = 20 et 40, grille 3000 × 480
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4.3.5 Écoulement autour d’un obstacle circulaire immobile

Après avoir traité le cas de l’écoulement autour d’un carré, nous avons calculé un écoulement
autour d’un cylindre immobile.

Figure 4.18 – Domaine d’étude, pour un écoulement autour d’une structure circulaire immobile

4.3.5.1 Présentation du domaine d’étude

Nous nous intéressons ici à un écoulement autour d’un obstacle circulaire de diamètre D,
comme représenté sur la figure 4.18. Les dimensions du domaine sont : L1 = 15D, L2 = 30D,
H = 60D. Les conditions aux limites sur les parois horizontales supérieure et inférieure sont des
conditions aux limites de symétrie (la hauteur H est suffisamment grande pour que les parois
horizontales ne perturbent pas l’écoulement), un profil de vitesse horizontale est appliqué à l’en-
trée du canal, et à la sortie du canal un gradient de vitesse nul est appliqué.

Comme la frontière de l’obstacle est circulaire, cette configuration est plus compliquée que la
précédente. Un grand nombre de mailles a été nécessaire pour calculer l’écoulement. Nous pré-
sentons dans ce paragraphe les résultats obtenus avec le maillage le plus fin : 1845 × 2460 mailles.

Nous avons effectué deux types de calcul avec la méthode de lattice Boltzmann : d’une part la
pénalisation volumique (avec un coefficient de pénalisation η = 10−9), d’autre part des conditions
aux limites de type bounce back, et plus particulièrement le bounce back développé par Bouzidi et
al. [32] pour des écoulements autour de frontières curvilignes, avec une interpolation quadratique.

4.3.5.2 Discussion et validation des résultats

Comme nous l’avons fait pour l’obstacle carré, nous allons confronter nos résultats à ceux
de la littérature. Pour cela, on vérifie la longueur de recirculation derrière le cylindre Lr, le
coefficient de traînée Cd et de portance Cl ainsi que la nombre de Strouhal St.

A. Différents régimes d’écoulement

Nous avons tout d’abord remarqué que, dans notre combinaison de la pénalisation volumique
avec la LBM, le nombre de Reynolds critique Rec ≈ 45 est très proche de celui qu’on trouve
dans la littérature Rec ≈ 47.

La figure 4.19 (a) et (b), montre que pour un Re < Rec (Re=20 et Re=40), l’écoulement reste
stationnaire, symétrique par rapport au plan horizontal contenant l’axe du cylindre. Lorsque le
nombre de Reynolds atteint sa valeur critique (Rec ≈ 45), l’écoulement devient instationnaire.
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Des tourbillons se détachent alternativement de chaque coté de l’obstacle pour former une allée
de tourbillons (voir figures 4.19 (c) et (d)).

(a) Re = 20 (b) Re = 40

(c) Re = 100 (d) Re = 300

Figure 4.19 – Champs de vitesse obtenus avec la LBM et la pénalisation volumique, pour
différentes valeurs du nombre de Reynolds

B. Longueur de recirculation "Lr" derrière l’obstacle

Comme on l’a vu précédemment, en régime stationnaire, la longueur de recirculation Lr,
correspond à la distance entre le cylindre et le point pour lequel la vitesse du fluide est nulle.

On remarque sur la figure 4.20, deux zones de recirculation qui apparaissent derrière le
cylindre, dont la longueur Lr augmente avec le nombre de Reynolds. Ces zones de recirculation
tendent à disparaître lorsque le nombre de Reynolds atteint sa valeur critique.

(a) Re = 10 (b) Re = 20

(c) Re = 30 (d) Re = 40

Figure 4.20 – Lignes de courant superposées sur les isovaleurs du module de vitesse, écoulement
calculé autour d’un obstacle circulaire avec la pénalisation volumique
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De plus, le tableau 4.7, compare les résultats de la pénalisation volumique associée à la LBM,
avec d’autres travaux basés sur la LBM, issus de la littérature. Cette comparaison montre que
les résultats de la pénalisation sont dans la limite acceptable. On peut en conclure donc que les
résultats relatifs à la longueur Lr sont globalement satisfaisants.

Re Pénalisation Bounce back Zhou & al [83] He & Doolen [84] Wu & Shu [57]

20 1.02 0.92 0.92 0.92 0.93

40 2.36 2.32 2.20 2.25 2.31

Table 4.7 – Comparaison de la longueur de recirculation Lr

C. Coefficient de traînée "Cd"

Comme dans le cas du carré, nous remarquons qu’en régime stationnaire le Cd converge vers
une valeur constante. Pour un régime instationnaire, le Cd oscille entre une valeur maximale et
minimale (voir figure 4.21).

Figure 4.21 – Évolution temporelle du coefficient de traînée Cd à Re = 100, méthode de la
pénalisation volumique combinée avec la LBM

On compare sur le tableau 4.8 les résultats du coefficient de traînée Cd en régime stationnaire
à Re = 20 et Re = 40, aux résultats de la littérature obtenus avec la LBM (Zhou et al. [83], He
et Doolen [84], Wu et Shu [57]) et les résultats expérimentaux de Tritton [85]. Pour ces deux
nombres de Reynolds on voit que les résultats de la pénalisation volumique et la LBM, ainsi que
les résultats de la LBM et du bounce back quadratique, sont situés dans l’intervalle des résultats
de la littérature. La même constatation peut se faire en régime instationnaire sur le Cd moyen
à Re = 100 (voir tableau 4.9).
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Re Pénalisation Bounce back Zhou & al [83] He & Doolen [84] Wu & Shu [57] Tritton [85]

20 2.10 2.07 2.30 2.15 2.09 2.22

40 1.59 1.56 1.70 1.50 1.57 1.48

Table 4.8 – Comparaison de Cd à Re = 20 et 40

Re Pénalisation Bounce back Zhou & al [83] Wu & Shu [57]

100 1.440 1.407 1.428 1.364

Table 4.9 – Comparaison de Cd−moy à Re = 100

D. Coefficient de portance "Cl"

La figure 4.22 montre l’évolution temporelle du coefficient de portance Cl à différents nombres
de Reynolds. En régime stationnaire la force de portance est nulle. Par contre, en régime insta-
tionnaire, le Cl oscille entre deux valeurs maximale et minimale, l’écoulement génère sur l’obs-
tacle des forces de portance fluctuantes. Par ailleurs, l’amplitude de Cl augmente avec le nombre
de Reynolds, cependant, le temps nécessaire pour que les instabilités apparaissent est inverse-
ment proportionnel au nombre de Reynolds.

Figure 4.22 – Évolution temporelle du Cl pour différents nombres de Reynolds, LBM avec la
pénalisation

Sur le tableau 4.10, nous comparons les résultats relatifs au Cl à Re = 100. On remarque
que là aussi, les résultats de la pénalisation volumique et de la LBM sont proches de ceux issus
de la littérature. Néanmoins on constate que les résultats que nous avons obtenus avec la LBM
et le bounce back quadratique, sont plus proches de ceux de la littérature, que ceux obtenus
avec la LBM et la pénalisation volumique.
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Re Pénalisation Bounce back Zhou & al [83] Wu & Shu [57]

100 0.380 0.369 0.315 0.344

Table 4.10 – Comparaison de (Clmax −Clmin)av/2 à Re = 100

E. Nombre de Strouhal "St"

Le nombre de Strouhal calculé avec la LBM et la pénalisation volumique, et avec la LBM et
le bounce back quadratique de Bouzidi et al, est présenté dans le tableau 4.11. Nous pouvons
remarquer un très bon accord avec les résultats de la littérature issus de calculs LBM (Zhou et
al. [83], Wu et Shu [57]) et les résultats expérimentaux de Williamson [86].

Re Pénalisation Bounce back Zhou & al [83] Wu & Shu [57] Williamson [86]

100 0.165 0.168 0.172 0.163 0.166

Table 4.11 – Comparaison de St à Re = 100

F. Comparaison des résultats de la LBM associée à la pénalisation volumique avec
ceux de la LBM associée à bounce back

On présente ici une comparaison pour un nombre de Reynolds égal à 100, des résultats ob-
tenus à l’instant t=428,32s, de la LBM et de la pénalisation volumique avec ceux obtenus par
la LBM et l’approche de bounce-back, où les conditions de non glissement de Bouzidi et al [32]
avec interpolation quadratique sont appliquées sur la frontière solide de l’obstacle.

Les figures 4.23 et 4.24 comparent les profils de vitesse ux à mi-hauteur, le long du canal,
et dans des plans perpendiculaires à la direction de l’écoulement, au niveau de l’obstacle, et en
aval de l’obstacle. On constate que les profils de vitesse comparés sont quasi-identiques. De plus,
avec la figure 4.23, on peut remarquer d’importantes fluctuations spatiales en aval du cylindre,
dues au lâcher tourbillonnaire dans le sillage du cylindre.

Nous avons aussi tracé sur la figure 4.25, l’évolution temporelle de l’énergie cinétique. On
constate que les deux méthodes (pénalisation volumique et bounce-back), convergent en un
même nombre d’itérations vers la solution. De plus, les temps de calcul pour les deux méthodes
sont similaires.
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Figure 4.23 – Profils de vitesse longitudinale, à mi-hauteur, le long du canal, pour un nombre
de Reynolds égal à 100, à l’instant t = 428, 32s. Calculs effectués avec la LBM et la pénalisation
volumique, et avec la LBM et le bounce back quadratique.

x/D = 0

(a) Profils de vitesse ux à l’obstacle

x/D = 15

(b) Profils de vitesse ux derrière l’obstacle

Figure 4.24 – Profils de vitesse longitudinale dans des plans perpendiculaires à la direction de
l’écoulement obtenus à t = 428, 32s, pour un nombre de Reynolds égal à 100. Calculs effectués
avec la LBM et la pénalisation volumique, et avec la LBM et le bounce back quadratique.

Figure 4.25 – Evolution temporelle de l’énergie cinétique, pour un nombre de Reynolds égal à
100. Calculs effectués avec la LBM et la pénalisation volumique, et avec la LBM et le bounce
back quadratique.
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4.3.6 Écoulement autour d’un obstacle circulaire mobile

Dans cette partie, la pénalisation volumique couplée avec la LBM est appliquée au cas d’un
cylindre oscillant dans un écoulement transverse à Reynolds Re = 20 (figure 4.26).

Figure 4.26 – Schématisation de la configuration étudiée

On note Umax la vitesse à l’entrée du canal et D le diamètre du cylindre.

Les données LBM sont Ũmax = 0.0229, D̃ = 29, τ = 0.6. Afin de garder un maillage précis
autour du cylindre, tout en limitant le nombre de nœuds, le calcul a été effectué avec 2 degrés
de raffinements autour de l’obstacle (cf chapitre 1.6.3). La grille initiale est de taille 580 × 290,
le premier raffinement est de 353 × 353 et le dernier 349 × 349. Ainsi, sur la grille la plus fine,
l’obstacle contient 116 noeuds dans son diamètre.

Les résutats sont comparés avec ceux issus d’un code de CFD volumes finis, Code_Saturne
[87]. Code_saturne utilise la méthode ALE (cf chapitre 2.6) pour la résolution des équations de
Navier-Stokes sur maillage mobile, et un couplage implicite pour la résolution du déplacement
de la structure. La méthode que nous proposons sera ainsi validée par rapport à une méthode
classique de résolution en interaction fluide structure. Les calculs avec Code_saturne ont été
faits avec un maillage hexaédrique non régulier contenant 64892 mailles.

Les comparaisons se feront sur les coefficients de trainée Cd, de portance Cl ainsi que sur les
fréquences adimensionalisées d’oscillation.

4.3.6.1 Adimensionalisation de la structure

On considère un cylindre couplé avec un ressort, dont seul le mouvement selon l’axe vertical
est autorisé. Le déplacement de la structure est régi par l’équation suivante :

mÿ + k (y− yeq) = Fy (4.16)

Avec m la masse du cylindre, k la raideur du ressort, yeq la position à l’équilibre et Fy les efforts
de portance.

Les règles d’adimensionalisation de Shiels et al. [88] ont été utilisées :

y∗ =
y

D
m∗ =

m

0.5ρD2 k∗ =
k

0.5ρU2
∞

t∗ = t
Umax

D
(4.17)

Ainsi, l’équation adimensionalisée pour la structure devient :

m∗ÿ∗ + k∗
(
y∗ − y∗

eq

)
= Cl (4.18)

Cette adimensionalisation permet de comparer aisément les résultats issus de la LBM et
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de code_saturne, et de s’assurer que la résolution de la structure sera la même dans les deux
simulations.

Dans le cadre de cette étude, les paramètres choisis sont :

m∗ = 10 et k∗ = 3.56 (4.19)

Initialement le cylindre est écarté de sa position d’équilibre, de la moitié de son diamètre.

4.3.6.2 Cylindre en oscillation forcée

Le premier test s’effectue sur un cas de déplacement imposé, les efforts fluides Fy étant
annulés dans l’équation (4.16). Initialement le cylindre étant à une distance égale au quart de
son diamètre, son déplacement suivra l’équation suivante :

y (t) =

(
y0 − D

4

)
+
D

4
cos (ωt) (4.20)

avec y0 = y(t = 0). La figure 4.27 représente le champ de vitesses adimensionnées obtenu par
la LBM avec pénalisation volumique (a) et par Code_Saturne (b) au bout de 10 oscillations du
cylindre. On remarque une bonne concordance des champs de vitesse entre les deux simulations.

a) LBM

b) Code_saturne

Figure 4.27 – Comparaison des champs de vitesse adimensionnés obtenus par a) LBM et b)
Code_saturne

Le tableau 4.12 récapitule les coefficients de trainée moyens, la moyenne quadratique du
coefficient de portance ainsi que sa valeur maximale. On observe que ceux-ci sont assez proches.

On observe sur la figure 4.28, que les valeurs de Cl sont superposées. La période est logique-
ment conservée, celle-ci étant imposée par l’oscillation forcée du cylindre, et les amplitudes sont
pratiquement les mêmes. On peut remarquer de légères oscillations du résultat obtenu par LBM
et pénalisation volumique, celles-ci étant dues aux sauts de la fonction masque du solide lors du
déplacement.
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LBM Code_saturne

〈Cd〉 2.26 2.26

Clrms 0.12 0.11

Clmax 0.17 0.17

Table 4.12 – Comparaison des coefficients de portance et de trainée

Figure 4.28 – Comparaison du coefficient de portance CL obtenu par − CFD et • LBM

Ces résultats permettent d’envisager l’étape suivante qui consiste à laisser les efforts fluides
s’exercer sur le solide. Ce cas est traité dans la section suivante.

4.3.7 Cylindre en oscillation libre

Le calcul a été effectué à la suite du calcul précédent. Après avoir imposé 10 oscillations, les
efforts fluides sont pris en compte dans l’équation 4.16. L’algorithme de couplage utilisé est le
même que celui représenté sur la figure 3.7. Cet algorithme simple de couplage a été conservé
car, ramené à des critères dimensionnels, sur l’exemple actuel, un ∆̃t = 1 en lattice Boltzmann
correspond à un ∆t = 8 10−4 s. De plus, à chaque degré de raffinement le pas de temps est
divisé par 2. Le calcul présenté ici ayant été effectué avec 2 degrés de raffinement, la structure
est résolue avec un pas de temps divisé par 4.

On observe sur la figure 4.29 une bonne concordance des résultats entre les deux simulations.
L’écoulement induit un amortissement des oscillations de la structure, ainsi qu’un changement
de la fréquence d’oscillation. En effet, alors que la fréquence adimensionnée f∗

0 = 2πω∗
0 du

système masse-ressort vaut 0.095, le cylindre, sous l’effet des efforts fluides, oscille à une fréquence
f∗ = 0.09. Ces deux effets de l’écoulement sont retransmis à l’identique sur les deux méthodes
de résolution. On peut observer un léger écart sur les déplacements minimums et maximums du
cylindre. Cet écart est lié à celui existant sur les calculs des efforts (figure 4.28), et reste dans la
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Figure 4.29 – Comparaison de la position du centre de gravité obtenu − CFD et • LBM

marge d’erreur pouvant exister lorsque que l’on compare deux codes de calculs numériques.

4.3.8 Écoulement entre deux plaques mobiles dans un canal

Dans cette partie, la méthode de la pénalisation volumique combinée avec la LBM est ap-
pliquée sur un écoulement 2D d’un fluide visqueux incompressible dans un canal de longueur
L = 200 (lu) et de largeur H = 100 (lu). Un mouvement est imposé sur les parois supérieure
est inférieure de telle manière à ce que les deux parois se déplacent avec une même vitesse
constante uw mais de sens opposé (voir figure 4.30). Pour calculer l’écoulement avec la méthode
la pénalisation volumique, on considère que les parois horizontales du canal sont des solides en
mouvement, ayant une épaisseur (e) identique. Pour juger de la justesse de nos calculs, nous
avons fait varier cette épaisseur. Les conditions aux limites à l’entrée et sortie du canal sont de
type périodiques. Le modèle à neuf vitesses discrètes D2Q9 est choisi pour nos simulations. Nous
comparons nos résultats du modèle BGK et MRT, avec les résultats trouvés dans la littérature
(Lu et al. (2012)[89], et Farnoush & Manzari (2014) [90]). Dans nos simulation on s’intéresse
juste à la vitesse d’écoulement entre les deux plaques mobiles (0 ≤ y ≤ H).

Figure 4.30 – Représentation du domaine d’étude.

94



CHAPITRE 4. ÉCOULEMENT AUTOUR D’UN SOLIDE AVEC LA PÉNALISATION VOLUMIQUE ET LA LBM

4.3.8.1 Rappel sur le modèle MRT

Dans le modèle BGK les fonctions de distribution fα(x, t) ont toutes le même temps de
relaxation, pour revenir à l’état d’équilibre. Mais dans la réalité, des phénomènes physiques dif-
férents peuvent retrouver l’équilibre en des temps de relaxation différents. En 1992, d’Humières
[91] a présenté un nouveau modèle basé sur des temps de relaxation multiples (MRT, Multiple
Relaxation Time), dans cette approche, les fonctions de distribution fα(x, t) sont associées à
un ensemble de moments mα par l’intermédiaire d’une matrice orthogonale M . Les vitesses
discrètes ξα du modèle MRT sont basées sur celles du BGK.

L’équation de lattice Boltzmann avec le modèle MRT est donnée par :

fα(x + ξα∆t, t+ ∆t) − fα(x, t) = −M−1 · S · (mα(x, t) − mα(x, t)eq) (4.21)

Où S est la matrice de relaxation à l’équilibre qui contient les différents temps τα. mα(x, t) et
meq

α (x, t) sont le moment et le moment à l’équilibre :

mα(x, t) = (m0,m1,m2, ....mn)
T (4.22)

Où n est le nombre de vitesses discrètes ξα. La matrice orthogonale M permet de relier les
fonctions de distribution fα(x, t) avec leurs moments mα(x, t) correspondants.

m(x, t) = M · f(x, t) ⇒ f(x, t) = M−1 · m(x, t) (4.23)

Pour le modèle D2Q9, la matrice M est donnée par :

M =




1 1 1 1 1 1 1 1 1
−4 −1 −1 −1 −1 2 2 2 2
4 −2 −2 −2 −2 1 1 1 1
0 1 0 −1 0 1 −1 −1 1
0 −2 0 2 0 1 −1 −1 1
0 0 1 0 −1 1 1 −1 −1
0 0 −2 0 2 1 1 −1 −1
0 0 −2 0 2 1 1 −1 −1
0 1 −1 1 −1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 −1 1 1




(4.24)

La matrice de relaxation S est calculée par :

S = diag(0, sn, sn, 0, sq, 0, sq, sn, sn) (4.25)

Le moment à l’équilibre meq
α (x, t) est le suivant :

meq
α (x, t) = ρ

(
1, −2 + 3(u2 + v2), 1 − 3(u2 + v2),u, −u, v, −v, (u2 − v2),uv

)T
(4.26)

Où u désigne la vitesse horizontale, et v la vitesse verticale.
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Les deux modèles BGK et MRT, sont basés sur des opérateurs de collision différents. Malgré sa
facilité de mise en œuvre, le modèle BGK soufre de certaines limitations en terme de stabilité.
Par ailleurs, le schéma MRT est reconnu plus stable [56].

4.3.8.2 Discussion et validation des résultats

Les résultats de la pénalisation volumique sont comparés avec ceux issus des travaux de Lu
et al. (2012) [89], qui ont utilisé la méthode des frontières immergées (Dircet forcing) avec les
deux schémas BGK et MRT (voir figure 4.31). En outre, nos résultats sont aussi comparés avec
ceux de Farnoush & Manzari (2014) [90], qui ont fait les mêmes calculs que Lu et al, de plus,
ils ont fait des calculs avec la méthode Immersed Moving Boundary développée par Noble &
Torczynski (1998) [33] (voir figure 4.32).

Sur la figure 4.31, on s’intéresse juste à la vitesse d’écoulement entre les plaques mobiles (0.25 ≤
y ≤ 0.75). Ud désigne la vitesse des parois et sv = 1/τ . De la même manière sur la figure 4.32,
on ne s’intéresse qu’à l’écoulement compris entre (50 lu ≤ y ≤ 150 lu).

Figure 4.31 – Vitesse horizontale (u/uw) pour l’écoulement de Couette à (x = 100 lu) (a) (Lu
et al) modèle BGK, (b) (Lu et al) modèle MRT.

On remarque sur les différents résultats obtenus que le fluide étudié est cisaillé par les parois en
mouvement, l’écoulement est donc généré par la force d’entraînement visqueuse agissante sur le
fluide. On constate sur tous les cas étudiés, que la vitesse horizontale est nulle (u = 0) au milieu
du canal, elle est négative sur la partie inférieure, en revanche, elle est positive sur la partie
supérieure.
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Figure 4.32 – Vitesse horizontale (u/uw) pour l’écoulement de Couette à (x = 0.5L) (a)
(Farnoush & Manzari) direct forcing avec modèle BGK, (b) (Farnoush & Manzari) direct forcing
avec modèle MRT, (c) (Farnoush & Manzari) Immersed Moving Boundary.

La figure 4.33, montre l’influence de l’épaisseur (e), et du temps de relaxation (τ ), sur la vi-
tesse de l’écoulement dans le cas de la pénalisation volumique combinée avec la LBM-BGK. On
constate qu’à chaque fois que l’épaisseur est grande, l’erreur diminue. Par ailleurs, on remarque
qu’à partir d’une épaisseur e = 30 (lu), les résultats de la pénalisation sont de la même qualité
que ceux de référence (voir figure 4.31.(b) et 4.32.(b)).

On montre sur la figure 4.34 les résultats de la pénalisation volumique combinée avec la LBM-
MRT. Dans ce cas l’épaisseur (e) et (τ ) n’ont pas beaucoup d’influence sur la vitesse horizontale
de l’écoulement, contrairement au modèle BGK. Les résultats obtenus de la pénalisation sont
meilleurs que ceux de référence (voir figure 4.31 et 4.32). En outre, on remarque aussi que les
résultats de la MRT sont meilleurs que ceux issus du modèle BGK.

Les résultats présentés dans cette section, montrent encore une fois la fiabilité de la pénalisation
volumique combiné avec la LBM, pour un écoulement dans un canal avec des parois mobiles.
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Figure 4.33 – Vitesse horizontale (u/uw) à (x = 0.5L). Pénalisation LBM-BGK.
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Figure 4.34 – Vitesse horizontale (u/uw) à (x = 0.5L). Pénalisation LBM-MRT.
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4.4 Conclusion du chapitre

Dans ce chapitre, la technique de la pénalisation volumique combinée avec à la LBM, est
validée sur les équations de Navier-Stokes.

Notre application est portée sur un écoulement autour de structures solides de formes dif-
férentes. Deux cas tests ont été étudiés, l’implémentation sur la structure solide carrée, montre
clairement que la pénalisation est plus précise et fiable pour les maillages grossiers. On a obtenu
de bons résultats sur tous les paramètres caractéristiques étudiés, en régime stationnaire et ins-
tationnaire. Par ailleurs, dans le cas de la structure circulaire, on a constaté des petits écarts
dans les résultats par rapport à ceux issus de la littérature. On a vu que la grille cartésienne
équidistante utilisée, peut être la source d’erreur. Le raffinement du maillage autour de la paroi
solide est inéluctable, pour compenser une insuffisance de précision des calculs. Les résultats
obtenus en régime stationnaire sont meilleurs qu’en régime instationnaire.

Jusqu’ici on a présenté l’essentiel de nos travaux, les résultats les plus marquants révèlent
que la pénalisation volumique donne de bons résultats pour la longueur de recirculation derrière
les structures étudiées, la même constatation est faite pour le coefficient de trainé, le coefficient
de portance, ainsi que le nombre de Strouhal.

Notre étude d’interaction fluide structure a été portée tout d’abord sur un écoulement au-
tour d’un obstacle circulaire mobile en oscillation forcée, puis en oscillation libre. Nos résultats
ont été comparés avec ceux issus d’un code de CFD (Code Saturne). On a constaté une bonne
concordance des champs de vitesse entre les deux simulations, les coefficients de trainée moyens,
la moyenne quadratique du coefficient de portance ainsi que sa valeur maximale, sont assez
proches. Les profils du coefficient de portance sont pratiquement superposés, et les oscillations
de la structure sont quasiment identiques.
L’autre application a été portée sur un écoulement entre deux plaques mobiles dans un canal.
On a observé sur les cas simulés, que les résultats de la pénalisation combinés avec la LBM sont
en bon accord avec ceux de référence, pour les deux modèles étudiés (BGK et MRT).

Enfin, il convient de souligner que la pénalisation volumique combinée avec la LBM, donne
de bons résultats pour tous les cas étudiés. Nous avons montré la capacité de la méthode à
reproduire avec précision les résultats de référence.
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Conclusions générales et
perspectives

Ce travail met en valeur l’aptitude de l’outil numérique que nous venons de développer, à
prédire des écoulements autour d’obstacles fixes ou en mouvement, avec la méthode de lattice
Boltzmann et la pénalisation volumique. On a considéré dans toutes nos simulations, un fluide
visqueux incompressible, et un solide rigide, non déformable, dont le mouvement est caractérisé
par le terme de pénalisation volumique.

Nous avons rappelé les différentes méthodes (IBM, ALE, etc.) qui utilisent la LBM dans
l’étude des écoulements autour de structures en mouvement. L’approche classique de type bounce
back possède une limitation liée au fait qu’elle est précise uniquement lorsque la frontière fluide
structure se trouve exactement au milieu entre deux nœuds fluides et solides. Quant au modèle
proposé par Noble & Torczynski, celui-ci n’a été développé que pour un opérateur de collision
BGK. Cela limite sa gamme d’utilisation. L’approche la plus utilisée dans la littérature, est la
méthode des frontières immergées, qui est bien adaptée aux géométries complexes. Cependant,
elle souffre de la sensibilité des résultats aux paramètres de la frontière pour le calcul de la
force, et également l’obligation de résoudre 2 fois la LBM dans les approches de types Direct
forcing. D’autre part, la méthode ALE, présente elle aussi des avantages en termes de précision
et de stabilité, mais le remaillage lors des grandes déformations et déplacements de la structure
engendre des coûts de calcul élevés.

L’approche que nous proposons ne possède pas ces inconvénients. Notre combinaison de la
pénalisation volumique avec la LBM, a tout d’abord été testée pour résoudre l’équation de Bur-
gers monodimensionnelle. Le terme de pénalisation a été traité d’une manière implicite dans
l’équation de lattice Boltzmann. La validation s’est portée en premier lieu, sur un écoulement
autour d’un solide fixe, où on a constaté que l’erreur relative sur les résultats du champ de
vitesse, ne dépasse pas 0.80 %. De plus, les résultats relatifs au mouvement imposé sont en bon
accord avec ceux de référence. En outre, l’application sur un problème d’IFS de type masse-
ressort, a donné de bons résultats sur la position de l’interface.

La méthode développée a été ensuite validée pour les équations de Navier-Stokes incom-
pressibles. On a d’abord étudié un écoulement autour de structures fixes (carré et cylindre) à
plusieurs nombres de Reynolds. Les résultats de nos différentes simulations ont montré que la
pénalisation volumique donne de bons résultats sur la longueur de recirculation, le coefficient
de traînée, le coefficient de portance, et sur le nombre de Strouhal. De plus, en comparaison
avec une approche de type bounce back, largement utilisée en LBM, la méthode de pénalisation
volumique possède le même temps de convergence. Les résultats de notre application sur l’in-
teraction fluide structure sont également prometteurs. Ceux-ci ont été validés par comparaison
des résultats issus d’un code CFD et des données de la littérature.
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Conclusions générales et perspectives

Plusieurs perspectives de développement restent encore envisageables :

Une perspective dans un futur très proche est d’évaluer d’une façon plus approfondie la méthode
de la pénalisation volumique combinée avec la LBM, pour résoudre des écoulements autour d’obs-
tacles en mouvement, en comparant ses performances avec celles d’autres méthodes combinées
avec la LBM, comme le bounce back, et la méthode des frontières immergées.

Un inconvénient de la méthode de lattice Boltzmann est que pour traiter des écoulements in-
compressibles, le nombre de Mach doit être très faible, ceci entraîne, si on utilise un modèle de
collision BGK, des temps de calcul élevés, car on doit respecter des critères de stabilité assez
sévères pour le temps de relaxation.
Pour passer à des cas plus réalistes (monter en nombre de Reynolds, modéliser des écoulements
tridimensionnels), et traiter des cas plus proches de la réalité, il sera nécessaire de paralléliser le
code de calcul. Les opérations que l’on fait avec la méthode de lattice Boltzmann sont locales,
et on effectue des opérations simples (multiplications et additions). De plus, la technique de
la pénalisation volumique pour calculer des écoulements autour d’obstacles en mouvement est
aisée à mettre en œuvre, et la structure du programme que nous avons construit, même si nous
considérons des raffinements de maillage, est assez simple. Ainsi, nous envisageons de paralléliser
notre code et de l’implanter sur processus graphiques, afin de pouvoir réaliser des calculs rapides
grâce à l’utilisation d’un très grand nombre de processeurs.

De plus, la plus grande partie des calculs ont été effectués avec le modèle BGK pour la prise
en compte de l’opérateur de collision. Comme la méthode de pénalisation volumique est relati-
vement simple à mettre en œuvre, nous l’avons, dans la dernière application présentée dans ce
mémoire, adaptée sans trop de difficultés à une résolution avec la méthode de lattice Boltzmann
et l’utilisation du schéma MRT (Multiple Relaxation Times) qui prend en compte le fait que les
modes tendent vers un état d’équilibre en des temps de relaxation différents. Cette méthode est
plus stable que celle basée sur le modèle BGK (un seul temps de relaxation pour tous les modes).
Il sera intéressant d’évaluer la méthode de pénalisation volumique combinée avec la LBM d’une
façon approfondie avec un schéma MRT pour l’opérateur de collision.

Par ailleurs, jusqu’à présent, nous nous sommes intéressés à des solides indéformables. Une autre
perspective de ce travail sera d’évaluer la méthode de pénalisation volumique associée à la LBM,
pour modéliser des écoulements autour d’obstacles déformables.
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ANNEXE A

Développement de Chapman-Enskog
appliqué à l’équation de lattice Boltzmann

pour la résolution d’une équation de
convection-diffusion non linéaire

Dans cette annexe on va appliquer le développement de Chapman-Enskog pour la détermi-
nation du paramètre λ, utilisé dans le terme force du modèle de Shi et Guo (2009) [72] décrit
dans la section (3.2). En effet, pour appliquer la pénalisation volumique, nous avons dû traiter
le terme force Fα utilisé pour modéliser le terme de pénalisation volumique, de façon implicite.

Tout d’abord, nous obtenons l’équation de lattice Boltzmann, avec le terme force écrit de
façon implicite. Pour cela, nous partons de l’équation de Boltzmann discrète :

dfα

dt
=
∂fα

∂t
+ ξα · ∇fα = −1

τ
(fα − feq

α ) + Fα (4.27)

Cette équation peut se mettre sous la forme [11] :

d

ds
fα(x + ξαs, t+ s) = −1

τ
[fα(x + ξαs, t+ s) − feq

α (x + ξαs, t+ s)]

+Fα(x + ξαs, t+ s)

(4.28)

où on a écrit l’équation 4.27 le long de la caractéristique (x′, t′) = (x + ξαs, t+ s) paramétrée
par s. On pose l’opérateur de collision :

Ωα(x, t) = −1
τ
(fα(x, t) − feq

α (x, t)) (4.29)

L’intégration de l’équation (4.28), entre s = 0 et s = ∆t donne :

fα(x + ξα∆t, t+ ∆t) − fα(x, t) =
∫

∆t

0
Ωα(x + ξαs, t+ s)ds+

∫
∆t

0
Fα(x + ξαs, t+ s)ds

(4.30)
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Si on choisit un schéma explicite pour l’approximation de l’intégration temporelle de l’opé-
rateur de collision, et un schéma implicite pour le terme force, on obtient donc :

fα(x + ξα∆t, t+ ∆t) − fα(x, t) ≃ −∆t

τ
[fα(x, t) − feq

α (x, t)] + ∆tFα(x + ξα∆t, t+ ∆t)

(4.31)

Nous partons donc de cette équation, avec le terme force exprimé de la façon suivante [72] :

Fα(x, t) = ωαF (x, t)

[
1 + λ

ξα · B′(φ)

c2
s

]
(4.32)

où (B′ = dB/dφ) et (λ) est un paramètre à déterminer.

Si on applique un développement de Taylor à l’équation 4.31, on obtient :

(
∂

∂t
+ ξαβ

∂

∂xβ

)
fα(x, t) +

∆t

2

(
∂

∂t
+ ξαβ

∂

∂xβ

)2

fα(x, t) + · · · = − 1
τ∆t

(fα(x, t)

−feq
α (x, t)) + Fα(x, t) + ∆t

(
∂

∂t
+ ξαβ

∂

∂xβ

)
Fα(x, t) + · · ·

(4.33)

Nous allons introduire dans l’équation 4.33 l’expansion de Chapman-Enskog en temps et en
espace : 




∂

∂t
= ǫ

∂

∂t1
+ ǫ2

∂

∂t2

∂

∂x
= ǫ

∂

∂x1

fα(x, t) = feq
α (x, t) + ǫf (1)α (x, t) + ǫ2f (2)α (x, t)

Fα(x, t) = ǫF (1)
α (x, t)

(4.34)

(ǫ) peut être considéré comme le nombre de Knudsen.

Avec l’expansion de Chapman-Enskog, on obtient :

[
ǫ

(
∂

∂t1
+ ξαβ

∂

∂x1β

)
+ ǫ2

∂

∂t2

] (
feq

α (x, t) + ǫf (1)α (x, t) + ǫ2f (2)α (x, t)
)
+

∆t

2

[
ǫ

(
∂

∂t1
+

ξαβ
∂

∂x1β

)
+ ǫ2

∂

∂t2

]2 (
feq

α (x, t) + ǫf (1)α (x, t) + ǫ2f (2)α (x, t)
)
= − 1

τ∆t

(
ǫf (1)α (x, t) +

ǫ2f (2)α (x, t)
)
+ ǫF (1)

α (x, t) + ∆t

[
ǫ

(
∂

∂t1
+ ξαβ

∂

∂x1β

)
+ ǫ2

∂

∂t2

]
ǫF (1)

α (x, t)

(4.35)

En mettant à part les termes de l’équation (4.35), de l’ordre ǫ et ǫ2, on déduit :
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en o(ǫ) : (
∂

∂t1
+ ξαβ

∂

∂x1β

)
feq

α (x, t) = − 1
τ∆t

f (1)α (x, t) + F (1)
α (x, t) (4.36)

en o(ǫ2) :

(
∂

∂t1
+ ξαβ

∂

∂x1β

)
f (1)α (x, t) +

∂

∂t2
feq

α (x, t) +
∆t

2

(
∂

∂t1
+ ξαβ

∂

∂x1β

)2

feq
α (x, t) = − 1

τ∆t

f (2)α (x, t) + ∆t

(
∂

∂t1
+ ξαβ

∂

∂x1β

)
F (1)

α (x, t)

(4.37)

En introduisant l’équation (4.36) dans l’équation (4.37), on a :

∂

∂t2
feq

α (x, t) +
(

1 − 1
2τ

)(
∂

∂t1
+ ξαβ

∂

∂x1β

)
f (1)α (x, t) − ∆t

2
ξαβ

∂

∂x1β
F (1)

α (x, t) =

− 1
τ∆t

f (2)α (x, t) +
∆t

2
∂

∂t1
F (1)

α (x, t)

(4.38)

Sachant que :





∑

α

fα(x, t) =
∑

α

feq
α (x, t) = φ

∑

α

ξαf
eq
α (x, t) = B(φ)

∑

α

f (k)α (x, t) = 0 (k ≥ 1)

∑

α

F (1)
α (x, t) = F (1)(x, t)

∑

α

ξαF
(1)
α (x, t) =

(
λF (1)

α (x, t)B′(φ)
)

(4.39)

En calculant
∑

α

(équation 4.36) :

∂

∂t1
φ+

∂

∂x1β
Bβ = F (1)(x, t) (4.40)

De la même manière, en calculant
∑

α

(équation 4.37), on a :

∂φ

∂t2
+

(
1 − 1

2τ

)
+

∂

∂x1β

∑

α

(
ξαβf

(1)
α (x, t)

)
− ∆t

2
∂

∂x1β

(
λF (1)(x, t)B′(φ)β

)

=
∆t

2
∂

∂t1
F (1)(x, t)

(4.41)
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Dans l’équation 4.41, il y a le terme
∑

α

(
ξαβf

(1)
α (x, t)

)
que l’on ne connaît pas. Pour le déter-

miner, on fait l’opération
∑

α

ξαγ(équation 4.36), ce qui donne :

∑

α

ξαγf
(1)
α (x, t) = −τ∆t

[
∂

∂t1
B(φ)γ +

∂

∂x1β

∑

α

CαγCαβf
eq
α − λF (1)(x, t)B′(φ)γ

]
(4.42)

soit :

∑

α

ξαγf
(1)
α (x, t) = −τ∆t

[
∂

∂t1
B(φ)γ +

∂

∂x1β

C(φ)γβ − λF (1)(x, t)B′(φ)γ

]
(4.43)

On utilise :
∂Bγ

∂t1
= B′(φ)γ

∂φ

∂t1
(4.44)

et comme :
C(φ) = C0(φ) + c2

sD(φ)I (4.45)

on en déduit :
∂

∂x1β

(C(φ)γβ) = C ′
0(φ)γβ + c2

s

∂

∂x1γ

(D(φ)) (4.46)

Avec 4.44 et 4.46, on obtient pour le terme inconnu :

∑

α

ξαγf
(1)
α (x, t) = −τ∆t

[
B′(φ)γ

∂φ

∂t1
+C ′

0(φ)γβ
∂φ

∂x1β
+ c2

s

∂

∂x1γ
D(φ) − λF (1)(x, t)B′(φ)γ

]

(4.47)

et, en posant au préalable :
C ′

0(φ)γβ = B′(φ)γB
′(φ)β (4.48)

on obtient :

∑

α

ξαγf
(1)
α (x, t) = −τ∆t

(
c2

s

∂

∂x1γ
D(φ) + (1 − λ)F (1)(x, t)B′(φ)γ

)
(4.49)

On remplace cette expression dans l’équation 4.41, ce qui donne :

∂φ

∂t2
=

∂

∂x1β

[
τ∆t

(
1 − 1

2τ

)
c2

s

∂

∂x1β
D(φ)

]
− ∆t

∂

∂x1β

[
λ(τ − 1) −

(
τ − 1

2

)]

F (1)(x, t)B′(φ)β +
∆t

2
∂

∂t1
F (1)(x, t)

(4.50)

On multiplie l’équation (4.40) par (ǫ), et l’équation (4.50) par (ǫ2) et on somme les deux
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équations obtenues :

∂φ

∂t
+

∂

∂xβ
(Bβ) = F (x, t) +

∂

∂xβ

[
τ∆t

(
1 − 1

2τ

)
c2

s

∂

∂xβ
D(φ)

]
− ∆t

∂

∂xβ

[
λ(τ − 1)

1
2

−
(
τ − 1

2

)
F (x, t)B′(φ)β

]
+ ǫ

∆t

2
∂

∂t1
F (x, t)

(4.51)

Par identification avec l’équation (4.52) suivante :

∂φ

∂t
+

∂

∂xβ
(Bβ) = F (x, t) +

∂

∂xβ

(
α
∂

∂xβ
D(φ)

)
(4.52)

On peut déduire donc que le coefficient de diffusion vaut :

α = τ∆t

(
1 − 1

2τ

)
c2

s (4.53)

et que le coefficient λ vaut :

λ =

(
τ − 1

2

)

(τ − 1)
(4.54)
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ANNEXE B

Obtention du système à résoudre à chaque
pas de temps pour l’équation de Burgers

monodimensionnelle, résolue avec la
méthode de lattice Boltzmann

Dans cette annexe, nous expliquons comment nous avons obtenu un système à résoudre, de
3 équations à 3 inconnues (avec un modèle D1Q3), pour la résolution de l’équation de Burgers
monodimensionnelle, avec la méthode de lattice Boltzmann, et un terme de pénalisation écrit
avec un schéma implicite.

Rappelons l’équation de lattice Boltzmann, où l’approximation de l’intégration temporelle
du terme force a été faite avec un schéma implicite :

fα(x + ξα∆t, t+ ∆t) − fα(x, t) = −∆t

τ
[fα(x, t) − feq

α (x, t)] + ∆tFα(x + ξα∆t, t+ ∆t)

(4.55)

avec le terme force exprimé de la façon suivante [72] :

Fα(x, t) = ωαF (x, t)

[
1 + λ

ξα · B′(φ)

c2
s

]
(4.56)

où (B′ = dB/dφ). Pour l’équation de Burgers monodimensionnelle pénalisée, on a B′(φ) = u

et F = −1
η
χi(u− us).

On effectue un changement de variable en espace, où on se décale de (−ξα∆t). L’équa-
tion (4.55) devient :

fα(x, t+ ∆t) − fα(x − ξi∆t, t) = −∆t

τ
[fα(x − ξα∆t, t) − feq

α (x − ξα∆t, t)]

+∆tFα(x, t+ ∆t)

(4.57)

Avec ce changement de variable, on voit qu’il n’y aura plus d’étape de propagation dans l’algo-
rithme de la LBM.
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112 ANNEXE B

On remplace le terme force (Fα) qui comporte le paramètre de pénalisation (correspondant
à l’équation de Burgers 3.10) :

fα(x, t+ ∆t) − ∆tωα

(
1 + λ

ξα · u(x, t+ ∆t)

c2
s

)
χi

η
(u(x, t+ ∆t) − us(x, t+ ∆t))

= fα(x − ξα∆t, t) − ∆t

τ
[fα(x − ξα∆t, t) − feq

α (x − ξα∆t, t)]

(4.58)

On obtient un système non linéaire en terme de vitesse, qu’on résout en choisissant de
linéariser par rapport au pas de temps précédent, ce qui donne :

fα(x, t+ ∆t) − ∆tωα

(
1 + λ

ξα · u(x, t)
c2

s

)
χi

η
(u(x, t+ ∆t) − us(x, t+ ∆t))

= fα(x − ξα∆t, t) − ∆t

τ
[fα(x − ξα∆t, t) − feq

α (x − ξα∆t, t)]

(4.59)

On pose :

Aα = ∆tωα

(
1 + λ

ξα · u(x, t)
c2

s

)
(4.60)

fα(x, t+ ∆t) −Aα
χi

η
(u(x, t+ ∆t) − us(x, t+ ∆t)) = fα(x − ξα∆t, t)

−∆t

τ
[fα(x − ξα∆t, t) − feq

α (x − ξα∆t, t)]

(4.61)

Pour nos simulations on a choisi le modèle à une seule dimension et à trois vitesses discrètes
(D1Q3) :

u(x, t+ ∆t) = f0(x, t+ ∆t) + f1(x, t+ ∆t) + f2(x, t+ ∆t) (4.62)

On remplace dans l’équation (4.61) :

fα(x, t+ ∆t) −Aα
χi

η
[f0(x, t+ ∆t) + f1(x, t+ ∆t) + f2(x, t+ ∆t) − us(x, t+ ∆t)]

= fα(x − ξα∆t, t) − ∆t

τ
[fα(x − ξα∆t, t) − feq

α (x − ξα∆t, t)]

(4.63)

En écrivant l’équation 4.63 pour α = 0, α = 1, α = 2, on obtient un système linéaire de 3
équations à 3 inconnues (f0(x, t+ ∆t),f1(x, t+ ∆t),f2(x, t+ ∆t)) qu’on résout à chaque pas de
temps.



ANNEXE C

De lattice Boltzmann à Navier-Stokes : le
développement de Chapman-Enskog

On démontre dans cette annexe comment on passe des grandeurs mésoscopiques (LBM), aux
grandeurs macroscopiques (NS), en utilisant la procédure de Chapman-Enskog [92].

L’équation de lattice Boltzmann avec l’approximation BGK (Bhatnagar-Gross-Krook) est don-
née par :

fα(x + ξα∆t, t+ ∆t) − fα(x, t) = −1
τ
(fα(x, t) − fα(x, t)eq) = Ωα(x, t) (4.64)

En utilisant le développement en série de Taylor, on a :

fα(x + ξα∆t, t+ ∆t) =
∞∑

n=0

∆tn

n!
Dn

t fα(x, t) (4.65)

Avec :
Dt = ∂t + ξα · ∇

De l’équation (4.65), on peut écrire :

Ωα(x, t) = fα(x + ξα∆t, t+ ∆t) − fα(x, t)

= ∆t(∂t + ξα · ∇)fα +
∆t2

2
(∂2

t + 2∂t∇ · ξα + ∇∇ : ξαξα)fα +O(∆t3)

(4.66)

On sépare le temps en deux échelles t1 et t2 tel que fα(~x, t) → fα(~x, t1, t2). L’échelle t1 correspond
aux phénomènes rapides comme l’advection, cependant l’échelle t2 correspond aux phénomènes
lents comme la diffusion.

Les dérivés spatiales et temporelles sont approximées de la manière suivante :





∂t = ǫ∂t1
+ ǫ2∂t2

+O(ǫ3)

∇ = ǫ∇1 + ǫ2∇2 +O(ǫ3)

(4.67)
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114 ANNEXE C

Où le paramètre ǫ caractérise la séparation des échelles, il pourra être assimilé au nombre de
Knudsen Kn .

L’approximation ou la perturbation de la fonction de distribution autour de l’équilibre donne :

fα(x, t) = f (0)α + ǫ1f (1)α + ǫ2f (2)α +O(ǫ3) (4.68)

L’expansion de l’opérateur de collision Ωα(x, t) est donnée par :

Ωα(x, t) = Ω
(0)
α + ǫ1Ω

(1)
α + ǫ2Ω

(2)
α +O(ǫ3) (4.69)

On peut déduire de l’équation (4.66) que Ω
(0)
α = 0.

L’opérateur de collision Ωα(x, t) doit répondre aux critères de conservation de la masse et du
mouvement :

∑

α

Ωα(x, t) = 0 (4.70)

En absence du terme force on peut écrire :

∑

α

ξαΩα(x, t) = 0 (4.71)

En injectant les équations (4.67), (4.68), et (4.69) dans l’équation (4.66), on obtient :

Ω
(0)
α + ǫ Ω

(1)
α + ǫ2Ω

(2)
α +O(ǫ3) =

(
1
2
ǫ(∂t1

+ ∇1 · ξα) + ǫ2(∂t2
+ ∇2 · ξα)+

1
2
ǫ2(∂2

t1
+ 2∂t1

∇1 · ξα + ∇1∇1 : ξαξα) +O(ǫ3)

)

(
f (0)α + ǫf (1)α + ǫ2f (2)α +O(ǫ3)

)

(4.72)

On sépare les termes en ordre (ǫ) et (ǫ2) :

Ω
(1)
α = (∂t1

+ ∇1 · ξα)f
(0)
α

(4.73)

Ω
(2)
α = (∂t1

+ ∇1 · ξα)f
(1)
α + (∂t2

+ ∇2 · ξα)f
(0)
α

+
1
2
(∂2

t1
+ 2∂t1

∇1 · ξα + ∇1∇1 : ξαξα)f
(0)
α

(4.74)
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On définit les moments suivants :

ρ(x, t) =
∑

α

fα(x, t) =
∑

α

f (0)α (x, t)

j(x, t) = ρ(x, t)u(x, t) =
∑

α

ξαfα(x, t) =
∑

α

ξαf
(0)
α (x, t)

(4.75)

Avec :

j = j(0) + ǫj(1) +O(ǫ2) (4.76)

Nous définissons le moment du deuxième ordre Π en termes de vitesse discrète ξ :

Π =
∑

α

Qαfα(x, t) (4.77)

Avec :

Qα = ξαξα − c2
sI (4.78)

En remplaçant les équations (4.69), (4.73) dans (4.70), on obtient :

Termes d’ordre (ǫ) :

∑

α

Ω
(1)
α =

∑

α

(∂t1
+ ∇1 · ξα)f

(0)
α

= ∂t1
ρ+ ∇1 · j(0) = 0

(4.79)

Termes d’ordre (ǫ2) :
On injecte les équations (4.69), (4.74) dans (4.70), on obtient :

∑

α

Ω
(2)
α =

∑

α

(
(
1
2
∂t1

+ ∇1 · ξα)f
(1)
α + (∂t2

+ ∇2 · ξα)f
(0)
α

+
1
2
(∂2

t1
+ 2∂t1

∇1 · ξα + ∇1∇1 : ξαξα)f
(0)
α

)

= ∇1 · j(1) + ∂t2
ρ+ ∇2 · j(0) +

1
2
∂t1

∇1 · j(0) +
1
2

∇1∇1 : Π
(0) +

1
2
c2

s∇2
1ρ = 0

(4.80)

On remplace les équations ((4.69) × ξα) et (4.73) dans (4.71), on obtient :

Termes d’ordre (ǫ) :

∑

α

ξαΩ
(1)
α =

∑

α

ξα(∂t1
+ ∇1 · ξα)f

(0)
α

= ∂t1
j(0) + ∇1 · Π

(0) + c2
s∇1ρ = 0

(4.81)
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L’équation ( (4.81) × ∇1) :

∂t1
∇1 · j(0) = −∇1∇1 : Π

(0) − c2
s∇2

1ρ (4.82)

L’équation ( (4.81) × ∂t1
) :

∂2
t1

j(0) = −∂t1
∇1 : Π

(0) − c2
s∂t1

∇1ρ (4.83)

On remplace les équations (4.75) et (4.82) dans (4.80), on obtient :

∂t2
ρ+ ∇2 · j(0) = 0 (4.84)

L’addition des équations (4.79) et (4.84), permet d’avoir l’équation de la continuité (conservation
de la masse) suivante :

∂tρ+ ∇ · (ρu) = 0 (4.85)

Termes d’ordre (ǫ(2)) :

∑

α

ξαΩ
(2)
α =

∑

α

(
ξα(

1
2
∂t1

+ ∇1 · ξα)f
(1)
α + ξα(∂t2

+ ∇2 · ξα)f
(0)
α

+
1
2

ξα(∂
2
t1
+ 2∂t1

∇1 · ξα + ∇1∇1 : ξαξα)f
(0)
α

)
= 0

(4.86)

On introduit le moment du troisième ordre R en termes de vitesse ξ :

R =
∑

α

ξαξαξαfα(x, t) (4.87)

On remplace les équations (4.75) et (4.83) dans (4.86) on obtient :

∇1 · Π
(1) + ∂t2

j(0) + ∇2 · Π
(0) + c2

s∇2
2ρ+

1
2
(∂t1

∇1 · Π
(0) + ∇1∇1 : R(0) + c2

s∂t1
∇1ρ) = 0

(4.88)

L’addition des équations (ǫ× (4.81)) et (ǫ2 × (4.88)) donne :

∂tj
(0) + ǫ∇ ·

(
Π

(0) + ǫΠ(1) + c2
sρI +

ǫ

2

(
(∂t1

Π
(0) + c2

sρI) + ∇1 · R(0)
))

= 0 (4.89)

On constate de l’équation (4.89) que pour la dérivé spatiale ∇, il n’est pas nécessaire d’aller
jusqu’à l’ordre 2 en nombre de Knudsen car tous les termes en ∇2 disparaissent.

On cherche ensuite les termes j(0), Π
(0), Π

(1) et R(0) :
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Le modèle BGK doit satisfaire les conditions de symétrie suivantes :

(a)
∑

α

ωα = 1, (b)
∑

α

ξαωα = 0, (c)
∑

α

ξαξαωα = c2
sI = c2

sδβ1β2

(d)
∑

α

ξαξαξαωα = 0, (e)
∑

α

ξαξαξαξαωα = c4
s(δβ1β2

δβ3β4
+ δβ1β3

δβ2β4
+ δβ1β4

δβ2β3
)

(f)
∑

α

ξαξαξαξαξαωα = 0

(4.90)

On rappelle que pour le modèle D2Q9, la fonction de distribution des particules à l’équilibre
feq(x, t) est donnée par :

feq
α = ωαρ

(
1 +

(ξα · u)

c2
s

+
(Qα : uu)

2c4
s

)
(4.91)

On a alors :

j(0) =
∑

α

ξαf
(0)
α =

∑

α

ξα

[
ωαρ

(
1 +

(ξα · u)

c2
s

+
(Qα : uu)

2c4
s

)]
(4.92)

On applique les symétries (b), (c) et (d), on obtient :

j(0) = ρu (4.93)

On a :

Π
(0) =

∑

α

Qαf
(0)
α =

∑

α

Qα

[
ωαρ

(
1 +

(ξα · u)

c2
s

+
(Qα : uu)

2c4
s

)]
(4.94)

On applique toutes les symétries de l’équation (4.90), on obtient :

Π
(0) = ρuu (4.95)

On a :

∇1 · R(0) = ∇1 ·
∑

α

ξαξαξαf
(0)
α = ∇1 ·

∑

α

ξαξαξα

[
ωαρ

(
1 +

(ξα · u)

c2
s

+
(Qα : uu)

2c4
s

)]
(4.96)

Avec les conditions de symétries de l’équation (4.90), on obtient :

∇1 · R(0) = c2
s

(
∇1(ρu) + ∇1(ρu)T + ∇1 · (ρu)I

)
(4.97)

Avec les conditions de symétries, on obtient :

Π
(1) =

∑

α

Qαf
(1)
α =

∑

α

ξαξαf
(1)
α − c2

sI
∑

α

f (1)α (4.98)
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On cherche le terme f (1)α :

ωα = −1
τ

(
fα − f (0)α

)
= −1

τ

(
ǫf (1)α + ǫ2f (2)α +O(ǫ3)

)
(4.99)

On remplace l’équation (4.73) dans (4.99) :

Ω
(1)
α = −1

τ
f (1)α = (∂t1

+ ∇1 · ξα)f
(0)
α

(4.100)

f (1)α = −τωα(∂t1
+ ∇1 · ξα)

(
ρ+

(ρu · ξα)

c2
s

+
(Qα : ρuu)

2c4
s

)

= −τωα

c2
s

(
Qα : ρ(∇1u) − ξα∇1 : ρuu +

1
2c2

s

(ξα · ∇1)(Qα : ρuu)

) (4.101)

On remplace l’équation (4.100) dans (4.98) :

Π
(1) = −τρc2

s

(
(∇1u) + (∇1u)T

)
(4.102)

On remplace j(0), Π
(0), Π

(1) et R(0) dans l’équation (4.89) :

∂t(ρu) + ∇ ·
(
ρuu − τρc2

s

(
(∇1u) + (∇1u)T

)
+ c2

sρI +
c2

s

2
∂tρI − c2

s

2
((∇1ρ)u + u(∇1ρ))

+
c2

s

2

(
(∇1 · (ρu)I) + (∇1ρu) + (∇1ρu)T

))
= 0

(4.103)

On met c2
sρ = p et ∇1 = ∇, on obtient :

∂t(ρu) + ∇ ·
(
ρuu + pI − ρc2

s

(
τ − 1

2

)(
(∇u) + (∇u)T

))
= 0 (4.104)

La viscosité cinématique du fluide est donnée par :

ν = c2
s

(
τ − 1

2

)
(4.105)

On remplace l’équation (4.104) dans (4.103), on obtient finalement l’équation de conservation
de quantité de mouvement :

ρ(∂tu + (u · ∇u)) = −∇p+ ρν∇2u (4.106)
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Obtention de la fonction de distribution à
l’équilibre f eq

α (x, t) pour le modèle D2Q9

La fonction d’équilibre est un élément clef dans la méthode LBM, elle constitue un moyen
de déduire un état mésoscopique associé à un état macroscopique. Cette fonction d’équilibre est
obtenue par des approximations de vitesse avec un faible nombre de Mach.

La fonction de distribution de Boltzmann-Maxwell est donnée par [9] :

g =
ρ

(2πθ)D/2
exp

(
− (ξ − u)2

2θ

)
, θ = RT = c2

s (4.107)

Où D, R, T , cs représentent respectivement la dimension d’espace, constante des gaz parfaits,
la température, et la vitesse du son. Afin de dériver les équations de Navier-Stokes, le dévelop-
pement limité en série de Taylor de la fonction d’équilibre au second degré en u est suffisant [93].

L’équation (4.107) devient :

g =
ρ

(2πRT )D/2
exp

(
−ξ2 + 2(ξ · u) − u2

2RT

)
=

ρ

(2πRT )D/2
exp

(
−ξ2

2RT

)
exp

(
ξ · u

RT
− u2

2RT

)

(4.108)

On a le développement limité en série de Taylor en u :

exp

(
ξ · u

RT
− u2

2RT

)
= 1 +

1
1!

(
ξ · u

RT
− u2

2RT

)
+

1
2!

(
ξ · u

RT
− u2

2RT

)2

+O(u3) (4.109)

Pour une vitesse u très faible on obtient la fonction à l’équilibre suivante :

feq =
ρ

(2πRT )D/2
exp(−ξ2/2RT )

(
1 +

(ξ · u)

RT
+

(ξ · u)2

2(RT )2 − u2

2RT

)
(4.110)

Le calcul des moments hydrodynamiques de l’équation (4.110), revient à calculer l’intégrale
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suivante :

I =
∫
ψ(ξ)feqdξ =

ρ

(2πRT )D/2

∫
ψ(ξ)exp

(
− ξ2

2RT

)(
1 +

(ξ · u)

RT
+

(ξ · u)2

2(RT )2 − u2

2RT

)
dξ

(4.111)

Pour le calcul de la fonction d’équilibre dans le cas de D2Q9, les cordonnées cartésiennes sont
utilisées. Une base de polynôme de Hermite est utilisée :

ψm,n(ξ) = ξm
x ξ

n
y

(4.112)

Où ξx et ξy, sont les cordonnées de ξ suivant les deux axes x et y.

Imn =
∫
ψmn(ξ)f

eqdξ =
ρ

(2πRT )D/2

∫
ξm

x ξ
n
y · exp

(
− ξ2

2RT

)(
1 +

(ξ · u)

RT
+

(ξ · u)2

2(RT )2 − u2

2RT

)
dξxdξy

(4.113)

ζ = ξ/
√

2RT ⇒ ξ = ζ
√

2RT ⇒ dξxdξy = 2RTdζxdζy
(4.114)

Si on résout un cas bidimensionnel (D = 2) :

Imn =
ρ

2πRT
2RT

∫
e−ζ2

ζm
x (

√
2RT )mζn

y (
√

2RT )n

(
1 +

(ξ · u)

RT
+

(ξ · u)2

2(RT )2 − u2

2RT

)
dζxdζy

(4.115)

Pour simplifier le calcul de l’intégrale Imn, on pose :

Ii =
∫
e−ζ2

ζidζ (4.116)

On remplace l’équation (4.116) dans (4.115) on obtient :

Imn =
ρ

π
(
√

2RT )m+n

[
ImIn

(
1 − u2

2RT

)
+

(
2(uxIm+1In + uyImIn+1)√

2RT

)

+

(
(u2

xIm+2In + 2uxuyIm+1In+1 + u2
yImIn+2)

RT

)] (4.117)

L’approximation numérique de l’intégrale Im se fait par la quadrature d’Hermite à l’ordre 3, ce
qui permet d’écrire :

Im =
3∑

j=1

ωjζ
m
j (4.118)

Les abscisses de cette quadrature sont données :

ζ1 = −
√

3/2, ζ2 = 0, ζ3 = +
√

3/2 (4.119)
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Les poids correspondants :

ω1 =
√
π/6, ω2 = 2

√
π/3, ω3 =

√
π/6 (4.120)

On simplifie les termes qui composent l’équation (4.117) :

Premier terme :

(
√

2RT )m+nImIn(1 − u2

2RT
) =

3∑

i=1

3∑

j=1

ωiωjψ(ξi, ξj)

(
1 − u2

2RT

)
(4.121)

Deuxième terme :

(
√

2RT )m+n

(
2(uIm+1In + vImIn+1)√

2RT

)
=

1
RT




3∑

i=1

3∑

j=1

ωiωjψ(ξi, ξj)uξi,j


 (4.122)

Troisième terme :

(
√

2RT )m+n

RT

(
u2Im+2In + 2uvIm+1In+1 + v2ImIn+2

)
=

1
2(RT )2

3∑

i=1

3∑

j=1

ωiωjψ(ξi, ξj)(ξi,ju)2

(4.123)

On remplace l’ensemble des termes développés dans l’équation (4.117), on obtient :

Imn =
ρ

π

3∑

i,j=1

ωiωjψ(ξi, ξj)

(
1 +

ξi,j

RT
+

ξ2
i,j

2(RT )2 − u2

RT

)
(4.124)

à partir de cette équation (4.124), on peut donc identifier la fonction de distribution à l’équilibre
donnée par :

f
eq
i,j =

ωiωj

π
ρ

(
1 +

ξi,j

RT
+

ξ2
i,j

2(RT )2 − u2

RT

)
(4.125)

On utilise les notations suivantes :

ξα =





(0, 0) α = 0

(cosθα, sinθα)c, θα = (α− 1)π/2, α = 1, 2, 3, 4
√

2(cosθα, sinθα)c, θα = (α− 5)π/2 + π/4, α = 5, 6, 7, 8

(4.126)

ωα =
ωiωj

π
=





4/9 i = 1, j = 2, α = 0

1/9 i = 1, j = 2, ..., α = 1, 2, 3, 4

1/36 i = 1, j = 1, ..., α = 5, 6, 7, 8

(4.127)
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RT = c2
s = c2/3 ⇒ c =

√
3RT (4.128)

On obtient finalement la fonction d’équilibre pour le modèle D2Q9 :

feq
α = wαρ

(
1 +

3(ξα · u)

c2 +
3(ξα · u)2

2c4 − 3u2

2c2

)
(4.129)
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