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CHAPITRE 1

Introduction

1.1. Motivations

La motivation premiere de 1’analyse spectrale du Laplacien magnétique est née avec I’étude mathéma-
tique de la fonctionnelle de Ginzburg-Landau modélisant le comportement macroscopique des matériaux
supraconducteurs. Son expression est donnée par :

2
(L) 60 &) = [ (=004 kHAYI — ol + ol e [ [HY x A = HY x Agf* dx
Q Q

ot © C R? représente la place occupée par le supraconducteur, A est un potentiel vecteur magnétique,
V x A est le champ magnétique induit et HV x A est le champ magnétique extérieur appliqué. Le
parametre k est caractéristique du matériau et /7 correspond a I’intensité du champ magnétique appliqué.

L’ étude de la positivité de I’opérateur :
(—iV + kHA)? — K2,

intervient dans I’étude du phénomene de supraconductivité de surface pour un certain type de matériaux
correspondant au cas ou « est grand. Cette étude se reformule en une étude semi-classique apres le
changement de variable h = % et se ramene ainsi a I’étude spectrale de 1’opérateur :

(—ihV + A)?,

lorsque le parametre / tend vers 0.

1.2. Le Laplacien magnétique

Soit 2 un ouvert non vide de R%. On s’intéresse a des extensions autoadjointes de I’opérateur suivant
sur {2 :

d d
(—ihV + A)? =) (=ihdy, + Aj)* =Y (hD,, + A))*,
j=1 j=1
ot I’on désigne par x = (1,79, -+ ,24) € © C R? les coordonnées d’un point de Q@ C R? et o
D,, = —i0,,. Le parametre h, destiné a tendre vers 0, est appelé parametre semi-classique et A dé-

signe un potentiel vecteur. Le cadre d’étude est le suivant : on suppose que 1’ouvert €2 est borné régu-
lier (ici a prendre au sens ol on le considére au moins de classe %) et simplement connexe, et que
A = (A, Ay, -+, Ag) € (9, RY). Plus intrinséquement, A correspond a la 1-forme suivante :

d
WA = ZA]de
j=1

3



4 1. INTRODUCTION

On peut ainsi définir le champ magnétique en dimension d quelconque comme la 2-forme suivante :
o = dwa = ZBjkdxj A dxy,
i<k
ol la notation dw désigne la différentielle extérieur a la forme différentielle w.

Dans le cas de la dimension d = 2, on considere implicitement que le champ magnétique est normal a la
section et on I’identifie a la fonction :

B - (9501142 - 8x2A1.

Dans le cas de la dimension d = 3, le champ magnétique est le champ de vecteur suivant :
B = (B, By, B3) = (Bas, —Bi3, Bi2) = V x A.
Dans ce travail, on s’intéresse exclusivement a une extension autoadjointe particuliere. Il s’agit de I’exten-
sion de Friedrichs associée a la forme quadratique 9}, a o définie sur €' (ﬁ, C) de la maniére suivante :
(1.2) Qnaa(u) — / |(—ihV + A)u(x)]? dx.
Q
Le domaine de forme Dom(Q), a ) est donné par :
Dom(QhA,Q) = {u € L2<Q), | Qh,A7Q(u)| < +OO} .
L’ ouvert €2 étant borné et régulier, le domaine de forme est dans notre cas donné par :
Dom(Qh,A@) = Hl(Q)

On appelle réalisation de Neumann du Laplacien magnétique cette extension autoadjointe (notée P, o o)
et condition de Neumann magnétique au bord la condition suivante :

(—ihV + A)u - v = 0 sur 09,
pour toute fonction v appartenant au domaine de 1’opérateur Dom(7P;, 4 o) ol v désigne la normale
(unitaire) intérieure a Of2.
Le domaine de I’opérateur Pj, 4 q est toujours donné par :
Dom(Pj a0) = {u € L*(Q), (—ihV + A)*u € L*(Q), (=ihV + A)u - v = 0 sur 9Q}.
Dans le cas ou € est borné et régulier, un théoréeme classique de régularité (voir [4] et [22]) donne :

Dom(Phaq) = {u € HX(Q), (—ihV + A)u - v = 0 sur 9Q}.

Une propriété fondamentale du Laplacien magnétique est son invariance de jauge (conjugaison de 1’opé-
rateur Py, a o par ¢'®/" voir la proposition B.1 en Annexe) :
e~ (—ihV + A)? /M = (—ihV + A + V¢)?

ot ¢ € H*(Q, R). Elle implique que les opérateurs Py a o €t Py a4veo sont unitairement équivalents.
L’invariant spectral naturel est donc le champ magnétique B. La problématique générale est la suivante,
il s’agit de trouver ¢ # 0 et \ tels que :

(—ihV+A)*Y = M sur Q

(—ihV+A)p-v = 0  sur 02

L’ opérateur P, a o étant positif et a résolvante compacte, son spectre est discret et inclus dans R™.
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Notation 1.1. On note :
Anaa(h) =N, (h)

la n-ieme valeur propre (comptée avec multiplicité).

1.3. Résultats précédemment connus

Le but de I’analyse semi-classique du Laplacien magnétique est de déterminer le comportement asymp-
totique de A, o o(h) et des fonctions propres associées quand % tend vers 0. De nombreuses références sur
cette problématique peuvent étre trouvées dans [28] et [66]. On pourra consulter ces deux ouvrages gé-
néraux pour comprendre ’histoire des problemes, les résultats et certaines méthodes semi-classiques en
présence de champs magnétiques. Les sous-sections 1.3.1 et 1.3.2 qui suivent visent a rappeler 1’essentiel
des résultats connus liés a la problématique générale (dans une formulation simplifiée), et la sous-section
1.3.3 vise a présenter le contexte qui a motivé ce travail.

1.3.1. Résultats connus dans le cas des champs magnétiques qui ne s’annulent pas. Le cas des
champs magnétiques qui ne s’annulent pas a fait I’objet de nombreuses analyses. De récents travaux
décrivent cet opérateur pour des géométries particulieres du domaine §2.

En dimension 2

Dans le cas ou le champ magnétique est constant, on peut consulter les travaux de Bolley et Helffer ([11]),
Bauman, Phillips et Tang ([9]) ainsi que del Pino, Felmer et Sternberg ([25]) pour le cas des disques, ceux
de Helffer et Morame ([42]) pour le cas d’'un domaine régulier, les travaux de Bonnaillie ([12]) dans le
cas d’un domaine a coins, ceux de Lu et Pan ([53]) ainsi que ceux de Raymond ([61]) dans le cas d’un
domaine régulier. Dans le cas d’un champ magnétique variable qui ne s’annule pas, on peut consulter les
travaux de Bonnaillie-Noél ([12]), Bonnaillie-Noé¢l et Dauge ([14]), Bonnaillie-Noél et Fournais ([18])
dans le cas d’un domaine 2 coins, mais aussi les travaux de Raymond et Vu-Ngoc dans le cas ou 2 = R2.

En dimension 3

Dans le cas d’un champ magnétique constant, on peut consulter par exemple Helffer et Morame ([43])
pour le cas d’un domaine régulier, Fournais et Persson ([29]) dans le cas des boules ou encore Popoff et
Raymond ([60]) dans le cas des lentilles. Dans le cas d’un champ magnétique variable qui ne s’annule
pas, on peut consulter Lu et Pan ([54]), Raymond ([64]), Helffer et Kordyukov ([38]) pour un domaine
régulier en dimension 3 et Bonnaillie-Nogl, Dauge et Popoff ([17]) dans le cas d’'un domaine polyédral,
mais aussi les travaux de Helffer, Kordyukov, Raymond et Vu-Ngoc dans le cas ol {2 = R3,

De nombreuses méthodes ont été développées dans le cas des champs magnétiques qui ne changent pas
de signe et le sujet est désormais bien connu en dimension 2 et 3. Dans le cas d’un champ magnétique
variable, le théoréme suivant donne un équivalent de la plus petite valeur propre en dimension 2 :

Théoréme 1.2 (Equivalent de la premiére valeur propre). Soit Q un ouvert borné et régulier de R*. Pour
un champ magnétique B (considéré de classe €") ne s’ annulant pas sur ), on a :

M (h) = BBh + O(h*%),
o

B_ - : A
B = min { il B0, ©min B0 .

x€N
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et ot ©q correspond au bas du spectre du Laplacien magnétique (pour un champ magnétique constant
égal a 1) sur un demi-plan avec condition de Neumann au bord (voir la notation 2.4). Cette quantité est
strictement plus petite que 1 (voir la proposition 2.5).

Le premier terme de 1’asymptotique est dii & Lu et Pan ([53]) tandis que le reste en O(h%*) de 1’asymp-
totique résulte des travaux de Helffer et Morame ([42]).

Le théoréme suivant est un résultat de localisation de la premiere fonction propre (voir [S3], [42], [25] et
[61]).
Théoréme 1.3 (Estimée d’ Agmon). Soit Q) un ouvert borné et régulier de R?. Pour un champ magnétique

B ne s’annulant pas sur Q. On suppose que :

in|B O min|B(x)|.
min|B(x)| > O min[B (x)|

Alors il existe C > 0, a > 0 et hg > 0, tels que pour tout h € (0, hg) :

ah=1/2d(x
[ 0 dx < Clany
Q

ou 1, désigne un vecteur propre associé a la premiére valeur propre \(h) et ou d(x,0S2) désigne la
distance du point x au bord 0f).

On obtient avec ce résultat que le vecteur propre v, 5, se localise (lorsque 2 — 0) prés du bord.

Récapitulatif des résultats connus dans le cas d’un champ magnétique qui ne s’annule pas :

B=1 B variable
disque [11], [9], [25] [29]
Cﬂ‘ Q régulier [42] [43], [61], [67]
~ | € polygonal curviligne | [12], [14], [18] [5]
Q=R [67]
boule [29]
- Q) régulier [53], [27], [61] | [45], [46], [63], [38], [34]
I () lentille [60]
= Q=R [34]
2 polyédral (17]
I
I () variété sans bord [36], [37], [39]
oS

1.3.2. Résultats connus dans le cas des champs magnétiques qui s’annulent. On dénombre beau-
coup moins de travaux destinés a étudier des champs magnétiques qui s’annulent. L’analyse de cette si-
tuation a principalement commencé dans le cas ou la courbe d’annulation ne rencontre pas le bord, avec
les travaux de Helffer et Morame (voir [41]). Cette étude s’est poursuivie avec les travaux de Dombrowski
et Raymond (voir [26]). L’étude du cas d’interaction ou la courbe d’annulation rencontre la condition de
Neumann au bord a commencé avec les travaux de Pan et Kwek (voir [S8]). On notera que [20], [65],
[7] et [6] concernent également du cas ou la ligne d’annulation du champ magnétique rencontre le bord,
mais ils ne traitent pas de 1I’asymptotique (pour h — 0) des petites valeurs propres de P, a o. Les papiers
[20] et [65] traitent en grande partie de I'influence de la régularité du champ magnétique a travers I’étude
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d’une ligne d’annulation brisée ([65] étudie plus précisément la limite petit angle), tandis que [7] et [6]
s’intéresse a la minimisation de la fonctionnelle de Ginzburg-Landau pour x — 400 (voir (1.1)). On
trouve dans [58] le résultat suivant pour le premier terme de 1’asymptotique :

Théoreme 1.4. Soit Q un ouvert borné régulier et simplement connexe de R, et B un champ magnétique
régulier s’annulant sur une courbe 1" réguliere coupant le bord en un nombre fini de points et de maniere
non tangente, telle que |V'B| ne s’annule en aucun point de I'. On a :

)\l(h) NO L(]?h4/37

h—

Xe

LS = min {l\/loxrelgrlwlr|VB(x)|2/3’ miI%FCf<X)|VB(x)|2/3} :

et ot 0(x) est I’angle formé par la courbe d’annulation T et la tangente a 0S) au point x. Les constantes
My et ¢! correspondent au bas du spectre du Laplacien magnétique (pour un champ magnétique vérifiant
respectivement B(o,7) = o sur R? et B(0,7) = 7 cos — o sin@ sur le demi-espace R%. avec condition
de Neumann au bord (voir les notations 2.10 et 2.14).

Ce résultat est le pendant du théoréme 1.2, précédemment énoncé pour un champ magnétique ne s’an-
nulant pas. Dans ces deux théorémes, le terme dominant de I’asymptotique résulte d’une "compétition"
entre deux quantités spectrales. On note que le théoréme 1.4 ne donne pas de reste explicite. Dans le cas
ou I" est une courbe d’annulation réguliére ne rencontrant pas le bord 02, on a une asymptotique a tout
ordre des premieres valeurs propres (voir [26]) :

Théoreme 1.5. Soit Q un ouvert borné régulier et simplement connexe de R?, et B un champ magnétique
régulier s’annulant sur une courbe 1" réguliére n’intersectant pas le bord 05 et telle que |V'B| ne s’an-
nule en aucun point de I'. On suppose que la dérivée normale 6 du champ magnétique admet un unique
minimum non dégénéré (atteint en X, noté oy = 6(Xo)) sur I'. Pour tout n > 1, il existe une suite (), ;)
et hg tels que pour tout h € (0, hg) :

J=0

A(h) ~ B3NN, TC,

h—0 -
Jj<0
ol )\n’g = (5(2]/31\/10 et >\n,1 =0.

On note que dans [26], on donne également un développement des fonctions propres en puissances de h.
On montre en particulier que les premiers vecteurs propres se concentrent (lorsque £ tend vers 0) pres du
point Xy € I.

Récapitulatif des résultats connus dans le cas d’un champ magnétique qui s’annule :

courbe réguliere simple | ligne brisée | hypersurface | point
Cﬁ‘ Q régulier [58], [26], [7], [6] [20], [65]
= () polygonal
S
Il | € variété sans bord [56], [35] [41]
3
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1.3.3. But du travail. Ce travail s’inscrit dans la lignée des travaux [41], [26] et [58]. Il inclut le
cas ou la courbe d’annulation rencontre le bord. Le but de cette étude est de répondre a la problématique
générale visant a expliciter le comportement des basses valeurs propres et des fonctions propres associées
lorsque le parametre h tend vers 0, mais aussi de comprendre 1’influence d’une annulation sur I’asymp-
totique. On décrit I’asymptotique des fonctions propres et des vecteurs propres associés dans le cas ol
le champ magnétique s’annule le long de certaines courbes intersectant 0€2. La partie I concerne le cas
d’une annulation linéaire tandis que la partie II concerne le cas d’une annulation quadratique.

1.4. Résultats obtenus pour un champ magnétique s’annulant linéairement

On décrit dans cette section le contenu de la partie I. Celle-ci concerne le cas ou le champ magnétique
s’annule le long d’une courbe réguliere simple I' en dimension 2, intersectant le bord en un nombre fini de
points sans étre tangente a 9€2. On suppose de plus que 1’annulation se fait au premier ordre, c’est-a-dire
que |VB| ne s’annule en aucun point de I' (voir I’hypothese 1).

FIGURE 1. Domaine €2 et courbe d’annulation I" .

14.1. Equivalent préliminaire de la premiére valeur propre )\ (). On cherche a déterminer le
comportement asymptotique de A\; o o(h) = A1(h) quand & tend vers 0 et & comprendre I’influence d’une
annulation du champ magnétique sur cette asymptotique. L’ objectif est d’améliorer le résultat de Pan et
Kwek (voir [58]) donné dans le théoreme 1.4, en explicitant un terme de reste. Contrairement au cas
considéré dans [26] (voir le théoreme 1.5), le fait que la ligne d’annulation rencontre le bord rend la
démonstration plus difficile.

1.4.1.1. Enoncé du résultat. Le théoreme 1.7 se retrouve plus tard en début de chapitre 3 via le
théoreme 3.2. C’est le pendant du théoréme 1.2 qui traite le cas d’un champ magnétique qui ne s’annule
pas. Le théoreme 1.7 vient préciser le théoreme 1.4 puisqu’il explicite le terme de reste. On commence
par introduire une notation concernant les deux quantités importantes rencontrées dans le théoreme 1.4 :

Notation 1.6.
B _ N 2/3
M; Moxelggr\VB(x)] ,

B_ 0(x) 2/3
AV = nf GIVBOOIT
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Théoréme 1.7 (Equivalent de la premiére valeur propre). Il existe C' > 0, hy > 0, tels que pour tout
0< h<hy
LERY? — Ch*/" < M\ (h) < LghY? + Ch2P,

ot on rappelle que L8 = min {Mf’, A]13} (voir le théoreme 1.4).

Remarque 1.8. Dans le cas d’'un domaine a coin €2 et pour un champ magnétique qui ne s’annule pas,
le premier terme de I’asymptotique de la plus petite valeur propre est de I’ordre de A, comme dans
le théoreme 1.2 (voir [14]). Comme les termes d’ordre h*/3 sont asymptotiquement plus petits que les
termes d’ordre h, les résultats obtenus restent valables dans le cas ou la ligne d’annulation ne rencontre
pas de coin.

1.4.1.2. Heuristique. Cette sous-section vise a expliquer une technique bien connue de 1’analyse
semi-classique qui consiste a étudier I’opérateur de Schrodinger sans parametre semi-classique (b = 1)
sur des domaines non bornés appelés "domaines modeles". La procédure suivante est applicable pour
tout ouvert €2 borné et simplement connexe dans R?. Ce domaine est considéré régulier mais ce qui suit
reste valable pour un domaine polygonal curviligne en dimension 2 avec un nombre fini de coins et un
domaine polyédral avec un nombre fini d’arétes et de sommets en dimension 3, dés lors que I’ensemble
d’annulation ne rencontre pas les singularités de 0€2. La localisation des états quantiques est un phéno-
mene bien connu de la limite semi-classique (voir la figure 2). Il s’agit d’un fait assez logique, le régime

h—0

FIGURE 2. Localisation des fonctions propres dans la limite semi-classique.

semi-classique matérialise une transition entre le monde de la mécanique quantique (ou 1’on parle de
probabilité de présence) et le monde de la mécanique classique (ol la notion de position a un sens ponc-
tuel). On peut naturellement s’attendre a ce que "l’incertitude" sur la répartition des particules (donnée
par la distribution [1|%) diminue en méme temps que h tend vers 0. Considérons a titre d’exemple le cas
d’un opérateur de Schrodinger avec potentiel électrique. La premiere fonction propre g; de 1’oscillateur
harmonique —h?A + |x|? en dimension 2 est donnée par :

2
(13) 7 = - exp (Ji) |

Cette "convergence" - qui peut se voir comme 1’approximation d’une masse de Dirac - met en lumiere le
role "local" des sous-domaines. La description précise des éléments propres passe par la compréhension
des différents modeles sous-jacents qui structurent le spectre. Concernant I’opérateur Py, a o, la question
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est de savoir ou se localisent les premieres fonctions propres dans la limite semi-classique (voir figure
3). 1l existe différents types de sous-domaines susceptibles d’apporter une contribution asymptotique

FIGURE 3. Ou se localise la premiere fonction propre ?

différente : ceux relatifs au bord 0f2 et a la courbe d’annulation I'. On dénombre quatre classes de sous-
domaines (voir la figure 4) :

LOO\T, T\0Q, 99 N T.

Faire tendre h vers 0 revient en quelque sorte a "zoomer" sur chacun de ses sous-domaines. On se ramene

FIGURE 4. Classes des sous-domaines.

alors a I’étude d’opérateurs de Schrodinger sans parametre semi-classique (h = 1) sur des domaines
redressés non bornés appelés "domaines modeles". L’avantage d’une telle méthode est qu’on se ramene
a I’espace R? tout entier ou bien sur le demi-plan |R2+ suivant les cas. Cette méthode permet d’utiliser les
invariances par translation. Dans la majorité des cas, cela permet de réduire 1’étude spectrale a celle d’un
opérateur de référence avec potentiel électrique plus simple et mieux connu en dimension 1. On présente
dans ce qui suit chacun des opérateurs modeles qui apparaissent.

Les différentes étapes de la stratégie de localisation précédente (appelé "zoom") sont les suivantes. On
commence par considérer I’opérateur sur un domaine tronqué. Dans les cas concernant le bord et la
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courbe d’annulation, on effectue ensuite un changement de variable (licite pour une troncature suffi-
samment petite) redressant la géométrie du domaine. On termine avec un changement d’échelle semi-
classique pour se ramener au plan ou au demi-plan tout entier. La justification rigoureuse de ce procédé
viendra de I’estimation des termes de reste (dus aux différentes approximations). Ces différentes étapes
suggerent diverses notations pour le systeme de coordonnées.

Notation 1.9. On rappelle que I’on désigne par x = (1, 2o, -+ ,14) € Q C R? les coordonnées d’un
point de Q@ C R?. Les variables (s,¢) € R? ou R% font référence aux coordonnées curvilignes locales
qui apparaissent aprés changement de variable (voir I’ Annexe B.3), tandis que les variables (X,Y") et
(0,7) € R? ou R% font références aux coordonnées curvilignes locales pour le probleme modele apres
changement d’échelle.

Pour toute coordonnée ;, on rappelle enfin que I’on a introduit la notation D, = —id, ;.

L’oscillateur harmonique

+ Y

|

1

I

I

I

I

|

:

|

—————————————————————— . ¢

I

I

I

I

I

|

|

|

|

:
L’ opérateur modele qui apparait est le Laplacien magnétique danslecasouB =1:
Par des transformations unitaires on se ramene a
L’opérateur de De Gennes

“ T

L’ opérateur modele qui apparait est le Laplacien magnétique 77, 5 z> dansle casou B =1:
D? + (D, —7)%, sur R%.
Par des transformations unitaires on se ramene a 1’opérateur de De Gennes :

G(&) = D? + (¢ — 7)* sur R, avec condition de Neumann au bord, avec ¢ € R.

L’opérateur de Montgomery
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L’ opérateur modele qui apparait est le Laplacien magnétique P; 4 g2 dans le cas ot B(o,7) = 7:
2\ 2
2 T 2
Dz + DU_? , sur R
Par des transformations unitaires on se ramene a I’opérateur de Montgomery :
2

2
M(n) = D? + (77—%> , sur R, avecn € R.

L’opérateur de Pan et Kwek

L’opérateur modele qui apparait est le Laplacien magnétique 7 AR’ dans le cas ol I’expression du
champ magnétique est B(o,7) = 7cosf — osind, avec § € (0, 7). On obtient ’opérateur de Pan et
Kwek :

2 2
Ko = D? + (D(T +o7sinf — % oS 9) , sur R? avec condition de Neumann D, = 0 sur {7 = 0}.

L’importance de ces opérateurs de référence justifie le fait qu'on s’intéresse a un certain nombre de
leurs propriétés, qui vont se retranscrire dans la structure du spectre de 1’opérateur Py, a o. Pour chacun
des modeles, on donne dans le tableau suivant la propriété utile (a savoir I’infimum du spectre) pour
déterminer le premier terme de 1’asymptotique.

Ce qui suit décrit les grandes lignes de la preuve du résultat final de cette premicre partie (voir le théoreme
5.18).

1.4.1.3. Méthode. L’ équivalent de la premiere valeur propre s’obtient en deux étapes.
Minoration de la premiére valeur propre \;(h)

C’est dans cette partie que réside la principale difficulté de I’analyse (évoquée au début de la section
1.4.1).
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Cas Opérateurs de référence Infimum du spectre

G(€) =D+ (§—71)

) sur R, avec condition de Neumann égﬂgsp (g(€)> =
2
2 _
sur R neR
- 7
2 ) T
ay | Ko=Dir (Dot orsing = Feost) | e o

sur R? avec condition de Neumann

TABLEAU 1.4.1. Tableau récapitulatif des opérateurs de référence.

Le principe du Min-Max (voir le théoreme A.9 en Annexe) donne en particulier une formulation varia-
tionnelle pour la plus petite valeur propre de I’opérateur Pj, a ¢ :

(1.4) Mh) = Tt
ue H(2)\{0} ||U|||_2(Q)

ou on rappelle que 9}, a o est la forme quadratique associée a 1’opérateur Py, a o, dont I’expression est
donnée par :

Opao(u) = / (—ihV + Al dx,
Q

pour tout u € H!(Q). On explicite I’asymptotique de la premiere valeur propre en minimisant cette forme
quadratique. On se base pour cela sur une formule fondamentale de localisation. Pour une famille (X?) j
de fonctions € a support compact vérifiant :

Z(X;’)Q =1, sur (),

J

(c’est-a-dire que les ((X?)Q)j forment une partition de I’unité), on a I’identité suivante (voir la formule

(3.3)):
(1.5) Onan(u) = ZQ}L,A,Q(X?U) - h22||U|V(X?)H|EQ(Q)‘
J J

Cette formule s’interprete de la maniere suivante : "L’énergie globale est €gale a la somme des énergies
locales modulo un terme de reste". En supposant que le reste de la partition de I’unité :

Y NV O)IIEe )
J

soit négligeable, I’estimation de Q), o o se ramene a celle des Q,%A’Q?, ou les Q? = supp(x?) M §2 sont
des sous-domaines de ¢2. La méthode qui suit est la suivante : en minorant (a un terme d’erreur pres) la
forme quadratique Q) A o(u) par le minimum sur j des quantités Q,, Aq (u), on obtient une minoration
de la forme quadratique Q) a o(u) par I'infimum sur j des spectres des opérateurs locaux P, AQ

Les supports des fonctions troncature X? sont contenu dans une boule dont le centre et le rayon dépendent
de h. Lorsque A tend vers 0, les sous-domaines Q;‘ constituent (autour de certains points x;) une zone
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ol vont se localiser les fonctions propres. A partir d’un découpage adapté du domaine €2, on distingue
quatre types d’ensembles :

LOON, T\OQ, 00N T,
Pour ¢ € {1,2,3,4}, on note respectivement {2, chacun de ces ensemble, et xg-g) les centres des boules
choisis en fonction des alternatives suivantes : , X.§'2) € 0O\I, xg-g) e I"\oQ, x§-4) coQnT.
Suivant ces distinctions, on note les Q? de la maniere suivante : Qg-e)’h. Les opérateurs modeles intro-

duits précédemment se retrouvent en effectuant un changement d’échelle semi-classique. Il s’agit d’un
changement de variable du type suivant :

x — xtY)

0 _ J
RN T

Suivant le cas ¢ considéré, on peut trouver un 3 de sorte d’avoir "I’approximation” suivante (en un sens
tres formel) :

P ~ P

h,AQ0" LAO (")
avec :

o _
I = R? ou R?,

J
et out A® est un potentiel modele convenablement choisi qui dépend du point considéré.

Ce procédé est une simple homogénéisation en puissance de h. Les résultats obtenus sont regroupés dans
le tableau suivant :
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L’infimum du spectre de chaque opérateur modele est obtenu a partir de I’infimum du spectre de 1’opé-
rateur de référence qui lui est unitairement équivalent. On observe que les quantités spectrales liées a la
courbe d’annulation (cas (3) et (4)) sont asymptotiquement les plus petites. Le premier terme de 1’asymp-
totique du théoréeme 1.4 (tout comme celui du théoréme 1.2 dans le cas d’'un champ magnétique qui ne
s’annule pas) apparait alors naturellement. Dans les régions ou I’infimum du spectre possede la méme
échelle (en puissance de h), la quantité minimale résulte d’'une compétition entre la contribution a 1’in-
térieur et la contribution du bord. Celles-ci dépendent fortement de I’expression du champ magnétique
linéarisée au premier ordre. Cette approche donne une minoration de la forme quadratique sur les sous-
domaines locaux, modulo un terme d’erreur en puissance de / (non explicité dans le tableau). La difficulté
majeure de la preuve est d’arriver a controler la transition entre les différentes échelles semi-classiques
(h et h*/3) dans une région proche de 9Q N T.

Majoration de la premiére valeur propre \;(h)

On rappelle une conséquence utile du théoreme spectral (voir le théoreme A.6 présenté en Annexe) :

Proposition 1.10. Soit T' un opérateur autoadjoint. Pour tout \ € C et tout 1) € Dom(T'), la distance
d(X,Sp(T")) de X au spectre de I’opérateur T' dans C vérifie 'inégalité :

d(A, Sp(T) 9l < [T = M)l

Cette proposition implique que si on trouve une bonne fonction test normalisée ¢ (appelée quasimode)
et un nombre complexe A tels que |[(7" — A\)| < ¢, alors d(A,Sp(T)) < e. Cette méthode permet
donc d’exhiber des nombres A proches du spectre a € pres, ce qui permet en particulier d’obtenir une
majoration de la plus petite valeur propre.

On construit des quasimodes a partir des fonctions propres des opérateurs de Montgomery et de Pan et
Kwek. Il s’agit de modifier leur expression en appliquant dans 1’ordre inverse les transformations (chan-
gement d’échelle et changement de variable) qui ont permis de ramener 1’étude spectrale a celle de ces
opérateurs dominants. On applique pour finir le théoréme spectral a I’opérateur 7' = P}, o o en utilisant
les deux bons candidats 1) € Dom (P a o) obtenus respectivement pour 1’opérateur de Montgomery et
de Pan et Kwek.

La minoration et la majoration obtenues donnent un équivalent de la premiere valeur propre. Il s’agit de
I’élément clé permettant d’obtenir des estimées d’ Agmon.

1.4.2. Estimées d’Agmon. Les estimées d’Agmon sont un résultat de décroissance exponentielle
des fonctions propres. De telles estimées ne nécessitent pas de connaitre (a priori) I’expression des fonc-
tions propres. Elles donnent en quelque sorte 1’échelle de localisation dans la limite semi-classique. Pour
illustrer ce propos, on peut penser a la premiere fonction propre de I’ oscillateur harmonique —h?A + |x|?
en dimension 2 (donnée via I’équation (1.3)) pour laquelle on a une décroissance exponentielle en dehors
de tout voisinage ne contenant pas 1’origine.

1.4.2.1. Enoncé du résultat. Le théoreme 1.11 est une version simplifiée du théoreme 4.4 (énoncé
dans le chapitre 4). Il est I’analogue du théoreme 1.3 pour un champ magnétique variable qui ne s’annule
pas :

Théoréme 1.11 (Estimée d’Agmon). 1l existe C > 0, o« > 0 et hy > 0, tels que pour tout h € (0, hy) :

ah=1/3d(x
[y 0 dx < Clnali,
Q
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ou 1y, désigne un vecteur propre associé a la premiére valeur propre \i(h) et o d(x,I") désigne la
distance du point x a la courbe d’annulation I'.

Le théoreme 4.8 (énoncé plus loin) donne un résultat concernant un plus grand nombre de valeurs propres.
Dans ce cas transverse a I', I’échelle de localisation est en 4'/3. Dans le cas d’un champ magnétique qui
ne s’annule pas, celle-ci est en h'/? (voir le théoreme 1.3).

1.4.2.2. Heuristique. Au regard de la mécanique classique, il est intuitivement facile de deviner ou
vont se localiser les premieres fonctions propres. Les positions physiquement stables sont celles ou la va-
leur du potentiel est minimale. En se rappelant que |1 |? représente une densité de probabilité, on s’ attend
logiquement a ce que les fonctions propres se localisent dans les régions ou I’énergie est asymptotique-
ment la plus petite. Cette vision se retranscrit dans la formulation variationnelle (voir (1.4)). Dans le
cas d’étude considéré (voir encore le tableau 1.4.2), les fonctions propres vont se localiser sur la courbe
d’annulation (au bord ou a I’intérieur suivant la géométrie de OS2 et I').

1.4.2.3. Méthode. 11 s’agit de montrer que la masse de toute fonction propre est essentiellement
concentrée pres de I'. Pour établir un tel résultat, il est indispensable de disposer d’un terme de reste
explicite dans I’estimation préliminaire de A\; (h) car on utilise de maniére cruciale 1’estimation :
M(R) ~ LBRY3 4 o(h*3).
h—0

On ne trouve pas d’estimées d’ Agmon dans [58], car un tel terme de reste n’y figure pas. Des estimées
d’ Agmon sont énoncées dans [26], mais dans le cas ou la ligne d’annulation ne rencontre pas le bord.

1.4.3. Réduction a des modeles. Dans le chapitre 5, sous ’hypothese AB < MP (voir la notation
1.6) assurant la localisation de la premiere fonction propre sur I’ensemble 02 N I', on montre que le bas
du spectre du modele de départ correspond au bas du spectre d’un probleme modele plus explicite, faisant
intervenir au premier ordre I’opérateur de référence /Cy, modulo un reste petit suivant h. Les preuves se
basent sur une réduction a différents problemes modeles.

Les estimées d’ Agmon permettent d’une part de ramener I’étude du Laplacien magnétique sur 2, a celle
des opérateurs localisés sur €2, (ou €2, désigne un voisinage suffisamment petit de sorte que le passage
en coordonnées curvilignes soit licite, pour certains x € 92 N I'). On regroupe ces différents opérateurs
locaux en imposant une condition de Dirichlet en dehors des €. Le spectre de I’opérateur Py, o o corres-
pond alors au spectre de I’opérateur "somme directe” @ P)°G ¢ . modulo un reste en O(e=Ch™'™,

xeoQNI'
Apres un processus d’homogénéisation, on obtient d’autre part que le spectre de I’opérateur € P}S;QX
xeoQNl’
correspond (aprés approximation) au spectre de I’opérateur "somme directe” €@ hY3|VB(x) >3y .

xeoQNI’
Le probleme de départ se reformule finalement en terme des problemes modeles regroupés, modulo un
terme de reste petit suivant h. La méthode utilisée se retrouve dans [14].

1.4.3.1. Enoncé du résultat. Le résultat final du chapitre 5 et de la partie I est énoncé dans le théo-
reme 5.18. Il donne un développement asymptotique complet des (premieres) valeurs propres a n’importe
quel ordre. Le résultat qui suit est énoncé dans une version simplifiée, ne donnant que le premier terme de
I’asymptotique pour les premieres valeurs propres. Les notations suivantes servent a quantifier le nombre
Nq g des valeurs propres pour lesquelles on donne un développement asymptotique :
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Notation 1.12. Pour tout § € (0, 7), on désigne par ¢’ la n-ieme valeur propre de I’opérateur Ky (comptée
avec multiplicité) et on note N (6) I’élément défini par :

N(Q) = ﬁ (Spdisc(}C()) M (Oa MO)) = ﬁ {n7 Cz < MO} .

Pour tout x € 92 NI ettout 1 < n < N(6(x)) on note encore (avec multiplicité) :
Ay = [VB)PP¢,

{APnenN} = J[ {A%n €N} (union disjointe),
xeoQNI’
Nop =#{A} <MP,neN}.
Remarque 1.13. On s’attend a ce que pour tout # € (0, ), la valeur de N (0) soit finie mais ce fait n’est

pas démontré et on peut éventuellement avoir N g = 0o0.

Remarque 1.14. On note encore que la définition de AP dans la notation 1.12 n’entre pas en conflit avec
la définition donnée dans la notation 1.6.

Notation 1.15. Pour tout NV € N* tel que N < N g on note :
Sy ={Au(h),1 <n < N},
S5 = {h*3AB, 1<n < N}.
Théoreme 1.16. On suppose que la condition (voir la notation 1.6) :
(1.6) AT < MP

est satisfaite. Pour tout N € N* tel que N < Nq g, il existe une constante Cy > 0 et hy > 0 tels que
pour tout h € (0, hy) :
d(Sy, &%) < Cnh/3,

ou d (6 N 6]]?,) désigne la distance entre les deux ensembles Sy et GB.

Ce résultat donne une approximation des basses valeurs propres modulo un terme de reste en O(h%/3).
La réduction a des problemes modeles se résume dans le schéma suivant :

A (h) No(h) Ns(h)
O(hE)/S)

Ce qui suit vise a expliquer le role de la condition (1.6) du théoréme 1.16 (qui apparait plus tard dans
I’hypothese 4.1). Comme cela a été évoqué, celle-ci assure que la premiere fonction propre se localise sur
I’ensemble 02N I". Il convient de savoir lequel des opérateurs modeles (entre 1’ opérateur de Montgomery
et I’opérateur de Pan et Kwek) est I’opérateur dominant structurant le bas du spectre. Cela passe par la
connaissance de la zone de localisation de la premiere fonction propre (€2 N T ou 92 N T') qui est donnée
par I’ensemble des x ol est atteint le minimum :

min{Mo min |VB(x)[”?, rglgngCf(X>|VB(X)l2/3} = min {MP, AT’}
Xe

xeQNT
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(voir une nouvelle fois le tableau 1.4.2), qui dépend de la géométrie du champ magnétique B et de 0S2.
Il résulte de 1’étude détaillée de I’opérateur Ky que pour tout § € (0, 7), ¢/ < My (voir la proposition
2.15). Dans le cas générique ou |[VB| = 1 (comme on suppose que la courbe I" n’est pas tangente au
bord, ce qui équivaut a 6(x) # 0[r] pour tout x € 92 N T") la contribution a I'intersection du bord et de la
courbe d’annulation est strictement plus petite que la contribution de la courbe d’annulation a I’intérieur
du domaine, ce qui donne que I’opérateur Ky est I’opérateur dominant et que la premiere fonction propre
va se localiser sur 92N T'.

1.4.3.2. Heuristique. On décrit dans cette sous-section les étapes de réduction aux problémes mo-
deles.

Probléme initial :
C’est le probleme de départ. On s’intéresse au bas du spectre de I’opérateur Py, 4 o sur 2.
Probleme décomposé :

Il s’agit d’un probleme "découpé" ou I’on impose une condition de Dirichlet en dehors des zones proches
de I’ensemble OQ2NT". Cela revient a réduire le domaine de I’opérateur P, 4 ¢ a un ensemble de fonctions
dont le support est localisé sur I’ensemble 9Q2NI". Ce procédé a pour but d’autoriser (en tout point de 92N
I') un changement de variable redressant la géométrie du bord et de la ligne d’annulation visant a faire
apparaitre un domaine modele (a terme, IR2+). Ce changement de variable n’est valable que localement,
sur un voisinage assez petit.

-
~+

S

x = (s, 1) 4 (0,0)

En chaque point x de 0f2, on considere un voisinage €2, suffisamment petit de sorte que ce changement de

variable soit licite. Le domaine de 1’opérateur est donné par {1/ € Dom(Py.a.q),supp(¢) C o FQX}'
xeodfiN

Cet opérateur (noté P P}Lfg’gx) est la "somme directe" d’opérateur locaux. Les estimées d’Agmon
xeoQNI’
traduisent une décroissance exponentielle (suivant 7) en dehors d’un voisinage de 92 N I pour les (pre-

mieres) fonctions propres de 1’opérateur Pp, o o. Cela se retranscrit de la maniére suivante : le bas du
spectre de ce modele ({\P¢(h) < Alc(h) < -..1) est le méme que le bas du spectre de ’opérateur
Ph.a 0, modulo un reste exponentiellement petit en O(e*Ch_w).

Probléme modéle :

L’opérateur final est une réunion des opérateurs de référence /C :

D VB

xe9QNI’

Ce probleme modele s’obtient a partir du probleme "décomposé" précédent, apreés un changement de
variable, un changement d’échelle, et approximation. On obtient ainsi que le bas du spectre de cet opéra-
teur final est proche du bas du spectre de I’opérateur modele intermédiaire, modulo un terme de reste en
O(h*/3).

Cette heuristique se résume dans le tableau suivant :
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Initial Décomposé Modele

G /

_% X d@ T T

< i i ; /

g axﬂ Y Lt

S X & o o
bl

3

g Ph.ao &P Pflz?f&,ﬂx x€9QNT
8 x€9QNT h4/3IVB<X)‘2/3}C9(X)
2 O(e= ") O(h*)

= 1 B

é (/\n(h))gngNQB AEEE— ()‘sc(h))gng\rgﬁ — (h4/3A“ )ISnSNQ,B
n

L’ensemble {h*/3AB < h4/3AB < ...} est donc une approximation du bas du spectre de I’opérateur
Ph.a.0, modulo un terme de reste en O(h%/3).

1.4.3.3. Méthode. Cette asymptotique s’obtient en regroupant et en classant les valeurs propres gé-
nérées par chacun des problemes modeles. On donne ici les grandes lignes de cette stratégie qu’on re-
trouve dans [14]. On commence par effectuer un changement de variable local pour se ramener a une
géométrie redressée du bord et de la courbe d’annulation et réécrire plus simplement I’opérateur dans les
coordonnées curvilignes (s, t). Aprés le changement d’échelle :

o= h7Y3|VB(x)["3s, et = b V3| VB(x)|/%t,
qui se rameéne (presque) au domaine R? , on peut (au méme titre que le développement d’une fonction sous

forme de série entiere) développer I’opérateur obtenu (noté K;) en puissances de h, en un sens formel,
sans parler de convergence (on utilise la notation ~ au lieu du signe = pour un tel développement) :

K~y Kh3,

Jj=0
et I’on recherche des paires propres (¢, 1) :
v D GhP et~ Y b,
Jj=0 Jj=0
vérifiant :
Ky ~ ¢,

dans le sens ou I’on cherche une solution pour laquelle on a une identification des coefficients du déve-
loppement suivant chacune des termes en h’/? de I’équation, pour tout j € N.

e Termes en h°. On résout :
Koo = Coto.

I1 est facile de voir que Ky = /Cy(). On retrouve ainsi I’opérateur de Pan et Kwek en tant qu’opérateur
dominant. On obtient alors que (o € Sp(/Cy(y)) et que 1, est dans le sous espace propre associé.

On peut prendre () = Cs(x) et choisir ¢)o(c, 7) comme fonction propre associée.
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e Termes d’ordre supérieur. Ce procédé peut s’appliquer a un ordre arbitrairement grand.

Le développement formel de 1’opérateur en puissances de h est justifié grace aux estimées d’ Agmon
(voir les corollaires 4.5 et 4.9) qui permettent de controler les termes de reste issus du développement
de Taylor du champ magnétique B. Le résultat final (voir le théoreme 5.18) donne un développement
asymptotique complet des premieres valeurs propres, et pas seulement au premier ordre (contrairement a
la version simplifiée donnée via le théoreme 1.16). Ce résultat s’obtient a partir du processus de résolu-
tion précédent, qui permet d’expliciter successivement chacun des termes de 1’asymptotique a un ordre
arbitrairement grand.

1.4.4. Simulations numériques. On présente dans le chapitre 6 des calculs numériques de valeurs
propres et de vecteurs propres (module et phase), réalisés a partir de la librairie éléments finis Mélina++.
On présente des calculs dans le cas ol €2 est le rectangle 2 = [—32, 3] x [~1, 1] et ot le champ magnétique

B(s,t) = s s’annule suivant I’axe des ordonnées (voir la figure 5). On rappelle que dans notre cadre

FIGURE 5. Domaine €2 et courbe d’annulation pour I’étude numérique.

d’étude, on suppose que 2 est régulier (voir les hypotheses 1). Il convient de remarquer que les résultats
obtenus restent valables dans au cas ou €2 est un ouvert polygonal des lors que la courbe d’annulation ne
passe pas par un coin, de sorte que les graphiques que 1’on présente constituent bien une illustration des
théoremes des la partie 1.

1.5. Résultats obtenus pour un champ magnétique s’annulant quadratiquement

On décrit dans cette section le contenu de la deuxieme partie. Celle-ci concerne I’analyse d’un modele
d’annulation quadratique a I’intérieur d’'un domaine 2 de R?. 1l s’agit d’une annulation différente de
celle présentée en premiere partie. On se place dans le cas ou le champ magnétique B s’annule le long
d’une courbe simple et réguliere I' qui possede un nombre fini de points doubles a I’intérieur de 2. On
note Y I’ensemble de ses points doubles. On suppose que la courbe intersecte le bord de €2 de maniére
non tangente en un nombre fini de points et qu’elle s’intersecte de maniere non tangente en tout point
Xo € X. On suppose de plus que pour tout x € I'\ 3, |[VB(x)| # 0 et que la matrice Hessienne du champ
magnétique est non dégénérée en tout point xy € > (voir I’hypothese 2).

1.5.1. Etude semi-classique dans le cas d’un champ magnétique s’annulant quadratiquement.
Dans ce cas, ’analyse est différente en raison des points doubles, mais la structure de I’étude reste la
méme que dans la partie précédente. Le coeur de 1’étude se situe dans la minoration.
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FIGURE 6. Domaine €2 et courbe d’annulation .

Le champ magnétique de 1’opérateur modele sous-jacent (étudié en détails dans le chapitre 2) se pré-
sente comme le produit de deux fonctions linéaires. L’ opérateur modele étudié (sur R?) est I’extension
autoadjointe de 1’opérateur suivant :

Géométriquement, la valeur de ¢ représente la valeur de la tangente de I’angle formé par I’une des deux
droites d’annulation avec 1’axe des abscisses (¢ = tan %). Cet opérateur a de nombreuses propriétés de
symétrie, et est analytique suivant € (au sens de la théorie des perturbations analytiques de Kato, voir [S0]
et [51]). La propriété la plus importante est qu’il est a résolvante compacte (on reprend la démonstration
en montrant que le spectre essentiel est vide via I'utilisation du théoreme de Persson). Ce fait est connu
depuis longtemps et est vérifié pour toute une classe d’opérateurs définis sur I’espace tout entier (voir
[44] et [40]). On note alors (avec multiplicité) :

Sp(AX.) = {sa1(c) < s9(e) < -+

IA
—

Ces propriétés sont énoncés dans la section 2.5.

1.5.1.1. Enoncé du résultat. On montre dans le chapitre 7 le théoréme suivant :

Notation 1.17. Pour tout x € 3 désigne par «(x) et 3(x) les valeurs propres de la matrice Hessienne de
B au point x de sorte que |«(x)| < |5(x)], et on note :

E(x) = 183,
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(x|
163

Théoréme 1.18 (Equivalent de la plus petite valeur propre). Il existe C' > 0, ho > 0, tels que pour tout
O<h<hgona:

g(x) =

CER? — Ch'" < M (h) < CPRP? + CATY,
avec :
CB = inf Z(x)"/%5¢ (e(x)).
xXEX
La quantité €(x) représente la tangente du demi-angle de I’opérateur modele au point x € X. La quantité
=(x) apparait quant a elle apres un développement de Taylor (au point x) du champ magnétique. I s’agit

du coefficient multiplicatif devant la partie quadratique modele "72 — (x)?c2".

1.5.1.2. Méthode. On utilise un procédé généralisant la méthode utilisée dans la sous-section 3.1 de
la partie L.

1.5.2. Etude partiellement semi-classique de I’opérateur modele croix dans la limite petit angle.
Dans le chapitre 10, on s’intéresse plus particuliecrement a I’étude spectrale dans la limite petit angle
e — 0 (ol e = tan g), pour I’opérateur modele X.. Dans ce régime, I’opérateur est partiellement semi-

T

+ T

classique (le parametre destiné a tendre vers 0, a savoir € dans ce cas, n’est en facteur que devant un des
termes de dérivation). En effet, apres le changement d’échelle 0 = ¢7's, 7 = ¢, I’étude se ramene a
I’ opérateur unitairement équivalent suivant sur L?(e~'dsdt) :

3 ?
D} + (st -3+ th) :
En remplacant formellement € D par £ et s par «, on obtient un opérateur 1D a deux parametres, appelé

symbole, dont I’expression est donnée par :
£ ?
Xog = D} + <§—§+a2t> :

Dans la limite petit angle, 1’étude spectrale de X se ramene a celle de la famille d’opérateurs (X, ¢) (or)eR2"
L’asymptotique des valeurs propres s’exprime en fonction de I’infimum de la fonction de bande ; (v, §)

du symbole opérateur de X. donnée par p;(a, ) = inf Sp (X, ¢). On se base sur des travaux développés

dans [65] et [19].
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1.5.2.1. Enoncé des résultats principaux. Le théoréme 1.20 que I’on donne ici établit que la fonction
de bande p; (av, €) atteint son minimum sur un ensemble compact. Son énoncé apparait dans le théoréme
10.9. Le théoreme 1.21, présenté dans la section 10.2 donne 1’asymptotique des valeurs propres de I’opé-
rateur X lorsque ¢ — 0.
Notation 1.19. On note : Sy = min o (,§).

(a,€)eR?

Théoreme 1.20 (Résultat principal pour le symbole opérateur). Les minima globaux de la fonction
01(, &) étudiée sur la quart de plan {a > 0,& > 0} sont contenus dans un compact inclus dans I’en-

semble :
2

On illustre numériquement les valeurs prises par la fonction de bande sur un domaine compact. On
conjecture ’existence de deux minima, numériquement atteints en (£0.784,0). La courbe qui apparait

3.5

125

0
«

FIGURE 7. Valeurs numériques de la fonction de bande ¢ (v, §) pour une discrétisation 50x50.

en noire sur la figure 7 correspond a I’ensemble {£ = 2a°}.

Théoreme 1.21. Pour tout n > 1, il existe C' > 0 et £y > 0 tels que pour tout € € (0,&¢) :
|22 (€) — Sp| < Ce.

Cette étude suit la méme stratégie que celle développée dans [65]. Dans le présent cas d’étude, on ne
suppose plus que la fonction de bande admet un unique minimum, et on ne fait pas non plus I’hypothese
que les minima sont non dégénérés. Dans la limite petit angle, on obtient que 1’asymptotique (en €) pour
toutes les valeurs propres a le méme terme dominant.
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1.5.2.2. Heuristique. Dans le régime € — 0, le spectre de I’opérateur X. est petit la ou le symbole
opérateur prend de petites valeurs.

1.5.2.3. Méthode. Le résultat sur le symbole (théoreme 1.20) s’établit via des études de signe des
dérivées partielles de la fonction de bande p;(«v, §) en utilisant des formules de Feynman-Hellmann dé-
montrées dans la section 10.1.2. La suite de I’analyse (théoreme 1.21) se base sur I’approximation de
Born-Oppenheimer. Dans cette limite semi-classique, elle consiste a approcher le spectre de I’opérateur
X par I'infimum du spectre d’un opérateur 1D a parametre. On obtient une majoration de s, (¢) par
une construction de quasimode dont 1’expression s’obtient par un développement en série formelle de
1’opérateur suivant des puissances de £'/2. Ce développement en série formelle est justifié par des es-
timées d’Agmon. La minoration est un peu plus délicate. Pour 1’obtenir, on utilise le formalisme de la
décomposition en états cohérents pour obtenir un analogue de la formule de localisation (voir la formule
1.5).






CHAPITRE 2

Présentation des opérateurs modeles

Ce chapitre concerne I’analyse du spectre d’opérateurs de Laplace magnétiques sur R? ou IR%F, pour
des champs magnétiques modeles, dans le cas ou le parametre semi-classique h est égal a 1. Il s’agit
des opérateur modeles apparus apres changement d’échelle (voir les tableaux 1.4.1 et 1.4.2). Dans cette
présentation, on reprend la convention de la notation 1.9. On donne en particulier les résultats connus sur
les opérateurs de référence 1D unitairement équivalents.

2.1. Champ constant a I’intérieur

On considere le Laplacien magnétique sur tout le plan R?, dans le cas modele d’un champ magnétique
constant strictement positif B = 1. On considere 1’expression suivante du potentiel vecteur :
A= (-Y,0).
Cela revient a considérer 1’opérateur :
DY + (Dx —Y)*.

En appliquant la transformée de Fourier partielle Fy,,¢ sur L*(R), on se raméne isométriquement 2
I’étude spectrale d’une famille d’opérateurs a un parametre (§ € R) :

DY+ (E-Y)%

Le domaine étant invariant par translation en la variable Y, on peut absorber le parametre de Fourier £
pour se ramener de maniere équivalente a I’opérateur :

Dy + Y2

On reconnait I’oscillateur harmonique. On se ramene ainsi a 1’étude de I’opérateur autoadjoint de réfé-
rence en dimension 1 donné par :

H =D} +Y?
agissant sur L?(R) et donné comme I’extension de Friedrichs de la forme quadratique suivante :

+oo
B®) > urs [ (WP + Y)Y,

—00
otl la définition des espaces B* est donnée en Annexe C. Avant de rappeler les propriétés importantes de
I’ oscillateur harmonique, on introduit quelques notations.

Notation 2.1. Pour tout n € N, on définit la fonction suivante :
d\" d\"
() = (V= ) e e () e
ou les H,, sont les polynomes de Hermite (de degré n).

27
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Pour toutn € N, on introduit la suite de fonctions ( f*), < définie par récurrence de la maniére suivante :

_y? _
YY) =e7z, fif = cala)" ' f1)
ou a* = \/Li (—% + Y) (opérateur de création), et ou ¢, est une constante de normalisation pour la
norme L%(R).

Ces fonctions sont appelées fonctions de Hermite. Elles forment une base hilbertienne de L*(R).

Proposition 2.2. L’oscillateur harmonique possede les propriétés suivantes :
(1) L’opérateur H est a résolvante compacte.

(2) Les valeurs propres de H sont simples et Sp(H) = 2N* — 1. Un vecteur propre associé a la
valeur propre 2n — 1 est fff.

(3) Pour tout k € N, la restriction de H a B*"?(R) définit un isomorphisme de B¥+2(R) sur B*(R).

2.2. Champ constant au bord

On considere la réalisation de Neumann du Laplacien magnétique dans le cas modele d’un champ
uniforme B = 1 sur R%, et la méme expression du potentiel vecteur que dans le cas précédent :

A = (—71,0).
Cela revient a étudier le méme opérateur :
D2+ (D, — 1),

mais cette fois-ci sur un demi-espace avec condition de Neumann au bord. En appliquant la transforma-
tion de Fourier partielle F,, ¢, on se ramene a I’opérateur 1D (avec un parametre { € R) suivant :

D72' + (5 - 7-)27
cette fois-ci sur une demi-droite. Comme 7 € R, on ne peut absorber le parametre £ par translation
comme dans le cas précédent. On obtient ainsi une famille (G(€)),y d’opérateurs indexée par le para-

metre £ € R. Lopérateur G(&) de référence est I’opérateur de De Gennes, défini comme 1’extension de
Friedrichs de la forme quadratique :

BY(RY) > ur /0 TR + (€ = 7P uln) ) dr.

Le domaine de I’opérateur G (&) = D? + (£ — 7)2, £ € Rest Dom(G(€)) = {u € B*(R"),«/(0) = 0}.
Les principaux résultats connus relatifs a cet opérateur sont résumés dans ce qui suit (voir par exemple
(28], [10], [24], [S] et [13]).
Proposition 2.3. L’opérateur de De Gennes posséde les propriétés suivantes :

(1) Pour tout § € R l'opérateur G(§) est a résolvante compacte.

(2) Pour tout § € R la plus petite valeur propre j11(&) est simple et les fonctions propres associées
ne s’annulent pas.

(3) La fonction & — 11(§) est analytique sur R, admet un unique minimum (atteint en & > 0) qui
est non dégénéré, est décroissante sur (—oo, &), croissante sur (o, +00), et vérifie 111(0) = 1,

ng_nooul(f) = Foo, [lim ju (&) = 1.

(4) Pour tout & € R, les fonctions propres de I’opérateur G(£) appartiennent a . (R*).
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Notation 2.4. On pose : Og = 111 (&p)-

On retrouve la quantité spectrale introduite au théoreme 1.2 et qui apparait dans les tableaux 1.4.1 et 1.4.2
de I’'introduction.

Proposition 2.5. La constante universelle © vérifie : O (2, 1), O = &. On a l'approximation
numérique suivante Oy ~ 0.5901 (voir [13]).

2.3. Champ s’annulant linéairement sur une droite

On considere sur tout R? le cas modele d’un champ magnétique B(o, 7) = 7 qui s’annule linéairement
sur la droite d’équation 7 = 0, avec |[VB| = 1 sur cette méme droite. L’expression du potentiel vecteur
associé que I’on considere est la suivante :

2
-
A = <—?, O> .

7'2 2
D3+(DU—5) .

Apres la transformation de Fourier partielle /., on ramene I’étude a celle de I’opérateur unitairement

équivalent suivant :
2\ ?
D? —— .
v (r3)

On retrouve alors I’opérateur de Montgomery M (7) défini comme 1’extension de Friedrichs de la forme

quadratique :
+00
e [ <|u e (n-3) |u<f>\2) .

sur le domaine de forme {u € L*(R), " € L*(R), 7%u € L*(R)}. On résume dans ce qui suit les propriétés
connues de 1’opérateur M (n) (voir [47], [58], [28], [57], [35)).

Cela revient a étudier I’opérateur :

Proposition 2.6. Pour tout ) € R, I’'opérateur de Montgomery posséde les propriétés suivantes :

(1) L’opérateur M(n) est a résolvante compacte. On note (vn(n))nen+ la suite de ses valeurs
propres.

(2) La plus petite valeur propre vi(n) est simple.

(3) Les fonctions propres associées a la valeurs propre vy(n) ne s’annulent pas.

Notation 2.7. On désigne par :
fl/\’l(ﬁ)

I’unique fonction propre positive et de norme 1 associée a la valeur propre v (7).

Pour tout 7, la famille (M(n)), est analytique de type (B) au sens de la théorie des perturbations analy-

tiques de Kato (voir par exemple [28]) de sorte que la famille <V1 (n), flM (77)> dépend analytiquement de

7. 1l en découle des formules de "Feynman-Hellmann" dont I’une est donnée par la proposition suivante
(voir [26] pour la preuve) :
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Proposition 2.8. Pour toutny € R, ona :

(M) = ) ()

oy 0atm) ) = [ 2(n=T) (7))

En particulier, en un point critique 1y de vy on a :

@.1) /[Rz ('rz - %2) <f1M(")>2 (r)dr = 0.

Pour tout &, la famille (G(§)), est également analytique de type (B) au sens de la théorie des perturbations
analytiques de Kato et on a de la méme maniere des formules de Feynman-Hellmann associées. On dé-
taille ici d’avantage les propriétés de I’opérateur de Montgomery car ces formules de Feyman-Hellmann
seront utilisées dans la construction de quasimodes (voir la sous-section 3.2.5).

= — (O, M)y, F™.

Proposition 2.9. On a :

(1) La fonction R 5 n w— v1(n) est analytique, admet un unique minimum (atteint en 1y > 0) qui est

non dégénéré, et vérifie lim 1vy(n) = +o0.
In|—+o00

(2) Les fonctions propres associées a la valeur propre v1(n) (qui est simple) appartiennent a I’es-
pace de Schwartz .7 (R) et sont paires.

Notation 2.10. On pose : My = vy ().

On retrouve la quantité spectrale introduite au théoreme 1.4 et qui apparait dans les tableaux 1.4.1 et 1.4.2
de I’introduction.

Proposition 2.11. On a : 1y > 0 et les approximations numériques suivantes : 1y ~ 0.35, My ~ 0.5698
(voir [20] et aussi [47]).

Les calculs numériques ont été effectués avec la librairie éléments fini Mélina++ développées a 1’univer-
sité de Rennes 1, pour un élément Py50. La figure 2 montre numériquement que la courbe 7 — 145(7)
admet un unique minimum. Une valeur numérique de ce minimum est donnée par :
infry(n) ~ 1.6537.
neR

Notation 2.12. En supposant qu’il existe bel et bien un unique minimum, on note 7, » le point en lequel
ce minimum est atteint.

2.4. Champ s’annulant linéairement au bord

On considere le champ magnétique modele suivant sur le demi-espace R :
B(o,7) = Tcosf — osinb,
s’annulant sur la droite d’équation 7cosf — osinf = 0, avec |[VB| = 1 sur cette méme droite. Le

potentiel vecteur A (o, 7) considéré est le suivant :

-2
A= (aTsinﬁ— ?COSQ,O) :
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2(n) 24f

2.2¢

vi(n)

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 18 2

n

FIGURE 1. Calculs numériques des deux premieres valeurs propres de M (n) en fonction
den € [0,2].

Cela revient a étudier I’opérateur :
72 2
Ko = (Dg—i—UTSiHH—ECOSQ) +D3,

sur R2 = {(o,7) € R?, 7 > 0}, avec condition de Neumann au bord D,u = 0, défini comme I’extension
de Friedrichs de la forme quadratique :
2

U + | Dyul? dodr,

-2
(Dg +o7sinf — 5 cosG) U

[R2
+
dont le domaine de forme est I’ensemble des fonctions u de L*(R% ) pour lesquelles cette derniere quantité

est finie. Cet opérateur de référence est I’opérateur de Pan et Kwek (introduit dans [S8]). Dans [21] on
trouve le résultat suivant :

Proposition 2.13. Pour tout 0, le bas du spectre essentiel de I’opérateur de Pan et Kwek vérifie I'inégalité
suivante :

infspess(lce) =" (770) = M.
Notation 2.14. On désigne par ¢! = inf Sp(K).

On retrouve la quantité spectrale introduite au théoreme 1.4 et qui apparait dans les tableaux 1.4.1 et 1.4.2
de ’introduction. Par symétrie, 1’étude se réduit au cas ot 6 € [0, g] Dans [58], Pan et Kwek démontrent
la proposition suivante :

Proposition 2.15. On a :
(1) ¢¥ = M.
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0
(2) ¢ < My, pour tout € (0, g}

Ce fait est illustré numériquement dans [20]. On y trouve les courbes des valeurs propres pour différentes

valeurs de I’angle ¢ € (0, 7) : On retrouve dans le graphique ci-dessus la valeur de M, et la courbe

Mo ;
0.55 Sy

0.5
0.45
0.4
0.35

0.3

0/

FIGURE 2. Calculs numériques du bas du spectre de 1’opérateur de Pan et Kwek /Cy.
Valeurs propres ¢/ sous le seuil du spectre essentiel pour 6 € {’g—g, 1 <k <30}
0 — (Y. On rappelle la notation suivante introduite dans la notation 1.12)
Notation 2.16. Pour tout 6 € (0, 7), on désigne par N (0) I’élément de N* U {co} défini par :
N(0) = £ (SPaie(KCo) N (0, Mo)) = § {n, ¢ < Mo} .
Remarque 2.17. Pour 6 fixé quelconque, on ne sait pas si ¢? est simple. La question de la monotonie
suivant le parametre 6 n’est pas non plus établie, et on rappelle qu’on ignore également si V() est fini.

Le théoreme de Persson (voir A.4 en Annexe) donne une décroissance exponentielle des fonctions propres
associées a une valeur propre située (strictement) sous le spectre essentiel M, de 1’opérateur de Pan et
Kwek KCy défini dans la section 2.4, (pour 6 € (0, g)) Plus généralement, on a le résultat suivant :

Proposition 2.18. Pour tout § € (0, 7) et tout n tel que (¥ < My, I’espace vectoriel des fonctions propres

associées est inclus dans 'espace HZ,, C /(R x R,.) (défini en Annexe C).

La preuve de ce résultat découle du corollaire B.19 présenté en Annexe.

2.5. Champ magnétique s’annulant quadratiquement

On se place sur le plan R? tout entier. Pour tout £ > 0, on considere 1’expression suivante du potentiel

vecteur magnétique :
3
-
A= (82027' - 3,0) .
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L’expression du champ magnétique associé est donnée par :
B(o,7) = 7% — £0?,

correspondant au cas modele de I’annulation suivant les droites d’équation 7 = +eco0. On note A, la
réalisation autoadjointe de 1’opérateur :

3 2
(Dg + (—3 + 620‘27')) + D2,

défini sur R? comme I’extension de Friedrichs de la forme quadratique :

73 2
ur—>/ (Dg+€2027'— —) U
R2

3 + | Dyul? dodr.

Dans ce qui suit, on donne les principales propriétés de cet opérateur modele. On commence par noter
que pour des raisons de symétrie évidentes, on peut se restreindre au cas ou 0 < ¢ < 1.

Proposition 2.19 (Propriétés de symétrie). L’opérateur ainsi que le domaine sont invariants par [’invo-
lution (0, 7) — (—0, —T).

Proposition 2.20 (Résolvante compacte). Pour tout € > 0, [’opérateur X est a résolvante compacte.

Cette proposition s’avere étre le cas particulier d’un résultat donné dans [40] (basé sur des travaux anté-
rieurs, voir [44]) concernant plus généralement les opérateur de Schrodinger avec champ magnétique B
et potentiel électrique V sur L2(RY). Le théoréme (1.1) énoncé dans [40] donne une condition suffisante
tres générale sur les dérivées successive de B et V' pour que I’ opérateur soit a résolvante compacte. Dans
le cas particulier que I’on considere, on a IV = 0. On reprend les mémes notations que dans [40] pour
introduire :
m(s,t) = [0sB(s,t)| + |0:B(s,t)| = |2es| + |2t].
La condition (1.9) est trivialement vérifiée car :
12e] + 2] 4 |2es — 2t| < 4(m(s,t) + 1),

ce qui permet d’appliquer le théoréme (1.1) pour » = 1. Comme on a ’ l)1|m m(s,t) = +oo, le corol-
s,t)|—+o00

laire (1.2) de [40] s’applique et donne que I’opérateur X est a résolvante compacte pour tout € > 0. On
effectue ici (par intérét pour le lecteur) une démonstration directe dans le cas particulier que 1’opérateur
modele X.. Il est intéressant de voir que 1’argument clé de cette preuve est le caractere confinant de la
norme du gradient a I’infini.

PREUVE DE LA PROPOSITION 2.20. On commence par voir qu’il suffit d’effectuer la preuve pour
I’opérateur :

st2\
(2.2) (DS + 7) + D}.
On part de & et on effectue le changement d’échelle suivant :
o= 5_2/35, T =1.

2
L opérateur de départ D? + (Do. + (—T—; + 52027'>) est donc unitairement équivalent a I’opérateur :

#3 2
D? 4 £4/3 (Ds + <—§ + 3275)) .
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Pour des raisons géométriques évidentes, on peut se restreindre au cas ot ¢ € (0, 1]. On a la "minoration"
suivante (au sens des formes quadratiques) :

#3 2 #3 2
(2.3) D? + (DS + (‘3 + 523%)) >3 | D? + (DS + (‘g + s%)) .

2
Par inclusion, il vient alors que si I’opérateur D?+ (DS + <—§ + th) ) est a résolvante compacte, alors
. 2
1’opérateur D? + (DS + (—% + 823215)) (c’est-a-dire AX.) I’est également. On part de ’expression de
. 2
I’ opérateur Df + (Ds + (—% + 5215)) , et on effectue le changement de variable suivant :

o—T o+T
S = —— t:

V2 VR

qui est une rotation vectorielle du plan d’angle 7. La matrice A de I'application linéaire (0, 7)

o—T 04T

(W’ W) a pour inverse sa transposée de sorte que 1I’opérateur se réécrit de la maniere suivante :

2 2

2 2 2 2 2 2 2 2
2 2 2 2 6 2 2 6

En développant cette derniere expression, les termes de dérivation croisés se simplifient et 1’on obtient

I’expression suivante sous forme factorisée :

D+U3+T3_U2T_UT2 2+ D_Og_T3+027'+UT2 2
T 6 6 2 2 76 6 2 2

3 2.2 4

En considérant le changement de jauge donné par ¢(o, 7) = — (% -t %3> , 'opérateur se

réécrit de la maniere suivante :
3 2
o
2 2
DI + (Da——6 —I—UT) .

Un dernier changement de jauge ramene finalement I’étude a celle de I’opérateur D? + (D, + 072)2. La

2
transformation 0 = s, 7 = % permet de considérer I’opérateur 2D? + (Ds + %) , qui est lui-méme

minoré par I’opérateur défini en (2.2). On peut donc se restreindre a montrer que 1’opérateur défini via
(2.2) est a résolvante compacte. On note Q la forme quadratique associée. On va minorer la quantité
Q(v) pour toute fonction ¢ € 6§°(R?) supportée en dehors du compact [— R, R]* et conclure avec le
théoreme de Persson (voir le théoreme A.11 en Annexe). On introduit une partition de I’unité recouvrant
R?\[— R, R]. On considere deux fonctions d’une variable réelle 2, et 27 définie de la maniére suivante :

_ 1 sur (=3.%) _ [0 sur (-%.%)

@4 %(')_{ 0 sur (—oo, B|U[R +00) S P T U1 sur (oo B U[R +00)
avec
(2.5) 22+ 27 =1 surR,
et:

: c :
(2.6) sup| 27 (t)] < -, pourtoutj € {0,1}.

teR R
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On introduit trois nouvelles fonctions Y1, 2 et 3 définies sur R? de la maniére suivante :
(2.7) xi(s,t) = Zi(s) Zi(t),  xa(s,t) = Z1(s)Zo(t), xs(s,t) = Zo(s) Zi(t).

Compte tenu des propriétés (2.4), (2.5) et (2.6), il est facile de voir que les fonctions ainsi introduites
constituent un recouvrement de R?\[— R, R]? vérifiant :

(2.8) XX+ = 217+ (Z1(s) Z0(1)” = 1 sur R*\[-R, RJ?,
avec
: c .
(2.9) sup|x;(t)] < =, pourtout;j € {1,2,3}.
teR R

La formule de localisation (voir I’Annexe B.2) donne que pour toute fonction 1) dans le domaine de
forme :

(2.10) QW)= > Q) — [x]l[E -
j€{1,2,3}

Le terme de reste est majoré de la maniere suivante :
2 02 2
/
2.11) > [9Xllew < 2ol
je{1,2,3}

On donne désormais une minoration de la forme quadratique sur chacun des sous domaines. Pour tout
j € {1,2,3} on pose x;¥=1,;. Le champ magnétique a un signe sur chacune des composantes connexes
du support de la fonction ;. Un résultat classique que nous présenterons par la suite (voir le lemme 3.6)
donne :

(2.12) Q(@bl)z/ |st| 1 |* dsdt > R[4y ?.
[RQ

Pour la minoration de Q(1)), on effectue la transformation suivante :
s=o0, = o 13,

Apres changement de coordonnées, on a la correspondance suivante en terme de dérivation :
-1

D,=o'®*D,. D,=D,+ %TDT.

2
L opérateur D? + <Ds + #) est unitairement équivalent & 1’opérateur suivant sur L?(c~'/3dod7) :

2 -1/3 2
02/3D3 + (DU + 01/3% + U 3 TD.,-) .

En conjuguant I’opérateur de la manicre suivante :

72 g1 2
0_—1/6 0_2/3D72—+ <DU+O_1/3?+ T7__DT> 0_1/6,

. s 2 9 st2 2 . L. T .
on obtient que I’opérateur Dj + | D, + - ) est unitairement équivalent a I’opérateur suivant sur

72 1 i\ >
2/3D2 D 1/3° 7D — — )
o -+ ( ot O 5 + 307 r 60)
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Comme D,7 = —i + 7D, onaalors —¢ = 6% (D7 — 7D,). On se rameéne donc a I’opérateur :

1 2
—(7D, + DTT)) :

2
oD+ (DU * 01/3% *5
g

On note 1 la transformation canonique de la fonction 5. On a pour les formes quadratiques :

Q (1) = Q(¥).

Pour toutn € (0,1) ona:

@wbawmégmoaﬁﬁﬂ(ww+—)%

-1

Ui

36

) dodr

La fonction 1/ est supportée dans I’ensemble {(c,7) € R, |7| < Ro'/3 |o| > R}, on a donc :

1 2
(TD + D7)} dodr.

Q(yy) >(1 - R2/3/ | D-3)* + ‘( 3D, + )@/12 dodr

2

dodT.

-1

_n-

1
36 (TD + D T)¢2

Comme 2|ab| < |al? + |b|? on a avec I’inégalité triangulaire :

1 2 1\? 2 8
DDy = (3) (rDak+dF) < SIAP+ SirDu

Sur le support considéré, on en déduit que :

/.
On a alors :

-1 p2/3
(2.13) Q%)z((l—nmm—%) / |D7w;|2+‘< D, + )z/a
R2

36R2/ 13| dodr.

1 2 8/3
LD, + D S [ 1D dodr
R2

o

2
dodr < ﬁ/w |403|* dodT +

dodr

On se focalise désormais sur le terme :

Qh(wé)z/RQIDT@b%IHK 8D, + )% dodr.

On peut écrire :

() = | <|wa5|2 +

2 .
(0—1/6D00—1/6 i % _ %0—4/3) ng

2
> dodT.
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On a la minoration suivante :

Q*j\/l(wg) > /ue2 (|DT¢Z|2 + ‘( “Yop, o0 4+ )1/,2 ) dodr

1
+ gRe/ io— /3 {( V6D o706 4 >1/1b} 1/1b dodr.
[RQ

En utilisant le fait que 2Re ([80@05} 1/15) = 0,|15|? on trouve avec une intégration par parties :

’%Re/ ioc~4/3 [(0*1/6D00*1/6) wg} w_ngdT
R2

1
2 Re/ o %0, W}2|2 78/3W’2|2 dodr
3 R2

5 _ 1 _
< ‘1_8/[,320 8/3|@/);|2d0d7'— 1—8/[}220 8/3|¢g|2d0d7'

< 038/3/ 05| dodr.
R2

Avec le calcul fonctionnel, et en se servant de ce que I’on connait de I’opérateur de Montgomery (voir la
section 2.3), on obtient que :

(2.14) / <|D7¢b\2+‘< 1/6D0071/6 )wb
R2

En résumé on obtient a partir de (2.13) :

-1p2/3 -1
Q (43) > (((1 — )R — %) (My — CR™3/%) — &) / 8 dodr.
R2

Finalement, en choisissant ) =  ona:

) dodr > Mo/ 102 dodr.

Q(¢3) > (CR2/3M0 - 0,3_2) 15| dodr.
R2
De maniere équivalente on a alors :
(2.15) Qo) > (CR**M, — C'R7?) / [ * dodr.
R2

La minoration de Q(1)3) s’obtient a partir de celle obtenue pour Q(1)3). On effectue un changement de

jauge donné par :
2t2

Os.1) =~

qui ramene ’étude a celle de 1’opérateur unitairement équivalent suivant :

D2+(D —ﬁ>
s t ) )

pour lequel on a la méme minoration que celle donnée via (2.15) par symétrie des variables (s,t) et
invariance du domaine :

2.16) Q) > (CRY*M, — C'R /|¢ 2dodr.

Il reste désormais a recouper les résultats. On reprend (2.10), (2.11), (2.12), (2.15) et (2.16). Comme
(C R*3M, — " R*Q) , le théoréme de Persson (voir le théoréeme A.11) permet de conclure que le spectre
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2
essentiel de I’opérateur D? + <DS + %) est vide, ce qui donne finalement que pour tout € > 0 1’opé-
rateur A est a résolvante compacte. 0

On rappelle la notation suivante définie dans I’introduction :
Notation 2.21. Sp(&X.) = {s11(c) < sp(e) < --- < -+ }.

Proposition 2.22 (Décroissance exponentielle des fonctions propres). Pour toute fonction propre 1. de
I’opérateur X., il existe une constante c > ( telle que : on a :

/ M ap(x)| dx < +o0
R2

DEMONSTRATION. C’est un fait classique (voir [2], [3] et [28]). ]

Proposition 2.23 (Analyticité). A transformation unitaire prés dépendant analytiqguement de €, I’ opéra-
teur X dépend analytiquement de ¢, pour € € (0, +00).

DEMONSTRATION. Partant de 1’opérateur X, on effectue une nouvelle fois la dilatation s = e2/3q
ett = 7. On se ramene ainsi a I’opérateur partiellement semi-classique suivant :

3 ?
gt/ (DS + (_E + 32t>) + DZ,

pour lequel le domaine est indépendant de <. U

2.6. Champs magnétiques s’annulant de maniére dégénérée

Pour tout entier & € N*, on considere sur tout R? le cas modele d’un champ magnétique B(o, 7) = 7%

qui s’annule linéairement sur la droite d’équation 7 = (. L’expression du potentiel vecteur associé que
I’on considere est la suivante :

!

A=(——0]).

k+1

Cela revient a étudier I’opérateur :
TR\ 2 )

(2.17) <DU — > + D:.

E+1

Cette sous-section vient compléter la sous-section 2.3 correspondant au cas ou k = 1. Apres la transfor-
mation de Fourier partielle F,, ¢, on ramene I’étude spectrale de I’opérateur (2.17) a I’étude spectrale
d’une famille d’opérateurs auto-adjoints M¥!(¢) est défini par :

Lkl 2
M[k](§)=D3+(§—k+1), £ER

Il s’agit d’un opérateur de Montgomery généralisé défini comme 1’extension de Friedrichs de la forme

quadratique :
400 ) R+ 2 )
/ —_—
UH/_OO /(7)) +(§ k‘+1) u(r)[?) dr,

sur le domaine de forme {u € L*(R),«’ € L*(R),7*"u € L%(R)}. Méme si on ne retrouvera dans
notre étude que les opérateurs MU (&) et MIZ(€), il convient néanmoins de rappeler quelques propriétés
générales importantes des opérateurs M (&) (voir [33], [47], [30]).
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Proposition 2.24. Pour tout entier k € N*, I’opérateur M* (¢ ) posséde les propriétés suivantes :

(1) Pour tout ¢ € R, 'opérateur MW¥(¢) est a résolvante compacte. On note (y,[«bk] (&))nen= la suite
de ses valeurs propres.

(2) Pour tout £ € R, la plus petite valeur propre U{k] (&) est simple et les fonctions propres associées

ne s’annulent pas.

(3) La fonction & — VW (&) est analytique et admet un unique minimum non dégénéré noté Mgf]. On

a de plus que pour tout k € 2N*, ce minimum est atteint pour & = (.

Remarque 2.25. La quantité M, définie dans la notation 2.10 correspond a Mg].






Annulation le long d’une courbe réguliere simple



Cadre d’étude

Hypothese 1. Dans cette partie, on travaille sous les hypotheses suivantes :
(1) Le champ magnétique B s’annule le long d’une courbe simple et réguliere I'.
(2) Le gradient VB est partout non nul sur la courbe I'.
(3) La courbe intersecte le bord de {2 de maniére non tangente, et en un nombre fini de points.

Notation 2.26. On désigne par : (x) : I’angle formé par les deux tangentes a I" et 92 au point x € 9QNT
(on pourra considérer cette valeur dans (O, g) indépendamment de tout choix).

-

FIGURE 3. Domaine €2 et courbe d’annulation I



CHAPITRE 3

Equivalent de la plus petite valeur propre

On rappelle la notation suivante définie dans I’introduction (voir 1.6) :
Notation 3.1.
B _ . 2/3
M= Mo BT IVBOIT

B_ 0(x) 2/3
AV = nf (VBT

Le but de cette partie est de démontrer le théoreme 1.7 énoncé dans 1’introduction. On rappelle ici son
énoncé :

Théoréme 3.2 (Equivalent de la premiére valeur propre). Il existe C' > 0, hy > 0, tels que pour tout
O<h<hgona:

LBRYE — Ch?/15 < A (h) < LBRYS 4+ ChP/3,
avec .

LE = min {M?,A?} .

Ce résultat est une conséquence des théoremes 3.3 et 3.19 qui vont etre démontrés.

3.1. Minoration
3.1.1. Enoncé du résultat.

Théoreme 3.3 (Minoration de la plus petite valeur propre). Il existe C' > 0, hy > 0, tels que pour tout
0 < h < hg et tout uw € Dom(Qp aq)ona:

Onan(u) > (L0Bh4/3 - Ch22/15) ||U||E2(Q)7
ou LE est défini dans I’énoncé du théoréme 3.2.
En particulier on a pour tout n € N* :
An(R) > A (h) > LERYS — Op22/15,

Remarque 3.4. Dans le cas ou MP < AB, on a avec le point 2 de la proposition 2.15 que (par continuité
du gradient du champ magnétique) :

Mo min [VB(x)”* = Mo min [VB(x)[**,

xeQNI’

La condition A]13 < M113 sera considérée par la suite (voir (4.1)).

43
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3.1.2. Partition de I’unité. L’étude spectrale du Laplacien magnétique dans la limite semi-classique
passe par I’étude d’une hiérarchie d’opérateurs modeles qui apparaissent localement. La présence d’un
bord - comme c’est le cas ici - rend plus difficile cette approche. L'utilisation d’une partition de 1’unité
permet d’exhiber ces opérateurs locaux de référence, et d’obtenir une minoration préliminaire de la forme
quadratique. Cette minoration est une étape clé de 1’étude.

Soit 0 < p < 1etC > 0.On peut trouver (voir [1, Lemma 7.10]) une partition de I’unité (X?)Vériﬁant
les propriétés suivantes sur () :

(3.1) Y INP=1,
J

J

(3.2) > IvxP<cn,
J

x;, supp(x}) € B(x;, h),
ol B(x;, R) est le disque ouvert de R? centré en x; et de rayon R.

Dans tout ce qui suit, C' désigne n’importe quelle constante positive arbitraire. Le principe du Min-Max
(voir le théoréeme A.9 en Annexe) donne en particulier que :

A(h, A, Q) =M(h) =  min Onan(w)

uEDOfT;;%h,A,Q) ||u||EZ(Q) .

La minimisation de la forme quadratique se présente donc comme un moyen d’expliciter 1I’asymptotique
de la premiere valeur propre, pour i — (. Pour une telle partition de 1’unité, on a I’identité suivante :

(3.3) Onan(u) = Z Qh,A,Q(X;‘Zu> - hZZHU’V(X?)WE?(Q)-
J J

Cette identité est une formule de localisation bien connue. Un énoncé est donné via la proposition B.4
(voir Annexe B.2). Cette identité est connue depuis longtemps (voir [31] ou elle est utilisée implicitement
et aussi [52], [1, Lemme 7.11] et [23]).

Comme cela a déja été évoqué dans I’introduction, des lors que le terme de reste

Yy Nl VO )
J

est négligeable, 1’estimation de Qj, 4 o se ramene a celle des 9, A’Q<X§Lu). Ces dernieres quantités font
intervenir les formes quadratiques Q) A o, ou les le sont des sous-domaines de €2, définis par :
bl b ]

Qh,A@? (U) = Qh,A,Q(X;‘LU)>

avec Q;‘ = supp(X?) N 2. Lapproche qui suit est la suivante : en minorant (2 un terme d’erreur pres) la
forme quadratique Qp, a o(u) par le minimum sur j des quantités Q;, 5 »(u), on obtiendra une minora-
k) k) 7
tion de la forme quadratique Q), o o(u) par I'infimum sur j des spectres des opérateurs P, o gn.
) ’ J
Conformément a cette présentation, on va dans cette section minorer les formes quadratiques "Q, A or"
’ k) 7

sur chacun des sous domaines du découpage. Les opérateurs précédemment introduits apparaitront suc-
cessivement.
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Lemme 3.5 (Controle du reste de la partition de 1'unité). Pour tout u € L*(S2), la contribution globale
du terme de reste issue de la partition de [’unité est donnée par :

WY NV O)IZa0) < Cimsh™ 2 ullf(q)-
J

DEMONSTRATION. Ceci est immédiat avec la propriété (3.2). 0

3.1.3. Minoration locale de la forme quadratique. Le lemme suivant est un résultat basique im-
portant que 1’on trouve dans [8] (voir également [28, Lemme 1.4.1] et [66, Proposition 0.2]).

Lemme 3.6. La forme quadratique Qj, o o précédemment définie vérifie :

O aou) > /Q BB [u()[2dx| , Yu € 62(9).

DEMONSTRATION. On note P, = (—ihd,, + A1) et P, = (—ihd,, + As). En désignant par [P, P;|
le commutateur de P; et P», on peut facilement voir pour commencer que [Py, P»] = —ihB. En prenant
désormais u € €5°(2), on a alors :

—ih/QB(x)|u| dx = ([P, Pou, u).

Puis, comme |u|* = u, on a par intégration par parties :

—z'h/ B(x)|u|?dx = —i (/ PyuPudx — / PluPQde) :
0 Q Q

La fonction u étant a support compact, les termes de bord son nuls. En notant :
7z = / PQUPlﬂdX,
Q
on remarque alors que le terme de droite de 1’égalité précédente est :
—i(Z — Z) = —2ilm((Pyu, Pyu)).
En prenant désormais le module, on obtient :

/QhB(x)|u|2dx = 2Im({Pu, Pyu))

< 2[(Piu, Pu))|
< 2||Pyul||| Py (inégalité de Cauchy-Schwarz)
< [1Prull® + (| Pl

Finalement, on a bien obtenu :

< Qnaalu).

/QhB(x)|u]2 dx

O

Ce résultat donne immédiatement une minoration locale de la forme quadratique, pour tout point x; €
Q\I'. Concernant les points x; € 0 UT, on a un résultat analogue, mais cette fois-ci avec un terme de
reste.

On présente ici I’approche générale (voir I’ Annexe B.3 pour les détails) :
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Notation 3.7. On désigne par ¢ un changement de coordonnées local redressant le bord ou la courbe
d’annulation.

Onnote A = Ao®detB = Bo®. Alaide d’un changement de jauge, il est toujours possible (voir le
point (B.10) dans la preuve de la proposition B.13 en Annexe B.3) de choisir A de la maniere suivante :

(3.4) Ay(s,t) = —/t(l —t'k(s))B(s, ') dt’, Ay(s,t) = 0.

C’est cette expression qui est considérée par la suite.
On écrira le développement de Taylor de Ay au point x; de la maniere suivante :
Al,j(su t) = Al,j(s> t) + rj(sa t)7
ot (s, t) désigne le terme de reste.
Lemme 3.8 (Minoration locale de la forme quadratique). I existe une constante Cq g ne dépendant que
du domaine Q) et du champ magnétique B telle que pour tout 0 < 1 < 1 et pour tout v € H! (Qg‘) (fonction

test a support compact inclus dans le disque ouvert B(x;, h?)), la quantité Qj, a o(v) est minorée de la
maniere suivante :

Qh’A@(U) Z (1 - CQ’Bhp) ((1 - 7’])/ |(hD5 + Al’j(s,t))w|2 + \thw|2 dsdt
O~ 1(B(x;,h?))

J/

vV
Terme principal lié a la forme quadratique d’un opérateur modéle

- r3(s, Pl dsd |
=1 (B(x;,h7))

7

-~
Terme résiduel

avec w = (v o ).

Comme pour le résultat précédent (le lemme 3.6), on obtient une réécriture locale de la forme quadra-
tique, mais cette fois-ci avec un terme de reste. Dans tous les cas le schéma de preuve est analogue et
se fait en deux étapes : on commence par réécrire la forme quadratique dans un systeme de coordon-
nées correspondant a une situation géométrique "redressée", on "aplatit" la métrique, puis on effectue un
développement de Taylor d’un potentiel vecteur bien choisi.

DEMONSTRATION. On donne les grandes lignes de la preuve, en se référant aux propositions B.11
et B.13 de I’ Annexe B.3. On considere une fonction test v a support compact dans B(x;, h”).

Changement de coordonnées

Pour x; € 052, v désigne une paramétrisation de la frontiere 0€2 tandis que pour x € I'\ 012, -y désigne une
paramétrisation de la courbe d’annulation I'. Indépendamment du cas considéré, la forme quadratique se
réécrit localement sous la forme générale suivante (voir I’ Annexe B.3, proposition B.11) :

Onan(v) = / [(—ihV + A)v|* dx
o

~ s (= ) D4 gy D) (1= ) s

pour tout v € H'(2%), avec w = €/*(v o @), ot $ désigne I'un des changements de variable local.
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Développement de Taylor de la métrique

Les courbes a redresser étant compactes, la condition |(s,?)| < h”, implique qu’il existe une constante
Cq,B > 0 (ne dépendant que de €2 et B) et 1y > 0 tels que pour tout 0 < h < hy :

0<(1—=Cqph’) <(1—tk(s)) <(1+Cqgh”),
0 < (1= Caoph’) < (1—tk(s))" < (1+ Cqnh”).
Développement de Taylor du potentiel vecteur magnétique A
On écrit un développement de Taylor du potentiel vecteur magnétique :
fle(s, t) = A, ;(s,t) +7;(s,1),
ol r; désigne le terme de reste. Le support de la fonction v étant inclus dans le disque ouvert 5(x;, h”),
le terme de reste sera majoré par une certaine puissance de h qui dépendra du cas considéré.
A partir de la minoration :
Quan(v) > (1 Coph?) / (hD, + Ay jwl? + |hDywl? dsdt,
D1 (B(xj,h°))

en séparant les termes carrés, pour tout 0 < 7 < 1 on obtient la "réduction" suivante, typique des
problemes magnétiques :

Onaa(v) > (1 —Cqph”) ((1 - n)/ |(hDs + Al’j(s,zf))w|2 + |th'UJ|2 dsdt
O=1(B(x;,h*))

—7]_1/ \Tj(s,t)|2\w\2dsdt )
O=1(B(x;,hP))
[l

En effectuant un changement d’échelle semi-classique (voir le tableaux 1.4.2 en introduction), on re-
trouve dans la premiere intégrale, I’expression de la forme quadratique de I’opérateur modele correspon-
dant étudié dans la section 2. L’influence du redressement ne se voit pour ainsi dire presque pas dans
I’asymptotique étant donné qu’on retrouve - sous réserve qu’on arrive a gérer le terme résiduel - que le
comportement du terme principal de 1’asymptotique (le terme dominant) est dicté par le bas du spectre
de I’opérateur modele.

I est commode deffectuer un choix spécifique pour les x; (ol on rappelle que supp(x}) C B(x;, h?)).

Notation 3.9. On note :
Q= O\, Qo =00\, Q3 =T\0Q, Qs =00NT.

Pour tout ¢ € {1,2, 3,4}, on désigne par :
0
tout point x; de {2, et par :

¢ ¢
A, et
respectivement le terme principal et le reste du développement de Taylor (jusqu’au premier terme non

nul) au point xy) € Q.

Pour chacun des quatre cas, on résume les résultats du lemme 3.8 dans le tableau suivant :
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o Partie principale du développement de Taylor de Majoration
as

Ag@ du terme de reste ry) (s,t)
(1) (]B(xgl)) £,0) Pas de reste
(2) (1Bl 0) (s, 1)] < O (k)
(3) (~ZIVB(x)],0) i (s, 1)) < O (h¥)
(4) <|VB(X§4))| (st sin 9(x§4)) - %cos 0(x§4))> ,0) |r](-4)(s, t)] <O (k%)

TABLEAU 3.1.1. Résumé des développements de Taylor

3.1.4. Lemmes préliminaires. La présence d’une ligne d’annulation du champ magnétique fait non
seulement apparaitre une échelle différente en h*/3 dans I’asymptotique attendue de \;(h), mais elle
entraine aussi un changement radical dans I’analyse semi-classique. En reprenant la colonne "Infimum
du spectre" dans le tableau 1.4.1 de I'introduction, on s’apercoit que chacune des quantités spectrales
(donnant la contribution asymptotique locale) dépend du point ng) (¢ € {1,2,3,4}). A titre comparatif,
si on reprend le cas ou le champ magnétique est de signe constant (voir le théoreme 1.2 en introduction

dans le cas d’un champ magnétique qui ne s’annule pas), on voit que le fait que le terme in{f2 |B(x)| vaut
Xe

0 entraine une difficulté supplémentaire. Il n’est pas aussi évident d’obtenir une minoration de la forme
quadratique car il faut gérer la zone de transition entre les deux échelles semi-classiques en A et h*/3. On
va bien évidemment utiliser de maniere cruciale I’hypothese d’annulation linéaire (voir le point (2) de
I’hypothese 1) pour donner une estimation de 1’énergie dans une zone proche de la ligne d’annulation I'.
Le role fondamental de cette hypothese se retrouve dans le lemme 3.11 (donnant un résultat de minoration
uniforme d’expliciter la dépendance en h du champ magnétique au voisinage de la courbe d’annulation).

Notation 3.10. Soit 7, > 0.Pour tout 0 < 7" < T{,, on définit un voisinage tubulaire de I', noté 'y :
Ir ={xeQ,dxT)<T}.
Lemme 3.11. 1/ existe trois constantes strictement positives T, ¢(B) et ¢(B) (fixées) telles que :

)
Vx € I'r, |IB(x)| > ¢(B)d(x,I') et Vx ¢ I'r,|B(x)| > ¢(B).

Le terme de reste 7’](-4) dans le tableau 3.1.1 (due a I’interaction entre la condition de Neumann au bord

et la courbe d’annulation du champ magnétique) oblige a raffiner la méthode usuelle pour obtenir une
minoration de la forme quadratique. L’amélioration se base sur le recouvrement suivant de 2.

Notation 3.12. On choisit 7' suffisamment petit comme dans le lemme 3.11, et on considere un découpage
du type suivant recouvrant 2 :

(1) T = OQ\I'p.
(2) T2(h) = Tp\L g avec T > T. Ici R' > 0 et d’ > 0 seront choisis plus tard.

(3) TBl(h) = I'ya avec 0 < d < d'. En conséquence, pour h > 0 assez petit, T2 (h) N T'BI(h) est
une réunion de bandes de largeur > %d
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3.1.5. Minoration de la forme quadratique sur les sous domaines. A partir d’une bonne partition
de I'unité, on va utiliser les lemmes 3.5, 3.8 et 3.11 pour obtenir la contribution asymptotique relative a
chacune des zones du découpage précédemment défini. La difficulté viendra essentiellement du contrdle
de chacun des termes de reste dus au développement de Taylor, en plus de celui provenant de la partition
de I’unité (donné dans le lemme 3.5).

Lemme 3.13 (Minoration de la forme quadratique sur I'Y). 17 existe ¢o > 0 et hy > 0 tel que pour tout
O<h<hgona:

Qh,A,F[lJ (u) > COhHUHQ-

DEMONSTRATION. Ce résultat découle immédiatement de 1’étude du champ magnétique qui ne s’an-
nule pas. En effet, on a qu’il existe C' > 0 et hy > 0 tel que pour tout 0 < h < hy :

Qarm(u) > (min< inf |B(x)[,00 inf |B(x)|ph—Ch*)|ul?
o x€T [T\ a0 x€TtNon
ce qui donne le résultat. La constante cy n’est pas optimale mais on a seulement besoin d’un terme

dominant en h pour absorber le terme de reste. 0

Remarque 3.14. On note qu’on se sert ici d’un résultat déja établi, valable sur un ensemble (simplement)
connexe. Celui-ci est utilisé sur chacune des composantes connexes de 'Y,

Lemme 3.15 (Minoration de la forme quadratique sur I'?/(h)). Pour tout p > 0, il existe C > 0 et
Caoums > 0, tels que pour tout R' > 0 il existe hy > 0 tel que pour tout 0 < h < hgona :

1 /
Qh,A,F[Q](h)(u) > ((5900(B)R’h1+d — 2Ch4ﬂ) — CQJMShQ—?p) HUHQ

DEMONSTRATION. On effectue ici une partition de 1’unité avec des boules B(x§-2), h*) et des fonc-
tions troncatures associées X?, vérifiant les propriétés présentées dans la section 3.1.2, et telle que toute

. . z ~ . PR P ~ / d/ .
boule soit située a une distance supérieure ou égale a % de la courbe d’annulation I'. Le recouvrement
de T est assuré avec une distance de sécurité toujours valable indépendamment de la valeur de p. On
obtient alors que :

Qh,A,F[Q] (h)(X?U) > ZQh,A,F[Q] (h)(X?U) - C2,IMS]12_2PHX§LUH2=
J

ol (5 s est une constante qui ne dépend pas de h.

On applique désormais le lemme de minoration locale de la forme quadratique 3.8 au cas ou ¢ = 2 (voir
le tableau 3.1.1), en prenant = % La connaissance du bas du spectre de I’opérateur modele de De
Gennes (voir la section 2.2) permet d’obtenir apres scaling :

1
h : : : 4 h, |12
‘i) > | = min inf B(x)|, © inf B(x; — 2Ch** ‘| c.
Qh’A’F[Z](h)(XJ ) o (2 {xjerlzl(h)\as)’ ( J)‘ OXjeF[Q](h)ﬂBQ’ ( J)|} ) HX] ”

Le lemme de minoration uniforme 3.11 donne :
1 y
Qh,A,rm(h) (X?U) > (5900(B)R/h1+d - 2Ch4p> ”Xglqu

ou ¢(B) est une constante qui dépend uniquement du champ magnétique.
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Ceci donne finalement :
1 ,
Qh,A,F[Q](h) (u) > ((5606<B)R/h1+d — 20h4p> — CQJMSthp) HUH2
O

Lemme 3.16 (Minoration de la forme quadratique sur T'®! (h)). Pour tout d > 0, on a qu’il existe C > 0,
et hg > 0 tel que pourtout 0 <n <letO<h<hyona:

Quari > (1—Coph®) (1—n)LERY* — 'R [|ull?,
ot on rappelle que LE est défini dans I’énoncé du théoréme 3.3 par :
LS = min {M?,A?} .
conformément a la notation 3.1.

DEMONSTRATION. On effectue ici une partition de 1’unité avec des boules B (x§3), 2h?) et des fonc-
tions troncatures associées X? vérifiant les propriétés présentées dans la section 3.1.2. Le recouvrement
de T% est bien assuré. On applique désormais le lemme de minoration local de la forme quadratique 3.8
au cas ou ¢ = 3,4 (voir le tableau 3.1.1). La connaissance du bas du spectre des opérateurs modeles de
Montgomery et de Pan et Kwek (voir respectivement les sections 2.3 et 2.4) permet d’obtenir le résultat
apres scaling.

Pour tout j tel que x; € I'\O€2, ona:
Qparisn (u) > (1 - Cash?) (1 - nMPRY? — n~'Ch*) lul* .
Pour tout j tel que x; € ' 0N, on a:
Qparsn (u) = (1= Caph?) (1 —n)APRY? =57 CRY) JJul®.
0

Remarque 3.17. On note que dans chacun des lemmes précédents, la constante C' est indépendante du
point xgg) (pour ¢ € {2,3,4}) et du parametre semi-classique £, elle ne dépend que du champ magnétique
B ou du bord du domaine 0f2. On note encore que dans chacun des lemmes de minoration locale, les
xy) sont considérés fixés, mais sont quelconques dans Q\I', 0Q\I', T\ 0Q, 0Q N T, pour ¢ € {1,2,3,4}
(respectivement). Ces lemmes sont valables pour h assez petit de sorte que B(xg-e), h*) soit également
contenue dans Q\I', OQ\I', '\ 02, 9 N T (respectivement). On va appliquer ces lemmes au travers de la
partition de I’unité pour laquelle les ng) dépendent de h, il faudra donc prendre garde a 1’uniformité pour
la minoration de la forme quadratique.

3.1.6. Résumé de la minoration. En combinant les résultats précédemment obtenus, issus du lemme
de minoration locale 3.8, du lemme technique 3.11 ainsi que (3.5), on obtient a partir du découpage pré-
cédent le tableau suivant (voir la notation 3.1) :

On peut heuristiquement comprendre que la minoration finale de la forme quadratique est donnée par le
minimum des énergies locales recouvrant le domaine, ce qui se traduit ici de la maniere suivante :
Anae 2 min { A, A run, Ay a reinys Ap A rsim) -

Stricto sensus, il faut donner une minoration globale de la forme quadratique. On considere pour cela des

fonctions troncatures (%?’m, %?’[2], %?’[3]) associées au recouvrement de €2 (défini dans la notation 3.12),
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Sous domaines de €2 Minoration de la forme quadratique
ri coh||u||?
I (R) ((%@oc(B)R/th/ — 2Ch4”) — CQJMSh?_?”) [|lul|?
x\V e Mo d B74/3 . —1,6d 2
TBI(h) ! (1 - Cash?) ((1 —MPhY? =07 Ch ) ||U”2
1 — Coph®) ((1 —n)ABRY3 —n~tCh5
O crppn | (1 Cant) (- DAPKY — 00

TABLEAU 3.1.2. Résumé de la minoration

ou pour tout j et tout k£ € {1,2,3}, Z{;”[k] est une fonction troncature dont le support est inclus dans

B(x;, h**) avec x; € T*I(h). Les py sont choisis de la maniére suivante :
p1=0 et py=p3=d.

Le terme en h¢ donne un plus grand rayon que le terme en h%. Comme (pour » > 0 assez petit) I'?/(h) N
I'Bl(R) est une réunion de bandes de largeur supérieure ou égale a %d, on peut supposer que pour tout j :

(M vt <y,
@) |V < Coh e,
3) VX < cyn.

Avec le découpage précédent, la formule de localisation permet d’écrire que pour tout v € Dom(Qp A ) :

(3.5) Qnaalu) > ZQh,A,Q(%?’mU) + ZQh,A,Q(x?mU) + ZQh,A,Q(x?[S]U) — Cimsh*|Jul?.
J J J

Il reste a voir avec le tableau 3.1.2 qu’il est possible de trouver un jeu de parametres pour lequel on peut
démontrer le résultat attendu.

3.1.7. Preuve du théoréme 3.3. On commence par choisir les parametres de maniére a optimiser
le terme de reste. La clé de cette asymptotique est qu’on peut choisir une valeur particuliere pour d de
maniére 2 obtenir - sur le sous domaine T''?(h) - une contribution positive qui absorbe 2 la fois le terme
de reste issu du développement de Taylor (en h*) et le terme de reste issu de la deuxiéme partition de
I’unité (en h?~2F), et qui fait également en sorte que la contribution qui en résulte soit (asymptotiquement)
strictement plus grande que I’asymptotique attendue (en h*/3), et que le reste global issu de la premiére
formule de localisation (en h2~2?) soit compatible avec cette asymptotique. On détermine dans cette
partie les valeurs optimales pour ces choix de parametres, dans le but d’obtenir le meilleur reste possible
avec cette approche. Au préalable, on choisit R’ suffisamment grand de sorte que (voir la notation du
théoréme 3.3 et du lemme 3.16) :

(36) <%@06(B)R/ - 20 — CQJMS) > LUB
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Notation 3.18. On fixe un R’ vérifiant (3.6) et on note :
1
LQ7B == 5@00<B)R, - 20 — CQJMS.

On note que ce choix ne dépend que de € et de B.

Plusieurs conditions doivent étre satisfaites :

(3.7) d<d,
4
(3.8) 1+d < 3
(3.9) 14 d <min(4p,2 — 2p).

C’est le choix d’un paramétre R’ suffisamment grand (voir (3.6)) mais préalablement fixé (dépendant
uniquement du champ magnétique et de la donnée des opérateurs modeles) qui permet d’avoir une in-
égalité large dans (3.8) et (3.9). Sur F[“ﬂ(h) on prend 7 = h” avec p > 0 (le méme dans les deux cas).
L’exposant ¢ du terme de reste est alors donné par :

4 4
Q:min{g+p,6d—p,2—2d,§+d}.

Pour avoir un résultat optimal, il faut maximiser cet exposant o. On commence par remarquer que dans
le cas d’une courbure nulle, le reste en h*/3+¢ n’existe pas. On cherche a déterminer le reste optimal dans
ce dernier cas. Les exposants des termes de reste sur I'®/(h) sont donnés par :

4
g—l-p et 6d— p.

L’ égalisation de ce deux termes donne :

—3d-Z.
P 3

Le terme de reste de la partition de 1’unité est quant a lui donné par :
2 —2d.

En égalisant ce terme avec le terme précédent, on obtient :

4
15

On remarque ensuite que pour cette derniere valeur de d (a savoir d = %), ona %—I— d= %. En choisissant
alors p = 115, d= % etp = % = d', pour lesquelles les contraintes (3.7), (3.8) et (3.9) sont bien vérifiées

(avec une égalité dans (3.8) et (3.9)), on obtient un terme de reste (optimal avec cette approche) en h%%/15.

DEMONSTRATION. Avec ce choix des parametres, la minoration de la forme quadratique permet
d’obtenir I’asymptotique souhaitée avec (3.5) et le tableau 3.1.2. U
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3.2. Majoration

3.2.1. Enoncé du résultat.

Théoreme 3.19 (Majoration de la plus petite valeur propre). Il existe C' > 0 et hg > 0, tels que pour tout
0 < h < hg on a la majoration suivante de \i(h) :

A (h) < LEBRY3 4 Oho/3,
ot on rappelle que LE est défini dans I’énoncé du théoreme 3.3.
Ce théoreme va résulter des propositions 3.24 et 3.35 qui apparaitront dans les deux sous-sections sui-
vantes. Les preuves de ces deux propositions sont analogues. En tenant compte du changement de va-
riable et du changement de jauge, on construit un quasimode a partir des fonctions propres (tronquées
pour que le changement de variable soit licite) de I’opérateur modele sous-jacent. On utilise la décrois-

sance exponentielle des vraies fonctions propres de 1’opérateur modele pour contrdler les termes de reste
qui apparaissent apres linéarisation de la métrique et développement de Taylor.

3.2.2. Quasimode localisant a I’intersection du bord et de la courbe d’annulation.

Notation 3.20. Dans cette sous-section, pour T > O et 6 € (0, g), on considere I’expression suivante du

potentiel vecteur :
t2
Apy(s,t) = (T (st sin § — 5 cos 0) ,0) .

Notation 3.21. Pour tout § € (0, Z ), on désigne par WC" une fonction propre (quelconque) associée a la
2 gne par iy propre (q q

plus petite valeur propre (¢ de I’opérateur de Pan et Kwek Ky (voir la section 2.4).

Le lemme suivant résulte d’un simple calcul.

Lemme 3.22. La fonction définie sur R?. par :

(3.10) oy (s,t) = VRT3 gito (Y335 YB3t

est une fonction propre (normalisée si W\ (o, 7) Uest pour la norme L2 .(R%)), associée a la valeur

propre Y2/3COnY/3 de I’ opérateur Phagrr2

Soit x§4) = xp un point de 92 N T". On peut supposer que ses coordonnées sont (0,0) dans le systeme

(s,t). On note (2,, un voisinage du point x, dans €2 sur lequel le changement de coordonnées est bien
défini (voir le changement de coordonnées dans I’ Annexe B.3).

Notation 3.23. Pour ce X, fixé, on note Y (xo) = |[VB(xo)|, et on définit :
AXO (87 t) - AQ(X())7T(XO)(87 t)‘
Pour tout Rz,, > 0, on définit x R,, Une fonction troncature sur {2, vérifiant la condition suivante :

Supp(Xr,,) C B(xo, 2Rx,) C Oy 0<xr, <1, Xr, = 1surB(xg, Ry,)-

En reprenant (3.10), on note enfin Zz}l,h,XO la fonction définie sur €, par :

{/}l,h,xg = (e_i%/h%,h,e(xo),r(xo)) o @51,
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ou on rappelle que P}, et ¢y, sont définis dans I’ Annexe B.3.

On choisit de plus x Ry telle que x Ry, © ®,, soit une fonction (troncature) radiale de la forme suivante :

(3.11) XRy © P =x0 (| ),
avec x € €>°(R%,R). Par difféomorphisme, il est toujours possible d’effectuer un tel choix tout en

respectant les conditions de localisation précédentes.

Proposition 3.24. La fonction suivante définie sur §) par :

wl,h,xo (X) = XRXO (X) %J’L,XQ (X)7

(voir (3.10) et la notation 3.23) est dans le domaine de I’opérateur Py a o. De plus, il existe C' > 0 et
ho > 0 tels que pour tout 0 < h < hg on ait :

| (Pras = RPTBOO)EE) i, < OO 1m0 iz

L2(2)
Remarque 3.25. Dans ce cas on note qu’on a une localisation isotrope (c’est a dire homogene pour
chacune des variables) en 1!'/3 pour ce choix de quasimode.

Notation 3.26. Dans la suite de cette étude, pour la preuve de la proposition 3.24, on utilisera plus
simplement : Q5 = €, To = T(xo), 0o = 0(x0), Xr,, = Xo €t Ry = Ry,.

3.2.3. Lemmes techniques. Les lemmes suivants servent a contrdler les normes L? des différents
termes de reste qui vont apparaitre dans la preuve de la proposition 3.24.

Lemme 3.27. Soit K un sous ensemble compact de )y ne contenant pas x. Il existe o > 0, hy > 0 et
C > 0 tels que pour tout 0 < h < hy :

1/2
(1900000 + [0 8) < cem
K

1/3

DEMONSTRATION. On reprend I’expression de la fonction 1 j, g, v, introduite en (3.10). On a :

1/2 1/2
/ oo (s, O dsdt | = / ]Té/ S (TR ) ‘2 dsdt
o, (K) o, (K)

1/2
Ko 2
<C ‘¢1 0(0’7_)‘ dodr
=130 1 (K)

I1 découle immédiatement de la proposition 2.18 qu’il existe o > 0 tel que :

/ |¢f9° |? exp (204\/02 + 7'2) dodT < +o00.
R:

Par difféomorphisme, I’ensemble (IDb_l (K') ne contenant pas I’origine, il existe § > 0 tel que v/s% 4+ 2 > §
sur K. En utilisant I’inégalité précédente (a fortiori valable sur K') on a :

2
/ ’@Dfao (o, 7')‘ dodr < exp (—ah1/3) / |¢f% |? exp <204\/ o+ 72> dodr.
h=1/30. 1 (K) )

h=1/30 1 (K

On en déduit que :

1/2
/ ’th,GO,TO(s’t)’Q dsdt < Ce_ahfl/‘s'
®, ' (K)
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On prouve une inégalité identique pour la fonction V); 5, g, v,,- On a donc finalement montré qu’il existe
a>0,hy>0etC > 0tels que pour tout 0 < h < hy :

1/2
</ V10000 (8, 1 + 100,70 (5, 1) det) < Qe
! (K)
On remarque que :
\V/ (ewbw) = i€i¢b¢V¢b + €i¢bv¢,

4 o . K K
En se servant de la régularité de ¢y, sur le compact K et du fait que les normes ||, || L2w2) et |V %0 l2(r2)
sont finies, on en déduit finalement le résultat du théoreme par changement de variable. 0J

Lemme 3.28. On a qu’il existe C > 0 et o > 0 tels que :
Ko —ah
191 l2rz) = 19100 L2y | < Cem.
DEMONSTRATION. On peut tout d’abord facilement voir que :

K By
R 22y = [[¥1n.00,70llL2R2) = [l€ Zd)"/h%,h,eo,?fo||L2([Ri)‘

Comme 91 1,4, = Xo fpl,;%xo, le reste se déduit du lemme 3.27 précédent en introduisant la fonction tron-
cature x, pour que le changement de variable soit licite. 0

Lemme 3.29. Pour tous entiers n € N, il existe une constante C'y > 0 telle que :

[ (WDF + (bD. + Au)oF) dsc < Coh 4 o
3

ou @Z) = eimb/hd)l,hﬁo,TO'

DEMONSTRATION. La preuve est immédiate en utilisant le lemme 3.22 et le lemme 3.27 (ainsi que
le lemme 3.28 pour revenir a la norme ||11 ., || 2())- O

Lemme 3.30. Pour tout entier k,{,m,n € N, il existe une constante C' > 0 telle que :

1/2
myn 2 mn—k—
(/2 | ™" 05011 100,70 (55 1) | dé’dt> < Ch™ k=08 14y 4y gy v L2
R

+

DEMONSTRATION. On reprend I’expression de la fonction )y j, g, v, introduite en (3.10). Comme
dans la preuve précédente, le résultat s’obtient par dérivation et changement de variable en utilisant la
décroissance exponentielle de la fonction 1/Jic ? (voir la proposition 2.18). 0

3.2.4. Démonstration de la proposition 3.24. Par construction, la fonction test est bien dans le
domaine de I’opérateur Py, a . En effet, il est facile de voir pour commencer que 91 5, x, € Dom(Qp. a.0),
il faut donc juste vérifier que la condition de Neumann v - (—ihV + A)t); 55, = 0 est bien satisfaite sur
0f). Cette propriété ne dépend pas du choix du systeme de coordonnées, il suffit donc simplement de
la vérifier dans le systéme (s, t). Aprés changement de variable et changement de jauge, la fonction test
Y1 hx,» IOpérateur (—ihV + A) et le vecteur normal v au bord s’expriment respectivement de la maniere
suivante :

(x0 © ®o) Yo (hDs+ AL hD:) . (01).
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Comme v = 11 5,0,7, Vérifie la condition de Neumann D;1) = 0 sur I’ensemble {¢ = 0}, il suffit de voir
que Yo o Py, vérifie cette méme condition. En reprenant la condition (3.11), on a par construction :

(Dixo 0 ®b) (5, 1) = 26(Dyx)(s* + 1%).

On a donc (D;xp o $) = 0 sur I’ensemble {t = 0}, ce qui donne que la condition de Neumann est bel
et bien satisfaite et que v, 5, «, est bien dans le domaine de 1’opérateur Py, a .

On considere désormais 1’action de I’opérateur Py, o o sur la fonction test 1 4, :

(3.12) PhaoVihxe = PhaoXo Ui = [Prao, Xo) E)l,h,xg+2(073h,A,Q E)l,h,xQ-

N

Terme 1 Terme 2
On commence par donner une estimation du premier terme qui apparait dans (3.12). Il faut pour cela
controler la norme L? des termes de reste issus du commutateur [P, x| dont I’expression est donnée par :

[P, x] = —2h*(Vx) -V — h*Ax — 2ihA - V.

Le support des fonctions troncatures Vx, et Ax( ne contenant pas 1’origine, on peut appliquer le lemme
3.27 qui donne qu’il existe o > 0, hy > 0 et C' > 0 tels que pour tout 0 < h < hyg :

1/3

(3.13) [P, a.05 X0) Yihxo L2y < Ce™®" .

On donne maintenant une estimation du deuxieme terme qui apparait dans (3.12). Il faut pour cela étudier
I’action I’opérateur P, a  sur la fonction test {bl,h,x() sur le support de .

Développement de Taylor de la métrique

On va controler la norme L? des termes de reste issus du développement de Taylor de la métrique. Sur le
support de la fonction troncature x inclus dans <I>b’1 (), dans les coordonnées (s, t) et aprés changement
de jauge, I’opérateur Py, o o se réécrit de la maniere suivante (voir I’ Annexe B.3, proposition B.11) :

75h,A,«pb—l(Qo) =
h2(1 — th(s)) ' Dy(1 — th(s)) Dy + (1 — th(s)) " (hDs + Al) (1— th(s))™ (hDs + 211) ,

N 7z . 1 rt ~ 9 .
ol on a noté plus simplement A; = A; ;. Sur le support de la troncature Yo = xo o Py, I’expression de
1 h.x, dans le nouveau systeme de coordonnées est donnée par :

({Z)l»hyxo © q)b) (37 t) = e_wb(&t)/hqv/}l,hﬁoxo(Sv t)'

Apres changement de jauge, cela revient a considérer la fonction 1y j g, v,. On rappelle que ¢, est pris
de sorte que tomax|k(s)| < 1. Sur le support de la fonction troncature X, on peut développer le terme
S

(m(s,t))™' = (1 — tk(s))~" sous la forme (m(s,t))™* = 1 + 2(s,t) ol z est une fonction réguliere
vérifiant les estimées :

(3.14) |2(s,1)] < C|(s,1)], |Dsz(s,t)| < Cl(s,t)|, |Diz(s,t)] <C, |D?z(s,t)] <C.
L’ opérateur est de la forme suivante :

Ph,aw;t(00) = <h2Dt2 * (hDS * /L)Q) Tz (h2Dt2 + (hDS * /L)Z)
4 R2Dy(—tk(s)Dy) + (hDs n [11) 2 (hDs + [11)

4 R22Dy(—th(s)Dy) + 2 (hDS + 211> 2 (hDS n 211) .
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On note ici ¢ = 11 5,67, On utilisera par la suite (voir le lemme 3.28) que [|¢/[|i2(r2) = [[¥1,h,0[|L2(2)s

. K ) A S
et le fait que la quantité ¢, || L2(r2) est fixée. On va donner un contrdle de I’action du terme :

WD(~th(s)Dy) + (hD, + Ay) = (hDy + Ay ).
On obtient facilement avec les lemmes 3.29 et 3.30 et les estimées 3.14 que :

(3.15) H [hQDt<—tk(s)Dt> + (hDs + [11) z (hDS + Alﬂ v

< Ch5/3||¢HL2(uei)-

L2(R2)

Développement de Taylor du potentiel vecteur

~ \ 2
Il reste 2 traiter I’action de I’ opérateur h? D?+ (hDs + A1> sur v. L’ opérateur modele dominant apparait

en effectuant un développement de Taylor du potentiel vecteur magnétique. Comme B(O, 0) = 0, son
développement est le suivant :

~ - - t2 t2
Ay (s,t) = 0,B(0,0)st + 0;B(0, O)E + 7«](,4)(3, t) =Yg (st sin fy — 5 cos 00> +r](.4)(87 t),

N J/
-

4
A (s.t)

ou, sur le support de la troncature Yo = X © Pp, le terme de reste 7’](-4) vérifie :

(s, )] < C|(s, 1))

II reste désormais a controler la norme L? des termes de reste issus de ce développement de Taylor. On
note plus simplement Ag‘? = Aget r](-4) = ro. En développant, on a :

~\2
(hDS —f- A1> = (hDS + A0)2 + QhroDS + h(DST()) + 2AOT0 =+ <T0>2 .

Par suite avec le lemme 3.30 on obtient les estimées suivantes pour la norme || - | 2(gz) :
(3.16) I 2hro D) [l < CR¥E |9l [ (A(Dsro)) [l < OB,
(3.17) 1 (2Agro) Il < CEPJ[ll, | (ro)* ¥l < CR2[[9].

Par ailleurs, I’action de I’opérateur dominant (hQDt2 + (hDs + AO)Q) sur 1) donne :
(h2D? + (hD, + Ag)?) ¢ = B3¢0y,

En reprenant alors I’identité (3.12) ainsi que les points (3.13), (3.16) et (3.17), on obtient finalement (en
utilisant également le lemme 3.28) qu’il existe C' > 0 et hy > 0 tels que pour tout 0 < h < hg on ait :

H (Ph,A,Q — h4/3T§/3CfO) U1 hxo < Ch5/3”¢1,h,xo 20

L2()

3.2.5. Quasimode localisant sur la courbe d’annulation, a ’intérieur du domaine. Dans cette
sous-section, on exhibe un quasimode pour 1’opérateur Pj, s o. On commence par introduire un certain
nombre de notations.

On rappelle (voir la notation 2.7) que flM () désigne une fonction propre (normalisée) de I’opérateur de
Montgomery (défini dans la section 2.3), associée a la valeur propre v;(n). Le résultat suivant découle
d’un simple calcul.
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Lemme 3.31. La fonction définie par :
(3.18) Prm(0,7) = ™ {1 (7).

vérifie :
7'2 2
<D72— + (Da - ?) ) ()01,770 = MOQOI,no'

La fonction ¢ ,, apparait naturellement comme brique de base dans la construction du quasimode. On
note cependant qu’on a une localisation seulement suivant la variable ¢ et pas suivant la variable s. Pour
avoir une bonne localisation suivant cette premiere variable, on va multiplier artificiellement cette der-
nicre fonction par une gaussienne.

Notation 3.32. On désigne par g la fonction définie sur R par g(o) = n'/4¢=7"/2 (de norme 1 dans
L2(R)) et et par gj v la fonction définie sur R par :

grr(s) = TR0 (Tl/Gh—1/68> '
Pour tout T > 0, on désigne par 1 5, ,,, v la fonction définie sur R? de la maniére suivante :
OLnmr(s,t) = TY3p 13, (T1/6h71/687 T1/3h*1/3t) g (s),
qui est normalisée dans L*(R?2,) des lors que fM) (1) Pest pour la norme L2(R,).

Remarque 3.33. Rappelons qu’avec la proposition 2.15, on a (¢ < My, V8 € (0, 7]. Comme cela a déja
été évoqué a travers la remarque 3.4, dans le cas ot MB < AB (voir notation 3.1), cela donne que le point
xo € I' réalisant cet infimum est a I'intérieur de 2. En désignant par (so,%y) = (s, 0) ses coordonnées
curvilignes (voir I’annexe B.3) on note que ce point vérifie la condition 881:3(50, 0) = 0.

On se place ici en un point :

(3.19) X" = xo = @,(s0,0),

(voir I’annexe B.3) appartenant a '\ 0€).

Notation 3.34. En reprenant (3.18), on note enfin &Lhm la fonction définie sur €2, par :
Plhxo = (e_wa/h%,h,no,r(xo)) o® !
ou on rappelle que @, et ¢, sont définis dans I’annexe B.3.

Comme dans ce qui précede (voir la section 3.2.2), pour tout R, > 0, on désigne par g, une fonction
troncature sur ), telle que :

supp(Xr,,) C B(xo, 2Rx,) C Oy 0<xr, <1, Xr, = 1surB(xo, Ry),

On énonce désormais le résultat principal de cette section :
Proposition 3.35. La fonction suivante :

P10 (X) = Xy (%) G1nxy (X) sur 2,

est dans le domaine de l'opérateur Py a o. De plus, il existe C' > 0 et hy > 0, tels que pour tout
0 < h < hgonait :

| (Pra = B VB(x0)[**Mo) 1,1.x

ey < ChPlonns i)
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On note que contrairement au cas précédent de la section 3.2.2, on a une échelle différente en h'/6 suivant
la variable s et h'/? suivant la variable ¢ (voir [26]). La structure du quasimode est dans ce cas anisotrope.

Dans la preuve de la proposition 3.35, on utilisera encore les mémes notations simplifiées que celles
introduites dans 3.26.

3.2.6. Lemmes techniques. Les lemmes suivants servent a contrdler les normes L? des différents
termes de reste qui vont apparaitre dans la preuve de la proposition 3.35.

Lemme 3.36. Soit K un sous ensemble compact de )y ne contenant pas xq. 1l existe o« > 0, hg > 0 et
C > 0 tels que pour tout O < h < hg :

1/2
(/ ‘v&l,h,m (X)F + {;Ol,h,xo (X)|2 dx) < Ceoh ™
K

DEMONSTRATION. La preuve est analogue a celle du lemme 3.27. UJ
Lemme 3.37. On a qu’il existe C' > 0 et o > 0 tels que :

1/3

‘HSOl,noHB(R?) - HsOLh,XOHL?(Q)‘ < Ce

DEMONSTRATION. Pour la preuve de ce résultat, on procéde comme dans la preuve du lemme 3.28.
OJ

Lemme 3.38. Pour tous entiers n € N, il existe une constante Cy > 0 telle que, pour ¢ = e~ %/"py - x -
e (1nDugl? + D2+ A1) dsdt < Cub™ 41
R2

DEMONSTRATION. On procede cette fois-ci comme dans le lemme 3.29 en utilisant la décroissance
exponentielle de la fonction g et de la fonction flM (10) (voir le théoreme 2.9). 0

Lemme 3.39. Pour tout entier k,{,m,n € N, il existe une constante C' > 0 telle que :
) 1/2
( ’Smtnafafgpl,hmoxo <S7 t) ‘ det) < Ch(m—k)/6+(n—€)/3 ”(tol,hmoffo H L2-
[RZ

DEMONSTRATION. La preuve est analogue a celle du lemme 3.30 mais avec une différence notable
qui est que les échelles semi-classiques ne sont pas les méme suivant les variables s et ¢ (anisotropie).
Voyons que le résultat est la méme avec un argument d’homogénéité (les puissances de T (fixé) rentrent
dans la constante C).

1/2
2
( 2‘smtn(’)fafgplvhm,yo(s,t)‘ dsdt)
R

1/2
<c ( [ MR (00 o 12) (5, 1)] dsdt>
[R2

On conclut avec le changement de variable 0 = h~/Ss et 7 = h=1/3¢. O
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3.2.7. Preuve de la proposition 3.35. Il est facile de voir pour commencer que par construction, la
fonction test est bien dans le domaine de I’opérateur P, a .
Résolution formelle

On va développer formellement 1’opérateur P, A o (exprimé dans les coordonnées curvilignes locales)
suivant les puissances de h. Cette approche fait apparaitre 1’opérateur de Montgomery en tant qu’opéra-
teur dominant et permet d’exhiber la structure du quasimode. On rappelle que 1’expression de 1’ opérateur
dans les coordonnées (s, t) est donnée par (voir I’ Annexe B.3, proposition B.11) :

Pha =

(3.20) h2 (1 — th(s)) " Dy (1 — th(s)) Dy + (1 — th(s))™ (hDS + Al) (1— th(s)) ™" (hDS + Al) ,

On remarque la encore qu’on ne fait pas apparaitre la dépendance en j de terme Ay = 12117]-. On cherche
des solutions (en un sens formel) a I’équation :

(3.21) Prap = Ap + O(h°3).
On effectue le changement d’échelle suivant pour 1’ opérateur 75;17 Al
o =hTVor s 7= B33,

On multiplie par h~%/3 I’ opérateur ainsi obtenu, et on effectue le changement de jauge ¢/ W/° On note
désormais M, cet opérateur. Celui-ci peut se développer en puissance de h sous la forme suivante :

Mh = Mo + hl/GMl + h1/3M2 T

avec ©

2
Mo = M(Uo), et M =2 <770 — %) D,.

Le terme M5 est quant a lui de la forme :

2
MQ = _Dg_—'— gOéO'2M()+M-

2
la fonction « apparait dans le développement de Taylor (suivant la variable ¢) du potentiel (voir (3.27)

a venir), mais il n’est pas nécessaire de I’expliciter d’avantage, seulement de savoir qu’il s’agit d’un
opérateur différentiel d’ordre 2 a coefficient polynomiaux en o et 7. On s’intéresse aux quasimodes de la
forme :

2 2 2
o & = L5-1(0)6"(0) # 0, M = 2k(0)5(0)~*/* (T— - no) 7 1 278(0)"/34(0) (—no + %) , et ol

1 1
Q= Zhj/ﬁgoj, avec \ = Zhj/ﬁ/\j.

j=0 Jj=0
En reprenant (3.21) et les transformations précédentes, on cherche donc ¢ et A de sorte que 1’équation
suivante :

Mpp = Ao + O(hl/?’)

soit vérifiée au sens des séries formelles. On identifie successivement chaque terme relativement aux
puissances de h.
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Termes en 1°. On résout I’équation (M — \g)po = 0 qui revient a :
M(m0)eo = Aopo.
On obtient par définition que ¢, est dans le spectre de I’opérateur dominant "M (7)". On choisit :
Ao = Mo,
et on prend g (unitaire) sous la forme tensorisée :
eo(0.7) = folo) (7).

avec f; (dans la classe de Schwartz) a déterminer (on a une grande liberté pour ce choix et on choisira
celui de la gaussienne g). Il est clair qu'on a ¢, € .7 (R?).

Termes en 1'/®. On résout 1’équation (Mo — \)¢; qui revient 2 :
(M(no) — Mo) p1 = (A1 — M) wo.

La fonction ¢ étant déterminée, en prenant le produit scalaire avec flM ™) on obtient avec la condition
de Fredholm (appliquée a tout o fixé, le produit scalaire étant pris par rapport a la variable 7) :

0 = (Mo — do)gr, ™) = A — (Mago, £,

Le calcul de M; ¢ donne :

Miga(o7) =2 (0= T ) 90 (D2 u)(0),

On trouve alors :
2
<M1Q00, 900> :2(D0f0)<0')f0(0')/[l;2 (770 — %) (fiA/l(ﬁO))Q (7—) dr.

Comme on se situe au point critique 7); de la fonction de bande 11, en remarquant que :

@M, =2 (m - 3) ,

on a avec la formule de Feynamn-Hellmann donnée dans la proposition 2.8, on trouve finalement que
(Mg, vo) = 0, ce qui impose :
A =0.

On peut expliciter I’expression de ¢, par identification a I’aide de 1’identité (2.1) de la proposition 2.8 :

01(0,7) = (Do fo) (@) (0, 7)o (1) + F1(0) 111 (7).

On note que sous la condition de Fredholm, on peut prendre ¢; L g en choisissant f; = 0. Le corollaire
B.19 présenté en Annexe donne immédiatement que ¢; € .7 (R?).
L’action de I’opérateur Py, a o sur la fonction test ¢ 5, 5, donne :

PhaoPlhxe = PhaoXo@hxo = [Phags Xo] Ahxo T XoPhaQPhx

vV '
Terme 1 Terme 2

(3.22)

On commence par donner une estimation du premier terme qui apparait dans (3.22). Il faut pour cela
controler la norme L? des termes de reste issus du commutateur [P, x| dont I’expression est donnée par :

[P, x] = —2h*(Vx) -V — h*Ax — 2ihA - V.
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Le support des fonctions troncatures Vx, et Ay, ne contenant pas 1’origine, on peut appliquer le lemme
3.36 qui donne qu’il existe o > 0, hy > 0, C' > 0 tels que pour tout 0 < h < hg :

1/3

(3.23) 1 [Ph,a.05 X0) i L2y < Ce

On donne maintenant une estimation du premier terme qui apparait dans (3.22). Il faut pour cela étudier
I’action I’opérateur P, a  sur la fonction test g?aLh,xO sur le support de .

Développement de Taylor de la métrique

On va contrdler la norme L? des termes de reste issus du développement de Taylor de la métrique. Sur le
support de la fonction troncature x, inclus dans ®,!(€)), dans les coordonnées (s, t) et aprés changement
de jauge, I’opérateur Py, o o se réécrit de la maniere suivante (voir I’ Annexe B.3.1) :

Phoas; @) =

h2 (1 — th(s)) ™" Dy (1 — th(s)) Dy + (1 — th(s)) ™ (hDS + /L) (1 — th(s))™" (hDS + Al) ,

ol on a noté A; = fll,j (voir le développement en puissance de h de I’opérateur (3.20)) et k, = k (voir
la notation B.9 en Annexe). Sur le support de la troncature y, = x( © ®,, I’expression de gmth,xo dans le
nouveau systeme de coordonnées est donné par :

((?)17}7‘1)(0 © CI)a) (S’ t) = €—i¢a(8,t)/h(’017h7noxo(S7 t)'

Apres changement de jauge, cela revient a considérer la fonction ¢y 5, v,- Rappelons que ?, est pris
de sorte que tomax|k(s)| < 1. Sur le support de la fonction troncature Yo, on peut développer le terme
S

(1 — tk(s))”" sous la forme (1 — tk(s))™" = 1+ z(s,t) ot z est une fonction vérifiant les estimées :
G24) s DI SClL D5, S Ol 1Di(s, ) < C, |Dix(s,t)] < C.

L’ opérateur est de la forme suivante :

Proawst(@0) = (hQD? + (hDs + ‘Zh)?) tz (thtQ + (hDS + 211)2)
+ B2D,(—tk(s)Dy) + (hDs n ,211) p (hDs + 211)
+ 2Dy (—tk(s)Dy) + z (hDS + /L) z (hDS + 1211> :

On utilisera par la suite (voir le lemme 3.28) que ||@/)HL2([R3) = [ llL2()- et le fait que la quantité
’Wf% | L2(r2) est fixée.

On va donner un contrdle de 1’action du terme :
h2Dy(—th(s)Dy) + (hDs + 211) 2 <hDs + [11) |
On obtient facilement avec les lemmes 3.29 et 3.30 et les estimées 3.14 que :

(3.25) H [hQDt(—tk(s)Dt) + (hDs + [11) 2 (hDs + [11)} "

< Ch5/3||¢HL2(|Ri)-

L2(R%)

Développement de Taylor du potentiel vecteur
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Il reste un dernier terme a traiter. L’ étude est désormais réduite a celle de I’action de 1’opérateur :
(3.26) h2D? 4 (hDS + A1)2 ,
sur ¢ = Q1 5.0,.7,- En effectuant un développement de Taylor du potentiel vecteur magnétique suivant la
variableent¢ = 0,on a:
B(s,t) = B(s,0)t + 0?B(s, o)g +O(t%).

Sur le support de la troncature xo = Yo © Py, ceci donne :

~ _ 2
As(s,1) = 0B(5,0) + ()6 + Ot
—_— —

(3)
AP (s.) (o)

ol x(s) est une fonction réguliere. En notant plus simplement Af’]) = Ap et rf’) = rp, on obtient alors
apres développement :

N2
(3.27) h2D? + (hDS + A1> = (h2D? + (hD, + A)?) + 2hD,ro + 2407y + (ro)? .
On commence par controler les termes de reste. Le lemme 3.39 donne (toujours sur le support de la
fonction troncature Y,) les estimées suivantes pour la norme || - || 2(g2)
(3.28) I 2hDsro) ol < CRYClell, [ (2A0m0) ¢l < CRlll,  Ilrgell < CR2Jle].
On reprend I’action de 1’opérateur modele :
2\
thtQ + (hDS — (5(8)5) ,

ol J(s) est ici donné par :

i(s) = 0,B(s,0).
On se base désormais sur le développement en série formelle précédemment exposé. On observe que
(voir la remarque 3.33 et le point (3.19)) la fonction |§| admet un minimum non dégénéré au point de
coordonnées curvilignes (s, 0), et que |[0(sg)| = |VB(so,0)|. Un développement de Taylor en la variable
s de la fonction (réguliere) § au point s = s, s’exprime alors de la maniere suivante :

5(s) = 8(s0) + &' (s0) s + O(s?).
——
=0

Avec Ty = |VB(s0,0)| = |[VB(xo)| = |6(s0)|. Quitte a effectuer la transformation unitaire s’ = —s, on
peut sans perte de généralité supposer que d(sg) > 0. En notant respectivement P; et R les opérateurs
(hDS — T0%> et O (s?) t2, un développement donne alors :

t2 2 t2 2
(3.29) h*D? + (hDS — 5(s)§> = h’D? + (hDs — TOE) + PR+ RP; + R

On applique une nouvelle fois le lemme 3.39 qui donne (toujours sur le support de la fonction troncature
Xo les estimées suivantes pour la norme || - || 2(gz) :

(3.30) Ik (DsR + RD;) ¢l < Ch2g]],

t t
331) | (~1o3R - RT3 ) o] < Olel. IRl < Rl
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SN2
On rappelle que I’étude s’est finalement réduite a 1’étude de I’action de I’opérateur h*D? + (hDs + A1>

(voir (3.26)) sur ¢ = @1 4.9, 71,- Les développements (3.27), (3.29) et ainsi que les estimées associées
(3.28), (3.30) et (3.31) permettent d’écrire que :
2

~\2 t2
h* D + (hDs + Al) = h’D} + (hDS — Tgi) + O(h°?).
La synthese de cette analyse donne finalement qu’il existe C' > 0 tel que :

(3.32) < Ch®/3,

L2(R2)
En reprenant alors I’identité (3.22) ainsi que les points (3.23), et (3.32), on obtient finalement (en utilisant
également le lemme 3.37) qu’il existe C' > 0 et hy > 0, tels que pour tout 0 < h < hg on ait :

H (Ph,A,Q - h4/3T(2)/3M0> ©1,h.x0

<h2D2 4 <hD LA )2 _ RABYB) )
t s 1 0 0 | $1,h,m0,Y0

< C’h5/3||901,h,x0HLQ(Q)7

L2(9)
ce qui conclut la preuve de la proposition 3.35. La preuve de la proposition 3.19 découle immédiatement
des propositions 3.24 et 3.35 en appliquant le théoreme spectral A.6 rappelé en Annexe.



CHAPITRE 4
Localisation des fonctions propres et estimées d’Agmon

Dans ce chapitre, on montre que les "premiéres" fonctions propres de 1’opérateur P, o o Vérifient la
méme propriété de "localisation" que les quasimodes précédemment construits. Ce résultat apparait a
travers les estimées d’ Agmon. Il s’agit d’inégalités du méme type que celles données dans les théoréemes
1.3 et 1.11 présentés dans I’introduction. Pour avoir le résultat le plus précis, il faut trouver la meilleure
échelle en h dans la fonction a poids exponentiel.

Notation 4.1. Pour tout n € N*, on désigne par v, ;, une fonction propre (quelconque) associée a la
valeur propre \,,(h) de I’opérateur Py, a q.

4.1. Enoncé des théorémes de localisation

On va démontrer des propriétés de localisation relatives a différentes régions du domaine (2.

On rappelle le lemme technique bien connu suivant (voir [2], [3], [32], [48], [49] et aussi [66, Proposition
4.7 et4.8)]):

Lemme 4.2. Pour ¢ une fonction lipschitzienne définie sur §) et a valeur réelle et pour u dans Dom(Pp, a )
ona:

Re(Pr.aqu, e*Pu) = Qnaalefu) — h? |||Vg0]e“"u||2.

DEMONSTRATION. Ce résultat est analogue a la formule de localisation (3.3). Il se démontre comme
dans (3.3) en remplacant y par e”. O

Estimées d’Agmon relatives a la courbe d’annulation I :
Le résultat suivant est crucial pour obtenir le résultat de localisation.

Lemme 4.3. Il existe hy > 0 et C > 0 tels que pour tout uw € Dom(Q), o o) et tout 0 < h < hy :

Onan(u) > / (Z5(x) — Ch?/'%) Ju(x)|* dx,

Q
avec !

() = Logh*?, d(x,T') > R'h'/®
B LBp43 d(x,T) < R'hY?

ot on rappelle que L est défini dans le théoreme 3.3 et Lq g dans la notation 3.18.

DEMONSTRATION. Ce résultat découle directement du tableau résumant 1’asymptotique (voir la
table 3.1.2) avec le méme choix des parametres. 0

On énonce désormais le premier théoréme de localisation. Ce résultat découle du raffinement précédent
induit par le potentiel effectif Zf;. Cela sera démontré ultérieurement dans la section 4.2 suivante.
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Théoréme 4.4. Soit n tel que \,(h) < Lh*3, avec L > 0 une constante. Il existe C > 0, a > 0, et
ho > 0 tels que pour tout h € (0, hg) ona :

(1) [ D g 00 < Cll
Q
(2) Onan (eahil/sd("r)?ﬁn,h) < Ch*3 ||y |-

Il en découle directement le corollaire suivant :

Corollaire 4.5. Soit n tel que \,(h) < Lh*/3, avec L > 0 une constante. Il existe o > 0 tel que pour
tout N fixé, il existe Cy > 0 et hg > 0 tels que pour tout h € (0, ho) ona:

1/2
0 ([ ad D) st ax) < ol
Q
(2) Quae ((ad(x, ) ) < CxhH g, 2

Estimées d’Agmon relatives a la zone de jonction 0Q N T’

On introduit la condition suivante (voir la notation 3.1) :
(4.1) AB < MB.

Cette condition traduit le fait que la contribution a I’intersection du bord et de la courbe d’annulation est
strictement plus petite que la contribution de la courbe d’annulation a I’intérieur du domaine. Il convient
de remarquer que la définition des AB dans la notation 1.12 n’entre pas en conflit avec la définition de
AB dans la notation 3.1. On introduit un nouvel ensemble :

Notation 4.6. Pour un niveau d’énergie fixé A,‘?, on introduit I’ensemble :

(4.2) T = {x) € 9QNT, A < min{AB, MP}}.

On va définir un nouveau potentiel effectif Ig‘?n”r lié a des points bien précis de 92 N I, pour voir que
certaines zones vont étre privilégiés.

Lemme 4.7. Soit 1 < n < Nqp et R' > 0 (qu’on choisira assez grand comme dans (3.6)). On a qu’il
existe hy > 0 tel que pour tout uw € Dom(Q), a o) et tout 0 < h < hy :

Onan(u) > / (Ig%ﬂr(x) - Ch22/15) lu(x)|* dx,
Q
avec :

000 () _ ABRY3 d(x, F'[f) S R'BL/3
n A]13h4/3, d(X, FL]) < R h1/3

DEMONSTRATION. La preuve de ce résultat est analogue a celle du lemme 4.3. On reprend de la
méme maniere le tableau résumant 1’asymptotique (voir section 3.1.5) avec le méme choix des para-
metres. La dichotomie sur la zone de localisation se fait ici de maniere plus précise par définition de
I’ensemble F,[fl]. O

On énonce maintenant le deuxieme résultat de localisation lié au dernier découpage. Il découle du raffi-
nement précédent induit par le potentiel effectif I@{}PF. Cela sera démontré avec le théoreme 4.4 dans la
section 4.2.
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Théoreme 4.8. Soit 1 < n < Nq . Pour tout n € N* tel qu’il existe C' > 0 tel que :
(4.3) IAn(h) — ABRY3| ~ CRY3,
h—0

on a qu'il existe o > 0 tel que pour tout N € N, il existe Cy > 0 et hy > 0 tels que pour tout h € (0, hy)
ona:

ah~1/ X (4]
(1) [ o 0 e < Ol
Q
2 ah=1/34(- T < CvhA/3 2
(2) Qnaale Yo ) < CNRP [0 17

Comme dans le cas précédent il en découle directement le corollaire suivant :

Corollaire 4.9. Soit 1 < n < Nq . Pour tout n € N* tel qu’il existe C' > 0 tel que la condition (4.3) du
théoreme 4.8 précédent soit vérifiée, a savoir :

An(h) = AZRYP| ~ ChYP,
h—0

on a qu’il existe o« > 0 tel que pour tout N € N, il existe Cy > 0 et hg > 0 tels que pour tout h € (0, hy)
ona:

1/2
(1) ( / (20d(x, T)™ |wn,h<x)\2dx> < Onh™Y [l
Q
N
(2) Quas ((ad(x, i) wn,h) < O o ]

4.2. Preuve des résultats de localisation

On effectue dans cette section la preuve des théoremes 4.4 et 4.8. On reprend la quantité Lo g définie

dans la notation 3.18. On considére un couple d’éléments propres (A, (h), ¥, 1) de I’opérateur P, a ¢ sur
Q.

Pour toute fonction scalaire ¢ lipschitzienne définie sur {2, on a clairement e?,;, € Dom(Qj a q).
Comme dans la preuve précédente, le lemme 4.2 donne que :

O an(€Wnn) = MWW nl? + B2 ||| V| €2tbn ]

Avec la formule de localisation (voir proposition B.4) on a :

Z On A0 (3{?% " Ynn)
ke{lj,2,3}
= Y Quan () (MR Pl + 02 (|2 [Vl et + 2 [V |2l
keting)
On considere la fonction suivante ¢ définie par :
4.4) o(x) = ad(x, Z')h’l/g, Vx € Q,

ou Z* désigne un certain sous ensemble de {2 qui dépend du cas considéré, avec a > 0 un parametre a
déterminer. Le calcul de la norme du gradient V¢ donne :

(4.5) IVo(x)|? = a?h™ /3.
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On commence par donner un controle du terme de reste. En reprenant le résumé de 1’asymptotique pré-
senté dans la section 3.1.2, on a

(4.6) S vERP <o,
ke{lj,2,3}
Avec les points (4.6) et (4.5) et la propriété (3.1) de la partition de I’unité, on a :
D R Vel e+ BV [efnnl < (o + CHE) BV ey
ke{lj,2,3}

La preuve des théoremes 4.4 et 4.8 se fait de la méme maniere. On utilise une dichotomie dans les
notations pour traiter simultanément ces deux cas. L’indice ! servira dans la preuve du théoréme 4.4
relatif & la courbe d’annulation I tandis que I’indice %' sera utilisé la preuve du théoréme 4.8 relatif 2
un sous ensemble de I’ensemble des points de 92 N T'.

Dans le deuxi¢me cas, la condition (4.3) donne qu’il existe 0 < A < AP tel que :
An(h) < ARY3 4 o(hY3).
On reprend la notation 3.18. On note alors :
zZl=r,
MY (h) = Logh®®, LY(h) = Lh*® | mY'(h) = LERY? + o(h/3),

(ou I’on rappelle que LE est défini dans la notation 3.1) et

ZBQOF _ 1’\[4}

M@Qﬂf(h) _ A?h4/3, LBQHF(],L) _ Ah4/3 —|—O(h4/3) : maQﬂF(h) _ A]13h4/3 +O(h4/3).

On distingue deux ensembles. On note que la convention utilisée pour la numérotation est analogue aux
précédentes, on commence loin de la ligne d’annulation pour s’en rapprocher progressivement.

Z3(h) = {j.d(x;, 2°) > RhV*Y et Z3(h) = {j,d(x;, 2*) < R1Y),
On a une majoration de A, (h) qui se situe sous un certain seuil :
4.7) Ao(h) < L*(h).

Les lemmes 4.3 et 4.7 (qu’on peut appliquer via la condition (4.1)) avec les potentiels effectifs donnent
une minoration suivant chacun des sous ensembles :

(4.8) O aa (X P, p) > M (h) || X P, Vi € Z3(h).

4.9) Qpao(XN P ) = m*(h) || X2 Py, Vi € Z3(h).
En reprenant (4.7), (4.8), (4.9),ona :
Z (M‘(h) . L.(h) . (CYQ + Ch2/15) h4/5) ”%?pke@¢n7h"2 S

JE€Z3(h)
k6{1,2,3}
(L*(h) — m*(h) + (a2 + CRYB) hA3) 3™ || 2™ oy |

J€Z3(h)
ke{1,2,3}
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On donne désormais les expressions de M*(h) — L*(h), et L*(h) — m®(h). Dans le cas de la courbe
d’annulation, quitte 2 augmenter la valeur de R’ en fonction du seuil L considéré, on a :

M"(h) — LY (h) = (Lo — L) h** et L'(h) —m"(h) > (L — AP) h*/3 4 o(h*/?).
H—/ N, e’
>0 >0
Dans le cas ou la courbe d’annulation s’intersecte avec le bord, sous la condition (4.1), on trouve :
M@QﬂF(h)_LaQﬂF(h) — (All? o A) h4/3+0(h4/3) et Lamr(h)_mamr(h) > (A . A]13) h4/3+0(h4/3).
N—— ——
>0 >0

On a donc dans les deux cas, pour « assez petit, qu’il existe ¢ > 0 et C' > 0 tels que pour h < hg :

P 2 2
ch*/3 Z H%;l ke%ﬂn,hH < ChY3 Z H.’f?pklbmh” )

JE€Z} (h) jeZ3(h)
ke{1,2,3} ke{1,2,3}

(4.10)

Par choix de ¢ (voir (4.4)) adapté a I’échelle (spatiale) en h provenant de 1’étude de la minoration, on a
(par compacité de €2) qu’il existe C' > 0 tel que :

> & vl <o S0 & vl

j€Z3(h) jez3(h)
ke{1,2,3} ke{1,2,3}

(4.11)

Pour h < hg on a finalement avec (4.10), (4.11) et la propriété (3.1) de la partition de 1’unité en section
3.1.2, I'inégalité asymptotique suivante :

ch*? ||e?Punll” < OB [[nal”.

ouc > 0etC' > 0.Le point 2 du théoreme 4.4 et le point 2 du théoreme 4.8 se déduisent immédiatement
de ce qui vient d’étre établi.






CHAPITRE 5

Développement asymptotique complet des premieres valeurs propres

Dans tout ce chapitre, on se place sous la condition (4.1) assurant la localisation de la premiere fonction
propre sur I’ensemble 02 N I'. Le résultat final (le théoreme 5.18) donne un développement asympto-
tique a tout ordre des premieres valeurs propres de 1’opérateur P, 4 o. On obtient en particulier que
le bas du spectre de 1’opérateur P, o o correspond au bas du spectre de 1’opérateur "somme directe"”

@ h¥3|VB(x)|**Kg() modulo en terme de reste en O(h°/?).
xe0QNI’

5.1. Probleme localisé au bord sur la courbe d’annulation

On commence par I’étude d’un opérateur Py, A9 localisé sur un voisinage 2, d’un point x, € 92 N
I' (suffisamment petit de sorte que le passage en coordonnées curvilignes soit licite) en imposant une
condition de Dirichlet sur 0B(xq, Rx,)\0 ot B(Xg, Rx,) & Q-

Notation 5.1. Soit x§4) = Xxp appartenant a 92 N I choisi de sorte que (voir les notations 1.12 et 3.1) :
AP < MP.

On note €, = B(xg, Ry,) N 2 avec R,, > 0 suffisamment petit de sorte que €2, soit un voisinage sur
lequel le difféomorphisme ® (voir section B.3) est bien défini avec Q,, N (A2 NT) = {xo}.

On reprend la notation 1.12 et on introduit quelques notations supplémentaires.

Notation 5.2. On note P}givgxo la réalisation autoadjointe sur (), de I’opérateur Py, a o, avec condition
de Neumann sur B(xg, Rx,) N 0S2 et condition de Dirichlet sur 0 (B(xo, Rx,)) \0S2.

Pour tout n tel que ¢% < M, on note :

()‘TL,XO (h)7 wn,h,XO) et ()\!no:)io(h’)? lno,(f:l,xo)

. 5212 s 4 loc 3
une paire d’éléments propres de I’opérateur P, a o, et Py A0, (respectivement).

Pour finir on désigne par P,’::f’d I’opérateur suivant sur R? :
Pred = VB (xo) 72 h** Kgixy).-

Ce chapitre a en particulier pour but de montrer que le bas du spectre de 1’opérateur P}fjf,&,ﬂxo coincide

avec le bas du spectre de 1’opérateur P)TO“ sur R, modulo un terme de reste en O(h*/3).

Dans la suite de ce chapitre, on utilisera encore les mémes notations simplifiées que celles données dans
3.26.
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5.1.1. Minoration.

Proposition 5.3. Soit xg € 02 NT et 1 < N < N(6y). Pour tout N € N* tel que N < N(6y), il existe
Cn > 0et hg > 0 tels que pour tout 1 <n < N et0 < h < hgon ait :

XS (h) = NOnY® — CndPP.

,X0

DEMONSTRATION. Soit N € N*tel que N < N(fp)etl <n < N.

Par inclusion des domaines, on a :
loc
Qh,A,Qo < Qh,A,QO'
2z . . , . . |
Les résultats de minoration valables pour Qj a o, le sont donc également (a fortiori) pour Q% o .

Pour prouver la proposition 5.3, il suffit de montrer que :
)\n,xo(h) > h4/3T(2)/3 QICQO (¢) - Ch5/37

pour ¢ dans un certain espace vectoriel de dimension n, pour finalement conclure avec le principe du
Min-Max (théoréme A.9 en Annexe).

On considere une base orthonormée v 4, - - - , 1y, de fonctions propres de I’opérateur Py, A0, eton
introduit I’espace vectoriel de dimension n suivant :

Eﬂ,Xo(h) = Vect {wk,h,xm 1 S k S TL} .
Soit ) = > a1, € Epy(h).Ona:
J

Qh7A7QO (w) < )\ThXO (h‘) WH2

En effet, en notant B3, a o, la forme bilinéaire associée a QA o, Ona:
On,a00 (V) = Qa0 (Z%%h) = 3 Qnan,(Win) + ;B ag,(Win ).
J J i#j

La famille étant orthogonale pour le produit scalaire sur L*(€), elle I’est également au sens de la forme
quadratique car :

Bh,A,Qo (wi,ha wj,h) - <Ph,A,Qowi,h,x07 wj,h,x0> = )\i,xo (h) <wi,h,x07 wj,h,x0> = )\i,xo (h)élj

Comme Qp A 0y (Vihxo) = Njxo (R 115050 ||? et que la suite des valeurs propres (\,, , (1))
sante, on a avec le théoreme de Pythagore :

Qha0,(¥) < )‘n,XO(h)Zagz‘Wj,h%o”Q = )‘n,XO(h)‘WHQ-
J

neN* est crois-

On va minorer A, », (k) en minorant Qj, A o,(¢) et montrer que :
Qn.any (V) = W1 O, (v) — CHP.

Sur €2, on peut passer dans les coordonnées (s, t). Sans perte de généralité, on peut supposer que les co-
ordonnées curvilignes du point x, sont (0, 0). Dans ces coordonnées, la réécriture de la forme quadratique
est la suivante :

Quasn(®) = (1= 4(6) 2|hD. + )G+ [(RDYI) (1 = th(s) s
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Par régularité et compacité du bord, il existe une constante C' > 0 telle que :
(1 —tk(s))|>1—-CJt| et (1—tk(s)>1-Clt|.

On obtient (avec la notation simplifiée fll = fll,j) :

Qo () > /

&-1(Q0)

- / Ct(|(hD, + A)BP + |(hD)UI?) dsdt.
=1 (Q0)

(I(hDy+ A3 + (D)D) dsat

Les estimées d’Agmon sont un élément crucial de la preuve. Le théoreme 4.8 et le corollaire 4.9 restent
vrais pour I’opérateur Py, o o,. Le corollaire 4.9 est indépendant du systeme de coordonnées et reste
valable ici pour le potentiel vecteur magnétique donné par A = (fll, 0) et pour n’importe quel ¢ €
E,.x, (h). Il en découle un résultat analogue au lemme 3.29 qui donne alors 1’estimée suivante :

/ Ct(|(hD, + A)b|? + | (hD)II?) dsdt < ChY.
®=1(Q0)

Il reste désormais a traiter le terme / (| (hD, + A))Y|* + |(th)1ﬁ|2> dsdt. On effectue un déve-
>=1(0)

loppement de Taylor du potentiel vecteur magnétique :

J

~ - ~ t2 t2
Aq(s,t) = 9,B(0,0)st + 9,B(0, 0)5 + 7"(4)(3, t) ="y (st sin 0y — 5 ¢os 90> —1-7“](-4)(5, t).

J/

-~

A (s

Le terme de reste r'* vérifie |r§4)(s, t)| < C|(s,t)]>. En notant plus simplement AY}J)- = Ag et 7“](-4) = 19,

J
on obtient :

Qa0 (V) > /

(1D, + A0} + |(hD) I ) dsat
®=1(Q0)

- [ 20 i) s [ s

&-1(Q0)

Avec I’'inégalité de Cauchy-Schwarz et le corollaire 4.9 (qui ne dépend pas du systeme de coordonnées
et appliqué ici pour le potentiel vecteur magnétique donné par A = (Ay,0)) ona:

/ 2<|(hDS + Ao)wro@y) dsdt < ChY® et / Irow|2 dsdt < CR2.
@_1(90) <I>_1(Q())

Les expressions de 9, o o et de 9, a o, étant formellement les mémes, on peut reprendre le changement
d’échelle de la section 2.4 qui donne finalement que :

Qnay () = WY O, (1) — CHPP.
Une conséquence de ce résultat est qu’il existe C' > 0 (dépendant de ) tel que :

Ansqo (B) > R3¢0 _ opdl3,
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5.1.2. Quasimodes et majoration. La stratégie est basée sur le théoréme spectral. On va développer
I’opérateur 77,'22790 (dans les coordonnées curviligne et apres changement d’échelle) en puissance de h
et chercher des solutions formelles a 1’équation aux valeurs propres.

On considere x§-4) = xg € 02NT. La proposition B.13 en Annexe permet de se ramener a I’étude (locale)

de la forme quadratique suivante :
Qlw) = / (1= th(s)2I(BD, + AwP + [ (RDJwl) (1 — th(s)) dsdt,
®=1(Q0)

ou 2117 = 1211 est donné par (B.10).L’ opérateur se réécrit localement de la maniere suivante (voir I’ Annexe
B.3, proposition B.11) : )
Phae-1(0) =
h2 (1 — th(s)) ™" Dy (1 — th(s)) Dy + (1 — th(s)) ™ (hDs + 211) (1— th(s))" (hDS + Al) ,
et vérifie la condition de Neumann usuelle au bord.

On peut écrire :
2

~ t
Aq(s,t) =Ty <st sin 0y — 3 cos 90) +7o(s,1),
ou le terme de reste vérifie |ro(s,t)| < C|(s,t)[?

T = hil/gT(l)/gt, o= hil/gT(l)/gs,

. Le changement d’échelle :

ramene |’étude a celle de 1’opérateur suivant :
(5.1) h3Y2RKC,

considéré sur R?, et vérifiant la condition de Neumann sur 'ensemble {7 = 0}. On note que cette
"approximation" au demi-plan tout entier sera rigoureusement justifiée par 1’introduction d’une fonction
troncature (voir (5.8)).

Enoncé du résultat

Proposition 5.4. Soit xo € 02N T et N € N* tel que N < N (). Sous la condition (4.1), il existe une
constante Cn(J) > 0 et hg > 0 tels que pour tout 1 < n < N ettout) < h < hy :
d (N (1), Sp(Pih a,)) < Cn(J)WHFHIFDE,

T,X0

avec

J
(5.2) AL (h) = BPYYPN "N b et Ao = .

=0
Remarque 5.5. La quantité A*°h%/3 (voir la notation 1.12) correspond a AL’} (h).

La preuve de la proposition 5.4 nécessite quelques résultats préliminaires.
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Développement en série formelle

Pour x§-4) =xp € 902 NT etn tels que (¥ < My, la dépendance h de I’opérateur Ky, sur R? défini via

(5.1) permet de développer I’opérateur de la maniere suivante :
(5.3) Kn~ Y Kh3,
320

ou I’expression de I’opérateur dominant Ky est :
72 2
Ko = Ko, = D + <Dg + oTsinfy — 5 cos 6’0) )

On peut bien siir expliciter I’'unique expression de 1’opérateur Ky mais il est suffisant de remarquer qu’il
s’agit d’un opérateur différentiel d’ordre au plus 2. De la méme maniere, pour respecter la condition de
Neumann au bord des coefficients du développement, on considere le développement formel de 1’opéra-
teur suivant sur 0f) :

v-(—ihV + A).

En optant pour des notations analogues, I’expression de cet opérateur dans le nouveau systeme de coor-
données sur I’ensemble {7 = 0} est donnée par :

N~ NGB,
Jj=0
On peut facilement voir que dans le nouveau systéme de coordonnées, la condition de Neumann N est

donnée par Ny = D1 = 0, et que tous les autres termes de son développement en série formelle sont
nuls.

Remarque 5.6. 11 est clair que pour tout j, I’ordre des opérateurs différentiels &C; et \V; (qui peuvent étre
explicités en écrivant un développement tronqué a un ordre suffisamment élevé) est inférieur ou égal a 2.
Pour j > 2 les K; sont des polyndmes homogenes de degré ;.

On cherche des solutions formelles de la forme :
Cr Y GRIP et o~y gl
Jj=0 j=0

de sorte qu’on ait (au sens des séries formelles) :

Kb~ .

On résout le systeme par identification suivant les puissances de ~. On remarque que par construction,
des lors que la condition de Neumann est vérifiée pour v, elle est alors automatiquement satisfaite de la
méme maniere pour tous les termes du développement en série formelle de .

e Termes en h°. On résout I’équation :

Kotho = Cotbo sur R2,

qui donne par définition que (j est dans le spectre de 1’opérateur KCy, et que 1)y est une fonction propre
associée. Le choix du (; dans le spectre de I’opérateur détermine de maniere unique la valeur des autres
coefficients. On peut choisir :

5.4) Co = ¢ avec n tel que ¢% < M.
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On en déduit que :

K
(5.5) Vo(o,7) =Y (0, 7).
La dépendance en x, et n est donnée dans le théoreme final en notant que (; = Cp x.j €6 1Vj = Uy x5+

e Termes en h'/3. On résout I’équation :

(Ko — o) 1 = (& — Ki) 9o sur R%.

Avec (5.3), (5.4)et (5.5),0ona:
K
(Koo = G0) ¥1 = (G = K1) vou™.
La condition d’orthogonalité de Fredholm impose que le terme de droite de 1’équation précédente ap-
partienne a I’orthogonal du noyau de 1’opérateur. Dans ce cas, on a en particulier que (1, y) = 0. En
prenant le produit scalaire avec 1)y dans I’expression précédente, on est amené a choisir (; :

(5.6) ¢ = (K1, ¢0>[Ri-

Une conséquence du théoreme 2.18 est que v et K1)y appartiennent a LEXP(IRi) (et méme dans Hgfp([Ri)).
La condition (5.6) permet d’appliquer les résultats de la partie B.4 présentés en Annexe. Ces derniers

donnent que ¢; appartient a H3 (R%).

e Termes d’ordre supérieur :

On procede par récurrence ("méthode de Grushin"). Soit J > 0. On suppose que les réels (o, ..., (; et
que les fonctions 1)y, ..., 1; sont déja connus. On suppose de plus que les fonctions 1)y, ..., ), sont dans
H2 (R?). L'équation a I"ordre J + 1 s’écrit :

exp

J+1

J
(Ko = o) Y1 = Cuatho + ZCﬂ/}JH—j — Zﬁj¢]+1_j — Py sur IRi,
=2 j=1

dont les inconnues sont (.1 et ¥ ..

On peut choisir (;, de sorte que la condition (B.12) de la proposition B.16 présentée en Annexe soit sa-

tisfaite. Comme ce qui précede, il découle des résultats de I’Annexe B.4 que ¢, appartient a Hgfp([Ri).

Comme a la fin de la preuve 3.24, on vérifie avec le systeme d’équations formelles au bord que les condi-
tions de Neumann sont satisfaites par les fonctions 1, 4, ; de sorte qu’elles appartiennent a I’ensemble
Dom(/Cy, ). L’approche précédente peut se résumer dans le lemme suivant :

Lemme 5.7. Pour tout xo € 0N et N € N* tel que N < N(0y) on a (pour tout 1 < n < N) construit
par récurrence une suite de nombre et de fonctions telles que pour tout J > 0 :

J

J
Z’C‘]ijan(O:j = ZCTL,XO,J*jwn,XOJ sur Ri’
=0

j=0
K .
avec Cpyon = C, thnseo = thn™ et Ynxoj € Hjjp(l]?i) C Dom(Ky,) pour tout j > 0.

La sous-section suivante a pour but de démontrer la proposition 5.4 pour laquelle il faudra respecter la
condition de localisation des fonctions test. Avant de passer a la preuve on introduit quelques notations a
partir de ce qui précede.
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Notation 5.8. Avec la suite (Cn,m,j)po précédemment construite, on définit (,, ., ; = (,; €t pour tout
J > 0ettoutn € N, on note :

J
(5.7) AL () = DTS "G g,
=0
~ J
%{L’XO(S’ t) = T(l)/gh_l/3z¢n,XO,j (T(l)/3h_1/387 T(l]/3h—1/3t> hi/3 sur |R2+7
=0
et
(5.8) @z)ﬂ o = Xoe T 1>/h¢nhXO( 1 sur Q,

ou Xg,, = Xo est une fonction troncature de support inclut dans €2 vérifiant les mémes propriétés qu’en
(3.11).

Preuve du résultat

La proposition 5.4 se base sur quelques résultats intermédiaires.

Lemme 5.9. Pour tout xog € 0QNT, tout N € N tel que N < N(0y) et tout J > 0, il existe une constante
C’N(J) > 0, hg > 0 tels que pour tout 1 < n < N et tout 0 < h < hg la norme L%(Q) des fonctions
w[ définies avec (5.8) vérifie :

n,h,xo

1= Cn(NRY2 < [0} ey < 1+ Cn(J)RY2.
La preuve de ce résultat est analogue a celle du lemme 3.27.

PREUVE DE LA PROPOSITION 5.4. On fixe xo € 02 NI, N € Ntel que N < N(6) et on prend
1 < n < N. Les fonctions wlﬁwo vérifient la condition de Neumann sur 02 N 0, et la condition
de Dirichlet est elle aussi bien vérifiée sur 9€2,\0€2. Les fonctions wT[LJ?]h’XO appartiennent donc bien a
Dom (PfILOCA 0)-

Avec I’expression de z/Jn hxo €t le lemme 5.9 on a dans un premier temps qu’il existe 2o > 0 et une
constante Cy(J) > 0 tels que :

Vh € (0,ho), 1 — Cn(N)RY3 < |[wl) |2 < 14 On ()R,

n7h‘7XO

Par ailleurs on a :

oc J oc 71T _
(Pilz,A,Qo - )\LJL()(}L)) 7/%[1 lL xo — X0 (PflL7A,QU - Ak’lo(h)) wq[@ ;L x0 © !

+ 2ihVyo - (—ihV + A) ] — 127 o ® Ay,

n,h,xg n,h,xg

Sur le support de Y, on a par construction :

o (Pl = M (1) 910}, 0 @72, < O (DR3P,

. . . K L.
Avec la décroissance exponentielle des fonctions 1/, " (donnée via le lemme 5.7), et sur le support des
fonctions Vg et Ayg il s’ensuit :

n hxo n,h,xo h1/3

i r1/3
“Qitho (—ihV + A)wm — h2¢m o <I>_1AX0HL2(Q) < Cn(J)exp (—04 9 RO) )
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Les inégalités précédentes donnent :
loc [J] (7]
H (Ph,A,QO - /\n xo( )) ¢n hxo

Comme J est fixé et €2 borné, la constante C'y(.J) peut-étre prise indépendamment de h. On conclut avec
le théoreme spectral généralisé A.7 présenté en Annexe. 0

(J)h4/3+(J+1)/3.

Asymptotique a tout ordre des premieres valeurs propres de I’opérateur localisé

On reprend les notations 2.16 et 5.2 ainsi que les expressions (5.7) précédemment introduites. A partir des
deux sous-sections précédentes, on obtient le résultat suivant qui donne un développement asymptotique
a tout ordre des premieres valeurs propres de 1’opérateur localisé.

On introduit la notation suivante (voir également la notation 1.15) :

Notation 5.10. Pour tout xo € 9Q N T tel que AJ° < MP, tout N € N* tel que N < NgpetJ € Non
note :

ljsfcxo_{xoc 1§n§N},

nxo

Nxo_{/\nxo ].STLSN},
Sy = { T W, 1 <n < N},

Théoréme 5.11. Soit xo € O N T tel que A\° < MP. Pour tout N € N vérifiant N < N(6y) et tout
J > 0 il existe une constante Cn(J) > 0 et hy > 0 tels que pour tout 0 < h < hgona:

d (GIZ%CXO’ 6]¢]X0> < ON(J>h4/3+(J+1)/3.

En particulier il existe C'y > 0 et hy > 0 tels que pour tout 0 < h < hg :
d (GIA]%?XO7 6]V,X()) S CNh/5/3

DEMONSTRATION. Ce résultat découle immédiatement des deux sections précédentes. La proposi-
tion 5.4 donne tout d’abord que pour tout xo € QN tout 1 <n < N < N(6y), et tout J € N, il existe
Ao (h) € Sp(Ph A q,) et une constante Cy(J) > 0 tels que :

Ao (1) — AL (R)] < Cn(J)RAB3HIHD/3,

n,X0

La proposition 5.3 donne I’argument de séparation manquant pour dire qu’il existe un seul élément de
Sp(Pr,a.0,) dans un voisinage de chacune de ces valeurs. O

5.2. Approximation du bas du spectre

En regroupant les différents résultats locaux de la section précédente, on obtient que le spectre de

I’ opérateur P;M A0 correspond au spectre de 1’opérateur "somme directe” P P}fjx ,» modulo un reste
xeoQNl

en O(e " ) A partir de ce résultat, on obtient un développement asymptotique 2 tout ordre des
premicres valeurs propres de 1I’opérateur P}, a o. On obtient en particulier que le bas du spectre coincide
avec le bas du spectre d’une "somme directe" d’opérateurs de Pan et Kwek modulo un terme de reste en
O(h5/ 3). Dans cette section, on compare (sous la condition (4.1)) le spectre de I’ opérateur Ph.an acelui
des opérateurs localisés introduits précédemment, ce qui permet finalement d’expliciter le développement
asymptotique a tout ordre des premicres valeurs propres de I’opérateur Py, a q.
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5.2.1. Spectre de la réunion d’opérateurs locaux. Grice aux estimées d’ Agmon, on montre que le
bas du spectre de I’opérateur Py, a o est dans la limite semi-classique exponentiellement proche du bas
du spectre de la réunion d’opérateurs locaux.

Notation 5.12. On note ng g € N* le cardinal (fini) de I’ensemble 92 N I" et pour tout 1 < j < ng g on

rappelle que les éléments de 92 N I" sont notés x§-4).

En lien avec la notation 5.2, on considere sur 2 I’opérateur modele Pad, défini par :

no.B

mod loc o loc
(5.9) Praa= D Prao. = PPrac .,
%5

x€dQNI’ j=1

On désigne les éléments du spectre de cet opérateur (a résolvante compacte) de la maniere suivante :
Sp (Pitla) = {AT(h) < ATU(h) <o < AT(R) <o}
Notation 5.13. Pour tout NV € N* tel que N < N g on note :
SN = {Amd(h),1 <n < N}.

Proposition 5.14. Pour tout N € N* tel que N < N, il existe Cy > 0, ay > 0 et hy > 0 tels que

pourtout ) < h < hgona:
1/3

d(@]\“@mod) < O e—aNh

DEMONSTRATION. On commence par fixer N € N* tel que N < Nq . Pour tout x§-4) on définit

(4)

une fonction troncature (fixée) X, @ supportée dans une boule de taille R (00> centrée au point x; " et

strictement incluse dans le support de Qg o On considere un entier 1 < n < N.On rappelle que

Yy 5, est une fonction propre de I’ operateur Pha., associé a la valeur propre A,(h). On considere le

mod .
quasimode suivant pour I’opérateur P,"3’q,

Pmod = X, (4)77Z}nh7 X U |-
XnQ’B

Cette derniere fonction est bien dans le domaine de I’opérateur. On rappelle que I’ensemble F‘[fq est défini

via la notation 4.6. Avec les estimées d’ Agmon du corollaire 4.9, on obtient que :

no.B

H (PfTXj,Q - /\n(h)) ¢Hi2 Z H P}Tfﬂ n(h)) XX§_4)¢n,h

‘ 2

L2(Q)

no,B

2 —9anhl/3
S; H(Ph,A,Q —An(h)) XX§4)w"’hHL2(Q) + Cye2anh

2
< g Prs At |, + Cve2ex
< > XX;4>( h,a.9 —An(R)) Ynn iy T OV

1<j<ngo B
RN

_ 1/3
SCNG 2anh ]
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Le théoreme spectral donne qu’il existe une valeur propre )\,T(‘;Ld)(h) de I’opérateur modele qui est expo-
nentiellement proche de \,,(h). On a donc montré que pour tout 1 < n < N, il existe Cy > 0, ay > 0
et h tels que pour tout 0 < h < hpona:

d (Aa(R). Sp (P%a)) < Cve "

En considérant les suites croissantes des valeurs propres des opérateurs P;L'jj’,jﬂ et Py A q, on peut facile-
ment voir que & est une fonction croissante vérifiant k£(n) > n. On donc obtenu pour tout 1 < n < N la
majoration suivante : )\zwod<h) < M(h) + Cy e—anh” 1/3

Réciproquement on montre un résultat analogue pour 1’opérateur P, a o en utilisant les fonctions propres
mod T AN mod mod » 414 mod mod .
de Py"A - On considere un couple (Amed(h), o ) d’éléments propres de Pra.q avec ¢p'5¢ de la forme :

d d,1 d,n
w;ln’z :<wmo Lo '71/Jmo QB)

modJ est supportée dans foj) On peut prolonger par continuité (avec la

ou pour tout j, la fonction ¢,

valeur 0) la fonction ¢, 47 sur tout I’ espace (2 en gardant la méme régularité H?(Q)) (étant donné que

la condition de Dirichlet est satisfaite). Comme supp(xr ,,) & r ,,, on note que I’on s’affranchit des

J J
questions relatives au domaine de 1’opérateur sur la discontinuité des conditions limites au bord entre
Neumann et Dirichlet. On considere le quasimode suivant pour 1’opérateur Pj, o o :

no.B

1/} Zwmod,].

Ona: "
,B
H (Pr.ag _/\vTOd<h)> wHLQ(Q) = Z (Phac —)\ffod(h)) XX;4)2/}:721<'4)
j=1 J L2(Q)
no B /
m mod,j —a —~1/3
< ]z: X, (Prao —)\nOd(h)) wn,‘;’f” o + Cye Nt
no,B
d,j —anh-1/3
< ; (Prao —ASOd(h)) (A (o) + Cye Nt
n
mo mo mod,j —anh—1/3
< 3% Pt x0) 5+ O

< ON€_aNh_1/3
Le théoréme spectral donne donc qu’il existe une valeur propre A (n)(h) de 1’opérateur P, 4 o qui est
exponentiellement proche de A™° (). On a donc montré que pour tout 1 < n < N, il existe Cy > 0,
ay > 0 et hg tels que pour tout 0 < h < hgona:

d (AT°Y(R),Sp (Phag)) < Cne *Nt

Comme ce qui précéde, en considérant les suites croissantes des valeurs propres des opérateurs P"3, et
Pr.a., on voit facilement que £’ est une fonction croissante vérifiant £’'(n) > n. On donc obtenu pour
tout 1 < n < N la majoration suivante :

An(h) < AT(R) + Cyemonn”,

1/3

On en déduit finalement le résultat de la proposition 5.14. 0
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5.2.2. Asymptotique a tout ordre des premieres valeurs propres du Laplacien magnétique. On
explicite désormais le spectre de I’opérateur P}, a o en regroupant les expressions des spectres des diffé-
rents opérateurs modeles. Pour 1’énoncé du théoreme final de la partie I, on reprend les notations origi-
nelles données dans la notation 3.26 et on introduit :

Notation 5.15. Pour tout x € 92 N I', on note 77>'(“°d I’opérateur suivant défini sur [R?F :
Pred = '3 VB(x)|** K-
On désigne par :

_ 4/3
<An(h))1§n§Nﬂ,B o (Anh )1§n§NQ,B
la suite croissante des valeurs propres (comptées avec multiplicité) de 1’opérateur :

szod _ @ zP;nod’

xeoNNl’

défini sur R%. En reprenant (5.2), pour tout J > 0 on note de maniére ordonnée :

{AV)(h),1 <n < Nop} = AL (h), %0 € 92NT,1<n < N(B(x))}.

n,X0

Remarque 5.16. La quantité ABh*/3 (voir la notation 1.12) correspond a AL (h).

On reprend les notation 1.15, 5.10 et 5.13 et on introduit :
Notation 5.17. Pour tout NV € N* tel que N < N g et tout J € N on note :
SY = (AV)(h),1 <n < N}.

Théoreme 5.18. On se place dans le cadre de la condition (4.1) et on se fixe un entier N € N* tel que
N < Nq. Pour tout J > 0 il existe Cn(J) > 0 et hg > 0 tels que pour tout 0 < h < hy :

d (6N> 6%U]> < CN(J)h4/3+(J+1)/3.

En particulier on a qu’il existe C'y > 0 et hg > 0 tels que pour tout 0 < h < hy :
d (&, 6%) < Cyh™2.
DEMONSTRATION. Ce résultat découle immédiatement de la proposition 5.11 de la section 5.1 et

de la proposition 5.14, il suffit de regrouper I’ensemble des valeurs propres données par la réunion des
problémes locaux. O






CHAPITRE 6
Simulations numériques

Ce chapitre présente des simulations numériques effectués avec la librairie éléments finis Mélina++
(écrite en C++).
On considere dans le cas ou Q est le rectangle Q = [—3,3] x [—1,1] et ot I’expression du champ

magnétique est la suivante :
B(s,t) = s,

s’annule suivant I’axe des ordonnées. Le potentiel vecteur magnétique considéré dans les calculs est :
A(s,t) = (—st,0).

On rappelle (voir la remarque 1.8) que I’analyse précédente se généralise au cas ou €2 est un ouvert

.t
1(0,1) (3:1)

Lo oo | o °
(07_1>

FIGURE 1. Domaine € et courbe d’annulation I" pour 1’étude numérique.

polygonal des lors que la courbe d’annulation ne passe pas par un coin. Les calculs numériques présentés
ici sont donc bien une illustration des résultats théoriques obtenus.

Dans ce cas considéré, I’ensemble 02 N I est réduit a deux points dont les coordonnées sont (0, —1) et
(0,1). Pour chacun de ces deux points, I’angle ¢ formé par la droite d’annulation et le bord est le méme

et vaut 7. La quantit€ spectrale li€ a I’opérateur modele Ky sous-jacent qui va apparaitre est donc ¢Z.On
a |[VB| = 1 en tout point de 2, ce qui donne que :

in COIUB(x)123 = 2
Juin ¢ |VB(x)| r,

et
M(]HH?’VB(X)P/S = Mo.
XE

83
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Comme on a (¢ < M (voir la proposition 2.15), on est dans un cas ol la condition (4.1) est bien
satisfaite. Les théoremes 4.8 et 5.18 s’appliquent et donnent en particulier que :

M(B) = GRS+ OR), Xo(h) = GE 11+ O(RF),
et que les deux premieres fonctions propres se localisent pres de 1’ensemble 02 N T,

Les calculs numériques des figures 2, 3, 4, 5 et 6 ont été effectués pour 24 x 16 éléments rectangulaires
Q10 (de degré partiel 10 en chaque variable).

6.1. Calculs numériques des premieres valeurs propres

Les calculs numériques suivants présentent le comportement des dix premieres valeurs propres pour
des valeurs décroissantes du parametre semi-classique. On a représenté en couleur les familles régu-
lieres des valeurs propres. Chaque couleur correspond a une courbe analytique (fonctions de %). Cette
désignation est différente de la numérotation des valeurs propres par ordre croissant. La figure 2 illustre
entre autres la convergence numérique, lorsque % tend vers 400 (c’est-a-dire lorsque / tend vers 0), de

h=43);(h) et h=4/3)\y(h) vers la valeur <1% dont on rappelle qu’une valeur numérique est donnée par
(voir [20] et la figure 2) :
CF ~ 0.5494.

z
7]

>l

FIGURE 2. Courbes des dix premiéres valeurs propres \,(h) renormalisées par h~*/3 en

fonction de ¢, avec B(s,t) = set Q = [-3, 3] x [-1,1].

6.2. Module et phase des dix premiers vecteurs propres pour / = ﬁ eth = ﬁ

Les figures 3 et 4 présentent le module des dix premiers vecteurs propres. Ces graphiques illustrent
la localisation des deux premieres fonctions propres sur un voisinage de 02 N I, pour h suffisamment
petit. Numériquement (voir la figure 2) I’opérateur K’y admet une seule valeur propre pour § = 7. La
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x.l “I “I '; |
S
| . .| —
0.5337 0.5956 0.8638 1.2487
vl ! o |
i I I AR I
1.4753 1.6437 1.7504 1.9231 1.9472

FIGURE 3. Module des dix premiers modes v, 5, h = ﬁ avec une valeur numérique de

A (h)h=4/3. Eléments finis Py, 24 x 16 quadrangles de degré Q.

M HEE)
o= o= . -

|
-

T

0.5370 0.5812 0.7905 1.1004 1.4603
ml "0 . 'I
1.4728 1.4750 1.7237 1.7738

FIGURE 4. Module des dix premiers modes ¢, ,, h = 135 avec une valeur numérique de

An(R)h~=%3. Eléments finis Py, 24 x 16 quadrangles de degré Q0.

théorie précédemment développée ne dit donc rien en dehors des deux premieres valeurs propres. On peut
néanmoins faire quelques remarques importantes. L.e domaine posseéde un certain nombre de symétries
(il est invariant par 1’action du groupe engendré par la symétrie par rapport a I’axe des abscisses et la
symétrie par rapport a I’axe des ordonnées) et I’opérateur commute avec les transformations suivantes :

S (s, t) = P(—s,t),

T (s, t) — (s, —t).
En lien avec ces symétries, on observe différentes familles de courbes analytiques associées aux vec-
teurs propres qui localisent sur la ligne d’annulation. Les fonctions propres liées a la famille (M (n)),ecr
des opérateurs de Montgomery 1D sous-jacents (voir la section 2.3) se retrouvent suivant la variable
s. Deux familles de courbes analytiques faisant apparaitre deux niveaux d’énergie différents sont par-
ticulierement intéressantes. L’'une des familles de courbe converge vers la valeur My (on rappelle que
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My = wv4(no)) et est associée aux modes pairs (en la variable s transverse a la ligne d’annulation) de
I’opérateur M (1)), tandis que 1’autre converge vers in£ v5(n) (dont une valeur numérique approchée est
ne

donnée par in£ v9(n) = 1.6537) et est associée aux modes impairs de 1’opérateur M (7 2) (voir la notation
ne
2.12).

Les figures 5 et 6 présentent quant a elle la phase des dix premieres valeurs propres. Les figures 3 et
5 ainsi que 4 et 6 sont associées au méme calcul. On retrouve dans les figures 5 et 6 les deux familles
de symétrie (liées aux modes pairs et impairs des opérateurs de Montgomery M (7o) et M(n2)) en
regardant les lignes d’annulation de la phase. Les figures 5 et 6 montrent également de fortes oscillations
de la phase (dans des zones loin de la ligne d’annulation). La structure de ces oscillations est en % (voir
[16] pour plus de détails). Cet aspect rend les calculs numériques difficiles et justifie 1’utilisation d’un
haut degré pour I’interpolation polynomiale (ici degré 10) pour y pallier.

. () ’GWﬁwsl ' wuy
| h%l%ﬁi IR M| %3’%

N F/

0.5337 0.5956 0.8638 1.2487 1.4704
yuvw' v ’F@ y ywy w]}@){ﬂ
DM DR \(\m.“m MY ™ @l

1.4753 1.6437 1.7504 1.9231 1.9472

FIGURE 5. Argument (angle en radian) des dix premiers modes v, ,, h = 1—(1)0 avec une
valeur numérique de \,(h)h~*/3. Eléments finis Py, 24 x 16 quadrangles de degré Qi
(grille réguliere).
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100 150 87

1.4728 1.4750 1.7237 1.7738 1.8811

FIGURE 6. Argument (angle en radian) des dix premiers modes v, 5, h = ﬁ avec une

valeur numérique de A, (h)h=*/3. Eléments finis Py, 24 x 16 quadrangles de degré Qo
(grille réguliere).
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Annulation quadratique a ’intérieur du domaine



Cadre d’étude

Le cas d’une annulation "simple" ol le champ magnétique s’annule linéairement (voir I’hypothese 1),
a été traité dans la partie I. Cette premiere partie a fait apparaitre deux échelles différentes dans la limite
semi-classique, 4 savoir h et h*/?. La deuxiéme partie est consacrée au cas d’une annulation "double" ou
le champ magnétique s’annule quadratiquement. Ce nouveau cadre d’étude fait apparaitre une troisicme
échelle dans la limite semi-classique.

Hypothese 2. Les hypotheses de cette partie sont les suivantes :
(1) Le champ magnétique B s’annule le long d’une courbe régulicre I'.
(2) La courbe intersecte le bord de {2 de maniere non tangente, et en un nombre fini de points.

(3) La courbe d’annulation I' admet un ensemble de points doubles >. non vide et de cardinal fini
vérifiant 90 N Y = (.

(4) Le gradient VB est partout non nul sur I'\ X.
(5) Pour tout x € 3, la matrice Hessienne HessB(x) du champ magnétique au point x est non
dégénérée.

Notation 6.1. Pour tout x € X, on désigne par ¥(x) la valeur de I’angle (dans I’intervalle [0, 7]) formé
par les deux tangentes a I" au point x et par £(x) la valeur donnée par la relation € = tan g.

FIGURE 7. Domaine €2 et courbe d’annulation I’

L’analyse est différente de celle effectuée dans la partie I en raison des points doubles, mais la structure de
I’étude est la méme. On établit un équivalent de la plus petite valeur propre, puis des estimées d’Agmon
et finalement un développement asymptotique a tout ordre des premicres valeurs propres en se basant sur
I’opérateur modele dominant dont les propriétés ont été étudiées dans le chapitre 2.



CHAPITRE 7

Equivalent de la plus petite valeur propre

On commence par rappeler la notation 1.17 de I’introduction :

Pour tout x € ¥, on désigne par «(x) et 5(x) les valeurs propres de la matrice Hessienne de B au point x
telles que |a(x)| < |5(x)], et on note :

()]
1B

La quantité £(x) telle qu’elle est définie ici coincide avec la définition donnée dans la notation 6.1. Rappe-

lons encore que la quantité =(x) représente le coefficient multiplicatif devant la partie quadratique modéle

"72 — g(x)%0?" apparaissant apres développement de Taylor du champ magnétique au point x € 3.

g(x) =

Ce chapitre a pour but de démontrer le résultat suivant :

Théoreme 7.1 (Equivalent de la plus petite valeur propre). Il existe C' > 0, hy > 0, tels que pour tout
O<h<hgona:

CERY? — ChY < M (h) < CERY? 4 ChTY,
ot on rappelle que CB est défini en introduction dans le théoreme 1.18 par :

B _ — 1/2
CB = inf 50" (=),

Ce résultat est une conséquence des théorémes 7.3 et 7.13 qui vont étre démontrés.

Remarque 7.2. On s’est placé dans un cas de non dégénérescence de la matrice Hessienne pour tout
point de > (voir les hypotheses 2). Cette hypothese impose que 1’intersection en chaque point double est
non tangente, c’est a dire que ¢, tel qu’on 1’a défini, est différent de 0. Pour ¢ = 0, on a une annulation
quadratique dégénérée du champ magnétique B(s,t) = —t%. L’ asymptotique semi-classique reste la

méme, ¢’est-a-dire en h3/2, car la composante non nulle du potentiel vecteur reste un polyndme homogene
2

) représente le cas singulier ou les deux

73

3
droites d’annulation sont confondues. Cet opérateur n’est pas a résolvante compacte. L’étude spectrale

de ce dernier opérateur se raméne a I’étude spectrale de la famille (M/(¢))¢cr pour laquelle on a (voir
la section 2.6) :

de degré 3, mais I’opérateur modele sous-jacent D? + (DU —

infSp (M (€)) = M.

£eR

Une valeur numérique de Mgz} est donnée par MEQ] ~ 0.606.

91
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7.1. Minoration
7.1.1. Enoncé du résultat.

Théoreme 7.3 (Minoration de la plus petite valeur propre). 1l existe C' > 0, hg > 0, tels que pour tout
0 < h < hg et tout w € Dom(Qp o q)ona:

Qnag(u) 2 CER2|[ul* — Ch'*2fu?,
on CB est défini dans le théoreme 7.1. En particulier on a pour tout n € N*

An(h) > Ai(R) > CBR3/2 — Cp3/2+1/12,

7.1.2. Minoration locale de la forme quadratique.

Notation 7.4. On étend la notation 7.4 au cas ou ¢ = 5 en notant {25 = ¥ et en désignant par x§5) les

points de X..

Comme dans la partie I, on va obtenir une minoration de la forme quadratique en utilisant la formule
de localisation, ce qui nécessite d’obtenir un résultat de minoration local. On procede pour cela comme
dans la sous-section 3.1.3 en commencant par définir un nouveau systeme de coordonnées qui redresse
la géométrie du bord et de la courbe d’annulation.

On se place au voisinage d’un point x§5) de . et on considere en ce point deux vecteurs tangents (et

unitaires) en chacune des deux courbes d’annulation du champ magnétique. Ces deux vecteurs sont non

., . . 5 . . pou] s 2.z .z .
colinéaires car au point xg- ), la matrice Hessienne du champ magnétique est non dégénérée (voir les

hypotheses 2). On les note respectivement v; et U et on les considere orientés dans le sens direct. On

considére un systeéme de coordonnées cartésiennes x = (1, z5) dans un repére orthonormé direct centré
5 < - 2 » . .s . - - 7 - F1 — 1
en xg- ) ot les vecteurs de base (4,7) sont défini de la maniére suivante : i = ”%L’g”, j = HE—%H' Les

. R . . L. . 5
vecteurs Uy et vz sont des vecteurs propres de la matrice Hessienne du champ magnétique au point x; .

Notation 7.5. On note ®.(s,t) = (x1, z2) ce systeme de coordonnées cartésiennes dans lequel les coor-

données du point x§-5) sont (0,0)

Le développement de Taylor du champ magnétique est donc donné par :
5 5
B(s, ) = —la(x{")|s* + [B6)1E + O ([(s. )] -

(voir la notation 1.17). On a supposé ici sans perte de généralité que la plus petite valeur propre en module
était de signe négatif.
Dans ces coordonnées, 1’expression de la forme quadratique et de I’opérateur est claire.

On effectue désormais le méme choix de jauge que celui donné dans la remarque B.3.

Notation 7.6. On note ¢. un tel choix de jauge.

Dans les nouvelles coordonnées et pour le choix de jauge ¢.(s,t), la partie principale du développement
de Taylor du potentiel Af’]) (au point (0,0) = & 1(X§5))) ainsi que le terme de reste sont donnés dans le
tableau suivant (qui compléte le tableau 3.1.1) :
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Partie principale du développement de Taylor de Majoration
Cas
Ag@ du terme de reste ry) (s,t)
O] s (e 5) o (5,01 < 01

TABLEAU 7.1.1. Développement de Taylor

7.1.3. Lemmes préliminaires. Conformément a ce qui a été présenté, on va minorer la forme qua-
dratique Qj A o et ce, sans connaissance a priori sur le comportement des vecteurs propres de Pj a q.
Le lemme suivant est un lemme de minoration uniforme, il est I’analogue du lemme 3.11 de la premiere
partie.

Lemme 7.7. 1] existe trois constantes R > 0, C(B) > 0, et C(B) > 0 telles que :
Vx € Qavec d(x,X) < R, |VB(x)| > C(B)d(x, %),

et

Vx € Qavec d(x,2) > R, |VB(x)| > C(B).

On effectue désormais un découpage du domaine. On supposera pour simplifier la preuve que 1’on a un
unique point double, c¢’est-a-dire que X = {x¢}, mais la preuve s’effectue de la méme maniere dans le
cas général en effectuant le méme découpage en tout point xg‘r’) € Y. On introduit trois zones L1, (k)
et ©B/(h) recouvrant .

Notation 7.8. On rappelle que (xq, ) désigne la boule ouverte de centre x, et de rayon 7. On considere
un découpage du type suivant :
(1) M =Q\ B(xo, R;) avec Ry > 0. On suppose que B(xo, R;) est contenue dans ().

() X(h) = B(xg, R}) \ B(xo, Roh®) avec R} > R; > Ryh® et tel que B(xo, R}) soit encore
contenue dans (2. Ici Ry > 0 et d, > 0 seront choisis plus tard.

(3) XBI(h) = B(xg, h®) avec 0 < d3 < dy. En conséquence, pour h > 0 assez petit L2 (h) NXE(R)
est une couronne de largeur > %hdi‘.

7.1.4. Partition de I’unité. On considére une partition de 1’unité (voir la sous-section 3.1.2) :
(xm %[2] x[?])
RS A |

associée a ce recouvrement. On peut supposer (grice  la taille de la zone de transition entre X12/(h) et
Y (h)) que pour tout j :

M vl < a,
@) VX < Cohs,
3) VY] < Csh b,
La formule de localisation (voir I’Annexe B.2) permet d’obtenir :

Qnan(t) > Qnaa® u) + QnaalXu) + Qpan(X u) — h2(CF + CTh™>% + C3h>%) ul|*.

J
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qu’on réécrit :
(7.1) Qnao(t) > Qnao(®u) + Quao(XPu) + Qna (X u) — Cioch® 2% ul 2.

On note uy = S{Lk]u, k = 1,2, 3 et on traite séparément chacun d’eux.

7.1.5. Minoration de la forme quadratique sur les sous-domaines.

Lemme 7.9 (Minoration de la forme quadratique sur YU, 11 existe une constante ¢y et hy > 0 tels que
pour tout 0 < h < hg on ait :

Onan(ur) > cih/3 [Ju ||

DEMONSTRATION. Ce résultat est une conséquence directe du théoréme 3.3 de minoration de la plus
petite valeur propre. On I’obtient en dégradant la constant L en prenant une constante ¢; non optimale
vérifiant ¢; < L pour absorber le terme de reste. O

Lemme 7.10 (Minoration de la forme quadratique sur X1?). On a :
On.a0(uz) > CERY2||uy|%.

DEMONSTRATION. On introduit une deuxieme partition de 1’unité avec des boules B(x;, h”) et des
fonctions de troncature associées X? :

(7.2) On.anl(ug) > Z Qh,A,Q(X?UQ) — Oy 10ch® 2 ||us||?,
J

ol (s | ne dépend pas de h.

Pour chaque j tel que x; € Y2(h), e lemme 3.8 de minoration locale de la forme quadratique au cas ot
¢ = 3 (voir le tableau 3.1.1 de la partie I) qui donne :

1 .
(7.3) Qh,A7Q<X?u2) > <§MOX-61§)I[12€(h)|VB(Xj)|2/3h4/3 — 20h6P> ||X?u2||2

Dans ©/(h), le lemme 7.7 de minoration uniforme donne qu’on a :
IVB(x;)| > C(B)Ryh®.

On peut ainsi déduire de (7.3) I’inégalité suivante :

1
(74) Qh7A7Q(X;‘Lu2) Z <§M00(B)2/3R§/3h4/3+2d2/3 _ 2Chﬁﬂ> ||X§1u2||2
On choisit d,, et p tels que :
4 2dy 3 ) 1
§+?—6p—§, soit dg—p—z.

L’équation (7.4) devient :
Qh,A,Q(X?UQ) > h3/2 (C/(B)Rg/g - 20) ||X?U2||2'
On trouve alors avec (7.2) :
Qh,A,Q(UQ) > h3/2 (C/(B) 3/3 - 20) ”U2H2 - CZ,Ioch272pHu2H2

> 3/ (c'(B)Rg/?’ —2C — Cz,|oc) [ ug]?.
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On choisit Ry assez grand de sorte que :

(1.5) C'(B)RY® — 2C — Cy,10c > CB.

Notation 7.11. On fixe un R, vérifiant (7.5) et on note :
CB = C'B)RY® — 20 — Oy, joc.

Lemme 7.12 (Minoration de la forme quadratique sur X)), Il existe une constante strictement positive
C' telle qu’on ait :

Qranlus) = (CBRY2 = (CF + C)RH/H+4% ) |ug |2

DEMONSTRATION. On estime directement ug sans nouvelle partition. La connaissance du bas du
spectre de 1’opérateur modele X (voir la section 2.5) donne qu’il existe une constante C' telle qu’on ait
le résultat suivant (apres le scaling o = sh™ /4, 7 = th=1/%):

Qranlus) = (1= m)CERY2 1 CRS® ) fug
On prend n = h? avec p > 0, ce qui donne :
Qi anlus) = (CERYZ — CBRYZ? — OS2 ) Jug |2

On égalise les ordres des termes de reste pour trouver p = 4ds — %. 0J

7.1.6. Preuve du théoreme 7.1.

DEMONSTRATION. On commence par choisir les parametres de maniere a optimiser les termes de
reste. Pour trouver d3, on égalise I’ordre du reste avec celui du reste de la formule de localisation dans
(7.1) (voir aussi le lemme 3.5) :

2—2d3:z—|—4d3 d’ou ng%

Cette valeur de d3 est bien plus petite que dy = }L (on note qu’on trouve alors p = %).

On reprend enfin I’identité (7.1) donnée via la partition de I’unité et la formule de localisation ainsi que
les lemmes (7.9), (7.10) et (7.12) :

(7.6)  Qnan(u) > cth?|ug|® + CER*?|us|®
+ (CERY2 = (CF 4+ OB/ ) [ug]|? = Cioch® 2% u]*.

Utilisant que ||uy]|? + |Jug]|? + |lus||? = ||u||? et que c;h?/3 est plus grand que CER?/2 pour h assez petit,
on obtient

Qnan(u) > Coh*2|[ul* — (CF + OV 4% fug||* — Cloch® % |ul|®
(7-7) > C(])'D’h3/2|’uH2 o Clh3/4+4d3HuH2 . Cloch272d3||u“2
> COBhS/QHqu . ChB/QH/lQHUHQ-

La derniere inégalité s’obtient avec la valeur de d3 précédemment choisie via (7.1.6). U
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7.2. Majoration
7.2.1. Enoncé du résultat.

Théoreme 7.13 (Majoration de la plus petite valeur propre). I/ existe C' > 0 et hy > 0 tels que pour tout
0<h< h() N

M (h) < CBR3? - Ch7/4,

ou CE est défini comme dans le théoréme 7.1.

Ce théoreme résultera de la proposition 7.18. La preuve est analogue a celle présentée dans la sous-section
3.2.2.

7.2.2. Construction d’un quasimode.

Notation 7.14. Dans cette sous-section, pour = > 0 et ¢ > 0, on considere 1’expression suivante du

potentiel vecteur :
t3
A== (E <5252t — §> ,o> .

Notation 7.15. Pour tout € > 0, on désigne par ‘Ilfs une fonction propre associée a la plus petite valeur
propre 3z (¢) de I’opérateur X, (voir la section 2.5).

Le lemme suivant résulte d’un simple calcul.
Lemme 7.16. La fonction définie sur R? par :

(7.8) Uy pez(s,t) = =1/4p-1/4 q,f (51/4h—1/45’ El/4h_1/4t) ’

est une fonction propre (normalisée si W= (o,T) Uest pour la norme L2 _(R?)), associée a la valeur
propre Z%/33¢,(€)h3/% de I'opérateur Py, 4. _ gz

Soit x, € X. On peut supposer que ses coordonnées sont (0,0) dans le systéme (s,¢). On note ), un
voisinage du point x, dans €.

Notation 7.17. Pour ce x, fixé dans >, on note :
AXO <S7 t) - Aé(Xo),E(Xo) .
Pour tout R2,, > 0, on définit x Ry, UNE fonction troncature sur €2, vérifiant la condition suivante :

SUPP(XRXO) - B(X072Rxo) C nga 0< XRXO < 1a XRXO =1 SurB(XO7Rx0) :

En reprenant (7.8), on note enfin ‘T’l,h,XO la fonction définie sur (2, par :
Uhwy = (€790 o) 200y ) © P2

ou @ est défini dans la notation 7.5 pour désigner le choix des coordonnées cartésiennes introduites dans
la sous-section 7.1.2 et ol ¢, est défini dans la notation 7.6.
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Proposition 7.18. La fonction suivante définie sur §) par :

W1 hixo (%) = Xy (%) W (%),

(voir (7.8) et la notation 7.17) est dans le domaine de I’opérateur Py a . De plus, il existe C > 0 et
ho > 0 tels que pour tout 0 < h < hg on ait :

|| (Ph,A,Q — 1?2 (x0) 251 (€(X0))) Wi hxo HLQ(Q) < Ch7/4||‘1’1,h,x0||L2(Q)-

On note qu’on a une localisation isotrope en h'/* pour ce choix de quasimode.

On utilisera encore dans ce qui suit les notations simplifiées suivantes (analogue a celles introduite en
introduites dans 3.26) :

Notation 7.19. On utilisera encore plus simplement : 2y = Q,,, =9 = Z(x0), €0 = £(X0), XR,, = Xo €t
Ry = R,,.

7.2.3. Lemmes techniques. Les lemmes suivants servent a contrdler les normes L? des différents
termes de reste qui vont apparaitre dans la preuve de la proposition 7.18.

Lemme 7.20. Soit K un sous ensemble compact de (), ne contenant pas Xo. Il existe o« > 0, hg > 0 et
C > 0 tels que pour tout 0 < h < hy :

1/2
( / |V B g )| 4 | Wy (¥)] dx) < Ce o,
K

DEMONSTRATION. On reprend I’expression de la fonction ¥, 5, ., =, introduite en (7.8). On a :

1/2
(/ U1 020 (5, )] dsdt) - (/
321 (K) .

N ) 1/2
<C (/ ‘\11150(0, 7‘)‘ dad7> :
h=14eTH(K)

Il découle immédiatement de la proposition 2.22 qu’il existe o« > 0 tel que :

g 2exp ( 20V 02 4 72 ) dodT < +00.
Re

1/2
Eé/4h_1/4 \ijs(xo) (Eé/4h_1/48, 53/4;1—1/415) ‘2 dsdt)

Par difféomorphisme, I’ensemble ®_ ! (K') ne contenant pas 1’origine, il existe § > 0 tel que v/s2 + 2 > ¢
sur K. En utilisant I’inégalité précédente, a fortiori valable sur /i, on a :
2
/ ‘\Iffso (o, 7')’ dodr < exp (—ah'/*) / |\Iffs0 |? exp (204\/ o? + 7'2> dodr.
h=1/407H(K) h=1/407 1 (K)
d’ou:

1/2
</ 1 ’\IllvhﬁO:Eo(SJ)’Q det) < Ce—ozh—l/‘l.
O (K)

On prouve une inégalité identique pour la fonction VW, 1, ., = . On a donc finalement montré qu’il existe
a>0,hy>0etC > 0 tels que pour tout 0 < h < hyg :

1/4

1/2
(/ 1 ]V@1,h750750(5,t)|2 + |\I/1,h,50750(5,t)|2 dsdt> < Ce o
o (K)

On remarque que :
V (€%0) = ie'* UV, + V.
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. »; : x. X
En se servant de la régularité de ®. sur le compact K et du fait que les normes || W, || 2(r2) et || VW] || 2(r2)
sont finies, on en déduit finalement le résultat du théoreme par changement de variable. O

Lemme 7.21. On a qu’il existe C > 0 et o > 0 tels que :

X o r1/4
107 flizre) = 1,002y < Ce™ .

DEMONSTRATION. On peut tout d’abord facilement voir que :

X. —ide/h

107 2wy = 1W1ne0mll2me) = e Wy gy 2, ll2w2).
Comme V; 4, = Xo ‘E,h,xo, le reste se déduit du lemme 7.20 précédent en introduisant la fonction
troncature Yy, pour que le changement de variable soit licite. 0

Lemme 7.22. Pour tout entier n € N, il existe une constante C'y > 0 telle que :
/ £ (IRDW P2 + | (D, + A)W[?) dsdt < CRYH2)1Wy gy,
R2
onV¥ = €_i¢°/h\1’1,h,50750.

DEMONSTRATION. La preuve est immédiate en utilisant le lemme 7.16 et le lemme 7.20 (ainsi que
le lemme 7.21 pour revenir a la norme || W1, ||L2(0))- O

Lemme 7.23. Pour tout entier k,{,m,n € N, il existe une constante C' > 0 telle que :
) 1/2
(/ |smt”<9§8f\111,h,50750 (S, t)‘ det) S Ch(ernikié)/zl"\1117}17907'1‘0 ”LQ.
R2

PREUVE DU LEMME 7.23. Onreprend I’expression de la fonction W, 4, ., =, introduite en (7.8). Comme
dans la preuve précédente, le résultat s’obtient par dérivation et changement de variable en utilisant la
o . . X- :
décroissance exponentielle de la fonction W;™° (voir le lemme 2.18). U

7.2.4. Preuve de la proposition 7.18. On considere désormais 1’action de I’opérateur P, o o sur la
fonction test Wy 5, :

(7.9) Prao¥inxe = PraoXo Vinxe = [Pnaos Xo] hxe + X0Phao Vi -
.
Terme 1 Terme 2

On commence par donner une estimation du premier terme qui apparait dans (7.9). 1l faut pour cela
contrdler la norme L? des termes de reste issus du commutateur [P, x| dont I’expression est donnée par :

[P, x] = —2h*(Vx) -V — h®Ax — 2ihA - V.

Le support des fonctions troncatures Vx, et Ay, ne contenant pas 1’origine, on peut appliquer le lemme
7.20 qui donne finalement qu’il existe a > 0, hy > 0 et C' > 0 tels que pour tout 0 < h < hy :

“ _p—1/4
(7.10) 1[Ph,a.: Xo] Pips Iz < Cem® 7
On donne maintenant une estimation du deuxieme terme qui apparait dans (7.9). Il faut pour cela étudier
I’action de I’opérateur P}, a o sur la fonction test ﬁihm sur le support de .

Développement de Taylor du potentiel vecteur
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On reprend I’expression (locale) de 1’opérateur détaillée dans la sous-section 7.4. On note plus commu-
2

nément (s,t) les variables (1, x5). On va traiter I'action de 1’opérateur h?D? + (hDs + fll) sur U,
On fait apparaitre I’opérateur modele dominant en effectuant un développement de Taylor du potentiel
vecteur magnétique. Comme B(0,0) = |VB| = 0, son développement est le suivant :

As,1) = 5HessB(0,0) - ((5,1), (5.0)) +7 (5.1)

- /
g

AL (s.t)

ou le terme de reste 7’](5) vérifie :
[ (s.0)] < (s, )l

sur le support de la troncature Yo = Yoo ®. Il reste désormais 2 contrdler la norme L? des termes de reste

issus de ce développement de Taylor. On note plus simplement Ag‘? = Aget r](-5) = 7. En développant,

ona:

- 2
@m+AQ:4M%+mf+%mm+hwmﬁ+mmmww?

Par suite avec le lemme 7.23 on obtient les estimées suivantes pour la norme || - | 2(g2)
(7.11) 1 2hroDy) Wl < CRTHWL, || (h(Dsro)) ¥l < CRTH| 0],
(7.12) 1 (2Agro) W[l < CATA|[], || (ro)* Wl < CR?||¥].

Par ailleurs, I’action de I’opérateur dominant h2D? + (hD, + Ay)” sur ¥ donne :
(h2D? + (hDy + Ag)?) W = h*/22/% 52 (e0) .

En reprenant alors I'identité (7.9) ainsi que les points (7.10), (7.11) et (7.12), on obtient finalement (en
utilisant également le lemme 7.21) qu’il existe C' > 0 et hy > 0 tels que pour tout 0 < h < h on ait :

| (Pras =022 00 unso |, ) < OH 1000 o)







CHAPITRE 8

Localisation des fonctions propres et estimées d’Agmon

Ce chapitre est le pendant du chapitre 4 dans le cas d’une annulation quadratique a I'intérieur du
domaine.

Notation 8.1. Pour tout n € N*, on désigne par W, ; une fonction propre associée a la valeur propre

An(h).

8.1. Enoncé du théoréme de localisation

Le résultat suivant est crucial pour obtenir le résultat de localisation.

Lemme 8.2. I/ existe hy > 0 tel que pour tout u € Dom(Qp A 0) et tout 0 < h < hy :

O aalu) > / (T2(x) — CR¥21/12) [u(x)[2 dx,
Q

avec !
I2(x) = CBR3? d(x,%) > Ryh'/4
BV CBRA2, d(x, ) < RyhM*

ot on rappelle que CP est défini dans le théoreme 7.1 et CB dans la notation 7.11.
DEMONSTRATION. Ce résultat découle directement de la preuve de la minoration. U

On énonce désormais le théoreme de localisation qui découle du raffinement précédent induit par le
potentiel effectif Z3.

Théoréme 8.3. Soit L > 0 et \,(h) une valeur propre de Py, a o vérifiant \,(h) < Lh*2. Il existe
C >0, a>0,ethy> 0 tels que pour tout h € (0, hy) ona :

ah™ / X
(1) / 2D\ ()2 dx < O,
Q
(2) Qnao <€ah_1/4d("z)‘1’n,h> < Ch32|| W, 412

Il en découle directement le corollaire suivant :

Corollaire 8.4. Soit L > 0 et \,(h) une valeur propre de P, a q vérifiant \,(h) < Lh*/?. Il existe o > 0
tel que pour tout N, il existe Cy > 0 et hy > 0 tels que pour tout h € (0, hgy) ona :
1/2

(1) </ (2ad(x,2))2N|\Ifn7h(x)|2dx> < OBl
Q

(2) Quan ((ad(x D) Wop ) < Cuh¥202N04 W, 2

101
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8.2. Preuve du résultat de localisation

On démontre dans cette section le théoréme 8.3. On reprend la notation 7.11. On consideére un couple
d’éléments propres (A\,(h), ¥, ;) de I'opérateur P, a o sur 2. Pour toute fonction scalaire ¢ lipschit-
zienne définie sur €2, on a e¥V,, , € Dom(Qj a.0). Avec le lemme (4.2) ona:

Qa0 (€ Wnn) = M) [[# W |* + 12 [||Vip| €W |

Avec la formule de localisation (voir proposition B.4) on a :

ST Quag (X Wn) = (W) X2 2 W, 4|2 + B2 [| XD [Vl €2 W, 0]|” + 12 || [ VL™ | 20, 0] |"
ke{lj,2,3}
On considere la fonction suivante ¢ définie par :
(8.1) o(x) = ad(x, Z)h M4 wx € Q.
Le calcul de la norme du gradient V¢ donne :
(8.2) IVo(x)> = a®h /2.

On commence par donner un contrdle du terme de reste. En reprenant la preuve de la minoration présentée
dans la section 7.1

(8.3) > vER P <o,
ke{lj,2,3}
Avec les points (8.3) et (8.2) et la propriété (B.4) de la partition de 1’unité, on a :
ST ||ED Vel Wl + B2 || |VELS | 20" < (a2 + CRYIZ) B2 e w1
ke{lj,2,3}
La preuve du théoreme 8.3 se fait de la méme maniere que la preuve des théoremes 4.4 et 4.8.
On rappelle que (voir la notation 7.11) :
Cp > CB.
M=(h) = CBR*? | L¥(h) = Lh*? | m¥(h) = CBR*/% 4 o(h*/?),

ou I’on rappelle que CF est défini dans le théoréme 7.3. On distingue deux ensembles. On note que la
convention utilisée pour la numérotation est analogue aux précédentes, on commence loin de la ligne
d’annulation pour s’en rapprocher progressivement.

ZE(h) = {j,d(xj, Z%) > Ryh'/*} et Z37(h) = {J, d(x;, Z¥) < Ryh'/*}.
On a une majoration de A, (h) qui se situe sous un certain seuil :
(8.4) (k) < LZ(h).
Le lemme 8.2 donne une minoration suivant chacun des sous ensembles :

(8.5) Qnaa(XV erW, ) > MZ(h) || X" e? W, |7, Vi € Z5(h).

(8.6) O aa(XV e?W, ) >m () || X1 e? W, 4|°, Vi € Z3(h).




8.2. PREUVE DU RESULTAT DE LOCALISATION 103

En reprenant (8.4), (8.5), (8.6),on a:
D> (MP(h) = LP(h) — (a® + ChY2) B32) | X0 P, 1 <

JEZT (h)

ke{1,2,3}

(L2(h) — m¥(h) + (a® + CRV2) h32) N7 || &0 o, |
j€Z3 (h)
ke{1,2,3}

On donne désormais les expressions de M*>(h) — L*(h) et L¥(h) — m*(h).
Quitte a augmenter la valeur de R5 en fonction du seuil L considéré (voir (7.5) et la notation 7.11), on a:
M¥(h) — L¥(h) = (CB — L) h*?, et L*(h) — m™(h) > (L — C&) h** + o(h*/?),
%,0_/ ———
> >0

ou on rappelle que CE est défini dans le théoréme 7.1. On a donc pour « assez petit, qu’il existe ¢ > 0 et
C > 0tels que pour h < hyg :

ch¥? N & e w | < On? ST || x w7

JEZT (h) J€Z5 (h)
ke{1,2,3} ke{1,2,3}

(8.7)

Par choix de ¢ (voir (8.1)) adapté a I’échelle (spatiale) en h provenant de 1’étude de la minoration, on a
(par compacité de €2) qu’il existe C' > 0 tel que :

> el <o 3o vl

J€Z5 (h) J€Z3 (h)
ke{1,2,3} ke{1,2,3}

(8.8)
Pour h < hy on a finalement avec (8.7), (8.8) et la propriété (3.1) de la partition de ’'unité en section
3.1.2, 'inégalité asymptotique suivante :

ch®? || e?W,, 4|7 < ChY2 ([T, 417 .

ouc > 0etC > 0.Le point 2 du théoreme 8.3 se déduit immédiatement de ce qui vient d’étre établi.






CHAPITRE 9
Développement asymptotique complet des premieres valeurs propres

Comme dans le chapitre 5, on donne un développement asymptotique a tout ordre des premicres va-
leurs propres de 1’opérateur Pj, o o. On obtient en particulier que le bas du spectre de 1’opérateur Py, 4 o

correspond au bas du spectre de I’opérateur "somme directe”" @ h3/2=(x)/25¢(2(x)) Xy modulo en
x€Y

terme de reste en O(h7/4).

9.1. Probleme localisé en un point double a I’intérieur

Comme dans la section 5.1, on commence par I’étude d’un opérateur P}, a o, localisé€ sur un voisinage
), d’un point xy € X (suffisamment petit de sorte que le passage en coordonnées curvilignes soit licite)
en imposant une condition de Dirichlet sur 0B(xq, R)\02 ot B(xo, R) & €y, -

Notation 9.1. Soit x§5) = xp appartenant a 3. On note €, = B(Xg, Rx,) N §2 avec Ry > 0 suffisamment
petit de sorte que {2, soit un voisinage sur lequel le difféomorphisme ®. (voir section B.3) est bien défini
avec (,, N Y = {x0}.

On garde les méme notations que celle introduites en 5.2.

Notation 9.2. On note P,'ffA’QXO la réalisation autoadjointe sur {2, de I’opérateur Py, a o, avec condition
de Dirichlet sur 0 (B(xg, Rx,))-

Pour tout n, on note respectivement :

Ao (B)s Wi no) €t (ARG, (R), W5, )

n,X0 n,h,xo
. s 214 s 4 loc
des paires d’¢léments propres de I’opérateur Pp, a o, et Py, A0,
Pour finir on désigne par P,’Z:fd I’opérateur suivant sur R? :

Pmod _ E’(XO)l/th/QXE(XO)'

X0

Ce chapitre a en particulier pour but de montrer que le bas du spectre de I’opérateur P}SKQXO coincide
avec le bas du spectre de I’opérateur P°¢ sur R, modulo un terme de reste en O(h™/*). Comme dans la
notation 1.12 de I’introduction, on note :
Notation 9.3. Pour tout xg € X et tout n > 1 on note :
A3 = E(x0) 5 (e(x0)),
et on note 1’ensemble ordonné suivant :
{APneN} =[] {A0.neNy,
X EX

ou on rappelle que | [ désigne une union disjointe.

On utilisera par la suite les mémes notations simplifiées que celles introduites en 7.19.
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9.1.1. Minoration.

Proposition 9.4. Soit xy € Y. Pour tout n € N*, il existe C' > 0 et hg > 0 tels que pour tout 0 < h < hg
on ait :

XS, (h) = AR — CRT/*,

n,X0
DEMONSTRATION. Par inclusion des domaines, on a :

loc
Qna < Qragy:
Les résultats de minoration valables pour Oy, o, le sont donc également (a fortiori) pour Q% Q-

Pour prouver la proposition 9.4, il suffit de montrer que :

Ansa(h) 2 B2y * Qi

€0

(T) — Ch"/4,

pour ¥ dans un certain espace vectoriel de dimension n, et conclure avec le principe du Min-Max (théo-
reme A.9 en Annexe).

On considere une base orthonormée V¥, 5, --- , ¥, de fonctions propres de I’opérateur P, a o, €t on
introduit I’espace vectoriel de dimension 7 suivant :

Enxo(h) = Vect {U px,, 1 <k <n}.

Soit W = ;W) € E, x,(h).Ona:
J

Qn,a.00 (W) < Ao (R)[| 9]
En effet, en notant B3, a o, la forme bilinéaire associée a QA o, Ona:
Qh,A,QO(‘I/) = Qh,A,Qo (Z@j\llj,h> = ZO@ Qh,A,QO(‘I/j,h) + Z%Oéth,A,Qo(‘I’i,m ‘I’j,h)-
J J i#£]

La famille étant orthogonale pour le produit scalaire sur L*(€2), elle I’est également au sens de la forme
quadratique car :

Bh,A,Q()(\IJ’i,ha \Ijj,h) = <7Dh,A,QQ\I;i,h,X07 qjj,h,xa) - )\i,XO(h)<\Iji,h,X07 ‘Pj,h,X0> = )\i,XO (h)(slj

Comme Q) A 0y (¥jnxo) = Nixo (1)W1 1% €t que la suite des valeurs propres (A, x, (7))
sante, on a avec le théoreme de Pythagore :

neN* est crois-

Qa0 () < Ao (1) DG 1 1 = Ay (1) 91
J

On va minorer A, ,(h) en minorant Qj, o o,(¥) et montrer que :
Qnan(¥) > B2 Qq (W) — CHT/A,

Sur 2y, on peut passer dans les coordonnées (s, t). Sans perte de généralité, on peut supposer que les co-
ordonnées curvilignes du point x, sont (0, 0). Dans ces coordonnées, la réécriture de la forme quadratique
est la suivante :

On,a,0, (V) :/

((1 — th(s))7?|(hDy + A))T? + y(th)ﬁfP) (1 — tk(s)) dsdt.
&~1(Qo)
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Par régularité et compacité du bord, il existe une constante C' > 0 telle que :

(1= th(s))| > 1—CJt| et(1—th(s)" >1-CJt|.

On obtient (avec la notation simplifiée /Nll = fle) :

Qn.a0, (V) 2/

(|(hDS +A)IP + |(th)@|2) dsdt
&1(Q0)

—/ (Jt<|(hDS AP+ |(th)@|2) dsdt.
&~1(Qo)

Les estimées d’ Agmon sont un élément crucial de la preuve. Le théoreme 4.8 et le corollaire 4.9 restent
vrais pour I’opérateur P a .. Le corollaire 4.9 est indépendant du systeme de coordonnées et reste
valable ici pour le potentiel vecteur magnétique donné par A = (A;,0) et pour n’importe quel ¥ €
E,.x, (h). Il en découle un résultat analogue au lemme 3.29 qui donne alors 1’estimée suivante :

/ Ct(l(hDs + AU + |(th)@|2) dsdt < ChT/4.
&-1(Q0)

Il reste désormais a traiter le terme / (\ (hDy + AT + |(th)\il|2> dsdt. On effectue un déve-
®=1(0)

loppement de Taylor du potentiel vecteur magnétique :

Ay(s,1) = %HessB(0,0) (5.8, (5,1) 47D (s,1).

.

-

AL (s0)

()

Le terme de reste r(5) i

+ vérifie |r](-5)(s, t)] < C|(s,t)|*. En notant plus simplement Aﬁ) = Agetr:”’ =g

on obtient :

On.a.00(?) Z/

&-1(Q0)

—/ 2(|(hDS+A0)nIf|yr0\If|)dsdt_/ o2 dsdt.
®=1(0) ®=1(0)

(\(hDs AP+ |<th)®|2) dsdt

Avec I'inégalité de Cauchy-Schwarz et le corollaire 4.9 (qui ne dépend pas du systeme de coordonnées
et appliqué ici pour le potentiel vecteur magnétique donné par A = (Ap,0))ona:

/ 2<|(hDS + AO)@HrO@y) dsdt < Ch7/* et / IrW|? dsdt < Ch?.
@~1(Q0)

P-1(Q0)

Les expressions de 9, o o et de 9, A o, étant formellement les mémes, on peut reprendre le changement
d’échelle de la section 2.4 qui donne finalement que :

Qhag (W) > W22 Q. — CHT/,
Une conséquence de ce résultat est qu’il existe C' > 0 tel que :

Ao (h) = B¥PE/ %56, (20) — O/,



108 9. DEVELOPPEMENT ASYMPTOTIQUE COMPLET DES PREMIERES VALEURS PROPRES

9.1.2. Quasimodes et majoration. La stratégie est basée sur le théoréme spectral. On va développer

1’opérateur P)°% q, (dans les coordonnées curviligne et apres changement d’échelle) en puissance de h

et chercher des solutions formelles a 1’équation aux valeurs propres. On considere x§5) = X9 € X. On

reprend 1’expression (locale) de 1’opérateur détaillée dans la sous-section 7.4 toujours en notant plus
communément (s, t) les variables (1, x2). On peut écrire :

(s, t) = %HessB(O, 0) - ((s,1), (5,4)) + ro(s, 1),

ou le terme de reste vérifie |ro(s,t)| < C|(s,t)|*. Le changement d’échelle :

T = h_1/4E(1)/4t, o= h_1/4E(1)/45

ramene 1’étude a celle de 1’opérateur suivant :
9.1) W32EN2
considéré sur R?. On note que cette "approximation" au plan tout entier sera rigoureusement justifiée par
I’introduction d’une fonction troncature (voir le point (9.8) a venir).
Enoncé du résultat
Proposition 9.5. Soit xo € X et n € N*. On a qu’il existe une constante C(J) > 0 et hg > 0 tels que
pour tout O < h < hy :
J | 3/2+4(J+1)/4
d (N (1), Sp(Pih ) < C(J)RHHHEDIE,

avec

n,X0

J
(9.2) ML (h) = B2 "N bt et Moo = #a(20)-

=0
Remarque 9.6. La quantité A0h3/2 (voir la notation 9.3) correspond a A’k (h).

La preuve de la proposition 9.5 nécessite quelques résultats préliminaires.
Développement en série formelle

Pour x§.5) = %o € X, la dépendance en h de ’opérateur X, sur R? défini via (9.1) permet de développer

I’opérateur de la maniere suivante :

9.3) Xy~ > X,
Jj=0
ou I’expression de I’opérateur dominant Xj est :

Xo=X.,.

On peut bien siir expliciter I’'unique expression de 1’opérateur X} mais il est suffisant de remarquer qu’il
s’agit d’un opérateur différentiel d’ordre au plus 2.

Remarque 9.7. 11 est clair que pour tout j, ’ordre des opérateurs différentiels X; (qui peuvent étre
explicités en écrivant un développement tronqué a un ordre suffisamment élevé) est inférieur ou égal a 2.
Pour j > 2 les &; sont des polynomes homogenes de degré ;.
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On cherche des solutions formelles de la forme :
2 ~ Z%jhj/4 et U~ Z\Djhj/4,
J20 J20
de sorte qu’on ait (au sens des séries formelles) :
XU ~ 22U,

On résout le systeme par identification suivant les puissances de h.

e Termes en h°. On résout I’équation :
XO\I/() = %0\1/0 sur [R%’_,

qui donne par définition que ¢, est dans le spectre de 1’opérateur X, et que W est une fonction propre
associée. Le choix du s¢ dans le spectre de I’opérateur détermine de maniere unique la valeur des autres
coefficients. On peut choisir :

(9.4) 7y = #,(£0).

On en déduit que :

9.5) Uy(o,7) = o (o,7).

La dépendance en xg et n est donnée dans le théoreme final en notant que s¢; = 3¢, 4, j et W; = W, . ..

e Termes en h'/%. On résout I’équation :
(XO — %0) \Ill = (%1 — Xl) \IJO sur IRQ.
Avec (9.3), (9.4)et (9.5),0ona:

Xe

(XEO — %n(€0>> ‘Ill = (%1 — Xl) \I/n o,

La condition d’orthogonalité de Fredholm impose que le membre de droite de 1’équation précédente
appartienne a 1’orthogonal du noyau de I’opérateur. Dans ce cas, on a en particulier que (¥, Uy) = 0.
En prenant le produit scalaire avec W dans I’expression précédente, on est amené a choisir s :

(96) = <X1\Ilo, qu)Ri.

Une conséquence du théoreme 2.18 est que ¥, et X} W appartiennent a Lgxp([Rz) (et méme dans ngp(ﬂ?Q)).
La condition (9.6) permet d’appliquer les résultats de la partie B.4 présentés en Annexe. Ces derniers

donnent que W, appartient a H® (R?).

exp

e Termes d’ordre supérieur :

On procede par récurrence ("méthode de Grushin"). Soit J > 0. On suppose que les réels s, ..., 3¢5 et
que les fonctions Wy, ..., ¥ ; sont déja connus. On suppose de plus que les fonctions Wy, ..., ¥ ; sont dans
H (R?). L’équation a I’ordre J + 1 s’écrit :

exp

J J+1
(X0 — 20) Vyy1 = 2541 V0 + Z%j‘PJH—j - ZP]“PJH—]‘ — P10 sur RZ,
j=2 J=1

dont les inconnues sont ;.1 et ¥, 4.

On peut choisir ;41 de sorte que la condition (B.12) de la proposition B.16 présentée en Annexe soit

satisfaite. Comme ce qui précede, il découle des résultats de I’ Annexe B.4 que W 5, appartient a Hf;fp(ﬂ?Q).
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Par ailleurs, comme a la fin de la preuve 3.24, on vérifie avec le systeme d’équations formelles au bord
que les conditions de Neumann sont satisfaites par les fonctions ¥,, ., ; de sorte qu’elles appartiennent a
I’ensemble Dom(A,).

L approche précédente peut se résumer dans le lemme suivant :

Lemme 9.8. Pour tout xo € X on a construit par récurrence une suite de nombre et de fonctions telles

que pour tout J > 0 :
J

2
§ :XJ —j ¥nxoj = § :%”Xm] iWno. sur R,

avec #, x, 0 = #n(£0), Vnxo0 = \I/fao et W, ; € HY (R?) € Dom(X,,) pour tout j > 0.

exp

La sous-section suivante a pour but de démontrer la proposition 9.5 pour laquelle il faudra respecter la
condition de localisation des fonctions test. Avant de passer a la preuve on introduit quelques notations a
partir de ce qui précede.

Notation 9.9. Avec la suite (;f717><()7j»)J.>0 précédemment construite, on définit ¢, », ; = 2z, ; et pour tout
J > 0ettoutn € N, on note :

J
(9.7) AL (h) = B2 st 0 01,

7,X0
J=0

J
v (s,1) = E(l)/4h_1/4zqfn,xo,j (Eé/4h_1/4s, Eé/4h_1/4t> R/* sur R?,

n,h,xo
=0
et

(9.8) U= e TR (@7 sur

n7h7XO

ou X, est une fonction troncature avec les mémes propriétés qu’en (3.11).

Preuve du résultat

La proposition 9.5 se base sur quelques résultats intermédiaires.

Lemme 9.10. Pour tout xq € X, tout n € N* et tout J > 0, il existe une constante C'(J) > 0, hg > 0 tels
que pour tout 0 < h < hg la norme L?(Q) des fonctions \Ifn hx, définie avec (9.8) vérifie :

1 — C(NRYA < (| iz < 1+ C(J)RMA.
La preuve de ce résultat est analogue a celle du lemme 3.27.

PREUVE DE LA PROPOSITION 9.5. Les fonctions \IJ[J]h «, Vérifient la condition de Neumann sur 92N
(7]

9 et la condition de Dirichlet est elle aussi bien vérifiée sur I’ensemble 9€2,\0<2. Les fonctions ¥,

appartiennent donc bien 2 Dom (P4 ¢, ).

J]
Avec I’expression de \Ifn hxo

constante C'(J) > 0 tels que :
Vh € (0, ho), 1 — C(J)h* < |0l

et le lemme 9.10 on a dans un premier temps qu’il existe hy > 0 et une

le <1+ C(DRYY,

n,h,xo
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Par ailleurs on a :

(P50 = M0 Wy = 0 (PR, = AL (1) B 007

,X0 n,h,xo n, n,h,xo

+ 2ihVxo - (—ihV + A) U]

n,h,xo

J _
0 d! — 20, 0 @71 Ay,
Sur le support de X, on a par construction :

X0 (leffx,ﬂo — A (h)) ‘I’[J]

Yl nhXO q)fl S C(J)h3/2+(J+1)/4.

L2(Q)

o . . X .
Avec la décroissance exponentielle des fonctions W3, (donnée via le lemme 9.8), et sur le support des

fonctions Vg et Ay il s’ensuit :
H1/2R
0
< — .
L2Q) — ClJ)exp ( h1/4 )

‘ 2ihVxo - (—ihV + A) B o=t — p2gl
< C(J)h3/2+(J+1)/4.

n,h,xo n,h,xo

©) (I)—IAXO

Les inégalités précédentes donnent :

| (Pissn, = Xy () w3

n,X0 n,h,xo

Comme J est fixé et 2 borné, la constante C'(.J) peut-étre prise indépendamment de h. On conclut avec
le théoreme spectral généralisé A.7 présenté en Annexe. 0

Asymptotique a tout ordre des premieres valeurs propres de I’opérateur localisé

On reprend les notations 2.16 et 9.2 ainsi que les expressions (9.7) précédemment introduites. A partir des
deux sous-sections précédentes, on obtient le résultat suivant qui donne un développement asymptotique
a tout ordre des premieres valeurs propres de 1’opérateur localisé.

Notation 9.11. Pour xy € >, N € N* et J € N on note :
SN, = {N, (h),1<n < N},

n,X0
Nxo_{/\nxo ]-SHSN},
SNy = {E$/2h3/2%n<€o), 1<n< N} :

Théoréme 9.12. Soit xg € 3. Pour tout N € N* et tout J > 0, il existe Cn(J) > 0 et hyg > 0 tels que
pour tout ) < h < hgona:

4 (8550, 8y, ) < On(IHY 20,

En particulier on a qu’il existe Cy > 0 et hg > 0 tels que pour tout 0 < h < hy :
d (GIZ(\)ffxm GN,XO) S ONh7/4.

DEMONSTRATION. Ce résultat découle immédiatement des deux sections précédentes. La proposi-
tion 9.5 donne tout d’abord que pour tout x, € >, tout N € N* et tout J € N, il existe A\, (h) €
Sp(Pr.an,) et Cy(J) > 0 tels que :

Ao (R) = AL (R)] < Cn(J)R32HID/A,

7,X0

La proposition 9.4 donne I’argument de séparation manquant pour dire qu’il existe un seul élément de
Sp(P;L A7QO) dans un voisinage de chacune de ces valeurs. L]
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9.2. Approximation du bas du spectre

Dans cette section (qui est le pendant de la section 5.2), on compare le spectre de 1I’opérateur Pj 4 o a
celui des opérateurs localisés introduits précédemment, ce qui permet finalement d’expliciter le dévelop-
pement asymptotique a tout ordre des premieres valeurs propres.

9.2.1. Spectre de la réunion d’opérateurs locaux. Grace aux estimées d’Agmon, on montre que le
bas du spectre de I’opérateur P, o o est dans la limite semi-classique exponentiellement proche du bas
du spectre de la réunion d’opérateurs locaux.

Notation 9.13. On note no g € N* le cardinal (fini) de I’ensemble > et pour tout 1 < j < ngop on

rappelle que les éléments de > sont notés x§-5).

mod

En lien avec la notation 5.2, on considere sur 2 I’opérateur modele P}, défini par :

no.B

(9.9) P = @Pz'f’fm @7’5’5& 2

xXEX

On désigne les éléments du spectre de cet opérateur (a résolvante compacte) de la maniere suivante :
Sp (Pixa) = {AT*(h) < AP°(h) < - S AT(R) < -+ }
Comme dans les notations 5.13 et 9.11 on introduit :

Notation 9.14. Pour tout N € N* on note :
SNd = {Amd(h),1 <n < N}.

Proposition 9.15. Soit N € N*. Il existe Cy > 0, an > 0 et hg > 0 tels que pour tout 0 < h < hgona:

—1/4

d (6N7 Gmod) S CNe—aNh

()

DEMONSTRATION. On commence par fixer un entier N € N*. Pour tout x; ™, on définit une fonction

( ) et strictement incluse

troncature (fixée) X, <o ) supportée dans une boule de taille R <a), centrée au point X;
dans le support de Q R o On rappelle que V¥, ;, est une fonction propre de 1’opérateur Py, a o, associé a

la valeur propre A, (h). On considere le quasimode suivant pour I’opérateur P3d,, :

d
\Ilmo X (5) \I]n oy T JX (5) \I]n,h .
*no B

Cette derniere fonction est bien dans le domaine de I’opérateur. On rappelle que I’ensemble Fr[fq est défini

via la notation 4.6. Avec les estimées d’Agmon du corollaire 4.9, on obtient que pour tout 1 < n < N, il
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existe C'y > O et ay tels que :

no.B

[(Pro - )‘I’mOdHB(Q) Z H (e = An(h) Xng”)\pn:h

2

L2(2)

noB

2
SZ H (Ph,A,Q _)\n(h)) X, (5 \Ijn’hH + CNe_QaNhl/4
=1 g L2(9)

2
< > e Pran—ram) v,
1<j<nos L
Derli

+ CN€72aNh1/4
2(Q)

_ 1/4

Le théoreme spectral donne qu’il existe une valeur propre )\,T(‘;Ld)(h) de I’opérateur modele qui est expo-

nentiellement proche de \,,(h). On a donc montré que pour tout 1 < n < N, il existe Cy > 0, ay > 0
et hg tels que pour tout 0 < h < hpona:

1/4

d (Au(h),Sp (Prgla)) < Cye

En considérant les suites croissantes des valeurs propres des opérateurs P,’l‘jj’,ﬂg et Pp, A 0. on peut faci-
lement voir que k est une fonction croissante vérifiant k£(n) > n. On donc obtenu pour tout n € N* la
majoration suivante :

1/4

A4 (h) < Ap(R) 4 Ce "

Réciproquement on montre un résultat analogue pour I’opérateur P, o o en utilisant les fonctions propres
de P}Tf;fjﬂ On considere un couple (AT°?(h), \Ifm°d) d’éléments propres de P,TX{Q avec \Ilzj?ld de la forme :

mod mod,1 mod,no B
\IJ (\Ijn,h T 7\Ijn,h )’

\IijdJ

ou pour tout 7, la fonction est supportée dans 9(5) On peut prolonger par continuité (avec la

valeur 0) la fonction \Imed’] sur tout 1’espace €2 en gardant la méme régularité H?(Q2) (étant donné que

la condition de Dirichlet est satisfaite). Comme supp(xr (5)) & Qg on note qu'on s’affranchit des

J J
questions relatives au domaine de 1’opérateur sur la discontinuité des conditions limites au bord entre
Neumann et Dirichlet. On considere le quasimode suivant pour 1’opérateur Pj, o  :

no.B

U = Zwmdﬂ.
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Pour tout 1 < n < N, il existe Cy > 0 et ayy tels que :

no.B
1(Prao =27 (1) ¥l 2y = D || (Praa =T (1) X0 U750
j=1 R E(0))
no B ,
mod mod,j —ah~1/4

no.B
mod mod,j —ayh=1/1
< Z (Ph,A,Q -, (h)) \Ijn,h L2(0®) + Ce
i=1 ’
no.B
mod _ ymod mod,j —ayh=t/*
< (Prada — Ared(h)) B L2 (@®) + Cne
i=1 ’
< CNe_aNh_l/4.

Le théoréme spectral donne donc qu’il existe une valeur propre Ay, (h) de 1’opérateur P, 5 o qui est
exponentiellement proche de Ag‘"d(h). On a donc montré que pour tout 1 < n < N, il existe C'y > 0,
ay > 0 et hg tels que pour tout 0 < h < hyona:

d ()‘SOd(h)a Sp (Ph,A,Q)) < Cye onh”

1/4

mod

Comme ce qui précede, en considérant les suites croissantes des valeurs propres des opérateurs P'a’, et
Pr.a.0, on voit facilement que £’ est une fonction croissante vérifiant £'(n) > n. On donc obtenu pour
tout 1 < n < N la majoration suivante :

1/4

An(h) < AM4(R) + Oye N,

On en déduit finalement le résultat de la proposition 9.15. 0
9.2.2. Asymptotique a tout ordre des premieres valeurs propres du Laplacien magnétique. On
explicite désormais le spectre de I’opérateur Py, o o en regroupant les expressions des spectres des dif-

férents opérateurs modeles. Pour I’énoncé du théoreme final de cette partie, on reprend les notations
originelles données dans 7.19.

Notation 9.16. Pour tout x € X, on note 77)'(“°d I’ opérateur suivant défini sur R? :
,P;md = h3/2E<X)1/2XE(X).

La suite croissante des valeurs propres comptées avec multiplicité de I’opérateur :

Pmod _ @7))r(‘|1od7

XEX

défini sur R? est notée (A, h%/ Q)neh\l*' En reprenant (5.2) , pour tout .J > 0 on note :

{AVI(R),n e N*} = {A] (h),xo € &, n € N*}.

n,X0
Remarque 9.17. La quantité ABA3/2 (voir la notation 9.3) correspond a AL ().
Notation 9.18. Pour tout NV € N* tel que N < Ng g et tout J € N on note :

SV = (AVl(h),1 <n < N}
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Théoreme 9.19. On se place dans le cadre de I’hypothése 2 (énoncée au début de la partie II). Pour tout
N € N* et tout J > 0 il existe Cy(J) > 0 et hy > 0 tels que pour tout 0 < h < hy :

d (&, &R} < O (I,
En particulier on a qu’il existe C'y > 0 et hg > 0 tels que pour tout 0 < h < hy :

d(Gy,B%) < Cxh"/t

DEMONSTRATION. Ce résultat découle immédiatement du théoréme 9.12 et de la proposition 9.15,
il suffit de regrouper 1’ensemble des valeurs propres données par la réunion des problemes locaux. 0






CHAPITRE 10

Opérateur modele croix dans la limite petit angle

Les chapitres 7, 8 et 9 de la partie II completent I’étude spectrale de 1I’opérateur P, a o, dans le cas
d’une annulation quadratique (non dégénérée) du champ magnétique, dans la limite semi-classique. Dans
la suite de la partie II, on s’intéresse a un autre régime asymptotique. On effectue désormais 1’étude
spectrale dans la limite petit angle ¢ — 0 (ou ¢ = tan g), pour I’opérateur modele X.. L’analyse n’est

plus semi-classique, mais partiellement semi-classique. Dans cette limite petit angle, on réduit 1’analyse
spectrale a celle d’un opérateur a deux parametres sur R (le symbole opérateur, noté X, ¢). La premiére
section de ce chapitre est consacrée a 1’étude de la famille (X, ¢) indexée par (o, &) € R, tandis que la
deuxieme section donne la structure du spectre de I’opérateur modele 2D X en fonction de son symbole,
dans le régime partiellement semi-classique € — 0.

10.1. Symbole opérateur

On démontre dans la section 10.2 que I’analyse de 1’opérateur & dans la limite petit angle ¢ —
0 se réduit a I’étude spectrale de famille d’opérateurs en dimension 1 (X, ¢)(a,¢)cr2. L asymptotique
des valeurs propres s’exprime en fonction de I’infimum de la fonction de bande ¢;(«, &) du symbole
opérateur de X.. Dans cette section, on dégage un certain nombre de propri€tés importantes de la famille
(Xag)(a6)er2-
Il s’agit de I’opérateur défini sur R (pour tout (v, &) € R?) de la maniére suivante :

£ ?
(10.1) Xog = D} + (5 -3+ a2t> :

Comme dans I’introduction, on rappelle comment on obtient son expression formelle. On part de 1’ex-
pression de I’opérateur (partiellement semi-classique) X et on effectue le changement d’échelle :

0'26_187 T=1.

117
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L’ étude spectrale se ramene alors a 1’opérateur unitairement équivalent suivant sur L?(e~!dsdt) :

2 £ ’
Dy + (st—ngst) .
En remplacant formellement e D, par £ et s par «, on obtient un opérateur en dimension 1D a deux
parametres, appelé symbole, dont I’expression est donnée par 10.1. L’ opérateur X, ¢ est un opérateur de
Schrodinger en dimension 1 avec potentiel électrique (qui est un polyndme pair) mais 1’étude précise de
son spectre reste difficile.

10.1.1. Propriétés de I’opérateur 1D.

Proposition 10.1 (Analyticité). La famille (X, ¢) pour o, & € R est analytique (de type (B) selon la
théorie de Kato voir [50]).

Proposition 10.2 (Résolvante compacte). Pour tout («, &) € R% I'opérateur X, ¢ est a résolvante com-
pacte.

Notation 10.3. On note g, (c, &) la n-ieme valeur propre de I’opérateur X,, .

Proposition 10.4. Pour tout couple («, &), la valeur propre o1(«, §) est simple et dépend analytiquement
de « et de &. Les fonctions propres associées a la valeur propre 01(«a,§) ne s’annulent pas et 'unique
fonction propre positive normalisée u, ¢ associée a p1(«, &) dépend analytiquement de (v, €).

DEMONSTRATION. On démontre la simplicité par un procédé classique. L’analycité découle quant a
elle de la théorie de Kato. Soient u; et uy deux éléments non nuls du sous espace propre associé a o1 («, ).
On considere la fonction u = u1(0)us — u(0)u; qui est dans le méme espace propre. Il découle de la
théorie de Sturm-Liouville que (la fonction réguliere) u ne peut changer de signe. On suppose donc que
u > 0. On remarque que u(0) = 0 ce qui donne alors que 0 est un minimum local et donc que «/(0) = 0.
Par unicité du théoreme de Cauchy-Lipschitz (le potentiel étant confinant les fonctions propres associées
sont dans . (R)), on a alors u = 0, ce qui donne finalement que u; et uy sont colinéaires et donc que le
sous-espace propre associé a la plus petite valeur propre est de dimension 1. 0

Le résultat qui suit découle immédiatement d’un argument de symétrie.

Proposition 10.5. L’étude spectrale de I'opérateur X, ¢ et de la fonction de bande o1(a,§) peut se
restreindre au quart de plan {o > 0, > 0}.

Dans tout ce qui suit 1’étude s’effectue donc sur I’ensemble {ov > 0,& > 0}. On remarque également
qu’on a une symétrie particuliere pour £ = 0.

3
pour tout «, la fonction propre u,, o associée a la valeur propre p1(a, 0) pour I’opérateur X, est paire.

N
Proposition 10.6. Le potentiel V,, ¢(t) = (f + ot — ﬁ) est pair si et seulement si & = 0. Par ailleurs,

10.1.2. Formules de Feynman-Hellmann. On démontre dans cette sous-section des formules de
Feyman-Hellmann concernant I’opérateur X, ¢. Celles-ci sont obtenues en dérivant 1’équation :

Xaglae = 01(00, &) Ung.

Ces formules seront utiles pour démontrer 1’existence d’un minimum de la fonction de bande ¢;(«, £)
sur tout R2.
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Notation 10.7. On note (0,u) = (Oallag) (4 )=(a0.c0) € (W) g ey = (8§ua75)(a’£):(a0750). On utilise

aodo
les mémes notations pour la dérivation par rapport a  ou § de I’opérateur X, ¢.

Proposition 10.8. Pour tout point («, §) on a les identités suivantes :

t3
(10.2) (0n01) (e, &) = 404/[R <§ + a’t — §> tul ((t) dt,
2, N o
(10.3) (Oeo1) (e, &) = 2/[R <§ + a’t — §) u, ¢(t) dt.
En particulier; si (a.,&.) est un point critique de 01(, &), ona :
t3
(10.4) e / (ga +a’t — §> tul ¢ (t)dt =0,
R
t3
(10.5) / (gc +alt— g) w2, (t)dt = 0.
R

DEMONSTRATION. On rappelle que 1’expression de X, ¢ est donnée par :

A%
Xag = D + <§+o¢2t—§> :
On commence par dériver respectivement suivant « et £ 1’égalité suivante :

Xavguaaf =0 (&7 5)“0&,57
oll u, ¢ désigne une fonction propre associée a la valeur propre o; («, §).

En notant plus simplement o (a, §) = 01, 0ona:
(106) (Xa,ﬁ - Ql) aau - (aagl - [aou Xa,{]) u,
(Xag = 01) Ogu = (Dc01 — [0, Xae]) u.

Comme :
t3
(%Xa’g = Xméaa + 4ot (E + OéQt - g) s
t3
OeXae = KacOr +2 (5 + ot — 5) ,
ona:

3
[8Q,Xa,5] = 4ot (é + Oé2t — %) s

3
[0, Xag] =2 (5 +a’t - %) :

En évaluant I’expression précédemment obtenue au point («, £) (ici non nécessairement critique) on a :

3
(10.7) (Xae — 01(,€)) (Oatt)ae = ((aagl)(a, €) —4dat (§ + ot — %)) Un g,

1089 s = 0109 Oshos = (@009 2 (6402 = T) e
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Pour que chacune des équations précédentes soit résoluble, la condition de Fredholm impose que le
membre de droite de chaque égalité appartienne a 1’orthogonal du noyau de 1’opérateur du terme de
gauche. En prenant alors le produit scalaire avec la fonction u, ¢, on obtient (la fonction propre étant
normalisée) que pour tout (a, &) :

Gun)(0.6) = da

R

t3
(5 + ot — §) tug ¢(t) dt,

<§ + ot — ﬁ) ul ¢(t) dt.

Ocon)lan§) =2 -

R
t3

/[Rac (ga +a’t — §> tuic’gc (t)dt =0,
t3

/{R (fc +alt — 5) ul, ¢ (t)dt = 0.

10.1.3. Existence d’un minimum de la fonction de bande. On va dans ce qui suit se focaliser sur
I’opérateur X, ¢ et montrer I’existence d’'un minimum de la fonction de deux variables réelles o; (o, §).
Les fonctions tests sur lesquelles agit I’opérateur 1D étant définies sur toute la droite réelle, il est clair
qu’on a une invariance par symétrie centrale en («, ) de notre opérateur, c’est a dire que 9, ¢ = 0—qa,—¢
pour tout (o,&) € R2 On peut donc sans perte de généralité restreindre notre étude a un demi-plan,
prenons par exemple o > 0 et £ € R. On rappelle le résultat principal de cette sous-section, dont I’énoncé
a été donné dans I’introduction avec le théoreme 1.20 :

O

Théoréme 10.9. Les minima globaux de la fonction o1(«, §) étudiée sur la quart de plan {o > 0,£ > 0}
sont contenus dans un compact inclus dans ’ensemble :

{0§§§§o¢3}.

Il découlera directement des propositions 10.13 et 10.14.

On commence par montrer que le minimum ne peut étre atteint dans la zone £ > %oz?’ > 0, ce qui sera
établi avec la proposition 10.13. Cette zone est liée au discriminant du polyndme P, ¢ défini dans la
notation suivante :

Notation 10.10. Pour tout («, £) on note P, ¢ le polyndme (en ¢) donné par :
t3
Pog(t) = (5 +a’t — 5) :
Le lemme suivant donne une expression des racines de P, ¢, ce qui sera utilisé dans la preuve des propo-

sitions 10.13 et 10.14.

Lemme 10.11. Pour tout o > 0 et tout § > 0, le polynome P, ¢ admet toujours une racine réelle simple

ts(a, &) > 0. On a plus précisément :

— Pour { < 203, le polynome P, ¢ admet trois racines réelles distinctes t1(c, £) < ta(a, &) < t3(a,€)
données par :

ta(a, €) = j?"ki/% (35 +in/4ab — 9&2> +j’f—3§/% (3§ — in/4ab — 952), ke {1,2,3),
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out j désigne le nombre complexe donné par j = e*™/3 = —1 + Z\/Tg
— Pour £ = %&3, le polynome P, ¢ admet une racine réelle simple et une racine réelle double données
respectivement par :
t3(a, &) =2 et ty(a,§) =t (o, ) = —a.

— Pour & > %oﬁ, le polynome P, ¢ admet une unique racine réelle simple donnée par :

ta(ar, &) = \/% (35 +/—4ab + 952) + \/% (35 ~/—4ab + 952>.

DEMONSTRATION. La preuve est simple, il suffit de se référer aux formules de Cardan données en
fonction du signe du discriminant du polyndme P, ¢. 0

Remarque 10.12. La cohérence de la notation ¢;(«, ), ta(a, &) et t3(e, &) pour désigner les racines
du polynéme P, ¢ indépendamment du signe du discriminant de P, ¢ est justifiée par la continuité des
relations coefficients racines. On note bien que ¢3(«, §) est toujours racine réelle simple et que t3(«, &) >
0 pour tout £ > 0.

Proposition 10.13. Pour tout couple («, &) tel que £ > %a?’ >0,0na:
(Oao1)(a, §) — 2ats(a, §)(De01) (e, §) <O.

. . . . . .. 2 3
En particulier, il ne peut exister de point critique sur la zone § > o > 0.

DEMONSTRATION. Les formules de Feynman-Hellmann de la proposition 10.8 donnent :

t3
@€ =ta [ (€= T )0,

R

Ocon)la§) =2

R

t3
(f + ot — 5) ug ((t) dt.
On a donc :
(9u01)(01,) = 20t3(0,)(Peen) 0. €) = [ Puglt) at — data(ar €)) a2 (0.
R
On voit facilement avec une étude de signe et le lemme 10.11 précédent que :

P, ¢(t) (4ot — dats(a, &) > 0.

En effet, sur ’ensemble {¢ < t5(c, )}, Py est négatif et sur 'ensemble {t > t3(a, )}, Py ¢ est positif
(car sur ’ensemble £ > §a3 > (), le polyndme a au plus deux racines réelles). C’est également le cas de la
droite d’équation t —t3(cr, §) = 0. Comme on ne s’annule que ponctuellement (aux points correspondants
aux racines de P, ¢), ceci donne bien la stricte inégalité donnée dans 1’énoncé de la proposition 10.13 par
positivité de I’intégrale. Comme on considére le cas ou o > 0, on a £ # 0 et on peut alors conclure qu’il
ne peut exister de point critique sur I’ensemble & > %a?’ > 0. 0

On fait un commentaire sur la figure 7 de 1’introduction. La courbe noire d’équation £ = %a?’ délimite
les zones ou le polyndme F, ¢ admet une, deux, ou trois racines réelles (respectivement au-dessus, sur et
sous la courbe).

Proposition 10.14. La fonction R x R 3 («, &) — o1(«, &) admet un minimum.

Dans tout ce qui suit on désigne par Q, ¢ (ou plus simplement Q) la forme quadratique associée a 1’ opé-
rateur X, ¢ (encore noté plus simplement X).
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PREUVE DE LA PROPOSITION 10.14. Par symétrie (voir la proposition 10.5), on peut restreindre
I’étude au quart de plan {0 < «a,0 < &}. On effectue la preuve en trois étapes, sur les ensembles

respectifs {€ > 0,& = 203}, {€ > 20% > 0} et {0 < € < 2%}
Etude sur ’ensemble {¢ > 0,¢ = 20}

On commence par effectuer 1’étude sur 'ensemble {£ > 0, = 2a®} pour @ — +oo. Dans ce cas le
potentiel ne dépend plus que du parametre « et ses racines sont =« et 2a.. L' opérateur étudié prend la

forme factorisée suivante : )
D24 ((t + a)23<t — 2a)) |

On considere deux réels a_ et ay tels que - < a < a4 avec |o — ay| = R(a), ot R(«) est une
quantité strictement positive, pouvant dépendre de «, et vérifiant la condition

o
(10.9) R() < 5.

Cette quantité R(«) sera explicitée par la suite. On consideére deux fonctions plateaux 2 et 25 définies
sur R et formant une partition de I’unité telle que :

20 = {

1 sur (—o00,q]
0 sur [ay,+o00

[0 sur (—oo0,a_]
) ot %(t)_{ 1 sur [a,+00)

Y

avec :

2P+ 27 =1 surR,
et: o
sup| Z7/(t)| < ——, pourtoutj € {1,2}.
up| j()I_R(&) P je{l,2}
La formule de localisation (voir I’Annexe B.2) donne que pour toute fonction 1) dans le domaine de
forme :

(10.10) Q) = Q(21¥) + Q22¢) — [V 27 [ty — 1025 [[E2(w)-
Le terme de reste est majoré de la maniere suivante :
C«Q
(10.11) 192 Ew) < s 1l
_ R(a)
]6{172}

On pose Q) = (—o0,a;] et 2 = (a_, +00) et on va donner une minoration de la forme quadratique
sur chacun de ces sous-domaines recouvrant R.

Sur QM ona (t — 2a)? > (ay — 2)% On pose ¥, = 271). Ona:

ot ay —2a)?
a2 [P+ 2w ar
On pose Bi(a) = M (strictement positif avec la condition (10.9)). On obtient que % est
L2(R)

minorée par le bas du spectre de I’opérateur :
D? + By(a)(t + a)?,

sur L?(—o0, ar; ) avec condition de Dirichlet en o, . Aprés la translation ¢’ = ¢ + « et aprés I’homogénéi-
sation 7 = B (a)'/%t', on obtient que le bas du spectre de ce dernier opérateur est lui-méme minorée par
le bas du spectre de I’opérateur :

Bi(a)'/* (D2 +74),
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sur L2(—o0,by(a)), avec by(a) = Bi(a)Y%(ay + a) et condition de Dirichlet en b;(c). En notant
w\" (a) 1e bas du spectre de I’opérateur D? + 74 sur L2(—o0, by («r)) avec condition de Dirichlet en by (),
obtient alors :

(10.12) Q(¢1) > By(«a )1/3 ( )H%“L?
Sur 2@ ona (t+a)? > (a_ + a)? On pose 1y = Z31).Ona:

400
Q) > [ gl + T appar

On pose By(a) = M > (. On obtient que o2 (”W) est minorée par le bas du spectre de 1’opérateur :
L2(R)

th + By(a)(t — 204)2,

sur L?(a_, +00), avec condition de Dirichlet en . Apres la translation ¢’ = ¢ — 2« et apres ’homogé-
néisation 7 = By(a)'/*t’, on obtient que le bas du spectre de ce dernier opérateur est lui-méme minorée
par le bas du spectre de 1’opérateur :

Bya)'* (D2 +72),
sur L2(—by(a), +00), avec by(a) = —By(a)/* (a_ — 2a) et condition de Dirichlet en —by(c).
En notant w'” () le bas du spectre de I’opérateur D2 + 72 sur L2(—by(av), +00) et condition de Dirichlet
en —by (), obtient alors :

(10.13) Q) 2 Ba(a)wi (@) vty
En reprenant alors (10.10), (10.11), (10.12) et (10.13), on a :

10.14) QW) = min {By(a) "l (@), By(a) (@) } [ Ezqe (e

02
R(a)?
On passe désormais au choix du parametre R(«). On fixe R(a) = R > 0, avec R < % de sorte que la
condition (10.9) soit bien vérifiée pour > 1 (ceci n’est pas dérangeant pour cette partie de I’étude car
on s’intéresse ici a o — +00).

On a d’une part :
(2a — R)*
9 Y
et les comportements asymptotiques suivants pour ¢ — 400 (sans tenir compte des constantes multipli-
catives) :

(10.15) Bi(a) = ———— et DBy(a)=

(10.16) Bi(a) ~a?, bi(a) ~a*?  By(a)~at, byla)~a’

Indépendamment des quantités :
bi(a) = Bi(@)/(2a+ R) et by(a) = Bo(a)*(a + R),

le principe du Min-Max (voir I’Annexe A.3) donne d’autre part les minorations suivantes (uniformes en
Q)

(10.17) w(@)>Vy et wP(a)>1,
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ou V désigne le bas du spectre de la réalisation autoadjointe de I’opérateur D? + 74 sur R, défini comme
I’extension de Friedrichs de la forme quadratique :

+o0
v [P+ P eP) dr,
sur le domaine de forme :
{v e ’(R), ¢ € L(R). ¢ € L*(R)},
tandis que la valeur numérique 1 correspond au bas du spectre de 1’oscillateur harmonique défini dans la
section 2.1.

On note que Vo = 22/31,(0), ol 1, est la fonction de bande de I’opérateur de Montgomery M (n) défini
dans la section 2.3.

On reprend I’équation (10.14) ainsi que les points (10.17), (10.15) et (10.16). On a alors que pour toute
constante arbitrairement grande B > 0, il existe A > 0 tel que pour tout o > A :

(10.18) Q) > Ba®?||y|fa gy — %HMEQ(R) el

ce qui conclut I’étude sur I'ensemble {£ > 0, = 2a°}.

Il reste a étudier I’opérateur X, ¢ sur les ensembles {£ > 2a® > 0} et {0 < € < 203},
Etude sur 'ensemble {¢ > 2a° > 0}

On effectue I’étude sur I’ensemble {£ > %a?’ > 0}. On observe que les racines de P, ¢ sont indépendantes
de £ et sont données par +a. Il est alors naturel de considérer le méme découpage de R autour de a.

Sur Q) C (—o0,20a), ona (t — 2a) < 0. Il est ici commode de travailler avec de nouvelles coordonnées
(v, §) en posant £ = 6 + %oz?’ avec 0 > 0. L’opérateur prend alors la forme suivante :

Dt2+<5_(t+a)2(t—2a>>2_

3
Sur I’ensemble {0 < %oﬁ < 5}, on a bien (pour § > 0) :

a+é— 4+ a+ 00— 4oo.

<5_ (t+a)2?ft—2a))2 52498 (_(t+oz)23(t—2a)) N (_(Ha)?g(t—za)){

Pour § > 0 et sur Q) chacun des termes du membre de droite dans I’égalité précédente est positif. On

a simplement :
Q)2 (t —2a)\ 2 9 aQ)2(t — 2a)\ 2
(5—(t+ G )> >0 +(—<t+ St )) .

3 3
En reprenant le résultat de la minoration précédente et en gardant les mémes notations, on obtient sur cet
ensemble :

Q) = (8 + Bule) ().

En revenant finalement au parametre &, ceci donne :

2
Qt) = ((5 - §a) +Bl<a>1/3w§”<a>) It g

(.

(10.19)

v~

Bl (avé)
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Il reste a donner une minoration sur 22, On effectue maintenant 1’étude sur Q2. Pour exhiber I’influence
du parametre &, on va revenir a la forme factorisée du potentiel.

On rappelle que sur I’ensemble {£ > %oﬁ > 0}, le polynéme P, . admet une unique racine réelle, notée
t3 (Oé, 5)

La forme factorisée de I, ¢ est la suivante :
Poe(t) = (ut?® + vt + w)(t — t3(a, €)).

En développant le polyndme F, ¢, on obtient par identification :

u__l U__t3<047€) W= — 5
o 37 a 3 ’ - tg(Oé,f).
On a alors :
(10.20) P, e(t) = — (%tz + t?’(?g)t + tgé f)) (t —t3(,§)),

Sur Q) par positivité des coefficients on a :

L, tS(O‘f) § ? L, t3(a75) 13 ?
(§t+ 3 t+t3(a,§)> Z(ﬁ”* 3 a_+t3(a,5))'

11 suffit désormais de donner un encadrement simple de ¢5(«, £). Pour £ > %a?’, il est facile de voir que :
tB(aa 6) 2 20‘7

car P, ¢(2c) > 0. En reprenant I’expression exacte de ¢3(«, &) (voir le lemme 10.11), on a une majoration
de la racine t3(«, &) :

1/3
ty(@,§) < (31/3 +§ )f”S <3¢,

On a donc I’encadrement suivant pour ¢3(c, ) :
(10.21) 20 < ty(a, &) < 3¢V3,

Ce controle permet d’écrire 1’inégalité suivante :

1, t3(a,§) § ‘1 2 2/3\2
<§t+ 3 t+t3<&’£)) 2§(a_+2aa_+5 ).

On pose By(a, &) = 5 (0 + 200 + 52/3)2. On obtient que % est minorée par le bas du spectre
L2(R)

de I’opérateur :
th + BQ(a7 g) (t - t3(Oé, 6))2 )

sur L?(a_, +00) avec condition de Dirichlet en or_. Apres la translation ¢’ = ¢ — t3(a, £) et apres I’ho-
mogénéisation 7 = By(a, £)1/4t, on obtient que le bas du spectre de ce dernier opérateur est lui-méme
minorée par le bas du spectre de I’opérateur :

By(a, ) (D2 +7%)

sur L2(—bs(av, €), +00), ol by (v, ) = —Ba(av, €)/* (a_ — t3(cv, €)) et condition de Dirichlet en —bs(c, €).
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En notant &\ )(oz, €) le bas du spectre de I’opérateur D2 + 72 sur L2(—by(av, £), +00) avec condition de
Dirichlet en —b(cv, £), obtient alors :

(10.22) Q(v2) > Balcr, )26 (0, €)[[aI )

En reprenant alors la formule de localisation (10.10), le terme de reste (10.11), ainsi que les estimées
(10.19) et (10.22), on obtient la minoration suivante :

02
WWHE?(R)
Comme dans le cas précédent, on choisit désormais le parametre R(«). On fixe R(a) = R > 0 avec
R < % de sorte que la condition (10.9) soit bien vérifiée pour :

(10.24) a> 1.

(10.23) Q) = min { By (@, €), By, )0 (0, &) } 10 (e

On a d’une part :

- 2 5\? — R)? - — R)? + 2a(a — R) + £¥/3)°
(10.25)  Bi(a,&) = (§—§a3> MGt Us QR) et By(a,§) = Gt a;a )+&7)
Sur I’ensemble 0 < 2 a <&ona:
(10.26) lim Bl(a §) =400 et lim BQ(CY £) =
at+{—+oo a+€E—4o0

On remarquera que dans une région ou £ — 2 a® < D (pour une certaine constante fixées D > 0, on a le
comportements asymptotique suivant pour « —> +00 (sans tenir compte des constantes multiplicatives) :

By(a) ~ a?
Comme dans le cas précédent, on retrouve qu’apres scaling, I’énergie croit dans ce cas en a?/3.

Indépendamment des quantités :
61(0475) = Bl(a7§)1/6(2a+ R) et 82(0475) - B2<Oé,§>1/4 <—Oé+ R+t3(a7£)) )

le principe du Min-Max (voir I’Annexe A.3) donne comme dans (10.17) les minorations suivantes (uni-
formes en (o, §)) :

(10.27) wP(@) >V, et @P(a,&)>1

On reprend I’équation (10.23) ainsi que les points (10 27), (10.25) et (10.36). On a alors que pour toute
constante B > 0 arbitrairement grande, 1l existe A > 0tel que pour tout oo + 9§ > A (avec o > 0 et
6>0):

R C?
(10.28) QW) = Blllltar) — Zzllv Itz

Avec le point (10.24), ce qui précede n’est valable que pour a > 1. Pour conclure I’étude sur I’ensemble
{¢> 2a® > 0}, il reste a étudier la bande {0 < o < 1, > 2%}

On peut le faire simplement, sans partition de I’unité. On reprend la factorisation (10.20) qui reste valable.
On va donner un minorant du terme (strictement positif pour tout ¢ dans le cas ot £ > §a3) :
1 2 l3 (Oé, 5 ) 6

F(t) =517+ = t+t3(a’€).
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Ona F'(t) = 0 pour t = —@, ce qui donne que pour tout £ > 20 :
t3(O[, 5)2 g
F(t) > — .
( ) - 12 * t3(0é7§>
On a donc dans ce cas que T wQH(QW est minoré par le bas du spectre de I’opérateur :
L2(®)
t3(a7 5)2 5 ? 2
Di+ (- t—t
P (RS ) -t

sur R. On reprend I’expression exacte de t3(«, &) donné dans le lemme 10.11. Uniformément en o €
[0, 1], on a I’équivalent suivant pour £ — ~+o00 :

ts(a, &) ~ (3¢)Y%

E—+o0

On a donc qu’il existe B > 0 et K > 0 telles que pour tout £ > K (avec £ > %aS et <a<l):

ts(a,§)? § /
(_ 12 +@@@)235?

Q(¥)
> wll?

L2(R)

On a donc dans ce cas que pour tout § > K

est encore minoré par le bas du spectre de I’ opérateur :

D? + B2Y3(t — t3(, €))%,
sur R.

Apres la translation ' = ¢ — t3(cv, £) et le changement d’échelle 7 = (B2¢Y 3)1/ * 4, on obtient pour tout

Q(¥)

Tl est minor€ par le bas du spectre de 1’opérateur :

(B2€9) " (D24 72)

sur R. On retrouve I’oscillateur harmonique (voir la section 2.1), ce qui donne finalement que pour 0 <
a<letf > K (avec K préalablement fixé assez grand) :

Q) > (B2 |y |2aey.

Comme Elim B2¢43 = 400, ceci conclut finalement I’étude sur ’ensemble {¢ > %oz?’ > 0}.
—+00

Etude sur 'ensemble {0 < ¢ < 2a°}
Il reste a effectuer 1I’étude sur I’ensemble {0 < £ < %oﬁ‘}. On considere le méme découpage de R que
dans les deux cas précédents.

Sur ’ensemble {0 < ¢ < %oz?’}, le polyndbme F, ¢ admet trois racines réelles. Sa forme factorisée est la
suivante :

Pag(t) = =3t = 12(0, )¢~ ta{a, )t — t3(0, )

ou on rappelle que t1(«, &) < to(a, &) < t3(a, &) (voir le lemme 10.11 pour les expressions exactes).

On peut remarquer avec une simple étude des variations de P, ¢ que :

tl(a7§) < t2(a7§) <0< t3(aa§)'
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On va une nouvelle fois avoir besoin d’un encadrement de t3(a, £). Dans ce cas ot 0 < £ < %o;’ il est
facile de voir que :

V3a < ts(a, €) < 2a,
car P e(vV3a) =& > 0et P, g(2a) < 0.

Pour avoir oy < t3(cv, £), on impose la condition suivante sur le parametre R(«) :
(10.29) a+ R(a) < V3.

Sur QW on a (t — ts(a, €))% > (t3(a, &) — ap)? > (V3o — o )?. En gardant les mémes notations que
pour I’étude précédente, on a :

awz [ e+ 2

V3 =0l (0, €)(t = tala )i .

_ 9
On pose B () = (\/§a++)2 (strictement positif avec la condition (10.9)). On obtient que Hiﬁ(‘%?m est
minorée par le bas du spectre de I’opérateur :
D} + Bi(a)(t — ti(a, €))(t — t2(, €)),
sur L?(—o00, a1 ) avec condition de Dirichlet en o, . Apres la translation ¢’ = ¢ + w et apres

1’homogénéisation 7 = B;(a)'/5¢, on obtient que le bas du spectre de ce dernier opérateur est lui-méme
minorée par le bas du spectre de I’opérateur :

Bi(a)"? (D} + (7 = D(a,€))*(r + D(a,€))%) ,

sur L2(—o0, by (e, £)), avec by (o, &) = By(a)Y/® <a+ + w> et condition de Dirichlet en by («, €)
etol :
_ t2<a> é) — t1<&7 5)

> 0.
2

D(a,¢)
En notant dzil) (e, &) le bas du spectre de 1’opérateur :
D? + (1 = D(a, )*(1 + D(a, §))?
sur L2(—oo0, by (av, €)) avec condition de Dirichlet en by (av, £), obtient alors :
(1030) Q1) > Bi(@) oy (0, )l B2y
Il reste a donner une minoration sur (),
La forme factorisée de P, ¢ donnée par (10.20) reste valable.
Sur Q®), par positivité des coefficients on peut alors écrire de la méme maniére :

1 2 t3(a7€) 5 ? 1 2 tg(Oé,f) ’S 2
(§t+ 3 t+t3(a,§)) Z(%“-* 3 a_+t3(04,(5))'

L’encadrement de ¢3(a, &) qui a été obtenu précédemment pour 0 < £ < %o;’ permet d’écrire I'inégalité

suivante : ) )
1 t3(a7 g) £ 1 2 g
—t? t > - 3aa + = .
(3 T TR/ T\ +V3aa_ + o
On pose By(a, &) = % (oﬁ +V3aa_ + %)2 > (. On obtient que ”12%23 ) est minorée par le bas du
L2(R

spectre de 1’opérateur :
th + BQ(Oé7 5) (t - t3(Oé, 5))2 )
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sur L?(a_, +00) avec condition de Dirichlet en ov_. Apres la translation ¢’ = ¢ — t3(, €) et apres I’ho-
mogénéisation 7 = By(a, £)'/4¢, on obtient que le bas du spectre de ce dernier opérateur est lui-méme
minorée par le bas du spectre de I’opérateur :

By(a, ) (D2 +77)
sur L2(—by (v, £), +00) avec condition de Dirichlet en —by(a, ), ot by(av, €) = — Ba(ar, €)V* (a_ — t3(av, €)).

En notant &\% (o, €) le bas du spectre de I"opérateur (D2 + 72) sur L2(—by(cr, €), +00) et condition de
Dirichlet en —by(a, ), obtient alors :

(10.31) Q(1h) > B’z(a,6)1/2@52)(04,£)H¢z\|ﬁ2(R)

En reprenant alors la formule de localisation (10.10), le terme de reste (10.11), ainsi que les estimées
(10.30) et (10.31), on obtient la minoration suivante :

(1032) Q) = min { Bi(@)P0f" (0, €), By, )5 (. &) } 10 aqm) — 3 1l

02

R(a)?
Comme dans les cas précédents, on choisit désormais le parametre R(«a). On fixe R(a) = R > 0 avec
R < % de sorte que la condition (10.9) soit (comme dans (10.24)) bien vérifiée pour o > 1. Pour R fixe,

la contrainte (10.29) devient :

(10.33) R < (V3 -1,

qui est bien satisfaite pour tout &« > 1 si on choisi R < % Comme dans les cas précédent, ceci exclut

de 1’étude I’ensemble compact {0 < & < §a3, 1 < a} (on note dans ce cas que la condition (10.9) est
également bien vérifiée), ce qui n’est pas dérangeant dans la preuve de 1’existence d’un minimum.

On a d’une part :

2
§ 3—1)a—R)? § a—R)??++V3a(a—R)+ £

(10.34) Bi(a) = (Vs 9)& ) et By(a,&) = ( ) \/_9( )+ 2) .

On va de nouveau étudier la limite du minorant lorsque a+¢ — 400 (avec a > 0 et { > 0. Contrairement

au cas précédent, B, () ne dépend pas de £. On remarque cependant que sur ’ensemble 0 < & < %a?’, si

¢ tend vers 400, alors « tend également vers +o0o de sorte qu’on a :

(10.35) a+?—>m+ooB1(a) = +o0, et a+1§1£>n+ooBQ(a €)=

On note qu’on a le comportement asymptotique suivant pour o« — 00 (sans tenir compte des constantes
multiplicatives) :

(10.36) Bi(a) ~ o

Comme dans les deux cas précédent, on retrouve ainsi qu’apres scaling, I’énergie croit dans ce cas en
2/3
a®l?.

Indépendamment des quantités :

bi(a, €) = B ()Y <a+R+t1(a’§);tQ(a’§)> et bo(a,€) = Ba(c, &)Y (—a + R+ ts(a, ),

le principe du Min-Max (voir I’Annexe A.3) donne comme dans (10.17) et (10.27) les minorations sui-
vantes (uniformes en («, §)) :

(10.37) oM (a, &) > Wy et 0P (a,8) >1
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ou Wy = ]ijmg? Sp (W(D)) ou désigne la réalisation autoadjointe de 1’opérateur :
S

D?+ (1 — D)*(1 + D)?,

sur R, défini comme 1’extension de Friedrichs de la forme quadratique :

400
b / (1/() + (7 — DY(r + D)(r)]?) dr.

sur le domaine de forme :

{v € L*(R), ¢ € L*(R), 7%y € L*(R)}.
La connaissance de 1’opérateur de Montgomery (voir la section 2.3) permet d’affirmer que la premiere
fonction de bande de I’opérateur W(D) admet un unique minimum non dégénéré atteint pour D =

\/1021/3 et valant W, = 22/3M,,.

On reprend I’équation (10.32) ainsi que les points (10.37), (10.34) et (10.35). On a alors que pour toute
constante B > 0 arbitrairement grande, il existe A > 0 tel que pour tout o + ¢ > A (pour & > Oet o > 1
avec (10.33)) :

. C?
(10.38) Q) = B¢z gy — ﬁ”@bHEQ(R)

ce qui conclut I’étude sur I'ensemble {0 < & < 203}

On a donc finalement démontré que :

lim Ql(a7§) = +OO»
|oe|+|€|—+o0

ce qui donne en particulier I’existence d’un minimum. 0J

Ce qui suit complete 1’étude du minimum en donnant un majorant numérique.

En utilisant la Librairie Eléments Finie Mélina++ sur le segment [—50, 50] avec condition (artificielle)
de Dirichlet au bord avec 1 élément P57 pour calculer numériquement la plus petite valeur propre de
I’opérateur X, ¢, pour une discrétisation réguliere du carré [—2,2] x [—2,2] en « et £, on trouve une
valeur numérique de 0.53 pour le minimum. Comme on a, par principe du Min-Max (le théoréme A.9 en
Annexe) :

inf Sp (Xa¢) sur R < inf Sp (X2'%) sur [—50, 50],

pour tout couple («, §) (ou ngg désigne la réalisation de Dirichlet), on obtient que :

min a, &) < 0.53.
(a,{)e[—2,2]><[—2,2]gl( 5)

On renvoie a la figure 1 pour une illustration numérique.

10.1.4. Conjectures. On sait déja (voir la proposition 10.13) que sur I’ensemble {{ = §a3}, il ne
peut exister de point critique. Les énoncés qui suivent sont des résultats attendus, mais qui restent a
démontrer.

Conjecture 10.15. La fonction R x R > (o, &) — 01(«, &) admet un unique minimum sur I’ensemble
{a>0,¢>0}

Une valeur numérique de (ayp, ) est donnée par (ayp, &) = (0.784,0).
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Conjecture 10.16. On se place sous la conjecture 10.16 précédente. L’unique minimum de la fonction
RxR> (a,&) = o1(a, &) sur {a > 0,& > 0} est atteint pour £ = 0.

Conjecture 10.17. Les minima de la fonction de bande p; sont non dégénérés.

La figure 1, précédemment donnée en introduction (voir la figure 1), représente les valeurs prises par la
fonction de bande o (v, &) sur un domaine compact. Elle a été obtenue en utilisant la librairie Eléments
Finie Mélina++ sur le segment [—50, 50] avec 1 élément P;5, pour calculer numériquement la plus petite
valeur propre de 1’opérateur X, ¢ pour une discrétisation réguliere du carré [—2,2] x [—-2,2] en a et §
(voir aussi la proposition 10.15). La courbe tracée en noir représente I’ensemble :

2

{¢= §a3}

sur lequel le polyndme F, ¢ admet une racine réelle simple et une racine réelle double (voir le lemme
10.11). Cette courbe délimite la zone :

{§2§a3>0}u{§§§a3<0}

sur laquelle il ne peut pas exister de point critique (voir la proposition 10.13). La figure suivante présente

FIGURE 1. Valeurs numérique de o1 (g, &), pour o = —2 + % eté, = —2+ % avec
k.l e {1,---50}.

la courbe numérique de la fonction (paire) partielle o — 01 (v, 0) :
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£=0

o1(a, 0)*

3.5H
2.5t
1.5}

o5k " ~— S

FIGURE 2. Courbe de p;(a, 0) pour o € [—2,2].

La valeur des minima de cette courbe est voisine de la valeur 0.53 évoquée dans la preuve de la proposi-
tion 10.14. En o = 0, on retrouve que : M([)Q] ~ 0.66.

10.2. Etude spectrale dans la limite petit angle
10.2.1. Enoncé du résultat principal. On va déterminer la structure du bas du spectre de I’opérateur
X lorsque ¢ — 0, en fonction du minimum de la "fonction de bande" («, £) — o1 (v, o).
Théoréme 10.18. Pour tout n > 1, il existe C > 0 et €g > 0 tel que pour tout € € (0,¢) on ait :
|52,(e) — So| < Ce,
out on rappelle que Sy est définie dans la notation 1.19 de I’introduction.

Remarque 10.19. Pour démontrer le théoreme 10.19, on ne fait aucune hypothese sur les minima de la
fonction de bande o1 («, £). On sait avec le théoreme 10.9 qu’il s’agit d’un ensemble compact et on utilise
seulement ce fait.

Notation 10.20. Dans ce qui suit, on désignera par (o, &) un point quelconque vérifiant o; (ao, §) = So.

10.2.2. Développement formel en puissance de . On va établir un résultat de majoration des n
premieres valeurs propres de 1’opérateur X.. Le changement d’échelle :
(10.39) oc=¢'s, T=t,
ramene 1’étude spectrale de I’opérateur X a celle de I’opérateur unitairement équivalent suivant en di-

mension 2 :

3 2
ﬁE:D§+(5DS+32t—§) .
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Avec le nouveau changement d’échelle :
(10.40) s=ag+e%, t=t,
et le changement de jauge e’/ e/, I’opérateur devient :

8\
£ =D+ (50 + 2D, + es?t 4 2eY2apst + ot — §> .

Proposition 10.21. Pour tout N > 1, il existe C > 0 et ¢g > 0 tels que pour tout ¢ € (0, ) il existe
au moins N valeurs propres de ’opérateur X. (comptées avec multiplicité) contenues dans une boule de
taille Cye®/? centrée en S,.

DEMONSTRATION. Soit N > 1 un entier préalablement fixé. Les opérateurs X et £. étant isos-
pectraux (voir les changements d’échelle (10.39) et (10.40)), on va montrer le résultat pour 1’opérateur
L.

On peut écrire formellement :
(10.41) .= Lo+e28 +0(e),

avec ©
t3
SO = Xa07§07 »81 = (80)()&0750 s+ (85)()&0’&0 D5 =2 (50 -+ Oégt - g) (D5 + anﬁt) .

On s’intéresse a des quasimodes de la forme :

1 1
) = E eI/, avec x = E 912 5¢;,
=0 =0

de sorte que I’équation suivante :
Lep =)+ Ole)
soit vérifiée au sens des séries formelles.

On identifie successivement chaque terme relativement aux puissances de €.

Termes en °. On résout 1’équation :
Xao.&¥0 = #0to,

et qui donne par définition que s est dans le spectre de I’opérateur dominant "X, ¢," €t que 1)y est une
fonction propre associée. On choisit :

(1042) oy = SU,
et on prend vy (unitaire) sous la forme tensorisée :

(10.43) Yo(s,t) = fo(s)uo(t),

avVeC Uy = Uq, ¢, €t fo dans la classe de Schwartz.

172, On résout I’équation (£9 — S); = —(3a1 — £1)1bp qui revient a :

(Xao,éo - So) P = (%1 - 31) o.

La fonction 1) étant déterminée, en prenant le produit scalaire avec wug, on obtient avec la condition de
Fredholm (appliquée a s fixé, le produit scalaire étant pris par rapport a la variable t) :

0 = ((£o — »0)¥1, uo)t = 2e1 — (£1%0, Uo)t-

Termes en ¢
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Le calcul de £, donne :
3

L1to(s,t) =2 (50 + agt — %) (U0 (1) (Ds f0)(5) + 208t fo(S)Uag ¢, (F)) -

On trouve alors :

t3 t3
(£1%0,0) :2(D5f0)(5)f0(5)/[R (fo +agt — 5) Uz, g (1) At + 40405]”3(5)/ (50 + gt — g) tug, ¢, (t) dt.

R

Le couple (ayp, &) est un point critique de la fonction de bande g;, on a donc avec les deux premieres
identités de la proposition 10.8 que (£, ¥9) = 0, ce qui impose :

(10.44) 7 = 0.
On peut expliciter I’expression a 1’aide de (10.4) et (10.5), par "identification" :

(10.45) (s, t) = (Dsf0)(8)(Dgthag)ao & (t) +5.0(8)(Datiag)ao e (t) + f1(8)uo(t).

On note que sous la condition de Fredholm, on peut prendre v); L 1y en choisissant f; = 0.

Il est clair que la fonction v appartient a I’espace de Schwartz . (R?). 1l en découle par un procédé clas-

sique (analogue a celui présenté dans I’ Annexe B.4) que la fonction 1/, appartient également a I’ensemble
S (R?).

On peut facilement voit avec I’analyse précédente que pour n’importe quelle fonction 1) de la forme :

1/J = ,QZJO + 51/2@51»

ou ¥ et ¢y sont données respectivement comme dans (10.43) et (10.45),on a :

I (€2 = So) ¥f| < Cello]],

pour tout € < £, pour une certaine constante C' > 0 et un certain g5 > 0 assez petit. Dans cette derniere
construction, on note qu’on a le choix du fj, qu’il suffit de prendre dans la classe de Schwartz.

On note ( fff)new la base hilbertienne des fonctions de Hermite dans L*(R), et pour tout n € N*, on
désigne par I, I’espace vectoriel engendré par les n premieres fonctions de Hermite, et par F;, I’espace
vectoriel suivant :

Fo(e) = {4 = vy + /241,90, ¥; respectivement donnés par (10.43) et (10.45) avec f, € E,, } .

L’espace vectoriel F), est clairement de dimension n et contenu dans .#(R?). Par construction il existe
une constante C,, > 0 et gg > 0 assez petit tels que pour tout ¢ € F,, on a pour tout € € (0, &) :

(€ = So) ¥l < Cell]]

En prenant n = N, on peut désormais conclure avec le théoréme spectral généralisé (voir le théoréme
A.8 en Annexe). Celui-ci donne que pour une certaine constante C'y et €( assez petit et tout 0 < £ < &g
ona:

dim Im (1[5070N5,SO+CN8] (Se)) > N.

On en déduit le résultat pour I’opérateur X par équivalence unitaire. 0

Remarque 10.22. A fortiori, ce résultat donne une majoration des N premicres valeurs propres.
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10.2.3. Estimées d’Agmon semi-classiques. En utilisant la proposition 2.22 et la proposition 10.14,
on montre le résultat suivant :

Proposition 10.23. Soit Cy > 0. Il existe C' > 0, ¢g > 0 et ¢y > 0 tels que pour toute paire d’éléments
propres (3,1)) de 'opérateur L. vérifiant < Sy + Ce on a pour tout € € (0,&q) :

Hem"t'wHQ < Cll¥|? Q. (6200|t\w) < Olj]*.

La preuve est basée sur celle donnée dans [19, Proposition 2.5]. On commence par montrer que 1’hypo-
these 1.7 de [19] est satisfaite.

Lemme 10.24. Pour tout € € (0, 1), il existe R, > 0 tel que :
QEDir,QR* Z SS

avec Si > So.
DEMONSTRATION. Ce résultat s’établit directement avec la proposition 2.20 0J
Dans ce qui suit on utilise seulement le fait que le minimum est atteint (proposition 10.14).

PREUVE DE LA PROPOSITION 10.24. On considére y € %*°(R,R) une fonction troncature sup-
portée dans un voisinage de 0. Sans que cela soit nécessaire, on peut supposer que x¥ < 1. On pose
Dy(s,t) = cox(t/0)|t]. Une application de la formule de localisation donne :

Q. (e9) = slle™ || + [[[VOle™ |

On peut borner le gradient |V ®,| uniformément par rapport a ¢ > 1. Il existe C' > 0 tel que pour tout
f>1ona:

[V ®ele®ep||* < Ceglle™ .
Avec cette derniere estimation et I’hypothese du théoréme qui donne une majoration de la valeur propre :
Q. (™)) < (So + Coe + Cep)lle™ v *.
Pour R > 0, on introduit une partition de I’unité (x1 g, x2.r) suivant la variable ¢ de sorte que :
XLr(t) + x2.r(t) = 1, [Vxvgl* + [Vxarl* < CR™ etsuppxz,r N B(0, R) = 0.
Pour j € {1,2}, on introduit une partition de I’unité sur R* donnée par x ;' »(t) = x;.r(|t]).
La formule de localisation appliquée de nouveau permet de déduire de ce qui précede que :
Q- (X7 re™¥) + Q:(xzpe™ W) — CR7?[[e®W[|* < (So + Coe + Ccp)lle™ |
Comme x est borné (y < 1), on peut écrire que :
X3 re™ Wl* < ey,

Des lors que le terme e®¢ est borné sur le support de , on peut alors écrire qu’il existe C, C" > 0 telles
que pour tout £ et € :

Q: (x5 re” ) — (So + Coe + Ccg + CR™) Ixa.re™ | < C'[¥].

On note que la constante C” dépend bien évidemment de R mais est indépendante de ¢ et de «.
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On désigne par QD% la forme quadratique associée a la réalisation Dirichlet de 1’opérateur :

8
Df + (fo + 61/2D5 + et + 261/2a05t + ag{ — g)

sur le domaine Qp = R?\B(0, R).
Le lemme 10.25 donne :
Qc(x2,re™¥) > SilIx2.re™ V|,
On obtient I’existence d’une constante ¢ > 0 telle que pour tout ¢ € (0,1) :

cllxare™vl* < C'l.

On note ensuite qu’il existe C' > 0 et gy > 0 tel que pour tout £ > 1 et tout € € (0, ¢p) on ait :
le®[| < Clly]*.

La conclusion s’obtient par passage a la limite / — +oc en utilisant le lemme de Fatou. 0

Comme dans [19, Proposition 2.6], on obtient un résultat analogue par rapport a la variable s :

Proposition 10.25. Soit Cy > 0. Il existe C' > 0, ¢g > 0 et ¢y > 0 tels que pour toute paire d’éléments
propres (3,1)) de 'opérateur L. vérifiant »x < Sy + Ceona :

l*Pl? < Cllol”, Q. (™) < |

Corollaire 10.26. Soit Cy et k,l,d € N. Il existe ¢¢ > 0,C' > 0, et ¢g > 0 (voir notation du théoreme
10.24 précédent) tels que pour toutes paires d’éléments propres (3,1)) de L. avec 3 < Sy + Cye et tout
e € (0,e0)0na:
[t5s' ]| < Cllvll,  Qu(t*s'p) < O],
(D)t )l < Cllyll,  [I(eDs)?s"t" )| < Cll]l.

DEMONSTRATION. Comme dans [19, Proposition 2.6], le résultat pour d = 1 découle immédiate-
ment des propositions 10.24 et 10.26 précédentes. Le résultat pour d > 2 s’obtient en dérivant successi-
vement 1’équation aux valeurs propres L. = ). UJ

10.2.4. Décomposition en états cohérents. On va démontrer un résultat de minoration des n pre-
mieres valeurs propres en dessous d’un certain seuil. Combiné au résultat de la sous-section 10.2.2, cela
va donner le dernier argument manquant pour la preuve du théoreme principal 10.19. On pose :

go(s) = 2m /22,

et on introduit respectivement 1’opérateur d’annihilation a et I’opérateur de création a* (son adjoint for-
mel) :

L Lo
a:E(er&s),a_\/i(s Ds) -

On a les identités suivantes :

+ * _ * 1
[a,a*]zl,sza\/;,85:a\/§a,aa*:§(D52+52+1),
1
a*azg(Dsz—i—sQ—l)

On introduit les états cohérents :



10.2. ETUDE SPECTRALE DANS LA LIMITE PETIT ANGLE 137

et la projection associée définie pour 1) € L?(R?) par :

(1046) Hu,p¢ = <1/}a fu,p>L2(ﬂ?,d5)fu,p = ¢u,pfu,pa

vérifiant les résultats connus suivants :

Lemme 10.27.
Y = /Hu,p¢ dudp.

DEMONSTRATION. La preuve se base sur le théoréme de Fubini et la formule d’inversion de Fourier.
On commence par introduire les notations suivantes :

¢’t = ¢(7t)7 Gu = gO( - u)7 Ptu = ¢tgu

On part de / IT,, ,v dudp en revenant a la définition de II,, , :

( [ dudp) (5.9 = [ Fuph(0 ) dudy

= / e go(s — u) ( / Uy, e P go(y —u) dy) dudp
R2 Ry

— [ Fa)era(s) dudy
R

:/ Gu(9) /gpfty\u(p)e"p5 dp | du.
Ru Ry

—_——
2 pt,u(S)

1
Comme / go(5)? ds = —, on a le résultat. O
R 2

Lemme 10.28 (Formule de Parseval). On a :

lo? = / / | dudpt.
R

DEMONSTRATION. Il suffit de montrer que :

/ Y dsdt = / / Vup|up dudpdt.
R

la preuve se base sur le lemme 10.28 et le théoreme de Fubini.

/ Ypdsdt = / R (s, t) ( / I, (s, t) dudp> dsdt

_/Rt/wm /[Rszp(s,t)mds dudpdt

(¥, fu,p)s

= / / YupPup dudpdt.
R
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On conclut en prenant ¢ = 1). 0

Lemme 10.29. Pour tout n,m € N, ona :

(10.47) (a)™(a* )™ = / (“\;;p )n (”\J;gp )m T, dudp.

DEMONSTRATION. Un simple calcul donne :

U+ 1p
(lfu,p — qup'

Le résultat s’obtient facilement par récurrence en utilisant le théoreme de dérivation des intégrales a

parametre. 0

Les changements d’échelle (10.39) et (10.40) et le changement de jauge %0/ "% ramene 1’étude 2 celle
de I’opérateur :

8\
£ =D+ (50 + 2D, + es?t 4 2eY g5t + ot — §> ,

qui s’écrit encore sous la forme :
£ = D2 + (Vol(t) + "2 (Ds + 2008t) + e5°t)” .

On écrit explicitement :
L= Lo +e'?8 +eLy+¥285 + 28,

ou p
Vo(t) = <§0 + gt — §) :
et
£o = Xao.c0
L1 = (0aX) 0y 60§+ (0:X) 4 Do
g - % ((02X),,, 0, 8" + (02X),., o, D2+ (0u0X),,, ¢, SDs + (0:0,X),,, ¢, Dss)
£3 = 2(D; + 2apst) 5°t,
£, = (s%)°,
ou on note que £, et £ sont plus explicitement donnés par :
L1 =2Vu(t) (Ds + 2cypst) ,
£, = 2Vo(1)s%t + (D + 2a05t)° .
On réécrit ce dernier opérateur de la maniere suivante :
(10.48) e= Lo+ +e +228) 428 + L2 reste + £%/2L5 reste + €2 L reste -

WV Vo
£\€N Le ,reste

Ce réordonnement (anti-Wick) consiste a mettre tous les opérateurs a* a droite.

Grace a I'identité a*a = aa™ — 1, il est facile de voir tres généralement que pour tout j, les £, roqe sont
des polyndmes de degré j en s et D,. On détermine ici explicitement leur expression.
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a+a _ a— a*

On peut réécrire avec les identités s = N

a5 e () - () (5 20)e)

Par linéarité en s et O,, on a :

g =W

On obtient en développant :

( a—a* (a—l—a*) )2 a® —aa* — a*a + (a*)?
—1 + 2ayp t] =—
V2 V2 2

+ 202t (a* + aa* + a*a + (a*)?) — 2apt(a® — (a*)?),

2
* 1
(CH_G ) :§(a2+aa*—|—a*a—|— (a*)?).

Comme [a,a*] = 1,ona:

( a—a* (a+a*) )2 a? — 2aa* + (a*)?
—1 + 20 t] =—
V2 V2 2

1
+ 2agt?(a® + 2aa* + (a*)?) — 2apt(a® — (a*)?) — = — 205t%,

2
2
* 1
(a—i—a) :5((12—0—2&&*—1-(@*)2—1),

V2

On obtient finalement en réordonnant :

242 = S\QN + 22,reste; '23 = Q\év + 2i’),resteu '84 = 'SXV + 24,restey

avec :

a? — 2aa* + (a*)?
2

+ tVo(t)(a® + 2aa* + (a*)?),

v +202€(a® + 2aa* + (a*)?)? — 2a0t(a® — (a*)?)

qu’on peut encore écrire :

1
g = (_5 + 2028 — 200t + tVo(f)) a® + (14 4agt” + 2tVy(t)) (aa”)

1
4 <_§ + 205 t% + 1200t + tVo(f)) (a")”.

En notant que a*a® = a*a* — 2a et a*aa* = a(a*)* — a* d’une part :

ey = t ((—i 4 2a0t) @® + (—i + 6agt) a®a” + (i + 6apt) a(a*)® + (i + 2a0t) (a*)?),

\/5

et que (aa*)? = a?*(a*)? — aa* d’autre part on a :

t2
ey = % (a* + 6a*(a*)?* + (a*)* + 4a’a* + 4a(a*)?) .
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Les termes de reste sont donnés par :

£2,reste = (__ - 20&0t2 - 2t‘/0(f)) ,

—_

2

t
'83 reste — /= ((_Z - 60{0£> a—3 (Z + QOéot) a*) ,
’ \/§
t2 1 2 * *\ 2
£4,reste = Z_§ (CL + 4aa ‘|‘<(1 ) )

On reprend la réécriture donnée par (10.48). Le lemme 10.30 permet de réécrire I’opérateur £ sous
forme intégrale :

(10.49) eV = / Lopl, b dudp

Avec ce réarrangement, on obtient directement :
) 2
Lupe = Df + (fo + a2t + V% + et + £Y2200ut — §>

2
= D¢ + (Vo(t) + £ (p + 2a0ut) + eu’t)”,
dont I’expression s’avere étre :
£u,p,g - Xa0+u81/2,$0+p81/2 .
On obtient donc finalement avec (10.48) :

(1050) 2577/) = Su,p,al_[u,pqvb dUdp + ga,reste-
R2

On démontre désormais la proposition suivante :

Proposition 10.30. /] existe hy, C' > 0 tel que pour toute paire d’éléments propres (,1)) de I’opérateur
L. vérifiant »x < Sog+ Cocona :

0.(6) 2 [ Dupelthny) dudp = CUl = (S0 - C
[RQ
ou Q.- est la forme quadratique associée a £, .

DEMONSTRATION. On reprend I’identité (10.50). Par définition on a :

Q:(¥) = (Leth, s

On commence par obtenir un contrdle des termes de reste (£, rese?, 1)s ¢ €n utilisant le corollaire 10.27.
Les opérateurs £ restes £3 reste €t L4 reste SONt des polyndmes en s, t, J, et J;. En reprenant le changement
d’échelle :
s = 51/25, t =1,
on obtient les estimées suivantes :
(Lomesetts ¥) < Oll0]1%,
(Larescth ¥) < O™y,

<£4,reste¢v 77D> S 05_1 H¢||2
On a donc finalement :

(1051) <£a,reste¢7 ¢>5,t S 05“¢H2
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On s’occupe désormais de la partie principale QY (v)) = (£%¥4), 1) de (10.50). On reprend la définition
de la projection II,, ;7 donnée par (10.46). Comme 1’opérateur £, ,. commute avec f,, ,(s), on peut écrire
(avec le théoreme de Fubini) :

w = ’Qupaup T 7d5 dudpd
av() // pethun(® \/ﬂesf7(5)¢(ﬁt) udpdt

w“J’ (t)

(10.52)

— [ Q) duc
On obtient alors avec (10.51) et (10.52) :

0.(0) 2 [ Qupeup) dudp - el

Comme :
Du,p,& (wu,p) 2 01 (CYO + u€1/2’ 60 + pgl/Q) ‘wu7p|2 dt Z So/ ’wuyp‘2 dta
[Rt |Rf
on obtient finalement avec la formule de Parseval du lemme 10.29 :

#|[9] = Q.(¢) = Sollv|l* = Cell¥ %,

ce qui acheve la preuve. U

10.2.5. Preuve du théoréme 1.8. On peut désormais établir le théoreme 10.19. Le résultat découle
immédiatement des propositions 10.22 et 10.31.

10.3. Simulations numériques pour I’opérateur modele croix

Cette partie est dédiée a I’illustration numérique des résultats et des conjectures précédemment expo-
sées.

Si on suppose que les conjectures 10.16 et 10.18 sont vraies, on a les résultats suivants (voir [19]) :

Proposition 10.31. Sous les conjectures 10.16 et 10.18, on peut démontrer que pour tout n = 2p — 1
avec p > 1, on a un développement asymptotique de la forme :

/2 /2
() -~ g s, 6% et sy (e) et g Hni1,;62,
>0 >0

avec », o = pt10 = S0, M1 = Hny11 = 0, €t ol 3, 9 et 2,11 o désignent la p-iéme valeur propre de

%Hessgl (Oé(), 50)(0-7 DG)'

On note encore pour finir que sous ces mémes hypotheses, il est possible de démontrer le résultat suivant,
énoncé sous forme de conjecture :

Conjecture 10.32. Sous les conjectures 10.16 et 10.18, pour tout p € N*, on a :
op(E) — sp1 () < OE™).
Cette différence est méme exponentiellement petite en ¢.

Remarque 10.33. Ce dernier résultat précise un peu plus la structure du spectre qui donne que les valeurs
propres se mettent par paires exponentiellement proches.
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On commence par introduire la notation suivante :

k+1
Notation 10.34. Pour tout entier k¥ € N*, on note ¢, = (%) .

Les simulations numériques des figures 3 et 4 concernent les 6 premieres valeurs propres pour 10 va-
leurs de e données par ¢ pour k € {1,---,10}. Les courbes de ces deux graphiques sont fonctions de
log, (8,;1) de sorte que 1’axe des abscisses présente des valeurs décroissantes de € apparaissant sur des
demi-entiers.

In(>n(2k+1)—So)—In(>n(ek) —So)
(%)

1.3r

0.6

0.5F

0.4t

log, (%)

FIGURE 3. Convergence numérique vers 1’exposant du deuxieme terme de 1’asympto-
tique (en <) pour les six premieres valeurs propres de A.

La figure 3 représente [In(54,(gx11) — So) — In(56,(gx) — So)] /In (27/2) (pour n € {1,---,6}) en
fonction de log, (5,;1). On remarque que la valeurs des courbes numériques tend vers 1 correspondant a
I’exposant du terme de reste en O(¢).

La figure 4 représente [z, (g1,) — So] /e (pour n € {1,---,6}) en fonction de log, (¢;'). On remarque
que les courbes numériques s’organisent par paires. On observe la convergence de chacune de ces paires
suivant une grille de valeurs correspondant aux valeurs propres de %Hessgl(ozo, &o)(o, D) (oscillateur
harmonique).

10.3.1. Module du premier vecteur propre pour des valeurs décroissantes de . On donne dans
cette sous-section les graphiques numériques obtenus pour le premier vecteur propre.

Les figure 5 et 6 représentent respectivement le module et le logarithme du module (en log,,) pour
différents valeur de ¢, (k € {1,---,10}). Les échelles de la figure 5 sont données par :

[—ak, ak] X [—8, 8],

oupourtoutk =1,---,10, a, = i. Dans les deux figures (5 et 6), la croix blanche représente les deux
droites d’annulation.

On peut décrire la structure théorique des fonctions propres dans les variables "physiques".
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Kn(*':k)_so

log, (i)

FIGURE 4. Convergence numérique vers le facteur multiplicatif du deuxieme terme de
I’asymptotique en ¢ pour les six premicres valeurs propres de X..

-N-N-W-0-
| i I i i

k=1 k=2 k=3 k=4 k=5

DOOomm

k=6 k=17 k=38 k=9 k=10

FIGURE 5. Module du premier mode de I’opérateur de X, pour différentes valeur numé-
riques de £, (k € {1,---,10}). Eléments finis, 48 x 6 éléments rectangulaires Qo (degré
partiel 10 en chaque variable) pour une grille régulicre.

Centre de localisation dans la limite petit angle

On reprend le développement en puissance de € de I’opérateur £.. La fonction 1y = 15 est donnée par :

(10.53) (s, t) = fo(ﬁ)U()(t)@igOﬁ/al/z'
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k=1 k=2 k=3 k=4 k=5

=] & [ 61

k=6 k=17 k=38 k=9 k=10

FIGURE 6. Logarithme du module du premier mode (en log,,) de I’opérateur de X, pour
différentes valeur numériques de €5 (k € {1,---,10}). Eléments finis, 48 x 6 éléments
rectangulaires Qo (degré partiel 10 en chaque variable) pour une grille réguliere.

Le changement d’échelle (10.40) donne qu’un bon quasimode pour 1’opérateur L. est donné par :

S — ao 160 s—aq
o ("ot ) e
I apparait alors que 1’opérateur L. est bien adapté pour une étude numérique, étant donné qu’on peut
prendre une taille de domaine fixe.

En revenant aux variables "physiques" (s, t), on obtient I’expression suivante :
1/2 Qo ico(o—20
fo (%0 = ) wo(r)elo=2).
Dans la limite petit angle ¢ — 0, ceci donne que les deux centres de localisation s’étalent a I’échelle e~
et s’échappent a I’infini sur ’axe des abscisses en s a "vitesse" % La "zone de localisation" des deux
premieres fonctions propres part a I’infini sur ’axe réel. C’est en un certain sens logique. Si on considere
le cas singulier ou € = 0 (les deux lignes d’annulation sont confondues), on retrouve 1’opérateur de
Montgomery M?(¢), qui a du spectre essentiel. I est en quelque sorte naturel de retrouver la "perte de
masse a I'infini", caractéristique des suites de Weyl.

1/2



ANNEXE A
Théorie spectrale

A.l. Définitions

Dans ce qui suit 7 désigne un espace de Hilbert sur C et 7" est un opérateur auto-adjoint de domaine
Dom(T).

Definition A.1 (Spectre). Soit 7 un espace de Hilbert sur C et 7" un opérateur auto-adjoint sur 7. Le
spectre de 1’opérateur 7" est I’ensemble noté Sp(7) et défini par :

Sp(T) = C\p(T),
ot p(T) = {z € C, (T — z) est bijectif} désigne I’ensemble résolvant.

Definition A.2 (Spectre discret, spectre essentiel). Soit .#” un espace de Hilbert sur C et 7" un opérateur
auto-adjoint sur .. Le spectre discret de 1’opérateur 7', noté Spy.(7), est ’ensemble de ses valeurs
propres isolées de multiplicité finie. Le spectre essentiel de 7', noté Sp.(T'), est donné par Sp.(T) =

Sp(T)\Spdisc (T> :

Definition A.3 (Paires propres). Soit .7# un espace de Hilbert sur C et 7" un opérateur auto-adjoint sur
€. Soit A € Spyie. (1), on dit que (A, 7)) est une paire propre de 7" si ¢ est un vecteur propre associé a la
valeur propre \.

Pour finir on précise ce qu’on entend par développement asymptotique a tout ordre :

Definition A.4 (Suite 3 affine). Soit § > 0. On dit qu’une suite (/3;);en est 5 affine s’il s’agit d’une
suite strictement croissance de réels positifs dont tous les termes peuvent s’écrire sous la forme suivante
B; = By + j partir d’un certain rang (avec By > 0).

Definition A.5 (Développement asymptotique a tout ordre). Soit (/3;);jen une suite § affine A(h) une
fonction de h. On dit que A admet un développement asymptotique a tout ordre s’il existe un réel stricte-
ment positif 3 et une suite de réels (););en telle que pour tout J € N il existe Cy, et hy > 0 tels que pour
tout h € (0, ho) :

J
NOEDIPY I Ry

J=0

On note alors :
J
NOEDIPYIES
=0

On parle plus précisément de développement asymptotique 2 tout ordre en puissance de h”.
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A.2. Théoreme spectral

On commence par rappeler le théoréme fondamental suivant :

Théoreme A.6 (Théoreme spectral). Soit T' un opérateur autoadjoint. Pour tout élément z de I’ensemble
résolvant on a :

1 1
(T —2)"7|| < m

Ce résultat donne le corollaire suivant, utile en pratique :

Corollaire A.7. Soit T' un opérateur autoadjoint. Pour tout \ € C et tout 1) € Dom(T)), la distance de A
au spectre de 'opérateur T' dans C vérifie I'inégalité :

d(A Sp(T)[[9[l < [I(T = Ayl

Ce dernier résultat implique que si on trouve une bonne fonction test normalisée 1/ (appelée quasimode)
et un nombre complexe A tels que [|(T" — )| < ¢, alors d(\,Sp(T')) < e.

Proposition A.8 (Théoréme spectral généralisé). Soit T' un opérateur autoadjoint et soit € > (0. On
suppose qu’il existe \ € C tel que pour tout v € F C Dom(T) (oir F est un sous-espace vectoriel de
dimension N ), on a l’inégalité suivante :

(A.1) (T = Xl < ell]l.

Alorsona:
dim Im (]]_[)\757/\+5](T)) > N.

Sous ces hypotheses, ce résultat donne que pour une erreur de 1’ordre de ¢, il existe au moins /N valeurs
propres proches de A\ (en comptant avec multiplicité).

DEMONSTRATION. Sous les hypotheéses du théoréme, la condition (A.1) permet d’appliquer le co-
rollaire A.7. Il existe ;1 € Sp(T) tel que pt € [N\ — e, A +¢]. Si u € Spe(T), on a alors par définition
que dim Im (]l( r—ete) (T )) = 400 et le résultat est vérifié. Dans le cas contraire, 1 est dans le spectre
discret de 1’opérateur 7'. Si la multiplicité de j est supérieure ou égale N, alors le résultat est démon-
tré. Supposons que x est de multiplicité finie mult(yx) inférieure ou égale a N — 1. Par définition on a
E, = dim Ker (T — pld) = mult(z) < N — 1 (o E, est le sous-espace propre associé a la valeur
propre 11). On considere la projection II sur £, en tant qu’application linéaire de I’espace vectoriel /' sur
I’espace vectoriel F, :

I:F —— E,

fo— ().

Pour des raisons évidentes de dimension, cette application ne peut €tre injective, ce qui implique que le
noyau n’est pas trivial. On a alors :

Ker (II) = E; N F.
La dimension de ce sous-espace vectoriel est au moins égale a 1. On peut considérer une fonction norma-
lisée ¢» # 0 telle que v appartienne a I’ensemble Ker (IT). Comme v appartient & F, on a que 1) vérifie
la condition (A.1) du théoréeme. L’espace vectoriel Ej étant stable par 7', on peut alors appliquer le co-
rollaire A.7 a I’opérateur (autoadjoint) 7j.. On a qu’il existe v € Sp(Tjp1) tel que v € [A — &, A +¢€].
Remarquons alors que v # 1. Si v € Spe (7] Ei)’ c’est nécessairement le cas car . est dans le spectre
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discret de T'. Dans le cas contraire, on a v € Spye (7] Bt ). On note 1, # 0 une fonction propre de 1’ opé-
rateur 7| Jor associé a la valeur propre v. Supposons par I’absurde que v # p. Comme ¢, € E, N Ej on
aalors v, € E, N Ej = {0}, ce qui donne la contradiction 1, = 0. L]

A.3. Le principe du Min-Max

Théoreme A.9 (Min-max). Soit T un opérateur autoadjoint borné inférieurement, () la forme quadra-
tique associée a T, et Dom(Q) son domaine de forme. On définit le n-iéme quotient de Rayleigh comme :

B . Qu)\ : Q(u)
Ly, = sup inf > | = inf sup 5 |
Wty 1€Dom(Q) \uE{ut,..un—1}\{0} ||| Ut un €00m(Q) \ wefuy,....un]\{0} |||

ou [uy, ..., u,| est le sous-espace vectoriel engendré par uy, ..., uy,.

Alors pour tout entier n € Nx, on a ’alternative suivante :

a) L’opérateur T’ possede au moins n valeurs propres (comptées avec multiplicité) sous son spectre
essentiel, et |, est la n-ieme valeur propre (comptée avec multiplicité).

b) La quantité i, correspond au bas du spectre essentiel de 1’opérateur T'. Dans ce cas i, =

Wnt1 = ... et opérateur T' possede moins de n valeurs propres (comptées avec multiplicité)
SOUS iy,
DEMONSTRATION. Voir par exemple [28] et [55]. O

A.4. Spectre essentiel et estimées d’Agmon

On rappelle le résultat suivant qui donne une caractérisation séquentielle du spectre essentiel :

Proposition A.10 (Critere de Weyl). Soit T' un opérateur autoadjoint sur un espace de Hilbert complexe
. Un réel \ appartient a Spo (1) si et seulement si il existe une suite (©,)n>0 C Dom(T') vérifiant :

Vn €N, |onll, = 1,
T— A — 0
1T = Neull = 0,
(¢n) tend faiblement vers 0.
Le théoreme de Persson est un résultat qui permet de déterminer le bas du spectre essentiel d’un opéra-

teur de Schrodinger avec condition de Neumann ou de Dirichlet au bord (voir [59] et aussi [28] et [66,
Théoreme 1.37]).

Théoréme A.11. Soit 2 un ouvert non borné de R?* & bord lipschitzien. Le bas du spectre essentiel de
I’opérateur de Schrodinger (avec condition de Neumann ou de Dirichlet au bord de 052)

—Ap = (—iV + A)?

est donné par :

/ [(—iV + A)y|* dx
inf Sp..(—Aa) = lim inf &

R—+00 ¢e(5§°(§\B(O,R)) / |77ZJ|2 dx ’
Q

ou 65° désigne ’ensemble des fonctions a support compact. ou B(0, R) est la boule ouverte de centre 0
et de rayon R (pour n’importe quelle norme).
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Théoreme A.12. Soit —Ap une réalisation autoadjointe du Laplacien magnétique. On suppose que le
potentiel vecteur A est dans ’espace € °°. Pour toute fonction propre u) associée a la valeur propre \

de —AA surR™, siona:

A < inf Sp(—An),

alors, pour tout o < 1, il existe une constante C,, telle que :

/ |ux(%)]? exp(2a/inf Sp. (—AA) — A|x|) dx < +oo0.
|Rn

DEMONSTRATION. Voir par exemple [28]. OJ

On note que ce résultat reste vrai sur R?.



ANNEXE B

Localisation, coordonnées locales, et décroissance exponentielle

B.1. Changement de jauge

Proposition B.1 (Changement de jauge). Soit ¢ € H?*(Q). Les opérateurs Phaa et Pyayvea sont
unitairement équivalents. De plus, u est une fonction propre de Pp, a o si et seulement si /My est une
fonction propre de P a1 v¢q, et les valeurs propres associées sont les mémes.

Pour garder la possibilité d’appliquer la théorie de Kato, le domaine de 1’opérateur ne doit pas dépendre
de h, ce qui est bien le cas des lors que la condition suivante est satisfaite :

v(x) - A(x) =0, Vxe o,
ce a quoi on peut toujours se ramener via un changement de jauge.

Proposition B.2. Soit A € HY(Q) oit Q est un ouvert régulier et connexe. Alors il existe une fonction
¢ € H*(Q) telle que A défini par A = A — Vp vérifie :

divA=0surQ, etA-v=0 sur OS.
DEMONSTRATION. Voir [28, p. 285]. O

Remarque B.3. Etant donné un potentiel vecteur A = (A, A,), a changement de jauge prés, on peut
choisir le potentiel suivant :

(B.1) Ay (21, 12) = _/ B(z1,y) dy, 1212(1’1,9172) = 0.
0
11 suffit de considérer le changement de jauge ¢ défini par :
x2 xr1
(BZ) ¢(I1,[L‘2) = / AQ(JIl,y) dy+/ Al(ZE,O) dx.
0 0

Ce choix vérifie bien la condition A - v = 0 sur la frontiere de I’ensemble {2 > 0}.

B.2. Formule de localisation

Le lemme suivant est un résultat fondamental de localisation (voir par exemple [23]).

Proposition B.4 (Formule de localisation). Soit (X?) ; une famille de fonctions a support compact (dont
le support contenu dans une boule de rayon h”) formant une partition de [’unité telle que :

Z(X?)Q =1, sur .

J
Alorsona:

Qnao(w) = Quaolu) —h*d _[ulVONIIEq),
j j

pour tout u appartenant au domaine de forme de Qj, a o.
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Remarque B.S. Ce résultat justifie le postulat donnant que "I’énergie globale est égale a la somme des
énergies locales, modulo un terme de reste" évoqué dans I’introduction. Il permet de réduire 1’analyse
semi-classique de I’opérateur P, A o a I’analyse spectrale des opérateurs modeles introduits dans la sec-
tion 2, en réduisant 1’étude de la forme quadratique 9}, a o sur des sous domaines de 2.

B.3. Réécriture locale de la forme quadratique et de I’opérateur

B.3.1. Changement de coordonnées local. On considére un point x, € Q. Par régularité du bord
et de la courbe d’annulation, il existe un difféomorphisme local ® défini sur voisinage €, suffisamment
petit qui redresse le bord ou la courbe d’annulation. On désigne par (s,t) = ®~! ses coordonnées cur-
vilignes locales. Dans ces nouvelles coordonnées, 1’expression de la métrique plate standard g est notée
par :

g= (gij)1§17j§2 = g11ds ® ds + g12ds @ dt + go1dt @ ds + goodt ® dt.

On désigne par G la matrice du tenseur métrique, par |g| = det(G) son déterminant, et par (¢”)1<; j<o
les coefficients de sa matrice inverse.

Notation B.6. On note encore (y1,y2) = (s, 1) les coordonnées curvilignes pour alléger les expressions
qui suivent.

En réécrivant la forme quadratique et I’opérateur dans ce nouveau systeme de coordonnées, on a directe-
ment le résultat suivant :

Proposition B.7. Dans le systeme de coordonnées locales donné par le changement de variable ®, la
forme quadratique de I’opérateur 'Pj, a o se réécrit de la maniere suivante :

(B.3) @h,A,ﬂ(U) :/ ‘@ ( Z g’ (hDyiv + ZZU) : (hDij + gﬂ))) g|"/2dy,

1<4,5<2

pour tout v € H(€,,) on Al et ﬁg sont donnés par :

~ 0P 0P
Al 83 Ao<I> A2 atAO(I)

L’expression de Py, a o est quant a elle donnée par :

(B.4) ﬁh,A,ﬂ =|g| 7/ Z (hDyi + sz) (’9’1/2 i (hDyj + g])) :

1<i,j<2

Changement de coordonnées au voisinage du bord ou de la courbe d’annulation

On peut définir un changement de coordonnées pour lequel les calculs explicites sont simples.

Notation B.8. On note :
Q= O\, Qy =00\, Q3 =T\0Q, Qs =00NT.
Pour tout ¢ € {1,2, 3,4}, on désigne par :
o
tout point x; de €2,.
Notation B.9. On désigne par 7, et v, une paramétrisation normale du bord 02 et de la courbe d’annu-
lation I et on note ky, et k, leur courbure (respectivement).
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Dans ce qui suit, v désigne 1’'une ou I’autre de ces paramétrisation et k sa courbure associée. On considere
le nouveau systeme de coordonnées locales suivant :

(B.5) O(s,t) = (s) + tv(s),
ol ¢ désigne la distance a v et v/(s) le vecteur normal tel que pour tout s, det(7/(s), v(s)) = 1.
Notation B.10. Comme pour la notation B.9, on distinguera ces deux changements de variable lorsque

cela sera nécessaire, en notant ¢, et ¢, les changements de variable redressant respectivement le bord
01 et la courbe d’annulation T'.

Dans ce cas, la matrice GG du tenseur métrique est diagonale et donnée par :
G (1 —tk(s))*> 0 .
0 1
La proposition B.7 devient alors :

Proposition B.11. Avec le changement de coordonnées précédent @', la forme quadratique Qj, a ¢ se
réécrit de la maniére suivante :

Qh,Ayg(U) = / |(—th + A)U|2 dx
Q

%0

B le : ((1 — th(s)) 2| (hDs + (1 — tk(s))(A o @) - ) 0|?

4| (WD, + (Ao ®) -1 1712) (1 — th(s)) dsdt,

pour tout v € H (), avec © = v o ®.

L’expression de Py, a o est quant a elle donnée par :
h2 (1 — th(s)) ™" Dy (1 — th(s)) Dy + (1 — th(s)) ™ (hDS + /L> (1 — th(s))™" (hDs + Al) ,

DEMONSTRATION. On peut effectuer la preuve dans ce cas simple. Celle-ci s’effectue de la méme
maniere pour une paramétrisation du bord ou de la courbe d’annulation, on omet donc les indices a et
b dans la démonstration. On désigne par « I’angle orienté et régulier formé par I’axe des abscisses et le
vecteur 7/ (s). Avec la relation o (s) = k(s) pour tout s, la matrice Jacobienne Jg s’écrit :

(B.6) Jo(s,t) = (7' (s) +t/(s),v(s)) .

Comme v/(s) = —k(s)7/(s) (dans le cas d’une paramétrisation normale), I’expression du Jacobien est
donnée par : det Jp(s,t) = (1 — tk(s)). On vérifie facilement que ® est un ¢ difféomorphisme pour
tout t < ty, avec to > 0 assez petit. On note §2,, C 2 I'image de ce difféomorphisme et :

B(s,t) = B(d(s,1)).

Pour toute fonction test v € H'(Q) a support compact dans €),,, I’expression de la forme quadratique
Qh a0 est (dans ce nouveau systeme de coordonnées) donnée par :

Onaalv) = / |(—ihV + A)v|? dx.
Q

%0
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11 suffit pour cela de donner I’expression de 1’opérateur P, 4 o dans le nouveau systeme de coordonnées,
ce qui se résume a donner I’expression du gradient (dans les coordonnées (s, t)) dans la base (7/(s), v(s)).
On désigne par :

7(s) = (n(s),72(s)) et v(s) = (1i(s), 1a(s))

les coordonnées de ~y(s) et v(s) dans la base canonique.

D1 (s,8) — (11(5) + tra(s), 7 (s) + tra(s)).

(B.7) 7' (s) = (cosa(s),sina(s)) et v(s) = (—sina(s),cosa(s)).
On rappelle que pour une paramétrisation normale v/ (s) = —k(s)7/(s), ce qui donne :
v 0 0 0v 0 0
a—z =(1 —tk(s))cosaa—;+(1 —tk(s))sinaa—;; et 8_115] = _Sina8_:£+005&8_9{2'
En inversant le systeme linéaire on obtient :
ov 1 ov . 0v v 1 . 00 0o
cosa— —sina—— et SIn av— + Cos av——.

or, 1-— tk(s) 0s ot Oy 1— tk(s) Os ot

On en déduit finalement que 1’expression du gradient dans la base (7/(s), (s)) et dans les coordonnées

(s,t) est donnée par :
o 1 9
ds’ 1 —tk(s)ot)

L’expression du potentiel est quant a elle donnée par :

0D 0d , -
Ao®— (Ao@-g,Ao(IJ-E) — (1= th(s)Ao® -+, Ao®- 1) = <A1,A2>.

OJ

Remarque B.12. Il convient de remarquer que I’expression de la matrice Jacobienne et la réécriture de
la forme quadratique sont les mémes, qu’on travaille avec une paramétrisation du bord ou de la courbe
d’annulation. Les différences fondamentales entre ces deux cas sont que Vs, v,(s,0) = 0 (ce qui apparai-
tra au niveau du développement de Taylor, menant ainsi I’étude a celle de I’opérateur de Montgomery), et
qu’on a une condition de Neumann sur -, (ce qui ce retrouve l1a aussi seulement au niveau de 1’opérateur
modele, et pas au niveau du difféomorphisme). Cette remarque justifie la notation peu ambigué de ~ pour
désigner une paramétrisation du bord ou de la courbe d’annulation.

Ce changement de coordonnées permet de trouver un opérateur unitairement équivalent pour lequel 1’ex-
pression du potentiel vecteur est plus simple pour une étude spectrale.

B.3.2. Choix de jauge.

Proposition B.13. I/ existe un changement de jauge ¢ (correspondant a la conjugaison par ¢/ avec
¢ € H*(Q) voir la proposition B.1) pour lequel I’expression de la forme quadratique donnée dans la
proposition B.11 est (localement) la suivante :

Opan(v) = / [(—ihV 4+ A)v|? dx
Q

X0

“Jo

ot on anoté w = €9/ et v = v o d.

| ((1 — th(s))2|(hDs + A, )w]? + |(th)w|2> (1 — th(s)) dsdt,

%0
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Notation B.14. Comme dans la notation B.10, on a designé par ¢} et ¢, ce changement de jauge dans le
cas du bord et de la courbe d’annulation respectivement.

DEMONSTRATION. La preuve étant analogue dans les deux configurations, on omet une nouvelle
fois les indices b et a et on note simplement ¢ I’un ou I’autre de ces changements de jauge. On rappelle
que k(s) désigne la courbure de +y au point s. Le vecteur accélération est donnée par :

7 (s) = k(s)v(s).
La proposition B.11 donne :

Ai(s,t) = (1 — th(s))A(D(s, 1)) -7 (s), As(s,t) = A(D(s,t)) - v(s).

Ona:
O, As(s,t) = O5(A 0 ®)(s,t) - v(s) + (Ao ®)(s,t) - V(s) |,
N~
=—k(s)y'(s)
et

DAL (s,1) = —k()A(P(s, ) - 7 (s) + (1 — th(s)) D, (A 0 @) - /(s)
Le calcul de V x A donne :
(85112 — atgl)(s,t) = (D¢(57t)A x (1-— tk(s))y'(s)) ~v(s) — (1 — tk(s) (D¢(S7t)A X 1/(8)) -v'(s).
En reprenant (B.7), on obtient finalement :
(0uAy — 0, A1) (5,1) = (1 — th(s)) (Dn, A2(®(s,1)) — Day Ar (D(5,1)))

ce qui donne :

(B.8) (0,45 — ,A1)(s,t) = (1 — th(s))B(s, t).
En considérant le changement de jauge donné par :
t s
(B.9) o(s,t) = / As(s,t')dt’ + / Ay (s',0)ds,
0 0

qui correspond a la conjugaison de I’opérateur par ¢'/" on obtient une nouvelle expression du potentiel
vecteur. En notant de la méme maniere Al et AQ les nouveaux potentiels obtenus, on a :

(A1 4) = (A1 42) = (2.6, 010).
On obtient facilement que flg(s t) = 0, et avec la relation (B.8) on trouve en dérivant sous le signe

intégral que A,(s,t) = Ai(s,1) (/ B, Ay (s, ) dt’ + Ay (s, 0)) On a donc finalement obtenu les
expressions suivantes :
t
(B.10) Aq(s,t) = —/ (1 —t'k(s))B(s,t")dt’, Ay(s,t) = 0.
0
O

Remarque B.15. Remarquons que dans ce systeéme de coordonnées, la condition au bord "v - A = (”
(voir la proposition B.2) est bien satisfaite.
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B.4. Décroissance exponentielle des fonctions propres de I’opérateur de Pan et Kwek

On s’intéresse aux propriétés de décroissance des solutions d’équations apparaissant dans la construc-
tion de quasimodes (section 5.1.2) de la forme :

(B.11) (Ko — u =,

ou v est donnée et u est I'inconnue (avec 1 < n < Ng ). Cette section reprend des travaux développés
dans [62, p. 100].

Proposition B.16. Soit v € L2 (R?) telle que :

exp
(B.12) (v, 8oy = 0.
Alors, si u désigne une solution de (Ko — (%)u=v,0ona:

ue HL(RY).

exp

1

ep(R2) est donnée en Annexe C).

(out on rappelle que la définition de [’espace H

DEMONSTRATION. On commence par prouver le contrdle suivant la variable s. On considere une
fonction troncature réguliere y vérifiant :

x(s)=1, si [s|<1 et x(s)=0, sils|>2,

et pour tout n € N* on désigne par Y, la fonction définie par y,(s) = x (%) On considere 1’opérateur
de multiplication (borné et inversible) e~x»(*)<s> Vérifions qu’il stabilise Dom(/Cy). Soit donc 1) €
Dom(Ky),on a:

]CO (e*€Xn(3)<S>¢) — efeXn(s)<s>K:0¢ + [Iceyefe)(n(s)<s>},¢.

En notant plus simplement A, (s,t) = (st sinf — % cos 0) et e = e~ n(5)<> e calcul du commutateur

(Ko, e=n(9)<5>] donne :
[Kg, e <> = [D? 4 24, D, e] = (D?e) 4 2(Dse) Dy + 2A,(Dse).

Par un calcul direct, on voit que Dye et (D?e) sont des fonctions a support compact. Comme D) €
L%(R%), ona Ky (e‘EX”(S)<s> w) € L*(R%). Par ailleurs, comme D; commute avec e~ xn(8)<s> on obtient
que la condition de Neumann est bien satisfaite pour la fonction e~X»(*)<5>4) ce qui donne finalement
que Ky (e_EX”(S) <5>¢) € Dom(Ky). Pour plus de commodité, on effectue ici la preuve dans le cas simple
ou le sous-espace propre (not€¢ L) associ€ a la valeur propre ¢? (pour tout n tel que ¢/ < M) est
de dimension 1, mais le résultat reste valable dans le cas général en dimension d quelconque. n tel que
¢h < Mg
On introduit I’opérateur :
(Ko —C) wne

(oope)y 0

défini sur Dom(Ky) x C (et a valeur dans Dom(Ky) x C) de la maniere suivante :

Ro(u, A) = (Ko — Go) w+ A9, (u,9y?)) -

Ry =



B.4. DECROISSANCE EXPONENTIELLE DES FONCTIONS PROPRES DE L’OPERATEUR DE PAN ET KWEK 155

Remarque B.17. Le résultat dans le cas général s’obtient en considérant une base (2/1n 0, ,w >

sous-espace propre (de dimension d) associé a la valeur propre ¢/, et I’opérateur :

(Ko—¢0) whg - Wy

Ko
T 0 .-+ 0
ﬁez < ¢ 71> . . )

G 0 0
défini sur Dom(/Cy) x C¢ (et a valeur dans Dom(Ky) x C?) de la maniére suivante :

Solu, ha,++ ) = (Ko = ) u Muhg -+ X, (w i), (w0

Cet opérateur est injectif. En effet, par linéarité, il suffit de voir que la noyau de 1’opérateur est trivial.
Ceci se traduit par le systeme :

(Ko — ¢ u+ Al = 0
(u, pe) =0

Etant injectif, cet opérateur £y est donc inversible sur son image. Cette image est L?( R%) x C. En effet,
si on considere v € L*(R?) et 1o € C. En utilisant la résolvante régularisée et la décomposition en somme
directe Dom(Ky) = Eco @ E on va exhiber A € C et u € Dom(/Cy) vérifiant I’équation :

N

11 suffit de prendre A = (v, ¥%) et u = (Ko — (Y) ;elg (v — (v, fo) Yio) + pyke, ce qui donne le
caractere surjectif.

La condition (v, )~¢) = 0 donne que (B.11) équivaut a :

wlo)=[0]

Il existe une unique solution (nécessairement orthogonale a @/)f") qu’on note u. On pose u= e~ Xn(s)<s>y,
et y= e~ X»()<s>y_ On peut alors écrire :

on eeXn(s)<s> 0 efe)(n(s)<s> 0
R = { 0 1 } 5 { 0 1

On remarque que Dom(R;") = Dom(£y). On obtient avec un simple calcul :
eeXn(8)<S> ( _ Ce) —exn(s)<s> eexn(s)<3> wse :|

Ry = [ <"6_6Xn( <s> ¢§g> 0

Avec cette derniere expression, il apparait que I’opérateur K" est une perturbation de I’opérateur K. En
effet, avec le développement en série entiere de la fonction exponentielle, on peut écrire :

ﬁ;’n =Ry + Gane.
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On peut voir que €53, . est une perturbation de I’ordre de € en montrant que B,, . est borné uniformément
en n et €. Il faut pour cela montrer qu’il existe C' > 0 indépendant de n et € tel que pour tout ¢ # 0 :

||Bn,a¢||L2(rR3) < C||¢||L2([R2+)-
I1 suffit de le vérifier sur chacun des coefficients de €3 ,,. donné par :
eexn(s)<8> [(’Ce _ CZ) 7676xn(s)<s>} (eexn(s)<s> _ 1) waf@
(-, (emxn)<s> — 1) yte) 0 ’
ol la notation [-, -] désigne le commutateur. Ce résultat s’ obtient pour € > 0 assez petit grace a la propriété
de décroissance exponentielle de la fonction /.

€B e =

Pour € > 0 assez petit, on a donc que I’opérateur K" est inversible et qu’il existe C'(¢) > 0 telle que
pour tout n € N* :
I(86™) Ml < Ce).
Cela conduit a I’inégalité :
HU”LQ([Rf_) < C(E)HQ”B(My
On en déduit alors que :

e < ull ey < OOl 0]ae .

Le théoréme de convergence dominée montre que ||e=Xn(5)<s>q|| L2(r2 ) converge vers [le”vl| 2(z2 ) lorsque
n tend vers +o0o. On en déduit que la suite (e~(*)<*>v) converge faiblement (a extraction d’une sous-
suite pres) dans L*(R%) vers un certain élément v*. La convergence au sens des distributions et le théo-
reme de convergence dominée donnent ensuite que e~ “<*>u = v* € L*(R?%), ce qui prouve la décrois-
sance en s.

On procede de la méme maniere pour démontrer la décroissance en ¢, mais il faut tenir compte de la
condition de Neumann. La fonction troncature ,, qu’on considere est cette fois-ci définie de la manicre
suivante :

1
Xn(t):OSiogtgi, Xn(t)=1si1<t<n, et x,(t)=0sit>2n.

Comme ce qui précede, I’opérateur de multiplication (borné et inversible) e~ X (t)¢ préserve Dom(Ky).
La suite de la preuve se fait de maniere analogue, en utilisant cette fois-ci la décroissance exponentielle
de 1" suivant la variable ¢ et le fait que :

Q’Cg(ea/Q(t+<s>)u) < +00.

0

Corollaire B.18. La fonction y)*¢ appartient a H>® (R2) (voir le chapitre C en Annexe pour la définition).

exp

DEMONSTRATION. On rappelle que ¢)*¢ € H} (IRi) En dérivant par rapport a s I’équation :

exp

(’CG - CZ) ¢§0 = 07
ona:

t2
(Ko —¢0) Oshie = —2tsinf (Ds + stsinf — 5 cos 8) Yhe € L2, (R%).
1
exp

La proposition B.16 donne alors que D, )~ € H
k € NDFyKo e HL (R%).

exp

(R2). On en déduit alors par récurrence que pour tout
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De la méme maniere, en dérivant par rapport a ¢ I’équation :

(Ko = Gu) vn? =0,
ona: 2
(Ko — Cz) O, YN = 2t cos @ (DS + stsinf — %COS «9) Une € l—pr([Ri>'

La proposition B.16 donne alors que D; )Xo € HL (R%).

exp

En revenant a I’équation :

t2
D2 pfo = (— (Ds + stsinf — 3 cos 8) - (2) Ppho € Lgxp([Ri),

qu’on dérive m fois par rapport a s, on obtient ensuite avec ce qui précede et toujours en utilisant la

proposition B.16 que : D2Dk )Xo ¢ szp([Ri). De maniere analogue, en dérivant par rapport a ¢ ce qui en

résultat on a : DDk )Xo € szp(lRi). Finalement, on a par récurrence que pour tout entier k, £ :
ke K 2 (p2
DsDt wne S Lexp<[R+>‘
O

Corollaire B.19. Soit w € H®

exp

(R%) et v € Dom(Ky) telles que (Kg — (f)v = w. Alors v € H, (R%).
DEMONSTRATION. La preuve est analogue a celle du corollaire B.18. 0

On note qu’en particulier f € (R x Ry ) carona HY C .7 (R x Ry).

exp






ANNEXE C

Notation

[Ri = R% x R}, pour tout entier d > 2

D = —i0

B(x, R) boule ouverte de centre x et de rayon R

d(x,T), d(x,X) désignent la distance du point x a I’ensemble I" et ¥ (respectivement)

Etant donnés deux ensembles &; et S5, on désigne par d(&;, G,) la distance entre ces deux ensembles
BF = {u € L2, 7Pul® € L2 Vp,g e N,p+q < k}

L2, ={f€L?3a>0elVfel?}

He,(R2) = {f € LA(R), ¥(k, €) € N2, DEDES € L2, (R2)}

exp
Sp, Spgisc €t Spes désigneront respectivement le spectre, le spectre discret et le spectre essentiel

Ya> Vb désignent respectivement une paramétrisation (normale) de la courbe d’annulation et du bord
x = (21,29, - ,24) € Q C R?les coordonnées d’un point de 2 C R?

(s,t) € R? ou R% les coordonnées curvilignes locales pour le probléme modele en dimension d = 2 (voir
les sections B.3 et B.1 en Annexe)

(X,Y)et (0,7) € R? ou R% les coordonnées curvilignes locales pour le probléme modele apres change-
ment d’échelle

Indépendamment des coordonnées, on désigne par |(-, -)| la norme euclidienne dans R?
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