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Résumé

La recherche de rendements toujours plus grands, pousse les constructeurs de turboréacteurs

à adopter des configurations où les aubes des parties tournantes sont extrêmement proches du

carter en vis-à-vis, augmentant par la même occasion le risque de prise de contact entre le ro-

tor et le stator des moteurs. Ces contacts sont générateurs d’instabilités et de comportements

chaotiques provoquant des charges transitoires importantes sur les aubes qui peuvent alors

dépasser leur limite d’endurance et conduire à l’endommagement des machines. Il est donc

primordial d’identifier et de caractériser les instabilités résultant de ces prises de contact ainsi

que les paramètres influents sur la naissance de ces phénomènes. Dans cette étude, des modèles

simples d’interaction entre des aubes tournantes et un anneau élastique seront développés dans

le repère lié aux aubes afin d’appréhender la phénoménologie du contact entre rotor et stator.

Des instabilités de types divergence où coalescence de modes seront ainsi mises en évidence.

Les vitesses critiques associées à ces phénomènes seront également déterminées en fonction

des paramètres structuraux du système. Le rôle du frottement entre les structures sera lui

aussi déterminé et la dynamique du système résultant de ces interactions sera analysée, par

des méthodes temporelles et fréquentielles. Enfin, un modèle complet de rotor flexible au-

bagé sera développé dans le repère corotationnel. Celui-ci permettra tout d’abord de réaliser

simplement des études de stabilité pour une structure tournante possédant des dissymétries.

Puis, l’interaction de ce modèle, suite à une excitation par balourd ou par un choc, avec un

carter élastique sera analysée. Des instabilités seront également mises en évidence et corrélées

avec les modèles phénoménologiques développés précédemment. Des exemples de configura-

tions statiques adoptées par le système, couplé par des contacts sur certaines aubes et où seule

la dynamique du carter répond, seront détaillés. D’autres régimes, cette fois-ci dynamiques,

dans le cas où la dynamique du disque aubagé intervient, seront également obtenus. Enfin, des

comportements chaotiques du système, en présence de frottement, seront exhibés.

Mots Clés :

Machines tournantes, contacts rotor/stator, stabilité, divergence, couplage de modes, frot-

tement, chaos.
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Abstract

Nowadays, more than ever, turbomachinery designers seek for increase the efficiency of

their machines what could result in a loss of weight and a decrease in fuel consumption. The

efficiency of jet engines depends strongly on the clearance between the rotating and stationary

parts : the wider the clearance, the less efficient the machine. Hence it is desirable to reduce

the clearance by as much as possible. However, reduced clearances increase the possibility of

violent contacts between rotor and stator. Unfortunately this case of contact is highly harmful

to such machines. As a matter of fact, under certain conditions it can generate instabilities

or chaotic behaviours of the rotating parts. The large amplitude vibrations that result may

damage severely the engine. Thus, it is fundamental for Turbomachinery firms to better un-

derstand the leading phenomenon responsible for the instability of the structure resulting from

rotor-stator contacts. In this study, simple models of an elastic ring excited by rotating beams

are developed, in the rotating frame, in order to understand the phenomenology associated

with blade-casing interaction. Divergence instabilities as well as mode coupling instabilities will

thus be underlined. The associated critical speeds will be expressed analytically as a function

of the structure parameters. The influence of rubbing will also be determined and the beha-

viour of the system resulting from this interaction will be studied through time integrations

and frequency methods. Finally, a complete model of a flexible bladed-rotor will be developed

in the rotating frame too. Stability analysis of such a rotating structure will be made easily in

the case of asymmetric rotating parts. Then the interaction between this bladed-rotor and an

elastic casing resulting from an unbalance mass or from a shock on the stator will be analysed.

Instabilities will also be underlined and correlated with those obtained when using the simple

models. Cases where the dynamics of the stator drives the behaviour of the structure, resulting

in static configurations where contacts are maintained between only some particular blades

and the casing will be shown. When the dynamics of the bladed-disk plays a role in the dyna-

mics of the structure, dynamic configurations will be underlined. Finally, chaotic behaviours

of the system will be obtained in case of rubbing between the blades of the rotor and the casing.

Keywords :

Rotating machinery, rotor/stator contacts, stability, divergence, mode couplings, rubbing,

chaos.
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2.1.1 Définition de systèmes élastiques en contact . . . . . . . . . . . . . . . . 25
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3.2.1 Méthode de la balance harmonique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51
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5.2.1 Modèles . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 152

5.2.2 Comportement dynamique du système sans frottement . . . . . . . . . . 154

5.2.3 Comportement dynamique du système avec frottement . . . . . . . . . . 157

5.3 Conclusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 160
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C.1 Energies, potentiels et travaux associés au modèle . . . . . . . . . . . . . . . . . 245
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Introduction

Contexte industriel

Les turboréacteurs sont constitués d’un grand nombre de roues aubagées c’est-à-dire,

d’aubes, ou de pâles, fixées sur un disque. Ces disques aubagés assurent le transfert d’énergie

entre le moteur et l’air. En effet, la rotation de la soufflante, qui est la première roue aubagée,

transmet de l’énergie à l’air et assure ainsi en partie la propulsion de l’appareil. Les compres-

seurs haute et basse pression transmettent eux aussi de l’énergie à l’air pour le comprimer à

des conditions de pression et température optimales pour la combustion du mélange combu-

rant/combustible. Enfin, les turbines sont à leurs tours mises en rotation par la détente de cet

air chaud qui leur transmet son énergie.

Ces roues aubagées sont donc des pièces mâıtresses des turboréacteurs et doivent répondre,

en terme de dimensionnement, à des impératifs de performances aérodynamiques, de tenue

mécanique à la rotation, à la température et à la charge aérodynamique. De plus, les causes

de vibrations de ces structures sont nombreuses et ces dernières doivent cependant vibrer à

des amplitudes faibles afin de conserver une durée de vie satisfaisante. Comme exemple d’ex-

citations vibratoires on peut notamment citer l’écoulement fluide sur la structure aubagée ou

encore, le contact entre les aubes et une partie fixe.

En effet, la recherche de rendements toujours plus élevés fait tendre les constructeurs

vers des configurations possédant peu d’étages de compression, impliquant ainsi une masse

faible mais, nécessitant des taux de compression élevés. Cet objectif peut être atteint avec des

géométries où les jeux entre les aubes des parties tournantes et les parties fixes sont les plus

faibles possible afin de diminuer au maximum les fuites aérodynamiques.

Ces architectures augmentent drastiquement les risques de prise de contact entre les au-

bages tournants et le carter en vis-à-vis. Ces contacts peuvent survenir en cours de fonction-

nement normal, à cause du vieillissement du moteur, d’un léger balourd ou d’une charge de

manœuvre. Ils peuvent également avoir lieu dans des conditions de fonctionnement extrêmes

c’est-à-dire à un point de fonctionnement aérodynamique particulier. Lors de ces interactions,

les structures peuvent devenir instables : au lieu de s’animer de mouvements vibratoires d’am-

plitude décroissante avec le temps, à cause de la dissipation d’énergie due au frottement, les

structures entretiennent les contacts et vibrent avec des amplitudes de plus en plus fortes.

Les charges transitoires alors induites peuvent dépasser les limites d’endurance des matériaux

et ainsi conduire à l’endommagement du moteur. Ce phénomène est aggravé par l’utilisation
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2 INTRODUCTION

maintenant courante de disques aubagés monoblocs, où l’absence de liaisons entre les aubes et

le disque se traduit par des « designs plus légers » et un amortissement plus faible.

Enjeux de l’étude

A l’heure actuelle, compte tenu de sa pluridisciplinarité, le processus de dimensionnement

des composants d’un moteur d’avion est itératif. Un pré dimensionnement vibratoire est ef-

fectué afin d’éviter la présence de résonances critiques dans la plage de fonctionnement du

turboréacteur. L’ensemble du design est ensuite validé à la fin du cycle de conception par un

essai moteur, sur lequel les amplitudes vibratoires sont mesurées. Il apparâıt parfois de forts

niveaux, liés soit à des résonances, soit à des instabilités vibratoires. La conception de la roue

aubagée doit alors être refaite, ce qui est particulièrement long et coûteux. Le challenge in-

dustriel actuel est donc de prédire au plus tôt dans le cycle de dimensionnement les niveaux

de réponse vibratoire afin de pouvoir prendre les mesures correctives qui s’imposent le plus en

amont dans la conception.

Les principaux objectifs de cette étude consistent donc à identifier et à caractériser les

instabilités pouvant apparâıtre du fait du contact entre le rotor et le stator dans les machines

tournantes. Les impacts de l’apparition de ces instabilités sur le comportement dynamique

non linéaire d’un turboréacteur devront alors être caractérisés afin de définir des domaines

paramétriques permettant un fonctionnement « sans risque » de telles machines où le contact

entre parties tournantes et parties fixes peut être présent. La mise au point d’une stratégie de

simulation du comportement dynamique d’un turboréacteur en cas de contacts intermittents ou

permanents entre les aubes mobiles et le carter sera un point indispensable, l’enjeu final étant

de pouvoir définir, prévoir, classifier et minimiser les phénomènes vibratoires préjudiciables

liés à l’apparition d’instabilités et de problèmes chaotiques.

Organisation du document

Dans un premier chapitre, les problématiques liées aux machines tournantes et à leur dyna-

mique complexe seront exposées. Après une brève description d’un turboréacteur, les grandes

étapes de la modélisation de la dynamique de telles structures tournantes, seront détaillées.

Cette modélisation mettant en évidence des éléments propres à la dynamique des machines

tournantes, la phénoménologie particulière de ce champ de la mécanique, d’ailleurs indispen-

sable à la compréhension des notions abordées par la suite, sera alors présentée succinctement,

notamment en ce qui concerne les instabilités potentielles connues.

Le cas des contacts entre les aubes mobiles et le carter fixe étant générateur du type d’insta-

bilité qui nous intéresse, les modélisations classiques du contact rotor-stator seront développées

dans un second chapitre. Tout d’abord, les bases théoriques de la mécanique du contact seront

introduites puis, l’état de l’art du contact entre les parties mobiles et les parties fixes dans les

machines tournantes sera fait.

Dans un troisième temps, les méthodes nécessaires à l’établissement des résultats classiques
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listés lors de cet état de l’art seront développées. En effet, en fonction des régimes de fonc-

tionnement des turbomachines, des régimes périodiques, quasi-périodiques ou chaotiques sont

classiquement référencés. Des méthodes spécifiques à l’étude de ce genre de dynamique seront

ainsi détaillées, dans le domaine temporel et dans le domaine fréquentiel. Celles-ci seront alors

validées sur un cas de contact rotor/stator simple ayant fait l’objet de publications antérieures.

La stabilité de ces systèmes mécaniques constituant un point clé de cette thèse, les tech-

niques d’étude classiques de la stabilité des types de solutions rencontrées dans les turboma-

chines seront elles aussi développées, dans le quatrième chapitre, et validées sur le cas test

précédent.

Ensuite, ces méthodes d’étude de stabilité seront appliquées, dans le chapitre 5, à des

modèles simples d’interaction entre des structures tournantes et une structure fixe circulaire,

en vue d’appréhender les phénomènes prédominants dans l’interaction entre rotor et stator.

Les résultats de ces études seront validés par des méthodes temporelles et fréquentielles, per-

mettant par la même occasion l’étude du comportement dynamique des systèmes associés.

Enfin, dans le sixième chapitre, un modèle plus complet de rotor flexible aubagé sera

développé. La stabilité de ce modèle, conçu dans le repère corotationnel sera étudiée. Puis, le

contact avec un carter fixe puis flexible, sera analysé.
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Chapitre 1

Dynamique des machines tournantes

La dynamique des machines tournantes est un domaine à part entière de la dynamique

des structures. Celui-ci peut s’avérer extrêmement complexe car les systèmes tournants sont

source d’une grande richesse phénoménologique. Dans ce chapitre, les systèmes tournants qui

nous intéressent, à savoir, les turboréacteurs, vont être brièvement décrits. Ensuite, les bases

de la modélisation de la dynamique d’un corps élastique seront présentées. Enfin, un aperçu

des phénomènes caractéristiques du domaine de la dynamique des machines tournantes sera

proposé.

1.1 Présentation d’un turboréacteur

Le turboréacteur est apparu en Europe au début du 20ième siècle. On peut citer le brevet

du français Guillaume en 1921 qui proposa un turboréacteur à compresseur axial. Ce sont

cependant les brevets de Sir Frank Whittle en Angleterre et du Dr. Hans von Ohain en Alle-

magne dans les années 1930 qui ont conduit aux premières réalisations pratiques. Ces moteurs

à combustion continue marquèrent une rupture par rapport aux moteurs à pistons de l’époque,

en apportant un rapport puissance/poids beaucoup plus élevé. Les premiers turboréacteurs,

conçus à partir du prototype mis au point par Whittle étaient munis d’un simple compresseur

centrifuge entrâıné par une turbine. Ils avaient le mérite de la simplicité (un seul étage de

compression, un seul arbre reliant turbine et compresseur) mais leur faible longueur s’accom-

pagnait d’un fort diamètre. Avec une meilleure mâıtrise de la métallurgie furent introduits

des compresseurs axiaux combinés à des aubages fixes (stators). Du fait de leur moindre effi-

cacité, ils nécessitaient plusieurs étages tournant à la même vitesse mais pouvaient supporter

des vitesses de rotation nettement plus élevées. Dans les premiers turboréacteurs, turbine et

compresseur formaient un unique ensemble cinématique. On parlait alors de moteurs simple

corps.

Pour en accrôıtre d’avantage l’efficacité, le compresseur fût divisé en deux parties succes-

sives, à basse et haute pression, entrâınées par deux turbines successives haute et basse pression.

Cette architecture, apparue dans les années 60, tend à se généraliser, même si certains moteurs

militaires restent des monorotors. La figure 1.1 montre un moteur utilisé actuellement sur les

Boeing 737. Il s’agit d’une architecture double corps, double flux. La figure 1.2 représente

un schéma simplifié de ce moteur. Deux rotors indépendants peuvent être distingués (d’où la

5
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Fig. 1.1 – Exemple d’un turboréacteur CFM56-7

dénomination « double corps »). Le rotor basse pression comprend la soufflante, le compres-

seur basse pression et la turbine basse pression. Le rotor haute pression comprend quant à lui

le compresseur haute pression et la turbine haute pression. La vitesse de rotation des deux

corps est différente, nécessitant deux arbres concentriques et donc des moteurs plus longs et

plus lourds. En contrepartie le rendement est nettement amélioré. Le flux d’air aspiré dans le

moteur par la soufflante est séparé en un flux primaire et un flux secondaire, ce qui justifie

l’expression « double flux ».

Au début du cycle de fonctionnement d’un tel moteur, l’air entre à l’avant par la soufflante,

également appelée fan. Le flux est ensuite séparé en deux : une première partie, le flux pri-

maire, va passer dans la partie interne du moteur et est destinée à participer à la combustion.

Le reste, c’est-à-dire le flux secondaire contourne le moteur par sa périphérie, jusqu’à la tuyère

où il est éjecté avec les gaz chauds. Le flux primaire est comprimé successivement dans les

étages du compresseur basse pression puis du compresseur haute pression. Le gaz, alors à sa

pression maximale, est enflammé dans la chambre de combustion. Ceci s’accompagne d’une

forte hausse de la température qui atteint des valeurs de près de 1000◦C ainsi que d’une faible

diminution de pression. Le gaz est ensuite détendu dans les turbines. La turbine haute pres-

sion entrâıne le compresseur haute pression tandis que la turbine basse pression entrâıne la

soufflante et le compresseur basse pression. Le flux primaire est enfin accéléré par la tuyère

et fournit une partie de la poussée du moteur, le reste de la poussée étant due au flux secondaire.

Les moteurs civils tirent l’essentiel de leur poussée du flux secondaire. C’est pour cela

d’ailleurs que la soufflante a un diamètre élevé (jusqu’à 3,1 m sur le moteur GE90 destiné au

bimoteur gros porteur Boeing 777), avec des aubes au design particulièrement optimisé. Pour

les moteurs militaires en revanche, les exigences de compacité et de rapport puissance/poids
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Fig. 1.2 – Coupe schématique d’un turboréacteur

conduisent à des moteurs à taux de dilution plus faible. Ce taux de dilution représente la

proportion d’air ne passant que dans la soufflante. Il s’exprime par le rapport du flux froid

massique (flux secondaire) sur le flux chaud massique (flux primaire). Ce taux varie en fonc-

tion des moteurs. Il est d’autant plus élevé que le moteur est destiné à voler à des vitesses

faibles. Les moteurs civils sont donc conçus avec un fort taux de dilution ce qui permet de

noyer le bruit du jet primaire. Par exemple, le moteur CFM56-7 de la figure 1.1 a un taux

de dilution compris entre 5,1 et 5,3 suivant les configurations, alors que le moteur M88 qui

équipe le Rafale possède un taux de dilution d’environ 0,3. Des moteurs à double flux per-

mettent ainsi, pour des vitesses modérées (en dessous de Mach 1,5 environ), d’augmenter la

poussée par augmentation du débit de gaz c’est-à-dire en augmentant le flux secondaire, tout

en limitant la consommation de carburant et en réduisant le niveau de bruit, contrairement

aux turboréacteurs à simple flux, très bruyants et qui n’atteignent leur meilleur rendement

qu’au delà de Mach 1.

En raison des exigences de performance et de fiabilité, les matériaux composant le moteur

sont choisis avec la plus grande attention. Les alliages de titane, en particulier le Ti-6Al-4V,

ont une bonne tenue à la corrosion, une bonne tenue en température jusqu’à 600◦C et un

bon rapport propriétés mécaniques/densité. Ils sont utilisés massivement dans les compres-

seurs. Les superalliages à base de nickel, qui se caractérisent par une excellente tenue à chaud

(jusqu’à 1100◦C), sont employés, entre autres, dans les turbines. Ces deux classes de métaux

constituent environ 75% de la masse du moteur. On assiste par ailleurs à un introduction

croissante des céramiques et des matériaux composites, utilisés par exemple pour les aubes de

la soufflante du moteur GE90. Les recherches récentes ont permis la réalisation sur le moteur

M88 d’aubes de turbines monocristallines et de disques obtenus par métallurgie des poudres.

Vue la complexité de ces systèmes mécaniques et les performances requises, il est compré-

hensible que leur coût soit très élevé. En général, pour un avion civil, un moteur représente le

tiers du coût de l’appareil total.

L’amélioration de la fiabilité et du rendement des turboréacteurs, depuis leurs prémisses
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Fig. 1.3 – Configuration de référence d’un système continu

jusqu’à nos jours, s’est faite grâce à de nombreuses recherches dans divers domaines dont

la mécanique des structures. Ainsi, la complexité déjà évoquée de tels systèmes, nécessite

des modélisations de plus en plus complètes permettant la prise en compte de phénomènes

physiques influents sur le comportement des machines tournantes. Les grandes lignes des

modélisations utilisées dans le cadre qui nous intéresse sont développées dans le paragraphe

suivant.

1.2 Modélisation de la dynamique d’un corps élastique continu

Dans ce qui suit, l’élastodynamique des systèmes continus va être abordée. Tout d’abord,

la cinématique d’une particule d’un solide élastique va être décrite dans un repère à trois

dimensions. Il s’agit d’une étape fondamentale de la modélisation de la dynamique d’une

structure. Elle sera développée dans un cadre très général et dépourvue de toutes hypothèses

simplificatrices. Ensuite, la mise en équation de la dynamique d’un corps déformable sera

décrite, premièrement dans le cas général puis, une attention particulière sera portée sur une

formulation discrète du problème d’élastodynamique aboutissant à l’équation matricielle du

comportement dynamique d’une structure élastique.

1.2.1 Cinématique d’une particule d’un système continu

Avant toute chose, il convient de rappeler que, par opposition aux systèmes discrets, les

systèmes continus sont composés de masses réparties et déformables, ainsi que d’éléments

élastiques et dissipatifs continus et liés en général directement aux propriétés constitutives des

masses associées.

Considérons un corps déformable occupant le volume Ω de frontière ∂Ω dans sa confi-

guration non déformée de référence (Cf. figure 1.3). Toute particule Pref de ce solide peut

être repérée par un vecteur « lieu » x = [x1, x2, x3]
T , dans un repère inertiel orthonormé

O (X1, X2, X3) [30].
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Fig. 1.4 – Configuration déformée d’un système continu

A l’instant initial, cette particule est située au point initial P0 de vecteur position :

v0 (x) = x + u0 (x) (1.1)

où u0 (x) est le vecteur déplacement initial.

Considérons maintenant qu’à l’instant t > 0, le corps soit déplacé, comme illustré par la

figure 1.4. La particule est alors déplacée elle aussi au point P de vecteur lieu y (x, t), sous l’effet

du mouvement propre du corps ainsi qu’à cause de sa déformation. Dans cette configuration

déformée, cette particule peut également être identifiée dans un repère orthonormé lié au solide

Ō
(

X̄1, X̄2, X̄3

)

. Dans celui-ci (confondu avec le repère inertiel à l’instant t = 0), le vecteur

position de P peut s’écrire :

v (x, t) = x + u (x, t) (1.2)

où u (x, t) est le vecteur déplacement à l’instant t résultant de la déformation dynamique du

corps.

En toute généralité, nous admettons que le repère lié au solide se déduit du repère inertiel

par une translation de vecteur s(t) et une rotation autour d’un axe quelconque de vecteur

vitesse angulaire ω (t) = [ω1, ω2, ω3]
T , les composantes de cette vitesse étant définies dans le

repère lié, dit encore « corotationnel ».

Ainsi, conformément à la figure 1.4, dans le repère inertiel, le vecteur y (x, t) est donné

par :

y (x, t) = s (t) + R (t)v (x, t) = s (t) + R (t) (x + u (x, t)) (1.3)

où R (t) est une matrice de changement de repère. Ses colonnes sont les vecteurs de base

du repère corotationnel exprimés dans le repère fixe. Celle-ci est orthogonale (RT R = I et
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RT = R−1), où I désigne la matrice identité d’ordre 3.

Puisque nous nous intéressons à la dynamique d’une particule, il est nécessaire de définir

sa vitesse et son accélération. Ainsi, la dérivée temporelle de y (x, t), qui n’est autre que la

vitesse absolue de la particule P , mesurée dans le référentiel corotationnel, est :

ẏ = ṡ + Ṙ (x + u) + Ru̇ (1.4)

où Ṙ = RΩ est la dérivée temporelle de R, avec Ω donnée par une matrice antisymétrique

définie par les composantes de ω :

Ω =







0 −ω3 ω2

ω3 0 −ω1

−ω2 ω1 0






(1.5)

En ce qui concerne l’accélération de la particule, elle s’obtient par différenciation de sa

vitesse par rapport au temps et s’exprime par :

RTÿ = ü + RTs̈ + ω̇ ∧ (x + u) + ω ∧ [ω ∧ (x + u)] + 2ω ∧ u̇ (1.6)

Une fois la position, la vitesse et l’accélération de la particule déterminées, son équation

d’équilibre peut être exprimée.

1.2.2 Dynamique d’un corps élastique

Les équations d’équilibre de l’élastodynamique d’un corps déformable peuvent être établies

à partir des équations classiques de l’élastostatique linéaire, en équilibrant, sur un volume

infinitésimal du corps, les forces élémentaires soit, les efforts internes, les forces volumiques, les

forces d’inertie et les forces de dissipation, dans la configuration de référence du système. Pour

aller plus loin, il est nécessaire de considérer une loi de comportement de type viscoélastique

pour le matériau constituant le corps déformable c’est-à-dire une relation entre le vecteur σ

associé au tenseur des contraintes et le vecteur ε lié au tenseur des déformations :

σ (x, t) = C (x) [ε (x, t) + ηb (x) ε̇ (x, t)] (1.7)

Dans cette relation, C (x) est la matrice d’élasticité, le matériau étant supposé posséder des

propriétés élastiques linéaires et ηb (x), le coefficient d’amortissement interne visqueux.

De plus, si ce dernier est isotrope, il suit la loi de Hooke généralisée. Généralement, l’hy-

pothèse dite des petites perturbations est considérée. Selon celle-ci, les déformations du corps

déformable restent faibles, ce qui permet de considérer une relation géométrique linéaire entre

déformations et déplacements :

ε (x, t) = ∇u (x, t) (1.8)
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où ∇ représente l’opérateur différentiel suivant :

∇ =



















∂/∂x1 0 0

0 ∂/∂x2 0

0 0 ∂/∂x3

0 ∂/∂x3 ∂/∂x2

∂/∂x3 0 ∂/∂x1

∂/∂x2 ∂/∂x1 0



















(1.9)

Une fois les conditions limites du problème ainsi que ses conditions initiales définies, la mise

en équation de celui-ci est complète. Cette façon de procéder aboutit à la formulation forte du

problème d’élastodynamique. Celle-ci sera détaillée plus loin, au chapitre 2, en section 2.1.4.

Il est difficile de résoudre un problème ainsi formulé. Une alternative consiste à affaiblir cette

formulation, c’est-à-dire à chercher des solutions approchées, moins restrictives (méthode de

Rayleigh-Ritz, méthode des éléments finis, ...).

Nous allons nous placer dans un cas discret. On peut alors montrer que le principe d’Ha-

milton revient à écrire les équations de Lagrange associées à notre problème [35]. Nous allons

procéder de la sorte pour obtenir la formulation faible discrète d’un problème d’élastodynamique.

Les équations de Lagrange peuvent s’écrire comme suit :

d

dt

(

∂L

∂q̇

)

− ∂L

∂q
+
∂Fd

∂q̇
= 0 (1.10)

Dans cette équation, L est le Lagrangien du système et est égal à l’énergie cinétique du système

T , diminuée de l’énergie potentielle U . Fd est une fonction de dissipation qui rend compte de

l’amortissement de la structure.

En utilisant l’expression de la vitesse d’une particule exprimée dans le repère corotationnel

(Cf. équation 1.4), l’énergie cinétique de la structure complète s’exprime d’une manière générale

par :

T =
1

2

∫

Ω

ρẏT ẏdΩ =
1

2

∫

Ω

ρu̇TudΩ +

∫

Ω

ρu̇TΩudΩ−

1

2

∫

Ω

ρuTΩ2udΩ−
∫

Ω

ρuTΩ
(

RT ṡ + Ωx
)

dΩ +
1

2

∫

Ω

ρu̇T
(

RT ṡ + Ωx
)

dΩ+

1

2

∫

Ω

ρ
(

ṡT ṡ + 2ṡTRΩx− xTΩ2x
)

dΩ (1.11)

Quant à l’énergie potentielle, elle regroupe l’énergie de déformation et le travail virtuel des

forces volumiques f et surfaciques t et s’exprime par :
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U =
1

2

∫

Ω

εTCεdΩ−





∫

Ω

uT fdΩ +

∫

∂Ω

uT td (∂Ω)



 =

1

2

∫

Ω

(∇u)T C (∇u) dΩ−





∫

Ω

uT fdΩ +

∫

∂Ω

uT td (∂Ω)



 (1.12)

Enfin, la fonction de dissipation s’exprime par :

Fd =
1

2

∫

Ω

ηb (∇u̇)T C (∇u̇) dΩ (1.13)

Dans l’approche que nous développons, des déplacements approchés uh de u sont re-

cherchés. Dans un cas discret, ils sont considérés comme étant une combinaison linéaire de fonc-

tions spatiales, dites fonctions de Ritz, pondérées par des fonctions temporelles. Ces fonctions

de Ritz tentent de représenter au mieux les déformées de la structure et doivent nécessairement

vérifier les conditions cinématiques du problème considéré. Cette approche est couramment

appelée approximation de Rayleigh-Ritz.

Ces déplacements approchés s’expriment donc par uh (x, t) = H (x)q (t) ≈ u (x, t) où

H (x) contient les fonctions de Ritz et où les composantes de q (t) sont dénommées degrés de

liberté généralisés. Les énergies et fonction de dissipation précédentes sont alors données par

les expressions suivantes :

T =
1

2
q̇TMq̇ +

1

2
q̇TGq− 1

2
qTNq− qT

∫

Ω

ρHTΩ
(

RT ṡ + Ωx
)

dΩ+

q̇T

∫

Ω

ρHT
(

RT ṡ + Ωx
)

dΩ +
1

2

∫

Ω

ρ
(

ṡT ṡ + 2ṡT RΩx− xTΩx
)

dΩ (1.14)

U =
1

2
qTKq−



qT

∫

Ω

HT fdΩ + qT

∫

∂Ω

HT td (∂Ω)



 (1.15)

Fd =
1

2
q̇TDq̇ (1.16)

Enfin, l’application des équations de Lagrange aux expressions précédentes conduit à

l’équation matricielle du comportement dynamique du système dans le repère mobile :

Mq̈ + (D + G) q̇ + (K + P + N)q = r + F (1.17)

où M est la matrice de masse, D la matrice d’amortissement, G la matrice gyroscopique, K la

matrice de raideur, P la matrice d’accélération angulaire, N la matrice d’accélération centrifuge

(ou assouplissement centrifuge), r le vecteur des excitations indirectes dues à l’entrâınement du
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système de coordonnées et F le vecteur des excitations par les forces volumiques et surfaciques.

Les expressions détaillées de chacun des éléments de l’équation 1.17 sont les suivantes :

M =

∫

Ω

ρHTHdΩ (1.18)

D =

∫

Ω

ηb (∇H)T C (∇H) dΩ (1.19)

G = 2

∫

Ω

ρHTΩHdΩ (1.20)

P =

∫

Ω

ρHT Ω̇HdΩ (1.21)

N =

∫

Ω

ρHTΩ2HdΩ (1.22)

K =

∫

Ω

(∇H)T C (∇H) dΩ (1.23)

r = −
∫

Ω

ρHT
(

RT s̈ + Ω̇x + Ω2x
)

dΩ (1.24)

F =

∫

Ω

HT fdΩ +

∫

∂Ω

Htd (∂Ω) (1.25)

Il est utile de préciser que les matrices M, D, K et N sont symétriques alors que G et P

sont antisymétriques.

De plus, les matrices G et N sont caractéristiques des machines tournantes et, y compris

dans le cas de structures en rotation à vitesse constante, elles sont à l’origine de nombreux

phénomènes propres au rotor, tels entre autres, la dépendance des fréquences propres d’un

système avec sa vitesse de rotation. Ses phénomènes spécifiques vont être décrits dans la

partie suivante.

1.3 Phénoménologie des machines tournantes

Comme on l’a vu dans la partie précédente, l’équation du comportement dynamique d’un

corps élastique animé d’un mouvement de rotation, exprimée dans le repère corotationnel,

fait apparâıtre des matrices caractéristiques des machines tournantes. En effet, comme nous

le verrons, celles-ci sont le siège de phénomènes particuliers du fait de leur rotation propre.

Il est primordial d’avoir connaissance des caractéristiques fondamentales de telles structures

pour comprendre la suite de l’étude et surtout afin d’en appréhender tout l’enjeu.
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1.3.1 Types d’excitation

La dynamique des machines tournantes est un domaine complexe de la mécanique qui

présente une phénoménologie très riche à cause des effets centrifuges et gyroscopiques agissant

sur les masses et les inerties en rotation.

Les sources d’excitation des moteurs d’avion sont multiples et variées. Dans ce paragraphe,

seules les plus fréquentes seront abordées.

Tout d’abord, le balourd dynamique constitue l’une des causes d’excitation les plus « clas-

siques » des machines tournantes. Celui-ci résulte du mouvement rotatif des masses excentrées

du rotor par rapport à son axe de rotation induisant alors des forces. De même, une pièce en

rotation autour d’un axe autre qu’un de ses axes principaux d’inertie est soumise à un moment.

En écrivant l’énergie cinétique d’une massemu excentrée par rapport au centre géométrique

du rotor d’une distance r, on peut, après avoir appliqué les équations de Lagrange, obtenir

l’expression des forces dues à ce balourd dans le repère orthonormé fixe :

[

Fx

Fy

]

= murΩ
2

[

cos (Ωt+ α)

sin (Ωt+ α)

]

(1.26)

α étant l’angle entre la position de la masse mu et l’axe des abscisses dans le repère fixe et Ω,

la vitesse de rotation constante du rotor.

L’existence d’un balourd peut avoir plusieurs causes. Tout d’abord, lors de la fabrica-

tion des pièces du rotor, un problème d’usinage ou d’assemblage peut engendrer un balourd

résiduel. Des gradients thermiques peuvent également gauchir des pièces ou faire fléchir l’arbre

engendrant là encore un balourd qu’il est primordial d’amoindrir. Pour cela, les constructeurs

s’imposent des tolérances très sévères de même que des équilibrages intermédiaires à chaque

étape du processus de fabrication des parties tournantes. Ces équilibrages consistent en l’ajout

de masses ponctuelles afin de minimiser le balourd résiduel.

Un balourd peut également survenir en condition de fonctionnement. Par exemple, l’in-

gestion de grêlons ou d’oiseaux peut causer en premier lieu des dégâts légers sur certaines

aubes de la soufflante créant ainsi un déséquilibre plus ou moins important du rotor. Le cas de

dommages importants des aubes peut s’illustrer par la perte de certaines d’entre elles causant

alors un balourd très important. Dans ce cas, compte tenu des vitesses de rotation élevées et

des masses importantes mises en jeu, l’énergie libérée par une perte d’aube est colossale et il

est fondamental d’assurer la sécurité des passagers de l’avion en dimensionnant le carter de

telle sorte qu’il contienne les débris.

Une autre source d’excitation des moteurs d’avions est le couplage aéroélastique. Bien que

les résultantes fluides ne soient pas prises en compte dans l’étude de la dynamique d’ensemble

des moteurs, celle-ci est à l’origine de nombreux phénomènes dont certains restent encore à

étudier. Ainsi, les composants du turboréacteur se trouvent excités par l’écoulement d’air tra-

versant ce dernier. Cependant, il existe de nombreux obstacles à cet écoulement tels que les
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redresseurs ou les raidisseurs. L’excitation est alors proportionnelle à la vitesse de rotation

du moteur multipliée par le nombre d’obstacles. De plus, l’écoulement d’air autour des pièces

peut engendrer, par couplage aéroélastique, des instabilités de type flottement, dont l’étude

peut s’avérer coûteuse.

1.3.2 Notion de vitesse critique

L’excitation mécanique principale des rotors étant, comme nous venons de le voir, une

excitation synchrone due au balourd, il faut s’attendre à une résonance des parties tournantes

à certaines vitesses de rotation. C’est précisément ce que caractérise la vitesse critique d’une

structure en rotation.

Tout d’abord, il faut savoir que les modes propres d’un système soumis à des effets gyrosco-

piques sont complexes et deux à deux conjugués. Ceci provient du couplage entre déplacements

verticaux et horizontaux par ces effets gyroscopiques [30, 7]. De plus, ils sont à l’origine de la

dépendance des pulsations propres de la structure avec la vitesse de rotation. D’une manière

générale, la dépendance est d’autant plus forte que le rotor possède une inertie polaire impor-

tante. Il est possible, en combinant les modes propres de cette structure, d’exhiber deux types

de modes, un premier dit direct et un second dit rétrograde. Physiquement, cela se manifeste

par un mode du rotor caractérisé par un mouvement de précession dans le même sens que

celui de sa rotation propre dans le cas du mode direct et, un mouvement de précession dans

le sens contraire à sa rotation propre dans le cas du mode rétrograde. Ainsi, si on représente

l’évolution des fréquences propres d’un rotor en fonction de sa vitesse de rotation, dans un

graphe communément dénommé Diagramme de Campbell [49], un mode double, dans le cas

d’une structure parfaitement symétrique va voir sa pulsation se dédoubler lorsque la vitesse

de rotation augmente, comme le montre la figure 1.5. Dans le repère fixe, la courbe de pente

positive représente le mode direct. Celui-ci est donc rigidifié lorsque la vitesse de rotation

augmente. La courbe de pente négative, quant à elle, représente le mode rétrograde qui est

assouplit lorsque la rotation s’accélère.

Lorsque la fréquence d’excitation synchrone cöıncide avec la fréquence d’un des modes

propres, il y a résonance du rotor qui correspond alors à la notion de vitesse critique. Cepen-

dant, dans le cas de structures linéaires parfaitement symétriques, seul le mode direct répond.

Par contre, une perte de symétrie sur le stator ou encore des non linéarités (frottement, ...),

peuvent générer, comme nous le verrons ultérieurement, une réponse significative du mode

rétrograde. Il est possible de tracer d’autres courbes d’excitation sur le diagramme de Camp-

bell, telles les courbes f = nΩ et f = Ω/n afin de déterminer les éventuelles résonances

associées aux excitations aérodynamiques ou à des non linéarités.

1.3.3 Influence des dissymétries

Dans le cas idéal, les rotors sont supposés être axisymétriques. Pratiquement, ce n’est pas

toujours le cas. Des dissymétries peuvent provenir des parties tournantes elles mêmes ou alors

des parties liant le rotor aux parties fixes (stator). La dynamique d’une telle structure présente
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Mode rétrograde

0

f
=

Ω

Vitesse critique directe

Fig. 1.5 – Diagramme de Campbell d’un rotor axisymétrique dans le repère fixe
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Fig. 1.6 – Diagramme de Campbell, dans le repère fixe, d’un rotor possédant des parties fixes

dissymétriques

des particularités qu’il est bon de préciser.

Contrairement au cas présenté sur la figure 1.5, où le rotor possède des modes doubles à vi-

tesse de rotation nulle c’est-à-dire des modes verticaux et horizontaux ayant la même fréquence

propre, un rotor dissymétrique aura, à l’arrêt, des modes différents dans ces deux directions

avec des fréquences distinctes. L’évolution de la vitesse de rotation donne néanmoins toujours

l’apparition d’un mode direct et d’un mode rétrograde, comme le montre le figure 1.6, dans

le cas d’un rotor possédant des parties fixes dissymétriques. S’il s’agit du rotor qui possède

des parties tournantes non symétriques, un diagramme de Campbell « équivalent » peut être

tracé dans le repère tournant (Cf. section 1.3.4).

Dans le cas où la dissymétrie provient des paliers du rotor, plus précisément dans le cas où

ceux-ci possèdent des raideurs transversales différentes dans les deux directions principales, il
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est assez intuitif de comprendre que les orbites de ce dernier lors d’une réponse à une excita-

tion synchrone ne sont plus circulaires mais elliptiques. Ceci à pour conséquence de solliciter

l’arbre en fatigue puisqu’il subit alors des contraintes axiales normales alternées. De plus, à

la différence du cas axisymétrique, le mode rétrograde peut être excité par un balourd. Une

réponse à balourd d’un tel système présente donc deux pics de résonance qui correspondent à

une vitesse critique directe et à une vitesse critique rétrograde (Cf. figure 1.6). Il s’avère que

le rotor peut être animé d’un mouvement de précession rétrograde au voisinage de sa première

vitesse critique, et d’un mouvement de précession direct ailleurs [49].

Dans le cas où la dissymétrie provient des parties tournantes elles mêmes, des zones d’in-

stabilité peuvent exister. Ce peut être le cas de rotors à deux ou trois aubes ayant des inerties

considérables, telles des éoliennes. Les équations du comportement dynamique de ce genre de

système font apparâıtre des termes de raideur dépendant du temps. Ce genre d’équations est

dénommé équations de Mathieu. D’une manière générale, les zones d’instabilité ont lieu au

tiers, à la moitié et à la première vitesse critique du rotor dissymétrique avec un mouvement

de tournoiement synchrone [23].

1.3.4 Repère fixe - repère tournant

La modélisation des structures tournantes peut se faire, comme nous l’avons évoqué, dans

deux repères : le repère fixe et le repère corotationnel. Ces deux modélisations présentent cha-

cune des avantages et des inconvénients en fonction des dissymétries de la structure. En effet,

la modélisation d’une structure possédant des éléments asymétriques en rotation par rapport

au repère considéré, présente des termes dépendant du temps et par extension, des matrices

à termes périodiques. On peut, à titre d’exemple immédiat, remarquer que les forces dues au

balourd (Cf. équation 1.26) possèdent des termes temporels en Ωt alors que dans le repère

corotationnel cette dépendance disparâıt. Cette présence de matrices à termes périodiques li-

mite généralement les méthodes d’analyse. Il est donc plus judicieux d’adopter le référentiel

dans lequel les parties dissymétriques sont fixes. Ainsi, les structures possédant des parties

tournantes symétriques sont préférentiellement modélisées dans le repère tournant alors que

les structures possédant des parties fixes dissymétriques sont modélisées dans le repère fixe.

Les structures parfaitement symétriques peuvent être modélisées indifféremment dans l’un

ou l’autre des deux repères alors qu’une structure complètement dissymétrique possédera de

toutes façons des matrices à termes périodiques.

Les modélisations obtenues dans ces repères possèdent certaines différences. Afin d’illustrer

ce propos, considérons l’exemple simple d’une couronne rigide en rotation à vitesse constante

Ω. A l’intérieur de celle-ci est située une masse m maintenue par des raideurs kr et kt dans

deux directions ainsi que des amortisseurs visqueux cr et ct également dans deux directions,

comme le montre la figure 1.7. Cette masse ainsi que ces raideurs et ces amortisseurs sont donc

aussi en rotation. Par contre, la masse est également amortie pas des amortisseurs visqueux

fixes c1 et c2 dans deux directions. Cette structure possède deux degrés de liberté qui sont les

déplacements dans deux directions orthogonales de la masse interne à la couronne.

Commençons par le cas du repère fixe d’axes x, y. Dans le cas où les parties tournantes de la
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Fig. 1.7 – Exemple de système tournant

structure sont isotropes c’est-à-dire kr = kt = km et cr = ct = cm, l’équation du comportement

dynamique de celle-ci s’écrit :

MẌ + DẊ + (K + C)X = 0 (1.27)

où X, M, D, K et C sont respectivement le vecteur des degrés de liberté de la masse dans le

repère fixe et les matrices de masse, d’amortissement, de raideur et circulatoire. Celles-ci ont

les expressions suivantes :

M =

[

m 0

0 m

]

, D =

[

c1 + cm 0

0 c2 + cm

]

K =

[

km 0

0 km

]

, C =

[

0 Ωcm
−Ωcm 0

]

(1.28)

Les propriétés des matrices sont les suivantes : les matrices de masse, d’amortissement et

de raideur sont symétriques définies positives. La matrice circulatoire est quant à elle anti-

symétrique.

Dans le cas du repère tournant d’axes x∗, y∗, si les parties fixes sont cette fois-ci considérées

comme isotropes c’est-à-dire si c1 = c2 = cf alors, l’équation matricielle du comportement

dynamique de la structure est la suivante :

MẌ∗ + (D + G) Ẋ∗ + (K + C + N)X∗ = 0 (1.29)

où cette fois-ci X∗, G et N sont respectivement le vecteur des degrés de liberté de la masse dans

le repère tournant et les matrices gyroscopique et d’assouplissement centrifuge. Les expressions

des matrices sont, dans ce cas les suivantes :
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M =

[

m 0

0 m

]

, D =

[

cf + cr 0

0 cf + ct

]

, G =

[

0 −2mΩ

2mΩ 0

]

K =

[

kr 0

0 kt

]

, C =

[

0 −Ωcf
Ωcf 0

]

, N =

[

−mΩ2 0

0 −mΩ2

]

(1.30)

Il est utile de remarquer que les matrices de masse, de raideur et d’amortissement sont

symétriques définies positives. Les matrices gyroscopique et circulatoire sont antisymétriques.

La matrice d’assouplissement centrifuge est quant à elle diagonale et définie négative.

Dans cet exemple, il n’apparâıt pas de termes gyroscopiques dans la modélisation faite

dans le repère fixe. Cependant, si la structure possède des inerties de rotation de section

non négligeables (ce qui n’est pas le cas du modèle) alors, la modélisation de celle-ci dans le

repère fixe contient une matrice gyroscopique. Cette matrice est généralement proportionnelle

au rapport a de l’inertie polaire sur l’inertie diamétrale et est invariante par changement de

repère fixe ou mobile. Afin d’illustrer dans un cas plus général la redistribution des termes de

la modélisation d’une structure tournante en fonction du repère choisi, considérons un système

parfaitement isotrope soumis à des efforts gyroscopiques dans le repère fixe. La formulation

dans ce dernier repère est la suivante :

[

m 0

0 m

][

ü

v̈

]

+

{[

cf + cm 0

0 cf + cm

]

+

[

0 aΩ

−aΩ 0

]}[

u̇

v̇

]

+

{[

kf + km 0

0 kf + km

]

+

[

0 cmΩ

−cmΩ 0

]}[

u

v

]

=

[

0

0

]

(1.31)

Dans le repère tournant celle-ci s’écrit :

[

m 0

0 m

][

ü∗

v̈∗

]

+

{[

cf + cm 0

0 cf + cm

]

+

[

0 (a− 2m)Ω

−(a− 2m)Ω 0

]}[

u̇∗

v̇∗

]

+

{[

kf + km 0

0 kf + km

]

+

[

0 −cfΩ

cfΩ 0

]

+

[

(a−m)Ω2 0

0 (a−m)Ω2

]}[

u∗

v∗

]

=

[

0

0

]

(1.32)

Enfin, concernant les effets gyroscopiques, il faut noter comme il a été précisé plus tôt que

plus ils sont importants (plus a est grand), plus la dépendance des fréquences avec la vitesse

de rotation est grande. Ceci se traduit par des pentes importantes des courbes représentées

dans un diagramme de Campbell qui est alors qualifié « d’ouvert » .

Concernant le diagramme de Campbell, sa représentation est elle aussi affectée par le chan-

gement de repère. En effet, du fait de la rotation propre de l’observateur dans le cas d’une

modélisation dans le repère corotationnel, les fréquences croissant avec la vitesse de rotation
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Fig. 1.8 – Diagramme de Campbell d’un rotor isotrope dans le repère tournant

sont les modes rétrogrades et celles diminuant avec la vitesse de rotation sont associées aux

modes directs. Ceci a pour conséquence que la vitesse critique d’un rotor modélisé dans le

repère tournant se trouve, dans un diagramme de Campbell, à l’intersection du mode direct

avec l’axe des abscisses qui correspond, dans ce repère, à la droite d’excitation synchrone (Cf.

figure 1.8).

1.3.5 Causes d’instabilité

Une des préoccupations principales concernant les turbomachines est le contrôle et la mi-

nimisation des vibrations, en particulier lors du passage des vitesses critiques. Cependant, un

autre type de vibrations doit être pris en compte sous peine de dégradation sévère des struc-

tures. Il s’agit des phénomènes d’instabilité et de vibrations auto entretenues. Ceux-ci peuvent

intervenir à des vitesses autres que les vitesses critiques du système et ont pour manifestations

des amplitudes de vibrations croissant exponentiellement dans le temps jusqu’à ce que des non

linéarités limitent leurs amplitudes ou encore, des phénomènes vibratoires auto entretenus à

leurs propres fréquences. Dans ces phénomènes entrent notamment les instabilités dues aux

dissymétries évoquées précédemment. Dans ce qui suit, d’autres types d’instabilités subies par

les machines tournantes, les plus fréquemment répertoriés, vont être listés de façon non ex-

haustive.

Tout d’abord, on peut citer le rôle déstabilisant de l’amortissement interne des parties tour-

nantes provenant notamment de l’arbre ou encore des interfaces entre les disques et les arbres.

Ceci peut être expliqué par le système vue précédemment. L’équation 1.27 du comportement

dynamique de ce dernier dans le repère fixe montre que l’amortissement tournant s’ajoute à

l’amortissement fixe au niveau de la matrice d’amortissement D mais résulte également en

une matrice circulante C antisymétrique. La matrice de raideur généralisée (K + C) n’est

plus de ce fait symétrique, ce qui est caractéristique d’un système potentiellement instable.

Ainsi, l’amortissement des parties tournantes crée une force tangentielle dans la direction de

la précession et dans le sens opposé à celle de l’amortissement fixe. Dans le cas d’un amor-
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tissement visqueux, on remarque que ces forces sont proportionnelles à la vitesse de rotation.

Ainsi, lorsque celle-ci augmente, les forces circulatoires, à partir d’un certain seuil, deviennent

supérieures aux forces d’amortissement fixe et le système s’anime d’un mouvement de tour-

noiement d’amplitude croissante. Généralement ce seuil d’instabilité se situe après la première

vitesse critique du rotor. Celui-ci peut d’ailleurs être exprimé de la sorte [21] :

Ωi = Ωc

(

1 +
cf
cm

)

(1.33)

où Ωc est la vitesse critique du rotor. La vitesse à laquelle se déclenche l’instabilité est donc

supérieure à la vitesse critique et dépend du ratio de l’amortissement fixe sur l’amortissement

tournant.

Les paliers fluides peuvent également être source d’instabilité [23]. En effet, lors d’un mou-

vement de précession direct classique de l’arbre, celui-ci se trouve excentré par rapport au

palier. La pression à l’intérieur du palier est donc plus forte là où le jeu est moindre. De plus,

compte tenu de la rotation propre de l’arbre sur lui même, cette pression est supérieure du

coté amont (par rapport au sens de rotation) de la réduction du jeu à celle qui règne du coté

aval (phénomène coin d’huile). Il en résulte également une force tangentielle dans la direction

de rotation de l’arbre qui tend à en accrôıtre les amplitudes.

Un phénomène similaire, le tip clearance, peut se produire entre un rotor et le carter en

vis-à-vis, ou une autre partie fixe [24]. Alford, en 1965, et Thomas, en 1958, furent les premiers

à constater que l’efficacité locale d’une turbine augmentait avec la diminution du jeu entre le

bout de l’aube et le carter. Cependant, le couple local et la force tangentielle locale appliqués

par le fluide sur l’aube augmentent avec l’efficacité locale. Ainsi, en intégrant toutes ces forces

sur le contour du rotor, il résulte une force orthogonale au déplacement de celui-ci. Cette force,

nommée force de Thomas Alford, va, au cours du mouvement de tournoiement synchrone du

rotor excité par un balourd, amplifier ce mouvement et inciter ce dernier à impacter le stator.

Une récente étude à montré numériquement ce phénomène. En effet, Kim et al. [46] ont com-

biné un modèle structural de rotor composé d’un disque supporté par deux paliers équidistants

par l’intermédiaire d’une poutre d’Euler-Bernoulli avec un modèle d’écoulement fluide prove-

nant d’une étude de S. J. Song et M. Martinez-Sanchez [84, 85]. Dans celle-ci, les grandeurs

relatives à l’écoulement du fluide en bout d’aube sont définies localement et les forces locales

en sont déduites. Kim et al., après intégration sur le contour du rotor de ces efforts, obtiennent

la résultante des efforts aérodynamiques du fluide sur ce dernier. Par une approche éléments

finis, ils combinent le modèle structural et le modèle fluide exprimé en termes de raideur et

d’amortissement. Ils montrent ainsi le rôle déstabilisant des forces de Alford.

Il faut noter que même en l’absence de carter, les résultantes fluides sur un rotor aubagé en

cas de déflection de celui-ci peuvent être source d’instabilité [22]. En effet, une déflection du

rotor implique une inclinaison du plan du disque aubagé et ainsi, un angle entre son vecteur

vitesse de rotation et la vitesse relative de l’air due au mouvement de l’avion. Il en résulte une

modification de la charge des aubes du rotor qui globalement engendre un moment perpendicu-

laire à la déflection de ce dernier et donc tend à le faire tournoyer. Si les forces d’amortissement

fixes ne sont pas suffisantes pour amortir cette dynamique, le système peut entrer en instabilité.
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Le contact direct entre partie fixe et partie tournante peut également être source d’insta-

bilité. Ceci peut être le cas entre les aubes d’un disque aubagé et le carter en vis-à-vis ou

entre l’arbre du rotor et un palier ou encore au niveau des labyrinthes. Une fois le jeu entre la

partie tournante et la partie fixe consommé, suite par exemple à une déflection du rotor, une

force de frottement agit tangentiellement à ce dernier [21]. Il s’en suit alors un mouvement de

tournoiement de celui-ci. La force centrifuge agissant sur le rotor s’en trouve augmentée et le

rotor, d’avantage plaqué contre le stator. Or, la force de frottement, dans le cas d’un frottement

de Coulomb, étant proportionnelle à la composante normale de la force de contact, se trouve

alors accrut engendrant ainsi un tournoiement du rotor d’amplitude plus grande et ainsi de

suite. Dans le cas ici décrit, le tournoiement se fait dans le sens rétrograde par rapport à la

rotation propre du rotor. Afin d’éviter ce phénomène dû au frottement sec, il est possible de

lubrifier autant que possible les zones de contact ou, de rendre celles-ci abradables c’est-à-dire,

notamment dans le cas du contact aubes/carter, d’enduire ce dernier d’une couche de matériau

abradable c’est-à-dire facilement usinable de sorte de ne pas engendrer de tournoiement du

rotor.

Lors de contacts frottants à faible vitesse, des oscillations auto-entretenues peuvent être

générées à cause d’une discontinuité du coefficient de frottement. Ce phénomène est répertorié

sous le nom de stick-slip et se caractérise par des phases d’adhérence des deux structures sui-

vies de phases de glissements relatifs [36, 37].

Pour terminer, le phénomène d’interaction modale entre disque aubagé et carter peut être

cité. En effet, comme nous l’avons vu, une structure soumise à des effets gyroscopiques présente

des modes dont la fréquence varie en fonction de la vitesse de rotation de cette dernière.

Si ces structures sont à symétrie axiale, elles développeront des modes tournants directs ou

rétrogrades c’est-à-dire que des ondes se propageront dans la structure soit dans le même

sens que sa rotation propre (direct) soit dans le sens opposé (rétrograde). Si les vitesses de

propagation des ondes dans le stator et dans le rotor sont voisines et que leurs déformées sont

compatibles alors les contacts entre eux peuvent perdurer avec des amplitudes importantes.

Ce couplage a déjà été mis en évidence par les thèses de Schmiechen [80] et Legrand [51]. Une

condition nécessaire à l’apparition de ce phénomène a été mise en équation théoriquement [87].

En effet, les déformées modales de structures périodiques et axisymétriques sont classées par

leur nombre de diamètres nodaux où, le long de ces lignes nodales il n’y a pas de vibrations.

La vitesse d’une onde à n diamètres nodaux s’exprimant par : vn = ωn/n , ωn étant la

pulsation associée, l’égalité des vitesses d’onde dans les deux structures en regard s’exprime

par : ωstator = nΩ ± ωrotor. Compte-tenu des forces de frottement qui excitent le rotor dans

le sens opposé à sa rotation propre, une condition nécessaire à l’interaction modale s’écrit :

ωstator = nΩ− ωrotor.
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1.4 Conclusion

Dans ce premier chapitre, le principe de fonctionnement général des moteurs d’avion civils

a été explicité. Les outils et méthodes de modélisation en mécanique ont été présentés. Enfin,

l’équation générale du comportement dynamique d’une structure en rotation à mis en évidence

des phénomènes caractéristiques des machines tournantes dont les principaux effets ont été

listés. Ainsi, les causes d’instabilité les plus fréquentes ont été abordées brièvement. Parmi elles

figure le contact direct entre parties fixes et tournantes. Cette éventualité ayant fait l’objet

de nombreuses études et constituant l’un des points clés des modélisations et phénomènes

observés dans le cadre de cette thèse, il est important d’en faire un état de l’art, que ce soit

au niveau de la modélisation du contact lui même ou des phénomènes engendrés.
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Chapitre 2

Modélisations du contact rotor -

stator

Comme nous l’avons vu au chapitre précédent, le contact entre parties fixes et parties tour-

nantes est une cause très fréquente d’instabilité des machines tournantes. Dans ce contexte

déjà riche d’un point de vue phénoménologique, il existe une grande diversité de comporte-

ments dynamiques liée aux contacts entre le rotor et le stator. Avant de faire un état de l’art

des publications existantes et de leurs conclusions générales, il est nécessaire de comprendre

comment le contact est intégré dans les équations du comportement dynamique des structures.

2.1 Mécanique du contact

2.1.1 Définition de systèmes élastiques en contact

Plaçons nous dans le cadre des solides déformables continus, comme au chapitre précédent,

en section 1.2.2. Soient donc deux corps déformables, Ωl où l = 1, 2, sous-ensembles ouverts

de R
3 et potentiellement en contact, comme illustré en figure 2.1. D’une façon générale, la

frontière ∂Ωl de chacun de ces corps peut être partitionnée en trois sous-frontières Γl
u, Γl

f et

Γl
c. Γl

u représente la frontière de Ωl où un déplacement ul
d est imposé, Γl

f représente la partition

de Γl soumise à une densité d’efforts surfaciques tl
d et enfin, Γl

c est la zone de contact entre

les deux corps. L’union d’un corps et de sa frontière Ω̄l = Ωl ∪ ∂Ωl constitue un sous-ensemble

fermé de R
3. Les frontières évoquées vérifient les relations intuitives suivantes :

{

∂Ωl = Γl
u ∪ Γl

f ∪ Γl
c

Γl
u ∩ Γl

f = Γl
u ∩ Γl

c = Γl
f ∩ Γl

c = ∅ (2.1)

Ces corps sont également soumis à une densité d’efforts volumiques f l
d dans Ωl. Tout l’enjeu

du problème sera de déterminer les déplacements ul des deux structures en contact ou non.

2.1.2 Loi de contact unilatéral

Dans le cas qui nous intéresse, le rotor et le stator peuvent renter en contact de façon in-

termittente ou permanente. Dans tous les cas, ce contact est initié par un « impact » puisque

les deux structures impliquées sont a priori toutes les deux en mouvement. Dans le cas des

25
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Ω
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uΓ
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2

Fig. 2.1 – Deux corps déformables en contact

contacts entre le rotor et le stator d’un turboréacteur, à vitesse de rotation nulle et en l’ab-

sence d’excitation, les aubages tournants n’impactent pas les parties fixes. Le contact entre ces

structures n’est donc possible que si les efforts extérieurs (balourd, pression aérodynamique,

etc.) tendent à les rapprocher l’une de l’autre. Ceci est la définition même d’un contact uni-

latéral. Afin de caractériser les contraintes engendrées par le contact, il est d’usage de définir

un des deux corps comme « mâıtre » et l’autre, comme « esclave » . Les contraintes seront

décrites en fonction des paramètres du corps mâıtre. Bien sûr, le principe d’action-réaction

permet d’interchanger les rôles des corps mâıtre et esclave. Ainsi, si n = n1 = −n2 définit la

normale sortante à la frontière Γ1
c et F, la force exercée par Ω̄2 sur Ω̄1 (définit comme corps

mâıtre) en un point de leur frontière commune alors, les conditions du contact unilatéral, dites

conditions de Hertz-Signorini-Moreau [95] s’écrivent :

d (u) =
(

u2 − u1
)

.n ≥ 0, avec u =
(

u1,u2
)

(2.2)

F.n = Fn ≤ 0 (2.3)

d (u)Fn = 0 (2.4)

L’équation 2.2 indique qu’il ne peut y avoir que décollement et non pénétration des solides

l’un dans l’autre. L’équation 2.3 indique que les efforts normaux ne peuvent correspondre qu’à

de la compression. Enfin, l’équation 2.4, appelée condition de complémentarité, indique qu’en

un point il y a soit contact, soit décollement. Ces relations doivent rester vraies pour tout

point appartenant aux surfaces de contact. Elles peuvent être résumées par la figure 2.2. On

peut noter que ces conditions cöıncident avec les conditions complémentaires de Kuhn-Tuker

dans la théorie de l’optimisation [95].

2.1.3 Loi de frottement

Dans la réalité, tout contact s’accompagne d’une force de frottement dont l’intensité est

expérimentalement fonction de la composante normale de la force de contact. Le premier à

l’avoir mis en évidence fût Da Vinci au 15ième siècle mais ce fût Coulomb qui, à la fin du



2.1 Mécanique du contact 27

F

d

n

Fig. 2.2 – Loi de contact unilatéral

18ième siècle, mis le phénomène en équation [95]. Ainsi, la loi de frottement la plus répandue en

ingénierie, dénommée loi de Coulomb, consiste à considérer la composante tangentielle Ft de la

force de contact comme étant proportionnelle à la composante normale Fn de cette même force.

Le coefficient de frottement, généralement noté µ, est ici considéré comme constant bien qu’il

existe des modèles plus complexes dépendant de nombreux paramètres [61, 65, 64, 38, 39, 71].

Cette loi permet la distinction de deux types de comportement des structures en contact : une

phase de « collement » et une phase de « glissement » .

– Si la composante normale Fn de la force de contact, pondérée par le coefficient de

frottement µ est supérieure en intensité à la composante tangentielle Ft de celle-ci

(‖Ft‖ < µ |Fn|) alors, les deux structures ne peuvent pas se déplacer l’une par rapport à

l’autre et il s’en suit une phase de collement.

– Si la composante tangentielle Ft de la force de contact atteint en intensité la valeur de

la composante normale Fn de cette dernière, pondérée par le coefficient de frottement µ

(‖Ft‖ = µ |Fn|) alors, les deux structures se déplacent tangentiellement l’une par rapport

à l’autre
(∥

∥u1
t − u2

t

∥

∥ ≥ 0
)

. Il s’agit de la phase de glissement. Durant cette phase, la force

de frottement agit dans la direction de la vitesse relative des deux corps et en sens opposé.

Cette loi est récapitulée par la figure 2.3. En notant ul
t le déplacement tangentiel du solide

l sur Γc, les conditions de Karush-Khun-Tucker associées à la loi de Coulomb s’écrivent, une

fois le contact établit :

|ut| =
∥

∥u1
t − u2

t

∥

∥ ≥ 0 (2.5)

f (Fn,Ft) = ‖Ft‖ − µ |Fn| ≤ 0 (2.6)

|ut| f = 0 (2.7)

2.1.4 Prise en compte du frottement

Nous allons voir comment ces lois de contact peuvent être intégrées dans les équations du

comportement dynamique d’un corps continu déformable. Deux formulations, une dite « forte »
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ut

Fnµ

−µ nF

tF

Fig. 2.3 – Loi de frottement de Coulomb

et l’autre « faible » de ces équations peuvent être obtenues. Celles-ci vont être explicitées, tou-

jours dans le cadre des solides déformables continus avec l’hypothèse des petites perturbations.

2.1.4.1 Formulation forte

En utilisant les lois classiques de la mécanique des milieux continus, dans le cadre précisé

ci-dessus, la formulation forte d’un problème de contact en dynamique se formule comme suit :

1. Equations d’équilibre dynamiques dans Ωl

σl
ij,j + f l

di
= ρl ∂

2ul
i

∂t2
⇔ div ¯̄σl + f l

d = ρül (2.8)

où ¯̄σl est le tenseur des contraintes de Cauchy dans Ωl et où la notation ,j indique une

différenciation par rapport à la j ème variable.

2. Conditions limites en déplacements sur Γl
u

ul = ul
d (2.9)

3. Conditions limites en forces sur Γl
f

¯̄σl.nl = tl
d (2.10)

4. Conditions initiales dans Ω̄l
∣

∣

∣

∣

∣

ul (0) = ul
0

u̇l (0) = u̇l
0

(2.11)

5. Loi de comportement du matériau

Les déformations étant supposées petites, le tenseur des déformations ¯̄ε de Green-Lagrange

s’écrit :

εij

(

ul
)

=
1

2

(

ul
i,j + ul

j,i

)

⇔ ¯̄ε =
1

2

[

¯̄grad
(

ul
)

+ ¯̄gradT
(

ul
)]

(2.12)

Le comportement des solides est supposé élastique. En notant al
ijkh le tenseur d’élasticité,

la loi de comportement reliant le tenseur des contraintes de Cauchy au tenseur des

déformations de Green-Lagrange s’écrit :

σl
ij = al

ijkhεkh

(

ul
)

(2.13)
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6. Contraintes dues au contact

Sur Γc = Γ1
c = Γ2

c , le vecteur contrainte Tl est décomposé sur ses composantes normale

et tangentielle :

Tl = σl
nn

l + σl
t (2.14)

D’après les sections précédentes 2.1.2 et 2.1.3, les contraintes suivantes doivent être

vérifiées :

– Contraintes de contact unilatéral
∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

d (u) ≥ 0

σn = σ1
n = σ2

n ≤ 0

d (u) σn = 0

(2.15)

– Loi de frottement de Coulomb (si d = 0 et en notant σt = σ1
t = −σ2

t )
∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∥

∥u1
t − u2

t

∥

∥ ≥ 0
∥

∥u1
t − u2

t

∥

∥ (‖σt‖ − µ |σn|) = 0

‖σt‖ < µ |σn| ⇒ u̇1
t − u̇2

t = 0

‖σt‖ = µ |σn| ⇒ ∃λ, u̇1
t − u̇2

t = −λσt

(2.16)

Cependant, la formulation forte d’un problème d’élastodynamique ne peut être résolue que

dans certains cas classiques. Il faut ainsi généralement faire appel à une formulation « affai-

blie » .

2.1.4.2 Formulation faible

La formulation faible peut servir de base à une future discrétisation du problème, comme

nous l’avons fait au chapitre précédent, à la section 1.2.2. Elle s’obtient, en mécanique, par le

principe des puissances virtuelles explicité ci-après.

Considérons les espaces :

V
(

Ωl
)

=
{

vl, vl = ul
d sur Γl

u

}

(2.17)

et

K =
{

v =
(

v1,v2
)

∈ V
(

Ω1
)

× V
(

Ω2
)

, d (v) ≥ 0 sur Γc

}

(2.18)

K représente l’espace des déplacements admissibles c’est-à-dire vérifiant les conditions de

décollement à la surface de contact.

Soit v ∈ K. v̇l est donc un champ de vitesses virtuelles compatibles pour chaque corps.

Le bilan des puissances virtuelles associé peut s’obtenir à partir de l’équation d’équilibre dy-

namique de chacun de ces derniers (Cf. équation 2.8). Il vient alors :

∫

Ωl

σl
ij,j v̇

l
idΩ

l +

∫

Ωl

f l
di
v̇l
idΩ

l =

∫

Ωl

ρlül
iv̇

l
idΩ

l (2.19)

La formule de Green appliquée au premier terme du membre de gauche de cette égalité donne :

∫

Ωl

σl
ij,j v̇

l
idΩ

l =

∫

Γl

σl
ij v̇

l
in

l
jdΓ

l −
∫

Ωl

σl
ij v̇

l
i,jdΩ

l (2.20)
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Le tenseur des contraintes étant symétrique c’est-à-dire σ l
ij = σl

ji, on peut écrire :

σl
ij v̇

l
i,j =

1

2

(

σl
ij v̇

l
i,j + σl

jiv̇
l
j,i

)

= σl
ijεij

(

v̇l
)

(2.21)

Ainsi, la formulation classique du principe des puissances virtuelles s’écrit :

∫

Ωl

ρlül
iv̇

l
idΩ

l +

∫

Ωl

σl
ijεij

(

v̇l
)

dΩl =

∫

Γl

σl
ij v̇

l
in

l
jdΓ

l +

∫

Ωl

f l
di
v̇l
idΩ

l (2.22)

L’intégrale sur la frontière Γl peut se décomposer comme suit, compte-tenu des conditions aux

limites de notre problème :

∫

Γl

σl
ij v̇

l
in

l
jdΓ

l =

∫

Γl
f

tldi
v̇l
idΓ

l +

∫

Γl
u

σl
ij v̇

l
in

l
jdΓ

l +

∫

Γl
c

σl
nv̇

l
ndΓ

l +

∫

Γl
c

σl
t.v̇

l
tdΓ

l (2.23)

Ainsi, le principe des puissances virtuelles peut, dans le cas du problème considéré, s’écrire de

la façon suivante :

∀v ∈ K (ρü, v̇) + a (u, v̇) = L (v̇) + 〈fu, v̇〉+ 〈fcn, v̇〉+ 〈fct, v̇〉 (2.24)

Où les différents termes représentent les puissances suivantes :

– (ρü, v̇) représente la puissance virtuelle des efforts d’inertie :

(ρü, v̇) =

2
∑

l=1

∫

Ωl

ρlül.v̇ldΩl (2.25)

– a (u, v̇) représente la puissance virtuelle des efforts intérieurs :

a (u, v̇) =

2
∑

l=1

∫

Ωl

al
ijkhεkh

(

ul
)

εij

(

v̇l
)

dΩl (2.26)

– L (v̇) représente la puissance virtuelle des efforts extérieurs :

L (v̇) =

2
∑

l=1

(

∫

Ωl

f l
d.v̇

ldΩl +

∫

Γl
f

tl
d.v̇

ldΓl

)

(2.27)

– 〈fu, v̇〉 représente la puissance virtuelle des efforts nécessaires pour imposer les déplacements

ud sur Γl
u :

〈fu, v̇〉 =

2
∑

l=1

∫

Γl
u

σl
ij v̇

l
in

l
jdΓ

l (2.28)

– 〈fcn, v̇〉 représente la puissance virtuelle des efforts de contact normaux :

〈fcn, v̇〉 =
2
∑

l=1

∫

Γl
c

σl
nv̇

l
ndΓ

l (2.29)

– 〈fct, v̇〉 représente la puissance virtuelle des efforts de contact tangentiels :

〈fct, v̇〉 =
2
∑

l=1

∫

Γl
c

σl
t.v̇

l
tdΓ

l (2.30)
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On peut noter que la puissance non plus virtuelle mais réelle des efforts de contact normaux,

c’est-à-dire en prenant v = u est nulle. En effet, cette dernière peut également s’écrire :

〈fcn, v̇〉 = −
∫

Γc

σn (u) ḋ (v) dΓ (2.31)

En vertu des contraintes de contact, on a bien 〈fcn, u̇〉 = 0.

Cette façon de construire une forme intégrale, à partir du système d’équations aux dérivées

partielles régissant le comportement du problème, est connue sous le nom de méthode de

résidus pondérés. Cette formulation est moins exigeante que la formulation forte en ce qui

concerne les espaces d’appartenance des fonctions solutions. Généralement, les espaces fonc-

tionnels considérés dans le cadre de la formulation faible sont des espaces de Sobolev ou de

Hilbert.

2.1.4.3 Egalité variationnelle

L’équation 2.24 permet de formuler complètement notre problème de la façon suivante :

∣

∣

∣

∣

∣

Trouver u ∈ K tel que

∀v ∈ K (ρü, v̇ − u̇) + a (u, v̇ − u̇) = L (v̇ − u̇) + 〈fcn, v̇ − u̇〉+ 〈fct, v̇ − u̇〉 (2.32)

Bien sûr, dans l’expression précédente, la puissance des efforts nécessaires pour imposer les

déplacements ud sur Γl
u a disparut car sur Γ1

u × Γ2
u, u̇ = v̇ = u̇d d’où 〈fu, v̇ − u̇〉 = 0

2.1.4.4 Inégalité variationnelle

Il existe une autre formulation du problème exposé en section 2.1.4.1. En effet, Duvaut et

Lions [19] montrent que la formulation forte de notre problème est équivalente à la formulation

suivante :

∣

∣

∣

∣

∣

Trouver u ∈ K tel que

∀v ∈ K (ρü, v̇ − u̇) + a (u, v̇ − u̇) + j (u, v̇)− j (u, u̇) ≥ L (v̇− u̇) + 〈fcn, v̇ − u̇〉 (2.33)

où

j (u, v̇) =

∫

Γc

µ |σn (u)|
∥

∥v̇1
t − v̇2

t

∥

∥ dΓ (2.34)

Néanmoins, une formulation plus simple que cette dernière peut être obtenue. En effet, dans

le cadre des petites perturbations, il est possible de faire l’analogie entre les déplacements et les

vitesses, de même qu’entre les déformations et les taux de déformations. Il y a donc dans ce cas,

équivalence entre le principe des puissances virtuelles et le principe des travaux virtuels. Ainsi,

en reprenant la démarche de la section 2.1.4.2, en remplaçant les vitesses par des déplacements

virtuels, on montre que la formulation forte de notre problème équivaut également à :

∣

∣

∣

∣

∣

Trouver u ∈ K tel que

∀v ∈ K (ρü,v − u) + a (u,v − u) = L (v − u) + 〈fcn,v − u〉+ 〈fct,v − u〉 (2.35)
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Or, on peut remarquer, au même titre que la remarque faite sur la puissance réelle des efforts

de contact normaux, que :

〈fcn,v − u〉 = −
∫

Γc

σn (u) d (v) dΓ ≥ 0 (2.36)

puisque d’après les contraintes dues au contact, σn (u) ≤ 0 et d (v) ≥ 0. Par ailleurs, pour tout

v ∈ K, on a σt.
(

v1
t − v2

t

)

≥ −‖σt‖
∥

∥v1
t − v2

t

∥

∥ de même que ‖σt‖ ≤ µ |σn| d’où on montre

également que :

〈fct,v − u〉 ≥ j (u,u)− j (u,v) (2.37)

Ainsi, le problème 2.35 conduit à la formulation variationnelle suivante :

(ρü,v − u) + a (u,v − u) + j (u,v) − j (u,u) ≥ L (v − u) (2.38)

Du fait de l’inégalité et de la non différentiabilité des termes liés au frottement qui imposent

à la solution de passer soudainement de l’état « collé » à l’état « glissement » , le problème

est fortement non linéaire et sa résolution est délicate.

Duvaut et Lions [19] montrent que les inégalités variationnelles précédentes sont équivalentes

à des problèmes de minimisation de l’énergie potentielle totale du système en respectant les

contraintes dues au contact. Le cas du contact sans frottement devient donc un problème de

minimisation sous contraintes classique. Par contre, dans le cas d’un problème de contact avec

frottement, la non différentiabilité de j nécessite une régularisation de la norme ou encore de

la loi de Coulomb, sans quoi il n’existe pas de problème de minimisation standard équivalent.

Des exemples de régularisations sont donnés par Wriggers [95].

2.1.5 Méthodes de gestion du contact

Comme nous venons de l’évoquer, les problèmes de contact peuvent être équivalents à des

problèmes de minimisation. C’est le principe sur lequel reposent les méthodes de gestion du

contact. Dans ce qui suit, quelques méthodes de prise en compte du contact les plus répandues

vont être développées. Elles consistent en une régularisation des lois non linéaires du contact

et du frottement en fonction uniquement des déplacements. Dans un soucis de simplicité, les

méthodes des multiplicateurs de Lagrange, de pénalité et des Lagrangiens augmentés seront

explicitées dans le cas d’un problème statique. Cette restriction n’est cependant pas pénalisante

car un problème dynamique, après discrétisation en temps, est une succession de problèmes

pseudo-statiques auxquels ces méthodes peuvent s’appliquer.

Leur principe consiste à inclure les contraintes dues au contact dans la formulation varia-

tionnelle. On va donc chercher à minimiser l’énergie suivante :

Π = a (u,v − u)− L (v − u) + Πc (2.39)

où Πc représente les contributions des contraintes de contact. Il faut noter que cette formulation

n’est valable que dans le cas de contacts n’incluant pas de frottement, en tant que processus
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dissipatif dans la phase glissante. Cette dissipation pourra être introduite artificiellement dans

la description du phénomène. La différence entre les trois méthodes qui vont être développées

réside dans la définition de Πc.

2.1.5.1 Multiplicateurs de Lagrange

Dans cette méthode, la contribution du contact est exprimée comme suit :

ΠML
c =

∫

Γc

(λngn + λt.gt) dΓ (2.40)

où λn et λt sont les multiplicateurs de Lagrange, qui sont des nouvelles inconnues du problème.

gn et gt représentent respectivement les jeux entre les structures dans les directions normale et

tangentielle. La variation de ΠML
c fournit la formulation des contraintes de contact à vérifier :

CML
c =

∫

Γc

(λnδgn + λt.δgt) dΓ +

∫

Γc

(δλngn + δλt.gt) dΓ (2.41)

La première intégrale représente le travail virtuel des multiplicateurs de Lagrange le long des

jeux, dans les directions normale et tangentielle. La seconde décrit l’évolution des contraintes.

Il est utile de remarquer que les multiplicateurs de Lagrange peuvent être interprétés comme les

efforts de contact normaux. Le cas du glissement par frottement peut être explicité d’avantage.

Tout d’abord, dans le cas d’une phase « collé », le jeu dans la direction tangente gt est nul, ce

qui conduit à une équation de contrainte à partir de laquelle λt peut être déterminé. Dans le

cas d’un glissement, λt représente la contrainte tangentielle de contact λt = σt. Celle-ci peut

être exprimée à partir des contraintes de contact en phase « glissé » et CML
c s’exprime alors

comme suit :

C
MLslip
c =

∫

Γc

(λnδgn + σt.δgt) dΓ +

∫

Γc

(δλngn) dΓ (2.42)

2.1.5.2 Méthode de pénalité

Le concept d’une pénalisation consiste à transformer un problème d’optimisation sous

contraintes en un problème ou une suite de problèmes d’optimisation sans contraintes. La re-

cherche de la solution se fait alors dans un domaine admissible qui n’est plus contraint. Cette

méthode a l’avantage de sa simplicité car elle ne fait pas intervenir d’inconnues supplémentaires

comme la méthode précédente mais ses résultats dépendent fortement du choix du paramètre

de pénalité.

Concernant sa mise en œuvre, on peut définir une fonction de pénétration d’une structure

dans l’autre notée ḡn :

ḡn =

{

(

u2 − u1
)

.n si
(

u2 − u1
)

.n < 0

0 sinon
(2.43)

Un terme de pénalité dépendant de la pénétration est ajouté à Π de la façon suivante :

ΠP
c =

1

2

∫

Γc

(

εn (ḡn)2 + εt gt.gt

)

dΓ, εn, εt > 0 (2.44)
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εn et εt représentant les paramètres de pénalité. Ce terme de pénalité ΠP
c doit seulement

être considéré lors de contraintes actives définies elles mêmes par la fonction ḡn. Comme

précédemment, la variation de ΠP
c donne l’expression des contraintes de contact considérées :

CP
c =

∫

Γc

(εnḡnδḡn + εt gt.δgt) dΓ, εn, εt > 0 (2.45)

On peut montrer [54] que si εn →∞ et εt →∞ alors, la solution obtenue par cette méthode est

la même que celle obtenue par la méthode des multiplicateurs de Lagrange. Cependant, avoir

des paramètres de pénalité très grands conduit à des problèmes de mauvais conditionnements

numériques. Dans le cas d’une phase de « glissement », pour les mêmes raisons évoquées

précédemment, les contraintes de contact considérées sont :

C
Pslip
c =

∫

Γc

(εnḡnδḡn + σt.δgt) dΓ, εn > 0 (2.46)

Enfin, la méthode de pénalité peut être considérée physiquement comme une prise en compte

de l’élasticité des contacts provenant des aspérités des surfaces en contact. Il faut signaler

que cette méthode peut, lors d’intégrations temporelles, exhiber des phénomènes d’oscillations

rapides qui ne correspondent en rien à la physique du problème.

2.1.5.3 Méthode des Lagrangiens augmentés

Cette méthode consiste à augmenter le multiplicateur de Lagrange usuel par un terme

de pénalisation. Dans un soucis de concision, nous ne développerons que le cas d’un contact

normal sans frottement, une généralisation étant disponible dans [95].

La contribution des contraintes dans le cas d’un contact normal s’exprime par :

ΠLA
cn

=

{

∫

Γc

(

λngn + εn

2 g
2
n

)

dΓ pour λ̂n ≤ 0
∫

Γc
− 1

2εn
|λn|2 dΓ pour λ̂n > 0

(2.47)

avec λ̂n = λn + εngn. Cette fonctionnelle est valable aussi bien pour λ̂n ≤ 0 que pour λ̂n > 0,

ce dernier cas signifiant que le jeu est positif. Les contraintes de contact normal sont données

par la variation de 2.47 :

CLA
cn

=

{

∫

Γc

(

λ̂nδgn + δλngn

)

dΓ pour λ̂n ≤ 0
∫

Γc
− 1

εn
λnδλndΓ pour λ̂n > 0

(2.48)

Une version simplifiée de cette fonctionnelle, connue sous le nom d’algorithme d’Uzawa,

consiste à considérer un multiplicateur de Lagrange λ̄n constant au cours d’une itération de

résolution de la forme faible puis, d’en déduire une actualisation. Dans ce cas, la contribution

des contraintes de contact normal dans la forme faible s’écrit :

CUZ
cn

=

∫

Γc

(

λ̄n + εngn

)

δgndΓ (2.49)

et l’actualisation du multiplicateur de Lagrange à l’étape k+1 à partir de l’itération k s’écrit :

λ̄k+1
n = λ̄k

n + εng
k+1
n (2.50)
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Cette méthode possède deux avantages principaux :

– elle rend la fonctionnelle de contact convexe autour de la solution, facilitant ainsi la

résolution du problème ;

– elle permet d’approcher la solution exacte avec un paramètre de pénalité εn faible, évitant

ainsi des problèmes de conditionnement.

Malheureusement, la vitesse de convergence dépend fortement du paramètre de pénalité qui

doit alors être choisi prudemment.

2.2 Etat de l’art du contact rotor/stator

Comme il a été précisé en introduction, la recherche de rendement maximum des tur-

boréacteurs fait tendre la conception de ceux-ci vers des jeux entre parties fixes et parties

mobiles de plus en plus réduits, ayant ainsi pour conséquence une augmentation du risque de

prise de contact. Depuis une vingtaine d’années, les recherches se sont multipliées pour tenter

de comprendre les phénomènes intervenant lors de cette prise de contact et ainsi de prédire

les comportements vibratoires qui en résultent. Deux principaux axes de recherche peuvent

être dégagés : d’une part la détermination des contraintes et du comportement thermique au

voisinage du contact et d’autre part, le comportement dynamique global des deux structures

interagissant.

De nombreuses publications en tribologie se sont concentrées sur la caractérisation des

matériaux abradables qui diminuent les conséquences des contacts frottants. En effet, afin de

diminuer la violence d’éventuels contacts et aussi d’assurer autant que possible un jeu minimal

entre les aubes de la soufflante et le carter, un matériau tendre, dit « abradable », est placé

sur la face intérieure de ce dernier de sorte que le jeu soit nul avant toute utilisation. Ainsi,

dès les premières rotations de la soufflante, ses aubes vont usiner le matériau assurant ainsi

un jeu minimum en fonctionnement.

Ce dernier doit avoir deux propriétés contradictoires : il doit d’une part pouvoir résister à

l’érosion à laquelle il est soumis à cause des particules solides circulant à grande vitesse dans les

gaz et d’autre part, il doit, en cas de contact entre le carter et le bout des aubes, endommager

le moins possible ces dernières.

Ce sont en général des matériaux composites poreux composés d’une phase métallique et

d’une phase non métallique (généralement un polymère), dont l’usure par érosion est princi-

palement fonction de leur porosité, de la proportion de phase non métallique ainsi que de la

cohésion des particules métalliques. Les mécanismes d’usure par érosion de ces matériaux sont

assez bien connus [59].

Quant aux mécanismes d’usure par abrasion, ils sont relativement complexes. En effet,

comme le montrent de nombreux travaux de GE Research&Development Center [15, 14, 86],

ils vont dépendre de la vitesse d’abrasion et du taux d’incursion de l’aube dans le carter. Ils se

font majoritairement par ablation de matière, qui elle même peut se faire par des mécanismes

de fusion, de transferts par adhésion ou encore de coupures et micro-coupures. Des essais

expérimentaux ont également montré la possibilité de densification de ces matériaux ainsi que

de déformations plastiques et d’écrouissage [92].
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En ce qui concerne le comportement dynamique des structures en contact, un état de l’art

concernant les modèles les plus employés ainsi que les conclusions générales associées est réalisé

ci-après. D’une façon générale, deux grandes catégories de comportements peuvent être faites,

suivant que les contacts entre rotor et stator soient intermittents ou permanents au cours du

mouvement de précession du rotor, celui-ci pouvant d’ailleurs être soit direct, soit rétrograde.

Généralement, la transition entre l’une et l’autre des deux catégories se fait graduellement :

d’abord des contacts intermittents puis, en cas d’aggravation, un contact permanent avec de

fortes vibrations.

Les modèles de rotor les plus utilisés dans ces études consistent essentiellement en des

Jeffcott (également appelés rotor DeLaval) [70, 43] c’est-à-dire des rotors composés d’un arbre

flexible sans masse avec un disque rigide modélisé par une masse ponctuelle. Celui-ci possède

généralement un ou deux degrés de liberté. Concernant le stator, il peut être rigide ou posséder

également deux degrés de liberté.

L’un des premiers à expliquer le comportement d’un rotor frottant sur une partie fixe fut

Den Hartog [18]. Grâce à un modèle de rotor rigide, il mis en évidence un mouvement de

tournoiement rétrograde instable du rotor, en contact permanent avec un stator, à cause de

la force de friction. Ehrich [21] releva cependant que ci cette explication était juste, toutes les

machines tournantes seraient instables dès les premiers contacts entre les parties fixes et les

parties tournantes, ce qui n’est manifestement pas le cas. Comme explication, il mit en avant

la nécessité de considérer un rotor flexible et obtint un critère de stabilité impliquant le ratio

des amortissements fixe sur mobile, comme expliqué en section 1.3.5.

La présence de jeu entre le rotor et le carter ou encore entre l’arbre du rotor et un palier

rend le système non linéaire. Ehrich [25] a d’ailleurs montré très tôt que la présence de jeu était

à l’origine d’hystérésis de la réponse du rotor suivant que sa vitesse croisse ou décroisse. En

effet, le contact permanent de ces deux structures (qui peut être à l’origine d’un mouvement

de précession direct du stator) engendre une rigidification locale qui décale le pic de résonance

vers une fréquence plus grande. Ceci a comme autre conséquence de générer des sauts d’am-

plitudes du système pour des vitesses de rotation proches de la fréquence propre du stator.

Wu et Chen [96] montrent eux aussi que la présence du jeu entre un rotor ayant deux degrés

de liberté et un stator rigide est à l’origine de nombreux types potentiels de bifurcation.

En ce qui concerne la force de contact entre la partie fixe et la partie tournante, sa compo-

sante normale est très largement modélisée par une raideur de pénalité c’est-à-dire que lorsque

le jeu est consommé, elle est proportionnelle à un coefficient k, généralement très élevé, assi-

milable à une raideur, que multiplie la pénétration du rotor dans le stator (Cf. section 2.1.5).

Le frottement est modélisé classiquement par une loi de Coulomb. Ainsi, Beatty [2] à proposé

une expression pour la force de contact, dans le cas où le stator est parfaitement rigide, de la

forme suivante :

[

Fx

Fy

]

= −k (R− δ)
R

[

1 −µ
µ 1

] [

x

y

]

(2.51)
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où R =
√

x2 + y2 et δ est le jeu entre rotor et stator. Il montre ainsi que les harmoniques

d’ordre deux et trois de la réponse synchrone d’un rotor sont générées lors de contacts frot-

tants avec le stator. Il définit alors la limite du contact « doux » par un contact entre rotor

et stator sur un arc inférieur à 270◦ ou encore par des contributions des harmoniques deux et

trois inférieures à 75% et 50% respectivement de la réponse synchrone du rotor.

Choi et Bae [8] ont d’ailleurs montré une meilleure adéquation entre un modèle de contact

par pénalité et des mesures expérimentales utilisant un rotor Bently et un carter rigide, que

dans le cas d’un modèle de rebond élastique. Ce dernier modèle impose la condition de non-

pénétration des deux structures et considère qu’au point de contact, la variation de la vitesse

normale s’écrit : vn+ = −evn−
où e est le coefficient de restitution. Selon eux, la friction

aurait une influence prédominante sur la réponse tangente (circonférentielle) du rotor alors

que la raideur de contact influerait en priorité sur sa réponse normale. Durant l’interaction,

les impacts et la friction généreraient un mouvement de précession rétrograde du rotor. Pour

terminer, passé la vitesse critique, le rotor peut subir des sauts, des réponses sous et super

harmoniques voire du chaos si le jeu est suffisant. Dans le cas où l’arbre d’un rotor Jeffcott

frotte contre un palier, Choi et Noah [10] montrent également que des réponses sous et super-

harmoniques peuvent apparâıtre. Ce même type de modèle a permis à Kim et Noah [47] de

mettre en évidence des réponses quasi-périodiques du rotor, par une approche fréquentielle

même en l’absence de frottement. Goldman et Muszynska [32, 66] montrent quant à eux que

l’interaction entre un rotor et un stator ayant chacun deux degrés de liberté donne lieu à des

réponses harmoniques et sous-harmoniques ainsi qu’à des réponses chaotiques.

De nombreux autres auteurs confirment la très grande diversité des réponses de tels

systèmes, à savoir que le contact frottant entre un rotor et un stator est à l’origine de nom-

breuses bifurcations ainsi que de réponses quasi-périodiques et chaotiques [78, 98, 13, 45, 31,

88].

Feng et Zhang [26] montrent, dans le cas d’un rotor ayant deux degrés de liberté impactant

un stator rigide, que sous certaines conditions le contact perdure même si la perturbation

initiale a disparut. Dans le cas de contact sans friction, le contact permanent se manifeste par

un mouvement de précession direct alors qu’en présence de frottement, ce dernier se manifeste

par un mouvement de précession rétrograde.

Lingener [57] étudia expérimentalement ce comportement rétrograde du rotor en présence

de frottement. Selon lui, il est impossible de passer la fréquence naturelle du système couplé

rotor-stator excité par précession rétrograde. Une augmentation de la vitesse de rotation du

rotor aurait pour effet d’augmenter les glissements entre les deux structures sans pour autant

augmenter la fréquence du système.

Choy et Padovan [11] expliquent que plus le coefficient de frottement est élevé, plus le

transfert énergétique entre le mouvement rotatif du rotor et les vibrations transversales du

système couplé rotor-stator est efficace. Ainsi, ils montrent que plus le coefficient de frottement

est grand, plus le mouvement de tournoiement rétrograde du rotor s’initie rapidement. Choi [9]

montre d’ailleurs que le coefficient de frottement est responsable de l’apparition de roulement

sans glissement du rotor au cours de son mouvement de tournoiement rétrograde à l’intérieur

d’un stator rigide.
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Edwards et al. [20] montrent quant à eux qu’un modèle de rotor prenant en compte à la

fois la torsion et la flexion de l’arbre d’un rotor impactant un stator rigide tend à être plus

stable qu’un modèle ne considérant que la flexion. Ceci peut être expliqué par un transfert

énergétique entre les deux modes associés ou par l’amortissement du degré de liberté de torsion.

Goldman et Muszynska [33] ont étudié le couplage thermomécanique d’un rotor en cas

de frottement entre l’arbre et une partie fixe. Ils ont ainsi montré que le frottement pouvait,

par échauffement, dilater l’arbre, accentuer sa courbure et donc son balourd. En régime sous-

critique, le balourd ayant une action centrifuge, le frottement contribue à augmenter la force

de friction qui elle même augmente l’échauffement et ainsi de suite. En régime sur-critique,

c’est l’inverse : le balourd à une action centripète et donc le frottement contribue à diminuer

le balourd dû à l’excentration du centre de gravité.

Pour terminer, on peut citer certaines études expérimentales telles celles de Chu et Lu [12]

qui attestent également d’une très grande diversité de comportements dynamiques.
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2.3 Conclusion

Dans ce chapitre, les contraintes à prendre en compte en mécanique lors d’un contact

entre solides ont été explicitées. Les formulations fortes et faibles du problème de dynamique

associé ont également été développés. Trois techniques de gestion du contact couramment uti-

lisées ont été détaillées, chacune possédant des avantages mais également des inconvénients.

On peut retenir que les multiplicateurs de Lagrange ont le mérite de considérer rigoureuse-

ment les contraintes dues au contact mais rajoutent des degrés de liberté supplémentaires.

La pénalisation quant à elle, est très simple à mettre en œuvre mais ses résultats dépendent

fortement du paramètre de pénalité et peut ainsi engendrer des comportements non réalistes.

L’état de l’art du contact rotor/stator a mis en évidence une très grande diversité des compor-

tements dynamiques des systèmes, allant des réponses périodiques aux régimes chaotiques, en

passant par les réponses quasi-périodiques. L’obtention de tels régimes dynamiques nécessite

des méthodes particulières prenant en compte les non linéarités du système ainsi que celles

dues au contact. De telles méthodes sont présentées dans le chapitre suivant.
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Chapitre 3

Estimation du comportement non

linéaire

Les chapitres précédents ont mis en évidence une dynamique très riche des systèmes tour-

nants soumis à des phénomènes de contacts. Dans ce chapitre, des méthodes d’obtention de

régimes dynamiques de systèmes non linéaires sont présentées. Un accent particulier sera mis

sur la détermination de réponses périodiques.

Le comportement dynamique d’une structure s’obtient par résolution de l’équation diffé-

rentielle d’ordre deux en temps régissant son équilibre. Dans le cas de systèmes possédant des

non linéarités faibles c’est-à-dire dont une linéarisation au premier ordre est peu différente du

système non linéaire lui même, des méthodes permettant d’obtenir analytiquement une solu-

tion approchée de l’équation différentielle peuvent être utilisées. On peut citer par exemple

les méthodes de perturbations telle la méthode des échelles multiples développée par Nayfeh

et Balachandran [68]. Cependant, ces méthodes peuvent difficilement être mises en œuvre sur

des systèmes de taille importante.

Dans le cas de systèmes possédant de nombreux degrés de liberté et des non linéarités

fortes, il n’est plus possible d’obtenir l’expression analytique de la solution, même approchée,

de l’équation différentielle régissant leur comportement. Il convient alors de faire appel à des

méthodes numériques. Deux grandes catégories de méthodes existent : les méthodes tempo-

relles [35] et les méthodes fréquentielles [72], toutes deux permettant de se ramener à un

système d’équations algébriques. Les méthodes fréquentielles permettent de déterminer des

régimes périodiques voire quasi-périodiques alors que les méthodes temporelles permettent

également de déterminer des régimes chaotiques.

Compte tenu du caractère numérique du problème, lorsqu’un paramètre du système varie,

telle la vitesse de rotation d’un rotor, il est nécessaire d’effectuer un calcul pour chacune des

valeurs prise par ce dernier. Ainsi, les méthodes précédentes peuvent être couplées à un algo-

rithme de type prédicteur/correcteur dénommé méthode de continuation [3].

Dans ce qui suit, les méthodes temporelles puis les méthodes fréquentielles seront déve-

loppées. Ensuite, quelques algorithmes de continuation seront détaillés. Enfin, ces méthodes

41
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développées et utilisées au cours de cette thèse seront validées sur un cas simple de contact

rotor/stator ayant fait l’objet de publications antérieures.

3.1 Méthodes temporelles

L’intégration temporelle constitue une approche intuitive de résolution d’un système d’é-

quations différentielles du second ordre en temps. En effet, son application à un problème

de dynamique consiste à considérer les conditions initiales du problème puis, à construire la

solution progressivement dans le temps, pas à pas, jusqu’à l’obtention d’un régime permanent.

Ces méthodes peuvent s’appliquer à tous les types de problèmes. Cependant, le temps de

calcul nécessaire, lors d’une intégration directe, pour s’affranchir du régime transitoire peut

être excessif. Dans le cas de la recherche d’une solution périodique, il convient d’utiliser des

méthodes temporelles alternatives comme la méthode de tirs.

3.1.1 Les intégrateurs temporels

Les intégrateurs temporels, ou encore méthodes d’intégration directe, sont des procédures

numériques qui permettent de traiter des équations différentielles. Ils sont très largement re-

pendus du fait de leur simplicité de mise en œuvre et de leur aptitude à traiter tous types de

systèmes, aussi bien linéaires que non linéaires.

3.1.1.1 Principe d’un intégrateur temporel

Considérons l’équation matricielle du comportement dynamique d’un corps, obtenue en

procédant comme dans la section 1.2.2 :

Mq̈(t) + C̃q̇(t) + K̃q(t) = F(t) (3.1)

où M , C̃ et K̃ sont les matrices de masse, d’amortissement généralisée et de raideur généralisée

du système. Le vecteur F représente quant à lui les forces s’appliquant à ce dernier.

La résolution de cette équation consiste à vérifier cette relation en plusieurs instants

consécutifs tk. Pour cela, l’équation du mouvement est discrétisée dans le temps. Des hy-

pothèses sont faites concernant les variations des déplacements, des vitesses et des accélérations

durant chaque intervalle de temps [tk, tk+1]. L’intervalle de temps h entre ces deux instants

peut être constant ou variable pendant la procédure de calcul. Ceci conduit à des algorithmes

pas-à-pas qui fournissent des approximations successives de ces trois champs.

La discrétisation de l’équation 3.1 peut se faire soit en effectuant des développements en

série de Taylor des différentes grandeurs, soit en utilisant une méthode de résidus pondérés.

Nous allons développer ces deux points dans les paragraphes suivants.

Développement de Taylor

Supposons toutes les grandeurs, les déplacements qk, les vitesses q̇k et les accélérations q̈k

connues à l’instant tk. L’objectif étant de déterminer ces dernières à l’instant tk+1 = tk + h =
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tk + θ∆t avec θ > 0, effectuons un développement de Taylor des déplacements et des vitesses

à l’instant désiré :

{

qk+1 = qk + hq̇k +
∫ tk+1
tk

q̈ (τ) dτ

q̇k+1 = q̇k +
∫ tk+1
tk

(tk+1 − τ) q̈ (τ) dτ
(3.2)

Le calcul des intégrales d’accélération peut se faire par quadrature en exprimant q̈ (τ) dans

l’intervalle [tk, tk+1] en fonction de q̈k et q̈k+1. Il vient ainsi [35] :

{

qk+1 = qk + hq̇k + h2

2 ((1− β) q̈k + βq̈k+1)

q̇k+1 = q̇k + h ((1− α) q̈k + αq̈k+1)
(3.3)

où α et β sont les paramètres de la quadrature utilisée et correspondent à des schémas

d’intégrations différents. Par exemple, pour un schéma à accélération constante sur l’intervalle

[tk, tk+1], cell-ci peut s’exprimer par q̈k = q̈k+1 = (q̈k + q̈k+1) /2. Les paramètres correspon-

dant sont α = β = 1/2. Pour un schéma à accélération linéaire sur l’intervalle [tk, tk+1], les

paramètres correspondants sont α = 1/2 et β = 1/3.

Ainsi, l’équation 3.1 du comportement dynamique du système, dont les grandeurs sont

inconnues à l’instant tk+1 peut s’écrire, compte-tenu des expressions supposées de celles-ci

(Cf. équation 3.3) :

(

M + αhC̃ +
βh2

2
K̃

)

qk+1 =
βh2

2
Fk+1 + M

(

qk + hq̇k +
h2

2
(1− β) q̈k

)

+ C̃

(

αhqk +
h2

2
(2α − β) q̇k +

h3

3
(α− β) q̈k

)

(3.4)

Cette unique formulation synthétise deux grandes familles de schémas d’intégration tem-

porelle :

– θ = 1 c’est-à-dire, h = ∆t, correspond à la famille des schémas d’intégration de Newmark.

Les inconnues sont calculées à l’instant tk+1 à partir des grandeurs connues à l’instant

tk. Suivant les valeurs des paramètres α et β, le schéma peut être stable ou non comme

nous le verrons par la suite.

– si θ > 1, il s’agit d’un schéma d’intégration de Wilson. Généralement, θ est pris égal à

1, 4 et les paramètres α et β correspondent au cas d’accélération linéaire. Il est utile de

préciser que ce schéma est inconditionnellement stable pour θ ≥ 1, 32.

Méthode de résidus pondérés

Une autre façon d’obtenir un schéma d’intégration consiste, au lieu d’exprimer les varia-

tions des déplacements et vitesses par des développements en série de Taylor, à interpoler

ces grandeurs de façon continue par morceaux sur des intervalles. Pour cela, il est nécessaire

de considérer des fonctions de forme qui vont supposer l’évolution des grandeurs entre des

instants précis. Considérons ainsi trois temps tk−1, tk et tk+1. Les déplacements qt pour tout

t ∈ [tk−1 tk+1] peuvent être interpolés à partir de leurs valeurs aux trois instants précédents

q = [qk−1,qk,qk+1]
T . Pour ce faire, définissons une variable locale ζ = (t− tk) /∆t. On cherche



44 CHAPITRE 3. ESTIMATION DU COMPORTEMENT NON LINÉAIRE

alors à écrire qt = N (ζ)T q où N = [N1, N2, N3]
T sont les fonctions de forme en temps. L’in-

terpolation se faisant sur trois points, l’expression de qt est un polynôme d’ordre deux en ζ

et doit verifier qk−1 = qt (ζ = −1), qk = qt (ζ = 0) et qk+1 = qt (ζ = 1). On en déduit alors

l’expression des fonctions de forme :

N1 (ζ) =
ζ (ζ − 1)

2
; N2 (ζ) = 1− ζ2; N3 (ζ) =

ζ (ζ + 1)

2
(3.5)

ainsi que les interpolations suivantes :



















qt = N (ζ)T q = ζ(ζ−1)
2 qk−1 +

(

1− ζ2
)

qk + ζ(ζ+1)
2 qk+1

q̇t = N,t (ζ)T q = 1
∆t ((ζ − 1/2) qk−1 − 2ζqk + (ζ + 1/2)qk+1)

q̈t = N,tt (ζ)T q = 1
∆t2 (qk−1 − 2qk + qk+1)

Ft = N (ζ)T F = ζ(ζ−1)
2 Fk−1 +

(

1− ζ2
)

Fk + ζ(ζ+1)
2 Fk+1

(3.6)

Avec ces approximations, l’équation du comportement dynamique du système 3.1 n’est

pas rigoureusement vérifiée. Nous pouvons, comme dans le cas de la formulation faible d’un

problème de dynamique (Cf. section 2.1.4.2), annuler le résidu en utilisant une méthode de

résidus pondérés. Cela revient à :

∫ 1

−1
W (ζ)

(

Mq̈t + C̃q̇t + K̃qt = Ft

)

dζ = 0, ∀ W (ζ) (3.7)

ce qui s’écrit, une fois les expressions 3.6 prises en compte :

(

M

∆t2
+ θ1

C̃

∆t
+
θ2
2

K̃

)

qk+1 =
θ2
2

Fk+1 +

(

1

2
− θ2 + θ1

)

Fk +

(

1

2
− θ1 +

θ2
2

)

Fk−1

+

(

2
M

∆t2
+ (2θ1 − 1)

C̃

∆t
+

(

θ2 − θ1 −
1

2

)

K̃

)

qk−
(

M

∆t2
+ (θ1 − 1)

C̃

∆t
+

(

θ2
2
− θ1 +

1

2

)

K̃

)

qk−1

(3.8)

où θ1 et θ2 ont les expressions suivantes :

θ1 =

∫ 1
−1W (ζ) (ζ + 1/2) dζ

∫ 1
−1W (ζ) dζ

; θ2 =

∫ 1
−1W (ζ) ζ (ζ + 1) dζ
∫ 1
−1W (ζ) dζ

(3.9)

Cette formulation de type éléments finis est très générale et permet, en fonction des valeurs

de θ1 et θ2, c’est-à-dire en fonction de la fonction test W , de retrouver tous les schémas

d’intégration classiques à trois points. Les équivalences seront précisées dans le paragraphe

suivant. On peut notamment remarquer que cette formulation est équivalente à un schéma

d’intégration de Newmark avec θ1 = α et θ2 = β.

3.1.1.2 Classification des schémas

Les schémas d’intégration sont généralement classés en deux catégories : les explicites et

les implicites. Les schémas explicites cherchent la solution à l’instant tk+1 à partir de la so-

lution connue à l’instant tk alors que les schémas implicites recherchent la solution à partir
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de l’équation du mouvement elle même, à l’instant tk+1. Ils nécessitent des inversions matri-

cielles à chaque pas de temps et donc, une allocation mémoire supérieure au cas d’un schéma

explicite. Ceux-ci ont quant à eux besoin d’un pas de temps relativement faible pour des ques-

tions de stabilité (Cf. paragraphe suivant). Les schémas implicites sont surtout utilisés pour

des problèmes dans lesquels la réponse est dominée par un petit nombre de modes à basses

fréquences alors que les schémas explicites sont utilisés dans des problèmes de dynamique ra-

pide où interviennent des hautes et moyennes fréquences. Le tableau suivant récapitule le type

des algorithmes évoqués au paragraphe précédent ainsi que les fonctions test à considérer dans

le cas d’une démarche basée sur la méthode de résidus pondérés pour retrouver les schémas

classiques avec θ1 = α et θ2 = β.

nom paramètres fonction test type

accélération linéaire α = 1/2, β = 1/3 W = 1 implicite

accélération constante α = 1/2, β = 1/2 W = |ζ| implicite

Fox Goodwin α = 1/2, β = 1/6 W = 1− |ζ| explicite

différences finies centrées α = 1/2, β = 0 W = δ (ζ) explicite

différences finies à droite α = 3/2, β = 2 W = δ (ζ − 1) implicite

Tab. 3.1 – Caractéristiques de quelques schémas d’intégration temporelle

3.1.1.3 Analyse de stabilité

Pour établir la convergence d’un intégrateur, il est essentiel d’étudier la stabilité du schéma

numérique associé.

Tout d’abord, l’équation du mouvement va être écrite sous forme d’état. Il est en effet usuel

en dynamique de reformuler celle-ci comme suit :

(

q̇

q̈

)

=

[

0 I

−M−1.K̃ −M−1.C̃

]

.

(

q

q̇

)

+

(

0

M−1.F

)

(3.10)

où le vecteur d’état Y = [q q̇]T est donc composé des déplacements et des vitesses. La taille

de ce système est multipliée par deux mais, son ordre passe à un.

Un schéma d’intégration directe est dit stable s’il existe un pas d’intégration h0 > 0 tel que

pour tout h ∈ [0, h0], une perturbation finie du vecteur d’état à l’instant tn n’entrâıne qu’une

modification non croissante du vecteur d’état calculé à un instant ultérieur tn+j.

Il est possible, compte tenu des schémas d’intégration présentés précédemment, de définir

une relation de récurrence entre le vecteur d’état Yk calculé à l’instant tk et le vecteur d’état

Yk−1 calculé à l’instant tk−1 par :

Yk = A (h) .Yk−1 + bk−1 (h) (3.11)
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La matrice A d’ordre 2N × 2N , N étant le nombre de degrés de liberté, est la matrice d’am-

plification de l’opérateur d’intégration et est propre au système étudié. Le vecteur b dépend

quant à lui de l’excitation appliquée au système. Tous deux dépendent des paramètres du

schéma tels α et β. On peut par extension écrire la relation :

Yk = Ak (h) .Y0 +

k
∑

j=1

Aj−1 (h) .bk−j (h) (3.12)

Conformément à la définition donnée précédemment, le schéma numérique ne sera stable que si

||A| | ≤ 1. Ainsi, en considérant le rayon spectral de la matrice A définit par ρ (A) = max (λi),

les λi étant ses valeurs propres, un critère de stabilité s’écrit :

ρ (A) ≤ 1 (3.13)

Puisque que A dépend de h c’est-à-dire du pas de temps, la stabilité d’un schéma numérique

va dépendre ou non de celui-ci. En effet, les schémas implicites ont l’avantage d’être incondition-

nellement stables. Ainsi, un pas de temps petit assurera uniquement une meilleure précision

de l’algorithme et n’aura pas d’influence sur sa convergence. Par contre, les schémas expli-

cites peuvent être instables si leur pas de temps est supérieur à un pas de temps critique

généralement fonction de la fréquence maximale du système [35]. Cependant, on peut remar-

quer que ces schémas étant utilisés pour des problèmes de dynamique rapide, il est de toute

façon indispensable de travailler avec des pas de temps très faibles.

Dans le cas de l’algorithme de Newmark, il est possible de tracer ses zones de stabilité en

fonction des paramètres α et β comme l’illustre la figure 3.1 (où ω est la pulsation du système).
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Fig. 3.1 – Stabilité de l’algorithme de Newmark

3.1.1.4 Etude de la précision

La stabilité numérique d’un algorithme n’assure pas que l’intégrateur suive la solution

exacte du système d’équations différentielles. Afin de quantifier l’écart entre la solution numé-

rique et la solution exacte recherchée, considérons une structure conservative (non amortie) en
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régime libre c’est-à-dire non soumise à des excitations extérieures. Dans un soucis de simplicité,

plaçons nous dans le cas d’un système à un degré de liberté. Il existe alors une relation entre

l’état exact de celui-ci à l’instant tk et son état antérieur, à l’instant tk−1, tous deux ayant la

pulsation ω0. Celle-ci s’écrit comme suit :

Y (tk) =

(

q (tk)

q̇ (tk)

)

=

[

cos (ω0h) sin (ω0h) /ω0

−ω0sin (ω0h) cos (ω0h)

]

.

(

q (tk−1)

q̇ (tk−1)

)

= Â.Y (tk−1) (3.14)

La matrice Â qui lie la solution exacte aux instants tk et tk−1 doit alors être comparée à la

matrice A de l’équation 3.11 associée à la solution numérique. La comparaison des modules et

des phases des valeurs propres de ces deux matrices (λ̂1,2 = e±iω0h pour Â et λ1,2 = ρ (A) e±iφ

pour A) donne une mesure de la précision du schéma. On peut ainsi définir les erreurs relatives

d’amplitude εa et de périodicité εp par :

{

εa = ρ (A)− 1

εp = ω0h/φ − 1
(3.15)

L’erreur de périodicité représente la distorsion en fréquence du schéma d’intégration. Elle

est toujours plus importante que l’erreur d’amplitude qui représente quant à elle l’amortis-

sement numérique de la solution. On parle de dissipation numérique. Ainsi, les intégrateurs

agissent comme des filtres dont l’efficacité peut être quantifiée par le rayon spectral de matrice

d’amplification. En hautes fréquences, il se peut que certains modes n’aient pas de signification

physique et donc ce filtre peut s’avérer utile alors qu’en basses fréquences, il est primordial de

ne pas affecter les modes sous peine de détériorer la solution.

3.1.1.5 Cas des problèmes non linéaires

Les remarques faites concernant la précision des schémas d’intégration ainsi que leur sta-

bilité ne sont valables que pour des systèmes linéaires. En effet, dès qu’une non linéarité est

introduite, la convergence de ceux-ci n’est plus assurée. De même, la stabilité inconditionnelle

des schémas implicites n’est plus vraie. Un pas de temps critique est alors à prendre en compte

aussi bien pour les schémas explicites que pour les implicites mais ce dernier ne peut plus

être défini de façon analytique. De plus, dans le cas non linéaire, une instabilité du schéma

d’intégration peut se traduire non plus par une divergence de la solution mais par une solu-

tion erronée. Il convient alors de vérifier la validité des résultats en faisant deux intégrations

temporelles avec des pas de temps différents et de montrer que le résultat est indépendant du

pas de temps.

Pour des oscillateurs non linéaires simples possédant par exemple une non linéarité cubique,

il s’avère que la méthode des différences finies centrées donnent de bons résultats dès que

h < T/20, T étant la période du système, alors que les schémas d’intégration de Wilson

amènent des erreurs importantes à cause de leur fort amortissement numérique pour h > T/50.

La méthode de Runge-Kutta d’ordre 4 reste quant à elle la plus précise pour un pas de temps

faible. C’est la raison pour laquelle elle sert souvent de référence sur des cas simples mais

est peu utilisée pour des systèmes importants car trop coûteuse numériquement. Dans tous
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les cas, pour des pas de temps h > T/5 divers problèmes de non convergence ou de solution

numériquement chaotique ou encore de solution erronée peuvent apparâıtre [97].

3.1.2 La méthode de shooting

Tout système linéaire soumis à une excitation mono-harmonique répond, une fois son régime

permanent établit, de façon mono-harmonique. Ceci n’est cependant plus toujours vrai pour

des systèmes non linéaires et on observe dans certains cas des réponses quasi-périodiques ou

chaotiques. Néanmoins, le cas des réponses périodiques est très fréquent et nécessite donc des

considérations particulières.

En effet, comme il l’a été précisé précédemment, le temps de calcul nécessaire pour s’af-

franchir du régime transitoire d’un système dynamique peut être prohibitif. Une méthode

alternative consiste, si on recherche une solution périodique, à effectuer une intégration tem-

porelle sur une période présumée du système à partir d’un état supposé par lequel passerait

celui-ci. A l’issu de cette intégration, si l’état initial et l’état final diffèrent, cela signifie que

la période et/ou le point initial ne vérifient pas la condition de périodicité et il convient alors

d’effectuer des corrections.

En s’appuyant sur cette idée, nous pouvons définir l’algorithme d’estimation de la solution

périodique suivant. Soit un vecteur d’état η0 par lequel passe le système considéré à l’instant

t = 0, supposé périodique de période T0. Si l’équation du comportement dynamique du système

est écrite sous forme d’état (Cf. équation 3.10), la condition de périodicité s’écrit :

Y (T0, η0) = η0 (3.16)

Si cette condition est vérifiée en fin d’intégration temporelle alors, le système est bien périodique

de période T0 et passe par l’état η0. Par contre, si cette dernière n’est pas vérifiée, il va falloir

faire des corrections pour annuler le résidu. Celui-ci s’écrit :

R (T0, η0) = Y (T0, η0)− η0 (3.17)

Les corrections du vecteur d’état ∆η et de la période ∆T doivent vérifier :

R (T0 + ∆T, η0 + ∆η) = R (T0, η0) +
∂R

∂η
(T0, η0)∆η +

∂R

∂T
(T0, η0) ∆T = 0 (3.18)

Par définition du résidu, donnée par l’équation 3.17, on peut écrire :

∂R

∂η
(T0, η0) =

∂Y

∂η
(T0, η0)− I et

∂R

∂T
(T0, η0) =

∂Y

∂T
(T0, η0) = F̃ (T0, η0) (3.19)

où F̃ est déduit de l’équation d’état du système 3.10 notée encore Ẏ (t, η) = F̃ (t, η). De plus,

en supposant Y C2 en (T0, η0), on peut écrire :

∂

∂t

Y

∂η
(T0, η0) =

∂

∂η

Y

∂t
(T0, η0) =

∂F̃

∂η
(T0, η0) =

∂F̃

∂Y

∂Y

∂η
(T0, η0) (3.20)
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Ainsi, en notant Γ (t, η) = ∂Y
∂η (t, η), le terme ∂Y

∂η (T0, η0) de l’équation 3.19 peut être obtenu par

intégration temporelle puisqu’il vérifie l’équation différentielle temporelle du premier ordre :

Γ̇ (t, η) =
∂F̃

∂Y
(t, η)Γ (t, η) (3.21)

Compte tenu de l’équation 3.10, on déduit l’expression de ∂F̃
∂Y

:

∂F̃

∂Y
=

[

0 I

−M−1.K̃ −M−1.C̃

]

+
[

∂F̂
∂q

∂F̂
∂q̇

]

(3.22)

où

F̂ =

[

0

M−1.F

]

(3.23)

L’équation 3.18 peut désormais être écrite sous la forme suivante :

Y (T0, η0)− η0 + [Γ (T0, η0)− I]∆η + F̃ (T0, η0)∆T = 0 (3.24)

Nous disposons donc d’un système de 2N équations (N étant le nombre de degrés de liberté du

système) alors que nous avons 2N +1 inconnues (2N avec ∆η et une avec ∆T ). Ceci implique

que la phase de la solution recherchée est libre de se décaler. Pour palier ce problème, on peut

envisager de fixer une des coordonnées de la correction, ce qui revient à supprimer une des

inconnues ou bien, de rajouter une équation. On peut par exemple imposer l’orthogonalité entre

∆η et F̃ (T0, η0) c’est-à-dire F̃T (T0, η0) .∆η = 0. Dans ce cas, les corrections sont obtenues par

l’équation suivante :

[

Γ (T0, η0)− I F̃ (T0, η0)

F̃T (T0, η0) 0

]

.

[

∆η

∆T

]

=

[

η0 −Y (T0, η0)

0

]

(3.25)

Grâce à ces corrections, un nouveau point initial est définit :

{

η0 = η0 + ∆η

T0 = T0 + ∆T
(3.26)

L’intégration temporelle est alors recommencée à partir de ce point et ainsi de suite, jusqu’à

ce que le résidu soit aussi proche de zéro que l’on souhaite.

Cette méthode de shooting [56, 74, 89] (également appelée méthode de tirs) est très

séduisante car elle permet en théorie de déterminer des solutions périodiques de période a

priori inconnue. Il faut bien entendu pour cela se placer en un point (T0, η0) relativement peu

éloigné de la solution. Cependant, elle peut être coûteuse en temps de calcul puisqu’elle effectue

un certain nombre d’intégrations temporelles sur toute une période du système et nécessite le

calcul des gradients des forces par rapport aux degrés de liberté. De plus, elle peut également

nécessiter une allocation mémoire importante en raison des matrices à stocker qui peuvent être

importantes. Enfin, il faut souligner que cette méthode à l’énorme avantage de ne pas tronquer

la forme de la solution recherchée comme il est d’usage dans les méthodes fréquentielles (Cf.

paragraphe suivant).
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3.2 Méthodes fréquentielles

Dans le paragraphe précédent, nous avons vu une méthode temporelle permettant de cher-

cher des solutions périodiques tout en s’affranchissant du régime transitoire du système. Cepen-

dant, une méthode plus intuitive et plus rapide de recherche de solutions périodiques consiste à

se placer dans l’espace de Fourier c’est-à-dire dans l’espace fréquentiel, d’où le titre du présent

paragraphe.

En effet, une solution supposée périodique de période T peut être décomposée dans la

base infinie mais dénombrable des fonctions trigonométriques. D’un point de vue numérique,

puisqu’il n’est pas possible de traiter des sommes infinies, il est nécessaire de tronquer la

décomposition de la solution. Cependant, il n’existe pas de critère systématique permettant

de connâıtre a priori l’ordre de la troncature suffisant pour approcher correctement la solution

c’est-à-dire quels harmoniques sont prépondérants. Bien sûr, la troncature approchera d’autant

mieux la solution exacte que l’ordre de troncature sera élevé. Considérons, arbitrairement, une

troncature à l’ordre M de la solution recherchée. Celle-ci peut donc s’écrire, en supposant

qu’elle approche correctement la solution du problème :

qexacte(t) ≈ qappro(t) = a0 +
M
∑

m=1

(am.cos (mωt) + bm.sin (mωt)) (3.27)

En injectant qappro dans l’équation du comportement dynamique du système mécanique

3.1, en dissociant cette fois les forces non linéaires FNL des autres forces F, il vient :

εM (t,X) = Mq̈appro(t) + C̃q̇appro(t) + K̃qappro(t) + FNL (t,qappro, q̇appro)− F(t) ≈ 0 (3.28)

avec

X =
[

aT
0 , aT

1 , bT
1 , . . . , aT

M , bT
M

]T
(3.29)

Ce résidu, représentant l’écart entre la solution approchée et la solution exacte, sera d’autant

plus petit que l’ordre de la troncature sera élevé.

Un des intérêts de l’espace de Fourier est de pouvoir exprimer facilement les vitesses et

les accélérations du système en fonction des mêmes variables que les déplacements. Ainsi, en

injectant l’expression de qappro (Cf. équation 3.27) dans le résidu, exprimé par l’équation 3.28,

on peut écrire :

εM (t,X) = K̃.a0 +

M
∑

m=1

{(

(K̃− (mω)2M).am + (mωC̃).bm

)

.cos (mωt)

+
(

(K̃− (mω)2M).bm − (mωC̃).am

)

.sin (mωt)
}

+FNL (t,qappro(t,X), q̇appro(t,X))−F(t)

(3.30)

Dans ce qui suit, deux méthodes fréquentielles couramment utilisées vont être présentées.

Elles permettent toutes deux de s’affranchir de la dépendance temporelle. Le système d’équations
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3.30 se résume alors à un systèmes d’équations algébriques dont les seules inconnues sont les

coefficients de Fourier.

3.2.1 Méthode de la balance harmonique

La méthode de balance harmonique consiste à supprimer la dépendance temporelle du

système 3.30 en le projettant sur les fonctions de la base de Fourier. Cette procédure est

communément dénommée procédure de Galerkin. On recherche ainsi X qui annule l’équation

3.30 en moyenne temporelle pondérée, les fonctions de pondération étant les fonctions trigo-

nométriques cos (kωt) (k = 0, ..,M) et sin (kωt) (k = 1, ..,M) :











1
T

∫ T
0 εM (t,X) dt

2
T

∫ T
0 εM (t,X) .cos (kωt) dt avec k = 1, ..,M

2
T

∫ T
0 εM (t,X) .sin (kωt) dt avec k = 1, ..,M

(3.31)

Le système 3.30 se réduit donc au nouveau système de (2M + 1)N inconnues et (2M + 1)N

équations suivantes :

H (X) = A.X + b (X) = 0 (3.32)

avec

A =























K̃

Λ1

. . .

Λk

. . .

ΛM























(3.33)

b (X) =























1
T

∫ T
0 [FNL (t,qappro(t,X), q̇appro(t,X)) − F(t)] dt

Θ1
...

Θk
...

ΘM























(3.34)

où

Λk =

[

K̃− (kω)2 M (kω) C̃

− (kω) C̃ K̃− (kω)2 M

]

Θk =

[

2
T

∫ T
0 [FNL (t,qappro(t,X), q̇appro(t,X)) − F(t)] cos (kωt) dt

2
T

∫ T
0 [FNL (t,qappro(t,X), q̇appro(t,X)) − F(t)] sin (kωt) dt

] (3.35)

Le calcul de b peut se faire soit analytiquement, soit numériquement. En effet, il est fonda-

mental de remarquer que les intégrales constituant ce vecteur correspondent exactement aux

coefficients de Fourier des forces non linéaires et des forces linéaires extérieures (Cf. équation

3.36). Le calcul littérale de la partie linéaire de b relative à F est une approche classique car,
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les forces extérieures étant généralement décomposées en harmoniques, le calcul est immédiat.

Concernant la partie non linéaire de b, on peut tout d’abord préciser qu’il est licite de la sup-

posée T -périodique puisque q est supposée T -périodique donc q̇ et q̈ aussi, de même que F est

également périodique d’une période généralement sous-multiple de T . Le développement ana-

lytique de ces termes est malheureusement assez limité car les calculs deviennent vite lourds

et délicats pour des non linéarités complexes (jeu, frottement, etc.).

Dans ce cas, le calcul numérique s’impose. Pour cela, les termes non linéaires de b c’est-à-

dire les coefficients de Fourier de FNL peuvent être obtenus par des transformées de Fourier

directes (DFT) des forces non linéaires. En effet, connaissant les coefficients de Fourier X de q,

il est possible d’en déduire les valeurs de q et q̇ en plusieurs instants tk, grâce à une transformée

de Fourier inverse (IDFT). Les efforts non linéaires FNL (tk,q
appro(tk), q̇k

appro(tk)) peuvent

alors être estimés en ces mêmes instants puis, leurs coefficients de Fourier sont obtenus par

DFT. Ce passage du domaine fréquentiel au domaine temporel puis du temporel au fréquentiel

porte le nom de technique AFT (Alternating Frequency/Time) et fut développé entre autres

par Cameron et Griffin [4]. Le calcul des transformées de Fourier discrètes des efforts non

linéaires peut se faire soit en utilisant un algorithme FFT (Fast Fourier Transform) dans le

cas où on considère un nombre de points d’échantillonnage multiple de 2, soit en utilisant

un algorithme classique de DFT dont un exemple complet est donné par Narayanan et Sekar

[67]. Une méthode alternative pour calculer les coefficients de Fourier des termes non linéaires

consiste tout simplement à les calculer numériquement d’après leurs définitions :











a0(f) = 1
T

∫ T
0 f(t)dt

ak(f) = 2
T

∫ T
0 f(t)cos (kωt) dt

bk(f) = 2
T

∫ T
0 f(t)sin (kωt) dt

(3.36)

Une fois b identifié, le système 3.32 peut être résolu par un solveur non linéaire de type

quasi-Newton [91]. Une façon alternative consiste à utiliser un algorithme de Newton-Raphson.

Cette procédure est alors dénommée méthode de la balance harmonique incrémentale.

En effet, cette procédure dénommée procédure de Newton-Raphson nécessite l’écriture du

système 3.32 sous forme incrémentale. C’est-à-dire que l’on considère des coefficients de Fourier

a priori X et des corrections ∆X. La forme incrémentale de l’équation 3.32 s’écrit :

(A + Jb (X)) .∆X + A.X + b (X) = 0 (3.37)

où Jb (X) est la matrice jacobienne de b et a pour expression :

Jb (X) =





























J
(0,0)
b · · · J

(0,2m−1)
b J

(0,2m)
b · · · J

(0,2M−1)
b J

(0,2M)
b

...

J
(2k−1,0)
b

J
(2k,0)
b J̃b (X)

...

J
(2M−1,0)
b

J
(2M,0)
b





























(3.38)
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avec

J
(0,0)
b

(X) =
1

T

∫ T

0

∂FNL

∂q
dt

J
(0,2m−1)
b (X) =

1

T

∫ T

0

(

∂FNL

∂q
cos (mωt)− (mω)

∂FNL

∂q̇
sin (mωt)

)

dt

J
(0,2m)
b (X) =

1

T

∫ T

0

(

∂FNL

∂q
sin (mωt) + (mω)

∂FNL

∂q̇
cos (mωt)

)

dt

J
(2k−1,0)
b (X) =

2

T

∫ T

0

∂FNL

∂q
cos (kωt) dt

J
(2k,0)
b (X) =

2

T

∫ T

0

∂FNL

∂q
sin (kωt) dt

J̃
(2k−1,2m−1)
b

(X) =
2

T

∫ T

0

(

∂FNL

∂q
cos (mωt)− (mω)

∂FNL

∂q̇
sin (mωt)

)

cos (kωt) dt

J̃
(2k−1,2m)
b (X) =

2

T

∫ T

0

(

∂FNL

∂q
sin (mωt) + (mω)

∂FNL

∂q̇
cos (mωt)

)

cos (kωt) dt

J̃
(2k,2m−1)
b

(X) =
2

T

∫ T

0

(

∂FNL

∂q
cos (mωt)− (mω)

∂FNL

∂q̇
sin (mωt)

)

sin (kωt) dt

J̃
(2k,2m)
b (X) =

2

T

∫ T

0

(

∂FNL

∂q
sin (mωt) + (mω)

∂FNL

∂q̇
cos (mωt)

)

sin (kωt) dt

(3.39)

L’implémentation de l’algorithme de la balance harmonique incrémentale [55, 76, 77, 79]

est la suivante :

1. Initialisation de X

2. Résolution de l’équation 3.37 ⇒ ∆X

3. X ← X + ∆X

4. Retour au point 2

On retrouve l’algorithme classique de Newton-Raphson. Après chaque itération, on obtient

une approximation de la solution X meilleure que la précédente à condition que l’initialisation

première de la procédure ne soit pas trop éloignée de la solution. Le processus est arrêté dès

qu’un critère de convergence fixé par l’utilisateur est atteint. Généralement, on utilise comme

critères :

‖∆X‖ ≤ ε1 et/ou
‖∆X‖
‖X‖ ≤ ε2 (3.40)

Où ε1 et ε2 sont des tolérances fixées par l’utilisateur, ||.| | étant, en général, la norme eucli-

dienne.
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3.2.2 Méthode de collocation trigonométrique

La méthode de la balance harmonique présentée précédemment n’est autre qu’une méthode

de résidus pondérés. En effet, la solution exacte du système d’équations différentielles régissant

le comportement dynamique du système étudié ne pouvant la plupart du temps pas être ob-

tenue analytiquement, une approximation en est faite. Cette approximation ne vérifiant pas

parfaitement l’équation différentielle du système, il en résulte un résidu que l’on tente de mi-

nimiser en le projetant sur des fonctions tests. Dans le cas de la balance harmonique, les

fonctions test et les fonctions d’approximation de la solution sont identiques : ce sont des fonc-

tions trigonométriques. Cette méthode, nommée méthode de Galerkin, est la plus célèbre des

méthodes de résidus pondérés en mécanique. Cependant, il est tout à fait légitime de considérer

des fonctions d’approximation et des fonctions test différentes. Ces méthodes appartiennent

à la famille des méthodes de collocations. Dans le cas de recherche de solutions périodiques

approchées par des séries de Fourier, on parle de collocation trigonométrique [93].

Comme précédemment, la solution recherchée est périodique de période T connue. Le prin-

cipe de la collocation consiste à vérifier l’équation du mouvement du système 3.1 en un nombre

L d’instants tk dans [0, T ]. Les instants tk sont généralement pris équidistants c’est-à-dire

tk = kT/L (k ∈ {0, L− 1}). Le système à résoudre s’écrit donc :



































Mq̈ (t0) + C̃q̇ (t0) + K̃q (t0) + FNL (t0,q, q̇) = F (t0)
...

...
...

...
...

Mq̈ (tk) + C̃q̇ (tk) + K̃q (tk) + FNL (tk,q, q̇) = F (tk)
...

...
...

...
...

Mq̈ (tL−1) + C̃q̇ (tL−1) + K̃q (tL−1) + FNL (tL−1,q, q̇) = F (tL−1)

(3.41)

En injectant l’expression approchée sous forme de série de Fourier de q (Cf. équation 3.27)

dans ce système, il vient un nouveau système de L équations dont les 2M + 1 inconnues sont

les coefficients de Fourier. Dans le cas où L = 2M + 1, les calculs ont été menés par Jean

et Nelson [42]. On peut cependant remarquer que vérifier l’équation du mouvement en des

instants ponctuels tk revient à utiliser une méthode de résidus pondérés dont les fonctions test

sont des Dirac aux instants tk : δ (tk) : t 7→ δ (t− tk) (k = 0, .., 2M). Il suffit donc de vérifier :

∀ k, 0 ≤ k ≤ 2M,

∫ T

0
ε (t,X) δ (t− tk) dt = ε (tk,X) = 0 (3.42)

Le système de (2M +1)N équations à (2M +1)N inconnues alors obtenu peut s’écrire une

fois de plus :

H (X) = A.X + b (X) = 0 (3.43)

avec cette fois-ci :

A =







K̃

| Ã

K̃






(3.44)
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où, en gardant les mêmes notations que dans l’équation 3.38, les éléments de la matrice Ã

sont, pour k = 0, .., 2M et m = 1, .., 2M :

Ã(k,2m−1) =
(

K̃− (mω)2M
)

cos (mωtk)− (mω)C̃sin (mωtk)

Ã(k,2m) =
(

K̃− (mω)2M
)

sin (mωtk) + (mω)C̃cos (mωtk) (3.45)

et

b (X) =







FNL (t0,q(t0,X), q̇(t0,X))− F(t0)
...

FNL (t2M ,q(t2M ,X), q̇(t2M ,X)) − F(t2M )






(3.46)

Le système 3.43 peut, comme dans le cas de la balance harmonique, être résolu par un solveur

non linéaire.

Dans le cas où L > 2M + 1 c’est-à-dire si le nombre d’instants où on souhaite vérifier

l’équation d’équilibre du système est supérieur au nombre d’inconnues, alors la collocation est

dite sur-déterminée et le système 3.43 est un système rectangulaire. Dans ce cas, sa résolution

passe par un algorithme d’optimisation. Il est possible de démontrer que la solution de ce

problème minimise la fonctionnelle Ψ définie par :

Ψ (X) =

L
∑

k=1

‖εM (tk,X)‖22 (3.47)

On parle alors de collocation par moindres carrés.

3.3 Les techniques de continuations

Les différents régimes des systèmes mécaniques sont généralement conditionnés par cer-

tains paramètres. Par exemple, dans le cas des machines tournantes, un paramètre fondamen-

tal contrôlant la réponse du système est la vitesse de rotation Ω. Les méthodes présentées

jusqu’ici sont valables pour un jeu de paramètres donné. Ainsi, pour connâıtre l’évolution

du comportement d’un système lors d’une évolution d’un de ses paramètres, il est nécessaire

d’effectuer pour chaque valeur de ce paramètre, nommé usuellement paramètre de contrôle ou

paramètre de bifurcation, une des méthodes présentées précédemment.

Notons [X] une grandeur représentative de l’état du système associée à un paramètre

de contrôle µ. Dans le cas des machines tournantes, la réponse à balourd est classiquement

recherchée. Dans ce cas [X] représente l’amplitude de la réponse du rotor et µ = Ω. Pour

chaque vitesse de rotation µp = Ωp se situant dans la plage de fonctionnement de la machine

[µ1 = Ω1, µ2 = Ω2], il faut donc effectuer une intégration temporelle ou une balance harmo-

nique afin de déterminer l’amplitude de la réponse du rotor. En effet, la solution de l’équation

différentielle régissant le comportement dynamique du système dépendant de ce paramètre,

peut donc être noté q (t, µ) et, il en est de même pour les solutions X (µ) du système algébrique

H (X, µ) = A (µ) .X + b (X, µ) = 0 (3.48)
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obtenues par l’application des méthodes précédentes.

Afin de gagner du temps, une alternative consiste à calculer l’état du système correspon-

dant à une nouvelle valeur du paramètre en tenant compte de l’état qu’il avait à la valeur

précédente du paramètre de contrôle. C’est-à-dire que l’amplitude de la réponse du rotor à

µ = Ω + ∆Ω sera calculée en tenant compte de l’amplitude de sa réponse à µ = Ω. C’est le

principe même de la continuation.

Concrètement, il s’agit d’une succession de prédictions puis de corrections de l’état du

système : le prédicteur fournit une estimation X̂(p) de la solution à µp qui est ensuite améliorée

par le correcteur jusqu’à l’obtention de la solution recherchée X(p) = X (µp). En plus du gain

de temps, la continuation permet de suivre les éventuels retournements du système. En effet,

il est courant que les systèmes non linéaires puissent adopter plusieurs états à une valeur de

paramètre µ, ce qui se traduit par des retournements de la courbe de [X] en fonction de µ,

comme l’illustre la figure 3.2. Ces particularités des systèmes non linéaires sont difficilement

décelables avec des intégrations temporelles directes ou des méthodes fréquentielles classiques.

Par contre, ces mêmes méthodes, couplées avec des méthodes de continuation utilisant une

paramétrisation judicieuse du système, permettent de repérer des retournements.

[X]

µµc

Fig. 3.2 – Exemple de retournement d’un système non linéaire

3.3.1 La paramétrisation

Pour faire évoluer le système, on peut imposer « à la main » un incrément de paramètre

∆µ. Dans ce cas, on parle de continuation séquentielle. Les retournements évoqués ne peuvent

alors pas être obtenus. Une autre façon de gérer l’évolution du système consiste à substituer

l’incrément de paramètre par un incrément d’abscisse curviligne qui tient comte à la fois de

l’évolution de X et de celle de son paramètre de contrôle. L’abscisse curviligne s de la courbe

de la réponse étant elle même indéterminée a priori, elle est approchée par la longueur de la

ligne brisée définie par l’ensemble des points
(

X(p), µ(p)
)

qui eux mêmes dépendent de s. La
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distance entre deux points successifs de la courbe est donnée par :

∆s(p) =

√

∥

∥X(p) −X(p−1)
∥

∥

2
+
(

µ(p) − µ(p−1)
)2

(3.49)

L’abscisse curviligne se définit alors de proche en proche par :

s(p) = s(p−1) + ∆s(p) (3.50)

avec s(1) = 0.

Avec ce changement de paramétrage du système, le paramètre de contrôle va lui aussi

pouvoir être corrigé. Il pourra ainsi être augmenté ou diminué, pour une valeur d’abscisse

curviligne donnée, et donc les retournements pourront être suivis. Cependant, la correction

se faisant à la fois en X et en µ, nous aurons 2N + 1 inconnues pour, en l’état actuel, 2N

équations. Dans ce cas, la correction consistera en une optimisation ou plus précisément en une

minimisation du résidu de l’équation 3.48. Une alternative consiste à considérer une équation

supplémentaire afin d’effectuer, non plus une minimisation mais, une résolution de système.

Cette équation supplémentaire peut être une équation de paramétrisation.

3.3.1.1 La paramétrisation par longueur d’arc

Comme il a été précisé précédemment, la paramétrisation va nous permettre de considérer

une équation supplémentaire pour résoudre le système 3.48 possédant 2N + 1 inconnues.

L’équation de paramétrisation P la plus intuitive consiste à dire que le point recherché se

trouve sur la courbe H (X, µ) = 0 et sur une hypersphère centrée sur le dernier point trouvé

et de rayon ∆s. Le système à résoudre est donc le suivant :

{

H (X, µ) = A (µ) .X + b (X, µ) = 0

P (X, µ) =
∥

∥X−X(p)
∥

∥

2
+
(

µ− µ(p)
)2 −∆s2 = 0

(3.51)

Cette méthode de continuation peut être schématisée par la figure 3.3 et porte le nom

de continuation arc-length. En pratique, il est possible de mettre l’accent sur X ou sur µ en

pondérant les termes de l’équation de paramétrisation P par un facteur d’ajustement ξ :

P (X, µ) = ξ
∥

∥

∥X−X(p)
∥

∥

∥

2
+ (1− ξ)

(

µ− µ(p)
)2
−∆s2 = 0 (3.52)

Une autre possibilité consiste à rechercher la solution à l’intersection entre la courbe solu-

tion H (X, µ) = 0 et un hyperplan orthogonal à la tangente à cette dernière courbe au dernier

point obtenu
(

X(p), µ(p)
)

et situé à une distance ∆l de ce dernier. La figure 3.4 illustre cette

méthode qui porte le nom de pseudo arc-length. Il faut noter que la distance ∆l ne corres-

pond pas à la distance entre deux points
(

X(p), µ(p)
)

et
(

X(p+1), µ(p+1)
)

mais, à la distance

entre un point
(

X(p), µ(p)
)

et la projection de celui recherché, sur la tangente au premier point.

L’équation de cette tangente s’obtient en écrivant que dH
ds = 0 soit :

∂H

∂X
.
∂X

∂s
+
∂H

∂µ
.
∂µ

∂s
= 0 (3.53)
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[X]

µ

∆s

(

X(p), µ(p)
)

(

X(p+1), µ(p+1)
)

P (X, µ,∆s) = 0

H (X, µ) = 0

Fig. 3.3 – Méthode de continuation de type arc-length

Les composantes ∂X
∂s = Ẋ(p) et ∂µ

∂s = µ̇(p) du vecteur tangent à la courbe solution au point
(

X(p), µ(p)
)

vérifient donc la relation :

Ẋ(p) = −
(

∂H

∂X

(

X(p), µ(p)
)

)−1

.
∂H

∂µ

(

X(p), µ(p)
)

.µ̇(p) (3.54)

Une fois le vecteur directeur de cet hyperplan normalisé, on en déduit son équation et le

système d’équation augmenté à résoudre s’écrit :

{

H (X, µ) = A (µ) .X + b (X, µ) = 0

P (X, µ) =t Ẋ(p).
(

X−X(p)
)

+ µ̇(p)
(

µ− µ(p)
)

−∆l = 0
(3.55)

Il se peut, contrairement à la continuation de type arc-length où il existe toujours une intersec-

tion entre l’hypersphère et la courbe solution, que l’hyperplan considéré dans la continuation de

type pseudo arc-length ne coupe jamais la courbe solution. Ceci peut se comprendre aisément

en regardant la figure 3.4 et en considérant un ∆l plus grand. Afin d’éviter ce cas de figure, il

convient de prendre des ∆l assez faibles.

L’avantage de la continuation arc-length réside dans sa simplicité de mise en œuvre. Par

contre, l’équation de paramétrisation est non linéaire contrairement à la continuation de type

pseudo arc-length. Cependant, cette méthode de continuation nécessite le calcul de la jaco-

bienne de H par rapport à X et µ.
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[X]

µ

∆l
(

X(p), µ(p)
)

(

X(p+1), µ(p+1)
)

P (X, µ,∆l) = 0

H (X, µ) = 0

Fig. 3.4 – Méthode de continuation de type pseudo arc-length

3.3.1.2 La paramétrisation sélective

Pour terminer, on peut citer la méthode de paramétrisation sélective. Celle-ci consiste à

fixer une des inconnues c’est-à-dire soit une composante de X, soit µ. Le système à résoudre

s’écrit alors :

{

H (X, µ) = A (µ) .X + b (X, µ) = 0

P (X, µ) = Xk − η = 0
(3.56)

avec k ∈ {1, .., N + 1} en posant XN+1 = µ. Les paramètres k et η varient au cours de la

procédure. Il est courant de fixer la variable qui à subit la plus grande variation relative entre

deux calculs. Xk est donc choisit tel que :

∆Xk = max {∆X1, . . . ,∆XN+1} avec ∆Xi =

∣

∣

∣
X

(p)
i −X(p−1)

i

∣

∣

∣

∣

∣

∣
X

(p)
i

∣

∣

∣

(3.57)

Concernant le choix de η, il dépend de Xk et de la valeur d’incrément entre deux points

successifs. Un choix classique consiste à prendre η tel que :

η = X
(p)
k + ξ

(

X
(p)
k −X(p−1)

k

)

(3.58)

où ξ est un facteur d’ajustement entre l’ancien incrément X
(p)
k −X

(p−1)
k et le nouveau η−X (p)

k .

Cette méthode de continuation est schématisée en figure 3.5(a).
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Xk

µ

η

(

X(p), µ(p)
)

(

X(p+1), µ(p+1)
)

Xk − η = 0

H (X, µ) = 0

[X]

µ

η
(

X(p), µ(p)
)

(

X(p+1), µ(p+1)
)

µ− η = 0

H (X, µ) = 0

(a) (b)

Fig. 3.5 – Méthode de continuation avec paramétrisation sélective

Il est possible de pondérer la variation XN+1 par une constante supérieure à 1 afin de

favoriser le choix de µ comme paramètre à fixer. Changer de paramétrisation c’est-à-dire pa-

ramétrer µ ou Xk, n’a d’influence et d’intérêt qu’au point de retournement. En effet, c’est au

voisinage de ce point que le paramètre de contrôle varie le moins et donc il est plus judicieux

de paramétrer une autre inconnue. On peut remarquer que lorsque la variable paramétrée est

le paramètre de contrôle µ (Cf. figure 3.5(b)), on se retrouve dans le cas d’une continuation

séquentielle où le choix de η est trivialement la valeur de ∆µ.

Il est également possible de changer le critère de sélection. Ainsi, Li et Xu [56] ont couplé

une méthode de shooting avec une paramétrisation sélective dans laquelle la variable fixée était

celle correspondant au résidu le plus faible.

3.3.2 Les prédicteurs

Dans une méthode de continuation, un prédicteur à pour but d’améliorer la convergence de

la résolution du système 3.48. Pour cela, il doit fournir une estimation du point
(

X(p+1), µ(p+1)
)

notée
(

X̂(p+1), µ̂(p+1)
)

à partir des points précédemment obtenus
(

X(p−i), µ(p−i)
)

avec i ≥ 0.

Cette estimation est alors prise comme point initial dans le processus de résolution du système

non linéaire 3.48.
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µ
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)

(

X(p+1), µ(p+1)
)
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(a) avec continuation arc-length (b) avec continuation pseudo arc-length

Fig. 3.6 – Prédicteur de type sécante

3.3.2.1 La prédiction sécante

La prédiction la plus simple consiste à se servir de la sécante aux deux points solutions

précédents comme illustré en figure 3.6. Ce prédicteur s’adapte au cas d’une continuation

de type arc-length ou de type pseudo arc-length. La prédiction du point
(

X̂(p+1), µ̂(p+1)
)

se

trouvant à une distance ∆h = ∆s ou ∆l du point
(

X(p), µ(p)
)

s’exprime [48] par :











X̂(p+1) = X(p) + ∆h X(p)−X(p−1)
q

‖X(p)−X(p−1)‖2+(µ(p)−µ(p−1))
2

µ̂(p+1) = µ(p) + ∆h µ(p)−µ(p−1)
q

‖X(p)−X(p−1)‖2+(µ(p)−µ(p−1))
2

(3.59)

3.3.2.2 La prédiction tangente

Une autre façon de prédire le point
(

X̂(p+1), µ̂(p+1)
)

est de le considérer sur la tangente à

la courbe solution au point
(

X(p), µ(p)
)

et à une distance ∆h de ce dernier. L’équation de cette

tangente a déjà été précisée (Cf. équation 3.53), de même que la relation entre ses composantes

∆X(p) et ∆µ(p) en découlant (Cf. équation 3.54). Par définition [1], la tangente induite par

une matrice J est l’unique vecteur t tel que :
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J.t = 0 (3.60)

‖t‖ = 1 (3.61)

det

(

J

tT

)

> 0 (3.62)

La première relation 3.60 n’est autre que l’équation de la tangente 3.53 avec :

J =
[

∂H
∂X

(

X(p), µ(p)
)

∂H
∂µ

(

X(p), µ(p)
)

]

et t =
[

∆X(p) ∆µ(p)
]T

(3.63)

Si l’estimation du point
(

X(p+1), µ(p+1)
)

est faite à une distance ∆h du point précédent, compte

tenu de la relation 3.54 entre les composantes du vecteur tangent, il vient, après normalisation

du vecteur t (Cf. équation 3.61), les expressions des incréments suivantes :











∆µ(p) = ± ∆h
r

‚

‚

‚

∂H

∂X

−1
(X(p),µ(p)). ∂H

∂µ (X(p),µ(p))
‚

‚

‚

2
+1

∆X(p) = −∂H
∂X

−1 (
X(p), µ(p)

)

.∂H
∂µ

(

X(p), µ(p)
)

∆µ(p)

(3.64)

L’indécision du signe de ∆µ(p) reflète la possibilité d’orienter la tangente dans un sens ou dans

l’autre du parcours de la courbe solution. Afin de parcourir celle-ci toujours dans le même sens

et ainsi éviter de revenir sur des points déjà trouvés, la condition 3.62 doit être vérifiée. Ainsi,

on suppose ∆µ > 0 et on doit avoir :

det

(

∂H
∂X

(

X(p), µ(p)
)

∂H
∂µ

(

X(p), µ(p)
)

−∂H
∂X

−1 (
X(p), µ(p)

)

.∂H
∂µ

(

X(p), µ(p)
)

1

)

∆µ > 0 (3.65)

Si ce n’est pas le cas, on prend l’opposé de ∆µ. Les prédictions s’expriment alors par :

{

µ̂(p+1) = µ(p) + ∆µ(p)

X̂(p+1) = X(p) + ∆X(p) (3.66)

Cette méthode de prédiction s’adapte également aux continuations de type arc-length

(∆h = ∆s) et pseudo arc-length (∆h = ∆l) comme le montre la figure 3.7. On peut remarquer,

à titre indicatif, que dans le cas d’une continuation séquentielle, où l’incrément de paramètre

∆µ est fixé par l’utilisateur, les prédictions s’expriment par :

{

µ̂(p+1) = µ(p) + ∆µ

X̂(p+1) = X(p) − ∂H
∂X

−1 (
X(p), µ(p)

)

.∂H
∂µ

(

X(p), µ(p)
)

∆µ
(3.67)

Un inconvénient de cette méthode de prédiction est de ne pas pouvoir être utilisée telle

quelle au voisinage d’un point de retournement. En effet, au point de retournement, la jaco-

bienne ∂H
∂X

est singulière c’est-à-dire de rang N − 1. Il n’est donc pas possible de l’inverser et

donc de déterminer les incréments par l’équation 3.64. Bien qu’il y ait peu de chances d’effec-

tuer une prédiction au point précis du retournement de la courbe, il faut noter qu’au voisinage

de celui-ci, la jacobienne a de très fortes chances d’être mal conditionnée et donc d’entrâıner

les problèmes numériques rendant difficile la détermination des incréments. Une alternative

consiste à augmenter l’équation 3.60 en imposant une relation de normalisation cT .t = 1 entre
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∆l
(

X(p), µ(p)
)

(

X(p+1), µ(p+1)
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)
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(a) avec continuation arc-length (b) avec continuation pseudo arc-length

Fig. 3.7 – Prédicteur de type tangente

les incréments. La relation 3.60 devient alors, en utilisant les notations définies par l’équation

3.63 :

[

J

cT

]

.t =

(

0

1

)

= eN+1 (3.68)

Si le vecteur c est convenablement choisi, il est possible de rendre la matrice augmentée

de rang N + 1 puisqu’au point de retournement, la matrice J n’est plus de rang N + 1 mais

N . Dans ce cas, cette matrice augmentée est inversible et les incréments peuvent alors être

déterminés. Par exemple, si on choisi c = c ek, (k ∈ {1, .., N}) alors, ∆Xk = 1/c. Ceci revient

à effectuer une paramétrisation sélective où les coefficients η et c doivent vérifier η−Xk = 1/c.

3.3.2.3 La prédiction d’ordre supérieur

La prédiction par sécante revient à une interpolation polynomiale d’ordre 1 en s. La

prédiction par tangente, quant à elle, est issue d’un développement limité au premier ordre de

la courbe solution. On parle ainsi de prédicteur d’ordre 1. Si nous considérons plus de points

antérieurs que dans les méthodes précédentes pour estimer le point
(

X(p+1), µ(p+1)
)

, nous avons

recours à des interpolations polynomiales. Contrairement aux méthodes précédentes, celles-ci

ne requièrent pas le calcul de la jacobienne de H par rapport a X et µ mais, nécessitent le

stockage des d + 1 points antérieurs au point recherché, dans le cas d’une interpolation poly-

nomiale d’ordre d.
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Le principe consiste à déterminer les coefficients d’un polynôme d’ordre d passant par les

d+ 1 points antérieurs au point
(

X(p+1), µ(p+1)
)

. L’interpolation est réalisée sur les µi dans le

cas d’une continuation séquentielle ou sinon, sur les s(i), avec i ∈ {p− d, .., d}. Le point prédit
(

X̂(p+1), µ̂(p+1)
)

sera l’extrapolation suivant le polynôme considéré, se situant à l’abscisse

µp+1 ou s(p+1). Dans le cas des polynômes de Lagrange, en considérant une paramétrisation

par longueur d’arc, les prédictions s’expriment par [83] :















X̂(p+1) =
d
∑

i=0
LiX

(p−d+i)

µ̂(p+1) =
d
∑

i=0
Liµ

(p−d+i)

avec Li =

d
∏

j = 0

j 6= i

s(p+1) − s(p−d+j)

s(p−d+i) − s(p−d+j)
(3.69)

Il faut noter que plus l’ordre du polynôme considéré est élevé, plus il y a des chances

que l’estimation soit mauvaise. En effet, plus le polynôme aura un ordre élevé, plus il faudra

considérer de points sur la courbe solution. Ceux-ci seront alors repartis sur une longueur

de courbe importante qui ne pourra peut être plus être approchée convenablement par un

polynôme. De plus, même si la courbe est assez régulière, il est connu [27] que l’approxima-

tion d’une fonction par un polynôme interpolateur en des points d’abscisses équidistantes se

détériore au voisinage des points d’abscisses maximale et minimale lorsque le nombre de points

d’interpolation augmente. Il est ainsi courant et judicieux de se limiter à une interpolation cu-

bique.

3.3.3 Les correcteurs

Il est clair, au vu des illustrations précédentes, que les prédictions diffèrent plus ou moins

des points solutions. Les correcteurs sont donc des algorithmes ou des procédures visant à

obtenir un point vérifiant l’équation 3.48 à partir de sa prédiction.

D’une façon générale, comme nous l’avons précisé au début de ce chapitre, nous avons

N + 1 inconnues et N équations. Ainsi, à partir de la prédiction
(

X̂(p+1), µ̂(p+1)
)

, seule une

minimisation du système 3.48 peut être faite afin de se rapprocher le plus possible du point so-

lution
(

X(p+1), µ(p+1)
)

. Pour cela, un algorithme de minimisation classique disponible dans les

bibliothèques Fortran ou Matlab peu être employé. On peut également employer un correcteur

de minimisation par moindres carrés.

3.3.3.1 Le correcteur de minimisation par moindres carrés

Une méthode de Newton-Raphson classique pour résoudre le système non linéaire 3.48 se

résume en une succession de résolution de systèmes linéaires :

[

∂H
∂X

(

(i)X,(i) µ
)

∂H
∂µ

(

(i)X,(i) µ
)

]

.

(

(i)∆X
(i)∆µ

)

= −H
(

(i)X,(i) µ
)

(3.70)

où l’exposant (i) correspond au numéro d’itération, à ne pas confondre avec l’exposant (p)

placé à droite représentant la numérotation des points solutions.
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Le vecteur des incréments de corrections étant multiplié par une matrice non carrée, de

dimensions N × (N + 1), il ne peut pas s’obtenir par inversion de celle-ci. Une alternative

consiste à utiliser la pseudo inverse de cette matrice encore appelée inverse de Moore-Penrose.

Son calcul s’effectue suivant une décomposition par valeurs singulières, SVD. Le principe de la

SVD consiste à décomposer une matrice rectangulaire de dimensions N×(N+1) en un produit

matriciel U.S.VT où U et V sont des matrices orthonormales de dimensions respectives N×N
et (N + 1)× (N + 1) et S, une matrice rectangulaire de dimensions N × (N + 1) diagonale ne

possédant que des termes non négatifs. La solution est alors :

[

(i)∆X
(i)∆µ

]

= −V.S−1.UT .H
(

(i)X,(i) µ
)

(3.71)

où S−1 est l’inverse de S calculée en ignorant sa dernière colonne (nulle), complétée par

une ligne de zéros. A la fin des itérations, on obtient la solution pour laquelle le critère
∥

∥X−X(p+1)
∥

∥

2

2
+
(

µ− µ̂(p+1)
)2

est minimum, c’est-à-dire le point, sur la courbe solution, le

plus proche au sens des moindres carrés du point prédit.

Nous pouvons, au lieu d’effectuer une minimisation, nous ramener à une résolution de

système non linéaire en utilisant les équations de paramétrisation afin d’avoir autant d’équations

que d’inconnues. Dans ce cas, les solveurs non linéaires disponibles dans les bibliothèques For-

tran ou Matlab peuvent être employés, surtout dans le cas d’une paramétrisation de type

arc-length qui rajoute une équation non linéaire. Dans ce qui suit, nous allons néanmoins sou-

ligner quelques façons de procéder dans certains cas particuliers.

3.3.3.2 Le correcteur de Newton

Tout d’abord, dans le cas d’une continuation séquentielle, le paramètre de contrôle étant

fixé, il ne reste qu’a déterminer les incréments de corrections (i)∆X. Puisque nous n’avons plus

que N inconnues, le système d’équations 3.70 se résout trivialement par :

(i)∆X = −
[

∂H

∂X

(

(i)X,(i) µ
)

]−1

.H
(

(i)X,(i) µ
)

(3.72)

Le cas d’une paramétrisation sélective est équivalent. En effet, celle-ci revient à fixer une des

inconnues du problème. Le système associé peut donc être résolu comme précédemment.

Dans le cas général où le paramètre de contrôle est également une inconnue du problème,

le système d’équations linéaires à résoudre au cours d’une étape de correction est, en tenant

compte d’une équation de paramétrisation P :

[

∂H
∂X

(

(i)X,(i) µ
)

∂H
∂µ

(

(i)X,(i) µ
)

∂P
∂X

(

(i)X,(i) µ
)

∂P
∂µ

(

(i)X,(i) µ
)

]

.

(

(i)∆X
(i)∆µ

)

=

(

−H
(

(i)X,(i) µ
)

P
(

(i)X,(i) µ
)

)

(3.73)

Dans le cas d’une continuation de type pseudo arc-length, compte tenu de la linéarité de
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P , ce système peut être réduit à :

(

∂H

∂X
− ∂H

∂µ
.
∂P

∂X
/
∂P

∂µ

)

.(i)∆X = −H +
P
∂P
∂µ

(3.74)

où, bien entendu, H, P et leurs jacobiennes sont évaluées en
(

(i)X,(i) µ
)

avec :

(i)µ = µ(p) −t ∆X(p).
(

(i)X−X(p)
)

/∆µ(p) (3.75)

Cette dernière relation traduit le fait qu’on impose au point corrigé de se trouver sur

l’hyperplan orthogonal à la tangente à la courbe solution au point
(

X(p), µ(p)
)

.

3.3.4 Gestion du pas

Les méthodes de continuation présentées précédemment sont conditionnées par plusieurs

incréments ou « pas » : ∆Xk, ∆µ, ∆s ou ∆l. En effet, un pas trop grand donnera une mauvaise

prédiction c’est-à-dire trop éloignée de la solution et par conséquent, il faudra de nombreuses

itérations du correcteur pour converger vers cette dernière. Au contraire, un pas trop petit

nécessitera un grand nombre de points à calculer sur la courbe solution et donc un temps de

calcul également important. Une solution consiste à adopter un pas variable.

Le principe est d’utiliser la performance du prédicteur/correcteur à l’itération précédente

pour en déduire un pas de temps corrigé. Ainsi, pour le calcul de chaque point, le pas de temps

considéré peut être égal au pas de temps précédent pondéré par une constante β judicieusement

choisie. Ce coefficient peut dépendre du nombre d’itérations I nécessaires à l’étape précédente

et doit pouvoir augmenter le pas si le correcteur a convergé rapidement (I faible) ou le diminuer

si il n’y a pas convergence ou que le nombre d’itérations dépasse un certain seuil. On peut

ainsi donner les deux exemples de coefficients suivants :

β =
Iopt

I
ou β = 2(Iopt−I)/4 (3.76)

où Iopt est le nombre d’itérations souhaité dépendant du solveur utilisé. Par exemple, avec la

méthode de Newton-Raphson il est conseillé de prendre Iopt = 6 [91]. Enfin, il peut être utile

de borner la valeur de β si les formules d’adaptation 3.76 conduisent à des valeurs hors d’une

plage raisonnable.

ces méthodes d’estimation du comportement non linéaire des systèmes mécaniques ainsi

que les algorithmes de continuation seront appliqués dans le suite de cette thèse sur des

modèles d’interaction rotor/stator. Cependant, la validation de ces techniques, sur un modèle

de référence, est une étape primordiale qu’il convient donc de réaliser.
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3.4 Validation des algorithmes

La validation des algorithmes développés dans ce chapitre et leur mise en œuvre au cours

de cette thèse est réalisée au travers d’un modèle ayant fait l’objet d’études antérieures. Le

modèle que nous allons utiliser est un modèle simple d’interaction rotor/stator sans frottement

étudié par David Demailly [17].

3.4.1 Modèle de référence

Ce modèle consiste en un stator possédant deux translations orthogonales xs et ys et un

rotor possédant également deux translations orthogonales xr et yr dans le repère fixe. La

figure 3.8 illustre le système considéré. Si on tient compte de l’accélération de la pesanteur g,

l’équation matricielle du comportement dynamique de ce système s’écrit :











mr +mb 0 0 0

0 mr +mb 0 0

0 0 ms 0

0 0 0 ms





















ẍr

ÿr

ẍs

ÿs











+











cr 0 0 0

0 cr 0 0

0 0 cs 0

0 0 0 cs





















ẋr

ẏr

ẋs

ẏs











+











kr 0 0 0

0 kr 0 0

0 0 ks 0

0 0 0 ks





















xr

yr

xs

ys











=











mbeΩ
2cos(Ωt)

mbeΩ
2sin(Ωt)− (mr +mb)g

0

−msg











(3.77)

où ms, mr, ks, kr, cs et cr sont respectivement les masses, les raideurs et les coefficients

d’amortissement visqueux du stator et du rotor, ce dernier tournant à la vitesse Ω. Le contact

entre les deux est supposé initié par une masse de balourd mb excentrée d’une distance e du

centre géométrique du rotor. Le contact à lieu si :

√

x2
r + y2

r > δ +
√

x2
s + y2

s (3.78)

δ étant le jeu initial entre les deux structures.

Le comportement de ce système va être estimé par une des méthodes temporelles présentées

précédemment. Demailly [17] ayant montré l’existence de solutions périodiques, celles-ci seront

confirmées d’abord par une méthode de balance harmonique puis par une méthode de tirs.
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δ
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kr

kr
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kr
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Fig. 3.8 – Modèle de rotor et de stator [17]

3.4.2 Intégrations temporelles et procédure de gestion du contact

Nous allons dans un premier temps étudier le comportement dynamique de ce système en

effectuant des intégrations temporelles directes. Pour cela, il convient de choisir un algorithme

parmi ceux développés dans la section 3.1.1 de ce chapitre. Le caractère non linéaire de notre

problème soumet les schémas d’intégrations explicites et implicites aux mêmes précautions

concernant leur stabilité, les schémas implicites n’ayant plus, dans ce cas, leur caractère in-

conditionnellement stable. Une étude précédente de M. Legrand [51] traitant des problèmes

de contacts entre rotor et stator semble montrer que le schéma en différences finies centrées

est bien adapté à ce genre de problème. Le schéma décrit par l’équation 3.8, avec θ1 = 1/2

et θ2 = 0, sera donc dorénavant adopté dans toute cette étude pour estimer le comportement

dynamique d’un tel système.

Ce problème non linéaire de contact se traite généralement par une succession d’étapes de

prédiction où l’on ne tient pas compte des éventuels contacts puis de corrections dans le cas où

les prédictions ont a posteriori détecté un contact. Ces étapes peuvent être détaillées comme

suit :

Étape de prédiction

Les degrés de liberté du système u = [xr, yr, xs, ys]
T à l’instant tn+1, que l’on peut donc

noter un+1, sont prédits (d’où l’indice p qui apparâıtra par la suite) à partir des déplacements

connus aux instants antérieurs un et un−1 ainsi que des forces à l’instant tn selon la relation :

(

M

∆t2
+

C̃

2∆t

)

un+1,p = Fn +

(

2
M

∆t2
− K̃

)

un +

(

C̃

2∆t
− M

∆t2

)

un−1 (3.79)
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où Fn représente toutes les forces, linéaires ou non, appliquées au système hormis les forces de

contact.

Étape de correction

Si d’après les déplacements prédits, le rotor pénètre dans le stator, conformément au critère

3.78 alors, il faut corriger les degrés de liberté afin de vérifier les deux conditions suivantes :

gn+1 =
√

(xrn+1 − xsn+1)
2 + (yrn+1 − ysn+1)

2 − δ =
√

(

(xrn+1,p + xrn+1,c)− (xsn+1,p + xsn+1,c)
)2

+
(

(yrn+1,p + yrn+1,c)− (ysn+1,p + ysn+1,c)
)2−δ = 0

(3.80)

(

M

∆t2
+

C̃

2∆t

)

(un+1,p + un+1,c) = Fn + Fcontactn+1

+

(

2
M

∆t2
− K̃

)

un +

(

C̃

2∆t
− M

∆t2

)

un−1 (3.81)

où un+1,c =
[

xrn+1,c , yrn+1,c , xsn+1,c , ysn+1,c

]T
sont les corrections à considérer pour valider

ces deux conditions. L’équation 3.80 est une condition de compatibilité des déplacements : le

rotor ne peut pas pénétrer dans le stator c’est-à-dire que gn+1 ne peut pas être positif donc

s’il y a contact, l’écart relatif gn+1 doit être nul. L’équation 3.81 assure quant à elle l’équilibre

en force du système lorsque les forces dues au contact Fcontactn+1 sont considérées.

L’équation 3.80 est non linéaire. Celle-ci doit cependant être résolue rapidement car cette suc-

cession de prédiction puis correction sera effectuée à chaque pas de temps. Afin d’éviter d’avoir

recours à un solveur non linéaire, elle va être linéarisée. En effet, si l’intégration temporelle est

effectuée avec des pas de temps faibles, les corrections à considérer sur les degrés de liberté

doivent être minimes par rapport à leurs prédictions. Ainsi, l’équation 3.80 peut s’écrire :

gn+1 ≈
√

(

xrn+1,p − xsn+1,p

)2
+
(

yrn+1,p − ysn+1,p

)2 − δ

+
xrn+1,p − xsn+1,p

√

(

xrn+1,p − xsn+1,p

)2
+
(

yrn+1,p − ysn+1,p

)2

(

xrn+1,c − xsn+1,c

)

+
yrn+1,p − ysn+1,p

√

(

xrn+1,p − xsn+1,p

)2
+
(

yrn+1,p − ysn+1,p

)2

(

yrn+1,c − ysn+1,c

)

= 0 (3.82)

soit

gn+1 ≈ gn+1,p + CN
T
n+1,p.un+1,c = 0 (3.83)
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avec

gn+1,p =

√

(

xrn+1,p − xsn+1,p

)2
+
(

yrn+1,p − ysn+1,p

)2 − δ (3.84)

CNn+1,p =

































xrn+1,p − xsn+1,p
√

(

xrn+1,p − xsn+1,p

)2
+
(

yrn+1,p − ysn+1,p

)2

yrn+1,p − ysn+1,p
√

(

xrn+1,p − xsn+1,p

)2
+
(

yrn+1,p − ysn+1,p

)2

− xrn+1,p − xsn+1,p
√

(

xrn+1,p − xsn+1,p

)2
+
(

yrn+1,p − ysn+1,p

)2

− yrn+1,p − ysn+1,p
√

(

xrn+1,p − xsn+1,p

)2
+
(

yrn+1,p − ysn+1,p

)2

































(3.85)

L’indice N indique le cas d’un contact normal sans frottement.

Ainsi, compte-tenu de la relation 3.79 vérifiée par les degrés de liberté prédits et de cette

dernière équation, les deux conditions 3.80 et 3.81 que doivent satisfaire les degrés de liberté

corrigés se résument à :

gn+1 ≈ gn+1,p + CN
T
n+1,p.un+1,c = 0 (3.86)

(

M

∆t2
+

C̃

2∆t

)

un+1,c = Fcontactn+1 (3.87)

Il reste maintenant à statuer sur la façon de traiter les forces de contact. D. Demailly a

utilisé dans son étude une méthode de pénalité. Dans ce cas, conformément à la section 2.1.5,

un potentiel ΠP
c de contact est introduit si bien sûr il y a pénétration du rotor dans le stator :

ΠP =
1

2
kpg

2 (3.88)

où kp est le paramètre de pénalisation. La force de contact en découlant s’exprime alors, en

notant ur =
√

(xr − xs)2 + (yr − ys)2, par :

Fcontact = Fcontact
P = kp

g

ur











−(xr − xs)

−(yr − ys)

(xr − xs)

(yr − ys)











si g > 0 (3.89)

Dans ce cas, les degrés de liberté corrigés s’obtiennent directement d’après l’équation 3.87

c’est-à-dire :

un+1,c =

(

M

∆t2
+

C̃

2∆t

)−1

kp
gn+1,p

ur
n+1,p











−(xrn+1,p − xsn+1,p)

−(yrn+1,p − ysn+1,p)

(xrn+1,p − xsn+1,p)

(yrn+1,p − ysn+1,p)











(3.90)
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C’est donc seulement si la force de contact est bien estimée que la contrainte de non pénétration

du rotor dans le stator, exprimée par l’équation 3.80, sera elle aussi correctement vérifiée. On

voit donc bien, comme nous l’avions précisé dans la section 2.1.5 que la méthode de pénalité

supprime en quelques sortes les contraintes du problème de contact.

Dans cette thèse, la méthode que nous allons adopter pour traiter le contact est une

méthode des multiplicateurs de Lagrange. Celle-ci est, comme nous allons le montrer, bien

plus rigoureuse que la méthode de pénalité. Dans ce cas, conformément à la section 2.1.5, on

introduit un travail associé au multiplicateur λN , lui même associé au contact normal sans

frottement :

WML = λN (−g) (3.91)

de sorte que la contrainte à vérifier lors du contact unilatéral soit : −g ≥ 0, conformément

au chapitre 2 (section 2.1.2, équation 2.2). La force de contact qui en découle s’exprime alors

par :

Fcontact = Fλ = −CNλN (3.92)

Dans ce cas, il faut résoudre le système de deux équations (l’opposée de l’équation 3.86 et

l’équation 3.87) à deux inconnues un+1,c et λNn+1 . Les solutions de ce système s’expriment

alors par :

λNn+1 =



CN
T
n+1,p

(

M

∆t2
+

C̃

2∆t

)−1

CNn+1,p





−1

gn+1,p (3.93)

un+1,c = −
(

M

∆t2
+

C̃

2∆t

)−1

CNn+1,pλNn+1 (3.94)

Tout d’abord assurons nous de la capacité à converger de la procédure temporelle choisie.

La figure 3.9 représente le résultat d’une intégration temporelle pour ce système, avec deux pas

de temps différents, dans le cas où le rotor tourne à Ω = 1272 tr/min. Ces courbes, représentant

les orbites du rotor, du stator, ainsi que l’évolution des jeux entre ces deux structures au cours

du temps, montrent que l’algorithme temporel à bien convergé puisque pour deux pas de temps

ayant un rapport de deux entre eux, les courbes sont confondues.
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Fig. 3.9 – Intégration temporelle du système de Demailly [17], à Ω = 1272 tr/min, avec une

méthode de différences finies centrées couplée à des multiplicateurs de Lagrange, avec deux

pas de temps différents

Comparons maintenant, grâce aux figures 3.10 et 3.11, ces résultats, obtenus avec un schéma

en différences finies centrées couplé à des multiplicateurs de Lagrange (représenté en traits

pointillés) et ceux obtenus par Demailly avec une méthode de pénalité (représenté en traits

pleins). Il apparâıt sur ces figures, que l’orbite du rotor obtenue par les deux méthodes est

identique. Par contre, en ce qui concerne l’orbite du stator, bien que dans les deux cas le motif

global soit le même, certaines différences apparaissent. Avec la méthode de pénalité, l’orbite

du stator parait plus complexe que celle obtenue par des multiplicateurs de Lagrange. Ceci

peut se comprendre en regardant l’évolution des jeux entre les deux structures (Cf. figure 3.11

(a)). Une période de ce système est composée d’une phase de décollement prononcée où le jeu

atteint 0, 7 mm puis, d’une phase de collement. C’est principalement cette phase qui diffère

en fonction de la méthode employée. Avec une méthode de pénalité, la prise de contact se fait

par une succession de rebonds. Ainsi, selon Demailly, au cours d’une période, le système est

le siège de 5 prises de contact. Cependant, ceci revient à autoriser des jeux négatifs, ce qui
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n’est pas physiquement admissible. Avec un multiplicateur de Lagrange, la prise de contact

est « propre » : le jeu est nul lorsque les structures sont en contact. En figure 3.11 (b), sont

représentés les spectres fréquentiels associés aux évolutions des jeux entre les structures ob-

tenus par chacune des méthodes. D’après ce qui vient d’être dit, il n’est pas surprenant que

le spectre associé à la méthode de pénalité soit plus complexe que celui associé à un multi-

plicateur de Lagrange. On peut heureusement noter que le fondamental et les harmoniques

de ces spectres sont cependant les mêmes. Ainsi, les résultats obtenus par ces deux méthodes

sont globalement semblables. Par contre, la prise de contact dans le cas d’un multiplicateur

de Lagrange est bien plus rigoureuse qu’avec une méthode de pénalité, ce qui conforte le choix

de la procédure de gestion du contact dans cette étude.
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Fig. 3.10 – Comparaison des résultats de Demailly [17] (a) orbite du rotor, (c) orbite du stator,

avec ceux obtenus par la méthode choisie au cours de cette étude (b) orbite du rotor, (d) orbite

du stator
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Fig. 3.11 – Comparaison (a) des évolution des jeux entre les deux structures du modèle de

Demailly [17] et de celles obtenus par la procédure choisie au cours de cette étude, (b) du

spectre fréquentiel associé aux jeux

3.4.3 Approche par méthode de balance harmonique

Puisque le régime étudié est périodique, de période connue, nous allons pouvoir valider

les procédures fréquentielles et temporelles d’étude de ces solutions décrites au chapitre 3.

Commençons tout d’abord par la méthode de la balance harmonique. L’équation 3.32, dans

laquelle FNL = Fλ et où F(t) est précisée dans l’équation 3.77, va être résolue grâce à un solveur

non linéaire de Matlab utilisant un algorithme de Gauss-Newton ou Levenberg-Marquardt.

L’estimation des forces de contact va se faire en utilisant une procédure AFT et selon les

relations 3.93 et 3.94. Pour cela, le solveur est initialisé avec une décomposition en série de

Fourier Xp des degrés de liberté « prédits » du système, obtenus par une intégration temporelle

directe. Conformément à la notation utilisée dans la partie précédente, ces degrés de liberté

« prédits » ne tiennent pas compte des éventuels contacts apparaissant à l’instant t, en accord

avec la procédure d’intégration temporelle développée dans la section 3.4.2. La procédure

AFT alors utilisée consiste à recomposer les coefficients de Fourier des degrés de liberté afin

de repasser dans le domaine temporel. Les éventuels contacts sont alors décelés à partir des

déplacements prédits, tout comme dans la procédure temporelle détaillée précédemment, et

les forces de contact ainsi que les corrections des degrés de liberté sont, le cas échéant, estimés

grâce aux relations 3.93 et 3.94. Les coefficients de Fourier des ces deux grandeurs sont ensuite

calculés et le résidu à minimiser s’exprime par l’équation 3.32 dans laquelle X = Xp + Xc où

Xc est le vecteur des coefficients de Fourier des corrections à apporter aux degrés de liberté

du système. Nous allons voir jusqu’à quel ordre de troncature il est nécessaire d’aller pour que

l’algorithme converge vers une solution acceptable. Il se trouve que pour une série de Fourier

tronquée à trois harmoniques, l’algorithme tend vers un minimum qui bien sûr n’est pas une

racine de l’équation 3.32, compte-tenu de l’ordre de troncature très faible et qui de plus, n’est

pas du tout acceptable, comme le montre la figure 3.12. Celle-ci montre que d’après la solution
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ainsi obtenue, le rotor ne touche jamais le stator (Cf. figure 3.12 (c)). Par contre, l’orbite du

rotor étant extrêmement simple, cet ordre de troncature semble être déjà suffisant (Cf. figure

3.12 (a)). Nous ne nous intéresserons dorénavant plus à son orbite.

A partir d’une troncature à l’ordre 5, les résultats commencent d’avantage à ressembler

à la solution de l’intégration temporelle comme en atteste les figures 3.13 (a) et (b). Il faut

remarquer que, le fait de développer en série de Fourier tronquée les degrés de liberté, ne

permet pas de restituer la discontinuité du jeu lors de la prise de contact. Ainsi, on voit sur

les figures 3.12 (c) et 3.13 (b) que lorsque les deux structures entrent en contact et que le jeu

devient nul, la solution harmonique continue à osciller. Bien sûr, plus il y aura d’harmoniques

considérés, plus la solution alors recherchée pourra approcher la discontinuité des jeux. Les

figures 3.13 (c) et (d) comparent les résultats d’une intégration directe avec ceux obtenus par

balance harmonique lorsque 20 harmoniques sont considérés. Les courbes sont, dans ce cas très

proches et cette troncature peut être considérée comme suffisante, d’autant plus que pour des

troncatures plus élevées, les résultats varient peu.
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Fig. 3.12 – Comparaison des résultats obtenus par balance harmonique avec 3 harmoniques et

ceux obtenus par intégration temporelle directe au niveau de l’orbite du rotor (a), de l’orbite

su stator (b) et de l’évolution des jeux (c)
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Cette méthode de balance harmonique (HBM) donne donc des résultats tout à fait satis-

faisants. Par contre, l’écart relatif sur la condition initiale, autorisé pour pouvoir néanmoins

converger vers une solution convenable, est très faible. Ainsi, avec 20 harmoniques considérés,

la méthode de balance harmonique appliquée à ce système ne pourra converger vers une solu-

tion très proche de celle obtenue par intégration directe que si l’écart entre l’initialisation de

l’algorithme et cette solution n’excède pas 0, 01 %.
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Fig. 3.13 – Comparaison des résultats obtenus par balance harmonique et ceux obtenus par

intégration temporelle directe au niveau (a) de l’orbite du stator avec 5 harmoniques, (b) de

l’évolution des jeux avec 5 harmoniques, (c) de l’orbite du stator avec 20 harmoniques et (d),

de l’évolution des jeux avec 20 harmoniques
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3.4.4 Approche par méthode de shooting

La méthode de shooting (de tirs), a également été implémentée sur cet exemple. Dans un

premier temps, nous allons considérer la période de la réponse connue (ce qui est le cas). Nous

n’allons donc chercher qu’à corriger les degrés de liberté du système conformément à la première

ligne de la relation 3.25. Le calcul de la jacobienne des forces (Cf. équations 3.22 et 3.23) se fait

par différences finies. La figure 3.14 compare les résultats (exceptés les déplacements elliptiques

du rotor qui, du fait de leur simplicité, ne permettent pas de comparaisons significatives)

obtenus par cette méthode avec ceux issus d’une intégration temporelle directe. Ceux-ci sont

quantitativement très proches. On peut remarquer que, les contacts étant traités de façon

« directe », par des multiplicateurs de Lagrange, les forces de contact sont discontinues comme

le montre la figure 3.14 (c) où sont représentés, sur une période, λN ainsi que la première

composante de la force de contact définie par la relation 3.92. Le gradient de cette dernière

force est également représenté sur la figure 3.14 (d). Maintenant, si nous décidons de corriger

également la période de la réponse et que nous initialisons l’algorithme par le résultat de la

solution temporelle, perturbée au niveau de sa période ainsi qu’au niveau de sa pulsation,

les résultats obtenus sont représentés sur la figure 3.15. Dans ces deux cas d’application de la

méthode de shooting, l’initialisation ne doit pas être éloignée de plus de 0, 1 % de la solution, ce

qui fut le cas pour les deux derniers résultats présentés en figures 3.14 et 3.15. Cependant, bien

que dans le cas où la période est corrigée, l’algorithme converge, la solution obtenue présente

un décalage par rapport à la solution issue d’une intégration temporelle (Cf. figure 3.15).

Celui-ci peut être diminué en utilisant une méthode de shooting multiple. Celle-ci consiste

en une succession de méthodes de shooting sur des subdivisions de la période présumée du

système. Plus concrètement, il s’agit de découper la période présumée de la réponse en M

intervalles. Sur chacun de ces intervalles est ensuite appliquée une méthode de shooting. Ceci

implique par contre qu’il faut multiplier par M le nombre de conditions initiales et qu’il va

falloir toutes les corriger afin d’avoir une continuité de la solution. C’est-à-dire que la condition

initiale supposée du système sur l’intervalle j doit être égale à l’état final du système après une

intégration sur l’intervalle j − 1. Cette relation, entre l’état final au dernier intervalle et l’état

initial au premier intervalle s’exprime par la condition de périodicité de la solution globale (Cf.

équation 3.16). En procédant comme en section 3.1.2, on montre que l’équation de correction

3.25 s’écrit dans le cas du shooting multiple :

























Γ0 (t1; η0, t0) −I 0 · · · · · · 0

0
. . .

. . .
...

...
. . .

. . .
...

0
. . . −I 0

−I 0 · · · 0 ΓM−1 (tM ; ηM−1, tM−1) F̃M−1 (tM ; ηM−1, tM−1)

F̃T
0 (t1; η0, t0) 0 · · · · · · · · · 0

























.







∆η0
...

∆ηM−1∆tM






=











η1 −Y0 (t1; η0, t0)
...

η0 −YM−1 (tM ; ηM−1, tM−1)

0











(3.95)
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où les indices de 0 à M−1 correspondent aux intervalles et la notation Y0 (t1; η0, t0) signifie, en

gardant les notations de la section 3.1.2 : « la valeur de Y0 à l’instant t1, calculée à partir des

conditions initiales (η0, t0). Dans cette procédure, le choix à été fait de ne corriger la période de

la solution qu’au travers de la longueur du dernier intervalle. L’application de cette méthode

au modèle de Demailly donne les résultats représentés par la figure 3.16. Nous voyons ainsi que

le décalage qu’il y avait dans le cas du shooting « simple » est considérablement réduit. L’in-

convénient de cette méthode est qu’elle augmente le nombre de conditions initiales à considérer

et qu’ainsi, la convergence de l’algorithme est plus lente.
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Fig. 3.14 – Comparaison des résultats obtenus par shooting, à période fixée, et ceux obtenus

par intégration temporelle directe au niveau (a) de l’orbite su stator, (b) de l’évolution des

jeux, (c) évolution des forces et (d), évolution du gradient d’une des forces



3.4 Validation des algorithmes 79

−12 −10 −8 −6 −4 −2 0 2 4 6 8

x 10
−5

−14

−12

−10

−8

−6

−4

−2

0

2

4
x 10

−5

 

 

Integration

Shooting

y
s

(m
)

xs (m)
14.01 14.015 14.02 14.025 14.03 14.035 14.04 14.045 14.05 14.055

0

1

2

3

4

5

6

7
x 10

−

 

 
Integration
Shooting

Temps (s)

J
eu

x
(m

)

(a) (b)

Fig. 3.15 – Comparaison des résultats obtenus par shooting et ceux obtenus par intégration

temporelle directe au niveau (a) de l’orbite su stator, (b) de l’évolution des jeux
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Fig. 3.16 – Comparaison des résultats obtenus par shooting multiple et ceux obtenus par

intégration temporelle directe au niveau (a) de l’orbite su stator, (b) de l’évolution des jeux

Ainsi, au travers de cette section, les principales méthodes détaillées théoriquement dans

ce chapitre ont été validées. Il s’avère que la procédure d’intégration temporelle choisie pa-

rait bien adaptée à l’étude de contacts entre structures. Les méthodes d’étude de solutions

périodiques c’est-à-dire la balance harmonique et le shooting, parviennent, dans ce cas simple,

à déterminer des solutions périodiques en ajustant ou non la période de la réponse. Des al-

gorithmes de continuation ont également été mis en œuvre sur ce système et permettent de

suivre les solutions de celui-ci. Par contre, il faut veiller à ce que les prédictions soient faites

avec un incrément d’abscisse curviligne ∆s faible, compte-tenu du faible écart autorisé par ces

méthodes pour converger vers la solution.
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3.5 Conclusion

Dans ce chapitre, les méthodes d’étude des systèmes non linéaires les plus courantes ont

été développées et validées. Elles sont généralement efficaces sur des systèmes de petites di-

mensions comportant de faibles non linéarités. Par contre, dans le cas des systèmes de grande

taille et comportant de fortes non linéarités, de nombreuses limites à ces méthodes peuvent

apparâıtre.

Typiquement, les temps nécessaires pour effectuer des intégrations temporelles directes

peuvent être excessifs si les pas de temps requis sont très petits. Les méthodes fréquentielles

peuvent quant à elles être coûteuses en taille mémoire allouée de même qu’en temps de calcul

si la réponse du système non linéaire nécessite la prise en compte d’un grand nombre d’har-

moniques. Enfin, des problèmes purement numériques de conditionnement matriciel peuvent

également rendre ces méthodes inapplicables.

Il faut noter que les méthodes fréquentielles permettent la détermination de solutions in-

stables. Dans ce cas, la stabilité des solutions obtenues doit être étudiée a posteriori. De plus,

la stabilité des systèmes mécaniques constituant un point clé de cette thèse, les notions de

stabilité et la théorie sur laquelle elles reposent vont être développées dans le chapitre suivant.



Chapitre 4

Etude de stabilité non linéaire

Une des particularités des systèmes non linéaires est de présenter un nombre de solutions

qui ne peut être prédit, contrairement au cas linéaire. Les méthodes fréquentielles présentées

précédemment permettent de déterminer des comportements périodiques d’un système non

linéaire. Cependant, bien que ces solutions vérifient l’équation différentielle du mouvement

d’un tel système, il se peut très bien qu’elles ne soient jamais observées. Elles peuvent en

effet être instables, dépourvues de bassin d’attraction c’est-à-dire que tout mouvement initié à

partir d’une condition initiale quelconque s’éloigne de cet état pour se stabiliser sur un autre

état d’équilibre stable (mais pas forcement périodique) ou divergentes (en cas d’absence de

solution bornée).

De plus, l’évolution du comportement d’un système non linéaire en fonction d’un paramètre

de contrôle peut présenter des changements importants appelés « bifurcations ». Ainsi, si plu-

sieurs solutions de l’équation du mouvement du système coexistent, celui-ci peut, suite à une

variation de son paramètre de contrôle, sauter de l’une à l’autre pouvant alors amener le

système hors de sa plage de fonctionnement normale.

Pour toutes ces raisons, il est fondamental d’étudier la stabilité des solutions de l’équation

du mouvement d’un système non linéaire. Les types de solutions possibles seront d’abord in-

troduits avant de définir concrètement leur stabilité puis de détailler les grandes catégories

de bifurcations. Une attention particulière sera ensuite portée à la stabilité des solutions

périodiques et les outils classiques d’étude de stabilité seront présentés. Enfin, un exemple

d’application d’un de ces outils, dans le domaine temporel, sera donné, au travers du modèle

simple d’interaction rotor/stator utilisé au chapitre 3.

81
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4.1 Les types de solutions

Considérons le système non linéaire non autonome suivant :

ẋ = f (x, t, µ) (4.1)

où f ∈ C1 (U), U est un ouvert de R
n et µ, un paramètre de contrôle. Dans cette expression,

le point représente une différenciation par rapport au temps. Un système sera dit autonome si

le temps n’apparâıt pas explicitement dans la relation 4.1.

Il est possible de distinguer quatre grandes catégories de solutions :

– Les solutions de type point fixe ou point d’équilibre : x0 ∈ R
n est un point

d’équilibre de l’équation 4.1 si :

f (x0, t, µ) = 0 (4.2)

– Les solutions périodiques : x ∈ R
n est une solution périodique de l’équation 4.1 si :

∃T > 0 / ∀t > 0, x (t+ T ) = x (t) (4.3)

– Les solutions quasi-périodiques : ce sont des solutions dynamiques caractérisées par

deux ou plusieurs fréquences incommensurables (c’est-à-dire que leur rapport n’est pas

rationnel). Leur spectre n’est donc pas constitué uniquement d’harmoniques ou de sous-

harmoniques d’une fréquence principale. Il n’y a pas de moyen simple de les caractériser

sans passer par un portrait de phase ou une section de Poincaré comme nous le verrons

ultérieurement.

– Les solutions chaotiques : elles sont également difficiles à caractériser. Elle sont

généralement définies par opposition aux trois autres types de solutions. Néanmoins,

on peut citer les exposants de Lyapunov qui permettent de les caractériser [68].

Une fois ces solutions définies, leur stabilité va pouvoir être étudiée.

4.2 Définitions et notions de stabilité globale

La notion de stabilité est large. En mécanique, il en existe plusieurs, l’idée sous-jacente

étant néanmoins toujours la stabilité au sens commun du terme. Dans cette partie, il s’agit de

la notion de stabilité globale d’un système qui sera définie.

La définition la plus connue est celle de Lyapunov : une solution x de l’équation 4.1 est

dite stable au sens de Lyapunov si :

∀ε > 0, ∃δ > 0 / ∀y solution de 4.1, ‖y(t0)− x(t0)‖2 < δ ⇒ ∀t > t0, ‖y(t)− x(t)‖2 < ε

(4.4)
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Si de plus le critère limt→+∞ ‖y(t)− x(t)‖2 = 0 est vérifié, la stabilité est qualifiée d’asymp-

totique. Cette définition est tout à fait adaptée à l’étude de stabilité des points fixes. Par

contre, elle s’avère trop restrictive pour l’étude de stabilité des solutions dynamiques. En effet,

dans son ouvrage [68], Nayfeh considère un système conservatif dont la pulsation de la solu-

tion périodique dépend des conditions initiales du problème. Ainsi, deux solutions initiées par

des conditions initiales légèrement différentes (distantes de δ, pour se ramener à la définition

précédente), peuvent évoluer à des fréquences différentes et donc, après un temps très grand, se

trouver éloignées l’une de l’autre, bien qu’initialement elles étaient très proches. Ces solutions

périodiques ne peuvent donc pas être considérées comme stables selon la définition de Lyapu-

nov. On a, pour ce type de solution, recours à la notion de stabilité orbitale introduite par

Poincaré. Tout d’abord, il faut savoir, en considérant l’équation 4.1, qu’on appelle orbite ou

trajectoire passant par x, tout simplement une solution du système 4.1 passant par x. Soient

x et y deux solutions du système d’équations différentielles 4.1, d’orbites respectives C1 et C2.

C1 est orbitalement stable au sens de Poincaré si :

∀ε > 0, ∃δ > 0, ‖y(t = τ)− x(t = 0)‖2 < δ, τ ∈ R

⇒ ∃ (t1, t2) ∈ R× R, ‖y(t2)− x(t1)‖2 < ε (4.5)

On examine comment une autre solution reste à proximité de l’orbite C1 étudiée. La notion de

stabilité asymptotique de C1 existe également si C1 → C2 quand t → +∞. Enfin, on trouve

également une définition très large de la stabilité, celle de Lagrange : une solution x est stable

au sens de Lagrange si ∃M > 0, ∀t > t0, ‖x(t)‖2 < M c’est-à-dire si elle est bornée.

Pratiquement, il est très difficile de démontrer la stabilité globale d’une solution. Les études

consistent alors principalement en l’étude de la stabilité locale d’une solution au voisinage d’un

point d’équilibre. Dans tout ce qui suit, les notions et critères de stabilité qui seront abordés

seront relatifs à la stabilité locale des solutions.

4.3 Stabilité locale des points d’équilibre

Soit (x0, µ0) un point d’équilibre du système autonome :

ẋ = f (x, µ) (4.6)

Nous allons étudier la stabilité locale de cette solution au voisinage de ce point d’équilibre.

Considérons une légère perturbation y de cette solution de sorte que celle-ci s’écrive désormais

x (t) = x0 + y (t). Le système 4.6 devient alors, au point (x, µ0) :

ẏ = f (x0 + y, µ0) (4.7)

Un développement en série de Taylor au premier ordre de f donne, en tenant compte du fait
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que (x0, µ0) est un point fixe pour le système 4.6 :

ẏ = J(x0,µ0) (f) .y avec J(x0,µ0) (f) =







∂f1

∂x1
· · · ∂f1

∂xN

...
...

∂fN

∂x1
· · · ∂fN

∂xN






(4.8)

Les valeurs propres de J, jacobienne de f au point (x0, µ0), vont nous donner des informations

sur la stabilité locale de ce point fixe. En effet, la solution du système 4.8 passant par la

condition initiale y0 à l’instant t0 s’écrit :

y (t) = e(t−t0)J(x0,µ0)(f).y0 avec e(t−t0)J(x0,µ0)(f) =

∞
∑

j=0

(t− t0)j
j

Jj
(x0,µ0)

(f) (4.9)

Si les valeurs propres de J sont distinctes alors, il existe une matrice P telle que P−1.J.P = D

où D est une matrice diagonale dont les éléments sont les valeurs propres λi de J et où les

colonnes de P sont constituées des vecteurs propres de J. Dans ce cas, y peut s’exprimer par :

y (t) = P.e(t−t0)D.P−1.y0 (4.10)

Dans cette expression e(t−t0)D est une matrice diagonale dont les éléments sont e(t−t0)λi . Les

valeurs propres de J sont ainsi appelées exposants caractéristiques associés à f en (x0, µ0).

Si les valeurs propres de J ne sont pas toutes distinctes, on peut utiliser sa forme canonique

de Jordan c’est-à-dire ∃P, P−1.J.P = C où les colonnes de P sont également les vecteurs

propres généralisés correspondant aux valeurs propres λi de J. Dans ce cas, l’expression de y

contient des termes de la forme tke(t−t0)λi où k dépend de la multiplicité de λi.

Ces valeurs propres λi vont nous permettre de classifier les points d’équilibre et d’en

connâıtre la stabilité. Ainsi, si J ne possède pas de valeurs propres à partie réelle nulle, (x0, µ0)

est qualifié de point d’équilibre hyperbolique. Il en existe trois types : les puits, les sources et

les points selle :

– Si ses valeurs propres ont toutes des parties réelles négatives alors, toutes les compo-

santes de y décroissent et x → x0 quand t → ∞. x0 est alors qualifié de puit et est

asymptotiquement stable. Si J possède des valeurs propres réelles, x0 est également ap-

pelé nœud stable et, si J possède des valeurs propres complexes alors, x0 est appelé foyer

stable.

– Si J possède une ou plusieurs valeurs propres ayant une partie réelle positive alors,

certaines composantes de y augmentent quand t croit et x va s’éloigner de x0 qui est

alors dénommé source et qui est instable. Comme précédemment, si J possède des valeurs

propres réelles, x0 est également appelé nœud instable et, si J possède des valeurs propres

complexes alors, x0 est appelé foyer instable.

– Si J possède à la fois des valeurs propres à parties réelles positives et négatives alors, x0

est un point selle qui est donc toujours instable.

Par opposition au point d’équilibre hyperbolique, si J possède une ou plusieurs valeurs

propres ayant une partie réelle nulle alors, (x0, µ0) est qualifié de point d’équilibre non hyper-

bolique.
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– Si J possède une ou plusieurs valeurs propres ayant une partie réelle strictement positive,

(x0, µ0) est instable.

– Si J possède des valeurs propres ayant des parties réelles strictement négatives, les autres

étant toutes à parties réelles nulles, (x0, µ0) est dit neutre ou marginalement stable.

– Enfin, si J ne possède que des valeurs propres imaginaires pures non nulles, (x0, µ0) est

appelé un centre.

Les théorèmes de Hartman-Grobman [68], pour des points d’équilibre hyperboliques et,

de Shoshitaishvili [68], pour des points d’équilibre non hyperboliques stipulent que la stabi-

lité du système non linéaire 4.6 est liée à celle du système linéarisé 4.8 au point d’équilibre.

Ainsi, un point d’équilibre x = x0 est stable pour le système non linéaire 4.6 si y = 0 est

asymptotiquement stable pour le système linéaire 4.8. De même, il est instable si y = 0 est

instable. Par contre, le système linéarisé ne permet pas de déterminer la stabilité d’un point

d’équilibre neutre ou d’un centre. Il faut dans ce cas une analyse non linéaire c’est-à-dire qu’il

faut pousser plus loin le développement de Taylor de f dans l’équation 4.7 [68]. Ainsi, selon

le théorème de Hartman-Grobman, le comportement dynamique localement au voisinage du

point d’équilibre hyperbolique x = x0 du système non linéaire 4.6 est qualitativement similaire

à celui du système linéaire 4.8 au voisinage de y = 0.

Autant une linéarisation permet, pour un point hyperbolique, de connâıtre sa stabilité, elle

ne permet pas de connâıtre la région stable c’est-à-dire le domaine dans lequel les conclusions

sur la stabilité sont valables. Une fonction de Lyapunov peut permettre de déterminer le bassin

d’attraction des attracteurs c’est-à-dire l’ensemble des conditions initiales telles qu’au bout

d’un certain temps, le système rejoindra une solution stable, qui est alors qualifiée d’attracteur.

Elle permet également de déterminer la stabilité d’un point d’équilibre non hyperbolique. Si on

considère toujours le système autonome 4.6, x0 étant un de ses points d’équilibre, la fonction

de Lyapunov V de f en x0 est définie par :

V : R
N → R, ∈ C1 (U)

x 7→
{

V (x) > 0 ∀x ∈ U, x 6= x0

V (x0) = 0

(4.11)

où U est un ouvert de R
N . Selon le théorème de Hirsch et Smale [50], si U est un ouvert de

R
N contenant x0 et qu’il existe une fonction de Lyapunov V de f au point x0 alors :

– Si V̇ (x) ≤ 0, ∀x ∈ U : x0 est stable.

– Si V̇ (x) < 0, ∀x ∈ U − {x0} : x0 est asymptotiquement stable.

– Si V̇ (x) > 0, ∀x ∈ U − {x0} : x0 est instable.

où V̇ (x) représente la dérivée de V le long du flot de l’équation 4.6 : V̇ (x) =
∑N

i=1
∂V
∂xi
fi. Pour

de nombreux système mécaniques, la fonction de Lyapunov est l’énergie totale du système.

La perte de stabilité d’une solution peut conduire brutalement à une nouvelle dynamique

totalement différente qui peut avoir des conséquences désastreuses sur le système. Ces pertes

de stabilité sont dénommées bifurcations et sont répertoriées en plusieurs catégories comme

nous allons le voir.
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4.4 Bifurcations locales de points fixes

Le terme bifurcation, introduit par Poincaré [68], est utilisé pour désigner un changement

qualitatif concernant les caractéristiques d’un système, tel le nombre et le type des solutions,

lors de la variation d’un ou plusieurs paramètres de contrôle. Le terme bifurcation locale se

rapporte quant à lui à des changements qualitatifs au voisinage d’un point fixe ou d’une so-

lution périodique du système, tout autre changement étant alors considéré comme bifurcation

globale. Les bifurcations peuvent être regroupées en deux catégories : les bifurcations « conti-

nues », si l’état du système varie continuellement avec son paramètre de contrôle ou sinon,

« discontinues ». Cette dernière catégorie, encore appelée bifurcations « catastrophiques »,

peut elle même être subdivisée en bifurcations « dangereuses » et « explosives ». Une bifur-

cation dangereuse est caractérisée par la disparition soudaine de l’attracteur de la solution.

Ce phénomène, connu sous le nom de « blue sky catastroph » à alors pour conséquence un

saut du système vers un nouvel attracteur. Si le paramètre de contrôle varie en sens inverse,

un phénomène d’hystérésis se produit. Une bifurcation explosive n’est pas, quant à elle, ca-

ractérisée par un saut de la réponse du système mais par une explosion en un attracteur plus

grand, incluant l’ancien. Il s’agit d’une transformation réversible si le paramètre de contrôle

varie en sens inverse. Un telle bifurcation a pour conséquence une transition intermittente vers

le chaos. Dans cette partie, nous allons nous intéresser aux bifurcations ayant lieu au voisinage

d’un point fixe. Le cas des solutions périodiques sera abordé ultérieurement.

Considérons donc un point fixe du système d’équations différentielles autonomes 4.6. Sup-

posons qu’au cours de la variation de son paramètre de contrôle, ce point fixe devienne non

hyperbolique. Si la réponse du système est qualitativement différente avant et après ce point,

celui-ci est appelé point de bifurcation et le changement associé, bifurcation. Si la variation

du paramètre de contrôle du système est réalisée à partir d’un point fixe stable, celui-ci peut

alors perdre sa stabilité lors des différents types de bifurcation suivants :

– bifurcation col-nœud illustrée en figure 4.1(a).

– bifurcation transcritique illustrée en figure 4.1(b).

– bifurcation « pitchfork » ou « symmetry-breaking » illustrée en figure 4.1(c) et (d).

– bifurcation de Hopf illustrée en figure 4.2(a) et (b).

Lors des trois premiers types de bifurcation, seules des branches de solutions statiques ou

de points fixes se croisent. Il sont ainsi qualifiés de bifurcations statiques. Dans le cas d’une

bifurcation de Hopf, il y a croisement de branches associées à des points fixes et à des solutions

périodiques. Pour cette raison, les bifurcations de Hopf sont dites bifurcations dynamiques.

Les figures illustrant ces bifurcations représentent la variation des solutions de l’équation 4.6

(représentées par une grandeur judicieuse [X]) ainsi que leur stabilité en fonction du paramètre

de contrôle µ variant. Elles sont couramment appelées diagrammes de bifurcation. Dans ces

diagrammes, une branche de solution stable est nommée branche stable et est représentée en

trait plein. Une branche de solution instable est quant à elle nommée branche instable et est

représentée en traits pointillés.

Il existe deux conditions nécessaires à l’obtention d’une bifurcation statique au point

(x0, µc) qui sont :
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1. f (x0, µc) = 0.

2. Dxf , qui est la jacobienne de f par rapport à x, possède une valeur propre à partie réelle nulle,

toutes les autres ayant des parties réelles non nulles, au point (x0, µc).

[X]

µµc

stable
instable

[X]

µµc

stable
instable

(a) bifurcation col-nœud (b) bifurcation transcritique

[X]

µµc

stable
instable

[X]

µµc

stable
instable

(c) bifurcation pitchfork sur-critique (d) bifurcation pitchfork sous-critique

Fig. 4.1 – Bifurcations d’un point fixe
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[X]

d[X]
dt

µµc

stable
instable

[X]

d[X]
dt

µµc

stable
instable

(a) bifurcation de Hopf sur-critique (b) bifurcation de Hopf sous-critique

Fig. 4.2 – Bifurcations d’un point fixe - suite

La première condition assure que la solution considérée est bien un point fixe pour le système

4.6 et la deuxième, que ce point fixe est non hyperbolique. Une fois ces deux conditions vérifiées,

si les éléments de ∂f
∂µ ne peuvent pas être exprimés par une combinaison linéaire des éléments

de Dxf (c’est-à-dire il n’existe pas de vecteur z ∈ R
N tel que ∂f

∂µ = Dxf .z) alors, il s’agit

d’une bifurcation col-nœud. Si au contraire ∂f
∂µ peut être exprimé à partir de Dxf alors, il

s’agit d’une bifurcation de type « pitchfork » ou transcritique. Une autre caractéristique des

bifurcations col-nœud est que les branches qui se croisent au point de bifurcation ont même

tangente, comme le montre la figure 4.1(a).

Lorsqu’un paramètre de contrôle µ varie, une bifurcation de Hopf d’un point fixe du système

4.6 intervient à µ = µc si les trois conditions suivantes sont vérifiées :

1. f (x0, µc) = 0.

2. Dxf possède une paire de valeurs propres imaginaires pures (c’est-à-dire ±iωh), toutes les

autres ayant des parties réelles non nulles, au point (x0, µc).

3. Pour µ ≈ µc, si λ̂± iωh désigne la paire de valeurs propres imaginaires ayant une

partie réelle nulle à µ = µc, il faut dλ̂
dµc
6= 0 à µ = µc.

Comme précédemment, les deux premières conditions assurent que le point fixe subissant la

bifurcation est bien un point fixe non hyperbolique alors que la dernière implique une condition

de croisement transversal (c’est-à-dire à vitesse non nulle) de l’axe imaginaire. Cette condition

est d’ailleurs nommée condition de transversalité. Si ces conditions sont satisfaites alors, une

solution périodique de période 2π/ωh prend naissance au point (x0, µc).
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a0

kk1 k2

stable
instable

Fig. 4.3 – Bifurcation catastrophique dangereuse

Pour terminer ce paragraphe concernant les bifurcations de points fixes, la figure 4.3 illustre

une bifurcation discontinue ou catastrophique, dangereuse. Elle représente l’amplitude de la

réponse forcée d’un oscillateur Duffing [69] en fonction de la force d’excitation. On voit ainsi

qu’elle présente des sauts d’amplitude en k1 et k2, de même qu’un phénomène d’hystérésis en

ces points, en fonction du sens de variation de k.

4.5 Stabilité locale des solutions périodiques

Comme il l’a été évoqué plusieurs fois, les systèmes non linéaires présentent souvent des

comportements dynamiques de type périodique. Il est donc important d’accorder une attention

particulière à l’étude des solutions périodiques et, à leur stabilité. Contrairement aux points

fixes, une solution périodique est caractérisée par un état dépendant du temps.

Une solution x (t) du système autonome 4.6 est périodique de période minimale T si :

{

x (t+ T ) = x (t)

x (t+ T ) 6= x (t) , pour 0 < t < T
(4.12)

Cette solution est appelée cycle limite s’il n’y a pas d’autres solutions périodiques proches

d’elle. En d’autres termes, un cycle limite est une solution périodique isolée et correspond à

une orbite fermée isolée dans l’espace d’état. Toute trajectoire initiée au voisinage d’un cycle

approche ce dernier quand t→ +∞ ou t→ −∞. Un cycle limite est dit instable si toutes les

orbites initiées dans un de ses voisinages s’en éloignent quand t→ +∞. Il est dit stable dans

le cas contraire.

Nous avons vu en section 4.2 qu’une solution périodique pouvait être stable au sens de

Poincaré et instable au sens de Lyapunov. Cependant, ceci ne fournit pas une procédure

capable de déterminer la stabilité d’une solution périodique. Une telle procédure peut être
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obtenue en se basant sur la théorie de Floquet ou sur les applications de Poincaré.

4.5.0.1 Théorie de Floquet

Soit x0 (t) une solution périodique du système 4.6, en µ = µ0 et, de période minimale T .

Considérons une perturbation y de sorte que :

x (t) = x0 (t) + y (t) (4.13)

En injectant l’équation 4.13 dans l’équation 4.6 puis, en faisant un développement en série de

Taylor de f au voisinage de x0, il vient, en ne conservant que les termes linéaires en y :

ẏ = Dxf (x0, µ0) .y +O
(

‖y‖2
)

soit ẏ ≈ A (t, µ0) .y (4.14)

Le système 4.6 ayant été linéarisé en y, l’étude de stabilité sera locale. Ici, la matrice jaco-

bienne de f par rapport à x c’est-à-dire A dépend du temps. Elle est elle aussi périodique de

période T mais, il se peut que ce ne soit pas sa période minimale. La théorie de Floquet traite

des systèmes linéaires tels ceux définis par l’équation 4.14, à coefficients périodiques.

Le système linéaire 4.14, de N équations, admet N solutions linéairement indépendantes

yi, i = 1, .., N . Ces solutions sont appelées solutions fondamentales et peuvent être regroupées

dans une matrice de dimensions N ×N nommée matrice fondamentale solution :

Y (t) = [y1 (t) , . . . ,yN (t)] (4.15)

Y vérifie trivialement l’équation :

Ẏ = A (t, µ0) .Y (4.16)

On peut montrer que Y (t+ T ) est également une matrice fondamentale solution. Or,

puisque le système 4.14 admet au plus N solutions linéairement indépendantes et que les yi

sont N solutions linéairement indépendantes alors, les yi (t+ T ) doivent être des combinaisons

linéaires de y1 (t) , . . . ,yN (t), ce qui peut s’écrire :

Y (t+ T ) = Y (t) .Φ (4.17)

où Φ est une matrice constante de dimensions N ×N dépendant de la matrice fondamentale

solution choisie. Cette matrice n’est pas unique. Elle peut être interprétée comme un transfor-

mation entre un vecteur initial de R
N à t = 0 à un autre vecteur de R

N à t = T . Compte-tenu

de la définition de y, les conditions initiales sont :

Y (0) = I (4.18)

I étant la matrice identité. Il vient alors d’après l’équation 4.17 :

Φ = Y (T ) (4.19)

La matrice Φ définie par les équations 4.17, 4.18 et 4.19 est appelée matrice monodrome. On

peut remarquer, à ce stade, que la matrice Γ (T0, η0) calculée lors de la méthode de shoo-

ting (Cf. équations 3.21, 3.24, 3.25) est la matrice monodrome du système dont la solution
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périodique est recherchée.

Nous allons montrer comment les valeurs propres de la matrice monodrome peuvent nous

permettre de statuer sur la stabilité de la solution périodique x0 (t). Tout d’abord, introduisons

le changement de variable Y (t) = V (t) .P−1 où P est une matrice inversible, de telle sorte

que la relation 4.17 puisse s’écrire :

V (t+ T ) = V (t) .J (4.20)

avec

J = P−1.Φ.P (4.21)

P est choisie de telle sorte que J ait la forme la plus simple possible. Celle-ci dépend des

valeurs propres et des vecteurs propres de Φ.

Comme dans le cas étudié en section 4.3, si les valeurs propres ρm de Φ sont distinctes alors,

P peut être choisie telle que ses colonnes soient les vecteurs propres à droite p1, . . . ,pN de Φ

associés aux valeurs propres ρ1, . . . , ρN :

Φ.pm = ρmpm (4.22)

Dans ce cas, J est une matrice diagonale dont les éléments sont les valeurs propres ρ1, . . . , ρN

de Φ. Si ces valeurs propres sont complexes, les vecteurs propres associés le sont aussi. Dans

le cas où les valeurs propres de Φ ne sont pas distinctes alors, P est constitué des vecteurs

propres généralisés de Φ et, J peut être diagonale ou non.

Les valeurs propres ρm de Φ sont appelées multiplicateurs caractéristiques de Floquet. Il existe

un unique jeu de multiplicateurs caractéristiques associé à la matrice A (Cf. équation 4.14)

c’est-à-dire à la jacobienne de f par rapport à x. Chaque ρm donne une information sur la

convergence ou la divergence locale de l’orbite dans une direction particulière au cours d’une

période de celle-ci.

Si les multiplicateurs de Floquet sont tous distincts alors, l’équation 4.20 peut s’écrire, pour

chacun de ses composants :

vm (t+ T ) = ρmvm (t) avec m ∈ [1, . . . , N ] (4.23)

Par extension, on peut écrire :

vm (t+NT ) = ρN
mvm (t) (4.24)

N étant un entier. On en déduit ainsi que, lorsque t→∞ :

vm (t)→ 0 si ‖ρm‖ < 1

vm (t)→∞ si ‖ρm‖ > 1
(4.25)

Quand ρm = 1, vm (t) est périodique de période T et, lorsque ρm = −1, vm (t) est périodique

de période 2T . Une généralisation au cas où les multiplicateurs de Floquet ne sont pas tous
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distincts est faite dans [69].

Il est important de noter qu’un des multiplicateurs de Floquet associé à une solution

périodique x0 (t) d’un système autonome est toujours égal à 1.

Ainsi, une solution périodique du système 4.6 est dite solution périodique hyperbolique si un

des multiplicateurs de Floquet est situé sur le cercle unité dans le plan complexe. Cette solution

peut être stable ou instable. On déduit de l’équation 4.24 que cette solution périodique hyper-

bolique est asymptotiquement stable s’il n’y a aucun multiplicateur de Floquet à l’extérieur

du cercle unité. Celle-ci est appelée cycle limite stable ou encore attracteur périodique. Une

solution périodique hyperbolique est dite instable si au moins un multiplicateur de Floquet

est en dehors du cercle unité. Si ils le sont tous (excepté celui se trouvant sur le cercle même)

alors la solution est dite cycle limite instable ou, répulseur périodique et, s’il existe des multi-

plicateurs à l’intérieur du cercle unité, elle est dite cycle limite instable de type selle.

Si au moins deux multiplicateurs de Floquet se trouvent sur le cercle unité, la solution est

dite solution périodique non hyperbolique. Celle-ci est instable si un ou plusieurs multiplica-

teurs se trouvent en dehors du cercle unité. Si aucun d’entre eux ne se trouvent à l’extérieur

du cercle unité, une analyse non linéaire est nécessaire pour statuer sur la stabilité de cette

solution c’est-à-dire qu’il faut effectuer un développement plus élevé de f dans l’équation 4.14.

Ainsi, grâce à la théorie de Floquet, l’étude de la stabilité d’une solution périodique se

résume au calcul des valeurs propres d’une matrice : la matrice monodrome. Un lien plus

flagrant avec l’étude de la stabilité d’un point d’équilibre peut être montré en introduisant les

exposants caractéristiques de Floquet γm définis par :

ρm = eγmT (4.26)

On peut alors montrer, en multipliant l’équation 4.23 par e−γm(t+T ) que les composants de

V (t) s’expriment, si ρm 6= 0, par :

vm (t) = eγmtΦm (t) (4.27)

Ainsi, on en déduit qu’une solution périodique est stable si tous les exposants caractéristiques

ont une partie réelle négative et instable s’il existe au moins un exposant ayant une partie

réelle positive. Comme dans le cas de points d’équilibre, la partie réelle des exposants mesure

la croissance ou la décroissance exponentielle de la partie transitoire d’une perturbation alors

que leurs parties imaginaires correspondent, modulo 2π/T , à la fréquence de cette perturbation.

Pour terminer, le cas d’un système non autonome peut être traité de la même façon, si ce

n’est que la condition, pour une solution périodique, d’avoir toujours un multiplicateur sur le

cercle unité n’est plus vraie. Ainsi, si aucune valeur propre de Φ n’est sur le cercle unité, la

solution périodique est dite hyperbolique. Dans le cas contraire, elle est dite non hyperbolique.

Si Φ possède toutes ses valeurs propres à l’intérieur du cercle unité, la solution périodique

est asymptotiquement stable (elle est dite cycle limite stable ou attracteur périodique comme

précédemment). Elle est instable si au moins une des valeurs propres de Φ est à l’extérieur
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du cercle unité. Si elles le sont toutes, la solution est nommée répulseur périodique. Si seules

certaines d’entre elles se trouvent à l’extérieur alors, la solution est de type selle. Enfin, si au-

cune des valeurs propres de Φ n’est à l’extérieur du cercle unité mais qu’il s’agit d’une solution

périodique non hyperbolique, il faut comme dans le cas d’un système autonome avoir recours

à une analyse non linéaire.

4.5.0.2 Applications de Poincaré

Avant de voir comment une application de Poincaré peut permettre de déterminer la stabi-

lité d’une solution périodique, définissons une section de Poincaré. Il s’agit d’une hyper surface,

dans l’espace d’état, transverse au flot d’un système d’équations. On rappelle que le flot du

problème à valeur initiale ẋ = f (x) , x (t0) = x0 où f ∈ Ω ⊂ R
N → R

N de classe C1, est

l’application :

φt : W → Ω

(t, x0) 7→= φt (x0) = φ (t, x0)
(4.28)

où, φ (t, x0) est la solution du problème à valeur initiale précédent, définie sur l’intervalle de

temps maximal J (x0) ⊂ R et W = {(t, x0) ∈ R× Ω, t ∈ J (x0)}. Ainsi, dans le cas du système

autonome 4.6, la section est transverse au flot si : nT (x) .φt (x) 6= 0, où n (x) désigne un vec-

teur normal à la section située au point x et φt (x), le flot de l’équation 4.6. Dans le cas

d’un système non autonome comme celui désigné par l’équation 4.1, cette condition s’écrit :

nT (x (t)) .φt (t,x) 6= 0.

Soit xm l’intersection d’une trajectoire d’un système autonome avec une section de Poin-

caré. Si ce système est de dimension N alors la section est une surface de dimension N − 1 et

chaque point xm est défini par N − 1 coordonnées. L’application qui lie l’intersection courante

à l’intersection ultérieure est nommée application de Poincaré P :

xm+1 = P (xm) , m ∈ Z (4.29)

Cette application est inversible et conserve les propriétés du flot décrit par le système associé.

Il s’agit donc d’un difféomorphisme conservant l’orientation. Cette propriété implique que la

matrice jacobienne d’une application de Poincaré est toujours positive. On peut faire la re-

marque que dans le cas d’un système de N équations non autonomes, la section de Poincaré

associée est de dimensions N . Il en est de même pour l’application de Poincaré.

Nous allons montrer comment l’étude de stabilité d’une solution périodique peut se résumer

à l’étude de stabilité d’un point fixe pour une application de Poincaré. Considérons deux

sections de Poincaré intersectant deux orbites de systèmes autonomes comme illustrées par les

figures 4.4. L’orbite de la figure 4.4(a) intersecte l’hyper surface Σ en un point xeq avant de

se refermer sur elle même alors que celle de la figure 4.4(b) l’intersecte en deux points avant

elle aussi de se refermer sur elle même. L’orbite de la figure 4.4(a) est donc réduite à un point

sur la section de Poincaré choisie et, celle de la figure 4.4(b), à deux points. Dans le cas de la
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figure 4.4(a), le point xeq est un point fixe pour l’application de Poincaré :

xeq = P (xeq) (4.30)

Dans le cas de la figure 4.4(b), chaque point de la section est un point de période double pour

l’application de Poincaré associée et, un point fixe pour l’application P2. Ainsi, d’une façon

générale, une orbite périodique d’un système continu peut intersecter k fois une section de

Poincaré avant de se refermer sur elle. Si xeq est l’une de ces intersections, l’application de

Poincaré est telle que :

xeq = Pk (xeq) (4.31)

impliquant ainsi que xeq est un point fixe pour l’application de Poincaré Pk. En regardant la

figure 4.4, on peut très bien imaginer construire une section de Poincaré intersectant les orbites

en un autre point. Cependant, on montre que les sections de Poincaré associées à une orbite

possèdent le même nombre de points fixes et que ceux-ci ont la même stabilité [60]. Ainsi, cela

ne changera en rien l’étude de stabilité d’une solution périodique.

Σ

xeq

Σ

(a) une intersection avec Σ (b) deux intersections avec Σ

Fig. 4.4 – Sections de Poincaré d’orbites périodiques

Dans le cas d’un système d’équations différentielles non autonomes tel le système 4.1, la

période associée à l’orbite périodique est généralement connue explicitement. Considérons donc

une solution périodique de période T et notons x0 = η0 un point de cette orbite périodique. Une

trajectoire initiée à partir de η0 à t = t0 est donc représentée par x (η0, t, t0). Pour construire

une section de Poincaré, il suffit de collecter des points à des instants séparés d’une période T .
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Donc, si η désigne un point de cette section, l’application de Poincaré est définie par :

P (η) = x (η, t0 + T, t0) (4.32)

Par définition de η0, on a :

x (η0, t0 + T, t0) = η0 (4.33)

d’où :

P (η0) = η0 (4.34)

Ainsi, l’orbite périodique du système d’équations différentielles non autonomes 4.1 de période

T correspond à un point fixe pour l’application de Poincaré P (η). On peut alors réaliser un

développement limité de cette application au voisinage de η0. On a alors :

P (η0 + v) = P (η0) + DηP (η0) .v + 0
(

‖v‖2
)

(4.35)

où ‖v‖2 est la norme d’une déviation à partir du point fixe sur la section de Poincaré. A partir

de là, la stabilité de ce point fixe η0 pourra être déduite à partir des valeurs propres de la

matrice jacobienne de P par rapport à η en η0 : DηP (η0). Il n’est généralement pas possible

d’obtenir cette matrice de façon analytique, sauf dans des cas très simples. Cependant, en

différenciant le système d’équations différentielles 4.1 par rapport à η, il vient l’équation :

Ẏ = Dxf .Y avec Y = Dηx (4.36)

Ainsi, en intégrant cette équation différentielle, grâce par exemple à un intégrateur numérique

comme nous l’avons vu en section 3.1.1, entre t0 et t0 + T , à partir de la condition initiale

Y (t0) = I, nous obtenons Y (t0 + T ) qui n’est autre que DηP (η0) d’après l’équation 4.32. Il

est alors possible de statuer sur la stabilité du point fixe. Si DηP (η0) ne possède aucune valeur

propre sur le cercle unité, le point fixe est hyperbolique et la solution périodique correspondante

est également dite hyperbolique. Dans ce cas, si toutes les valeurs propres de DηP (η0) sont

dans le cercle unité, le point fixe de P est asymptotiquement stable et il en est de même pour

l’orbite périodique associée qui est alors un cycle limite attracteur. Si au contraire DηP (η0)

possède toutes ses valeurs propres à l’extérieur du cercle unité alors, le point fixe de P est in-

stable. L’orbite périodique associée est également instable. Enfin, si DηP (η0) possède à la fois

des valeurs propres à l’intérieur et à l’extérieur du cercle unité, le point fixe est un point selle.

L’orbite correspondante est donc un cycle limite instable de type selle. Comme précédemment,

si DηP (η0) possède au moins une valeur propre sur le cercle unité alors le point fixe est dit

non hyperbolique, de même que l’orbite associée et il est nécessaire de faire une analyse non

linéaire pour statuer sur sa stabilité.

Pour terminer, considérons le cas d’un système d’équations différentielles autonomes tel le,

système 4.6. Dans ce cas, il faut noter que la période associée à une orbite périodique n’est

généralement pas connue explicitement. Intéressons nous à une orbite périodique Γ de période

au minimum égale à T : x = x (t, η), initiée au point x = η à l’instant t = 0. Construisons

ensuite un hyperplan coupant transversalement Γ en x = η et notons ζ, l’intersection entre
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cette section et l’orbite. Une trajectoire initiée à t = 0 en ζ, dans un voisinage de η, recoupe

l’hyperplan après un temps τ (ζ) en ζ̃ avec :

ζ̃ = P (ζ) = x (τ (ζ) , ζ) (4.37)

Il est clair, comme le montre la figure 4.5 que η est un point fixe de P dont la stabilité reflète

celle de l’orbite Γ initiée à η. La stabilité de ce point fixe va, quant à elle, dépendre des va-

leurs propres de la matrice jacobienne de P par rapport à ζ au point η : DζP (η). Cependant,

l’évaluation de cette jacobienne n’est pas immédiate quelle que soit la section de Poincaré

considérée. Quelques éléments sur une façon de procéder pour évaluer cette dernière et par

extension ses valeurs propres sont fournis dans [68]. Comme précédemment, la stabilité de

l’orbite périodique va dépendre de la position de ces valeurs propres par rapport au cercle

unité.

Σ

η

ζ
ζ̃

Γ

Fig. 4.5 – Section de Poincaré d’une orbite Γ et une trajectoire adjacente

4.6 Bifurcations locales de solutions périodiques

Comme dans le cas des points fixes, les solutions périodiques peuvent gagner ou perdre

leur stabilité lorsqu’un ou plusieurs de leurs paramètres de contrôle varient. Ces points où elles

deviennent non hyperboliques sont également appelés points de bifurcation. Les bifurcations,

c’est-à-dire les phénomènes accompagnant les changements significatifs de comportement avant

et après les points de bifurcation, nécessitant la variation de m paramètres sont appelées bifur-

cations de co-dimension m. Dans ce qui suit, seules les bifurcations de co-dimension 1 seront

étudiées.

La perte de stabilité d’une solution périodique provient de la sortie du cercle unité d’un mul-

tiplicateur de Floquet. Cette sortie pouvant se faire de trois façons différentes, trois scénarios

de bifurcation locale existent et sont illustrés par la figure 4.6. Tout d’abord, un multiplica-

teur peut quitter le cercle unité par +1 (Cf. figure 4.6(a)). Dans ce cas, les bifurcations qui
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en découlent sont de type « symmerty-breaking » ou « cyclic-fold » ou encore transcritique.

Il peut également sortir du cercle par −1 engendrant alors des bifurcations de type « period

doubling » (Cf. figure 4.6(b)). Enfin, deux multiplicateurs de Floquet complexes conjugués

peuvent sortir du cercle unité et donner ainsi naissance à une bifurcation de Neimark dite

encore seconde bifurcation de Hopf (Cf. figure 4.6(c)).

Im

Re
1

Sfr

Im

Re
−1

em

Im

Re
1

(a) transcritique, « symmerty-breaking » (b) « period-doubling » (c) Neimark

et « cyclic-fold »

Fig. 4.6 – Scénarios selon lesquels les multiplicateurs de Floquet peuvent quitter le cercle unité

engendrant différentes bifurcations locales

On peut noter que s’il est possible de construire une application de Poincaré associée à une

solution périodique alors, la bifurcation locale de cette solution peut être étudiée au travers de

celle du point fixe de l’application. Comme dans le cas des points fixes, les bifurcations locales

de solutions périodiques sont regroupées en bifurcations continues et discontinues dites encore

catastrophiques. Les caractéristiques générales des trois scénarios présentés précédemment vont

maintenant être développées.

Si un multiplicateur de Floquet quitte le cercle unité en passant par +1, la bifurcation

qui en résulte va dépendre de la nature de la solution périodique avant celle-ci. Supposons

que cette solution périodique possède des propriétés de symétrie et qu’elle les perdent après

la bifurcation. Ce phénomène est qualifié de « symmetry-breaking bifurcation ». Les scénarios

sur-critiques et sous-critiques sont représentés en figure 4.7 sur lesquelles [X] représente l’am-

plitude de la solution périodique, en fonction de la variation d’un paramètre de contrôle µ.

A chaque point de bifurcation les branches associées à la solution symétrique et à la solution

dissymétrique se touchent. On peut noter qu’une bifurcation sur-critique est une bifurcation

de type continu alors qu’une bifurcation sous-critique est de type discontinu.

Un exemple de bifurcation « cyclic-fold » est représenté en figure 4.8. Une branche de so-

lution périodique stable et une branche de solution périodique instable coalescent au point de

bifurcation µc. On peut ainsi remarquer qu’il n’existe plus de solution périodique stable pour

µ > µc. Il s’agit donc d’une bifurcation de type discontinu. Ainsi pour µ > µc, le comporte-

ment du système ne peut pas être déterminé par une analyse locale. Souvent il est nécessaire

d’effectuer des simulations numériques. Il existe deux possibilités. Il se peut tout d’abord que le

système soit attiré vers une solution distante bornée ou non. Dans le cas d’une solution bornée,

il peut s’agir d’un attracteur ponctuel ou d’un attracteur périodique ou encore d’un attrac-

teur apériodique. Il s’agit dans ce cas d’une bifurcation dangereuse. La deuxième possibilité
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étr

iqu
e

dis
sym
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Fig. 4.7 – Bifurcations de type « symmetry-breaking »

consiste en une bifurcation explosive. L’ancien attracteur se transforme un nouvel attracteur

plus grand englobant ce dernier alors appelé cycle limite fantôme. Enfin il se peut que le nouvel

attracteur soit chaotique.

La figure 4.9 représente deux exemples de bifurcations transcritiques. Dans ce cas, les

branches de solutions périodiques stable et instable existant avant la bifurcation, se prolongent

en des branches de solutions périodiques instable et stable respectivement. Ainsi, un échange

de stabilité s’opère lors d’une bifurcation transcritique.

Lorsque qu’un multiplicateur de Floquet quitte le cercle unité par −1, il se produit une bi-

furcation de type « period-doubling » . La branche de solution périodique stable existant avant

celle-ci se prolonge alors en une branche de solution périodique instable. Il y a création d’une

branche de solution périodique de période double stable après une bifurcation sur-critique

et au contraire, destruction d’une branche de solution périodique de période double instable

après une bifurcation sous-critique. Après une bifurcation sous-critique, il est généralement

nécessaire d’effectuer des études numériques afin de déterminer le comportement du système.

Pour µ > µc, il existe deux scénarios possibles qui sont les mêmes que dans le cas d’une bi-

furcation « cyclic-fold » c’est-à-dire attraction vers une solution distante ou explosion en un

nouvel attracteur.

Enfin, considérons le cas où deux multiplicateurs de Floquet complexes conjugués quittent

le cercle unité. Nous avons vu qu’une bifurcation de Hopf d’un point fixe donnait naissance à

une solution périodique. Il s’agit donc de l’apparition d’une nouvelle fréquence de réponse en

plus de la première. Dans le cas d’une bifurcation de Hopf d’une solution périodique, appelée

alors seconde bifurcation de Hopf, le phénomène est le même. Ainsi, la solution après bifur-

cation peut être soit périodique, soit quasi périodique contenant deux fréquences, dépendant
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Fig. 4.8 – Bifurcation de type « cyclic-fold »

de la relation entre la nouvelle fréquence introduite et l’ancienne. Comme dans le cas d’une

bifurcation de Hopf d’un point fixe, il existe des bifurcations de Neimark sur et sous-critiques.

Dans les deux cas, la branche de solution périodique stable existant avant la bifurcation se

prolonge en une branche de solution périodique instable après. Une branche de solution quasi-

périodique stable est créée si la bifurcation est sur-critique alors qu’une branche de solution

quasi-périodique instable est détruite s’il s’agit d’une bifurcation sous-critique. La bifurcation

secondaire de Hopf sur-critique est une type de bifurcation continue alors que la bifurcation

sous-critique est de type catastrophique. Dans ce cas, il existe comme précédemment deux

scénarios possibles après une telle bifurcation. Le système peut ainsi être attiré par un at-

tracteur éloigné borné ou non, de type ponctuel, périodique, quasi-périodique ou chaotique.

Une fois de plus, cette bifurcation est dangereuse et, elle est généralement accompagnée de

phénomène d’hystérésis. Dans le second scénario, le système peut exploser en un nouvel at-

tracteur plus large.

4.7 Etude de stabilité locale dans le domaine fréquentiel

Comme nous l’avons précisé, les méthodes fréquentielles ont l’avantage d’être plus rapides

que les méthodes temporelles pour déterminer des solutions périodiques. Cependant, puisque,

dans le cas de la balance harmonique par exemple, la solution est directement recherchée

comme étant périodique, il se peut que la solution obtenue vérifie l’équation d’équilibre 3.32

mais ne soit pas stable. Il convient donc de vérifier sa stabilité. Mais, afin de ne pas perdre le

gain de temps lié à l’utilisation d’une méthode fréquentielle, une méthode d’étude de stabilité

de solutions périodiques dans le domaine fréquentiel peut être employée. Un exemple de mise
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Fig. 4.9 – Deux possibilités de bifurcations transcritiques

en œvre est détaillé dans [91] et [81].

Supposons donc que nous ayons une solution périodique q∗ (t) qui vérifie l’équation 3.1 du

mouvement du système considéré, dans laquelle sont dissociées les forces linéaires et les forces

non linéaires :

Mq̈(t) + C̃q̇(t) + K̃q(t) + FNL (t,q, q̇) = F(t) (4.38)

Cette solution équilibre également l’équation 3.32 qui n’est autre que l’équation précédente 4.38

écrite dans le domaine fréquentiel, et qui peut s’écrire comme suit, si on dissocie la composante

linéaire de b et sa composante non linéaire (Cf. équations 3.32 et 3.34) :

A.X + bNL (X) = bL (4.39)

Considérons alors une perturbation q̃ (t) de notre solution périodique, qui soit elle même

périodique mais pondérée par un terme exponentiel de sorte que l’on ait :

q (t) = q∗ (t) + q̃ (t) eλt (4.40)

Cette équation, une fois injectée dans l’équation du mouvement 4.38 donne :

Mq̈∗(t) + C̃q̇∗(t) + K̃q∗(t)

+ eλt
[

M¨̃q(t) + C̃ ˙̃q(t) + K̃q̃(t)
]

+ eλt
[

M
(

2λ ˙̃q + λ2q̃
)

+ C̃λq̃
]

+ FNL (t,q, q̇) = F(t) (4.41)

En développant en série de Fourier tronquées ces solutions périodiques (Cf. équation 3.27) puis

en projetant l’équation précédente sur les vecteurs de la base de Fourier (Cf. équation 3.31),
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il vient l’équation suivante :

A.X∗ + bNL

(

X∗ + eλtX̃
)

+
[

A + λÃ + λ2M̃
]

X̃eλt = bL (4.42)

où X∗ et X̃ sont respectivement les coefficients de Fourier de q∗ et q̃, l’expression de A est

donnée par l’équation 3.33 et :

M̃ = diag (M, . . . ,M) (4.43)

Ã =























C̃

Λ̃1

. . .

Λ̃k

. . .

Λ̃M























(4.44)

avec

Λ̃k =

[

C̃ 2 (kω)M

−2 (kω)M C̃

]

(4.45)

Un développement limité au premier ordre de bNL

(

X∗ + eλtX̃
)

au voisinage de X∗ fournit :

bNL

(

X∗ + eλtX̃
)

≈ bNL (X∗) +
∂bNL

∂X∗ (X∗) .eλtX̃ (4.46)

En injectant cette expression dans l’équation 4.42, il vient, compte-tenu de l’expression 4.39,

le problème aux valeurs propres suivant, :

[

λ2M̃ + λÃ + A +
∂bNL

∂X∗ (X∗)

]

.X̃ = 0 (4.47)

Les valeurs propres de ce problème sont complexes. Si elles possèdent toutes une partie réelle

négative alors l’amplitude de la perturbation va décrôıtre et la solution périodique X∗ sera

stable. Par contre, si une ou plusieurs valeurs propres possèdent une partie réelle positive alors

les amplitudes de la perturbation augmenteront exponentiellement dans le temps et la solu-

tion périodique X∗ sera donc instable. Cette méthode d’étude de stabilité dans le domaine

fréquentiel est couramment appelée méthode de Hill. Cette façon de procéder présente l’avan-

tage de ne nécessiter aucune intégration temporelle contrairement à l’étude de stabilité selon la

théorie de Floquet. Par contre, elle nécessite le calcul de la jacobienne des termes non linéaires

ainsi qu’un développement en série de Fourier de la perturbation X̃, dont la troncature peut

influer sur le calcul de la stabilité, au même titre de celle de X∗ d’ailleurs.

Une autre possibilité d’étude de stabilité dans le domaine fréquentiel a été développée et

consiste à ramener l’étude de la stabilité d’une solution périodique à l’étude de stabilité d’un

point d’équilibre dans l’espace de Fourier. Pour cela, considérons un développement en série de

Fourier tronquée d’une solution périodique q (t), en utilisant une méthode de la moyenne [69],

c’est-à-dire que les coefficients de Fourier sont supposés varier de façon lente dans le temps
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(selon une échelle de temps lente η) par rapport à la fréquence de la solution (repérée par une

échelle de temps rapide τ) :

q (t) = q (τ, t) = a0 (η) +
M
∑

m=1

(am (η) .cos (mωτ) + bm (η) .sin (mωτ)) (4.48)

L’échelle de temps rapide τ peut être interprétée comme l’échelle de temps associée à pulsa-

tion de la réponse périodique alors que l’échelle de temps lente η peut plutôt être considérée

comme associée à une perturbation. Cette dissociation de l’échelle temporelle nous rajoute une

inconnue et donc, nous autorise à considérer une équation supplémentaire. Il est ainsi courant

de se donner la forme de la vitesse :

∂q

∂t
(t) = q̇ (t) =

M
∑

m=1

(− (mω)am (η) .sin (mωτ) + (mω)bm (η) .cos (mωτ)) (4.49)

Cependant, compte-tenu de la dissociation de l’échelle temporelle, on peut écrire :

∂q

∂t
(t) =

∂q

∂τ
(t) +

∂q

∂η
(t) = a

′

0 (η) +
M
∑

m=1

(

a
′

m (η) .cos (mωτ) + b
′

m (η) .sin (mωτ)
)

+

M
∑

m=1

(− (mω)am (η) .sin (mωτ) + (mω)bm (η) .cos (mωτ))

(4.50)

où
′

représente une différenciation par rapport à η. En comparant les équations 4.49 et 4.50,

il vient l’égalité suivante :

a
′

0 (η) +

M
∑

m=1

(

a
′

m (η) .cos (mωτ) + b
′

m (η) .sin (mωτ)
)

= 0 (4.51)

Compte-tenu de cette égalité, l’accélération s’exprime par :

q̈ (t) =

M
∑

m=1

(

− (mω)a
′

m (η) .sin (mωτ) + (mω)b
′

m (η) .cos (mωτ)
)

+
M
∑

m=1

(

− (mω)2 am (η) .cos (mωτ)− (mω)2 bm (η) .sin (mωτ)
)

(4.52)

Si comme précédemment, on injecte les expressions des déplacements, vitesses et accélérations

dans l’équation du mouvement 4.38 puis qu’on la projette sur les vecteurs de la base de Fourier

(Cf. équation 3.31), il vient l’équation :

A.X + B.X
′

+ bNL (X) = bL (4.53)
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où X et X
′

sont respectivement les vecteurs des coefficients de Fourier et ceux de leurs dérivées

par rapport à η. La matrice A à la même expression que précédemment (Cf. équation 3.33) et

celle de la matrice B est la suivante :

B =























0

Ψ1

. . .

Ψk

. . .

ΨM























(4.54)

avec

Ψk =

[

0 (kω)M

− (kω)M 0

]

(4.55)

Une solution périodique et donc un cycle limite doit, dans l’espace de Fourier vérifier :

X
′

= 0 (4.56)

C’est-à-dire que dans cet espace, une solution périodique est un point d’équilibre pour l’équation :

B.X
′

= bL −A.X− bNL (X) = 0 (4.57)

L’étude de la stabilité d’une solution périodique X0 va donc passer par l’étude de la stabilité

d’un point d’équilibre. Considérons donc une perturbation Y de cette solution périodique X0.

En injectant X = X0 + Y dans l’équation 4.53 et en tenant compte du fait que X0 vérifie la

relation 4.56, il vient l’équation :

A. [X0 + Y] + B.Y
′

+ bNL (X0 + Y) = bL (4.58)

Un développement limité de bNL (X0 + Y) au premier ordre, en X0, donne :

bNL (X0 + Y) ≈ bNL (X0) +
∂bNL

∂X
(X0) .Y (4.59)

En injectant cette équation dans l’expression 4.58, sachant que X0 vérifie l’équation 4.39, il

vient :

A.Y + B.Y
′

+
∂bNL

∂X
(X0) .Y = 0 (4.60)

Si la dépendance temporelle de Y est de la forme : Y = Yeλη alors on a le problème aux

valeurs propres généralisées suivant :

[

A +
∂bNL

∂X
(X0) + λB

]

.Y = 0 (4.61)

Les valeurs propres de ce problème vont, comme dans la méthode précédente nous permettre

de statuer sur la stabilité de la solution périodique X0 : si elles ont toutes une partie réelle

négative, la solution est stable et si une ou plusieurs d’entre elles ont un partie réelle positive,
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la solution sera instable.

Dans les deux méthodes fréquentielles présentées ici, le calcul de ∂bNL

∂X
(X0) peut nécessiter

une procédure AFT si une expression analytique n’est pas possible puisque bNL dépend des

efforts non linéaires qui n’ont de significations que dans le domaine temporel.

Pour terminer ce chapitre, l’étude de la stabilité, dans le domaine temporel, du modèle

simple d’interaction rotor/stator utilisé pour valider les méthodes d’estimation du compor-

tement non linéaire d’un système au chapitre précédent va être effectuée brièvement dans la

section suivante.

4.8 Validation de l’étude de stabilité selon la théorie de Flo-

quet

Au même titre que les méthodes d’estimation du comportement non linéaire des systèmes

mécaniques ont été validées au chapitre 3, un exemple d’application de la théorie de Floquet

au modèle simple d’interaction rotor/stator utilisé dans ce même chapitre va être donné.

Une méthode de shooting a été appliquée au modèle de Demailly [17], en section 3.4 du

chapitre 3, afin de déterminer une solution périodique. La stabilité de celle-ci peut être analysée

très facilement. En effet, nous avons vu dans la section 4.5.0.1 du présent chapitre, que lors

de l’application de la méthode de shooting, la matrice monodrome était calculée. Les valeurs

propres de celle-ci alors obtenues lors de l’étude du modèle de Demailly sont les suivantes :

valeurs propres ρm ‖ρm‖
-7.67e-02 + 8.44e-01i 8.47e-01

-7.67e-02 - 8.44e-01i 8.47e-01

2.19e-01 + 6.49e-02i 2.28e-01

2.19e-01 - 6.49e-02i 2.28e-01

-1.86e-01 + 6.24e-02i 1.96e-01

-1.86e-01 - 6.24e-02i 1.96e-01

-2.81e-14 2.81e-14

-4.08e-16 4.08e-16

Tab. 4.1 – Valeurs propres de la matrice monodrome du système de Demailly [17] à Ω = 1272

tr/min

D’après la théorie de Floquet (développée en section 4.5.0.1), nous pouvons affirmer que la

solution périodique du système de Demailly [17], à Ω = 1272 tr/min, représentée par la figure

3.9, est bien stable puisqu’aucune valeur propre de la matrice monodrome n’est en dehors

du cercle unité. De plus, on peut remarquer que le système ici étudié est non autonome et

donc, nous voyons qu’il n’y a pas dans ce cas, conformément à la théorie de Floquet, de valeur
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propre sur le cercle unité. Par contre, il faut préciser que le calcul de la matrice monodrome est

conditionné par l’intégration temporelle de l’équation 3.21 dont les termes sont approchés par

des différences finies. Ainsi, cette matrice est extrêmement conditionnée par les paramètres de

l’intégration temporelle ainsi que par ceux de l’approximation des gradients des forces. Beau-

coup de précautions doivent donc être prises lors de l’étude de cette matrice pour statuer sur

la stabilité d’une solution périodique.

4.9 Conclusion

Au travers de ce chapitre, les théories de la stabilité ainsi que les principales méthodes

d’étude de stabilité du comportement non linéaire de systèmes mécaniques ont été détaillées.

Un exemple d’application de la théorie de Floquet a été réalisé sur le modèle simple d’inter-

action rotor/stator utilisé dans le chapitre 3. Dans le domaine temporel, cette procédure peut

s’avérer coûteuse en temps de calcul puisqu’elle nécessite l’intégration de l’équation du com-

portement dynamique du système sur une période. Par contre, comme nous l’avons illustré,

la stabilité d’une solution périodique peut découler directement d’une méthode de shooting et

réduit finalement le nombre d’étape à effectuer pour étudier la stabilité de la solution obtenue.

Dans ce qui suit, la stabilité d’un modèle d’interaction plus complet, entre une struc-

ture tournante et une structure fixe, comportant peu de degrés de liberté, va être étudiée.

Les résultats de ces études seront ensuite validés par les méthodes d’estimation du com-

portement non linéaire développées au chapitre 3. Ceci constituera une première approche

phénoménologique du contact rotor/stator.
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Chapitre 5

Modèles phénoménologiques de

contact rotor-stator

Afin d’appréhender la dynamique et les problèmes d’instabilité des turbomachines, dans le

cas de contact entre les aubes des parties tournantes et le carter, des modèles simples vont être

développés. Ceux-ci simuleront l’interaction, en un ou plusieurs points, entre une structure

tournante et une structure fixe.

Tout d’abord, la stabilité d’une structure élastique circulaire (représentant un carter) ex-

citée par des charges tournantes, frottant ou non contre sa face interne, sera étudiée. Le

comportement dynamique de ce système sera ensuite analysé grâce aux méthodes présentées

aux chapitres précédents. Enfin, ce même système sera étudié dans le cas où les décollements

entre la structure rotative et la structure fixe sont autorisés.

Le but de ce chapitre est de dégager les phénomènes prédominants lors de telles interac-

tions, par le biais de l’analyse de la stabilité du système et par l’étude de son comportement

dynamique. Ce dernier sera obtenu essentiellement par des intégrations temporelles directes.

Nous montrerons dans certains cas simples, lorsque la dynamique du système s’y prête, qu’il

est possible d’appliquer les méthodes non linéaires développées au chapitre 3. Les limites de

celles-ci seront également mises en évidence.

5.1 Anneau excité par des charges tournantes en contact per-

manent

5.1.1 Modèles

Les problèmes résultant d’une ou plusieurs charges se déplaçant sur une structure élastique

sont fréquents. Le cas des structures élastiques animées d’un mouvement de rotation a ainsi

été particulièrement étudié. Il s’avère qu’un disque flexible en rotation, excité par des charges,

peut être instable. Ce genre de phénomène peut survenir dans les domaines de l’usinage avec

l’utilisation de scies circulaires [62, 63], des disques durs informatiques [41, 40, 16] ou encore des

freins à disques [73, 6]. Généralement, les systèmes étudiés consistent en un disque élastique,

107
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Fig. 5.1 – Modèle d’anneau élastique excité par une poutre rotative frottant sur sa face interne

dont les vibrations de flexion sont considérées, excité par une ou plusieurs charges statiques

sur une de ses faces. Il peut également s’agir au contraire d’un disque statique excité par des

charges tournantes à sa surface. Les instabilités subies par ce type de système ainsi que les vi-

tesses critiques associées ont pu être déterminées. Par contre, très peu d’études concernent un

anneau élastique excité par des charges tournantes frottant sur sa surface interne. Récemment

Canchi et Parker [5] ont étudié la stabilité d’un anneau élastique excité par des systèmes

masse-ressort en rotation glissant sans frottement sur sa face interne.

Dans ce chapitre, nous allons nous intéresser au comportement dynamique et à la stabilité

d’un anneau élastique représentant un carter de turbomachine excité par des aubes en rotation

frottant sur sa surface interne, comme l’illustre la figure 5.1 dans le cas d’une seule aube.

Le modèle va être entièrement développé dans le repère corotationnel c’est-à-dire, dans le

repère lié aux aubes et dans lequel celles-ci sont fixes. Ces dernières sont modélisées par des

poutres d’Euler-Bernoulli possédant deux degrés de liberté : un degré de liberté de traction-

compression ut ainsi qu’un degré de liberté de flexion vf . Une approximation de Rayleigh-Ritz

est utilisée pour exprimer ces derniers (Cf. section 1.2.2). Dans le cas du degré de liberté de

traction/compression des aubes, la fonction de Ritz employée peut être exactement le premier

mode de traction/compression d’une poutre encastrée-libre. Les deux degrés de liberté de

l’aube j s’expriment ainsi par :

utj (x, t) = utj (t) sin (πx/2Rstat) (5.1)

vfj
(x, t) = vfj

(t) (1− cos (πx/2Rstat)) (5.2)

où x est l’abscisse le long de la poutre et Rstat le rayon du carter. Celui-ci vérifie les hypothèses

des poutres d’Euler-Bernoulli. Deux déplacements sont attribués en chaque point de position

angulaire φ dans le repère tournant : un déplacement radial us (φ, t) et un déplacement tangent

w (φ, t). Ceux-ci peuvent également être exprimés grâce à des fonctions de Ritz. Ainsi, le
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déplacement tangent du carter en un point de position angulaire φ s’exprime comme suit [58] :

w (φ, t) =
ktot
∑

n=2

An(t)cos(nφ) +Bn(t)sin(nφ) (5.3)

où, le déplacement de corps rigide a été supprimé. Cependant, afin de considérer le modèle le

plus simple possible (pour que l’analyse phénoménologique du problème soit aisée), une seule

fonction de Ritz (correspondant au mode exacte de flexion de l’anneau) sera considérée. Ainsi,

seul un mode d’anneau (le nième) pourra être excité à la fois par les aubes. Le déplacement

tangent de l’anneau s’écrira donc :

w (φ, t) = An(t)cos(nφ) +Bn(t)sin(nφ), n ∈ N, n ≥ 2 (5.4)

De plus, cet anneau est supposé être inextensible. Ceci se traduit par une relation entre

ses déplacements radiaux et ses déplacements tangents : us (φ, t) = ∂w (φ, t) /∂φ. Ainsi, le

déplacement radial de l’anneau au point de position angulaire φ, dans le repère tournant, est

donné par :

us (φ, t) = −nAn(t)sin(nφ) + nBn(t)cos(nφ), n ∈N, n ≥ 2 (5.5)

Dans ce chapitre, les aubes sont supposées être en contact permanent avec le carter. Il en

résulte une relation de liaison entre le déplacement radial de l’anneau au point de contact et

les déplacements de la j èmeaube positionnée à l’angle φj dans le repère corotationnel :

us (φ = φj , t) = −utj (x = Rstat, t) cosαj + vfj
(x = Rstat, t) sinαj (5.6)

αj étant l’angle entre la normale à la surface interne du carter au point de contact avec l’aube

et la fibre neutre de celle-ci.

Comme dans la section 1.2.2, une méthode énergétique est employée pour obtenir l’équation

matricielle gérant le comportement dynamique du système. Les énergies cinétique T et poten-

tielle U du système possédant N aubes sont alors définies :

T =
1

2

∫ 2π−Ωt

−Ωt
ρstatSstat

{

[

u̇s(φ, t) − Ω
∂us

∂φ
(φ, t)

]2

+

[

ẇ(φ, t) − Ω
∂w

∂φ
(φ, t)

]2
}

Rstatdφ

+
N
∑

j=1

1

2

∫ Rstat

0
ρbj
Sbj

{

u̇2
tj (x, t) + v̇2

fj
(x, t) + Ω2

(

(

x+ utj (x, t)
)2

+ v2
fj

(x, t)
)

+2Ω
(

v̇fj
(x, t)

(

x+ utj (x, t)
)

− u̇tj (x, t)vfj
(x, t)

)}

dx

+

N
∑

j=1

1

2

∫ Rstat

0
ρbj
Ibj

(

Ω +
∂v̇fj

(x, t)

∂x

)2

dx

(5.7)
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U =
1

2

∫ 2π−Ωt

−Ωt

EstatIstat

R3
stat

{

∂us

∂φ
(φ, t) + us(φ, t)

}2

dφ

+

N
∑

j=1

1

2

∫ Rstat

0
Ebj

Sbj

{

∂utj (x, t)

∂x

}2

dx

+

N
∑

j=1

1

2

Rstat
∫

0

Ebj
Ibj

{

∂2vfj
(x, t)

∂x2

}2

dx (5.8)

où ρstat, Sstat, Estat, Istat et ρbj
, Sbj

, Ebj
, Ibj

sont respectivement les densités, les aires des

sections droites, les modules d’Young et les inerties diamétrales du stator et de la j èmeaube.

Dans un soucis de simplicité, aucune fonction de dissipation n’est introduite (ni le carter ni

les aubes ne sont amortis).

Dans cette approche énergétique, le frottement est introduit par l’intermédiaire de son

travail :

Wext =

N
∑

j=1

Tbj→stat

[

w(φ, t)

{

1− h

2Rstat

}

− h

2Rstat

∂us(φ, t)

∂φ

−
[

vfj
(x = Rstat, t) (cosαj + sinαj tanαj)− us(φ, t) tanαj

]]

δ(φ− φj) (5.9)

où, dans le repère centripète direct (repère local à l’anneau), Tbj→stat = −µ
∣

∣Nbj→stat

∣

∣ sign (Vslip)

est la force de frottement de la j èmeaube sur l’anneau. Dans cette expression, Vslip représente

la vitesse de glissement de l’aube sur la face interne du carter et Nbj→stat, l’intensité de la

composante radiale de la force appliquée par l’aube sur l’anneau. Dans le cas précis du contact

entre les aubes d’un rotor d’une turbomachine et un carter, celle-ci peut s’exprimer par la

superposition d’une précharge radiale constante −NU dans le repère corotationnel centripète

résultant du balourd et d’une charge dynamique résultant de la dynamique propre du système.

Les expressions complètes de cette force de frottement, de l’énergie cinétique et de l’énergie

potentielle du système prenant en compte la relation de liaison 5.6 ainsi que l’approximation

de Rayleigh-Ritz, sont développées dans l’annexe A.

L’application des équations de Lagrange nous fournit une équation matricielle de la forme :

MẌ + (G + T) Ẋ + KX = F (5.10)

où M, G et K sont respectivement les matrices de masse, gyroscopique et de raideur (incluant

les termes d’assouplissement centrifuges) du système . F représente les forces appliquées à ce

dernier et T est une matrice dépendant du coefficient de frottement. Les expressions de tous ces

éléments sont détaillées en annexe A. Enfin, le vecteur X des inconnues a pour expression, dans

le cas où le système est constitué de N aubes : XT =
{

An Bn vf1 · · · · · · · · · vfN

}

.

Il faut préciser que ce modèle de frottement ainsi inclus dans l’équation matricielle précédente

n’est valable que sous certaines hypothèses (rappelées également dans l’annexe A) qui sont

globalement :
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– la précharge due au balourd assure un signe constant de la composante normale de la

force exercée par chaque aube sur le carter

– la vitesse de glissement de chaque aube est toujours orientée dans le même sens

Ces conditions sont tout à fait réalistes pour des vitesses de rotation suffisantes. De plus, l’ob-

jectif de ce présent modèle est, à ce stade, de détecter les éventuels phénomènes d’instabilité

et non de calculer leurs éventuels cycles limites. Les hypothèses avancées par la modélisation

du frottement ne pénalisent donc en rien la pertinence du modèle.

Afin de bien comprendre les phénomènes régissant le comportement d’un telle structure,

son étude va se faire en deux étapes.

Tout d’abord, le frottement sera négligé. Des études de stabilité de ce système seront alors

réalisées puis le comportement dynamique de ce dernier sera analysé.

Ensuite, le frottement sera introduit et de la même manière, des études de stabilité seront

faites ainsi que l’analyse du comportement dynamique du système qui en découle.

5.1.2 Contact sans frottement

Dans un premier temps, nous allons négliger le frottement. Dans ce cas, le degré de liberté

de flexion des aubes ne peut pas être sollicité. Il convient donc de considérer des aubes ne

possédant qu’un degré de liberté de traction/compression. De plus, nous allons pour l’instant

les considérer orthogonales à la face interne de l’anneau (c’est-à-dire αj = 0). Elles peuvent

donc être finalement modélisées par des systèmes masse-ressort à un degré de liberté comme

illustré par la figure 5.2. Ceci nous permettra d’ailleurs de considérer aisément les paramètres

modaux des aubes : mr masse modale et kr, raideur modale. L’équation matricielle du compor-

tement de la structure considérée dans ce paragraphe peut être aisément déduite de l’annexe

A en prenant µ = 0 et αj = 0. Elle est de la forme :

MẌ + GẊ + KX = F (5.11)

La stabilité de ce système ainsi que son comportement dynamique seront étudiés.

5.1.2.1 Études de stabilité

Dans le repère tournant, il est intuitif que le système pourra adopter des configurations

d’équilibre statique. La stabilité de celles-ci pourra être déterminée en procédant comme in-

diqué en section 4.3. Il suffit ainsi de déterminer les solutions s = a+ i b de l’équation :

det
(

s2M + sG + K
)

= 0 (5.12)

Le système sera instable si une ou plusieurs valeurs propres s ont une partie réelle a positive.

Les parties réelles b, quant à elles, correspondent aux pulsations propres du système.
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Fig. 5.2 – Modèle d’anneau élastique excité par un système masse-ressort à un degré de liberté

sans frottement

Influence des caractéristiques des aubes

Dans cette partie, nous allons étudier l’influence des paramètres des aubes (c’est-à-dire de

mr et kr) sur la stabilité du système. Pour cela, nous allons, dans du premier temps, considérer

une seule aube excitant l’anneau. Une seconde étape consistera à considérer l’influence du

nombre d’aubes en contact avec le carter sur la stabilité du système.

Dans le cas particulier d’une seule aube au contact de l’anneau, l’équation 5.11 s’écrit, compte

tenu de la relation de liaison 5.6 entre les degrés de liberté :

[

Mstat

(

n2 + 1
)

0

0 Mstat

(

n2 + 1
)

+mrn
2

]{

Än

B̈n

}

+

[

0 −2MstatnΩ
(

n2 + 1
)

2MstatnΩ
(

n2 + 1
)

0

]{

Ȧn

Ḃn

}

+















Kstatn
2(n2 − 1)2

−Mstatn
2Ω2

(

n2 + 1
) 0

0

Kstatn
2(n2 − 1)2

−Mstatn
2Ω2

(

n2 + 1
)

+(kr −mrΩ
2)n2















{

An

Bn

}

=

{

0

−mrRstatΩ
2n

}

(5.13)

où Mstat = ρstatSstatRstatπ et Kstat =
EstatIstatπ

R3
stat

. Cette équation peut bien sûr être déduite

de l’annexe A.

L’analyse de stabilité du troisième mode de l’anneau excité par un système masse-ressort

de paramètres mr = 10 kg et kr = 1.106 N.m−1 est représentée en figure 5.3. Le graphe

supérieur montre l’évolution des parties réelles des valeurs propres s du système en fonction de

la vitesse de rotation de l’aube, l’évolution des parties imaginaires associées étant représentée

sur le graphe inférieur (modulo 2π). Il apparâıt ainsi deux plages de vitesses de rotation dans
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lesquelles le système est instable puisqu’il possède des valeurs propres à partie réelle positive.

Le premier type d’instabilité, entre Ωc et Ωc2 correspond à une divergence du mode direct de

l’anneau c’est-à-dire à une instabilité à fréquence nulle dans ce repère tournant alors que le

second type d’instabilité, à partir de Ωmc, correspond à un flottement qui est une instabilité

vibratoire, toujours dans ce repère. Il s’agit plus précisément d’une coalescence du mode direct

avec le mode rétrograde de l’anneau : les deux adoptent la même fréquence mais l’un devient

instable alors que l’autre reste stable. Il faut noter que ces phénomènes sont qualitativement

proches de ceux obtenus par Crandall [16], Iwan et Moeller [40] et Iwan et Stahl [41] dans le

cas non pas d’un anneau mais d’un disque excité par une charge, ainsi que récemment par

Canchi et Parker [5].
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Fig. 5.3 – Analyse de stabilité du mode à trois diamètres nodaux du stator excité par un

système masse-ressort radial tournant avec mr = 10kg et kr = 1.106N.m−1

Dans ce cas simple, ces vitesses de rotation critiques ont pu être déterminées. En ce qui

concerne les vitesses critiques associées à la divergence, le critère de Routh-Hurwitz peut être

appliqué. En effet, il s’agit de déterminer si le polynôme caractéristique 5.12 possède des ra-

cines à partie réelle positive. Celui-ci est de la forme suivante :

P (s) = As4 +Bs2 + C (5.14)

L’expression générale des coefficients A, B et C dans le cas de N aubes est donnée en annexe

B. Dans le cas particulier d’une seule aube, ceux-ci ont les expressions suivantes :
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A =
[

Mstat

(

n2 + 1
)]2

+Mstat

(

n2 + 1
)

n2mr (5.15)

B = Kstatn
2(n2 − 1)2

[

2Mstat

(

n2 + 1
)

+ n2mr

]

+Mstatn
2Ω2

(

n2 + 1
)2

[2Mstat −mr]

+Mstat

(

n2 + 1
)

n2kr (5.16)

C =
[

−Mstatn
2Ω2

(

n2 + 1
)

+Kstatn
2(n2 − 1)2

]

×
[

−n2Ω2
(

Mstat

(

n2 + 1
)

+mr

)

+Kstatn
2(n2 − 1)2 + n2kr

]

(5.17)

Le critère de Routh-Hurwitz peut être appliqué au polynôme P̃ (x) = Ax2 + Bx + C

(et non au polynôme P (s)) afin de savoir à quelles vitesses de rotation le système diverge.

En effet, les valeurs propres d’un système conservatif, comme c’est le cas du système ici

considéré, sont purement imaginaires c’est-à-dire s = ±ib avec b > 0 quand il est stable

et donc, Re(x = s2) = −b < 0. Quand le système vient à diverger, s = ±a avec a > 0 et

s2 = a2. Ainsi, dans ce cas, Re(s) > 0 et Re(x) > 0. Le critère de Routh appliqué à P̃ (x) et à

P (s) a donc les mêmes conclusions dans le cas d’une divergence.

Selon ce critère, le polynôme P̃ (x) a toutes ses racines de parties réelles négatives si A, B

et C sont du même signe. Puisque A > 0, la position des racines de P̃ (x) dans le plan complexe

dépend du signe de B et de C. Il s’avère que :

– si mr < 2Mstat alors B > 0 et la position des racines du polynôme P̃ (x) dépend unique-

ment du signe de C. Celui-ci est négatif si :

– Ω2
c < Ω2 < Ω2

c2 , dans le cas où ω2
r > Ω2

c .

– Ω2
c2 < Ω2 < Ω2

c dans le cas où ω2
r < Ω2

c .

– si mr > 2Mstat, le signe de B peut changer, alors que celui de C suit toujours les

évolutions décrites à l’alinéa précédent. B peut en effet être négatif si Ω2 > Ω2
c3 .

avec

Ω2
c =

Kstat

Mstat

(

n2 − 1
)2

n2 + 1
(5.18)

ω2
r =

kr

mr
(5.19)

Ω2
c2 =

Ω2
c

1 +
mr

Mstat (n2 + 1)

+
ω2

r

1 +
Mstat

(

n2 + 1
)

mr

(5.20)

Ω2
c3 = Ω2

c

[

2Mstat

(

n2 + 1
)

+ n2mr

mr (n2 + 1)− 2Mstat (n2 + 1)

]

+
kr

mr (n2 + 1)− 2Mstat (n2 + 1)
(5.21)
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Fig. 5.4 – Évolution de Ωc et Ωc2 en fonction de la masse modale et de la raideur modale en

traction/compression d’une aube

Dans ces expressions, Ωc est la vitesse critique de propagation d’onde dans le carter, au nième

mode considéré et ωr, la pulsation propre du système masse-ressort.

Ainsi, la masse et la raideur de la charge sont responsables de la divergence du système.

D’une façon générale, plus l’aube a une raideur en traction/compression élevée, plus la plage

de vitesse de rotation dans laquelle le système diverge est grande. Dans le cas d’une aube très

rigide, cette plage de vitesse de rotation débute par Ωc et se referme à Ωc2 . Concernant l’effet

de la masse, lorsque celle-ci augmente, Ωc2 décrôıt et ce, jusqu’à devenir inférieure à Ωc. Il

existe donc des cas où la plage de vitesse de rotation dans laquelle diverge le système, com-

mence par Ωc2 . La figure 5.4 représente l’évolution de ces deux vitesses de rotation critiques

en fonction de la masse et de la raideur en traction/compression d’une aube.

La vitesse critique de flottement du système ne peut pas être déterminée analytiquement

par le critère de Routh-Hurwitz comme dans le cas de la vitesse critique de divergence. En

effet, lorsque le système conservatif se met à flotter, ses valeurs propres sont complexes :

s = ±(a + ib) et donc Re(s) = ±a alors que Re(x = s2) = a2 − b2. Cette instabilité ne

peut donc pas être détectée par le critère de Routh-Hurwitz appliqué au polynôme P̃ (x).

Cependant, dans le cas particulier du système conservatif ici considéré, une condition suffisante

d’apparition de couplage de modes est d’avoir deux couples de valeurs propres complexes

conjuguées ayant des parties réelles nulles et des parties imaginaires opposées c’est-à-dire

{(+i b1,−i b1) , (+i b2,−i b2)} avec b1 = b2. Cette condition est satisfaite si le discriminant de

P̃ (x) est nul. Ainsi, les vitesses critiques de flottement du système vérifient B 2 − 4AC = 0.

Cette condition est une équation bicarrée en Ω et admet, dans le cas particulier d’une seule

charge radiale rotative, les solutions suivantes, sous réserve qu’elles soient réelles :
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Fig. 5.5 – Évolution de Ωmc en fonction de la masse modale et de la raideur modale en

traction/compression d’une aube

Ωmc = ±
{

mrχ
[

γ ± 4
√
ξ
]}1/2

mrnχ
(5.22)

avec,

χ =
[

8Mstat

(

n2 + 1
)2 −mr

(

n2 − 1
)2
]

(5.23)

γ = 4Mstat

(

n2 + 1
)

(

2K̃stat + n2kr

)

+mrn
2
(

4K̃stat +
(

n2 − 1
) [

kr − n2mrΩ
2
c

]

)

(5.24)

ξ =
(

Mstat

(

n2 + 1
)

+ n2mr

)

(

Mstat

(

n2 + 1
)

[

n2kr + 2K̃stat

]2

+ K̃statmrn
2
[

mrn
2Ω2

c − kr

(

n2 + 1
)]

) (5.25)

K̃stat = Kstat

(

n3 − n
)2

(5.26)

Les figures 5.5 (a) et (b) montrent l’évolution de Ωmc en fonction des paramètres modaux

d’une aube n’ayant qu’un degré de liberté de traction/compression. Il apparâıt ainsi une très

forte dépendance de cette vitesse avec la masse : la vitesse à laquelle le système a ses modes qui

se couplent décrôıt très vite quand la masse de la charge augmente. L’influence de la raideur

en traction/compression c’est-à-dire, l’augmentation de Ωmc avec celle-ci, ne se fait donc sentir

que pour des poutres de faible masse. Les figures qui suivent illustrent les résultats théoriques

précédemment énoncés.
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Fig. 5.6 – Analyse de stabilité du mode à trois diamètres nodaux du stator excité par une

poutre radiale tournante avec mr < 2Mstat, (a) ωr = 3019, 75 tr/min > 304, 08 tr/min = Ωc,

(b) ωr = 3549, 29 tr/min > Ωc, (c) ωr = 301, 97 tr/min < Ωc, (d) ωr = 95, 49 tr/min < Ωc
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La figure 5.6 représente l’analyse de stabilité du mode à trois diamètres nodaux du sta-

tor excité par une aube tournante ayant une faible masse par rapport à celle de l’anneau

c’est-à-dire mr < 2Mstat. En comparant les figures 5.6 (a), (b), (c) et (d), il apparâıt qu’une

augmentation de la raideur en traction/compression de la poutre résulte bien en une augmen-

tation de la vitesse critique Ωc2 . Ceci repousse également la vitesse critique de couplage de

mode Ωmc. Une augmentation de la masse de la poutre aura quant à elle pour conséquence

de diminuer ces deux vitesses critiques. De plus, lorsque ωr < Ωc, le stator ne diverge plus à

partir de Ωc, qui est intrinsèque à l’anneau pour un mode donné mais, à partir de Ωc2 qui est

alors inférieure à Ωc. Les deux dernières figures 5.6 (e) et (f), montrent que si la masse tend

vers zéro alors, la vitesse critique de couplage de mode est repoussée à l’infini et donc que le

système ne peut pas flotter. Enfin, une raideur nulle conservera les deux types d’instabilité

potentielles du système.

Conformément au résultat du critère de Routh-Hurwitz, le système devrait également être

instable pour Ω > Ωc3 (Cf. équation 5.21) dans le cas où m > 2Mstat. Nous allons donc

nous placer dans cette condition, bien que cela ait peu de signification physique. La figure 5.7

représente donc une analyse de stabilité pour le même système que précédemment mais, avec

m > 2Mstat. Cependant, aucun nouveau phénomène n’est présent à Ωc3 = 787, 20 tr/min. Ceci

est dû au fait que l’instabilité de flottement de l’anneau intervient avant Ωc3 puisque comme

nous venons de le voir, plus la masse est élevée, plus Ωmc est faible.
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système masse-ressort radial tournant avec mr = 2000kg (mr > 2Mstat) et kr = 1.106N.m−1
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Influence du nombre d’aubes

Enfin, lors d’un contact entre un rotor flexible aubagé et un carter élastique, il se peut que

le contact se produise sur plusieurs aubes simultanément. Il convient donc d’étudier l’influence

du nombre d’aubes en contact avec un carter élastique sur la stabilité du système. Pour cette

étude, il s’agit du mode à deux diamètres nodaux de l’anneau qui est considéré. Ainsi, les figures

5.8 (a), (b), (c) et (d) représentent une étude de stabilité du mode à deux diamètres nodaux

du stator excité respectivement par une charge radiale, deux charges radiales espacées de 60◦,
trois charges radiales espacées toutes trois de 60◦ et enfin trois charges radiales dont deux sont

diamétralement opposées et la dernière, à 60◦ par rapport à l’une des deux autres. Ces études

ont été faites dans le cas de poutres de paramètres modaux mr = 10 kg et kr = 1.106 N.m−1.

D’une façon générale, il est assez difficile de définir l’influence du nombre de charges sur la

stabilité du système. Cependant, dans certaines configurations particulières où les charges

ont une répartition symétrique par rapport au mode du stator considéré, il est possible de

supprimer la zone de divergence du système entre Ωc et Ωc2 comme le montre la figure 5.8

(c). En effet, selon le critère de Routh-Hurwitz, une condition suffisante pour que le stator,

excité par N aubes rotatives, ne puisse pas diverger entre Ωc et Ωc2 est que le coefficient C

soit toujours positif, ce qui s’obtient si :
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(5.27)

Ainsi, dans le cas de la figure 5.8(c), les quatre conditions sont vérifiées : les trois charges ont

les mêmes masses et raideurs et
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Ce qui n’est pas le cas pour le système correspondant à la figure 5.8 (d) :
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(5.29)

Il faut préciser que les conditions 5.27 permettant de supprimer la zone de divergence de l’an-

neau ne peuvent bien sûr pas toujours être réalisables. Par exemple, il n’est pas possible de

trouver une configuration de contact avec des aubes espacées les unes des autres de 60◦ qui

supprime la zone de divergence du mode à trois diamètres nodaux de l’anneau.
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Ainsi, d’après les études de stabilité réalisées, le contact glissant, c’est-à-dire, sans frotte-

ment, entre des aubes rotatives et un carter élastique est suffisant pour déstabiliser le système,

si bien sûr le contact est maintenu. Il est alors tout à fait intéressant de valider ces résultats

et en même temps, d’étudier le comportement dynamique d’une telle structure dans ces zones

d’instabilité. Ceci se fera par l’intermédiaire des méthodes d’analyses non linéaires développées

au chapitre 3.
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Fig. 5.8 – Analyse de stabilité du mode à deux diamètres nodaux du stator excité par (a)

une charge radiale rotative (b) deux charges radiales rotatives, (c) et (d) trois charges radiales

rotatives
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5.1.2.2 Comportement dynamique

Nous avons vu en section 5.1.2.1 qu’un anneau excité par des aubes animées d’une vitesse

de rotation et glissant sans frottement sur sa surface interne, pouvait être instable dans cer-

taines plages de vitesse de rotation. Cependant, ces résultats proviennent d’études de stabilité

locales de points d’équilibres du système, lui même étant modélisé dans le repère tournant.

Compte-tenu de ces résultats, il serait intéressant, toujours en supposant le contact permanent

entre les aubes et le carter, de valider les instabilités du système et de vérifier si le système peut

adopter des configurations dynamiques. Nous allons, dans cet objectif, réaliser des intégrations

temporelles directes pour ce système. Si des solutions périodiques apparaissent, nous utiliserons

la méthode de shooting où la méthode de balance harmonique dans la mesure où la fréquence

de ces solutions sont connues a priori. Nous implémenterons également une variante de cette

dernière méthode s’appuyant sur des considérations de stabilité dans le domaine fréquentiel

détaillées au chapitre 4, section 4.7.

Commençons par réaliser des intégrations temporelles directes pour obtenir le comporte-

ment dynamique des différents systèmes étudiés en section 5.1.2.1. Par rapport à l’algorithme

présenté précédemment, il n’y a pas de phase de correction dans le cas présent puisqu’il n’y a

pas de contact possible entre les différentes structures. Un schéma en différences finies centrées

est toujours employé. Pour éviter d’avoir des régimes transitoires trop longs, l’anneau est,

dans cette partie, amorti c’est-à-dire qu’une fonction d’amortissement proportionnelle à un

coefficient d’amortissement visqueux ηstat est introduit au modèle :

Fdstat =
1

2

2π−Ωt
∫

−Ωt

ηstat
EstatIstat

R3
stat

{

−Ω
∂3us

∂φ3
(φ, t) +

∂2u̇s

∂φ2
(φ, t)− Ω

∂2w

∂φ2
(φ, t) +

∂ẇ

∂φ
(φ, t)

}2

dφ

(5.30)

Ceci se traduit, au niveau des études de stabilité réalisées précédemment, par une translation

des parties réelles des valeurs propres, associées au stator, vers le bas de l’axe des abscisses dans

le plan complexe. Nous allons étudier le comportement dynamique du système dont l’étude de

stabilité a été représentée en figure 5.3 c’est-à-dire pour un anneau élastique dont le troisième

mode est excité par une aube n’ayant qu’un degré de liberté de traction/compression, glissant

sans frottement sur sa face interne.

Tout d’abord, plaçons nous à un régime stable d’après la figure 5.3. La figure 5.9 représente

le comportement dynamique du système à des vitesses de rotation de l’aube de Ω = 286, 5

tr/min (Cf. figure 5.9 (a)) et Ω = 668, 5 tr/min (Cf. figure 5.9 (b)) c’est-à-dire, à des régimes

respectivement inférieurs à la plage de divergence de l’anneau et, compris entre cette plage et

la vitesse de couplage de modes. Il apparâıt que, comme prévu par les études de stabilité, le

système est parfaitement stable à ces vitesse et adopte une position statique, dans le repère

tournant.

Dans ces régimes où le système linéaire est stable, il peut être intéressant d’étudier l’évolution

des amplitudes de réponse de l’anneau en fonction de son chargement. La figure 5.10 représente

le déplacement du mode à trois diamètres nodaux de l’anneau en un de ses points, au cours
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du temps, pour différentes dispositions d’aubes ne possédant qu’un degré de liberté de trac-

tion/compression, tournant à Ω = 286, 5 tr/min. Il apparâıt ainsi que lorsque le chargement

est géométriquement compatible avec le mode d’anneau considéré, les amplitudes de réponse

de celui-ci sont maximales. En effet, dans ce cas, les forces généralisées, proportionnelles à
N
∑

j=1
mrj

Ω2Rstatn sin(nφj) et
N
∑

j=1
mrj

Ω2Rstatn cos(nφj) (Cf. annexe A), agissant sur l’anneau,

sont maximales.

Etudions maintenant la dynamique du système dans sa plage de divergence et dans sa

plage de flottement. Il se trouve que pour des vitesses de rotation comprises entre Ωc et Ωc2

ou, supérieures à Ωmc, les oscillations de l’anneau croissent exponentiellement dans le temps,

comme le montrent respectivement les figures 5.11 (a) et (b). Plus précisément, il peut être

constaté sur la figure 5.11 (a) que ces amplitudes croissent brutalement sans fréquence appa-

rente dans le repère tournant. Ce régime peut donc effectivement être considéré comme une

divergence de l’anneau, dans ce même repère, comme le prévoyaient les études de stabilité.

De même, lorsque Ω > Ωmc, les amplitudes de l’anneau croissent elles aussi, mais avec une

pulsation d’oscillation non nulle, proche de la partie imaginaire associée à la valeur propre de

partie réelle positive, à cette vitesse de rotation, dont l’évolution est représentée sur la figure

5.3. Cette instabilité est donc de type flottement.
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Fig. 5.9 – Evolution de la norme du déplacement du mode à trois diamètres nodaux de l’anneau

en un point, en fonction du temps, à : (a) Ω = 286, 5 tr/min et (b) Ω = 668, 5 tr/min



5.1 Anneau excité par des charges tournantes en contact permanent 123

0 5 10 15 20 25 30 35
0

1

2

3

4

5

6

7
x 10

−3
|D

ép
la

ce
m

en
t

d
e

l’
a
n
n
ea

u
|(

m
)

Temps (s)
0 5 10 15 20 25 30 35

0

0.002

0.004

0.006

0.008

0.01

0.012

0.014

0.016

0.018

0.02

|D
ép

la
ce

m
en

t
d
e

l’
a
n
n
ea

u
|(

m
)

Temps (s)

(a) (b)

0 5 10 15 20 25 30 35
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

1.4
x 10

−18

|D
ép

la
ce

m
en

t
d
e

l’
a
n
n
ea

u
|(

m
)

Temps (s)

(c)

Fig. 5.10 – Déplacements du mode à trois diamètres nodaux de l’anneau excité par (a) trois

aubes espacées de 60◦, (b) trois aubes distantes de 120◦ et (c) deux aubes distantes de 60◦,
tournant à Ω = 286, 5 tr/min

Pour prendre en compte les non linéarités naturelles liées aux grands déplacements du

système, des raideurs proportionnelles au cube des déplacements de l’anneau sont introduites

dans le modèle. Celui-ci peut alors être représenté par la figure 5.12. La force associée à ces

raideurs est donc de la forme :

FNL(φ, t) = kNL × u3
s(φ, t) (5.31)

Celle-ci va rigidifier le stator au fur et à mesure que ses déplacements croissent. Afin d’avoir

une idée de l’influence de cette non linéarité (où kNL = 1.105 N.m−1) sur le stator, la courbe

de réponse du mode à trois diamètres nodaux de ce dernier, excité par une poutre de même pa-

ramètres que la figure 5.11, en rotation à Ω, est tracée sur la figure 5.13. Cette réponse présente

un retournement caractéristique d’un système non linéaire. Une méthode de balance harmo-

nique couplée à une continuation utilisant un prédicteur de type tangente et un correcteur de

type Moore-Penrose a été employée pour obtenir cette courbe. Des simulations temporelles du

comportement dynamique de ce système, à des vitesses de rotation pour lesquelles il présentait
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des amplitudes de vibration irréalistes sont alors réalisées. La figure 5.14 (a) représente ainsi le

comportement du système à Ω = 310 tr/min et la figure 5.14 (b), à Ω = 4774, 5 tr/min. Dans

le premier cas c’est-à-dire là où le système linéaire divergeait, le système non linéaire adopte

une configuration statique. Dans le second cas, là où le système linéaire flottait, le système non

linéaire est animé d’un comportement vibratoire avec des amplitudes admissibles. La réponse

du système non linéaire étant périodique à partir de Ωmc, son comportement peut être étudié

grâce aux méthodes de balance harmonique et de shooting.
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Fig. 5.11 – Evolution de la norme du déplacement du mode à trois diamètres nodaux de

l’anneau en un point, en fonction du temps, à : (a) Ω = 310 tr/min et (b), Ω = 4774, 5 tr/min

Ω

Fig. 5.12 – Modèle d’anneau élastique non linéaire
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Fig. 5.13 – Réponse de l’anneau élastique non linéaire excité par une poutre en rotation
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Fig. 5.14 – Evolution de la norme du déplacement du mode à trois diamètres nodaux de

l’anneau non linéaire en un point, en fonction du temps, à (a) Ω = 310 tr/min et (b) Ω = 4774, 5

tr/min

Tout d’abord, une méthode de shooting est appliquée à ce système dont les seules forces non

linéaires sont celles dues aux raideurs cubiques puisque le contact entre l’aube et l’anneau est

supposé permanent. L’initialisation de cette méthode est le résultat de l’intégration temporelle

de ce système réalisée à Ω = 4774, 5 tr/min et représenté sur la figure 5.14 (b). Une prédiction

de type tangente est réalisée et l’état du système est déterminé jusqu’à Ω = 5729, 5 tr/min. Une

intégration temporelle directe est alors réalisée à cette même vitesse de rotation pour valider le

résultat de la méthode de shooting. Les résultats sont représentés sur la figure 5.15. Sur la fi-

gure 5.15 (a) sont représentés les comportements vibratoires du système à Ω = 4774, 5 tr/min,

correspondant à l’initialisation de l’algorithme de shooting, et à Ω = 5729, 5 tr/min, corres-

pondant au dernier résultat de cet algorithme. Il apparâıt que les résultats de l’intégration
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directe à cette dernière vitesse et ceux provenant de la méthode de shooting sont très proches

l’un de l’autre et ce, bien que l’état initial soit sensiblement différent en amplitude comme en

fréquence. Celle-ci est d’ailleurs représentée, en fonction de la vitesse de rotation de l’aube, sur

la figure 5.15 (b). Sur celle-ci, les traits pleins représentent les parties imaginaires des valeurs

propres du problème aux valeurs propres résolu lors de l’étude de la stabilité du système (Cf.

figure 5.3). On peut ainsi constater que les fréquences obtenues par ces deux méthodes sont

également très proches (moins de 0, 4 % d’ecart). Ceci atteste donc du bon fonctionnement

de la méthode de shooting dans ce cas où le modèle possède peu de degrés de liberté et que

les non linéarités impliquées ne sont pas trop fortes. Nous verrons par la suite que dans le cas

contraire, cette méthode n’est pas adaptée.

Enfin, la stabilité du régime périodique à Ω = 5729, 5 tr/min est un sous produit de

cette méthode et peut donc être très facilement étudiée. Les valeurs propres de la matrice

monodrome sont les suivantes :

valeurs propres ρm ‖ρm‖
0.8502 + 0.5082i 0.9905

0.8502 + 0.5082i 0.9905

1.0004 1.0004

0.9422 0.9422

Tab. 5.1 – Valeurs propres de la matrice monodrome du système non linéaire à Ω = 5729, 5

tr/min

Ces valeurs propres sont toutes, sauf une, à l’intérieur du cercle unité. On peut donc en conclure

que cette solution périodique est stable. Cette fois-ci, le système étant autonome, il y a un

multiplicateur de Lagrange sur le cercle unité (aux erreurs numériques près provenant des

estimations de la jacobienne des forces qui se fait par différences finies).

On peut également constater sur la figure 5.15 (b) que l’évolution de la fréquence de réponse

du système vérifie f =
nΩ

2π
, c’est-à-dire que celle-ci peut être déterminée a priori. Il est donc

possible, dans ce cas précis, d’appliquer une méthode de balance harmonique à ce système dont

la pulsation est désormais connue en fonction de Ω. Nous allons suivre la même procédure que

précédemment : nous allons réaliser une continuation à partir de la solution d’une intégration

temporelle directe du système à Ω = 4774, 5 tr/min. A Ω = 5729, 5 tr/min, la solution obtenue

par la méthode de la balance harmonique, tronquée à l’ordre 2, fournit les résultats représentés

sur la figure 5.16 (a). Celle-ci compare les résultats de la balance harmonique couplée à une

continuation et ceux d’une intégration directe à la vitesse de rotation Ω = 5729, 5 tr/min.

L’évolution de ce système étant assez régulière, il n’y a pas besoin d’un prédicteur évolué.

L’initialisation du solveur non linéaire employé pour résoudre le système 3.32 à chaque valeur

de Ω est le résultat du calcul précédent. La figure 5.16 (a) montre une très bonne similitude

entre les résultats provenant de l’intégration directe et ceux de la HBM.
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Fig. 5.15 – (a) Comportement du système non linéaire à Ω = 4774, 5 tr/min et Ω = 5729, 5

tr/min obtenu par intégration directe et par shooting, (b) évolution des fréquences du système

en fonction de Ω, obtenue par intégration directe et par shooting

Dans cette procédure, la pulsation de la réponse du système à chaque nouvelle valeur du

paramètre Ω est connue et donc fixée. Par contre, il est rare que la fréquence de réponse d’un

système non linéaire soit proche de celle du système linéaire et connue a priori. Dans le cas

où elle est inconnue, nous allons voir comment, toujours selon une procédure d’équilibrage des

termes harmoniques, il est possible de faire évoluer la pulsation de la réponse du système à

mesure que Ω varie. Pour cela, une optimisation sous contraintes est réalisée. Nous avons vu

en section 4.7 que la stabilité d’une solution périodique pouvait être déduite de l’étude des

valeurs propres du problème aux valeurs propres généralisé décrit par l’équation 4.61. Ainsi,

une procédure que l’on notera 2SHBM (Stability Seeking Harmonic Balance Method) dans

la suite, consiste à équilibrer les termes harmoniques résultant du développement en série de

Fourier tronquée de la solution (c’est-à-dire qu’il faut résoudre le système 3.32 qui constitue la

contrainte de notre problème) puis, à optimiser la solution de telle sorte que la plus grande des

valeurs propres du problème 4.61 soit négative (c’est-à-dire qu’il faut que la solution trouvée

soit stable). Les résultats de cette méthode, réalisée selon la même procédure de continuation

que la HBM, à la différence près que la période de la solution n’est pas imposée à chaque

nouvelle valeur de Ω, mais déterminée suite à l’optimisation des parties réelles des valeurs

propres du système, sont représentés sur la figure 5.16 (b). Dans ce cas simple où le système

possède peu de degrés de liberté, cette méthode semble donner des résultats très satisfaisants.

Ainsi, cette étude du comportement dynamique du premier modèle phénoménologique d’in-

teraction rotor/stator sans frottement a validé les résultats des études de stabilité. Des régimes

périodiques ont été révélés dans le cas d’un carter non linéaire. Dans ce premier cas simple,

les méthodes non linéaires développées au chapitre 3 ont donné des résultats très satisfaisants,

validant à leur tours les résultats des intégrations temporelles directes.

Les phénomènes intervenant lors du contact glissant, sans frottement, entre des aubes
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tournantes et un anneau élastique étant désormais identifiés, validés et compris, il est alors

envisageable d’étudier l’influence du frottement sur un tel système.
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Fig. 5.16 – Comportement du système non linéaire à Ω = 4774, 5 tr/min et Ω = 5729, 5 tr/min

obtenu par intégration directe et (a) par HBM, (b) par 2SHBM

5.1.3 Contact frottant

Nous allons dans cette partie considérer le système complet, représenté en figure 5.1,

constitué de l’anneau élastique excité par une ou plusieurs poutres rotatives frottant sur sa

surface interne. Bien que ces poutres possèdent deux degrés de liberté, nous allons, toujours

dans un soucis de simplicité et de compréhension des phénomènes, étudier séparément l’in-

fluence de chacun de ceux-ci. Ainsi, dans un premier temps, des poutres ne possédant qu’un

degré de liberté de traction/compression seront considérées. Cela permettra une comparaison

avec la section précédente et mettra donc en avant l’influence même du frottement. Ensuite,

seul un degré de liberté de flexion sera alloué aux poutres et enfin, le système complet sera

étudié, toujours en considérant les poutres orthogonales à la surface interne de l’anneau. L’in-

fluence d’un angle d’inclinaison entre celles-ci et la normale à la surface interne du carter sera

étudiée en dernier lieu. Comme précédemment, des études de stabilité précéderont les études

de comportements dynamiques.

5.1.3.1 Études de stabilité

Les études de stabilité consistent, comme en section 5.1.2.1, à déterminer les solutions de

l’équation 5.12. L’anneau ici considéré est de nouveau non amorti et linéaire. La stabilité du

système va être étudiée par étapes, comme il vient d’être précisé.
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Poutres ne possédant qu’un degré de liberté de traction/compression

Dans le cas particulier d’une seule poutre frottant contre l’anneau, l’équation matricielle

régissant le comportement dynamique du système est la suivante :
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(5.32)

Celle-ci peut être comparée à l’équation 5.13 dans le cas d’un contact glissant. Cette fois-ci,

il est évident que le frottement rend les matrices de masse et de raideur non symétriques à

cause des termes proportionnels à µ. Ceci est connu comme étant caractéristique d’un système

potentiellement instable. Cela peut être confirmé en appliquant une nouvelle fois le critère de

Routh-Hurwitz au polynôme caractéristique associé à ce système :

P (s) = As4 +Bs3 + Cs2 +Ds+E (5.33)

avec

A =
[

Mstat

(
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Selon ce critère, le polynôme P (s) aura toutes ses racines possédant des parties réelles négatives

si les termes A, B, (BC −AD) /B,
(

(BC −AD)D −B2E
)

/ (BC −AD) et E ont le même

signe. Chaque changement de signe de l’un d’entre eux implique qu’une de ses racines franchit

l’axe imaginaire du plan complexe c’est-à-dire que sa partie réelle devient positive, traduisant

ainsi l’instabilité du système. Étudions donc le signe de chacun de ces termes.

Il est évident que A et B sont toujours positifs.

Concernant le terme (BC −AD) /B :

– Si Mstat

(

n2 + 1
) (

1 + 2n2
)

> mrn
4, il est positif si Ω2 > Ω2
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à condition que −
[

2ω2
r

(

n2 + 1
)

+ 2Ω2
cn

2
(

n2 − 1
)]

+ 4n2Ω2
c

√

(n2 + 1)ω2
r − n2Ω2

c < 0,

sans quoi il est positif si 0 < Ω2 < Ω2
c52

.

• le dénominateur est positif si Ω2
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c4 à condition que Mstat

(
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) (
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mrn
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n2 + 1
) (

1 + 2n2
)

<

mrn
4, sans quoi il est toujours positif.
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– Si Ω2
c

n2

(n2+1) > ω2
r , le numérateur est toujours négatif. Le signe du dénominateur varie

comme indiqué au cas précédent.

Le dernier terme, E, est négatif entre Ωc et Ωc2 , comme dans le cas sans frottement.

On peut d’ailleurs remarquer que par rapport à ce cas précis, le frottement ne fait que rajou-

ter au polynôme caractéristique 5.14 des coefficients non nuls devant les termes s3 et s, les

coefficients en facteurs des termes s4, s2 et s0 étant les mêmes avec ou sans frottement. Il n’est

donc pas surprenant de retrouver les phénomènes d’instabilité observés dans le cas glissant.

Ainsi, d’après le critère de Routh-Hurwitz, ce système, dont l’anneau ne possède pas

d’amortissement, sera quasiment toujours instable. En fait, tous les termes dont nous ve-

nons d’étudier le signe pourront éventuellement être tous positifs uniquement dans une plage

de vitesse de rotation comprise entre Ωc51
et Ωc52

, dans le cas d’une poutre de masse faible

(par rapport à celle de l’anneau) c’est-à-dire telle que mrn
4 < Mstat

(

n2 + 1
) (

1 + 2n2
)

et de

raideur en traction/compression telle que ω2
r > Ω2

c
n2

(n2+1)
.

Les effets d’une raideur pure et ceux d’une masse pure frottant sur l’anneau peuvent être

dissociés. Nous allons donc considérer dans un premier temps une raideur pure frottant contre

l’anneau puis, une masse pure et enfin, une poutre complète.

Considérons donc une raideur pure frottant sur le stator. La figure 5.17 représente l’ana-

lyse de stabilité de ce système avec deux coefficients de frottement µ différents : µ = 0.01 pour

les figues 5.17 (a) et (c), 5.17 (c) étant un zoom de la figure 5.17 (a) sur l’évolution des paries

réelles et, µ = 0.1 pour les figures 5.17 (b) et (d) (5.17 (d) étant également un zoom de 5.17

(b)). Comme nous l’avons envisagé, il se produit une divergence du mode direct de l’anneau

entre Ωc et Ωc2 . De plus, comme dans le cas sans frottement, l’absence de masse implique qu’il

ne peut pas y avoir de couplage de modes de l’anneau. Les figures 5.17 (a) et (c) sont ainsi

très proches de la figure 5.6 (e). Par contre, en observant un zoom sur l’évolution des parties

réelles (Cf. figures 5.17 (b) et (d)), on constate que dès que la raideur se met à tourner et à

frotter contre l’anneau, le mode rétrograde de celui-ci est instable. Ainsi, conformément aux

conclusions du critère de Routh-Hurwitz, ce système est instable à cause du frottement dès

que la vitesse de rotation de la charge est non nulle. Cet effet déstabilisant du frottement sur

le mode rétrograde d’un carter est relativement connu et a notamment été mis en évidence sur

un modèle modal de turbine excité par du frottement [28]. Les figures 5.17 montrent également

que plus le coefficient de frottement augmente, plus le gradient des parties réelles augmente

avec la vitesse de rotation.

Le cas d’une masse pure frottant contre le carter va maintenant être considéré. La figure

5.18 représente l’étude de stabilité associée à ce système. Comme dans le cas sans frottement

(Cf. figure 5.6 (f)), le système subit une divergence du mode direct entre Ωc2 et Ωc ainsi qu’un

couplage de modes. Un zoom sur l’évolution des parties réelles (Cf. figures 5.18 (b) et (d))

montre que cette fois-ci, il s’agit du mode direct de l’anneau qui est déstabilisé dès que la

vitesse de rotation est non nulle. Une augmentation du coefficient de frottement à les mêmes
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conséquences que dans le cas précédent, à savoir, une augmentation du gradient des parties

réelles avec la vitesse de rotation.

Enfin, le cas d’une poutre complète possédant un seul degré de liberté de traction/compression

est considéré. La figure 5.19 représente l’analyse de stabilité associée à un anneau dont le

troisième mode, de pulsation ωn = 95, 53 rad/s, est excité par une aube ayant un degré de

liberté de traction/compression de pulsation ωr = 100 rad/s (Cf. figures 5.19 (a) et (b)) ou

ωr = 70, 71 rad/s (Cf. figures 5.19 (c) et (d)) avec µ = 0.01. On voit ainsi sur la figure 5.19 (b)

qu’il se produit un croisement des parties réelles du système. Ainsi, dès que l’aube se met à

tourner et donc à frotter sur le carter, le mode rétrograde est déstabilisé puis, lorsque la vitesse

de rotation augmente, les parties réelles associées aux modes direct et rétrograde de l’anneau

se croisent jusqu’à ce que le mode direct soit à son tour instable. Ceci est cohérent avec les

études séparées des effets d’une raideur pure puis d’une masse pure frottant contre l’anneau.

En effet, nous avons vu que dans le premier cas, le mode rétrograde était déstabilisé. Or, à

faible vitesse de rotation, la raideur est prépondérante dans le terme kr −mrΩ
2 présent dans

la matrice de raideur du système (Cf. équation 5.32). Lorsque la vitesse de rotation augmente,

le terme proportionnel à la masse va devenir prépondérant et celle-ci va alors déstabiliser le

mode direct comme nous l’avons vu. Ce croisement n’est observable que si ωr > ωn comme

l’atteste la figure 5.19 (d) sur laquelle il n’y a pas ce croisement. De plus, celui-ci se produit

entre les vitesses Ωc51
et Ωc52

qui elles mêmes correspondent au franchissement de l’axe des

abscisses par une des courbes des parties réelles. Concernant l’influence d’une augmentation

du coefficient de frottement, la figure 5.20 représente la même étude de stabilité que les figures

5.19 (a) et (b) mais avec µ = 0.1 et, il apparâıt que l’augmentation de ce dernier à toujours

le même effet c’est-à-dire l’augmentation du gradient des parties réelles. Enfin, ces figures

montrent que, conformément aux conclusions du critère de Routh-Hurwitz, le système peut

être stable malgré le frottement, entre Ωc51
et Ωc52

. On peut, pour terminer, remarquer que

le coefficient de frottement n’a pas d’influence sur les vitesses remarquables Ωc, Ωc2 , Ωc51
et

Ωc52
. De plus, quand n→∞, ces deux dernières vitesses tendent vers Ωc, qui elle même tend

vers l’infini.

Poutres ne possédant qu’un degré de liberté de flexion

Nous allons maintenant étudier l’influence du degré de liberté de flexion des aubes. Pour

cela, nous allons considérer une aube ne possédant que ce degré de liberté de flexion, tou-

jours en contact permanent avec le carter et frottant contre ce dernier. Afin de manipuler des

grandeurs modales, ce système peut être représenté par un oscillateur masse-ressort tangent

à l’anneau, comme illustré par la figure 5.21. On peut d’ailleurs citer une comparaison des

formulations matricielles obtenues en utilisant soit des modèles masse-ressort, soit des poutres

d’Euler-Bernoulli [53].

Une étude de stabilité simple de ce système peut se faire comme précédemment en étudiant

les racines de son polynôme caractéristique. Dans le cas d’une seule aube, celui-ci s’écrit :
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Fig. 5.17 – Analyse de stabilité du mode à trois diamètres nodaux du stator excité par une

raideur pure rotative kr = 1.106 N.m−1 avec (a) µ = 0.01 ((b) étant un zoom sur les parties

réelles) et (c) µ = 0.1 ((d) étant un zoom sur les parties réelles)

P (s) =

[

s2mt + s

(

2µρbSb
Rstat

π
Ω

)

+ kt −
(

mt − ρbIb
π2

8Rstat

)

Ω2

]

×
[

(

s2
(

Mstat

(

n2 + 1
))

+Kstatn
2(n2 − 1)2 −Mstatn

2Ω2
(

n2 + 1
))2

+ s2
(

2MstatnΩ
(

n2 + 1
))2
]

(5.41)

avec kt = EbIb
π4

32R3
stat

et mt = ρbSbRstat

(

3

2
− 4

π

)

+ ρbIb
π2

8Rstat
.

Ce polynôme s’exprime par un produit de deux termes. Compte tenu du fait que le premier

terme n’implique que les caractéristiques de l’aube, les racines de celui-ci vont nous permettre
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ré

q
u
en

ce
s

(H
z)

P
a
rt

ie
s

ré
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ré
el

le
s

Ω (tr/min)

Ωc

304, 08302, 07

Ωc2

rétrograde

direct

(a) (b)

0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000
−10

−5

0

5

10

0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000
0

50

100

150

200

250

300

F
ré
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Fig. 5.18 – Analyse de stabilité du mode à trois diamètres nodaux du stator excité par une

masse pure rotative mr = 100 kg avec (a) µ = 0.01 ((b) étant un zoom sur les parties réelles)

et (c) µ = 0.1 ((d) étant un zoom sur les parties réelles)

de statuer sur sa stabilité. Le discriminant de ce premier membre s’écrit :

∆ = Ω2

[

(

2µρbSb
Rstat

π

)2

+ 4mt

(

mt − ρbIb
π2

8Rstat

)

]

− 4mtkt (5.42)

Nous obtenons alors les propriétés suivantes :

– si Ω2 <
4mtkt

(

2µρbSb
Rstat

π

)2

+ 4mt

(

mt − ρbIb
π2

8Rstat

)
alors ∆ < 0 et deux racines du

polynôme caractéristique 5.41 s’écrivent :

s1 =
−2µρbSb

Rstat

π
Ω + i

√
∆

2mt
et s2 =

−2µρbSb
Rstat

π
Ω− i

√
∆

2mt
(5.43)

Les parties réelles de ces racines étant trivialement négatives, la poutre est alors stable.
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Fig. 5.19 – Analyse de stabilité du mode à trois diamètres nodaux du stator excité par une

aube rotative ne possédant qu’un degré de liberté de traction/compression avec µ = 0.01 et

(a) ωr > ωn ((b) étant un zoom sur les parties réelles) et (c) ωr < ωn ((d) étant un zoom sur

les parties réelles)

– si Ω2 >
4mtkt

(

2µρbSb
Rstat

π

)2

+ 4mt

(

mt − ρbIb
π2

8Rstat

)
alors ∆ > 0 et deux racines du

polynôme caractéristique 5.41 s’ecrivent :

s1 =
−2µρbSb

Rstat

π
Ω +
√

∆

2mt
et s2 =

−2µρbSb
Rstat

π
Ω−
√

∆

2mt
(5.44)

On a trivialement Re(s2) < 0 par contre, la partie réelle de s1 peut être positive si

Ω2 > Ω2
c6 avec :
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Fig. 5.20 – (a) Analyse de stabilité du mode à trois diamètres nodaux du stator excité par

une aube rotative ne possédant qu’un degré de liberté de traction/compression avec µ = 0.1

et ωr > ωn, (b) étant un zoom sur les parties réelles

Ωc6 =
kt

(

mt − ρbIb
π2

8Rstat

) (5.45)

Ceci implique que le degré de liberté de flexion de la poutre peut diverger si la vitesse de

rotation devient supérieure à cette dernière vitesse critique.

Ω x

us

w

mt

kt

µ

Fig. 5.21 – Modèle d’anneau élastique excité par une poutre ne possédant qu’un degré de

liberté de flexion

Les figures 5.22 (a) et (b) illustrent ce résultat avec dans le premier cas un coefficient de
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Fig. 5.22 – Analyse de stabilité du mode à trois diamètres nodaux du stator excité par une

aube rotative ayant un degré de liberté de flexion, avec (a) µ = 0.01 et (b) µ = 0.1

frottement µ = 0.01 et dans le second µ = 0.1. On voit donc bien que la poutre ne possédant

qu’un degré de liberté de flexion diverge lorsque Ω > Ωc6 . Comme précédemment, une aug-

mentation du coefficient de frottement résulte en une augmentation du gradient des parties

réelles associées à la poutre, qui sont d’ailleurs négatives jusqu’à la divergence. Par contre il

faut préciser qu’aucun des deux modes de l’anneau considérés n’est déstabilisé par le frotte-

ment dans ce cas.

La stabilité des deux degrés de liberté d’une aube frottant contre un anneau élastique ayant

été étudiée séparément, il convient maintenant de les considérer tous les deux.

Poutres possédant deux degrés de liberté

Le système ici considéré est celui représenté par la figure 5.1 avec αj = 0. Les aubes

possèdent désormais deux degrés de liberté et sont toujours considérées comme normales à la

face interne de l’anneau.

La figure 5.23 représente l’étude de stabilité du mode à trois diamètres nodaux du carter

excité par une aube possédant des raideurs en traction/compression et en flexion égales dans

le cas µ = 0.1. Tous les phénomènes identifiés lors des études séparées associées à chaque degré

de liberté sont présents : le mode direct (indiqué par la lettre D sur la figure 5.23) diverge

entre Ωc et Ωc2 , le degré de liberté de flexion de l’aube (indiqué par la lettre f) diverge lorsque

Ω > Ωc6 et enfin, les modes direct et rétrograde (indiqué par la lettre R) coalescent. L’influence

d’une augmentation du coefficient de frottement est également la même que précédemment et

n’est pas représentée sur cette figure. Par contre, deux nouveaux phénomènes apparaissent : un

locus veering entre le mode rétrograde de l’anneau et le mode de flexion de l’aube, ainsi qu’un

couplage entre ce même mode de flexion et le mode direct de l’anneau. Le phénomène de veering
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Fig. 5.23 – (a) Analyse de stabilité du mode à trois diamètres nodaux du stator excité par

une aube rotative ayant deux degrés de liberté avec kr = kt = 1.106 N.m−1 et µ = 0.1, (b)

zoom sur les parties réelles, (c) zoom de (a)

consiste en fait en une répulsion des deux courbes des fréquences propres associées à ces deux

modes accompagnée d’un échange des déformées propres associées à chacune de ces courbes.

Cette répulsion peut être plus ou moins brutale [52, 75]. En ce qui concerne la coalescence

entre le mode de flexion de l’aube et le mode direct de l’anneau, elle est source d’instabilité

comme en témoigne le lobe que fait la courbe des parties réelles associées (Cf.figures 5.23 (a)

et (b)). La plage de vitesse de rotation dans laquelle se produit ce couplage est très sensible à

la valeur de la rigidité en flexion de l’aube : plus celle-ci est élevée, plus cette plage sera large,

comme l’illustre la figure 5.24. Celle-ci représente l’étude de stabilité du même système avec

toujours µ = 0.1 mais cette fois-ci, l’aube possède des rigidités en traction/compression et en

flexion différentes.

Enfin, le cas de plusieurs aubes frottant sur le carter va être étudié. Nous allons nous limi-

ter au cas de deux aubes de mêmes paramètres modaux excitant le mode à trois diamètres
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Fig. 5.24 – Analyse de stabilité du mode à trois diamètres nodaux du stator excité par une aube

rotative ayant deux degrés de liberté avec µ = 0.1 et (a) kr = 1.107 N.m−1, kt = 1.106 N.m−1,

(b) kr = 1.106 N.m−1, kt = 1.107 N.m−1

nodaux de l’anneau. La figure 5.25 (a) représente l’analyse de stabilité de ce système dans

le cas où les deux aubes sont écartées de 90◦ l’une de l’autre, la figure 5.25 (b) représentant

le cas où elles sont diamétralement opposées. Tout d’abord, il apparâıt que le système de la

figure 5.25 (a) ne présente pas de zone de divergence du mode direct de l’anneau. En effet,

les aubes ayant les mêmes paramètres modaux et, étant situées à 60◦ et 150◦ dans le repère

tournant, leur configuration vérifient la condition 5.27 de suppression de la zone de divergence

du mode à trois diamètres nodaux du carter. Sur la figure 5.25 (b), celle-ci n’est pas vérifiée

et l’anneau peut diverger. De plus, dans les deux cas, seule une des deux aubes (celle notée

f2 sur les figures) se couple avec le mode direct de l’anneau. Un agrandissement des figures

dans une plage de vitesses faibles aurait permis de voir qu’également une seule aube effectue

un veering avec le mode rétrograde de l’anneau comme expliqué dans le cas précédent.

Il apparâıt, pour finir, un phénomène nouveau concernant la stabilité des aubes. En effet, sur

la figure 5.25 (a), apparâıt, après la divergence de ces dernières, une instabilité de type flotte-

ment : les aubes sont toujours instables mais elles sont animées d’un mouvement à fréquence

non nulle dans le repère tournant. Cette transition d’une divergence à un flottement provient

du couplage entre les deux aubes. Celui-ci s’effectue uniquement entre deux aubes, par l’in-

termédiaire de l’anneau avec lequel elles sont en contact permanent. Il s’en suit que le mode

d’anneau considéré est très important pour ce couplage. La figure 5.26 représente les zones

de positions angulaires dans lesquelles une aube peut se coupler avec une seconde aube posi-

tionnée à 60◦ dans le repère tournant, selon que le mode à deux ou trois diamètres nodaux

de l’anneau soit considéré. On voit ainsi qu’il existe quatre régions dans lesquelles ce couplage

est possible, dans le cas du mode à deux diamètres nodaux de l’anneau et, six, dans le cas

du mode à trois diamètres nodaux. On peut constater que lorsque le nombre de diamètres

nodaux augmente et donc que les lobes des déformées se resserrent, les plages de couplages

diminuent. Ainsi, dans le cas du mode à deux diamètres nodaux, celle-ci font 36◦ alors que
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Fig. 5.25 – Analyse de stabilité du mode à trois diamètres nodaux du stator excité par deux

aubes identiques ayant deux degrés de liberté avec µ = 0.1 et (a) à 90◦ l’une de l’autre, (b)

diamétralement opposées

pour le mode à trois diamètres nodaux, elles ne font que 16◦. Par extension, dans ce dernier

cas, la plage angulaire globale où il peut y avoir couplage mesure 96◦ contre 144◦ dans le cas

du mode à deux diamètres nodaux. La figure 5.27 met en évidence ce couplage des valeurs

propres associées aux aubes, dans le cas de deux aubes identiques, positionnées à 60◦ et à

145◦ dans le repère tournant, couplées par l’intermédiaire du mode à trois diamètres nodaux

de l’anneau. On peut noter que dans chaque plage angulaire de couplage potentiel, les vitesses

auxquelles se produisent ce phénomène varient. Le tableau 5.2 donne l’évolution de ces vitesses

dans le cas du système de la figure 5.27. Enfin, on peut citer une étude de Gaul et Wagner

[29] reportant une transition entre deux types d’instabilités. Dans leur cas il s’agissait d’une

divergence apparaissant à la suite d’un flottement d’un système tournant.

Jusqu’ici, les cas étudiés de plusieurs aubes frottant contre le carter, considéraient des aubes

identiques. Il convient maintenant d’en considérer ayant des paramètres différents. La figure

5.28 représente l’étude de stabilité d’un système composé de deux aubes, distantes l’une de

l’autre de 60◦, ayant des paramètres modaux en traction/compression et en flexion différents,

frottant sur le mode à trois diamètres nodaux de l’anneau. Contrairement aux cas précédents,

les deux aubes se couplent à tour de rôle avec le mode direct de l’anneau. En effet, compte-tenu

des évolutions des fréquences des modes de flexion des aubes, qui décroissent quand la vitesse

de rotation augmente, et de celle du mode direct de l’anneau, qui croit (une fois sa vitesse

critique passée) quand la vitesse augmente, la possibilité de croisement et donc de coalescence

entre ces modes est grande. Cette probabilité de coalescence peut, comme nous allons le voir

dans le paragraphe suivant, être modulée par un angle d’incidence des aubes sur le stator.
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et frottant sur (a) le mode à deux diamètres nodaux de l’anneau, (b) le mode à trois diamètres
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Influence d’un angle d’inclinaison des aubes

Lors de contacts entre les aubes d’un rotor de turboréacteur et un carter, il n’y a au-

cune raison pour que celles-ci soient orthogonales à la surface interne du carter. Il convient

donc d’étudier l’effet d’un angle d’inclinaison entre les aubes et la normale à la face interne de

l’anneau, sur la stabilité du système. Ce genre d’étude a déjà été réalisé, notamment par Cham-
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brette et Jézéquel [6], mais concernait toujours un disque excité sur une de ses faces. Il a ainsi

été montré qu’un angle d’incidence peut modifier les domaines paramétriques où le système

est instable. Les instabilités relevées par les précédentes études consistaient, comme dans notre

cas, en une divergence post-critique c’est-à-dire ayant lieu après la vitesse critique du disque,

ainsi qu’en un couplage de modes. Les résultats principaux de Chambrette montrent alors que

plus l’angle d’inclinaison de la poutre agissant sur le disque est grand (Cf. figure 5.29), plus

la plage de vitesses dans laquelle ce dernier diverge est petite et plus le couplage de modes à

lieu à des vitesses de rotations élevées. Il a également été reporté que des couplages de modes

pouvaient survenir avant la vitesse critique du disque si la fréquence du mode de flexion de la

poutre était en dessous ou proche de celle du disque. L’influence d’un angle d’incidence sur la

stabilité du système qui nous intéresse devrait donc être étudiée dans les cas où la fréquence

du mode de flexion de l’aube (si une seule aube est considérée) est en dessous, puis au dessus

et enfin, très proche de celle de l’anneau élastique. Cependant, les mécanismes mis en jeu par

cet angle étant qualitativement les mêmes, seul le cas où la fréquence de l’aube est en dessous

de celle de l’anneau sera détaillé.

Position angulaire de la seconde aube (deg.) Ωx1 (tr/min) Ωx2 (tr/min)

142 1114 1228

146 973 1007

150 951 951

154 973 1007

158 1114 1228

Tab. 5.2 – Vitesses caractéristiques du couplage entre une aube située à 60◦ dans le repère

tournant et une seconde située entre 142◦ et 158◦ par l’intermédiaire du mode à trois diamètres

nodaux le l’anneau

Le système étudié dans ce paragraphe est donc celui de la figure 5.1 avec cette fois-ci

α 6= 0. L’équation matricielle du comportement de ce système est détaillée en annexe A. Dans

ce qui suit, une seule aube sera considérée. La fréquence du mode à trois diamètres nodaux

de l’anneau est fixée, à l’arrêt, à 30 Hz dans le repère tournant, celle du mode de flexion de

l’aube, à 20 Hz et celle du mode de traction/compression, à 70 Hz. La figure 5.30 représente

les études de stabilité de ce système pour quatre valeurs de l’angle d’inclinaison : (a) α = 0◦,
(b) α = 5◦, (c) α = 10◦ et (d) α = 89◦. Ces valeurs d’angle d’inclinaison ont été choisies du

fait de la rapide évolution de la stabilité du système pour de faibles valeurs de α. Sur la figure

5.31 sont représentés des zooms judicieux de la figure précédente 5.30.
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Fig. 5.29 – Angle d’incidence de l’aube sur le carter

Il apparâıt tout d’abord, sur la figure 5.30, que la vitesse à laquelle les deux modes de l’anneau

coalescent s’éloigne à mesure que l’angle d’inclinaison augmente. Il en est de même pour la

vitesse à laquelle le mode de flexion diverge. De plus, la plage de vitesses de rotation dans

laquelle le mode de flexion de l’aube se couple avec le mode direct de l’anneau (couplage que

nous avons déjà mis en évidence) est modifiée par l’angle d’inclinaison. En effet, lorsque α

augmente, celle-ci commence plus tard mais tend à s’élargir comme en atteste plus en détails

la figure 5.31. Sur cette figure, il apparâıt également que la zone de divergence du mode direct

de l’anneau diminue quand α augmente, jusqu’à quasiment disparâıtre comme le montre la

figure 5.31 (d). Pour de faibles angles d’inclinaison, un veering, voire un couplage de modes,

peut se produire entre le mode direct de l’anneau et le mode de flexion de l’aube et ce, avant la
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vitesse critique de l’anneau. Ce veering, visible sur la figure 5.31 (b) peut effectivement être un

véritable couplage de modes comme le montre la figure 5.31 (a) où une augmentation rapide

des parties réelles peut être observée. Lorsque l’angle d’inclinaison α augmente, la fréquence

caractéristique de l’aube se déplace depuis la fréquence du mode de flexion (20 Hz) vers celle

du mode de traction compression (70 Hz), s’éloignant ainsi du mode direct de l’anneau et

se rapprochant de son mode rétrograde permettant alors des interactions. Ainsi, sur la figure

5.31 (d), lorsque α est élevé, il apparâıt un veering entre ce mode de flexion de l’aube et cette

fois-ci, le mode rétrograde de l’anneau.

Tous ces phénomènes et ces évolutions peuvent être suivis de façon continue en fonction

de α, comme le montrent les figures 5.32 et 5.33. Le recul de la vitesse à laquelle coalescent

les modes direct et rétrograde de l’anneau peut être visualisé sur la figure 5.32. Le couplage

de modes post-critique entre le mode direct de l’anneau et le mode de flexion de l’aube peut

quant à lui être suivi sur la figure 5.33, de même que l’évolution de la vitesse de divergence de

ce dernier degré de liberté. Il apparâıt ainsi que la plage de vitesses de rotation où ce couplage

de modes post-critique perdure peut, bien qu’elle soit retardée, être élargie de près de 140

tr/min entre une configuration à α = 0◦ et une configuration à α = 89◦. Enfin, toujours sur

cette figure 5.33, on voit comment, lorsque α augmente, la fréquence du mode de flexion de

l’aube va évoluer (augmenter) et se rapprocher de celle du mode direct de l’anneau qui, quant

à elle, décrôıt avec la vitesse de rotation. Pour certaines valeurs de l’angle d’inclinaison, ces

deux fréquences sont extrêmement proches et des couplages de modes peuvent alors survenir

(Cf. figure 5.31 (a)).

En fait, ce comportement résume le mécanisme prédominant de l’influence d’un angle d’in-

clinaison de l’aube sur la stabilité du système. Pour synthétiser l’ensemble des constatations

précédentes, on peut dire que la stabilité du système va dépendre des positions relatives des

fréquences des différents modes de ce dernier. Si, lorsqu’une aube est orthogonale à la surface

de l’anneau, la fréquence de son mode de flexion est inférieure à celles du carter, à l’arrêt,

puisque la fréquence de l’aube décrôıt avec la vitesse de rotation, une interaction de celle-ci

avec l’anneau ne pourra être envisagée qu’avec le mode direct de celui-ci qui décrôıt également

avec Ω. Dans ce cas de figure, en fonction de la valeur de α, ces deux fréquences peuvent être

très proches et ainsi donner lieu à un couplage de modes avant même la divergence du mode

direct de l’anneau, comme le montre la figure 5.31 (a). Lorsque l’angle d’inclinaison augmente,

la fréquence de mode de flexion de l’aube augmente également et, dans le cas présent, pour

α > 10◦, elle est supérieure aux fréquences de l’anneau à Ω = 0 tr/min. Dans ce cas, des inter-

actions ne pourront survenir qu’avec le mode rétrograde de l’anneau qui croit avec la vitesse

de rotation. Des veering peuvent alors avoir lieu entre ces deux modes comme le montre la

figure 5.31 (d) mais, les fréquences concernées sont moins proches que dans le cas de la figure

5.31 (a). Enfin, puisque la fréquence du mode de flexion de l’aube décrôıt toujours avec la

vitesse de rotation et que, celle du mode direct croit, une fois sa vitesse critique dépassée, un

couplage entre ces deux modes peut intervenir comme nous l’avons ici remarqué.

Ainsi, les phénomènes décrits lors de l’interaction entre une poutre et un disque sont

qualitativement proches de ceux décrits dans le cas de notre système à savoir, que l’angle
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d’inclinaison de l’aube va modifier les domaines paramétriques dans lesquels le système est

instable. Celui-ci peut ainsi donner lieu à un couplage entre le mode de flexion de l’aube et

le mode direct de l’anneau avant même la vitesse critique de ce dernier. Il peut également

modifier considérablement la zone de couplage post-critique entre ces mêmes modes. Enfin,

l’augmentation de l’angle d’incidence de la poutre frottant contre la face interne de l’anneau

peut réduire la plage de vitesses de rotation dans laquelle le mode direct de ce dernier peut

diverger et, retarder la vitesse à laquelle ses modes direct et rétrograde se couplent. L’action de

cet angle peut également être interprétée comme une pondération des paramètres de contacts

normaux et tangentiels qui eux même pilotent les vitesses de divergence et de couplage de

modes, comme nous l’avons vu précédemment.

Les résultats présentés dans ce chapitre concernent essentiellement le mode à trois diamètres

nodaux de l’anneau. Cependant, les mêmes phénomènes interviennent avec d’autres modes

d’anneau. De plus, dans cette étude, un seul mode d’anneau est considéré à la fois. Mais,

comme le montrent Iwan and Stahl [41] ainsi qu’Iwan and Moeller [40], cette approximation

est très représentative de la stabilité d’un tel système lorsque tous ses modes sont considérés.

Comme dans le cas précédent, il convient maintenant de valider ces études de stabilité où

le frottement est pris en compte et surtout d’étudier le comportement dynamique de ce système.
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Fig. 5.32 – Diagramme de Campbell du mode à trois diamètres nodaux d’un anneau (30 Hz)

excité par une aube dont le mode de flexion est à 20 Hz, le mode de traction/compression à

70 Hz, en fonction de α - évolution de Ωmc
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Fig. 5.30 – Analyse de stabilité du mode à trois diamètres nodaux du stator (30 Hz) excité

par une aube rotative avec µ = 0.01 et à (a) α = 0◦, (b) α = 5◦, (c) α = 10◦, (d) α = 89◦
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Fig. 5.31 – Agrandissements de la figure 5.30

5.1.3.2 Comportement dynamique

Tout comme dans le cas sans frottement, nous allons étudier le comportement dynamique

du système à différentes vitesses de rotation. Deux résultats principaux provenant de la prise

en compte du frottement lors du contact semblent être intéressants à étudier. Le premier réside

dans le rôle déstabilisant du frottement, dès que la vitesse de rotation des aubes est non nulle

et le second, dans la possibilité de couplage entre le mode de flexion des aubes et le mode

direct de l’anneau.

Nous allons donc étudier l’influence du frottement sur le comportement dynamique du

système à une vitesse de rotation pour laquelle le système, sans frottement, est parfaitement

stable et adopte une configuration statique dans le repère tournant. Cependant, pour cette

étude, l’anneau va être amorti. Il en résulte, comme nous l’avons précisé, une translation des

parties réelles des valeurs propres associées à ce dernier vers le bas du plan complexe, comme

le montre la figure 5.34. Celle-ci représente la même étude de stabilité que la figure 5.23,

c’est-à-dire dans le cas d’un anneau excité par une poutre possédant les mêmes paramètres
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modaux en traction/compression et en flexion mais, dans le cas où le stator est amorti et,

pour différents coefficients de frottement. Il apparâıt ainsi que l’amortissement fixe de l’an-

neau stabilise le système. Donc, contrairement au cas présenté par la figure 5.23 où, dès que la

vitesse de rotation des aubes était non nulle, le système était instable à cause du frottement, il

faudra dans le cas présent atteindre un certain seuil de frottement pour que celui-ci déstabilise

le système. La figure 5.34(c) montre notamment que bien que les parties réelles des valeurs

propres du carter aient augmenté par rapport à la figure 5.34 (b) à cause du coefficient de

frottement, elles restent quand même négatives. Par contre, à µ = 1.8, celles-ci deviennent très

vite positives quand la vitesse de rotation augmente, comme le montre la figure 5.34 (d). Le

frottement a donc peu de chances de modifier le comportement dynamique du système pour

des valeurs de coefficient faibles. La figure 5.36 (a) montre en effet qu’à Ω = 286, 5 tr/min et

µ = 0.4, le système adopte une configuration statique dans le repère tournant, comme c’était

le cas sans frottement (Cf. figure 5.9 (a)). Ceci est conforme à l’étude de stabilité 5.34(c) selon

laquelle le système linéaire est stable pour cette valeur de coefficient de frottement. Dans cette

configuration adoptée par le système, l’aube à une configuration fléchie dont le signe de la

déflection, représentée sur la figure 5.36 (b), est conforme au schéma 5.29. Par contre, pour un

coefficient de frottement de µ = 1.8 le système adopte une configuration dynamique, comme le

montre la figure 5.35 (a). L’aube, dont la flexion est également représentée sur la figure 5.35 (b)

oscille autour d’une configuration fléchie toujours dans le même sens. La force de frottement

est donc orientée toujours dans le même sens, conformément au modèle linéaire sur lequel ont

été réalisées les études de stabilité précédentes.

Cependant, la figure 5.34 (d) montre que ce système linéaire doit être instable. Il se trouve

que l’intégration temporelle représentée sur la figure 5.35 a été réalisée avec un modèle où

l’orientation de la force de frottement peut varier. En effet, le signe de celle-ci dépend comme

nous l’avons déjà précisé, du signe de la vitesse de glissement de l’aube sur le carter. Dans ce

modèle, la vitesse de l’aube peut, dans le cas d’une vitesse de rotation faible comme c’est le

cas de la figure 5.35, atteindre la vitesse tangente de l’anneau faisant alors apparâıtre une zone

d’arrêt entre l’aube et le carter.

Cependant, sur la figure 5.35 (c) qui représente la vitesse tangente de ces deux structures,

il faut noter que la phase d’arrêt évoquée se manifeste par des oscillations très rapides de la

vitesse de l’aube au voisinage de celle du carter. En fait, ceci provient du modèle de frottement

de Coulomb qui n’est pas adapté pour modéliser correctement la phase de collement entre

deux solides frottant l’un contre l’autre [44]. Il est par contre très intéressant de remarquer

que ces oscillations, bien que n’ayant finalement pas de significations physiques, provoquent

des oscillations rapides des forces associées au système, comme le montre la figure 5.35 (d),

sur laquelle est tracée l’évolution de la première composante de celles-ci (Cf. expression en

annexe A). Il en résulte une estimation très délicate de leurs gradients dont une composante

est représentée sur la figure 5.35 (e).

Malheureusement, l’estimation de ces gradients étant fondamentale dans la méthode de

shooting, il s’en suit que celle-ci convergera très difficilement sur ce genre de système. Ainsi,

pour de faibles vitesses de rotation, cette phase de collement rend le système non linéaire d’où
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l’existence de régimes dynamiques avec un carter linéaire. Par contre, pour des vitesses plus

élevées, la vitesse de l’aube restant toujours supérieure à celle de l’anneau, le système compor-

tant un carter linéaire sera déstabilisé par le frottement, conformément à l’étude de stabilité

représentée sur la figure 5.34 (d) et des régimes dynamiques ne pourront être atteints que si

un carter non linéaire est considéré.

0 1000 2000 3000 4000 5000
−10

−5

0

5

10

0 1000 2000 3000 4000 5000
0

50

100

150

200

250

F
ré
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Fig. 5.34 – Analyse de stabilité du mode à trois diamètres nodaux du stator, amorti ou non,

excité par une aube rotative ayant deux degrés de liberté avec kr = kt = 1.106 N.m−1 et

différents coefficients de frottement
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Fig. 5.35 – (a) Comportement dynamique du mode à trois diamètres nodaux de l’anneau

associé à la figure 5.34 à Ω = 286, 5 tr/min avec µ = 1.8, (b) déplacements tangents de

l’aube, (c) évolution des vitesses tangentes de l’aube et du carter, (d) évolution de la première

composante des forces associées au système et (e) gradient de cette composante
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Fig. 5.36 – (a) Comportement dynamique du mode à trois diamètres nodaux de l’anneau

associé à la figure 5.34 à Ω = 286, 5 tr/min avec µ = 0.4, (b) déplacements tangents de l’aube
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Fig. 5.37 – Comportement dynamique du mode à trois diamètres nodaux de l’anneau associé

à la figure 5.34(c) à Ω = 1215 tr/min (a) sans non linéarités, (b) avec kNL = 1.105 N.m−1

Enfin, la dynamique du système lors du couplage entre le mode direct de l’anneau et le

mode de flexion de l’aube va être étudiée. La figure 5.37 (a) représente le comportement du

système à Ω = 1215 tr/min dans le cas où µ = 0.1, c’est-à-dire à une vitesse de rotation

se trouvant dans la plage de coalescence de modes et, telle que le coefficient de frottement

ne soit pas responsable de l’instabilité repérée, conformément à la figure 5.34(c). Il apparâıt

ainsi que les amplitudes de vibration de ce système linéaire croissent exponentiellement dans

le temps. Si les non linéarités du carter limitant naturellement les amplitudes d’un tel système

sont considérées, le comportement dynamique du système qui en résulte est représenté sur la

figure 5.37 (b). Nous avons donc une fois de plus à faire à un régime dynamique provoqué par
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le couplage entre les deux structures.

Ainsi, l’étude de ce premier modèle phénoménologique de l’interaction rotor/stator à mis

en évidence de nombreuses causes et zones d’instabilité du système. Dans les plages de vitesses

de rotation où il est stable, il adopte une configuration statique dans le repère tournant par

contre, dans les plages où il est instable, il peut adopter des configurations dynamiques. La

nécessité de prendre en compte les non linéarités qui limitent naturellement les amplitudes

de vibrations d’un tel système est apparue. Dans ce modèle, les contacts entre parties fixe

et mobile étant supposés permanents, il va de soit qu’il va falloir autoriser les décollements

entre ces structures afin de modéliser plus finement la phénoménologie du contact rotor/stator.

5.2 Anneau excité par des charges tournantes pouvant se décoller

5.2.1 Modèles

Dans cette section, les contacts entre aubes et stator ne sont plus supposés permanents.

Les aubes vont donc pouvoir se décoller du carter. Le contact est géré selon la procédure

développée dans la section 3.4. Les différences avec la procédure explicitée dans cette par-

tie proviennent des matrices de contact CN qui permettent, à partir des degrés de liberté

généralisés du système, d’obtenir les jeux physiques entre les structures ainsi que les forces de

frottement.

L’étape de prédiction se fait conformément à l’équation 3.79. En ce qui concerne l’étape

de correction, les deux conditions 3.80 et 3.81 qui assurent la prise en compte du contact

doivent être vérifiées. Celles-ci vont être explicitées dans le cas d’une seule aube, par soucis de

simplicité. Compte-tenu de la déflection possible de celle-ci du fait du frottement, son extrémité

se trouve à un angle θ dans le repère tournant, qui peut être exprimé par :

θ = φ+ tan−1

(

vf

R+ ut

)

(5.46)

où φ est la position initiale de cette aube, R sa longueur et ut et vf , ses deux degrés de liberté

conformément à la figure 5.1. Pour des pas de temps faibles lors d’une intégration temporelle,

les grandeurs prédites peuvent être légitimement supposées bien plus grandes que les grandeurs

corrigées. Ainsi, l’angle θ pourra être estimé uniquement par les degrés de liberté obtenus à

l’étape de prédiction de la procédure. Le jeu gk+1 entre cette aube et le point du stator en

vis-à-vis c’est-à-dire à la position angulaire θ s’exprime alors, à l’itération k + 1, par :

gk+1 =
√

(R+ ut (x = R))2 + v2
f (x = R)−

[

Rstat −
h

2
− us (θ)

]

(5.47)

où h est l’épaisseur de l’anneau. En procédant comme dans la section 3.4, il est possible

d’exprimer la relation que doivent vérifier les degrés de liberté corrigés à l’itération k + 1 afin

que le jeu corrigé à cette étape soit nul dans le cas où un contact à été prédit. En dissociant

les grandeurs prédites des grandeurs corrigées et en supposant ces dernières bien inférieures
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aux degrés de liberté prédits, il vient la première relation à vérifier :

gk+1 ≈ gk+1,p + CN
T
k+1,p.Uk+1,c = 0 (5.48)

où :

gk+1,p =
√

(R+ up
t (x = R))

2
+ vp

f
2
(x = R)−

[

Rstat −
h

2
− up

s (θ)

]

(5.49)

CNk+1,p =

















−nsin(nθ)

ncos(nθ)
R+up

t (x=R)
q

(R+up
t (x=R))

2
+vp

f (x=R)2

vp
f
(x=R)

q

(R+up
t (x=R))

2
+vp

f
(x=R)2

















(5.50)

n étant le mode d’anneau considéré. Dans l’expression 5.48, U représente le vecteur des degrés

de liberté du système (Cf. annexe A).

La seconde condition à vérifier, qui n’est autre que l’équilibre des forces, doit cette fois-ci

prendre en compte le frottement. La composante normale de la force de contact peut être

exprimée comme dans la section 3.4, par l’équation 3.92 :

FcontactN = −CNλN (5.51)

où l’expression de CN est donnée par la relation 5.50 .

La force de frottement est introduite par l’intermédiaire de son travail qui, dans le cas d’un

contact frottant entre l’aube et le stator, à la position angulaire θ, s’exprime par :

WML
T = T

[

w(θ)

{

1− h

2Rstat

}

− h

2Rstat

∂us

∂φ
(θ)− vf (x = R)

]

(5.52)

avec

T = µλNsign (Vslip) (5.53)

où

Vslip = v̇f (x = R) + Ω (R+ ut(x = R))

− Ω

(

ẇ(θ)

{

1− h

2Rstat

}

− h

2Rstat

∂u̇s

∂φ
(θ)

−Ω

(

∂ẇ

∂φ
(θ)

{

1− h

2Rstat

}

− h

2Rstat

∂2us

∂2φ
(θ)

))

(5.54)

La composante tangentielle de la force de contact qui en résulte est donnée par :

FcontactT = −CTλN (5.55)
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avec

CT = sign (Vslip)µ













−
(

1− h
2Rstat

)

cos(nθ)

−
(

1− h
2Rstat

)

sin(nθ)

0

1













(5.56)

Ainsi, la force de contact s’exprime par :

Fcontact = FcontactN + FcontactT = − [CN + CT] λN = −CNTλN (5.57)

Les conditions de compatibilité des déplacements et d’équilibre en forces que doivent vérifier

les degrés de liberté corrigés s’écrivent, dans le cas de plusieurs contacts, comme les équations

5.48 et 3.87 mais, sous forme vectorielle :

−gk+1 ≈ −
(

gk+1,p + CN
T
k+1,p.Uk+1,c

)

= 0 (5.58)

(

M

∆t2
+

C̃

2∆t

)

Uk+1,c = −CNTk+1,pλNk+1 (5.59)

Les degrés de liberté corrigés qui en résultent s’expriment alors par :

λNk+1 =



CN
T
k+1,p

(

M

∆t2
+

C̃

2∆t

)−1

CNTk+1,p





−1

gk+1,p (5.60)

Uk+1,c = −
(

M

∆t2
+

C̃

2∆t

)−1

CNTk+1,pλNk+1 (5.61)

Dans ce qui suit, le comportement dynamique de ce système va être étudié, selon la

procédure explicitée ci-dessus, dans un premier temps en négligeant le frottement lors du

contact entre les aubes et le carter puis, en considérant ce dernier.

5.2.2 Comportement dynamique du système sans frottement

Dans cette partie, le contact entre les aubes et l’anneau est supposé glissant, sans frotte-

ment. Nous allons étudier le comportement dynamique de ce système aux vitesses de rotations

où celui-ci a été précédemment étudié dans le cas où le contact était maintenu. La figure 5.38

montre le comportement dynamique du système possédant un carter linéaire à Ω = 286, 5

tr/min et Ω = 668, 5 tr/min, c’est-à-dire avant la plage [Ωc,Ωc2 ] et, entre Ωc2 et Ωmc. Il s’avère

qu’à ces vitesses de rotation, le système adopte une configuration statique où l’aube et le car-

ter sont en contact permanent. Dans ces plages de vitesses de rotation, le comportement du

système est donc le même que dans le cas où les contacts étaient imposés (Cf. figure 5.9). Les

figures 5.39 (a) et (b) représentent le déplacement radial de l’anneau linéaire excité par une

aube tournant à Ω = 310 tr/min et Ω = 4774, 5 tr/min soit, entre Ωc et Ωc2 et, après Ωmc. A

ces vitesses, bien que l’aube puisse se décoller du carter, le système se comporte comme dans le



5.2 Anneau excité par des charges tournantes pouvant se décoller 155

cas où le contact était imposé c’est-à-dire que le système diverge dans le premier cas, au sens

où l’anneau atteint brutalement (c’est-à-dire sans oscillations) une amplitude non réaliste, et

flotte dans le second. Sur ces figures, il a été choisit de représenter le déplacement radial de

l’anneau us au lieu de la norme de son déplacement pour mettre en évidence la réponse en

opposition de phase de ce dernier. En effet, conformément à la figure 5.1, us est positif lorsqu’il

est orienté vers le centre de l’anneau. Ainsi, bien que l’aube agisse de façon centrifuge sur le

carter, celui-ci va au contraire, répondre en opposition de phase par rapport à l’excitation qu’il

subit par l’aube. Ceci explique que, bien que l’amplitude de réponse de l’anneau ne soit pas

réaliste, le contact est maintenu entre les deux structures à Ω = 310 tr/min comme le montre

la figure 5.39 (c). A Ω = 4774, 5 tr/min (vitesse qui se trouve dans la plage de flottement du

système linéaire en contact permanent), le carter linéaire adopte également des amplitudes

non réalistes mais avec une succession de prises de contact comme le montre la figure 5.39 (d).

Comme dans le cas précédent, il convient donc de prendre en compte les non linéarités

liées aux grands débattements de l’anneau. Le comportement dynamique de ce système non

linéaire, à Ω = 310 tr/min et Ω = 4774, 5 tr/min est représenté sur les figures 5.40 (a) et

(b) respectivement dans le cas de raideurs cubiques KNL = 1.105 N.m−1. Dans le cas de

la divergence de l’anneau, il en résulte que ses amplitudes sont désormais réalistes, ce qui

n’est pas le cas du comportement du système lors de la coalescence des modes du carter (Cf.

figure 5.40 (b)). Le choix de la valeur des raideurs non linéaires du carter apparâıt donc par-

ticulièrement délicat afin d’avoir une dynamique proche de la réalité. Des raideurs cubiques

de valeur kNL = 1.107 N.m−1 permettent d’obtenir des amplitudes plus réalistes, comme le

montre la figure 5.41. Par contre, dans ce cas, l’aube est en contact permanent avec le carter,

comme en témoigne l’évolution des jeux entre les deux structures représentée sur la figure 5.41

(b).
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Fig. 5.38 – Comportement dynamique du mode à trois diamètres nodaux du carter linéaire

excité par une aube ayant un degré de liberté de traction/compression, glissant sans frottement

à (a) Ω = 286, 5 tr/min et (b) Ω = 668, 5 tr/min
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Fig. 5.39 – Déplacement radial du mode à trois diamètres nodaux du carter linéaire excité

par une aube ayant un degré de liberté de traction/compression, glissant sans frottement à

(a) Ω = 310 tr/min, (b) Ω = 4774, 5 tr/min, (c) évolution des jeux entre l’aube et le carter à

Ω = 310 tr/min et (d), à Ω = 4774, 5 tr/min

Enfin, pour terminer, il est possible de faire le lien entre la dynamique de ce système et

celle mise en évidence par Wildheim [94] dans le cas de deux structures vibrantes interagissant.

Considérons donc le cas de contacts sans frottement, entre le carter linéaire non amorti et une

aube ne possédant qu’un degré de liberté de traction/compression tournant à une vitesse de ro-

tation se trouvant après la vitesse critique de l’anneau. Comme nous l’avons déjà signalé, après

la vitesse critique de ce dernier, qui correspond à sa résonance, sa réponse est en opposition

de phase avec son excitation. Ainsi, après Ωc, le système non amorti adopte un comportement

vibratoire auto-entretenu comme l’illustre la figure 5.42 (a), pour une vitesse de rotation de

l’aube de Ω = 668, 5 tr/min. Le système consiste alors en un anneau élastique vibrant à sa

fréquence propre (fstat = 15, 20 Hz pour le mode à trois diamètres nodaux) excité par un autre

système d’inertie moindre vibrant lui aussi à sa fréquence propre (faube = 50, 32 Hz avec les pa-

ramètres choisis) et tournant à la vitesse Ω. Il a été montré par Wildheim [94] que la fréquence
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Fig. 5.40 – Déplacement radial du mode à trois diamètres nodaux du carter non linéaire avec

kNL = 1.105 N.m−1 excité par une aube ayant un degré de liberté de traction/compression,

glissant sans frottement à (a) Ω = 310 tr/min, (b) Ω = 4774, 5 tr/min

de réponse de ce type de système vérifie la relation fsysteme = n
Ω

2π
± fstat. La figure 5.42 (b),

représentant le spectre de la figure 5.42 (a), confirme bien cette relation et valide une fois de

plus ce modèle d’interaction entre une structure fixe axisymétrique et une structure tournante.

Ainsi, le fait que les aubes puissent se décoller du carter ne change pas radicalement le

comportement global du système puisque du fait de l’opposition de phase de l’anneau après

sa vitesse critique, on se ramène à des régimes où les structures sont en contact permanent. Il

convient, pour terminer, d’étudier l’influence du frottement sur le comportement dynamique

du système où les deux structures peuvent se décoller.

5.2.3 Comportement dynamique du système avec frottement

Comme dans le cas où le contact entre aubes et carter était maintenu, nous allons étudier

l’influence du frottement sur la dynamique du système lorsque celles-ci peuvent se décoller du

stator. Pour cela, nous allons comme précédemment étudier le comportement de ce système

dans une plage de vitesse de rotation pour laquelle le système linéaire est stable sans frottement.

Pour les raisons évoquées lors de l’étude de l’influence du frottement sur le système à contacts

permanents (Cf. section 5.1.3.2), et pour pouvoir constater l’influence des décollements pos-

sibles des aubes, le coefficient de frottement considéré sera de µ = 1.8. La figure 5.43 représente

ainsi l’évolution, au cours du temps, des différents degrés de liberté du même système que dans

le cas de la figure 5.35 mais, lorsque l’aube peut se décoller du carter. Cette fois-ci, le compor-

tement de ce système est constitué d’une succession de phases de contact puis de décollement.

Il faut noter que, contrairement aux figures précédentes, il s’agit de l’opposé du déplacement

radial de l’anneau qui est représenté afin de comparer plus aisément le déplacement de ce

dernier avec celui de l’aube. On voit ainsi que dès que les deux structures entrent en contact,

le jeu s’annule et, l’aube fléchit dans le sens opposé à la vitesse de rotation. En fait, il s’agit
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Fig. 5.41 – (a) Déplacement radial du mode à trois diamètres nodaux du carter non

linéaire avec kNL = 1.107 N.m−1 excité par une aube ayant un degré de liberté de trac-

tion/compression, glissant sans frottement à (a) Ω = 4774, 5 tr/min, (b) évolution des jeux

entre les deux structures

du mode rétrograde de l’anneau qui est excité par le frottement, comme l’ont montré les

études de stabilité réalisées en section 5.1.3 du chapitre 5. Il en résulte la propagation d’une

onde, elle aussi rétrograde, le long du carter qui provoque une modulation de la compression

de l’aube au cours du temps, comme en témoigne l’évolution de us sur la figure 5.43. Ainsi,

lorsque cette compression diminue, la force de frottement s’amoindrie également puisque selon

le modèle employé (Coulomb), elle est proportionnelle à l’effort normal de contact. Sa flexion

diminue même jusqu’à s’annuler et devenir positive lorsque les deux structures sont décollées

(Cf. vf sur la figure 5.43). Du fait de son inertie propre, le fléchissement de l’aube va redevenir

négatif alors même que les structures sont toujours décollées. Lorsque le contact est repris, son

fléchissement s’accentue subitement comme le montre la discontinuité de la courbe associée

sur la figure 5.43 et ainsi de suite. On peut préciser que pour des coefficients de frottement

plus faibles, les aubes ne se décollent pas du carter et le système se comporte comme dans le

cas où les contacts permanents sont imposés (Cf. section 5.1.3.2).
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8 8.1 8.2 8.3 8.4 8.5 8.6
−4

−2

0

2

4

6

8
x 10

−3

u
s

(m
)

Temps (s)

0 10 20 30 40 50 60 70

2

4

6

8

10

12

14

16

lo
g
(F

F
T

(u
s
))

Fréquence (Hz)

17, 72(Hz)

48, 55(Hz)

(a) (b)
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5.3 Conclusion

Dans ce chapitre, des modèles simples d’interaction rotor/stator ont été réalisés afin d’ap-

préhender les phénomènes prédominants lors de l’interaction entre des aubes tournantes et

un carter élastique. Il s’avère ainsi que ce dernier peut être instable dans plusieurs plages de

vitesse de rotation du fait du simple déplacement d’une charge dynamique sur cette struc-

ture élastique. Le carter peut ainsi diverger dans le repère tournant au voisinage de sa vitesse

critique ou se coupler avec le mode de flexion d’une des aubes ou encore flotter à partir

d’une certaine vitesse de rotation seuil. Le comportement dynamique de ce système linéaire

à confirmé ces instabilités potentielles. Afin d’obtenir des amplitudes de vibrations réalistes

pour ce système, dans ces plages instables, les non linéarités liées aux grands déplacements de

celui-ci ont été modélisées. Il s’en suit que, puisque l’anneau répond en opposition de phase

par rapport à ses excitations après sa vitesse critique, ce système non linéaire adopte comme

positions d’équilibre stable, des configurations à contacts permanents avec les aubes. Lorsque

le frottement, qui est une autre non linéarité, est considéré, des régimes périodiques constitués

de phases de collements et de décollements ont été mis en évidence.

Les phénomènes principaux intervenant lors de l’interaction entre des aubes tournantes et

un carter élastique ayant été observés et compris, un modèle d’interaction plus sophistiqué va

pouvoir être développé afin d’étudier cette interaction de façon plus complète et réaliste.



Chapitre 6

Modèle complet de contact

rotor-stator

Dans ce chapitre, l’interaction entre les aubes d’un rotor de turboréacteur et le carter en

vis-à-vis sera étudiée plus finement. Pour cela, un modèle complet de rotor flexible aubagé

sera développé dans le repère tournant. Ce modèle permettra d’effectuer des études de stabi-

lité pour une structure aubagée rotative et validera le modèle de rotor. Le contact entre ce

rotor et un carter sera ensuite analysé. Dans un premier temps, le frottement sera négligé. Des

positions d’équilibre statiques puis dynamiques seront alors recherchées. Enfin, le frottement

sera considéré lors de l’interaction et le comportement dynamique du système qui en résulte

sera mis en évidence.

6.1 Modèle de rotor flexible aubagé

6.1.1 Formulation

Le modèle développé par la suite se base sur les considérations énergétiques d’un modèle

précédemment développé par Sinha [81]. Le rotor considéré, représenté sur la figure 6.1, est

entièrement modélisé dans le repère tournant. Il consiste en un arbre modélisé par une poutre

d’Euler-Bernoulli, soutenu par trois paliers. Cet arbre est connecté à un disque rigide sur lequel

sont encastrées des aubes modélisées par des poutres d’Euler-Bernoulli.

Deux translations, perpendiculaires entre elles, u(z, t) et v(z, t), dans le plan du disque et

liées au repère corotationnel, sont considérées pour l’arbre. Chaque aube possède un mouve-

ment de flexion η(s, t), comme le montre la figure 6.2. Une approximation de Rayleigh-Ritz est

utilisée pour exprimer ces déplacements. Ainsi, ces derniers sont exprimés par les combinaisons

de fonctions de Ritz suivantes :

u(z, t) = U0(t) +

mtot
∑

m=1

Um(t)Wm(z) (6.1)

v(z, t) = V0(t) +

mtot
∑

m=1

Vm(t)Wm(z) (6.2)

161



162 CHAPITRE 6. MODÈLE COMPLET DE CONTACT ROTOR-STATOR

η(s, t) =

ntot
∑

n=1

(Xn(t))j(Yn(s))j (6.3)

où z est l’abscisse le long de l’arbre et s, l’abscisse curviligne le long des aubes. Dans ces

expressions, U0(t) et V0(t) représentent des déplacements de corps rigide de l’arbre, mtot et

ntot, le nombre de modes considérés pour exprimer les mouvements de flexion de l’arbre et de

la j ème aube respectivement. Dans cette approche, les fonctions de forme doivent vérifier les

conditions cinématiques du problème. Ainsi, les fonctions de Ritz des aubes doivent vérifier

les conditions cinématiques d’encastrement des pieds d’aubes dans le disque rigide, soient :

Yn(0) = 0 et Y ′
n(0) = 0, où le symbole prime désigne une différenciation par rapport à la

variable d’espace. Les fonctions de forme alors choisies pour les aubes ont les expressions

suivantes :

Yn(s) = ans+ sin(βns) avec βn = (2n− 1)π/(2L), et an = −βn (6.4)

Concernant l’arbre, puisque celui-ci est supporté par des paliers, ses fonctions de Ritz n’ont

pas de conditions cinématiques à vérifier. Les fonctions choisies ont les expressions suivantes :

Wm(z) = 1− cos(αmz) avec αm = (2m− 1)π/(2l) (6.5)

Les fonctions de Ritz retenues pour ce modèle sont très semblables à celles utilisées par Sinha

[81] et ce, afin de pouvoir comparer les deux modèles. Il faut cependant noter que ces fonctions

de forme imposent une rotation des sections droites de l’arbre nulle à son extrémité opposée

au disque aubagé c’est-à-dire W ′
m(0) = 0 en z = 0.

r

R

L

β

Axe Z

l

Fig. 6.1 – Modèle de rotor flexible aubagé
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Disque rigide

r

ϕj = 2πj
Ntot

u(l, t)

v(l, t)

s

jème
aube

η(s, t)

L

Axe Y

Axe X

Repère tournant

Repère tournant

Fig. 6.2 – Vue de face du disque aubagé

La mise en œuvre de cette méthode énergétique passe par la définition d’un certain nombre

d’énergies et de potentiels. Le modèle a été développé essentiellement dans le repère corota-

tionnel afin de s’affranchir des termes temporels périodiques provenant de la description d’une

structure périodique en rotation. Dans ce repère, une énergie cinétique Tblade associée à la j ème

aube, située à l’angle φj =
2πj

Ntot
dans le repère tournant (où Ntot représente le nombre total

d’aubes), peut être définie par :

Tblade =

L
∫

0

1

2
ρbSb

~V 2
S/R0

(G)ds+

L
∫

0

1

2
~ΩT

S/R0
I~ΩS/R0

ds (6.6)

où ρb et Sb sont la densité et l’aire d’une section droite de l’aube, ~VS/R0
(G), ~ΩS/R0

et I étant

respectivement la vitesse et le vecteur vitesse de rotation absolues du centre de gravité de la

section droite et sa matrice d’inertie définie dans son repère inertiel. Il est utile de préciser

qu’afin d’obtenir une forme quadratique correcte pour cette énergie cinétique, il est nécessaire

de développer le vecteur rotation du centre de masse d’une section droite de l’aube au second

ordre sans quoi, des termes non négligeables pour une structure ayant de fortes inerties de

rotation seraient absents [82] et conduiraient alors à des instabilités injustifiées.

De la même façon, une énergie interne de déformations élastiques νintblade
, une fonction de

dissipation Fdblade
associée à l’amortissement interne ainsi qu’un potentiel de pré-contrainte :

νgblade
=

1

2

L
∫

0

ρbSbΩ
2

[

R2 − (s+ r)2

2

]

η′2(s, t)ds (6.7)



164 CHAPITRE 6. MODÈLE COMPLET DE CONTACT ROTOR-STATOR

prenant en compte les effets centrifuges sur la j ème aube sont définis.

Concernant l’arbre, une énergie cinétique Tshaft, une énergie interne de déformations

élastiques νintshaft
ainsi qu’une fonction de dissipation Fdshaft

lui sont associées. Les paliers

sont pris en compte par l’intermédiaire d’un potentiel associé à leur raideur νbearings ainsi que

par une fonction de dissipation Fdbearings
associée à leur amortissement. Les expressions de

tous ces éléments sont détaillées en annexe C.

L’application des équations de Lagrange fournit l’équation matricielle régissant le compor-

tement dynamique du rotor complet. Celle-ci peut se mette sous la forme suivante :

MrotorẌrotor + (Drotor + Grotor) Ẋrotor + (Krotor + Kgeomrotor + Nrotor)Xrotor = 0 (6.8)

avec

Xrotor =
[

U0 V0 . . . Umtot Vmtot X11 X21 . . . Xntot1 . . . X1Ntot . . . XntotNtot

]T

(6.9)

où Xrotor est le vecteur des degrés de liberté généralisés de taille 2mtot + 2 + ntotNtot et où

Mrotor, Drotor, Grotor, Krotor, Kgeomrotor et Nrotor sont respectivement les matrices de masse,

d’amortissement, gyroscopique, de raideur, de rigidification centrifuge et d’assouplissement

centrifuge du rotor. Celles-ci peuvent être groupées en matrices de raideur et d’amortissement

généralisées :

C̃rotor = Drotor + Grotor (6.10)

K̃rotor = Krotor + Kgeomrotor + Nrotor (6.11)

Les éléments de l’équation matricielle 6.8 sont détaillés en annexe C.

6.1.2 Etudes de stabilité

La détermination des conditions de fonctionnement dangereuses ainsi que des zones de

vibrations stables ou instables du rotor est primordiale pour un turboréacteur. La stabilité du

rotor flexible aubagé peut se faire, comme précédemment, par la détermination des solutions

λ = a + ib de l’équation caractéristique det(λ2Mrotor + λC̃rotor + K̃rotor) = 0, le système

devenant instable dès lors qu’il existe une valeur propre λ possédant une partie réelle positive.

L’étude qui suit porte sur un rotor de 3, 5 m de longueur supporté par trois paliers dia-

gonaux situés à l’extrémité opposée au disque, à 3 m et à 3, 25 m et dont les raideurs ra-

diales et les coefficients d’amortissement radiaux visqueux valent kbearing = 2.107N.m−1 et

Dbearing = 2.103N.s.m−1.

Nous allons, dans un premier temps, illustrer l’évolution des valeurs propres de ce ro-

tor, en fonction de sa vitesse de rotation. Puis, la stabilité d’un rotor possédant deux aubes
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diamétralement opposées, c’est-à-dire une structure possédant un déséquilibre inertiel, sera

étudiée. L’influence de la longueur et de la flexibilité des aubes, ainsi que celle de leur angle

de calage, sur la stabilité du système sera ainsi analysée. Enfin, l’effet déstabilisant de l’amor-

tissement interne d’une structure en rotation sera montré.

Le diagramme de Campbell représenté sur la figure 6.3(a) illustre l’évolution des fréquences

propres d’un rotor flexible, possédant 28 aubes de longueur 1 mètre. La figure 6.3(b) montre

cette même évolution dans le plan complexe. Les évolutions des fréquences propres de l’arbre

observées sur la figure 6.3(a) sont principalement dues aux effets gyroscopiques. Comme nous

l’avons évoqué en section 1.3.4, dans le repère corotationnel, les courbes de pentes négatives

représentent les modes directs (mouvements de précession dans le même sens que la rotation

propre de l’arbre) et les courbes de pentes positives, les modes rétrogrades (mouvements de

précession opposés à celui du mode direct) du système. L’évolution des fréquences propres des

aubes (débutant à 31 Hz), c’est-à-dire leur raidissement, est due aux effets centrifuges pris en

compte par le potentiel de pré-contrainte νgblade
. Deux phénomènes de loci veering [52, 75] sont

visibles et repérés par les lettres A et B sur la figure 6.3. Dans ce cas précis, la répulsion des

courbes est très peu marquée mais néanmoins visible, notamment sur la figure 6.3(b) au niveau

des « boucles » attestant ainsi d’une rapide évolution des parties réelles du système (et donc

de sa stabilité), sans changement des parties imaginaires associées. Au cours de ces répulsions,

les modes concernés échangent leurs déformées ainsi que leurs sens de précession. Dans le

cas présent, les évolutions des fréquences propres sur les figures 6.3(a) et 6.3(b) peuvent être

corrélées et la stabilité de chaque mode ainsi déterminée. Pour cela, les extrémités de chaque

courbe sont numérotées. Il apparâıt que le système représenté sur la figure 6.3(b) est parfaite-

ment stable.
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longueur 1m
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Dans le cas particulier d’un rotor ayant deux aubes diamétralement opposées, des phé-

nomènes d’instabilités apparaissent et sont représentés sur le diagramme de Campbell en figure

6.4 de même que sur les figures 6.5(a) et 6.5(b) représentant respectivement l’évolution des

fréquences propres dans le plan complexe et l’évolution des parties réelles des valeurs propres

en fonction de la vitesse de rotation. Deux phénomènes d’instabilité, résultant tous deux d’une

dissymétrie inertielle du rotor, sont observés. La première manifestation d’instabilité, notée

1©, est classiquement répertoriée dans la littérature et apparâıt à la première vitesse critique

du système (à l’intersection avec l’axe des abscisses). La seconde, indicée par les points 2b©, 2c©
et 2d© consiste en un couplage de modes : deux modes d’arbre (dans notre cas) à fréquences

distinctes ont, à une certaine vitesse de rotation, la même fréquence, l’un étant stable et l’autre

instable. Les points indexés par X1© et X2© ne représentent pas, dans cette configuration,

des instabilités mais peuvent le devenir pour des dissymétries accentuées. Ainsi, la figure

6.6(a) représente une carte de stabilité pour un rotor ayant deux aubes, en fonction de la

longueur de celles-ci ainsi que de la vitesse de rotation. La figure 6.6(b) représente les fréquences

instables associées. Ces deux figures attestent bien des deux manifestations des instabilités

évoquées précédemment (celles notées 1© ayant lieu à 0Hz et celles notées 2a©, 2b©, 2c© et 2d©
correspondant à des couplages de modes) puisque sur la figure 6.6(b) n’apparaissent que les

fréquences instables non nulles (dans le repère corotationnel). La configuration notée X1© sur

les figures 6.4 et 6.5 peut donc bien être instable si les aubes font plus de 1.1m de long. Ce cas

est noté 2a© sur la figure 6.6. Il en est de même pour la configuration X2© sur les figures 6.4

et 6.5 qui correspond à la zone 1©, sur la figure 6.6, située juste avant 8000 tr/min pour des

aubes de longueur supérieure à 1.1 m. La figure 6.6(a) montre également que jusqu’à 15 cm,

la dissymétrie introduite par les deux aubes diamétralement opposées est suffisamment faible

pour ne pas déstabiliser le système mais au delà de cette taille, il existe plusieurs plages de

vitesse de rotation dans lesquelles le rotor peut être instable.
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Comme il a été précisé précédemment, ces instabilités résultent d’une dissymétrie inertielle

du rotor. Cependant, la flexibilité des aubes peut influer sur les zones d’instabilité. Les

figures 6.7(a) et (b) représentent respectivement une carte de stabilité pour un rotor ayant

deux aubes infiniment rigides, diamétralement opposées, ainsi que les fréquences d’instabilité

associées. Les différences entre le cas présent et le précédant, concernent essentiellement la

première plage de vitesse de rotation où apparaissent des instabilités. En effet, les fréquences

auxquelles se produisent des couplages de modes entre 2000 tr/min et 4000 tr/min sont plus

faibles en cas d’aubes rigides et la gamme de longueur d’aube concernée est plus courte (Cf.

figure 6.7(b) dans l’ellipse blanche). Ainsi, la dissymétrie inertielle engendrée par deux aubes

infiniment rigides donne lieu à des couplages, à faibles fréquences, entre les modes horizontaux

et verticaux du rotor entre 2000 tr/min et 4000 tr/min, si les aubes ont une taille comprise

entre 1.1 m et 1.5 m (dans le cas d’aubes flexibles, si les fréquences propres de celles-ci sont

proches de celles de l’arbre, les couplages de modes ayant lieu dans cette même gamme de vi-

tesses de rotation commencent à partir d’une longueur d’aube supérieure à 1.1 m et concernent

des modes mixtes d’aube et d’arbre).

Un autre paramètre peut influer sur les zones d’instabilités observées précédemment.

Il s’agit de l’angle de calage représenté sur la figure 6.8. Tous les cas étudiés jusqu’ici

présentaient un angle de 60◦. Les figures 6.9(a) et (b) représentent respectivement la carte de

stabilité et les fréquences propres associées en fonction de l’angle de calage et de la vitesse

de rotation d’un rotor ayant deux aubes flexibles diamétralement opposées. Les deux mani-

festations d’instabilités déjà évoquées sont également présentes. Il semble que plus l’angle de

calage est grand, plus les gammes de vitesses de rotation où apparaissent des instabilités sont

petites, ce qui parâıt assez intuitif puisqu’à un angle de calage de 90◦, les aubes sont dans

le plan du disque. La carte de stabilité représentée sur la figure 6.9(a) montre également que

des zones d’instabilité peuvent apparâıtre et disparâıtre en fonction de l’angle de calage, d’où

l’importance de ce paramètre.
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Fig. 6.7 – (a) Carte de stabilité (b) fréquences instables associées, pour un rotor ayant deux

aubes rigides diamétralement opposées en fonction de leur longueur et de la vitesse de rotation

Pour clore cette partie sur les études de stabilité réalisables grâce au modèle de rotor

flexible aubagé, nous allons illustrer l’effet déstabilisant de l’amortissement tournant d’une

structure, effet que nous avions évoqué en section 1.3.5. Les figures 6.10(a) et (b) représentent

respectivement un diagramme de Campbell et l’évolution des fréquences propres, dans le plan

complexe, d’un rotor possédant six aubes flexibles et un unique amortissement interne au ni-

veau de l’arbre dont le coefficient d’amortissement visqueux vaut ηs = 2.5.10−5. Dans ce cas,

le taux d’amortissement visqueux pour trois modes d’arbre considérés vaut au plus 1, 5%. Il

apparâıt bien, sur la figure 6.10(b), des valeurs propres ayant des parties réelles strictement
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positives confirmant le caractère déstabilisant de l’amortissement tournant. Pour cette raison,

dans toute la suite de l’étude, le rotor considéré ne sera amorti que par l’amortissement fixe

de ses paliers, afin de ne pas « mélanger » les différents effets déstabilisants.
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Fig. 6.8 – Vue de dessus du rotor, angle de calage des aubes β
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Fig. 6.9 – (a) Carte de stabilité (b) fréquences instables associées, pour un rotor ayant deux

aubes flexibles diamétralement opposées en fonction de leur angle de calage et de la vitesse de

rotation

Ainsi, le modèle de rotor développé dans cette étude est non seulement riche d’un point

de vue phénoménologique mais aussi particulièrement bien adapté aux études de stabilité des

systèmes tournants. En effet, les effets gyroscopiques, l’assouplissement centrifuge ainsi que la

rigidification centrifuge sont pris en compte. La modélisation complète dans le repère corota-

tionnel fournissant un système matriciel indépendant du temps, à permis de faire des études

de stabilité paramétriques simples pour le rotor. Les rôles déstabilisants des dissymétries et de

l’amortissement des parties tournantes d’un tel système ont ainsi été mis en évidence, de même

que des phénomènes intéressants de locus veering ont pu être soulignés. L’aptitude du présent

modèle à étudier les contacts entre les aubes du rotor et un carter constitue la prochaine section.
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Fig. 6.10 – (a) Diagramme de Campbell d’un rotor à 6 aubes ayant uniquement un amortis-

sement interne visqueux au niveau de l’arbre de coefficient ηs = 2.5.10−5, (b) plan complexe

associé

6.2 Contact sans frottement

Afin de faciliter la compréhension du comportement d’un rotor lors d’une prise de contact

avec le carter en vis-à-vis, ce dernier va dans un premier temps être considéré comme infini-

ment rigide puis sa dynamique sera considérée. De plus, les effets de la gravité seront négligés

dans toute cette étude.

6.2.1 Carter rigide

Dans cette section, le carter est infiniment rigide. Le rotor, quant à lui, possède six aubes

flexibles d’une longueur de 1m et espacées chacune de 60◦. La prise de contact entre ces deux

structures est supposée résulter d’une force de balourd qui est d’ailleurs la seule force extérieure

au système. Pour un balourd de 500 g.cm, situé à 45◦ dans le repère tournant, la réponse à

balourd, selon les deux axes de ce repère, est tracée sur la figure 6.11.

Le contact est, comme dans les autres chapitres, traité par des multiplicateurs de Lagrange.

Nous avons vu au chapitre 5, qu’une structure tournante impactant une structure fixe, pou-

vait adopter des configurations d’équilibre statique dans le repère corotationnel. Ceci étant

vrai essentiellement pour des vitesses de rotation faibles, c’est-à-dire inférieures à la vitesse

critique de la structure fixe, on peut s’attendre à ce que le rotor en contact avec un carter rigide

adopte également des configurations d’équilibre statique. Nous allons donc étudier l’évolution

du comportement de ce système, de façon quasi statique, au cours d’une augmentation pro-

gressive de la vitesse de rotation (et donc de la force de balourd). Cette façon de procéder, en

quasi statique, revient à s’affranchir du régime transitoire du système, du à son inertie, et à

rechercher uniquement l’équilibre des forces qui peut s’écrire :
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Fig. 6.11 – Réponse à balourd d’un rotor à 6 aubes, (a) selon l’axe X,(b) selon l’axe Y, dans

le repère tournant, pour un balourd de 500 g.cm situé à 45◦ dans ce repère

K̃rotorXrotor = Fbalourd (6.12)

où Fbalourd est la force de balourd et a pour composantes :

Fbalourd (1) = mbΩ
2 cosψb

Fbalourd (2) = mbΩ
2 sinψb

...

Fbalourd (2m+ 1) = mbΩ
2 cosψbWm(l)

Fbalourd (2m+ 2) = mbΩ
2 sinψbWm(l)

...

Fbalourd (2mtot + 1) = mbΩ
2 cosψbWmtot(l)

Fbalourd (2mtot + 2) = mbΩ
2 sinψbWmtot(l)

(6.13)

mb et ψb étant respectivement l’intensité du balourd et sa position angulaire dans le repère

tournant. Ainsi, par exemple, à une vitesse Ω = 5730 tr/min, inférieure à la vitesse critique

de l’arbre, l’amplitude de la réponse statique de celui-ci, obtenue par l’équation 6.12, vaut

1, 049.10−4 m (Cf. figure 6.11). Donc si le jeu entre les aubes du rotor et le carter est de

δ = 100µm, le contact aura lieu et les forces qui en résultent devront être prises en compte

pour déterminer la réponse quasi statique du système.

Comme nous l’avons précisé au chapitre 2, section 2.1.5, à chaque contact entre une aube et

le carter détecté, un multiplicateur de Lagrange doit être considéré. La contrainte de non-

pénétration de l’aube dans le stator peut être insérée dans le problème en considérant, comme

en section 3.4, le travail associé au multiplicateur suivant :

WML
j = λNj

(−gj) (6.14)
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où gj est le jeu entre la j èmeaube et le carter. Celui-ci peut s’exprimer, en première approxi-

mation par :

gj = u(l, t) cos φj + v(l, t) sinφj − δ (6.15)

Il en résulte alors, après application des équations de Lagrange, des termes supplémentaires

dans la matrice de raideur généralisée du système, dont la taille est augmentée du nombre de

contact, ainsi qu’une force proportionnelle au jeu initial δ. La matrice de raideur généralisée

K̃rotor+ à considérer dans le cas d’un contact sur l’aube j est constituée de la matrice K̃rotor

ainsi que de la colonne et la ligne supplémentaires :

K̃rotor+ (1, 2mtot + 2 + ntotNtot + j) = cosφj

K̃rotor+ (2, 2mtot + 2 + ntotNtot + j) = sinφj

K̃rotor+ (2m+ 1, 2mtot + 2 + ntotNtot + j) = cosφjWm(l)

K̃rotor+ (2m+ 2, 2mtot + 2 + ntotNtot + j) = sinφjWm(l)

(6.16)

K̃rotor+ (2mtot + 2 + ntotNtot + j, 1) = cosφj

K̃rotor+ (2mtot + 2 + ntotNtot + j, 2) = sinφj

K̃rotor+ (2mtot + 2 + ntotNtot + j, 2m + 1) = cosφjWm(l)

K̃rotor+ (2mtot + 2 + ntotNtot + j, 2m + 2) = sinφjWm(l)

(6.17)

Quant à la force supplémentaire à prendre en compte, elle ne possède qu’un terme non nul sur

le degré de liberté correspondant au multiplicateur. L’équation à résoudre en cas de contact

est donc :

[

K̃rotor+

]

[

Xrotor

λ

]

=

[

Fbalourd

δ

]

(6.18)

où il y a bien sur, autant de multiplicateurs de Lagrange λ que de contacts. Il en est de même

concernant les termes δ présents au second membre de cette équation.

L’évolution du chargement du système, c’est-à-dire de la force de balourd, va ainsi influer

sur sa configuration. En augmentant progressivement la vitesse de rotation du rotor, il est pos-

sible de suivre l’évolution des configurations d’équilibre du système en observant, par exemple,

le jeu entre les aubes et le carter. Dans le cas du rotor possédant six aubes flexibles espacées

régulièrement de 60◦ l’une de l’autre, comme illustré par la figure 6.12 (a), l’évolution de ces

jeux est représentée sur la figure 6.12 (b), en fonction de la vitesse de rotation du rotor. Il

apparâıt donc qu’à Ω = 5730 tr/min, le rotor est bien en contact avec le stator et que celui-ci

se fait au niveau de l’aube 1© comme on pouvait s’en douter compte tenu de l’orientation de la

force de balourd. La stabilité des positions d’équilibre statique du système ainsi obtenues peut

être facilement déterminée puisqu’il s’agit de stabilité locale de points d’équilibre. Il est donc

possible de procéder comme en section 5.1.2.1 du chapitre 5. Il se trouve que cette configura-

tion d’équilibre statique où le rotor est en contact avec le stator sur l’aube 1© est stable et il en

est de même pour toutes les configurations décrites sur la figure 6.12 (b). Ces configurations

obtenues par un algorithme quasi statique seront donc logiquement adoptées par le système.

Ceci peut être validé par l’étude du comportement cette fois-ci dynamique du système. Dans
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ce cas, la procédure est la même que celle détaillée en section 5.2.1 du chapitre 5 avec, dans le

cas d’un contact sur la j èmeaube :

CNk+1,p = CNTk+1,p =































cosφj

sinφj
...

cosφjWm(l)

sinφjWm(l)
...

cosφjWmtot(l)

sinφjWmtot(l)































(6.19)

Le résultat obtenu à la vitesse de rotation Ω = 5730 tr/min est représenté sur la figure 6.13.

Comme attendu, le rotor adopte une configuration statique où il est en contact avec le carter

rigide sur l’aube 1©. Il faut préciser que la déformée du système, représentée sur la figure 6.13

(b), présente des déplacements amplifiés afin d’être observables.

Sur la figure 6.12 (b), on voit également que lorsque la vitesse de rotation augmente, l’aube

6© vient également au contact du carter et, une fois le système dans cette configuration, il

n’évolue plus, dans la plage de vitesses de rotation considérée. Il peut être utile d’expliquer

ce comportement puisque d’après la figure 6.10 (a), représentant le diagramme de Campbell

du rotor, la vitesse critique de l’arbre se trouve à 6775 tr/min. En fait, il se trouve qu’une

fois le contact établi sur l’aube 1©, le degré de liberté physique du rotor dans cette direction

est « bloqué » et donc, lorsque la vitesse augmente, le rotor ne pourra se déplacer que selon

son second degré de liberté physique, orthogonal au premier d’où le contact sur l’aube 6©. Par

contre, une fois ces deux contacts, sur les aubes 1© et 6© établis, les conditions aux limites

du système ne sont plus celles d’un arbre libre à l’extrémité où se trouve le disque aubagé et

donc, ce dernier ne possède plus de vitesse critique à 6775 tr/min d’où le fait que le rotor en

contact sur deux aubes avec le carter ne subisse pas de changement de phase dans la plage de

vitesses de rotation étudiée.

Pour terminer, on peut remarquer que le système précédent est obligé, lors d’une rampe de

sa vitesse de rotation, de venir au contact du carter rigide sur deux aubes puisque, comme le

montre la figure 6.14, le rotor en glissement permanent sur le stator, par l’intermédiaire d’une

seule aube, est instable à partir de la vitesse critique de l’arbre à cause de la dissymétrie en

raideur du système.



174 CHAPITRE 6. MODÈLE COMPLET DE CONTACT ROTOR-STATOR

X

Y

Balourd

6

54

3

12Aube Aube

AubeAube

Aube Aube Ω (tr/min)
Je

ux
 e

nt
re

 a
ub

es
 e

t c
ar

te
r 

(m
)

Aube2
Aube3
Aube4
Aube5
Aube6

Aube1

1
6

2

5

3

4

(a) (b)

Fig. 6.12 – (a) Numérotation des aubes (b) évolution des jeux entre les aubes et le carter
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Fig. 6.13 – (a) Comportement dynamique (b) déformée associée à un rotor à 6 aubes en

contact avec un stator rigide à 5730 tr/min, dans le repère tournant

Ainsi, la description du rotor dans le repère corotationnel permet de suivre l’évolution

des positions d’équilibre statique du rotor en contact avec un stator rigide sans avoir à faire

d’intégrations numériques, très coûteuses en temps. De plus, la stabilité de ses configura-

tions d’équilibre est très facilement déterminée. Il convient maintenant de considérer un carter

élastique.
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Fig. 6.14 – (a) Diagramme de Campbell (b) parties réelles des valeurs propres associées, pour

un rotor à 6 aubes en contact sur une d’entre elles avec un stator rigide

6.2.2 Carter flexible

Dans cette partie, le stator n’est plus rigide mais flexible et inextensible. Le modèle alors

utilisé est celui de l’anneau élastique du chapitre 5 pour lequel plusieurs modes sont considérés

en même temps pour exprimer ses déplacements :

w (φ, t) =

ktot
∑

n=2

An(t)cos(nφ) +Bn(t)sin(nφ) (6.20)

us (φ, t) =

ktot
∑

n=2

−An(t)nsin(nφ) +Bn(t)ncos(nφ) (6.21)

Ce modèle est développé en utilisant une approche énergétique. Celle-ci comporte une énergie

cinétique Tstat, une énergie interne de déformation élastique νstat ainsi qu’une fonction de

dissipation Fdstat associée à son amortissement interne. Tous ces éléments sont détaillés en

annexe D. Le comportement dynamique du carter flexible seul est alors décrit par l’équation

matricielle suivante :

MstatẌstat + C̃statẊstat + K̃statXstat = 0 (6.22)

où Mstat, C̃stat et K̃stat sont respectivement les matrices de masse, d’ amortissement généralisée,

tenant compte des effets gyroscopiques, et de raideur généralisée, incluant les effets d’assou-

plissement centrifuge du stator. Leurs expressions sont également détaillées dans l’annexe D.

Xstat définit le vecteur des degrés de liberté généralisés du stator et a pour expression :

Xstat =
[

A2 B2 · · · Aktot Bktot

]T
(6.23)

Dans le cas d’un anneau circulaire de rayon Rstat = 1.5m, de section rectangulaire (2cm

d’épaisseur et 1m de longueur) et dont les 6 premiers modes de flexion sont considérés, un
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Fig. 6.15 – Diagramme de Campbell pour le stator flexible décrit dans le repère tournant

diagramme de Campbell résultant de la description du stator dans un repère tournant peut

être tracé comme le montre la figure 6.15.

Comme précédemment, nous allons dans un premier temps étudier les positions d’équilibre

statique que peut adopter le système puis, ses configurations dynamiques seront analysées.

6.2.2.1 Etude des positions d’équilibre statique

Dans cette partie, le contact est également supposé être initié par une force de balourd et

les effets de la gravité sont toujours négligés. Le contact est traité par des multiplicateurs de

Lagrange introduits comme précédemment (Cf. équation 6.14), en considérant les jeux entre

les aubes et le carter flexible. Pour la j èmeaube, celui-ci peut s’exprimer par :

gj = u(l, t) cos φj + v(l, t) sinφj + us(φ = φj , t)− δ (6.24)

L’évolution des configurations du système va être suivie par un algorithme de type quasi

statique. Le rotor possédant désormais des degrés de liberté, une équation de couplage entre

ces derniers et les degrés de liberté du rotor devra être considérée dès qu’un contact sera initié.

Cette équation de couplage peut être formulée comme suit :

[

K̃rotor+ 0

0 K̃stator+

]











Xrotor

λ

Xstator











=











Fbalourd

δ

0











(6.25)

où K̃stator+ est constituée de la matrice K̃stator complétée par les premières colonne et ligne

suivantes, dans le cas d’un contact sur l’aube j, avec m ∈ [2, ktot] et k ∈ [2, ktot] :

K̃stator+ (2m− 3 + j, j) = −m sin(mφj)

K̃stator+ (2m− 2 + j, j) = m cos(mφj)
(6.26)
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K̃stator+ (j, 2k − 3 + j) = −k sin(kφj)

K̃stator+ (j, 2k − 2 + j) = k cos(kφj)
(6.27)

Une rampe de la vitesse de rotation va être effectuée et les jeux entre les 6 aubes du rotor

et le carter flexible vont être suivis. Les résultats sont représentés sur la figure 6.16. Pour

aborder ce problème, plus complexe que le cas précédent, la vitesse à laquelle a lieu le pre-

mier contact a été placée volontairement en dessous de la vitesse critique du rotor et ainsi

qu’en dessous de celle du stator. Sur la figure 6.16, qui représente les configurations d’équilibre

statique adoptées par le système, on voit que le premier contact à lieu à 95 tr/min sur l’aube 1©.
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Fig. 6.16 – (a) Evolution des jeux entre les aubes et le stator flexible (b) zoom
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Fig. 6.17 – Position d’équilibre statique du système à 164 tr/min (déplacements amplifiés)

Lorsque la vitesse de rotation augmente d’avantage, les aubes 6©, puis 2©, puis 5© touchent le

carter. La stabilité de ces configurations peut être déterminée comme dans le cas du contact
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avec un carter rigide. Il se trouve que toutes les configurations obtenues jusqu’ici sont stables.

Ainsi, à la première vitesse critique théorique du stator c’est-à-dire à 164 tr/min (conformément

à la figure 6.15), les aubes 1©, 6©, 2© et 5© sont en contact avec le carter élastique. Cette po-

sition d’équilibre est également stable et la déformée associée (dont les déplacements ont été

amplifiés afin d’être observables) est représentée sur la figure 6.17. Contrairement à ce qui

aurait pu être envisagé, aucun phénomène particulier n’est observé (sur la figure 6.16) au pas-

sage de cette vitesse critique. En fait, il faut bien avoir à l’esprit que le système rotor/stator,

couplé par les aubes 1©, 6©, 2© et 5©, diffère des systèmes découplés. Ainsi, contrairement

au carter, le système couplé par les quatre aubes en question, ne possède pas de vitesse cri-

tique à 164 tr/min, comme le montre son diagramme de Campbell représenté sur la figure 6.18.
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Fig. 6.18 – (a) Diagramme de Campbell (b) parties réelles associées, pour un stator flexible

en contact avec le rotor sur les aubes 1, 2, 5 et 6
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Fig. 6.19 – Position d’équilibre statique du système à 286 tr/min (déplacements amplifiés)
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Lorsque la vitesse de rotation continue à augmenter, l’aube 3© vient également au contact

du carter. A cette vitesse de rotation, toutes les aubes sont en contact avec le carter flexible

exceptée l’aube 4©. La déformée associée, à 286 tr/min est représentée sur la figure 6.19. La

structure, ainsi couplée, conserve cette configuration statique, qui plus est stable, jusqu’à la

seconde vitesse critique théorique du stator c’est-à-dire, à 310 tr/min. La déformée du système,

à une vitesse légèrement inférieure, est représentée sur la figure 6.20. Il s’avère que cette confi-

guration d’équilibre statique est la dernière configuration d’équilibre stable adoptée par la

structure. En effet, Il se trouve que cette seconde vitesse critique du carter cöıncide avec une

vitesse critique pour le système rotor/stator couplés par ces cinq dernières aubes, comme le

montre le diagramme de Campbell de cette structure illustré par la figure 6.21. La figure 6.20

atteste de plus qu’il s’agit du mode à trois diamètres nodaux du carter qui est excité.
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Fig. 6.20 – Position d’équilibre statique du système à 309, 8 tr/min (déplacements amplifiés)
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Fig. 6.21 – (a) Diagramme de Campbell (b) parties réelles associées, pour un stator flexible

en contact avec le rotor sur les aubes 1, 2, 3, 5 et 6



180 CHAPITRE 6. MODÈLE COMPLET DE CONTACT ROTOR-STATOR

Ω (tr/min)

Aube2
Aube3
Aube4
Aube5
Aube6

Aube1

Je
ux

 e
nt

re
 a

ub
es

 e
t c

ar
te

r 
(m

)

stable
d’equilibre statique

Configurations
d’equilibre statique
configurations
Pas de

instable
d’equilibre statique

Configurations

Fig. 6.22 – Synthèse des positions d’équilibre du système rotor/stator en contact

A partir de cette vitesse de rotation, l’algorithme quasi statique ne parvient plus à trouver

de positions d’équilibre statique de façon continue comme le montre la figure 6.16. De plus, à

partir de cette même vitesse, toutes les positions d’équilibre statique occupées par la suite par

le système, sont désormais instables et, à partir de la vitesse critique associée au mode à six

diamètres nodaux du stator, au voisinage de 705 tr/min, la structure ne possède plus du tout

de positions d’équilibre statique.

Ainsi, trois zones de vitesses de rotation ont été mises en évidence et sont synthétisées en fi-

gure 6.22 : une plage de vitesses de rotation où le système possède et adopte des configurations

d’équilibre statique stable, une seconde plage où il ne possède que des positions d’équilibre

statique instable et enfin, une dernière où il n’existe plus de configurations d’équilibre statique.

Mis à part dans la première plage de vitesses de rotation évoquée, la structure n’adoptera, a

priori, pas de configurations statiques. Il apparâıt donc nécessaire d’étudier son comportement

dynamique afin de repérer d’éventuels comportements dynamiques.

6.2.2.2 Etude des configurations dynamiques

Le système étudié n’ayant pas de configurations d’équilibre statique stable à des vitesses

de rotation supérieures à 310 tr/min, il est légitime de supposer l’existence de configurations

d’équilibre dynamique stable au delà de cette vitesse. Dans un premier temps, le contact sera

supposé être initié par la force de balourd. Le comportement dynamique du système qui en

résulte sera étudié, à des vitesses de rotations supérieures à 310 tr/min et allant jusqu’à la

vitesse critique du mode de carter suivant. Ensuite, le contact entre le rotor et le stator sera

simulé, suite à un choc, à des vitesses de rotation supérieures.

La stratégie adoptée consiste, comme au chapitre 5, en une succession d’étapes de prédiction

puis de correction. Le jeu entre l’aube j, de position angulaire initiale φj, et le point du carter

en vis-à-vis, situé à la position angulaire θj peut s’exprimer par :
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gj =

√

(R+ u(l, t)cosφj + v(l, t)sinφj)
2 + (ηj(L, t)cosβ − u(l, t)sinφj + v(l, t)cosφj)

2

−
[

Rstat −
h

2
− us (θj, t)

]

(6.28)

où R est la distance entre l’extrémité de l’aube et le centre de l’arbre et h, l’épaisseur du carter.

Ce jeu peut se mettre sous la même forme que l’équation 5.48 avec :

CNk+1,p = CNTk+1,p =
[

α1 α2 α1W1(l) α2W1(l) · · · α1Wmtot(l) α2Wmtot(l)

α3Y1j
(L) · · · α3YNtotj

(L) −2sin2θj 2cos2θj · · · −ktotsinktotθj ktotcosktotθj

]T

(6.29)

avec

α1 =
Xpcosφj − Ypsinφj

√

X2
p + Y 2

p

α2 =
Xpsinφj + Ypcosφj

√

X2
p + Y 2

p

(6.30)

α3 =
Ypcosβ

√

X2
p + Y 2

p

où

Xp = R+ up(l, t)cosφj + vp(l, t)sinφj

Yp = ηp
j (L, t)cosβ − up(l, t)sinφj + vp(l, t)cosφj

(6.31)

Dans ces expressions, l’indice p indique toujours que les grandeurs sont calculées à partir de

l’étape de prédiction. La détermination des degrés de liberté corrigés ainsi que des forces de

contact se fait selon les équations 5.61 et 5.60 du chapitre 5.

Le comportement dynamique du système a ainsi été étudié à différentes vitesses de rota-

tion. Avant Ω = 310 tr/min, les intégrations temporelles réalisées ont confirmé que le système

adopte bien des configurations d’équilibre statique. Par contre, à partir de cette vitesse, toutes

les intégrations directes menées montrent des amplitudes de vibrations qui croissent brutale-

ment dans le temps, comme en atteste la figure 6.23 représentant l’évolution des jeux entre les

six aubes du rotor et le carter flexible au cours du temps et à une vitesse de Ω = 382 tr/min.

Ce phénomène peut être mis directement en relation avec les études de stabilité effectuées au

chapitre 5 sur le modèle d’aubes glissant sans frottement sur un anneau élastique.
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Fig. 6.23 – Evolution des jeux entre les six aubes du rotor et le carter, en fonction du temps

et à Ω = 382 tr/min

Etude de la dynamique du système pour un carter linéaire

Comme nous l’avons déjà précisé, la dernière configuration d’équilibre statique stable

adoptée par le système, obtenue par par l’algorithme quasi statique, illustrée par la figure

6.20, consiste en cinq contacts, entre le carter flexible et les aubes 1©, 2©, 3©, 5© et 6© du rotor.

Il semble, de plus, que ce soit le mode à trois diamètres nodaux du stator qui soit principale-

ment excité. Afin d’expliquer les divergences des intégrations temporelles observées, une étude

de stabilité va être réalisée grâce au modèle simple d’interaction rotor/stator développé au

chapitre 5, dans le cas de cinq aubes disposées comme les aubes 1©, 2©, 3©, 5© et 6©, ayant des

paramètres modaux proches de ceux du modèle de rotor flexible aubagé, glissant sur le mode

à trois diamètres nodaux de l’anneau élastique.

Une étape préliminaire consiste donc en la détermination des paramètres modaux du rotor

à six aubes jusqu’ici utilisé. Dans un soucis de simplicité, ceci sera fait à Ω = 0 tr/min. Si

le rotor est soumis à une force constante en intensité et en direction, sa masse et sa raideur

modales associées à son premier mode de flexion d’arbre peuvent s’exprimer comme suit :

m1 = X̃T
1 MrotorX̃1 et k1 = X̃T

1 KrotorX̃1, où X̃1 est son premier vecteur propre modal norma-

lisé de telle sorte que le déplacement du rotor au point et dans la direction d’application de la

force égale l’unité. Les paramètres modaux du rotor ainsi estimés valent : m1 = 4, 45.104kg et

k1 = 6, 23.1012N.m−1.

Les figures 6.24 (a) et (b) représentent l’étude de stabilité du mode à trois diamètres nodaux

de l’anneau élastique excité par cinq aubes disposées comme indiqué précédemment. Les fi-

gures 6.24 (c) et (d) représentent quant à elles l’étude de stabilité du rotor flexible aubagé

en contact avec le carter flexible sur cinq aubes. Il apparâıt tout d’abord que, par rapport

au modèle phénoménologique développé au chapitre 5, la présence de plusieurs modes pour

décrire le comportement du carter est à l’origine du plus grand nombre d’instabilités (Cf. fi-

gures 6.24 (c) et (d)) que dans le cas de l’approximation par un seul mode (Cf. figures 6.24 (a)
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Fig. 6.24 – Comparaison des études de stabilité provenant du modèle phénoménologique d’an-

neau élastique excité par cinq aubes tournantes, (a) et (b) et celle provenant du modèle de

rotor flexible aubagé en contact avec le carter sur cinq aubes, (c) et (d)

et (b)). Cependant, comme il l’avait été précisé au chapitre 5, cette approximation par un seul

mode est quand même tout à fait représentative de l’instabilité du mode considéré du système

rotor/stator couplés, comme en atteste l’adéquation des courbes de la figure 6.24 pour le mode

n = 3 du carter.

Ainsi, la divergence des amplitudes de vibrations du système décelée par les intégrations tem-

porelles réalisées pour une vitesse de rotation supérieure à 310 tr/min, provient de l’instabilité

détaillée au chapitre 5 qui résulte du déplacement d’une charge (les aubes) sur une structure

élastique (le carter). La vitesse à laquelle se produit ce phénomène correspond d’ailleurs par-

faitement à la vitesse notée Ωc dans le chapitre 5 et est associée au mode à trois diamètres

nodaux du carter. De plus, comme nous l’avions également précisé dans ce chapitre, avec cette

configuration de rotor possédant six aubes espacées angulairement de 60◦ les unes des autres,

il n’existe pas de configuration de contacts pour laquelle la zone de divergence du système

disparâıt.
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Fig. 6.25 – Déplacements (a) de l’arbre, (b) du carter non linéaire avec kNL = 1.105 N.m−1,

(c) évolution des jeux entre les aubes et le carter, (d) orbite de l’arbre tournant à Ω = 310

tr/min

Etude de la dynamique du système pour un carter non linéaire

Afin d’étudier le système de façon plus réaliste, nous allons considérer un carter non

linéaire de façon à prendre en compte les non linéarités naturelles intervenant lors des grands

débattements de la structure. Ce modèle de carter non linéaire correspond à celui considéré

au chapitre 5.

Il se trouve que ce système, où le carter est non linéaire, adopte les mêmes configurations

d’équilibre statique stable que dans le cas où le carter est linéaire pour des vitesses de rota-

tions inférieures à Ωc. Par contre, à Ωc, c’est-à-dire à Ω = 310 tr/min, le système possédant

des raideurs non linéaires kNL = 1.105 N.m−1 adopte une configuration dynamique comme en

atteste la figure 6.25. Sur les figures 6.25 (a) et 6.25 (b), il apparâıt que le système atteint en

effet un cycle limite. Celui-ci est caractérisé par une alternance des contacts sur les aubes 1©,
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Fig. 6.26 – (a) Spectre fréquentiel des déplacements de l’arbre et du carter, (b) évolution des

forces de contact dans le cas d’un carter non linéaire avec kNL = 1.105 N.m−1 et un arbre

tournant à Ω = 310 tr/min

3© et 5© (Cf. figure 6.25 (c)). L’arbre décrit alors l’orbite représentée sur la figure 6.25 (d) dans

le sens rétrograde. On peut noter que cette orbite présente trois lobes extérieurs qui, à des vi-

tesses de rotation plus élevées, deviendront des boucles externes, comme nous le verrons par la

suite, et sont caractéristiques d’une réponse multi-harmonique [23]. Ceci peut être confirmé en

observant le spectre des déplacements de l’arbre et de l’anneau, sur la figure 6.26 (a). Sur cette

figure, on voit que le fondamental est à f0 = 7, 2 Hz et que ce dernier est prédominant dans

la réponse du carter alors que pour l’arbre, c’est l’harmonique d’ordre 3 qui est prédominant.

Une façon de valider le cycle limite obtenu, peut être de comparer la dynamique du système

fournie par des intégrations directes réalisées avec des pas de temps différents. Le résultat est

représenté sur les figures 6.27 (a), (b) et (c). On peut ainsi constater que l’algorithme a bien

convergé puisque les différences entre les résultats sont minimes alors que les pas d’intégration

ont un rapport 2 entre eux. De plus, la figure 6.27 (c) montre que les fréquences des signaux

obtenus par ces deux intégrations de pas différents sont également très proches.

Il est important de remarquer que le système étudié présente une fréquence de réponse

qui n’est pas déterminée a priori. En effet, la fréquence du mode à trois diamètres nodaux

de l’anneau (qui correspond à la vitesse critique Ωc) est fstat = 15, 2 Hz, celle de l’arbre,

farbre = 26, 7 Hz alors que la fréquence de rotation est fΩ = 5, 17 Hz. La méthode 2SHBM

aurait alors toute son utilité pour déterminer la dynamique d’un tel système. Cependant, elle

consiste en une minimisation sous contraintes et ne permet pas, à l’heure actuelle, d’obtenir

des résultats satisfaisants lorsque le nombre de degrés de liberté est supérieur à 20. En ce qui

concerne la méthode de shooting, elle converge très difficilement en raison de l’évolution des

forces de contact, représentée sur la figure 6.26 (b) qui, comme dans le cas du frottement dans

les modèles phénoménologiques du chapitre 5, rend l’estimation du gradient des forces très

délicate. Par contre, puisque la fréquence de réponse du système à pu être déterminée et va-

lidée a posteriori, comme le montrent les figures 6.26 (a) et 6.27 (c), il est possible d’utiliser une
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Fig. 6.27 – Déplacements (a) de l’arbre tournant à Ω = 310 tr/min, (b) du carter non lineaire

avec kNL = 1.105 N.m−1, (c) spectres associés, obtenus par intégrations temporelles directes

avec deux pas de temps différents, (d) comparaison des déplacements de l’arbre obtenus par

intégration temporelle et par HBM

méthode de balance harmonique. Le résultat de celle-ci dans le cas d’une troncature à l’ordre

20 est représenté sur la figure 6.27 (d) et montre une très bonne adéquation des résultats,

validant ainsi une fois de plus le cycle limite obtenu.

Le comportement dynamique du système non linéaire, avec cette même valeur de raideur

kNL = 1.105 N.m−1, va être étudié à des vitesses de rotation plus élevées. Il s’avère que la

fréquence de réponse du système augmente avec la vitesse de rotation. Ainsi, à Ω = 311 tr/min,

la fréquence de réponse du système est à 8, 3 Hz et à Ω = 315 tr/min, elle est à 10, 5 Hz. Les

orbites de l’arbre associées à ces deux régimes sont représentées sur la figure 6.28. Comme

le montrent ces figures, l’arbre est animé d’un mouvement rétrograde formant des boucles

externes d’amplitude croissante avec la vitesse de rotation. De plus, le contenu fréquentiel de

la réponse du système est enrichit lorsque Ω augmente, comme en atteste le spectre de la
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réponse du système, en rotation à Ω = 319 tr/min, représenté sur la figure 6.29. Sur cette

figure, la réponse de l’arbre apparâıt bien plus dense, en fréquence, qu’elle ne l’était à Ω = 310

tr/min (Cf. figure 6.26 (a)). Lorsque la vitesse de rotation augmente d’avantage, ce phénomène

s’amplifie et la valeur de la raideur cubique choisie devient inadaptée à la modélisation des

non linéarités naturelles liées aux grands déplacements du carter en ce sens où le système

atteint des amplitudes de vibrations non réalistes. Il faut alors, comme dans le cas des modèles

phénoménologiques développés au chapitre 5, ajuster la valeur de ces raideurs afin de se rap-

procher d’un comportement envisageable.

Influence de la valeur des raideurs non linéaires du carter sur la dynamique du

système

Nous allons ainsi considérer deux valeurs pour les raideurs cubiques des ressorts liés au

stator : kNL = 6.105 N.m−1 et kNL = 1.1011 N.m−1.

Le comportement du système, comportant des raideurs kNL = 6.105 N.m−1 et tournant à

Ω = 363 tr/min est représenté sur la figure 6.30. Il apparâıt sur ces figures, un comportement

dynamique (Cf. figure 6.30 (a) et (b)) au cours duquel les contacts ne se font plus que sur

trois aubes, 1© 3© et 5© (les décollements étant de l’ordre de 10µm), les trois autres étant

décollées du carter en permanence compte tenu des amplitudes de ses déformations (Cf. figure

6.30 (c)). De plus, on peut voir que ce régime possède des fréquences bien plus élevées qu’aux

faibles vitesses déjà étudiées, comme en atteste le spectre des réponses de l’arbre et du carter

représenté en figure 6.31. L’orbite de l’arbre, à cette vitesse de rotation, est représentés sur la

figure 6.30 (d). Il faut noter que, bien qu’elle soit toujours rétrograde, elle ne possède pas de

boucles externes, comme dans les cas précédents. Elle consiste en une superposition de courbes

elliptiques.

Dans le cas où les raideurs non linéaires valent kNL = 1.1011 N.m−1, le système adopte, à cette

même vitesse (Ω = 363 tr/min), une configuration statique, comme en atteste la figure 6.32. Sur

celle-ci, on peut constater que la configuration du système consiste en des contacts permanents

toujours sur les aubes 1©, 3© et 5© (Cf. figure 6.32 (a)) et que le mode à trois diamètres nodaux

du carter répond de façon prédominante (Cf. figure 6.32 (b)). Ce comportement, c’est-à-dire

l’adoption d’une configuration statique du système pour des non linéarités limitant les grands

déplacements du carter est tout à fait cohérent avec l’étude des modèles phénoménologiques

faite au chapitre 5. En effet, nous avions vu que dans la plage de divergence du carter linéaire,

une configuration statique était une solution du système non linéaire. Or conformément à

l’étude de stabilité faite avec les paramètres modaux du rotor flexible aubagé (Cf. figure 6.24),

cette plage de divergence est très étendue et inclue la vitesse de Ω = 363 tr/min.

Pour pouvoir étudier le comportement du système à des vitesses encore plus élevées, nous al-

lons conserver cette dernière valeur de raideurs non linéaires. Nous allons chercher à déterminer

le comportement de ce système avant, au voisinage et après la vitesse critique du carter qui

correspond au mode à quatre diamètres. Il se trouve que dans ces trois cas, avec cette valeur de

raideur cubique, le système conserve une configuration statique avec des contacts permanents

toujours sur les trois aubes 1©, 3© et 5©. La déformée associée est donc très semblable à celle

représentée sur la figure 6.32 (b). Ce résultat semble une fois de plus très cohérent avec ceux

du chapitre 5.
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Fig. 6.28 – Orbite de l’arbre animé d’une vitesse de rotation de (a) Ω = 311 tr/min, (b)

Ω = 315 tr/min

Dynamique du système suite à un choc sur le carter

Jusqu’ici, le contact était initié par une force de balourd. Cependant, en condition réelles de

fonctionnement, le balourd est réduit le plus possible afin de ne pas engendrer de déplacements

du rotor supérieurs au jeu entre les aubes et le carter. En conséquence, les contacts sont

généralement initiés par des incidents. Nous allons donc, pour terminer cette étude, analyser

le cas des contacts entre le rotor flexible aubagé et le carter élastique faisant suite à une choc

sur ce dernier et en l’absence de force de balourd. Dans un premier temps, nous allons rester

dans la même gamme de vitesses de rotation que précédemment afin de constater d’éventuels

changements de comportements. Puis, des simulations de prises de contacts seront réalisées à

des vitesses supérieures.

Nous allons donc simuler un choc sur le carter à une vitesse de rotation du rotor telle que

les fréquences propres du rotor et du stator sont éloignées. Ainsi, à Ω = 382 tr/min,

si le carter non linéaire, possédant de fortes raideurs cubiques, subit un choc d’une durée de

100µs à la position angulaire θ = 0◦ dans le repère tournant, on montre que le système adopte

une configuration statique où le mode à trois diamètres nodaux de ce dernier répond de façon

prédominante et où trois aubes, 2©, 4© et 6©, sont en contact permanent avec le stator, comme

l’illustre la figure 6.33. On peut remarquer que, contrairement aux autres configurations sta-

tiques observées du système, les aubes en contact ont changé. Ceci peut s’expliquer par la

position du premier contact. En effet, lorsque l’interaction était due au balourd, celui-ci étant

placé à 45◦ dans le repère tournant, le contact se produisait sur l’aube 1©. Il s’en suivait une

déformation du carter où son mode à trois diamètres nodaux était prépondérant et donc, les

deux autres aubes 3© et 5©, compatibles avec cette déformée, venaient également au contact.

Dans le cas présent, la position du choc sur le carter est à l’origine du premier contact sur
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Fig. 6.29 – Spectre de la réponse du système à une vitesse de rotation Ω = 319 tr/min

l’aube 6© et, pour la même raison que précédemment (déformée du carter selon son mode à

trois diamètres nodaux), les aubes 2© et 4© viennent ensuite au contact.

Ce comportement, c’est-à-dire l’adoption d’une configuration statique, devrait se produire

à d’autres vitesses de rotation plus élevées tant que la dynamique des aubes n’intervient pas.

Par exemple, à Ω = 860 tr/min, après un choc sur le carter, des contacts se produisent avec

le rotor et le système tend vers une configuration statique comme le montre la figure 6.34,

où toutes les aubes du rotor sont en contact avec le carter (Cf. figure 6.34 (c)). Ceci peut

également s’expliquer par la déformée du carter qui, étant excité après la vitesse critique de

son mode à six diamètres nodaux, possède six lobes et « englobe » ainsi le rotor (Cf. figure

6.34 (d)).

Nous allons maintenant nous intéresser au cas où les fréquences propres du rotor et

du stator sont proches. Dans ce contexte, nous nous placerons à des vitesses de rotation

élevées qui assurent que les fréquences des différentes structures peuvent interagir, comme par

exemple dans le cas des modèles phénoménologiques entre la flexion des aubes et l’anneau (Cf.

chapitre 5). Afin de rendre ces considérations fréquentielles plus réalistes, nous allons coupler

les aubes entre elles par des raideurs. De ce fait, le disque aubagé pourra avoir des modes

à diamètres dont les fréquences sont susceptibles d’interagir avec le carter. La superposition

des diagrammes de Campbell du rotor flexible aubagé ayant des aubes couplées et du car-

ter élastique linéaire est représentée sur la figure 6.35. Les raideurs des paliers du système

associé ont été rigidifiées afin de faire intervenir de façon prédominante les modes de disque

du rotor. Les déformées des trois premiers modes de ce dernier, présents sur cette figure, sont

représentées sur la figure 6.36. Le premier consiste en un mode d’ensemble des aubes (Cf. figure

6.36 (a)), le deuxième correspond à un mode à un diamètre (Cf. figure 6.36 (b)) et le troisième,

à un mode à deux diamètres (Cf. figure 6.36 (c)). Sur le diagramme de Campbell représenté

sur la figure 6.35, on peut voir qu’à partir d’environ Ω = 1100 tr/min, les fréquences du disque

aubagé ne sont plus très éloignées de celles du carter. Ce dernier ne sera donc plus le seul à

intervenir dans le comportement dynamique du système en cas de contact, à des vitesses de
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Fig. 6.30 – Déplacements (a) de l’arbre, (b) du carter non linéaire avec kNL = 6.105 N.m−1,

(c) évolution des jeux entre les aubes et le carter, (d) orbite de l’arbre tournant à Ω = 363

tr/min

rotation supérieures. Nous pouvons également repérer sur ce graphe les vitesses de rotation où

les fréquences de disque aubagé et celles du carter sont égales et, effectuer des simulations de

prises de contacts à ces vitesses. Des croisements entre les modes directs (indiqués par la lettre

D sur la figure 6.35, la lettre R repérant un mode rétrograde) à deux et trois diamètres nodaux

du carter et les deux modes de disque aubagé représentés sur la figure 6.36, sont indiqués

par des cercles. Le mode direct à deux diamètres nodaux du carter intersecte donc le premier

mode du disque à Ω = 1528 tr/min et celui à trois diamètres nodaux croise le second mode

du disque à Ω = 1308 tr/min. Il est important de préciser que le couplage inter-aubes ainsi

introduit n’influe pas sur les études de stabilité réalisées au chapitre 5.

Il se trouve qu’à Ω = 1528 tr/min, suite à un choc sur le carter, il se produit des contacts

entre le rotor et le stator qui perdurent dans le temps (alors qu’en l’absence de choc il n’y a pas

contact) et aboutissent à un régime périodique, comme le montre la figure 6.37, où toutes les
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aubes se décollent successivement du carter puis reprennent le contact les unes après les autres

(Cf. figure 6.37 (c)). Une déformée du système ainsi que l’orbite de l’arbre sont représentées

sur les figures 6.37 (e) et (f). On voit ainsi que le stator possède autant de lobes que d’aubes

et que l’arbre effectue une successions d’orbites elliptiques rétrogrades. Les fréquences de la

réponse du système, représentées sur la figure 6.37 (d), n’entretiennent pas de relation triviale

avec les fréquences des différentes structures (45, 5 Hz pour le disque et le stator) ni avec la

fréquence de rotation (fΩ = 25, 5 Hz à Ω = 1528 tr/min). L’interaction observée entre le disque

et le carter est vraisemblablement due à une résonance interne (mettant en jeu le carter, le

disque et l’excitation) de type non linéaire. On peut préciser que sur la figure 6.37 (d), seul le

spectre fréquentiel associé aux déplacements d’une seule aube a été représenté puisque toutes

les aubes ont la même dynamique, comme en témoigne la figure 6.37 (a). A Ω = 1308 tr/min,

le comportement dynamique du système est plus compliqué qu’à Ω = 1528 tr/min comme le

montre la figure 6.38. Ce régime possède néanmoins une certaine périodicité et sur la figure

6.38 (d), on voit que le mode de disque sollicité est bien un mode de disque à un diamètre

nodal, ce qui n’apparaissait pas sur la déformée du système à Ω = 1528 tr/min (Cf. figure

6.37 (e)). La complexité de ce régime dynamique par rapport à celui observé à Ω = 1528

tr/min peut être liée aux grand nombre de modes du système proches les uns des autres à

cette vitesse de rotation, comme en témoigne la figure 6.35 dans le cercle associé à la vitesse

Ω = 1308 tr/min.

Ainsi, cette première partie de l’étude du contact entre un rotor flexible aubagé et un carter

flexible, en l’absence de frottement montre que tant que les modes de disque sont éloignés des

modes de carter, c’est-à-dire, dans une plage de vitesses de rotation assez faibles, le système

adopte une configuration statique à contacts permanents entre certaines aubes du rotor et le

carter. Les aubes particulières qui restent alors en contact permanent avec le carter, ainsi que

leur nombre, dépendent de la déformée du carter ainsi que de l’origine du premier contact et

donc par extension, de la position du premier contact. Bien sûr, ces configurations statiques

ne peuvent être obtenues qu’en considérant les non linéarités liées naturellement aux grands
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(a) (b)

Fig. 6.32 – (a) Evolution des jeux entre les aubes du rotor tournant à Ω = 363 tr/min et le
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déplacements du carter qui, après les vitesses critiques de ses modes, diverge en cas de contact

avec le rotor. Si maintenant des contacts se produisent à des vitesses plus élevées telles que

les fréquences des parties tournantes et du stator sont proches, alors le système adopte des

configurations dynamiques dont le spectre fréquentiel peut être plus ou moins dense en fonction

du nombre de modes voisins, à la vitesse de rotation considérée.

Il convient enfin d’étudier l’influence du frottement sur la dynamique d’un tel système en

cas de contacts.
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194 CHAPITRE 6. MODÈLE COMPLET DE CONTACT ROTOR-STATOR

0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600
0

10

20

30

40

50

60

F
ré
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6.3 Contact frottant

La dernière partie de cette étude consiste à étudier l’influence du frottement sur la dyna-

mique du rotor flexible aubagé en cas de contacts avec le carter. Nous avons vu au chapitre

5 que le frottement pouvait être à l’origine de comportement dynamique dans des plages de

vitesses de rotation où sans frottement, le système adoptait une configuration statique. Il faut

cependant noter qu’une différence majeure entre les modèles phénoménologiques développés

au chapitre 5 et le présent modèle de rotor flexible existe et réside dans l’existence d’un arbre

qui peut déplacer l’ensemble du disque aubagé.

Le frottement est introduit comme au chapitre 5, section 5.2.1 c’est-à-dire, par l’intermédiaire

de son travail. Le point de contact, entre une aube positionnée à l’angle φj dans le repère tour-

nant et le point du carter en vis à vis situé à l’angle θj dans ce même repère, est déterminé

à partir des degrés de liberté prédits. Le travail de la force de frottement alors mise en jeu

s’exprime par :

WML
Tj

= µλNj
sign (Vslip)

[

w(θj , t)

{

1− h

2Rstat

}

− h

2Rstat

∂us

∂φ
(θj , t)

− (v(l, t) cos φj − u(l, t) sinφj + ηj(L, t)cosβ)

]

(6.32)

avec

Vslip =
{

v̇(l, t) cosφj − u̇(l, t) sinφj + ˙etaj(L, t) cos β + Ω(v(l, t) sinφj + u(l, t) cos φj +R)
}

−
{

ẇ(θj , t)

(

1− h

2Rstat

)

− h

2Rstat

∂u̇s

∂φ
(θj , t)− Ω

(

∂w

∂φ
(θj , t)

(

1− h

2Rstat

)

− h

2Rstat

∂2us

∂2φ
(θj, t)

)}

(6.33)

L’étude de l’influence du frottement sera faite en deux étapes. Premièrement, le carter sera

considéré comme rigide. Nous allons ainsi nous ramener à des simulations proches de celles

couramment étudiées c’est-à-dire avec un disque rigide. Puis, dans une seconde partie, le stator

sera flexible, d’abord avec une seule fonction de Ritz pour décrire ses déplacements puis, avec

sept modes, le disque aubagé étant toujours proche d’une structure indéformable. Enfin, la

flexibilité des aubes sera considérée et son influence sur le comportement du système, en cas

de frottement, sera analysée.

6.3.1 Carter rigide

Dans cette partie, le carter est supposé infiniment rigide. Dans ce cas, le travail de la force

de frottement peut être déduit simplement des équations 6.32 et 6.33, en ne tenant pas compte

des termes relatifs aux degrés de liberté du carter. La composante tangentielle de la force de

contact qui en résulte est alors donnée par :

FcontactT = −CTλNj
(6.34)
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Fig. 6.39 – Déplacements de l’arbre d’un rotor possédant 90 aubes rigides frottant contre un

carter rigide avec (a) µ = 0.1 et µ = 0.7, (b) µ = 1.5, (c) évolution des jeux entre les aubes et

le carter, (d) orbite de l’arbre

avec

CT =
[

−µ sinφj µ cosφj −µ sinφjW1(l) µ cosφjW1(l) · · ·

· · · −µ sinφjWmtot(l) µ cosφjWmtot(l) µY1j
(L) · · · µYNtotj

(L)
]T

(6.35)

La procédure de gestion des contacts ainsi que les corrections à apporter aux degrés de liberté

du système, le cas échéant, ont été explicitées au chapitre 5, section 5.2.1.

Nous allons nous placer dans un cas proche de ceux répertoriés dans la littérature afin de

valider le cas du modèle complet en présence de frottement. Généralement, les études sur le

contact frottant entre un rotor et un stator, impliquent un disque plein au lieu d’un disque au-
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bagé flexible. Nous allons donc considérer un rotor possédant un nombre élevé d’aubes rigides

afin de se rapprocher de cette configuration. Dans cette partie, le rotor considéré possède 90

aubes rigides. Le comportement dynamique de ce système, en cas de contact avec un carter

infiniment rigide, suite à un excitation par balourd, est représenté sur la figure 6.39 (a) dans

le cas d’un coefficient de frottement µ = 0.1 et µ = 0.7. Cette figure illustre le déplacement

de l’arbre du rotor au cours du temps. On voit ainsi que pour des coefficients de frottement

faibles, le système tend vers une configuration statique à contacts permanents sur les aubes en

accord avec la force d’excitation. Il apparâıt aussi que le régime transitoire du système atteint

des amplitudes plus grandes lorsque le coefficient de frottement augmente. Lorsque celui-ci

augmente d’avantage, le système se met à tournoyer de façon permanente tout en frottant

contre le carter, comme le montrent les figures 6.39 (b), (c) et (d). Sur la figure 6.39 (c), on

voit notamment que les 90 aubes du rotor entrent en contact avec le carter les unes à la suite

des autres au cours de l’orbite circulaire rétrograde du rotor.

Ainsi, ce premier résultat est en accord avec les nombreuses études faites dans le cas de

modèles plus simples [23, 18, 78, 9, 26] impliquant un rotor constitué d’un disque plein frottant

contre un carter rigide : au dessus d’un certain coefficient de frottement, le rotor s’anime d’un

mouvement de tournoiement rétrograde en contact permanent avec la face interne du stator.

La même étude réalisée avec un nombre réduits de points de contact, c’est-à-dire avec un ro-

tor possédant 6 aubes rigides, montre le même comportement. Il convient maintenant étudier

l’influence de la flexibilité des structures sur ce dernier.

6.3.2 Carter flexible

Nous allons désormais considérer un carter élastique. Dans ce cas, l’introduction du frot-

tement se fait conformément aux relations 6.32 et 6.33. La composante tangentielle de la force

de contact qui en résulte peut alors se mettre sous la même forme que l’équation 6.34 mais

avec :

CT =
[

−µ sinφj µ cosφj −µ sinφjW1(l) µ cosφjW1(l) · · · −µ sinφjWmtot(l)

µ cosφjWmtot(l) µY1j
(L) · · · µYNtotj

(L) −µ
(

1− h
2Rstat

)

cos 2θj

−µ
(

1− h
2Rstat

)

sin 2θj · · · −µ
(

1− h
2Rstat

)

cos ktotθj −µ
(

1− h
2Rstat

)

sin ktotθj

]T

(6.36)

Carter possédant un seul mode de déformation et aubes rigides

Nous allons dans un premier temps considérer une seule fonction de Ritz pour expri-

mer les déplacements de l’anneau. La fonction correspondant au mode à trois diamètres sera

considérée. Le carter ne pourra donc se déformer que selon ce mode en cas de contacts.

Le disque possède quant à lui 6 aubes rigides et le contact est supposé être initié, comme

précédemment, par la force de balourd. Il se trouve qu’en dessous d’un certain coefficient de

frottement critique, proche de l’unité, le système adopte, après un régime transitoire, une confi-

guration statique à contacts permanents. Par contre, dès que µ atteint 1, son comportement
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Fig. 6.40 – (a) Déplacements d’un arbre possédant un disque aubagé de 6 aubes rigides

tournant à Ω = 286 tr/min et frottant contre un carter possédant un seul mode avec µ = 1,

(b) déplacements du carter, (c) évolution des jeux entre les aubes et le carter

dynamique est chaotique, comme le montre la figure 6.40, dans le cas où le rotor tourne à

Ω = 286 tr/min (vitesse à laquelle l’effet du frottement a été étudié au travers des modèles

phénoménologiques, située avant la plage de divergence du carter). Ce comportement possède

cependant certaines zones particulières, que ce soit au niveau du déplacement de l’arbre, du

carter ou des jeux, qui sont détaillées sur la figure 6.41 et doivent être expliquées.

La figure 6.41 (c), représentant un zoom sur les jeux entre les aubes et le carter, montre

que l’évolution de ceux-ci est majoritairement chaotique mais peut tendre, après une phase

d’accélération des prises de contacts, vers des contacts établis. Cette même figure montre

ainsi qu’une configuration où les aubes 2©, 4© et 6© touchent le carter s’établie pendant 0, 13

seconde (entre 2, 1 s et 2, 23 s). Cette configuration est, comme nous l’avons vu au chapitre

5, une configuration d’équilibre statique stable pour le système linéaire sans frottement où le

mode à trois diamètres nodaux du carter est considéré. C’est pour cette raison que le système

tente de l’adopter. Cependant, nous avons également vu au chapitre 5 que l’amplitude des
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Fig. 6.41 – (a) Zoom de la figure 6.40(a), (b) zoom de la figure 6.40(b), (c) zoom de la figure

6.40(c), (d) évolution du multiplicateur de Lagrange λN6 associé à l’aube 6

déformations d’un tel système est maximale lorsque la position des aubes en contact est en

adéquation avec la déformée de l’anneau, ce qui est précisément le cas. Les forces généralisées

étant donc en augmentation juste après la prise de contact sur les aubes 2©, 4© et 6©, comme

en atteste la figure 6.41 (d), le carter va voir ses déformations crôıtre comme le montre la

figure 6.41 (b). Il en résulte également que les forces de frottement vont crôıtre. Le disque va

alors perdre ses contacts sur les aubes 2©, 4© et 6© et les reprendre sur les aubes 1©, 3© et 5©.

La déformée du carter n’étant alors plus en adéquation avec la configuration des contacts, ses

amplitudes vont décrôıtre et rendre possible les contacts sur d’autres aubes.

D’une manière générale, il apparâıt que la présence de frottement va donner une composante

tangentielle à la force de contact qui va alors influer sur le déplacement de l’arbre du rotor.

L’existence de contacts étant de plus conditionnée par les déplacements du carter et par la

position des aubes, le comportement du système est difficilement prévisible.

Une fois le comportement de ce système simple détaillé, il semble peu probable que la flexibilité

des aubes et l’augmentation de celle du carter rende ce dernier plus simple.
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Fig. 6.42 – (a) Déplacements d’un arbre possédant un disque aubagé de 6 aubes rigides frottant

contre un carter élastique avec µ = 0.4, (b) déplacements du carter, (c) évolution des jeux entre

les aubes et le carter, (d) orbite de l’arbre

Carter possédant plusieurs modes de déformation et aubes rigides

Nous allons maintenant considérer plusieurs fonctions de Ritz pour décrire les déplacements

du carter. Par contre, les 6 aubes du disque sont toujours rigides. En cas de contacts initiés

par une force de balourd, le rotor, frottant avec µ = 0.4 contre le carter flexible, adopte une

configuration qui est en première approximation statique. Cependant, comme le montre la

figure 6.42, cette dernière présente des oscillations rapides autour de sa configuration statique.

Sur cette figure, il apparâıt que seules deux aubes sont toujours en contact avec le stator. Le

système est animée de faibles oscillations à fréquences élevées autour de sa position statique.

L’arbre décrit ainsi des orbites localisées contre le carter dans la direction imposée par la force

de balourd (Cf. figure 6.42 (d) où est tracé en pointillés un cercle centré sur l’axe du repère

tournant et de rayon égal au jeu initial entre les aubes et le carter). Lorsque le coefficient



6.3 Contact frottant 203

de frottement augmente, le comportement du système devient plus perturbé et son spectre

fréquentiel, plus dense, comme le montre la figure 6.43, et la figure 6.44 dans le cas d’un coef-

ficient de frottement µ = 1. Lorsque le coefficient de frottement augmente encore, le système

est complètement chaotique et présente une montée en amplitude brutale (Cf. figure 6.45), où

toutes les aubes entrent en contact avec le carter.
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Fig. 6.45 – (a) Déplacements d’un arbre possédant un disque aubagé de 6 aubes rigides

frottant contre un carter élastique avec µ = 1.5, (b) déplacements du carter, (c) évolution

des jeux entre les aubes et le carter, (d) spectre fréquentiel de la dynamique de l’arbre, (e)

déformée du système (déplacements amplifiés) et (f), orbite de l’arbre



6.3 Contact frottant 205

Carter possédant plusieurs modes de déformation et aubes flexibles

Enfin, nous allons considérer un disque possédant des aubes flexibles. Toutefois, nous allons

voir l’influence de la rigidité en flexion des aubes sur le comportement dynamique du système.

Avec un coefficient de frottement µ = 0.4, le système possédant des aubes flexibles est chao-

tique en cas de contacts avec le carter. De plus, comme le montre la figure 6.46, plus les aubes

sont souples en flexion, plus l’augmentation des amplitudes de vibrations du système, évoquée

précédemment (Cf. figure 6.45), intervient tôt.

Jusqu’ici, toutes le simulations présentées ont été réalisées à des vitesses de rotation

inférieures à la vitesse critique du mode à trois diamètres nodaux du carter, mode à par-

tir duquel les configurations statiques stables pour le carter linéaire n’existent plus, comme

nous l’avons vu. Cependant, tous les résultats que nous venons de voir concernant l’influence

du frottement, restent valables après cette vitesse. Ainsi, le système possédant un carter non

linéaire qui adopte, en l’absence de frottement, un comportement dynamique ou statique en

fonction de la valeur des non linéarités, pourra adopter en présence de frottement, un com-

portement vibratoire rapide autour de la configuration sans frottement ou, si le coefficient de

frottement est suffisamment important, un comportement chaotique avec des amplitudes de

vibrations importantes et des contacts intermittents sur toutes les aubes.
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Fig. 6.46 – Déplacements d’un arbre possédant un disque aubagé de 6 aubes flexibles de

module d’Young (a) Eb = 3, 55.1013 Pa, (b) Eb = 3, 55.1011 Pa, frottant contre un carter

élastique avec µ = 0.4
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Fig. 6.47 – (a) Flexion de 6 aubes en titane d’un arbre tournant à Ω = 1528 tr/min, frottant

contre un carter élastique non linéaire avec kNL = 1.1011 N.m−1 et µ = 0.1, (b) déplacements

du carter, (c) évolution des jeux entre les aubes et le carter suite à un choc, (d) déformée du

système (déplacements amplifiés)

Pour clore cette étude sur l’influence du frottement, nous allons étudier son impact sur la

dynamique du système observée à Ω = 1528 tr/min entre un rotor flexible aubagé et un carter

élastique, suite à un choc sur ce dernier. Les résultats sont représentés sur les figures 6.47 à

6.50 pour trois coefficients de frottement différents. Il ressort ainsi que pour un coefficient de

frottement µ = 0.1 (Cf. figure 6.47), le système possède une dynamique proche de celle qu’il

avait sans frottement (Cf. figure 6.37). Celle-ci possède cependant un spectre fréquentiel plus

dense et surtout des fréquences différentes, comme le montre la figure 6.50 (b). De plus, la

figure 6.47 (a) montre que la présence de frottement provoque des déplacements plus organisés

des aubes entre elles. Lorsque le coefficient de frottement augmente, le système devient plus
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chaotique avec des amplitudes accrues de même qu’une densité fréquentielle plus importante,

comme le montrent les figures 6.48 à 6.50.
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Fig. 6.48 – (a) Flexion de 6 aubes en titane d’un arbre tournant à Ω = 1528 tr/min, frottant

contre un carter élastique non linéaire avec kNL = 1.1011 N.m−1 et µ = 0.3, (b) déplacements

du carter, (c) évolution des jeux entre les aubes et le carter suite à un choc, (d) déformée du

système (déplacements amplifiés)
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Fig. 6.49 – (a) Flexion de 6 aubes en titane d’un arbre tournant à Ω = 1528 tr/min, frottant

contre un carter élastique non linéaire avec kNL = 1.1011 N.m−1 et µ = 0.4, (b) déplacements

du carter, (c) évolution des jeux entre les aubes et le carter suite à un choc, (d) déformée du

système (déplacements amplifiés)
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Fig. 6.50 – Orbite d’un arbre possédant un disque aubagé de 6 aubes en titane, tournant à

Ω = 1528 tr/min, frottant contre un carter élastique non linéaire avec kNL = 1.1011 N.m−1 et

(a) µ = 0.1, (c) µ = 0.3 et (e) µ = 0.4, (b), (d) et (e) représentant les spectres fréquentiels de

la dynamique du système associé



210 CHAPITRE 6. MODÈLE COMPLET DE CONTACT ROTOR-STATOR

6.4 Conclusion

Dans ce chapitre, un modèle complet de rotor flexible aubagé a été réalisé. Des études de

stabilité ont montré des plages de vitesses de rotation où le rotor possédant des dissymétries

est instable. Son comportement en cas de contacts avec un carter a ensuite été étudié. Des

instabilités ont été décelées en cas de contacts avec un carter flexible et corrélées avec les

études phénoménologiques réalisées au chapitre 5. Il a été montré que le système pouvait, dans

les plages d’instabilité, adopter des configurations statiques ou dynamiques, en fonction des

non linéarités considérées pour le carter et en fonction de la vitesse de rotation. Enfin, des

comportements chaotiques du système ont été observés en cas de frottement. Il est apparut

que la flexibilité des aubes, du carter et la flexion de l’arbre rendaient le comportement du

système très complexe en présence de frottement à partir de certaines valeurs de coefficient de

frottement.



Conclusions et perspectives

Dans cette étude, l’influence de contacts entre le rotor d’un turboréacteur et le carter, au

niveau de la stabilité et du comportement dynamique du système a été analysée.

Tout d’abord, des modèles simples d’interaction entre des structures tournantes et un carter

élastique ont été réalisés dans le repère corotationnel afin d’appréhender la phénoménologie

du contact rotor/stator. Des études de stabilité de ces modèles ont mis en évidence des plages

d’instabilités ne résultant pas de la présence de frottement entre les structures. Le mode direct

de l’anneau peut ainsi diverger au voisinage de sa vitesse critique puis, ses modes directs et

rétrogrades peuvent se coupler à des vitesses de rotation généralement plus élevées. Les vitesses

de rotation délimitant ces plages instables ont été exprimées analytiquement dans le cas d’un

contact sur une seule aube. Des couplages entre le mode de flexion des aubes tournantes et

les modes de l’anneau peuvent également avoir lieu si leurs fréquences sont proches. Il a été

démontré que l’angle d’incidence des aubes sur le carter peut affecter les vitesses associées aux

instabilités. Quant au frottement, son effet déstabilisant sur le mode rétrograde puis sur le

direct de l’anneau a été souligné.

Le comportement dynamique de ces systèmes a ensuite été analysé par des intégrations

temporelles directes. Lors de l’obtention de régimes périodiques, des méthodes non linéaires

s’affranchissant du régime transitoire du système ont été appliquées. Des méthodes de tirs ont

semblé adaptées à la dynamique de ces systèmes, sauf en cas de fluctuations rapides des efforts

qui rendent alors l’estimation des gradients du système délicate. Dans les cas particuliers où

les fréquences des réponses du système étaient connues a priori, des méthodes de balance

harmoniques ont donné de bons résultats. Une méthode de balance harmonique couplée à une

optimisation sur la stabilité de la solution recherchée a également été implémentée sur un

système possédant peu de degrés de liberté et a donné des résultats satisfaisants.

Il a été mis en évidence que, dans les plages de divergence du système linéaire, le système

dont le carter possède des non linéarités influant sur ses grands débattements peut adopter

des configurations statiques à contacts permanents. Il peut également adopter un comporte-

ment dynamique dans les plages de couplages de modes du système linéaire ou, en présence de

frottement. Il faut remarquer que sans frottement et après les vitesses critiques des modes du

carter, le système tend toujours à conserver le contact entre les aubes et le stator du fait de

la réponse en opposition de phase de ce dernier par rapport à l’excitation produite par les aubes.

Ces phénomènes ayant été mis en évidence, un modèle complet de rotor flexible aubagé

a été développé dans le repère corotationnel en vue d’étudier son interaction avec un carter

élastique. Ce modèle, constitué de fonctions de Ritz, prend en compte les effets gyroscopiques,
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l’assouplissement et la rigidification centrifuges. Des études préliminaires de stabilité d’une

telle structure flexible en rotation ont été menées et ont ainsi permis de retrouver des résultats

connus sur la stabilité des structures dissymétriques en rotation.

L’interaction de cette structure avec un carter flexible a ensuite été étudiée. Il se trouve

que des instabilités ont été décelées avec ce modèle et que celles-ci correspondent exactement à

celles caractérisées avec les modèles phénoménologiques précédents. Ainsi, si des contacts sans

frottement ont lieu entre le rotor et le stator, à des vitesses de rotation se trouvant dans des

plages stables d’après les modèles simples d’interaction mono-mode, le rotor flexible aubagé

adoptera une configuration statique à contacts permanents avec le carter flexible. Par contre,

à partir de la vitesse de divergence du carter, si des contacts à frottement négligeable ont lieu,

le système sera instable et la prise en compte des non linéarités liées aux grands débattements

du carter sera indispensable. D’une façon générale, il a été mis en évidence que tant que

les fréquences du rotor sont éloignées de celles du carter, ces dernières étant le plus souvent

inférieures aux premières, le système tendra vers des configurations statiques. Cependant, ceci

est à nuancer en fonctions des non linéarités du carter considérées. Il se peut en effet que

dans une plage de vitesses de rotation proche de la vitesse critique du carter, des régimes

dynamiques soient obtenus. Pour des vitesses de rotation plus élevées, telles que les fréquences

du rotor soient proches de celles du carter, l’occurrence de contacts entre ces deux structures,

suite par exemple à un choc, se traduit par des régimes dynamiques avec des contacts alternés

sur toutes les aubes qui perdurent dans le temps et où l’arbre décrit une orbite rétrograde

même en l’absence de frottement. Tous les cas de régimes dynamiques obtenus présentent

une fréquence indéterminée a priori, ce qui limite les méthodes non linéaires applicables qui

permettent de s’affranchir du régime transitoire du système. De plus, l’alternance rapide des

contacts rend les estimations des gradients délicates et rend par extension les méthodes de

shooting peu efficaces.

Enfin, nous avons mis en évidence l’effet du frottement sur le comportement de ces struc-

tures flexibles. Il s’avère que la flexion de l’arbre et l’élasticité du carter ainsi que celles des

aubes rend le comportement du système, en cas de contacts frottants, chaotique. Il existe

néanmoins un coefficient de frottement en dessous duquel le système adopte un régime vibra-

toire, toujours chaotique, mais autour de la position qu’il aurait sans frottement. Au dessus de

ce coefficient, le comportement du système est également chaotique mais en plus, des ampli-

tudes élevées apparaissent. De plus, il semble que plus les aubes soient souples, plus l’apparition

de ces grandes amplitudes se fasse tôt.

Perspectives

Au cours de cette thèse, le besoin de méthodes capables de déterminer à la fois les am-

plitudes et la fréquence de réponse d’un système périodique, dans le cas précis de structures

subissant des contacts violents intermittents, s’est fait sentir. Il serait donc judicieux et utile

de mettre au point des méthodes non linéaires, telle la méthode de shooting, mais qui soient

peu sensibles à l’alternance rapide des forces de contact, contrairement à cette dernière.

L’influence de certains paramètres comme le jeu initial, sur la dynamique du système, n’a
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pas été étudiée et pourrait être intéressante.

Enfin, les principales perspectives résident dans l’amélioration du modèle. Tout d’abord, la

gravité pourrait être incluse dans celui-ci afin de déterminer son influence sur le comportement

du système en cas de contacts. D’autres phénomènes physiques pourraient également être

introduits comme par exemple les forces aérodynamiques qui permettraient de simuler le tip

clearance. De même, le désacordage naturel des aubes peut avoir une répercussion sur les

fréquences du système ainsi que sur les prises de contacts si les longueurs des aubes sont

différentes.

Il serait très intéressant de modéliser les aubes par des poutres courbes c’est-à-dire par

des poutres dont la flexion et la traction/compression sont liées. Ceci permettrait d’avoir une

répercussion de la flexion des aubes sur la longueur de leur fibre neutre et donc, d’avoir des

modes de disque aubagé possédant une circonférence non circulaire. Cette conséquence parait

indispensable pour avoir une adéquation entre les déformées du disque et celles du carter afin

que ce dernier embrasse entièrement le rotor. Dans le modèle développé au chapitre 6, l’angle

incidence de l’aube sur le carter, résultant de sa flexion, n’a pas été pris en compte et pourrait

générer des comportements plus violents du système. Il pourrait également être envisageable de

prendre en compte les modes de torsion des aubes qui pourraient alors générer des phénomènes

de couplage.

Pour terminer, un point fondamental dans le processus de contact entre le rotor et le stator

d’un turboréacteur réside dans la modélisation locale de l’interaction entre l’aube et le carter. Il

faudrait prendre en compte la raideur du matériau abradable recouvrant le carter ainsi que son

usure, puisque celle-ci fait à son tour varier sa rigidité. Les écoulements fluides dans les zones

du carter usinées s’en trouvent également modifiés et peuvent jouer un rôle sur la stabilité

du système. Il pourrait ainsi s’avérer utile de modéliser la variation de la géométrie interne

du carter au fur et à mesure de l’évolution des contacts, comme c’est le cas dans le domaine

de la modélisation de l’usinage où les équations de retard font apparâıtre des phénomènes

d’instabilité. Des lois de frottement plus complexes prenant en compte la vitesse de glissement

et la température pourraient également avoir une incidence sur la stabilité du système en cas

de contacts.
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par intégration temporelle directe au niveau (a) de l’orbite du stator avec 5

harmoniques, (b) de l’évolution des jeux avec 5 harmoniques, (c) de l’orbite du

stator avec 20 harmoniques et (d), de l’évolution des jeux avec 20 harmoniques 76

3.14 Comparaison des résultats obtenus par shooting, à période fixée, et ceux obtenus
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unité engendrant différentes bifurcations locales . . . . . . . . . . . . . . . . . . 97

4.7 Bifurcations de type « symmetry-breaking » . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 98

4.8 Bifurcation de type « cyclic-fold » . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 99

4.9 Deux possibilités de bifurcations transcritiques . . . . . . . . . . . . . . . . . . 100
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µ = 0.1, (b) zoom sur les parties réelles, (c) zoom de (a) . . . . . . . . . . . . . 138
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associé à la figure 5.34 à Ω = 286, 5 tr/min avec µ = 0.4, (b) déplacements
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(b) déplacements du carter, (c) évolution des jeux entre les aubes et le carter
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1.1011 N.m−1 et (a) µ = 0.1, (c) µ = 0.3 et (e) µ = 0.4, (b), (d) et (e)

représentant les spectres fréquentiels de la dynamique du système associé . . . 209
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tr/min . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 126
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Annexe A

Modèle d’anneau élastique excité

par N poutres frottant en

permanence sur sa face interne

A.1 Energies, potentiels et travaux associés au modèle

Une fois la relation de liaison, exprimée par l’équation 5.6, et les fonctions de Ritz des

N aubes, données par les équations 5.1 et 5.2, introduites dans les expressions des énergies

cinétique et potentielle, elles mêmes données par les équations 5.7 et 5.8, il vient les expressions

détaillées suivantes :
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(A.2)

La force de frottement appliquée par la j èmeaube sur le carter peut s’obtenir en appliquant

le principe d’Hamilton et en utilisant des multiplicateurs de Lagrange (Cf. section 2.1.5). En

procédant comme ceci, il vient l’expression suivante :
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(A.3)

Cette façon d’exprimer la force de frottement permet de l’insérer simplement dans l’équation

matricielle qui gère le comportement dynamique du système. Cependant, ceci implique que

cette force soit toujours orientée dans le même sens. Ainsi, ce modèle ne sera valable que si :

– la précharge due au balourd est très supérieure à la force d’interaction entre l’aube et le

carter, provenant de la dynamique du système. Ceci permet d’assurer un sens constant

de la composante normale de la force d’interaction totale

– Vslip a un signe constant.

La première condition est tout à fait envisageable. Quant à la seconde, elle est vraie pour des

vitesses de rotation suffisamment élevées.

A.2 Equation matricielle

Une fois les équations de Lagrange appliquées à l’énergie cinétique, à l’énergie potentielle

et au travail des forces de frottement, il vient l’équation matricielle suivante, dans le cas de N

aubes :
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An

Bn

vf1

...

...

...

vfN























































=























































F1

F2

F(1+2)
...
...
...

F(N+2)






















































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avec :

M11 = Mstat

(

n2 + 1
)

+
N
∑

j=1
mrj

n2 sin2(nφj)

cos2 αj

+µ
N
∑

j=1
mrj

({

1 +
h

2Rstat

(

n2 − 1
)

}

cos(nφj)− n sin(nφj) tanαj

)

n sin(nφj)

M12 = −
N
∑

j=1
mrj

n2 sin(nφj) cos(nφj)

cos2 αj

−µ
N
∑

j=1
mrj

({

1 +
h

2Rstat

(

n2 − 1
)

}

cos(nφj)− n sin(nφj) tanαj

)

n cos(nφj)

M21 = −
N
∑

j=1
mrj

n2 sin(nφj) cos(nφj)

cos2 αj

+µ
N
∑

j=1
mrj

({

1 +
h

2Rstat

(

n2 − 1
)

}

sin(nφj) + n cos(nφj) tanαj

)

n sin(nφj)

M22 = Mstat

(

n2 + 1
)

+
N
∑

j=1
mrj

n2 cos2(nφj)

cos2 αj

−µ
N
∑

j=1
mrj

({

1 +
h

2Rstat

(

n2 − 1
)

}

sin(nφj) + n cos(nφj) tanαj

)

n cos(nφj)

M(j+2)1 = mrj

(

tanαj

cosαj
− µ (cosαj + sinαj tanαj)

)

n sin(nφj)

M(j+2)2 = −mrj

(

tanαj

cosαj
− µ (cosαj + sinαj tanαj)

)

n cos(nφj)

M(j+2)(j+2) = mtj +mrj
tan2 αj − µ (cosαj + sinαj tanαj) (mrj

−mtj ) sinαj

(A.5)

G21 = 2MstatnΩ
(

n2 + 1
)

G(j+2)1 = 2ρbj
Sbj

Rstat

π
Ωn

sin(nφj)

cosαj

G(j+2)2 = −2ρbj
Sbj

Rstat

π
Ωn

cos(nφj)

cosαj

(A.6)
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T11 = −
N
∑

j=1
2µρbj

Sbj

Rstat

π
Ωn sin(nφj) tanαj

×
({

1 +
h

2Rstat

(

n2 − 1
)

}

cos(nφj)− n sin(nφj) tanαj

)

T12 =
N
∑

j=1
2µρbj

Sbj

Rstat

π
Ωn cos(nφj) tanαj

×
({

1 +
h

2Rstat

(

n2 − 1
)

}

cos(nφj)− n sin(nφj) tanαj

)

T21 = −
N
∑

j=1
2µρbj

Sbj

Rstat

π
Ωn sin(nφj) tanαj

×
({

1 +
h

2Rstat

(

n2 − 1
)

}

sin(nφj) + n cos(nφj) tanαj

)

T22 =
N
∑

j=1
2µρbj

Sbj

Rstat

π
Ωn cos(nφj) tanαj

×
({

1 +
h

2Rstat

(

n2 − 1
)

}

sin(nφj) + n cos(nφj) tanαj

)

T(j+2)1 = 2µρbj
Sbj

Rstat

π
Ωn sin(nφj) tanαj (cosαj + sinαj tanαj)

T(j+2)2 = −2µρbj
Sbj

Rstat

π
Ωn cos(nφj) tanαj (cosαj + sinαj tanαj)

T1(j+2) = −2µρbj
Sbj

Rstat

π
Ω(cosαj + sinαj tanαj)

×
({

1 +
h

2Rstat

(

n2 − 1
)

}

cos(nφj)− n sin(nφj) tanαj

)

T2(j+2) = −2µρbj
Sbj

Rstat

π
Ω(cosαj + sinαj tanαj)

×
({

1 +
h

2Rstat

(

n2 − 1
)

}

sin(nφj) + n cos(nφj) tanαj

)

T(j+2)(j+2) = 2µρbj
Sbj

Rstat

π
Ω(cosαj + sinαj tanαj)

2

(A.7)
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K11 = Kstatn
2(n2 − 1)2 −Mstatn

2Ω2
(

n2 + 1
)

+
N
∑

j=1
(krj
−mrj

Ω2)n2 sin2(nφj)

cos2 αj

+µ
N
∑

j=1

(

krj
−mrj

Ω2
)

n sin(nφj)

({

1 +
h

2Rstat

(

n2 − 1
)

}

cos(nφj)− n sin(nφj) tanαj

)

K12 = −
N
∑

j=1
(krj
−mrj

Ω2)n2 sin(nφj) cos(nφj)

cos2 αj

−µ
N
∑

j=1

(

krj
−mrj

Ω2
)

n cos(nφj)

({

1 +
h

2Rstat

(

n2 − 1
)

}

cos(nφj)− n sin(nφj) tanαj

)

K21 = −
N
∑

j=1
(krj
−mrj

Ω2)n2 sin(nφj) cos(nφj)

cos2 αj

+µ
N
∑

j=1

(

krj
−mrj

Ω2
)

n sin(nφj)

({

1 +
h

2Rstat

(

n2 − 1
)

}

sin(nφj) + n cos(nφj) tanαj

)

K22 = Kstatn
2(n2 − 1)2 −Mstatn

2Ω2
(

n2 + 1
)

+
N
∑

j=1
(krj
−mrj

Ω2)n2 cos2(nφj)

cos2 αj

−µ
N
∑

j=1

(

krj
−mrj

Ω2
)

n cos(nφj)

({

1 +
h

2Rstat

(

n2 − 1
)

}

sin(nφj) + n cos(nφj) tanαj

)

K(j+2)1 =
(

krj
−mrj

Ω2
)

n sin(nφj)

(

tanαj

cosαj
− µ (cosαj + sinαj tanαj)

)

K(j+2)2 = −
(

krj
−mrj

Ω2
)

n cos(nφj)

(

tanαj

cosαj
− µ (cosαj + sinαj tanαj)

)

K1(j+2) =
(

krj
−mrj

Ω2
)

n sin(nφj)
tanαj

cosαj

+µ

({

1 +
h

2Rstat

(

n2 − 1
)

}

cos(nφj)− n sin(nφj) tanαj

)

×
[

(

krj
−mrj

Ω2
)

−
(

ktj −
(

mtj − ρbj
Ibj

π2

8Rstat

)

Ω2

)]

sinαj

K2(j+2) = −
(

krj
−mrj

Ω2
)

n cos(nφj)
tanαj

cosαj

+µ

({

1 +
h

2Rstat

(

n2 − 1
)

}

sin(nφj) + n cos(nφj) tanαj

)

×
[

(

krj
−mrj

Ω2
)

−
(

ktj −
(

mtj − ρbj
Ibj

π2

8Rstat

)

Ω2

)]

sinαj

K(j+2)(j+2) =
[

krj
tan2 αj + ktj

]

−
[

mrj
tan2 αj +

(

mtj − ρbj
Ibj

π2

8Rstat

)]

Ω2

−µ (cosαj + sinαj tanαj)×
[

(

krj
−mrj

Ω2
)

−
(

ktj −
(

mtj − ρbj
Ibj

π2

8Rstat

)

Ω2

)]

sinαj

(A.8)
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F1 =
N
∑

j=1

8

π2
mrj

Ω2Rstatn
sin(nφj)

cosαj

+
N
∑

j=1
µ

[{

1 +
h

2Rstat

(

n2 − 1
)

}

cos(nφj)− n sin(nφj) tanαj

](

4ρbj
Sbj

R2
stat

π2
Ω2 +NU

)

F2 = −
N
∑

j=1

8

π2
mrj

Ω2Rstatn
cos(nφj)

cosαj

+
N
∑

j=1
µ

[{

1 +
h

2Rstat

(

n2 − 1
)

}

sin(nφj) + n cos(nφj) tanαj

](

4ρbj
Sbj

R2
stat

π2
Ω2 +NU

)

F(j+2) = 4ρbj
Sbj

R2
stat

π2
tanαjΩ

2 − µ [cosαj + sinαj tanαj ]

(

4ρbj
Sbj

R2
stat

π2
Ω2 +NU

)

(A.9)

Dans toutes ces expressions, les masses modales de traction/compression et de flexion des

aubes sont respectivement représentées par :

mrj
= ρbj

Sbj

Rstat

2

mtj = ρbj
Sbj

Rstat

(

3

2
− 4

π

)

+ ρbj
Ibj

π2

8Rstat

avec j ∈ {1, . . . , N} (A.10)

De même leurs raideurs modales de traction/compression et de flexion sont notées :

krj
= Ebj

Sbj

π2

8Rstat

ktj = Ebj
Ibj

π4

32R3
stat

avec j ∈ {1, . . . , N} (A.11)

Les coefficients Mstat = ρstatSstatRstatπ et Kstat =
EstatIstatπ

R3
stat

sont quant à eux homogènes à

la masse et à la raideur de l’anneau.
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Annexe B

Polynôme caractéristique associé au

modèle d’anneau élastique excité

par N aubes ne possédant qu’un

degré de liberté de

traction/compression

Le polynôme caractéristique associé à l’anneau élastique excité par N aubes ne possédant

qu’un degré de liberté de traction/compression est de la forme :

P (λ) = Aλ4 +Bλ2 + C (B.1)

avec

A =



Mstat

(

n2 + 1
)

+
N
∑

j=1

mrj
n2 cos2(nφj)





×



Mstat

(

n2 + 1
)

+

N
∑

j=1

mrj
n2 sin2(nφj)





−



−
N
∑

j=1

mrj
n2 cos(nφj) sin(nφj)





2

(B.2)
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B = −



Mstatn
2Ω2

(

n2 + 1
)

−Kstatn
2(n2 − 1)2 −

N
∑

j=1

(krj
−mrj

Ω2)n2 sin2(nφj)





×



Mstat

(

n2 + 1
)

+

N
∑

j=1

mrj
n2 cos2(nφj)





−



Mstatn
2Ω2

(

n2 + 1
)

−Kstatn
2(n2 − 1)2 −

N
∑

j=1

(krj
−mrj

Ω2)n2 cos2(nφj)





×



Mstat

(

n2 + 1
)

+

N
∑

j=1

mrj
n2 sin2(nφj)





− 2



−
N
∑

j=1

(krj
−mrj

Ω2)n2 sin(nφj) cos(nφj)







−
N
∑

j=1

mrj
n2 sin(nφj) cos(nφj)





+
[

2MstatnΩ
(

n2 + 1
)]2

(B.3)

C =



Mstatn
2Ω2

(

n2 + 1
)

−Kstatn
2(n2 − 1)2 −

N
∑

j=1

(krj
−mrj

Ω2)n2 sin2(nφj)





×



Mstatn
2Ω2

(

n2 + 1
)

−Kstatn
2(n2 − 1)2 −

N
∑

j=1

(kj −mjΩ
2)n2 cos2(nφj)





−



−
N
∑

j=1

(kj −mjΩ
2)n2 sin(nφj) cos(nφj)





2

(B.4)



Annexe C

Modèle de rotor flexible aubagé

C.1 Energies, potentiels et travaux associés au modèle

Dans le repère corotationnel, les énergies cinétique Tblade et interne de déformations élastiques

νintblade
associées à une aube, ont les expressions suivantes :

Tblade =
L
∫

0

1
2ρbSb

~V 2
S/R0

(G)ds +
L
∫

0

1
2
~ΩT

S/R0
I~ΩS/R0

ds

= 1
2

L
∫

0

ρbSb {u̇(l, t) + v̇(l, t) + η̇(s, t)− 2u̇(l, t)η̇(s, t) cosβ sinφj + 2v̇(l, t)η̇(s, t) cosβ cosφj}ds

+ 1
2

L
∫

0

ρbSb {u̇′(l, t)(s+ r) cosφj + v̇′(l, t)(s+ r) sin φj + 2u̇′(l, t)v̇′(l, t)(s+ r) cosφj sinφj}ds

+ 1
2

L
∫

0

ρbSb {2u̇′(l, t)η̇(s, t)(s+ r) sin β cosφj + 2v̇′(l, t)η̇(s, t)(s+ r) sin β sinφj}ds

+ 1
2

L
∫

0

ρbSb {2Ω [u(l, t)v̇(l, t)− u̇(l, t)v(l, t) + (u(l, t) cosφj + v(l, t) sinφj)η̇(s, t) cosβ

−(u̇(l, t) cosφj + v̇(l, t) sinφj)η(s, t) cosβ]} ds

+ 1
2

L
∫

0

ρbSbΩ {u(l, t) + v(l, t) + η(s, t) cosβ − 2u(l, t)η(s, t) cosβ sinφj + 2υ(l, t)η(s, t) cosβ cosφj}ds

+ 1
2

L
∫

0

ρbSb {2(s+ r)Ω [u(l, t) cosφj + v(l, t) sinφj ] + 2(s+ r)Ω [v̇(l, t) cosφj − u̇(l, t) sinφj ] + Ω(s+ r)}ds

. . .
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. . . + 1
2

L
∫

0

ρbSb2(s+ r)Ω {u̇′(l, t)u′(l, t) cosφj sinφj − v̇′(l, t)v′(l, t) cosφj sinφj − u̇′(l, t)v′(l, t) cosφj

−v̇′(l, t)u′(l, t) cosφj} ds

+ 1
2

L
∫

0

ρbSb2(s+ r)Ω {[η̇(s, t)u′(l, t) + η(s, t)u̇′(l, st)] sinβ sinφj − [η̇(s, t)v′(l, t) + η(s, t)v̇′(l, st)] sinβ cosφj

+η̇(s, t) cosβ} ds

− 1
2

L
∫

0

ρbSbΩ(s+ r) {u′(l, t) cosφj + v′(l, t) sinφj + 2u′(l, t)v′(l, t) cosφj sinφj}ds

− 1
2

L
∫

0

ρbSbΩ(s+ r) {2η(s, t)v′(l, t) sinβ sinφj + 2η(s, t)u′(l, t) sinβ cosφj}ds

+ 1
2

L
∫

0

ρbIb {u̇′(l, t) sinβ cosφj + v̇′(l, t) sinβ sinφj + η̇′(s, t) + 2u̇′(l, t)η̇′(s, t) sinβ cosφj

+2v̇′(l, t)η̇′(s, t) sinβ sinφj} ds

+ 1
2

L
∫

0

ρbIb {2u̇′(l, t)v̇′(l, t) sinβ cosφj sinφj}ds

+ 1
2

L
∫

0

ρbIb2Ω {v̇′(l, t)(u′(l, t) sinφj − v′(l, t) cosφj) sinβ sinφj + v̇′(l, t) sinβ cosβ sinφj

−v̇′(l, t)u′(l, t) cosβ} ds

+ 1
2

L
∫

0

ρbIb2Ω {u̇′(l, t)(u′(l, t) sinφj − v′(l, t) cosφj) sinβ cosφj + u̇′(l, t) sinβ cosβ cosφj}ds

+ 1
2

L
∫

0

ρbIb2Ω {η̇′(s, t) cosβ + η̇′(s, t)u′(l, t) sinβ sinφj − η̇′(s, t)v′(l, t) sinβ cosφj}ds

+ 1
2

L
∫

0

ρbIbΩ {u′(l, t) sinβ sinφj − u′(l, t) cosβ + v′(l, t) sinβ cosφj − v′(l, t) cosβ + cosβ}ds

+ 1
2

L
∫

0

ρbIb2Ω {u′(l, t) sinβ cosβ sinφj − v′(l, t) cosβ sinβ cosφj − u′(l, t)v′(l, t) sinβ cosφj sinφj}ds

+ 1
2

L
∫

0

ρbIy {u̇′(l, t) cosβ cosφj + v̇′(l, t) cosβ sinφj + 2u̇′(l, t)v̇′(l, t) cosβ sinφj cosφj}ds

+ 1
2

L
∫

0

ρbIy2Ω {v̇′(l, t)(u′(l, t) sinφj − v′(l, t) cosφj) cosβ sinφj − v̇′(l, t) sinβ cosβ sinφj

−v̇′(l, t)u′(l, t) sinβ} ds

+ 1
2

L
∫

0

ρbIy2Ω {u̇′(l, t)(u′(l, t) sinφj − v′(l, t) cosφj) cosβ cosφj − u̇′(l, t) sinβ cosβ cosφj}ds

+ 1
2

L
∫

0

ρbIy2Ω {η′(s, t)u̇′(l, t) sinβ sinφj − η′(s, t)v̇′(l, t) sinβ cosφj}ds

+ 1
2

L
∫

0

ρbIyΩ {u′(l, t) cosβ sinφj − u′(l, t) sinβ + v′(l, t) cosβ cosφj − v′(l, t) sinβ − η′(s, t) sinβ + sinβ}ds

− 1
2

L
∫

0

ρbIy2Ω {u′(l, t) sinβ cosβ sinφj − v′(l, t) cosβ sinβ cosφj + u′(l, t)v′(l, t) cosβ cosφj sinφj}ds

− 1
2

L
∫

0

ρbIy2Ω {η′(s, t)u′(l, t) sinβ cosφj + η′(s, t)v′(l, t) sinβ sinφj}ds

+ 1
2

L
∫

0

ρbIz {u̇′(l, t) sinφj + v̇′(l, t) cosφj − 2u̇′(l, t)v̇′(l, t) sinφj cosφj}ds

+ 1
2

L
∫

0

ρbIz2Ω {v̇′(l, t)(u′(l, t) cosφj + v′(l, t) sinφj) cosφj + v̇′(l, t)η′(s, t) sinβ cosφj}ds

− 1
2

L
∫

0

ρbIz2Ω {u̇′(l, t)(u′(l, t) cosφj + v′(l, t) sinφj) sinφj + u̇′(l, t)η′(s, t) sinβ sinφj}ds

+ 1
2

L
∫

0

ρbIzΩ {u′(l, t) cosφj + v′(l, t) sinφj + η′(s, t) sinβ}ds

+ 1
2

L
∫

0

ρbIz2Ω {η′(s, t)u′(l, t) sinβ cosφj + η′(s, t)v′(l, t) sinβ sinφj + u′(l, t)v′(l, t) cosφj sinφj}ds
(C.1)
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νintblade
=

1

2

L
∫

0

EbIb(η
′′(s, t))2ds (C.2)

Chaque aube est amortie par l’intermédiaire d’une fonction de dissipation Fdblade
et, soumise

à la force centrifuge résultant de sa rotation, par l’intermédiaire d’une fonction de précontrainte

νgblade
dont les expressions sont les suivantes :

Fdblade
=

1

2

L
∫

0

ηbEbIb(η̇
′′(s, t))2ds (C.3)

νgblade
=

1

2

L
∫

0

ρbAbΩ
2

[

R2 − (s+ r)2

2

]

η′2(s, t)ds (C.4)

Les énergies cinétique Tshaft, interne de déformations élastiques νintshaft
ainsi que la fonc-

tion de dissipation Fdshaft
associées à l’arbre ont, quant à elles, les expressions suivantes :

Tshaft = 1
2

l
∫

0

ρsAs(u̇
2(z, t) + v̇2(z, t))dz +

l
∫

0

ρsAsΩ {u(z, t)v̇(z, t)− u̇(z, t)v(z, t)} dz

+ 1
2

l
∫

0

ρsAsΩ
2(u2(z, t) + v2(z, t))dz + 1

2

l
∫

0

ρs

{

IsX
v̇

′2(z, t) + IsY
u̇

′2(z, t)
}

dz

+
l
∫

0

ρsΩ {IsX
v̇′(z, t)u′(z, t)− IsY

u̇′(z, t)v′(z, t)} dz + 1
2

l
∫

0

ρsΩ
2
{

(IsY
− Ipol

s )v
′2(z, t) + (IsX

− Ipol
s )u

′2(z, t)
}

dz

+ 1
2

l
∫

0

ρsI
pol
s (Ω2 − 2Ωv̇′(z, t)u′(z, t))dz

+ 1
2MD(u̇2(l, t) + v̇2(l, t)) +MDΩ {u(l, t)v̇(l, t)− u̇(l, t)v(l, t)}+ 1

2MDΩ2(u2(l, t) + v2(l, t))

+ 1
2

{

Jdiam
DX

v̇
′2(l, t) + Jdiam

DY
u̇

′2(l, t)
}

+ Ω
{

Jdiam
DX

v̇′(l, t)u′(l, t)− Jdiam
DY

u̇′(l, t)v′(l, t)
}

+ 1
2Ω2

{(

Jdiam
DY

− Jpol
D

)

v
′2(l, t) +

(

Jdiam
DX

− Jpol
D

)

u
′2(l, t)

}

+ 1
2J

pol
D (Ω2 − 2Ωv̇′(l, t)u′(l, t))

(C.5)

νintshaft
=

1

2

l
∫

0

EsIs(u
′′2(z, t) + v′′2(z, t))dz (C.6)

Fdshaft
=

1

2

l
∫

0

ηsEsIs(u̇
′′2(z, t) + v̇′′2(z, t))dz (C.7)

où les lettres I et J désignent des inerties polaire (pol) et diamétrale (diam) par rapport aux

axes indiqués.
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Les paliers sont modélisés par l’intermédiaire d’un potentiel νbearings associé à leurs raideurs

ainsi que par une fonction de dissipation Fdbearings
associée à leur amortissement dont les

expressions sont les suivantes :

νbearings =
Nb
∑

i=1

1
2

[

Sb
xx {u(zi, t) cosΩt− v(zi, t) sin Ωt}2 + Sb

yy {u(zi, t) sin Ωt+ v(zi, t) cosΩt}2
]

+
Nb
∑

i=1

1
2

[

Bb
xx {u′(zi, t) cosΩt− v′(zi, t) sin Ωt}2 +Bb

yy {u′(zi, t) sin Ωt+ v′(zi, t) cosΩt}2
]

(C.8)

Fdbearings
=

Nb
∑

i=1

1
2

[

Db
xx {u̇(zi, t) cosΩt− u(zi, t)Ω sinΩt− v̇(zi, t) sinΩt− v(zi, t)Ω cosΩt}2

]

+
Nb
∑

i=1

1
2

[

Db
yy {u̇(zi, t) sin Ωt+ u(zi, t)Ω cosΩt+ v̇(zi, t) cosΩt− v(zi, t)Ω sin Ωt}2

]

(C.9)

C.2 Equation matricielle

L’application des équations de Lagrange aux éléments précédents aboutit à l’équation ma-

tricielle 6.8 dont les éléments sont les suivants, avec m ∈ [1,mtot], q ∈ [1,mtot], c ∈ [3, ntot + 2],

p ∈ [3, ntot + 2] et j ∈ [1, Ntot] :

Mrotor(1, 1) = Ms +MD +NtotMb

Mrotor(1, 2) = 0

Mrotor(1, 2m+ 1) =
l
∫

0

ρsAsWm(z)dz +MDWm(l) +NtotMbWm(l)

Mrotor(1, 2m+ 2) = 0

Mrotor(1, 2mtot + c+ (j − 1)ntot) = −
L
∫

0

ρbAbYc−2(s)ds cosβ sinφj

Mrotor(2, 1) = 0

Mrotor(2, 2) = Ms +MD +NtotMb

Mrotor(2, 2m+ 1) = 0

Mrotor(2, 2m+ 2) =
l
∫

0

ρsAsWm(z)dz +MDWm(l) +NtotMbWm(l)

Mrotor(2, 2mtot + c+ (j − 1)ntot) =
L
∫

0

ρbAbYc−2(s)ds cosβ cosφj

...
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...

Mrotor(2m+ 1, 1) =
l
∫

0

ρsAsWm(z)dz +MDWm(l) +NtotMbWm(l)

Mrotor(2m+ 1, 2) = 0

Mrotor(2m+ 1, 2q + 1) =
l
∫

0

ρsAsWq(z)Wm(z)dz +
l
∫

0

ρsIsy
W ′

q(z)W
′

m(z)dz +MDWq(l)Wm(l)

+Jdiam
Dy

W ′

q(l)W
′

m(l) +NtotMbWq(l)Wm(l)

+
Ntot
∑

j=1

Mb

{

r + Lr + L
3

}

W ′

q(l)W
′

m(l) cosφj +
Ntot
∑

j=1

LρbIb sinβ cosφjW
′

q(l)W
′

m(l)

+
Ntot
∑

j=1

LρbIy cosβ cosφjW
′

q(l)W
′

m(l) +
Ntot
∑

j=1

LρbIz sinφjW
′

q(l)W
′

m(l)

Mrotor(2m+ 1, 2q + 2) =
Ntot
∑

j=1

Mb

{

r + Lr + L
3

}

W ′

q(l)W
′

m(l) sinφj cosφj

+
Ntot
∑

j=1

LρbIb sinβ cosφj sinφjW
′

q(l)W
′

m(l) +
Ntot
∑

j=1

LρbIy cosβ cosφj sinφjW
′

q(l)W
′

m(l)

−
Ntot
∑

j=1

LρbIz cosφj sinφjW
′

q(l)W
′

m(l)

Mrotor(2m+ 1, 2mtot + c+ (j − 1)ntot) = −
L
∫

0

ρbAbYc−2(s)dsWm(l) cosβ sinφj

+
L
∫

0

ρbAbYc−2(s)(s+ r)dsW ′

m(l) sinβ cosφj +
L
∫

0

ρbIbY
′

c−2(s)dsW
′

m(l) sinβ cosφj

Mrotor(2m+ 2, 1) = 0

Mrotor(2m+ 2, 2) =
l
∫

0

ρsAsWm(z)dz +MDWm(l) +NtotMbWm(l)

Mrotor(2m+ 2, 2q + 1) =
Ntot
∑

j=1

Mb

{

r + Lr + L
3

}

W ′

q(l)W
′

m(l) sinφj cosφj

+
Ntot
∑

j=1

LρbIb sinβ cosφj sinφjW
′

q(l)W
′

m(l) +
Ntot
∑

j=1

LρbIy cosβ cosφj sinφjW
′

q(l)W
′

m(l)

−
Ntot
∑

j=1

LρbIz cosφj sinφjW
′

q(l)W
′

m(l)

Mrotor(2m+ 2, 2q + 2) =
l
∫

0

ρsAsWq(z)Wm(z)dz +
l
∫

0

ρsIsx
W ′

q(z)W
′

m(z)dz +MDWq(l)Wm(l)

+Jdiam
Dx

W ′

q(l)W
′

m(l) +NtotMbWq(l)Wm(l)

+
Ntot
∑

j=1

Mb

{

r + Lr + L
3

}

W ′

q(l)W
′

m(l) sinφj +
Ntot
∑

j=1

LρbIb sinβ sinφjW
′

q(l)W
′

m(l)

+
Ntot
∑

j=1

LρbIy cosβ sinφjW
′

q(l)W
′

m(l) +
Ntot
∑

j=1

LρbIz cosφjW
′

q(l)W
′

m(l)

...
(C.10)
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...

Mrotor(2m+ 2, 2mtot + c+ (j − 1)ntot) =
L
∫

0

ρbAbYc−2(s)dsWm(l) cosβ cosφj

+
L
∫

0

ρbAbYc−2(s)(s + r)dsW ′

m(l) sinβ sinφj +
L
∫

0

ρbIbY
′

c−2(s)dsW
′

m(l) sinβ sinφj

Mrotor(2mtot + p+ (j − 1)ntot, 1) = −
L
∫

0

ρbAbYp−2(s)ds cosβ sinφj

Mrotor(2mtot + p+ (j − 1)ntot, 2) =
L
∫

0

ρbAbYp−2(s)ds cosβ cosφj

Mrotor(2mtot + p+ (j − 1)ntot, 2q + 1) = −
L
∫

0

ρbAbYp−2(s)dsWq(l) cosβ sinφj

+
L
∫

0

ρbAbYp−2(s)(s+ r)dsW ′

q(l) sinβ cosφj +
L
∫

0

ρbIbY
′

p−2(s)dsW
′

q(l) sinβ cosφj

Mrotor(2mtot + p+ (j − 1)ntot, 2q + 2) =
L
∫

0

ρbAbYp−2(s)dsWq(l) cosβ cosφj

+
L
∫

0

ρbAbYp−2(s)(s+ r)dsW ′

q(l) sinβ sinφj +
L
∫

0

ρbIbY
′

p−2(s)dsW
′

q(l) sinβ sinφj

Mrotor(2mtot + p+ (j − 1)ntot, 2mtot + c+ (j − 1)ntot) =
L
∫

0

ρbAbYp−2(s)Yc−2(s)ds

+
L
∫

0

ρbIbY
′

p−2(s)Y
′

c−2(s)ds

(C.11)

K̃rotor(1, 1) = −MsΩ−MDΩ +
Nb
∑

i=1

[

Sb
]

−MbNtotΩ

K̃rotor(1, 2) = −
Nb
∑

i=1

[

Db
]

Ω

K̃rotor(1, 2m+ 1) = −
L
∫

0

ρsAsΩWm(z)dz −MDΩWm(l) +
Nb
∑

i=1

[

Sb
]

Wm(zi)−NtotMbΩWm(l)

K̃rotor(1, 2m+ 2) = −
Nb
∑

i=1

[

Db
]

ΩWm(zi)

K̃rotor(1, 2mtot + c+ (j − 1)ntot) =
L
∫

0

ρbAbΩYc−2(s)ds cosβ sinφj

K̃rotor(2, 1) =
Nb
∑

i=1

[

Db
]

Ω

K̃rotor(2, 2) = −MsΩ−MDΩ +
Nb
∑

i=1

[

Sb
]

−MbNtotΩ

K̃rotor(2, 2m+ 1) =
Nb
∑

i=1

[

Db
]

ΩWm(zi)

K̃rotor(2, 2m+ 2) = −
L
∫

0

ρsAsΩWm(z)dz −MDΩWm(l) +
Nb
∑

i=1

[

Sb
]

Wm(zi)−NtotMbΩWm(l)

K̃rotor(2, 2mtot + c+ (j − 1)ntot) = −
L
∫

0

ρbAbΩYc−2(s)ds cosβ cosφj

...
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...

K̃rotor(2m+ 1, 1) = −
L
∫

0

ρsAsΩWm(z)dz −MDΩWm(l) +
Nb
∑

i=1

[

Sb
]

Wm(zi)−NtotMbΩWm(l)

K̃rotor(2m+ 1, 2) = −
Nb
∑

i=1

[

Db
]

ΩWm(zi)

K̃rotor(2m+ 1, 2q + 1) = −
L
∫

0

ρsAsΩWq(z)Wm(z)dz −
l
∫

0

ρs(Isx
− Ipol

s )ΩW ′

q(z)W
′

m(z)dz −MDΩWq(l)Wm(l)

−(Jdiam
Dx

− Jpol
D )ΩW ′

q(l)W
′

m(l) +
l
∫

0

EsIsW
′′

q (z)W ′′

m(z)dz+
Nb
∑

i=1

[

Sb
]

Wq(zi)Wm(zi)

+
Nb
∑

i=1

BbW ′

q(zi)W
′

m(zi)−NtotMbΩWq(l)Wm(l) +
Ntot
∑

j=1

MbΩ
{

r + Lr + L
3

}

W ′

q(l)W
′

m(l) cosφj

+
Ntot
∑

j=1

LρbIbΩ cosβW ′

q(l)W
′

m(l)−
Ntot
∑

j=1

LρbIbΩ sinβ sinφjW
′

q(l)W
′

m(l)

+
Ntot
∑

j=1

LρbIyΩ sinβW ′

q(l)W
′

m(l)−
Ntot
∑

j=1

LρbIyΩ cosβ sinφjW
′

q(l)W
′

m(l)

−
Ntot
∑

j=1

LρbIzΩ cosφjW
′

q(l)W
′

m(l)

K̃rotor(2m+ 1, 2q + 2) = −
Nb
∑

i=1

[

Db
]

ΩWq(zi)Wm(zi) +
Ntot
∑

j=1

MbΩ
{

r + Lr + L
3

}

W ′

q(l)W
′

m(l) cosφj sinφj

+
Ntot
∑

j=1

LρbIbΩ sinβ sinφj cosφjW
′

q(l)W
′

m(l) +
Ntot
∑

j=1

LρbIyΩ cosβ sinφj cosφjW
′

q(l)W
′

m(l)

−
Ntot
∑

j=1

LρbIzΩ cosφj sinφjW
′

q(l)W
′

m(l)

K̃rotor(2m+ 1, 2mtot + c+ (j − 1)ntot) =
L
∫

0

ρbAbΩYc−2(s)dsWm(l) cosβ sinφj+

hspace4em
L
∫

0

ρbAbΩYc−2(s)(s+ r)dsW ′

m(l) sinβ cosφj +
L
∫

0

ρbIyΩY ′

c−2(s)dsW
′

m(l) sinβ cosφj

−
L
∫

0

ρbIzΩY
′

c−2(s)dsW
′

m(l) sinβ cosφj

K̃rotor(2m+ 2, 1) =
Nb
∑

i=1

[

Db
]

ΩWm(zi)

K̃rotor(2m+ 2, 2) = −
L
∫

0

ρsAsΩWm(z)dz −MDΩWm(l) +
Nb
∑

i=1

[

Sb
]

Wm(zi)−NtotMbΩWm(l)

K̃rotor(2m+ 2, 2q + 1) =
Nb
∑

i=1

[

Db
]

ΩWq(zi)Wm(zi) +
Ntot
∑

j=1

MbΩ
{

r + Lr + L
3

}

W ′

q(l)W
′

m(l) cosφj sinφj

+
Ntot
∑

j=1

LρbIbΩ sinβ sinφj cosφjW
′

q(l)W
′

m(l) +
Ntot
∑

j=1

LρbIyΩ cosβ sinφj cosφjW
′

q(l)W
′

m(l)

−
Ntot
∑

j=1

LρbIzΩ cosφj sinφjW
′

q(l)W
′

m(l)

K̃rotor(2m+ 2, 2q + 2) = −
L
∫

0

ρsAsΩWq(z)Wm(z)dz −
l
∫

0

ρs(Isy
− Ipol

s )ΩW ′

q(z)W
′

m(z)dz −MDΩWq(l)Wm(l)

−(Jdiam
Dy

− Jpol
D )ΩW ′

q(l)W
′

m(l) +
l
∫

0

EsIsW
′′

q (z)W ′′

m(z)dz+
Nb
∑

i=1

[

Sb
]

Wq(zi)Wm(zi)

+
Nb
∑

i=1

BbW ′

q(zi)W
′

m(zi)−NtotMbΩWq(l)Wm(l) +
Ntot
∑

j=1

MbΩ
{

r + Lr + L
3

}

W ′

q(l)W
′

m(l) sinφj

+
Ntot
∑

j=1

LρbIbΩ cosβW ′

q(l)W
′

m(l)−
Ntot
∑

j=1

LρbIbΩ sinβ cosφjW
′

q(l)W
′

m(l)

+
Ntot
∑

j=1

LρbIyΩ sinβW ′

q(l)W
′

m(l)−
Ntot
∑

j=1

LρbIyΩ cosβ cosφjW
′

q(l)W
′

m(l)

−
Ntot
∑

j=1

LρbIzΩ sinφjW
′

q(l)W
′

m(l)

...
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...

K̃rotor(2m+ 2, 2mtot + c+ (j − 1)ntot) = −
L
∫

0

ρbAbΩYc−2(s)dsWm(l) cosβ cosφj

+
L
∫

0

ρbAbΩYc−2(s)(s+ r)dsW ′

m(l) sinβ sinφj +
L
∫

0

ρbIyΩY ′

c−2(s)dsW
′

m(l) sinβ sinφj

−
L
∫

0

ρbIzΩY
′

c−2(s)dsW
′

m(l) sinβ sinφj

K̃rotor(2mtot + c+ (j − 1)ntot, 1) =
L
∫

0

ρbAbΩYp−2(s)ds cosβ sinφj

K̃rotor(2mtot + c+ (j − 1)ntot, 2) = −
L
∫

0

ρbAbΩYp−2(s)ds cosβ cosφj

K̃rotor(2mtot + c+ (j − 1)ntot, 2q + 1) =
L
∫

0

ρbAbΩYp−2(s)dsWq(l) cosβ sinφj

+
L
∫

0

ρbAbΩYp−2(s)(s+ r)dsW ′

q(l) sinβ cosφj +
L
∫

0

ρbIyΩY ′

p−2(s)dsW
′

q(l) sinβ cosφj

−
L
∫

0

ρbIzΩY
′

p−2(s)dsW
′

q(l) sinβ cosφj

K̃rotor(2mtot + c+ (j − 1)ntot, 2q + 2) = −
L
∫

0

ρbAbΩYp−2(s)dsWq(l) cosβ cosφj

+
L
∫

0

ρbAbΩYp−2(s)(s+ r)dsW ′

q(l) sinβ sinφj +
L
∫

0

ρbIyΩY ′

p−2(s)dsW
′

q(l) sinβ sinφj

−
L
∫

0

ρbIzΩY
′

p−2(s)dsW
′

q(l) sinβ sinφj

K̃rotor(2mtot + p+ (j − 1)ntot, 2mtot + c+ (j − 1)ntot) = −
L
∫

0

ρbAbΩYp−2(s)Yc−2(s)ds cosβ

+
L
∫

0

EbIbY
′′

p−2(s)Y
′′

c−2(s)ds+
L
∫

0

ρbAbΩ
R−(s+r)

2 Y ′

p−2(s)Y
′

c−2(s)ds

+
L
∫

0

ρbIyΩY ′

c−2(s)Y
′

p−2(s)ds sinβ −
L
∫

0

ρbIzΩY
′

c−2(s)Y
′

p−2(s)ds sinβ

(C.12)

C̃rotor(1, 1) =
Nb
∑

i=1

[

Db
]

C̃rotor(1, 2) = −2MsΩ− 2MDΩ− 2MbNtotΩ

C̃rotor(1, 2m+ 1) =
Nb
∑

i=1

[

Db
]

Wm(zi)

C̃rotor(1, 2m+ 2) = −2
L
∫

0

ρsAsΩWm(z)dz − 2MDΩWm(l)− 2NtotMbΩWm(l)

C̃rotor(1, 2mtot + c+ (j − 1)ntot) = −2
L
∫

0

ρbAbΩYc−2(s)ds cosβ cosφj

...



C.2 Equation matricielle 253

...

C̃rotor(2, 1) = 2MsΩ + 2MDΩ + 2MbNtotΩ

C̃rotor(2, 2) =
Nb
∑

i=1

[

Db
]

C̃rotor(2, 2m+ 1) = 2
L
∫

0

ρsAsΩWm(z)dz + 2MDΩWm(l) + 2NtotMbΩWm(l)

C̃rotor(2, 2m+ 2) =
Nb
∑

i=1

[

Db
]

Wm(zi)

C̃rotor(2, 2mtot + c+ (j − 1)ntot) = −2
L
∫

0

ρbAbΩYc−2(s)ds cosβ sinφj

C̃rotor(2m+ 1, 1) =
Nb
∑

i=1

[

Db
]

Wm(zi)

C̃rotor(2m+ 1, 2) = −2
L
∫

0

ρsAsΩWm(z)dz − 2MDΩWm(l)− 2NtotMbΩWm(l)

C̃rotor(2m+ 1, 2q + 1) =
Nb
∑

i=1

[

Db
]

Wq(zi)Wm(zi) +
l
∫

0

ηsEsIsΩW
′′

q (z)W ′′

m(z)dz

C̃rotor(2m+ 1, 2q + 2) = −2
L
∫

0

ρsAsΩWq(z)Wm(z)dz −
l
∫

0

ρs(Isy
+ Isx

)ΩW ′

q(z)W
′

m(z)dz

−2MDΩWq(l)Wm(l)− 2(Jdiam
Dy

+ Jdiam
Dx

)ΩW ′

q(l)W
′

m(l) +
l
∫

0

ρsI
pol
s ΩW ′

q(z)W
′

m(z)dz

+Jpol
D ΩW ′

q(l)W
′

m(l)− 2NtotMbΩWq(l)Wm(l)−
Ntot
∑

j=1

LρbIbΩ sinβW ′

q(l)W
′

m(l)

+
Ntot
∑

j=1

LρbIbΩ cosβW ′

q(l)W
′

m(l)−
Ntot
∑

j=1

LρbIyΩ cosβW ′

q(l)W
′

m(l)

+
Ntot
∑

j=1

LρbIyΩ sinβW ′

q(l)W
′

m(l)−
Ntot
∑

j=1

LρbIzΩW
′

q(l)W
′

m(l)

C̃rotor(2m+ 1, 2mtot + c+ (j − 1)ntot) = −2
L
∫

0

ρbAbΩYc−2(s)dsWm(l) cosβ cosφj

−2
L
∫

0

ρbIbΩY
′

c−2(s)dsW
′

m(l) sinβ sinφj

C̃rotor(2m+ 2, 1) = 2
L
∫

0

ρsAsΩWm(z)dz + 2MDΩWm(l) + 2NtotMbΩWm(l)

C̃rotor(2m+ 2, 2) =
Nb
∑

i=1

[

Db
]

Wm(zi)

C̃rotor(2m+ 2, 2q + 1) = 2
L
∫

0

ρsAsΩWq(z)Wm(z)dz + 2
l
∫

0

ρs(Isx
+ Isy

)ΩW ′

q(z)W
′

m(z)dz

+2MDΩWq(l)Wm(l) + 2(Jdiam
Dx

+ Jdiam
Dy

)ΩW ′

q(l)W
′

m(l)−
l
∫

0

ρsI
pol
s ΩW ′

q(z)W
′

m(z)dz

−Jpol
D ΩW ′

q(l)W
′

m(l) + 2NtotMbΩWq(l)Wm(l) +
Ntot
∑

j=1

LρbIbΩ sinβW ′

q(l)W
′

m(l)

−
Ntot
∑

j=1

LρbIbΩ cosβW ′

q(l)W
′

m(l) +
Ntot
∑

j=1

LρbIyΩ cosβW ′

q(l)W
′

m(l)

−
Ntot
∑

j=1

LρbIyΩ sinβW ′

q(l)W
′

m(l) +
Ntot
∑

j=1

LρbIzΩW
′

q(l)W
′

m(l)

C̃rotor(2m+ 2, 2q + 2) =
Nb
∑

i=1

[

Db
]

Wq(zi)Wm(zi) +
l
∫

0

ηsEsIsΩW
′′

q (z)W ′′

m(z)dz

C̃rotor(2m+ 2, 2mtot + c+ (j − 1)ntot) = −2
L
∫

0

ρbAbΩYc−2(s)dsWm(l) cosβ sinφj

+2
L
∫

0

ρbIbΩY
′

c−2(s)dsW
′

m(l) sinβ cosφj

...
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...

C̃rotor(2mtot + c+ (j − 1)ntot, 1) = 2
L
∫

0

ρbAbΩYp−2(s)ds cosβ cosφj

C̃rotor(2mtot + c+ (j − 1)ntot, 2) = 2
L
∫

0

ρbAbΩYp−2(s)ds cosβ sinφj

C̃rotor(2mtot + c+ (j − 1)ntot, 2m+ 1) = 2
L
∫

0

ρbAbΩYp−2(s)dsWq(l) cosβ cosφj

+2
L
∫

0

ρbIbΩY
′

p−2(s)dsW
′

q(l) sinβ sinφj

C̃rotor(2mtot + c+ (j − 1)ntot, 2m+ 2) = 2
L
∫

0

ρbAbΩYp−2(s)dsWq(l) cosβ sinφj

−2
L
∫

0

ρbIbΩY
′

p−2(s)dsW
′

q(l) sinβ cosφj

C̃(2mtot + p+ (j − 1)ntot, 2mtot + c+ (j − 1)ntot) =
L
∫

0

ηbEbIbY
′′

p−2(s)Y
′′

c−2(s)ds

(C.13)



Annexe D

Modèle de carter flexible

D.1 Energies et potentiels associés au modèle

On peut donner, à titre indicatif, les expressions usuelles des énergies cinétique et interne

de déformations élastiques d’un anneau flexible, ainsi que celle d’une fonction de dissipation

permettant de prendre en compte un amortissement de type visqueux, formulées dans un

repère fixe [90, 34] :

T ∗
stat =

1

2

2π
∫

0

ρstatSstat

(

u̇∗2s (θ, t) + ẇ∗2(θ, t)
)

Rstatdθ (D.1)

ν∗stat =
1

2

2π
∫

0

EstatIstat

R3
stat

{

∂u∗s
∂θ

(θ, t) +
∂w∗

∂θ
(θ, t)

}2

dθ

+
1

2

2π
∫

0

EstatSstat

Rstat

{

∂w∗

∂θ
(θ, t)− u∗s(θ, t)

}2

dθ (D.2)

F ∗
dstat

=
1

2

2π
∫

0

ηstat
EstatIstat

R3
stat

{

∂u̇∗s
∂θ

(θ, t) +
∂ẇ∗

∂θ
(θ, t)

}2

dθ

+
1

2

2π
∫

0

ηstat
EstatSstat

Rstat

{

∂ẇ∗

∂θ
(θ, t)− u̇∗s(θ, t)

}2

dθ (D.3)

Afin de modéliser les structures dans le repère corotationnel, on introduit le changement

de variable φ = θ − Ωt. Les équations D.1, D.2 et D.3 s’expriment alors, comme nous l’avons

déjà précisé au chapitre 5 (équations 5.7, 5.8), par :

Tstat =
1

2

2π−Ωt
∫

−Ωt

ρstatSstat

{

[

u̇s(φ, t) − Ω
∂us

∂φ
(φ, t)

]2

+

[

ẇ(φ, t)− Ω
∂w

∂φ
(φ, t)

]2
}

Rstatdφ

(D.4)
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νstat =
1

2

2π−Ωt
∫

−Ωt

EstatIstat

R3
stat

{

∂us

∂φ
(φ, t) +

∂w

∂φ
(φ, t)

}2

dφ (D.5)

Fdstat =
1

2

2π−Ωt
∫

−Ωt

ηstat
EstatIstat

R3
stat

{

−Ω
∂3us

∂φ3
(φ, t) +

∂2u̇s

∂φ2
(φ, t)− Ω

∂2w

∂φ2
(φ, t) +

∂ẇ

∂φ
(φ, t)

}2

dφ

(D.6)

D.2 Equation matricielle

L’application des équations de Lagrange aux éléments précédents, aboutit à l’équation

matricielle du comportement dynamique du système dans le repère tournant, dont les matrices

contiennent les termes suivants, avec m ∈ [2, ktot] et k ∈ [2, ktot] :

Mstat(2m− 3, 2k − 3) = ρstatSstatRstatπ(1 + km)δ(k −m)

Mstat(2m− 3, 2k − 2) = 0

Mstat(2m− 2, 2k − 3) = 0

Mstat(2m− 2, 2k − 2) = ρstatSstatRstatπ(1 + km)δ(k −m)

(D.7)

K̃stat(2m− 3, 2k − 3) = EstatIstat

R3
stat

(

k3 − k
) (

m3 −m
)

πδ(k −m)

−ρstatSstatRstatΩπ(km+ km)δ(k −m)

K̃stat(2m− 3, 2k − 2) = ηstat
EstatIstat

R3
stat

Ω
(

k2 − k4
) (

m3 −m
)

πδ(k −m)

K̃stat(2m− 2, 2k − 3) = ηstat
EstatIstat

R3
stat

Ω
(

k2 − k4
) (

m−m3
)

πδ(k −m)

K̃stat(2m− 2, 2k − 2) = EstatIstat

R3
stat

(

k − k3
) (

m−m3
)

πδ(k −m)

−ρstatSstatRstatΩπ(km+ km)δ(k −m)

(D.8)

C̃stat(2m− 3, 2k − 3) = ηstat
EstatIstat

R3
stat

(

k3 − k
) (

m3 −m
)

πδ(k −m)

C̃stat(2m− 3, 2k − 2) = −{ρstatSstatRstatΩπm(k + 1)

+ρstatSstatRstatΩπk(m+ 1)} δ(k −m)

C̃stat(2m− 2, 2k − 3) = {ρstatSstatRstatΩπm(k + 1)

+ρstatSstatRstatΩπk(m+ 1)} δ(k −m)

C̃stat(2m− 2, 2k − 2) = ηstat
EstatIstat

R3
stat

(

k − k3
) (

m−m3
)

πδ(k −m)

(D.9)
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