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Résumé

Durant les années 70, ont été implantées un grand nombre de plateformes pétrolières offshore
de type jacket. Il s’agit de structures treillis en acier constituées d’éléments tubulaires soudés.
Certaines d’entre elles présentent une réserve importante de résistance malgré les désordres lo-
caux observés (fissures notamment). L’objectif de ce travail de recherche est l’examen de l’impact
des fissures traversantes parfois observées au niveau des joints soudés. L’idée est de développer
des surfaces de réponse physiques introduisant le chargement aléatoire de la houle et la géomé-
trie aléatoire de la fissure. La modélisation probabiliste s’appuie sur la méthode des surfaces de
réponse en couplant l’analyse mécanique (Rouhan 1999) généralisée en 3D et les sollicitations
(Schoefs 1996). Des critères d’état limite globaux et de type performantiels sont sélectionnés
pour l’analyse en fiabilité : l’évolution de l’énergie de déformation ou du déplacement d’un nœud
stratégique. Des études de sensibilité par la méthode de Monte-Carlo et l’analyse différentielle,
permettent un classement des 10 variables mécaniques , géométriques et environnementales pré-
sentes. Des illustrations sont présentées en s’appuyant sur des structures usuelles de l’industrie
pétrolière offshore.

Mots clés

Surfaces de réponse, fiabilité, méthode des éléments finis, fissure traversante, facteur d’in-
tensité de contrainte, chargement de houle, critères performantiels, modélisation probabiliste.

Abstract

During the seventies quite a lot of Jacket offshore platforms have been implanted. They
are frame structures made of thousand of steel tubular beam components. Most of them are
redundant and have a significant reserve of resistance in spite of local failures such as cracks.
The aim of this research task is the analysis of the impact of the through cracks located near
welded joints. The idea is to develop physical response surfaces which allow to introduce both
random environmental loading and random crack geometry. Probabilistic modeling is based
on response surface methodology by mixing the mechanical analysis (Rouhan 1999) and the
environmental loading (Schoefs 1996). Global limit state are selected for reliability analysis :
evolution of deformation energy and of the displacement of a strategic node. Illustrations on
well known offshore platforms typology are selected.

Key Words

Response surfaces, reliability, finite element method, through crack, stress intensity factor,
swell loading, performantiels criteria, probabilistic modeling.
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{Ũ∗} Vecteur homogène à un déplacement calculé par un modèle élément
fini 3D

SIF Safety Intensity Factor

E0
def Énergie de déformation due au poids propre et à la poussée d’Archi-

mède

E∗def Énergie de déformation due aux efforts de houle

CoV Coefficient de variation

CD, CM , CX , C ′
X Coefficients hydrodynamiques : coefficient de traînée (CD), coefficient

de masse ajoutée (CM )

θmg Coefficient de prise en compte des bio-salissures

H, T Hauteur et période de la houle

Hs Hauteur significative de la houle

Tstat Durée de stationarité d’un état de mer

Tz Période moyenne de la houle
−→
f T ,

−→
f I Forces de traînée et d’inertie

δ Travail virtuel des efforts nodaux

V (X) Variance de la variable aléatoire X

Cov(X) Covariance de X

ix



Table des matières

τi Contribution d’une variable aléatoire Xi sur la variance d’une réponse

x



Introduction générale

A l’origine, la fiabilité des structures concerne les ouvrages de génie civil de grandes tailles
et les systèmes mécaniques de haute technologie (centrales nucléaires, constructions navale et
aéronautique, barrages, . . . ). Durant les dernières années, l’étude mécano-fiabiliste est devenue
un outil d’amélioration de la qualité et encore plus un outil fondamental pour l’aide à la décision
(plans d’inspection, maintenances, réparations, démantèlement, . . . ). Cette approche est de plus
en plus demandée pour préciser la probabilité de bon fonctionnement d’un produit industriel
durant sa durée de vie. Les puissants outils numériques et les codes de calcul, devenus plus
performants au cours de ces dernières années, ont contribué à part entière dans le développement
des méthodes fiabilistes.

Parmi les ouvrages à la base du développement de la théorie de fiabilité depuis les années
70, on peut citer les plates formes pétrolières marines dites "Structures Offshore". Ces structures
sont exposées à des chargements (houle, courants, vent) à la fois aléatoires et très sévères.
Lors du dimensionnement de ces structures, les codes de calcul utilisés ont parfois été trop
conservatifs conduisant à des surdimensionnements. Les durées de vie prévisionnelles étaient en
général d’une trentaine d’années. Cependant, à la fin de cette période, les maîtres d’ouvrages et
les ingénieurs de l’industrie offshore ont mis en place, aux côtés des organismes certificateurs,
des programmes de requalification des plates formes pétrolières pour augmenter leur durée de
service. Ceci était de première importance lorsque les champs restaient prometteurs notamment
par l’amélioration des techniques de forage. C’est au sein de ces programmes que les études
de fiabilité des structures fissurées d’assemblages tubulaires soudés ont connu un nouvel essor
notamment au sujet des structures dites Jacket (nous présentons dans la figure 1 une structure
jacket). Elles représentent environ 90% des structures pétrolières offshore existantes. Une des
questions à aborder concerne alors la présence de fissures dans ces structures et son caractère
tolérable.

• Le comportement aléatoire d’une structure sollicitée dans un milieu marin nécessite l’utili-
sation d’une méthode d’approximation, dite "Méthode de Surfaces de Réponse". Nous présentons
dans le premier chapitre une revue bibliographique de cette méthode ainsi que ses principales
formes utilisées en génie civil et en mécanique probabiliste. Les critères et stratégies de construc-
tion des surfaces de réponse analytiques et physiques sont cités. Une analyse des modèles de
structures tubulaires fissurées ainsi qu’une étude du facteur d’intensité de contrainte est ensuite
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Chapitre 0. Introduction générale

Fig. 1 – Plate-forme pétrolière de type ’Jacket’.

Fig. 2 – Exemple de fissure traversante dans une plate-forme pétrolière ’ref. TOTAL S.A.’.

abordée. On indique ensuite l’état de l’art de la fiabilité des structures fissurées avec les fonctions
d’état usuelles.

• La modélisation des plates formes pétrolières de type Jacket s’effectue traditionnellement
par des éléments finis poutre. Ainsi, dans le but d’introduire les effets de fissures traversantes
sur le calcul de ces structures par ce type d’éléments, nous proposons dans le deuxième chapitre
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la construction d’un élément fini particulier appelé "Élément Fini Poutre Fissurée EFPF". Cet
élément est construit par deux méthodes différentes : la méthode des déplacements et la méthode
des forces. Une comparaison des formulations et des résultats obtenus par ces deux méthodes est
présentée dans ce chapitre ainsi que les techniques de programmation utilisées. Une validation
du modèle EFPF dans un calcul de structures y est présentée. En fin de chapitre, les principaux
résultats du facteur d’intensité de contraintes pour le cas d’un tube fissuré sont présentés avec
leurs commentaires.

• Pour le dimensionnement des structures, trois comportements sont considérés dans la litté-
rature : le quasi-statique, la fatigue et la dynamique. Nous nous concentrons dans ce travail sur
le premier utilisé dans des situations de chargement de tempête dont la résultante est unidirec-
tionnelle. Les fissures sont généralement vues sous l’angle du comportement en fatigue ; le critère
de Paris-Erdogan est le plus utilisé pour ce but. La littérature présente alors plusieurs critères
de calcul de fiabilité, on peut citer en particulier ceux basés sur la longueur ou la profondeur
de fissure. Nous proposons dans le chapitre 3 deux critères dits "performantiels" pour prendre
en compte le comportement global de la structure en situation de tempête. Il s’agit du déplace-
ment d’un nœud stratégique de la structure et de son énergie de déformation. Nous présentons
les différentes variables de base intervenant dans le calcul de fiabilité (variables environnemen-
tales, mécaniques et géométriques). Différentes surfaces de réponse des transferts utilisés sont
construites en s’appuyant sur des variables intermédiaires. Pour déterminer la contribution des
variables aléatoires sur la variation des réponses étudiées, deux méthodes de sensibilité sont
utilisées : la méthode d’analyse différentielle utilisée généralement pour des structures peu com-
plexes pour lesquelles on a des surfaces de réponse explicites des variables de base et la méthode
de Monte-Carlo. Enfin un calcul de fiabilité est réalisé pour une structure tripode pour laquelle
différentes positions, ouvertures et inclinaisons de fissures sont considérées.
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Chapitre 1

État de l’art de l’étude probabiliste des
structures fissurées

1.1 Introduction

Le concept de surface de réponse est né de la volonté de représenter les fluctuations d’une
grandeur représentative d’un phénomène - appelée réponse - en fonction de variables aléatoires
appelées stimuli. En mécanique, la méthode des surfaces de réponse (MSR) vise à proposer des
formulations analytiques explicites des réponses d’un système mécanique, dans le but de réaliser
des calculs de fiabilité.

L’objectif de la thèse étant d’aborder la fiabilité des structures fissurées par des surfaces de
réponse physiques, trois étapes bibliographiques sont nécessaires :

– le couplage mécano-probabiliste par surfaces de réponse. Les principales méthodes sont
exposées mais l’accent est mis sur la méthode des surfaces de réponse quadratiques qui est
la plus présente dans la littérature. Les stratégies et critères de construction des surfaces
de réponse sont également présentés ainsi que leurs avantages et leurs inconvénients.

– les enjeux de la modélisation des structures tubulaires fissurées identifiées dans la litté-
rature, deux axes correspondant à deux échelles physiques sont présentés : la prise en
compte au niveau comportement mécanique de la présence d’une fissure et le calcul du
facteur d’intensité de contrainte. Le premier point couvre l’ensemble des possibilités, du
maillage fin de la géométrie à l’utilisation de modèles simplifiés équivalents. Pour le second
point, on rappelle brièvement les techniques de calcul du facteur d’intensité de contrainte.
Les résultats numériques et expérimentaux disponibles pour le cas de tubes fissurés sont
ensuite commentés.

– l’étude en fiabilité des structures fissurées. On y présente les fonctions d’état et différentes
marges de calcul de fiabilité. Des critères de type "performantiels" utilisés dans cette thèse
sont proposés.
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Chapitre 1. État de l’art de l’étude probabiliste des structures fissurées

1.2 Concept de surface de réponse

La réponse d’un système mécanique à des variables aléatoires stimuli peut être obtenue
par modèles physiques successifs (appelée surface de réponse physique par la suite), ou par
ajustement d’une fonction mathématique (appelée surface de réponse analytique), en général de
forme polynomiale, sur une base de données. Cette partie propose de présenter les techniques
et outils de construction de ces surfaces de réponse en mécanique et de les situer dans le cadre
plus général de la fiabilité des structures.

1.2.1 Méthode des surfaces de réponse (M.S.R) : principes et définitions

Dans le cas général, on appelle surface de réponse, la représentation géométrique de la réponse
d’un processus physique spatio-temporel aléatoire à des variables stimuli. La propriété étudiée,
ou réponse Y , résulte alors du transfert par une fonction de réponse explicite, ou fonction de
transfert, des variables d’entrée du système, le changement de valeurs de ces variables entraînant
un changement de la valeur de la fonction de réponse. Les modèles expérimentaux des surfaces
de réponse prennent en considération le choix des variables stimuli, la définition des périodes
d’observation et le calcul d’erreur. Les variables d’entrée, stimuli représentatifs du phénomène,
sont notées Xi(i = 1, . . . , n), et sont appelées aussi variables de base du phénomène. Elles
sont caractérisées par un ensemble d’informations statistiques notées θj(j = 1, . . . , p) (fonctions
de distribution indépendantes ou corrélées, moments normalisés, ...). Dans le cas général, les
variables Xi sont des processus spatio-temporels, dits stochastiques ramenés à des vecteurs
aléatoires lorsqu’on fixe les indices de temps et d’espace.

Ce transfert des variables stimuli peut être représenté par le schéma de la figure 1.1.

Fonction

de transfert
Réponse 

Y

Variables

stimuli Xi

Fig. 1.1 – Schéma d’une fonction de transfert

En général, la forme explicite de cette fonction de transfert en fonction des variables de
base est inconnue, et la recherche d’une approximation, appelée fonction de réponse, devient
nécessaire. Le plus souvent, elle appartient à une famille de fonctions usuelles linéaires ou non,
caractérisées par des paramètres χk (k = 1, . . . , l), aléatoires ou déterministes. L’ajustement de la
réponse, basée sur une base de données expérimentales (expérimentation physique ou numérique)
et une métrique pour le calcul d’erreur, permet de déduire les paramètres χk. La représentation
géométrique de la fonction de réponse sous la forme d’une courbe, d’une surface ou d’une hyper-
surface est appelée surface de réponse. En terme de fiabilité, l’introduction d’outils géométriques
comme les lignes de niveau relatives à cette surface est très utile et traduit la frontière entre le
domaine de défaillance et le domaine de sécurité.
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1.2. Concept de surface de réponse

La fonction de réponse peut donc s’écrire formellement comme indiquée dans la figure 1.2.

À sélectionner

et à ordonner 
À ajuster 

Ψ ( X /    ) = Y ( χ , X /    )

Paramètres Variables 'stimuli'

θθ

Fig. 1.2 – Expression formelle de la fonction de réponse

Pour construire une surface de réponse, il faut donc fournir :
– X = {X1, . . . , Xn}, ensemble représentatif et ordonné des variables de base,
– θ = {θ1, . . . , θp}, ensemble d’informations statistiques sur le vecteur X (fonctions de dis-

tributions indépendantes ou corrélées, moments normalisés, . . . ),
– Ψ(X/θ), approximation de la réponse Y , formulée explicitement en fonction de X sachant

les données statistiques θ, et obtenue soit par ajustement des paramètres χ (surface de
réponse analytique), soit par modèles physiques successifs (surface de réponse physique),

– |.|, une métrique dans l’espace des variables de base et de la réponse. Cette métrique
permet de mesurer la qualité de l’ajustement de l’approximation Ψ à la réponse Y .

1.2.2 Historique de la méthode des surfaces de réponse

La Méthode des Surfaces de Réponse (M.S.R) s’est développée dans différents domaines
scientifiques, citons en particulier : la biologie, la chimie, les sciences humaines et l’agronomie.
La construction de courbes de croissance en biologie animale et végétale ([Wis39], [Win32]),
l’étude de fertilisation des sols et l’agronomie ([Mit30], [CY41], [Ste51]), durant les années 30,
sont les premiers domaines dans lesquels l’approche des surfaces de réponse a été utilisée. Au
cours des années 50 les chimistes Box et Wilson [Nak95] ont développé le concept de surface de
réponse en s’appuyant sur les techniques de régression analytique et la conduite d’expériences.
Le choix des variables stimuli et l’affectation de leur poids relatif étaient des points essentiels
dans la méthodologie M.S.R durant cette période et elle a été enrichie par la définition des
périodes d’observation et les calculs d’erreurs. Une étude détaillée est disponible dans [Sch96] et
[Lab97]. L’objectif commun est de chercher la meilleure fonction pour transférer les variabilités
d’un ensemble de variables stimuli afin de représenter les variations d’une réponse comme la
taille d’un individu, la puissance d’un appareil électrique, le déplacement d’un point . . . etc. La
construction des fonctions de réponse de type analytique, sous certaines conditions de régularité
est essentiellement basée sur des formes polynômiales. De nombreux modèles potentiels sont
apparus durant les dernières décennies, et le modèle de référence, qui constitue un apport théo-
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rique bien structuré, est le modèle optimal sous contraintes dans le cas de fonctions linéaires.
Des modèles non linéaires ont également été développés, un essor particulier étant observé avec
le développement des moyens de calcul informatiques.

Pour le secteur pétrolier offshore, c’est durant les années 80 que les programmes internatio-
naux visant au développement de méthodologies de calcul de fiabilité des ouvrages en mer ont
été lancés. Cela a conduit à la réalisation de logiciels de calcul de ces ouvrages, et en particulier
R.A.S.O.S (Reliability Analysis of Offshore Structures), A.R.P.E.J (Analyse de la redondance
structurale des jackets) et P.R.O.B.A.N (Analyses Probabilistes des Structures).

La méthodologie de surfaces de réponse est largement utilisée en mécanique probabiliste qui
est une extension de l’approche déterministe. Elle est un outil de dimensionnement des structures
sollicitées par des chargements aléatoires comme c’est le cas pour les structures marines, où la
prise en compte des incertitudes et des aléas en terme de modélisation est nécessaire. La M.S.R
permet une approche rationnelle des études de sensibilité et fournit des outils d’aide à la décision
qui intègrent le risque structural et le risque socio-économique. Les questions de sécurité des
ouvrages ont été soulevées durant les années 90, la M.S.R étant alors un outil performant pour
l’évaluation des risques et la requalification des ouvrages pétroliers.

1.2.3 Formulations des fonctions de réponse : surfaces de réponse analytiques et phy-
siques

Plusieurs critères permettent de présélectionner le type de formulation de la fonction de
réponse à choisir pour représenter les variations de la réponse Y . On peut citer en particulier le
niveau de complexité dont dépend le temps de calcul, la possibilité d’une approche expérimentale
et l’état actuel des connaissances notamment des modèles déterministes servant de référence. La
construction de surfaces de réponse relève de plus en plus d’une solution mixte basée sur les
deux approches usuelles :

– L’ajustement d’un modèle de transfert approché sur une base de données sélectionnées en
utilisant des fonctions mathématiques usuelles, en particulier de type polynômial (surface
de réponse analytique).

– L’utilisation de lois physiques déterministes dans lesquelles sont introduites des variables
aléatoires pour rendre compte des variabilités intrinsèques (ex. : hauteur et période de la
houle) ou des incertitudes sur les paramètres des modèles. La représentativité physique des
modèles déterministes et la selection des variables de base qui gouvernent les variations
des quantités étudiées dirigent la construction de la surface de réponse. Cette surface de
réponse est dite physique.

Suite à des controverses sur le choix de modèles "empiriques" ou "fonctionnels", Bliss a lar-
gement insisté en 1970 sur l’importance du sens physique d’un modèle choisi :

"Un modèle mathématique développé à partir d’une compréhension profonde du mécanisme
devrait être utilisé chaque fois que c’est possible. La conformité de séries d’observation avec
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un modèle postulé est un test nécessaire mais non suffisant de validité. Une équation théorique,
cependant, peut générer plus de constantes que besoin : ainsi, si la courbe théorique proposée de-
mande 6 paramètres à ajuster mais ne décrit pas mieux les observations qu’une courbe empirique
à trois paramètres, il est important de réexaminer l’équation théorique. Plus la compréhension
physique est affinée, meilleure est la sélection d’une forme empirique".

La difficulté de caractériser statistiquement les variables de base s’ajoute à la formulation
analytique du transfert. Dans le cas de surfaces de réponse décrivant des états limites, ce pro-
blème conditionne le calcul de la fiabilité. Par exemple, dans le domaine des matériaux compo-
sites laminés unidirectionnels et chargés dans le plan, un état limite se déduit généralement des
trois critères suivant : les contraintes, les efforts externes plans et les dimensions géométriques
du matériau. Des hypothèses différentes sur le nombre de variables et leur type de loi de distri-
bution peuvent conduire à des variations de plus de 30% sur les valeurs des facteurs de sécurité
correspondants [Nak95].

1.3 Définitions et enjeux du calcul en fiabilité

1.3.1 Nature du problème et définitions

On définit ci-dessous les points essentiels du calcul de la fiabilité d’un composant d’un sys-
tème mécanique ([LMMM96], [SK00], [Moh93], [Goy94a], [SM94], [Dit97]). Le composant en
fiabilité des structures est un ensemble constitué d’une partie d’un élément structurel (section
d’une poutre par exemple), d’une fonction d’état associée (plastification, flambement, . . . ) et
d’un comportement post-ruine (élasto-plastique parfait, . . . ). Ce dernier élément est notamment
utile en fiabilité système (compétition entre plusieurs fonctions d’état de plusieurs composants)
qui n’est pas l’objet ici. On se limite en effet à la fiabilité d’un composant. On définit alors :

i) Variables de base : appelées aussi variables de conception, elles sont les composantes d’un
vecteur X. Ce sont des variables aléatoires d’entrée d’un calcul de fiabilité. Elles sont carac-
térisées par une loi de densité conjointe de probabilité fX1,...,Xn(x1, x2, . . .), où (x1, x2, . . . , xn)

sont des réalisations des variables aléatoires (X1, X2, . . . , Xn). Cette information est souvent
indisponible, elle est limitée à la connaissance des deux propriétés suivantes :

– La loi marginale de chaque variable Xi : fXi(xi)

– La corrélation entre chaque couple de variables (Xi, Xj) : ρij(Xi, Xj)

ii) Fonction d’état : appelée aussi fonction de performance et notée G(X), son intersection
avec l’hyperplan des variables définit la frontière entre le domaine de sécurité Ds et le domaine de
ruine Df . Une valeur positive de G signifie que les réalisations des variables aléatoires conduisent
à une situation de sécurité et une valeur négative signifie qu’elles conduisent à une situation de
défaillance. La courbe représentant G(X) = 0 est appelée courbe d’état limite. Lorsque la fonc-
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tion d’état s’écrit sous la forme de la différence d’une résistance et d’une sollicitation, G = R−S,
elle est appelée marge de sécurité et est notée M .

iii) Probabilité de défaillance : ou probabilité de ruine, c’est la probabilité d’avoir une valeur
négative d’une réalisation de la fonction d’état G(X), elle est notée Pf (probability of failure).
On a donc :

Pf = Prob(G(X) ≤ 0) (1.1)

=
∫

Df

fX1,X2,...,Xn(x1, x2, . . . , xn)dx1 . . .dxn (1.2)

Différentes techniques permettent d’estimer la probabilité de défaillance. Elle peut être déter-
minée par des méthodes directes de simulation ou par l’intermédiaire de l’indice de fiabilité.

iv) Point de conception : appelé aussi le point de défaillance le plus probable ou point critique
(point P ∗ de la figure 1.3), il est le point de la zone de défaillance qui a la plus grande probabilité
d’occurrence lors d’une réalisation des variables aléatoires. Il est le point de la frontière entre le
domaine de sécurité et le domaine de défaillance, le plus proche de l’origine dans l’espace des
variables centrées réduites.

Les trois voies principales de calcul de la probabilité de ruine Pf sont :
– technique de simulation directe par la méthode de Monte Carlo. Cette méthode est la plus

précise mais elle aussi est la plus coûteuse. Le calcul d’une probabilité de ruine approchée
P̃f se fait en mesurant la taille de l’échantillon (composé de N tirages de variables de base)
des réalisations situées à l’intérieur du domaine de défaillance. Notons qu’en faisant tendre
la taille de l’échantillon vers l’infini, la probabilité de défaillance approchée P̃f tend vers
la probabilité de défaillance réelle Pf .

– calcul par l’intermédiaire de l’indice de fiabilité β. Les méthodes FORM et SORM sont
utilisées pour permettre d’évaluer β.

– Échantillonnage par tirage d’importance, elle permet de cibler les tirages des variables de
base Xi autour du point de conception P ∗. Cela permet de réaliser de meilleures approxi-
mations de P̃f pour des échantillons de taille limitée.

1.3.2 Méthode de simulation directe (Monte Carlo)

Elle consiste à effectuer un grand nombre Nt de tirages des variables aléatoires du problème
étudié. Pour chaque tirage, la fonction d’état est calculée et l’on dénombre les tirages conduisant
à la défaillance de la structure Ntdef

. La probabilité de rupture Pf est alors estimée par le rapport
entre le nombre de tirages conduisant à la rupture Ntdef

et le nombre total de tirages Nt, soit :

Pf =
Ntdef

Nt
(1.3)
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1.3. Définitions et enjeux du calcul en fiabilité

L’avantage de cette méthode est qu’elle n’impose aucune condition de continuité ni de déri-
vabilité de la fonction d’état. Cette méthode permet en plus d’estimer la précision de la valeur
de la probabilité de défaillance obtenue. Toutefois, elle conduit à des temps de calcul très élevés
dès qu’il s’agit d’évaluer de faibles probabilités avec une précision raisonnable. Pour une proba-
bilité de ruine visée Pf et une seule variable aléatoire, un nombre minimum de C

Pf
simulations

doit être réalisé pour assurer une évaluation acceptable de Pf avec C, constante dépendant du
niveau de confiance désiré et des paramètres et du type de densité de distribution concernée.
En général, C est supérieure à 100 mais on peut la diminuer en ayant recours à des échantillons
issus de la méthode d’hypercube latin. Pour n variables aléatoires indépendantes, le nombre de
tirages doit dépasser

(
C
Pf

)n
.

Plusieurs méthodes proposent d’améliorer la méthode de Monte Carlo, comme la ’Méthode
de simulation directionnelle’. Elle utilise les propriétés de symétrie rotationnelle de l’espace des
variables gaussiennes centrées réduites (standardisées). Dans cet espace, les variables sont repré-
sentées par des lois de Gauss centrées en 0 et d’écart-type 1. La transformation de Rosenblatt
([LMMM96], [Lem94]) est utilisée pour effectuer un changement du repère transformant l’espace
des variables physiques (lois de distributions quelconques) en un espace de variables gaussiennes
centrées réduites. Cet espace est ensuite divisé en un certain nombre de directions caractérisées
par un vecteur unitaire a partant de l’origine du repère. La probabilité de défaillance du système
est évaluée par un traitement statistique des valeurs des probabilités de défaillance calculées sur
les différentes directions. Comme la méthode de Monte Carlo, cette méthode n’impose aucune
propriété particulière de la fonction d’état limite et permet d’évaluer sans biais la probabilité
de défaillance du composant. Elle offre l’avantage d’être plus performante que cette dernière en
terme de coûts de calculs.

1.3.3 Méthodes basées sur l’indice de fiabilité

L’indice de fiabilité est une mesure de la fiabilité notée β. Il permet d’obtenir une approxi-
mation de la probabilité de défaillance. Il existe dans la littérature plusieurs types d’indices de
fiabilité parmi lesquels :

– l’indice de fiabilité de Cornel βc, défini par :

βc =
E(M(X))
σ(M(X))

(1.4)

où M(X) est la marge de sécurité.
Dans le cas dit fondamental (variables gaussiennes et état limite linéaire), on montre que
Pf = Φ(−βc), où Φ désigne la fonction de répartition de la loi normale centrée réduite.

– l’indice de fiabilité de Hasofer Lind βHL, défini comme la distance la plus courte entre
la courbe d’état limite G(X) = 0 et l’origine du repère dans un espace normé réduit

11



Chapitre 1. État de l’art de l’étude probabiliste des structures fissurées

des variables aléatoires décorrélées (voir figure 1.3). Il est égal à la distance du point de
défaillance P ∗ à l’origine du repère.
L’indice de fiabilité βHL sera noté par la suite β.

Domaine de

défaillance

(G(X) < 0)

Domaine de

sécurité

(G(X) > 0)

G(X) = 0
Hyperplan

tangent 

(FORM)

Hypersurface

tangente (SORM)

P*

βHL

O U1

U2

Fig. 1.3 – Définition de la fonction d’état, de l’indice de fiabilité et des approximations FORM
et SORM.

i) Méthode FORM : son appellation vient de ’First Order Reliability Method’. Elle vise
à estimer l’indice de fiabilité β et la probabilité de ruine Pf , par une approximation de la
fonction d’état G(X) par un hyperplan tangent à G(X) au point de défaillance le plus probable
P ∗. Un développement de Taylor au premier ordre est utilisé à cette fin. Une transformation
isoprobabiliste des variables de base Xi est réalisée ; les nouvelles variables Ui sont gaussiennes,
centrées, réduites et décorrélées. L’indice de fiabilité β est calculé en recherchant le point P ∗ le
plus proche de l’origine du repère (point le plus probable). Ainsi, β est évalué dans ce nouvel
espace en résolvant le problème d’optimisation suivant :

β = min
√∑

i

uiui sous la contrainte H(ui) ≤ 0 (1.5)

où H(ui) est la fonction d’état dans l’espace normé réduit.
A partir de l’indice de fiabilité β, la probabilité de ruine est estimée par :

Pf ' Φ(−β) (1.6)

où Φ est la loi de distribution de Gauss de moyenne 0 et d’écart-type 1.
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1.4. Construction des surfaces de réponse pour un calcul en fiabilité

L’égalité (1.6) est exacte pour le cas où les variables aléatoires de base sont gaussiennes avec
un état limite linéaire.

ii) Méthode SORM : son appellation vient de ’Second Order Reliability Method’. Elle est
basée sur un développement de Taylor au deuxième ordre de la fonction d’état G(Xi). Sa repré-
sentation dans l’espace des variables de base est remplacée par une hypersurface d’ordre 2. Trois
formulations de la probabilité de ruine Pf peuvent être proposées : Formule de Breitung, for-
mule de Rice et formule de Tvedt (pour plus de détails voir [Bre89], [Ric80], [Tve88], [LMMM96],
[Lem94]).

Comme le montre la figure 1.3, la méthode FORM est utilisée pour ajuster une fonction
d’état de faible concavité au voisinage du point de conception. Par contre, la méthode SORM
est utilisée pour une forte concavité de cette fonction au voisinage du même point.

iii) Méthode de tirage d’importance : Cette méthode consiste à utiliser d’abord la méthode
FORM pour déterminer le point de conception P ∗. Une fois P ∗ déterminé, une simulation limitée
à des tirages au voisinage de ce point est réalisée pour améliorer l’évaluation de la probabilité
de défaillance obtenue par la méthode FORM. Ainsi, elle permet de corriger l’erreur générée par
l’approximation à l’ordre 1 de la surface d’état dans l’espace des variables gaussiennes centrées
réduites.

1.4 Construction des surfaces de réponse pour un calcul en fiabilité

1.4.1 Enjeux des surfaces de réponse en fiabilité

Les algorithmes de calcul de l’indice de fiabilité de Hasofer et Lind β supposent que la
fonction d’état G(X) est disponible sous forme explicite dans l’espace des variables aléatoires
de base Xi. Généralement, cette condition est satisfaite uniquement pour quelques problèmes
mécaniques linéaires ou si des approximations sont faites. Dans les autres cas, les expressions
analytiques des fonctions d’état limite en fonction des variables Xi sont indisponibles. La marge
de sécurité ne peut donc être obtenue que sous forme implicite. C’est le cas en particulier des
calculs aux éléments finis dans les cas de non linéarité géométrique ou mécanique.

Comme on l’a vu, une alternative est la technique de simulation directe. Son défaut principal
est le coût de calcul. Cela peut être réglé en procédant à une parallélisation des calculs, technique
largement répandue aujourd’hui. Une autre alternative est la méthode d’échantillonnage par
tirage d’importance, qui constitue une possibilité de réduire significativement le temps de calcul.
Elle est généralement utilisée pour comparer les résultats provenant d’autres méthodes.

On peut aussi évaluer l’indice de fiabilité βHL associé à différents types de fonctions d’état
limite en utilisant les méthodes FORM et SORM dans une voie implicite [ML97] en la liant au
modèle mécanique et en utilisant des dérivations numériques. Toutefois, d’une part à cause d’un
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Chapitre 1. État de l’art de l’étude probabiliste des structures fissurées

grand nombre d’appels au modèle mécanique, le temps de calcul nécessaire pour cette méthode
itérative est significatif (il est fonction du nombre de variables aléatoires) et d’autre part, les
dérivations numériques peuvent amener à des erreurs appréciables.

Une troisième voie est l’utilisation d’une approximation de la fonction d’état limite par
surface de réponse. Il faut alors souligner l’importance du domaine de validité des SR et les
risques associés à une extension de ce domaine. La figure 1.4 indique notamment les perturbations
engendrées par des SR aux tendances asymptotiques mal contrôlées.

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5
0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

x

Réponse 
mécanique 

Surface de réponse

Domaine de
validité 

Domaine de non

validité 

Fig. 1.4 – Comparaison d’une réponse mécanique et de sa surface de réponse.

1.4.2 Stratégies de construction des surfaces de réponse (analytiques et physiques)

1.4.2.1 Les surfaces de réponse analytiques

L’illustration proposée ici concerne l’approximation par surface de réponse de la fonction
d’état pour un calcul en fiabilité. Il faut savoir que d’autres utilisations sont possibles (approxi-
mation d’une réponse de type contrainte) et reposent sur une méthode de construction identique.
La méthode des surfaces de réponse est basée sur le remplacement de la fonction d’état implicite
par une fonction explicite construite à partir de valeurs numériques obtenues à partir de simu-
lations sur des modèles mécaniques. Cela permet l’utilisation des algorithmes classiques pour le
calcul de l’indice de fiabilité β qui demande une forme explicite de la fonction d’état limite.
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1.4. Construction des surfaces de réponse pour un calcul en fiabilité

Pour limiter le temps de calcul, on a recours à la méthode des surfaces de réponse quadra-
tiques. Ici Ψ est noté Q pour une fonction quadratique complète Q(X), elle est adoptée comme
base de l’approximation ([MLBL93],[Fos04], [HHL03], [CCF03], [Lem97], [LHH03], ...). Ce de-
gré d’interpolation est reconnu comme le plus performant dans le couplage avec la méthode
des éléments finis. Il permet également d’éviter les problèmes d’oscillation dans les approxima-
tions et le nombre de réalisations reste ainsi limité. Une première approximation de Q(X) est
construite pour un premier ensemble de réalisations, ce qui conduit à déterminer un premier
point de défaillance le plus probable. Au voisinage de ce point une nouvelle approximation de
Q(X) est construite pour améliorer la position du point de conception. Un processus itératif est
ainsi conduit pour contrôler et améliorer la précision des résultats. Ainsi, dans l’espace des n

variables aléatoires Xi, une approximation de la fonction d’état limite G(X) à la kème itération
possède la forme générale suivante :

G(Xl) ≈ Q(k)(X) = c +
n∑

i=1

aiXi +
n∑

i=1

biiX
2
i +

n−1∑

i=1

n∑

j=i+1

bijXiXj (1.7)

où c, ai et bij sont des coefficients constants à déterminer. Parfois les termes croisés bijXiXj ne
sont pas pris en compte.

La fonction d’approximation Q(k)(X), définie par (1.7), est prise comme une fonction d’in-
terpolation de l’hypersurface de l’etat limite G(Xl) dans l’espace des n variables aléatoires. La
détermination des coefficients nécessite un nombre minimum Rmin de réalisations indépendantes
([MLBL93], [Lem94]) :

Rmin = L =
(n + 1)(n + 2)

2
(1.8)

où L est le nombre de coefficients de (1.7) à déterminer.

Le nombre de réalisations R plus grand que L, associé à la méthode des moindres carrés,
stabilise la solution du calcul des coefficients de l’expression de Q(k)(X). Ainsi, cette méthode
consiste en la minimisation par la méthode des moindres carrés de la quantité suivante :

R∑

r=1

∣∣∣q(k)(xr)− g(xr)
∣∣∣
2

(1.9)

où g(xr) est une réalisation de la fonction d’état et q(k)(xr) est son approximation. La figure
1.5 illustre les points où les calculs sont réalisés dans un espace de dimension 2 des variables
aléatoires de base.

La minimisation de l’équation (1.9) mène à la solution du système suivant de L équations à
L inconnues :

[P ]{C} = {H} (1.10)

où [P ] est une fonction matrice des réalisations xr, {C} le vecteur des L coefficients inconnus
[ai bij c] et {H} une fonction vectorielle des réalisations g(xr) de la fonction d’état limite.
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1
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Fig. 1.5 – Définition des points de calcul pour le cas de deux variables.

La solution de l’équation (1.10) permet d’obtenir les coefficients de la fonction q(X). L’équa-
tion cartésienne approximative de la fonction d’état limite est obtenue par l’intersection de
l’hypersurface q(X) avec l’hyperplan des variables Xi ; elle est définie par q(X) = 0. La forme
explicite de q(X) peut être utilisée dans un algorithme classique pour calculer une approximation
β(k) et un point de défaillance le plus probable P ∗(k) d’ordre k, de coordonnées x∗(k).

Pour construire le système linéaire à partir de (1.10), on considère la formulation suivante
du vecteur transposé 〈C〉 des coefficients inconnus :

〈C〉 = 〈c, ai(i = 1, . . . , n), bii(i = 1, . . . , n), bij(i = 1, . . . , n− 1; j = i + 1, . . . , n)〉 (1.11)

et 〈xr〉 le vecteur transposé des combinaisons des réalisations des variables aléatoires :

〈xr〉 =
〈
1, xi(i = 1, . . . , n), x2

i (i = 1, . . . , n), xixj(i = 1, . . . , n− 1; j = i + 1, . . . , n)
〉

(1.12)

L’expression vectorielle de q(xr) est donc :

q(xr) = qr = 〈xr〉 {C} (1.13)

La relation à minimiser par rapport à {C} (équation (1.9)) est :

R∑

r=1

(qr − gr)2 (1.14)

La condition de minimisation est la suivante :
R∑

r=1

(qr − gr)
〈

∂ qr

∂ {C}
〉

d{C} = 0 (1.15)
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1.4. Construction des surfaces de réponse pour un calcul en fiabilité

Elle peut être réécrite sous la forme :

R∑

r=1

({xr} 〈xr〉) {C} =
R∑

r=1

(gr{xr}) (1.16)

L’identification de chaque terme mène à :

[P ] =
R∑

r=1

({xr} 〈xr〉) (1.17)

et à

{H} =
R∑

r=1

(gr{xr}) (1.18)

La sélection de l’ensemble des points de calcul xr doit être choisie soigneusement pour per-
mettre une convergence rapide. L’itération k commence avec un nouveau système de points x(k)

sélectionné dans le domaine de sécurité calculé lors de l’itération précédente (k − 1), mais trié
de telle manière qu’il reste dans le domaine de sécurité de G(X) (défini par G(X) > 0). Pour la
première itération (k = 1) le point de départ x1(1) peut être pris comme le point correspondant
à X, la valeur moyenne de X, seul point connu à priori et localisé à distance raisonnable de la
surface de défaillance, dans le domaine de sécurité.

Ainsi, l’ensemble des points xr(k) est déterminé à partir d’incréments réalisés par rapport
à x1(k) selon différentes directions. Les coordonnées des différents points sont obtenues par la
relation suivante (avec r = 2, . . . , R) :

x
r(k)
i = λd

(k)
ij ∆x

(k)
j + x

1(k)
i (1.19)

où λ est un entier et d
(k)
ij est une matrice diagonale définissant les directions des pas ∆x

(k)
j

(figure 1.5), et ses valeurs sont telles que :
– si i 6= j : dii = 0

– si ∂ g(xi)
∂xi

> 0 : dii = −1 ou 0
– si ∂ g(xi)

∂xi
< 0 : dii = +1 ou 0

où le choix de dii entre -1 et 0 ou 0 et +1 est conditionné par le fait que les incréments ∆x
(k)
j

doivent être dirigés suivant le sens décroissant des réalisations g(xj). Des considérations phy-
siques et réalistes à propos de la nature de la variable aléatoire Xi permettent souvent la connais-
sance du signe du gradient a priori.

– λ est un entier lié au nombre de points R : 1 ≤ λ ≤ 10

– pour une itération k, le point de départ est choisi proche du point de défaillance le plus
probable calculé pour l’itération (k − 1) :

x
1(k)
i = (1− µ)x1(k−1)

i + µx
∗(k−1)
i (0 ≤ µ ≤ 1) (1.20)

– ∆xi est l’incrément, choisi égal à νx
1(1)
i quand k = 1, avec 0 < ν < 1 et, généralement,

ν = 0, 1.
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Pour l’itération d’ordre k, il devient :

∆x
(k)
i = ν(x∗(k−1)

i − x
1(k)
i ) (0 < ν < 1) (1.21)

La répétition de cette procédure itérative permet une bonne approximation de la solution
du problème de fiabilité.

1.4.2.2 Les surfaces de réponse analytiques par chaos polynômial

Une approche basée sur la méthode du chaos polynômial est présentée dans [Lem98] et
[MR03], son intérêt réside dans la décomposition spectrale du champ aléatoire. Cela permet de
prendre en compte la variabilité spatiale à travers ses modes. L’orthogonalité de cette méthode
simplifie le calcul des moments statistiques.

Le chaos polynômial Γp(ξ1(ω), ξ2(ω), . . . , ξp(ω), . . .) d’ordre p est l’ensemble des polynômes
formés par une combinaison d’une infinité de variables gaussiennes indépendantes ξi(ω) à une
puissance n’excédant pas p. Toute réponse Ψ(ω) de l’espace Ω des variables aléatoires peut
s’exprimer par la relation :

Ψ(ω) = a0Γ0 +
∞∑

i=1

aiΓ1

(
ξi(ω)

)
+

∞∑

i=1

i∑

j=1

aijΓ2

(
ξi(ω), ξj(ω)

)

+
∞∑

i=1

i∑

j=1

j∑

k=1

aijkΓ3

(
ξi(ω), ξj(ω), ξk(ω)

)
+ . . . (1.22)

La réponse Ψ(ω) peut s’écrire sous une forme condensée pour i = 1, . . . , n :

Ψ(ω) =
J=J(n,p)∑

j=0

âjΨj

[
ξ1(ω), . . . , ξn(ω)

]
(1.23)

Les développements détaillés de la méthode sont présentés dans [GS91].
Cette méthode est de plus en plus utilisée et généralisée au cas de variables non gaussiennes.

Une augmentation du nombre de variables et du degré des polynômes conduit à une amélioration
de la qualité de la réponse. Une mesure de cette qualité doit alors être proposée. Toutefois son
inconvénient majeur réside dans le fait que l’on perd les variables aléatoires d’entrée au profit
d’un ensemble de variables aléatoires sans signification physique. Les études de sensibilité et
d’incertitudes, si utiles au calcul de fiabilité, sont alors beaucoup plus délicates.

1.4.2.3 Les surfaces de réponse physiques

La construction d’une surface de réponse n’est pas unique et le choix de la solution retenue
résulte d’une optimisation sous contraintes. Les critères considérés comme majeurs dans le cas
de constructions de surfaces de réponse en mécanique sont les suivants :
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– respect du sens physique,
– effets des distributions,
– réduction du niveau de complexité et adaptation au calcul numérique.

La compréhension du sens physique sous-jacent au phénomène étudié est fondamentale pour
le choix de l’ensemble des variables stimuli et de la fonction d’approximation. Ce critère peut être
particulièrement bien respecté si l’on utilise une formulation de la fonction de réponse basée sur
des lois déterministes. La variabilité intrinsèque s’exprime par l’introduction de variables aléa-
toires et l’incertitude sur le modèle est prise en compte par des paramètres aléatoires. L’analyse
de sensibilité, permettant de déterminer le poids des variables aléatoires de base sur la variance
de la réponse, est menée en utilisant deux méthodes : méthode de Monte Carlo et analyse diffé-
rentielle (voir mise en œuvre en chapitre 3). Elle peut conduire à réduire le nombre de variables
et d’affiner la modélisation de certaines d’entre-elles en concentrant les coûts d’investigation.
Dans des situations complexes, on peut alors utiliser une chaîne de modèles comme indiqué en
figure 1.6 où : H et T sont la hauteur et la période de la houle ;

−→
V et

−→
A sont les champs vitesse

et accélération ; k est le nombre d’onde ; CX , C ′
X , CD et CM sont les coefficients hydrodyna-

miques de chargement ; θmg est le coefficient de prise en compte des biosalissures ; fI et fT sont
les efforts d’inertie et de traînée. Le niveau de complexité à introduire dans chaque modèle doit
alors être discuté (voir paragraphe suivant).

Données de houle
H, T

Efforts nodaux

Chargement cinématique
V,  A

Efforts répartis
fI, fT

Modèle de Morison
k, CX, C'X, CD, CM, θmg

Modèle EFPF

Modèle de Stokes

Fig. 1.6 – Chaîne de transferts pour le calcul des efforts de houle.
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1.4.3 Critères de construction des surfaces de réponse

1.4.3.1 Sélection et modélisation des variables de base

• Le premier point délicat de la méthodologie est la sélection des variables de base et leur
classement par ordre d’importance de leur contribution. L’ensemble des variables de base doit
être représentatif des grandeurs influentes sur la réponse tout en restant de dimension réduite.
Cette notion d’exhaustivité est au centre du calcul de fiabilité puisqu’elle conditionne les ordres
de grandeur obtenus et les temps de calculs. La modélisation statistique des variables est aussi un
point important avec en particulier l’influence des hypothèses d’indépendance et de corrélation
entre les variables. Ces éléments sont des facteurs majeurs pour effectuer des calculs de fiabilité
conduisant à une évaluation significative de la probabilité de ruine.

Considérons un système représenté par un vecteur X des variables de base, sa probabilité de
ruine est définie par :

Pf =
∫

Df

fX1,X2,...,Xn(x1, x2, . . . , xn)dx1 . . .dxn (1.24)

où Df est le domaine de ruine et fX1,X2,...,Xn(x1, x2, . . . , xn) est la densité de probabilité de X.

Connaissant les informations statistiques θ de Fx, qui sont en général les premiers moments,
une évaluation de la probabilité de ruine optimale Pf est effectuée en déterminant une loi P

vérifiant :

Psup = sup{P (Df ), P vérifie θ} (1.25)

À titre élémentaire, dans le cas d’une seule variable, avec un domaine de sécurité défini par
l’intervalle [−β, β] et un ensemble θ spécifiant pour X une espérance nulle et une variance unité,
l’inégalité de Chebychev nous donne la valeur de Psup,

Psup = min(1,
1
β2

) (1.26)

On analyse ensuite l’influence sur l’évaluation de la probabilité de ruine de la dimension de
l’espace de probabilité des variables de base, des hypothèses d’indépendance ou de corrélation
des variables et de la typologie des distributions.

• Le nombre de variables de base n agit de manière très sensible sur l’évaluation de la
probabilité de ruine Pf ;des études [Sch96] ont montré que la borne supérieure de la probabilité
de ruine diminue avec le nombre de variables aléatoires.

Ce point peut être illustré en considérant un domaine de sécurité sous la forme d’un hyper-
cube ouvert Ξn,β défini par l’équation (1.27) [Lab97] et l’ensemble θ des informations statistiques
spécifiant une espérance nulle et une variance unité pour toutes les variables Xi.

Ξn,β = {x ∈ Rn/ | xi |< β, i = 1, . . . , n}, β ≥ 1 (1.27)
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1.4. Construction des surfaces de réponse pour un calcul en fiabilité

Les inégalités de Chebyshev et les opérations d’algèbre de Boole nous permettent d’obtenir :

P
(
Ξc

n,β

) ≤
n∑

i=1

P (| Xi |≥ β) ≤ min
(

1,
n

β2

)
(1.28)

où Ξc
n,β est le domaine de défaillance, complémentaire de Ξn,β.

La probabilité Psup prend donc la forme suivante,

Psup = min

(
1,

n

β2

)
(1.29)

En comparant ce résultat avec celui d’un système contenant une seule variable aléatoire
(eq. (1.26)), on montre que la probabilité Psup est une fonction croissante de la dimension n.

• Si on considère pour l’exemple précédent que les variables Xi sont de plus indépendantes,
on peut montrer en utilisant l’inégalité de Chebychev que la probabilité Psup prend la forme :

Psup = 1−
(

1− 1
β2

)n

(1.30)

et comme 1−
(
1− 1

β2

)n
≤ n

β2 , l’hypothèse d’indépendance entre les variables de base conduit
à une probabilité Psup moindre.

• En considérant maintenant une corrélation de matrice de covariance V = [E(XiXj)i,j ]

connue, et si on suppose en plus que les corrélations entre variables sont égales (avec 0 < ρ < 1),
il est montré que Psup peut s’écrire sous la forme :

Psup = min


1,

(
(n− 1)

√
1− ρ +

√
1 + (n− 1)ρ

)2

nβ2


 (1.31)

La probabilité Psup est une fonction décroissante de ρ et elle varie de min
(
1, n

β2

)
à min

(
1, 1

β2

)

lorsque ρ prend des valeurs de 0 à 1. Donc, plus les variables à contrôler sont corrélées plus le
système est fiable.

• On s’intéresse enfin à l’influence de la typologie des distributions des variables de base sur
le calcul de la probabilité de ruine. En comparant les résultats obtenus par différents types de
distributions [Sch96], à partir de statistiques simples (espérance et variance), il apparaît que ces
distributions peuvent conduire à des probabilités de ruine très différentes. A titre d’exemple, on
présente dans le tableau 1.1 des probabilités de défaillance calculées avec un indice de fiabilité
de 4 pour deux distributions respectant les conditions : espérance nulle et variance unité. La
probabilité Pf est multipliée par 100 entre le choix d’une loi normale et celui d’une loi de Gumbel,
la loi exponentielle conduisant à un facteur deux sur Pf par rapport à cette dernière. Ces résultats
montrent que le choix usuel d’une loi normale sélectionnée par manque d’information statistique,
n’est pas en soit conservatif et doit être justifié comme toute autre hypothèse.
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β = 4

Distribution normale 0, 00003

Distribution de Gumbel 0,0033

Psup selon inégalité de Chebychev 0,0588

Tab. 1.1 – Valeurs de Pf selon le type de distribution choisi.

1.4.3.2 Qualité du transfert des distributions

Les choix du type d’approximation de la fonction de transfert et des propriétés statistiques des
variables de base conditionnent les propriétés des distributions des grandeurs de sortie (réponses).
Le critère appelé "effets des distributions" ([Sch96], [Lab97]) consiste à quantifier la qualité
du transfert des variables de base, en particulier de leur spécificités (dispersion, dissymétrie,
aplatissement) et des queues de distribution qui influencent fortement le calcul de la fiabilité.

Pour garantir le transfert des distributions, il est montré qu’il est nécessaire de veiller au bon
ajustement de la matrice jacobienne [Sch96]. On considère pour cela une surface de réponse à
une seule variable de la forme Y = Ψ(X), avec Ψ dérivable, bĳective et monotone et X variable
d’entrée. Connaissant la densité de distribution gX de X, on peut déterminer la densité de
distribution gY de Y . Soit F la fonction de répartition associée à la densité de distribution f ,
on a donc :

FY (y) = P (Y < y) et fY (y) =
d
dy

P (Y < y) (1.32)

La fonction de réponse Ψ est bĳective et monotone, on peut donc écrire :

Y < y ⇔ X < Ψ−1(y) (1.33)

donc
P (Y < y) = P

(
X < Ψ−1(y)

)
(1.34)

d’où

fY (y) =
d
dy

FX

(
Ψ−1(y)

)
(1.35)

=
d
dy

P
[
X < Ψ−1(y)

]
(1.36)

soit
fY (y) = fX [Ψ−1(y)]

(
1
Ψ′ [Ψ

−1(y)]
)

(1.37)

Pour un cas plus général où X et Y sont des vecteurs, les fonctions de densité de probabilité
des variables d’entrée et des variables de sortie sont donc liées par la relation suivante :

fY (y) = fX(x)[f̃−1(y)]
∣∣∣∣
D(X)
D(Y )

∣∣∣∣ (1.38)
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où
∣∣∣D(X)
D(Y )

∣∣∣ désigne la matrice jacobienne.
On constate que pour obtenir une bonne approximation de fY il n’est pas suffisant de bien

ajuster la fonction f̃ , mais d’avoir aussi une bonne adéquation avec les dérivées partielles.
A titre d’exemple, dans le cas de l’étude des efforts de houle sur les structures marines,

par les équations de Morison, un grand nombre de travaux propose de prendre des surfaces de
réponse polynômiales parfois de degré 1. Au regard du critère présenté ci-dessus et basé sur les
dérivées partielles, une approximation linéaire est souvent insuffisante et mène à des densités de
probabilité erronées en sortie ; des approximations polynômiales de degrés supérieurs s’avèrent
indispensables pour l’évaluation de manière satisfaisante des fonctions de transfert, mais elles
peuvent poser des problèmes de régularité en cas d’extrapolation du champ d’utilisation (support
des variables par exemple), comme on l’a présenté dans le paragraphe 1.4.1.

À partir de l’equation (1.38), la mesure de la qualité de l’ajustement est définie en choisissant
une métrique appropriée. Les métriques usuelles sont dites du second ordre car elles permettent
d’obtenir les variables prépondérantes sur la réponse en évaluant leur influence sur l’écart de
la variance en sortie. Ces métriques sont peu performantes en présence d’événements singuliers
externes aux distributions d’entrée.

Des métriques de régression sont également utilisées pour la mesure de qualité des ajuste-
ments. Considérons le modèle de régression suivant :

Y = Ψ(X/θ) + ε (1.39)

où, ε est l’erreur (processus ou vecteur aléatoire) ; Ψ est la fonction de réponse dont il faut
ajuster les paramètres.

Supposons que l’erreur ε suit une distribution normale de moyenne zéro et de matrice de
covariance diagonale, dans ce cas les ajustements aux moindres carrés et au maximum de vrai-
semblance sont identiques. Donc, la métrique L2 (intégration du carré du résidu u) est la plus
efficace que la métrique L1 (intégration de la norme du résidu) mieux adaptée quand à elle à
une distribution exponentielle de l’erreur qui est alors plus dispersée.

Pour permettre un bon ajustement de la matrice jacobienne des dérivées partielles, il est
intéressant de choisir la métrique de la théorie variationnelle suivante [Sch96]

‖ u ‖=
√√√√‖ u ‖2

L2
+

∑

i=1,...,n

∥∥∥∥
∂ u

∂ Xi

∥∥∥∥
2

L2

(1.40)

avec, ‖ . . . ‖L2 est la norme au sens L2 dans l’espace de Sobolev

H1 =
{

u

∣∣∣∣
∂α u

∂ Xα
i

∈ L2 (carré intégrable) quels que soientα = 0, 1 et i = 1, . . . , n

}
(1.41)

Ce choix permet donc un contrôle des queues de distribution obtenues par transferts successifs
au lieu de privilégier la partie centrale de la distribution en utilisant les premiers moments
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statistiques.

Dans le souci d’affiner le résultat du transfert, il est parfois préférable d’introduire des niveaux
d’approximation élevés du polynôme de transfert, mais l’impact du niveau de complexité doit
être connu au préalable pour éviter une inflation trop importante des temps de calcul.

1.4.3.3 Réduction du niveau de complexité

La plupart des méthodes classiques de calcul de fiabilité nécessitent des formes explicites des
fonctions d’état. Or, les défaillances des structures apparaissent généralement avec des conditions
de chargement extrêmes et sévères, souvent associées à des comportements mécaniques non
linéaires. Les fonctions d’état peuvent alors être implicites. Ainsi, les méthodes d’approximations
des fonctions d’état limite sont gourmandes en temps de calcul. Le recours à la méthode des
surfaces de réponse réduit considérablement le temps de calcul pour approximer ces fonctions.
Cela permet de rendre le couplage mécano-fiabiliste plus performant tout en respectant les
besoins en fiabilité, qui sont pour l’essentiel :

– avoir des expressions analytiques à tendances asymptotiques pour éviter de déformer les
réponses au niveau des queues de distributions.

– avoir des formes facilement différentiables (calcul du gradient) pour faciliter la recherche
du minimum dans l’algorithme d’optimisation en fiabilité.

Pour assurer la réalisation de ces objectifs, les surfaces de réponse quadratiques, équation
(1.7), sont les plus répandues dans la littérature.

On présente ici trois illustrations de la problématique du réduction du niveau de complexité :

i) pour les surfaces de réponse analytiques, l’influence du niveau de complexité sur le nombre
de calculs à réaliser pour l’estimation de l’espérance de la réponse avec un niveau de précision
donné [LHH03],

ii) pour les surfaces de réponse physiques, l’influence du niveau de complexité dans l’estima-
tion des premiers moments statistiques des efforts de houle sur une barre [Sch96],

iii) pour un calcul de structure complet, l’utilisation de deux niveaux de surfaces de réponse
[LLC92].

• i) Influence du degré des surfaces de réponse polynômiales sur le calcul de l’espérance de
la réponse :

Parmi les problèmes persistants en analyse probabiliste des structures marines, on trouve
le problème du calcul des chargements environnementaux extrêmes (houle, courant, vent). On
se propose ici d’analyser l’influence de la paramétrisation des surfaces de réponse de type po-
lynômial sur le calcul de l’espérance mathématique d’une réponse. Le résultat est obtenu par
intégration sur le support des variables environnementales :

E[Y ] ' E[Ψ] = a1

∫ +∞

0
xfX(x)dx + a2

∫ +∞

0
x2fX(x)dx + a3

∫ +∞

0
x3fX(x)dx (1.42)
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La position de l’intervalle qui contribue le plus sur l’intégrale dépend de l’importance relative
des coefficients des différents termes des polynômes. On note que les distributions des variables
aléatoires environnementales suivent une loi de Weibull, le choix se pourtant ici sur les courants.

Pour l’analyse de l’influence du degré du polynôme, l’approche séquentielle suivante est
proposée :

a) identifier le domaine principal de contribution sur l’intégrale de chacun des paramètres et
exécuter une analyse à l’intérieur de ce domaine pour chacun d’eux.

b) évaluer la modification de l’intégrale par l’augmentation du degré du polynôme en passant
du linéaire au quadratique pour chaque variable.

c) pour les variables où la différence est significative, identifier les nouveaux domaines de
contribution et exécuter des analyses de réponse supplémentaires.

d) évaluer la modification de la réponse en augmentant l’ordre du polynôme pour les paramètres
soulevés dans l’étape précédente.

Cette procédure est à poursuivre jusqu’à atteindre une erreur acceptable.

Cette méthode séquentielle permet alors de soulever les trois questions :

– quel domaine de variation des paramètres contribue le plus sur l’intégrale calculée (espé-
rance de la réponse) ? C’est aussi le domaine sur lequel un bon ajustement de la réponse
doit être réalisé.

– quel est le nombre de points d’intégration nécessaires (nombre d’intervalles équidistants si
une intégration trapézoïdale est effectuée) ?

– quelle est l’erreur commise si on applique des polynômes d’ordre trop faible ?

L’accent sera mis sur le rôle du degré du polynôme sur la détermination du nombre d’inter-
valles d’intégration, cela pour assurer une précision de l’intégration numérique donnée.

Pour le cas à une dimension passant par l’origine, on traite les cas suivant :

– approximation linéaire,
– approximation quadratique simple,
– approximation quadratique complète,
– approximation cubique complète.

• Approximation linéaire :

Une réponse évoluant linéairement avec une variable environnementale s’exprime par :

Y ' Ψ(X) = a1X (1.43)

L’espérance de la réponse est définie par :

E[Y ] ' E[Ψ(X)] = a1E[X] = a1

∫ ∞

0
xfX(x) dx (1.44)

où fX(x) est la fonction de densité de probabilité de la variable X.
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La variable aléatoire X suit une loi de Weibull
(
la fonction de répartition de Weibull est

donnée sous la forme : FX(x) = 1− exp
(− (

x
σ

)η)). Si X représente la vitesse du courant durant
10 min durant laquelle le courant est supposé constant, le paramètre d’échelle est σ = 0, 1316m/s

et le paramètre de forme est η = 1, 126 (cas d’un site de la région nord de la mer du nord avec
une vitesse extrême sur un an de 1, 1m/s et une vitesse sur 100 ans de 1, 5m/s).

L’espérance de la réponse peut être écrite sous la forme réduite :

E[Y ] ' a1E[X] (1.45)

= a1Γ
(

1 +
(

1
η

))
(1.46)

où Γ désigne la fonction gamma complète.
La contribution majeure sur l’intégrale donnant E[Y ], pic de la fonction à intégrer, apparaît

à une valeur du facteur d’échelle de l’origine σ = 0, 1316 (voir figure 1.7).

0
0

0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4

0.1

0.2

0.3

0.4

Vitesse du courant

Fig. 1.7 – Fonction à intégrer pour une SR linéaire lorsque X suit une loi de Weibull.

Le résultat analytique de l’intégration est donné par :

E[Y ] = 0, 1316Γ
(

1 +
(

1
1, 126

))
a1 (1.47)

= 0, 12604 a1 (1.48)

En changeant le nombre d’intervalles d’intégration, on obtient le niveau de précision suivant :
– 20 intervalles d’intégration pour la seconde décimale.
– 30 intervalles d’intégration pour la troisième décimale.
– 150 intervalles d’intégration pour la quatrième décimale.
• Approximation quadratique simple :
La surface de réponse est exprimée dans ce cas par :

Y ' a2X
2 (1.49)
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On montre dans ce cas que pour 25 intervalles d’intégration, l’intégrale est correctement
évaluée à la troisième décimale, soit un résultat voisin du cas linéaire.

• Approximation quadratique complète :

La réponse est exprimée par :

Y ' a1X + a2X
2 (1.50)

Dans ce cas, le domaine de contribution majeur de la variable aléatoire X à l’intégrale et
le nombre d’intervalles nécessaires dépendent de l’importance relative des coefficients a1 et a2.
Pour cela, on introduit le paramètre : q2 = a2E[X]
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.

0

20

40

60

100

120

140

0 5 10 15 20 25

N
o

m
b

re
 d

'i
n

te
rv

a
ll

es

Cas linéaire

Cas quadratique simple

Cas quadratique complet

80

q
2

Fig. 1.8 – Nombre d’intervalles d’intégration pour une précision à la troisième décimale en
fonction de q2.

Les résultats obtenus pour ce cas et les deux cas précédents (SR linéaire et quadratique
simple), sont regroupés en figure 1.8. On constate que dès que le paramètre adimensionnel q2

est non nul, le nombre d’intervalles nécessaires pour une estimation de l’intégrale à la troisième
décimale augmente fortement ; on a alors des termes du second ordre de contribution équivalente
à ceux du premier ordre. Il diminue à partir de q2 = 1, la valeur du cas quadratique simple n’est
pas retrouvée même pour une valeur q2 = 25. Une valeur plus forte est certainement nécessaire
pour une bonne convergence.

Le biais E[Y ] relativement à a1E[X] est de 18% pour q2 = 0, 1. On peut donc constater
que dans le cas du choix d’une approximation quadratique, le choix du couple (a1, a2) influence
fortement le résultat.

• Approximation cubique complète :
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Dans ce cas, la surface de réponse s’écrit :

Y ' a1X + a2X
2 + a3X

3 (1.51)

Les paramètres q2 et q3 sont introduits dans ce cas, avec : q3 = a3(E[X])2

a1
. Les résultats

obtenus sont présentés dans le diagramme de la figure 1.9.
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Fig. 1.9 – Nombre d’intervalles d’intégration pour une précision à la troisième décimale en
fonction de q2 pour des valeurs q3 = 0, 1 et 5.

L’augmentation du paramètre q3 affecte fortement les résultats du premier cas. On observe
une stabilisation du nombre d’intervalles d’intégration en fonction de q2 pour des valeurs de q3

de 1 et 5 ; dans ce dernier cas, la stabilisation intervient pour des valeurs de q2 plus faibles. De
manière synthétique on peut donc mentionner :

– lorsque le premier et le second ordre sont prépondérants sur le troisième (q3 = 0), le
nombre d’intervalles d’intégration est maximal et varie de 50 à 90 et est très sensible, de
manière non linéaire, à q2,

– lorsque le premier, le second et le troisième ordre ont une contribution similaire (q2 = 0, 5

ou 1, q3 = 1), le nombre d’intervalles d’intégration est constant et de l’ordre de 50,
– lorsque le troisième ordre domine le premier et le second ordre, le nombre d’intervalles

d’intégration diminue.
Le nombre d’intervalles d’intégration ne peut donc être aisément déterminé à priori et dépend
non de la forme de polynôme choisi mais des poids respectifs du degré des termes. Pour les
surfaces de réponse présentant un décalage de l’origine, les mêmes constatations sont faites.

ii) Niveau de complexité à introduire dans des surfaces de réponse physiques :
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On illustre cette partie avec le calcul de sollicitations de houle sur une barre immergée
[Sch96]. En effet, dans ce cas, on doit se poser la question du niveau de complexité à introduire
à chaque étape (voir fig 1.6) :

– l’ordre du modèle de Stokes permettant de calculer les champs cinématiques (champs de
vitesses et accélérations aléatoires),

– la prise en compte du terme d’inertie des efforts de Morison,
– le nombre de tronçons de discrétisation du chargement réparti sur un élément poutre.

On ne rentre pas ici dans le détail des modèles utilisés et on cite les principaux résultats relatifs
aux premier et troisième points. Le modèle de Stokes permet de calculer les composantes du
champ cinématique des particules d’eau en fonction des paramètres de houle (hauteur, période).
Il peut se développer comme une série de n termes. On montre que pour un site de mer du Nord,
la prise en compte du premier ordre seul perturbe très peu les densités et induit une minoration
des intensités des efforts de 1%. Le modèle de Morison permet de calculer les efforts répartis
sur les barres à partir du champ cinématique du modèle de Stokes. Se pose alors le problème
du nombre de tronçons de discrétisation à envisager pour le calcul des efforts nodaux. Cette
question, comme la première, conditionne les densités obtenues et le temps de calcul. On montre
que des tronçons de 3 mètres suffisent à caractériser de manière très satisfaisante les queues de
distribution.

iii) Surfaces de réponses par étapes lors d’un calcul de structures :

Comme on l’a vu ci-dessus, le niveau de complexité peut être réduit à chaque étape lors d’une
approche en surfaces de réponses physiques. Ce point peut tout à fait conditionner la stratégie de
détermination de surfaces de réponse analytiques. Dans le cas de structures complexes, comme
les structures Jacket, composées de milliers de poutres, G. Lebas et al. [LLC92] proposent deux
niveaux de modélisation par surfaces de réponse pour déterminer les contraintes et les forces
dans les éléments de la structure :

– dans un modèle global, les efforts tranchants et les moments de renversement sont cal-
culés à la base de la structure pour différentes conditions environnementales. La fonction
globale Ψg permettant d’estimer ces grandeurs mécaniques en fonction des paramètres
environnementaux est exprimée par :

Ψg = f(Houle, Vent, Courants de surface et de fond) (1.52)

= a0 + aHH + bHH2 + asVs + bsV
2
s + afVf + bfV 2

f + ChsHVs + ChfHVf

+CsfVsVf + e (1.53)

où Ψg est la fonction représentant l’effort tranchant ou le moment de renversement en base
de la structure ; H est la hauteur de houle ; Vs et Vf sont les vitesses en surface et au fond ;
les paramètres a0, aH , bH , as, bs, af , bf , chs, Chf et Csf sont les paramètres à identifier
et e caractérise l’incertitude du modèle.
Ces paramètres sont déterminés à partir du système linéaire obtenu en fixant 10 combinai-
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sons de chargement. Différentes directions de houle et de courant sont utilisées pour cela.
On pourrait imaginer un nombre de tirages plus important et une procédure d’optimisation
(voir §1.4.2.1).
Le choix de la surface de réponse quadratique s’explique notamment par le fait que l’effort
réparti sur un élément de la structure calculé par le modèle de Morison, est proportionnel
en première approximation au carré de la vitesse des particules d’eau donc au carré de la
hauteur de houle.
Le rôle de la période de la houle est négligé dans ce modèle, mais il est montré ailleurs
[Sch96] qu’elle a un rôle significatif surtout en profondeur.

– dans une approche locale, les chargements appliqués sur les composants de la structure
sont calculés par un calcul de structure en fonction des efforts tranchants et du moment de
renversement à la base de cette structure. La fonction locale Ψl peut être ainsi exprimée
par :

Ψl = f(Efforts tranchants à la base, Moment de renversement) (1.54)

= as0 + axBx + ayBy + aMM + e (1.55)

où Bx et By sont les composantes de l’effort tranchant à la base de la structure ; M est le
moment de renversement ; a0, ax, ay et aM sont les coefficients de la surface de réponse.
Vu que ces calculs sont réalisés dans le domaine élastique, la forme de la fonction de
réponse des chargements appliqués sur les éléments de la structure est choisie linéaire.

1.5 Modélisation des structures tubulaires fissurées

On présente dans cette partie les résultats de quelques travaux effectués dans la littérature sur
la modélisation mécanique du comportement des joints tubulaires soudés, avec ou sans présence
de fissure.

1.5.1 Modélisation de joints tubulaires soudés

• Un joint soudé peut être remplacé par un ressort de traction pour représenter sa souplesse
[Goy94b]. Pour un joint T (figure 1.10) dont l’élément vertical est soumis à un effort de traction
P , la souplesse du nœud d’intersection des deux tubes composant le joint est exprimée par :

1
k

=
1, 95

(
D
2T

)2,15 (
1− d

D

)1,3

ED
(1.56)

où D et d sont respectivement les diamètres du tube horizontal et du tube vertical ; T est
l’épaisseur du tube horizontal ; E est le module de Young du matériau.

Cette expression est valable en présence de fissures non traversantes (ne dépassant pas l’épais-
seur du tube). Des expressions similaires existent pour d’autres actions et d’autres configurations
de joints.
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Fig. 1.10 – Modèle représentant un joint avec présence de fissure non traversante.

• Différents modes de ruine sont définis pour une structure tubulaire offshore en service, on
cite essentiellement :

– endommagement par fissures de fatigue,
– flambement élastique d’une barre,
– apparition de rotules plastiques transformant la structure en un mécanisme de ruine in-

stable,
– déformations ou flèches inadmissibles affectant l’aspect ou l’exploitation efficace de la

construction.

Pour le cas du flambement, il est montré que pour les cas où l’entretoise présente un diamètre
important et une épaisseur faible, il y a une forte diminution de l’effort critique de flambement.
Il s’agit d’un flambement local des parois de la membrure sous la compression transmise par
l’entretoise. L’apport en raideur de la zone de membrure située à l’intérieur de l’entretoise
diminue fortement le phénomène de flambement local ; cette diminution est estimée à 50%.
L’influence des effets locaux sur la charge critique de flambement élastique peut être prise en
compte dans les modèles poutres en remplaçant les encastrements aux extrémités par des ressorts
représentant la souplesse apportée par la zone de jonction.

• Les raideurs locales en flexion des joints tubulaires, dans le plan et hors plan de T, sans
présence de fissure sont exprimées par :

KT =
ED3

6, 16γ1,44β−2,25
(1.57)

KN =
ED3

3, 48γ2,2−0,7(0,55−β)2β−2,12
(1.58)
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où β et γ sont des paramètres adimensionnels et sont définis par :

β =
d

D
et γ =

D

2T
(1.59)

En cas de présence de fissure, la souplesse du nœud n’est notablement augmentée que par
une fissure débouchante et de longueur égale à la moitié de la circonférence de l’entretoise.
La position de la fissure sur la circonférence de la section d’intersection affecte d’une manière
significative les efforts de flambement. Ainsi, le changement de la position d’une fissure du point
selle au sommet de la structure T, augmente le rapport F fis

T /FT de 20%. Où F fis
T et FT sont

les efforts de flambement avec et sans présence de fissure pour une flexion dans le plan de la
structure.

• Le moment plastique limite d’une section de l’entretoise, en tenant compte des effets locaux,
est obtenu analytiquement par la formule suivante :

Mp =
4
3
σe

(
R3

e −R3
i

)
(1.60)

avec, σe est la limite élastique du matériau (généralement prise égale à 360MPa) ; Re est le
rayon externe de la section et Ri est son rayon interne.

La prise en compte de la zone de membrure située à l’intérieur de l’entretoise, augmente de
manière sensible le moment plastique limite dans le plan de T et de manière moins importante
hors du plan de T.

En présence de fissure, la section travaillante totale Stot est égale à la circonférence de
l’entretoise multipliée par son épaisseur. La section de la fissure Sfiss est estimée en première
approximation à sa longueur multipliée par sa profondeur. Le coefficient de réduction de la
section fissurée est :

CRS =
Stot − Sfiss

Stot
(1.61)

Les résultats obtenus pour le calcul du moment plastique limite montrent qu’on a des ré-
ductions qui deviennent significatives (supérieures à 10%) pour des valeurs de CRS supérieures
à 25%. La réduction du moment limite est linéaire à la réduction de CRS .

D’autres modèles sont envisageables et sont présentés dans le second chapitre.

1.5.2 Facteur d’intensité de contrainte KI pour les structures tubulaires fissurées

L’approche (S −N) est largement utilisée pour la conception des structures offshore tubu-
laires soudées. Cependant quelques difficultés associées à l’utilisation de cette approche existent,
notamment l’évaluation de l’intégrité structurale des composantes fissurées en service [EBD00].
Dans de telles conditions, il est conseillé d’adopter l’approche de la mécanique de la rupture
dont les applications pratiques se trouvent dans les domaines de l’industrie aéronautique, de
l’industrie offshore par exemple.

La mécanique de la rupture fournit la base de prédiction de la durée de vie en fatigue par
intégration de la loi de Paris, elle est utilisée durant la phase d’exploitation de la structure pour
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1.5. Modélisation des structures tubulaires fissurées

prendre des décisions sur les plans d’inspections et les stratégies de réparations. Elle peut aussi
conduire à spécifier les limites des conditions opérationnelles.

1.5.2.1 Concept du facteur d’intensité de contrainte

Les facteurs d’intensité de contrainte, qui occupent une place centrale dans la théorie de
la mécanique de la rupture ([CLLH01], [TT76], [FHS85], [GMRR00]), ont été définis à partir
des expressions des déplacements et des contraintes au voisinage du front de la fissure, pour un
milieu bidimensionnel. Les déplacements et les contraintes se développent comme suit :





U1 = KI
2µ

(
r
2π

)1/2 cos θ
2(k − cos θ) + KII

2µ

(
r
2π

)1/2 sin θ
2(k + cos θ + 2)

U2 = KI
2µ

(
r
2π

)1/2 sin θ
2(k − cos θ)− KII

2µ

(
r
2π

)1/2 cos θ
2(k + cos θ − 2)

(1.62)

et 



σ11 = KI

(2πr)1/2 cos θ
2

(
1− sin θ

2 sin 3θ
2

)− KII

(2πr)1/2 sin θ
2

(
2 + cos θ

2 cos 3θ
2

)

σ12 = KI

(2πr)1/2 cos θ
2 sin θ

2 cos 3θ
2 + KII

(2πr)1/2 cos θ
2

(
1− sin θ

2 sin 3θ
2

)

σ22 = KI

(2πr)1/2 cos θ
2

(
1 + sin θ

2 sin 3θ
2

)
+ KII

(2πr)1/2 sin θ
2 cos θ

2 cos 3θ
2

(1.63)

avec
k = 3− 4ν en déformation plane

k = 3−ν
1+ν en contrainte plane

(1.64)

µ est le module de cisaillement.

Nous portons notre attention dans la suite sur le mode I d’ouverture de fissure pour l’étude
des structures marines tubulaires fissurées, un critère de fiabilité basé sur KI (qui sera noté
simplement K) uniquement pourra ensuite être étudié.

• Pour une plaque infinie qui présente une fissure centrale de longueur 2a soumise à une
contrainte σ à l’infini, le facteur d’intensité de contraintes en mode I d’ouverture de la fissure
K en déformation plane obtenu par Griffith est :

K = σ
√

πa (1.65)

Pour des corps de dimensions finies et exposés à des sollicitations non uniformes, et en
particulier pour les tubes fissurés soumis à des sollicitations complexes, on introduit un facteur
de correction Y dans le K du problème de Griffith. Le facteur d’intensité de contrainte K est
alors exprimé par :

K = Y σ
√

πa (1.66)

Les différentes expressions du facteur de correction Y sont présentées dans 1.5.2.2.

La géométrie d’un joint d’intersection de tubes présentant une fissure traversante est présen-
tée en figure 1.11.
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Fig. 1.11 – Schéma d’un joint d’une structure en T fissurée.

• La variation du facteur d’intensité de contraintes ∆K correspondant à une variation de
contrainte cyclique ∆σ est donnée par :

∆K = Y ∆σ
√

πa (1.67)

On utilise la loi de Paris pour décrire le taux d’accroissement de la fissure :

da

dN
= c ∆Km (1.68)

c et m sont des constantes matérielles d’accroissement de la fissure, elle dépendent des condi-
tions environnementales pour les joints tubulaires des structures marines. L’équation (1.68) nous
donne ([ON97],[ML98]) : ∫

dN =
∫ af

ai

1
c ∆Km

da (1.69)

où ai et af sont les longueurs de fissure initiale et finale. En remplaçant ∆K par son expression
dans (1.67), le nombre de cycles nécessaire pour étendre la longueur de la fissure de ai à af est
donné par l’expression :

N =
∫ af

ai

1
c(Y ∆σ

√
πa)m

da (1.70)
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1.5. Modélisation des structures tubulaires fissurées

L’intégrale (1.70) est généralement calculée numériquement à cause de la complexité du
facteur de correction Y .

Les facteurs d’intensité de contraintes pour les fissures des joints tubulaires soudés doivent
comporter plusieurs fonctions de correction pour prendre en compte les effets de bords dus au
mode de chargement et les géométries du spécimen et de la fissure. Ainsi le facteur de correction
Y de (1.67) doit normalement tenir compte des effets des facteurs suivants :

– l’épaisseur du tube,
– la géométrie de la fissure,
– le champ de contraintes non uniforme.

Plusieurs approches ont été utilisées ces dernières années pour déterminer les facteurs Y

pour les joints tubulaires soudés fissurés. On présente ci-dessous ses principales formulations
présentées dans la littérature.

1.5.2.2 Résultats expérimentaux

Les courbes expérimentales du facteur Y ont été déterminées en utilisant les données expéri-
mentales de l’accroissement de fissure obtenues lors de tests de fatigue à grande échelle ([EBD00],
[EBD99]). La loi de Paris (1.68) permet de déterminer le facteur de correction expérimental Y :

Y =
(

1
∆S

√
πa

) (
da
dN

c

)1/m

(1.71)

Les facteurs de correction expérimentaux Y dépendent des constantes matérielles de la loi
de Paris c et m, les valeurs numériques de c et m ont été données par [EBD99] et sont égales à :

c = 2, 72× 10−12, m = 3, 532 (1.72)

Compte tenu de la variation des incréments des contraintes rencontrées durant les tests, la
variation de contrainte ∆S utilisée dans l’équation (1.71) est égale à la variation de contrainte
équivalente calculée par :

∆S = m

√∑
(∆Si)mni

N
(1.73)

avec ∆Si est la ième variation de contrainte pour ni occurrences pour une séquence de N cycles.

1.5.2.3 Solutions empiriques du facteur de correction Y

• Equations de Dover et al. :

Des techniques expérimentales sont utilisées pour déterminer le facteur Y pour les joints
tubulaires par :

Y = (1, 18− 0, 32 S)T (0,13−0,02 S)

(
T

a

)(0,24+0,06 S)

(1.74)
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où T est l’épaisseur du tube et S est l’espérance de contrainte adimensionnelle définie par :

S =
SCFav

SCFHS
(1.75)

avec

SCFav =
1
π

∫ π

0
SCF (φ)dφ (pour un chargement axial et une flexion hors-plan) (1.76)

SCFav =
1
π

∫ π/2

−π/2
SCF (φ)dφ (pour une flexion dans le plan) (1.77)

où SCFav est l’espérance du facteur de concentration de contrainte (average stress concentration
factor) ; SCFHS est le facteur de concentration de contrainte au front de fissure (Hot spot stress
concentration factor).

• Modèle d’espérance de contrainte :
Le facteur de correction Y prédit par le modèle d’espérance de contrainte (AVS, Average

stress model) est donné par :

Y = A

(
T

a

)j

(1.78)

avec
A = 0, 73− 0, 18S et j = 0, 24 + 0, 06 S (1.79)

Ce modèle est utilisé pour prédire le taux d’accroissement de fissure expérimental dans
un joint tubulaire soudé. Des divergences se produisent pour les résultats expérimentaux des
profondeurs de fissures inférieures à 25% de l’épaisseur du tube, et une comparaison avec les
résultats expérimentaux est présentée dans [EBD99].

• Modèle d’espérance de contrainte modifié :
• Austin propose dans sa thèse [Aus94] le modèle d’espérance de contrainte modifié (MAVS,

Modified average stress model) qui représente la solution la plus récente du calcul du facteur
de correction Y pour les joints tubulaires soudés fissurés. Il représente une extension du modèle
d’espérance de contrainte en appliquant une réduction de 15% sur le facteur du modèle AVS
originel. Le facteur Y corrigé est donné par :

Y = 0, 85A

(
T

a

)j

(1.80)

Toutes les variables sont définies comme dans 1.78.
• Folias propose l’expression suivante du facteur de correction pour un tube fissuré chargé

par une contrainte de traction σ :

Y = 1 +
α + β log M

M
(1.81)

avec
M =

a2

R e
(1.82)
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où a représente la moitié de la longueur de fissure, R est le rayon du tube et e est l’épaisseur du
tube. Pour l’acier les paramètres α et β sont :

α = 0, 29 et β = −0, 09 (1.83)

1.5.3 L’intégrale J et le taux de restitution d’énergie G

Ces deux grandeurs sont utilisées en mécanique de la rupture pour étudier le comportement
d’une structure en présence d’une fissure ([Bro71], [SC92], [BL72], [SC93]).

• L’intégrale J est initialement définie pour un milieu bidimensionnel présentant une fissure
rectiligne située sur l’axe X du repère d’étude (Fig. 2.1). La pointe de la fissure est supposée
confondue avec l’origine du repère. Elle est définie par :

J =
∫

C

(
we n1 − σijnj

∂Ui

∂X

)
ds (1.84)

où C est le contour d’intégration, we est la densité d’énergie de déformation élastique, −→n est
le vecteur normal au contour d’intégration C,

−→
U est le vecteur déplacement et s est l’abscisse

curviligne sur le contour.

La propriété de cette intégrale est qu’elle est indépendante du contour d’intégration choisi
autour de la pointe de la fissure. En mode I d’ouverture de fissure, la relation entre l’intégrale
J et le facteur d’intensité de contrainte K est ([Bui77], [LC01a], [Leb03]) :

En déformation plane :

J =
1− ν2

E
K2

I (1.85)

En contrainte plane :

J =
1
E

K2
I (1.86)

où ν est le coefficient de Poisson et E est le module de Young.

Y

M 

r 

θ
X

Pointe de  fissure 

Fig. 1.12 – Fissure droite et repère d’étude
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Pour le cas d’une plaque d’épaisseur e, la relation entre l’intégrale J et le facteur d’intensité
de contrainte KI est :

En déformation plane :

J = e
1− ν2

E
K2

I (1.87)

Et en contrainte plane :
J = e

1
E

K2
I (1.88)

• Le taux de restitution d’énergie est défini par :

G =
∂

∂S
(Wext −Welas) (1.89)

où Welas est l’énergie élastique du solide et Wext est l’énergie potentielle des forces extérieures.
Dans le cas où la fissure se propage dans la même direction, l’intégrale J et le taux de

restitution d’énergie G sont égaux [Bui77]. Les fissures présentes dans les joints tubulaires des
structures offshore sont considérées droites ; l’intégrale de Rice J est utilisée dans ce cas.

1.6 Critères de fiabilité des structures fissurées

Divers critères de calcul de fiabilité existent dans la littérature concernant le calcul des
structures fissurées ([Mad97], [She97], [CF97], [LC01b]). Toutefois, les critères les plus utilisés
sont basés sur des considérations de type composant (locales) : la longueur de la fissure a, le
nombre de cycles N pour obtenir une fissure critique, le facteur d’intensité de contrainte KI et
l’intégrale de Rice J .

Les deux premiers critères basés sur la longueur de la fissure et le nombre de cycles de fonc-
tionnement sont liés. En effet, la relation entre les deux grandeurs est obtenue par l’intégration
de la loi de Paris (voir expression 1.70). Les deux critères sont formulés par :

a ≤ ac (1.90)

N ≤ Nc (1.91)

où ac est la longueur critique de la fissure et Nc est le nombre de cycle de fonctionnement critique
de la structure étudiée.

Deux autres critères sont définis par les relations ([CSK97], [Rah01], [RIR03]) :

KI ≤ KI c (1.92)

J ≤ Jc (1.93)

où KI c est la valeur critique du facteur d’intensité de contrainte et Jc est la valeur critique de
l’intégrale de Rice.

Les valeurs critiques ac, Nc, KI c et Jc sont obtenues par expertise et elles peuvent chan-
ger selon le domaine d’application. Le plus souvent, des considérations d’ordre physique sont
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mentionnées : par exemple pour les structures offshores tubulaires, on considère l’épaisseur du
tube comme critique car la présence d’une fissure traversante occasionne l’inondation du tube.
Aucune conséquence mécanique n’est alors avancée.

Le calcul de fiabilité des structures marines se base essentiellement sur le critère classique
de longueur de fissure a. Ce critère simple ne demande pas de calculs coûteux mais il ne prend
pas en considération l’état global de la structure. A cette fin, deux autres critères sont proposés
en tenant compte de cet état global de la structure. Le premier se base sur le déplacement d’un
nœud stratégique de la structure, le deuxième se base sur le calcul de l’énergie de potentielle
totale π :

U ≤ Uc (1.94)

π ≤ πc (1.95)

Des valeurs numériques sont proposées pour les valeurs critiques Uc et πc au chapitre 3 pour
pouvoir mener les calculs de fiabilité.

1.7 Conclusion

Dans le cas du calcul des structures marines tubulaires fissurées sollicitées par la houle, des
formulations par surfaces de réponse sont adoptées pour calculer les paramètres locaux et les
chargements. On montre dans ce chapitre les différentes possibilités offertes pour la construction
de ces surfaces de réponse dans un contexte de fiabilité. Les critères de construction sont pré-
sentés et illustrés. Dans les chapitres 2 et 3, on choisira une approche essentiellement basée sur
les surfaces de réponses physiques qui permettent de mieux appréhender les études de sensibilité
de la réponse et de contrôler les transferts des distributions. On rappelle alors les possibilités
de modélisation offertes pour un tube fissuré, tant au niveau de son comportement mécanique
que du calcul du facteur d’intensité de contrainte et de l’intégrale de Rice. Enfin, les critères
de calcul de fiabilité usuels en calcul de structures fissurées sont présentés ; ils sont essentielle-
ment locaux et concernent la longueur de la fissure ou le facteur d’intensité de contrainte. On
introduit deux fonctions d’état basées sur des considérations performantielles : le déplacement
d’un nœud critique et l’énergie potentielle totale de la structure. Ces éléments ont pour objectif
d’appréhender la fiabilité de structures à barre en présence de fissures traversantes.
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Chapitre 2

Modélisation mécanique des structures
tubulaires fissurées pour la construction
d’une surface de réponse physique

2.1 Introduction

Les problèmes d’amorçage et de propagation des fissures sont au cœur de l’étude de compor-
tement des structures tubulaires soudées. Pour les structures marines de type Jacket, les fissures
sont souvent amorcées aux extrémités des tubes à cause des concentrations de contraintes et des
défauts au voisinage du cordon de soudure. La propagation provient alors des cycles de charge-
ment dus à différents facteurs (houle, courants maritimes, vent) et à des événements accidentels
(chocs de navires, glissements de fondations, etc).

Afin d’éviter des coûts de calcul prohibitifs lors des calculs en fiabilité, il convient d’approcher
le problème mécanique 3D du tube fissuré par un modèle simplifié. Comme indiqué dans le
chapitre 1 (§1.4), on se doit de limiter le nombre de paramètres introduits afin de ne pas
augmenter de manière artificielle la dimension de l’espace de probabilité, et de conserver un
modèle simple pour les besoins de calcul de structures comportant parfois plusieurs centaines
de poutres. Ces aspects ont été déterminants pour guider le choix du modèle.

Ce chapitre a pour objectif de construire un modèle simplifié d’élément fini dit de "poutre
fissurée", noté en abrégé EFPF par la suite. Nous choisirons de traduire la perte de matière
occasionnée par une fissure traversante en un déplacement de la fibre neutre, représenté par des
excentricités et la perte de rigidité par des ressorts de torsion (figure 2.1).

Le plan du chapitre est le suivant :

• Construction de l’élément fini poutre fissurée.

Le modèle EFPF sera construit selon deux formulations complémentaires :

i) La méthode des forces. Historiquement, l’EFPF a été développé en 2D dans une thèse
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Fig. 2.1 – Modèle mécanique pour un tube fissuré dans le plan (xy) [Rou01]

antérieure du laboratoire [Rou01] par la méthode des forces. Il sera donc repris dans notre
travail pour être généralisé en 3D.

ii) La méthode des déplacements. Cette partie est novatrice par rapport au travail précité.
L’EFPF sera construit en 2D puis généralisé en 3D. Nous verrons que la méthode des déplace-
ments conduit à des formulations plus simples que celles obtenues avec la méthode des forces.

• L’identification des paramètres du modèle EFPF.

L’EFPF introduit un certain nombre de paramètres représentant la fissure, qu’il faut donc
identifier connaissant la géométrie de la fissure et de la structure environnante. L’identification
de ces paramètres se fera en minimisant l’écart entre le déplacement obtenu par le modèle EFPF
et celui obtenu par un calcul éléments finis 3D. La définition exacte de l’écart en question sera
donnée le moment venu.

• L’EFPF développé sera utilisé pour traiter deux structures fissurées :

– une structure en T, dont la géométrie simple permettra des comparaisons avec la solution
RdM et la solution par éléments finis 3D,

– une structure tripode, dont la géométrie est plus compliquée.

• Au dernier paragraphe du chapitre, nous présenterons à titre de complément les résultats
sur le facteur d’intensité de contraintes en vue d’un critère de fiabilité de type KI ≤ KIc.

2.2 Construction d’un élément fini "poutre fissurée" (EFPF)

2.2.1 Élément fini poutre fissurée (EFPF) dans sa base locale - Méthode des forces

Comme nous l’avons dit dans l’introduction, l’EFPF a été développé en 2D dans une thèse
antérieure du laboratoire [Rou01] par la méthode des forces. Pour des raisons de continuité
historique, nous allons reprendre la même méthode pour généraliser en 3D l’EFPF obtenu. Mais
tout d’abord, rappelons l’acquis en 2D.
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2.2. Construction d’un élément fini "poutre fissurée" (EFPF)

2.2.1.1 Cas bidimensionnel

Considérons une poutre fissurée travaillant en traction-flexion dans un plan qui est aussi le
plan de symétrie de la fissure. Ce cas ayant été entièrement traité dans [Rou01], nous rappelons
seulement dans ce paragraphe les étapes essentielles de la construction des matrices de rigidité.

L’axe x du repère local est parallèle à la fibre neutre de la poutre sans fissure. A chargement
égal, la poutre fissurée doit admettre une flèche plus importante que celle de la poutre sans
fissure. Dans l’objectif d’un modèle simplifié, on traduit ce fait par un déplacement suivant
l’axe y de la fibre neutre, appelé excentricité et noté ey, figure 2.2. La liaison au niveau de la
surface fissurée entre la poutre et le milieu extérieur étant affaiblie par la fissure, on traduit ceci
en introduisant un ressort de torsion de raideur kz, permettant une rotation relative entre les
nœuds 1 et 4.

Le vecteur force de l’élément fini représentant les efforts aux nœuds 1 et 2 est (figure 2.2) :
〈
F

〉e =
〈

N1 T y
1 M z

1 N2 T y
2 M z

2

〉
(2.1)

Selon les conventions habituelles de notations, l’indice e rappelle que la grandeur en question
se rapporte à l’élément, en l’occurrence F

e désigne la force élémentaire. Le symbole barre indique
une grandeur exprimée dans la base locale liée à l’élément. Enfin, les crochets < . > désignent
un vecteur-ligne.

Le vecteur force réduit au nœud 2 est :
〈
Fr

〉e =
〈

N2 T y
2 M z

2

〉
(2.2)
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z
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Fig. 2.2 – Modèle EFPF en 2D. Méthode des forces.

Les vecteurs forces F et Fr sont liés par la relation suivante :

{F}e = [B]{Fr}e (2.3)

avec [B] est la matrice d’équilibre de l’élément fini. Les accolades {.} désignent un vecteur-
colonne, alors que les crochets droits [.] désignent des matrices.
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Le détail des calculs sont présentés dans l’annexe A.1.

La matrice de souplesse réduite S
e
r au nœud 2 de l’élément fini est obtenue à partir de

l’expression de l’énergie de contrainte Econt (ou l’énergie de déformation complémentaire) qui est
exprimée, en tenant compte des efforts tranchants, par :

Econt =
1
2

∫ l

0

(
N2(x)
ES

+
Ty

2(x)
GS

+
M z2(x)

EI

)
dx +

1
2

M z
4

2

kz
(2.4)

où le terme dû à l’effort tranchant n’est représenté vu que son effet sur le déplacement est
négligeable.

En interpolant les forces et les moments par les fonctions d’interpolation < Ni(x) >, on
obtient :

Econt =
1
2

〈
Fr

〉e
(∫ l

0

({N1(x)} 〈N1(x)〉
ES

+
{N2(x)} 〈N2(x)〉

ES
+
{N3(x)} 〈N3(x)〉

EI

)
dx

+
{N4} 〈N4〉

kz

)
{Fr}e (2.5)

Soit :

Econt =
1
2

〈
Fr

〉e
S

e
r{Fr}e (2.6)

où la matrice de souplesse S
e
r est :

S
e
r =

∫ l

0

({N1(x)} 〈N1(x)〉
ES

+
{N2(x)} 〈N2(x)〉

EI
+
{N3(x)} 〈N3(x)〉

ES

)
dx

+
{N4} 〈N4〉

kz
(2.7)

= S
e
r(N(x)) + S

e
r(T

y(x)) + S
e
r(M

z(x)) + S
e
r(M

z
1 ) (2.8)

=




l
ES + e2

y

kz

−ley

kz

−ey

kz

−ley

kz

l3

3EI + l2

kz

l2

2EI + l
kz

−ey

kz

l2

2EI + l
kz

l
EI + 1

kz




(2.9)

La matrice de rigidité réduite au nœud 2 est l’inverse de la matrice de souplesse réduite :

K
e
r =

(
S

e
r

)−1
=




f1ES
lf4

6 eyEIESGS
f4 2 ey(−l2GS+6EI)EIES

lf4

6 eyEIESGS
f4 12f2EIGS

lf4
−6 (f2+EI)EIGS

f4

2 ey(−l2GS+6EI)EIES
lf4

−6 (f2+EI)EIGS
f4

4f3EI
lf4




(2.10)
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avec

f1 = 12EI(lkz + EI) + l2GS(lkz + 4EI) (2.11)

f2 = lkz + EI + e2
yES (2.12)

f3 = 3EI(lkz + e2
yES) + l2GS(lkz + 3EI + e2

yES) (2.13)

f4 = (12EI + l2GS)(lkz + EI + e2
yES) + 3l2EIGS (2.14)

Cette matrice de rigidité réduite est bien symétrique. La matrice de rigidité élémentaire K
e

de l’EFPF est obtenue par :

K
e = [B]Ke

r[B]T (2.15)

Les matrices de rigidité élémentaires K
e des éléments finis simplement fissurés (présentant

une fissure au nœud 1) et des éléments finis doublement fissurés (présentant deux fissures aux
nœuds 1 et 2), sont données dans l’annexe A.3.

2.2.1.2 Généralisation au cas tridimensionnel

On propose maintenant de généraliser au cas 3D les résultats précédents. De manière ana-
logue au modèle 2D, nous traduisons la perte de raideur occasionnée par la fissure en un dépla-
cement de la fibre neutre, représenté cette fois-ci par deux excentricités ey et ez selon les axes y

et z d’un repère local dont l’axe x est dirigé suivant la longueur de l’élément fini, figure 2.3. La
rotation de la section à x = 0 est permise par deux ressorts de torsion entre les nœuds 1 et 4,
de raideurs respectives ky et kz suivant les axes y et z.
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Fig. 2.3 – Modèle EFPF en 3D. Méthode des forces.
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Le vecteur force élémentaire aux nœuds 1 et 2 de l’élément fini poutre fissurée (figure 2.3)
est :

〈
F

〉e =
〈

N1 T y
1 T z

1 Mx
1 My

1 M z
1 N2 T y

2 T z
2 Mx

2 My
2 M z

2

〉
(2.16)

et le vecteur force réduit au nœud 2 est :
〈
Fr

〉e =
〈

N2 T y
2 T z

2 Mx
2 My

2 M z
2

〉
(2.17)

Les deux vecteurs {F}e et {Fr}e sont reliés par la matrice d’équilibre [B], comme dans la
relation (2.3).

On néglige les termes des efforts tranchants dans l’expression de l’énergie de contrainte Econt

pour le cas tridimensionnel, elle est exprimée par :

Econt =
1
2

∫ l

0

N2(x)
ES

dx +
1
2

∫ l

0

Mx2(x)
GJ

dx +
1
2

∫ l

0

My2(x)
EI

dx +
1
2

∫ l

0

M z2(x)
EI

dx

+
1
2

My
4

2

ky
+

1
2

M z
4

2

kz
(2.18)

=
1
2

〈
Fr

〉e

(∫ l

0

{N1(x)} 〈N1(x)〉
ES

+
{N2(x)} 〈N2(x)〉

GJ
+
{N3(x)} 〈

NT
3 (x)

〉

EI
+
{N4(x)} 〈N4(x)〉

EI
dx

+
{N5} 〈N5〉

ky
+
{N6} 〈N6〉

kz

)
{Fr}e (2.19)

où Ni(x), i=1 à 4, sont les fonctions d’interpolation des efforts, N5 et N6 celles au nœud 1 de
l’élément fini. Leurs expressions sont données dans l’annexe A.2 pour le cas général d’un élément
fini présentant deux fissures aux nœuds 1 et 2.

La relation (2.19) permet d’identifier la matrice de souplesse réduite S
e
r :

S
e
r =

∫ l

0

{N1(x)} 〈N1(x)〉
ES

+
{N2(x)} 〈N2(x)〉

GJ
+
{N3(x)} 〈N3(x)〉

EI
+
{N4(x)} 〈N4(x)〉

EI
dx

+
{N5} 〈N5〉

ky
+
{N6} 〈N6〉

kz
(2.20)

Soit :

S
e
r =




l
ES + ey

2

kz
+ ez

2

ky

−ley

kz

−lez
ky

0 ez
ky

−ey

kz

−ley

kz

l3

3EI + l2

kz
0 0 0 l

kz
+ l2

2EI

−lez
ky

0 l3

3EI + l2

ky
0 −l

ky
− l2

2EI 0

0 0 0 l
GJ 0 0

ez
ky

0 −l
ky
− l2

2EI 0 1
ky

+ l
EI 0

−ey

kz

l
kz

+ l2

2EI 0 0 0 1
kz

+ l
EI




(2.21)
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La matrice raideur élémentaire réduite K
e
r s’obtient en inversant S

e
r. Quant à la matrice de

rigidité élémentaire K
e, elle est obtenue par la relation (2.15) et présentée dans l’Annexe A.4

pour différents cas.
• Dans le cas d’un repère local tel que l’axe y local forme avec x le plan de symétrie de la

fissure, ey = e, kz = k, ez → 0 et ky →∞, et la matrice de souplesse S
e
r prend la forme :

S
ey

r =




l
ES + e2

kz

−le
kz

0 0 0 −ey

kz

−ley

kz

l3

3EI + l2

kz
0 0 0 l

kz
+ l2

2EI

0 0 l3

3EI 0 −l2

2EI 0

0 0 0 l
GJ 0 0

0 0 −l2

2EI 0 l
EI 0

−ey

kz

l
kz

+ l2

2EI 0 0 0 1
kz

+ l
EI




(2.22)

Moyennant quelques réductions élémentaires, on peut vérifier qu’on retrouve bien le résultat
du cas 2D.

• On peut vérifier que lorsque les excentricités sont nulles et que les rigidités tendent vers
l’infini, la matrice raideur de la poutre fissurée trouvée tend bien vers celle de la poutre classique
non fissurée.

Faisons-le à titre d’exemple pour le terme K
e(1, 1) d’un élément en 3D simplement fissuré :

K
e(1, 1) =

f8ES

f1l
(2.23)

où

f1 = 4EI(4EI + lky + lkz) + 4EIES(e2
y + e2

z) + lES(e2
yky + e2

zkz) + l2kykz (2.24)

f8 = (4EI + lky)(4EI + lkz) (2.25)

Pour simplifier, faisons ky = kz = k →∞ et ey = ez = e → 0. On a alors :

lim
k→∞
e→0

f1 = lim
k→∞
e→0

f8 = l2k2 (2.26)

D’où :
lim

k→∞
e→0

K
e(1, 1) =

ES

l
(2.27)

Ainsi, l’EFPF avec des excentricités nulles et des rigidités infinies tend bien vers l’élément
fini classique d’une poutre non fissurée.

• On peut aussi vérifier qu’on parvient à la même conclusion pour une poutre doublement
fissurée (présentant deux fissures aux deux extrémités). La démonstration pour tous les termes de
la matrice de rigidité étant longue et fastidieuse, elle est reportée dans l’annexe A.4.4. Notons que
pour éviter les formes indéfinies dans le calcul des limites, on fait d’abord tendre les excentricités
ey et ez vers 0 et après les rigidités ky et kz vers l’infini.

47



Chapitre 2. Modélisation mécanique des structures tubulaires fissurées pour la construction d’une surface . . .

2.2.1.3 Élément fini poutre fissurée (EFPF) dans la base globale

On notera [P ] la matrice de passage de base locale b = (−→x ,−→y ,−→z ) liée à la poutre à une base
globale B = (

−→
X,
−→
Y ,
−→
Z ) :

[P ] = [−→x |−→y |−→z ] (2.28)

Les deux expressions d’un même vecteur déplacement réduit à un nœud de l’élément fini
poutre fissurée - l’une dans le repère global, l’autre dans le repère local - sont reliées par :

U (X,Y,Z)
r =


 [P ] 0

0 [P ]


u(x,y,z)

r (2.29)

Pour la méthode des forces, on a une matrice de rigidité de dimensions (12 × 12). Ses ex-
pressions respectives dans les bases globale et locale sont reliées par la matrice suivante :

R(x,y,z)→(X,Y,Z) =




[P ] 0 0 0

0 [P ] 0 0

0 0 [P ] 0

0 0 0 [P ]




(2.30)

La matrice de rigidité élémentaire Ke dans le repère global s’obtient par la relation classique :

Ke = RK
e
R−1 (2.31)

2.2.2 Élément fini poutre fissurée (EFPF) dans sa base locale - Méthode des déplace-
ments

2.2.2.1 Cas bidimensionnel

Le modèle est le même que celui de la méthode des forces. Cette fois-ci, les variables princi-
pales sont les déplacements et les rotations, figure 2.4.

En notant u et v les déplacements selon x et y, respectivement, θ1 et θ4 les rotations des
nœuds 1 et 4 suivant z, et en négligeant les termes dus aux glissements, l’énergie de déformation
de l’EFPF bidimensionnel s’écrit :

Edef =
1
2

∫ l

0
ES

(
du(x)

dx

)2

dx +
1
2

∫ l

0
EI

(
d2v(x)
dx2

)2

dx +
1
2
kz(θ1 − θ4)2 (2.32)

Le déplacement axial u(x) et la flèche v(x) sont interpolés de manière classique :

u(x) =
x

l
u2 +

(
1− x

l

)
u3 (2.33)

v(x) =
(

1− 3x2

l2
+

2x3

l3

)
v3 +

(
x− 2x2

l
+

x3

l2

)
θ3 +

(
3x2

l2
− 2x3

l3

)
v2

+
(
−x2

l
+

x3

l2

)
θ2 (2.34)
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Fig. 2.4 – Modèle EFPF en 2D. Méthode des déplacements.

Le ressort de torsion qui lie les points 1 et 4 ne permet aucun déplacement relatif entre eux,
d’où : 




u1 = u4

v1 = v4

(2.35)

L’élément 4-3 qui représente l’excentricité est supposé infiniment rigide, d’où :

θ3 = θ4 (2.36)

Si la rotation de l’élément 4-3 est petite, le déplacement du nœud 3 est relié à celui du nœud
4 par :

−→
U3 =

−→
U4 +

−→
θ43 ∧ −→L43 (2.37)

où
−→
θ43 est le vecteur rotation de l’élément rigide 4-3 et

−→
L43 le vecteur position de l’élément rigide

4-3.

En tenant compte des conditions de (2.35), la relation (2.37) nous donne :





u3 = u1 − eyθ3

v3 = v1

(2.38)

Les rotations θ1 et θ4 étant indépendantes, le champ déplacement dans la poutre est décrit
par le vecteur déplacement

〈
U

〉e suivant :

〈
U

〉e =
〈

u1 v1 θ1 u2 v2 θ2 θ4

〉
(2.39)

L’indice e rappelle que U
e est le vecteur des déplacements (nodaux) élémentaires, le symbole

barre indique une grandeur exprimée dans la base locale liée à l’élément. Les termes de l’énergie
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de déformation sont interpolés par :




du(x)
dx = 〈N1(x)〉 {U}e

d2v(x)
dx2 = 〈N2(x)〉 {U}e

θ1 − θ4 = 〈N3(x)〉 {U}e

(2.40)

où les fonctions d’interpolation 〈Ni〉 s’écrivent d’après (2.33) et (2.34) :

〈N1(x)〉 =
〈

−1
l 0 0 e

l
1
l 0 0

〉
(2.41)

〈N2(x)〉 =
〈

0 −6
l2

+ 12
l3

x 0 −4
l + 6

l2
x 0 6

l2
− 12

l3
x −2

l + 6
l2

x
〉

(2.42)

〈N3〉 =
〈

0 0 1 0 0 0 −1
〉

(2.43)

En reportant (2.40) dans l’expression de l’énergie de déformation (2.32), on obtient :

Edef =
1
2

〈
U

〉e

(∫ l

0
ES{N1(x)} 〈N1(x)〉 dx +

∫ l

0
EI{N2(x)} 〈N2(x)〉 dx

+ kz{N3} 〈N3〉
)
{U}e (2.44)

soit :
Edef =

1
2

〈
U

〉e
K

e{U}e (2.45)

où K
e est la matrice de rigidité élémentaire de l’élément fini poutre fissurée dans la base locale :

K
e =

∫ l

0
ES{N1(x)} 〈N1(x)〉 dx +

∫ l

0
EI{N2(x)} 〈N2(x)〉 dx

+kz{N3} 〈N3〉 (2.46)

= K
e(u) + K

e(v) + K
e(kz) (2.47)

Soit :

K
e =




ES
l 0 0 −ES

l 0 0 −ey
ES
l

0 12EI
l3

0 0 −12EI
l3

6EI
l2

6EI
l2

0 0 kz 0 0 0 −kz

−ES
l 0 0 ES

l 0 0 ey
ES
l

0 −12EI
l3

0 0 12EI
l3

−6EI
l2

−6EI
l2

0 6EI
l2

0 0 −6EI
l2

4EI
l

2EI
l

−ey
ES
l

6EI
l2

−kz ey
ES
l

−6EI
l2

2EI
l kz + e2

y
ES
l + 4EI

l




(2.48)
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Le fait d’ajouter le degré de liberté θ4 dans le vecteur déplacement modifie la matrice de
rigidité élémentaire classique qui passe aux dimensions (7× 7) au lieu de (6× 6).

• En l’absence de fissure, la rigidité est infinie, l’excentricité est nulle et les points 1, 4 et
3 sont confondus. La matrice de rigidité correspondante s’obtient à partir de celle de l’élément
EFPF en sommant les lignes et les colonnes correspondant aux ddl θ1 et θ4, et en faisant tendre
la rigidité kz vers l’infini et l’excentricité ey vers 0. On retrouve alors la matrice de rigidité d’un
élément fini classique de poutre non fissurée :

K
e
nf =




ES
l 0 0 −ES

l 0 0

0 12EI
l3

6EI
l2

0 −12EI
l3

6EI
l2

0 6EI
l2

4EI
l 0 −6EI

l2
2EI

l

−ES
l 0 0 ES

l 0 0

0 −12EI
l3

−6EI
l2

0 12EI
l3

−6EI
l2

0 6EI
l2

2EI
l 0 −6EI

l2
4EI

l




(2.49)

2.2.2.2 Généralisation au cas tridimensionnel

Généralisons les résultats précédents au cas tridimensionnel [RSV04]. Le repère local (x, y, z)
est défini de telle sorte que son axe x soit dirigé suivant la longueur de l’élément fini poutre
fissurée et les axes y et z quelconques (la section droite courante étant circulaire, tout axe passant
par le centre est principal). La fissure est représentée par les excentricités ey et ez suivant les
axes y et z et les ressorts de torsion de raideurs ky et kz selon y et z. Les déplacements et les
rotations des nœuds de l’élément fini poutre fissurée sont présentés sur la figure 2.5.

Avec de nouvelles notations évidentes, l’expression (2.32) de l’énergie de déformation de
l’EFPF devient ici :

Edef =
1
2

∫ l

0
ES

(
du(x)

dx

)2

dx +
1
2

∫ l

0
EI

(
d2v(x)
dx2

)2

dx +
1
2

∫ l

0
EI

(
d2w(x)

dx2

)2

dx

+
1
2

∫ l

0
GJ

(
dθx(x)

dx

)2

dx +
1
2
ky(θz

1 − θz
4)

2 +
1
2
kz(θ

y
1 − θy

4)2 (2.50)

Les déplacements u(x), v(x), w(x) et la rotation de torsion θx(x) entre les deux points 3 et
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Fig. 2.5 – Modèle EFPF en 3D. Méthode des déplacements.

2 sont interpolés de manière classique :

u(x) =
x

l
u2 +

(
1− x

l

)
u3 (2.51)

v(x) =
(

1− 3
l2

x2 +
2
l3

x3

)
v3 +

(
x− 2

l
x2 +

1
l2

x3

)
θz
3 +

(
3
l2

x2 − 2
l3

x3

)
v2

+
(

1
l2

x3 − 1
l
x2

)
θz
2 (2.52)

w(x) =
(

1− 3
l2

x2 +
2
l3

x3

)
w3 −

(
x− 2

l
x2 +

1
l2

x3

)
θy
3 +

(
3
l2

x2 − 2
l3

x3

)
w2

−
(

1
l2

x3 − 1
l
x2

)
θy
2 (2.53)

θx(x) =
(
1− x

l

)
θx
3 +

x

l
θx
2 (2.54)

Les points 1 et 4 reliés par deux ressorts de torsion se trouvent en fait à la même position,
d’où : 




u1 = u4

v1 = v4

w1 = w4

θx
1 = θx

4

(2.55)

La partie de la poutre entre les points 3 et 4 qui représente les excentricités est considérée
comme infiniment rigide, il vient donc :





θx
3 = θx

4

θy
3 = θy

4

θz
3 = θz

4

(2.56)
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Si la rotation de l’élément 4-3 est petite, le déplacement du nœud 3 est relié à celui du nœud
4 par :

−→
U3 =

−→
U4 +

−→
θ34 ∧ −→L43 (2.57)

où
〈−→
θ34

〉
=

〈
θx
3 θy

3 θz
3

〉
est le vecteur rotation de l’élément rigide 3-4,

〈−→
L43

〉
=

〈
0 ey ez

〉

le vecteur position entre les nœuds 3 et 4.
Avec les conditions (2.55) et (2.56), l’équation (2.57) se traduit en composantes :





u3 = u1 + ezθ
y
4 − eyθ

z
4

v3 = v1 − ezθ
x
1

w3 = w1 + eyθ
x
1

(2.58)

Les rotations θy
4 et θz

4 du nœud 4 étant indépendantes des autres variables cinématiques, il
faut introduire ces deux degrés de liberté dans le vecteur déplacement élémentaire :

〈
U

〉e =
〈

u1 v1 w1 θx
1 θy

1 θz
1 u2 v2 w2 θx

2 θy
2 θz

2 θy
4 θz

4

〉
(2.59)

Ainsi, les termes de l’énergie de déformation (2.50) sont interpolés du vecteur des déplace-
ments nodaux par : 




du(x)
dx = 〈N1(x)〉 {U}e

d2v(x)
dx2 = 〈N2(x)〉 {U}e

d2w(x)
dx2 = 〈N3(x)〉 {U}e

dθx(x)
dx = 〈N4(x)〉 {U}e

θy
1 − θy

4 = 〈N5〉 {U}e

θz
1 − θz

4 = 〈N6〉 {U}e

(2.60)

où les fonctions d’interpolation 〈Ni(x)〉 sont :
〈N1(x)〉 =

〈
−1
l 0 0 0 0 0 1

l 0 0 0 0 0 −ez
l

ey

l

〉
(2.61)

〈N2(x)〉 =
〈

0 −6
l2

+ 12
l3

x 0
(

6
l2
− 12

l3
x
)
ez 0 0 0 6

l2
− 12

l3
x

0 0 0 6
l2

x− 2
l 0 −4

l + 6
l2

x
〉

(2.62)

〈N3(x)〉 =
〈

0 0 −6
l2

+ 12
l3

x ey

(−6
l2

+ 12
l3

x
)

0 0 0 0

6
l2
− 12

l3
x 0 −6

l2
x + 2

l 0 4
l − 6

l2
x 0

〉
(2.63)

〈N4(x)〉 =
〈

0 0 0 −1
l 0 0 0 0 0 1

l 0 0 0 0
〉

(2.64)

〈N5〉 =
〈

0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 −1 0
〉

(2.65)

〈N6〉 =
〈

0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 −1
〉

(2.66)
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En reportant (2.60) dans l’expression de l’énergie de déformation (2.50), on obtient Edef en
fonction du vecteur des déplacements nodaux {U}e :

Edef =
1
2

〈
U

〉e
(∫ l

0
ES{N1(x)} 〈N1(x)〉 dx +

∫ l

0
EI{N2(x)} 〈N2(x)〉 dx +

∫ l

0
EI{N3(x)} 〈N3(x)〉 dx

+
∫ l

0
GJ{N4(x)} 〈N4(x)〉 dx + ky{N5} 〈N5〉+ kz{N6} 〈N6〉

)
{U}e (2.67)

On en tire la matrice de rigidité élémentaire :

K
e =

∫ l

0
ES{N1(x)} 〈N1(x)〉 dx +

∫ l

0
EI{N2(x)} 〈N2(x)〉 dx +

∫ l

0
EI{N3(x)} 〈N3(x)〉 dx

+
∫ l

0
GJ{N4(x)} 〈N4(x)〉 dx + ky{N5} 〈N5〉+ kz{N6} 〈N6〉 (2.68)

= K
e(u) + K

e(v) + K
e(w) + K

e(θx) + K
e(ky) + K

e(kz) (2.69)

Le fait d’ajouter deux degrés de liberté θy
4 et θz

4 dans le vecteur déplacement induit une
matrice de rigidité de dimensions (14 × 14) au lieu des dimensions classiques (12 × 12). On
trouve tous calculs faits :

K
e =




K
e
11 K

e
12 K

e
13

K
e
21 K

e
22 K

e
23

K
e
31 K

e
32 K

e
33


 (2.70)

avec :

K
e
11 =




ES
l 0 0 0 0 0

0 12EI
l3

0 −ez
12EI

l3
0 0

0 0 12EI
l3

ey
12EI

l3
0 0

0 −ez
12EI

l3
ey

12EI
l3

GJ
l + (e2

y + e2
z)

12EI
l3

0 0

0 0 0 0 ky 0

0 0 0 0 0 kz




(2.71)

K
e
12 = K

e
21

T
=




−ES
l 0 0 0 0 0

0 −12EI
l3

0 0 0 6EI
l2

0 0 −12EI
l3

0 −6EI
l2

0

0 ez
12EI

l3
−ey

12EI
l3

−GJ
l −ey

6EI
l2

−ez
6EI
l2

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0




(2.72)
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K
e
22 =




ES
l 0 0 0 0 0

0 12EI
l3

0 0 0 −6EI
l2

0 0 12EI
l3

0 6EI
l2

0

0 0 0 GJ
l 0 0

0 0 6EI
l2

0 4EI
l 0

0 −6EI
l2

0 0 0 4EI
l




(2.73)

K
e
13

T
= K

e
31 =


 ez

ES
l 0 −6EI

l2
−ey

6EI
l2

−ky 0

−ey
ES
l

6EI
l2

0 −ez
6EI
l2

0 −kz


 (2.74)

K
e
23

T
= K

e
32 =


 −ez

ES
l 0 6EI

l2
0 2EI

l 0

ey
ES
l

−6EI
l2

0 0 0 2EI
l


 (2.75)

K
e
33 =


 ky + e2

z
ES
l + 4EI

l −eyez
ES
l

−eyez
ES
l kz + e2

y
ES
l + 4EI

l


 (2.76)

• En absence de fissure, les excentricités et les pertes de rigidité de l’EFPF doivent être
nulles. Les points 1, 3 et 4 sont confondus, on aura donc en ce point une seule rotation suivant
y et une seule suivant z, ce qui conduit à additionner les lignes et les colones correspondantes
à θy

1 et θy
4 et celles correspondantes à θz

1 et θz
4 de la matrice de rigidité de l’EFPF. On retrouve

enfin la matrice de rigidité élémentaire d’un élément fini classique de poutre non fissurée :

K
e nf

=


 K

e
11

nf
K

e
12

nf

K
e
21

nf
K

e
22

nf


 (2.77)

avec :

K
e
11

nf
=




ES
l 0 0 0 0 0

0 12EI
l3

0 0 0 6EI
l2

0 0 12EI
l3

0 −6EI
l2

0

0 0 0 GJ
l 0 0

0 0 −6EI
l2

0 4EI
l 0

0 6EI
l2

0 0 0 4EI
l




(2.78)
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(
K

e
21

nf
)T

= K
e
12

nf
=




−ES
l 0 0 0 0 0

0 −12EI
l3

0 0 0 6EI
l2

0 0 −12EI
l3

0 −6EI
l2

0

0 0 0 −GJ
l 0 0

0 0 6EI
l2

0 2EI
l 0

0 −6EI
l2

0 0 0 2EI
l




(2.79)

K
e
22

nf
=




ES
l 0 0 0 0 0

0 12EI
l3

0 0 0 −6EI
l2

0 0 12EI
l3

0 6EI
l2

0

0 0 0 GJ
l 0 0

0 0 6EI
l2

0 4EI
l 0

0 −6EI
l2

0 0 0 4EI
l




(2.80)

Notons que les rigidités de torsion ky et kz tendant vers l’infini pour un élément non fissuré
disparaissent de la matrice de rigidité finale après sommation des lignes et des colonnes des
points confondus 1 et 4.

2.2.2.3 Élément fini poutre fissurée (EFPF) dans la base globale

Rappelons qu’en méthode des déplacements la matrice de rigidité élémentaire est de di-
mension (14 × 14), du fait de l’introduction des degrés de liberté θy

4 et θz
4 du nœud 4 dans le

vecteur déplacement élémentaire {U}e. Les rotations Θy
4 et Θz

4 du nœud 4 dans le repère global
s’expriment comme suit :

Θy
4 = P (2, 1)θx

4 + P (2, 2)θy
4 + P (2, 3)θz

4 (2.81)

Θz
4 = P (3, 1)θx

4 + P (3, 2)θy
4 + P (3, 3)θz

4 (2.82)

où [P ] est la matrice de passage de la base locale b = (−→x ,−→y ,−→z ) à la base globale B = (
−→
X,
−→
Y ,
−→
Z ).

En tenant compte des relations (2.55), on trouve :

Θy
4 = P (2, 1)θx

1 + P (2, 2)θy
4 + P (2, 3)θz

4 (2.83)

Θz
4 = P (3, 1)θx

1 + P (3, 2)θy
4 + P (3, 3)θz

4 (2.84)

Ainsi, la matrice de passage de dimensions (14×14), entre les vecteurs des déplacements nodaux
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locaux et globaux, prend la forme :

R(x,y,z)→(X,Y,Z) =




[P ] 0 0 0 0

0 [P ] 0 0 0

0 0 [P ] 0 0

0 0 0 [P ] 0

0 [P1] 0 0 [P2]




(2.85)

avec

[P1] =


 P (2, 1) 0 0

P (3, 1) 0 0


 (2.86)

[P2] =


 P (2, 2) P (2, 3)

P (3, 2) P (3, 3)


 (2.87)

On rappelle que la matrice de rigidité élémentaire Ke dans le repère global s’obtient par la
relation classique :

Ke = RK
e
R−1 (2.88)

2.3 Programmation de l’EFPF et description des routines

L’élément fini poutre fissurée développé plus haut a été programmé sous Matlab, dont l’avan-
tage est de disposer d’un pré-processeur pour le calcul des chargements aléatoires de houle (Ma-
lost [Sch99]). On explique dans la figure 2.6 l’organisation et les fonctionnalités des programmes.

Les paramètres d’entrée sont :

cno =




X1 Y 1 Z1

...
...

...

Xi Y i Zi

...
...

...

Xn Y n Zn




nœud 1
...

nœud i
...

nœud n

(2.89)

La matrice cno regroupe les coordonnées des nœuds du maillage de la structure dans le repère
global, où chaque ligne i donne les coordonnées du nœud i dans le programme.

cel =




n1 m1 ne1 E1 ν1 D1 t1 ϕ1 ψ1 λ1 pf1

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...

ni mi nei Ei νi Di ti ϕi ψi λi pf i

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...

nn mn nen En νn Dn tn ϕn ψn λn pfn




tube 1
...

tube i
...

tube n

(2.90)
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Tirage des VA

Réponse : 

U, Edef

Analyse de 

Monte-Carlo
Analyse différentielle

Modèle EFPF
Chargements de houle

'Malost'

Sensibilité des VA

Fig. 2.6 – Organigramme des programmes de traitement des structures fissurées

La matrice cel donne les propriétés des éléments qui composent la structure, chaque ligne i

de la matrice donne les propriétés de l’élément i qui peut être une poutre de section rectangulaire
ou circulaire creuse : ni est le numéro du premier nœud du tube ; mi le numéro du deuxième
nœud du tube ; nei le nombre d’éléments finis composant la poutre ; Ei et νi sont le module
de Young et le coefficient de Poisson du matériau du composant i ; Di représente le diamètre
moyen en cas de présence d’un tube et il représente la largeur en cas de présence d’une poutre de
section rectangulaire ; ti l’épaisseur du tube ou la hauteur de la poutre de section rectangulaire ;
ϕi le demi-angle d’ouverture de la fissure ; ψi l’angle d’inclinaison de l’axe médian de la fissure
par rapport au plan de symétrie du tube (voir figure 2.7) ; λi l’angle d’inclinaison de l’axe du
tube par rapport au plan de la section encastrée ; pf i est un nombre qui indique la présence ou
pas d’une fissure. Pour un élément 1-2, pf i prend la valeur 0 en l’absence de fissure, 1 en cas
de fissure au nœud ni et 2 en cas de fissure au nœud mi. Le cas de la section rectangulaire est
introduit dans une seule simulation visant à valider le programme en l’absence de fissure. La
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valeur 3 suffit donc à désigner ce type de géométrie.

cdl =




n1 bd1
x bd1

y bd1
z br1

x br1
y br1

z

...
...

...
...

...
...

...

ni bdi
x bdi

y bdi
z bri

x bri
y bri

z

...
...

...
...

...
...

...

nn bdn
x bdn

y bdn
z brn

x brn
y brn

z




(2.91)

La matrice cdl définit les conditions aux limites de la structure ; chaque ligne i définit les
conditions aux limites au nœud ni du maillage, les termes bdi

x, bdi
y et bdi

z prennent la valeur 1
si le nœud est bloqué en déplacement suivant X, Y ou Z respectivement et prennent la valeur
0 si le nœud est libre suivant la direction correspondante. Les termes bri

x, bri
y et bri

z prennent
la valeur 1 si le nœud est bloqué en rotation suivant X, Y ou Z respectivement et prennent la
valeur 0 dans le cas contraire.

fext =




n1 N1 V y1 V z1 Γ1
x Γ1

y Γ1
z

...
...

...
...

...
...

...

ni N i V yi V zi Γi
x Γi

y Γi
z

...
...

...
...

...
...

...

nn Nn V yn V zn Γn
x Γn

y Γn
z




(2.92)

La matrice fext contient les efforts extérieurs appliqués à la structure, chaque ligne i définit
les trois forces N i, V yi et V zi et les trois moments Γi

x, Γi
y et Γi

z appliqués au nœud ni exprimés
dans le repère global (X, Y, Z).

pelf =




X1
M Y 1

M Z1
M

...
...

...

Xi
M Y i

M Zi
M

...
...

...

Xn
M Y n

M Zn
M




nœud fissuré 1
...

nœud fissuré i
...

nœud fissuré n

(2.93)

Pour définir les axes y et z du repère local, la matrice pelf comporte pour chaque nœud
d’une section fissurée i les coordonnées (Xi

M , Y i
M , Zi

M ) d’un point M appartenant au plan de
symétrie du tube fissuré. Ce dernier suffit à définir l’axe y du repère local (figure 2.7).

2.4 Identification des paramètres du modèle

L’EFPF introduit un certain nombre de paramètres représentant la fissure, à savoir ey, ez,
ky et kz. Ce paragraphe est consacré à leur identification.
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y0

Surface encastrée 

Surface de la

fissure

ϕ

ψ
λ

X

Y

Z
x

y

z

M

Fig. 2.7 – Définition du repère local par l’axe du tube et un point M .

2.4.1 Principe d’identification

L’identification des paramètres du modèle EFPF sera réalisée sur un tube fissuré encastré
sur une plaque infiniment rigide. Les repères liés au tube fissuré et à la plaque sont présentés
dans la figure 2.8. En particulier, l’axe y0 du repère lié à la plaque est dirigé suivant la droite
d’intersection entre la section encastrée qui contient la fissure et le plan de symétrie (x, y) de la
structure.

Fissure

x
y

z

y
0

λ

y0

Surface encastrée 

Surface de 

la fissure

x
y

z

ϕ

ψ λ

(a) (b)

Fig. 2.8 – Tube fissuré encastré sur un plan rigide

Le tube a les dimensions standard rencontrées dans l’ingénierie offshore : longueur l = 10, 2m,
rayon moyen rm = 0, 55 m, épaisseur ep = 0, 02m. En revanche, nous envisageons différentes
positions du tube et de la fissure en faisant varier les paramètres suivants (figure 2.8) :
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– λ : angle entre l’axe x et l’axe y0 (inclinaison du tube)
– ψ : angle entre l’axe de la fissure et l’axe y0 (inclinaison de la fissure)
– ϕ : demi-angle d’ouverture de la fissure
Pour chaque triplet (λ, ψ, ϕ) fixé, on identifie les paramètres ey, ez, ky et kz en cherchant à

minimiser - au sens des moindres carrés - la différence Q entre le vecteur déplacement U2 issu
du modèle EFPF , et le vecteur déplacement Ũ2 calculé avec le modèle élément fini 3D :

minQ = min
(
U2 − Ũ2

)2
(2.94)

Puisque dans tous les calculs nous prenons un seul EFPF et que nous choisissons le repère
global confondu au repère local, nous avons :

U2 = U
e
2 = S

e
rF

e
2 (2.95)

où S
e
r désigne la matrice de souplesse condensée au nœud 2 de l’EFPF. Le vecteur force F

e
2

appliqué au même nœud sera précisé au cas par cas. La relation (2.94) devient donc :

minQ = min
(
S

e
rF

e
2 − Ũ2

)2
(2.96)

Remarque. La minimisation par (2.94) est plus stricte que la suivante qui peut induire un
effet de compensation entre les composantes :

minQ = min
(
‖U2‖ − ‖Ũ2‖

)2
(2.97)

2.4.2 Calcul de Ũ2 dans (2.96) avec les éléments finis 3D

Les calculs d’éléments finis 3D ont été menés sous le logiciel CAST3M avec des hexaèdres à
20 nœuds (CU20), Figure 2.9. Une routine permettant de construire des maillages réguliers au
voisinage du front de fissure (figure 2.10) a été implantée dans CAST3M. Pour chaque triplet
(λ, ψ, ϕ) fixé, on obtient le vecteur déplacement du nœud 2, appelé déplacement cible et noté
comme suit :

{Ũ2} =





ũ2

ṽ2

w̃2

θ̃x
2

θ̃y
2

θ̃z
2





(2.98)

Lorsqu’on étudie la poutre comme une structure 3D, l’extrémité libre de la poutre est une
section, pas un point. Il convient donc d’expliquer ce que nous entendons par "le déplacement
au nœud 2".
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Fronts de la fissure

Surface de chargement

Fig. 2.9 – Modèle EF volumique du tube pour l’iden-
tification des paramètres de l’EFPF (Cas λ = 45◦,
ψ = 45◦, ϕ = 40◦).

surface 

encastrée

front de la fissure

surface de la fissure

Fig. 2.10 – Maillage au voisinage du front
de la fissure.

– Nous définissons d’abord sur la section fissurée le point noté P1 représenté sur la figure
2.11, à partir duquel nous repérons les points notés P2, P3 et P4.

– Ensuite, par projection parallèle à l’axe du tube, nous définissons sur la section à
x = l les points Q3 et Q4, homologues de P3 et P4.

– Nous choisissons la valeur moyenne des déplacements des nœuds Q3 et Q4 comme étant
"le déplacement au nœud 2". Par ailleurs, il se trouve que souvent pour des raisons de
symétrie, les déplacements des nœuds Q3 et Q4 sont les mêmes.

Remarque. Un maillage avec des coques rectangulaires quadratiques à 8 nœuds (QUA8 de
CAST3M) (figure 2.12) a été aussi construit, mais il n’a pas été retenu par la suite. Nous
présenterons uniquement les résultats obtenus avec les éléments finis volumiques. D’ailleurs, ces
derniers permettent de calculer les facteurs d’intensité de contraintes sur le front de fissure avec
une meilleure précision.

• Quel maillage EF 3D retenir ?

Dans tous les maillages EF 3D, nous décidons de prendre 4 éléments dans l’épaisseur du tube
(variable nbt de la figure 2.13). Maintenant, quelles valeurs prendre pour le nombre d’éléments
nbl sur la longueur du tube et celui nbc sur la circonférence d’une section droite (voir notations
sur figure 2.13) ?

Il est clair que nbl et nbc ne doivent être ni trop élevés pour ne pas engendrer un maillage
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y

z

P1PP

j
y

Zone fissurée Zone non

fissurée

O

P3

P2

P4

Fig. 2.11 – Définition des points utilisés pour l’identification des paramètres du modèle.

trop fin et un calcul trop coûteux, ni trop faibles pour engendrer de mauvais résultats. Après
l’étude de convergence vis-à-vis du maillage réalisés sur diverses géométries, nous arrivons à un
compromis (difficile à justifier rigoureusement !) qui consiste à prendre nbl = 20 et nbc = 40

pour tous les maillages EF 3D.

2.4.3 Calcul de la matrice de souplesse condensée S
e

r dans (2.96) par la méthode des
forces

Venons-en à la matrice de souplesse condensée S
e
r qui intervient dans la relation (2.96).

Nous allons la calculer par la méthode des forces dans ce sous-paragraphe, par la méthode des
déplacements au sous-paragraphe suivant.

La matrice de rigidité de l’EFPF calculée dans sa base locale par la méthode des forces s’écrit
sous la forme (équations (A.152), (A.153), (A.154) et (A.155) de l’annexe A.4) :

K
e =


 K

e
11 K

e
12

K
e
21 K

e
22


 (2.99)

L’équation d’équilibre de l’élément fini est donc :

K
e {U}e = {F}e ou


 K

e
11 K

e
12

K
e
21 K

e
22








0

U
e
2



 =





F
e
1

F
e
2



 (2.100)
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Fig. 2.12 – Modèles EF coque du tube et de la plaque. (Cas λ = 45◦, ψ = 45◦, ϕ = 40◦).

nbl éléments

nbc éléments

zoom d'une partie 

du tube

nbt éléments

Fig. 2.13 – Définition de nbl, nbc et nbt du maillage volumique d’un tube.

La matrice de rigidité condensée au nœud 2 est donc K
e
22, elle est exprimée comme suit en
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tridimensionnel (Annexe A.4) :

K
e
22 =




ESf8

lf1

6E2ISf9

l2f1

6E2ISf10

l2f1
0 2E2ISf10

lf1

−2E2ISf9

lf1

6E2ISf9

l2f1

12EIf2

l3f1

36ez ey E3I2S
l3f1

0 12ez ey E3I2S
l2f1

−6EIf13

l2f1

6E2ISf10

l2f1

36ez ey E3I2S
l3f1

12EIf3

l3f1
0 6EIf14

l2f1

−12ez ey E3I2S
l2f1

0 0 0 GJ
l 0 0

2E2ISf10

lf1

12ez ey E3I2S
l2f1

6EIf14

l2f1
0 4EIf15

lf1

−4ey ez E3I2S
lf1

−2E2ISf9

lf1

−6EIf13

l2f1

−12ey ez E3I2S
l2f1

0 −4ey ez E3I2S
lf1

4EIf16

lf1




(2.101)

où les expressions des termes fi sont :

f1 = 16E2I2 + 4 lkz EI + 4 lky EI + l2kz ky + 4 ey
2E2SI + ey

2ESky l + 4 ez
2E2SI

+ez
2ESkz l (2.102)

f2 = 4E2I2 + lky EI + 4 lkz EI + l2kz ky + 4 ey
2E2SI + ey

2ESky l + ez
2E2SI

+ez
2ESkz l (2.103)

f3 = 4E2I2 + lkz EI + 4 lky EI + l2kz ky + ey
2E2SI + ey

2ESky l + 4 ez
2E2SI

+ez
2ESkz l (2.104)

f8 = (4EI + lky)(4EI + lkz ) (2.105)

f9 = ey (4EI + lky) (2.106)

f10 = ez (4EI + lkz ) (2.107)

f13 = 8E2I2 + 2 lky EI + 4 lkz EI + l2kz ky + 4 ey
2E2SI + ey

2ESky l + 2 ez
2E2SI

+ez
2ESkz l (2.108)

f14 = 8E2I2 + 2 lkz EI + 4 lky EI + l2kz ky + 2 ey
2E2SI + ey

2ESky l + 4 ez
2E2SI

+ez
2ESkz l (2.109)

f15 = f14 + 4 E2I2 + lkz EI + ey
2E2SI (2.110)

f16 = f13 + 4 E2I2 + lky EI + ez
2E2SI (2.111)

Après inversion de la matrice de rigidité K
e
22, on obtient la matrice de souplesse S

e
r condensée
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au nœud 2 :

S
e
r =




ey
2

kz
+ ez

2

ky
+ l

ES
−ley

kz

−lez
ky

0 ez
ky

−ey

kz

−ley
kz

l2

kz
+ 1

3
l3

EI 0 0 0 l
kz

+ 1
2

l2

EI

−lez
ky

0 l2

ky
+ 1

3
l3

EI 0 −l
ky
− 1

2
l2

EI 0

0 0 0 l
GJ 0 0

ez
ky

0 −l
ky
− 1

2
l2

EI 0 1
ky

+ l
EI 0

− ey

kz

l
kz

+ 1
2

l2

EI 0 0 0 1
kz

+ l
EI




(2.112)

2.4.4 Calcul de la matrice de souplesse condensée S
e

r dans (2.96) par la méthode des
déplacements

L’équation d’équilibre de l’EFPF s’écrit :

K
e {U}e = {F}e ou




K
e
11 K

e
12 K

e
13

K
e
21 K

e
22 K

e
23

K
e
31 K

e
32 K

e
33







0

U
e
2

U
e
s


 =




F
e
1

F
e
2

0


 (2.113)

où
〈
U2

〉e =
〈

u2 v2 w2 θx
2 θy

2 θz
2

〉
est le vecteur déplacement du nœud 2,

〈
U s

〉e =〈
θy
4 θz

4

〉
est le vecteur des deux rotations du point 4 introduites dans le vecteur déplace-

ment de l’EFPF et F
e
1, F

e
2 sont les vecteurs de chargement respectivement aux nœuds 1 et 2.

Les sous-matrices de rigidités K
e
ij sont définies par les équations (2.70) à (2.76).

Après résolution de l’équation (2.113), on obtient la matrice de souplesse condensée au
nœud 2 :

S
e
r =

[
K

e
22 −K

e
23

(
K

e
33

)−1
K

e
32

]−1
(2.114)

A partir des formules (2.70) à (2.76), le calcul de la matrice de souplesse S
e
r du nœud 2

donne :

S
e
r =




ey
2

kz
+ ez

2

ky
+ l

ES
−ley

kz

−lez
ky

0 ez
ky

−ey

kz

−ley
kz

l2

kz
+ 1

3
l3

EI 0 0 0 l
kz

+ 1
2

l2

EI

−lez
ky

0 l2

ky
+ 1

3
l3

EI 0 −l
ky
− 1

2
l2

EI 0

0 0 0 l
GJ 0 0

ez
ky

0 −l
ky
− 1

2
l2

EI 0 1
ky

+ l
EI 0

− ey

kz

l
kz

+ 1
2

l2

EI 0 0 0 1
kz

+ l
EI




(2.115)
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On constate que les matrices de souplesse condensées au nœud 2 (2.112) et (2.115) de l’EFPF
obtenues par les deux méthodes sont identiques. Ainsi, les développements qui suivent sont
identiques aux deux méthodes.

2.4.5 Formules d’identification des paramètres du modèle EFPF

Tous les ingrédients nécessaires sont réunis pour la minimisation (2.96). En fait, pour faciliter
les calculs qui suivent, on travaillera plutôt avec le vecteur noté U∗

2 homogène à un déplacement
et le vecteur noté F ∗

2 homogène à une force :

{U∗
2 } =





u2

v2

w2

θx
2 l

θy
2 l

θz
2l





et {F ∗
2 } =





N2

T y
2

T z
2

Mx
2 /l

My
2 /l

M z
2 /l





(2.116)

L’équation d’équilibre s’écrit alors :

U∗
2 = S∗2F ∗

2 (2.117)

où la nouvelle matrice de souplesse S∗2 est :

[S∗2 ] =




ey
2

kz
+ ez

2

ky
+ l

ES
−ley

kz

−lez
ky

0 lez
ky

−ley

kz

−ley
kz

l2

kz
+ 1

3
l3

EI 0 0 0 l2

kz
+ 1

2
l3

EI

−lez
ky

0 l2

ky
+ 1

3
l3

EI 0 −l2

ky
− 1

2
l3

EI 0

0 0 0 l3

GJ 0 0

lez
ky

0 −l2

ky
− 1

2
l3

EI 0 l2

ky
+ l3

EI 0

− ley

kz

l2

kz
+ 1

2
l3

EI 0 0 0 l2

kz
+ l3

EI




(2.118)

Le problème de minimisation devient :

minQ∗ = min
(
U∗

2 − Ũ∗
2

)2
(2.119)

= min
(
S∗2F ∗

2 − Ũ∗
2

)2
(2.120)

Les conditions nécessaires permettant de déterminer les paramètres (ey, ez, ky, kz) sont :




∂Q∗
∂ey

= 0
∂Q∗
∂ez

= 0
∂Q∗
∂ky

= 0
∂Q∗
∂kz

= 0

(2.121)
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Pour simplifier l’écriture, Ũ∗
2 , F ∗

2 , S∗2 seront notés par la suite Ũ∗, F ∗, S∗.
Développons la première équation du système, en tenant compte de :

S∗T = S∗ ⇒
(

∂S∗

∂ey

)T

=
∂S∗

∂ey
. (2.122)

On a :

∂Q∗

∂ey
=

∂

∂ey
(S∗F ∗ − Ũ∗)2 (2.123)

=
∂

∂ey
(F ∗T S∗T S∗F ∗ − 2Ũ∗S∗F ∗ + Ũ∗T Ũ∗) (2.124)

= F ∗T
(

∂S∗

∂ey
S∗ + S∗

∂S∗

∂ey

)
F ∗ − 2(Ũ∗)T ∂S∗

∂ey
F ∗ (2.125)

On fait de même avec les autres équations et le système (2.121) devient :




F ∗T
(

∂S∗
∂ey

S∗ + S∗ ∂S∗
∂ey

)
F ∗ − 2(Ũ∗)T ∂S∗

∂ey
F ∗ = 0

F ∗T
(

∂S∗
∂ez

S∗ + S∗ ∂S∗
∂ez

)
F ∗ − 2(Ũ∗)T ∂S∗

∂ez
F ∗ = 0

F ∗T
(

∂S∗
∂ky

S∗ + S∗ ∂S∗
∂ky

)
F ∗ − 2(Ũ∗)T ∂S∗

∂ky
F ∗ = 0

F ∗T
(

∂S∗
∂kz

S∗ + S∗ ∂S∗
∂kz

)
F ∗ − 2(Ũ∗)T ∂S∗

∂kz
F ∗ = 0

(2.126)

Il est montré [RW02] que l’application d’un effort tranchant ou d’un moment de flexion à
l’extrémité libre de l’élément fini mène aux mêmes résultats du problème de minimisation.

• Ici, pour identifier ey et kz, on choisit l’application d’un effort tranchant T y suivant l’axe
y du repère local lié à l’élément fini poutre fissurée. Le vecteur chargement est donc :

〈F ∗〉 =
〈

0 T y 0 0 0 0
〉

(2.127)

avec T y = −107 N .
Le système (2.126) se réduit à deux équations :





2lT y

k2
z

(lT yey + ũkz) = 0
−lT y

3EIkz
3 (6lT yEIe2

y + 12l3T yEI + 5l4T ykz + 6EIũeykz

−6lEIṽkz − 6l2EIθ̃zkz) = 0

(2.128)

En écartant la solution kz → ∞ qui ne correspond pas à notre problème, la résolution du
système nous donne :

ey = l 12eu
5Tyl3

EI
−6(ev+leθz)

kz = EI
l

12Tyl3

EI

6(ev+leθz)−5Tyl3

EI

(2.129)

68



2.4. Identification des paramètres du modèle

Remarque. On peut vérifier que la matrice de souplesse (2.118) ainsi que les paramètres
identifiés (2.129) sont identiques à ceux trouvés dans [Rou01]. Il y a cependant deux progrès :

i) la structure servant ici à l’identification des paramètres est plus simple
ii) la formulation est aussi plus simple et les calculs sont nettement moins compliqués.
• Pour identifier les deux paramètres restants ez et ky on a choisi d’appliquer un effort

tranchant T z suivant l’axe z. Le vecteur force appliqué est alors :

〈F ∗〉 =
〈

0 0 T z 0 0 0
〉

(2.130)

Le système (2.126) se réduit à deux équations :




2lT z

k2
y

(lT zez + ũky) = 0

−lT z

3EIky
3 (6lT zEIe2

z + 12l3T zEI + 5l4T zky + 6EIũezky

−6lEIw̃ky + 6l2EIθ̃yky) = 0

(2.131)

D’où les expressions des deux paramètres ez et ky :

ez = l 12eu
5Tzl3

EI
−6( ew−leθy)

ky = EI
l

12Tzl3

EI

6( ew−leθy)−5Tzl3

EI

(2.132)

• Le vecteur déplacement
〈
Ũ e

2

〉
=

〈
ũ2 ṽ2 w̃2 θ̃x

2 θ̃y
2 θ̃z

2

〉
, permettant d’identifier les

valeurs numériques des paramètres ey, ez, ky et kz en fonction des paramètres géométriques du
modèle (λ, ψ et ϕ), est calculé sous le logiciel CAST3M pour chaque vecteur force appliqué.

2.4.6 Expressions analytiques ou semi-analytiques des excentricités ey et ez

Motivation : lorsque la fissure est trop petite (ϕ < 20◦), il est difficile de réaliser un maillage
EF 3D adéquat et les résultats numériques obtenus en 3D ne sont pas fiables. L’application des
formules d’identification (2.129a) et (2.132a) ne donne alors pas de bonnes valeurs des excen-
tricités ey et ez et il est préférable d’utiliser d’autres formules, analytiques ou semi-analytiques,
que nous allons établir dans ce sous-paragraphe.

Dans le cas d’une section circulaire fissurée (figure 2.14), les excentricités ey et ez sont définies
comme étant les coordonnées du centre de gravité G de la zone non fissurée, suivant les deux
axes y et z du repère local :

−−→
OG = ey

−→y + ez
−→z (2.133)

D’où les relations permettant de calculer les excentricités :

ey =
1

Snf

∫ re

ri

∫ ψ−ϕ+2π

ψ+ϕ
r2 cos θ drdθ (2.134)

ez =
1

Snf

∫ re

ri

∫ ψ−ϕ+2π

ψ+ϕ
r2 sin θ drdθ (2.135)
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ϕ

ψ

Zone fissurée Zone non fissurée

y

z
O

Fig. 2.14 – Représentation d’une section fissurée

où ri est le rayon intérieur du tube, re est son rayon extérieur, ϕ est le demi-angle d’ouverture
de la fissure, ψ est l’angle d’inclinaison de l’axe médian de la fissure par rapport à l’axe y, Snf

la surface de la zone non fissurée.
i) Cas d’un assemblage en T :
Dans le cas d’un assemblage en T, le tube est perpendiculaire à la surface d’encastrement,

la surface de la zone non fissurée est donnée par :

Snf =
∫ r2

r1

∫ ψ−ϕ+2π

ψ+ϕ
r drdθ = (π − ϕ)(r2

e − r2
i ) =

π − ϕ

4
(D2

e −D2
i ) (2.136)

où De est le diamètre extérieur du tube et Di le rayon intérieur. On notera que les excentricités
calculées par les relations (2.134) sont des valeurs algébriques.

Les relations (2.134) et (2.135) donnent facilement les excentricités ey et ez théoriques :

ey =
−(D3

e −D3
i )

3(D2
e −D2

i )
cosψ sinϕ

π − ϕ
(2.137)

et

ez =
−(D3

e −D3
i )

3(D2
e −D2

i )
sinψ sinϕ

π − ϕ
(2.138)

ii) Cas d’un assemblage en Y :
Dans ce cas, la surface d’intersection est une ellipse et les calculs sont plus compliqués. On

obtient tous calculs faits :

ey =
1

3Snf

∫ 2π+ψ−ϕ

ψ+ϕ

(
r3
e(θ)− r3

i (θ)
)
cos θ dθ (2.139)
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ez =
1

3Snf

∫ 2π+ψ−ϕ

ψ+ϕ

(
r3
e(θ)− r3

i (θ)
)
sin θ dθ (2.140)

y

z

j

x

ψ

λ

zone fissurée

Fig. 2.15 – Section fissurée d’un tube incliné (assemblage en Y).

La surface de la zone non fissurée elliptique Snf définie par la relation (2.136) est égale à :

Snf =
1
2

∫ 2π+ψ−ϕ

ψ+ϕ

(
a2

eb
2
e

b2
e cos2 θ + a2

e sin2 θ
− a2

i b
2
i

b2
i cos2 θ + a2

i sin2 θ

)
dθ (2.141)

où ai et bi sont respectivement le demi grand-axe et le demi petit-axe de l’ellipse intérieure de
la section fissurée, ae et be sont ceux de l’ellipse extérieure :





ai = Di
2 sin λ

bi = Di
2

et





ae = De
2 sin λ

be = De
2

(2.142)

Les rayons intérieur et extérieur de la zone elliptique, ri(θ) et re(θ), sont :

ri(θ) =
aibi√

b2
i cos2 θ + a2

i sin2 θ
(2.143)

re(θ) =
aebe√

b2
e cos2 θ + a2

e sin2 θ
(2.144)

Les expressions (2.139) et (2.140) des excentricités ey et ez sont évaluées numériquement à
l’aide d’une subroutine MATLAB, en prenant différentes valeurs des paramètres géométriques ϕ,
ψ et λ. Nous présentons à titre d’exemple les résultats obtenus pour ψ = 0◦ et pour trois valeurs
de λ = [90◦, 80◦, 70◦]. L’excentricité ez est nulle pour ψ = 0◦. L’évolution de ey en fonction du
demi-angle d’ouverture de la fissure est présentée dans la figure 2.16.
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Fig. 2.16 – Evolution de l’excentricité ey en fonction de ϕ pour λ = [90◦, 80◦, 70◦] et ψ = 0◦.

2.4.7 Résultats d’identification

Nous présentons dans ce sous-paragraphe les résultats de l’identification de raideurs ky et kz.

• λ = 90◦, ϕ et ψ variables.

Les figures 2.17(a) et 2.17(b) présentent les surfaces des raideurs ky et kz en fonction de ϕ et
ψ, pour une valeur fixe de λ égale à 90◦ (le tube est donc perpendiculaire au plan d’encastrement).

Pour une valeur fixe de ϕ, ky a deux maxima pour ψ = 0◦ et ψ = 180◦ et un minimum pour
ψ = 90◦, ceci est plus visible pour les petites valeurs de ϕ. Les résultats du cas où ϕ = 30◦ sont
présentés dans la figure 2.18(a).

D’autre part, kz représente des variations inverses, avec deux minima et un maximum, les
résultats du cas ϕ = 30◦ sont présentés dans la figure 2.18(b).

Ces variations peuvent être expliquées par des considérations géométriques simples. En effet,
pour une valeur de ϕ donnée, l’augmentation de la valeur de ψ ∈ [0◦, 90◦] augmente l’aire de
projection de la fissure sur l’axe y et diminue l’aire projetée sur l’axe z, donc l’inertie et la rigidité
de la section fissurée par rapport à l’axe y augmentent et l’inertie et la rigidité par rapport à
l’axe z diminuent. Une tendance opposée se produit pour ψ ∈ [90◦, 180◦].

• ψ = 0◦, λ et ϕ variables.

Les surfaces des raideurs ky et kz en fonction des paramètres λ et ϕ pour une valeur ψ = 0◦

sont présentées dans les figures 2.19(a) et 2.19(b) respectivement. Pour une valeur fixe de ϕ, les
deux rigidités augmentent lorsque λ diminue. Ceci est expliqué par l’augmentation de la surface
encastrée de la section fissurée en diminuant la valeur de λ.

• λ = 90◦, ψ = 0◦, ϕ variable.

Nous présentons dans la figure 2.20 les courbes de ky et kz pour λ = 90◦ et ψ = 0◦ et leurs
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Fig. 2.17 – Surfaces de ky et kz pour λ = 90◦.
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Fig. 2.18 – Courbe de ky et kz pour λ = 90◦ et ϕ = 30◦.

courbes lissées obtenues en interpolant les résultats numériques présentés sur la figure 2.17 par
une fonction polynomiale de degré 5. La raideur ky est plus importante que kz et la différence
entre ces deux paramètres diminue en diminuant ϕ, ce qui s’explique par la réduction de la
différence entre les surfaces de projection de la fissure sur les deux axes y et z.

• λ = 90◦, ψ = 45◦, ϕ variable.
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Fig. 2.19 – Surfaces de ky et kz pour ψ = 0◦.

Pour le cas particulier où λ = 90◦ et ψ = 45◦, les surfaces de projections de la fissure
sont identiques sur les deux axes y et z, ce qui induit une égalité des raideurs ky et kz de la
section fissurée. La présentation des résultats pour ce cas particulier (Figure 2.21) montre cette
tendance, l’écart courbe brute/courbe lissée atteint 7% pour les petites ouvertures de fissures.
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Fig. 2.20 – Courbes de ky et kz pour λ = 90◦ et ψ = 0◦.

• On présente dans les figures 2.22(a) et 2.22(b) les courbes des raideurs ky et kz en fonction
de ϕ, variant de 4◦ à 88◦, pour des valeurs λ = 90◦ et ψ = 0◦. Dans les figures 2.23(a) et 2.23(b),
on présente les cas correspondants à ψ = 90◦.

Pour ψ = 0◦ on observe une bonne identification de kz sur toute la plage de variation de ϕ
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Fig. 2.21 – Courbes de ky et kz pour λ = 90◦ et ψ = 45◦.

alors que pour ky un palier est présent pour ϕ ∈ [4, 20]. Un comportement inverse se produit
pour ψ = 90◦. Ceci est expliqué par l’inversion des rôles de ky et kz lorsque l’inclinaison ψ de la
fissure passe de 0◦ à 90◦ (rappelons que λ = 90◦). Les mauvaises identifications des raideurs pour
des petites ouvertures de fissures sont dues à la finesse du maillage qui n’est pas satisfaisante,
les moyens de calcul disponibles étant insuffisants pour réaliser des calculs avec des finesses plus
grandes.

Vu les mauvaises identifications pour les demi-ouvertures de fissures inférieures à ϕ = 20◦, on
décide dans les exemples du paragraphe suivant ainsi que dans les calculs de fiabilité du chapitre
suivant de travailler sur la plage ϕ = [20◦, 90◦].

2.4.8 Difficultés rencontrées

Signalons certaines difficultés rencontrées lors de développement de l’EFPF :

– La manipulation des matrices de souplesse et de rigidité par la méthode des forces est
complexe.

– Quelquefois, le calcul en 3D avec CAST3M résulte inopinément en des instabilités numé-
riques qui causent des déplacements incompatibles avec les hypothèses d’élasticité linéaire.
Quelques déformées correspondantes à ces instabilités sont présentées dans les figures
2.24(a), 2.24(b), 2.24(c) et 2.24(d). Notons que dans la plupart des cas, il suffit de relancer
les calculs une ou plusieurs fois pour retrouver des déformées "régulières" et des valeurs
satisfaisantes des paramètres à identifier.

– Lorsque l’inclinaison λ du tube diminue, il arrive que CAST3M arrête le calcul en affichant
le message "le jacobien change de signe". Pour résoudre le problème, il faut raffiner le
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Fig. 2.22 – Courbes de ky et kz pour λ = 90◦ et ψ = 0◦.
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Fig. 2.23 – Courbes de ky et kz pour λ = 90◦ et ψ = 90◦.

maillage, quitte à augmenter le coût des calculs.

2.5 Exemples numériques

L’EFPF développé précédemment est utilisé pour traiter les deux structures fissurées sui-
vantes :

– une structure en T, dont la géométrie simple permettra notamment une comparaison avec
la solution RdM,
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Fig. 2.24 – Quelques déformées inexploitables obtenues en 3D.

– une structure tripode, dont la géométrie est plus compliquée.

2.5.1 Exemple 1 : structure en T

Considérons une structure en T composée d’un tube vertical de longueur 2l et d’un tube
horizontal de longueur l, encastré à une extrémité au tube vertical et supportant à l’autre
extrémité (nœud P3) une force verticale F . Le tube horizontal comporte une fissure d’inclinaison
ψ = 0◦ située au nœud P2 (figure 2.25).

Le modèle de poutres utilisé pour représenter la structure en T fissurée est montré dans la
figure 2.26. Le code EF développé sous MATLAB est utilisé pour réaliser des calculs par le modèle
EFPF, il comporte aussi des éléments finis poutre classique représentant des tubes non fissurés.
Les calculs utilisant l’EFPF sont menés avec les méthodes des forces et des déplacements, pour
différents demi-angles d’ouverture ϕ de la fissure.

Nous prenons la longueur du tube horizontal l = 10, 2m, le diamètre extérieur du tube
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Fig. 2.26 – Modèle de poutres avec l’EFPF (λ = 90◦).

De = 1, 12m, le diamètre intérieur Di = 1, 08m, le module de Young du matériau (acier)
E = 2, 1× 1011 N/m2 et la force appliquée au nœud 3 F = −106 N .

La figure 2.27 montre que les déformées obtenues par les deux méthodes (pour ϕ = 60◦) sont
similaires. La figure 2.28 représente l’évolution du déplacement V3 du nœud P3 suivant l’axe y

du nœud, et la variation de l’énergie de déformation Edef , en fonction de ϕ. Les résultats obtenus
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par les deux méthodes sont identiques.
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Fig. 2.27 – Déformées de la structure en T obtenues par les méthodes des déplacements et des
forces.
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Fig. 2.28 – Evolution de V3 et Edef en fonction de ϕ de la structure en T.

2.5.1.1 Comparaison avec la solution RDM

L’avantage de l’exemple de la structure en T est qu’il est possible de développer la solution
de RdM et de la comparer avec celle de l’EFPF. On va donc utiliser la RdM pour calculer par
exemple la flèche V3 suivant l’axe y de l’extrémité libre du tube (nœud 3 de la figure 2.25).

Pour cela, décomposons la structure en éléments simples comme représentés sur la figure 2.29.
Pour l’élément horizontal (b), on considère que V5 ' V2 ' 0. Ainsi, l’excentricité ey n’intervient
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pas dans le calcul et la flèche V(b) de l’élément (b) est donnée par :

V(b) =
−Fl3

3EI
(2.145)

où I est le moment quadratique de la section du tube :

I = π
D4

e −D4
i

64
(2.146)
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Fig. 2.29 – Décomposition de la structure en T fissurée

La partie verticale (a) de la structure est décomposée en deux éléments hyperstatiques comme
dans la figure 2.29(C). En considérant le schéma d équivalent à l’élément 2-4, la rotation du nœud
2 est :

θ2−4
2 =

Γ1l

3EI
− (Γ1/2)l

6EI
=

Γ1l

4EI
(2.147)
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De même pour l’élément 1-2, la rotation du nœud 2 est :

θ1−2
2 =

Γ2l

4EI
(2.148)

Sachant que θ1−2
2 = θ2−4

2 et que la somme des moments au nœud 2 s’écrit Γ = Γ1 + Γ2 avec
Γ1 = Γ2, il vient :

Γ1 = Γ2 =
Γ
2

(2.149)

D’où la rotation du nœud 2 de la partie verticale (a) :

θ
(a)
2 =

Γl

8EI
=
−Fl2

8EI
(2.150)

où Γ = −Fl est le moment induit au nœud 2 par la force appliquée F .
Pour le ressort, la différence de rotation entre ses extrémités est donnée par :

θ
(b)
2 − θ

(a)
2 =

Γ
kz

=
−Fl

kz
(2.151)

où θ
(b)
2 est la rotation de l’extrémité du ressort liée à l’élément (b) de la structure. Finalement,

la flèche V3 au nœud 3 de la structure est :

V3 =
−Fl3

3EI
+ θ

(b)
2 l (2.152)

soit :

V3 = −11Fl3

24EI
− Fl2

kz
(2.153)

L’application numérique de cette flèche analytique conduit à des valeurs identiques à celles
obtenus par l’EFPF.

2.5.1.2 Comparaison avec la solution EF 3D

Nous venons de montrer la bonne concordance entre l’EFPF et la RdM. Cela prouve que la
programmation de l’EFPF est correcte, du moins sur la structure en T.

Il nous reste à comparer l’EFPF avec l’EF 3D. La bonne concordance entre les deux méthodes
prouvera que le modèle EFPF est pertinent, du moins sur la structure en T et du point de vue
de la flèche à l’extrémité libre.

Nous reprenons entièrement les données précédentes, sauf que le tube vertical de longueur 2l

et de section circulaire est remplacé par une plaque de même longueur mais de section rectangu-
laire de largeur a = 2, 2m et d’épaisseur b = 0, 23 m, plaque qu’on assimilera à une poutre lors de
la comparaison EFPF/EF3D. La raison de ce remplacement est simple : le raccord tube/plaque
sur un maillage volumique est plus facile à réaliser que celui tube/tube.

Le maillage volumique de la structure construit sous CAST3M est représenté dans la fi-
gure 2.30.
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Fig. 2.30(a) : Structure entière Fig. 2.30(b) : Zoom de la région fissurée

Fig. 2.30 – Maillage du tube fissuré encastré à une plaque.

La figure 2.31 et le tableau 2.1 présentent le déplacement V3 suivant l’axe y de l’extrémité
libre du tube en fonction du demi-angle d’ouverture de la fissure ϕ, obtenus par le modèle EFPF
et le modèle élément fini volumique. L’écart entre les deux théories ne dépasse pas 11%, sauf à
ϕ = 20◦ où il atteint 23%. Cependant, cet écart de 23% ne doit pas être pris en compte dans la
mesure où il est difficile d’obtenir un maillage 3D optimal et de bons résultats sous CAST3M
pour les ouvertures de la fissure ϕ inférieures ou égales à 20◦, ceci est dû essentiellement aux
tailles limitées des mémoires des stations de calcul utilisées et aux temps de calcul très élevés
sur des maillages très fins.

ϕ [◦] 20 30 40 50 60 70 80 90

Modèle EFPF [mm] 457.5 475.1 502.4 533 583.8 696.2 801.8 873.8

RDM [mm] 457.5 475 502.3 532.9 583.8 696.2 801.7 873.7

Éléments finis 3D [mm] 350.4 446.5 469.7 475.7 568.7 642.6 784.5 949.6

erreur EFPF/EF 3D 23% 6% 7% 11% 3% 8% 2% 8%

Tab. 2.1 – Flèche de l’extrémité libre du tube fissuré encastré à une plaque.

Remarque. Dans le tableau 2.1, nous avons ajouté à titre d’information les résultats de RdM
dont on a montré qu’ils sont identiques à ceux de l’EFPF. Pour calculer la solution RdM, il faut
juste faire attention de bien distinguer le moment quadratique It du tube circulaire de celui Ip

de la plaque de section rectangulaire :

Ip = π
D4

e −D4
i

64
=

ab3

12
(2.154)
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Fig. 2.31 – Flèche de l’extrémité libre du tube fissuré encastré à une plaque.

L’expression (2.153) de la flèche au nœud 2 doit alors être remplacée par

V3 =
−Fl3

3EIt
− Fl3

8EIp
− Fl2

kz
(2.155)

2.5.2 Exemple 2 : structure tripode

Considérons une structure tripode comportant une fissure au nœud P1 du tube dv1 et soumise
à une force F = 106 N appliquée au nœud P6 et dirigée suivant

−−−→
P1P2 (figure 2.32). Les déformées

obtenues (pour un demi-angle ϕ = 60◦) par les méthodes de déplacement et de force sont
confondues et présentées dans la figure 2.33.

On calcule l’évolution du déplacement U6 du nœud P6 et l’énergie de déformation Edef , en
faisant varier la valeur du demi-angle d’ouverture de la fissure ϕ. Les résultats obtenus pour les
deux méthodes sont identiques (figure 2.34).

• La solution RdM du tripode est certes possible mais compliquée. Nous allons plutôt nous
contenter de vérifier que les déplacements trouvés sont encadrés par ceux des deux structures
simples suivantes dont la solution théorique est connue :

– une poutre console qui représente le tube dv2 encastrée au niveau du nœud P5 du tripode
(figure 2.35(b)),

– une poutre console qui est une prolongation des tubes dv1 et dv2 jusqu’au sol encastrée
au niveau du sol en P ′

1 (figure 2.35(c)).

Les calculs sont faits avec une fissure (ϕ = 60◦) au nœud P1 du tube dv1 pour le tripode, au
nœud P5 pour la poutre courte, au nœud P ′

1 pour la poutre longue.
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Fig. 2.32 – Structure tripode. Fig. 2.33 – Déformée du tripode obtenue par les
méthodes des déplacements et des forces
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Fig. 2.34 – Evolution de U6 et Edef en fonction de ϕ pour le tripode.

Les composantes du déplacement du nœud P6 du tripode et des deux poutres consoles en-
castrées sont représentées dans le tableau 2.2. On constate que le déplacement du tripode est
bien (légèrement) supérieur à celui de la poutre courte et (bien) inférieur à celui de la poutre
longue. Le fait que le déplacement du tripode est proche de celui de la poutre courte s’explique
par la forte hyperstaticité du tripode.
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Fig. 2.35 – Encadrement du tripode par deux poutres consoles.

U6 V6 W6 θx
6 θy

6 θz
6

tripode -11.158 −6.5× 10−4 0.18075 −5× 10−17 -0.46845 −1.4× 10−3

' 0 ' 0 ' 0

poutre courte -10.829 0 0.17548 0 -0.45687 0

poutre longue -64.182 0 0.40009 0 -1.2493 0

Tab. 2.2 – Comparaison des déplacements des structures fissurées (ϕ = 60◦)

2.6 Calcul du facteur d’intensité de contraintes KI

Nous présentons dans ce dernier paragraphe les résultats concernant le facteur d’intensité de
contraintes KI , en vue d’un critère de fiabilité de type KI ≤ KIc. Faute de temps, nous ne les
exploiterons pas au chapitre suivant, néanmoins les résultats présentés pourront servir de base
pour un travail ultérieur.

Le logiciel de calcul éléments finis CAST3M est utilisé pour calculer le facteur d’intensité
de contraintes KI . Un maillage volumique a été créé pour avoir des résultats plus significatifs
qu’un maillage coque (voir figures 2.9 et 2.10).
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2.6.1 Exemple de validation du calcul de KI : fissure latérale dans un milieu semi-infini

On considère le problème d’une fissure latérale de profondeur a dans un massif semi-infini
soumis à une contrainte d’ouverture σ. Le facteur KI analytique est connu [Bar80] :

KI = 1, 1215σ
√

πa (2.156)

On modélise le massif semi-infini par un bloc parallélépipédique dont la forme géométrique
et les conditions aux limites appliquées sont décrites dans la figure 2.36. Les dimensions du bloc
sont : longueur et largeur l = 20 m ; épaisseur t = 1 m ; profondeur de la fissure a = 2 m. La force
appliquée de 100N est uniformément répartie sur la surface supérieure du bloc pour produire
une contrainte σ = 5Pa.
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(surface de dessous)
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Fig. 2.36 – Massif semi-infini avec fissure latérale.

On présente dans les figures 2.37(a) et 2.37(b) le maillage initial et sa déformée au voisinage
de la fissure.

La valeur théorique de KI obtenue par (2.156) est 9, 94 Pa
√

m alors que la valeur numérique
donné par CAST3M est 10, 6Pa

√
m. La dernière valeur est obtenue à partir de trois nœuds

appartenant à la même arête d’un EF sur le front de la fissure, ce sont les trois points les plus
proches du front de la fissure et appartenant au plan perpendiculaire au front. L’écart entre
les résultats numérique et théorique est de 6,22%. Une meilleure corrélation peut être obtenue
en utilisant des "éléments quart de point" (quarter point element) ([Bar75], [Bar76], [FT99],
[HS75]). Pour le moment, nous nous contentons du résultat trouvé, en attendant que l’élément
quart de point soit implanté dans CAST3M.
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(a) : Maillage initial. (b) : Déformée.

Fig. 2.37 – Maillage et déformée du bloc modélisé au voisinage de la fissure.

2.6.2 Calcul de KI dans un tube fissuré

Considérons un tube fissuré de longueur l = 10, 2m, de diamètre moyen Dm = 1, 1m et
d’épaisseur t = 2 cm. Une force uniformément répartie T y = 107 N est appliquée à la surface
libre du tube. La géométrie de la fissure est présentée dans la figure 2.38. Le maillage du tube
est réalisé avec des éléments hexaédriques à 20 nœuds.

La commande CAST3M SIF (Stress Intensity Factor) ne permet pas de calculer le facteur KI

pour le cas d’un tube fissuré. Elle procède à la définition de la surface de la fissure par extraction
du contour de la section fissurée qui doit être reconnu fermé. Or, pour le cas d’un tube fissuré,
le contour de la section fissurée est constitué de deux cercles concentriques, donc il n’est pas
reconnu fermé. Une nouvelle commande appelée SIFA a été créée en réalisant des changements
dans la manière dont on traite la section fissurée pour définir les fronts d’une fissure. Cette
commande est intégrée de suite dans CAST3M. Le reste des calculs de KI est effectué de la
même manière qu’avec l’opérateur SIF.

Les facteurs d’intensité de contraintes sont calculés sur les deux fronts de fissure. Le facteur
KI en déformation plane est obtenu aux deux nœuds milieu des fronts de fissure, points Q1 et
Q2 de la figure 2.38.

On présente dans la figure 2.39 l’évolution de KI en fonction de l’inclinaison de l’axe du tube
λ pour (ϕ = 40◦, ψ = 0◦), les résultats obtenus pour les deux nœuds sont identiques à cause
de la symétrie du problème. L’évolution de KI en fonction de l’inclinaison de la fissure ψ pour
les deux points Q1 et Q2 est présentée dans la figure 2.40 (ϕ = 40◦, λ = 90◦). On constate que
les résultats obtenus aux deux nœuds sont identiques à un décalage horizontal près à cause des
différences des inclinaisons de Q1 et Q2 pour une inclinaison donnée de l’axe de symétrie de
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fissure. Dans la suite seuls les résultats obtenus en Q1 seront présentés.
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Fig. 2.38 – Définition des points où les cal-
culs de KI sont effectués.

Fig. 2.39 – Evolution de KI en fonction de λ aux points
Q1 et Q2 (ϕ = 40◦, ψ = 0◦).

Le calcul est mené sur deux maillages - l’un grossier et l’autre fin (les mêmes qui sont utilisés
pour l’identification des paramètres du modèle EFPF) - afin de vérifier l’influence du maillage
sur le calcul des facteurs d’intensité de contraintes. Les résultats obtenus pour ψ = 0◦ et λ = 90◦

sont présentés dans la figure 2.41. On constate que la finesse du maillage a peu d’influence sur le
facteur d’intensité de contrainte KI . Ainsi, seuls les résultats obtenus avec le maillage grossier
seront présentés dans la suite.

On présente dans la figure 2.42 les courbes d’évolution de KI en fonction du demi-angle
d’ouverture de la fissure ϕ pour λ = 90◦ et des inclinaisons de fissure allant de 0◦ jusqu’à 180◦

avec un pas de 22, 5◦. On note que les deux courbes correspondantes aux inclinaisons ψ = 0◦

et ψ = 180◦ sont confondues et elles se situent au dessous de celle correspondante à ψ = 22, 5◦.
Dans la figure 2.43, on présente les courbes de KI en fonction de ψ pour différentes valeurs de
ϕ. Comme annoncé au début du paragraphe, l’interprétation de ces résultats est réservée à un
travail ultérieur. Pour le moment, nous n’irons pas plus loin.

2.7 Conclusion

Pour réaliser les calculs mécaniques des structures tubulaires non fissurées, l’ingénierie de
l’industrie offshore s’appuie sur la méthode des éléments finis en utilisant les éléments poutre.
Peut-on encore utiliser ce type d’élément en présence de fissures dans ces structures ? La réponse
est affirmative : on peut conserver la stratégie de calcul par élément fini de type poutre en

88



2.7. Conclusion

0

0.5

1

1,5

2

2,5

3

100 120 140 160 180 200
ψ [°]

K  [Pa m    ]

Point Q

Point Q

0 20 40 60 80

0.5

1

2

I

x10
5

1

2

3

4

5

6

7

ϕ [°]

K  [Pa m    ]

maillage grossier
maillage fin

0.5

0
0

10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

x105

I

Fig. 2.40 – Evolution de KI en fonction de ψ

pour Q1 et Q2 (ϕ = 40◦, λ = 90◦).
Fig. 2.41 – Evolution de KI en fonction de ϕ
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présence de fissures, en utilisant l’élément fini poutre fissurée développé dans ce chapitre. Les
résultats obtenus ont montré que L’EFPF représente de manière satisfaisante les effets des
fissures traversantes dans les structures tubulaires.

L’EFPF a été construit par deux méthodes différentes : méthode des forces et méthode des
déplacements. Mais vu la simplicité des développements avec la méthode des déplacements, cette
méthode est préconisée pour tout travail en perspective.

Dans le cas général, quatre paramètres traduisent alors la présence d’une fissure traversante
dans la matrice de rigidité : deux excentricités et deux raideurs. Ils sont déterminés, pour les
excentricités à partir des formules analytiques et pour les raideurs, par identification en mi-
nimisant l’erreur quadratique entre le déplacement obtenu par l’EFPF et celui fourni par un
modèle massif. Les résultats obtenus ont montré que le modèle EFPF représente de manière
satisfaisante le comportement en présence d’une fissure traversante. Il faut enfin noter qu’en
terme probabiliste, ce modèle constitue la base d’une surface de réponse physique. Les études
d’incertitudes et de sensibilité présentées dans le chapitre 3 vont permettre de consolider cette
construction.
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Chapitre 3

Fiabilité par surfaces de réponse d’une
structure fissurée sollicitée par une houle de
tempête

3.1 Introduction

En ingénierie offshore, on distingue trois comportements dimensionnants : quasi-statique,
fatigue et dynamique. On se concentre ici sur le premier, occasionné par des situations de tem-
pêtes [SBR05]. Nous présentons en figure 3.1 une structure jacket soumise à un tel cas de charge.
Dans ces conditions, les sollicitations sont essentiellement unidirectionnelles, comme l’indique la
figure 3.2 où l’on présente les probabilités d’occurrence des directions de houles de tempêtes sur
un site du golfe de Guinée. On observe que 80% des houles sur ce site sont en provenance du
secteur sud. Les études réalisées dans ce chapitre correspondent à cette configuration.

Ce mode de comportement implique en général des calculs en fiabilité reposant sur les fonc-
tions d’état de plastification de section et de flambement. Les fissures sont quand à elles observées
sous l’angle de la fatigue, le critère d’état limite reposant en général sur la longueur ou la pro-
fondeur de fissure et une intégration de la loi de Paris-Erdogan (voir §1.5.2.1 du chapitre 1).
En effet, l’état limite en fatigue étant de type composant impose de se limiter à une géométrie
de fissure ne générant pas de fortes redistributions des efforts et n’affectant pas le comporte-
ment global.On se propose ici d’observer le rôle de fissures traversantes sur le comportement
quasi-statique.

Compte tenu de la complexité des structures (centaines de mètres de hauteur et milliers de
barres), les calculs réalisés dans les années 70 se voulaient très conservatifs. On sait depuis une
quinzaine d’années que sur certaines structures, des composants entiers ne sont pas nécessaires
au vu de la redondance. La présence de fissures traversantes est donc tolérable. Ceci est renforcé
du point de vue économique par le fait que des techniques d’inspection spécifiques et parmi les
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Fig. 3.1 – : Structure jacket sollicitée par une houle
de tempête.

Fig. 3.2 – : Directions des houles de tem-
pêtes sur un site pétrolier dans le golfe de
Guinée ’ref. TOTAL S.A.’.

moins coûteuses, appelées FMD ’Flooded Member Detection’, permettent de détecter ce type
de fissure.

L’objectif de ce chapitre est d’intégrer le modèle mécanique macroscopique présenté dans le
chapitre 2 afin de rendre compte de l’impact de la présence de fissures traversantes sur le calcul
en fiabilité de structures en quasi-statique ([SRV04], [SRR03a], [SRV05]). Le modèle EFPF
présente alors de nombreux atouts. Parmi eux, il évite d’avoir à déterminer les surfaces de
réponses analytiques des 26 termes de la matrice de rigidité d’un élément fini. En utilisant le
modèle élément fini poutre fissurée (EFPF), le nombre de surfaces de réponse à construire se
réduit à 4 pour un problème 3-D (ey, ez, ky et kz) et 2 pour un problème 2-D (ey et kz). La
matrice de rigidité s’écrit donc dans un espace probabilisé de dimension 4 au plus. On verra
dans ce chapitre à partir d’études d’incertitudes et de sensibilité, que l’espace probabilisé est en
fait de dimension inférieure. En terme de fiabilité, le parti pris est de s’écarter des approches
traditionnelles de type composant pour adopter une approche structure basée sur des critères
performantiels. On envisage alors le déplacement en tête de structure et l’énergie potentielle
totale comme fonctions d’état.

Les hypothèses suivantes sont considérées pour réaliser les calculs du chargement sur une
structure :

– l’action du vent est négligée devant l’action de la houle, en raison de la géométrie particu-
lière des structures étudiées ici (tripodes),
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3.1. Structures étudiées et sensibilité physique

– le poids propre et poussée d’Archimède ne sont pas considérés pour les raisons suivantes :
– la résultante de la poussée d’Archimède et du poids propre est verticale et portée par

l’axe de symétrie de la structure du fait de sa symétrie ; elle n’affecte donc pas le dépla-
cement U .

– pour l’énergie de déformation, elle peut être écrite sous la forme :

Edef = E0
def + E∗def (3.1)

où le terme E0
def dû au poids propre et à la poussée d’Archimède est constant et négligé,

en terme d’ordre de grandeur, devant le terme E∗def dû aux efforts de houle. Notons que
la constante intervention de E0

def dans l’énergie de déformation n’influence pas le calcul
de fiabilité.

– le comportement du matériau est élastique linéaire.
Le chapitre s’articule autour des parties suivantes :

– après avoir présenté le type de structures étudiées, on réalise tout d’abord une étude de
sensibilité physique qui permet d’appréhender de manière simple et déterministe le rôle de
chaque paramètre qui sera modélisé par une variable aléatoire.

– ensuite, les lois utilisées pour les variables aléatoires et les hypothèses de corrélations sont
justifiées.

– Les surfaces de réponse physiques correspondant aux différentes grandeurs intervenant
dans le calcul (sollicitations et matrice de rigidité) sont exposées et permettent d’exprimer
des surfaces de réponse du déplacement et de l’énergie de déformation dans des cas simples :
tube encastré fissuré et structure en T. On montre en particulier le rôle de l’interpolation
sélectionnée pour la modélisation des raideurs.

– deux méthodes d’études de sensibilité sont alors accessibles : méthode de Monte-Carlo et
analyse différentielle (ou de perturbation) [RS05]. Elles permettent de dégager, en fonction
de la réponse étudiée, l’importance relative des variables.

– Le chapitre se conclut par une étude de fiabilité reposant sur une comparaison des deux
fonctions d’état (déplacement et énergie de déformation) et menée sur une structure réelle
de type tripode comportant une fissure unique. L’influence de la taille, la position et
l’orientation de la fissure est analysée.

3.2 Structures étudiées et sensibilité physique

On travaille sur des structures composées d’assemblages tubulaires soudés. Deux familles
sont considérées :

– les poutres consoles et les structures en T pour les études de sensibilité,
– les structures tripodes pour une étude de cas réel (figure 3.3).
On retrouve ces dernières comme torchères dans les champs pétroliers. Différents travaux

portent sur ce type de structure [GSF01] et [CPRR02]. Le tripode considéré ici (figure 3.4) est
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implanté par une faible hauteur d’eau, environ 40m. Le niveau moyen de la mer passe par le
point P10. Notons qu’au niveau des nœuds P2, P3 et P4, l’intersection des tubes horizontaux et
diagonaux avec les tubes verticaux ne s’effectue pas sur un point unique ; on a en présence de
faibles excentricités entre les différents points d’intersection (figure 3.5). Les effets de ces excen-
tricités, moments induits, ne sont pas pris en compte dans cette étude par souci de simplification
de la géométrie de la structure. Elles font l’objet d’études spécifiques dans la littérature [Mor95].

Fig. 3.3 – Modèle de structure tripode étudiée en laboratoire.

3.2.1 Réponses étudiées et raison du choix

Dans la pratique, on sait que la majeure partie des structures existantes présente un certain
degré de redondance. Cette redondance permet de tolérer la présence de fissures de grande
longueur et de profondeur atteignant l’épaisseur du tube (traversantes). Alors, même si leurs
ouvertures sont importantes, les efforts appliqués sur la structure sont redistribués sur les autres
éléments au voisinage de l’élément fissuré. Les critères usuels imposent de ne pas atteindre l’état
de fissure traversante. Dans ce cas, une profondeur critique (épaisseur du tube), ou une longueur
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critique associée (hypothèse de forme semi-elliptique de la fissure) peuvent être spécifiées. La
fonction d’état s’écrit alors :

G = a− ac (3.2)

où ac est la longueur de la fissure critique. Ce critère local ne tient pas compte de la redondance
de la structure. Pour notre cas d’application, le tripode est alimentée en gaz par des conduites
fixées à la structure. Pour assurer le bon fonctionnement de la structure, le déplacement en tête
de la structure doit être limité. Pour cela, on a choisit deux critères performantiels basés sur :

– U , déplacement d’un nœud stratégique, en terme opérationnel (extrémité libre d’une
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poutre).
– Edef , énergie de déformation de la structure.

Pour l’étude en fiabilité, la fonction d’état s’écrit G = U −Uc pour l’écriture en déplacement
et G = Edef − Edef c pour l’écriture en énergie de déformation. Avec Uc, Edef c, déterministes et
U , Edef réponses, fonctions du vecteur des variables de base. Ce choix est validé par le fait que
l’étude se fait en conditions de tempêtes où le chargement est essentiellement directionnel. On
limite ainsi le nombre d’études par le nombre de combinaisons (chargement, position de fissure).
On choisira un Uc guidé par les considérations d’exploitation d’une torchère.

En figure 3.6, on montre la pertinence d’un critère en énergie de déformation pour un tripode.
On y présente l’évolution de l’énergie de déformation Edef du tripode pour une fissure présente
au nœud P1 de l’élément dv2 et une fissure au nœud P5 de l’élément db1. Le premier cas
présente une évolution de Edef quasi-constante par rapport à celle du deuxième cas. Les mêmes
observations sont réalisées en travaillant sur le critère en déplacement. Les critères performantiels
nous permettent donc de juger de l’influence de la taille de fissure, son orientation et sa position.
Pour montrer l’influence de la position d’une fissure sur une section donnée, on présente en figure
3.7 l’énergie de déformation d’une structure en T en fonction de l’inclinaison ψ de la fissure
présente dans le nœud P2 (voir figure 2.25). Ces résultats sont obtenus pour une inclinaison du
tube λ = 90◦ et un demi angle d’ouverture de fissure ϕ = 40◦ pour des efforts appliqués en P3

selon les directions Y ou Z. La variation de Edef entre les positions ψ = 0◦ et ψ = 90◦ est de
10% ; l’inclinaison de la fissure a donc un rôle significatif sur la variation de Edef . On constate
d’après la figure 3.7 que la direction de l’effort appliqué a aussi un effet sur Edef .

3.2.2 Sensibilité physique des réponses aux variables aléatoires

Afin d’appréhender la sensibilité des réponses étudiées (déplacement et énergie de déforma-
tion) aux paramètres, une sensibilité physique est proposée. On présente dans le tableau 3.1 les
pourcentages de variation du déplacement U du nœud P6 suivant l’axe X en tête du tripode
(figure 3.4), en faisant varier indépendamment de 10% les valeurs des paramètres suivants pour
une structure non fissurée : le module de Young E du matériau, le module d’inertie I, la force
F appliquée au nœud P6 du tripode suivant l’axe X et la section des tubes S. En présence de
fissure, on considère deux valeurs du demi angle d’ouverture 20◦ et 60◦ et deux positions (1) et
(2). La position (1) correspond à une fissure présente au nœud P5 du tube dv2 du tripode et la
position (2) à une fissure au nœud P1 du tube dv1.

Le déplacement U est d’abord obtenu pour les valeurs des paramètres donnés dans la première
colonne du tableau ; le déplacement Ũ est calculé pour une augmentation de chaque paramètre de
10% indépendamment des autres. On constate que les contributions des variables E, I et F sur
le déplacement en tête du tripode sont presque identiques en valeur absolue, avec des variations
de -9,09%, -8,72% et 10% respectivement. La variation de U par rapport à S est négligeable,
-0,38%. La variation du déplacement en fonction du demi-angle d’ouverture de fissure dépend
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Fig. 3.7 – Evolution de Edef en fonction de ψ

pour une structure T (λ = 90◦, ϕ = 40◦).

largement de sa valeur et de sa position. Ainsi, le demi-angle d’ouverture ϕ1, pour lequel la
structure ne présente pas de forte redondance, contribue à 8% et 22,39% sur la variation de U

pour des valeurs de 20◦ et 60◦ respectivement. Les valeurs correspondant à la position (2), 0,05%
et 0,013% pour les demi-angles d’ouverture 20◦ et 60◦, sont négligeables devant celles obtenues
pour la position (1). Ceci est dû à la redondance de la structure au voisinage de la position
(2). On observe à travers le tableau qu’une augmentation de taille de fissure au voisinage de
laquelle la structure présente peu de redondance influence d’une façon considérable la sensibilité
du déplacement U par rapport à ϕ. L’influence d’un accroissement de largeur de fissure est
négligeable pour une fissure au voisinage de laquelle la structure est redondante.

Nous proposons ensuite d’observer l’influence des variations des mêmes variables dans la
variation de l’énergie de déformation du tripode Edef . Les résultats sont présentés dans le ta-
bleau 3.2.

Toutes les variables ont les mêmes influences sur la variabilité du déplacement en tête du
tripode et sur la variabilité de l’énergie de déformation sauf la force F . L’effort F contribue
de 10% dans la variation de U et de 21% dans la variation de Edef . On propose de justifier
ces résultats par une étude différentielle du déplacement U et de Edef . Les excentricités et les
rigidités d’un nœud fissuré sont calculées en fonction du demi angle d’ouverture de la fissure ϕ.
Nous savons que la matrice de rigidité K d’un élément fini est fonction des variables E, I, S,
ey, ez, ky et kz, on propose donc de calculer les différentielles totales de U et Edef en fonction
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U [m] Ũ [m] %

E = 2, 1× 1011 N/m2 1,5153 1,3775 -9,09%

I = 0, 20918m4 1,5153 1,3831 -8,72%

F = 107 N 1,5153 1,6668 9,998%

S = 0, 34558m2 1,5153 1,5096 -0,38%

ϕ1 = 20◦ 2,1930 2,3686 8,01%

ϕ1 = 60◦ 11,158 13,656 22,39%

ϕ2 = 20◦ 1,5199 1,5206 0,05%

ϕ2 = 60◦ 1,5263 1,5265 0,013%

Tab. 3.1 – Sensibilité physique du déplacement en tête du tripode aux paramètres matériaux,
chargement et géométrie.

Edef [Nm] Ẽdef [Nm] %

E = 2, 1× 1011 N/m2 7, 5763× 106 6, 8876× 106 -9,09%

I = 0, 20918m4 7, 5763× 106 6, 9156× 106 -8,72%

F = 107 N 7, 5763× 106 9, 1673× 106 21%

S = 0, 34558m2 7, 5763× 106 7, 5481× 106 -0,37%

ϕ1 = 20◦ 1, 0965× 107 1, 1843× 107 8,01%

ϕ1 = 60◦ 5, 5792× 107 6, 8282× 107 22,39%

ϕ2 = 20◦ 7, 5997× 106 7, 6031× 106 0,04%

ϕ2 = 60◦ 7, 6316× 106 7, 6327× 106 0,014%

Tab. 3.2 – Sensibilité physique de l’énergie de déformation Edef du tripode aux paramètres
matériaux, chargement et géométrie.
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de F et K, qui sont exprimées par :

dU =
∂U

∂F
dF +

∂U

∂K
dK (3.3)

dEdef =
∂Edef

∂F
dF +

∂Edef

∂K
dK (3.4)

Les relations qui relient les paramètres F et K au déplacement U et à l’énergie de déformation
Edef sont :

U =
F

K
(3.5)

Edef =
1
2

F 2

K
(3.6)

Les différentielles (3.3) et (3.4) prennent les formes suivantes :

dU =
1
K

dF − F

K2
dK (3.7)

dEdef =
F

K
dF − F 2

K2
dK (3.8)

En augmentant la valeur de l’effort appliqué F de 10%, on a dF = 0, 1F et dK = 0, on
obtient :

dU = 0, 1U (3.9)

dEdef = 0, 2 Edef (3.10)

On constate qu’une augmentation de 10% de l’effort F génère une augmentation de 10%
pour le déplacement U et 20% pour Edef . Ces valeurs sont voisines des valeurs 9,998% et 21%
trouvées par simulation.

En augmentant la valeur de K de 10%, on a dF = 0 et dK = 0, 1K et on obtient :

dU = −0, 1U (3.11)

dEdef = −0, 1 Edef (3.12)

On constate donc qu’une augmentation de 10% de la valeur de la matrice de rigidité diminue
les valeurs de U et Edef de 10%. Les variations des paramètres E, I, S, ey, ez, ky et kz influencent
donc de la même manière les variations du déplacement U en un point du tripode et la variation
de son énergie de déformation Edef . En comparant les tableaux 3.1 et 3.2 on obtient les mêmes
résultats par simulation.
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3.3 Variables en présence et transferts utilisés

Dans une problématique de calcul de structure tubulaire soumise à un effort de houle, dif-
férents types de variables sont présents : matérielles, géométriques et environnementales. La
modélisation de ces différentes variables est exposée dans cette partie ainsi que les différents
transferts utilisés pour obtenir les réponses U et Edef .

3.3.1 Variables aléatoires géométriques et mécaniques

La variable aléatoire géométrique utilisée est le demi angle d’ouverture de fissure ϕ. Les
paramètres déterministes décrivant complètement le problème sont l’inclinaison ψ du plan de
symétrie de fissure par rapport au plan (x, y) du repère local et l’inclinaison λ de l’axe de
révolution du tube par rapport à sa section fissurée (voir figure 2.8 du chapitre 2). Les grandeurs
E, I, S, G et J sont considérées comme déterministes. Les transferts utilisés dans le modèle EFPF
sont basés sur ces variables. On représente dans l’organigramme de la figure 3.8 les deux étapes
essentielles du calcul. Les variables géométriques et matérielles servent au calcul des variables
intermédiaires ey, ez, ky et kz qui sont les excentricités et les rigidités du tube au niveau de la
section fissurée. La réponse est calculée en utilisant le modèle EFPF.

Variable géométrique :

ϕ

Excentricités ey, ez

et raideurs ky, kz

Réponse

U=Ψ(ey, ez, ky, kz)

Edef=Ψ(ey, ez, ky, kz)

Matrice de

rigidité K
EFPF : Modèle élément fini

poutre fissurée

Calcul élément fini

par EFPF

Paramètres 

géométriques :

ψ, λ

Fig. 3.8 – Surfaces de réponse d’un nœud fissuré.

Les excentricités et les raideurs sont calculées par les surfaces de réponse Ψ1, Ψ2, Ψ3 et Ψ4 :





ey = Ψ1(ϕ)

ez = Ψ2(ϕ)
et





ky = Ψ3(ϕ)

kz = Ψ4(ϕ)
(3.13)
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où les fonctions de réponse Ψ1 et Ψ2 sont explicites ; elles sont exprimées par les équations (2.137)
et (2.138) dans le chapitre (2) pour le cas d’un tube droit (configuration T) et par les équations
(2.139) et (2.140) dans le cas d’un tube incliné (configuration Y). Les fonctions de réponses
Ψ3 et Ψ4 sont ajustées sur une base de données issues d’expérimentations numériques ; elles
découlent des équations (3.26) et (3.27). Le demi-angle d’ouverture suit une loi exponentielle, ce
qui est proposé pour la longueur de fissure dans la littérature [MVHS97]. Les autres éléments de
modélisation probabiliste du demi angle d’ouverture ϕ sont présentés dans le tableau 3.4. Les
histogrammes de ϕ pour une ouverture de fissure de 40◦, de ey et des rigidités ky et kz avec
leurs moyennes, écart-types et coefficients de variation (CoV) sont présentées en figure 3.9. Ces
résultats sont obtenus pour les valeurs des paramètres λ de 90◦, ψ de 0◦, Dm, diamètre moyen
du tube, de 1, 1m , et t, épaisseur du tube, de 0, 02m, l’excentricité ez étant nulle pour ce cas
particulier.

On note qu’à ce niveau, l’espace probabilisé des variables de base passe d’une dimension 1
(ϕ) à une dimension 4 (ey, ez, ky, kz). Des études de sensibilité sont nécessaires et des corrélations
doivent être introduites si on ne veut pas surestimer la probabilité de défaillance par un effet
d’augmentation de l’espace des variables.

Par construction, les corrélations entre les variables géométriques et mécaniques sont définies
par :





ρ(ey, ez) = ±1

ρ(ky, kz) = ±1

ρ(ei, kj) = ±1

(3.14)

Après estimation, dans le cas particulier d’une fissure symétrique plane où on a une seule
excentricité ey et une seule rigidité kz (figure 3.15), sur des échantillons de taille voisine de 1000
on obtient :

ρ(ey, kz) = 0, 9236 (3.15)

3.3.2 Variables aléatoires environnementales

On présente dans le tableau 3.3 la chaîne de conditionnement et les caractéristiques des lois
de probabilité de la hauteur et de la période de houle extrêmes pour un site en mer du Nord
et dans le Golfe de Guinée. Ce sont les deux variables de base pour la détermination du champ
cinématique de la houle [Sch96].

Le tableau 3.4 regroupe, pour deux sites (Mer du Nord et Golfe de Guinée), les principales
caractéristiques des lois de probabilités, conditionnements, coefficients de variation (CoV ) et
troncatures retenues par la suite pour les variables de base du problème : la hauteur de houle
H, la période de houle T et les coefficients hydrodynamiques CD et CM . Les efforts le long des
barres introduits par les coefficients hydrodynamiques CX et C ′

X sont négligés devant les autres
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Mer du nord Golfe de Guinée

Hs : Hauteur
significative

Attraction type I de Gumbel :
Gu,ν = exp

[
− exp

(−x−u
ν

) ]

m = γ.ν + u (ν cte d’Euler =
0,5772) ;
σ = πν√

6

Attraction type III de Weibull :
Wu,ν = exp

[− exp
(−x

ν

)u]
si x ≥ 0

m = ν.Γ
(
1 + 1

µ

)
;

σ = ν.
√

Γ
(
1 + 2

u

)− Γ2
(
1 + 1

u

)

sur durée de 100 ans : u = 15, 5m,
ν = 1, 2

Tstat : durée de
stationnarité

Tstat : distribution exponentielle

d’un état de
mer

de moyenne 3 heures de moyenne 4 à 6 heures

Tz : période
moyenne
(zero-up-
crossing)

Tz : choix d’une distribution normale (possibilité d’une log-normale) suivant
le Tz calculé (moyenne, quantiles, . . .) choix de a et b

E(Tz/Hs) =
√

Hs−b
a

E(Tz/Hs) = Φ(Hs) =
√

8Hs − 21

H : Hauteur
max. / état de
mer (Hs, Tstat)

Gumbel : u = Hs

√
c

2
, ν =

Hs

2
√

2c
avec c = log

(
T stat

φ(Hs)

)

durée de 100 ans : u = 28, 5m

et ν = 1, 9

durée de 100 ans, u = 7 m

et ν = 0, 14

T condition-
nellement à
H

Choix d’une distribution (log-)normale
Corrélation par une loi quadratique

E(T/H) =
√

5, 88H + 38, 82

σT =

q
H+13,7

0,17
−T

1,3

E(T/H) =
√

30H + 56, 3

σT =
√

36,71H+147,62−
√

21,39H+2,8
3,92

Tab. 3.3 – Données statistiques concernant la modélisation de houle en Mer du Nord et en Golfe
de Guinée.
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Fig. 3.9(a) : Histogramme de ϕ pour une ouver-
ture de 40◦.

Fig. 3.9(b) : Histogramme de l’excentricité ey.
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Fig. 3.9(a) : Histogramme de la rigidité ky. Fig. 3.9(b) : Histogramme de la rigidité kz.

Fig. 3.9 – Histogrammes des variables : ϕ, ey, ky et kz.

coefficients : ils ont une moyenne de 0, 01 et leurs coefficients de variation sont de 35% et 25%
respectivement (voir tableau 3.5). Le facteur de prise en compte des bio-salissures θmg est pris
égal à 1, les effets des bio-salissures étant négligés ici.

Les histogrammes des échantillons sélectionnés pour notre étude pour les variables de houle
H et T et les coefficients d’interaction hydrodynamiques CD et CM sont présentées en figures
3.10(a), 3.10(b), 3.10(c) et 3.10(d). Ces données proviennent d’un site de la Mer du Nord (tableau
3.3). Pour T , il s’agit de l’échantillon obtenu après conditionnement aux hauteurs de houle. Le
conditionnement de H et T peut être perçu pour un site donné au travers du "Scatter diagram"
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Chapitre 3. Fiabilité par surfaces de réponse d’une structure fissurée sollicitée par une houle de tempête

Variables de base Type de distribution Conditionnement CoV Troncature

Hauteur extrême de houle, H Gumbel (Hs, Tstat, θ) 8% [m− 2σ,m + 5σ]

Période extrême de houle, T Log-Normale H 10% [m− kσ,m + kσ] ; k = 3

Coef. hydrodyn., CD, CM Vecteur-Normale Aucun 35% [m− pσ,m + pσ] ; p = 2

Angle de fissure ϕ Exponentielle Aucun [−, π]

Tab. 3.4 – Caractéristiques statistiques des variables de base.

Traînée Inertie

Coef. CX CD C ′
X CM

m 0,01 1 0,01 2

σ
m 0,35 0,35 0,25 0,25

Tab. 3.5 – Moyennes et coefficients de variation des paramètres hydrodynamiques du modèle de
Morison.

correspondant à des réalisations de couples (H, T ). Un tel diagramme pour le site sélectionné de
la mer du Nord est présenté en annexe C.

3.3.3 Formulation d’une réponse mécanique en fonction des variables de base

Pour calculer une réponse mécanique d’une structure soumise au chargement de houle, les
modèles de calcul EFPF et du chargement sont utilisés. On présente en figure 3.11 le schéma de
croisement de ces deux modèles.

Les corrélations entre les variables aléatoires environnementales et leur croisement avec les
variables géométriques et mécaniques sont égales à :





ρ(ei, Nj) = 0

ρ(ei, Vj) = 0

ρ(ei,Γj) = 0





ρ(ki, Nj) = 0

ρ(ki, Vj) = 0

ρ(ki, Γj) = 0

(3.16)





ρ(Ni, Nj) = ±1

ρ(Vi, Vj) = ±1

ρ(Γi,Γj) = ±1





−1 < ρ(Ni, Vj) < 1

−1 < ρ(Ni, Γj) < 1

−1 < ρ(Vi, Γj) < 1

(3.17)

où ei, ki, Ni, Vi et Γi sont respectivement les excentricités, les rigidités, les efforts normaux, les
efforts tranchants et les moments à un nœud i.

Dans le cas de l’exemple du paragraphe (3.3.1), Pour le cas particulier d’une fissure plane,
en utilisant toujours des échantillons de taille voisine de 1000, on obtient :
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Fig. 3.10(a) : Histogramme de H. Fig. 3.10(b) : Histogramme de T (loi marginale).
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Fig. 3.10(c) : Histogramme de CD. Fig. 3.10(d) : Histogramme de CM .

Fig. 3.10 – Histogrammes des variables environnementales H, T , CD et CM .





ρ(ey, kz) = 0, 9236

ρ(N2, N3) = 0, 9994

ρ(N2, V
y
2 ) = −0, 1777

ρ(N2, Γz
2) = 0, 1691





ρ(N2, Γz
3) = −0, 1519

ρ(V y
2 , Γz

2) = −0, 9998

ρ(V y
2 , Γz

3) = 0, 9982

ρ(Γz
2, Γ

z
3) = −0, 9992

(3.18)
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Fonction de 
réponse  Ψ'

Données de

houle

Fonction de 
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efforts

répartis

Fissure de

longueur a

Fonction de 
réponse  Ψ'

Matrice de

rigidité K

Réponse

mécanique

Environnement - interaction fluide-structure

1

2

3

Fig. 3.11 – Fonctions de transferts pour le calcul d’une réponse mécanique.

3.4 Expressions des transferts par des surfaces de réponse

Différentes fonctions de transfert entre variables de base, variables intermédiaires et réponses
sont utilisées. Elles sont explicités dans cette partie.

3.4.1 Surfaces de réponse des chargements

Pour une structure soumise à la houle, l’origine des chargements environnementaux réside
dans le champ cinématique des particules d’eau au voisinage du composant structurel immergé.
Deux types de forces hydrodynamiques réparties sur la longueur d’un tube immergé sont alors
définies, une force de traînée et une force d’inertie [MOJS50] représentant respectivement :

– Une force provenant de la viscosité du fluide. Elle est fonction de la vitesse et du maître-
couple opposé à l’écoulement.

– Une force d’écoulement potentiel non visqueux provenant de la diffraction autour du com-
posant qui génère des différences de pression. Elle est proportionnelle à l’accélération des
particules d’eau et au volume de l’obstacle.

En utilisant les équations de Morison, les surfaces de réponse correspondant aux forces de
traînée et d’inertie réparties sur un composant de la structure s’écrivent en un point M sous la
forme [Sch96] :

−→
fT (M) =

1
2
ρDθmg

√
a2

(n) + b2
(n)

[
πCXΠb + CDΠb⊥

]
(a(n)

−→
A + b(n)

−→
B ) (3.19)

−→
fI (M) =

1
2
πρD2θ2

mg

[
C ′

XΠb + CMΠb⊥
]
(c(n)

−→
A + d(n)

−→
B ) (3.20)

où les vecteurs
−→
A et

−→
B sont orthogonaux et déterministes. L’opérateur Πb est la projection

orthogonale sur l’axe du tube sollicité et Πb⊥ est la projection orthogonale sur le plan orthogonal
au tube. Les grandeurs a(n), b(n), c(n) et d(n) sont des champs stochastiques dépendant des
variables de base (H, k) où H est la hauteur de houle et k est le nombre d’onde, relié à la
période par l’équation de dispersion. D est le diamètre du composant structural. Les CX , CD,
C ′

X et CM sont des coefficients d’interaction hydrodynamique houle-structure, θmg est le facteur
de prise en compte des bio-salissures et ρ est la masse volumique du fluide.
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L’effort de la houle réparti sur un élément de la structure est la somme des efforts de traînée
et d’inertie :

−→
f =

−→
fT +

−→
fI (3.21)

3.4.2 Surfaces de réponse des excentricités et des rigidités de l’EFPF

Les surfaces de réponse (SR) des excentricités ey et ez sont calculées analytiquement dans
le paragraphe (§ 2.4.6). Nous rappelons ici leurs expressions pour le cas d’une structure en T
(λ = 90◦) :

eth
y =

−(D3
e −D3

i )
3(D2

e −D2
i )

cosψ sinϕ

π − ϕ
(3.22)

eth
z =

−(D3
e −D3

i )
3(D2

e −D2
i )

sinψ sinϕ

π − ϕ
(3.23)

Pour le cas des nœuds Y (λ 6= 90◦)), les excentricités sont calculées numériquement à travers
les équations intégrales (2.139) et (2.140). Une subroutine de calcul de ces intégrales est intro-
duite dans la routine EFPF construite sous MATLAB. Les résultats sont présentés pour toutes
les configurations telles que λ est supérieur à 60◦ dans le chapitre 2 (voir figure 2.16).

Les SR des rigidités ky et kz des ressorts de torsion du modèle EFPF sont calculées par
interpolation de leurs courbes représentatives. On revient à la fin de cette partie sur l’effet
du modèle d’interpolation sur la réponse. Elles sont représentées en fonction du demi angle
d’ouverture de fissure ϕ pour différentes inclinaisons de la fissure ψ et différentes inclinaisons du
tube λ. Les courbes d’interpolation de ky et kz pour un λ de 90◦ et un ψ de 0◦ sont présentées
en figure 2.20 du chapitre 2. On présente en figure 3.12(a) les courbes d’identification de kz en
fonction de ϕ pour la même valeur de λ et ψ variant de 0◦ à 180◦ avec un pas de 22, 5◦. En
figure 3.12(b) on présente les courbes de kz en fonction de ϕ pour un ψ de 0◦ et des inclinaisons
du tube λ respectivement de 90◦, 80◦, 70◦, 60◦ ; on constate que les écarts entre les différentes
courbes sont négligeables. Or en diminuant la valeur de l’inclinaison du tube λ l’aire de la surface
encastrée augmente, ce qui devrait avoir un effet significatif sur les valeurs des rigidités à longueur
de fissure donnée. On atteint alors les limites de la représentation en demi angle d’ouverture de
fissure. Puisque l’on cherche à comparer l’influence de longueurs de fissures, on introduit une
mesure équivalente ϕeq de l’angle de fissure. Soit l la longueur de la fissure d’ouverture 2ϕ et
2ϕeq l’ouverture d’une fissure fictive de même longueur l. Cet angle est défini par :

ϕeq =
1

2 rm

∫ ψ+ϕ

ψ−ϕ
r(θ) dθ (3.24)

avec
r(θ) =

ab√
b2 cos2 θ + a2 sin2 θ

(3.25)

où a = rm
sin λ est le demi grand axe de l’ellipse moyen de la section fissuré, b = rm est son demi

petit axe, rm est le rayon moyen du tube.
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Fig. 3.12(a) : Courbes d’identification de kz en
fonction de ϕ pour λ = 90◦

Fig. 3.12(b) : Courbes d’identification de kz en
fonction de ϕ pour ψ = 0◦

Fig. 3.12 – Courbes d’identification de kz.

On propose de représenter les rigidités ky et kz en fonction de l’angle ϕeq. Les courbes de kz

en fonction de ϕeq pour un angle ψ de 0◦ et les différentes valeurs de λ choisies précédemment
sont présentées en figure 3.13. On observe cette fois ci une augmentation significative de kz en
fonction de λ. On rappelle que les rigidités ky et kz en fonction de ψ appartenant à[0◦, 360◦]
sont symétriques par rapport à la valeur la valeur ψ de 180◦ ; l’interpolation des rigidités pour
ψ appartenant à [0◦, 180◦] est donc suffisante pour traiter l’ensemble des configurations.

On propose de présenter ici les expressions des surfaces de réponse de ky et kz pour le seul
cas (λ = 90◦ ; ψ = 0◦) :

ky = 1, 3111× 1013ϕ−2,308 Nm (3.26)

kz = 1, 2861× 1013ϕ−2,4169 Nm (3.27)

3.4.3 Surface de réponse du déplacement U

Pour permettre de développer les SR du déplacement d’un point M d’une structure tubulaire
fissurée, les efforts aux nœuds d’un EFPF équivalents à un chargement de houle doivent être
déterminés. Des SR de structures simples, un tube encastré et une structure en T, sont présentées
dans la suite.

3.4.3.1 Calcul des efforts nodaux équivalents

On propose de calculer les efforts nodaux, aux extrémités d’un tube fissuré, équivalents aux
distributions des efforts appliqués par la houle. Le vecteur déplacement de la partie déformable
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Fig. 3.13 – Courbes d’identification de kz en fonction de ϕeq pour ψ = 0◦.

3− 2 de l’élément fini poutre fissurée (figure 3.14) est :

Up =
〈

U3 V3 W3 θx
3 θy

3 θz
3 U2 V2 W2 θx

2 θy
2 θz

2

〉
(3.28)

Le vecteur déplacement U de l’EFPF, utilisé dans la méthode des déplacements, est obtenu
en ajoutant les deux degrés de liberté θy

4 et θz
4 au vecteur déplacement d’un élément fini non

fissuré :

U =
〈

U1 V1 W1 θx
1 θy

1 θz
1 U2 V2 W2 θx

2 θy
2 θz

2 θy
4 θz

4

〉
(3.29)

Comme on l’a vu au chapitre précédent pour la construction de l’EFPF par la méthode des
déplacements, les points 3, 4 et 1 sont liés par les relations suivantes :





U3 = U1 + θy
4ez − θz

4ey

V3 = V1 − θx
1ez

W3 = W1 + θx
1ey

,





U1 = U4

V1 = V4

W1 = W4

θx
1 = θx

4

et





θx
3 = θx

4

θy
3 = θy

4

θz
3 = θz

4

(3.30)

Les deux vecteurs Up et U peuvent donc être liés par la relation :

{Up} = [s]{U} (3.31)
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Fig. 3.14 – Schéma mécanique d’un tube vertical fissuré sollicité par la houle.

où la matrice [s] s’écrit sous la forme :

[s] =




1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 ez −ey

0 1 0 −ez 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 1 ey 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1

0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0




(3.32)
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Le travail virtuel des efforts nodaux équivalents à un effort réparti sur la partie 3 − 2 (fi-
gure 3.14) aux nœuds 3 et 2 est exprimé par :

δ =
〈
U∗

p

〉 {Φ}e

= 〈U∗〉 [s]T {Φ}e (3.33)

avec {Φ}e, vecteur des efforts appliqués à la poutre 3− 2, défini comme suit :

{Φ}e =
〈

N3 V y
3 V z

3 Γx
3 Γy

3 Γz
3 N2 V y

2 V z
2 Γx

2 Γy
2 Γz

2

〉T
(3.34)

Le travail virtuel des efforts équivalents nodaux du même effort réparti sur un EFPF est :

δ = 〈U∗〉 {Φc}e (3.35)

En considérant la relation (3.33), on en déduit :

{Φc}e = [s]T {Φ}e (3.36)

donc le vecteur force équivalent à un effort réparti sur un EFPF est :

{Φc}e =
〈

N3 V y
3 V z

3 V z
3 ey − V y

3 ez + Γx
3 0 0 N2 V y

2 V z
2 Γx

2

Γy
2 Γz

2 N3ez + Γy
3 −N3ey + Γz

3

〉T
(3.37)

3.4.3.2 Surface de réponse du déplacement U pour un tube fissuré encastré

Pour un EFPF représentatif d’un tube encastré présentant une fissure au nœud 1 (figure
3.14), le vecteur déplacement U est calculé à partir du système d’équilibre suivant :

K.U = F (3.38)

ou 


K11 K12 K13

K21 K22 K23

K31 K32 K33







0

U2

Us




=




F1

F2

Fs




(3.39)

avec K, matrice de rigidité de l’EFPF de dimensions (14× 14) définie par les relations (2.70) à
(2.76).

En éliminant les équations correspondant au nœud 1 encastré on obtient :



K22 K23

K32 K33







U2

Us


 =




F2

Fs


 ou KdUd = Fd (3.40)
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En résolvant le système on déduit l’expression du vecteur déplacement Ud :

Ud =





lN2
ES + (N2ez − lV z

2 + Γy
2 + Γy

4)
ez
ky

+ (N2ey − lV y
2 − Γz

2 − Γz
4)

ey

kz

(
lV y

2
3 + Γz

2
2

)
l2

EI + (−N2ey + lV y
2 + Γz

2 + Γz
4)

l
kz

(
lV z

2
3 − Γy

2
2

)
l2

EI + (−N2ez + lV z
2 − Γy

2 − Γy
4)

l
ky

lΓx
2

GJ

(−lV z
2

2 + Γy
2

)
l

EI + (N2ez − lV z
2 + Γy

2 + Γy
4)

1
ky

(
lV y

2
2 + Γz

2

)
l

EI + (−N2ey + lV y
2 + Γz

2 + Γz
4)

1
kz

(N2ez − lV z
2 + Γy

2 + Γy
4)

1
ky

(−N2ey + lV y
2 + Γz

2 + Γz
4)

1
kz





(3.41)

où les moments Γy
4 et Γz

4 au nœud 4 sont définis dans (3.37) par :




Γy
4 = N3ez + Γy

3

Γz
4 = −N3ey + Γz

3

(3.42)

Pour une houle dirigée suivant l’axe y, la composante V2 du déplacement du nœud 2 est
étudiée. Sa SR est donc :

V2 =
(

lV y
2

3
+

Γz
2

2

)
l2

EI
+ (−N2ey + lV y

2 + Γz
2 + Γz

4)
l

kz
(3.43)

=
(

lV y
2

3
+

Γz
2

2

)
l2

EI
+

[
Γz

2 + Γz
3 + lV y

2 − (N2 + N3)ey

] l

kz
(3.44)

La réponse V2 est fonction des variables :
– intermédiaires de chargement N2, N3, V y

2 , Γz
2 et Γz

3, fonctions des variables de base envi-
ronnementales H, T et des variables de base d’interaction fluide-structure,

– des variables intermédiaires ey et kz fonctions de la variable de base demi-angle d’ouverture
de fissure ϕ.

3.4.3.3 Surface de réponse du déplacement U pour une structure en T

La SR du déplacement est développée pour une deuxième structure relativement simple,
il s’agit d’une structure en T composée d’un tube horizontal encastré à ses deux extrémités
et un tube vertical fissuré à la section d’intersection avec le tube horizontal. On suppose que
son schéma mécanique est composé de deux EF poutre classiques composant le tube horizontal
non fissuré et un EFPF pour le tube vertical (figure 3.15). La fissure est considérée symétrique
par rapport au plan de la structure (x, y). Pour simplifier les expressions des SR, on considère
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que le chargement de la houle est appliqué dans le plan (x, y) de la structure, ainsi le vecteur
chargement peut être représenté par :

F T =
〈

N2 V y
2 0 0 0 Γz

2 N3 V y
3 0 0 0 Γz

3 Γz
s

〉
(3.45)

où Γz
s est le moment du ressort de torsion représentant la fissure.
La fissure étant symétrique par rapport à (x, y), seules interviennent l’excentricité ey et

la rigidité kz. Pour simplifier les calculs, on utilise une matrice de rigidité pour l’EFPF de
dimensions (13 × 13) ; elle est obtenue à partir de (2.70) en sommant les lignes et les colonnes
correspondantes aux θy

1 et θy
4 . En résolvant le système d’équilibre (3.38) après assemblage de

la matrice de rigidité de la structure K, on obtient l’expression du vecteur déplacement Ud des
nœuds non encastrés. La dernière composante du vecteur correspond à la rotation du ressort
représentant la rigidité de la fissure :

Ud =





Ud1

Ud2



 (3.46)

avec

Ud1 =





1
24

l3(N2+N3)
EI

1
2

l(V y
2 +V y

3 )
ES

0

0

0
1
8

l(Γz
2−ey N3+lV y

3 +Γz
3+Γz

s)
EI





et Ud2 =





− 1
24

C1
EISkz

1
24

lC2
EISkz

0

0

0
1
8

C3
EIkz

1
8

C4
EIkz





(3.47)

où les termes Ci sont définis par :

C1 = −(N2 + N3)l3Skz + 3(lV y
3 + Γz

2 + Γz
3 + Γz

s)leySkz − 3(lkz + 8EI)N3e
2
yS

+24(lV y
3 + Γz

3 + Γz
s)eySEI − 24lN3Ikz (3.48)

C2 = 12(V y
2 + V y

3 )Ikz + 3(−eyN3 + Γz
2 + 5Γz

3 + Γz
s)lSkz + 24(−eyN3 + lV y

3

+Γz
3 + Γz

s)SEI + 11l2V y
3 Skz (3.49)

C3 = (Γz
2 − eyN3 + 5lV y

3 + 9Γz
3 + Γz

s)lkz + 8(−eyN3 + lV y
3 + Γz

3 + Γz
s)EI (3.50)

C4 = (Γz
2 − eyN3 + lV y

3 + Γz
3 + Γz

s)lkz + 8(−eyN3 + lV y
3 + Γz

3 + Γz
s)EI (3.51)

Les efforts appliqués par la houle aux nœuds 2 et 5 sont identiques, on peut donc exprimer
le moment du ressort Γz

s par :
Γz

s = −N2ey + Γz
2 (3.52)
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Fig. 3.15 – Schéma mécanique d’une structure T fissurée sollicitée par la houle.

On se propose dans la suite d’étudier la SR du déplacement V3 au nœud 3 suivant la direction
de la houle Y , elle est exprimée par :

V3 =
1
24

lC2

EISkz
(3.53)

avec C2 définie dans (3.49).

3.4.4 Surface de réponse de l’énergie de déformation Edef

3.4.4.1 Cas d’un tube encastré fissuré

L’énergie de déformation de l’EFPF s’écrit sous la forme générale :

Edef =
1
2
UT KU (3.54)

En implantant le vecteur déplacement Ud de (3.41) dans le vecteur déplacement global de
l’EFPF U , on obtient l’expression de la SR de l’énergie de déformation Edef d’un tube encastré
fissuré :

Edef =
1

2ky

[
Γy

2 + Γy
3 − lV z

2 + (N2 + N3)ez

]2
+

1
2kz

[
Γz

2 + Γz
3 + lV y

2 − (N2 + N3)ey

]2
(3.55)

+
{

l2

3
(V y

2
2 + V z

2
2) + Γy

2(Γ
y
2 − lV z

2 ) + Γz
2(Γ

z
2 + lV y

2 )
}

l

2EI
+

l

2

(
N2

2

ES
+

Γx
2
2

GJ

)

= Edef (ky) + Edef (kz) + (Edef )nf (3.56)
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où (Edef )nf est l’énergie de déformation d’un élément fini poutre non fissurée :

(Edef )nf =
{

l2

3
(V y

2
2 + V z

2
2) + Γy

2(Γ
y
2 − lV z

2 ) + Γz
2(Γ

z
2 + lV y

2 )
}

l

2EI
+

l

2

(
N2

2

ES
+

Γx
2
2

GJ

)
(3.57)

Pour le cas d’un tube présentant une fissure dont le plan de symétrie est le plan de propaga-
tion de la houle (x, y), seules interviennent l’excentricité ey et la rigidité kz. Les efforts de houle
V z

2 et V z
3 et les moments Γx

2 , Γx
3 , Γy

2 et Γy
3 sont nuls. L’énergie de déformation prend pour ce cas

particulier la forme suivante :

Edef =
1

2kz

[
Γz

2 + Γz
3 + lV y

2 − (N2 + N3)ey

]2
+

{
1
3
l2V y

2
2 + Γz

2(Γ
z
2 + lV y

2 )
}

l

2EI

+
lN2

2

2ES
(3.58)

3.4.4.2 Cas d’une structure en T fissurée

Le vecteur déplacement Ud est implanté dans le vecteur déplacement global de la structure
U . En utilisant (3.54) et après simplification on obtient la SR de Edef :

Edef =
l

48EI

{
3(Γz

2 + Γz
3)

2 + (6Γz
2 + 6Γz

3 + 3Γz
s − 3N3ey + lV y

3 )(−N3ey + lV y
3 + Γz

s)

+ l2(N2 + N3)2 + 10l2V y
3

2
}

+
1
2

(Γz
3 + Γz

s −N3ey + lV y
3 )2

kz

+
l

4ES

{
N2

3 + (V y
2 + V y

3 )2
}

(3.59)

3.4.5 Choix d’une interpolation pour les paramètres de l’EFPF : quel effet sur le calcul
de l’énergie de déformation ?

L’énergie de déformation Edef est choisie comme réponse mécanique à étudier. On cherche
à quantifier l’influence de la qualité d’interpolation des paramètres ky et kz du modèle élément
fini poutre fissurée EFPF. On peut alors juger de la qualité du transfert des variables aléatoires
par différents types de surfaces de réponse. Les deux fonctions polynômiales de degrés 5 et 6,
donnant les meilleurs ajustements pour les SR de type polynômiales, sont utilisées ainsi qu’une
fonction puissance de forme Y = aXb.

Les rigidités ky et kz ajustées aux valeurs numériques par les trois fonctions choisies sont
présentées dans les figures 3.16(a) et 3.16(b). Ces figures montrent qu’on a un bon ajustement
des rigidités par les trois fonctions notamment pour les grandes ouvertures de fissures.

La réponse Edef est calculée pour une structure en T (figure 2.25) et un tripode (figure
3.4). Une force de 106 N est appliquée au nœud P3 pour la structure T et une force de 107 N

est appliquée en tête du tripode (nœud P6). Les évolutions de Edef en fonction du demi angle
d’ouverture de fissure ϕ pour les trois fonctions d’interpolation sont présentées dans les figures
3.17(a) et 3.17(b) pour les deux structures. Les fissures sont introduites au nœud P2 pour la
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Fig. 3.16(a) : Interpolation de la rigidité ky. Fig. 3.16(b) : Interpolation de la rigidité kz.

Fig. 3.16 – Interpolation de ky et kz en fonction de ϕ par des polynômes de degrés 5 et 6 et une
fonction puissance (ψ = 0◦, λ = 90◦).

structure T et au nœud P5 du tube dv2 pour le tripode. Les formes des courbes obtenues sont
similaires pour les deux structures, du fait de le redondance similaire des structures au voisinage
de la fissure.

On constate d’après les figures 3.17(a) et 3.17(b) que la sensibilité de l’énergie de déformation
Edef à la qualité de l’ajustement des paramètres du modèle EFPF augmente avec l’ouverture
de la fissure. L’écart important observé entre les résultats obtenus par le polynôme de degré 6
et ceux des deux autres interpolations pour un angle ϕ compris entre 80◦ et 90◦ est expliqué
par l’écart entre les courbes d’ajustement de kz. La variable kz a un poids important dans la
réponse. La fonction puissance présente une évolution plus régulière que celles des fonctions
polynômiales, elle est retenue comme fonction de réponse pour réaliser tous les calculs par le
modèle EFPF.

Pour vérifier l’influence de la redondance sur la sensibilité d’une réponse mécanique à la
qualité d’interpolation des paramètres, on a présenté l’évolution de l’énergie de déformation
Edef en fonction de ϕ pour le tripode avec présence d’une fissure au nœud P1 du tube db1. Les
résultats obtenus sont présentés en figure 3.18.

On observe dans ce cas une faible sensibilité de la réponse à l’ajustement des paramètres.

Cette étude déterministe est fondamentale dès qu’il s’agit de transférer des variables aléa-
toires. La régularité du modèle, si elle peut être considérée comme satisfaisante d’un point de
vue ajustement (Figure 3.16) peut avoir des effets amplifiés dès qu’il s’agit de transferts. Il faut
alors garder en mémoire les études d’incertitudes et les distributions choisies pour chaque va-
riable afin d’analyser si leur support peut rencontrer des régions mal représentées. C’est le cas
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Fig. 3.17(a) : Evolution de Edef en fonction de
ϕ pour la structure T.

Fig. 3.17(b) : Evolution de Edef en fonction de
ϕ pour le tripode (fissure au noeud P5 du tube
dv2).

Fig. 3.17 – Evolution de Edef de la structure T et du tripode en fonction de ϕ pour les trois
fonctions d’interpolation.
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Fig. 3.18 – Evolution de Edef en fonction de ϕ pour une fissure introduite au nœud P1 du tube
db1 du tripode.

ici avec le demi angle d’ouverture qui peut atteindre des valeurs voisines de 90◦ ; c’est pourquoi
l’interpolation en puissance est sélectionnée.
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3.4.6 Stratégie de calcul dans le cas de structures complexes

Pour des structures dont la géométrie est complexe, ce qui est le cas pour la majeure par-
tie des structures réelles, le calcul des SR physiques explicites ne devient plus possible. On a
constaté à travers l’exemple de la structure en T que le traitement des SR explicites pour des
structures simplifiées devient très délicat une fois que le nombre d’éléments de la structure dé-
passe 3 éléments. Dans ces cas, un calcul élément fini direct est indispensable. Trois possibilités,
présentées dans le chapitre 1, s’offrent alors :

– un couplage éléments finis - fiabilité via des surfaces de réponse quadratiques. Le calcul
Élément Fini sert de base pour l’ajustement de formes quadratiques. L’idée étant alors de
déterminer l’indice de fiabilité de la structure.

– Une résolution de type éléments finis stochastiques par discrétisation du champ qui permet
d’analyser la réponse avec un gain de temps de calcul significatif (limitation des calculs de
résolution).

– Nous utilisons ici une approche très classique de calcul direct. Une simulation de Monte-
Carlo est réalisée et conduit aux échantillons des réponses (U, Edef ).

L’inconvénient d’une telle méthode est le temps de calcul, notamment lorsqu’il s’agit de coupler
un logiciel performant pour l’échantillonnage et un logiciel de calcul éléments finis. Il a été
contourné par un calcul entièrement intégré et optimisé sous Matlab en terme de calcul d’efforts
et calcul par éléments finis. Ceci a été simplifié par le choix en amont d’éléments poutres.

3.4.7 Programmation et organigramme de calcul

L’organigramme de programmation et la technique de résolution d’une structure tubulaire
fissurée sous Matlab en utilisant le modèle EFPF sont présentés dans le paragraphe (2.3) du
chapitre 2.

Dans le but d’obtenir les distributions des chargements de houle, le programme Malost
[Sch99] est implanté dans les programmes de calcul (organigramme 2.6). Il fournit des distribu-
tions du champ stochastique de chargement de houle basées sur des SR physiques.

Pour l’étude de sensibilité aux variables aléatoires, des programmes Matlab ont été créés
pour réaliser des simulations de Monte-Carlo. Pour l’analyse différentielle, les dérivées partielles
de chaque réponse ont des expressions différentes ; une subroutine spécifique à chacune d’elles
est créée. Elle calcule le taux de contribution τi de chaque variable aléatoire Xi dans la variance
de la réponse étudiée. On présente dans l’organigramme de la figure 3.19 les étapes de calcul EF
et de sensibilité d’une réponse à partir des tirages des variables aléatoires.

3.4.8 Fonctionnement de la routine Malost

L’implantation de la routine de calcul de chargements de houle Malost nécessite de rendre
compatibles les repères de ce programme avec ceux du calcul aux éléments finis. On illustre ces
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U, Edef
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Sensibilité des VA

Fig. 3.19 – Organigramme de calcul sous Matlab.

différents repères en figure 3.20. Les données géométriques à fournir en entrée de ’Malost’ sont
définies dans le repère (R1) = (U, V, Z), l’axe des abscisses U étant la direction de la houle dont
le plan de propagation est le plan (U,Z). Les chargements de la houle sont exprimés en sortie de
’Malost’ dans le repère (R2) = (x1, y1, z1). Dans les routines de l’EFPF, le repère (R3) = (x, y, z)

est adopté pour tout les calculs restants. Ainsi, à titre d’exemple, le passage du repère (R2) au
repère (R3) est assuré par les relations suivantes :





x = x1

y = −z1

z = y1

(3.60)

Les passages entre ces différents repères sont respectés en implantant la routine ’Malost’
dans les routines de l’EFPF.

La routine Malost nous permet de déterminer les distributions des densités d’efforts répartis
sur un tube immergé dans toute configuration. Son organigramme de calcul sous Matlab est
présenté dans (3.21). On propose à titre d’exemple les résultats obtenus pour un tube vertical
positionné entre 0m et −10 m (tube LP de la figure 3.22). On présente en figure 3.23 les
vecteurs moyens des résultantes obtenues aux nœuds L et P et en figures 3.24(a) et 3.24(b), les
distributions de ces résultantes. Un exemple de calcul des vecteurs accélérations, vitesses, forces
d’inertie discrètes et des forces de traînée discrètes est présenté en figure 3.25.
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Fig. 3.20 – Définition des repères utilisés dans les routines MATLAB.

3.5 Analyse de sensibilité des réponses aux variables de base

Une étude de sensibilité des déplacements et de l’énergie de déformation par rapport à
chacune des variables aléatoires est effectuée. Les simulations de Monte-Carlo et l’analyse diffé-
rentielle sont utilisées dans cet objectif. On procède alors par étapes :

– analyse de sensibilité de la réponse des chargements,
– analyse de sensibilité de la réponse des déplacements et énergies à sollicitations détermi-

nistes,
– analyse de sensibilité de la réponse des déplacements et énergies dans le cas général.

3.5.1 Méthodes d’analyse de sensibilité des surfaces de réponse

Nous rappelons dans cette partie les méthodes d’analyse de sensibilité afin de les appliquer
aux structures sélectionnées.

3.5.1.1 Méthode de Monte-Carlo

L’étude de sensibilité par la méthode de Monte-Carlo consiste à analyser les statistiques
d’une réponse en fixant alternativement une des variables à une valeur déterministe, en général
sa moyenne. On construit alors les échantillons pour la simulation pour toutes les autres variables
aléatoires. Pour des réponses non gaussiennes et un transfert non linéaire, une bonne description
nécessite en général N élevé. La méthode hypercube latin ([Sch96], [IHC81]) nous permet de
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Calcul des éléments de base :

matrices de passages, accélérations, 

vitesses et efforts répartis dans 

le repère global

'MORINTRO'

Efforts moyens aux extrémités :

calcul des coefficients d'influence

et tracé des efforts nodaux moyens

dans le repère global

'FORCNOD'

Faisceaux des efforts :

tracé des faisceaux des efforts

aux extrémités

'FAISNOD'

Densité des efforts nodaux :

densités de probabilité des intensités

des efforts nodaux, calcul des moyennes

statistiques et coefficients de variation

'DENSNOD'

Fig. 3.21 – Schéma des calculs sous Malost.

nous limiter ici à un hypercube d’arête 1000. L’influence de la variable prise comme déterministe
sur la variation de la réponse est obtenue en comparant son coefficient de variation à celui obtenu
en prenant toutes les variables aléatoires. Il est à noter que cette méthode induit en général un
biais sur l’estimation de l’espérance de la réponse.

3.5.1.2 Méthode différentielle

• Facteurs de sensibilité au premier ordre :

Soit Ψ la réponse représentant le déplacement U ou l’énergie de déformation Edef . Pour n

variables aléatoires composant un vecteur X. Le développement de Taylor de Ψ au premier ordre
au voisinage du vecteur moyen des n variables aléatoires X0, s’écrit sous la forme :

Ψ(X) = Ψ(X0) +
n∑

i=1

[
∂ Ψ(X0)

∂ Xi

]
(Xi −Xi0) (3.61)
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Fig. 3.22 – Tube vertical immergé. Fig. 3.23 – Résultantes des efforts appliqués aux
extrémités du tube.
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Fig. 3.24 – Histogrammes d’efforts aux extrémités du tube.

Sachant les relations :

V

(
n∑

i=1

AiXi

)
=

n∑

i=1

A2
i V (Xi) + 2

n−1∑

i=1

n∑

j=i+1

AiAj Cov(Xi, Xj) (3.62)

Cov(X − a, Y − b) = Cov(X, Y ) (3.63)
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Fig. 3.25 – Répartition des champs d’accélération, vitesse, force d’inertie discrète et force de
traînée discrète le long du tube.

La variance de Ψ peut s’écrire sous la forme :

V (Ψ) =
n∑

i=1

[
∂ Ψ(X0)

∂ Xi

]2

Vi + 2
n−1∑

i=1

n∑

j=i+1

[
∂ Ψ(X0)

∂ Xi

] [
∂ Ψ(X0)

∂ Xj

]
Ci,j (3.64)

où on a :

Vi = V (Xi −Xi0) (3.65)

Ci,j = Cov
(
(Xi −Xi0), (Xj −Xj0)

)
(3.66)

avec Cov désigne la covariance.

La contribution τi de chaque variable aléatoire Xi sur la variance de la réponse Ψ est [Sch96] :

τi =
[
∂ Ψ(X0)

∂ Xi

]2 Vi

V (Ψ)
+

1
V (Ψ)

[
∂ Ψ(X0)

∂ Xi

] n∑

j=1
j 6=i

[
∂ Ψ(X0)

∂ Xj

]
Ci,j (3.67)

=
1

V (Ψ)

[
∂ Ψ(X0)

∂ Xi

] n∑

j=1

[
∂ Ψ(X0)

∂ Xj

]
Ci,j (3.68)
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Pour les termes de covariance, une valeur 1
2Cov(Xi, Xj) est attribuée pour chacune des

variables Xi et Xj . Les termes de variance et de covariance qui ne correspondent pas à la
variable aléatoire Xi ont une contribution nulle dans τi correspondant à Xi. Il est à noter que
ce formalisme permet de conserver un seul paramètre représentatif du poids de chaque variable.

Une autre possibilité serait de travailler sur la matrice de variance - covariance de la réponse
Ψ [Pic89]. Dans le cas où la réponse est un vecteur (charges nodales), on cherche l’erreur sur
chaque terme de la matrice de covariance des réponses (charges nodales en l’occurrence) en
analysant le poids d’une hypothèse considérant certaines de ces variables comme déterministes.

Dans le cas d’un problème de grande dimension, cette étude peut se limiter aux premières
valeurs propres de la matrice de covariance. C’est le cas dès 100 nœuds pour une structure à
600 nœuds sur une structure où la taille de la matrice de covariance atteint (600× 600).

• Facteurs de sensibilité au deuxième ordre :

Pour une réponse Ψ fonction de n variables aléatoires de base formant un vecteur aléatoire
X, le développement de Taylor à l’ordre 2 s’écrit sous la forme :

Ψ(X) = Ψ(X0) +
n∑

i=1

[
∂Ψ
∂Xi

(X0)
]

(Xi −Xi0) +
1
2

n∑

i=1

n∑

j=1

[
∂2Ψ

∂Xi∂Xj
(X0)

]
(Xi −Xi0)(Xj −Xj0)

(3.69)

Pour permettre le développement de la variance de Ψ, nous avons démontré les deux relations
suivantes :

V

(
n∑

i=1

AiXi

)
=

n∑

i=1

A2
i V (Xi) + 2

n−1∑

i=1

n∑

j=i+1

AiAjCov(Xi, Xj) (3.70)

V




n∑

i=1

n∑

j=1

AijXiXj


 =

n∑

i=1

n∑

j=1

A2
ijV (XiXj) + 2

n∑

i=1

n−1∑

j=1

n∑

k=j+1

AijAikCov(XiXj , XiXk)

+2
n−1∑

i=1

n∑

j=1

n∑

k=i+1

n∑

l=1

AijAklCov(XiXj , XkXl) (3.71)

Cov




n∑

i=1

AiXi,
n∑

i=1

n∑

j=1

AijXiXj


 =

n∑

i=1

n∑

j=1

n∑

k=1

AiAjkCov(Xi, XjXk) (3.72)

d’où l’expression de la variance de Ψ :

V (Ψ) =
n∑

i=1

[
∂Ψ
∂Xi

(X0)
]2

Vi + 2
n−1∑

i=1

n∑

j=i+1

[
∂Ψ
∂Xi

(X0)
] [

∂Ψ
∂Xj

(X0)
]

Ci,j +
1
4

n∑

i=1

n∑

j=1

[
∂2Ψ

∂Xi∂Xj
(X0)

]2

Vij

+
1
2

n∑

i=1

n−1∑

j=1

n∑

k=j+1

[
∂2Ψ

∂Xi∂Xj
(X0)

] [
∂2Ψ

∂Xi∂Xk
(X0)

]
Cij,ik +

1
2

n−1∑

i=1

n∑

j=1

n∑

k=i+1

n∑

l=1

[
∂2Ψ

∂Xi∂Xj
(X0)

]

[
∂2Ψ

∂Xk∂Xl
(X0)

]
Cij,kl +

n∑

i=1

n∑

j=1

n∑

k=1

[
∂Ψ
∂Xi

(X0)
] [

∂2Ψ
∂Xj∂Xk

(X0)
]

Ci,jk (3.73)
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où

Vij = V
(
(Xi −Xi0)(Xj −Xj0)

)
(3.74)

Ci,jk = Cov
(
Xi −Xi0, (Xj −Xj0)(Xk −Xk0)

)
(3.75)

Cij,kl = Cov
(
(Xi −Xi0)(Xj −Xj0), (Xk −Xk0)(Xl −Xl0)

)
(3.76)

Pour une variance de type (3.74), une valeur 1
2Vij est attribuée à chacune des deux variables

Xi et Xj . Pour une covariance de type (3.75), une valeur 1
2Ci,jk est attribuée à la variable Xi et

une valeur 1
4Ci,jk est attribuée à chacune des variables Xj et Xk. Pour une covariance de type

(3.76), une valeur 1
4Cij,kl est attribuée à chacune des variables Xi, Xj , Xk et Xl. La contribution

de chaque variable aléatoire Xi dans la variation de la réponse Ψ est donnée par :

τi =
1

V (Ψ)

[
∂Ψ
∂Xi

(X0)
] n∑

j=1

[
∂Ψ
∂Xj

(X0)
]

Ci,j +
1
8

1
V (Ψ)

n∑

j=1

[
∂2Ψ

∂Xi∂Xj
(X0)

]2

Vij (3.77)

+
1
8

1
V (Ψ)

n∑

j=1

n∑

k=1

[
∂2Ψ

∂Xi∂Xj
(X0)

] [
∂2Ψ

∂Xj∂Xk
(X0)

]
Cij,jk

+
1

V (Ψ)

n−1∑

j=1

n∑

k=j+1

[
1
4

[
∂2Ψ

∂Xi∂Xj
(X0)

] [
∂2Ψ

∂Xi∂Xk
(X0)

]
Cij,ik +

1
8

n∑

l=1

([
∂2Ψ

∂Xj∂Xl
(X0)

]

[
∂2Ψ

∂Xk∂Xi
(X0)

]
Cjl,ki +

[
∂2Ψ

∂Xi∂Xj
(X0)

] [
∂2Ψ

∂Xk∂Xl
(X0)

]
Cij,kl

)]

+
1
8

1
V (Ψ)

n∑

j=1
j 6=i

n∑

k=1

n∑

l=1

[
∂2Ψ

∂Xj∂Xk
(X0)

] [
∂2Ψ

∂Xi∂Xl
(X0)

]
Cjk,il

+
1
2

1
V (Ψ)

n∑

j=1

n∑

k=1

([
∂Ψ
∂Xj

(X0)
] [

∂2Ψ
∂Xk∂Xi

(X0)
]

Cj,ki +
[

∂Ψ
∂Xi

(X0)
] [

∂2Ψ
∂Xj∂Xk

(X0)
]

Ci,jk

)

3.5.2 Analyse de sensibilité de la réponse des chargements de houle

Les variables de base n’ont pas le même poids sur la surface de réponse des chargements ;
elles contribuent de manière différente sur la moyenne, la variance et d’une manière générale
les densités des chargements. Une analyse de sensibilité du chargement de houle en fonction des
variables de base H, T , CD, CM , CX et C ′

X a été réalisée [Sch96]. L’influence des bio-salissures
n’est pas prise en compte. Cette étude est présentée pour les intensités de chargement aux
nœuds 1 et 2 de la figure 3.26. Cela permet d’analyser l’influence du paramètre profondeur sur
la structure du champ stochastique de chargement.

Pour déterminer les variables dominantes sur la réponse, des simulations de Monte-Carlo et
par analyse différentielle ont été réalisées.

• On présente tout d’abord les résultats obtenus par les simulations de Monte-Carlo. Les
moyennes et les coefficients de variation de la réponse sont présentés dans le tableau 3.6 pour
les cas suivants :
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Fig. 3.26 – Configuration des nœuds 1 et 2 pour l’étude de sensibilité du chargement.

– toutes les variables sont aléatoires (cas de référence),
– toutes les variables sont prises déterministes (valeur moyenne) sauf certaines, respective-

ment l’ensemble des coefficients hydrodynamiques (CD, CX , CM et C ′
X), la hauteur H et

la période T .
Les principaux résultats pour les moments sont indiqués dans le tableau 3.7. Les valeurs de
références pour le CoV sont 26.5% pour le nœud 1 et 33.5% pour le nœud 2.

Tout aléatoire Tout déterministe sauf Tout déterministe Tout déterministe

CD, CX , CM , C ′
X sauf H sauf T

nœud N◦ 1 2 1 2 1 2 1 2

m 458,5 118 458 115 461,5 116 458 116,5

σ 120,5 39,5 103 25,5 75,5 19 27,5 15,5

CoV 26,5% 33,5% 22,5% 22% 16,5% 16% 6% 13,5%

︸ ︷︷ ︸
Contribution majoritaire

︸ ︷︷ ︸
Contribution minoritaire

Tab. 3.6 – Sensibilité de l’intensité de chargement aux variables de base.

A partir du tableau 3.6 on constate que les coefficients d’interaction fluide-structure CD, CX ,
CM et C ′

X ont une influence importante sur les variations des efforts. Le paramètre cinématique
H a aussi un rôle privilégié. La période T prend part aux variations de la réponse avec la
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profondeur. Ceci est dû au champ stochastique intensité de vitesse qui présente des coefficients
de variation de 7% à −10m (au niveau du nœud de la figure 3.26) et 15% à −50m (niveau du
nœud 2).

Il est montré dans le tableau 3.7 que la hauteur de la houle H et le coefficient CD sont
à l’origine de la variance du chargement, la variance supplémentaire constatée en profondeur
est engendrée par la période T . La faible courbure du profil des efforts en profondeur (cas du
nœud 2) induit des valeurs de moments très faibles et des coefficients de variation dépassant
50%, ce qui n’est pas le cas au niveau de la vague (cas du nœud 1). Ainsi, les valeurs des moments
obtenues pour le nœud 2, non présentées ici, sont plus de 10 fois inférieures à celles obtenues au
nœud 1. Le rôle de CD et H est le même pour le moment que pour la résultante.

Tout aléatoire H et CD Tout déterministe

déterministes sauf H et CD

nœud N◦ 1 2 1 2 1 2

m [kN ] 458,5 118 459 116,5 459,5 115,5

Résultante σ [kN ] 120,5 39,5 28 15,5 123 30,5

CoV 26,5% 33,5% 6% 13,5% 26,5% 26,5%

m [kN m] 819,5 // 819 // 817 //

Moment σ [kN m] 287 // 67 // 291 //

CoV 35% // 8% // 35% //

Tab. 3.7 – Rôle des paramètres H et CD sur le chargement de houle.

On constate donc que les contributions prépondérantes dans la variance du chargement de
houle sont celles des paramètres CD et H. Le rôle de la période T intervient en profondeur.

• On présente en second lieu les résultats obtenus par l’analyse différentielle dans [Sch96].
Cette méthode nous permettra de quantifier la sensibilité de la réponse à chaque variable. Dans
le cas des surfaces de réponse des efforts nodaux extérieurs, il a été montré [Sch96] que seul le
terme du développement au premier ordre sans termes de covariance est suffisant pour obtenir
des résultats très satisfaisants. Donc pour une réponse Ψ, la contribution d’une variable aléatoire
Xi est de forme :

τi =
[
∂Ψ(X0)

∂Xi

]2 V (Xi)
V (Ψ)

(3.78)

où X0 est le vecteur moyen des variables aléatoires ; V désigne la variance.

Les résultats sont présentés dans le tableau 3.8. On constate que le coefficient CD a un rôle
prépondérant au niveau de la vague dans la variation du chargement, il est suivi par la hauteur
H, la contribution de T étant mineure. Pour les autres variables aléatoires, la contribution est
inférieure à 1%. En profondeur (nœud 2), le coefficient CD garde toujours un rôle dominant
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alors qu’on trouve au deuxième niveau les paramètres H et T qui interviennent à part égale.
Les constatations de l’analyse de Monte-Carlo sont donc confirmées et quantifiées.

nœud N◦ H CD T Total CM CX C ′
X

1 35% 61% 3% 99% <1% <1% <1%

2 27% 40% 32% 99% < 1% < 1% < 1%

Tab. 3.8 – Contributions des variables aléatoires dans la variation du chargement de houle.

3.5.3 Analyse de sensibilité des réponses d’un tube fissuré pour un chargement détermi-
niste

L’idée est de réaliser une étude de sensibilité de deux réponses aux paramètres d’une fissure
pour un tube vertical sollicité par la houle (figure 3.14) en considérant les chargements déter-
ministes. Le tube est positionné entre les profondeurs 0m et −10m et est encastré et fissuré au
nœud 1. Seule une analyse de Monte Carlo, suffisamment explicite, est présentée. Les réponses
sélectionnées ont été formulées précédemment : le déplacement V2 et l’énergie de déformation
Edef . Pour analyser la contribution de chacune des variables ey et kz, nous calculons les premiers
moments statistiques de la réponse pour les cas suivants :

– tout aléatoire,
– l’excentricité ey déterministe et kz aléatoire,
– la rigidité kz déterministe et ey aléatoire.

Cette étude est réalisée en considérant les deux ouvertures de fissure ϕ de 20◦ et 40◦ et une
inclinaison ψ de 0◦, l’inclinaison du tube λ est de 90◦.

tout aléatoire ey déterministe kz déterministe

ϕ [◦] 20 40 20 40 20 40

µ(V2) [cm] 1,17 1,88 1,17 1,88 1,04 1,83

CoV [%] 27 16 27 16 0 0

Tab. 3.9 – Sensibilité de la réponse V2 aux variables ey et kz.

tout aléatoire ey déterministe kz déterministe

ϕ [◦] 20 40 20 40 20 40

µ(Edef ) [Nm] 413,43 720,79 413,44 720,79 358,44 695,92

CoV [%] 33 17 33 17 0 0

Tab. 3.10 – Sensibilité de la réponse Edef aux variables ey et kz.
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Nous présentons dans les tableaux 3.10 et 3.9 les résultats obtenus pour les réponses V2 et
Edef respectivement. On constate que la contribution de l’excentricité est nulle dans la variation
des réponses V2 et Edef , le coefficient de variation reste constant en prenant ey déterministe. La
contribution de kz est forte, en la prenant déterministe le coefficient de variation est nul. On
peut donc penser que l’espace des variables de base passe dans ce cas d’une dimension 2 à une
dimension 1. Si on étend ce résultats au cas général, l’espace de dimension 4 (deux excentri-
cités et deux raideurs) devient de dimension 2. On augmente alors faiblement la dimension 1
d’origine (demi angle d’ouverture de fissure). Ce résultat doit être confirmer par une analyse de
sensibilité en présence de chargements aléatoires, des effets de couplages des excentricités avec
les chargements pouvant alors apparaître.

3.5.4 Analyse de sensibilité complète des réponses d’un tube fissuré

3.5.4.1 Méthode de Monte-Carlo

Pour une configuration identique à celle du paragraphe précédent - tube fissuré positionné
entre 0m et −10m - une étude de sensibilité est réalisée en considérant cette fois des chargements
aléatoires. Les mêmes valeurs des paramètres géométriques sont considérées : ouvertures de
fissures ϕ de 20◦ et 40◦, inclinaison λ du tube de 90◦, inclinaison ψ de fissure de 0◦. La sensibilité
des réponses, déplacement V2 et énergie de déformation Edef , est réalisée en calculant leurs
moyennes et leurs coefficients de variation pour les cas suivants :

– toutes les variables prises aléatoires,
– l’excentricité ey déterministe et le reste aléatoire,
– la rigidité kz déterministe et le reste aléatoire.
– les efforts déterministes et le reste aléatoire.

On note que le traitement de manière indépendante des variables ey et kz n’a pas de sens
probabiliste mais permet d’analyser l’influence de chaque variable indépendamment des autres ;
ici cela permet d’analyser si la dimension de l’espace des variables de base a été augmenté de
manière importante, comme cela a été présenté en début de chapitre ou faible, comme cela a été
obtenu au paragraphe précédent.

Les résultats obtenus pour V2 et Edef sont présentés dans les tableaux 3.11 et 3.12 respecti-
vement.

Tout aléatoire ey déterministe kz déterministe Efforts dét.

ϕ [◦] 20 40 20 40 20 40 20 40

µ(V2) [cm] 1,17 1,88 1,17 1,88 1,04 1,83 1,17 1,88

CoV [%] 40 33 40 33 29 29 27 16

Tab. 3.11 – Sensibilité de V2 aux variables de transfert.
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Tout aléatoire ey déterministe kz déterministe Efforts dét.

ϕ [◦] 20 40 20 40 20 40 20 40

µ(Edef ) [Nm] 447,6 780,4 447,6 780,4 388,1 753,5 413,4 720,8

CoV [%] 70 62 70 62 58 58 33 17

Tab. 3.12 – Sensibilité de Edef aux variables de transfert.

On observe une influence dominante des efforts de houle sur le coefficient de variation. Les
autres paramètres pris déterministes n’introduisent d’ailleurs aucun biais sur l’estimation de la
moyenne. La rigidité kz a une influence plus importante sur V2 que sur Edef , ce qui a été observé
par l’analyse de sensibilité physique. Pour l’excentricité ey, son influence reste nulle sur les deux
réponses étudiées.

3.5.4.2 Analyse de sensibilité par analyse différentielle

L’étude de sensibilité différentielle est appliquée d’abord au déplacement V2 du nœud 2 du
tube étudié (figure 3.14). Un développement au premier ordre est réalisé en utilisant l’expression
(3.68).

Les contributions des variables aléatoires dans la variation du déplacement U2 sont présentés
dans le tableau 3.13. On observe que l’effort V y

2 suivant la direction de la houle est dominant
et que ey a une contribution nulle pour les deux ouvertures de fissures. La rigidité kz intervient
quand à elle de manière nettement moins significative. Pour un demi angle d’ouverture de 20◦,
cette contribution est même négligeable, ce qui est en contradiction avec le résultat obtenu
avec la méthode de Monte-Carlo. L’introduction des termes de covariance n’a pas permis de
corriger ce résultat. L’explication pourrait se trouver dans les limites de l’analyse de sensibilité
par la méthode de Monte-Carlo qui peut donner des tendances mais ne permet pas de quantifier
l’influence de chaque variable, notamment lorsque les biais sur l’estimation de l’espérance sont
importants. Les effets des autres paramètres sont nuls ou quasiment nuls.

Pour la même configuration et les mêmes ouvertures de fissure, la sensibilité de l’énergie de
déformation Edef est analysée ; les résultats sont présentés dans le tableau 3.14. Les variables
aléatoires ey, N2, N3, V

y
2 , Γ

z
2 et Γz

3 contribuent de la même manière dans l’énergie de déformation
que dans le déplacement U2. En augmentant l’ouverture de la fissure, la rigidité kz intervient
d’une manière moins importante dans l’énergie de déformation. Ceci est dû au poids relatif des
sollicitations plus important dans ce cas comme cela a été constaté dans l’étude de sensibilité
physique. D’une manière générale, les constatations faites avec l’analyse différentielle confirment
l’analyse faite par la méthode de Monte-Carlo. Elles permettent de conclure que pour l’EFPF,
la dimension de l’espace des variables de base, dans le cas général, passe de 1 (demi angle
d’ouverture) à 2 (raideurs).
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3.5. Analyse de sensibilité des réponses aux variables de base

ey kz N2 N3 V y
2 Γz

2 Γz
3

ϕ = 20◦ 0% 0,5% 0% 0% 69% 4% 0%

ϕ = 40◦ 0% 7% 0% 0% 82% 4% 0,1%

Tab. 3.13 – Contributions τi des variables aléatoires dans la variation du déplacement U6 pour
un tube vertical fissuré (analyse différentielle au premier ordre).

ey kz N2 N3 V y
2 Γz

2 Γz
3

ϕ = 20◦ 0% 0,5% 0% 0% 69,5% 3% 0%

ϕ = 40◦ 0% 2,5% 0% 0% 80% 3,2% 0,2%

Tab. 3.14 – Contributions τi des variables aléatoires dans la variation de Edef pour un tube
vertical fissuré (analyse différentielle au premier ordre).

3.5.5 Analyse de sensibilité par la méthode de Monte-Carlo pour un tripode

La surface de réponse physique n’étant pas disponible pour le tripode, seules des analyses
de sensibilité par la méthode de Monte-Carlo sont envisagées.

Dans un premier temps, nous étudions la sensibilité du déplacement du nœud P6 du tripode
(figure 3.4) en fonction de l’ouverture de fissure pour différentes inclinaisons et différentes posi-
tions sur la structure. Après réalisation de plusieurs calculs, il est constaté qu’une fissure présente
au nœud P5 du tube dv2 induit une variabilité importante sur la réponse. Cela est dû à la faible
redondance de la structure au voisinage de cette fissure. On présente dans le tableau 3.15 les
résultats obtenus dans ce cas. Les calculs sont réalisés pour des distributions de ϕ de moyennes
m(ϕ) de 20◦, 30◦, 40◦, 50◦ et 60◦ et pour des inclinaisons ψ de valeurs 0◦, 45◦, 90◦, 135◦, 180◦ et
270◦. On rappelle que les distributions de ϕ sont tronquées à une valeur maximale de 90◦ ; cela
signifie qu’on a moins de dispersion de l’ouverture de fissure en augmentant sa moyenne. La
troncature a été introduite par l’obligation de respecter le domaine de validité de l’interpolation
des raideurs ky et kz.

On observe d’après le tableau 3.15 une forte influence de ϕ sur les grandeurs statistiques
du déplacement U6. Ainsi, pour une inclinaison nulle de la fissure, le coefficient de variation du
déplacement passe de 91% à 40% pour une demi ouverture de fissure allant de 20◦ à 50◦. On
observe aussi une diminution des valeurs des propriétés de U6 en augmentant l’inclinaison ψ de
0◦ à 90◦ ; elles diminuent ensuite avec présence d’une symétrie par rapport à la valeur ψ de 90◦.
Cette symétrie a été observée aussi par rapport à des angles ψ de 180◦ et 270◦, ce qui montre
la qualité de l’identification des paramètres du modèle EFPF.

Pour les autres positions de la fissure, les variations des propriétés statistiques de U6 ne sont
pas significatives. Les résultats obtenus pour des fissures en P1 de dv1, P1 de db1, P1 de db2 et
P3 de db5 sont : une moyenne du déplacement µ(U6) de 2, 73× 10−2 m, un écart type σ(U6) de
0, 8× 10−2 m et un coefficient de variation de 29 %.
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Chapitre 3. Fiabilité par surfaces de réponse d’une structure fissurée sollicitée par une houle de tempête

m(ϕ) [◦] 20 30 40 50 60

µ(U6) [m] 5× 10−2 6, 7× 10−2 9, 3× 10−2 14, 8× 10−2 18, 6× 10−2

ψ = 0◦ σ(U6)[m] 4, 6× 10−2 3, 4× 10−2 4, 9× 10−2 5, 9× 10−2 7, 5× 10−2

CoV [%] 91 51 53 40 41

µ(U6)[m] 4, 7× 10−2 6, 1× 10−2 8, 3× 10−2 12, 7× 10−2 15, 8× 10−2

ψ = 45◦ σ(U6)[m] 3, 8× 10−2 2, 9× 10−2 4, 1× 10−2 4, 9× 10−2 6, 2× 10−2

CoV [%] 82 48 50 39 39

µ(U6)[m] 4, 2× 10−2 5, 4× 10−2 7× 10−2 10, 4× 10−2 12, 8× 10−2

ψ = 90◦ σ(U6)[m] 3× 10−2 2, 4× 10−2 3, 3× 10−2 3, 9× 10−2 4, 9× 10−2

CoV [%] 71 44 47 38 38

µ(U6)[m] 4, 6× 10−2 6× 10−2 8× 10−2 12, 5× 10−2 15, 6× 10−2

ψ = 135◦ σ(U6)[m] 3, 7× 10−2 2, 9× 10−2 4, 1× 10−2 4, 9× 10−2 6, 2× 10−2

CoV [%] 82 48 51 39 40

µ(U6)[m] 5× 10−2 6, 7× 10−2 9, 3× 10−2 14, 8× 10−2 18, 6× 10−2

ψ = 180◦ σ(U6)[m] 4, 6× 10−2 3, 4× 10−2 4, 9× 10−2 5, 9× 10−2 7, 5× 10−2

CoV [%] 91 51 53 40 41

µ(U6)[m] 4, 2× 10−2 5, 4× 10−2 7× 10−2 10, 4× 10−2 12, 8× 10−2

ψ = 270◦ σ(U6)[m] 3× 10−2 2, 4× 10−2 3, 3× 10−2 3, 9× 10−2 4, 9× 10−2

CoV [%] 71 44 47 38 38

Tab. 3.15 – Grandeurs statistiques de U6 en fonction de ϕ et ψ pour une fissure au nœud P5 du
tube dv2 du tripode.

Les mêmes configurations sont utilisées pour analyser l’influence de l’ouverture d’une fissure,
de son inclinaison et de sa position sur l’énergie de déformation Edef du tripode. Les résultats
obtenus pour une fissure présente au nœud P5 du tube dv2 sont présentés dans le tableau 3.16.
La variation des statistiques de l’énergie de déformation pour une fissure présente au nœud P5

du tube dv2 est moins importante que pour le déplacement. Pour les autres configurations, Les
mêmes tendances et les mêmes constatations sont observées pour Edef que pour le déplacement
U6. Les résultats sont alors : une moyenne µ(Edef ) de 1, 39× 104 Nm, un écart type σ(Edef ) de
8, 8× 103 Nm et un coefficient de variation de 83%.

On peut conclure que dans le cas général, les variables H, T , CD d’une part, fondamentales
pour le calcul des sollicitations et ky, kz d’autre part, gouvernent le problème de fiabilité. Il faut
souligner que pour la majeure partie des positions de fissure considérées, l’analyse des premiers
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3.6. Calcul de fiabilité pour un tripode

m(ϕ) [◦] 20 30 40 50 60

µ(Edef ) [Nm] 1, 52× 104 1, 62× 104 1, 76× 104 2, 07× 104 2, 29× 104

ψ = 0◦ σ(Edef )[Nm] 9, 94× 103 1, 03× 104 1, 11× 104 1, 30× 104 1, 46× 104

CoV [%] 65 64 63 62,5 63,5

µ(Edef ) [Nm] 1, 50× 104 1, 59× 104 1, 71× 104 1, 96× 104 2, 13× 104

ψ = 45◦ σ(Edef )[Nm] 9, 71× 103 1, 01× 104 1, 07× 104 1, 22× 104 1, 35× 104

CoV [%] 64,5 63,5 63 62,5 63

µ(Edef ) [Nm] 1, 48× 104 1, 54× 104 1, 63× 104 1, 83× 104 1, 96× 104

ψ = 90◦ σ(Edef )[Nm] 9, 47× 103 9, 78× 103 1, 03× 104 1, 14× 104 1, 23× 104

CoV [%] 64 63,5 62,5 62,5 63

µ(Edef ) [Nm] 1, 50× 104 1, 58× 104 1, 69× 104 1, 95× 104 2, 12× 104

ψ = 135◦ σ(Edef )[Nm] 9, 68× 103 1, 00× 104 1, 07× 104 1, 21× 104 1, 34× 104

CoV [%] 64,5 63,5 63 62,5 63

µ(Edef ) [Nm] 1, 52× 104 1, 62× 104 1, 76× 104 2, 07× 104 2, 29× 104

ψ = 180◦ σ(Edef )[Nm] 9, 94× 103 1, 03× 104 1, 11× 104 1, 30× 104 1, 46× 104

CoV [%] 65 64 63 62,5 63,5

µ(Edef ) [Nm] 1, 48× 104 1, 54× 104 1, 63× 104 1, 83× 104 1, 96× 104

ψ = 270◦ σ(Edef )[Nm] 9, 47× 103 9, 78× 103 1, 03× 104 1, 14× 104 1, 23× 104

CoV [%] 64 63,5 62,5 62,5 63

µ(Edef ) [Nm] 1, 52× 104 1, 62× 104 1, 76× 104 2, 07× 104 2, 29× 104

ψ = 360◦ σ(Edef )[Nm] 9, 94× 103 1, 03× 104 1, 11× 104 1, 30× 104 1, 46× 104

CoV [%] 65 64 63 62,5 63,5

Tab. 3.16 – Propriétés statistiques de Edef en fonction de ϕ et ψ pour le nœud P5 du tube dv2

du tripode.

moments statistiques (espérance et variance) ne suffit pas ; un calcul de fiabilité, allié à une
taille d’échantillon suffisamment importante, permet alors d’analyser le poids des queues de
distribution.

3.6 Calcul de fiabilité pour un tripode

Des calculs de probabilité de défaillance d’un tripode pour différentes positions, orientations
et ouvertures de fissures ont été réalisés. Dans un premier temps, une fissure présente au nœud
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Chapitre 3. Fiabilité par surfaces de réponse d’une structure fissurée sollicitée par une houle de tempête

P5 du tube dv2 est considérée. En utilisant le critère de fiabilité basé sur le déplacement du nœud
P6, des calculs de la probabilité de ruine sont réalisés en fonction de la position de la fissure ψ

pour différentes valeurs du demi-angle d’ouverture de fissure ϕ. La valeur critique choisie pour le
déplacement est exprimée en fonction de la longueur de la poutre selon une définition classique
rencontrée dans les eurocodes :

U6c =
P5P6

600
= 0, 04088m (3.79)
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Fig. 3.27 – Evolution de Pf pour U6c =

0, 04088m en fonction de ψ pour différentes ou-
vertures de fissure ϕ.

Fig. 3.28 – Evolution de Pf pour U6c =

0, 04088m en fonction de ϕ pour ψ = 0◦, 90◦.

Les résultats obtenus pour le calcul de la probabilité de défaillance Pf sont présentés en figure
3.27. On choisit une représentation en coordonnées cylindriques, l’angle repérant la position de
la fissure ψ et le rayon indiquant le niveau de probabilité. On observe une diminution de Pf pour
les inclinaisons de fissure ψ variant de 0◦ à 90◦, puis une augmentation jusqu’à 180◦ avec présence
d’une symétrie par rapport à 90◦. Une symétrie par rapport à 180◦ est également observée. En
figure 3.28 on présente l’évolution de Pf en fonction ϕ pour les inclinaisons ψ de 0◦ et 90◦. On
constate donc d’après les figures 3.27 et 3.28 que l’inclinaison et l’ouverture de fissure jouent un
rôle important sur l’évaluation de la probabilité de défaillance d’une structure.

Le critère basé sur l’énergie de déformation de la structure est utilisé ensuite. Pour permettre
de soulever le rôle des queues de distribution sur le calcul de fiabilité, deux valeurs critiques sont
choisies : Edefc1

= 1, 3951×104 Nm et Edefc2
= 2, 9944×104 Nm. La deuxième valeur correspond

à l’énergie de déformation observée sur une structure non fissurée pour un déplacement égal à
la valeur critique U6c. Les résultats obtenus sont présentés en figures 3.29 et 3.30 pour les deux
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3.6. Calcul de fiabilité pour un tripode

valeurs critiques Edefc1
= 1, 3951× 104 Nm et Edefc2

= 2, 9944× 104 Nm respectivement.
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Fig. 3.29 – Evolution de Pf pour Edefc1
=

1, 3951 × 104 Nm en fonction de ψ pour diffé-
rentes ouvertures de fissure ϕ.

Fig. 3.30 – Evolution de Pf pour Edefc2
=

2, 9944 × 104 Nm en fonction de ψ pour diffé-
rentes ouvertures de fissure ϕ.

Les mêmes tendances et les mêmes constatations sont réalisées que celles obtenues pour le
critère en déplacement. Il est à noter pourtant que les variations de Pf pour les deux valeurs
critiques retenues ne sont pas les mêmes ; pour Edef c1 (figure 3.29), on a une variation de la
probabilité de défaillance Pf entre ψ = 0◦ et ψ = 90◦ pour ϕ = 60◦ de 14%, tandis que pour
Edef c2 et pour la même configuration (figure 3.30), on a une variation de Pf de 32%.

En figures 3.31 et 3.32, on présente l’évolution de Pf en fonction de ϕ pour les inclinaisons ψ

de 0◦ et 90◦ pour les deux valeurs critiques de l’énergie de déformation considérées. Pour ψ = 0◦,
la variation de Pf entre ϕ de 20◦ à 60◦ est de 62% pour Edef c1. Elle est de 207% pour le second
cas. Pour ψ = 90◦, la variation de Pf est de 42% pour le premier cas et de 133% pour le second
cas.

Les résultats obtenus soulignent le rôle important joué par le choix des valeurs critiques pour
le calcul de la probabilité de défaillance Pf .

En comparant les résultats obtenus par les deux critères, on observe :

– des formes d’évolution de la probabilité de défaillance en fonction de ϕ (figure 3.28) très
différentes selon le critère,

– que l’influence de la position de la fissure ψ sur la probabilité de défaillance est moins
importante dans le cas du critère en déplacement (0,32% entre ψ = 0◦ et ψ = 90◦ pour
ϕ = 60◦) que dans celui du critère en déformation (32%),
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Chapitre 3. Fiabilité par surfaces de réponse d’une structure fissurée sollicitée par une houle de tempête
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Fig. 3.31 – Evolution de Pf pour Edefc1
=

1, 3951 × 104 Nm en fonction de ϕ pour ψ =

0◦, 90◦.

Fig. 3.32 – Evolution de Pf pour Edefc2
=

2, 9944 × 104 Nm en fonction de ϕ pour ψ =

0◦, 90◦.

– que, pour les petites ouvertures de fissure, l’influence de ψ est moindre dans le cas du
critère en énergie de déformation : pour ϕ = 20◦, on obtient une variation de 15% pour le
critère en déplacement entre ψ = 0◦ et ψ = 90◦ contre 10% pour le critère en Edef .

Le choix non seulement des valeurs critiques, mais aussi de la forme du critère choisi, à
valeurs critiques équivalentes, conditionne à la fois le niveau de probabilité de défaillance obtenu
mais aussi sa sensibilité aux paramètres (angle d’ouverture et position de fissure).

3.7 Conclusion

L’effet de fissures traversantes sur le comportement de structures offshore soumises à un
chargement de houle constitue un problème délicat à traiter. La mécanique probabiliste offre le
cadre théorique permettant d’aborder ces études en présence d’aléa. On a choisi dans ce chapitre
de privilégier une approche basée sur des surfaces de réponse physiques. L’objectif étant d’évaluer
la probabilité de défaillance selon deux critères performantiels - déplacement d’un point critique
et énergie de déformation - une analyse de sensibilité physique est d’abord réalisée. Elle met en
évidence le rôle différent des paramètres selon le critère envisagé. On aborde alors avec méthode
le problème du couplage de la mécanique déterministe avec les mathématiques probabilistes
selon les étapes suivantes :

– présentations des surfaces de réponses utilisées comportant les fonctions de transfert et les
variables aléatoires,

– études de sensibilité aux différents niveaux du calcul,
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3.7. Conclusion

Cette étude permet d’analyser l’influence des variables de base et la dimension réelle de l’espace
probabilisé. En effet, pour le problème complet (chargement et longueurs de fissures aléatoires),
cet espace initial est de dimension 7 (H, T , CD, CM , CX , C ′

X ,ϕ), puis passe à une dimension
10 après utilisation du modèle EFPF (H, T , CD, CM , CX , C ′

X , ey, ez, ky et kz). L’analyse de
sensibilité à chaque niveau de réponse puis de manière globale permet de conclure que l’espace
réel est de dimension 5 (H, T , CD, ky et kz). Ce chapitre se conclut sur une étude de fiabilité
d’une structure complexe, de type tripode. Les probabilités de défaillance sont calculées pour
les deux fonctions d’état performantielles retenues. On montre :

– que la probabilité de défaillance est très sensible à la position et à l’orientation de la fissure,
ce qui valide le choix des critères performantiels comme outils d’aide à la décision,

– que les résultats de fiabilité sont très sensibles au choix de la fonction d’état même à
valeurs critiques équivalentes.

137



Chapitre 3. Fiabilité par surfaces de réponse d’une structure fissurée sollicitée par une houle de tempête
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Conclusions et perspectives

Le travail de recherche présenté dans ce mémoire vise à fournir des outils performants pour
le calcul mécanique des structures marines tubulaires fissurées par la méthodologie des surfaces
de réponse.

• Dans le chapitre 1, nous avons présenté la méthodologie des surfaces de réponse, ses dif-
férentes formes et ses méthodes de construction. Pour la construction de surfaces de réponse
analytiques, l’accent est mis sur les surfaces de réponse quadratiques. L’utilisation de ce concept
en fiabilité a permis de montrer des exigences particulières et l’intérêt des surfaces de réponse
physiques. On s’appuie sur ces éléments pour développer dans le chapitre 2 un modèle physique
qui sert de base à la surface de réponse correspondante au chapitre 3.

• Afin de réaliser des modélisations numériques des structures tubulaires fissurées avec un
moindre coût de calcul, un élément fini poutre fissurée (EFPF) est présenté dans le second
chapitre. Deux méthodes de construction sont adoptées, il s’agit des méthodes des forces et des
déplacements. Les différentes étapes de construction sont présentées et des comparaisons entre les
deux méthodes sont réalisées. La méthode des forces fournit des expressions de la matrice de ri-
gidité de l’EFPF beaucoup plus complexes que celles obtenues par la méthode des déplacements.
Néanmoins, les deux méthodes donnent des résultats identiques pour toutes les configurations
et les structures étudiées. Les paramètres du modèle EFPF sont identifiés pour l’exemple d’un
tube encastré à une plaque rigide en utilisant des éléments finis volumiques. L’identification est
réalisée pour différentes inclinaisons de tube et différentes ouvertures et inclinaisons de la fissure.
Des exemples de validation du modèle proposé conduisent à des résultats satisfaisants.

• Le chapitre 3 s’appuie alors sur ce modèle EFPF pour construire la surface de réponse
correspondante. On introduit alors un chargement aléatoire de houle. On propose de réaliser
les calculs de fiabilité à partir de deux fonctions d’état : le déplacement d’un nœud critique et
l’énergie de déformation. On suit alors de manière méthodique un plan d’analyse de sensibilité
des réponses au variables de base, en s’appuyant sur la méthode de Monte-Carlo et la méthode
d’analyse différentielle. On montre alors que les variables de base ont un poids très différent dans
la variance des réponses et que la dimension de l’espace des probabilités peut être réduite à 5. On
est alors en mesure de réaliser une étude de fiabilité selon les deux fonctions d’état (déplacement,
énergie de déformation). Des analyses d’ouverture et de position de fissures montrent que les
critères choisis peuvent constituer des outils intéressants d’aide à la décision pour les structures
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Chapitre 3. Conclusions et perspectives

de type tripode, dans le cadre de plan d’inspection, maintenance, réparation ([SR03], [SRR03b]).
• Parmi les perspectives de ce travail, on peut dégager 3 grands axes :
– Un travail sur des échantillons de taille plus importante afin de différentier les queues de

distribution des réponses pour des fissures au voisinage desquelles la structure présente
une certaine redondance. Des études préliminaires ont montré l’intérêt de cette piste.

– Par manque de temps, une fonction d’état complémentaire basée sur le facteur d’intensité
de contrainte n’a pu être étudiée. Il paraît intéressant de l’envisager.

– Enfin, l’influence des biosalissures marines sur le niveau du chargement multiplié par 2 ou 3
dans certaines régions doit être envisagé. Une étude de sensibilité des réponses mécaniques
à la variable θmg et aux nouvelles variables d’interaction fluide-structure, représentant leur
influence sur la structure, paraît nécessaire et de grande utilité (une thèse est en cours sur
cette question au laboratoire).
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Annexe A

Construction de l’élément fini poutre fissurée
par la méthode des forces

A.1 Cas bidimensionnel

Le vecteur force de l’EFPF aux deux noeuds 1 et 2 est :
〈
F

〉e =
〈

N1 T y
1 M z

1 N2 T y
2 M z

2

〉
(A.1)

et le vecteur force réduit au noeud 2 est :
〈
Fr

〉e =
〈

N2 T y
2 M z

2

〉
(A.2)

Les deux vecteurs forces {F}e et {Fr}e sont liés par la relation suivante :
{
F

}e = [B]
{
Fr

}e (A.3)

avec [B] est la matrice d’équilibre de l’élément fini.
La projection des équations d’équilibre sur les axes du repère local de l’EFPF aux deux

noeuds 1 et 2 donne : 



N1 + N2 = 0

T y
1 + T y

2 = 0

M z
1 + M z

2 + N2(ey,2 − ey,1) + T y
2 l = 0

(A.4)

donc la matrice d’équilibre [B] est :

[B] =




−1 0 0

0 −1 0

ey,1 − ey,2 −l −1

1 0 0

0 1 0

0 0 1




(A.5)
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Pour un élément simplement fissuré au noeud 1, dont ey,1 = e, la matrice d’équilibre est
réduite à :

[B] =




−1 0 0

0 −1 0

e −l −1

1 0 0

0 1 0

0 0 1




(A.6)

Pour exprimer la matrice de souplesse réduite S
e
r de l’EFPF on étudie l’équilibre d’une

portion de cet élément dont les équations d’équilibre sont :





N(x) + N1 = 0

T y(x) + T y
1 = 0

M z(x) + M z
1 −N(x)ey,1 + T y(x)x = 0

(A.7)

En exprimant le vecteur force d’un point M(x) de la structure en fonction du vecteur force
réduit {Fr}e on obtient les fonctions d’interpolation 〈Ni(x)〉 :





N(x) = 〈N1(x)〉 {Fr}e

T y(x) = 〈N2(x)〉 {Fr}e

M z(x) = 〈N3(x)〉 {Fr}e

M z
1 = 〈N4〉 {Fr}e

(A.8)

avec

〈N1(x)〉 =
〈

1 0 0
〉

(A.9)

〈N2(x)〉 =
〈

0 1 0
〉

(A.10)

〈N3(x)〉 =
〈

0 l − x 1
〉

(A.11)

et 〈N4(x)〉 =
〈

ey,1 − ey,2 −l −1
〉

(A.12)
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A.2. Cas tridimensionnel

A.2 Cas tridimensionnel

En projetant les équations d’équilibre de l’élément fini sur les axes de son repère local on
trouve : 




N1 + N2 = 0

T y
1 + T y

2 = 0

T z
1 + T z

2 = 0

Mx
1 + Mx

2 = 0

My
1 + My

2 − T z
2 l + N2(ez,1 − ez,2) = 0

M z
1 + M z

2 + T y
2 l + N2(ey,2 − ey,1) = 0

(A.13)

La matrice d’équilibre [B] devient :

[B] =




−1 0 0 0 0 0

0 −1 0 0 0 0

0 0 −1 0 0 0

0 0 0 −1 0 0

ez,2 − ez,1 0 l 0 −1 0

ey,1 − ey,2 −l 0 0 0 −1

1 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0

0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 1




(A.14)

Pour exprimer la matrice de souplesse réduite S
e
r de l’EFPF dans le repère local on étudie

l’équilibre d’une portion de cet élément dont les équations d’équilibre sont :




N(x)−N2 = 0

T y(x)− T y
2 = 0

T z(x)− T z
2 = 0

Mx(x)−Mx
2 = 0

My(x)−My
2 + N2ez,2 + T z

2 (l − x) = 0

M z(x)−M z
2 −N2ey,2 − T y

2 (l − x) = 0

(A.15)

On exprime les efforts à un point M d’abscisse x de l’élément fini en fonction du vecteur
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force réduit {Fr}e et des fonctions d’interpolations 〈Ni(x)〉 :




N(x) = 〈N1(x)〉 {Fr}e

Mx(x) = 〈N2(x)〉 {Fr}e

My(x) = 〈N3(x)〉 {Fr}e

M z(x) = 〈N4(x)〉 {Fr}e

My
1 = 〈N5〉 {Fr}e

M z
1 = 〈N6〉 {Fr}e

My
2 = 〈N7〉 {Fr}e

M z
2 = 〈N8〉 {Fr}e

(A.16)

avec :

〈N1(x)〉 =
〈

1 0 0 0 0 0
〉

(A.17)

〈N2(x)〉 =
〈

0 0 0 1 0 0
〉

(A.18)

〈N3(x)〉 =
〈
−ez,2 0 x− l 0 1 0

〉
(A.19)

〈N4(x)〉 =
〈

ey,2 l − x 0 0 0 1
〉

(A.20)

〈N5〉 =
〈

ez,2 − ez,1 0 l 0 −1 0
〉

(A.21)

〈N6〉 =
〈

ey,1 − ey,2 −l 0 0 0 −1
〉

(A.22)

〈N7〉 =
〈

0 0 0 0 1 0
〉

(A.23)

〈N8〉 =
〈

0 0 0 0 0 1
〉

(A.24)

L’énergie de contrainte Econt d’un élément fini poutre doublement fissurée aux noeuds 1 et 2
est :

Econt =
1
2

∫ l

0

N2(x)
ES

dx +
1
2

∫ l

0

Mx2(x)
GJ

dx +
1
2

∫ l

0

My2(x)
EI

dx +
1
2

∫ l

0

M z2(x)
EI

dx

+
1
2

My
1

2

ky,1
+

1
2

M z
1

2

kz,1
+

1
2

My
2

2

ky,2
+

1
2

M z
2

2

kz,2
(A.25)

=
1
2

〈
F

e
r

〉 (∫ l

0

〈N1(x)〉 {N1(x)}
ES

+
〈N2(x)〉 {N2(x)}

GJ
+
〈N3(x)〉 {N3(x)}

EI
+
〈N4〉 {N4}

EI
dx

+
〈N5〉 {N5}

ky,1
+
〈N6〉 {N6}

kz,1
+
〈N7〉 {N7}

ky,2
+
〈N8〉 {N8}

kz,2

)
{F e

r} (A.26)

A partir de la relation (2.6) on déduit l’expression de la matrice de souplesse réduite S
e
r :

S
e
r =

∫ l

0

〈N1(x)〉 {NT
1 (x)}

ES
+
〈N2(x)〉 {N2(x)}

GJ
+
〈N3(x)〉 {N3(x)}

EI
+
〈N4(x)〉 {N4(x)}

EI
dx

+
〈N5〉 {N5}

ky,1
+
〈N6〉 {N6}

kz,1
+
〈N7〉 {N7}

ky,2
+
〈N8〉 {N8}

kz,2
(A.27)
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A.3. Élément fini poutre fissurée en 2D dans sa base locale

donc l’expression matricielle de S
e
r est :

S
e
r =

[
S

e
r1 Sr2

]
(A.28)

Sr1 =




f1
l2ey,2

2EI + l(ey,2−ey,1)
kz,1

l2ez,2

2EI + l(ez,2−ez,1)
ky,1

l2ey,2

2EI + l(ey,2−ey,1)
kz,1

l3

3EI + l2

kz,1
0

l2ez,2

2EI + l(ez,2−ez,1)
ky,1

0 l3

3EI + l2

ky,1

0 0 0

−lez,2

EI + ez,1−ez,2

ky,1
0 −l

ky,1
− l2

2EI

ley,2

EI + ey,2−ey,1

kz,1

l
kz,1

+ l2

2EI 0




(A.29)

Sr2 =




0 −lez,2

EI + ez,1−ez,2

ky,1

ley,2

EI + ey,2−ey,1

kz,1

0 0 l
kz,1

+ l2

2EI

0 −l
ky,1

− l2

2EI 0
l

GJ 0 0

0 1
ky,1

+ 1
ky,2

+ l
EI 0

0 0 1
kz,1

+ 1
kz,2

+ l
EI




(A.30)

avec
f1 =

l

ES
+

ley,2
2

EI
+

lez,2
2

EI
+

(ey,2 − ey,1)2

kz,1
+

(ez,1 − ez,2)2

ky,1
(A.31)

On remarque que l’on obtient le résultat de l’élément fini poutre fissurée au noeud 1 et non
fissuré au noeud 2 pour les excentricités ey,2 = 0 et ez,2 = 0 et les rigidités, ky,2 et kz,2, qui
tendent vers l’infini.

A.3 Élément fini poutre fissurée en 2D dans sa base locale

A.3.1 Cas d’un élément fini doublement fissuré

On peut faire une extension de la matrice de rigidité de l’EFPF à un élément fini poutre
doublement fissurée aux noeuds 1 et 2. En calculant sa matrice de souplesse, à partir de (2.7),
on trouve :

S
e
r =




l
ES + 1

kz,1
(ey,1 − ey,2)2 −l

kz,1
(ey,1 − ey,2) −1

kz,1
(ey,1 − ey,2)

−l
kz,1

(ey,1 − ey,2) l
GS + l3

3EI + l2

kz,1

l2

2EI + l
kz,1

−1
kz,1

(ey,1 − ey,2) l2

2EI + l
kz,1

l
EI + 1

kz,1




(A.32)
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Après calcul sous Matlab, en utilisant (2.10), on obtient sa matrice de rigidité réduite :

K
e
r =




f1ES
lf5

6 (ey,1−ey,2)EIGSES
f5

2f ′2EIES
lf5

6 (ey,1−ey,2)EIESGS
f5

12f ′3EIGS
lf5

−6 (f ′3+EI)EIGS
f5

2f ′2EIES
lf5

−6 (f ′3+EI)EIGS
f5

4f ′4EI
lf5




(A.33)

avec

f1 = 12lEIkz,1 + 12E2I2 + l3GSkz,1 + 4l2EIGS (A.34)

f ′2 = (ey,1 − ey,2)(−l2GS + 6EI) (A.35)

f ′3 = lkz,1 + EI + ESey,1
2 − 2ESey,1ey,2 + ESey,2

2 (A.36)

f ′4 = 3lEIkz,1 + l3GSkz,1 + 3l2EIGS + 3ey,1
2EIES + l2ey,1

2ESGS − 6ey,1ey,2EIES − 2l2ey,1ey,2ESGS

+3ey,2
2EIES + l2ey,2

2ESGS (A.37)

f5 = 12lkz,1EI + 12E2I2 + l3kz,1GS + 4l2EIGS + 12ey,1
2EIES + l2ey,1

2ESGS − 24ey,1ey,2EIES

−2l2ey,1ey,2ESGS + 12ey,2
2EIES + l2ey,2

2ESGS (A.38)

Pour la validation de cette expression concernant un élément fini doublement fissuré on se
propose à titre d’illustration de comparer le terme de traction dans la matrice de rigidité (A.33)
à celui obtenu pour la poutre simplement fissurée en faisant tendre ey,2 vers 0. Cela revient à
comparer les deux termes f4 et f5 ((2.14) et (A.38)) :

f5ey,2→0 = 12lkz,1EI + 12E2I2 + l3kz,1GS + 4l2EIGS + 12ey,1
2EIES

+l2ey,1
2ESGS (A.39)

= f4 (A.40)

On fait de même pour les autres éléments des matrices de rigidité des deux éléments finis
fissurés, les éléments de la matrice de rigidité d’un élément fini doublement fissuré tendent vers
ceux de la matrice de rigidité d’un élément fini simplement fissuré pour ey,2 → 0.

La matrice de rigidité globale d’un élément fini poutre bidimensionnelle (2D) doublement
fissurée aux noeuds 1 et 2 est présentée par :

K
e =




f6 f5 −f7 −f6 −f5 −2f3

f5 12f4 6 lkz,1EIGS
f1

−f5 −12f4 6f2

−f7 6 lkz,1EIGS
f1

Ekz,1f8

f1
f7 −6 lkz,1EIGS

f1
−2kz,1EIf10

f1

−f6 −f5 f7 f6 f5 2f3

−f5 −12f4 −6 lkz,1EIGS
f1

f5 12f4 −6f2

−2f3 6f2 −2kz,1EIf10

f1
2f3 −6f2 4f9EI

lf1




(A.41)
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où les facteurs fi sont définis par :

f1 = 12lEIkz,1 + 12E2I2 + l3GSkz,1 + 4l2EIGS + 12ey,1
2EIES + l2ey,1

2ESGS − 24ey,1ey,2EIES

−2l2ey,1ey,2ESGS + 12ey,2
2EIES + l2ey,2

2ESGS (A.42)

f2 =
(lkz,1 + 2EI + ey,1

2ES − 2ey,1ey,2ES + ey,2
2ES)EIGS

f1
(A.43)

f3 =
(ey,1 − ey,2)(−l2GS + 6EI)EIES

lf1
(A.44)

f4 =
(lkz,1 + EI + ESey,1

2 − 2ey,1ey,2ES + ey,2
2ES)EIGS

lf1
(A.45)

f5 = 6
(ey,1 − ey,2)EIESGS

f1
(A.46)

f6 =
(12lkz,1EI + 12E2I2 + l3kz,1GS + 4l2EIGS)ES

lf1
(A.47)

f7 =
(ey,1 − ey,2)kz,1ES(12EI + l2GS)

f1
(A.48)

f8 = 12EI2 + 12Sey,1
2EI + l2ey,1

2GS2 − 24ey,1ey,2EIS − 2l2ey,1ey,2GS2 + 12ey,2
2EIS + l2ey,2

2GS2

+4l2IGS (A.49)

f9 = 3lkz,1EI + l3kz,1GS + 3l2EIGS + 3ey,1
2EIES + l2ey,1

2ESGS − 6ey,1ey,2EIES

−2l2ey,1ey,2ESGS + 3ey,2
2EIES + l2ey,2

2ESGS (A.50)

f10 = −l2GS + 6EI (A.51)

A.3.2 Cas d’un élément fini simplement fissuré

Pour un élément fini poutre fissurée d’un seul côté au noeud 1, la matrice de rigidité globale
se réduit à :

K
e =




f5 6f10 −f6 −f5 −6f10 −2f3

6f10 12f4 6 lkz,1EIGS
f1

−6f10 −12f4 6f2

−f6 6 lkz,1EIGS
f1

kz,1Ef7

f1
f6 −6 lkz,1EIGS

f1
−2kz,1EIf9

f1

−f5 −6f10 f6 f5 6f10 2f3

−6f10 −12f4 −6 lkz,1EIGS
f1

6f10 12f4 −6f2

−2f3 6f2 −2kz,1EIf9

f1
2f3 −6f2 4EIf8

lf1




(A.52)
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avec

f1 = 12lkz,1EI + 12E2I2 + l3kz,1GS + 4l2EIGS + 12ey,1
2EIES + l2ey,1

2ESGS(A.53)

f2 =
(lkz,1 + 2EI + ey,1

2ES)EIGS

f1
(A.54)

f3 =
ey,1EIES(−l2GS + 6EI)

lf1
(A.55)

f4 =
f2

l
− E2I2GS

lf1
(A.56)

f5 =
ES(f1 − 12ey,1

2EIES − l2ey,1
2ESGS)

lf1
(A.57)

f6 =
ey,1kz,1ES(12EI + l2GS)

f1
(A.58)

f7 = 12ey,1
2EIS + l2ey,1

2GS2 + 4l2IGS + 12EI2 (A.59)

f8 = 3lkz,1EI + l3kz,1GS + 3l2EIGS + 3ey,1
2EIES + l2ey,1

2ESGS (A.60)

f9 = −l2GS + 6EI (A.61)

f10 =
ey,1EIESGS

f1
(A.62)

A.4 Élément fini poutre fissurée en 3D dans sa base locale

A.4.1 Cas d’un élément fini doublement fissuré

Dans le cas tridimensionnel la matrice de rigidité, obtenue par la méthode des forces, élé-
mentaire d’un élément fini doublement fissuré est (calculs faits sous MATLAB) :

K
e =


 K

e
11 K

e
12

K
e
21 K

e
22


 (A.63)

K
e
11 =




f45f47ES
lf39

f65 f59 0 f76

lf39

−f77

lf39

f65
12If48E

l3f39
f58 0 6f78

l2f39
6f75

f59 f58
12If50E

l3f39
0 6f79

l2f39
6f74

0 0 0 GJ
l 0 0

f76

lf39

6f78

l2f39

6f79

l2f39
0 f80

f39

f81

lf39

−f77

lf39
6f75 6f74 0 f81

lf39

−f84

f39




(A.64)
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K
e
12 =

(
K

e
21

)T
=




−f45f47ES
lf39

f69 f64 0 −f41f47ESky,2

f39

f45f40ESkz,2

f39

f69
−12If48E

l3f39
f63 0 6f57

6If49Ekz,2

lf39

f64 f63
−12If50E

l3f39
0 −6If51Eky,2

lf39
−6f56

0 0 0 −GJ
l 0 0

f73 −6f75 f62 0 f82

f39

−f83

f39

f71 f67 −6f74 0 f85

f39

−f86

f39




(A.65)

K
e
22 =




f45f47ES
lf39

f65 f59 0 f41f47ESky,2

f39

−f45f40ESkz,2

f39

f65
12If48E

l3f39
f58 0 −6f57

−6If49Ekz,2

lf39

f59 f58
12If50E

l3f39
0 6If51Eky,2

lf39
6f56

0 0 0 GJ
l 0 0

f41f47ESky,2

f39
−6f57

6If51Eky,2

lf39
0 f53Eky,2

f39
−f55

−f45f40ESkz,2

f39

−6If49Ekz,2

lf39
6f56 0 −f55

f54Ekz,2

f39




(A.66)

avec

f1 = E3SI2ey,1
2lkz,2 (A.67)

f2 = E3SI2ky,1ey,1
2l (A.68)

f3 = E2SIky,1ey,1
2l2kz,2 (A.69)

f4 = E3SI2ey,1
2lky,2 (A.70)

f5 = E2SIey,1
2l2ky,2kz,2 (A.71)

f6 = E2SIky,1ey,1
2l2ky,2 (A.72)

f7 = E3SI2ky,1ey,2ey,1l (A.73)

f8 = E3SI2ey,2ey,1lky,2 (A.74)

f9 = E2SIky,1ey,2ey,1l
2ky,2 (A.75)

f10 = E3SI2kz,1ez,1
2l (A.76)

f11 = E3SI2ez,1
2lkz,2 (A.77)

f12 = E2SIkz,1ez,1
2l2kz,2 (A.78)

f13 = E3SI2ez,1
2lky,2 (A.79)

f14 = E2SIkz,1ez,1
2l2ky,2 (A.80)

f15 = E2SIez,1
2l2ky,2kz,2 (A.81)

f16 = E3SI2kz,1ez,2ez,1l (A.82)

f17 = E3SI2ez,2ez,1lkz,2 (A.83)

f18 = E2SIkz,1ez,2ez,1l
2kz,2 (A.84)
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f19 = ley,2
2Skz,1E

3I2 (A.85)

f20 = ley,2
2Sky,1E

3I2 (A.86)

f21 = l2ey,2
2Sky,1kz,1E

2I (A.87)

f22 = ley,2
2SE3I2ky,2 (A.88)

f23 = l2ey,2
2Skz,1E

2Iky,2 (A.89)

f24 = l2ey,2
2Sky,1ky,2E

2I (A.90)

f25 = lez,2
2Skz,1E

3I2 (A.91)

f26 = lez,2
2SE3I2kz,2 (A.92)

f27 = l2ez,2
2Skz,1E

2Ikz,2 (A.93)

f28 = lez,2
2Sky,1E

3I2 (A.94)

f29 = l2ez,2
2Sky,1kz,1E

2I (A.95)

f30 = l2ez,2
2Sky,1E

2Ikz,2 (A.96)

f31 = l3Iky,1kz,1Ekz,2 (A.97)

f32 = l3Ikz,1Eky,2kz,2 (A.98)

f33 = l3Iky,1kz,1ky,2E (A.99)

f34 = l3Iky,1ky,2Ekz,2 (A.100)

f35 = ESky,1ey,1
2l3ky,2kz,2 (A.101)

f36 = ESkz,1ez,1
2l3ky,2kz,2 (A.102)

f37 = l3ey,2
2Sky,1kz,1ky,2E (A.103)

f38 = l3ez,2
2Sky,1kz,1Ekz,2 (A.104)

f39 = 12f1 + 16f2 + 4f3 + 16f4 + 4f5 + 4f6 + 16f7 + 16f8 + 4f9 + 16f10 + 16f11

+4f12 + 12f13 + 4f14 + 4f15 + 16f16 + 16f17 + 4f18 + 12f19 + 16f20 + 4f21

+16f22 + 4f23 + 4f24 + 16f25 + 16f26 + 4f27 + 12f28 + 4f29 + 4f30 + 4f31

+4f32 + 4f33 + 4f34 + f35 + f36 + f37 + f38 + 48lI3E3kz,2 + 48ey,2
2SE4I3

+12l2I2ky,1ky,2E
2 + l4ky,1kz,1ky,2kz,2 + 48lI3kz,1E

3 + 48E4SI3ey,1
2

+48lI3ky,1E
3 + 16l2I2E2ky,2kz,2 + 48ez,2

2SE4I3 + 48lI3E3ky,2

+48E4SI3ez,1
2 + 16l2I2ky,1E

2kz,2 + 144I4E4 + 16l2I2kz,1E
2ky,2

+12l2I2kz,1E
2kz,2 + 16l2I2ky,1kz,1E

2 + 48E4SI3ez,2ez,1

+48E4SI3ey,2ey,1 (A.105)

f40 = ley,2kz,1 + 4EIey,2 + 2EIey,1 (A.106)

f41 = lez,2ky,1 + 4EIez,2 + 2EIez,1 (A.107)

f42 = lez,2ky,1 + 2EIez,2 − ez,1lky,2 − 2EIez,1 (A.108)

f43 = E2SIky,1ey,2ey,1l (A.109)
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f44 = E2SIkz,1ez,2ez,1l (A.110)

f45 = l2ky,1ky,2 + 4lEIky,2 + 4lky,1EI + 12E2I2 (A.111)

f46 = ley,2kz,1 + 2EIey,2 − ey,1lkz,2 − 2EIey,1 (A.112)

f47 = l2kz,1kz,2 + 4lEIkz,2 + 4lKz,1EI + 12E2I2 (A.113)

f48 = 12f1 + 4f2 + 4f3 + 4f4 + 4f5 + f6 − 8f7 − 8f8 − 2f9 + 4f10 + 4f11 + f14

+f15 + 4f16 + 4f17 + 4f18 + 12f19 + 4f20 + 4f21 + 4f22 + 4f23 + f24 + 4f25

+4f26 + 4f27 + f29 + f30 + 4f31 + 4f32 + f33 + f34 + f35 + f36 + f37 + f38

+l4ky,1kz,1ky,2kz,2 + 12E4SI3ey,1
2 + 12ey,2

2SE4I3 + 12lI3kz,1E
3

+12lI3E3kz,2 + 4l2I2E2ky,2kz,2 + 4l2I2kz,1E
2ky,2 + 4l2I2ky,1E

2kz,2

+4l2I2ky,1kz,1E
2 + 12l2I2kz,1E

2kz,2 − 24E4SI3ey,2ey,1

+4E2SIkz,1ez,1
2l2kz,2 (A.114)

f49 = 4f43 + 4f44 + 24I3E3 + 12lI2kz,1E
2 + 8lI2E2ky,2 + 8lI2ky,1E

2

+8ez,2
2SE3I2 + 8E3SI2ez,1

2 + 12E3SI2ey,1
2 + l3ky,1kz,1ky,2

+l2ez,2
2Sky,1kz,1E + ESkz,1ez,1

2l2ky,2 + ESky,1ey,2ey,1l
2ky,2

+ESky,1ey,1
2l2ky,2 + 4l2Ikz,1Eky,2 + 4l2Iky,1kz,1E + 2l2Iky,1Eky,2

+4lez,2
2Skz,1E

2I + 2lez,2
2Sky,1E

2I + 8E3SI2ez,2ez,1 + 4E2SIkz,1ez,1
2l

+2E2SIez,1
2lky,2 + 4E2SIey,2ey,1lky,2 + 12E3SI2ey,2ey,1 + 4E2SIey,1

2lky,2

+4E2SIky,1ey,1
2l (A.115)

f50 = 4f2 + f3 + 4f4 + f5 + 4f6 + 4f7 + 4f8 + 4f9 + 4f10 + 4f11 + f12 + 12f13

+4f14 + 4f15 − 8f16 − 8f17 − 2f18 + 4f20 + f21 + 4f22 + f23 + 4f24 + 4f25

+4f26 + f27 + 12f28 + 4f29 + 4f30 + f31 + f32 + 4f34 + f35 + f36 + f37

+f38 − 24E4SI3ez,2ez,1 + l4ky,1kz,1ky,2kz,2 + 4l2I2E2ky,2kz,2

+4l2I2kz,1E
2ky,2 + 4l2I2ky,1E

2kz,2 + 4l2I2ky,1kz,1E
2 + 12lI3E3ky,2

+12lI3ky,1E
3 + 12E4SI3ez,1

2 + 12ez,2
2SE4I3 + 12l2I2ky,1ky,2E

2

+4l3Iky,1kz,1ky,2E (A.116)

f51 = 4f43 + 24I3E3 + 4ley,2
2Sky,1E

2I + 8lI2kz, 1E2 + 12lI2ky,1E
2 + 12E3SI2ez,1

2

+8E3SI2ey,1
2 + 2ley,2

2Skz,1E
2I + 8lI2E2kz,2 + 8ey,2

2SE3I2 + 4E2SIky,1ey,1
2l

+8E3SI2ey,2ey,1 + 12E3SI2ez,2ez,1 + 4E2SIkz,1ez,1
2l + 4l2Iky,1kz,1E

+ESky,1ey,1
2l2kz,2 + l3ky,1kz,1kz,2 + ESkz,1ez,1

2l2kz,2 + l2ey,2
2Sky,1kz,1E

+ESkz,1ez,2ez,1l
2kz,2 + 2E2SIey,1

2lkz,2 + 4E2SIez,1
2lkz,2 + 4E2SIez,2ez,1lkz,2

+2l2Ikz,1Ekz,2 + 4l2Iky,1Ekz,2 + 4E2SIkz,1ez,2ez,1l (A.117)
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f53 = 4ESIky,1ey,1
2l2kz,2 + 16E2SI2ez,1

2lkz,2 + 12E2SI2ey,1
2lkz,2 + 48lI3ky,1E

2

+48ez,2
2SE3I3 + 48ey,2

2SE3I3 + 48E3SI3ey,1
2 + 48lI3E2kz,2 + 144I4E3

+4l3Iky,1kz,1kz,2 + 12lez,2
2Sky,1E

2I2 + 16lez,2
2Skz,1E

2I2 + 4l2ez,2
2Sky,1kz,1EI

+16l2I2ky,1kz,1E + 48E3SI3ez,1
2 + l3ez,2

2Sky,1kz,1kz,2 + 48lI3kz,1E
2

+16ley,2
2Sky,1E

2I2 + 16E2SI2kz,1ez,2ez,1l + 48E3SI3ey,2ey,1 + 4l2ez,2
2Skz,1EIkz,2

+16lez,2
2SE2I2kz,2 + 4ESIkz,1ez,2ez,1l

2kz,2 + 48E3SI3ez,2ez,1 + 16E2SI2kz,1ez,1
2l

+4l2ey,2
2Sky,1kz,1EI + 12ley,2

2Skz,1E
2I2 + 4l2ez,2

2Sky,1EIkz,2 + 16l2I2ky,1Ekz,2

+12l2I2kz,1Ekz,2 + 16E2SI2ky,1ey,1
2l + 16E2SI2ky,1ey,2ey,1l + 16E2SI2ez,2ez,1lkz,2

+4ESIkz,1ez,1
2l2kz,2 (A.118)

f54 = 16l2EI2kz,1(ky,1 + ky,2) + 4l3Iky,1kz,1ky,2 + 48lI3E2ky,2 + 12E2SI2ez,1
2lky,2

+16ley,2
2SE2I2ky,2 + 4l2EISey,2

2(ky,1kz,1 + ky,1ky,2 + kz,1ky,2) + 4ESIkz,1ez,1
2l2ky,2

+12l2I2ky,1Eky,2 + 16E2SI2ey,1
2lky,2 + 4ESIky,1ey,1l

2ky,2(ey,1 + ey,2)

+16E2SI2ey,2ey,1lky,2 + 48lI3ky,1E
2 + 48E3I3S(ey,1

2 + ey,2
2 + ez,2

2 + ey,1ey,2

+ez,1ez,2) + 144I4E3 + 12lez,2
2Sky,1E

2I2 + 16lez,2
2Skz,1E

2I2 + 4l2ez,2
2Sky,1kz,1EI

+48E3SI3ez,1
2 + l3ey,2

2Sky,1kz,1ky,2 + 48lI3kz,1E
2 + 16ley,2

2Sky,1E
2I2

+16E2SI2kz,1ez,2ez,1l + 16E2SI2kz,1ez,1
2l + 12ley,2

2Skz,1E
2I2

+16lE2I2Sky,1ey,1(ey,1 + ey,2) (A.119)

f55 =
lf41f40ESky,2kz,2

f39
(A.120)

f56 =
f42f40E

2ISkz,2

lf39
(A.121)

f57 =
f41f46E

2ISky,2

lf39
(A.122)

f58 =
36f42f46E

3I2S

l3f39
(A.123)

f59 =
−6f42f47E

2IS

l2f39
(A.124)

f60 =
(ey,1 − ey,2)f42f47E

2IS

l2f39
(A.125)

f61 =
(ez,2 − ez,1)f42f47E

2IS

l2f39
(A.126)

f62 = −6f61 +
12If50E

l2f39
− 6If51Eky,2

lf39
(A.127)

f63 =
−36f42f46E

3I2S

l3f39
(A.128)

f64 =
6f42f47E

2IS

l2f39
(A.129)
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f65 =
−6f45E

2If46S

l2f39
(A.130)

f66 =
(ey,1 − ey,2)f45E

2If46S

l2f39
(A.131)

f67 = −6f66 − 12If48E

l2f39
+

6If49Ekz,2

lf39
(A.132)

f68 =
(ez,2 − ez,1)f45E

2If46S

l2f39
(A.133)

f69 =
6f45E

2If46S

l2f39
(A.134)

f70 =
(ey,1 − ey,2)f45f47ES

lf39
(A.135)

f71 = f70 +
6f45E

2If46S

lf39
+

f45f40ESkz,2

f39
(A.136)

f72 =
(ez,2 − ez,1)f45f47ES

lf39
(A.137)

f73 = f72 − 6f42f47E
2IS

lf39
− f41f47ESky,2

f39
(A.138)

f74 =
6f42f46E

3I2S

l2f39
+ f56 + f60 (A.139)

f75 = −6f42f46E
3I2Sl2f39 − f57 + f68 (A.140)

f76 = −f72lf39 + 6f42f47E
2IS + f41f47ESky,2l (A.141)

f77 = f70lf39 + 6f45E
2If46S + f45f40ESkz,2l (A.142)

f78 = l2f39(f68 − f57)− 6f42f46E
3I2S (A.143)

f79 = f61l
2f39 − 2If50E + If51Eky,2l (A.144)

f80 = f73f39(ez,2 − ez,1) + f62lf39 + f41f47ESky,2(ez,1 − ez,2)− 6If51Eky,2

+f53Eky,2 (A.145)

f81 = f73lf39(ey,1 − ey,2) + 6l2f39(f68 − f57)− 36f42f46E
3I2S

+f45f40ESkz,2l(ez,2 − ez,1)− 6f42f40E
2ISkz,2l − f55lf39 (A.146)

f82 = Eky,2(f41f47S(ez,2 − ez,1) + 6I (A.147)

f83 = f45f40ESkz,2(ez,2 − ez,1)− 6f42f40E
2ISkz,2 − f55f39 (A.148)

f84 = f71f39(ey,2 − ey,1) + f67lf39 + f45f40ESkz,2(ey,2 − ey,1) + 6If49Ekz,2

−f54Ekz,2 (A.149)

f85 = f41f47ESky,2(ey,1 − ey,2) + 6f41f46E
2ISky,2 + f55f39 (A.150)

f86 = Ekz,2(f45f40S(ey,1 − ey,2)− 6If49 + f54) (A.151)
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A.4.2 Cas d’un élément fini simplement fissuré

Et pour un élément fini simplement fissuré au noeud 1, la matrice de rigidité globale K
e

s’écrit sous la forme :

K
e =





K
e
11 K

e
12

K
e
21 K

e
22



 (A.152)

avec

K
e
11 =




f8ES
lf1

6 f9E2IS
l2f1

6 f10E2IS
l2f1

0 ESf11

f1

−ESf12

f1

6 E2ISf9

l2f1

12 EIf2

l3f1

36ez ey E3I2S
l3f1

0 6 ez ey E2ISky
lf1

6 EIkz f7

lf1

6 f10E2IS
l2f1

36 ez ey E3I2S
l3f1

12 EIf3

l3f1
0 −6 EIky f6

lf1

−6 ez ey E2ISkz
lf1

0 0 0 GJ
l 0 0

ESf11

f1

6 ez ey E2ISky
lf1

−6 EIky f6

lf1
0 Eky f4

f1

−ez ESley kz ky
f1

−ESf12

f1

6 EIkz f7

lf1

−6 ey ez E2ISkz
lf1

0 −ez ESley kz ky
f1

Ekz f5

f1




(A.153)

K
e
12 =




−ESf8

lf1

−6E2ISf9

l2f1

−6E2ISf10

l2f1
0 −2E2ISf10

lf1

2E2ISf9

lf1

−6E2ISf9

l2f1

−12f2EI
l3f1

−36ez ey E3I2S
l3f1

0 −12ez ey E3I2S
l2f1

6EIf13

l2f1

−6E2ISf10

l2f1

−36ez ey E3I2S
l3f1

−12EIf3

l3f1
0 −6EIf14

l2f1

12ez ey E3I2S
l2f1

0 0 0 −GJ
l 0 0

−ESkyf10

f1

−6ey ez E2ISky
lf1

6EIky f6

lf1
0 2EIky f6

f1

2ey ez E2ISky
f1

ESkz f9

f1

−6EIkz f7

lf1

6ey ez E2ISkz
lf1

0 2ey ez E2ISkz
f1

2EIkz f7

f1




(A.154)

K
e
22 =




ESf8

lf1

6E2ISf9

l2f1

6E2ISf10

l2f1
0 2E2ISf10

lf1

−2E2ISf9

lf1

6E2ISf9

l2f1

12EIf2

l3f1

36ez ey E3I2S
l3f1

0 12ez ey E3I2S
l2f1

−6EIf13

l2f1

6E2ISf10

l2f1

36ez ey E3I2S
l3f1

12EIf3

l3f1
0 6EIf14

l2f1

−12ez ey E3I2S
l2f1

0 0 0 GJ
l 0 0

2E2ISf10

lf1

12ez ey E3I2S
l2f1

6EIf14

l2f1
0 4EIf15

lf1

−4ey ez E3I2S
lf1

−2E2ISf9

lf1

−6EIf13

l2f1

−12ey ez E3I2S
l2f1

0 −4ey ez E3I2S
lf1

4EIf16

lf1




(A.155)
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f1 = 16E2I2 + 4 lkz EI + 4 lky EI + l2kz ky + 4 ey
2E2SI + ey

2ESky l + 4 ez
2E2SI

+ez
2ESkz l (A.156)

f2 = 4E2I2 + lky EI + 4 lkz EI + l2kz ky + 4 ey
2E2SI + ey

2ESky l + ez
2E2SI

+ez
2ESkz l (A.157)

f3 = 4E2I2 + lkz EI + 4 lky EI + l2kz ky + ey
2E2SI + ey

2ESky l + 4 ez
2E2SI

+ez
2ESkz l (A.158)

f4 = 4 ez
2EIS + ez

2Skz l + 16 I2E + 4 lkz I + 4 IEey
2S (A.159)

f5 = 4 ey
2EIS + ey

2Sky l + 16 I2E + 4 lky I + 4 IEez
2S (A.160)

f6 = 4EI + lkz + Eey
2S (A.161)

f7 = 4EI + lky + Eez
2S (A.162)

f8 = (4EI + lky)(4EI + lkz ) (A.163)

f9 = ey (4EI + lky) (A.164)

f10 = ez (4EI + lkz ) (A.165)

f11 = ez ky (4EI + lkz ) (A.166)

f12 = ey kz(4EI + lky) (A.167)

f13 = 8E2I2 + 2 lky EI + 4 lkz EI + l2kz ky + 4 ey
2E2SI + ey

2ESky l + 2 ez
2E2SI

+ez
2ESkz l (A.168)

f14 = 8E2I2 + 2 lkz EI + 4 lky EI + l2kz ky + 2 ey
2E2SI + ey

2ESky l + 4 ez
2E2SI

+ez
2ESkz l (A.169)

f15 = f14 + 4 E2I2 + lkz EI + ey
2E2SI (A.170)

f16 = f13 + 4 E2I2 + lky EI + ez
2E2SI (A.171)

A.4.3 Cas d’un élément fini simplement fissuré dans le plan (x, y)

Dans le cas d’un élément fini simplement fissuré et qui représente une seule excentricité ey

suivant l’axe y, avec une fissure symétrique par rapport au plan (x, y), la matrice de rigidité
global est :

K
e =


 K

e
11 K

e
12

K
e
21 K

e
22


 (A.172)
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K
e
11 =




(4 EI+lk)ES
lf1

6 eE2IS
l2f1

0 0 0 − eESk
f1

6 eE2IS
l2f1

12 f3 0 0 0 6 EIk
lf1

0 0 12 EI
l3

0 −6 EI
l2

0

0 0 0 GJ
l 0 0

0 0 −6 EI
l2

0 4 EI
l 0

− eESk
f1

6 EIk
lf1

0 0 0
Ek(e2S+4 I)

f1




(A.173)

K
e
21 =

(
K

e
12

)T
=




− (4 EI+lk)ES
lf1

−6 eE2IS
l2f1

0 0 0 eESk
f1

−6 eE2IS
l2f1

−12 f3 0 0 0 −6 EIk
lf1

0 0 −12 EI
l3

0 6 EI
l2

0

0 0 0 −GJ
l 0 0

0 0 −6 EI
l2

0 2 EI
l 0

2 eE2IS
lf1

6 f2 0 0 0 2 EIk
f1




(A.174)

K
e
22 =




(4 EI+lk)ES
lf1

6 eE2IS
l2f1

0 0 0 −2 eE2IS
lf1

6 eE2IS
l2f1

12 f3 0 0 0 −6 f2

0 0 12 EI
l3

0 6 EI
l2

0

0 0 0 GJ
l 0 0

0 0 6 EI
l2

0 4 EI
l 0

−2 eE2IS
lf1

−6 f2 0 0 0 4 (lk+3 EI+e2ES)EI

lf1




(A.175)

avec

f1 = 4 EI + lk + e2ES (A.176)

f2 =

(
2EI + lk + e2ES

)
EI

l2f1
(A.177)

f3 =

(
EI + lk + e2ES

)
EI

l3f1
(A.178)

A.4.4 comportement asymptotique de l’élément fini doublement fissuré

On cherche dans cette partie le comportement asymptotique de cet élément fini qui ne
présente pas de fissures et pour lequel toutes les excentricités tendent vers 0 et toutes les rigidités
des noeuds tendent vers l’infini, pour cela on cherche les limites de tous les éléments de la matrice
de rigidité :
on prend

ey,1 = ez,1 = ey,2 = ez,2 = e → 0 (A.179)

et ky,1 = kz,1 = ky,2 = kz,2 = k →∞ (A.180)
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A.4. Élément fini poutre fissurée en 3D dans sa base locale

on a :

K
e
(1, 1) =

f45f47ES

lf39
(A.181)

avec

f39 −→ 240lE3I2Se2k + 192lE3I3k + 56l2E2ISe2k2 + 88l2E2I2k2 + 4l3ESe2k3

+16l3EIk3 + 48E4I3Se2 + 144E4I4 + l4k4 (A.182)

−→ l4k4 (A.183)

et on a :

f45f47 = (l2k2 + 8lEIk + 12E2I2)(l2k2 + 8lEIk + 12E2I2) (A.184)

donc

f45f47 −→ l4k4 (A.185)

d’où :

K
e
(1, 1) −→ ES

l
(A.186)

et on a

K
e
(1, 2) = f65 =

−6f45E
2If46S

l2f39
(A.187)

avec

f45 −→ l2k2 + 8lEIk + 12E2I2 (A.188)

−→ l2k2 (A.189)

f46 −→ 0 (A.190)

donc

K
e
(1, 2) −→ 0 (A.191)

et on a

K
e
(1, 3) = f59 =

−6f42f47E
2IS

l2f39
(A.192)

avec

f42 −→ 0 (A.193)

f47 −→ l2k2 + 8lEIk + 12E2I2 (A.194)

−→ l2k2 (A.195)

f59 −→ 0 (A.196)

donc

K
e
(1, 3) −→ 0 (A.197)

et on a

K
e
(1, 5) =

f76

lf39
(A.198)
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avec

f41 −→ lek + 6EIe (A.199)

−→ 0 (A.200)

f72 −→ (ez,2 − ez,1)f45f47ES

lf39
(A.201)

−→ 0 (A.202)

f76 −→ −f72lf39 + 6f42f47E
2IS + f41f47ESkl (A.203)

−→ 0 (A.204)

donc
K

e
(1, 5) −→ 0 (A.205)

et on a
K

e
(1, 6) =

−f77

lf39
(A.206)

avec

f40 −→ lek + 6EIe (A.207)

−→ 0 (A.208)

f70 −→ (ey,1 − ey,2)f45f47ES

lf39
(A.209)

−→ 0 (A.210)

f77 −→ f70lf39 + 6f45E
2If46S + f45f40ESkl (A.211)

−→ 0 (A.212)

donc
K

e
(1, 6) −→ 0 (A.213)

et on a
K

e
(1, 7) =

−f45f47ES

lf39
(A.214)

donc

K
e
(1, 7) −→ −ES

l
(A.215)

et on a
K

e
(1, 8) = f69 =

6f45E
2If46S

l2f39
(A.216)

avec

f45f46 −→ 0 (A.217)

f69 −→ 0 (A.218)

donc
K

e
(1, 8) −→ 0 (A.219)

et on a
K

e
(1, 9) = f64 =

6f42f47E
2IS

l2f39
(A.220)
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donc
K

e
(1, 9) −→ 0 (A.221)

et on a
K

e
(1, 11) =

−ESkf41f47

f39
(A.222)

donc
K

e
(1, 11) −→ 0 (A.223)

et on a
K

e
(1, 12) =

ESkf40f45

f39
(A.224)

avec

f40 −→ lek + 6EIe (A.225)

−→ 0 (A.226)

donc
K

e
(1, 12) −→ 0 (A.227)

et on a
K

e
(2, 2) =

12EIf48

l3f39
(A.228)

avec

f48 −→ 10l3EIk3 + l4k4 + 24lE3I3k + 28l2E2I2k2 (A.229)

−→ l4k4 (A.230)

donc

K
e
(2, 2) −→ 12EI

l3
(A.231)

et on a
K

e
(2, 3) = f58 (A.232)

avec

f58 −→ 36f42f46E
3I2S

l3f39
(A.233)

−→ 0 (A.234)

donc
K

e
(2, 3) −→ 0 (A.235)

et on a
K

e
(2, 5) =

6f78

l2f39
(A.236)

avec

f68 −→ 0 (A.237)

f57 −→ f41f46E
2ISk

lf39
(A.238)

−→ 0 (A.239)

f78 −→ l2f39(f68 − f57)− 6f42f46E
3I2S (A.240)

−→ 0 (A.241)
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donc
K

e
(2, 5) −→ 0 (A.242)

et on a
K

e
(2, 7) = f69 (A.243)

donc
K

e
(2, 7) −→ 0 (A.244)

et on a
K

e
(2, 8) =

−12EIf48

l3f39
(A.245)

donc

K
e
(2, 8) −→ −12EI

l3
(A.246)

et on a
K

e
(2, 9) = f63 =

−36f42f46E
3I2S

l3f39
(A.247)

avec

f63 −→ 0 (A.248)

donc
K

e
(2, 9) −→ 0 (A.249)

et on a
K

e
(2, 11) = 6f57 (A.250)

donc
K

e
(2, 11) −→ 0 (A.251)

et on a
K

e
(2, 12) =

6EIkf49

lf39
(A.252)

avec

f43 −→ 0 (A.253)

f44 −→ 0 (A.254)

f49 −→ 24E3I3 + 28lE2I2k + l3k3 + 10l2EIk2 (A.255)

−→ l3k3 (A.256)

donc

K
e
(2, 12) −→ 6EI

l2
(A.257)

et on a
K

e
(3, 3) =

12EIf50

l3f39
(A.258)

avec

f50 −→ 10l3EIk3 + l4k4 + 28l2E2I2k2 + 24lE3I3k (A.259)

−→ l4k4 (A.260)
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donc

K
e
(3, 3) −→ 12EI

l3
(A.261)

et on a
K

e
(3, 5) =

6f79

l2f39
(A.262)

avec

f51 −→ 24E3I3 + 28lE2I2k + 10l2EIk2 + l3k3 (A.263)

−→ l3k3 (A.264)

f61 −→ 0 (A.265)

f79 −→ f61l
2f39 − 2EIf50 + lEIkf51 (A.266)

−→ −EIl4k4 (A.267)

donc

K
e
(3, 5) −→ −6EI

l2
(A.268)

et on a
K

e
(3, 6) = 6f74 (A.269)

avec

f56 −→ f42f40E
2ISk

lf39
(A.270)

−→ 0 (A.271)

f60 −→ 0 (A.272)

f74 −→ 6f42f46E
3I2S

l2f39
+ f56 + f60 (A.273)

−→ 0 (A.274)

donc
K

e
(3, 6) −→ 0 (A.275)

et on a
K

e
(3, 7) = f64 (A.276)

avec

f64 −→ 6f42f47E
2IS

l2f39
(A.277)

−→ 0 (A.278)

donc
K

e
(3, 7) −→ 0 (A.279)

et on a
K

e
(3, 8) = f63 (A.280)

donc
K

e
(3, 8) −→ 0 (A.281)
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et on a
K

e
(3, 9) =

−12EIf50

l3f39
(A.282)

donc

K
e
(3, 9) −→ −12EI

l3
(A.283)

et on a
K

e
(3, 11) =

−6EIkf51

lf39
(A.284)

donc

K
e
(3, 11) −→ −6EI

l2
(A.285)

et on a
K

e
(3, 12) = −6f56 (A.286)

donc
K

e
(3, 12) −→ 0 (A.287)

et on a
K

e
(5, 5) =

f80

f39
(A.288)

avec

f62 −→ −6f61 +
12EIf50

l2f39
− 6EIkf51

lf39
(A.289)

−→ 6EI

l2
(A.290)

f53 −→ 144lE2I3k + 144E3I4 + 4l3Ik3 + 44l2EI2k2 (A.291)

−→ 4l3Ik3 (A.292)

f80 −→ lf62f39 − 6EIkf51 + Ekf53 (A.293)

−→ 4l3EIk4 (A.294)

donc

K
e
(5, 5) −→ 4EI

l
(A.295)

et on a
K

e
(5, 6) =

f81

lf39
(A.296)

avec

f55 −→ lf41f40ESk2

f39
(A.297)

−→ 0 (A.298)

f81 −→ 6l2f39(f68 − f57)− 36f42f46E
3I2S − 6f42f40E

2ISkl − f55lf39 (A.299)

−→ 0 (A.300)

donc
K

e
(5, 6) −→ 0 (A.301)

et on a
K

e
(5, 7) = f73 (A.302)
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avec

f73 −→ f72 − 6f42f47E
2IS

lf39
− f41f47ESk

f39
(A.303)

−→ 0 (A.304)

donc
K

e
(5, 7) −→ 0 (A.305)

et on a
K

e
(5, 8) = −6f75 (A.306)

avec

f75 −→ −6f42f46E
3I2Sl2f39 − f57 + f68 (A.307)

−→ 0 (A.308)

donc
Kc(5, 8) −→ 0 (A.309)

et on a
K

e
(5, 9) = f62 (A.310)

donc

K
e
(5, 9) −→ 6EI

l2
(A.311)

et on a
K

e
(5, 11) =

f82

f39
(A.312)

avec

f82 −→ Ek(6If51 − f53) (A.313)

−→ 2EIl3k4 (A.314)

donc

K
e
(5, 11) −→ 2EI

l
(A.315)

et on a
K

e
(5, 12) =

−f83

f39
(A.316)

avec

f55 −→ 0 (A.317)

f83 −→ −6E2ISkf40f42 − f55f39 (A.318)

−→ 0 (A.319)

donc
K

e
(5, 12) −→ 0 (A.320)

et on a
K

e
(6, 6) =

−f84

f39
(A.321)
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avec

f66 −→ 0 (A.322)

f67 −→ −6f66 − 12EIf48

l2f39
+

6EIkf49

lf39
(A.323)

−→ −6EI

l2
(A.324)

f54 −→ 44l2EI2k2 + 4l3Ik3 + 144lE2I3k + 144E3I4 (A.325)

−→ 4l3Ik3 (A.326)

f84 −→ f67lf39 + 6EIkf49 − f54Ek (A.327)

−→ −4l3EIk4 (A.328)

donc

K
e
(6, 6) −→ 4EI

l
(A.329)

et on a
K

e
(6, 7) = f71 (A.330)

avec

f71 −→ f70 +
6f45E

2If46S

lf39
+

f45f40ESk

f39
(A.331)

−→ 0 (A.332)

donc
K

e
(6, 7) −→ 0 (A.333)

et on a
K

e
(6, 8) = f67 (A.334)

donc

K
e
(6, 8) −→ −6EI

l2
(A.335)

et on a
K

e
(6, 9) = −6f74 (A.336)

donc
K

e
(6, 9) −→ 0 (A.337)

et on a
K

e
(6, 11) =

f85

f39
(A.338)

avec

f85 −→ 6f41f46E
2ISk + f55f39 (A.339)

−→ 0 (A.340)

donc
K

e
(6, 11) −→ 0 (A.341)

et on a
K

e
(6, 12) =

−f86

f39
(A.342)
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avec

f86 −→ Ek(−6If49 + f54) (A.343)

−→ −2EIl3k4 (A.344)

donc

K
e
(6, 12) −→ 2EI

l
(A.345)

et à partir des limites des termes fi qu’on a calculé on peut facilement calculer les limites des éléments
restants de la matrice de rigidité K

e
:

K
e
(7, 7) −→ ES

l

K
e
(7, 8) −→ 0

K
e
(7, 9) −→ 0

K
e
(7, 11) −→ 0

K
e
(7, 12) −→ 0

K
e
(8, 8) −→ 12EI

l3

K
e
(8, 9) −→ 0

K
e
(8, 11) −→ 0

K
e
(8, 12) −→ −6EI

l2

K
e
(9, 9) −→ 12EI

l3

K
e
(9, 11) −→ 6EI

l2

K
e
(9, 12) −→ 0

K
e
(11, 11) −→ 4EI

l

K
e
(11, 12) −→ 0

K
e
(12, 12) −→ 4EI

l

(A.346)

En substituant les éléments de la matrice de rigidité d’un élément fini doublement fissuré par ces
différentes limites, on constate qu’on retrouve une matrice de rigidité d’un élément fini poutre classique.
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Interpolation des rigidités ky et kz

Nous présentons dans cette annexe les expressions des rigidités ky et kz du modèle "élément fini
poutre fissurée EFPF" en fonction du demi angle d’ouverture de fissure ϕ pour différentes positions de
fissures ψ et différentes inclinaisons de l’entretoise fissurée par rapport à la membrure :

♣ pour λ = 90◦ :
– ψ = 0◦ :

ky = 9, 041× 1012ϕ−2,219 Nm (A.347)

kz = 8, 843× 1012ϕ−2,324 Nm (A.348)

– ψ = 22, 5◦ :

ky = 8, 253× 1012ϕ−2,202 Nm (A.349)

kz = 8, 322× 1012ϕ−2,298 Nm (A.350)

– ψ = 45◦ ou ψ = 315◦ :

ky = 8, 720× 1012ϕ−2,256 Nm (A.351)

kz = 8, 398× 1012ϕ−2,265 Nm (A.352)

– ψ = 67, 5◦ ou ψ = 292, 5◦ :

ky = 9, 885× 1012ϕ−2,337 Nm (A.353)

kz = 8, 667× 1012ϕ−2,231 Nm (A.354)

– ψ = 90◦ ou ψ = 270◦ :

ky = 8, 843× 1012ϕ−2,324 Nm (A.355)

kz = 9, 913× 1012ϕ−2,240 Nm (A.356)

– ψ = 112, 5◦ ou ψ = 247, 5◦ :

ky = 7, 970× 1012ϕ−2,285 Nm (A.357)

kz = 1, 032× 1013ϕ−2,269 Nm (A.358)

– ψ = 135◦ ou ψ = 225◦ :

ky = 6, 543× 1012ϕ−2,192 Nm (A.359)

kz = 1, 086× 1013ϕ−2,323 Nm (A.360)
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– ψ = 157, 5◦ ou ψ = 202, 5◦ :

ky = 8, 693× 1012ϕ−2,231 Nm (A.361)

kz = 9, 899× 1012ϕ−2,338 Nm (A.362)

– ψ = 180◦ :

ky = 9, 297× 1012ϕ−2,227 Nm (A.363)

kz = 8, 817× 1012ϕ−2,324 Nm (A.364)

♣ pour λ = 80◦ :
– ψ = 0◦ :

ky = 9, 216× 1012ϕ−2,225 Nm (A.365)

kz = 9, 158× 1012ϕ−2,341 Nm (A.366)

– ψ = 22, 5◦ ou ψ = 337, 5◦ :

ky = 1, 055× 1013ϕ−2,278 Nm (A.367)

kz = 8, 525× 1012ϕ−2,310 Nm (A.368)

– ψ = 45◦ ou ψ = 315◦ :

ky = 1, 106× 1013ϕ−2,333 Nm (A.369)

kz = 8, 578× 1012ϕ−2,271 Nm (A.370)

– ψ = 67, 5◦ ou ψ = 292, 5◦ :

ky = 9, 996× 1012ϕ−2,343 Nm (A.371)

kz = 8, 767× 1012ϕ−2,232 Nm (A.372)

– ψ = 90◦ ou ψ = 270◦ :

ky = 8, 898× 1012ϕ−2,325 Nm (A.373)

kz = 9, 312× 1012ϕ−2,227 Nm (A.374)

– ψ = 112, 5◦ ou ψ = 247, 5◦ :

ky = 8, 300× 1012ϕ−2,293 Nm (A.375)

kz = 1, 071× 1013ϕ−2,278 Nm (A.376)

– ψ = 135◦ ou ψ = 225◦ :

ky = 8, 272× 1012ϕ−2,255 Nm (A.377)

kz = 1, 112× 1013ϕ−2.326 Nm (A.378)

– ψ = 157, 5◦ ou ψ = 202, 5◦ :

ky = 8, 493× 1012ϕ−2,222 Nm (A.379)

kz = 1, 014× 1013ϕ−2,336) Nm (A.380)
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– ψ = 180◦ :

ky = 9, 087× 1012ϕ−2,220 Nm (A.381)

kz = 8, 853× 1012ϕ−2,316 Nm (A.382)

♣ pour λ = 70◦ :
– ψ = 0◦ :

ky = 9, 599× 1012ϕ−2,236 Nm (A.383)

kz = 9, 493× 1012ϕ−2,356 Nm (A.384)

– ψ = 22, 5◦ ou ψ = 337, 5◦ :

ky = 1, 095× 1013ϕ−2,290 Nm (A.385)

kz = 9, 022× 1012ϕ−2,329 Nm (A.386)

– ψ = 45◦ ou ψ = 315◦ :

ky = 1, 143× 1013ϕ−2,346 Nm (A.387)

kz = 9, 086× 1012ϕ−2,286 Nm (A.388)

– ψ = 67, 5◦ ou ψ = 292, 5◦ :

ky = 1, 007× 1013ϕ−2,347 Nm (A.389)

kz = 9, 219× 1012ϕ−2,243 Nm (A.390)

– ψ = 90◦ ou ψ = 270◦ :

ky = 8, 719× 1012ϕ−2,320 Nm (A.391)

kz = 9, 686× 1012ϕ−2,236 Nm (A.392)

– ψ = 112, 5◦ ou ψ = 247, 5◦ :

ky = 8, 520× 1012ϕ−2,294 Nm (A.393)

kz = 1, 150× 1013ϕ−2,295 Nm (A.394)

– ψ = 135◦ ou ψ = 225◦ :

ky = 8, 346× 1012ϕ−2,250 Nm (A.395)

kz = 1, 185× 1013ϕ−2,338 Nm (A.396)

– ψ = 157, 5◦ ou ψ = 202, 5◦ :

ky = 8, 486× 1012ϕ−2,218 Nm (A.397)

kz = 9, 255× 1012ϕ−2,297 Nm (A.398)

– ψ = 180◦ :

ky = 9, 056× 1012ϕ−2,216 Nm (A.399)

kz = 9, 211× 1012ϕ−2,316 Nm (A.400)
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♣ pour λ = 60◦ :
– ψ = 0◦ :

ky = 1, 118× 1013ϕ−2,274 Nm (A.401)

kz = 1, 067× 1013ϕ−2,392 Nm (A.402)

– ψ = 22, 5◦ ou ψ = 337, 5◦ :

ky = 1, 256× 1013ϕ−2,327 Nm (A.403)

kz = 1, 049× 1013ϕ−2,370 Nm (A.404)

– ψ = 45◦ ou ψ = 315◦ :

ky = 1, 274× 1013ϕ−2,378 Nm (A.405)

kz = 1, 046× 1013ϕ−2,321 Nm (A.406)

– ψ = 112, 5◦ ou ψ = 247, 5◦ :

ky = 8, 520× 1012ϕ−2,294 Nm (A.407)

kz = 1, 150× 1013ϕ−2,295 Nm (A.408)

– ψ = 135◦ ou ψ = 225◦ :

ky = 8, 783× 1012ϕ−2,251 Nm (A.409)

kz = 1, 385× 1013ϕ−2,370 Nm (A.410)

– ψ = 157, 5◦ ou ψ = 202, 5◦ :

ky = 9, 399× 1012ϕ−2,236 Nm (A.411)

kz = 1, 139× 1013ϕ−2,340 Nm (A.412)

– ψ = 180◦ :

ky = 1, 001× 1013ϕ−2,237 Nm (A.413)

kz = 1, 059× 1013ϕ−2,337 Nm (A.414)
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Annexe B

Troncature de l’ouverture de fissure ϕ

Nous présentons dans la figure B.1(A) une distribution de type exponentiel d’une ouverture de fissure
ϕ. Les paramètres a, b et m sont respectivement la valeur minimale de ϕ, la valeur maximale de ϕ et sa
moyenne. La distribution tronquée de ϕ pour une valeur maximale de 90◦ en gardant la même moyenne
m est présentée dans la figure B.1(B), où c est la nouvelle valeur minimale de la distribution tronquée
qui est définie par :

c =
90(m− a)−m(b− a)

m− b
(B.1)

a xm b c ym 90ϕ [°] ϕ [°]

Troncature

(A) (B)

Fig. B.1 – Troncature d’une ouverture de fissure ϕ.

Pour une valeur quelconque x de ϕ, la valeur correspondante y dans la distribution tronquée est
définie par la relation :

y = c +
(90− c)(x− a)

b− a
(B.2)
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Annexe C

Conditionnement de la hauteur de houle H

et de sa période T

Nous présentons dans la figure C.1 un "Scatter diagram" représentant le conditionnement de la hauteur
de houle H et de sa période T pour un site en mer du Nord. Ce diagramme correspond à des réalisations
de couples (H, T ) dans le site sélectionné.

24 26 28 30 32 34 36 38 40
12

13

14

15

16

17

18

H [m]

T [s]

12
13.2

14.4
15.6

16.8
18

24
27.2

30.4
33.6

36.8
40
0

0.005

0.01

0.015

0.02

0.025

0.03

H [m]
T [s]

a) ’Scatter diagram’ en 2D (ensemble des
réalisations du couple (H,T ))

b) ’Scatter diagram’ en 3D

Fig. C.1 – Conditionnement de la période de houle T à sa hauteur H pour un site de la mer du
nord.
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