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électrocardiologie.

Soutenue le 22 octobre 2012

Rapporteurs :

Matania BEN ARTZI, Professeur Université de Jérusalem (Israël)
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Christophe BERTHON, Professeur Université de Nantes
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de ces années.
Je remercie en particulier François Jauberteau pour son accueil chaleureux lors de mon
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Préambule

Ce document a pour vocation d’être une synthèse de mes travaux de recherche. Son ob-
jectif est donc de décrire et de mettre en perspective les modèles et méthodes numériques
développés dans les articles ou preprints que j’ai publiés. Par souci de lisibilité, les preuves
et passages techniques qui ne sont pas cruciaux à la compréhension seront systématiquement
omis. Le lecteur intéressé par ceux-ci est renvoyé aux articles concernés.

J’ai choisi de structurer ce mémoire en deux parties distinctes correspondant chacune
à l’un de mes axes majeurs de recherche. La première partie est ainsi consacrée à des
problèmes hyperboliques avec terme source potentiellement raide. Au sein de celle-ci, le
transfert radiatif joue un rôle particulier puisqu’il est à la fois la source et l’application
principale de ces travaux. La seconde partie concerne l’électrocardiologie. Les problèmes
que l’on y rencontre sont paraboliques-elliptiques et donc de nature fondamentalement
différente de la première partie.

Le lien fondamental entre tous ces travaux est la volonté de pouvoir réaliser des
simulations de phénomènes complexes décrivant avec le maximum de précision possi-
ble des situations physiquement réalistes. Cela implique d’aborder à la fois les aspects
de modélisation, d’analyse numérique et de calcul scientifique. Cette diversité me semble
être particulièrement profitable à la compréhension globale des phénomènes. Elle constitue
pour moi l’un des principaux attraits de cette branche des mathématiques appliquées.

Chaque partie comprend une courte introduction la décrivant et la motivant. Les
applications physiques principales de chaque chapitre, à savoir le transfert radiatif et
l’électrophysiologie cardiaque, sont décrits dans l’objectif de fournir au lecteur suffisam-
ment de détails pour que leurs problématiques principales puissent être abordées sereine-
ment dans la suite.
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Chapitre 1

Systèmes hyperboliques de lois de
conservation avec terme source

Introduction

Ce premier chapitre est consacré à des systèmes hyperboliques de lois de conservation
avec terme source de la forme :

∂tU + ∂xF (U) = γR(U), (1.1)

où U ∈ IRN , F est une fonction régulière de U dont la jacobienne est diagonalisable dans
IR. Enfin γ et R sont des fonctions de U . Les hypothèses plus fines seront détaillées plus
bas, mais on peut dire que les systèmes qui nous intéressent sont une sous-classe de ceux
étudiés par Chen, Levermore et Liu [66]. Plus précisément, ce sont des systèmes qui, en
temps long et lorsque γ devient grand, dégénèrent en des systèmes de type diffusion non-
linéaire.

Parmi les nombreuses applications concernées, je me suis plus particulièrement focalisé sur
des systèmes de type Euler ou Saint-Venant avec friction, mais surtout à des problèmes
en transfert radiatif. Le transfert radiatif est le fil rouge de cette première partie. C’est
en effet à la fois l’application principale et la source des autres travaux.

Ce chapitre s’ouvre sur la description du comportement en temps long des systèmes
de la forme (1.1) tel qu’il est étudié dans [4]. Je décris ensuite la technique numérique
développée dans [4, 8] permettant d’obtenir des schémas numériques préservant cette
asymptotique en temps long, puis le schéma introduit dans [3] qui préserve l’asympto-
tique en temps court dans le contexte de Chen, Levermore et Liu.
La troisième partie est consacrée aux applications du transfert radiatif. Après une brève
introduction de la physique et des principaux modèles, je montre comment on peut coupler
en fréquence un modèle cinétique et un modèle aux moments, puis de quelle manière on
peut réaliser numériquement un couplage fort entre rayonnement et hydrodynamique. En-
fin, je présente deux applications très particulières du transfert radiatif : la radiothérapie
et le rayonnement dans les nuages.
La dernière partie du chapitre est consacrée à des schémas de type GRP espace-temps, im-
plicites et d’ordre aussi élevé que nécessaire, dédiés à des systèmes hyperboliques linéaires.
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1.1 Comportement des systèmes étudiés en temps

long

L’objectif de ce travail, qui est présenté en détail dans l’article [4], est d’étudier le
comportement en temps long et lorsque le terme source devient raide de systèmes de la
forme (1.1). Pour ce faire, on introduit un paramètre ε > 0 destiné à tendre vers 0 et on
considère le système :

ε∂tU + ∂xF (U) = −1

ε
R(U). (1.2)

En temps court, c’est-à-dire lorsqu’on ne considère pas le paramètre ε devant ∂tU ,
Chen-Levermore et Liu [66] ont démontré que le terme source agissait asymptotiquement
(et sous certains hypothèses sur R bien entendu !) comme un terme dissipatif de premier
ordre en ε. Notre but est ici d’étudier ces systèmes en temps long. Comme on le verra par
la suite, dans certaines applications physiques, comme en transfert radiatif par exemple,
les modèles sont connus pour dégénérer vers une équation de diffusion. On s’attend donc
à retrouver ce résultat pour certaines classes de systèmes du type (1.2).
Pour préciser le cadre de l’étude, U ∈ Ω ⊂ IRN où Ω est l’espace convexe des états
admissibles. Le système homogène (i.e. dans lequel R = 0) est supposé hyperbolique :
DUF est une matrice N × N diagonalisable dans IR. On demande à R : Ω → IRN d’être
régulière et de satisfaire les hypothèses de [66]. Tout d’abord, on suppose qu’il existe une
matrice constante Q de taille n×N et de rang n < N telle que :

QR(U) = 0, U ∈ Ω. (1.3)

On en déduit que le vecteur QU ∈ IRn est solution du système de lois de conservation de
taille n :

ε ∂tQU + ∂xQF (U) = 0, (1.4)

le vecteur QU étant un élément de l’ensemble convexe ω := QΩ ⊂ IRn.

On suppose également qu’il existe une variété d’équilibre E : ω → Ω qui détermine de
manière unique les équilibres locaux :

Q E(u) = u, R(E(u)) = 0, u ∈ ω. (1.5)

La dimension du noyau de la matrice DUR(E(u)) est supposée maximale :

dim
(

ker(DUR(E(u)))
)

= n, (1.6)

ker
(
DUR(E(u))

)
∩ Im

(
DUR(E(u))

)
= {0}. (1.7)

Enfin, on rajoute une hypothèse supplémentaire par rapport à [66] : d’après (1.4), on
voit que ∂xQF (U)→ 0 quand ε→ 0. On doit donc imposer :

QF (E(u)) = c, u ∈ ω,

où c ∈ IRn est un vecteur constant. Moyennant une renormalisation, on supposera même
que :

QF (E(u)) = 0, u ∈ ω. (1.8)



Avec toutes ces hypothèses, un développement de type Chapmann-Enskog permet de
conclure que (1.2) dégénère quand ε→ 0 en le système :

∂tu+ ∂x

(
QDUF

(
E(u)

)
U1

)
= 0, (1.9)

où le correcteur de premier ordre U1 est l’unique solution du problème :

DUR
(
E(u)

)
.U1 = −∂xF

(
E(u)

)
,

QU1 = 0.

Ce résultat n’est pas encore totalement satisfaisant car on n’a pas déterminé la nature ex-
acte du système (1.9). Pour ce faire, l’entropie joue un rôle crucial, à l’image des résultats
obtenus en temps court. On rajoute alors trois hypothèses supplémentaires.
Tout d’abord, on admet l’existence d’une entropie Φ : Ω → IR telle que la matrice
D2
UΦ(U)DUF (U) soit symétrique pour tout U dans Ω. Pour assurer la convexité, on

impose que D2
UΦ(U) soit positive.

Enfin, on suppose que l’inégalité d’entropie est compatible avec le terme source de la
manière suivante :

DUΦ(U)R(U) ≥ 0, U ∈ Ω, (1.10)

DUΦ(E(u)) = DuΦ(E(u))Q, u ∈ ω. (1.11)

Notons que, malgré le nombre élevé d’hypothèses requises à ce stade, de nombreux
modèles physiques entrent dans le cadre de cette étude. C’est le cas du modèle M1 pour
le transfert radiatif que nous étudierons plus loin, mais aussi des équations d’Euler avec
friction et de beaucoup de modèles aux moments provenant d’équations cinétiques avec
des termes de collision ad hoc (pour d’autres exemples, voir aussi [86, 110]).

Armé de toutes ces hypothèses, on peut déduire la nature du système limite (1.9) :

Théorème 1.1. Le système limite (1.9) est dissipatif relativement à l’entropie. Plus
précisément, il peut s’écrire sous la forme :

∂tu = ∂x

(
SL−1(u)ST (∂xDuΦ(E(u)))T

)
, (1.12)

où :
S := QDUF (E(u)) (1.13)

et :
L(u) := D2

UΦ(E(u))DUR(E(u)), (1.14)

en notant pour tout b ∈ IRN tel que Qb = 0, L−1(u).b l’unique solution du système :

L(u).V = b et QV = 0.

De plus, pour tout u ∈ ω, on a :

(∂xDuΦ(E(u)))SL−1(u)ST (∂xDuΦ(E(u)))T ≥ 0.

Mentionnons que des preuves de convergence plus rigoureuses ont été obtenues dans
le cas quasilinéaire et semilinéaire avec des termes source un peu différents (c.f. [75, 96]).
Les techniques utilisées, comme la compacité par compensation, ne sont toutefois pas
extensibles au cas général.

Pour finir, on montre aussi le résultat suivant :



Proposition 1.1. L’entropie est décroissante :

∂tΦ(E(u)) ≤ −∂x (DUΨ(E(u))U1) , u ∈ ω.

Ces résultats ont une conséquence importante du point de vue numérique : il devient
crucial d’utiliser des schémas numériques préservant l’asymptotique i.e. dégénérant en
des schémas consistants avec le système limite (1.9). Il y a une réelle difficulté puisque le
système change de nature. Comme on vient de le voir, on passe d’un système hyperbolique
(1.2) quand ε est grand à un système parabolique portant sur d’autres variables (1.9)
lorsque ε est petit. Le développement de tels schémas fait l’objet du paragraphe suivant.

1.2 Schémas numériques préservant l’asymptotique

On s’intéresse ici à la construction de schémas numériques préservant l’asymptotique
pour des systèmes de la forme (1.1). En pratique, il existe deux asymptotiques différentes
selon que QF (E(u)) = c ou non. Dans le premier cas, on retrouve le comportement
présenté plus haut : le régime asymptotique est gouverné par un système parabolique.
Dans le second cas, on peut se reporter aux travaux de Chen, Levermore et Liu [66]
pour constater que le régime asymptotique est un autre système hyperbolique (le système
relaxé). Ces deux cas sont donc clairement très différents et a priori incompatibles. On
présentera donc ici deux techniques, chacune adaptée à l’une de ces asymptotiques.

1.2.1 Schémas préservant l’asymptotique en temps long

Ce paragraphe présente une méthode numérique permettant d’obtenir un schéma
préservant l’asymptotique en temps long pour des systèmes de la forme (1.1) vérifiant
QF (E(u)) = c. Cette méthode a été introduite dans [8] et généralisée dans [4].
Comme on l’a vu dans le paragraphe précédent, la grande difficulté des systèmes étudiés
est qu’ils possèdent deux régimes limites bien distincts. D’une part, lorsque γ = 0 pour un
régime appelé régime de transport, on est un présence d’un système hyperbolique. D’autre
part, lorsque γ →∞ pour un régime appelé régime de diffusion, les solutions sont régies
par un système parabolique. Or, dans certaines applications physiques entrant dans ce
cadre, un même domaine de calcul voit coexister des zones où γ est très faible et d’autres
dans lesquelles γ prend des valeurs trop élevées pour être résolues par le maillage. Il est
donc crucial de posséder un schéma numérique capable de gérer tous les régimes 1.

Il existe dans la littérature récente de nombreux schémas préservant l’asymptotique en
temps long. Ceux-ci sont en général basés sur l’une des deux approches suivantes. La
première, introduite par Gosse et Toscani [81], consiste en une modification d’un solveur
de Riemann approché associé au régime de transport. Il s’agit en résumé d’en contrôler
finement la diffusion numérique afin de forcer le schéma à dégénérer correctement dans le

1. a priori, la dégénérescence vers le système de diffusion ne devrait avoir lieu que quand le terme
source est raide et en temps long. On pourrait donc s’attendre à ne constater ce phénomène que dans
des configurations extrêmes. Pourtant, des résultats à la fois numériques et théoriques -sur des systèmes
simples- montrent que le régime asymptotique est atteint dès lors que γt → ∞ soit beaucoup plus
rapidement que prévu (c.f. voir par exemple [104]).
Ce comportement est d’ailleurs bien connu des physiciens dans certaines applications, comme en transfert
radiatif. Certains modèles, dits de diffusion à flux limité, sont d’ailleurs conçus pour étendre la validité
de l’équation régissant le régime asymptotique (voir [92] mais aussi [111] pour des exemples).



régime de diffusion. Cette approche a été utilisée avec succès pour le modèle M1 en trans-
fert radiatif (voir [54, 58–61] et l’article pionier [84] dans le même esprit). Son principal
inconvénient est que le contrôle de la diffusion numérique peut vite devenir très complexe
selon les solveurs de Riemann approchés considérés. En pratique, tous ces schémas sont
d’ailleurs basés sur le schéma HLL [83].
La seconde s’appuie sur les travaux de Greenberg et LeRoux [82]. Elle consiste en la
dérivation d’une reconstruction hydrostatique (c.f. [47,56]). Contrairement à la technique
précédente, elle ne dépend pas a priori du choix du schéma pour la partie transport. En re-
vanche, les reconstructions peuvent vite devenir très sophistiquées, requérant la résolution
de systèmes nonlinéaires. Cette approche n’est donc pas applicable à tous les problèmes
de la forme (1.1). Dans le cas des équations d’Euler avec un terme de friction, on trouvera
un exemple d’utilisation de cette technique dans [56].
Soulignons enfin qu’aucun des schémas cités ci-dessus ne permet de prendre en compte
le cas (fréquent) où γ dépend de U . Le coefficient γ étant généralement considéré comme
constant ou, à la rigueur, dépendant de x. La méthode présentée ici a donc été construite
avec la contrainte d’être :

– directement applicable à une large gamme de systèmes de la forme (1.1), à savoir
au moins ceux vérifiant les hypothèses du paragraphe précédent,

– assez souple pour permettre de retrouver les schémas classiques en régime de trans-
port,

– facilement implémentable.

Pour terminer, notons que l’obtention de schémas préservant l’asymptotique est loin d’être
limité au cas étudié ici (voir [49,63,72] pour quelques autres exemples).

Idée du schéma Par souci de simplicité, la méthode est ici d’abord construite dans
le cas où le terme source s’écrit comme un terme de relaxation (à propos de termes de
relaxation et des schémas numériques associés voir [86] ainsi que [45,53,55,65,94] et leurs
références) :

∂tU + ∂xF (U) = σ
(
R(U)− U

)
, (1.15)

où σ = σ(t, x, U) ∈ IR+ est une fonction régulière représentative de la raideur du terme
source (exemples : coefficient de friction, opacité du milieu,...) et R : Ω→ Ω telle que U −
R(U) vérifie les hypothèses de compatibilité du paragraphe précédent. La généralisation
sera présentée dans un second temps.
On commence donc par choisir un schéma numérique de type Riemann approché pour la
partie transport. On note respectivement b− et b+ les vitesses de l’onde la plus lente et de
l’onde la plus rapide. On note également U? l’état intermédiaire associé. Bien entendu, cet
état intermédiaire n’est en général pas constant : U? = U?(x/t, UL, UR). Si l’on considère
un maillage uniforme de pas ∆x, la mise à jour d’un tel schéma s’écrit de manière usuelle :

Un+1
i = Un

i −
∆t

∆x

(
Fi+1/2 −Fi−1/2

)
, (1.16)

où l’on a noté Fi+1/2 = Fi+1/2(Un
i , U

n
i+1) le flux numérique du schéma considéré.

On incorpore alors le terme source en modifiant le solveur de Riemann approché lui-même.
Le principe est illustré sur la figure 1.1.

A cet effet, l’état intermédiaire U? est modifié en un nouvel état intermédiaire Ũ?
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Figure 1.1 – Solveurs de Riemann initial (g) et modifié (d).

obtenu de la manière suivante en rajoutant éventuellement une onde stationnaire :

Ũ?(x/t;UL, UR) =

{
U?
L, si x/t < 0,

U?
R si x/t > 0,

,

U?
L = αU?(x/t;UL, UR) + (1− α)R−(UL;UL, UR),

U?
R = αU?(x/t;UL, UR) + (1− α)R+(UR;UL, UR).

Les termes R± sont consistants avec R au sens où l’on demande que R±(U ;U,U) = R(U)
et que si UL, UR ∈ Ω alors R±(UL;UL, UR), R±(UR;UL, UR) ∈ Ω.
Par ailleurs, α ∈ [0, 1] est choisi a posteriori pour assurer de bonnes propriétés au schéma.

Pour obtenir un schéma volumes finis, on n’a plus qu’à intégrer sur chaque maille la
solution composée d’une juxtaposition de problèmes de Riemann ainsi modifiés. Tant que
ceux-ci n’interagissent pas, c’est-à-dire sous la condition CFL :

∆t

∆x
max

(
|b−|, |b+|

)
≤ 1

2
, (1.17)

la mise à jour est donc donnée par :

Un+1
i =

1

∆x

xi+1/2∫
xi−1/2

Ũh(x, t+ ∆t)dx,

soit, tous calculs faits :

Un+1
i = Un

i −
∆t

∆x

(
αi+1/2Fi+1/2 − αi−1/2Fi−1/2

)
+ ∆t

(1− αi−1/2

∆x
S+
i−1/2 +

1− αi+1/2

∆x
S−i+1/2

)
, (1.18)

où S±i+1/2 sont définis par :

S−i+1/2 = min(0, b−i−1/2)
(
Un
i −R−i+1/2(Un

i ;Un
i , U

n
i+1)
)

+ min(0, b+
i−1/2)

(
R−i+1/2(Un

i ;Un
i , U

n
i+1)− Un

i+1

)
− F (Un

i ),

S+
i−1/2 = max(0, b−i−1/2)

(
Un
i−1 −R+

i−1/2(Un
i ;Un

i−1, U
n
i )
)

+ max(0, b+
i−1/2)

(
R+
i−1/2(Un

i ;Un
i−1, U

n
i )− Un

i

)
+ F (Un

i ).

Pour finir, il reste à choisir αi+1/2, qui doit vérifier les propriétés suivantes :



– Limite de transport : αi+1/2 = 1 quand σi+1/2 = 0,
– Limite de diffusion : αi+1/2 → 0 quand σi+1/2 →∞,

– Consistance du terme source :
1−αi+1/2

∆x
=

σi+1/2

b+
i+1/2

−b−
i+1/2

+ o(1),

– αi+1/2 ∈ [0; 1].
Parmi les choix possibles, on utilise essentiellement l’un des plus simples, à savoir :

αi+1/2 =
b+
i+1/2 − b

−
i+1/2

b+
i+1/2 − b

−
i+1/2 + σi+1/2∆x

. (1.19)

Il est bien entendu tout à fait possible de considérer d’autres formes de αi+1/2, en partic-
ulier si l’on souhaite certaines propriétés supplémentaires pour le schéma (1.18). Avec ce
choix de αi+1/2, le schéma (1.18) possède déjà un certain nombre de propriétés importantes
qui sont résumées dans la proposition suivante :

Théorème 1.2. Sous la condition CFL (1.17), le schéma (1.18) possède les propriétés
suivantes :

– il cöıncide avec le schéma choisi pour la partie transport (1.16) si σ = 0.
– il préserve l’espace des états admissibles si le schéma pour la partie de transport

(1.16) possède cette propriété i.e. dans ce cas, si ∀i ∈ Z, Un
i ∈ Ω alors Un+1

i ∈ Ω.
– il dissipe localement l’entropie : soit (η, ψ) une paire entropie/flux compatible avec

le terme source au sens discret suivant :

∇Uη
(
U?
(x− xi−1/2

tn + ∆t
;Un

i−1, U
n
i

))
.
(
R+
i−1/2 − U

?
)

(Un
i ;Un

i−1, U
n
i ) ≤ 0,

∇Uη
(
U?
(x− xi+1/2

tn + ∆t
;Un

i , U
n
i+1

))
.
(
R−i+1/2 − U

?
)

(Un
i ;Un

i , U
n
i+1) ≤ 0. (1.20)

alors, pour ∆x assez petit, on a la relation de dissipation d’entropie suivante ∀i ∈ Z :

1

∆x

xi+1/2∫
xi−1/2

η
(
Uh(x, tn + ∆t)

)
dx+

∆t

∆x

(
ψ(Un

i , U
n
i+1)− ψ(Un

i−1, U
n
i )
)
≤ 0, (1.21)

où Uh est la valeur de U dans le solveur de Riemann modifié.

Il est important de noter que toutes ces propriétés sont obtenues sous la condition
CFL standard (1.17) qui est également celle du schéma pour la partie transport. L’un des
aspects intéressants est donc que la modification apportée au schéma (1.16) pour prendre
en compte le terme source n’a pas modifié la condition CFL. Il reste maintenant à étudier
les asymptotiques de ce schéma.

Préservation de l’asymptotique La manière de construire le schéma (1.18) nous
assure bien entendu que celui-ci cöıncide avec (1.16) en limite de transport, comme précisé
ci-dessus. Les deux techniques de construction de schémas préservant l’asymptotique pour
des systèmes de la forme (1.1) mentionnées dans l’introduction de ce paragraphe étant
également basées sur des modifications de schémas pour la partie transport, cette propriété
est donc simple à préserver. En revanche, l’asymptotique en régime de diffusion est plus
délicate à obtenir, surtout dans un cadre relativement général.
Afin d’étudier le comportement de notre schéma (1.18) en régime de diffusion, on peut
faire le changement d’échelle t ← t

ε
, σ ← σ

ε
et identifier les termes en puissance de ε.



Ces calculs sont extrêmement fastidieux dans le cas général, mais en fixant le schéma de
transport (1.16) et en précisant les expressions de F, R et σ, on s’aperçoit que (1.18) ne
préserve pas l’asymptotique en général. Par exemple, si l’on considère les équations du
Télégraphe :

∂tu+ a∂xu = σ(v − u),

∂tv − a∂xv = σ(u− v), (1.22)

avec a, σ ∈ IR+ et le schéma HLL pour la partie transport, alors le schéma (1.18) corre-
spondant dégénère vers :

(u+ v)n+1
i = (u+ v)ni +

∆t

∆x2

a2

σ

(
(u+ v)ni+1 − 2(u+ v)ni + (u+ v)ni−1

)
,

qui est consistant avec ∂t(u + v) = a2

σ
∂2
x(u + v) alors que le système (1.22) dégénère vers

∂t(u+ v) = a2

2σ
∂2
x(u+ v). Dans ce cas, le schéma obtenu est deux fois trop diffusif.

Afin d’assurer que l’on obtienne un schéma consistant avec le bon régime de diffusion, il
est donc nécessaire de réécrire (1.15) en introduisant un paramètre σ̄ > 0 :

∂tU + ∂xF (U) = σR(U)− σU + (σ̄ − σ̄)U,

= (σ + σ̄)
(( σ

σ + σ̄
R(U) +

σ̄

σ + σ̄
U
)
− U

)
.

Si on pose, pour U ∈ Ω :

R̄(U) =
σ

σ + σ̄
R(U) +

σ̄

σ + σ̄
U,

alors (1.15) se réécrit par conséquent sous la forme :

∂tU + ∂xF (U) = (σ + σ̄)
(
R̄(U)− U

)
. (1.23)

Or, dès lors que σ̄ > 0 et comme l’espace des états admissibles Ω est convexe, le système
(1.23) entre dans le formalisme (1.15). C’est donc à ce système (1.23) que l’on applique
le schéma (1.18). Le paramètre σ̄ > 0 pourra alors être choisi pour obtenir un schéma
numérique préservant l’asymptotique. Notons que le choix de ce paramètre σ̄ > 0 n’a
aucune influence sur les autres propriétés du schéma, les systèmes (1.23) et (1.15) étant
équivalents. Bien entendu, il modifie en revanche la diffusion numérique.
Pour reprendre l’exemple du Télégraphe, le schéma (1.18) basé sur le système réécrit
(1.23) dégénère en :

(u+ v)n+1
i = (u+ v)ni +

∆t

∆x2

a2

σ + σ̄

(
(u+ v)ni+1 − 2(u+ v)ni + (u+ v)ni−1

)
,

il suffit donc de prendre par exemple σ̄ = σ pour obtenir un schéma préservant l’asymp-
totique.
Étant donné que le choix de σ̄ détermine le régime de diffusion approché à la limite
ε → 0, on peut tout à fait choisir ce paramètre pour corriger un mauvais comportement
du modèle en régime de diffusion. Un exemple est présenté dans [15] où l’on construit
un schéma préservant l’asymptotique physique attendue alors que le modèle ne possède
pas exactement la bonne. Dans le cas précis du modèle M1 pour le transfert radiatif -cas



traité en l’occurrence-, les différences entre la limite physique et celle du modèle sont min-
imes, comme on le verra dans la suite. Il est bien entendu peu souhaitable d’utiliser un
modèle ayant un mauvais comportement en limite de diffusion pour faire des simulations
numériques, ne serait-ce que dans les régimes intermédiaires.

Remarque 1.1. Dans le cas linéaire, le schéma (1.18) est équivalent à d’autres schémas
préservant l’asymptotique en temps long (comme [64, 81]).

Le schéma (1.18), construit en utilisant un formalisme de type relaxation pour le terme
source et des valeurs scalaires pour σ se généralise à n’importe quel système possédant les
propriétés listées dans le paragraphe précédent, y compris lorsque les valeurs de σ sont
des matrices de taille N . Cette généralisation se construit de manière tout à fait similaire
à celle présentée plus haut et est décrite dans [4]. Au final, si l’on intègre la correction
(1.23), on obtient un schéma qui approche les solutions de (1.1) de la forme :

1

∆t
(Un+1

i − Un
i )+

1

∆x
(αi+1/2Fi+1/2 − αi−1/2Fi−1/2)

=
1

∆x
(αi+1/2 − αi−1/2)F (Un

i )− γ

2
(αi+1/2 + αi−1/2)R(Un

i ).
(1.24)

Bien entendu, dans ce cas, l’analogue de α noté α est une matrice de taille N que l’on
choisit comme étant de la forme :

α =

(
I +

γ∆x

2b
(I + σ)

)−1

, (1.25)

et R̄(U) est donné par :
R̄(U) = (I + σ)−1R(U). (1.26)

Cette généralisation du schéma (1.18) vérifie la généralisation du théorème (1.2) pour peu
que toutes les matrices soient bien définies et que la matrice σ soit la discrétisation d’une
variété continue. De plus, un choix judicieux de la matrice σ permet d’obtenir un schéma
préservant l’asymptotique à ε→ 0. Plus précisément, on a le théorème suivant :

Théorème 1.3. On considère des matrices de taille N σi+1/2 telles que

I + σi+1/2 et (1 + ∆x
2εb

)I + σi+1/2 sont bien définies et inversibles pour ε > 0. On suppose
l’existence d’une matrice de taille n notée Mi+1/2 telle qu’on ait la relation :

Q(I + σi+1/2)−1 =
1

b2
Mi+1/2Q. (1.27)

Avec les notations du paragraphe précédent, on définit de plus la matrice de taille nM(u) :

M(u) = QDUF (E(u))L−1(u)D2
UΦ(E(u))DUF (E(u))DuE(u). (1.28)

On suppose enfin que Mi+1/2 sont des discrétisations de M(u) aux interfaces xi+1/2.
Alors, le schéma (1.24) préserve l’asymptotique à ε→ 0.

Dans ce théorème, la matriceM définie par l’équation (1.28) représente la matrice de
diffusion du système limite. Étant donné qu’on doit en construire une discrétisation, sa
forme complexe dans le cas général peut faire craindre des difficultés à mettre en œuvre
le schéma. En pratique, la forme de M est souvent nettement plus conviviale que ne



le laisse supposer l’équation (1.28). Il est alors relativement simple et efficace d’adopter
la stratégie suivante. On commence par écrire une forme discrète de M, par exemple
en sélectionnant un schéma numérique pour discrétiser l’équation de diffusion. Muni de
cette forme discrète, on déduit de (1.27) la forme de σi+1/2 à utiliser dans le schéma (1.24).

A titre d’exemple, on applique le schéma (1.24) pour approcher les solutions du système
suivant :

∂tρ+ ∂xq = 0,

∂tq + ∂x

(q2

ρ
+ p(ρ)

)
= −κq + σf,

∂te+ ∂xf = 0,

∂tf + ∂xχ

(
f

e

)
e = −σf,

où p est une fonction régulière, convexe et croissante de ρ et χ est définie par :

χ(ξ) =
3 + 4ξ2

5 + 2
√

4− 3ξ2
.

Ce système académique pouvant être vu comme un couplage ultra-simplifié entre le
système d’Euler avec friction et le modèle M1 pour le transfert radiatif avec scattering
isotrope. Si l’on suppose que κ et σ ont le même rapport d’échelle, ce système dégénère
en temps long vers le système :

∂tρ−
1

κ
∂2
xp(ρ)− 1

3κ
∂2
xe = 0,

∂te−
1

3σ
∂2
xe = 0.

L’intérêt de ce système est que c’est un exemple simple pour lequel le régime de diffusion
est gouverné par deux équations. Le système limite n’est de plus pas trivial puisque, si
l’équation de diffusion sur e est indépendante de ρ, l’inverse n’est pas vrai. Le comporte-
ment du schéma est illustré sur la figure 1.2. Les courbes représentent les résultats obtenus
avec la configuration suivante :

ρ0 = 0.2, q0 = 0, f0 = 0, et e0 =

{
1.5 si x ∈ [0.45, 0.55]

1 sinon
,

et les paramètres κ = 2, σ = 1, ε = 10−3, p(ρ) = 10−3ρ2. On utilise un maillage uniforme
avec un pas d’espace ∆x = 10−2. La solution obtenue avec le schéma (1.24) est comparée
avec celle donnée par un schéma qui approche le système de diffusion à un temps t = 50.

On a également représenté sur la figure 1.2 les solutions du schéma (1.24) en choisissant
σi+1/2 = 0. Ces résultats sont typiques de ce qu’on obtient avec un schéma qui ne préserve
pas l’asymptotique. En ce qui concerne e, un tel schéma prédit typiquement un régime
de diffusion mais avec un mauvais coefficient, comme dans l’exemple du Télégraphe. En
revanche, il prédit pour ρ un régime de diffusion qui ne dépend pas de e. On constate
nettement ce très mauvais comportement sur la figure. Pour obtenir une approximation
acceptable de la solution, un maillage extrêmemnt fin va être requis.
En revanche, le schéma (1.24) avec une matrice σi+1/2 ad hoc (entre autres non diagonale)
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Figure 1.2 – Solution de référence (trait plein) et du schéma (1.24) (pointillés) avec et
sans la correction AP.

capture parfaitement la solution pourtant très particulière et ce même sur un maillage
relativement grossier.

La technique numérique présentée ici remplit donc ses objectifs initiaux. Elle a d’ailleurs
été appliquée avec succès pour des simulations physiques complexes.
Dans [6], on considère les équations de St Venant avec terme de friction. Dans ce cas, la
limite n’est plus un opérateur de diffusion standard mais contient un opérateur de type
p-laplacien. Ce type de cas est également traité dans [4].



Dans [10], on considère le modèle M1 en 2D cartésien. A noter que le schéma numérique
pour la partie transport est un schéma de type HLLC adapté.
Enfin, dans [22], on considère l’extension du schéma dans le cas 2D non-structuré. Celle-
ci est relativement directe. En fait, la principale difficulté dans ce cas est de choisir un
schéma numérique vers lequel dégénérer en régime de diffusion. Dans certains cas, on ob-
tient des régimes très anisotropes, voire des p-laplaciens comme mentionné plus haut. Il
est alors nécessaire d’utiliser des formalismes volumes finis adaptés comme par exemples
des schémas de type DDFV (c.f. description d’un tel schéma dans le chapitre suivant).

1.2.2 Schéma préservant l’asymptotique en temps court

L’objectif de ce paragraphe est de présenter le schéma détaillé dans [3], qui préserve
l’asymptotique en temps court pour des systèmes hyperboliques de la forme :

∂tu+ ∂xv = 0, (1.29)

∂tv + ∂xg(u, v) =
1

ε(t, x, u)
S(u, v), (1.30)

Sous les hypothèses de [66], lorsque ε → 0, ce système dégénère vers une équation
relaxée :

∂tu+ ∂xf(u) = 0. (1.31)

Notons qu’il existe de nombreux schémas préservant l’asymptotique pour ce système,
au moins lorsque ε est une constante (c.f. les références dans [3]). Par exemple un simple
splitting d’opérateur fonctionne très bien de ce point de vue. En revanche, la discrétisation
de l’équation limite (1.31) est alors imposée. L’originalité du schéma proposé dans [3] est
qu’il permet de choisir n’importe quel solveur de Riemann approché pour discrétiser cha-
cun des deux régimes limites (ε → 0 et ε → ∞). Ceci peut être particulièrement utile
dans des contextes de couplage de codes, de réduction de modèles ou de décomposition de
domaine. Il permet ainsi également de construire facilement des approximations d’ordre
élevé dans tous les régimes.

Afin d’expliquer le principe de ce schéma, on se place d’abord dans le cadre d’un
système quasilinéaire de type relaxation :

∂tu+ ∂xv = 0, (1.32)

∂tv + a2∂xu =
1

ε(t, x, u)

(
f(u)− v

)
, (1.33)

avec a > 0 vérifiant la condition sous-caractéristique de Whitham :

|f ′(u)| < a. (1.34)

On choisit alors de définir un un solveur de Riemann approché à deux états comme illustré
sur la figure 1.3. Les quatre états intermédiaires sont définis par les quatre équations
suivantes. Tout d’abord, on impose la consistance de u avec la forme intégrale :

(vR − vL) = −a(u?L − uL) + a(uR − u?R). (1.35)
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Figure 1.3 – Illustration du solveur de Riemann approché.

Le terme source n’intervient donc pas dans cette équation. Les trois autres équations sont
données par les relations de Rankine-Hugoniot sur v à travers chacune des ondes :

a2(u?L − uL) = −a(v?L − vL), (1.36)

a2(u?R − u?L) =
∆x

ε
S̃(WL,WR), (1.37)

a2(uR − u?R) = a(vR − v?R), (1.38)

où S̃(WL,WR) est une approximation consistante de f(u) − v à définir. On résout alors
ce système pour obtenir le schéma suivant :

un+1
i = uni −

∆t

∆x

(
Fui+1/2 −Fui−1/2

)
, (1.39)

vn+1
i = vni −

∆t

∆x

(
Fvi+1/2 −Fvi−1/2

)
+

∆t

2εni+1/2

(
S̃i+1/2 + S̃i−1/2

)
, (1.40)

avec :

Fui+1/2 =
1

2
(vi + vi+1)− a

2
(ui+1 − ui) +

∆x

2aε
S̃(Wi,Wi+1), (1.41)

Fvi+1/2 =
a2

2
(ui + ui+1)− a

2
(vi+1 − vi). (1.42)

Enfin, on choisit l’approximation suivante du terme source S̃i+1/2 :

1

ε
S̃i+1/2 =

a
(

2ψ(uni , u
n
i+1)− (vni + vni+1) + a(uni+1 − uni )

)
2aεni+1/2 + ∆x

,

=
2a

2aεni+1/2 + ∆x

(
ψ(uni , u

n
i+1)− v?i+1/2

) (1.43)

avec :

v?i+1/2 =
1

2
(vi + vi+1)− a

2
(ui+1 − ui)

et :

εni+1/2 = ε
(
tn, xi+1/2,

uni + uni+1

2

)
.

Ici, ψ est n’importe quel flux numérique consistant avec (1.31). Cette approximation de S̃
a été construite de telle sorte que le schéma final soit consistant, préserve l’asymptotique
et dégénère quand ε→ 0 en un schéma volumes finis pour (1.31) de flux ψ.
Le schéma ainsi obtenu possède les bonnes propriétés résumées dans la proposition suiv-
ante :



Proposition 1.2. Sous la condition CFL 2a∆t ≤ ∆x, le schéma préserve :

– l’asymptotique ε→ 0 (sous une condition très peu contraignante sur ψ),
– le principe du maximum, les inégalités d’entropies et le caractère TVD sur les vari-

ables diagonales u± av quand ε→∞,
– toutes les propriétés satisfaites par le choix de ψ quand ε→ 0.

De plus, si ψ est le flux d’un schéma L2 stable sous la même condition CFL alors le
schéma est également L2 stable sous cette condition CFL.

Ce schéma se généralise très bien et conserve ses propriétés fondamentales. Il est même
possible de choisir ψ de façon à ce qu’il soit consistant avec le correcteur d’ordre 1 en ε
dans la limite ε→ 0.

A titre d’exemple, on considère un cas-test proposé par Jin et al. dans [85] (qui pro-
posent une technique de décomposition de domaine adaptée). On y choisit g(u, v) = u et
ε discontinu :

ε =

{
1 si x < 1,

2.10−3 sinon.

Le terme source a une forme de relaxation : S(u, v) = f(u) − v avec f(u) = 1
4
(e−u − 1).

Les données initiales sont u(0, x) = u0(x) = sin(π(x − 1))3 et v(0, x) = f(u(0, x)). Les
conditions aux limites sont u(t, 0) = u(t, 2) = 0 et :

v(t, 0) = u(t, 0)− (u0 − f(u0))(t),

v(t, 2) = −u(t, 2) + (u0 + f(u0))(2− t).

Le maillage ne comporte que 50 mailles de sorte que ε < ∆x. On compare alors la
méthode de splitting standard, notre schéma avec deux choix de ψ (à savoir les flux
de HLL et Lax-Wendroff) et une solution de référence obtenue en faisant converger la
méthode de splitting. Les résultats sont donnés pour t = 0.5 sur la figure 1.4. On voit
clairement qu’au voisinage de la discontinuité en ε, la solution approchée par splitting
présente une différence non négligeable avec la solution de référence. Notre schéma se
comporte mieux. Par ailleurs, on constate que le choix d’un flux de Lax-Wendroff pour ψ
améliore l’approximation même dans la zone où ε = 1, où l’on est pourtant loin du régime
asymptotique. Le contrôle du choix de ψ est donc un atout non négligeable, même pour
des problèmes pour lesquels ce n’était pas évident a priori.

1.3 Transfert radiatif

Mon intérêt pour le transfert radiatif remonte à mon stage de DEA ( !) [40]. Mon
objectif principal durant toutes ces années a été (et reste) de permettre de réaliser des
simulations dans des cas de rentrée atmosphérique superorbitale. De telles applications
sont extrêmement complexes tant du point de vue de la modélisation que du calcul. Bien
entendu, il existe de nombreuses autres applications du transfert radiatif. On trouvera à
la fin de ce paragraphe des exemples en radiothérapie ou en climatologie (rayonnement
dans les nuages).

Le transfert radiatif représente le transfert d’énergie via les photons. Au niveau mésoscopique,
il est décrit par l’équation du transfert radiatif (ETR) qui peut s’écrire sous la forme :



Figure 1.4 – Cas test de Jin, Liu et Wang : u (l) et v (r) à t = 0.5.

1

c
∂tIν(Ω) + Ω.∇xIν(Ω) = σν

(
Bν(T )− Iν(Ω)

)
,

− κIν(Ω) +
κ

4π

∫
S2

p(Ω→ Ω
′
)Iν(Ω

′
)dΩ

′
. (1.44)

Dans cette équation, l’inconnue est l’intensité radiative Iν(Ω) = I(t, x,Ω, ν) qui est liée
à la fonction de répartition des photons. La vitesse d’un photon a toujours pour module
la vitesse de la lumière c et ne nécessite donc qu’un vecteur de direction Ω ∈ S2 pour
être décrite. Par ailleurs, chaque photon est caractérisé par une énergie hν où h est la
constante de Planck et ν la fréquence. Comme on peut le voir, l’ETR est une équation
cinétique et qui possède à ce titre des similitudes avec d’autres équations du même type
comme l’équation de Boltzmann. Elle possède aussi des spécificités surprenantes, comme
en témoignent par exemples les pics dits de Zel’dovitch dans les chocs radiatifs [113] (on
pourra voir [70] pour une approche mathématique de ce phénomène).
En l’absence d’interaction avec la matière, les photons se propagent donc en ligne droite
à la vitesse cΩ : c’est le régime de transport.
Les interactions rayonnement/matière quant à elles, sont essentiellement de trois sortes.
Tout d’abord, la matière émet des photons. Dans des conditions “raisonnables“ 2, cette
émission peut s’écrire sous la forme σνBν(T ) où Bν(T ) est la fonction de Planck, ou
planckienne, qui joue un rôle comparable à la maxwellienne pour l’équation de Boltzmann
et qui est donnée par :

Bν(T ) =
2hν3

c2

[
exp
( hν
kT

)
− 1
]−1

,

2. à l’équilibre thermodynamique local



où k est la constante de Boltzmann et T la température de la matière. Le coefficient
σν = σ(ν, T, . . . ) représente l’opacité du milieu : c’est l’inverse du libre parcours moyen. Ce
coefficient est crucial car il est contient des propriétés fondamentales du milieu considéré.
C’est en général une fonction très complexe de ν en raison de la présence de millions de
raies d’émission caractéristiques des espèces en présence. La figure 1.5 montre par exemple,
une partie du spectre dans un plasma d’atmosphère vénusienne. Dans cet exemple, on
constate des composantes continues dues aux transitions lié/libre et libre/libre.

Figure 1.5 – Exemple de spectre d’un plasma.

Le deuxième type d’interaction photons/matière est l’absorption. C’est le phénomène
inverse de l’émission : certaines populations gagnent un (ou plusieurs) niveau d’énergie
en captant les photons d’énergie hν correspondante. L’absorption correspond au terme
−σνIν(Ω) dans l’ETR.
Enfin, le troisième type d’interaction correspond au scattering : les photons sont alors
déviés avec une certaine probabilité p. Il existe plusieurs types de scattering mais pour
simplifier, on n’a conservé dans (1.44) que ceux qui modifient uniquement la trajectoire
(d’autres modifient également la fréquence). Dans la suite, le scattering ou l’absorption
seront parfois négligés selon les régimes physiques considérés.

La forme (1.44) de l’ETR contient d’autres simplifications, le lecteur désireux d’en ap-
prendre plus se référera à [100, 102, 106, 113]. Il semble toutefois important de souligner
certaines propriétés afin d’éclairer la suite de ce paragraphe.

Tout d’abord, certaines grandeurs macroscopiques ont un intérêt particulier. On définit
ainsi :

l’énergie radiative : ER =
1

c

∫
S2

∫ ∞
0

Iν(Ω)dνdΩ,

la température radiative : TR =
(ER
a

) 1
4
,

le flux radiatif : FR =
1

c

∫
S2

∫ ∞
0

cΩIν(Ω)dνdΩ.

Afin de simplifier les notations, les intégrales en direction et en fréquence seront notées :

< • >:=
1

c

∫
S2

∫ ∞
0

•dνdΩ.

Pour plus de clarté, les dépendances en ν et en Ω seront omises dans les crochets. La notion
de température radiative dérive d’une propriété fondamentale de la fonction de Planck :



son énergie est proportionnelle à T 4. On note < B(T ) >= aT 4, où a ' 7.56 10−16 SI.
Autre notion importante dans la suite, l’entropie radiative hR est définie par :

hR(I) =
2kν2

c3

[
nI ln(nI)− (nI + 1) ln(nI + 1)

]
, (1.45)

où nI est le nombre d’occupation défini par :

nI =
c2

2hν3
Iν(Ω).

La planckienne représente le minimum de l’entropie radiative parmi toutes les intensités
d’énergie aT 4 :

Bν(T ) = argmin{< hR(J) >, < J >= aT 4},

Remarquons ensuite que le rayonnement dépend étroitement des propriétés physiques de
la matière : température, mais aussi pression ou composition chimique (ces influences sont
cachées dans l’expression de l’opacité). Il convient donc d’ajouter à l’ETR une description
de ces grandeurs matière. Pour certaines applications, comme en climatologie, l’influence
du rayonnement sur la température peut être négligée et celle-ci peut être une donnée du
modèle. Pour d’autres applications, en astrophysique ou pour des rentrées atmosphériques
superorbitales, l’impact du rayonnement peut être prépondérant. Dans ce cas, on peut
par exemple coupler le rayonnement avec des équations de type Navier-Stokes. Afin de
présenter les modèles de rayonnement dans un cadre agréable, on utilisera l’équation
d’évolution de la température suivante :

ρCv∂tT =

∫
S2

∫ ∞
0

σν

(
Iν(Ω)−Bν(T )

)
, (1.46)

c’est-à-dire que la différence d’énergie entre le rayonnement et la matière modifie simple-
ment la température. Ici, ρ est la densité et Cv la capacité calorifique à volume constant
du milieu.

Signalons enfin que lorsque les opacités σν ou κ deviennent importantes, l’ETR dégénère
en temps long vers une équation de diffusion. Lorsque σν →∞, on obtient ainsi le régime
dit de diffusion à l’équilibre (c.f. [48, 90] et [73]) :

∂t(ρCvT + aT 4)−∇x

(4acT 3

3σR
∇xT

)
= 0, (1.47)

où σR est la moyenne de Rossland de l’opacité :

σR =
< ∂TB >

< 1
σ
∂TB >

. (1.48)

On retrouve ainsi le comportement familier abordé au début de ce chapitre.
L’analyse du comportement des solutions de l’ETR et du problème couplé avec l’hydro-
dynamique a fait l’objet de nombreux travaux. On peut citer [44,48,69,70,109] pour une
liste non exhaustive.



1.3.1 Modèle M1-multigroupe et modèle hybride

Calculer de manière très précise les solutions de l’ETR se révèle très coûteux numériquement.
Il faut en effet discrétiser les variables directionnelles et fréquentielle. Cette dernière est
de loin la plus problématique car un gaz donné contient des dizaines d’espèces chimiques,
chacune possédant des millions de raies d’émission. Pour capter certains phénomènes,
comme le fait que l’absorption a tendance à ”creuser” les profils de raie, il faut donc
échantillonner finement chaque raie. Un tel calcul est tellement lourd numériquement (et
le restera longtemps) qu’il est inenvisageable de l’utiliser dans un contexte de couplage
fort. L’un des principaux défis est alors de proposer des modèles nettement moins coûteux
tout en étant capables de correctement représenter les phénomènes considérés. C’est l’ob-
jet de ce paragraphe.

L’une des particularités de l’ETR, quand on compare avec l’équation de Boltzmann par
exemple, est le découplage entre les variables de direction Ω et de fréquence ν. La principale
difficulté résidant dans le traitement des fréquences, on va considérer un découpage de
[0,∞[ν en groupes et en bandes étroites de la manière suivante :

[0,+∞[ν=
( Q⋃
q=1

Qq
)⋃( K⋃

k=1

Qk
)
. (1.49)

Dans la suite, les groupes seront systématiquement notés Qq et les bandes étroites Qk.
Afin de préciser les appellations utilisées dans ce paragraphe :

• Les bandes étroites sont des intervalles de fréquence assez petits pour que l’on puisse
faire certaines hypothèses simplificatrices. Typiquement, la fonction de Planck peut
être considérée comme constante à l’intérieur d’une bande étroite. On peut y calculer
des moyennes d’opacité en utilisant des techniques spécifiques comme les méthodes
CK [88]. Dans des configurations usuelles, on doit considérer quelques milliers de
bandes étroites.

• Les groupes sont de grands intervalles de fréquence à l’intérieur desquels on ne peut
pas faire les simplifications précédentes. Dans des configurations usuelles, on utilise
peu de groupes (jusqu’à quelques dizaines).

On peut distinguer deux grandes familles de modèles selon le choix du découpage en
fréquence. D’une part les méthodes que l’on peut appeler abusivement microscopiques et
qui utilisent une discrétisation fine à la fois en direction et en fréquence (donc des bandes
étroites). Parmi ces méthodes, on peut citer les méthodes aux ordonnées discrètes et les
méthodes de lancer de rayon. Ces méthodes sont aussi coûteuses que précises et sont très
populaires dans des applications en climatologie et en spectroscopie.
A l’autre bout de l’échelle, on trouve des modèles basés sur des grandeurs macroscopiques.
Moins détaillés et moins coûteux que les précédents, ils sont couramment utilisés en as-
trophysique ou pour des applications à des incendies. On y trouve essentiellement les
modèles aux moments, dont le modèle M1 décrit plus bas, et les modèles de diffusion à
flux limité qui se basent sur la limite de diffusion (1.47). Les plus classiques d’entre eux
sont comparés dans [105].

Dans ce paragraphe, on présente deux modèles : l’un cinétique, l’autre aux moments.



On montrera que chacun d’entre eux possède de bonnes propriétés mathématiques. Ces
deux modèles serviront alors de base à la construction d’un modèle hybride faisant un
compromis entre les deux approches.

Modèle cinétique Ce modèle a été introduit dans [30] et développé dans [9]. On se
place ici dans le cas où Q = 0 i.e. le découpage en fréquence est fait exclusivement par
bandes étroites. Afin d’obtenir un modèle semi-discret (continu en t et en x, discret en
Ω et en ν), on choisit d’utiliser une méthode de type ordonnées discrètes en choisissant
un ensemble de directions (Ωl)l=1...L (pour plus de précisions, on pourra par exemple se
référer à [106]). Les intégrales sont alors remplacées par une formule de quadrature :

< • > =
K∑
k=1

L∑
l=1

• ωlξk '
1

c

∫ ∞
0

∫
S2

• dΩdν.

Muni de celle-ci, on discrétise simplement l’ETR dans chacune des bandes étroites et dans
les intervalles autour de chacun des Ωl :

1

c
∂tJk,l + Ωl∇xJk,l = σk

[
Bk(T )− Jk,l], (k, l) ∈ [1 . . . K]× [1 . . . L] (1.50)

ρCv∂tT = < cσ(J − B(T )) >, (1.51)

L’inconnue de ce modèle, notée Jk,l est une approximation de Iνk(Ωl). Par ailleurs, Bk(T )
est une approximation de Bν(T ). Dans les modèles ordonnées discrètes classiques, on
choisit en général Bk(T ) = Bνk(T ) mais ce choix n’est pas complètement anodin. Par

exemple, les formules de quadrature utilisées ne permettent pas de vérifier < B(T ) > =
aT 4. De l’énergie est donc crée ou perdue artificiellement à cause des erreurs de quadrature.
Pour pallier cet inconvénient, on construit donc un modèle cinétique dans lequel la forme
de Bk(T ) permet d’assurer que ce modèle semi-discret conserve les propriétés essentielles
du modèle continu. L’idée, inspirée de ce que Mieussens a proposé pour Boltzmann-BGK
[99], est d’utiliser une technique de minimisation d’entropie à la Levermore [93] pour
définir B :

B = (Bk,l(T ))k,l = argmin{< hd(J) >, < J > = aT 4}, (1.52)

avec :

hd(J) =
2kν2

k

c3

[
nk,l ln(nk,l)− (nk,l + 1) ln(nk,l + 1)

]
,

et :

nk,l := n(J)k,l =
c2

2hν3
k

Jk,l.

Ce choix est cohérent dans la mesure où l’équivalent discret de la fonction de Planck est
également choisi en minimisant une forme discrète de l’entropie radiative sous contrainte
d’avoir une énergie de aT 4. Il permet au modèle (1.50)-(1.51)-(1.52) de posséder un certain
nombre de propriétés intéressantes résumées dans les théorèmes suivants :

Théorème 1.4. Si T > 0 alors il existe un unique B solution de (1.52). Il est donné par :

Bk,l = Bk =
2hν3

k

c2

[
exp
(hνkα

k

)
− 1
]−1

, (1.53)

où α est l’unique solution de l’équation < B > = aT 4.



Théorème 1.5. Si la formule de quadrature < • > est exacte pour les polynômes de degré
2 en Ω alors :

– l’énergie totale est conservée :

∂t(< J >+ ρCvT ) + c ∇x< ΩlJ > = 0,

– si J(t = 0) ∈ L∞ alors ∀t > 0, J(t) ∈ L∞,
– l’entropie totale est localement dissipée :

∂t

(
< hR(J) >

c
+ ρCvU

)
+∇x< ΩlhR(J) > ≤ 0.

où U = −
∫ T

0
α(T )dT est une fonction convexe de T .

– la limite de diffusion du modèle (1.50)-(1.51)-(1.52) est l’équation de diffusion à
l’équilibre (1.47).

Ce modèle est donc un modèle cinétique satisfaisant. Malheureusement, il requiert
un très grand nombre de bandes étroites à l’instar de tous les modèles de même nature
(cinétiques ou lancer de rayon). Pour des applications nécessitant un couplage fort, le coût
de calcul d’un tel modèle devient vite prohibitif et il convient donc d’utiliser des modèles
plus simples.

Modèle M1-multigroupe Ce modèle est décrit en détail dans [13], certaines de ses
propriétés sont prouvées dans [9]. C’est une extension du modèle M1 gris [76] qui peut
être construite en deux étapes. La première consiste à considérer uniquement les moments
angulaires de Iν(Ω). On intègre alors (1.44) et Ω.(1.44) sur S2 pour obtenir :

∂tE(ν) +∇F (ν) = σ(4πBν(T )− E(ν)),

∂tF (ν) +∇P (ν) = −(σ + (1− g)κ)F (ν),

avec : E(ν)
F (ν)
P (ν)

 =
1

c

∫
S2

 1
cΩ

Ω⊗ Ω

 Iν(Ω)dΩ,

et g est le premier moment de la fonction de répartition du scattering. Ce système à
deux moments générique dépend encore continûment de la fréquence. Par ailleurs, il fait
intervenir plus d’inconnues que d’équations et on doit donc lui ajouter une hypothèse de
fermeture. En pratique, cela revient à choisir une forme à P (ν) en fonction de E(ν) et
F (ν).
Le choix le plus classique consiste à prendre le premier terme dans la décomposition en
harmoniques sphériques. On obtient alors le modèle dit P1 pour lequel P (ν) = 1

3
E(ν)Id.

Ce choix a l’avantage de la simplicité car le système résultant est alors linéaire. Il donne
de bons résultats lorsque ‖F (ν)‖ � cE(ν) mais est trop frustre dans le cas contraire. Il
peut prédire des situations où ‖F (ν)‖ > cE(ν), ce qui ne peut pas arriver si E(ν) et F (ν)
sont les deux premiers moments d’une intensité radiative positive puisque ‖Ω‖ = 1.
En ce qui concerne le modèle M1, l’idée est d’utiliser un principe de minimisation d’en-
tropie : parmi les intensités radiatives dont les deux premiers moments angulaires sont
E(ν) et F (ν), on choisit celle qui minimise l’entropie radiative :

I = argmin
{
< hR(I) > / ∀ν > 0,

∫
S2

(
1
Ω

)
Iν(Ω)dΩ =

(
cE(ν)
F (ν)

)}
.



La pression radiative est alors définie comme étant le deuxième moment angulaire de I.
Tous calculs faits, on arrive à écrire P (ν) sous une forme dite d’Eddington : P (ν) =
E(ν)D(ν) où le tenseur d’Eddington D(ν) est donné par :

D(ν) =
1− χ(ν)

2
Id +

3χ(ν)− 1

2

F (ν)⊗ F (ν)

‖F (ν)‖2
,

le facteur d’Eddington χ(ν) étant une fonction scalaire de E(ν) et de F (ν) déterminée
par les contraintes du problème de minimisation.
Une fois ce modèle intermédiaire construit, il reste à l’intégrer en fréquence. On le fait
à l’intérieur de chaque groupe [νq−1/2, νq+1/2[ pour obtenir le modèle multigroupe à deux
moments générique :

∀q = 1 . . . Q, ∂tEq +∇xFq = cσeqaθ
4
q − cσaqEq, (1.54)

∂tFq + c2∇xPq = −cσfqFq. (1.55)

L’énergie radiative Eq, le vecteur de flux radiatif Fq et le tenseur de pression radiative Pq
sont les trois premiers moments de l’intensité radiative dans le qeme groupe :

Eq =< I >q,

Fq =< cΩI >q,

Pq =< Ω⊗ ΩI >q,

aθ4
q =< B(T ) >q .

Par ailleurs, σe, σa et σf sont des valeurs moyennes de l’opacité σ sur lesquelles nous
reviendrons plus tard. Là encore, il faut faire un choix de fermeture. La stratégie M1,
décrite dans le cas dit ”gris“ (i.e. Q = 1) dans [76] et étendue au cas multigroupe dans
[13], consiste une nouvelle fois à utiliser un principe de minimisation d’entropie. Il permet
comme précédemment de définir une intensité radiative sous-jacente I :

I = argmin{< hR(I) > / ∀q = 1 . . . Q < I >q= Eq, < cΩI >q= Fq}. (1.56)

Ce problème de minimisation se résout pour donner une forme explicite de I. On choisit
alors Pq comme étant le deuxième moment de cette intensité radiative sous-jacente I. On
arrive encore à obtenir une forme d’Eddington par groupe Pq :=< Ω⊗ ΩI >q= EqDq où
le tenseur d’Eddington du qeme groupe est donné par :

Dq =
1− χq

2
Id +

3χq − 1

2

Fq ⊗ Fq
‖Fq‖2

, (1.57)

le facteur d’Eddington χq étant un scalaire déterminé de manière unique par les con-
traintes. L’un des avantages de ce choix de fermeture est que l’on dispose d’une forme
explicite de l’intensité radiative sous-jacente I. Celle-ci est d’ailleurs très similaire à celle
utilisée par Levermore pour son modèle de diffusion à flux limité [92]. Notons également
que d’autres formes de fermeture basées sur des principes de minimisation d’entropie
existent dans la littérature [57, 89, 101]. Elles sont toutefois basées sur des simplifica-
tions ou d’autres entropies que hR. Enfin, d’autres formes de fermeture ont également été
développées : les modèles PN basés sur une décomposition en harmoniques sphériques ou
d’autres plus spécifiques comme dans [97].
Le modèle M1 a été largement étudié et étendu au cours des dix dernières années (c.f.



[14, 60, 61, 69, 77, 108]). Il possède en effet des propriétés intéressantes qui lui permettent
d’être un bon choix pour certaines applications, notamment en astrophysique (voir par
exemple [98, 112]). Celles qui seront particulièrement utiles pour la suite sont résumées
dans le théorème suivant :

Théorème 1.6. Le système (1.54)-(1.55) avec fermeture M1 est hyperbolique symétrisable.
De plus :

– l’énergie totale est conservée,
– l’entropie totale est localement dissipée,
– il dégénère en temps long et quand σ →∞ vers l’équation de diffusion à l’équilibre

(1.47) si σ est constante,
– il préserve les états physiquement admissibles (i.e. Eq > 0 et ‖Fq‖ ≤ cEq).

Autre aspect important du modèle M1, sa possibilité de définir de manière cohérente
les moyennes d’opacité. En effet, celles-ci sont données par :

σeq =
< σB(T ) >q

aθ4
q

, (1.58)

σaq =
< σI >q

Eq
, (1.59)

σfq =


< σΩxI >q

F x
q

0

0
< σΩyI >q

F y
q

 . (1.60)

La première d’entre elles est en fait tout simplement la moyenne de Planck et est donc
facilement calculable. Certaines bases de données permettent d’ailleurs de l’obtenir di-
rectement. En revanche, les autres moyennes dépendent de l’intensité radiative qui n’est
évidemment pas une variable du système. A priori, on ne peut donc pas les exprimer sim-
plement en fonction de Eq et Fq. Il faut donc faire une hypothèse supplémentaire pour les
définir, problème d’ailleurs inhérent à tous les modèles macroscopiques. Dans la plupart
des applications, la moyenne de Planck est souvent simplement choisie pour les approcher.
Ce choix, judicieux dans des régimes proches du transport (i.e. quand σ � 1) se révèle
malheureux dans d’autres régimes.
Dans le cas du modèle M1 cependant, on peut utiliser l’intensité radiative sous-jacente I
en choisissant :

σaq =
< σI >q

Eq
,

σfq =


< σΩxI >q

F x
q

0

0
< σΩyI >q

F y
q

 .

Cette définition est cohérente dans la mesure où elle est basée sur la même hypothèse que
celle qui définit la fermeture du système. Elle permet une précision largement accrue à
nombre de groupes constant comme on peut le voir dans [13].
Précisons toutefois que, même avec ce choix, le modèle M1 ne possède la bonne limite
de diffusion que si σ est constante (en fréquence). En pratique, on retrouve une équation
de la forme souhaitée (1.47) mais avec une mauvaise moyenne d’opacité. En utilisant les



moyennes relativement à I, on obtient en effet une opacité moyenne limite qui n’est pas
exactement la moyenne de Rossland (les erreurs sont de l’ordre de quelques pourcents sur
des cas réalistes). On rappelle que l’on peut pallier ce défaut d’une manière peu avouable
en réglant le schéma numérique de manière adéquate (c.f. section précédente). Par ailleurs,
signalons qu’on peut obtenir un modèle à deux moments dégénérant correctement vers
l’équation de diffusion à l’équilibre (avec une moyenne de Rossland de l’opacité) en util-
isant un principe de fermeture basé sur la minimisation du taux de production de l’entropie
[67]. Cependant, ni la fermeture, ni l’intensité radiative sous-jacente n’ont alors d’expres-
sion explicite, même dans le cas gris. Un tel modèle est donc difficilement envisageable
dans notre contexte.

L’extension multigroupe du modèle M1 permet finalement une grande souplesse au
niveau fréquentiel. Son principal défaut est d’être incapable de gérer plus d’une direc-
tion principale de propagation. Pour certaines applications (calcul d’un écoulement sur
l’avant du bouclier d’une sonde par exemple), ce défaut est négligeable. En revanche, il
peut parfois être problématique : on peut penser à des cas où on fait se croiser des lasers.
Dans ce cas, il existe des extensions utilisant des moments partiels en direction. En 1D, la
méthode aux demi-moments [77] (et [14] pour l’extension multigroupe) répond totalement
au problème. En revanche, en dimension supérieure [79], il peut encore subsister de nom-
breuses configurations qui mettent en défaut le modèle. On pourrait alors considérer des
modèles avec plus de moments mais ceux-ci deviennent assez vite très complexes, même
dans le cas gris.

Pour terminer cette brève présentation du modèle M1, soulignons qu’il peut être
agréable de le considérer comme l’équivalent pour l’ETR de ce que le système d’Euler
est pour l’équation de Boltzmann. Même s’il existe certaines différences fondamentales
entre les deux physiques (comme le découplage des directions et des fréquences), ce par-
allèle permet tout de même de mieux appréhender les possibilités du modèle M1. Le
modèle M1 peut d’ailleurs se réécrire sous une forme intéressante rappelant les équations
d’Euler (voir par exemple [62]).

Modèle hybride L’idée de ce modèle, développé dans [9], est de coupler en fréquence
le modèle M1 multigroupe et le modèle cinétique (1.50)-(1.51)-(1.52). En utilisant un
découpage en fréquence de la forme (1.49), il est en effet possible de choisir d’utiliser le
modèle cinétique dans les bandes étroites et le modèle M1 ailleurs. Le seul prix à payer
est l’introduction d’une variable de température auxiliaire T qui représente grosso modo
la part de la température matière concernée par les échanges d’énergie avec les bandes
étroites. Le modèle complet devient :

∀q = 1 . . . Q, ∂tEq +∇x.Fq = c
[
σeqaθ

4
q − σaqEq

]
, (1.61)

∂tFq + c2∇xPq = −cσfqFq, (1.62)

∀(k, l) ∈ [1 . . . K]× [1 . . . L],
1

c
∂tJk,l + Ωl∇xJk,l = σk

[
Bk(T )− Jk,l], (1.63)

ρCv∂t(T − T ) =

Q∑
q=1

c(σaqEq − σeqaθ4
q) (1.64)

ρCv∂tT = < cσ(J − B(T )) > (1.65)



Pq =< Ω⊗ ΩI >,

I = argmin
{∑

q

< h(I) >q /∀q = 1 . . . Q, < I >q= Eq et < cΩI >q= Fq

}
(1.66)

B = argmin
{
< hR(I) >/< I > = aT 4 −

Q∑
q=1

aθ4
q

}
. (1.67)

Où T = T (T ) vérifie la relation :

T =
(< B(T ) >

a

)1/4

. (1.68)

Ce modèle hybride est une généralisation à la fois du modèle M1 multigroupe et du modèle
cinétique considéré plus haut : on retrouve bien chacun de ces deux modèles en choisissant
un découpage de fréquences ne consistant qu’en des groupes ou qu’en des bandes étroites.
C’est un compromis intéressant pour certaines applications physiques dans lesquelles les
informations importantes sont contenues dans des intervalles de fréquence étroits et peu
nombreux. Le cas extrême étant celui des lasers, qui émettent dans une seule longueur
d’onde.

On peut par ailleurs montrer que ce modèle hybride préserve l’asymptotique en limite
de diffusion et qu’il décrôıt localement l’entropie totale.

Théorème 1.7. Si (Q)k sont des bandes étroites, σν est constante dans chaque groupe
Qq et si la quadrature < • > intègre exactement les polynômes de degré 2, alors le modèle
(1.61) − (1.67) préserve l’asymptotique en régime de diffusion à l’équilibre i.e. quand
σ →∞, il dégénère en l’équation (1.47).
Par ailleurs, si (ωk)k sont choisis judicieusement, alors le modèle (1.61)− (1.67) décrôıt
localement l’entropie totale :

∂t

(
< h > +ρCvU

)
+∇x < cΩh >≤ 0, (1.69)

où U = U(T ) est une fonction convexe et hR est donnée par :

h =

{
hR si ν ∈ ∪Qq
hd if ν ∈ ∪Qk

1.3.2 Couplage fort en hydrodynamique radiative

Comme il a été mentionné dans l’introduction de ce chapitre, l’application représentant
le plus gros défi concerne la rentrée atmosphérique superorbitale. Les régimes physiques
considérés sont parfois si extrêmes que le rayonnement a un impact significatif sur l’écoulement.
Dès lors, il n’est plus question de faire des calculs découplés (les grandeurs hydrody-
namiques étant des paramètres pour le rayonnement), ni même un couplage faible (i.e.
alterner les pas d’hydrodynamique et de rayonnement, même avec une approche de type
splitting adaptée [107]). Le couplage fort est cependant très délicat à mettre en œuvre à
plus d’un titre.
D’une part, les vitesses caractéristiques des deux phénomènes en jeu sont extrêmement
différentes : vitesse de la lumière d’un côté contre Mach certes très élevé de l’autre. On
ne peut donc pas envisager d’utiliser un solveur global qui serait beaucoup trop diffusif



ou extrêmement complexe.
D’autre part, il est nécessaire de gérer des configurations physiques très différentes d’un
point du domaine de calcul à l’autre. On peut bien sûr penser à la préservation de l’asymp-
totique en régime de transport et de diffusion pour le transfert radiatif, mais on pourrait
également mentionner les régimes chimiques, la prise en compte de déséquilibres ther-
miques, etc.
Le cahier des charges du code haradrim [19], que j’ai développé à partir de ma deuxième
année de thèse, comprenait ainsi entre autres :

– Pour le rayonnement : le modèleM1 multigroupe avec un schéma numérique préservant
l’asymptotique, la gestion du calcul des opacités moyennes.

– Pour l’hydrodynamique : configurations multi-températures, cinétique chimique com-
plexe, turbulence.

– Dans l’ensemble : couplage fort, méthodes d’ordre 2 en espace et en temps, géométries
2D plan ou axisymétrique, maillages curvilignes.

Ce code est basé sur des modules du code ARES du CEA. Outre l’implémentation de toute
la partie rayonnement, y compris l’interface avec les bases de données spectroscopiques
pour le calcul des opacités, la principale difficulté a été la mise en place du couplage fort.
La solution retenue a été une méthode de type Newton-Krylov sans jacobienne (JFNK)
afin d’obtenir un couplage fort au moyen d’un schéma implicite [26, 39]. Le caractère
implicite est crucial puisque les conditions CFL des schémas explicites restreignent les
pas de temps à des grandeurs rédhibitoires. En pratique, la méthode peut se résumer
simplement de la manière suivante.
Une fois les équations discrétisées en espace et en temps, la mise à jour du vecteur des
inconnues Un+1 nécessite la résolution d’un système non-linéaire que l’on peut écrire :

Φ(Un+1) = 0,

où Φ est une fonction complexe de Un+1 contenant entre autres les discrétisations. On peut
dès lors appliquer une méthode de Newton pour résoudre cette équation. En choisissant
une valeur initiale ad hoc, par exemple U0 := Un, on itère sur k la résolution du système
linéaire :

A(Uk)(Uk+1 − Uk) = −Φ(Uk), (1.70)

oùA(Uk) est la jacobienne de Φ évaluée en Uk. Cette jacobienne possède deux inconvénients
majeurs : non seulement c’est une matrice de grande taille qui prend beaucoup de place
à stocker, mais surtout son expression est horriblement complexe. On a donc tout intérêt
à utiliser un algorithme permettant de se passer de son calcul.
Or, si on utilise une méthode de Krylov pour résoudre le système linéaire (1.70), A(Uk)
n’intervient qu’au travers de produits matrice/vecteur. On n’a alors besoin de connâıtre
que l’action de A(Uk) sur un vecteur donné. Puisque A(Uk) est la jacobienne de Φ, on
peut dire que :

A(Uk)z = lim
ε→0

Φ(Uk + εz)− Φ(Uk)
ε

,

et utiliser une technique de type différences finies pour l’approcher :

A(Uk)z '
Φ(Uk + εz)− Φ(Uk)

ε
,

pour ε assez petit. Pour de petits maillages et une physique peu complexe (par exemple
coupler le modèle M1 gris avec les équations d’Euler) et en utilisant une méthode GMRes



comme solveur de Krylov, cette technique est relativement robuste. Des préconditionnements
adaptés permettent de faire passer des cas-tests particulièrement complexes et d’obtenir
ainsi un solveur extrêmement robuste, même avec des pas de temps gigantesques comparés
à ceux fournis par la condition CFL du schéma explicite.
Le seul inconvénient de cette technique réside dans le choix de ε : trop petit et on peut
se retrouver numériquement avec Φ(Uk + εz) − Φ(Uk) = 0, trop grand et Uk + εz peut
sortir de l’espace des états admissibles. Ce choix reste heureusement possible sans trop de
difficulté en pratique.

C’est grâce à cette technique JFNK que le code haradrim permet de réaliser un cou-
plage fort entre hydrodynamique et transfert radiatif. Pionnier dans ce domaine, il a per-
mis de montrer que le couplage fort était nécessaire pour obtenir un écoulement réaliste
dans certains cas de rentrée atmosphérique superorbitale [35,36,39]. On peut par exemple
voir sur la figure 1.6 les profils de température à l’avant de la sonde Pioneer en un point
de sa trajectoire d’entrée dans l’atmosphère vénusienne. On constate immédiatement des
différences notables entre les températures prédites par un calcul avec ou sans rayon-
nement. Dans cet exemple, près de la moitié de l’énergie est perdue par rayonnement.

Figure 1.6 – Températures matière calculées : avec l’hydro seule (g), avec un couplage
fort (d).

Depuis les premiers résultats fournis par le code, la méthode JFNK est devenue
populaire. Elle a même été réutilisée avec succès dans un cadre de couplage hydrody-
namique/rayonnement [95,103].

1.3.3 Radiothérapie

La radiothérapie est une des applications essentielles du transfert radiatif. Son but
est de détruire des cellules cancéreuses en les exposant à de fortes doses de rayonnement.
Bien entendu, le principal défi est de préserver les cellules saines voisines de la tumeur
cible. A cet effet, on positionne successivement le rayon selon différents angles bien choisis.
Cette notion de ”bien choisi“ se repose sur un calcul basé sur des scanners du patient, ce
calcul étant à l’heure actuelle basé sur des méthodes très simplifiées. L’objectif est donc
de proposer un moyen d’obtenir des résultats plus précis tout en conservant un coût de
calcul assez faible pour obtenir des résultats en temps réel in situ.



Le modèle M1 semble donc être un choix adapté à ce problème. On pourra se référer à
[78] pour une description détaillée de la manière dont il est construit dans ce cas et pour
plus de détails sur la physique mise en jeu. Au final, il s’écrit sous la forme :

∂ε(ρSΨ0)−∇.Ψ1 = 0,

∂ε(ρSΨ1)−∇.De(
Ψ1

Ψ0
)Ψ0 = ρTΨ1,

(1.71)

où l’ensemble des états admissible est :

Ω = {t(Ψ0,Ψ1) ∈ Rd+1,Ψ0 > 0,
‖Ψ1‖

Ψ0
< 1}. (1.72)

Les fonctions S(x, ε) et T (x, ε) appelées Stopping power et coefficient de transport dépendent
du milieu et du type de particules émises. Le tenseur d’Eddington De n’est autre que :

De(f) =
1− χ(f)

2
Id +

3χ(f)− 1

2

f

‖f‖
⊗ f

‖f‖
, (1.73)

avec f = Ψ1/Ψ0 pour tout t(Ψ0,Ψ1) dans Ω. Enfin, le facteur d’Eddington du modèle M1

gris χ(f) est toujours défini par :

χ(f) =
3 + 4‖f‖2

5 + 2
√

4− 3‖f‖2
. (1.74)

On obtient ainsi un système de lois de conservation avec terme source qui possède deux
particularités.
Tout d’abord, la variable ε représente l’énergie des particules mais on peut l’assimiler à un
temps pour retrouver un cadre mathématiquement plus familier. Le problème de Cauchy
est complété par la condition ”initiale“ suivante :

lim
ε→∞

Ψ0(x, ε) = 0, lim
ε→∞

Ψ1(x, ε) = 0, , (1.75)

Il s’agit d’une condition à l’infini, le problème doit donc être résolu de manière rétrograde
en ε.
Deuxième caractéristique importante de ce système, la densité ρ est une fonction de x
obtenue grâce au scanner. C’est une donnée du problème discontinue et qui possède de
grandes variations spatiales. En effet, elle est très faible dans l’air et voisine de 1 dans les
tissus. Cette variation pose un problème du point de vue numérique : un schéma ”usuel“
appliqué directement à (1.71) sera très diffusif.
Un schéma numérique adapté est proposé dans [7]. Il se base sur un changement de
variables dans l’espace des phases (x, ε) afin de contrer l’effet de distorsion introduit par
ρ et S, responsable des difficultés numériques. A cette fin, on pose :

ε̃(ε) =

∫ ε

0

1

S(t)
dt,

x̃(x) =

∫ x

0

ρ(t)dt..

Ces changements de variables sont bien définis car ρ et S sont positives. Dès lors, si on
réécrit le système (1.71) dans les nouvelles variables (x̃, ε̃), on obtient :

∂ε̃Ψ̃
0(x̃, ε̃)− ∂x̃Ψ̃1(x̃, ε̃) = 0,

∂ε̃Ψ̃
1(x̃, ε̃)− ∂x̃

(
Ψ̃0(x̃, ε̃)χ

(Ψ̃1(x̃, ε̃)

Ψ̃0(x̃, ε̃)

))
= T̃ (ε̃)Ψ̃1(x̃, ε̃),



où Ψ̃0,1(x̃, ε̃) = S(ε)Ψ0,1(x, ε) et T̃ (ε̃) = T (ε). Le système obtenu rentre alors aisément
dans le formalisme (1.15) et on peut donc lui appliquer un schéma préservant l’asympto-
tique du type de ceux décrits plus haut sur un maillage uniforme. Le schéma obtenu étant
parfaitement adapté aux distorsions induites par ρ et S, il donne d’excellents résultats et
est totalement satisfaisant en 1D.

En dimension supérieure, le changement de variables en x̃ n’est toutefois plus possible
en général (sauf bien entendu si ρ ne dépend que d’une seule variable). On doit donc
modifier le schéma 1D pour qu’il puisse s’étendre en 2D et 3D. Pour ce faire, on choisit
deux maillages : l’un pour discrétiser l’espace en x (noté M) et l’autre pour discrétiser
l’espace en x̃ (noté M̃). Pour plus de simplicité on les choisit tous deux uniformes dans
leurs variables respectives et comportant le même nombre de cellules. La mise à jour de
la variable U = (Ψ0,Ψ1)> s’obtient alors de la manière suivante :

1. On projette la solution Up+1, constante par maille surM, afin d’obtenir une solution
Ũp+1 constante par maille sur M̃.

2. On applique le schéma numérique défini sur le système (1.3.3) pour obtenir une
solution approchée constante par maille sur M̃.

3. Cette solution Ũp constante par maille sur M̃ est alors reprojetée sur M pour
obtenir une solution constante par maille sur M qui définit la mise à jour Up.

Le schéma numérique résultant de cette procédure donne évidemment des résultats légèrement
moins précis que celui sans projection. En revanche, il peut s’étendre en dimension
supérieure. Dans ce cas, le maillage étant cartésien -ce qui est naturel car les données des
scanners sont elles-mêmes fournies sur des pixels/voxels-, on peut appliquer la procédure
en alternant les directions x et y. Pour être plus précis, en 2D, on fait d’abord un change-
ment de variables pour obtenir des x̃ dans chaque colonne du maillage, on y applique le
schéma 1D dans la direction des x, puis on fait un changement de variables en ỹ dans
chaque ligne et on y applique le schéma 1D dans la direction y.
On montre que ce schéma avec projections possède de bonnes propriétés et qu’il permet
d’obtenir de bonnes approximations de la solution. On pourra se référer aux simulations
effectuées dans [7], en particulier la comparaison avec une solution exacte sur un cas-test
axisymétrique très raide.
La méthode remplit son objectif en donnant des résultats satisfaisants pour un temps de
calcul faible à partir de données médicales. On peut voir un exemple sur la figure 1.7.
Les comparaisons avec un code Monte-Carlo donnent des erreurs relatives de l’ordre de
quelques pourcents, dues essentiellement aux hypothèses prises pour construire le modèle
M1.

1.3.4 Rayonnement dans les nuages

Le rayonnement dans les nuages est l’une des sources d’erreur principale dans les
prédictions climatiques. Or, les calculs utilisant un problème de Cauchy usuel pour l’équation
du transfert radiatif donnent de mauvais résultats comparés à l’expérience. Il semble
nécessaire de prendre en compte la structure du milieu i.e. de considérer que les gout-
telettes se répartissent en amas plutôt que de manière uniforme. En faisant intervenir une
variable de ”mémoire” s représentant le libre parcours moyen, on obtient un modèle hy-
perbolique en considérant cette variable s comme un pseudo-temps. Celui-ci est complété
par une condition initiale particulière dans le sens où elle fait intervenir une moyenne



Figure 1.7 – Isovaleurs de la dose de radiations.

temporelle de la solution. Le modèle M1 s’écrit alors [1] :

∂sE + ε∇F = 0, ∂sF + ε∇χ(E,F )E = 0;

E(0, x) = ε2 < s > Q(x) + (1− κε2)

∫ ∞
0

p(s)E(s, x)ds, F (0, x) = 0,

où Q = Q(x) est donnée, p est la probabilité de scattering et χ(E,F ) = χ(F/E) est le
facteur d’Eddington M1 habituel :

χ(f) =
3 + 4f 2

5 + 2
√

4− 3f 2
.

Quand ε → 0, ce modèle dégénère vers l’équation limite physique, en l’occurrence (c.f.
[80] pour des détails sur l’obtention de cette équation à partir de l’ETR) :

−1

3

(
< s2 >

2
+

µ̄0

1− µ̄0

)
∆E + κE =< s > Q(x), (1.76)

où < sk > est le ke moment de la fonction de probabilité p.
On propose dans [1] une technique numérique préservant l’asymptotique qui permet

d’approcher les solutions de ce problème. Tout d’abord, on construit le schéma numérique
suivant :

En+1
i − En

i

∆s
+ ε

F n
i+1 − F n

i−1

2∆x
− ε2E

n
i+1 − 2En

i + En
i−1

2∆x
= 0,

F n+1
i − F n

i

∆s
+ ε

P n
i+1 − P n

i−1

2∆x
− ε2F

n
i+1 − 2F n

i + F n
i−1

2∆x
= 0, (1.77)

E0
i = (1− κε2)

∞∑
n

ωnpnE
n
i ∆s+ ε2 < s > Q(x), F 0

i = 0,

On montre que ce schéma possède de bonnes propriétés :



Théorème 1.8. Le schéma numérique (1.77) préserve l’asymptotique. De plus, il existe
un pas de temps ∆t0 > 0 tel que si ∆t < ∆t0 alors le schéma (1.77) préserve l’espace des
états physiquement admissibles Ω = {(E,F )/E > 0, ‖F

E
‖ < 1}.

Remarque 1.2. L’expression du pas de temps ∆t0 ”optimal” n’est pas explicite en général.
On peut néanmoins le minorer assez facilement.

Remarque 1.3. Le schéma (1.77) cöıncide avec le schéma HLL lorsque ε = 1. Au fur et
à mesure que ε décrôıt vers 0 il possède de moins en moins de viscosité numérique et ne
vérifie plus le principe du maximum pour ε assez petit. Cette propriété n’est cependant pas
nécessaire à la limite puisque les solutions de l’équation limite (1.76) sont assez régulières
pour éviter les oscillations parasites.

On itère alors la résolution complète du système en utilisant une condition initiale
recalculée à partir de l’itération précédente. Le procédé est d’ordre 1 mais peut être assez
long si la prédiction initiale est très éloignée de la solution du problème. Pour initialiser
efficacement cette itération externe, on choisit d’utiliser comme prédiction la solution
donnée par le modèle P1. Grâce à la linéarité du modèle P1, celle-ci est en effet donnée
par une EDO du second ordre simple.

A titre d’exemple, la figure 1.8 montre les valeurs de la dose d’énergie rayonnée
dans un nuage. Cet exemple est tiré d’un benchmark du groupe de travail NASA I3RC
(i3rc.gsfc.nasa.gov).

Figure 1.8 – Rayonnement dans les nuages - valeurs de Π =< E >.

1.4 Un schéma numérique GRP espace-temps pour

les systèmes hyperboliques linéaires

Les méthodes de type ordonnées discrètes ou décomposition en harmoniques sphériques
appliquées à des équations cinétiques résultent en des systèmes linéaires de taille souvent
non négligeable (pour des questions de précision). En transfert radiatif, les méthodes SN
sont souvent couplées avec des modèles de type bandes étroites qui rendent les systèmes
associés de très grande taille.
Les modèles PN , quant à eux, peuvent être utilisés dans des cadres de couplage avec la
matière lorsque le contexte angulaire est complexe. Dans ce cas, il est nécessaire d’avoir un
N assez grand pour conserver une représentation angulaire correcte, en particulier dans
les régimes proches du transport (celui-ci n’est totalement pris en compte qu’à la limite
N →∞). A titre d’exemple, dans [46] le modèle P15 est considéré comme raisonnable.

Dans ces deux cas, il est nécessaire de disposer de solveurs implicite d’ordre très élevé.
En effet, on aimerait pouvoir réduire considérablement le temps de calcul en utilisant
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Figure 1.9 – Solutions exactes dans les cas |a|∆t < ∆x (g.) et |a|∆t > ∆x (d.) avec

x? := tn+1 − x−xi−1/2

a
et t? := xi+1/2 − a(t− tn).

des pas de temps largement supérieurs à la condition CFL standard. Or, s’il existe de
nombreuses techniques explicites pour obtenir des schémas numériques d’ordre arbitraire-
ment élevé : Galerkin discontinu, WENO, reconstructions MUSCL,... (voir par exemple
[41–43, 68, 91]), le passage à l’implicite reste problématique (par exemple en nécessitant
l’emploi de boucles de convergence externes comme dans[87]).

L’objet de l’article [2] est ainsi de construire de tels schémas d’ordre arbitrairement élevés
sans limitation sur le pas de temps. Pour ce faire, on développe une extension espace/temps
des schémas GRP. Ceux-ci ont été développés pour obtenir des schémas d’ordre 2 pour les
équations d’Euler [50,52] et largement étendus à d’autres cas depuis (pour plus de détails
sur les schémas GRP, voir [51]). Ils consistent en une extension du schéma de Godunov
obtenue en considérant à chaque interface du maillage les solutions de problèmes de Rie-
mann étendus à des solutions initialement linéaires par morceaux (au lieu de constantes
par morceaux pour Godunov).

L’aspect linéaire des problèmes qui nous intéressent ici permet de connâıtre l’évolution
exacte de nos solutions approchées au cours d’un pas de temps, ce qui autorise la con-
struction de schémas GRP étendus d’ordre arbitrairement élevé en espace. L’innovation
de [2] par rapport aux schémas GRP usuels est de considérer à la fois une approximation
polynomiale de degré k en espace dans chaque cellule aux temps tn, mais également une
seconde approximation polynomiale de degré k, en temps cette fois, associée aux inter-
faces du maillage pendant chaque pas de temps. On utilise alors un algorithme qui peut
se résumer ainsi :

1. approximation On considère une approximation de la solution qui soit un polynôme
de degré k en espace par maille aux temps tn = n∆t. On considère également une
approximation qui soit un polynôme de degré k en temps par intervalle de temps
aux interfaces.

2. évolution On fait évoluer la solution ainsi approchée de manière exacte dans un
volume de contrôle pendant un pas de temps (c.f. figure 1.9).

3. moyenne On projette sur nos espaces d’approximation pour obtenir les mises à
jour.

Grâce à la linéarité des problèmes, la deuxième étape ne requiert que des arguments
géométriques. Une fois déterminé le sens de parcours (par exemple en 1D de la gauche
vers la droite si la vitesse est positive), il suffit de faire les évolutions maille par maille. La



troisième étape se résout assez simplement en utilisant les conditions de Petrov-Galerkin.
Au final, on obtient un schéma qui requiert dans chaque maille la résolution d’un système
linéaire de taille environ kd entièrement défini par les données géométriques du problème
et le pas de temps considéré. Si ce dernier respecte la condition |a|∆t < ∆x, on retrouve
en 1D le schéma de Dai et Woodward [71]. Ce dernier est toutefois basé sur des con-
sidérations différentes et ne s’étend pas au cas de pas de temps généraux (mais permet
de prendre en compte des non-linéarités). L’avantage principal du schéma [2] est que les
projections en temps permettent d’obtenir un schéma compact d’ordre k en espace et en
temps quel que soit le pas de temps. La figure 1.10 montre deux résultats 1D obtenus
avec en particulier une comparaison pour l’ordre 3 avec les méthodes WENO et Galerkin
discontinu (méthodes limitées au cas explicite ou dont les extensions sont très complexes
à coder). Même si le principe du maximum n’est bien entendu pas complètement respecté
(contrairement à d’autres méthodes efficaces en temps court comme [74]), le schéma a un
excellent comportement quel que soit le pas de temps, y compris en temps très long.

L’extension 2D générale est assez complexe, mais si on se restreint à des maillages
composés exclusivement de triangles et qu’on utilise des formules de quadrature ad hoc
pour calculer les intégrales, il se code sans difficulté majeure. Par ailleurs, les matrices
des systèmes linéaires en jeu ne font intervenir que des données géométriques. Elles peu-
vent donc être construites et inversées une bonne fois pour toutes en début de code. La
figure 1.11 montre les domaines de dépendance dans les cas une cible. Les appellations
“implicite” et “explicites” sont utilisées abusivement par souci de simplicité, les mises à
jour étant toujours explicitement connues quel que soit le pas de temps.

A titre d’exemple, la figure 1.12 présente les solutions obtenues par les schémas d’ordre
1,2 et 3 dans le cas de l’advection d’un cercle à vitesse a = 5 avec une condition CFL de
10 après un temps de 3,6s. On peut constater que la solution est parfaitement restituée
pour k = 2. La diffusion numérique est légèrement plus importante dans la direction de
l’advection et les coupes dans cette direction montrent des résultats comparables au cas
1D.
Ce schéma donne donc entière satisfaction. Il est bien entendu légèrement moins précis
qu’une méthode GRP standard quand le pas de temps devient très grand à cause des
multiples projections sur les interfaces. En revanche, il reste d’ordre arbitrairement élevé,
très compact et permet de plus de prendre facilement en compte des conditions aux limites
dépendant du temps. Pour plus d’exemples numériques, on pourra se référer à [2] où l’on
montre que le terme source peut facilement être pris en compte en utilisant une méthode
de splitting.
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Figure 1.10 – Exemples 1D du schéma GRP espace-temps. Influence de l’ordre dans
le cas |a|∆t > ∆x (g.) et comparaison avec WENO et Galerkin discontinu dans le cas
|a|∆t < ∆x (d.).



Figure 1.11 – Schéma GRP espace-temps en 2D : domaines de dépendance dans les cas
une cible “implicite” (g) et “explicite” (d).

Figure 1.12 – Exemple 2D du schéma GRP espace-temps. Zoom de la solution obtenue
avec les schémas d’ordre 1, 2 et 3 et maillage utilisé.



Chapitre 2

Électrocardiologie

Introduction

Ce chapitre est consacré à la simulation numérique de l’électrocardiogramme (ECG).
Celui-ci est la conséquence directe de la propagation des signaux électriques dans le cœur.
L’objectif de mes travaux en la matière est d’obtenir in fine un code de calcul capable de
produire des simulations réalistes. Ce code [20] est essentiellement développé en collabo-
ration avec Y. Coudière dans le cadre du projet MOMME.

Il existe déjà des codes permettant de simuler des ECG, mais les difficultés rencontrées
lors de la création d’un tel code sont multiples de la modélisation jusqu’aux aspects de
calcul scientifique. C’est pourquoi de nombreuses simplifications sont effectuées, certaines
valides uniquement proches du fonctionnement normal. Notre but est de proposer un outil
permettant d’étudier une large gamme de comportements pathologiques tout en garan-
tissant la fiabilité des résultats et en réduisant au maximum le rapport précision/temps
de calcul.

Après une présentation des modèles mettant en lumière les difficultés rencontrées,
je détaille dans ce chapitre les trois principales nouveautés introduites dans [20] ou son
ancêtre [21], développé pendant la thèse de C. Pierre : un schéma numérique adapté, un
modèle de couplage muscle/réseau de conduction rapide et une méthode pour le calcul
rapide d’ECG ou d’électrogrammes. Enfin, un dernier paragraphe présente un travail ef-
fectué en collaboration avec des biologistes et des médecins pour lesquels un code de calcul
comme [20] s’avère d’une aide précieuse.

Notons que dans la suite, les effets mécaniques (contraction musculaire) ne seront pas
pris en compte. Des modèles satisfaisants permettant de simuler ces effets mécaniques
existent par ailleurs moyennant la connaissance de la concentration en ions Ca2+ dans
le domaine. Un couplage entre ces modèles et un code comme [20] est donc tout à fait
envisageable, moyennant un effort de codage conséquent.

2.1 Présentation

L’électrocardiogramme (ECG) est une mesure indirecte, à la surface du thorax, de l’ac-
tivité électrique cardiaque. En effet, le thorax pouvant être considéré comme électriquement
neutre, le signal électrique à la surface du cœur génère un champ électrique caractéristique
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qui peut être mesuré et interprété par les médecins.
En fonctionnement normal, le signal électrique se propage dans le cœur comme indiqué sur
la figure 2.1. Issu du nœud sinusal, il se propage d’abord dans les oreillettes puis atteint
les ventricules en passant par un réseau de conduction rapide. En regardant de plus près
cette même figure 2.1, on constate que chaque zone a un comportement différent.

Figure 2.1 – Propagation du signal électrique dans le cœur.

2.1.1 Mécanismes cellulaires

Du point de vue de l’électrophysiologie, les phénomènes les plus importants à l’échelle
microscopique se passent au niveau de la membrane cellulaire. Cette membrane est con-
stituée de deux couches de phospholipides qui lui permettent d’isoler parfaitement les
milieux intracellulaire - ou cytoplasme- et extracellulaires (c.f. figure 2.2).

Figure 2.2 – La membrane cellulaire.

Les échanges entre ces deux milieux sont rendus possibles par la présence de protéines
dans la membrane. Ce sont ces protéines qui différencient les cellules. Extrêmement nom-
breuses et diverses, elles permettent de transférer des ions d’un côté à l’autre de la mem-
brane sous certaines conditions. A titre d’exemple, on voit sur la figure 2.3 une telle
protéine dans deux états différents. Dans ce cas précis, sous l’action d’une différence de
potentiel (ddp) assez importante, la protéine permet pendant un certain temps de laisser
passer les ions Ca2+.

Grâce aux protéines, des ions peuvent traverser la membrane, créant ainsi un courant.
Pour un ion X donné, la loi d’Ohm donne :

iX = gX(V − EX),



Figure 2.3 – Une protéine au repos (g) et en action (d).

où gX est la conductance associé au passage de l’ion X grâce aux protéines considérées, V
est la différence de potentiel transmenbranaire et EX est le potentiel d’équilibre de l’ion
X donné par la loi de Nernst :

EX =
RT

F
ln

[X]i
[X]e

.

Ici, [X]i,e est la concentration intracellulaire (resp. extracellulaire) de l’ion X ; R, T et F
sont la constante des gaz parfaits, la température et la constante de Faraday.
Au repos, les concentrations intra et extracellulaires des ions sont différentes. Il en résulte
que la différence de potentiel transmembranaire V = φi − φe, où φi,e représentent respec-
tivement les potentiels intra et extracellulaires, est non nulle.
La principale difficulté dans la modélisation provient de la conductance gX . En effet, celle-
ci évolue entre 0 et une valeur maximale gm,X de manière très différente selon les protéines
considérées. Pour la décrire, on utilise le formalisme d’Hodgkin et Huxley :

iX = gm,Xf(V, . . . )(V − EX), (2.1)

où f(V, . . . ) est une fonction comprise entre 0 et 1 qui est exprimée grâce à des variables
dites de porte, elles-mêmes solutions d’équations différentielles. Par exemple, dans le cas
du canal sodique, on peut écrire :

iNa = gNam
3hj(V − EX),

dm

dt
= αmm+ βm(1−m),

dh

dt
= αhh+ βh(1− h),

dj

dt
= αjj + βj(1− j),

les paramètres α et β étant déterminés par l’expérience.
Le courant transmembranaire Iion(V,w), somme des courants associés à chaque type de
protéine pris en considération, dépend donc de V ainsi que d’un vecteur w contenant
les variables de porte, mais aussi d’autres variables déterminées par des EDO comme
concentrations. Ce vecteur w est donc lui-même solution d’une EDO de la forme :

dw

dt
+ g(V,w) = 0. (2.2)

2.1.2 Les modèles bidomaine et monodomaine

Le modèle bidomaine est le modèle de référence pour la propagation de signaux
électriques dans des tissus (pour plus de précisions sur tous les modèles, voir [138]). Pour



l’obtenir, on commence par écrire la loi d’Ohm au niveau cellulaire avec hypothèse de
quasistaticité pour exprimer les flux de courant intra et extracellulaires ji,e :

ji = −σi∇φi,
je = −σe∇φe,

où σi,e représentent les conductivités intra et extracellulaires. Le milieu étant isolé, on a
div(je) = −div(ji) et donc :

div(σi∇φi) = −div(σe∇φe).

Par ailleurs, en écrivant le flux de courant transmembranaire, on obtient :

C∂tV + Iion = div(σi∇φi),

où C est la capacité de membrane.
Les équations au niveau de l’organe sont obtenues en effectuant une homogénéisation [140].
On considère que les deux milieux intra et extracellulaire recouvrent chacun la totalité du
cœur. C’est pourquoi on parlera de modèle bidomaine. En utilisant le couple de variables
(V, φe) au lieu de (φi, φe), il s’écrit :

div(Gi∇V ) = −div
(

(Gi +Ge)∇φe
)
, (2.3)

A
(
C∂tV + Iion

)
= div(Gi∇(V + φe)

)
. (2.4)

Le processus d’homogénéisation a eu pour effet d’une part l’introduction d’un paramètre
A représentant le taux de surface de membrane par unité de volume, d’autre part la trans-
formation des conductivités σi,e en des tenseurs de conductivité Gi,e. Ceux-ci proviennent
de la structure en fibre des muscles, notamment ventriculaires (voir figure 2.4). Ils sont
très anisotropes et non colinéaires.

Figure 2.4 – Structure en fibres des ventricules.



Le modèle bidomaine représente de manière très fine l’évolution du potentiel trans-
membranaire. Il est admis depuis une quinzaine d’années qu’il possède la complexité nec-
essaire pour obtenir une propagation du potentiel d’action réaliste dans certains cas (voir
[125–127]). De plus, il a récemment été prouvé qu’il était bien posé [120]. Il possède en
revanche un coût numérique élevé puisqu’il faut à chaque pas de temps résoudre l’équation
d’équilibre 2.3. Une simplification répandue consiste à considérer que les tenseurs Gi et
Ge sont proportionnels. Dans ce cas, l’équation 2.3 permet d’isoler φe en fonction de V et
on obtient le modèle dit monodomaine :

A (C∂tV + Iion(V,w)) = div (G∇V ) in Ω, (2.5)

où G est un tenseur de conductivité moyen. Le modèle monodomaine est assez souvent
suffisant pour représenter la propagation de V (voir [135]). Par ailleurs, un choix judicieux
de G permet d’améliorer sensiblement la qualité du modèle monodomaine (par exemple
la moyenne harmonique de Gi et Ge, voir [121]).

Pour obtenir un ECG, il faut connâıtre le potentiel à la surface du thorax. Pour ce
faire, on le considère comme électriquement neutre et on y résout une équation de Poisson.
Les conditions aux limites cœur/thorax permettent de coupler cette équation de Poisson
avec le modèle bidomaine. Une hypothèse raisonnable (mais pas forcément canonique)
consiste à considérer que le potentiel dans le thorax prolonge le potentiel extracellulaire.
Le modèle dit bidomaine couplé s’écrit alors :

div(σi∇V ) = −div
(

(Gi +Ge)∇φe
)

dans H,

A
(
C∂tV + Iion

)
= div(Gi∇(V + φe)

)
dans H,

div(G0∇φ0) = 0 dans T, (2.6)

G0∇φ0.n = 0 sur ∂T, (2.7)

G0∇φ0.n = −Ge∇φe.n sur ∂T ∩ ∂H. (2.8)

Il ne faut pas oublier que l’équation (2.4) contient le courant ionique Iion qui est donné par
des modèles faisant intervenir entre autres un certain nombre d’équations différentielles
ordinaires (parfois plusieurs dizaines !). Chaque modèle étant a priori adapté à un type
de tissu donné (et même à un animal donné), un calcul complet doit en faire intervenir
plusieurs (oreillettes, ventricules, nœud sinusal, réseau de conduction rapide,...). Plusieurs
difficultés proviennent de ce terme :

– Tout d’abord, ces modèles sont en général construits pour une cellule isolée. Certains
phénomènes ne sont donc pas pris en compte au niveau du tissu.

– Par ailleurs, ces modèles ne sont pas toujours compatibles entre eux dans le sens où
la juxtaposition de deux modèles donnés est problématique. Par exemple, l’équilibre
n’est pas toujours conservé. La diffusion entrâıne également fréquemment des problèmes
pour coupler de tels modèles : une diffusion trop importante peut en effet empêcher
V d’atteindre le seuil important pour le terme de réaction..

– Au niveau numérique, il est très difficile d’obtenir un schéma en temps d’ordre élevé
à cause de la complexité de certains modèles (et surtout de leur dépendance en V ).

Par ailleurs, les comportements cellulaires sont très différents d’une zone à l’autre. L’ex-
emple le plus caractéristique provient du réseau de conduction rapide, qui permet de
propager le signal électrique depuis le nœud atrioventriculaire jusqu’aux ventricules. Ce
réseau, isolé du muscle sauf en ses extrémités, a de plus une structure d’arbre. Outre les



difficultés de juxtaposition de ces cellules avec celles des ventricules, le mailler finement
est d’autant plus impensable que la localisation exacte des ses terminaisons n’est pas
connue. On proposera donc dans le deuxième paragraphe un modèle 1D/3D le couplant
efficacement avec le muscle.

Le premier paragraphe est consacré à un schéma numérique de type volumes finis
à dualité discrète permettant de bien gérer les fortes anisotropies des tenseurs de con-
ductivité. Enfin, on présente une méthode intégrale afin de calculer l’ECG sans avoir à
résoudre l’équation de Poisson (2.6) dans le thorax, ce qui permet un gain de temps de
calcul appréciable.

2.2 Un schéma DDFV pour l’électrocardiologie

Le modèle bidomaine est difficile à résoudre numériquement. L’une des difficultés
provient du fait que les tenseurs de conductivité Gi,e sont très anisotropes. Or, même
en considérant l’hypothèse monodomaine Gi = λGe, l’enroulement des fibres cardiaques
ne permet pas un changement de métrique approprié. On doit donc utiliser dans les simu-
lations un schéma numérique capable de prendre correctement en compte ces anisotropies.
A l’occasion des travaux de thèse de C. Pierre [142], nous avons proposé un schéma de
type DDFV (pour Discrete-Duality Finite Volumes) adapté qui a été publié dans [11].
L’idée des schémas DDFV [114,116,123,129,132,136] est d’utiliser deux (ou parfois trois)
maillages afin d’obtenir une discrétisation des gradients qui soit affine par morceaux. Les
gradients n’étant pas définis uniquement dans une seule direction, comme c’est par ex-
emple le cas du schéma volumes finis ”classique“ VF4 [133], la présence d’anisotropies ne
dégrade pas la qualité du schéma.
D’autres types de schémas permettent de prendre en compte les anisotropies : c’est le cas
du schéma dit diamant [130], de schémas de types différences finies mimétiques (voir par
ex. [119]) et d’autres schémas VF comme par exemple [134]. On peut trouver des com-
paraisons de l’efficacité de ces méthodes dans les comptes-rendus des conférences FVCA5
et FVCA6 où l’on s’aperçoit que les schémas DDFV sont parmi les plus compétitifs.

Ce paragraphe sera dévoué à la construction d’un schéma DDFV en 2 et 3 dimensions
d’espace, tel qu’il est développé dans [11]. Par souci de simplicité de présentation, on
cherchera à approcher les solutions de :

−div(G∇ϕ) = f in Ω, (2.9)

ϕ = g on ∂ΩD,

G∇ϕ.n = h on ∂ΩN ,

où ∂Ω = ∂ΩD ∪ ∂ΩN . Afin d’assurer l’unicité de la solution, on supposera ∂ΩD de mesure
non nulle. De plus, G = G(x) est un tenseur anisotrope symétrique éventuellement dis-
continu.

Notations Avant de détailler la forme des opérateurs discrets, il est nécessaire de
préciser les notations utilisées. Celles-ci sont en effet relativement lourdes.

On considère un domaine Ω ⊂ IRd où d = 2 ou 3. On définit également les ensembles
suivants :



? M est le maillage dit primaire. C’est un maillage volumes finis classique composé
de polyèdres. Un polyèdre générique deM sera noté K ou L dans la suite. Le centre
de gravité de K sera noté xK .

? F est l’ensemble des faces. Il est composé des interfaces entre les mailles primaires
et des faces sur le bord :

F = {K ∩ L/ K,L ∈M} ∪ {∂Ω ∩ ∂K, K ∈M}.

On notera dans la suite σ un élément générique de F et xσ son centre de gravité.
Pour des questions de simplicité de définition, dans le cas d = 3, on supposera que
F n’est composé que de triangles ou de quadrilatères.

? χ est l’ensemble des nœuds du maillage. Un nœud générique sera noté A.

A ces trois ensembles viennent s’ajouter pour des schémas DDFV :

? D est l’ensemble des polyèdres appelés diamants. Pour une cellule K ∈ M et une
face σ ∈ F telle que σ ∈ ∂K, le diamant associé, noté Dσ,K , est le triangle (ou la
pyramide si d = 3) de base σ et de sommet xK .

? ν est l’ensemble des cellules dites secondaires. Ces cellules, associées à chaque som-
met sont construites de la manière suivante :
– Si d = 2, la cellule secondaire associée au sommet A est la réunion des triangles

de sommets (A, xK , xσ) pour toutes les faces dont A est un sommet et toutes les
cellules primaires dont σ est une face.

– Si d = 3, la cellule secondaire associée au sommet A est la réunion des polyèdres
notés TA,σ,K . Ces polyèdres sont la réunion des deux tétraèdres de sommets
(A, xσ, xK , B) et (A, xσ, xK , C) où σ est une face de K dont B, A et C sont
des sommets consécutifs (cf. figure 2.5).

Figure 2.5 – (h) Définition des cellules secondaires (g) et diamants (d) en 2D. (b)
Définition des cellules secondaires en 3D.



Remarque 2.1. Les termes primaire/secondaire ont été préférés à primal/dual. Quand
d = 2, on aurait pu utiliser la seconde terminologie. En revanche, quand d = 3, le choix
des mailles secondaires fait que l’ensemble de celles-ci recouvre deux fois le domaine Ω.
On retrouvera d’ailleurs de ce fait un coefficient d−1 quand on devra mesurer les volumes.
Notons qu’il existe également des schémas DDFV basés sur trois maillages quand d = 3
[117,128].

Remarque 2.2. Les diamants définis ci-dessus permettent de considérer des disconti-
nuités de G au niveau des interfaces. C’est pourquoi on n’utilise que la moitié des volumes
généralement appelés diamants dans des cas où G est continu.

Remarque 2.3. Les différents maillages et les définitions d’opérateurs en 2D cöıncident
pour tous les schémas DDFV. On se retrouve alors dans le cadre des travaux pionniers
d’Hermeline et Domelevo-Omnès [132,136].

Remarque 2.4. Pour les cellules secondaires, la notation A représentera selon les cas
soit la cellule elle-même, soit le nœud auquel elle est associée.

Les discrétisations des tenseurs et des vecteurs sont définies sur les diamants. Le
tenseur de conductivité moyen sur un diamant Dσ,K est naturellement donné par :

Gσ,K =
1

|Dσ,K |

∫
Dσ,K

G(x)dx.

Les données vectorielles quant à elles appartiennent à l’espace noté Q des vecteurs con-
stants par diamant et vérifiant la condition de conservativité du flux suivante : q ∈ Q
si :

∀σ = K ∩ L ∈ F , Gσ,Kqσ,K .nσ = Gσ,Lqσ,L.nσ,

où nσ est une normale unitaire à σ. On définit le produit scalaire suivant sur Q :

∀q1, q2 ∈ Q, (q1, q2)Q =

∫
Ω

q1.q2dx =
∑
D∈D

q1
D.q

2
D|D|.

Les données scalaires sont définies sur l’ensemble noté U des éléments ayant une valeur
(réelle constante) sur chaque cellule primaire et sur chaque cellule secondaire. Pour ϕ ∈ U ,
on notera ϕK la valeur de ϕ associée à une cellule primaire K ∈ M et ϕA la valeur de ϕ
associée à une cellule secondaire A ∈ ν. On définit alors sur U le produit scalaire suivant :

∀ ϕ1, ϕ2 ∈ U : (ϕ1, ϕ2)U =
1

d

(∑
K∈M

ϕ1
Kϕ

2
K |K|+

∑
A∈ν

ϕ1
Aϕ

2
A |A|

)
.

On peut remarquer que si d = 3, la contribution des cellules secondaires à ce produit
scalaire est deux fois plus importante que celle des cellules primaires (puisqu’elles re-
couvrent deux fois le domaine). Dans tous les cas, on a bien (1, 1)U = |Ω|. Toutes ces
définitions précisées, on peut maintenant décrire notre choix de construction du schéma.

Le schéma et ses propriétés L’important pour un schéma DDFV est de bien con-
struire les opérateurs discrets. Ces schémas sont faits pour que la définition des gradients
soit naturelle. Il reste ensuite à être attentif sur la construction de la divergence, ce qui
permet d’obtenir une formule de Green discrète de laquelle ces schémas tirent leur nom.



Le premier opérateur à construire est donc le gradient discret ∇h : U 7→ Q, c’est-
à-dire qu’on construit un gradient constant par diamant à partir de valeurs associées à
chaque cellule primaire et secondaire. Pour cela, on divise le maillage, pour d = 2 en
triangles de sommets (xK , xσ, A) où A est un sommet de σ et pour d = 3 en tétraèdres
de sommets (xK , xσ, A,B) où A et B sont des sommets de σ. A partir de ϕ ∈ U , on
définit alors la fonction ϕ comme étant l’unique fonction affine par morceaux sur cette
subdivision du maillage qui interpole ϕ en tous les sommets de ces triangles (tétraèdres).
Dès lors, le gradient discret est défini sur chaque diamant Dσ,K par :

(∇hϕ)σ,K =
1

|Dσ,K |

∫
Dσ,K

∇ϕdx.

Grâce à la condition de conservativité du flux imposé à chaque élément de Q, on est en
mesure d’exprimer les variables auxiliaires ϕσ et donc de calculer explicitement l’expres-
sion de ce gradient discret en fonction des valeurs de ϕ et des données géométriques.

Proposition 2.1. Pour K ∈ M et σ ∈ F , on note (Ai)i=1,m les sommets de σ. L’-
expression du gradient discret associé au diamant Dσ,K correspondant est alors donnée
par :

Si d=2 en notant .> la rotation d’angle π/2 :

(∇hϕ)σ,K =
1

2|Dσ,K |
(ϕσ − ϕK)Nσ,K +

1

2|Dσ,K |
(ϕA2 − ϕA1)N1,2,

avec :

Nσ,K = −(A2 − A1)>, N1,2 = (xσ − xK)>.

Si d=3 en prenant la convention que i + m = i et que les nœuds Ai sont notés de
manière consécutive :

(∇hϕ)σ,K =
1

3|Dσ,K |
(ϕσ − ϕK)Nσ,K +

1

3|Dσ,K |

m∑
i=1

ϕi(Ni−1 −Ni+1),

avec :

Nσ,K =

∫
σ

nσ,Kds =
1

2

m∑
i=1

(Ai − xσ) ∧ (Ai−1 − xσ)

Ni =
1

2
(xK − xσ) ∧ (Ai − xσ).

On montre que cette expression du gradient est injective au sens où si ϕ = 0 sur ∂ΩD

alors :
∇hϕ = 0⇒ ϕ = 0.

Les expressions obtenues pour les gradients discrets sont finalement assez naturelles a
posteriori. Les principales difficultés au niveau du codage résident dans la construction et
la gestion de toutes les données géométriques.

Maintenant que l’on a défini le gradient discret, il reste à construire la divergence discrète
de façon à ce qu’un équivalent discret du théorème de Green soit disponible. La divergence



discrète est un opérateur Q 7→ U . Elle est simplement définie en se basant sur la formule
de Stokes, pour q ∈ Q, par :

∀K ∈M, divKq =
1

|K|
∑
σ∈FK

qσ,K .Nσ,K ,

∀A ∈ ν, divAq =
1

|A|
∑

Dσ,K3A

qσ,K .NAσ,K ,

où NAσ,K est la normale unitaire à ∂A extérieure à A dans Dσ,K .

Ces choix du gradient et de la divergence discrets permettent bien d’obtenir une for-
mule de Green discrète :

Théorème 2.1. Étant données des valeurs discrètes du gradient et de la divergence
définies ci-dessus, on a :

∀ϕ ∈ U , ∀q ∈ Q, (q,∇hϕ)Q + (divhq, ϕ)ν =< ϕ, q.n >h,∂Ω,

où la trace discrète est définie par :

< ϕ, q.n >h,∂Ω =

∫
∂Ω

ϕ(q.n)ds,

et ϕ est la fonction affine par morceaux définie plus haut.

Remarque 2.5. La trace discrète s’exprime également en fonction de q, ϕ et des données
géométriques du problème. Son expression n’est pas précisée ici mais figure dans [11].

Une fois ces opérateurs discrets définis, le schéma numérique pour l’équation (2.9)
s’écrit de manière compacte sous la forme :

−divh
(
Gh∇hu

)
= fh.

Cette écriture, ainsi que la formule de Green discrète permettent de prolonger au niveau
discret de nombreuses propriétés du problème continu. Les démonstrations sont alors
souvent des adaptations directes des preuves en continu (voir par exemple [115]).

Ce schéma, qui fut le premier de type DDFV à être étendu en 3D, possède un bon
comportement général (commun à toutes les variantes DDFV). En particulier, on a super-
convergence dans des configurations de maillages raisonnables. La contrainte étant que les
diagonales du polygone obtenu en réunissant les deux diamants associés à une même inter-
face σ se coupent en leur milieu. Numériquement, on constate une convergence légèrement
meilleure qu’avec des éléments finis P1 ayant autant d’inconnues.

Le code [21] utilise ce schéma pour résoudre le modèle bidomaine couplé en 2D et
3D. La bonne prise en compte des anisotropies permet entre autres d’avoir une bonne
approximation des flux sur l’épicarde et donc d’obtenir des ECG plus précis.

La figure 2.6 montre quelques exemples de calculs en 2D et 3D, ainsi que d’électrocardiogrammes.



Figure 2.6 – Quelques exemples de calculs avec le schéma DDFV. (h) : cas 2D à partir
d’une image segmentée, (m) : cas 3D (cœur isolé) sur un maillage des ventricules, (b) :
exemples d’ECG - cas normal et tachycardie.



2.3 Modélisation du réseau de conduction rapide

Le réseau de conduction rapide se compose du nœud atrioventriculaire (AV), du fais-
ceau de His et des fibres de Purkinje. Son importance est capitale. Il permet le passage du
courant des oreillettes vers les ventricules. Structuré en forme d’arbre -le tronc représenté
par le faisceau de His et les branches par les fibres de Purkinje-, il est isolé des tissus qui
l’environnent sauf en ses extrémités : le nœud AV d’une part et les jonctions Purkinje-
muscle (PMJ) d’autre part. Grâce à lui, le signal électrique arrive de manière presque
synchrone sur une large part des ventricules assurant ainsi, au travers de la contraction
cardiaque, les battements caractéristiques du cœur.
Il est donc capital de modéliser correctement ce réseau de conduction rapide. Plusieurs
obstacles doivent cependant être surmontés pour le faire correctement. Tout d’abord, à
l’échelle de l’organe, sa structure est essentiellement 1D et il est très difficile de le mailler
de manière satisfaisante. Par ailleurs, les terminaisons des fibres de Purkinje ne sont pas
clairement identifiables que ce soit par imagerie ou même par chirurgie. Au niveau de
celles-ci semble se trouver des zones où coexistent, à l’instar du nœud sinusal, des cellules
de plusieurs types (muscle/Purkinje). Enfin, le comportement électrique de cet arbre est
très spécifique : isolé du muscle sur toute sa longueur et permettant le passage du courant
uniquement aux extrémités.

Ces obstacles ont été un frein au développement de modèles satisfaisants décrivant non
seulement le faisceau de conduction rapide, mais aussi son interaction avec le muscle. On
trouvera une revue récente de tels modèles dans [146]. Beaucoup d’entre eux utilisent des
automates cellulaires qui sont basés sur des hypothèses simplificatrices et phénoménologiques
sur le couplage entre les cellules. Quelques modèles considèrent un couplage entre des
modèles monodomaine 1D pour le faisceau de conduction rapide et 3D pour le mus-
cle [124, 147]. Le couplage y est alors réalisé en considérant certains nœuds du maillage
comme des cellules individuelles et les PMJ comme des conductances entre ces nœuds et
les terminaisons de l’arbre de Purkinje. De telles procédures ne permettent pas de prendre
en compte des effets importants comme l’effet d’échelle entre le courant 1D sortant des
fibres de Purkinje et le courant 3D dans le muscle.

Une nouvelle approche a été proposée dans [5]. Elle est basée sur l’utilisation du modèle
monodomaine à la fois en 3D dans le muscle et en 1D dans le faisceau de conduction
rapide. Les PMJ y sont vues comme un volume contenant une certaine surface de cel-
lules de type Purkinje. Ce modèle ne fait intervenir que deux paramètres pour décrire
les PMJ : la surface de cellules de type Purkinje par unité de volume (à rapprocher du
facteur A dans (2.5)) et la conductance par unité de surface des PMJ. Il est décrit de
manière détaillée dans les paragraphes suivants.

2.3.1 Modèle monodomaine sur un réseau 1D

Le réseau de conduction rapide est défini par un arbre noté H = (V,E) dont les
n + 1 nœuds appartiennent à V = {xi, i = 0 . . . xn} ⊂ IRd (d = 2, 3) et les arêtes à
E ⊂ {(x, y) ∈ V × V }. Cet arbre peut aussi être défini comme un ensemble de segments
reliant deux nœuds de V :

H = ∪
e=(x,y)∈E

{tx+ (1− t)y, t ∈ (0, 1)}.



Bien que l’on considère des segments par souci de simplicité, notons que l’on pourrait
choisir n’importe quels chemins réguliers. L’arbre H possède p + 1 sommets que l’on
numérotera x0 (nœud AV) et {x1, . . . xp} (terminaisons des fibres de Purkinje) : c.f. fig-
ure 2.7(b). On a évidemment 0 < p ≤ n.

n

Ω

∂Ω

(a) Myocarde.

x0

(b) Arbre His-
Purkinje.

x0

(c) Myocarde,
arbre du faisceau
de conduction
rapide et PMJ.

Figure 2.7 – Les différents niveaux de modélisation.

Sur H, on suppose que la propagation du potentiel d’action le long d’une arête e =
(x, y) de E peut être modélisée par le modèle monodomaine (2.5) avec un modèle ionique
(2.2) ad hoc (par exemple le modèle de DiFrancesco et Noble [131]). Au niveau de chaque
nœud de H, la conservation des charges dans le domaine isolé H implique l’utilisation de
la loi de Kirchoff.
L’inconnue sur l’arbre H est notée (V H , wH). C’est une suite de fonctions inconnues 1D
V H = (Ve)e∈E et wH = (we)e∈E. Ces fonctions sont donc solution des équations (2.5) et
(2.2) sur chaque arête de E et de la loi de Kirchoff à chaque nœud de H :

∀x ∈ V,
∑
e∈E(x)

Ge(x)∇Ve(x) · ne = 0 (2.10)

où E(x) est l’ensemble des arêtes e = (x, y) dont x est un sommet et
ne = (x−y)/|x−y| est le vecteur unitaire colinéaire à e et sortant de e au point considéré
(c.f. figure 2.8(a)).

Aux extrémités de l’arbre ∂H = {x1, . . . xp} ainsi qu’en x0, E(x) contient une unique
arête et la condition (2.10) devient une condition aux limites de type Neumann.

De même, le coefficient de conductivité GH = (Ge)e∈E est une suite de fonctions 1D
définies sur les arêtes e ∈ E. Notons qu’il peut être discontinu. Les autres paramètres
du modèle monodomaine sont également des suites de paramètres définis sur les nœuds
e ∈ E : AH = (Ae)e, C

H = (Ce), I
H
ion = (Iion,e), g

H = (ge).

Pour finir, on suppose l’existence de solutions V H = (Ve)e∈E et wH = (we)e∈E qui sont
continues à chaque sommet x ∈ V de telle sorte que l’on puisse définir un potentiel V H(x)
pour chaque nœud x ∈ V .
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e ∈ E(x)
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volume de contrôle Ki
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noeud supplémentaire, xi de VN

(b) Maillage.

Figure 2.8 – L’arbre His-Purkinje.

2.3.2 Les jonctions Purkinje-Muscle (PMJ)

Grâce au modèle défini au paragraphe précédent, on peut calculer la propagation du
potentiel d’action dans le muscle et dans le réseau de conduction rapide en utilisant un
modèle monodomaine 1D d’une part et 3D de l’autre. Il reste maintenant à modéliser
l’interaction entre ces deux modèles.
Pour ce faire, on suppose que le couplage a uniquement lieu via des jonctions Purkinje-
Muscle (PMJ), localisées autour des extrémités x1, . . . xp ∈ ∂H de l’arbre His-Purkinje.
Cette hypothèse représente raisonnablement la physiologie du cœur humain (pour cer-
tains petits mammifères, le faisceau de His n’est pas isolé du muscle). On rappelle par
ailleurs que la microstructure des terminaisons des fibres de Purkinje est difficile à décrire
précisément (c.f. [118,124,146]). On suppose qu’elles sont réparties de manière homogène
dans des régions autour des nœuds xi ∈ ∂H. On associe par conséquent à chacun de ces
points xi une région PMJ notée Ωi ⊂ Ω, de volume |Ωi| > 0, représentant le volume dans
lequel les dernières cellules de Purkinje s’étendent dans le muscle autour du point xi (c.f.
figure 2.7(c)). On note Si la surface de fibres de Purkinje dans une telle jonction et e
l’arête de E dont xi est un sommet. Le courant sortant de H en xi est alors donné par :

Ji = Si (Ge(xi)∇Ve(xi) · ni) . (2.11)

Ici, Ve(xi) est le potentiel transmembranaire moyen des cellules de Purkinje dans la région
Ωi.
Par ailleurs, le potentiel transmembranaire moyen des cellules cardiaques dans la région
Ωi est donné par :

〈V 〉i =
1

|Ωi|

∫
Ωi

V (x)dx. (2.12)

En supposant que les PMJ se comportent comme une conductance (comme dans [124,
146]), la relation de couplage dans la région Ωi s’écrit :

Ji = gi (〈V 〉i − Ve(xi)) (2.13)

où gi est la conductance de la ième PMJ. Cette équation est une condition aux limites
pour le modèle monodomaine dans H.

Enfin, la conservation des charges implique l’ajout d’un terme source volumétrique si



dans les équations du monodomaine dans le muscle Ω. Il s’écrit :

si(x) =

{
si := Si

|Ωi|Ge(xi)∇Ve(xi) · ni si x ∈ Ωi,

0 sinon.
(2.14)

Remarque 2.6. Puisque Si
|Ωi| est le taux de surface de la PMJ par unité de volume, il

joue un rôle similaire au coefficient A de l’équation (2.5).

Le modèle complet d’un muscle 2D/3D Ω couplé à un arbre His-Purkinje 1D s’écrit
finalement :

A (C∂tV + Iion(V,w)) +

p∑
i=1

si = div (G∇V ) dans Ω, (2.15)

∂tw + g(V,w) = 0 dans Ω, (2.16)

G∇V · n = 0 sur ∂Ω, (2.17)

Ae (Ce∂tVe + Iion,e(Ve, we)) = div (Ge∇Ve) sur e, ∀e ∈ E, (2.18)

∂twe + ge(Ve, we) = 0 sur e, ∀e ∈ E, (2.19)∑
e∈E(x)

Ge(x)∇Ve(x) · ne = 0 ∀x ∈ V \∂H, (2.20)

Ge(xi)∇Ve(xi) · ni =
gi
Si

(
〈V 〉i − Ve(xi)

)
i ∈ {1, . . . p} (2.21)

avec si donné par l’équation (2.14). On remarque donc que le couplage est alors entièrement
décrit par deux paramètres : la conductance par unité de surface de la PMJ gi

Si
et le taux

de surface de membrane des cellules Purkinje par unité de volume Si
|Ωi| .

2.3.3 Résultats numériques

Ce modèle de PMJ permet assez naturellement de construire un code de couplage
muscle/réseau de conduction rapide. En pratique, il suffit de rajouter le terme source de
couplage pour les équations dans les ventricules, puis un schéma numérique pour la partie
conduction rapide. On peut ainsi envisager d’utiliser des méthodes numériques différentes
dans ces deux zones. Dans [5], on propose par exemple un schéma basé sur un code
éléments finis dans le ventricule et volumes finis dans les fibres de Purkinje. La figure 2.9
montre des exemples sur une géométrie simplifiée dans un cas normal et pour un bloc de
branche à gauche (la conductivité de la partie gauche de l’arbre His/Purkinje est nulle).
Le modèle donne des résultats satisfaisants en permettant notamment de parfaitement
gérer les propagations que ce soit antérogrades ou rétrogrades. La seule difficulté est l’es-
timation des paramètres gi

Si
et Si
|Ωi| . Pour les calculs présentés sur la figure 2.9, on a utilisé

respectivement 300 mS.cm−1 et 500 cm−1, valeurs qui semblent raisonnables à la fois a
priori et a posteriori mais qui devront être évaluées par l’expérience pour réaliser des
simulations réalistes d’un point de vue physiologique.
Notons enfin que la rapidité et la stabilité du code a permis par exemple d’effectuer
des simulations d’optimisation de placement d’électrodes pour pallier un comportement
pathologique, l’algorithme d’optimisation nécessitant de résoudre plusieurs fois le problème
avec différentes configurations.



Figure 2.9 – Exemples de propagation sur une géométrie simplifiée. Fonctionnement
normal (g.) et bloc de branche gauche (d.).



2.4 Modèles pour le calcul d’électrogrammes

La résolution du système bidomaine est très coûteuse numériquement. En effet, les
phénomènes d’échec de propagation imposent un maillage du cœur très fin et l’on se
retrouve quelle que soit la méthode numérique considérée à résoudre à chaque pas de
temps un système linéaire très mal conditionné provenant de la discrétisation de (2.3).
Or, en pratique, la connaissance du potentiel extracardiaque n’est nécessaire que très
ponctuellement (à l’emplacement des électrodes pour mesurer l’ECG ou à la surface du
cœur pour des électrogrammes). Par ailleurs, dans la plupart des cas physiologiques le
modèle monodomaine fournit une approximation satisfaisante de la ddp transmembranaire
V . On s’attachera donc dans ce paragraphe à obtenir des modèles permettant un calcul
simple d’électrogrammes en se basant sur le modèle monodomaine (2.5) (c.f. [18]). Notons
que le modèle dit monodomaine/bidomaine [141] est une première alternative permettant
d’obtenir un potentiel cardiaque sous-échantillonné par rapport à V pour un temps de
calcul environ trois fois supérieur au modèle monodomaine.

Monodomaine et équation algébrique
On considère donc le modèle monodomaine isolé (2.5). Il peut s’obtenir à partir du modèle
bidomaine en faisant l’hypothèse que les tenseurs de conductivité sont proportionnels
i.e. qu’il existe λ > 0 tel que Gi = λGe. En utilisant cette hypothèse dans l’équation
d’équilibre (2.3) et les conditions aux limites de type Neumann homogène, on obtient une
relation entre V et φe :

∀t > 0, p.p. x ∈ Ω, (1 + λ)φe(x, t) + λV (x, t) = f(t), (2.22)

où f est une fonction de t. Par ailleurs, l’équation (2.3) devient l’équation du modèle
monodomaine (2.5) avec :

G =
(
G−1
i +G−1

e

)−1
=

1

1 + λ
Gi =

λ

1 + λ
Ge.

Par conséquent, le potentiel φe à moyenne nulle peut être simplement obtenu à partir du
modèle monodomaine standard grâce à la relation :

∀t > 0, φe(x, t) =
λ

1 + λ

(
1

|Ω|

∫
Ω

V (x, t)dx− V (x, t)

)
(2.23)

=
λ

1 + λ

1

|Ω|

∫
Ω

(V (y, t)− V (x, t)) dy.

Cette formulation très simple, qui donne de bons résultats en pratique, n’a étrangement
été introduite que très récemment [18].

Monodomaine étendu et équation intégrale
Le modèle monodomaine étendu, utilisé dans [127, 144], est basé sur le modèle mon-
odomaine pour le calcul de V sans supposer toutefois que les tenseurs de conductivité
sont proportionnels (voir [120]). Le potentiel extracellulaire peut encore être retrouvé à
partir de V grâce à l’équation (2.3). Toutefois, contrairement au modèle précédent, son
expression n’est plus explicite en général.



Étant donné que l’on recherche ici uniquement les valeurs de φe sur Σ = ∂Ω, on peut
utiliser une formulation intégrale pour l’obtenir. En notant Φ = φe|Σ, elle s’écrit :

λ(x)Φ(x) +

∫
Σ

Φ(y)∂nΨ(x, y)dy =

∫
H

(
div(G∇V (y))

)
Ψ(x, y)dy, (2.24)

où λ(x) = lim
ε→0

∫
∂Bε

Ge∇Ψ(x, y).ndy et Ψ est la solution fondamentale associée à l’opérateur

de Laplace anisotrope div (Ge∇Ψ(x, y)) = δ(x, y). Quand Ge est constant, Ψ est donnée
par (voir [143]) :

Ψ(x, y) =
(

(x− y)>Ge(x− y)
)−1/2

.

On peut utiliser une technique classique d’éléments finis frontière (BEM) pour résoudre
numériquement l’équation (2.24) (voir par exemple [139]). On obtient alors un système
linéaire avec une matrice pleine à inverser à chaque pas de temps, mais il est de taille très
inférieure à celui qui proviendrait du modèle bidomaine. Soulignons par ailleurs qu’à cause
du manque de régularité de la solution fondamentale Ψ, le second membre de (2.24) ne
peut pas être reformulé en utilisant le théorème de la divergence. Numériquement, on ne
peut donc pas utiliser des éléments finis de type P1-Lagrange dont les dérivées secondes
sont nulles. En pratique, les éléments finis P3-Hermite semblent un bon choix.

Si l’on veut comparer les résultats donnés par ces deux modèles, il reste à normaliser
la solution Φ de l’équation (2.24). La solution à moyenne nulle dans Ω s’écrit Φ + c où
c est une constante qui peut être déterminée de la manière suivante. Pour ϕ ∈ H2(Ω),
on écrit la formulation variationnelle de (2.3), puis on utilise la formule de Green pour
obtenir :

−
∫

Ω

φediv((Gi +Ge)∇ϕ) =

∫
Ω

ϕdiv(Gi∇V )−
∫

Σ

Φ(Gi +Ge)∇ϕ · n.

On choisit alors par exemple ϕ = 1
6
x>(Gi+Ge)

−1x de telle sorte que div((Gi+Ge)∇ϕ = 1
dans Ω. La constante c est alors donnée par :

c := −
∫

Ω

φediv((Gi +Ge)∇ϕ) =

∫
Ω

ϕdiv(Gi∇V )−
∫

Σ

Φ(Gi +Ge)∇ϕ · n.

Enfin, remarquons que lorsque le tenseur de conductivité Ge dépend de l’espace, l’ex-
pression de la solution fondamentale Ψ devient (voir [143] p 317) :

Ψ(x, y) = wy(x, y) +

∫
Ω

wz(x, z)θ(z, y) dz,

où wy(x, y) =
(
(x− y)>Ge(y)(x− y)

)−1/2
et θ est un potentiel vérifiant une équation de

Fredholm. Il est difficile de calculer θ en général. Pour ce faire, il faut en effet résoudre une
équation intégrale à chaque point de la frontière. Cependant, ces équations ne dépendent
que de la géométrie du problème et leurs solutions peuvent être précalculées. On peut
aussi négliger θ, en particulier si les variations de Ge sont faibles. L’hypothèse que Ge est
constant est donc surtout faite pour conserver la simplicité de la méthode. Son impact
doit donc être établi, tout comme ce fut le cas pour l’hypothèse de proportionnalité des
tenseurs de conductivité.



2.5 Une application médicale

Le code Momme [20] inclut des modèles physiologiques complexes, en particulier au
niveau des modèles ioniques. Il permet ainsi de faire des simulations réalistes comme celles
effectuées dans le cadre d’une collaboration avec les biologistes de l’Institut du Thorax
(UMR Inserm 915).

Le sujet de cette collaboration, publiée dans [17,33], concerne une pathologie génétique
détectée cliniquement. Cette pathologie a pour effet de provoquer des arythmies car-
diaques chez les patients pour des fréquences de battements très particulières (typique-
ment 60 bpm). On peut voir ce comportement pathologique sur la figure 2.10 : à 60 bpm,
le potentiel d’action présente une forme tout à fait caractéristique de la mutation en cause
dans laquelle la moitié des battements est vraiment effective. En revanche, à 120 bpm, le
fonctionnement est tout à fait normal.
Les biologistes ont réussi à décrire l’effet de l’anomalie génétique en cause au niveau

Figure 2.10 – Comportement pathologique observé : potentiel d’action normal (g.) et
muté (d.) avec des rythmes de 60 bpm (haut) et 120 bpm (bas).

cellulaire, mais il était évidemment crucial de valider leurs théories à l’échelle du tissu.
L’apport de la simulation numérique se situe à deux niveaux : tout d’abord pour valider
l’approche cellulaire sans recourir à des méthodes invasives pour le patient, mais ensuite
de permettre de simuler les effets de certains médicaments. Dans le cas considéré, il a ainsi
été montré qu’un traitement à la quinidine (antiarythmique agissant principalement sur
le courant sodique rapide) permettait de restaurer un comportement normal (voir figure
2.11).

Les figures 2.10 et 2.11 présentent des résultats de simulations numériques effectuées
avec [20]. Le modèle ionique choisi dans le ventricule (Iyer, Mazhari, Winslow [137])
est particulièrement complexe (près de 70 variables dans w !) et possède d’importantes
raideurs numériques. Le pas de temps doit donc être choisi plus faible qu’avec d’autres
modèles (TenTussher, Noble, Noble, Panfilov [145] par exemple). Le maillage devant



Figure 2.11 – Effet de la quinidine sur la pathologie.

également être assez fin pour éviter les phénomènes d’échec de propagation, chaque sim-
ulation d’une période de 6s sur le domaine considéré demande environ une journée de
calcul.
Les résultats ont permis de valider les dosages optimaux de quinidine nécessaires pour
retrouver un comportement normal chez les patients.
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et Synthèses 28 (2009), 55-86.

[13] R. Turpault, A consistant multigroup model for radiative transfer and its underlying mean opacities,
J. Quant. Spectrosc. Radiat. Transfer 94 (2005), no. 3-4, 357-371.

[14] R. Turpault, M. Frank, B. Dubroca, and A. Klar, Multigroup Half Space Moment Approximations
to the Radiative Heat Transfer Equations, J. Comp. Phys. 198 (2004), 364-371.

Notes et article multidisciplinaire

[15] C. Berthon and R. Turpault, A numerical correction of the M1-model in the diffusive limit, Discrete
and Continuous Dynamical Systems-S 5 (2012), no. 2, 245-255.
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