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INTRODUCTION

Le dimensionnement des structures est I’un des enjeux principaux de I’'ingénieur. Depuis
I’antiquité, il a été nécessaire de prévoir les caractéristiques géométriques et les matériaux adap-
tés aux différents usages des objets, des batiments et des ouvrages d’art. Cependant, ce n’est
qu’a la fin du XX®me giecle qu’éviter le surdimensionnement apparait comme une contrainte
importante. En effet, la nécessité de réduire I'impact négatif de 1’action de I’'Homme sur 1’envi-
ronnement met au premier plan la réduction d’émissions de gaz a effet de serre, de polluants et
de déchets non recyclables ainsi que la surexploitation des ressources naturelles. Ainsi, on s’in-
téresse a la réduction de la masse des produits industriels et des quantités de matieres premieres
utilisées. Il importe alors d’adapter les structures aux charges en service. Or, ceci doit se faire sans
augmenter le risque de dysfonctionnement ou de catastrophe et éviter ainsi leurs conséquences
humaines ou environnementales. En effet, adapter les structures aux charges qu’elles supportent
implique de rapprocher leur chargement d’utilisation de la charge qui entrainera leur ruine. Une
problématique scientifique de recherche est alors mise en évidence : la compréhension, la prédic-
tion et la maitrise des phénomenes entrainant la ruine des structures. De nombreuses observations
et études ont été menées afin de comprendre comment la dégradation des différents matériaux a
lieu. Bien que pour des matériaux composites complexes, ceci soit encore de nos jours un axe
de recherche majeur, on peut considérer que les phénomenes physiques qui entrainent la dégra-
dation des matériaux connus et utilisés depuis longtemps, comme les métaux ou les matériaux
cimentaires, sont suffisamment compris aujourd’hui pour pouvoir tenter de les modéliser. Si l’on
s’intéresse en particulier au béton, il est connu que sa ruine sous des chargements mécaniques
se produit par la décohésion des granulats et de la matrice qui entraine la création de micro-
fissures qui coalescent provoquant alors I’apparition et I’évolution de macro-fissures. Différents
modeles, présentés dans la partie [I] ont tenté de représenter ces phénomenes. Cependant, aucun
d’entre eux ne présente les caractéristiques que 1’ingénieur attend d’un tel modele : des résultats
pertinents avec un cofit de calcul raisonnable. On se penchera donc sur un modele développé
depuis quelques années et nommé Thick Level Set ou TLS. Certaines études préliminaires per-
mettant une meilleure compréhension du modele et des parametres qu’il comporte sont menées
dans la partie |2} Dans une troisieéme partie, on représente a I’aide de ce modele 1’évolution d’une
macro-fissure dans des conditions de propagation auto-similaire. Dans une quatriéme partie, on
étudie la capacité du modele a rendre compte des effets d’échelle et de bord : effets principaux
connus caractérisant la réponse d’éprouvettes en béton. Ces études mettront en évidence la néces-
sité de raffiner le modele TLS en introduisant un comportement adoucissant particulier, qui sera
obtenu par une équivalence de comportement unidimensionnel entre le modele TLS et le modele
cohésif présentée dans la partie [5| Finalement, le modele TLS est confronté dans la partie [6] &

des résultats expérimentaux mettant en jeu les effets d’échelle et de bord. En conclusion, on ana-



lyse les performances du modele TLS et sa position dans 1’ensemble des familles des modeles

d’endommagement et de rupture.



CHAPITRE 1
MODELISATION DES MATERIAUX QUASI-FRAGILES

Les problémes de rupture sont récurrents en mécanique. Que 1’on travaille avec de 1’acier, du
béton ou des matériaux composites, que les structures étudiées soient des systemes mécaniques
ou des ouvrages d’art, les concepteurs cherchent toujours a éviter la rupture, ou du moins, a
comprendre comment elle risque de se produire. Depuis les études de A. Griffith [35] au début du
siecle dernier, on cherche a modéliser les mécanismes de la rupture et de I’endommagement afin
de prédire 1’apparition et la propagation de fissures et de défauts dans les matériaux. Les travaux
dans ce domaine sont nombreux mais un modele permettant de décrire de fagon satisfaisante a
la fois I'initiation et la propagation de fissures dans les matériaux quasi-fragiles, et ce quelle que

soit la taille et la forme de la structure, n’a pas été élaboré.

1.1 Matériaux quasi-fragiles et zone d’élaboration des fissures

On considere un plan dans lequel se propage la fissure considérée comme une ligne le long
de laquelle le déplacement peut &tre discontinu avec des conditions de contact unilatéral —
contrainte normale de compression ou de bord libre —. Une premiere analyse de ce probleme
fut réalisée par A. Griffith [35] en 1921 en considérant que I’ensemble du milieu dans lequel se
propageait la fissure avait un comportement élastique linéaire (cf. [.1.2)). Cependant, I’existence
d’une zone au comportement non-linéaire a I’avant de la fissure a été mise en évidence expéri-
mentalement (cf. [[.I.T). La prise en compte de cette zone a tout d’abord été faite par le modele
de zone cohésive (cf. puis par des modeles d’endommagement (cf. [[.1.4).

1.1.1 Zone d’élaboration

L existence théorique d’une zone d’élaboration, comprise en tant que zone de comportement
non-linéaire autour de la pointe d’une fissure, se comprend aisément par I’analyse des champs de
déformations et de contraintes si I’on suppose le matériau élastique linéaire (cf.[I.1.2)). En effet,
ceux-ci divergent autour de la pointe de la fissure, ce qui sort du cadre des petites déformations
qui justifient classiquement le comportement linéaire.

Différentes méthodes expérimentales ont permis de mettre en évidence ’existence d’une
zone au comportement complexe a I’avant de la fissure. D’une part, des méthodes optiques —
comme la tomographie aux rayons X — et d’autre part des méthodes acoustiques — comme
I’analyse des émissions acoustiques — ont permis de mieux comprendre la forme et la taille de

cette zone. Sont reproduites dans les figures [I.1] et [I.2] certains résultats de la littérature. On y



observe qu’il existe effectivement une zone ou apparaissent des micro-fissures qui provoquent
une dissipation d’énergie — dont témoignent les émissions acoustiques —. Cette zone, plus ou
moins allongée, change de forme et de taille au cours du chargement. Dans [[66] est menée une
étude énergétique qui montre I’importance de 1’énergie dissipée dans la zone d’élaboration par
rapport a I’énergie globale liée a I’avancée de la fissure macroscopique.

La notion de zone d’élaboration et les phénomenes non linéaires qui lui sont associés ne sont
pas réservés a 1’apparition de microfissures comme dans le béton. Il est possible d’observer des
zones de concentration d’autres phénomenes physiques a 1’origine de la plasticité comme par
exemple dans les métaux. Les différents phénomenes donnent lieu & deux parties distinctes de la
zone d’élaboration : une zone d’adoucissement et une autre de durcissement. Les tailles relatives
de celles-ci par rapport a la taille de la structure définissent différents types de comportements
macroscopiques (cf. [I.3). Lorsque I’ensemble de la zone d’élaboration est petite devant la taille
de la structure, on parle de matériaux fragiles. Lorsque la zone durcissante n’est pas négligeable
devant la taille de la structure alors que la zone adoucissante 1’est, le matériau est qualifié de
ductile. Finalement, lorsque seule la zone adoucissante est non négligeable, le matériau est appelé
quasi-fragile. Il est important de remarquer que les qualificatifs de fragile, ductile et quasi-fragile
ne peuvent théoriquement pas s’appliquer a un matériau seul mais devraient concerner 1’ensemble
de la structure, puisque sa taille est prise en compte dans la définition. Cependant, 1’abus de
langage est acceptable a partir du moment ou 1I’on admet que les structures de référence ont des
tailles adaptées a leurs applications habituelles. Dans le cas du béton, dont la zone d’élaboration
adoucissante est de quelques dizaines de centimetres et la taille des structures est de I’ordre du
metre, on parlera de matériau quasi-fragile.

On ne s’intéressera pas ici aux matériaux ductiles qui peuvent présenter un durcissement
local. Les principaux modeles permettant de représenter les matériaux fragiles et quasi-fragiles
sont présentés dans la suite de ce chapitre. L’ objectif majeur étudié ici étant de simuler des struc-
tures en béton ou en mortier, les seuls modeles historiquement utilisés a cette fin sont présentés

dans la suite.

1.1.2 Modéle de rupture de Griffith

Le modele de rupture de Griffith est le premier a prendre en compte un critére énergétique
de la rupture. Ayant constaté I’insuffisance des criteres en contraintes dans le cas des structures
fissurées, un critére énergétique de la rupture est établi a partir de la résolution du probleme
d’élasticité d’une plaque fissurée [35, 47]. Rappelons le probleme d’élasticité, sa résolution et le
critere de Griffith. Le paramétrage utilisé est présenté en figure[[.4] Dans le cas des déformations

planes, le champ de contrainte dérive d’une fonction scalaire, la fonction d’Airy ¢ :

V(i,j), ©ij= 8ijAd— ¢, (LD
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(¢) A 30 % de la charge maximale aprs le pic.

Figure 1.1 — Résultats de tomographie par rayons X d’une éprouvette en béton (obtenus par
Otsuka et al. [66]]). L’entaille est horizontale a gauche. Les micro-fissures a 1’origine de la zone
d’élaboration sont noires et le béton sain est blanc. Les lignes noires verticales proviennent du
dispositif expérimental.
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gris représentent les événements acoustiques. (b) Répartition sur le plan des événements
La ligne noire correspond a la fissure macro- acoustiques.

scopique repérée visuellement a la surface de

I’éprouvette.

Figure 1.2 — Répartition des événements acoustiques observés sur une éprouvette en béton "mo-

dele" (obtenus par Haidar et al. [41]]).

ol §;; est le symbole de Kronecker et ¢ est la fonction d’Airy. L’équilibre s’écrit alors
AAY =0, (1.2)

dans le domaine. Il s’agit de I’équation de Beltrami, a laquelle on doit ajouter des conditions
aux limites sur la frontiere du solide considéré. On suppose que la fissure est représentée par une
ligne le long de laquelle le déplacement est discontinu. Dans le cas ou la fissure est ouverte, les

levres de la fissure sont libres de contraintes.

La solution a énergie finie de 1’équation de Beltrami qui vérifie les équations d’équilibre et
les conditions limites s’écrit :

= s 5005 (5 ) oo () | ;s | s (5 ) +3sin (3 ) [+
Opg = 4\/2_7” [3005(9>+cos(36>] 4%[ 3sm<9>—3sin(?>]+...,

Oro = 4\/2—m[ <9>+Sm<39>] 45;1_7”[ <9)+3COS(329>]+W (13)

ou K et Kj; sont deux constantes appelées facteurs d’intensité de contraintes. Les équations

d’équilibre en élasticité linéaire sont décrites dans 1’hypotheése des petites perturbations, les

contraintes et les déformations sont supposées rester infinitésimales alors qu’ici elles tendent



(a) Matériau fragile. (b) Matériau ductile. (c) Matériau quasi-fragile.

Figure 1.3 — Représentation d’un milieu élastique linéaire comportant une fissure dont la pointe
est précédée par une zone d’élaboration caractéristique des matériaux fragiles, ductiles et quasi-
fragiles. En dessous, I’allure de la répartition des contraintes pour les trois cas. (Figure reproduite
a partir de la figure 5.2.1 de [[15]]))

M

Figure 1.4 — Schéma d’une fissure et des notations utilisées.

vers I’infini autour de la pointe de la fissure. Cette approche est une approche asymptotique par
I’extérieur, c’est a dire que la fissure induit dans son voisinage un champ qui décroit comme /7.

Intéressons nous 2 présent 2 la propagation quasi-statique de cette fissure. A cette fin, on va
supposer que I’avancement de la fissure d’une longueur 6/ implique la dissipation d’une certaine
quantité d’énergie, proportionnelle & 6/ comme le propose Griffith [35]. Quand la fissure se
propage, le matériau perd de la cohésion ; I’accroissement de la fissure fait diminuer 1’énergie de
cohésion globale du solide. L’énergie perdue par unité de surface créée est une énergie de surface
notée G.. Un avancement virtuel de la fissure de longueur 8/ entraine une dissipation d’énergie
GOl. Si G4l est inférieure a G.0l, la fissure n’avance pas. Si, au contraire, I’énergie qui serait
dissipée est égale a 1’énergie de surface, i.e. G = G, alors la fissure peut avancer. Cette loi de

propagation peut s’écrire sous la forme d’une loi de normalité :

G—-G.<0 (1.4)
>0 (1.5)
(G-G.)i=0 (1.6)

Si I’on s’intéressait a la propagation dynamique de la fissure, une loi d’évolution plus complexe

devrait étre envisagée [27]]. La caractérisation de la perte d’énergie du solide pour une avancée



Ol donnée est liée en élasticité linéaire a la variation d’énergie potentielle du systéme. Isolant la
singularité, on montre que
1—v? 1+v

G= T(1(,2+1r<,2,)+

K7, 1.7
g N (1.7)

Introduisons I’intégrale de Rice [26, [79]], est indépendante du contour I" choisi pour un milieu
homogene,
J= /(wnx—n- o-uy)da, (1.8)
r

ou w est I’énergie de déformation. Dans le cas de I’élasticité linéaire G = J, ce qui permet de
déterminer G par la donnée des champs sur la frontiere extérieure au domaine. Dans le cas d’un
milieu infini, en traction uniforme de valeur 0., pour une fissure de longueur / on montre alors
que

Go< o2l (1.9)

Un raisonnement naturel est de considérer I’initiation d’une fissure comme la propagation d’une
fissure infiniment petite, un défaut microscopique. Or, d’apres la relation précédente, pour qu’il
y ait propagation de la fissure, il faut ., o< 1/ V1. Donc, la propagation d’une fissure infinitési-
male nécessite une contrainte O, imposée infinie. L’amorce d’une fissure courte ne peut donc
étre traduite par la mécanique linéaire de la rupture, laquelle décrit seulement les conditions de
propagation d’une fissure existante. Par ailleurs, ce modele correspond & un matériau élastique li-
néaire dans I’ensemble du domaine et ne prend donc pas en compte les phénomenes non-linéaires
ayant lieu a I’avant de la fissure. Dans le cas des matériaux quasi-fragiles comme le béton, cela
conduit a certains écarts avec 1’expérience. En effet, certains auteurs décrivent [43], [56] une dé-
pendance du taux de restitution d’énergie critique a la taille de la structure. Dans ce cas, le critere
de Griffith ne peut pas s’appliquer. Ainsi sont apparus des modeles dits "de zone cohésive", qui
prennent en compte une zone d’élaboration linéique, distribuant la dissipation d’énergie sur une

longueur non nulle.

1.1.3 Modele de zone cohésive

Le modele de zone cohésive voit le jour dans les années soixante afin de modéliser des maté-
riaux ductiles d’abord [28] et quasi-fragiles ensuite [S]. Il introduit une transition continue entre
le matériau sain et la fissure par le biais d’une loi de comportement reliant la contrainte d’ouver-
ture et le saut de déplacement entre les levres de la fissure. Ainsi, sous ce modele, une fissure
en cours de propagation est constituée de deux parties : d’abord une zone cohésive ot un saut
de déplacement existe mais une contrainte empéchant 1’ouverture subsiste, et une zone comple-
tement ouverte oll aucune contrainte empéche 1I’ouverture de la fissure (figure [I.5). Différentes
formes de lois de comportement cohésives ont été étudiées dans la littérature. La plupart d’entre



elles présentent cependant des valeurs de contrainte et d’ouverture maximales comme dans la
figure[1.6] Il existe cependant des modeles a contrainte initiale infinie (mais a intégrale finie) qui
correspondent a une divergence des contraintes a I’avant de la zone cohésive [30] et des modeles

a ouverture maximale infinie, comme les exponentiels [25,162]]. Les modeles cohésifs permettent

N, O

/

Figure 1.5 — Fissure se propageant sous le modele de zone cohésive. La fissure est représentée
ouverte, donc dans sa configuration déformée. On y observe une zone cohésive a ’avant de la
fissure, ou des contraintes normales demeurent, et a droite, une fissure complétement ouverte
sans contraintes subsistantes.

of

wf w

Figure 1.6 — Exemple de comportement cohésif présentant des valeurs maximales de contrainte
o et d’ouverture w.

par ailleurs de prendre en compte I’initiation et la fissuration par I’intermédiaire du modele de
fissure fictive ou fictitious crack model [42]. Dans ce cas, une fissure cohésive est introduite des
que la contrainte atteint la valeur maximale de la loi d’adoucissement utilisée pour la propagation
des fissures.

Avant méme I’apparition de ces modeles cohésifs élaborés en tant que tel, BaZzant proposait
un modele similaire [11] qui héritait des tentatives de mise en place de méthodes numériques

capables de représenter simplement la propagation de fissures [[78]]. Le modele crack band, ou de
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"bande fissurée", introduit un comportement adoucissant au sein de certains éléments qui vont
ainsi constituer la "zone cohésive". Cette approche est purement numérique lors de son apparition
et présente une dépendance pathologique au maillage. En effet, la largeur de la "bande fissurée"
est directement reliée a la taille des éléments. Ainsi, sans précautions particulieres, I’énergie
dissipée par la propagation d’une fissure devient dépendante du maillage. Cependant, Elices et
Planas ont pu montrer a posteriori I’équivalence avec le modele cohésif [30]], dont il devient une
méthode numérique simple a mettre en ceuvre.

A cette description de la fissure cohésive ou de crack band il faut bien évidemment ajouter
une loi d’évolution. Celle-ci sera introduite avec un formalisme plus rigoureux dans la partie [5

Le modele de zone cohésive reste cependant tres attaché a la notion de fissure et donc a une
modélisation de la zone d’élaboration par une zone de mesure nulle, en négligeant la largeur de la
zone d’élaboration. Par ailleurs, ce type de modele n’autorise pas I’endommagement diffus dans
une grande zone de la structure. De ce fait, ces modeles rencontrent des difficultés en tant qu’ou-
tils d’ingénierie pour la modélisation de I’apparition et de la propagation de I’endommagement
[L15]).

1.1.4 Modéle d’endommagement

Les modeles continus d’endommagement consideérent la perte de rigidité locale associée a
des phénomenes irréversibles microscopiques, comme des micro-fissures ou des micro-cavités.
L’ origine de ces modeles date des années cinquante et soixante [49, [78]]. Ces modeles supposent
I’existence d’au moins une variable interne qui représente la densité de micro-défauts, notée d.
Dans le cas d’une grandeur scalaire, celle-ci est comprise entre 0 pour un matériau sain et 1
lorsque I’endommagement maximal est atteint. La densité d’énergie dans un milieu, que I’on

suppose ici isotrope dans un souci de simplicité, s’écrit

®(e,d) = %S:C(d):e (1.10)

La dérivée de la raideur par rapport a la variable d’endommagement 8£ doit étre négative
puisque le matériaux perd de la raideur lorsque les phénomenes dissipatifs ont lieu. Remarquons
par ailleurs que C(1) doit &tre nul si I’on souhaite représenter une zone endommagée ne sup-
portant plus aucune traction. Ceci n’est pas une condition absolue et certains cas seront analysés
dans la suite pour lesquels C(1) est non nul, représentant donc une dégradation du matériau qui
conserve cependant une partie de ses propriétés mécaniques. On associe a ce potentiel un taux de

restitution d’énergie, que 1’on notera Y

P

Y="3%4

(1.11)



11

qui permet d’écrire un critere local d’irréversibilité de I’endommagement fepy(Y,d) <0 — le

sigle CDM provient de 1’anglais continuum damage mechanics — et une loi d’évolution

fCDM(Yad) S 0
d>0 (1.12)

feou(Y,d)d =0

Classiquement, on définit un taux de restitution d’énergie critique local Y.(d) et on pose, pour
des probléemes quasi-statiques :
1 dC

fCDM(Yvd) = Y—Yc ==

S€: 5 (d) e~ Y(d) (1.13)

La forme du taux de restitution d’énergie critique Y,(d) pilote le comportement local du maté-

riaux. Dans la suite, différentes fonctions Y, (d) seront étudiées.

1.1.5 Problémes de localisation

Le probleme d’endommagement local posé précédemment entraine certains problemes de
bifurcation — non-unicité — et donc de résolution numérique [11[]. En effet, considérons une
barre homogene soumise a un chargement de traction croissant. Le comportement est élastique
linéaire tant que la déformation, identique en tout point, reste sous le seuil critique &, = /2EY,
ol E est le module de Young (cf. et (I.12)). Une fois cette valeur atteinte, I’endommage-
ment peut évoluer en tout point, en un seul point ou sur un nombre de points quelconque, fini
ou infini : il existe une infinité de bifurcations possibles. Le modele présente donc un probleme
d’unicité qui se manifeste notamment dans 1’énergie dissipée par I’endommagement. En effet, si
la zone endommagée est de mesure nulle, I’énergie dissipée est nulle. Si I’endommagement est
homogene dans la barre, la dissipation est maximale. Toutes les valeurs intermédiaires sont pos-
sibles. Remarquons que ce défaut du modele a sa manifestation numérique dans une dépendance
au maillage ou spurious mesh-dependency : I’énergie dissipée dépend de la taille du maillage.

L’existence de tels problemes a conduit a la modification de ce modele d’endommagement
local en vue de le régulariser, c’est-a-dire de le modifier 1égerement afin de limiter les bifurcations
possibles et de rendre a 1’énergie dissipée un sens physique et son indépendance vis-a-vis du
maillage. Cette régularisation introduit une longueur caractéristique dans le modele. Une revue

non exhaustive des principales méthodes de régularisation est donnée dans la partie suivante.

1.2 Méthodes de régularisation des modeles d’endommagement

1l existe différentes familles de méthodes de régularisation du modele local d’endommage-

ment dont les principales sont présentées ici. Les méthodes non locales intégrales [73] consi-
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derent des déformations moyennées dans la loi d’évolution. Les méthodes d’ordre supérieur in-
troduisent le gradient de la déformation ou de I’endommagement dans la formulation. Héritées
de la physique, les méthodes de champs de phase décrivent la transition ente deux phases d’un

méme matériau a 1’aide d’un parametre d’ordre.

1.2.1 Non local intégral

La méthode d’endommagement non-local intégral tente, sans changer le fond mécanique
de la théorie précédente, de limiter le probleme de bifurcation en lissant certaines grandeurs
mécaniques. Ainsi, on modifie la force thermodynamique [[73l], qui n’est plus le taux de restitution
d’énergie G, soit

aw 1 dC

mais un taux de restitution d’énergie moyenné G défini sur un volume V entourant le point M :

— 1 oW

ou dVj, est le volume élémentaire associé a dM. La prise en compte d’une telle expression
dans une résolution analytique d’un probleme de propagation d’une zone endommagée semble
difficile. Cependant, pour une résolution numérique discrétisée, la prise en compte d’un champ
moyen est envisageable. Dans I’intégrale ci-dessus peut étre ajoutée une pondération spatiale en
fonction de la position de dM, comme le propose G. Pijaudier-Cabot [72].

Habituellement, on lisse uniquement les déformations, et une fonction poids de type gaus-

sz vz

sienne est utilisée. Les équations du probleme modifié s’écrivent alors :

1

=y

| #o0e0) ). (1.16)

avec,

v = | ¥y.x)d20). (1.17)

et

ly —x|I*
S,

Py, x) = Wexp( JE (1.18)

Cette méthode résout partiellement le probleéme de localisation sans chercher de justification
théorique particuliere. Remarquons qu’une échelle d’espace est introduite — / dans I’équation
1.18| —, par la définition d’un volume d’influence autour des points. Par ailleurs G n’est pas
maximal a la pointe de la fissure. Il existe donc un décalage spatial de la solution autour de la
pointe.

Les méthodes non locales comportent une complexification du modele qui augmente le colit
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de calcul nécessaire a la résolution, car cette méthode de régularisation est effectuée sur tout
le domaine d’étude, alors que les grandeurs locales suffisent a la résolution dans la plus grande

partie du domaine.

1.2.2 Ordres supérieurs
1.2.2.1 Ordre cinématique supérieur

Dans les années quatre-vingt dix, on a fait évoluer le modele non-local précédent, en intro-
duisant le développement de Taylor de la déformation pour calculer les grandeurs moyennées
[69,[70]. Ainsi, le développement de € en X,

e(y) = e(x) + Ve(x) - (y —x) + V2e(x) - (y —x)* + ..., (1.19)
fournit, en I’introduisant dans (I.16)) et en se contentant du premier terme non nul de la moyenne,
Ere+cVie, (1.20)

ou ¢ est une constante qui dépend de la forme de la fonction de poids choisie. Ce coefficient est
homogene a I’inverse d’une longueur au carré. On introduit donc dans ce modele une longueur
caractéristique.

En pratique, le calcul numérique de € est fait a partir de la définition équivalente
e—cVe=¢ (1.21)

afin d’éviter le probleme de I’approximation du laplacien pour des fonctions de forme de bas
degré. Or, ceci introduit une difficulté supplémentaire. En effet, € est obtenu par la résolution
d’un probléme aux limites ; il est alors nécessaire de se donner des conditions aux limites en
V€ - n sur la frontiere du domaine. Le choix est souvent fait d’imposer une valeur nulle, mais

aucune justification n’est fournie.

1.2.2.2 Modeles a gradient d’endommagement

Un raisonnement similaire peut étre appliqué a I’endommagement, en imposant a la variable
d une certaine régularité. Certains auteurs, dont Frémond et Nedjar [33]] et Nguyen et Andrieux
[63] ont ainsi été amenés a ajouter un terme a I’énergie libre, qui va venir pénaliser les variations

brusques d’endommagement :

1
W = Wigeal + 5k(Vd)2 (1.22)
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On obtient avec cette méthode des résultats semblables a ceux des méthodes fondées sur les

développements de Taylor du déplacement.

1.2.3 Champs de phase

Plus récemment, dans les années deux mille, une méthode trouvant son origine dans des
problémes physiques de changement de phase est venue enrichir le catalogue des approches pos-
sibles [50]. Ces méthodes introduisent un parametre d’ordre qui décrit la transition entre les
phases. L’endommagement peut donc étre vu comme un probléme de transition de phase irré-
versible, ou le parametre d’ordre est relié a la variable d’endommagement classique d, interprété
comme une image de la densité de micro-défauts dans le matériau. Par exemple, dans [S5]], I’en-

dommagement est choisi de telle sorte qu’il minimise, pour un probleme unidimensionnel, la

1 2 l 2
P4l 1.2
/x<2[d +3] d\)dx (1.23)

avec les conditions aux limites d = 1 laou il y a une fissure et Vd - n = 0 sur les bords du domaine.

fonctionnelle

La répartition de ’endommagement est ainsi vue comme un lissage de la position de la
fissure, ol d = 1. Le choix de la fonctionnelle permet de définir la forme de I’endommagement
dans le cas d’un probléme unidimensionnel avec une fissure localisée dans un matériau sain a

I’infini. Dans [S3]], il est choisi d’avoir une répartition exponentielle de I’endommagement
d(x) =exp(—|x|/I) (1.24)

Cette approche considere donc une solution a priori de la forme de I’endommagement dans un
cas particulier pour en déduire une fonctionnelle qui permettra par la suite de définir la valeur de
I’endommagement dans un probléme plus complexe.

La méthode d’endommagement par champ de phase introduit une longueur caractéristique,
ici [, par le choix de la répartition de I’endommagement dans le cas unidimensionnel. Il impose
aussi une nouvelle condition aux limites naturelle pour I’endommagement, Vd - n = 0 qui peut
étre a l'origine de comportements indésirables sur les bords du domaine [23]]. De plus, dans
les simulations numériques de ce modele, il est souvent conservé des propriétés mécaniques en
traction dans le matériau completement endommagé, afin d’éviter des problemes numériques.

Ainsi, la transition entre endommagement et fissuration n’est pas complétement abordée.

1.2.4 Méthode variationnelle

Les méthodes variationnelles se fondent sur un principe completement différent. On ne cherche
pas a écrire des conditions supplémentaires ou a écrire une faible non localité des relations clas-

siques. Dans ces méthodes, une hypothese majeure est faite : la solution du probléme quasi-



15

statique d’endommagement minimise 1’énergie du systeme. Cette hypothese est classique en
élasticité et a été introduite par A. Ehrlacher dans [29] pour I’étude des milieux a dissipation
simple [21} 31]].

L’énergie que minimise le probleme peut s’écrire :
1
& (u,d) — / < e(u): C(d) : &(u) +kd> dQ — W (u) (1.25)
Q

Le premier terme, bien connu, correspond a 1’énergie de déformation élastique. Le deuxieme
représente 1’énergie dissipée par fissuration dans le matériau. Le principe variationnel s’écrit
alors :

V(v,B) « admissibles », & (Wsor, dsor) (V =51, B —d) = 0 (1.26)

ot &' (u,d) (v, B) est la dérivée de & suivant (v, B) évaluée en (u,d) 2 un instant 7 et les conditions

d’admissibilité s’écrivent

Vv =1y sur d;Q (1.27)

B > 0 dans Q (1.28)

Le probleme de minimisation posé peut alors se résoudre numériquement par un algorithme de
minimisation alternée apres discrétisation « temporelle » du chargement.

Cette méthode permet une résolution simple dans 1’ensemble du domaine. Cependant, une
hypothese trés importante a été ajoutée au raisonnement : le probleme d’endommagement est
considéré comme étant global. Par ailleurs, le probleme de minimisation peut s’avérer cotliteux.
Rien ne prouve que pour deux valeurs du chargement dans une méme direction donnée, le résultat
de I’analyse globale donne des zones endommagées emboitées. Une condition de stabilité est
nécessaire. Dans le cas des milieux a dissipation simple A. Ehrlacher a montré que cette condition
est celle donnée par Bui et al. [20].

Cette approche a été largement étudiée par plusieurs auteurs, la forme de C(d) puis de la
dissipation ont fait 1’objet de plusieurs études [32]]. L’introduction du gradient de I’endommage-
ment et 1’étude des singularités des fonctions [4] permet d’assurer des conditions d’existence et

d’unicité.
1.3 Méthodes par front d’endommagement

Les méthodes par front d’endommagement considerent 1’évolution d’une surface dont la po-
sition pilote I’endommagement. Dans ce sens, il s’agit de méthodes locales ou partiellement non
locales, ol la non-localité ne peut exister que sur le front d’endommagement. Ailleurs, le pro-

bleéme est formulé sous une forme locale ce qui réduit notablement le cofit de calcul par rapport
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a des formulations non locales sur I’ensemble du domaine. Ces méthodes posent alors un nou-
veau probleme qui est la description de 1’évolution du front d’endommagement, c’est & dire du
mouvement d’une surface. Différentes méthodes par front d’endommagement sont exposées dans
ce chapitre. D’abord, le front d’endommagement simple [20] ol I’endommagement s’établit de
fagon brutale. Ensuite une énergie de surface est ajoutée a la formulation [19]. Finalement, un
modele plus récent appelé Thick Level Set ou TLS ou I’endommagement s’établit graduellement

et non de facon brutale est introduit [60].

1.3.1 Front mince

On suppose dans une premiere approche que le front d’endommagement, séparant le domaine
Q en deux sous-domaines distincts de caractéristiques mécaniques différentes, un matériau sain
et un matériau endommagé, est infiniment mince (cf. figure[I.7). C’est-a-dire que le matériau est
brutalement endommagé au niveau de cette interface, que 1’on notera I" ; les champs mécaniques
subissent des discontinuités. Ils conservent évidemment toutes leur propriétés de régularité dans

le reste du domaine.

Figure 1.7 — Représentation de 1’état d’endommagement d’un solide sous le modele de front
mince Le domaine sain Q" est séparé du milieu endommagé Q. par une fronticre I', ici en rouge.

Le probleme d’endommagement s’écrit comme un probleme d’évolution d’un front d’en-
dommagement, i.e. de I'interface I" [3] (76, [77]. On s’intéresse a la dissipation d’énergie lors

d’une variation infinitésimale du front :

@:/F([[W]]r—n-()'-[[Vu-n]]r)a dF:/Fg(s)a(s) ds (1.29)

ou w est I’énergie volumique, n le vecteur normal extérieur a I', a le champ de vitesse normale
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du front et
g=[wlr—(m-o)-[Vu-n]r (1.30)

Or, on peut par ailleurs écrire certaines conditions de continuité en I'. En notant n’ les vecteurs

orthogonaux a n,

[olrm = 0 (1.31)
[Va]r-n” = 0 (1.32)
(1.33)

et alors I’expression du taux de restitution d’énergie g s’écrit
g=[wlr—o:[Vu]r (1.34)
La loi d’évolution peut s’écrire d’une facon similaire a celle du probléeme classique :
g—8:<0, a=0, (g—g)-a=0 (1.35)

ou g, est une valeur seuil.

Cette méthode présente un inconvénient majeur. A I’image du modele local d’endommage-
ment présenté dans|1.1.4] il existe un probleme de bifurcation : la vitesse de propagation a n’est
pas toujours unique. De nombreuses formulations variationnelles suivant le comportement local
ont été proposées dans [20] et [77]] et montrent I’applicabilité de la méthode sur des exemples étu-
diés de facon analytique. Si on prend le cas d’une sphere en traction, on s’attend a une évolution
radiale du front d’endommagement. Cependant, on peut observer I’apparition d’une instabilité du
front sous forme de lobes (cf.[I.8). Ce modele permet cependant de donner un critére d’initiation

d’un défaut infinitésimal fondé sur une analyse de stabilité-bifurcation [86].

1.3.2 Front mince avec énergie de surface

Afin de diminuer le nombre de bifurcations, on peut introduire une énergie de surface a

I’interface entre le matériau sain et le matériau endommagé [19, 157, [64]. La dissipation s’écrit

_[(,_B
9—/F<g R)adF (1.36)

ou fB est la densité d’énergie surfacique supposée constante et R le rayon de courbure local. La

alors

loi d’évolution devient
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Figure 1.8 — Front d’endommagement sous forme de lobes. En gris clair, le matériau sain. En
gris foncé le matériau endommagé. En trait plain, la frontiere axysimétrique de la solution fon-
damentale.

On évite ainsi les rayons de courbure trop faibles et donc les solution singuliéres.

Si on suppose, comme dans le probleme d’initiation de fissures décrit dans la partie [[.3.1]
que la zone endommagée est réduite a un point considéré comme une sphere infiniment petite,
alors le rayon de courbure a sa surface est nul. Donc il faut une densité d’énergie infinie pour
faire évoluer le front d’endommagement. Il est donc impossible avec ce modele de représenter

I’initiation d’un défaut infinitésimal.

1.3.3 Front épais

Afin de résoudre les problemes décrits ci-dessus, une nouvelle approche est envisagée dans
[60, [85]]. 11 s’agit d’introduire une longueur caractéristique dans le modele comme dans les ré-
gularisations du modele local d’endommagement (cf. partie [T.2)), qui donnera une épaisseur au
front d’endommagement (cf. figure [I.9). Dans 1’épaisseur de la zone d’endommagement, la va-
leur de celui-ci ne dépendra que de la distance au front d’endommagement. Ce modele peut étre
interprété comme une analyse a une plus petite échelle d’un milieu s’endommageant par le mo-
dele de front mince, de la méme fagon que la différence entre un matériau fragile et quasi-fragile
peut étre vue comme un changement d’échelle. Ainsi, I’épaisseur du front d’endommagement se-
rait négligeable lorsque la taille de la structure devient suffisamment grande et le comportement
du couple matériau-structure suffisamment fragile. La modélisation du processus d’endomma-

gement pourrait alors se réduire a un front mince. De plus, si on s’intéresse a la propagation



19

d’une zone endommagée rectiligne, un nouveau changement d’échelle pourrait nous conduire au
modele d’élasticité linéaire de la rupture (cf. [[.1.2).

On s’attachera dans cette partie a expliquer en détail les équations li€es a ce modele d’endom-
magement gradué dont 1’analyse fait I’objet de ce travail. On se contente cependant de décrire le
détail des équations dans le cas d’un comportement symétrique en traction et en compression par

souci de simplicité.

Figure 1.9 — Représentation de I’état d’endommagement d’un solide sous le modele de front
épais TLS. Le domaine sain Q~ est séparé du milieu totalement endommagé Q.par une zone
intermédiaire d’endommagement croissant Q*. Celle-ci est séparée du milieu sain par la frontiere
I', ici en rouge. La frontiere séparant la zone de transition de la zone totalement endommagée est
notée I'.. Cette frontiere est susceptible d’étre un bord libre, dans le cas d’un endommagement
total conduisant a un matériau sans propriétés mécaniques.

Rappelons tout d’abord I’expression de la densité d’énergie w
1
w(e,d) = 5E: C(d): € (1.38)

et celles de la contrainte et du taux local de restitution d’énergie

ow
= % =Cle (1.39)
ow 1 oC

On définit une fonction de niveau — level-set — notée ¢ : la distance signée au front
d’endommagement I'. Elle est positive a I’intérieur de la zone endommagée et négative dans
le matériau sain. Dans ce modele, la valeur de la variable d’endommagement d ne dépend que

de la valeur de la distance signée ¢ et d’une longueur caractéristique ¢.. Cette dépendance est
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explicitée par un profil d’endommagement fixé a priori. Des exemples de profils sont donnés en

0

0 le ¢

Figure 1.10 — Exemples de profils d’endommagement linéaire (vert), quadratique (bleu) et cu-
bique (rouge).

figure [I.10] Le profil d’endommagement doit étre croissant afin d’étre thermodynamiquement
acceptable, si I’on s’impose que le front d’endommagement ne peut pas reculer. De plus, on fixe
les valeurs extrémes. En notant ¢ = ¢ /lc,0ona

d($<0)=0, d@=>1)=1 et d'()>0 (1.41)

Figure 1.11 — Zone d’endommagement et notations. L’abscisse curviligne s décrit le front d’en-
dommagement (pour un probléme bidimensionnel).
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La fonction de niveau choisie étant la distance signée, on peut écrire a tout instant
Vol =1 (1.42)

Notons X; € I' un point du front d’endommagement qui vérifie donc ¢ (Xs,#) = 0. Tout point a la

distance z du front d’endommagement I" vérifie
O(X;+zn,1) =z (1.43)

La dérivation temporelle de cette relation conduit a

ao B
y—aV(])-n—O (1.44)

ol a est la vitesse normale au front du pont X;. On en déduit que tout point porté par n a pour

vitesse normale a (cf. figure . Ecrivons la dissipation liée 4 I’avancement du front :

‘ j i —l ¢ 17N -
@—/F/(P_OYdjd(PdS—Ec/ra(s)/d)_OYd (6)jdé ds (1.45)

ou j est le jacobien de la transformation et £ est I’épaisseur de la zone endommagée. Si le critere

d’endommagement local f.py =Y — Y, est vérifié en tout point, la dissipation s’écrit

! b Ye oo
7= g Jaw) [ ra@agas=5 [ats) [ d(@)jaoas (1.46)

L’égalité de ces deux expressions de la dissipation conduit au choix du critere d’endommagement
TLS suivant :

Jo—o foou(Yd) j d'(§)do
Ji_ojd'(§)de

Dans le cas classique o le critere local vaut fpy = (Y —Y.), la loi d’évolution peut s’écrire sous

fTLS =

(1.47)

la forme
Y-Y.=0 (1.48)

avec, pour toute grandeur X,
Jy=oX jd'(§)dg
[ A
f¢:o] d'(¢)de

Cette notation sera couramment utilisée dans la suite.

X =

(1.49)

L’épaisseur £ de la zone d’endommagement, dont la valeur est comprise entre 0 et £., évolue
au fur et 2 mesure que la zone endommagée s’établit. Lorsque la valeur de la distance signée ¢



22

dépasse /., I'intégrande est nulle car d’ = 0. Il est important de remarquer que lorsque ¢ tend
vers 0, frs tend vers le critere local fepy. Ainsi, deés 1’apparition d’une zone endommagée de
taille presque nulle, le critére d’endommagement peut étre utilisé et le modele TLS est cohérent
avec le modele d’endommagement local. On peut considérer que le critére fr ¢ n’est défini que
sur la surface d’endommagement et qu’a chaque point de cette surface correspond une valeur
du critere. Cette valeur ne dépend que des grandeurs associées a une zone de mesure nulle, un
segment, que le probléme soit en deux ou trois dimensions. La loi d’évolution associée s’écrit

donc en fonction de la vitesse normale a du point du front associé au critere.

Jis <0
a>0 (1.50)

Srsa=0

Une fois la loi d’évolution de I’endommagement définie, on s’attache dans la suite & donner

quelques exemples de fonctions d’adoucissement utilisées dans ces travaux.

1.3.3.1 Choix de la fonction d’adoucissement

L’intérét d’introduire un comportement adoucissant dans le cadre de la TLS a été initialement
montré dans [61}, 90]. On choisit d’écrire la fonction d’adoucissement sous une forme adimen-
sionnelle en posant

Y. =Y%h(d) (1.51)

Il est possible de visualiser cette fonction en tracant la réponse d’une barre homogene et s’en-
dommageant de fagon homogene sous le modele d’endommagement local. De telles courbes sont

représentées en figure [I.12] pour les fonctions d’adoucissement décrites ci-dessous.

Comportement fragile La fonction d’adoucissement 4 la plus simple que 1’on puisse considérer

est la fonction unitaire : 7 = 1.

Adoucissement/durcissement linéaire La fonction d’adoucissement / est affine par rapport a
I’endommagement : &7 = 1 4 kd ou k est un parametre. La valeur k = 2 est charniére entre

un comportement adoucissant k < 2 et durcissant k > 2.

Issue du modele cohésif Cette famille de fonctions sera présentée dans la partie [S| Sa capacité

a représenter les résultats expérimentaux sera mise en évidence dans la partie[6]

Dans le modele d’endommagement gradué par front mobile TLS, il est donc possible de
suivre toute I’évolution d’une zone endommagée des lors que 1’on s’autorise I’initiation d’une
zone endommagée infiniment petite lorsque, dans le matériau sain, lorsque le seuil d’endomma-

gement Y — Y, = 0 est atteint. De plus, 1’épaisseur de la zone endommagée est en mesure de
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f2YOE, t

V2V Eq ‘

Figure 1.12 — Représentation graphique des fonctions d’adoucissement : courbes de comporte-
ment de barres soumises a un chargement de traction monotone s’endommageant selon le modele
local et de facon homogene. En noir, un comportement fragile 7 = 1; en rouge et en bleu deux
comportements dits linéaires, pour des coefficients égaux a 2 et 5 respectivement.

garantir I’unicité de la solution sur une certaine plage de chargement comme il sera prouvé dans
la suite, a 'image du modele par front avec énergie de surface. Finalement, le modele TLS ne
présente qu’une faible non localité puisque celle-ci est restreinte a la zone endommagée et suivant
des segments. Il apparait donc comme un bon candidat pour résoudre des problémes d’ingénierie
d’endommagement, et en particulier de matériaux quasi-fragiles.

La version du modele TLS présentée dans cette partie n’est qu’un cas particulier du modele
tel qu’il existe aujourd’hui. En effet, des extensions pour la modélisation de matériaux élasto-
plastiques endommageables ou des structures présentant un endommagement diffus ayant pour
origine un comportement local durcissant ont été mis en place en parallele de ces travaux [61].

De plus, des études dynamiques ont aussi été menées [S9]].



CHAPITRE 2

ETUDES PRELIMINAIRES SUR DES STRUCTURES SOUS CHARGEMENT
QUASI-STATIQUE

Dans cette partie, on s’intéresse a la comparaison du modele d’endommagement par front
mince et du modele d’endommagement gradué par front épais TLS. Cette comparaison est menée
par le biais de trois études analytiques. Les deux premicres concernent la réponse globale d’une
structure sous un chargement quasi-statique ; d’abord pour un endommagement total avec des
propriétés mécaniques résiduelles et ensuite pour un endommagement total entrainant la ruine
de la structure. Dans la troisieme partie, on s’intéresse a 1’unicité de la solution et donc aux

possibilités de bifurcation dans le trajet d’endommagement.

2.1 Comportement macroscopique de structures sans rupture E£; # 0

Trois cas sont traités : une barre en traction, un cylindre et une sphére en traction radiale. Ces
deux derniers sont présentés en annexe. D’abord, leur comportement macroscopique est analysé
sous le modele d’endommagement par front mince. Ensuite, une analyse sous le modele TLS est

menée pour les mémes géométries et chargements.

2.1.1 Front d’endommagement mince

L’état d’endommagement du solide est caractérisé par la position du front d’endommage-
ment. La réponse macroscopique ne dépend donc que des caractéristiques du matériau sain et
endommagé et de la position du front d’endommagement. Il est important de signaler que ce
modele introduit des discontinuités dans les champs mécaniques : I’endommagement est en fait
une propagation d’un front de discontinuité d’endommagement — passage brutal de 0 & 1 — et

de déformations.

2.1.1.1 Courbe de comportement

La courbe de comportement du solide lors d’un chargement monotone croissant peut étre
séparée en trois phases que 1’on numérote I, III et V par cohérence avec 1’étude du front épais

dans le chapitre suivant.
I- Comportement élastique sain
IIT - Déplacement du front d’endommagement

V - Comportement élastique endommagé
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Le comportement lors de ces différentes phases est déterminé pour chacune des géométries pro-

posées.

2.1.1.2 Cas d’une barre soumise a une extension uniforme

- _—
-~ _
-— e

Q. T Q-

Figure 2.1 — Barre en traction s’endommageant suivant le modele de front mince. La zone saine
Q7 (gris clair) est séparée de la zone endommagée Q. (gris foncé) par le front d’endommagement
I' (en rouge).

Considérons une barre de longueur L, représentée en figure 2.1] et soumise a une extension
moyenne A. La barre est fixée en 0 et le déplacement en L est u(L) = LA. On suppose que le
front d’endommagement apparait en O et se propage vers les abscisses croissantes et on note y
sa position. On note X I’effort normal dans la barre. L’état d’équilibre de la barre indique que
o6 (L) = o(x) = X. On suppose un comportement classique d’élasticité linéaire suivant la loi de

Hooke unidimensionnelle. Ainsi, en tout point d’abscisse x
o =Eie(x) aveci=soud. (2.1)

donc le comportement pendant les phases élastiques / et V est :

Y = E(x) pourx <Yy i.e. pourlaphasel et 22)
Y = Eye(x) pourx>Yy ie. pourlaphaseV. '
Le critere d’évolution g — g. < 0 donné en (I.34) s’écrit
[wlr — (o -n)-[Vu-n] bya (L1 (2.3)
— L= |w — . . . — L= — R — . .
8 —&c r r —&c 3 E, E, 8c

Le front se propage donc a effort normal ¥ constant. ’extension A du solide biphasé est donnée

1 L 1 oy/1 1

La réponse macroscopique de la barre est représentée en figure [2.2]

par
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0 7 IIT 1% Phase

Figure 2.2 — Comportement d’une barre en extension sous le modele d’endommagement par front
mince. Les parties vertes correspondent aux chargements et déchargements élastiques. L’évolu-
tion de I’endommagement a lieu sur la partie rouge.

2.1.2 Front d’endommagement épais TLS

On s’intéresse a présent a la méme barre de comportement décrit par un modele d’endomma-
gement gradué par front épais TLS et présenté dans la partie[T.3.3] Ainsi, le solide est composé
de trois sous-domaines représentés dans la figure : deux homogenes — I’un sain Q™ et I’autre
endommagé Q. — et une zone de transition Q" non-homogene d’épaisseur ¢ ot le module de
Young est continu. Cependant, les propriétés du matériau ne présentent pas de discontinuités

entre les différentes phases ni dans la zone non-homogene.

-~ _—
-~ _
-— e

Q. r. o o Q-

Figure 2.3 — Barre en traction s’endommageant suivant le modele de front épais TLS. La zone
saine Q™ (gris clair) est séparée de la zone endommagée Q. (gris foncé) par la zone d’endomma-
gement (gris intermédiaire). Cette zone est délimitée, d’une part par le front d’endommagement
I' (en rouge), et d’autre part par la frontiere I'; (en noir).
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2.1.2.1 Courbe de comportement

On choisit de se placer dans le cas ou la taille de la structure — L pour la barre et R, pour
le cylindre ou la sphere — est plus grande que la longueur caractéristique de la zone d’endom-
magement /. Ainsi, la zone de transition Q" ne peut pas occuper I’ensemble du solide. Il existe
alors cinq phases distinctes au cours du chargement de la structure. A la premigre phase, ol le
matériau est sain et son comportement est élastique, suit I’apparition de la zone endommagée
Q" dont la taille ¢ est initialement presque nulle : £ = 0. Ensuite, le front d’endommagement se
propage jusqu’a ce que son épaisseur atteigne ¢ = ¢.. Une fois établie, la zone endommagée se
propage jusqu’a ce que le front atteigne le bord de la barre. La troisieme phase prend alors fin
et commence la quatrieme, au cours de laquelle la zone de transition disparait. Sa taille décroit
donc de £ = ¢, a 0. Finalement, une nouvelle phase d’élasticité a lieu lorsque tout le matériau
est totalement endommagé. L’ épaisseur de la zone endommagée au cours du chargement et des

phases est représenté en figure [2.4] ot les cing phases sont :
I - Comportement élastique sain
II - Apparition de la zone d’endommagement
Il - Avancée de la zone d’endommagement
1V - Disparition de la zone d’endommagement
V - Comportement élastique endommagé

La numérotation de ces phases est cohérente avec celle de la partie précédente concernant 1’évo-

lution d’un front mince.

14

let

I ' 1

Figure 2.4 — Epaisseur de la zone endommagée ¢ au cours de I’avancée du front 7.
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2.1.2.2 Modéele d’endommagement a endommagement total sans rupture

Le modele d’endommagement TLS nécessite la définition du comportement du matériau dans
la zone de transition Q7 : il ne suffit plus des caractéristiques du matériau sain et endommagé
pour connaitre le comportement élastique de la structure pour toutes les positions de front d’en-
dommagement. Classiquement, on choisit de déterminer les propriétés mécaniques du matériau
en fonction de la variable d’endommagement d et dans le cadre TLS on fixe la dépendance de d
a la distance signée ¢ au front I'. Ici, afin de simplifier la résolution analytique des équations, il
est préféré d’exprimer les propriétés mécaniques directement en fonction de la distance au front
¢. On en déduira, par le profil d’endommagement TLS d (¢A)) choisi, les propriétés d’élasticité en
fonction de I’endommagement.

Ayant imposé dans le modele que d > 0, le profil d’endommagement d(¢) doit vérifier une
condition d’admissibilité correspondant a I’irréversibilité de I’endommagement, donc d’((ﬁ) > 0.
A cette condition pres, tous les choix de profils sont admissibles. On se contente ici de considérer

un profil d’endommagement linéaire puis un deuxieme plus complexe.

Profil d’endommagement linéaire

d(9) 0 sig<0 i.e. dans Q~
d@d) = ¢ si0<$<1 ie dansQ" (2.5)
d(9) 1 sig>1 i.e. dans Q.
Deuxieme profil d’endommagement
dig) = 0 si <0 i.e. dans Q™
d(¢) = q3(1+x—xq35) §0<$<1 ie dansQ" 2.6)
dig) = 1 sig>1 i.e. dans Q.

Rappelons le critere d’avancée du front d’endommagement donné en [1.3.3| : ’avancée se

produit lorsque frs s’annule. On admet ici fpy =Y — Y, avec Y, constant. Ainsi

Jo=o¥ jd'(§)do
Jiy—o d'($)do

Jrs = Y. (2.7)

2.1.2.3 Cas d’une barre soumise a une extension uniforme

La réponse d’une barre soumise a une extension uniforme a été étudiée dans [85]]. Rappelons

I’hypothese de comportement et quelques résultats. On suppose un comportement linéaire sur la
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bande d’endommagement pour I’inverse du module de Young.

( 1 ~ 1 N
5 (9) = E sigp <0 i.e. dans Q™
| (9) 1+<ﬁ 1 i0<¢ <1 ie dansQ* 2.8)
— = e _—— — S1 l.e. dans .
E Es Ed ES - a
1 ~ 1 ~
5 (9) = Ed sigp>1 i.e. dans Q.

2.1.2.4 KEquations d’équilibre

On encastre une extrémité de la barre u(0) = 0 et on impose un déplacement u(L) = AL a
I’autre extrémité. On note X la contrainte de traction uniforme dans la barre. L’intégration de la

déformation sur la barre fournit, par I’intermédiaire de la distribution de raideur dans le profil
(2.8)), I’extension totale
1 1 1 1
—_——— —_——— 2.9
(ES Ed>+y(Ed ES>} @9
Le taux de restitution d’énergie local s’exprime

X209 (1) _X2/1 1)\9¢

qui est indépendant (respectivement dépendant) de la position dans la barre pour le profil d’en-

"L Ex) L

1 (L dx ZLJrEi
E, 2

dommagement linéaire (resp. pour le deuxieme profil d’endommagement).
L’avancée du front d’endommagement se produit lorsque le critere fr, ¢ vaut zéro avec

oV d'(§)d
JooY d19)49 @.11)

Jo—o d'($)do

TLS —

car la courbure du front est nulle dans le cas de la barre. Lorsque ¢ = /., la dissipation est iden-
tique a celle du front mince. Le comportement macroscopique de la barre est tracé en figure 2.5

pour les deux profils d’endommagement.

Conclusion

Deux profils d’endommagement TLS ont été étudiés dans le cas unidimensionnel de la barre.
En annexe, sont traités les cas d’un cylindre et d’une sphere en extension radiale avec des résul-
tats proches de ceux de la barre. On observe un comportement macroscopique similaire pour le
modele d’endommagement par front mince et pour le modele 2 endommagement gradué, voire

identique dans le cas particulier du profil d’endommagement linéaire et d’une évolution spatiale
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2Yc
1 _ 1 =
ke

(a) Profil d’endommagement linéaire

2Yc
T 1 -

(1+x)
E; Es

2Yc
T T - |

4 Es |
P

2Yc

1 _ 1T
-

(1-x8),/=
B4 Bs |

(b) Deuxiéme profil d’endommagement (y = 1,3 et £ =0,5).
Figure 2.5 — Comportement d’une barre en extension pour le modele d’endommagement a tran-
sition continue TLS (¢./L = 0,4). En trait mixte noir les comportements élastiques sain (phase
I) et endommagé (phase V). En bleu, le développement de la zone d’endommagement (phase II),
en rouge, son avancée avec une taille fixe £, (phase III) et en vert, sa disparition (phase IV).

linéaire de I’inverse du module de Young. Ces deux modeles peuvent donc fournir les mémes
résultats. Cependant, le modele a transition continue permet une plus grande liberté dans la mo-

délisation du comportement du solide. Ce modele introduit aussi la possibilité de faire apparaitre
des instabilités dans le comportement macroscopique sous un chargement d’extension croissante
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par I’existence de snap-backs.

Seul a été considéré ici le cas d’un endommagement total sans rupture. Dans la suite est
présenté le cas d’une barre atteignant la rupture a la fin de la phase II. De plus, on ne s’est pas
intéressé aux possibilités de bifurcation de la solution fondamentale par la perte d’unicité du

probleme d’évolution. La partie [2.3]traite ce probléme pour un cylindre en torsion.

2.2 Comportement macroscopiques d’une structure avec rupture £; =0

On s’intéresse a une barre de longueur L > ¢, soumise a un chargement de traction comme
dans la partie précédente. Cependant, on suppose ici un comportement différent, plus proche
des modélisations de matériaux quasi-fragiles comme celles qui seront menées dans la suite. On
exprime le module de Young E en fonction de I’endommagement d et celui-ci dépend de la
fonction de niveau ¢. On pose

E(d)=(1-d)E° (2.12)

Ainsi, la raideur du matériau totalement endommagé est nulle : E; = 0. Il en résulte un com-
portement différent. Seules les deux premieres phases du comportement existent. D’abord, une
phase d’élasticité a lieu. Ensuite, le front d’endommagement apparait et se propage jusqu’a ce la
bande d’endommagement atteigne une épaisseur de ¢.. La contrainte ¥, toujours uniforme dans

la barre, est alors nulle et la barre casse. On note A 1’élongation moyenne de la barre.

2.2.0.4.1 Phase d’élasticité Avant que la charge n’atteigne £ = /2E°Y?, le comportement
est élastique : & = E°A.

2.2.0.4.2 Phase de propagation On suppose que I’endommagement s’initie a I’extrémité x =
0 et on note ¢ la position du front d’endommagement. La déformation moyenne s’écrit

X ¢ 1

et le taux de restitution d’énergie local vaut

122 1
=—-=___ 2.14
2EY (1—d)? (2.14)
alors )
¢ d'(§)de
_ 2.J0 1—d(s 2
o lX 0a-a@? 1 I (2.15)

2E0 d(e/e.) T 2E01—d(1)e,)
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L’évolution de I’endommagement se produit donc lorsque
2 =2y E°(1—d(¢/¢.)) (2.16)

Supposons a présent que le profil d’endommagement vérifie

~

1—d($)=(1-9)° 2.17)

afin d’étudier I’influence du comportement autour de (¢,d) = (1;1). La déformation moyenne

s’écrit

A:i<2g§>z(l_€/€c)g {(L_g)"FBKCl ((1—5/&)113—1)] pour 3 # 1

0\ 2 ]
A_i<21;i§> (1=£/Ee)> [(L=£) = LeIn(1 — £/Lc)] pour =1

(2.18)

L’hypothese ¢, < L fournit (L — ¢) # 0 et permet d’écrire

B-1 (2.19)

On en déduit que

A—0 sif<2
=1,

A = Afpa #0  siff=2 (2.20)
{1,

A — Hoo sif>2
(=1,

La seule valeur de B qui permet d’avoir une déformation moyenne non nulle et finie, et donc une
élongation a rupture non nulle et finie, est B = 2. Ce résultat provient du comportement pour d
proche de 1. Ainsi, ce type de profils sera privilégié dans la suite. On verra dans la partie [6] que
ce choix est justifié par des observations expérimentales et par des simulations avec des modeles

dits mesoscopiques.

2.3 Etude de stabilité et de bifurcation de trajets d’endommagement

Dans cette partie, on s’intéresse aux éventuelles bifurcations des solutions d’évolution d’un
front d’endommagement. En effet, mis a part la bifurcation due a I’apparition d’un nouveau front
d’endommagement, il est possible que I’évolution d’un front ne soit pas unique. On s’intéresse

d’abord au cas d’un cylindre soumis a un chargement de torsion. La solution fondamentale de
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propagation du front d’endommagement se fait sans gauchissement. On étudie ici la possibilité
de bifurcation de cette solution fondamentale, en permettant une évolution non axisymétrique
du front. On commence par rappeler I’étude faite en 1991 par Pradeilles-Duval et Stolz [76]]

concernant un front mince. On analyse ensuite le méme cas avec un front épais.

2.3.1 Etude préliminaire

On se place dans le cadre de I’endommagement d’un cylindre soumis a de la torsion. On
suppose que le front d’endommagement est initialement cylindrique et qu’il évolue de fagcon non
axisymétrique a partir d’un certain moment avec une vitesse a(6). Déterminons tout d’abord la
réponse élastique du cylindre pour une position du front d’endommagement donnée et supposant
celui-ci axisymétrique. On s’intéressera ensuite aux possibilités d’évolution non-axisymétriques
du front a partir de cette position.

La description de la vitesse d’avancée non-axisymétrique du front est faite par une décompo-

sition en série de Fourier de la vitesse normale au front

oo

a(0) =g+ Y. (a,cos(nb) + B, sin(nh)). (2.21)

n=1

2.3.1.1 KEquations d’équilibre

2.3.1.1.1 Front mince On suppose que le champ de déplacement est de la forme
u=Yrzeg +1(r)e,, (2.22)

ou n(r) représente un gauchissement. De plus, on suppose que le déplacement est nul au centre :
n(0) =0.
L’équilibre et les conditions de continuité et aux limites s’écrivent, pour la modélisation de

I’endommagement par front mince :

équilibre : An = 0 dans Q;UQ,
d
conditions aux limites : —gd =0 enr=R,

r
Mg = 0 en r=0

d (2.23)

—(?d =0 en r=0
-

d d

continuité a I’interface : udﬂ = ,usi enr=/
dr dr

Na = N enr=1/,

La seule solution a ce probleme est nulle, i.e. ; = 14 = 0. Il ne peut donc pas y avoir de gau-

chissement si la solution est axisymétrique.
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Intéressons nous a présent a I’ introduction d’une vitesse d’avancée du front non-axisymétrique

et a la vitesse de gauchissement induite. On peut écrire
u=Yrzeg +1(r,0)e,, (2.24)

et le probleme d’évolution s’écrit alors

équilibre : A = 0 dans Q,UQy,
conditions aux limites : 6;7[1 =0 enr=R,
r
na = 0 enr=0 (2.25)
NP an da
continuité a I’interface : H,u arﬂ ) = Yu]p¢ 5, onr= l
\ Na = s enr=/
avec 5 5 5
a9 (o Lo

an = ar <r/.t 8r> + PLFTS (2.26)

Le coefficient de cisaillement étant uniforme, la solution a I’équation d’équilibre est de la

forme

N (r,0) = Ao+ Boln(r) + i ((Anr" +Bur ") cos(n@) + (Cur" + Dyr ") sin(nf)) . (2.27)
n=1

En appelant X,’; les constantes X, de 11 pour i valant s dans le matériau sain et d dans le
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matériau endommagé, les conditions aux limites et de continuité se traduisent par :

( Vie {s,d}, AL=B,=0,

Al =B =0,
Ci =Di =0;
o =p1=0;

(.us - ud>£n+l
(R ) + g (R =)

Vn>2, A =Y,
u

CS — _\Pa (nu’s — :ud)gn—H
n n‘us(Rgn_l_aZn)_’_’uld(fgn_aZn)

B — \Pﬁn (”LS _ “d)€n+ R;" (2.28)
" s (R + @) + pq (RZ" — a®)

(.us - .Ud)enJrlRZn
(R + ) + g (R = ™)
B = o) O R =)

D, =—-VYa,

Al =wB, (1

PR ) g (R =)
Cl— g M= Ha)l! (R —a™)
" " s (R + a) + pg (R — a®")
Bi=0

Di=0

2.3.1.1.2 Front épais Afin de pouvoir résoudre facilement 1’équation différentielle, on sup-
pose que le coefficient de cisaillement i varie de fagcon linéaire dans le front d’endommagement
entre les valeurs i et l; sur une longueur /.. On pose donc, dans le front d’endommagement
Q,,

H(9) =ty + 6 (a — 1), (2.29)

soit
r—
B(r) = p == (s = pa). (2.30)

c

La solution a I’équation différentielle est alors

1(r,0) = A+ Boln(r) + i ((AnE2(r) + ByE? (r)) cos(n@) + (C,F. (r) + D,F) (r)) sin(n6))
n=1
2.31)

ou les F,, sont les fonctions hypergéométriques suivantes :

1 1
FA— R 5(1+m%—V1+mﬂ)5(1+mr%V1+mﬂy1+2m— —EJ?—Z o
Hs—Hqg c
1 1
FB = ,F Ei(1——2n——\/1—k4n2);§r(1——2n%—\/14—4n2);1——2n;— ‘m:l?“z -
Hs—Ha € o
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Rappelons que ces fonctions hypergéométriques peuvent s’exprimer sous forme de série en r

sous la forme
o (@)x(b)id* ;

Fi(a;b;c;dr) = 2.33
2Fi(a;b;c;dr) k;) O K (2.33)
avec
@ =x(x+1)(x+2)...(x+k—1) (2.34)
ou encore k 1 |
(et k—1)1 (2.35)

O ="

ou y! est la factorielle généralisée de y, avec y € R. Une étude de ces fonctions est faite dans [65]].

2.3.1.2 Bifurcation et stabilité de la solution

2.3.1.2.1 Front mince Ecrivons la fonctionnelle .% (1], a) vérifiant la formulation variation-
nelle du probléme d’endommagement. Cette écriture est proposée par Rachel-Marie Pradeilles
Duval et Claude Stolz dans [[77]].

2
. 1 . .
F(M,a,¥,0) =Y, / S Hi <n§+ ( ’9> ) dQ — / al(ps — ud)n,edf+/a2€2(us — Ua)dl
=/ 2 r r r
(2.36)
Cette fonctionnelle peut s’écrire en prenant en compte la relation liant 7] et a comme une forme

quadratique en vitesse, W

1
S @Wea (¥, 0)a = m(us - a)?

+o0 062 2 — R2"+€2n
ag+2 k+Bk I—n (2‘1: l;:)( 211) 2n
k=1 2 U (R —¢ )+ud (R +/¢ )

(2.37)
Z s’identifie a aW,2a pour un chargement constant et un champ de vitesse de déplacement vé-
rifiant les conditions d’équilibre avec avancée de la zone endommagée. On remarque que, pour
toute vitesse a, la contribution du terme de rang » tend vers —eo lorsque # tend vers +oo. Ainsi,
la fonctionnelle est négative pour toute vitesse a et les bifurcations de fréquence spatiale élevée

sont toujours instables, et ce quelle que soit la position £ du front d’endommagement 1.

2.3.1.2.2 Front épais On s’intéresse maintenant au cas d’un cylindre soumis a de la torsion,
ou le front d’endommagement a une épaisseur allant de 0 a ¢, et ou le module de cisaillement
varie de facon linéaire dans la zone d’endommagement Q" i.e. u(¢) = pig + ¢ (s — tg). On sup-
pose que le front d’endommagement est cylindrique et qu’il évolue de fagcon non axisymétrique
a partir d’un certain moment avec une vitesse a(0), ce qui induit un gauchissement a priori non
nul 7(r, 6).
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D’apres [88], 1a fonctionnelle . s’écrit, en notant k la courbure du front,

a_ [ 1. g ! ST - L da’)®
J—/Qie.(c(d).sdﬂ—/ra/o (—S.C(d).s)(l—xz)dzds—ir/rz(aL+ <ds> M)dF
(2.38)

avec ;

L= [ (—€:C'(d):e,(1 —kz)+ze:C'(d): ex*) dz
0, (2.39)

M= | z&¢:C'(d): edz
0

Il est important de remarquer qu’un terme est apparu dans la fonctionnelle par I’introduction

d’une zone d’endommagement d’épaisseur non nulle. En effet, le terme

2
1 da
M| — ) ds 2.40
/ 22 ( ds) (240)
n’existe pas dans la fonctionnelle liée au probléeme a transition brutale (cf. équation [2.36). Ce
terme pourrait &tre a I’origine d’un apport de stabilité supplémentaire. Il jouerait donc le méme
r6le que I’énergie de surface présentée dans la partie[I.3.2]et proposée dans [64].
1 1 1
Onremarqueque/ Essz:SdQS/ EszC(a’):sdQS/ EszCszedeoncon
Q. e e
peut définir .%, et .Z; telles que %, < .% < .%,. Ainsi, si pour un champ particulier,
1. .Z, est négative, alors la solution est certainement instable ou présente un point de bifurca-

tion ;
2. F4 est positive, alors la solution est potentiellement stable et sans bifurcation.

La résolution analytique du probléme n’a pas pu aboutir. Une résolution numérique a permis
d’établir le graphique présenté en figure [2.6] qui résume les résultats. On remarque que, pour
une valeur de /. donnée, il peut ne jamais y avoir de bifurcation possible. Lorsque celle-ci peut
avoir lieu, cela n’arrive pas des I’apparition du front d’endommagement, comme c’est le cas
pour I’endommagement par front mince, mais lorsque la zone endommagée est suffisamment
développée. Cela est en accord avec les résultats que I’on attend pour un modele capable de
reproduire des essais expérimentaux. La bifurcation doit &tre possible mais uniquement lorsque

la zone endommagée a une taille suffisante.

2.4 Conclusion

Les études préliminaires menées dans cette partie ont permis de montrer I’intérét d’un modele
d’endommagement comme la TLS. En effet, il est capable de reproduire des comportements

complexes lors de I’apparition de la zone endommagée dans le milieu. De plus, ’analyse de



38

propagation stability (green: stable ; red: instable)

0.2

0.1

0.05

Figure 2.6 — Résumé des résultats de la résolution numérique du probleme de bifurcation. La
graphique représente la possibilité de bifurcation (en rouge) ou 1’absence de celle-ci (en vert) en
fonction de la longueur caractéristique £, (en ordonnée) et de la position ¢ du front I' (en abscisse)

I’influence des caractéristiques du profil d’endommagement nous permet d’avoir des pistes sur la
forme des profils d’endommagement intéressants d’un point de vue théorique. Il sera prouvé dans
la suite (cf. partie [6) que de telles formes sont en accord avec des observations expérimentales
et des résolutions de modeles mesoscopiques. Finalement, une analyse de stabilité-bifurcation a
mis en évidence I’intérét du modele TLS par rapport a des modeles d’endommagement par front
mince par un apport de stabilité supplémentaire.



CHAPITRE 3

ETUDE DE LA PROPAGATION AUTOSIMILAIRE D’UNE FISSURE

Dans cette partie, on tente d’obtenir quelques résultats de référence concernant les champs
mécaniques dans la zone endommagée au cours d’une propagation auto-similaire dans un milieu
infini d’une quasi-fissure sous le modele TLS, c’est-a-dire d’une zone endommagée contenant
une fissure rectiligne. On se contente du cas d’une fissure se propageant en mode III dans un
milieu incompressible et infini. Afin de résoudre le probleme d’élasticité qui fournit la forme
des champs mécaniques dans cette zone, il est nécessaire de connaitre la géométrie du probleme,
ce qui passe par la connaissance de la position du front d’endommagement. Celle-ci dépend a
priori du profil d’endommagement et de la loi d’évolution choisie. La détermination exacte de la
forme du front d’endommagement a été impossible pour 1’auteur au cours de ces travaux. Ainsi,
un algorithme d’optimisation de forme a ét€ mis en place afin de déterminer numériquement
la forme de la zone endommagée au cours de la propagation auto-similaire. Cet algorithme a
tout d’abord été confronté a deux problémes dont la solution analytique était connue [89]. Une
fois validé, il a été appliqué au modele TLS. Finalement, dans I’un des cas étudiés, la forme

asymptotique des champs mécaniques autour de la point de la fissure a été obtenue.

3.1 Recherche de la forme du front d’endommagement

3.1.1 Présentation de I’algorithme

On suppose qu’une zone endommagée formant une quasi-fissure se propage de facon auto-
similaire dans un milieu incompressible et infini. Ainsi, en coordonnées polaires, le déplacement
peut écrire sous la forme

u=u(r,0)e, (3.1

et le probleme d’équilibre s’écrit dans le cas d’un module de cisaillement non uniforme
div(uVu) =0 (3.2)

et Au = 0 pour un module de cisaillement uniforme. Le matériau totalement endommagé a par
hypothese un module de cisaillement nul. Le front d’endommagement est supposé étre composé
en deux dimensions de deux droites paralleles et d’une zone en évolution de forme inconnue
a I’avant de la zone endommagée (cf. figure [3.1). La zone d’endommagement a une épaisseur
arbitraire dans le cas de I’endommagement par front mince et une épaisseur égale a 2/, pour

le modele TLS. Cependant, on admet I’existence d’une zone totalement endommagée . de
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mesure nulle délimitée par une frontiere I'. composée de deux demi-droites coincidentes (cf.
figure [3.2)). Afin de simplifier I’écriture des équations, la notation I'. sera conservée dans le cas
du modele d’endommagement par front mince, ou elle sera identique a I"/;. Ainsi, dans les deux
cas, I'; est un bord libre a I'intérieur du domaine simulé. D’un point de vue numérique dans
le cadre du modele TLS, celui-ci est imposé en donnant un angle d’inclinaison tres faible aux
deux demi-droites définissant le front d’endommagement. La zone morte est donc de taille non-
nulle. L'utilisation de fonctions de niveaux et de la technologie dite "de double découpe” est
présenté dans [82] permet d’imposer la condition aux limites de bord libre malgré un maillage

non uniforme. Un tel probléme n’existe pas dans le cadre de I’endommagement par front mince.

Ly

evol

Ly

Figure 3.1 — Domaine simulé pour le probleme d’optimisation de forme et notations de la dé-
composition du front d’endommagement.

Le front d’endommagement se compose donc de deux parties distinctes. La premicre est
composée de la zone du front en évolution I'ey, ol le critere d’évolution est atteint et ou la
vitesse de propagation est supposée a priori non nulle. La deuxieme I'//, composée de deux
demi-droites paralleles, n’évolue plus. Ainsi, par continuité du critere d’endommagement et de
la vitesse sur le front, il existe deux points symétriques du front d’endommagement, notés A et B
sur la figure[3.2] pour lesquels le critére d’évolution est atteint et la vitesse d’avancée est nulle.
Le milieu du segment défini par ces points est choisi comme centre du domaine simulé et du
repere.

En ce qui concerne les conditions aux limites sur le bord extérieur, on suppose que le com-
portement du milieu est élastique linéaire pour des déformations suffisamment faibles. Ainsi, le

développement asymptotique externe est celui d’une fissure dans un milieu élastique linéaire,

u(r — 4o0.8) = Zim\/; sin(6,2) (3.3)

soit
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Figure 3.2 — Domaine simulé pour le probleme d’optimisation de forme sous les modeles TLS (a
gauche) et de front mince (2 droite).

Cette condition sera imposée sur les bords extérieurs du domaine simulé dQcy. Remarquons
que la position du centre du repere utilisé pour 1’expression de ce champ de déplacement a peu
d’impact sur les résultats. Il est donc choisi de le faire coincider avec le centre du domaine O
défini ci-dessus. La valeur de Kiyy sera choisie de telle sorte que le critere d’évolution du front
soit vérifié en les deux points particuliers A et B pour lesquels le critere doit étre atteint et la
vitesse normale d’avancée est nulle.

L’ objectif de 1’algorithme est de déterminer la forme de I'cyo telle que I’équilibre

¢

u:u(ne)ez dans Q
div(uVu) =0 dans Q
2K ro. 34
u(r = +,0) = ;H\/;sm(eﬂ) sur 9 Qext
Vu-n=0 sur I,

et les équations d’évolution soient vérifiés. Ces dernieres s’écrivent

f ol =0 sur Levol

(3.5)
Fol<0 sur Ly

en notant °*°! le critere d’évolution égal 2 fy5 dans le cas du modele TLS et & g — g. pour
I’endommagement par front mince. Afin de vérifier ces deux systémes d’équations, I’algorithme

présenté en figure [3.3] a été mis en place. La résolution du probleme d’hyper-élasticité est dé-
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taillée dans 1’algorithme[3.4] Dans le cas du probleme TLS, la non-linéarité du comportement est
plus simple a traiter dans la mesure ol le comportement local est connu une fois la position du
front donnée. On se contente ici d’un comportement symétrique en traction-compression et donc
completement linéaire. Si un comportement asymétrique en traction-compression était choisi, la
résolution serait en effet non-linéaire et un algorithme de Newton-Raphson comme celui décrit
dans [[18]] pourrait étre employé. Une fois le déplacement connu pour un chargement unitaire, le
facteur de charge nécessaire pour vérifier la condition d’évolution (3.3) se retrouve par propor-
tionnalité. Ce n’es pas le cas pour le matériau hyper-élastique pour lequel la non-linéarité dépend

de I’état local de chargement et non seulement de son signe.

Forme initiale de I'sy, donnée
Tant que critére d’évolution (3.5) non vérifié sur I'eyo Faire
Résolution du probleme d’élasticité et détermination du facteur de charge Ky
Lissage des déformations
Calcul du critere d’évolution du front
Calcul de la vitesse d’avancée du front (cf. équation (3.6) )
Mise a jour de la fonction de niveau (et donc de I'eyo)
Fin Tant que

Figure 3.3 — Description globale de 1’optimisation de forme

Facteur de chargement donné (itération précédente)
Résolution d’un probleme d’élasticité arbitraire
Tant que variation de Kyj; ou de u > tolérance OU premiére itération Faire
Si Iterg > Iterg™ Alors
Mise a jour de Kyyy pour vérifier (3.3)
Iterx + O
Fin Si
Calcul d’une nouvelle correction Au
Tterg < Iterg + 1
Fin Tant que

Figure 3.4 — Description de la résolution du probleme d’élasticité (3.4)

Il reste a préciser la vitesse imposée au front au cours des itérations de I’algorithme. Celle-
ci doit s’annuler lorsque le critere d’évolution est localement nul. Par ailleurs, en I’absence de
calcul de sensibilité qui permettrait de déterminer la vitesse de facon implicite, il est nécessaire
de choisir une vitesse de front qui conduise a une évolution dans le sens approprié. On se donne

la vitesse du front suivante
fevol (S) o fevol (A)
fevol ( A)

a(s) =k (3.6)
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ol f'°!(A) est le critere d’évolution au point A défini dans la figure [3.2] pour lequel la vitesse
d’avancée doit €tre nulle. Remarquons que le choix de A ou de B est arbitraire et la valeur numé-
rique du critere en ces deux points est suffisamment proche pour qu’il n’y ait pas de conséquences
sur le résultat.

Cependant, le choix du signe de k n’est quant a lui pas banal. Les deux possibilités sont es-
sayées systématiquement. Dans les cas ou 1’algorithme converge, logiquement seulement 1’un
des deux signes permet d’avoir cette convergence. Lorsque la convergence est obtenue avec k
positif, on déduit que lorsque le critere est dépassé, I’avancée du front fait diminuer celui-ci.
Ainsi une certaine stabilité de la forme du front lors de la propagation auto-similaire peut étre
supposée. Lorsque la convergence est atteinte avec k négatif, on est face a une forme de propa-
gation du front instable dans la mesure ou une faible perturbation qui augmenterait localement
le critere et ferait avancer le front conduirait a une nouvelle augmentation du critere d’évolu-
tion et donc a la modification de la forme du front. La convergence ou non de 1’algorithme peut
donc fournir des informations partielles sur la stabilité de la propagation auto-similaire du front
d’endommagement.

Remarquons que dans le cas de I’endommagement par front mince, il sera nécessaire de
lisser la vitesse sur le front pour éviter des instabilités similaires a ce que 1’on retrouve dans
la forme du front d’endommagement décrits dans la partie En effet, la vitesse présente des
oscillations de fréquence spatiale arbitrairement élevée en présence de perturbations. Le bruit
numérique suffit a faire apparaitre de telles oscillations comme on peut 1’observer dans la figure
[3.5] ot 1a densité tres élevée du maillage a pour objectif de diminuer I’erreur de discrétisation.
L’algorithme ayant été initialisé a la solution analytique, le front ne devrait pas évoluer. Afin d’y
remédier, une méthode de pénalisation du gradient est appliquée comme détaillé dans [89]. en
notant 4 la vitesse régularisée, celle ci est obtenue par

Va*, / da*ds+v VaVa*ds = / aa®ds (3.7)
r‘evcl

Iﬂevol 1_‘evol

Celle-ci n’est pas nécessaire pour le modele TLS et n’est donc pas utilisée. La vitesse est natu-
rellement régularisée par 1’épaisseur de la zone d’endommagement et le caractére non local du

critere d’évolution.

3.1.2 Validation de I’algorithme

La validation de I’algorithme a été réalisée pour un matériau élastique fragile et pour un
matériau hyper-élastique dans un article publié en 2015 [89]. Rappelons les hypothéses princi-
pales et quelques résultats concernant le matériau hyper-élastique étudié dans cet article. On note

T = ||o]| 1a contrainte de cisaillement et R = ||Vu|| le cisaillement. Le comportement, représenté



44

Figure 3.5 — Champ de R, dans le cas du modele de front mince, au cours des itérations en
absence de régularisation de la vitesse d’avancée du front. Le bleu correspond a des déformations
faibles et le rouge a des déformations élevées. Ici, I’algorithme est initialisé a la position exacte
analytique. Le critere est pratiquement nul sur tout le front d’évolution I'¢,.. Les trois premieres
images correspondent respectivement 2 la 1¢r¢, 21eme et 33eme jtérations. La derniére montre la
densité tres élevée du maillage.

dans la figure [3.6] vérifie
R<Ry pour T = U,R
R o
Ry <R<LR, pourT=U,Ry (R_) (3.8)
0
R, <R pour T =0

Dans ce cas, la zone endommagée qui supporte une contrainte de cisaillement nulle, a une

T

Holo <§T’§)a r

HoRo -

Rqg R, R

Figure 3.6 — Comportement local hyper-élastique étudié dans [89]. Ici, @ = 0, 5.
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épaisseur non nulle H, fonction de R,, et du facteur de chargement Ky :

Km
H= g (3.9)

La forme des iso-R pour R > Ry, et en particulier celle du bord libre dans la zone d’intérét —
iso-R,, — est une cycloide %% décrite par

(x,y) € 6r <= 3O € [0;7]/

ay o—1 COS(2®) ap a—1 2b061 ( ) a
X = — — 0 -
perl "Cat1) T 2 pt ") 2y ar1 BP0
a o—1Y sin(20) T
- o)
Y petn 0o 1) 2 2
(3.10)
R .
en notant p = — et ol
Ro
2b aj
<a+1—pa+l>cos(®) =0 (3.11)
m
2 [ gy a1
— — = 1 12
(x—i—l(pm T > (3.12)

avec p, = I;’Z. La condition provient de I’accord avec le développement asymptotique
dans un milieu élastique linéaire et la condition (3.12)) traduit la condition de bord libre. Ce
résultat est obtenu par la méthode de I’hodographe [51]; le détail des calcul est donné dans
[89]. L application de I’algorithme ici proposé permet d’obtenir 1’iso-R,, avec une précision de
0,005 % de la longueur caractéristique du probléme, soit I’épaisseur de la zone endommagée H.
En ce qui concerne 1’iso-Ry, la précision relative est de 0,27 %. Les résultats sont présentés dans
les figures[3.7]et[3.8] La description la plus précise suite a la discrétisation du front est de 0,002 %
et I’écart initial est d’environ 25 % pour une initialisation en forme de demi-cercle.

Notons que la convergence de 1’algorithme est ici obtenue avec une valeur de k négative, ce
qui présuppose une certaine instabilité de la propagation auto-similaire de cette géométrie.

3.1.3 Application au modele TLS

Intéressons-nous a présent a I’application de 1’algorithme d’optimisation de forme décrit ci-
dessus a la recherche de la forme du front d’endommagement d’une zone endommagée de type

quasi-fissure sous le modele TLS. Le taux de restitution d’énergie local est supposé indépendant
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Figure 3.7 — Cisaillement dans le milieu matériel. Le gris clair (respectivement foncé) correspond
aux taux de cisaillement faibles (respectivement élevés). A gauche, I’ensemble du domaine. A
droite , le détail autour de la zone d’endommagement ou iso-R,,. Le maillage est visible dans
I’image de droite.

de I’état du matériau, soit ¥, = ¥ constant. Ainsi le critere d’évolution utilisé ici s’écrit

Jo—o¥(e.d) jd'($)do

Js = n Y, (3.13)
Jiojd'(§)de

Remarquons que 1’épaisseur de la zone d’endommagement peut varier dans la zone d’évolution.
Cette épaisseur est définie comme la distance séparant un point du front My du point M, le plus
€loigné dont la valeur de ’endommagement est liée a la position My. En effet, la forme semi-
circulaire de [y est la seule qui conduit a une épaisseur uniforme égale a ¢, sous I’hypothése
d’une zone endommagée d’épaisseur 2/, a I’arriere de la zone d’évolution. Dans ce cas, le centre
du domaine O est équidistant de tous les points du front. Une forme plus allongée conduit a
fortiori & une épaisseur plus faible & ’avant qui augmente progressivement vers ¢, au fur et a
mesure que la zone endommagée auto-similaire s’établit. On voit donc un squelette apparaitre,
c’est-a-dire un lieu de discontinuité du gradient de la fonction de niveau qui induit, méme avec
des profils d’endommagement %!, une discontinuité de gradient de I'endommagement Vd.
Trois profils d’endommagement polynomiaux sont étudiés. Ils sont tous symétriques par rap-
port au point milieu du profil (¢;d) = (0,5;0,5). IIs se caractérisent par leur comportement aux
extrémités, soit en (¢;d) = (0;0) et en (¢;d) = (1;1). Ainsi, ils sont désignés par les termes

linéaire, parabolique et cubique en fonction de leur similarité avec ces polyndmes en ces points.
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Figure 3.8 — Comparaison entre 1’iso-R,, (en trait plein) et ’iso-Ry analytiques et des points ex-
traits des mémes lignes trouvées par I’algorithme d’optimisation de forme (croix). Les points tra-
cés sont les intersections entre les fonctions de niveaux correspondantes et les arrétes du maillage.

3.1.3.1 Profil linéaire

On se donne le profil d’endommagement linéaire suivant, qui est représenté dans la figure

Ba

d($)=¢ pour0<¢P<1 (3.14)
d(¢)=1 pour >1
La convergence dans ce cas a été obtenue avec k positif a partir de différentes géométries ini-
d
1
0
0 ~

Lo
Figure 3.9 — Profil d’endommagement linéaire.

tiales : circulaire, elliptique et cycloidale. La solution est trés proche d’un demi-cercle comme on
peut I’observer dans la figure Cependant, I’analyse de la valeur de Y montre que la forme
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n’est pas exactement circulaire (cf. figure[3.TT). Il est possible d’observer des formes similaires
lors de simulations de propagation sous le modele TLS en chargement quasi-statique de type

mode I prédominant.

DELTA_PHI_REFO001 TELTA_PHI_REF0201 ¥
-0,002 -0,000822 0,000356 -0,00183 0,00201 0,00585 2«

Figure 3.10 — Valeur de la vitesse du front a I’initiation (forme elliptique) et a convergence pour
un profil d’endommagement linéaire. Pour le front a convergence, la vitesse d’avancée imposée
est nulle.

3.1.3.2 Profil parabolique

On considere maintenant le profil dit parabolique suivant, dont le comportement en ¢ = 0"
et ¢ = 1~ est parabolique comme représenté dans la figure

d(§)=0 pour ¢ <0
d(@)=—-29%(¢-3/2) pour0<$ <1 (3.15)
d(@)=1 pour ¢ > 1

Comme dans le cas du profil linéaire, la convergence est obtenue pour une valeur positive de k.
Remarquons que la forme légerement allongée observée (cf. figure avec 1’algorithme peut
aussi étre obtenue lors des simulations sous chargement quasi-statique. Dans ce cas, il existe un
squelette a I’avant de la zone endommagée. Il peut €tre visualisé en tragant le gradient nodal par
élément de la fonction de niveau discrétisée : on observe une variation importante d’orientation
qui témoigne d’un saut de V¢ (cf. figure[3.14).



49

nnnnnnnnnnn

z
0,012 7.2 5.4 QV

Figure 3.11 — Valeur de Y représentée sur I’ensemble de la zone d’endommagement dans le cas
du profil d’endommagement linéaire (la valeur differe Iégérement sur les segments orthogonaux
au front en raison de la méthode de calcul utilisée : 1’uniformité de Y sur les segments n’est
pas imposée de facon exacte. La méthode est décrite dans [[18]]. Les résultats sont représentés en
perspective avec une hauteur proportionnelle a la valeur de Y. On observe sur les deux premiéres
figures le champ de Y pour des initialisations elliptique (a gauche) et circulaire (a droite). En bas,
le champ a convergence. Sur la deuxieme image, le maillage utilisée est visible en vert a hauteur
nulle.

3.1.3.3 Profil cubique et de degré supérieur

On s’intéresse a présent a des profils d’endommagement similaires a des polynomes de degré

supérieur ou égal a 3 aux points extrémes. Le profil dit cubique est donné ci-dessous et tracé dans

la figure[3.15]

d(@)=0 pour ¢ <0
d(@) = ¢>(60>—15¢+10) pour0< ¢ <1 (3.16)
d(¢)=1 pour ¢ > 1

Dans ce cas, il a été impossible de faire converger I’algorithme, quelle que soit la valeur de

k. Remarquons que lorsque le profil d’endommagement a des comportements asymptotiques de
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Figure 3.12 — Profil d’endommagement dit parabolique. En rouge les comportements asympto-
tiques paraboliques en 362,

degré élevé, le gradient de I’endommagement est élevé autour de ¢ = 1 /2 et le comportement
obtenu se rapproche de celui de I’endommagement par front mince avec une discontinuité de
comportement en ¢ = 1 /2. Or, il a été vu précédemment que la convergence de 1’algorithme est
obtenue dans le cas du front mince pour des valeurs négatives de k. Il est donc compréhensible
qu’il existe une valeur charnieére — ou une plage de valeurs — pour le degré du profil, qui fasse

basculer la condition de convergence de k positif a k négatif.

3.1.3.4 Limites de la méthode

La méthode employée pour déterminer la forme du front d’endommagement reste tres limi-
tée dans la mesure ou la détermination de la vitesse d’avancée du front se fait de facon explicite
par rapport a Y. De plus, elle suppose une propagation auto-similaire avec une épaisseur de la
zone endommagée égale a 2/, et d’angle nul. Par ailleurs, malgré un maillage trés raffiné, il
est impossible sans précautions particulieres de déterminer le comportement des champs méca-
niques autour de la pointe de la fissure. Ainsi, une tentative analytique est menée dans la suite du
chapitre.

3.2 Etude asymptotique des champs mécaniques en pointe de fissure

Afin de mieux connaitre et comprendre les caractéristiques de la propagation auto-similaire
d’une quasi-fissure sous le modele TLS, on s’intéresse au comportement asymptotique des champs
mécaniques autour de la pointe de la quasi-fissure. Celui-ci étant a fortiori dépendant de la distri-
bution de I’endommagement dans le milieu, la connaissance de la position du front d’endomma-
gement est nécessaire a la résolution du probleme d’élasticité. Or, celle-ci n’est connue que pour
deux cas particuliers de profils d’endommagements : le linéaire et le parabolique. Et ce d’une

facon approximative. De plus, dans le cas du profil parabolique, 1a présence d’un squelette com-
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DELTA_PHI_REFO00L TELTA_PHI_REF0239 v
-0,00128 -0,000178 0,000329 -0,00118 -0,000475 0,000231 2«

Figure 3.13 — Valeur de la vitesse du front a I’initiation (forme circulaire) et a convergence pour
un profil d’endommagement dit parabolique. Pour le front a convergence, la vitesse d’avancée
imposée est nulle.

plique la description des champs. Ainsi, on se contente dans cette partie de 1’analyse des champs
dans le cas d’une forme de front circulaire par sa proximité avec la forme observée dans le cas
du profil linéaire. Cependant, pour cette géométrie, on établit les équations permettant de déduire
le comportement asymptotique autour de la pointe de la quasi-fissure pour différents types de

profils d’endommagement.

3.2.1 Hypotheses

On suppose toujours que le milieu est incompressible et chargé en mode III de telle sorte que
u=u(r,0)e, (3.17)
On suppose de plus que le déplacement u a un comportement asymptotique

u(r,0) ~ ref(0) (3.18)

r—0

avec f € €' et le profil d’endommagement vérifie

1-d(¢) ~ (1-¢)F (3.19)

o—1
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Figure 3.14 — Gradient nodal par élément de la fonction de niveau dans la configuration convergée
de la position du front d’endommagement. En bleu, le maillage et en noir des iso-valeur de
I’endommagement.

On en déduit que 1’équilibre div(c) = 0 s’écrit

(rur1=9) +1 (wo1-6)%) =0 (3.20)

I

L’expression de cette équation dépend de la distribution spatiale de la fonction de niveau ¢. En
considérant des coordonnées cartésiennes (x,y,z) et en admettant la symétrie par rapport a y =0,
on se contente de I’analyse du demi-plan y > 0 et z = 0. On admet que le front d’endommagement

dans cette partie est décrit par les deux lieux distincts :
e une demi-droite caractérisé par x < 0 ety = ¢, et

e un quart de cercle caractérisé parx > O et r = ¢,

3.2.2 Demi-plan x >0

A I’avant de la pointe de la quasi-fissure, la relation entre la fonction de niveau et la position
d’un point s’écrit
be—@=r (3.21)

et alors I’équation d’équilibre devient, en notant f, la restriction de f a 6 € [0; 7] soita x > 0,

fl(8)+oa(a+B)f(6)=0 (3.22)
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0 1(25

Figure 3.15 — Profil d’endommagement dit cubique. En rouge les comportement asymptotique
cubique 10(53.

Les solutions sont de la forme

f+(8) =Dsin(y/a(o+B)0)+Ecos(/a(o+f3)0) (3.23)

ou D et E sont deux constantes.

3.2.3 Demi-plan x <0

A I'arriere de la pointe de la quasi-fissure, le front est une iso-ordonnée donc
le—¢=y (3.24)

et I’équation d’équilibre, en notant f_ la restriction de f a 6 € [Z; 7] soit a x < 0, s’écrit

B

f2(0)+ tan(0)

fi(0)+a(a+PB)f-(6)=0 (3.25)

Dans [75]], on propose le changement de variable & = cos(0). En notant abusivement f(&) =
£(0) et f" 1a dérivée de f par rapport a &, on obtient

(1=E)f"(E)—(B+DEF (&) +a(a+B)f-(E)=0 (3.26)

La solution a cette équation différentielle est donnée dans le cas général [93] a partir de la fonc-
tion de Gegenbauer — que I’on note C — et de celle de Legendre de deuxieéme espece — notée
0—

f-(&) =ACk (&) +B1-E) 0 Pgr PR () (3.27)
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soit, en reprenant le probléme initial et ses notations,

1-g 1B
20 7 5 (cos(0)) (3.28)

o+

£-(8) = ACP/*(cos(8)) + Bsin()

ol A et B sont deux constantes.
Il est intéressant de préciser que pour B = 2, une solution explicite est fournie dans [75]], en
admettant | + a(a+ ) >0:

_ Asin(\/1+a(a+B)6)+Bcos(y/1+a(o+B)6)
B cos(0)

f-(0) (3.29)

3.2.4 Détermination des constantes

. L .. S T
Le déplacement u est supposé continu et dérivable, ce qui impose la continuité en 8 = 5 de

f et sa dérivée f’, donc

f(8=m/2)=f (0 =m/2) (3.30)
fL(6=n/2)=f.(6=m/2) (3.31)

Par ailleurs, les conditions aux limites s’écrivent

f+(6=0) =0 parsymétrie par rapport a y =0 (3.32)
|f-] < eco pourune solution bornée (3.33)
f(8=m) =0 carlebord est libre (3.34)

La premiere condition se vérifie aisément en imposant £ = 0. Notons par ailleurs que la solution
sera définie a une constante multiplicative pres ; il est donc 1égitime de chercher une seule fonc-
tion f en imposant D = 1. Les conditions restantes, ainsi que celles de raccord, vont étre étudiées

uniquement dans les cas particuliers = 1 et 2.

3.2.4.1 Profil linéaire (8 = 1)
La fonction f s’écrit dans chaque sous-domaine

f+(8) =sin(v/a(a+p)6)

3.35
f-(8) = ACy/* (cos(8)) + BQY (cos(6)) 0

Les fonctions de Gegenbauer C et de Legendre de deuxieme espece Q avec les parametres donnés

sont divergentes avec le méme comportement logarithmique en 6 — 7~ . Le second terme n’étant
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plus divergent pour aucune des deux fonctions, la condition de solution bornée se traduit par

I’annulation des termes prépondérants, soit
2tan(am)A+ B = 0; (3.36)

Les deux conditions de raccord ajoutées a cette dernicre conduisent a la détermination de «.
Il existe une infinité de solutions : la valeur positive la plus faible et conduisant donc au mini-
mum d’énergie est d’environ 0,28. La condition de contrainte nulle est naturellement vérifiée.
La figure [3.16| montre la forme de f obtenue et le déplacement u résultant. Ces résultats ont été
comparés avec le déplacement obtenu numériquement lors de la simulation TLS (cf. figure(3.17)).
Les allures sont treés proches autour de la pointe de la quasi-fissure. En s’éloignant, les compor-
tements différent ; le résultat analytique est une approximation asymptotique et ne peux donc pas

reproduire fidelement le déplacement loin de la pointe.

forme uft,theta) pour beta=!

f(theta) pour beta=1

L 1 L L L L !
0.5 10 1.5 20 25 30 2

Figure 3.16 — Forme de la solution au probleme d’élasticité autour de la pointe de la quasi-
fissure pour le profil linéaire (B = 1). A gauche, la forme de la fonction f(0). A droite, une
représentation tridimensionnelle du déplacement sur le demi-plan y > 0. L’allure est similaire
a celle du champ de déplacement autour de la pointe d’une fissure dans un milieu élastique
homogene.

3.2.4.2 Profil parabolique (8 = 2)
Dans ce cas, la fonction f s’écrit dans chaque sous-domaine

.(6) = Dsin(/aa + B)
£-(8) :ASin(\/me)—i—Bcos(\/me) (3.37)

cos(0)
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Figure 3.17 — Iso-valeurs du déplacement. Les valeurs sont négatives (en bleu) dans le demi-plan
¥ <0, positives (en rouge) dans le demi-plan y > 0 et passent par O (en vert) sur la ligne de symé-
trie. Les courbes couvrant tout le domaine correspondent au résultat numérique. Celles restreintes
au voisinage de la pointe de la quasi-fissure correspondent au champ asymptotique analytique.
En bleu sont aussi tracés I’iso-zéro de la fonction de niveau (soit le front d’endommagement) et
I’iso-£.. On observe la coincidence des iso-déplacements autour de la pointe de la quasi-fissure.

La solution recherchée étant supposée bornée, f_ peut s’écrire

£.(0) :Asin(\/1+0;()zt(z)ﬁ)(0—§)) (3.38)

Cette fonction est bornée sur son domaine de définition ainsi que sa dérivée qui est nulle en 5

On en déduit, par les conditions de raccord, la forme de la solution tracée figure [3.18]:

a=v2-1=0,41
_ _sin(\@(e -73))
V2cos(8)
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fitheta) pour beta=2
£(thets)
1ot e forne iy, theta) pour beta=2

osf yd
/
oS r .

04 /

Figure 3.18 — Forme de la solution au probleme d’élasticité autour de la pointe de la quasi-
fissure pour le profil parabolique (8 = 2). A gauche, la forme de la fonction f(6). A droite, une
représentation tridimensionnelle du déplacement sur le demi-plan y > 0. L’allure est similaire
a celle du champ de déplacement autour de la pointe d’une fissure dans un milieu élastique
homogene.

3.3 Conclusions

L’étude de la forme du front d’endommagement en propagation auto-similaire dans un milieu
infini endommageable sous le modele TLS montre I'intérét de deux types de profils d’endomma-
gement particuliers : ceux dont le comportement aux extrémités est linéaire ou parabolique. Dans
ces cas, le front semble pouvoir se propager de facon auto-similaire en entrainant derri¢re lui une
quasi-fissure complete, c’est-a-dire qui comporte en son sien un saut de déplacement. Pour des
profils d’endommagement ayant une transition trop douce (cubique ou supérieure) entre la zone
d’endommagement et le milieu qui I’entoure, cela ne semble pas €tre vrai.

L’analyse de la réponse élastique d’un milieu quasi-fissuré suivant le modele TLS avec un
profil d’endommagement linéaire ou parabolique avec un front d’endommagement circulaire
montre que la réponse est similaire a celle d’un milieu élastique homogene fissuré. Le déplace-
ment s’écrit comme une puissance comprise entre 0,25 et 0,5. Ainsi, les déformations divergent

et les contraintes s’annulent autour de la pointe de la quasi-fissure.



CHAPITRE 4

EFFETS D’ECHELLE ET EFFET DE FORME

Depuis les années soixante-dix, on étudie les effets d’échelle dans la réponse mécanique
d’éprouvettes homothétiques. En effet, dans [91]] on décrit comment le taux de restitution d’éner-
gie critique liée a la propagation d’une fissure dans une éprouvette entaillée dépend de la taille de
la structure. Plus tard, on comprit I’existence d’un effet semblable pour les éprouvettes non en-
taillées. Ces deux effets d’échelle sont maintenant appelés de type I — pour les éprouvettes non
entaillées — et de type II — pour les entaillées —. Le fait d’avoir deux lois différentes en fonction
de I’existence et de la profondeur de I’entaille dévoile un effet de forme. En effet, la transition
entre les effets d’échelle de type I et II correspond a la proximité du bord de la structure et du lieu
d’initiation de I’endommagement : dans une structure non entaillée, I’endommagement s’initie
au bord du domaine alors que dans une éprouvette profondément entaillée, celui-ci apparait a la
pointe de I’entaille et donc loin des bords.

Dans cette partie, on s’intéressera a la capacité du modele TLS a rendre compte de ce phéno-
mene. Pour ce faire, on commencera par présenter les effets d’échelle et les pistes d’unification
proposées dans la littérature. Ensuite, on s’attachera a la confrontation du modele TLS a ces lois
d’effet d’échelle.

4.1 Origines et lois de I’effet d’échelle

Tout d’abord, on définit I’effet d’échelle et on en donne les principales sources possibles. On

étudiera ensuite les formes des lois d’effet d’échelle et de bord proposées par divers auteurs.

4.1.1 Définition de I’effet d’échelle

On reprend ici la définition de I’effet d’échelle donnée dans [15]. Considérons une structure
de taille caractéristique D — par exemple, la profondeur de I’éprouvette dans le cas d’un char-
gement de flexion trois points — soumise a un chargement croissant. On note F™** la charge
qui entraine la ruine de la structure sous un chargement monotone quasi-statique. On s’ affranchit
donc des effets dynamiques et de fatigue. Bien évidemment, cette charge de rupture est dépen-
dante de la taille et de la forme de la structure. On définit alors une contrainte dite nominale,
que I’on note oy et qui dépend aussi bien de la géométrie que de la taille de la structure. Afin

d’étudier I'influence de la taille de la structure pour des éprouvettes homothétiques, la définition
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de oy doit rendre compte de cette homothétie :

F
OoN = ch—D pour des homothéties bidimensionnelles

“4.1)

F (o - .
oy = CNE pour des homothéties tridimensionnelles
ou b est I’épaisseur des structures bidimensionnelles, F' la charge appliquée et ¢y un coefficient
arbitraire. Il peut étre choisi de telle sorte que la valeur de oy coincide avec une valeur carac-
téristique de la contrainte. Classiquement, pour une éprouvette non entaillée chargée en flexion

trois points ayant une distance entre appuis S, on prend

38
= —— 42
N=35D 4.2)
afin d’avoir 3 Fs
_ 2 4.3
N = 2 bD2 +3)

qui est la contrainte de traction maximale dans la structure si on suppose une distribution linéaire
des contraintes dans la profondeur. Il s’agit donc d’une quantification de la contrainte de flexion
en négligeant les effets de concentration de contraintes autour de la pointe de la fissure si elle
existe. On notera oy, la contrainte nominale a rupture. Envisageons deux comportements de
ony. Sil’on suppose que le matériau se dégrade lorsque qu’une contrainte maximale est atteinte
— par exemple, pour des éprouvettes non entaillées —, alors oy, est indépendant de la taille de
la structure D. Si le matériau se fissure lorsqu’un facteur d’intensité de contraintes est atteint —
pour des éprouvettes fissurées — alors Oy, devrait suivre un comportement de type Oy, ~ D~'/?
afin de respecter le critere de Griffith. Or, les résultats expérimentaux montrent que la contrainte
nominale de rupture ne suit ni I’un ni I’autre de ces criteres. Deux grandes sources d’explications
sont fournies dans la littérature, la déterministe et la statistique. Ces deux approches sont com-
plémentaires : une approche combinée est souvent étudiée pour les lois déterministes proposées.
Seule I’approche déterministe sera étudiée en détail et considérée pour 1’analyse du modele TLS.
Cependant, les deux sont présentées ci-dessous.

4.1.2 Effet d’échelle statistique

On retrouve les premieres traces d’un tel effet dans les travaux de Léonard de Vinci au début
du XVIeme sigcle. Il constate que la charge a rupture d’une corde sous tension est d’autant plus
faible que sa longueur est importante. Ceci met en évidence un effet statistique de la rupture :
la contrainte maximale de rupture d’un volume représentatif n’est pas uniforme dans le milieu.

Il existe une répartition statistique de celle-ci autour d’une valeur nominale. La présence dans
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une zone sous chargement d’éléments avec une contrainte maximale admissible faible conduit
a la rupture sous un chargement plus faible. Ainsi la taille de cette zone, et donc la taille de la
structure, influence la charge a rupture. Cette théorie est mise en forme par Weibull dans [92].
Rappelons les principes et le résultat principal.

Dans le cas d’un milieu unidimensionnel, la probabilité de rupture s’écrit
Py =1—exp V1(® (4.4)

ol N est le nombre de volumes de référence compris dans 1’échantillon et P;(o) la probabilité
de rupture de I’'un d’entre eux, supposée faible. Cette formule est généralisée a une dimension

quelconque en introduisant la fonction concentration ¢(0) :
Pr=1-exp VY 4.5)

Cette fonction doit étre comprise comme la densité de défauts supportant au maximum une

contrainte o. On suppose par ailleurs et de fagcon empirique que celle-ci vaut

o(c) = - <G>m (4.6)

- Vo \oo

avec Vj un volume de référence, oy une contrainte de référence — nécessaires pour des raisons

dimensionnelles — et m un parametre sans dimension proche de 12. On en déduit la probabilité

V m
Py —1—exp {—VO<;’O> ] 7

Cette probabilité de rupture conduit a un effet d’échelle qui dépend du nombre de dimensions

de rupture

qui sont proportionnelles a D, que I’on note ny :

D\ m
ONy = O, <D0> (4.8)

Cette forme d’effet d’échelle reste a I’écart de la notion de zone d’élaboration. Bien qu’il soit
possible de I’observer lors de certains essais, ce n’est pas 1’origine principale de 1’effet d’échelle

majoritairement observé dans les essais expérimentaux sur des matériaux quasi-fragiles.

4.1.3 Effet d’échelle déterministe

Lors des essais, on constate de facon récurrente une différence de comportement de la valeur
de oy, pour les faibles et pour les grandes valeurs de D. Dans le cas des éprouvettes entaillées,

la contrainte nominale critique tend vers une valeur constante pour de faibles valeurs de D : le
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critere de rupture est un critere en contrainte. Par ailleurs, pour des grandes structures, c’est le

critere de Griffith qui s’applique : oy, décroit proportionnellement a D2,

4.1.3.1 Origines physiques

BaZant et Planas proposent dans [[15] quelques explications de I’origine physique de oy, en
abordant le sujet du point de vue du taux de restitution d’énergie apparent. Ils supposent que
I’avancée d’une zone endommagée de type quasi-fissure entraine derriere elle non pas une bande
d’endommagement mais plutét un cone d’endommagement. Une avancée du sommet du cone
induit une augmentation de la surface endommagée a I’arriere. En supposant que I’angle du cone
est indépendant de la taille de la structure, I’augmentation de I’aire endommagée est d’autant plus
importante que la structure est grande. Ainsi, 1’énergie restituée par I’avancée d’une fissure est
plus élevée pour des structures de grande taille. Supposer le taux de restitution d’énergie critique
constant permet de conclure que le chargement nécessaire pour atteindre la rupture est plus faible
dans une grande structure que dans une petite.

Une autre facon de voir 1’origine physique de I’effet d’échelle est présentée dans [14] et
s’appuie sur la notion de zone d’élaboration. Si celle-ci est suffisamment petite par rapport a la
taille de la structure, il est raisonnable d’appliquer la théorie de Griffith. En revanche, lorsque
la structure devient petite et proche de la taille de la zone d’élaboration, le solide ne peut plus
étre considéré homogene et la mécanique linéaire élastique de la rupture ne peut plus s’ appliquer.
De plus, on peut supposer que dans la zone d’élaboration, I’état de chargement ne peut pas €tre
tres différent entre deux points proches. Ainsi, on tend vers un état de chargement uniforme
dans le ligament de 1’éprouvette. La structure ne peut donc plus étre sensible qu’a une contrainte

maximale de rupture.

4.1.3.2 Lois d’effets d’échelle

Les deux comportements asymptotiques présentés précédemment font pratiquement 1’unani-
mité. Lorsque la ruine de I’éprouvette n’a pas lieu a partir d’un bord du domaine, deux compor-
tements asymptotiques différents peuvent étre identifiés pour D — 0 et pour D — +oo. Or le fait
d’avoir deux comportements asymptotiques distincts implique 1’existence d’une longueur carac-
téristique et rejoint donc la notion de zone d’élaboration. Donnons-en une preuve par 1’absurde
[14].

4.1.3.2.1 Besoin d’une longueur caractéristique Considérons trois éprouvettes de méme
géométrie, soumise au méme type de chargement et de trois tailles différentes que 1’on note D1,
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D, et D3. SiI’on considere D comme étant la référence, on peut affirmer que
Fzmax = Flmaxf(Dz/Dl) et que F3max = Flmaxf(D3/D1) 4.9)

ou F"™ est la force maximale admissible par la structure de taille D;. Or, si 1’on suppose que le
matériau n’a pas de longueur caractéristique, il est aussi légitime de considérer D, comme étant
la référence et alors

™ = K™ (D3 /D).

! <%) =f <gz> (4.10)

16

Comme D; et D3 sont quelconques, I’équation obtenue est une équation fonctionnelle dont la

- (2) @1

ol ¢ est une longueur et s une constante sans dimension. Remarquons que la grandeur ¢ n’ap-

On en déduit

V(D2,D3)

solution est

parait pas dans 1’équation [4.10| et ne joue donc pas de role physique. Si une telle relation était
acceptable, elle devrait étre valable pour les grandes et les petites éprouvettes et devrait donc
pouvoir vérifier les deux comportement asymptotiques : le critére en contrainte, soit s = 0, et le
critere de Griffith, soit s = —1/2. Cette condition étant impossible, on en déduit que le matériau

a une longueur caractéristique propre.

ONu

Bf

|

D D

Figure 4.1 — Loi d’effet d’échelle de Bazant. Les deux échelles sont logarithmiques. Les traits
pointillés correspondent aux deux asymptotes. La courbe noire correspond a la loi classique
(r=1),lableuar=2etlarougear=0,5.
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4.1.3.2.2 Effet d’échelle de type II La loi la plus simple vérifiant les deux comportements
asymptotiques donnés précédemment est proposée dans [12] :

_ B 4.12)

ONy =
‘" \/1+D/Dy
ol f,’ est la résistance en traction du matériau, Dy une longueur caractéristique et B un coefficient
dépendant de la géométrie. L’allure de la contrainte nominale a rupture en fonction de la taille
de la structure est donnée en figure {.1] Cette loi respecte les deux comportement asymptotiques
voulus. D’autres lois plus complexes sont aussi valables, comme celle proposée dans [13] qui

inclut un coefficient adimensionnel r qui pilote le comportement intermédiaire.

Onu = Bf! {1+<5) ]2, (4.13)

0

Plus la valeur de r est élevée, plus la transition entre les deux asymptotes est brutale. Remar-
quons que cette deuxieme loi, proposée il y a trente ans, n’a pas suscité d’intérét particulier dans
la communauté. En effet, le coefficient trouvé lors d’identifications expérimentales est souvent
proche de 1, ce qui ramene a I’expression classique, plus simple. De plus, lors des essais, il est
difficile d’obtenir une précision suffisante pour fournir une valeur de r pour laquelle on pourrait

chercher un sens physique ou théorique.

4.1.3.2.3 Effet d’échelle de type I En ce qui concerne les éprouvettes non entaillées dont la
ruine arrive avant I’apparition d’une fissure macroscopique, une autre loi est proposée dans [[7]]
en considérant que la contrainte maximale doit étre atteinte, non pas sur le bord, mais 1égérement
a 'intérieur du domaine, dans une zone représentant la zone d’élaboration. La taille de cette zone

a la charge maximale est notée [y et on obtient alors

S - 4.14)

ONy =
Y\ /1-4l;/D
Cette loi n’est pas applicable lorsque D tend vers 0. Bien que représenter de telles structures ne
soit pas 1’objectif de la loi — une structure plus petite que la taille caractéristique de la zone
d’élaboration sort clairement du domaine de modele continu pour des matériaux comme le bé-
ton — il est préféré dans [10] d’en fournir une version qui ne pose pas de probleme de définition

mathématique :

1
Ony=0p| 1+ D 4.15)
21y
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ou Y est un coefficient arbitraire. Dans [6] est fournie une autre version acceptable pour tout D

mais introduisant un parametre supplémentaire r :

1
rDy \ "
ONy =00 | 1 4.16
N 0 ( tor lp> (4.16)
De méme que les lois d’effet d’échelle de type II, celles-ci peuvent étre combinés avec la loi

statistique de Weibull.

4.1.3.3 Lois d’effet d’échelle universelle

Il existe donc deux types d’effets d’échelle avec des lois distinctes. Ceci révele 1’existence
de deux effets qui se superposent : d’une part un effet d’échelle et d’autre part un effet de bord.
Autrement dit, il doit exister une transition continue entre les types I et II de ’effet d’échelle.
Différentes tentatives ont été menées pour obtenir une loi unifiée que BaZant appelle universelle.
D’abord dans [8,[16]] et plus tard dans [[17], sont proposées des lois qui n’arrivent pas a représenter
de facon satisfaisante les résultats expérimentaux [45]]. Ainsi, une nouvelle version y est proposée

comportant un nouveau parametre empirique. Cette loi s’écrit

1

E'Gy : rADy
ovu= 1+ 1 (@.17)
( goD+ (1 —A)CfggME'Gf/ft’Z) [ VD+1,
avec
l — expa(])([(D/da)p/q} (418)

ou Gy, cf, f;°, Dp, 1, p, q, I, et [; sont des parametres a déterminer, ¢ est la taille relative de
I’entaille initiale par rapport a la profondeur de la structure, d, est la taille des granulats, g est
le taux de restitution d’énergie adimensionné provenant de la mécanique linéaire élastique de la

rupture et D est une longueur proche de la profondeur de la structure et définie comme suit [43]]

2¢€
VE,

D=

(4.19)

ou € est la déformation, €, son gradient suivant la normale a la frontiére du domaine a I’endroit
de la fissuration et en négligeant la concentration de contraintes due a la présence de la fissure
dans la résolution du probléme d’élasticité et y est un facteur géométrique valant 1 pour des
éprouvettes infiniment élancées. Cette loi semble étre capable de rendre compte des résultats

expérimentaux [44} 45]].
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4.2 TLS et effet d’échelle

Dans la partie précédente ont été présentés les deux types d’effet d’échelle et une loi, dite
universelle, qui est censée résumer les deux autres. Cependant, seulement la loi d’effet d’échelle
de type II donnée en (4.12) fait I’'unanimité. Ainsi, on se contentera dans cette partie d’analyser la
capacité du modele TLS a représenter 1’effet d’échelle de type II, en le comparant aux deux lois
données et (4.13). Cette deuxieme loi est maintenue car elle inclut la premiére — lorsque
le parametre r vaut 1 —.

En prenant comme exemple la géométrie et les propriétés matériaux des éprouvettes de la
campagne expérimental de [36]], on a testé la capacité du modele TLS a rendre compte de I’effet
d’échelle. Dans cette campagne, des éprouvettes d’une épaisseur de 50 mm et ayant une profon-
deur allant de 50 a 400 mm avec une entaille allant de 0 a un demi de la profondeur, ont été
testées sous un chargement de flexion trois points. La taille maximale des granulats est d’environ

14 mm. La profondeur relative de I’entaille est donnée par un entier noté i tel que
e i =1:éprouvettes entaillées jusqu’a la moitié de la profondeur
e =72 :éprouvettes entaillées jusqu’a un cinquieme de la profondeur
e [ =3 : éprouvettes non entaillées

Leur taille est caractérisée par un entier n, allant de 1 a 4, de telle sorte que la profondeur de
I’éprouvette n vaut
D, =400-2"" mm (4.20)

A cette fin, différentes éprouvettes de taille caractéristique comprise entre 25 et 3200 mm ont été
simulées sous le modele TLS en gardant les mémes proportions et notations que les éprouvettes
de [36]. Ainsi, n prendra des valeurs comprises entre —2 et 5. La valeur inférieur de taille est
bien au-dela de la limite de I’hypotheése de milieu continu : un volume élémentaire ne peut étre
représentatif si sa taille est en deca de la taille des granulats. Or, la plus petite éprouvette n’est
que deux fois plus profonde que Ia taille maximale des granulats. Ces cas ont été conservés afin
d’observer les limites du modele et aussi de son implémentation a 1’état actuel. La loi d’effet
d’échelle étant a priori insensible & cette limite physique, on s’attend a ce que les simulations
permettent de capter I’asymptote de la loi d’effet d’échelle pour D — 0.

4.2.1 Comportement fragile

Le choix d’une fonction d’adoucissement constante et unitaire conduit & un comportement
fragile. Dans ce cas, il est possible d’établir une relation simple entre les propriétés du modele
d’endommagement TLS, Y, et /., et les propriétés fournies dans [36]], f; et G;. On impose que

I’endommagement s’initie dans le cas d’une barre en traction lorsque la charge atteint la valeur
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maximale en traction f;. On en déduit la valeur du taux de restitution d’énergie local critique
Y,. Par ailleurs, la propagation autosimilaire d’une quasi-fissure doit correspondre a un taux de

restitution d’énergie critique cohérent avec celui de Griffith Gy.

1
K:EEﬂ

L (4.21)
Gy = 2Y,L, /0 d($)dé

Ainsi, a partir des données fournies dans [36], on déduit les grandeurs utilisées dans les simula-

tions TLS. Pour les profils symétriques :

f/ =3,9 MPa
Y, =200 Pa

Gy ~45N/m = (4.22)
£, =250 mm

E =37 GPa

1
et pour le profil non-symétrique POLY2, pour lequel / d(¢)dg =2/3,0ona
0

Y, =200 Pa
£, =375 mm

(4.23)

Les résultats pour les éprouvettes entaillées & un cinquieéme sont fournis dans les tableaux {.1]
et[.III) pour différents profils d’endommagement, un linéaire (nommé LINEAR) et deux dits
paraboliques en d = 17, I’'un symétrique (nommé POLY3) et I’autre non (POLY?2). Dans les
tableaux comme dans [36]], & est la profondeur relative de 1’entaille. Les résultats, similaires
pour les trois profils, sont tracés dans la figure.2] L’identification des parametres de la loi d’effet
d’échelle de Bazant généralisée (@.13) est faite par la méthode des moindres carrés en échelle

logarithmique. On en déduit les valeurs présentées dans le tableau d.IV] On remarque que pour

n -2 -1 0 1 2 3 4 5
D (mm) || 3200 | 1600 | 800 | 400 | 200 | 100 | 50 25
oD (mm) || 640 | 320 | 160 | 80 40 20 10 5
F™ (KN) || 69.5 | 49.1 | 345 | 24.5| 163 | 108 | 6.1 | 3.1
ony MPa) || 2.5 36 | 5.1 72 | 96 | 12.7 | 14.3 | 14.5

Tableau 4.1 — Résultats de chargement maximal et de contrainte nominale a rupture pour des
simulations TLS d’éprouvettes entaillées de profondeur un cinquieme du ligament (i = 2) avec le
profil d’endommagement LINEAR et un comportement fragile. Les valeurs en italique ont une
faible précision en raison du bruit dans la courbe force-ouverture extraite de la simulation.
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n -2 -1 0 1 2 3 4 5

D (mm) || 3200 | 1600 | 800 | 400 | 200 | 100 | 50 25

oD (mm) || 640 | 320 | 160 | 80 40 | 20 10 5
F™ (kN) || 549 | 36.6 | 250 | 175 | 122 | 8.1 | 5.2 | 2.6
ony (MPa) || 2.0 2.7 37 | 51 | 71 | 95| 122|122

Tableau 4.I1 — Résultats de chargement maximal et de contrainte nominale a rupture pour des
simulations TLS d’éprouvettes entaillées de profondeur un cinquieme du ligament (i = 2) avec
le profil d’endommagement POLY2 et un comportement fragile. Les valeurs en italique ont une
faible précision en raison du bruit dans la courbe force-ouverture extraite de la simulation.

n -2 -1 0 1 2 3 4 5

D (mm) || 3200 | 1600 | 800 | 400 | 200 | 100 | 50 25

oD (mm) || 640 | 320 | 160 | 80 40 20 10 5
F™ (kN) || 588 | 41.7 | 292 | 21,2 | 145 | 96 | 55 | 28
ony (MPa) || 2.2 3.1 43 | 62 | 82 | 11,3 | 129 | 131

Tableau 4.IIT — Résultats de chargement maximal et de contrainte nominale & rupture pour des
simulations TLS d’éprouvettes entaillées de profondeur un cinquieme du ligament (i = 2) avec
le profil d’endommagement POLY3 et un comportement fragile. Les valeurs en italique ont une
faible précision en raison du bruit dans la courbe force-ouverture extraite de la simulation.

les trois lois les résultats sont assez proches. Dans ce sens, on peut affirmer que le modele TLS est
capable de rendre compte d’un certain effet d’échelle quel que soit le profil d’endommagement
choisi et ce pour le comportement le plus simple, c¢’est-a-dire un comportement local fragile.
Notamment, les deux comportements asymptotiques peuvent &tre identifiés. Il faut cependant
rester critique envers les résultats pour des petites structures. En effet, on ne saurait affirmer que
le comportement observé correspond a une asymptote horizontale et non a un pente de coefficient
faible, qui pourrait aussi bien correspondre a la loi de Bazant qu’a celle de Weibull. De plus, le
coefficient r reste lui aussi relativement constant et a des valeurs bien supérieures a celle de la loi

classique de BaZant pour laquelle r = 1.

nom POLY3 LINEAR | POLY2
d(9) [ °(3—29) ¢ 0(2—-9)
Bf,’ (MPa) 13,2 14,8 13,0
Dy (mm) 85 94 67
r 3,0 2,3 1,9

Tableau 4.1V — Comparaison entre les parametres de la loi généralisée d’effet d’échelle de Bazant
pour des éprouvettes entaillées de profondeur un cinquieéme (i = 2) avec un comportement d’en-
dommagement fragile.
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Figure 4.2 — Résultats d’effet d’échelle du modele TLS avec un comportement fragile et pour des
éprouvettes entaillées a un cinquieme de leur épaisseur. Les résultats pour trois profils d’endom-
magement sont donnés.

Le modele TLS semble donc capable de rendre compte de 1’effet d’échelle d’un point de vue
asymptotique mais non de représenter le comportement intermédiaire avec une fonction d’adou-

cissement unitaire et donc un comportement local fragile.

4.2.2 Comportement adoucissant ou durcissant

On s’intéresse donc a des comportements adoucissants comme ceux présentés dans la partie
[1.3.3] On se contente des résultats d’effet d’échelle correspondants au profil d’endommagement

POLY?3 et au comportement d’écrouissage avec k = 5, soit

(4.24)
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Les résultats sont présentés dans le tableau 4. V]et les valeurs d’identification par la méthode des

moindres carrés en échelle logarithmique sont résumés ci-dessous :

Bf/ = 13.7MPa
Dop= 173 mm (4.25)
r= 4.4

Les valeurs sont différentes de celles obtenues précédemment pour un comportement fragile.
D’une part, la longueur caractéristique est plus élevée que précédemment, ce qui laisse com-
prendre qu’il serait possible de piloter cette grandeur par le choix des parametres de simulation
TLS, notamment le coefficient d’adoucissement. D’autre part, le coefficient d’effet d’échelle r
reste trop élevé pour pouvoir €tre satisfait de la représentation de 1’effet d’échelle que fournit
le modele TLS sous ces conditions. D’autres essais ont été menés pour d’autres valeurs de k
sans que les résultats ne soient concluants. Il semble donc intéressant de se tourner vers d’autres

méthodes pour obtenir du modele TLS une bonne représentation de I’effet d’échelle de type II.

4.3 Conclusions

Le modele TLS s’est montré capable de reproduire le comportement asymptotique de I’effet
d’échelle mais ne reproduit pas fidelement I’ensemble de celui-ci, que ce soit avec une fonction
d’adoucissement constante ou affine en la variable d’endommagement. Bien qu’il reste donc
un bon candidat a la prédiction du comportement de matériaux quasi-fragiles, un travail plus
profond doit étre mené afin de trouver une fonction d’adoucissement qui rende le modele TLS
apte a reproduire correctement les phénomenes d’effet d’échelle et de bord. Ce travail fait I’ objet

de la partie suivante.

n -2 -1 0 1 2 3 4 5

D (mm) || 3200 | 1600 | 800 | 400 | 200 | 100 | 50 25

oD (mm) || 640 | 320 | 160 | 80 40 20 10 5
F™ (kN) || 88.8 | 61.7 | 42.6 | 31.2 | 203 | 11.9 | 58 | 2.9
oy, (MPa) || 3.2 4.5 62 | 91 | 119|139 | 13.6 | 136

Tableau 4.V — Résultats de chargement maximal et de contrainte nominale a rupture pour des
simulations TLS d’éprouvettes entaillées de profondeur un cinquieme du ligament (i = 2) avec
le profil d’endommagement POLY3 et un comportement adoucissant donné par h(d) = 1 + 5d.
Les valeurs en italique ont une faible précision en raison du bruit dans la courbe force-ouverture
extraite de la simulation.



CHAPITRE 5
COMPARAISON ENTRE LE MODELE COHESIF ET ENDOMMAGEMENT TLS

Le modele de fissure cohésive, présenté dans la partie [I.1.3] a récemment été confronté a
une comparaison avec des résultats expérimentaux [44] qui a confirmé I'intérét du modele co-
hésif dans la représentation des effets d’échelle et de bord. Dans cette partie, on s’intéresse a
une comparaison entre les modeles cohésif et TLS ayant pour objectif de déterminer une fonc-
tion d’adoucissement qui permette aux résultats des simulations TLS d’étre proches de ceux des
simulations cohésives. On espere ainsi rendre le modele TLS capable de représenter les deux
phénomenes.

On commence par rappeler les définitions des modeles cohésif et TLS. En effet, ceux-ci
seront étudiés sous un angle plus général que précédemment afin d’établir des relations entre
les deux modeles qui soient le plus souples possible. Ensuite, la méthode utilisée est exposée et
finalement on particularise la méthode pour un certain choix de fonctions et de parametres qui
correspondent a ’utilisation usuelle faite jusqu’a présent ou aux choix de fonctions cohésives

bien connues et qui ont déja fait leurs preuves. Cette comparaison a été publiée en 2015 [68]].

5.1 Modé¢les cohésif et TLS

L’ensemble des études supposent un chargement quasi-statique et des petites déformations.
Les définitions et équations régissant le comportement des deux modeles sont rappelées dans
le cadre d’une structure unidimensionnelle. En effet, on s’intéresse & une barre de longueur 2L
— la coordonnée spatiale x est comprise entre —L et L — et de module de Young E. L’endom-
magement de la barre se produit en x = 0 pour le modele cohésif et la bande d’endommagement
apparait en ce point pour le modele TLS et est supposée évoluer de facon symétrique. Dans les
deux cas, on note u(x) le déplacement de la barre et en particulier u(L) = u;, le déplacement de
Iextrémité de la barre. Les notations classiques € et o pour la déformation et la contrainte sont

aussi utilisées.

5.1.1 Modéele cohésif

Avec le modele cohésif, le déplacement dans la barre est discontinu et on note w 1’ouverture

de la zone cohésive de telle sorte que w=2u(0"). L’énergie libre de la zone cohésive s’écrit

1
Dep(w, ) = 5gCZM(oc)sz (5.1)
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ol k > 0 et g,y est une fonction adimensionnée décroissante qui caractérise la raideur de la zone

cohésive. On en déduit les quantités duales o et A

aCI) ZM
oD 1
A= — a(CxZM = —Eg’CZM(a)sz (5.3)

L’évolution de « est pilotée par le critere fom(A, ) =A —A () avec la loi associée
fem(A, @) <0, >0 et fem(A, ) =0 5.4)

ol A.(x) est supposé borné pour tout . Le modele dépend de deux parametres fonctionnels :
gem(@) et Ac(@). Si I’on admet que leur forme est connue et que I’on suppose 1’unicité de
I’évolution de & pour toute histoire d’ouverture, alors on peut définir une fonction f, qui définit
une courbe traction-ouverture o-w. Elle décrit la contrainte de traction dans la zone cohésive en

fonction de I’ouverture pour une ouverture imposée monotone croissante.
o=f(w) (5.5)

La relation qui relie gcuv, A et f s’écrit a partir des équations (5.2)), (5.3), (53.4) et (5.5) :
—2A. (o) —2A (o)
Vo, kgm0 = =F\| (5.6)
o kgem(t) kgiu(t)
On se limite ici & des comportements cohésifs ayant une raideur initiale infinie. Pour ¢ =1,

celle-ci est supposée nulle (cf. figure [5.1).

lim+ gem(@) = +o0 et gem(1) =0 5.7)

a—0

On définit deux valeurs caractéristiques du comportement, 6y et wy que 1’on suppose finies.

—2A (o
wr = lim w(a) = lim ,7() (5.8)

oa—1- a—1-\ kgl ()

) ) —2kA ()
- =] =1 _ .
o = [Jim o(a@) = lim (gcm(o‘) ) 0=
Ainsi, la monotonie de gc,v (@) et (5.7) impliquent

lim gl (a)=— et  lim wia)=0 (5.10)

a—0t a—0t
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On définit alors la fonction traction-ouverture adimensionnée F, dont un exemple est tracé en
figure a partir de ces grandeurs et de la fonction f

6 = f(w) = o;F <W> (5.11)
wy
oloy
1la=0
a
a=1
0
0 L w/wy

Figure 5.1 — Comportement d’une zone cohésive classique pour une ouverture imposée crois-
sante.

5.1.2 Modele d’endommagement TLS

Considérons maintenant que la dégradation de la barre est représentée par le modele TLS. La
zone endommagée est supposée occuper le lieu x € [—£; /] ot £ est la position du front d’endom-

magement. L’énergie libre locale de la barre s’écrit

1
Dy, (€,d) = EgCDM(cl)Es2 (5.12)

avec gcpy une fonction adimensionnelle décroissante vérifiant gepy(0) =1 et qui caractérise la
raideur restante locale pour une valeur d’endommagement d donnée. On en déduit la contrainte

o et le taux de restitution d’énergie local Y

0Py
= a; = geom(d)EE (5.13)
L. 1
Y= — a;‘l :—Eg'CDM(d)E82 (5.14)

On se donne le criteére d’évolution de I’endommagement local fopu(Y,d) =Y — h(d)Y, et une loi

associée

fom¥,d) <0, d>0 et fou(Y,d)d=0 (5.15)
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La valeur de Y, est constante. La dépendance du taux de restitution d’énergie en la variable
d’endommagement d est concentrée dans la fonction d’adoucissement adimensionnelle 4 (d).
Les fonctions gepu(d) and h(d) permettent de définir un modele d’endommagement local. Si on
les suppose connues, on peut tracer une courbe de comportement contrainte-déformation locale
o = f(&) qui décrit la réponse locale a une déformation imposée croissante. Un exemple d’une
telle courbe est donné en figure La fonction d’adoucissement est choisie unitaire pour un
endommagement nul 2(0) = 1. Ainsi, ’endommagement démarre lorsque le taux local de restitu-
tion d’énergie vaut Y. Afin d’assurer I’existence d’une histoire d’endommagement unique pour

toute histoire de déformation, s doit vérifier
" / !/
8comh — 8comht = 0 (5.16)

Ceci correspond a des courbes sans retour en arriere ou snap-back. Si la contrainte o décroit

alors que I’endommagement d augmente, la déformation € doit étre croissante

6<0 .
] — £€>0 (5.17)
d>0

Un exemple de courbe contrainte-déformation ne respectant pas cette condition est tracée en

figure

o
o
9
9
(b) Courbe contrainte-déformation obtenue a
(a) Courbe contrainte-déformation obtenue a partir d’une fonction d’adoucissement / ne vé-
partir d’une fonction d’adoucissement /A conti- rifiant pas la condition [5.16] Le pointillé rouge
nue et vérifiant la condition@} correspond a la partie de la courbe a I’origine

du manque d’unicité.

Figure 5.2 — Courbes contrainte-ouverture.
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Considérons maintenant le modele TLS. On se donne le profil d’endommagement d( (}3) etle

critere et la loi d’évolution s’écrivent

Jiy—o feou(Y,d)d () do
f(fzod@(‘f’) do

Sris :m = s Jrs <0, 4 >0 et fTLSé =0 (5.18)

Le tableau résume les parametres des deux modeles, TLS et cohésif. Un exemple des

déplacements dans la barre sous les deux modeles est tracé en figure [5.3]

] modéele cohésif H modele d’endommagement ‘

gczm(Ot) gCDM(d)
Ac(a) h(d)
modele TLS
d(9), Le

Tableau 5.1 — Résumé des fonctions cohésives, d’endommagement et TLS.

— TLS

displacement u(x)

position x

Figure 5.3 — Déplacement sur I’ensemble de la barre partiellement endommagée a un état de
chargement donné. Les modeles TLS et cohésif sont représentés.

5.2 Comparaison et équivalence unidimensionnelle

Dans cette partie, on compare la réponse de la barre sous les deux modeles de dégradation.
On cherche a établir des relations entre les parametres des modeles permettant d’obtenir des

réponses équivalentes dans le cas de la barre. On dit de deux réponses qu’elle sont équivalentes
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si, sous un déplacement u; imposé a I’extrémité de la barre évoluant de fagon quasi-statique,
la contrainte, 1’énergie et la dissipation sont les mémes pour les deux modeles [22} 153} (54, [87].
Une telle analyse a déja été menée dans [[52]] en comparant le modele d’endommagement d’ordre
supérieur et le modele cohésif. Afin d’établir une telle équivalence, on donne dans un premier
temps la réponse de la barre sous chacun des modeles. Les relations en sont déduites ensuite.
Finalement, on s’intéressera a quelques parametres fonctionnels particuliers. On se contente de
I’étude de la demi barre [0;L].

5.2.1 Modéele de zone cohésive

L’équilibre impose 1’uniformité de la contrainte o. Le déplacement a I’extrémité de la barre
s’écrit
w Lo o

L
M — Eydx+—=—+——-— 5.19
A " gom(@) o1

ol la deuxieme égalité se déduit de la relation de comportement du modele. L’ énergie de la demi-
barre comporte deux termes : la contribution de I’énergie élastique de la barre et I’énergie de la
zone cohésive.

L ’L 12

1 1
P — [ lpewrar+ o = 3% * g 2
CZM(u,w,(X) /x:0+ > 8(”) + 3 CZM(Wv(X) 2FE + 2gCZM(Ot)k (>-20)

La dissipation liée a I’évolution de & s’écrit

1 1

5.2.2 Modele TLS

Les mémes calculs que pour la réponse de la barre sous le modele cohésif sont maintenant
menés pour le modele TLS. La contrainte est toujours uniforme. Le déplacement de 1’extrémité

de la barre s’écrit

TLS L L o
uL == //;:O STLde - /0 EgCDM(d) dx (5.22)
et I’énergie de la demi-barre
L L G2
Srs(u,d) = /x:o Dy (u,d) dx = 0 28com(d)E dx (5.23)

La dissipation liée a 1’avancée de la position du front ¢ vaut

L {
Dns(Y,d) = / . Yddx =Y./ ¢:Oh(d)d,¢ (¢)do (5.24)
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Remarquons que dans ce cas unidimensionnel de la barre, la courbure du front est nulle et la
fonction de niveau en un point s’écrit facilement en fonction de la coordonnée du point x et de la
position du front d’endommagement ¢

O=0—x (5.25)

De plus, I’endommagement au centre de la barre, qui est I’endommagement maximal vaut d(¢/¢,).

5.2.3 Relations d’équivalence

On a déterminé le déplacement u;, 1’énergie de la demi-barre & et la dissipation & asso-
ciée a I’évolution de la dégradation, pilotée par & ou ¢, pour les deux modeles. L’égalité de ces
différentes grandeurs conduit au systeme (5.26) et (5.27). Afin de compléter le systeme, il est
nécessaire d’y ajouter la loi de normalité pour I'un des modeles, la deuxieme étant redondante

(-28).

1 1/t 1
— = = —  _—1)d 5.26
2kgem(or) E Jo=0 <gCDM(d(¢/£6)) > ’ ( )
d(l
1Ac(oc)oc = Y/ ~()h( 1) dd (5.27)
2 d=0
. ot g(a),
Ala)a = _Tkg%ZM(a) o (5.28)

Ces équations résument la relation d’équivalence unidimensionnelle que 1’on établit entre les
deux modeles. Elle relient les parameétres cohésifs o, g,y et A. aux parametres d’endommage-
ment ¢, gepy et i et le profil d’endommagement propre au modele TLS d ((ﬁ) Ces équations sont
valables pendant tout le processus de dégradation, i.e. pour toutes les valeurs de & et £. On peut
donc déduire des parametres TLS a partir de parametres cohésifs et vice versa en fixant quatre
parmi eux. Par exemple, si d(9), geom(d), geau(@X) et Ac(ax) sont donnés, on peut déduire la fonc-
tion d’adoucissement /(d) qui permet d’avoir le méme comportement dans le cas de la barre sous
traction. Dans la suite, on cherche /4 uniquement a partir de la courbe traction-ouverture f et de
I’ouverture w au lieu d’utiliser la description compléte du modele cohésive qui prend en compte

8cans Ac et a (cf. (5.6)).
En dérivant I’équation par rapport au temps et en combinant (5.27) et (5.28)) on obtient

1 g/CZM(a) . 1 ( 1 )
- a = 5 —1 (5.29)
2k g2, () geom(d(£))
AW o N )
2Y. h(d)ddl! = czM 5.30
d=0 (d) 2k gCZM(Ot)a ( )




77

Par ailleurs, comme ¢ = kgc,yw, on a

c = f(w) (5.31)
20 (¢ 1

YT E b (chM(d(q))) >d¢ 432

6 = \/ZEY% /d(@h(d)dci (5.33)

ol les parametres sont w et f pour le modele cohésif et ¢, gepy /1 et d ((B) pour le modele TLS et

o en tant que variable globale.

2EY,
Faire tendre ¢ vers 0 implique 0 = /70, w=0et o =oy. Donc
—8tom(0)
2EY,
Of =y —— = (5.34)
—8eom(0)
On définit les grandeurs adimensionnelles suivantes
PO 2044
6= w2 L YU (5.35)
Oy wr ZC Ew f
et on pose
1 5
1(f) = / gCDM 1= geuld(9)) 45 (5.36)
gCDM )

de telle sorte que le systeme (5.31), (5.32) et (3.33) s’écrit sous la forme adimensionnelle et

condensée

6=F(AI6) et ' h(d)d$ = (O)I_gCDM @ (5.37)

~ CDM

=0 gCDM é)
Ces équations sont valables pour toute position adimensionnée du front 0. Cette variable peut
donc étre remplacée par ¢, qui parcourt le méme domaine [0; 1]. Ce changement de variable dans
I’écriture permet d’avoir une formulation plus générale qui s’affranchit de la notion de position

de front et sort donc du cadre de la barre.

5) dé 1—geom(d(9
6 =F(AI&) et / h($) dp = —glp\(0) Mﬁz (5.38)

eou(d(9))
On ne peut cependant pas oublier que ce systeme d’équations, établissant une relation entre les
modeles cohésif et TLS n’est une relation d’équivalence que dans le cas de la barre. Son appli-

cation a d’autres structures, et notamment des structures bi ou tridimensionnelles n’est qu une
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extrapolation des résultats obtenus.

Sens physique de A

La définition de la quantité adimensionnelle A comporte les parametres principaux des deux
modeles. En particulier elle comporte la longueur caractéristique £.. On peut trouver dans la
littérature différentes longueurs caractéristiques visant la description de la zone d’élaboration
des fissures dans les matériaux quasi-fragiles [42, 48| [74]. Dans le cas des modeles cohésifs,
Smith estime dans [84] la longueur de la zone cohésive, que I’on note ¢..n, pour une fissure

évoluant dans un corps infini et ce pour une large gamme de comportements cohésifs :

3Ewy
beonh = = —+ 5.39

coh ) 2Gf ( )
Le parametre A est proche du rapport entre la largeur de la zone d’endommagement en TLS

— qui vaut 2/, — et la longueur de la zone cohésive (cf. [5.4).

(5.40)

.. SO 1 .
La valeur de A sera choisie dans la suite inférieure a 5 En effet, comme il est prouvé en an-

nexe, la condition d’unicité de la solution impose dans plusieurs cas que sa valeur soit inférieure

1 . .
a 5 Ceci correspond au choix d’une zone d’endommagement allongée a I’avant de la fissure,

. . o P
dont I’épaisseur est faible par rapport a sa longueur. Ecrire A < 3 revient a

le S =leoh (5.41)

[OSRIE

5.2.4 Application a des cas particuliers

Ces relations générales sont a présent réécrites pour un choix particulier de gcpu(d). Ensuite,
on supposera que le profil d’endommagement est le profil dit parabolique non symétrique, utilisé
dans la partie 4| sous le nom POLY?2. Finalement, on s’intéressera a deux courbes de comporte-
ments cohésifs classiques, un linéaire et un bi-linéaire. Pour 1’ensemble de ces choix on déduira
les fonctions d’adoucissement qui ne dépendront alors que des parametres scalaires des courbes
de comportement cohésif.
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Figure 5.4 — Forme classique d’une zone endommagée et définition des longueurs fcop et ..

5.2.4.1 Choix de la fonction d’endommagement g,

On fait un choix classique

1
goom(d)=1—d,  etalors CIDdam(e,d)zi(l—d)Esz

La condition d’admissibilité de la fonction d’adoucissement (5.16)) s’écrit alors

W(d)>0
et
Le systeme d’équations (5.38]) devient

qS R .
6=F(AI6) et /Oh(¢)d¢:7o

De plus,

Or=+/ ZEYC

5.2.4.2 Choix du profil d’endommagement TLS d(¢)

(5.42)

(5.43)

(5.44)

(5.45)

(5.46)

On suppose un profil d’endommagement de forme parabolique, que I’on appelle POLY?2 et

dont la forme est donnée en figure [5.5] L’expression de I’endommagement en fonction de la

fonction de niveau est donnée ci-dessous

(5.47)
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0

0 1 g/t

Figure 5.5 — Profil d’endommagement appelé POLY?2

On a alors
5= 9’ 5.48)
16)=1% 6
et le systeme (5.45)) s’écrit
6—F<7L 6’ 6) et éh(é)d(ﬁ—Méz (5.49)
U194 0 91y '

Ce choix est motivé par différentes observations et études. D’abord, des analyses d’émissions
acoustiques [2] et des simulations de modeles mesoscopiques [34], dont les résultats sont tres
proches [41]], montrent que le profil choisi est similaire a la distribution des micro-fissures au-
tour de la macro-fissure. Par ailleurs, une comparaison entre un modele d’endommagement non
local et la mécanique linéaire élastique de la rupture montre aussi un profil d’endommagement

similaire [54].

5.2.5 Deux exemples de courbes cohésives

Deux cas particuliers de courbes de comportement cohésif de traction-ouverture sont étudiés :

le comportement linéaire et le bi-linéaire.

5.2.5.1 Comportement cohésif linéaire

On s’intéresse d’abord au comportement F (W) = 1 —w (voir figure[5.6). La fonction d’adou-
cissement est obtenue par (5.49).

A

n 1— o 20— 2
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(b) Comportement local d’endommagement ob-

(a) Comportement cohésif linéaire. tenu a partir de la fonction d’adoucissement
provenant de 1’équivalence modele cohésif-

TLS pour différentes valeurs de /.

Figure 5.6 — Comportement cohésif linéaire et comportements locaux TLS associés.

5.2.5.2 Comportement cohésif bi-linéaire

Cette courbe est I’'une des plus populaires pour décrire le comportement du béton [38,[39) 144,
67,711 81]]. Elle est représentée en figure[5.7a] La méthode pour obtenir la fonction d’adoucisse-
ment est la méme que précédemment. Le résultat est une fonction d’adoucissement discontinue
croissante. La courbe contrainte-déformation locale est tracée en figure Elles présentent
toutes un saut qui apparait sous la forme d’une partie linéaire pendant laquelle I’endommage-
ment reste constant. Ce plateau d’endommagement est provoqué par le changement de pente de
la courbe de comportement cohésif. Les détails des calculs sont donnés en annexe. Quelques
conditions concernant le choix des parametres cohésifs et du modele TLS sont analysés en an-

nexe.

5.3 Application a un probleme bidimensionnel

Dans cette partie, on applique les comportement locaux obtenus précédemment a un pro-
bléme bidimensionnel. Ceux-ci ont été obtenus par une équivalence uni-dimensionnelle entre la
réponse d’une barre sous les modele TLS et cohésif. Son application a un probléme bidimen-
sionnel ne garantit pas les résultats. Ainsi, on compare ici le comportement cohésif attendu a
celui résultant de simulations TLS bidimensionnelles dans lesquelles on a appliqué directement
le comportement adoucissant obtenu a partir de I’équivalence uni-dimensionnelle. On s’intéresse

aussi a I’influence du seul parametre non fixé par 1’équivalence précédente : la longueur carac-
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(b) Comportement local d’endommagement ob-

(a) Comportement cohésif bilinéaire. tenu a partir de la fonction d’adoucissement
provenant de 1’équivalence modele cohésif-
TLS pour différentes valeurs de /.

Figure 5.7 — Comportement cohésif bilinéaire et comportements locaux TLS associés.

téristique TLS £.. On rappelle dans la figure la forme des zones endommagée et cohésive se

propageant dans un milieu bidimensionnel.

N, @

/

(a) Modgele cohésif. (b) Modele TLS.

Figure 5.8 — Représentation d’une fissure ouverte avec une zone cohésive (a gauche) et avec
une zone endommagée TLS (a droite). Le gris foncé (respectivement clair) correspond a la zone
endommagée (resp. saine).
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5.3.1 Modéele TLS appliqué aux problemes bi-dimensionnels

L’implémentation du modele TLS pour des probléemes bi-dimensionnels présente trois diffi-

cultés majeures :
e le besoin de représenter un saut de déplacement,
e le calcul du taux de restitution d’énergie non-local Y et
e la propagation du front d’endommagement.
Celles-ci sont résolues respectivement par
e ['utilisation d’un enrichissement X-FEM classique [38] ou de double découpe [82],
e la résolution d’un probleme variationnel comme décrit dans [[18]] et
e ['utilisation d’un algorithme explicite avec prédiction décrit en annexe.

En ce qui concerne I’initiation de I’endommagement dans la structure saine, il n’est pas
possible d’introduire numériquement une zone endommagée de taille infinitésimale. On introduit
donc une zone endommagée suffisamment petite — de la taille d’un élément — afin que la
modification introduite dans le comportement de la structure soit négligeable. Par ailleurs, le

potentiel donné en (5.12)), symétrique en traction et en compression, est remplacé par un autre

dissymétrique
A
Dyon(€,d) = pu(1 —aid)sl-2+§(1 — ad)tr(g)? (5.51)
ol A et u sont les coefficients d’élasticité de Lamé, €; les valeurs propres du tenseur des défor-
mations et
o =0 s? £<0 ot o =0 s? tr(e) <0 (5.52)
=1 si >0 =1 si tr(g) >0

5.3.2 Résultats bi-dimensionnels et influence de /..

On simule des éprouvettes en flexion trois points (figure [5.9) ayant un module de Young de
37 GPa et un coefficient de Poisson de 0,21. Les propriétés cohésives choisies sont w s = 107* m,

wi=4-107 m, oy = 3,5 GPa et o = 1,0 GPa. Toutes les simulations sont réalisées avec le

l 1 . . . N
WZSh = 20 ol /e, est la taille caractéristique du maillage au centre de la poutre, ol
C

la zone d’endommagement évolue. Le comportement TLS équivalent aux parametres cohésifs

méme ratio

choisis est tracé en figure[5.7b|pour quatre valeurs de £, : 15 mm, 30 mm, 60 mm et 100 mm. Un
exemple des résultats obtenus est tracé en figure[5.10]
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X

Figure 5.9 — Essai de flexion trois points (TPB)

Figure 5.10 — Répartition de I’endommagement dans le domaine & un instant donné. Le bleu
correspond au matériau sain, le rouge a un endommagement proche de 1 et la zone blanche a la
fissure (endommagement égal a 1).

5.3.2.0.1 Comportement global On s’intéresse d’abord a la réponse globale force-ouverture
tracée en figure[5.11] L’ ouverture de fissure — ou crack mouth opening displacement (CMOD) —
est définie comme le déplacement relatif de deux points symétriques situés sur la face inférieure
de I’éprouvette et séparés d’une distance égale a la profondeur de la poutre. Le comportement
global observé pour les quatre valeurs de ¢, est tres proche. La différence principale apparait
sur la valeur du chargement maximal admissible. Cependant, la différence reste faible. L’écart

maximal a la valeur moyenne de 24,6 kN est de moins de 3 %.

5.3.2.0.2 Forme de la zone endommagée a la charge maximale Il est intéressant d’observer
la forme et la taille de la zone endommagée lorsque la charge maximale est atteinte. Pour diffé-
rentes valeurs de /., on trace la position du front d’endommagement dans la figure [5.12] Cette
zone est d’autant plus large que /. est grand. Ceci est cohérent avec le fait que sous le modele
TLS, la largeur de la zone d’élaboration est pilotée directement par /.. Par exemple, la largeur
d’une zone endommagée de type quasi-fissure est de 2/.. En ce qui concerne la profondeur de
la zone endommagée, elle est sensiblement la méme pour tous les £.. En effet, elle dépend di-
rectement du comportement cohésif équivalent. On peut conclure en ce qui concerne la zone

d’élaboration que sa profondeur est probablement la méme que dans les simulations cohésives et
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Figure 5.11 — Comportement global de simulations TLS d’un essai de flexion trois points pour
différents /.. Sont tracés les résultats bruts de la simulation.

(M

(a) Ensemble du domaine.

(b) Détail de 1a zone endommagée.

Figure 5.12 — Position du front d’endommagement au chargement maximal pour différentes va-
leurs de /..

que sa largeur, négligée sous le modele cohésif, est pilotée par /..

5.3.2.0.3 Accord des comportements locaux TLS et cohésif Le comportement cohésif lo-
cal ayant servi a établir la fonction d’adoucissement TLS est comparé aux résultats de la simu-

lation TLS. Comme la zone cohésive est concentrée en une ligne et n’a donc pas d’épaisseur,
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TLS TLS

il est nécessaire de déterminer quelles grandeurs TLS, notées o~ > et w™ >, sont comparables
aux grandeurs cohésives, soit Oy, et w. Sur toute la bande d’endommagement, on définit une
contrainte et une ouverture pour chaque position y. On note ynax la valeur maximale de y pour

laquelle d > 0. Pour y < ymax, environ 15 positions sont analysées pour les quatre valeurs de £.

Sy
Y
T

X

Figure 5.13 — Définition de S,.

On choisit de prendre la valeur de la contrainte o, sur le front d’endommagement pour une
valeur donnée de y. En notant /(y) I’épaisseur de la bande d’endommagement a une hauteur y
donnée, et S, les points de la bande d’endommagement pour lesquels d(x,y) > 0 et y est fixe (cf.
figure [5.13),

o™ (y) = Ouelx = =2,y) (5.53)

En ce qui concerne I’ouverture, il est nécessaire de considérer en TLS 1’épaisseur complete de la
zone d’endommagement. Ainsi, il est choisi de comparer le déplacement, perpendiculairement
aux levres de la fissure, sur les bords de Sy. Ainsi, un terme supplémentaire est ajouté a I’ouverture

cohésive afin d’avoir des quantités comparables.

wEM(y) + / eS™M(x,y)dx  est comparable 2 / e (x,y) dx (5.54)
s

y

oll / SCZM (x,y)dx est le déplacement provoqué par la déformation du matériau sain autour de
S,

la zone cohésive. On peut écrire
M — (1 —q)eltS (5.55)

d’ou
TLS(y) / Exx(x,y)dx — / (1 —d)eg(x,y)dx = / d(x,y)€x(x,y)dx (5.56)
S.

Les courbes contrainte-déformation obtenues pour différentes longueurs caractéristiques du
modele TLS 7, sont tracée en figure On observe que le nuage de point est proche du com-
portement cohésif souhaité pour les faibles valeurs de /.. Le comportement du modele TLS
autour de la zone d’endommagement tend vers celui du modele cohésif lorsque ¢, tend vers zéro.

Cependant, lorsque /. est tres petit, il est difficile de simuler correctement 1’évolution de 1’en-
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dommagement avec le modele TLS. En effet, le gradient de I’endommagement et du déplacement

deviennent tres élevés, ce qui est difficile a capter numériquement.

106
A -10
—— cohesive bi-linear model
3.5 o l.,=15 mm
o x [, = 30 mm
3F o s [, =60 mm
x [, = 100 mm
= 2.5,
& A
(o) 2L
7
o
% 154
1 |
0.5 X &
0 A

| | | |
2-107° 4-107° 6-107° 8-.107° 1-1074
equivalent displacement jump w (mm)

Figure 5.14 — Distribution des contraintes dans la zone d’élaboration pour le modele TLS avec
différentes valeurs de £.. L’abscisse est un déplacement équivalent a 1’ouverture cohésive. La
courbe noire correspond au comportement cohésif bilinéaire.

5.4 Conclusion

On a établi une équivalence unidimensionnelle entre le modele cohésif et le modele TLS. En
effet, on a montré qu’il est possible d’avoir, & partir d’un comportement cohésif donné et d’un
choix de modélisation de I’endommagement, une fonction d’adoucissement permettant d’obtenir
un comportement unidimensionnel équivalent entre les deux modeles. Cette équivalence s’est
aussi avérée utile pour des simulations bi-dimensionnelles. Ainsi, pour un comportement cohésif
fixé, il est possible de choisir un profil d’endommagement et une largeur caractéristique de la
zone d’élaboration et d’en déduire une fonction d’adoucissement conduisant a des résultats sem-
blables avec les deux modeles. L’intérét de ce travail est de transférer les bonnes propriétés de

représentation des résultats expérimentaux du modele cohésif au modele TLS.



CHAPITRE 6

CONFRONTATION DES SIMULATIONS TLS A DES RESULTATS EXPERIMENTAUX

Dans cette partie, on s’intéresse a la capacité du modele TLS a reproduire des résultats ex-
périmentaux. On se contente ici de cas bi-dimensionnels et plus particulicrement d’éprouvettes
parallélépipédiques d’épaisseur faible. Elles seront soit non entaillées, soit entaillées unique-
ment sur un bord. D’abord, on s’intéresse a un chargement en mode mixte par 1’application d’un
chargement de flexion excentré, conduisant a un trajet de fissuration non-rectiligne. Ensuite, on
s’intéressera a la représentation de 1’effet d’échelle et de bord en simulant avec le modele TLS
deux campagnes expérimentales récentes représentatives de ces effets. Pour ce faire, on utilisera
les fonctions d’adoucissements obtenues dans le chapitre [5|a partir de 1’équivalence unidimen-

sionnelle des modeles TLS et cohésif.

6.1 Trajet de fissuration sous un chargement mixte

On s’intéresse a une éprouvette entaillée sur un seul bord — single edge nothced ou SEN —
sur deux appuis rotulés et soumise a un chargement de flexion excentré comme décrit dans [40].
Cette éprouvette est simulée avec le modele cohésif dans [24]]. Le trajet de fissuration étant a
priori inconnu, le critere de contrainte tangentielle maximale — maximum tangential stress ou
MTS — est utilisé dans un premier temps couplé a une résolution du probleme d’élasticité pour
déterminer le trajet de fissuration. Ensuite le modele cohésif est utilisé pour obtenir la courbe
force-ouverture globale. En ce qui concerne le modele TLS, la détermination du trajet de fissura-
tion n’est pas dissociée du calcul du facteur de chargement. L’évolution du front d’endommage-
ment est tracé en figure[6.1]

On peut constater que le gradient de I’endommagement n’est pas parallele au bord du do-
maine, contrairement aux modeles de champs de phase [23]].

Une premiere simulation TLS est réalisée avec un endommagement initial en bout d’entaille
d’un dixieme de /. (cf. figure[6.2). On y observe que le trajet de fissuration cohésif et les levres de
la fissure TLS sont proches bien que quelques différences existent. En ce qui concerne la courbe
force-ouverture, il y a une surestimation de la charge maximale et de la fin de la courbe post-pic.
L’enveloppe expérimentale donnée dans [24] est également tracée.

Le modele cohésif utilisé dans [24] force la fissure a démarrer dans la continuité de I’entaille.
Dans le modele TLS, aucune hypothese particuliere n’est faite sur le trajet de fissuration. Ceci
pourrait expliquer la différence entre les résultats présentés en figure [6.2] Afin de confirmer I’in-
fluence de cette différence de modélisation, une autre simulation TLS a été menée en prenant un

endommagement initial plus important. On choisit alors d’initier une zone endommagée de rayon
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Figure 6.1 — Evolution de 1’endommagement dans une simulation du modele TLS.

0.75¢4.. Les trajets de fissuration TLS et cohésif sont alors superposés. De plus, les courbes force-
ouverture sont coincidentes jusqu’a environ la premiere moitié de la courbe post-pic. Au-dela de
ce point, la courbe représentant la simulation TLS reste dans 1’enveloppe expérimentale alors que
la courbe cohésive en sort. On peut conclure que le modele TLS est bien capable de représenter
des trajets de fissuration non-rectilignes et de fournir une courbe force-ouverture représentative

des essais sur structures.

6.2 Effets d’échelle et de bord

On s’intéresse ici a la capacité du modele TLS a simuler les effets d’échelle et de bord. Pour
ce faire, on commence par proposer une méthode de calibration du modele TLS avec une fonction
d’adoucissement provenant de I’équivalence établie avec le modele cohésif dans la partie[5] Cette
méthode est ensuite appliquée a deux campagnes expérimentales.



90

104
1.2 10
—TLS
AN —--CZM
Ly A=\~ | experimental envelope
N
081 {1
= £
2 k
e 060 f N
s} : N\
“= \.*.'
0.4+ N
0.2 Hf
(a) Détail du ligament de
9z 7z 0 L |
I’éprouvette. Sont tracés les 1-10-4 2.10-*

iso-valeurs d’endommagment. CMOD (m)
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magée est en blanc. a titre de (b) Courbe force-ouverture. En trait plein, le modele TLS (données
comparaison, le trajet de fissu- brutes), en trait interrompu le modele cohésif et en pointillé I’enve-
ration utilisé pour la simulation loppe des résultats expérjmentaux_

du modele cohésif [24] est

également fourni.

Figure 6.2 — Comparaison entre les résultats des modeles TLS et cohésif. Le rayon de la zone
d’endommagement initiale est de 0.107,.

6.2.1 Calibration des parametres

Rappelons d’abord les parametres du modele, que 1’on sépare en deux catégories : ceux
provenant du comportement cohésif équivalent et ceux propres au modele TLS. On se contente
du comportement cohésif bi-linéaire. Ainsi, la premiere famille de parametres se réduit a quatre

parametres scalaires.

6.2.1.1 Parametres du modele cohésif

Les parametres choisis pour décrire le comportement cohésif bi-lin€aire sont 6y, Ok, wi et wy
(cf. figure[6.4). De ces quatre parametres, on déduit deux valeurs de taux de restitution d’énergie
lié a I’avancée d’une fissure [16]. Le premier, noté Gy, provient de I’analyse de 1’effet d’échelle

[9] ; 1e deuxieme, G, correspond a la quantité totale d’énergie nécessaire a casser la poutre [80].

1 1
Gf: Ewal, GF:Gf+§Gk(Wf_W1) (6.1)
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également fourni.

Figure 6.3 — Comparaison entre les résultats des modeles TLS et cohésif. Le rayon de la zone
d’endommagement initiale est de 0.75/,.

Par ailleurs, oy estreli€ a I’effort maximal d’un essai de fendage f;. Pour la calibration du modele,
on considere ces trois valeurs mesurables pour définir des parametres initiaux. Il reste un degré

. L. . . . 9 . s
de liberté qui est fixé de facon arbitraire. Ainsi, on se donne o} = 7f ce qui conduit a

o = fi, wlz%, ok:% et wfzz(GFT;Gf)erl 6.2)
Ces valeurs sont seulement proposées comme un point de départ permettant d’avoir une bonne
qualité initiale, Cependant, il est conseillé de les optimiser en comparant avec les résultats ex-
périmentaux. Tout d’abord, o doit étre modifié afin d’obtenir la valeur souhaitée pour la charge
maximale admissible de la plus grande éprouvette non entaillée. Ensuite, w; est choisi afin
d’identifier la charge maximale de la plus grande éprouvette avec ’entaille la plus profonde.
On peut aussi utiliser la forme de la courbe force-ouverture autour de la charge maximale. Fi-
nalement, oy et wy peuvent étre Iégerement modifi€s afin de mieux représenter le comportement
post-pic. Cependant, les meilleurs résultats d’identification obtenus correspondent a des valeurs
de Gy et de G tres proches des prédictions. Il est important de préciser que quelques conditions
doivent étre respectées dans le choix des paramétres cohésifs [68]]. Ils correspondent a un taux de
restitution d’énergie local Y croissant par rapport a la variable d’endommagement d.
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Figure 6.4 — Comportement cohésif bi-linéaire et notations.

6.2.1.2 Parametres TLS

Deux parametres proviennent de la distribution de I’endommagement liée au modele TLS :
la longueur caractéristique /. et le profil d’endommagement d ((5) Ces parametres sont choisis
de telle sorte qu’ils soient proches des caractéristiques physiques de la zone d’élaboration. Dans
[34], sont réalisées des simulations mesoscopiques d’éprouvettes en flexion trois points sous un
chargement centré. Il a été prouvé que les résultats numériques et expérimentaux sont similaires
en ce qui concerne la largeur de la bande d’endommagement [37]. Sa taille est entre 10 mm
— d’apres une analyse énergétique — et 40 mm — pour une analyse directe de I’endommage-
ment —. Afin de fixer une valeur entre ces bornes, des considérations numériques sont prises en
compte : on évite les valeurs trop faibles de ¢, pour les difficultés numériques qu’elles impliquent
mais on choisit cependant une valeur assez faible pour que I’accord entre les modeles cohésifs et
TLS soit maximal [68]]. La valeur de /. est donc fixée a 20 mm.

Le profil d’endommagement est principalement identifié a partir de la distribution de I’en-
dommagement obtenue par les simulations mesoscopiques de [34]. Afin de pouvoir obtenir une
grandeur représentative d’un endommagement continu a partir des valeurs localisées d’endomm-
magement des interfaces propres du modeles mesoscopique, un calcul de moyenne est mis en
place. Notons x la coordonnée horizontale centrée au milieu de 1’éprouvette et y la coordonnée
verticale avec 1’origine sur le bord inférieur de I’éprouvette comme dans [37]]. Les coordonnées
de I’entaille sont (x = 0,0 < y < y2%h) Le profil de I’endommagement est analysé sur une bande
y € [10mm, 16mm)] de I’éprouvette (n =2,i = 1), c’est-a-dire légérement a I’avant de la pointe de
I’entaille. Sur la bande, des valeurs moyennes de I’endommagement des interfaces sont calculées
avec un poids uniforme sur des zones de largeur 10 mm. Les résultats obtenus sont tracés dans
la figure [6.5] Le profil d’endommagement choisi, une parabole inversée est également tracée.
Les deux sont proches 1a ou I’endommagement est concentré mais les deux different loin de la
quasi-fissure. En effet, il existe une zone ou I’endommagement est diffus qui est difficile a repré-
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senter sous les hypotheses du modele TLS données ici. De nouveaux travaux prennent en compte
I’existence simultanée d’une zone d’endommagement diffus et d’une autre d’endommagement
localisé [61]]. Ici, on se contente de modéliser la zone d’endommagement localisé et on néglige

I’endommagement diffus.

darmage

3 (rmm)

Figure 6.5 — Endommagement moyen des interfaces obtenu a partir d’une simulation d’un mo-
dele mésoscopique lattice (en trait plein noir) et le profil d’endommagement identifié (en trait
interrompu bleu).

6.3 Identification des résultats expérimentaux

On simule dans cette partie les éprouvettes de deux campagnes expérimentales menées ré-
cemment [36] 46]. L’'intérét de celles-ci est qu’elles font intervenir aussi bien 1’effet d’échelle
que de bord, avec des tailles d’éprouvettes et des profondeurs d’entaille diverses, et ce pour les
mémes matériaux et dans les mémes conditions. Par ailleurs, I’identification des ces campagnes
a déja été réalisée pour plusieurs modeles : celui de zone cohésive pour [46], menée dans [44]],
et les modeles d’endommagement non-local intégral [36] et mesoscopique lattice [34] pour les
essais de [36]. Ces identifications ont montré la capacité des modeles de zone cohésive et lattice
a reproduire correctement les effets d’échelle et de bord. Elles manifestent cependant la difficulté
du modele non-local intégral a rendre compte de ces phénomenes, comme le confirme [1]]. Ainsi,
de trois familles de modeles différentes, seulement deux ont été capables de reproduire les effets
d’échelle et de bord.

Les éprouvettes sont entaillées sur un seul bord ou non-entaillées. Lorsqu’elles sont en-
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taillées, elle le sont de fagon centrée. Elles sont soumises a un effort centré de flexion trois
points. Les éprouvettes de chaque campagne et pour chaque profondeur relative d’entaille, sont
homothétiques suivant deux dimensions ; I’épaisseur est gardée constante. Les deux campagnes
utilisent des bétons ayant une taille maximale de granulats proche : 10 mm pour [46] et 14 mm
pour [36]. Il est cependant important de préciser que la facon de réaliser 1’entaille est différente
dans les deux cas : dans [46], elle est sciée avec une scie de largeur 1,5 mm alors que dans [36]]
elle est moulée avec une plaque de 2 mm d’épaisseur.

Toutes les simulations TLS sont réalisées avec des parametres numériques similaires : la

densité du maillage est uniforme sur la zone d’évolution de I’endommagement et vaut environ
le

20
caractéristique du maillage. La valeur est proche de 0,7 pour les grandes éprouvettes et de 0,25

. L’avancée maximale du front a chaque pas de temps est d’entre 0,25 et 0,7 fois la taille
pour les petites.

6.3.1 Comparaison avec la campagne de Grégoire et al.

Quatre tailles d’éprouvettes sont considérées (400 mm, 200 mm, 100 mm et 50 mm de pro-
fondeur) et trois profondeurs relatives d’entaille (0, 0,2 et 0,5) comme décrit dans la figure [6.6]
Le rapport entre la distance entre les appuis et la profondeur est de 2,5. Les géométries sont dé-
crites par deux entiers, n pour la taille — 1 étant le plus grand et 4 le plus petit — et i pour la
profondeur de I’entaille — 1 pour les éprouvettes entaillées jusqu’a la moitié de la profondeur,
2 pour un cinquie¢me et 3 pour les non entaillées —. Les parametres donnés dans le tableau
correspondent a la meilleure identification obtenue, montrée dans les figures Les résultats ex-
périmentaux tracés proviennent uniquement de [36] bien que certains essais aient été reproduits
dans [37]].

. . . Boundary
i i=1 i i=2 : i=3 conditions
L,=35D, ! 5 -
n=1 Dn : i
HI (I;]. = afD” ! ﬂ E
n=2 [ ] L] ]
n=3 o] 1 1
ned | = = =
v |
Sizes
D,=2% 1 Dy=400mm ; (ay,09,0a3)=(0.5,02,0) ; width:50mm

Figure 6.6 — Description de la géométrie des poutres (source : [36])
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oy | 3.8 MPa
o | 1.8 MPa
w1 23 um
wyr | 55 um

Tableau 6.1 — Valeurs du comportement cohésif de la meilleure identification obtenue pour les
essais de [36]].

Les résultats montrent un bon accord entre les essais et les simulations. L’allure de la courbe
force-ouverture est bien reproduite bien qu’il existe quelques différences, en particulier pour les
cas (n=1,i=2) et (n=1,i =3). Cependant, on peut remarquer que le modele lattice n’a pas
reproduit correctement le cas (n = 1,i = 2) etil n’y a pas de résultats post-pic pour I’éprouvette
(n=1,i=23) dans [34].

Remarquons que 1’on peut observer un saut dans les courbes simulées en TLS (n = 1,i =
2) et (n = 1,i = 3). Leur existence est liée a la valeur d’un coefficient purement numérique
fixant I’avancée maximale du front a chaque pas de temps. Bien qu’il soit important de réaliser
des efforts d’implémentation du modele pour éviter de tels phénomenes, le sens physique des

résultats ne devraient pas étre mis en doute.

6.3.2 Comparaison avec la campagne de Hoover ef al.

Quatre tailles d’éprouvettes sont étudiées (500 mm, 215 mm, 93 mm et 40 mm de profondeur)
et cinq profondeurs d’entaille relatives (0, 0,025, 0,075, 0,15 et 0,3). Pour la profondeur relative
de 0,025, seulement les deux grandes tailles d’éprouvettes ont été réalisées expérimentalement et
simulées. Le rapport entre la distance entre appuis et la profondeur est de 2,176. Les géométries
sont décrites par deux lettres : une majuscule pour la taille (A étant la plus grande et D la plus
petite) et une minuscule pour la profondeur d’entaille (a pour les plus profondes et e pour les non
entaillées). Les parametres correspondant a la meilleure identification obtenue sont donnés dans
le tableau [6.1T|et les courbes sont tracées dans les figures[6.8] et[6.9]

On observe une tres bonne correspondance entre les résultats expérimentaux et les simula-

TLS simulations | cohesive simulations [44]]
oy 4.2 MPa 3.92 MPa
Ok 1.5 MPa 0.588 MPa
w1 23.5 um 253 um
wy 40 um 94.8 um

Tableau 6.I1 — Valeurs du comportement cohésif de la meilleure identification obtenue pour les
essais de [44]. Les valeurs utilisées dans [44] sont également fournies.
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Figure 6.7 — Comparaison entre les résultats des simulations TLS, lattice et les résultats
expérimentaux [36]. Les données brutes sont tracées pour les simualtions TLS.
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Figure 6.8 — Comparaison entre les résultats des simulations TLS, du modele cohésif [44] et les

résultats expérimentaux [46]]. Les données brutes sont tracées pour les simualtions TLS.
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Figure 6.9 — Comparaison entre les résultats des simulations TLS, du modele cohésif [44] et les
résultats expérimentaux [46]. Les données brutes sont tracées pour les simualtions TLS.

tions TLS : la valeur des charges maximales admissibles dans les deux cas sont tres proches, ainsi
que I’allure des courbes force-ouverture. La qualité de 1’identification TLS est similaire a celle
du modele cohésif bien que les parameétres obtenus ne soient pas rigoureusement les mémes. La
valeur de /. n’étant pas strictement nulle, il a été prouvé dans [68] qu’il existe des différences
dans le comportement local autour de la zone d’endommagement qui se répercutent dans le com-
portement global pour les problemes bidimensionnels.

La qualité de cette identification est 1égérement meilleure que la précédente (cf.[6.3.1)). Ceci
pourrait s’expliquer par la différence de méthode utilisée pour réaliser 1’entaille. En effet, une
entaille moulée impose une distribution différente de granulats autour de la pointe de I’entaille.
Par ailleurs, 1’action du retrait endogéne pendant la prise du béton sera différente en présence ou

en I’absence de ’entaille.



99

6.4 Conclusions

Il a été prouvé que le modele TLS, avec un choix adapté de fonction d’adoucissement, est
capable de rendre compte des effets d’échelle et de bord et que la précision des résultats est
proche de celle des modeles cohésif et lattice. Aucun autre modele d’endommagement continu
n’a été capable de fournir de tels résultats jusqu’a présent a la connaissance de 1’auteur. On peut
donc affirmer que I’équivalence unidimensionnelle entre les modeles cohésif et TLS établie dans
la partie [5] et dans [68] a fourni un comportement d’adoucissement pertinent pour I’identifica-
tion d’essais expérimentaux avec le modele TLS. Cependant, on peut remarquer I’existence de
deux points majeurs a améliorer pour augmenter la qualité des résultats. D’une part, la fonc-
tion d’adoucissement obtenue a partir du comportement cohésif bi-lineaire n’est que continue
par morceaux et sa dérivée est donc discontinue. Il serait sans doute pertinent de chercher une
autre fonction plus adaptée au cadre d’endommagement continu tout en gardant ses propriétés de
comportement satisfaisantes. D’autre part, I’implémentation du modele TLS utilisée dans ces tra-
vaux ne prend en compte que I’endommagement localisé. Permettre au modele le développement
d’un endommagement diffus supplémentaire pourrait rapprocher les résultats des simulations des
observations expérimentales ou des simulations mésoscopiques du type du modele lattice. Ceci

serait bénéfique, notamment pour les plus petites éprouvettes.



CONCLUSIONS ET PERSPECTIVES

Ces travaux, menés au cours de ces trois dernieres années au sein de 1’institut de recherche
GeM a Nantes, avaient pour but ’analyse d’'un modele d’endommagement naissant qui avait
commencé a faire ses preuves lorsque ces travaux ont été entrepris. L’ objectif était donc de
contribuer a la compréhension des résultats et a la maitrise du choix des parametres régissant
le modele afin de prouver sa capacité a rendre compte des comportements connus des matériaux
quasi-fragiles et notamment du béton. Pour ce faire, une analyse comparative avec le modele
de fissure cohésive était envisagée, ce dernier ayant une place privilégiée dans les familles de
modeles utilisés pour représenter la ruine des structures quasi-fragiles.

L’analyse bibliographique qui a ét¢ menée a mis en relief 1’origine mixte de ce modele, a
mi-chemin entre les modeles d’endommagement continus et les modeles par front d’endomma-
gement, bénéficiant des avantages de ces deux familles : la simplicité de résolution propre aux
modeles par front d’endommagement — ot la non-localité nécessaire a la régularisation du pro-
bleme reste tres limitée — et la modélisation continue de la dégradation — point essentiel d’une
représentation spatiale correcte de I’endommagement d’un matériau quasi-fragile —. Des études
préliminaires ont présenté la versatilité du modele et I’intérét qu’il présente vis-a-vis de 1’unicité
de la solution qui est recherchée. On s’est ensuite intéressé a la propagation d’une zone endom-
magée de type quasi-fissure, c’est-a-dire, macroscopiquement équivalente a une fissure dans un
milieu élastique mais ayant localement une structure propre au modele et représentée par une
hétérogénéité des propriétés mécaniques. Cette analyse a un intérét particulier qui est de montrer
comment, avec le modele TLS, il est possible de représenter une zone endommagée comportant
un saut de déplacement et se propageant de facon auto-similaire dans un milieu initialement sain.
Ceci n’est pas le cas de la plupart des modeles d’endommagement, ou la valeur maximale de
celui-ci est limitée afin d’éviter des difficultés numériques liées a la prise en compte d’un maté-
riau totalement endommagé et impliquant des contraintes non nulles et des déformations infinies.
Une fois que le modele a été analysé d’un point de vue théorique, on s’est intéressé a sa confron-
tation aux phénomenes physiques li€s a la ruine des structures quasi-fragiles. Notamment, le mo-
dele TLS a été confronté aux lois classiques d’effet d’échelle. Bien qu’il ait montré une bonne
capacité a rendre compte de cet effet de facon asymptotique, il a été nécessaire de chercher un
comportement d’adoucissement local permettant de mieux représenter les résultats expérimen-
taux. Ainsi, une équivalence unidimensionnelle établie entre TLS et modele cohésif a permis de
rapprocher le comportement, aussi bien local que global, de ces deux modeles en transférant les
propriétés de représentation de 1’effet d’échelle du modele cohésif au modele TLS. Ces bonnes
propriétés ont finalement été confirmées par une comparaison entre les résultats du modele TLS
et ceux de trois autres modeles et des campagnes expérimentales récentes faisant intervenir un

grand nombre d’éprouvettes homothétiques avec différentes profondeurs d’entaille. Le modele
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TLS s’est avéré capable de rendre compte de résultats expérimentaux récents et complets.

Bien que les résultats obtenus dans cette confrontation avec 1’expérience soient tres satisfai-
sants, il est nécessaire de préciser les points clés d’une amélioration de leur qualité, sans oublier
de rappeler le cadre restreint de ces travaux. D’une part, plusieurs méthodes de résolution des
problemes numériques utilisées dans ces travaux ont évolué au cours de ces dernic¢res années, no-
tamment la représentation de la fonction de niveau — dont la description par un scalaire simple
a été remplacée par une fonction de niveau vectorielle signée permettant une description pré-
cise des levres de la quasi-fissure — ou le calcul de la fonction de niveau a partir de la position
du front — pour laquelle I’'implémentation d’une méthode de fast-marching ou de propagation
SUPG ont amélioré la qualité —. D’ autre part, le cadre restreint de matériau quasi-fragile soumis
a un chargement quasi-statique en petites déformations est déja actuellement élargi par différents
travaux, comme 1’ajout d’une résolution couplée d’endommagement local et non-local [61] ou la
considération de chargements dynamiques [59]. D’ autres travaux de représentation de structures

plus complexes, comportant des armatures, sont aussi étudiées actuellement.



Annexe I

Cas d’un cylindre soumis a une extension radiale uniforme

I.1 Modele d’endommagement par front mince

Figure 1.1 — Cylindre en traction s’endommageant suivant le modele de front mince. La zone
saine Q~ (gris clair) est séparée de la zone endommagée Q.(gris foncé) par le front d’endomma-
gement I (en rouge).

Considérons a présent un cylindre de base circulaire et de rayon extérieur R.. Le cylindre
est soumis a un chargement d’extension radiale (cf. figure [[.T). Le déplacement solution est sup-
posé purement radial u(r) = u(r)e;, avec la condition aux limites : u(R,) = R.A et u(0) = 0 par
symétrie. On note toujours £ = o,,(R,) la contrainte normale sur le bord extérieur.

La position ¥ du front d’endommagement I" détermine la structure du solide biphasé qu’est
le cylindre en cours d’endommagement. On suppose un comportement élastique linéaire suivant
la loi de Hooke

o =Atr(e)l+2ue (L1)

De plus, le matériau sain et le matériaux endommagé se différencient uniquement par leur pre-
mier coefficient de Lamé A qui vaut A et A, respectivement. Le module de cisaillement 4 — ou

deuxieme coefficient de Lamé — est supposé constant afin de simplifier la résolution des équa-
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tions. L’équilibre du solide en tout point implique

D; .
ui(r) = r+— aveci=soud, 1.2)

ot A; = A; +2u. C; et D; sont des constantes par phase a état d’endommagement fixé. La conti-
nuité du déplacement et de la contrainte radiale a I'interface I' et les conditions aux limites

déterminent completement la solution du probleme d’élasticité hétérogene :

C,=Cy=C,
2
€=5 TN e
A <Ad - AS> (E) (13)
D :(1_1>72C
’ d As 2 ’
D=0

On en déduit grace a la relation de comportement :
Y =0,(R,) =C—2uA 1.4)

Pendant les phases I et V, C est une fonction linéaire de A et il en est de méme pour X. En
ce qui concerne la phase d’endommagement /11, rappelons le critére d’endommagement local

conduisant a I’avancée du front[1.34]:
g=[wr—(m-o)-[Va-n]r (1.5)

En notant r la distance d’un point courant a I’axe du cylindre, on a d’une part

C2 A,,' +u D2 C2 1 7Ld 2‘LL
_ =i w2t doi =— | ———=- 1.6
W()C, /}/) 2 /\,2 +2u A ou IIW]]F 2 \ A, AS{ Ay (L.6)
D’autre part,
C, D . 1 1

Vu-n= <2/<i—r21> e, dou -ﬂVu‘n]]r:C<As—Ad) er (L7)

Finalement, la relation

A
o= e, 18)
A4

conduit a I’écriture de la loi d’évolution [1.35]

/1 1
— c< , > , —gc)ra= 1.
2<,d .X) g:<0, a>0, (g—&) 0 (L9)
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Ainsi, I’avancée du front d’endommagement a lieu lorsque

8c
1 _ 1

Aq As

=

(1.10)

i.e. , lorsque C est une constante. On en déduit par ([.4) que la courbe de comportement global
A-X pendant la phase /II est affine de pente —2u (cf. [[.2). Le comportement du cylindre est
représenté en figure

hY
A
0 I II7 174 Phase

Figure 1.2 — Comportement d’un cylindre en extension radiale uniforme sous le modele d’endom-
magement par front mince. Les parties vertes correspondent aux chargements et déchargements
élastiques. L’évolution de I’endommagement a lieu sur la partie rouge.

L2 Modele d’endommagement par front épais

I.2.1 Choix du comportement du matériau

On suppose que lors de I’endommagement, seul le premier coefficient de Lamé A varie ; le

coefficient de cisaillement ( est supposé constant et uniforme.

1
On pose A= A2

. 1
et on choisit un modele d’endommagement tel que A=
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ce qui conduit a

1 A 1 o
<A) () = . sigp <0 i.e. dans €
1\ . 1 .
(A) (@) = ax Si0<9<1 iedansQ (L.11)
1 " 1 "
(A) (9) = ~ sig>1 i.e. dans Q
d

Notons que AA n’est pas la différence de Ay et Ay ;

1 1 1

—_— = 1.12)
AN Ay A
I.2.2 Choix du profil d’endommagement
1.2.2.1 Premier modéle d’endommagement
dd) = 0 si¢<0 i.e. dans Q™
d@d) = ¢ si0<$<1 ie dansQ" (1.13)
dd) = 1 sig>1 i.e. dans Q.

Rappelons le critere d’avancée du front d’endommagement donné en [I.3.3] : ’avancée se

produit lorsque fr; s s’annule. On admet ici fepy =Y — Y. avec Y, constant. Ainsi

Jo—o¥ jd'(§)do

fTLS = 5 = Yc (1-14)
Jo—o d'(9)d9
1.2.2.2 Deuxiéme modéele d’endommagement
di¢) = 0 sig <0 i.e. dans Q~
d(¢) = ¢3(1+x—xq3~5) S0<$<1 ie dansQF (L15)
dig) = 1 sig>1 i.e. dans Q.

ou y et & sont des coefficients sans dimension. La condition d’admissibilité ([.13)) s’écrit

v6 € [0:1].d'(9) = (1+2—2(E+1)$¢) >0, (L.16)

{é
x&

On impose & > 0 et ¥ > 0. La condition est ainsi réduite a y§ < 1.

soit

0 et
) © 1.17)

VANV
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L.2.3 Equations d’équilibre et taux de dissipation

Considérons un cylindre de base circulaire de rayon extérieur R,. Le cylindre est soumis a
un chargement d’extension radiale. Le déplacement solution est supposé purement radial u(r) =
u(r)ey, avec la condition aux limites : u(R,) = R,A. On note toujours £ = 0,-(R,).

On suppose la solution axisymétrique, i.e. u(r) = u(r)ey. Alors
du u

er e+ epg@eg et tr(e) = 2o+ . (L.18)
r or r

Y

gar

La comportement est supposé élastique linéaire isotrope, donc ¢ = A tr(€)I+2 € et 1’énergie
élastique est notée w.
L’équation d’équilibre div(c) = 0 s’écrit alors, sous I’hypothése de coefficient de cisaille-

ment u constant
rpd
ru(r):A/ pop (1.19)
o A

ol A est une constante qui dépend de 1’état d’endommagement du matériau.

La relation de comportement du solide s’écrit :

s= (2 ou)a A R A (1.20)
=== avec = — .
A H /Re pdp
0 A
et le taux de dissipation s’exprime alors
aw 1 dw
Y= =——— 1.21
ad d d¢ @20
donc,
1 0 (A2
L 1.22)
2d' 99 \ A
1.2.4 Analyse du premier modele
Dans le cas du premier modele, on obtient
11 A? 1 1 1
- = 1.23
2d A T AN T AA, AA, 25
La force thermodynamique Y est uniforme dans le solide, donc
2
Y= A =Y. 1.24)
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L’initiation d’une zone d’endommagement est possible en tout point. Cette propriété du modele
est vraie pendant la phase élastique (/), la phase d’initiation (/) et la phase de propagation (/I1).
Cette caractéristique, liée au choix du modele, pose des problémes de bifurcation. Plusieurs évo-
lutions sont alors possibles, la propagation de différentes zones de transition et I’initiation de

nouvelles zones endommagées.

1.2.41 Etude par phase d’endommagement

1.2.4.1.1 Comportement élastique sain La condition aux limites en déplacement impose
A = 2AA, la solution est alors de la forme u(r) = rA et c = 2(A; — )Al et le comportement
global a pour module &y =2(A;+ 1) :

2 =2(Ay— A= KA (1.25)

1.2.4.1.2 Apparition de la zone d’endommagement Notons ¢ la position d’un front d’en-
dommagement repérée par la surface ¢ = 0. La bande d’endommagement est donc un cylindre
de rayon £ inférieur a ¢, centrée en 0.

Comme

A 2A, 60, AN

Re pd IRZ 1R 1
/ Pep _ + (1.26)
0

la loi de comportement du solide est

2
Y= —2u | A 1.27
1 N 152 1 % (1.27)
As 3o AA
Le ¢
avec = e B R, -
Il y a évolution du front d’endommagement lorsque Y =Y, i.e.

YAA (1 1B% 1
A— T 1.28
2 (As * 3 a AA 1:28)

Si on impose une déformation A croissante, le cylindre suit la loi de comportement
Y =/2Y.AA-2uA. 1.29)

1.2.4.1.3 Déplacement de la zone d’endommagement Une fois que la bande d’endomma-

gement a atteint sa largeur maximale /., elle se propage dans le milieu.
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Alors,

Repdp /1 1 1
/0 % = E <ABZ + A[\f(a)> (130)

avec
1-(1-a)?(1+2a) 1

a)=(1-a? =-o’—a+l 131
flo)=( )+ 3 3 + (L31)
La relation de comportement est alors
2
Y= 1 i —2u | A 1.32)
E— — 2 PR
IR

Le critere d’évolution du front est atteint lorsque

VAN (11,
A= > (/\S+AAB f(@)a (L33)

d’ol le comportement en chargement monotone croissant

Y =/2Y. AN —-2uA. 1.34)

On remarque que lorsque o = 1, il y a continuité du comportement entre les deux phases de

I’endommagement.

1.2.4.1.4 Disparition de la zone d’endommagement Lorsque le front d’endommagement
atteint le bord extérieur du cylindre, la bande commence a disparaitre. Pendant cette phase, on
vérifie { > R, > 0 — 4.

Alors,
[T (s e, 135)
avec
s(ap)=5 <3ﬁﬁ§2+a—1> (136)

La relation de comportement est donc

= |4+ 2 —2u | A (137)
- - R2?
A + i Pe(ap)
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Le critere d’évolution du front est atteint lorsque

A=

Y.AA 1+1
2

Ay AAﬁzg(OC?B)) ’ (1.38)

d’ol le comportement en chargement monotone croissant
Y =/2Y,AA —-2uA. 1.39)

1.2.4.1.5 Comportement élastique endommagé Le résultat est identique au comportement

élastique sain, avec A = A,4. Donc
L=2(Ag—U)A=K4A (1.40)

etil n’y a plus d’évolution possible.

La courbe de comportement est représentée en figure

by
A
0 I 17 111 v v Phase

Figure 1.3 — Comportement d’un cylindre en extension radiale. - Modele d’endommagement a
transition continue avec un profil d’endommagement linéaire. En vert, les trajets réversibles et
en rouge, le trajet irréversible d’endommagement.
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1.2.4.2 Discontinuités de la courbe de comportement

La courbe de comportement est une suite de trois segments ; il n’y a donc que deux discon-
tinuités, la premiere lors de la transition entre les phases I et /I et la deuxieme entre les phases
IV et V. L’apparition de la deuxieme surface de discontinuités et la disparition de la premiere
n’introduisent donc pas de discontinuités dans la dérivée de la courbe de comportement.

Avec ce modele d’endommagement, le comportement du cylindre sous chargement mono-
tone de traction a déplacement imposé est composé de trois segments : le premier et le dernier
correspondent aux comportement élastiques sain et endommagé, et le deuxieéme correspond a
I’évolution de I’endommagement et sa propagation. Il faut remarquer que, en ce qui concerne le
comportement macroscopique, il n’y a pas de différence entre chacune des phases d’évolution du
front d’endommagement (phases 11,111 et IV), ce qui rapproche ce modele de celui avec transition
brutale.

L.2.5 Analyse du deuxieme modéle d’endommagement

Une courbe de comportement macroscopique issue de I’analyse qui suit est donnée en figure
On étudie les comportements limites lors de 1’apparition et la disparition du front d’endom-
magement.

Courbe de comportement pendant 'endommagement (§=1.5 ; x=0.5 ; IC:O.4)
0.35

0.3 ’

ylindre (%)

0.2

o _aaubord duc
o
[
w
T
~

"
o
[
T
~.
~

005 ;e

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 03 0.35 0.4
Déplacement radial adimensionné (E)

Figure 1.4 — Comportement d’un cylindre en extension radiale. - Modele d’endommagement a
transition continue avec le deuxiéme profil d’endommagement donné. En trait mixte noir les
comportements élastiques sain (phase 1) et endommagé (phase V). En bleu, le développement de
la zone d’endommagement (phase II), en rouge, son avancée avec une taille fixe £. (phase III) et
en vert, sa disparition (phase 1V).
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Le critere d’avancement du front d’endommagement s’écrit

) | pap
A z (L41)

(1+x)/pdp—x<§+1)/< 7 ) pdp
B B c

avec 2

A= /RepdpA' 1.42)

0 A

Ce modele n’impose plus un Y uniforme et permet donc 1’évolution de front d’endommagement
sans que le critere d’initiation soit atteint ailleurs dans le matériau sain, car Y est alors inférieur
a Y. dans ce domaine des 1’apparition d’une zone endommagée au centre du cylindre. Il n’existe
donc pas de bifurcation de la solution du probleme d’endommagement provoquée par I’ apparition
de nouveaux fronts. Les seules bifurcation possibles sont la perte d’axisymétrie de la propagation,

que est étudiée dans la partie [2.3]

1.2.5.1 Etude par phase d’endommagement

1.2.5.1.1 Apparition de la zone d’endommagement Le front d’endommagement commence

A= /2. AN(1+Y). (1.43)

Le déplacement et la contrainte vérifient alors les deux relations de comportement :

a se développer lorsque

{ S = (2A,—2u)A et T—=A—2uA. (1.44)

Donc, I’évolution du front se produit lorsque A = A,, avec

A, = 1/Y"§A(1+x). (145)

Le point critique est donc plus élevé que pour le premier modele d’endommagement et pour le

modele d’interface infiniment mince.
Etudions maintenant I’évolution de la déformation et de la contrainte imposées lors de 1’avan-

cement du front au moment de I’apparition de celui-ci. A cette fin, notons

1 R. pd
= /0 LA”. (1.46)




XX1V

On a alors A A dr
A=Al oA 1.47
U TR VALY (L47)
o LAz _da da _ dr dA dr
Y—A—2uA —ou— 1—2ul) — —2uA—. 1.48
A =T w My Toa UMD g Ay (1.48)
or 11
(l=0)=-—
2 A,
2 (1.49)
LR N
s 20.REA
et lors de 1’évolution,
2
A2 =2V AA( 1+ at), 1.50
(1g2ye) 150

donc
A(l=0)=+/2Y.AA(1 +))

Y.AA 2 c-1 .51
Aoy~ s x & (>0
de 2 E+2 T+ 0.8

On en conclut que les évolutions des deux grandeurs s’écrivent :

dA
7~ 0= N SYARLES oV
1.52)
dx
S 0) = —K35 - K2
da/
ou les Klz/ sont des constantes positives.
Trois cas se présentent :
dz K}
e si & < 3, alors A KA . Dans ce cas, la courbe revient en arricre. En effet, w < 0 donc
la propagation ne peut pas se produire de fagon quasi-statique.
dx dA
o sif >3, alorsd—A K[AI @>O
df  K;+KF
e si & =3, alors A ﬁ Cette solution ne présente pas de retour en arriere si —K% ian
K> 0

dx .
I.2.51.2 Cas { <3: — = k;. La courbe de comportement présente un retour en arriere

dA
suivant la méme pente en A = A,. Cette solution quasi-statique ne peut pas exister dans le cas

d’un chargement monotone croissant.
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dx
12513 Casé& >3: A —2u. La courbe de comportement est équivalente en A = A, a

celle du premier modele et du modele de front mince ; on observe une cassure en ce point.

12514 Cas(=3: Ona

dx 2A
— =-2u+ - (1.53)
A | 10VIFZ () A

3 x R./ AA

La courbe de comportement globale présente une discontinuité de pente. La pente apres 1’initia-
tion est soit plus grande que K; soit plus petite que —2u. Elle peut aussi étre infinie, croissante

ou décroissante et présenter un snap-back.

1.2.5.1.5 Disparition de la zone d’endommagement Dans le cas ou la zone de transition
atteint le rayon externe R,, on étudie le comportement global du cylindre.

Onpose 6 = 1— ;7& On s’intéresse donc au comportement lorsque & — 07, c’est a dire
lorsque la zone de transition disparait.

Au cours de cette phase de I’endommagement, on a :

( be E+1 b 1 E+2
275 ((1-8)—(1-9) +77<1_(1_5> )
A2 =2AAY, | (14x) - —Re ReG+2
— 2R X 1—(1-9)
L Rl _sy1—1—6) - 2R_1_s7) L
I_Z(As+<l+€c(l 0)(1—(1-96)7) 3fc(1 (1 8))>AA>.
(1.54)
La déformation de disparition du front A; vérifie
Yy=A-2uA
{ d Hed (155)
Zd:K'dAd.

On en déduit que

[V.AA 1 0 0

Cette déformation est supérieure a celle du premier modele et du modele d’interface mince si R—°
e
est assez petit devant 1.

Intéressons nous maintenant a la forme de la courbe de comportement en ce point. On rap-
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pelle que - dA "
— +A
de d€ ds
(1.57)
dx dA d/
ar ~ (=200 G5 — 204G,
On en déduit
‘ ‘
dA \/ 11 1 1 gxsE+D(E—1+5)
~\/2Y. AN\ 1+ + — — < < |4.
df( x- X 5 )<AA€ Ag 6R, 1_|_%_XI%(§+I%)
(1.58)
dA I» A, dA
Le signe de T (5 — 0+) dépend de R & et x. Notamment, si 7 — 0 alors 7 (5 — O*) > 0.

Par ailleurs,

dA 2 T 1 1 gxEE+DE-1+5)
ar (507) ~ _“ZYCAA\/HX_%Re(éjL&)AmReR1+x—xR€(§ ; 0. I39)

dA dx
Donc, si 7 (6 —0%) >0, alors 7 (6 —0")= 7 (5 —0") —

que tous les termes sont d’ordre 1 en §.

c(lw (6 —07) < 0. Notons

1.2.5.2 Discontinuités de la courbe de comportement

La présence de discontinuités entre les phases / et /I et entre les phases IV et V découlent de

I’étude précédente. Il reste a étudier le cas des transitions I1-111 et I1I-1V.

£—p ¢
/j( - ) pdp

| pap

B

La continuité de A découle de celle de J. 11 suffit donc d’étudier la continuité de / et de J pour en

Posons

J= (L60)

déduire celle de la courbe de comportement.

dI 1
Notons que @ est continu entre les différentes phases en raison du choix de X En effet,

a1
d¢ (AN )%

pdp 1.61)

est continu entres toutes les phases.
Etudions maintenant la continuité J entre les différentes phases. Celle du comportement en

découle.
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1.2.5.2.1 Transition I1-111

Jiu= 2 <€>€ et
1 2) \ £,
SR (6
Jur = A
(E+D(E+2)(¢—7%)
donc -
dJy 2 \°"
- = — et
V4 £\ L,
51111 _ S 'S < > L, (1.63)
e~ 2(E+1)(E+2) (Z_%)Z
D’ou

/LN
dl =i (E+1)(E+2)0,

Wy, 2
dl e (E+1)L, (1.64)

Comme & > 0, ces deux limites sont différentes.

1.2.5.2.2 Transition I11-1V
(E+2)0—(E+ 1)L,

= et

T EnEF)(-5)
2

le 0— R\
M ETDE DR (- b <<5+2>£—(5+1)5c—< A ) <€+(§+1)Re)>,
(165)

donc
( dJr & l. )

de — 2(E+1)(E+2) ik 2

2
v 2 2(0—£.)¢,
e (E+1)(E+2) [(Rﬁ—(@—zc)z)z

_ E+1
<(§+2)€—(€+1)€c<£ Re) (€+(€+1)Re)>

le
EC (E_Re)g E_Re st
+W<(é+2)—(é‘+l)w(f+(é+1)Re)—< )

(1.66)
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D’ou
dJir N ¢ Ce
Al e 26+ 1)(§+2) (R _ &>2
) (L67)
dy 2 2R —2(E + )R L+ EL2)
al >t E+D(E+2) e (2R —£,)° ‘

Ces deux limites sont différentes si et seulement si R—‘ # & + 1. Cette condition est vérifiée car
e
on a supposé pour cette étude R, > /..



Annexe I1
Comportement macroscopique d’une sphére soumise a une extension radiale uniforme

II.1 Modele d’endommagement par front mince

Le cas d’une sphere composite s’obtient de maniere analogue.

Considérons le cas d’une sphere soumise a une extension radiale u(R,) = AR, On suppose
que la réponse en déplacement est radiale u(r) = u(r)e,. On considére que les milieux sont
isotropes et alors la solution en contrainte a pour directions principales e, eq, €y, on note o, = X.

L’équilibre du solide en tout point implique que le déplacement se met sous la forme

D.
ui(r) = KHT; avec i =soud, (IL.1)
1

ol A; = A; +2u et C; et D; sont des constantes a état d’endommagement fixé. Par ailleurs, la

continuité du déplacement et de la contrainte radiale a I’interface et les conditions aux limites

2
C=C;=C C= A,
R L1 1 (¢ 3
As \ Ay A)\R (I1.2)
_ (! : 1ﬂ3C D;=0
T \Ad A3 =
On obtient pour le comportement global
Y=C—-4uA (IL.3)

Pendant les phases élastiques I et V, C est linéaire par rapport a A. Il en est donc de méme pour

Y. Pendant la phase d’endommagement /11, on peut écrire pou :

ow

4mPG = ———
nl-G 37

G<G. (IL4)

soit lorsque le front se propage la condition de cohérence

oC { G,
—_— = 11.5
950" R A L5
On en déduit alors 5 G.R
2 _“ C
C = 3T 1 11.6)

Ad A
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est une constante au cours de ’endommagement. On en déduit que la courbe de comportement
pendant la phase /I est affine de pente —4u. La courbe de comportement est identique a celle du

cylindre.

I1.2 Modele d’endommagement par front épais TLS

I1.2.1 Equations d’équilibre

Considérons une sphere de rayon extérieur R, soumise a un chargement d’extension radiale.
Le déplacement solution est supposé purement radial u(r) = u(r)ey, avec la condition aux li-
mites : u(R,) = AR,. On note X = e, G (R, )e,.

Alors
_

or

La comportement est supposé élastique linéaire isotrope, donc o = A tr(e)I+2ue.

u
€ er®er+;(e9®e9+e¢®e¢) et tr(e)=—+2-. (IL7)

L’équation d’équilibre div(c) = 0 s’écrit alors, sous I’hypothése de coefficient de cisaille-

ment [ constant

r A2
Pu(r) = A / p=dp (IL8)
o A

ou A est une constante qui dépend de 1’état d’endommagement du matériau.

La relation de comportement du solide s’écrit

A R}
0 A
et la force thermodynamique s’exprime
ow 1ow 1A
Y= —_ " _ -2 I1.10
ad d oy 2AA ( )
On a donc
_ A?
Y=—. I1.11)
2AA

I1.2.2 Analyse du premier modéele

Le comportement de la sphere se divise en cinq phases, identiques a celles du cylindre.
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I1.2.2.1 Comportement élastique sain

A est uniforme dans la sphere, donc

R, o2 3
«p=dp 1 R,
=— .12
/0 A As 3 ( )
D’oti la loi de comportement
Y= (3A; —4u)A = KA (IL.13)

avec K =34 +2U.

I1.2.2.2 Apparition de la zone d’endommagement

Notons ¢ la position du front d’endommagement I" repérée par la surface ¢ = 0. La bande

d’endommagement est donc une spheére de rayon £ inférieur a £..

Comme o ; 5

epcdp R, 1 1
= —t—— II.14
/o A 3 <As + 40 AN )’ ( )

la loi de comportement du solide est
Y= 3 4u | A 1.15)
= . T u .
As 4o AA

aveca:ifetﬁzlfe.

11y a évolution du front d’endommagement lorsque Y =Y, i.e.

1 1 B
A:?/znm — (I1.16)

Ay 4aAA

Si on impose une déformation A croissante, la sphere suit la loi de comportement
Y = /2Y.AA —4uA. d1.17)

11.2.2.3 Déplacement de la zone d’endommagement

Une fois que la bande d’endommagement a atteint sa largeur maximale ¢., elle se propage

dans le milieu.
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Alors, s 3
R
e p dp e 1 1 1
/O @ _L (1\,[33+A/\f(a>> (IL.18)
avec 1
fla) = 3 (—a® +4a” —6a+4) (IL.19)

La relation de comportement est alors

Y= 1 i T~ 4u | A (11.20)
A + gﬁ S (“)M
Le critere d’évolution du front est atteint lorsque
A= 1M<1 +B34f(a)1>, (I1.21)
3 A AA

d’ot le comportement en chargement monotone croissant

T = /2Y,AA — 4uA. (I1.22)

On remarque que lorsque o = 1, il y a continuité du comportement entre les deux phases de

I’endommagement.

I1.2.2.4 Disparition de la zone d’endommagement

Lorsque le front d’endommagement atteint le bord extérieur de la sphere, 1a bande commence

a disparaitre. Pendant cette phase, on vérifie ¢ > R, > ¢ — /..

Alors,
R, 12 3
cpldp B 1111 (463
/0 A _3<ASB3+AA405< pr @) ) (11239

La relation de comportement est donc

Y= 3 —4u | A (I1.24)

1 1 1 [4B-3 3 4
—_t—— a—1
A * AN 4o < B P ) )
Le critere d’évolution du front est atteint lorsque

A:i\/m<1+ll (A'ﬁ_3+/33(a—1)4>>, (I11.25)

Ay AAdo
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d’ol le comportement en chargement monotone croissant
Y =/2Y.AA - 4uA. (IL.26)

11.2.2.5 Comportement élastique endommagé

Le résultat est identique au comportement élastique sain, avec A = A,. Donc
Y= (3As—4pn)A=K4A (I1.27)

etil n’y a plus d’évolution possible.
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Bi-linear cohesive law

We define the following dimensionless quantities
Wi =wi/wyr, Wi=wi/wp, 6 =0y/0y (IIL.1)
By construction, we have the following relation
6 =1 — Wy /Wy (I11.2)

The tension opening relation is

6 =fOb) =1-w/Hv, 0<Ww <y (IIL.3)

& =fh) =2 (1-w), W< (I11.4)
1 —wy

(1IL5)

For the first and second part of the law, we solve (5.49)) for each part of the tension-opening

function :
. o 1 20— ¢9?
6=1-A6I/W=——— = H= _ . I11.6
= G orapmgye O
A G 61/ (1 —wy) 6 20-¢* |
G—l_wk(l MI)_H&;C/(I—M)M H= o (1_%1&%2)2\111.7)
=
where .
. 6
H(9)= | h(9)d¢ (IIL.8)

It remains to determine for which value ¢ of ¢ we move from the first to the second function.

This value must ensure the continuity of H. Thus

o = g(\/1+4/a— 1) (I1L.9)

A

witha = —~— and ¢r between 0 and 1.

A6y



Annexe IV

Conditions on the parameters

It has been shown that 2 must verify condition (5.43) to ensure uniqueness of the solution. In

the particular case of a linear cohesive model, uniqueness condition writes

A< Iv.y

| —

1 .
IfA > o there exists a critical value ¢ above which 4’ < 0 (corresponding to the red part of the
curve in Figure[5.2b)). It is difficult to obtain an explicit form of its value.

Concerning bi-linear model, two parameters are defined

_ 2Gf£c AQ _ 262[6 _ 261(5(;

A
T Ewy Ewy  E(wp—wy)

Iv.2)
The first one, A;, characterizes the first slope of the cohesive law and A, the second one. Let us
consider 4| > 5 Then, as seen above, there exists a critical value of (13 that must not be exceeded.
This value corresponds to a point of the cohesive law that must not be reached. If the position of
the slope-discontinuity point is located before the critical point, the condition 2’ > 0 is respected
for the first part of the cohesive law. Finally, choosing A, < % ensures the condition for the whole

local behavior. Some examples of equivalent one-dimensional strain-stress curves for a bi-linear
cohesive law are shown in Figure



Annexe V
Damage evolution in TLS and load factor

We rewrite the evolution criterion (5.18)) by defining the averaged quantities

oo Y15 (1= 565 ) do oo h) ™81 (1= 287) do
ffifzod/(ficc(l_%> d¢ fd) 0 dZLM ( p(s)>d¢

where (s,¢) is a local basis, s a curvilinear abscissa of the front and p(s) the curvature of the

7= and h(d)Y, =

h<

(V.1)

c

damage front. Let f, denote the evolution criterion (5.18) at a given time step n
Jn :.u;zYn*h(d)YC (V.2)

where Y, is the local release rate at the same iteration for a unitary load and y,, is the load factor.
The load factor at step n is computed in order to have

mrax(fn) =0 (V.3)

where I is the damage front. Thus

(V4)

According to (5.18)), only a single point of the front would evolve. However, as moving a
single point of the front is not possible for a time-discretised problem [18]], it is chosen to predict
fn+1 and to apply a discretised version of the evolution law :

<0
Vstepn, Ap > 0 (V.5)
Aag = 0
and we impose
maxA¢ = APmax (V.6)

where A¢nax is chosen to be about 0.25 of the mesh characteristic length and

fpred _yPred _ mpred

n+l n+l V.7)
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In order to approximate f*. +1 , a first order development and two hypothesis are made :

e strain derivative following the front is only influenced by the variation of the load factor;

e the boundary variations are neglected, because of the numerical difficulties linked to their

bn 1 b"
computation, so ' X, 11do ~ / (X, +AX,)dg.

Ap+1 an

Thus
PR f+ oA — BAG, (V.8)
with
Jy—o3En: Cre M1 (1 95) do
a, = 22U,

Jy—o 28 (1 —%)«w
Jy—o M (@)1 (1= 285) do
Bn = Yc
Jp—o ™8 (ec (1_%)@

that are computed all over Q with the same variational formulation than Y. Among all the quan-

V.9)

tities in (V.8), only Au has a unique value over the whole domain. So, as all f,;| are wanted to
be negative and 0 < A¢, < A¢max, it can be determined that

fn + A‘Pmaxﬁn

AuP™ < min
r o,

(V.10)

This quantity is well defined since Vs, ¢, > 0 which is true for u, > 0. Equation imposes

min 2t APmaxBn
T

A n; pred _
(o

(V.11)
As it is possible to have u determined by a point of the front that is not advancing, it is chosen to
replace its value by the point that has determined AuP™Y, that is

A
U™ = argmin f'iz + Amax by (V.12)

r o,

Finally, the front advance is chosen to be

(V.13)

corr A pred
Ao — max( f+au>

Bn

in order to have f° +1 as close to 0 as possible while verifying (V.3). & °" denotes o value

o jnstead of . Let us remark that AuP™ is just a "prediction” and is different

computed with
from W, — U,. Moreover, its value is always positive even if the load factor is decreasing over

steps. Once A¢ is known over the front, the level-set is updated [[18]].
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Analyses numérique et analytique couplées d’un modeéle d’endommagement gradué

Coupled analytical and computational analysis of the Thick Level Set damage mdoel

La prédiction de la durée de vie des structures est un enjeu
majeur de l'ingénierie. Dans le cas des matériaux quasi-fragiles
comme le béton, ceci passe nécessairement par la prédiction
de I'apparition et de la propagation des fissures. Classique-
ment, deux approches ont été proposées pour modéliser
ces phénoménes. D’'une part, les modéles réduisant la zone
endommagée a une ligne (pour un probleme bidimensionnel).
D’autre part, les modéles d’endommagement ou la dégradation
est représentée par une variable locale. Ces deux approches
sont fondamentalement différentes mais ont toutes les deux des
défauts connus : la modélisation de 'endommagement diffus
et de 'apparition des fissures pour la premiére et la nécessité
d’une régularisation, la difficulté a effectuer la transition entre un
endommagement et une fissuration et la mauvaise représenta-
tion de I'effet d’échelle pour la deuxieme. Un nouveau modele
fut donc proposé en 2010, représentant 'endommagement par
le biais d’'une fonction de niveau dite épaisse (Thick Level Set
ou TLS) et se plagant entre les deux familles précédentes. Une
analyse de ce modéle est faite dans cette these. Ainsi, une fois
que la propagation auto-similaire d’'une fissure est étudiée, on
s’intéresse a la recherche d’'un comportement d’adoucissement
permettant d’identifier des campagnes expérimentales mettant
en jeu les effets d’échelle et de bord. A cette fin, on établit une
comparaison entre les modeles TLS et cohésif. Une équivalence
unidimensionnelle entre leur comportement macroscopiques
conduit @ un choix de fonctions d’adoucissement qui s’est
avéré pertinent lors de la confrontation avec des résultats
expérimentaux récents.

Mots-clés mécanique de 'endommagement, fonction de niveau
épaisse (TLS), propagation auto-similaire, effet d’échelle, mo-
déle de zone cohésive.

Predicting service life of structures is a major issue of enginee-
ring. When considering quasi-brittle materials such as concrete,
this implies to predict fracture formation and propagation. Two
main approaches have been classically used to model these
phenomena. First, models that reduce damages zone to a
line (for bidimensional problems). Second, damage model
where degradation is represented by a local variable. These
two approaches are fundamentally different but both have
well-known defaults : modeling diffuse damage and crack
formation for the first one and the need for regularization, the
difficulty to make the transition between damage and cracks and
the bad representation of size and shape effects for the second
one. A new model was proposed in 2010, in which damage is
represented by a thick level set and can be considered as a
bridge between previous models. An analysis of this model is
performed here. Once the self-similar propagation of a crack
is studied, we look for a softening behavior enabling to fit
experimental data of size and shape effects. For this purpose, a
comparison is established between TLS and cohesive models.
A one dimensional equivalence of their behavior leads to a
choice of softening functions that arises to be adapted to fit
recent experimental data.

Keywords damage mechanics, thick level-set (TLS), self-similar
propagation, size-effect, cohesive zone model.
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