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Introduction

Si l’étude de l’Univers dans sa globalité, la cosmologie, se confond au départ avec
l’astrophysique et l’astronomie, elle prend son autonomie au début du XXème siècle. Les
travaux d’Hubble et de Lemaître peuvent notamment servir de point de départ à une
cosmologie que l’on peut qualifier de "moderne". C’est à cette époque que les premières
mesures de l’expansion de l’Univers sont réalisées et qu’un premier modèle cosmologique
dit d’Einstein-De Sitter émerge. Ce modèle sera ensuite complété par "l’observation" (indi-
recte) de la matière noire et par la découverte de l’accélération de l’expansion de l’Univers
pour former le modèle de concordance ΛCDM qui fait autorité aujourd’hui et qui est le
cadre dans lequel s’articule cette thèse.

À l’époque des travaux d’Hubble, les corps célestes de référence pour étudier l’Univers
étaient les galaxies. D’autres observables vont cependant s’ajouter et apporter de nouvelles
contraintes comme le fond diffus cosmologique qui conserve l’image d’une partie de l’Uni-
vers telle qu’elle était 300 000 ans après le big bang. Si le recensement des objets célestes
remonte à l’antiquité, notamment pour les étoiles, il a été complété, entre autres, par
l’observation des premières nébuleuses par Herschel et par Messier au XVIIIème siècle. Il
faudra attendre le XXème siècle, et les travaux d’Hubble encore, pour déterminer la nature
de ces nébuleuses. Une grande partie d’entre elles sont en fait des galaxies. Certaines sont
mêmes regroupées dans des superstructures appelées amas de galaxies. Des observations
ultérieures ont montré que la masse de ces amas est, contrairement à ce que leur nom
laisserait supposer, principalement sous la forme d’un halo de matière noire et en moindre
proportion sous la forme d’un plasma diffus d’hydrogène et d’hélium que je vais appeler
gaz chaud. La part du total de la masse dans les galaxies est plus faible. Les amas de ga-
laxies sont issus de l’effondrement des sur-densités de matière primordiales telles qu’elles
apparaissaient dans le fond diffus cosmologique. Ce qui fait des amas d’excellentes sondes
pour tracer la formation des structures.

Il faut attendre la seconde moitié du XXème siècle pour voir le nombre de galaxies,
et par extension d’amas, exploser grâce notamment aux progrès dans les techniques de
détection avec par exemple l’introduction de caméras CCD ces dernières années. En pa-
rallèle, la multiplication des canaux d’observation en radio, en micro-ondes et dans les
rayons X notamment contribue et a contribué à cette effervescence. Certaines structures
sont détectables dans plusieurs canaux comme les amas. En effet, le gaz chaud des amas
distord le spectre des photons du fond diffus cosmologique par effet Sunyaev-Zel’dovich
thermique (tSZ) mais émet aussi dans les X par rayonnement de freinage.

Dans cette étude, je vais travailler avec les superstructures que sont les amas de ga-
laxies et plus précisément avec leur composante de gaz chaud. Mon objectif sera d’amélio-
rer et de concevoir des techniques de filtrages logicielles pour détecter plus d’amas dans
différents canaux avec pour horizon d’apporter des contraintes plus forte sur la cosmolo-
gie. La première partie de mon travail se focalise sur la détection du gaz chaud dans des
structures lointaines par effet tSZ avec une approche statistique requérant des traceurs
indépendants puisque la détection individuelle n’est pas possible. La deuxième partie se
concentre sur la construction d’un filtre pour détecter, individuellement cette fois, le gaz
chaud dans les X par rayonnement de freinage. Ce filtre est conçu en respectant la statis-

1



TABLE DES MATIÈRES

tique des données X et sera par la suite combiné à un filtre adapté à l’effet tSZ.
Je présente un petit historique de la cosmologie dans le chapitre 1. Je profite aussi

de ce chapitre pour aborder brièvement le cadre théorique employé par la Cosmologie
moderne, la relativité générale. En y ajoutant le principe cosmologique, je retrouve les
équations de Friedmann. A partir de ces équations, je dérive les expressions des distances
cosmologiques en fonction du redshift, expressions que j’utiliserai dans la suite de mon
travail pour notamment convertir un flux en luminosité. J’évoque aussi dans ce chapitre
les différentes composantes de l’Univers comme la matière baryonique ou noire, l’énergie
sombre ou encore la composante rayonnement dominé par le fond diffus cosmologique.

Le chapitre 2 est consacré à la formation des structures et me permet d’introduire les
amas de galaxies et la fonction de masse. J’évoque aussi les lois d’échelles qui permettent
de remonter à la masse d’un amas à partir de sa luminosité ou de l’amplitude de l’effet
tSZ. Je présente enfin les noyaux galactiques actifs qui seront à la fois mes traceurs dans
la première partie de mon travail (les quasars de BOSS) et une source de contamination
dans la seconde partie.

La première partie de mon travail est en fait répartie sur les chapitre 3 et 4. Je cherche à
détecter du gaz chaud par effet tSZ dans les données Planck de 70 à 857 GHZ à la position
de traceurs, les quasars du catalogue BOSS. J’introduis ces deux expériences, Planck et
BOSS dans le chapitre 3 après avoir présenté l’effet tSZ. En utilisant un filtre adapté, le
matched filter "mono-fréquence", j’obtiens alors le spectre dans Planck des émissions à la
position des quasars. Le signal étant dominé par une émission de poussière en provenance
des quasars, j’utilise cette fois des matched filters "multi-fréquences" pour extraire le signal
de gaz chaud sous-dominant dans le chapitre 4. Ce signal est significatif pour les quasars
avec un redshift au-delà de 2.5.

La seconde partie de mon travail est présenté dans le chapitre 5 et est consacrée à la
détection individuelle de structures de gaz chaud, principalement en X par rayonnement
de freinage. Après avoir introduit ce mécanisme puis les données du satellite ROSAT qui
contiennent tout le ciel en X de 0.1 keV à 2.4 keV, je présente un filtre adapté à l’émission
du gaz chaud dans les X. Ce dernier est conçu pour respecter la statistique du bruit dans les
cartes ROSAT et est construit à partir de la maximisation d’une fonction de vraisemblance.
Ce filtre des données X devra ensuite être combiné à un filtre adapté à l’effet tSZ et aux
données Planck comme le matched filter "multi-fréquences" pour permettre une détection
simultanée des amas de galaxies.

Les différents résultats que j’ai obtenus au cours de ma thèse sont ensuite résumés
dans la conclusion.
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Chapitre 1

Dynamique de l’Univers

Se pencher sur l’étymologie du mot cosmos, du grec "κóσµoς" est une manière clas-
sique mais efficace pour introduire la cosmologie. En effet "κóσµoς" signifie "bon ordre ;
ordre de l’univers ; monde, univers" (DUCROCQ, 1959). Dès son origine, le terme "cosmos"
contient à la fois l’objet d’étude de la cosmologie, l’Univers, mais aussi la possibilité même
de faire la cosmologie puisque cet univers est considéré comme ordonné, c’est-à-dire dé-
terminé par des lois supposées accessibles à la raison humaine. Aussi dès la plus haute
antiquité, le cosmos apparaît comme un objet de science, au moins partiellement. Si la
cosmologie se confond avec l’astrophysique jusqu’au XXème siècle, elle se spécialise par la
suite. Son objet d’étude en effet, c’est l’Univers dans sa globalité. Jusqu’au XVIIème siècle,
l’Univers se résume plus ou moins au système solaire puis par la suite avec notre galaxie et
ce jusqu’en 1925. C’est cette année là que les premières galaxies autres que la Voie lactée
sont formellement identifiées par Hubble. Ainsi après les planètes pour le cosmos limité
au système solaire puis les étoiles pour le cosmos limité à la galaxie, les sondes de base
de la cosmologie sont désormais les galaxies. C’est moins leurs propriétés physiques que
leur répartition dans l’espace qui importe cependant. Car l’objet d’étude de la cosmologie,
c’est l’Univers lui-même et l’évolution de ses principaux composants dont les galaxies ne
sont que les traceurs. Si les galaxies restent une sonde essentielle, il existe aussi d’autres
structures qui remplissent ce rôle comme les quasars qui peuvent être vus comme des ga-
laxies très brillantes et les amas de galaxies. Ces deux structures seront au coeur de cette
thèse. Ce chapitre se focalise cependant non pas sur les structures mais sur les différents
composants (matière baryonique, matière noire, énergie sombre, rayonnement) de l’Uni-
vers vu à grande échelle où le principe cosmologique est applicable et où la dynamique de
ces composants est régie par le modèle de concordance.

Dans cette partie, je vais utiliser comme unité de mesure de distance le Megaparsec
noté Mpc et qui vaut 1Mpc = 3.0861022m.

1.1 Vers la cosmologie moderne

1.1.1 Géocentrisme

Il faut attendre le XXème siècle pour pouvoir distinguer la cosmologie de l’astrophy-
sique. Cette dernière se distinguant elle-même de l’astronomie que depuis le XVIIème
siècle. Aussi il convient de commencer par l’astronomie. Il est difficile de dater ses débuts,
l’observation du ciel faisant partie des activités humaines depuis toujours. Des relevés as-
tronomiques ont été retrouvés dans les ruines de cités Babyloniennes et Egyptiennes. Il y
a aussi de forts indices pour que le site mégalithique de Stonehenge soit un observatoire
du néolithique. L’astronomie avait surtout un intérêt pratique à cette époque puisque l’ob-
servation du mouvement des astres servait à l’élaboration du calendrier et à fixer les jours
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1.1. VERS LA COSMOLOGIE MODERNE

de fêtes religieuses.
C’est en Grèce où l’astronomie va prendre son autonomie et devenir une science.

Dès ses prémices, l’astronomie grecque fournit des résultats importants. L’observation
de l’étoile Canopus à Alexandrie et sa non-observation dans les cieux d’Athènes (elle est
"sous" l’horizon) conduisent les astronomes grecques à rejeter le modèle de Terre plate qui
ne peut expliquer ces observations et préférer un modèle de Terre courbée. Ces résultats
obtenus au VIème siècle avant J.C. sont les premiers jalons de la cosmologie.

Le modèle géocentrique, qui place la Terre immobile au centre de l’Univers, émerge
à cette même période. Il sera porté notamment par Aristote et raffiné par Hipparque au
IIème siècle avant J.C. avec l’introduction des épicycles pour expliquer le mouvement des
planètes. C’est Ptolémé dans son ouvrage l’Almageste (IIème siècle après J.C.) qui fera
aboutir ce modèle qui durera jusqu’au XVIIème siècle en Europe.

1.1.2 Héliocentrisme

Il faudra attendre le modèle héliocentrique de Copernic présenté dans son ouvrage
posthume De revolutionibus orbium coelestium publié en 1543 pour mettre un terme à
cette hégémonie. La Terre n’est plus au centre du monde puisque qu’elle tourne désormais
autour du Soleil. Cette idée que la Terre n’est pas a une place privilégiée sera étendue
à l’idée qu’il n’y a pas de place privilégiée dans l’Univers. C’est le principe cosmologique
ou Copernicien qui sera présenté dans la section suivante. Copernic n’est pas le premier
a proposer un modèle qui place le Soleil au centre du monde. Aristarque de Samos avait
déjà introduit un tel modèle au IIème siècle avant J.C.

Il faudra attendre les lois de Kepler en 1618 pour obtenir une description plus réaliste
des trajectoires. En introduisant formellement la force de gravité dans ses Philosophiae na-
turalis principia mathematica publiés en 1687, Newton peut expliquer le mouvement des
planètes et des satellites (cosmos) par la chute libre des corps (phénomène terrestre), re-
trouvant notamment les lois de Kepler. Les lois physiques sont universelles et s’appliquent
aussi bien sur Terre qu’au niveau du cosmos : c’est le début de l’astrophysique.

Deux expériences vont porter le coup de grâce au modèle géocentrique, largement
abandonné au XVIIIème siècle. Le mouvement de la Terre autour du Soleil est en effet
confirmé par la découverte du phénomène d’aberration de la lumière par Bradley en 1725.
Plus d’un siècle plus tard, en 1851, c’est le mouvement de rotation de la Terre sur elle-
même qui est mis en évidence. C’est l’expérience du pendule de Foucault. Mais, au XIXème
siècle, le modèle héliocentrique est déjà dépassé. En effet Bessel, en 1838, en utilisant la
méthode des parallaxes calcule les distances de nombreuses étoiles qui s’avèrent être très
éloignées du système solaire. Auparavant, les expériences de spectrométrie de Fraunhofer
en 1814 avaient confirmés la parenté des étoiles avec le Soleil. La vision du cosmos change.
Il ne s’agit plus du système solaire mais d’un vaste ensemble d’étoiles, la Voie lactée, notre
galaxie.

1.1.3 Galaxies et expansion

Au XVIIIème siècle Herschel détecte des structures diffuses, les nébuleuses. Ses obser-
vations sont complétées par les travaux de Messier qui en dresse un catalogue. Si certaines
de ces structures appartiennent bien à la Voie lactée comme la nébuleuse du Crabe, M1,
d’autres sont bien plus éloignées comme M87 qui est un quasar. Il faut attendre le XXème
siècle pour avoir une confirmation, la méthode des parallaxes employée jusque là étant
incapable de donner la distance des objets lointains.

En 1925, Hubble évalue la distance de certaines nébuleuses en utilisant les céphéides,
des étoiles variables qui servent de chandelle standard. Pour connaître la distance de ces
étoiles, il faut estimer leur luminosité puisque leur flux est connu. Or en 1912, Leavitt
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CHAPITRE 1. DYNAMIQUE DE L’UNIVERS

avait trouvé une relation entre la période de variation de la luminosité des céphéides et
leur luminosité (LEAVITT et al., 1912). C’est cette relation que va employer Hubble pour
remonter jusqu’aux distances. Et ces distances sont bien plus grandes qu’attendues. Les
nébuleuses ne sont pas dans notre galaxie et sont elles-mêmes des galaxies. C’est là encore
une évolution majeure de notre vision du cosmos. La galaxie va devenir la structure de
base de la cosmologie.

En 1913, Vesto Slipher mesurait le décalage vers le rouge, le "redshift" du spectre des
étoiles dans une des nébuleuses, Andromède (SLIPHER, 1913). C’est la première mesure
du redshift cosmologique. En s’appuyant sur les mesures de Slipher et d’autres, Hubble
remarque que ce décalage augmente avec la distance. L’interprétant comme un effet
Doppler-Fizeau, Hubble en déduit alors que les galaxies les plus lointaines s’éloignent
plus vite de l’observateur (HUBBLE, 1929). C’est la loi de Hubble proposée en 1929 :

vr = H0r (1.1)

avec vr la vitesse de la galaxie le long de la ligne de visée, r la distance entre la galaxie et
l’observateur et H0 = 67kms−1Mpc−1 (valeur la plus récente) la constante de Hubble. Le
redshift est lié de la manière suivante à la vitesse d’après l’effet Doppler :

z =
∆λ

λ0
=
vr
c
. (1.2)

Si Hubble a laissé son nom à la constante H0, il n’a pas été le premier à l’introduire
ni à déterminer sa valeur. Il a été précédé par les travaux de Lemaître publiés en 1927
(LEMAÎTRE, 1927) et ceux de Lundmark publiés en 1925 (LUNDMARK, 1925).

FIGURE 1.1 – Les galaxies les plus lointaines semblent s’éloigner le plus vite de nous. La
ligne continue donne le meilleur ajustement tandis que la ligne pointillée est corrigée du
mouvement du Soleil. Cette figure est tirée de l’article original de Hubble (HUBBLE, 1929).

Cependant, z peut dépasser 1 ce qui invalide l’interprétation du redshift cosmologique
comme un effet Doppler-Fizeau. Ce redshift est en fait une conséquence de l’expansion
de l’Univers. La loi de Hubble qui est au coeur de la cosmologie moderne s’appuie sur ce
formalisme et non sur celui de Hubble, ce dernier doutant de l’expansion de l’Univers.
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1.2. UN CADRE THÉORIQUE APPROPRIÉ : LA RELATIVITÉ GÉNÉRALE

Entre 1922 et 1924, Friedmann avait déjà développé un modèle expliquant l’expansion
de l’Univers en s’appuyant sur la relativité générale. Ce modèle a été retrouvé indépen-
damment par Lemaître vers 1927 (LEMAÎTRE, 1927) et a été complété par les travaux de
Robertson et Walker sur la métrique (ROBERTSON, 1933 ; WALKER, 1933). Critiqué par
les partisans de l’Univers stationnaire, notamment par Hoyle qui laissera à la postérité le
nom de "Big Bang" pour décrier l’instant zéro, le modèle de l’Univers en expansion de-
viendra l’interprétation dominante après la découverte du fond diffus cosmologique par
Penzias et Wilson en 1965 (PENZIAS et al., 1965 ; DICKE et al., 1965). L’hypothèse de ce
fond diffus avait été proposée par Alpher et Herman en 1948 aidés de Gamov (GAMOW,
1948b ; GAMOW, 1948a ; ALPHER et al., 1948). La découverte de l’accélération de l’Univers
en 1999 (PERLMUTTER et al., 1999 ; RIESS et al., 1998 ; SCHMIDT et al., 1998) ne remet
pas en cause les fondements de ce modèle.

C’est ce modèle que je vais présenter dans la section 1.3. Les observations qui confirment
ce modèle seront présentées dans la section 1.4.

1.2 Un cadre théorique approprié : la relativité générale

Si la relativité restreinte a introduit l’espace-temps, la relativité générale quant à elle
décrit les déformations de cet espace-temps en présence de masse. L’espace-temps est donc
un objet physique (et non plus la scène "figée" sur laquelle sur laquelle se joue la pièce de
théâtre du monde) et surtout dynamique.

L’expansion de l’Univers proposé par Friedmann est avant tout une expansion de cet
espace-temps. Avant de présenter le modèle de Friedmann, il convient de faire un petit
rappel sur la relativité restreinte et la relativité générale qui introduisent des concepts
essentiels comme la métrique. Je me suis appuyé sur le FERREIRA, 2013 pour écrire cette
section.

1.2.1 Distance et espace-temps

La relativité est avant tout une affaire d’invariance. Quelle quantité sera invariante
d’un observateur à un autre ? Pour la relativité Galiléenne, c’est la distance euclidienne et
la durée ; pour la relativité restreinte c’est une distance dans l’espace-temps.

Soit deux référentiels en translation uniforme l’un par rapport à l’autre. (x, y, z, t) et
(x
′
, y
′
, z
′
, t
′
) sont respectivement les coordonnées d’un événement dans un référentiel et

dans l’autre. Dans le cadre de la relativité Galiléenne, le différentiel de la distance, qui est
une norme euclidienne, se conserve :

dl2 = dx2 + dy2 + dz2

= dx
′ 2 + dy

′ 2 + dz
′ 2 = dl

′ 2
(1.3)

ainsi que le différentiel de temps écoulé ou différentiel de durée :

dt = dt
′

(1.4)

Ainsi deux observateurs en translation uniforme l’un par rapport à l’autre mesureront la
même distance et la même durée entre deux événements.

Si la composition de vitesse permet de passer d’un jeu de coordonnées à un autre
dans la relativité Galiléenne, il faut utiliser les transformations de Lorentz dans le nou-
veau cadre de la relativité restreinte pour que la lumière conserve sa vitesse dans le vide
quelque soit la vitesse de l’observateur. Notons que la relativité Galiléenne est une bonne
approximation de la relativité restreinte pour des observateurs avec des vitesses négli-
geables devant celle de la lumière.
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CHAPITRE 1. DYNAMIQUE DE L’UNIVERS

Dans cette nouvelle relativité ce n’est plus la distance euclidienne et la durée qui sont
conservées mais une distance dans un espace temps à quatre dimensions. Cette distance
peut être vue comme une distance euclidienne "corrigée" de l’écoulement du temps qui est
différent entre deux observateurs. Le différentiel de cette distance s’écrit comme il suit :

ds2 = dx2 + dy2 + dz2 − c2dt2

= dx
′ 2 + dy

′ 2 + dz
′ 2 − c2dt

′ 2 = ds
′ 2

(1.5)

que l’on peut écrire de la façon suivante avec la notation d’Einstein :

ds2 = ηαβdxαdxβ, (1.6)

avec

ηαβ =


−1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

 (1.7)

et ~x = (ct, x, y, z). Deux observateurs en translation uniforme l’un par rapport à l’autre
mesureront une distance euclidienne et une durée différente entre deux événements. Ils
mesureront cependant une distance "espace-temps" identique. Remarquons que pour la

lumière ds2 = 0 car c =

√
dx2+dy2+dz2

dt . Notons aussi que le temps propre de la particule
est défini à partir de la distance dans un espace temps ; soit τ le temps propre alors c2dτ2 =
−ds2.

1.2.2 Le principe d’équivalence et les géodésiques

La relativité restreinte n’est applicable que pour des référentiels où le principe d’iner-
tie est respecté, c’est-à-dire quand les particules non soumises à une force ont une vi-
tesse constante. A première vue ce type de référentiel est attaché à des observateurs en
translation uniforme. Einstein va cependant mettre en évidence d’autres référentiels ou le
principe d’inertie s’applique en s’appuyant sur son principe d’équivalence.

En supposant l’identité parfaite entre masse inertielle et masse gravitationnelle, on
peut en déduire que des particules massives soumises au même champ gravitationnel
ont la même accélération localement. Il existe donc un observateur en chute libre qui a
cette même accélération. Pour cet observateur, les particules ont une vitesse constante ; le
champ de gravité paraît absent. Le principe d’inertie s’applique dans le référentiel attaché
à un tel observateur et donc la relativité restreinte. C’est le principe d’équivalence.

Soit ξα les cordonnées d’une particule dans un tel référentiel. La relativité restreinte
s’appliquant pour ce référentiel, on peut écrire que ds2 = ηα,βdξαdξβ. Soit λ le paramètre
tel que ξα(λ). Pour une particule avec une vitesse inférieure à celle de la lumière, il est
possible de prendre le temps propre soit λ = τ . D’après le principe d’inertie, la trajectoire
de la particule sera une ligne droite :

d2ξα

dλ2
= 0. (1.8)

On se place cette fois dans un référentiel quelconque. Les coordonnées de la particule
sont alors données par xα. En partant de l’équation 1.8, on aboutit à une l’équation du
mouvement de la particule dans ce référentiel :

d2xα

dλ2
+ Γαµν

dxµ

dλ

dxν

dλ
= 0 (1.9)
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avec le connecteur affine :

Γαµν =
∂xα

∂ξβ
∂2ξβ

∂xµ∂xν
. (1.10)

Dans ce référentiel quelconque, la particule ne suit plus une ligne droite mais une géodé-
sique. L’espace apparaît alors "courbé" pour un observateur de ce référentiel.

1.2.3 La métrique

L’information sur la courbure est portée par le connecteur affine. Ce connecteur dé-
pend d’une métrique gµν définie de la façon suivante :

gµν = ηαβ
∂ξα

∂xµ
∂ξβ

∂xν
(1.11)

et qui lie le jeu de coordonnées du référentiel en chute libre avec celui du référentiel
quelconque. Cette définition et celle du connecteur affine permettent d’obtenir la relation
entre ce connecteur et la métrique :

Γαµν =
1

2
gαβ

(
∂gµβ
∂xν

+
∂gβν
∂xµ

− ∂gµν
∂xβ

)
(1.12)

avec gµν l’inverse de la matrice gµν , soit telle que gµαgαν = δµν . L’expression explicite de
l’inverse de la métrique en fonction de ηαβ est alors :

gµν = ηαβ
∂xµ

∂ξα
∂xν

∂ξβ
. (1.13)

En partant de son expression dans le référentiel en chute libre, le différentiel de dis-
tance s’écrit dans le référentiel quelconque de cette façon :

ds2 = ηαβdξ
αdξβ

= ηαβ
∂ξα

∂xµ
dxµ

∂ξβ

∂xν
dxν

= gµνdx
µdxν .

(1.14)

1.2.4 La covariance

Partons du vecteur V α = dξα

dλ . Si λ = τ , il s’agit du quadrivecteur impulsion à la masse
près. La conservation de l’énergie et de l’impulsion s’écrit sous la forme ∂V α

∂ξσ = 0. Dans le
référentiel quelconque l’équivalent du quadrivecteur est donné par Tα = dxα

dλ = dxα

dξµ V
µ. Il

est alors possible de démontrer que dTα

dxσ = −ΓασµT
µ.

Il est possible de généraliser à des vecteurs quelconques. Soit un vecteur V α exprimé
dans le référentiel en chute libre et un vecteur Tα = dxα

dξµ V
µ exprimé dans le référentiel

quelconque. Si ∂V
α

∂ξσ = 0 alors on obtient l’équation de transport parallèle suivant :

∇σTα =
dTα

dxσ
+ ΓασµT

µ

= 0.
(1.15)

∇σ dénote la dérivée covariante. Si V α = dξα

dλ , il est possible de réécrire l’équation 1.9 de
cette manière : DTα

Dλ = Tµ∇µTα = 0.
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La covariance est généralisable aussi aux tenseurs d’ordre 2. Soit un tenseur V αβ ex-
primé dans le référentiel en chute libre et un tenseur Mα = dxα

dξµ
dxα

dξν V
µν exprimé dans le

référentiel quelconque. Si ∂V
αβ

∂ξσ = 0 alors :

∇σTαβ =
dTαβ

dxσ
+ ΓασµT

µβ + ΓβσµT
αµ

= 0.

(1.16)

Par exemple, V αβ = ηαβ et Mαβ = gαβ = dxα

dξµ
dxβ

dξν η
µν vérifient leurs équations de trans-

ports parallèles respectives : comme dηαβ

dξσ = 0, on a aussi ∇σgαβ = 0.
Il est aussi possible de définir un tenseur énergie-impulsion dans le référentiel en chute

libre : T̃αβ = mdξα

dλ
dξβ

dλ pour une particule de masse m. Dans un référentiel quelconque, ce

tenseur prend la forme de T . Comme dT̃αβ

dξσ = 0, nécessairement ∇σTαβ = 0.

1.2.5 La courbure

Le tenseur de courbure de Riemann Rαβµν est tel que pour un vecteur V α on ait la
relation suivante :

(∇µ∇ν −∇ν∇µ)V α = RαβµνV
β (1.17)

Il est aussi possible de construire ce tenseur de courbure à partir de la métrique. Une
expression plus simple s’obtient cependant avec la connexion affine :

Rαβµν =
∂Γανβ
dxµ

−
∂Γανβ
dxν

+ ΓαµσΓσβν − ΓασνΓσβµ (1.18)

Le tenseur de Ricci est construit de la manière suivante :

Rαβ = Rµαµβ, (1.19)

ce qui permet d’obtenir le scalaire de Ricci :

R = gαβRαβ. (1.20)

1.2.6 Le tenseur énergie-impulsion pour un fluide

Le tenseur énergie-impulsion peut être vu comme le produit tensoriel de deux qua-
drivecteurs énergie-impulsion dans un référentiel inertiel (le tout divisé par le volume
considéré). Par exemple pour un fluide parfait sans pression, ce tenseur s’écrit :

Tαβ = ρUαUβ (1.21)

avec Uα = (c,~v), le quadrivecteur vitesse du fluide. Il est possible de retrouver les équa-
tions d’Euler de conservation de la masse et de l’impulsion en partant de l’équation de
conservation ∂Tαβ

∂xσ = 0.
On va ensuite généraliser l’expression de ce tenseur à tout fluide parfait en introduisant

un terme de pression. Dans ce cas, le tenseur aura la forme suivante pour n’importe quel
référentiel :

Tαβ =

(
ρ+

P

c2

)
UαUβ + Pgαβ (1.22)

et notamment dans celui de repos du fluide pour lequel on a Uα = (c, 0, 0, 0). Notons que la
conservation de la masse et de l’impulsion dérive de l’équation de conservation covariante
∇σTαβ = 0.
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1.2.7 Les équations d’Einstein : une approche par un cas limite

On cherche maintenant à relier la métrique gαβ, ou un équivalent comme le tenseur
de courbure Rαβ, avec un contenu en matière donné par le tenseur énergie-impulsion.
Ce dernier peut s’écrire facilement dans certains référentiels. Pour avoir une intuition sur
une relation de la sorte entre géométrie et énergie, plaçons nous dans un cas limite non-
relativiste où il sera possible d’utiliser l’équation de Poisson. Les indices i, j vont désigner
dans cette section les coordonnées spatiales de 1 à 3.

L’approximation des champs faibles

On se place dans l’approximation d’un champ de gravitation faible. On peut alors écrire
que :

gαβ = ηαβ + hαβ (1.23)

avec |hαβ| << 1.
La métrique est supposée stationnaire donc telle que dgαβ

dx(0) = 0. Avec ces hypothèses et
en utilisant l’expression du connecteur affine en fonction de la métrique et du tenseur de
courbure en fonction de ce même connecteur, on arrive à l’expression suivante du premier
terme du tenseur de Ricci en se restreignant au terme de 1er ordre en hαβ :

R00 = −1

2
ηαβ

∂2h00

∂xα∂xβ

= −1

2
ηij

∂2h00

∂xi∂xj

= −1

2
∇2h00

(1.24)

car on suppose dgαβ

dx(0) = 0 (métrique stationnaire).
Le fluide considéré ici est presque statique. Ce qui donne l’expression suivante du

tenseur énergie-impulsion : Tαβ ' 0 à l’exception de T00 = ρc2, le terme d’énergie.
On suppose que Rαβ = 1

2gαβR (sauf pour R00) pour obtenir la relation suivante (pour
(α, β) 6= (0, 0)) :

Gαβ = Rαβ −
1

2
gαβR

= 0

=
8πG

c4
Tαβ.

(1.25)

Comme gαβ ' ηαβ, pour i 6= j, Rij ' 0.

Limite Newtonienne

On se place dans un cas d’une particule non relativiste. Alors à partir de l’expression
de la métrique, on peut en déduire que dt

dτ ' 1 et que dxi

dcτ <<
dt
dτ . Partant de l’équation de

la géodésique, on arrive aux simplifications suivantes :

d2xα

dτ2
+ Γαµν

dxµ

dτ

dxν

dτ
= 0

⇒d2xα

dτ2
+ Γα00

(
dx0

dτ

)2

' 0

⇒d2xα

dτ2
+ Γα00

1

c2
' 0.

(1.26)
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CHAPITRE 1. DYNAMIQUE DE L’UNIVERS

Comme dgαβ

dx(0) = 0 et en utilisant l’approximation des champs faibles, on peut écrire la
connexion affine de cette manière :

Γi00 = −1

2

∂h00

∂xi
(1.27)

conduisant à l’expression suivante pour la géodésique :

d2xi

dτ2
=

1

2

1

c2

∂h00

∂xi
. (1.28)

En posant r2 = x(1) 2 + x(2) 2 + x(3) 2 et en utilisant l’équation ci-dessus on arrive à la
relation suivante :

d2r

dτ2
=

1

2

1

c2
∇h00. (1.29)

La seconde loi de Newton est valide dans ce référentiel soumis à un champ faible. On peut
donc écrire que d2r

dτ2 = −∇Φ avec ∇2Φ = 4πGρ. Comme dt
dτ ' 1, on a alors une expression

de la variation de la métrique :

h00 = −2Φ

c2
. (1.30)

L’équation 1.24 permet d’obtenir l’expression suivante de R00 :

R00 =
1

c2
∇2Φ

=
4πGρ

c2

=
4πG

c4
T00.

(1.31)

Notons que R ' ηαβRαβ = −R00 + ηiiRii = −R00 + 1
2η

iiηiiR = −R00 + 3
2R. Donc

G00 = R00 − 1
2g00R ' R00 − 1

2η
00R ' 2R00 = 8πG

c4
. Ce qui permet d’en déduire que :

Gαβ = Rαβ −
1

2
gαβR

=
8πG

c4
Tαβ.

(1.32)

Les équations d’Einstein

On va généraliser l’équation obtenue dans le cas limite à tous les champs gravitation-
nels en ajoutant un terme supplémentaire portée par une constante cosmologique Λ :

Gαβ = Rαβ −
1

2
gαβR

=
8πG

c4
Tαβ − Λgαβ.

(1.33)

Il s’agit des équations d’Einstein. Il est possible de les dériver à partir de l’action d’Einstein-
Hilbert, ce qui constitue la preuve la plus rigoureuse pour les obtenir (CARROLL, 1997).
La géométrie de l’espace temps Gαβ est dépendante du contenu en énergie Tαβ comme le
résume la figure 1.2.

Si les équations d’Einstein sont une généralisation de la loi de gravitation universelle
de Newton, les équations des géodésiques sont le pendant de la 2ème loi de Newton.

11



1.3. L’EXPANSION DE L’UNIVERS

FIGURE 1.2 – Une représentation classique de la déformation de l’espace-temps induite par
les masses. Ici, c’est la Terre qui déforme l’espace-temps représenté par une grille bleue ;
le satellite au lieu de suivre une trajectoire rectiligne suit une trajectoire courbée. Crédit :
NASA

1.3 L’expansion de l’Univers

Dans cette partie je présente le modèle d’expansion de l’Univers dans sa forme la plus
générale c’est-à-dire avec la constante cosmologique Λ. Après avoir introduit le facteur
d’expansion a, je vais chercher l’expression de ce facteur en fonction du temps puis du
redshift z. Je vais ensuite établir la relation entre distance et redshift.

Le modèle d’expansion de l’Univers s’appuie notamment sur une certaine métrique
et sur les équations d’Einstein qui sont en pratique difficiles à utiliser. Avec de bonnes
hypothèse, il est cependant possible de dériver des solutions simples de ces équations. Par
exemple, en partant du principe cosmologique, il est possible de construire une métrique
adaptée et d’obtenir les équations de Friedmann facilement. J’ai principalement utilisé le
cours FERREIRA, 2013 et les ouvrages GORBUNOV et al., 2011et DODELSON, 2003 pour
écrire cette partie.

1.3.1 Le principe cosmologique

Le principe cosmologique est l’un des piliers de la cosmologie moderne avec le prin-
cipe d’équivalence qui fonde (en partie) la relativité générale. Depuis Copernic, la Terre
n’occupe plus la place centrale dans l’Univers. Les observations qui suivront vont renforcer
ce point de vue. Si la Terre n’est pas à une position particulière, il est légitime de se de-
mander s’il y a de telles positions "particulières" dans l’Univers, par exemple si ce dernier
a un centre. La réponse la plus logique, c’est de dire non. C’est cette vision qui est portée
par le principe cosmologique. Ce principe se résume aux deux propriétés suivantes.

— L’Univers est homogène. Pour un temps donné, l’Univers est identique quelque soit

12



CHAPITRE 1. DYNAMIQUE DE L’UNIVERS

le point de l’espace considéré pour l’observer.
— L’Univers est isotrope. Pour un point donné, l’Univers est identique quelque soit la

direction d’observation.
Ces deux propriétés sont différentes. La première stipule que des observateurs à des po-
sitions différentes observeront le même Univers. Celui-ci peut leur paraître non isotrope
avec à chaque fois une direction d’observation particulière. Le deuxième principe est alors
nécessaire pour imposer l’isotropie. Du fait de la présence de nombreuses structures, le
principe cosmologique est applicable seulement aux très grandes échelles (c’est-à-dire au
delà de 100 Mpc aujourd’hui).

1.3.2 La métrique Friedmann-Lemaître-Robertson-Walker (FLRW)

Dans cette section, les indices i, j vont désigner les coordonnées spatiales de 1 à 3.
Rappelons que la métrique est liée au différentiel de distance de cette façon :

ds2 = gµνdxµdxν . (1.34)

On se place dans un référentiel tel que g0i = gi0 = 0 et tel que g00 = −1. On a donc :

ds2 = −c2dt2 + gijdxidxj. (1.35)

L’Univers plat

Je note dl2 = gijdx
idxj . Pour un Univers plat, donc euclidien, j’ai par définition gij =

0 pour i différent de j. Comme l’Univers est isotrope, je n’ai pas de direction privilégie
donc g11 = g22 = g33. L’Univers est homogène, donc la métrique ne dépend pas de la
position dans l’espace. D’où g11 = a(t)2 avec a(t) le facteur d’échelle. J’ai donc dl2 =
a(t)2(dx(1) 2 + dx(2) 2 + dx(3) 2) que je peux écrire avec les cordonnées sphériques (χ, θ, φ)
de cette manière : dl2 = a(t)2[dχ2 + χ2(dθ2 + sin2(θ)dφ2)].

Je trouve alors la métrique de Friedmann-Lemaître-Robertson-Walker (FLRW) pour un
univers plat :

ds2 = −c2dt2 + a(t)2[dχ2 + χ2(dθ2 + sin2(θ)dφ2)] (1.36)

Cas général

Si l’univers n’est pas plat alors gij 6= 0 pour i différent de j et l’expression précédente
de la métrique n’est plus applicable. Pour un Univers homogène et isotrope, il y a trois
possibilités de métrique dont l’une vient d’être présentée puisqu’il s’agit de l’Univers plat.
La seconde, c’est une hyper-sphère dans un espace euclidien à 4 dimensions. La troisième
est donnée par une hyper-hyperboloïde dans un espace de Minkowski à 4 dimensions.
C’est à ce résultat que sont parvenus Robertson et Walker dans les années 1930. Notons
que dans le second cas, il est possible d’écrire la métrique de cette façon dans un espace à
4 dimensions avec des cordonnées (X,Y,Z,W) :

dl2 = dX2 + dY 2 + dZ2 + dW 2 = R2[dχ2 + sin2(χ)(dθ2 + sin2(θ)dφ2)] (1.37)

avec R2 = X2 + Y 2 + Z2 + W 2. Dans le troisième cas, la métrique s’écrit de la façon
suivante :

dl2 = dX2 + dY 2 + dZ2 + dW 2 = R2[dχ2 + sinh2(χ)(dθ2 + sin2(θ)dφ2)] (1.38)

et −R2 = X2 + Y 2 + Z2 −W 2. Je peux introduire de nouveau le facteur d’échelle qui
est tel que R(t) = a(t) ·R0 et tel que a(t0) = a0 = 1 avec t0 le temps de l’observation
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1.3. L’EXPANSION DE L’UNIVERS

(aujourd’hui). Je définie k tel que |k| = 1/R2
0 et tel que k > 0 pour un univers sphérique,

k < 0 pour un univers hyperboloïde et k = 0 pour un univers plat. La courbure est le
rapport k/R2

0. Je peux alors écrire la forme générale de la métrique comme il suit :

ds2 = −c2dt2 + a(t)2[dχ2 + S2
k(χ)(dθ2 + sin2(θ)dφ2)] (1.39)

avec :

Sk(χ) =


R0sin( χ

R0
), si k > 0 (Sphère)

χ, si k = 0 (Espace plat)
R0sinh( χ

R0
), si k < 0 (Hyperboloïde).

(1.40)

χ est appelée la distance comobile.

La loi de Hubble retrouvée

Je définis le paramètre de Hubble de la façon suivante :

H =
ȧ(t)

a(t)
. (1.41)

Soit r la distance entre deux galaxies. Alors r = aχ. La vitesse radiale d’une galaxie par
rapport à l’autre est donnée par (si l’on néglige les vitesses propres des galaxies) :

vr = ṙ = ȧχ =
ȧ

a
aχ = Hr. (1.42)

Pour des objets proches, H ' H0. Je retrouve donc la loi de Hubble :

vr = H0r. (1.43)

Je vais ensuite chercher une expression du facteur d’expansion a. Comme la relativité
générale le suggère, ce facteur doit dépendre du contenu en énergie de l’Univers.

FIGURE 1.3 – Une illustration de l’expansion de l’Univers. La distance entre deux galaxies
augmente au cours du temps. Cette augmentation dépend de la distance entre ces galaxies.
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CHAPITRE 1. DYNAMIQUE DE L’UNIVERS

1.3.3 Les équations de Friedmann

Les indices i, j vont désigner dans cette section les coordonnées spatiales de 1 à 3.
Je vais me placer dans le cas de l’Univers plat pour retrouver la première équation de
Friedmann qui sera ensuite généralisée aux univers courbés. La métrique que j’utilise a les
propriétés suivantes : g00 = −1 et gij = a(t)2δij . Je suppose que les différents composants
de l’Univers sont des fluides parfaits, c’est-à-dire sans cisaillement, sans viscosité et non
conducteur de chaleur. Ils sont alors caractérisés seulement par leur densité ρ et leur
pression p. Je peux alors utiliser le tenseur énergie-impulsion suivant :

Tαβ =

(
ρ+

P

c2

)
UαUβ + Pgαβ (1.44)

Je me place dans le référentiel au repos du fluide tel que Uα = (c, 0, 0, 0). En utilisant les
expressions précédentes pour la métrique, j’obtiens que T00 = ρc2 et que Tij = a2Pδij
donc tel que :

Tαβ =


ρ 0 0 0
0 P 0 0
0 0 P 0
0 0 0 P

 (1.45)

Il m’est possible d’obtenir aussi les expressions suivantes pour les connexions affines
en partant de la métrique FLRW :

Γ0
00 = Γ0

0i = Γi00 = 0

Γ0
ij =

1

c
aȧδij

Γij0 = Γi0j =
1

c

ȧ

a
δij

(1.46)

Ce qui amène aux expressions suivantes pour le tenseur de Ricci :

R00 = − 3

c2

ä

a
,

R0i = 0,

Rij =
1

c2
(aä+ 2ȧ2)δij

(1.47)

et donc à l’expression suivante du scalaire de Ricci :

R = g00R00 + giiRii

= −R00 +
3

a

1

c2
(aä+ 2ȧ2).

(1.48)

Première équation de Friedmann

En utilisant la première équation d’Einstein :

G00 = R00 −
1

2
g00R =

8πG

c4
T00 − Λg00. (1.49)

j’aboutis à la première équation de Friedmann dite de Friedmann-Roberston-Walker (FRW) :

3

c2

(
ȧ

a

)2

=
8πG

c2
ρ+ Λ (1.50)

plus habituellement écrite de la façon suivante :

H2 =

(
ȧ

a

)2

=
8πG

3
ρ+

Λc2

3
. (1.51)
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1.3. L’EXPANSION DE L’UNIVERS

Seconde équation de Friedmann

Et en partant cette fois des équations d’Einstein pour les termes d’espace :

Gij = Rij −
1

2
gijR =

8πG

c4
Tij − Λgij . (1.52)

je récupère une seconde équation :

− 1

c2
(2aä+ ȧ2) =

8πG

c4
P − Λ (1.53)

que je peux simplifier à partir de la première pour obtenir cette fois la deuxième équation
de Friedmann dite de Raychaudhuri :

ä

a
= −4

3
πG

(
ρ+ 3

P

c2

)
+

Λc2

3
. (1.54)

Il est possible de retrouver la seconde équation de Friedmann en combinant la première
équation 1.51 avec les équations de conservation ∇σTαβ = 0. En fait ces équations se
réduisent à la simple équation suivante si on utilise la métrique FLRW :

ρ̇+ 3
ȧ

a
(ρ+

P

c2
) = 0 (1.55)

Terme de courbure

Prendre en compte la courbure n’ajoute pas de terme de pression supplémentaire et
donc ne modifie pas l’équation de Raychaudhuri. Cependant, l’équation FRW est modifiée
par l’ajout du terme de courbure kc2

a2 :

H2 =

(
ȧ

a

)2

=
8πG

3
ρ+

Λc2

3
− kc2

a2
. (1.56)

Je vais par la suite surtout employer la première équation de Friedmann, notamment
pour calculer les distances comobiles à partir du redshift. Je ne vais pas utiliser l’équation
de Raychaudhuri ; j’utiliserai l’équation de conservation 1.55 le cas échéant.

Première équation de Friedmann avec une approche Newtonienne

La première équation de Friedmann s’obtient de manière alternative avec la loi de
gravitation de Newton. La démonstration est empruntée à BERNARDEAU, 2005 et à RICH,
2010 . Soit une sphère de masse M et de rayon R(t) = a(t)R0. Le théorème de Gauss
conduit à l’expression suivante :

d2R

d2t
= −GM

R2
. (1.57)

La masse s’obtient en fonction de la densité M = 4π
3 ρR

3. Ce qui conduit à l’équation
suivante :

ä

a
= −4πG

3
ρ. (1.58)

Cette équation rappelle celle de Raychaudhuri mais sans les termes de pression qui ne
s’obtiennent qu’avec les équations d’Einstein. En fait, si le fluide est composé de matière
au repos, le terme de pression est nul et les équations sont équivalentes. La masse se
conserve donc l’intégrale première de l’équation 1.57, s’écrit :

1

2
Ṙ2 =

GM

R
−K. (1.59)
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En divisant par R2/2 de part et d’autre, en remplaçant M par son expression en fonction
de ρ et en posant K = kc2R2

0 on retrouve ainsi la première équation de Friedmann (sans
constante cosmologique) : (

ȧ

a

)2

=
8πG

3
ρ− kc2

a2
. (1.60)

1.3.4 Composantes et équations d’état

Le fluide cosmique de densité ρ est composé de plusieurs fluides cosmiques avec des
propriétés différentes notamment en terme de pression. Je vais supposer ici que ce fluide
est la somme d’une composante matière au repos ou "froide" (elle même somme d’une
composante baryonique et d’une composante de matière noire) de densité ρm et d’une
composante radiation (photons et neutrinos relativistes) de densité ρR tel que ρ = ρm+ρR.
Je peux aussi voir la constante cosmologique Λ comme un fluide de densité ρΛ, l’énergie
noire. Je définie cette densité ρΛ telle que je puisse écrire l’équation 1.56 de cette manière
là : (

ȧ

a

)2

=
8πG

3
(ρm + ρR + ρΛ)− kc2

a2
. (1.61)

J’ai donc l’expression suivante de la densité :

ρΛ =
Λc2

8πG
(1.62)

Pour résoudre les équations de Friedmann et trouver a, il faut déterminer la pression
Pi exercée par la composante i du fluide. Il faut alors chercher une relation entre cette
pression Pi et la densité ρi Je suppose une relation du type :

Pi = ωiρic
2. (1.63)

C’est l’équation d’état d’un fluide polytropique.
Pour un gaz peu dense, la pression est reliée à la densité de cette manière :

Pi =
1

3
ρi < v2

i > (1.64)

avec < v2
i > la moyenne du carré de la vitesse du fluide. Cette relation est notamment

utilisée pour passer des équations de Boltzmann aux équations de Navier-Stokes.

Matière froide

Attardons-nous sur la première composante, la matière que l’on va supposer "froide"
c’est-à-dire non relativiste donc telle que < v2

m >� c2. Ainsi la pression est négligeable :
Pm/c

2 = 1
3ρm < v2

m > /c2 � ρm. L’équation de conservation 1.55 s’écrit alors de manière
simplifiée comme il suit :

˙ρm + 3
ȧ

a
ρm =

1

a3

d

dt
(ρma

3) = 0 (1.65)

Ce qui conduit à écrire que ρm = ρ0ma
−3. Il est possible de retrouver ce résultat en utilisant

une expression explicite de la masse totale :M = 4π
3 ρmR

3
0a

3. Comme la masse se conserve,
on peut en déduire que ρm ∝ a−3. Cette matière froide est parfois nommée "dust" ou
poussière. Je n’utiliserai pas cette appellation que je réserve pour certaines molécules dont
les grains de monoxyde de carbone que l’on trouve dans le milieu interstellaire et qui sont
une infime part de la matière baryonique et donc de la matière froide totale.
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Rayonnement

La composante rayonnement est constituée de l’ensemble des particules relativistes
donc telles que < v2

R >' c2. On peut donc écrire que PR/c2 = 1
3ρR. L’équation de conser-

vation 1.55 prend alors l’expression suivante :

ρ̇R + 3
ȧ

a
ρR(1 +

1

3
) = ρ̇R + 4

ȧ

a
ρR =

1

a4

d

dt
(ρRa

4) = 0 (1.66)

Et donc la densité de rayonnement s’écrit ainsi : ρR = ρ0Ra
−4.

Energie sombre

Remarquons que, comme ρΛ = Λc2

8πG , la densité d’énergie sombre n’évolue pas avec a.
Je peux donc écrire que ρΛ = ρ0Λ. En utilisant l’équation de conservation 1.55, je peux
écrire que :

PΛ = −ρΛc
2 = ωΛρΛc

2. (1.67)

Cette composante énergie sombre a donc une pression négative ce qui tend à augmenter
l’accélération du facteur d’expansion ä, à l’inverse d’une pression positive comme celle
exercée par le rayonnement.

Solution pour un fluide avec une seule composante

On peut généraliser les résultats suivants en partants de Pi = ωiρic
2. L’équation de

conservation 1.55 peut se simplifier ainsi :

ρ̇R + 3
ȧ

a
ρR(1 +

1

3
) = ρ̇R + 4

ȧ

a
ρR =

1

a4

d

dt
(ρRa

4) = 0 (1.68)

conduisant au résultat suivant :
ρi = ρ0ia

−3(1+ωi) (1.69)

Prenons maintenant un fluide constitué d’une seule composante i. Si l’on injecte le résultat
ρi = ρi 0a

−3(1+ωi) dans la première équation de Friedmann, on obtient l’équation suivante :(
ȧ

a

)2

=
8πG

3
ρi −

kc2

a2
=

8πG

3
ρ0ia

−3(1+ωi) − kc2

a2
(1.70)

qui a une solution explicite si l’Univers est plat (k=0) pour ωi 6= −1 :

a = a0t
2

3(ωi+1) , (1.71)

et pour ωi = −1
a = a0e

Ht. (1.72)

Par exemple si le fluide est dominé par de la matière froide, ωi = 0 et donc a ∝ t2/3. Dans
ce cas, je peux écrire que :

H =
2

3

t−1/3

t2/3
. (1.73)

Je peux donc déduire l’âge de l’Univers s’il est dominé par la matière :

t0 =
2

3H0
' 9.3 109 ans si H0 = 70kms−1Mpc−1. (1.74)

Notons que l’Univers est maintenant dominé par la constante cosmologique ce qui rend
l’estimation de l’âge de l’Univers ci-dessus caduque.

18



CHAPITRE 1. DYNAMIQUE DE L’UNIVERS

1.3.5 Forme explicite de la première équation de Friedmann

Je définis la densité critique de l’Univers présent ρ0c qui est telle que

H2
0 =

8πG

3
ρ0c. (1.75)

Ce qui donne l’expression suivante de la densité critique :

ρ0c =
3H2

0

8πG
. (1.76)

J’introduis un nouveau paramètre Ωi qui est l’actuelle densité de la composante i norma-
lisée à la densité critique :

Ωi =
ρ0i

ρ0c
. (1.77)

Je peux donc ré-écrire la première équation de Friedmann de cette manière en me
plaçant au présent donc quand a(t) = a0 = 1 :

1 = Ωm + ΩR + ΩΛ −
kc2

a2ρ0c
. (1.78)

Je pose ΩT = Ωm + ΩR + ΩΛ, je peux alors écrire que kc2

a2ρ0c
= ΩT − 1. Si ΩT = 1, l’Univers

est plat.
En remplaçant les densités ρi par leur expression en fonction de Ωi et de a je peux

écrire la première équation de Friedmann de cette façon :(
ȧ

a

)2

= H2 = H2
0

(
Ωma

−3 + ΩRa
−4 + ΩΛ + (1− ΩT )a−2

)
. (1.79)

C’est cette formule que je vais utiliser abondamment par la suite. Les paramètres H0, Ωm,
ΩR et ΩΛ sont obtenus à partir de diverses observations qui seront explicitée en 1.4. La
figure 1.4 présente plusieurs évolutions du facteur d’expansion pour différents choix de
paramètres : le devenir de l’Univers dépend de sa composition.

1.3.6 Le redshift cosmologique

La densité d’énergie de la composante rayonnement est telle que ρRc2 = ρ0Rc
2a−4.

Limitons nous par exemple aux photons d’une même longueur d’onde λ. L’énergie totale
de ces photons dans un volume a3 est donnée par :

E = Nh
c

λ
= ρRc

2a3 = ρ0Rc
2a−1 (1.80)

avec N le nombre de photons dans ce volume. Comme N , c et ρ0R ne varient pas au cours
du temps, nécessairement λ ∝ a. Si λi est la longueur d’onde des photons au moment de
leur émission en ti et λ0 la longueur d’onde des photons au moment de leur observation
en t0, je peux alors définir le redshift en fonction de a :

z =
λ0 − λi
λi

=
a0 − a(ti)

a(ti)
=

a0

a(ti)
− 1. (1.81)

Comme a0 = 1, je peux simplement écrire que 1+z = 1/a. Cette relation est extrêmement
importante puisqu’elle relie une quantité observable, le décalage vers le rouge des raies
d’émission z avec le facteur d’expansion de l’Univers. Je vais ré-écrire la première équation
de Fridemann en fonction de ce redshift :(

−ż
1 + z

)2

= H(z)2 = H2
0

(
Ωm(1 + z)3 + ΩR(1 + z)4 + ΩΛ + (1− ΩT )(1 + z)2

)
. (1.82)
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FIGURE 1.4 – Le terme "Relative size of the universe" correspond au facteur d’expansion a
qui est fixé à 1 pour l’Univers présent. Le terme de radiation est ici négligeable. Le facteur
d’expansion augmente au cours du temps dans de nombreux cas. Par exemple si l’Univers
est dominé par la matière donc tel que Ωm = ΩT = 1, le facteur d’expansion suit la
relation a ∝ t2/3. Par contre si le terme de matière dépasse 1, l’Univers devient clos et a
finit par diminuer. Ce cas sera notamment exploré avec l’effondrement sphérique. Crédit :
www.phys.org/news/2015-04-mysterious-dark-energy-universe-expansion.html

Notons que le redshift mesuré sur certains objets n’est pas entièrement un redshift
cosmologique c’est-à-dire lié à a. En effet la vitesse propre des objets est à l’origine d’un
redshift (ou blueshift) intrinsèque par effet Doppler-Fizeau que l’on appelle RSD pour
"Redshift Space Distorsion". Dans cette étude, je vais négliger cette contamination. Les
redshifts que je vais utiliser seront donc entièrement "cosmologique".

1.3.7 Les distances associées au redshift

Je me suis appuyé aussi sur le cours KENT, 2010 pour écrire cette partie. La mesure
des distances des corps célestes proches est effectuée par la méthode des parallaxes. Cette
méthode n’est pas applicable pour les objets extra-galactiques. Certains objets comme les
Supernovae de type Ia et les Céphéides sont des chandelles dites standard car il est possible
de connaître leur distance par la mesure de leur flux et par l’estimation de leur luminosité,
le plus souvent, via la variation temporelle de ce flux. Pour les autres objets, il faut utiliser
le redshift cosmologique introduit dans la section précédente.

Partons de la métrique FLRW proposé par l’équation 1.39. Intéressons-nous à un pho-
ton le long de la ligne de visée donc tel que dθ = dφ = 0 et tel que ds2 = 0. On obtient
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alors la relation suivante :
c2dt2 − a(t)2dχ2 = 0. (1.83)

Ce qui revient à écrire que :

dχ = c
dt

a(t)
. (1.84)

Supposons que le photon ait été émis au temps ti et observé au temps t0, on obtient alors
la distance comobile entre la source d’émission et l’observateur :

χ =

∫ t0

ti

c
dt

a(t)
. (1.85)

Je vais chercher l’expression de χ en fonction du redshift. Je peux écrire que :

dt

a(t)
= dz

′ 1

ż′a(t)
= dz

′ 1 + z
′

ż′
= − dz

′

H(z′)
. (1.86)

Le signe négatif vient du fait que z
′

décroît avec le temps donc ż′ < 0. H(z
′
) est une

quantité positive, d’où le signe. Sachant que z(t0) = a0/a0 − 1 = 0, et en posant z = z(ti)
je peux écrire la distance comobile de cette manière :

χ =

∫ z

0
c
dz
′

H(z′)
. (1.87)

En explicitant le terme H(z
′
), j’obtiens alors la relation suivante :

χ =

∫ z

0
c

dz
′

H0

√
Ωm(1 + z′)3 + ΩR(1 + z′)4 + ΩΛ + (1− ΩT )(1 + z′)2

. (1.88)

χ correspond à la distance entre un objet avec un redshift de z et un observateur au temps
de l’observation donc quand a = a0 = 1.

La distance angulaire

Partons de nouveau de la métrique FLRW. Cette fois, je considère une source étendue
de largeur angulaire θs qui émet un photon à l’instant ti. Je cherche la largeur de cette
source au temps ti d’où dt = 0. La source est située à une distance χ de l’observateur. J’ai
donc dχ = 0. Pour simplifier je regarde la largeur de la source selon la coordonnée θ d’où
dφ = 0. Je peux alors écrire la métrique comme il suit :

ds2 = a(ti)
2S2

k(χ)dθ2 (1.89)

avec pour rappel :

Sk(χ) =


R0sin( χ

R0
), si k = +1 (Sphère)

χ, si k = 0 (Espace plat)
R0sinh( χ

R0
), si k = −1 (Hyperboloïde).

(1.90)

Il est possible de démontrer que R0 = (H0

√
|1− ΩT |)−1 à partir de la première équation

de Friedmann. La largeur de la source est donnée par s dont j’ai l’expression suivante :

s = a(ti)|Sk(χ)|θs = DA(ti)θs (1.91)

avec DA(ti) la distance angulaire qui me permet de passer d’une largeur angulaire à la
largeur de la source au temps ti. Comme a(ti) = 1/(1 + z), j’obtiens l’expression suivante
de la distance angulaire :

DA(z) =
Sk(χ)

1 + z
. (1.92)
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Distance de luminosité, flux et densité de flux

Soit LBol la luminosité d’une source à l’instant ti dans le ciel qui est définie comme il
suit :

LBol =

∫
hν

d2n

dtidν
dν (1.93)

avec n(ti) le nombre de photons émis par la source à l’instant ti.
Le flux bolométrique mesurée par un observateur à l’instant t0 est donnée par la rela-

tion suivante :

FBol =
1

A

∫
hν

d2n

dt0dν
dν (1.94)

avec A la surface que traverse à l’instant t0 les photons émis par la source à l’instant ti. Si
l’Univers est plat, il s’agit de la surface de la sphère de rayon χ soit A = 4πχ2. Dans le cas
plus général, la surface est donnée par la relation suivante A = 4πS2

k(χ).
Rappelons qu’un photon le long de la ligne de visée voyage selon la géodésique nulle

suivante :
c2dt2 − a(t)2dχ2 = 0 (1.95)

que je peux écrire de cette façon : dt = a(t)χ/c. En t = t0 j’ai la relation suivante : dt0 =
dt(t0) = a(t0)dχ/c = dχ/c. Je peux alors écrire que dti = a(ti)dχ/c = a(ti)dt0 = dt0/(1 +
z). J’obtiens alors la relation traditionnelle entre le flux bolométrique et la luminosité :

FBol =
1

A

∫
hν

d2n

dt0dν
dν

=
1

A

∫
hν

d2n

dtidν

dti
dt0

dν

=
1

A

∫
hν

d2n

dtidν

1

1 + z
dν

=
1

A(1 + z)
LBol

=
LBol

4πD2
L(z)

(1.96)

avec DL(z) = |Sk(χ(z))|(1 + z) = DA(z)(1 + z)2 la distance de luminosité.
J’obtiens facilement une relation entre le flux monochromatique Fν = dFBol

dν (appelée
aussi densité de Flux) et la luminosité monochromatique Lν = dLBol

dν :

Fν =
dFBol
dν

=
dLBol
dν

4πD2
L(z)

=

dLBol
dν(1+z)

dν(1+z)
dν

4πD2
L(z)

=
Lν(1+z)(1 + z)

4πD2
L(z)

.

(1.97)

Cette relation sera utilisée pour estimer les luminosités des émissions de poussières et
synchrotron dans les sections 4.2.1 et 4.3.1.

La figure 1.5 présente l’évolution des différentes distances avec le redshift pour un
univers plat et pour un univers ouvert.
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FIGURE 1.5 – Distances (de haut en bas : co-mobile, angulaire, de luminosité) pour un
univers plat (courbes bleues) tel que ΩΛ = 0.7 et pour un univers ouvert (courbes rouges)
tel que ΩΛ = 0 . Les deux univers partagent les paramètres cosmologiques suivants :
Ωm = 0.3, ΩR = 0 et H0 = 70km/s/Mpc. Crédit : www.icosmos.co.uk
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1.4 Le contenu de l’Univers et son histoire

La section précédente a introduit l’ossature du modèle d’expansion. Il y manque la
chair, c’est-à-dire une présentation plus détaillée des principaux composants de l’Univers
mais aussi des observables prédites par le modèle comme le fond diffus cosmologique.
Notons que le modèle d’expansion s’ajuste remarquablement bien avec les différentes ob-
servations.

1.4.1 Matière baryonique et matière noire

La matière baryonique

L’hydrogène (∼ 75% de la masse) et l’hélium (∼ 25%) sont les éléments les plus abon-
dants de l’Univers et puisque la masse des électrons est négligeable, on s’attend à ce que
le terme de matière Ωm soit porté par la masse des protons et des neutrons (plus précisé-
ment par les protons et les noyaux des atomes d’Hélium), les baryons les plus communs.
On verra ci-dessous qu’avec la présence d’une matière invisible, il n’en est rien. La matière
composée de baryons est tout simplement nommée matière "baryonique". Elle n’est pas
répartie de façon homogène aux petites échelles mais sous forme de structures que je pré-
senterai dans le chapitre 2. Ces structures rayonnent et /ou provoquent la diffusion d’un
rayonnement d’arrière-plan. Il est donc possible de les détecter avec des appareils adaptés.
Les processus physiques en jeu étant très variés, la gamme de fréquence des émissions en
provenance de la matière baryonique est aussi très large, s’étendant des ondes radios (qui
sont définies comme des ondes avec une fréquence ν < 300 GHz ou E < 1.24 10−6 keV)
aux rayons gamma R (ondes hautes-fréquences ν > 3 1010 GHz ou E > 124 keV). Par
exemple, les étoiles et les poussières émettent un rayonnement qui est principalement
détectable dans l’infrarouge, dans le domaine visible et aussi dans l’ultraviolet. Le gaz
chaud diffus qui se trouve dans les amas de galaxies émet dans les X par rayonnement
de freinage. Il est aussi détectable dans le domaine des micro-ondes car il fait diffuser le
rayonnement du fond diffus cosmologique. Dans cette étude, je vais surtout me concentrer
sur deux gammes de longueurs d’onde : les micro-ondes de 70 GHz à 857 GHz et les X de
0.1 à 2.5 keV.

La détection de leptons et ou de baryons, qui ont été accélérés par le champ magné-
tique de certains corps célestes comme les étoiles à neutron, constitue un autre canal de
détection, moins direct. La matière baryonique est aussi détectable par le canal de la force
"faible" via les neutrinos notamment quand des réactions nucléaires sont en jeu. Le soleil
par exemple est une source importante de neutrinos tout comme les supernovae.

Notons qu’il est assez facile d’obtenir une estimation de la masse baryonique (et non
totale) d’une galaxie à partir de sa luminosité en supposant que la masse de la galaxie
réside principalement dans les étoiles de la séquence principale. En supposant qu’une
étoile est un gaz parfait en équilibre hydrostatique qui rayonne comme un corps noir, on
aboutit à une relation du type suivant :

L ' L�
(
M

M�

)α
(1.98)

avec L la luminosité de l’étoile, L� la luminosité du soleil, M la masse de l’étoile, M�
la masse du soleil et α = 0.35 pour une étoile de la séquence principale (SALARIS et al.,
2005). Il est donc possible de remonter à la masse de l’étoile connaissant sa luminosité
et par extension, d’estimer la masse baryonique de la galaxie via sa luminosité avec les
hypothèses ci-dessus.
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La matière noire

La matière baryonique, "visible", n’est en fait qu’une petite partie de la matière totale.
En effet près de 85% de la matière de l’Univers se trouve sous forme d’une matière exo-
tique dite "noire" qui n’interagirait au mieux que très faiblement avec la matière standard,
baryonique et leptonique notamment. Cette matière noire n’est détectable que par le biais
du canal "gravitation" où les effets de sa masse se cumulent avec ceux de la masse baryo-
nique. Les observables du canal "gravitation" sont principalement la vitesse de rotation de
corps massifs comme les étoiles (au sein des galaxies) ou les galaxies (au sein des amas)
ou l’effet de lentille gravitationnelle, la déviation de la trajectoire des rayons lumineux en
présence de masse. Il n’y a pour l’instant par de preuves concluantes de la détection de
matière noire dans les canaux "électromagnétiques", "force faible" et "baryons".

Dans le cadre du modèle de concordance ΛCDM , la matière noire est supposée froide.
C’est pour cela que l’on parle de "Cold Dark Matter" (CDM). Comme cette matière est
froide, la pression PCDM est négligeable. Tout comme la matière baryonique, la matière
noire n’est pas distribuée de manière homogène et se trouve dans des structures, les halos
de matière noire. Ces halos de matière noire sont presque systématiquement accompagnés
d’une sur-densité de matière baryonique équivalente.

La densité de matière normalisée à la densité critique est donc la somme d’un terme
de matière baryonique Ωb et d’un terme de matière noire "froide" ΩCDM :

Ωm = Ωb + ΩCDM (1.99)

La cosmologie Planck 2015 (PLANCK COLLABORATION et al., 2015h) donne les valeurs
suivantes : Ωm = 0.3156, Ωb = 0.02225/h2 = 0.04917 avec h = 0.6727 et ΩCDM = Ωm −
Ωb = 0.2664.

La découverte de la matière noire est ironiquement concomitante des débuts du mo-
dèle de l’Univers en expansion. En s’appuyant sur la vitesse de dispersion des galaxies
dans l’amas Coma, Zwicky obtient une masse bien supérieure aux estimation réalisées à
partir de la luminosité de ces galaxies (ZWICKY, 1937). Notons tout de même que cette
luminosité ne donne accès qu’à la masse baryonique des galaxies. La majeur partie de la
masse baryonique de l’amas se trouve en fait sous la forme d’un gaz peu dense qui a été
détecté une première fois dans les années 1960 en X. La détection de ce gaz sera d’ailleurs
le sujet central de cette thèse. Aussi les travaux de Zwicky n’excluaient pas une interpré-
tation "baryonique" de la matière invisible. Il faudra cependant attendre les années 70 et
les travaux de Vera Rubin pour que le débat sur la matière sombre prenne de l’ampleur.

Rubin remarque en effet que les vitesses des étoiles de la galaxie d’Andromède (RU-
BIN et al., 1970) sont bien plus grandes que ce à quoi on s’attend si l’on utilise la loi de
gravitation Newtonienne. Soit il y a une matière invisible dans la galaxie soit la loi de gra-
vitation doit être modifiée. La seconde option a conduit à des théories comme " Modified
Newtonian dynamics" (MOND) qui introduisent une évolution de la force de gravité avec
l’échelle des phénomènes. La première option n’exclut pas que cette matière "noire" soit
baryonique. Les "Massives Compacts Haloes" (MACHO) furent une explication proposée
à la matière noire. Il s’agit de structures très denses de matière baryonique comme les
trous noirs, les étoiles à neutron et les naines brunes. Les MACHO ne peuvent cependant
expliquer la présence de matière noire à l’époque du fond diffus cosmologique. L’hypo-
thèse d’une matière non-baryonique est pour l’instant celle qui fait le plus consensus pour
expliquer les observations.

1.4.2 L’évolution du contenu en matière de l’Univers primordial

Le modèle de l’expansion de l’Univers a posé très vite le problème des premiers ins-
tants. En effet aux temps primordiaux le facteur d’expansion doit être beaucoup plus petit
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qu’aujourd’hui et donc les différents composants de l’Univers devaient être beaucoup plus
denses, notamment la matière baryonique. Il est possible d’inférer qu’à un moment de
l’histoire de l’Univers, la matière baryonique a dû être sous forme d’un plasma très dense
et très chaud qui s’est globalement refroidit depuis. Et la question de l’origine de cette
matière tout comme celle de la matière noire se pose. Le modèle de formation de cette
matière le plus courant est présenté par la figure 1.6. Notons aussi que dans ces temps
primordiaux, a devait être petit et le rayonnement devait être l’énergie dominante comme
l’indique la figure 1.7.

FIGURE 1.6 – Les différents étapes de formation de la matière. Après la formation des
premiers leptons survient la brisure électro-faible quand les bosons Z et W acquièrent
une masse. Ensuite les quarks et les gluons apparaissent et forment les premiers baryons
qui vont à leur tout former différents noyaux durant la nucléosynthèse primordiale. Les
électrons vont ensuite se (re)combiner avec ces noyaux et se découpler des photons. Cette
image est tirée de BUCHMULLER, 2012.

Premiers instants : l’inflation

Je m’appuie sur RICH, 2010 et BERNARDEAU, 2005 pour cette section. La théorie de
l’inflation a été proposée la première fois par Guth (GUTH, 1981) pour expliquer entre
autres le problème de platitude, c’est-à-dire la très faible valeur du terme de courbure
pour l’Univers primordial. Le terme de courbure d’aujourd’hui, |1 − ΩT |, est inférieur à
5 10−3, la meilleure limite à 2σ proposée par Planck 2015 (PLANCK COLLABORATION et al.,
2015h). Je définis le terme de courbure à l’instant t donc pour un facteur d’expansion
quelconque tel que

Ω̃k =
1− ΩT

a2

ρ0c

ρc(a)
(1.100)

avec ρ0c la densité critique de l’Univers aujourd’hui et ρc à l’instant t :

ρc =
3H2

8πG
=

3ȧ2

8πGa2
. (1.101)

J’ai donc Ω̃k ∝ ȧ−2. Or l’Univers paraît d’abord dominé par le rayonnement quand a ∝ t1/2
et donc ȧ ∝ t−1/2, puis par la matière quand a ∝ t2/3 et donc ȧ ∝ t−1/3. Le terme de cour-
bure Ω̃k augmente donc avec le temps et devait donc être petit aux temps primordiaux.
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FIGURE 1.7 – On suppose qu’aux premiers instants de l’Univers, le facteur d’expansion
s’accroît de manière exponentielle avec le temps jusqu’à la baryogenèse. C’est l’inflation.
Ensuite, l’Univers est dominé par le rayonnement jusqu’à la recombinaison. Puis le terme
matière devient dominant jusqu’à redshift z = 0.8. Crédit : BERNARDEAU, 2005.

Par exemple, au début de l’ère de domination du rayonnement qui correspond à la fin de
la grande unification des forces, on a aGUT = 10−28 et un terme de courbure très petit
|Ω̃k| < 10−52. Il a donc fallu que ce terme de courbure diminue très fortement dans l’ère
qui a précédé celle où domine le rayonnement. Une solution est d’introduire une expansion
très rapide de l’Univers dans cette ère : l’inflation, telle que a ∝ eHt. Durant cette période,
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ȧ ∝ eHt donc Ω̃k va décroître fortement. Il existe plusieurs modèles qui permettent jus-
tement d’avoir un facteur d’expansion tel que a ∝ eHt, notamment en introduisant un
champ scalaire ϕ, l’inflaton. Je ne les détaillerai pas ici.

L’inflation permet aussi de résoudre le problème de l’horizon sur le fond diffus cosmo-
logique. Des régions qui n’auraient pas été en relation causale si l’expansion de l’univers
n’avait pas été fortement accrue aux temps primordiaux paraissent avoir les mêmes tem-
pératures à ∆T ' 10−5 près. Avec le mécanisme de l’inflation, elles ont été en relation
causale.

Baryogenèse et nucléosynthèse primordiale

On suppose, qu’au début, l’Univers est constitué d’un champ scalaire, l’inflaton ϕ. Les
leptons électrons et positrons sont alors formés 10−26s après le Big-bang (leptogenèse).
Puis survient la brisure de la force électrofaible à 10−10s : les bosons Z et W acquièrent
une masse. L’interaction faible s’établit donc à courte portée. Les premiers quarks et gluons
se forment peu après à 10−8s probablement au même moment que la matière noire. Ces
quarks vont former les premiers baryons (baryogenèse) qui vont à leur tour former les
premiers noyaux. Cette dernière phase, la nucléosynthèse primordiale, explique l’abon-
dance des éléments dans l’Univers primordial. C’est pendant cette phase que se forment
des noyaux de deutérium, de tritium et d’hélium 3 et 4. Cependant, les protons solitaires
restent majoritaires.

C’est pendant la phase de léptogenèse puis de baryogenèse que la matière prend le pas
sur l’antimatière. Plusieurs mécanismes ont été proposés. Par exemple pour les leptons,
un neutrino stérile lourd se désintégrerait préférentiellement en Higgs et en lepton plutôt
qu’en Higgs et en anti-lepton (GORBUNOV et al., 2011).

La recombinaison

Je me suis surtout appuyé sur FERREIRA, 2013 et sur GORBUNOV et al., 2011 pour rédi-
ger cette partie. Après la nucléosynthèse primordiale, l’expansion continue et l’Univers se
refroidit de plus en plus. Si la matière baryonique est très largement ionisée, les électrons
sont de moins en moins véloces et vont finir par se faire capturer par les protons pour
former les atomes d’hydrogène. C’est la recombinaison. Il est intéressant de savoir quand
cette recombinaison intervient dans l’histoire de l’Univers. Je vais considérer trois espèces
de particules i : électron i = e, proton i = p et atome d’hydrogène i = H. Je suppose que
ces particules sont distribués selon une distribution de Fermi-Dirac ou de Bose-Einstein
(certains gaz d’hydrogène) :

fi(~p) =
1

(2πh)3

1

e(Ei(~p)−µi)/(kbT ) ± 1
(1.102)

avec l’énergie Ei =
√
p2c2 +m2

i c
4. Je considère un gaz de particules non relativistes de

faible densité tel quemic
2−µi >> T et tel que Ei =

√
p2c2 +m2

i c
4 ' mic

2+ p2

2mi
. J’ai donc

e(Ei(~p)−µi)/(kbT ) >> 1 Je peux donc réécrire la fonction de distribution de cette façon :

fi(~p) =
1

(2πh)3
e
µi−mic

2

kbT e
− p2

2mikbT . (1.103)

La densité de particule i, ni est donnée par

ni = gi

∫
f(~p)d3~p (1.104)
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avec gi le nombre d’états de spin par particule ; ge = gp = 2 et gH = 4.
En introduisant l’expression de la fonction de distribution et en sachant que p2 =

p2
x + p2

y + p2
z et que

∫
exp

(
− ~px

2

2mikbT

)
dpx =

√
2π2mikbT , j’arrive à l’expression suivante de

la densité :

ni = gi

(
2π

h2

)3/2

(mikbT )3/2e(µi−mic2)/(kbT ) (1.105)

A l’équilibre, µe + µp = µh, comme ne = np et mp ' mH , je peux alors écrire que :

nH = n2
p

(
2π

h2

)−3/2

(mikbT )−3/2eB/(kbT ) (1.106)

avec B = (me + mp + mh)c2. J’introduis la fraction d’ionisation X = np/(np + nH). Je
peux aussi écrire que np = XηBnγ et que nH = (1 −X)ηBnγ avec ηB = (np + nH)/nγ =
6.2× 10−10 le rapport baryon sur photon. Ceci me conduit à la relation suivante :

(1−X) = XηBnγ

(
2π

h2

)−3/2

(mikbT )−3/2eB/(kbT ). (1.107)

Je suppose que les photons suivent une distribution de Bose-Einstein. En intégrant sur ~p,
j’obtiens alors la densité de photons suivante :

nγ =

∫
f(~p)d3~p =

ζ(3)

π2

(
kbT

h̄c

)3

. (1.108)

Notons que cette quantité est différente de la densité d’énergie donnée par la loi de Stefan-
Boltzmann :

ργc
2 =

∫
E(~p)f(~p)d3~p =

π2

15
(kbT )

(
kbT

h̄c

)3

=
ζ(3)π4

15
(kbT )nγ .

(1.109)

Comme ργ ∝ T 4 et que ργ ∝ a−4, j’ai donc T ∝ a−1 et donc T ∝ (1 + z). Remarquons
que nγ ∝ T 3 ∝ a−3 comme les termes de matière. En utilisant l’expression de nγ et
l’équation 1.110, j’aboutis à l’équation suivante dite de Saha :

1−X
X2

= 3.8ηB

(
kbT

h̄c

)3/2

eB/(kbT ). (1.110)

Cette relation me permet d’établir l’évolution deX en fonction de T et donc en fonction
du redshift z présenté par la figure 1.8. L’Univers est d’abord complètement ionisé soit
X = 1. Cette fraction d’ionisation s’effondre très brutalement pour z ' 1000 : c’est la
recombinaison. Elle intervient plus précisément pour zrec ' 1100 et Trec = 3570K. Les
électrons se sont combinés avec les protons pour former les atomes d’hydrogène et ne
capturent plus les photons.

1.4.3 Rayonnement : le fond diffus cosmologique

Une fois la recombinaison achevée, les photons qui étaient en équilibre thermique avec
les électrons sont désormais découplés de la matière baryonique au niveau de la surface
de dernière diffusion. Ils forment alors le Fond Diffus Cosmologique (FDC). Ils sont donc
toujours distribués selon un corps noir de température Trec. Comme je l’ai indiqué précé-
demment, T ∝ (1 + z). La température du corps noir que j’observe aujourd’hui est donc
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FIGURE 1.8 – Evolution du facteur d’ionisation avec le redshift. Autour de z = 1000, le
facteur s’effondre : c’est la recombinaison. Crédit : FERREIRA, 2013.

bien plus basse que la température du corps noir lors de la recombinaison. En effet, j’ob-
tiens la température d’observation suivante : TFDC = 2.7255 ± 0.0006K (FIXSEN, 2009)
telle que Trec = TFDC(1 + zrec). Les différentes mesures du spectre du fond diffus cos-
mologique confirme bien la nature de corps noir de cette émission comme l’indique la
figure 1.9. Notons que les photons du fond diffus cosmologique dominent complètement
le terme de rayonnement dans l’Univers.

Les anisotropies du FDC

Pour cette section, j’utilise principalement RICH, 2010, LINEWEAVER, 1997 et LINE-
WEAVER et al., 1997. L’Univers tel qu’on l’observe aujourd’hui est localement non homo-
gène comme en témoigne la présence de structures comme les galaxies. Aux régions plus
denses de matière succèdent des zones moins denses. On peut se poser la question si ces
inhomogénéités sont observables au niveau de l’Univers lointain et du fond diffus cosmo-
logique en particulier. Ce dernier donne l’image de la matière baryonique à z ' 1100. On
peut supposer que les zones légèrement plus denses de ce plasma (et de la matière noire
sous-jacente) sont à l’origine des structures actuelles qui ont grossi par effondrement gra-
vitationnel. C’est le sujet du chapitre 2. Le fond diffus cosmologique n’est en effet pas
homogène aux petites échelles. La température du corps noir varie d’une zone observée
à l’autre même si ces variations sont très faibles puisque ∆T/TFDC ∼ 10−4 − 10−5 soit
∆T ∼ 100µK. La première mesure des anisotropies a été réalisée par l’appareil DMR du
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FIGURE 1.9 – Le fond diffus cosmologique est un corps noir à TFDC = 2.73K comme
le confirme les différentes expériences dont COBE avec l’appareil FIRAS (FIXSEN et al.,
1996). Crédit : NASA

satellite COBE (SMOOT et al., 1992). Les dernières mesures sur tout le ciel ont été réalisées
par le satellite Planck et sont présentées par la figure 1.10.

L’équation 1.108 indique que la densité de photons est liée à la température par une
relation du type nγ ∝ T 3. Si je pose ∆nγ(~r) = nγ(~r) − nγ avec nγ la densité moyenne de
photon dans l’Univers au temps de la recombinaison et que ∆T (~r) = T (~r)−TFDC , je peux
écrire pour de petites variations que :(

∆T (~r)

TFDC

)
dens

=
1

3

∆nγ(~r)

nγ
=

1

3
δ(~r) (1.111)

avec δ(~r) =
∆nγ(~r)
nγ

le contraste de densité de photons qui est aussi le contraste de densité
de matière au temps de la recombinaison.

Le facteur d’expansion a est localement modifié a(~r) ' a/
√

1− 2φ(~r)/c2 ' a(1 +
φ(~r)/c2) quand le champ gravitationnel φ(~r) induit par la différence locale de densité est
faible. Il est possible de démontrer cette expression en combinant la limite Newtonienne
des équations d’Einstein avec la métrique FLRW. Dans ce cas, le potentiel est donné par
l’équation de Poisson ∇~rφ(~r) = 4πGρδ avec ρ la densité de matière moyenne. Comme
T ∝ a−1, j’en déduis que T (~r) ∝ a−1(1 + φ(~r)/c2) avec le facteur d’expansion modifié. Ce
qui me conduit à ajouter un nouveau terme d’anisotropie de température :(

∆T (~r)

TFDC

)
SW

=
φ(~r)

c2
(1.112)

C’est l’effet Sachs-Wolfe (SACHS et al., 1967).
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En supposant un contraste de densité faible et un facteur d’expansion perturbé a(1 +
φ(~r)/c2), en utilisant les équations de continuité et d’Euler pour le fluide de photons de
densité nγ et le fait que la vitesse du son au carré c2

s = ∂P/∂ρ = c2/3 quand la pression
due au rayonnement domine, je peux déterminer l’évolution du terme δ(~r) et donc des
termes

(
∆T (~r)
TFDC

)
dens

et
(

∆T (~r)
TFDC

)
SW

. Ce qui me conduit à l’équation suivante dans l’espace

de Fourier :

d2

dt2

[(
∆T (k)

TFDC

)
dens

+

(
∆T (k)

TFDC

)
SW

]
= −k2c2

s

[(
∆T (k)

TFDC

)
dens

+

(
∆T (k)

TFDC

)
SW

]
(1.113)

Les calculs pour établir cette expression sont similaires à ceux que je présenterai dans
le chapitre 2 pour décrire l’évolution linéaire des fluctuations de matière. Les condi-
tions initiales sont données par le spectre de puissance des fluctuations primordiales
P (k) =< |δ(k)|2 >' Askns que je présenterai aussi avec plus de détails dans la section 2.1.2.
L’équation 1.113 est celle de l’oscillateur harmonique ; ce qui veut dire que les anisotro-
pies de température vont osciller. On peut d’ailleurs parler d’oscillations acoustiques car
contrôlées par la vitesse du son cs. Ces oscillations seront amorties aux petites échelles : on
parle de l’amortissement de Silk ou "Silk damping" (SILK, 1968). Ce dernier phénomène
traduit le fait que les photons des régions chaudes vont avoir tendance à se diriger vers
les régions plus froides par diffusion, ce qui va adoucir les différences de températures
notamment aux petites échelles. Aux grandes échelles, c’est l’horizon qui va être limitant,
c’est-à-dire la distance parcourue par un photon depuis le Big Bang jusqu’à la recombi-
naison. Les modes des anisotropies de température au-delà de l’horizon seront figés avant
la recombinaison et ne pourront osciller. Après recombinaison, tous les modes sont figés
puisque les photons sont désormais découplés de la matière.

Un autre mécanisme peut modifier la température mesurée, c’est l’effet Doppler le long
de la ligne de visée : (

∆T (~r)

TFDC

)
dopp

= −~r ·
~v(~r)

c
(1.114)

avec ~v(~r) la vitesse de déplacement de δ donc des sur-densités de plasma par rapport à
l’observateur. ~v(~r) est liée à δ donc aux oscillations de

(
∆T (~r)
TFDC

)
dens

et
(

∆T (~r)
TFDC

)
SW

. Une

partie de l’effet Doppler est provoqué par le mouvement du système solaire par rapport au
FDC.

Les photons du FDC vont ensuite rencontrer les puits de potentiel au niveau des struc-
tures formées par l’effondrement gravitationnel des sur-densités de matière primordiale.
Par effet Sachs-Wolfe, la température de ces photons va être modifiée. Pour l’effet total le
long de la ligne de visée on va parler d’effet Sachs-Wolfe intégré (ISW) : (WHITE et al.,
1997) : (

∆T (~r)

TFDC

)
ISW

=
2

c2

∫
φ̇(~r, t)dt. (1.115)

A cet effet, j’ajoute celui de lentille gravitationnelle provoquée par les structures.
Par conséquent, les anisotropies de température du FDC sont la somme des anisotro-

pies provoquées par les différents effets pré-cités :

∆T (~r)

TFDC
=

(
∆T (~r)

TFDC

)
dens

+

(
∆T (~r)

TFDC

)
SW

+

(
∆T (~r)

TFDC

)
dopp

+

(
∆T (~r)

TFDC

)
ISW

. (1.116)

Le spectre de puissance des anisotropies du FDC

Soit θ et φ les coordonnées angulaires des positions dans le ciel. La température du
fond diffus cosmologique mesurée au niveau de l’observateur terrestre en θ et φ s’écrit
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FIGURE 1.10 – Les anisotropies du fond diffus cosmologique vues par le satellite Planck.
Crédit : Planck Collaboration / ESA

comme il suit :
T (θ, φ) = TFDC + ∆T (θ, φ) (1.117)

Comme je travaille sur la sphère céleste, je peux décomposer la température en harmo-
niques sphériques Ylm(θ, φ) comme il suit :

T (θ, φ) =
∑
l,|m|≤l

almYlm(θ, φ) (1.118)

avec a00 = TFDC . Les termes de dipôle l = 1 sont dominés par l’effet Doppler dû au mou-
vement du système solaire par rapport au fond diffus cosmologique. Sans l’effet Doppler,
ces termes seraient tous nuls. Intégrons sur tout le ciel c’est-à-dire sur θ et sur φ. Pour les
harmoniques sphériques, on a < Y 2

lm(θ, φ) >= 1/(4π) et < Ylm(θ, φ)Yl′m′ (θ, φ) >= 0 pour
l 6= l

′
et m 6= m

′
. Cela permet d’obtenir l’expression suivante du spectre de puissance des

anisotropes de température en faisant la moyenne sur θ et φ :

< ∆T 2 >=
∑

l>1,|m|≤l

|alm|2 =
∑
l>1

(2l + 1)Cl (1.119)

avec Cl =
∑
|m|≤l |alm|2/(2l+1). On définit alors ∆2

T (l) = l(l+1)Cl/(2π). Le spectre ∆2
T (l)

pour le FDC est donné par la figure 1.11.
Pour l ≤ 20, c’est le spectre de puissance est dominé par l’effet Sachs-Wolfe (non in-

tégré), c’est à dire par le potentiel gravitationnel causé par les contrastes de densité de
matière aux grandes échelles qui n’ont pas oscillé. Dans ce cas, le spectre des anisotro-
pies de température dépend totalement de celui des anisotropies de matière primordiale
P (k) = Ask

ns . Dans le cas où ns = 1, on peut alors écrire que (BOND et al., 1987) :

Cl =
24π

5

Q2

l(l + 1)
(1.120)

avec Q2 l’amplitude normalisée du quadrupole qui est telle que Q2(As). ∆2
T (l) est donc

plat.
Pour 20 < l < 1000, les modes des anisotropies de température étaient sous l’horizon

et ont pu osciller avant la recombinaison. Ils sont figés depuis lors. Cette région est donc
dominée par les différents pics dus à l’oscillation des baryons auxquels s’ajoute l’effet
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Doppler. Le premier pic acoustique se trouve au niveau de l’angle de l’horizon, c’est-à-dire
à la distance parcourue par un photon depuis le Big-Bang jusqu’à la recombinaison divisée
par la distance angulaire à l’époque de la recombinaison :

lpeak ∼
1

θpeak
∼ DA(zrec)

ctrec
(1.121)

avec l’estimation trec ∼ (Ωmh
2)−1/2. Comme DA est sensible à la courbure de l’Univers, le

premier pic est lui aussi sensible à la courbure. Les mesures du spectre donnent lpeak ' 250
soit θpeak ' 2◦. Pour les deux pics acoustiques suivants, c’est le rapport des amplitudes qui
est sensible cette fois au rapport Ωb/Ωm.

Pour l ≥ 1000, les oscillations sont fortement amorties par le "Silk Damping" et leurs
pics associées sont donc en conséquence eux-mêmes fortement réduits jusqu’à disparition
aux grands l.

FIGURE 1.11 – Le spectre de puissance des anisotropies de température du FDC. Crédit :
Planck Collaboration / ESA

Une autre composante du rayonnement : les neutrinos

Si le terme de rayonnement est principalement dominé par les photons et particuliè-
rement ceux du FDC, il est aussi composé de neutrinos relativistes issus du fond diffus de
neutrinos qui n’a pas encore été détecté directement. Soit ρν la densité d’énergie de neu-
trinos. Alors la densité totale de rayonnement est ρR = ρν +ργ avec ργ la densité d’énergie
portée par les photons, du fond diffus cosmologique principalement. La densité d’énergie
des neutrinos est donnée par :

ρR = Neff
7

8

(
4

11

)4/3

ργ (1.122)

Comme il y a trois espèces de neutrinos on a s’attend à ce que Neff = 3 s’ils sont ther-
malisés. Cependant, les neutrinos restent couplés aux réactions d’annihilation électron-
positron et sont donc légèrement chauffés. La valeur attendue est alors Neff = 3.046.
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1.4.4 L’énergie noire et le modèle ΛCDM

Les termes de matière et de rayonnement ayant été passés en revue, il convient main-
tenant d’aborder la dernière pièce du puzzle, à savoir l’énergie noire (ou constante cosmo-
logique). Si la matière est le composant dominant de l’Univers à partir de z ' 1100, c’est
l’énergie noire qui prend le relais à z ' 0.8. Dans un Univers totalement dominé par l’éner-
gie noire, le facteur d’expansion aurait une croissance exponentielle a ∝ eHt à l’image de
ce qu’il aurait été dans la possible période d’inflation. Si l’accélération de l’expansion se
poursuit, l’Univers sera donc encore plus froid et les structures encore plus éloignées les
unes des autres.

L’énergie noire a été mise en évidence par les travaux suivants PERLMUTTER et al.,
1999 ; RIESS et al., 1998 ; SCHMIDT et al., 1998 qui se sont appuyés sur les supernovae
de type Ia. Ces supernovae, qui ont un spectre sans raies d’hélium mais avec les raies
du Silicium, sont typiques de l’accrétion de matière par une naine blanche qui finit par
atteindre la limite de Chandrasekhar et exploser. La variation de luminosité avec le temps
est très régulière d’une supernovae de type Ia à une autre, ce qui permet de remonter à la
luminosité totale de l’objet et donc à sa distance. Il est alors possible de mesurer l’évolution
de la distance de luminosité avec le redshift et de déterminer l’ensemble de paramètres
(H0, Ωm, ΩR et ΩΛ) qui s’ajuste le mieux avec la relation. Les travaux précédemment
cités ont permis l’exclusion de la constante cosmologique nulle. C’est un indice fort de la
présence d’une "énergie" noire.

La mesure de la position du premier pic du spectre de puissance des anistropies réalisée
par la collaboration "Balloon Observations of Millimetric Extragalactic Radiation and Geo-
physics" ou BOOMERanG (DE BERNARDIS et al., 2000) a confirmé la courbure très petite
de l’Univers donc que 1 − ΩT ' 0. Cette mesure combinée avec celles sur les supernovae
a permis de poser des contraintes fortes sur les paramètres Ωm ' 0.3 et ΩΛ ' 0.7 et de
confirmer la présence d’énergie noire.

Confirmation du modèle modèle ΛCDM

Depuis lors, le modèle ΛCDM , c’est-à-dire avec de la matière noire froide (CDM) et
une constante cosmologique Λ significativement non nulle, s’est vu confirmé par de nom-
breuses observations. La mesure des distances des Supernovae de type Ia s’est poursuivie
avec le "SuperNova Legacy Survey"(SNLS) et le spectre du FDC a été mesuré avec une
plus grande précision et à plus petite échelle avec WMAP (HINSHAW et al., 2013) et avec
Planck (PLANCK COLLABORATION et al., 2015h).

Il existe d’autres sondes qui permettent de mettre des contraintes sur les paramètres
cosmologiques comme le comptage d’amas de galaxies avec l’aide d’une fonction de masse
(ce sera l’objet d’un développement dans le chapitre suivant) ou la mesure de l’échelle des
oscillations acoustiques des baryons (BAO pour "Baryonic Accoustic oscillations") à un
redshift donné. En effet les oscillations de baryons dans le plasma primordial , comme
le premier pic acoustique du spectre des anisotropies, sont restées gravées dans la ma-
tière. Ce qui fait que deux sur-densités de matière séparées d’une distance caractéristique
dans le plasma primordial seront séparées par la même distance (à l’expansion près) bien
plus tard. Cette distance caractéristiques est de 150 Mpc aujourd’hui (EISENSTEIN et al.,
2005). En utilisant un traceur de sur-densité de matière comme les galaxies, on s’attend à
retrouver plus de traceurs que prévu en moyenne à une certaine distance. Cette distance
augmente avec l’expansion. Il est donc possible de mettre des contraintes sur cette expan-
sion. Ces contraintes deviennent plus importantes si l’ont combine plusieurs sondes. Par
exemple, la figure 1.12 présente des contraintes sur les paramètres Ωm et ΩΛ en utilisant
les BAO, les supernovae et le FDC.
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FIGURE 1.12 – Contraintes apportées par des sondes différentes sur les paramètres Ωm et
ΩΛ. L’Univers paraît plat. Crédit : KOWALSKI et al., 2008

Les six paramètres du modèle ΛCDM

Le modèle ΛCDM repose intégralement sur 6 paramètres que je présente dans le ta-
bleau 1.1 avec des valeurs issues entre autres de la cosmologie Planck 2015 (PLANCK COL-
LABORATION et al., 2015h) en supposant un Univers plat. Je précise le sens des paramètres
ici :

— ΩCDMh
2 : le rapport de la densité de matière noire froide sur la densité critique

aujourd’hui.
— Ωbh

2 : le rapport de la densité de baryons sur la densité critique aujourd’hui.
— As : l’amplitude du spectre de puissance des fluctuations de matière primordiales

(pour k0 = 0.05Mpc−1).
— ns : l’indice spectral de ce même spectre de puissance (pour k0 = 0.05Mpc−1).
— θ : l’angle de l’horizon sonore sur la surface de dernière diffusion : θ = rs(zrec)/DA(zrec).
— τ : la profondeur optique de la diffusion Thompson à l’époque de la réionisation.

Les petites fluctuations du FDC vont être amorties par la diffusion des photons sur
les électrons libres produits lors de la réionisation vers zrec ∼ 10.

Notons que l’horizon sonore rs(zrec) est donné par la formule suivante :

rs(zrec) =

∫ ηzrec

0

dη′√
3(1 +R)

(1.123)

36



CHAPITRE 1. DYNAMIQUE DE L’UNIVERS

Paramètres Valeurs
ΩCDMh

2 0.1193± 0.0014
Ωbh

2 0.02225± 0.00016
ln 1010As 3.094± 0.034

ns 0.9645± 0.0049
100 θ 1.04077± 0.00032
τ 0.079± 0.017

TABLE 1.1 – Les 6 paramètres cosmologiques du modèle ΛCDM pour la cosmologie Planck
2015 (PLANCK COLLABORATION et al., 2015h) avec des erreurs à 1σ. Ces valeurs sont
présentées dans la table 4 de l’article (mode TT+TE+EE+lowP).

Avec le temps conforme η =
∫
dt/a(t) et avec R = 3ρb/(4ργ) le rapport de la densité de

baryon sur celle des photons.
A partir de ces paramètres, il est possible de prédire la formation des structures mais

aussi d’autres paramètres commeH0 = 67.27±0.66km/s/Mpc (et h = H0/(100km/s/Mpc) =
0.6727 ± 0.0066). Si on relâche la contrainte de platitude de l’Univers, on peut aussi es-
timer que 1 − ΩT = 0.0008 ± 0.0040, ce qui reste compatible avec l’Univers plat. En re-
lâchant cette fois la contrainte sur les neutrinos, on obtient que Neff = 3.04 ± 0.33. Ces
deux mesures sont tirées de (PLANCK COLLABORATION et al., 2015h) en prenant les modes
TT+TE+EE+Lensing+BAO+JLA+H0 et sont présentées avec des erreurs à 2σ.

Les briques nécessaires au modèle ΛCDM ont donc été introduites dans les grandes
lignes. Il reste maintenant à présenter les différentes structures qui peuplent l’Univers et
la manière dont elles ont été formées.
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Chapitre 2

Structures de l’Univers

Si le chapitre précèdent était principalement consacré à la dynamique de l’Univers
aux grandes échelles (au delà de 100 Mpc), ce chapitre traite de la dynamique à des
échelles plus petites, c’est-à-dire principalement de la formation des structures. L’un des
aspects les plus "ironiques" de la cosmologie moderne, c’est qu’elle s’appuie justement
sur l’observation de ces structures et les propriétés statistiques de leur population pour
contraindre les paramètres d’un modèle qui se fonde sur une hypothèse d’homogénéité.
Ce n’est en rien contradictoire si l’on précise bien que cette hypothèse n’est valide que
pour de grandes échelles.

Dans un premier temps, je vais m’intéresser au devenir des fluctuations de densités
aux échelles intermédiaires où elles restent faibles et où l’évolution linéaire est valide.
Je vais ensuite aborder l’évolution de ces fluctuations dans le cadre de l’effondrement
sphérique pour introduire une première structure : les amas de galaxies. Je présenterai
ensuite brièvement ce qu’est un quasar. Les amas de galaxies et les quasars seront au coeur
de mon travail. J’introduis ici la masse solaire M� qui est telle que 1M� = 1.980 · 1030kg.

2.1 Un univers localement non homogène en évolution

Je me suis servi principalement de LAHAV et al., 2004 pour écrire cette section. La
matière n’est pas répartie de manière strictement homogène et ce depuis les premiers âges
de l’Univers comme en témoigne la présence des anisotropies de température du FDC. Ces
anisotropies sont en fait des marqueurs de fluctuations de densité de matière à l’époque de
la recombinaison. Ces fluctuations primordiales vont devenir de plus en plus importantes
à cause de l’instabilité gravitationnelle et devenir les structures que l’on observe de nos
jours.

Je vais donc écrire le terme de densité de matière en prenant en compte cette fois ses
fluctuations spatiales, ce qui donne :

ρ(~x, t) = ρ(t)(1 + δ(~x, t)). (2.1)

en me plaçant dans un univers plat avec ~x les coordonnées co-mobiles. Je cherche ensuite
l’évolution de δ(t, ~x) quand cette perturbation reste petite en m’appuyant sur PEEBLES,
1983 qui introduit l’approche linéaire.

Dans l’Univers primordial, je m’attends à ce que δ << 1 même aux petites échelles. Par
contre, pour ces mêmes petites échelles, les fluctuations sont beaucoup plus importantes
de nos jours : δ >> 1. L’approche linéaire que je vais présenter ci-dessous ne peut donc
s’appliquer aujourd’hui à de telles échelles car je vais supposer que δ << 1.
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2.1.1 L’évolution des fluctuations de matière

Je vais m’intéresser au devenir de ces fluctuations. J’ai besoin de savoir dans un pre-
mier l’impact de ces fluctuations sur la métrique. D’après la section 1.2.7, le terme de
variation de métrique h00 tel que g00 = 1 + h00 est donné par l’expression suivante quand
il est faible, c’est-à-dire quand le champ de gravitation est suffisamment faible et quand
les particules qui composent le fluide ne sont pas relativistes, donc quand la mécanique
Newtonienne est applicable :

h00 = −2Φ

c2
. (2.2)

Prenons par exemple une fluctuation de matière importante et typique : un amas de
galaxies. Soit une particule de vitesse v et de masse m dans l’amas. Dans un amas, je
peux appliquer le théorème du viriel qui me dit que mΦ = −2 ·mv2/2. Je suppose que
v2 '< v2 >= σ2

v avec σv, l’écart-type des vitesses dans un amas, de l’ordre de 1000 km/s.
Je peux donc écrire que

h00 =
2σ2

v

c2
∼ 2 · 10−5 (2.3)

confirmant que la variation de la métrique est négligeable pour de telles structures. Ce qui
veut dire que l’on peut utiliser la mécanique Newtonienne pour décrire leur évolution et
celles des fluctuations en général.

Les équations du fluide dans la limite Newtonienne

Je travaille donc avec un fluide non relativiste en instabilité gravitationnelle dans un
champ de gravitation faible. Je suis donc dans le cadre de la limite Newtonienne. Ce qui
veut dire que je peux employer les équations d’Euler en supposant le fluide sans collision
(donc dominé par la matière noire) :

ρ̇+∇~r(ρ~u) = 0 (2.4)

~̇u+ (~u ·∇~r)~u = −1

ρ
∇~rp−∇~rΦ. (2.5)

Je peux aussi utiliser l’équation de Poisson :

∇2
~rΦ = 4πGρ (2.6)

avec ~r les coordonnées du référentiel du fluide au repos s’il était homogène. Notons que
Ẋ = ∂X

∂t indique la dérivée partielle en t et ∇~r la dérivée partielle pour les coordonnées
spatiales.

Les équations du fluide dans le référentiel co-mobile

Je vais réécrire les équations précédentes avec les coordonnées ~x dans le référentiel
comobile donc telles que ~r = a(t)~x. Remarquons que :

~u = ~̇r = ȧ · ~x+ a · ~̇x. (2.7)

Je pose ~v = a · ~̇x la vitesse propre du fluide. J’introduis aussi le potentiel suivant :

φ = Φ +
1

2
aä|x|2 (2.8)

qui est tel que∇2
~xφ = a2∇2

~rΦ. Je remplace ρ par son expression en fonction des fluctuations
ρ = ρ(1+δ). Sachant que les équations d’Euler sont vraies pour δ = 0 et ~v = ~0, je peux faire
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disparaître certains des termes ρ(t) et obtenir les équations suivantes pour les fluctuations
à partir de ces mêmes équations d’Euler :

δ̇ +
1

a
∇~x((1 + δ)~v) = 0 (2.9)

~̇v +
1

a
(~v ·∇~x)~v +

ȧ

a
~v = − 1

ρa
∇~xp−

1

a
∇~xφ (2.10)

et un équivalent de l’équation de Poisson ci-dessous :

∇2
~xφ = 4πGρa2δ. (2.11)

Linéarisation

Je suppose que |δ| << 1. Je peux donc écrire que ∇~x((1 + δ)~v) ' ∇~x(~v) et que 1/ρ '
1/ρ. Comme les fluctuations δ sont à l’origine de la vitesse propre ~v, je suppose aussi que
cette dernière est faible. Notons que ~u = ~̇r = ȧ · ~x+~v donc ~v << ȧ · ~x. Pour la coordonnée
spatiale i cela donne vi << ȧ ·xi, soit ∂vi

∂xi
<< ȧ, donc vi ∂vi∂xi

<< ȧvi. J’en conclus que
(~v ·∇~x)~v << ȧ~v. Je vais donc négliger le terme (~v ·∇~x)~v par la suite. J’introduis la vitesse
du son au carré c2

s = ∂p/∂ρ. Je peux ensuite écrire que (∇~xρ)c2
s = ∇~xp et pour finir que

ρ∇~xδc2
s = ∇~xp Je peux alors simplifier les équations 2.9 et 2.10 pour obtenir les relations

suivantes :
δ̇ +

1

a
∇~x(~v) = 0 (2.12)

~̇v +
ȧ

a
~v = −c

2
s

a
∇~xδ −

1

a
∇~xφ (2.13)

Je peux réécrire la première équation de cette manière en posant A = δ̇ + 1
a∇~x(~v) = 0 :

Ȧ+ 2 ·
ȧ

a
A = δ̈ + 2 ·

ȧ

a
δ̇ +

1

a
∇~x(~̇v − ȧ

a
~v + 2 ·

ȧ

a
~v) = 0 (2.14)

En remplaçant φ par son expression en fonction de δ et ~̇v + ȧ
a~v par le terme de droite de

la seconde équation, j’arrive à la relation suivante qui me donne l’évolution du terme de
fluctuation :

δ̈ + 2 ·
ȧ

a
δ̇ − c2

s

a2
∇2
~xδ − 4πGρδ = 0. (2.15)

Croissance linéaire des fluctuations

Il intéressant de travailler avec la transformée de Fourier des fluctuations qui est don-
née par :

δ~k(t) =

∫ +∞

−∞
δ(~x, t)ei

~k · ~xd3~x (2.16)

En appliquant la transformée de Fourier à l’équation 2.15, j’obtiens une équation qui me
donne l’évolution du mode δ~k en supposant que cs est une constante :

δ̈~k + 2 ·
ȧ

a
δ̇~k +

(
c2
sk

2

a2
− 4πGρ

)
δ~k = 0. (2.17)

Si
(
c2sk

2

a2 − 4πGρ
)

est positif, δ~k est instable et croît ou décroît de façon monotone ; le
critère de Jeans est alors respecté :

λ =
2π

k
> λJ = cs

√
π

Gρ
. (2.18)
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Dans le cas contraire, si λ est plus petit que λJ , δ~k va osciller, la pression compensant la
force de gravité.

Je vais chercher des solutions de la forme δ~k = D(t)δ
0~k

avec D(t0) = 1 et t0 le temps
de l’observation. Notons que la densité moyenne de matière est donnée par :

ρ =
ρ0

a3
=

3H2
0 Ωm

8πGa3
(2.19)

Je me place aux échelles telles que λ >> λJ . Je peux alors réécrire l’équation 2.17 de
la manière suivante en remplaçant δ~k par son expression en fonction de D :

D̈ + 2HḊ − 3H2
0 Ωm

2a3
D = 0 (2.20)

avec le paramètre de Hubble H = ȧ/a. H(t) est d’ailleurs une solution de cette équation.
Je cherche une forme plus générale de solution de la forme D(t) = A(t) · H(t). A est alors
solution de l’équation

d

dt
(a2H2A) = ÄH + 2Ȧ(Ḣ +H2) = 0 (2.21)

qui a pour solution A constante (triviale) ou A ∝
∫ t

0 (a(t
′
)2H(t

′
)2)−1dt

′
. La première solu-

tion me donne le mode décroissant D(t) ∝ H(t) puisque que H(t) est lui-même décrois-
sant tandis que la seconde solution me donne le mode croissant. Par la suite, quand je
ferai mention de D, ce sera toujours du mode croissant dont il sera question. L’expression
de ce mode est donnée ci-dessous :

D(t) ∝ H(t)

∫ t

0

dt
′

a(t′)2H(t′)2
. (2.22)

Je peux écrire D en fonction du redshift de cette façon :

D(z) =
5ΩmH

2
0

2
H(z)

∫ ∞
z

(1 + z
′
)dz

′

H(z′)3
(2.23)

pour retrouver D(z) → 1/(1 + z) quand z → ∞. Dans le cadre d’un modèle d’Einstein-
de Sitter dominé par la matière (ΩM = 1 et ΩΛ = 0) j’obtiens l’expression suivante du
mode croissant D(z) = 1/(1 + z). La figure 2.1 présente l’évolution de D pour plusieurs
cosmologies.

2.1.2 Spectre de puissance des fluctuations de matière

Le spectre des fluctuations de matière s’obtient comme il suit :

P (k, z) =< |δ~k(z)|
2 > (2.24)

Dans le cadre de la croissance linéaires des structures, je peux même écrire que

P (k, z) =< |δ~k(t)|
2 >= D2(z) < |δ~k(t0)|2 >= D2(z)P0(k) (2.25)

avec P0(k) le spectre de puissance des fluctuations à t0 qui est tel que P0(k) = Ask
nsT 2(k)

où Ask
ns est le spectre des fluctuations primordiales et T (k) la fonction de transfert qui

rend compte des variations de la croissance des fluctuations avec l’échelle considérée.
La cosmologie Planck 2015 (PLANCK COLLABORATION et al., 2015h) donne ln(1010As) =
3.094 ± 0.034 et ns = 0.9645 ± 0.0049. La fonction de transfert dépend des paramètres
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FIGURE 2.1 – Evolution du taux de formation des structures en fonction du redshift pour
différents modèles de cosmologie. Crédit : LAHAV et al., 2004.

cosmologiques. Une expression de cette fonction a été introduite par BOND et al., 1984 (et
dans JENKINS et al., 2001) :

T (k) =
1(

1 +
[
aq + (b/q)3/2 + (cq)2

]ν)1/ν (2.26)

avec q = k/Γ, a = 6.4h−1Mpc, b = 3h−1Mpc, c = 1.7h−1Mpc, ν = 1.13 et Γ = Ωmh (BAR-
DEEN et al., 1986). Les codes les plus récents pour calculer le spectre de puissance comme
CAMB ("Code for Anisotropies in the Microwave Background") ou CLASS ("The Cosmic
Linear Anisotropy Solving System", LESGOURGUES, 2011) utilisent une autre expression,
semi-analytique, de la fonction de transfert construite à partir de BARDEEN et al., 1986.

La fonction de corrélation à deux points

La fonction de corrélation à deux points ξ(~x, t) est définie comme il suit :

ξ(~x, z) =< δ( ~x0, z)δ( ~x0 + ~x, z) >, (2.27)

elle est liée au spectre de puissance des fluctuations de matière par la relation suivante :

ξ(~x, z) =
1

8π3

∫ +∞

−∞
P (k, z)e−i

~k · ~xd3~k. (2.28)
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La fonction de corrélation à deux points est donc un équivalent du spectre de puissance et
dans de nombreux cas est plus facile à calculer directement que ce dernier. Les oscillations
acoustiques de baryons sont par exemple détectable facilement avec la fonction de corré-
lation à deux points puisque cette dernière présente une bosse à l’échelle des oscillations
donc à 150 Mpc (dans le référentiel co-mobile).

Notons cependant que l’accès à la quantité δ(~x, z) n’est pas direct. Il faut recourir à de
possibles traceurs de sur-densités comme les galaxies. Ces traceurs peuvent être biaisés.
Par exemple, si n est la densité moyenne de galaxies et ∆n une variation locale de densité,
je peux alors supposer que :

δg(~x, z) =
∆n(~x, z)

n
= bδ(~x, z) (2.29)

avec b un paramètre de biais qui peut dépendre ou non du redshift, voire de la distance ~x.

Contraste à une échelle R

Je définis le contraste à une échelle R de cette façon :

δR(~x, z) =

∫
δ(~r − ~x, z)W (~r,R)d3~r (2.30)

avec W (~r,R) une fonction fenêtre qui peut-être par exemple une courbe de Gauss ou bien
une fonction porte. Dans ce dernier cas W (~r,R) = 1 si |~r| < R et W (~r,R) = 0 s |~r| > R.
Quelque soit la fonction fenêtre, la variance du contraste à l’échelle R s’obtient par la
formule suivante :

σ2(R, z) =< δ2
R(~x, z) >=

1

8π3

∫ +∞

−∞
P (k, z)|W̃ (k,R)|2d3~k. (2.31)

avec W̃ (k,R) la transformée de Fourier de la fonction fenêtre.
Si je prends une fonction porte pour W (~r,R) 1, si je fixe R = 8h−1Mpc et si je me

place en z = 0, j’obtiens alors l’écart-type des fluctuations (PLANCK COLLABORATION et al.,
2015h) : √

σ2(8h−1Mpc, 0) = σ8 = 0.831± 0.013. (2.32)

σ8 dépend des paramètres du spectre de puissance primordiale comme As et ns mais aussi
de la fonction de transfert.

Je peux aussi définir une échelle R[M, z] associée à une région sphérique de masse
M (fixée) à redshift z telle que M = 4/3πρm(z)R[M, z]3. Le contraste des fluctuations
dans cette région s’obtient ainsi : δM (~x, z) = δR[M,z](~x, z) via l’équation 2.30. De manière
similaire, la variance est cette fois calculée avec l’équation 2.31 et est telle que σ2(M, z) =
σ2(R[M, z], z). Cette variance σ2(M, z) sera utilisée pour construire la fonction de masse
qui donne le nombre de structure de masse M . J’aurai aussi besoin de la dérivée de cette
variance en M qui s’écrit ainsi :

dσ2(M, z)

dM
=

dR

dM
·
dσ2(M, z)

dR

=
1

4πρm(z)R[M, z]2
·
dσ2(M, z)

dR

=
1

4πρm(z)R[M, z]2
·

1

8π3

∫ +∞

−∞
P (k, z) · 2

∣∣∣∣W̃ (k,R[M, z])
dW̃ (k,R[M, z])

dR

∣∣∣∣d3~k.

(2.33)

1. Et dans ce cas W̃ (k,R) = W̃ (kR) = W̃ (x) = 3(sinx− x cosx)/x3
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2.1.3 Evolution de la composante baryonique

L’évolution linéaire des fluctuations que j’ai présentée ci-dessus et le spectre de puis-
sance concerne toute la matière, noire ou baryonique. Je vais me focaliser ici sur cette
dernière. Si l’on reprend l’histoire de l’Univers à partir de la recombinaison, la matière
baryonique est alors neutre. On parle alors "d’ère sombre" (pour "dark ages") puisque la
matière rayonne très peu à cette époque. La matière baryonique est couplée à la matière
noire par la gravitation et avec elle va former des structures sous l’effet de l’instabilité
gravitationnelle comme le suggère l’évolution linéaire des fluctuations.

Entre z ∼ 20 et z ∼ 10, dans les zones les plus denses de l’Univers, les première sources
compactes de rayonnement vont se former. Il s’agit probablement d’étoiles "primordiales"
de type III ou de quasars qui tirent leur énergie de leur trou noir central qui accrète la
matière. Le rayonnement issu de ces sources va être absorbé partiellement par les nuages
de gaz neutre : c’est la raie d’absorption à 21 cm qui est une transition hyperfine entre
deux états d’énergie pour l’hydrogène neutre.

La réionisation

Les premières étoiles et les premiers quasars vont émettre des rayons UV et des rayons
X qui vont ioniser le milieu proche (MADAU et al., 1999). La recombinaison des élec-
trons avec les noyaux va certes s’opposer au processus mais au final à z ' 6 (PLANCK

COLLABORATION et al., 2015h), la matière baryonique est entièrement ionisée dans les
régions les plus denses de l’univers comme le présente la figure 2.2. Ces régions vont par
la suite former les amas de galaxies par effondrement gravitationnel. Comme l’hydrogène
devient majoritairement ionisé dans les structures les plus denses, la ligne d’absorption à
21 cm associée à l’hydrogène neutre va disparaître à plus bas redshift. C’est l’effet Gunn-
Peterson (BECKER et al., 2001).

Si le gaz chaud de baryons a été détecté jusqu’à z ' 2 (cf section 3.1.3), il n’a pas
été encore décelé au-delà. Les chapitres 3 et 4 de mon manuscrit seront consacrés à la
détection de ce gaz chaud dans les structures à grand redshift entre z = 2 et z = 6.

2.2 Des structures remarquables : les amas de galaxies

Les amas de galaxies sont issus de l’effondrement des fluctuations de densité primor-
diale. Contrairement à ce que leur nom pourrait suggérer ∼ 85% de leur masse est sous
forme d’un halo de matière noire, ∼ 10 − 12% sous forme d’un gaz chaud de baryon
et ∼ 3 − 5% sous forme de baryons dans les galaxies. Par la suite, je vais surtout me
focaliser sur ce gaz chaud de baryon qui est détectable par effet Sunyaev-Zel’dovich (cf
section 3.1.1) et par rayonnement de freinage (cf section 5.1.1). Notons que depuis la
fin de la ré-ionisation à z ∼ 6, la composante baryonique au niveau des sur-densités de
matière est très largement ionisée. Les amas de galaxies sont des structures liées par la gra-
vitation. Ils sont assez variés dans leur morphologie et dans leur taille. Ils ont un diamètre
typique de l’ordre de 1Mpc, contiennent entre une petite dizaine à quelques milliers de ga-
laxies et ont des masses (matière noire+ baryonique) très variables de l’ordre de 1013M�
à 1015M�. Le paramètre qui nous intéresse, c’est justement la masse totale de l’amas. Plu-
sieurs hypothèse seront proposées dans cette section pour accéder à cette masse via des
observables comme la luminosité X du gaz chaud, notamment via des lois d’échelle. Les
principales informations de cette section sont tirées de KRAVTSOV et al., 2012.
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FIGURE 2.2 – Evolution de la composante baryonique dans les zones les plus denses de
l’Univers. Une partie de mon travail va consister à détecter le gaz chaud pour z entre 2 et
6.

2.2.1 Une évolution non-linéaire des perturbation : l’effondrement sphé-
rique

Je me suis appuyé aussi sur RICH, 2010 pour écrire cette partie. Le modèle d’évo-
lution linéaire des fluctuations présenté dans la section 2.1 n’est valide qu’aux grandes
échelles. Un autre modèle, cette fois non linéaire, peut décrire plus finement la formation
de structure aux petites échelles. C’est l’effondrement sphérique, introduit d’abord via une
métrique proposée par Lemaître, Tolman et Bondi (TOLMAN, 1934 ; BONDI, 1947). Ce mo-
dèle suppose de considérer une sur-densité isolée de matière de symétrie sphérique. Ce
n’est pas vraiment le cas pour les amas de galaxies, qui ont une structure plutôt elliptique
avec des filaments, mais cela constitue une bonne approximation. On suppose que la sur-
densité va d’abord entrer dans une phase d’expansion puis ensuite de contraction jusqu’à
atteindre le stade de virialisation.

Je me place dans un univers dominé par la matière et sans courbure donc tel que
Ωm = 1 et ΩΛ = 0 ; je peux alors utiliser l’équation de Friedmann suivante :(

ȧ

a

)
=

8πG

3
ρ =

8πG

3

ρ0

a3
. (2.34)

Il s’agit d’un Univers d’Einstein-De Sitter : j’ai donc a ∝ t2/3. Ce qui implique que ȧ/a =
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2/(3t) et donc finalement que :

ρ =
1

6πGt2
. (2.35)

Je considère une sphère de rayon R qui englobe une masse M = 4/3π(1 + δ)ρR3.
L’effondrement d’une telle sphère est entièrement contrôlé par le paramètre R(t) (GUNN

et al., 1972 ; LAHAV et al., 1991). Je travaille avec des particules non relativiste dans un
champ de gravité faible (ce qui est le cas pour un amas de galaxies), je peux donc écrire
que :

R̈ =
−GM
R2

. (2.36)

La façon la plus simple d’écrire la solution de cette équation, c’est d’introduire un para-
mètre θ relié au temps tel que

R(θ) = A(1− cos(θ)) (2.37)

t(θ) = B(θ − sin(θ)). (2.38)

De cette deuxième expression, j’en déduis que θ̇ = B−1(1 − cos(θ))−1. En injectant ces
expressions dans l’équation 2.36, je trouve que B2 = A3/(GM).

Première phase : expansion

La sphère de masse M atteint son rayon maximal quand θ = π donc quand Rmax =
2 ·A et quand

tmax = t(θ = π) = πB = π
A3/2

√
GM

=
π

2
√

2GM
R3/2
max (2.39)

Je peux ainsi évaluer le terme de contraste au maximum de l’expansion :

δ(tmax) =
M

4/3πρ(tmax)Rmax
3 − 1

=
6πGt2maxM

4/3πRmax
3 − 1

=
6πGt2maxπ

2M

4/3π4 · 2GMt2max
− 1

=
9π2

16
− 1

' 4.55.

(2.40)

L’expansion de la sphère est en fait plus faible que l’expansion de l’Univers d’Einstein-De
Sitter. Sa densité moyenne est donc plus élevée que la densité moyenne de l’Univers, ce
qui explique le terme de contraste significatif.

Deuxième phase : contraction et virialisation

La sphère va ensuite se contracter sur elle-même. R atteint alors un minimum en
θ = 2π et donc en tmin = 4πB = 2tmax. A ce moment en effet R = 0 et la sphère
est devenue un trou noir. En pratique, à cause de l’énergie cinétique des particules qui
la composent, il n’y aura pas de singularité. La sphère va en fait se virialiser lors de la
contraction et atteindre un équilibre. On suppose donc que l’on peut appliquer le théorème
du viriel :

2 ·Tf + Vf = 0 (2.41)
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avec Tf l’énergie cinétique d’une particule de massem au bord de l’amas et Vf = −mGM/Rf
l’énergie potentielle en t = tmin. Rf est le rayon de la sphère et est supposée cette fois
non nul. Soit Vi = −mGM/Rmax l’énergie potentielle en t = tmax ; je suppose l’énergie
cinétique nulle à ce moment là d’où E = Vi. Comme E = Tf + Vf = 1/2Vf , j’en déduis
par conservation de l’énergie que Vf = 2Vi et donc que Rf = 1/2Rmax.

Je peux ainsi évaluer le terme de contraste quand l’amas est virialisé :

δ(tmin) =
M

4/3πρ(tmin)Rf
3 − 1

=
6πG4t2maxM

4/3πRf
3 − 1

=
6πG4t2max8M

4/3πRmax
3 − 1

= 4 · 8 · (δ(tmax) + 1)− 1

= 18π2 − 1

' 176.6.

(2.42)

Dans le cas plus général d’une cosmologie ΛCDM telle que Ωm = 0.27 et ΩΛ = 0.73,
un amas virialisé à z=0 a un contraste plus important de l’ordre de δ ' 358 (KOMATSU,
2011 ; BRYAN et al., 1998) puisque la densité moyenne de l’Univers est plus petite au
même redshift que dans un Univers d’Einstein-De Sitter.

FIGURE 2.3 – En bleu continu : l’évolution du rayon de la sur-densité avec θ dans le
cas de l’effondrement sphérique. En bleu pointillé : évolution de R en l’absence de sur-
densité ;R ∝ a. En violet : évolution de R quand le contraste est petit. Crédit : Wayne
Hu.
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Limites de cette approche et recours aux simulations

L’effondrement sphérique a deux limitations majeures : il suppose une symétrie sphé-
rique à la sur-densité alors qu’en réalité elle a une structure plutôt en filaments qui n’est
sphérique (et qui est plutôt elliptique en fait) que dans la zone la plus dense. La deuxième
limite, c’est de considérer la sur-densité comme isolée alors qu’elle est en fait soumise à
l’influence gravitationnelle des autres sur-densités. De plus, plusieurs sur-densités peuvent
sous certaines conditions fusionner et former une sur-densité plus importante, une possibi-
lité de nouveau exclue par l’effondrement sphérique. Pour pouvoir s’affranchir de ces deux
limitations, le recours aux simulations numérique N-corps est nécessaire. Ces simulations
permettent aussi de prendre en compte la composante baryonique qui, à la différence de
la matière noire, est un fluide avec des collisions et qui peut rayonner. Des effets addi-
tionnels comme les éjections de gaz en provenance des noyaux galactiques actifs qui vont
perturber la distribution de la composante baryonique peuvent aussi être ajouter dans les
simulations.

FIGURE 2.4 – Un amas de masse 1.2 · 1015M� à z = 0 obtenue avec une simulation nu-
mérique. Sa structure n’est pas sphérique et de nombreux filaments sont visibles. Crédit :
KRAVTSOV et al., 2012

2.2.2 L’abondance des amas de galaxies et les contraintes sur la cosmologie

Le nombre d’amas de masseM à redshift z dépend à la fois du spectre de puissance des
fluctuations primordiales mais aussi des modèles d’effondrement, ces derniers dépendant
à leur tour des paramètres cosmologiques. Ce qui veut dire que le comptage des amas
permet de contraindre la cosmologie.

Approche linéaire et contraste critique δc

Pour un contraste δ faible, je suppose que l’échelle de temps pour s’effondrer est faible
donc que t et R sont petits. J’en conclus que nécessairement θ << 1. Je vais effectuer un
développement limité des équations 2.37 et 2.38. Comme le développement à l’ordre 1 me
donne R et t constant et que le développement à l’ordre 2 me donne que t est constant, je
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pousse le développement à l’ordre 3 :

R(θ) = (1− cos(θ)) ' A

2
θ2 (2.43)

t(θ) = B(θ − sin(θ)) ' B

6
θ3 (2.44)

J’ai donc R ∝ t2/3 comme le facteur d’expansion a. La sur-densité subit la même expansion
que le reste de l’Univers. Ce qui veut dire que la sur-densité est en fait négligeable. Pour
pendre en compte l’effet de la sur-densité sur R je suis donc obligé de pousser le dévelop-
pement limité à un ordre plus important. Je le pousse à l’ordre 5 pour obtenir l’expression
suivante de t :

t ' B

6
θ3

(
1− θ2

20

)
(2.45)

En substituant θ2 par θ2 ' 6
B t

2/3 en utilisant l’équation 2.44, je récupère une expression
de θ en fonction de t :

θ =

(
6

B
t

)1/3(
1− θ2

20

)1/3

'
(

6

B
t

)1/3(
1 +

1

3

θ2

20

)
=

(
6

B
t

)1/3
(

1 +
1

60

(
6

B
t1/3
)2
)

= x

(
1 +

1

60
x2

)
(2.46)

avec x =
(

6
B t
)1/3 et je peux ainsi obtenir l’expression suivante de R :

R ' A

2

[
θ2 − 1

12
θ4

]
=
A

2

[(
x+

1

60
x3

)2

− 1

12

(
x+

1

60
x3

)4
]

' A

2

[
x2 +

1

30
x4 − 1

12
x4

]
=
A

2

[
x2 − 1

20
x4

]
=
A

2
x2

(
1− 1

20
x2

)
=
A

2

(
6

B
t

)2/3
(

1− 1

20

(
6

B
t

)2/3
)

=
62/3(GM)1/3

2
t1/3

(
1− 1

20

(
6π

t

tmax

)2/3
)

(2.47)
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car B2 = A3/(GM) et tmax = Bπ. Cela me conduit à la formule suivante pour le
contraste :

δ(t) =
M

4/3πρ(t)R(t)3 − 1

=
6πGMt2

4/3πR(t)3 − 1

=
23 · 6πGMt2

4/3π · 62GMt2
(

1− 1
20

(
6π t

tmax

)2/3
)3 − 1

=
1(

1− 1
20

(
6π t

tmax

)2/3
)3 − 1

' 1 + 3 ·
1

20

(
6π

t

tmax

)2/3

− 1

=
3

20

(
6π

t

tmax

)2/3

(2.48)

La perturbation entre dans le régime non-linéaire et se détache du flot d’Hubble quand
t = tmax donc quand δ(tmax) = 3/20(6π)2/3 ' 1.0624 (GUNN et al., 1972). L’effon-
drement de la sur-densité arrive en tcoll = 2tmax donc quand la densité atteint le seuil
δc = δ(tcoll) = δ(2tmax) = 3/20(2 · 6π)2/3 ' 1.686. Pour le modèle ΛCDM, la valeur est en
fait peu différente : δc ' 1.675 (δc dépend peu de Ωm et de ΩΛ d’après PERCIVAL, 2005).

L’échelle de masse pour la régime non-linaire MNL

J’utilise dans cette section le contraste moyen de la région de masse M , δM (~x, z), et sa
variance σ2(M, z) déjà introduite dans la section 2.1.2.

La probabilité d’avoir un contraste δM est donnée par une loi normale centrée sur zéro
et d’écart-type σ2(M, z) :

p(δ, σ(M, z)) =
1√

2πσ2(M, z)
e−

1
2
δ2/σ2(M,z) (2.49)

Je suppose qu’une sur-densité de contraste δM va s’effondrer sous l’effet de la gravita-
tion et former un amas de galaxies si δMD(z) ≥ δc(z) avec δc(z) qui varie très peu avec le
redshift. Pour un univers type Einstein-De Sitter, il n’y a pas d’évolution avec le redshift et
δc ' 1.686.

Je définis l’échelle de masse pour le régime non linéaire MNL pour un redshift z qui
est telle que σ(MNL, z) = D(z)σ(MNL, 0) = σc(z). Aussi, les sur-densités avec une masse
supérieure à MNL en z vont rentrer ou sont déjà rentrées dans le régime non-linéaire de
formation des structures.

Je définis aussi le rapport entre le contraste type pour un effondrement et l’écart-type
des contrastes associées aux sur-densités de masse M de cette façon :

νNL(M, z) =
δc(z)

σ(MNL, z)
. (2.50)

Cette dernière quantité sera notamment utilisée pour construire la fonction de masse ci-
dessous.
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Fonction de masse

Soit F (M, z) la probabilité qu’une région de masse M s’effondre sous l’effet de la
gravité pour former un amas de masse maximale M à redshift z :

F (M, z) =

∫ +∞

−1
p(δ, σ(M, z))Ccoll(δ)dδ (2.51)

avec p(δ, σ(M, z)) la probabilité d’avoir une sur-densité δ exprimée par l’équation 2.49 et
Ccoll(δ) la probabilité qu’une telle sur-densité δ puisse s’effondrer. Ce formalisme a été
introduit par BLANCHARD et al., 1992. Notons que la probabilité qu’une région s’effondre
en un amas de masse comprise entre M et M + dM est simplement dF (M, z).

Soit n(M, z) la densité d’amas de masse inférieure à M à redshift z. La densité d’amas
de masse entre M et M + dM est donc donné par dn(M, z). Si ρm(z) est la densité de
matière moyenne à redshfit z, la densité du nombre de régions de masseM est simplement
le rapport de la densité de matière moyenne sur la masse donc ρm(z)/M . La densité d’amas
est donc le produit de la densité de région de masse M par la probabilité que cette région
s’effondre effectivement en un amas de masse M et M + dM :

dn(M, z) =
ρm(z)

M
|dF (M, z)| (2.52)

En suivant PRESS et al., 1974, on peut supposer qu’il y a effectivement effondrement
si δD(z) > δc(z). On peut prendre une fonction d’Heaviside telle que Ccoll(δ) = 0 si δ < δc
et Ccoll(δ) = 1 si δ > δc. Ce qui conduit à écrire que F (M) = 1

2erfc[δc(z)/
√

2σ2(M, z)] =
1
2erfc[ν/

√
2] avec erfc(x) la fonction d’erreur complémentaire qui est telle que erfc(x) =

2√
π

∫ +∞
x e−t

2
dt et ν = δc(z)/σ(M, z). Remarquons alors que la dérivée de F en ln ν est une

Gaussienne : ∣∣∣∣dF (ν)

d ln ν

∣∣∣∣ = ν

∣∣∣∣dF (ν)

dν

∣∣∣∣ = ν

∣∣∣∣−2√
π
e−ν

2/2

∣∣∣∣ = g(ν) (2.53)

Il est courant de travailler avec la dérivée logarithmique de n(M, z) en M et c’est ce
que je nomme fonction de masse :

dn(M, z)

d lnM
=
ρm(z)

M

∣∣∣∣dF (M, z)

d lnM

∣∣∣∣
=
ρm(z)

M

∣∣∣∣dF (M, z)

d ln ν

∣∣∣∣∣∣∣∣ d ln ν

d lnM

∣∣∣∣
=
ρm(z)

M
g(ν)

∣∣∣∣ d ln ν

d lnM

∣∣∣∣
=
ρm(z)

M
ψ(ν)

(2.54)

Notons que la dérivée de ν en fonction de M s’exprime comme il suit

d ln ν

d lnM
= −

d ln
√

2σ2(M, z)

d lnM

= −1

2

d lnσ2(M, z)

d lnM

= −1

2

M

σ2(M, z)

dσ(M, z)

dM

(2.55)

avec la dérivée dσ2(M,z)
dM présentée dans la section 2.1.2 et qui dépend de Ωm via ρm, des

paramètres du spectre de puissance primordial et de la fonction de transfert.
Il est aussi possible de construire la fonction ψ(ν) à partir des simulations numérique

N-corps. C’est cette approche que suivent JENKINS et al., 2001, SHETH et al., 2001, WAR-
REN et al., 2001, J. TINKER et al., 2008 et J. L. TINKER et al., 2010 (cf figure 2.5). J’utiliserai
l’avant dernière fonction de masse (J. TINKER et al., 2008) dans la section 4.4.3.
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FIGURE 2.5 – Evolution de la fonction de masse ψ(ν) avec le paramètre ν = δc(z)/σ(M, z).
Crédit : KRAVTSOV et al., 2012.

Contraintes sur la cosmologie

La fonction de masse est sensible à Ωm via ρm(z) et σ(M, z) et à σ8 l’écart-type des fluc-
tuations dans un rayon de 8h−1Mpc via les paramètres du spectre de puissance qui influent
aussi sur σ(M, z). La mesure des anisotropies du FDC dans Planck (PLANCK COLLABORA-
TION et al., 2015h) suggère une valeur de σ8 = 0.831 ± 0.013. Par contre, les contraintes
sur la fonction de masse par le comptage des amas détectés par l’effet Sunyaev-Zel’dovich
dans Planck conduit à une valeur de σ8 plus faible traduisant le manque d’amas très mas-
sif (PLANCK COLLABORATION et al., 2014a ; PLANCK COLLABORATION et al., 2015i). L’es-
timation de la masse des amas pourrait être en cause, dans ce cas il faut introduire un
paramètre de biais entre la vraie masse (celle de la fonction de masse) et la masse mesu-
rée (par la luminosité X). Je reviens brièvement sur ce problème dans la section 3.2.1 du
chapitre suivant et j’introduis le biais sur l’estimation de la masse dans le chapitre qui lui
succède dans la section 4.4.3.

Un des versants de mon travail va consister à développer des outils de détection simul-
tanée d’amas à la fois dans la gamme des rayons X et à la fois par effet Sunyaev-Zel’dovich.
L’objectif est d’augmenter le nombre d’amas détecté en récupérant des amas moins mas-
sifs. Au final cela apportera des contraintes supplémentaires à la fonction de masse.

2.2.3 Caractéristiques physiques d’un amas de galaxies

Je vais supposer comme KAISER, 1986 que les amas suivent un modèle "Self-similar"
ou auto-similaire. Leurs propriétés physiques ne dépendent pas de l’échelle considérée
puisqu’on suppose que l’effondrement gravitationnel ne dépend pas non plus de l’échelle.

La masse d’un amas de galaxies

Définir la masse d’un amas de galaxies revient en fait à définir l’amas lui même, c’est-
à-dire la région que l’on va considérer comme gravitationnellement liée. La première ap-
proche c’est la masse "Friends-of-Friends" (FoF). Considérons des particules pour une si-
mulation N-corps. Deux particules appartiennent à la même structure si leur distance est
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inférieure à un certain seuil. Si n est la densité en particule, alors la distance moyenne
entre deux particules est l = n−1/3. Soit l la distance entre deux particules et b = l/l ; ces
deux particules appartiennent à la même structure si par exemple b est inférieur à 0.2 ce
qui correspond localement à un contraste de δFoF ' 81.62.

Une autre manière de définir un amas, c’est de considérer toute la région sphérique
centrée sur le pic de la sur-densité telle que la masse de la région soit M = 4/3π(1 +
δ)ρi(z)R

3. Pour un univers Einstein-De Sitter, je peux prendre ρi(z) = ρm(z) = ρc(z) avec
ρc(z) la densité critique de l’univers et prendre δ = 176.6 comme le donne l’effondrement
sphérique ; j’ai alors M∆ = 4/3π · 176.6 · ρc(z)R3. Pour un univers avec une constante
cosmologique, je peux choisir ρi(z) = ρm(z) ou ρi(z) = ρc(z) car dans ce cas ρm(z) 6=
ρc(z). C’est sur le choix de ρi(z) = ρc(z) que je vais me porter dans mon étude. Je vais
aussi prendre (1 + δ) = 500, ce qui veut dire que je considère les régions où la densité est
500 fois supérieure à la densité critique de l’Univers à redshift z comme étant des amas de
galaxies. Cette définition de la masse sera complétée dans la section 3.4.1.

Le profil du halo de matière noire

Les simulations numériques de formation des structures suggèrent que le halo de ma-
tière noire dans les amas suit globalement un profil universel sphérique. Navarro, Frenk
et White ont introduit un tel profil (NAVARRO et al., 1995) qui s’accorde bien avec ces
simulations :

ρb(r) =
ρ0

x(1 + x)2
(2.56)

avec r le rayon de l’amas centré sur le pic de la sur-densité, x = r/rs et rs un rayon ca-
ractéristique. Je définis la concentration comme étant c = R/rs avec R le rayon de l’amas
qui dépend de la définition de la masse évoquée ci-dessus. Normalement, le paramètre de
concentration c ne doit pas dépendre des propriétés de l’amas et notamment de sa masse
dans le modèle auto-similaire dans lequel je me place.

Ce profil est en accord avec l’hypothèse d’auto-similarité des amas puisque ses diffé-
rents paramètres ne dépendent pas de la masse. Notons que ce profil ne concerne que la
matière noire. La matière baryonique suit une version généralisée du profil de Navarro,
Frenk et White que je vais introduire dans la section 3.4.1.

Un système en équilibre hydrostatique

Je pars de la seconde équation d’Euler pour un fluide :

~̇u+ (~u ·∇~r)~u = − 1

ρg(~r)
∇~rp−∇~rΦ (2.57)

avec cette fois ρg la densité de matière baryonique dans l’amas qui exerce une pression. Je
suppose que l’amas est en équilibre hydrostatique, donc ~u = 0. Je peux alors écrire que :

∇~rp = ρg(~r)∇~rΦ (2.58)

Je suppose que l’amas a une symétrie sphérique donc que ρg(~r) = ρg(r). Je me place dans
la limite Newtonienne (particules non relativistes dans un champ de gravité faible) ce qui
fait que je peux utiliser l’équation de Poisson. Cela me conduit à l’expression suivante :

dp

dr
= −ρg(~r)G

MHE(r)

r2
(2.59)

avec MHE(r) la masse totale de l’amas (matière noire et baryonique). Je suppose que
la matière baryonique dans l’amas peut être décrite par un gaz parfait d’hydrogène et
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d’hélium. Je peux donc utiliser l’équation d’état d’un tel gaz : p = ρgkBT/(µmp) avec µ
la masse moléculaire moyenne et mp la masse du proton, négligeant celle des électrons.
Cela conduit à l’équation suivante :

MHE(r) =
rkBT (r)

Gµmp

(
d ln ρg(r)

d ln r
+
d lnT (r)

d ln r

)
. (2.60)

Cette équation peut être utilisée pour estimer la masse totale de l’amas à partir du profil
de température et du profil de gaz, ces profils étant estimés par exemple à partir de la
luminosité en X d’un amas étendu. Il est alors possible d’étalonner les relations entre masse
et luminosité comme les lois d’échelle qui vont être présentées dans la section suivante.
Cependant, l’hypothèse de l’équilibre hydrostatique est forte. Par exemple après la fusion
de deux amas, il faut près de 3 − 4 109ans pour que le gaz soit à nouveau en équilibre
hydrostatique (NELSON et al., 2012). Employer l’équation ci-dessus peut conduire à biaiser
la masse totale estimée chez certains amas qui ne sont pas encore à l’équilibre. Un noyau
de galaxie actif peut éjecter de la matière baryonique par auto-réaction ou "feedback" au
niveau de l’amas et donc perturber l’équilibre hydrostatique (VERNALEO et al., 2006).

2.2.4 Les lois d’échelles

Les lois d’échelles sont développées dans le cadre du modèle de Kaiser d’auto-similarité.
Ces lois donnent des relations simples entre la masse totale de l’amas, la luminosité ou des
grandeurs thermodynamiques comme la température et l’entropie. Par souci de simplicité,
je ne vais pas prendre en compte le profil spatial de ces quantités dans cette section.

Soit un amas de masseM = 4/3π(1+δ)ρi(z)R
3 avec (1+δ)ρi(z) = ∆(z) qui dépend de

la définition de la masse. J’obtiens une première relation R ∝ M1/3/∆1/3(z). Je suppose
l’amas virialisé donc que :

2 ·Ec + Ep = 0 (2.61)

avec Ec ∝ TX l’énergie cinétique d’une particule de masse m dans l’amas de température
TX et Ep = −mGM/R l’énergie potentielle. Ce qui me conduit à la loi d’échelle suivante :

TX ∝
M

R
∝ ∆(z)1/3M2/3 (2.62)

La luminosité X, LX , est obtenue par rayonnement de freinage et est proportionnelle
à la densité M/V au carré intégrée sur tout le volume de l’amas V ∝ R3. J’évoquerai plus
en détail le rayonnement de freinage en 5.1.1. J’obtiens alors la relation suivante entre
luminosité X et masse de l’amas :

LX ∝
(
M

V

)2

V ∝ M2

V
∝ M2

R3
∝ ∆(z)M (2.63)

Pour des températures telles que T < 2keV, la relation ci-dessus n’est plus valide du
fait des lignes d’émissions dans le spectre du rayonnement X qui deviennent dominantes.

L’entropie pour le rayonnement X des amas est notée KX et se définit comme il suit :

KX =
kbTX

n
2/3
e

(2.64)

avec ne la densité d’électrons qui est telle que ne ∝ M/V . Je peux donc obtenir la loi
d’échelle suivante :

KX ∝
(
M

V

)−2/3

TX ∝ ∆(z)1/3M2/3 (2.65)
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La quantité Y = MTX est utilisée à la fois pour caractériser les émissions X et l’effet
Sunyaev-Zel’dovich. Elle est liée au paramètre de Compton que je vais introduire dans la
section 3.1.1. Pour cette quantité, j’obtiens que :

Y = MTX ∝ ∆(z)1/3M5/3 (2.66)

Je vais utiliser une loi d’échelle similaire pour estimer la masse des amas (cf équation 4.28)
à partir de l’effet Sunyaev-Zel’dovich.

2.2.5 Lentille gravitationnelle par les amas

Sans rentrer dans les détails, il paraît important de mentionner l’effet de lentille gravi-
tationnelle qui permet d’accéder directement à la masse d’un amas. La relativité générale
nous dit qu’en présence de masse, la lumière va courber sa trajectoire. Soit un rayon lumi-
neux issu d’une structure d’arrière-plan à grand redshift (galaxie ou quasar), soit un amas
de masse M à plus petit redshift. La trajectoire du rayon va changer à proximité de la
masse et l’observateur va se tromper sur la position de l’objet d’arrière-plan. La différence
entre entre la position réelle de l’objet d’arrière-plan et sa position observée dans la voute
céleste est notée α. C’est l’angle de déflexion. Quand la masse est suffisamment faible et
que le rayon lumineux est suffisamment loin, cet angle de déflexion est donnée par la
formule suivante (BARTELMANN et al., 2001) :

α =
4GM

c2D
(2.67)

avec D la distance entre l’amas et le rayon lumineux au point de déflexion. Les structures
en arrière plan d’un objet massif auront tendance à se répartir en anneaux à cause de
l’effet des lentilles. Notons que les amas de galaxies agissent comme des lentilles pour
les photons du FDC, ce qui contamine son spectre de puissance aux petites échelles. Les
collaboration WtG ("Weighting the Giants") et CCCP ("Canadian Cluster Comparison Pro-
ject") travaillent sur l’estimation de la masse des amas de galaxies par effet de lentille
gravitationnelle. Leur mesures servent entre autre à étalonner les relations entre masse et
luminosité.

2.3 Quasars et noyaux galactiques actifs

Cette petite s’appuie essentiellement sur les articles NETZER, 2015 et SIJACKI et al.,
2007. Les quasars sont des noyaux galactiques actifs parfois accompagnés d’une galaxie
hôte, donc d’un ensemble d’étoiles liées par la gravitation. Le noyau galactique actif serait
composé d’un trou noir supermassif ( M > 105M�) qui accrète de la matière baryonique
comme le présente la figure 2.6. Cette matière forme un disque autour du trou noir et
est dans l’état de plasma. Les particules du plasma vont perdre leur moment angulaire
en rayonnant. Il arrive aussi qu’une partie de la matière baryonique du disque d’accrétion
soit éjectée hors du quasar à des vitesse quasi-relativistes de part et d’autre de l’axe de
rotation du disque. On parle alors de "jet". L’éjection est vraisemblablement provoquée
par des variations du champ magnétique au niveau du disque d’accrétion. Les électrons
et les protons dans les "jets" qui sont en rotation autour des lignes du champ magnétique
émettent un rayonnement synchrotron. Les particules vont ralentir et les "jets" vont ensuite
se transformer en deux lobes qui vont émettre dans le domaine radio.

2.3.1 Le modèle unifié des noyaux galactiques actifs

Le modèle du trou noir supermassif est au coeur du modèle unifié des noyaux galac-
tiques actifs proposé par ANTONUCCI, 1993 et URRY et al., 1995. Ce modèle permet de
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FIGURE 2.6 – Le noyau galactique actif est constitué d’un trou noir central qui accrète de
la matière organisée sous forme d’un disque lui même entouré d’un tore de pussière. Une
partie de cette matière peut être éjectée sous forme d’éjecta ("jet"). Crédit : URRY et al.,
1995

classer dans une même catégorie des corps célestes à priori très différents qui émettent
dans des domaines de longueur d’onde tout aussi différents (cf figure 2.7) :

— Quasars : les quasars sont les objets les plus lumineux du ciel ce qui les rend détec-
tables à très haut redshift. Ils sont observables dans le visible (et l’infrarouge), dans
les UV et dans les X. On parle plutôt de noyau galactique actif ou d’AGN (Active
Galactic Nuclei) pour les objets observés dans les X. Ils doivent leur luminosité aux
particules du disque d’accrétion qui perdent une partie de leur moment angulaire.
S’il y a une galaxie hôte, sa contribution à la luminosité totale est minime. Leur lu-
minosité est de l’ordre de 1012L� et leur volume est équivalent à celui du système
solaire.

— Blazar : si le "jet" de matière se produit le long de la ligne de visée, l’observateur
détectera une intense source gamma. Les quasars n’ont donc pas systématiquement
de contrepartie dans le domaine gamma.

— Galaxie radio : Il s’agit en fait de l’émission synchrotron en provenance des lobes.
Tous les quasars n’ont pas de contrepartie radio car leurs lobes sont souvent totale-
ment refroidis.

— Galaxie de Seyfert : Ces galaxies ont un noyau très brillant, qui est bien un noyau
galactique actif, et ont une contrepartie dans le domaine gamma.

2.3.2 Croissance du trou noir central

Le trou noir central croît ensuite par accrétion de la matière dans le disque. En s’ap-
puyant sur les travaux de Bondi-Hoyle-Lyttleton (HOYLE et al., 1939 ; BONDI et al., 1944 ;
BONDI, 1952) on peut utiliser la formule suivante pour l’accrétion :

ṀBH =
4παG2M2

BHρ

(c2
s + v2)3/2

(2.68)
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FIGURE 2.7 – Evolution du flux en provenance d’u noyau galactique actif en fonction de
la fréquence. Plusieurs émissions sont représentées. En jaune : les émissions synchrotron
des lobes dans le domaine radio. En rouge : les émissions de poussières en provenance
du disque externe du quasar et/ou de la galaxie hôte du quasar. En bleu, violet et cyan :
les émissions en provenance des particules dans le disque d’accrétion. En vert : émission
réfléchie sur le disque externe. Crédit : Chris Harrison, ELVIS et al., 1994 et RICHARDS

et al., 2006.

avec MBH la masse du trou noir central, v la vitesse du trou noir par rapport au gaz qui
l’entoure, cs la vitesse du son dans le gaz et ρ la densité du gaz environnant. α est un
paramètre sans dimension.

La luminosité du noyau galactique actif est liée au taux d’accrétion car la matière
consommée par le trou noir perd son moment angulaire qui est converti en luminosité. La
luminosité du noyau est donnée par SPRINGEL et al., 2005 :

Lr = εrc
2ṀBH (2.69)

avec un paramètre sans dimension εr tel que 0 < εr < 1. Plus l’environnement est dense,
plus le taux d’accrétion est important et plus la luminosité du noyau est importante aussi.

2.3.3 Rétro-action

Selon l’approche de SPRINGEL et al., 2005, une partie de la luminosité du noyau ga-
lactique actif sert à chauffer le gaz à proximité quand la luminosité dépasse la limite d’Ed-
dington et la pression de radiation l’emporte sur la gravité. Soit Efeed l’énergie apportée
au milieu par le noyau galactique :

Efeed = εfLr = εf εrc
2ṀBH (2.70)

avec εf l’efficacité du couplage thermique.
Quand la luminosité est en dessous de la limite d’Eddington, le noyau galactique actif

peut éventuellement former des "jets". La période d’activité est à peu près de 107 à 108 ans
(BÎRZAN et al., 2004). L’énergie apportée aux lobes issus des "jets" est alors donnée par

Ebub = εmLr∆t = εmεrc
2∆MBH (2.71)
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avec εm l’efficacité du mécanisme de chauffage des lobes et ∆MBH la variation de la masse
du trou noir pendant la période d’activité ∆t ∼ 107 − 108 ans. Dans un milieu plus dense,
l’accrétion sera plus importante et donc la croissance du trou noir aussi. L’énergie apportée
au lobe sera en conséquence plus importante et le milieu sera plus perturbé.
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Chapitre 3

Détection des structures BOSS dans
Planck

La première partie de ma thèse est dédiée à la détection de la composante de gaz
chaud des amas ou des proto-amas à grand redshift (z>2) par effet Sunyaev-Zel’dovich
thermique dans les cartes du satellite Planck. La ré-ionisation des baryons dans les sur-
densités de matière est totale à partir de z ∼ 6, impliquant l’existence de structures conte-
nant du gaz chaud pour des redshits inférieurs. Pour des redshifts z>2, il n’est plus possible
de détecter des structures individuelles et il convient d’utiliser des traceurs indépendants.
J’utilise ici les quasars du catalogue BOSS DR12 comme traceurs. Les quasars de ce cata-
logue présentent un premier avantage : ils sont nombreux pour des reshifts z>2 et je m’at-
tends donc à pouvoir extraire un signal moyen significatif. De plus les études de clustering
présentées dans la section 3.1.2 suggèrent que les quasars à grand redshift sont préféren-
tiellement dans des halos plus massifs que les quasars à bas redshift. Ces études ont été
réalisées sur des version plus anciennes du catalogue et la correspondance quasars-halos
massifs est peut-être moins systématique pour DR12. Je vais cependant faire l’hypothèse
que ces quasars sont de bons traceurs des halos massifs et donc de la composante de gaz
chaud associée. Travailler avec des traceurs indépendants peut poser certains problèmes.
En effet les traceurs peuvent avoir des émissions propres qui risquent de masquer le signal
de gaz chaud. C’est le cas des quasars qui ont une émission poussière dans l’intervalle de
fréquence couvert par Planck. La prise en compte de cette émission sera l’une des princi-
pales difficultés de cette analyse. Les quasars, qui sont des noyaux galactifs actifs, peuvent
aussi éjecter un gaz chaud non virialisé qui n’est pas distinguable de celui associé au halo
de matière noire.

Ce chapitre a pour vocation d’établir les premiers pans de l’analyse sur la détection
d’un potentiel gaz chaud dans des structures à grand redshift. J’en profite pour présenter
avec plus de détails la signature de ce gaz chaud dans les photons du FDC, l’effet SZ
thermique, et pour introduire les données utilisées pour le détecter, à savoir les cartes du
satellite Planck et le catalogue de quasars BOSS DR12. C’est aussi l’occasion d’évoquer
un premier outil d’extraction, le matched filter, outil qui sera complexifié dans le chapitre
suivant avec le reste de l’étude. Le chapitre se conclut sur la détection du signal moyen
dans les cartes Planck à la position des quasars en utilisant ce filtre. La caractérisation de
ce signal fera l’objet de la partie suivante.

3.1 Projet de détection du gaz chaud lointain

Comme évoqué dans le chapitre précédent, la composante baryonique des parties les
plus denses de notre univers (telles les amas de galaxies ou les proto-amas à plus grand
redshift) se trouve majoritairement sous forme d’un gaz chaud à partir de z∼6 (PLANCK
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COLLABORATION et al., 2015h ; FAN et al., 2006) . Ce gaz est détectable entre autre par
l’effet Sunyaev Zel’dovich (SZ), canal qui est privilégié dans mon étude. Si l’effet SZ a per-
mis effectivement la détection d’amas à bas redshift (z<1.5), il reste trop faible au niveau
des structures plus lointaines pour permettre leur détection individuelle. Une approche
statistique devient nécessaire pour espérer obtenir un signal SZ significatif en provenance
de telles structures. Ce qui implique de disposer d’un traceur indépendant pour savoir où
extraire un flux. Ce rôle est rempli ici par les quasars du catalogue BOSS DR12.

3.1.1 Détection du gaz chaud par effet tSZ

Les différents effets Sunyaev-Zel’dovich

Les photons du FDC se diffusent de manière non-élastique sur le nuage d’électrons
libres (au niveau du gaz chaud) par effet Compton-inverse. Le spectre de ces photons s’en
trouve modifié. Ce n’est plus un corps noir. Si l’on soustrait le spectre des photons du FDC,
le corps noir, à celui des photons diffusés, on obtient la signature spectrale caractéristique
de l’effet SZ thermique. Cet effet a été prédit par Rashid Sunyaev et Yakov Zel’dovich dans
les articles fondateurs SUNYAEV et al., 1970 et SUNYAEV et al., 1972.

En se restreignant à une certaine gamme de température pour les électrons libres (
Te < 10 keV, BIRKINSHAW, 1999), on peut négliger les corrections relativistes du spectre
de l’effet SZ thermique. Dans ce cas, le spectre normalisé tSZ ne dépend ni des caractéris-
tiques de la source ni de son éloignement, c’est-à-dire son redshift ; ces informations sont
alors intégralement portées par l’amplitude de l’effet tSZ. Cette (quasi) invariance de la
forme du spectre est une des grandes forces de la détection par effet tSZ.

L’effet tSZ a été détecté une première fois par Mark Birkinshaw en 1983 au niveau des
amas de galaxies 0016+16, Abell 665 et Abell 2218 à partir des observations à 40 GHz
réalisées par le Owens Valley Radio Observatory (BIRKINSHAW et al., 1984).

Le mouvement des amas de galaxies par rapport au FDC modifie aussi le spectre de
l’effet SZ (SUNYAEV et al., 1975). On parle alors d’effet SZ cinétique (kSZ). La collabora-
tion Atacama Cosomology Telescope fut la première à détecter cet effet en 2012 via une
approche statistique, en mesurant la vitesse moyenne entre deux paires d’amas de galaxies
(HAND et al., 2012). En utilisant une méthode similaire, la collaboration Planck est aussi
sur la voie de l’effet kSZ (PLANCK COLLABORATION et al., 2016). Récemment, la combinai-
son des données millimétriques du South Pole Telescope (SPT) avec un catalogue d’amas
du Dark Energy Survey (DES) a conduit à la détection d’un effet kSZ significatif à 4.2σ
(SOERGEL et al., 2016).

De nombreux indices favorisent aussi la détection de l’effet kSZ au niveau d’un objet
individuel à savoir l’amas MACS J0717.5+3745 par combinaison de données MUSTANG
(pour MUltiplexed SQUID/TES Array at Ninety GHz) et Bolocam (MROCZKOWSKI et al.,
2012).

Il est possible d’utiliser l’effet kSZ pour d’établir des contraintes sur l’homogénéité de
l’Univers. La somme des vitesses des amas par rapport au FDC doit être nulle si l’Uni-
vers est effectivement homogène aux grandes échelles. Ce qui veut dire que le signal
kSZ moyen au niveau des amas doit être compatible avec zéro. La mesure de la vitesse
moyenne (via l’effet kSZ) réalisée par Sarah Puisieux sur le catalogue d’amas MCXC (PIF-
FARETTI et al., 2011), catalogue qui sera présenté avec plus de détails dans le chapitre 5,
va dans ce sens. Cette vitesse est de l’ordre de 72 km.s−1 avec une erreur de 60 km.s−1,
donc compatible avec zéro (PLANCK COLLABORATION et al., 2014d ; PUISIEUX, 2013).

Ce signal SZ cinétique est largement sous-dominant par rapport au signal SZ ther-
mique, en conséquence, je ne le prends pas en compte pour la suite de mon étude. Il
existe aussi un signal tSZ polarisé causé à la fois par le mouvement des amas et la polari-
sation des photons du FDC. Ce signal n’a jamais été détecté et est encore plus faible que
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l’effet kSZ. En conséquence, je le néglige aussi pour la suite.

Dérivation de l’effet tSZ à partir de l’équation de Kompaneets

En ne considérant que la diffusion Compton-inverse des photons sur des électrons
non relativistes, on peut employer l’équation de Kompaneets pour décrire l’évolution du
spectre des photons (BIRKINSHAW, 1999 ; WEINBERG, 2008) :

∂n

∂y
=

1

x2
e

∂

∂xe
x4
e

(
∂n

∂xe
+ n+ n2

)
(3.1)

n(ν) étant le nombre de photons dans l’état d’énergie hν, xe = hν/kbTe et y = kbTe
mec2

lσTne
le paramètre de Compton, avec l la distance parcourue par les photons dans le nuage. σT
indique la section efficace de la diffusion Thompson et ne la densité des électrons dans le
nuage.

Les photons du FDC suivent une distribution de corps noir, d’où n(ν) = (ex − 1)−1

avec x = hν/kbTFDC et TFDC = 2.7255 ± 0.0006K (FIXSEN, 2009). Notons aussi que
∂x
∂xe

= Te
TFDC

>> 1 pour des électrons dans un plasma. Ce qui implique que | ∂n∂xe | =

|−ex(ex − 1)−2 Te
TFDC

| >> ex(ex − 1)−2 = n + n2. On peut donc réécrire l’équation de
Kompaneets sous une forme plus simple :

∂n

∂y
=

1

x2
e

∂

∂xe

(
x4
e

∂n

∂xe

)
. (3.2)

Comme x = Te
TFDC

xe, on peut remplacer xe par x dans l’équation ci-dessus. Alors, en
intégrant de part et d’autre sur y, on arrive à la relation suivante (x ne dépendant pas de
y et n(ν) non plus) :

∆n =
y

x2

∂

∂x

(
x4∂n

∂x

)
. (3.3)

avec cette fois, le paramètre de Compton intégré le long de la ligne de visée :

y =

∫
kbTe(l)

mec2
σTne(l)dl. (3.4)

En remplaçant n par son expression (corps noir), on obtient alors la variation du
nombre de photons ∆n(ν) dans un état d’énergie hν par rapport au corps noir du FDC :

∆n = y

(
x2

4 coth (x2 )− x
sinh2 (x2 )

)
= y · f(ν) (3.5)

∆n ne dépend, à l’amplitude y près, que de x donc que de ν et en aucun cas des caracté-
ristiques de l’amas telles que Te et ne. Ce spectre est donc universel pour les amas remplis
d’un gaz de "basse" température (Te < 10 keV).

L’intensité (spécifique) du corps noir du FDC en W.Hz−1.m−2.sr−1 est donnée par
Iν = 2hν3

c2
n. La variation de l’intensité provoquée par l’effet tSZ s’écrit de la même façon

∆Iν = 2hν3

c2
∆n. C’est cette variation qui sera mesurée par la suite. La figure 3.1 donne un

aperçu de la forme de la variation en fonction de la fréquence des photons.

3.1.2 Les quasars comme traceurs du gaz chaud

Comme évoqué plus haut, les structures (amas, proto-amas) que je cherche à mettre
en évidence sont à haut-redshift (z>2) et ne sont pas détectables de manière individuelle
dans le canal tSZ. Il convient donc de travailler avec un nombre important de sources pour
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FIGURE 3.1 – A gauche : en bleu, l’intensité des photons du FDC, le corps noir à 2,73 K ;
en rouge, le flux modifié par effet tSZ (pour un amas très massif). A droite : la différence
entre les deux intensités qui donne le spectre du signal tSZ.

augmenter le rapport signal sur bruit et obtenir un flux significatif. Un problème se pose.
Si je ne peux détecter les structure individuellement où vais-je devoir regarder au niveau
des cartes Planck pour extraire mon flux moyen ? J’ai besoin d’un traceur indépendant,
c’est-à-dire d’un objet détecté dans un autre canal que celui de l’effet tSZ pour pouvoir
déterminer où je vais récupérer un signal dans le ciel.

Les quasars sont de possibles traceurs d’amas. Comme on l’a vu précédemment dans la
dernière partie du chapitre 2, les quasars ont besoin de beaucoup de gaz pour entretenir
leur activité, c’est-à-dire l’accrétion de matière autour de leur trou noir central, et donc
leur importante luminosité. On peut inférer qu’ils sont nés dans des environnements plus
denses que les galaxies non actives, par exemple dans des proto-amas. Il semble par contre
qu’à plus bas redshift (z<2) les quasars sont situés en moyenne dans des amas peu massifs
de l’ordre de ∼ 2 · 1012M� d’après l’article de N. P. ROSS et al., 2009 sur le clustering des
quasars SDSS (pour Sloan Digital Sky Survey)-DR5. Un autre article (RICHARDSON et
al., 2012) s’appuie sur SDSS-DR7 pour estimer une masse moyenne cette fois de (4.1 ±
0.4) · 1012M� pour les amas hôtes de quasars à z ∼ 1.4. A contrario, cette même étude
suggère pour des quasars avec un redshift moyen de z ∼ 3.2 des amas hôtes beaucoup
plus massifs : (14.1± 7) · 1012M�.

L’importante luminosité des quasars est un atout important puisque cela les rend dé-
tectable à grand redshift, par exemple jusqu’à z=6 pour le catalogue BOSS SDSS-DR12
utilisé ici. Les catalogues de quasars sont donc profonds et garantissent une population de
traceurs suffisamment nombreuse même à des redshifts importants (PÂRIS et al., 2012).

Je vais dans un premier temps regarder le signal au niveau de ces quasars et donc
de leur environnement proche sans faire d’hypothèse sur sa nature. Choisir les quasars
comme traceurs ne garantit en rien l’obtention d’un signal purement tSZ d’éventuel proto-
amas hôte. D’autres émissions pourront contaminer mon signal. La caractérisation de ces
émissions "parasites" sera en partie l’objet du chapitre 4.

3.1.3 Panorama de la détection d’amas à grand redshift

L’amas le plus lointain détecté par rayonnement de freinage (donc en X) possède un
redshift de z = 2.506. Il a été observé par le satellite Chandra (WANG et al., 2016). C’est
la plus lointaine structure contenant du gaz chaud détectée individuellement (si bien sûr
on exclut le plasma primordial confirmé par le FDC). L’autre canal de détection du gaz
chaud, le tSZ ne permet pas de monter aussi loin. Le redshift des amas du catalogue
de l’expérience SPT monte jusqu’à z = 1.5 alors que dans Planck, l’amas confirmé le plus
lointain a un redshift de 1. L’amas XLSSU J021744.1-034536 est la plus lointaine structure
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avec une émission tSZ significative puisqu’elle se trouve à z=1.9. Déjà identifié par XMM-
Newton, cet amas a été détecté par CARMA (Combined Array for Research in Millimeter-
wave Astronomy ) dans le canal tSZ (MANTZ et al., 2014). Notons qu’à chaque fois le
redshift des amas est obtenu avec la contrepartie optique, sous forme d’un groupement de
galaxies, par exemple issues du catalogue SDSS.

Je profite de cette section pour rappeler une étude qui précède ce travail et dont la mé-
thodologie est assez proche. En utilisant un catalogue (issu des données SDSS) de galaxies
les plus lumineuses de leur environnement ou locally brighest galaxies (LBGs) comme tra-
ceurs, la collaboration Planck a pu trouver un signal tSZ significatif et compatible avec
les lois d’échelles usuelles pour le SZ notamment chez les amas peu massifs qui ne sont
pas détectables individuellement (PLANCK COLLABORATION et al., 2013b). D’autres études
combinant les données Planck et des catalogues de galaxies (PLANCK COLLABORATION et
al., 2011c) ou des catalogue d’amas détectés en X (PLANCK COLLABORATION et al., 2011b)
ont confirmés la robustesse des lois d’échelles.

Auparavant, une même approche a été employée pour détecter l’effet tSZ dans les
données WMAP ( Wilkinson Microwave Anisotropy Probe) en utilisant des catalogues de
traceurs dérivés aussi des données SDSS (CHATTERJEE et al., 2010 ; DRAPER et al., 2012)
aboutissant à un signal tSZ significatif à 2.5σ.

Il convient ici aussi de mentionner les deux autres études sur la détection du gaz chaud
qui utilisent les quasars comme traceurs. RUAN et al., 2015, en utilisant les quasars du ca-
talogue SDSS-DR7 et des cartes tSZ de Planck (HILL et al., 2014), sont capables d’extraire
un signal SZ significatif à la position des traceurs. La collaboration ACT en utilisant des
cartes de ACT et des cartes Herschel, avec pour traceurs les quasars SDSS-DR10, trouve
aussi un signal tSZ significatif quoique largement dominé par une émission de poussière
(CRICHTON et al., 2015). En utilisant les radio galaxies des catalogues FIRST et NVSS, cette
même collaboration avait déjà extrait un signal tSZ significatif (GRALLA et al., 2014).

3.2 Les données Planck, adaptées à la détection du SZ

La mission Planck a permis l’élaboration de 9 cartes du ciel de 30 GHz à 857 GHz
(PLANCK COLLABORATION et al., 2015a ; PLANCK COLLABORATION et al., 2015f ; PLANCK

COLLABORATION et al., 2015d). En plus du FDC et des avant-plans galactiques qui do-
minent, on trouve ponctuellement des sources significatives d’émission tSZ. Ces sources
sont à l’origine du catalogue d’amas Planck.

Ce que les cartes Planck n’ont pas en résolution du fait d’un lobe assez large, elles l’ont
par contre en couverture puisque c’est tout le ciel micro-onde qu’elle sondent. Dans mon
étude, je vais regarder les cartes Planck à la position des quasars de BOSS pour déterminer
la présence ou non d’un signal tSZ.

3.2.1 La mission Planck

Conçue par l’Agence Spatiale Européenne (ESA), la mission Planck (PLANCK COLLABO-
RATION et al., 2011a) succède aux deux missions d’observation du FDC que furent le COs-
mic Background Explorer ou COBE (lancée en 1989, BOGGESS et al., 1992) et le Wilkinson
Microwave Anistropy Probe ou WMAP (lancée en 2001, BENNETT et al., 2003). COBE a
permit une mesure directe du corps noir du FDC avec l’appareil FIRAS et la première
détection de ses anisotropies avec l’appareil DMR. Ces deux mesures furent d’ailleurs cou-
ronnées par les prix Nobel attribués respectivement à John C. Mather et George Smooth
en 2006.

WMAP et Planck ne mesurent pas le corps noir lui-même mais les variations de tem-
pérature par rapport à ce corps noir que ce soit les anisotropies du FDC ou plus ponc-
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tuellement l’effet SZ. WMAP n’avait ni la profondeur et ni la résolution pour permettre
la détection individuelle des amas par effet SZ justement. Il a par contre été possible de
construire un catalogue d’amas à partir des données Planck. J’y reviendrais plus en détail
au sein de cette section et au début du chapitre 5.

FIGURE 3.2 – Emission tSZ en provenance de l’amas de galaxies Abell 2319 sur des mini-
cartes Planck de 2 degrés de côté. Le signal est négatif pour les fréquences inférieures à
217 GHz et positif au delà. Les cartes Planck sont parfaitement adaptées à la détection de
l’effet tSZ. Crédit : ESA

Lancé en mai 2009 (TAUBER et al., 2010), conjointement avec Herschel, le satellite
Planck rejoint le point de Lagrange L2 Terre/Soleil cette même année. Ce point garantit
au satellite une vitesse angulaire comparable à celle de la Terre autour du Soleil et, à
la différence du point L1, est moins soumis au rayonnement solaire. C’est ce qui le rend
très prisé pour les observations du cosmos. Le point L2 est cependant un point d’équilibre
instable. Pour éviter de dériver, le satellite suit une orbite de type courbe de Lissajous
autour du point de Lagrange. Cette orbite est elle-même instable et le satellite doit corriger
sa trajectoire tous les 6 mois. Les figures 3.3 présentent le point L2 et aussi l’orbite type
Lissajous décrite par le satellite autour de ce point.

Le satellite est équipé d’un télescope qui observe le ciel. Ce télescope tourne, pour
simplifier, autour de l’axe satellite-Soleil avec une vitesse de 1 tour/minute tandis que
le satellite lui-même se déplace de 1◦/jour ; ce que transcrit visuellement la figure 3.4
(DUPAC et al., 2005).

Planck a pu faire 4 relevés complets du ciel 1 avant la fin de la mission que l’on peut
acter à l’envoi de la dernière commande au satellite en octobre 2013.

C’est aussi en 2013 que Planck publie les paramètres cosmologiques dérivés de l’obser-
vation du FDC en utilisant deux relevés du ciels. C’est une confirmation de la robustesse
du modèle ΛCDM . Le premier catalogue d’amas est aussi publié cette année là, avec deux
relevés du ciel aussi (PLANCK COLLABORATION et al., 2014c). Il faut attendre 2015 pour
que Planck présente la cosmologie FDC avec quatre relevés du ciel (PLANCK COLLABORA-
TION et al., 2015h) et le nouveau catalogue d’amas réalisé lui aussi avec 4 relevés (PLANCK

COLLABORATION et al., 2015k).
Le catalogue d’amas Planck permet aussi de contraindre la cosmologie via la fonction

de masse (PLANCK COLLABORATION et al., 2014a ; PLANCK COLLABORATION et al., 2015i).
La cosmologie amas est en tension à 3σ avec la cosmologie FDC pour ce qui est du para-
mètre σ8 (en supposant pour les amas un biais de 0.8 entre la masse estimée par les X et
la vraie masse).

3.2.2 Le satellite Planck

De manière schématique, il est possible de décomposer le satellite Planck en 3 parties :
le télescope, les cornets et les détecteurs. Ces détecteurs appartiennent en fait à deux
instruments distincts : le Low Frequency Instrument (LFI) qui observe le ciel à 30 GHz,
44 GHz et 70 GHz et le High Frequency Instrument (HFI) qui lui observe à 100 GHz, 143

1. La mission Planck a en fait réalisé un peu plus que 4 relevés complets du ciel.
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FIGURE 3.3 – En haut : les différents points de Lagrange du système Terre/Soleil. Le satel-
lite Planck se trouve au niveau de L2. En bas : la trajectoire de Planck vers le point L2 puis
son orbite type Lissajous. (Crédit ESA)

GHz, 217 GHz, 353 GHz, 545 GHz et 857 GHz. Ce choix de fréquence n’est pas anodin
pour HFI ; il est idéal pour la détection de l’effet SZ qui est faiblement négatif à 100 GHz,
minimal à 143 GHz, nul à 217 GHz et maximal à 353 GHz.

Je vais présenter ici brièvement le fonctionnement du satellite. Un faisceau de photons
micro-ondes arrive sur le miroir primaire du télescope puis se dirige sur le miroir secon-
daire et enfin sur le plan focal comme le résume la figure 3.5 (TAUBER et al., 2010). Les
miroirs Planck sont analogues à des fentes de diffraction pour les ondes micro-ondes. Les
images ainsi collectées sur le plan focal apparaissent lissée à cause de la diffraction. Le
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FIGURE 3.4 – Le satellite Planck observe le ciel avec une vitesse d’un tour/minute tout en
se déplaçant d’un degré par jour. (Crédit ESA)

diamètre du lobe central dépend notamment de la fréquence de l’onde mais aussi de la
taille des miroirs, par exemple le miroir secondaire est un carré d’un mètre de côté.

Le plan focal est composé d’un ensemble de cornets, cornets qui ont pour mission
de collecter la lumière qui leur arrive de face et d’empêcher les photons venant d’autres
directions de traverser. Les cornets permettent aussi de retirer les lobes secondaires dus
à la diffraction mais pas le lobe central qu’il faudra prendre en compte pour le reste de
l’étude.

A la sortie du cornet se trouve un voire deux détecteurs sensibles ou non à la polari-
sation de la lumière. Par exemple sur les 52 détecteurs de HFI, 20 sont sensibles au flux
total tandis que les autres sont aussi sensibles à la polarisation.

Ces détecteurs sont des radiomètres (LFI) ou des bolomètres (HFI) très fortement re-
froidis (4K pour les radiomètres LFI, 0.1K pour les bolomètres HFI). Les bolomètres trans-
forment l’énergie apportée par les photons en énergie thermique sous forme d’une hausse
de leur température. Un thermomètre convertit ensuite cette hausse en courant électrique.
Les détecteurs sont aussi couplés à un filtre qui améliore la réponse des détecteurs à la fré-
quence de la lumière incidente. Idéalement, on souhaiterait un Dirac au niveau d’une des
fréquences parmi celles déjà évoquées au début de cette section. En pratique, la réponse
est étalée avec cependant un maximum au niveau de la fréquence souhaitée comme l’in-
dique la figure 3.6 pour l’instrument HFI. Il faudra prendre en compte cette étalement par
la suite pour le calcul des fréquences efficaces νeff indispensable pour utiliser les matched
filters.

3.2.3 Les cartes Planck non polarisées

J’utilise dans cette étude les cartes de flux total Planck réalisées avec l’ensemble des
relevés du ciel. A titre indicatif, la collaboration Planck a aussi abouti à la construction de
cartes du ciel polarisées qui ne sont pas employées ici.

Il y a 9 cartes du ciel micro-onde, une pour chaque fréquence (PLANCK COLLABORATION

et al., 2015e ; PLANCK COLLABORATION et al., 2015f). Je restreins mon analyse à 7 cartes
du ciel aux fréquences suivantes : 70 GHz (la seule carte obtenue par LFI que j’utilise dans
mon étude), 100 GHz, 143 GHz, 217 GHz, 343 GHz, 545 GHz et 857 GHz.

Les cartes Planck de tout le ciel sont divisées en pixels en utilisant le découpage HEAL-
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FIGURE 3.5 – En haut : le télescope de Planck, la lumière (main beam) arrive sur le miroir
primaire puis sur le miroir secondaire pour rentrer dans un cornet sur le plan focal. La
lumière venant d’autres directions (PR Spillover, SR Spillover) peut être collectée par le
satellite mais se retrouve bloquée par les cornets et ne peut atteindre les détecteurs. En
bas : le plan focal avec les cornets HFI et LFI. (Crédit Tauber et al 2010)

Pix (GÓRSKI et al., 2005). Ce découpage est réalisé de manière itérative par division de
la sphère céleste en parties de plus en plus petites comme l’indique la figure 3.7 jusqu’à
atteindre des pixels de côté de 0.03◦ soit 1.7 arcmin. Ce choix de taille n’est pas anodin. Le
plus petit lobe Planck a une largeur à mi-hauteur de 4.2 arcmin ce qui équivaut à un pixel

de côté de
√(

2π
(

4.2
2

)2)
= 3.63 arcmin. D’après le théorème de Nyquist-Shannon, pour

ne pas perdre d’information, la fréquence d’échantillonnage doit être au moins deux fois
plus grande que la plus grande fréquence du signal. Cette fréquence correspond ici à l’in-
verse de la taille du plus petit pixel possible, donné par le lobe. L’inverse de la fréquence
d’échantillonnage donne ici la taille maximale d’un pixel soit 3.63

2 = 1.8 arcmin.
Pour travailler dans l’espace de Fourier et non en harmonique sphérique sur tout le

ciel, mais aussi pour faciliter le calcul du bruit local, les cartes du ciel sont divisées en
504 mini-cartes tangentes de 10◦ × 10◦ contenant 350× 350 pixels. Chaque mini-carte est
ensuite ré-échantillonnée pour que les côtés des pixels soient parallèles ou orthogonaux
aux bords de la mini-carte.

Notons que la résolution angulaire de Planck est relativement faible si on la compare
avec les expériences SZ au sol telles SPT et ACT. En effet le lobe Planck a une largeur à mi-
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FIGURE 3.6 – Transmission spectrale pour les différents détecteurs HFI en fonction de la
fréquence. La réponse est étalée sur une bande en fréquence de l’onde de ∆ν

ν '
1
3 . (Crédit

ESA)

Fréquence (GHz) 70 100 143 217 343 545 857
FWHM (arcmin) 13.2 9.7 7.2 4.9 4.9 4.7 4.2

TABLE 3.1 – La largeur à mi-hauteur du lobe de Planck aux différentes fréquences étudiées.

hauteur (full width half maximum ou FWHM) de 7.2 arcmin à 143 GHz contre 1.38 arcmin
à 148 GHz pour ACT (HASSELFIELD et al., 2013) et 1.1 arcmin à 150 GHz pour SPT (PADIN

et al., 2008). Planck a cependant l’avantage de couvrir tout le ciel.
Les structures que je vais inspecter dans cette étude sont toutes plus petites que le lobe

de Planck et peuvent donc être vues comme des sources ponctuelles. Je reviendrais sur ce
point dans la dernière section de ce chapitre.

FIGURE 3.7 – Division de la sphère (le ciel) en parties de plus en plus petites avec la
méthode HEALPix. (Crédit http ://healpix.sourceforge.net)
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Intensité en température relative

Les cartes Planck sont des cartes de températures relatives ∆T
TFDC

(PLANCK COLLABO-
RATION et al., 2015e ; PLANCK COLLABORATION et al., 2015f). En effet, si l’on part de la
dérivée d’une intensité de corps noir par a rapport à sa température, on obtient :

∂Iν
∂T

=
2hν3

c2

xex

(ex − 1)2

1

T
(3.6)

avec x = hν/kbT .
Ce qui pour une petite variation de température et pour le corps noir du FDC revient

à écrire que

∆Iν '
2hν3

c2

xex

(ex − 1)2

(
∆T

TFDC

)
. (3.7)

Ecrire les cartes d’intensité en ∆T
TFDC

est tout à fait adapté pour cartographier les ani-
sotropies du FDC car ce dernier ne varie pas de fréquence à fréquence dans cette unité.
Il est cependant possible de convertir toute variation d’intensité ∆Iν partant d’un corps
noir, par exemple l’effet tSZ, en variation relative de température ∆T

TFDC
. Notons que le

facteur de conversion g(ν) = ∆Iν(
∆T

TFDC

) = 2hν3

c2
xex

(ex−1)2 dépend de la fréquence. ∆Iν est en

W.Hz−1.m−2.sr−1 soit en Jansky/sr ou Jy.sr−1 (1Jy = 10−26W.Hz−1.sr−1).

Etalonnage

J’en profite pour mentionner l’étalonnage des cartes Planck. La carte LFI à 70 GHz et
les cartes HFI de 100 GHz à 353 GHz sont étalonnées avec le dipôle du FDC (PLANCK

COLLABORATION et al., 2015c ; PLANCK COLLABORATION et al., 2015f). Ce dipôle est bien
connu et fut déjà mesuré par COBE. Il n’est pas intrinsèque et est dû au mouvement du
système solaire (il faut aussi prendre en compte le mouvement du satellite) par rapport
au FDC, mouvement qui a une vitesse de 370 km/s. Dans cette étude, je considère l’erreur
sur l’étalonnage comme négligeable pour ces cartes.

Il n’en va pas de même pour les cartes HFI à 545 GHz et à 857 GHz. Elles sont éta-
lonnées à partir des densités de flux en provenance de Neptune et d’Uranus en suivant
le modèle d’émission atmosphérique donné par MORENO, 2010 (PLANCK COLLABORATION

et al., 2015f). L’erreur relative sur l’intensité dans ces cartes est de ±5%. L’impact de cette
systématique sera étudié dans le chapitre suivant dans la section 4.5.4.

Composition des cartes Planck

Il convient ici de faire une petite revue des différentes composantes présentes dans les
cartes Planck (PATANCHON, 2003 ; PLANCK COLLABORATION et al., 2015g).

1. Comme je l’ai mentionné, précédemment, Le FDC est l’une des composantes ma-
jeures des cartes Planck (PLANCK COLLABORATION et al., 2015b). Pour autant, Planck
ne mesure pas le corps noir du FDC, corps noir à la température TFDC = 2.7255±
0.0006K (FIXSEN, 2009). Planck utilise seulement son dipôle pour l’étalonnage. Ce
que mesure Planck, ce sont les variations angulaires de température du corps noir.
Ces variations, très faibles (∆T/TFDC ∼ 10−4 − 10−5 soit ∆T ∼ 100µK), sont les
signatures des anisotropies du FDC. Il est possible comme je l’ai évoqué dans le cha-
pitre précèdent, de construire le spectre de puissance des anisotropies du FDC et
de contraindre les paramètres cosmologiques. Par la suite, je range ces anisotropies
dans les sources de bruit sur les mini-cartes.
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2. L’émission thermique des poussières galactiques est la composante majeure des
cartes Planck à partir de 100 GHz. Cette émission de poussière pourraient provenir
en partie de grains qui ont été chauffés par les étoiles alentours. Son spectre est mo-
délisé par un corps gris c’est-à-dire le produit d’une loi de puissance avec une loi de
corps noir soit Idust(ν) ∝ νβs ·Bν(Ts). Le corps gris a deux paramètres, l’exposant
de la loi de puissance βs et la température du corps noir Ts qui ont respective-
ment les valeurs suivante pour la poussière galactique : 1.55 ± 0.1 (sans unité) et
23 ± 3 K. La poussière galactique est une autre source de bruit pour la détection
de l’effet tSZ. Elle plus structurée, bien que diffuse, que les anisotropies du FDC
qui sont distribuées aléatoirement. Cela la rend plus difficile à supprimer avec un
matched filter. C’est pourquoi je vais par la suite éliminer les traceurs trop proches
du plan galactique, où la poussière domine, en utilisant un masque approprié, le
masque qui conserve 65% du ciel le plus propre à 857 GHz.

3. La rotation des grains de poussières avec un moment dipolaire non nul est source
d’une autre émission en provenance de la galaxies. Cette émission est surtout im-
portante à basse fréquence comme l’indique la figure 3.8 (cette émission porte le
nom de "spinning dust").

4. Autre émission importante à basse fréquence ("free-free"), le rayonnement de frei-
nage est provoqué par la collision des électrons avec des ions dans le milieu interga-
lactique. La réponse spectrale de cette émission est quasiment une loi de puissance,
soit Idust(ν) ∝ να, pour des fréquences supérieures à 1 GHz avec un exposant
α ' −0.15.

5. Les électrons en rotation le long des lignes du champ magnétique galactique émettent
un rayonnement synchrotron. Le spectre de ce rayonnement est aussi proche d’une
loi de puissance pour des fréquences supérieures à 20 GHz avec cette fois l’exposant
suivant α ' −1.

6. Des lignes d’émission du CO de notre galaxie ont été détectées à 100 GHz, 217
GHZ et 353 GHz apportant une contamination supplémentaire.

7. Il existe d’autres sources, cette fois ponctuelles, d’émission galactique (et aussi lo-
calisées dans les nuages de Magellan) : les nuages moléculaires dits froids (PLANCK

COLLABORATION et al., 2015l). Ces nuages pourraient être une contamination sup-
plémentaire. Ils sont cependant localisés dans le plan galactique, zone que je ne
vais pas explorer.

8. D’autres sources ponctuelles ont été détectées par Planck et forment le Planck Ca-
talogue of Compact Sources (PLANCK COLLABORATION et al., 2015j). Je néglige la
contamination qu’elles pourraient engendrer.

9. Le composant qui nous intéresse et qui est rattachée à des structures compactes
sans être forcement ponctuelles, c’est l’émission de gaz chaud, c’est-à-dire l’effet
tSZ. La détection individuelle de structure via cet effet est à l’origine du catalogue
d’amas Planck.

10. Pour terminer cette liste, je vais évoquer le bruit instrumental qui provient à la fois
du bolomètre et de l’électronique. On peut le modéliser par une variable aléatoire.
Par la suite, ce bruit et le bruit astrophysique seront traités ensemble.

3.3 Les traceurs, les quasars de BOSS

J’ai peut-être des sources potentielles d’émission tSZ dans les cartes Planck. Il me faut
un traceur indépendant pour savoir où regarder sur ces cartes et extraire un flux moyen.
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FIGURE 3.8 – Intensité des différentes composantes en ∆T dans les cartes Planck en fonc-
tion de la fréquence. Le FDC (CMB) est le composant dominant pour une fenêtre allant de
40 GHz à 100 GHz (Crédit NASA).

FIGURE 3.9 – Les cartes du ciel Planck aux différentes fréquences en ∆T
TCMB

. L’émission de
poussière galactique, visible sur toutes les cartes au niveau du plan galactique, domine à
haute-fréquence.(Crédit ESA)

Comme je l’ai indiqué dans la section d’introduction 3.1.2, je prends des quasars pour
remplir ce rôle. J’utilise ici le catalogue de quasars SDSS-DR12 (ALAM et al., 2015) qui est
à la fois profond (objets détectés jusqu’à redshift 6) et vaste puisqu’il couvre 10 000 deg2

(le ciel s’étendant sur 41 253 deg2).
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3.3.1 Le programme SDSS

Le Sloan Digital Sky Survey (SDSS) est un programme d’observation de sources op-
tiques qui a débuté en 2000. Depuis le début, les observations sont effectuées au télescope
optique de 2.5 mètres de l’Apache Point Observatory au Nouveau-Mexique. L’observation
se décompose en fait en deux phases distinctes :

— Une première phase d’imagerie où une zone complète du ciel est observée dans
5 bandes optiques à l’aide de caméras CCD (PIER et al., 2003). Des objets dignes
d’intérêts (galaxies, quasars ou étoiles) détectés dans ces images sont sélectionnés
pour l’étape suivante.

— Une deuxième phase de spectrographie où sont relevés les spectres des objets sé-
lectionnées en pointant au niveau de leur position dans le ciel. Le spectre permet
l’obtention d’un redshift beaucoup plus précis de l’objet et de vérifier sa nature. No-
tons aussi que c’est dans le spectre des quasars que l’on détecte les forêts Lyman−α
qui ont notamment permis la détection les oscillations acoustiques des baryons ou
BAO à grand redshift (z > 2) (PÂRIS et al., 2012 ; DELUBAC et al., 2015 ; BUSCA

et al., 2013).

FIGURE 3.10 – Réponse des 5 filtres de la caméra CDD SDSS. Les 5 bandes optiques
permettent une première sélection des objets et l’estimation d’un redshift photomé-
trique.(Crédit SDSS)

La chronologie de SDSS peut se découper en trois grosses "campagnes". La première,
SDSS-I, qui se déroule de 2000 à 2005, couvre 8000 deg2 pour l’imagerie. La deuxième
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campagnes va de 2005 à 2008 et a abouti entre autres à la construction d’un catalogue
de quasars essentiellement à redshift z ∼ 2 avec la Data Release 7, SDSS-DR7 (ABAZAJIAN

et al., 2009). La troisième campagne démarre en 2008. C’est durant cette campagne que
le nouveau spectrographe, BOSS (pour Baryon Oscillation Spectroscopic Survey) entame
sa mission. L’année 2015 est marquée par la publication des données DR12 (ALAM et al.,
2015) qui couvrent 14 555 deg2 pour ce qui est de l’imagerie comme indiquée sur la
figure 3.11. Le relevé des spectres des différents objets est effectué sur une surface plus
réduite de 10 000 deg2. J’utilise le catalogue de quasars de DR12 qui contient près de
300 000 objets. Les redshifts des quasars sont obtenus à partir de la spectrographie BOSS.
Il existe aussi un catalogue de 1.5 millions de galaxies proches (z < 0.7) que je n’utilise
pas ici. Le catalogue de quasars a été construit pour permettre la détection de nombreuses
forêts Lyman−α. Il est donc majoritairement constitué d’objets à haut-redshift (z > 2.15)
a contrario par exemple du catalogue DR7 non utilisé dans mon étude.

FIGURE 3.11 – La zone grisée correspond à la zone couverte par l’imagerie de DR12.
(Crédit SDSS)

L’expérience eBOSS (Extended Baryon Oscillation Spectroscopic Survey) qui a débutée
en 2014 est la suite directe de DR12. Elle devrait aboutir à la construction d’un catalogue
de plus de 700 000 galaxies lointaines (avec 0.6 < z < 0.8) et un autre de plus de 700 000
quasars (avec 0.9 < z < 3.5).

L’expérience DESI (Dark Energy Spectroscopic Instrument) va ensuite succéder à SDSS
et utiliser un nouveau spectrographe. Les observations devraient débuter en 2018 et
conduire à la construction d’un catalogue de galaxies et de quasars encore plus profond et
sur une zone du ciel plus vaste que maintenant. Ce type de relevé permettra une mesure
encore plus précise de l’échelle BAO à différents redshifts.

3.3.2 Le spectrographe BOSS

BOSS est le spectrographe de la mission SDSS dédié à la détection du spectre des
galaxies ou des quasars préalablement sélectionnés par l’imagerie à 5 bandes (SMEE et al.,
2013). Le précédant spectrographe SDSS avait une résolution plus faible et couvrait une
bande de longueurs d’onde plus petite comme l’indique le tableau 3.2. A titre indicatif,
l’expérience SDSS emploie deux autres spectrographes, APOGEE et MARVELS tous deux
principalement conçus pour mesurer le spectre des étoiles de la Voie lactée.

Les différents objets, galaxies ou quasars, sont donc sélectionnés à partir des données
photométriques, notamment dans l’espace des couleurs. Pour chaque portion du ciel ins-
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Spectrographe Résolution λ min λ max Trous/plaque Réso. angulaire
SDSS-I/II 1800 à 2000 Å 3800 Å 9200 Å 640 3 arcsec

BOSS 1400 à 2600 Å 3650 Å 10400 Å 1000 2 arcsec

TABLE 3.2 – Les propriétés essentielles du spectrographe BOSS et de son prédécesseur.

pectée par le spectrographe est créée une plaque percée au niveau des positions des objets
sectionnés. Une plaque type BOSS peut contenir 1000 trous. Ces trous ont un diamètre
de 120 µm, ce qui correspond à un diamètre angulaire de 2 arcsec sur la voute céleste.
C’est une bonne estimation de la résolution de l’appareil. La plaque couvre elle-même un
disque de 2.98 deg de diamètre. Chaque trou est relié au spectrographe par une fibre.
Ainsi le spectrographe peut mesurer simultanément plusieurs spectres, ce qui apporte un
gain de temps énorme. La figure 3.12 présente une plaque BOSS au sein du spectrographe.
Notons que le spectrographe lui-même dispose de deux caméras CDD, rouge et bleue, sur
lesquelles est étalée (grâce à un filtre dichroïque) la lumière conduite par les fibres.

FIGURE 3.12 – Le spectrographe BOSS. La plaque est placée au niveau du plan focal du
télescope. La lumière arrive ensuite au niveau des deux caméras (bleue et rouge) après
avoir voyagé dans les fibres. (Crédit SDSS)

Après le relevé du spectre, une inspection visuelle de celui-ci est nécessaire pour confir-
mer la mesure du redshift et aussi la nature (galaxie, quasar ou étoile) même de l’objet et
qu’il n’y ait pas d’ambiguïté. Le catalogue que j’utilise par la suite n’est constitué que de
quasars avec un redshift confirmé par l’inspection visuelle.

3.3.3 Sélection des quasars et construction du catalogue

La sélection photométrique

Le catalogue de quasars de DR12 contient 297 301 objets identifiés formellement
comme quasars avec un redshift fiable. Ces quasars ont été sélectionnés pour permettre
la détection de forêt Lyman−α dans leur spectre. Il s’agit normalement d’objets à haut
redshift (z>2.15). Cependant, la sélection de ces quasars est effectuée à partir de leur
magnitude dans les différentes bandes de couleur des données photométriques. Et il y a
dégénérescence entre ces magnitudes et le redshift (A. J. ROSS et al., 2012). De manière
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plus précise, cette sélection s’effectue en prenant en compte l’impact du décalage (redshift
minimal de 2.15) de la raie Lyman−α sur les magnitudes dans les différentes bandes. Il
suffit qu’une raie d’émission d’un objet à plus bas-redshift provoque le même effet dans
ces bandes-là pour que cet objet soit sélectionné.

Par exemple, la raie d’émission du Mg-II à 2800 Å pour les quasars à z ∼ 0.8 est à la
même longueur d’onde que la raie Lyman−α des quasars à z ∼ 3.1. Dans les données
photométriques, les deux populations de quasars se confondent. Donc sélectionner les
objets à haut redshift revient à sectionner aussi des objets à plus bas redshift.

Autre exemple, la raie du C-IV à 1549 Å pour les quasars à z ∼ 1.6 est aussi à la même
longueur d’onde que la raie Lyman−α des quasars à z ∼ 2.3.

Le catalogue

Outre leurs coordonnées angulaires dans le ciel et leur redshift photométrique, on
trouve aussi leur magnitude relative dans la bande g, leur magnitude absolue dans la
bande i ainsi que leur possible contrepartie dans FIRST (Faint Images of the Radio Sky
at Twenty-Centimeters), catalogue de sources radio détectées à 1.4 GHz avec un flux su-
périeur à 1 mJy sauf dans quelques régions du ciel (BECKER et al., 1994 ; BECKER et al.,
1995). Les autres informations sur les quasars ne seront pas utilisées dans la suite de mon
étude. Une liste détaillée des différentes entrées du catalogue de quasars DR10 est exposée
dans le PÂRIS et al., 2012. Le catalogue DR12 a lui aussi les mêmes entrées.

La distribution en redshift (se conférer à la figure 3.13) de ces quasars présente deux
maxima, l’un souhaité à z ∼ 2.3 et l’autre à z ∼ 0.8 qui est un effet de la sélection
photométrique comme évoqué plus haut. L’erreur relative médiane sur les redshift du
catalogue de quasars de DR12 est de 0.02%. Je la considère comme négligeable dans la
suite de mon étude (pas de systématique sur le redshift).

Sur ces 297 301 quasars, j’en retire 5880 qui se trouvent hors du masque Planck à
65%. Ce qui veut dire que ces quasars sont proches du plan galactiques et donc dans un
environnement fortement contaminé par l’émission de poussière de la Voie lactée. Je retire
ensuite 256 autres quasars qui ont un redshift trop petit (z < 0.1) et qui seraient résolus
par Planck. Je travaillerai en effet par la suite avec des sources quasi ponctuelles. Je retire
aussi les quasars qui ont un redshift supérieur à 5 et qui sont trop peu nombreux. Pour
finir, j’enlève ceux qui ont une mauvaise estimation de leur magnitude en bande g (g < 0).
Il me reste donc 291 165 quasars qui vont me servir à sonder les cartes Planck.

Outre ce catalogue de 291 165 quasars, que je vais appeler par la suite catalogue total,
je vais aussi travailler sur des sous-échantillons de ce catalogue. Je vais notamment ranger
les quasars en intervalles de redshift de largeur ∆z = 0.5, mais aussi séparer les quasars
qui ont une contrepartie radio dans FIRST de ceux qui n’en n’ont pas. La présence d’une
contrepartie FIRST est un indice d’une possible émission synchrotron à basse fréquence
qui pourrait contaminer un signal tSZ. Ces différents sous-échantillons ou sous-catalogues
sont présentés dans le tableau 3.3.

Je procéderai aussi à un autre découpage, cette fois en divisant les quasars en 6 in-
tervalles de magnitude absolue en bande i de largeur 2 en partant de -30 pour aller à
-18.

3.4 Spectre d’émission des structures BOSS dans Planck

Je viens d’introduire dans les sections précédentes ma source potentielle de tSZ, les
cartes Planck, et mes traceurs, les quasars BOSS qui m’indiquent où regarder. Je présente
ici la première analyse qui combine ces données, c’est-à-dire la détection du signal Planck
au niveau des quasars BOSS. Vu qu’en l’état je ne sais rien des objets détectés dans Planck
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FIGURE 3.13 – Distribution des quasars DR12 selon le redshift. Notons que les lignes poin-
tillées délimitent des intervalles de redshift de même largeur, ∆z = 0.5, à l’exception du
dernier plus large. Ces intervalles seront utilisés pour déterminer l’évolution du flux et des
propriétés des structures en fonction du redshift.

à la position des quasars, je les nomme sous le vocable générique de structures. Il peut
s’agir de quasars seuls. Mais il peut aussi s’agir de structure plus complexe combinant un
quasars avec amas de galaxies hôte. Je cherche ici le flux en provenance de ces structures.

3.4.1 Modèle d’émission pour les mini-cartes Planck

Comme évoqué dans la section 3.2.3, je découpe les cartes du ciel en 504 mini-cartes
tangentes de 10◦× 10◦ contenant 350× 350 pixels. Je vais introduire ici un modèle d’émis-
sion pour ces mini-cartes Planck. Ce modèle doit respecter la statistique du bruit des cartes.
Les émissions en provenance des mini-cartes Planck peuvent être vues comme une somme
de l’émission en provenance d’une structure liée au quasar-traceur et d’un bruit à la fois as-
trophysique et instrumental. J’avais déjà introduit ce bruit quand j’évoquais les différentes
composantes des cartes Planck. Je peux donc écrire que :

mν(~x) = Sν,i(~x) + nν(~x) (3.8)

avec ~x = (LON,LAT ) le vecteur de cordonnées angulaires dans le repère galactique
(longitude, latitude), mν(~x) l’intensité donnée par la mini-carte Planck à la fréquence ν en
~x, Sν,i(~x) l’intensité venant de la structure i et nν(~x) le bruit total à la fois instrumental et
astrophysique.

Le catalogue BOSS m’apporte deux informations : la position ~xi du quasar d’indice i
et son redshift zi qui sont aussi respectivement la position de la structure associée et son
redshift.
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Redshift Tous Radio Non Radio Incertains
0.1< z <5 291 165 9983 252 888 28 294

0.1< z <0.5 3404 210 2978 216
0.5< z <1 41 420 1290 35 830 4300
1< z <1.5 21 853 1134 19 643 1076
1.5< z <2 30 176 1254 26 750 2172
2< z <2.5 101 956 2639 88 443 10 874
2.5< z <3 59 829 2018 51 346 6465
3< z <3.5 24 131 1006 20 600 2525
3.5< z <4 6616 330 5709 577
4< z <5 1780 102 1589 89

2.5< z <4 90 576 3354 77 655 9567

TABLE 3.3 – Nombre de quasars pour les différents sous-échantillons. Les quasars radio
ont une contrepartie dans FIRST, les non-radio n’en ont pas et les incertains ne sont pas
dans la zone couverte par FIRST.

Le profil spatial de la structure

Je vais ensuite faire une deuxième hypothèse, cette fois sur la structure elle-même.
J’ai en fait besoin de connaître son profil spatial pour pouvoir extraire son flux du reste
de la carte. Je vais supposer que toutes les structures ont le même profil τ(~x). J’introduis
la coordonnée du maximum d’émission de la structure et qui correspond en pratique à la
position ~xi donnée par le quasar i . Le profil est donc centré sur ~xi. Notons aussi que ce
profil doit être convolué à le lobe de Planck et ce lobe dépend de la fréquence de la carte
étudiée. C’est pourquoi, j’écris dorénavant le profil τν(~x) pour marquer cette dépendance
en fréquence. Ce qui amène à l’expression suivante :

Sν,i(~x) = fν,i · τν(~x− ~xi) (3.9)

Le profil que je vais employer dans le reste de l’étude est celui d’un amas de galaxie de
masse M500 = 1013M� situé à z = 2 qui suit le modèle GNFW (Generalized Navarro Frenk
White, NAGAI et al., 2007). Il s’agit en fait d’un profil quasi ponctuel. Le profil sphérique
est donné par la relation suivante :

P
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r

Rs

)
= P0 ·

(
r

Rs

)−γ (
1 +

(
r

Rs

)α)α−β
α

= P0 ·
(
c500 ·

r

R500

)−γ (
1 +

(
c500 ·

r

R500

)α)α−β
α

(3.10)

avec r le rayon de la sphère centrée sur l’amas. Rs est le rayon d’échelle. R500 = c500Rs
correspond au rayon tel que la densité moyenne au sein d’une sphère ce rayon centré sur
l’amas à redshift zi est égale à 500 fois la densité critique de l’univers, soit 4

3πR
3
500 · 500 · ρc(zi) =

M500 avec ρc(zi) = 3H(zi)
2

8πG la densité critique de l’univers au redshift zi et H(zi) =

H(0)
√

Ωm(1 + z)3 + Ωλ. Ce qui conduit à l’expression suivante du rayon :

R500 =

(
3M500

4π · 500 · ρc(zi)

) 1
3

(3.11)

On peut considérer que l’amas s’arrête à un rayon de 5R500. Les paramètres c500 (la concen-
tration), α, β et γ sont donnés par l’équation B.2 dans ARNAUD et al., 2010 à partir des
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profils de pression des 33 amas du catalogue REXCESS (z < 0.2) dans le cas standard auto-
similaire. Ces paramètres sont respectivement égaux à 1.156, 1.0620, 5.4807 et 0.3292.
P0 est ici un facteur de normalisation.

Soit, xc, yc et zc les coordonnées Cartésiennes telles que r2 = x2
c + y2

c + z2
c avec xc = l

la coordonnée de la ligne de visée. Je note Rc le rayon du disque de l’amas sphérique
projeté sur le plan orthogonal à la ligne de visée tel que R2

c = y2
c + z2

c . Je définis l’angle θ
tel que θ = Rc/DA(zi). De manière analogue, j’introduis l’angle caractéristique du profil,
θs = Rs/DA(zi) = R500/DA(zi)/c500.

Je travaille sur des cartes de ciel en cordonnées angulaires, je dois donc intégrer le
profil sphérique le long de la ligne de visée l pour obtenir le profil effectif :
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(3.12)

Soit ~x les coordonnées angulaires dans le ciel. Le facteur de normalisation P0 est ici
défini tel que

∫
τ(~x)d~x = 1. Comme d~x est en deg2 ou de manière équivalente en sr, P0

est homogène à l’inverse d’un angle solide et s’exprime donc en sr−1.
Notons que le profil n’a en fait qu’un paramètre libre, θs, son angle caractéristique.

Pour un amas de masse M500 = 1013M� situé à z = 2, θs = 0.27 arcmin2. J’étudierai dans
la partie suivante les systématiques engendrées par le changement de profil, notamment
dans la section 4.5.2. Le diamètre angulaire d’un tel profil est plus petit que la largeur à
mi-hauteur du plus petit lobe de Planck qui est de 4.22 arcmin2. On peut donc considérer
le profil τ comme quasi ponctuel. Il est ensuite convolué avec les différents lobes de Planck
en vue d’obtenir les profils réels τν . A noter que la convolution ne change pas l’intégrale
du profil sur la carte, d’où

∫
τν(~x)d~x = 1.

Remarque : Je vais chercher à extraire le paramètre de Compton intégré sur le profil en
trois dimensions de l’amas, Ysph(R) = σT

mec2

∫ R
0 4πP

(
r
Rs

)
r2dr pour R = R500. Cependant,

comme je travaille avec le profil intégré selon la ligne de visée, j’extrais en fait une autre
quantité, le paramètre de Compton cylindrique Ycyl(R) = σT

mec2

∫ R
0 2πτ(r)rdr.

Les quantités Ycyl(R) et Ysph(R) sont quasi identiques quand on intègre jusqu’à R =
5 ·R500 car dans ce cas la sphère et le cylindre contiennent la totalité de l’amas. Si l’on
intègre jusqu’à R500, ces quantités diffèrent comme l’indique la figure 3.14. La solution
c’est donc d’intégrer jusqu’à 5 ·R500 pour obtenir Ycyl(5 ·R500), c’est-à-dire Ysph(5 ·R500)
et convertir cette quantité en Ysph(R500) en utilisant le facteur de conversion C(5R500 →

80



CHAPITRE 3. DÉTECTION DES STRUCTURES BOSS DANS PLANCK

R500) =
Ysph(R500)
Ysph(5 ·R500) qui ne dépend ni de la masse, ni du redshift de l’amas (c’est-à-dire

de Rs qui dépend de ces quantités) mais des paramètres c500, α, β et γ qui sont fixes. En
effet :

C(5R500 → R500) =
Ysph(R500)

Ysph(5 ·R500)

=

∫ R500

0 4πP
(
r
Rs

)
r2dr∫ 5R500

0 4πP
(
r
Rs

)
r2dr

=

∫ c500

0 4πP
(
r
′
)
r
′ 2dr

′∫ 5c500

0 4πP (r′) r′ 2dr′
.

(3.13)

Avec les paramètres de ARNAUD et al., 2010 , j’ai la valeur suivante : C(5R500 → R500) =
0.552.

FIGURE 3.14 – En haut : Le paramètre de Compton intégré sur une sphère de rayon 5R500

et le paramètre de Compton intégré sur un cylindre avec un disque de même rayon sont
identiques car ils englobent tous deux la totalité de l’amas. En bas : Ces paramètres sont
différents quand on intègre seulement jusqu’àR500 puisqu’ils sont calculés sur des portions
différentes de l’amas.
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Le modèle avec le profil spatial

En prenant en compte le profil, je peux donc écrire pour une carte Planck et pour la
structure i que :

mν(~x) = fν,i · τν(~x− ~xi) + nν(~x). (3.14)

En utilisant un filtre adapté, détaillé par la suite, je cherche un estimateur du flux f̂ν,i
de chaque structure et l’erreur associée à cet estimateur σ

f̂ν,i
. Avant de construire un tel

estimateur, il faut que je fasse une hypothèse sur la nature du bruit.
Remarquons avant d’aller plus loin que les fν,i sont bien homogènes à un flux. En effet,

sur la mini-carte Planck, en ~xi, la structure a une intensité en Jy/sr égale à fν,iτν(0) =
fν,iτ0 avec τ0 en sr−1. Donc, nécessairement, fν,i a pour unité le Jy et est donc homogène
à un flux et non à une intensité. En fait fν,i est d’abord donnée en ∆T

TCMB
sr que je convertis

donc en Jy.

3.4.2 Bruit de fond des mini-cartes Planck

Le bruit de fond des cartes Planck, résultant d’un bruit instrumental et astrophysique,
sera considéré comme homogène et isotrope pour le reste de l’étude. En fait, je peux faire
une hypothèse plus faible sur ce bruit : considérer qu’il est stationnaire au sens large (hy-
pothèse WSS pour wide-sense stationnary). Avec cette hypothèse, je vais pouvoir définir
un spectre de puissance qui sera utilisé pour construire l’estimateur, le matched filter.

Variable stationnaire et spectre de puissance

Les premier et second moments pour une variable aléatoire stationnaire au sens large
sont indépendants de la position dans l’espace. Dans le cas stationnaire au sens strict, cette
indépendance s’étend à tous les moments. On peut donc écrire pour le premier moment,
la moyenne, que :

∀~a, 〈n(~x+ ~a)〉 = 〈n(~x)〉 = n0. (3.15)

Pour le second moment (non centré), l’auto-corrélation, la propriété de stationnarité s’ex-
prime de cette façon :

∀~a, R(~x+ ~a, ~x′ + ~a) = 〈n(~x+ ~a)n∗(~x′ + ~a)〉

= 〈n(~x)n∗(~x′)〉

= R(~x, ~x′),

(3.16)

avec n∗ le complexe conjugué de n. Cette dernière propriété entraîne le résultat suivant :

R(~x, ~x′) = R(~x+ (−~x′), ~x′ + (−~x′)) = R(~x− ~x′, 0) = R(∆~x). (3.17)

Pour une variable aléatoire stationnaire au sens large, la matrice d’auto-corrélation ne
dépend que de la différence entre les positions et non des positions elles-mêmes. Cette ca-
ractéristique va permettre d’introduire, comme nous allons le voir, le spectre de puissance
du bruit.

Passons dans l’espace de Fourier à deux dimensions. Soit nF (~q) la transformée de
Fourier de la variable aléatoire, ici le bruit. Alors

nF (~q) =

∫
n(~x)e−2πi~q~xd~x = F(n(~x)) (3.18)

Définissons un équivalent à l’auto-corrélation dans l’espace de Fourier :

RF (~q, ~q′) = 〈nF (~q)n∗F (~q′)〉. (3.19)
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Ce qui revient à écrire que :

RF (~q, ~q′) =

∫ ∫
〈n(~x)n∗(~x′)〉e−2πi~q~xe+2πi~q′ ~x′d~xd~x′

=

∫ ∫
R(∆~x)e−2πi~q~xe+2πi~q′ ~x′d~xd~x′

=

∫ (∫
R(∆~x)e−2πi~q∆~xd(∆~x)

)
e−2πi~q ~x′e+2πi~q′ ~x′d~x′

=

(∫
R(∆~x)e−2πi~q∆~xd(∆~x)

)
·
(∫

e−2πi(~q−~q′)~x′d~x′
)
.

(3.20)

La fonction de Dirac apparaît dans l’expression ci-dessus :∫
e−2πi(~q−~q′)~x′d~x′ = δD(~q − ~q′). (3.21)

Le spectre de puissance est défini de la manière suivante, comme transformée de Fourier
de l’auto-corrélation :

P (~q) =

∫
R(∆~x)e−2πi~q∆~xd(∆~x) = F(R(∆~x)). (3.22)

Cette expression est aussi connue sous le nom de théorème de Wiener-Khinchin (BAR-
RETT, 2005). La matrice d’auto-corrélation dans l’espace de Fourier est en fait une matrice
diagonale qui peut s’exprimer ainsi :

RF (~q, ~q′) = P (~q) · δD(~q − ~q′). (3.23)

L’information sur la variance est donc intégralement rangée dans le spectre de puissance
et non sur toute la matrice d’auto-corrélation. Ce spectre va être un des éléments clés de
la construction du matched filter.

Estimation du spectre de puissance

Je travaille avec des mini-cartes Planck auxquelles j’ai soustrait leur valeur moyenne :
m′ν(~x) = mν(~x)− 〈mν(~x)〉. Les émissions en provenance de la structure sont négligeables
par rapport à celles qui viennent en arrière-plan. D’où 〈mν(~x)〉 ' 〈nν(~x)〉. Je définis aussi
n′ν(~x) = nν(~x) − 〈nν(~x)〉. Je peux donc écrire l’émission en provenance des cartes Planck
de cette façon :

m′ν(~x) = fν,i · τν(~x− ~xi) + n′ν(~x) (3.24)

avec 〈n′ν(~x)〉 = 0.
J’introduis la transformée de Fourier du bruit centré sur une moyenne nulle :

n′F ,ν(~q) =

∫
n′ν(~x)e−2πi~q~xd~x = F(n′ν(~x)), (3.25)

et la transformée de Fourier de la mini-carte Planck centrée aussi sur une moyenne nulle :

m′F ,ν(~q) =

∫
m′ν(~x)e−2πi~q~xd~x = F(m′ν(~x)). (3.26)

Nécessairement on a 〈n′F ,ν(~q)〉 = 0.
En faisant abstraction de l’émission de la structure, je peux écrire que :

〈n′F ,ν(~q)n′∗F ,ν(~q′)〉 ' 〈m′F ,ν(~q)m′∗F ,ν(~q′)〉. (3.27)
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En pratique, le spectre de puissance est évalué sur une mini-carte donc sur une surface
limitée. En reprenant une formulation plus générale de l’expression de l’auto-corrélation
(qui est ici aussi une auto-covariance car les variables sont centrées) des transformée de
Fourier du bruit, je peux écrire que :

〈n′F ,ν(~q)n′∗F ,ν(~q′)〉 = Pν(~q) ·
∫
e−2πi(~q−~q′)~x′d~x′ (3.28)

et donc dans le cas ~q = ~q′ on a :

〈n′F ,ν(~q)n′∗F ,ν(~q)〉 = Pν(~q) ·
∫

1d~x′

= Pν(~q) ·S,
(3.29)

avec S = 100 deg2 la surface de la mini-carte.
En utilisant la relation 3.27 et la relation 3.29, on peut exprimer le spectre de puissance

de cette façon :

Pν(~q) '
〈m′F ,ν(~q)m′∗F ,ν(~q)〉

S
. (3.30)

〈m′F ,ν(~q)m′∗F ,ν(~q)〉 est obtenue à partir du lissage du produit de la transformée de Fourier
de la carte avec son conjugé, m′F ,ν(~q)m′∗F ,ν(~q), et non à partir de la véritable moyenne de
ce produit qui n’est pas accessible (il faudrait plusieurs réalisations d’un même ciel).

Le bruit de fond est supposé isotrope et n’a pas de direction privilégiée. Ceci se réper-
cute sur le spectre de puissance que je peux désormais écrire Pν(~q) = Pν(q) avec q = |~q|.

3.4.3 Le matched filter mono-fréquence

FIGURE 3.15 – Présentation du fonctionnement du matched filter mono-fréquence. Le flux
Fν en provenance de la structure à la position ~x0 sur la mini-carte Planck mν(~x) à la
fréquence ν est estimé par un matched filter en supposant un profil spatial τ~x. Les flux
obtenus étant trop faibles, je travaille avec le flux moyen.

Cette partie est dédiée à l’élaboration d’un estimateur du flux. Cet estimateur doit
prendre en compte la nature du bruit et aussi le profil spatial de l’amas. L’estimateur
obtenu avec un matched filter est une solution qui a fait ses preuves dans la détection

84



CHAPITRE 3. DÉTECTION DES STRUCTURES BOSS DANS PLANCK

du signal SZ. J’introduis ici la version la plus simple ce ce filtre, le matched filter mono-
fréquence (HAEHNELT et al., 1996 ; SANZ et al., 2001). Des versions plus complexes seront
nécessaires pour la suite de l’analyse. Elles seront évoquées plus en détail dans le cha-
pitre 4.

Un matched filter est en fait une sorte de filtre de Wiener à deux dimensions. C’est un
estimateur linéaire optimal, qui donne une estimation avec le plus grand rapport signal
sur bruit (S/N) possible quand le bruit est stationnaire, c’est-à-dire quand 〈nF (~q)n∗F (~q′)〉 =

P (~q) · δD(~q − ~q′), ce qui est une des hypothèses de travail.
Je pars, comme SANZ et al., 2001, d’un pseudo filtre Ψν(~x, ~xi, R), avec R une échelle.

Typiquement, R correspond dans mon étude à θs, le rayon angulaire caractéristique de la
structure étudiée. Le pseudo filtre a une symétrie centrale au niveau du point de coordon-
née ~xi. On peut l’écrire de cette façon :

Ψν(~x, ~xi, R) =
1

R2
ψν

(
|~x− ~xi|
R

)
. (3.31)

Soit ων(~xi, R) une mini-carte filtrée par le pseudo-filtre. C’est la convolution de la
mini-carte Planck de moyenne nulle m′ν avec le pseudo-filtre :

ων(~xi, R) =

∫
m′ν(~x)Ψν(~x, ~xi, R)d~x. (3.32)

C’est aussi une convolution dans l’espace de Fourier :

ων(~xi, R) =

∫
m′∗F ,ν(~q)ψF ,ν(Rq)e−2πi~q ~xid~q. (3.33)

avec ψF ,ν la transformée de Fourier de ψν . Comme ce dernier a une symétrie centrale, sa
transformée de Fourier ne dépend que de q = |~q|.

Notons qu’à partir de l’expression 3.24, on peut exprimer la transformée de Fourier de
m′∗ν comme il suit :

m′∗F ,ν(~q) = fν,i · τ∗F ,ν(~q)e+2πi~q ~xi + n′∗F ,ν(~q) (3.34)

avec τF ,ν la transformée de Fourier du profil, qui est connue. τν(~x) a une symétrie cen-
trale ; τF ,ν(~q) peut donc s’écrire τF ,ν(q).

Je définis mon estimateur de cette façon ; c’est le flux obtenu à la position ~xi sur la
mini-carte filtrée :

f̂ν,i = ων(~xi, R) (3.35)

avec l’erreur sur l’estimateur définie classiquement par :

σ[f̂ν,i] =

√
〈f̂ν,i

2
〉 − 〈f̂ν,i〉

2

=

√
〈ων(~xi, R)2〉 − 〈ων(~xi, R)〉2

(3.36)

L’objectif est d’obtenir l’expression de ψF ,ν(Rq) pour l’échelle R = R0 qui me donne
un estimateur non biaisé avec le meilleur rapport signal sur bruit. Il faut donc ψF ,ν(R0q)
tel que le filtrage soit non biaisé :

fν,i = 〈ων(~xi, R0)〉 (3.37)

et tel que le rapport signal sur bruit

D[ων(~xi, R0)] =
〈ων(~xi, R0)〉

σ[f̂ν,i]
(3.38)
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soit maximal.
Les deux conditions précédentes mènent à l’expression suivante :

ψF ,ν(R0q) = σ2[f̂ν,i] ·
τF ,ν(q)

Pν(q)
(3.39)

avec aussi une expression pour la variance donnée par :

σ2[f̂ν,i] =

[∫
d~q
|τF ,ν(q)|2

Pν(q)

]−1

; (3.40)

cette dernière expression ne dépend pas de la position sur la carte filtrée. Elle est donc
identique pour tous les flux d’objets sur une même mini-carte qui ont aussi le même profil
spatial (ce qui est le cas dans mon étude). J’établis les expressions de ψF ,ν(R0q) et de
σ2[f̂ν,i] en annexe.

3.4.4 Spectre d’émission des structures BOSS dans Planck

Le programme est le suivant : pour chaque quasar i de BOSS, pour chacune des 7 cartes
Planck à différentes fréquences j’extrais un estimateur f̂ν,i du flux avec son erreur associée
σ[f̂ν,i] à l’aide du matched filter mono-fréquence précédemment évoqué (cf figure 3.15).
Les flux obtenus seront trop faibles pour être significatifs. Je dois alors travailler avec le
flux moyen.

En supposant une distribution normale des flux, je peux estimer le flux moyen sur
toute la population de quasars comme :

〈f̂ν〉 =

∑
i

f̂ν,i

σ2[f̂ν,i]∑
i

1

σ2[f̂ν,i]

(3.41)

avec pour erreur sur ce flux moyen :

σ〈f̂ν〉 =

√√√√ 1∑
i

1

σ2[f̂ν,i]

. (3.42)

Facteur de conversion du flux 5R500 → R500

Les fν,i correspondent au flux total en provenance de la structure, ce qui pour un amas
correspond à l’émission en provenance d’une sphère de rayon 5R500. Je vais convertir ce
flux pour qu’il corresponde au flux Fν,i en provenance d’une sphère de rayon R500 :

Fν,i = fν,i ·C(5R500 → R500), (3.43)

avec pour facteur de conversion C(5R500 → R500) = 0.552 introduit dans la section 3.4.1.
Ce facteur de conversion sera particulièrement utile pour le signal tSZ. Par souci d’homo-
généité, je l’appliquerai dorénavant à tous les flux.

Empilement des mini-cartes filtrées

J’applique le matched filter évoqué ci-dessus sur chaque pixel ~xp des mini-cartes Planck
pour obtenir les mini-cartes de flux F̂ν(~xp) correspondantes. Je construit ensuite les mini-
cartes de flux moyen à chaque fréquence en empilant les mini-cartes de flux centrées sur
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les positions ~xi des quasars DR12 tout en respectant la pondération donnée par l’erreur
sur l’estimateur de flux :

< F̂ν(~xp) >=

∑
i

F̂ν(~xp−~xi)
σ2[F̂ν,i]∑

i

1

σ2[F̂ν,i]

(3.44)

Chaque mini-carte du flux moyen couvre 10◦ × 10◦ et contient 350× 350 pixels.

FIGURE 3.16 – De haut en bas et de de gauche à droite : les mini-cartes de 2◦de côté
filtrées centrées sur la positons des quasars de BOSS à 70, 100, 143, 217, 353, 545 et
857 GHz. Il s’agit de carte d’intensité en ∆T

TCMB
avec en rouge l’intensité la plus forte et en

bleu l’intensité la plus faible.

Il apparaît que le signal devient significatif à partir de 217 GHz puis augmente par la
suite comme on peut le voir sur la figure 3.16. Ce n’est pas ce qui est attendu pour un
signal tSZ qui est significativement négatif pour une fréquence inférieure à 217 GHz et
positif au-delà.

Le spectre moyen : un corps gris

Examinons maintenant le spectre en provenance des structures, c’est-à-dire le flux
moyen 〈F̂ν〉 en fonction de la fréquence. Le flux obtenu est quasi nul à basse fréquence
(<200 GHz) et atteint un maximum de 6 mJy à 857GHz. Il ne s’agit manifestement pas
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d’un spectre tSZ mais plutôt d’un corps gris, c’est-à-dire le produit d’un corps noir avec
une loi de puissance comme l’indique la figure 3.17. Ce spectre est typique des émissions
de poussière. Une caractérisation de ce type d’émission sera proposée dans le chapitre 4
en vue d’extraire un possible signal tSZ qui dans ce cas est au mieux sous-dominant. Le
flux extrait à des positions aléatoires du ciel est par contre compatible avec zéro, ce qui
implique une origine extra-galactique au signal obtenu à la position des quasars. Je vais
considérer par la suite que les contaminations d’avant-plan sont négligeables par rapport
à l’erreur statistique sur le signal.

Cependant cette analyse ne prend pas en compte la variabilité des quasars, par exemple
la variabilité en redshift. C’est pourquoi je cherche aussi le flux moyen pour des sous-
échantillons ; des quasars dans des intervalles de redshift de largeur ∆z = 0.5. Ces flux
sont présentés avec la figure 3.18. Là encore l’émission de poussière domine. Si je me
concentre seulement sur les quasars avec une contrepartie radio, je vois apparaître une
composante synchrotron à basse fréquence comme l’indique les figures 3.19. Cette com-
posante pourrait masquer l’effet tSZ, négatif à basse fréquence. Les flux en provenance
des quasars sans contrepartie radio sont aussi dominés par la poussière. Le seul indice
possible de tSZ, c’est le flux légèrement négatif à 143 GHz pour les intervalles 2.5<z<3
et 3<z<3.5 (figure 3.20). Il est cependant nécessaire de retirer l’émission de poussière
avant de pouvoir conclure sur ce signal.

3.5 Nécessité d’un modèle d’émission pour trouver le tSZ

L’extraction du flux, effectuée par un matched filter, dans les cartes Planck à la position
des quasars de BOSS permet d’obtenir un spectre moyen. Ce spectre a la forme d’un corps
gris, caractéristique d’une émission de poussière, et non d’un spectre tSZ. Si signal tSZ
il y a, alors il est sous-dominant. Il devient nécessaire de bien comprendre l’émission de
poussière pour la séparer du possible signal tSZ. C’est le sujet du chapitre suivant.
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(a) Positions des quasars BOSS

(b) Positions aléatoires dans le ciel

FIGURE 3.17 – En haut : le spectre d’émission moyen à la position des quasars de BOSS.
Il s’agit manifestement d’une émission type corps gris et non d’une émission tSZ. En bas :
flux moyen au niveau de 296 109 positions aléatoires dans le ciel (dans le masque à 65%
pour éviter la contamination de poussière galactique). Ce flux est compatible avec zéro, ce
qui veux dire que le signal que l’on obtient à la position des quasars ne provient pas d’une
contamination en avant-plan comme les poussières galactiques.
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(a) 0.1<z<0.5 (b) 0.5<z<1

(c) 1<z<1.5 (d) 1.5<z<2

(e) 2<z<2.5 (f) 2.5<z<3

(g) 3<z<3.5 (h) 3.5<z<4

FIGURE 3.18 – Spectres d’émission moyens à la positions des quasars de BOSS pour des
intervalles en redshift ∆z = 0.5. Le signal est dominé par une émission type poussière
pour tous les intervalles.
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(a) 0.1<z<0.5 (b) 0.5<z<1

(c) 1<z<1.5 (d) 1.5<z<2

(e) 2<z<2.5 (f) 2.5<z<3

(g) 3<z<3.5 (h) 3.5<z<4

FIGURE 3.19 – Spectres d’émission moyens à la position des quasars de BOSS avec une
contrepartie radio dans FIRST. En plus de l’émission poussière dominante, on trouve un
signal synchrotron à basse fréquence.
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(a) 0.1<z<0.5 (b) 0.5<z<1

(c) 1<z<1.5 (d) 1.5<z<2

(e) 2<z<2.5 (f) 2.5<z<3

(g) 3<z<3.5 (h) 3.5<z<4

FIGURE 3.20 – Spectres d’émission moyens à la position des quasars de BOSS sans contre-
partie radio dans FIRST pour des intervalles en redshift ∆z = 0.5. La poussière domine.
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Chapitre 4

Caractérisation des structures
Planck-BOSS

Le matched filter, introduit dans le chapitre précédent pour estimer le flux en prove-
nance des structures "Planck-BOSS", va être complexifié pour combiner cette fois-ci l’in-
formation aux différentes fréquences ; moyennant cependant une hypothèse sur le spectre
d’émission. Il conviendra alors de construire les outils nécessaires, notamment un χ2, pour
départager justement les différentes hypothèses sur le spectre. De manière simplifiée, je
vais comparer le flux obtenu par le matched filter mono-fréquence au flux obtenu avec
un matched filter cette fois multi-fréquences. Je vais d’abord introduire le matched filter
adapté à l’effet tSZ et utilisé notamment pour construire le catalogue d’amas Planck. Je
vais ensuite construire un nouveau matched filter cette fois adapté à une émission de pous-
sière. Une telle émission introduit une complexité supplémentaire, car à la différence du
spectre tSZ, elle dépend de deux paramètres mal connus, la température Td et l’exposant
βd. Il faudra explorer l’espace de ces paramètres pour trouver le spectre de poussière le
plus adapté, donc effectuer une marginalisation. Ensuite, un filtre plus complet sera mis
en place ; ce filtre sera capable de séparer des composantes qui ont des spectres différents
telles la poussière et le tSZ. Avec ce dernier filtre on détecte en effet un signal tSZ signifi-
catif que l’on va comparer aux prédictions. La construction des filtres dérivés du matched
filter tSZ comme le matched filter poussière et le matched filter multi-composantes ainsi
que le développement de la marginalisation sur l’espace des paramètres de l’émission de
poussière sont mes contributions personnelles

Dans le chapitre 3, je ne faisais qu’extraire des flux. Je n’avais alors pas besoin de
cosmologie. Dans ce chapitre par contre, je vais travailler avec des quantités qui dépendent
de la luminosité de la source. La luminosité est estimée à partir de la distance lumineuse
qui dépend du choix des paramètres cosmologiques. J’utilise la cosmologie Planck 2015
(PLANCK COLLABORATION et al., 2015h) pour un univers plat ΛCDM avec H0 = 67.27 =
h100 km/s/Mpc, Ωm = 0.3156, Ωbh

2 = 0.02225 et σ8 = 0.831.
Les résultats présentés dans ce chapitre proviennent en partie du VERDIER et al., 2016.

4.1 Détection du gaz chaud sans émission parasite

Je vais me placer dans le cas idéal ou le signal Planck en provenance des structures que
je sonde est largement dominé par l’effet tSZ. Je vais introduire un nouvel outil, le mat-
ched filter multi-fréquences qui va me permettre d’extraire ce signal tSZ avec le meilleur
rapport signal sur bruit. Ce matched filter "tSZ" sera ensuite transformé en matched filter
"poussière" et en matched filter "poussière +tSZ" qui seront utilisés pour caractériser le
signal Planck à la postions des quasars BOSS.
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4.1.1 Modèle d’émission avec hypothèse sur le spectre et νeff

Dans cette section, je suppose donc que mon signal est purement tSZ. Je peux ainsi
utiliser un matched filter multi-fréquences pour récupérer l’amplitude de mon signal. Je
peux donc exprimer le flux à l’emplacement du quasar i ainsi :

fν,i = atSZ,i · tSZ(ν) (4.1)

avec tSZ(ν) le spectre d’une émission tSZ. L’expression d’un tel spectre est introduite

dans la section 3.1.1 : tSZ(ν) =
x2

4
coth (x

2
)−x

sinh2 (x
2

)
avec x = hν/kbTFDC ; atSZ,i fait office de

paramètre de Compton intégré. Pour reprendre la notation de la section 3.4.1, atSZ,i =
Ycyl(5 ·R500) = Ysph(5 ·R500).

On peut donc écrire l’intensité en provenance des mini-cartes Planck (de moyenne
nulle) de cette manière :

m′ν(~x) = atSZ,i · tSZ(ν) · τν(~x− ~xi) + n′ν(~x) (4.2)

avec τν(~x− ~xi) le profil de la source introduit dans la section 3.4.1.
En fait cette expression serait vraie si la réponse spectrale des détecteurs Planck était

un Dirac centré sur ν. Ce n’est pas le cas et il va falloir prendre en compte l’étalement
spectral de la réponse de Planck en modifiant légèrement le spectre d’émission.

Construction des νeff

Soit Sν(ν ′) la réponse spectrale des détecteurs Planck pour la bande ν. Cette réponse
est présentée pour plusieurs bandes dans la figure 3.6 du chapitre précédent. Elle a ici la
propriété suivante :

∫
Sν(ν ′)dν ′ = 1. NotonsM′ν′(~x) la "vraie" carte du ciel à la fréquence

ν ′ et n′a,ν(~x) le bruit astrophysique à cette même fréquence. Cette carte du ciel peut s’écrire
ainsi :

M′ν′(~x) = atSZ,i · tSZ(ν ′) · τν′(~x− ~xi) + n′a,ν′(~x). (4.3)

Je suppose que le lobe de Planck ne varie pas trop sur chaque bande de réponse spec-
trale. Ce qui permet d’écrire que τν′(~x− ~xi) = τν(~x− ~xi) pour la réponse spectrale Sν .

La carte détectée par Planck est en fait la somme des cartes du ciel à différentes fré-
quences pondérées par la réponse spectrale :

m′ν(~x) =

∫
Sν(ν ′)M′ν′(~x)dν ′ + n′i,ν(~x)

= atSZ,iτν(~x− ~xi)

∫
Sν(ν ′)tSZ(ν ′)dν ′ +

∫
Sν(ν ′)n′a,ν′(~x)dν ′ + n′i,ν(~x)

= atSZ,iτν(~x− ~xi)

∫
Sν(ν ′)tSZ(ν ′)dν ′ + n′ν(~x)

(4.4)

avec n′i,ν(~x) le bruit instrumental et n′ν(~x) le bruit total qui est tel que :

n′ν(~x) =

∫
Sν(ν ′)n′a,ν′(~x)dν ′ + n′i,ν(~x). (4.5)

Je définis alors νeff,tSZ [ν] tel que

tSZ(νeff,tSZ [ν]) =

∫
Sν(ν ′)tSZ(ν ′)dν ′. (4.6)

C’est la fréquence pour laquelle le spectre d’émission est égal au spectre intégré pondéré
par la réponse du détecteur dans une certaine bande. Pour une émission tSZ, ces fré-
quences ne dépendent pas du redshift de la source ; aussi la relation entre ν et νeff,tSZ [ν]
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ν (GHz) 70 100 143 217 343 545 857
νeff,tSZ [ν] (GHz) 71.4 103.0 144.5 222.1 355.1 528.5 781.5

TABLE 4.1 – Equivalence entre les fréquences nominales et les fréquence effectives causées
par l’étalement de la réponse des détecteurs.

est donnée par la table 4.1. J’étendrai les νeff à d’autres types d’émission, notamment par
la suite à l’émission de poussière et au synchrotron. Pour simplifier les notations, je note
le spectre d’émission modifié StSZ(ν) qui est tel que StSZ(ν) = tSZ(νeff,tSZ [ν]).

La mini-carte d’émission Planck s’écrit alors :

m′ν(~x) = atSZ,i ·StSZ(ν) · τν(~x− ~xi) + n′ν(~x). (4.7)

4.1.2 Un nouvel outil : le matched filter multi-fréquences

Ce nouveau filtre est bâti en faisant une hypothèse sur le spectre d’émission. Il permet
de combiner l’information aux différentes fréquences pour obtenir une amplitude atSZ,i
du spectre normalisé avec un meilleur rapport signal sur bruit qu’un matched filter mono-
fréquence. Ce filtre a été introduit par HERRANZ et al., 2002 et MELIN et al., 2006 pour
détecter l’effet tSZ. Il a notamment permis la construction des différents catalogues d’amas
de galaxies avec les données Planck (PLANCK COLLABORATION et al., 2013a ; PLANCK COL-
LABORATION et al., 2014c ; PLANCK COLLABORATION et al., 2015k). Ce filtre a aussi été
utilisé pour détecter l’effet tSZ dans les données WMAP et ainsi permettre la comparaison
entre luminosité X et paramètre de Compton en utilisant les données ROSAT (MELIN et al.,
2011).

Spectre de puissance croisé Pν,µ

ν et µ dénotent ici les fréquences des cartes Planck. Pour utiliser ce nouveau filtre,
outre l’hypothèse sur le spectre d’émission, il est nécessaire de connaître le spectre de
puissance "croisé" entre les cartes Planck aux différentes fréquences. Dans un contexte de
bruit stationnaire, ce spectre croisé est donné par la relation suivante :

〈n′F ,ν(~q)n′∗F ,µ(~q′)〉 = Pν,µ(~q) · δD(~q − ~q′). (4.8)

avec n′F ,ν(~q) la transformée de Fourier du bruit de moyenne nulle dans la carte de fré-
quence ν et Pν,µ(~q) le spectre de corrélation croisé. Il est possible d’étendre la preuve
développée dans la section 3.4.2 pour le spectre de bruit non croisé en partant des pro-
priétés du bruit stationnaire pour aboutir à la relation ci-dessus.

Il convient de noter que le spectre de puissance croisé est estimé sur la carte de façon
analogue au spectre de puissance non croisé en utilisant la relation ci-dessous qui est
obtenue avec un raisonnement similaire que son équivalente dans la section 3.4.2 :

Pν,µ(q) '
〈m′F ,ν(~q)m′∗F ,µ(~q)〉

S
. (4.9)

avec S = 100 deg2 la surface de la mini-carte.
Remarquons que le spectre du bruit utilisé par le filtre mono-fréquence Pν(~q) est un

des termes du spectre croisé : Pν(~q) = Pν,ν(~q).
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FIGURE 4.1 – Présentation du fonctionnement du matched filter multi-fréquences pour
une émission tSZ. Le paramètre de Compton Ŷ500 en provenance de la structure à la posi-
tion ~x0 sur les mini-cartes Planck ~m(~x) est estimé par un matched filter multi-fréquences
en supposant un profil spatial τν(~x) et aussi un spectre d’émission, ici de type tSZ. Les
paramètres obtenus étant trop faibles, je travaille avec le paramètre moyen.

Expression du matched-filter

Je construis ici une matched filter adapté à l’émission tSZ mais je pourrais la remplacer
par n’importe quelle autre émission.

Je pars du vecteur pseudo-filtre ~ΨtSZ(~x, ~xi, R) comme HERRANZ et al., 2002. C’est
un vecteur avec 7 coordonnées qui correspondent aux 7 fréquences des cartes Planck.
Le pseudo-filtre a une symétrie centrale au niveau du point de coordonnées ~xi. On peut
l’écrire de cette façon, comme pour le filtre mono-fréquence :

~ΨtSZ(~x, ~xi, R) =
1

R2
~ψtSZ

(
|~x− ~xi|
R

.

)
. (4.10)

Je note ψtSZ,ν la coordonnée ν du filtre ~ψtSZ qu’il ne faut pas confondre avec le filtre
mono-fréquence ψν .

Je définis une mini-carte filtrée ωtSZ(~xi, R) comme une certaine combinaison des dif-
férentes cartes Planck :

ωtSZ(~xi, R) =

∫
~m′t(~x) • ~ΨtSZ(~x, ~xi, R)d~x

=

∫ ∑
ν

m′ν(~x)ΨtSZ,ν(~x, ~xi, R)d~x

=

∫ ∑
ν

m′ν(~q)ψF ,tSZ,ν(Rq)de−2πi~q ~xi~q

=

∫
~m′t(~q) • ~ψF ,tSZ(Rq)e−2πi~q ~xid~q,

(4.11)

avec m′ν(~x) la mini-carte Planck à la fréquence ν à laquelle on a soustrait la valeur
moyenne.

96



CHAPITRE 4. CARACTÉRISATION DES STRUCTURES PLANCK-BOSS

Quand ~xi est la position donnée par un quasar de BOSS j’obtiens alors un estimateur
de atSZ,i avec cette carte filtrée :

̂atSZ,i = ωtSZ(~xi, R0). (4.12)

Comme son équivalent mono-fréquence, le matched filter multi-fréquences est non
biaisé (si l’émission est bien du tSZ) pour une échelle R0 telle que :

atSZ,i = 〈ωtSZ(~xi, R0)〉. (4.13)

Il donne aussi le meilleur rapport signal sur bruit possible ; donc

D[ωtSZ(~xi, R)] =
〈ωtSZ(~xi, R)〉
σ[ ̂atSZ,i] (4.14)

est maximal en R = R0.
Notons que l’erreur sur l’estimateur est définie comme il suit :

σ[ ̂atSZ,i] =

√
〈 ̂atSZ,i2〉 − 〈 ̂atSZ,i〉2

=

√
〈ωtSZ(~xi, R)2〉 − 〈ωtSZ(~xi, R)〉2

(4.15)

Les deux conditions, l’absence de biais et la maximisation du rapport signal sur bruit,
conduisent à l’expression suivante du matched filter multi-fréquences, expression qui dé-
pend du spectre d’émission ~StSZ :

~ψF ,tSZ(R0q) = σ2[ ̂atSZ,i] · P−1(q) •
(
~StSZ ·~τF (q)

)
(4.16)

qui peut s’écrire aussi de cette façon :

ψF ,tSZ,ν(R0q) = σ2[ ̂atSZ,i] ·
∑
µ

P−1
ν,µ(q) ·StSZ(µ) · τF ,µ(q). (4.17)

La variance est alors donnée par l’expression suivante :

σ2[ ̂atSZ,i] =

[∫
d~q
(
~StSZ ·~τF (q)

)t
• P−1(q) •

(
~StSZ ·~τ∗F (q)

)]−1

=

[∫
d~q
∑
ν,µ

StSZ(ν) · τF ,ν(q) ·P−1
ν,µ(q) ·StSZ(µ) · τ∗F ,µ(q)

]−1

.

(4.18)

4.1.3 Vérifier le modèle : résidus et χ2

Le matched filter multi-fréquences permet d’obtenir une amplitude atSZ,i de l’effet
tSZ à la position de chaque quasar mais ne donne aucune information sur le spectre de
l’émission supposée être du tSZ.

Résidus pour un quasar

Comment alors valider ou non cette hypothèse sur ce spectre ? Une solution est de
comparer le flux f̂ν,i obtenu par le matched filter mono-fréquence, donc sans hypothèse
sur le type d’émission, et le flux "reconstruit" ̂atSZ,i ·StSZ(ν). On peut par exemple partir
du résidu, c’est-à-dire la différence entre ces deux flux :

Rν,i = f̂ν,i − ̂atSZ,i ·StSZ(ν). (4.19)
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La variance sur un résidu est donnée par la formule suivante :

C[~Ri]ν,µ = 〈Rν,iRµ,i〉 − 〈Rν,i〉〈Rµ,i〉

= C[ ~̂fi]ν,µ − σ2[ ̂atSZ,i] ·StSZ(ν) ·StSZ(µ)
(4.20)

avec C[ ~̂fi]ν,µ la variance sur les flux donnée par

C[ ~̂fi]ν,µ = 〈f̂ν,if̂µ,i〉 − 〈f̂ν,i〉〈f̂µ,i〉

=

[∫
d~q
τF ,ν(q) · τ∗F ,µ(q)

Pν,µ(q)

]−1

.
(4.21)

La preuve, non-triviale, des expressions des deux variances est donnée en annexe.

Résidus moyens

Pour un seul quasar, les résidus ne sont pas significatifs. Il est nécessaire, comme pour
les flux, de travailler avec les résidus moyens et avec l’erreur sur les résidus moyens. Et,
comme pour les flux, je suppose les résidus distribués normalement, centrés sur les résidus
moyens. J’obtiens donc 7 résidus sur toute la population des quasars. L’expression suivante
de ces résidus prend en compte les corrélations :

〈~R〉 =

[∑
i

C−1[~Ri]

]−1

•

[∑
i

C−1[~Ri] • ~Ri

]
(4.22)

avec pour variance :

C−1[〈~R〉] =

[∑
i

C−1[~Ri]

]−1

. (4.23)

χ2 des résidus moyens

Comme je suppose une distribution normale des résidus, je peux construire le χ2 qui
prend en compte les corrélations :

χ2 = 〈~R〉t • C−1[〈~R〉] • 〈~R〉. (4.24)

Si mon modèle d’émission est adapté, les résidus moyens, c’est-à-dire les 7 compo-
santes de ~R doivent être compatibles avec zéro à l’erreur près. Si c’est le cas, le χ2 doit
suivre une loi de Student à 7 degrés de libertés puisque les résidus suivent une loi normale.

A noter qu’il est aussi possible de construire un χ2 des résidus pour chaque quasar i.
Cependant, comme le flux n’est pas significatif au niveau d’un quasar, les résidus ne le
sont pas non plus et seront toujours compatibles avec zéro. Le χ2 obtenu suivra forcément
une loi de Student à 7 degrés de liberté et n’en déviera pas, quelle que soit l’hypothèse
sur le spectre d’émission. Il vaut donc mieux travailler avec le χ2 des résidus moyens pour
observer une possible déviation.

4.1.4 Extraction du signal tSZ sur simulation et sur les données

Paramètre de Compton intrinsèque et masse de l’amas

Comme pour les flux, je convertis l’amplitude atSZ (en provenance d’une sphère de
rayon 5R500) en amplitude AtSZ,i (en provenance d’une sphère de rayon R500) :

AtSZ,i = atSZ,i ·C(5R500 → R500) (4.25)
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avec C(5R500 → R500) = 0.552.
En suivant le PLANCK COLLABORATION et al., 2013b, je définis le paramètre de Comp-

ton intrinsèque Ŷ500 tel que

Ŷ500,i = ÂtSZ,iE(zi)
−2/3

(
DA(zi)

500 Mpc

)2

, (4.26)

avec DA(z) la distance angulaire en Mpc et zi le redshift du quasar à la position ~xi. Pour
des amas de galaxies virialisés, le paramètre de Compton intrinsèque ne dépend que de la
masse de l’amas.

ARNAUD et al., 2010 trouve une relation entre l’amplitude AtSZ du signal tSZ et la
masse de l’amas virialisé dans une sphère de rayon R500 :

M̂α
500,i =

[
(1− b)M̂500,i,true

]α
=

[
3× 1014

(
h

0.7

)−1
]α

ÂtSZ,iE(z)−2/3

Ax
Mα
� (4.27)

avec α = 1.78 et Ax(z) = 2.925× 10−5 × 0.6145×
(
h

0.7

)−1 ×D−2
A (z)×

(
π

180
1
60

)−2
arcmin2.

M̂500,i,true est la vraie masse de l’amas ; on mesure cependant une masse biaisée, M̂500,i. Le
paramètre de biais b prend à la fois en compte la possible violation de l’équilibre hydrosta-
tique et aussi des erreurs d’étalonnage des instruments X. Ce biais est de (1−b) ∼ 0.6−0.7
pour que les comptages d’amas soient compatibles avec la cosmologie FDC (PLANCK COL-
LABORATION et al., 2014b ; PLANCK COLLABORATION et al., 2015i).

Il est donc possible de dériver une relation M̂500,i − Ŷ500,i à partir des deux dernières
équations :

M̂500,i

1013 M�
=

(
h

0.7

)1/α−1
[

Ŷ500,i

2.00× 10−6 arcmin2

]1/α

. (4.28)

On remarque que Ŷ500,i ne dépend en fait que de la masse de l’amas (et de la cosmolo-
gie) et a l’avantage, contrairement à la masse, d’être proportionnel à AtSZ . En supposant
une distribution normale de ÂtSZ ou de Ŷ500, je travaille avec les valeurs moyennes de ces
quantités, valeurs qui sont significatives.

Extraction sur les simulations

Je construis un catalogue simulé de 296 109 amas avec des positions aléatoires sur le
ciel et une même distribution en redshift que les quasars de BOSS. J’ajoute, sur les cartes
Planck, au niveau des positions aléatoires données par le catalogue, un signal tSZ qui suit
le profil spatial introduit dans le chapitre précédent dans la section 3.4.1. Je crée ainsi
des cartes simulées. Si m′ν(~x) est la carte originale alors la carte simulée s’obtient comme
il suit : mν(~x)s = atSZ,i ·StSZ(ν). L’amplitude atSZ,i dépend du paramètre de Compton
intrinsèque (Y500)input que je fixe ici à 12.02 × 10−6 arcmin2. En utilisant l’équation 4.28,
on peut déterminer la masse des amas qui est de M500 = 2.74× 1013M�.

J’extrais l’amplitude de l’effet tSZ avec le matched filter multi-fréquence sur le ca-
talogue simulé au complet. Les résultats sont présentés dans la première partie du ta-
bleau 4.2. Les valeurs extraites sont compatibles à 2σ avec les valeurs injectées et le χ2

des résidus moyens réduit est proche de 1 comme attendu.

Extraction sur les données

Je vais ensuite utiliser le matched filter tSZ sur les données qui sont largement domi-
nées pour une émission de type poussière. Je me concentre ensuite sur les quasars sans
contrepartie FIRST, c’est-à-dire avec une contamination synchrotron moindre. Je travaille

99
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χ2/7 Y500 M500

(10−6 arcmin2) (1013M�)
input - 12.02 2.74
output 0.87 13.61± 0.79 2.94± 0.10

TABLE 4.2 – Comparaison des caractéristiques de sources d’émission tSZ entre les valeurs
injectées et les valeurs extraites.

sur les sous-catalogues de quasars délimités par des intervalles de redshift de largeur
∆z = 0.5. Sur toute la population, j’obtiens un χ2/7 réduit des résidus moyens très élevé
de 520.8 comme attendu puisque la poussière domine. La figure 4.2 traduit la grande
valeur du χ2 sous forme de résidus. J’indique l’évolution du χ2 des résidus moyens dans
la figure 4.3. A part pour les quasars avec un redshift z < 0.5 qui sont peu nombreux et
émettent peu de signal, le χ2/7 reste très élevé.

FIGURE 4.2 – En haut : le spectre d’émission moyen à la position des quasars de BOSS
(losanges noirs), le spectre de l’émission du tSZ (triangles rouges). En bas : les résidus,
très significatifs. Population de quasars : quasars sans contrepartie FIRST.

Il est cependant possible d’estimer une évolution du paramètre de Compton en fonction
du redshift sachant que ce paramètre est en fait totalement contaminé par l’émission de
poussière qui est en partie capturée par le matched filter tSZ. La figure 4.4 présente cette
évolution. En utilisant un filtre mieux adapté aux données, le matched filter poussière
+tSZ, capable de séparer les deux composantes, on obtient des valeurs du paramètre de
Compton bien plus faibles (cf figure 4.24).

Extraction à 100 GHz et 143 GHz

L’émission de poussière domine en fait pour les fréquences supérieures à 200 GHz. Il
paraît donc judicieux de restreindre l’analyse dans un premier temps aux basses fréquences
où le signal tSZ est susceptible d’être plus significatif comparé à la poussière. Je conserve
ici seulement deux fréquences 100 GHz et 143 GHz, fréquences pour lesquelles l’émission
tSZ est normalement négative. Je procède de la même manière que précédemment et
j’obtiens alors la figure 4.5. Aucun signal tSZ significatif n’est extrait. J’ai donc besoin d’un
levier à haute-fréquence pour retirer l’émission de poussière. Cette émission quoique plus
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FIGURE 4.3 – Evolution du χ2/7 des résidus moyens en fonction du redshift pour un filtrage
avec l’émission tSZ. Population de quasars : quasars sans contrepartie FIRST.

FIGURE 4.4 – Evolution de l’amplitude du signal tSZ (losanges noirs) et du paramètre de
Compton intrinsèque (triangles rouges) avec le redshift . Population de quasars : quasars
sans contrepartie FIRST.

faible à basse fréquence peut compenser le signal tSZ sous-dominant, qui est négatif en
dessous de 217 GHZ, et expliquer l’absence de flux.

4.2 Première hypothèse : l’émission de poussière domine

La forme du spectre obtenu suggère un corps gris qui est une signature typique des
émissions de poussières. Ces poussières, qui émettent dans les micro-ondes, sont des pe-
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FIGURE 4.5 – Evolution de l’amplitude du signal tSZ (losanges noirs) et du paramètre de
Compton intrinsèque (triangles rouges) avec le redshift . Population de quasars : quasars
sans contrepartie FIRST. Fréquences Planck utilisées : 100 GHz et 143 GHz.

tites molécules chauffées par les étoiles environnantes. Il est probable que les poussières
détectées à la position des quasars de BOSS proviennent des galaxies hôtes des quasars.
Elles pourraient aussi provenir d’amas de galaxies qui sont aussi riches en poussières. Pour
extraire la poussière, je vais utiliser le matched filter multi-fréquences en remplaçant le
spectre du tSZ par le spectre de l’émission de poussière que je vais introduire ci-dessous.

4.2.1 Modèle de poussière : un corps gris

Je vais m’appuyer sur un spectre de poussière standard, le corps gris qui est notamment
introduit dans le BEELEN et al., 2006 pour modéliser l’émission de poussière des quasars.
Plus spécifiquement, l’émission de poussière est ici thermique et peut être décrite par un
corps noir.

Je pars d’un nuage de poussière d’une densité massique ρ(s, ~d) avec s la coordonnée
ligne de visée et ~d les coordonnées dans le plan orthogonal à cette ligne. s = 0 correspond
à la coordonnée avant le nuage et s0 celle en sortie du nuage. Soit Idust,ν(s, ~d) l’intensité
spécifique de l’émission de poussière. Elle varie au sein du nuage entre s = 0 et s0. Une
partie de ce flux est absorbée par la poussière tandis que cette même poussière, chauffée
par les étoiles, émet elle aussi.

dIdust,ν
ds

(s, ~d) = εν(s, ~d)− αν(s, ~d), (4.29)

avec εν(s) un terme d’émission et αν(s) un terme d’absorption. J’introduis κν le coefficient
d’absorption massique de la poussière telle que αν(s) = κν · ρ(s, ~d)Idust,ν . Suivant BEELEN

et al., 2006, j’adopte le modèle loi de puissance κν = κ0

(
ν

249.8 GHz

)βd avec κ0 = 0.4g−1cm2

et βd l’exposant de la loi de puissance qui dépend de la nature des poussières. Notons que
la valeur de κ0 varie d’une galaxie à une autre et peut jouer un rôle important sur les
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estimations de la masse de poussière. La systématique qu’entraîne la fixation de cette
valeur ne sera pas étudiée par la suite.

Les poussières sont en équilibre thermique avec leur environnement. Leur émission
peut donc s’écrire comme un corps noir de température Td, Bν(Td). Je réécris le terme
d’émission εν comme il suit en prenant en compte la densité massique des poussières et
en supposant l’absorption aussi efficace que l’émission : εν(s, ~d) = κν · ρ(s, ~d)Bν(Td).

Comme Idust,ν(0, ~d) = 0 avant le nuage de poussière, les relations précédentes abou-
tissent à l’expression suivante de l’intensité spécifique :

Idust,ν(s0, ~d) = Bν(Td)(1− e−τd(s0)) (4.30)

avec le chemin optique τd(s0) = κν ·
∫ s0

0 ρ(s, ~d)ds. Je me place dans l’approximation des
nuages fins du point de vue optique donc tels que τd(s0) << 1. Je peux donc écrire
l’intensité comme ci-dessous :

Idust,ν(s0, ~d) = Bν(Td) · τd = Bν(Td) ·κν ·
∫ s0

0
ρ(s, ~d)ds (4.31)

La luminosité correspondante pour le nuage de poussière s’écrit :

Ldust,ν =

∫∫
Idust,ν(s0, ~d)d(~d)dΩ

= 4πBν(Td) ·κν ·
∫ ∫ s0

0
ρ(s, ~d)d(~d)ds

= 4πBν(Td) ·κν ·Mdust,tot

(4.32)

avec Mdust,tot =
∫ ∫ s0

0 ρ(s, ~d)d(~d)ds la masse de poussière du nuage.
Le flux reçu sur terre s’exprime comme il suit :

fdust,ν =
Ldust,(1+z)ν(1 + z)

4πD2
L(z)

=
4πB(1+z)ν(Td) ·κ(1+z)ν ·Mdust,tot(1 + z)

4πD2
L(z)

= B(1+z)857GHz(Td) ·κ(1+z)857GHz ·Mdust,tot
(1 + z)

D2
L(z)

B(1+z)ν(Td)

B(1+z)857GHz(Td)

κ(1+z)ν

κ(1+z)857GHz

= adust ·
B(1+z)ν(Td)

B(1+z)857GHz(Td)

κ(1+z)ν

κ(1+z)857GHz

= adust ·
Bν( Td

1+z )

B857GHz(
Td

1+z )

κν
κ857GHz

= adust ·Dust
(

Td
1 + z

, βd, ν

)
,

(4.33)

avec adust = B(1+z)857GHz(Td) ·κ(1+z)857GHz ·Mdust,tot
(1+z)
D2
L(z)

, l’amplitude de l’émission de

poussière qui correspond à la densité de flux de poussière observé à 857 GHz. Notons que
Dust( Td

1+z , βd, ν) ∝ νβdBν( Td
1+z ) est un corps gris à savoir le produit d’une loi de puissance

avec une émission de corps noir. A la différence du tSZ, le spectre du corps noir dépend
du redshift de la source à travers le paramètre Td

1+z .
Tout comme le tSZ, le spectre de poussière est modifié par la réponse spectrale du

détecteur. J’introduis des νeff spécifiquement adaptées à la poussière et qui dépendent
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Td(K) βd z

- - - ν (GHz) 70 100 143 217 343 545 857
25 2.5 1 νeff,dust (GHz) 71.6 103.6 145.8 225.1 362.7 550.5 828.4
25 2.5 2 νeff,dust (GHz) 71.6 103.5 145.7 224.8 361.9 548.1 822.4
25 2.5 3 νeff,dust (GHz) 71.6 103.4 145.5 224.5 361.1 545.5 816.3
30 2 1 νeff,dust (GHz) 71.5 103.4 145.6 224.8 362.4 550.1 828.6
30 2 2 νeff,dust (GHz) 71.5 103.4 145.5 224.6 361.8 548.2 823.6
30 2 3 νeff,dust (GHz) 71.5 103.3 145.4 224.3 361.1 546.2 818.7

TABLE 4.3 – Equivalence entre les fréquences nominales et les fréquence effectives causées
par l’étalement de la réponse des détecteurs.

de Td et de βd. Je présente certaines valeurs dans le tableau 4.3. Le véritable spectre de
poussière est donné comme il suit :

Sdust

(
Td

1 + z
, βd, ν

)
= Dust

(
Td

1 + z
, βd, νeff,dust

[
Td

1 + z
, βd, ν

])
(4.34)

Je fais l’hypothèse que l’émission de poussière a un profil spatial équivalent à celui
d’un amas de galaxies ; j’utilise donc le profil précédent déjà employé pour extraire les
flux à chaque fréquence et le tSZ. Comme ce profil est quasi ponctuel, ce n’est pas une
hypothèse très forte. La mini-carte d’émission Planck s’écrit alors :

m′ν(~x) = adust,i ·Sdust

(
Td

1 + z
, βd, ν

)
· τν(~x− ~xi) + n′ν(~x). (4.35)

J’utiliserai par la suite M̂dust,i qui est la masse du nuage dans une sphère de rayon
R500.

M̂dust,i =
D2
L(z)

(1 + z)

(
B(1+z)857GHz(Td) ·κ(1+z)857GHz

)−1 ̂Adust,i (4.36)

avec ̂Adust,i = C(5R500 → R500) · ̂adust,i = 0.552 · ̂adust,i, le flux de poussière pour une
sphère de rayon R500.

4.2.2 Filtrage "Marginal" sans hypothèse sur Td et βd

Je vais dans un premier temps ne pas faire d’hypothèse sur les paramètres. Je vais
en fait en chaque point du plan (Td, βd) effectuer une extraction. Je pars donc du point
(Td, βd) ce qui me permet de construire le spectre de poussière. Je peux alors utiliser le
matched filter multi-fréquences construit avec le spectre de poussière. Il est aussi possible
d’utiliser un matched filter multi-fréquences multi-composantes avec la poussière parmi
les composantes. Un tel filtre sera introduit dans la section 4.3.2.

J’estime alors le χ2(Td, βd) des résidus moyens en ce point ainsi qu’une quantité moyenne
〈ŵλ〉(Td, βd) et son erreur σ〈ŵλ〉(Td,βd). Ces deux quantités sont obtenues avec le mat-
ched filter. Elles ne dépendent pas seulement de Td et de βd mais aussi des données que
sont les mini-cartes Planck et les positions des quasars, donc de l’échantillon de quasars
choisi pour l’étude. J’appelle data l’ensemble de ces données par commodité. Par exemple,
ŵλ = ̂Adust,i ou ŵλ = M̂dust,i. Quand je dois travailler avec plusieurs émissions (plusieurs
λ), j’ai plusieurs ŵλ. Je les considère comme non corrélées et je peux les marginaliser
séparément.

Je cherche alors la probabilité d’avoir ŵλ, Td et βd connaissant les données data pour
pouvoir marginaliser ces quantités sur le plan (Td, βd).
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FIGURE 4.6 – Présentation du fonctionnement du matched filter multi-fréquences avec
l’approche "marginale" pour une émission de poussière. La masse de poussière M̂dust de la
structure à la position ~x0 sur les mini-cartes Planck ~m(~x) est estimée par un matched filter
multi-fréquences en supposant un profil spatial τν(~x) et aussi un spectre d’émission, ici de
type poussière pour un certain couple (Td, βd) . Les masses obtenues étant trop faibles,
je travaille avec la masse moyenne. Ensuite, cette valeur est marginalisée sur tout le plan
(Td, βd).

Je suppose que la quantité ŵλ est distribuée selon une loi normale. Sa probabilité
dépend de 〈ŵλ〉(Td, βd) et de σ〈ŵλ〉(Td,βd) donc de Td, de βd et des données data :

P (ŵλ|Td, βd, data) ∝ exp

(
−1

2

(
ŵλ − 〈ŵλ〉
σ[〈ŵλ〉]

)2
)
. (4.37)

La probabilité d’avoir les données data connaissant Td et βd est donnée par la fonction
de vraisemblance suivante :

P (data|Td, βd) ∝ exp

(
−χ

2

2

)
(4.38)

avec χ2 le chi2 des résidus moyens en (Td, βd).
J’opte alors pour une approche Bayesienne en vue cette fois d’avoir la probabilité d’ob-

tenir les paramètres connaissant les données :

P (Td, βd|data) ∝ P (Td, βd)× exp

(
−χ

2

2

)
. (4.39)

Je suppose que le prior P (Td, βd) est uniforme. Je développe maintenant la probabilité
suivante :

P (ŵλ, Td, βd|data) = P (ŵλ|Td, βd, data)× P (Td, βd|data)

∝ exp

(
−1

2

(
ŵλ − 〈ŵλ〉
σ[〈ŵλ〉]

)2
)
× exp

(
−χ

2

2

)
(4.40)
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Avec l’expression de la probabilité précédente, je peux désormais marginaliser les
quantités sur le plan (Td, βd) :

wλ =

∫∫∫
ŵλ ·P (ŵλ, Td, βd|data)dTddβddŵλ, (4.41)

avec la variance "marginale" suivante :

σ2[wλ] =

∫∫∫
(ŵλ − wλ)2 ·P (ŵλ, Td, βd|data)dTddβddŵλ. (4.42)

Je peux aussi obtenir les valeurs moyennes des paramètres Td et βd avec l’approche mar-
ginale. Par exemple pour la température, la valeur marginale est obtenue ainsi :

Td =

∫∫
Td ·P (Td, βd|data)dTddβd, (4.43)

et sa variance de même :

σ2[Td] =

∫∫
(Td − Td)2 ·P (Td, βd|data)dTddβd. (4.44)

Je cherche aussi le point de χ2(Td, βd) minimal sur le plan (Td, βd). Si le χ2 a 7 dégrées
de liberté puisqu’il est construit à partir de 7 résidus, le χ2 minimal n’a plus que 5 degrés
de liberté. Ce problème sera évoqué dans la section suivante 4.2.3.

4.2.3 Validation de la méthode sur simulation

Je construis un catalogue simulé de 296 109 sources placées à des positions aléa-
toires dans le ciel. Ces sources ont la même distribution en redshift que les quasars de
BOSS. Je fabrique des cartes simulées à partir des cartes de Planck. A la position des
sources du nouveau catalogue, j’ajoute un flux de poussière avec le profil spatial que
j’emploie depuis le chapitre précédent qui est ensuite convolué aux différents lobes de
Planck. Si m′ν(~x) est la carte originale alors la carte simulée s’obtient comme il suit :
mν(~x)s = m′ν(~x) + adust,i ·Sdust(

Td
1+zi

, βd, ν). Je suppose qu’il n’y a pas d’émission au ni-
veau des positions aléatoires dans les cartes Planck originales. Dans cette section, j’effectue
l’extraction à l’aide du matched filter multi-fréquences sur ces cartes simulées. L’amplitude
adust,i dépend du redshift de la source mais aussi de la masse de poussière et des para-
mètres de l’émission de poussière, Td et βd. Je choisis ici la même masse et les mêmes
paramètres d’émission pour tous les objets : (Mdust)input = 2.5× 108M�, (Td)input = 25K
et (βd)input = 2.5. Ces valeurs sont inspirées des résultats de l’extraction au niveau des
quasars BOSS dans l’intervalle de redshift 2.5 < z < 4 (sur les vraies cartes Planck) pré-
sentés dans la table 4.13.

Distribution des χ2

Je divise aléatoirement le catalogue simulé en 148 sous-échantillons de 2000 quasars.
Pour chaque sous-échantillon, je filtre au point d’injection ((Td)input, (βd)input) pour obte-
nir le χ2 des résidus moyens avec des paramètres fixes. Ensuite je cherche le χ2 minimal
sur le plan (Td, βd) donc avec des paramètres libres. Le χ2 "fixe" doit avoir 7 degrés de
liberté tandis que le χ2 "libre" n’en conserve plus que 5. Je regarde les distributions en
cumulatif des deux χ2 données par la figure 4.7 et qui confirment bien mes a priori sur
les degrés de libertés. Les distributions sont comparées à des distributions de Student avec
différents degrés de libertés. Si les résidus moyens sont distribués selon une loi normale,
les χ2 doivent suivre des lois de Student.

106



CHAPITRE 4. CARACTÉRISATION DES STRUCTURES PLANCK-BOSS

FIGURE 4.7 – En rouge : la distribution cumulée des χ2 au point d’injection, "Fixed". En
bleu : la distribution cumulée des χ2 minimaux sur le plan (Td, βd), "Free". En pointillées :
différentes distributions cumulées associées à des lois de Student à différents degrés de
liberté. Figure construite avec un filtrage matched filter multi-fréquences avec un spectre
de poussière pour un catalogue simulé de sources de poussière.

Extraction de l’émission de poussière

Cette fois je travaille avec le catalogue simulé complet. Avec le matched filter multi-
fréquences j’extrais la masse moyenne de poussière en chaque point du plan. Je peux alors
obtenir sa valeur marginale et l’erreur associée. Les résultats de l’extraction sont rangés
dans le tableau 4.4 et sont compatibles avec les valeurs d’injection. Le χ2 minimal réduit
est légèrement inférieur à 1 ce qui indique que le modèle d’émission de poussière s’accorde
bien avec les données simulées comme je l’attendais.

A ce stade, la méthode que j’emploie paraît robuste. Pour bien faire, je devrais la tester
sur d’autres catalogues simulés.

J’effectue aussi un filtrage au niveau de 296 109 positions aléatoires dans les vraies
cartes Planck en fixant la température Td à 25K et βd à 2.5. Normalement, les flux extraits
sont compatibles avec zéro, la masse de poussière estimée devrait donc l’être. C’est en
effet le cas comme l’indique le tableau 4.5.

4.2.4 Résultats : extraction pour tous les QSO BOSS

J’effectue cette fois le filtrage au niveau des quasars BOSS sur les cartes Planck à la
fois pour toute la population de quasars mais aussi sur des sous-échantillons notamment
pour chercher une évolution des caractéristiques de la poussière avec le redshift. Dans tous
les cas, je suppose que les nuages de poussière ont la même température Td (au redshift
près) et le même exposant βd. Cette hypothèse peut entraîner des systématiques qui seront
explorées dans la section 4.5.
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FIGURE 4.8 – Contours du χ2 sur le plan (Td, βd). La ligne noire continue indique la dé-
viation à 1σ tandis que la ligne pointillé indique celle à 2σ. Les lignes-tirets horizontales
et verticales indiquent les valeurs d’injection. Il s’agit d’un filtrage matched filter multi-
fréquences avec un spectre de poussière pour un catalogue simulé de sources de poussière.

Filtre χ2/5 Td βd Mdust

(K) (108 M�)
input - 25 2.5 2.50
Poussière 0.7 25.2± 0.7 2.48± 0.09 2.52± 0.26

TABLE 4.4 – Comparaison des caractéristiques des sources d’émission de poussière entre
les valeurs injectées et les valeurs extraites par un filtrage puis marginalisées sur le plan
(Td, βd). Le χ2 présenté ici est la valeur minimale sur ce plan (Td, βd).

Dans un premier temps, j’effectue un filtrage avec des valeurs fixes de Td et de βd.
Suivant BEELEN et al., 2006, je prends Td = 40K et βd = 1.6. J’obtiens alors les résidus
présentés dans la figure 4.9. Le χ2 obtenu est de 445.8 pour 7 degrés de liberté : ce modèle
ne s’ajuste pas bien avec l’émission en provenance des poussières comme le suggère aussi
les résidus importants. C’est en fait ce résultat qui m’a poussé à développer l’approche
marginale ci-dessus pour obtenir des valeurs de Td et de βd qui ajustent bien le spectre de
poussière avec les données.

Ensuite, j’effectue un filtrage en chaque point (Td, βd) pour obtenir une masse moyenne
〈M̂dust〉sur l’échantillon de quasar considéré. J’obtiens ensuite la masse marginaliséeMdust

sur le plan (Td, βd).
Pour la totalité des quasars de BOSS, j’ai un χ2/5 minimal de 5.2 en (Td)χ2min = 18.7 K

et en (βd)χ2min = 2.79. Les valeurs marginalisée sont les suivantes : Td = 19.1 ± 0.8 K,
βd = 2.71 ± 0.13 (compatible avec le point de χ2 minimum) et une masse de poussière
Mdust = (0.84 ± 0.07) × 108 M�. Cette masse est plus petite que les masses de poussière
estimées dans BEELEN et al., 2006. Il s’agit cependant d’une étude qui porte sur des quasars
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Filtre χ2/5 Td βd < Mdust >
(K) (108 M�)

input - - - 2.50
Poussière 0.7 25 (fixé) 2.5 (fixé) 0.003± 0.0012

TABLE 4.5 – Extraction de la masse de poussière au niveau de positions aléatoires dans les
cartes Planck. Cette masse est bien compatible avec zéro.

très brillants dans la gamme des micro-ondes.

(a) En haut : le spectre d’émission moyen à la position des quasars de BOSS (losanges noirs), le
spectre de l’émission de poussière (triangles rouges). En bas : les résidus. Le filtrage a été réalisé
pour Td = 40 K et βd = 1.6, valeurs compatibles avec le Beleen et al.

(b) En haut : le spectre d’émission moyen à la position des quasars de BOSS (losanges noirs), le
spectre de l’émission de poussière (triangles rouges). En bas : les résidus. Le filtrage a été réalisé
pour Td = 18.7 K et βd = 2.79 qui donnent le χ2 minimal.

FIGURE 4.9 – Comparaison des résidus pour des paramètres de poussières fixés ou laissés
libres.
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Le χ2 reste important, même si les résidus sont plus faibles qu’en fixant les paramètres
comme l’indique la figure 4.9. Cela semble indiquer que le modèle de poussière ne s’ajuste
pas totalement avec l’émission. C’est probablement dû à une variabilité des propriétés
des quasars. J’explorerai par la suite plusieurs sous-échantillons découpés en intervalles
de redshift. Certaines propriétés des poussières semblent évoluer avec le redshift comme
l’indique l’évolution du χ2 sur le plan (Td, βd) pour des échantillons de quasars différents
sur la figure 4.10.

(a) Contours du χ2 sur le plan (Td, βd) pour tous les quasars BOSS.

(b) Contours du χ2 sur le plan (Td, βd) pour les quasars avec un redshift tel que 2.5 < z < 4.

FIGURE 4.10 – Contours du χ2 sur le plan (Td, βd). La ligne noire continue indique la
déviation à 1σ tandis que la ligne pointillé indique celle à 2σ. Il s’agit d’un filtrage matched
filter multi-fréquences avec un spectre de poussière.

Toujours par rapport au BEELEN et al., 2006 ; mais aussi par rapport au modèle d’émis-
sion proposé par la collaboration ACT pour les quasars DR7+DR10 (CRICHTON et al.,
2015), et la détection de l’émission de poussières chez les quasars dans Herschel (DAI et
al., 2012), ma température de poussière est systématiquement plus petite (20 K contre
40 K pour les deux premières études, 34 K pour la troisième) que la leur et mon para-
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mètre βd est systématiquement plus grand que les valeurs précédemment mesurées qui
s’établissent autour de 1.6 donc systématiquement en dessous de 2. Ce résultat sera à
nuancer si l’on prend en compte l’évolution de ces paramètres avec le redshift comme je
le ferai par la suite. Une cause possible vient de la simplicité du modèle qui suppose une
même température et un même βd pour tous les quasars. Il est possible de complexifier
le modèle d’émission de la poussière par exemple en utilisant plusieurs corps gris, donc
avec plusieurs températures et plusieurs exposants, ce que je ne ferai pas ici. Comme je l’ai
mentionné plus haut, j’introduirai cependant un modèle de poussière qui prend en compte
une dispersion des températures dans la section 4.5.

Si je fixe βd = 1.6 comme dans BEELEN et al., 2006 et que je laisse la température libre,
mon χ2 minimal est de 81.5 pour 6 degrés de liberté ce qui exclut cette valeur de βd.

4.2.5 Résultats : évolution des caractéristiques de l’émission de poussière

Cette fois, je travaille sur les sous-échantillons de quasars dans des intervalles de red-
shift de largeur ∆z = 0.5. Les paramètres Td et βd peuvent varier d’un intervalle à l’autre.

Je regarde en premier lieu l’évolution des valeurs marginalisées des quantités Td et βd
et la quantité Td×βd0.6 qui prend en compte la dégénérescence entre les deux paramètres
de l’émission de poussière. L’évolution de ces quantités est présentée dans la figure 4.11.
Il semble que les quasars à bas redshift (z < 2) ont une température plus élevée et un
βd plus petit que leur équivalents à haut redshift (z > 2). De plus, la quantité Td × βd0.6

n’évolue pas pour les quasars avec z < 2 et augmente par la suite suggérant une différence
entre les deux populations de quasars. N’oublions pas que les quasars BOSS que j’utilise
ont d’abord été sélectionnés pour être à haut redshift. Les quasars à bas redshift ont été
sélectionnés à cause de dégénérescences dans le processus de sélection.

FIGURE 4.11 – Evolution des différents paramètres de poussière en fonction du redshift.
Deux populations aux propriétés différentes semblent émerger l’une à bas redshift (z < 2)
et l’autre à haut redshift (z > 2)
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Tout comme le flux de poussière, la masse de poussière marginalisée croît jusqu’à z ∼ 2
pour atteindre un maximum de ∼ 5×108 M� (de 8 mJy pour le flux de poussière) puis dé-
croît par la suite comme l’indique la figure 4.12. L’évolution de cette masse semble suivre
celle du taux de formation d’étoile présentée par la même figure et tiré de MADAU et al.,
2014. Les jeunes étoiles ont tendance à chauffer les poussières, principalement via leur
rayonnement ultraviolet. Mais, contrairement aux galaxies, les quasars dispose d’un autre
mécanisme de chauffage des poussières, le noyau galactique lui-même. La contribution de
la formation d’étoile à la luminosité infrarouge serait de 21% pour les quasars à z ∼ 1
de 56% pour les quasars à z ∼ 2 (KIRKPATRICK et al., 2012) suggérant une évolution de
la part du chauffage attribuée au taux de formation d’étoile et donc au noyau galactique
actif. Dans ses conditions, il devient difficile de relier taux de formation d’étoile et masse
de poussière. Il faudrait en effet lever la dégénérescence avec le chauffage par le noyau
galactique pour le faire. Notons aussi que le taux d’accrétion du trou noir central pour
un quasar suit presque la même évolution en redshift que le taux de formation d’étoiles.
La figure 4.13 montre que la masse de poussière diminue quand la magnitude absolue
dans la bande i du quasar diminue. Cette bande qui va de 700 à 800 nm est dominée par
la luminosité infrarouge du quasar, donc par l’émission de poussière, mais aussi par une
émission en provenance du noyau galactique dans des proportions qui restent à détermi-
ner. La diminution de la masse de poussière, quand la magnitude en bande i diminue,
comme l’indique la figure 4.13, pourrait s’expliquer par un chauffage en provenance du
noyau galactique actif plus faible.

4.3 Seconde hypothèse : la poussière domine à côté d’autres
émissions sous-dominantes comme le tSZ

L’émission de poussière domine et le filtrage qui ne prend en compte que cette émis-
sion de poussière donne des résultats convenables. Cependant, les χ2 présentés dans la
figure 4.14 sont presque toujours significativement au dessus de 1, ce qui suggère la pré-
sence d’émission sous-dominantes non prises en compte. L’extraction des flux avec le filtre
mono-fréquence suggère une émission de type synchrotron pour les quasars qui ont une
contrepartie dans FIRST, c’est-à-dire une émission synchrotron à 1.4 GHz. Il est possible
qu’il y ait aussi un signal tSZ. Il devient nécessaire de développer une nouvelle méthode
pour séparer les différentes composantes d’une émission en connaissant leurs spectres.

Je vais donc travailler ici avec les trois émissions -poussières, tSZ et synchrotron- pour
réaliser les combinaisons de filtrage suivantes qui sont autant d’hypothèse sur les émis-
sions en provenance des structures étudiées :

— Filtrage pour une émission poussière (déjà réalisé dans la section précédente).
— Filtrage pour une émission tSZ (déjà réalisé deux sections auparavant).
— Filtrage avec deux composantes à séparer : poussière et tSZ.
— Filtrage avec deux composantes à séparer : poussière et synchrotron.
— Filtrage avec trois composantes à séparer : poussière, tSZ et synchrotron.

Je vais principalement chercher à extraire la masse de poussière Mdust (liée à l’am-
plitude de l’émission de poussière), le paramètre de Compton intrinsèque Y500 (liée à
l’amplitude de l’émission de tSZ) et la luminosité synchrotron Lsynch que je vais intro-
duire ci-dessous. Je vais aussi comparer les χ2 des résidus moyens ; le filtrage apportant
le minimum étant celui qui s’ajuste le mieux avec les données. Les résultats des différents
filtrages sont présentés dans le tableau 4.13 qui se trouve à la fin de ce chapitre.
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(a) Evolution du flux marginalisé de l’émission de poussière à 857GHz (losanges noirs) et de la
masse de poussière marginalisée (triangles bleues) avec le redshift.

(b) Evolution du taux de formation des étoiles en fonction du redshift des galaxies d’après MADAU

et al., 2014.

FIGURE 4.12 – Comparaison entre le flux/la masse de poussière des quasars et le taux de
formation d’étoiles dans les galaxies.

4.3.1 La troisième émission : le synchrotron

J’en profite aussi pour introduire formellement le synchrotron. Je choisis un modèle
simple d’émission, une loi de puissance telle que le flux synchrotron est donné par :

fsynch,ν,i = asynch,i · synch(ν) = asynch ·
(

100GHz

ν

)αs
. (4.45)

Je fixe α = 0.7 , valeur typique pour l’émission des radio-galaxies (CONDON, 1992 ; PE-
TERSON, 1997). Je pourrais aussi développer une approche marginale avec ce paramètre
en le laissant libre comme les paramètres de l’émission de poussière mais ce ne sera pas le
cas.

Comme le tSZ, et à la différence de l’émission de poussière, le spectre du synchrotron
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FIGURE 4.13 – Evolution du flux marginalisé de l’émission de poussière à 857GHz (lo-
sanges noirs) et de la masse de poussière marginalisée (triangles bleues) avec la lumino-
sité en bande I.

FIGURE 4.14 – Evolution du χ2/5 minimal sur le plan (Td, βd) en fonction du redshift pour
un filtrage avec seulement l’émission de poussière. Cette approche fonctionne bien pour
la majorité des sous-échantillons.

ne dépend pas du redshift de la source.
Par contre, comme la poussière et le tSZ, le spectre de l’émission synchrotron est lui

aussi modifié par l’étalement de la réponse spectrale des détecteurs. Je définis donc des
νeff (présentées dans le tableau 4.6) spécifiques à l’émission synchrotron telles que le vrai
spectre synchrotron (modifié par l’étalement) soit donné par :

Ssynch(ν) = synch(νeff,synch[ν]). (4.46)

Je vais ensuite travailler avec la (densité de) luminosité synchrotron à 100 GHz (dans
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ν (GHz) 70 100 143 217 343 545 857
νeff,synch[ν] (GHz) 70.4 101.0 141.6 216.0 360.8 543.6 819.9

TABLE 4.6 – Equivalence entre les fréquences nominales et les fréquence effectives causées
par l’étalement de la réponse des détecteurs.

le référentiel de la source) pour une sphère de rayon R500 :

L̂synch,i = ̂Asynch,i DL(zi)
2

(1 + zi)(1 + zi)−αs
(4.47)

avec avec ̂Asynch,i = C(5R500 → R500) · ̂asynch,i = 0.552 · ̂Asynch,i, le flux synchrotron pour
une sphère de rayon R500, DL(zi) la distance de luminosité et zi le redshift du quasar.

4.3.2 Un dernier outil : le matched filter multi-fréquences multi-composantes

FIGURE 4.15 – Présentation du fonctionnement du matched filter multi-fréquences multi-
composantes avec l’approche "marginale" pour une émission de poussière et une émission
tSZ. La masse de poussière M̂dust et le paramètre de Compton intrinsèque Ŷ500 de la
structure à la position ~x0 sur les mini-cartes Planck ~m(~x) sont estimés par un matched
filter multi-fréquences multi-composantes en supposant un profil spatial τν(~x) et aussi des
spectres d’émission, ici un spectre type poussière pour un certain couple (Td, βd) et un
autre spectre tSZ. Les masses et les paramètres de Compton obtenus étant trop faibles, je
travaille avec la masse moyenne et le paramètre de Compton moyen. Ensuite, ces valeurs
sont marginalisées sur tout le plan (Td, βd).

Je vais introduire un nouvel outil, le matched filter multi-fréquences multi-composantes
qui a déjà été utilisé dans pour séparer le signal tSZ (dominant) de la poussière au niveau
des "Locally Brightest Galaxies" ou LBG (PLANCK COLLABORATION et al., 2013b) et aussi
pour dans pour séparer le tSZ du kSZ (PLANCK COLLABORATION et al., 2014d ; PUISIEUX,
2013), donc dans tous les cas pour séparer seulement deux émissions l’une de l’autre. Je
vais présenter ce filtre dans sa forme la plus générale adaptée à un nombre N d’émissions.
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Je fais cette fois l’hypothèse que mon flux est un mélange de plusieurs émissions avec
des spectres différents. Je peux donc exprimer le flux à l’emplacement du quasar i ainsi :

fν,i =
∑
λ

aλ,i ·Sλ(ν) (4.48)

Par la suite, je vais utiliser λ et η pour indexer les différents types d’émissions.
Je construis le nouveau pseudo-filtre comme la combinaison linéaire des matched fil-

ters multi-fréquences déjà introduits Φλ(~x, ~xi, R) =
∑
η
Cλ,η~Ψη(~x, ~xi, R) avec ~Ψη le pseudo

filtre associé au matched filter multi-fréquences adapté à l’émission η. Cλ,η sont des constantes
qu’il faudra déterminer par la suite. Le pseudo filtre a une symétrie centrale au niveau
du point de coordonnée ~xi. On peut l’écrire de cette façon, comme pour le filtre mono-
fréquence et multi-fréquences :

Φλ(~x, ~xi, R) =
1

R2

∑
η

Cλ,ηφη
(
|~x− ~xi|
R

)
. (4.49)

Je définis une mini-carte filtrée Ωλ(~xi, R) comme une certaine combinaison des diffé-
rentes cartes Planck :

Ωλ(~xi, R) =
∑
η

Cλ,η
∫
~m′t(~x) • ~Ψη(~x, ~xi, R)d~x

=
∑
η

Cλ,η
∫
~m′t(~q) • ~ψF ,η(Rq)e−2πi~q ~xid~q

=
∑
η

Cλ,ηωλ(~xi, R).

(4.50)

L’estimateur de l’amplitude est donné par cette carte filtrée :

âλ,i = Ωλ(~xi, R), (4.51)

avec la variance définie par :

C[~̂ai]λ,η = 〈âλ,iâη,i〉 − 〈âλ,i〉〈âη,i〉
= 〈Ωλ(~xi, R)Ωη(~xi, R)〉 − 〈Ωλ(~xi, R)〉〈Ωη.(~xi, R)〉.

(4.52)

Pour obtenir un estimateur non biaisé, c’est-à-dire pour avoir aλ,i = 〈Ωλ(~xi, R)〉, les
coefficients Cλ,η doivent vérifier la relation suivante :

Cλ,η = [D]−1
λ,η · Dη,η (4.53)

avec Dλ,η =
∫
d~q
(
~Sλ ·~τF (q)

)t
• P−1(q) •

(
~Sη ·~τ∗F (q)

)
. Notons que Dη,η =

(
σ2[âη,i]

)−1

avec σ2[âη,i] la variance sur l’amplitude âη,i pour un matched filter multi-fréquences mais
mono-composante.

Ce qui amène à l’expression suivante pour la variance

C[~̂ai]λ,η = [D]−1
λ,η. (4.54)

Notons que si l’on suppose les amplitudes aλ,i distribuées selon une loi normale et que
l’on veut obtenir leurs valeurs moyennes, il faut prendre en compte les corrélations :

〈~a〉 =

[∑
i

C−1[~ai]

]−1

•

[∑
i

C−1[~ai] • ~ai

]
(4.55)
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avec pour variance :

C−1[〈~a〉] =

[∑
i

C−1[~ai]

]−1

. (4.56)

C’est vrai aussi pour les quantités dérivées des aλ,i comme la masse de poussière, le para-
mètre de Compton intrinsèque ou la luminosité synchrotron.

Les résidus multi-composantes

Le résidus sont désormais la différence entre le flux extrait par le filtre mono-fréquence
et le flux reconstruit qui est la somme des différentes émissions :

Rν,i = f̂ν,i −
∑
λ

âλ,i ·Sλ(ν). (4.57)

La variance sur ces résidus est exprimée comme il suit :

C[~Ri]ν,µ = 〈Rν,iRµ,i〉 − 〈Rν,i〉〈Rµ,i〉

= C[ ~̂fi]ν,µ −
∑
λ,η

Sλ(ν) ·C[~̂ai]λ,η ·Sη(µ).
(4.58)

La preuve est présentée en annexe.
Je peux alors calculer les résidus moyens et construire le χ2 des résidus moyens. Si

la poussière est l’une des composantes, je vais utiliser l’approche "marginale" développée
dans la section sur la poussière seule pour marginaliser les amplitudes des différentes
composantes sur le plan (Td, βd).

4.3.3 Validation de la méthode sur simulation poussière+tSZ

Comme dans la section 4.2.3, je construis un catalogue simulé de 296 109 sources pla-
cées à des positions aléatoires sur le ciel. Ces sources ont la même distribution en redshift
que les quasars de BOSS. Je fabrique des cartes simulées à partir des cartes de Planck.
A la positions des sources du nouveau catalogue, j’ajoute un flux de poussière et un flux
tSZ avec le profil spatial que j’emploie depuis le chapitre précédent qui est ensuite convo-
lué aux différents lobes de Planck. Si m′ν(~x) est la carte originale alors la carte simulée
s’obtient comme il suit : mν(~x)s = m′ν(~x) + adust,i ·Sdust(

Td
1+zi

, βd, ν) + atSZ,i ·StSZ(ν).
L’amplitude adust,i dépend du redshift de la source mais aussi de la masse de pous-

sière et des paramètres de l’émission de poussière, Td et βd. Je choisis ici la même masse
et les mêmes paramètres d’émission pour tous les objets : (Mdust)input = 2.5 × 108M�,
(Td)input = 25 K et (βd)input = 2.5. L’amplitude atSZ,i dépend du paramètre de Compton
intrinsèque (Y500)input que je fixe ici à 12.02 × 10−6 arcmin2. En utilisant l’équation 4.28,
on peut déterminer la masse des amas qui est de M500 = 2.74× 1013M�.

Distribution des χ2

Je divise aléatoirement le catalogue simulé en 148 sous-échantillons de 2000 quasars.
Le filtrage suivant est réalisé avec un matched filter multi-fréquences multi-composantes
pour une émission de poussière et une émission tSZ. Je filtre à la position des quasars du
sous-échantillon et je détermine le χ2 des résidus moyens à la position du point d’injection
et le χ2 minimal sur le plan (Td, βd). Je regarder ensuite les distributions cumulées des
deux χ2 qui correspondent à des distributions cumulées de loi de Student à 7 degrés de
liberté et 5 degrés de liberté respectivement comme l’indique la figure 4.16. Je trouvais le
même résultat pour le filtrage poussière seule. Le nombre d’émissions mises en jeu par le
filtrage ne joue pas sur la distribution des χ2 des résidus moyens.
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FIGURE 4.16 – En rouge : la distribution cumulée des χ2 au point d’injection. En bleu :
la distribution cumulée des χ2 minimaux sur le plan (Td, βd). En pointillées : différentes
distributions cumulées associée à des lois de Student à différents degrés de liberté. Il
s’agit d’un filtrage matched filter multi-fréquences multi-composantes avec un spectre de
poussière et un spectre tSZ pour un catalogue simulé de sources à la fois de poussière et
de tSZ.

Extraction des différents composantes

J’extrais les amplitudes des différentes composantes avec plusieurs filtres sur le ca-
talogue simulé au complet. Les résultats sont présentés dans la première partie du ta-
bleau 4.7, section "Mock catalogue : dust+tSZ". La deuxième partie du tableau sera pré-
sentée dans la partie sur les systématiques dans la section 4.5.1. Le filtrage poussière-tSZ
me donne le plus petit χ2 comme l’indique la figure 4.23. C’est le filtrage le plus adapté
comme attendu. Le filtrage poussière-synchrotron confond l’émission tSZ avec du synchro-
tron. Comme le tSZ est négatif pour ν < 217GHz et que le synchrotron est significatif à
basse fréquence, le signal tSZ apparaît comme du synchrotron négatif. Le filtrage triple
poussière-tSZ-synchrotron échoue à extraire la totalité du signal tSZ puisqu’il en confond
une partie avec du synchrotron négatif.

Le χ2 permet de sélectionner le filtrage le plus adapté aux données. Pour m’assurer en-
core plus de la validité de cette approche, je devrais travailler avec des catalogues simulés
d’objets avec d’autres émissions.

J’effectue aussi un filtrage au niveau de 296 109 positions aléatoires dans les vraies
cartes Planck en fixant la température Td à 25 K et βd à 2.5 mais sans injecter de sources.
Les quantités extraites sont bien compatibles avec zéro comme l’indique le tableau 4.8.

4.3.4 Evolution des paramètres de poussières avec des filtres multi-composantes

Je travaille avec les sous-échantillons du catalogue BOSS limités en intervalles de red-
shift de largeur ∆z = 0.5. Pour chaque sous-échantillon, j’effectue trois filtrages sur le
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FIGURE 4.17 – Contours du χ2 sur le plan (Td, βd) pour différents filtrages. La ligne noire
continue indique la déviation à 1σ tandis que la ligne pointillé indique celle à 2σ. Les
lignes-tirets horizontales et verticales indiquent les valeurs d’injection. Il s’agit de filtrages
type matched filter multi-fréquences mono et multi-composantes pour un catalogue simulé
de sources de poussière et de tSZ.

plan (Td, βd) puis je marginalise. Je regarde ensuite l’évolution des paramètres de pous-
sière avec le redshift. Cette évolution n’est pas sensible au choix du filtre car la composante
poussière domine toujours comme l’indique la figure 4.18. J’effectue les trois filtrages sui-
vants :

— Filtrage pour une émission poussière.
— Filtrage avec deux composantes à séparer : poussière et tSZ.
— Filtrage avec deux composantes à séparer : poussière et synchrotron.

4.3.5 Emission synchrotron des quasars radio

Je me restreins ici aux quasars qui ont une contrepartie radio dans le catalogue FIRST
et qui sont donc les plus susceptibles d’émettre du synchrotron dans les cartes Planck.
L’extraction des flux à la positon de ces quasars laissait suggérer une telle émission à
basse fréquence. J’utilise un matched filter multi-fréquences multi-composantes poussière-
synchrotron pour extraire les différentes amplitudes. Amplitudes qui sont ensuite margi-
nalisées sur le plan (Td, βd). Je présente ici les résultats de ce filtrage pour des intervalles
de redshift de largeur ∆z = 0.5. Des résultats supplémentaires sur le filtrage synchrotron
sont présentés dans la table 4.13 en fin de ce chapitre.

L’évolution du flux synchrotron à 100 GHz Asynch et de la luminosité à 100 GHz Lsynch
est présentée dans la figure 4.19. Première constatation, le signal synchrotron est signifi-
catif pour les structures telles que z < 3.5. Deuxième constation, la luminosité synchrotron
croît avec le redshift passant de 0 à 0.2 L�Hz−1. Les quasars les plus actifs de mon échan-
tillon sont donc ceux à haut redshift.
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Filter χ2/7 Td βd 〈M̂dust〉 〈Ŷ500〉 〈L̂synch〉
(K) (108M�) (10−6 arcmin2) (10−3 L�Hz−1)

Mock catalogue : Null test
input - - - 0 0 0
dust 0.7 25 2.5 0.003± 0.012 - -
dust+tSZ 1.2 25 2.5 0.003± 0.012 0.77± 0.78 -
dust+synch 3.5 25 2.5 0.003± 0.012 - −0.05± 0.13

TABLE 4.8 – Extraction de la masse de poussière, du paramètre de Compton et de la lu-
minosité synchtron au niveau de positions aléatoires dans les cartes Planck. Ces quantités
sont bien compatibles avec zéro.

FIGURE 4.18 – Evolution des différents paramètres de poussière en fonction du redshift
pour différents filtres. Le choix des filtres a peu d’impact sur l’évolution de ces paramètres.

Le catalogue FIRST apporte une information supplémentaire : le flux synchrotron à
1.4 GHz, AFIRST . Pour chaque échantillon de quasars, je construis le flux FIRST moyen
AFIRST avec la même pondération que le flux Asynch, donc en utilisant les erreurs don-
nées par les matched filters et l’approche marginale. La figure 4.20 présente l’évolution
conjointe des deux flux avec le redshift.

Je définis un nouvel exposant pour la loi de puissance du synchrotron en supposant
elle-ci valide à 1.4 GHz et en combinant les informations FIRST et Planck :

α =
ln(Asynch)− ln(AFIRST )

ln(1.4 GHz)− ln(100 GHz)
. (4.59)

L’évolution de ce nouvel exposant est présentée par la figure 4.21. Cet exposant aug-
mente avec le redshift. L’exposant a été calculé en supposant une même la loi de puissance
à 1.4 GHz et à 100 GHz. Il est possible que l’exposant de l’émission synchrotron évolue
avec la fréquence entre 1.4 et 100 GHz, ce qui entraîne l’évolution constatée avec le red-
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FIGURE 4.19 – En haut : Evolution du flux marginalisé de l’émission de poussière à
857 GHz (losanges noirs) et de la masse de poussière marginalisée (triangles bleus) avec
le redshift. En bas : Evolution du flux marginalisé de l’émission synchrotron à 100 GHz (lo-
sanges noirs) et de luminosité synchrotron marginalisée (triangles violets) avec le redshift.
Population de quasars : quasars avec une contrepartie FIRST.

FIGURE 4.20 – Evolution du flux marginalisé de l’émission synchrotron à 100 GHz (lo-
sanges noirs) et du flux FIRST moyen (triangles violets) avec le redshift. Population de
quasars : quasars avec une contrepartie FIRST.

shift.

4.3.6 Emission tSZ chez les quasars non radio

Cette fois, je travaille avec les quasars non radio qui n’ont pas de contrepartie dans
FIRST et qui sont bien dans la zone couverte par ce sondage. Ces quasars sont en théorie
moins contaminés par le synchrotron que leurs équivalents avec une contrepartie radio.
Dans un premier temps j’effectue les 3 filtrages suivants :
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FIGURE 4.21 – Evolution de l’exposant de la loi de puissance pour l’émission synchrotron.
Population de quasars : quasars avec une contrepartie FIRST.

— Filtrage pour une émission poussière.
— Filtrage avec deux composants à séparer : poussière et tSZ.
— Filtrage avec deux composants à séparer : poussière et synchrotron.

Ces filtrages sont effectués sur les population de quasars dans des intervalles de redshift
de largeur ∆z = 0.5. Je cherche à comparer les χ2 des résidus moyens de ces différents
filtres. J’obtiens alors la figure 4.22. Le filtre poussière+tSZ semble plus performant que
les autres filtres à haut redshift pour 2.5 < z < 4. Je vais par la suite effectuer un filtrage
à la position des quasars dans ce sous-échantillon. A plus bas resdhift, il est préférable de
continuer d’utiliser le filtre "poussière seule".

FIGURE 4.22 – Evolution du χ2/5 des résidus moyens minimum sur le plan (Td, βd). pour
différents filtrages. Le filtrage poussière+tSZ semble avoir les faveurs des quasars à haut-
redshift. Population de quasars : quasars sans contrepartie FIRST.

J’applique ensuite les 3 filtres pour les quasars de l’intervalle en redshift 2.5 < z < 4.
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J’obtiens alors les χ2 minimaux sur le plan (Td, βd) suivant :
— Filtrage pour une émission poussière : χ2/5 = 4.4 .
— Filtrage poussière et tSZ : χ2/5 = 1.5 .
— Filtrage poussière et synchrotron : χ2/5 = 2.7 .

Les résultats essentiels de l’analyse sont rangés dans la table 4.13. La différence de χ2

(non réduit) entre le filtrage poussière et le filtrage poussière+tSZ est donnée si dessous :

∆χ2 = 14.5 (4.60)

Ce qui correspond a une détection à 2.5σ pour 5 degrés de liberté. Le filtrage pous-
sière+tSZ paraît être le plus adapté pour cette population de quasars comme attendu.
Le paramètre de Compton moyen Y500 pour ces quasars est égale à

Y500 = (10.83 ± 1.36) × 10−6arcmin2 (4.61)

donc significatif à 7.4σ. Les possibles amas virialisés à l’origine d’un tel signal auraient
alors une masse moyenne de M500 = (2.26± 0.20)× 1013 M� si je suppose la relation 4.28
valide pour des proto-amas à haut redshift. On ne peut cependant exclure que le signal
tSZ provienne plutôt du gaz éjecté par le noyau galactique actif. Dans ce cas, ce gaz n’est
pas virialisé et n’est pas un traceur de la matière noire.

FIGURE 4.23 – Contours du χ2 sur le plan (Td, βd) pour différents filtrages. La ligne noire
continue indique la déviation à 1σ tandis que la ligne pointillé indique celle à 2σ. Il s’agit
de filtrages type matched filter multi-fréquences mono et multi-composantes pour les qua-
sars sans contrepartie FIRST qui sont dans l’intervalle en redshift 2.5 < z < 4.

Je regarde ensuite en détail les résultas donnés par le filtrage poussière+tSZ, notam-
ment l’évolution du paramètre de Compton intrinsèque avec le redshit que présente la
figure 4.24. Ce paramètre est significativement positif pour 2.5 < z < 4, l’intervalle de
redshift le plus favorable au filtrage poussière+tSZ. Il apparaît cependant légèrement né-
gatif pour l’intervalle 1 < z < 2. Une contamination par le synchrotron peut expliquer ce
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résultat. Notons aussi que l’ajout du tSZ fait augmenter le χ2 d’après la figure 4.22 pour cet
intervalle de redshift. A priori, l’ajout d’une émission supplémentaire devrait faire baisser
ce χ2. Cependant, la matrice des corrélations croisées des résidus dépend du type et du
nombre d’émissions en jeu comme l’indique l’équation 4.58 et elle est un élément essentiel
à la construction du χ2. L’augmentation du χ2 pour 1 < z < 2 traduit simplement le fait
que le modèle poussière+tSZ s’adapte assez mal au signal de cet intervalle de redshift. Le
paramètre de Compton extrait doit être considéré avec précaution pour 1 < z2.

Notons que le filtre poussière+synchrotron fait aussi baisser le χ2 par rapport au filtre
poussière seule. Cependant, l’amplitude du synchrotron extrait est négatif, suggérant par
là qu’une partie du signal tSZ a été confondu avec du synchrotron positif par le filtre pous-
sière+synchrotron. Le filtre triple poussière+tSZ+synchrotron fonctionne moins bien que
le filtre poussière+tSZ car une partie du signal tSZ est prise ici aussi pour du synchotron
négatif. Ces résultats sont présentés dans le tableau 4.13.

FIGURE 4.24 – En haut : Evolution du flux marginalisé de l’émission de poussière à 857
GHz (losanges noirs) et de la masse de poussière marginalisée (triangles bleues) avec le
redshift. En bas : Evolution de l’amplitude du signal tSZ marginalisée (losanges noirs)
et du paramètre de Compton intrinsèque marginalisé (triangles rouges) avec le redshift.
Population de quasars : quasars sans contrepartie FIRST.

4.3.7 Emission de poussière et tSZ en fonction de la magnitude absolue en
bande i

J’effectue cette fois un filtrage poussière+tSZ sur d’autres sous-échantillons de quasars,
à savoir les quasars sans contrepartie dans FIRST rangés dans des intervalles de magnitude
absolue en bande i d’une largeur de 2 partant de -30 à -18. J’obtiens alors la figure 4.25.
La masse de poussière Mdust, qui est liée à la luminosité infrarouge, diminue quand la
magnitude MI augmente, c’est-à-dire quand la luminosité du quasar diminue, vraisem-
blablement selon une loi de puissance. Cela suggère un lien intime entre le mécanisme
de chauffage des poussières et le noyau galactique actif responsable de la luminosité du
quasar. Le paramètre de Compton intrinsèque Y500 diminue aussi quand la luminosité en
bande i diminue (soit quand MI augmente). Si Y500 est lié à la masse de gaz chaud d’un
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éventuel proto-amas hôte, donc à la masse totale du proto-amas, alors les quasars les plus
lumineux sont ceux qui résident dans les halos les plus massifs. Y500 peut aussi être lié au
gaz éjecté par le noyau galactique actif. Dans ce cas, plus le quasar serait lumineux, plus
il serait actif et donc susceptible d’éjecter du gaz chaud.

Il est plus difficile de conclure sur l’évolution des paramètres de poussières avec la
magnitude absolue présentée par la figure 4.26. La quantité Td × βd0.6 reste cependant
constante avec la magnitude en bande i suggérant que cette dernière a un impact limité
sur les paramètres de l’émission de poussière.

FIGURE 4.25 – En haut : Evolution du flux marginalisé de l’émission de poussière à 857
GHz (losanges noirs) et de la masse de poussière marginalisée (triangles bleues) avec la
magnitude absolue en bande i. En bas : Evolution de l’amplitude du signal tSZ marginalisée
(losanges noirs) et du paramètre de Compton intrinsèque marginalisé (triangles rouges)
avec la magnitude absolue en bande i. Population de quasars : quasars sans contrepartie
FIRST.

4.4 Comment interpréter le signal tSZ ?

Le signal tSZ que j’ai obtenu précédemment est significatif à haut redshift et non dé-
tecté à bas redshift ce qui permet de mettre des contraintes sur la détection. L’origine de ce
signal n’est pas élucidée. Je vais alors estimer un signal tSZ équivalent en m’appuyant sur
les données ROSAT et sur la fonction de masse pour apporter un éclairage supplémentaire.

4.4.1 Contrainte sur le signal tSZ à bas redshift

Je ne détecte pas de signal tSZ à bas redshift si je me fie à la figure 4.24. A partir de
l’erreur sur Y 500(z < 1.5), je peux cependant mettre des contraintes à 2σ sur le signal tSZ
à bas redshift comme il suit pour les quasars tels que z < 1.5 :

Y 500(z < 1.5) < 4.97× 10−6 arcmin2 (2σ), (4.62)
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FIGURE 4.26 – Evolution des différents paramètres de poussière et du χ2 en fonction de
la magnitude absolue en bande i pour un filtre poussière+tSZ. Population de quasars :
quasars sans contrepartie FIRST.

ou tels que z < 2.5, ce qui donne même une limite plus forte :

Y 500(z < 2.5) < 2.93× 10−6 arcmin2 (2σ), (4.63)

Je peux comparer ces limites aux résultats présentés par RUAN et al., 2015. Cette étude
emploie les quasars de SDSS DR7 comme traceurs. Pour les quasars avec z < 1.5, RUAN et
al., 2015 mesure Y c

500 = 1.52×Y 500 = (74±30)×10−6 arcmin2, à comparer à notre limite
supérieure qui est de Y c

500 < 1.52×4.97×10−6 arcmin2 = 7.55×10−6 arcmin2. Cette limite
est en dessous de leur niveau de détection. L’important signal tSZ détecté par RUAN et al.,
2015 pourrait être fortement contaminé par de la poussière qui se trouve ponctuellement
sur les cartes Planck de tSZ. RUAN et al., 2015 aurait alors un signal tSZ similaire à celui
que l’on mesure avec le matched filter tSZ seul comme présenté par la figure 4.4.

4.4.2 Contrepartie ROSAT du signal tSZ

Il est difficile de conclure sur la nature du signal tSZ détecté au niveau des quasars à
haut redshift. Cela peut être le gaz virialisé d’un proto-amas mais aussi l’éjecta d’un noyau
galactique actif. Pour confirmer ou infirmer ces origines, j’ai besoin d’un levier supplémen-
taire. Les données du satellite ROSAT donc en X, vont remplir ce rôle. Le gaz chaud est
aussi détectable par rayonnement de freinage dans les rayons X entre 0.1 et 10 keV comme
le présentera plus en détail le chapitre 5. Cependant, les quasars émettent aussi dans le
domaine des X sous forme de rayonnement synchrotron et peuvent contaminer le signal
X.

Je vais cependant faire l’hypothèse que l’émission X que je détecte ici provient d’amas
de galaxies et que je peux utiliser les lois d’échelles usuelles qui sont validées à bas redshift.
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Je vais vérifier si le signal tSZ dérivé de la luminosité X à la position des quasars est
compatible ou non avec le signal tSZ Planck.

Je ne vais pas utiliser de matched filter pour extraire la luminosité X. Je vais en fait
empiler les cartes ROSAT à la position des quasars pour obtenir une carte moyenne d’émis-
sion. Avec une méthode des moindres carrées et en supposant les structures ont le profil
spatial d’un amas X de masse M500 = 1013M� situé à z = 2, je vais extraire un flux X. Je
vais ensuite appliquer un facteur de conversion moyen pour obtenir la luminosité X que je
convertis en signal tSZ équivalent. Je détaille ces étapes ci-dessous.

Empilement des cartes ROSAT

J’utilise la carte ROSAT dans la bande "hard" entre 0.5 kev et 2 keV. Cette carte est
ré-échantillonnée de manière à ce que ces pixels soient à la même taille et position que
ceux des cartes Planck qui ont une largeur de 1.7 arcmin (TARRIO et al., 2016). La carte
ROSAT est ensuite découpée en 504 mini-cartes. Chaque mini-carte est ré-échantillonnée
pour que les côtés des pixels soient parallèles ou orthogonaux aux bords de la mini-carte.
Les mini-cartes ROSAT sont des cartes de nombre de photons par seconde ou taux de
photons (par pixels). Je les noteMX(~x) avec ~x la position dans le ciel. J’effectue le même
traitement sur la carte de temps d’exposition pour obtenir des mini-cartes de ce temps
d’exposition par pixels, e(~x).

Les mini-cartes de taux de photons sont ensuite empilées à la position des quasars de
BOSS dans l’intervalle de redshift d’intérêt 2.5 < z < 4 et sans contrepartie dans FIRST.
Elle sont pondérées par le temps d’exposition. J’obtiens alors une carte du taux de photons
moyen à la position des quasars notée mX(~x) :

mX(~x) =

∑
i
MX(~x− ~xi) · e(~x− ~xi)∑

i
e(~x− ~xi)

(4.64)

avec ~xi la position dans le ciel du quasar d’indice i. La carte obtenue est représentée par la
figure 4.27. Je retire ensuite la valeur moyenne de cette carte pour supprimer les émissions
en provenance du fond diffus ROSAT : m

′
X(~x) = mX(~x)− 〈mX(~x)〉.

Extraction du taux de photons

Je suppose que les structures suivent le profil spatial d’un amas X de masse M500 =
1013M� situé à z = 2 pour extraire le nombre de photons par seconde total en provenance
de l’amas noté CR(5R500) (pour "count-rate") puisque l’amas s’étend jusqu’à un rayon
de 5R500. Si pour un signal tSZ j’ai un profil sphérique P

(
r
Rs

)
comme je l’ai introduit

en 3.4.1, j’ai le profil équivalent suivant pour le rayonnement de freinage en supposant
l’amas isotherme : P 2

(
r
Rs

)
. J’obtiens alors le profil effectif en intégrant le long de la ligne

de visée :

τX(θ) =

∫ +∞

−∞
P 2

(
r

Rs

)
dl. (4.65)

C’est le profil en X d’un amas de masse M500 = 1013M� situé à z = 2 avec les mêmes
paramètres c500, α, β et γ que ceux de la section 3.4.1. Notons que le profil est normalisé :∫
τX(~x)d~x = 1.

Une quantité intégrée sur la sphère et cette même quantité intégrée de manière cy-
lindrique sont quasiment identiques si l’intégration est poussée jusqu’à 5R500 comme je
le mentionne pour le tSZ dans la section 3.4.1. Je peux donc écrire que CRsph(5R500) =
CRcyl(5R500) = CR(5R500).
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FIGURE 4.27 – Carte de 2◦de côté du nombre de photons par seconde moyen dans ROSAT
en bande "hard" à la position des quasars tels que 2.5 < z < 4 sans contrepartie FIRST.

Le rapport entre une quantité intégrée sur la sphère jusqu’à R500 et 5R500 ne dépend
pas de la masse et du redshift de l’amas mais seulement des paramètres du profil et se

trouve être ici CX(5R500 → R500) =

∫R500
0 4πP 2

(
r
Rs

)
r2dr∫ 5R500

0 4πP 2
(
r
Rs

)
r2dr

= 0.88. Je note ainsi le nombre to-

tal de photons par seconde dans un rayon R500 : CR(R500) = CRsph(R500) = CX(5R500 →
R500) ·CR(5R500).

Je pars du χ2 suivant que je vais chercher à minimiser en CR(5R500) :

χ2 =

∫
(m
′
X(~x)− CR(5R500) · τX(~x))2

σ2[m
′
X ]

d~x (4.66)

avec la variance directement évaluée sur la carte : σ2[m
′
X ] = 〈m′ 2X (~x)〉−〈m′X(~x)〉2 J’obtiens

alors l’expression suivante de CR(R500) (équivalente à celle que j’obtiendrais avec un
matched filter en supposant un bruit blanc) :

CR(R500) = CX(5R500 → R500) ·

∫
m
′
X(~x) · τX(~x)d~x∫
τ2
X(~x)d~x

(4.67)

avec la variance suivante :

σ2[CR(R500)] = CX(5R500 → R500) ·σ2[m
′
X ] ·

∫
τX(~x)d~x∫
τ2
X(~x)d~x

= CX(5R500 → R500) ·
σ2[m

′
X ]∫

τ2
X(~x)d~x

.

(4.68)

Vers la luminosité X

La détection des amas de galaxies dans les données ROSAT a conduit à la création
du catalogue d’amas REFLEX. L’un des articles sur ce catalogue donne les facteurs de
conversion pour passer d’un taux de photons à une luminosité X (BÖHRINGER et al., 2004).
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Je suppose ici que l’émission X obtenue à la position des quasars est bien un rayonne-
ment de freinage en provenance du gaz chaud d’amas virialisés. Je peux donc utiliser les
facteurs de conversion proposé par BÖHRINGER et al., 2004.

Le premier facteur proposé dans la table 2 de cet article permet de passer d’un taux de
photons (nombre de photons par seconde) dans la bande 0.5-2 keV en flux (10−12erg · s−1 · cm−2)
dans la bande 0.1-2.4 keV. Je le note CFX [TX , NH(~xi)]. Il dépend d’une température en X,
TX , que je suppose identique pour tous les quasars, et d’une densité de colonne de l’hydro-
gène neutre (qui absorbe partiellement le rayonnement X) NH(~xi) à la position du quasar
~xi. Cette densité de colonne est donnée par la carte composite du LAMBA Foreground 1.
Cette carte est construite à partir d’un atlas de nuages d’hydrogène neutre (HARTMANN

et al., 1997).
J’applique ensuite le facteur de correction moyen sur le nombre de photons moyen

pour obtenir un flux moyen :

FX(R500) = CR(R500) ·
1

Nq

∑
i

CFX [TX , NH(~xi)] (4.69)

avec Nq le nombre de quasars considérés ; la variance sur le flux s’obtient naturellement
ainsi :

σ2[FX(R500)] = σ2[CR(R500)] ·
1

Nq

∑
i

CFX [TX , NH(~xi)]. (4.70)

Pour calculer la luminosité sur la bande 0.1-2.4 keV dans le référentiel au repos, j’ai
besoin d’appliquer une K-correction. Je n’utilise pas celle fournie par la table 3 de l’ar-
ticle BÖHRINGER et al., 2004, mais une autre construite avec le logiciel SHERPA (FREEMAN

et al., 2001 ; DOE et al., 2007). Je note ce facteur correctif K̃[TX , zi]. Il dépend du redshift
zi des quasars. J’utilise en fait le facteur K[TX , zi] = 10−32K̃[TX , zi] pour passer d’un flux
en 10−12erg · s−1 · cm−2 à une luminosité en 1044erg · s−1. J’obtiens la luminosité X (donc
exprimée en 1044erg · s−1) de cette manière :

LX(R500) =
CR(R500)∑
i

1
D2
L(zi)

·
∑
i

[
1

D2
L(zi)

·CFX [TX , NH(~xi)]

· 4πDL(zi) ·K[TX , zi]] ,

(4.71)

avec DL(zi) la distance de luminosité en cm. La variance est obtenue de la même façon.
Je pondère par l’inverse de la distance luminosité au carré pour limiter le poids des objets
à grand redshift. Je travaille donc avec des moyennes sur le flux et non sur la luminosité.

Masse et paramètre de Compton intrinsèque

PRATT et al., 2009 introduit plusieurs relations entre la luminosité X dans la bande
01-2.4 keV et d’autres quantités comme la masse totale de l’amas et la température. Ces
relations sont de la forme A(R)αs = LX(R) · A

αs
0
C E(zi)

n avec A = M(R) (masse) ou
A = TX,output(R) (température). Dans notre cas, R = R500. Les valeurs de n et de A0

dépendent de la quantité voulue. Pour la masse, n = −7/3 et A0 = 20 · 1013 M� ; pour la
température, n = −1 et A0 = 5 keV.

Ainsi je déduis la quantité moyenne Aαs de cette manière :

Aαs(R500) =
CR(R500)∑
i

1
D2
L(zi)

·
∑
i

[
1

D2
L(zi)

·CFX [TX , NH(~xi)]

· 4πDL(zi) ·K[TX , zi] ·
Aαs0

C
E(zi)

n

]
.

(4.72)

1. http://lambda.gsfc.nasa.gov/product/foreground/combnh_map.cfm
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TX,input LX(R500) Y 0.91
500 Y500 M1.62(R500) M(R500)

(keV) (1044erg · s−1) (10−6 arcmin2)0.91 (10−6 arcmin2) (1013 M�)1.62 (1013 M�)

2 3.9± 0.4 36.5± 3.3 52.1 20.0± 1.8 6.4
3 3.3± 0.3 30.6± 2.7 42.9 16.7± 1.5 5.7

TABLE 4.9 – Caractéristiques en X sur la bande 0.1-2.4 keV des structures à la position des
quasars avec 2.5 < z < 4 sans contrepartie dans FIRST.

TX,input T 2.24
X,output TX,output

(keV) (keV)2.24 (keV)
2 11.6± 1.0 3.0
3 9.72± 0.9 2.8

TABLE 4.10 – Caractéristiques des températures en X sur la bande 0.1-2.4 keV des struc-
tures à la position des quasars avec 2.5 < z < 4 sans contrepartie dans FIRST.

Pour la masse, je sélectionne la relation de la ligne 6 du tableau B.2. Cette relation
est ajustée sur tout les amas du catalogue REXCESS et est corrigée du biais de Malmquist.
Elle est obtenue par une méthode dite BCES(YlX) pour "Bivariate Correlated Errors and
intrinsic Scatter estimator" qui est une extension de la méthode des moindres carrés à des
quantités avec des erreurs corrélées. Dans ce cas, j’ai αs = 1.62 et C = 0.83.

En utilisant la relation 4.28 entre la masse de l’amas et le paramètre de Compton
intrinsèque, j’en déduis le paramètre de Compton intrinsèque équivalent :

Y
αs/α

500 =
CR(R500)∑
i

1
D2
L(zi)

·
∑
i

[
1

D2
L(zi)

·CFX [TX , NH(~xi)]

· 4πDL(zi) ·K[TX , zi] ·
Mαs

0

C
E(zi)

n

]
·
(

1

1013 M�

)αs
· (2.00× 10−6 arcmin2)αs/α ·

(
0.7

h

)αs/α−αs

,

(4.73)

avec αs/α = 1.62/1.78 = 0.91. Pour la température, c’est la première relation du tableau
B.2 obtenue avec la méthode BCES(YlX) que j’emploie. J’ai donc αs = 2.24 et C = 2.86.

En fixant TX,input = 2 keV, j’obtiens les résultats suivants qui sont rangés dans les
tables 4.9 et 4.10. Les paramètres de Compton obtenus sont au mieux 4 fois plus grands
que celui estimé à partir du signal tSZ Planck. Cette différence peut s’expliquer par la
présence d’un rayonnement synchrotron dans la bande 0.5-2 keV au niveau des quasars. Ce
rayonnement domine et rend caduque l’utilisation des facteurs de conversions précédents
(qui ne s’appliquent que pour un rayonnement de freinage en provenance d’un amas à
bas redshift). La différence entre les paramètres de Compton ROSAT et Planck empêche
la confirmation de l’origine du signal tSZ. Ce signal est probablement contaminé lui aussi
par l’éjecta de gaz chaud en provenance des noyaux galactiques actifs.

4.4.3 Comparaison avec le paramètre de Compton intrinsèque théorique

Une autre solution pour vérifier l’origine du signal tSZ c’est de le comparer avec des
prédictions données par la fonction de masse en supposant par exemple que les Nqso =
77 655 quasars (tels que 2.5 < z < 4 sans contrepartie dans FIRST) sont les traceurs des
amas les plus massifs dans cet intervalle de redshift pour la zone du ciel couverte par
BOSS.
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S M500,true M500,bias Y500,true Y500,bias

(deg2) (1013 M�) (1013 M�) (10−6 arcmin2) (10−6 arcmin2)

10 000 (spectrométrie) 1.97 1.18 7.31 2.94
14 555 (imagerie) 2.18 1.31 8.47 3.41

TABLE 4.11 – Masse et paramètres de Compton intrinsèque pour les amas les plus mas-
sifs tracés par les quasars avec 2.5 < z < 4 sans contrepartie dans FIRST. Le biais
M500,bias/M500,true = 1− b est fixé à 0.6.

J’utilise la fonction de masse suivante :

f(M500, z) =
dn

d(log(M500))dz
, (4.74)

avec n le nombre d’amas sur 1 deg2 d’une masse M500 (dans une sphère de rayon R500) de
redshift z. Cette fonction est construite à partir du J. TINKER et al., 2008. J’introduis S la
surface couverte par le sondage spectrométrique BOSS soit 10000 deg2. Je cherche ensuite
la masse minimale M500,low pour avoir autant d’amas que de quasars donc telle que :

Nqso = S ·
∫ +∞

M500,low

∫ 4

z=2.5
f(M500, z)d(log(M500))dz (4.75)

Je peux ensuite estimer la masse moyenne des amas les plus massifs :

M500,true =

∫ +∞
M500,low

∫ 4
z=2.5 M500 · f(M500, z)d(log(M500))dz∫ +∞

M500,low

∫ 4
z=2.5 f(M500, z)d(log(M500))dz

(4.76)

Et en utilisant la relation 4.28, je peux aussi estimer le paramètre de Compton intrin-
sèque moyen de ces amas :

Y500,true = 2 · (10−6 arcmin2) ·
(

0.7

h

)1−α
·

∫ +∞
M500,low

∫ 4
z=2.5

(
M500

1013 M�

)α
· f(M500, z)d(log(M500))dz∫ +∞

M500,low

∫ 4
z=2.5 f(M500, z)d(log(M500))dz

(4.77)
Il faut aussi que je prenne en compte le biais hydrostatique b pour comparer ces quan-

tités avec celles extraites à partir du signal tSZ. Ce biais est probablement causé par la
violation de l’équilibre hydrostatique dans les amas et/ou par un problème d’étalonnage
des instruments de détection du rayonnement X. Le comptage des amas dans Planck sug-
gère une valeur de (1− b) = 0.6 (PLANCK COLLABORATION et al., 2014b ; PLANCK COLLA-
BORATION et al., 2015i). Les expressions suivantes me donnent respectivement la masse
biaisée et le paramètre de Compton intrinsèque biaisé : M500,bias = (1 − b) ·M500,true et
Y500,bias = (1− b)α ·M500,true.

Notons que, si je remplace S = 10 000 deg2 par 14 555 deg2, l’aire de la zone sondée
par l’imagerie SDSS, je change M500,low et donc M500,true et Y500,true. Les valeurs obtenues
sont présentées dans la table 4.11. Les paramètres de Compton intrinsèques sont systéma-
tiquement inférieurs au paramètre de Compton intrinsèque estimé à partir du signal tSZ
((10.83± 1.36)× 10−6arcmin2), au mieux à 2σ si je suppose b = 0 et je prends 14 555 deg2

. Une possible explication serait de dire qu’un signal tSZ issu du gaz chaud éjecté par les
quasars se rajoute au signal tSZ en provenance des amas de galaxies ; ceci faisant aug-
menter sensiblement le Y 500 mesuré. Il se peut aussi que les lois d’échelles, et notamment
la relation 4.28, ne soient plus valides à grand redshift. Dans ce cas c’est l’estimation de
Y500, via la fonction de masse, qui devient incorrecte.
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4.5 Possibles sources de systématiques

Avant de conclure, il convient d’évoquer les possibles systématiques qui pourraient
jouer sur l’extraction du signal de poussière mais aussi sur l’extraction du signal tSZ. Ce
dernier paraît en fait assez robuste aux différentes systématiques présentées ci-dessous.

4.5.1 Modèle de poussière avec dispersion sur la température

La mesure de la masse de poussière Y500 mais aussi la mesure du paramètre de Comp-
ton M500 dépendent a priori du modèle de poussière utilisé dans l’extraction. Ce modèle
suppose que les paramètres Td et βd soient les mêmes sur tout l’échantillon de quasars étu-
dié. J’introduis ici un nouveau modèle de poussière qui prend en compte une dispersion
sur la température, dispersion avec un écart-type de σT :

Sdust(σT )

(
Td

1 + zi
,
σT

1 + zi
, βd, ν

)
=

∫
Sdust(T

′
d, βd, ν) ·P (T

′
d,

Td
1 + zi

,
σT

1 + zi
)dT

′
d, (4.78)

avec Sdust l’émission de poussière introduite en 4.2.1, P (T
′
d,

Td
1+zi

, σT
1+zi

) la probabilité
d’avoir la température T

′
d qui suit la loi normale suivante :

P

(
T
′
d,

Td
1 + zi

,
σT

1 + zi

)
∝ exp

(T
′
d −

Td
1+zi

)2

2 ·
(

σT
1+zi

)2

 . (4.79)

Filtrage sur simulation

Comme dans la section 4.3.3, j’injecte 296 109 sources sur des positions aléatoires
dans les cartes Planck. Je choisi les mêmes paramètres d’injection que dans la section 4.3.3
sauf que, cette fois, la température T

′
d varie d’un quasars à un autre avec une probabilité

P (T
′
d,

Td
1+zi

, σT
1+zi

) et un écart-type σT = 5 K. Les résultats sont rangés dans la seconde par-
tie de la table 4.7. L’extraction avec un filtre poussière + tSZ donne un résultat biaisé sur
la température moyenne et sur βd mais donne une masse de poussière et un paramètre
de Compton intrinsèque compatibles avec les valeurs injectées. J’effectue ensuite trois fil-
trages poussières (σT ) +tSZ qui utilisent le nouveau modèle de poussière. Le filtre tel que
σT = 5 K me donne des valeurs de température moyenne et de βd non biaisés à la dif-
férence des deux autres. Par contre si la dispersion utilisée dans le filtrage est bien plus
grande que la dispersion sur les simulations (10 K contre 5 K ici), l’extraction échoue à
donner une température moyenne cohérente et donc donne une masse de poussière biai-
sée. Remarquons que les χ2 minimaux ne varient pas d’un filtre à l’autre rendant le choix
du bon modèle de poussière avec dispersion difficile à déterminer a priori. Cependant,
dans tous les cas de filtrage, le paramètre de Compton intrinsèque reste compatible avec
la valeur d’injection. C’est donc un estimateur assez robuste par rapport aux systématiques
dues aux choix du modèle.

Filtrage sur les données

J’utilise les nouveaux filtres poussières (σT ) +tSZ sur les données et plus spécifique-
ment pour les quasars avec 2.5 < z < 4 et sans contrepartie dans FIRST. Les résultats de
ces filtrages constituent les trois dernières lignes du tableau 4.13. Ces filtres augmentent
le χ2 minimal ce qui semble favoriser une dispersion minimale sur la température de pous-
sière au sein d’une population de quasar. Les paramètres de Compton intrinsèques restent
compatibles entre eux ; traduisant là encore la robustesse de l’estimateur au modèle de
poussière.
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θs χ2/5 Td βd Mdust Y500 M500

(arcmin) (K) (108M�) (10−6 arcmin2) (1013M�)

0.12 2.0 22.3± 1.0 2.68± 0.21 2.00± 0.47 10.89± 1.42 2.59± 0.19
0.27 1.5 22.4± 1.2 2.68± 0.23 2.18± 0.56 10.83± 1.46 2.58± 0.20
0.57 2.6 22.6± 1.0 2.67± 0.20 2.23± 0.50 11.15± 1.47 2.62± 0.20

TABLE 4.12 – Caractéristiques moyennes et marginalisées sur (Td, βd) de structures à la
position des quasars avec 2.5 < z < 4 et sans contrepartie dans FIRST pour trois profils
avec des rayons caractéristiques θs différents. J’utilise le filtre poussière+tSZ pour les trois
profils.

4.5.2 Effet du changement de profil sur l’extraction de structures à haut
redshift

Tout au long de cette étude, j’ai travaillé avec un profile spatial adapté à des amas
de masse M500 = 1013M� situé à z = 2, c’est-à-dire avec un rayon caractéristique θs =
0.27 arcmin2. Je vais tester deux nouveaux profils adaptés aux amas de masse M500 =
1012M� ou M500 = 1014M�, tous deux à z = 2. J’ai alors respectivement des rayons carac-
téristiques θs = 0.12 arcmin2 et θs = 0.57 arcmin2. Dans tous les cas, le profil reste confiné
au sein du lobe de Planck. J’effectue ensuite un filtrage poussière (sans dispersion)+tSZ
sur les quasars avec 2.5 < z < 4 et sans contrepartie dans FIRST. Les résultats sont présen-
tés dans le tableau 4.12. Les différentes quantités extraites sont compatibles entre elles à
l’erreur prête. Le χ2 favorise sensiblement une taille θs = 0.27 arcmin2.

4.5.3 Une possible contamination à 353 GHz et 545 GHz

J’effectue un filtrage poussière seule au point de χ2 minimal pour trois populations de
quasars dans les intervalles de redshift suivants : 0.1 < z < 1.5, 1.5 < z < 2 et 2 < z < 5.
Le point de χ2 minimal est respectivement en (Td = 56.8, βd = 0.66), (Td = 23.4, βd =
2.06) et en (Td = 21.3, βd = 2.60). C’est avec les quasars dans l’intervalle 1.5 < z < 2 que
j’ai le χ2 minimal le plus important ; c’est pourquoi je prends cette population à part. Les
résidus obtenus avec ce filtrage sont présentés par la figure 4.28. Pour les quasars à bas
redshift, le résidus positif le plus important est à 545 GHz alors qu’il est à 353 GHz pour
les quasars à grand redshift quoique sensiblement moins significatif. Pour la population
intermédiaire, le résidu le plus significatif est à 353 GHz et est moins marqué à 545 GHz,
à l’inverse de la population à bas redshift. Il semble que ce résidu soit "redshifté" ce qui
pourrait suggérer une contamination par une ou des lignes d’émissions en provenance des
quasars. Néanmoins, une modélisation insuffisante de la poussière peut aussi expliquer
ces résidus. Notons que le résidu à 545 GHz est négatif pour les quasars à grand redshift
sans être très significatif.

Si je retire les cartes Planck à 353 GHz et que j’effectue un filtrage cette fois pous-
sière+tSZ pour les quasars avec 2.5 < z < 4 et sans contrepartie dans FIRST, j’obtiens
alors la figure 4.29. Je conserve un signal tSZ quoique légèrement plus faible. La possible
contamination à 353 GHz n’est donc pas à l’origine du signal tSZ extrait à haut redshift.

4.5.4 Etalonnage Planck à 545 GHz et à 857 GHz

Les cartes Planck à 545 GHz et à 857 GHz ne sont pas étalonnées sur le dipôle du
FDC mais à partir des densités de flux en provenance de Neptune et d’Uranus en suivant
le modèle d’émission atmosphérique donné par MORENO, 2010 (PLANCK COLLABORATION

et al., 2015f). L’erreur sur le flux à 545 GHz est de 6.1%, elle est de 6.4% pour le flux à
857 GHz. Je vais alors explorer 4 cas extrêmes où je vais me placer sur la limite supérieure
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(a) 0.1<z<1.5

(b) 1.5<z<2

(c) 2<z<5

FIGURE 4.28 – Spectres moyens des quasars dans trois intervalles de redshift avec pour
chaque figure : En haut : le spectre d’émission moyen à la position des quasars de BOSS
(losanges noirs), le spectre de l’émission de poussières (triangles rouges). En bas : les
résidus. Population de quasars : tous (FIRST et non FIRST).
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FIGURE 4.29 – En haut : Flux marginalisé à 857 GHz (losanges noirs) et la masse margina-
lisée (triangles bleues) pour la poussière en fonction de z. En bas : Amplitude du signal tSZ
marginalisée (losanges noirs) et du paramètre de Compton intrinsèque marginalisé (tri-
angles rouges) en fonction de z. Population de quasars : quasars sans contrepartie FIRST.
Fréquence retirée pour l’extraction : 353 GHz.

et la limite inférieure données par l’erreur sur l’étalonnage pour les flux sur les cartes à
545 GHz et à 857 GHz. Je vais ensuite effectuer un filtrage poussière+tSZ avec ces cartes
hautes fréquences modifiées.

Je vais tester les 4 cas d’étalonnage suivants :
— "Calibration 0" : je diminue le flux à 545 GHz à −6.1% et celui à 857 GHz à −6.4%,
— "Calibration 1" : j’augmente le flux à 545 GHz à +6.1% et diminue à 857 GHz à
−6.4%,

— "Calibration 2" : je diminue le flux à 545 GHz à −6.1% et augmente celui à 857
GHz à +6.4%,

— "Calibration 3" : j’augmente le flux à 545 GHz à +6.1% et celui à 857 GHz à +6.4%.
Les évolutions de la masse de poussière et du paramètre de Compton intrinsèque sont

peu affectées par la modification de l’étalonnage sur les cartes Planck hautes fréquences
comme l’indique la figure 4.30. Cependant, l’étalonnage a un impact non négligeable sur
les paramètres de la poussière, Td et βd. Par exemple, la "Calibration 2" entraîne une
diminution de la valeur de βd à haut redshift et le rapproche des valeurs plus physiques
aux alentours de 2. L’évolution des paramètres de l’émission de poussière est présentée
par la figure 4.31.

4.5.5 Contamination par des sources ponctuelles

Je combine les 43 290 sources ponctuelles dans la zone d’exclusion et les 4891 au-
delà du Planck Catalogue of Compact Sources (PLANCK COLLABORATION et al., 2015j) à
857GHz avec les 13 242 nuages moléculaires froids(PLANCK COLLABORATION et al., 2015l)
pour obtenir un catalogue de 61 423 sources ponctuelles. Je supprime ensuite les quasars
qui sont dans les disques de 4 arcmin (résolution à 857 GHz pour Planck) centrés sur la
position des sources ponctuelles. Je conserve 290 469 quasars sur les 291 421 quasars au
départ (après avoir appliqué le masque à 65%).

J’extrais ensuite le flux à la positions de ces quasars à l’aide d’un matched filter mono-
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(a) Calibration 0 (b) Calibration 1

(c) Calibration 2 (d) Calibration 3

FIGURE 4.30 – Impact des incertitudes d’étalonnage de Planck (voir texte) avec pour
chaque figure : En haut : Flux marginalisé à 857 GHz (losanges noirs) et la masse margi-
nalisée (triangles bleues) pour la poussière en fonction de z. En bas : Amplitude du signal
tSZ marginalisée (losanges noirs) et du paramètre de Compton intrinsèque marginalisé
(triangles rouges) en fonction de z. Population de quasars : quasars sans contrepartie
FIRST.

fréquence puis je calcule le flux moyen sur toute la population ce pour chaque fréquence.
J’obtiens donc le flux moyen en provenance des quasars non contaminés par les sources
ponctuelles. Je retire à ce flux le flux moyen sur tous les quasars pour voir la contribution
des sources ponctuelles. La différence de flux est présentée par la figure 4.32. Elle est
compatible avec zéro. Je peux donc négliger la contamination due aux sources ponctuelles.
Notons aussi qu’une partie de cette contamination est un signal qui provient des quasars
eux-mêmes.

4.6 Bilan et perspectives

Bien que fortement dominé par l’émission thermique des poussières, le rayonnement
en provenance des structures positionnées au niveaux des quasars BOSS est aussi en petite
partie du synchrotron et du tSZ (cf. table 4.13). Pour extraire ce dernier qui est fortement
sous-dominant, j’ai dû développer un nouveau filtre, le matched filter multi-composantes
et introduire une dose de Bayes en marginalisant sur les paramètres de l’émission de pous-
sière. Si le signal tSZ extrait est significatif, il est difficile pour le moment de conclure sur
son origine. Il est probable qu’il ne soit pas totalement originaire du gaz chaud d’éven-
tuel proto-amas hôtes de quasars. Il peut très bien provenir de gaz éjecté par les quasars
eux-mêmes. Si ROSAT donne un levier préliminaire sur la contrepartie X du signal tSZ, il
faudra sans doute attendre les données du satellite eROSITA pour obtenir une contrainte
forte sur les X et déterminer au mieux l’origine du gaz chaud détecté.
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CHAPITRE 4. CARACTÉRISATION DES STRUCTURES PLANCK-BOSS

FIGURE 4.31 – Evolution des différents paramètres de poussière et du χ2 en fonction du
redshift pour un filtre poussière+tSZ. Population de quasars : quasars sans contrepartie
FIRST.
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(a) Différence de flux quasars sans sources ponctuelles et quasars avec sources ponctuelles. Tous
les quasars BOSS.

(b) Différence de flux quasars sans sources ponctuelles et quasars avec sources ponctuelles. Quasars
sans contrepartie radio avec 2.5 < z < 4.

FIGURE 4.32 – En haut : la différence entre spectre d’émission moyen à la position des
quasars de BOSS sans sources ponctuelles proches et avec sources ponctuelles proches. En
bas : même différence mais pour la sous-population de quasars avec 2.5 < z < 4 et sans
contrepartie radio.
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Chapitre 5

La détection des amas dans ROSAT
(vers ROSAT+ Planck)

Après m’être intéressé à la détection par une approche statistique de structures conte-
nant du gaz chaud à grand redshift, je vais cette fois porter mon attention sur la détection
individuelle de telles structures à plus bas redshift (0 < z < 1.5). L’objectif final est de
développer un filtre capable de combiner l’effet Sunyaev-Zel’dovich thermique aux émis-
sions de rayonnement de freinage dans les X pour détecter des structures moins massives
que celles détecter dans un seul canal et apporter des contraintes plus fortes sur la fonc-
tion de masse présentée dans la section 2.2.2. L’étage du filtre consacré à la détection de
l’effet tSZ sera le matched filter mutli-fréquence que j’évoque dans la section 4.1.2. Avec
ce filtre, je peux convertir les mini-cartes Planck en carte de signal tSZ. Quand le signal
dépasse une certaine valeur du rapport signal-sur-bruit, je considère qu’il y a détection
d’un amas de galaxies. Le rapport signal-sur-bruit seuil est fixé par les simulations pour
minimiser la contamination en provenance de sources non tSZ et de fluctuations statis-
tiques. Cette approche a été notamment au coeur de la détection et de la construction du
catalogue d’amas dans Planck (MELIN et al., 2006 ; PLANCK COLLABORATION et al., 2014c ;
PLANCK COLLABORATION et al., 2015k).

L’étage tSZ du filtre n’est cependant pas le sujet de cette partie. En effet, je vais consa-
crer ce chapitre au développement du filtre adapté au rayonnement de freinage qui prend
source dans le gaz chaud au sein des amas, rayonnement qui est détectable dans les X
et plus particulièrement dans les données satellite ROSAT. Le filtrage en X présente des
difficultés particulières et l’une d’entre elles, c’est la nature du bruit qui n’est plus station-
naire. En effet les photons X arrivent sur le détecteur en petites quantités et leur nombre
est distribué selon une loi de Poisson. Ce qui veut dire que le bruit, ou l’erreur sur le si-
gnal si l’on préfère, dépend de la valeur moyenne du signal lui-même en un point donné.
Cette propriété est incompatible avec les hypothèses de la stationnarité comme je vais
l’évoquer dans la section 5.3.1. Il n’est donc pas possible d’utiliser sans aménagement un
matched filter qui est construit avec l’hypothèse de stationnarité (cf section 3.4.2 dans le
chapitre 3). C’est pourquoi je vais utiliser une autre approche. Je vais construire le filtre
X à partir de la maximisation d’une fonction de vraisemblance. Comme le matched filter,
cependant, le filtre X est construit en supposant un certain profil spatial pour les amas à
extraire. Cette nouvelle approche n’est pas non plus sans difficultés. Ces dernières vont
être aussi le sujet de ce chapitre avec de manière plus générale, la faisabilité d’un tel filtre.
Je vais ensuite chercher à qualifier ce filtre sur une population d’amas connus donnée par
le catalogue "PXCC" présenté dans la section 5.2.5.

L’utilisation d’un matched filter, quoique non optimale, reste possible pour extraire un
signal dans les données X. La combinaison de ce matched filter X avec le matched filter tSZ
doit augmenter le taux de détection des amas dans les données Planck et ROSAT (TARRIO
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et al., 2016).

5.1 Un canal de détection des amas en X

Avant de présenter la mission ROSAT et le filtre X, je vais d’abord introduire ce qu’est
le rayonnement de freinage dans cette section.

5.1.1 Détection des amas par rayonnement de freinage

Je m’appuie principalement sur SARAZIN, 1988 et sur BÖHRINGER et al., 2009 pour
écrire cette section introductive. Historiquement, si la première détection du gaz chaud
d’un amas de galaxies par effet tSZ remonte à 1983 (BIRKINSHAW et al., 1984), la dé-
tection de ce même gaz chaud par rayonnement de freinage la précède de plus d’une
dizaine d’année. La première source X extra-galactique détectée n’est cependant pas le
gaz chaud d’un amas mais le noyau galactique actif de la galaxie M87 (BYRAM et al.,
1966) . D’autres sources X seront ensuite détectées dans les amas de Persée (FRITZ et al.,
1971) et de Coma (MEEKINS et al., 1971). Sources X et amas de galaxies semblent aller
de paire (CAVALIERE et al., 1971). Il faudra cependant attendre le satellite Uhuru pour
pouvoir détecter les premières sources X extra-galactique étendues qui ne sont donc pas
associées à des noyaux galactique actifs mais à un gaz chaud diffus (GURSKY et al., 1972 ;
KELLOGG et al., 1972 ; FORMAN et al., 1972).

Se pose alors la question du mécanisme à l’origine du signal X du gaz dans les amas.
Notons que ce gaz est un plasma d’hydrogène et d’hélium (plus des éléments plus lourds en
quantités moindres) ionisés avec des électrons libres. Je vais ici m’attarder sur les quatre
mécanismes suivants qui peuvent expliquer le rayonnement X :

— "Free-Free" ou "Thermal bremsstrahlung" ; rayonnement de freinage thermique. Un
électron libre du plasma va être accéléré à proximité d’un ion et va émettre un
rayonnement comme toute particule chargée libre qui accélère. Ce mécanisme a
été proposé par FELTEN et al., 1966 pour les amas.

— "Free-bound" ou recombinaison. Un électrons libre va se recombiner avec un ion et
de ce fait émettre un photon.

— "Bound-Bound"ou raies d’émissions. Un électron lié à un ion va changer d’état
d’énergie et libérer un photon. Dans le spectre X des amas ont trouve des raies
d’hydrogène, de fer, de silicium, de magnésium, d’oxygène, d’azote, de souffre, de
néon et de carbone parmi d’autres. Tous ces éléments sont très fortement ionisés
avec un ou deux électrons liés au noyau au maximum.

— "Two photons radiation" ou transition à deux photons. La transition d’un électron
d’un état d’énergie à un autre va libérer deux photons. Si l’énergie totale portée
par les deux photons est fixée, la réparation de l’énergie entre les deux photons
n’est par contre pas déterminée. C’est pourquoi le processus de transition à deux
photons contribue au continuum et non aux raies d’émissions.

Comme les particules du gaz chaud sont soumises au même champ de gravitation que
les galaxies, elles doivent avoir des vitesses similaires. A partir de ce constat, FELTEN et
al., 1966 conclut que kbTX ' µmpσ

2
r avec TX la température des particules, µmp la masse

moyenne d’un ion et σ2
r la variance de la vitesse des galaxies dans un amas. Ce qui conduit

à écrire que :

TX ' 7× 107K

(
σr

1000km/s

)2

(5.1)

Comme les vitesses dans un amas sont bien de l’ordre de 1000 km/s, on peut estimer que la
température des particules dans le gaz chaud est de l’ordre de 107−108K. BOEHRINGER et
al., 1989 a démontré que pour cette gamme de température, le rayonnement de freinage
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thermique devient le mécanisme dominant comme l’indique la figure 5.1. Je vais donc
me concentrer sur le rayonnement de freinage et laisser les autres mécanismes de côté.
De plus, localement, le plasma peut avoir plusieurs phases et donc plusieurs températures
associées. Je vais considérer que localement, le plasma a une seule température ce qui
peut biaiser l’estimation de la température réelle (MAZZOTTA et al., 2004).

FIGURE 5.1 – Spectre des amas dans la gamme des rayons X pour différentes tempéra-
tures : 105K, 106K, 107K et , 108K. Les différents mécanismes sont présentés : en bleu, le
rayonnement de freinage thermique, en vert la recombinaison, et en rouge la transition à
deux photons. Le spectre final, en noir, est obtenu par l’addition des spectres associés aux
3 mécanismes plus les raies d’émission du plasma. Pour des températures T ≥ 107K, le
rayonnement de freinage domine. Crédit : BÖHRINGER et al., 2009

Spectre d’énergie pour un électron

Pour la suite de cette section, j’ai utilisé le cours de HU, 2016 et sur celui de GRAINGE,
2016. Je me restreins d’abord à un électron qui va rencontrer un ion comme le présente
la figure 5.2. On peut alors parler de collision avec l’ion. L’accélération de l’électron est
notée a(t). On va supposer que l’accélération le long de l’axe horizontal est négligeable, ce
qui veut dire que a⊥(t) >> a‖(t) et donc que a(t) ' a⊥(t) et que la vitesse V de l’électron
le long de l’axe horizontal reste quasi-constante. Dans ces conditions, je peux écrire x la
distance entre l’électron et l’ion de cette façon x2 = b2 + V 2t2. En appliquant la loi de
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Coulomb, et en supposant que l’ion a une charge Ze j’obtiens que

a(t) ' a⊥ =
1

4πε0

e ·Ze
x2

b

x

=
1

4πε0

Ze2b

(b2 + V 2t2)3/2
.

(5.2)

avec ε0 la permittivité du vide. Il sera intéressant par la suite de travailler avec l’intégrale
de l’accélération en fonction du temps :∫ +∞

−∞
a(t)dt =

1

4πε0

Ze2

b2
·
∫ +∞

−∞

dt(
1 +

(
V t
b

)2)3/2

=
1

4πε0

Ze2

b2
·
b

V

∫ +∞

−∞

du

(1 + u2)3/2

=
1

4πε0

Ze2

b2
·
b

V

∫ +π/2

−π/2

(1 + tan2 θ)dθ

(1 + tan2 θ)3/2

=
1

4πε0

Ze2

bV
·
∫ +π/2

−π/2
cos θdθ

=
1

4πε0

Ze2

bV
· 2

(5.3)

avec u = V t
b et u = tan θ et en utilisant la propriété suivante : 1 + tan2 θ = (cos θ)−2.

Je définis un temps caractéristique τ qui est tel que pour t < −τ et t > τ , l’accélération
devient négligeable donc tel que a(|t| > τ) = 0. Je peux ainsi dire que 2τ est le temps de
"collision" entre l’électron et l’ion. Je vais travailler avec des processus qui ont des échelles
de temps 1/ν très grandes par rapport au temps de collision, donc telles que τ << 1/ν soit
ντ << 1. La transformée de Fourier de l’accélération peut s’écrire ainsi dans ces conditions
de la manière suivante :

a(ν) =

∫ +∞

−∞
a(t)ei2πνtdt

'
∫ +τ

−τ
a(t)ei2πνtdt

'
∫ +τ

−τ
a(t)1dt

'
∫ +∞

−∞
a(t)dt

=
1

4πε0

2Ze2

bV

(5.4)

car comme ντ << 1, j’ai aussi ei2πνt ' 1.
La formule de Larmor me donne la puissance perdue par l’électron sous forme de

rayonnement quand il accélère (et quand il n’est pas relativiste) :

dW

dt
=

2

3

e2a2(t)

c2

1

4πε0
. (5.5)

Je veux obtenir la quantité dW
dν . Je note que l’énergie totale perdue par l’électron lors de

la collision avec l’ion s’écrit comme il suit en utilisant le théorème de Parceval qui stipule
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FIGURE 5.2 – A proximité d’un ion (disque vert), un électron (disque bleu) va ralentir et
changer de trajectoire (ligne continue noire). De ce fait, il va émettre des photons, c’est le
rayonnement de freinage.

que
∫ +∞
−∞ a2(t)dt =

∫ +∞
−∞ |a

2(ν)|dν et que a(ν) = a∗(−ν) :

W =

∫ +∞

−∞

dW

dt
dt

=
2

3

e2

c2

1

4πε0

∫ +∞

−∞
a2(t)dt

=
2

3

e2

c2

1

4πε0

∫ +∞

−∞
|a2(ν)|dν

=
2

3

e2

c2

1

4πε0
· 2

∫ +∞

0
|a2(ν)|dν

=

∫ +∞

0

dW

dν
dν.

(5.6)

Par identification, j’obtiens que

dW

dν
=

2 · 2

3

e2|a2(ν)|
c2

1

4πε0
, (5.7)

et en remplaçant a(ν) par son expression donnée par l’équation 5.4, j’arrive à l’expression
suivante de la dérivée de l’énergie perdue par ν :

dW

dν
=

16

3

e6Z2

c2m2
eb

2V 2

(
1

4πε0

)3

. (5.8)

Spectre d’énergie pour le gaz chaud

La puissance perdue par un électron de vitesse V lors d’une collision est donnée par
l’équation 5.8. Un électron parcourt une distance V dt pendant une durée dt. Je ne regarde
que les collisions possibles avec des ions situés à une distance b de l’électron, soit dans un
anneau d’aire 2πbdb si l’électron est fixe. Comme l’électron se déplace de V dt, il va entrer
en collision avec tous ces ions qui sont dans un volume 2πbdbV dt. L’électron peut donc
rentrer en collision avec Ni = ni2πbdbV dt ions avec ni la densité d’ion par volume. Il y
a Ne(v) = ne(V )dV électron de vitesse V dans un volume dV. Chaque électron pouvant
entrer en collision avec Ni ions, il y a donc Ne(V ) ·Ni collisions dans un volume dV pour

145



5.1. UN CANAL DE DÉTECTION DES AMAS EN X

un temps dt et pour des ions et des électrons séparés d’une distance b. Dans un tel cas la
dérivée de l’énergie perdue par ν s’écrit ainsi :

dW

dν
= Ne(V ) ·Ni

(
dW

dν

)
1 collision

= Ne(V ) ·Ni ·
16

3

e6Z2

c2m2
eb

2V 2

(
1

4πε0

)3

= ne(V )nidV2πbdbV dt ·
16

3

e6Z2

c2m2
eb

2V 2

(
1

4πε0

)3

(5.9)

Je vais m’intéresser à la dérivée de l’énergie perdue par ν par unité de volume et de
temps pour tous les ions et électrons séparés par des distances entre bmin et bmax, ce qui
correspond en fin de compte au spectre par unité de volume :

dW

dνdtdV
= ne(V )ni2π ·

∫ bmax

bmin

16

3

e6Z2

c2m2
eb

2V 2
V bdb

(
1

4πε0

)3

= ne(V )ni2π ·
16

3

e6Z2

c2m2
eV

ln

(
bmin
bmax

)(
1

4πε0

)3

.

(5.10)

Il est assez difficile de trouver l’expression de bmin et bmax. Pour ce dernier, on peut
par exemple supposer qu’il n’y a pas d’émission au-delà de fréquence V/b et donc écrire
que bmax ' V/ν. Pour bmin, on peut utiliser la limite quantique qui dérive du principe
d’incertitude qui amène à écrire que bmin = h/(meV ) ou on peut supposer que c’est à cette
distance que l’énergie potentielle devient égale à l’énergie cinétique de l’électron. Dans ce
dernier cas bmin = 2 ·Ze2/(4πε0meV ). Les incertitudes sur bmin et bmax sont atténuées par
la fonction logarithme. Le tout est porté par le facteur de Gaunt g(ν, V ) qui s’écrit comme
il suit :

g(ν, V ) =

√
3

π
ln

(
bmin
bmax

)
(5.11)

Je suppose que ce facteur ne varie pas ou peu avec la vitesse des électrons donc que
g(ν, V ) ' g(ν).

Soit ne la densité totale d’électrons quelque soit leur vitesse. Je suppose les électrons
sont en équilibre thermique avec le reste du gaz chaud. Ils suivent alors une distribution
de Maxwell :

ne(V ) = ne(
√
Vx + Vy + Vz)

∝ exp

(
−
me(V

2
x + V 2

y + V 2
z )

2kbTe

)
dVxdVydVz

= exp(−meV
2

2kbTe
)4πV 2dV

(5.12)

J’introduis σ2
V = kbTe/me. Je peux donc écrire que :

ne(V ) = ne
exp

(
− V 2

2σ2
V

)
V 2dV∫ +∞

0 exp
(
− V 2

2σ2
V

)
V 2dV

(5.13)

avec ne la densité totale d’électron. Je peux ainsi écrire le spectre de puissance volumique
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pour un électron de vitesse V :
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dνdtdV
= ne(V )ni ·

32π2

3
√
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.
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√
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(5.14)

Pour émettre un photon d’énergie hν, les électrons doivent avoir une énergie cinétique
supérieure à cette énergie donc une vitesse supérieure à meV

2
min/2 = hν. Je vais donc

intégrer de Vmin à +∞ et non de 0 à +∞. Comme :∫ +∞

Vmin

exp

(
− V 2

2σ2
V

)
V dV = σ2

V exp

(
−V

2
min

2σ2
V

)
= σ2

V exp

(
− hν

kbTe

)
(5.15)

et que : ∫ +∞

0
exp

(
− V 2

2σ2
V

)
V 2dV =

√
π

2
σ2
V σ

2
V , (5.16)

j’obtiens que
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(5.17)

Absorption dans le gaz chaud

Une partie du rayonnement de freinage va être absorbée par les électrons environnant.
Je vais m’inspirer de l’approche que j’ai développé dans la section 4.2.1 pour la poussière.
Je pars d’un nuage de gaz chaud. s est la cordonnée le long de la ligne de visée. s =
0 correspond à la position avant le nuage et s0 celle en sortie du nuage. ~d indique les
coordonnées sur le plan orthogonal à la ligne de visée. Soit Iν(s, ~d) l’intensité spécifique
du gaz chaud. L’intensité spécifique varie le long de la ligne de visée puisque à chaque fois
il y a émission et absorption de photons

dIν
ds

(s, ~d) = εν(s, ~d)− αν(s, ~d), (5.18)

avec εν(s, ~d) un terme d’émission et αν(s, ~d) un terme d’absorption.
Le terme d’émission est donné par la formule précédente pour le rayonnement de

freinage :
dW

dνdVdt
(s, ~d) =

∫
4π
εν(s, ~d)dΩ = 4πεν(s, ~d) (5.19)

J’ai alors l’expression suivante pour εν(s, ~d)

εν(s, ~d) = ne(s, ~d)ni(s, ~d) exp

(
− hν

kbTe(s, ~d)

)
8

3c2m2
e

(
2πme

3kbTe(s, ~d)

)1/2

e6Z2g(ν)

(
1

4πε0

)3

(5.20)
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Je vais par la suite supposer la température des électrons constante selon la ligne de
visée pour simplifier les calculs qui vont suivre ; donc Te(s, ~d) = Te(~d).

Le terme d’absorption dépend de l’intensité spécifique :

αν(s, ~d) = κν(s, ~d)Iν(s, ~d) (5.21)

La loi de Kirchoff stipule que l’absorption compense totalement l’émission de photons
quand le spectre est un corps noir :

εν(s, ~d) = κν(s, ~d)Bν(Te(~d)). (5.22)

Comme Iν(0, ~d) = 0 avant le nuage de gaz chaud, les relations précédentes aboutissent
à l’expression suivante de l’intensité spécifique :

Iν(s0, ~d) = Bν(Te(~d))(1− e−τd(s0,~d)) (5.23)

avec le chemin optique

τd(s0, ~d) =

∫ s0

0
κν(s, ~d)ds

= (Bν(Te(~d)))−1εν(s, ~d)ds

=
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3c2m2
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(
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)1/2

e6Z2g(ν)
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)3

× exp
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)
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0
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3c2m2
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(
1− exp

(
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∫ s0

0
ne(s, ~d)ni(s, ~d)ds

(5.24)

Quand ν → 0,
(

1− exp
(
− hν

kbTe(~d)

))
→ +∞ donc τd(s0) → +∞ et Iν(s0, ~d) →

Bν(Te(~d)). A basse-fréquence, le spectre X ressemble à celui d’un corps noir. Quand ν →
∞,
(

1− exp
(
− hν

kbTe(s,~d)

))
→ 0 donc τd(s0) devient petit. Je peux alors écrire que

Iν(s0, ~d) ' Bν(Te(~d))τd(s0, ~d)

= Bν(Te(~d))(Bν(Te(~d)))−1

∫ s0

0
εν(s, ~d)ds =

∫ s0

0
εν(s, ~d)ds

(5.25)

Dans ce dernier cas, Iν(s0, ~d) ∝ (Te(~d))−1/2
∫ s0

0 ne(s, ~d)ni(s, ~d). Je vais travailler sur une
gamme de fréquence et de température ou je suppose que c’est le cas. C’est avec cette
relation que les lois d’échelles pour la luminosité X présentées en 2.2.4 ont été établies. La
luminosité X s’obtient comme il suit :

Lν =

∫ ∫
Iν(s0, ~d)dΩd~d = 4π

∫
Iν(s0, ~d)d~d (5.26)

et le flux observé sur terre est donné par la relation suivante :

Fν =
Lν(1+z)(1 + z)

4πD2
L(z)

(5.27)

avec DL(z) la distance de luminosité, z le redshift du nuage de gaz chaud. A la différence
de l’effet SZ dont la dépendance en fréquence n’est fonction ni du redshift et ni des pro-
priétés physiques du gaz, l’évolution du flux X avec les fréquences est fonction à la fois du
redshift z et de la température Te. C’est analogue à l’émission de poussière présentée dans
le chapitre 4.
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5.1.2 Conversion en nombre de photons par seconde

L’une des particularités de l’astronomie X, c’est le faible nombre de photons détectés
par unité de temps. Ce nombre de photons détectés est alors distribué selon une loi de
Poisson, ce qui va avoir un impact important sur la construction du filtre X. Les détecteurs
X sont en quelque sorte des compteurs de photons. Ils sont aussi capables de donner l’éner-
gie de chaque photon incident. J’y reviendrai quand j’évoquerai le détecteur de ROSAT@,
PSCP, dans la section 5.2.2.

Je pose E = hν l’énergie du photon incident sur le détecteur X. Le flux reçu par le
détecteur est noté Fν(~x) = F (E, ~x) = nγ(E, ~x)E avec nγ(E, ~x) le nombre de photons par
unité de surface, par énergie, par unité de temps et par angle solide et ~x les cordonnées
dans le ciel de la source de flux F (E, ~x) . Pour obtenir le nombre de photons par angle
solide pour une gamme d’énergie entre E1 et E2, je dois multiplier nγ(E, ~x) par la surface
effective du détecteur (qui prend en compte son efficacité)A(E) , par le temps d’exposition
du détecteur texp et intégrer le tout sur l’énergie :

Nγ(~x) = texp ·
∫ E2

E1

nγ(E, ~x)A(E)dE = texp ·
∫ E2

E1

F (E, ~x)

E
A(E)dE (5.28)

Il me manque cependant un ingrédient. En effet les rayons X extra-galactiques vont
être en partie absorbés par l’hydrogène neutre de la galaxie. La densité de colonne en
hydrogène neutre par unité de surface (car intégré le long de la ligne de visée) est notée
NH(~x). Il existe plusieurs cartes du ciel de cette concentration. Dans cette étude je vais
utiliser les cartes fournies par le Leiden/Argentine/Bonn (LAB) survey (KALBERLA et al.,
2005). Elles seront ensuite ré-échantillonnées dans une procédure présentée dans la sec-
tion 5.2.3. La figure 5.3 présente une carte du ciel du NH qui est plus important au niveau
du plan galactique.

FIGURE 5.3 – Carte du ciel de la densité de colonne de l’hydrogène neutre galactique
susceptible d’absorber une partie des rayons X. Crédit : SNOWDEN et al., 1995

La part de photons non absorbés est donnée par le coefficient exp[−σab(E)NH(~x)] avec
σab(E) la section efficace de l’absorption par les atomes d’hydrogènes. Son expression est
explictée par MORRISON et al., 1983. Je peux alors écrire que le nombre de photons, ou
comptage, est égal à :

CE1,E2(~x) = texp ·
∫ E2

E1

F (E, ~x)

E
exp[−σab(E)NH(~x)]A(E)dE (5.29)
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NH FC(CR0.5keV,2keV → F0.1keV,2.4kev)
(1022cm−2) (10−11erg.s−1.cm−2)/(counts/s)

0.0010 1.89
0.0020 1.92
0.0050 1.92
0.0100 1.94
0.0200 2.00
0.0501 2.17
0.1000 2.46
0.1995 3.08
0.5012 5.34
1.000 10.6

TABLE 5.1 – Facteur de conversion pour passer d’un taux de photons au flux X en fonction
de la densité de colonne NH en supposant le modèle d’émission MEKAL pour un plasma
de température Te = 7 keV à redshift z = 0.3.

comme le présente KEMBHAVI et al., 1999.
Je note CRE1,E2 le nombre de photons par unité de temps qui est tel que CRE1,E2 =

CE1,E2/texp. Notons que c’est la quantité CE1,E2 qui est distribuée selon une loi de Poisson
et non CRE1,E2 . Pour passer du taux de photons CRE1,E2(~x) sur une gamme d’énergie
[E1, E2] à un flux FEa,Eb(~x) sur une gamme d’énergie différente [Ea, Eb], j’utilise le facteur
de conversion suivant :

FC(CRE1,E2 → FEa,Eb) =
FEa,Eb

CE1,E2(~x)
=

∫ Eb
Ea

F (E, ~x)dE∫ E2

E1

F (E,~x)
E exp[−σab(E)NH(~x)]A(E)dE

(5.30)

Conversion taux de comptage-flux pour les amas

Dans mon étude, je vais travailler avec des taux de photons CR0.5keV,2keV estimés sur
la gamme d’énergie [0.5keV, 2keV], la "hard band" des données ROSAT. Cette quantité sera
ensuite convertie en un flux F0.1keV,2.4kev cette fois sur la gamme d’énergie [0.1keV, 2.4keV]
en utilisant le facteur de conversion présenté dans le tableau 5.1 et qui dépend de la
densité de colonne. Ce facteur de conversion a été élaboré à partir de l’équation 5.30 en
supposant que le spectre F (E) soit celui d’un plasma de température Te = 7 keV à redshift
z = 0.3, plasma qui suit le modèle MEKAL (MEWE et al., 1985 ; MEWE et al., 1986). Ce
modèle d’émission prend en compte tous les mécanismes d’émission et pas seulement le
rayonnement de freinage. Les lignes d’émission plasma sont aussi de la partie en supposant
que l’abondance des éléments est celle que l’on trouve dans le soleil.

Je peux ensuite convertir le flux F0.1keV,2.4kev en luminosité L0.1keV,2.4kev en utilisant la
formule suivante :

L0.1keV,2.4kev = 4πD2
L(z)F0.1keV,2.4kevK(z) (5.31)

avec K(z) la K-correction qui dépend du modèle d’émission, ici le modèle MEKAL avec
Te = 7 keV. Les différentes valeurs de K sont présentées dans le tableau 5.2.

En fait dans mon étude, je vais faire la démarche inverse pour simuler des amas et les
injecter sur des cartes du ciel en X. Je vais partir de la luminosité L0.1keV,2.4kev des amas
du catalogue PXCC et la convertir en taux de photon CR0.5keV,2keV. Je noterai ce taux de
photons aCR par la suite.
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z K(z)

0.01 1.006
0.02 1.011
0.05 1.028
0.1 1.056
0.15 1.081
0.2 1.106
0.3 1.153
0.4 1.198
0.5 1.238
0.6 1.276
0.7 1.311
0.8 1.344

TABLE 5.2 – K-correction en fonction du redshift pour convertir un flux en luminosité en
supposant le modèle d’émission MEKAL pour un plasma de température Te = 7 keV.

5.1.3 Contamination par les noyaux galactiques actifs

L’une des difficultés majeures de la détection des amas dans les données X, c’est la
présence des émissions X en provenance des noyaux galactiques actifs (AGN). Ces noyaux
sont des sources ponctuelles (quoique légèrement étendues par le lobe ROSAT) de lumi-
nosité très variables. Les AGN peu lumineux, très nombreux, vont former un arrière-plan
homogène d’émission X dans le ciel ROSAT tandis que les AGN plus lumineux formeront
une contamination de sources ponctuelles. Je reviendrai sur ce point délicat dans la sec-
tion 5.2.3. Le sources AGN les plus brillantes peuvent être confondues avec des amas de
galaxie lointains qui ne sont pas résolus.

Ce qui différencie une source X AGN d’une source X amas, c’est d’abord le spectre
d’émission. Pour la seconde, c’est globalement un spectre de rayonnement de freinage,
pour la première c’est un spectre en loi de puissance du type Fν = να avec α = −1 (HA-
SINGER et al., 1993). Il faut cependant avoir la résolution en énergie nécessaire pour dif-
férencier les spectres, donc suffisamment de photons ; ce qui ne concerne que les sources
très lumineuses ou détectées avec un temps d’exposition suffisamment long. La seconde
façon de différencier un AGN d’un amas, c’est l’étendue spatiale de la source X. Les AGN
sont de petites structures, plus petites qu’une galaxie. Ils apparaissent donc sous forme de
sources ponctuelles. Les amas à bas redshift sont par contre des sources étendues, ce qui a
d’ailleurs permis de déterminer leur profil de densité de gaz et de température. Les amas
à plus grand redshift sont par contre des sources ponctuelles et il devient délicat de les
différencier des AGN. Il faut alors recourir aux simulations pour déterminer la part de la
contamination AGN dans la détection d’amas de galaxies.

Il existe aussi d’autres contaminations dans la gamme des X comme les vents solaires
qui peuvent altérer les mesures. Cependant ce type de contamination, à la différence des
AGN, a une variabilité temporelle notable et peut donc être assez facilement détecté.

5.2 Les données ROSAT et le catalogue PXCC

ROSAT (ASCHENBACH et al., 1981 ; ZIMMERMANN, 1992) pour "Röntgensatellit", est un
satellite allemand qui embarque un télescope et un détecteur de rayons X. Le gaz chaud
des amas de galaxies est détectable dans la gamme d’énergie couverte par ROSAT qui va
de 0.1 keV à 2.4 keV via le rayonnement de freinage principalement.
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5.2.1 La mission ROSAT

A la différence des satellites micro-ondes, les satellites X sont beaucoup plus nombreux.
L’astronomie X extra-galactique a pris son essor dans les années 1960 et depuis lors les
missions se multiplient. J’ai déjà fait mention d’Uhuru lancé en 1970 par la NASA et qui
fut l’un des premiers observatoires des source X de gaz dans les amas. Le satellite ROSAT
quant à lui fut lancé le 1er juin 1990 et a cessé d’émettre le 12 février 1999. Lui succède
le satellite XMM-Newton lancé le 10 décembre 1999 par l’ESA, Chandra lancé le 23 juillet
1999 par la NASA et Suzaku lancé en 2005 par la JAXA (Japan Aerospace Exploration
Agency). L’instrument eROSITA du satellite SRG ("Spectrum-Roentgen-Gamma") devrait
prendre le relais en 2017. Le satellite ASTRO-H lancé le 17 février 2016 par le JAXA a
cessé de communiquer depuis mars 2016 avec la terre, mettant prématurément fin à la
mission.

Le satellite ROSAT après son lancement avait atteint une altitude de 580 km. En orbite
autour de la terre, elle-même en orbite autour du soleil, ROSAT pouvait ainsi bénéficier
de cette double rotation pour observer l’intégralité du ciel comme le montre la figure 5.4.
Le satellite dans cette disposition effectuait un balayage complet du ciel en 180 jours. En
effet, il parcourait 4 arcmin en une rotation autour de la terre et perpendiculairement de
1◦ par jour du fait de la rotation de la terre atour du soleil.

FIGURE 5.4 – Vue d’artiste du satellite ROSAT observant une certaine région du ciel. Cré-
dit : Max-Planck-Institut für extraterrestrische Physik

L’un des intérêts majeurs des données récupérées par le satellite ROSAT, c’est qu’elles
couvrent tout le ciel dans des gammes d’énergie de [0.1keV, 2.4keV], de [0.1keV, 0.5keV]
("Soft band") et de [0.5keV, 2keV] ("Hard band"). On parle alors de cartes du ciel RASS
pour "ROSAT All Sky Survey". Ces cartes sont à l’origine du catalogue de sources brillantes
en X (VOGES et al., 1999) et aussi de deux catalogues d’amas de galaxies : NORAS (Nor-
thern ROSAT All-Sky) pour l’hémisphère nord (BÖHRINGER et al., 2000) et REFLEX (
ROSAT-ESO Flux-Limited X-Ray) pour l’hémisphère sud (BOHRINGER et al., 1998 ; BÖH-
RINGER et al., 2001 ; BÖHRINGER et al., 2004), parmi d’autres. La figure 5.5 présente un
exemple d’amas de galaxies détecté dans ROSAT.

Dans cette étude je vais travailler avec la carte du ciel X ROSAT dans la gamme
[0.5keV, 2keV]. Cette carte sera ré-échantillonnée pour que la taille et la position de ses
pixels soient respectivement de même taille et à la même position que les pixels des cartes
HEALPix Planck.
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FIGURE 5.5 – Emission X en provenance de l’amas de galaxies Abell 2256 dans le ciel
ROSAT. Le bruit de fond est dû à un "tapis" de sources AGN non résolues. Crédit : Max-
Planck-Institut für extraterrestrische Physik

5.2.2 Le satellite ROSAT

Le satellite ROSAT embarque avec lui un télescope et 3 instruments. Le télescope de
rayon X est nommé XRT ("X-Ray Telescope"). Il s’agit d’un télescope de type Wolter avec
des miroirs en incidence rasante. Les rayons X arrivent avec un très faible angle d’incidence
au niveau du miroir et sont donc légèrement réfléchis. Ils sont orientés vers le plan focal
de l’appareil où se trouve le détecteur PSCP. Si les rayons X arrivaient face aux miroirs, ils
les traverseraient du fait de leur importante énergie. La figure 5.6 présente la disposition
Wolter des miroirs et le bloc optique du satellite. Le champ de vue du télescope est de 2◦.

Les 3 instruments ROSAT sont présentés dans la liste suivante :
— Le détecteur de rayon X, PSPC ("Position Sensitive Proportional Counters") (BRIEL

et al., 1985 ; BRIEL et al., 1995). Ce détecteur est constitué de deux grilles de fils
électrique dont la disposition est donnée par la figure 5.7. Ces grilles sont plongées
dans un gaz. Il s’agit d’une sorte de mini-chambre à fils. Quand un rayon X arrive
au niveau du gaz, il le ionise localement et provoque l’apparition d’un nuage d’élec-
trons libres. La charge totale de ce nuage permet de remonter à l’énergie du rayon
tandis que la présence d’un courant électrique ou non dans certains fils permet de
localiser le "point d’impact" de ce rayon. Le détecteur PSPC a une résolution en
énergie ∆E/E ∼ 0.43 pour E = 0.93 keV, une résolution spatiale de 25 arcsec à
1 keV et une résolution temporelle de 130µs.

— Un détecteur haute-résolution (HRI, "High Resolution Imager") lui aussi placé aussi
au niveau du plan focal de XRT.

— Un détecteur d’ultraviolets lointains (WFC, "Wide field camera").

5.2.3 Les cartes ROSAT et leur ajustement aux cartes Planck

Les photons détectés par PSCP sont rangés dans 3 gammes d’énergie, [0.1keV, 2.4keV],
[0.1keV, 0.5keV] et [0.5keV, 2keV]. En utilisant les informations sur la position (provenant
aussi du détecteur PSCP), il est possible de construire les cartes du ciels du RASS ("RO-
SAT All Sky Survey") dans ces 3 gammes d’énergie sus-nommées. La figure 5.8 présente la
carte RASS du nombre de photons détectés à 1.5 keV. Pour chaque gamme d’énergie, les
données RASS prennent la forme de 1378 mini-cartes de 6.4◦×6.4◦ et de 512× 512pixels,
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FIGURE 5.6 – En haut : la disposition en incidente rasante (dite "Wolter") des miroirs qui
permet de focaliser les rayons X. En bas : le télescope embarqué par ROSAT avec les miroirs
en disposition rasante. Crédit : Max-Planck-Institut für extraterrestrische Physik

soit une résolution de 0.75 arcmin (largeur d’un pixel) supérieure à celles des cartes Planck
qui est de 1.7 arcmin. Les pixels des cartes Planck suivent l’organisation donnée par la mé-
thode HEALPix (cf section 3.2.3). Les mini-cartes RASS vont alors être ré-échantillonnées
à la résolution de Plancken suivant le découpage HEALPix aussi. Pour ce faire, on construit
une carte du ciel HEALPix sans signal de résolution 1.7 arcmin. Si la coordonnée dans le
ciel du centre du pixel RASS est au niveau d’un pixel de la carte HEALPix, alors l’intégralité
du nombre de photons détectés dans le pixel RASS sera reporté sur le pixel HEALPix. On
obtient alors une carte du ciel X sous format HEALPix avec une résolution de 1.7 arcmin
et dont les pixels correspondent parfaitement avec ceux des cartes Planck. Cette méthode
pour passer d’une résolution à l’autre a été développée par TARRIO et al., 2016. De la
même façon, sont construites des cartes HEALPix du temps d’exposition par pixel.

Je vais travailler avec les cartes HEALPix ROSAT en "hard band" soit pour un intervalle
d’énergie [0.5keV, 2keV]. Les cartes HEALPix ROSAT et du temps d’exposition seront en-
suite découpées en mini-cartes de 10◦ × 10◦ et de 350× 350 pixels. Je note respectivement
mX(~x) et texp(~x) le nombre de photons X et le temps d’exposition à la position d’un pixel
~x (dans le ciel). mX(~x) est un petit nombre (inférieur à 10, le plus souvent 0 ou 1) et a
priori est distribué selon une loi de Poisson de moyenne m̃X(~x) = eCR(~x) · texp(~x) avec
eCR(~x) le taux de photons, la quantité qui nous intéresse. Pour reprendre la notation de
le section 5.1.2, je peux écrire que eCR(~x) = CR0.5keV,2keV(~x). Notons qu’en moyenne
texp(~x) ' 500 s.

Je vais avoir besoin du lobe ROSAT pour la suite de mon étude. Le lobe n’est pas tout
à fait une courbe de Gauss et évolue avec l’énergie (BOESE, 2000). Le plus simple pour
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FIGURE 5.7 – La disposition de la grille de fils plongée dans du gaz pour le détecteur PSCP.
Crédit : Max-Planck-Institut für extraterrestrische Physik

FIGURE 5.8 – Carte RASS à 1.5 keV du taux de photons par angle solide. Crédit : Max-
Planck-Institut für extraterrestrische Physik

retrouver ce lobe, c’est de le construire par la sommation des données ROSAT HEALPix en
centrant à la position des sources ponctuelles du catalogue VOGES et al., 1999 (TARRIO

et al., 2016). On obtient alors la figure 5.9.

Composition des cartes ROSAT

Je vais supposer qu’il y a trois sources possibles d’émissions X dans les cartes ROSAT :
— des amas de galaxies,
— des sources ponctuelles brillantes que je vais supprimer par la suite,
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FIGURE 5.9 – Vue de coupe du lobe ROSAT pour la gamme d’énergie [0.5keV, 2keV].

— un fond diffus de sources ponctuelles que je vais supposer dans un premier temps
homogène. Cette hypothèse, comme on le verra par la suite, devra être nuancée.

Je vais porter mon attention sur la dernière composante. Des études comme HASINGER

et al., 1993 ; FIORE et al., 1999 suggèrent que ce bruit de fond est en fait principalement
constitué de sources ponctuelles (des AGN) non résolues.

Je vais cependant m’appuyer sur MORETTI et al., 2003 qui en plus des données ROSAT
utilise les données des satellites XMM-Newton et Chandra. Ces satellites peuvent résoudre
plus de sources du fait de leur meilleure résolution. MORETTI et al., 2003 suggère que
les sources ponctuelles résolues ou non contribuent à hauteur de 94.3 ± 7.0% au fond
diffus X dans la bande d’énergie [0.5keV, 2keV]. Soit Fs le flux en provenance d’une source
ponctuelle. Alors la densité de source ponctuelle ns(> Fs) de flux supérieur à Fs par angle
solide est donnée par une relation empirique :

ns(> Fs) = ns,0
(2× 10−15)α1

Fα1
s + Fα1−α2

s,0 Fα2
s

(5.32)

avec ns(> Fs) en deg−2, Fs en 10−14erg cm−2 s−1, α1 = 1.82, α2 = 0.60, ns,0 = 6150 et
Fs,0 = 1.48× 10−14erg cm−2 s−1. Ces valeurs sont obtenues par l’ajustement de le relation
avec les données X dans la bande [0.5keV, 2keV] dans MORETTI et al., 2003.

Le flux total du fond diffus par degré carré se calcule comme il suit :

Fs =

∫ +∞

0
Fs
ns(> Fs)

dFs
dFs = 7.53× 10−12erg cm−2 s−1 deg−2. (5.33)

Suppression des sources les plus brillantes

A partir de la carte du ciel ROSAT HEALPix, je vais construire deux nouvelles cartes du
ciel en supprimant les sources ponctuelles les plus brillantes. Ces sources peuvent conta-
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miner l’extraction du flux en provenance des amas comme nous allons le voir dans la
section 5.3.3.

Le catalogue de sources ponctuelles (VOGES et al., 1999) me donne la position de
ces sources et l’erreur sur la positon σp. Pour chaque source, je cherche alors le maximum
local d’émission dans un disque de rayon 3σp centré sur la position de la source. Du fait
du lobe ROSAT les sources ponctuelles sont étendues. Je retire alors tout le signal dans
un disque de rayon θmin centré sur le maximum d’émission (et non la position donnée
par le catalogue). Je m’intéresse ensuite à l’anneau compris entre deux disque de rayons
θmin et θmax. Je suppose que le signal dans l’anneau est homogène donc que la valeur
moyenne par pixel est telle que m̃X( ~xa) = bCR · texp( ~xa) avec ~xa la position dans l’anneau
et avec bCR le taux de photons moyen du fond diffus. J’ai donc l’estimation suivante :
bCR =< mX > / < texp > avec < . > la moyenne sur les pixels dans l’anneau. Je reviens
sur le disque de rayon θmin. J’effectue alors un tirage aléatoire du nombre de photons
pour chaque pixel du disque dans le ciel. Je suppose une distribution Poisson de moyenne
bCR · texp( ~xd) avec ~xd la position des pixels du disque dans le ciel. J’ai donc remplacé la
source ponctuelle par un fond diffus que j’ai estimé dans l’anneau. La figure 5.10 résume
cette opération. La figure 5.11 montre l’effet de l’opération sur une carte ROSAT HEALPix.

Je vais choisir deux doublets pour (θmin, θmax) qui sont (3σpsf , 5σpsf ) [suppression
élargie] et (2σpsf , 4σpsf ) [suppression réduite]. J’effectuerai des tests avec ces deux dou-
blets différents. σpsf indique l’écart-type du lobe ROSAT pour la gamme d’énergie [0.5keV, 2keV].

FIGURE 5.10 – Suppression d’une source ponctuelle. Le signal est supprimé dans un
disque centré sur le maximum d’émission et remplacé par un bruit de fond dont la va-
leur moyenne a été estimé dans l’anneau vert.

FIGURE 5.11 – A gauche : une partie du ciel ROSAT HEALPix avec les sources brillantes. Au
centre : après avoir retiré les sources ponctuelles tel que (θmin, θmax) = (3σpsf , 5σpsf ) [sup-
pression élargie]. A droite : après avoir retiré les sources ponctuelles tel que (θmin, θmax) =
(2σpsf , 4σpsf ) [suppression réduite].
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5.2.4 Construction des cartes ROSAT simulées

Je pars d’une mini-carte ROSAT 10◦ × 10◦ et de 350 × 350 pixels. Je suppose que son
fond diffus est homogène, donc que la valeur moyenne par pixel est telle que m̃X(~x) =
bCR · texp(~x) et donc que bCR =< mX > / < texp > avec < . > la moyenne sur les pixels
de la mini-carte.

Cartes avec un fond homogène

Je construis alors une carte vide de 350 × 350 pixels et j’utilise la mini-carte de temps
d’exposition texp(~x) associée à la mini-carte ROSAT. Pour chaque pixel de la carte vide,
j’effectue un tirage aléatoire du nombre de photons en employant une distribution de
Poisson de moyenne bCR · texp(~x). J’obtiens alors une carte avec un fond homogène.

Cartes avec un fond diffus de sources ponctuelles

D’après MORETTI et al., 2003, le flux total du fond diffus par angle solide est de Fs =
7.53 × 10−12erg cm−2 s−1 deg−2. Le taux de comptage moyen sur la carte est lui de bCR.
Je suppose qu’il est entièrement dû aux sources ponctuelles. Je peux alors construire un
facteur de conversion entre le flux des sources ponctuelles et le taux de comptage de la
manière qui suit :

FCps =
bCR
Fs

N

10◦ × 10◦
=
bCR
Fs

1

(1.7 arcmin)2
(5.34)

Avec N = 350× 350 le nombre de pixels dans une mini-carte de 10◦ × 10◦. Normalement,
ce facteur de conversion dépend de la densité de colonne en NH . Je suppose que cette
dernière n’évolue pas ou peu sur la mini-carte ROSAT et que par conséquent le facteur de
conversion reste constant.

Je considère que les sources ponctuelles avec un flux en dessous d’une limite Fs,min =
2.5× 10−14erg cm−2 s−1 sont suffisamment nombreuses pour former un fond diffus homo-
gène. Je définis µps la part du flux issue des sources ponctuelles qui forment un fond diffus
homogène :

µps =

∫ Fs,min
0 Fs

ns(>Fs)
dFs

dFs∫ +∞
0 Fs

ns(>Fs)
dFs

dFs
. (5.35)

Le taux de photons issu de ce fond homogène est donc de µpsbCR. Je vais ensuite construire
sur une mini-carte de 350 × 350 pixels soit 10◦ × 10◦ un tapis de sources ponctuelles
brillantes qui vont former un fond diffus non homogène. Ces sources ponctuelles brillantes
ont un flux Fs > Fs,min. Je travaille avec des intervalles de flux de largeur ∆ lnFs =
ln 10/1000 donc tel que ∆Fs = Fs × ln 10/1000. Pour un flux Fs j’ai donc Ñps(Fs) =
ns(>Fs)
dFs

∆Fs × 102 sources ponctuelles sur la mini-carte. J’effectue en fait un tirage Pois-
son de moyenne Ñps(Fs) pour obtenir le nombre de sources ponctuelles Nps(Fs). Je tire
ensuite Nps(Fs) positions ~xi dans la mini-carte (loi uniforme cette fois) et j’ajoute le flux
Fs dans chaque pixel. J’effectue cette opération pour chaque intervalle de flux. J’obtiens

alors une carte de flux issue des sources ponctuelles mps(~x) =
∑
Fs

Fs
Nps(Fs)∑
i=0

δ(~x− ~xi) avec

δ un Dirac. Je vais ensuite, soit laisser la carte telle qu’elle, soit faire une convolution avec
le lobe ROSAT.

Je construis ensuite une carte vide de 350×350 pixels et j’utilise la mini-carte de temps
d’exposition texp(~x) associée à la mini-carte ROSAT. Pour chaque pixel de la carte vide,
j’effectue un tirage aléatoire du nombre de photons en employant une distribution de
Poisson de moyenne :

[µps · bCR + (1− µps) ·FCps ·mps(~x)] · texp(~x). (5.36)
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J’obtiens alors une carte avec un fond partiellement non-homogène.

5.2.5 Les amas dans ROSAT et le catalogue "PXCC"

Pour tester la robustesse de ma méthode d’extraction, je vais utiliser un catalogue
d’amas, le catalogue "PXCC" ("Planck X-ray Cluster Catalogue", PLANCK COLLABORATION

et al., 2014c) qui est issu de l’addition de 20 amas MACS ("MAssive Cluster Survey, EBE-
LING et al., 2001, données ROSAT et Chandra), 21 amas REFLEX-II (données ROSAT, BÖH-
RINGER et al., 2014) et de 5 amas SGP ("South galactic pole", données ROSAT, CRUDDACE

et al., 2002) aux 1743 amas du catalogue MCXC (Meta-Catalogue of X-ray Clusters). Ce
dernier catalogue est issu lui-même de la fusion des catalogues REFLEX-I et NORAS avec
d’autres catalogues d’amas ROSAT et quelques amas détectés par XMM-Newton et Chandra
(PIFFARETTI et al., 2011). Le catalogue "PXCC" et, à plus forte raison, le catalogue MCXC
présentent pour chaque amas la liste des propriétés suivantes :

— les cordonnées angulaires du pic d’émission X (repère galactique),
— le redshift z estimé à partir de contreparties optiques (les galaxies),
— le rayonR500 d’une sphère centrée sur le pic d’émission telle que la densité moyenne

dans la sphère soit égale à 500 fois la densité critique de l’univers au redshift de
l’amas (cf section 3.4.1),

— la luminosité L500 de l’amas dans la gamme d’énergie [0.1keV, 2.4keV] et dans la
sphère de rayon de rayon R500.

La répartition des amas MCXC sur le ciel est présentée par la figure 5.12.

FIGURE 5.12 – Positions des amas MCXC sur le ciel. Crédit : PIFFARETTI et al., 2011

Le profil des amas "PXCC"

Quand l’émission des amas est dominé par le rayonnement de freinage et que l’absorp-
tion est suffisamment faible, le flux X est tel que F (~x) ∝

∫
ne(~x, l)ni(~x, l)Te(~x)dl avec l la

position le long de la ligne de visée, ~x la position sur le ciel, ne la densité en électron, ni
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la densité en ion et Te la température des électrons (ARNAUD et al., 2005). Je peux sup-
poser que la densité en électron est proportionnelle à la densité en ion qui est elle même
proportionnelle à la densité de matière baryonique : ne(~x, l) ∝ ni(~x, l) ∝ ρb(~x, l). Je vais
supposer l’amas isotherme donc que Te(~x) = Te. Dans ce cas, F (~x) ∝

∫
ρb(~x, l)

2dl.
Comme dans la section 3.4.1 , je vais supposer la pression P = ne ·Te suit un profil

GNFW. Comme l’amas est isotherme, Te ne dépend pas de la position et c’est ne et donc ρb
qui suivent un profil GNFW :

ρb(~x, l) ∝ P
(
r

Rs

)
= P0 ·

(
c500 ·

r

R500

)−γ (
1 +

(
c500 ·

r

R500

)α)α−β
α

(5.37)

sauf que cette fois les paramètres sont donnés par PIFFARETTI et al., 2011 :

[c500, α, β, γ] = [1/0.303, 2.0, 0.768,−0.525]. (5.38)

Le taux de photons en provenance de l’amas est aussi proportionnel au flux car le
facteur de conversion entre les deux dépend seulement du redshift de l’amas, de la tem-
pérature des électrons supposée constante et de la densité de colonne NH que je suppose
varier assez peu au niveau de l’amas. Dans ces conditions le nombre de photons moyen
provenant de l’amas s’écrit alors :

ÃCR(~x) = aCR · τX(~x) · texp(~x) (5.39)

avec τX(~x) ∝
∫
ρb(~x, l)

2dl et
∫
τX(~x)d~x = 1. aCR est le taux de photons total issu de

l’amas. C’est cette quantité que je vais chercher à extraire dans la section suivante 5.3.
L’expression du profil s’écrit aussi sous la forme suivante :

τX(~x) =

∫ +∞

−∞
P

(
r

Rs

)2

dl (5.40)

Ce profil est ensuite convolué avec le lobe ROSAT.
Comme le profil de la section 3.4.1, le profil ci-dessus ne dépend que du paramètre θs

qui est tel que θs = θ500/c500 = R500/DA(z)/c500 avec DA(z) la distance angulaire et z le
redshift de l’amas. Je peux donc écrire que τX(~x) = τX(θs, ~x).

A la différence du profil du signal SZ qui est proportionnel au profil GNFW, le profil
X est lui proportionnel au carré de ce profil et de ce fait est beaucoup plus "piqué". Les
systématiques dues à la différence entre ce profil et le profil réel des amas seront donc
beaucoup plus importantes en X que pour l’effet SZ.

De même que dans la section 3.4.1, le facteur pour passer d’une quantité estimée sur
tout l’amas (comprise dans une sphère de rayon 5R500) et une sphère de rayon R500 est
donné par :

C(5R500 → R500) =

∫ c500

0 4πP
(
r
′
)2
r
′ 2dr

′∫ 5c500

0 4πP (r′)
2
r′ 2dr′

= 0.876 (5.41)

Nouveau catalogue et catalogue simulé

Pour chaque amas du catalogue "PXCC", je calcule θs son paramètre de profil à partir
de R500 et z. Je convertis la luminosité L500 de l’amas dans la sphère de rayon R500 en
luminosité totale sur tout l’amas LX en utilisant le facteur de conversion 5.41. J’obtiens
alors le flux de l’amas FX à partir de LX et du redshift z en utilisant la relation 5.31. Enfin
je peux obtenir le taux de photons de l’amas aCR dans la gamme d’énergie [0.5keV, 2.keV]
en utilisant le facteur de conversion du tableau 5.1 et en prenant NH au pic de l’émission
X (en supposant une faible variation de NH au niveau de l’amas). Je peux alors construire
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un nouveau catalogue avec seulement les trois propriétés qui m’intéresse pour les amas :
la position du pic d’émission dans le ciel ~x0, le paramètre de profil θs et le taux de photons
aCR. En moyenne, plus l’amas est grand donc plus θs est grand, plus le taux de photons
est important comme le montre la figure 5.13. A partir de ce catalogue, je crée cette fois
un catalogue simulé en remplaçant les coordonnées des amas PXCC par des positions
aléatoires dans le ciel.

FIGURE 5.13 – Le taux de photons aCR en fonction de l’angle θs pour le catalogue PXCC.

Pour chaque amas du catalogue PXCC, je vais découper une mini-carte de taille 350×
350 pixels du ciel ROSAT centrée sur cet amas. J’effectue l’opération pour le ciel ROSAT
avec les sources ponctuelles brillantes et sans les sources ponctuelles billantes (suppression
élargie ou réduite).

Je fais de même pour les amas du catalogue simulé. J’obtiens donc des mini-cartes
ROSAT centrées sur les positions aléatoires données par le catalogue simulé. Je vais ensuite
injecter ces amas sur les mini-cartes ROSAT. Pour le pixel de position ~x, je tire un nombre
de photons ACR(~x) en supposant une distribution de Poisson de moyenne

ÃCR(~x) = aCR · τX(θs, ~x− ~x0) · texp(~x) (5.42)

avec ~x0 la position future de l’amas localisée au centre de la mini-carte. Je rajoute ce
nombre de photons sur le pixel. C’est possible car la somme de deux variables Poisson (en
supposant une distribution Poisson pour le fond diffus) est une variable Poisson qui a pour
moyenne la somme des moyennes des deux variables. Ce n’est par contre pas le cas si l’on
soustrait une variable Poisson à une autre.

J’estime un bruit de fond sur la mini-carte ROSAT sans sources ponctuelles (suppres-
sion réduite) avant injection pour construire une carte de bruit de fond homogène, une
carte de fond diffus de sources ponctuelles non lobées et une carte de bruit de fond dif-
fus de sources ponctuelles lobées cette fois (cf 5.2.4 pour une explication détaillée sur la
construction de telles cartes). J’injecte ensuite l’amas sur ces trois mini-cartes.
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J’ai donc, pour chaque amas du catalogue simulé, 6 mini-cartes centrées sur l’amas
injecté : une carte ROSAT, une carte ROSAT sans source ponctuelle (suppression élargie),
une carte ROSAT sans source ponctuelle (suppression réduite), une carte simulée avec un
bruit de fond homogène, une carte simulée avec un fond diffus de sources non lobées et
une carte simulée avec un fond diffus de sources lobées.

5.3 Filtrage ROSAT adapté à un fond homogène dans les X

La détection des amas dans les données X est souvent réalisée en supprimant le bruit
de fond par une méthode à base d’ondelettes. Ensuite, en partant du pic d’émission et en
intégrant le signal de plus en plus loin de ce pic, on peut construire une courbe de flux
moyen en fonction du rayon. Quand le flux moyen n’augmente plus, c’est qu’on arrive aux
limites de l’amas. C’est la méthode dites de "Growth curves" qui a notamment servie à
construire le catalogue REFLEX (BÖHRINGER et al., 2000). La méthode que je vais utiliser
ici est différente. Je cherche en effet à construire un filtre en X qui soit équivalent au
matched filter utilisé pour détecter les amas dans Planck par effet tSZ ; l’objectif étant de
faciliter la combinaison de ces deux filtres. Comme pour le matchde filter, je vais supposer
un certain profil des amas pour construire le filtre X. Ce filtre dérive d’une maximisation
d’une fonction de vraisemblance. Notons que l’approche de maximisation d’une fonction
de vraisemblance a été employée dans un registre différent, non pour détecter des amas
mais pour identifier les sources étendues et les séparer des sources ponctuelles qui peuvent
être des noyaux galactiques actifs (PACAUD et al., 2006). Dans cette section, je vais d’abord
construire le filtre X puis je vais le tester sur des simulations et sur un catalogue d’amas
connu.

5.3.1 Le modèle d’émission pour les mini-cartes ROSAT

Soit mX(~x) le nombre de photons dans la mini-carte (ROSAT ou simulée) au niveau du
pixel de position ~x et texp(~x) le temps d’exposition pour ce pixel. Je note m̃X(~x) la valeur
moyenne du nombre de photons dans ce pixel. Je peux écrire que

mX(~x) = m̃X(~x) + n(~x) (5.43)

avec n(~x) le bruit. Pour une distribution Poisson, ce bruit dépend de m̃X(~x). Si < . > est
la moyenne sur plusieurs pixels de même valeur moyenne, alors

< n(~x) >= 0 (5.44)

et
< n(~x)2 >= m̃X(~x). (5.45)

Je suppose que la mini-carte ROSAT est simplement constituée d’un amas et d’un bruit
de fond homogène, donc que :

m̃X(~x) = (aCR · τX(θs, ~x− ~x0) + bCR) · texp(~x) (5.46)

avec aCR le taux de photons en provenance de l’amas, τX le profil de l’amas, ~x0 la position
du pic d’émission de l’amas et bCR le taux de photons moyen en provenance du bruit de
fond. L’hypothèse d’homogénéité du fond diffus est une hypothèse forte puisqu’une par-
tie de ce fond est constitué de sources ponctuelles assez brillantes qui rendent l’ensemble
hétérogène. On verra dans la section 5.3.3 que cela entraine une sur-dispersion supplé-
mentaire. En supposant que la contribution de l’amas aux émission totales de la mini-carte
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est faible, je peux alors écrire que :

bCR '

∑
~x

mX(~x)∑
~x

texp(~x)
. (5.47)

La quantité que je vais chercher à extraire, c’est aCR.
Dans ces conditions, est-ce que je peux utiliser un matched filter ? Il faudrait que la

quantité n(~x) soit quasi-stationnaire, c’est-à-dire que ses premiers et second moment ne
dépendent pas de la position dans l’espace. Attardons-nous sur le premier moment, la
moyenne :

∀~a, 〈n(~x+ ~a)〉 = 0 = 〈n(~x)〉 (5.48)

C’est en effet bon pour la moyenne. Pour le second moment, l’auto-corrélation, les choses
vont se gâter :

∀~a, R(~x+ ~a, ~x′ + ~a) = 〈n(~x+ ~a)n(~x′ + ~a)〉

= m̃X(~x+ ~a)δ([~x+ ~a]− [~x′ + ~a])

= [aCR · τX(θs, ~x+ ~a− ~x0) + bCR] · texp(~x+ ~a)δ([~x+ ~a]− [~x′ + ~a])

6= [aCR · τX(θs, ~x− ~x0) + bCR] · texp(~x)δ(~x− ~x′)

= 〈n(~x)n(~x′)〉

= R(~x, ~x′),

(5.49)

car texp(~x+ ~a) 6= texp(~x) et τX(θs, ~x+ ~a− ~x0) 6= τX(θs, ~x− ~x0). L’auto-corrélation dépend
donc de la position dans l’espace. Il n’est dans ce cas pas possible de construire un spectre
de puissance et donc un matched filter (cf section 3.4.2). L’utilisation du matched filter
pour extraire aCR reste possible mais n’est pas optimale.

Il faut donc développer une autre approche. Je vais d’abord simplifier les notations.
Soit i l’indice du pixel à la position ~x. Je note alors mi = mX(~x), τi,θs( ~x0) = τX(θs, ~x− ~x0),
ti = texp(~x). Ensuite j’introduis la probabilité fi(mi|aCR) d’avoir un nombre de photons
mi qui suit une loi de Poisson de moyenne (aCR · τi,θs( ~x0) + bCR) · ti :

fi(mi|aCR) =
[(aCR · τi,θs( ~x0) + bCR) · ti]mi

mi!
· exp(−[(aCR · τi,θs( ~x0) + bCR) · ti]) (5.50)

Avec la nouvelle notation, je peux écrire le taux de photons du fond diffus de cette
façon :

bCR '

∑
i
mi∑

i
ti
. (5.51)

Je suppose lesmi indépendants. La probabilité d’avoir l’ensemble [m0, . . . ,mn] est donc
le produit des probabilités d’avoir chaque valeur :

f([m0, . . . ,mN ]|aCR) =
∏
i

fi(mi|aCR). (5.52)

Je note cette probabilité L(aCR) = f([m0, . . . ,mN ]|aCR). C’est la fonction de vraisem-
blance. N dénote le nombre de pixels dans la mini-carte soit 350× 350.
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5.3.2 La maximisation d’une fonction de vraisemblance

Je me place dans un cas général. J’ai une probabilité fi(mi|θ) d’avoir une valeur mi

sachant le paramètre θ. Les valeurs mi sont indépendantes. La probabilité d’avoir l’en-
semble [m0, . . . ,mn] est donc le produit des probabilités d’avoir chaque valeur L(θ) =
f([m0, . . . ,mN ]|θ) =

∏
i
fi(mi|θ). L(θ), comme je l’indique plus haut, est la fonction de

vraisemblance. Alors l’estimateur θ̂ qui est tel que

∂L

∂θ
(θ̂) = 0 (5.53)

est un estimateur non biaisé de θ (si les données suivent le modèle de probabilité proposé).
Je vais le prouver ci-dessous.

Le score

Je définis d’abord le score Si(θ) comme la dérivée du logarithme de la probabilité en
θ :

Si(θ) =
∂ ln[fi(mi|θ)]

∂θ
=

1

fi(mi|θ)
∂fi(mi|θ)

∂θ
(5.54)

Comme les mi sont indépendants, les scores Si(θ) le sont aussi. Je m’intéresse à la valeur
moyenne du score qui est de :

< Si(θ) > =

∫
Si(θ)fi(mi|θ)dmi

=

∫
1

fi(mi|θ)
∂fi(mi|θ)

∂θ
fi(mi|θ)dmi

=

∫
∂fi(mi|θ)

∂θ
dmi

=
∂

∂θ

(∫
fi(mi|θ)dmi

)
=
∂1

∂θ
= 0

(5.55)

en supposant que la fonction fi(mi|θ) est régulière.

Je calcule ensuite la dérivée seconde du logarithme de la de probabilité en θ :

S2i(θ) =
∂2 ln[fi(mi|θ)]

∂2θ

=
1

fi(mi|θ)
∂2fi(mi|θ)

∂θ2
− 1

fi(mi|θ)2

(
∂fi(mi|θ)

∂θ

)2

=
1

fi(mi|θ)
∂2fi(mi|θ)

∂θ2
− Si(θ)2

(5.56)
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Je cherche maintenant l’écart type de Si(θ) :

σ2
Si(θ) =< (Si − 0)2 >

=

∫
Si(θ)

2fi(mi|θ)dmi

=

∫ [
1

fi(mi|θ)
∂2fi(mi|θ)

∂θ2
− S2i(θ)

]
fi(mi|θ)dmi

=

∫
∂2fi(mi|θ)

∂θ2
dmi− < S2i(θ) >

=
∂2

∂2θ

(∫
fi(mi|θ)dmi

)
− < S2i(θ) >

= − < S2i(θ) >

(5.57)

< S2i(θ) > est appelée information de Fischer.

Maximisation et convergence

Comme j’ai θ̂ qui est tel que
∂L

∂θ
(θ̂) = 0, (5.58)

je peux écrire que :
∂ ln(L)

∂θ
(θ̂) =

1

L(θ̂)

∂L

∂θ
(θ̂) = 0 (5.59)

Il est en effet plus simple de travailler avec ln(L) qu’avec L. Notons que

ln(L)(θ) =
∑
i

ln[fi(mi|θ)]. (5.60)

Je peux alors écrire que :

0 =
∂ ln(L)

∂θ
(θ̂) =

∑
i

Si(θ̂) (5.61)

Je suppose que θ̂ est proche de la vraie valeur θ. Je peux alors faire le développement
limité suivant :

0 =
∂ ln(L)

∂θ
(θ̂) =

∂ ln(L)

∂θ
(θ) +

∂2 ln(L)

∂2θ
(θ)(θ̂ − θ) (5.62)

Ce qui me conduit à l’expression suivante :

√
N(θ̂ − θ) = −

√
N

∂ ln(L)
∂θ (θ)

∂2 ln(L)
∂2θ

(θ)

= −
√
N

∑
i
Si(θ)∑

i
S2i(θ)

= − 1√
N

∑
i
Si(θ)

1
N

∑
i
S2i(θ)

= − 1√
N

∑
i

Yi(θ)

(5.63)

avec Yi(θ) = Si(θ)/[
1
N

∑
i
S2i(θ)]. Yi(θ) est une variable aléatoire de moyenne nulle et de

variance σ2
Si
/[ 1
N

∑
i
S2i(θ)]

2. Les Yi(θ) sont indépendants les uns des autres et la quantité
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1/[ 1
N

∑
i
S2i(θ)] est une constante. Alors d’après le théorème central-limite, j’en conclus,

quand N est suffisamment grand, que
√
N(θ̂ − θ) est distribué selon une loi normale

centrée en zéro de variance
∑
i
σ2
Si

(θ)/[ 1
N

∑
i
S2i(θ)]

2.

J’en conclus que θ̂ est aussi distribuée selon une loi normale centrée sur θ et de va-
riance

∑
i
σ2
Si

(θ)/[ 1
N

∑
i
S2i(θ)]

2. Pour retrouver la valeur moyenne, je peux aussi intégrer

sur toutes les valeurs de m0 à mN , c’est-à-dire sur l’ensemble de cartes de N pixels pos-
sibles. De plus, je suppose que

∑
i
S2i(θ), qui est une somme pondérée de tous les mi d’une

mini-carte, ne varie pas significativement quand un seul mk de la somme change. Ce qui
me permet d’écrire que :∫

Sk(θ)∑
i
S2i(θ)

fk(mk|θ)dmk '
1∑

i
S2i(θ)

∫
Sk(θ)fk(mk|θ)dmk (5.64)

et donc que :

< θ̂ − θ > =

∫
. . .

∫
(θ̂ − θ)f0(m0|θ) . . . fN (mN |θ)dm0 . . . dmN

=

∫
. . .

∫ −∑
i
Si(θ)∑

i
S2i(θ)

f0(m0|θ) . . . fN (mN |θ)dm0 . . . dmN

=
−1∑

i
S2i(θ)

∑
i

∫
. . .

∫
Si(θ)f0(m0|θ) . . . fN (mN |θ)dm0 . . . dmN

=
−1∑

i
S2i(θ)

∑
i

< Si(θ) >

= 0.

(5.65)

De la même façon je peux retrouver la variance de la façon suivante :

σ2[θ̂] =

∫
. . .

∫
(θ̂ − θ)2f0(m0|θ) . . . fN (mN |θ)dm0 . . . dmN

=

∫
. . .

∫ 
∑
i
Si(θ)∑

i
S2i(θ)

2

f0(m0|θ) . . . fN (mN |θ)dm0 . . . dmN

=
1

[
∑
i
S2i(θ)]2

∑
i,j

∫
. . .

∫
Si(θ)Sj(θ)f0(m0|θ) . . . fN (mN |θ)dm0 . . . dmN

=
1

[
∑
i
S2i(θ)]2

∑
i

< Si(θ)
2 >

=

∑
i
σ2
Si

(θ)

[
∑
i
S2i(θ)]2

(5.66)

En pratique, je ne connais pas θ. Pour calculer σ2
θ̂

je remplace alors θ par θ̂ dans l’ex-
pression de la variance. J’ai alors :

σ2[θ̂] =

∑
i
σ2
Si

(θ̂)

[
∑
i
S2i(θ̂)]2

(5.67)
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Avec le modèle d’émission des mini-cartes ROSAT

J’applique la maximisation de fonction de vraisemblance au d’émission des mini-cartes
ROSAT(ou simulées) pour extraire le taux de photons de l’amas noté aCR. La probabilité
fi(mi|aCR) est donnée par l’équation 5.50. Avec une telle probabilité, j’obtiens le score
suivant :

Si(aCR) =
∂ ln[fi(mi|aCR)]

∂aCR
=

mi · τi,θs( ~x0)

aCR · τi,θs( ~x0) + bCR
− τi,θs , ( ~x0) · ti (5.68)

et l’information de Fischer (au signe près) suivante :

σ2
Si(aCR) =<

∂2 ln[fi(mi|aCR)]

∂a2
CR

>

=<
mi · τ2

i,θs
( ~x0)

(aCR · τi,θs( ~x0) + bCR)2
>

=
< mi > · τ2

i,θs
( ~x0)

(aCR · τi,θs( ~x0) + bCR)2

=
(aCR · τi,θs( ~x0) + bCR) · τ2

i,θs
( ~x0)

(aCR · τi,θs( ~x0) + bCR)2

=
τ2
i,θs

( ~x0)

aCR · τi,θs( ~x0) + bCR
.

(5.69)

L’estimateur âCR est obtenu par maximisation de la fonction de vraisemblance et donc
du logarithme de cette fonction :

0 =
∂ ln(L)

∂aCR
(âCR)

=
∑
i

Si(âCR)

=
∑
i

mi · τi,θs( ~x0)

âCR · τi,θs( ~x0) + bCR
− τi,θs( ~x0) · ti

(5.70)

Il n’y a pas de solution analytique pour âCR. Je vais utiliser la méthode de Newton
pour évaluer l’estimateur. J’écris que âCR = ãCR + ∆aCR(ãCR) tel que |∆aCR| << |ãCR| :

0 =
∂ ln(L)

∂aCR
(âCR)

=
∂ ln(L)

∂aCR
(ãCR) +

∂2 ln(L)

∂a2
CR

(ãCR)∆aCR(ãCR)

(5.71)

J’obtiens l’expression de la différence :

∆aCR(ãCR) = −
∂ ln(L)
∂aCR

(ãCR)

∂2 ln(L)
∂a2
CR

(ãCR)

= −

∑
i

mi · τi,θs ( ~x0)
âCR · τi,θs ( ~x0)+bCR

− τi,θs( ~x0) · ti∑
i

m2
i · τ2

i,θs
( ~x0)

(âCR · τi,θs ( ~x0)+bCR)2

(5.72)

De manière itérative, je vais me rapprocher de l’estimateur. Je définie une suite Un =
ãCR,n telle que ãCR,n+1 = ãCR,n + ∆aCR,n(ãCR,n). Si ãCR → âCR alors ∆aCR,n(ãCR,n)→
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∆aCR,n(âCR,n) = 0. La suite peut donc converger vers l’estimateur. En pratique je suppose
la convergence atteinte après 5 itérations. Cela n’exclue pas une possible divergence. Dans
ce cas, j’impose que âCR = 0.

D’autres cas peuvent poser problème. En effet la valeur moyenne [(aCR · τi,θs( ~x0) +
bCR) · ti] doit être positive pour des distributions de Poisson. Et donc aCR · τi,θs( ~x0) + bCR
doit forcement être positif. Si pour un pixel, cette quantité est négative, j’impose aussi
âCR = 0.

Je prend pour point de départ de la suite U0 = ãCR,0 la valeur de l’estimateur si les mi

étaient distribuées selon une loi normale de moyenne [(aCR · τi,θs( ~x0) + bCR) · ti] et d’une
même variance σ2

p pour chaque pixel :

ãCR,0 =

∑
i

(mi − bCR · ti) · τi,θs( ~x0) · ti∑
i
τ2
i,θs

( ~x0) · t2i
. (5.73)

J’obtiens donc l’estimateur âCR. Je peux évaluer son erreur en m’appuyant sur la for-
mule 5.67 :

σ2[âCR] =

∑
i
σ2
Si

(âCR)

[
∑
i
S2i(âCR)]2

=

∑
i

τ2
i,θs

( ~x0)

âCR · τi,θs ( ~x0)+bCR

[
∑
i

m2
i · τ2

i,θs
( ~x0)

(âCR · τi,θs ( ~x0)+bCR)2 ]2

(5.74)

5.3.3 Application du filtrage aux simulations et aux données

De manière générale, pour chaque amas d’un catalogue, j’extrais un taux de photons
âCR et l’erreur associée σ[âCR] avec la méthode de maximisation de la fonction de vrai-
semblance, notée MLE (pour "Maximum Likelihood Estimator") pour la suite. La position
de l’amas ~x0 (son pic d’émission) est donnée par le catalogue ainsi que la taille du profil
θs, ce qui me permet de calculer la quantité τi,θs( ~x0) utilisée pour construire la fonction
de vraisemblance. En principe, j’ai fait en sorte de travailler avec des mini-cartes centrées
sur la position de l’amas. Le catalogue me fournit aussi le taux de photons réel aCR. Je
construis alors le rapport :

r =
âCR − aCR
σ[âCR]

(5.75)

Si mon modèle d’émission est bon, si de plus l’amas est suffisamment étendu et donc
le nombre de pixels en jeu suffisamment important, par application du théorème central
limite (cf 5.63 en remplaçant θ par aCR), je peux dire que âCR suit une loi normale
centrée sur aCR et de variance σ2[âCR]. Donc r suit aussi, dans ce cas là, une loi normale
de moyenne zéro et de variance 1. Normalement 68% des r doivent être tels que |r| < 1.
Je définis [|r| < 1]% le pourcentage de rapport r inférieur à 1 en valeur absolu. Si ce
nombre est inférieur à 68%, mon erreur est sous estimée ; ce qui veut dire aussi que j’ai
une sur-dispersion. Je définis aussi [Fail]% le nombre d’extractions qui n’ont pas abouti :
la méthode de Newton pour estimer aCR peut conduire à un résultat qui diverge ou à
une quantité aCR · τi,θs( ~x0) + bCR négative sur certain pixel. Ces extractions ratées sont
comptées comme si |r| > 1, ce qui rajoute une sur-dispersion.

Soit < . > la moyenne sur tous les amas du catalogue. Je m’attends à ce que < r >=
median(r) = 0 (avec median(r) la valeur médiane de r sur le catalogue) et à ce que
σ2
r =< (r− < r >)2 >= 1 si le modèle d’émission est bon. Si < r > 6= 0, j’ai un biais et si
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σ2
r > 1, j’ai une sur-dispersion que je n’ai pas pris en compte. A priori, j’ai supposé le fond

diffus des cartes ROSAT homogène alors que ce fond diffus est composé d’une myriade
de sources ponctuelles de luminosités très différentes. Cette hétérogénéité du fond diffus
pourrait être une source possible de sur-dispersion.

J’effectue l’extraction pour le catalogue simulé et le catalogue PXCC. Les résultats sont
rangés dans le tableau 5.3. La construction des mini-cartes de fond diffus homogènes et
de sources ponctuelles est explicitée en 5.2.4. Sur ces mini-cartes et sur des mini-cartes
ROSAT au niveau de positions aléatoires du ciel, on injecte des amas du catalogue simulé
(cf 5.2.5). Une extraction au niveau des positions aléatoires sur les cartes ROSAT mais
sans injection d’amas, est aussi effectuée : c’est le "nulltest". Je travaille avec 3 cartes
ROSAT : l’une où sont conservées les sources les plus brillantes, une autre ou j’ai retiré et
remplacé par un fond homogène le signal dans un rayon de 3σpsf autour du pic d’émission
(suppression élargie) et une autre enfin où j’ai effectuée cette opération dans un rayon de
2σpsf (suppression réduite). σpsf indique l’écart-type du lobe ROSAT. Dans tous les cas,
le taux de photons du fond diffus bCR est estimé sur des cartes (ROSAT ou simulées) en
présence d’amas (injectés ou PXCC) et peut-être biaisé si les amas sont particulièrement
brillants. Il y a cependant une exception à cette règle : pour le cas (S1’) du tableau 5.3,
bCR est estimé sur un carte simulée avant l’injection de l’amas et est donc non biaisé.

Pour chaque cas de figure présenté par le tableau 5.3, j’ai aussi construit un histo-
gramme de r dans les figures 5.16 et 5.17. Je présente aussi l’évolution de r en fonction
du taux de photons des amas aCR et de leur taille θs dans les figures 5.18, 5.19, 5.20,
5.21 et 5.22. Pour ces cinq dernières figures, les barres d’erreurs sur < r > sont données
par l’écart-type des r sur des intervalles en aCR ou en θs. Quand il n’y a qu’un seul objet
sur l’intervalle considéré, la barre d’erreur est réduite à zéro. Il ne faut pas prendre en
considération ces points-là.

J’arrive aux conclusions suivantes ci-dessous.

L’extraction fonctionne quand le fond diffus est homogène :

Je suis dans le cas (S1) du tableau 5.3. La MLE permet effectivement de récupérer
le taux de photons des amas sans sous-estimer l’erreur (σr de 1.07 contre 1) quand le
bruit de fond est homogène. Par contre, quand θs > 10 arcmin, je suis légèrement biaisé
et je sous-estime le taux de photons. J’ai le même problème pour des taux de photons
θs > 10 arcmin. Le problème vient de mon choix de fixer la valeur de bCR. Les amas qui
ont les taux de photons les plus importants vont contribuer de manière non négligeable
à bCR et donc cette valeur va être un peu surestimée. La valeur âCR sera en conséquence
sous-estimée. Remarquons que les amas avec le plus fort taux de photons sont aussi les
plus étendus d’après la figure 5.13. Le filtre que je cherche à développer sera surtout utilisé
pour extraire des amas avec un faible taux de photons et peu étendus. Le problème n’en est
donc pas tout à fait un. Je pourrais donc faire une coupure en θs et travailler seulement
avec les amas peu étendus tels que θs < 5 arcmin. Je perdrais alors 108 amas sur les
1789 du catalogue. Notons que les résultats présentés ici sont obtenus sans coupure. Si
j’estime directement bCR sur la carte simulée avant injection, cas noté (S1’), je n’ai plus
ce problème de biais pour les structures étendues comme l’indique la figure 5.22. Ceci
confirme bien l’impact des amas très brillants sur la mesure de bCR.

Un fond diffus hétérogène rajoute une sur-dispersion sur le paramètre estimé :

Quand je réalise l’extraction d’un amas injecté sur un fond diffus de sources ponctuelles
(lobées ou non) ou sur une mini-carte ROSAT, j’obtiens des valeurs de r très légèrement
biaisées. J’ai aussi une sur-dispersion puisque j’obtiens σr ' 1.6. Ce problème est dû à mon
hypothèse sur le fond diffus lors de l’extraction, fond diffus que je suppose homogène. Je
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propose dans la section 5.4 quelques pistes possibles pour prendre en compte l’hétéro-
généité du font diffus ROSAT. Notons que les simulations de fond diffus, les cas (S2) et
(S3), reproduisent la sur-dispersion et le biais sur r engendrés par les hétérogénéités du
fond sur les cartes ROSAT, cas (S4), (S5) et (S6) (cf figures 5.18 et 5.19). A la différence
de la MLE Poisson, le matched filter est capable de prendre en compte l’hétérogénéité du
fond via le spectre de puissance de la mini-carte et n’est pas concerné par ce problème.
Notons aussi que la suppression des sources brillantes des cartes ROSAT n’a qu’un effet
limité sur la sur-dispersion et le biais sur r. Le biais sur r est donc lui aussi causé par les
hétérogénéité non résolues et non par les sources brillantes. Si le "nulltest" est plus affecté
par la suppression de telles sources, la sur-dispersion que je constate est aussi le fruit de
l’hétérogénéité du bruit de fond. Les amas les étendues semblent les plus touchées par la
sur-dispersion comme l’indique les figures 5.18 et 5.19. Cela veut dire que les profils plus
larges "accrochent" plus de sources ponctuelles lors du filtrage.

Le flux des amas PXCC est contaminé par celui des sources brillantes :

Si je conserve les sources brillantes sur les cartes ROSAT, je surestime grandement
âCR. En plus du signal en provenance de l’amas, je vais accrocher le signal en provenance
de telles sources. L’évolution de r en fonction de aCR ou θs est assez éloquente, plus
l’amas a un taux de photons important et/ou est étendu, plus r s’écarte positivement de
zéro. La suppression des sources brillantes permet de supprimer le biais. Cependant, si
je supprime les sources dans un rayon de 3σpdf (suppression élargie), je vais perdre une
partie du signal comme en témoigne les valeurs négatives de r pour θs ' 2 arcmin. La
suppression des sources brillantes dans une région plus petite de rayon 2σpdf paraît un
meilleur compromis puisqu’elle supprime le biais sur r.

La sur-dispersion du taux de photons des amas est dû à l’hétérogénéité du fond diffus
mais aussi à la différence entre le profil du modèle et le profil réel :

La sur-dispersion sur r est plus grande avec les amas PXCC que pour les amas injectés
sur des cartes ROSAT, suggérant une autre cause de sur-dispersion. Le profil que j’utilise
est en fait un profil moyen qui donc n’est pas forcement (localement) celui d’un amas
PXCC, ce qui engendre une systématique supplémentaire.

Perspectives immédiates :

La sur-dispersion induite sur l’estimateur âCR est provoquée par des hétérogénéité
du fond diffus ROSAT. Ma priorité sera de modifier la fonction de vraisemblance pour
prendre en compte cette sur-dispersion en amont, pendant l’extraction. Plusieurs pistes
seront présentées dans la section 5.4 pour résoudre ce problème.

5.3.4 Extension de l’algorithme pour filtrage sur toute la mini-carte

Je n’ai réalisé précédemment que l’extraction sur un pixel, celui de position ~x0 qui est
au niveau du maximum d’émission de l’amas. Je cherche maintenant à extraire un taux de
photons sur n’importe quel pixel de position ~xk sur la mini-carte ROSAT (ou simulée). Je
veux donc construire une mini-carte de taux de photons âCR( ~xk) et aussi la mini-carte de
variance associée σ2[âCR( ~xk)]. J’applique la même méthode MLE que précédemment, sauf
que je centre le profil sur ~xk. J’utilise donc τi,θs( ~xk) dans la fonction de vraisemblance. La
figure 5.14 résume cette approche. Cette méthode "force brute" est en fait très couteuse
en temps car pour chaque pixel de la carte, je suis obligé de construire une fonction de
vraisemblance distincte puis d’utiliser la méthode de Newton pour obtenir âCR( ~xk).
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5.3. FILTRAGE ROSAT ADAPTÉ À UN FOND HOMOGÈNE DANS LES X

Sans chambouler cette approche, il est possible d’accélérer les choses. Au lieu de tra-
vailler sur toute la mini-carte, je vais me restreindre à la zone où τi,θs( ~xk) > ε avec ε un
seuil fixé arbitrairement. Je prend par exemple ε = 1/N avec N = 350 × 350 le nombre
de pixels sur la mini-carte. Notons que certains pixels de τi,θs( ~xk) peuvent déborder de la
mini-carte et sont donc supprimés. Je note [O]( ~xk) (pour "overlap") l’ensemble des pixels
sur la mini-carte tel que τi,θs( ~xk) > ε. Je peux aussi utiliser le fait que je travaille avec
des lois de Poisson très souvent de moyenne plus petite que 1. En effet pour une majorité
de pixel, la valeur de mi est nulle. L’ensemble des pixels de valeur non nulle est noté [P ]
(pour positif car les mi sont forcément positifs). Je peux alors définir l’ensemble des pixels
dans [O]( ~xk) qui ont une valeur de mi non nulle. Je note cet ensemble [O]( ~xk) ∩ [P ]. Je
peux alors écrire la maximisation de la vraisemblance de cette façon :

0 =
∂ ln(L)

∂aCR
(âCR( ~xk))

=
∑
i

mi · τi,θs( ~xk)
âCR( ~xk) · τi,θs( ~xk) + bCR

− τi,θs( ~xk) · ti

=
∑

i∈[O]( ~xk)∩[P ]

mi · τi,θs( ~xk)
âCR( ~xk) · τi,θs( ~xk) + bCR

−
∑

i∈[O]( ~xk)

τi,θs( ~xk) · ti.

(5.76)

J’ai beaucoup moins de terme dans mes sommes. Je gagne ensuite en temps sur la méthode
de Newton pour estimer âCR( ~xk). Cette méthode est surtout valable pour des amas de
petites tailles (θs < 5 arcmin) qui sont très localisés sur la mini-carte et qui, au lieu de
s’étendre sur 350× 350 pixels, s’étendent seulement sur quelques centaines voire quelques
milliers de pixels. Elle est aussi bien adaptée au langage IDL que j’utilise pour coder. Il est
en effet moins coûteux en temps, avec ce langage, de construire les ensemble [O]( ~xk) et
[O]( ~xk) ∩ [P ] que de faire des sommations sur tous les pixels de la mini-carte.

FIGURE 5.14 – Présentation du fonctionnement du filtre maximisation de la fonction de
vraisemblance. Je suppose que j’ai un amas à la position ~xk. Le taux de photons aCR( ~xk)
de l’amas sur la mini-carte ROSAT (ou simulée) mi est estimé par le taux qui maximise une
fonction de vraisemblance. Cette fonction est construite à partir de distribution de Poisson
en supposant un profil spatial pour l’amas τi,θs( ~xk) centré sur ~xk. La valeur moyenne
du taux de photons du fond diffus, bCR, et la carte de temps d’exposition ti sont aussi
nécessaires pour extraire le taux de photons de l’amas.
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CHAPITRE 5. LA DÉTECTION DES AMAS DANS ROSAT (VERS ROSAT+ PLANCK)

La figure 5.15 présente le résultat du filtrage sur une mini-carte ROSAT m( ~xk) centrée
sur un amas injecté en fixant une certaine taille θs pour construire le profil. J’obtiens alors
la carte du taux de photons âCR( ~xk) et de la variance sur ce taux σ2[âCR( ~xk)].

FIGURE 5.15 – A gauche : une mini-carte ROSAT centrée sur un amas injecté. Au centre :
la carte filtrée qui donne le taux de photons des amas. A droite : la carte de la variance
sur ce taux.

5.4 Vers la prise en compte de l’hétérogénéité pour le filtrage
ROSAT et le filtrage combiné ROSAT-Planck

Traitement de la sur-dispersion due à l’hétérogénéité du fond diffus ROSAT

Le principal problème du filtre que je viens de présenter, c’est qu’il sous-estime l’erreur
sur le taux de photons âCR. En effet ce filtre est construit à partir de l’hypothèse d’un fond
homogène pour les mini-cartes ROSAT. En fait, ce fond est constitué de sources ponctuelles
de luminosité diverse et est donc hétérogène. Cette hétérogénéité n’est pas prise en compte
dans le filtre.

On peut aussi voir le problème comme étant lié intrinsèquement à la loi de Poisson. En
effet la variance d’une loi de poisson est égale à sa moyenne contrairement à la loi normale
qui a une variance indépendante qui peut donc s’ajuster pour capturer la sur-dispersion.
Je dois donc ajouter un paramètre supplémentaire pour capturer cette sur-dispersion. Il
est possible par exemple de travailler avec la loi binomiale négative. Avec cette loi, j’ai un
paramètre de sur-dispersion p. Si je suppose que j’ai une moyenne µi alors j’ai une variance
µi + pµ2

i avec la loi binomiale négative. J’ai construit une fonction de vraisemblance avec
cette loi de probabilité. Je capture une partie de la sur-dispersion mais pas sa totalité et
c’est pourquoi je m’oriente vers d’autres solutions.

Je suis en train de travailler sur des probabilité de la forme

f̃i(mi|aCR) =

∫
fi(mi|aCR, δi)P (δi)dδi (5.77)

avec fi(mi|aCR, δi) la probabilité de Poisson que j’employais jusque là et à laquelle je
rajoute le terme δiti dans la moyenne. Je cherche la probabilité P (δi) la mieux adaptée. Je
cherche notamment à introduire l’équivalent du spectre de puissance d’un matched filter
dans l’expression de cette probabilité. Cette approche donne des résultats prometteurs.
Elle est présenté dans l’annexe B .

Perspectives sur la combinaison des données ROSATet Planck

Une fois que j’ai extrait le taux de photons âCR et son erreur associée σ[âCR], je conver-
tis les deux en flux F500,X et en erreur sur le flux x σ[F500,X ] en utilisant les valeurs de la
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5.4. VERS LA PRISE EN COMPTE DE L’HÉTÉROGÉNÉITÉ POUR LE FILTRAGE ROSAT ET
LE FILTRAGE COMBINÉ ROSAT-PLANCK

table 5.1 et le facteur de conversion de l’équation 5.41 pour passer du flux total au flux
dans un rayon R500. Je peux ensuite convertir cette quantité en paramètre de Compton
Y500 en utilisant la formule suivante (TARRIO et al., 2016 ; PLANCK COLLABORATION et al.,
2012) :

F500,X [ergs−1cm−2] = Y500,X[arcmin2]× 4.95 10−9E(z)5/3(1 + z)−4K(z) (5.78)

J’obtiens alors le paramètre de Compton estimé à partir des données X Y500,X et l’erreur
associée à ce paramètre σ[Y500,X ]. J’utilise ensuite le matched filter sur les cartes Planck
pour extraire le paramètre de Compton estimé à partir de l’effet SZ Y500,SZ et son erreur
σ[Y500,SZ ]. En supposant que ces deux paramètres suivent une loi normale, je peux calculer
le paramètre de Compton moyen comme il suit :

Y500 =

Y500,X

σ2[Y500,X ]
+

Y500,SZ

σ2[Y500,SZ ]

1
σ2[Y500,X ]

+ 1
σ2[Y500,SZ ]

(5.79)

avec l’erreur sur ce paramètre comme il suit :

σ[Y500] =

√
1

1
σ2[Y500,X ]

+ 1
σ2[Y500,SZ ]

(5.80)

Un matched filter est équivalent à une minimisation de fonction de vraisemblance
quand le bruit est distribué selon une loi normale (dans l’espace de Fourier). Bien que
le bruit des cartes Planck ne suive pas strictement une telle distribution, il serait envisa-
geable de construire la fonction de vraisemblance pour Y500,SZ avec cette hypothèse de loi
normale. Cette fonction de vraisemblance SZ serait alors multipliée à la fonction de vrai-
semblance X pour construire la fonction de vraisemblance SZ+X. Je chercherais ensuite à
maximiser cette fonction pour extraire directement Y500,SZ .
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CHAPITRE 5. LA DÉTECTION DES AMAS DANS ROSAT (VERS ROSAT+ PLANCK)

(a) Cas (S1) (b) Cas (S2)

(c) Cas (S3) (d) Cas (S4)

(e) Cas (S5) (f) Cas (S6)

FIGURE 5.16 – Histogramme du rapport r pour des extractions d’amas du catalogue si-
mulé pour différentes mini-cartes. La notation des différents cas est présentée dans le
tableau 5.3. Les lignes pointillées verticales noires indiquent un écart-type de 1 qui est
attendu si le modèle d’émission des mini-cartes est valide. Les lignes pointillées colorées
indiquent l’intervalle centré sur la médiane contenant 68% des valeurs de r pour le cas
considéré, tandis que la ligne verticale colorée indique la valeur médiane de r.
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5.4. VERS LA PRISE EN COMPTE DE L’HÉTÉROGÉNÉITÉ POUR LE FILTRAGE ROSAT ET
LE FILTRAGE COMBINÉ ROSAT-PLANCK

(a) Cas (P1) (b) Cas (P2)

(c) Cas (P3) (d) Cas (N1)

(e) Cas (N2) (f) Cas (N3)

FIGURE 5.17 – Histogramme du rapport r pour des extractions d’amas du catalogue PXCC
et du "nulltest" pour différentes mini-cartes. La notation des différents cas est présentée
dans le tableau 5.3. Les lignes pointillées verticales noires indiquent un écart-type de 1
qui est attendu si le modèle d’émission des mini-cartes est valide. Les lignes pointillées
colorées indiquent l’intervalle centré sur la médiane contenant 68% des valeurs de r pour
le cas considéré, tandis que la ligne verticale colorée indique la valeur médiane de r.
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CHAPITRE 5. LA DÉTECTION DES AMAS DANS ROSAT (VERS ROSAT+ PLANCK)

(a) Cas (S1) (b) Cas (S1)

(c) Cas (S2) (d) Cas (S2)

(e) Cas (S3) (f) Cas (S3)

FIGURE 5.18 – Evolution du rapport r en fonction du taux de photons aCR des amas (pan-
neaux de gauche) ou en fonction de la taille de l’amas θs, le paramètre du profil (panneaux
de droite). Les losanges et les barres rouges indiquent respectivement la valeur moyenne
et l’écart-type de r sur un intervalle de aCR ou de θs. L’erreur sur r est normalement de 1.
La notation des différents cas est tirée du tableau 5.3. Extraction sur des mini-cartes avec
un fond diffus simulé centrées sur un amas injecté.
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5.4. VERS LA PRISE EN COMPTE DE L’HÉTÉROGÉNÉITÉ POUR LE FILTRAGE ROSAT ET
LE FILTRAGE COMBINÉ ROSAT-PLANCK

(a) Cas (S4) (b) Cas (S4)

(c) Cas (S5) (d) Cas (S5)

(e) Cas (S6) (f) Cas (S6)

FIGURE 5.19 – Evolution du rapport r en fonction du taux de photons aCR des amas (pan-
neaux de gauche) ou en fonction de la taille de l’amas θs, le paramètre du profil (panneaux
de droite). Les losanges et les barres rouges indiquent respectivement la valeur moyenne
et l’écart-type de r sur un intervalle de aCR ou de θs. L’erreur sur r est normalement de
1. La notation des différents cas est tirée du tableau 5.3. Extraction sur des mini-cartes
ROSAT centrées sur un amas injecté.
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CHAPITRE 5. LA DÉTECTION DES AMAS DANS ROSAT (VERS ROSAT+ PLANCK)

(a) Cas (P1) (b) Cas (P1)

(c) Cas (P2) (d) Cas (P2)

(e) Cas (P3) (f) Cas (P3)

FIGURE 5.20 – Evolution du rapport r en fonction du taux de photons aCR des amas (pan-
neaux de gauche) ou en fonction de la taille de l’amas θs, le paramètre du profil (panneaux
de droite). Les losanges et les barres rouges indiquent respectivement la valeur moyenne
et l’écart-type de r sur un intervalle de aCR ou de θs. L’erreur sur r est normalement de
1. La notation des différents cas est tirée du tableau 5.3. Extraction sur des mini-cartes
ROSAT centrées sur un amas PXCC.
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5.4. VERS LA PRISE EN COMPTE DE L’HÉTÉROGÉNÉITÉ POUR LE FILTRAGE ROSAT ET
LE FILTRAGE COMBINÉ ROSAT-PLANCK

(a) Cas (N1) (b) Cas (N2)

(c) Cas (N3)

FIGURE 5.21 – Evolution du rapport r en fonction de la taille de l’amas θs, le paramètre
du profil. Les losanges et les barres rouges indiquent respectivement la valeur moyenne et
l’écart-type de r sur un intervalle de θs. L’erreur sur r est normalement de 1. La notation
des différents cas est tirée du tableau 5.3. Extraction sur des mini-cartes ROSAT centrées
sur des positions aléatoires sur le ciel (nulltest). Je suppose que aCR = 0 (pas d’amas).

(a) Cas (S1’) (b) Cas (S1’)

FIGURE 5.22 – Evolution du rapport r en fonction du taux de photons aCR des amas (pan-
neaux de gauche) ou en fonction de la taille de l’amas θs, le paramètre du profil (panneaux
de droite). Les losanges et les barres rouges indiquent respectivement la valeur moyenne
et l’écart-type de r sur un intervalle de aCR ou de θs. L’erreur sur r est normalement de 1.
La notation des différents cas est tirée du tableau 5.3. Extraction sur des mini-cartes avec
un fond diffus simulé centrées sur un amas injecté.
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Conclusion

Mon travail de détection des structures de gaz chaud s’articule autour de deux axes
principaux :

— un axe consacré à la détection du gaz chaud dans des structures à grand redshift
z > 2.5 par effet Sunyaev-Zel’dovich thermique (tSZ) dans les données Planck et
en utilisant les quasars de BOSS comme traceurs,

— un autre axe consacré à la détection du gaz chaud dans des structures à plus bas
redshift z < 1.5 par rayonnement de freinage dans les données ROSAT en vue
d’une combinaison avec les données Planck. Les structures sont détectées indivi-
duellement, il n’y a donc pas besoin de traceur dans ce cas.

La combinaison des données est l’une des clefs de mon étude puisque c’est en combinant
les cartes Planck avec les positions des quasars de BOSS que j’obtiens un signal significatif
de gaz chaud. Le filtre adapté au rayonnement de freinage dans ROSAT est construit en
supposant un certain profil pour les amas comme le matched filter utilisé pour extraire le
signal de ces amas dans Planck, ce qui devrait faciliter la combinaison du premier filtre
avec le second et conduire à la détection simultanée.

Je présente ici les résultats des travaux réalisés sur les deux axes.
Le chapitre 3 présente les première étapes de l’analyse du premier axe. En employant

un matched filter "mono-fréquence", je peux extraire un flux sur les différentes cartes
Planck de 70 à 857 GHz (auxquelles j’ai soustrais l’émission du fond diffus cosmologique)
au niveau des positions des quasars BOSS. Pris individuellement, les flux ne sont pas signi-
ficatifs ; je dois donc travailler avec le flux moyen sur toute la population des quasars ou sur
des sous-échantillons de cette population. J’obtiens alors un spectre d’émission moyen qui
ressemble à un corps noir modifié, typique des émissions de poussière, et non à la signa-
ture caractéristique de l’effet tSZ. Si effet tSZ il y a, il doit être largement sous-dominant.
Pour pouvoir l’extraire, il est nécessaire de bien caractériser l’émission de poussière en
premier lieu.

Dans le chapitre 4, je vais cependant commencer par supposer que le signal est dominé
par l’effet SZ. J’emploie alors le matched filter "multi-fréquence" utilisé pour la construc-
tion du catalogue des amas de Planck. Pour chaque quasar, j’obtiens l’amplitude de l’effet
SZ puis je calcule l’amplitude moyenne sur toute la population des quasars. Cette ampli-
tude est significative mais mon hypothèse de départ est fausse. Le χ2 des résidus moyens
est l’outil qui va me permettre de vérifier mon hypothèse sur la loi d’émission. Il est très
élevé quand je suppose que l’émission est dominé par tSZ, suggérant que ce dernier n’est
en fait pas l”effet le plus significatif. Je suppose ensuite que mon signal est dominé par
une émission de poussière. Le spectre de cette émission est un corps gris, le produit d’un
corps noir avec une loi de puissance et dépend donc de deux paramètres, la température
Td et l’indice spectral βd. Pour chaque valeur (Td, βd), j’extrais l’amplitude de poussière
de chaque quasar avec un matched filter "multi-fréquences" adapté. Je calcule ensuite la
valeur moyenne de cette amplitude sur la sous-population donnée. J’ai découpé préalable-
ment la population des quasars BOSS en sous populations d’intervalles de redshift de lar-
geur ∆z = 0.5. Puis je calcule la valeur marginale de l’amplitude de l’émission de poussière
sur tout le plan (Td, βd). Je peux ensuite estimer la masse de poussière à partir de cette
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amplitude. L’évolution de cette masse avec le redshift apparaît corrélée à celle du taux de
formation d’étoiles dans les galaxies. En conservant cette approche, j’ajoute l’émission tSZ
dans mes hypothèses. Je construis un filtre pour extraire à la fois l’amplitude de l’émission
de poussière et l’amplitude de l’émission tSZ, un matched filter "multi-fréquences" "multi-
composantes" capable de séparer des émissions qui ont des spectres différents. Avec ce
nouveau filtre, j’obtiens en effet un signal tSZ, donc en provenance d’un gaz chaud, signi-
ficatif pour des structures à grand redshift z > 2.5. Cependant ce signal est en tension avec
le signal de gaz chaud attendu pour des amas à grands redshift, signal construit à partir
de la fonction de masse. Le signal estimé à la position des quasars BOSS dans les données
ROSAT est plus important qu’attendu si je suppose que ce signal provient intégralement
du gaz chaud d’un amas. Des contraintes additionnelles en X avec les futures données
eROSITA ou Athena pourrait préciser l’origine de ce signal de gaz chaud, c’est à dire entre
le gaz chaud virialisé d’un proto-amas et de l’éjecta de matière en provenance d’un noyau
galactique actif.

Le second axe de ma thèse est présenté dans le chapitre 5. Je cherche à développer un
filtre qui combine les données Planck et les données ROSAT pour détecter des amas moins
massifs et en plus grandes quantités et donc apporter des contraintes plus fines sur la
fonction de masse et sur la cosmologie après avoir estimé la fonction de sélection ROSAT
-Planck. Mon travail se focalise surtout sur le développement de l’étage ROSAT de ce filtre
(filtre X), l’étage Planck devant être le matched filter déjà employé pour construire le
catalogue d’amas Planck (filtre tSZ). Je développe d’abord l’étage ROSAT sous forme d’un
filtre X indépendant qui, comme le matched filter, est construit en supposant un certain
profil spatial pour les amas que je cherche à extraire. Le filtre X me donne en fait le taux
de photons en provenance d’un amas, taux que je convertis ensuite en luminosité X de
l’amas, luminosité qui elle-même dépend de la masse de l’amas. Je teste ce filtre X sur des
amas déjà détectés, les amas du catalogue "PXCC". Pour obtenir un filtre X optimal, je le
conçois comme la maximisation d’une fonction de vraisemblance. Je suppose que le bruit
des cartes ROSAT suit une loi de Poisson. Je fais l’hypothèse que le fond diffus ROSAT
est homogène au temps d’exposition près. Cette hypothèse entraîne une sur-dispersion
sur le taux de photons estimé en provenance des amas car le fond des cartes ROSAT est
en fait hétérogène. Je travaille actuellement à la prise en compte de cette hétérogénéité
dans la fonction de vraisemblance. Cette étape doit être complétée avant de réaliser la
combinaison des étages ROSAT et Planck du filtre.

Les amas de galaxies sont une sonde très intéressante pour la cosmologie et notam-
ment pour les contraintes qu’ils apportent sur le paramètre σ8 qui semblent en tension
avec celles issues du fond diffus cosmologique. Cependant, comparés à d’autres objets
comme les galaxies, les amas détectés sont encore relativement peu nombreux. Le cata-
logue d’amas Planck contient plus d’un millier d’amas tout au plus. La combinaison de
canaux d’émission différent est donc une voie très prometteuse pour détecter des amas
moins brillants et donc pour augmenter la statistique. Il faut cependant construire des ou-
tils adaptés qui prennent en compte les spécificités des différents canaux, par exemple le
bruit "Poisson" des émissions en X.

L’utilisation de traceurs indépendants d’amas de galaxies, comme les quasars, est une
autre piste. Ils permettent d’accéder aux propriétés moyennes des populations d’amas de
galaxies plus lointains (et non à un amas individuellement). Cette approche butte ce-
pendant sur différentes difficultés comme le possible biais entre le traceur et la structure
sous-jacente et les émissions en provenance de ce même traceur qui peuvent contaminer
le signal. La solution réside encore dans l’utilisation de plusieurs canaux d’émission pour
contraindre aux mieux les diverses émissions et récupérer celle des amas, c’est-à-dire du
gaz chaud. A partir des propriétés moyennes dérivées de l’émission de gaz chaud, il sera
peut-être possible d’apporter des contraintes sur les modèles de formation d’amas et sur
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la cosmologie à plus grand redshift.
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Annexe A

Matched Filters

A.1 Construction du matched filter mono-fréquence

Cette section est dédiée au calcul de l’expression du matched filter ψF ,ν(R0q) présenté
dans la section 3.4.3. Pour les hypothèses de départ elle s’appuie sur le SANZ et al., 2001.
J’ai par contre réalisé personnellement les calculs.

A.1.1 Définitions et hypothèses de départ

Soit la mini-carte filtrée :

ων(~a,R) =

∫
m′∗F ,ν(~q)ψF ,ν(Rq)e−2πi~q~ad~q. (A.1)

avec la mini-carte Planck exprimée en Fourier de cette façon :

m′∗F ,ν(~q) = fν,i · τ∗F ,ν(~q)e+2πi~q ~xi + n′∗F ,ν(~q). (A.2)

Le bruit est stationnaire donc

〈n′F ,ν(~q)n′∗F ,ν(~q′)〉 = Pν(~q) · δD(~q − ~q′). (A.3)

Le bruit est de moyenne nulle d’où 〈n′ν(~q)〉 = 0.
Je définis la variance sur le flux de cette façon :

σ2[f̂ν,i] = 〈f̂ν,i
2
〉 − 〈f̂ν,i〉

2

= 〈ων(~xi, R)2〉 − 〈ων(~xi, R)〉2
(A.4)

Le matched filter doit respecter deux conditions :

fν,i = 〈ων(~xi, R0)〉 (A.5)

et l’expression suivante (le rapport signal sur bruit) doit être maximale :

D[ων(~xi, R0)] =
〈ων(~xi, R0)〉

σ[f̂ν,i]
. (A.6)

Cette deuxième condition peut s’écrire de cette manière-ci :

dD[ων(~xi, R)]

dR

∣∣∣∣
R=R0

= 0. (A.7)
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A.1.2 Expression de la variance en fonction du filtre et du spectre de puis-
sance.

Je cherche à exprimer la variance du flux en fonction du filtre et de l’échelle R. Je vais
donc développer l’expression de cette variance comme il suit :

σ2[f̂ν,i] = 〈ων(~xi, R)2〉 − 〈ων(~xi, R)〉2

= 〈
(∫

m′∗F ,ν(~q)ψF ,ν(Rq)e−2πi~q ~xid~q

)2

〉 −
(
〈
∫
m′∗F ,ν(~q)ψF ,ν(Rq)e−2πi~q ~xid~q 〉

)2

= 〈
(∫

m′∗F ,ν(~q)ψF ,ν(Rq)e−2πi~q ~xid~q

)2

〉 −
(∫
〈m′∗F ,ν(~q)〉ψF ,ν(Rq)e−2πi~q ~xid~q

)2

= 〈
∫ ∫

m′∗F ,ν(~q)m′F ,ν(~q′)ψF ,ν(Rq)ψ∗F ,ν(Rq′)e−2πi~q ~xie+2πi~q′ ~xid~qd~q′〉

−
∫ ∫

〈m′∗F ,ν(~q)〉〈m′F ,ν(~q′)〉ψF ,ν(Rq)ψ∗F ,ν(Rq′)e−2πi~q ~xie+2πi~q′ ~xid~qd~q′

=

∫ ∫ (
〈m′∗F ,ν(~q)m′F ,ν(~q′)〉 − 〈m′∗F ,ν(~q)〉〈m′F ,ν(~q′)〉

)
ψF ,ν(Rq)ψ∗F ,ν(Rq′)e−2πi(~q−~q′)~xid~qd~q′.

(A.8)

Remarquons qu’il est possible d’écrire le spectre de puissance de cette manière :

Pν(~q) · δD(~q − ~q′) = 〈n′∗F ,ν(~q)n′F ,ν(~q′)〉

= 〈(m′∗F ,ν(~q)− fν,i · τ∗F ,ν(~q)e+2πi~q ~xi)(m′F ,ν(~q′)− fν,i · τF ,ν(~q)e−2πi~q ~xi)〉

= 〈(m′∗F ,ν(~q)− 〈m′∗F ,ν(~q)〉)(m′F ,ν(~q′)− 〈m′F ,ν(~q)〉)〉

= 〈m′∗F ,ν(~q)m′F ,ν(~q′)〉 − 〈m′∗F ,ν(~q)〉〈m′F ,ν(~q)〉.
(A.9)

Cette expression permet d’écrire la variance de cette façon :

σ2[f̂ν,i] =

∫ ∫
Pν(~q) · δD(~q − ~q′)ψF ,ν(Rq)ψ∗F ,ν(Rq′)e−2πi~q ~xie+2πi~q′ ~xid~qd~q′ (A.10)

Ce qui amène finalement au résultat ci-dessous ; la variance ne dépend pas de la posi-
tion sur la mini-carte :

σ2[f̂ν,i] =

∫
Pν(q)|ψF ,ν(Rq)|2d~q. (A.11)

Cette expression est très générale et est vraie pour tout filtre symétrique (mais peut être
étendue à des filtres asymétriques) quand le bruit est stationnaire.

A.1.3 Minimisation du rapport signal sur bruit et expression du filtre

J’ai désormais l’expression de la variance. Il me manque l’expression de la carte filtrée
moyenne pour obtenir l’expression complète du rapport signal sur bruit. Donc, la carte
filtrée moyenne s’écrit :

〈ων(~xi, R)〉 = 〈
∫
m′∗F ,ν(~q)ψF ,ν(Rq)e−2πi~q ~xid~q〉

=

∫
〈m′∗F ,ν(~q)〉ψF ,ν(Rq)e−2πi~q ~xid~q

= fν,i

∫
τ∗F ,ν(~q)ψF ,ν(Rq)d~q

(A.12)
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Il convient ensuite d’exprimer la dérivée de l’erreur en fonction de la variance et de sa
dérivée :

dσ[f̂ν,i]

dR
=
dσ2[f̂ν,i]

dR

1

2σ[f̂ν,i]

=

∫
Pν(q)2ψ∗F ,ν(Rq)

dψF ,ν(Rq)

dR
d~q

1

2σ[f̂ν,i]

(A.13)

La dérivée du rapport signal sur bruit en R se développe ainsi :

dD[ων(~xi, R)]

dR
=
d〈ων(~xi, R)〉

dR

1

σ[f̂ν,i]
− 〈ων(~xi, R)〉dσ[f̂ν,i]

dR

1

σ2[f̂ν,i]

=
d〈ων(~xi, R)〉

dR

1

σ[f̂ν,i]
− 〈ων(~xi, R)〉dσ

2[f̂ν,i]

dR

1

2σ3[f̂ν,i]

=
1

σ[f̂ν,i]

∫
d~q
dψF ,ν(Rq)

dR

(
fν,i · τ∗F ,ν(~q)− 〈ων(~xi, R)〉

σ2[f̂ν,i]
Pν(q)ψ∗F ,ν(Rq)

)
(A.14)

En R = R0, comme on souhaite un filtre non biaisé, on a 〈ων(~xi, R0)〉 = fν,i. On peut
donc réécrire la relation ci-dessus de cette façon :

dD[ων(~xi, R)]

dR

∣∣∣∣
R=R0

=
fν,i

σ[f̂ν,i]

∫
d~q
dψF ,ν(R0q)

dR

(
τ∗F ,ν(~q)− 1

σ2[f̂ν,i]
Pν(q)ψ∗F ,ν(R0q)

)
= 0

(A.15)

Notons que τν(~x) a une symétrie centrale donc τF ,ν(~q) = τF ,ν(q). Comme ψF ,ν(R0q) =

σ2[f̂ν,i] · τF,ν(q)
Pν(q) est solution de

τ∗F ,ν(q)− 1

σ2[f̂ν,i]
Pν(q)ψ∗F ,ν(R0q) = 0, (A.16)

il est solution de
dD[ω(~xi, R)]

dR

∣∣∣∣
R=R0

= 0. (A.17)

C’est donc l’expression de mon matched filter.
Il nous manque maintenant l’expression finale de la variance :

σ2[f̂ν,i] =

∫
Pν(q)|ψF ,ν(Rq)|2d~q

= σ4[f̂ν,i]

∫
Pν(q)

|τF ,ν(q)|2

Pν(q)2
d~q

(A.18)

Ce qui nous amène bien à l’expression attendue :

σ2[f̂ν,i] =

[∫
d~q
|τF ,ν(q)|2

Pν(q)

]−1

. (A.19)

CQFD.
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A.2 Construction du matched filter multi-fréquences

On suppose une loi d’émission pour le flux tel que fν,i = aλ,iSλ(ν) avec, par exemple,
λ = tSZ. La démonstration suivante est très proche de celle présentée pour le matched fil-
ter mono-fréquence à quelques détails près. J’en propose cependant une version complète
ci-dessous :

Soit la mini-carte filtrée :

ωλ(~xi, R) =

∫
~m′t(~x) • ~Ψλ(~x, ~xi, R)d~x

=

∫ ∑
ν

m′ν(~x)Ψλ,ν(~x, ~xi, R)d~x

=

∫ ∑
ν

m′ν(~q)ψF ,λ,ν(Rq)de−2πi~q ~xi~q

=

∫
~m′t(~q) • ~ψF ,λ(Rq)e−2πi~q ~xid~q.

(A.20)

avec les mini-cartes Planck exprimées en Fourier de cette façon :

m′∗F ,ν(~q) = aλ,iSλ(ν) · τ∗F ,ν(~q)e+2πi~q ~xi + n′∗F ,ν(~q). (A.21)

Le bruit est stationnaire donc

〈n′F ,ν(~q)n′∗F ,µ(~q′)〉 = Pν,µ(~q) · δD(~q − ~q′). (A.22)

Le bruit est de moyenne nulle d’où 〈n′ν(~q)〉 = 0.
Je définis la variance sur le flux de cette façon :

σ2[âλ,i] = 〈âλ,i2〉 − 〈âλ,i〉2

= 〈ωλ(~xi, R)2〉 − 〈ωλ(~xi, R)〉2
(A.23)

Le matched filter doit respecter deux conditions :

aλ,i = 〈ωλ(~xi, R0)〉 (A.24)

et
dD[ωλ(~xi, R)]

dR

∣∣∣∣
R=R0

= 0. (A.25)

avec

D[ωλ(~xi, R0)] =
〈ωλ(~xi, R0)〉
σ[âλ,i]

. (A.26)

A.2.1 Expression de la variance en fonction du filtre et du spectre de puis-
sance.

De même que pour le filtre mono-fréquence, je cherche à exprimer la variance en
fonction du filtre :

σ2[âλ,i] = 〈ωλ(~xi, R)2〉 − 〈ωλ(~xi, R)〉2

= 〈

(∫ ∑
ν

m′∗F ,ν(~q)ψF ,λ,ν(Rq)e−2πi~q ~xid~q

)2

〉 −

(
〈
∑
ν

∫
m′∗F ,ν(~q)ψF ,λ,ν(Rq)e−2πi~q ~xid~q 〉

)2

=
∑
ν,µ

∫∫
∆mν,µ(~q, ~q′)ψF ,λ,ν(Rq)ψ∗F ,λ,µ(Rq′)e−2πi(~q−~q′)~xid~qd~q′

(A.27)
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avec ∆mν,µ(~q, ~q′) = 〈m′∗F ,ν(~q)m′F ,µ(~q′)〉 − 〈m′∗F ,ν(~q)〉〈m′F ,µ(~q′)〉.
Remarquons qu’il est possible d’écrire le spectre de puissance (croisé) de cette ma-

nière :

Pν,µ(q) · δD(~q − ~q′) = 〈n′∗F ,ν(~q)n′F ,µ(~q′)〉

= 〈(m′∗F ,ν(~q)− fν,i · τ∗F ,ν(~q)e+2πi~q ~xi)(m′F ,µ(~q′)− fµ,i · τF ,µ(~q)e−2πi~q ~xi)〉

= 〈(m′∗F ,ν(~q)− 〈m′∗F ,ν(~q)〉)(m′F ,µ(~q′)− 〈m′F ,µ(~q)〉)〉

= 〈m′∗F ,ν(~q)m′F ,µ(~q′)〉 − 〈m′∗F ,ν(~q)〉〈m′F ,µ(~q)〉.
(A.28)

Ce qui me fait aboutir à l’expression suivante de la variance :

σ2[f̂ν,i] =
∑
ν,µ

∫
Pν,µ(q)ψF ,ν(Rq) ·ψ∗F ,µ(Rq)d~q

=

∫
~ψtF (Rq) • P(q) • ~ψ∗F (Rq)d~q.

(A.29)

A.2.2 Minimisation du rapport signal sur bruit et expression du filtre

Commençons par développer l’expression de la carte filtrée :

〈ωλ(~xi, R)〉 = 〈
∫ ∑

ν

m′∗F ,ν(~q)ψF ,λ,ν(Rq)e−2πi~q ~xid~q〉

=

∫
〈
∑
ν

m′∗F ,ν(~q)〉ψF ,ν(Rq)e−2πi~q ~xid~q

= aλ,i

∫ ∑
ν

Sλ(ν) · τ∗F ,ν(~q)ψF ,λ,ν(Rq)d~q

= aλ,i

∫ (
~Sλ ·~τ∗F (~q)

)
• ~ψF ,λ(Rq)d~q;

(A.30)

puis la dérivée du rapport signal sur bruit :

dD[ωλ(~xi, R)]

dR
=
d〈ωλ(~xi, R)〉

dR

1

σ[âλ,i]
− 〈ωλ(~xi, R)〉

dσ[âλ,i]

dR

1

σ2[âλ,i]

=
d〈ωλ(~xi, R)〉

dR

1

σ[âλ,i]
− 〈ωλ(~xi, R)〉

dσ2[f̂λ,i]

dR

1

2σ3[âλ,i]

=
1

σ[f̂ν,i]

∫
d~q
d~ψF ,λ(Rq)

dR

t

•
(
aλ,i · ~Sλ ·~τ∗F (~q)− 〈ωλ(~xi, R)〉

σ2[âλ,i]
P(q) • ~ψ∗F ,λ(Rq)

)
(A.31)

En R = R0, comme on souhaite un filtre non biaisé, on a 〈ωλ(~xi, R0)〉 = aλ,i. On peut
donc réécrire la relation ci-dessus en :

dD[ωλ(~xi, R)]

dR

∣∣∣∣
R=R0

=
1

σ[f̂ν,i]

∫
d~qaλ,i ·

d~ψF ,λ(Rq)

dR

t

•
(
~Sλ ·~τ∗F (~q)− 1

σ2[âλ,i]
P(q) • ~ψ∗F ,λ(Rq)

)
= 0

(A.32)
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~ψF ,λ(R0q) = σ2[âλ,i] · P−1(q)•
(
~Sλ ·~τF (~q)

)
est bien une solution de l’équation ci-dessus.

A partir de cette solution, on obtient l’expression de la variance :

σ2[âλ,i] =

∫
~ψtF (Rq) • P(q) • ~ψ∗F (Rq)d~q

= σ4[âλ,i]

∫ (
~Sλ ·~τF (~q)

)t
• P−1(q) •

(
~Sλ ·~τF (~q)

)∗
d~q.

(A.33)

Ce qui nous amène bien à l’expression attendue :

σ2[âλ,i] =

[∫
d~q
(
~Sλ ·~τF (q)

)t
• P−1(q) •

(
~Sλ ·~τ∗F (q)

)]−1

(A.34)

CQFD.

A.2.3 Covariance des résidus

Je définis les résidus comme la différence entre les flux obtenus par un filtre mono-
fréquence et le flux reconstruit avec l’amplitude estimée par un filtre multi-fréquences
construit sur l’hypothèse d’une émission type λ :

Rν,i = f̂ν,i − âλ,i ·Sλ(ν)

= ων(~xi, R0)− ωλ(~xi, R0) ·Sλ(ν)
(A.35)

avec ων la carte filtrée par le matched-filter mono-fréquence ψF ,ν(R0q) et ωλ la carte filtrée
par la version multi-fréquences ~ψF ,λ(R0q).

La variance de ces résidus peut alors s’écrire ainsi :

C[~Ri]ν,µ = 〈Rν,iRµ,i〉 − 〈Rν,i〉〈Rµ,i〉
= 〈(ων(~xi, R0)− ωλ(~xi, R0)) ·Sλ(ν))(ωµ(~xi, R0)− ωλ(~xi, R0)) ·Sλ(µ))〉
− 〈ων(~xi, R0)− ωλ(~xi, R0) ·Sλ(ν)〉〈ωµ(~xi, R0)− ωλ(~xi, R0) ·Sλ(µ)〉
= 〈ων(~xi, R0)ωµ(~xi, R0)〉 − 〈ων(~xi, R0)〉〈ωµ(~xi, R0)〉
+ Sλ(ν)Sλ(µ)

(
〈ω2
λ(~xi, R0)〉 − 〈ωλ(~xi, R0)〉2

)
− Sλ(ν) (〈ωλ(~xi, R0)ωµ(~xi, R0)〉 − 〈ωλ(~xi, R0)〉〈ωµ(~xi, R0)〉)
− Sλ(µ) (〈ων(~xi, R0)ωλ(~xi, R0)〉 − 〈ων(~xi, R0)〉〈ωλ(~xi, R0)〉)

= C[ ~̂fi]ν,µ + Sλ(ν)Sλ(µ)σ2[âλ,i]− Sλ(ν)∆ωλ,µ(~xi)− Sλ(µ)∆ωλ,ν(~xi)

(A.36)

avec ∆ωλ,ν(~xi) = 〈ων(~xi, R0)ωλ(~xi, R0)〉 − 〈ων(~xi, R0)〉〈ωλ(~xi, R0)〉. Remarquons que ν et
µ dénotent des fréquences alors que λ dénote un type d’émission.

Si le filtre mono-fréquence s’exprime ainsi :

ψF ,ν(R0q) = σ2[f̂ν,i] ·
τF ,ν(q)

Pν(q)
, (A.37)

la coordonnée ν du filtre multi-fréqunce a une expression différente :

ψF ,ν(R0q) = σ2[âλ,i] ·
∑
µ

P−1
ν,µ(q) ·Sλ(µ) · τF ,µ(q). (A.38)
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Etablissement de la covariance pour le flux

La covariance pour le flux est donnée par l’expressions suivante ; son développement
est présenté pour les termes diagonaux dans l’annexe sur le matched filter mono-fréquence :

C[ ~̂fi]ν,µ = 〈ων(~xi, R)ωµ(~xi, R)〉 − 〈ων(~xi, R)〉〈ωµ(~xi, R)〉

=

∫∫
∆mν,µ(~q, ~q′)ψF ,λ,ν(Rq)ψ∗F ,λ,µ(Rq′)e−2πi(~q−~q′)~xid~qd~q′

(A.39)

avec ∆mν,µ(~q, ~q′) = 〈m′∗F ,ν(~q)m′F ,µ(~q′)〉 − 〈m′∗F ,ν(~q)〉〈m′F ,µ(~q′)〉.
Comme le spectre de puissance peut s’écrire ainsi :

Pν,µ(~q) · δD(~q − ~q′) = 〈m′∗F ,ν(~q)m′F ,µ(~q′)〉 − 〈m′∗F ,ν(~q)〉〈m′F ,µ(~q)〉; (A.40)

il devient possible d’établir l’expression ci-dessous de la covariance du flux :

C[ ~̂fi]ν,µ =

∫
Pν,µ(q)ψF ,ν(Rq) ·ψ∗F ,µ(Rq)d~q

=

[∫
d~qτF ,ν(q) ·

Pν,µ(q)

Pν,ν(q) ·Pµ,µ(q)
· τ∗F ,µ(q)

]−1

.

(A.41)

Terme mixte

J’appelle terme mixte, le terme ∆ωλ,ν(~xi) qui mélange à la fois le filtre mono-fréquence
et le filtre multi-fréquences.

Voici le développement de son expression :

∆ωλ,ν(~xi) = 〈ων(~xi, R0)ωλ(~xi, R0)〉 − 〈ων(~xi, R0)〉〈ωλ(~xi, R0)〉

= 〈
(∫

m′∗F ,ν(~q)ψF ,ν(Rq)e−2πi~q ~xid~q

)(∫ ∑
µ

m′F ,µ(~q)ψ∗F ,λ,µ(Rq)e−2πi~q ~xid~q

)
〉

− 〈
∫
m′∗F ,ν(~q)ψF ,ν(Rq)e−2πi~q ~xid~q 〉〈

∑
µ

∫
m′F ,ν(~q)ψ∗F ,λ,µ(Rq)e−2πi~q ~xid~q 〉

=
∑
µ

∫∫
∆mν,µ(~q, ~q′)ψF ,ν(Rq)ψ∗F ,λ,µ(Rq′)e−2πi(~q−~q′)~xid~qd~q′

=
∑
µ

∫∫
Pν,µ(q) · δD(~q − ~q′)ψF ,ν(Rq)ψ∗F ,λ,µ(Rq′)e−2πi(~q−~q′)~xid~qd~q′

=
∑
µ

∫
Pν,µ(q)ψF ,ν(Rq)ψ∗F ,λ,µ(Rq)d~q

=

∫
ψF ,ν(Rq)

∑
µ

(
Pν,µ(q)ψ∗F ,λ,µ(Rq)

)
d~q

.

(A.42)

En introduisant l’expression du filtre, il devient possible d’écrire la somme suivante de
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manière simplifiée :∑
µ

Pν,µ(q)ψ∗F ,λ,µ(Rq) =
∑
µ

Pν,µ(q)
∑
µ′

σ2[âλ,i]P
−1
µ,µ′(q) ·Sλ(µ′) · τF ,µ′(q)

= σ2[âλ,i]
∑
µ′

Sλ(µ′) · τ∗F ,µ′(q)
∑
µ

Pν,µ(q)P−1
µ,µ′(q)

= σ2[âλ,i]
∑
µ′

Sλ(µ′) · τ∗F ,µ′(q)δν,µ′

= σ2[âλ,i]Sλ(ν) · τ∗F ,ν(q),

(A.43)

avec δν,µ′ = 0 si ν 6= µ′ ou δν,µ′ = 1 si ν = µ′.
En continuant le développement de l’expression de la variance on aboutit à

∆ωλ,ν(~xi) =

∫
ψF ,ν(Rq)σ2[âλ,i]Sλ(ν) · τ∗F ,ν(q)d~q

=

∫
σ2[f̂ν,i] ·

τF ,ν(q)

Pν(q)
σ2[âλ,i]Sλ(ν) · τ∗F ,ν(q)d~q

= σ2[âλ,i] ·Sλ(ν) ·σ2[f̂ν,i] ·
∫ |τF ,ν(q)|2

Pν(q)
d~q

= σ2[âλ,i] ·Sλ(ν) ·σ2[f̂ν,i] ·
1

σ2[f̂ν,i]

= σ2[âλ,i] ·Sλ(ν).

(A.44)

En utilisant l’équation A.36, on arrive à l’expression finale de la variance des résidus :

C[~Ri]ν,µ = C[ ~̂fi]ν,µ + Sλ(ν)Sλ(µ)σ2[âλ,i]− Sλ(ν)∆ωλ,µ(~xi)− Sλ(µ)∆ωλ,ν(~xi)

= C[ ~̂fi]ν,µ + Sλ(ν)Sλ(µ)σ2[âλ,i]− Sλ(ν)σ2[âλ,i]Sλ(µ)− Sλ(µ)σ2[âλ,i]Sλ(ν)

= C[ ~̂fi]ν,µ − Sλ(ν)Sλ(µ)σ2[âλ,i].

(A.45)

A.3 Construction du matched filter multi-fréquences multi-composantes

A.3.1 Vers les coefficients

Ce dernier filtre
∑
η
Cλ,η ~ψF ,η(Rq) est construit comme une combinaison linéaire des

matched filters multi-fréquences ~ψF ,η(R0q). L’objectif est de trouver les bons coefficients
Cλ,η pour obtenir un estimateur non biaisé.

Si λ et η indiquent le type d’émission, ν indique quant à lui la fréquence.
La mini-carte filtrée s’écrit :

Ωλ(~xi, R0) =
∑
η

Cλ,η
∫
~m′t(~x) • ~Ψη(~x, ~xi, R0)d~x

=
∑
η

Cλ,η
∫
~m′t(~q) • ~ψF ,η(R0q)e

−2πi~q ~xid~q

=
∑
η

Cλ,ηωλ(~xi, R0).

(A.46)

avec les mini-cartes Planck exprimées en Fourier de cette façon :

m′∗F ,ν(~q) =

∑
η′

aη′,iSη′(ν) · τ∗F ,ν(~q)

 e+2πi~q ~xi + n′∗F ,ν(~q). (A.47)
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Ce qui revient à écrire sous forme vectorielle (fréquences) :

~m′∗F (~q) =

∑
η′

aη′,i~Sη′ ·~τ∗F ,ν(~q)

 e+2πi~q ~xi + ~n′∗F (~q). (A.48)

et les matched filters multi-fréquences de cette manière ci :

~ψF ,λ(R0q) = σ2[âλ,i] · P−1(q) •
(
~Sλ ·~τF (~q)

)
. (A.49)

Je définis aussi Dλ,η =
∫
d~q
(
~Sλ ·~τF (q)

)t
• P−1(q) •

(
~Sη ·~τ∗F (q)

)
. Notons que Dη,η =(

σ2[âη,i]
)−1.

Partons de la condition d’estimateur non biaisé :

aλ,i = 〈Ωλ(~xi, R)〉

=
∑
η

Cλ,η
∫
〈~m′t(~q)〉 • ~ψF ,η(Rq)e−2πi~q ~xid~q

=
∑
η

Cλ,η
∫ ∑

η′

aη′,i~Sη′ ·~τ∗F ,ν(~q)

 e+2πi~q ~xi • ~ψF ,η(Rq)e−2πi~q ~xid~q

=
∑
η

Cλ,η
∫ ∑

η′

aη′,i~Sη′ ·~τ∗F ,ν(~q)

 • ~ψF ,η(Rq)σ2[âη,i] · P−1(q) •
(
~Sλ ·~τF (~q)

)
d~q

=
∑
η,η′

Cλ,ησ2[âη,i]aη′,i

∫ (
~Sη′ ·~τ∗F ,ν(~q)

)
· P−1(q) •

(
~Sλ ·~τF (~q)

)
d~q

=
∑
η,η′

Cλ,ησ2[âη,i]aη′,iDη,η′

=
∑
η′

aη′,i
∑
η

Cλ,ησ2[âη,i]Dη,η′

(A.50)

Il faut donc que
∑
η
Cλ,ησ2[âη,i]Dη,η′ = δλ,η′ avec δλ,η′ = 0 si λ 6= η′ ou δλ,η′ = 1 si λ = η′.

Dans ce cas
∑
η′
aη′,iδλ,η′ = aλ,i comme souhaité.

Je noteMλ,η = Cλ,ησ2[âη,i]. Je veux donc que
∑
η
Mλ,ηDη,η′ = δλ,η′ , d’oùMλ,η = [D]−1

λ,η.

J’ai donc Cλ,η = [D]−1
λ,η ·

(
σ2[âη,i]

)−1
. CQFD.
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A.3.2 Expression de la covariance

Je pars de la définition de la covariance que je vais développer :

C[~̂ai]λ,η = 〈âλ,iâη,i〉 − 〈âλ,i〉〈âη,i〉
= 〈Ωλ(~xi, R0)Ωη(~xi, R0)〉 − 〈Ωλ(~xi, R0)〉〈Ωη.(~xi, R0)〉

= 〈
∑
λ′

Cλ,λ′ωλ′(~xi, R0)
∑
η′

Cη,η′ωη′(~xi, R0)〉 − 〈
∑
λ′

Cλ,λ′ωλ′(~xi, R0)〉〈
∑
η′

Cη,η′ωη′(~xi, R0)〉

=
∑
λ′,η′

Cλ,λ′Cη,η′
(
〈ωλ′(~xi, R0)ωη′(~xi, R0)〉 − 〈ωλ′(~xi, R0)〉〈ωη′(~xi, R0)〉

)
=
∑
λ′,η′

Cλ,λ′Cη,η′∆ωλ′,η′

=
∑
λ′,η′

[D]−1
λ,λ′ ·

(
σ2[âλ′,i]

)−1
[D]−1

η,η′ ·
(
σ2[âη′,i]

)−1
∆ωλ′,η′

(A.51)

Développons alors le terme de covariance ∆ωλ′,η′ :

∆ωλ′,η′ = 〈ωλ′(~xi, R0)ωη′(~xi, R0)〉 − 〈ωλ′(~xi, R0)〉〈ωη′(~xi, R0)〉

= 〈

(∫ ∑
ν

m′∗F ,ν(~q)ψF ,λ′,ν(Rq)e−2πi~q ~xid~q

)(∫ ∑
µ

m′F ,µ(~q)ψ∗F ,η′,µ(Rq)e−2πi~q ~xid~q

)
〉

− 〈
∫ ∑

ν

m′∗F ,ν(~q)ψF ,λ′,ν(Rq)e−2πi~q ~xid~q 〉〈
∑
µ

∫
m′F ,ν(~q)ψ∗F ,η′,µ(Rq)e−2πi~q ~xid~q 〉

=
∑
ν,µ

∫∫
∆mν,µ(~q, ~q′)ψF ,λ′,ν(Rq)ψ∗F ,η′,µ(Rq′)e−2πi(~q−~q′)~xid~qd~q′

=
∑
ν,µ

∫∫
Pν,µ(q) · δD(~q − ~q′)ψF ,λ′,ν(Rq)ψ∗F ,η′,µ(Rq′)e−2πi(~q−~q′)~xid~qd~q′

=
∑
ν,µ

∫
Pν,µ(q)ψF ,λ′,ν(Rq)ψ∗F ,η′,µ(Rq)d~q

=

∫
~ψtF ,λ′(Rq) • P(q) • ~ψ∗F ,η′(Rq)d~q

=

∫ [
σ2[âλ′,i] · P−1(q) •

(
~Sλ′ ·~τF (~q)

)]t
• P(q) •

[
σ2[âη′,i] · P−1(q) •

(
~Sη′ ·~τF (~q)

)]∗
d~q

= σ2[âλ′,i] ·σ2[âη′,i]

∫ (
~Sλ′ ·~τF (~q)

)t
• P−1(q) •

(
~Sη′ ·~τF (~q)

)∗
d~q

= σ2[âλ′,i] ·σ2[âη′,i]Dλ′,η′

= σ2[âη′,i] ·σ2[âλ′,i]Dη′,λ′

(A.52)

par symétrie des termes dans l’intégrale. Notons que ∆mν,µ(~q, ~q′) = 〈m′∗F ,ν(~q)m′F ,µ(~q′)〉 −
〈m′∗F ,ν(~q)〉〈m′F ,µ(~q′)〉 = Pν,µ(q) · δD(~q − ~q′).
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Ce qui nous amène à l’expression finale de la covariance des amplitudes :

C[~̂ai]λ,η =
∑
λ′,η′

[D]−1
λ,λ′ ·

(
σ2[âλ′,i]

)−1
[D]−1

η,η′ ·
(
σ2[âη′,i]

)−1
∆ωλ′,η′

=
∑
λ′,η′

[D]−1
λ,λ′ ·

(
σ2[âλ′,i]

)−1
[D]−1

η,η′ ·
(
σ2[âη′,i]

)−1
σ2[âη′,i] ·σ2[âλ′,i]Dη′,λ′

=
∑
λ′,η′

[D]−1
λ,λ′ [D]−1

η,η′Dη′,λ′

=
∑
λ′

[D]−1
λ,λ′

∑
η′

[D]−1
η,η′Dη′,λ′

=
∑
λ′

[D]−1
λ,λ′δη,λ′

= [D]−1
λ,η.

(A.53)

CQFD.

A.3.3 Covariance sur les résidus avec plusieurs émissions

Notation :λ et η indiquent le type d’émission, ν et µ indiquent des fréquences. Le résidu
est défini comme il suit :

Rν,i = f̂ν,i −
∑
λ

âλ,i ·Sλ(ν)

= ων(~xi, R0)−
∑
λ

Ωλ(~xi, R0) ·Sλ(ν)
(A.54)

La covariance de ces résidus peut alors s’écrire ainsi :

C[~Ri]ν,µ = 〈Rν,iRµ,i〉 − 〈Rν,i〉〈Rµ,i〉

= 〈(ων(~xi, R0)−
∑
λ

Ωλ(~xi, R0)) ·Sλ(ν))(ωµ(~xi, R0)−
∑
λ

Ωλ(~xi, R0)) ·Sλ(µ))〉

− 〈ων(~xi, R0)−
∑
λ

Ωλ(~xi, R0) ·Sλ(ν)〉〈ωµ(~xi, R0)−
∑
λ

Ωλ(~xi, R0) ·Sλ(µ)〉

= 〈ων(~xi, R0)ωµ(~xi, R0)〉 − 〈ων(~xi, R0)〉〈ωµ(~xi, R0)〉

+
∑
λ,η

Sλ(ν)Sη(µ)
(
〈Ω2

λ(~xi, R0)〉 − 〈Ωλ(~xi, R0)〉2
)

−
∑
λ

Sλ(ν) (〈Ωλ(~xi, R0)ωµ(~xi, R0)〉 − 〈Ωλ(~xi, R0)〉〈ωµ(~xi, R0)〉)

−
∑
λ

Sλ(µ) (〈ων(~xi, R0)Ωλ(~xi, R0)〉 − 〈ων(~xi, R0)〉〈Ωλ(~xi, R0)〉)

= C[ ~̂fi]ν,µ +
∑
λ,η

Sλ(ν)Sη(µ)C[~̂ai]λ,η −
∑
λ

Sλ(ν)∆Ωλ,µ(~xi)−
∑
λ

Sλ(µ)∆Ωλ,ν(~xi)

(A.55)
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avec

∆Ωλ,ν(~xi) = 〈ων(~xi, R0)Ωλ(~xi, R0)〉 − 〈ων(~xi, R0)〉〈Ωλ(~xi, R0)〉

=
∑
η

[D]−1
λ,η ·

(
σ2[âη,i]

)−1 〈ων(~xi, R0)ωη(~xi, R0)〉 − 〈ων(~xi, R0)〉〈ωη(~xi, R0)〉

=
∑
η

[D]−1
λ,η ·

(
σ2[âη,i]

)−1
∆ωη,ν(~xi)

=
∑
η

[D]−1
λ,η ·

(
σ2[âη,i]

)−1
σ2[âη,i] ·Sη(ν)

=
∑
η

C[~̂ai]λ,η ·Sη(ν);

(A.56)

cette dernière ligne étant la conséquence de l’équation A.44 introduite pour estimer la
covariance des résidus pour un matched filter mono-composante. D’où

C[~Ri]ν,µ = C[ ~̂fi]ν,µ +
∑
λ,η

Sλ(ν)Sη(µ)C[~̂ai]λ,η

−
∑
λ,η

Sλ(ν)C[~̂ai]λ,η ·Sη(µ)−
∑
λ,η

Sλ(µ)C[~̂ai]λ,η ·Sη(ν)

= C[ ~̂fi]ν,µ −
∑
λ,η

Sλ(ν)Sη(µ)C[~̂ai]λ,η

(A.57)

CQFD.
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Annexe B

Sur-dispersion dans une fonction de
vraisemblance Poisson

B.1 Prise en compte de la sur-dispersion

Je me suis appuyé sur le formalisme présenté dans les sections 5.3.1 et 5.3.2 pour
écrire cette annexe. Je cherche à ajouter un paramètre supplémentaire dans la fonction
de vraisemblance pour prendre en compte la sur-dispersion. Je ne cherche pas à changer
l’estimateur mais plutôt à construire une variance plus réaliste.

B.1.1 Introduction d’un paramètre de sur-dispersion

Soit mi le nombre de photons X reçus par le pixel i d’une mini-carte ROSAT. Dans
la section 5.3.2, je supposais que la probabilité d’avoir un nombre de photons mi était
donné par une loi de Poisson de valeur moyenne (aCR · τi,k + bCR) · ti ici pour un profil
τi,k = τi,θs( ~xk) centré sur le pixel k (de position ~xk) :

fi(mi|aCR) =
[(aCR · τi,k + bCR) · ti]mi

mi!
· exp(−[(aCR · τi,k + bCR) · ti]). (B.1)

Pour prendre en compte la non-homogénéité du fond diffus, je vais introduire la varia-
tion de ce fond δi qui va modifier la valeur moyenne qui sera alors (aCR · τi,k + bCR + δi) · ti.
Soit P (δi) la probabilité d’avoir δi. Je suppose la valeur moyenne de δi nulle donc que∫
δiP (δi) = 0. Je suppose aussi que sa variance reste la même pour tous les pixels de

la mini carte, donc que
∫
δ2
i P (δi) = σ2

δ . En fait, σ2
δ sera le paramètre de sur-dispersion.

La probabilité d’obtenir mi sachant aCR est cette fois obtenue en marginalisant la loi de
Poisson sur δi :

Fi(mi|aCR) =

∫
fi(mi|aCR, δi)dδi

=

∫
[(aCR · τi,k + bCR + δi) · ti]mi

mi!
· exp(−[(aCR · τi,k + bCR + δi) · ti])P (δi)dδi

(B.2)

B.1.2 Conservation du précédant estimateur qui apparaît non biaisé

Je ne vais pas construire un estimateur à partir des probabilités Fi(mi|aCR). Je vais en
fait garder l’estimateur âCR de la section 5.3.2 et voir s’il est biaisé ou non. Cet estimateur
dérive des probabilités fi(mi|aCR, δi =< δi >= 0). Je suppose toujours les mi indépen-
dants. La probabilité d’avoir l’ensemble [m0, . . . ,mn] est donc le produit des probabilités
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d’avoir chaque valeur :

f([m0, . . . ,mN ]|aCR, 0) =
∏
i

fi(mi|aCR, 0). (B.3)

Avec N le nombre de pixels dans la mini-carte. La maximisation de cette fonction de
vraisemblance conduit à écrire que (au 1er ordre) :

âCR − aCR =

∑
i

∂ ln[fi(mi|aCR,0)]
∂aCR∑

i

∂2 ln[fi(mi|aCR,0)]
∂a2
CR

=

−
∑
i
Si(aCR, 0)∑

i
S2i(aCR,0)

=

−
∑
i
Si(aCR, 0)

< S2i(aCR, 0) >

(B.4)

avec Si(aCR, 0) le score et < S2i(aCR, 0) > l’information de Fischer qui sont respective-
ment tels que :

Si(aCR, 0) =
∂ ln[fi(mi|aCR, 0)]

∂aCR
=

mi · τi,k · ti
(aCR · τi,k + bCR) · ti

− τi,k · ti (B.5)

et tel que :

< S2i(aCR, 0) >=
∑
i

∂2 ln[fi(mi|aCR, 0)]

∂a2
CR

= −
∑
i

mi · (τi,k · ti)2

[(aCR · τi,k + bCR) · ti]2
(B.6)

Je vais ensuite regarder si cet estimateur est non biaisé, cette fois en tenant compte des
probabilités réelles d’avoir les mi :

< âCR − aCR > =

∫
. . .

∫
(âCR − aCR)F0(m0|aCR) . . . FN (mN |aCR)dm0 . . . dmN

=

∫
. . .

∫ −
∑
i
Si(aCR, 0)

< S2i(aCR, 0) >
F0(m0|aCR) . . . FN (mN |aCR)dm0 . . . dmN

=
−1

< S2i(aCR, 0) >

∫
. . .

∫ ∑
i

Si(aCR, 0)F0(m0|aCR) . . . FN (mN |aCR)dm0 . . . dmN

=
−1

< S2i(aCR, 0) >

∑
i

∫
Si(aCR, 0)Fi(mi|aCR)dmi

=
−1

< S2i(aCR, 0) >

∑
i

∫
Si(aCR, 0)

[∫
fi(mi|aCR)P (δi)dδi

]
dmi

=
−1

< S2i(aCR, 0) >

∑
i

∫ ∫
Si(aCR, 0)fi(mi|aCR, δi)P (δi)dmidδi

=
−1

< S2i(aCR, 0) >

∑
i

Ai.

(B.7)

Pour aboutir à cette expression, j’ai dû supposer que < S2i(aCR, 0) >, qui est une
somme pondérée de tous les mi d’une mini-carte, ne varie pas significativement quand un
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seul mk de la somme change. Je peux alors écrire que :

∫
Sk(aCR, 0)

< S2i(aCR, 0) >
Fk(mk|aCR)dmk '

1

< S2i(aCR, 0) >

∫
Sk(aCR, 0)Fk(mk|aCR)dmk;

(B.8)
ce qui me permet de passer de la ligne deux à la ligne trois dans l’équation B.7. Pour
passer de la ligne trois à la ligne quatre, j’ai utilisé la propriété suivante. Comme les mi

sont indépendants, pour deux pixels d’indice k et l, et comme Sk(aCR, 0) ne dépend que
de mk, je peux écrire cette fois que :

∫ ∫
Sk(aCR, 0)Fk(mk|aCR)Fl(ml|aCR)dmkdml

=

∫
Sk(aCR, 0)Fk(mk|aCR)

[∫
Fl(ml|aCR)dml

]
dmk

=

∫
Sk(aCR, 0)Fk(mk|aCR)dmk

(B.9)

Je vais maintenant chercher l’expression de chaque Ai :

Ai =

∫ ∫
Si(aCR, 0)fi(mi|aCR, δi)P (δi)dmidδi

=

∫ [∫
Si(aCR, 0)fi(mi|aCR, δi)dmi

]
P (δi)dδi

=

∫ [∫ (
mi · τi,k · ti

(aCR · τi,k + bCR) · ti
− τi,k · ti

)
fi(mi|aCR, δi)dmi

]
P (δi)dδi

=

∫ ([∫
mifi(mi|aCR, δi)dmi

]
· τi,k · ti

(aCR · τi,k + bCR + δi) · ti
− τi,k · ti

)
P (δi)dδi

=

∫ (
[(aCR · τi,k + bCR + δi) · ti] · τi,k · ti

(aCR · τi,k + bCR) · ti
− τi,k · ti

)
P (δi)dδi

=
[(aCR · τi,k + bCR +

[∫
δiP (δi)dδi

]
) · ti] · τi,k · ti

(aCR · τi,k + bCR) · ti
− τi,k · ti

=
[(aCR · τi,k + bCR + 0) · ti] · τi,k · ti

(aCR · τi,k + bCR) · ti
− τi,k · ti

= 0.

(B.10)

J’ai donc < âCR−aCR >= 0. Malgré la sur-dispersion, âCR reste un estimateur non biaisé
de aCR.
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B.1.3 Construction d’une nouvelle variance

La variance de l’estimateur va, par contre, changer et le paramètre σ2
δ va apparaître

dans son expression finale. Je pars de la définition de cette variance :

σ2[âCR, δ]

=

∫
. . .

∫
(âCR − aCR)2F0(m0|aCR) . . . FN (mN |aCR)dm0 . . . dmN

=

∫
. . .

∫ (∑
i
Si(aCR, 0)

)2

< S2i(aCR, 0) >2
F0(m0|aCR) . . . FN (mN |aCR)dm0 . . . dmN

=
1

< S2i(aCR, 0) >2

∫
. . .

∫ ∑
i,j

Si(aCR, 0)Sj(aCR, 0)F0(m0|aCR) . . . FN (mN |aCR)dm0 . . . dmN

=
1

< S2i(aCR, 0) >2

∑
i

∫
S2
i (aCR, 0)Fi(mi|aCR)dmi

=
1

< S2i(aCR, 0) >2

∑
i

∫
S2
i (aCR, 0)

[∫
fi(mi|aCR)P (δi)dδi

]
dmi

=
1

< S2i(aCR, 0) >2

∑
i

∫ ∫
S2
i (aCR, 0)fi(mi|aCR, δi)P (δi)dmidδi

=
1

< S2i(aCR, 0) >2

∑
i

Bi.

(B.11)

Comme dans la section précédente, je suppose que < S2i(aCR, 0) > (et donc <
S2i(aCR, 0) >2) ne varie pas significativement quand la valeur mk (pour un seul pixel)
change. Ceci me permet de passer de la ligne deux à la ligne trois dans l’équation ci-
dessus. Pour passer de la ligne trois à la ligne quatre, je m’appuie sur l’indépendance des
mi les uns par rapports aux autres. Soient deux pixels d’indice k et l. Comme Sk(aCR, 0)
ne dépend que de mk et Sl(aCR, 0) ne dépend que de ml, je peux écrire cette fois que :∫ ∫

Sk(aCR, 0)Sl(aCR, 0)Fk(mk|aCR)Fl(ml|aCR)dmkdml

=

∫
Sk(aCR, 0)Fk(mk|aCR)

[∫
Sl(aCR, 0)Fl(ml|aCR)dml

]
dmk

=

∫
Sk(aCR, 0)Fk(mk|aCR)dmk ·

∫
Sl(aCR, 0)Fl(ml|aCR)dml

= 0.

(B.12)

Il me faut ensuite l’expression de Bi. Mais avant j’ai besoin d’écrire d’une façon diffé-
rente l’expression ci-dessous qui ressemble à la variance de mi à laquelle j’ai retiré δi :∫

[mi − (aCR · τi,k + bCR) · ti]2fi(mi|aCR, δi)dmi. (B.13)

Avec une loi de Poisson la variance est égale à la moyenne. Comme la valeur moyenne de
mi est égale à (aCR · τi,k + bCR + δi) · ti, je peux écrire la variance de mi ainsi :∫

[mi − (aCR · τi,k + bCR + δi) · ti]2fi(mi|aCR, δi)dmi = (aCR · τi,k + bCR + δi) · ti (B.14)
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Je vais développer l’expression de la variance de mi :

(aCR · τi,k + bCR + δi) · ti

=

∫
[mi − (aCR · τi,k + bCR + δi) · ti]2fi(mi|aCR, δi)dmi

=

∫
[mi − (aCR · τi,k + bCR) · ti − δi · ti]2fi(mi|aCR, δi)dmi

=

∫
[mi − (aCR · τi,k + bCR) · ti]2fi(mi|aCR, δi)dmi

− 2 ·
∫

[mi − (aCR · τi,k + bCR) · ti] · [δi · ti]fi(mi|aCR, δi)dmi

+

∫
[δi · ti]2fi(mi|aCR, δi)dmi

=

∫
[mi − (aCR · τi,k + bCR) · ti]2fi(mi|aCR, δi)dmi − 2 · [δi · ti] · [δi · ti] + [δi · ti]2

=

∫
[mi − (aCR · τi,k + bCR) · ti]2fi(mi|aCR, δi)dmi − [δi · ti]2,

(B.15)

pour aboutir à la relation suivante :

∫
[mi − (aCR · τi,k + bCR) · ti]2fi(mi|aCR, δi)dmi = (aCR · τi,k + bCR + δi) · ti + (δi · ti)2

(B.16)
Je peux ainsi obtenir l’expression de Bi :

Bi =

∫ ∫
S2
i (aCR, 0)fi(mi|aCR, δi)P (δi)dmidδi

=

∫ [∫
S2
i (aCR, 0)fi(mi|aCR, δi)dmi

]
P (δi)dδi

=

∫ [∫ (
mi · τi,k · ti

(aCR · τi,k + bCR) · ti
− τi,k · ti

)2

fi(mi|aCR, δi)dmi

]
P (δi)dδi

=

∫ [∫ (
[mi − (aCR · τi,k + bCR) · ti] · τi,k · ti

(aCR · τi,k + bCR) · ti

)2

fi(mi|aCR, δi)dmi

]
P (δi)dδi

=

∫ [∫
[mi − (aCR · τi,k + bCR) · ti]2fi(mi|aCR, δi)dmi

]
· [τi,k · ti]2

[(aCR · τi,k + bCR) · ti]2
P (δi)dδi

=

∫ [
(aCR · τi,k + bCR + δi) · ti + (δi · ti)2

]
· [τi,k · ti]2

[(aCR · τi,k + bCR) · ti]2
P (δi)dδi

=

[
(aCR · τi,k + bCR +

∫
δiP (δi)dδi) · ti +

∫
(δi)

2P (δi)dδi · t2i
]

· [τi,k · ti]2

[(aCR · τi,k + bCR) · ti]2

=

[
(aCR · τi,k + bCR + 0) · ti + σ2

δ t
2
i

]
· [τi,k · ti]2

[(aCR · τi,k + bCR) · ti]2

=
[τi,k · ti]2

[(aCR · τi,k + bCR) · ti]
+ σ2

δ ·
t2i · [τi,k · ti]2

[(aCR · τi,k + bCR) · ti]2

(B.17)
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J’obtiens ainsi l’expression suivante de la variance de l’estimateur :

σ2[âCR, δ] =
1

< S2i(aCR, 0) >2

∑
i

[τi,k · ti]2

[(aCR · τi,k + bCR) · ti]
+ σ2

δ ·
t2i · [τi,k · ti]2

[(aCR · τi,k + bCR) · ti]2

=
1

< S2i(aCR, 0) >2

∑
i

[τi,k · ti]2

[(aCR · τi,k + bCR) · ti]

+ σ2
δ ·

1

< S2i(aCR, 0) >2

∑
i

t2i · [τi,k · ti]2

[(aCR · τi,k + bCR) · ti]2

= σ2[âCR] + σ2
δ · ∆[âCR]

(B.18)

avec σ2[âCR] la variance sans sur-dispersion et ∆[âCR] un coefficient qui dépend de aCR
et qui est tel que :

∆[âCR] =
1

< S2i(aCR, 0) >2

∑
i

t2i · [τi,k · ti]2

[(aCR · τi,k + bCR) · ti]2
. (B.19)

Pour calculer σ2[âCR] et ∆[âCR], je remplace aCR par âCR dans leurs expressions.

B.2 Résultats sur simulation

Je chercher à estimer σ2
δ et à tester la validité de la nouvelle variance. Je travaille avec

le catalogue d’amas simulé présenté dans la section 5.2.5. Je vais me limiter aux amas qui
ont un θs inférieur à 3 arcmin pour limiter le temps de calcul.

B.2.1 Estimation du paramètre de sur-dispersion sur une mini-carte

Pour chaque amas du catalogue simulé, j’ai une mini-carte ROSAT centrée sur la posi-
tion de l’amas (préalablement injecté) de 350× 350 pixels. Je vais appliquer le filtre X sur
chaque pixel de la mini-carte en utilisant la méthode de la section 5.3.4. J’utilise le même
profil pour chaque pixel, celui de l’amas injecté. J’ai donc, pour chaque pixel k, un estima-
teur du nombre de photons âCR,k, la variance σ2[âCR,k] et aussi le coefficient ∆[âCR,k]. Je
suppose que, pour un pixel quelconque, le flux en provenance de structures (donc autre
que le bruit de fond) est nul donc que la valeur attendue du nombre de photons est nulle :
aCR,k = 0. Je suppose le paramètre de sur-dispersion nul dans un premier temps : σ2

δ = 0.
Je peux donc construire, toujours pour chaque pixel k, le rapport suivant :

rk =
âCR,k − aCR,k
σ[âCR,k, δ]

=
âCR,k − 0√

σ2[âCR,k] + σ2
δ · ∆[âCR,k]

(B.20)

avec σ[âCR,k, δ] l’erreur qui prend en compte la sur-dispersion.
Si le profil est suffisamment étendu et donc le nombre de pixels en jeu suffisamment

important, par application du théorème central limite, je peux dire que âCR,k suit une
loi normale centrée sur aCR,k = 0 et de variance σ2[âCR,k] (ou σ2[âCR,k, δ] s’il y a sur-
dispersion) . Donc rk suit aussi, dans ce cas là, une loi normale de moyenne zéro et de
variance 1. On s’attend à ce que 68% des rk soient tels que |rk| < 1. S’il y a sur-dispersion,
ce ne sera pas le cas. Je vais donc fixer σ2

δ pour avoir 68% des rk tels que |rk| < 1. Notons
que j’ai une bonne statistique de rk puisque j’en ai a priori 350× 350.
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B.2.2 Suppression de la sur-dispersion

Si c est l’indice du pixel central de la mini-carte, l’estimateur du nombre de photons de
l’amas injecté est donné par âCR,c et sa variance par σ2[âCR,c, δ] qui dépend de σ2

δ . Je vais
m’intéresser au rapport rc pour le pixel central. Je regarde ensuite la distributions des rc
dans deux cas, quand je laisse σ2

δ = 0 et quand il est estimé (pour chaque amas) sur une
mini-carte ROSAT. Cela conduit à la figure B.1. Comme je l’avais précédemment remarqué
dans la section 5.3.3, il y a une sur-dispersion sur rc quand σ2

δ = 0. Par contre, dans l’autre
cas, la sur-dispersion disparaît. La nouvelle variance σ2[âCR,c, δ] prend bien en compte
l’effet de la non-homogénéité du fond diffus ROSAT.

Notons, de nouveau, que σ2
δ n’est pas estimé après coup sur la distribution des rc mais

est estimé localement sur une mini-carte ROSAT pour chaque amas du catalogue simulé.
σ2
δ diffère donc d’un amas à l’autre.

(a) σ2
δ = 0 (b) σ2

δ estimés sur mini-cartes.

FIGURE B.1 – Histogramme du rapport rc pour des extractions d’amas du catalogue simulé
pour différentes mini-cartes. Pour les deux courbes, il s’agit de la même extraction dans le
cas d’amas injectés sur cartes ROSAT (simulation). Les lignes pointillées verticales noires
indiquent un écart-type de 1 qui est attendu si le modèle d’émission des mini-cartes est
valide. Les lignes pointillées colorées indiquent l’intervalle centré sur la médiane contenant
68% des valeurs de rc pour le cas considéré, tandis que la ligne verticale colorée indique
la valeur médiane de rc.
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Titre : Détection de structures par combinaison des données Planck et BOSS et détection simultanée 
d'amas de galaxies dans les données Planck et ROSAT

Mots clés : Cosmologie, Amas de galaxies, Filtrage, Planck, SDSS-BOSS, ROSAT

Résumé : Issus de l'effondrement gravitationnel
des fluctuations de matière primordiales, les
amas de galaxies sont constitués d'un halo de
matière noire, d'un plasma de baryon ou « gaz
chaud » et de galaxies. Le comptage des amas
apporte des contraintes fortes ur la cosmologie. 
Mon travail consiste à améliorer la détection de
la composante de gaz chaud des amas, à la fois
pour des structures proches et lointaines. Ce gaz
chaud est détectable dans les cartes du satellite
Planck par effet Sunyaev-Zel'dovich et dans les
cartes du satellite ROSAT par rayonnement de
freinage.
La première partie de cette thèse consiste à
détecter du gaz chaud dans les cartes de Planck
à la position des quasars de l'expérience BOSS,
donc dans des structures lointaines. 

Le signal est dominé par une émission de type
poussière. J'ai donc élaboré un filtre capable
d'extraire un signal de gaz chaud sous-dominant
et de le séparer de l'émission de poussière. Le
signal de gaz chaud obtenu par cette approche
est significatif pour les structures à redshift z
>2.5.
La seconde partie de cette thèse, la détection
simultanée, est dédiée à la construction d'un
filtre capable d'extraire des amas (à z<1.5)
individuellement dans les données ROSAT et
adapté à la statistique du bruit. Ce filtre est en
outre conçu dans la perspective d'être combiné
avec le filtre utilisé pour détecter les amas dans
les données Planck. L'objectif final étant
d'obtenir plus d'amas moins massifs.

Title : Detection of structures by combining Planck and BOSS data and simultaneous detection of 
galaxy clusters in Planck and ROSAT data

Keywords : Cosmology, Galaxy clusters, Filtering, Planck, SDSS-BOSS, ROSAT

Abstract : Originating from the gravitational
collapse of the primordial fluctuations of
matter, galaxy clusters are the mixture of a dark
matter halo, a baryonic plasma also called « hot
gas » and several galaxies. Cluster counts
provide stringent constraints on cosmology.
Improving the detection of the hot gas
component in nearby or distant structures is the
main goal of my work. We can detect this hot
gas in the Planck satellite maps thanks to the
Sunyaev-Zel'dovich effect and in the ROSAT
satellite maps by bremsstrahlung.
The first part of my thesis is dedicated to the
detection of hot gas in Planck maps at the
positions of BOSS quasars, so in distant
structures.

Dust-like emission dominates our signal. I
developped a new filter in order to separate the
possible sub-dominant hot gas emision from the
dust one. I get a significnt hot gas signal for
structures with redshift z >2.5.
In the second part of the thesis, the
simultaneous detection, I build a filter suited for
extracting clusters (z<1.5) individually in the
ROSAT data respecting the noise statitistics.
This filter is also designed to be combined with
the filter used for detecting clusters in Planck
maps. Increasing the number of less massive
clusters will be the final goal.
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