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Introduction Générale

Ce manuscrit de thèse est dédié à l’étude théorique des modèles macroscopiques et micro-

scopiques de la transition du premier ordre dans les monocristaux à transition de spin. Ce

phénomène a intéressé les physiciens et les chimistes depuis sa découverte en 1931 et ce pour

ses propriétés thermiques et optiques, et pour sa bistabilité au niveau moléculaire.

Le premier chapitre de la thèse, à nature bibliographique, présente la transition de spin

ainsi que ses caractéristiques et expose brièvement quelques exemples de modèles développés

pour le décrire.

Le deuxième chapitre est consacré au développement et à l’étude d’un modèle macrosco-

pique pour la transition de spin en utilisant une dynamique d’énergie libre. Ce modèle est décrit

par une équation de réaction diffusion (une équation aux dérivées partielles) qui rend compte

des effets spatiotemporels de la transition de phase du premier ordre dont la formation des

interfaces haut-spin bas-spin et leur propagation. Les simulations numériques réalisées dans ce

chapitre sont en partie comparées aux résultats d’expérience de microscopie optique.

Le troisième chapitre analyse une description macroscopique des effets photothermiques

dans un monocristal à transition de spin bistable en utilisant un modèle à deux équations

différentielles couplées. Une étude analytique de la stabilité des solutions est développée dans

le chapitre et une prédiction d’un phénomène d’oscillations autocatalytiques est introduite dans

les matériaux bistables, présentant une transition de phase du premier ordre. Celui-ci apparaît

comme conséquence du couplage entre l’intensité lumineuse et la variation de la population de

l’état haut spin via la température.



Le quatrième chapitre est dédié à une extension du modèle électro-élastique de nature

microscopique centré sur le rôle des seconds voisins et de leurs distances d’équilibre en compé-

tition avec celles des premiers voisins. La conséquence de cette frustration est l’apparition de

phases intermédiaires ordonnées, conséquence de cette compétition, à l’origine de transition de

phases en deux étapes et incomplètes. Les résultats des simulations numériques Monte-Carlo

Metropolis sont discutés à l’aide d’une étude analytique développée dans le chapitre.

Enfin, une conclusion générale des travaux est exposée, ainsi qu’une annexe expliquant les

questions techniques liées aux codes numériques développés.



Chapitre 1

Généralités

Le phénomène de la transition de spin a été observé expérimentalement pour la première

fois en 1931 par Cambi et al. [1, 2, 3] dans des composés du Fe(III) en solution. Le premier

composé à transition de spin à l’état solide a été reporté en 1964 par Baker et Bobonich [4] sur

des composés du Fe(II) sous forme de poudre. La recherche dans ce domaine s’est fortement

développée et maintenant des centaines de composés à base d’autres métaux de transition avec

entre 4 et 7 électrons sur l’orbitale d sont aussi concernés par cette transition et se synthétisent

avec comme centres métalliques le Mn(II), Mn(III), Cr(II), Co(II), Co(III), mais les composés

à base de Fe(II) et Fe(III) sont majoritaires.

L’intérêt de ces matériaux est multiple dû à leurs propriétés thermodynamiques, mécaniques

et leur bistabilité thermique mais aussi optique. Ils ont, en particulier, des applications en tant

que senseurs de température ou de pression [5, 6, 7], et leur changement de couleur permet la

création de peintures et d’encres thermochromiques [8]. Des applications comme composants

électroniques pour le traitement du signal et en nanophotonique [9, 10], ou comme commuta-

teurs mécaniques de courant [11], en micro et nanoelectromécanique, [12, 13, 14] capables de

transformer l’énergie électrique ou lumineuse en mouvement au niveau micro ou nanoscopique.

Une autre application aussi longtemps recherchée est “le stockage de l’information au niveau

moléculaire” [15].
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I Théorie du champ cristallin

La structure électronique de l’ion métallique à l’intérieur d’un environnement octaédrique

(comme dans la figure 1.1) est à l’origine de la bistabilité des molécules dans les composés à

transition de spin.

Figure 1.1 – Centre métallique entouré des ligands dans un environnement octaédrique dans
les deux états possibles. Adapté de la référence [16]

En l’absence de ligands (atome de métal isolé), les cinq orbitales d (représentées dans la

figure 1.2) ont la même énergie. Les ligands autour de l’atome métallique forment un octaèdre

Figure 1.2 – Nuages électroniques des orbitales d

aligné sur les orbitales dx2´y2 et dz2 ce qui induit une levée de dégénérescence partielle des

orbitales d en deux niveaux énergétiques. Les cinq orbitales se regroupent selon leur symétrie

dans deux bases de représentation irréductible correspondant à la levée de dégénérescence : t2g
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pour les orbitales dxy, dyz et dxz, et eg pour les orbitales dx2´y2 et dz2 schématisées dans la

figure 1.3.

L’écart d’énergie entre les deux niveaux δ “ Epegq ´ Ept2gq est le paramètre du champ

cristallin, il dépend de la nature de l’ion métallique et des ligands. Il est aussi référencé dans

la littérature [17] comme δ “ 10Dq où Dq est le paramètre de force du champ de ligand, avec

Dq “ µ

r6
où µ est le moment dipolaire et r est la distance métal-ligand.

La répartition des électrons d de l’ion métallique dans les sous-niveaux des orbitales élec-

troniques répond au principe de Pauli et à la règle de Hund. Au-delà du troisième électron de

l’orbitale d, deux possibilités de peuplement se présentent en fonction de la répulsion électro-

nique π :

— Sous l’effet d’un champ de ligands faible δ ăă π, la règle de Hund est respectée dans

l’ensemble des orbitales d. Le spin total de cet état est S “ 2 et il est nommé haut spin

(HS) noté aussi 5T2gpt42ge
2
gq.

Figure 1.3 – Levée de dégénérescence des niveaux énergétiques des orbitales d en présence
d’un champ octaédrique.

— Sous l’effet d’un champ de ligands fort δ ąą π, la règle de Hund n’est pas respectée

dans l’ensemble des orbitales d mais pour les orbitales t2g. Le spin total de cet état est

S “ 0 et il est nommé bas spin (LS selon son sigle en anglais) noté aussi 1A1gpt62ge
0
gq.

Ces deux états électroniques sont représentés dans la figure 1.4

Dans les composés à transition de spin on se retrouve le plus souvent dans la situation

critique dans laquelle δ „ π : l’occupation des deux états devient donc possible et le passage

entre eux peut être réalisé par une perturbation extérieure comme la température, la pression,

la lumière, un champ électrique, un champ magnétique, etc. . .
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Figure 1.4 – États électroniques de l’ion de fer (II) sous l’effet d’un champ de ligands de
symétrie octaédrique.

II Diagramme de configuration

Nous avons tenu compte de l’apport des électrons et de la levée de dégénérescence de l’éner-

gie des orbitales par les ligands. Mais nous n’avons pas intégré la contribution des noyaux.

L’approximation de Born-Oppenheimer considère que le mouvement des électrons est beau-

coup plus rapide que le mouvement des noyaux, ce qui permet de découpler ces deux parties

dans l’Hamiltonien total. La présence des électrons dans les niveaux eg repousse les ligands,

diminuant ainsi la valeur du champ de ligand δ en augmentant la distance métal-ligand et

par conséquent le volume de la molécule. Les deux configurations nucléaires différentes LS et

HS entraînent donc des distances intramoléculaires différentes par conséquent une variation

importante des propriétés vibrationnelles.

La partie relative à l’Hamiltonien des noyaux est traitée sous la forme d’un ensemble d’oscil-

lateurs. Cela peut être résolu soit par la mécanique classique, soit par la mécanique quantique,

soit semi-classique [18, 19, 20, 21] conduisant au diagramme de configuration, de la figure 1.5,

qui combine le traitement classique (courbe continue = « énergie adiabatique ») et le traitement

quantique des noyaux (niveaux d’énergie) au voisinage des minima de l’énergie adiabatique.

Bien que soulevée ici, cette partie a fait l’objet de traitements théoriques conséquents par

plusieurs auteurs car elle est centrale pour la compréhension des propriétés intramoléculaires

des composés à transition de spin, notamment celles qui sont liées à leur absorption de la

lumière et leur relaxation ultrarapide dans les états excités [23, 24].
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rLS rHS

Distance métal-ligand

É
n

e
rg

ie

2∆0

LS HS

Figure 1.5 – Représentation schématique du diagramme de configuration des deux états mo-
léculaires, HS et LS, dans l’approximation adiabatique. Adapté de la référence [22].

L’énergie adiabatique dans l’état HS génère une parabole de moindre courbure que celle de

l’état LS. Les fréquences de vibration sont plus basses et l’écart entre deux niveaux successifs

est plus petit dans l’état HS que dans l’état LS, dans lequel le système est plus rigide.

Ceci va renforcer la différence de dégénérescence entre les états LS et HS. Le premier modèle

tenant compte des vibrations de façon explicite a été introduit par Zimmerman et König [25]

et finalement inclus par Bousseksou et al. [26] dans le modèle d’Ising. Cependant, ces deux

premiers modèles ne tiennent pas compte des forces de couplage vibronique ni de l’interaction

spin-orbite entre les états HS et LS. Des modèles vibroniques plus réalistes ont été introduits

plus tard [20, 21].

Les dégénérescences vibrationnelles introduites dans le modèle d’Ising conduisent à un rap-

port de dégénérescences effectives qui s’écrit

gHS

gLS

“ gHS

E

gLS

E

ź

i

ωLSpiq
ωHSpiq (1.1)
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où gHS

E
et gLS

E
sont les dégénérescences électroniques gHS

E

gLS

E

“ 2S ` 1 “ 5 et ω est la fréquence

de i-ème oscillateur harmonique. Dans ce calcul, la dégénérescence orbitale n’est pas prise en

compte. De cette façon, la variation de l’entropie lors de la transition de phase est beaucoup

plus importante que la seule contribution de la dégénérescence électronique entre les deux

niveaux.

35 ă ∆S ă 80 J K´1mol´1 pour 70 ă gHS

gLS

ă 15000

III Coopérativité

À l’état solide, les molécules des composés à transition de spin interagissent fortement entre

elles. Cette interaction d’origine élastique [27, 28, 29, 30, 31] entre molécules de type liaison

d’hydrogène, π stacking ou van der Waals par exemple, induit des comportements coopératifs

sous l’effet d’un paramètre extérieur.

La figure (1.6) résume les différents types de comportements thermiques observés pour les

composés à transition de spin, où nHS P r0, 1s est la fraction HS, c’est-à-dire le rapport entre

le nombre de molécules dans l’état HS et le nombre de molécules du composé à transition

de spin. T1{2 est la température pour laquelle le système à transition de spin a converti 50%

de sa population. La transformation est graduelle, figure (1.6a), pour les faibles interactions

et devient du premier ordre lorsque les effets coopératifs sont dominants. La température de

transition est notée dans la suite de ce manuscrit Teq et parfois T1{2.

Dans les systèmes en solution, ou présentant de faibles interactions, la conversion de spin

se réalise indépendamment pour chaque molécule et son évolution thermique est une transfor-

mation graduelle montrée dans la figure (1.6a).

Lorsque la force des interactions augmente, un système plus coopératif, c’est-à-dire où

la force des interactions plus importante, conduit à une transformation abrupte (voir figure

(1.6b)). Le changement de l’état de spin des molécules est influencé par l’état des molécules

voisines à courte et longue portée. Ce comportement critique est la limite entre une transfor-

mation graduelle et une transition de phase du premier ordre.
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Figure 1.6 – Différents types de comportements thermiques de la fraction HS dans les composés
à transition de spin. Adapté de la référence [22].

Pour des interactions plus fortes, le composé présente une transition de phase du premier

ordre. La largeur du cycle d’hystérésis thermique, et donc de la “fenêtre” de bistabilité, est une

lecture directe de la force des interactions. Une transition de phase isostructurale du cristal

accompagne, le plus souvent, la transition de spin due à la différence entre les volumes des

états LS et HS.

Les interactions entre molécules peuvent parfois faire émerger des phases intermédiaires

comme on peut voir dans la figure 1.6 (d). Ce phénomène peut avoir plusieurs origines : présence

d’une brisure de symétrie à la transition [32], compétition entre interactions ferro et antiferro

ou des effets stériques [33].

Lorsqu’une phase intermédiaire est stable ou métastable à très basse température avec une

très longue durée de vie, on parle de transition incomplète [34]. La cinétique de balayage peut

être à l’origine de ce phénomène provoquant le gel de la phase intermédiaire métastable.

Il est important de comprendre que la transmission des interactions se fait via les ondes

acoustiques dues au changement de volume de molécules. Ces ondes se réfléchissent en surface

et viennent interférer avec celles émises en volume, c’est le principe de la pression image [35].
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IV Modèle d’Ising : Wajnflasz et Pick

Le modèle d’Ising a été suggéré pour la première fois par Wilhelm Lenz en 1920 [36] puis

étudié par Ernst Ising [37] dans sa thèse consacrée à l’étude des systèmes magnétiques unidi-

mensionnels dont les résultats ont été publiés en 1925 [38]. Développé initialement pour étudier

des systèmes magnétiques sur un réseau régulier, sa simplicité l’a rendu très populaire, et on y

trouve des adaptations dans tous les domaines de la physique statistique. Des développements

importants dus en particulier aux travaux d’Onsager et Kaufman [39, 40, 41] et de Yang et

Lee [42, 43] ont permis la simulation dans la description des transitions de phase. L’utilisation

des théories variationnelles de type champ moyen [44] Bethe-Peierls [45], ou CVM (Cluster

Variational Method) [46, 47] a aussi conduit à des développements importants qui ont struc-

turé la physique statistique des systèmes interactifs. Pour les systèmes à transition de spin,

l’Hamiltonien proposé par Wajnflasz et Pick (WP) s’écrit :

H “ ∆0

N
ÿ

i

si ´ J
ÿ

ăi,ją

sisj (1.2)

où s “ ˘1 est l’état de spin fictif où s “ `1 et s “ ´1 sont associés aux états HS et LS

respectivement, ∆0 est l’énergie du champ de ligand agissant sur la molécule isolée et J la

force des interactions. La première somme parcourt les N molécules du système et la deuxième

somme sur les couples ă i, j ą parcourt toutes les paires de proches voisines dans le réseau.

Cette somme se réécrit
ř

ăi,ją “ 1

2

ř

i

řq
j où q est le nombre de voisins de la molécule i.

Pour obtenir des expressions analytiques nous permettant d’étudier la thermodynamique de

ce modèle, nous utilisons simplement l’approximation du champ moyen. Il est important de

signaler ici que cette approximation, bien que grossière, permet de retrouver qualitativement

l’essentiel des propriétés thermodynamiques. Elle est donc très souvent un préalable utile au

Calcul Monte-Carlo, par exemple. On développe le produit des spins fictifs comme

sisj “ m2 `mpδsi ` δsjq ` δsiδsj “ ´m2 `mpsi ` sjq ` δsiδsj (1.3)
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où m “ă si ą, les fluctuations δsiδsj sont négligées dans l’approximation du champ moyen,

ce qui nous permet de réécrire l’Hamiltonien

HCM “ ∆0

N
ÿ

i

si ` Jm2Nq{2 ´ Jmq
ÿ

i

si. (1.4)

La fonction de partition dans l’ensemble canonique de cet Hamiltonien, en tenant compte

des dégénérescences gHS pour l’état s “ `1 et gLS pour l’état s “ ´1, s’écrit,

ZCM “ e´βJm2Nq{2
ź

i

´

gHSe
´βp∆0´Jmqq ` gLSe

βp∆0´Jmqq
¯

(1.5)

“ g
1{2

LS g
1{2

HS e
´βJm2Nq{2 p2 cosh rβp∆0 ´ kBT ln g{2 ´ JmqqsqN (1.6)

où β “ 1

kBT
. L’énergie libre est alors donnée pour

F “ ´kBT ln ZCM (1.7)

La valeur moyenne de spin fictif est alors facilement obtenue en minimisant l’énergie libre

BF

Bm
“ 0, ce qui conduit l’équation auto-consistante

m “ tanh rβ p∆0 ´ kBT ln g{2 ´ Jmqqs . (1.8)

En réécrivant la température, T , en fonction de l’aimantation fictive m, on obtient,

T “ 2qJm´ ∆0

kB ln
´

1`m
1´m

¯

´ kB ln g{2
, (1.9)

ce qui nous donne la valeur de la température de transition pour m “ 0 :

Teq “ 2∆0{kB ln g (1.10)

L’utilisation de ce modèle dans le domaine de recherche de la transition de spin est intro-

duit pour la première fois par J. Wajnflasz et R. Pick en 1970-71 [48, 49]. Dans ses premiers

travaux théoriques Wajnflasz prévient le lecteur que l’interaction entre ions à transition de spin
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n’est pas d’origine magnétique. L’utilisation du modèle d’Ising est donc, comme il est dit dans

l’article, une simplification et ceci explique les nombreux développements ultérieurs cherchant

à modéliser les interactions entre les molécules de composés à transition de spin de manière

plus réaliste.

Figure 1.7 – Comportement thermique en coordonnées réduites calculé à partir de l’équation
(1.9) pour g=150 et des valeurs de d “ ∆0{qJ “1, 2, 3, 4, 5 et 6 dans l’approximation du
champ moyen. Le point C obtenu pour dc “ ∆0{qJ “ ln g „ 5.01 est le point critique. Pour
d ă dc il n’y a plus de transition du premier ordre. La ligne continue est la courbe spinodale.
Adaptée de la référence [50]

V Modèle de Chesnut : Bari et Sivardière

Un an après Wajnflasz et Pick, Bari et Sivardière [51] présentent un modèle type gaz

sur réseau développé par Chesnut [52]. Le modèle de Bari-Sivardière donne une interprétation

physique à la nature de l’interaction entre les molécules à transition de spin. Ils remarquent que

la distorsion du réseau provoque par la différence entre les rayons des ions pour les deux états,

bas spin (LS) et haut spin (HS), est la responsable du comportement coopératif des matériaux.

Ils critiquent le résultat obtenu dans le modèle de WP car la température de transition (1.10)

est indépendante de la valeur de l’interaction.
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C’est tout à fait juste, dans le modèle type Ising de WP où la différence d’énergie entre les

deux états HS et LS, est indépendante de la valeur d’interaction J . Dans le modèle de Chesnut,

l’interaction entre molécules vient modifier le champ cristallin avec la distorsion de la maille ce

qui rend la température de transition dépendante de l’interaction. Ils en présentent aussi dans

leurs travaux une modèle à deux sous-réseaux pour expliquer les transitions à deux étapes

VI Modèle de solution : Slichter et Drickamer

Le modèle de Slichter et Drickamer [53] est le premier à traiter le problème de la transition

de phase pour les matériaux métalliques à transition de spin d’un point de vue macroscopique.

Ils utilisent une approche thermodynamique dans laquelle, ils linéarisent l’énergie libre de

Gibbs,

G “ N pGHSnHS `GLSp1 ´ nHSq ` γnHSp1 ´ nHSqq ´ TSmix (1.11)

où GHS est la contribution des molécules dans l’état HS, GLS est la contribution des molécules

dans l’état LS, γ la contribution de l’interaction et Smix est la contribution de l’entropie de

mélange des populations HS et LS qui s’écrit :

Smix “ kB ln
N !

pnHS Nq! pr1 ´ nHSsNq! (1.12)

» ´kBN pp1 ´ nHSq ln p1 ´ nHSq ` nHS lnnHSq (1.13)

Une fois l’enthalpie libre du système connue en fonction de la fraction HS, nous pouvons

déterminer les solutions stationnaires en minimisant G par rapport à nHS, soit

BG
BnHS

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

T

“ ∆G` γp1 ´ 2nHSq ´ T
BSmix

BnHS

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

T

“ 0 (1.14)

où ∆G “ GHS ´GLS et
BSmix

BnHS

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

T

“ kBN ln
ˆ

1 ´ nHS

nHS

˙

. (1.15)
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En prenant GLS l’origine des énergies, ∆G “ ∆H ´ T∆S, on obtient l’expression

T “ ∆H ` γp1 ´ 2nHSq
kB ln

´

1´nHS

nHS

¯

` ∆S
. (1.16)

Si on compare cette équation (1.16) avec celle qu’on a obtenu pour le modèle de Wajnflasz (1.9),

on peut mettre en évidence l’isomorphisme de la dépendance fonctionnelle entre la température

et l’aimantation ou fraction HS. Pour la température de transition, c’est-à-dire quand nHS “ 1

2

et m “ 0,

Teq “ ∆H
∆S

“ 2∆0

kB ln g
(1.17)

VII Modèle des domaines : Sorai et Seki

Sorai et Seki [54] considèrent comme hypothèse de départ que la population des centres

HS et LS ne se distribue pas de façon aléatoire mais concentrée en domaines, d’où le nom du

modèle des domaines attribué à cette approche. Les auteurs utilisent là aussi une approche

thermodynamique macroscopique dans laquelle ils linéarisent l’énergie libre de Gibbs :

G “ NpGHSnHS `GLSp1 ´ nHSqq ´ TSmix (1.18)

où l’entropie de mélange est Smix pour les No domaines de taille n s’écrit :

Smix “ kB ln
No!

pnHS Noq! pr1 ´ nHSsNoq! (1.19)

“ ´kBNo pp1 ´ nHSq ln p1 ´ nHSq ` nHS lnnHSq (1.20)

Comme dans le cas du modèle de Bari et Sivardière nous pouvons déterminer les états sta-

tionnaires en minimisant l’énergie libre par rapport au paramètre d’ordre, soit, BG
BnHS

ˇ

ˇ

ˇ

T
“ 0 et
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N “ nNo, ce qui conduit à

nHS “ 1

1 ` exp
´

n∆G
kBT

¯ (1.21)

Pour établir la valeur de No, la capacité calorifique est calculée, ce qui conduit à,

Cp “ B
BT pnHSHHS ` p1 ´ nHSqHLSq (1.22)

“ nHSCp,HS ` p1 ´ nHSqCp,LS ` pHHS ´HLSq2expp∆G{NokBT q
NokBT 2p1 ` expp∆G{NokBT qq2

. (1.23)

À la température de transition, T1{2, l’énergie libre des deux phases HS et LS sont égales, est

donc nous avons ∆G “ 0, qui permet de calculer

No “ pHHS ´HLSq2

4kBT
2

1{2
rCppmaxq ´ 0.5pCp,HS ` Cp,LSqs (1.24)

Un exemple de l’ajustement de la courbe expérimentale de la chaleur spécifique est montrée

dans la figure 1.8

Figure 1.8 – Capacité calorifique pour un composé à transition de spin [Fe(phen)2(NCS)2]
Les cercles sont des données expérimentales et la ligne solide la résolution de l’équation 1.23.
Adapté de la référence [54].
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Il est important de signaler que les différents modèles présentés sont tous isomorphes au

modèle type Ising dans sa version champ moyen, comme cela a été démontré par Nishino et al.

[55]

VIII Modèle de Kambara

Le modèle publié au 1979 par Takeshi Kambara [56, 57] est un modèle microscopique basé

sur l’effet Jahn–Teller coopératif [58], le couplage entre les orbitales d du métal et la déformation

locale du cristal. Il utilise quatre états de spin possibles.

Figure 1.9 – L’effet Jahn Teller sur composé de Cu2`. Levée de dégénérescence des orbitales
3d en système octaédrique sous l’effet d’une compression ou élongation. Adapté de la référence
[59]

L’Hamiltonien est du type de ceux utilisés dans la littérature des calculs vibroniques, et

comprend la contribution des aspects électroniques et élastiques, à la fois intramoléculaire et

intermoléculaire. Il s’écrit,

H “ He ` HM ` HL ` HeM ` HeL (1.25)

où He est l’Hamiltonien des électrons des orbitales d dans le champ octaédrique, HM est

l’Hamiltonien lié au déplacement intramoléculaire des ligands, HL est l’énergie élastique du

cristal, HeM est l’interaction entre les électrons du centre métallique et le déplacement intra-
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moléculaire des ligands et le dernier terme HeL est l’interaction entre les électrons et la maille

cristalline. Ce modèle conduit à des transitions du premier ordre et à transformation graduelle.

En particulier, il met en évidence le fait que la coopérativité n’est pas une interaction directe

entre les centres métalliques des composés mais que celle-ci est transférée par les déformations

locales dans le milieu élastique.

Figure 1.10 – Comportement thermique de la fraction HS notée comme ρp5Γq pour les valeurs
du paramètre b P p´20, 30q. Où le paramètre b pour ce modèle est la déformation élastique du
champ de ligand dû à l’élasticité de la maille dans l’état bas spin. Adapté de la référence [57].

IX Modèles élastiques

Ces dernières années la puissance de calcul des ordinateurs pour l’utilisation des méthodes

stochastiques comme Monte-Carlo Metropolis a permis aux chercheurs de résoudre les Hamil-

toniens de modèles théoriques sans les linéariser. Des modèles microscopiques plus sophistiqués

ont donc été développés en ajoutant la nature élastique des interactions réservée jusqu’à présent

aux modèles macroscopiques ou mésoscopiques.

Ces modèles réutilisent en grande partie le modèle type Ising en changeant l’interaction

par un potentiel élastique. Ils sont donc de ce point de vue semblables aux modèles d’Ising
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compressibles. De manière générale, l’Hamiltonien du système s’écrit :

H “ ∆eff

N
ÿ

i

si `
ÿ

ăi,ją

V prij , si, sjq (1.26)

où rij “ }~ri ´ ~rj} est la distance entre les molécules voisines et ∆eff “ ∆0 ´ kBT ln g{2 . Ici,

le potentiel V prij , si, sjq peut avoir différents formes possibles. Le modèle de Nicolazzi et al.

[60] suppose une interaction anharmonique de type Lennard-Jones, à l’origine de l’expansion

thermique du cristal ; les autres modèles utilisent un potentiel harmonique [61] qui rend compte

des effets élastiques également et du changement de volume abrupt du système à la transition

de phase mais d’autres modèles traitent aussi la molécule comme un oscillateur élastique in-

teragissant avec un réseau cristallin modélisé via des potentiels anharmoniques, Keating ou un

autre. Le potentiel décrit l’interaction avec les voisins proches comme dépendant de l’état de

spin. Cependant l’interaction élastique produit des effets à longue portée lors de la relaxation

mécanique du réseau. Ceci donne une richesse et une complexité inexistante dans le modèle

type Ising.

Les distances, rij , peuvent être traitées par la méthode de Monte-Carlo aussi [62] ou par

dynamique moléculaire [63].

La méthode de Monte-Carlo Metropolis pour les positions est équivalente à la méthode de

MC pour l’état de spin. On parcourt toutes les molécules et on propose une position différente,

on calcule ensuite la probabilité des deux états (actuel et proposé) et on accepte ou on refuse

la nouvelle position en conséquence. La plus grande différence est que la valeur de l’état de

spin est une variable discrète avec deux valeurs propres possibles s “ ˘1 et la position des

molécules ~r est une variable continue. Pour proposer une nouvelle position, on tire au sort une

perturbation de la position entre δ~r P p´d~r, d~rq où d~r est la plus grande perturbation possible

pour un seul pas de la méthode MC. La probabilité de passage est alors,

P psi, sj , ~ri, ~rj Ñ si, sj , ~ri ` δ~r, ~rjq “ e´βH psi,sj ,~ri`δ~r,~rjq

e´βH psi,sj ,~ri,~rjq
(1.27)
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Ces modèles avec ce type de résolution numérique permet d’observer les aspects spatiotem-

porels et le changement de volume comme cela peut s’observer dans la figure 1.11

temps Monte-Carlo

Figure 1.11 – Résultats montrant le comportement élastique d’un système à transition de spin
lors de la transition (adapté de la référence [64])

Cette méthode stochastique a l’avantage de mettre en jeu la température du système et donc

de tenir compte des fluctuations de position, pour déterminer l’état du réseau mais le calcul

de la probabilité en utilisant l’exponentielle est très coûteux en temps de calcul, d’autant plus

que la relaxation mécanique du réseau prend un grand nombre de pas MC.

La méthode déterministe pour le calcul des positions des molécules consiste à résoudre les

équations de Newton pour un système soumis à un frottement visqueux. La force produite par

le potentiel dû aux voisins est

~Fi “ ´~∇V psi, sj , ~ri, ~rjq. (1.28)

Les positions sont recalculées entre les pas MC pour l’état de spin afin de relaxer mécaniquement

le réseau. L’avantage de cette méthode est un gain de performance significatif en temps calcul

mais aussi la possibilité de connaître la vitesse des molécules. Ce qui donne accès à l’étude des

ondes de choc et de phénomènes précurseurs de la transition de spin.
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Chapitre 2

Dynamique spatio-temporelle de la

transition de spin :

Modèle de réaction diffusion

Adapté de l’article Quantitative macroscopic treatment of the spatiotemporal properties of

spin crossover solids based on a reaction diffusion equation [1]

Les propriétés physiques et chimiques des composés à transition de spin où les molécules dans

l’état bas spin (LS, selon son sigle en anglais low spin, e0
gt

6
2g, S “ 0) ou dans l’état haut spin

(HS, e2
gt

4
2g, S “ 2) dépendent des propriétés de la molécule et de sa coopérativité à l’état solide.

Dans les dernières années, les chimistes ont maîtrisé la croissance des cristaux pour ce type de

composés moléculaires avec un centre métallique, majoritairement Fe(II) et Fe(III), à transition

de spin produisant des monocristaux au-delà de 10 µm. Ceci a permis l’étude par microscopie

optique [2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9] où les derniers résultats expérimentaux montrent la propagation

de domaines de phase et leur coexistence dans les monocristaux lors de la transition de phase.

Les simulations Monte-Carlo Metropolis pour les modèles microscopiques ont donné de

très bons résultats et une compréhension du phénomène indispensable. Néanmoins, l’échelle

des échantillons rend impossible la simulation d’un cristal par Monte-Carlo de plus que les

pas Monte-Carlo ne sont pas linéairement proportionnels à l’échelle temporelle. Cette méthode
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n’est donc pas idéale pour l’étude des propriétés spatiotemporelles. D’un autre côté, les modèles

macroscopiques et les approximations de type champ moyen pour les modèles microscopiques

pour les composés à transition de spin analysent la transition de phase d’un point de vue

homogène.

Le comportement statique a été largement étudié pour ces modèles ainsi que son comporte-

ment dynamique sous forme de poudre. Dans la thermodynamique des systèmes hors équilibre

nous pouvons trouver différentes méthodes pour déterminer le comportement temporel d’un

système physique tel que l’équation maîtresse ou la dynamique de l’énergie libre.

Le développement analytique des méthodes finit normalement par une équation, ou un

système d’équations, différentielle ordinaire en fonction du temps. Dans le domaine de la tran-

sition de spin on trouve des exemples comme le modèle d’Arrhenius [10] ou le modèle à deux

grandeurs physiques proposé par Hôo et al [11].

Pour tenir compte des effets spatio-temporels lors de la transition de phase, nous allons

considérer les inhomogénéités spatiales de l’énergie libre lors du développement du modèle. Pour

déduire finalement l’équation de réaction diffusion (RD) permettant d’étudier les propriétés

spatio-temporelles de solides à transition de spin lors de la transition de phase du premier

ordre.

I Propriétés hors équilibre : Établissement de l’équation de

réaction diffusion

Nous allons d’abord rappeler brièvement les aspects fondamentaux du modèle à partir

duquel nous avons construit l’approche actuelle. Comme, il a été discuté dans chapitre 1 pour

le modèle de Wajnflasz et Pick, la transition de spin peut être décrite d’une manière simple en

utilisant des modèles de type Ising [12, 13] pour lesquels nous rappelons l’Hamiltonien

H “ ´J
ÿ

xi,jy

sisj `
ÿ

i

ˆ

∆0 ´ kBT

2
ln g

˙

si. (2.1)
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Où J ą 0 est le couplage intermoléculaire de “type ferromagnétique” entre molécules à tran-

sition de spin, et s est un spin fictif ayant deux valeurs propres ˘1 associées aux deux

états, HS et LS respectivement. ∆0 est le champ de ligand, à savoir, la différence d’énergie

EpHSq ´EpLSq “ 2∆0 des molécules isolées, g est le rapport de dégénérescence entre les états

HS et LS, kB est la constante de Boltzmann et T est la température. En utilisant l’approxima-

tion du champ moyen on déduit l’énergie libre homogène correspondante pour un modèle type

Ising comme,

F
hom “ 1

2
Jm2 ´ kBT ln

„

2 cosh β
ˆ

Jm´ ∆0 ` kBT

2
ln g

˙

, (2.2)

où m“xsy est la valeur moyenne de l’aimantation.

La minimisation de l’énergie libre BF

Bm
“ 0 conduit à l’équation auto-consistante. Ceci permet

d’obtenir une expression de l’aimantation (ou la fraction HS), avec l’approximation du champ

moyen,

m “ tanh
“

β
`

Jm´ ∆eff
˘‰

, (2.3)

où

∆eff “ ∆0 ´ kBT ln g{2 (2.4)

joue le rôle de “champ effectif ” dépendant de la température. Cette équation conduit à un

cycle d’hystérésis thermique présenté dans la figure 2.1, avec une température de transition,

Teq, donnée par

Teq “ 2∆0

kB ln g
. (2.5)

Les propriétés hors équilibre de l’Hamiltonien (2.1) ont été étudiées principalement dans

le cas homogène [13] dans le cadre du formalisme de l’équation maîtresse [14, 15] résolue dans

l’approximation de champ moyen. Trois dynamiques ont été étudiées, sur la base des taux de

transition d’Arrhenius, de Glauber et de Metropolis.

Alors que le premier cas conduit à une représentation du type potentiel dynamique [13] (une

sorte de fonction de Lyapounov), les deux derniers choix des taux de transition conduisent à

un système hors équilibre dont la dynamique suit le paysage de l’énergie libre. À très basse
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Figure 2.1 – Évolution de la fraction HS en fonction de la température réduite, T {Teq montrant
une hystérésis thermique dans l’approximation du champ moyen. La ligne verticale en pointillés
bleue représente la simulation réalisée dans la section II. n˚

HS
et n˚

LS
sont les solutions de

l’équation (2.3). Les deux flèches représentent les températures limites, TÓ et TÒ, de l’hystérésis
thermique.

température, il a été prouvé que la dynamique d’Arrhenius était la plus adéquate pour décrire

les non-linéarités des courbes de relaxation de l’état de HS photo-induit. En revanche, à haute

température, la dynamique de l’énergie libre devient également pertinente. Ici, nous sommes

intéressés par la région interne du cycle d’hystérésis thermiquement induit, nous avons pour

cela choisi d’utiliser la dynamique de l’énergie libre. Cependant, les développements qui suivent

peuvent aussi l’être pour une dynamique d’énergie libre, mené sans aucune difficulté en se

basant sur le concept du potentiel dynamique. L’équation de mouvement macroscopique de la

fraction HS s’écrit,

Bm
Bt “ ´Γ

BF hom

Bm “ ´ΓJ
`

m´ tanh
“

β
`

Jm´ ∆eff
˘‰˘

, (2.6)

où Γ est un facteur de fréquence fixant l’échelle de temps qui peut être dépendante de la

température et F hom est l’énergie libre homogène, dont l’expression est donnée par l’équation
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2.6 et à partir de laquelle nous avons obtenu l’expression du membre de droite de l’équation

(2.6). Au temps infini, Bm
Bt

“ 0, et l’état stationnaire de (2.6) mène à l’équation auto-consistante

d’équilibre (2.3).

Il est intéressant de remarquer que, contrairement à l’équation maîtresse macroscopique,

basée sur l’approche du potentiel dynamique [13], qui utilise un taux de transition réaliste,

obtenue à partir du calcul de la fréquence des modes de vibration du couplage métal-ligand

[16], le facteur de fréquence Γ est ici clairement un paramètre phénoménologique, bien que sa

valeur puisse être déterminée à partir des courbes de relaxation expérimentales de la fraction

HS à haute température. En outre, il faut mentionner que dans l’équation (2.6), la coordinence

( ici, q “ 4 système à 2D) est absorbée dans le paramètre d’interaction J .

Dans la suite, nous proposons d’élargir le concept de l’approximation du champ moyen

dynamique et homogène présentée précédemment pour tenir compte de la dépendance spatiale

de la fraction HS.

Soit nHSp~r, tq la dépendance spatio-temporelle de la fraction HS, qui est reliée à l’aimantation

par

nHS “p1 `mq{2. (2.7)

La densité (F / volume) de l’énergie libre F à la position, ~r, s’écrit

f p~rq “ f
´

nHSp~rq, ~∇nHSp~rq
¯

, (2.8)

et la densité homogène,

fhompnHSq“f
´

nHS, ~∇nHS “ 0
¯

, (2.9)

est la densité d’énergie libre en absence de gradients. Elle est liée à l’énergie libre homogène

déjà calculée en (2.2), par l’expression

F
hompnHSq “ V ¨ fhompnHSq, (2.10)
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où V est le volume (ici, la surface en 2D) du système. Suite à une procédure standard [17, 18, 19]

permettant de dériver l’équation de diffusion réaction, nous développons f pnp~rqq en puissances

successives des gradients de nHS [20] et en supposant notre système isotrope, ce qui donne

fpnHS, ~∇nHSq “ fhompnHS, 0q ` ~L ¨ ~∇nHS ` ~∇nHS ¨ Dij

2
¨ ~∇nHS ` . . . (2.11)

où

~L “

¨

˝

Bf
B

´

BnHS

Bx1

¯ ,
Bf

B
´

BnHS

Bx2

¯ ,
Bf

B
´

BnHS

Bx3

¯

˛

‚

0

(2.12)

est un vecteur évalué à gradient nul, et Dij est un tenseur ayant pour composantes

Dij “ B2f

B
´

BnHS

Bxi

¯

B
´

BnHS

Bxj

¯

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

0

, (2.13)

aussi évalué à gradient nul. La densité d’énergie libre f ne devrait pas dépendre du choix du

système de coordonnées (fpnHS, ~∇nHSq ne devrait pas dépendre non plus de la direction du

gradient). On a donc L “ 0 et D sera un tenseur symétrique. En outre, si nous supposons le

matériau isotrope ou ayant une symétrie cubique, D sera un tenseur diagonal de composantes

égales. La densité d’énergie libre s’écrit alors au second ordre,

f
´

nHS, ~∇nHS

¯

“ fhompnHSq ` D

2

ˇ

ˇ

ˇ

~∇nHS

ˇ

ˇ

ˇ

2

. (2.14)

La densité d’énergie libre est ainsi approchée par la somme de deux premiers termes dans un

développement en série en fonction du gradient du paramètre d’ordre : le premier terme est lié

à l’énergie libre homogène par mole (ou au potentiel dynamique) et le second est proportionnel

au carré du gradient. Dans les deux contributions de l’équation (2.14), le terme de gradient tend

à étaler la région d’interface et à réduire ainsi le gradient de la fraction HS entre ses valeurs

stables dans les phases adjacentes (HS/LS). Cette contribution pénalise l’interface sur le plan

énergétique. La première contribution dérive de la densité d’énergie libre homogène associée et

a tendance à réduire la région d’interface.
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La dépendance temporelle de la fraction HS, comprenant les variations spatiales s’écrit,

BnHS

Bt “ ´ Bf
BnHS

. (2.15)

Le potentiel de diffusion locale f p~rq à l’instant t“ t0 peut être déterminé à partir de la variation

du taux de l’énergie potentielle totale, F , par rapport à son domaine spatial et pour nHS p~r, t0q.

À l’instant t “ t0, l’énergie libre totale est

F pt0q “
ż

V

„

fhom pnHSp~r, t0qq ` D

2
~∇nHS.~∇nHS



dV , (2.16)

ce qui définit F comme fonctionnelle de nHS p~r, t0q. Si le paramètre d’ordre varie avec la vitesse

locale, 9nHS, de sorte que

nHSp~r, tq “ nHSp~r, t0q ` 9nHSp~r, t0qt, (2.17)

le taux de variation de F peut être estimé à partir de toutes les contributions à f
´

nHS, ~∇nHS

¯

en raison des changements dans le paramètre d’ordre et son gradient comme,

dF

dt

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

t0

“
ż

V

„Bfhom pnHSp~r, t0qq
BnHS

9nHS `D~∇nHS.~∇ 9nHS



dV . (2.18)

En utilisant la relation,

~∇
´

9p~∇p
¯

“ 9p~∇2p` ~∇p.~∇ 9p, (2.19)

l’équation (2.18) peut se réécrire

dF

dt

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

t0

“
ż

V

„Bfhom pnHSp~r, t0qq
BnHS

´D~∇2nHS



9nHSdV `D

ż

V

~∇.
´

9nHS
~∇nHS

¯

dV . (2.20)

En appliquant le théorème de la divergence à la deuxième intégrale de l’équation (2.20), on

obtient

dF

dt

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

t0

“
ż

V

„Bfhom pnHSp~r, t0qq
BnHS

´D~∇2nHS



9nHSdV `D

ż

BV

9nHS
~∇nHS. ~dS, (2.21)



44 CHAPITRE 2. DYNAMIQUE SPATIO-TEMPORELLE DE LA TRANSITION DE SPIN

où BV est orientée selon la surface délimitant le volume V et d~S est le vecteur de surface

infinitésimal orienté. L’intégrale de la frontière ; dernier terme du second membre de l’équation

(2.21) est généralement négligeable devant l’intégrale de volume qui est juste avant. Il devient

exactement égal à zéro lorsque

9nHSpBV q “ 0, (2.22)

ce qui correspond à de valeurs de bords fixes (condition aux limites de Dirichlet) ou dans le

cas où

~dS ¨ ~∇nHS “ 0 (2.23)

sur BV lorsque les projections des gradients sur le bord s’annulent (condition aux limites de

Neumann), qui sont adoptées dans cette étude. Par conséquent, si le paramètre d’ordre varie

d’une petite quantité

δnHS “ 9nHSδt, (2.24)

le changement dans le potentiel total (soit l’énergie libre ou potentiel dynamique), est la

somme des variations locales :

δF “
ż

V

„Bfhom

BnHS

´D~∇2nHS



δnHSp~rqdV . (2.25)

La quantité

Φp~rq “ Bfhom

BnHS

´D~∇2nHS (2.26)

est alors la densité localisée du changement d’énergie libre résultant d’une variation du champ

du paramètre d’ordre. De l’équation du mouvement de la fraction HS, qui écrit

BnHS

Bt “ ´δ
`

dF

dV

˘

δnHS

. (2.27)

La dépendance spatio-temporelle de la fraction HS peut être dérivée de la variation du

taux de l’énergie potentielle totale, F , par rapport à nHS. Après quelques développements

et en supposant de faibles changements de paramètre d’ordre, nous arrivons à l’équation de
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réaction diffusion suivante,

BnHS

Bt “ ´Γn
BF hom

BnHS

`D∇2nHS, (2.28)

où Γn “ Γ{4 à cause du changement de variable m “ 2nHS ´ 1. Lorsque nous utilisons l’expres-

sion de
BF hom

BnHS

donnée dans l’équation 2.6 cette formule devient,

BnHS

Bt “ ´ΓJ
2

“

p2nHS ´ 1q ´ tanh
`

β
“

Jp2nHS ´ 1q ´ ∆eff
‰˘‰

`D∇2nHS. (2.29)

Ici, le terme de “ réaction ”, provient bien évidemment de l’énergie libre homogène, et joue

un rôle local pour chaque point du cristal. Quant au coefficient de diffusion, il joue le rôle d’une

rigidité reliant la cellule locale à ses voisines. Il convient de noter ici que l’équation de réaction

diffusion (2.28) peut également être obtenue directement à partir d’un principe variationnel,

comme il est indiqué dans le travail de Chaikin et Lubensky [21].

I.1 Choix de la dynamique

Nous avons choisi la dynamique de l’énergie libre par simplicité et parce qu’elle nous offre la

possibilité d’échanger son expression avec l’énergie libre d’autres modèles d’où on peut déduire

cette grandeur physique. Il faut cependant être prudent car cette dynamique d’énergie libre

de même que celle de Glauber d’ailleurs, ne sont pas valables à très basse température [13],

où, il faut utiliser une dynamique de type Arrhenius qui reproduit bien mieux les courbes

expérimentales de relaxation de la fraction HS [22]. L’évolution locale de l’aimantation est

obtenue à partir de,
d ă si ą

dt
“ ´2 ă siWipsiq ą, (2.30)

oùWipsiq est la probabilité de transition de la configuration ts1, . . . , si, . . . , sN u vers ts1, . . . ,´si, . . . , sN u

qui s’écrit dans l’ensemble canonique

Wipsiq “ 1
2τ

exp

«

´β
˜

si∆eff ´ J
ÿ

ăi,ją

sisj

¸ff

. (2.31)
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L’approximation du champ moyen linéarise les inhomogénéités spatiales de la somme des paires

de voisins dans Wipsiq. Mais on peut utiliser le même traitement que pour l’énergie libre, si on

établit l’intégrale de la probabilité de transition

IW pnHS, ~∇nHSq “
ż

dnHS ă siWipsiq ą (2.32)

et on considère le développement de

IW pnHS, ~∇nHSq “ IW pnHS, 0q ` ~L ¨ ~∇nHS ` ~∇nHS ¨ Dij

2
¨ ~∇nHS ` . . . (2.33)

où le tenseur de diffusion est donné par

Dij “ B2IW pnHS, ~∇nHSq
B

´

BnHS

Bxi

¯

B
´

BnHS

Bxj

¯

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

0

. (2.34)

Pour un milieu isotrope, le tenseur symétrique peut être simplifié par un scalaire. Enfin, on

obtient une équation aux dérivées partielles qui exprime l’équation du mouvement de la fraction

HS pour un taux transition de type Arrhenius

BnHS

Bt “2p1 ´ nHSq
τ0

e´βp∆ELH ´2qJnHSq ´ 2nHS

τ0

e´βp∆EHL`2qJnHSq `D∇2nHS (2.35)

où

∆ELH “Ea ` ∆ ` qJ ´ kBT ln g{2, (2.36)

∆EHL “Ea ´ ∆ ´ qJ ` kBT ln g{2. (2.37)

Ea est l’énergie de barrière, qui fait partie de la dépendance en température du facteur de

fréquence Γ „ 1

τo
e´βEa . Cette énergie est d’origine élastique.

Cette expression de l’équation de réaction diffusion est équivalente à celle de l’énergie

libre (2.29) à haute température et en particulier, à l’équation (2.28), elle mène à la même
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équation auto-consistante (2.3). Par contre, à basse température, seule l’équation (2.35) décrit

correctement la dynamique du système à transition de spin.

II Propriétés spatio-temporelles et formation de l’interface dans

le cycle d’hystérésis thermique

Nous étudions maintenant la croissance de domaine d’un phase stable injecté au sein d’une

phase métastable dans le cycle d’hystérésis thermique de la figure 2.1, en utilisant l’équation

de réaction diffusion (2.28). La maille 2D considérée a une symétrie carrée et le système est

de forme rectangulaire (voir figure 2.2.), de taille Lx ˆLy “ 20µm ˆ100µm. Les valeurs des

paramètres utilisés dans le modèle, sont choisies aussi réalistes que possible : ∆0 “ 450K,

J “ 300K, Γ “ 1{300K´1 s´1 et lnpgq » 5. La température de transition correspondante est

alors Teq “ 2∆0

kB ln g
« 180 K.

Le paramètre de diffusion, D, est inconnu mais comme nous allons le présenter dans un

développement analytique ultérieur, celui-ci est relié à deux paramètres macroscopiques qui

peuvent être observés à l’aide de la microscopie optique : vitesse et largeur de l’interface HS/LS.

Pour cette étude on fait varier D sur un grand intervalle, Dpµm2s´1q P r0 : 5s, de manière à

atteindre des valeurs expérimentales typiques de la vitesse du front, qui sont de quelques µms´1

[3, 5].

Pour résoudre l’équation de réaction diffusion (2.28), le système est discrétisé spatialement

(dx“dy“ 0.1µm) et temporellement (dt“ 10´3 s). La distance entre les cellules, 1µm corres-

pond plus ou moins à la résolution spatiale de la microscopie optique. Les calculs sont effectués

à température constante T “0.9Teq “161.65K (voir figure 2.1), dans le cycle d’hystérésis, pour

laquelle l’état LS est stable et l’état HS est métastable. Nous plaçons d’abord le système dans

l’état HS métastable (zone rouge), dans lequel un petit domaine de la phase stable LS (zone

bleue) de forme carrée est inséré dans le coin inférieur gauche, pour déclencher la réaction (voir

l’image supérieur gauche de la figure 2.2).



48 CHAPITRE 2. DYNAMIQUE SPATIO-TEMPORELLE DE LA TRANSITION DE SPIN

II.1 Structure de l’interface HS/LS

La résolution des Lx ˆ Ly{pdx ˆ dyq équations différentielles couplées résultant de la dis-

crétisation du réseau est effectuée par la méthode des différences finies. Nous illustrons dans

la figure 2.2 quelques images sélectionnées de la simulation temporelle. La configuration du

système montre la répartition spatiale de la fraction HS lors du processus de relaxation aux

instants t“ 3.8, 63.6, 93.6, 120.0 et 200.0 s. On peut voir que très rapidement après l’injection

du domaine LS de forme carrée, celui-ci devient circulaire, et cette forme est maintenue aussi

longtemps que son rayon, ρ, est plus petit que la largeur, Ly, du réseau. La forme circulaire

de l’interface dans cette région résulte de la minimisation de sa longueur (le coût de l’énergie

d’interface) sous la contrainte d’un angle de contact de π{2, imposé par les conditions aux

limites ouvertes (ou de Neumann). Lorsque ρ dépasse la valeur Ly, la région transformée at-

teint la frontière du réseau et la forme et l’orientation d’interface commencent à changer en

conséquence. Après d’un certain temps, t » 15 s, l’interface tend vers une forme stable, droite

et perpendiculaire aux bords latéraux de la maille (ρ Ñ 8).

II.2 Étude du régime d’écoulement

Nous nous concentrons maintenant sur le régime d’écoulement ou de croisière, qui est défini

par la présence d’une interface de forme stable et se déplaçant à vitesse constante. La propa-

gation de la transformation de la fraction HS le long de l’axe x peut être suivie par le tracé du

profil de nHSpxq à différents instants t pour des valeurs de y bien choisies. Les courbes obtenues

sont présentées dans la figure 2.3, et sont les solutions “progressives” de l’équation dite de

Kolmogorov [23] :

nHSpx, tq » n˚
HS

` n˚
LS

2
` n˚

HS
´ n˚

LS

2
tanh

ˆ

x´ x0

ω

˙

(2.38)

où x0 “ vt est la position du centre de l’interface, ω la largeur de l’interface et n˚
HS

et n˚
LS

sont

les solutions stationnaires (à l’équilibre) de l’équation auto-consistante de champ moyen (2.3).

Il est important de remarquer que n˚
HS

et n˚
LS

dépendent de la température (voir figure 2.1) et

que par conséquent l’équation (2.38) intègre implicitement cette dépendance.
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nHS

t=0 s

t=3.8 s

t=63.6 s

t=93.6 s

t=120.0 s

t=200.0 s

t=300.0 s

Figure 2.2 – Images des configurations spatio-temporelles du réseau lors de la nucléation et
croissance du domaine LS stable (en bleu) à l’intérieur d’un cristal à l’état HS métastable (en
rouge) pour une température T “ 0.9Teq (à l’intérieur de l’hystérésis thermique). Les valeurs
des paramètres sont LxˆLy “20µm ˆ100µm, ∆0 “ 450K, J“300K, lnpgq » 5, Γ“1{300K´1

s´1 et D“1.0µm2{s .
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Figure 2.3 – Profils de l’interface simulés à partir de l’équation au cours de la propagation pour
différents instants. Les courbes sont des coupes de la figure 2.2 selon la direction de propagation
pour une valeur de y “ Ny{2. Les résultats des simulations réalisées avec l’équation (2.28)
suivent parfaitement l’équation (2.38).

Nous avons suivi la position de l’interface en fonction du temps pendant le processus de

propagation de la figure 2.2. Les résultats sont présentés dans la figure 2.4 a, pour trois valeurs

sélectionnées de y “ 1, Ny{2, et Ny, correspondant au bas, au centre et au haut du réseau, res-

pectivement. Dans tous les cas, la valeur utilisée pour la constante de diffusion, D “ 1.0µm2s´1

conduit aux temps longs, à une vitesse de propagation constante, v » 4.5µm/s de l’interface

HS/LS. De plus, une inspection minutieuse des profils de l’interface obtenus numériquement

de la figure 2.3, conduit à une valeur de la largeur de l’interface de l’ordre de, ω » 10 µm,

ces résultats sont cohérents avec les observations de microscopie optique [3, 4, 5, 24]. Une

comparaison détaillée des données expérimentales sera présenté dans la section IV.

Nous avons également étudié la dépendance de la vitesse de l’interface et de sa largeur en

fonction de la constante de diffusion, D. Dans les deux cas on a trouvé que v et ω suivent une

loi en
?
D (voir figure 2.5), un résultat qui a déjà été rapporté dans la littérature dans un autre

domaine [21].
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Figure 2.4 – (a) Dépendance temporelle de la position de l’interface HS/LS dans la direction
de propagation (l’axe x) pour différentes valeurs de y. (b) La vitesse moyenne de l’interface
HS/LS en fonction de la température T {Teq (bleu) dans le domaine de validité de l’hystérésis
thermique de la figure 2.1 (vert).

II.3 Les effets de bord et les régimes transitoires

Les bords du système jouent un rôle important au cours du processus de propagation. Tout

d’abord, ils gouvernent l’orientation de l’interface dans le régime d’écoulement, à travers la

condition géométrique d’un angle de raccordement droit entre l’interface et les bords, dans

le cas présent, à cause des conditions aux limites libres et de la symétrie du réseau. Cette

condition ne serait pas obéie dans le cas de systèmes à faible symétrie. Cependant dans ce cas

les choses se compliquent car il faut réécrire le Laplacien en coordonnées généralisées.
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Figure 2.5 – ( a) La vitesse de propagation de l’interface HS/LS v (ligne continue rouge) et la
largeur de l’interface ω (ligne pointillée bleue) en fonction de la constante de diffusion D. ( b)
v et ω en fonction de

?
D (ce qui mettre en évidence sa relation fonctionnelle). Les valeurs des

paramètres sont les mêmes que celles utilisées dans la section II.

En outre, le début et la fin du processus sont évidemment influencés par les effets de bord.

Ceci est commodément visualisé en traçant la moyenne spatiale de la fraction HS en fonction

du temps dans le cas des images de la figure 2.2, voir la figure 2.6a.

Cinq régimes successifs sont facilement identifiables :

(o) relaxation homogène du domaine HS (métastable) initialement établi à nHS “ 1 vers la

solution stationnaire nHS “ n˚
HS

et respectivement pour le petit domaine LS dans le coin infé-

rieur. Ce régime pourrait s’éviter facilement en fixant nHS “ n˚
HS

et nHS “ n˚
LS

respectivement

pour chaque domaine à l’instant initial t “ 0.

(i) passage de la forme carrée imposée à l’instant initial à une forme circulaire accompagné d’un

élargissement de la largeur de l’interface, établie initialement à ω “ 0, vers sa valeur dépendant
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de la température et la constante de diffusion (2.49)

(ii) la propagation d’un front circulaire jusqu’à ce qu’il atteigne le bord supérieur

(iii) l’interface prend une forme sigmoïdale et devient rectiligne. Lorsque l’interface n’a pas

atteint sa forme optimale minimisant l’énergie du système, la vitesse de propagation du front

n’est pas la même dans tous les points de l’interface. Ceci se déduit du fait que l’interface

devient rectiligne, dans le cas contraire l’interface garderait une forme sigmoïdale.

(iv) Enfin, le régime d’écoulement où la vitesse de propagation est constante. Dans cette der-

nière phase, la moyenne de fraction HS se comporte de façon linéaire dans le temps. En effet,

dans cette région où l’orientation de l’interface est stable, on peut facilement comprendre que

la fraction HS écrit,

nHS9 p1´x0{Lxq , (2.39)

où x0 “ vt est la position de l’interface et Lx est la longueur du réseau (voir la figure 2.6a)

D’autre part, les cinq régimes sont à peine visibles dans la courbe de relaxation de la fraction

HS moyenne (figure 2.6a), alors qu’ils apparaissent très clairement dans la figure 2.6 b, où nous

représentons la dépendance temporelle du carré du gradient de la fraction HS, |~∇nHS|2, et la

dérivée temporelle de la fraction HS moyenne, Bn̄HS

Bt
, qui sont très sensibles aux changements

des régions et à l’évolution de la longueur de l’interface.

Une inspection minutieuse des courbes de la figure 2.6 b permet de conclure que : le premier

régime (i), caractérisé par une variation très rapide du |~∇nHS|2 en raison du changement de la

forme carrée du domaine initialement injecté avec une forme circulaire, est situé dans l’intervalle

de temps r0 ´ 20s s, tandis que la deuxième étape située dans l’intervalle r20 ´ 70s s correspond

à la propagation circulaire de l’interface qui est la plus courte distance. Au cours de ce processus,

le rayon augmente jusqu’à atteindre la valeur de la largeur du réseau Ly, ce qui entraîne une

augmentation de la longueur de l’interface et par conséquent de celle du gradient de la fraction

HS associé. Dans la troisième étape comprise dans l’intervalle r70 ´ 100s s, la forme du front

se transforme de circulaire à linéaire en raison des effets de bords, ce qui diminue la longueur

de l’interface.
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Figure 2.6 – (a) Évolution temporelle de la valeur moyenne de la fraction HS lors de la
propagation de l’interface HS/LS montrée dans la figure 2.2. (b) Évolution temporelle de la
racine carré de la valeur moyenne du gradient de la fraction HS. On peut observer les différents
régimes lors de la propagation de l’interface. À l’intérieur la dérivée temporelle de la fraction
HS, ´ BnHS

Bt
en fonction du temps. Les paramètres sont les mêmes que celles de la figure 2.2.

Le quatrième régime a lieu entre r100 ´ 240s s correspond à une orientation stable ayant

une longueur constante, ce qui conduit à un plateau dans le comportement de
›

›

›

~∇nHS

›

›

›
et ´ BnHS

Bt
.

Dans cette région, les changements dans les propriétés de propagation apparaissent lorsque

la distance entre l’interface et le bord du réseau devient du même ordre de grandeur que la

largeur de l’interface.
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III Bords et forme de l’interface

Dans les simulations pour des cristaux rectangulaires suffisamment longs, Lx ąą Ly, comme

celle que nous avons observée dans l’image 2.2 la forme de l’interface évolue d’une forme

sigmoïdale (qu’on peut voir aux instants t “ 93.6s et t “ 120.0s) jusqu’à former une droite

(t “ 200.0s). L’interface garde sa forme rectiligne en tout moment lors de sa disparition.

Pour les cristaux carrés, le système ne rentre pas dans les régimes (iii) et (iv), l’interface ar-

rive simultanément aux coins haut-gauche et bas-droit, la symétrie du cristal fait que l’interface

reste symétrique par rapport à la direction (1,1), sa forme devient semblable à un double puits

(voir t “ 37.6s, t “ 39.2s et t “ 42.3s de la figure 2.7) pour enfin, redevenir de nouveau circu-

laire, t “ 46.6s, à la fin du processus Le rapport Lx{Ly dans un cristal de forme rectangulaire

joue un rôle important dans la forme de l’interface et des situations intermédiaires entre celle

du carré et du rectangle (Lx " Ly) peuvent être obtenues : le cas pour un cristal rectangulaire

qui n’est pas suffisamment long pour lequel l’interface arrive au coin bas-droit avant d’attendre

le régime (iv). L’angle de contact avec la nouvelle frontière oblige alors l’interface à chercher

une nouvelle forme qui minimise son énergie. L’interface prend alors une forme similaire au

double puits mais non symétrique, pour ensuite, redevenir circulaire avant de disparaître.

À l’équilibre pour un système isotrope, l’interface minimise sa largeur ce qui correspond à

une ligne droite si les bords du cristal sont parallèles en utilisant les conditions aux limites de

Neumann (angle de contact de 90o). Les régimes de propagation de l’interface où sa forme peut

être circulaire, sigmoïdale, en double puits ou rectiligne dépendent ainsi de la forme du cristal.

Lors de la transition de phase à température constante le système se trouve hors équilibre, ce

qui explique que les interfaces qu’on observe n’ont pas la longueur minimale (compte tenu des

conditions aux limites) comme on peut le voir aux instants t “ 37.6s, t “ 39.2s et t “ 42.3s de

la figure 2.7. Ce caractère hors équilibre est d’autant plus fort lorsqu’on s’éloigne de Teq.

Les bords du cristal ont un effet très important sur la forme de l’interface. Dans la figure

2.8, on compare les résultats des simulations du modèle élastique et du modèle de réaction

diffusion pour une forme circulaire. Pour le modèle élastique à l’instant de la simulation noté

D (nHS „ 0.5 ), l’interface est pratiquement droite mais les résultats obtenus pour l’équation
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Figure 2.7 – Images des configurations spatio-temporelles du réseau lors de la nucléation et
croissance du domaine LS stable (en bleu) à l’intérieur d’un cristal à l’état HS métastable (en
rouge) pour une température T “ 0.9Teq (à l’intérieur de l’hystérésis thermique). Les valeurs
des paramètres sont les mêmes que celles de la figure 2.2 sauf Nx “ Ny “ 10µm.
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Figure 2.8 – En haut, une simulation pour le modèle élastique résolu avec la méthode de
Monte-Carlo Metropolis adapté de la référence [24] et en bas, une résolution numérique de
l’équation de réaction diffusion utilisant les mêmes valeurs que pour la simulation de la figure
2.7 avec une forme circulaire.
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de RD gardent encore une courbure au centre, (figure 2.8 D) car l’interface est hors équilibre.

Un modèle de RD tenant compte du changement de volume entre les phases HS et LS devrait

permettre d’établir une relation entre les dynamiques de propagation de l’état de spin et la

relaxation du réseau où l’interface a toujours une forme qui minimise l’énergie totale du système.

Il est intéressant de remarquer ici que les simulations avec la méthode de MC sont réalisées à

T “ 10 K et pour le modèle de RD à T “ 0.9Teq dans le cycle d’hystérésis. Si on réalise une

simulation à une température plus proche de Teq, la courbure au centre est moins importante

mais l’interface n’est pas rectiligne. Lors qu’on s’approche de Teq, le domaine injecté doit être

de plus en plus grand pour que la transition ait lieu.

III.1 La force motrice de la propagation de l’interface

Nous souhaitons obtenir des expressions reliant les paramètres inconnus, Γ et D, de l’équa-

tion de réaction diffusion d’origine spatio-temporelle avec des grandeurs physiques mesurables

par microscopie optique, comme la largeur du front, ω, et sa vitesse de propagation, v. Les

autres paramètres du modèle (J , ∆ et ln g) sont obtenus à partir de la courbe d’hystérésis dans

le comportement de l’aimantation en fonction de la température.

À la température d’équilibre la dérivée de l’énergie libre conduit à

BF pmq
Bm “ Jm´ J tanhpβJmq (2.40)

où le développement de Taylor autour de m „ 0 donne

J´1 BF pmq
Bm » p1 ´ βeqJqm` 1

3
β3

eqJ
3m3. (2.41)

Les racines de cette approximation de la dérivée de l’énergie libre sont

m˚ “ 0 et m˚
˘ “ ˘

d

3 pβeqJ ´ 1q
β3

eqJ
3

. (2.42)
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On suppose une solution propagative en tangente hyperbolique comme (2.38)

mpxq “
d

3 pβeqJ ´ 1q
β3

eqJ
3

tanh
ˆ

x´ xo

ω

˙

(2.43)

où xo est la position de l’interface et vo “ Bxo

Bt
la vitesse. On obtient alors la dérivée de

l’aimantation en fonction du temps,

Bm
Bt “ v2

o

ω

˜

m2

d

β3
eqJ

3

3 pβeqJ ´ 1q ´
d

3 pβeqJ ´ 1q
β3

eqJ
3

¸

, (2.44)

et son Laplacien,

B2m

Bx2
“ 2
ω2

˜

β3
eqJ

3

3 pβeqJ ´ 1q m
3 ´m

¸

. (2.45)

En injectant (2.41), (2.44) et (2.45) dans l’équation de RD, on peut réécrire

3
ÿ

i“0

cim
i “ 0 (2.46)

où

c0 “ v2
o

ω

d

3 pβeqJ ´ 1q
β3

eqJ
3

, c1 “ ΓJ pβeqJ ´ 1q ´ 2D
ω2

, (2.47)

c2 “ ´v2
o

ω

d

β3
eqJ

3

3 pβeqJ ´ 1q et c3 “ ´ΓJ
3
β3

eqJ
3 ` 2D

ω2

β3
eqJ

3

3 pβeqJ ´ 1q . (2.48)

Afin de s’assurer que l’équation soit respectée @x dans mpxq, il faut imposer ci “ 0 ce qui donne

vo “ 0 et ω “
d

2D
ΓJ pβeqJ ´ 1q (2.49)

La vitesse du front est nulle comme cela était prévisible à la température d’équilibre et ω9
?
D ;

résultat obtenu numériquement (voir figure 2.5).
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Ensuite, réalisons le même développement à toute température, c’est-à-dire pour ∆eff ‰ 0.

La dérivée de l’énergie libre est alors,

BF pmq
Bm “ Jm´ J tanhχ (2.50)

où

χ “ βJm´ β∆eff . (2.51)

Nous procédons en réalisant un développement de Taylor de l’énergie libre autour de m „ 0 et

T „ Teq, ce qui revient à effectuer un développement linéaire autour de χ „ 0. On a alors

J´1 BF pmq
Bm »m´ χ` 1

3
χ3 ` . . . (2.52)

J´1 BF pmq
Bm »p1 ´ βJqm` β∆eff ` 1

3
β3 pJm´ ∆eff q3 . (2.53)

Pour pouvoir imposer une solution spatiale avec un profil de type tangente hyperbolique,

il nous faut d’abord obtenir les racines du polynôme,

χ3 ´ 3
βJ ´ 1
βJ

χ` 3
∆eff

J
“ 0. (2.54)

On pourrait éventuellement utiliser la méthode de Cardan pour obtenir les racines, mais elle

n’est pas nécessaire si l’on se place près de Teq. En effet, autour de la température d’équilibre

on a ∆eff ăă J ce qui permet de négliger le dernier terme dans (2.54), ce qui donne,

m˚ “ ∆eff

J
et m˚

˘ “ ∆eff

J
˘

d

3 pβJ ´ 1q
β3J3

. (2.55)

La solution de type tangente hyperbolique du profil mpxq est de la forme :

mpxq “ mo `m1 tanh
ˆ

x´ xo

ω

˙

(2.56)
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où

mo “ ∆eff

J
et m1 “

d

3 pβJ ´ 1q
β3J3

. (2.57)

La dérivée par rapport au temps et le Laplacien sont alors

Bmpxq
Bt “ vo

m1ω

`

m2 ´ 2mom`m2
o ´m2

1

˘

(2.58)

B2mpxq
Bx2

“ 2
m2

1
ω2

“

m3 ´ 3mom
2 ` p3m2

o ´m2
1qm´m3

o `m2
1mo

‰

(2.59)

En injectant (2.53), (2.58) et (2.59) dans l’équation de RD, on obtient à nouveau une équation

de type (2.46). En utilisant c0 “ 0 et c3 “ 0, on obtient

vo “ Γ∆effω
m1

m2
1

´m2
o

et ω “
d

2D
ΓJ pβJ ´ 1q . (2.60)

Si on utilise c1 “ 0 ou c2 “ 0, on obtient vo “ 0. Ce résultat vient probablement du fait d’avoir

négligé le dernier terme dans (2.54) pour obtenir (2.55), ce qui revient à se placer à T » Teq.

Ainsi, nous avons établi une expression de la vitesse de l’interface en fonction de la tempé-

rature T autour de Teq. Cette vitesse est constante comme on peut l’observer dans les figures

2.4a et 2.6b au régime (iv). Avant le régime de croisière, la vitesse n’est pas constante à cause

des effets de bords qui déterminent la forme de l’interface.

Interface HS/LS circulaire

Nous avons résolu l’équation de réaction diffusion à 1D pour obtenir l’équation (2.60). C’est

équivalent au cas à 2D pour une interface rectiligne comme on peut le constater sur l’image de la

figure 2.6a à t “ 200s. Dans cette même figure, on peut aussi observer à t “ 63.6s une interface

circulaire. Il est donc intéressant, pour mieux comprendre la dynamique de l’interface, d’étudier

son comportement dans ce régime. Pour cela, nous utiliserons les coordonnées polaires, ce qui

change le laplacien qui devient de la forme

∇2m “ B2
rm` p1{rqBrm. (2.61)
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Le terme avec la dérivée seconde est déjà présent dans les équations précédentes. Il faut juste

analyser les changements introduits par le terme avec la dérivée première dans l’équation (2.60).

Bmpxq
Bx “ ´ 1

m1ωr

`

m2 ´ 2mom`m2
o ´m2

1

˘

. (2.62)

En utilisant la même approximation de l’énergie libre (2.53) et les mêmes racines (2.55), et

suivant la même procédure que pour (2.60), on obtient les expressions suivantes pour la vitesse

et la largeur de l’interface :

vr “ vo ´ D

ro
et ωr “ ω. (2.63)

Cela nous permet d’en déduire deux résultats supplémentaires pour T “ Teq et vc “ 0.

À la température de transition, T “ Teq, nous avons donc ∆eff “ 0, et la vitesse est

simplement

vr “ Bro

Bt “ ´D

ro
. (2.64)

On voit immédiatement que la vitesse est négative, c’est-à-dire le domaine circulaire diminue,

et que celle-ci est d’autant plus rapide que ro est petit. On peut intégrer pour trouver le rayon

du domaine circulaire,
ż roptq

Rini

rdr “ ´D
ż t

0

dt1 (2.65)

qui s’écrit sous la forme

roptq “
b

R2
ini ´ 2Dt (2.66)

où Rini est le rayon du domaine introduit initialement pour amorcer la réaction. Pour tout

instant t ą 0, le rayon de notre domaine est inférieur au rayon initial roptq ă Rini. Cela est

évident avec le signe négatif résultant de la vitesse de l’interface,

vrptq “ ´ D
a

R2
ini ´ 2Dt

. (2.67)

La vitesse tend vers l’infini pour t Ñ R2
ini

2D
, mais avant d’y arriver, le domaine aura disparu car
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Figure 2.9 – Position (en vert) et vitesse (en bleu) de l’interface pour un domaine circulaire
à la température de transition.

le rayon tend vers roptq Ñ 0 et la solution supposée du profil en tangente hyperbolique n’est

plus valable car ro ă ω

2
.

Nous pouvons donc déduire qu’à la température de transition T “ Teq, tout domaine

circulaire a tendance à disparaître sauf si son interface est droite ce qui correspond à Rini Ñ 8.

De même, toute interface courbe aura une vitesse de propagation orientée vers son côté concave.

Pour une température donnée différente de la température de transition T ‰ Teq, le système

présente une force motrice due au champ de ligand effectif et à la courbure de l’interface. Cette

deuxième force motrice est responsable de l’évolution du front vers une forme rectiligne comme

on peut l’apprécier entre les instants t “ 93.6s et t “ 200.0s de la figure 2.2.

Lorsqu’on injecte un domaine circulaire stable à l’intérieur d’une phase métastable ces deux

forces motrices s’opposent. On peut définir un rayon critique Rc pour une température donnée

dans le cas où la vitesse de l’interface circulaire (2.63) est nulle pvr “ 0q. En utilisant les

équations (2.63), (2.60) et (2.57), le rayon critique Rc “ ropvr “ 0q s’écrit

Rc “ D

vo
“ m1D

Γ∆effω
“ βJ ´ 1
kB ln g |Teq ´ T |

d

2D
Γβ3J

, (2.68)

si on considère m2
o{m1 négligeable par rapport à m1.
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Les domaines dont le rayon initial est plus grand que Rc croissent et ceux qui ont un rayon

initial plus petit, disparaissent. L’écart de la température de transition avec la température du

système (en valeur absolue) fait que Rc devient plus petit lorsqu’on s’éloigne de la température

de transition, car pT ´ Teqq augmente. Cela implique donc, que loin de Teq, tout en étant dans

le cycle, des petits domaines qui apparaissent spontanément par agitation thermique lors de la

nucléation, peuvent donner lieu à une croissance rapide et puis à une transition de phase.

IV Comparaison à l’expérience

Nous présentons maintenant une comparaison entre les résultats de la résolution numérique

de l’équation de réaction diffusion (2.28) et des résultats expérimentaux de microscopie optique

sur le monocristal du composé à transition de spin de formule [{Fe(NCSe)(py)2}2(m-bpypz)] ,

où Py désigne la pyridine et bpypz désigne le 3,5-bis(2-pyridyl)-pyrazolate [5, 25], fourni par

le Pr. Sumio Kaizaki de l’Université d’Osaka. Ce matériau présente une transition de phase

du premier ordre induite thermiquement entre les états LS et HS accompagnée d’un cycle

d’hystérésis de 10K, centré autour de „ 112.6K, tel que représenté dans la figure 2.10 qui

montre le résultat de mesures magnétiques d’un échantillon en poudre du même composé.

Des images de microscopie optique du cristal dans les états LS, HS et à l’intérieur de la zone

bistable, où une interface HS/LS peut être facilement identifiée sont insérées. La courbe bleue

rend compte du meilleur affinement obtenu pour une approximation du champ moyen basé sur

le modèle d’Ising.

En raison de transformations structurales anisotropes de la maille cristalline de ce composé

[27] spécifiques sur la transition de spin, l’interface HS/LS de ce système est orientée avec un

angle de „ 60o ou „ 120o [28] par rapport à la direction de grande longueur du cristal. Le

présent modèle de réaction diffusion n’inclue pas les effets mécaniques. Il ne permet donc pas

de reproduire cette orientation.

Nous avons suivi le mouvement de l’interface à l’intérieur du cycle d’hystérésis à température

T “ 115.04 K où on a introduit un petit domaine à l’état HS stable dans un cristal à l’état LS

métastable, au-dessus de la température de transition expérimentale, Teq “ TÓ ` TÒ

2
“ 112.6K
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Figure 2.10 – Cycle d’hystérésis expérimental du composé [{Fe(NCSe)(py)2}2(m-bpypz)] sur
poudre avec croix noires. Photos d’un échantillon éclairé à la température signalée par la flèche
rouge pour obtenir un biphasé avec une interface HS :LS. Approximation du champ moyen
du modèle d’Ising représenté par une ligne solide bleue réalisée avec les valeurs de paramètres
Teq “ 112.6K, J“138K, lnpgq » 5.01 et ∆0 “ 282.1K. Adapté des références [25, 26, 27]

de l’échantillon. Pour élaborer une comparaison pertinente avec les expériences, nous avons

considéré un réseau 2D comme dans la partie théorique, à savoir présentant une symétrie carrée

et une forme rectangulaire de la taille LxˆLy “20µmˆ100µm. Les valeurs des paramètres qui

permettent de reproduire le cycle d’hystérésis thermique expérimental de la figure 2.11 sont :

J “ 138K, lnpgq “ lnp150q » 5.01 et ∆0 “ 282.1K. Le paramètre de diffusion et le facteur

de fréquence sont fixés à D “ 16.6µm2s´1 et Γ » 0.36K´1s´1. Les pas d’espace et de temps

utilisés pour discrétiser le système sont dx “ dy “ 0.1µm et dt “ 10´4 s, respectivement. La

distance entre les pixels vaut 0.357µm et correspond à la résolution spatiale des données de

notre dispositif de microscopie optique.

Dans la figure 2.11, nous présentons simultanément les résultats expérimentaux (croix) et

théoriques (courbe discontinue) sur la fraction HS moyenne en fonction du temps pendant le

processus de nucléation et de propagation de la transformation du front LS/HS à l’intérieur du
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cycle d’hystérésis de la figure 2.10. Les résultats obtenus montrent un très bon accord entre la

théorie et les expériences sur tout l’ensemble de l’intervalle de temps.
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Figure 2.11 – Évolution temporelle de la fraction HS moyenne de la transformation LS vers HS
d’un cristal [{Fe(NCSe)(py)2}2(m-bpypz)] . Croix vertes et la ligne pointillée bleue représentent
respectivement les données expérimentales et la simulation numérique de l’équation de réaction
diffusion. Les valeurs des paramètres sont les mêmes que pour la figure 2.10, à T “ 115.04K »
1.02Teq, pour D “ 16.6µm2s´1 et Γ » 0.36K´1s´1.

Pour vérifier la cohérence globale de notre modèle, nous avons comparé le profil de l’interface

expérimentale (déduite de la dépendance spatiale de la densité optique le long de la direction

de propagation du front au temps t “ 6 s) avec les prédictions théoriques, obtenues en utilisant

le même ensemble de valeurs de paramètres que ceux qui conduisent à la courbe théorique de la

fraction HS en fonction de la température représentée en bleu dans la figure 2.10. Les résultats

montrés dans la figure 2.12 confirment là aussi le bon accord quantitatif entre la théorie et

l’expérience, ainsi que la pertinence du modèle pour décrire ces aspects spatio-temporels.

Enfin, nous avons également analysé la cinétique locale de la fraction HS en une zone à

l’intérieur du cristal. Ici, l’idée est de suivre la dépendance temporelle de la fraction HS dans
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Figure 2.12 – Comportement spatial selon la direction de propagation du profil de la fraction
HS à l’instant t “ 6s. Les données expérimentales (représentés avec des croix vertes) de la
transformation de l’état LS vers l’état HS du composé [{Fe(NCSe)(py)2}2(m-bpypz)] . La ligne
pointillée bleue représente le résultat de la simulation numérique de l’équation de réaction
diffusion, pour les mêmes valeurs des paramètres de la figure 2.11.

Figure 2.13 – Visualisation à trois instants donnés du cristal lors de la transition de phase.
Dans la figure 2.14 la fraction HS est calculée à l’intérieur du carré rouge, représenté au milieu
du cristal, en fonction du temps.

une petite région fixée du cristal (un pixel à l’échelle des mesures de microscopie optique, soit

environ 1 µm2) lors de la propagation du front. Cette région est représentée par un carré rouge

dans la figure 2.13 où trois instants sont montrés : avant le passage du front de transformation,

lors du passage et après. Nous observons que tant que le front est loin de ce point, la fraction

HS celle de l’état stationnaire métastable LS avec nHS “ n˚
LS

» 0.3. Lorsque le front arrive

autour du point considéré, la fraction HS augmente dans le temps jusqu’à atteindre la valeur
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Figure 2.14 – Évolution temporelle de la fraction HS d’un point lors de la transformation
LS vers HS au centre d’un cristal [{Fe(NCSe)(py)2}2(m-bpypz)] comme il est montré dans le
schéma 2.13. Croix vertes et la ligne pointillée bleue représentent les données expérimentales
et la simulation numérique de l’équation de réaction diffusion respectivement. Les valeurs des
paramètres sont les mêmes que pour la figure 2.11.

de l’état stationnaire stable HS (nHS “ n˚
HS

» 0.9). Les résultats expérimentaux et théoriques

sont représentés sur la figure 2.14 et sont en très bon accord. L’information intéressante résul-

tant de cette analyse de la cinétique locale est relative au temps ∆t de nucléation local de la

fraction HS, obtenu à partir de la largeur de la courbe de la figure 2.14, ici ∆t » 1s. Cette

valeur est aussi en excellent accord avec les autres valeurs des temps de vie expérimentaux

obtenus sur différents composés à transition de spin utilisant des mesures pompe sonde de ré-

flectivité optique permettant d’accéder aux courbes de relaxation de la fraction HS à différentes

températures [29] dans la zone du cycle thermique.

Pour le présent échantillon, on voit clairement que la loi en tangente hyperbolique, donnée

dans l’équation (2.38) conduit à un excellent accord avec les résultats expérimentaux (figure

2.14 ). En outre ce bon accord avec les données expérimentales est obtenu avec les mêmes valeurs
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Composé phases ∆a
aHS

p%q ∆b
bHS

p%q ∆c
cHS

p%q ∆βpoq
[{Fe(NCSe)(py)2}2(m-bpypz)] HS - LS 0.636 2.5088 0.38229 -2.33

{Fe(2py-trz)[Pt(CN)4]} HS - HL 0.92337 2.00097 0.25434 -0.165

Table 2.3 – Différence entre les paramètres de maille élémentaire entre les deux phases pour
les deux composés. Données obtenues par diffraction des rayons X.

de paramètres que celles utilisées pour les figures 2.11, 2.12 et 2.14, ce qui démontre bien la

cohérence du modèle de réaction diffusion dans la description des propriétés spatio-temporelles

de solides moléculaires commutables à transition de spin. Malgré ces bons résultats, la forme

de l’interface et les angles de contact n’ont pas pu être bien reproduits (figure 2.15).

L’origine de l’orientation de l’interface dans les monocristaux du composé du Pr. Kaizaki

est le désaccord entre les mailles élémentaires des phases HS et LS. La transformation entre les

deux phases comporte un changement de volume assez important et une anisotropie dans les

directions des axes cristallographiques (table 2.3). Ce changement de volume ne peut pas être

introduit dans l’état actuel du modèle.

Dans le cadre du sujet de stage de H. Fourati, nous avons réalisé des expériences de micro-

scopie optique sur le composé {Fe(2py-trz)[Pt(CN)4]} [30] à transition incomplète, fourni par

le Pr. Smail Triki de l’Université de Bretagne Occidentale. La variation de l’angle de la maille

cristalline est moins importante et les effets élastiques, même s’ils sont toujours à l’origine de

la coopérativité du composé à transition de spin, sont moins prédominants.

Le modèle présenté ici de réaction diffusion, développé à partir de l’Hamiltonien d’Ising,

ne tient pas compte des effets élastiques ni du changement de volume à la transition. Pour

s’affranchir des effets élastiques et mieux comparer les effets de forme de l’interface dans notre

modèle, on travaille sur le composé {Fe(2py-trz)[Pt(CN)4]} où le désaccord des paramètres de

mailles entre les deux phases HS et LS est moins important que pour celui du Pr. Kaizaki

(figure 2.10). La transition de spin a lieu en effet entre une phase HS est une phase HS-LS

(HL) qui a lieu autour de „ 155K comme cela est montré dans la figure 2.16.

Nous sommes intéressés ici essentiellement à la forme de l’interface entre les deux phases HS

et HL en présence, lors de la transition de phase à T “ 155K, bien que les modèles développés

ici, pourraient facilement inclure les effets de la lumière. On aurait pu utiliser simplement une
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Figure 2.15 – Images des configurations spatio-temporelles du réseau lors de la nucléation
et croissance du domaine HS (en rouge) lors de la montée en température. Les zones en bleu
représentent l’état LS. Et les images des expériences en microscopie optique pour un cristal
du composé de [{Fe(NCSe)(py)2}2(m-bpypz)] . Les valeurs des paramètres sont les mêmes que
pour la figure 2.11.
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Figure 2.16 – Comportement thermique du composé {Fe(2py-trz)[Pt(CN)4]} adapté de l’ar-
ticle [30]. Les cercles noirs représentent le comportement à l’obscurité ; les carrés rouges sont ob-
tenus sous une lumière rouge (λ “808nm) et les carrés verts, sous une lumière verte (λ “532nm)
qui produisant les cycles LITH et LITH-inverse.

énergie libre avec deux puits avec centrés autour de nHS “ 0.5 et nHS “ 1.0, mais ceci ne change

pas la forme de l’interface à deux dimensions et nous avons donc utilisé les mêmes valeurs de

J , ∆ et ln g que pour les simulations précédentes. Par contre, la forme du cristal joue un rôle

très important, par conséquent, nous avons réalisé la simulation avec une forme de bords la

plus proche de celle du cristal étudié par microscopie.

Lors de la transition de phase du premier ordre de la phase HS vers la phase intermédiaire

HS-LS, le domaine commence dans le coin inférieur gauche et se propage jusqu’à toucher le

coin supérieur gauche. A partir de ce moment, on peut observer une interface en forme de “S”

(régulière) semblable à celle que nous avons obtenue dans la simulation numérique.

Pour les images aux instants b) et c) de la figure 2.17, on peut observer un front curviligne

non circulaire et perpendiculaire aux bords, ce qui est assuré par les conditions de bord de

Neumann imposées dans la simulation. À l’instant d), l’interface prend une forme sigmoïdale

du régime (iii) de la section . Lorsque le front de transformation arrive au coin bas-droit, la

forme de l’interface devient pratiquement circulaire concave vers le coin haut-droit dans la

direction de propagation en excellent accord avec les résultats expérimentaux.
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a)

b)

c)

d)

e)

f)

Figure 2.17 – Images des configurations spatio-temporelles du réseau lors de la nucléation
et croissance du domaine HS (en rouge) lors de la montée en température. Les zones en bleu
représentent l’état LS. Et les images des expériences en microscopie optique pour un cristal du
composé de {Fe(2py-trz)[Pt(CN)4]} . Les valeurs des paramètres sont les mêmes que pour la
figure 2.2 pour une diffusion anisotrope (2.74) avec les valeurs D1 “ 2.0µm2{s, D2 “ 15.0µm2{s
et θ = 30o.
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Pour la simulation montrée dans la figure 2.17 nous avons utilisé une diffusion anisotrope.

Dans le développement précédent de l’équation de réaction diffusion, nous avions supposé le

tenseur Dij , comme diagonal et de composantes égales dans l’équation (2.13) avec L=0. Dans le

cas d’une diffusion anisotrope, ces conditions ne sont plus remplies, ce qui fait varier l’expression

de l’énergie libre totale, qui devient

F pt0q “
ż

V

„

fhom pnHSp~r, t0qq ` ~L ¨ ~∇nHS ` 1
2
~∇TnHSDij

~∇nHS



dV , (2.69)

en tenant compte du fait que Dij est symétrique, la dérivée temporelle de l’énergie libre s’écrit

dF

dt

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

t0

“
ż

V

„Bfhom pnHSp~r, t0qq
BnHS

9nHS ` ~L ¨ ~∇ 9nHS ` ~∇T
9nHSDij

~∇nHS



dV . (2.70)

En utilisant l’identité

~∇T
´

9pDij
~∇p

¯

“ 9p~∇TDij
~∇p` ~∇T

9pDij
~∇p, (2.71)

puis le théorème de la divergence, il s’ensuit :

dF

dt

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

t0

“
ż

V

„Bfhom pnHSp~r, t0qq
BnHS

´ ~∇TDij
~∇nHS



9nHSdV `
ż

BV

9nHS

´

~L`Dij
~∇nHS

¯

¨ ~dS, (2.72)

Les conditions aux limites annulent le second terme du second membre et on obtient l’équation

de RD suivante,
BnHS

Bt “ ´Γn
BF hom

BnHS

` ~∇TDij
~∇nHS, (2.73)

où l’on écrit Dij “ RT
θ D

diag
ij Rθ avec Rθ la matrice de passage. Ces matrices ont pour expres-

sions :

D
diag
ij “

¨

˚

˝

D1 0

0 D2

˛

‹

‚
et Rθ “

¨

˚

˝

cos θ sin θ

´ sin θ cos θ

˛

‹

‚
. (2.74)

Les valeurs utilisées dans la simulation de la figure 2.17, D1 “ 2.0µm2{s, D2 “ 15.0µm2{s et θ

= 30o, permettent de bien reproduire le profil en diagonale de la propagation de l’interface.
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Conclusion

Nous avons présenté un modèle macroscopique capable de décrire le comportement spatio-

temporel des monocristaux à transition de spin. Dans ce chapitre nous avons testé le modèle

pour deux composés différents, et nous avons obtenu un bon accord entre l’expérience et la

simulation numérique.

Nous avons développé des équations aux dérivées partielles de réaction diffusion à partir

d’un modèle microscopique basé sur un Hamiltonien de type Ising utilisant l’approximation

de champ moyen. Mais la démarche est générale et un autre modèle macroscopique pourrait

être utilisé, un autre Hamiltonien, ou une autre dynamique donnant lieu à d’autres termes de

réaction dans l’équation de RD comme cela a été montré brièvement pour l’équation maîtresse.

Ainsi, un Hamiltonien plus complet, tenant compte du changement de volume entre les deux

phases et des effets élastiques, devrait permettre de reproduire l’orientation de l’interface du

composé du Pr. Kaizaki comme cela a été réalisé par l’Hamiltonien élastique en utilisant des

simulations Monte-Carlo Metropolis. D’un autre côté, la forme de l’interface dans les composés

du Pr. Smail Triki bien qu’en excellent accord avec les résolutions numériques de l’équation de

réaction diffusion, nécessite aussi une prise en compte des comportements élastiques.

Une orientation de l’interface qui sépare les domaines HS et LS dans un cristal peut être

obtenue de manière ad-hoc par le modèle de RD dans l’état actuel avec la matrice de diffu-

sion anisotrope et des conditions aux limites appropriées. Néanmoins, dans les observations

par microscopie optique, et pour la résolution Monte-Carlo de l’Hamiltonien élastique, deux

angles sont possibles pour les échantillons du composé du Pr. Kaizaki „ 60o et „120o. Avec

le modèle présenté dans ce chapitre, on ne peut malheureusement pas obtenir un système où

deux orientations sont possibles.

En conclusion, nous avons identifié et analysé les différents régimes de croissance et pro-

pagation d’une phase stable injectée dans une phase métastable. Ces régimes dépendent de

la forme du cristal qui a un rôle très important dans la géométrie de l’interface. Nous avons

développé analytiquement des approximations pour discuter et mieux comprendre les diffé-

rents régimes de forme de l’interface. Des expressions de la vitesse et de la largeur ont été
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trouvées pour une interface droite. On a supposé pour la résolution de l’équation aux dérivées

partielles, des solutions en tangente hyperbolique, ce qui nous a conduit à une interface dont

la vitesse et la largeur sont proportionnelles au
?
D (un résultat déjà connu dans la littérature

et confirmé par la simulation numérique). Dans les autres régimes, la forme de l’interface n’est

pas rectiligne et sa dynamique est fonction de sa courbure. Les résultats du calcul analytique

ont montré que la vitesse de propagation est fonction du rayon du domaine ; on peut déduire

que pour des géométries plus complexes la vitesse de propagation en chaque point de l’interface

est fonction de sa courbure locale. Ceci permet au front de propagation de minimiser l’énergie

de l’interface ce qui est équivalent à minimiser sa surface toujours en respectant les conditions

imposées. Nous avons aussi établi une valeur critique pour la taille d’un domaine stable in-

jecté à l’intérieur d’une phase métastable au-dessus de laquelle il va croître indéfiniment pour

produire une transition de phase.

Il faut remarquer que, bien que ces résultats soient nouveaux dans le sujet de la transition

de spin, des comportements similaires de la nucléation et la propagation d’interface ont déjà

été rapportés dans la littérature des matériaux magnétiques [31, 32], où la propagation de la

paroi de domaine magnétique est entraînée par un champ magnétique appliqué. Cependant, la

situation présentée dans ce chapitre est beaucoup plus proche de la nucléation et la propaga-

tion de domaines ferroélectriques dans des systèmes au voisinage des instabilités thermiques

provoquées par la présence de transition de phase du premier ordre. La similitude entre le com-

portement de l’interface étudiée ici et la propagation de la paroi de domaine dans les systèmes

magnétiques, cache des différences fondamentales entre ces deux phénomènes. Ici les effets en-

tropiques et les effets thermiques jouent un rôle important et la force motrice est de nature

thermique.

Les résultats des simulations montrent que l’interface dans les résolutions numériques de

l’équation de RD est hors équilibre et ne minimise pas l’énergie libre du système à tout instant

car sa longueur n’est pas minimale à extrémités fixées. Contrairement aux simulations Monte-

Carlo du modèle élastique, nous n’avons pas deux dynamiques indépendantes pour la vitesse

de propagation et pour le redressement de la forme de l’interface. Ces deux dynamiques sont

fonction des mêmes paramètres, notamment de la constante de diffusion.
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Les travaux présentés dans ce chapitre ouvrent la voie aux traitements d’Hamiltoniens

plus complets pour obtenir un système d’équations aux dérivées partielles capable de décrire

de manière plus réaliste la dynamique et l’orientation de l’interface délimitant les différentes

phases des matériaux à transition de spin.

Références

[1] M. Paez-Espejo, M. Sy, F. Varret, and K. Boukheddaden, “Quantitative macroscopic

treatment of the spatiotemporal properties of spin crossover solids based on a reaction

diffusion equation,” Phys. Rev. B, vol. 89, p. 024306, Jan 2014. [Online]. Available :

http://link.aps.org/doi/10.1103/PhysRevB.89.024306

[2] F. Varret, A. Slimani, K. Boukheddaden, C. Chong, H. Mishra, E. Collet, J. Haasnoot,

and S. Pillet, “The propagation of the thermal spin transition of rFepbtrq
2
pNCSq

2
s ¨ H2O

single crystals, observed by optical microscopy,” New J. Chem., vol. 35, pp. 2333–2340,

2011. [Online]. Available : http://dx.doi.org/10.1039/C1NJ20332K

[3] A. Slimani, F. Varret, K. Boukheddaden, C. Chong, H. Mishra, J. Haasnoot, and S. Pillet,

“Visualization and quantitative analysis of spatiotemporal behavior in a first-order thermal

spin transition : A stress-driven multiscale process,” Phys. Rev. B, vol. 84, p. 094442, Sep

2011. [Online]. Available : http://link.aps.org/doi/10.1103/PhysRevB.84.094442

[4] C. Chong, A. Slimani, F. Varret, K. Boukheddaden, E. Collet, J.-C. Ameline, R. Bronisz,

and A. Hauser, “The kinetics features of a thermal spin transition characterized

by optical microscopy on the example of rFepbbtrq
3
spClO

4
q
2

single crystals : Size

effect and mechanical instability,” Chemical Physics Letters, vol. 504, no. 1–3, pp.

29 – 33, 2011. [Online]. Available : http://www.sciencedirect.com/science/article/pii/

S0009261411000662

[5] A. Slimani, F. Varret, K. Boukheddaden, D. Garrot, H. Oubouchou, and S. Kaizaki,

“Velocity of the high-spin low-spin interface inside the thermal hysteresis loop

of a spin-crossover crystal, via photothermal control of the interface motion,”

http://link.aps.org/doi/10.1103/PhysRevB.89.024306
http://dx.doi.org/10.1039/C1NJ20332K
http://link.aps.org/doi/10.1103/PhysRevB.84.094442
http://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S0009261411000662
http://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S0009261411000662


CHAPITRE 2. DYNAMIQUE SPATIO-TEMPORELLE DE LA TRANSITION DE SPIN 77

Phys. Rev. Lett., vol. 110, p. 087208, Feb 2013. [Online]. Available : http:

//link.aps.org/doi/10.1103/PhysRevLett.110.087208

[6] F. Varret, C. Chong, A. Slimani, D. Garrot, Y. Garcia, and D. N. Anil, Real-Time

Observation of Spin-Transitions by Optical Microscopy. John Wiley & Sons, 2013,

ch. 16. [Online]. Available : http://dx.doi.org/10.1002/9781118519301.ch16

[7] S. Bedoui, G. Molnár, S. Bonnet, C. Quintero, H. J. Shepherd, W. Nicolazzi,

L. Salmon, and A. Bousseksou, “Raman spectroscopic and optical imaging of

high spin/low spin domains in a spin crossover complex,” Chemical Physics

Letters, vol. 499, no. 1–3, pp. 94 – 99, 2010. [Online]. Available : http:

//www.sciencedirect.com/science/article/pii/S0009261410012546

[8] S. Bedoui, M. Lopes, W. Nicolazzi, S. Bonnet, S. Zheng, G. Molnár, and A. Bousseksou,

“Triggering a phase transition by a spatially localized laser pulse : Role of

strain,” Phys. Rev. Lett., vol. 109, p. 135702, Sep 2012. [Online]. Available :

http://link.aps.org/doi/10.1103/PhysRevLett.109.135702

[9] S. Bonnet, G. Molnár, J. Sanchez Costa, M. A. Siegler, A. L. Spek, A. Bousseksou, W.-T.

Fu, P. Gamez, and J. Reedijk, “Influence of sample preparation, temperature, light, and

pressure on the two-step spin crossover mononuclear compound rFepbapbpyqpNCSq
2
s,”

Chemistry of Materials, vol. 21, no. 6, pp. 1123–1136, 2009. [Online]. Available :

http://dx.doi.org/10.1021/cm803414q

[10] S. Arrhenius, Über die Dissociationswärme und den Einfluss der Temperatur auf den Dis-

sociationsgrad der Elektrolyte. Wilhelm Engelmann, 1889.

[11] B. Hôo, K. Boukheddaden, and F. Varret, “Two-variable macroscopic model for

spin-crossover solids : Static and dynamic effects of the correlations,” The European

Physical Journal B - Condensed Matter and Complex Systems, vol. 17, no. 3, pp. 449–457,

2000. [Online]. Available : http://dx.doi.org/10.1007/s100510070124

http://link.aps.org/doi/10.1103/PhysRevLett.110.087208
http://link.aps.org/doi/10.1103/PhysRevLett.110.087208
http://dx.doi.org/10.1002/9781118519301.ch16
http://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S0009261410012546
http://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S0009261410012546
http://link.aps.org/doi/10.1103/PhysRevLett.109.135702
http://dx.doi.org/10.1021/cm803414q
http://dx.doi.org/10.1007/s100510070124


78 CHAPITRE 2. DYNAMIQUE SPATIO-TEMPORELLE DE LA TRANSITION DE SPIN

[12] A. Bousseksou, H. Constant-Machado, and F. Varret, “A simple Ising-like model for spin

conversion including molecular vibrations,” J. Phys. I France, vol. 5, pp. 747–760, 1995.

[Online]. Available : http://dx.doi.org/10.1051/jp1:1995165

[13] K. Boukheddaden, I. Shteto, B. Hôo, and F. Varret, “Dynamical model for spin-crossover

solids. I. Relaxation effects in the mean-field approach,” Phys. Rev. B, vol. 62, pp.

14 796–14 805, Dec 2000. [Online]. Available : http://link.aps.org/doi/10.1103/PhysRevB.

62.14796

[14] R. J. Glauber, “Time dependent statistics of the Ising model,” Journal of

Mathematical Physics, vol. 4, no. 2, pp. 294–307, 1963. [Online]. Available :

http://scitation.aip.org/content/aip/journal/jmp/4/2/10.1063/1.1703954

[15] M. Suzuki and R. Kubo, “Dynamics of the ising model near the critical point. i,” Journal

of the Physical Society of Japan, vol. 24, no. 1, pp. 51–60, 1968. [Online]. Available :

http://dx.doi.org/10.1143/JPSJ.24.51

[16] A. Hauser, “Intersystem crossing in iron(II) coordination compounds : A model

process between classical and quantum mechanical behaviour,” Comments on

Inorganic Chemistry, vol. 17, no. 1, pp. 17–40, 1995. [Online]. Available :

http://dx.doi.org/10.1080/02603599508035780

[17] J. Hilliard, “Phase transformations,” American Society for Metals, Metals Park, Ohio, p.

497, 1970.

[18] J. W. Cahn, “On spinodal decomposition,” Acta Metallurgica, vol. 9, no. 9, pp.

795 – 801, 1961. [Online]. Available : http://www.sciencedirect.com/science/article/pii/

0001616061901821

[19] J. A. Warren, R. Kobayashi, A. E. Lobkovsky, and W. C. Carter, “Extending phase field

models of solidification to polycrystalline materials,” Acta Materialia, vol. 51, no. 20, pp.

6035 – 6058, 2003. [Online]. Available : http://www.sciencedirect.com/science/article/

pii/S1359645403003884

http://dx.doi.org/10.1051/jp1:1995165
http://link.aps.org/doi/10.1103/PhysRevB.62.14796
http://link.aps.org/doi/10.1103/PhysRevB.62.14796
http://scitation.aip.org/content/aip/journal/jmp/4/2/10.1063/1.1703954
http://dx.doi.org/10.1143/JPSJ.24.51
http://dx.doi.org/10.1080/02603599508035780
http://www.sciencedirect.com/science/article/pii/0001616061901821
http://www.sciencedirect.com/science/article/pii/0001616061901821
http://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S1359645403003884
http://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S1359645403003884


CHAPITRE 2. DYNAMIQUE SPATIO-TEMPORELLE DE LA TRANSITION DE SPIN 79

[20] J. W. Christian, The theory of transformations in metals and alloys. Newnes, 2002.

[21] P. M. Chaikin and T. Lubensky, Principles of condensed matter physics. Cambridge

University Press, 1995.

[22] A. Hauser, J. Jeftić, H. Romstedt, R. Hinek, and H. Spiering, “Cooperative phenomena

and light-induced bistability in iron(II) spin-crossover compounds,” Coordination

Chemistry Reviews, vol. 190–192, pp. 471 – 491, 1999. [Online]. Available :

http://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S0010854599001113

[23] A. Kolmogorov, I. Petrovsky, and N. Piskunov, “Investigation of the equation of diffusion

combined with increasing of the substance and its application to a biology problem,” Bull.

Moscow State Univ. Ser. A : Math. Mech, vol. 1, no. 6, pp. 1–25, 1937.

[24] A. Slimani, K. Boukheddaden, F. Varret, M. Nishino, and S. Miyashita, “Properties

of the low-spin high-spin interface during the relaxation of spin-crossover materials,

investigated through an electro-elastic model,” The Journal of Chemical Physics, vol.

139, no. 19, 2013. [Online]. Available : http://scitation.aip.org/content/aip/journal/jcp/

139/19/10.1063/1.4829462

[25] K. Nakano, N. Suemura, S. Kawata, A. Fuyuhiro, T. Yagi, S. Nasu, S. Morimoto,

and S. Kaizaki, “Magnetic behavior and mossbauer spectra of spin-crossover pyrazolate

bridged dinuclear diiron(ii) complexes : X-ray structures of high-spin and low-spin

[Fe(NCBH3)(py)2([small mu ]-bpypz)2],” Dalton Trans., pp. 982–988, 2004. [Online].

Available : http://dx.doi.org/10.1039/B314211F

[26] A. Slimani, F. Varret, K. Boukheddaden, D. Garrot, H. Oubouchou, and S. Kaizaki,

“Velocity of the high-spin low-spin interface inside the thermal hysteresis loop

of a spin-crossover crystal, via photothermal control of the interface motion,”

Phys. Rev. Lett., vol. 110, p. 087208, Feb 2013. [Online]. Available : http:

//link.aps.org/doi/10.1103/PhysRevLett.110.087208

http://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S0010854599001113
http://scitation.aip.org/content/aip/journal/jcp/139/19/10.1063/1.4829462
http://scitation.aip.org/content/aip/journal/jcp/139/19/10.1063/1.4829462
http://dx.doi.org/10.1039/B314211F
http://link.aps.org/doi/10.1103/PhysRevLett.110.087208
http://link.aps.org/doi/10.1103/PhysRevLett.110.087208


80 CHAPITRE 2. DYNAMIQUE SPATIO-TEMPORELLE DE LA TRANSITION DE SPIN

[27] A. Slimani, “Aspects spatio-temporels de la transition de spin : Étude par microscopie

optique et modèle électro-élastique,” Ph.D. dissertation, Université de Versailles, 2012.

[28] M. Sy, F. Varret, K. Boukheddaden, G. Bouchez, J. Marrot, S. Kawata, and S. Kaizaki,

“Structure-driven orientation of the high-spin–low-spin interface in a spin-crossover single

crystal,” Angewandte Chemie, vol. 126, no. 29, pp. 7669–7672, 2014. [Online]. Available :

http://dx.doi.org/10.1002/ange.201403971

[29] J. Degert, N. Lascoux, S. Montant, S. Létard, E. Freysz, G. Chastanet, and J.-F.

Létard, “Complete temperature study of the relaxation from the high-spin state

to low-spin state in a strongly cooperative spin crossover compound,” Chemical

Physics Letters, vol. 415, no. 4–6, pp. 206 – 210, 2005. [Online]. Available :

http://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S0009261405013588

[30] E. Milin, V. Patinec, S. Triki, E.-E. Bendeif, S. Pillet, M. Marchivie, G. Chastanet, and

K. Boukheddaden, “Hidden hysteresis revealed by photo-switching in a multistable two-

dimensional hoffman-like spin-crossover metal-oranic framework,” Dalton Transition (in

revision).

[31] M.-Y. Im, L. Bocklage, G. Meier, and P. Fischer, “Magnetic soft X-ray microscopy

of the domain wall depinning process in permalloy magnetic nanowires,” Journal of

Physics : Condensed Matter, vol. 24, no. 2, p. 024203, 2012. [Online]. Available :

http://stacks.iop.org/0953-8984/24/i=2/a=024203

[32] S. Lemerle, J. Ferré, C. Chappert, V. Mathet, T. Giamarchi, and P. Le Doussal, “Domain

wall creep in an Ising ultrathin magnetic film,” Phys. Rev. Lett., vol. 80, pp. 849–852,

Jan 1998. [Online]. Available : http://link.aps.org/doi/10.1103/PhysRevLett.80.849

http://dx.doi.org/10.1002/ange.201403971
http://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S0009261405013588
http://stacks.iop.org/0953-8984/24/i=2/a=024203
http://link.aps.org/doi/10.1103/PhysRevLett.80.849


Chapitre 3

Effet photothermique

et régime autocatalytique

Adapté de l’article Autocatalytic spin-crossover transition :

Nonlinear dynamics induced by a photothermal instability [1]

Après la découverte du phénomène de transition induite par la lumière (connu par ses sigles

en anglais LIESST : Light-induced excited spin state trapping) [2], les hystérésis thermique [3],

optique [4] et sous pression [5] induits par la lumière (LITH, LIOH et LIPH respectivement),

la plupart des ouvrages consacrés aux effets induits par la lumière dans les solides à transition

de spin ont été centrés sur la nature quantique de la lumière, son rôle direct dans le change-

ment de l’état de spin des molécules à très basse température, typiquement inférieure à 90 K.

L’intérêt des effets thermiques de la lumière aux températures autour de la température de

transition est montré dans des travaux théoriques [6] et expérimentaux [7, 8, 9] très récents.

Les cristaux sous lumière sont à une température supérieure, due aux effets photothermiques,

à la température de son environnement (le bain thermique). L’humidité de l’air ambiant ou

l’huile dans laquelle on dépose l’échantillon lors des expériences peut provoquer une variation

de l’efficacité de l’échange d’énergie entre le système cryogénique où se trouve le porte échan-

tillon et le cristal. La différence de température entre l’échantillon et le cryostat provoque une

dissipation de la chaleur vers ce dernier, considéré comme réservoir thermique, et une conduc-
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tion quasi-instantanée de la température assurant ainsi une stabilité thermique et la validité de

l’approximation d’une valeur spatialement homogène de la température sur tout l’échantillon.

Lorsque ces conditions ne sont pas respectées, dans le cas d’un échange faible de chaleur avec

le milieu, la cinétique non-linéaire prévoit que la lumière peut jouer un rôle majeur en tant

que source d’oscillations de la température et de la fraction haut spin (HS). Lorsque le sys-

tème libère ou absorbe de la chaleur, par une réaction exothermique ou endothermique, plus

rapidement qu’elle ne peut être échangée avec son réservoir ceci provoque une variation de la

température dans le système. Les réactions réversibles présentent un comportement oscillatoire

dans le temps de la concentration de ses réactifs si le sens de la réaction favorisée par l’augmen-

tation de la température est endothermique et si l’autre sens de la réaction, favorisé donc par

une diminution de la température, est exothermique. Dans notre cas d’étude, la réaction ré-

versible est remplacée par une transition de phase du composé moléculaire à transition de spin

et le comportement exothermique ou endothermique est déterminé par l’absorption thermique

de l’intensité lumineuse dans les différentes phases.

Dans ce qui suit, nous discutons la prédiction théorique d’oscillations amorties et entrete-

nues dans un système bistable en fonction de la température. Les oscillations amorties ont été

observées expérimentalement [7] dans les solides à transition de spin mais le cas des oscillations

entretenues n’a pas été encore révélé. Notons que dans un travail expérimental récent [8, 9],

nous avons démontré l’efficacité de la lumière comme agent du contrôle de la transition (de

l’interface HS/LS) des solides à transition de spin.

Le comportement des matériaux à transition de spin peut être décrit par le modèle d’Ising

[10, 11, 12]. L’Hamiltonien du modèle s’écrit,

H “ ´J
ÿ

xi,jy

sisj `
ÿ

i

∆eff si. (3.1)

où J l’interaction entre les voisins, le champ de ligand effectif ∆eff est une fonction de la

température,

∆eff “ ∆0 ´ kBT

2
ln g, (3.2)
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∆0 est le champ de ligand à la différence d’énergie EpHSq ´ EpLSq des molécules isolées, kB

est la constante de Boltzmann, T est la température, et g le rapport entre les dégénérescences

de HS et LS,

g “ gHS

gLS

. (3.3)

Le spin fictif si peut avoir deux valeurs propres ˘1 selon l’état de la molécule. Soit m “ xsiy

l’aimantation du système (´1 ď m ď 1), reliée à la fraction HS, nHS, comme

nHS “ m` 1
2

. (3.4)

En utilisant l’approximation du champ moyen et le développement spatial comme nous l’avons

fait dans le chapitre 2, on obtient une description macroscopique avec une équation de réaction-

diffusion (RD)
Bm
Bt “ ´ΓJ

“

m´ tanh
`

β
`

Jm´ ∆eff
˘˘‰

`Dm ∇2m (3.5)

où t est le temps, Γ est le facteur d’échelle temporelle, β “ pkBT q´1, Dm est la constante de

diffusion de l’aimantation et ∇2 le laplacien.

Il est important de mentionner ici que l’effet que nous souhaitons mettre en évidence est

purement photothermique. Les processus photo-induits ne fonctionnent qu’à très basse tempé-

rature, typiquement en dessous de 30K. On peut donc négliger la contribution de la lumière à

la variation de l’aimantation dans l’équation (3.5) lorsqu’on s’intéresse à l’étude autour de la

température d’équilibre du cycle d’hystérésis thermique.

Soit Is l’intensité de la lumière utilisée et ρLS (respectivement ρHS ă ρLS) l’absorption

optique de l’état LS (respectivement HS). L’évolution spatio-temporelle de la température est

décrite par l’équation de la chaleur avec un terme source :

BT
Bt “ ´α pT ´ TBq ´ ∆H

Cp

Bm
Bt ` IsρLSscM

CpV d

ˆ

1 ` pρ´ 1q 1 `m

2

˙

`DT ∇2T, (3.6)
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où α est le coefficient de refroidissement, ce qui représente le couplage thermique entre le

système et le réservoir, maintenu à la température TB (température de bain), ∆H est la chaleur

latente de la transition de phase, Cp est la capacité calorifique à pression constante, ρ est le

rapport entre les coefficients d’absorption des états HS, ρHS, et LS, ρLS :

ρ “ ρHS

ρLS

, (3.7)

avec une valeur 0 ă ρ ă 1. sc est la surface du cristal, M est la masse molaire, V est le volume

et d est la densité moyenne. Par simplicité, nous allons inclure la quantité ρLS à l’intérieur du

facteur de l’intensité qu’on notera I “ IsρLSscM
CpV d

. La dernière contribution, DT ∇2T se rapporte

à la diffusion de la chaleur dans le matériau, avec une constante de diffusion DT .

Les équations (3.5) et (3.6) forment un système d’équations aux dérivées partielles cou-

plées non-linéaires décrivant les propriétés spatio-temporelles d’un système à transition de spin

prenant en compte les effets photothermiques.

Dans la section suivante, nous allons examiner les systèmes spatialement uniformes et des

situations d’étude où les équations d’évolution admettent plus d’un état d’équilibre. Dans un

premier temps dans les premières sections, nous négligeons l’apport d’enthalpie de la réaction et

la contribution par rapport à l’espace. Nous analyserons les solutions possibles et la condition

d’existence pour un point fixe. Puis nous ferons une étude détaillée de la stabilité en fonction

du couplage avec le bain thermique. Dans la section IV, nous verrons comment le terme de

l’enthalpie agit pour les solutions obtenues. Et dans la section V nous montrerons comment

le système d’équations peut, pour une solution spatiale donnée, décrire le mouvement d’une

interface avec des oscillations amorties.

I Système homogène

Dans cette section, nous mettons de côté les termes de diffusion dans les deux équations

(3.5) et (3.6). Le système peut être écrit sous la forme

Bm
Bt “ ΓJ

`

´m` tanh
“

β
`

Jm´ ∆eff
˘‰˘

(3.8)
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BT
Bt “ ´α pT ´ TBq ` I

ˆ

1 ` pρ´ 1q 1 `m

2

˙

. (3.9)

Les équations des états stationnaires sont données en introduisant Bm
Bt

“ BT
Bt

“ 0 dans les

équations (3.8) et (3.9), ce qui nous amène à

m0 “ tanh
“

β0

`

Jm0 ´ ∆eff
˘‰

(3.10)

T0 “ TB ` I

2α
pρ` 1 `m0 pρ´ 1qq (3.11)

où β0 “ pkBT0q´1 et évidemment T0 ą TB. L’équation (3.10) décrit la transition de phase du

premier ordre entre l’état LS et l’état HS et le cycle d’hystérésis de la figure 3.1. Nous limitons

les recherches analytiques sur l’étude de la stabilité des solutions liées à l’état d’équilibre, situé

à m0 “ 0, pour laquelle correspond une température d’équilibre, Teq, et l’intensité, Ieq, données

par

Teq “ 2∆0

kB ln g
(3.12)

Ieq “ 2α
ρ` 1

pTeq ´ TBq . (3.13)

Il est intéressant de signaler que cette dernière relation est valide seulement si Teq ą TB car la

contribution de l’intensité de la lumière à la température de transition peut seulement chauffer

le cristal. Si on introduit la relation (3.13) dans l’équation (3.11), on obtient une expression

simple de la température stationnaire

T0 “ Teq ´ γ pTeq ´ TBqm0, (3.14)

où on définit une nouvelle constante, γ, qui rend compte de la relation entre les absorptions de

la lumière pour l’état HS et LS

γ “ 1 ´ ρ

1 ` ρ
. (3.15)
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Cette constante sert à simplifier l’expression des équations dans la suite et elle a toujours une

valeur positive, 0 ă γ ă 1, car l’absorption de l’état LS est supérieure à celle de l’état HS,

0 ă ρ ă 1.

La relation (3.14) doit être introduite dans l’équation (3.10) en utilisant le champ de ligand

effectif, qui est fonction de la température, afin d’explorer les propriétés thermodynamiques du

système sous lumière.

100 105 110 115 120 125

T (K)

0.0

0.2

0.4

0.6
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n
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T
B
=

112.6
K

T
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T
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78.8K

T
B =

60.0K

Figure 3.1 – En noir, la boucle d’hystérésis thermique résultant de l’analyse en champ moyen
du système homogène. Les lignes de couleur correspondent à la fraction HS en fonction de la
température du système pour différentes valeurs de l’intensité de TB “ 112.6, 97.0, 78.8, 60.0K.
Les valeurs des paramètres sont les suivantes : J “ 152K, ∆0 “ 394.1K, ln g “ 7, ρ “ 0.5,
α “ 2.0, Dm “ DT “ 0.

Dans la figure 3.1, nous montrons la dépendance en température de la fraction HS pour

les deux solutions stationnaires fournies dans les équations (3.10) et (3.11) pour différentes

valeurs de l’intensité de la photo-excitation, I “ Ieq. Tandis que la figure 3.2 représente la

dépendance de TB par rapport à la fraction HS pour différentes valeurs d’intensité d’équilibre.
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Figure 3.2 – Fraction HS, nHS, en fonction de TB, la température du réservoir, pour différentes
valeurs d’intensité lumineuse. La figure montre l’existence d’une intensité de seuil Icrit

eq à partir
duquel le système suit une hystérésis photothermique bistable. Les valeurs des paramètres sont
les mêmes que celles de la figure 3.1. En utilisant l’équation (3.13), on obtient les valeurs de
l’intensité.

Le système se transforme d’un système monostable à un système bistable selon les valeurs TB.

La figure 3.1 montre la dépendance en température de la fraction HS pour les deux solutions

stationnaires données dans les équations (3.10) et (3.14) et pour différentes valeurs de l’intensité

de l’excitation lumineuse, I “ Ieq (dont l’expression est donnée par l’équation (3.13)). La valeur

de cette intensité Ieq peut être contrôlée par la température du bain, TB. Nous avons considéré

ici le cas où la dépendance thermique de la fraction HS, résultant de l’équation (3.10) nous

amène au cycle d’hystérésis thermique. Un comportement possible si la condition

pβeqJ ´ 1q ą 0 (3.16)

est respectée, comme cela a déjà été signalé à plusieurs reprises dans la littérature relative

à l’étude des propriétés à l’équilibre de ces systèmes à transition de spin. Donc, dans cette
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situation, le système admet une branche instable, facilement identifiée car elle est caractérisée

par
BnHS

BT ă 0. Nous verrons plus loin que cette condition est essentielle pour l’émergence des

comportements non-linéaires spontanés auto-entretenus sous lumière lors de l’analyse de la

stabilité qui sera présentée dans la section II.

On peut remarquer dans la figure 3.2 que le comportement du système se transforme de

celui d’un système monostable à celui d’un système bistable en fonction de la valeur de Ieq,

lorsque l’intensité d’équilibre est inférieure à la valeur critique,

Icrit
eq “ 4α

J ´ kBTeq

p1 ´ ρq kB ln g
(3.17)

qui est obtenue à partir des équations (3.10) et (3.11) en comparant les expressions des pentes

des courbes correspondantes mpT q (voir la figure 3.1) en m “ 0.

Pour notre étude, nous avons utilisé les paramètres du système J “152K, ∆0 “ 394.1K,

ln g “ 7, ρ “ 0.5, α “ 2.0 et Dm “ DT “ 0. Ce qui, à l’aide de l’expression (3.17), permet

d’obtenir la valeur critique pour l’intensité, Icrit
eq “ 90.057 Ks´1. La valeur de la température du

bain pour laquelle l’intensité d’équilibre critique donne une valeur de la fraction HS, nHS “ 0.5,

est une température du bain critique qui s’écrit

TB ď T crit
B “ Teq

ˆ

1 ´ 2
βeqJ ´ 1
γ ln g

˙

. (3.18)

D’après les valeurs des paramètres utilisés précédemment pour calculer Icrit
eq , nous obtenons

T crit
B “ 78.83K.

II Analyse de la stabilité linéaire

Pour étudier les propriétés hors équilibre des équations (3.8) et (3.9), nous réalisons d’abord

une analyse linéaire de la stabilité pour obtenir les tendances générales. Cette analyse doit être

faite autour des états stationnaires, notés m0 et T0. Pour notre système, le développement

perturbatif à deux dimensions pour les deux grandeurs physiques m “ m0 ` δmptq et T “
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T0 ` δT ptq, où δmptq et δT ptq sont de petites perturbations, peut être écrit de façon matricielle

d~u
dt

“ Λ~u (3.19)

avec le vecteur

~u “

¨

˚

˝

δmptq

δT ptq

˛

‹

‚
(3.20)

et Λ est la matrice jacobienne du système (3.8) et (3.9), qui s’écrit

Λ “

¨

˚

˚

˚

˚

˝

Λ11 Λ12

Λ21 Λ22

˛

‹

‹

‹

‹

‚

“

¨

˚

˚

˚

˚

˝

Bf
Bm

ˇ

ˇ

ˇ

0

Bf
BT

ˇ

ˇ

ˇ

0

Bg
Bm

ˇ

ˇ

ˇ

0

Bg
BT

ˇ

ˇ

ˇ

0

˛

‹

‹

‹

‹

‚

, (3.21)

où les expressions des fonctions, f pm,T q et g pm,T q sont données par

f pm,T q “ ΓJ
`

´m` tanh
“

β
`

Jm´ ∆eff
˘‰˘

(3.22)

g pm,T q “ ´α pT ´ TBq ` Ieq

ˆ

1 ` pρ´ 1q 1 `m

2

˙

(3.23)

Les éléments du Jacobien sont donnés par

Bf
Bm

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

0

“ Λ11 “ ΓJ pβeqJ ´ 1q (3.24)

Bf
BT

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

0

“ Λ12 “ ΓJ ln g
2Teq

(3.25)

Bg
Bm

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

0

“ Λ21 “ ´αγ pTeq ´ TBq (3.26)

Bg
BT

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

0

“ Λ22 “ ´α (3.27)

L’indice 0 indique ici que les dérivés sont prises autour des états stationnaires pm0, T0q. Les

valeurs et vecteurs propres de la matrice jacobienne nommés λk et ~ψk pk “ 1, 2q par définition

respectent la propriété

Λ~ψk “ λk
~ψk (3.28)
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et les solutions de l’équation différentielle prennent la forme

~u “ eλkt ~ψk (3.29)

Étant donné que toute combinaison linéaire des solutions d’une équation linéaire est également

une solution, l’équation générale peut être écrite comme suit

~u “
ÿ

k

cke
λkt ~ψk (3.30)

où les constantes ck sont déterminées par les conditions initiales. La stabilité du système ainsi

perturbé, dont la perturbation peut être amplifiée ou réduite avec le temps, dépend des valeurs

propres. Si la partie réelle de l’une des solutions est positive, la solution va croître de façon

exponentielle et le vecteur d’onde correspondant sera un mode instable. Si les parties réelles

de toutes les valeurs propres sont négatives alors la perturbation autour de l’état stationnaire

va disparaître. Il est important de remarquer que les précédentes conclusions sont valables

uniquement pour les petites perturbations, sinon l’approximation linéaire n’est pas valide. La

croissance exponentielle de la perturbation peut cesser par l’action des termes non-linéaires,

faisant évoluer le système d’un état instable à un état stable.

L’équation caractéristique du système précédent s’écrit

Det |Λ ´ λI| “ 0, (3.31)

où λ sont les valeurs propres de la matrice jacobienne. Elles sont obtenues par la relation

λ2 ´ pΛ11 ` Λ22qλ` Λ11Λ22 ´ Λ12Λ21 “ 0 (3.32)

L’expression des deux valeurs propres λ` et λ´ est

λ˘ “ pΛ11 ` Λ22q ˘
?
Dλ

2
, (3.33)
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où

Dλ “ pΛ11 ´ Λ22q2 ` 4Λ12Λ21. (3.34)

Avec les éléments de la matrice jacobienne (3.24), le discriminant Dλ s’écrit sous la forme

Dλ “ pΓJ pβeqJ ´ 1q ` αq2 ´ 2α
ΓJ ln g
Teq

γ pTeq ´ TBq , (3.35)

la différence de deux termes strictement positifs (Teq ą TB). Le discriminant Dλ, donné dans

l’équation (3.35), peut être factorisé par la forme

Dλ “
`

α ´ α´
c

˘ `

α ´ α`
c

˘

, (3.36)

où les valeurs critiques α´
c et α`

c sont

α˘
c “ ΓJ

γ ln g
Teq

ˆ

Teq ` T crit
B

2
´ TB ˘

b

pTeq ´ TBq
`

T crit
B ´ TB

˘

˙

. (3.37)

Les valeurs du couplage thermique critique α˘
c sont réelles grâce à la condition (3.18) sur

la valeur de la température du bain qui doit être inférieure à la température critique du bain.

Pour les valeurs de la figure 3.3, α´
c “ 1.44s´1 et α`

c “ 5.41s´1. Il est intéressant de

remarquer à partir de la structure de l’équation caractéristique (3.32) que les deux valeurs

propres satisfont aux conditions suivantes

TrpΛq “ λ` ` λ´ “ Λ11 ` Λ22 (3.38)

et

DetpΛq “ λ` ¨ λ´ “ Λ11Λ22 ´ Λ12Λ21 (3.39)

Connaissant la trace, TrpΛq, et le déterminant, DetpΛq, du système, la somme et le produit des

deux valeurs propres satisfont les relations suivantes autour de la température d’équilibre, Teq
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à laquelle m0 „ 0 :

TrpΛq “ ΓJ pβeqJ ´ 1q ´ α (3.40)

DetpΛq “ αΓJ
2Teq

γ ln g

`

T crit
B ´ TB

˘

, (3.41)

où on utilise l’expression (3.18).

Nous avons résumé dans la figure 3.3 la dépendance en α des parties réelles et imaginaires

des deux valeurs propres λ˘ de la matrice jacobienne. L’étude des signes de la somme et du

produit des valeurs propres permet de classifier les points singuliers. Les solutions de l’équation

différentielle ont la forme

δmptq “ c1e
λ`t ` c2e

λ´t

δT ptq “ c3e
λ`t ` c4e

λ´t (3.42)

À partir de ces expressions, on obtient les critères de stabilité ci-après :

1. Si la partie réelle ℜ des deux valeurs propres λi est négative, ℜpλiq ă 0, l’état station-

naire pm0, T0q est asymptotiquement stable. Ce cas est représenté dans les régions (iii)

et (iv) de la figure 3.3, où la courbe noire représente la partie réelle, et la courbe rouge

la partie imaginaire des valeurs propres λ˘.

2. Si au moins l’une des racines est positive, ℜpλiq ą 0, l’état pm0, T0q est instable. Ce cas

est représenté dans les régions (i) et (ii) du diagramme de phase de la figure 3.3. Il est

facile de voir dans l’expression (3.24) que l’inégalité à respecter pour ce comportement

instable est vrai si est seulement si

ΓJ pβeqJ ´ 1q ą 0, (3.43)

équivalant à la condition (3.16) pour l’apparition de la transition de phase du premier

ordre dans l’équation (3.10).
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3. Si au moins l’une des racines est nulle ℜpλiq “ 0, tandis que l’autre restent négative, le

système est stable dans le sens de Lyapounov, mais pas asymptotiquement stable. Cette

situation est appelée stabilité marginale.

Encore, une fois la dépendance de TrpΛq et DetpΛq sur les paramètres est spécifiée comme dans

les équations (3.40) et (3.41), il est donc immédiatement possible de voir dans laquelle de ces

situations de stabilité se trouve le système. De plus, à partir des équations. (3.42), nous pouvons

déterminer comment le système perturbé évolue vers le point fixe ou s’en éloigne indéfiniment.

0 1 2 3 4 5 6 7

α(s−1)

−4

−3

−2

−1

0

1

2

3

α−c αc α+
c

(i) (ii) (iii) (iv)

ℜ(λi)

ℑ(λi)

Figure 3.3 – Dépendance de la partie réelle (courbe noire) et de la partie imaginaire (courbe
rouge) des valeurs propres en fonction du paramètre α, représentant le couplage thermique
entre le système et le réservoir. Plusieurs régions, sont mises en évidence dans la figure, et
correspondent à différents comportements dynamiques attendus du système. Voir le texte pour
plus d’explications. Les valeurs des paramètres sont Γ “ 1{19.0K´1s´1, J “ 152 K, ln g “ 7,
ρ “ 0.5, TB “ 75 K, Teq “ 112.6 K et ∆0 “ 0.5Teq ln g “ 394.1 K.
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III Points singuliers et comportement temporel du système

Ici, nous analysons la dépendance temporelle de la fraction HS et la température pour les

différentes possibilités mentionnées dans la section précédente et montrées dans la figure 3.3

en fonction des valeurs du paramètre de couplage avec le bain, α, pour les cas non discutés

précédemment.

III.1 Les deux racines sont réelles

Pour un discriminant (3.36) positif,

Dλ ą 0, (3.44)

les deux valeurs propres (3.33) sont réelles. Si en plus, DetpΛq ą 0 ; c’est-à-dire

T crit
B ą TB, (3.45)

les autres facteurs dans l’équation (3.41) sont positifs, donc les deux racines λ˘ sont de

même signe ce qui est en accord avec l’équation (3.42). Cela implique un comportement non-

oscillatoire au voisinage du point singulier. L’expression des valeurs propres en fonction du

paramètre de couplage α, s’écrit

λ˘pαq “ 1
2

pΓJ pβeqJ ´ 1q ´ αq (3.46)

˘
d

pΓJ pβeqJ´1q`αq2

4
´ α

ΓJ ln g
2Teq

γ pTeq ´TBq

III.2 Les deux racines sont négatives

La première condition pour le couplage avec le cryostat qui permet d’avoir les deux valeurs

propres réelles est

α ą α`
c . (3.47)
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Figure 3.4 – La fraction HS, nHS par rapport la température du système, T découlant des
solutions stationnaires, les équations. (3.10) et (3.11), pour une valeur particulière du paramètre
de couplage, α, ce qui conduit à un noeud instable (correspondant à la région (i) sur la figure.
3.3). La courbe noire représente la trajectoire du système dans l’espace nHS-T lors de son
évolution dans le temps, montrant un comportement de cycle limite. Les valeurs des paramètres
sont les mêmes que pour la figure 3.3 sauf α “ 6.0s´1. Les coordonnées de l’état initial sont
(nHS “ 1.0-T “ 110.0K).

Cette condition est représentée dans la figure 3.3 par la région (iv) où les valeurs propres

sont négatives, λ˘ ă 0. Ceci implique que tout système au voisinage du point fixe m „ 0

(nHS „ 0.5) et T „ Teq s’approche de ce dernier. Dans la figure 3.4, nous avons représenté la

résolution numérique des équations (3.10) et (3.11) dans le temps pour une valeur α “ 6.0. Le

système commence à nHS “ 1.0-T “ 110.0K puis relaxe à nHS “ 0.5-T “ Teq sans oscillations.
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III.3 Les deux racines sont positives

La deuxième condition pour le couplage avec le réservoir qui permet d’avoir les deux valeurs

propres réelles est

α ă α´
c . (3.48)

Cette condition est représentée dans la figure 3.3 par la région (i) où les valeurs propres sont

positives, λ˘ ą 0. Ceci implique que tout système au voisinage du point fixe m „ 0 (nHS „ 0.5)

et T „ Teq s’éloigne de ce dernier.
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Figure 3.5 – Portrait 2D de l’évolution temporelle du système dans l’espace nHS - T , dans le
cas d’un foyer stable, correspondant à la région (i) de la figure 3.3. Les solutions stationnaires
sont présentées comme guide. Les valeurs des paramètres sont les mêmes que pour la figure 3.4
sauf α “ 0.2s´1 et l’état initial (nHS “ 0.5-T “ Teq ` ǫ “ 112.61K).
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Dans la figure 3.5, nous avons représenté la résolution numérique des équations (3.10) et

(3.11) dans le temps pour α “ 0.2s´1. L’état initial (nHS “ 0.5-T “ Teq `ǫ “ 112.61K) s’éloigne

du point singulier pour avoir un comportement périodique (cycle limite) une fois que le système

se trouve très éloigné de m “ 0 et T “ Teq. Ce comportement est dû aux contributions non-

linéaires issues de la nature des équations du mouvement (3.8) et (3.9) que nous avons négligées

dans l’étude de la stabilité autour du point fixe. Dans cette région, la croissance exponentielle

de la perturbation atteint, en effet, la valeur seuil donnée par la tangente hyperbolique et donne

lieu à un cycle limite périodique asymétrique.

III.4 Les deux racines réelles de signes opposés

Dans l’autre cas possible DetpΛq ă 0, c’est-à-dire

TB ą T crit
B . (3.49)

On a donc deux racines réelles λ˘ avec des signes différents. Le système possède alors trois

points fixes. Ce cas est illustré dans la figure 3.1 avec la droite noire représentant l’équation

(3.14) pour une valeur de TB “ 97 K. Si bien qu’en plus du point fixe étudié jusqu’à présent

et situé en m “ 0 et T “ Teq, il existe deux autres points fixes qui sont stables, contrairement

au premier qui devient un point de selle et donc instable (une des deux valeurs propres est

positive). Ce point de selle est stable pour une direction dans l’espace m ´ T , donnée par la

valeur négative de la valeur propre, et instable pour la direction orthogonale à cette dernière,

par la valeur positive de l’autre valeur propre dans le cas où TB ą T crit
B . L’état du système

évoluera donc selon la perturbation initiale vers un des deux états représentés dans la figure

3.1 par l’intersection de la droite d’équation (3.14), donnant la température du cristal sous

lumière, et la courbe du champ moyen de la fraction HS d’équation (3.10).
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III.5 Les deux racines sont complexes

Cette situation correspond à la condition Dλ ă 0 ce qui implique

α´
c ă α ă α`

c . (3.50)

Cet intervalle de valeurs de α correspond au régions (ii) et (iii) représentées dans le diagramme

de phase de la figure 3.3, où les courbes rouges sont les parties imaginaires des valeurs propres.

Pour cela, la condition suivante doit être remplie,

Dλ ”
”

pΛ11 ´ Λ22q2 ` 4Λ12Λ21

ı

ă 0.

Mais aussi

TrpΛq ” ΓJ pβeqJ ´ 1q ´ α ‰ 0, (3.51)

ce qui correspond à la valeur critique pour le couplage α ‰ αc,

αc “ ΓJ pβeqJ ´ 1q , (3.52)

les deux racines ont des parties réelles non nulles. Les parties réelles et les parties imaginaires

des deux valeurs propres concernées sont données par

ℜpλ˘q“ 1
2

pΓJ pβeqJ ´ 1q ´ αq (3.53)

ℑpλ˘q“˘
d

α
ΓJ ln g
2Teq

γ pTeq ´TBq ´ pΓJ pβeqJ´1q`αq2

4

Pour l’équation (3.42) ces valeurs propres impliquent soit une approche oscillatoire correspon-

dante à la région (iii) pour TrpΛq ă 0 (α ą αc) vers le point fixe montré dans la figure 3.7, soit

un éloignement également oscillatoire correspondant à la région (ii) pour TrpΛq ą 0 (α ă αc) à

partir du point singulier, comme montré dans la figure 3.8. Les trajectoires réalisées par le sys-

tème avec les valeurs propres complexes sont des spirales qui se dirigent vers l’état stationnaire

qui peut être soit un point fixe, figure 3.7, soit un cycle limite, figures 3.8 et 3.6.
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Figure 3.6 – Portrait 2D de l’évolution temporelle du système dans l’espace nHS - T , dans le
cas d’une mise au point instable. Les solutions stationnaires sont présentées comme guide. Les
valeurs des paramètres sont les mêmes que pour la figure 3.4 sauf α “ 2.5s´1.

III.6 Valeurs critiques et cycles limites

Pour visualiser un phénomène de bifurcation, il suffit d’étudier le comportement des valeurs

propres par rapport à un paramètre de contrôle (par exemple, TB, α, ρ, J , etc. . .) Il existe trois

valeurs critiques α˘
c et αc qui séparent les quatre régions (i), (ii), (iii) et (iv) représentées

dans la figure 3.3. Ces trois valeurs sont calculées en posant Dλ “ 0 dans l’équation (3.35) et

ℜpλ˘q “ 0 dans l’équation (3.53), respectivement.

Nous allons analyser le comportement du système en fonction du paramètre de couplage

entre le cristal et le bain thermique α. Lorsque TrpΛq “ 0 (ℜpλq “ 0) mais DetpΛq ą 0, ce qui
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Figure 3.7 – Portrait 2D de l’évolution temporelle du système dans l’espace nHS - T , dans le
cas d’une mise au point stable. Les solutions stationnaires sont présentées comme guide. Les
valeurs des paramètres sont les mêmes que pour la figure 3.4 sauf α “ 3.0s´1.

arrive pour une certaine valeur critique du couplage αc ( voir l’équation (3.52)), soit pour de

TB ă T crit
B , les racines deviennent purement imaginaires, λ˘ “ ˘iω. Cette situation correspond

à la valeur αc „ 2.8 s´1 qui sépare les régions (ii) et (iii) dans le diagramme de phase de la

figure 3.3. Ils représentent un système qui suit des oscillations non-amorties, à condition bien

sûr que la linéarisation constitue une approximation valide.

Le point singulier représente alors une stabilité de type Lyapounov, bien que ni le point

singulier, ni les orbites ne sont asymptotiquement stables.

Ici, dans ce qui suit, nous citons les différents cas :
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— Lorsque α ą αc, le système admet une solution de partie réelle négative. Le point

singulier est alors un foyer stable et la trajectoire est une spirale entrante se dirigeant

vers l’état stationnaire. Dans le temps, nous obtenons des solutions oscillatoires amorties

(voir figures 3.4 et 3.7), dont l’amplitude décroît exponentiellement, e´σt, avec l’inverse

du temps de relaxation σ “ ℜpλ´q, dont l’expression est donnée par

σ9 pα ´ αcq . (3.54)

Le temps de relaxation diverge alors pour

— Pour

α “ αc “ ΓJ pβeqJ ´ 1q , (3.55)

la partie réelle des valeurs propres devient nulle et des solutions imaginaires subsistent

donnant naissance à un état stable marginal dans lequel le système oscille à la fréquence

|ℑpλ˘q|. L’amplitude des oscillations est alors invariante (au second ordre) et est fixée

par les conditions initiales.

— Pour α ă αc la partie réelle des deux valeurs propres est positive et la solution devient

un foyer instable, autour duquel les trajectoires décrivent un cycle limite, comme on

l’a déjà vu dans les figures 3.5 et 3.6. L’amplitude A des oscillations (la taille du cycle

limite) suit un comportement critique, tandis que la fréquence est indépendante de α :

A9
?
α ´ αc. (3.56)

Dans ce cas précis, la période τ des oscillations est celle obtenue pour la valeur α “ αc.

Calculons la valeur propre dans cette situation particulière. Remarquant que, à α “ αc, nous

avons Λ11 ` Λ22 “ 0, l’équation caractéristique devient

λ2 ` Λ11Λ22 ´ Λ12Λ21 “ 0, (3.57)



102 CHAPITRE 3. EFFET PHOTOTHERMIQUE ET RÉGIME AUTOCATALYTIQUE

102 106 110 114 118

T (K)

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

n
H

S

Ch. moyen

Abs. lum

Trajec.

0.300

0.525

0.750

n
H

S

0 20 40 60 80 100 120 140

time(s)

106.0

111.5

117.0

T
(K

)

Figure 3.8 – Portrait 2D de l’évolution temporelle du système dans l’espace nHS - T , dans
le cas d’une mise au point instable. Les solutions stationnaires sont présentées comme guide.
Les valeurs des paramètres sont les mêmes que pour la figure 3.6 sauf les coordonnées de l’état
initial (nHS “ 0.5-T “ Teq ` ǫ “ 112.61K).

qui donne l’expression de la période τ des cycles limites

τ “ 2π
a

Λ2
22

´ Λ12Λ21

. (3.58)

En remplaçant les différents paramètres par leur valeur, on obtient

τ “ 2π

αc

b

1 ` Teq´TB

Teq´T crit
B

. (3.59)
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Figure 3.9 – Dépendance du temps de relaxation σ et de l’amplitude des oscillations A en
fonction du couplage thermique entre le réservoir et cristal à transition de spin α. Un compor-
tement critique qui suit les équations (3.54) et (3.56) Les paramètres sont les mêmes que pour
la figure 3.3

Ces résultats sont résumés dans la figure 3.9, dans laquelle nous avons tracé la dépendance

en αc de σ et A. De toute évidence, les prédictions de l’analyse de stabilité linéaire sont en

excellent accord avec les simulations, qui reproduit quantitativement les données numériques.

IV Contribution de l’enthalpie de réaction

Dans l’approche précédente, la contribution de la chaleur latente de réaction a été négligée.

Ceci reste vrai tant que la valeur de la variation de l’aimantation par rapport au temps autour

de point fixe (m „ 0 et T „ Teq) est négligeable. Lorsque le système se trouve loin du point

fixe, lors des oscillations dans le régime autocatalytique, cette hypothèse perd sa validité. Il

devient donc nécessaire de tenir compte de la variation de température due à l’enthalpie de

réaction, comme ∆H
Cp

, où Cp est la capacité calorifique à pression constante.

Pour juger de la pertinence de cette contribution, nous comparons numériquement les contri-

butions de la lumière et celle de l’enthalpie de transition dans le cas du composé [{Fe(NCSe)(py)2}2

(m-bpypz)], où py = pyridine et bpypz = 3,5-bis(2-pyridyl)-pyrazolate [13]. La variation d’en-

tropie à la transition de ce composé, qui effectue une transition du premier ordre, est ∆S “

R ln g „57 J K´1mol ´1, et sa température de transition est Teq “112.6 K. On peut donc

calculer la variation de l’enthalpie à la transition, ∆H “ Teq∆S „6340 J mol´1. La cha-
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leur spécifique de ce système, vaut Cp=176 J K´1 mol ´1, ce qui conduit à une contribution

thermique d’origine enthalpique de
∆H
Cp

„ 36K. (3.60)

Évaluons maintenant celle de l’intensité lumineuse dans l’équation de la chaleur (3.6). Les

cristaux étudiés ont une taille moyenne de 400µmˆ20 µmˆ10 µm, soit une surface sc=8000µm2

et un volume, V=80000µm3. Leur densité moyenne est d „1.5g cm´3. Avec une masse molaire

M „ 880 g mol´1 et une intensité de la lampe, Is „ 50 mW cm2, on arrive à une puissance

P “ ρIssc “ 1.6 µW. Connaissant les valeurs des absorptions optiques ρ dans les deux états

(ρLS „ 0.4 et ρHS „ 0.2), il devient possible d’estimer le facteur de l’absorption de l’équation

de la chaleur (3.6)
IsρLSscM

CpV d
„ 66Ks´1. (3.61)

On voit donc que chaleur de réaction et intensité lumineuses apportent des contributions du

même ordre de grandeur. Il nous faut cependant préciser la quantité, Bm
Bt

. Ainsi, pour un point

autour de m „ ´1 et T „ Teq, la valeur de Bm
Bt

Bm
Bt

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

m«´1

“ ´ΓJ
`

m´ tanh
“

β
`

Jm´ ∆eff
˘‰˘

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

m«´1

“ 9.57s´1 (3.62)

alors que le facteur de la contribution lumineuse nous donne,

ˆ

1 ` pρ´ 1q 1 `m

2

˙ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

m«´1

“ 1. (3.63)

La contribution de l’enthalpie n’est donc pas négligeable pour tout instant lors d’une oscillation

autocatalytique. Nous allons voir comment ce terme change le comportement des équations

décrites dans la section précédente. Remarquons que tous les résultats stationnaires restent

sans changement car Bm
Bt

“ 0 dans cette limite. Les équations à l’équilibre (3.10) et (3.11)

sont toujours valables donc les valeurs de Icrit
eq (3.17) et T crit

B (3.18) ne changent pas non plus.

Néanmoins, les éléments de la matrice jacobienne (3.26) et (3.27) pour l’étude de la stabilité

linéaire sont modifiés
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Bf
Bm

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

0

“ Λ1
11 “ Λ11 (3.64)

Bf
BT

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

0

“ Λ1
12 “ Λ12 (3.65)

Bg
Bm

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

0

“ Λ1
21 “ Λ21 ´ ∆H

Cp
Λ11 (3.66)

Bg
BT

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

0

“ Λ1
22 “ Λ22 ´ ∆H

Cp
Λ12 (3.67)

et, par conséquent, les valeurs propres et les valeurs critiques αc et α˘
c le sont aussi. La nouvelle

trace est

TrpΛ1q “ Λ11 ` Λ22 ´ ∆H
Cp

Λ12. (3.68)

La nouvelle température critique du bain devient alors,

αc “ ΓJ ln g
2Teq

ˆ

γ
`

Teq ´ T crit
B

˘

´ ∆H
Cp

˙

. (3.69)

Les oscillations auto-entretenues prédites pour les systèmes à transition de spin devraient

apparaître si au moins une des deux valeurs propres est positive ℜpλiq ą 0, qui selon l’analyse

de stabilité de Lyapounov, a lieu pour α ă αc. Ces valeurs critiques du couplage thermique

sont montrées dans la figure 3.10, où les valeurs propres changent de signe. Dans le secteur

inférieur gauche sous la droite α ă αc (ligne rouge) la partie réelle des valeurs propres est

positive (ces zones sont numérotées (i) et (ii)). Elle est négative dans les zones (iii) et (iv). À

l’intérieur de la surface délimitée par les courbes α˘
c (lignes noire et bleue) les valeurs propres

sont complexes (zones (ii) et (iii)) et à l’extérieur (zones (i) et (iv)) les valeurs propres sont

réelles. Ces quatre zones, de l’espace α´ ∆H
Cp

, du diagramme de la figure 3.10 rendent compte

des mêmes comportements dynamiques que les zones correspondantes de la figure 3.3 montrées

dans la section III. Pour ∆H=0K les valeurs de αc et α˘
c correspondent bien à celles de la

figure 3.3. On remarquera que pour ∆H
Cp

ą11.2K le système n’admet plus de comportement

autocatalytique pour aucune valeur du couplage thermique. Étant donné que la valeur critique
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Figure 3.10 – Dépendance des valeurs critiques du couplage thermique entre le réservoir et le
cristal, αc et α˘

c , et l’enthalpie de réaction, ∆H.

αc (3.69) doit être positive, on a donc

γ
`

Teq ´ T crit
B

˘

ą ∆H
Cp

. (3.70)

En utilisant les valeurs des paramètres Teq “ 112.6 K,

T crit
B “ 78.828 K, ρ “ 0.5, qui donne γ “ 1´ρ

1`ρ
“ 1

3
, on obtient bien,

γ
`

Teq ´ T crit
B

˘

“ 11.26K. (3.71)
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Cette valeur est en excellent accord avec les données issues de la simulation numérique,

montrées dans la figure 3.10 qui ont donné, ∆H
Cp

„11.2K, comme valeur de ∆H
Cp

à partir de

laquelle les oscillations autocatalytiques ne sont pas possibles pour aucune valeur du couplage

avec le bain. Cette valeur est inférieure à ∆H
Cp

„ 36K estimé pour notre système, il n’est

plus donc possible d’avoir un comportement autocatalytique. Cette condition (3.70) peut être

réécrite plus simplement grâce à la relation entre ∆H, Teq et T crit
B . Et on obtient

βeqJ ´ 1 ą Rpln gq2

2Cp
. (3.72)

Pour tout système qui montre une transition de phase du premier ordre, le premier terme est

positif. Cette condition vient donc s’ajouter aux conditions expérimentales nécessaires pour

l’observation de tous les phénomènes décrits précédemment en fonction du couplage avec le

cryostat.

V Système biphasé

La réalité expérimentale pour les monocristaux étudiés présente une coexistence des phases

HS et LS comme étudié dans le premier chapitre et montré dans de nombreux travaux réalisés

dans notre équipe pour le contrôle du front de transformation [8, 9]. Dans cette section, nous

allons réaliser une approximation du modèle de réaction-diffusion et de l’équation de la chaleur

utilisant une solution spatiale imposée avec une interface mobile. Le but étant d’établir ensuite

un nouveau système d’équations décrivant la position du front dans le temps afin d’analyser la

stabilité linéaire de ce système. Dans le chapitre 2 nous avons considéré une solution spatiale

pour l’aimantation de la forme

m “ mo `m1 tanh
ˆ

x´ xm

ωm

˙

(3.73)

où xm est la position du centre de l’interface HS/LS, ωm est sa largeur,

mo “ m˚
HS

`m˚
LS

2
, m1 “ m˚

HS
´m˚

LS

2
(3.74)



108 CHAPITRE 3. EFFET PHOTOTHERMIQUE ET RÉGIME AUTOCATALYTIQUE

et m˚
HS

et m˚
LS

sont les solutions stationnaires (à l’équilibre) du système formé par (3.10) et

(3.11). Comme il a été montré dans le chapitre 2 pour ce profil de l’aimantation, la vitesse du

front s’écrit,
Bxm

Bt “ m1

m2
1

´m2
o

Γωm∆eff . (3.75)

Cette dernière expression ne dépend pas explicitement du temps et par conséquent la vitesse

d’évolution du front est une fonction de la température au travers du champ de ligand effectif

∆eff “ ∆0 ´ kBT
2

ln g et

ωm “
d

2D
ΓJ pβJ ´ 1q . (3.76)

De la même façon, on impose une solution de même type pour la température

T “ Teq ´ |δT | tanh
ˆ

x´ xT

ωT

˙

. (3.77)

Où |δT | est la différence de température entre les régions HS et LS en valeur absolue, xT

est la position du centre de l’interface en température et ωT sa largeur. Rappelons l’expres-

xT xm

x

-1

m∗

LS

0

m∗

HS

1

m

x1

T ∗

HS

Teq

T ∗

LS

Figure 3.11 – Schéma des profils spatiaux de l’aimantation m en noir et de la température T
en rouge décrites par les équations (3.73) et (3.77).

sion de l’équation qui décrit l’évolution spatio-temporelle de la température (3.6), à l’intensité
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d’équilibre où le système présente une coexistence entre les deux phases HS et LS

BT
Bt “ ´α pT ´ TBq ` Ieq

ρ` 1
2

p1 ´mγq `DT ∇2T. (3.78)

En substituant l’expression du profil de la température (3.77) et ses dérivées dans l’équation

aux dérivées partielles (3.78), on obtient

|δT |
ωT

`

1 ´ T 2
x

˘ BxT

Bt “ ´α pTeq ´ TBq ` α|δT |Tx (3.79)

`Ieq
ρ` 1

2
p1 ´ γmpxqq ` 2DT |δT |

ω2
T

Tx

`

1 ´ T 2
x

˘

,

où Tx “ tanh
´

x´xT

ωT

¯

. De la même manière que dans le chapitre 2, cette équation différentielle

doit être valable pour toutes valeurs de x. La valeur de l’aimantation au centre de l’interface

HS/LS mpx “ xmq est nulle. Ceci n’élimine pas le couplage qui subsiste dans la forme de la

position de l’interface entre les deux domaines. Le terme de la différence pTeq ´ TBq entre la

température de transition et celle du bain, peut être simplifié, si on remplace la valeur de cette

intensité par son expression de l’équation (3.13).

|δT |
ωT

`

1 ´ T 12
x

˘ BxT

Bt “ α|δT |T 1
x ` 2DT |δT |

ω2
T

T 1
x

`

1 ´ T 12
x

˘

, (3.80)

où T 1
x “ tanh

´

xm´xT

ωT

¯

. On remarquera que lorsque l’interface est à l’équilibre, les centres

des profils spatiaux de T pxq et mpxq sont confondus, xm “ xT et puis on retrouve BxT

Bt
“ 0.

On peut simplifier l’écriture et rendre plus facile la compréhension en changeant la variable,

x1 “ xm ´ xT , ce qui donne,

Bx1

Bt ´ Bxm

Bt “ ´αωT sinh
ˆ

x1

ωT

˙

cosh
ˆ

x1

ωT

˙

´ 2DT

ωT
tanh

ˆ

x1

ωT

˙

. (3.81)

En substituant dans la vitesse de l’interface de la fraction HS de l’équation (3.75) le profil

spatial de la température prise en compte par l’équation (3.77) pour x “ xm, en fonction de
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l’écart entre les deux interfaces x1, on obtient

Bxm

Bt “ 1
2

m1

m2
1

´m2
o

ΓωmkB ln g|δT | tanh
ˆ

x1

ωT

˙

. (3.82)

Par contre, la contribution de x1 à la température dans l’expression de ωm (3.76) est négligeable,

β „ βeq. Pour étudier la stabilité autour de l’équilibre on prend x1 „ 0 ce qui nous donne

Bx1

Bt “ ´
ˆ

2DT

ω2
T

` α ´ m1

m2
1

´m2
o

ΓωmkB ln g|δT |
2ωT

˙

x1. (3.83)

Le système d’équations formé par (3.82) et (3.83) nous permet, sous cette forme, de tirer

quelques conclusions intéressantes. Étant donné (3.83), une équation différentielle du premier

ordre, avec toutes les valeurs réelles et indépendantes à la valeur de l’interface HS/LS, xm,

l’équation ne peut pas présenter des comportements oscillatoires. D’autre part, la stabilité

du point fixe x1=0 dépend du signe du facteur multipliant x1, cette valeur est négative si la

diffusion de la chaleur dans le système et son couplage avec le réservoir thermique sont plus

importants que la diffusion de la fraction HS. Cette condition du composé et des conditions

expérimentales est indispensable pour l’existence d’un configuration spatiale présentant une

coexistence des deux phases comme celle qu’on a supposée pour l’étude de cette section.

L’équation qui décrit la vitesse de l’interface HS/LS (3.82) nous donne un résultat plus

surprenant. La vitesse du front à l’intensité d’équilibre est proportionnelle et de même signe

que l’écart entre les interfaces thermiques et de phases. La condition précédente pour l’existence

de l’état biphasé nous indique que l’écart disparaît dû à une vitesse du front thermique plus

rapide que celle du front de transformation. Mais l’interface HS/LS ne voyage pas à la rencontre

de l’interface thermique (ce qui est remarquable mais compréhensible). Dans le cas d’un écart

suffisamment grand et positif x1 ą 0, entre les deux interfaces, les effets non-linéaires de la

tangente hyperbolique donnent une valeur seuil. On peut voir le système comme un système

biphasé à une température constante THS, qui est inférieur à la température de transition Teq,

si on ne tient pas en compte les effets photothermiques dans notre raisonnement parce que les

effets photothermiques apparaissent uniquement dans l’équation (3.83) cela nous permet de
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comprendre pourquoi le front de transformation avance dans le sens positif de façon à ce que

notre système devienne totalement LS.

Conclusion

Nous avons étudié les conséquences du couplage thermique entre le cristal, le bain et des

effets photothermiques, sur le comportement temporel d’un système à transition de spin. Cela

nous a permis d’observer la présence de phénomènes non-linéaires qui ne peuvent pas être

décris uniquement par le simple modèle de réaction-diffusion de la fraction HS.

Nous avons présenté un travail théorique prédictif, ainsi que des résultats reproduisant des

comportements déjà observés expérimentalement, montrant que l’évolution temporelle de la

fraction HS d’un monocristal à transition de spin ou une particule sous lumière ayant un effet

photothermique peut entraîner en dynamique un comportement non-linéaire, telles que des

oscillations autocatalytiques, des relaxations sur-amorties et relaxations oscillantes. Les oscil-

lations auto-entretenues sont caractéristiques des systèmes résonnants (résonances forcées et

paramétriques), dans lequel l’oscillation est entraînée par une source d’énergie qui est modulée

de l’extérieur. Dans la situation actuelle, les oscillations spontanées du système sont obtenues

avec une source de puissance qui n’a pas la périodicité correspondante. En effet, seule l’os-

cillateur auto-entretenu peut générer et maintenir une périodicité régulière, sans nécessiter

une périodicité externe. Dans le cas présent, nous montrons qu’un signal d’intensité constante

peut générer des oscillations entretenues dans les solides à transition de spin, dans certaines

situations très spécifiques, en accord avec l’expérience. On a montré que l’apparition de tels

phénomènes est liée aux conditions expérimentales comprenant la température du bain TB, l’in-

tensité de la lumière I et le couplage thermique entre le bain et l’échantillon α, mais aussi aux

propriétés intrinsèques des matériaux, telle que la température de transition Teq, l’interaction

intermoléculaire J, le rapport entre les dégénérescences de HS et LS g, la capacité calorifique

Cp, et la variation d’enthalpie à la transition, ∆H. Les oscillations autocatalytiques étudiées

ici, l’ont été exclusivement pour des systèmes homogènes sous conditions expérimentales très
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précises de température, d’intensité lumineuse et d’échange thermique entre l’échantillon et

cryostat.

Dans la dernière partie, nous nous sommes intéressés à l’étude d’un système biphasé à

l’intérieur du cycle d’hystérésis. L’analyse réalisée prévoit la possibilité d’avoir des oscillations

données par un bruit thermique important ou une source lumineuse modulée en fréquence.

Pour un système biphasé où la fraction HS et la température ne changent pas, l’écart entre

l’interface thermique et l’interface HS/LS sera relaxé sans provoquer d’oscillations. Il est néan-

moins possible de trouver des oscillations dans un système présentant des domaines de phases

différents par son comportement oscillatoire homogène lorsque les valeurs propres des points

fixes stables HS et LS sont complexes.

Les oscillations amorties ont récemment été observées expérimentalement [7] sur des micro-

particules à transition de spin sous éclairage autour de la région d’hystérésis induite thermique-

ment du système à transition de spin, figure 3.1 à travers la mesure de la dépendance temporelle

du signal de réflectivité. Mais ces oscillations ne sont pas des oscillations autocatalytiques, qui

sont encore activement très recherchées dans ce domaine. En général, l’apparition d’oscillations

spontanées sont prédites grâce à une étude de la stabilité des perturbations autour d’un point

fixe des équations linéarisées. Dans ce chapitre, nous avons fourni cette analyse générale et

détaillée des conditions d’observation de ces phénomènes non-linéaires dans les matériaux à

transition de spin.

En particulier, la présence d’une bistabilité (soit une boucle d’hystérésis thermique ou

optiquement induite) est une condition incontournable pour l’observation de ces comportements

autocatalytiques. Plusieurs systèmes moléculaires commutables (par exemple : les bistables de

type Jahn-Teller, les analogues du bleu de Prusse, cristaux bistables organiques, etc. . .) sont

alors de possibles candidats à l’observation de ces dynamiques non-linéaires s’ils présentent

une faible variation d’enthalpie de transition et sous les conditions citées dans l’étude. En

conséquence, ces comportements ne sont pas attendus dans les solides non-coopératifs.
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Chapitre 4

Frustration élastique et transition

de spin : Transition à deux étapes et

structures complexes

Adapté de l’article Elastic Frustration Causing Two-Step and Multistep Transitions in

Spin-Crossover Solids : Emergence of Complex Antiferroelastic Structures [1]

La transition de phase dans les matériaux à transition de spin (TS) à base de Fe (II)

[2] entre les phases diamagnétique et paramagnétique est le plus souvent accompagnée par

une transition de phase cristalline. La phase diamagnétique se caractérise par la présence des

molécules dans l’état bas spin (LS, e0
gt

6
2g S “ 0), dont le volume est inférieur à celui de la

molécule dans l’état haut spin (HS, e2
gt

4
2g S “ 2) qui est paramagnétique. Ce changement de

volume, qui est anisotrope pour certains matériaux, est à l’origine de ces différentes phases

cristallines. Parfois la transformation s’accompagne d’un changement de groupe de symétrie,

mais ce cas particulier ne sera pas traité ici, du moins pas explicitement. Du point de vue

théorique, le modèle d’Ising habituel (non compressible) suppose un réseau fixe. Les modèles

élastiques [3] sont donc nécessaires pour une description générale des matériaux à transition

de spin.
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Les modèles élastiques ont été capables de reproduire par simulation numérique, notam-

ment par la méthode de Monte-Carlo (MC) Metropolis, le comportement thermique des ma-

tériaux à transition de spin (la conversion progressive et les transformations du premier ordre

accompagnées de boucles d’hystérésis). Mais aussi les effets spatio-temporels qui ont été obser-

vés expérimentalement dans plusieurs de monocristaux tels que la nucléation macroscopique,

la croissance et la propagation du front de transformation, ainsi que la relaxation des états

métastables photo-induits, en utilisant des modèles électro-élastique et mécano-élastique qui

tiennent compte de la variation de volume de la cellule élémentaire lors de la transition de

phase.

En plus de ces deux comportements thermiques cités antérieurement, les matériaux à tran-

sition de spin présentent une variété très riche de comportements : transitions en deux ou

plusieurs étapes avec ou sans cycle d’hystérésis [4, 5, 6, 7, 8], qui ont été observées dans un très

grand nombre de systèmes pour lesquels aucune description élastique cohérente n’a été fournie.

Historiquement, les transitions de spin en deux étapes ont été décrites par l’Hamiltonien d’Ising

[9, 10, 11], ou avec un modèle dit atome-phonon [12] ainsi qu’avec certains modèles hybrides

récents combinant interactions élastiques et antiferromagnétiques de courte portée [13], qui

conduisent à un modèle où les interactions sont en compétition. Ces descriptions ne reflètent

pas le mécanisme physique essentiel de la transition de spin, dont l’origine, est sans aucun

doute, élastique. Un modèle cohérent devrait donc être composé d’interactions élastiques entre

les molécules du composé à transition de spin à partir duquel les phases ferro et antiferro-

élastiques doivent apparaître à la suite de la minimisation du champ de contraintes. Tel est

l’objectif assigné aux travaux en cours, dans lesquels nous considérons la frustration élastique à

l’origine de l’existence des transitions de phase en deux étapes dans les matériaux à transition

de spin.

Le point crucial de ce modèle élastique capable d’engendrer une transition du premier ordre

avec une seule ou plusieurs étapes en changeant les valeurs de ses coefficients est l’existence

d’une compétition entre les interactions (dans les deux cas de nature élastique) entre les molé-

cules proches voisines (pv) et des secondes voisines (sv) génératrice d’une frustration élastique

lorsque le système se convertit de HS à LS. Du point de vue structural, la frustration élastique
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peut découler d’effets stériques entre ligands [14] qui entravent certains degrés de liberté, ou

de l’existence de liaisons covalentes fortes dans une direction autour du centre métallique, ce

qui limite la déformation de la maille élémentaire.

Dans les études antérieures, effectuées sur des systèmes 2D à symétrie carrée, l’interaction

entre sv (voisins le long de la diagonale) a été considérée uniquement dans le but d’assurer la

stabilité de la structure. Nous allons consacrer ce chapitre à l’étude de systèmes élastiques où

l’interaction entre sv joue un rôle primordial dans le comportement de celui-ci.

I Interaction élastique entre les diagonales en fonction de l’angle

Le modèle électro-élastique, tenant compte de la variation de volume entre les unités à

transition de spin est écrit comme un ensemble de spins fictifs, qui imitent les deux états des

molécules à TS, liés par des ressorts. L’Hamiltonien total est donné par,

H “
ÿ

i

ˆ

∆0 ´ 1
2
kBT ln g

˙

si ` Helas (4.1)

s est l’état de spin fictif de la molécule ayant deux valeurs propres possibles ˘1 qui sont

respectivement associées aux états HS et LS de la molécule, ∆0 est le champ de ligand, k est

la constante de Boltzmann, g est le rapport entre les dégénérescences de l’état HS et LS qui se

traduit par un champ dépendant de la température T [15]. Le second terme

Helas “ Hpv ` Hsv (4.2)

est l’interaction élastique qui peut se décomposer par les contributions entre ses pv et sv. Le

premier terme s’écrit,

Hpv “
ÿ

xi,jy

A

2
prij ´Rpsi, sjqq2 (4.3)

A est la constante élastique entre les pv. rij est la distance entre les molécules i et ses pv

j. Rpsi, sjq est la distance d’équilibre avec les pv, où Rp´1,´1q “ RLL, Rp1, 1q “ RHH et
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Rp1,´1q “ Rp´1, 1q “ RHL “ pRLL ` RHHq{2 sont les distances d’équilibre d’un couple de

molécules HS-HS (HH), LS-LS (LL) et HS-LS (HL) (ou LS-HS), respectivement.

Hsv est l’interaction élastique avec les deuxièmes voisins. Réfléchissons sur la motivation

d’introduire cette interaction, les différentes possibilités et son importance.

Pour une maille carrée, il peut être facilement démontré que tout réseau est instable sans une

interaction entre les diagonales car toute force de cisaillement peut déformer irréversiblement

le réseau. Pour cela, il est nécessaire d’introduire une interaction entre les diagonales pour

un réseau carré. Mais, quel type d’interaction nous faut-il ? Notre intérêt est de maintenir les

angles fixes pour les valeurs obtenues à partir des expériences de diffraction X.

Figure 4.1 – Schéma de la notation des indices des molécules

Deux choix déjà utilisés dans les études précédentes s’imposent. Premièrement, le calcul

d’une énergie élastique proportionnelle à l’écart entre l’angle résultant de la position des trois

molécules et l’angle propre à l’état de spin

Hsv “
ÿ

i

ÿ

ăj,j1ą

B
0q
ij

2

`

θi,j,j1 ´ Θpsiq
˘2
, (4.4)

où
ř

ăj,j1ą est l’addition de chaque paire de pv qui sont sv entre eux.

L’angle Θpsiq est le résultat de la structure moléculaire et est connu dans les états LS et

HS. L’angle θi,jl,jl`1
est calculé avec la connaissance des positions des trois molécules i, j et j1.
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apÅq bpÅq cpÅq a1pÅq c1pÅq θpoq φpoq
HS 13.207 9.367 14.910 21.037 18.733 90.0 96.677
LS 13.123 9.132 14.853 21.304 18.215 90.0 99.006
diff 0.084 0.235 0.057 -0.267 0.518 0.0 -2.33

Table 4.1 – Donnés obtenus par diffraction des rayons X sur le composé [{Fe(NCSe)(py)2}2(m-
bpypz)] issues dans l’article de M. Sy et al [16]

La deuxième façon déjà utilisée pour décrire l’interaction entre les deuxièmes voisins per-

mettant de maintenir les angles fixes en fonction de l’état de spin

Hsv “
ÿ

xi,ky

B

2

〈

prik ´Rdpsi, sj , skqq2
〉

, (4.5)

où rik “ |~rk ´ ~ri| est la distance entre les molécules i et k, l’opérateur 〈¨〉 est la moyenne des

deux pv j et j1 et Rd est la distance d’équilibre entre les diagonales en fonction du spin des

deux sous-triangles dans lesquels peut être décomposée la maille carrée cristalline, imposant

une distance calculée par rapport à l’angle utilisant le théorème d’Al-kashi,

Rdpsi, sj , skq “
b

Rpsi, sjq2 `Rpsi, skq2 ` 2Rpsi, sjqRpsi, skqcospΘpsjqq. (4.6)

Ce modèle a été utilisé dans les travaux initiaux de l’équipe [3] sur le modèle élastique, où

la variation du volume entre les états HS et LS était de 20%, avec les paramètres de mailles

RLL “ 1nm et RHH “ 1.2nm et en vu de décrire la nucléation macroscopique des domaines ainsi

que leur propagation.

Nous avons réalisé, plus récemment, des travaux montrant que l’anisotropie dans le change-

ment du paramètre de maille lors de la transition entre LSØHS est à l’origine de l’orientation

de l’interface HS/LS observée dans les cristaux composé du Pr. Kaizaki [{Fe(NCSe)(py)2}2(m-

bpypz)] [16]. Puis, nous avons cherché à reproduire son comportement en température en utili-

sant des paramètres plus réalistes où la variation de paramètre de maille est approximativement

-1.27% et 2.76%

Ensuite, dans notre effort pour reproduire le cycle d’hystérésis thermique en utilisant ce

modèle élastique et la méthode de MC, pour les valeurs de paramètre de maille issues de
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Figure 4.2 – Schéma des plans cristallins adapté de l’article de M. Sy et al [16]

l’expérience, [table (4.1)] en utilisant les valeurs de paramètres, A“2 ¨ 106 Knm´2, B “ 0.3A,

g “ 150 et ∆0 “ 281.5 K, nous avons obtenu les résultats montrés dans les figures 4.3 et 4.4.
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Figure 4.3 – Cycle d’hystérésis thermique en chauffage et refroidissement. La ligne continue
est la moyenne sur 10 graines aléatoires différentes, et en pointillés, un cas sélectionné parmi
les 10 montrant une étape intermédiaire lors de la transition entre les états HS et LS.
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Le cycle d’hystérésis thermique attendu est normalement obtenu mais pour certains cas

particuliers comme dans l’exemple montré dans la figure 4.3 en ligne pointillée, nous pouvons

observer autour de la valeur nHS „ 0.5 un plateau.

La configuration spatiale de la simulation dans la région du plateau dans la figure 4.4 ne

montre pas une coexistence biphasée des domaines HS et LS mais l’apparition d’une phase

antiferro de type HS-LS.

T “ 114K T “ 114.75K

Figure 4.4 – Configuration spatiale à T “ 114 K et 114.75 K pour la montée en température
correspondant au plateau de la figure 4.3. La position des molécules est représentée par un cercle
plein et la couleur indique l’état de spin : bleu ” LS et rouge ” HS. La surface entre quatre
molécules est colorée en violet ou vert lorsqu’elles sont organisées antiferro-élastiquement. La
couleur violette ou verte dépend de la “polarisation”. Ces structures sont séparées par des parois
d’antiphase, dans ce cas HS-HS.

Dans cette configuration spatiale nous pouvons observer plusieurs domaines antiferro, HS

et LS. Il est intéressant, pour décrire les états antiferro, de définir deux sous-réseaux. Nous

allons les nommer A et B. Si une molécule est dans le sous-réseau A, ses pv appartiennent

au sous-réseau B et ses sv au sous-réseau A et vice versa. Le code de couleur utilisé est le

suivant : l’espace entre les quatre molécules voisines est coloré en vert si les molécules du

sous-réseau A sont LS et les molécules du sous-réseau B à l’état HS. Par contre, l’espace

est coloré en violet si les LS sont dans le sous-réseau B et les HS au sous-réseau A. Ces

petits domaines du même état antiferro-élastique coexistent avec des “polarisations” différentes
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séparées par des interfaces ou parois d’antiphase dont la largeur est, au minimum, de deux

molécules dans l’état LL ou HH. Malheureusement, les fluctuations de ces parois d’antiphase

sont trop importantes dans la méthode utilisée pour permettre de réaliser une analyse fine dans

cette étude. On peut aussi observer des domaines HS, LS moins nombreux pour T “ 114.75 K,

et aussi très remarquablement, ce qui pourrait paraître au centre un petit domaine antiferro

ordonné HHLLHHLL.

La transition en deux étapes montrée dans la figure 4.3 n’est pas moyennée. Elle n’est

donc qu’un cas particulier pour une seule graine aléatoire et elle n’est par conséquent pas

représentative du comportement moyen du système. L’origine de cette phase antiferro peut

être trouvée dans la supposition d’une distance d’équilibre pour une paire HS-LS, entre les

valeurs de distance d’équilibre des paires HS-HS et LS-LS, RLL ă RHL ă RHH.

E
n
e
rg
ie

Figure 4.5 – Schéma énergétique des paires de molécules pv en fonction de leur distance.
Les molécules sont représentées par des cercles de couleur rouge (HS) et en bleu (LS) liés par
un ressort représentant l’interaction élastique entre elles. La courbe bleue représente l’énergie
potentielle de la paire LS-LS, la courbe rouge, la paire HS-HS et la courbe noire la paire HS-LS
.
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En observant le schéma 4.5, nous pouvons observer toute une région entre les valeurs R˚
1

et R˚
2 où la configuration électronique antiferro est la moins énergétique pour une distance

intermoléculaire r donnée. Il est évident que tout système qui se transforme de l’état LS à

l’état HS passe d’une distance intermoléculaire RLL à RHH. Cela peut être dans tout le cristal

lors d’une transition homogène ou à l’interface entre deux domaines en supposant la largeur

de l’interface élastique plus grande que la distance entre deux molécules. Pour ces cas où la

distance intermoléculaire r„0.5 pRHH `RLLq, le modèle prévoit un état antiferro-élastique à la

température de transition.

La contribution des diagonales à l’énergie élastique est nulle si les angles sont à l’équilibre

pour HS ou LS. Dans le cas antiferro (AF), si la différence entre les angles θLS et θHS est

très importante, une valeur important de B pourrait rendre inaccessible l’état AF. Comme il

est marqué dans le tableau (4.1) les angles θ pour l’état HS et LS sont égaux dans le plan
´

~a1 “ ~a` ~c,~b
¯

obtenus lors des expériences de rayons X sur le composé [{Fe(NCSe)(py)2}2(m-

bpypz)] montrés dans l’article de M. Sy et al [16] : θLS “ θHS “ π{2. On peut déduire que

l’utilisation des équations (4.5), ne conduit qu’à un rôle à stabiliser le réseau carré.

Le présent modèle ne permet pas de contrôler l’apparition de l’état AF. Il nous faut donc

développer une extension incluant un paramètre de contrôle qui permettra de rendre compte

du comportement en deux étapes de certains composés ainsi qu’empêcher l’apparition de la

phase AF pour les composés qui ne présentent pas ce comportement. Ce problème sera traité

dans la section ci-dessous.

II Interaction élastique le long des diagonales :

effet de la frustration

Dans ces représentations de l’Hamiltonien pour l’interaction élastique entre les sv (équations

(4.4) et (4.5)) les états de spin ne jouent un rôle que pour déterminer l’angle car les distances

à l’équilibre sont les mêmes que pour les pv. Ceci n’est pas une interaction élastique exclusive

entre les molécules sv puisqu’elle fait intervenir les pv. Une autre façon d’écrire l’interaction
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entre sites situés le long de la diagonale est de considérer uniquement la distance entre les sv

et leurs états de spin :

Hsv “
ÿ

ăi,ką

B

2
prik ´Rdpsi, skqq2 (4.7)

Rdpsi, skq est la distance d’équilibre avec les molécules sv en fonction uniquement de leurs

états de spin.

La position d’équilibre Rd pour l’interaction entre les diagonales n’est pas, d’un point de vue

physique, reliée à la position d’équilibre R entre les premiers voisins. Et pour les cas pratiques

de ce modèle dans les travaux à avenir les jeux des paramètres des positions à l’équilibre des

pv (RLL, RHL et RHH) et des sv (RLL

d , RHL

d et RHH

d ), génèrent deux jeux des variables ai et di

avec i P t0, 1, 2u indépendants de la forme suivant :

Rpsi, sjq “ a0 ` a1 psi ` sjq ` a2sisj (4.8)

Rdpsi, skq “ d0 ` d1 psi ` skq ` d2sisj (4.9)

où

a0 “ RHH `RLL ` 2RHL

4
, a1 “ RHH ´RLL

4
et a2 “ RHH `RLL ´ 2RHL

4
; (4.10)

d0 “ RHH

d `RLL

d ` 2RHL

d

4
, d1 “ RHH

d ´RLL

d

4
et d2 “ RHH

d `RLL

d ´ 2RHL

d

4
. (4.11)

Néanmoins, nous souhaitons à établir une relation entre R et Rd envisageant une étude sys-

tématique d’une variable qui puisse être considérée comme paramètre de contrôle du désaccord

entre la relation des pv et sv dans le cadre d’une symétrie carrée. Il est important de remarquer

que dans la suite de notre étude, notamment pour les simulations, nous allons considérer

RHL “ RHH `RLL

2
et RHL

d “ RHH

d `RLL

d

2
, (4.12)
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ce qui conduit à ao “ RHL, a2 “ 0, do “ RHL

d et d2 “ 0. Le cas général sera le sujet d’études

ultérieures. On écrit la relation entre R et Rd :

Rdpsi, skq “
?

2Rpsi, skq ` fpsi, sk, ξq. (4.13)

Cette variable ξ, nommée paramètre de frustration, introduit une énergie élastique additionnelle

dans les états relaxés du réseau car chaque paire de molécules pv et sv est écartée de sa position

à l’équilibre. Les molécules ne sont donc pas capables de retrouver l’équilibre avec chaque voisin,

elles sont dites frustrées. On souhaite trouver une fonction fpsi, sk, ξq qui soit bilinéaire selon

ξ et si ` sk, s’écrivant

fpsi, sk, ξq “ c0 ` c1psi ` skq ` c2ξ ` c3psi ` skqξ. (4.14)

La forme de cette fonction n’est pas unique et il n’existe pas un jeu de valeurs pour les coeffi-

cients ci, celles-ci dépendent des conditions souhaitées que l’on impose.

Nous allons explorer deux possibilités : la première est celle où l’on considère l’état HS sans

énergie de frustration pour toute valeur de ξ. La distance d’équilibre, pour une paire diagonale

HH reste constante, Rdp`1,`1q “
?

2RHH, @ξ. Et, lorsque la valeur du paramètre de frustration

ξ augmente, les distances entre les paires diagonales LL et HL tendent vers
?

2RHH. On dit

alors que la frustration est centrée autour de l’état HS.

La deuxième possibilité étudiée est celle d’une frustration centrée autour de l’état HL,

c’est-à-dire lorsque la valeur du paramètre frustration ξ augmente les distances entre les paires

diagonales LL et HL, qui tendent vers
?

2RHL.

On établit d’abord les quatre équations pour le cas où on impose une frustration centrée

autour de l’état HS,

Rdp`1,`1, ξ“0q “
?

2Rp`1,`1q ` fp`1,`1, ξ“0q “
?

2Rp`1,`1q (4.15)

Rdp´1,´1, ξ“0q “
?

2Rp´1,´1q ` fp´1,´1, ξ“0q “
?

2Rp´1,´1q (4.16)

Rdp`1,`1, ξ“1q “
?

2Rp`1,`1q ` fp`1,`1, ξ“1q “
?

2Rp`1,`1q (4.17)
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Rdp´1,´1, ξ“1q “
?

2Rp´1,´1q ` fp´1,´1, ξ“1q “
?

2Rp`1,`1q. (4.18)

Les deux premières expressions donnent, en l’absence de frustration pour les états HS et LS

(ξ“ 0), Rd “
?

2R et les deux autres expressions imposent pour ξ“ 1 la distance à l’équilibre

pour les diagonales égale à
?

2RHH. En substituant dans l’expression bilinéaire de f , on obtient,

c0 ` 2c1 “ 0 (4.19)

c0 ´ 2c1 “ 0 (4.20)

c0 ` 2c1 ` c2 ` 2c3 “ 0 (4.21)

c0 ´ 2c1 ` c2 ´ 2c3 “
?

2 pRHH ´RLLq (4.22)

ce qui donne c0 “ c1 “ 0 , c2 “ 2
?

2RHL et c3 “ ´
?

2RHL. Ce qui nous permet d’écrire la forme

du désaccord entre les distances à l’équilibre entre pv et sv,

fpsi, sk, ξq “
?

2
4

p2 ´ psi ` skqqδRξ (4.23)

où δR “ 4a1. En conséquence, les distances à l’équilibre (voir équation (4.24)) le long des

diagonales dans les configurations HL et LL sont, respectivement données par

Rdp´1,´1q “
?

2 rRLL ` δRξs et Rdp`1,´1q “
?

2
„

RHL ` 1
2
δRξ



. (4.24)

Dans les deux cas, celles-ci sont plus grandes que leurs valeurs d’équilibre habituelles respec-

tives,
?

2RLL et
?

2RHL.

Nous avons effectué des simulations Monte-Carlo Metropolis pour obtenir le comportement

en température de ce modèle en utilisant un nouveau code écrit avec CUDA (voir l’annexe A

pour plus de précisions).

Nous avons utilisé ici, dans la mesure du possible, des valeurs de paramètres réalistes, résu-

mées dans la table (4.1), mais pour simplifier nous n’avons pas pas tenu compte de l’anisotropie

selon les directions spatiales x et y . Nous prenons, δR “ RHH´RLL “ 0, 24 Å, en excellent accord

avec les données expérimentales [16]. Les valeurs des constantes élastiques, A “ 8 ¨ 105 Knm´2
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et B “ 0.3A, sont choisies de façon à avoir une valeur du module d’Young de quelques dizaines

de GPa [3]. Les autres valeurs des paramètres sont : ∆0 “ 281.5 K, ln g “ lnp150q » 5.01 qui

conduisent à une température de transition, Teq „ 112.6 K, du même ordre de grandeur que

celles qui sont observées dans les mesures optiques pour ce type de composés.
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Figure 4.6 – Dépendance thermique de la fraction HS pour différentes valeurs de la frustration
élastique ξ, montrant la transition du premier ordre (rouge), une transition en deux étapes
avec cycle d’hystérésis (bleu) et une transition en deux étapes avec un grand plateau autour
de nHS „ 0.5 (noir).

Nous avons montré dans la figure 4.6 la dépendance thermique de la fraction HS, reliée au

spin fictif de l’Hamiltonien (4.1) par l’expression,

nHS “ 1` ă si ą
2

, (4.25)
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pour trois valeurs différentes de ξ. Pour les petites valeurs du paramètre de frustration, on

obtient la transition du premier ordre habituelle entre les états LS et HS (courbe rouge dans

la figure 4.6 pour ξ “ 0.2 ), accompagnée d’une hystérésis de largeur ∆T „30K, dont la valeur

dépend bien évidemment de la cinétique MC. L’augmentation de la valeur de ξ provoque un

changement de comportement vers une transition en deux étapes (courbe bleue dans la figure

4.6 pour ξ “ 0.6) avec l’apparition de deux boucles d’hystérésis, séparées par un petit plateau.

Pour les plus grandes valeurs de ξ (courbe noire dans la figure 4.6 pour ξ “ 0.8) le plateau

s’élargit, la transition de phase entre l’état HS et l’état AF devient graduelle et la transition

entre l’état LS et AF continue de présenter une hystérésis à basse température. En outre, il

est important de remarquer que la frustration élastique, qui favorise l’état HS, provoque un

décalage global de la température de transition vers la région des basses températures.

Un des aspects les plus importants de la transition en deux étapes dans les solides à TS

est l’auto-organisation des molécules d’état HS et LS dans la phase intermédiaire de la région

du plateau. Ainsi, pour la Fe-picolamine [17], qui présente une transition en deux étapes,

il a été démontré par Burgi et al. que la région du plateau est une succession de couches

globalement HS et LS à l’échelle microscopique et qui fût l’une des premières manifestations

expérimentales de la complexité du problème d’auto-organisation des systèmes à TS dans les

zones intermédiaires. Plus récemment, des mesures de diffraction X [18, 19] ont mis en évidence

l’existence de plusieurs types d’organisations, telle que la configuration antiferro habituelle

(HLHL), mais aussi des organisations plus complexes, du type HHLLHHLL, c’est-à-dire, des

structures dont le paramètre de maille et la fraction HS sont modulés, avec un vecteur de

modulation qui peut être commensurable ou incommensurable avec le paramètre de maille.

Dans les figures 4.7 et 4.8 on montre le type d’organisation spatiale des états de spin à

l’intérieur du plateau des transitions en deux étapes de la figure 4.6 obtenues pour ξ “ 0.6 et

ξ “ 0.8, respectivement.

La figure 4.7 montre trois images de la distribution spatiale de l’état de spin correspondant

aux températures 91K, 85K et 82K. Ces configurations sont le résultat d’un refroidissement

pour la valeur ξ “ 0.6. Les fractions HS respectives sont nHS „ 0.9 ; 0.5 et 0.4. Il apparaît

clairement que le système passe d’un état HS vers une organisation type antiferro HL, dans
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T “ 91K

T “ 85K

T “ 82K

Figure 4.7 – Configurations spatiales du réseau pour trois températures lors du processus
de refroidissement pour ξ “ 0.6 correspondant à la figure 4.6. La position des molécules est
représentée par un cercle plein et la couleur indique l’état de spin : bleu ” LS et rouge ”
HS. La surface entre quatre molécules est colorée en violet ou vert lorsqu’elles sont organisées
antiferro-élastiquement. La couleur violette ou verte dépend de la “polarisation”. Ces structures
sont séparées par des parois d’antiphase, dans ce cas LS-LS.
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T “ 91K

T “ 70K

T “ 49K

Figure 4.8 – Configurations spatiales du réseau pour trois températures lors du processus
de refroidissement pour ξ “ 0.8 correspondant à la figure 4.6. La position des molécules est
représentée par un cercle plein et la couleur indique l’état de spin : bleu ” LS et rouge ”
HS. La surface entre quatre molécules est colorée en violet ou vert lorsqu’elles sont organisées
antiferro-élastiquement. La couleur violette ou verte dépend de la “polarisation”.
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laquelle chaque molécule HS est entourée par des molécules pv dans l’état LS et vice-versa. Par

ailleurs, nous avons constaté pour la configuration à T “ 82K la présence de parois d’antiphase,

avec une mobilité très importante et des formes assez complexes en raison des fluctuations ther-

miques. Pour aider le lecteur à identifier les structures antiferro ainsi formées, on a représenté

les domaines ayant différentes “polarisations” avec des couleurs différentes.

En conséquence, à cause de ces parois d’antiphase, il est difficile de décrire l’ensemble du

système comme un problème à deux sous-réseaux A et B, avec des paramètres d’ordre associés

comme cela est fait généralement dans les systèmes antiferromagnétiques. D’autre part, la

présence de parois d’antiphase est un nouveau résultat qui n’a jamais été rapporté dans la

transition de spin, probablement parce que celles-ci sont difficiles à révéler expérimentalement.

Il est important de mentionner ici, que contrairement à tous les modèles de spin existants qui

ont étudié le problème de la transition de phase en deux étapes, où les interactions antiferro ont

été incluses explicitement dans le modèle, la transition en deux étapes dans le présent modèle

émerge spontanément à la suite de la compétition élastique introduite par la frustration qui

en définitive conduit à une brisure de symétrie. On peut observer en revanche dans la figure

4.8, l’absence de paroi d’antiphase pour ξ “ 0.8, car l’état HL ést beaucoup plus stable, et la

largeur du plateau de la phase intermédiaire est plus importante que pour ξ “ 0.6. Ceci permet

de définir les deux sous-réseaux A et B représentés dans la figure 4.9, qui montre que dans le

plateau de la figure 4.6 pour ξ “ 0.8, le système se trouve dans une phase antiferro-élastique

ordonnée.

II.1 Évolution du paramètre de maille en fonction ξ

Il est intéressant de remarquer que la frustration peut également exister même pour ξ “ 0

dans le réseau carré rigide. Pour les systèmes dans la phase LS ou HS, l’énergie élastique dans

l’état réseau relaxé est égale à zéro, parce que toutes les distances entre pv et sv à l’équilibre

sont compatibles :

RLL

d pξ “ 0q “
?

2RLL et RHH

d pξ “ 0q “
?

2RHH.
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réchauffement nA
HS
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Figure 4.9 – Dépendance thermique de la fraction HS pour chaque sous-réseau pour une
frustration élastique ξ “ 0.8. Le graphique du haut montre la fraction HS de chacun des deux
sous-réseaux notés A et B. On voit bien le caractère de la transition en deux étapes avec des
températures critiques différentes pour les deux sous-réseaux. Lorsqu’un sous-réseau réalise la
transition de l’état LS vers l’état HS ou vice-versa, l’autre sous-réseau reste dans le même
état. La figure du bas montre la différence entre la fraction HS des deux sous-réseaux, qui faut
apparaître toutes les températures critiques.
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En revanche, dans la phase antiferro-élastique il y a trois distances à équilibre à satisfaire :

RHL pour les pv et RHH
?

2 et RLL
?

2 pour les paires respectives de sv. On se rend compte rapi-

dement de l’incompatibilité pour une maille carrée de respecter ces trois distances d’équilibre.

Une contrainte spontanée est systématiquement générée, conduisant à une énergie élastique

minimale non nulle.

Prenons un réseau rigide où tous les pv sont à une distance x, et les sv à une distance
?

2x.

Les distances x sont déterminées de manière à minimiser l’énergie totale de la structure carrée

rigide, soit

Vtot pxq “ 2N
”

Vpvpxq ` Vsvp
?

2xq
ı

,

pour un système d’atomes N . Avec la seule condition de minimisation de l’énergie dVtotpxq{dx “

0, une contrainte spontanée subsiste dans le cristal.

La distance d’équilibre calculée est x “ RHL et l’énergie élastique relaxée associée est :

EHL

elas px “ RHL, ξ “ 0q “ 1
2
Bδ2

R
.

Lorsque ξ “ 1, l’énergie élastique minimale de la phase HS est toujours égale à zéro parce

que la distance d’équilibre pour les pv est RHH et pour les sv, RHH
?

2. En revanche, pour les

phases LS et AF les distances d’équilibre pour les sv sont égales à RHH
?

2 mais pour les pv les

distances à l’équilibre sont RLL et RHL, respectivement. En conséquence, ces deux phases (LS

et HL) restent frustrées avec une énergie élastique résiduelle différente de zéro.

Pour les autres cas où ξ ‰ 0 et ξ ‰ 1, les phases LS et AF restent frustrées, ayant une

énergie élastique minimale non nulle, en raison de la compétition entre les énergies élastiques

pv et sv, dans le même raisonnement que nous avons utilisé pour ξ “ 1. Sinon, l’état AF a

encore deux distances non relaxées sv pour les deux diagonales RHH
?

2 et RLL
?

2 et son énergie

élastique résiduelle est plus grande que l’énergie minimale à l’état LS.

La figure 4.10 schématise les situations possibles pour un cluster où l’état électronique des

molécules est LS pour différentes distances pour un réseau rigide carré à ξ ‰ 0. Nous allons

analyser ces trois possibilités et donner l’expression analytique des distances relaxées ainsi

comme les équivalents aux clusters antiferro. Dans le cas présenté à gauche les molécules sont
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RLL

RLL
diag{

?
2RLL

relax
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diag/
√
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Figure 4.10 – Schéma de la position relaxée de l’état LS pour ξ ą 0, δR ą 0 pour différentes
configurations élastiques de la maille cristalline. Les ressorts rouges ne sont pas à l’équilibre
(Eelas ‰ 0) et les noirs sont à l’équilibre (Eelas “ 0). Le graphique du bas représente l’énergie
élastique en fonction de la distance entre les pv. L’énergie des pv est tracée en ligne discontinue
bleue, l’énergie apportée par les sv en ligne discontinue noire, et en vert l’énergie élastique
totale.

à une distance RLL pour les pv et
?

2RLL pour les sv. Pour le cas AF, on a RHL pour les pv

et
?

2RHL pour les sv. Comme on s’y attendait à partir de l’équation (4.24), les ressorts pv

sont au repos, tandis que les ressorts sv (en rouge) sont sous tension. Analysons d’abord le cas

montré à droite où les sv sont à une distance

RLL

d “
?

2RLL `
?

2δRξ et RHL

d “
?

2RHL `
?

2
2
δRξ (4.26)

et par la condition de rigidité et l’isotropie RLL

d {
?

2 et RHL

d {
?

2 pour les pv. Les ressorts pv,

contrairement à la figure à gauche, sont sous tension, tandis que les ressorts sv (en rouge) sont
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au repos. Et finalement, la configuration relaxée, représentée au centre (courbe rouge), montre

la présence d’une énergie élastique non nulle (en rouge) pour les ressorts reliant les molécules

pv et sv

ELS

elas “ A px´RLLq2 ` 2B px´RLL ´ δRξq2 (4.27)

et

EHL

elas “ A px´RHLq2 ` B px´RLL ´ δRξq2

` B px´RHHq2
. (4.28)

Pour obtenir l’expression de la distance d’équilibre relaxée, minimisons l’équation 4.27 par

rapport à x, ce qui donne les expressions des paramètres de maille relaxés,

RLL

relax “ RLL ` 2
κ

1 ` 2κ
δRξ et RHL

relax “ RHL ` κ

1 ` 2κ
δRξ, (4.29)

où κ “ B

A
est le rapport entre les constantes élastiques entre sv et pv. Pour assurer un volume

du réseau relaxé dans l’état LS strictement inférieur à celui de l’état HS, il faut satisfaire

l’inégalité, RLL

relax ă RHH ou encore RHL

relax ă RHH, ce qui implique la contrainte suivante :

ξ ă ξmax “ 1 ` 2κ
2κ

. (4.30)

Cette étude a été menée avec une valeur κ “ 0.3. Une évaluation numérique de la valeur

maximale de la frustration donnée par l’équation (4.30) donne ξmax „ 2.66, qui n’a pas été

dépassée pour les simulations présentées dans ce travail. Cette expression de la valeur maximale

du paramètre de frustration (4.30) nous permet d’écrire d’une façon plus simple les expressions

(4.29) des paramètres de maille relaxés,

RLL

relax “ RLL ` δRξ{ξmax (4.31)
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et

RHL

relax “ RHL ` δRξ

2ξmax
. (4.32)

Ces deux expressions permettent d’expliquer pourquoi lorsqu’on représente le comporte-

ment thermique la distance moyenne, x “ă rij ą, entre molécules pv, sa valeur dans la phase

LS varie en fonction de ξ (voir figure 4.11). On a représenté dans la figure 4.11, le comporte-
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ξ = 0.8

RLL

RLL
relax(ξ=0.2)

RLL
relax(ξ=0.6)

RLL
relax(ξ=0.8)

RHL

RHH

Figure 4.11 – Dépendance thermique de la distance moyenne ă rij ą entre les molécules
pv pour différentes valeurs du paramètre de frustration élastique ξ correspondant aux mêmes
simulations MC que celles de la figure 4.6.

ment thermique de la moyenne des distances pv correspondant aux courbes de la figure 4.6.

Nous obtenons bien xrijy “ RHH dans l’état HS quelque soit ξ. Mais dans l’état LS le système

conduit à une distance moyenne entre molécules pv qui dépend de ξ. Les valeurs théoriques
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données pour l’équation (4.31) sont représentées dans la figure 4.11 par des lignes pointillées,

et on y voit un très bon accord.

Cependant, trois points ne sont pas suffisants pour démontrer la validité de l’expression

analytique (4.31). Nous avons donc représenté dans la figure 4.12 la distance moyenne de

pv issus des simulations MC à T=20K à différentes valeurs de ξ et la prédiction théorique

donnée par l’approximation du réseau rigide de l’équation (4.31). On peut apprécier un bon

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9

ξ

0.916

0.918

0.920

0.922

0.924

〈r
ij
〉(

n
m

)

Prédiction analytique

MC à T=20K

Figure 4.12 – Dépendance de la distance moyenne ă rij ą entre les molécules pv en fonction
ξ. Les croix vertes représentent les résultats d’une simulations MC à T=20K et la droite bleue
constitue la prédiction analytique de l’équation (4.31), obtenue dans l’approximation d’un
réseau rigide.

accord entre la simulation et la prédiction, même si les deux semblent s’écarter quelque peu

lorsque la valeur de ξ augmente. Les résultats montrés dans la figure 4.12 nous permettent de
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considérer le réseau rigide, et donc l’équation (4.31), comme une approximation valable pour

réaliser l’analyse détaillée des valeurs des températures de transition et la compréhension des

conditions d’apparition des différents comportements en température observés dans la figure

4.6.

II.2 Effet de la frustration élastique sur les températures de transition

Pour retrouver de manière analytique la valeur de la température de transition, on a besoin

de réécrire l’Hamiltonien sous la forme d’Ising à partir de l’expression originale

H “
ÿ

i

ˆ

∆0 ´ 1
2
kBT ln g

˙

si `
ÿ

ăi,ją

A

2
prij ´Rpsi, sjqq2

`
ÿ

ăi,ką

B

2
prik ´Rdpsi, skqq2 . (4.33)

On remplace les distances entre voisins rij (pv) et rik (sv) dans l’équation (4.33) par l’approxi-

mation du réseau rigide avec une distance constante x pour les pv et x
?

2 pour les sv

H “
ÿ

i

ˆ

∆0 ´ 1
2
kBT ln g

˙

si

`
ÿ

ăi,ją

A

2

ˆ

x´
ˆ

RHL ` δR

4
psi ` sjq

˙˙2

`
ÿ

ăi,ką

B

ˆ

x´
ˆ

RHL ` δR

4
psi ` skq ` p2 ´ psi ` skqqδR

4
ξ

˙˙2

. (4.34)

On développe les expressions quadratiques

H “
ÿ

i

ˆ

∆0 ´ 1
2
kBT ln g

˙

si (4.35)

`
ÿ

ăi,ją

A

2

ˆ

px´RHLq2 ´ 2 px´RHLq
ˆ

δR

4
psi ` sjq

˙

`
ˆ

δ2
R

16
p2 ` 2sisjq

˙˙

`
ÿ

ăi,ką

B

«

ˆ

x´RHL ´ δR

2
ξ

˙2

´ 2
ˆ

x´RHL ´ δR

2
ξ

˙ ˆ

δR

4
psi ` skqp1 ´ ξq

˙

`
ˆ

δ2
R

16
p2 ` 2siskqp1 ´ ξq2

˙

. (4.36)
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On sépare les termes indépendants du spin, dépendant d’un spin et ceux dépendant d’une paire

de spin. On obtient alors

H “
ÿ

i

ˆ

∆0 ´ 1
2
kBT ln g

˙

si

` NqA

4

ˆ

px´RHLq2 ` δ2
R

8

˙

´
ÿ

i

qA px´RHLq
ˆ

δR

2
si

˙

`
ÿ

ăi,ją

A

2

ˆ

δ2
R

8
sisj

˙

` NqB

2

˜

ˆ

x´RHL ´ δR

2
ξ

˙2

`
ˆ

δ2
R

8
p1 ´ ξq2

˙

¸

´2q
ÿ

i

B

ˆ

x´RHL ´ δR

2
ξ

˙ ˆ

δR

2
sip1 ´ ξq

˙

`
ÿ

ăi,ką

B

ˆ

δ2
R

8
siskp1 ´ ξq2

˙

où q est la coordinence. On réarrange les termes de la somme pour réécrire sous l’Hamiltonien

sous une forme type Ising incluant pv et sv

H “ NqA

4

ˆ

px´RHLq2 ` δ2
R

8

˙

` NqB

2

˜

ˆ

x´RHL ´ δR

2
ξ

˙2

`
ˆ

δ2
R

8
p1 ´ ξq2

˙

¸

`
ÿ

i

ˆ

∆0 ´ 1
2
kBT ln g ´ qA px´RHLq δR

2
´ qB

ˆ

x´RHL ´ δR

2
ξ

˙

p1 ´ ξqδR
˙

si

`
ÿ

ăi,ją

A
δ2

R

16
sisj `

ÿ

ăi,ką

B
δ2

R

8
p1 ´ ξq2sisk. (4.37)

Pour un réseau carré q “ 4. L’Hamiltonien s’écrit finalement,

H “
ÿ

i

hipxqsi `
ÿ

ăi,ją

Jpvsisj `
ÿ

ăi,ką

Jsvsisk ` Cpxq, (4.38)

où Cpxq est l’énergie de cohésion du réseau élastique, hipxq est le champ de ligand effectif local

contenant les contributions électronique, entropique et élastique du modèle, et Jpv et Jsv sont

les interactions entre les pv et sv. Ces paramètres ont par expressions

hipxq “ ∆eff ´ 2δRpx´RHLq pA` 2Bp1 ´ ξqq ` 2Bδ2
R

p1 ´ ξqξ, (4.39)

et

Jpv “ A
δ2

R

16
and Jsv “ B

δ2
R

8
p1 ´ ξq2. (4.40)
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Il est important de remarquer que les deux interactions de courte portée, Jpv et Jsv, sont

strictement positives, c’est-à-dire que l’Hamiltonien électro-élastique induit des interactions

antiferro-élastiques à courte portée pour les pv et les sv. Par contre, l’effet élastique qui contri-

bue dans le terme de champ hpxq est ferro-élastique. Le signe du facteur du deuxième terme,

x ´ RHL de l’équation (4.39) change selon l’état de réseau. Il est positif si x “ RHH et devient

négatif si x “ RLL. Ceci est vrai si δR ą 0, c’est le cas ici parce que RHH ą RLL. Dans le

cas contraire, comme dans l’exemple des composés présentant une anisotropie directionnelle le

long du changement de volume, le facteur x ´ RHL change de signe selon l’état du réseau, de

même que la valeur de δR. Pour cela, les signes restent les même selon l’état du réseau. L’autre

facteur qui pourrait éventuellement changer de signe est A` 2Bp1 ´ ξq. Ce facteur est toujours

positif si on respecte la condition ξ ă ξmax (4.30). Le terme est précédé par le signe négatif, si

le système se trouve dans l’état LS, ps “ ´1q la contribution totale est négative pour l’état du

réseau x “ RLL et, de même, si le système se trouve dans l’état HS, ps “ 1q, la contribution est

aussi négative pour l’état du réseau x “ RHH favorisant donc un état ferro-élastique dans les

deux cas possibles. En conséquence, les termes d’interaction de longue portée (ferro-élastiques)

et courte portée (antiferro-élastiques) sont en compétition sans besoin d’introduire un terme

supplémentaire d’interaction entre les molécules.

À partir de l’Hamiltonien (4.33), nous avons pu identifier le champ effectif total (4.39)

agissant sur un site, qui comprend l’énergie du champ de ligand et les champs élastiques dérivés

des interactions entre pv et sv. Considérant que, à la température de transition, le champ de

ligand effectif change de signe, il devient possible de trouver la dépendance analytique de la

température de transition Teqpξq. Ainsi à T “ Teq, on a hipxq “ 0, en utilisant l’équation (4.39).

Nous pouvons remarquer que Teq dépend du paramètre de réseau, x. Nous allons supposer que

la valeur du paramètre du réseau est la moyenne, xo, entre celles des états du réseau HS et LS

relaxés entre lesquelles la transition de phase a lieu, RLL

relax “ RLL ` 2κ
1`2κ

δRξ et RHH

relax “ RHH.

On a donc

xo “ RHL ` κ

1 ` 2κ
δRξ. (4.41)
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En utilisant l’expression (4.41) dans le champ du ligand (4.39), on obtient

hipxoq “ ∆0 ´ kBT ln g
2

´ 2κ
1 ` 2κ

Aξ2δ2
R

“ 0. (4.42)

Ce qui nous permet de retrouver l’expression explicite de la température de transition

Teqpξq “ 2∆0

kB ln g
´ 2Aδ2

R
ξ2

kB ln g ξmax
“ 2 p∆0 ´ δelasq

kB ln g
, (4.43)

où

δelas “ Aδ2
R
ξ2{ξmax (4.44)

est la contribution élastique au champ de ligand effectif. Il est intéressant de remarquer que

cette quantité est nulle pour le système sans frustration ξ “ 0 et nous permet de voir que le

champ élastique provoqué par la frustration diminue la valeur du champ de ligand effectif total

ce qui conduit bien à une diminution de température de transition, en très bon accord avec

les résultats numériques obtenus par simulations MC. Ce comportement est exalté lorsque la

différence du paramètre de maille entre les états HS et LS et l’interaction élastique augmentent

selon l’expression Jpv “ Aδ2
R

{16, démontré dans les travaux de A. Slimani [3] et aussi retrouvé

dans l’expression (4.40) dans le développement de l’Hamiltonien élastique sous une forme de

type Ising. Ce résultat est important car il montre une dépendance de la température de

transition avec l’interaction entre les molécules, une des critiques signalées par Bari et Sivardière

[20] du modèle type Ising utilisé pour décrire les composés à transition de spin.

II.3 Transition en deux étapes HSØHLØLS

Comme on a pu observer dans la figure 4.6 pour des valeurs élevées du paramètre de

frustration, ξ “ 0.8, il existe un plateau dans lequel le système s’organise de façon antiferro-

élastique en damier (HL) comme il est montré dans la figure 4.8. On veut maintenant trouver

les températures de transition entre les phases HSØHL et HLØLS. Deux possibilités s’offrent à

nous : la première, réécrire l’Hamiltonien type Ising comme un Hamiltonien à deux sous-réseaux

et annuler la valeur du champ de ligand effectif plus l’interaction entre les sous-réseaux. La
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seconde, considérer ces températures comme deux points de Maxwell où l’énergie libre des deux

phases HSØHL et HLØLS respectivement sont égales. On supposera ici que la phase HL est

ordonnée, ce qui fait que son entropie est nulle.

EpT “ THSØHL, xsiy “ `1, x “ RHH

relaxq“EpT “ THSØHL, xsiy “ 0, x “ RHL

relaxq

et

EpT “ TLSØHL, xsiy “ ´1, x “ RLL

relaxq“EpT “ TLSØHL, xsiy “ 0, x “ RHL

relaxq

Pour réduire la notation, on va simplement écrire les valeurs des énergies

EHS ” E pxsiy “ `1, x “ RHH

relaxq ,

EHL ” E pxsiy “ 0, x “ RHL

relaxq

et

ELS ” E pxsiy “ ´1, x “ RLL

relaxq .

Nous allons calculer ces trois énergies pour retrouver les deux températures de transition

EHS “ N∆eff `Nq
A

2
pRHH

relax ´Rp`1,`1qq2 `Nq
B

2

´?
2RHH

relax ´Rdp`1,`1q
¯2

(4.45)

Nous avons établi que pour l’état HS, il n’y a pas de frustration pour toute valeur de ξ c’est-

à-dire RHH

relax “ Rp`1,`1q “ Rdp`1,`1q “ RHH, ce qui donne une expression très facile pour

l’énergie

EHS “ N∆eff . (4.46)

Afin de garder les mêmes valeurs pour les constantes élastiques dans le calcul analytique et

les simulations numériques, il est nécessaire de compter deux fois les valeurs des interactions

entre paires. Ceci est dû à ce que le calcul dans la méthode de MC se réalise par molécule,

et non par paires. Chaque test de spin tient compte des 8 voisins. Par conséquent, le calcul

énergétique de deux molécules voisines tient compte deux fois de chaque liaison. Pour comparer

quantitativement le résultat analytique aux simulations MC, on réalise la somme sur chaque

molécule et ses 8 voisins, on a donc :

ELS “ ´N∆eff ` qN
A

2
pRLL

relax ´Rp´1,´1qq2 ` qN
B

2

´?
2RLL

relax ´Rdp´1,´1q
¯2

. (4.47)
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On remplace les valeurs des distances à l’équilibre et les distances de paramètre de maille

relaxés par leurs expressions et le nombre de pv par q=4,

ELS “ ´N∆eff ` 2NA pδRξ{ξmaxq2 ` 4NB pδRξp1 ´ 1{ξmaxqq2 . (4.48)

On développe pour obtenir,

ELS “ ´N∆eff ` 4NB
ˆ

δ2
R
ξ2

1 ` 2κ

˙

. (4.49)

La température de transition entre les états HSØLS est obtenue à partir de l’équation ELS “

EHS, ce qui donne le même résultat que pour l’équation (4.43)). Il est intéressant pour la suite

d’introduire l’expression de la température de transition lorsqu’il n’y a qu’une seule étape pour

simplifier les calculs

ELS “ ´N∆eff ` 2Nδelas, (4.50)

ce qui donne

ELS “ N∆0 `NkBpT ´ 2Teqpξqq ln g. (4.51)

Calculons maintenant l’énergie de l’état AF, pour cela il faut d’abord tenir compte de deux

aspects essentiels. Premièrement l’aimantation moyenne est nulle

mAF “
ÿ

i

si “ 0. (4.52)

Et deuxièmement, la moitié des paires entre voisins sv est HH et l’autre moitié LL ; les distances

d’équilibre d’une moitié de la somme des paires est Rdp`1,`1q et l’autre moitié Rdp´1,´1q. Il

est important de remarquer qu’on utilise aussi l’approximation du réseau rigide pour la phase

HL ce qui implique que les distances entre voisins sont rij “ RHL

relax pour les pv et rik “
?

2RHL

relax

pour les sv. L’énergie du système s’écrit donc :

EHL “ qN
A

2
pRHL

relax ´Rp`1,´1qq2 ` q
N

2
B

2

´?
2RHL

relax ´Rdp`1,`1q
¯2

(4.53)

` q
N

2
B

2

´?
2RHL

relax ´Rdp´1,´1q
¯2

.
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On introduit les expressions de Rdp`1,`1q, Rp`1,´1q et Rdp´1,´1q donné par l’équation

(4.24), ce qui conduit à

EHL “ 2NA pRHL

relax ´RHLq2 ` 2NB pRHL

relax ´RHHq2 (4.54)

` 2NB pRHL

relax ´RLL ` δRξq2
.

On échange RHL

relax par son expression (4.29). L’énergie pour l’état HL, après un développe-

ment pour mettre en évidence Teqpξq, s’écrit

EHL “ N∆0 ´N
k ln g

2
Teqpξq `NBδ2

R

ˆ

ξ2

ξmax
´ 2ξ ` 1

˙

. (4.55)

Nous avons donc obtenu les expressions des trois énergies possibles : EHS, EHL et ELS. Nous

pouvons maintenant calculer la valeur de la température de transition THSØHL en imposant,

EHSpT “ THSØHLq “ EHLpT “ THSØHLq. (4.56)

On introduit l’expression des énergies calculées précédemment

N∆0 ´N
k ln g

2
THSØHL “ N∆0 ´N

k ln g
2

Teqpξq `NBδ2
R

ˆ

ξ2

ξmax
´ 2ξ ` 1

˙

(4.57)

et on obtient la température de transition qui s’écrit

THSØHL “ Teqpξq ´ 2Bδ2
R

k ln g

ˆ

ξ2

ξmax
´ 2ξ ` 1

˙

. (4.58)

Pour la température TLSØHL, on procède également en imposant,

ELSpT “ TLSØHLq “ EHLpT “ TLSØHLq. (4.59)

On introduit l’expression des énergies calculées précédemment,

N∆0 `N
kB ln g

2
pTLSØHL ´ 2Teqpξqq “ N∆0 ´N

k ln g
2

Teqpξq `NBδ2
R

ˆ

ξ2

ξmax
´ 2ξ ` 1

˙

(4.60)
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et on en déduit la température de transition, qui s’écrit

TLSØHL “ Teqpξq ` 2Bδ2
R

k ln g

ˆ

ξ2

ξmax
´ 2ξ ` 1

˙

. (4.61)

La symétrie de ces deux résultats (voir les équations (4.58) et (4.61)) nous permet d’écrire

ces deux expressions comme

THSØHL

LSØHL
pξq “ Teqpξq ¯ 2Bδ2

R

kB ln g

ˆ

ξ2 2κ
1 ` 2κ

´ 2ξ ` 1
˙

. (4.62)

La largeur de la région du plateau AF est ∆T “ }THSØHLpξq ´ TLSØHLpξq}. Elle augmente

en fonction de la valeur du paramètre de frustration, ξ, ce qui montre bien que la frustration

élastique est à l’origine de la transition en deux étapes.

On peut considérer d’après les équations décrivant les transitions entre les états HSØHL

et LSØHL (4.62) qu’il y a une transition à une étape lorsque la condition THSØHL ă Teq ă

TLSØHL est satisfaite. Dans ce cas, seule la première équation dans (4.43) est valable. Lorsque

la transition en deux étapes existe, les équations (4.62) qui décrivent ces transitions satisfont

la condition TLSØHL ă Teq ă THSØHL. De cette manière, l’hystérésis thermique de la figure 4.6

se subdivise quand Teq “ THSØHL

LSØHL
, ce qui permet de définir un point de bifurcation, pour ξth.

Son expression est obtenue pour

ξ2 2κ
1 ` 2κ

´ 2ξ ` 1 “ 0, (4.63)

ce qui donne

ξ˘
thpκq “ ξmax ˘

a

ξ2
max ´ ξmax. (4.64)

Il est intéressant de remarquer que la valeur seuil, ξth, du paramètre de la frustration, au-

dessus de laquelle apparaît la transition en deux étapes, ne dépend que de κ “ B
A

, à travers

l’expression (4.30). On doit exclure la valeur positive de la racine car cela nous amène à une
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Figure 4.13 – Diagramme de phases, température de transition en fonction du paramètre de
frustration, ξ, montrant l’existence de deux régions. Pour chaque valeur de ξ, une simulation
MC en température a été réalisée. La région (i) pour ξ ă ξth, la transition de phase a lieu entre
les états HS et LS, au chauffage avec une valeur TÒ (triangles rouges) et au refroidissement
avec TÓ (triangles bleus inversés). Les croix vertes représentent la température de transition
Teq “ pTÓ ` TÒq{2 des simulations MC et la ligne discontinue noire l’approximation analytique
donnée par les équations (4.43), (4.58) et (4.61) prédisant une valeur seuil ξth « 0.57 (4.64). La
région (ii) pour ξ ą ξth, est le domaine des transitions en deux étapes. La droite en pointillés
violette représente la température de bifurcation en fonction du paramètre de frustration de
bifurcation pour les possibles valeurs de κ ą 0 (voir texte).

valeur du paramètre de frustration supérieure à sa valeur limite ξ`
th ą ξmax. L’autre condi-

tion importante pour l’existence de ce point de bifurcation est qu’il soit réel, c’est-à-dire que

ξmax ą 1. Cette condition est respectée pour toutes les valeurs de A et B. Cela nous permet

donc d’en déduire qu’il y aura toujours une valeur ξ ą ξth où le désaccord entre les distances

d’équilibre pv et sv permet produire un plateau antiferro-élastique entre les états HS et LS. La
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température où apparaît la bifurcation Tthpξ “ ξthq est calculée en injectant l’expression de ξth

(4.64) dans l’équation (4.43), ce qui nous donne

Tthpξthq “ 2∆0

kB ln g
´ 2Aδ2

R

kB ln g
p2ξth ´ 1q . (4.65)

Nous avons déjà fait remarquer que la valeur de frustration “critique”, ξth, (4.64) ne dépend que

de κ. Cela indique qu’il existe une valeur maximale pour le rapport κ pour laquelle Tthpξthq “ 0,

ce qui est obtenu pour

κmax “

2∆0

Aδ2
R

ˆ

1 ´ ∆0

Aδ2
R

˙2
. (4.66)

Pour les valeurs des paramètres utilisés, on évalue la valeur “critique” ξth „ 0.805 et la valeur

maximale du rapport entre les constates élastiques κmax „ 8.07 à partir de laquelle il n’y a

plus de région de transition en deux étapes.

Cette prévision analytique (4.62) est en bon accord avec la valeur ξth « 0.57 trouvée

par la simulation MC, représentée dans le diagramme de phase de la figure 4.13. Celle-ci

contient la dépendance des températures de transition en fonction de ξ, ainsi que les prédictions

analytiques (lignes noires discontinues) et les résultats MC (triangles et croix). Les triangles

bleus (respectivement rouges) correspondent aux passages de la phase HS vers la phase LS :

TÓ (respectivement LS vers la phase HS : TÒ) des températures de transition de l’hystérésis

thermique MC tandis que les croix représentent les températures d’équilibre, obtenues comme

,

Teq “ TÓ ` TÒ

2
. (4.67)

Un excellent accord est trouvé entre les prévisions analytiques et les simulations MC, même si

on remarque une petite déviation pour des valeurs importantes ξ. Ainsi, en fonction des valeurs

de ξ, trois régions peuvent être identifiées dans le diagramme de phase : (i) une seule étape de

transition du premier ordre pour 0 ă ξ ă 0.57, (ii) une région de transition en deux étapes
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pour 0.57 ă ξ ă 1, où la largeur thermique du plateau est donné par

∆Tp “ 64Ba2
1

kB ln g

`

ξ2{ξmax ´ 2ξ ` 1
˘

, (4.68)

et finalement, une dernière région qui n’est pas montrée dans la figure de transitions incomplètes

pour ξ ą ξinc, qu’on étudie en détail dans la section III.

III Transition incomplète et émergence de structures complexes

L’augmentation du paramètre de la frustration ξ transforme le comportement thermique

d’une transition en deux étapes à une transition incomplète, comme on le voit dans la figure

4.15. Ceci est la conséquence du ralentissement de l’activation thermique ce qui augmente

considérablement le temps de vie des états métastables HL, ou tout simplement parce que la

température de transition entre les états HL et LS devient inférieure ou égale à zéro. Cette

situation est obtenue sur la figure 4.15 pour les valeurs de ξ “ 1.0 et 1.5.

On peut considérer qu’à l’équilibre une transition en deux étapes devient une transition

incomplète lorsque TLSØHLpξq ď 0. Ceci permet de trouver une valeur seuil, ξinc, qui se trouvera

au-dessus du seuil de la transition de spin est incomplète car elle ne tient pas compte des effets

cinétiques.

Tant que nous ne disposons pas d’une expression analytique pour THLÑLS, qui représente la

température de la branche descendante du cycle d’hystérésis, on ne peut qu’approcher la valeur

seuil du paramètre de frustration ξinc en considérant la température de transition à l’équilibre

(voir figure 4.14) par la relation TLSØHL “ 0 (4.62) au lieu de THLÑLSpξq “ 0, ce qui donne

2∆0

kB ln g
´ 4κAδ2

R
ξ2

kB ln g p1 ` 2κq ´ 2Bδ2
R

kB ln g

ˆ

ξ2 2κ
1 ` 2κ

´ 2ξ ` 1
˙

“ 0. (4.69)

L’expression analytique de ξinc est ensuite obtenue comme :

ξinc “ ´ 1 ` 2κ
2p1 ´ κq ˘

d

1 ` 2κ
2p1 ´ κq

ˆ

3
2p1 ´ κq ` ∆0

Bδ2
R

˙

(4.70)
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Figure 4.14 – Schéma signalant les différentes températures de la transition entre les phases
HL et LS.

Avec nos valeurs de paramètres nous trouvons, ξinc “ 1.045 et ξinc “ ´3.331 ; cette seconde

valeur est ignorée pour des raisons évidentes.

Comme attendu, dans les résultats de simulations MC, la transition incomplète apparaît

à une valeur de ξ inférieure à celle de ξinc de l’équation (4.70), car à très basse température,

la configuration du système peut rester “gelée”, c’est-à-dire l’agitation thermique n’est pas

suffisamment importante pour surmonter la barrière énergétique entre l’état métastable et

l’état stable.

Dans le comportement de la fraction HS pour ξ=1.0, on peut observer l’apparition d’un

plateau à nHS » 3{4 autour de T „ 90 K qui est dû à l’existence d’une phase intermédiaire

entre l’état HS et HL. En augmentant la valeur du paramètre de frustration, cette nouvelle

phase entre l’état HS et HL émerge et devient stable à ξ=1.5 à basse température.
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La figure 4.16 permet de voir pour la valeur, ξ “ 1 à T “ 10K, un domaine AF parfaitement

ordonné spatialement. Nous avons représenté les distances longitudinales pdxq et transversales

pdyq en pv, le long de la direction x pour la ligne “atomique” j “ Ny{2. Les expressions de ces

distances sont :

dx “ |~ri`1,j ´ ~ri,j | (4.71)

et

dy “ |~ri,j`1 ´ ~ri,j | (4.72)

Ces distances dans l’état HL (montrées dans la figure 4.16), à l’exception des bords du cristal,

correspondent parfaitement à la valeur déjà prédite RLL

relax par l’équation (4.29), ce qui confirme

la validité de l’approximation du réseau rigide pour cet état.
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Figure 4.15 – Dépendance thermique de la fraction HS pour les valeurs de la frustration élas-
tique ξ “ 1.0 (rouge) et ξ “ 1.5 (noir) montrant deux transitions incomplètes. Les paramètres
sont les mêmes que ceux de la figure 4.6.
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Figure 4.16 – Configuration électro-élastique du réseau pour ξ “ 1.0 à T “ 10K correspondant
à la figure 4.15. En haut, le code couleur est le suivant : LS”bleu et HS”rouge. À gauche une
représentation de tout le cristal et à droite un agrandissement du carré. Les lignes en gris
connectent les molécules LS pour mettre en évidence le mode d’organisation. En bas, les deux
graphiques représentent l’évolution des paramètres de maille longitudinal dxpxq et transversal
dypxq le long de la direction x pour j “ Ny{2.

Néanmoins, cette approximation n’est plus valide pour la nouvelle organisation spatiale

trouvée dans la région de plateau nHS » 3{4. Un nouveau type d’organisation spatiale présentée

dans la figure 4.17 est obtenue. Cette structure est difficilement prédictible analytiquement à

partir de la simple analyse de l’énergie des différentes configurations de la maille élémentaire

de la figure 4.10, car l’auto-organisation obtenue implique plusieurs mailles. Nous avons étudié

les propriétés élastiques de l’état ordonné de la figure 4.17 en inspectant le comportement

longitudinal et transversal des distances intermoléculaires, le long de la direction x. Les résultats

sont résumés dans le bas de la figure 4.17, et indiquent clairement la présence de modulations

élastiques spatiales périodiques pour les deux déformations. En particulier, nous remarquons

que dxpxq dépasse localement pour ses valeurs maximales les distances à l’équilibre pRHHq de

l’état HS, ce qui dénote que, le réseau est sous tension pour les fortes valeurs du paramètre
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Figure 4.17 – Configuration électro-élastique du réseau pour ξ “ 1.5 à T “ 10K correspondant
à la figure 4.15. En haut, le code couleur est le suivant : LS”bleu et HS”rouge. À gauche une
représentation de tout le cristal et à droite un agrandissement du carré. Les lignes en gris
connectent les molécules LS pour mettre en évidence le mode d’organisation. En bas, les deux
graphiques représentent l’évolution des paramètres de maille longitudinal dxpxq et transversal
dypxq le long de la direction x pour j “ Ny{2.

de frustration ξ. Si nous inspectons en détail la forme de la courbe rouge de la figure 4.15,

nous voyons la présence d’un second plateau autour de T » 80K, annonçant la présence de la

deuxième phase de stabilisation dans le plateau de la courbe noire pour ξ “ 1.5. Nous avons vu

que la température de transition LSØHL est une fonction de ξ (4.61). L’augmentation de la

frustration fait abaisser la température de transition ce qui fini par conduire à une transition

incomplète.

III.1 Transition multi-étapes en fonction de la frustration

On a montré jusqu’à présent, deux types d’organisation HS et LS obtenues grâce aux

simulations MC en balayant la température avec différentes valeurs de la frustration, HL et

HHHHL (H4L), dans les figures 4.16et 4.17. Mais, comme on va le voir tout de suite, il existe
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Figure 4.18 – Dépendance de la fraction HS en fonction du paramètre de frustration ξ. Les
simulations MC ont été réalisés à T=40K. Les différents plateaux marqués HL, H2L, H3L et
H4L correspondent aux configurations spatiales montrées dans les figures 4.16, 4.19 , 4.20 et
4.17 respectivement.

d’autres phases d’organisation plus compliquées que les simulations MC en température n’ont

pas pu révéler.

Pour rechercher des modes d’organisation plus complexes, nous avons réalisé une simulation

MC isotherme à T=40K en balayant les valeurs de ξ (voir figure 4.18). Cette simulation utilise

la configuration de la valeur de ξ précédente, pour diminuer le temps de calcul et pour nous

permettre d’obtenir certaines configurations beaucoup plus difficiles d’accès en balayant les

températures. Cette expérience numérique ne correspond pas à une expérience réalisable dans le

laboratoire, à cause de la réutilisation de la configuration précédente lorsqu’on change la valeur
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de ξ, si chaque ξ représente un complexe chimique différent. En revanche, une représentation

de nHS ´ ξ à basse température pour de différents matériaux pourrait être réalisée. D’un autre

côté, la valeur de ξ pourrait être aussi contrôlée par une pression axiale ce qui permettrait en

effet une expérience de ce type. Dans la figure 4.18, il y a 4 plateaux, le premier piq et le dernier

pivq correspondent aux phases des figures 4.16 et 4.17. Les phases correspondant aux plateaux

H2L et H3L n’ont pas été obtenues par les simulations MC en température exposées dans les

sections précédentes.
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Figure 4.19 – Configuration spatiale du plateau noté (ii) de la figure 4.18 pour la valeur
ξ “ 1.35. En haut, la position des molécules est représentée par un cercle bleu lorsque la
molécule est à l’état LS et rouge pour HS. À droite une représentation de tout le cristal et à
gauche un zoom du carré. Les lignes grises connectent les molécules LS pour mettre en évidence
la structure. Au-dessous, deux graphiques représentent le paramètre de maille longitudinal et
transversal (haut et bas respectivement) à travers de la direction x à j “ Ny{2.

La figure 4.19 montre la configuration spatiale du réseau dans le plateau H2L de la figure 4.18.

L’organisation dans la direction x est majoritairement du type HHLHHL, de même selon la

direction y. En effet, dans les deux directions cette structure peut former des diagonales de
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molécules LS avec deux orientations différentes et ce qui produit des parois d’antiphase formant

des coins et des structures imbriquées.
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Figure 4.20 – Configuration spatiale du plateau noté (iii) de la figure 4.18 pour la valeur
ξ “ 1.5. En haut, la position des molécules est représentée par un cercle bleu lorsque la
molécule est à l’état LS et rouge pour HS. À droite une représentation de tout le cristal et à
gauche un zoom du carré. Les lignes grises connectent les molécules LS pour mettre en évidence
la structure. Au-dessous, deux graphiques représentent le paramètre de maille longitudinal et
transversal (haut et bas respectivement) à travers de la direction x à j “ Ny{2.

La figure 4.20 présente l’organisation de spin correspondant au plateau piiiq. Celle-ci est

un peu plus difficile à voir. Les valeurs de la fraction HS et les structures spatiales en fonc-

tion du paramètre de frustration notés (i), (ii) et (iv) dans la figure 4.18 correspondent aux

organisations HL, HHL et HHHHL. En conséquence, on pourrait établir que le plateau (iii) de-

vrait correspondre à une organisation spatiale type HHHL, mais dû à l’isotropie des constantes

élastiques et des paramètres de maille, le système à deux dimensions cherche à optimiser une

configuration à trois molécules dans l’état HS pour chaque molécule dans l’état LS dans les

deux directions d’espace et, en même temps, garder une fraction HS, nHS „ 3{4, ce qui implique
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nécessairement un changement de “polarisation” dans une organisation complexe à 2D, comme

on peut l’observer dans la figure 4.20.

IV Description alternative de la frustration

Nous proposons ici une méthode alternative dans la manière d’introduire la frustration dans

le système. Nous avons présenté dans la section II, une “frustration centrée sur l’état HS” et

dont sa forme se décrit par l’équation (4.23). Reprenons l’équation (4.14) pour obtenir une

description de la “frustration centrée sur l’état HL” où l’état HL est “non-frustré” pour ξ “ 1.

Les mêmes raisonnements que ceux développés précédemment sont suivis pour trouver

les équations de la description alternative de la frustration. On rappelle les expressions des

équations (4.15) et (4.16) qui restent inchangées,

Rdp`1,`1, ξ“0q “
?

2Rp`1,`1q (4.73)

Rdp´1,´1, ξ“0q “
?

2Rp´1,´1q (4.74)

Dans cette description nous souhaitons que pour une valeur du paramètre de frustration ξ=1,

la distance entre paires sv, HH et LL, soient égales à
?

2RHL. Il faut donc changer l’expression

des équations (4.17) et (4.18) par

Rdp`1,`1, ξ“1q “
?

2Rp`1,´1q (4.75)

Rdp´1,´1, ξ“1q “
?

2Rp`1,´1q. (4.76)

Ici, bien évidemment, l’état HL est maintenant “non-frustré” pour ξ “ 1.

L’expression de la fonction f dans la relation entre pv et sv (4.13) prend la forme suivante

fpsi, sk, ξq “ ´
?

2
4

psi ` skqδRξ. (4.77)
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La recherche des distances pv relaxées dans les états LS et HS passe par la minimisation

de l’énergie élastique d’un réseau rigide pour les états HS et LS, soit

BxE
LS

elas|x“RLL

relax
“ 0 et BxE

HS

elas|x“RHH

relax
“ 0, (4.78)

ce qui conduit aux distances suivantes,

RLL

relax “ RLL ` ξδR

2ξmax
et RHH

relax “ RHH ´ ξδR

2ξmax
. (4.79)

La figure 4.21 présente les résultats des simulations numériques du comportement en tem-

pérature.
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Figure 4.21 – Dépendance thermique de la fraction HS pour différentes valeurs de la frustration
élastique ξ, montrant une transition du premier ordre (en rouge), une transition en deux étapes
avec cycle d’hystérésis (en bleu) et une transition en deux étapes avec un large plateau autour
de nHS „ 0.5 (en noir).
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T “ 100K

T “ 112K

T “ 120K

Figure 4.22 – Configurations spatiales du réseau pour trois températures lors du processus
de refroidissement pour ξ “ 0.8 correspondant à la figure 4.21. La position des molécules est
représentée par un cercle plein et la couleur indique l’état de spin : bleu ” LS et rouge ”
HS. La surface entre quatre molécules est colorée en violet ou vert lorsqu’elles sont organisées
antiferro-élastiquement. La couleur violette ou verte dépend de la “polarisation”. Pour T=100K
les parois d’antiphase sont majoritairement LS et pour T=120K les parois antiphrases sont
majoritairement HS.
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La première différence remarquable par rapport à la figure 4.6 est qu’il n’y a pas de dé-

calage de la température de transition en fonction de ξ comme on peut voir dans l’intervalle

(i) du diagramme de phase de la figure 4.21. Techniquement cela s’expliquer par la disparition

du terme indépendant du spin dans la nouvelle expression de la fonction f , en (4.77) en com-

paraison avec l’expression (4.23). Dans cette description les expressions de la température de

transition et du champ de ligand effectif sont en effet,

Teqpξq “ 2∆0

k ln g
et hipξq “ ∆0 ´ kBT ln g

2
, (4.80)

et ne montrent aucune dépendance en fonction de ξ. L’expression de la valeur du paramètre

de frustration critique (à la bifurcation) reste inchangée, tout comme la valeur maximale du

paramètre de frustration, mais la température de bifurcation est cette fois-ci constante, Tth “

Teq.

Le diagramme de phase T ´ ξ de la figure 4.23 est alors symétrique par rapport à Teq.

Pour cette description de la frustration, les deux états HS et LS sont frustrés mais pas l’état

HL. Une augmentation de la frustration fait tendre les distances entre sv vers
?

2RHL, la

température de transition ne diminue plus en fonction de ξ (voir équation (4.80)). À cause

de cela, une augmentation de la valeur du paramètre de frustration ξ ne suffit plus pour

passer d’une transition de phase en deux étapes vers une transition incomplète. Néanmoins,

une variation du champ de ligand effectif, ∆0 ´ kBT ln g, pourrait facilement conduire à une

transition incomplète, ce qui est souvent observée expérimentalement lorsqu’on change la taille

du ligand ou l’anion [4, 7, 19].

Nous avons donc réalisé des simulations MC avec les mêmes paramètres que pour la figure

4.21 sauf pour la valeur du champ de ligand qui a été abaissée à ∆0 “ 100K, ce qui conduit bien

à une transition incomplète comme montré dans la figure 4.24. On aurait pu bien évidemment

augmenter la valeur de g pour obtenir les mêmes résultats.

Dans les transitions incomplètes de la figure 4.24 obtenues pour ξ “0.7 et ξ “1.0, la struc-

ture électronique du cristal montre la même organisation AF (HLHL) que celle de la figure 4.16.

Cependant, pour la valeur ξ “ 1.5 la modulation AF est de type HHLLHHLL comme on peut le
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Figure 4.23 – Diagramme de phases, température de transition en fonction du paramètre de
frustration. Pour chaque valeur de ξ, une simulation MC en température a été réalisée. La
région (i) pour ξ ă ξth, la transition de phase a lieu entre les états HS et LS, au chauffage avec
une valeur TÒ (triangles rouges) et au refroidissement avec TÓ (triangles bleus inversés). Les
croix vertes représentent la température de transition Teq “ pTÓ `TÒq{2 des simulations MC et
la ligne discontinue noire l’approximation analytique donnée par les équations (4.80), (4.58) et
(4.61) prédisant une valeur seuil ξth « 0.57 (4.64). La région (ii) pour ξ ą ξth, est le domaine
des transitions en deux étapes.

voir dans la figure 4.25. Cette organisation peut être orientée vers la direction x ou y indistinc-

tement due à l’isotropie des constantes élastiques et des paramètres de maille. Il est important

de préciser que dy est calculé entre deux paires qui changent d’état, ... H L H ...
H L H

,à

cause de cela, celle-ci varie entre les valeurs RHH et RLL. Si par contre elle était calculée sur

une ligne inférieure ou supérieure où la configuration de spins est, ... H L H ...
L H L

, la

distance dy serait constante et égale à RHL
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Figure 4.24 – Dépendance thermique de la fraction HS pour différentes valeurs de la frustration
élastique ξ, pour les mêmes valeurs des paramètres que les simulations MC montrées dans la
figure 4.21, excepté pour la valeur du champ de ligand, ∆0 “ 100K (plus faible).

Conclusion

Nous avons réussi à obtenir des transitions de phase en deux étapes induites thermiquement

dans un modèle élastique cohérent, avec un seul paramètre de contrôle, pour des composés à

transition de spin mononucléaire. L’ingrédient clé pour l’émergence d’une transition de spin

en deux étapes est l’existence d’une frustration élastique dans le réseau due à la compétition

entre les premiers et seconds voisins. Ce phénomène de transition en deux étapes, était jusqu’à

maintenant modélisé seulement en utilisant des interactions type Ising antiferromagnétiques

phénoménologiques et ad-hoc entre les espèces à transition de spin. Le modèle exposé ici en

2D, est élastique et tient compte de la variation de volume au cours du changement de spin

avec une frustration élastique selon les seconds voisins, ce qui conduit à trouver l’ensemble
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Figure 4.25 – Configuration spatiale pour ξ “ 1.5 à T “ 10K de la figure 4.24 pour la
description de la frustration centrée sur l’état HL. En haut, la position des molécules est
représenté par un cercle bleu lorsque la molécule est à l’état LS et rouge pour HS. À droite une
représentation de tout le cristal et à gauche un zoom du carré. Les lignes grises connectent les
molécules LS pour mettre en évidence la structure. Au-dessous, deux graphiques représentent
le paramètre de maille longitudinal et transversal (haut et bas respectivement) à travers de la
direction x à j “ Ny{2.

des comportements expérimentaux observés dans les systèmes à transition de spin dans la

littérature : transition graduelle, abrupte, premier ordre avec hystérésis, transition en deux

étapes et transitions incomplètes, en fonction la valeur du paramètre de frustration. L’analyse

de l’organisation des espèces HS et LS dans le plateau a montré l’émergence de structures

complexes antiferro-élastiques allant d’un simple arrangement en damier de la fraction HS

modulées, accompagnée de distorsions modulées, en excellent accord qualitatif avec les récentes

observations expérimentales de diffraction X. Nous avons fourni une étude analytique pour

prédire les comportements limites et les intervalles de valeurs des paramètres qui peuvent être

utilisés. La validité des approximations de cette étude est cependant limitée au cas d’un réseau

rigide où la distance entre voisins est constante. Les structures plus complexes montrées dans
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les dernières sections (comme HHL, HHHL, etc. . .) présentent modulations dans les distances

intermoléculaires qui impliquent les seconds voisins et parfois même des voisins plus éloignés,

ce qui complique leur prédiction.

Dans les systèmes réels, la frustration élastique peut être causée par l’existence de liaisons

covalentes ou ioniques renforçant ou affaiblissant la rigidité du réseau dans certaines directions

ainsi conduire à une brisure de symétrie. Dans ce chapitre, nous avons étudié le cas spécifique

d’un réseau 2D rigide, dans lequel on a injecté une frustration contrôlée (par le paramètre ξ) le

long des diagonales avec deux possibilités de l’écriture de la fonction de frustration décrivant

le comportement entre les distances à l’équilibre des molécules proches voisines et secondes

voisines. Dans la première possibilité qu’on a adoptée, nous avons écrit le modèle de manière à

maintenir l’état HS libre de toute frustration pour toute valeur du paramètre de contrôle ξ alors

que l’énergie élastique de l’état LS augmente aussi tandis que celle de l’état AF diminue. L’autre

possibilité qui a été testée est celle où la frustration affecte les états HS et LS symétriquement

alors qu’elle diminue dans l’état AF.

Pour les deux descriptions utilisées de la compétition des distances à l’équilibre entre pv

et sv, l’apparition d’un état intermédiaire stable provocant une transition en deux étapes se

réalise pour la même valeur du paramètre de frustration. Les différences dans le comportement

thermique de ces deux descriptions est que pour celle où la phase HS est libre de frustration,

elle présente un décalage en température de la transition en fonction de ξ tandis que pour

celle où l’état HL est libre de frustration à ξ “ 1 la température de transition ne dépend pas

de ce paramètre. L’origine de ce comportement a été expliquée dans les équations analytiques

montrées. Dans le premier cas, l’énergie élastique de frustration n’est pas la même pour les

états HS et LS ce qui induit un champ de ligand effectif élastique en fonction de ξ. Alors que

dans le second cas, les énergies élastiques de frustrations des états HS et LS sont égales et le

champ de ligand effectif élastique ne dépend pas du paramètre ξ. L’autre différence entre les

résultats de deux descriptions est l’inclinaison du plateau en fonction de la température.

Ces résultats contrastent avec toutes les investigations théoriques précédentes sur la tran-

sition de spin multi-étapes, où le paramètre induisant la transition en deux étapes varie à la

température de transition. De plus le terme qui apporte l’énergie élastique de frustration au
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champ de ligand effectif est fonction des constantes élastiques, pour les pv et sv, donnant ainsi

une expression pour la température de transition en fonction de la force d’interaction entre les

molécules.

Notre étude a montré que, le modèle élastique présenté ici reproduit plusieurs situations

observées expérimentalement, comme la transition en une étape du premier ordre, deux tran-

sitions d’étape ainsi que des transitions incomplètes. Dans le cas des transitions incomplètes

obtenues pour des valeurs élevés de la frustration, un ordre spatial homogène ordonné des es-

pèces HS et LS, émerge. Le type d’ordre AF et sa complexité dépendent les valeurs de ξ. Pour

de relativement petites valeurs de ξ, une phase antiferro-élastique a été mise en évidence en

excellent accord avec les observations expérimentales, tandis que pour une forte frustration des

organisations plus complexes ont été trouvées, dans lesquelles une modulation spatiale des dis-

tances des longueurs de liaison a été découverts, ici aussi en excellent accord avec très récentes

mesures de diffraction par rayon X. Une riche variété de structures complexes a été trouvée

et exposée dans ce chapitre si bien que tous les états n’ont pas été obtenus par un processus

numérique reproductible expérimentalement comme les résultats d’une variation de ξ à tempé-

rature constante. Néanmoins, une recherche systématique des valeurs des paramètres pourrait,

sans doute, retrouver ces phases HHL et HHHL complexes dans le cadre d’une simulation MC

du comportement thermique.

Nous avons montré qu’un système purement élastique peut décrire le comportement en

température d’un composé à transition de spin présentant une transition en deux étapes comme

conséquence du rapport entre la relation de ses premiers et deuxièmes voisins. On a présenté ce

rapport en fonction d’un paramètre de contrôle nous permettant aussi de trouver les conditions

pour que le système présente un comportement critique et de bifurcation entre les différents

types de transition en température. Une extension du modèle en ajoutant la relation avec un

troisième voisin mènera à de nouvelles structurations pour les transitions de spin à plusieurs

étapes dans le plateau, et aussi à l’apparition de structures ordonnées plus complexes. D’autres

structures pourraient émerger avec le passage en 3D où il apparaît quatre autres diagonales dans

les faces du cubes et une diagonale à l’intérieur du cube (3ème voisin). Dans cette étude nous

avons gardé les constantes élastiques et les distances à l’équilibre isotropes dans les directions
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x et y ; ajouter une anisotropie pourrait conduire à l’apparition de nouvelles structures ou

stabiliser l’une des phases possibles de certaines structures déjà présentées. Par ailleurs, les

constantes élastiques elles-mêmes pourraient dépendre de l’état de spin (plus forts dans l’état

LS), ce qui montre bien toutes les possibilités qui seront explorées avec la recherche de structures

incommensurables dans des travaux futurs.
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Conclusion

Au cours de ces travaux nous avons tenté d’apporter des éléments théoriques à la fois dans

la description par des modèles macroscopiques et microscopiques des aspects spatio-temporels,

statistiques et thermiques permettant de comprendre et reproduire les observations expérimen-

tales récentes, et de prédire de nouveaux comportements dans la thématique de la transition

de spin.

Nous avons prouvé la validité de l’équation de réaction-diffusion (RD) pour décrire le com-

portement macroscopique des cristaux à transition de spin dans le cycle d’hystérésis thermique

lors de la transition de phase du premier ordre. Cette description est d’autant plus valide que

les effets élastiques à la transition (changement de volume) sont faibles. Le modèle de RD

présenté ici est développé à partir de l’Hamiltonien du modèle d’Ising. Un Hamiltonien plus

complet tenant compte des interactions élastiques entre les molécules à transition de spin pour-

rait être utilisé dans les travaux futurs. Néanmoins, cette première approche simple a permis

de capturer la complexité des phénomènes observés expérimentalement.

Nous avons modélisé sous forme de système d’équations différentielles les effets photother-

miques dans les cristaux de composés à transition de spin. Une analyse de tous les compor-

tements possibles dus au couplage de ces équations non-linéaires a été réalisée. Cela nous a

conduit à établir les conditions nécessaires pour l’observation des effets autocatalytiques dans

un matériau présentant une bistabilité thermique et des absorptions optiques différentes dans

chaque état de spin. Les conditions expérimentales permettant de réaliser cette prédiction

théorique sont très difficiles à atteindre à cause de la difficulté à contrôler l’écart entre la tem-
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pérature du bain et de l’échantillon, chauffé par la lumière. Mais d’autres effets sous conditions

moins extrêmes, comme les oscillations amorties, ont été déjà observés.

Le modèle élastique a encore beaucoup de secrets à nous révéler qui à coup sûr aideront à

mieux comprendre le rôle essentiel de l’élasticité et couplage magnéto-élastique dans le phéno-

mène de la transition de spin. Ici, nous avons exposé les divers comportements obtenus via la

compétition entre les distances à l’équilibre des premiers et seconds voisins, ce qui engendre une

frustration élastique. La frustration élastique s’est révélée comme le paramètre responsable de

l’apparition d’une phase antiferro-élastique dans un plateau provoquant une transition en deux

étapes ou incomplète. Mais celle-ci s’est révélée beaucoup plus riche et a permis l’obtention de

structures organisées ponctuées de désordre, dont la complexité en fait tout l’intérêt. Ces mo-

tifs organisés de l’état de spin, avec une périodicité allant jusqu’à 5 molécules émergent d’une

variation spatiale du paramètre de réseau, périodique ou apériodique, ce qui pourrait être la

clé de la compréhension des phases incommensurable trouvées récemment expérimentalement

par divers auteurs.

La perspective générale de ces travaux se situe, en partie, dans la combinaison de ces trois

aspects de façon à utiliser le traitement ayant permis d’obtenir l’équation de réaction diffusion

à partir de l’Hamiltonien élastique avec la frustration tenant compte les effets photothermiques

et optiques à basse température, conduisant ainsi à un modèle macroscopique le plus complet

possible. D’un autre côté la méthode utilisée pour obtenir l’équation de réaction-diffusion est dé-

terministe ce qui rend impossible l’apparition de la nucléation-croissance qui est ajouté comme

défaut initial pour provoquer la transition. Il serait donc tout à fait souhaitable d’étendre le

formalisme en y intégrant du bruit stochastique du type équation de Langevin, ce qui est assez

classique. Il sera cependant intéressent de tenir compte d’un éventuel changement de symétrie

à la transition. Ce qui n’est pas simple à introduire dans un modèle macroscopique. Ainsi,

la description atomistique par Monte Carlo, bien que limitée, a du mérite quand il s’agit de

tenir compte de la structure microscopique. Un modèle multiéchelle cohérent, à partir d’un seul

Hamiltonien, permettra mieux décrire le phénomène dans sa globalité en profitant au mieux

des deux approches précédentes.
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Annexe A

Méthode Monte-Carlo Metropolis

parallèle

Cette annexe est dédiée aux aspects techniques des codes numériques utilisés dans la thèse

pour les études la méthode de Monte-Carlo présentées dans le chapitre 4.

La simulation numérique est devenue la troisième pâte de la recherche scientifique pour

stabiliser l’équilibre entre la théorie et l’expérience.

Les études spécialisées sont toujours encadrées dans le domaine des mathématiques appli-

qués, mais la simulation numérique est un outil indispensable pour le physicien théorique et

expérimental depuis l’apparition des premiers ordinateurs modernes. Elle est devenue une ex-

pertise propre et bien différente de l’expérience et la théorie, peu de physiciens se considèrent

eux même uniquement experts en physique numérique comme c’est le cas pour la physique

théorique ou expérimentale. Ces trois techniques ont besoin d’expertises séparées qui doivent

être combinées pour la compréhension des phénomènes physiques.

Les simulations physiques peuvent être considérées comme des expériences numériques, et

il vient très vite à l’esprit, d’établir un parallèle entre l’écriture d’un code numérique de haute

performance et robuste, et le montage et le calibrage d’une expérience de laboratoire. C’est un

effort, souvent à la charge à toute une équipe, de préparer un code exécutable sur un cluster ou

super-ordinateur. Depuis peu, nos ordinateurs de bureau sont devenus des “super-ordinateurs”
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avec plusieurs coeurs, et on doit utiliser donc les mêmes outils de programmation distribuée

qu’avec les clusters spécialisés pour la recherche MPI, openMP, CUDA. . .pour profiter pleine-

ment de toute la puissance dont dispose notre machine.

CUDA [1] est un langage basé sur C pour réaliser des calculs numériques sur les cartes

graphiques NVIDIA. Il est utilisé dans tous les domaines de la recherche académique et indus-

triel. Les cartes graphiques contiennent des centaines de coeurs (avec une mémoire partagée

très réduite) comparé aux processeurs généralistes qui ont l’ordre de la dizaine de coeurs. Cette

mémoire est partagée par tous les coeurs de la carte graphique ce qui présente un paradigme de

programmation différent de celle de MPI où chaque unité de calcul n’a accès qu’à une partie de

l’information du problème à résoudre. La problématique la plus importante pour améliorer la

performance d’un code CUDA est la communication entre la mémoire généraliste du processeur

et la carte graphique.

Jusqu’à présent l’utilisation de ce langage était restreinte aux calculs Monte-Carlo pour

la simple raison de l’absence d’un générateur solide de numéros aléatoires qui est maintenant

présent dans les dernières versions du compilateur avec la bibliothèque cuRand [2].

I Méthode Monte-Carlo Metropolis séquentielle

La méthode de Monte-Carlo (MC) Metropolis est une méthode stochastique permettant

d’obtenir une approximation de la fonction de partition, ou une autre variable thermodyna-

mique qui pourrait être obtenue à partir d’elle. Nous avons appliqué cette méthode pour obtenir

la fraction HS en fonction de la température. Néanmoins, certains comportements spatiotempo-

rels peuvent être observés dans l’échelle de “pas Monte-Carlo” (MCS par ses sigles en anglais)

où il faut être prudent car le temps réel entre deux pas MC n’est pas forcément constant. Pour

pouvoir caractériser la fonction de partition sans calculer toutes les configurations possibles,

nous allons échantillonner statistiquement le système. La méthode de Metropolis, qui est une

méthode de Monte-Carlo par chaînes de Markov, nous propose de ne pas échantillonner avec

la même probabilité chaque état possible, mais chercher les états du système avec la plus basse
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énergie (dont la probabilité est la plus élevée) qui seront les plus représentatifs de la fonction

de partition.

Étant donnée une configuration du système par un ensemble de spins fictifs, nous allons

tenter le renversement de l’état de spin d’une molécule :

— en calculant l’énergie de la configuration actuelle,

— en changeant l’état de spin,

— en calculant l’énergie de la configuration nouvelle,

— puis en calculant la probabilité de passage

P psi, sj Ñ ´si, sjq “ e´βH p´si,sjq

e´βH psi,sjq
. (A.1)

— On tire alors un nombre aléatoire, p P r0, 1s. Si p ă P psi, sj Ñ ´si, sjq la nouvelle

configuration est acceptée, dans le cas contraire elle est refusée.

Un pas MC consiste à réaliser un essai de renversement de l’état de spin de chaque molé-

cule. Pour la mesure d’une grandeur thermodynamique dans des conditions déterminées, un

nombre important de pas MC sont réalisés pour faire évoluer le système vers l’état d’équilibre

sans considérer une partie de l’échantillonnage, c’est la thermalisation. Ensuite, on effectue une

mesure suivant une configuration, en réalisant plusieurs pas MC, “burn-out”, en nous assurant

que les différentes configurations sont statistiquement indépendantes. Cette procédure est réa-

lisée avec les nombres aléatoires obtenus par un algorithme pseudo-aléatoire à partir de ce qui

est appelé une graine. Une autre graine donnerait un autre ensemble de nombres aléatoires.

Une simulation de Monte-Carlo est la moyenne des mesures répétée pour différents graines.

Cette méthode a été utilisée dans ces travaux de thèse pour calculer la fraction HS en

fonction de la température. Dans ce cas, la configuration initiale pour une température donnée

était la configuration finale de la température précédente.

Nous avons dit qu’un pas MC consiste à parcourir tous les spins fictifs du système l’un

après l’autre pouvant être fait de façon ordonnée ou aléatoire comme cela est montré dans la

figure A.1. Dans la version parallèle nous allons tenter le renversement simultané de plusieurs

spins fictifs.
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Séquentiel ordonné Séquentiel aléatoire

Parallèle par clusters 2x2

Figure A.1 – Schéma de l’ordre du parcours des essais de renversement de spins fictifs pour
un pas Monte-Carlo séquentiel et parallèle par clusters. La couleur verte indique le premier site
qu’on visite.



ANNEXE A. MÉTHODE MONTE-CARLO METROPOLIS PARALLÈLE 179

II Méthode Monte-Carlo Metropolis parallèle

L’aboutissement du code de résolution par la méthode de Monte-Carlo écrit en langage

Cuda du modèle élastique (McCelas) a déterminé un point d’inflexion dans la performance

et la quantité de résultats obtenus, réalisant une simulation de balayage en température d’une

semaine dans la version séquentielle à quelques heures pour la version parallèle.

Dans la littérature de calcul MC pour les matériaux à transition de spin, à notre connais-

sance, il y a peu d’articles sur la parallélisation de la méthode de Monte-Carlo. Jeffrey S.

Rosenthal propose dans son article [3] de réaliser la simulation de chaque graine dans chaque

processeur indépendamment pour ensuite réaliser une moyenne. Cette méthode réduit le temps

global de l’ensemble des simulations Monte-Carlo mais elle ne réduit pas le temps d’une seule

simulation. Par ailleurs, la scalabilité (l’augmentation de performance en fonction du nombre

de coeurs) qui est limité au nombre des différentes graines utilisées pour faire l’étude statistique

du comportement du système. Le nombre de coeurs dans les cartes graphiques est aujourd’hui

de l’ordre de 3000 (NVIDIA Tesla K40 ou QUADRO M6000). La solution de paralléliser selon

les graines utilisées est donc déjà obsolète. Une parallélisation spatiale s’impose pour profiter

de la puissance de calcul des cartes graphiques.

Le modèle élastique tel qu’il est résolu dans le code McCelas a trois variables par molécule :

l’état de spin s, la position ~x et la vitesse ~v. Une fois la dynamique choisie, on calcule le vecteur

de force agissant sur chaque molécule ~F “ ´~∇Helas. Les calculs de positions et de vitesses ainsi

réalisés sont faciles à paralléliser dans le paradigme de programmation de CUDA.

Chaque coeur de calcul peut résoudre la valeur de la force ~Fn dans l’instant n∆t avec la

position de ses voisins (y compris les deuxièmes voisins)

~Fn
i “ ´

¨

˚

˝

Helaspxn
i

`dx,yn
i

,~xn
j

q´Helaspxn
i

,yn
i

,~xn
j

q

dx

Helaspxn
i

,yn
i

`dy,~xn
j

q´Helaspxn
i

,yn
i

,~xn
j

q

dy

˛

‹

‚
(A.2)

et les nouvelles positions, ~xn`1 dépendant de la position et de la vitesse de l’instant précédent

~xn`1

i “ ~vn∆t` ~xn. (A.3)
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L’erreur numérique dans la discrétisation du temps n’augmente pas considérablement au cours

de la simulation si le pas de temps ∆t est suffisamment petit. Mais les oscillations autour du

point d’équilibre peuvent faire diverger la solution de la vitesse. Une viscosité numérique est

établie pour éviter la divergence de l’erreur numérique. La forme la plus simple d’implémenter

cette viscosité numérique est de multiplier la vitesse entre deux pas de temps par un facteur

0 ď γ ă 1.

~vn “ m´1 ~Fn∆t` γ~vn´1 (A.4)

Dans le chapitre 4, nous nous sommes intéressés aux états stationnaires où une relaxation

mécanique rapide était souhaité. Nous avons utilisé une valeur γ “ 0, mais une valeur γ ‰ 0

peut amener à des études très intéressantes pour les aspects spatiotemporels.
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Figure A.2 – Relaxation à T “ 40K pour un système initial à nHS “ 1.0 pour ξ “ 1.0 où
l’état stable est nHS “ 0.5. Le premier graphique montre une simulation MC sequentiel et une
simulation MC parallèle avec un cluster de 4ˆ4. Le deuxième graphique montre une simulation
MC parallèle pour une parallélisation massive (c’est-à-dire avec un cluster de 1ˆ1), pour un
cluster de 2ˆ2 et pour un cluster 4ˆ4.

Le calcul de la méthode de Monte-Carlo Metropolis pour l’évolution des états de spin n’est

pas massivement parallélisable, c’est-à-dire que nous ne pouvons pas évaluer le renversement

tous les spins fictifs simultanément. Dans certains cas cette méthode ne conduit pas à la confi-

guration la plus stable comme il est montré dans la figure A.2. Les processus stochastiques de

renversement de l’état de spin de deux molécules voisines ne sont pas deux phénomènes sta-

tistiques indépendants. Pour simplifier la démonstration, nous allons supposer un Hamiltonien



ANNEXE A. MÉTHODE MONTE-CARLO METROPOLIS PARALLÈLE 181

d’Ising simple sous champ,

H “ ∆eff

N
ÿ

i

si ´ J
ÿ

ăi,ją

sisj (A.5)

dans lequel toutes les molécules sont HS. Essayons de renverser l’état de spin de la molécule

centrale avec une probabilité P1, l’état de spin de deux molécules voisines simultanément avec

une probabilité P2 ainsi que l’état de spin de deux molécules non voisines avec une probabilité

P3 (voir figure A.3).

Figure A.3 – Représentation des molécules pour le calcul de la probabilité de renversement
d’une molécule (P1), la probabilité de renversement de deux molécules voisines (P2) et de deux
molécules indépendantes (P3). La couleur verte indique le(s) spin(s) fictif(s) qu’on va essayer
de renverser.

Nous allons calculer les énergies selon l’équation (A.5) et la probabilité du renversement

avec l’équation (A.1) pour les trois cas.

H1old “ ∆eff ` 4J (A.6)

H1new “ ´∆eff ´ 4J (A.7)

∆H1 “ ´2 p∆eff ` 4Jq (A.8)

Nous avons donc une probabilité de passage de l’état HS vers l’état LS, P1 “ e´β∆H1 .

H2old “ 2∆eff ` 7J (A.9)

H2new “ ´2∆eff ` J ´ 6J (A.10)
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∆H2 “ ´4 p∆eff ` 3Jq ‰ 2∆H1 (A.11)

Nous avons de la même manière la probabilité de renversement simultané

P2 “ e´β∆H2 ‰ e´2β∆H1 “ P 2
1 ,

ce qui nous indique que ces deux processus ne sont pas indépendants.

H3old “ 2∆eff ` 8J (A.12)

H3new “ ´2∆eff ´ 8J (A.13)

∆H2 “ ´4 p∆eff ` 4Jq “ 2∆H1. (A.14)

Mais lorsque les spins fictifs ne sont pas voisins directs, la probabilité de renversement simultané

est

P3 “ e´β∆H3 “ e´2β∆H1 “ P 2
1 ,

et les deux processus aléatoires sont donc indépendants.

Dans le modèle élastique, la probabilité de passage d’une molécule de l’état HS vers l’état LS

(ou vice versa) est dépendante de l’état de spin des voisins ainsi que de ses positions relatives.

Comme dans le cas du modèle d’Ising, le calcul de la probabilité du passage simultané de deux

molécules voisines donne P pHH Ñ LLq ‰ P pH Ñ Lq2.

Ceci explique les résultats de la figure A.2 lorsqu’on parallélise massivement, c’est-à-dire

en utilisant des clusters 1 ˆ 1, car on essaie simultanément de renverser l’état de spin pour

chaque paire de molécules voisines. Ceci impliquerait de façon erroné qu’on considérerait comme

statistiquement indépendant les processus qui ne le sont pas.

Afin d’éviter cela, nous allons paralléliser par clusters de nˆn pour s’assurer qu’on n’essaie

pas de renverser l’état de spin de deux molécules voisines comme cela est montré dans la figure

A.1 pour un système 6 ˆ 6 divisé en clusters de 2 ˆ 2.

Dans le code McCelas nous avons deux processus parallélisés différemment. D’un côté, la

dynamique du réseau est massivement parallèle, et chaque coeur de calcul résout les composants
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de chaque site. De l’autre côté, on a la parallélisation par clusters du pas Monte-Carlo, où l’on

réalise un calcul parmi n2 sites, où n est la taille du cluster, pour s’assurer de l’indépendance

des processus stochastiques.

III Gain de performance

Pour finir, nous avons comparé les temps d’exécution d’un code fortran qui utilise la mé-

thode Monte-Carlo pour la résolution de l’état de spin et le calcul du gradient du potentiel

pour les positions des molécules avec le code McCelas. Nous avons fait relaxer un système en

exécutant 1000 pas MC, où pour chaque pas MC, on a considéré 4 itérations sur le calcul des

positions atomiques. Les résultats obtenus pour une machine avec un processeur Intel Xeon

E5-2643 et une carte graphique NVIDIA Quadro K2000 sont résumés dans la figure A.4. Pour

une petite taille du système de 12ˆ12, le code fortran est plus rapide que le code McCelas .
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Figure A.4 – Au-dessous le temps de calcul pour le code fortran et CUDA en fonction du
nombre de molécules du système à résoudre pour 1000 pas MC, au-dessus le rapport entre les
deux temps de calcul écoulés en fonction aussi du nombre de molécules

Mais pour des tailles du réseau plus grandes que 12ˆ12, le gain du temps avec le code CUDA

augmente jusqu’à presque 90 fois plus rapide pour un système 120ˆ120. Dans le chapitre 4, le

système étudié était de 24ˆ48 donc le gain est autour de 10 fois, mais si l’on tient compte de ce

que l’ancien code fortran (celui-ci a été modifié pour la comparaison) utilisait la méthode Monte-

Carlo pour la relaxation des positions et une précision double pour les nombres réels le gain
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de performance réel est donc encore plus important. De plus, McCelas utilise la bibliothèque

hdf5 pour l’écriture de fichiers.
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Titre : Modélisation et simulation du comportement spatiotemporel des transitions de phase dans les monocris-

taux moléculaires à transition de spin.

Mots-clés : transitions de spin, transitions de phase, réaction-diffusion, effets autocatalytiques, frustration élas-

tique, Méthode de Monte-Carlo.

Résumé : Ce travail est dédié à la modélisation

multi-échelle des phénomènes liés à la transition de spin

dans des composés du Fe(II).

Le développement d’un modèle macroscopique type

réaction-diffusion pour la transition de phase à partir

de l’Hamiltonien d’Ising a permis l’étude théorique des

aspects spatio-temporels de la fraction haut-spin lors de

la transition de phase du premier ordre dans des mono-

cristaux commutables. La comparaison à l’expérience a

conduit à de très bons accords pour le comportement

du front de transition, ce qui a permis de mieux com-

prendre les mesures de microscopie optique.

Ce travail a été étendu à l’étude des effets photo-

thermiques qui causent l’échauffement du cristal par la

lumière du microscope conduisant à un système d’équa-

tions différentielles couplées tenant compte du couplage

thermique avec le bain. Ces équations prédisent des

comportements non-linéaires du cristal dans son do-

maine bistable, tels que l’existence d’effets autocata-

lytiques, dont les conditions d’émergence ont été préci-

sées.

La dernière partie de la thèse est consacrée à une ex-

tension du modèle électro-élastique. Ici on démontre que

la frustration élastique est à l’origine de la transition de

spin en deux étapes et des transitions incomplètes. Ceci

nous a amené aussi à prédire l’organisation de struc-

tures complexes de la fraction haut-spin dans les phases

intermédiaires. Plusieurs types d’auto-organisation ont

été révélés dont des structures modulées de la fraction

haut-spin. Ce type de comportements a été observé ex-

périmentalement très récemment dans les composés à

transition de spin.

Title : Modeling and simulation of spatio-temporal behaviors of phase transitions in spin crossover single crystals.
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Abstract : This work is devoted to the multiscale

modeling of the spin transition phenomena in Fe(II)

spin crossover compounds.

The development of a macroscopic reaction-

diffusion-like model for the phase transition from the

Ising-like Hamiltonian allowed the theoretical study of

the spatio-temporal behavior of the high-spin fraction

accompanying the first-order phase transition in swit-

chable spin crossover single crystals. The comparison to

experiments led to an excellent agreement for the dyna-

mics of the high-spin/low-spin interface which improved

the understanding of the optical microscopy measure-

ments.

Next, this work was extended to the study of photo-

thermic effects due to the crystal heating by the light of

the microscope leading to a coupled system of differen-

tial equations accounting for the thermal coupling with

the bath temperature. These equations predict nonli-

near behaviors for crystals in the bistable region, such

as the autocatalytic effects, for which we established the

conditions of their emergence.

The last part of this thesis is devoted to an exten-

sion of the electro-elastic model. Here we prove that the

elastic frustration is at the origin of the existence of two-

step and of incomplete spin crossover transitions. Fur-

thermore, this model allowed us to predict structures of

complex patterns in high-spin fractions for intermediate

phases. Several types of self-organisation were revealed

such as the spatially-modulated structures of the high-

spin fractions. Some of these behaviors have been ex-

perimentally observed, very recently, in spin crossover

compounds.
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