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Chapitre 1

Introduction

Cette these s’inscrit dans un vaste projet de modélisation du coeur humain, entrepris depuis
une douzaine d’année par I’équipe M=ZDISIM d’Inria Saclay. Elle a été co-dirigée par Dominique
Chapelle et Philippe Moireau, MEDISIM.

1.1 Contexte

1.1.1 Paysage général

L’objectif de cette these est le développement de méthodes numériques pour la po-
romécanique et 'application a la perfusion du myocarde. Elle est motivée par la prise en compte
dans les modeles du couplage entre le flux coronarien et le comportement mécanique du myo-
carde au cours d’'un cycle cardiaque. Elle se situe donc a l'interface entre plusieurs disciplines
et communautés scientifiques : les mathématiques appliquées et la modélisation numérique, la
mécanique, la biologie, la médecine et I'informatique. La médecine est un champ d’applica-
tion de plus en plus courant des mathématiques appliquées, et de nombreux efforts ont été
faits, notamment au niveau européen, pour encourager la recherche biomédicale, et mettre a
la disposition des médecins de nouveaux outils numériques pour mieux comprendre, soigner ou
anticiper le vivant. Le but est de leur fournir des outils de description et de simulation des
phénomenes physiques tres complexes qui interviennent en biologie. Ces modeles, qui favorisent
une premiere compréhension, ont ensuite vocation a étre couplés aux outils d’acquisition de
données et d’imagerie médicale non invasifs (scanner, IRM, échographie 3D...) pour s’adapter
au mieux a chaque patient, et permettre d’assister les médecins dans leurs diagnostics et leurs
stratégies opératoires ou thérapeutiques.

Dans ’Union Européenne, les maladies cardio-vasculaires sont a I'origine de 40% des déces
(Nichols et al., 2014) et représentent un coiit économique estimé a 196 milliards d’euros par an.
Leur compréhension constitue donc un réel enjeu social et économique a 1’échelle mondiale, car
cette problématique concerne autant les pays développés que ceux en voie de développement
(Liu, 2007; Go et al., 2014).

C’est dans cette dynamique et ce contexte que s’inscrivent depuis plus d’une dizaine d’année
les travaux de 1’équipe MZDISIM, qui ont pour double objectif de mettre au point des modeles
numériques de coeurs humains, et de fournir des outils mathématiques permettant de les adapter
au mieux aux spécificités de chaque patient par acquisition de données. Le couplage de ces deux
volets de recherche permettrait par exemple a un cardiologue de simuler plusieurs traitements
ou stratégies opératoires a comparer, sur une réplique numérique du coeur de son patient, afin
de sélectionner celui qui fournirait a terme les meilleurs résultats.

Deux éléments sont donc nécessaires pour permettre le développement de tels instruments.
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Dans un premiers temps, il est nécessaire d’étre capable de décrire précisément la physique et la
mécanique cardiaque dans toutes leurs complexités, de I’échelle cellulaire a 1’échelle macrosco-
pique. Cela fait intervenir de nombreuses disciplines, de 1’électrophysiologie, 1’électrochimie et la
biologie, a la mécanique des fluides et des solides. Dans un second temps, il s’agit de paramétrer
ces modeles pour les ajuster a chaque patient par assimilation de données. Cela fait appel a un
autre champ de théorie mathématique.

Cette these s’inscrit dans le premier de ces deux volets, sur les aspects de description,
mise en équation et modélisation d’un cycle cardiaque. Le but étant de décrire au mieux les
différents phénomenes constitutifs d’un cycle cardiaque, il s’agit de transcrire en équations le
plus finement possible les interactions entre les différentes grandeurs physiques et mécaniques
(signaux électriques, flux et pressions sanguines, déformations du milieu musculaire).

1.1.2 Le coeur humain

Veine cave

Artére pulmonaire
Aorte

ill it
Valve pulmonaire Oreillette gauche

Oreillette droite

Valves auriculo-

Valve aortique

. . Myocarde
ventriculaires

. . Ventricule gauche
Ventricule droit

FIGURE 1.1 — Le coeur humain. Adapté de http ://www.howitworksdaily.com/inside-the-
human-heart,/.

Le fonctionnement des différents organes du corps humain (cerveau, muscles, reins, foie,
etc) nécessite de 'oxygene et crée du dioxyde de carbone. Le sang achemine 'oxygene depuis les
poumons vers les organes, et évacue le dioxyde de carbone depuis les organes vers les poumons.
Le coeur joue le role central de « station de pompage >, et permet ainsi la circulation sanguine
au sein de l'organisme. Il assure cette fonction grace a des cycles rythmés, de contraction et
relaxation de quatre cavités cardiaques : deux oreillettes et deux ventricules. Ces cycles sont
amorcés par la propagation d’une onde électrique qui active les tissus du muscle cardiaque (le
myocarde), et permettent le maintien d’une circulation grace a4 un jeu de valves, qui s’ouvrent
ou se ferment en fonction des pressions sanguines des différents compartiments.

En fonction des phases de contraction et relaxation des différentes cavités, le cycle cardiaque
peut se décomposer en quatre étapes. Celles-ci ont lieu & peu pres simultanément dans les deux
ventricules (droit et gauche).



Veine pulmonaire

Oreillette gauche

Aorte

Ventricule droit Ventricule gauche

Myocarde

Réseau coronarien

Veines caves

Reste de 'organisme
(cerveau, reins, foie, muscles...)

FIGURE 1.2 — Le coeur et la circulation sanguine.
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FIGURE 1.3 — Profil type des principaux indicateurs au cours d’un cycle cardiaque
(au repos) : ECG, pressions, volume de la cavité, flux dans ’aorte et dans le réseau
coronarien. Adapté de (Moireau, 2008).
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e La contraction isovolumique : La systole commence lorsque le champ électrique atteint
les tissus myocardiques du ventricule et provoque leur contraction. Le réseau coronarien
qui assure la perfusion de ces tissus est alors en compression et son flux sanguin chute,
c’est le < flow impediment > (voir le paragraphe 1.2.3). D’un autre coté, la pression
ventriculaire augmentant, la valve auriculo-ventriculaire se ferme pour clore complétement
le ventricule. La pression s’éleve treés rapidement jusqu’a atteindre celle de I'aorte (ou de
Partere pulmonaire), provoquant l'ouverture de la valve aortique (ou pulmonaire).

e L’éjection : Alors que la pression du ventricule continue de croitre, le sang est éjecté
dans le réseau artériel et le débit dans l'aorte atteint son maximum. Les tissus du myo-
carde restant en contraction, le flux sanguin dans le réseau coronarien reste bas. Ensuite,
I’excitation du myocarde cesse, la pression ventriculaire retombe et la valve aortique se
ferme.

e La relaxation isovolumique : Aprés le passage de 'onde électrique, c’est le début de la
diastole. Les tissus du myocarde se relaxent et le flux de perfusion coronarien se rétablit.
Les valves sont toutes fermées et 'oreillette est de nouveau chargée en sang. La pression
ventriculaire retombe, jusqu’a atteindre celle de l'oreillette, et permettre 'ouverture de la
valve auriculo-ventriculaire.

e Le remplissage : Dans un premier temps, le sang accumulé dans ’oreillette passe dans
le ventricule dont le volume augmente sous leffet de la relaxation du myocarde. 80% du
ventricule est approvisionné en un quart de la durée de la diastole, c’est le remplissage
passif. Ensuite, ’activation du noeud sinusal relance la propagation de ’onde électrique.
Les tissus musculaires de 'oreillette sont les premiers touchés et leur contraction paracheve
le remplissage du ventricule.

1.2 La modélisation cardiaque

1.2.1 Historique

L’objectif de mettre au point un modele numérique prenant en compte ’ensemble de ces
phénomenes multi-physiques et reproduisant le comportement du coeur sur I’ensemble d’un
cycle est tres ambitieux. Les grandeurs physiques qui interviennent au cours d’un cycle car-
diaque (déplacements, vitesses fluides et solides, champ électriques, pressions etc...) et les inter-
actions qui les lient sont trés nombreuses et complexes. La démarche de modélisation consiste
a considérer dans un premier temps les plus importantes (les variables d’état du systeme), et
a faire des hypotheses sur les interactions qui les lient, pour parvenir a un premier modele
numérique. Ensuite, ’enjeu est d’affiner ce modele en y ajoutant de plus en plus d’éléments,
pour prendre en compte davantage de variables d’état et d’interactions, et étre de plus en plus
fidele a la réalité.

Parmi abondante littérature qui couvre ces sujets, on peut citer (Hunter, 1975) des 1975
(mécanique du solide) et (Peskin, 1977; Peskin, 1982) en 1977 et 1982 pour décrire le flux sanguin
et le role des valves au cours d’un cycle. Plus récemment, (Watanabe et al., 2004) couplent ce
flux & un ventricule gauche hyper-élastique au sein d’un code élément finis en 3D. En 2001,
(Nash and Hunter, 2001) et (Costa et al., 2001) modélisent les comportements actifs et passifs
du ventricule. En 2006, un modele 3D de myocarde hyperélastique électriquement activé est
proposé dans (Sainte-Marie et al., 2006). Celui-ci est complété par (Chapelle et al., 2012) qui
revisite les travaux de Huxley (prix Nobel de médecine en 1963) sur la contraction des muscles
(Huxley, 1957) pour présenter une modélisation des tissus musculaires cardiaques, via une loi
de comportement compatible avec une conservation de ’énergie aux niveaux continu et discret.
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D’autres modeles complexes multiphysiques de cycles cardiaques 3D voient le jour (Kerck-
hoffs et al., 2005; Niederer and Smith, 2009). Cependant, la complexité de la résolution de
formulations 3D rend difficile la calibration de modeles 3D, leur validation et leur exploitation
dans le cadre d’applications cliniques. Cela motive la démarche de (Caruel et al., 2014) qui
propose une stratégie de réduction dimensionnelle de modele pour réduire les temps de calcul,
typiquement la durée nécessaire pour obtenir la simulation d’un cycle cardiaque. L’idée est de
simplifier la géométrie de I'organe, et de faire des hypotheses de symétrie de maniere a réduire le
nombre d’inconnues et la complexité des équations a résoudre. Bien stir, cela dégrade la précision
et la fidélité de la modélisation, mais cela permet en méme temps une réduction drastique des
colits de calcul. Typiquement, les cavités cardiaques et leur couplage peuvent étre traités en 0D
en réduisant par exemple le déplacement & une inconnue scalaire en fonction du temps, et les
structures en élongation telles que les échantillons musculaires peuvent étre modélisés en 1D.
Ce faisant, les temps de calcul passent typiquement de la journée a la minute, et ce genre de
réduction peut servir par exemple a la calibration des modeles 3D plus complexes, en simulant
plus rapidement davantage de cycles cardiaques a comparer aux données disponibles. Un autre
objectif de leur développement est également de les utiliser pour faire du monitoring : suivi de
patients dans le temps, avec assimilation réguliere de données (pression en sortie de coeur, flux
sanguins, ECG, déformation cardiaque obtenue par SCG...).

FIGURE 1.4 — Le coeur humain, en coupe. Tiré de 3D Science.

1.2.2 Les différents ingrédients de la modélisation cardiaque

Voici, de maniere tres synthétique, les différentes briques constituantes que 'on retrouve
aujourd’hui dans un simulateur cardiaque (& 1’échelle de 'organe) :

e Le principe des travaux virtuels régit la dynamique du déplacement solide Y- Elle fait
intervenir le tenseur des contraintes dans le milieu solide ¥ comme une somme de deux

contributions : une contribution passive ;p (fonction de Y, ) et une contribution active P
modélisant la contraction des fibres musculaires.
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e Modélisation du tissu cardiaque passif. Jusqu’a présent, le tissu cardiaque est
modélisé comme un solide, cette équation fait donc localement le lien entre ;p et les

déformations g(gs) engendrées par le champ de déplacement solide. Typiquement, une
contribution de la loi de comportement dérive d’un potentiel hyperélastique anisotrope
(prenant en compte l'organisation géométrique des fibres musculaires), l'autre transcrit

les effets visqueux au sein du solide.

e Les contraintes actives. Un modele de tissu musculaire relie les contraintes actives dans
le ventricule X, au potentiel électrique V;,, qui se propage dans le milieu.

e L’électrophysiologie. Ici on modélise la propagation, depuis le noeud sinusal, du poten-
tiel électrique V,,, dans les tissus cardiaques.

e Les valves. Elles séparent les différentes cavités cardiaques et les vaisseaux sortant du
coeur. Leur modélisation permet de faire le lien entre la pression intra-ventriculaire P,, la
pression aortique Puorte (ou pulmonaire Pp,;) et la pression de 'oreillette P;.

e Modeles de circulation. Le coeur en lui méme est un systeme ouvert, il faut donc savoir
quels sont les éléments (aorte, artére pulmonaire, réseau artériel et veineux) avec lesquels
il interagit et échange des flux physiques (débits, pressions, etc), pour fermer le systeme.
En effet, en plus du cycle de pompage effectué par le coeur, la propagation du sang dans
l'organisme résulte des interactions entre le sang (représenté par son flux et sa pression) et
la paroi des vaisseaux. Une modélisation de ces phénomenes permet par exemple d’évaluer
la pression en sortie du coeur Pt Plus généralement, les problemes d’interactions fluide-
structure dans les vaisseaux sanguins font I’objet de nombreux travaux qui prendront une
importance particuliere dans ce qui suit. Cependant, pour ce qui nous concerne, une
modélisation exhaustive de la circulation sanguine dans l'organisme étant impossible, il
s’agit en pratique de proposer des modeles simplifiés pour obtenir des liens entre les
différentes pressions qui interviennent.

Comme mentionné précédemment, a ces éléments s’ajoutent les méthodes de réduction di-
mensionnelle de modele. Une modélisation 3D de tous ces phénomenes et de leurs couplages étant
tres complexe et couteuse, des hypotheses (simplification géométrique, invariances, symétries)
permettent de réduire la dimension des problemes sur certains aspects du modele, voire sur le
modele complet (2D, 1D ou 0D). Par exemple, les modeles de circulations sont généralement
développés en 1D, ou bien utilisent des modeles de Windkessel (dits 0D), s’appuyant sur une
analogie entre circulation sanguine et réseaux électriques (l'intensité représente le flux et la
tension la pression).

1.2.3 Une brique supplémentaire : la perfusion du myocarde

Dans cette logique, cette these est motivée par 'ajout d’une nouvelle brique : la prise en
compte de la perfusion du myocarde par le réseau coronarien. Jusqu’a présent, on modélise le
comportement mécanique du myocarde comme la somme de deux contributions. La contribu-
tion passive, en plus de rendre compte des effets visqueux, est modélisée comme dérivant d’un
potentiel hyperélastique anisotrope (en fonction de la disposition géométrique des fibres). La
contribution active repose sur des modeles de tissus cellulaires et rend compte de la contraction
musculaire provoquée par la propagation de I'onde électrique.

Cependant, une fraction du sang qui s’engage dans ’aorte en sortie du coeur est directe-
ment redirigée vers le réseau coronarien (voir Figures 1.2 et 1.3) pour assurer I'oxygénation du
myocarde, indispensable & son activité. La finesse de ce réseau et la multitude de ses ramifi-
cations et de ses vaisseaux garantissent l'irrigation du muscle cardiaque. Cette perfusion vient
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Pci'rc

Perfusion du

myocarde

FIGURE 1.5 — Une brique supplémentaire dans la modélisation cardiaque. Le réseau
coronarien qui part de 'aorte et irrigue le myocarde influence doublement son comportement
mécanique : 1 - il assure 'oxygénation indispensable a la contraction musculaire, 2 - la fraction
fluide perturbe le comportement de la matrice solide.

doublement influencer le comportement mécanique du myocarde. Premiérement, la fraction de
fluide sanguin qui se méle a la matrice solide modifie le comportement mécanique passif, et rend
incomplete I’hypothese d'un myocarde uniquement solide. Ensuite, le sang en question assure
l'oxygénation des tissus, sans laquelle I’activité musculaire est impossible.

Cela nous conduit, dans la logique détaillée ci-dessus, a introduire une nouvelle variable
d’état, la masse de sang par unité de volume localement au sein du myocarde my; et a affiner
les modeles existants en modélisant ces interactions (d'un coté avec la pression aortique, de
Pautre, avec le tenseur des contraintes du myocarde) avec les variables d’état préexistantes.

Lors de la contraction du myocarde, le réseau de coronaires intimement lié aux fibres mus-
culaires est mis en compression. Ce phénomene d’étranglement fait croitre la pression dans les
coronaires et chuter le flux de perfusion sanguine (voir Figure 1.3) : c’est le < flow impediment >
(Westerhof et al., 2006). Propre a la circulation coronarienne, il témoigne de sa situation critique
et de sa sensibilité par rapport a la qualité de ’écoulement, dont la dégradation engendre de
nombreuses pathologies vasculaires et ischémies. La dynamique du flux sanguin est treés com-
plexe, (Davies et al., 2006) étudie par exemple le role de vagues d’aspiration remontant le flux
sanguin lors du remplissage diastolique des coronaires.

L’intégration de la perfusion & la modélisation cardiaque permettra typiquement d’obtenir
des informations sur le flux coronarien et de reproduire le < flow impediment >, pour mieux
comprendre l'origine des pathologies vasculaires, ce que les modeles existants ne sont pas encore
en mesure de faire.

1.3 Du réseau coronarien a la poromécanique

1.3.1 Le réseau coronarien

Un double enjeu incite a affiner le modele dans les tissus cardiaques en remplacant les lois
hyperélastiques par un modele plus réaliste intégrant leur perfusion sanguine. C’est d’abord un
enjeu physiologique : la prise en compte du flux sanguin qui irrigue et approvisionne en oxygene
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le muscle cardiaque, au sein du réseau coronarien. Effectivement, cette oxygénation est capitale
pour l'activité musculaire du myocarde, et des pathologies apparaissent des que I’écoulement
du sang est dégradé et que celle-ci est mise en défaut. Les maladies coronariennes sont a elles
seules a lorigine de 20% des déces dans 1'Union Européenne (Nichols et al., 2014). L’infarctus
du myocarde est déclenché par I'obstruction d’une artere coronaire, ce qui lyse rapidement des
cellules musculaires sur une zone plus ou moins étendue du myocarde par ischémie, en les privant
d’oxygene. Les problemes de contraction résultant menacent directement le cycle, et peuvent
conduire a un arrét cardiaque.

Ensuite, d’un point de vue théorique, le couplage d’'un écoulement fluide rapide de type
Navier-Stokes et d’'une matrice solide hyperélastique anisotrope active en grandes déformations,
au sein d’un méme domaine représente un réel enjeu de modélisation.

1.3.2 Arbre coronarien et perfusion - les approches multi-échelles

Trone commun

CD proximale 40+0.6 mm

3.2 £ 006 mm
Cx proximale
3.0 £ 0.6 mm

IVA proxnmale
3.2 0.4 mm

CD distale /

2.9+ 0.6 mm J Ly

)
Ao

lére diagonale
2.0+ 0.3 mm

FIGURE 1.6 — Le réseau coronarien tiré de Netter (1969).

Lorsque 'on considere la perfusion du muscle cardiaque, la question se pose de comment
modéliser le flux sanguin provenant de ’aorte et irriguant le myocarde via le réseau coronarien
(Aharinejad et al., 1998). La modélisation précise des interactions entre le sang et les parois
des vaisseaux qui permettent la propagation d’ondes de pressions sanguines, et les méthodes
numériques associées, font I’'objet de nombreux travaux (Figueroa et al., 2006; Fernandez et al.,
2007; Astorino et al., 2009a; Xiong et al., 2011) (voir le paragraphel.5). Dans (Formaggia et al.,
2003), les auteurs étudient la propagation de ces ondes grace a des modeles 1D d’arteres, avec
notamment ’enjeu de la modélisation des bifurcations. Dans cette lignée, on pourrait vouloir
modéliser ’arbre coronarien dans son ensemble, mais sa complexité, la multitude de ses rami-
fications et sa finesse en bout de chaine rendent irréaliste un tel objectif. Dans (Mynard and
Nithiarasu, 2008), un écoulement coronarien simplifié est intégré a un modele 1D d’écoulement
artériel non linéaire avec pression ventriculaire et valve aortique. Plus tard, (Lee and Smith,
2012) propose une approche multi-échelle, avec un méme algorithme qui combine, en fonction
du niveau de raffinement du réseau coronarien, des modeles 3D (vaisseaux épicardiques, les plus
gros), 1D puis enfin, en bout de chaine, poroélastiques (matrice solide et écoulement fluide sur
le méme domaine). De nombreux travaux s’orientent vers ce genre de compromis entre affi-
nement et complexité de la modélisation. Cela motive les travaux qui suivent, qui proposent
des méthodes numériques permettant de décrire le comportement d’un milieu poreux ou co-
habitent un écoulement de type Navier-Stokes incompressible et un solide représenté par un
potentiel d’énergie libre hyperélastique généralisé (permettant d’inclure la partie active), en
grandes déformations.

Les approches multi-échelles mentionnées posent la question des conditions de transmissions
entre les différents modeles, par exemple pour des raccords 3D-1D (Formaggia et al., 2001).
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Des travaux établissent des modeles 0D (de type Windkessel pression/flux sanguins, ou capa-
citance et résistance sont a calibrer par expérimentations) a brancher sur du 3D (Quarteroni
and Veneziani, 2003; Vignon-Clementel et al., 2006) ou 1D (Ferndndez et al., 2005), pour trai-
ter les conditions de sorties du réseau coronarien (en bout de chaine, 1a ou interviendrait la
poromécanique). Dans cette idée, des modeles réduits d’écoulement pourraient étre branchés
en entrée d’'un modele de poromécanique, pour représenter I’apport massique fluide au sein du
milieu poreux. Ces termes sources pourraient étre répartis en surface du domaine, ou intervenir
a lintérieur du volume (voir € dans ce qui suit), de maniére homogene ou localisée.

Les problématiques liées aux approches multi-échelles pour coupler des réseaux complexes
d’écoulement a des modeles de poromécaniques sont partagées par ceux qui modélisent au
sein des poumons la circulation des gaz, qui contrairement au sang sont compressibles et non
visqueux (Sapoval et al., 2002; Berger, 2015; Berger et al., 2015; Baffico et al., 2010). Motivé
par le méme objectif, une approche mathématique et numéricienne de la propagation d’ondes
dans des arbres fractals est proposée (Joly and Semin, 2011; Deheuvels, 2013).

1.3.3 La poromécanique

Discipline tres active depuis quelques dizaines d’années (voir (De Boer, 2006)), elle nous vient
historiquement du génie civil (Biot, 1941; Biot, 1962; Bryant et al., 1975) et des géophysiciens,
avec la nécessité de comprendre comment le pétrole, le gaz ou I'’eau interagissent avec la roche
dans les sols. Des théories s’appuient sur les principes fondamentaux de la physique et la ther-
modynamique (Bowen, 1980; Coussy, 2004; Coussy, 2011; Loret and Simées, 2005; Borja, 2006)
pour formaliser une approche macroscopique appelée théorie des mixtures, dans laquelle en tout
point du milieu poreux, supposé saturé, coexistent deux phases fluide et solide (en proportions
volumiques respectives ¢ et 1 — ¢).

Cependant, les outils développés dans un tel cadre satisfont a un cahier des charges tres
différent du notre, et font des hypotheses (petites déformations, écoulements lents...) qui les
rendent non transposables au contexte cardiaque. En effet, le muscle cardiaque se déforme de
10% & 20% au cours d’un cycle, alors que le sang se déplace a des vitesses de pointe de 10 a 20
cm/s.

Un modele de poromécanique est proposé (Chapelle et al., 2009), adapté a la description de la
perfusion du myocarde, et pouvant prendre en compte des lois de comportements générales com-
patibles avec la modélisation de tissus vivants (Fung, 2013; Ogden and Holzapfel, 2006). L’in-
compressibilité des constituants fluide et solide est considérée, mais 'inertie fluide est négligée.
Cette hypothese est trop réductrice, notamment car les arteres coronaires sont le lieu de grandes
accélérations du sang : les vitesses mentionnées ci-dessus (qui sont les mémes pour le solide)
sont atteintes alternativement et & différents instants pour les deux constituants (Johnson et al.,
2008). En négligeant ainsi les échanges d’énergies cinétiques, il serait impossible, tant au niveau
continu qu’au niveau discret, de récupérer le bilan énergétique physique qui pourtant joue un
role primordial pour garantir la stabilité (voir le paragraphe 1.5) puis la convergence.

D’autres approches, double échelle, prennent en compte l'organisation détaillée du milieu
poreux au niveau microscopique et relient celle-ci au comportement macroscopique, par ho-
mogénéisation (Hornung, 2012; Cimrman and Rohan, 2010; Brown et al., 2014).

Les travaux qui suivent s’appuient sur (Chapelle and Moireau, 2014), plus adapté au développement
d’outils numériques de modélisation, et qui, destiné a la modélisation cardiaque, présente ’avan-
tage de faire un minimum d’hypotheses sur I’écoulement et la matrice solide. En effet, (Chapelle
and Moireau, 2014) utilise la théorie des mixtures et repart des principes thermodynamiques
pour coupler un écoulement poreux rapide a un solide hyperélastique dans un cadre général
et en grandes déformations. De plus, sont établis un bilan d’énergie au niveau continu, et un
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premier schéma en temps, monolithique et conservatif, qui, bien que difficile & implémenter,
donne des premiers éléments d’analyse numérique.

1.4 La formulation de poromécanique

1.4.1 Formulation forte de poromécanique

Dans l'optique notamment de modéliser la perfusion, (Chapelle and Moireau, 2014) reprend
les principes fondamentaux de la thermodynamique (conservations de la masse et des moments,
premier et second principes de la thermodynamique) pour établir un modele général de po-
romécanique compatible avec ceux-ci. Ce modele couple un écoulement poreux et un solide
hyperélastique et reste valide en grands déplacements et grandes déformations, avec une forte
inertie fluide. C’est un modele de type mixture, dans lequel une phase solide et une phase liquide
(de fraction volumique notée ¢) coexistent et interagissent en tout point. La phase solide, en
formalisme lagrangien, est représentée en tout point & du domaine de référence Q¥ (fixe) par
son déplacement Y, (&,t). Celui-ci envoie le domaine de référence QO sur le domaine déformé €,
sur lequel est décrite la phase fluide en formalisme eulérien :

£eV s x=0&t)=E+y (& 1) € D
Le tenseur de déformation est noté

000
00,

FIGURE 1.7 — Carte de déformations du domaine.

lies

=1+Y,y,

le tenseur des déformations de Cauchy-Green et le tenseur des déformations de Green-Lagrange
prennent respectivement les formes suivantes,

C=F"-F e e=3(C-1)

et le changement de volume de la mixture globale est localement donné par le jacobien J =
det F'. Notons ¢q la fraction volumique fluide dans la configuration non déformée, et définissons
Jo=J (1 — ¢), alors le changement de volume du constituant solide est localement donné par
Js/(1 - ¢0)

L’écoulement fluide est décrit en tout point de €2; par sa vitesse v; et sa pression p. Nous
supposons l'incompressibilité du fluide, de sorte que la masse de fluide par unité de volume ps est
constante. Afin de décrire les apports de masse fluide au sein de la matrice, nous introduisons
enfin m, définie comme la quantité de masse ajoutée de fluide par unité de volume dans la
configuration de référence :

m = pg(Jo — o).
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pso représente la masse de la phase solide par unité de volume dans la configuration de référence.

Pour représenter les contraintes de la mixture globale, le second tenseur des contraintes de
Piola-Kirchhoff (en configuration initiale) est donné en fonction du tenseur des contraintes de
Cauchy ¢ par la relation suivante

S=JE g F"
Sa contribution solide X est donnée par
_ -1 -T _ -1
L =X-¢JE o - ET =E-¢8  +¢pJC, (1.1)

ouy =JIF -1 o F ~T représente la contribution visqueuse des contraintes du fluide supposé
Newtonien, et —pJC ™! leur contribution hydrostatique. Les éventuelles hypotheses portant sur
les lois de comportement et les énergies dont elles dérivent seront détaillées ultérieurement.

Nous introduisons k, un tenseur de perméabilité régissant les forces de friction entre les
phases fluides et solides au sein de la mixture, f la force volumique distribuée sur ensemble,
et @ le terme source de masse fluide par unité de volume et de temps dans la configuration
déformée.

Pour alléger et faciliter la lecture des équations, nous userons dans tout ce document d’un
abus de notation consistant a sous-entendre 1’éventuelle composition par la carte de déformation
du domaine ¢ ou son inverse, et a utiliser ainsi les mémes notations pour un champ de vecteur
défini sur QY et Q.

La formulation forte de poromécanique de (Chapelle and Moireau, 2014) prend alors la forme
suivante :

pso(1 — ¢o)Owg — Ve - (E - ;S)erJg_T Ve
—J¢%k " (v —vg) = pso(1—o)f,  n Q0 (1.2a)
1
jat(PfJ¢Qf) + Vi (prouvs ® pe(vg — vg))—0ug
+o%k - (v —vy) = V- (9a, ) + OV xp = o f, in O, (1.2b)

18

%QUMW+2§(MMQ—%D:9, in Q. (1.2¢)

La premiere équation régit la dynamique de la déformation solide, la seconde 1’écoulement fluide,
et la derniere la conservation de la masse fluide. Le couplage entre les constituants se fait via
le terme de friction volumique Ef, ainsi que sur certaines portions du bord 9€). En effet, pour
compléter ce systeme, considérons les conditions au bord suivantes. Avec t la traction totale sur
le bord du domaine €, et t, = J||F~T - ng||t sa contrepartie sur le domaine de référence 00,
(voir (Chapelle and Moireau, 2014)) :

e Des conditions de Dirichlet pour chacune des phases, c’est a dire un déplacement prescrit
pour le squelette et une vitesse fluide imposée

— o,Pr __ ,,Pr
QS—QS7 Qf_yfa

sur une partie de la frontiere notée F% dans la configuration de référence et I'}; en confi-
guration courante ;

e Des conditions de Neumann pour chacune des deux phases, avec répartition proportionelle
de la traction au bord

IS}

sur 'Y (ou T%,) ;
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e Des conditions de Neumann pour la mixture globale, avec un flux fluide nul et une
répartition proportionnelle de I'effort surfacique tangentiel

IS]

m=teF-X-ng=1t;, w(c,n)=mr-(t), (vy—12) n=0,
sur I ¢ (ou T o), ot mr = 1 —n®n est la projection sur le plan tangent ;

e Des conditions de Neumann pour la mixture dans son ensemble, avec une égalité des
vitesses fluide et solide, sans glissement,

IS}

n=teF-X-ny=1), v=ug

sur 'Y, o (ou T, ).
Notons que le méme type de modele poromécanique a été récemment pris en compte dans
(Vuong et al., 2015).

1.4.2 Parallele avec ’interaction fluide-structure

Cette formulation présente de nombreuses similitudes avec le probleme d’interaction fluide-
structure (IFS) traité dans (Fernandez et al., 2007; Astorino et al., 2009a) et motivé par exemple
par la modélisation de 'aorte. Cette proximité a guidé grand nombre des développements
présentés dans ce document. Notons que les principaux éléments différentiateurs sont les sui-
vants :

e Dans le probleme d’interaction fluide-structure, la résolution du probleme fluide sur un
domaine qui évolue en fonction des mouvements de la structure requiert un formalisme
< Arbitrary Lagrangian Eulerian > (ALE). Dans notre cas, les deux constituants sont sur
le méme domaine dont le mouvement est simplement décrit par le déplacement solide Y,
En pratique, la vitesse ALE du probleme IFS est remplacé par v,.

e La description locale de la mixture nécessite I'introduction de ¢(t) la fraction volumique
de fluide, (1 — ¢g) est alors la fraction de solide.

e En plus d’interagir au niveau de la frontiere I'ypn0s €n échangeant comme en IFS vitesse
et effort, les deux constituants frictionnent désormais sur ’ensemble du domaine via le
terme dissipatif q§2§;1 (v — vg).

e Le terme de pression hydrostatique V «(¢p) est séparé en deux contributions ¢V xp et
pV «¢; la premiere s’integre a 1’équation solide, alors que la seconde intervient coté fluide.

e La relation d’incompressibilité du fluide en IFS est remplacé par (1.2¢), dont le format en
formulation faible rappelle également largement la loi de conservation géométrique qu’il
faut supposer lors de la discrétisation temporelle avec ALE en IFS. On note au passage
le nouveau terme source 6 comme apport de masse fluide au sein du volume.

Au dela de ces éléments, la proximité entre notre probleme de poromécanique et celui d’IFS

rend légitime notre approche, qui consiste a s’inspirer des développements autour des méthodes
de discrétisation en IFS et a les étendre a notre cadre.
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1.4.3 Formulation faible en poromécanique

Pour un champ de vitesse w%, dans V° = H'(02°)3, on définit 'espace de fonction
VO(wh) = {v* € VO | v*|rg = wh}.

En supposant suffisamment de régularité pour le déplacement Y, qui envoie le domaine de
référence Q¥ sur la configuration déformée ;, on définit

Qt = LQ(Qt)7

et, pour (wp,w) dans (V%)% = (HY(Q)3)?,

Viwp) = {v* e V* \ o*|py = wpl,

=wlpy (v —w) -0 =0on M-

Nnos

Vi(wp,w) = {v" € V' | vlpy, = wp, vl

Nnos

Apres multiplication de (1.2) par des fonctions test et intégration en espace, on recherche
(vg, v, y,,m) dans VH(uf", vg) x V(§ PY) x V (yP") x Q" tel que pour tout (v, vy, ¢*) dans V*(0,0) x
V(0) x Qt (61) dans (Chapelle and Moireau, 2014), vy = Opy_ et

d
/ Pso(l—ef)o) QS
Qo

/Qtpvxwdﬂ /pso —go)f v dm/m(l—@to'y:ds

vt dQ + Es:dyew:dﬂ—/ (v —vs) - ¢k, ' - w5 dD
L, " Oy o, L

+, to-otdS— [ g(net) ol dS — RE(wr) (1.3a)

13
Nnof U 1—‘Nnos 1—‘Nnof

Pl + [ (= v @l oia@+ [ (<29 Gorond) + o, s 20)) 0
Oy (o Pt

=/ pfd>f-v’f“dﬂ+/ ot-vidS (1.3b)
Qt N UFNnof

dm * *
— ¢ dQ+ [ V- (prd (vp —vg)) ¢"dQ = [ ¢ dSY1.3c)
0o dt Qt Qt

avec la puissance virtuelle de 'inertie fluide

d
Pf(v*)z/ dt(pr¢Uf) -0 dQ + A Vx'(pfcz5?ff®(vf—ys))-v*dﬂ—/Q Ovy - v* dQ,
t t

et le résidu continu, représentant la contribution des efforts sur I'npos et des efforts de pression
sur I' ynotr que le fluide supporte,

Ri(w) = PL0) + [ (=) Pttt [ (<2 (oond) + 0, 202)) 0
~ [ mosvdn- [ ot-utas— [ omn)uids. (L
Q

t t
1—‘N 1—‘Nnof
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Notons que la substitution de (1.4) dans la conservation des moments pour le constituant
solide (1.3a) permet d’écrire la conservation des moments pour la mixture globale, (63) dans
(Chapelle and Moireau, 2014)

r d
[ palt= o0 a0+ Plas) + [ Sidye-uiao
Qo QO
— [ mmfuzan [ to- o7 dS (1.5a)
Qo B F(])\f U 1—‘(])\/nof U 1—‘(J)\fnos
(1.3b)
(1.3¢c)

1.5 Analyse et méthodes numériques

Comme nous venons de le voir au paragraphe 1.4.2, d’importantes similitudes existent entre
notre formulation de poromécanique et celles rencontrées en interaction fluide-structure (IFS)
lors de la modélisation d’écoulement et de propagation d’ondes dans des vaisseaux sanguins.
Ainsi, donnons quelques éléments pour situer les efforts qui ont été faits pour développer des
méthodes numériques de modélisation d’IFS, notamment autour du coeur humain. Le sujet se
présente généralement comme le couplage d’un écoulement Navier-Stokes avec une structure
élastique. Citons par exemple les travaux concernant la modélisation de I'aorte (Moireau et al.,
2012), ou des valves aortiques régulant le flux sanguin en sortie du coeur (Astorino et al., 2009b).

Les méthodes énergétiques. Soulignons 'importance particuliére que nous accordons aux
propriétés de conservation d’énergie discréte (ou stabilité énergétique). Le principe consiste
a exhiber une grandeur discréte controlant la solution numérique et faisant office d’énergie
discrete (généralement inspirée de I’énergie continue au sens de la physique), puis a s’assurer
qu’elle satisfasse un équivalent discret du bilan d’énergie. Il est établi que ce genre de propriété
garantit au moins la stabilité des solutions numériques, et la convergence dans un cadre linéaire
(Dautray and Lions, 1988; Le Tallec and Hauret, 2002; Le Tallec et al., 2005). Dans ce qui suit,
les analyses théoriques et numériques de nos schémas seront en grande partie guidées par la
recherche et Iexploitation de majorations énergétiques discretes. Cette propriété est d’autant
plus intéressante que la dissipation numérique est faible. Cela justifie I'intérét que I'on portera a
la méthode proposée par (Gonzalez, 2000; Le Tallec and Hauret, 2002) qui permet de conserver
exactement ’énergie discrete en élasticité non linéaire.

1.5.1 Discrétisation en temps

Méthodes monolithiques ou partitionnées - couplage fort ou faible. Il s’agit de
résoudre simultanément un probleme de fluide visqueux et incompressible et un probleme
d’élasticité, qui interagissent au niveau d’une interface surfacique. Avant toute chose, remar-
quons l'utilisation récurrente de formulations de type < Arbitrary Lagrangian Eulerian > (ALE)
(Bathe and Rugonyi, 2001; Heil, 2004), pour déplacer le domaine fluide en accord avec les mou-
vements de la structure. Pour imposer le couplage, la plupart des algorithmes se fondent alors
sur une stratégie appelée Dirichlet-Neumann : la condition & l'interface est vue coté fluide
comme une vitesse imposée, alors que coté solide 'action du fluide se traduit par ’applica-
tion d’une force. Une premiere catégorie de méthodes pour implémenter la résolution de tels
probléemes consiste a utiliser un unique < solver >, qui résout simultanément les deux problemes :
ce sont les méthodes directes, ou monolithiques. Les exemples sont trées nombreux (Bathe and
Rugonyi, 2001; Heil, 2004) et par construction, une résolution monolithique garantit que la
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contrepartie discrete de la condition d’interface soit respectée, on parle de couplage fort, cela
permet généralement de garantir au niveau discret une conservation d’énergie et une stabilité.
Cependant, ces méthodes présentent plusieurs inconvénients. En effet, elles ne permettent pas
a deux environnements distincts (fluides et solides) de fusionner leurs propres outils de cal-
cul pour résoudre un probleme d’interaction. En outre, elles nécessitent le développement et
la mise a jour d’un logiciel qui leur soit propre, ce qui ne leur permet pas de bénéficier des
outils de calculs dernier cri développés indépendamment par les communautés de mécanique du
solide et du fluide. Enfin, la matrice du probleme & inverser étant la concaténation des deux
sous-problemes, ces méthodes sont trés cotiteuses en temps de calcul. Avec les méthodes par-
titionnées, les problemes fluides et solides peuvent étre résolus dans des codes différents. Cela
permet de faire évoluer la procédure en méme temps que chacun d’entre eux, et garantit d’avoir
pour chacun des sous problemes des méthodes de résolutions optimales et adaptées au mieux a
leurs spécificités mathématiques. Parmi ces techniques, certaines permettent un couplage fort,
alors que pour d’autres le couplage est faible : I’équivalent discret de la condition de couplage
interfacique n’est alors pas exactement imposée a chaque pas de temps, c’est généralement le
cas en partitionné. Notons qu’avec un couplage faible, en particulier entre deux codes de calcul,
des itérations peuvent permettre d’imposer avec précision la condition de couplage discrete.
Cela augmente considérablement les cotits de calcul et a motivé la mise au point de différentes
stratégies, par exemple de type point-fixe (Le Tallec and Mouro, 2001), Aitken (Mok and Wall,
2001; Mok et al., 2001), Newton (Ferndndez and Moubachir, 2005) ou pseudo-Newton (on uti-
lise un approché du Jacobien) (Gerbeau and Vidrascu, 2003). Pour de nombreux problemes, la
résolution, la stabilité et la consistance peuvent étre obtenues sans imposer un couplage fort,
par exemple en aéroélasticité (Farhat et al., 2006).

Un schéma semi-implicite avec projection. Cependant, dans de nombreux cas, un cou-
plage faible conduit a des instabilités numériques. C’est le cas notamment dans les écoulements
sanguins, a cause d’effets de masse ajoutée, lorsque la densité d’un fluide incompressible se rap-
proche de celle de la paroi solide. Cela motive la mise au point dans (Fernandez et al., 2007) d’un
schéma partitionné adapté a un tel contexte et fournissant des résultats numériques satisfaisant
et stables. Ce schéma s’appuie sur deux idées. La premiere consiste a résoudre le Navier-Stokes
en deux temps, pour ne coupler implicitement au probleme solide que la contribution en pres-
sion du fluide. Elle est suggérée par (Causin et al., 2005), qui montre qu’un couplage explicite
des termes de masse ajoutée introduit des instabilités. Par contre, les termes restant du Navier-
Stokes (dissipation, convection et non-linéarités géométriques) sont alors couplés explicitement
au solide. Cela permet une réduction considérable du cotut du couplage, sans compromettre la
stabilité. La seconde idée consiste a profiter de la méthode de projection de Chorin-Temam
(Chorin, 1968; Chorin, 1969; Temam, 1968; Guermond et al., 2006) pour effectuer ce découpage
implicite-explicite : pour passer d’un pas de temps a celui d’apres, on commence par appro-
cher la solution fluide en résolvant la partie ALE-advection-viscosité du Navier-Stokes sans se
soucier de la relation d’incompressibilité. Ensuite, la solution fluide (vitesse et pression) est
obtenue par projection sur I’espace satisfaisant la relation d’incompressibilité. Dans ce contexte
d’interaction avec une structure, cela permet un trés intéressant compromis entre temps de
calcul et stabilité numérique : un couplage faible sur la partie non linéaire et cotuteuse du
Navier-Stokes (ALE-advection-viscosité), mais fort sur la partie pression contenant les effets
de masse ajoutée, pour garantir la stabilité. Cet algorithme, relativement facile & implémenter,
donne dans de nombreuses situations une stabilité numérique et de tres bons résultats, bien que
I’énergie discrete ne soit pas parfaitement conservée. Il présente néanmoins deux inconvénients :
la stabilité énergétique théorique est obtenue pour un schéma de type saute-mouton (dissipa-
tif) coté solide; et est soumise a une condition de type CFL faisant intervenir le rapport des
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densités fluide et solide (voir Théoreme 1 (Fernandez et al., 2007)), donc demeure liée aux ef-
fets de masse ajoutée. Ces deux limitations motivent (Astorino et al., 2009a), qui propose de
traiter la condition de couplage entre la structure et le fluide c6té explicite par un terme de
Robin-Robin dérivé de la méthode de Nitsche (Hansbo et al., 2004; Becker et al., 2003; Bur-
man and Fernandez, 2007; Burman and Fernandez, 2009). Cette modification permet d’élargir
les résultats de stabilité a des plages de parametres encore plus larges, en s’affranchissant des
effets de masse ajoutée, et & une discrétisation solide conservative de type Newmark, bien plus
répandue et compatible avec des solides non linéaires.

1.5.2 Discrétisation en espace - stabilité et convergence

La discrétisation spatiale. Le choix des espaces d’approximation des variables primitives est
déterminant pour la stabilité numérique lors de la résolution d’un Navier-Stokes par élément fi-
nis. L’analyse mathématique du probleme de Stokes montre que les espaces éléments finis choisis
pour la vitesse et la pression fluide doivent généralement satisfaire une condition de compatibi-
lité, connue sous le nom de condition inf-sup et référencée dans la littérature comme la condition
de Ladyzhenskaya (Ladyzhenskaya and Silverman, 1969), Babuska (Babuska, 1973), et Brezzi
(Brezzi, 1974) (LBB). Numériquement, la violation de cette condition conduit généralement a
de fortes oscillations spatiales noeud-a-noeud du champ de pression. Des méthodes de stabi-
lisation permettent d’éviter ces phénomenes non physiques sans avoir a imposer la condition
inf-sup. Des techniques de projection s’appuient par exemple sur I’équation de Poisson pour la
pression (Guermond and Quartapelle, 1998; Badia and Codina, 2007). Les travaux qui suivent
n’explorent pas ces pistes, mais cherchent plutot a déterminer la forme prise par ce type de
condition dans notre contexte, puis a établir des méthodes de discrétisation garantissant a la
fois la stabilité et une relative simplicité d’implémentation.

Existence et unicité de solutions - convergence totale. Les méthodes fondées sur des
arguments de conservation d’énergie permettent d’obtenir la convergence totale (du schéma
discrétisé en temps et en espace vers la solution continue) d’un probleme IFS linéaire (fluide de
Stokes, sur un domaine fixe) (Le Tallec and Mani, 2000). Dans (Du et al., 2003), les auteurs
obtiennent I'existence et I'unicité de vitesse fluide et déplacement solide sur des problemes
d’IFS couplant un fluide lineaire visqueux et incompressible a une structure élastique, ainsi
que Dexistence d’une pression. Dans (Grandmont and Maday, 2000), les auteurs obtiennent
Pexistence pour un fluide non linéaire et en ALE. Une analyse d’erreur du schéma semi-implicite
en projection (Fernandez et al., 2007) permet d’étudier sa convergence totale (Astorino and
Grandmont, 2010).

1.6 Organisation et contributions de la these

En dehors de cette introduction, cette thése est organisée en trois chapitres, relativement
indépendants, dont les principales contributions sont les suivantes.

1.6.1 Chapitre 2 — Intégrer la perfusion du myocarde a des simulations de
cycles cardiaques en modele réduit

Ce projet a débuté avec ’encadrement du Projet de Recherche en Laboratoire de Magali
Bardon, étudiante a Polytechnique, auquel j’ai participé avec Dominique Chapelle, Philippe
Moireau et Radomir Chabiniok. Il comporte les contributions suivantes :
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