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 ��� X ∈ L(H)� � ������ �� X† ��� ������� ����� �
������� ���������� ��� �� |X| =
√
X†X
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 ���� p ∈ [1,+∞]� � ����� ‖ · ‖p �� ��� �������� p���
 �� L(H)� ����

∀ X ∈ L(H), ‖X‖p = (Tr |X|p)1/p �	 p ∈ [1,+∞[ ��� ‖X‖∞ = lim
p→+∞ ‖X‖p.
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���� ���������� ����������� 	
� ��� ����
 ��
� ���
� ���� �� ���

�� ������� +�� ����� �	 ����� ���������  �� ������ 	
� ����

���� �� ����

����� �� ���
�� c(ε) ������� �

�������� ��������� ���� �� ��� ��
� ���
 ε� ����� ����� 	�������� f, g �	 ��� ����
����� �� ������ d� � ���


��� f = O(g)� 
���� f = Ω(g)� �	 ���
� �*���� C > 0 ���� ����� 	�
 ��� d ∈ N� f(d) � Cg(d)� 
���� f(d) � g(d)/C�

��� � ��� 
��� f = Θ(g) �	 ���� f = O(g) ��� f = Ω(g) �����

'��� �
&��� ��� � 
���� ��
����� X� � ��� ��� ��� �������� P(E(X)) �� ������ ��� �
��������� �	

��� ����� E(X)� ��� ��� �������� E (f(X)) �� ������ ��� �*��������� �	 ��� 	������� f(X)�

%�
� -����� ��	�
 ����� �
�������� �������� ������� ���� .�����
 �� �������� ��/ ��� ���� 	�
 ��� ��

��

�������� �����������0 D(H) 	�
 ��� ��� �	 -����� ������ �� ��� "����
� ����� H� S(H1: · · · :Hk) 	�
 ��� ��� �	
����
���� -����� ������ �� ��� �����
 �
����� "����
� ����� H1⊗· · ·⊗Hk ���
��� ��� k���
���� ��� H1: · · · :Hk��
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 ���� 
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��� ��������
� ���

����� �� 	�� ���
��� ��	����� 
� 
�� ���
��� ��
�� ������  ��
�� �� ! �� "� 	��  ���� ���� �������������

#��
�$�
��� �	 
�� �������������� ��
���� �
���
��� ��#��
� �� ������� ��
�
���� �� 
�� ���
�� ���

������ 	������%� ��� ���% ��&��  ��
��� ! �� "� ����� �� ��
��� ���������
��� 	�� ����� �� ������

��
� 
�
 
�����

��� ������	 
����
 ��� �
�������
� ���������� ��� 	��
���	���

'� ���
�� ��������� 
�� �

� �	  ���
�� �� ��������� ��  ���
 ���
�� ψ ��  ������� ������� (�����
 ����

(H, 〈·|·〉)� ��� ������� ���
��� �� 
��� 
�� 	��������) ����� ����
�  ���
��������� ��
������� ���� {ei, i ∈ I}
�	 H� ����� I �� ����
��� *$��
� �� ��$��
�+ �� ����� 
�� �������� ,������- �	 
�� ���
��� '	 ψ = ei 	�� ����

i ∈ I� 
��� *� ��� ����� �����
+ 
�� ���
�� �� ��� 
� �� �� ����� i� .�
 �� ������� ψ �� ��  ���������
��� �	


�� ���� ���
���� ����

ψ =
∑
i∈I

〈ei|ψ〉ei,

/�� 
�� ���� 
���� 
�
 ��� �� 
��� �� 
�
 
�� ��������
� �	 ��
����� ��
���� i ∈ I ���� �������� �
� �����

�� ����� �� |〈ei|ψ〉|2� 0� ����� ��� ��
� 
��� �������
��� 
�
� 	�� �� α ∈ C ���� 
�
 |α|2 = 1� �

�� ψ

�� αψ ����
 �� ���
���������� '
 �� 
����	��� ���� ����
� 
� �� 
�
 
�� �

� �	 
�� ���
�� ���
�� ��

����
���1�� �� 
�� ��%�1 ���#��
��� |ψ〉〈ψ| �� H� ����� ����

|ψ〉〈ψ| =
∑
i,j∈I

〈ei|ψ〉〈ψ|ej〉|ei〉〈ej |.

/�� ������ ������ �����
��� ��
 �� #��
 ��������� 
�� ��������
� �	 ��
����� ��
���� i ∈ I ���� ��������

�
� ����� �� ����� �� Tr (|ei〉〈ei||ψ〉〈ψ|)�
���� ��������� ���� 
�� ��
�
��� ����� 
�� ������� ���
�� ����� ��������
��� �� �� ���	��
�� �������

�� %��
 �� �� ����� 
���
 �

� ψ� 2��� ������� �� �	 ������ ������
��� ������
��� �� ��  ���� �����
��

	������% ����� �� 
� �� 
%�� ��
� �����
� ��� �

�� �� ���� ��
��� 	��� ������������ �� 
�� �����
���

��������� �� 	��� ��
���
���� �	 
�� ���
�� �	 ��
����
 ��
� �
� ����������
� '� ��
� ����� ��� �� ���� �����

��������
��� {px, x ∈ X} 
� 
�� ���
�� ����� �� ��� �����
 
�� �������� ���� ������ {|ψx〉〈ψx|, x ∈ X}� /��

�� 
��� �

� �	 
�� ���
�� �� 
�� �������� �	
�� ����� ρ ��$��� �

ρ =
∑
x∈X

px|ψx〉〈ψx|.

(��� ���� 
�� 	����� 	�� 
�� ��������
� �	 ��

��� ��
���� i ∈ I ���� �������� 
�� ���
��3� ����� ����

Tr (|ei〉〈ei|ρ)�

!"
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������ �	
������� �����	 �� ��
 ��	� ������ ������ � ������� ��������� ���� �� � �������� ���������

���� �
��� 
�	 ��
	���� 
� ��� �	���� ����� � ���� ��� ������ �� ��� ���� ���
 
���	� �
	� ��������������

������� ���� ����� ��	���� ��
������ 
� ��� ������ � ������ �� ����
� !� ����	��" �	���� ��� ��	����� ����

����� � �����	����� ��	�
	��� 
� � ��� ����� #��� � ��� ��� �����	����� �	
����� �� � �	����
� �	
�

�
������� �
 ������ ����� ���� � ����	�� 	
�� � ��� ������� ���
	��

$� �
 �
�� �� ����
��� 
��� 
�� ����%� �����	������ ������ ��� 
�� ��	�
	��� � ��� ���
���� ����


� H� ���� ����	���� ��� ����� 
� ��� ������� &�� ���
� 
� � ����� ρ �
����� � ������ � 
� 
�� ��
���� ���

��	� ������ {|ei〉〈ei|, i ∈ I}� ��� 	�������� �	
������� {Tr (|ei〉〈ei|ρ) , i ∈ I}� '��� �

��� �� ��� ��	�����	

�����	������ 
�� �
��� �
����	 �
����	 ��� ���� ���	� � ����
� �� ��	�
	��� ��� ���� ��	���� ����	����

(
	 �������� � �
��� �� ���� ������ ���� �	� �

 ��
�� �
 
�� ��
���	 �	� ����� ���� �� ���� ��� �����


	 ���� ��	��� 
���
��� �	� �
������ ������� �
	 
�� ��
���	� #�� 	������� )���		��* �����	����� ����


���
��� �������� �� j ∈ J � ��� �� ���
� 
� � ����� ρ �
����� � ������ � 
� 
�� ��
���� ��� �+�� ������

{Mj/TrMj , j ∈ J}� ��� 	�������� �	
������� {Tr(Mjρ), j ∈ J}� ���	� �
	 ���� j ∈ J � ���	� �+��� �

�	
������ ���	���
� {pj,i, i ∈ I} ���� ���� Mj =
∑
i∈I pj,i|ei〉〈ei|�

,�� �� �����	-� ��� �
	���-� ��� ��
�� ������
�� �
������ �
	 ������� 
� ��� %���.�����
��� �����

���� � ��� 
�� �� ����� ���
�� �+�������� �
����	 � ��� ������� #�� ����	� ����� ���
����� �
 � d.�����

������� ������ ��� ����� �� ����%�� ��� Cd� ������� ��� �� ���
���� ���	 �	
����� #�� ����� 
� ����

������� ������ � ���	��� ���	����	-�� �� � ������� �	�
���
 ρ 
� Cd� ���� � �
���� ���� ���� � �
���+

�
�����
� !
	 �+��	�" 
� 	���.1 �	
/���
	� 
� Cd !
	 ��	� ������ 
� Cd"� 0����������� ρ ��� �
 ������

��� ��
 �	
��	��� 
� ���� �
���� �����%��� ��� ����� �	��� 1� 1��
��� �� H(Cd) ��� ��� 
� ��	����


��	��
	� 
� Cd� ��� ��� 
� ������ 
��	��
	� 
� Cd � ���� ��%��� ��

D(Cd) := conv{|ψ〉〈ψ|, ψ ∈ Cd, |〈ψ|ψ〉|2 = 1} = {ρ ∈ H(Cd), ρ � 0, Tr ρ = 1}.
������� � �����	����� 
� ���� ������� ������ � ����	��� �� � ������� �	�
���
������� �����
� �������

���� � � 	��
���
� 
� ��� ������ 
� Cd� ��� � ��� 
� �
���� �����%��� 
��	��
	� ������ �
 ��� ������


� Cd�

$���	������� ��� ��
���	� 
� ��� ��� D(Cd) ��� 
� ��	��� 
� �� ������� � � ��� �
��� ��
� ����

�� ����� �
��� � ����	�� ������ 
� ��� ������	�� !��� 2�34 
	 25�4� 6�����	� � ��� 7� �
	 � �
��	�������

�+�
��
�"� (
	 �
�� ��� �� /��� ����� �
�� ������� ������ D(Cd) � � �
����� �
���+ ��� ��
�� �+�	���

�
��� �	� �+����� ��� ��	� ������� ��� ��� 	���.1 ������� &� � ������� � {M ∈ H(Cd), TrM = 1}� ����	�����


� H(Cd)� ���	� � ��� �
�.����� ���	
	� D(Cd) � ���	��
	� � �
���+ �
�� 
� 	��� �����
� d2 − 1 !	�����

���� H(Cd) ��� 	��� �����
� d2"� &�� �����	 
� ���� � ��� �
.������ ��������� ����� ����� Id/d�

��� �������	
 ���	�� ���	
��� �
������	� �� 
�	���
�
�	

8����� �
� ���� ��� ������� ������ ����	 �
����	��
� � �
��
��� 
� k ����������� ��� ���
����� ����	�

������ H1, . . . ,Hk� #���� ��� ����	� ����� ���
����� �
 ��� ��
��� k.��	��� ������ � ����� ��� ����
	 �	
����

����	� ����� H = H1 ⊗· · ·⊗Hk� 8 ����� ρ 
� H � ������ ��	�
���� � � ��� �� �	���� �� � �
���+ �
�����
�


� �	
���� ������� ��� ������ 
� ��� �
	� ρ1 ⊗ · · · ⊗ ρk ���	� ρ1, . . . , ρk �	� ������ 
� H1, . . . ,Hk 	�����������

9���	���� � � ������ ����������

8� �� ����� ����	 ��� 
� ����	�� 
����
��� ��� ���
�
�� ������� ����	����� ��� ������������ � �����.

������ � ������� ��
	���
� ���
	� !��� � ��	�����	 6�����	� 3� :� 7 ��� 5;"� '
 ��� �� ���	� ��	� ��� �

��� ���� 
���	���
��� &� � ��	� ����� � ����	����� ���� � � �������	�� �	
����� ���� ����� ���� �� �
���

���������� �	� �
�������� ���
		������� &� ��� ����	�� �+�� ����� � ����	���� ����� ��� ���� �
��� ����������

���� �+��� �
		����
��� ��� �������� 
��� 
��� !� ��� ����� ���� ���� ����� ��� ������ �� �	���	�� �� �
���

��	��� ���	�� /��� �
��
� 	���
�����"�

&� ��� %���.�����
��� ����� ��� ��� 
� ����	���� ������ 
� Cd1 ⊗ · · · ⊗Cdk ≡ Cd !��� d = d1 × · · · × dk" �

���� ��%��� ��

S(Cd1 : · · · :Cdk) := conv
{
ρ1 ⊗ · · · ⊗ ρk, ∀ 1 � i � k, ρi ∈ D(Cdi)

}
.

8�� ��� �+�	��� �
��� 
� S(Cd1 : · · · :Cdk) �	� �������� ���� �
 ���	����	-�� ����� �	� �	������ ��� ��	�

����	���� ������� ��� ��� ��	� �	
���� ������� ���� �� D(Cd)� S(Cd1 : · · · :Cdk) ��� 	��� �����
� d2 − 1 ���

�� �����	 
� ���� � ��� ��+����� �+�� ����� Id/d !��	� ����� ��� 2�34 
	 25�4� 6�����	� � ��� 7� �
	 � ����

�
	� �+������� �	�������
�"�



������� �	 �
� ��
������ �� ������ ���������� �
���� ��  ����
��� ��

��� �
� ��� �� ������� ��� �� ����� ��� ��� �� �
� �� ����� ��� H = H1 ⊗ H2	 !�"��  ���� ρ �� H� ��

�� #�$�� ��� ������� ����� �� �
� $��� ��������� ρ1 = Tr2 ρ� �
��
 �� �
� ���� �� H1 �
������%�# �� �
�

 �� ���� �
�� ��� �� � ����� M1 �� H1� Tr(ρ1M1) = Tr(ρM1 ⊗ Id2)	 ���"������� &�"��  ���� ρ1 �� H1� ��

�� �
�  ���� ρ �� H �� � �	��
���
 �� ρ1 �� Tr2 ρ = ρ1� �# �
� �� �� ����  ��������  ���������
 �� ρ1 ��

�� �� ##��������  ���	 ��� �� ���� ρ2 �� H2� �
� ���� ρ1 ⊗ ρ2 �� ��"������ � �'������� �� ρ1� �# �
�� �
�

����� ��  ��� ��� �'�������� �� �� ��� ���������� �� �
��  ��#��� ���� (��� �	&	 )�*+� �
 ��� �,	 �
�� ���� ��

��
�� ���#� �
�  ������ ��   ��� ���� ����� �
�� �� ���# �� ����������� (��� �"�� ������� ����, ���


���
�� ������	

��� �����	
�� ��  ���	�� ���	��

-
�� �����& ���� �
� ���� �"������� ��   
����� ������ (������� �� ������,� ��� ���� 
"� �� ��

#�����&���
�#. �
� �� ������ ������� �# �
� �� ��
 �������	 � �����# ������ �� ��� �
��
 �� �����#���#

 �������� ������# ���� �
� �����#� ����#� �# �
�� ��#��&��� ��"������� #������ ����	 /� �
� �������� �
��

���#���& � � �� ������� ��� ���� ���� ������ �
� �� �� ������� ���
 ��� �������#��&� �� �
� ����"����������

�� ���� ���� �
�� ��� ���& (�� �� ���� �
� ������ �� �������� ���� ���# �� ��� ��"�������� �
��
 �� ���� �

 �
��� � �����#,	

0�� �� ��� 
�� �
��� �#�� �� ��
�������� ������%�# �
�� ������& �  ������ ������� ���
 �������#

������� � �� H	 1� �
� ������ �� �����#���# �����#� �
� �"�������� �� �� ��#��&� �� ������ �������������	

�
�� ���� �
� �
��� �'����  ������ � ����� U �� H ���
 �
�� �� �� �� �� �
� ������ ���� ρ� �
�� �� �� ����&
�

�� �
� $�� ���� UρU†	 1� �
�� ���� �
� ������ �� �����#���# � ��� ��� ��# ���
 ���� ����� ������� � �� K�

�� �� �
� &���� ������ H⊗K �
��
 �� ���2��� ��  ������ ������������	 ������ �
��� �'���  ������ � �����

U �� H⊗ K �#   ��� ���� |ψ〉〈ψ| �� K ���
 �
�� � �
� ��"�� �� �
� ������ �� ��������� �� �� �� �� �
� ������

���� ρ� �
�� �� �� ����&
� �� �
� $�� ���� TrK
(
Uρ⊗ |ψ〉〈ψ|U†)	

� ������ �����"���� �� �
� �
��� ��� ��������� �� �� ����� ���# ���� ��� ������ #����� ����� �� ����&

�
� �
� �"������� ��  ������ ������ ��� �� ���� &��������� �
������%�# ��  ��3����# ��������� ������� �
�

����� �������
� (����, � )*45+	 0�� �� �' ��� �
� �
�� ����	 � ����� � N ���� � ������ �� H ��

� ������ �� H′ �� ������� (�, ��� ��� ��  �����"� ����#�$���� � ����� X �� H� N(X) ��   �����"� ����#�$����

� ����� �� H′	 ��# �� �� ��������� ������� (��, ��� ��� �� K� �
� ����� � N⊗ Id ���� � ������ ��

H ⊗ K �� � ������ �� H′ ⊗ K ��  �����"�	 6���#��� �� �� ����# ����� �������
� (��, ��� � �
� ��� ��&&�����

��� �� ����3���� � ����� X �� H� TrN(X) = TrX	 � ���� � N �� �
������� ������ �������# �� � 

���
��� ���

��� ����������& �
� �� �� ���� ρ ���� �
� ��� �� ���� N(ρ)	

�
��� #�$������� ���� �� ������ �� �� �� �
 ��� �� �# �� ���� �'���� ��� �� �
 ��� *7	 8��� �
�

�
� ����������  ����#��� #�������# ������ ���� ���� �
�� ���&���.  �/9: ��   ������� �� � �� ������

�
����� �
��
 � � ������ ����� ��  ��������� #������������� �# �� �
�� ��������� ����#  ������3

������� (;�, �
����	 �
��� ;� �
����� ���� �� �
����&
�� ���#��# �� �
 ���� 4 �# <	 /  �������� 

 �� �����  ����#���� �
��
 �������� �� �  ��&   ��������� #����������� ��  ��'���� �� ������ ������ ��

��������� ����#  �������3������ (�;, �
����	 ��# �
� ����� ������� ���&�� �� �
��� ������� �� ��� ��

�
� ��  ����
���� � (� ���#������  ��������� #�����������,� �
��
 ����  ��  ������ ���� �� �
 ��� **	

��� �����
�
	� ��
	��
 �� ���	
��	
	� ���	�� ���	���

����#� �� �
� �� ����� ���� #���#��& �
��
��  &�"�� ���� �� ����&��# �� �� ���� �� ����� �� ��� �� &������

 
�# ���� ���
 ����  ��
������ �# ��� �������  ���� �� "���	 1� ���� �"�� �
� ��� �������
� 

 ������ ��� �� ������� (�	�	 #���#��& �� �
� ���� ��#�� �����#������ �� �� �� ���� �� ����� �� �
� ��� ��

�� ���� �����, ��  8�3
�#  ������ )=7� 57+	 �
��� �'��� �������� ���#������ ��� �� �������� �
��&
� �
��


�� ���
 ����� �� �
���	 � �
��� ����� �� �
�� �� ���# �� �
� ��������& ��� �����"����. �� ρ ��  �� ����

���� �� H1 ⊗ H2� �
�� ��� ��  �����"� � N1 ���� � ������ �� H1 �� � ������ �� H′
1� N1 ⊗ Id2(ρ) �� 

 �����"� ����#�$���� � ����� �� H1 ⊗H2	

-�#��� ���#��# �# ���# �'� ��� ��  �����"� (��� ��� ��� ������  �����"�, � �� &�"��& ���� ��  �����3

� ��#��& (��� ���"��, �������� ���#����� ��� �� �������� �����#�.

� �
� ���� ������� � T : X ∈ L(H) 
→ XT ∈ L(H) )*>4� *75+	



��

� ��� ����	
�� ��� R : X ∈ L(H) 
→ (TrX)Id−X ∈ L(H) ������

� ��� ���� ��� C : X ∈ L(H) 
→ −X + (|H| − 1)Δ(X) + Δ′(X) ∈ L(H)� ����� 
�� �	
�� �� Δ �� Δ′ �
�� X ∈ L(H) �� ����� ��� ��� ��	� 1 � i, j � |H|� Δ(Xi,j) = δi,jXi,i �� Δ′(Xi,j) = δi,jXi−1,i−1 �����

�� � �!
�"�
���� 
���� ��������!�
� 
��
� ����� � ����
�#� ���� �	
��!!� ���� � �	������ �� ��$	��


	���
�� ��� ��������!�
�% � �
�
� ρ � H1 ⊗ H2 �� �������!� �� �� �!� ��� ��� �!! ����
�#� ���� N1 ����

�����
��� � H1 
� �����
��� � H′
1� N1⊗Id2(ρ) �� � ����
�#� ��������
� �����
�� � H′

1⊗H2 ����� ���� ����!


�� � ������
�! �� � &��
�� ������
�� 
������ '
 
���!�
�� � 
�� !�"��"� �� ��(	�!!�� ������������

�	���

�
 �� ��!!���% '� � �
�
� ρ � H1 ⊗ H2 �� �
�"!��� 
�� 
���� �)��
� � �!�	 (����
�#� �����
�� M �

H1 ⊗ H2 ��	� 
��
 Tr(ρM) < 0 ���*�� M �� 
��� ���� 
� ��
��� 
�� �
�"!���
 �� ρ� ��	� ��� �� �������!�

�
�
� σ � H1 ⊗H2� �� ��#� Tr(σM) � 0� ' �
��� ������ 
�� �����
�� M ����� � ������!�� � H(H1 ⊗H2)

���	� ������
�� 
�� 	�#�) ���� S(H1:H2) ���� 
�� ���
 ρ� +� "�#� �
�"!���
 ��
��� 	� �!� ��
�	



�� �
�"!���
 � � ���!! ���	
�� �� �
�
�� ,
���� � 
�� ���� ���� �� ρ �� 
�� ������!�� �
 �����-� .���#���

�
�"!���
 ��
����� 	���� 
�� ��#�
�"� �� ���" �)������
�!!� ����!� �		�����!��

' 
�� ��!
����
�
� 	���� 
�� ��	
��� ��	���� �#� ���� 	���!�)� '����� 	��	 �" ��������!�
� �� � "�#�

�
�
� �	���� �!! �����
�
� ��!�

�" �� 
�� ������
��� �� �
 ���"� 
� "����
�� 
��
 �
 �� ��!!� �������!��

/�
�#�
�� �� 
��� ���� �����#�
��� �� 	� ���� � ������	�� �� ��!�)�
��� �� 
�� !�

�� �
��% � �
�
�

� H1 ⊗ · · · ⊗ Hk �� �(�������!�� ����� 2 � � � k� �� �
 �� � 	�#�) 	�����
�� �� �
�
��� ��	� �� ���	� ��

�������!� �	���� � "�#� ��!�

�" �� 
�� k ������
��� �
� � "����� ,�
� 
��
� � "����!� 
���� �� � ��!�

�"

�� 
�� k ������
��� �
� � "����� �	���� ���	� � �(�������!� �
�
� �� �������!�-� k(��������!�
� �� 
�� 0��


��!! ��������!�
�� ���!� � �
�
� ���	� �� �
 2(�������!� �� 	�!!�� ����	���� ����	���	�� ���������� ����� #������

�
��� �� ��������!�
� ��� �!!��
��
�� � 
�� 
�����
�
� 	��� H = H1⊗H2⊗H3 � 1�"��� ��� ,����� x : y, z ���
��


�� ��
 �� �
�
�� � H ���	� ��� �������!� �	���� 
�� �����
�
� 	�
 Hx:Hy ⊗Hz-�

1�"��� ���% 2�#���! ��"���� �� ��������!�
� � � 
�����
�
� ���
��

3!! 
���� �
��� 	�	���" �
�"!���
 ��
�	
�� ��!! �� 	��	��! � ��#���! �!�	�� �� 
��� ����	���
� ���


�
��!� � ����
��� * �� 4� ��
 �!�� 
� � !����� �)
�
 � ����
��� � �� ���

��� � ��� �	
�	�� �	� ����
�� �����	� 
��	�

�!����	�! ������
�� 
����� �� 	�	���� ��
� &��
����" 
�� ����
 �� ������
�� �� 	����!�
��� �����


� �������!�
� ���
����
���� 5� ��!�"�� &��
�� ������
�� 
����� �� 	�	���� ��
� ���" 
�� ���� ���

����
� �����
���� 6� "�
��� ���� ���� ����	 ����
��� �� ��	
� ���� 
�� &��
�� 2��� 
����� 
��
 ��

���!! !�
�� ��� ���� �� 
����� ��� ������ �� ��� ��
�	� �������� 
� 
�� ��� ������ ����
�� ��� ��� � 	���!�
�

�)�����" �� 
���� �
����

��� ��� ������� ������ �� � &��
�� �
�
� ρ �� ����� ��

S(ρ) := −Tr(ρ log ρ).

'
 �� �!���� �(�"�
�#�� �� �&��! 
� 0 �� �� �!� �� ρ �� � ���� �
�
�� ' 
�� 	��� ����� 
�� ����!��" .�!���


���	� H �� ��
�(��������!� �
 �� �����(������ �� log |H|� ��
� �&��!�
� �� �� �!� �� ρ �� 
�� ��)���!!�

��)�� �
�
� Id/|H|�



������� �	 �
� ��
������ �� ������ ���������� �
���� ��  ����
��� ��

�
� ������ ���	
����	� ��  ���� ρ� ��  �������� ������� ���� H1 ⊗H2� �� ������ �

I(H1:H2)(ρ) := S(ρ1) + S(ρ2)− S(ρ).

 � ���!�����"��� �� �
� ������ ������� #$%� �� �� �&�� ���!��'��"�� �� ���� �� 0 �� �� ���� �� ρ = ρ1⊗ρ2�
�	�	 �� �� ���� �� �
��� �� �� ���������� (��� �"�� ������� ����) ���&��� �
� �&� ����������	

�
� �	�����	��� ������ ���	
����	� ��  ���� ρ� ��  ��������� ������� ���� H1 ⊗H2 ⊗H3� �� ������ �

I(H1:H2|H3)(ρ) := S(ρ13) + S(ρ23)− S(ρ3)− S(ρ).

 � �����' ���!�����"��� �� �
� ������ ������� #*+,%� �� �� �&�� ���!��'��"�	

-������ �
� 
����� ��
	�� ���&��� ����� ρ �� σ �� ������ �

D(ρ‖σ) := Tr(ρ(log ρ− log σ)).

.� �� �&�� ���!��'��"�� �� ������� &
���"�� �
� ������� �� ρ �� �
� ���
�'��� �� �
� ������� �� σ 
"�

 ���!/��� ������������	 -��  ���� ρ ��  �������� ������� ���� H1 ⊗ H2� &� 
"� �
� ������ �������� �
�

D(ρ‖ρ1 ⊗ ρ2) = I(H1:H2)(ρ)	

�
� ��� ����� &
� &� �
�� ���� �� ���������� �� �
��� �������� ��������� �� ������ ��"��� ������� ��

�
� ����� �� ����'������ ������� �� ����������� ������ ������� �� �� ����� ���� �
��	 0� &��� ���� ��

�
��� ���������� �
��1� �� �
����� $ �� *2	
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��� ���	����

���� �����	
 ����	��� ��	��	
 ���	 ������
� �	�������� ��� 
	����� 
	������ �
���� �	
�������������	�
� ��

������� ����
������ ��	�
�� ��	 
	��	
 �� 
	�	

	� �� ��	 
	��	� ���� �
 �� ��	 �	���
	 ���	� ��� �! "����	
 ##!

��
 � ���� ��
	 ��������� �
	���	�� �� ���� ���	
���� $	
	! �	 ����� ���� �� ���� �	 ���� ��%	 ��	 �� �� ����

������
��� &���� ����'�� �� "����	
� �! �( ��� ��! '�� ���� ��
	 ���������� �� "����	
 �! ��� �� � �	�������


���	
 ���� ������	���� �	�	�! �� "����	
� ) ��� *+�

��� ��� ��		�
�� �������� � ����� ������ �� ��	� ���� ��
����

��� ��
�

,	� H '	 � $��'	
� ����	 ��� {|i〉, 1 � i � |H|} '	 �� �
�����
��� '���� �� H &���� ��	 ����	����� ����

{1, . . . , |H|} = N ��	�	�	
 H �� ������	����	�������+� -�
 ��� n ∈ N ��� ��� �	
�������� π ∈ S(n)! �	���	

'� U(π) ∈ U(H⊗n) ��	 ��������	� �	
�������� �����
� �� H⊗n! ���
���	
�.	� '�

∀ 1 � i1, . . . , in � |H|, U(π)|i1〉 ⊗ · · · ⊗ |in〉 = |iπ(1)〉 ⊗ · · · ⊗ |iπ(n)〉.

/��	 ���� ���� �	������� �� �������� ���	�	��	�� �� ��	 '����� ��	 n�����	�
�� ��'����	 �� H⊗n ��� ��	� '	

�	��	� �� ��	 ��������	��� +1�	�	�����	 �� ��� U(π)0�!

Symn (H) :=
{|ψ〉 ∈ H⊗n : ∀ π ∈ S(n), U(π)|ψ〉 = |ψ〉}

=Span

⎧⎨⎩|vi1,...,in〉 =
∑

π∈S(n)

|iπ(1)〉 ⊗ · · · ⊗ |iπ(n)〉 : 1 � i1 � · · · � in � |H|
⎫⎬⎭ .

��	 �
������� �
�1	���
 ���� Symn (H) ��� ���� '	 �
���	� ��

PSymn(H) =
1

n!

∑
π∈S(n)

U(π) =
∑

1�i1�···�in�|H|
|ψi1,...,in〉〈ψi1,...,in |,

��	
	 ��
 	��� 1 � i1 � · · · � in � |H|! |ψi1,...,in〉 �	���	� ��	 ���� �	���
 ����� ���	 ��
	����� �� |vi1,...,in〉� 2�
��	 ���	 ��	
	 H �� ����	����	�������! ���� ��� ���� '	 
	��
���	� ��

PSymn(H) =

(
n+ |H| − 1

n

) ˆ
|ψ〉∈SH

|ψ〉〈ψ|⊗ndψ,

��	
	 dψ ������ ��
 ��	 �����
� �
�'�'����� �	���
	 �� ��	 ���� ���	
	 SH �� H� ���� �� ��	 �� 3���
0� ,	���!

����	 Symn (H) �� �� �

	����'�	 
	�
	�	������� �� ��	 ��������� ������ �� {U(π), π ∈ S(n)}! ����� �� ���� ��

��	 ����� �����
�	� {U⊗n, U ∈ U(H)} &�		 	�� ��*)� ��
 ��
	 
��� 
	�
	�	������� '��%
����+�

4 ����	 ρ �� H⊗n �� ���� �� '	 ���������	
��
�����
� �� �� ������	� U(π)ρU(π)† = ρ ��
 ��� π ∈ S(n)� ����

��������� �� �������� 	������	�� �� ��	 	5���	��	 �� � ���� �	���
 |ψ〉 ∈ Symn (H⊗H′)! ��	
	 H′ ≡ H! ���� ����

ρ = TrH′ |ψ〉〈ψ|� ���� �� ��� �	
�������������
���� ����	� �
	 ���� ���	���	� ������ 
	�	

	� �� �� ��������

����	��

#�



��

��� �����	
	�����
��
	 �	
	�� � 	�� ���
�	�	� ��	���������
�

�
��

��� ����	
�
�����������
 �
�
�� � (Cd)⊗2 ��� 
�� �������� ������ ������� ����� ��� ���
	��� � 
�� ��	����

�����
��� �
�
� πs ��� 
�� ��	���� ��
������
��� �
�
� πa � (Cd)⊗2 ������ ��� ������ �� 
�� �����������

�����
�� �
 
�� �����
��� ��� ��
������
��� �	������� � (Cd)⊗2 ������
������� !����
��� ��


Sym2(Cd) := Span {|i1, i2〉+ |i2, i1〉 : 1 � i1 � i2 � d} ,
Asym2(Cd) := Span {|i1, i2〉 − |i2, i1〉 : 1 � i1 < i2 � d} .

"� 
��� ���� 
�� �
�#��� �����
 �	� �������
��

(
Cd

)⊗2
= Sym2(Cd)

⊥⊕Asym2(Cd), ��
�

{
dim(Sym2(Cd)) = d(d+ 1)/2

dim(Asym2(Cd)) = d(d− 1)/2
.

��� 
� �
�
�� πs ��� πa � (Cd)⊗2 ��� 
������� ������ ��

πs :=
2

d(d+ 1)
PSym2(Cd) ��� πa :=

2

d(d− 1)
PAsym2(Cd).

$�� �� ����� ���
 �� ���� 0 � λ � 1 
�� "����� �
�
� ρλ := λπs + (1− λ)πa � (Cd)⊗2�

���� ���������
�� ������ � �
�
�� ��� ��
��	��� �� %&'() �� ���� 
 	�����
��� 
�� ����
�� ��
����

��
��#�����
 ��� ����
�� � *��� ���+	���
���� ,
 ��� �������� ����������� ��
����
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�� ���#���� ��������
� ���
���	
�� ��� � ��� �����

���������� � �� ������#����� ��������
� ���
���	
�� ��� � �
 � ����� ���������� �� �������������
�� �� �

����� ������
�� � ���	�
 ��������
� ���
���	
���� 4�� ��������� �� ���� 
�� +	��
�
�
��� ������	��

������� �� ������ ����& �����

������� ����	 �!�������� ���
� �� .���

� 
����� %3�)�� ��� P (n) 	� �� �
������	�� ���	�	����� ������	�����

�� n ������ �����	���� ������ ����� ��� ��� π ∈ S(n)� P (n) ◦ π = P (n)� ��� ��� k � n� ������ 	� P (k) ���

������� ���	�	����� ������	����� �� P (n) �� k ������ �����	���� ����� ����� �
���� � ���	�	����� ������	����� μ

�� ��� ��� �� ���	�	����� ������	������ �� 1 ������ �����	�� ���� ����∥∥∥∥P (k) −
ˆ
Q

Q⊗kdμ(Q)

∥∥∥∥
1

� k2

n
.

��� ���
 +	��
	� ����#	� � 
��� ���	�
 ��� ��
�������� �� !����
���� 56��# 4�
����� ��� 7����� ��

%18)� ��� �
�
����
 �� � ������� �����
9 
�� ���	��� �
�
� �� � ��� �	����
���� � � ����	
�
�����������
 �
�
�

�� � �
 � �	����
���� �� �������������
�� �� � ����� ������
�� � ���	�
 �
�
��� $#��� 
�� ���
�����

���� ��� �� +	��
�
�
����� 	������	���� ����� �� 
�� ��
��
 � ������ ����/ �����

������� ����
 �:	��
	� ���
� �� .���

� 
����� %18)�� ��� ρ(n) 	� � ��������������������� ����� �� (Cd)⊗n�
������ ����� ��� ��� π ∈ S(n)� U(π)ρ(n)U(π)† = ρ(n)� ��� ��� k � n� ������ 	� ρ(k) = Tr(Cd)⊗n−k ρ(n) ���

������� ����� �� ρ(n) �� (Cd)⊗k� ����� ����� �
���� � ���	�	����� ������	����� μ �� ��� ��� �� ������ �� Cd ����

���� ∥∥∥∥ρ(k) − ˆ
σ

σ⊗kdμ(σ)
∥∥∥∥
1

� 2kd2

n
.
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�� ����
	 ��� �� �� $���� ���� ��
 ���
�����
 �% ��
 ���
����� �� ��
 ��
� ���� �� ���

�� ���
%��� �% ��
 ����% �
����#
�& ��
�
 ����  � 
'��� �
�����������(������ ����
� ρ(n) �� (Cd)⊗n ����� ��


��� ���� ��
 �������
 �% ρ(k) �� ��
 �
� �% �
����� 
 ����
� �� (Cd)⊗k ��� 
� �� kd/n )�

 *+,-. /
����� �. ��

*�+�-. /
����� 000. %�� ��� 
'��� 
�1	

0� �����
� 2. � ��
������ �% �
�
����� ���������� %�� �
������ ���. ���
� �� ����
���� 
'�
������. �� ����
�

�� 
'�
���(
 �
���	 ��� �� �� ��
��
� �	�	3 ��
� ���� ��
���
 %��� ����� �  ��� �� ���(
 ���� ���� ��
������

���(
�4
� �� �
������ ���	 ���
(
�. �� ���� ��� ��������. ��
 ��
� ��� ����  � �

� ��� � �����4 �����'����

���� �
� �& $�����4 �� � ���� ��
 ������
�
� �
�����������(������ ����
 ��� �
 ��
� ����
� �� � ���(
'

����������� �% �
���� ���
� ����
� )� �� ���
 � ��� �����(
 %����� C1 �� 
��4�	 0��

�. ����
 ���� ��

��(
 ��� �� ��
���������
���4. ��� ���� �� $��� ���� � 4�(
� ���
����
�
�(��4  ��
�� %��� f �����!
� f � ε.

%�� ���
 0 < ε < 1. �� 1������� 
 ����
�	 ��
�. �� ��� ���� �
 ���� f⊗n � Cεn �� �
�����������(������

n������� 
 ����
�. ����� �
���� 
'���
����  � �� 0 ���� n	 ��
�
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��� �
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	��	� �� 	��������� ��	 ���	 �� � ����	� ����� ����� �� ���	����� ���� �	 �� ���	 �� �� �� ��
����

���������� �	����� ��� �����
��	� ��� ����� ����
������� �� ��	 ����	��
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��	 ��	� ����� �� 	���	
 ��������� �� � ���	
	 �
 ���� �� ���	�	��	�� 
����� ��
���	�"� �� ����� �	 ���

���� ��	
 ��
	 	���
��	 �	������� 	������	�� ����
	� �� ��
 ��	���� �		��� #�������� ��������� �������

����  	��� �
�� 
����� ���
�� ��	�
� �
 �
�� ��	 ��� ��	�
� �� $����� ����	�"� ����� ��� � ��
	 ���
����


�	 �� ���� ������
���� �� �	 ���
����	� ��� �� ��	 ���	�

��� ������	�� 	
��� �
����

��	 ������
� ����	� �	��	�
� ����	��� 	������	� �� ���� �	����� �� �	 �
���� ���� ��  �� 	��� ��
� ��"

%����	
� &� '� ( ��� )� ��	 
	��	
 �� 	��� 
	�	

	� �� ��	 	���
	 ���	� *�+, �
 *�'-, ��
 � �	���	� ��� ���	����	

�
	�	��������

����� ���� ��	
��
��

.	 ��
! �� ��	 /����	�� ����	 Rn� ��	
	 �	 �	���	 �� ‖ · ‖ ��	 /����	�� ��
�� ��� �� Bn� 
	��� Sn−1� ��	

��������	� ���� ��� 
	��� ���	
	� .	 �	���	 �� voln(·) �
 ����� vol(·) ��	 n0���	������ 1	�	���	 �	���
	�

# ������ ���	 K ⊂ Rn �� � ����	� ������� �	� ���� ���0	���� ���	
��
� # ����	� ���� K �� 
	������ ��

K = −K�

��	 �����  �
 ������
�� ���������� " ��������	� �� � ����	� ���� K �� Rn �� ��	 �������� ‖ · ‖K �	��	� ��


x ∈ Rn ��

‖x‖K := inf{t � 0 : x ∈ tK}.
���� �� � ��
� �� ��� ��� �� K �� ����	�
��� 2� ���� ���	� ���� ������ �	��	� � ��	0��0��	 ��

	�����	��	

�	��		� ��
�� �� Rn ��� ����	�
�� ����	� ����	� �� Rn3 K �� ����� ��	 ���� �� ��
 ‖·‖K � ���� ��	����������

��� ��	 ������� 		�	���
� �
��	
��	�3 K ⊂ L �� ��� ��� �� ‖ · ‖K � ‖ · ‖L� ��� ��
 � t > 0� ‖ · ‖tK = ‖ · ‖K/t�
2� K ⊂ Rn �� � ����	� ���� ���� �
���� �� ��� ���	
��
� ��	 ���� �� K �� ��	 ����	� ���� K◦ �	��	� ��

K◦ := {y ∈ Rn : ∀ x ∈ K, 〈x, y〉 � 1}.
2� ��	 ����	�
�� ���	� ��	 ��
�� ‖ · ‖K ��� ‖ · ‖K◦ �
	 ��� �� 	��� ���	
� �	����� ����

∀ x ∈ Rn, ‖x‖K◦ = sup{〈x, y〉 : ‖y‖K � 1} = sup{〈x, y〉 : y ∈ K}.
2� x ∈ Sn−1� �	 ��� ���	���	� �� ��	 4������� �	��	� ����	 ��	 
����� �������� �� K �� ��	 ��
	����� x�

��� ��	 ��	 ��������

hK(x) := ‖x‖K◦ .

5��	 ���� hK(x) �� ��	 �������	 �
�� ��	 �
���� �� ��	 ���	
���	 ����	�� �� K �� ��	 ��
	����� x�

��� ���� ����
����� ��������	� �� � ����	� ���� K ⊂ Rn� ��	 ������ ����
 ��� ��	 ���� ������ ��

��� �� ����
���� 
�	 �� ���� �� ��
 �
�����

--



��

��������� �	
	
	 ��� ������ 	
��� �� 
 ������ ���� K ⊂ Rn � ������ 


vrad(K) :=

(
volK

volBn

)1/n

.

�� ��	�� vrad(K) � ��� 	
��� �� ��� �������
� �
�� ���� 
�� ������ 
 K�

��������� �	
	�	 ��� ��
� ����� �� 
 ���� K ⊂ Rn � ������ 


w(K) :=

ˆ
Sn−1

max
x∈K

〈u, x〉 dσ(u),

���	� σ � ��� �����	� �	��
������ ��
�	� �� Sn−1� �� ��	�� w(K) � ��� 
��	
��� ��	 u �����	��� ���	������

�� Sn−1� �� ��� ��
��������� �� K �� ��� ��	������ u ���  ���	� !�"��

������ �	
� ���� �� ��� ������ ��� K �� ��� �������� u

�� K �� � ������ ���� �� ����

w(K) =

ˆ
Sn−1

hK(u) dσ(u) =

ˆ
Sn−1

‖u‖K◦ dσ(u).

��������� ��� ��� ����� ���� ��� ���� ���� ����� �� ��� �������� !��!���� w(K + L) = w(K) + w(L)� ���

��� K,L ⊂ Rn �����	

"�� ���#��$��� ��$�� %��� �	�	 &
�'(� )���$$��� 
	�� ��� � !����* �� � ���������$ ����$� ����� ���!���� ���

��$��� ����� �� ��� ���� ����	 �� ������� ����� ����� ���� �� ����� ��$���� ��� ���� ���� �� ������+�

��� ,��$���� ��$$�	

������ �	
	� %-������ ���#��$���*	  �	 
�� ������ ���� K ⊂ Rn� �� �
��

vrad(K) � w(K).

�� �� ���������� �� ���!��� ��� ���� ���� ����� .������� ������ ���� �!������$ �����������	 /�� G �� �

������ .������� ������ �� Rn� �	�	 ���� ���� ��� ����������� �� ��� ����������$ ������ ��� ���!����� ��

��$$����� � .������� ����������� ���� ���� 0 �� �������� 1	 0������� γn = E ‖G‖ ∼n→+∞
√
n� �� ����� ���

��� ���!��� ��� K ⊂ Rn�

wG(K) := Emax
x∈K

〈G, x〉 = γnw(K).

"�� .������� ���� ���� ��� ��� �������� ���� ��� �!������$ ��� �� ����� ���!����� ���� ��� �������

��������	 ����� �� K ⊂ E �� � ���!��� ��� �� � ����!��� E �� Rn� ��� ��$�� �� wG(K) ��� ��� �!�� ��

������� �� �� ���!��� �� E �� �� Rn� �������� �� w(K)	 �� �� �$�� ����$$� ������ �� ���!���	 ��� ����!$�� ��

�$$��� �� ���!��� ��� ���� ���� �� � �������� �� u ∈ Sn−1 �� � ���� ������� ����

αn := w(conv{±u}) = 1

γn

√
2

π
∼

n→+∞

√
2

πn
.



������� �	 �
������� ��������� �����
�
 ������� ��

�� ��
� 
���
 ��� �� ������� ��� ���� ����� � �� �����
������ �� � ��!������	 "�� K ⊂ Rn �� � ������


��# ��� E ⊂ Rn �� � k$�����
����� 
%�
���	 &������� �� PE ��� ���������� ��!������ ���� E# �� ��'�

wG(PEK) � wG(K)# ��� ����� ���

w(K ∩ E) � w(PEK) � γn
γk
w(K). (�	)*

+� ���� ��
� ���� ��� ���  �������� �����
# ����� ��� �����������
 � ���  ������� ,%���� ��%��-	 "����

�	)	� ����
  �� ������ �� .)�)/# ������ �# %���� ��� �0%�'�����  ���%������ '�� 
%���� � 1�%

���

����

�
	 "���� �	)	� �� ��� ����� ����# 
���
 �� ���� ������� �� ��� �������%��# �'�� %���� � ��2�����

���
���	 3���� �� �
 � ��
%�� ���� �� ���� %
� �� 
�'���� ����
���
 (�� ������
 4 ��� 5* �� ����� � 
���� ��� 

� ��  �� ���������

	 ��� ��%�� ��  ����� �
 ��� ,%
%��- ��� �� ���� 
������# �������� �	�	 �� .)�)/# ������ �#

�� ����� ��� ������ �
 �� �����  �� ��� ������
 ���� �� ��� �

 �'��	

����� ����� (6�%����� ��� ���� ����� � � ������*� ��� v1, . . . , vN �� �����	 �� Rn 	
�� ��� vi ∈ λBn

��� ����� ����� 1 � i � N � ��� 	��� λ � 0� �����

w (conv(v1, . . . , vN )) � λ

√
2 lnN

n
.

����� ����� (6�%����� ��� ���� ����� � � %����*� ��� K1, . . . ,KN �� ������ 	��	 �� Rn 	
�� ��� Ki ⊂ λBn

��� ����� ����� 1 � i � N � ��� 	��� λ � 0� �����

w

(
conv

(
N⋃
i=1

Ki

))
� 2

(
max

1�i�N
w(Ki) + λ

√
2 lnN

n

)
.

������ 6� �����������# �� �
 ���%�� �� ��'� "���� �	)	� �� ��� ��
� λ = 1	 7��#  �� G � 
������� 1�%

���

�� Rn# �� ��'� ����#  �� ��� δ � 0 (�� �� 8��� �����*#

E max
1�i�N

∣∣hKi(G)− wG(Ki)
∣∣ � δ +

N∑
i=1

ˆ +∞

δ

P
(∣∣hKi(G)− wG(Ki)

∣∣ > t
)
dt.

9��# �� ��� 1�%

��� ������������� ���0%����� (
�� �	�	 .)�)/# ������ )# ��� ��
� 3������ �	: �����  �� � ����

�������� ���
����� � ���
��� ������� ��
%��
*# �� ;��� ����#  �� ���� 1 � i � N #

∀ t > 0, P
(∣∣hKi(G)− wG(Ki)

∣∣ > t
)
� e−t

2/2.

���
 �
 ����%
�# �� ��� �

%����� Ki ⊂ Bn# hKi
�
 � 1$"�
����<  %������=

∀ G,H ∈ Rn,
∣∣hKi

(G)− hKi
(H)

∣∣ � hKi
(G−H) � ‖G−H‖.

+� ����� ��� ��'� �� ��� ���

E max
1�i�N

∣∣hKi(G)− wG(Ki)
∣∣ � δ +N

ˆ +∞

δ

e−t
2/2dt � δ +N

√
π

2
e−δ

2/2.

����
��� δ =
√
2 lnN �� ��� ���'� ���0%����� �'���%���� �����


E max
1�i�N

hKi(G) � 2 max
1�i�N

wG(Ki) +
√
2 lnN +

√
π

2
� 2

(
max

1�i�N
wG(Ki) +

√
2 lnN

)
.

��� ����� ���; �� 
������� ������ ���� 1�%

��� '�������
 ��'�
 ����
��� ��� ��'����
�� ��
%��	

����� ���� 	�
��� �����
�����

+� ���� %
� 
�'���� ����
 (�� ������
 4# 5 ��� >* ���  �������� ��
%��# �
�����
��� �� ?����� ��� ��!��	

	
����� ���� (?�����@��!�� ���0%�����# .)�A/# ��������� �*� �� K,L �� ������ �����	 �� Rn ���� ��� 	��

������ �� �		� ����

vrad(K ∩ L)vrad(K − L) � vrad(K)vrad(L),

����� K − L = {x− y : x ∈ K, y ∈ L} 	���	 ��� ��� ������	�� 	
� �� ��� ������ �����	 K �� −L�



��

�������	 K = −L �� 
����� ����� ������ ��� ��������	 ����������

��������� ��	�
� �� K �� � ���	
� ��� �� Rn ���� �
��
� �� ���� �� ��
 ������� ��
�

vrad(K ∩ −K) � 1

2
vrad(K),

�� ���
 �
�
����� ��� ��� ���������� �������������� θ�

vrad(K ∩ θ(K)) � 1

2

vrad(K)2

w(K)
.


�� ������ ���������� �� ����� �������� �� ��� ��� ����� vrad(θ(K)) = vrad(K)� ��� �� ��� ����� �����

�� 
����� ������ vrad(K − θ(K)) � w(K − θ(K)) = w(K) + w(θ(K)) = 2w(K)�

�� ���� ��������� ��� ��������� ����� �� ��� ��������	 ��� �� K �� � ���!�" ���� ���� ������ �� ��� �� ���

���	�� ����� �����#�� � $��!����% &������ ����������� ���� vrad(K) � αw(K) ��� ��� �������� 0 < α < 1� ��

��� �������� ���� ��� !���� ������ �� K ∩ θ(K) �� ��������� �� ��� !���� ������ �� K�

'������ !���� ���������� ����� ���� �� ������ �� �� (�� ������� �) �� ��� ��� ������ ��� �� *�	��� ���

+�������

����� ��	�� (*�	���,+������� ����������� -�.�/)� �
� u ∈ Sn−1� h > 0� �� �����
� ��
 ���
 ���
�����


H = {x ∈ Rn : 〈x, u〉 = h}.

�
� K �
 � ���	
� ��� ����
 H �� L = conv(K,−K)� ��
��

2h voln−1(K) � voln(L) � 2h voln−1(K)
2n−1

n
.

����
��
�����

vrad(L) � h1/nvrad(K)1−1/n. (��0)

�� ��� ����� ��� �������� (��0) ���� ��� ���� K ���� $����������% !���� (����� ���� �� ��� ���� �� ��� ���

���� ���� �� ���� ��������) vrad(K) ��� vrad(L) ��� ����������

��� ������	
�	��� � �����
� ��� �����	��� ��������	���

����� ���� 	
�	�	��� �� ������ ��
��
����	�
 ���	�����

1�!�2� 1�� 	��������� ����� �� ��	� ��������� ��	���� ����	� ��������� ��������� �� ��� ��!���� ��� ���

����� �!���	� ����!����� �� ���� ��� ���������� !��������� ��� ��#������ �� ���� 	������ ������	 (�� �������

� � ����3!������ !������� �� ������� 4 � 5������� ������ ���� ��������� !������� �� ������� 6 � ����� !������)�

+� ��� �� ������ ��������� ��� ������ ���������� �����

���� ����	 (1�!�2� 1�� ��� 1�������7 ��������� �� ��� ������� -��0/)� �
� n ∈ N� ��� ��� L ��������!

�������� f : Sn−1 → R �� ��� t > 0� �� x �� ��������� ��������
 �� Sn−1� ��
�

P(|f(x)−E f | > t) � e−cnt
2/L2

,

��
�
 c > 0 �� � ���	
���� ���������

�������	 ���� ���� �� ����!����� ��!������ ����������� �������� ��� � ��������7����� ���� �
�� �� ����������

��7�� ��� ��� ���� ������� ����!� 	����� ��!������ ����������� �������� !�� ��� ����� ������ 1�� �� �������

���� �� ����

�������� ������ ��� ε > 0� �� �
� ‖ · ‖�, ‖ · ‖� �
 ��� ����� �� Rn� ���� ��������
 ���� ����� B�, B�� A �� ��

ε �
� ��� ‖ · ‖� ������ B� �� A⊂ B� ��� ��� ��� x ∈ B�� ��
�
 
����� x′ ∈ A ���� ���� ‖x− x′‖� � ε�

&������� ��� �� ���������� �� ��!��	 ���� � ��������7�� !������ �� � 	�!�� ���� ���� ���� �� ��� ������� ��

��������� 8��� 9��� �����!��	 ���� �� ε3��������� ��� ���� �"��� ����������� �������� ���� �� ε3���� �� ��

���� �� 	�� ��� ��������	 ����������� ����� ����� �� ����� �������	 !������



������� �	 �
������� ��������� �����
�
 ������� ��

����� ����� ��������� � � ����������� �! ���
 "�� � "��������� ��������# $%�&'# (����
 �	%) ��� �	%*+ � ���

ε > 0� ��� �	
 ‖ · ‖�, ‖ · ‖� �	 
� ���� �� Rn� ��
� ������
	� ���
 ����� B�, B�� ��	�� 
�	�	 	���
� �� ε��	
 A

�� ‖ · ‖� ��
��� B� ��
�������

|A| � vol ((2/ε)B� +B�)

vol (B�)
.

� �� ���
������� 
�	�	 	���
� �� ε��	
 A �� ‖ · ‖� ��
��� B� ���� 
��
 |A| � (1 + 2/ε)
n
�

,��
�-������# ��.��� �
� �! ��� (����
 �	/	% ��� �	/	� �� � ����!�� 0��# ��� ���
 � � ���������� 1"����2

3.�4
 � �����# 0 �� �
 -����� ����0	 � �
 �
 ����
��� � � .��� �! 
������� 0� ���� �� � ����
 5 ��� ) ��

�� !��� ����"����� �� ������ �������������  ��������	

����� ����� �1"����3.�4
 � ����� !�� (�
� ��3 !�������
 �� � � 
 ���# $%�6# &�# %)/'+ � �	
 n ∈ N� ��

��� ����	
��� L��������
� ����
�� f : Sn−1 → R ��� ��� t > 0� �� H �� � �������� ���
����
	� Cnt2/L2�

���	������ �������	 � Rn� ��
� C > 0 � ����	���� ���
��
� 
�	�

P
(∃ x ∈ H ∩ Sn−1 : |f(x)−E f | > t

)
� e−cnt

2/L2

,

��	�	 c > 0 �� � ����	���� ���
��
�

� �
 �������� "��
��� �! 1"����3.�4
 � ����� �
 �

�������� ��� �� 7����� $%�6'# ��� 0�� � ��������� ��

t �� � � ������� �����
��� �! H 0 �� 
����
 �
 t2/ log(1/t)	 � �
 ����� ������� ��� !����� 0�
 ����� ����"��

�� 8����� �� $&�' ��� �� ,� �� ���� �� $%)/' �� � ������ ���! �
 ��
�� �� ������������� �! ���
���# ��.� � �

�������� ���# 0 ��� � � !����� ���! �
�
 ��
���� ������
�� ���-�������
 !�� 8��

��� ����

�
+	

����� ψα �����	 
�������

� � ������ �
 !�� ��
����� ��!����� �� � � ��"��0 $�/'# � ���� %# !�� � ������� ��
�������� �! � � � ���� �!

9����3 
���
	 � ��������� ��
����� �! � �
� ��� � � 
�2������ Lψα

���
# �! 0 �� 0� ��� ��  ��� ���� � � !�0

�������
 � �� 0� 0��� ���� �� ������	

:�� ��� α � 1# � ������ "������� X �
 ������ � ψα ������ "������� �! ��
 ψα2���� ‖X‖ψα �
 ;����	 � �

������ ��� �� ��;��� �� 
�"���� �-��"����� 0��
# � � ��
� 
������� ��� ����� � ���� � � 9����3 !�������

x 
→ exp(xα) − 1	 � �
 � ��������3����� �
 ��� � � ��� � �� 0��� �� ��
� �������� !�� �
 � ��� # ��� 0�


 ��� ��� �� �
� � � ��� "�� � � ���0� �! ��
����� ������
# 0 �� ����
 �� � � �-��"����� ���� �
�� �	�	 $�/'#

��������� %	%	)+

‖X‖ψα = sup
p∈N

(
E |X|p)1/p
p1/α

.

� ψ1# ��
	 ψ2# ������ "������� �
 ��
� ��!����� �� �
 �
 
��2����������# ��
	 
��2���

���	 <�����# � �

ψ12����# ��
	 ψ22����# �! � ������ "������� -�����;�
 � � ����������# ��
	 ���

���# ����� �! ��
 ����	

�
 � ������� ���� �� 
�"���� �! ��� ������ ���
�����
 ��� � ����
 5 ��� )+# 0� 0��� ���� � � ����
����2���

��"������ ���-������ !�� � 
�� �! ���������� ψ1 ������ "�������
 0 �� �
 -����� ����0 �
�� �	�	 $�/'# � �����

%	/	5# !�� � ���!+	

	
����� ���� �����
����4
 ���-������+� �	
 X1, . . . , XN �	 N ���	�	��	�
 �	�
	�	� ψ1 ����� �������	��

�	

��� M = max1�i�N ‖Xi‖ψ1
��� σ2 =

∑
1�i�N

(‖Xi‖ψ1

)2
/N � �	 ���	

∀ t > 0, P

(∣∣∣∣∣ 1N
N∑
i=1

Xi

∣∣∣∣∣ > t

)
� 2 exp

(
−cN min

(
t2

σ2
,
t

M

))
,

��	�	 c > 0 �� � ����	���� ���
��
�

=� 
�� �� � ����� �	/	5 ���"� � ��# !�� � 
�� �! ���������� ψ1 ������ "�������
# � ��� ��� �0� ��
�����

������
 0 �� ����� � � ������ �� � � �� �"���� �! � � ����> 
��2���

��� !�� �������� ��"������
 �0 �� � �

������� �����  �������� ��������
+ ��� 
��2���������� !�� ����� ��"������
 �0 �� � � �������� ���� �


����� �� � � ����
 �! � � ����"����� "�������
+	



��



���� ��

��������	
 ����	��� �� ���	�

�������	��� 	����


��





��

� ������	 
���� 
� �������
� �������
� ���	�
� 
� ���� �� �����
�
�� ��� �	��� � �
���� ������
�		 ����	���

������ ��� 
� �� ��� ��
�� 
� ���
�� �� �����
��� ����� ��� ������	 ������� �� � ������ ��� �� �� ����
�����

�
��	�� ������� ����� 
� �� ���
��� �� �� ���
�
�� ��������
� ��� 
� ��	���
���
� ��
�� �� �
�� � ������� 
�


� ��� ��
� ��		 ��� � !��	
���� ���� �� ������� 
� ��� ��� ����
���"����� ��������
� ��
�� �� �
�� � ������� 
�

��� �� ������� �
�� ��� !��	
���� ��		� �������
� ��
�� �� �
�� ���� ����� ��� �	�� ������	 ���
��� �� �
������

������� ������ ���
�� ���� ��� �
��� ����
��� ������
�� �� ��� �������� #� �� ����� ��� ����	� ����	 

��$�%���� �������� ���� �������
� �������
� ���	�
� ���� �
��� � �
�� �
����
���	 ������ ���� &���	 ����

�� 
�� 
�������
�� 
� �	���� ������� 
� 
�� ���'���
�� ���� � 	���� �
����
���	 ��������� ��� ������	 ���� ��


�� ����	��
� �
�������� ���� 	��$
�� �� 
�� ����
�� � � 	���� �
����
���	 ��������� (�������
��		� �����

��� ����	�� ��� $����� �������
��	� �� ��� )������*+
����������� 	���� ��� �� ��� ,�����-$ �������� .���

�� 
�������
�� ����� �������
��� ��� ���� � �	��� ����%��������
�� 
����������
��� �
�� �� ���
����
	
� �
��

����������
�� �� �	���� �		 
�������
�� ���� ���'���
�� ���� � �������� �� �
����
�� ����� � �����
� ��	�� ���

� �������� �
�� �	��� �� �	���� �		 
�������
�� ���� 
��������
�� �
�� � �������� �� �
����
�� ��	�� � �����
�

��	�� �

/
�
	�� ����
�����
��� ������ 
� ��� �������� �� ������� 
�������
�� ������ 0������ ��� ������		� �

������	 ������ ���	� ����		 ��� �
��� �� 
���	 �������� �
�� ��� ����� ������
�		 
�&�
��	 ��� �������

�� �������� 
� 
� ����
�	� �� ������
���� 
� � � ���� ���	
��
� ���� 
��� ��� ��
�� ��� �� �����
��� �
�� ���

����������1 2� 
� ����� ������ � '��� �		��
�� ���� ���		 ������ ��� �� ������� � ���$ ��
�� ������
�		

����
��� � 	�� �� ��������� �
�� ���� 	��� ���������1 #� ��
� ����� �� ��$� � �	���� 	��$ �� ��� ���� ����	����

��� �����
�� �� ��������
�� � ������� ������	 
��� ��� �
�� � ���		 ���
������� 
� ������� 
� 3������ 4� ���

��� �����
�� �� �����
�
�� � ������� ����������� 
��� ��� �
�� ��� �������� 
� ������� 
� 3������ 5� 6���


� � ������ �� ��� ��
� ����	�� 
� ���� �� �����

3������ 4 ���	� �
�� ��� ��		��
�� ����	��� �
��� � ������� ������	 N� &�� � ������� ������	 N̂ �
��

���
������� �� ���		 �� ����
�	� ���� ����� ��� �� 
���� ����� ρ� ��� ������ ������ N(ρ) ��� N̂(ρ) ��� �	��� ��

��� �������� 7� 
�����
���� �
8����� ���
��� �� �	�������� �������� ���� �����
&�� 
� ����� �� /������� p%����

�
������� ��� �	�� �������� ���� ��&��� 
� ����� �� �������� �����
��� ����� ��� �����
�		 ��		%��
��� ��� ����

���
�
�� �	������� ����	�� 
���	�
��� ��� 
�������� ������
� ������ �����
�
��� #� ��
��� ��� ��
� ����	� 
� ���� ��

������	 N�
�� 
���� ��� ������ �
����
��� d ��� �� ������
������ �� 
� (1→1)%���� �
������� � � ������	

N̂�
�� ���
������� �
����
�� O(d log d)� ����� ���� ���		�� ���� ��� � ��
��
 ���
������� �
����
�� d2 �� N�

#� ��� ���� ����� N 
� ����
���	 ��
� �����
�� ���� �		 
�� ������ ������ ��� ����
���	 �
��� � ��
� ����	�

��� �� 
������� �� O(d)� /��� �
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i , 1 � i � s} �� � ��� �� �	��� ���	���	� ��	 N∗� 1���� � ������" N ��� N∗ ��� ���� �	���

	���" 
���� ��� �	�����	���	������� ���������
∑s
i=1K

†
iKi = Id ��	 N �� �$������� �� ��� ��������� ���������∑s

i=1 LiL
†
i = Id ��	 N∗�

��� ������	 
����� �������	������ ���������� ��� ������ �����

��
��

2���	� ����� ��� ��	���	" 
� ���� �� ������� �  �� 
��� 
� ����  � '���	�!������� � $������ �������(" �����

������" ���	�� ��#������� �� ���	�!������� ���  � �������	��� &� ��	 �������" ��� ���� ����	�� ��� �� �	� � ��

���� �� ���	�!������� �� (1→1)���	�) ���� ���� ���� N, N̂ : L(A) → L(B)" 
� 
��� ��� ���� N̂ �� ��

ε����	�!������� �� N �� (1→1)���	�" 
��	� ε > 0 �� ���� #!�� ��	�����	" ��

∀ ρ ∈ D(A),
∥∥∥N̂(ρ)−N(ρ)

∥∥∥
1
� ε. *3�4+

.�� ����� ����� �� #	�� ����� ���� �� ��� ��	� ����	�� �		�	 $�����#������ �� ���� �����!� 
����  � �� ��	��

�� ����������� ������ (1→1)���	� *��� ������� ��	�+� ���� ��" �� �	��	 �� ���� N̂ �� ε����	�!������� �� N"


� 
���� 	�$��	� ����" ��	 ��� 1�� �	� ����� A′"

∀ ρ ∈ D(A⊗A′),
∥∥∥N̂⊗ Id(ρ)−N⊗ Id(ρ)

∥∥∥
1
� ε. *3�5+

6��	�������" ���� ������ �� ���	�!������� �� ��� ��	��� ��	 ��	 ��	������ &�����" �� N ��� N̂ ������� �$������

*3�5+" �� ������� �� ��	������	 ���� ����	 ���������� �������������
��� ������ ��� ��  � ε������ �� �	������	�

��������� %�� ����" �� ����	��" �� ����� �� ���� �� N ��� N̂ ��� � ��� �	 �� �	��� ���	���	� 
���� ����� ���

����) ��	 ��������" �� τ(N) = P/rK(N) 
��� P � �	�/����	 �� � rK(N)������������ �� ����� �� A ⊗ B" ����

‖τ(N̂) − τ(N)‖1 � ε ��� ���� ���� �� rK(N̂) � (1 − ε/2) rK(N)� 7� �� ���	������ �������������� 	��������

���  � ������� �� ���� ������

��� $������� �� $������ ������� ����	������ ��� ��	����  ��� ������� �� ��� �����#� ����" 
���� �� ��� ���

�� ��� ����� 	������0��� *�	 ������	�0���+ �������� 8�� �� 	����� 
��� �� ���
� ���	�� ��� ����� 	������0���

������� R : L(A) → L(A) �� ��� ���� ��� 
��� ���� ����� ��� ������ ������ ��#���  �

R : X ∈ L(A) 
→ (TrX)
Id

|A| ∈ L(A),

�� ����" �� ��	������	" ��� ����� ������ ρ ∈ D(A) �	� ���� �� ��� ��!������ ��!�� ����� Id/|A| ∈ D(A)� R ���

��!���� �	��� 	��� |A|2 * ������ τ(R) �� ������ Id/|A|2" ��� ����� ��� 	��� |A|2+� ���� 
�� �� ���	�� ��

 � �!������" �� ����	��� �� ��� �������� ���� ���� ���  ����	 �� ��� �	��� 	��� �� �������" ��� ������	 �� ���

�������� .�� ����� �� ������� �	��� ������������� ��	 R ��

R : X ∈ L(A) 
→ 1

|A|2
|A|∑
i,j=1

VijXV
†
ij ∈ L(A),



������� �	 
����� ����� ���������� ��

����� ��� ���� 1 � i, j � |A|� Vij = ΣjxΣ
k
z ���� Σx,Σz ��� ��������� ����� ��������� � A	 !� ��� �������"

����#����� � $%%& � ����� �����'� � $%& ���� ����� �(��� ������ �� ������ ������ ����  ���������"

������� )���� ��*	 +��� �����,����"� ��� �������� ��� ���'� - ��� �" 0 < ε < 1� ��� ���� ��� R ��

#� ε.�����(����� � (1→1).��� #" � ���� ��� R̂ ���� )���� ��* �� ���� C|A|/ε2� ����� C > 0 �� �

��'����� ������	 �������"� �������� ������� ��� ����#����� � ����"

∀ ρ ∈ D(A),
∥∥∥R̂(ρ)− R(ρ)

∥∥∥
∞

� ε

|A| ,

����� �#'�����" ������� ����� ��� �" 1 � p � ∞� R̂ �� � ε.�����(������ �� R � (1→p).���� � ��� ����

����

∀ ρ ∈ D(A),
∥∥∥R̂(ρ)− R(ρ)

∥∥∥
p
� ε

|A|1−1/p
. /�	�0

��� 1������ �� �'�������� ���� �� ������� ���� *� �� �������� �������" ��� � ���� ��� �" �����	 2���

����'�� ����� ��� � ����� ����� �� �� ��� ����" �� ������ ��� ��� ���� �� �����(������ � 3������

p.��� �������� � �1����� /�	�0 �� ��"#� �� ���� �� ���� �(���� �� #��� ��� 4�������5 ��	 ! �����

�� ���� ���� ���� �������� �� 1�����" �������� � ����� �� ������'� �����	 ����� ��'� � ���� ���

N : L(A) → L(B)� �� ���� ������ #� �������� � , �� � ���� ��� N̂ : L(A) → L(B) ���� )���� ��*

�� ����� �� �����#��� � ���� ����

∀ ρ ∈ D(A),
∥∥∥N̂(ρ)−N(ρ)

∥∥∥
p
� ε ‖N(ρ)‖p .

��� �������	� 
� ��� ��	 �������

������� ��	�
� ��� 0 < ε < 1 ��� ��	 N : L(A) → L(B) 
� � ��� ��� ��	� ����� ���� |E| � |A|, |B|�
���� 	���� ����	� � �� ��� N̂ : L(A) → L(B) ��	� ����� ���� �	 ���	 Cmax(|A|, |B|) log(|E|/ε)/ε2 ������

C > 0 �� � ��������� ����	��	� ��� ���� 	��	

∀ ρ ∈ D(A), −ε
(
N(ρ) +

Id

|B|
)

� N̂(ρ)−N(ρ) � ε

(
N(ρ) +

Id

|B|
)
. /�	60

����� ��	��� ��	� 	��	 �� N̂ ��	�� �� �!��	��� /�	60� 	��� �	 ���������" ������� 	��	 �	 ���������	�� N �� ��"

#���		��$���� �� 	�� ��������% �����

∀ p ∈ N, ∀ ρ ∈ D(A),
∥∥∥N̂(ρ)−N(ρ)

∥∥∥
p
� ε

(
‖N(ρ)‖p +

1

|B|1−1/p

)
.

&� ���	������� �� ���� 	�� ���	� ����	��% ��	 (1→1)$���� ���������	��� �� N 
" N̂

∀ ρ ∈ D(A),
∥∥∥N̂(ρ)−N(ρ)

∥∥∥
1
� 2ε,

�� ����� �� ��� ���	��� ������ 	��	 N̂ �� �	���	�"� ��� ��	 '��	 �� 	� �� ����� 2ε� 	���� ���������% ���� 	�� �����

�� ������ (�)�*��

7� �������� 1������ �� ���� ���� �� ��� �� �� ���������" � ������� �	8	9	 � ,��� �#'���� �#���'����

�� ��*� � �� �� �� ����� �� �� ��� ��������- �� � �� ��� ��� )����.��* s� ��� �� ���������" �� � ��*

1 ����� � ��* �� ���� s �������	 ���� �� �� ������ ��������'� ��" �� s �� ������� ��� ��� ������ �����

 ������	 :�� �� �� ����� ���� ��'�� ���� �� �� ���� #� ������ �� ���'� ���� ������ ������ ���� #�

��������� ������� ��� �� �������� #" ������� �	8	9	

7�� ����������� ���� #� #��� � ��� �(������ �� ��.����� ����� �������� ������	 2����"� ��� �"

N, d ∈ N ���� N � d� ����� �(��� ��� '������ |ψ1〉, . . . , |ψN 〉 � Cd ���� ����

1

N

N∑
k=1

|ψk〉〈ψk| = Id

d
.

;����� #" {|j〉, 1 � j � d} � ���������� #���� �� Cd� � �����#�� ��" �� ���������� ���� '������ �� �	�	 ��

��*� ��� ������

∀ 1 � k � N, |ψk〉 = 1√
d

d∑
j=1

e2iπjk/N |j〉. /�	�0



��

���� ���� �	 ���
 
�� ���� �� ��
�
 ������ |j〉� 1 � j � d� �
 
��� ����� 	�� ���� 1 � k � N � |〈ψk|j〉|2 = 1/d�

��� �
 ��� ���� ���� �� ��� ���������� ���� �� ���� �� ������� ���� ��� ���� ���
 N : L(A) → L(B)

���� ������ ��� �� ��� ����� �	 ��� 	������� ��� ���������
! �	 � �� ��� N̂ : L(A) → L(B) 
���
"�


∀ R ∈ H+(A), (1− ε)N(R)− ε(TrR)
Id

|B| � N̂(R) � (1 + ε)N(R) + ε(TrR)
Id

|B| , #$��%

���� �� ����

���� ��
 �� �� 
��� ���� ������ rK(N̂) � |A| �� rK(N̂) � |B|� &�
�'�
� ���� ���� ��� �� ���


N, N̂ 	��"���� ���'����� #$��% ����� �
 �(�������� �� ��� ����� ��� �� ���
 N∗, N̂∗ 	��"���� ���'����� #$�)%

�����

∀ R ∈ H+(B), (1− ε)N∗(R)− ε(TrR)
Id

|B| � N̂∗(R) � (1 + ε)N∗(R) + ε(TrR)
Id

|B| . #$�)%

*����'�� �� ���� �� ���� �� �
�����
�� �� ���� �� ���� ���������� �� ���� ���� ������ ��� �� ��� ����� �	

���
� ��(��������
�

+

��� "�
� �	 ��� ���� |B| � |A|� ��' ���
�'�� M : L(A) → L(B) � 
�,�����' (������,���

���� �������

#��� ���
�������%� -��� 
����"����� '�"�� ��� ���� ���

M : X ∈ L(A) 
→ |A|
|B|

|B|∑
i=1

〈ψi|X|ψi〉|xi〉〈xi| ∈ L(B), #$�./%

����� {|xi〉, 1 � i � |B|} �
 �� ����������� ��
�
 �	 B ��' |ψ1〉, . . . , |ψ|B|〉 ��� ���� ������
 �	 A� '�"��' �� ����


�	 �� ����������� ��
�
 {|j〉, 1 � j � |A|} �	 A �
 � �(������ #$�0%� 1�
� �� ������� ���� ��� ���
�'�������


�� ������� 2� ���� ���� ���
 �� �� �������3�' 	���� �

������� ������
 ���� {(|A|/|B|)|ψi〉〈ψi|}1�i�|B| 	���


� ����,1 �45- �� A #����� � ��
������� ��� ��
��"������ �	 ��� '����������� 	�� M%� 6����� � 	�� ����

1 � i � |B|� Ki =
√|A|/|B| |xi〉〈ψi|� �� ��� ������ ��,����� M : X ∈ L(A) 
→ ∑|B|

i=1KiXK
†
i ∈ L(B)� 
�

rK(M) � |B|� +�' ���� �� ������� ���� �� 
��� �
 ���� �� �
 ���� ����

���� �� ����������� M �� ��� 
��
�

�	 ������� $�7�. ���� 
������ ��

 ���� |B| 8���
 ��������
� 4�
���� ���� � ���
��������� 
�� |1〉 �
 
��� �����

	�� ���� 1 � i � |B|� |〈ψi|1〉|2 = 1/|A|� 
� ���� M(|1〉〈1|) = Id/|B|� 9��� �

��� ���� M̂ : L(A) → L(B) �
 �

���� ��� 
��� ���� M, M̂ 	��"�� �(������ #$��% 	�� 
��� 0 < ε < 1/2� ����� ��� ����
� �	 �(������ #$��% ���'


�� ����������� M̂(|1〉〈1|) � (1 − 2ε) Id/|B|� 
� ���� M̂(|1〉〈1|) ��
 �� ���� 	��� ����� +�' �����	���� �� ������ ��

���� rK(M̂) < |B|�
+

��� ��� ���� |A| � |B|� ��' ���
�'�� N : L(A) → L(B) � 
�,�����' ���

����,(������ �������� -���


����"����� '�"�� ��� ���� ���

N : X ∈ L(A) 
→
|A|∑
i=1

〈xi|X|xi〉|ψi〉〈ψi| ∈ L(B), #$�..%

����� {|xi〉, 1 � i � |A|} �
 �� ����������� ��
�
 �	 A ��' |ψ1〉, . . . , |ψ|A|〉 ��� ���� ������
 �� B� 6����� � 	��

���� 1 � i � |A|� Ki = |ψi〉〈xi|� �� ��� ������ ��,����� N : X ∈ L(A) 
→ ∑|A|
i=1KiXK

†
i ∈ L(B)� 
� rK(N) � |A|�

���� �� ���� �� 
��� ����� �� ���
� 	�� ������� ������
 �	 |ψ1〉, . . . , |ψ|A|〉� �� �
 ���� ����

���� �� �����������

N �� ��� 
��
� �	 ������� $�7�. ���� 
������ ��

 ���� |A| 8���
 ��������
� :�� ����� �� ����
� ���� ��� ���

'�"��' �� ����
 �	 �� ����������� ��
�
 {|j〉, 1 � j � |B|} �	 B �
 � �(������ #$�0%� 6���� ��� ����� ��� �	 N

�
 ��� �� ������ ���

N∗ : X ∈ L(B) 
→
|A|∑
i=1

〈ψi|X|ψi〉|xi〉〈xi| ∈ L(A),

�� ���� �� ���
 ��
� ���� M= (|B|/|A|)N∗ �
 �����
�� �	 ��� 	��� #$�./% #���� ��� ����
 �	 A ��' B 
������'%�

;����� �
 �� �����' 
����'� �	 M̂ : L(B) → L(A) �
 � ���� ��� 
��� ���� M, M̂ 	��"�� �(������ #$��%

#���� ��� ����
 �	 A ��' B 
������'% 	�� 
��� 0 < ε < 1/2� ���� �� ������ �� ���� rK(M̂) < |A|� ���
 ����


�(��������� ���� �	 N̂∗ : L(B) → L(A) �
 � �� ��� 
��� ���� N∗, N̂∗ 	��"�� �(������ #$�)% 	�� 
��� 0 < ε < 1/2�

���� �� ������ �� ���� rK(N̂) = rK(N̂∗) < |A|�
6������3�� � �� ��
� �
�����
��' ���� n � max(|A|, |B|) �
 	�� 
��� ����

�� �� ������� $�7�.� &�� �� �


��� ����� ������� �� ��� ��� log |E| 	����� ��� �� ������'� <� ��� ��
� �	 =����,������'> �������
� ���
� ��� �

�
 ��� �����
�' �	 
�?������ ����' 
����
� �� ��� ��
��� �?��������� ����� �
 ��� ������� �	 ������� $�7�7

������ ;������� �� ����� ��� (��
���� ���� ��  �������



������� �	 
����� ����� ���������� ��

������� ��	�	� ��� 0 < ε < 1 ��� ��	 N : L(A) → L(B) 
� � ��� ��� ��	� ����� ���� |E| � |A|, |B|�
���� 	���� ����	� � �� ��� N̂ : L(A) → L(B) ��	� ����� ���� �	 ���	 Cmax(|A|, |B|)/ε2 ������ C > 0 �� �

��������� ����	��	� ��� ���� 	��	

sup
ρ∈D(A)

∥∥∥N̂(ρ)−N(ρ)
∥∥∥
∞

� ε sup
ρ∈D(A)

‖N(ρ)‖∞ .

��� ����� �� �	
 ��� �
�����

�� � ������� ���� � ����������� �������� �	�	� �� �	�	� !� !��� ��� � ����� ��"����� ��#�����$ %�� ���� �%

�������� ψ1 &�'� ���(�)�������* ����� "�������� '�! �� +������,� ��#�����$	 ��� ����� ��-�����

�� ������� ������� ψ1 ����� "�������� ��� �������� � ������� � .����� �	/	 0�� ���������� �% +������,�

��#�����$ &�������� �� ������� �	/	� � ������� � .����� �	/* �� � �������$ ����� ��� �% �������� ψ1

����� "�������� !��� $���� ���������� �	�	� ����!	 1��� ���� � ��� ������ �� !��� �� � ��"���� ����� ������ �

��� �������� �% ���� ������� !� ����� ��� ��� %����!�� �������� ������ !���"�� � ��%���� �� �� ���'2

��"� � ��� "����� φ � Cn !� ���� ����� �$ φ ��� ����������� ���� ����� |φ〉〈φ| � Cn	


�������� ������ ��	 N : L(A) → L(B) 
� � ��� ��� ��	� ����� ���� |E|� ������ 
 

∀ ρ ∈ D(A), N(ρ) = TrE
[
V ρV †] , &�	�/*

!�� ���� �����	� V : A ↪→ B⊗ E�

��� �� "���� ���	 ���	�� ϕ �� E ����� ���	 	�� �� ��� Nϕ : L(A) → L(B) 
 

∀ ρ ∈ D(A), Nϕ(ρ) = |E| TrE
[
(Id⊗ ϕ)V ρV † (Id⊗ ϕ)

]
. &�	��*

#��� �� ���	 ���	��� x �� A� y �� B� ��� ���� ������ ���	 ���	��� ϕ1, . . . , ϕn �� E� ����������	� ���

���!���� � ����

∀ 0 < ε < 1, P

(∣∣∣∣∣ 1n
n∑
i=1

〈y|Nϕi
(x) |y〉 − 〈y|N(x) |y〉

∣∣∣∣∣ > ε〈y|N(x) |y〉
)

� e−cnε
2

,

����� c > 0 �� � ��������� ����	��	�

3 ����� �� ����"� ���� ���������� ������ !� !��� ��� -��� �% ��� � �������� � ��� ψ1(��� �% � ������

����� "������� �������� � ��� ����������	 ���� �� ��� ����� �% 4���� �	�	/ ����!	

����� ������ ��� d, s ∈ N� ��	 σ 
� � �	�	� �� Cd⊗Cs ��� y 
� � ���	 ���	�� �� Cd� #��	� !�� ϕ � ���!���� 

���	��
�	�� ���	 ���	�� �� Cs ����� 	�� ������ �����
��

Xϕ(σ, y) = Tr [y ⊗ ϕσ] .

���� Xϕ(σ, y) �� � ψ1 ������ �����
�� ��	� ���� ��� ψ1$���� ��	��! ��"

EXϕ(σ, y) =
1

s
Tr [y ⊗ Idσ] ��� ‖Xϕ(σ, y)‖ψ1

� 1

s
Tr [y ⊗ Idσ] . &�	��*

����!� �� ���� !��� ������ ���� %�� �$ p ∈ N !� ��"� %�� ϕ � ��%����$ ����������� ��� "����� � Cs 

Eϕ⊗p =
1(

s+p−1
p

)PSymp(Cs),

!���� PSymp(Cs) ������ ��� ��������� ���5����� ��� ��� ���������$ �$������� �������� �% (Cs)⊗p &��� 6��7

�� ������� � .����� �	� �% ���� ��������� %�� %������ �������*	

1�! ������ σy = TrCd [y ⊗ Idσ] ������"� �������� � Cs !� ��� ���� Xϕ(σ, y) = Tr [ϕσy]	 ���� !�

������$ ��"� %�� � ����� ��� -��� �������� � �#����� &�	��* ����$

EXϕ(σ, y) =
1

s
Tr [Idσy] =

1

s
Tr [y ⊗ Idσ] .

8��� �� ���� %�� �$ p ∈ N |Xϕ(σ, y)|p = (Tr [ϕσy])
p
= Tr

[
ϕ⊗p σ⊗p

y

]
	 �� �����%��� 

E |Xϕ(σ, y)|p = 1(
s+p−1
p

) Tr
[
PSymp(Cs)σ

⊗p
y

]
� 1(

s+p−1
p

) Tr
[
σ⊗p
y

]
�

(p
s
Tr [σy]

)p
,



��

����� ��� �	
� ����	���� �
 
����� �� ��� ����� �����
 p! � pp 	�� (s+ p− 1)!/(s− 1)! � sp� �� �� ��� ����

�� ��� 	
 �	���� ��� 
����� 
�	������ �� ��	���� ������� �	����

‖Xϕ(σ, y)‖ψ1 = sup
p∈N

(E |Xϕ(σ, y)|p)1/p
p

� 1

s
Tr [y ⊗ Idσ] .

���
 ��������
 ��� ����� ��  ���	 ����!�

����� �� ����������	 
���� "��� #�
� �� 	�� ��	� �� �	� ��$���
�� ��%�����

〈y|N(x)|y〉 = Tr
[
y ⊗ IdV xV †] 	�� ∀ ϕ ∈ SE, 〈y|Nϕ(x)|y〉 = |E| Tr [y ⊗ ϕV xV †] .

"�&�� ��� �	�� 1 � i � n� ��#�� ��� �	���� $	��	��� Yi = 〈y|Nϕi
(x)|y〉� '�  ���	 ����!� �������� ���� ���

��
��$	���� (�
� �	�� 	��$�� �� )��� ��	� ���
� 	�� ����������� ψ1 �	���� $	��	���
 ���� ��	� 〈y|N(x)|y〉
	�� ψ1%���� ����� ������� �� 〈y|N(x)|y〉� �� �� '���
����*
 ����	����� ���	���� 	
 ������� ��!�� �� +�	����

�� ������� ��!� �� ��� ��	�

∀ t > 0, P

(∣∣∣∣∣ 1n
n∑
i=1

Yi − 〈y|N(x)|y〉
∣∣∣∣∣ > t

)
� exp

(
−c0nmin

(
t2

〈y|N(x)|y〉2 ,
t

〈y|N(x)|y〉
))

,

����� c0 > 0 �
 	 ���$��
	� ���
�	��� ,�� ������

∀ 0 < ε < 1, P

(∣∣∣∣∣ 1n
n∑
i=1

Yi − 〈y|N(x)|y〉
∣∣∣∣∣ > ε〈y|N(x)|y〉

)
� e−c0nε

2

,

����� �
 �����
��� ��� ��
��� 	�������� �� -����
����� ������

.	$��� 	� �	�� ��� /#&�� x, y0 ��������	���� ����	���� �� -����
����� ������ �� �	� ��� ��� ��
 /��� 	�� x, y0

��������	��
 �� 	 
�	��	�� ���%	�������� 1� 	���	�
 	
 ��� ��������� -����
�����
 ����2 	�� ������ "��� ��	�

��� 	����	�� �
 $��� 
����	� �� ��� ��� ��	���� �� ��� ����$	���� �� 3$����4)�*
 ������� ����  �$�*
 ����	�

���	���� �� +�	���� �� ������� ��!�

����������� 	
�
�
 ��� N : L(A) → L(B) �� � ���� ���� �� ������������� �� �������	 ����!�� �	� ���

���� �	�� ������ ϕ �	 E ���	� ��� �� ��� Nϕ : L(A) → L(B) �� �	 �������	 ����2�� �� �� ��� ϕ1, . . . , ϕn
�	����	��	� �	�����!� ����������� �	�� ������� �	 E� ��� Nϕ(n) =

(∑n
i=1 Nϕi

)
/n� ���	� ��� �	� 0 < ε < 1�

P

(
∀ x ∈ SA, y ∈ SB,

∣∣〈y|Nϕ(n)(x)−N(x)|y〉∣∣ � ε〈y|N(x)|y〉+ ε

|B|
)

� 1−
(
24|E||B|

ε

)2(|A|+|B|)
e−cnε

2

,

"���� c > 0 �� � �	������! ��	���	��

������ 5�& 0 < α, β < 1 	�� ���
���� Aα,Bβ �����	� α, β%���
 ������ ��� ���� 
�����
 �� A,B� 
� ��	� �� 	


�	��	�� $��������� 	������� |Aα| � (3/α)2|A|, |Bβ | � (3/β)2|B| �
��  ���	 ��!�2 �� +�	���� �� ������� ��!��
����� �� -����
����� ����� 	�� ��� ����� ������ �� ��� ��	�� ��� 	�� ε > 0�

P
(∀ x ∈ Aα, y ∈ Bβ ,

∣∣〈y|Nϕ(n)(x)−N(x)|y〉∣∣ � ε〈y|N(x) |y〉) � 1−
(
3

α

)2|A| (
3

β

)2|B|
e−cnε

2

. ������

"��� #& ε > 0 	�� 
����
� ��	� E : L(A) → L(B) �
 	 .����������%���
��$��� �	� ����� �
 
��� ��	�

∀ x ∈ Aα, ∀ y ∈ Bβ , |〈y|E(x)|y〉| � ε〈y|N(x) |y〉. ����6�

,

��� ��	� E 	�������	��� 
	��
#�
 ��� ���������

 ��������

∀ x ∈ SA, ∀ y ∈ SB, |〈y|E(x)|y〉| � |E|. ����7�

"��� ��	� �� E �
 .��������%���
��$���� ���� ��� 	�� x, y� supv,v′ |〈y|E(|v〉〈v′|)|y〉| = supv |〈y|E(|v〉〈v|)|y〉| 	��
supw,w′ |〈w|E(|x〉〈x|)|w′〉| = supw |〈w|E(|x〉〈x|)|w〉| ����
 �
 ���	�
� ��� 	�� X� E(X†) = E(X)†�� .����� �� ����
�� �
���� �� �
 �	��� �� �� )��� �� ���� ��	� 	

������� ����7� �
 	���	��� ���$	���� ��

∀ x, x′ ∈ SA, ∀ y, y′ ∈ SB,

{
|〈y|E(|x〉〈x′|)|y〉| � |E|
|〈y|E(|x〉〈x|)|y′〉| � |E| .



������� �	 
����� ����� ���������� ��

���� ��� �� ��� ������� x ∈ SA� y ∈ SB� �� ���  � !�"���� ���� ����� �#��� x̃ ∈ Aα� ỹ ∈ Bβ ���� ����

‖x− x̃‖ � α� ‖y − ỹ‖ � β	 ����� "��� �� ���

|〈y|E(|x〉〈x|)|y〉| � |〈ỹ|E(|x〉〈x|)|ỹ〉|+ |〈y − ỹ|E(|x〉〈x|)|ỹ〉|+ |〈y|E(|x〉〈x|)|y − ỹ〉|
� |〈ỹ|E(|x〉〈x|)|ỹ〉|+ 2β|E|,

����� ��� ����! ��$������ ������� ���� ���  ��!�!��� �������� %�	�&' �� E� ��� ��! ���� ��� ���� ����

‖y − ỹ‖ � β	 ��� ����������  ������ ‖x− x̃‖ � α�

|〈ỹ|E(|x〉〈x|)|ỹ〉| � |〈ỹ|E(|x̃〉〈x̃|)|ỹ〉|+ |〈ỹ|E(|x− x̃〉〈x̃|)|ỹ〉|+ |〈ỹ|E(|x〉〈x− x̃|)|ỹ〉|
� |〈ỹ|E(|x̃〉〈x̃|)|ỹ〉|+ 2α|E|.

�����( ��(����� ��� ��� �������� �����  ��!�� �� ��� ���� �� �������� ����

|〈y|E(|x〉〈x|)|y〉| � |〈ỹ|E(|x̃〉〈x̃|)|ỹ〉|+ 2|E|(α+ β) � ε〈ỹ|N(|x̃〉〈x̃|)|ỹ〉+ 2|E|(α+ β),

����� ��� ����! ��$������ ��  � ��������� %�	�)' � E	 *��� ��(��( +��� ��  ����� %���( ���� ���� ���� N

�����"�� ���  ��!�!��� �������� |〈y|N(|x〉〈x′|)|y′〉| � 1 ��� �� x, x′ ∈ SA �! y, y′ ∈ SB'� �� (��

〈ỹ|N(|x̃〉〈x̃|)|ỹ〉 � 〈y|N(|x〉〈x|)|y〉+ 2(α+ β).

,� ���������� ���� �� � ��� ��

|〈y|E(x)|y〉| � ε
(〈y|N(x)|y〉+ 2(α+ β)

)
+ 2|E|(α+ β) � ε〈y|N(x)|y〉+ 4|E|(α+ β).

���������� ������( α = β = ε/(8|E||B|) %�! � �����( �����  � ��� ��� Nϕ(n) �� ���������!� Nϕ(n) −N ���"���

��!���� %�	�&''� �� ������� ���� �$����� %�	��' ����� ��� �� ε > 0�

P

(
∀ x ∈ SA, y ∈ SB,

∣∣〈y|Nϕ(n)(x)−N(x)|y〉∣∣ � ε〈y|N(x) |y〉+ ε

|B|
)

� 1−
(
24|E||B|

ε

)2(|A|+|B|)
e−cnε

2

,

����� �� �#����� ���� �� ����! �� ����	

����������� 	
�
�
 ��� N : L(A) → L(B) �� � ���� 	�
� �� ����������� �� �������� %�	�-'� ��� ���

��� ���� ����� ϕ �� E ����� ��� �� 	�
 Nϕ : L(A) → L(B) �� �� �������� %�	�.'� ����� ��� ϕ1, . . . , ϕn
����
������ ������	�� ����������� ���� ������ �� E� ��� Nϕ(n) =

(∑n
i=1 Nϕi

)
/n� ����� ��� ��� 0 < ε < 1�

P

(
sup

x∈SA,y∈SB

∣∣〈y|Nϕ(n)(x)−N(x)|y〉∣∣ � ε sup
x∈SA,y∈SB

〈y|N(x)|y〉
)

� 1− 225|A|+|B|e−cnε
2

,

����� c > 0 �� � ��������� ��������

������ /� ���� ��(�� � � ��� ���� ������� �� ���� ��� !�� � ��� ����� �� ���������� �	0	.� �! ���� ����

���� �� ��� !������ ����	 �(��� "# 0 < α, β < 1/4 �! ����!�� Aα,Bβ ������ α, β1��� ����� ��� ���

������� �� A,B	 *��� "# ε > 0 �! ������� ���� E : L(A) → L(B) �� � �����������1��������( ��� ����� ��

���� �����

∀ x ∈ Aα, ∀ y ∈ Bβ , |〈y|E(x)|y〉| � ε〈y|N(x) |y〉.

���� ��� �� ��� ������� x ∈ SA� y ∈ SB�

|〈y|E(|x〉〈x|)|y〉| � ε
(〈y|N(|x〉〈x|)|y〉+ 2α supv,v′〈y|N(|v〉〈v′|)|y〉+ 2β supw,w′〈w|N(|x̃〉〈x̃|)|w′〉)
+ 2α supv,v′ |〈ỹ|E(|v〉〈v′|)|ỹ〉|+ 2β supw,w′ |〈w|E(|x〉〈x|)|w′〉| ,

����� x̃ ∈ Aα� ỹ ∈ Bβ ��� ���� ���� ‖x− x̃‖ � α� ‖y − ỹ‖ � β	 �! ����$������ ����( �������� ���� ���

������� x ∈ SA� y ∈ SB� �� (��

supx,y |〈y|E(x)|y〉| � ε(1 + 2(α+ β)) supx,y〈y|N(x)|y〉+ 2(α+ β) supx,y |〈y|E(x)|y〉| ,

���� �� �$����������

supx,y |〈y|E(x)|y〉| � ε
1 + 2(α+ β)

1− 2(α+ β)
supx,y〈y|N(x)|y〉.



��

���������	 
������ α = β = 1/5	 �� ���� (1+ 2(α+ β))/(1− 2(α+ β)) = 9 �� 3/α = 3/β = 15	 �� ���������

����� ����	 ��� �� 0 < ε < 1	

P

(
sup

x∈SA,y∈SB

∣∣〈y|Nϕ(n)(x)−N(x)|y〉∣∣ � 9ε sup
x∈SA,y∈SB

〈y|N(x)|y〉
)

� 1− 152(|A|+|B|)e−cnε
2

,

���
�	 ����� ���������� 9ε � ε	 ������� ���
����� ��� ������ ���
�� � ���������� ������

����� �� ������� 	
�
�
 ��
���� ���������������� �� ��������� �� 
���� 
���������	 �� ������� ���� ������

����� ���� ���� ����� ������ � �������� 
����� c > 0 ��
� ����	 ��� �� ε > 0	

P

(
∀ ρ ∈ D(A),

∣∣Nϕ(n)(ρ)−N(ρ)
∣∣ � ε

(
N(ρ) +

Id

|B|
))

� 1−
(
24|E||B|

ε

)2(|A|+|B|)
e−cnε

2

.

��� ������ �� ��� ������ ��!������ ��
���� ������ ���	 ���	 1/2 �� ��� �� n � Cmax(|A|, |B|) log(|E|/ε)/ε2	
��� C > 0 ���� �������� 
������

"�
����������	 ���� �� ���� ���� ����� �� ���� ����� ������ � 
��������� �������� ��� N(n) ���� #����

��$ n � Cmax(|A|, |B|) log(|E|/ε)/ε2	 ��� C > 0 ���� �������� 
�����	 ��
� ����	

∀ ρ ∈ D(A), −ε
(
N(ρ) +

Id

|B|
)

� N(n)(ρ)−N(ρ) � ε

(
N(ρ) +

Id

|B|
)
. %��&'(

) �����
����	 �!����� %��&'( ������� ����	 ��� �� ρ ∈ D(A)	
∣∣Tr (N(n)(ρ)

)− 1
∣∣ � 2ε	 �� ���� N(n) �� ������

���
� ���������	 �� �� � ����� 2ε� *� � 
���!��
� �� �!����� %��&'(	 �� ���� ����

∀ ρ ∈ D(A),
∥∥∥N(n)(ρ)−N(ρ)

∥∥∥
1
� 2ε, %��&+(

�� �� ��� ��� ��
� ���
����� ������������	 �� �� �
������ �������� �� ������ ���� N(n) �� ����
��� ���
�

���������� )����	 ����� �� {K1, . . . ,Kn} � ��� �� #���� ��������� ��� N(n)	 �� ��� S =
∑n
i=1K

†
iKi�

,!����� %��&+( ��������� ���� ‖S − Id‖∞ � 2ε	 �� ���� S �� � �����
���� ���������	 �� ��� �� ε < 1/2�

-�
�	 ������ � ��� ��!��� ����	 � ��
�	 ε < 1/4	 �� 
������ ��� 
��������� �������� ��� N̂(n) �����

{K1S
−1/2, . . . ,KnS

−1/2} �� � ��� �� #���� ���������	 ���
� ���� ���� N̂(n)(·) = N(n)(S−1/2 · S−1/2)� ���

������ �� ���
� ��������� �� 
�����
���	 �� ��
� ����

∀ ρ ∈ D(A),
∥∥∥N̂(n)(ρ)−N(ρ)

∥∥∥
1
�

∥∥∥N̂(n)(ρ)−N(n)(ρ)
∥∥∥
1
+

∥∥∥N(n)(ρ)−N(ρ)
∥∥∥
1
� 5ε. %���.(

)����	 ��� �� ρ ∈ D(A)	 �� ���� ��� 
��� �� ��!��������

‖S−1/2ρS−1/2 − ρ‖1 �
(
‖S−1/2‖∞ + ‖Id‖∞

)
‖ρ‖1‖S−1/2 − Id‖∞ � (1 + 2ε+ 1) 2ε � 3ε,

����� ��� /��� ��!������ ������� ���� ��� ������� �� -0���� ��!�������� %����� ������ ���
�� ����	 ������

Δ = Id− S−1/2	 �� 
� ������� S−1/2ρS−1/2 − ρ �� ΔρId + S−1/2ρΔ(	 ����� ��� ��
�� ��!������ �� ��
����	

��� �� 0 < x < 1/4	 (1 + 2x)−1/2 � 1 − x �� (1 − 2x)−1/2 � 1 + 2x	 �� ���� ‖S−1/2‖∞ � 1 + 2ε ��

‖S−1/2 − Id‖∞ � 2ε� ���� ������� ����	 ��� �� ρ ∈ D(A)	∥∥∥N̂(n)(ρ)−N(n)(ρ)
∥∥∥
1
=

∥∥∥N(n)
(
S−1/2ρS−1/2 − ρ

)∥∥∥
1
� 3ε,

���
�	 
������ ���� %��&+(	 1����/�� ��� ���� ��!������ � %���.(�

���� 
�
����� ��� ����� �� ������� �� �& �� �� "����$ �� �� �������� ���

����� �� ������� 	
�
�
 �� ����������� �� ���� ������ ������ ��� ������	 �� ������� ���� ���������� ����� ����

����� ������ � �������� 
����� c > 0 ��
� ����	 ��� �� ε > 0	

P

(
sup

ρ∈D(A)

∥∥Nϕ(n)(ρ)−N(ρ)
∥∥
∞ � ε sup

ρ∈D(A)

‖N(ρ)‖∞
)

� 1− 144|A|+|B|e−cnε
2

.

��� ������ �� ��� ������ ��!������ ��
���� ������ ���	 ���	 1/2 �� ��� �� n � Cmax(|A|, |B|)/ε2	 ��� C > 0

���� �������� 
������ *� ��� ����� �� ������� �� � �� ���� 
��������



������� �	 
����� ����� ���������� ��

��� ������	��
�� ��� ���
������

����� ������	
��	� 	 ���
� �� ������ �����	�� �� ����	�	��

���� ������	 
������ ��� ���� �� ���� �����
���������� ����������� �� ������ ����� ��	���	�	
 �����������	

�� ���	�� ���		��� �	 ����� �����	�� ������� ���	 ��� (1→1)�	�� �����	�� ����� ������� �� �� 	���

����	 � ����� ρ �	 ���  ��!��� ����� H" �� ��#	�" ��� �	� p ∈]1,∞[" ��� $%	�� �	����� �� ����� p ��

Sp(ρ) = − p

p− 1
log ‖ρ‖p,

�	� ��� ������ ��#	����	 �� ����	��� !� ��	��	���� �� p ∈ {1,∞} ��

S1(ρ) = S(ρ) = −Tr(ρ log ρ) �	� S∞(ρ) = − log λmax(ρ).

$%	�� p��	������� ���� ������ ��� ���	� �� �	�������	 �����	� �	 � ���	�� �����" 
�	�����&�	
 ��� ����

p = 1 �� ��� ��	 '���		 �	����� �	�������� �	 (������ )" *�����	 )��� +������" 
���	 ������ ρ, σ �	 ���

 ��!��� ����� H" ����� #������ �� ��#	�� �� F (ρ, σ) = ‖√ρ√σ‖1�
'��" 
���	 � ���		�� N" ��� ��� �	���  ��!��� ����� A �� ��� ������  ��!��� ����� B" �� �� ����� �����

��	� �� �	������	� ���	������ ���� �� ��� �	�� ������ $%	�� p��	�����" ���� Smin
p (N) = minρ∈D(A) Sp

(
N(ρ)

)
"

�� ��� ���� ������ #������ ���� � #��� ����� σ �	 B" ���� Fmax(N, σ) = maxρ∈D(A) F
(
N(ρ), σ

)
�  �	�� ���

�	������ �� ����	
 � ���		�� N̂ ����� �� ������ ���	 N !�� 	����������� ������ ������������ ��� ��� Smin
p

�	� Fmax(·, σ)�
����������� 	
	
�
 ��� N : L(A) → L(B) �� � ���� 	�
� �� ����	� ���� ��� �� 	�
 N̂ : L(A) → L(B)

��������

∀ ρ ∈ D(A), (1− ε)N(ρ)− ε
Id

|B| � N̂(ρ) � (1 + ε)N(ρ) + ε
Id

|B| , ���)��

��� ��	� 0 < ε < 1/2� ����� ��� ��� p ∈]1,∞]� �� ����

∀ ρ ∈ D(A), Sp
(
N(ρ)

)− p

p− 1
2ε � Sp

(
N̂(ρ)

)
� Sp

(
N(ρ)

)
+

p

p− 1
4ε.

������ ��� ��� p ∈]1,∞]� N̂ �� ����� �� N �� ���	� �� ���
�� p������
���� �� ��� ����� ����

∀ ρ ∈ D(A),
∣∣∣Sp(N̂(ρ)

)− Sp
(
N(ρ)

)∣∣∣ � p

p− 1
4ε.

������ *����	
 σ = N(ρ)" σ̂ = N̂(ρ) �	� τ = Id/|B|" �� ��	 �������� �������	 ���)�� �� ��� ��� �	����������

σ̂ � (1 + ε)σ + ετ �	� σ � 1

1− ε
σ̂ +

ε

1− ε
τ � (1 + 2ε)σ̂ + 2ετ.

+� �������� �	���	����� �	� ��� ����	
�� �	�������� ��� ‖ · ‖p" ����� ���� ��� ��� ��������

‖σ̂‖p � (1 + ε)‖σ‖p + ε‖τ‖p �	� ‖σ‖p � (1 + 2ε)‖σ̂‖p + 2ε‖τ‖p. ���))�

'��" ��� ��� #��� �	�������� �	 �������	 ���))�" �� 
��

log ‖σ̂‖p � log ((1 + ε)‖σ‖p + ε‖τ‖p) � log(1 + ε) + log ‖σ‖p + ε

1 + ε

‖τ‖p
‖σ‖p � log ‖σ‖p + 2ε,

����� �� ���� #��� ���� log �� 	�	���������	
" ���	 ����� ���� log(1 + x) � x" �	� #	���� ���� ‖σ‖p � ‖τ‖p�
*�������" �� ������ ��� ��� ����	� �	�������� �	 �������	 ���))� ����

log ‖σ‖p � log ‖σ̂‖p + 4ε.

,��������	
 ��� ��� �������� �	���������� !� −p/(p− 1) < 0" �� ���	������ �!���	

Sp(σ̂) � Sp(σ)− p

p− 1
2ε �	� Sp(σ) � Sp(σ̂)− p

p− 1
4ε.

-	� ��� ��� ��	������	� �� .���������	 ����� �������



��

����������� 	
	
�
 ��� N : L(A) → L(B) �� � ���� 	�
� �� ����	� ���� ��� �� 	�
 N̂ : L(A) → L(B)

��������

∀ ρ ∈ D(A),
∥∥∥N̂(ρ)−N(ρ)

∥∥∥
1
� 2ε

log |B| , ������

��� ��	� 0 < ε < 1/2� ����� �� ����

∀ ρ ∈ D(A),
∣∣∣S(N̂(ρ)

)− S
(
N(ρ)

)∣∣∣ � ε+
2ε

log |B| +
√

ε

log |B| .

������ N̂ �� ����� �� N �� ���	� �� ���
�� �����
���� �� ��� ����� ����

∀ ρ ∈ D(A),
∣∣∣S(N̂(ρ)

)− S
(
N(ρ)

)∣∣∣ � 4
√
ε.

������ �	 
������������ ��������	 ����� ������� ������ ������ � ��∣∣∣S(N̂(ρ)
)− S

(
N(ρ)

)∣∣∣ � ε− ε

log |B| log
(

ε

log |B|
)

−
(
1− ε

log |B|
)
log

(
1− ε

log |B|
)
.

!�"� #�� ��	 0 < x < 1/2� "  �$ �� �  ��  ��� x log(1/x) � √
x� " �� "  �$ �� �  �� �  ���

log(1/(1− x)) � log(1 + 2x) � 2x �� � �� (1− x) log(1/(1− x)) � 2x� ��� �  %��%������� �# &���������� �����

� � #����"�

������ 	
	
�
 ��� 0 < ε < 1 �� ��� N : L(A) → L(B) �� � ���� 	�
 ���� ����� ���� |E| � |A|, |B|�
����� ����� ������ � �� 	�
 N̂ : L(A) → L(B) ���� ����� ���� �� 	��� Cmax(|A|, |B|) log(|E|/ε)/ε2  �����

C > 0 �� � ��������� ��������! �� ���� ����

∀ p ∈]1,∞], ∀ ρ ∈ D(A),
∣∣∣Sp(N̂(ρ)

)− Sp
(
N(ρ)

)∣∣∣ � p

p− 1
ε.

"������ ����� ������ � ���� 	�
 N̂′ : L(A) → L(B) ���� ����� ���� �� 	��� Cmax(|A|, |B|) log5(|E|/ε2)/ε4
 ����� C > 0 �� � ��������� ��������! �� ���� ����

∀ ρ ∈ D(A),
∣∣∣S(N̂′(ρ)

)− S
(
N(ρ)

)∣∣∣ � ε. ������

������ ' �� �� � ���%� %������% �# ' ��� ������ %��(��� "�� &����������� ����� ��� ������

) �����	 ��*�� �(��� ���������	 �� ' ��� ������ � �"��* � �� � � ���� +��� ��� ,&'& ����

N : L(A) → L(B) #�� " �% �� ���� |A| �� |B| -���� �������� �� ��� �� �����+���� � � �� �  ��� �#

������� ���.�� ) "��� ��" ���(��� � ��� $� �� *� �  "�/� ������ �# �����+������� �# ������� �������

� -��������/ �# �� ���� |A| �� |B| ��* �� �� ��� %���� ����� ( �%����	�

0� N : X ∈ L(A) 
→ TrE(V XV
†) ∈ L(B) ( � ,&'& ��� "�� ������	 V : A ↪→ B⊗E� 1�$� ρ ∈ D(A)�

" %������ ��� ����� �����	 S(ρ)� ��� ������ �����	 S (N(ρ))� ��� ��� �����	 +% ��* S (ρ,N)� '  �����

�������	 �� �2�� �� #����"�3 �� ϕA′A ( �� +������ �# ρA� ϕ̃A′BE = (IdA′ ⊗ VA→BE)ϕA′A� ��� ��

S (ρA,NA→B) = S (TrE ϕ̃A′BE) = S (TrA′B ϕ̃A′BE) .

�	 �����*���$��	 �# �  ���� ��� �  ���� �# � ������� % ����� " � �  �$ �� �4��� 5%���� ����

∀ ρ ∈ D(A), |S(ρ)− S(N(ρ))| � S(ρ,N).

6�� #�� ��	 ρ ∈ D(A)� �($�����	 S(ρ,N) � log |E|� ���  �% �� � %������%�

log |E| � max {|S(ρ)− S(N(ρ))| : ρ ∈ D(A)} .
7� �����%����� " ��	 ���$ �  �"� #����"��* ��"� (����� �� |E|� #�� %����� ,&'& ���� N�

∃ ψA : N(ψA) =
IdB
|B| ⇒ |E| � |B| ��� ∃ ψB : N

(
IdA
|A|

)
= ψB ⇒ |E| � |A| . ������

��� � �� ������ �����+�����	 ��� #�� �� �����+������� �# N� ,��%���	� �� N̂ : L(A) → L(B) ( � ,&'&

��� ��% � ��

∀ ρ ∈ D(A),
∣∣∣S(N̂(ρ)

)− S
(
N(ρ)

)∣∣∣ � ε.



������� �	 
����� ����� ���������� ��

�� N �������� ��� ���� ������� � ������� ��	�� ! ���

S
(
N̂(ψA)

)
� S

(
N(ψA)

)− ε = log |B| − ε, �� ���� log rK
(
N̂
)
� log |B| − ε, �	�	 rK

(
N̂
)
� e−ε|B|.

�� �� N �������� ��� ����� ������� � ������� ��	�� ! ���

S

(
N̂

(
IdA
|A|

))
� S

(
N

(
IdA
|A|

))
+ ε = ε, �� ���� log rK

(
N̂
)
� log |A| − ε, �	�	 rK

(
N̂
)
� e−ε|A|.

���������! ��� �������� �� ���� ����" �� ����! � ������� �	�	#! rK
(
N̂
)
� (1 − ε)max(|A|, |B|) �� ��� ����

�������"! � $�����! �� ��%� ��� �����" �����&������ ��	�' 	 �� ����������" ����� �� ���� ����� �� � �����(

������� ��)�� *��� � rK
(
N̂
)

�� ���� ��� ������ �����! ����"

rK
(
N̂
)
� (1− ε)max {|S(ρ)− S(N(ρ))| : ρ ∈ D(A)} .

����������� 	
	
�
 ��� N : L(A) → L(B) �� � ���� 	�
� �� ����	� ���� ��� �� 	�
 N̂ : L(A) → L(B)

��������

∀ ρ ∈ D(A), (1− ε)N(ρ)− ε
Id

|B| � N̂(ρ) � (1 + ε)N(ρ) + ε
Id

|B| , ��	�+ 

��� ��	� 0 < ε < 1/2� ����� N̂ �� ����� �� N �� ���	� �� ���
�� ��������� �� ��� ����� ����

∀ ρ ∈ D(A), ∀ ω ∈ D(B),
∣∣∣F (

N̂(ρ), ω
)− F

(
N(ρ), ω

)∣∣∣ � 3√
2

√
ε.

������ �� ���� � ��� ����� �� ���������� �	�	,! �����$ σ = N(ρ)! σ̂ = N̂(ρ) �� τ = Id/|B|! )� �� ��()����

������� ��	�+ �� ��� �)� ����������� σ̂ � (1 + ε)σ + ετ �� σ � (1 + 2ε)σ̂ + 2ετ 	 -" �������� ���������"

�� F (·, ω)! �� ��� ���� ���� �� �� ����� *����� *" 1! ����� ����" ��� �)� ���������

F (σ̂, ω) �
√
1 + ε F (σ, ω) +

√
ε F (τ, ω) � F (σ, ω) +

ε

2
+

√
ε,

F (σ, ω) �
√
1 + 2ε F (σ̂, ω) +

√
2ε F

(
τ, ω) � F (σ̂, ω) + ε+

√
2ε.

.����"! /��� �*���%�$ ���� ε �
√
ε/2 ��� 0 < ε < 1/2! ��� �������� �� ���������� �	�	' �������" �����)�	

������ 	
	
	
 ��� 0 < ε < 1 �� ��� N : L(A) → L(B) �� � ���� 	�
 ���� ����� ���� |E| � |A|, |B|�
����� ����� ������ � �� 	�
 N̂ : L(A) → L(B) ���� ����� ���� �� 	��� Cmax(|A|, |B|) log(|E|/ε)/ε4 ������

C > 0 �� � ��������� �������� �� ���� ����

∀ ρ ∈ D(A), ∀ ω ∈ D(B),
∣∣∣F (

N̂(ρ), ω
)− F

(
N(ρ), ω

)∣∣∣ � ε.

������ ���� �� � ������ ��������� �� ������� �	#	,! ���*��� )��� ���������� �	�	'	

����� �����	
��� �� 
���������� ���� ��� ����	�
��

�� )�� �*���%�� � 0112! 3����� #! ���� � ε(������4�$ ����� ��	�	 � ����� )���� �� � ε(�����&������

�� ��� ����" ������4�$ ����� �����&������" ������"� ��� ����������� *��)�� ��� �"���� �� ���� � ��

�" �"���� ��� ������ ��$�� *� ������� ��! � ��� �����)�$ �)� �����5 .���� �� ���! � ����� )���� �� �������"

/��� ����������" ���������� *������ ������ ����������� ��� � ����� )���� �" ������*�� ����� �� ��� ����� ��

� ������� �����! � 1(��� ������� 	 �� ����� �� ���! )����%�� ��� ������ �����! ��� ����������� ������ �

�� *����� ������ �%���*�� �� ����� �*���%��� ��� � ����� )���� �" ����� �� ��� ����� �� � ������� �����! �

��()�"(67��(��� ������� 	 ����! ��%�$ � ε(������4�$ ����� )��� ��) 8���� ��������� �� *� ���

�� ��%�$ � �9���� )�" �� �������� � �"���� �� ������� ���� ��� �%������	 ���:� �� ������� �	#	,!

)� �� $������4� ����� ������� ��� ������� �	�	+ *���)	 ��� ������ �� �������� �� ������� ; ��� � �������

������� �� ������" ���������� ���������� ���� ����� �� ��� ��()�"(67��(��� �� ���� ���� � ���

����� �� ����(���:�$ �� ����(����$	



��

������� ����	� ��� A,B,C �� ������� 	
���	 ��� �		��� ���� d = max(|A|, |B|) < +∞� ��� ��� 0 < ε < 1

��� σ∗
B ∈ D(B) ����� ���	�	 � ���� ��
 N̂ : L(A) → L(B) ���� ����	 ���� �� ��	� Cd log(d/ε)/ε2 ������

C > 0 �	 � ������	�� ���	���� ��� 	��� ����

∀ ρAC ∈ S(A:C),
∥∥∥N̂⊗ Id(ρAC)− σ∗

B ⊗ ρC

∥∥∥
1
� ε, ������

∀ ρAC ∈ D(A⊗ C),
∥∥∥N̂⊗ Id(ρAC)− σ∗

B ⊗ ρC

∥∥∥
LOCC→(B:C)

� ε. ������

����!� 	
��
 �
 �����

�� ����
��� ���� ��� N : XA ∈ L(A) 
→ (TrXA)σ
∗
B ∈ L(B) ���
� N �
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%��� � ���� ��� N̂ : L(A) → L(B) &��

'���� ���( � ��� Cd log(d/ε)/ε2 ���� ��

∀ ρA ∈ D(A),
∥∥∥N̂(ρA)−N(ρA)

∥∥∥
1
� ε ��
�

∥∥∥N̂(ρA)− σ∗
B

∥∥∥
1
� ε.
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/����� ������$ �
 ρAC ∈ S(A:C)$ ��
� ρAC =
∑
x pxρ

(x)
A ⊗ ρ

(x)
C � ��
�$∥∥∥N̂⊗ Id(ρAC)− σ∗

B ⊗ ρC

∥∥∥
1
=

∥∥∥∥∥∑
x

px

(
N̂

(
ρ
(x)
A

)
− σ∗

B

)
⊗ ρ

(x)
C

∥∥∥∥∥
1

�
∑
x

px

∥∥∥N̂(
ρ
(x)
A

)
− σ∗

B

∥∥∥
1
� ε,
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�
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 ��� ��
/����� �� 1
����
$ 1� ���������$ ��� 
��� x$
∥∥N̂(

ρ
(x)
A

)− σ∗
B

∥∥
1
� ε$ ���

∑
x px = 1�

3� ��� 
/����� ������$ �
 M =
(
M

(x)
B ⊗M

(x)
C

)
x
∈ LOCC→(B:C)$ ��
� ��� 
��� x$ 0 � M

(x)
B ,M

(x)
C � Id$

���
∑
xM

(x)
B = Id� ��
�$ ��� ��� ρAC ∈ D(A⊗ C)$∥∥∥N̂⊗ Id(ρAC)−N⊗ Id(ρAC)

∥∥∥
M

=
∑
x

∣∣∣Tr [M (x)
B ⊗M
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C

(
N̂⊗ Id(ρAC)−N⊗ Id(ρAC)
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=

∑
x

∣∣∣Tr [(N̂∗
(
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(x)
B

)
−N∗

(
M

(x)
B

))
⊗M

(x)
C ρAC

]∣∣∣
�

∑
x

∥∥∥N̂∗
(
M

(x)
B

)
−N∗

(
M

(x)
B
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��� x$
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)−N∗(M (x)
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)∥∥
∞ � εTrM

(x)
B /|B|$ ��� ∑

x TrM
(x)
B = |B|�
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Wλ : X ∈ L(A) 
→ 1

|A|+ 2λ− 1

[
(TrX)Id + (2λ− 1)XT

] ∈ L(A), 0 � λ � 1.
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max
ρ∈D(A)

‖Wλ(ρ)‖∞ =

{
2λ/(|A|+ 2λ− 1) �� λ � 1/2

1/(|A|+ 2λ− 1) �� λ < 1/2
� 2

|A| .
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%��� � �� ��� Ŵλ : L(A) → L(A)

&�� '���� ���( � ��� C|A|/ε2 �&�
�
 C > 0 �� � ��� 
���� ������� ���� ��

∀ ρ ∈ D(A),
∥∥∥Ŵλ(ρ)− Wλ(ρ)

∥∥∥
∞

� ε

|A| .

+� &����$ ��� �
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��
� ���� ���� ��� 1
 (ε/|A|)4�����%���
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 ��
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� �� (1→1)4���� ������
� 1� �� ���� �� ��� '���� ���( C|A|/ε2 � |A|2�
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����( � ε*������� �& ��� �%� �� ����$ %���� ����%� �� ������ �����+������ ������� � ����� �& �������
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→ Tr(AB) �� ��!�� ���

.�	����
� ����	����� /� ��
� �������� �� 
������� �� ��� �����
� ���
���� ���	�!�� �� ��
���� �� ��	���� ��0� �

�������	� ��� �������� ���1 [−Id, Id] ��
��� ��� ��� ��� �� A ∈ H(Cd) ��	� ��
� −Id � A � Id� /� ����� ����

[−Id, Id] �� ��� ,������
� �
�� �� ��� ���� "
�� ��� ‖ · ‖∞ �� L(Cd)�

+� 
��� ��� ��� �������� 	���������1 ������� 
 ������
 �� ����� ��� ��� ��������� �� 
 $��"(��
	�� �� ��

�
	���� ���������� ��
� ��� ������ �
2� ��� ������� �
���

��� ����� 	
� ����
�����	����� 
����

/� #�
���� ��	�
��	�� ��� ��
�� �� 
 d*���������
� ������ �� ���	��"�� "� 
 �������� ����
��� �� Cd ��� ��
	�

1�  �� ���� �����
� ���� �� 
 ��
�������� ��
� �
� "� ��������� �� ��	� 
 #�
���� ������ �� ��	���
����

"� ��� ����
���� �� 3������� 4���
���*5
���� ��
����� $345��(� 6���� 
 ��� Ω �#������ ��� 
 σ*
���"�
 F�


 345� �� Cd �� 
 �
� M : F→ H+(C
d) ��	� �� σ*
������� 
�� ��	� ��
� M(Ω) = Id� /� ���� ��!������ ���

��
	� (Ω,F) 	���� �������
��� "� ��!����� �� ��
� ��� 345�� ��!��� �� �� ���� "� 	���������� ,������ �

����� ������	� ��������� �� ��� ��"	�
�� �� ���	���� 345��� 
�� 
 �
�� ����� �� ���� 	�
���� �� �� ��"��
���
�� ����

7	��������� �� ���	����8 ��
��������  �� ��
��� �� �������� �� ��
���� &� ��	���� &��� ��� ��� �����	
� �����
�����

"����� ���� �
����
��	
� ����
�����

) ���	���� 345� �� 
 345� �� ��	� ��� ���������� σ*
���"�
 F �� ��#����� �� "� !����� /� ��
� 	
�� �����

�� 
 !���� �
������� Ω = A1 ∪ · · · ∪An �����
���� F�  �� �������� ����
���� Mi = M(Ai) 
�� ����� �������� �� 
�

��� �������� �� ��� 345�� 
�� ���� �
����� ��� 	�������� M1 + · · ·+Mn = Id� +� ���
��� �������� 
 ���	����

345� ��� ��� ��� �� ��� �������� "� ������ M = (Mi)1�i�n�  �� ����� ��� {1, . . . , n} �
"��� ��� ���	����
�� ��� ��
���������  �� ������� n �� ���� ��� ���"�� �� ���	���� �� M 
�� 	
� "� ���� 
� 
 	���� 
� ��

��
���� ��� 	��������� �� M�

+�
� �
����� ��� ��
������ ��� 
 345� M 
 #�
���� ������ �� 
 ��
�� ρ9 /� ��� 	
�� �� 
 ���	����

345� M = (Mi)1�i�n� � 2�� ���� :���;� ���� ��
� ��� ���	��� i �� ������ ��� ���"
"����� Tr(ρMi)�  ���

������ ������
 	
� "� ���� �� #�
����� ��� �<	���	� �� 
 345� �� ������� ��� �
�2 �� ��
�� ���	�����
�����

��
�� ���	�����
���� 	
� "� ���	��"�� 
� ������1 
 #�
���� ������ �� ����
��� �� 
� ��2��� ��
�� ��	� ��

������ ρ �� σ $"��� ���������� "���� 
 ������ �#�
��� ��2���(� 
�� � �
�� �� ����� ��� ��2��� ��
��� )����

��
������ �� ��� ��� ���	���� 345� M = (Mi)1�i�n� ��� �����
� ���
����� "
��� �� ��� �
����� ��2�������

���"
"������ ��
�� �� 
 ���"
"����� �� ���� ����� �#�
� �� %��=� ��&'

Perror =
1

2

(
1− 1

2

n∑
i=1

|Tr(ρMi)− Tr(σMi)|
)
.

/� ���� 	������� ��� #�
����� (
∑n
i=1 |Tr(ρMi)− Tr(σMi)|) /2 �� ��������� 	
���� ��� "�
� �� ��� 345� M �� ���

��
�� �
�� (ρ, σ)�

>������� %�0?'� � �������	� 
 ���� �� H(Cd)� 	
���� ��� �����������
"����� ���� 
���	�
��� �� M� 
��

��!��� ��� Δ ∈ H(Cd) "�

‖Δ‖M =
n∑
i=1

|Tr(ΔMi)| . $���(

/� �� ��	� ��
� Perror = (1− ‖ρ− σ‖M/2) /2� 
�� ���� #�
���!�� �� ������� ��� 345� M �� �� ���	�����
����

��� ��
�� ���� 
������ ��� ��� ��
����� ���"
"����� �� ������

 �� ����������� 7����8 �� �������� 
"����� ���	� ��� �
� �
�� ‖Δ‖M = 0 ��� 
 ���@��� Δ ∈ H(Cd)�  ��

���	����
� ‖ · ‖M �� ������ 
�
�� 
 ����*����� 
�� �� �� �
�� �� 	��	2 ��
� ‖ · ‖M �� 
 ���� �� 
�� ���� �� ���

345� �������� (Mi)1�i�n ��
� H(Cd) 
� 
 ��	��� ��
	�� ��	� 345�� 
�� 	
���� ������
����
��� 	�������

�� ��� #�
���� ������
���� �����
�����



������� �	 
����� ��� ����������� �� ������� ������������ ��

�������� � � ����!�� �"��� ���� ��������� �� � !������ �#$% M� ������ �� � ��� Ω ������� &� �

σ'��!�"�� F� � �����"�� ��� Δ ∈ H(Cd) "�

‖Δ‖M = ‖Tr(ΔM(·))‖TV = sup
A∈F

[
Tr(ΔM(A))− Tr(ΔM(Ω \A))] = sup

M∈M(F)

Tr(Δ(2M − Id)). (�	)*

���� ‖μ‖TV ������� � � ����� +������ �� � ������� μ	 , �� M � �������� �������� (�	�* ��� (�	)* ������	

-��� ���� � �� � � �������� ‖ · ‖M � ‖ · ‖1  ���� ��� ��� �#$% M� &� ������� �� H+(C
d)	

.+�� � �#$% M� &� ������ "� BM = {‖ · ‖M � 1} � � ��� "��� ��� � � ����!�� �"��� ����� ���

KM = (BM)◦ �� ������ 	�	

KM = {A ∈ H(Cd) : Tr(AB) � 1 & ���+�� ‖B‖M � 1}.

� � ��� KM � � ������� ���+�/ ���	 %����+�� KM  �� �������� ������ � ��� ���� � � � �#$% M �

������������� ��������	 0� �����&� ���� � � �������� ‖ · ‖M � ‖ · ‖1 � �� KM � ��&��� ������� � � �

�������� ����+�� [−Id, Id]	

#� � � �� ��  ���� � �����&� ���� (�	)* � �� BM = (2M(F)− Id)◦� ��� � � "����� � ����� ����� � ��

KM = 2 conv(M(F))− Id. (�	1*

2� 3�������+4� � ������ � � ���+�/  ��� �������� � ��� ������ & �� M � ���'�����	 5�� � ������� �#$%

M = (Mi)1�i�n� ������� (�	1* ��� "� ��&����� � � � ����

KM = conv{±M1}+ · · ·+ conv{±Mn}, (�	6*

& ��� � � ������ �� ���+�/ ���� � ���� "� ���������� �� � � %�7�&�7 ���8 A+B = {a+b : a ∈ A, b ∈ B}	
,� ��� !��! �� � �& � �� �#$%� ��� "� ��������� 	� �����/����� "� ������� �#$%� &� ��& ���'

�����	 � � ��������!� 9�����/�����:  ��� ������ �� � � ��������� ����!�� �"��� �����8 � �#$% M �

��������� �� "� 9�����: �� � �#$% M′ & �� � �� ����!�� �"��� ����� ������ ��������� �� � � ����

(1− ε)‖ · ‖M′ � ‖ · ‖M � (1 + ε)‖ · ‖M′ .

� � ����� �� �����/�����  �� �� ���������� �!�������8 �&� �#$%� ��� �������"�� & �� "�� ���� ��

�������"�� "���� & �� ���� ��� ��� ����� ���������� ���7	 3�� �� ��� ��� ������ � �� ����8 � ���  ��

�������� ��������� �� � � ������ �� "� ����������� � ��� �� ������ "� ���� �� ���!� � �#$% ����������

�;���� ��� � ��� (��� ����� ��� ������� "� ��������� � � � ���"��� �� ����!�� �! ���� �� ��&'���7 ������

<��6� )=*	

0� � � � ������ &� ����� � � ����!�� �"��� ����� ���� � ���������'������� ���� �� +�&	 ,� ���

������ ��������� � � � ��������� ��!��� & �� � � ������� d �� � � ��������! ��"��� ����� � ���!�	

��� ����� 	
� �
���

����� ����	 
	 ���
������ ��
	���	 � 	�
��	

� � ��!��� ������� �� � �#$% �+��+�� �� �"������ ������� ������ ��� � � ���������� �� � � �������

����� � �����+��� & �� ��������! � � ����!�� �"��� �����	 � � �����&�! ���������� & � � ���"�"��

&���'7��&�� !+�� � ���� �������� ���7 �� �#$%� �� ���"�"��� �������� �� � � ��� D(Cd) �� ������ �� Cd	

����������� 	
�
�
 ��� M �� � ���	 
� Cd� ���� �� � ������ �
��� ��
�������� ������� μ 
� D(Cd) ����

���������� ����� �
 Id/d ��� ���� ����� �
� ��� Δ ∈ H(Cd)�

‖Δ‖M = d

ˆ
D(Cd)

|Tr(Δρ)| dμ(ρ). (�	>*

�
���������  ���� � �
��� ��
�������� ������� μ ���� ���������� ����� �
 Id/d� ����� �� � ���	 M ���� ����

(�	>* �� �����!���

��

�� ,� ��� � � ����� ����������� ��� +����� ��������� & � �����&� ���� ������! � � �����?-7����

� ����� �� +����� �������� (��� <�>@=� � ����� �	�)*8 � +����� ������� μ ������ �� � σ'��!�"�� F �� Ω ���

��7�! +����� � � ������ ����� (Rn, ‖ · ‖) ������� dμ = hd|μ| ��� ���� �������"�� ������� h : Ω → Rn	

%����+��� ���  �� ‖h‖ = 1 |μ|'�	�	 ���� |μ| ������� � � ����� +������ ������� �� μ	



��

����� ��	
 � ����������� ������� ������ �� �����

�������� ��	
� 	� ��� �	����	 ��� �� N �������� �	�
���� ���� �	�� N ���
����

����	� � �	�	� �� ��������� ������� ���� � �	�	� �� �	�
���� �����

������ �����
� �� ����	�� ��
�� ���� �� � ����	����	�� ������

 �
�	���� ��	� !��� Bn "�	���� ���� Ud

� ���� �������	
 ����	� 	� Rn � ���� �������	
 ���� �� Cd

#$�� ������ ������% &�'��	
	� ()*+,-. cBn ⊂ Z ⊂ CBn/ #0����'	���� 41���	�� ����% (2,.

�	�� Z � �������� ��	
� 	� ��� ��� �� O(n2) ��������3 �'��	
	� �����	4
��	�� �� Ud �	�� O(d4) ���
����3

������� 
��
������	�� &���1�'��	
	� (55,-.

(1− ε)Bn ⊂ Z ⊂ (1 + ε)Bn/
������� +3*36. � �������� 
����� ����

�	�� Z � �������� ��	
� 	� ��� ��� �� Oε(n) ��������3 �	�� O(d2) ���
���� 	� � �����	4
��	�� �� Ud3

��������	���	�� (72/ )6+/ ))$, 8

0�� ����	� 	� Rn 
�� !� �����'	����� !� � �������� ������� +3*3$. ��� ���� �� Cd 
�� !� �����	4��

��	
� 	� ��� ��� �� O(n log n) �������� ()59,3 	��� � ��!1���� �	�� O(d2 log d) ���
����3

��� M �� � ���� �� Cd� ���� �� � σ ��!���� F�� Ω� "� �#$�% H(Cd) ���& �&� ����� ���'� �� �&�� ��

��'%�� &�(� |M| = TrM �� |M|(Ω) = d� �&� %���� ���'%������� ����� � '���$����� )$������ h : Ω → H(Cd)

�$�& �&�� ‖h‖1 = 1 |M| ���� �����(��� �&� )��� �&�� M(F) ⊂ H+(C
d) �'%���� �&�� h ∈ H+(C

d) |M| ���� ��� μ

�� �&� %$�& )����� �) |M|/d $��� �&� '�% h� "� &�(�

Id = M(Ω) =

ˆ
Ω

h d|M| = d

ˆ
H(Cd)

ρ dμ(ρ).

�� ����� h ∈ D(Cd) ����� μ �� ���� � *���� %���������� '���$�� �� D(Cd)� ���& ���������� �#$�� �� Id/d�

+������� )�� ��� Δ ∈ H(Cd)�

‖Δ‖M =

ˆ
Ω

|Tr(Δh)| d|M| = d

ˆ
D(Cd)

|Tr(Δρ)| dμ(ρ).

"� %���%��� �&� %���) �) $��#$����� �� �&� ��,� �$�������� -��� �)��� ���%������� ��.�/0�

1��(������� !�(�� � *���� %���������� '���$�� μ �� D(Cd) ���& ���������� �� Id/d� ������� �&� (�����

'���$�� M : B→ H(Cd)� �&��� B �� �&� *���� σ ��!���� �� D(Cd)� ���� ��

M(A) = d

ˆ
A

ρ dμ(ρ).

2� �� ������ �&��3� �&�� M �� � ���� �� �&�� )��'$�� -��/0 �� ��������

4��� �&�� �� �&� ���� �) � ������� ���� M = (Mi)1�i�n� �&� ������%����! %���������� '���$�� ��

μ =
1

d

n∑
i=1

(TrMi) δMi/TrMi
.

��������� ��	�
� ����� � ��	
 M �� Cd� ���� �� � �������� (Mn)n �� ������� ��	
� ���� �� KMn

��������� � KM �� �������� �������� 
�������� �� μ ������ μn� ������ �� ����������  ������ �� D(Cd)

��������� � M ������ � Mn� �� �� -��/0� !� ��� �������� �� �� ������ �� μn �� �������� ��� �� ������

�� μ�

������ ��� μ �� �&� %���������� '���$�� ��������� �� M� 5�(�� n� ��� (Qk)k �� � ����� %�������� �) D(Cd)

���� ���� �) ��'���� �� '��� 1/n ���& ���%��� �� �&� ����� ���'� ��� ρk ∈ D(Cd) �� �&� ���������� �) �&�

����������� �) μ �� Qk -���� ���� �&�� μ(Qk) > 00� �&� %���������� '���$��

μn =
∑
k

μ(Qk)δρk



������� �	 
����� ��� ����������� �� ������� ������������ ��

��� ��� ���� ���������� �� μ� ��� ��� ��������� � !" Mn �������∣∣hKM
(Δ)− hKMn

(Δ)
∣∣ � d

‖Δ‖∞
n

,

��� ��������� KMn
���#��$�� �� KM	

��� ������� �� ��� �������� ��� �� �������� �� ����$�$ �%$��%� ��� ������� �� μn	 &�� ���� k '� ���

'��� ρk =
∑
λk,jρk,j � '���� (λk,j)j � � ���#�( ��������� ��� (ρk,j)j ��%��$ �� ��� ������� �� μ ���������

�� Qk	 ��� �������

μ′
n =

∑
k

μ(Qk)
∑
j

λk,jδρk,j

������� ��� ���� ��������� �� μn� ��� �� ������� � �������� ��� ��� ������� �� μ	

����� ����	 
�� �����	

)� ������� ���� � !"� '�� *������ '��� ���� �� �������� ���%� �� ���#�( ����� +��� ,�-� -��� ./0 ���

���#��� �� *����� �� '��� '� ����� ��� �%% ��� ������% ��������� ����1	 � *������� Z ⊂ Rn � � �%���� ���#�(

��� '��� ��� �� '����� �� ��� "�2�'�2 ��� �� ����%� ���� ��$������ 	�	 ���� ���� ����� �(�� ���� ����

�� #������ (ui)1�i�N ��� (vi)1�i�N � Rn ���� ����

Z = conv{u1, v1}+ · · ·+ conv{uN , vN}. +�	�1

� *���� � � �%���� ���#�( ��� '��� ��� �� �����(����� �� *�������� +'�� ������� �� ��� �������3 �������1	

�#��� *���� ��� � ������ �� ��������� ��� ��������� ��� �� �����%���� ��� � +������%%�1 �������� *����	

4��� ���� ��� � ������%%� �������� *�������� '� ��� ������ vi = −ui � +�	�1	 �� �(���%� �� ��������
*������� � R2 ������� � &$��� �	-	

&$��� �	-5 � �������� *������� � R2

���� ��� ���#�%��� ���������*����� �� *�����	

����������� 	
�
�
 ��� K ⊂ Rn �� � ������	
� ����� ����� ���� ��� ����
�� �	� ���
�������

�
� K 
� � ��
��

�

� ���	� 
� � �	�� ��
�
�� �����	� ν � ��� ����
���� ��
� ����	� Sn−1 ��
�� 
� ���� �
��� ���� ����

ν(A) = ν(−A) �	 ��� �	�� ��� A ⊂ Sn−1� ��� ���� ���� �	 ���	� x ∈ Rn 

hK(x) =

ˆ
Sn−1

|〈x, θ〉| dν(θ). +�	61

�


� ���	� 
� � ����	 �����	� μ : (Ω,F) → Rn ���� ���� K = μ(F)�

!	���	 ���� ����� ���
�
�� �	� ���
�"�� ��� �����	� ν 
� ��
����

����� 	
�
�
 #��
�� ��� �����	� ν ����	��� � ��� ����	� ��� �� ���� 
� ��� � �����	 � �	���
���
�

��� � ��� � ���	�� ��
�������$ 
� ν 
� � �	�� �����	� � Rn �	 ��
�� �
���	 �	�� �	� 
����	���� ���	� 
�

� ������	
� ��
� K ⊂ Rn ���� ����

hK(x) =

ˆ
Rn

|〈x, y〉| dν(y).



��

�� �� ���	
���	 ���	��	��	� �	 �������	���	 ����� ����	�� � [−Id, Id] ����	 �� KM �� ��	 ���� M�

����������� 	
�
�
 ��� K ⊂ H(Cd) �� � ������	
� ����� ����� ���� ���� ��� ����
�� �	� ���
�������

�
� K 
� � ��
� ���� ���� K ⊂ [−Id, Id] ��� ±Id ∈ K�

�

� ���	� ��
��� � ��� M � Cd ���� ���� K = KM�

 	���	! K 
� � ���"� ��� 
� ��� ��� M ��� �� ����� � �� �
��	����

�	�� �	� K �	 � ���
 ���� ���� ±Id ∈ K ⊂ [−Id, Id]� ��� �������� ������ ��	�	 �� �  	��� �	����	 μ


	!�	
 � � σ"�#$	��� F � � �	� Ω� ���	 ���$	 �� K� �	� A ∈ F ���� ���� μ(A) = −Id� %�	  	��� �	����	

M 
	!�	
 �� B ∈ F �&

M(B) =
1

2
(μ(B \A)− μ(B ∩A)) = 1

2
(μ(BΔA) + Id)

�� � ����� '�
		
� ��� ���$	� ����� 	���#� (K + Id)/2� #�	� ����
	 ��	 ����� 	 �	��
	!���	 ��	� ��
 �������

Id� (	 $	� ��� )���* ���� KM = K�

+� 	��	#&� �� ��& ���� M� ����#� )���* ���#�	� ���� ±Id ∈ K ⊂ [−Id, Id]� %�	 ���� ���� K �� � ���


�##��� ����$ ��	 $	�	��# ���� ���� ��	 �� 	, ��## � ��	 ���$	 � �  	��� �	����	 �� � ���
 )�		 -�./� %�	�	�

.��*�

'� ��	 ���	 � ����	� ��
 
����	�	 ������ ��	�	 ��$��	��� �� 	 ��	 	#	�	����& ���#$�	� ����� �	


 �� �	�	���

(	 ��� �� ��$�	 ���� ��	 �����	�	�� ���� �� �������� ����.� %��� �� ��
		
 � ���	��	��	 � ��	

�����	�	�� � ��	 �	����	 �������	
 � � ���
 �� �������� �����0 ���	� �	���#��$ ��
 �&��	��������� �

�	����	 μ � D(Cd) ������&��$ )��1* ������##& ��
��	� � �	����	 ν � ��	 2�#�	��34����
� ���	�	 ������&��$

)��5* �� K = KM�

����	� �������	������� � ���
� �� # 	� ��	 6����� ����	 L1 = L1([0, 1])� � �&��	���� �� 	, �
&

K �� � ���
 �� ��
 �#& �� ��	 ���	
 ����	 (Rn, hK) 	��	
� ���	�����##& ��� L1� %�	�	��	� ��������

����1 ��� �	 �	����	
 �� � �������	������� � 
�����$�������#��& ���� � H(Cd)�

�������� 	
�
	
 ��� ‖ · ‖ �� � �	� � H(Cd)� ��� ����
�� �	� ���
������

�
� ���	� 
� ��� M � Cd ���� ���� ‖ · ‖ = ‖ · ‖M�

�
� ��� �	��� �"��� (H(Cd), ‖ · ‖) 
� 
����	
� � � ����"��� � L1! ��� ��� ����
�� 
������
�� 
� ���
�#��

�	 ��� Δ ∈ H(Cd)

|TrΔ| � ‖Δ‖ � Tr |Δ|.

��� ����� 	
�� ��� ����� ������� �� ������

����� ����	
 �
	���� �	
 �	�	���

%�	�	 �� � ������# ���� � �	��� ��
��� �� �������	� � L1 ����� ���	��	
 �� ��	 6����� ����	 #��	�����	

)�		 	�$� -5�/*�

��������� 	
�
�
 ��� X,Y �� �� $����� �"���� ��
�� ��� �� �������� 
����	
����� 
�� L1! 
��� ���� ����

���	� ��
�� �
���	 �	�%"	���	�
�� ��"� i : X → L1(μ) ��� j : Y → L1(ν)� ����! ��� 1%����	 "	���� � X

��� Y 
� ��#��� �� ��� ��"���
� � ��� �����	�
� ����	 "	���� X ⊗ Y �	 ��� �	�∥∥∥∥∥∑
k

xk ⊗ yk

∥∥∥∥∥
X⊗1Y

=

ˆ ˆ ∣∣∣∣∣∑
k

i(xk)(s)j(yk)(t)

∣∣∣∣∣ dμ(s)dν(t).
'� ��� �	 ��	�7	
 ���� ��	 ��� �� 	 �� �	##"
	!�	
 ��
 
	� �� 
	�	�
 � ��	 �������#�� ����	 � ��	

	��	

��$� i, j )�		 	�$� -5�/ � �	��� 8 �� -.11/*�

'� ��	 !���	"
��	�����# ���	� �������	� � L1 ��	 ���	��	
 � ���
�� %�	�	��	� 9	!����� ����. #	�
�

������##& � � ���� � �	��� ��
��� �� )�&��	����* ���
��



������� �	 
����� ��� ����������� �� ������� ������������ ��

��������� �	
	�	 ��� K ⊂ Rm ��� L ⊂ Rn �� ��	 
������� �	�	��
� ��� 
���	
� ���� νK ��� νL �� �	��

���
��
 	� Sm−1 ��� Sn−1 �
���������� 
��� ���� �	 ��� x ∈ Rm ��� y ∈ Rn�

hK(x) =

ˆ
Sm−1

|〈x, θ〉| dνK(θ) ��� hL(y) =

ˆ
Sn−1

|〈y, φ〉| dνL(φ).

��� �	�	�� ���
	 �	���� 	� K ��� L �
 ������ �
 ��� �	�	�� K ⊗Z L ⊂ Rn ⊗ Rm ��	
� 
���	� ������	�


���
��


hK⊗ZL(z) =

ˆ
Sm−1

ˆ
Sn−1

|〈z, θ ⊗ φ〉| dνK(θ)dνL(φ) ��	��

�	 ��� z ∈ Rm ⊗Rn�

�� � ������� �	 	!" �#� ����������� ���� ��� ������ �� �#� �#��� �� �#� �������� νK ��� νL	 �#� ���

$� ���� �����%&' ()�� z ∈ Rm ⊗Rn ��� φ ∈ Sn−1" ��� z̃(φ) = (Id⊗ 〈φ|) (z)	 *� #�)�

hK⊗ZL(z) =

ˆ
Sn−1

hK(z̃(φ)) dνL(φ), ��	+�

��� �#������� K ⊗Z L ���� ��� ������ �� νK 	 �#� ���� ��(����� ���%�� ��� νL	

,� �#� ���� �� -��������" �#� -���� ������ ������� ��.�� � ���%�� ���� '(∑
i

conv{±vi}
)

⊗Z

⎛⎝∑
j

conv{±wj}
⎞⎠ =

∑
i

∑
j

conv{±vi ⊗ wj}.

���� � � ���� ���%� �������& �� �#� -���� ������ �������	

��� �	
	�	 ����� 
������� �	�	��
 K,L ��� ����� ���
 S, T � �� ����

S(K)⊗Z T (L) = (S ⊗ T )(K ⊗Z L)

�������%%&" ��� �����%%& ��� �#� ���%������ /� #�)� � ���" �#� -���� ������ ������� � ������$%�

/�# ��%�����	

��� �	
	
	 ��� K,K ′ �� ��	 
������� �	�	��
 �� Rm ���� K ⊂ K ′� ��� ��� L,L′ �� ��	 
�������
�	�	��
 �� Rn ���� L ⊂ L′� ����

K ⊗Z L ⊂ K ′ ⊗Z L′.

�		�� �#� � � �����% ���� �� 0���� 1 � 2!��3	 ���� � � ����� � �#� %��(��(� �� -�����	 *� ��& ������

�#�� L = L′" �#� (�����% ���� ��%%�/�( �#�� $& ��(��( �#�� K ⊗Z L ⊂ K ′ ⊗Z L ⊂ K ′ ⊗Z L′	
,� ����� �� ������� ��������" /� ��� �#�� ������� �� �#�/�( �#�� �#� �����%�& hK � hK′ ��%�� �#�

�����%�& hK⊗ZL � hK′⊗ZL" /#�# � �� ���& ����������� �� ��	+�	

4������ �#�� (X, ‖ · ‖X) ��� (Y, ‖ · ‖Y ) ��� 5����# ������ /�# ���%���� �����" 	�	 ������ $& ���� ����

�������� 〈·, ·〉X ��� 〈·, ·〉Y 	 �#�� ���%���� ������ ������� X ⊗2 Y � ������ ������ ����%����� $& �#� ����

������ $& �#� ���� ������� �� �#� �%(�$��� ������ ������� /#�# �������

〈x⊗ y, x′ ⊗ y′〉 = 〈x, x′〉X〈y, y′〉Y .

,� ����� ��� �#��" ��� ���%���� �����" �#� ������ ����� ⊗1 ��� ⊗2 ��� ���)�%���	

����������� �	
	� ���� 2!��" 1�3�	 �� X ��� Y �� ��	 ������ 
����
 �������� ����  �������� �	�
� ����√
2

π
‖ · ‖X⊗2Y � ‖ · ‖X⊗1Y � ‖ · ‖X⊗2Y .



��

����� ����	 
���

�� ������� �	
����
� ��	� � ��	� � ���	� �� 	�	��� �����	� ��	 ���	������ ������ ����	�� ��
	 � ��	

�	��� �����
� �� ��	 ��
�� ����	�� ��
	 
���	������� �� 	�
� �� ��	 ����	�� � ����
���� �	�	���� 
��

�� ���  �� �
� � �����������	 ��	� � ��	 ��	 �� ��
�� ��� � �	
������ ��	 �������� ��	�	 	�
� �����

� ���� ���	 �� �	����� �	���	�	�� �� �� ��� ����	� !
�� "����	� #� ���
� � 	����	�� �	��
��	� �� ���

����
 �� ���  �������� ��
����� 
��������$�

��������� �	
	�	 ��� i = 1, 2� ��� Mi ��	��� 
 ��� �	 Cdi � ���	�� �	 
 σ�
�����
 Fi �	 
 ��� Ωi� ���

��	��� ��� M1 ⊗M2 �� ��� �	���� �
� ���	�� �	 ��� ������� σ�
�����
 F1 ⊗ F2 �	 Ω1 ×Ω2� 
	� ���� ��
�

(M1 ⊗M2)(A1 ×A2) = M1(A1)⊗M2(A2)

��� ����� A1 ∈ F1, A2 ∈ F2�  � ��	��������	� M1 ⊗M2 �� 
 ��� �	 Cd1 ⊗Cd2 �

�� ��	 ��
�	�	 
�	� ��� �	%������ �	
��	 ���	 �������	��& �� M = (Mi)1�i�m ��� N = (Nj)1�j�n ��	
��
�	�	 ��� � ��	� M⊗N � ��� ��
�	�	� ���

M⊗N = (Mi ⊗Nj)1�i�m,1�j�n.

���  �� Cd1 ⊗Cd2 ���
� 
�� �	 �	
����	� � �	��� �����
� �� ��� ���  ��	 
���	� ��
�� ��� �

�� �	 ��	����� ��	 ���  M1 ��� M2 ���� �	���	 μ1 ��� μ2 � �� ���������� ��'�(� ��	� ��	 �	���	


���	������� �� M1 ⊗M2 � ��	 ����	 �� ��	 �����
� �	���	 μ1 × μ2 ���	� ��	 ��� (ρ, σ) 
→ ρ⊗ σ� �� ���

������ ����

���������� �	
	�	 !� M 
	� N 
�� �"� ����� ���	 ‖ · ‖M⊗N = ‖ · ‖M ⊗1 ‖ · ‖N 
	� KM⊗N = KM ⊗Z KN�

)�		 �	%������ ��� ���	�	�� ��	 ���	� �	�	 ���� �� ��	 ��������	 
�	 ��� ��	 �*	 �� 
������� ��� 
�� �	

	+�	��	� �� ��	 �������� ��	�	 � ��	� � ���	� �	��		� ��� ����	� k �� �����	�

��� �����	
�	� �����

����� ��� ������� 
��

�� �� �		� ����	� �� ,('#- ����� �� 	�	��� 	�	� ��	 .��� 	/
�	��0 ��� �� Cd � ��	 .��� ���	���
0

��	� ��	� ��	 ������� ��� Ud� ���
� 
���	���� �� ��	 ������� �	���	 �� ��	 	� �� ���	 ���	 �� ��	

�	��		������� !��1$ ���� ���������� ��'�1�

)�	 
���	������� ���� �

‖Δ‖Ud
= dE |〈ψ|Δ|ψ〉|, !��(2$

��	�	 ψ � � ������ ����3��������	� ���� �	
��� �� Cd�

�� ��������� ����	��� � ���� ��	 ���� ‖ · ‖Ud
� 	������	�� �� � .����%	�0 ����	��45
����� �����

���������� �	�	� !,61� ('2-$	 ��� ����� Δ ∈ H(Cd)� "� �
��

1√
18

‖Δ‖2(1) � ‖Δ‖Ud
� ‖Δ‖2(1), !��(($

"���� ��� 	��� ‖ · ‖2(1) �� ���	�� 
�

‖Δ‖2(1) =
√

Tr(Δ2) + (TrΔ)2. !��(7$

��	 
�� 
�	
* ���� ‖Δ‖2(1) 	���� ��	 L2 ���� �� ��	 ������ �������	 〈g|Δ|g〉� ��	�	 g � � �������
8����� �	
��� �� Cd� ����	 ��	 L1 ���� �� ��� ������ �������	 � ������� 	�	 ���� ‖Δ‖Ud

� )�	�	���	

���������� ��1�( 
�� �	 		� � � �	�	�	 �9��	� ��	�������� ��� �� ���	�	���� �����	� ����� �	 �� %�� ��	

������� 
������ �� ���� ��	������� !��	 ��
���
√
18 � ��	������ ��� ���� �������$�

)�� ���	����3��		 ���	� ����� �� ��	 ������������ ���	� �� ��	 ������� ��� � �� ���	�	� �� �������

����������� ��	���� ��	 
���� 
��	 � ��	 �� �� �����
����� ��	 ��������� �� 	������ ���	� ����� �� ��	

���	��������� �	��
���� �� ������� ���	 ,61-� ���	�	�� ���� � 
������������ �� ����������
 ����� �� ��	��

��� ���	�	�� ��������� � 
�������� ��� � �� �� ���
��
�� �	� )�	�	 �� �		� ���	�	� ��	�	���	 �� ��	



������� �	 
����� ��� ����������� �� ������� ������������ ��

������� �� ��������� Ud� 	�	 �� ����� � ������� �� !� "�# �� ��" �������� �� ����$%�� "#�# "��%� $�

���&�%��� �� Ud � ����� �� ���������� �'�����	 �(���%�� �� ���# ������������ ���� ���� �#� �#���� ��

���)���&� 4*������	

+&�� �� ������ t � 1� �� ,�(���- t*����� � � ����%� ��������� ���$�$%�� ������� μ �� SCd ���# �#��

ˆ
S
Cd

|ψ〉〈ψ|⊗t dμ(ψ) =
ˆ
S
Cd

|ψ〉〈ψ|⊗t dσ(ψ) =
(
d+ t− 1

t

)−1

PSymt(Cd).

����� σ ������� �#� ���� ���$�$%�� ������� �� SCd � ��� PSymt(Cd) ������� �#� ���#�����% ���)����� ����

�#� �������� ��$����� Symt(Cd) ⊂ (Cd)⊗t ,��� �#����� .� /����� .	0� ��� ����#�� ����%�-	
1��� �#�� � t*����� � �%�� � t′*����� ��� ��� t′ � t	 2�� μ $� � 1*�����	 �#� ��� ψ 
→ |ψ〉〈ψ| ���#��

���"��� μ ��� � ������� μ̃ �� �#� ��� �� ,����- ������� "�# $��������� ����% �� Id/d	 3� ��������� �	.	4�

�#� ������� ����������� �� � �� !� ��� � �#� ��%%�"�� "� ������ t*������ "�# �#� ��������� �� !�	

5�� �(���%� �#� ������ �� ! Ud � � t*����� ��� ��� t	

�#� ����� ��� $� ��%�(��6 ����� �� ε*�����(���� t*����� �� $� � ����%� ��������� ������� μ �� SCd

���# �#��

(1− ε)

ˆ
S
Cd

|ψ〉〈ψ|⊗t dσ(ψ) �
ˆ
S
Cd

|ψ〉〈ψ|⊗t dμ(ψ) � (1 + ε)

ˆ
S
Cd

|ψ〉〈ψ|⊗t dσ(ψ).

7� #�� $��� ���&�� � 89: �#�� � 4*����� ,�(��� �� �����(����- ��������� �� N ����� ��%�� � �� ! M

"�# N �������� ���# �#��

C−1‖ · ‖Ud
� ‖ · ‖M � C‖ · ‖Ud

,�	0.-

��� ���� �������� C	 �#� ����� � $���� �� �#� �����# ������ ���#��� "#�# � ���� �� ������% �#� ����

�$��%��� ������ �� � ������ &���$%� $� �� ������ ��� �����# �������	

1�"� "#�� � �#� ����% ������%�� �� � 4*�����; �#� ������� �� ��� �(��� �� ε*�����(���� ,���&���

ε < 1- 4*����� ���� ������ �� %���� dim(Sym4(Cd)) =
(
d+3
4

)
= Ω(d4) �����	 ���&����%�� �� �������� $����

�� �����#<�����=� �#����� �#�"� �#�� �#��� �(�� �(��� 4*������ "�# O(d8) �����	 /������ ���� ���# ��

�(��� 4*������ �#� ����������� ��������� ���� 89.: �&�� � ���������� ��� �'���� �%����#� "#�# �������

�� ε*�����(���� 4*����� ��������� $� O(d4/ε2) �����	

��"�&��� �#� �������# #�� �"� ���"$��>�6 �#� �������� C ���� ,�	0.- ������ $� ��>�� �%��� �� 1� ��� �#�

���$�� �� �������� #�� �� $� Ω(d4)	 ?� ��� ���� �� ����&� $��# ����&������� � ��� �#����� �	4	.	

����� ����	
�� ���������

��" �� �#��� ���� �����%��� ��� �#� �����"��> �� @�����; �#� ���%���� �� Ud � �#� ���� �������� @�����

����%� �#� ���%���� $�%% Bn ⊂ Rn	 �� ������� "�# %�������� ���� ��������% ���%���� � � "���# ���#��@��

�#�� �����(����� Bn $� � @������� "#�# � �#� ��� �� N �������� � ���&�%��� �� ��$����� �#� �����

�n2 = (Rn, ‖ · ‖2) ��� �#� ����� �N1 = (RN , ‖ · ‖1)	 7������ ������ �#�� x1, . . . , xN ��� ����� � Rn ���# �#���

��� ���� ��������� c, C�

cZ ⊂ Bn ⊂ CZ,

"#��� Z = conv{±x1}+ · · ·+ conv{±xN}	 �#�� �#� ��� u : Rn → RN ������ $�

u(x) =
(
〈x, x1〉, · · · , 〈x, xN 〉

)
������� c‖u(x)‖1 � ‖x‖2 � C‖u(x)‖1 ��� ��� x ∈ Rn	 7� �#� �����(�� �#� ���� C/c � ����� ��%%�� �#� ��������

�� �#� ��$�����	

�� ���%� ����%� $� ���� 804�: �#�"� �� �(�%�� ��$����� �� �n2 ��� �
O(n2)
1 "�# ��������

√
3	 �#� �

���&�� $� �#� �����# ������ ���#�� ��� ��� $� ���� �� �#� ���%���� �� �#� ������������ $���� �� A*������	

�#� ��%%�"�� �#����� ,� &������ �� B&����@>�=� �#������ ����%%�� �� 2���� A	9	A � �#����� A� /����� A	9-

#�� $��� � ��)�� ����&����� �� ����=� ����%�� �#�"�� �#�� �N1 #�� �%���� ���%���� ������� �� ����������%

�������	

������� ��	�
 ,8��:-� ��� ����� 0 < ε < 1� �	��� �
����  ������� E ⊂ RN �� ��������� n = c(ε)N ���	

�	� ��� �� x ∈ E�

(1− ε)M‖x‖2 � ‖x‖1 � (1 + ε)M‖x‖2, ,�	0A-

�	��� M ������� �	� ����� �� �	� 1����� ���� �	� �������� ���� ��	��� SN−1�



��

������� �	
	� �� ���� ������ �� ����	 �� �������� �� ������ ����� �� ������ ��  �!���� �	�� ��� ��������

�"��  ������ #�� �$ �������#� ���#�� !��!�������� �� ��� $��� �$ %&�'(� ���� )��� %��� �	�	*+ ��

 ���!����,���� �� ���� )��� %��� �	�	-+ �� '���� ���.� !��!�������� �$ ���#�� �$ /�����,"'0�'�� )���

%��� �	�	�+	 ��� ��#���� ����� ���  ������! �#.��!� E )�	�	 ��!"�� #��$����' � ����� ������ ��

c(ε)N 0���������� �#.��!�� �$ RN � �������� ��� 	
�	���
� 
� ��� ���
��� ���� ���� ��
�������� ��������

c(ε) = O
(
ε2| log ε|−1

)
� ���� ��� ����� ����
��� �� ���� �
 c(ε) = O

(
ε2
)
�

����� ����	
���
�� �� �� ��
���� ����

���������� �� ��� ������� 
� �
�
�
���� ���
���  �!�" ������ ���� ��� �� 
� O(n) ����
��� 	�
��� ��������

�� Rn �� 	�
�� �
 ��� #	������ ���� Bn� $
�� ���	������ �
� ��� 0 < ε < 1� �� N = c(ε)−1n ��� x1, . . . , xN ���

����
��� 	�
��� �
���� �� Rn� ��� �
�
�
�� Z = conv{±x1}+ · · ·+conv{±xN} �� ε%	�
�� �
 ��� #	������ ����

Bn� �� ��� ����� ���� (1− ε)Z ⊂ Bn ⊂ (1 + ε)Z�

&� ����
��� �� �'��	� � ()*$ 	
����	��� ��
� O(d2) ����
��� 	�
��� �������� �
 �� 	�
�� �
 ��� ���
��

()*$� ���� ����
� 	
����	��
� 	�� �� �	������ �� �
��
��+ ��� (ψi)1�i�n �� ����������� ����
� ��	�
���

���
���� 	�
��� 
� ��� ��� ������ 
� Cd� ,�� Pi = |ψi〉〈ψi|� 1 � i � n� ��� S = P1 + · · ·+ Pn� -��� n � d�

S �� ���
�� ����� ����������� ��� �� ��� 	
������ ��� ����
� ()*$

M = (S−1/2PiS
−1/2)1�i�n. . �/!�

������� ��	�
� ��� M �� � ����	
 ��� 	� Cd ���� n 	���	
��� ������ �� �� . �/!�� ��� ��� 0 < ε < 1�

�� n � Cε−2| log ε|d2� ���� ���� ���� ��	�������� ��� ��� M �������� ��� ������������

(1− ε)‖Δ‖Ud
� ‖Δ‖M � (1 + ε)‖Δ‖Ud

�	� ����� Δ ∈ H(Cd)�

&� 0���� ���� ��
��������1 �� ���� ���� ��� ��
�������� ���� ��� 	
�	���
� ����� �� ���� ���� exp(−c(ε)d) �
�
�
�� 	
������ c(ε)� ���
���  �!�� �� ��
��� �� ,�	��
�  �2� ��� ��

� ����� ����� 
� � 	����� �� 
� ε%���� ���

�������
� ���3�������� 4� �
�� �
� ���� �
������ �
 ���	� �
������ ���
���  �!�� ��
� ��� �'������ &���	�

���	� ����������

���
���  �!�� ��
�� ���� ��� ���
�� ()*$ 
� Cd 	�� �� ε%����
'������ .�� ��� ����� 
� 	�
������ 
�

����������������� �
���� �� � ()*$ ���� n = O(ε−2| log ε|d2) 
�	
���� 5
�� ���� ��� ��������	� 
� n ����

�����	� �
 d �� 
������+ ���	� � ()*$ 
� Cd ��� ���� �� ����� d2 
�	
��� �
 �� ���
�����
����� 	
�������


�� 	���
� �
�� �
� � ������� �������
��� ��������	�� ��� ��������	� ���� �����	� �
 ε �� ���� 	����+ ���

��	�
� | log ε| 	�� ��
����� �� ���
��� �� �� �
 �
� ���� ���� ����	��
��

)� 	
����	��
� �� ����
� ��� � ������ 3����
� �� ������� ������������	 	
����	��
�� �������� 	
�%

������� ��
������� �'���� 6 �
� 
� �7
�� ��� ���� �� �� ������
������ ���
���  �!�"� -� ����� �
 �//8� �
�

�����
������ ��� �����
� ��
 
� ��� ������ ������� 9���� ��� 0 < γ < 1� �� �� ��
�� �� �//8� �
� �
 	
����	��

��
� cnγ ����
� ���� .���� �� ��
�� 
� ����
����� ��%������ �� n� � �����	� 
� �N1 ���������� . �/8� ����

N � (γε)−Cγn� 6 	
�������� �'���	�� 	
����	��
� ������� �� �//��� ���� N � n2C(ε)(log logn)2 = n1+C(ε)o(n)�

4� �� �
� 
���
� �
� �
 ����� ����� 	
����	��
�� �
 
����� �������	���
�� 
� ��� ���
�� ()*$ ���� ��� 
�

�
 ����
������

����� ����	
���
�� �� ��� ����

���
���  �!�" ��������� ��������� ������	� �� ��� ���� �:;� �/ /� �"� /2:� 
� ��� ����� 
� 0����
'�����
� 
� �
�
���

�� �
�
�
���1� ������ �
 �'���� ��� ����� �
� ��� #	������ ���� .��� �
�� ��������	 �
�
��� �
 �� ���������

�
�
��� ���� 	�������� �� ���������;� ��

� �/2:� ���� �
� ��� �
�
�� Y ⊂ Rn ��� ��� 0 < ε < 1� ����� �'����

� �
�
�
�� Z ⊂ Rn ���	� �� ��� �� 
� O(ε−2n log n) �������� ��� �	� ���� (1 − ε)Y ⊂ Z ⊂ (1 + ε)Y � 6

�
�� ���	��� �����
� �� ������ �� ,�	��
�  ��� -������ ��� log n ��	�
� 	�� �� ���
��� �� ����� �� 
��� ��
�����

���� ����� ������ ������� � ������� ����� �
� ()*$�� ��
����� �� 	
������ ��� ������ 	���� 
� ��%()*$��

6 ���	���� ��%()*$ ���� n 
�	
��� �� � ����� ������ M = (Mi)1�i�n 
� n �
������ 
�����
�� �	� ����

S =
∑n
i=1Mi � Id� 6� �
� ()*$�� ��� �
�� ���
	����� �
 � ��%()*$ M �� ������ �
� Δ ∈ H(Cd) ��

‖Δ‖M =

n∑
i=1

|Tr(ΔMi)|.

-� ��
�� ��� �
��
���� ����� �� ,�	��
�  ���



������� �	 
����� ��� ����������� �� ������� ������������ ��

������� ��	�
� ����� ��� �	
� M �� Cd �� ��� 0 < ε < 1� ����� �� � �����	
� M′ = (M ′
i)1�i�n� ����

n � Cε−2d2 log(d) ���� ����� ��� ��� Δ ∈ H(Cd)�

(1− ε)‖Δ‖M � ‖Δ‖M′ � ‖Δ‖M.

��������� �� ��� ��������� ���� ��� ������ M ′
i/Tr(M

′
i) ������ �� ��� ������� �� ��� ������� μ ��������� �� M�

�� �� ��� ���� ������� ������� �	 	! ��"" ��"�� � �� ���� M′ �� #� � �$%&	 '(�� � ��#)�$%&

(Mi)1�i�n* ����� ��� �� "���� ��� ������" ��+� �� ����+ � ��� � �$%&	 � ��"���� � �� ��� �� �,���

������� �����������- �� ��� �������� Id− S* ��� ������� ��� � �� ��#������ S−1/2MiS
−1/2 � �"��� �� Mi*

�� �� ��������� � .�	/ 0	 ����(�� ��� � -�����" �$%&* ��� ����� ����� ����- ���� ��� �������"1���� ����

��+ �,���� ��� ������+ �� #� �����,�����	

��� ������	
��� ��� �����

��������� �	�	/ #�"�� � �� ������� ����""��+ �� 2���� �	!	! ��� ��������� �	!	3	 4� �����* � �����

����* �� � ��"������� �+����* � "���" �$%& ��� #� �������� #+ ������1�- ������������ �� ���� �� ��

�������	

���������� ������ ��� 0 < ε < 1� ��� M1, . . . ,Mk �� �	
�� �� M′
1, . . . ,M

′
k �� ����� �	
��� ��

Cd1 , . . . ,Cdk ������������� ����������� ��� ��� 1 � i � k� �� ��� ��� Δ ∈ H(Cdi)�

(1− ε)‖Δ‖Mi
� ‖Δ‖M′

i
� (1 + ε)‖Δ‖Mi

.

!���� ��� ��� Δ ∈ H(Cd1 ⊗ · · · ⊗Cdk)�

(1− ε)k‖Δ‖M1⊗···⊗Mk
� ‖Δ‖M′

1⊗···⊗M′
k
� (1 + ε)k‖Δ‖M1⊗···⊗Mk

.

2�� �� -(� � �������� ���"����� �� ��������� �	�	/	 �� ������� k ����)��������" �"#��� ������

Cd1 , . . . ,Cdk ��� ����� ��� "���" ������ �$%& �� ��� k)������ �"#��� ����� Cd1 ⊗ · · · ⊗Cdk �� ��� ������

������� �� ��� k ������ �$%&� Ud1 , . . . ,Udk 	 �� �"" ������ � #+ LU	 ��� �����������- ����-����#"�+

���� ��� #� �����#��* ��� ��+ Δ ∈ H(Cd1 ⊗ · · · ⊗Cdk)* ��

‖Δ‖LU = dE |〈ψ1 ⊗ · · · ⊗ ψk|Δ|ψ1 ⊗ · · · ⊗ ψk〉| ,

����� d = d1 × · · · × dk � ��� ������� �� ��� -"�#�" �"#��� �����* ��� ����� ��� ������ ��� (������

ψ1, . . . , ψk ��� ���������� ��� ����)����#���� � Cd1 , . . . ,Cdk �������(�"+	

��� ��""���- ��"������� -�����"1���� �� ��������� �	 	/ ����� ���� ��� ���� ‖ · ‖LU* � ���"�-+ �� ���

���� ‖ · ‖U* � ���(�"��� �� � 5������6 �"#���78����� ����	

���������� ����� .9/:;<0� "�� ����� Δ ∈ H(Cd1 ⊗ · · · ⊗Cdk)� �� ����

1

18k/2
‖Δ‖2(k) � ‖Δ‖LU � ‖Δ‖2(k), .�	/�0

����� ��� ���� ‖ · ‖2(k) �� �#�� ��

‖Δ‖2(k) =
√ ∑
I⊂{1,...,k}

Tr
[(

TrI Δ
)2]

. .�	/30

$��� TrI ������ ��� ������� ����� ���� ��� ������� I ⊂ {1, . . . , k}�
����� �� ����������� %�%�&� � ����� ����� ������� � 9/:;<* #�� �� ��� ��������- �� ���� ���� � ��� #�

������� .��� � ����� ��������0 ���� ��������� �	 	/	 4� �� ������ #+ 〈·, ·〉H ��� ���� ������� �����- �

���"���� ���� ‖ · ‖H * �� ��(�

〈A1 ⊗ · · · ⊗Ak, B1 ⊗ · · · ⊗Bk〉2(k) = 〈A1, B1〉2(1) × · · · × 〈Ak, Bk〉2(1)
���� � ���(�"��� �� ��+�- ����

‖ · ‖2(k) = ‖ · ‖2(1) ⊗2 · · · ⊗2 ‖ · ‖2(1).



��

�� ���� 	�� 
� ���������� ����� ����

ck−1
0 ‖ · ‖2(k) � ‖ · ‖2(1) ⊗1 · · · ⊗1 ‖ · ‖2(1) � ‖ · ‖2(k)

���� c0 =
√
2/π� ���� �� ���� ���� �� �
���� ����� �� ���� 
� ���������� ����� ����� �� H(Cd1 ⊗· · ·⊗Cdk)�

‖ · ‖LU = ‖ · ‖Ud1
⊗1 · · · ⊗1 ‖ · ‖Udk

� ��� 
� ���������� ����� ���� c‖ · ‖2(1) � ‖ · ‖Ud
� ‖ · ‖2(1) �� �� � !�������

c "��	� c = 1/
√
18 ����#� $� 
� %�  � ������

ck ‖ · ‖2(1) ⊗1 · · · ⊗1 ‖ · ‖2(1) � ‖ · ‖LU � ‖ · ‖2(1) ⊗1 · · · ⊗1 ‖ · ‖2(1),

��� �������

ck−1
0 ck‖ · ‖2(k) � ‖ · ‖LU � ‖ · ‖2(k).

&� ���
'�� '�!�' �� ������� �� ��� ����� �� �(������ "����#� )��� ������	 ��!� ���� '�!�' �*+,� !�� ����

��� �����!�''� ���-��������	 ������	������	 ���� !�� 
� ���� �� !�����!� �� �'	���� ���� ��'��� ��� ����

,� 
����� ��
'� �� �����
�'��� �� (����-��'��� ��' �� � "��� ./�0 �� � ���!������ �� ��� '���� �'	���� 

�� ��� 
������� !���� ���!� �� 
���� �� ��  ���! �1������� ���!�� ��� !����' ����! �� 2����� 3#� 4��!� ���

� �����!� �� 
���	 �
'� �� ������� ��� '�!�' ����� �*+, 
� � �*+, �� ���!� ��� '�!�'��� ������ ��

������� ��� ���!� ��� � �� 
� �� ���!� �� ���� ���� �''� �!�'�� �� ��� �(��� �� ��� 	'�
�' �� ������� ��

����� ��� !���������	  �'�������� ������ �� )���� ����/� ���!� �� ����	�������'� �
������ 
� !� 
����	

��� ��������� ������ ���� ���������� ������

������� ����	� ��� 0 < ε < 1� ��� �		 1 � i � k
 	�� Mi �� � ����� ���� �� Cdi ���� ni � Cε−2| log ε|d2i
��������
 ���� �� �� "����#� ����
 ���� ���� �������	���
 ��� 	���	 ���� M1 ⊗ · · · ⊗Mk �� Cd1 ⊗ · · · ⊗Cdk

�� ���� ����
 ��� ��� Δ ∈ H(Cd1 ⊗ · · · ⊗Cdk)


(1− ε)k‖Δ‖LU � ‖Δ‖M1⊗···⊗Mk
� (1 + ε)k‖Δ‖LU.

%�� �� ��� �� ���� ��� !������ �� )���� ����/5 ��� '�!�' ����� �*+, �� Cd1 ⊗ · · · ⊗ Cdk !�� 
�

kε-����1� ���� "�� �� � �� ������	�����
�'��� �� �# 
� � �*+, ���!� �� �'�� '�!�' ��� ��� � ����' �� 
�

�� ���!� �� n = O(Ckε−2k| log ε|kd2)� ���� d = d1 × · · · × dk� ���� ���� ��� �� �������' ��������!� ��

n �� ���� �'� *� ��� !������ ��� ��������!� �� n �� ε ���������� �� k 	���� )�� ��	�-�� �������'

��������� �� ���'� ���'��� �� �� ���� ��''� ��� ��� �� � 6� �''7 �� 
� �� 6'�	�7 ��
����� � "���� k 81�� ���

d1, . . . , dk → +∞#� ��� ��� �� � 6'�	�7 �� 
� �� 6� �''7 ��
����� ��

��� ����� �� �	
 ��� �	
��
� ����
���� �	
 ����������� �� �	


������ ����

����� ����� �� 	
����� ����

9� ���� ��
��!���� �� ���� )���� ����/� %�� n ∈ N ��� (ψi)1�i�n 
� ����������� ���� ���� ��!����
����� '� �����
���� �� ��� ���� ����� �� Cd� *�  ��� ��!���!�' ���� ���� �� � !���'� �� ��
�
�'����!

���(��'������ ���������� ����� �� �� �  ������ !����(���!� �� )���� � �� .30� ���������� ����: �� � !����-

(���!� �� � ;�������-���� ���(��'���� �!�''�� �� )���� ��:�� �� 2����� �� $�!���� ��:� 4������ ��� ����

�(���� �� � !����' ���� ���� ���!� �� �������� �� $�
��!���� ����:�


�������� ������ �� (ψi)1�i�n ��� ��������� �����  ������
 �������	� ��������� �� ��� ���� ������ ��

Cd
 ���� ��� � ��� 0 < η < 1

P

(
(1− η)

Id

d
� 1

n

n∑
i=1

|ψi〉〈ψi| � (1 + η)
Id

d

)
� 1− Cd exp(−cnη2).


�������� ������ ��! Δ ∈ H(Cd)
 �� 	�� (ψi)1�i�n �� ��������� �����  ������
 �������	� ���������

�� ��� ���� ������ �� Cd� ��� ���� 1 � i � n
 ������� ��!� ��� �����  �����	�� Xi = d|〈ψi|Δ|ψi〉| ��

Yi = Xi −EXi = Xi − ‖Δ‖Ud
� ����
 ��� ��� t > 0


P

(∣∣∣∣∣ 1n
n∑
i=1

Yi

∣∣∣∣∣ � t‖Δ‖Ud

)
� 2 exp(−c′0nmin(t, t2)).



������� �	 
����� ��� ����������� �� ������� ������������ ��

�� ��� ���� ��� �� ��� � ������� �	!	" ���� ��� �������� � ���������� �	�	� ��� �	�	#	 $�� ����

1 � i � n% ��� Pi = |ψi〉〈ψi|% ��� �������� ��� &������' ���� ������ ��� ��( Δ ∈ H(Cd) ��

|||Δ||| = d

n

n∑
i=1

|Tr(ΔPi)|.

�� �)) ��� ��� � ���� ||| · ||| �% ��� ���*�*)�( �)��� �� 1% � +��� �����,����� �� ‖ · ‖Ud
	 $���% ���+

��������� �	�	#% �� �*��� ���� ��� ��( 0 < ε < 1 ��� ��( Δ ∈ H(Cd)

P ((1− ε)‖Δ‖Ud
� |||Δ||| � (1 + ε)‖Δ‖Ud

) � 1− 2 exp(−c′0nε2). &�	�-'

�� ��,� ��� � ��� ��+�����	 $, 0 < ε < 1/3 ��� � ε.��� A ���� ��� ��� *�)) ��� ��� ���� ‖ · ‖Ud
% ���

������� �� ��� ������� ������ *( ‖ · ‖Ud
	 � ��������  �)������ ��+����� &��� /���� 0	#	" � ������� 0%

1����� 0	#' ����� ���� �� ��( ������ |A| � (1 + 2/ε)d
2 � (3/ε)d

2

	 2�������� ��� ��������

A := sup{|||Δ||| : ‖Δ‖Ud
� 1},

A′ := sup{|||Δ||| : Δ ∈ A}.
3 �� Δ ���� ���� ‖Δ‖Ud

� 1% ����� � Δ0 ∈ A ��� ‖Δ − Δ0‖Ud
� ε	 4( ��� ����+)� �����)�(% �� �� �

|||Δ||| � A′ + |||Δ−Δ0||| � A′ + εA	 ��5�+ �������� � �� Δ (�)�� A � A′ + εA 	�	 A � A′/(1− ε)	

2� �� �������� B := inf{|||Δ||| : ‖Δ‖Ud
= 1} ��� B′ := inf{|||Δ||| : Δ ∈ A}% � ��)�� ��+����� �����

���� B � B′ − εA% �� ���� � ���� B � B′ − εA′/(1− ε)	 �� ��������� �� � ��� ��)������

1− ε � B′ � A′ � 1 + ε ⇒ 1− ε− ε(1 + ε)

1− ε
� B � A � 1 + ε

1− ε
⇒ 1− 3ε � B � A � 1 + 3ε. &�	�6'

4( ��� ���� *����% �� +�� ���� &�	�-' ���� P(1 − ε � B′ � A′ � 1 + ε) � 1 − 2|A| exp(−c′0nε2)	 ���*���

��� &�	�6'% ��� ���+ ����+����( �� �����% ��� (�)��

P
(
(1− 3ε)‖ · ‖Ud

� ||| · ||| � (1 + 3ε)‖ · ‖Ud

)
� 1− 2

(
3

ε

)d2
exp(−c′0nε2). &�	#7'

��� ���*�*)�( ������� � ���.�� �)% ��� ��� *� ���� �)��� �� 1% ��� ��� n � d2ε−2| log ε|	
����� �� n � d% ���  ������ (ψi)1�i�n +������))( ���� Cd% ��� ��������� ��� �������� S = P1 + · · · + Pn

� � ���*)�	 �� ��( ���� ����� P̃i = S−1/2PiS
−1/2 �� ���� M = (P̃i)1�i�n � � �89:	 ��� ���� ���������

�� M �% ��� ��( Δ ∈ H(Cd)%

‖Δ‖M =

n∑
i=1

|Tr(ΔP̃i)|.

�� ��� ��+�� ���� ��� ����� ||| · ||| ��� ‖ ·‖M ��� ��)�� ����+� &����)� �����);����'% *������ ��� ������

��������� P̃i ��� �)��� ����+� �� ��� ���) ���� Pi	 ��� � ���� �� *( �����+ ���� T :=
√
n/dS−1/2 � �)���

�� Id &� ��������.���� �������'	 �� ��� ��������� �	�	� ��� η = ε‖Δ‖Ud
/‖Δ‖1	 4( ��������� �	!	�% ��

�� � η � ε/
√
18d	 ��������� �	�	� ��)�� ����

P(‖T − Id‖∞ � η) � P(‖T−2 − Id‖∞ � η) � Cd exp(−c′nε2/d). &�	#�'

��� ����� *���� � ���� ���))�� ���� 1 ��� ��� n � C1ε
−2d2	 �)��% ���� ���� ��� � ��� ‖T − Id‖∞ � η

��)�� ����

‖Δ− TΔT‖M � ‖Δ− TΔT‖1 � ‖Δ‖1‖Id− T‖∞ (1 + ‖T‖∞) � 2η‖Δ‖1 = 2ε‖Δ‖Ud
.

<��+ ��� �(�)� �������( �� ��� �����% �� ����5 ���� ‖TΔT‖M = |||Δ|||	 =��% ������ n )��+�� ���� *���

C0ε
−2| log ε|d2 ��� C1ε

−2d2	 ��� �+� ���*�*)�(% ��� � ���� ���� �������� &�	#7' ��� &�	#�' *��� ��)�	 ��

���� �*��� ��� � ��( Δ ∈ H(Cd)%

‖Δ‖M � ‖TΔT‖M + ‖Δ− TΔT‖M � |||Δ|||+ 2ε‖Δ‖Ud
� (1 + 5ε)‖Δ‖Ud

��� ��)��)( ‖Δ‖M � (1 − 5ε)‖Δ‖Ud
	 ��� � ������)( ��� ����)� ���� ������� �	!	" ��� 5ε ������ �� ε%

���� �� ������ ��� *� �*���*�� *( ������+ ��� ��������� ����������)(	



��

����� ����� �� ���	�
���� �����

��� ����	 
� � 
���� ����
���
�� �	 � ����� ��
��
�� 
������
�� 	�� ���� �	 
�������� ψ1 ���� ������������
���

����� ���
������ ���� ���
�� �� ���� ���
� ��� ������� 
�  ������ !" #���
�� !���

$�� Δ ∈ H(Cd)" ����
�� 	�� ���� 1 � i � n ��� ����� ���
����� Xi = d|Tr(ΔPi)| %
�� Pi = |ψi〉〈ψi|" ��
Yi = Xi − EXi = d|Tr(ΔPi)| − ‖Δ‖Ud

� ��� ����� ���
����� Yi" 1 � i � n" ��� 
�������� �� ���� ����

&���� ��� ��� ����� 
� � ���� �� ���
� ψ1������

����� ������ ��� Δ ∈ H(Cd) ��� ���	
��� ��� ����� ���
���� X := d|Tr(ΔP )|� ����� P = |ψ〉〈ψ| �
��

ψ ��
����� �
	��
����� �� ��� ��
� 	����� �� Cd� ����� ��	� �� ��� ‖X‖ψ1
� ‖Δ‖2(1)� ��� �	 � ���	�������

‖X −EX‖ψ1
� 3‖Δ‖2(1) � 3

√
18‖Δ‖Ud

�

�����	���" %� ��� ����� '������
�(� 
������
��" ������� �� ������� !���) 
�  ������ !" #���
�� !��" %
��

M = σ � 3
√
18‖Δ‖Ud

" �
��
�� *�����
�
�� +�����

����� �� ��� ������ $�� ���� 
������ q" %� �������

E [Tr(ΔP )]
2q

= ETr
(
Δ⊗2qP⊗2q

)
= Tr

(
Δ⊗2q

[
EP⊗2q

])
.

,� ���� �� �� 	������" %� �
���� ������� ����

EP⊗2q =
(2q)!

(d+ 2q − 1)× · · · × d
PSym2q(Cd) =

1

(d+ 2q − 1)× · · · × d

∑
π∈S(2q)

U(π),

%���� PSym2q(Cd) ������ ��� ���������� ���-���
�� ���� ��� �������
� �������� Sym2q(Cd) ⊂ (Cd)⊗2q" ��

	�� ���� ��������
�� π ∈ S(2q)" U(π) ������ ��� �����
��� ��������
�� ��
���� �� (Cd)⊗2q ���� ���� ./01 ��

 ������ 0" #���
�� 0�2" �	 ��
� �������
�� 	�� ���� ���� �� ���� �������� ��
� �
���

E [Tr(ΔP )]
2q

=
1

(d+ 2q − 1)× · · · × d

∑
π∈S(2q)

Tr
(
Δ⊗2qU(π)

)
.

,	 �1, . . . , �k ����� ��� ������� �	 ��� ������ ������
�� 
� ��� ����� �������
�
�� �	 � ��������
�� π ∈ S(2q)"

%� ���� �1 + · · ·+ �k = 2q ��

Tr
(
Δ⊗2qU(π)

)
=

k∏
i=1

Tr(Δ�i).

3�%" 	�� ��� 
������ � � 2" %� ���� |Tr(Δ�)| � [Tr(Δ2)]�/2 � ‖Δ‖�2(1)� ��� 
������
�� |Tr(Δ�)| � ‖Δ‖�2(1) 
�
���� ���
�
����� ���� 	�� � = 1� �����	���

∣∣Tr (Δ⊗2qU(π)
)∣∣ � ‖Δ‖2q2(1)� ,� 	����%� ����

E [Tr(ΔP )]
2q � (2q)!

d2q
‖Δ‖2q2(1) �

(
2q‖Δ‖2(1)

d

)2q

,

�� ����
(
EX2q

)1/2q � 2q‖Δ‖2(1)" �� ���� ‖X‖ψ1
� ‖Δ‖2(1)� ��� ���� ���� �	 ��� 4���� 	����%� 	��� ���

��
����� 
������
��" �
��� ‖EX‖ψ1
= |EX| � 2‖X‖ψ1

" �� 	��� ��� ���
������� �+�22� ���%��� ��� �����

‖ · ‖Ud
�� ‖ · ‖2(1)�

��� ����� �� �	
 ��� �	
��
� ����
���� �	
 ����������� �� ���

����

,� ��
� ����
�� %� ����� ������� +�)�!� 5��� 
� � ����
�� �	 ��������(� ������� %�
�� 
� ��
����� 	�� ���

���������

	
����� ���� �.2�61�� ��� Z ⊂ Rn �� � 	����
� ��������� �
��

Z =
∑
i∈I

conv{±ui}

��� � ��
�� ��
�� �� ������	 (ui)i∈I � ���� ��� ����� ε > 0 ����� � 
	�	 � 	��	�� J ⊂ I �
�� |J | � Cn log n/ε2�

��� ��	
�
�� �����	 (λi)i∈J 	��� ���� ��� ��������

Z ′ =
∑
i∈J

conv{±λiui}

	��
	��	 Z ′ ⊂ Z ⊂ (1 + ε)Z ′�



������� �	 
����� ��� ����������� �� ������� ������������ ��

������� �	�	� � �  ��! ���"� ����������� �� ������� �	#	$	 %�� M &� � �'() �� &� ��������	 *��+

����""��! �	�	,- .� ��! ������ ���� M = (Mi)i∈I � �������	 ���"!�+ ������� �	#	$ �� ��� /�������

KM =
∑
i∈I conv{±Mi} 0.��� " �� � � d21��������" �����2- .� �&��� � /������� Z ′ =

∑
i∈J conv{±λiMi}

.�� |J | � Cd2 log d/ε2 ���� ���� Z ′ ⊂ KM ⊂ (1 + ε)Z ′	 3� ������ �� ���. ���� M′ = (λiMi)i∈J � � ��&1

�'()	 4� 5��. ���� hZ′ � hKM 	 ���������- + �� � ���  ����� x ∈ Cd- ��� �����"�! hZ′(Δ) � hKM(Δ)

���"�� .�� Δ = |x〉〈x| ���.� ����∑
i∈J

λi |〈x|Mi|x〉| � ‖|x〉〈x|‖M � ‖|x〉〈x|‖1 = 1,

��� ���������
∑
i∈J λiMi � Id- �� �������	 6��� ��� ��"����� Z ′ ⊂ KM ⊂ (1 + ε)Z ′ ��� ��� �"��� �� ���

�����"��� ‖ · ‖M′ � ‖ · ‖M � (1 + ε)‖ · ‖M′ - ������� �	�	� ��""�.�	
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�
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������� � k������������� 
� �� ���������
��� ��������� ������� ������ � � � � � � � � � ���

*�� �����	
����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���

*�� "��� '�	�� �� ��� ��� �� k4�����	�&�� ������ ��� 5�����6 k � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��.

*�� ����
����� ��	 ���������� '��� ��� ���� '�	�� �� ��� ��� ��   3 ������ � � � � � � � � � � � � ��$

*�$ +		��� ���   3 ���������� �� ��� ��������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��(

*�(  ������������ �� ���	��4��	
��	 ������ ��	 '�������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��#

*�# 7�� k4�����	�&����� �� ���	��4��	
��	 ������ ��� 5�����6 k � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

*�� ����
����� ��	 ���������� '��� ����� ������&����� �������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���

*� 3�� 
�&������	 ���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���

*�* "����������
� �
������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��$

*��. +����	�� +� /��&��������� �� ����
������� ��	 ����������� ����� �
����� �� ����	��	 ����� ���

*��� +����	�� 8� /���
���� ������� �� ���	�� ��������� 9��, ����
�� ��	 ���
� ��������� � � ��

*��� +����	�� /� + ���	�	 ���&��������� ����� �������� ��� �
�&�� �� ������ �� ���� �����1�

����
������� �� ������ [p]× [k] �� [p] � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��*

*��� +����	�� �� "������ �� 5��	�1�	6 ):% �������� ;�����< � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �$�

*��$ +����	�� %� "������ �� ��������� ���������	 5��	�1�	6 ):% �������� ;�����< � � � � � � � � �$�

*��( +����	�� =� "������ �� 5��	�1�	6 9������ �������� ;�����< � � � � � � � � � � � � � � � � � � �$�

*��# +����	�� )� /�
����� ���	����� �� ���4���	����� �������� ��	 ����
������� � � � � � � � � � � �$$

*��� +����	�� >� %���� �����,� �� ��� ����������� �� ��� ��
	��	 ���	�� ������ �����&��� � � � �$*
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 � 	����	�� ������ ���� ��� ��� �����	"� ����
���� �� ���
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�	��	
��	���� � ����� ���������
�� 	� ��
�#���� �����	��� �����
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 	� ������� �����
 ��� ����	��� ��

"��� ������ �	����� 	�� '	
����� �� ����� ��� ��
� ����� ��� 
����� �� �	��	
��	�� ������ ��������� �
�

��	� �� ������ �
 Cd� ����	
� ���� ��� �
���� 	� exp(Θ(d2))�

��� �����	
�����

(�� ���
��� ���������
�� ��
 ���� �� ��!� ���	�	�
�% �� ��
�	��� � ��	� ������� ��� ���! �� �	��	
��	��	
�

��� ���
��� ������� ����� ��	� �����	�
 ��� � 
��� �
����� )	"�
 � ���� ����	�	"� ��������#������ ��������

M �
 Cd� ��������� ���
�� �
� �	
��� *+,-. 	
�������� 	�� �	��	
��	���	�	�� 
��� ‖ · ‖M� ��	�� ��� ���

�������� ���� �	"�
 � ��	� (ρ, σ) �� ���
��� ������� ‖ρ− σ‖M 	� ��� 	�� ����"�� ���
 ��� ���� M 	� ����

���	����� �� �	��	
��	�� ρ ���� σ ���� ������ 	� ��� 
���� ��� ���� �/�	�
� 	� ��� ������ ���� ��
������� ��

��
 �����	��� �� � ���	�� �� ����� M ��� 
��� ‖ · ‖M = sup{‖ · ‖M : M ∈ M} ��	�� ��������
�� �� ��� 	��

���	�"�� � ��� ��� ���� ���� ��� ���	���

(���� 	
 ��� �	
� �� 0������ 1� �� ����� ����� 
���� ���� � ��
��	�
��#�
����	� ��	
� �� "	�� �
� ��� ������

	
�������� 	
 ��� ��������	� ���	��� ���
 ��� �	��
�	�
 �� ��� �
�����	
� (	���� ����� ��
�� �� 	
2
	���

��� ���� �		��
����� �	
���
 ����	 ��� 
�����

��� �	
2
	��� ���	�� ALL �� ��� ����� �
 Cd ���	�"�� ��&	��� �/�	�
�� 	
 ��� �	��	
��	���	�	�� ���!� �
�

	
 ���� ��
�� �	"�� �� ������� 	
������	�
� 3� ��� 	
���� �
� �� ��� ���	
�� ����"��	�
� � (���"� *+45. �
�

(������� *+46. ���� ‖ · ‖ALL = ‖ · ‖1� �� ���� ��� �������
�� ���
��� ������ ����� � ��������� �	��	
��	����

�	��� �	�� � 7��� ����	�	�� �� ������ � � ��	���� ���������
�� 8�� ��� 9������&: 	� ��� ����� ALL%
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����� �� ���	
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������	���� ��� ������� �����	������� � ������� ����	�� 	� ���� �	����	�� 	� ���� �� ����	�� ��� �����	��

��������� �� ������� ������� �� ������������� �����	���� �� ����� �����	�� �������	���� ���� ��  �!!� ��
������

�� ""# ������������ �
���	�� ��$�	�	��� �

��� 	� %���	�� &���'��

 �� �� ������	(� ��� ��	� ������ 	� ��	� ���
��� ������	��	�� ���� �� ��� �	
���	�� ���� ��� ��� ��)� �� ����	����

*� ����	��� ��
	��� �	���	�	���	�� ���)�� 	� ��� ������	�� ������  �� ρ ��� σ �� ������ ������ 	���
��������

��� ��	������ �� ������ �	��	� ��� ��� �� ��� ������ �� Cd ⊗ Cd� *� ���� ���� ��� ��	�	�� �� �	��	���	�� ρ

���� σ ��
���� 	� �� ������	�� ��� �� ��� ����� �� ��� ������� ������������� +������ �	�� �	�� 
�����	�	���

‖ρ−σ‖PPT 	� �� ����� 1 ��� ‖ρ−σ‖ALL� ��	�� ‖ρ−σ‖SEP� ‖ρ−σ‖LOCC ��� ‖ρ−σ‖LOCC→ ��� �� ����� 1/
√
d�

#�	� ����� ���� ���� �	�	�� 	� �����	�, ��
	������ �	��-�	����	���� ������ ������ ������ �� �	��	���	����

������� ���� ������ ���� ���) �	.����� ��������� #���� ������� �

��� �� #������ &���� 	� %���	�� &���/� #��


����� ��� ����	��� 	� %���	�� &�0� #��� ����� �� � $��� ������	�� ���
� �� ���	����� �� ��� ������ ���	�� ��� ���

���� �	��� �� ��� �
���� ��� ��� ��	� ����� �����	���� �� ��� ����� ‖ · ‖PPT� ‖ · ‖SEP ��� ‖ · ‖LOCC �#������

&�0�1�� #�� ��� �� ����������	�� �� ������� ��� ������ ����	� ������ �"��
��	�	�� &�0�'� ���� ������ �� 
���

���� ����� ������ ���	����� �� ��� ���	����� 	� � ��
	��� �	����	�� ����� ������ +� %���	�� &�2 ��������	�� ��

������ ���� �	�	�� ��� ���	��� ��� ����	���� ���� 	� ��� �	
���	�� ��� 	� ��� �������	(�� ����	
���	�� �����

*� ���� 
���	�� ����
��� �� ������ �	
���	�� ������ ρ, σ �� Cd⊗Cd ��	�� ��� ���� ���� ‖ρ−σ‖LOCC→ = 2

��	��� �	�� �	�� 
�����	�	��� ‖ρ − σ‖LO 	� �� ����� 1/
√
d� #�� 
���	�� ������ �

���� 	� #������ &���/ ��� 	�


����� 	� %���	�� &�/� ������	�� ��� ���� 
���� �����	��� ��� ��� ���� ���������� ���� ���������� ������

�	
���	�� ������ ρ, σ ���� ����� �	���� ‖ρ− σ‖LOCC→ � ‖ρ− σ‖LO �� ‖ρ− σ‖LOCC � ‖ρ− σ‖LOCC→ �

#���� &�1 ������	(�� ��� ���	��� �������	����

#���� &�1, 3�������� ��
� ������� ������� �����	���� �	��	���	����	�	�� �����

4���

�	�������
‖ · ‖LO � ‖·‖LOCC→ � ‖ · ‖LOCC � ‖ · ‖SEP � ‖ · ‖PPT � ‖·‖ALL

5�	��	��

���������

��
6
��� ��� 6 ��� ���

7����	�

���������

��
6
6 �� �� ��� ��

��
�
���

+� ���	�	�� �� ��� ������� �����	�� �
��	$�� 	� !��
��� 1� %���	�� 1�'� �� 	�������� ��� ������	�� ���, *���

A,B ��� 8���	�	�� ����	���� �� ������ �� [A,B] ��� ����� 	�������� 	��� ��� ��� �� 8���	�	�� ����	��� C ����

���� ���� C −A ��� B −C ��� 
��	�	�� ���	��$�	�� ����	���� +� 
���	������ [−Id, Id] 	� ��� 8���	�	�� 
��� ��

��� ��	� ���� ��� ‖ · ‖∞ �� ��� ��� �� ��� ���
��� ����	����

*��� A ��� B ��� ����	�	�� ��
���	�� �� ��� �	����	��� ��� �����	�� A � B ����� ���� ����� 	� �

�������� C ���� ���� A � CB� #�� �����	�� A � B ����� ���� A � B ��� B � A� ��� A ∼ B ����� ����

��� ���	� A/B ����� �� 1 ���� ��� �	����	�� ����� �� 	�$�	���

5���� �����	��� �����
�� ��� ������� ���� ������ ��������� ��	�� ��� ������ ���������� ��� 
������ ���

�������� 	� !��
��� /� %���	�� /�1�



������� �	 
����� ���������� ����������� �� ����������� ������ ������� ��

��� ������	
�����	 �
��
� ������ �
���� �� �
� ���
���

����� �����	
 ������

�� ���� ��������  � !���� ���� "��� ��#������� "��� ����� �������� �� �$%&�� �� ��#�� �	!	 �� '(��) #��

���� ������ �� ����#�	 � �$%& *������+� $������,%���� &�����- �� Cd ��  .���� #���� M = (Mi)i∈I
�# ������+� �������� �� Cd ���� ���∑

i∈I
Mi = Id.

$�� ����� �������� ��� ���������� �$%&��  ���� ��� .���� ��� �� ������� "� � ����!��	 �� �+�� ���� ��

��� ��������� ����� ���������� �$%&� ���� � ����� ���� �# �������� �$%&�  ����  � �������� ���� *���

������ /-	

0�+��  �$%& M = (Mi)i∈I �� Cd� �� �������! "� {|i〉, i ∈ I} � ���������� "��� �# C|I|�  � ��
������� �� M ��� ���� *���������� ������+� �� ����,������+��!- ��

M : Δ ∈ H(Cd) 
→
∑
i∈I

Tr
(
MiΔ

)|i〉〈i| ∈ H
(
C|I|).

��� ����� �� ��#����� �� ������ 1� 2������ 1	�� #�� #������ ��������	 ��� ���������� *����,-���� ��������

�� M �� ���� ��.���� #�� �� Δ ∈ H(Cd)� �

‖Δ‖M := ‖M(Δ)‖1 =
∑
i∈I

|Tr (MiΔ
)|.

3��� ��� #�� �� Δ ∈ H(Cd)� ‖Δ‖M � ‖Δ‖1�  ��� ������� �# Δ ∈ H+(C
d)	

�� !������ ‖ · ‖M ��  ����,����� �� �� +���� �� ���,4��� ���������	 � �������� �� ��5�����

��������� #�� ‖ · ‖M �� "�  ���� �� ��� ��� �$%& M = (Mi)i∈I �� ��#���������� ��������� �	�	 ��� ���
#���� �# �������� (Mi)i∈I ���� H(Cd) �  ����� ����	 ���� ��������� ������� ��� M ��  ���� ���"��

�# �������� ����#���! |I| � d2 = dim H(Cd)	

6� ������ "� B‖·‖M
��� ���� "�� �������� �� ‖ · ‖M� �� "� KM ��� ���� �# B‖·‖M

*�	�	 ��� ���� "��

�������� �� ��� ���� ��� �� ‖ · ‖M-	 �� �����  ����� ���� ���� ��� ��� ������� #������� �# KM �� ��.����

#�� �� Δ ∈ H(Cd)� �

hKM
(Δ) = ‖Δ‖M. *�	(-

������� ��.������� �# ����� �������� �� !�+�� �� ������ 7� 2������ 7	(	

&��� !�������� ��� �� ��.�� ��� 8����������9 �� 8������!����"�����9 ���� �������� ��   ���� ��� M

�# �$%&� �� Cd �

‖ · ‖M := sup
M∈M

‖ · ‖M.

��� ������������! ���� "��� �� ��� ����� ��

B‖·‖M
=

⋂
M∈M

B‖·‖M
,

KM = conv

( ⋃
M∈M

KM

)
.

�� ��������� ������ �� �� ��� ������������� ����� ���������� ����� �� ������ �� ��� ��: �# ������!����,

��! ������ �����	 
�� �� �������� ��� ��������  ����  ������ * ��� �������� ���"��� ���� Cd- �� "�

������ �� ���� ρ �� �� ���� σ�  ��� ���� ����� ���""������� 1/2	 �� �� :�� � '(;<� (;1) ���  �������� �������

"��� �� ��� �=���� ��:������� ���� #��� ���#�����! ��� �$%& M �� ��� ������ ������  ���""����� �#

�����

Perror =
1

2

(
1−

∥∥∥∥12ρ− 1

2
σ

∥∥∥∥
M

)
.

�� ���� �����=�� ��� ��������� ������������� �# ��� ������� ‖ρ− σ‖M �� ���� ���� *�� ������ >����.�� ���

���������!� �# 8������!����"����� ����9-? �� ��  #���� 1/2� �� �� ������! ���� ��� ��� "�� �# ��� �$%& M

�� ��� ���� ��� (ρ, σ)	



��

�������	
 ���� �� ���� ���	��	
 �� �� ����� ��� �	� ��� M �� ����� �	 Cd� ����� ������ � ��� M̃ ��

2�������� ����� �	 Cd ���� �� ���� ���� ‖ · ‖M = ‖ · ‖
˜M
� �� ��� �� ���������� �� 	�� ��

M̃ :=

⎧⎨⎩(
M, Id−M

)
, ∃ (Mi)i∈I ∈ M, ∃ Ĩ ⊂ I : M =

∑
i∈˜I

Mi

⎫⎬⎭ .

!��� ���	 ����

KM = conv
{
2M − Id, (M, Id−M) ∈ M̃

}
.

����� �� ��� 	
������� 
� ��� 	��� 
� � �����

"�	��� �� ALL ��� ������ �� ��� ����� �	 Cd� #� � ������� 	������� ‖ · ‖ALL = ‖ · ‖1 �	� ��������� KALL

�$���� [−Id, Id]� ���� �� ��� �	�� ���� �	 H(Cd) ��� ��� �������� 	����

%�� ������ ALL �� ��&������ �	 	���� ��	�� ��������� ��������	� ��	 �	&��&� �	��  	����� ��	� ������������ ��

��'�� ��	�� �� ��' ��� ���� �� ��� �����	����� �� �  	��� ������ �� ����� M ���� �����&�� ����� �� �������

��������	����	� ���� ���� ���� ��� �	�$������ ‖ · ‖M � λ‖ · ‖ALL ����� ��� ���� 0 < λ < 1� (� ��� ���� ���

�	��� �� ����	�	���� �	 d2� ���� ���������� � ��&� ��� ������� �����

������� ��	�
� ����� ��� ���	��
�� ��
����
 c, C > 0 
��� ���� ��� ������� ���
�

��� �� ��� �����
�� d ��� ��� 0 < ε < 1� ����� �
 � ������ M ��
�
���� � �� �
� exp(C| log ε|d2) ����


� Cd 
��� ���� ‖ · ‖M � (1− ε)‖ · ‖ALL�

���� �� ��� ε > C/
√
d� ��� ������ M � ����
 � Cd 
��� ���� ‖ · ‖M � ε‖ · ‖ALL ������
 �� ���
�

exp(cε2d2) ����
�

%������ )�*�+ �� ���&�� �	 ������	 )�,� �� �� ����� ���� ��� ��	������	 �� -��. ����� ��� ε � 1/
√
d� ��	��

� ��	
�� ���� M -��
� ��� �	����� ����� ��� /+,)0 �� 1������ 2 �� ��� �����	� ��	�������. ��� �������

‖ · ‖M � ‖ · ‖1/
√
d�

����� �
	�� ������	��� ������������ 
� � ��������� ������� ������

(� 	� ����� ��� ����� �� ������� ���������� ������ (� ������ ���� ��� �	������	
 
����� 3������ ����� ��

��� ��	��� ������� �� ��&���� ����� 3������ ������� 3��&��� ��� ����������� � ����� �	 ��� ���� �� � ���������

������ �	 ���� ���� ����� ���� ��� ���� ���� �	� ��	����� ��� 3������ ����� H = Cd ⊗ Cd� ��&���� �������

�� ����� ��	 �� �� 	�� �	 H ��� �� &������ ��&��� �� �������� ����������	� -��	���� /+,)0 �� /+,40 ��� �������

�	��������	.�

%�� ���� ���������� ����� �� ����� �	 H �� ��� �	� �� ����� ���������	��� ���� �����	�� ��� ��	���

�������� �� ���������	�� �	 ���� �� ��� �����������5

LO :=

⎧⎨⎩(Mi ⊗Nj)i∈I,j∈J : Mi � 0, Nj � 0,
∑
i∈I

Mi = IdCd ,
∑
j∈J

Nj = IdCd

⎫⎬⎭ .

%��� ��������	�� �� ��� ��������	 ���� ������� ��� 	�� ������ �� �����	������

%��	� � ��	����� ��� ����� �� ��������� ���������	��� ���� �����	�� ��� ��� ���������	�� �	 H ����

�� ��	��� ���������

SEP :=

⎧⎨⎩(Mj ⊗Nj)j∈J : Mj � 0, Nj � 0,
∑
j∈J

Mj ⊗Nj = IdCd⊗Cd

⎫⎬⎭ .

#	 �������	� �������� �� SEP �� ��� ����� LOCC -6���� ��������	� �	� 1�������� 1����	������	. ��

���������	�� ���� ��	 �� �������	��� �� �  	��� ��$��	�� �� ����� ��������	� �	 ��� ����������� ������� ��

��������� �����	������	 �����	 ��� �������� %��� ����� ��	 �� ��������� �������&��� �� ��� �������� �������� ��

SEP ���� ��	���	� LO �	� �� ������ �	��� ��� ������	
 ��������	5 
�&�	 � ���� M = (Mi)i∈I �	 Cd� �	�

��� ���� i ∈ I � LOCC ����
(
R(i)j ⊗ S(i)j

)
j∈Ji � ��� �����(

M
1/2
i R(i)jM

1/2
i ⊗ S(i)j

)
i∈I,j∈Ji

�	�
(
R(i)j ⊗M

1/2
i S(i)jM

1/2
i

)
i∈I,j∈Ji



������� �	 
����� ���������� ����������� �� ����������� ������ ������� ��

�� �� LOCC	 � ������� �� LOCC �� ��� ���� LOCC→ �� ��� !� 
"�� �"#$�% !���� ��  �������

�����������

LOCC→ :=

⎧⎨⎩(Mi ⊗Ni,j)i∈I,j∈Ji : Mi � 0, Ni,j � 0,
∑
i∈I

Mi = IdCd ,
∑
j∈Ji

Ni,j = IdCd

⎫⎬⎭ .

&�����% !� �������� ��� ���� �� ������'� ����� ����� �������� (���) �����������% !���� �������� ��

��� ����������� �� H ��� �� �������� ��� ����� ������'� !��� ������� ��������� �� ��� ��� ������*

PPT :=

⎧⎨⎩(Mj)j∈J : Mj � 0, MΓ
j � 0,

∑
j∈J

Mj = IdCd⊗Cd

⎫⎬⎭ .

��� ����� ������������ Γ �� ��+��� �� ��� ����� �� ������ �������� �� H* (M⊗N)Γ :=MT⊗N % MT �������,

��� ���� �������� �� M 	 
�� �� ����� ��� ���% �'�� ����,� ��� �-�������� ��  ����- �������� ������� ��

��� ������ ����% ��� ��,��'���� �� ��� ������� �� ���������	 ��������� ��� ��� ������ �� ���� �����������	

.� �� ���� ���� ��� ��+������� ��� !� �'� ��� ���� �� ����������

LO ⊂ LOCC→ ⊂ LOCC ⊂ SEP ⊂ PPT ⊂ ALL

�� ������������ ��� ���� �� ���� �����������

‖ · ‖LO � ‖ · ‖LOCC→ � ‖ · ‖LOCC � ‖ · ‖SEP � ‖ · ‖PPT � ‖ · ‖ALL. (�	/)

��� ��� ����������� �� (�	/) �� 0��!� �� �� ������ ���'���� d > 2	 1��� ����,� ��� ��� ��2������ ���!���

��� ����� ‖ · ‖LOCC→ �� ‖ · ‖LOCC% � !��� � ���!��� ‖ · ‖LOCC �� ‖ · ‖SEP% �� ���� ���������� ���� '���

�������� 34�5	

����% !� �� ���������� �� ��� ��,� ���������� ���'���� �� ����� �����% �� ��� ,����� �������� !�

��'����,�� �� !������ �� ��� ��� '����� ,�� �� ��� �������� �� ������� (������������� �� ��� ���������

�� ��� ����������)	 .� �� ����� 0��!� ��� ��� ,� ���!��� PPT �� ALL �� ���������	 �� ��������

�-���� �� ���'���� �� ��� ��������� ���� πs �� ��� ������������ ���� πa �� Cd ⊗ Cd (��� ������ 6%

7������ 6	/% ��� ������� ��+������� �� ������� ��������)% !���� ������ (��� �	,	 3845)

‖πs − πa‖ALL = 2 !���� ‖πs − πa‖PPT =
4

d+ 1
.

9� ���! ��!�'�� (��� ������� �	/	/) ��� ���� ������ �� ��� ,������	 ���� �� �� ������� !��� ��� ,� ���!���

SEP �� PPT !���� !� ���'� �� �� ,��������� ��������� (��� ������� �	/	/)	 9� ��� ���'��� �-�����

�� ��������� ,� ���!��� LO �� LOCC→ (��� �������� �	/	4 �� �	4	4)% � !��� � ���!��� LOCC→ ��

LOCC (��� ������� �	4	�)	 :�� !� �� ��� 0��! �� ���� �������� �� ������	 ��,����, ��� ,� ���!��� LOCC

�� SEP% ����������, !������ �� �� ������� �� ����� � ���� �������	

1��� ��� ��� ��� ����� �� ��! ��0% ��� ,�� ���!��� ����� ����� ����� �������	 .� �����!� ���� ���

������� �� 3;6<5 ���% ��� Δ ∈ H(Cd ⊗Cd) �� ��0 r% !� �'�

‖Δ‖LO � 1

18
√
r
‖Δ‖ALL.

����� ����	�
������ ����	 �� �� ����	�� ������� �� ������� 	��	���� 
����	��


���

"�� ��� ������ ������� ��� �=������ �� ��� ������ LOCC→% LOCC% SEP% PPT �� ALL �� ������� 

������ ������������� ��0	 ���� >������? ���� ��� �����!��,* !� �������� ��� ������� �� ������,������, ρ

���� σ% !���� ρ �� σ �� ����� �����% ������ ������������� � ����� !��� ������� �� ��� ������� ������

(�	�	 ��� 
����,�� ������ ������� �� ��� �������@7������ �������) �� ��� ��� �� �� �����	 .� ����� ��� ���

��� ��� ��������� �� ��� ���!�� ����������� �� ��� '��� ���������'�% 2�����, �������� ��� ����������

�� ����  ������� �����% !���� ��� ���������� ��� �������  ���� ��������� ����	 ���� ���!� ��� ,������

�������� ����� �� �� �����,* ������� ����������� (�� �'�� ���� �� ���� ����������� �����!�� ��

������� ������������) �� ������ ������,���� ���� (��� 3AA5 ��� ������ ������� �� ���� ���������� ��

7������ �	8 ���  ���� ������� ���������� �� ��� �����)	



��

������� ��	�	� ����� ��� ���	��
�� ��
����
 C, c > 0 
��� ���� ��� ������� ���
� ��	�� � �����
�� d�

��� ρ ��� σ �� ����� 
����
� ����������� ��� �������� ��
�������� � ��� 
�� � 
����
 � Cd ⊗ Cd� �����

���� ���� �����������

c � ‖ρ− σ‖PPT � ‖ρ− σ‖ALL � C,

c√
d
� ‖ρ− σ‖LOCC→ � ‖ρ− σ‖LOCC � ‖ρ− σ‖SEP � C√

d
.

����� ����� ���� ����������� ����
 ���� ��� ���������� ���� �� � ��� �����
��
 ����
 �
 ��

 ���� exp(−c0d3)
�� 
�� ��
���� c0 > 0�

�� �������	� 
�������
� �� 	�� ���� ���������	� ��	���	�� �� 	��	 ��� 
�� ��� �� Cd ⊗Cd �������	�����

���� �	�	�� ���
� ��� �������� ��	� �������


������� ��	��� ����� ��� ��
����
 C, c > 0 
��� ����� �� A �����
 � 
�� � exp(cd3) ����������� �����


����
 �������� ��
�������� � ��� 
�� � 
����
 � Cd ⊗ Cd� ���� ���� ���������� ��� ���� � ��
����� 
����


ρ, σ ∈ A 
���
��
 ��� �����
��
 � ������ ������

�� ����
� ������� ����� ���� ��	���	�� �� 	�� ���� ���	� ��� 	�� ������ �� 	�� ���	 ����� KLOCC→  

KSEP ��� KPPT� ��� ��� �� 
��
��	��	��� �� ������� ������ 	� ���� ���� 	���� ������ ��	���	�� 	� 	��

��	���	�� �� � 	���
�� ����
	��� 	��	 ������ �� ������� ������ �� ��
���� ��� 	��� ��	����� �� !�
	��� ��"�

�� ���� ���� 	��	 ���� 	�� �������	 �����	 �� 
������
�	��� ��� � ���� ��#���
�$ �� ���� �������� ��

�	�	�� ���
� ��� �����
	�� ���	����������� ����� ��
�� ����������	� ��� ���%��� 
�����
�� 
������
�	��� ��	

���� ������ ���	����������� ����� ��
�� ����������	� ��	� �� 
������
�	��� ��	���� 	�� ���	����

������� ��	��� ����� �
 � ���	��
�� ��
���� C > 0 
��� ���� ��� ������� ���
 �� ��� d� ����� �!�
�



����
 ρ ��� σ � Cd ⊗Cd 
��� ����

‖ρ− σ‖LOCC→ = 2,

���

‖ρ− σ‖LO � C√
d
. &��'(

����� �	�	�� ��� 
���	��
	�� �� �������$ �������� ��	���	 ���� �� ��������	� 	��	 d �� ���� ��	 E �� �

���� d/2%����������� ������
� �� Cd ��	 U1, . . . , Ud �� ������ ����������	 )���%���	����	�� ���	����� �� Cd 

��� ����� 	�� ������ �	�	�� ρi = UiPEU
†
i /(d/2) ��� σi = UiPE⊥U†

i /(d/2) 1 � i � d �� Cd &����� PE
��� PE⊥ ����	� 	�� ��	������� ���*�
	���� ��	� E ��� E⊥ �����
	�����(� ���� ����	��� �� {|1〉, . . . , |d〉} ��

��	�������� ����� �� Cd �����

ρ =
1

d

d∑
i=1

|i〉〈i| ⊗ ρi ��� σ =
1

d

d∑
i=1

|i〉〈i| ⊗ σi.

��� ���� (ρ, σ) ��	����� &��'( ��	� ���� ���������	��

������� ����+ �� ������ �� !�
	��� ��+� ,	 �� ����	 �� 	�� ���� 	��	 	���
���� � ������ -./0 
����	 ��

���

�����	�������� �� ������� 1��2
���	�� ��3����	4 ���
������	��� 	��5�� ��� ����� 
���	��
	��� �� ���� ��������6��

	���� 	� ���� 	�� ����	��
� �� �� ��������� ��� ��	���� LOCC→ ��� LOCC�

��� �� ��� 	
������� 
� ��� 	��� 
� � �����

,� 	��� ��
	��� �� ��	������ ��� ���� ���	��
	 -./0� � ��	 M �� -./0� �� Cd ���	 
��	��� �� ����� 	�

���������	� 	�� ��	 ALL �� ��� -./0� �� Cd &�� 	�� ����� 	��	 λ‖ · ‖ALL � ‖ · ‖M � ‖ · ‖ALL ��� ����

0 < λ < 1(�

��� ������ ��� 	�� exp(d2) �
����� �� 	�� ���	 ���	 �� ������� ����7 �� 	��	 	���� -./0� ������ �� ����

	� ���
������	� ��� 	�� �	�	�� ��	��� 	�� ������ �� �	�	�� {PE/ dimE} ����� E ������ ����� ��� ������
�� ��

Cd ��� PE ����	�� 	�� ��	������� ���*�
	��� ��	� E� ��� ��	 �� k%����������� ������
�� �� Cd ��� ���������

k(d− k) ���
� �� �� ����� d2 ���� k �� ������	����� 	� d�



������� �	 
����� ���������� ����������� �� ����������� ������ ������� ��

��� ������ ��� �� ������� �	�	� �������� � � �� ��!�������" �����  ���!�� �#$% �� &� &�� �� �������'

���� � ���������� ��� ���� �� ��&�����	 ��� ������� �� ��� (���� )��� ������ *" +������ *	�, ���-����

 ��� ��(�� �� ���� ���&���	

�� &�!�� (���" (� ���-� ��� .��� ��� �� ������� �	�	�	 /��� ��� ��� ��������� ‖ · ‖M � (1− ε)‖ · ‖ALL ��

����-���� �� KM ⊃ (1− ε)[−Id, Id]" ��� ��� KM &���! ��.��� �� )�	�,	 0� ���� ���� �-� �� �1� ��� �� ���

(���'1��(� ���� &���(	

����� ����� )����� ������ �� ���-� &����� &� ���������,� ����� � ��		�
��� ����� ��� K ⊂ Rn ���

0 < ε < 1� 
���� �� � ���
� ��	��� (xi)i∈I ���� 
��
 |I| � (3/ε)n ���

(1− ε)K ⊂ conv{±xi : i ∈ I} ⊂ K.

���� 
�� A &� � ε'��� �� K" (��� ������� �� ‖ · ‖K )��� !�!� �� K" � ��.��� �� ������ *" +������ *	�,	

� ������ -��������� �!����� )��� 
��� *	�	2 �� ������ *" +������ *	�, ���(� ��� (� �� ������ ���

|A| � (3/ε)n	 
�� P := conv(±A) ⊂ K	 3�-�� �� x ∈ K" ����� � ���� x′ ∈ A ���� ��� ‖x − x′‖K � ε	

���������

‖x‖P � ‖x′‖P + ‖x− x′‖P � 1 + εA,

(���� A := sup{‖y‖P : y ∈ K}	 �1��! �������� �-�� x ∈ K" (� �&��� A � 1 + εA �� ��������� )A ��

����� ���� �� &� .����, A � (1−ε)−1	 0� ���� ���-�� ��� ��������� ‖·‖P � (1−ε)−1‖·‖K " (���� �� ����-����

�� ��� ��������� (1− ε)K ⊂ P 	

0��� ������ �� ��� d2'���������� ���-� &��� KALL = [−Id, Id]" 
��� �	2	� ������� ��� ����� �� 

.���� ����� (Ai)i∈I ⊂ [−Id, Id] (��� |I| � (3/ε)d
2

�� conv{±Ai : i ∈ I} ⊃ (1− ε)[−Id, Id]	 4�� �-��� i ∈ I"

(� �� �������� ��� �#$%

Mi :=

(
Id +Ai

2
,
Id−Ai

2

)
.

5� (� ������ M := {Mi : i ∈ I}" ���� ��� �� i ∈ I" ±Ai ∈ KMi
�� ��������� (1− ε)[−Id, Id] ⊂ KM" (���� ��

��������� (�� (� (���� �� ���-�	

0� ��( ���( ��� ������ ��� �� ������� �	�	�	 ��� 1�� �&���-���� �� ��� �����(��! ����" (���� (�

������ &� αn ��� ��� (���� ��  ��!���� [−x, x] ��� x  ���� -����� �� Rn" �� ��� αn ∼ √
2/πn )��� ������

*" +������ *	�,	

����� ����	� ��
 M �� � ���� � Cd� ���� 
�� 	��� ���
� � 
�� ��
 KM� ������ �� ����
�� )�	�,�

��
����� w(KM) � dαd2 � ��
� ������
� �� M �� � ��� !1 ���� "�
� 
��
 dαd2 �� � ���� 1#�

5� �� &� ������� ��� ��� ��� �������� �� 
��� �	2	� ������� ���" � �� � ��� ��� (���� �� ���������"

�� ��1'1 �#$%� �� �����&��	

���� 3�-�� �� �#$% M" ����� ��  ��1'1 �#$% M′ ���� ��� KM ⊂ KM′ )���� �� ����� ���� &� ��������!

��� �#$% �������� ���� M �  ��� �� ��1'1 ��������,	 ���������" �� ��6��� �� ���( ��� w(KM) = dαd2

��� �� ��1'1 �#$%	 
�� M = (pi|ψi〉〈ψi|)i∈I &�  ��1'1 �#$%" (���� (pi)i∈I �� ������-� ���&��� ��

(ψi)i∈I �� ���� -������ ���� ���∑
i∈I

pi|ψi〉〈ψi| = Id.

7� �1��! ��� ����" (� ����1 ��� ��� ���� ��� �� {pi : i ∈ I} ����� d	 0� ���� �-�" ��� �� Δ ∈ H(Cd)"

hKM
(Δ) =

∑
i∈I

pi|〈ψi|Δ|ψi〉|.

�����" �������! &� SHS(C
d) ��� ���&���8+������ ���� ������ �� H(Cd) )(���� �� ��������� d2−1, ��������

(��� ��� ������� ������ σ" ��� ��� (���� �� KM �� &� �������� �

w(KM) =

ˆ
SHS(Cd)

hKM(Δ) dσ(Δ) =
∑
i∈I

pi

(ˆ
SHS(Cd)

|〈ψi|Δ|ψi〉| dσ(Δ)

)
=

∑
i∈I

piαd2 = dαd2 .



��

������ ���� M 	� � 
��	�� 
 N ����� ���� ���� ‖Δ‖M � ε‖Δ‖1 
� ��� Δ ∈ H(Cd)� ��	� 	���	�� ����

KM ⊃ ε[−Id, Id] ��� �����
�� ����

w(KM) � εw([−Id, Id]) � ε
√
d, �����

����� �� ���� ���� ��� ���	���� � ��� ���� �	��� 
 [−Id, Id] 
�� ������ ����� 	� ������	 ���� �� ���

���� ����! �� ��"�

KM = conv

( ⋃
M∈M

KM

)
, ���#�

� ���� KM 	� ��� ��"� ���� 
 N ����! ���� 
 ���� 
 ���� �	��� $����� $� �� �$����� ������� �$�

%���� ��&�'�� (� ��� ����� %���� ����# 	� )������ �! *���	� ���! �	�� λ =
√
d �	��� [−Id, Id] 	� ����	���

	� ��� +	�$���,*���	�� $��� 
 ���	��
√
d� -�����	�. ���� ��� ��$	��� �	����	� 	� n = d2! �� .��

w(KM) � C

(
1 +

√
logN√
d

)
. ���/�

� �����	�� 
 ��� $���� ����� ��� ���/� 	����	����� �	���� logN � ε2d2! �� ��0�	����

��� ������	
 �	��	��� 
�� ������	 LO �	� LOCC

����� ����	�
�
 �� LO/LOCC→

1� ��	� ����	� �� .	"� � ��
 
 ������ ��'��� %�� {|1〉, . . . , |d〉} $� �� �������� $��	� 
 Cd� 2� d �"��!

�� ���	��� � 3 �� d/24�	����	��� ��$����� E ⊂ Cd! ��� ����� Δ0 = 2PE − Id� (� ���� �	�5 U1, . . . , Ud
����� 	���������� +���4�	���	$���� ��	���	�� � Cd! ��� 
� 1 � i � d �� ���	��� ��� ����� �������

Δi = UiΔ0U
†
i � (� 3����� 	�������

Δ =

d∑
i=1

|i〉〈i| ⊗Δi. �����

2� ���� 1 � i � d! ��� Mi = (Mi, Id−Mi) $� � ���� � Cd ���� ���� ‖Δi‖Mi = ‖Δi‖1� ����!
M = (|i〉〈i| ⊗Mi, |i〉〈i| ⊗ (Id−Mi))1�i�d

	� � ���� � Cd ⊗Cd ��	�� 	� 	� LOCC→� �����
��!

‖Δ‖LOCC→ � ‖Δ‖M =
d∑
i=1

‖Δi‖1 = d2,

��� ����� 	� �������� �0���	�� 	� ��� 	��0���	�� �$"� �	��� �� ��� ��"�

‖Δ‖LOCC→ � ‖Δ‖1 =

d∑
i=1

‖Δi‖1 = d2.

������ ��'�� �	�� 
��� ��	�� ρ ��� σ $�	�. ��� ��	�	"� ��� ��.��	"� ����� 
 Δ! �
��� �������	6��	�� 	
 ��

��"� ���� ‖Δ‖LO � Cd3/2 �	�� �	.� ��$�$	�	���

����������� 	
�
�
 ��� Δ ∈ H(Cd ⊗Cd) ������ �	 
� ������ �� ���

‖Δ‖LO = sup

{
d∑
i=1

‖Δi‖N : N ���� �� Cd

}
. �����

�
	 �����
�� ��� �� ����� ������� �	 ������	� ���� A ������	 � 1/16���� 
� SCd

‖Δ‖LO � d sup
x∈S

Cd

d∑
i=1

|〈x|Δi|x〉| ���7�

� 2d sup
x∈A

d∑
i=1

|〈x|Δi|x〉| . ����8�



������� �	 
����� ���������� ����������� �� ����������� ������ ������� ��

������ ��� ��������� � �� ��	��  ����!� "� ����������# ��� LO �$%& (|i〉〈i|)1�i�d ⊗ N	 ���'������( #�'��

�$%&� M = (Mj)j∈J �� N = (Nk)k∈K �� Cd( !� �'�

‖Δ‖M⊗N =
∑

j∈J,k∈K

∣∣∣∣∣
d∑
i=1

Tr ((|i〉〈i| ⊗Δi) (Mj ⊗Nk))

∣∣∣∣∣
�

d∑
i=1

⎛⎝∑
j∈J

|〈i|Mj |i〉|
⎞⎠(∑

k∈K
|Tr (ΔiNk)|

)

�
d∑
i=1

‖Δi‖N,

��� ��� ��������� "���# "�����(  �� ��� 1 � i � d(
∑
j∈J |〈i|Mj |i〉| =

∑
j∈J〈i|Mj |i〉 = 〈i|i〉 = 1	 �)��# ���

�������� �'�� M �� N #�'�� ��� ��������� � �� ��	��	

��� �������� �� ��	�� �� �����#�� !��� ����������# �� ��� �������� �� �$%&� !���� �������� �'�

��) 1( ����� ��������# ��� �$%& �������� � ��� � ��) 1 �������� ���� ��� ������� ��� ������#����"�����

����	 * N �� ����  �$%&( ��� �������� �� "� !������ � (αk|xk〉〈xk|)k∈K ( !���� (xk)k∈K �� ���� '������

�� (αk)k∈K ������'� ���"��� ���� ���#
∑
k∈K αk = d	 +� ���� �'� �� ��� ���

d∑
i=1

‖Δi‖N =

d∑
i=1

∑
k∈K

|Tr(Δi · αk|xk〉〈xk|)| � d sup
x∈S

Cd

d∑
i=1

|〈x|Δi|x〉| ,

���'��# ��	��	

�� ���'� ��	,-�( !� ��������� ���  ������� g ��.���  �� x, y ∈ Cd "� g(x, y) =
∑d
i=1 |〈x|Δi|y〉|( �� ���

 ������� f ��.���  �� x ∈ Cd "� f(x) = g(x, x)	 /����� "� G ��� �������� � g �'�� SCd × SCd ( "� F ���

�������� � f �'�� SCd �� "� F ′ ��� �������� � f �'��  δ0��� A	 1�� �� x, y ∈ Cd( !� �'� "� ���

���������� ��������

〈x|Δi|y〉 = 1

4
(〈x+ y|Δi|x+ y〉+ i〈x+ iy|Δi|x+ iy〉 − 〈x− y|Δi|x− y〉 − i〈x− iy|Δi|x− iy〉) ,

�� ��� g(x, y) � (f(x+ y) + f(x+ iy) + f(x− y) + f(x− iy)) /4 �� ����� ��� G � 4F 	

2�'�� x ∈ SCd ( ����� �3���� x′ ∈ A ���� ��� ‖x− x′‖2 � δ( �� "� ��� ����#�� ���������

|〈x|Δi|x〉| � |〈x|Δi|x− x′〉|+ |〈x− x′|Δi|x′〉|+ |〈x′|Δi|x′〉| .

4�����# �'�� i �� �)��# �������� �'�� x ∈ SCd #�'��

F � 2δG+ F ′ � 8δF + F ′.

1�� δ = 1/16( !� �"��� F � 2F ′( �� ����� ��� ��	,-�  ����!�  ��� ��	��	

�� "���� ‖Δ‖LO( !� ���"��� ����������� �	5	, !��� ���  ����!��# ������	

����������� 	
�
�
 ��� x 	� 
 ��� ���� ������ �� Cd� E 	� 
 ��� d/2���������
� ��	��
�� �� Cd 
�

Δ0 = 2PE − Id� (Ui)1�i�n 	� �

�������	��� ��������� �
��� ����
���� �� Cd� 
� ��� �
�� 1 � i � n�

��� Δi = UiΔ0U
†
i � ����� ��� 
�� t > 1�

P

(
n∑
i=1

|〈x|Δi|x〉| � (1 + t)nE |〈x|Δ1|x〉|
)

� e−c0nt,

c0 > 0 	���� 
 �������
� �����
���

������ ����������� �	5	6 ��  ����������� � ����������� 7	�	6 �� ������ 7( !���� �� �����  '������ ��

8�������� ����������� �������� � ������� 5	6	9 �� ������ 5( 4������ 5	6�	 ��� ������� E |〈x|Δ1|x〉| �� ����

�� ��� ��0����� :��� ��� ����; � Δ1 ���� <,=�> �� ������ 7 � ��� ������� ���������� �� !� ��� ��� "����

 ��� <,=->

E |〈x|Δ1|x〉| � 1

d
‖Δ1‖2 =

1√
d
.



��

�� ��� ��	
���� �� 
���� �� �����	 ������ ��� A �� � 	���	�� 1/16���� �� SCd � �� ��� |A| � 482d ����

��		� ����� �� ��
��� �� ������� ��� � !���" #��
�������� ����$ ��% ����� ���� n = d � ��% �� &���� ��&�%�

�� ������ ��� ��� ��' t > 1

P
(
‖Δ‖LO � 2(1 + t)d3/2

)
� P

(
∃ x ∈ A :

d∑
i=1

|〈x|Δi|x〉| � (1 + t)
√
d

)
� 482de−c0dt.

��� ����	��� �� ���� ��� 1 ��� t �� ���"�� ��� ��	� �&	��� t0� ��� ���� ��� ‖Δ‖LO � 2(1 + t0)d
3/2

��� �" 
���������' ���� ‖Δ‖LOCC→ = d2� ��% �����	 ����� ��������

������ ��	�
� ��� �������� Δ 	�
��	 � �������� ���� ��� �� ��������� �� Δ = d2(ρ′ − Id/d2)� ����

ρ′ =
2

d2

d∑
i=1

|i〉〈i| ⊗ UiPEU
†
i .

����� � ������� ������ ‖ρ′ − Id/d2‖LO � C/
√
d ���� ���� ����������� ����� ‖ρ′ − Id/d2‖LOCC→ = 1� ����

������� �� �������������� �� 	��� ������� ������� ����� ��� ������ ����� ���������� ������ ����������� ����� ���

�� ���� ��������� ������ ����������� ���� ��� �� �����!�	 � ����� ������������" 	��������� ��	�����������

����� ������� ������ ����������� ���� #$�% ��� ��� �������� 	���������� �� ���� ����������� ��	 &������ ��

'������ ��(� �� ���� ���������� ��� � �����	�� �� ��� 	�
������ �� ������ �����������"� )��� ��������� #$*%

��	 #�+%� 	��� ������� �� ���� �� 	�
��	 �� ����� �� 	���������������� ���� ��� �� ����� �� �	 ����� � �����

������������, ���������� � ����� ρ �� Cd ⊗Cd ����� �� ���� ���� ‖ρ− Id/d2‖LO � ‖ρ− Id/d2‖LOCC→ ��

�� ���	 ��� ����������� ��������

����� �����	
��	���� ��������� �	�� LO/LOCC→ 	�� LOCC→/LOCC

(�� ��� r ∈ N� �� %�)�� LOCC(r) �� �� ����� �� ����� #*+,� ��� r ��&�%� �� ��������� ��		&��������

������� �� 
������� -� 
�����&���� 	�.��" �� ���. ��� �� �������� ��� ���� 
��/��&��' �����%&��%� �� �/�

LOCC→ = LOCC(1) ���� LOCC = limr→+∞ LOCC(r)� 0� ������� �� ��� E �� � d/2�%�	�������� �&��
���

�� Cd� ��% %����� �' P �� ����"���� 
��1����� ���� E� P⊥ �� ����"���� 
��1����� ���� E⊥� ���� %�)��

�� ��� ����"���� ������ τ+, τ− �� Cd �'

τ+ =
P

d/2
��% τ− =

P⊥

d/2
.

2�/�� m ∈ N� ��� {|1〉, . . . , |m〉} �� �� �������	�� ����� �� Cm� ��% U1, . . . , Um �� &�������� �� Cd� ����

%�)�� �� ��� ��
������ ������ ρ
(1)
+ , ρ

(1)
− �� A⊗ B� ��� A ≡ Cm� B ≡ Cd� ��

[
ρ
(1)
+/−

]
AB

=
1

m

m∑
i=1

|i〉〈i|A ⊗
[
Uiτ+/−U

†
i

]
B
. ���$$ 

2�/�� n ∈ N� ��� {|1〉, . . . , |n〉} �� �� �������	�� ����� �� Cn� ��% V1, . . . , Vn �� &�������� �� Cm� ����

%�)�� �� ��� ��
������ ������ ρ
(2)
+ , ρ

(2)
− �� A⊗ B� ��� A ≡ Cn ⊗Cd� B ≡ Cm� ��

[
ρ
(2)
+/−

]
AB

=
1

mn

m∑
i=1

n∑
j=1

[
|j〉〈j| ⊗ Uiτ+/−U

†
i

]
A
⊗

[
Vj |i〉〈i|V †

j

]
B
. ���$� 

������ ��	�	� -�� 0 � δ < 1/2� &����	�� ��� ������ ρ
(1)
+ ��	 ρ

(1)
− �� 	�
��	 � �������� ���$$ ��	 ���

��������� Δ(1) = ρ
(1)
+ − ρ

(1)
− �� A⊗ B ≡ Cm ⊗Cd� .�� m � d1−δ� ����� � ��� U1, . . . , Um ���� ����

‖Δ(1)‖LOCC(1) = 2 ��	 ‖Δ(1)‖LO � 1

d1/2−δ
.

-� ���%�3 �� �� '
������ �� �����	 ����� ��� �����)�%� �� ������ ρ
(1)
+ ��% ρ

(1)
− ��� 
�������' %�����"&������

�' ����� #*+,� ��% ��� ��&�% �� ��������� ��		&��������� �&� /��' 
����' �' ����� #*+,� ����&� ��'

��������� ��		&���������



������� �	 
����� ���������� ����������� �� ����������� ������ ������� ��

������ ��� LOCC(1) ��� !���� ��"��� ���#��� ������������� �# ρ
(1)
+ �� ρ

(1)
− ��(

|i〉〈i|A ⊗
[
UiPU

†
i

]
B
, |i〉〈i|A ⊗

[
UiP

⊥U†
i

]
B

)
1�i�m

.

$� ��� %��� ������� �� ����	

��� ������ ��������� �� &���  ���'�� '������(���� �# ������� �	)	*	 +�����, �� !� &��� �"���-�� �� ���

����# ���, ������' Δi = Uiτ+U
†
i − Uiτ−U

†
i #�� ��� 1 � i � m, !� �-�

‖Δ(1)‖LO = sup

{
1

m

m∑
i=1

‖Δi‖N : N ��� �� Cd

}
.

+� !� ���� ���"������ ���, #�� m = Cd1−δ �� U1, . . . , Um ����������� �� ������"���� �������� �� Cd,

��� ����� ������� ��, !��� ���""����� '����� ��� 1/2, ������ ��� C ′/d1/2−δ .!���� C,C ′ > 0 �� ���-����

��������/	

������� ��	�
� ��� 0 � δ < 1/2� 	�
���� ��� ������ ρ
(2)
+ �
 ρ

(2)
− �� ��
� �� �������
 .�	�)/ �
 ���

��������
 Δ(2) = ρ
(2)
+ − ρ

(2)
− �
 A ⊗ B ≡ (

Cn ⊗Cd
) ⊗ Cm� ��� n � m � d1−δ� ����� ����� U1, . . . , Um �


V1, . . . , Vn ���� ����

‖Δ(2)‖LOCC(2) = 2 �
 ‖Δ(2)‖LOCC(1) � 1

d1/2−δ
.

+� !����0 �# ��� ���������� �# ������� �	*	1 �� ����%��, ��� ����� ρ
(2)
+ �� ρ

(2)
− �� ���#����� ������'����"��

"� ���� ��� � �� �!� ������ �# ������� ������������, "�� -��� ������ "� ���� ��� � �� ��� �����

�# ������� ������������ ����	

������ ��� LOCC(2) ��� !���� ��"��� ���#��� ������������� �# ρ
(2)
+ �� ρ

(2)
− ��(

|j〉〈j|A1
⊗

[
UiPU

†
i

]
A2

⊗
[
Vj |i〉〈i|V †

j

]
B
, |j〉〈j|A1 ⊗

[
UiP

⊥U†
i

]
A2

⊗
[
Vj |i〉〈i|V †

j

]
B

)
1�i�m, 1�j�n

.

$� ��� %��� ������� �� ����	


�� �� ���� �� ���!��' ��� ������ ���������	 $�����' Δi = Uiτ+U
†
i − Uiτ−U

†
i #�� ��� 1 � i � m, !� �-�

"� ��%������

‖Δ(2)‖LOCC(1) = sup
∑
α

1

mn

m∑
i=1

n∑
j=1

‖Δi ⊗ |j〉〈j|‖Nα
Tr

(
Vj |i〉〈i|V †

j Mα

)
s.t. M = (Mα)α ��� �� Cm �� Nα ��� � �� Cd ⊗Cn.

2��, �# N = (Nβ)β ��  ��� �� Cd⊗Cn, ���� #�� ��� 1 � j � n, N(j) = (Trn [Idd ⊗ |j〉〈j|nNβ ])β ��  ��� 
�� Cd !���� �� ���� ���, #�� �� �������� Δ �� Cd, ‖Δ⊗ |j〉〈j|‖N = ‖Δ‖N(j)	 �����#���,

‖Δ(2)‖LOCC(1) � sup
∑
α

1

m

m∑
i=1

⎛⎝ 1

n

n∑
j=1

Tr
(
Vj |i〉〈i|V †

j Mα

)⎞⎠ ‖Δi‖Nα

s.t. M = (Mα)α ��� �� Cm �� Nα ��� � �� Cd.

3�! ������ �������� V1, . . . , Vn �� Cm !���� �� 14������(��', �	�	 ���� ���, #�� �� ���� -����� x ∈ Cm,∥∥∥∥∥∥ 1n
n∑
j=1

Vj |x〉〈x|V †
j − Id

m

∥∥∥∥∥∥
∞

� 1

m
. .�	�5/

���� �� ����-�� !��� ���""����� '����� ��� 1/2 "� ����������� �� ������"���� �������� �� Cm �# n = Cm,

!���� C > 0 ��  ���-���� ������� .��� 6��7/	 +� ��� ���, #�� �� ��� M = (Mα)α �� Cm, !� �-� ���

#�� ��� α �� 1 � i � m,

1

n

n∑
j=1

Tr
(
Vj |i〉〈i|V †

j Mα

)
�

∥∥∥∥∥∥ 1n
n∑
j=1

Vj |x〉〈x|V †
j

∥∥∥∥∥∥
∞

‖Mα‖1 � 2

m
TrMα,



��

��� ���� 	
�����	� ��	
� � �������	�
 ������� �
� ������� Mα � 0� �	
�� ���	�	�
���
∑
αMα = Id� �� ����∑

α TrMα/m = 1� �� �
��� ���

‖Δ(2)‖LOCC(1) � sup

{
2

m

m∑
i=1

∑
α

λα‖Δi‖Nα
: λ = (λα)α ����, Nα � !"� �
 Cd

}

=sup

{
2

m

m∑
i=1

‖Δi‖N : N � !" �
 Cd

}
.

�� ������	�
 �	 ��� ���� �� ������ ������ �� �	�� ���� ���� ����� �	������ ��	���	�� C,C ′ > 0 ���� �����

�� m = Cd1−δ �	
 U1, . . . , Um �	
���	
�	� ��� 
��������
 �	������ �	 Cd� ��� ����� ���	���� ��� ����

���������� ����� ���	 1/2� ������ ���	 C ′/d1/2−δ�

��� ������	 
���
�� ��� ������� SEP �� PPT

����� ����	
 �� 	
�� ���� 
���	��
�

���  �� ���� ����
� ������ ��!�! �� �� �������� �������� ��� ��"� �� ��� #
���$ �	�� ����� KPPT� KSEP �	


KLOCC→ ���������
 �� ��� ��������	� 	��� ‖ · ‖PPT� ‖ · ‖SEP �	
 ‖ · ‖LOCC→ � %�������� �	����	�� �����

�� ��	����� ������ �� ���	���� ��� ��"� �� ��	��� ��
��� �	���
� ��� ������ �
��� �	
 ��� ���	 ��
��� �����

�� 
� 	�
 �	 %����� �� &�����	 ��'�

(����� ���� ���	��� �� ��� ����� ��� ��	��� ������� �	 ��� ����� H(Cd⊗Cd) #����� ��� ��� 
���	���	

d4$ �� �� ������� �	
�����
 ���� �� ��� ��� )����
��	 ������� �	
���
 �� ��� ������*&����
� �		� ��
����

��� 
� 	����	� �� ��� ������ �
��� �	
 ��� ���	 ��
�� �� KM ���� ������

vrad(KM) =

(
volKM

volBHS(Cd ⊗Cd)

)1/d4

�	
 w(KM) =

ˆ
SHS(Cd⊗Cd)

‖Δ‖M dσ(Δ),

���� BHS(C
d ⊗ Cd) 
�	���� ��� ������*&����
� �	�� ���� �� H(Cd ⊗ Cd) �	
 SHS(C

d ⊗ Cd) ��� ������*

&����
� �	�� ����� �������
 ���� ��� �	���� ������ σ� ��� �� ��� ��������� �	 ��� ������ �
��� �	


��� ���	 ��
�� �� KPPT� KSEP �	
 KLOCC→ � �� � ����	��� ����� ���� #�	 Cd ⊗Cd$

vrad(KALL) � w(KALL) � d.

���� ������� ��� ������ ��+�' �	 ����	
�� ��+ �	�� �� ���� �	 ��	
 ���� KALL = [−Id, Id]�

������� ��	�
� �� Cd ⊗Cd� ��� ���

vrad (KPPT) � w (KPPT) � d

��	

vrad (KLOCC→) � w (KLOCC→) � vrad (KLOCC) � w (KLOCC) � vrad (KSEP) � w (KSEP) �
√
d.

�� ���� ����� ������� �� ���� ���� ����	���� ��� �� ��� ,����	 �	�������� #������ ��'�- �	 %����� ��

&�����	 ��'$. �� �	� ��	��� ��
� K ⊂ Rn� �� ���� vrad(K) � w(K)� /	 ��������� ������ ��0�' �������

��� ��� �������	� ��� �	����������. #�$ w(KPPT) � d� #�$ vrad(KPPT) � d� #�$ w(KSEP) �
√
d� �	
 #
$

vrad(KLOCC→) �
√
d�

��� ����� ���� w(KPPT) � d

���� ������� ��� ��� �	������	 KPPT ⊂ [−Id, Id]� ������� ���� ��� �������� �	 ��� ���	 ��
�� �� [−Id, Id]

��� ������ ��+�' �	 ����	
�� ��+�

��� ����� ���� vrad(KPPT) � d

1� ���� �� 	�����	� ����

KPPT = [−Id, Id] ∩ [−Id, Id]Γ.



������� �	 
����� ���������� ����������� �� ����������� ������ ������� ��

�� ���� ��� ����� �!�� ��������� "�������� #	$	� �� ������ #% &������ #	$' �� ��� ���(�) *��� [−Id, Id]

"+���� ������ �� ��� ���,�� � ������ �- ���' �� �� ��� �����,��� ����-������� Γ "��� ����� ��������.

����'	 ���� ������

vrad (KPPT) �
1

2

vrad ([−Id, Id])
2

w ([−Id, Id])
� d,

+���� +� ���� ��� �������� �� ��� (����� ����� �� ��� ��� +���� �- [−Id, Id] -��� ������� �	/	$ ��

�������) �	/	

��� ����� �	
� w(KSEP) �
√
d

�� �� ,���, �� ����� KSEP +��� ��� ��� S �- ����*�� ����� �� Cd ⊗ Cd	 0� -��% �������, ��� ���� +���

*�� S *�

R+S := {λρ : λ ∈ R+, ρ ∈ S},

+� �(� KSEP = L ∩ (−L)% +����

L := 2
(
R+S∩ [0, Id]

)− Id.

���� ,�(�� ���������� � ����� *���� �� ��� ��� +���� �- KSEP

w(KSEP) � w(L) � 2w(R+S∩ [0, Id]) � 2w({λρ : λ ∈ [0, d2], ρ ∈ S}) = 2d2w(conv({0},S)).

1�+% �- K,K ′ �� �+� ���(�) ���� ���� ��� K ∩K ′ �= ∅% ���� w(conv(K,K ′)) � w(K) + w(K ′)	 &�% �������,
*� αn ��� ��� +���� �-  ��,���� [−x, x] -�� x  ���� (����� �� Rn% +� �(�

w(conv({0},S)) � w(conv{0, Id/d2}) + w(S) � αd4

d
+

1

d3/2
� 1

d3/2
,

+���� +� ���� ��� ������� w(S) � d−3/2 -��� ������� �	/	# �� �������) �	/% �� ��� -�� ��� αn � n−1/2

"��� ������ #% &������ #	$'	

��� ����� �	
� vrad(KLOCC→) �
√
d

�� �������� ��� -����+��, ��� �- ����� �� Cd ⊗Cd

T = conv
{|ψ〉〈ψ| ⊗ σ : ψ ∈ SCd , σ  ���� �� Cd ���� ��� ‖σ‖∞ � 3/d

}
.

� ���������� *��+��� T �� LOCC→ �� ,�(�� *� ��� -����+��, ����	

����� ������ ��� ρ ��� ρ′ �� �	�
���
� �� T ��� ���� ρ+ρ′ = 2Id/d2� ����� ��� �	�
���
� d2ρ/6 ��� d2ρ′/6
������ �� KLOCC→ �

�
���� ����� �)��� ���(�) ���*������� (αi)i∈I , (α′
j)j∈J % ���� (������ (ψi)i∈I , (ψ

′
j)j∈J �� ����� (σi)i∈I , (σ′

j)j∈J
����-���, ‖σi‖∞ � 3/d% ‖σ′

j‖∞ � 3/d% ���� ���

ρ =
∑
i∈I

αi|ψi〉〈ψi| ⊗ σi �� ρ′ =
∑
j∈J

α′
j |ψ′

j〉〈ψ′
j | ⊗ σ′

j .

2�3�� ����� (τi)i∈I �� (τ ′j)j∈J *� ��� �������� σi + 2τi = σ′
j + 2τ ′j = 3Id/d	 0� �� ���� *� ����4�� ��� ���

-����+��, �56� �� �� LOCC→

M =

(
d2

6
αi|ψi〉〈ψi| ⊗ σi,

d2

6
αi|ψi〉〈ψi| ⊗ 2τi,

d2

6
α′
j |ψ′

j〉〈ψ′
j | ⊗ σ′

j ,
d2

6
α′
j |ψ′

j〉〈ψ′
j | ⊗ 2τ ′j

)
i∈I, j∈J

.

�����% ��� �������� d2ρ/6 �� d2ρ′/6 *����, �� KM �� �����-��� �� KLOCC→ 	


�� T̃ *� ��� ��������7���� �- T ��3��� � T̃ = T ∩ {
2Id/d2 − T

}
	 8� 
��� �	9	: �� ��� -�� ���

KLOCC→ �� �������� ���������% +� �(�

d2

6
conv(T̃ ,−T̃ ) ⊂ KLOCC→ .



��

�� ��� ��	
� �� �	�� � ���� ���
� �
 ��� ����� ���	�� �� T̃ � ��� ��
��� �� ���� �� ��� ��� T ����� ���

���	��� �	��� ����� Id/d2 �	
����� ��� ��
��� �� ���� �������� �	�� ��� �
	���	���� �� ���  	��
!"�#��

	
����	�� �$������ ��%�& 	
 $��'��� �� (���	�
 ��%� ��	� 	�'	�� ���� vrad(T̃ ) � vrad(T )/2� )
 ��� �����

��
�� �
� ��� ���� ��*
	�	�
� 	
 +''�
�	� &�,�

conv(T,−T ) ⊃ 1

d
·B1(C

d)⊗̂B∞(Cd). �&�%��

-�� �� ����. �&�%��� +
 ������� '�	
� �� 1
d · B1(C

d)⊗̂B∞(Cd) ��� ��� ���� ±|ψ〉〈ψ| ⊗ A ��� ψ ∈ SCd �
�

A ∈ H(Cd) ���� ���� ‖A‖∞ � 1/d� -�� ε = 2− ‖A‖1 � 1 �
� �� A+, A− �� ��� '��	�	�� �
� 
����	�� '���� ��
A� (�� λ± = ε/4 + TrA±/2 ��� ���� λ+ + λ− = 1�� �
� ��
�	��� ��� ������ ρ± = (ε/4 · Id/d+ A±/2)/λ±� ��
����

‖ρ±‖∞ � ε/4d+ 1/2d

ε/4
� 3

d

�
� ��������� ρ± ∈ T � (	
�� A = λ+ρ+ − λ−ρ−� ��	� ����� �&�%��� /�	
� ������� &�,�0 	
 +''�
�	� &�,� 	�
����� ����

vrad(conv(T,−T )) � d−3/2.

+
� ����������

vrad(conv(T̃ ,−T̃ )) � vrad(T̃ ) � vrad(T ) � vrad(conv(T,−T )) � d−3/2,

��� *��� �
� ��	�� 	
����	�	�� ��	
� ��� �� ��� 1�����!(��'���� 	
����	�� �������� ��%�, 	
 $��'��� ��

(���	�
 ��%�� �� ���
���� ���

vrad(KLOCC→) �
√
d.

����� ����	�
������ ������ �� ����	�� ����

-��M �� � ���	� �� ")2 � �
 Cd �'���	�� ������� �� � �	
�� ")2 �� �� ����� ��� ���
 �	��� w(KM) ��

��� ��'	�� '�������
�� �� M ��� �	���	�	
��	
� ��� ��
��� ������� �����
 	
��'�
��
�� �
� �
	����� ����

��� ��� D(Cd) �� � ������ �
 Cd�

����������� 	
�
�
 ��� M �� � ����	
 �� ���� �� Cd� ��� ������ ω := w(PH0KM)� ����� PH0 ������ ���

��� ���������	 ���������� ���� ��� �
����	��� H0 ⊂ H(Cd) �� ����� 0 ��������� ��������� �� Cd� ��� ρ ��� σ

�� ��� ������ ������� ������ �����������	
 ���� ������� �� ��� ������� ������� �� D(Cd)� �����

E := E ‖ρ− σ‖M � ω√
d
. �&�%3�

��������� �� ���� ��� ������������� ��������

∀ t > 0, P (|‖ρ− σ‖M −E| > t) � 2 exp(−cd2t2), �&�%4�

c > 0 ����� � ��������	 ���������

�� *��� ������ ������� &�0�0 ���� ������� &�3�% �
� "��'��	�	�
 &�3�5 ��� ���
 ��� ������ ���� �� �''�

��� ����� �
 ��� �'��� Cd ⊗Cd� �
� ��������� ��� ���	�
� �	��
�	�
 	� d2 	
����� �� d��

����� �� �������  �!�!� -�� M ∈ {LOCC,LOCC→,SEP,PPT}� ��	� �� ���'���� w(KM) 	
 �������

&�3�%� ��� �����
� ���
�	�� ���� 	� w(PH0
KM)� �� ���� ���� ���� ��� ���'������ �� *��� ���� ��� �''��

���
� ���� ���%� ���� $��'��� �� (���	�
 ��%�

w(PH0KM) � w(KM).

�� ��� ��� ������� ���
�� �� ��
�	��� ��� ����� ���	�� ������ ���
 ��� ���
 �	���� 6� �� ��
��� ����

��
���� �� Ht ��� ��'��'�
� �� ����� t �'������� �
 Cd� �� ���� �� 7��	
	8� �������

vold4(KM) =
1

d

ˆ d2

−d2
vold4−1(KM ∩Ht) dt.



������� �	 
����� ���������� ����������� �� ����������� ������ ������� ��

�� ��� ������ ��!�"�!� ���������# ��� $������� ����� ��� ����%�� �� �&��� "��� t = 0# �� �����$���

vold4(KM) � 2d vold4−1(KM ∩H0).

'� $����"� ����� ��� w(PH0
KM) � vrad(PH0

KM) � vrad(KM∩H0) � vrad(KM) � w(KM)# ��� (��� ���������
)���% ��� *������ ��������� +������� ,	-	. �� ������ ,# /������ ,	-0 �� ��� ��� ������� )���% )� �������
�	�	-	 1��� ���� �� !��"�# ������� �	2	2 �� �������� $��� ����������� �	�	.	

����� �� ����������	 
���� 3� (��� ���" ��� ������������ ������� +�	-40# ����% ��� $����"��% �������������
��� �� 5��6!�"�!� �� /������ 7-4489 ρ �� ��� ��� ������)����� � MM†# "���� M �� ���$����� ������)����
�� ��� ���)����/������ ���� ������ �$ d × d ������& �������	 3� ������� ��� 
�������6 ������� �$ ���
$������� (M,N) 
→ ‖MM† −NN†‖M# ��(��� �� ��� ������� �$ �"� ���� ���� �������# � $����"�9

‖M1M
†
1 −N1N

†
1‖M − ‖M2M

†
2 −N2N

†
2‖M � ‖M1M

†
1 −M2M

†
2‖M + ‖N1N

†
1 −N2N

†
2‖M

� ‖M1M
†
1 −M2M

†
2‖1 + ‖N1N

†
1 −N2N

†
2‖1

� 2 (‖M1 −M2‖2 + ‖N1 −N2‖2) .

��� ������ ��������� �� ������ )����� ‖ · ‖M � ‖ · ‖1# "���� ��� ����� ��������� $����"� $��� ������
/��"�6 ��������� +�� ��� $�� ��� M1,M2, N1, N2 �:� ���� ���)����/������ ����0# $��� �������% ���
||AA† − BB†||1 � ||(A − B)B†||1 + ||A(A − B)†||1	 3� �)��� �  ����������� �$ 
��� �	�	, )���"# 
:������ �� 
;:�<� ���� +������� � 
��� ,	2	- �� ������ ,# /������ ,	20# ��� ������� �������

P (|‖ρ− σ‖M −E| > t) � 2 exp(−cd2t2).

'� ��� ��������� �$ 
��� �	�	,# "� ������$� ��� ��� �$ ������& d× d ������� "��� Rn $�� n = 2d2# �� ���
L = 2	

����� ������ ��� Sn−1 �� ��� ��������	 �	�� ������ �	 Rn� �	� ����� Sn−1 × Sn−1 ���� ��� ������� μ⊗ μ�

����� μ �� ��� �	����� ����������� ������� �	 Sn−1� �	� ���� ��� ������ d((x, y), (x′, y′)) := ‖x−x′‖+‖y−y′‖�
��� �	� L���������� ��	����	 f : Sn−1 × Sn−1 → R �	� �	� t > 0�

P(|f −E f | > t) � 2 exp(−cnt2/L2),

c > 0 ���	 � �	�!����� ��	���	��


��� �	�	, �� )� ������� ����!�� $��� ��� ���� 
;:� ���� +��� 
��� ,	2	- �� ������ ,# /������
,	20 "���� �����(�� ��� ���������� �$ ������������ �$ ������ �� ��� ������	 '$ "� ��(��# $�� �� (&��
x ∈ Sn−1# Ex :=

´
Sn−1 f(x, y) dμ(y)# "� �� ���� 
;:�<� ���� �� ���" ��� ��� $������� y ∈ Sn−1 
→ f(x, y)

����������� ����� ��� �&�������� Ex# �� %�� 
;:�<� ���� �� ���" ��� ��� $������� x ∈ Sn−1 
→ Ex
+"���� �� L=
�������6# � � :��%� �$ L=
�������6 $��������0 �� ��� "���=�����������	

3� ��" ���:� ��� (��� ��� �$ ����������� �	�	.	 
�� Δ )�  ����� ����& ���$����� ������ $��� ���
���)����/������ ������ �� ��� ��������� H0# �� ρ, σ )� ����������� ����� ����� "��� ���$��� ������)�����	
3� ���� ���# $���  :��� ���%� ���������:�# ��� ������ �$ ρ− σ �� Δ/

√
d ���! ������	  ��� ���������# "�

�:� ��� $����"��% ����	

����� ������ ��� ρ, σ �� �	����	��	� ��	��� ������ �	������� �����	 ���� D(Cd)� �	� Δ �� � ��	���

�����" �	������� �����	 ���� ��� #������$%������ ������ �	 ��� ��������	� H0� &��	 ���� ��� � ������������ �	

��� �	� ��	�

‖Δ‖1 �
√
d, ‖Δ‖2 = 1 �	� ‖Δ‖∞ � 1/

√
d,

����� �	 ��� ����� ��	�

‖ρ− σ‖1 � 1, ‖ρ− σ‖2 � 1/
√
d �	� ‖ρ− σ‖∞ � 1/d.

'����!�� ����� �������	�� ���� �	 �"��������	( ��� �"����� E ‖Δ‖∞ � 1/
√
d �	� E ‖ρ− σ‖∞ � 1/d�

'� ����� �� ������ ρ − σ "��� Δ# "� ���� �� ��� $����"��% ����	 >�� x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn# "� ������
‖x‖∞ = max{|xi| : 1 � i � n} �� ‖x‖1 =

∑n
i=1 |xi|	



��

����� ������ ��� E = {x ∈ Rn :
∑n
i=1 xi = 0} ��� ��� ||| · ||| �� � �	
� 	� E ��� �� ����
���� ����


��
������	� 	� �		
�������� ���� �	
 ��� �	���
	 ����	
� x, y ∈ E� �� ���

|||x||| � 2n
‖x‖∞
‖y‖1 |||y|||. ������

�		
��� ���� �����	� �� �� �������� ��� ����� �� �����	���� ������ � ��� � ������� E ⊂ Rd ��

!�����	 ���	� 	
� �� ����"����	 �	 #���� �� "�$� � ��� � 

|||x||| :=
ˆ
U(d)

‖U diag(x)U†‖M dU,

����� ��� ������� �	 ��%� ���� ��	���� �� ��� &��� ���	
�� � ��� 
���� ���
�� �" diag(x) "����	 ���

"������ �����' � Cd ���� "������ ������	 �(
�� �� ��� ����"����	 �� x� )��� ���� ||| · ||| �	 ��!��
	� 

�!����� 
"�� ����
����� �� ����"����	� ��	�� Δ ��	 ��� 	��� "�	����
��� �	 U diag (spec(Δ))U†� ����� U
�	 � &���*"�	����
��" 
���� �����' �"���"�� ���� Δ �" spec(A) ∈ Rd "����	 ��� 	�����
� �� A ∈ H(Cd)

���� ��"���� �� ����!��
�	 ���� ������!���� +�� 	��� ���"	 ��� ρ− σ �	���" �� Δ� �" �� ������	 ����

E ||| spec(Δ)||| = E ||Δ||M �" E ||| spec(ρ− σ)||| = E ||ρ− σ||M.

,�� 
	 	��� ����

E ||ρ− σ||M � E
1√
d
||Δ||M. ����-�

.� $�	� ���!� ��� ��(
���� �� /� ���� � !����� y ∈ E 	���	$�	 ��� ��"���� (�) �� ‖y‖1 � c
√
d� �����

�� �� ����	� ��� ��	��� c 	
�� ���� ��� ��"�� !����� spec(Δ) 	���	$�	 ��� ��"���� (�) ���� ���������� 

������ ��� 1/2 ����	 �	 ��		����� �	 �� ����% 
	�� ,���� ������� )��� � ,���� ������ ��� � y ∈ E 	���	� ��

��"���� (�) �" � x ∈ E� �� ��!�

|||x||| �
√
d‖x‖∞ · |||y|||.

.� ���� ���	 ��(
���� ���� x = spec(ρ − σ) �" ��%� �'��������� +��	 ��!�	 �
	�� ��� 	������� ���
�

�'��������	 � ,���� ������

E |||ρ− σ|||M � 1√
d
|||y|||.

+��	 ��(
���� �	 ��
� ��� � y ∈ E 	���	� �� ��"���� (�)� +���������

E ||Δ||M = E ||| spec(Δ)||| �
√
d ·P(

spec(Δ) 	���	$�	 ��"���� (�)
)
E ‖ρ− σ‖M �

√
dE ‖ρ− σ‖M,

�	 ��"�"� +��	 ���!�	 �� ���� �� ����-�� �" ��� ��!��	� ��(
���� �	 ���!�" ���� ��� �'��� 	��� ���	�

0���� � �� ��� ����

E ||Δ||M = w (PH0KM) ,

������ �������� ���� ����-�� 	���	 ������� �" ����
"�	 ��� ������

�
		� 	� ����� ������ +��	 �	 ���%���� � ��"�� �����' ����� � � ���� �
�� ���� �����	� ��	
��	 ��� %��

���� �'������ � �� �� �������" ���� ∼� ���� 	����$� ��	���	 �������� � ���� �������� &���!��� ��	� ��

��� �������
�� ���
		�	 � 	������ "�1���� ��"�� 	��
�	� �����"��� � �� 	%���� � �		������ 	���*������"

�������� ���
��� ��� ���������		�

0��	� �� ���� �� ��	��!� ���� �� �	 ��
�� �� ���!� ��� 
���� �	������ ��� ‖ · ‖∞ �" ��� ����� �	������ ���

‖ · ‖2� 2"��"� ��� ������� 
���� �	������	 �" ��� ����� �	������ ��� ‖ · ‖∞ ������ ��� ���� ��� ������� 

!���" ��(
������	 ‖ · ‖1 �
√
d‖ · ‖2 � d‖ · ‖∞� ����� ��� ����� ��
" ��� ‖ · ‖1 ������	 ���� ‖ · ‖2 � ‖ · ‖1/21 ‖ · ‖1/2∞ �

+�� 
���� ��
" � ‖ · ‖∞ �� �� ���!�" � � 	��"��" �� ���
���� +�� ����� ��
" � ‖Δ‖2 �	 ���!����

����� ��� ‖ρ−σ‖2 �� �� ������" �	 ������	� 0��	�� 
	�� ���������� �� ���	
�� � ��� ���� �� ,���� ����3�

E ‖ρ− σ‖2 �	 ���������� ��
(
E ‖ρ− σ‖22

)1/2
� )�'�� � 4�	� ��(
���� �

E ‖ρ− σ‖22 � E ‖ρ− Id/d‖22.



������� �	 
����� ���������� ����������� �� ����������� ������ ������� ��

�������� ��� ρ �� �� ����������� � MM†�  ���M ���!����� ����������� �� ��� �������"#������ ���� ������

�! d× d ������$ �������� ��� ��� ������� �� �� �$����� �

E

∥∥∥∥ρ− Id

d

∥∥∥∥2

2

= ETr |M |4 − 1

d

�� �� �� �� ����%�� �� ������� �$������ ��� ETr |M |4 ∼ 2/d	

����� �� ����� 	
�
�
 &�'�� α = 2n‖x‖∞/‖y‖1	 (� ��������� ���������� �! �)���*���� +��� �	�	 ������
,, �� -./01 �� �� ������ �� ��� ��� x �� �)���*�� �� αy� �	�	 ��� !�� �2��� 1 � k � n�

k∑
i=1

x↓i � α

k∑
i=1

y↓i ,

 ���� (x↓i )1�i�n, (y
↓
i )1�i�n ������ ��� ���3��������� ����������� �! x, y	 ���� !���� � !��� ��� �����������

1

‖x‖∞
k∑
i=1

x↓i � min(k, n− k) � 2n

‖y‖1
k∑
i=1

y↓i . +�	4�1

��� ��!�3��� ��������� �� +�	4�1 !���� � !��� ��� ������� ���������� ����  � �2� �� ���� ���

x↓1 + · · ·+ x↓k = −(x↓k+1 + · · ·+ x↓n).

�� ���2� ��� �����3��� ��������� �� +�	4�1� ���� ��� ��� ��� �! ������2� ���������� �! y �� ��� ��� �!

�����2� ���������� �! y ���� ���� ‖y‖1/2	 
�� � �� ��� ������ �! ������2� ���������� �! y	 ,! k � �� ����

y↓1 + · · ·+ y↓k � k

�

‖y‖1
2

� k

2n
‖y‖1,

 ���� �! k > �� ����

y↓1 + · · ·+ y↓k = −(y↓k+1 + · · ·+ y↓n) �
n− k

n− �

‖y‖1
2

� n− k

2n
‖y‖1.

��� ��� ����! �! 
��� �	5	6 �� ���� ��������	

��� ������	
��� 
� ��	�
�� �	
	 ������

����� ����	
�
� ��
� �����

�� ����� ����������  �� ������� �	7	7 ���������� �� ��� ������� �������� ����� �� �� ������ !��

������� ����������� ��� ��� !�� ��� �����������	 ���� !�� ������ ������������� ��� ������ �����

������������� �! �� ������ ������� ����� 8����� ����� +��� �	�	 -6.� 69� 6�0 �� -4.�� 4./01	 8����� �����

�� ������ �� ������ �� ��� �$�� ���  � !�� ���� ������� �� ��� �����������	

(������� ������� �� ��� ��� 2��� � ����� !��� ������� �	7	7 ��� ���� �����'���� ��������� �� ���

���������� �� ������ �� ������ �� �� ����� ��������  ������ �� �	 ,� !��� ��� �!��� ����%� �! ��

������ ����� � ����� ��������� ������ ����� ���!����� �������������� �� ��� ������� ����� �����������

��� �� ��2��������� ����� �������������� �� �� ���� ����������	 ��� !���� ��� ������� ���2���� 

�������� �� ��� ���������	

������� ��	�
� ���� ��� ��������� ��������� C, c > 0 ���� ���� ��� ��������� �����
 ����� � ��������� d�

��� E �� � d2/2������������ �������� �� Cd ⊗ Cd ��� ������ ������� ���� �� ��������� ���� d �� ����!
 ���

���� ρ = UPEU
†/(d2/2) ��� σ = UPE⊥U†/(d2/2)� ����� U �� � "��������������� ������ ������ �� Cd ⊗Cd


����

‖ρ− σ‖ALL = 2,

������� ���� ���� ���������� �

c � ‖ρ− σ‖PPT � C ���
c√
d
� ‖ρ− σ‖SEP � C√

d
.

"���� #���� ���� ���������� $ ����� ���� ��� ���������� ���� ��� �� ��� ����������� ����� �� ���� ���� exp(−c0d3)
��� ���� �������� c0 > 0




��

������ ��� ���	 
��	 � ������� ����� �� ������ 	�� ������ �	�	�� ρ ��� σ ��� ��	������� �� ����	���	���� ��

	��	 ‖ρ− σ‖ALL = ‖ρ− σ‖1 = 2�

�� 
���� 	�� ������ 
��	 � ������� ������ 	�� ���� 	���� �� ���� 	� ���� �� 	��	  ��
���	��� ��!�" ����

����� �� 	�� ������ �	�	�� ρ ��� σ ���������� �����

#��� �� ��� �����M �  $%&� ��Cd⊗Cd� 	�� ���	��� f : U ∈ U(Cd⊗Cd) 
→ ∥∥U(PE − PE⊥)U †/(d2/2)
∥∥
M

�� 8/d'(�
����	)� *������ �� 	�� ���� �������	� �� �� 	�� 
��� � +����,�

f(U1)− f(U2) �
2

d2

(
‖U1PEU

†
1 − U2PEU

†
2‖M + ‖U1PE⊥U †

1 − U2PE⊥U†
2‖M

)
� 2

d

(
‖U1PEU

†
1 − U2PEU

†
2‖2 + ‖U1PE⊥U †

1 − U2PE⊥U†
2‖2

)
� 4

d
(‖U1PE − U2PE‖2 + ‖U1PE⊥ − U2PE⊥‖2)

� 8

d
‖U1 − U2‖2.

-�� ��� L'(�
����	) ���	��� g : U(Cn) → R ��	����� 	�� ������	��	��� ��	���	� +��� 	�� -

����. �� /�"�0,

∀ t > 0, P(|g −E g| > t) � 2 exp(−cnt2/L2), c ����� � ��������� ����	��	.

��� ���	��� f 	��� ��	����� P(|f − E f | > t) � 2 exp(−cd4t2)� 1� 	�� ������	��	��� ��	���	� +����, ��

 ��
���	��� ��!�" �� �� ��	 �	��� 	��� �� 	�� ������ �	�	�� ����� ���������	����

2��	 �� ����� 	�� �����	� ��� (���� ��!�! ������ ����� 	�� ������� �� ���� ���� ���� 	�� �3����	���∥∥∥∥ 2

d2
U(PE − PE⊥)U†

∥∥∥∥
1

= 2,

∥∥∥∥ 2

d2
U(PE − PE⊥)U †

∥∥∥∥
2

=
2

d
���

∥∥∥∥ 2

d2
U(PE − PE⊥)U†

∥∥∥∥
∞

=
2

d2
.

1� ����� 	�� ������ 4����	���� U(PE − PE⊥)U† ��� V diag
(
spec

(
U(PE − PE⊥)U †))V † ���� 	�� ���� ���'

	����	���� �� U, V ∈ U(Cd ⊗Cd) ����
�����	 ��� 4���'���	����	��� ��� ��� �

�� (���� ��!�� 	� ��������

	��	 	�� �.
��	�	��� ��	���	� +���!, ��  ��
���	��� ��!�" �� �� ��	 �	��� 	��� 	�� �� 	�� ������ �	�	�� �����

���������	����

*� ������ ������� ����� �	�
���	�� 	�� ���������  ��5��� � ����
��� E �������� �	 ������ ��� 	�� ��	 �

d2/2'����������� ����
���� � Cd ⊗Cd� ��� 	��� ����������� 	�� �	�	�� ρ = PE/(d
2/2) ��� σ = PE⊥/(d2/2)�

��� ��	� �.��
��� � �	�	�� ����� ��� 
����	�� ���	����������� �� ���� ������ ����������	 ��� ����� ��� ��	�

���� 
��������	� ��	�'������ �� ��
������ ����������	� ��	 ��	 ��	�'������ ��   � ����������	��

������ ��	�
� ��� 	
 ���� ��� �� ��� ������� �� ��� 
�������� 
���� πs ��� ��� ����
�������� 
���� πa ��

Cd ⊗Cd� ���� 
���
�� �
�� ���� �����

‖πs − πa‖SEP = ‖πs − πa‖PPT =
4

d+ 1
=

2

d+ 1
‖πs − πa‖ALL. +��67,

���� ��� ���
� 	����� !�����������" ���� ������ 
����
 ��� �#� ���
��
� $��
�% �
 ��������� �����% ���	
� ����

��� � 	���� ��� ��� &'� ���� ������� (�� 
����� ���	
� ���� ��� !����" ���� ������ ���� ������� 
����
)

����� &'� ���� �
 �� ����� 1/d � 1/
√
d% ����� ����
� �������� ��� ���#� ��#��*�	�� +���� ��� ��� 
����
 ρ, σ

�� Cd ⊗Cd �
�� ���� �,-.�� ������ ‖ρ− σ‖SEP � 2‖ρ− σ‖ALL/d�

����� ����	
���	� �� �	
���	� ���� �	�	��

*� ������� ��!��� �� ������� �� 	�� ��
��	�	� ���� H = (Cd)⊗2 �� 	�� ��5� � �����	�� 4������� ��������)�	����

	� 	�� ������� k'
��	�	� ���� H = (Cd)⊗k ��� 3��	� �	�����	������� �	 ����	 �� 	�� ��	��	��� ����� 	�� ����'
����������� ���
���	� ���	�� � ��	����	 �� ���� � � 8�����9 ������ � 8�����9 ������	��� +���� k �� �.�� ���

d 	���� 	� �����	�,�

(�	 �� ����	� �� PPTd,k ��� SEPd,k 	�� ��	� � ���
��	����� k'  � ��� k'��
������  $%&� �� (Cd)⊗k�
$� 	�� ��� ����� �� �	���	��� � 	�� &�����: �;�� ���3����	� +<�������� =���� �� <��
	�� =� 1��	��� =��, �����

	� 	�� ��	���	�

c2
k

dk/2 � vrad(KPPTd,k
) � w(KPPTd,k

) � Cdk/2,

�� ���� ����	��	� c, C > 0 ��
������ ���	��� �� k ��� �� d�



������� �	 
����� ���������� ����������� �� ����������� ������ ������� ��

�� ��� ����� ���� ��� ������� ���� �! ������� �	"	# �� �������$ �	" �� ��� ��� Sd,k �! k%����&�� �����

�� (Cd)⊗k �� '��(�� ����� )��� *+,-� ������� +.

ck

dk−1/2
� vrad(Sd,k) � w(Sd,k) � C

√
k log k

dk−1/2
,

�� ������� ���

ckd1/2 � vrad(KSEPd,k
) � w(KSEPd,k

) � C
√
k log kd1/2,

!�� ���� �������� c, C > 0 ��������� ������� �� k ��� �� d	

� ����������� ������ �! ������� �	/	/ �� ���� &� ����0��� !����(��� ��� �$�� ��� ����� �! ����!	

������� ��	�
� ����� ����� 	
������� ck, Ck > 0 ��������� 
��� 
� k ��	� ���� ��� �
��
���� �
���� �����

� �������
� d ��� ρ ��� σ �� ����
� ������ ����������� ��� ����
���� ����������� 
� ��� ��� 
� ������ 
�

(Cd)⊗k� ���� ���� ���� ��
��������

ck � ‖ρ− σ‖PPTd,k
� ‖ρ− σ‖ALL � Ck,

ck√
dk−1

� ‖ρ− σ‖SEPd,k
� Ck√

dk−1
.

���� ���� ���� !��������� &��� ��� ���������� �� k �� ���� !�������� �� ��� ��� �� d� !�� 1������2

����� ρ, σ �� (Cd)⊗k� ‖ρ− σ‖PPTd,k
�� �! ����� 1� ��'� ‖ρ− σ‖ALL� (���� ‖ρ− σ‖SEPd,k

�� �! ����� 1/
√
dk−1	

3� ���� ����������� �������� ������ ����� ����� �������� �� ��� ��� �! 4����� ����� ��� ���� �&���0��� ��

������ ����������� �! ���� ����� ���� &�� ��� ���� �� ����������� ��&�������� &����� ������ &� ��������

���� �� �����&�� �(� ������	 ���� ���� �! ���&��� (� ��������� ������� �� *,�-	 ���� �� ������ ������ �� ���

���������	

5�4�� bi−SEPd,k � ��� ��� �! ��67� �� (Cd)⊗k (���� �� &�����&�� ����� �� &��������� �! (Cd)⊗k	
3� �� ���� &� ���(� ��� !�� ����� ����� ρ, σ� ����������� �� ���!����� ������&���� �� ��� ��� �! �����

�� (Cd)⊗k� (��� ���� ���&&������ ‖ρ − σ‖bi−SEPd,k
� d−k/4 )(����� ‖ρ − σ‖SEPd,k

� d−(k−1)/2 &� �������

�	,	8.	 ���� ���� ��� �� (Cd)⊗k� (��� k > 2 4$��� ����������� �� ��67� (���� �� &�����&�� ����� �0���

&��������� �� ������� ��� ��� � ����������� �� ��67� (���� �� &�����&�� ����� ��� &���������� (�����

�������� k%����&����� ��  ���� ������� ��������� ��� �������  ���������� ���� �� ��� �������������� &�����	

��� ����� �� ��!����� �� ������ "� 9������ "	:� !�� ������ ������	

����� ��	��� ���� ������ ����� �
� �� �� ���
�� �� 
�� 	
��� �
�� �
�� �� 
��� ��
�� ���� ‖ · ‖bi−SEPd,k

����	���� �������� ��
��� ���� ‖ · ‖SEPd,k
���� ��� �
	�� �������
� d ��
�� ��� �� �
�� �
� ��
���� �������� 
�

������ ρ, σ 
� (Cd)⊗k �
� ���	� ‖ρ− σ‖bi−SEPd,k
�
��� �� 
� 
���� 1 ����� ‖ρ− σ‖SEPd,k

�
��� ���� �
 ���
�

��� �������	
���� ��	�� 	
� �������
�

����� �� ��� 	
������� 
� ��� 	����� 
� �������� ��� ��� �����

�0��� � ��� ��� �������� �� ��� ��� (���� �! KSEP )�� KLOCC. �� KPPT ���0���� &� ������� �	:	+�

��� �� !����( ��� �$�� ��� ����� � �� ��� ����! �! ������� �	/	+ �� ���( ��� �� Cd ⊗ Cd� exp(Θ(d4))

��;����� ��67� �� �������� �� ��<����� �� ����$���� ��� ���� PPT	 =�� ��� ���� SEP )�� LOCC.�

(� ��'  �������� ��(�� ����� ��� ��� �������� ���( ��� ��� ������ ���&�� �! ��67� �� &��(���

exp(Ω(d3)) �� exp(O(d4))	

����� ���� �� ��� ����	� ����
����	� 
� ��� 	��� LO�

>���� ������� �	/	# ���(� ��� ��� �� &��(��� ��� ������ LO �� LOCC �� &� ��&������� (� �� ���

'��( �! ���� �������� �� ������ �� ���	 ?��� ��� �'��� (������ ��� ����� ‖·‖LO �� ‖·‖LOCC �� �����&��

��  ������ ��������� �� ���� �� ���� ����0���� �� �'��� (������ ��� ���� vrad(KLOCC)/ vrad(KLO) �� &������

� ��� ��������� ��������	 3� �� ����  ���� ���0�$ �������� ��������� (���� ��( ���� �������� �� ���������

��( ��� ���0�$ &��� KLO ���'� ��'�	



���

����� ��� ��	 
�� LOCC/SEP �	 �����	��

�� ����	�
	�� ��	
 ��	�	 	��
� �� ��
����	 ���
���� c 
��� ���� ��	 ��	������� ‖ · ‖LOCC � c‖ · ‖SEP ����


��� ��� ���	�
���� ��
� �	 
���	� ��	 	��
�	��	 �� �������	� ���
 �� ��	 ��� 
�	�
 �� ��	 ��	������

LOCC(0)/LOCC(1)/LOCC(2)� ���	 �	�	����� �
 �� ��

���	 ��  �� ��� ��� r ∈ N 
���	
 ����� ��� �	

��
������
�	� �	�� ������ �� r �����
 �� ����� �	�
��	�	��
 ��� ���

���� ������������� ��� �	�� �	�� ��

��	 	���� ����� �
 �����	�� !�	 ���� ��"����� �� �	�	����#��� !�	��	�
 $�%�% ��� $�%�& �� ��	 ��
	 r � 2

��	
 �� ���	�
������� ��	 ��
�������	 �����	� �� ��	 
���	
 �� �	 ��
������
�	� �� ��� 
���	

��	 �����
 ��

�	�
��	�	��
�

����� ������� ���	 �� ���	� ������� �	������	� �������	 �	���	�

'	 
���	� ��	 �

�	 �� �	�	������� ��� 
	�	��� ���

	
 �� �	�
��	�	��
 M ���� �
 ��	 ������� ����	 �� ��	

�	�
��	� ����	 ��
����	 ‖ρ − σ‖M �	��		� ��� 
���	
 ρ, σ� (	�	��� ���	� ) ��	�	� ������� �	�
��	�	��
*

��
����	
 �	��		� ρ ��� σ ��� �	 �	 �	� �� � �����	�	�� ��������
 ��� 
��� �
 	��� ��	 �	�
��	�  �	����

��
����	 FM(ρ, σ) �� ��	 �	�
��	� �	�����	 	������ ��
����	 DM(ρ‖σ) +
		 	��� ,�%$-.� !�	
	 ��������	
 ��	

��� ���
	�� �	���	� �� ��	 �����	� �� �	��/0���� ��	�������	
� ��� 
���	�	��
 ��� ���
 �	 
����������������

����
���	� ���� 
���	�	��
 �� ��	 ������� ����	 �� FM(ρ, σ) �� DM(ρ‖σ)� 1	
��	
 
��� �	
�����	� ��
����	

�	�
��	
 ���	 ���	��� ����� � ��	�	����
 ������ �� �����������
 �� ������� ����������� ��	��� +
		 	��� ,2%-

�� ,�34- ��� ��� �	�� �	�	�� ��	
 �� ��� ����	 ��5	�	�� �����
 ��� ��
� 6����	� �� �� ��	 ��	
	�� ����
�����.�

7��	�
������� �	��	� ���� �
 ��	�� �	�	��� 
������ +��� �������	�� ��	 ��	 �� ��	�� �	������
	� �	�
���
. �


��	�	���	 �� ����	 ���	�	
� �����
� ���	� �� �

	

 ��� ������� ��	 ��	 �����
 ��	�	 ��	� ���	�� ���� �


��	 	"��	��� �� ��	 ������� ����������� ����	

��� ��������
 ��	�	 ��	� ��	 ������	� 	���

����� ������� �	������	� �	���	�	��� �� � ����������	 ����� ����	�

!�	�	 ��	 �� �	�
� ��� ���
 ��� � �����������	 
�
�	� 
��� �
 (Cd)⊗k �� �	 ����/���	�
�����8 	���	� ���� k

 �	� ��� d ����	 +�	� ����	 
��
�
�	�
. �� k ����	 ��� d  �	� +���� 
���� 
��
�
�	�
.� !�	��	� $�4�3 �	��
 �


���� �
 ��	 ������� ��
����������� ���	� �� k/99! ��� k/
	������	 9�:�
 ��� �� ��	  �
� 
	����� ����� !�	

	��	�
��� �� ��	 ��
	 �� ���� 
���� 
��
�
�	�
 
		�
 � �����	����� �����	��

��� ������	
� ����� ���	����� �� ��� �������� ��� ��	� �����

��� ������� ����
 ��	��

;� ���
 ���	���� �	 ����	� 	
�����	
 �� ��	 �	�� ����� ��� ��	 �����	 �����
 �� )
�������* 
	�
 ����� ��	

�
	� �� ��� �����
� !�	
	 ����	��
 ���� ���

���� ����	� �	��	��� +��� 
	�	��� ���	�
 ����� �	 ����	 �� �	�	.

�	�	 ��������	� �� 6����	� % (	����� %�� �� ����� ��	 �	��	� �
 �	�	��	� ��� �����	� �	����
� '	 ��
� �	���� ��	

��� ��������� �������� 
�	�� 	� �� 6����	� � (	����� ��3 ��� ��	 ���� ����
 �

�����	� �� (�����	� ����
 ��

��	 
���	 �� 
	��/��<���� ��	�����
 �� Cd8

B1(C
d) = {A ∈ H(Cd) : ‖A‖1 � 1},

B∞(Cd) = {A ∈ H(Cd) : ‖A‖∞ � 1} = [−Id, Id].

���	��	� ���	� 
���	���� ����	� ����	
 K ⊂ Rn ��� K ′ ⊂ Rn′
 ��	�� ���<	����	 �	�
�� ������� �
 ��	

����	� ���� �� Rn ⊗Rn′
�	 �	� �


K⊗̂K ′ = conv{x⊗ x′ : x ∈ K,x′ ∈ K ′} ⊂ Rn ⊗Rn′

������� ��	�
� �� ����

vrad(B∞(Cd)) � w(B∞(Cd)) �
√
d.

vrad(B1(C
d)) � w(B1(C

d)) � 1√
d
.



������� �	 
����� ���������� ����������� �� ����������� ������ ������� ���

������ ��� �������� �� ��� ��� ����� ������ ���� ��� ���������� ��	  �����! ��� ������ "����� #�����

�� ��� ���� �� ����$�%���� �������� �� Cd �� �&����  d× d "'� ����& G! �� ��������� (��� )*+! ������ ,!

���  ����� �� ����� ��������� ��������-

wG(B∞(Cd)) = E ‖G‖1 = d3/2

(ˆ 2

−2

|x|
√
4− x2

2π
dx+ o(1)

)
= d3/2

(
8

3π
+ o(1)

)
,

wG(B1(C
d)) = E ‖G‖∞ = d1/2(2 + o(1)).

�����! ������. γ(d) = E ‖G‖2! ����� �� /���� �� ������ γ(d) ∼ d (��� .�� )*+! ������ ,! ���  ����� �� ����

��������� �������-! �� .��

w(B∞(Cd)) =
1

γ(d)
wG(B∞(Cd)) ∼ 8

√
d

3π
,

w(B1(C
d)) =

1

γ(d)
wG(B1(C

d)) ∼ 2√
d
.

0���� B1(C
d) �� B∞(Cd) �� ���� �� ��� ����� �� ���������! ��� 0���1 �� ��#���� 0���1 �����������

(��� )�2�+ �� )33+- �����

vrad(B∞(Cd)) vrad(B1(C
d)) � 1.

 � �� ���� ��� ��� '������ ��������� (��� ������� *	�	3 �� ������ *! 0������ *	�-! �� �4���

1 � vrad(B∞(Cd)) vrad(B1(C
d)) � w(B∞(Cd))w(B1(C

d)) �
√
d

1√
d

� 1,

�� ��������� �� ����� ����������� �� ���� �� ��  �����������#� �������	

5� ��� ���� #����� �������� �� ���%����#� ������ �������� �� 0������ ���� ���� 4���	

������� ��	�
� �� �	
� ��� �������� �����	���

vrad
(
B1(C

d)⊗̂B∞(Cd)
) � w

(
B1(C

d)⊗̂B∞(Cd)
) � 1√

d
.

� #��� ������ ����� ����� ��� ��� �������� �� ������� �	6	, �� ��� #��� ���� �� �������� ��� ����

������& 0������ ������! ������� ��� ����$�%���� ���������	 ��� �������� �� ��������. ��� #����� ����� ��

���%����#� ������ ������� �� 0������ ������ �� 4��� ���������� �� )78+! ����� ��� �������� �� ������� (�� 

.����� ������.- ���� �� ��  ����� log d	

������ �� ����� 4���� �� ��� ��� ����� �� 4� �4����� 4�  ��������9���� �.�����! ����� �� %���

�/���� ����� ���� ��� ����� 4���� ���� �� ����	 ����� ��  �������� P ���� exp(Cd) #������� ���� ���

B1(C
d) ⊂ P ⊂ 2B1(C

d)! ��  �������� Q ���� exp(Cd2) #������� ���� ��� B∞(Cd) ⊂ Q ⊂ 2B∞(Cd)	

��� �������� P ⊗̂Q ����:��

B1(C
d)⊗̂B∞(Cd) ⊂ P ⊗̂Q ⊂ 4B1(C

d)⊗̂B∞(Cd).

��� �������� P ⊗̂Q �� ��� ���#�& ���� �� exp(C ′d2) ������ ���� ���4���;0������ ���� � ���� 4
√
d	 '���.

������ 4����� ��� ��� ��� ����� �� ��������� (��� 
��� *	�	* �� ������ *! 0������ *	�- .�#�� ��� �������

������� w
(
B1(C

d)⊗̂B∞(Cd)
)
� 1/

√
d	

5� ��� .�#�  ����� 4���� �� ��� #����� �����	 5� ������ 4� Bn1 ⊂ Rn ��� ���� 4�� ��� ‖ · ‖1 �� Rn	 5�

�#� ��� ��������. ������	

����� ��	�� ��� m,n �� �������� 	�� K ⊂ Rm �� 	 ��������� ���
�� ����� ����

vol(Bn1 ⊗̂K) =
(m!)n

(mn)!
vol(K)n.

�������������

vrad(Bn1 ⊗̂K) � 1√
n
vrad(K).



���

������ �� {e1, . . . , en} ���	
�� 
�� ��	���� ����� 	� Rn� �� ����� �	� ��� x1, . . . , xn ∈ Rm�∥∥∥∥∥
n∑
i=1

ei ⊗ xi

∥∥∥∥∥
Bn

1 ⊗̂K
=

n∑
i=1

‖xi‖K .

�	 ����� ����� �	��	�� ������ ��	� 
�� �	����� ���	�� ����� �	� ��� ��
���� p ��� ��� �����
�� 	��� �	��

L ⊂ Rp�

vol(L) =
1

p!

ˆ
Rp

exp(−‖x‖L) dx. !����"

#$��
�	� !����" �
���� ��� �� 	�
����� �� 
�� �	��	���� ���� 	� �$����
���

ˆ
Rp

e−‖x‖L dx =

ˆ
Rp

ˆ +∞

‖x‖L

e−t dt dx =

ˆ +∞

0

ˆ
{‖x‖L<t}

e−t dx dt =
ˆ +∞

0

e−t vol(tL) dt = vol(L)p!,


�� ���
 �$����
� ����� ������
´ +∞
0

tpe−t dt = p!�

%��	
� �� {|j〉 : 1 � j � d} �� 	�
�	�	���� ����� 	� Cd� &�� ������

{|j〉〈j| : 1 � j � d} ∪
{

1√
2
(|j〉〈k|+ |k〉〈j|) : 1 � j < k � d

}
∪
{

i√
2
(|j〉〈k| − |k〉〈j|) : 1 � j < k � d

}
�� �� 	�
�	�	���� ����� 	� H(Cd) ��	�� ������
� ���� ��

√
2B1(C

d)� �
 �	��	�� 
��


vrad
(
B1(C

d)⊗̂B∞(Cd)
)
� 1√

2
vrad

(
Bd

2

1 ⊗̂B∞(Cd)
)
� 1

d
vrad(B∞(Cd)),


�� ���
 ��
���
� ����� � 	���$���� 	� ����� ������

'���� &��	��� ����� 	�� ��� 
��� 	����� 
��
 vrad
(
B1(C

d)⊗̂B∞(Cd)
)
� 1/

√
d�

(� ���	 ���� � �����
 	� 
�� �	���� ������ ��� 
�� ���� ���
� 	� 
�� ��
 	� ��)������ �
�
��� ���� �� 
�*��

��	� +�,-� &��	��� ��

������� ��	�
� �� Cd ⊗Cd� 	
����� �� S ��
 �
� �� �
������
 ����
�� �
 ���


d−3/2 � vrad(S) � w(S) � d−3/2.
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��� ��
������� �� ��� ���������������� ������ ��� ���������� ���� ��� ���� �� ��� �����
� ������	 ���������� ��

��� ��� �� ��������� ������ ���� ��
�� � ��
���� ����������� ��� ����� �� �� � �������� �������� �� ��� ���������

������	� �� ���� ������� �� ������� � �����
���� ��� �� �������������	 
������������ �����	��
��� �� ������

������������ �� �������
��� �������� �� ����������� ������� ������������ ������	 ���
 ���� ����������� ���� ��

������� �� ��������	 ���� �����	��� ������ �������� �� ���� ����� �� �������� ����� ����� �� ��� ���
� ��

����������� ������ ��� ���� ���� ��� ���
� �� ��� ������ ���� � ������� ������� ��������� ��� ��� ����� �������

���	���� ���� ���
�� ���� ����� ���� ��
��� ��
��� ���� ����������� �� ��� 
������������ ���� ������ �� ��

������� 	��� �������
����� ��� ��� ���������

��� �����	
�����

������� � ����� �����	��
��� ��� �� ���������� ��� �� ��� 
��� �
������� �������� �� ������
 �������� �������

������	������	 ������
 �����
� ���
 ��������� ����� �� ��� �� ��������� �� ������ ���� ���� �� ���������	

������
 �����
����� �� ��
����� ����� ���
 ��

��������� �� ��
��������� !��� �� ����� ����������� ���"�

������� �� ����������� ��������� �� ��� ������ ������ �� ���� ������������� ��������� ����� �� ��������� �����
�

�� ��� ��
������� ���� ��� �� ������� �� �� �#����� ���� ��� ��
������� �� ��� ���������������� �� �����	���

������ 
�"�� � ��
����� ��� ��
������� ���
����" �� �����	��
��� ��������� �
�������� �� ��	� ��
�������

��� ���� ���� ��� 
����������� �����
� $%&'� ()*�

+ �������� ��� ��� ������	 �����
���� �� ��� �������� �� �����	��
��� �� �� ������� ��� ������ ��
����

��������� �� ��� ������ ������� ��������� ��� �����	��� ������ ��� ��� ��  �� 	��� �������
������ ���� ��
��

� 
��� �
������ ������������ �� ��� ��������� ���� ������� 
��� ���� � ������� ���� �� ���� �������
������,

��� ��������� ������ ��
��� ������� ��
��� ���� ����� ����������� �� � �������� ��� ��� ��
������� �������


�� �� ��� �� ��� ��������
�� ��� 
��� �����"���� ���
��� �� ���� � 
�� �� ��� ������� �������������, ����


�� 	�������� ����	�� ��� ��	������� �� � 
������ ��� ��������� ������ ��� � ������� ������� ����������

��� �������� �� ������� 
��� ������ ��� � ���������������� �� ���������� �� ��� ��� �� ��������� ������ ����	

���������� ���
 ��
��� ���� ���	��

��	� ��� �� ����������� �������� ��� ����� ���������, � ����� ��
����

������� ����� ��� ������� 
��� �� ��� ���� �� ��� ����� �� ������ ��������� $%&'� ()*� ��� ������ �� �������� ��

-������ .� /������ .�0� ��� ����� �����
������

�� ����� �� 	��	� ��� �#������ �� ������� 
��� ��� �������������	 �����	��
���� ��� �� ��� 
��� �������

������ �� ��� ��� ���
� �� ������ ���� ��
��� ������� ����� ��� 
�� �� �������� ��
����� �� ��� ���
�

�� ��������� ������ $%%&*� ��� �������	 ��� �������������	 ������ ���
 ��������� �����
� ��� �� 	����� ���


����� 	��
���� �������������� ��� ����� ���� ��� ��� "���� 
��� ��� ������ ���� ��
��� ������� ��� 
���

��"��� �����	��� �� ��	� ��
������� $.1*� ��� �
��� ��
�������� ������� � 	��� ������� 
�� ��� ������ � ���	�

�������� �� �����	��� ������� ���� ��� ��� ��������� ���� ��� ��� ������� �������������� ����� ������� � ���������

��� ��#����� ��������� ��� 2× 2 ��� 2× 3 �����
��

%&2
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�� ��� �� ���� 	� ������� �	��� �
	�
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�� ���	
��	
��� ��	��������	 "##� ��$%�

�� 	�
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/�� ���	 �	�
��	�� �� �����	
�� �� ������
�
	� 
� ���	
��	
	� ���	��� 
� ���
� �
��� �� ���
	
�� �����

/�
�� 	� 1��	
�� 	�
� ����	
�� 
� 	�� ��1��	 �� 	�� ����	 ���	
���

2�	 �� �	�	  
	� ���� ���
� ����
	
��� ��� ��	�	
�� '��� ���� "#3� *�% �� � ������ ��
� �� 	���� ��	
����

��� 4���	� $� ���	
�� $��� �� 	�
� ������
�	 �� � �
�� ����,� 5� � ���	
��	
	� ���	��� �
��� � �
��	
	
��

{I|Ic} �� 	�� ������	����  � ����	� �� SI 	�� ��	 �� �	�	��  �
�� �� �
�������� ����� 	�
� ��	� 
���

ρ ∈ SI 
� ρ =
∑
x

qx|φ(x)I 〉〈φ(x)I | ⊗ |φ(x)Ic 〉〈φ(x)Ic |,

 ��� {qx}x 
� � ������ ����
��	
��� ��� �� ���� x� |φ(x)I 〉, |φ(x)Ic 〉 �� ��� �	�	�� �� 	�� ������	��� 
� I, Ic
�����	
����� -� 	��� ����� 	�� ��	 S(2) �� �
�������� �	�	�� �� ��
�� 	�� ������ ���� �� {SI}I � 
���

ρ ∈ S(2) 
� ρ =
∑
I

pIσI ,

 ��� {pI}I 
� � ������ ����
��	
��� ��� �� ���� I� σI ∈ SI � �� � �	�	� 
� ��	 �
�������� 
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�� ��� NI � ��	
�� �� 	�� ����	��	��� 
� I�  � ����� 	�� ��	 R{NI}I
�� {NI}I 9

�����	
�� �� S(2) ��

ρ ∈ R{NI}I

� ρ =

∑
I

pIσNI
, '#��,

 ��� {pI}I 
� � ������ ����
��	
�� ��� �� ���� I� NI ⊗ IdIc (σNI
) � 0�

���� � �����	
�� ��
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���� �����	��� 	��	 
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������ ������  ��� ��	
�
�
�� ������ ����	
��� ��� 	�� ��	 ��

�
�������� �	�	��� ������� �� ��� ����	
�� f �  � 	
�
���� ���� 	��	� �� ��� ��	 �� ���
	
�� ���� {NI}I �
min
σ∈S(2)

f(σ) � min
σ∈R{NI}I

f(σ). '#�$,



������� �	 �
�������� �� �
���������� �� �����������
 ������� ����
�� ���

�� ���������� ��� ��� ���!
 �������� f  
������� "�	#$ ���!�%
� � �
������� �� �&
 ������'����� �� f �!
� S(2)
(&��& ��� �
 ���� �� �� )*�	 +�
 �� �&
 ���� �����,&����(��% ������������ �� ���& � �����
,� �� �� �
����,

(&
�&
� � ,�!
� %
����� ����� ρ �� ��%

% ���
������
 �	
	 �������, �� 
	,	 �� f : σ 
→ (
Tr

[
(ρ− σ)2

])1/2
	 ��

��
�%� �� �&�� ���
 �&
 
���!��
��


∀ {NI}I , min
σ∈R{NI}I

Tr
[
σ(σ − 2ρ)

]
� Tr

[
ρ2

] ⇔ ρ ∈ S(2).

-&��
 �&�� %
.�
� �� �&
��� � �
�
����� ��% ��/��
�� ���,��� ��� %
��%��, (&
�&
� � ,�!
� ����
 ��

���
������
 �&
�0��, ��� �������
 �
�� �� ������!
 ���� �� �� �����
 ��� �
�����
	 ��(
!
� 
!
� ��0��, ��


���������� �&���
 ���& �� �&
 ������������� ��� ��� �������
 &�� ���
�%� ���!
� �� ��
�% !
�� �����, (���
��
� 

��% �&���,& �&
 %��� �� �&
 ���,��� ��
 ��� �%%��������� ���
� 
����� ���������� ������������� ��� ���������

�����
� �� ����
� 1��2	

3
� �� ��
���� � ��� (&�� (
 �
�� �� �&
 �����
�� ���������
 ���
	 4�!
� � ���������
 ����
 ρ ��% � ������!


��� N �����, �� ��
 �������
� �&
 ���%����� ρ ∈ R{N1,N2,N3} �� 
���!��
�� �� �&
 �����(��, )*� ��
�%��, �

���5�
,���!
 !���
6

max s �	�	 σ1, σ2, σ3 � sId, ρ = σ1 + σ2 + σ3, N1 ⊗ Id23(σ1),N2 ⊗ Id13(σ2),N3 ⊗ Id12(σ3) � sId.

-&��
 ��� �
��, ����������!
 �� �&
 ���!
 ���,��� �� ��� �
 
����� ����
�
��
% �� 7��3�8 ����, �&
 ���0�,
�

9�37�� 1�:�2 ��% �&
 )�*;7� ���!
� 1�<=2	 -&�� �� ���
 �� �� s � 0 �� ����% �&
 ���,��� ���� �
����� �

�
�����
 σ1, σ2, σ3 ��&�
!��, �&
 ������ ��% ��� �&�� �
 ��
% �� .�% ������ N5������!
 %
������������ �� ρ	

�� �
�� �&
 ����&
� �����
��� �� ���& )*� �������& (
 &�!
 .��� ���,����
% �� �&�����, 
��&
� �&


������������� ��� T "��������� �����%��
% �� 1�><2 ��% 1���2$ �� �&
 �&�� ��� C "��������� �����%��
% �� 1>?2$ ��

������!
 ��� "�

 �&���
� # )
����� #	> ��� ��
���
 %
.�������$	 -
 &�!
 �����
% �&
� �� �&
 ������ �� ����
�

ρ({λ1, λ2, λ3}) �����%��
% �� 1��#2 �����
 #	 �� (�� �&�(� �&
�
 �&�� �&
 ����
 ρ(λ) := ρ({λ, λ, λ}) �� 47�

��� 0 < λ < 1/3	 �
����, �&
 �(� ���,���� �� �&�� ������ �� ����
� �
����� � ������!
 ��%
� ������� �������������

��� "���$ �� ������!
 ��%
� ������� �&�� ��� "���$ %
����������� ��� 1/3 � λ < 1 �&�� �&�(��, �&�� ��

�&
 �
� �� ��� �� ��� �����
� �&
 (���
�� ��
�
��
% �� 1��#2 �� (
�0�� �������	 �� ����&
����
 ���!
� �&��

��� 1/3 � λ < 1 �&
 ����
 ��� �
 %
������
% ���� ����
� (&��& ��
 
��&
� ��� �� ���	

-
 &�!
 �&
� 
�
�%
% �&
 ���,��� �� %
���% ��������
��� ������!��� ��%
� �&
 ������������� ��% �&


�&�� ����	 �&�� �� �������� (
 ���0
% ���

max s �	�	 σ1, σ2, σ3 � sId, ρ = σ1 + σ2 + σ3,

{
C1 ⊗ Id23(σ1), C2 ⊗ Id13(σ2), C3 ⊗ Id12(σ3) � sId

T1 ⊗ Id23(σ1),T2 ⊗ Id13(σ2),T3 ⊗ Id12(σ3) � sId
.

-��& �&�� ���,��� ��
 ��� �&
�0 �&�� �� ���� ��� 
!
�� 0 < λ < 1 ρ(λ) �� 47�	 �&�� �� �
����
 �&
 ���,���

�&�(� �&�� 
!
� �� �&
 ���,
 1/3 � λ � 1 ρ(λ) ������ �
 %
������
% ���� � �����
 �� ����
� (&��& ��
 ���&

��� ��% ���	

�&�� 
����
 �&�(���
� �&
 !
��������� �� �&�� �������& �� ����� %��
������	 ��%

% �
����, �
��, ���
��5

����
 �� @��� �
��, � �����
 �� ����
� (&��& ��
 ������!
 ��%
� ������� ����������� �� �(� ������!
 ���� ���
�%�

���!
� ����
 ��������	 3
� �� �
����� �&��,& �&�� �� &�,& %��
������ ��0��, �&
 )*� �� ���,&��� ���
 ���5

��������, �� �������, ������!��� ��%
� �(� ���� ����
�% �� ��
 �� ��� 
�
��
% �� %���������� �����!
 ���


/��
��� �� �� �&�� ���������� ���
 "�

 1��2 ��� � ���&
��������� ��
���
 ����������� �� �&�� ���
�����$	

��� �����	
���� �
�����	����� ��������� �	�� ����	���� ���������

-&��
 �&
 �
��%
.���
 ���,��� ��
�
��
% �
���
 �
�&������� ,�!
� ��/��
�� ����
��� ��� %
��%��, ���
���������� 

�� �
���
� ����0�� ����������
 �
���% � �
( ������	 �&
�
 ��
 &�(
!
� ��
��
�� ���������� �� (&��& ��
 ���

��
 ���
 �%%������� 0��(�
%,
 �� ���������
 (���
�� �������������	 4
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� ��

�����
 ���� &�!
 �� �
 
����,�
% ������ 
!
�� ����������� �� �&
 ����
�	 ��% ����
 �&
 ������������ �� ��������
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����� �� ��������
 ��
������	

����� � ����	
��� ���������� ��� ������� ��������	 ����	��	�

�� 1��#2 � ,
�
��� (���
�� ������������ �
�&�% (�� �����%��
% (&��& 
����
� �&
 ������������ �� �����������
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�
�� (���
��
� ���� � �
� �� ��������
 (���
��
� ������ 
!
�� �������
 �����������	 )��& � �����
� ���

�
 �������'
% �� �����(�	



���

�����	 
�� ��� ���������� {I|Ic}	  ������� WI 	 ����  ���
������� ������� ���� ��� Tr(WIσI) � 0 
�� ��

σI ∈ SI 	 �� �� ������� 
��  ���
������� ������� WGME ���� ��� 
�������� ��������

∀ I, WGME �WI . ��� !

"�� ������������ �
 #��$% �� ��� �������� ������� �
 ��� 
�������� ������ &������ '�� Q �� ��&� �������	

�� ���	 
�� ��� I	

TI = Q−WI . ���(!

)�*�� ��+� WGME �

WGME = Q+
∑
I

[
TI

]
+
, ���,!

�����	 
�� �� ���
������� ������� A	 �� ������ �� [A]+ ��� ���������� �
 A ���� ��� �������� ��&���*����

����� -� �� ���� ��� �� ��� ��� ��������� ��� ! ����� 
�� ����� I� .� �
 ������	 ��� ������ ����� ���� �� *���

�
 �� ��� ��� �
 ��� ��������� �
 ����  ������������/ �����  ��� �
 �������� �������&��� ��������� {WI}I

�� ��&� ��������� &���������� �������� ���� ρGME 	 ���� ����� ���� �+���  Q ���� ��� WGME � ��*���

�� �0����� ���,! ��  ��������� &���������� �������&��� ������� 
�� ρGME1 .�����	 ��� �� ��� �� ���

0������� �
 ��� ����&� ������ �
 Q ���  ����� �� �� ��*���!�

2����  ������ ������ 
�� Q	 �� �� ����� �� #��$% ��� ����� �+��� ��������� &���������� �������� ����� ��

 ��� �
 �������� ��������� 
�� ����� ��� �+�������� ���� �
 WGME �� �������	 ������� ��� ���� ������������

�� ������ ������� �� ��������� ��������� 
�� &���������� �������&���� 3��� �� ����� ���� ������� ���


�������� ��������� �������

������� ��	�
� ��� ����� ���	
���� �	�
���
� �������� ��� ρGME� ���� ��
�� � �� �� ������ ��
���

�
���
� ���������� �
������ {WI}I �	�� ��

Tr

(
ρGME

(
Q+

∑
I

[
TI

]
+

))
< 0,

����� �� �������� Q ��� {TI}I ��� ������ �� ��	�
�� ���(!�

������ '�� Q ��  ������� &���������� �������&��� ������� 
�� ρGME 	 &����� ��� Tr(Qσ) � 0 
�� ��

σ ∈ S(2)	 ����� Tr(QρGME) < 0� 4��& ��� 
��&�� ���&����� �� 
������ ���	 
�� ��� ���������� {I|Ic}	
αI := minσI∈SI Tr(QσI) � 0� 5� ���� &���&�6���� �� �����+ �� ��� ���� �
 ����� �� �� ���� ��� ��� &���&�

������ ���� Q �� ��� �� ������ �� � ����&� ���� ���� |ϕI〉〈ϕI | ∈ SI � 7�� �� �� ������ ��� 
��������

�������� �������/ WI = Q− αI |ϕI〉〈ϕI |� 8� �� ���� ����
� ���	 
�� ��� ���������� {I|Ic}	 �� ��� ��� ���

∀ σI ∈ SI , Tr(WIσI) � Tr(QσI)− αI � 0, �� Tr(WI |ϕI〉〈ϕI |) = 0,

����� �� ��� ����� ���

Tr (WIρGME) � Tr (QρGME) < 0.

.� ������	 
�� ��� ���������� {I|Ic}	 WI ��  ����� ����&� ������� ��������� ��� ρGME /∈ SI �

-�������� ���� ��� �
 ����&� �������� ��������� ���� ��� ������������ 
��& ���� ����� [−αI |ϕI〉〈ϕI |]+ = 0

������ WGME = Q	 ������� ��� ��� ������� &���������� �������&��� ������� �� �� ����� 
��& ���

������������ ����� ����� ����&� �������� �������&��� ����������

5�  ������ �����0����� �
 "�����& �� �� �� ���	 � �����	 ��� 
�� �� ��� �
 �������� �������&���

��������� {WI}I 
�� ρGME 	 ����� �+����  Q ���� ��� WGME � ��*��� �� �0����� ���,! ��  ���������

&���������� �������&��� ������� 
�� ρGME �

�������� ��	��� ����� �	�
���
� ���������� �
���� WGME ��� �� �����	��� 	�
�� �� ���������

�	����
��� �� ��	�
��� ���(! ��� ���,!� �	��������� 
 
� ����
��� � 
����� ��� ��� ����� �
���

��

{I|Ic}� WI = N∗
I ⊗IdIc (|ψI〉〈ψI |) ��� ���� ���
�� �� ���

�� ��� NI � ��
�� �� �� �	������� 
� I� ��� ����

���
�� �� �	�� ��� |ψI〉�



������� �	 �
�������� �� �
���������� �� �����������
 ������� ����
�� ���

������ ����� �� �� ��������� �� �����
 � ��! ��� 
"
�� ����
 ρ # �� �� 
����$�
% ������ � ��
��&� �����������

{I|Ic}! � 
�
 
���� � ������"
 ��� NI ! �����$ �� � 
 �������
�� �� I! ��� � �� NI ⊗ IdIc(ρ) �� ��� ������"


�
��%
&���
! �	
	 �� �� %
�
��
% �� �
 
����$�
% �� � �� ������"
 ��� '�

 (��)! *�! ���+,	 � �� �����
� �� ���� � ��

� 
�
 
���� � ���� "
���� |ψI〉 ��� � �� 〈ψI |NI⊗IdIc(ρ)|ψI〉 < 0! �	
	 Tr (ρN∗
I ⊗ IdIc (|ψI〉〈ψI |)) < 0	 � ���$ 

���������� � �� �����
� � ��! ��� 
"
�� 
��
��� ���
������
 ����
 |φ〉〈φ|! � 
�
 
���� � #
�-�� ������� #���
��

�� � 
 ���� W̃I = N∗
I ⊗ IdIc (|ψI〉〈ψI |) ��� � �� Tr

(
W̃I |φ〉〈φ|

)
= 0	 .�#! ��"�-��$ � 
 � ��/0�����-�#�-�

������� ���! #
 ��� ������%
 � �� 
"
�� �������
  ��
�����
 ���
��
����$ � 
 ���
������
 �
� ����
����%� �� �

#���
�� %
��"
% ���� � ������"
 ���	 � �� �����
� � �� ����$�� ��� � 
 {W̃I}I ! � 
�
 �� �� �
��� ��
 �� � 
�
W̃I0 # �� �����&
� � 
 �����#��$1 ��� 
�� ����������� {I|Ic}! WI = W̃I0 − βIId! ��� ���
 βI ! �� �� �������

��������
 #���
�� ��� ρ '��% βI0 = 0,	 � �� ������%
� � 
 �����1 � 
 {WI}I ��
 ��� ������
% ���� � �����$ � 


���
 W̃I0 = N∗
I0

⊗ IdIc0 (|ψI0〉〈ψI0 |)	

����� �����	
�	�� � �� �������

�� � �#���
 � 
 ���
�$� �� � 
 ���"
 ������������� �
� �� ���������
 �� #�� � �
������ 
����
	 ����� �� ��� �
�

�� ��-
 � ��
��&� � ���
 ��� Q � ��  �� ���
�%� ���"
� �� #��- #
�� �� (��2+	 3�"
� � �
� �� #���
��
� ��� 
"
��

����������� {WI}I ! #
 #��� ��������� Q �� &�%��$ 
�
�
�� #��
 � 
 ����� �� ���$
�� ������ �
$���"
 �����


����
�

N =
d∑

j,j′=1

|j〉〈j′|min
[
0,max

I

[�e〈j|WI |j′〉
]]
,

��% � 
 ����� �� �����
�� ������ ������"
 ����� 
����
�

P =
d∑

j,j′=1

|j〉〈j′|max
[
0,min

I

[�e〈j|WI |j′〉
]]
,

# 
�
 d %
���
� � 
 $����� %��
�����	 4�� � 
�
 �#� ������
� #
 ��� � 
� %
&�


Q := N + P .

.�# ��� � 
 ������
 �� 
����%����$  �# � �� ������������ #��-� �� �������
 �
� �� �����# �� � ���$ ��
� ��

��
� �� �� 

������ � �

/������ ���
	 5� ��%
� �� #���
 %�#� ��� ���$
� ����
! #
 &��� %
&�
 � 
 "
����

|ψ0〉 = |111〉+ |222〉+ |333〉	 4
 �
� & a1, a2, a3 > 0 ��% %
&�
 � 
 �����#��$ "
�����

|ψ1〉 = √
a1|112〉+

√
1

a1
|221〉, |ψ2〉 = √

a1|121〉+
√

1

a1
|212〉, |ψ3〉 = √

a1|211〉+
√

1

a1
|122〉,

|ψ4〉 = √
a2|223〉+

√
1

a2
|332〉, |ψ5〉 = √

a2|232〉+
√

1

a2
|323〉, |ψ6〉 = √

a2|322〉+
√

1

a2
|233〉,

|ψ7〉 = √
a3|331〉+

√
1

a3
|113〉, |ψ8〉 = √

a3|313〉+
√

1

a3
|131〉, |ψ9〉 = √

a3|133〉+
√

1

a3
|311〉.

4
 ��� � 
� ��������� � � �

/������ ��
% ����
 ρ �� �����#�

ρ :=
ρ̃

�� ρ̃
, # 
�
 ρ̃ :=

9∑
i=0

|ψi〉〈ψi|+ p(|112〉〈112|+ Id).

6� ������������ � �� ����
 �� ��� ������ ��� � �

 ����	 5� #
 � ���
 a1 = 10−6! a2 = 300 ��% a3 = 12× 10−3!

� 
� ��� p > 0.0003 �� �� ���� ��� ������ ��� � �

 ����	 �� �� �� ��� ����� ��� ��% ��� �� �� ���� �� ��� � ��

�� �� �� 
����$�
% �� �� ���� "
�� #
�-�� �� '���� � ����%��% %
�
����� ���� ����� �� "�
#,	 � 
 ����
�7� ��8
 ��

����� ����� 
���$ �� ����� � 
 ������"
 ��� ��
� �����%��
% �� � 
 ��
"���� �
�����! ��% �� �
"
�� � �� �� ��

���
� 
�
�� ��%

% $
����
�� �����������
 
����$�
% ��� "������ "���
� �� p > 0.0003	

�
��
! � �� �� � $��% ����������� �� %
��������
 � 
 ��#
� �� #���
�� ������$�	 4
 ��� ��
 � 
 ��%
������/

���
 ��� �����%��
% �� (�9*+! � �����$ c1 = 1! c2 = 10−3 ��% c3 = 103! �
"
����$ 
����$�
�
�� ������ ��� � �



����	 5� ����! 
"
� #�� ��� 
"
� ����������$ ��� 
�$
�"���
�! #
 ��� :��� ����� � 
 ��� �� � 
 � �

 �������
��

�� |ψ0〉 ����	 � �� �
��� ��-��$

W1 = N
c1,c2,c3
1 ⊗ Id23 (|ψ0〉〈ψ0|) , W2 = N

c1,c2,c3
2 ⊗ Id13 (|ψ0〉〈ψ0|) , W3 = N

c1,c2,c3
3 ⊗ Id12 (|ψ0〉〈ψ0|) .
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(	 0��12 �	� �	 
�� ������� �������# 
�� ���
���
�
� ��
	��� WGME ��� ��	�
��
�� �" �
�
�	� ��
� �����


�
� ��
	����� WI �� ���� ����
�
��	 {I|Ic}# �	� 
��	 �	� �������� ������ �� 
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�"

��	�
��
��� 3���� 
�� ����	
�� ������ ��!� ���� �� ��	" ��������# �� *��
 �����
�
��# �
 �� 	�
 ���� ��"

�
 ����� �� 
�� ���
 �	�� 3� ����� ���	 
��� ��
�����
" %���
��	 �
 
��� ����� �� ��	����
"� 4�
 �� ��!� 
��

���" ������
��	� 
������ $	 
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�� ������ Q = 0 "����� WGME =
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I [WI ]+ � 0# �����
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�
�� $	 
�� �
�� ��	�# �	 
�� ���� ���� 
��� ����
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��
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I# WI = WI0 − αIId ��
� αI � 0# 
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�� ������ Q = WI0 "����� WGME = WI0 # ����� ��
��
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�� ���

�
�
�� ����� ����
�
� �	
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 �� ��
��
�� �" 
�� {WI}I �
4�
 �� ���� ��	
��	 
��
# �� � ����	 �
�
� ρ# 
�� ��
���� ���
���
�
� ��
	��� WGME ��	 ����
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�����
�� �� � ������+	�
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��
 �� ����� 
� �	 
��	 
�� ����������

'� 
��
# ��	���� 
�� �������	� ��	�
��	�� ��
���5�
��	 ������

��	���5�6 Tr
(
ρWGME

)
���*��
 
�6 ∀ I, WGME �WI .
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� �����# ����� ��	 �� �����" �	� �7���	
�" ������ ���	� �
�	��� 	������� 
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�� ����	
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���
���� ��
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�� ����
�
� ��
	������ ��� ��	��
��	 ������� �" �%��
��	 )��8, ����	
��� 
��
# �� ���� I# Tr(σWGME) �
Tr(σWI) �� �	" �
�
� σ# �� 
��
WGME �� �	���� �	 �	
�	�����	
 ��
	���� -�����# �� ���	� �	 �	
�	�����	
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	��� �
 ��7��� 
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# �� ���� I# Tr(σIWGME) � Tr(σIWI) �� �	" �
�
� σI ����� �� �������� �� 
��

����
�
��	 {I|Ic}�  	� 
��� �� �����" ����	
��� ��# �� ��� I# 
��� ����
� � ����
��� ��� NI # ��
�	� �	

����"�
��� �	 I# ���� 
��


NI ⊗ IdIc (WGME) � NI ⊗ IdIc (WI) .

.�# �� �����
�	� � ���
���
�
� ��
	��� �� � ����	 �
�
� �	� ��	 ���� ��	���� 
�� ������+	�
� �����

��	���5�6 Tr
(
ρWGME

)
���*��
 
�6 ∀ I, NI ⊗ IdIc (WGME) � NI ⊗ IdIc (WI) .
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�
� �� ����� �� 
�������� � 
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����	 ��� ������� ����
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 ��������
 ����
�� ���"
 H1 ⊗ H2

"�� �
 
��
��
# $%�� � 
 &" ��#� #
"���������� �� � 
 ���"
 �� ���
�� ��
������' ��

ρ =
∑
i

λiG
(i)
1 ⊗G

(i)
2 ,

( 
�
 � 
 λi ��
 ������%
 "�
)"�
��� ��# � 
 G
(i)
1 * G

(i)
2 ��
 ��� ������ ���
�%���
� �� H1* H2* �	
	 � 
� ���+��

Tr
(
G

(i)
1 G

(j)
1

)
= Tr

(
G

(i)
2 G

(j)
2

)
= δij 	 ,�� � �� �
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�
������� ��
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����� ���%
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 �����(���  ��#�-

ρ ∈ S(H1:H2) ⇒
∑
i

λi � 1.
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W = Id−
∑
i
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(i)
1 ⊗G

(i)
2
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∑
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∑
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Ic , $�	2'

( 
�
 � 
 G
(i)
I * G

(i)
Ic ��
 ��� ������ ���
�%���
� �� HI * HIc * ��# PI � 0 �� ������%
 �
��#
+���
	 ��
����* �� �

����
 ��
�� � 
 ��!� "���
���� ��� ���
 �����������* � 
 �
�� %���
 �� � 
 (���
�� WGME (��� �
 ���0�
����%
	

����
��
����* � 
 (���
�� �� ���� ���0�
����%
 �� ��� ���
������
 ����
�	

����� �������� ��� ��	������
� ��� �����

� 
 (���
��
� ���� � 
 ��!� "���
���� ��
 ���
 #�)"��� ��  ��#�
 � �� � 
 (���
��
� ���� ������%
 ����	 � 


�
���� �� � �� �� ������" %�� �
��#
+���
 ����������� �� �������
	 3��
�%
�* � 
 "��#����� ���� 
������� $�	2'

�� ���
 #�)"��� �� " 
". � �� � 
 "��#����� �� 
������� $�	4'	 !
%
�� 
�
��* (
 (��� ��
�
�� �� 
����
 ( 
�


.��(� ������� 
������
�
�� (���
��
�  �%
 � �� ����"���
	

�����#
� +��� � 
 � �

0����� 5�

��
��
�0����
06
�����
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 |GHZ〉 = (|111〉 + |222〉)/√2. � 
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 �� W = Id/2 − |GHZ〉〈GHZ|	 !�(* � 
 5�6 ����
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# �� �
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|GHZ〉〈GHZ| = 1

8
(111 + ZZ1 + Z1Z + 1ZZ +XXX −XY Y − Y XY − Y Y X),

( 
�
 1, X, Y, Z �
��
�
�� � 
 ����� �����"
� Id, σx, σy, σz* ��# �
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W = Id− 2|GHZ〉〈GHZ| = Id−
[
Z√
2

Z1 + 1Z√
8

+
X√
2

XX − Y Y√
8

+
−Y√
2

Y X +XY√
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1√
2
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�������� ��	� �� ��� ��� ,������	


��������� �
����� � ��� +������-)������ �

�� ������� 〈A,B〉 = Tr(AB)� .�� �
��	
��� /�#
����
 (���� �� ���

������ �	���� �� 	 ��
��� ��� K ⊂ H(Cn) �������� ��
���
� � BHS(C
n) ��� +������-)������ �
�� �	�� ��

H(Cn)�

vrad(K) =

(
volK

volBHS(Cn)

)1/n2

.

0���� /�#
����
 (���1 �� ��� ��	
 ����� ��� ��
���
� � SHS(C
n) ��� +������-)������ �
�� ������ �� H(Cn)

�������� ���� ��� �
����� ����	����� ��	���� σ�

w(K) =

ˆ
SHS(Cn)

max
M∈K

Tr(XM) dσ(X).

&� 	��� ��
���
�� �
 '�	���� (� )�����
 (��� ��� �	���� ��	
��� �	
 �� ��2��������� ��	 3	����	
 �	��	�����

����� ����� ����

w(K) =
1

γ(n)
E

(
max
M∈K

Tr(GM)

)
,

����� G �� 	 �	���� ���� ��� 3	����	
 4
��	� ,
������ �34,� �
 Cn 	
� γ(n) = E ‖G‖2 ∼n→+∞ n ����

���� 5(6� '�	���� 1� ��� 	 �������

�� �� ���� ��������� ��� �� �	7� �
� �	�� �����
�� &�� ��� ��
��� ������ �� H(Cn) ��	� �� ��	�� ��
�����

���� 	���	�� �� �
������ �
 ��� ��� D(Cn) �� ��
��� ����	���� �
 Cn ����� ��� ��� �� �������� 	
� ��	�� 1

����	���� �
 Cn�� )� �� ���� �
 �	�� �� ���7�
� �
 	
 	����
� ��	�� �� ��	� ����
���
 n2 − 1 �
	��� ���

������	
� �� H(Cn) �������� �� ��	�� 1 �����
���� ���� ������� ���� 
�� �� 	
 ����� ������� ��
�� �� ����

�� ����� �
�������� �
 ��� 	�������� ������ n → +∞� %
 ���� �����
�� ��� ����	��� ��	� ���� ��	 ��� �� ���
���� �� ��� �����
 ���� 
	���	�� �� ��� ��
��� �� �	�� �� D(Cn)� ���� ��� �	���	�� ����� ��	�� Id/n�

������� ��	�
� �� Cn� ��� ��	
�� ���
� �� ��� ��� ����� �� ��� ��� D(Cn) �� 		 �
��
� ����� ������

��� ��������� ���������

vrad
(
D(Cn)

) ∼
n→+∞

e−1/4

√
n
, ���8�

w
(
D(Cn)

) ∼
n→+∞

2√
n
. �����

������ ,��	���
 ���8� �	� ���	������� �
 5�986�

,��	���
 ����� �� 	 ������ ��
�����
�� �� 0��
��:� ���������� �	� ���� ���� 5(6� '�	���� 1� ��� 	 ������� %
�����

�� �	�� � ��#
����


w
(
D(Cn)

)
=

1

γ(n)
E

(
max

ρ∈D(Cn)
Tr

[
G

(
ρ− Id

n

)])
=

1

γ(n)
E

(
max

ρ∈D(Cn)
Tr[Gρ]

)
=

1

γ(n)
E (λmax(G)) ,

����� G �� 	 34, �	���� �
 Cn 	
� �� ��
���� � λmax(G) ��� �	����� ����
�	��� ���� ����
� ���	��� ���
�

���	��� EG = 0�� ��� ��	���� ������ ���
 ������� ���� γ(n) ∼n→+∞ n 	
� E (λmax(G)) ∼n→+∞ 2
√
n�
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�� ��
 �
��
�� �
 �����  ����!
� ��
 �����������
 ����
� (Cd)⊗k� ��! ���"���� �!��� ��! "
�
����#
 ��
 ��������

�����!� 
! �� $
 ���� �	%	 &
 ����� !
���
 �� S ��! P ��
 �
�� �� ����
� �� (Cd)⊗k ��� � ��
� �
��
 ��'
���

�
������
 ��! ��� � ���� ��� ��(���������� ��! �� S(2) ��! P(2) ��
 �
�� �� ����
� �� (Cd)⊗k ��� � ��
�

�
��
 ��'
��� ��(�
������
 ��! ��(���	 ��
�
 �
�� ��� �
 ���
 ��
 ��
�� !
)�
! �� ��
 ��������" ���	 ��
�
 ��


Nk = 2k−1−1 !�*
�
�� ��(���������� �� ��
 k �������
�� Cd	 +
�����" ��
{
S1, . . . ,SNk

}
��! ��

{
P1, . . . ,PNk

}
��
 �
�� �� ����
� ��� � ��
� �
��
 ��'
��� ��(�
������
 ��! ��(��� � ���� ��
 �� ��
�
� �
 ��'


S=

Nk⋂
i=1

Si ��! P=

Nk⋂
i=1

Pi,

S(2) = conv

(
Nk⋃
i=1

Si

)
��! P(2) = conv

(
Nk⋃
i=1

Pi

)
.

������� ��	�
� ����� ����� 	
������ �
����� cd →d→+∞ 1 ���� ����� �	 (Cd)⊗k� ��
 ����
 ������ �	� ��



�	 ����� �� ��
 �
� �� ����
� ����� ��
 ��� ������ �	� �����������	 �������

w(P) � vrad(P) � cd
c2

k

dk/2
, �����

��
�
 �	
 �� �����
 c = e−1/4/4�

������ ��� 	
�� �������� � ������� ����� � ���� �� ��� �
����� �������� ���� ����
�� ����� � ������
 ��

�� ��� �����

�� ���! ��� �� ��" �������� � ������� ������ !� !�� ��� 
������"�� ��� #����$%���
 �������� ����

����
�� ����&� ��" ��
� ��� 	 ���� �� ��
����
� ����' ����� �( ���� � ������
 �� �� ��� ����� )� !�� �

(� � ���! ��
� �
� ���� ���� ���
� �*�� cd →d→+∞ 1 �� � ����

vrad(P) � cd
cNk e−1/4

dk/2
. ����+�

��� 	
�� ���, �� ���� � ����� "�����, �� Γ1, . . . ,ΓNk
��� ��
��� �
���������� � 
��� ��� Nk "-�
��� �.

��
����� �( ��� k ���������� Cd� !� ��/�

P= D∩ DΓ1 ∩ · · · ∩ DΓNk .

0�!� �� ��
����
� ����' �����" �� ���  ��/�* ��"� D ⊂ H((Cd)⊗k) �!� � �"��" ��� ��� �
,� Id/dk ��

 ����
 �( ����� ��" �� ��� �����
� Γ1� !� ,��

vrad
(
D∩ DΓ1

)
� 1

2

vrad(D)2

w(D)
∼

d→+∞
c× e−1/4

dk/2
,

��� ���� ���/���� � ���, �� ����
�� ��1��� )� ��� ����  �� ��"� 
� �
�/��� ���� ������� ����+� � ������

���"��

������� ��	�
� �	 (Cd)⊗k� ��
 ����
 ������ �	� ��
 
�	 ����� �� ��
 �
� �� ����
������
 ����
� �������

vrad(S(2)) � w(S(2)) �
C + Cd,k
d(k+1)/2

, ������

��
�
 �	
 �� �����
 C = min
{
6
√
ln(1 + 2/δ)/(1− 2δ2)2 : 1/10 < δ < 1/4

}
�	� Cd,k =

√
8 ln(2)/dk−1� ��

���� C � 11 �	� Cd,k →d→+∞ 0�

������ ��� 	
�� �������� � ������� ������ � ���� �� ��� �
����� �������� ���� ����
�� ����� � ������


�� �� ��� �����

�� ���! ��� �� ��" �������� � ������� ������� !� ���
� (
�� ��� ����
/����2 (�
 �� � 1 � i � Nk�

w(Si) � C/2

d(k+1)/2
, ����3�

!��
� C = min
{
6
√
ln(1 + 2/δ)/(1 − 2δ2)2 : 1/10 < δ < 1/4

}
� 4� 
���� �� ��� ��
��"� 5��!� (� � ���� ���
�

�*��� � ��/�
���  ������� C̃ �� � ����� (�
 ��� m,n ∈ N !�� m � n� ��� ���� !"�� �( ��� ��� S �( ����
����



���

������ �� Cm ⊗Cn 	� 
���� �
���� � C̃/m
√
n� �� ���� ���� ��� 
���� �
�� ������	�� 	� ��
��	�� ������

	� �	���� ��� 
���� �
�� ���	��� ��� ��� �� ��� k ���� �� ������ �� (Cd)⊗k ��	�� ��� �������� ������ � �	���

	����	�� �
� Cd:(Cd)⊗k−1 ���� ������� �� ��� 
���� �
��� ��� ���� �� ������ �� (Cd)⊗k ��	�� ��� ��������

������ ���� 	����	�� �
��� ��� ������ ���
�� ��� ��	����� ������ 	�  �!"� ������� �� 
� �	��� ����	#�����

������ ����� 	� ��� ������� ���� m = n ����� ��� vrad(S) ������ ���� w(S) ��� �	���
� ����	��	�� ���� ���

��� ������ C̃ = C/2� �� �	�$� ������ ��� ���
���� �����

%�� 1/10 < δ < 1/4 ��� ����	��� Aδ� Bδ δ&���� ��� ‖ · ‖ �	��	� ��� '
��	���� 
�	� ������� �� Cm ��� Cn

�������	����� �����	�� ���� Aδ� Bδ ���� �	�	��� ����	���	��� �� (��� � ���
����	� ���
����� ���� %����

)���* 	� +������ )� ,���	�� )��� ���� |Aδ| � (1 + 2/δ)
2m

��� |Bδ| � (1 + 2/δ)
2n

� ����� 	� ��� � ����(�� ����

conv (S∪ −S) ⊂ 1

(1− 2δ2)2
conv

{± |x〉〈x| ⊗ |y〉〈y| : |x〉 ∈ Aδ, |y〉 ∈ Bδ

}
.

,� � %���� )���) 	� +������ )� ,���	�� )��� �� ���

w(S) �w (conv (S∪ −S))

� 1

(1− 2δ2)2

√
2 ln (2(1 + 2/δ)2m(1 + 2/δ)2n)

(mn)2

=
1

(1− 2δ2)2

√
4(m+ n) ln (1 + 2/δ) + ln(4)

mn

� 3
√

ln (1 + 2/δ)

(1− 2δ2)2m
√
n
,

��	�� 	� ����	���� ��� ������� �� ��
��	�� �������

-��� �� ���� ���� ����� ��� ���� 1 � i � Nk� Si ⊂ B1 ⊂ BHS � .����� � %���� )���/ 	� +������ )� ,���	��

)��� �� ���

w(S(2)) � 2

(
max

1�i�Nk

w(Si) +

√
2 ln(Nk)

(dk)2

)
� C

d(k+1)/2
+

√
8 ln(2)k

dk
=
C + Cd,k
d(k+1)/2

,

����� Cd,k =
√
8 ln(2)/dk−1�

��� �����
�	�� �� �������� ��/�� ��� ��/�* ��� � ������� �� �������� 0� � �
��	����	�� ������ ��	�� 	�

�������� �� � ����� �
��� �� 	� �
������� �k #1�� ��� d → +∞�� 	����	�� ���� � ����� 	� 22� ������

��� 	&����	�	�� �	��� ��� ��������� ���	�� �� 22�� 	� ��	��� �� �������� � �
�� ���� �����	��	�� �������	�� ����

	����	�� ���� 	� 	� 	&�������� �	��� ��� ���(��� ���	�� �� ������	�	���� ������� ��� 3�	4��5 �� ����� ��� ���� ��

������ �����
��� � �	���� ���	� ���
�� ���		 �� ���	� ���� �	����� ����� ���������� �	6�������7 ��� 3�	4�5 ��

��� ������ 	� �� ����� �� ����� 1/dk/2 ��	�� ��� 3�	4�5 �� ��� ������ 	� �� ���� �� ����� 1/d(k+1)/2� ����� �	6��	��

� � ������ �� ����� �� �����
√
d�

����� � ���		 
� ���� ��� ��� ��� 	����	

�� ,���	�� ��* �� �1��	�	� ����� �� 89' ������ ��	�� ��� 22� ������ ��� �
�� ��� ���������� �� ����� �	����	���

	� 	� � ���� ���( �� #�� �
�� �1������� 
� ��� ���
��� ���� ��� ����	�
� ����	�� �
����� ���� �� ����� 	� �	��

�	����	��� �	�� 89' ���
�� � � �����	� ����
�� �� �
��� 22� ������� �� ������	4� ��	� ���� �� ������� �

������
��	�� �� ������ ������ ��	�� ��� �	�� �	�� ����	�	�� 22� ������ ��� �
�� ��� 89'�

+���	��� ��� ������	�� ������ ����� ����� �� (Cd)⊗k7 #1 ���� ��������� 0 < α < 1/4 �	���������� �� d��

�	�( G � ��������� 8:' ����	1 �� (Cd)⊗k� ��� ��#�� ��� 3��1	����� �	1�� ; ��
��	�� ��	��5 ����� �� (Cd)⊗k

ρG =
1

dk

(
Id +

α

dk/2
G
)
. ����*�

����� ���	����� �	��� �	�� ����	�	�� ��	�� �� 1 �� d ������ ρG 	� �
��� 22� ��� ������������ 89'�

9��� �
���	���	����� �� �	�� ���� ���� ��� ������	�� ���
�� ������

������� ��	�
� ��� G �� � �������		 
�� ����� �� (Cd)⊗k� ����� ��� 	���� ρG �� (Cd)⊗k� �	 ������

�� �������� ����*�� �	 ����� ��� ��� ��� ���	�������� ���� �����������  ������ ���� 1 − exp(−cdk−1)� ��� 	��

���!��	�� ���	���� c > 0�



������� �	 �
�������� �� �
���������� �� �����������
 ������� ����
�� ���

��
��
� �	�	� �� � ����� �����!��" #���
��
�#
 �� ������������ �	�	� ��" �	�	$ �
��!	 %
���
 ������ ��"

���&�� ��
�' �
� �� 
��"
 ��#
 ��" ��� ��� � ��� �� ����
( � )*� ����� �� Cn �� ��
 ����"��" )������� &
#���

�� H(Cn)' !���
 � ���#
�
�� )*� ����� �� Cn �� ��
 ����"��" )������� &
#��� �� ��
 ���
�����
 �� H(Cn)

#�����
" �� ���#
 0 
�
�
���	 +� �� ��
 ���������# �
 ��
 n → +∞' ��� ��
 ,��!� �
����� �� n × n )*�

�����#
� ���� !
 ����� ��
 ���� ���" ��� ���#
�
�� n× n )*� �����#
� -�
#���
 ��
 ����
�� ���#
� �� ��
�
 �!�

)������� &
#���� ��&
 
���&��
�� "��
������ �� ���� �����.	

����������� 	
�
�
 ��� G �� � �������		 
�� ����� �� (Cd)⊗k� ����� ��� 	���� ρG �� (Cd)⊗k� �	 ������ ��

�������� -�	��.� 	���	��	

P (ρG /∈ P) � Nke
−cdk ,

����� c > 0 �	 � ������	�� ���	�����

������ /� 0�1' � "
&������ ��
������� �� ���&
" ��� ��
 �����
�� 
� 
�&���
 �� � )*� �����' ���
��( 2
� G �
 �

)*� ����� �� Cn ��" "
���
 �� λmin(G) ��� �����
�� 
� 
�&���
	 ��
�' ��� ��� ε > 0'

P
(
λmin(G) < −(2 + ε)

√
n
)
� e−cε

3/2n, -�	��.

!�
�
 c > 0 �� � ���&
���� #�������	

3�!' ���
�&
 ���� G �� !
�� �� ��� ��� ������� �������������� GΓi ' 1 � i � Nk' ��
 )*� �����#
� �� (Cd)⊗k	
�
�#
' ����������� �	�	� �����!� "��
#���' �� #������ ��� ������#
 ε = 1	 /�"

"' �� ���������� �� α' !
 ��&


3α < 3/4 < 1' �� ��
 ����������� ���� ρG �� ��� ρΓi

G ' 1 � i � Nk' �� ��� ������&
 �� �
�� ���� e−cd
k

	 ��


�"&
����
" �
���� �����!� �� ��
 ����� ����"	

����������� 	
�
�
 ��� G �� � �������		 
�� ����� �� (Cd)⊗k� ����� ��� 	���� ρG �� (Cd)⊗k� �	 ������ ��

�������� -�	��.� 	���	��	

P
(
ρG ∈ S(2)

)
� e−cd

k−1

,

����� c > 0 �	 � ������	�� ���	�����

������ 4�� �����
 � �� ���! ����������� �	�	$ �� �� 
����� � �
������� M �� (Cd)⊗k !��#� �� !��� �����������

 �
��
� ���� 1− exp(−cdk−1) � )5� !���
�� ��� ��
 ����
 ρG -�	
	 ��#� ���� Tr(ρGM) < 0 !���
 Tr(ρM) > 0

��� ��� ��6�
������
 ����
 ρ.	

3��
 7��� �� ��� ����' �� ��
 ��
 ���"'

ETr(ρGG) =
α

d3k/2
ETr(G2) ∼

d→+∞
α

d3k/2
d2k = αdk/2, -�	��.

!���
 �� ��
 ���
� ���"' �� ��
��
� �	�	�'

E sup
ρ∈S(2)

Tr(ρG) � C + Cd,k
d(k+1)/2

E[Tr(G2)]1/2 ∼
d→+∞

C

d(k+1)/2
dk = Cd(k−1)/2, -�	�$.

!�
�
 !
 ��
" ���� ��� G � )*� ����� �� Cn' ETr(G2) ∼n→+∞ n2 ��" E[Tr(G2)]1/2 ∼n→+∞ n -�

 
	 	 0�1'

�����
� 8' ��� � �����.	

2
� �� ��! ���! ���� ��
 ���#����� G 
→ Tr(ρGG) ��" G 
→ supρ∈S(2)
Tr(ρG) #��#
�����
 �����" ��
��

�
��
#��&
 �&
�� 
 &���
�	 /� ���� ���' !
 ����� ��,
 ��
 �� ��
 �����!�� )������� "
&������ ��
������� -�




	 	 0���1' �����
� 8' ��� � �����.' !��#� �� ��
 ����� �
 �� 2
&�9� ���
��#�� &
����� ���
���� �� 2
��� �	8	�

�� �����
� �' +
#���� �	8( �����
 ���� f �� � ���#���� ��������� ' ��� ��� )������� ���"�� &������
� G,H'

|f(G)− f(H)| � σG,H‖G−H‖2 ��� ���
 σG,H ��#� ���� EσG,H � L	 ��
�' ��� ��� ε > 0'

P (|f −E f | > ε) � e−c0ε
2/L2

, -�	�:.

!�
�
 c0 > 0 �� � ���&
���� #�������	

;
7�
 f : G ∈ H(Cn) 
→ Tr(G2)' ��" fΣ : G ∈ H(Cn) 
→ supρ∈Σ Tr(ρG)' ��� ���  �&
� �
� �� ����
� Σ ��

Cn	 <
 ��&
 7���'

|f(G)− f(H)| = |Tr(GG†)− Tr(HH†)| � ‖GG† −HH†‖1 � (‖G‖2 + ‖H‖2)‖G−H‖2,



���

����� ��� �	
� ����	���� �
 �� ��� ���	���� ����	����� ��� �	���������	�� ����	����� 	�� ��� ���	��	��� ��

‖ · ‖2 ����� ������	�� ��	�
��
������ 	���� �������� ��	� GG† −HH† = G(G† −H†) + (G−H)H†� ��� 
������

|fΣ(G)− fΣ(H)| =
∣∣∣∣sup
ρ∈Σ

Tr(ρG)− sup
ρ∈Σ

Tr(ρH)

∣∣∣∣ � sup
ρ∈Σ

|Tr(ρ[G−H])| � ‖G−H‖∞ � ‖G−H‖2,

����� ��� �� � �� �	
� ����	���� �
 ���	�
� Σ �
 	 
��
�� �� ��� 1!���" ���� �	�� �� #��"���	�
 �� Cn�

#����� ��� ��������
 f 	�� fΣ ���� 
	��
�� ��� �������
�
 �� ��� $	�

�	� ����	���� ����	���� %&��'(� ����

L = 2γ(dk) ∼d→+∞ 2dk 	�� L = 1 ��
���������� �� �� ��� "�	� �
��"	��
 %&��)( 	�� %&��*(� �� �	�� ��	� ���

	�� 0 < ε < 1�

P
(
Tr (ρGG) < (1− ε)αdk/2

)
� exp

(
−c0

(
εαd2k

)2
/
(
2dk

)2)
= exp

(−c′0ε2d2k) , %&��&(

P

(
sup
ρ∈S(2)

Tr(ρG) > (1 + ε)Cd(k−1)/2

)
� exp

(
−c0

(
εCd(k−1)/2

)2
)

= exp
(−c′0ε2dk−1

)
. %&��+(

�
 	 ���
������� �� �	�� ��	� ��� 	�� βd 
	��
����� 1/2Cd(k−1)/2 � βd � 3/2αdk/2� ��� #��"���	� M =

Id− βdG �� (Cd)⊗k �
 	 $,- �����

 ��� ρG ���� ����	������ ���	��� ��	� 1− exp(−cdk−1)� ����� c > 0 �
 	

������
	� ���
�	��� .������ ����
��� ε = 1/6 �� ��	���� %&��&( 	�� ε = 1/2 �� ��	���� %&��+(� �� ���

P

(
Tr (ρGM) > −1

4

)
� e−cd

2k

	�� P

(
sup
ρ∈S(2)

Tr(ρM) <
1

4

)
� e−cd

k−1

,

����� ��������
 ��� ������

/� "	� 	���	��� 
	� ���� "��� �� ��� �	���" 
�	�� ρG ��0��� �� ��	���� %&��1(� .������ ��0�� ��� 	��

0 < ε < 1 ��� 
�	�� ρ̃G(ε) �� (Cd)⊗k ��

ρ̃G(ε) = ερG + (1− ε)
Id

dk
=

1

dk

(
Id + ε

α

dk/2
G
)
.

2���� ��	� ��� ����� �� 3����
����� &�)�* 	�������	��� ����
 �
 �
 ��	�� 	
 ���� 	
 ε � γ/
√
d� ��� 
�"� ���
�	��

γ > 0� ρ̃G(ε) �
 ���� ���� ����	������ ��� ��!
��	�	���� 2��
 "�	�
 ��	� ρG �
 �����	��� 	 ����� 332 
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 �� ��������� "�����	����� ���	����"��� %	


��0��� �� 4�'�5( 	�������	��� ����
 	� ��	
� 	

√
d ���� d → +∞�

��� �����	
���

2�� ������" �� ��	�	��������� ������� "�����	����� ���	����"��� 	�� ��
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��	�	������7 ��
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����� ��	�� �� ���������� 	�
� �����
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� ��
���
 ���
� ���	���� ���" ��
����� "	�
 %���� �	
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 �� �������������	

��������� ������� ������

����� �� �k	�
���������� �� ����	����������� �������� ������� ������� ������

��� ���� �� ��	�
	��� 	�� ��	�������	 �� � ����� �����	�	� �	�	� �� ����
���� ��� �����	��
 ��	������� ��

	��� �	�	� ��� ���	 �������� �� �����	�� ������ ��� ���������� ��� 
����	� ����� �� ���������	� 	��	� �	

������	��� ��	�� �������� 	� �� 	�� ������
�� �� k����������	��
 ������ ��� ������ ������ 	� �� ���	 ����������

��� ��� �� 	��� 
���	�� �� 	� 	�� ��� ����	��� 	�� ��
���
� �� 	��� ���������	� 
��	����� �� 	���
� �
��������

 �� 	��	� �� �����	��� 	�!� 	�� ������
����  ���	� �� 
����	� 	�� ������� ���	� �� 	�� ��	 �� k"��	������

�	�	��� �� ����� 	� ��� ��� �	 �
��� ��	� 	�� ��� �� �������� �	�	��� #�� ��
���� �� 
����
	���$� ����

������"����
�� �	�	�� ���� ��������� �� 	�� ��
�� ���������� ��	� ���� ��������	� ����	��� �� ��	 	�� k"

��	�������	� 	��	� ��� 
������ 	�� ��	����� ����	 ��	� 	�� 
������������ ��� ��� ��	�������	 �� ���������	��

��� ���� ����	� 
�� �� ���
���� ������� �� �����% �� Cd ⊗ Cd� ���� d ������ 	�� ������� ���	� �� 	��

��	 �� k"��	������ �	�	�� �� ��������	 	� (2/
√
k)/d� ���� ������ �	�	�� ��	����� �� ���	�� 	��
�� ���� ��

����������	 Cs �� �������� ���	����	�� ���� �	�	�� ��� ����	��� 	�� k"��	�������	� 	��	 ��	� ��������	�

����� 	� 1 �� s < ((k− 1)2/4k)d2� &�	� �	�	����	� 
������� 	� 	�� 
��
����� 	��	� �� k �� ����� k"��	�������	�

�� �����	�	�
�� � ���! ���������	��� �� ���������	�� ���� 	����� ��� �� 	�� �	��� ��"�	����� ���������	�

�����	���� �� ��	��������� �� k"��	�������	� �� ���� �� k �� ����� � 
��	��� '��������� ����������	( �����

��� �����	
�����

��
����� ���	��� � ����� �����	�	� ����	�� �	�	� �� ��	����� �� �������� '�� ���� )��	 
��� 	� ��������(
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�� ���	�� 	�������� 
��	����� */01-� 	�� ���������	 
��	����� *00- �� 	�� k"��	�������	� 
��	����� *11-� # ��

	��� ���� �� 
����� 	��	 ��������� �� � ����� �	�	� ���� 	��� �� ��	 ��� �� 
��	 �� � ����"�����	� �������

'���( ��� ���
� �� ��
���	� ����� '��� 2���	�� . �� 	��� �����
���	� ��� 	�� ���	� ��	������ ������ *13-� ���

��
� ���� �� 	��	 	���
(�

4� ��
�� ���� �� � �����	��� �� 	�� ��	��� �� ���������	� �� ���	� ��5����	 !���% 	�� ��"
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	 ��� k ∈ N � ����� ρAB �� � ��������� ��	���� ����� A⊗ B �� k���������	� ���� ������� �� B

�� ����� ������ � ����� ρABk �� A⊗B⊗k ����� �� ��������� ����� ��
 ����������� �� ��� B ����
����� ��� ����

���� ρAB = TrBk−1 ρABk 

������ �	
	� '��� 
����	� ����� �� k"��	�������	� 
��	���� ��� ���������	�� *11-(	 � ����� �� � ���������

��	���� ����� A⊗ B �� �������	� �� ��� ��	
 �� �� �� k���������	� ���� ������� �� B ��� �		 k ∈ N

8�	� 	��	 ��� ����
	��� �� ������� +�/�9 �� �������� ����� 	��	 � �������� �	�	� �� ���� �����	�	� ���	��

�� ��
������� k"��	������ ��� � k ∈ N '��	� �����
	 	� ��	� ������	���(� 6������ �� ρ =
∑
x pxσx ⊗ τx

//:
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�� ���
∑
x pxσ

⊗k
x ⊗ τx ���

∑
x pxσx ⊗ τ⊗kx ��� ��������� ���������� �� ρ �� k ������ �� �� ����

��� ������ ��	������� ����������
�� �� ���� ��������� �� ������ ����� ��

��� ���� �� ������� �����
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��� ��*�� ����� �� ��*� "���� � ����� k ∈ N� �� /�������
0 �� k+�������	�
��� ���� �� �� ������ �����"
������

 �"��� ���1 �� ������ ��� ������"��" �������� �� k+�������	�
��� ��
�������� �� ������	�
���� k ∈ N
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����� ������ ��� k ∈ N� ��� �	
 MAB ∈ H(A⊗ B)� �� ���

sup
σAB∈Ek(A:B)

Tr
(
MABσAB

)
=

∥∥∥∥∥∥1k
k∑
j=1

M̃ABk(j)

∥∥∥∥∥∥
∞
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������ �� Id
̂Bk

j
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SymA:Bk(MABk) =
1

k!

∑
π∈S(k)

(
IdA ⊗ U(π)Bk

)
MABk

(
IdA ⊗ U(π)Bk

)†
,
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����� �� ��� ��������� σAB = TrBk−1 SymA:Bk(σABk)

��� ���� σABk ∈ D(A⊗ B⊗k)� '����� ��� ��� MAB ∈ H(A⊗ B)� �� ��
�

sup
σAB∈Ek(A:B)

TrAB

[
MABσAB

]
= sup
σ
ABk∈D(A⊗B⊗k)

TrAB

[
MAB TrBk−1 SymA:Bk(σABk)

]
= sup
σ
ABk∈D(A⊗B⊗k)

TrABk

[(
MAB ⊗ IdBk−1

)
SymA:Bk(σABk)

]
= sup
σ
ABk∈D(A⊗B⊗k)

TrABk

[
SymA:Bk

(
MAB ⊗ IdBk−1

)
σABk

]
=

∥∥SymA:Bk

(
MAB ⊗ IdBk−1

)∥∥
∞ .

(��� ��� ���� π ∈ S(k)�
(
IdA ⊗ U(π)Bk

)(
MAB ⊗ IdBk−1

)(
IdA ⊗ U(π)Bk

)†
= MABπ(1)

⊗ Id
̂Bk

π(1)
� )���������

���	�� �������� ��� ���� 1 � j � k� ��� 	����������� π ∈ S(k) ���� ���� π(1) = j� �� ��

SymA:Bk

(
MAB ⊗ IdBk−1

)
=

1

k

k∑
j=1

MABj
⊗ Id

̂Bk
j
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��� �� ��������� � ��� ������� ����� ���� ��������� ���
�* ������� ����� �� ����� ���� �� ��� ��&���� +���

���� ������� �� ���� ������ �		��� �� #��	��� ,� $������ ,��� -�� ��� K ⊂ H(Cn) ��� ��� M ∈ H(Cn) ��
��

���� '��.���/$������ ����� �� ����� ��� ����� �� K �� ��� ��������� M ��

w(K,M) = sup
Δ∈K

Tr(MΔ).

)�� ���� ����� �� K �� ���� ������ �� ��� �
���� �� w(K, ·) �
�� ��� ����� '��.���/$������ ���� �	����

SHS(C
n) �� H(Cn)  �&��		�� ���� ��� '��� ������� σ% ����

w(K) =

ˆ
M∈SHS(Cn)

w(K,M)dσ(M) =

ˆ
M∈SHS(Cn)

[
sup
Δ∈K

Tr(MΔ)

]
dσ(M).

)��� �
���� ����� w �� �� ���������� ��0� 	��������� �� ��� ���� .�� ���� .������ �� �� ������� �� �����

��	������ �������� &���������� ���� �� ��� ��� 
����� ������ vrad� ����� �� ������ �� ��� ������ �� ���

1�������� .��� ��
�� ���� 
�����  ���� ��.���� �������%� -�� ��������� �� ��
� ��� ��� ���
�* .��� K ���

2������ ���&������ w(K) � vrad(K)� ��� ��� ���� �� ��� ���
�* .����� K �� ����� .� ���������� � 3��
����4

2������ ���&������ w(K) � μ vrad(K) ��� ���� μ � 1� )���� ����������� ��� ��� 	������ ����������� �� �����

���
�* ������� ������� ��� �*��	����� �� $������ ����

5� ����� �� ���	��� ��� &������� w(K)� �� �� ����� ���
������ �� ��6�*	���� �� �� � 7������� ������ ����

�	������� �
������ 8� ���� ������ .� GUE(n) ��� 7������� 2������ 1����.�� �� Cn� ����� �� ��� ��������

7������� 
����� �� H(Cn)  �&��
�������� G ∼ GUE(n) �� G = (H + H†)/
√
2 ���� H � n × n �����* ��
��

����	������ ���	��* ������ �������%� 9�� �� ����� ��� 7������� ���� ����� �� K ��

wG(K) = EG∼GUE(n)

[
sup
Δ∈K

Tr(GΔ)

]
.
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!�� �����"��� �� ��� G ∼ GUE(n)# G/‖G‖2 �� ��������� ��������� �"�� SHS(C
n)# ��� G/‖G‖2# ‖G‖2 ���

���������� ������ "��������# $� �� �� �� ���% ��$��� ��� �������� ��# ����� γ(n) = EG∼GUE(n) ‖G‖2#
$��&� �� %��$� � ������ γ(n) ∼n→+∞ n '��� �	�	 ()*# ������  # ��� � �����+#

w(K) =
1

γ(n)
wG(K). '�	�+

������ ��	�
� ��� ��� ���� K ���� �� �	�� 
���	�� 	� ��� ������ �	�� �
������ �� ������� �� D(Cn)� ���
�

�	�	�� 	� ��� ���������� �� H(Cn) 
������ �� ���
� 1 ��������� 	��� 	� � ���
� �� ���� 	����	�� n2 − 1� ������

���� n2� �� ���� ���� ���� ���� ������� �� ���� ���	� ���� �	�� w(K) �� �� ������� �	�� ���� � n2 − 2�

������ ���� n2 − 1� 	����	���� ��
�	��� ��	� ������� ��� �����	�� ���� �	�� wG(K)� �� ��� ����� ����
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 ���	�� ���� ��� ��� ���� �� ��� ���	��� 	����	�� ���
���� ����	���� �� ������ �����	��

��
���� ��� ���������� ������ �����	�� ��
���� � �� � 
��������
�� �� ��� ���� �����	�� '�	�+ ���� 
�����	��

��� ���� �	�� �� K �� 	� 	� ��� � n2 	����	���� ��� 	� ��������	
���� ���	������ �� 
�����	�� 	� ��!	�� 	���

�

���� ���� 	� 	� 	� ��
� � n2 − 1 	����	���� ���� "� ��� ��������� �������� ������ ����� ��	� 	�����

,�� ��� �� ��$ � ������# ��� ��� -��� k ∈ N# �� ���� $��� �� �� �� �� k
��������� ���� �� A⊗B

$��� A ≡ B ≡ Cd ��� d → +∞	 .� �� ��-������ ���"�# $� ��"�

w
(
Ek(A:B)

)
=

1

γ(d2)
EGAB∼GUE(d2)

[
sup

σAB∈Ek(A:B)

Tr
(
GABσAB

)]
.

/���� �� ����� �� 0���� �	�	1# ��� �� ������ ������&�� ����# $� ��� ��#

w
(
Ek(A:B)

)
=

1

γ(d2)
EGAB∼GUE(d2)

∥∥∥∥∥∥1k
k∑
j=1

G̃ABk(j)

∥∥∥∥∥∥
∞

. '�	 +

����� �� ���	
��	���	 ����
��

�� 2���-�� ���"�# � ����� �� ���� $��� �� �� �� �� k
��������� ���� �� Cd ⊗Cd# $�� $� ���� �� �

&����� �� �"����� �������
���� E
∥∥∥∑k

j=1 G̃ABk(j)
∥∥∥
∞
# ��� G � 3/� ����� �� Cd⊗Cd	 4� $��� ���$ ��

�� �����$��� �������& ������ �����	

���������� ��	�	� #	$ k ∈ N� �����

EGAB∼GUE(d2)

∥∥∥∥∥∥
k∑
j=1

G̃ABk(j)

∥∥∥∥∥∥
∞

∼
d→+∞

2
√
kd.

�� � ����������� ��� �$���� �������� �� ���
���� E
∥∥∥∑k

j=1 G̃ABk(j)
∥∥∥
∞
# $� $��� ���% � �� 2p
�����

������ ETr

[(∑k
j=1 G̃ABk(j)

)2p
]
# p ∈ N# ��� ���$ �� ��� &�� �� ��������� �� ���� �� �� 2p
�����

������ �� � &������ ����&��&���� ���������� �� ���������� ��������	

5� �� �� ��&��� -�� � ��$ �������� ��-������	 6�� ��� σ > 0# $� ����� ����� �� μSC(σ2) �� &������

����&��&���� ���������� �� "�����&� �������� σ2# $���� ������ �� ��"�� ��

dμSC(σ2)(x) =
1

2πσ2

√
4σ2 − x21[−2σ,2σ](x)dx.

4� ����� ���� �����# ��� ��&� p ∈ N# �� M
(p)
SC(σ2) �� p
����� �����# �	�	 M

(p)
SC(σ2) =

´ +∞
−∞ xpdμSC(σ2)(x)	 7

�� $���
%��$� ��

∀ p ∈ N, M
(2p−1)
SC(σ2) = 0 ��� M

(2p)
SC(σ2) = σ2p Catp,

$���� Catp �� �� p�� ������ ������ ��-��� �� 0���� �	�8	)	

���������� ��	��� #	$ k ∈ N� ����� ���� d → +∞� ��� ����� ����	$
(∑k

j=1 G̃ABk(j)
)
/d 
�������� 	�

������� ������ � 
������ ���	
	�
���� 	���	���	�� �� ��������� k� ���	��������� ��	� ����� ����� ��� ���

p ∈ N�

EGAB∼GUE(d2) Tr

⎡⎢⎣
⎛⎝ k∑
j=1

G̃ABk(j)

⎞⎠2p
⎤⎥⎦ ∼
d→+∞

M
(2p)
SC(k)d

2p+k+1.
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����� ����� ��� �� ���� �� ���	���

�
 ��
��

�� �� �������� �����

����� �� �����
����� ������ ��� p ∈ N� ��	
���� ��� ����� �� ��� 2p������ 	�	�� ETr

[(∑k
j=1 G̃ABk(j)

)2p
]

	�� �� ��� ���� ��� ������� ���� ���	��� ���� ��		� ������ ��� ��� �����	�� ��  

���! ������ ���

� ������� ��		��� �� ��" �� ������ 	�	��� �� �#$ 	������� ���	 ��%� & ��� ����' "��� "� ��� �� ���

��	
������� ������� ��� �  

���! ���( �� ��		���)�� � *��
������ ���(�� �� ����' ��� �� d ∈ N'

ETr

⎡⎢⎣
⎛⎝ k∑
j=1

G̃ABk(j)

⎞⎠2p
⎤⎥⎦ =

∑
f :[2p]→[k]

ETr

⎡⎣ 2p−→∏
i=1

G̃ABk(f(i))

⎤⎦ ���(%

=
∑

f :[2p]→[k]

∑
λ∈P(2)(2p)

d�(γ
−1λ)+�(γ−1

f λ)+k−| Im(f)|, ���+%

"���� "� ��,�� � {1, . . . , 2p}' γ = (2p . . . 1) �� ��� ������� ���� �����' �� ��� ���� f : [2p] → [k]'

γf = γf=1 · · · γf=k �� ��� 
������ �� ��� ������� ���� ������ � ���� �� ��� ����� ���� �� f �
�� �" ���� �� �������� "���� λ ∈ P(2)(2p) �� f : [2p] → [k] ��������� �� ��� ��	����� ���	 � ���

	�	�� �!
���� ���+%' ���� ��� ���� ���� ��� -������ �(γ−1λ) + �(γ−1
f λ) + k − | Im(f)| �� 	�!�	���

.���� �� ���' ��� �� λ ∈ P(2)(2p)' "� ����

�(λ) + �(γ−1λ) = 4p− (|λ|+ |γ−1λ|) � 4p− |γ−1| = 4p− (2p− 1) = 2p+ 1, ���/%

"���� ��� ,��� �-������ �� �� ��		� ���0��' "���� ��� ����� ��-������ �� �� �-����� ����1% � ��		� ���0�/

�� �� � �-������ �� �� ��� �� ��� 
����
������� λ �� ���������� 2�!�' ��� �� λ ∈ P(2)(2p) �� f : [2p] → [k]'

"� ����

�(λ) + �(γ−1
f λ) = 4p−

(
|λ|+ |γ−1

f λ|
)
� 4p− |γ−1

f | = 4p− (2p− | Im(f)|) = 2p+ | Im(f)|, ���3%

"���� ��� ,��� �-������ �� ���� �� ��		� ���0��' "���� ��� ����� ��-������ �� �� �-����� ����4% � ��		�

���0�/ �� �� � �-������ �� �� ��� �� ��� 
����
������� λ �� ��������� �� �� ,�� ��� ��� 
������� ��

{1, . . . , 2p} ������ �� γf ����� f ����� ��� ��	� ����� � ���	��� ������� �� ��� ��	� 
��������� �� λ%�
*����� �-������ ���/% �� ���3% ��������' "� ��� ���� ��� �� λ ∈ P(2)(2p) �� f : [2p] → [k] �5��� ���
��

� 	�� ���� ���������� �(λ) = p%'

�(γ−1λ) + �(γ−1
f λ) + k − | Im(f)| � 2p+ k + 1, ���1%

"��� �-������ �� �� ��� �� λ ∈ NC(2)(2p) �� f ◦ λ = f � 6��� �� �� "������" ���� ����� ��� Catp ���	���

� NC(2)(2p)' �� ��� ���� �� ����� ����� ��� kp ������� "���� ��� ������ � ���� �� ��� p 
����������' "�

����� ��� ��� ���	
����� ����	��� ������ � *��
������ ����(' �	���

ETr

⎡⎢⎣
⎛⎝ k∑
j=1

G̃ABk(j)

⎞⎠2p
⎤⎥⎦ ∼
d→+∞

kp Catp d
2p+k+1 = M

(2p)
SC(k)d

2p+k+1.

����� �� �����
����� ������ 7�� ��������� � 	�	��� ������ � *��
������ ����( �	
���� ���� ��� 	����!(∑k
j=1 G̃ABk(j)

)
/d ���	
��������� ��� � ������� ��������� "���� ��' � �������' �� ����� ��� �

������� �� ���

��

��� �� μSC(k)' ���� 2
√
k� & ����� "����' �� ��������� ���� ����� �!��� 
������� ������� cd →d→+∞ 1 ����

����

E

∥∥∥∥∥∥
k∑
j=1

G̃ABk(j)

∥∥∥∥∥∥
∞

� cd 2
√
kd. ���4%

& ��� �

����� ��������' *��
������ ����( ��� ��������� ���� ��� 	����!
(∑k

j=1 G̃ABk(j)
)
/d ���	
�����

����� ���' � �������' � �������� 
������� ������� �� ���������� �������� ����� 2
√
k� 6� �� ���" ���� ��� �������

��-������ �� ���4% ����� ���' � ������ 	��� ���� �� ��-������ &����' �� ��� �� �������' "� ���� �� 	��� ���� ����

� ��� 	�	��8� �!
������ ���+%' ��� 
��	������� ���������� �� ��� ����	����� ���	� �� d% ��� �� ���

�	������
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����������� ������� ������ ���� � !

"�� d ∈ N #���$ � ����� ��

∀ p ∈ N, E

∥∥∥∥∥∥
k∑
j=1

G̃ABk(j)

∥∥∥∥∥∥
∞

�

⎛⎜⎝ETr

⎡⎢⎣
⎛⎝ k∑
j=1

G̃ABk(j)

⎞⎠2p
⎤⎥⎦
⎞⎟⎠

1/2p

. %�	�&

'� �� �� #� d ∈ N ��� p ∈ N$ ��� ��(��� %�	)& �����*��� �� �� ��������� �� ��(��� �� d$ +������ �� ��

��� �� ���������� �� �������� ������� %�	,&	 -���� *������ ���� (�� �� ���������� �� ��������

������� %�	.&$ ��� �� (�� ���� �� �������� ������� %�	/&$ (� ��

ETr

⎡⎢⎣
⎛⎝ k∑
j=1

G̃ABk(j)

⎞⎠2p
⎤⎥⎦ �

⎛⎝ ∑
f :[2p]→[k]

�(p+k)/2�∑
δ=0

∣∣∣P(2)
f,δ(2p)

∣∣∣ d−2δ

⎞⎠ d2p+k+1, %�	�0&

(���� (� ��#���$ ��� ��*� f : [2p] → [k] ��� ��*� 0 � δ � �(p+ k)/2�$

P
(2)
f,δ(2p) =

{
λ ∈ P(2)(2p) : �(γ−1

f λ) = p+ | Im(f)| − 2δ
}
.

1� (����$ P
(2)
f,δ(2p) �� ������ ���� ��� �� �� �� ���������� (��*� ��2� � ����* 2δ ���� ����� �� �� �������*�

��(��� �� ������ ��� �� �����* �� �� *�����*�� ���� *�*��� �� ��*� �� �� ��2�� ��� �� f 	 ���� 3���#��

�� ����*���� � ���������� (�� �� �������� �� %�	�0& �� ���� �2�� �2�� ����*� %��� �� ����� ������� ��

4���� �	�0	 &	

5�($ �� 4���� �	�.	!$ (� +��( ��$ �� 0 � δ � �p/2�$ ���
∣∣∣{(f, λ) : λ ∈ P

(2)
f,δ(2p)

}∣∣∣ � kp Catp ×
(
kp2

2

)2δ

.

��� �� �p/2 � δ � �(p+ k)/2�$ ��� ��2�����∣∣∣{(f, λ) : λ ∈ P
(2)
f,δ(2p)

}∣∣∣ � k2p
(2p)!

2pp!
� kp Catp ×

(
kp2

2

)p
.

����� �2������� ������$ (� �������� ��$

ETr

⎡⎢⎣
⎛⎝ k∑
j=1

G̃ABk(j)

⎞⎠2p
⎤⎥⎦ � kp Catp

⎛⎝1 +

�p/2�∑
δ=1

(
kp2

2d

)2δ

+
k

2

(
kp2

2d

)p⎞⎠ d2p+k+1.

6�$ max
{(
kp2/2d

)2δ
: 1 � δ � �p/2 

}
�� ������ ��� δ = 1$ ���2���� p � (2d/k)1/2	 '� �� ��*� �� �� *���$

�p/2�∑
δ=1

(
kp2

2d

)2δ

+
k

2

(
kp2

2d

)p
� p+ k

2

k2p4

4d2
� k2p5

4d2
,

(���� �� ��� ��������� ����� �� ���� �� p � k	 ��� ���*�$ ����� ��� �� ���2���� ����������$

ETr

⎡⎢⎣
⎛⎝ k∑
j=1

G̃ABk(j)

⎞⎠2p
⎤⎥⎦ � M

(2p)
SC(k)

(
1 +

k2p5

4d2

)
d2p+k+1.

'� �� pd = (2d/k)(2−ε)/5 ��� ���� 0 < ε < 1 %(��*� �� ������ ������� ��� (2d/k)1/2 ��� ������ ��� k

��� d ��� ������$ �� ����*���� ������ ��� k7/2/2&	 ��� ����� ��������� %�	�& �� �� ���*��� *��� p = pd$ (�

�2������� ��

E

∥∥∥∥∥∥
k∑
j=1

G̃ABk(j)

∥∥∥∥∥∥
∞

�
(
M

(2pd)
SC(k)

(
1 +

k2p5d
4d2

))1/2pd

d1+(k+1)/2pd ∼
d→+∞

2
√
kd. %�	��&

��������� �� ��(�� ����� �� ������� %�	7& ��� �� ����� ����� �� ������� %�	��& ������ ���������� �	 	 	
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 ���������	 ����� ���� �������	 ������ �� �����
����������� �����	 ��� �������� �� ���� �����	
 ����

��� � �� ������ �	 !������ ����" ������

������� ��	�
� ��� k ∈ N� ��� ���	 
���� � ��� ��� � k�����	����� ������ 	 Cd ⊗Cd ��������

w
(
Ek(C

d:Cd)
) ∼
d→+∞

2√
k

1

d
.

��� ��������	
 �
� �	�����	
 ���� ��� ��
 ����� 	� ��� ��� 	�

��� ������

#� ��� ����	 �	 $�%& ���� ��� ���	 ����� �� ��� ��� �� �������� ������ �	 Cd ⊗Cd �� �� ����� 1/d3/2� '	� ��

(��� ������ �	 !������ ����" ����� ��� k ∈ N )*��� ��� ���	 ����� �� ��� ��� �� k+�*��	����� ������ �	 Cd⊗Cd

�� �� ����� 1/d� �� ����� ��� d ���
��

w
(
S(Cd:Cd)

) � w
(
Ek(C

d:Cd)
)
.

!��� ������ �� 	�� �������	
, �� (��� ���	� ����� ���	 d 
����� �� k ���� 	�� 
��� �	 ���� ��� ���� ���	

��� ��� �� k+�*��	����� ������ �� ���� �	 �	 �����	
�� ��� ���*������	 �� ��� ��� �� �������� ������ �	

Cd ⊗ Cd� !���� ��� ���	 ��-���� �-���	 ��� �������� �	 ���� ���� ���	� ���� �*����� �� ��
���+�*��	������

����
� �	��	
���� ������ ���� ��
� $.�& �	� $��.&��

#� �� ����+�	��	 ���� ��� �*� � ���� ������� �� � ������ �*������� �� ��� ��� �� ��! ������ �	 Cd ⊗ Cd�

����� ���	 ����� �� �� ����� 1/d ���� /�� �� �� ���� �� ����

���������� ������ ����� ����� ������� �	���	�� cd, Cd →d→+∞ 1 ���� ���� ��� ���	 
���� � ��� ��� � ���

������ 	 Cd ⊗Cd ��������

cd
e−1/2

d
� w

(
P(Cd:Cd)

)
� Cd

2

d
.

���� ���������	 ��.�� ��� ���� ���� ����������� �	 $�%&� ��� 	�� ������ �	 ���� �*� � ��� �	� ���� ����� �*� �

 �	���	��� �� �� ����0� �� ��� ��� ��
���	� ���� ��� ��� ���� ��  ������	��� ���� ���� ������ 1� 2� ���	 1�"�

�� ��� ����	� ��	�� ��� ��� � ������� ��� �����	��

!� 
�� ��� �������� ��� ���	�� �� (��� ���

w
(
P(Cd:Cd)

)
� w

(
D(Cd ⊗Cd)

) ∼
d→+∞

2

d
.

!�� ���� ����-���	 � �� �  �	�����	 � �� 3�
	��4� ���� �� �� ��� ���� ��
� $�&� ������ �� ��� � ����� ���� ��� �

�� ������� ����

wG
(
D(Cd ⊗Cd)

)
= EG∼GUE(d2) sup

σ∈D(Cd⊗Cd)

Tr(Gσ) = EG∼GUE(d2) ‖G‖∞ ∼
d→+∞

2d.

!� 
�� ��� �������� ����� ���	�� �� ���� ���� ��� �� ��� ������� ����  ����� ��  �	-�* 
�������, 5�����	

�	� 6����	7��(�� �	���������� ���� !������� ����. �	� ����%� ���� ��-���� �	 ������ �� 2� ���	 ����� 8��

������ ����� �� 	��� �	� ���� ��)	����	 ����� �����	
 �	 ������ �� 2� ���	 ����, 9�� �	�  �	-�* ����

K� �� ��	��� �� vrad(K) ��� -����� ������� ��� � �� ��)	�� �� ��� ������ �� ��� :� �����	 ���� ��-�	
 ���

���� -����� ����� /����
�� �������� �� K� #	 ���  ���� ��	���	
 �� Γ ��� ������ ���	�������	� �� ��-�

P(Cd:Cd) = D(Cd⊗Cd)∩ D(Cd⊗Cd)Γ� ���� D(Cd⊗Cd) ��-�	
 ��� ��*������ ��*�� ����� Id/d2 ��  �	���

�� 
��-��� �	� Γ ���	
 � ��	��� ��������� ;�	 ��

w
(
P(Cd:Cd)

)
� vrad

(
P(Cd:Cd)

)
�

vrad
(
D(Cd ⊗Cd)

)2
2w

(
D(Cd ⊗Cd)

) ,

��� )��� �	�������� ���	
 �� ��� 5�����	 �	��������� �	� ��� �� �	� ���	
 �� ���  �	�����	 � �� 6����	7��(��

�	�������� ������ �� ��������� ����< �	 ������ �� 2� ���	 ���� =��� �� (��� ��
��� ���� w
(
D(Cd⊗Cd)

) ∼d→+∞
2/d� ����� �� ��� ����	 �	 $�%<& ���� vrad

(
D(Cd ⊗Cd)

) ∼d→+∞ e−1/4/d� !���������

w
(
P(Cd:Cd)

)
�

vrad
(
D(Cd ⊗Cd)

)2
2w

(
D(Cd ⊗Cd)

) ∼
d→+∞

e−1/2

d
.



������� �	 k
����������� �� ����
����������� ������� ������ ���� � !

�� � ���������"��� #��������#� �� ������� �	 	! ��� ���������� �	$	�% "� ��&�% ������� ����'���% ��

��� k � 11% �� �� �� k
��������� ���� ��#���� �������#���� � (����) ������������ �� �� �� �� ���������

���� ��� �� �� �� ��� ����% �� �&�����	 *�����% �� k � 11% ��� 2/
√
k < e−1/2% �� �� ��� d ����� ������

w
(
Ek(C

d:Cd)
)
< w

(
P(Cd:Cd)

)
.

��� ������ 	
� �� ����	����	 �� 	
� ��	������

��� ������#�� �� +,�� ���������� �������� �� -../ � ���# ���������� "�� �� ��# ������� ��0���� ���� ��

��� �� "���� �� ����&�� ���� ������� �	�	 	 *�����% ��� � ��&�� ������� ��� ρAB% �� k
�� �� "���� ����

#����� �� ���'��� ��� � �������# �������� ρABk �� ρAB% "���� �� -../ � "�� ����������� ������� �� ���

�������� ��� � �� ��� �� ��� #� �� �� k+1 ���������	 ���� �� #����� ��#������ ���� #����������� �� ��1�

�� �� +,� � �� ���&�� � ��#� ���% �� "�� �� ���� �� � "���� � �� ���� ��� ��#����� ������#����

�� ������ �� ���� �� �������� ��� "���� ����	

������ ������#�� �� +,�� "�� ���� �������� �� -�2$/ ��� -�2 /% ���� �� �� ���# ���� ����� �� ���� ��

-../	 * "�� ���#�� ���� �� ���� ��������� �� �� 34���5 �������# �������� �� �� ��� �� ��� ��

��� 6��� 3�&��5 #� �� �� k + 1 ��������� ������� ������� � ���#����� �����
�� �� �� #��&�����#� �� ��

��������	 * �������� ����� "��� �'��� � #����� ���' � �� �� �� ���� ������� ���� ���� #��������	 ���

���� �� �������� ��6��� �� �����"�	

��������� �	
	�	 ��� k ∈ N� � ����� ρAB �	 � 
������� ���
�� ����� A⊗B �� k���������	��
�� ���� ������

�� B �� ���� ������ � ����� ρABk �	 A ⊗ B⊗k ����� �� ��� �	 ��� ��� A ⊗ B⊗�k/2� : B⊗�k/2�� �	����	� �	��

�	� ���������	 �� ��� B ��
������� �	� ���� ���� ρAB = TrBk−1 ρABk � �� ��	��� 
� EPPTk (A:B) ��� ��� ��

k���������	��
�� ������ �	 A⊗ B ��	 ��� ��� A:B �	� ���� ������ �� B �

������ �	
	�	 ��� k ∈ N� ���� ����� �������� ��	���	�� Cd →d→+∞ 1 ���� ���� ��� ���	 ����� �� ��� ���

�� k���������	��
�� ������ �	 Cd ⊗Cd �����!��

w
(
EPPTk (Cd:Cd)

)
� Cd

√
2√
k

1

d
.

����� 7���� �� ������ ������#�� �� 8���� �	�	$% "� ��� ���� �� ������ �����&���� ��% ��� ���

MAB ∈ H(A⊗ B)%

sup
σAB∈EPPT

k (A:B)

Tr
[
MABσAB

]
= sup
σ
ABk∈P(AB�k/2�:B	k/2
)

Tr
[
SymA:Bk

(
MAB ⊗ IdBk−1

)
σABk

]
� min

(∥∥ SymA:Bk

(
MAB ⊗ IdBk−1

)∥∥
∞,

∥∥ [
SymA:Bk

(
MAB ⊗ IdBk−1

)]Γ ∥∥
∞
)
,

"���� Γ ����� ���� ��� �� ������ ����������� �&�� �� �k/2 ��� B ���������% �� �� �� ��#

[
SymA:Bk

(
MAB ⊗ IdBk−1

)]Γ
=

1

k

⎛⎝�k/2�∑
j=1

MABj
⊗ Id

̂Bk
j
+

k∑
j=�k/2�+1

MΓ
ABj

⊗ Id
̂Bk

j

⎞⎠ ,

"���� Γ ��" ����� ��� �� ������ ����������� �&�� B	

��� ����� ����� �� ������� �	2	 "��� ��� �� � ����# #��������#� �� �� ���
���� ������

EGAB∼GUE(d2)

∥∥∥∥∥∥
k∑
j=1

G̃ABk(j)Γ

∥∥∥∥∥∥
∞

∼
d→+∞

√
2
√
kd.

��� ���� �� ���&�� �� �� ���# ���� "�� �� ���������� �	 	 % �	�	 �� 6�� ���"��� �� ��� ��� p ∈ N%

EGAB∼GUE(d2) Tr

⎡⎢⎣
⎛⎝ k∑
j=1

G̃ABk(j)Γ

⎞⎠2p
⎤⎥⎦ ∼
d→+∞

2M
(2p)
SC(k/2)d

2p+k/2+1, 3�	� 5

��� ��#��� ������� �� ���� E
∥∥∥∑k

j=1 G̃ABk(j)Γ
∥∥∥
∞

∼d→+∞ limp→+∞

(
ETr

[(∑k
j=1 G̃ABk(j)Γ

)2p
])1/2p

	 ����

��� ��� "��� �� ����� ���� ���#� �� ������� �� &��� ������� � �� ��� ��������� �� �� ����� �� ����������



���

������ ���	
���� ��
 ���
�� 
������
 ������� �� �� ���� �� ��� ����
� �� ���
���� ���� ����

E Tr

⎡⎢⎣
⎛⎝ k∑
j=1

G̃ABk(j)Γ

⎞⎠2p
⎤⎥⎦ ∼
d→+∞

∑
λ∈P(2)(2p)

∑
f :[2p]→[�k/2�] �� [�k/2�]

d�(γ
−1λ)+�(γ−1

f λ)+k−| Im(f)|.

��� � ��
 ���
 ��!�
��� �� ��
 �� ��
 ����� �� "���������� ����#� $
 	�� ��
� ��
���� $��	� λ ��� f �	�!��� 

	������!�
 �� ��
 �������� ���
� �� ��
 ����
� 
���
������  �
����

E Tr

⎡⎢⎣
⎛⎝ k∑
j=1

G̃ABk(j)Γ

⎞⎠2p
⎤⎥⎦ ∼
d→+∞

∑
λ∈NC(2)(2p)

⎛⎜⎜⎝ ∑
f :[2p]→[�k/2�]

f◦λ=f

d2p+�k/2�+1 +
∑

f :[2p]→[�k/2�]
f◦λ=f

d2p+�k/2�+1

⎞⎟⎟⎠
∼

d→+∞
Catp

(
�k/2�pd2p+�k/2�+1 + �k/2 pd2p+�k/2�+1

)
,

$��	� �� ��
 ����!�	
� ���
�� 
������
 �������

�������� %�
��
� ����� �� %�
��
� ����&� $
 �

 ���� ��
 �� ������	 �
�� $���� �� ��
 �
� �� k'""%'


��
�����
 ����
� �� �� �
���
√
2 �����
� ���� ��
 �� ������	 �
�� $���� �� ��
 �
� �� k'
��
�����
 ����
�� (��

������	
� ��
 �
� �� 2'""%'
��
�����
 ����
� ��� �� ��
��
� �� ������	��� �����
� ���� ��
 �
� �� 4'
��
�����


����
�� %��� ��$
�
� ��
� ��� �
��� ��
� ���� �� $� ����� ��
 	���������� �� 
�	� ��
� �� ��
 �
)!
�	
 ��

�
���� ���� ��
 � ��
���	 
��
����� �� ""% �	���� ��
 ��
� �
�
�� 	!� $�!�� ��*
 ��
 
�����
�
�� �
�
	����

������ ����
��

��� �����	�
����� 
 ��
�	��
����� ������ �
� ���
�����

+
 $��� 
���� ��
 �������� ρ ∼ μn,s �� �
�� ���� ρ = TrCs |ψ〉〈ψ| $��� |ψ〉 � ������ ,���'�������!�
�

�!�
 ����
 �� Cn ⊗ Cs ���
� ρ �
�	���
� �� n'���
������� � ��
� $��	� �� ������
� � �������'���	�� ��
�

�� s'���
������� ��	���� ���	
 � !������� �������!�
� �!�
 ����
 �� ��
 ����� -� ��
�.��	����/ ���	
�� ��


)!����
�� ����
����	�� 	����	�
��0����� �� �!	� ������ ����
 ���
� �� ρ = W/TrW $��� W ∼ Wn,s ��

(n, s)'+������ ������� ��
� W = GG† $��� G � n × s ������ ����� ���
�
��
�� 	����
� ������ 
����
� ��




�� 1���2��

3
� K ⊂ D(Cn) �
 � 	���
� ��� � (�� �� ρ ∈ D(Cn)� � �������� $� �� ���$�� ���� ρ /∈ K �� �� ����!	


� -��� �
����� �� K $���
��/� ��
� ���
 M ∈ H+(C
n) $��	� �� �!	� ����

sup
σ∈K

Tr(Mσ) < Tr(Mρ).

4 �
���� ρ ���
�� �� �������
 �!	� -��� �
����� �� K $���
��/� $
 ���


sup
σ∈K

Tr(ρσ) < Tr(ρ2) ⇒ ρ /∈ K. ����#�

��!	���� ��� ��
 �����	������ $
 ���
 �� ����� ��
 �!�	����� ρ 
→ Tr(ρ2) ��� ρ 
→ supσ∈K Tr(ρσ) ���� ���


��	
 	��	
�������� ����
���
� ���!�� ��
�� ��
��
� 5��
 ��
	��
� � $
 ���
 ��
 �$� �����$�� �
�!����

����������� 	
�
�
 ��� n, s ∈ N� ����� ���	� �
��� ����	��� ��������� c, c′ > 0 ��� ����� ��	 ��� η > 0� �	��

�� ���

Pρ∼μn,s

(∣∣Tr(ρ2)−Eτ∼μn,s

[
Tr(τ2)

]∣∣ � η
)
� e−cs + e−c

′n3sη2 ,

��� ������ �� ���� ��	 ��� �����
 ���� K ⊂ D(Cn)�

Pρ∼μn,s

(∣∣∣∣ sup
σ∈K

Tr(ρσ)−Eτ∼μn,s

[
sup
σ∈K

Tr(τσ)

]∣∣∣∣ � η

)
� e−cs + e−c

′n2sη2 .

�	���� %� ���$ "���������� ��&��� $
 $��� ��*
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	���� ���� ,
�
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 $��� �
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 �����$�� �
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�
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��

 1�82� 3
��� #��� ��� � ������9 3
� Ω ⊂ Sm−1 �
 � �!��
� �� ��
 :!	���
�� !��� ���
�
 �� Rm ������ ��



������� �	 k
����������� �� ����
����������� ������� ������ ���� � !

P(Ω) � 7/8	 "� ���� f : Sm−1 → R �� � ���#��� $���� �����#��� � Ω �� L
"���#��% ��� M �� � #�����

&���� ��� f '�	�	 P({f �M}) � 1/4 ��� P({f �M}) � 1/4(	 ����) ��� ��� η > 0)

P ({|f −M | � η}) � P
(
Sm−1 \ Ω)

+ e−c0mη
2/L2

,

$���� c0 > 0 �� � ���&����� #�����	

* �� $���
+��$� '��� �	�	 ,�--. ��� � �����( �� ρ ∼ μn,s �� ����&���� � ρ = XX† $�� X ���������

��������� �&�� �� ������/0#���� ��� ������ �� n × s #������ ����#��) ��� �� ���� #�� �� ����


�1�� $�� �� ���� ��#������ ��� ������ S2ns−1	 ���������) ��� ��� ����� "�&�2� ����� ���&� $��

Ω =
{
X ∈ S2ns−1 : ‖X‖∞ � 3/

√
n
}
) $��#� �� ��#� �� P(S2ns−1 \ Ω) � e−cs ��� ���� ���&����� #�����

c > 0 '��� �	�	 ,�!.) "���� - ��� �������� 3) ��� � �����(	

�������� 1�� f : X ∈ S2ns−1 
→ Tr((XX†)2)) $��#� �� 36/n
"���#��% �� Ω	 *�����) ��� ��� X,Y ∈ Ω)

|f(X)− f(Y )| �
∥∥∥(XX†)2 − (

Y Y †)2∥∥∥
1

�
(‖XX†‖∞ + ‖Y Y †‖∞

)
(‖X‖2 + ‖Y ‖2) ‖X − Y ‖2

� 36

n
‖X − Y ‖2.

��� ��#��� ��������� �� 4�� �� �5����2� ��������� '���� ���#�1#���� ‖ABC‖1 � ‖A‖∞‖B‖2‖C‖2( ��� ��

������� ���������) ���� ���#��� ��
(
XX†)2−(

Y Y †)2 = XX†Δ+ΔY Y † $�� Δ = X(X†−Y †)+(X−Y )Y †	
��� �� ���� ��������� �� ��#����) �� ���������) ��� ��� Z ∈ Ω) ‖Z‖2 = 1 ��� ‖ZZ†‖∞ = ‖Z‖2∞ � 9/n	

6�$) �� ��# �� P(S2ns−1 \Ω) � e−cs) #������� $�� �� ��# �� |f | �� ������� �� 1 �� S2ns−1) �������

�� �� �&����� �� |f | �� S2ns−1 \ Ω �� ������� �� e−cs) $��#� ���� � 0 $��� s ���� � ��1���	 7���� ��

"���#��% ������ ��� f �� Ω ������� �� �� �&����� �� f �� Ω ��8��� ���� �� ������ �� � ��� C/n3/2s1/2)

$��#� ���� ���� � 0 $��� n, s ��� � ��1���	 7� #�� �������� #��#���� �� �� �&����� �� f �� � #�����

&���� �� f ��� n, s ��� ������	 ���#�) �+��� M = E f �� #����� &���� ��� f ) $� �� �� #��#������� ������

PX

(∣∣∣Tr((XX†)2)−EY Tr
((
Y Y †)2)∣∣∣ � η

)
� e−cs + e−c

′n3sη2 .

��+� ��� f : X ∈ S2ns−1 
→ supσ∈K Tr(XX†σ)) $��#� �� 6/
√
n
"���#��% �� Ω	 *�����) ��� ��� X,Y ∈ Ω)

|f(X)− f(Y )| �
∣∣∣∣ sup
σ∈K

Tr
((
XX† − Y Y †)σ)∣∣∣∣

�
∥∥XX† − Y Y †∥∥

∞
� (‖X‖∞ + ‖Y ‖∞) ‖X − Y ‖∞
� 6√

n
‖X − Y ‖2.

��� ��#��� ��������� �� 4�� �� ������) ���#� K �� #������� �� �� ��� ���� ��� �� 1
����	 ��� ���� ���������

�� �� �� ������� ���������) ���� ���#��� �� XX† − Y Y † = (X − Y )X† + Y (X† − Y †)	 ��� �� �����

��������� �� �� �� ���� ��������� ‖ · ‖∞ � ‖ · ‖2 ��� ��#����) �� ���������) ��� ��� Z ∈ Ω) ‖Z‖∞ � 3/
√
n	

������� �� ������) $� ��� �� �� �&����� �� f �� � #����� &���� �� f ��� n, s ��� ������ '��� ���) ��

�&����� �� |f | �� S2ns−1 \Ω �� ������� �� e−cs $���� �� �&����� �� f �� Ω ��8��� ���� �� ������ �� � ���

C/ns1/2(	 ���#�) �+��� M = E f �� #����� &���� ��� f ) $� �� �� #��#������� ������

PX

({∣∣∣∣ sup
σ∈K

Tr(XX†σ)−EY sup
σ∈K

Tr(Y Y †σ)
∣∣∣∣ � η

})
� e−cs + e−c

′n2sη2 .

���#�) $� ������ ��&� �� $� ������#�� ��&����� ���������� ������	

��������� �� $� ������� �� ���������� �	9	�) ������ $�� ������� '�	�:() $� �� �� � #��������#�;

"� K ⊂ D(Cn) �� � #��&�� ����	 ����) ��� ��� η > 0)

Eρ∼μn,s

[
Tr(ρ2)

]−Eρ∼μn,s

[
sup
σ∈K

Tr(ρσ)

]
> η ⇒ Pρ∼μn,s

(
ρ /∈ K

)
� 1− e−csmin(1,n2η2), '�	�<(

$���� c > 0 �� � ���&����� #�����	



���

���� ��	 ��
 	� 	� �� ���� �������� �������������� ������ �� ��� ��������� ����� Cd ⊗ Cd� �� ��

K ⊂ D(Cd ⊗Cd) ����� �� ���� P(Cd:Cd) �� Ek(C
d:Cd)
 k ∈ N�� �� ���	� ���� �������� � ��!� ����
 ��� ��"

η > 0


Eρ∼μd2,s

[
Tr(ρ2)

]−Eρ∼μd2,s

[
sup
σ∈K

Tr(ρσ)

]
> η ⇒ Pρ∼μd2,s

(
ρ /∈ K

)
� 1− e−csmin(1,d4η2), � ��#�

	���� c > 0 �� � ���$���� ���������

��� ��� k��	
�������
� �� �������������� �
�
�� ��� ������� k

����� �����	
�

%�� ��� �� ��� ����� 	� �� �� �������" � ����� �� ��$�������� ��&� s ��� 	���� �������������� ������

�� Cd ⊗ Cd ���
 	��� ��������������"
 ��� k��'�������� �� $��	 �� �������� � ��#�
 ���� ��" �� ���� �"

����������&���{
s ∈ N : Eρ∼μd2,s

[
sup

σ∈Ek(Cd:Cd)

Tr(ρσ)

]
< Eρ∼μd2,s

[
Tr(ρ2)

]}
.

(�� �" )����  ���*
 ��� ����� ��� �������� ���������� �����
 	� ��$� ���� ��� ��" ����� ρAB �� A⊗ B


sup
σAB∈Ek(A:B)

Tr
(
ρABσAB

)
=

∥∥∥∥∥∥
k∑
j=1

ρ̃ABk(j)

∥∥∥∥∥∥
∞

.

����� � ��	���������� 	������	

+� �'������ ���$�
 �� ,��	 	��� �������������� ������ �� A⊗B ��� ��� k��'�������
 	��� 	� ���� -��� ��

�� ������� ��� �$����� ������������� E
∥∥∥∑k

j=1 W̃ABk(j)
∥∥∥
∞

 ��� W � (d2, s)�.������ �����'� .� 	� �������

�� � $��" ������ 	�" �� 	��� 	�� ���� �� �������  ��
 ��� �������� 	��� ��� �� ���� �� ��� �������� ��

/�����������  ���� ���  ���* ��� ��� .������ ������� �� 012 ���������

����������� 	
�
�
 ��� k ∈ N ��� c > 0� �	
��

EWAB∼Wd2,cd2

∥∥∥∥∥∥
k∑
j=1

W̃ABk(j)

∥∥∥∥∥∥
∞

∼
d→+∞

(
√
ck + 1)2d2.

+� � ���������" ���� ��	���� ���������� ��� �������� E
∥∥∥∑k

j=1 W̃ABk(j)
∥∥∥
∞

 	� 	� ��, �� ��� p������

������� ETr
[(∑k

j=1 W̃ABk(j)
)p]


 p ∈ N
 ��� ���	 ���� ���" ��� �� �'������� �� ����� �� ��� p������

������� �� � 3��4��,��/����� ������������ �� ����������� ����������

�� �� �� ���� -��� � ��	 �������� ��-�������� ��� ��" λ > 0
 	� ��� ������ �" μMP (λ) ��� 3��4��,��/�����

������������ �� ��������� λ
 	���� ������" �� ��$�� �"

dμMP (λ)(x) =

{
fλ(x)dx �� λ > 1

(1− λ) δ0 + λfλ(x)dx �� λ � 1
,

	����
 ������� λ± = (
√
λ± 1)2
 	� ��-��� ��� �������� fλ �"

fλ(x) =

√
(λ+ − x)(x− λ−)

2πλx
1[λ−,λ+](x).

.� ��� ��� ������
 ��� ���� p ∈ N
 �" M
(p)
MP (λ) ��� p������ ������
 ���� M

(p)
MP (λ) =

´ +∞
−∞ xpdμMP (λ)(x)� �� ��

	��,��	� ����

∀ p ∈ N, M
(p)
MP (λ) =

p∑
m=1

λmNarmp ,

	���� Narmp �� ��� (p,m)th 5���"��� ������ ��-��� �� )����  ��6�!� �� ���������
 M
(p)
MP (1) = Catp
 ��� p

��

7����� ������ ��-��� �� )����  ��6�! �� 	��



������� �	 k
����������� �� ����
����������� ������� ������ ���� � �

����������� 	
�
�
 ��� k ∈ N ��� c > 0� �	
�� �	
� d → +∞� 	
 ������ �����
(∑k

j=1 W̃ABk(j)
)
/d2

����
��
� �� ���
�� ������ � ����
��������� ���������� �� �����

� ck� ������ 
� !� 	�� �
��� 	��

��� ��! p ∈ N�

EWAB∼Wd2,cd2
Tr

⎡⎣⎛⎝ k∑
j=1

W̃ABk(j)

⎞⎠p⎤⎦ ∼
d→+∞

M
(p)
MP (ck)d

2p+k+1.

����� 	
�
�
 "����
� ����
��
��
 �
�� � 	�� 	
 ��
 
��� ��	
� �� ���������� #�$�% ��! �� ��� �
 ����
��

�� �������
� �� &��
���� #�'(�

����� �� ���������� #�$�%� !� p ∈ N	 �������� �� "���� �� �� p
����� ����� ETr
[(∑k

j=1 W̃ABk(j)
)p]

��� �� ���� ����� �� #������� $�%& ������� '��� !���� �	��	� ��� �� ������ ��� �������� �	��	 

��� � ��%%��% ������� �� ��( � ����"� ������ �� $����� ����%�� ���� �)	 *� ��� %���+ (� �� �� ��

%��������� %������ �� �� �������� �	�, ��� �������-�� �� ���������� �	�,	� ��+ ��� ��� d, s ∈ N+

EWAB∼Wd2,s
Tr

⎡⎣⎛⎝ k∑
j=1

W̃ABk(j)

⎞⎠p⎤⎦ =
∑

f :[p]→[k]

EWAB∼Wd2,s
Tr

⎡⎣ p−→∏
i=1

W̃ABk(f(i))

⎤⎦
=

∑
f :[p]→[k]

∑
α∈S(p)

d�(γ
−1α)+�(γ−1

f α)+k−| Im(f)|s�(α),

(���� (� ��.��� �� {1, . . . , p}+ γ = (p . . . 1) �� �� %�����%�� ���� %�%��+ ��� ��� ��%� f : [p] → [k]+ γf =

γf=1 · · · γf=k �� �� �����% �� �� %�����%�� ���� %�%��� �� ��%� �� �� ��"�� ��� �� f 	

���%�+ �� �� %��� (���� s = cd2+ ��� ���� %����� c > 0+ (� ��"�

EWAB∼Wd2,cd2
Tr

⎡⎣⎛⎝ k∑
j=1

W̃ABk(j)

⎞⎠p⎤⎦ =
∑

f :[p]→[k]

∑
α∈S(p)

c�(α)d2�(α)+�(γ
−1α)+�(γ−1

f α)+k−| Im(f)|. '�	�/)

$� ��( ��"� � ��������� (��%� α ∈ S(p) ��� f : [p] → [k] %������� � �� ��������� ��� �� ��

����� ��������� '�	�/)+ �	�	 ��� ��%� �� �� ������ 2�(α) + �(γ−1α) + �(γ−1
f α) + k − | Im(f)| �� �������	

0��� �� ���+ ��� ��� α ∈ S(p)+ (� ��"�

�(α) + �(γ−1α) = 2p− (|α|+ |γ−1α|) � 2p− |γ| = p+ �(γ) = p+ 1, '�	�1)

(���� �� .�� ������� �� �� !���� �	�2	�+ (������ �� ��%��� ��������� �� �� ������� '�	 1) �� !����

�	�2	, ��� �� �� ������� �� ��� ���� �� α ∈ NC(p)	 3��+ ��� ��� α ∈ S(p) ��� f : [p] → [k]+ (� ��"�

�(α) + �(γ−1
f α) = 2p− (|α|+ |γ−1

f α|) � 2p− |γf | = p+ �(γf ) = p+ | Im(f)|, '�	�4)

(���� �� .�� ������� �� ��%� ���� �� !���� �	�2	�+ (������ �� ��%��� ��������� �� �� ������� '�	 4)

�� !���� �	�2	, ��� �� �� ������� �� ��� ���� �� α ∈ NC(p) ��� f ◦ α = f 	 5� �������� '�	�1) ��� '�	�4)

������ ����� ��+ ��� ��� α ∈ S(p) ��� f : [p] → [k]+

2�(α) + �(γ−1α) + �(γ−1
f α) + k − | Im(f)| � 2p+ k + 1, '�	��)

(�� ������� �� ��� ���� �� α ∈ NC(p) ��� f ◦ α = f 	

$� ��� �� �� �������% ������

ETr

⎡⎣⎛⎝ k∑
j=1

W̃ABk(j)

⎞⎠p⎤⎦ ∼
d→+∞

⎛⎜⎜⎝ ∑
α∈NC(p)

∑
f :[p]→[k]

f◦α=f

c�(α)

⎞⎟⎟⎠ d2p+k+1.

6�+ � ���%��� f ��������� f ◦α = f �� ����� %����%���-�� �� �� "���� �� ��%� �� �� �(α) %�%��� �� α	 5� ����

��� k�(α) ��%� ���%����	 ���%� �� �� ���+ �� �������% ������

ETr

⎡⎣⎛⎝ k∑
j=1

W̃ABk(j)

⎞⎠p⎤⎦ ∼
d→+∞

⎛⎝ ∑
α∈NC(p)

(ck)�(α)

⎞⎠ d2p+k+1 = M
(p)
MP (ck)d

2p+k+1,

�� ��� ������� ����� ��%����+ ��� ��� λ > 0+
∑
α∈NC(p) λ

�(α) =
∑p
m=1 λ

mNarmp = M
(p)
MP (λ)	



���

����� �� ����������	 
���� ��� ��	
��� ���� ������ �� ���� ���� ����� �� �� ��� 
��� � ������ ����������

����� ���� ���������� ������

�� ������ �
 ����� ������	 �� ����
��� !�" �� ���������� ��#�� �� ��� � $������ �� ������	���� ��

������ ���%������ �� ���������� ��#�� ������� ��� �� �������� � �� �����
(∑k

j=1 W̃ABk(j)
)
/d2 ��� �

���	�� ��	�����
� ����� ��� �� �����	�� � ���� �� 
����&��	� �� �� �
���� �� μMP (ck)� ���� (
√
ck + 1)2� $�

���� ������ � 	
������� �� ���� ���� ������� ������� cd →d→+∞ 1 �
�� ��

E

∥∥∥∥∥∥
k∑
j=1

W̃ABk(j)

∥∥∥∥∥∥
∞

� cd (
√
ck + 1)2d2. '����(

)� 
� ��� 
�� � �� ���� ���* ���� ����� �� ������	 �� ����
��� !�" �� ���������� ��#��� +�� d ∈ N

,���� � ����� ��

∀ p ∈ N, E

∥∥∥∥∥∥
k∑
j=1

W̃ABk(j)

∥∥∥∥∥∥
∞

�

⎛⎝ETr

⎡⎣⎛⎝ k∑
j=1

W̃ABk(j)

⎞⎠p⎤⎦⎞⎠1/p

. '����(

-� �� 
� ,� d ∈ N ��� p ∈ N� ��� ������ '���#( �������� �� �� ��������� �� ������ �� d� *�����	 �� �� �
�

�� ����
����� �� ��
����	 ��
���� '����(� .���	 ��
��
� ��� ��	�����	 �� ����
����� �� ��
����	

��
���� '���/(� ��� �� ��	�����	 ���� �� ��
����	 ��
���� '���0(� �� �
� 	� �� 
���� %�
��

ETr

⎡⎣⎛⎝ k∑
j=1

W̃ABk(j)

⎞⎠p⎤⎦ �

⎛⎝ ∑
f :[p]→[k]

�(p+k)/2�∑
δ=0

p∑
m=1

|Sf,δ,m(p)| cmd−2δ

⎞⎠ d2p+k+1, '����(

����� �� ��,���� ��� ���� f : [p] → [k]� ���� 1 � m � p ��� ���� 0 � δ � �(p+ k)/2��

Sf,δ,m(p) =
{
α ∈ S(p) : �(α) = m ��� �(α) + �(γ−1

f α) = p+ | Im(f)| − 2δ
}
.

Sf,δ,m(p) �� �
� �����	 ���� ��� �� �� �� ����
����� ����� ��� �������� �� m � ���� ��� ���� � �����

2δ ���� � ��	 �� �� 	�������� %����� �� ����� ��� �� ����
� �� �� ��������� �
�� � ���� �� ���� �� ��

����� ��� �� f � ���� 1
��,�� �� �����
��� � ���������� �� �� �
������ �� '����( �� ��� ���� ���� ������ '���

�� ���� ��	
��� �� )���� ������(� 2�� �� �� ��,����� �� Sf,δ,m(p) ��� ��
��� %� ������� � ���

m ∈ N� ��� |Sf,δ,m(p)| = 0 �� m � p+ | Im(f)|− 2δ� ����� �� ����� �� �� ��� ������� ��� �����	 ������������

2��� % )���� ���#�3� �� *��� ��� �� 0 � δ � �p/2�� ��� ��� �� 1 � m � p�

∣∣{(f, α) : α ∈ Sf,δ,m(p)
}∣∣ � (

2δ∑
ε=0

km−εNarm−ε
p

)
× (

2k2p2
)2δ

.

��� �� �p/2 � δ � �(p+ k)/2�� ��� ������� ��� �� 1 � m � p�

∣∣{(f, α) : α ∈ Sf,δ,m(p)
}∣∣ � kp p! �

(
p∑
ε=0

km−εNarm−ε
p

)
× (

2k2p2
)p
.

4�� �� ����� ��� � 	���� 0 � δ � �p/2 � �� ����� ��*��	 �� ����	� �� �
������ ����� m 
→ m− ε�

p∑
m=1

cm

(
2δ∑
ε=0

km−εNarm−ε
p

)
=

(
2δ∑
ε=0

c−ε
)(

p∑
m=1

(ck)mNarmp

)

� (1 + c)2δ
p∑

m=1

(ck)mNarmp

= (1 + c)2δM
(p)
MP (ck).

�
��	 ���� ���	 �	����� �� �������� 	��

ETr

⎡⎣⎛⎝ k∑
j=1

W̃ABk(j)

⎞⎠p⎤⎦ � M
(p)
MP (ck)

⎛⎝1 +

�p/2�∑
δ=1

(
2(1 + c)k2p2

d

)2δ

+
k

2

(
2(1 + c)k2p2

d

)p⎞⎠ d2p+k+1.



������� �	 k
����������� �� ����
����������� ������� ������ ���� � �

!�" max
{(

2(1 + c)k2p2/d
)2δ

: 1 � δ � �p/2 
}

�� ������ ��� δ = 1" ���#���� p � (d/2(1 + c)k2)1/2	 $� ��

��%� �� �� %���"

�p/2�∑
δ=1

(
2(1 + c)k2p2

d

)2δ

+
k

2

(
2(1 + c)k2p2

d

)p
� p+ k

2

4(1 + c)2k4p4

d2
� 4(1 + c)2k4p5

d2
,

&���� �� ��� ��������� ����� �� ���� �� p � k	 ��� ���%�" ����� ��� �� ���#���� ����������"

ETr

⎡⎣⎛⎝ k∑
j=1

W̃ABk(j)

⎞⎠p⎤⎦ � M
(p)
MP (ck)

(
1 +

4(1 + c)2k4p5

d2

)
d2p+k+1.

$� �� pd = (d/2(1 + c)k2)(2−ε)/5 ��� ���� 0 < ε < 1 '&��%� �� ������ ������� ��� (d/2(1 + c)k2)1/2 ���

������ ��� k ��� d ��� ������" �� ����%���� ������ ��� 2(1+c)k9/2(	 ��� ����� ��������� '�	)�( �� �� ���%���

%��� p = pd" &� �#������� ��

E

∥∥∥∥∥∥
k∑
j=1

W̃ABk(j)

∥∥∥∥∥∥
∞

�
(
M

(pd)
MP (ck)

(
1 +

4(1 + c)2p4d
d2

))1/pd

d2+(k+1)/pd ∼
d→+∞

(
√
ck + 1)2d2. '�	) (

��������� �� ��&�� ����� �� ������� '�	)*( ��� �� ����� ����� �� ������� '�	) ( ������ ����������

�	+	�	

����� ����	
����

��#��� � ���� �� �������
���� ������ ���� ���������� �	+	�" &� %�� ��& ������ ���&�� ��� ������ �������	

, �� �� %���� �� ������� �	+	- ����&	

������� ��	�
� ��� k ∈ N� ��� �	
 ��� 0 < ε < 1/2 ����� cε(k) =
(k−1)2

4k (1−ε) ����� ���
� ������ � �	������

Ck,ε > 0 ���� ����

Pρ∼μd2,cε(k)d2

(
ρ /∈ Ek(C

d:Cd)
)
� 1− e−Ck,εd

2

.

��� ��� ���� Ck,ε = Cε2/k �	
 �	�� �����
��� �	������ C > 0

�
		� �� � ����% %��������%� �� ���������� �	+	�" &� ��#�

EWAB∼Wd2,cd2

[
sup

σAB∈Ek(A:B)

Tr
(
WABσAB

)] ∼
d→+∞

(
√
ck + 1)2

k
d2.

��� ���%� EW∼Wd2,s
TrW ∼d,s→+∞ d2s '��� �	�	 ./+0 �� �������� �	��	)(" �� ����� &� �#������� %��� � ����

���������1��� �� TrW ��

Eρ∼μd2,cd2

[
sup

σ∈Ek(Cd:Cd)

Tr(ρσ)

]
∼

d→+∞
1

d2cd2
(
√
ck + 1)2

k
d2 =

(
√
ck + 1)2

ck

1

d2
. '�	)-(

2� �� ���� ����" EW∼Wd2,s
Tr(W 2) ∼d,s→+∞ d2s2 +(d2)2s '��� �	�	 ./+0 �� �������� �	��	)(" �� &� ���� ��#�

Eρ∼μd2,cd2

[
Tr(ρ2)

] ∼
d→+∞

d2(cd2)2 + (d2)2cd2

(d2cd2)2
=

(
1 +

1

c

)
1

d2
.

3�&" �� c = (1− ε)(k − 1)2/4k ��� ���� 0 < ε < 1/2" ���

(
√
ck + 1)2

ck
−

(
1 +

1

c

)
=

4ε

(k − 1)(1− ε)
<

8ε

k − 1
.

$� �� ������� '�	�/(" &� ��#� �� ��%� %���

Pρ∼μd2,cd2

(
ρ /∈ Ek(C

d:Cd)
)
� 1− exp

(−Ckd2d4(ε/kd2)2) = 1− exp
(−Cd2ε2/k) ,

��� ���� ���#����� %����� C > 0	
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��� ��������	
 �
� �	�����	
 ���� 	���� ������������ ��������

��� ��	
 k ∈ N� ���� ck−ext �� �
� �������� 	������� c ��	
 �
�� � ������ ����� ρ �� Cd ⊗Cd ����	�� �� ��

����������� �� ��������� cd2 �� ��� k����������� ���
 
��
 ����������� �
�� d �� ������ �
�� ���

ck−ext = inf

{
c : Pρ∼μd2,cd2

(
ρ /∈ Ek(C

d:Cd)
) →
d→+∞

1

}
.

 
�� �� ��������
�� �� �
����� !�"�# �� �
�� ck−ext � (k − 1)2/4k�

$��� �� %��� ���� &�'( �
�� ��� c > 0 ���� ρ ∼ μd2,cd2 �� ���
 
��
 ����������� ��������� �
�� d → +∞) �
�
�
���
��� ��� ρ ∼ μd2,s(d) ����� ���
 
��
 ����������� ���
�� ��������� �� ��������� �		��� ��� ���� s(d) = s0(d)

���
 d3 � s0(d) � d3 log2 d� *� �
�� �� ������ �� �
�� �� c < (k − 1)2/4k� ���� �� k > 2c+ 2
√
c(c+ 1) + 1� �
��

�
�� ������	 ������������ ���� �� ������	���� ����	��� �� �
� k����������	��
 �����

����������� �� �� ��		������ ���� ���� ������ ���� ρ ∼ μd2,d2 �� ������	��� �� ρ ����� ��� ���	
 �����������

�� ��� ��� � ����� ������ �� Cd ⊗ Cd � �� ��� !��� ������� ����"�� �
 ��� !�	����#$"����� ������"��� %�

&��� ���������� ���� d → +∞� ��"� ������ ��� �
'�"�		
 ��� ��'����	�� (���  �� k � 6� (k − 1)2/4k > 1� ��

��"� ������ ��� �	�� �
'�"�		
 ��� k���������	�� !��"�� ������	����� � ��� ���	
 ����������� ����� ������ ��

Cd ⊗Cd �� �
'�"�		
 ����"��� �
 ��� k����������	��
 ����  �� k � 6�

)�� �� ��*��� �� � ����	�� ��
 �� ���� ��� ����  �� ��� k����������	��
 "��������� cppt� ���'� cra� �� ���

���		��� "������� c ��"� ���� � ������ ����� ρ �� Cd⊗Cd ����"�� �
 �� ����������� � ��������� cd2 ��� ����

'������	��
 ������� �� ��� ���� d ����� �� ��*���
� ��� ����� 
��� ��� ++,� ���'� ���	������� ���� -��'��� .�

$�"���� .�/�� "��������� 0� ����  ��� ��1� ���� cppt = 4� ������� �� ����  ��� ��2� ���� cra = (8/3π)
2
� (���

 �� k � 17� (k − 1)2/4k > 4� ���  �� k � 5� (k − 1)2/4k > (8/3π)
2
� $� �����	
 �'������� ���� ����� ���� ���

k����������	��
 "��������  �� ��'�����	��
 ��"���� 3������4 ���� ��� ++, ��� �� ����  �� k � 17� ��� 3������4

���� ��� ���	������� ��� �� ����  �� k � 5� ,��� �� �� �� ����� �� ���  �		����� �����5 � k � 17� ���'� k � 5�

���� ����� �� � ����� � ����������� ����������  �� ���"� �����������"�� ������ ���� � ������" ������	�����

���"� �� ������"�		
 ����"��� �
 ��� k����������	��
 ���� ��� ��� ����"��� �
 ��� ++,� ���'� ���	�������� �����

(��� �	�� ����  �� ��� ����"���� "�������� ��16�� �� ��� �����	����� �� ���.� ���� ��� �������	�  �� � �������

����"�� ����� �� Cd ⊗Cd ������ '������ ��  ��	��� �� ���� ���� '������	��
 �""��� �� �� ����������� ���������

d� ���"� ��"� ���		�� ����  �� �		 '�������	
 ��������� "��������

��� ��� ��	
�
��� �
��

�� ��� ���� � ���'	�"��
� �� '�������	
  �"����� �� ��� "��� ����� H = A⊗ B �� � ��	��"�� ��'������ !�	����

�'�"�� 7�� ��
 ��� ������ ���� ��''���� ���� ������		
� ���� A ≡ CdA ��� B ≡ CdB ���� dA ��� dB �����

'�����	
 ��8������ 9� �� ���
 �� ��� ���� ��� ����	��  ��� ,������� :���/ ��� :�;�< �������� ������	
 ������	�=� ��

��� "��� ����� dA ��� dB ���� ���� �� ��*���
 ���� '�����	
 �� ��8����� ������� ,�� "�����'������ ����������

�''��� �� ,������ :�.�� ��	���

������� ��	�
� ��� k ∈ N ��� ��� dA, dB ∈ N� 	
� ���� ���
 �� �
� ��� �� k���������� ������ �� CdA ⊗CdB

���
 ������� �� CdB� �������

w
(
Ek(C

dA :CdB)
) ∼
dA,dB→+∞

2√
k

1√
dAdB

.

����� �
�� dA, dB → +∞� � ������ ����� �� CdA⊗CdB �
�
 � ������� ���� μdAdB,cdAdB � ��
 c < (k−1)2/4k�

� ��
 
�
 ��������� ��� k���������� ���
 ������� �� CdB��

7''�����	
� ���� ��� � ��� ��� ����
����� ��� � *��� ��������� ��� ��� ����� ��� ��	
 ��� �� ��"�������

���������� ��� ���� � k���������	� ������ ���� ���'�"� �� ������ ��� ���		�� �� ��� ������ ����
���� �������

��8����� ��=� �"�	����� ,��� �� ���� '��"��� �� ,������ :�.�; ��	���

������� ��	��� ��� k ∈ N ��� ��� dA, dB ∈ N� �� dA � ����� �
� ���� ���
 �� �
� ��� �� k���������� ������

�� CdA ⊗CdB ���
 ������� �� CdB � �������

w
(
Ek(C

dA :CdB)
) ∼
dB→+∞

2√
k

1√
dAdB

.



������� �	 k
����������� �� ����
����������� ������� ������ ���� �  

������� �� dB �� 	
��� �� ���� ���� �� �� �� �� k��
������� ���� �� CdA ⊗ CdB ���� ������ � CdB�

����	��

w
(
Ek(C

dA :CdB)
) ∼
dA→+∞

2C(dB, k)√
k

1√
dAdB

,

��� C(dB, k) �
(
1 + (k − 1)/d2B

)1/4
�

������ !���� �� ���� ������ �� �� �� ����� �� ���������� �	"	 # $� ��� �� ��� %���� ���� �� ���%

���������� ��� �� 2p
����� ����� &������� ��������'��� ���������� �	� 	�(

EGAB∼GUE(dAdB) Tr

⎡⎢⎣
⎛⎝ k∑
j=1

G̃ABk(j)

⎞⎠2p
⎤⎥⎦ =

∑
f :[2p]→[k]

∑
λ∈P(2)(2p)

d
�(γ−1λ)
A d

�(γ−1
f λ)+k−| Im(f)|

B . &�	")(

*���# +� dA	 ��� ������� ��� �����$� �� ���% ���� ����� �� �� �� ����� �� ���������� �	"	 	 ,�����#

�� ���� �������� λ ∈ P(2)(2p) %��������� � �� ������� ����� �� dB �� �� ��������� &�	")( ��� �� Catp
���
%������� ���� �������� λ ∈ NC(2)(2p)# ��� $��%� �(γ−1λ) = p + 1	 -����.��# ��� ��%� �� ���� λ# ��

���%���� f : [2p] → [k] %��������� � �� ������� ����� �� dB �� �� ��������� &�	")( ��� �� kp ���%����

$��%� ��� ��%� �� f ◦ λ = f # ��� $��%� �(γ−1
f λ) + k − | Im(f)| = p+ k	 /� $� �.������� ��

EGAB∼GUE(dAdB) Tr

⎡⎢⎣
⎛⎝ k∑
j=1

G̃ABk(j)

⎞⎠2p
⎤⎥⎦ ∼
dB→+∞

Catp k
pdp+1

A dp+kB .

0�$# +� dB	 �����# �� ���� �������� λ ∈ P(2)(2p) %��������� � �� ������� ����� �� dA �� ��

��������� &�	")( ��� �� Catp ���
%������� ���� �������� λ ∈ NC(2)(2p)# ��� $��%� �(γ−1λ) = p + 1	 /�

%������� ��� �� ���� λ	 1����.� ��# ��� ��� 0 � δ � �(p+k)/2�# �� f : [2p] → [k] �� ��%� �� ���� ��� ���%��

δ ���� ���%2� �� λ �� $��%� f �2�� $� .�����# ��� ��%�������� �(γ−1
f λ) + k − | Im(f)| � p + k − 2δ	 ,�����#

�� %��� δ = 0 �� ������� 2��$�	 /� �� �� ���%���� ���%����� $�� ������� �� �� %��� δ = 1# �	�	 $��� ���� ��

���%�� 1 ���� ���%2 �� λ �� $��%� f �2�� 2 .�����	

• ,� ������ ���� 2 .�����# � ���� 1 �� ��� �� ���� �2�� �� ������ ���� ���%2 �� λ# ��� ���� ����

������������ τ, τ ′ ��� � ���%��� g ��������� g ◦ λ = g# ��%� �� γf = γgττ
′ ��� | Im(f)| = | Im(g)|	 ���%�#

�(γ−1
f λ) = �(τ ′τγ−1

f λ) � �(γ−1
g λ)− 2 = p+ | Im(g)| − 2 = p+ | Im(f)| − 2.

• ,� ���� �� ���� 2 .����� �� ���� �2�� �� ������ ���� ���%2 �� λ# ��� ���� ���� � ����������� τ ��� �

���%��� g ��������� g ◦ λ = g# ��%� �� γf = γgτ ��� | Im(f)| = | Im(g)|+ 1	 ���%�#

�(γ−1
f λ) = �(τγ−1

f λ) � �(γ−1
g λ)− 1 = p+ | Im(g)| − 1 = p+ | Im(f)| − 2.

��� ��� ��������'�� �� � ������� $�� � δ > 1	 3�# ��� � ��.�� 0 � δ � �(p + k)/2�# ���� ���
(
p
δ

)
kp(k − 1)δ

���%���� $��%� �2� 2 .����� �� ���%�� δ ���� ���%2� �� λ &�������� �� %����� �� p � k(	 /� $� �.�������

��

EGAB∼GUE(dAdB) Tr

⎡⎢⎣
⎛⎝ k∑
j=1

G̃ABk(j)

⎞⎠2p
⎤⎥⎦ � Catp k

p

⎛⎝�(p+k)/2�∑
δ=0

(
p

δ

)
(k − 1)δd−2δ

B

⎞⎠ dp+kB dp+1
A

� Catp k
p

⎛⎝�(p+k)/2�∑
δ=0

(�(p+ k)/2�
δ

)(
k − 1

d2B

)δ⎞⎠ dp+kB dp+1
A

= Catp k
p

(
1 +

k − 1

d2B

)�(p+k)/2�
dp+kB dp+1

A .

1�� %�� ��� ����� �� �� �� ����� �� �� ����.���� �� ���������� �	"	" ���� ���������� �	"	 �� $�

����������� ��.� E
∥∥∥∑k

j=1 G̃ABk

∥∥∥
∞

∼ limp→+∞

(
ETr

[(∑k
j=1 G̃ABk

)2p
])1/2p

# $��� ����� dB → +∞ ��

dA → +∞	 ���� ������%���� ������ �� $� ������%�� ������� �� �� ���� $��� �� Ek(C
dA :CdB)	
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������ ��	�
� �� ��� ����	��
� ����� dB �� ���� �� �� �	� 	� ��	�� ��������
�

∀ p ∈ N, EGAB∼GUE(dAdB) Tr

⎡⎢⎣
⎛⎝ k∑
j=1

G̃ABk(j)

⎞⎠2p
⎤⎥⎦ ∼
dA→+∞

M(dA, p),

���� �� �
��� �� 	��� �
 �
������ ����
�� 	�� ������� 	������� ��	�

E

∥∥∥∥∥∥
k∑
j=1

G̃ABk

∥∥∥∥∥∥
∞

∼
dA→+∞

lim
p→+∞M(dA, p)

1/2p.

���� �
��� ������ �
��
� ��
� ��� �
��������� ������ 
� ���� �
� �
���
����	���� �
���
��	�� �� �������	��	����

���� �	���� �
� ������ !�� 
�� �	��� d2B �	��	���� 	�� d
k
B × dkB �
� ������"#

��� ��	

���	 � ��� ������� �� k����������	 ������� 
��� �������	 � ��� ���������� ������� �������

��� � ���� k ∈ N� � ���� ����� �� A ⊗ B 
�	 �� k����������  �� ������� �� B ��� ��� k����������  ��

������� �� A� �� � ���	 � ��� �
� k → +∞ ���� ����� � �!�������� ��� ��� ��� � � ������" � ����� ��

A ⊗ B � k����������  �� ������� �� B ��� ��� k ∈ N � ��� ���	 � � � k����������  �� ������� �� A ��� ���

k ∈ N #��� � ��� ���	 � � � ���������$�

%� �����  ��� ������
 &�'�� ��������� � ����� ���� ��� � ���� k ∈ N�  ��� ���� ����	���
� ��� � ����

k����������  �� ������� �� ����� ��� �� ��� ����� ��� � � ����������  ��� ���� �� �������� �!��������	

���������� (� ��� �������	�  ��� ������
 &�'�) ��� � � ����  ��� ���	 ��� ����	���
 ��� �� ��� ��� �����

��
��� �� ���� �*�� ���� k����������  �� ������� �� ��� ����� ��� �� �� �������� � ������� ��������� ����

���� k����������  �� ������� �� ��� �
����� ��� #�� ���  ���� ���� �������	 ��������$�

��� � �� �� ��� � ����������  �� ��
� �� ��� ������ ����������� 
��� � +,,-� ��  �� ����� ������

���� �������  ������ � ����� �� Cd ⊗ Cd′ � k����������  �� ������� �� Cd′ ��!���� ����� ���������  ���

����� ��
[(
d′+k−1

k

)
d
]2
 ��� 
���
������ ��  �� ��������� ������ ���� � ��� ���������� ������� �� d .��/

��� d′ .�
���/� ��� ������ ����� k����������	  �� ������� �� Cd′ ������ ���� Cd� ��� ���
�� ���� 
���


��� �����
���� (� ��� ����� ����� � ��
�� ��� ���
 ��� ����	 ����� � ��� ����� �� ��������� ����� �

����	 �� ��� ������ ��� k����������	 ���� ��� � �
����� k  ��� ��� �������� � ��������  �� ������� �� Cd

����  ��� � � ��������  �� ������� �� Cd′ � 0�� ������������ ��� ������ �������1 ���
� ��� �� ����� �� ���


�
����

��� �������	
���� ������
�

����� ���� ��	
� ��� ��� ����� 	� ��� ��� 	� k���������� ������ �	� ����� k�

2�� ��� �����
���� ������ ������ �������� ����� ��� k����������	 �� �����
������� ������ �� ��� 
���

 ��� �� ��� ��� �� k���������� ������� �������� �� ���� ��� ��
� #��������$ ���������" ��� ��	 ���� k ∈ N�

��� k����������	 ������� ����
�� � ���	  ��� ��������	 ������� ��� ���������	  ��� ��� �
����� ��

��� ��������� ������� �	���
 ��������� 3� ��� ������� !������ �� ���� ���� �"  ��� ��� �� ��� ����� ���

k����������	 ������� �� Cd⊗Cd  ��� k ≡ k(d) � ���� �� �� ��� � ��
�  �	  �� d4 5�����������	� 
���

�� ��� �������  � ���������� ���	 �� ��
� ���� �� ��� ����
���� ���� k � � ���� ����
����� ��� ��������� ��

��� ���
 �� �� ������	 �������*���� �� ��� ����  ���� k ������� �� d�

����� � �� ����� ��� ���
��� ������ ���� ��
��� ���� � ��� �������  ��� � ��� �� �� ����� �� ���


���  ��� �� k���������� �������

������ ������ ����� ����� �
������ �
���	��� cd →d→+∞ 1 ���� ��	�� �
� 	�� k(d) ∈ N� ��� ��	� ����� 
�

��� ��� 
� k(d)����������� ��	��� 
� Cd ⊗Cd �	�����

w
(
Ek(d)(C

d:Cd)
)
� cd

2√
k(d)

1

d
.

$�

�# 6�� d, k(d) ∈ N� 7�� ��	 p ∈ N� ��� ����� ��������� ��� ��� 2p������ 
�
��� ���������� � 8��������

&����� �� ������ ��
��� ����� 3� �	 ��� ��
� ����
���� �� � ��� ����� �� 8�������� &�)���  � ���� ���� �



������� �	 k
����������� �� ����
����������� ������� ������ ���� � !

�� "��� � ���� �� ��#�� �����

EGAB∼GUE(d2)Tr

⎡⎢⎣
⎛⎝k(d)∑
j=1

G̃ABk(d)(j)

⎞⎠2p
⎤⎥⎦ =

∑
f :[2p]→[k(d)]

∑
λ∈P(2)(2p)

d�(γ
−1λ)+�(γ−1

f λ)+k(d)−| Im(f)|

�Catp k(d)
pd2p+k(d)+1.

���� ��#�� ����� �� ������ �� ��� ���������$ �� ��������� �� �� ����%���� �� ���������� �	&	& ����

���������� �	&	 $ �� ���� ���� �����%� "������ cd →d→+∞ 1 ��"� �� #� ��%� �� ���������

EGAB∼GUE(d2)

∥∥∥∥∥∥
k(d)∑
j=1

G̃ABk(d)(j)

∥∥∥∥∥∥
∞

� cd 2
√
k(d)d,

#��"� ������ �� ������"�� ��#�� ����� ��� �� ���� #��� �� Ek(d)(C
d:Cd)	

������� �	�	� ���� ���%���� � ��#�� ����� �� �� �������" ���� #��� �� Ek(C
d:Cd) #��� k �� ����#��

� ������ �� d	 ' �� ��%�������� ������� �� ��������� ���"� �� ����������	 '�����$ �� �������� �� (�"���

�	 $ #� )��# ���� *�+, �� �� ���� #��� �� �� �� �� ��������� ���� �� Cd⊗Cd �� �� ����� 1/d3/2	 �������

�	�	� �������� ������ ��$ �� Cd ⊗ Cd$ ��� ��� � �� � ���� � k �� ����� d � ����� � �� �� k
���������

���� #���� ���� #��� �"���� �� �� ��� �� �� �� �� ��������� ����	

-���������$ � ��� �� #��� ��������� �� �� ����� �� ���������� �	&	& �"����� ���%���� ���������

����������$ ������ �� ����� ����� �� �� ���� #��� �� k
��������� ���� #��"� ������� %���� ��� � ����

#��� ����� �� k	

������� ����	� ��� ��� d, k(d) ∈ N� ���	
��� �� k(d) < d2/7 ��� d 
� �
� ������� �� ���� �
�� �� ��

�� �� k(d)������
��� ���� �� Cd ⊗Cd ��
����

w
(
Ek(d)(C

d:Cd)
)
� 2√

k(d)

1

d
exp

(
k(d)7/5 ln d

d2/5

)
.

������ .� d, k(d) ∈ N #�� k(d) < d2/7	 ��)��� pd = (d/k(d))2/5 �� ������� /�	��0 /#��"� �� ������$ ��

��������$ ������ ��� k(d) ��� ������� ��� (2d/k(d))1/2 ��� d ��� ������0 #� ��

EGAB∼GUE(d2)

∥∥∥∥∥∥
k(d)∑
j=1

G̃ABk(j)

∥∥∥∥∥∥
∞

� 2
√
k(d) d exp

(
k(d)7/5

2d2/5
ln d+

k(d)2/5

2d2/5

[
ln d+ ln

(
5

4

)])
.

��� ���� ������ �� ������� ��� 2
√
k(d) d exp

(
k(d)7/5 ln d/d2/5

)
��� d ��� ������$ #��"� ������ �� ��%������

����� ����� ��� �� ���� #��� �� Ek(d)(C
d:Cd)	

1� "�����$ �� ����� ����� ���%���� �� ������� �	�	& �� ��������� ���� ��� k(d) < k0(d) = d2/7/(ln d)5/7	

2�%��������$ ���"� �� �� �� k
��������� ���� "������ �� �� �� k′
��������� ���� ��� ��� k′ � k$ #� ����

��%� �� � /��������� #��)0 "��������"� �� ������� �	�	& �� ��� k(d) � k0(d) ��� d ��� ������$

w
(
Ek(d)(C

d:Cd)
)
� w

(
Ek0(d)(C

d:Cd)
)
� 2e (ln d)5/14

d8/7
.

�������� �	�	� ��� �	�	& ������ ����� �� ����"���� �� �����#���3 �� �� ������ #���� k(d) ���#� #�� d

���#�� ��� d �����$ ��� �� ���� w
(
S(Cd:Cd)

)
/w

(
Ek(d)(C

d:Cd)
)
��� �� ���� w

(
Ek(d)(C

d:Cd)
)
/w

(
D(Cd ⊗

Cd)
)
��� ���������	 �� �������� �$ ��� k(d) ��%��� ��� ���#� ���$ �� �� �� k(d)
��������� ���� ����

4���"�� �� ��#���5 �� �� �� ��������� ���� ��� �� �� �� ��� ���� ���� �� �������" ��6� ���� �� %��#	

����� ���� �	 
 �
����������� 	�
�� ���� ���� ���
������ k������������

��� ����� ���%���� �� ������� �	+	7 �� ���� ���
�����3 � ���� �� �� �� s < s(k, d) = d2(k − 1)2/4k$ ���

� ������ ����� ��� �� Cd ⊗ Cd ������� �� ������ ��"��� �� Cs � ��������� ��������� ���� ��� ��

Cd ⊗ Cd ⊗ Cs �� #�� ���� ���������� �� k
���������	 8� #�� "�� �� ���� ���� �� "��� s > s(k, d)9

1� ���� ���������$ "�� ��� :�� � ���������� s′(k, d) ��"� �� �� s > s′(k, d)$ ��� � ������ ����� ��� ��

Cd ⊗ Cd ������� �� ������ ��"��� �� Cs � ��������� ��������� ���� ��� �� Cd ⊗ Cd ⊗ Cs �� #�� ����

���������� k
���������9



���

�� ��� 	
������ ��������� �� ��������� ����� �� ����� ��� �	� 	���
� 	� ��	�� ��	� ���
� ������ 	 �����
�	�

�����	�� c > 0 ���� ��	� ckd2 log2 d �� 	 �������� �	��� ��
 ���� s′(k, d)� ��  ��� ��� 
���	� ���  ���� 
�	������
��
�� ��� ��� �� ����� ���� ��� !�� ���	� ����
����� ���

"�#�� Ek(C
d:Cd) ��� �
	���	���� �� Ek(C

d:Cd) �� ��� �����
 �� 	��� ��� 	��	��� ���� ��	�� Id/d2� ����

Ek(C
d:Cd) =

{
ρ− Id

d2
: ρ ∈ Ek(C

d:Cd)

}
.

"�#�� 	��� Ek(C
d:Cd)◦ ��� ������ ���� ���	
 �� Ek(C

d:Cd)� ����

Ek(C
d:Cd)◦ =

{
Δ ∈ H(d2) : ∀ X ∈ Ek(C

d:Cd), Tr (ΔX) � 1
}
.

��	� ���� �	� �� �� �����#�	��� ����
���� �� $��� ����� %������ &� ��
 ��
���
 ������'{
s ∈ N : Eρ∼μd2,s

sup
Δ∈Ek(Cd:Cd)◦

Tr

((
ρ− Id

d2

)
Δ

)
< 1

}
,

(�� �	� #
�� �� 	�� ��� ��� �	�� ��	�� 
������ ���	!����  ��� d, s → +∞� ��� 
	��� 	�
�� ρ − Id/d2 ��


ρ ∼ μd2,s )���!� ��� �	� 	�* ��� 
	��� 	�
�� G/d2
√
s ��
 G ∼ GUE(d2) $��� ����� +
��������� ��� 	��

,�	
! ��& 	�  ��� 	� -��������� - 	�� �� ��
 �
����� 	.�
�/	���� ��	������ 	�� �
����'� 0� �	
�����	
�

���
� ������ 	 �����	�� C > 0 ���� ��	�� ��
 	�� d, s ∈ N  ��� $�	�' d2 � s � d3�  � �	�� ��� ����
 �����

Eρ∼μd2,s
sup

Δ∈Ek(Cd:Cd)◦
Tr

((
ρ− Id

d2

)
Δ

)
� C

d2
√
s
EG∼GUE(d2) sup

Δ∈Ek(Cd:Cd)◦
Tr (GΔ) .

1���� ��� �� ��� �	�� ��	�� 	�	�� ������� �� �	������ ��� ������ ���� Ek(C
d:Cd) �� )��2�������  ���3�	�	����*

$��� ����� %������ 4 	�  ��� 	� -��������� 5 	�� "� ��
 	 ������� ���������� �� ��� �3�������� 	
�����'�  �

!�� ��	� ���
� ������ 	 �����	�� C ′ > 0 ���� ��	�� ��
 	�� d ∈ N�  � �	�� ��� ����
 �����(
EG∼GUE(d2) sup

Δ∈Ek(Cd:Cd)◦
Tr (GΔ)

)(
EG∼GUE(d2) sup

Δ∈Ek(Cd:Cd)

Tr (GΔ)

)
� C ′d4 log d.

1� � EG∼GUE(d2) supΔ∈Ek(Cd:Cd) Tr (GΔ) �� ������� ���� ��	� ��� 6	����	� �	�  ���� �� Ek(C
d:Cd)�  ����

�� ��� �	� 	� ��� 6	����	� �	�  ���� �� Ek(C
d:Cd)� �� ��
  ����  � �	�� 	� ����	�� ��	�!� �� 7���
�

8�&�9� �	��� wG
(
Ek(C

d:Cd)
) ∼d→+∞ 2d/

√
k�

+������ ���
������ �������
�  � ��� ��	�

Eρ∼μd2,s
sup

Δ∈Ek(Cd:Cd)◦
Tr

((
ρ− Id

d2

)
Δ

)
� C̃

√
kd log d√

s
,

��
 ��� �����	�� C̃ > 0 ����������� �� d, s, k ∈ N�  ���� ������ 	� ��	��� ��	� �� s > C̃2kd2 log2 d� ����

Eρ∼μd2,s
supΔ∈Ek(Cd:Cd)◦ Tr

((
ρ− Id/d2

)
Δ
)
< 1�

������ ����	� ��� �� ����	
 ����� �� � ������� ���������� ��� � ������ ������
 ����� �� ����� �������

��� k�������������
 ��������� ��� ����� ���� �����������
 ��������� �� ��� ���� �� k�������������
� �������� ���

������� �������� �� Ek �� ������ ���� �������� ��� ������� �������� �� ��� ����� E
◦
k� ����� ��� ����� �����������


����������� �� �� ������
 ��� ��������� ������� ��� � ����� ��������� ���� �������������� ��� �������� Δ ��

Cd ⊗Cd� �� ���� ��� �������� ��� ������ �������

hEk(Cd:Cd)(Δ) = sup
{
Tr(ΔX) : X ∈ Ek(C

d:Cd)
}
=

∥∥∥Δ̃∥∥∥
∞
,

hP(Cd:Cd)◦(Δ) = sup
{
Tr(ΔX) : X ∈ P(Cd:Cd)◦

}
= d2

∥∥ΔΓ
∥∥
∞ ,

������� ��� ����  ��������� hEk(Cd:Cd)◦(Δ) ��� hP(Cd:Cd)(Δ) ������ �� ������� �� ���� � ����� ��
�

!��� �������� ��
 �� ��� ���� �� Ek �� �� ��� ��� ����� ���� ��� �� ������
 �������� �������
 �� ��� ���������

����� ����� ��� ���
 �� ������������ ����� ��� ����� ������������� �� S ��� ������� ��������
 ��������



������� �	 k
����������� �� ����
����������� ������� ������ ���� � !

���� �����	
� �� ���
�����
�� �� ��������
��� ��	 ����
�
���� �����

������� �� ����	��	 �����

"� p ∈ N	 #� ����� �� S(p) �� �� �� ���������� �� {1, . . . , p}	 $�� ��� π ∈ S(p)% &� ����� �� �(π) ��

������ �� '�'��� �� �� ��'��������� �� π ��� � �����' �� ���(��� '�'���% ��� �� |π| �� ������� ������

�� ������������ �� �� ��'��������� �� π ��� � �����' �� ������������	 #� ���� ��)�� γ ∈ S(p) �� ��

'�����'�� ���� '�'�� (p . . . 1)	 *��� ���������% &� ����� ��� �� c �� �� '�����'�� ���� '�'�� �� � �� {i1, . . . , ip}
&�� i1 < · · · < ip �� c = (ip . . . i1)	

+��� ������� ������ ������ � S(p) ��� ������� ����& ,��� �	�	 -�../% "�'���� � ��� 0 % ��� ���� ������1	

����� ������� ��� ��� π ∈ S(p)� �(π) + |π| = p�

����� �����	� d : (π, ς) ∈ S(p)×S(p) 
→ |π−1ς| 	
��
� � 	�����
 �� S(p)� �� ���� ��� ��� π, ς ∈ S(p)�

|ς−1π|+ |π| = d(ς, π) + d(id, π) � d(id, ς) = |ς|, ,�	021

��� 
������ � ,�	021 � ��	 ���� � π �
� �� ��
 �
�	
�� �
��

� id ��	 ς� ��	 ��
�
�
� ��� � ��� ��
 ���
�

��
�
 
���� δ ∈ {1, . . . , p− 1} ���� ���� |ς−1π|+ |π| = |ς|+ 2δ�


������ ������� � ������� �� {1, . . . , p} � � ����� λ = {I1, . . . , IL} �� 	����� ����
���� ����
�� ��

{1, . . . , p} ����
 ���� � {1, . . . , p}� ��
 �
�� I1, . . . , IL ��
 ����
	 ��
 ���� � �� λ� !� 
��� �� ��
� �������


������ 2 
�
�
���� λ � ��	 �� �
 � ��� ������� �� {1, . . . , p}� "
 ����� 	
���
 �� P(p) ��
 �
� �� ��������

�� {1, . . . , p}� ��	 �� P(2)(p) ��
 �
� �� ��� �������� �� {1, . . . , p}� #��
 ���� P(2)(p) = ∅ � p � �		� $
��� 

���� ����� ��
�
�
� p � 
�
�� ��
 �
� �� ��� �������� �� {1, . . . , p} � � ��
���� ��� ��
 �
� �� ������ ��

{1, . . . , p} %�
� ��
 �
� �� �
��������� �� {1, . . . , p} ���� ��
 � ���	��� �� p/2 	����� ������������&� "


����� ��
�
���
 �� 
 �� 	������� �
��

� �����

� ������� �� {1, . . . , p} � ��	 �� �
 ����������� � ��
�
 	�
� ��� 
��� i < j < k < l � {1, . . . , p} ����

���� i, k �
���� �� ��
 ���
 ���� � j, l �
���� �� ��
 ���
 ���� � ��	 i, j �
���� �� 	'
�
�� ���� �� "
 �����

	
���
 �� NC(p) ��
 �
� �� ����������� �������� �� {1, . . . , p}� ��	 �� NC(2)(p) ��
 �
� �� ��� �����������

�������� �� {1, . . . , p}� #��
 ���� NC(2)(p) = ∅ � p � �		�

� &���
3��&� '����������� ����� ��������� ���
'������� �������� �� �� �����&���	

����� ������� ��
 ����
� �� ����������� �������� �� {1, . . . , p} ��	 ��
 ����
� �� ��� �����������

�������� �� {1, . . . , 2p} ��
 ���� 
���� �� ��
 pth (������ ����
�

Catp =
1

p+ 1

(
2p

p

)
.

)��
 ��
��
��� ��� ��� 1 � m � p� ��
 ����
� �� ����������� �������� �� {1, . . . , p} ���� ��
 ������
	 ��


������ m ���� � � 
���� �� ��
 (p,m)th #������� ����
�

Narmp =
1

p+ 1

(
p+ 1

m

)(
p− 1

m− 1

)
.

*�������� ��
�
 ����
�� ��
 ���� ����
∑p
m=1 Nar

m
p = Catp�

#�� ���� ��)������ �� ����% &� '�� ��& ��� � ���'��� '��� �� ����'���� ������ �� "���� �	�4	0	

����� ������� +
���
 �� γ ��
 �������� ���� ����
 �� {1, . . . , p}� ��
�� ��� ��� π ∈ S(p)�

|γ−1π|+ |π| � |γ| = p− 1, ,�	0!1

��� 
������ � ,�	0!1 � ��	 ���� � π �
� �� ��
 �
�	
�� �
��

� id ��	 γ� ��
 ����
� ����
� �� S(p) �

� ��
���� ��� ��
 �
� �� ����������� �������� �� {1, . . . , p} %�� ��
 ������ ���� �������
� �� � ��
�

������� ��
 ���	��� �� ��
 �������� ���� ����
� �� 
��� �� �� ���� �&� "
 ����� ���� ���
 π ∈ NC(p) � ����

���
� ��� 	��������� � �
�	
�� �
�������� ���� �� ����
����	�� ����������� ��������

)��
 �
�
������ �
� {I1, . . . , IL} �
 � ������� �� {1, . . . , p} ��	 	
���
 �� γ1, . . . , γL ��
 �������� ���� ����
�

�� I1, . . . , IL� ��
�� ��� ��� π ∈ S(p)�

|(γ1 · · · γL)−1π|+ |π| � |γ1 · · · γL| = p− L, ,�	051

��� 
������ � ,�	051 � ��	 ���� � π �
� �� ��
 �
�	
�� �
��

� id ��	 γ1 · · · γL� ��
 ����
� ����
� �� S(p)

� � ��
���� ��� ��
 �
� �� ����������� �������� �� {1, . . . , p} ���� ��
 ��
� ���� I1 ! · · · ! IL� ���� ��
��

� � ��
���� ��� NC(|I1|)× · · · ×NC(|IL|)�



���

�����	�	
 ���� ������ ���� ���� ������� �� �	 �	 ��� �� ��� �������	
� ��� ς ∈ S(p) 	� �����

��� ��� ������������	 �	�� ��� ��	� ������ �� ς = c1 · · · cL ���!�� ��! ��� 1 � i � L� ci �� �� ��	
�� pi "��	��

���� p1 + · · ·+ pL = p#� $��	� ��! 	� π ∈ S(p)� |ς−1π|+ |π| � p− L� 	�∣∣{π ∈ S(p) : |ς−1π|+ |π| = p− L
}∣∣ = Catp1 × · · · × CatpL .

%&�	
 ���� ��� ����!&���	 �	 ��	� ��
�� �� ������ ���! �	�

���� ������	
 �� �����	�� ������� �� ������ ����	���� �	��

������� ��� ����� �
����	��

'��	 �������	
 �(�������	� �� )����	 !	��� &!������  ������ ���� �� ��� '��* ��!��� "��� ��
� +�,�-

�! +���-� �����!� ..� ��!  �!���#�

����� ������ ")����	 '��* ��!���#� ��� X1, . . . , Xq �� �����	
 ������� �������� ������ ������	�� ����	

�� ����	����

�� q = 2p+ 1 �� ���, ���� E [X1 · · ·Xq] = 0.

�� q = 2p �� ����, ���� E [X1 · · ·Xq] =
∑

{{i1,j1},...,{ip,jp}}∈P(2)(2p)

p∏
m=1

E [XimXjm ] .

������ �����	
 �� �� ��	����


/ 0!�� ����!�	� ��������	 �� ���� ������ �� �� ��� ���������	 �� ��� ����	�� �� ��!���� �!�� ���

)����	 1	��!� 2	������� 3	����� ��! 	� q ∈ N� �� �&�

EG∼GUE(n) Tr (G
q) =

∑
1�l1,...,lq�n

E
[
Gl1,l2 · · ·Glq,l1

]
,

���!� ��� Gi,j � 1 � i, j � n� !� ��	��!�� )����	 !	��� &!����� �������	
 E[Gi,jGi′,j′ ] = δi=j′,j=i′ � 4�

��� �� 
�� �����	
 ��� '��* ��!��� �� ���� ��! 	� p ∈ N�

EG∼GUE(n) Tr
(
G2p+1

)
= 0

EG∼GUE(n) Tr
(
G2p

)
=

∑
λ∈P(2)(2p)

n�(λ),

���!� ��! ��� ��! �!�����	 λ = {{i1, j1}, . . . , {ip, jp}} �� {1, . . . , 2p}� �(λ) �� ��� 	����! �� �!�� �!����!�

l1, . . . , l2p ∈ {1, . . . , n} ���	 ������	
 ��� ∀ 1 � m � p, lim+1 = ljm , ljm+1 = lim � 3��	�����	
 ��� ��!

�!�����	 {{i1, j1}, . . . , {ip, jp}} ���� ��� ��!�	
 (i1 j1) . . . (ip jp) 	� ��	���	
 �� γ ��� �	�	��� ���� �����

(2p . . . 1)� ��� ����! ��	�����	 �	 �� �!����	 � ∀ 1 � i � 2p, lγ−1λ(i) = li� 4� �	 ���� �(λ) = �(γ−1λ) 	� ���

�(�!�����	 ��&� �������

EG∼GUE(n) Tr
(
G2p

)
=

∑
λ∈P(2)(2p)

n�(γ
−1λ).

'� ���� �&� ��� ��5����� ���� ��������� "��� ��
� +���-� �����!� ..#

EG∼GUE(n) Tr
(
G2p

)
=

�p/2�∑
δ=0

P (2p, δ)np+1−2δ,

���!� ��! ��� 0 � δ � �p/2�� �� ��0	�� P (2p, δ) � ��� 	����! �� ��!�	
� �� {1, . . . , 2p} �&�	
 ���� δ� ����

P (2p, δ) =
∣∣∣{λ ∈ P(2)(2p) : �(γ−1λ) = p+ 1− 2δ}

∣∣∣ = ∣∣∣{λ ∈ P(2)(2p) : �(γ−1λ) + �(λ) = 2p+ 1− 2δ}
∣∣∣ .

26��&��	���� P (2p, δ) �� ��� 	����! �� ��!�	
� �� {1, . . . , 2p} �&�	
  ������ 2δ �� ���	
 �	 ��� 
��������

������	 id 	� γ� %�	��� P (2p, 0) �� ��� 	����! �� ��!�	
� �� {1, . . . , 2p} ���	
 �(���� �	 ��� 
�������� ������	

id 	� γ� ���� ��� 	����! �� 	�	5�!����	
 ��! �!�����	� �� {1, . . . , 2p}� 4� P (2p, 0) =
∣∣NC(2)(2p)

∣∣ = Catp� 	�

�� !���&�! ��� ����5*	��	 ��������� �������

EG∼GUE(n) Tr
(
G2p

) ∼
n→+∞ Catp n

p+1.



������� �	 k
����������� �� ����
����������� ������� ������ ���� � �

������ ����	
� �� �����
 ��
�����

� ��!��� ������� �����!���� �� "���� �	��	� �� � �� !�������� �� �� ������ �� ����!�� ���� ��

#����� ��������	 $� ��!� !���% � ������!�� &�� �� '���������� �� #�!( ������� ��� ���� ��'������ �� )*+,% �

&��!� �� ������ �� �������� ��� ������ ������ ��� ������% � ����� ������� ���� ����� ���'���� ����	

$� �� ������!�� ���������% � ����� X : Cm → Cn �� ���������� �� � -���. &�� &� -����.% ��� ���!������

�� ��/� m � �� �����!� ��� �� ���� ���!������ �� ��/� n � �� ���	 0�� X : Cm → Cn ��� Y : Cn → Cm%

�� �����! XY : Cn → Cn �� ���������� �� � &��� !����!��� �� ��� �� Y � �� �����!� �� X	 0��

Z : Cm → Cm% �� ��!� Tr(Z) �� ���������� �� � &��� !����!��� �� ��� ��� �� �����!� �� Z	

"� W �� � (n, s)
#����� �����% �	�	 W = GG† &�� G � n× s ����� &�� ���������� !������ ������

������	 ����������� �� � � n
����������� ��� ��� �� � � s
����������� ���% �� ������ Tr(W p) �� ���

������!���� ���������� �� p ����� G ��� p ����� G† !����!�� �� &���� �� �� �����&��� &��	

G G† G G†� � �� � � ��

0�� ��� α ∈ S(p)% &� &��� ����� �� Gα �� ������� ������� ���� �� ��� ���'� �� -�������. �� �����%

1�� (������ ���� ����% ��� ��� !����!���% ��� ��!� 1 � i � p% �� �����!� �� �� ith ��� G � �� ��� ��

�� α(i)th ��� G†% ��� �� ��� �� �� ith ��� G � �� �����!� �� �� α(i)th ��� G†	 2���� ��% �(γ−1α) �����

!����!��� n
����������� ���� ��� �(α) ����� !����!��� s
����������� ���� ��� �������	 ��� �� ������!��

'������ �� �� #�!( ������� ���� �� ��

EW∼Wn,s
Tr(W p) =

∑
α∈S(p)

Dα =
∑

α∈S(p)

n�(γ
−1α)s�(α).

$� �� ���!��� !��� &���� s = n% ��� !�� �� ��&���� �� � ��
!����� ����� ������	
� 3��� �	�	 )*+,4

EW∼Wn,n
Tr(W p) =

�p/2�∑
δ=0

S(p, δ)np+1−2δ,

&���� ��� ��!� 0 � δ � �p/2�% &� ��5��� S(p, δ) �� �� ������ �� ���������� �� {1, . . . , p} ��'��� ����� δ%

�	�	 S(p, δ) =
∣∣{α ∈ S(p) : �(γ−1α) + �(α) = p+ 1− 2δ}∣∣	 6��!� {α ∈ S(p) : �(γ−1α)+�(α) = p+1} = NC(p)%

&� ��'� S(p, 0) = Catp ��� ���!� ��!�'�� �� &���
(��&� �������! ������

EW∼Wn,n
Tr (W p) ∼

n→+∞ Catp n
p+1.

���� �����	
� � � ���	�	 ����
�����
�� ���� �����
�� ��� ������

�� ������ 
� ���� ����
�� ��������
��� �� �
���� [p]× [k] �� [p]

"� α ∈ S(p) ��� f : [p] → [k]	 #� ��5�� α̂f �� [p]× [k] ��

∀ (i, r) ∈ [p]× [k], α̂f (i, r) =

{
(α(i), f(α(i))) �� r = f(i)

(i, r) �� r �= f(i)
.

#� ���� ��5�� γ̂ �� [p]× [k] �� (γ, id)% &���� γ ∈ S(p) �� �� !�����!�� ���� !�!�� (p . . . 1)	

#� &���� ��(� � ��������� &�� �� �� ������ �� !�!��� �� γ̂−1α̂f 	 0�� ��% � &��� �� !��'����� � �� �

�� �� ��&�����	 "� �� 5�� ����� �� ��5����� �� α̂f ��� γ̂ � [p]× ({0} ∪ [k])	 #� ����� ����� �� ᾱf ��� γ̄

�� �����!�'� ���������	 7�� �� ���!� f �(�� '����� �� [k]% &� ��'� ᾱf (i, 0) = (i, 0) ��� ��� i ∈ [p]	

#� &��� ��& ��(� &� ���� �����'�����	

���� ������� �
� �� f : [p] → [k]� ����� �
� ���� i ∈ [p]� τ̄
(i)
f �� ��� ������
�	�	
� 
� [p] × ({0} ∪ [k]) ��	��

����� (i, 0) ��� (i, f(i))� ��� ��� β̄f = τ̄
(1)
f · · · τ̄ (p)f � �� ���� ����� �
� �� α ∈ S(p)�

ᾱf = β̄−1
f ᾱ′β̄f , ����� ∀ (i, r) ∈ [p]× ({0} ∪ [k]) , ᾱ′(i, r) =

{
(α(i), r) 	� r = 0

(i, r) 	� r �= 0
.



���

��� ��	�
���� � ��������
� ᾱf �
 ���� ��� �� ���� ᾱ′ �� ������������ ������� �� ���� �� α × id 
 [p] × {0}
�
� ��� 
���
� 
 [p] × [k]� ����������� ��� � ��� ��������� � �(·)� � ������ �
�����
�� � ���� ��� �� ��

���� �(γ̄−1ᾱf ) = �(γ̄−1
f ᾱ′)� ����� γ̄f = β̄f γ̄β̄

−1
f � !� ��� ���
 "� ������ ����#�� ���� γ̄f �������� �
� k + 1

���$�
� ������ �� ������ �
 ���� ��� � "����

���� ������� ��� ��� f : [p] → [k]� �	 
��	

γ̄f = c̄1 · · · c̄k c̄,
��
 c̄ = ((p, f(p)) . . . (1, f(1)))� ��� ��� 	��
 r ∈ [k]� c̄r = ((p, sr(p)) . . . (1, sr(1)))� �
	�	 ��� 	��
 i ∈ [p]�

sr(i) = 0 �� f(i) = r ��� sr(i) = r �� f(i) �= r�

	
���� ������� ��� 
	 ���	 �� �����		�	��� �	 �� 
��	 � ���� � � �����	 	�����	� �� 
	 ���	 �
	�	

p = 4� k = 3� ��� f �� �	��	� �� f(1) = f(2) = f(4) = 1� f(3) = 2� �	 ����� 
� 
	 ����	� �� γ̄f ��	 c̄1 =

((4, 0)(3, 1)(2, 0)(1, 0))� c̄2 = ((4, 2)(3, 0)(2, 2)(1, 2))� c̄3 = ((4, 3)(3, 3)(2, 3)(1, 3))� c̄ = ((4, 1)(3, 2)(2, 1)(1, 1))�

�
�� �� ��
	�������� �	��	�	�	� �� �����	 ���� �
	�	 
	 	�	�	�� �� c̄i ��	 ����	� ��  i!� ��� i ∈ {1, 2, 3}�
��� 
	 	�	�	�� �� c̄ ��	 ����	� ��  •!�

������ �� � f : [4] → [3] ���� ���� f−1(1) = {1, 2, 4}� f−1(2) = {3}� f−1(3) = ∅�

i ∈ [4]

r ∈ {0} ∪ [3]

1 1 2 1

• • 1 •
2 2 • 2

3 3 3 3

����� ������� "	 f : [p] → [k] ��� �	��	 γf ∈ S(p) �� γf = γf=1 · · · γf=k� �
	�	 ��� 	��
 r ∈ [k]� γf=r ��


	 ��������� ���� ����	 �� f−1(r)� �
	�� ��� ��� α ∈ S(p)�

�(γ̄−1
f ᾱ′) = �(γ−1

f α) + 1 + k − | Im(f)|. %�� �&

#����� !
 γ̄−1
f ᾱ′ ����� ���� '��� � ����

• k − | Im(f)| ������ � ��� ��� ((1, r) . . . (p, r)) �� r ∈ [k] \ Im(f)� "������ �� �
� (i, r) ∈ [p]× ([k] \ Im(f))�

γ̄−1
f ᾱ′(i, r) = γ̄−1

f (i, r) = (γ−1(i), r)�

• 1 ����� ((1, f(1)) . . . (p, f(p)))� "������ �� �
� i ∈ [p]� γ̄−1
f ᾱ′(i, f(i)) = γ̄−1

f (i, f(i)) = (γ−1(i), f(γ−1(i)))�

�� ��� ������ �
 γ̄−1
f ᾱ′ ����� "��
� � 

� � ����� �� ���������� ����� ��� �� ������� "���	���
� � "�

����� ������ �� �
� i, j ∈ [p]� (i, 0) �
� (j, 0) "��
� � ��� ���� ����� � γ̄−1
f ᾱ′ �� �
� 
�� �� i �
� j "��
� �

��� ���� ����� � γ−1
f α� (
� ���
�� �� ���� i ∈ [p] �
� r ∈ [k] \ {f(α(i))}� ����� ������ j ∈ [p] ���� ���� (i, r)

"��
�� � ��� ���� ����� � γ̄−1
f ᾱ′ �� (j, 0)� !
����� �� �
� i ∈ [p]� �� ��	� 
 ��� 
� ��
�

γ−1
f α(i) = (γ−1)L+1α(i), ���� L = inf{l � 0 : f((γ−1)l+1α(i)) = f(α(i))}.

)���� �� ��	� 
 ��� ���� ��
��

f(γ−1α(i)) = f(α(i)) ⇒ γ̄−1
f ᾱ′(i, 0) = (γ−1α(i), 0) = (γ−1

f α(i), 0),

f(γ−1α(i)) �= f(α(i)) ⇒
{
∀ 0 � l � L− 1, (γ̄−1

f ᾱ′)l(i, 0) = ((γ−1)lγ−1α(i), f(α(i)))

(γ̄−1
f ᾱ′)L(i, 0) = ((γ−1)Lγ−1α(i), 0) = (γ−1

f α(i), 0)
.

* ����� ��� �
 ���� ������� �(γ−1
f α) �����
�
� ������ �
 γ̄−1

f ᾱ′�

	
���� ������� "������ � 
	 ���	 	�����	 �� �	���	� ���	�� p = 4� k = 3� ��� f ���
 
� f−1(1) =

{1, 2, 4}� f−1(2) = {3}� f−1(3) = ∅� �	 �		 
�� ��� α = (14)(23)� 
	 ����	� �� γ̄−1
f ᾱ′ ��	$

• ((1, 3)(2, 3)(3, 3)(4, 3))� �	����	 3 /∈ Im(f)�

• ((1, 1)(2, 1)(3, 2)(4, 1))� �	����	 f(1) = 1� f(2) = 1� f(3) = 2 ��� f(4) = 1�

• (1, 0) ��� ((2, 0)(2, 2)(1, 2)(4, 2)(3, 0)(4, 0)(3, 1))� ����	�������� � 
	 ����	� (1) ��� (2, 3, 4) �� γ−1
f α�



������� �	 k
����������� �� ����
����������� ������� ������ ���� � �

����� ������ ���� ����������� �!���!�� ������" #� ���������#����� ����� ���������� �	�$	% ����#	

����������� 	
��

 ��� f : [p] → [k] ��� ����� γf ∈ S(p) �� γf = γf=1 · · · γf=k	 
���� �� ���� r ∈ [k]	

γf=r �� ��� ��������� ��� ����� �� f−1(r)� ����	 �� ��� α ∈ S(p)	

�(γ̂−1α̂f ) = �(γ−1
f α) + k − | Im(f)|. &�	'()

����� ���� �� � ����! !��������!� �� *���� �	�$	 " +�� ���!��� �� �(γ̄−1ᾱf ) = �(γ̂−1α̂f ) + 1	

���� �����	
� � ������� �� ���	
��	� ��� ����
��� �������

��� ���� �� ��� �������� �� � ��������,� �� ���������� ���!����� �� �������� �	��	� �� ����� � !�����

�� 2p
����� ������ �� �� �����
∑k
j=1 G̃ABk(j)	 ��!��� �� ��� ����� ������ #��� ����� � ������ ��

���� #��� �� �� �� �� k
��������� ����	 -� ��� ��� ������� ����" �� #�� ������� ./� ����!��" ��

#�� d2
����������� ./� ����!�� #��!� ��� ������,�� #�� dk−1
����������� ������ ����!��	

0�� ��� i1, . . . , i2p ∈ [k]" #� !�� #���

Tr

⎡⎣ 2p−→∏
j=1

G̃ABk(ij)

⎤⎦ =
∑

�l1,...,�l2p∈[d]k+1

G̃ABk(i1)�l1,�l2 · · · G̃ABk(i2p)�l2p,�l1 ,

#���� ��� ��!� j ∈ [2p] ��� ��!� �lj =
(
aj , b

1
j , . . . , b

k
j

)
,�lj+1 =

(
aj+1, b

1
j+1, . . . , b

k
j+1

) ∈ [d]k+1" #� ��1�

G̃ABk(ij)�lj ,�lj+1
= G

(aj ,b
ij
j ),(aj+1,b

ij
j+1)

δ�bj\bijj =�bj+1\bijj+1

.

�����������" ��� ��� f : [2p] → [k]" #� ��1�

Tr

⎡⎣ 2p−→∏
i=1

G̃ABk(f(i))

⎤⎦ =
∑

a1,...,a2p∈[d]

∑
�b1,...,�b2p∈If

G
(a1,b

f(1)
1 ),(a2,b

f(1)
2 )

· · ·G
(a2p,b

f(2p)
2p ),(a1,b

f(2p)
1 )

,

#���� If =
{
�b1, . . . ,�b2p ∈ [d]k : ∀ i ∈ [2p], ∀ r ∈ [k] \ {f(i)}, bri+1 = bri

}
	

-�� #� �������� �� �� �� -�!2 ������� ��� .������� ����!�� �� ��" ��� ��� f : [2p] → [k]"

EGAB∼GUE(d2)Tr

⎡⎣ 2p−→∏
i=1

G̃ABk(f(i))

⎤⎦ =
∑

λ∈P(2)(2p)

d�(λ)+�(λ̂f ),

#���� ��� ��!� ���� ������� λ = {{i1, j1}, . . . , {ip, jp}} �� {1, . . . , 2p}" �(λ) �� �� ������ �� ���� ���������

a1, . . . , a2p ∈ [d] #��� �������� �� ∀ 1 � m � p, aim+1 = ajm , ajm+1 = aim " ��� �(λ̂f ) �� �� ������ ��

���� ��������� �b1, . . . ,�b2p ∈ If #��� �������� �� ∀ 1 � m � p, b
f(im)
im+1 = b

f(jm)
jm

, b
f(jm)
jm+1 = b

f(im)
im

	 �� ���!��

������" ���������� �� ���� ������� {{i1, j1}, . . . , {ip, jp}} #�� �� ������� (i1 j1) . . . (ip jp) ��� ������� ��

γ �� !�����!�� ���� !�!�� (2p . . . 1)" �� ���� !�������� ��� �� #���� ��

∀ i ∈ [2p], aγ−1λ(i) = ai ��� ∀ r ∈ [k],

{
b
f(λ(i))
γ−1λ(i) = bri �� r = f(i)

brγ−1(i) = bri �� r �= f(i)
.

3� �� ��!" �(λ) = �(γ−1λ) ��� �(λ̂f ) = �(γ̂−1λ̂f )" #����

∀ (i, r) ∈ [2p]× [k], γ̂(i, r) = (γ(i), r) ��� λ̂f (i, r) =

{
(λ(i), f(λ(i))) �� r = f(i)

(i, r) �� r �= f(i)
.

-�� �� ����" #� 2��# �� ���������� �	�$	% �� �(γ̂−1λ̂f ) = �(γ−1
f λ) + k − | Im(f)|" #���� γf �� �� �����!

�� �� !�����!�� ���� !�!��� �� �� ��1�� ��� �� f 	

*� �� �������,�	

����������� 	
��
�
 ��� ��� d ∈ N ��� ��� p ∈ N	 
� ����

EGAB∼GUE(d2)Tr

⎡⎢⎣
⎛⎝ k∑
j=1

G̃ABk(j)

⎞⎠2p
⎤⎥⎦ =

∑
f :[2p]→[k]

EGAB∼GUE(d2)Tr

⎡⎣ 2p−→∏
i=1

G̃ABk(f(i))

⎤⎦
=

∑
f :[2p]→[k]

∑
λ∈P(2)(2p)

d�(γ
−1λ)+�(γ−1

f λ)+k−| Im(f)|.



���

���� �����	
� � ������� �� ����
���� ���������	 ���	
��	� ���

����
��� �������

��� ��	
 �� ��� ������� � �� ������� ��� 2p������ ������� ��
∑k
j=1 G̃ABk(j)Γ� ����� Γ ��	��� ���� ��� ���

�	��	
 ��	�������� ���� ��� �k/2 
	�� B ����������� ���	

 ��	� ��� ���� 	���� ���� ����� �� ����	�� ���

��	� ���� �� ��� ��� �� k�  ���������
� ��	����

!��� ��� �	�� ���	��� 	� � ������� "��#� 	�� ��	����� � 	 ����
���
� 	�	
����� �	�� �� �	�� ��	��

��� 	�� f : [2p] → [k]�

Tr

⎡⎣ 2p−→∏
i=1

G̃ABk(f(i))Γ

⎤⎦ =
∑

a1,...,a2p∈[d]

∑
�b1,...,�b2p∈If

G
(a1,b

f(1)
x1

),(a2,b
f(1)
x̄1

)
· · ·G

(a2p,b
f(2p)
x2p

),(a1,b
f(2p)
x̄2p

)
,

����� ��� �	�� 1 � i � 2p� xi =

{
i � f(i) � �k/2�
i+ 1 � f(i) > �k/2� 	�� x̄i =

{
i+ 1 � f(i) � �k/2�
i � f(i) > �k/2� �

$�	� �� ��������� ��� �� ��� $�% �����
	 ��� &	���	� �	����� � ��	�� ��� 	�� f : [2p] → [k]�

EGAB∼GUE(d2)Tr

⎡⎣ 2p−→∏
i=1

G̃ABk(f(i))Γ

⎤⎦ =
∑

λ∈P(2)(2p)

d�(λ)+�(λ̌f ),

����� ��� �	�� �	� �	����� λ = {{i1, j1}, . . . , {ip, jp}} �� {1, . . . , 2p}� �(λ̌f ) � ��� ������ �� ���� �	�	������
�b1, . . . ,�b2p ∈ [d]k ���� ������ ��	� ��� 	

 i ∈ [2p]� '��� brγ−1(i) = bri � r �= f(i)� 	�� ������ ��� ��� �������

b
f(λ(i))
γ−1λ(i) = b

f(i)
i � f(i), f(λ(i)) � �k/2� �� f(i), f(λ(i)) > �k/2�� ��
� ��� ��� �������� bf(λ(i))γ−1λ(i) = b

f(i)
i 	��

b
f(λ(i))
λ(i) = b

f(i)
γ−1(i) � f(i) � �k/2�� f(λ(i)) > �k/2� �� f(i) > �k/2�� f(λ(i)) � �k/2��

(�� �� �����	�� ��	� �� )��� ���	�
����� *� λ ∈ P(2)(2p)� *�� �������� f : [2p] → {1, . . . , �k/2�} ≡ [�k/2�]
�� f : [2p] → {�k/2� + 1, . . . , k} ≡ [�k/2 ]� ��� ������ �� ���� �	�	������ 	����	��� �� ��� �	� (λ, f) � ���

�	�� 	� ��� ��� �������� � ������� "��#� +� ��� �����	��� ��� �������� f ���� 	�� ��� �� ��� ����� ����	

�	����� �������� 	�� ������� ,� ����� �

 ��� ���� ��� ��������� �� ��� ����	��� ���� � ��� ���	����

�� ETr

[(∑k
j=1 G̃ABk(j)Γ

)2p
]
��� ������ �� d� -����.����
�� �� �	�� ��� 	�������� ����	��

EGAB∼GUE(d2) Tr

⎡⎢⎣
⎛⎝ k∑
j=1

G̃ABk(j)Γ

⎞⎠2p
⎤⎥⎦ ∼
d→+∞

∑
λ∈P(2)(2p)

∑
f :[2p]→[�k/2�] �� [�k/2�]

d�(γ
−1λ)+�(γ−1

f λ)+k−| Im(f)|.

��� �����	
� ! ������� �� ���	
��	� "
�#��� ����
��� �������

��� ��	
 �� ��� ������� � �� �����	
/� ��� �������
��� �������� � ������� "����� � ����� �� �������

��� p������ ������� �� ��� �	���
∑k
j=1 W̃ABk(j)� ���	

 ��	� ��� ���� 	���� ���� ����� �� ��	�	����/�

k��������
�� �� �	����������� ��	���� $� 	�� ���� ��	
�� ����� ��� ��� ��	��	�� $��	�� �	������ ���

��� (d2, s)�$��	�� �	����� ���� 	�� ������/�� ��� dk−1��������	
 ������ �	������

����������� �� • 	 d��������	
 �	�� 	�� �� � 	 s��������	
 �	��� ��� �	��� W̃ABk(1)� ��� ���	����

�	� �� ��	���	

� ����������� 	� � *���� "�#�

��� �������� W̃ABk(1)W̃ABk(1) 	�� W̃ABk(1)W̃ABk(2)� ��� ���	���� 	�� ���� ���	��� �� ��� ����� ����

�������� � *���� "���

,� ��	� �� ��� �� ��� ��	���	
 $�% �����
	 ��� $��	�� �	����� � ��	� ��� 	�� f : [p] → [k]�

EWAB∼Wd2,s
Tr

⎡⎣ p−→∏
i=1

W̃ABk(f(i))

⎤⎦ =
∑

α∈S(p)

Df,α =
∑

α∈S(p)

d�(γ
−1α)d�(γ̂

−1α̂f )s�(α),

����� α̂f � ��'��� ��

α̂f : (i, r) ∈ [p]× [k] 
→
{
(α(i), f(α(i))) � r = f(i)

(i, r) � r �= f(i)
,



������� �	 k
����������� �� ����
����������� ������� ������ ���� � !

"����� �	!# W̃ABk(1) = XABk(1)XABk(1)†$ %�� XABk(1) = GAB1
⊗ IdB2...Bk

XABk(1) XABk(1)†
•A

•B1

�

•B2

•Bk

•

•

•A

•B1

�

•

•

•B2

•Bk

"����� �	 # W̃ABk(1)W̃ABk(1) &�� �� ���' ��� W̃ABk(1)W̃ABk(2) &�� �� ����'

•A

•B1

�

•B2

•Bk

•

•
�

•

•

•

•
�

•

•

•A

•B1

�

•B2

•Bk

•A

•B1

�

•B2

•Bk

•

•
�

•

•

•

•
�

•

•

•A

•B2

�

•B1

•Bk

��� %���� γ̂ ����� ��� γ ������� � �� (�� �������	 )�����$ ��� ��*� α ∈ S(p)$ ���� ��� �(γ−1α) �����

*����*��� �� d
����������� ���� *������������ � A$ �(γ̂−1α̂f ) ����� *����*��� �� d
����������� ����

*������������ � B1, . . . , Bk$ ��� �(α) ����� *����*��� s
����������� ����	 ���� �� ��*���� ��� ��*� 1 � i � p$

�� ��������� A ��� Bf(i)$ �� �����*�� &�����*�+��� �� ���' �� �� ith ��� XABk(f(i)) ��� *����*�� � ��

���� &�����*�+��� �� �����*�' �� �� α(i)th ��� XABk(f(α(i)))†	

,�� ������� �� �� ���*��� *��� p = 2 ��� k = 2 �� ������� �� "������ �	- ��� �	. ����% �� �� ����������	

"����� �	-# f(1) = f(2) = 1	 /� �� ���$ α = id# Df,α = d3s2	 /� �� ����$ α = (1 2)# Df,α = d5s	

B2

B1

A

B2

B1

A

•
•
•

•
•
•

� �

•
•
•

•
•
•

� �

B2

B1

A

B2

B1

A

•
•
•

•
•
•

� �

•
•
•

•
•
•

� �

"������$ %� ���� 0��% �� ���������� �	�1	. �� ��� ��� α ∈ S(p) ��� f : [p] → [k]$ ������� �� γf ��

�����* �� �� *�����*�� ���� *�*��� �� �� ��+�� ��� �� f $ %� ��+� �(γ̂−1α̂f ) = �(γ−1
f α) + k − | Im(f)|	

����� �+������� ������$ %� �+������� *��� � �� ����� �������2�� �� ���������� �	�-	� ����%	

����������� 	
��
�
 ��� ��� d, s ∈ N ��� ��� p ∈ N� 	
 ���


EWAB∼Wd2,s
Tr

⎡⎣⎛⎝ k∑
j=1

W̃ABk(j)

⎞⎠p⎤⎦ =
∑

f :[p]→[k]

EWAB∼Wd2,s
Tr

⎡⎣ p−→∏
i=1

W̃ABk(f(i))

⎤⎦
=

∑
f :[p]→[k]

∑
α∈S(p)

d�(γ
−1α)+�(γ−1

f α)+k−| Im(f)|s�(α).



���

������ 	
�� f(1) = 1 f(2) = 2
 �� ��� ���� α = id� Df,α = d3s2
 �� ��� ����� α = (1 2)� Df,α = d3s


B2

B1

A

B1

B2

A

•
•
•

•
•
•

� �

•
•
•

•
•
•

� �

B2

B1

A

B1

B2

A

•
•
•

•
•
•

� �

•
•
•

•
•
•

� �

���� �����	
� � �����
�� ���	��
�� �� �������	��
�� ��
�
��� ��	

��������
���

��� �� ������ ���� ��� ��� ��� ��� �������� ���� �� ���� ��� ���������� �� ���� ������� ��� ���� ���� ����������

�� ����� 	
��
�
 ��� ��� p,m ∈ N ���� m � p �� ������ �� Catp = 1
p+1

(
2p
p

)
��� pth  ������ ������ ���

�� Narmp = 1
p+1

(
p+1
m

)(
p−1
m−1

)
��� (p,m)th !������� ������


������ ����	
 �� ��
���� �� 2p 	�	�	��� ����� �
	 ��� �� ��	 �	��	���� �	��		�

��	 ��	����� ��� ��	 ��������� ���� ����	

����� ������� ��� p ∈ N ��� ������ �	 γ �
� �������� �� �	�� �� {1, . . . , 2p}� ��� ��	 0 � δ � �p/2��
����� �
� ��� �� �������� 
����� � ������ 2δ �� ����� �� �
� ��������� ������� id ��� γ ��

P
(2)
δ (2p) = {λ ∈ P(2)(2p) : �(γ−1λ) = p+ 1− 2δ}.

�
��� �
� ���������	 �� P
(2)
δ (2p) �� ����� ������� �	 Catp

(
p4/4

)δ
�

"� ���#� ����� 	
��
� $��� ����� �� ����� 	
��
%& �� ���� ���� ��� ������ �����#����� �����
 '������

����(��� �� ���� ����� �� �� ������ ������� ���� �� ���������� ���� �� ��� ������������� �� �� ������� ��

P
(2)
δ (2p) ���� p ���)���� �������������� ��� ���� *��������+ ��� 2δ �������� ������� ��� ��� 2δ ,��� ����


	�
� ������� ��� ς �� � ����������� �� {1, . . . , q} ��� τ1, τ2, τ3 �� �
��� �������� �������������� �� {1, . . . , q}�
��� ���� ������� q � 6� ����� ς(1) = ς τ1� ς

(2) = ς τ1τ2� ς
(3) = ς τ1τ2τ3� ��� ������ �
��

�(ς(1)) = �(ς) + 1, �(ς(2)) = �(ς) + 2, �(ς(3)) = �(ς) + 1. $	
%�&

�
��� �
��� ������ � ����������� π �� �
� �
��� ������� {1, 2, 3} ���
 �
��� ������� �
�� ���� ς
(1)
π = ς τπ(1)�

ς
(2)
π = ς τπ(1)τπ(2)� ς

(3)
π = ς τπ(1)τπ(2)τπ(3)� �� 
���

�(ς(1)π ) = �(ς) + 1, �(ς(2)π ) = �(ς), �(ς(3)π ) = �(ς) + 1.

������ -����� ���� ς ��� τ1 = (i1 j1), τ2 = (i2 j2), τ3 = (i3 j3) ������� �.������ $	
%�&
 "��� ����� ���� i1, j1
������ �� ��� ���� ����� �� ς i2, j2 ������ �� ��� ���� ����� �� ς

(1) ��� i3, j3 ������ �� ��� ��/����� ������ ��

ς(2)
 0� ��� �� ������� ��� ��� ��������� ����� ��� �����


• c1 (i1 j1)→ cx1c
y
1 ��� c2

(i2 j2)→ cx2c
y
2 ���� c1, c2 ��� ��/����� ������ �� ς� 1� i3 ∈ cx1 ��� j3 ∈ cy1 ���� ��� ��2��������

1, 3, 2 �� ��������
 1� i3 ∈ cx2 ��� j3 ∈ cy2 ���� ��� ��2�������� 2, 3, 1 �� ��������
 1� i3 ∈ ca1 ��� j3 ∈ cb2 ���

a, b ∈ {x, y} ���� ���� ��2��������� 1, 3, 2 ��� 2, 3, 1 ��� ��������
 -�� ��������� ���� ��� ����� �� i3 ��� j3 ���

�3�������


• c (i1 j1)→ c′c′′
(i2 j2)→ cxcycz ���� c � ����� �� ς ����� cz = c′′ ��� c′

(i2 j2)→ cxcy� 1� i3 ∈ cx ��� j3 ∈ cy ���� ���

��2�������� 2, 3, 1 �� ��������
 1� i3 ∈ ca ��� a ∈ {x, y} ��� j3 ∈ cz ���� ��� ��2�������� 1, 3, 2 �� ��������
 -��

��������� ���� ��� ����� �� i3 ��� j3 ��� �3�������


-� �� ��������� �����.����� �� ���� 	
��
4 �� ��#� ��� ���������� ��� ς ∈ S(2p) ��� λ = τ1 · · · τp ∈
P(2)(2p)
 5�,�� ��� ���� 1 � q � p ς(q) = ς τ1 · · · τq �� ���� �� ς(0) = ς
 -����� ��3� ���� ��� ����

0 � δ � �(p+ �(ς))/2�
�(ς(p)) = �(ς) + p− 2δ.



������� �	 k
����������� �� ����
����������� ������� ������ ���� � !

����" ���� ����� � ��������� π �� �� p ����#�� {1, . . . , p} ��#� ��" ��$���� ��� ��� ��� ��#� 1 � q � p"

ς
(q)
π = ς τπ(1) · · · τπ(q)" �� %��� �� ς(0)π = ς" %� ��&�

∀ 1 � q � p,

{
�(ς

(q)
π ) = �(ς

(q−1)
π )− 1 �� q ∈ {2ε : 1 � ε � δ}

�(ς
(q)
π ) = �(ς

(q)
π ) + 1 �� q /∈ {2ε : 1 � ε � δ} . '�	()*

+��#� λ = τ1 · · · τp = τπ(1) · · · τπ(p)" %� ��� �� %� ��� ��%��� ������ %���� ���� �� ��������� ��" ��&��

ς" �� ������������ τ1, . . . , τp �� �� ��#��������� �� λ ��� ������� �� �� λ �� ����� �� #�����#�� ����

'�	()*	 ��� ����&���� �� �� ���#��� q ∈ [p] 
→ �(ς(q)) ����� ��� ���������" ��������� �� �� &���� �� δ" ��

���������� �� ,����� �	- '�� �� ���#��� #��� p = 6 ��� �(ς) = 1*	

,����� �	-. ���� p = 6 ��� �(ς) = 1	 ,��� ��� � ����. δ = 0" δ = 1" δ = 2 ��� δ = 3	

n(q)

q
0

1

−7

+
6

•
•

•
•

•
•

• n(q)

q
0

1
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+
6

•
•

•
•

•
•

• n(q)

q
0

1

−3

+
6

•
•

•
•

•
•

• n(q)

q
0

1
+
6

•
•

•
•

•
•

•

/�� ��� ����� �� ����" �� �� ��% ��� � �� ����� �� 0���� �	�1	�	

����� �� ����� 	
��
�
 2�&�� λ = (i1 j1) · · · (ip jp) ∈ P(2)(2p)" %� %��� ��%��� ������ ���� ��% �� ��

������������ (i1 j1), . . . , (ip jp) �� �� ��#��������� ��� ������� �� �� λ �� ����� �� #�����#�� ���� '�	()*

��� γ−1	 ���� ����� �� �����%���. ��$����" ��� ��#� 1 � q � p" �� ��������� λ̃(q) = γ−1(i1 j1) · · · (iq jq)
��� �� ������ n(q) = �(λ̃(q))" �� %��� �� λ̃(0) = γ−1 ��� n(0) = �(λ̃(0)) = 1" %� ��&�" ��� ��� 0 � δ � �p/2�"

λ ∈ P
(2)
δ (2p) ⇔ ∀ 1 � q � p,

{
n(q) = n(q − 1)− 1 �� q ∈ {2ε : 1 � ε � δ}
n(q) = n(q − 1) + 1 �� q /∈ {2ε : 1 � ε � δ} .

3� ����#����" λ ∈ NC(2)(2p) ⇔ ∀ 1 � q � p, n(q) = n(q − 1) + 1" ��� %� 4��% �� ���� ��� ���#����� Catp
������������ � ����� ��#� ������� λ	 ���� ������� ��" ��� ��#� 1 � δ � �p/2�" ���� ��� ��#�������� ���� ���(
2p
2

) · · · (2(p−δ+1)
2

) × Catp−2δ ������������ � ����� � λ ∈ P
(2)
δ (2p)	 3�����" ��� �� #���#� �� �� 2δ $�� ���5���

������������ %� #�� ��� �� ��&��� ����� ����� �� %���� #����� �� ��#4��� ��� #�������� ����������"

%���� �� p − 2δ ��� ���� ��&� � �� #����� �� �� ��� ���� � ���
#������� ������� �� �� 2p − 4δ �� ��

����#�� ����#��	 6�%" %� 5�� ��&� � �����&� ��(
2p

2

)
· · ·

(
2(p− 2δ + 1)

2

)
× Catp−2δ =

2p · · · (2p− 4δ + 1)

22δ
× (2p− 4δ)!

(p− 2δ)!(p− 2δ + 1)!

=
1

22δ
× p!(p+ 1)!

(p− 2δ)!(p− 2δ + 1)!
× (2p)!

p!(p+ 1)!

� p4δ

22δ
× Catp,

%��#� #������� �� �����	

������ ��� ���	�	 
������������� ����	��
 ��� ������ �� ������
� �� 2p �������

����� ��� ��� �� ��� 
��	���� ���� ������� ��� �	������ ��	 � ���	��� ��

����� �����

��� ����� �� ���������� �	)	) #��#����� ������ � ���� ���� �� � ������ �� �� ���� 4��� �� �� ���

��������� �� 0���� �	�1	�	 6�&��������" %�� %� �#����� ���� ���� �� � ����� ��������7���� �� �� ����	

8��� ���#�$#����" %� ��&� � ����� �� ������ �� �������� %��#� ��&� ���� ����# �� ����� �� �� �������#�
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�� ��� ��� ����  ���� ������ ��� ���  ������� �� ����� ������� �� ��� �� �
�� �	� ������
��

������
�� �� ����  ������ �	
�	 
� ����� �
������ ������ �	� ���
��
�� �	� �� 	�� 
� �
���

����� �����	� ��� p ∈ N� ��� �	
 f : [2p] → [k] �	� �	
 0 � δ � �(p+ | Im(f)|) /2�� ��	� ��� ��� ��

�����	�� ����	� � ������ 2δ �� ���	� �	 ��� ��������� ������	 id �	� γf ���� ������� �� ��� ��	�	���� ���� �
����

�	 ���� �� ��� | Im(f)| ����� ���� �� f� ��

P
(2)
f,δ(2p) = {λ ∈ P(2)(2p) : �(γ−1

f λ) = p+ | Im(f)| − 2δ}.

���	� ��� �	
 0 � δ � �p/2�� �� ���� ��� ����� ���	�

∣∣∣{(f, λ) : λ ∈ P
(2)
f,δ(2p)

}∣∣∣ � kp+2δCatp

(
p4

4

)δ
.

������ !� �
�� ������ �	� ��� ������� �� ������ �	� ��� ����
�� � 
� �	� ����� �� ����  ������

"
��� λ = (i1 j1) · · · (ip jp) ∈ P(2)(2p) �� f : [2p] → [k]� �� �
�� ���� ����� �	� �	� �������
�
���

(i1 j1), . . . , (ip jp) 
� �	� ��������
�
�� �� λ �� ������� �� �	� λ 
� ����� �	� ����
�� ���� � �#$� ��� γ−1
f �

%	
� ���� �	� ������
��& ��'�
��� ��� ��	 1 � q � p� λ̃(q) = γ−1
f (i1 j1) · · · (iq jq) �� n(q) = �(λ̃(q))� � ���� �

λ̃(0) = γ−1
f �� n(0) = �(λ̃(0)) = | Im(f)|� �� 	��� ��� �� 0 � δ � �(p+ | Im(f)|)/2��

λ ∈ P
(2)
f,δ(2p) ⇔ ∀ 1 � q � p,

{
n(q) = n(q − 1)− 1 
� q ∈ {2ε : 1 � ε � δ}
n(q) = n(q − 1) + 1 
� q /∈ {2ε : 1 � ε � δ} . � �##�

(� ���
����� λ ∈ P
(2)
f,0(2p) ⇔ ∀ 1 � q � p, n(q) = n(q − 1) + 1� �� �� )��� �	� �	��� �� ����
����

kp Catp ����
�
�
�
�� �� ��
��  �
� (f, λ) ��
���
�� �	
� ����
�
�� ������� �	� ����� 	���� 
� �� ���� 
� ���	

������
��� λ ∈ NC(2)(2p) �� f ◦ λ = f �� ���'������

(� �	� ��� 1 � δ � �p/2�� ���
�� �	� ���� �	� 2δ '��� ������ �� �� ���� �
�	  �������
�� ς 	�
�� | Im(f)|
������� �� �� 	�� �� 
����� �	� �	� ���
� �
�
�� λ = (i2δ+1 j2δ+1) · · · (i2p j2p) �
�� �� �	� ������
�� �������

id �� ς� *��� �	� ������ �� ���	 ���
� �
�
��� 
� �	� ��� � �	� ������ �� ���
� �
�
��� ��
�� �� �	�

������
�� ������� id �� γf � ��� �� �����
�� f : [2p] → [k] �	��� ����� ���� �� �	� �������� �� �	� ������ �� ς�

+����� �� ��
��  �
� (f, λ) ����
�� ��� ��,�
�������� �� 	�� � ���� k4δ
(
2p
2

) · · · (2(p−δ+1)
2

) × kp−2δ Catp−2δ

����
�
�
�
��� (������ ��� �	� 2δ '��� �
�-�
�� �������
�
��� �� �� ��� �	� ��
�
� ����� ����� �	� �����

����
�� 
� �
�)
�� �	��� � ���� � �	� ����� �� f �� �	��� ���������� ��
���
��� �	
�� ��� �	� p− 2δ ��� ����

�� 	�� �� 
����� �	� �	�� �� ���.�����
�� �� �	� f �)�� ���� ��� ���� ��  �
��� �������
�
��� *��� ��

)��� ���� �	� ����� �� ����  ����� �	�
(
2p
2

) · · · (2(p−δ+1)
2

)
Catp−2δ � (p4/4)δCatp� �� �� ��� � ��������

�	� �	��� �� ���� �	� kp+2δ Catp(p
4/4)δ �
�� (f, λ) ��
���
�� ����
�
�� � �##��

������ ��� ���	�	 
	
��
���� ����	�� ��� ������ �� ������
���� �� p ���

������ ���� 
�� ��� �� ��� ���	��� �
�� ������� ��� 	����� 
�	 


���	��� �� ����� ������

%	� ����� �� /�����
�
��  ���� ��,�
���  �������� ������� �� �	� ��� ����
�� 
� ����  ����#� ��� ���

�������
��� 
����� �� �
�
���� (� ����� �� ���
�� 
�� �� ���� '��� �� ����
�
�  �
� 	�� � ������� �� S(p)

�� �� ��� 
� ���.��.��� �������������� �
�	 � ������� �� P(2)(2p) �	��� �
�� �� �� �������� �� ��� ����


������ �� ��� ��� 
�������

%�  ���� ����� c = (il . . . i1) �� {1, . . . , l} �� ����
�� �	� �
�
�� λc = (2i1 2i2 − 1) · · · (2il 2i1 − 1) ��

{1, . . . , 2l}� %	� ������� �����
�� 
� ���
��� �� ������
�� �	� ��� �������� 2i �� 2i− 1 ��  �
���� �������

i ��� ��	 1 � i � p� %	�� � ��������� �� ����
�� ��  ������ �������
�� α = c1 · · · cm ∈ S(p) �	� �
�
��

λα = λc1 · · ·λcm ∈ P(2)(2p)�

0������ �	�� �����
�� �� γ �	� ����
�� ���� ����� �
�	�� �� {1, . . . , p} �� �� {1, . . . , 2p}� �� 	��

∀ α ∈ S(p), �(α) + �(γ−1α) = �(γ−1λα). � �#��

(������ �	� ������ �� γ−1λα �� ����
���� ������ �� �	� ���� (2ii . . . 2il) ��� (il . . . i1)  ����� �� α ���������� ��

���� 
�������� �� �� �	� ���� (2il′ − 1 . . . 2i1 − 1) ��� (il′ . . . i1)  ����� �� γ−1α ���������� �� ��� 
���������

�� �	� �,��
�� � �#�� �	��� 
� �	� �	� �������� �� S(p) 	�
��  �
��� ������
� ������ �� 
� �
-���
��

�
�	 �	� �������� �� P(2)(2p) �
�	 ����.��� �
�� ���� �� 	�
�� �	� ��� ������
� ������ �������� id ��



������� �	 k
����������� �� ����
����������� ������� ������ ���� � !

γ �� ��� "����#	 $� ����"����% &� ��"�'�� �� &���
(��&� ��)�"��� ��&��� NC(p) ��� NC(2)(2p) *��"���� �

���
"������� ������� �� ��"�������� "������� �� �'��
��� ����� ����#	

+��% ��� ��� ���"��� g% ����� ���� [p] � [k] �� ���� [2p] � [k]% &� &��� ����� �� γg �� ���������%

����� �� {1, . . . , p} �� �� {1, . . . , 2p}% &��"� �� �� �����" �� �� "�����"�� ���� "�"��� �� �� ��'�� ��� �� g	 ,��

��� ���"��� f : [p] → [k]% &� ��-�� �� ���"��� f̃ : [2p] → [k] �� f̃(2i) = f̃(2i− 1) = f(i) ��� ��"� 1 � i � p	

$ �� ��� ���� � ��� �� &� ��'� ���� ���������

∀ f : [p] → [k], ∀ α ∈ S(p), �(α) + �(γ−1
f α) = �(γ−1

˜f
λα).

���� ������ �����'���� &��� ����& �� � ����'�% �� � ����� �������� �� .���� �	�/	0% � "������������

������ ��� ���������� ������ �� ��������	

����� �����	� ��� p ∈ N� ��� �	
 f : [p] → [k]� �	
 0 � δ � �(p+ | Im(f)|) /2�� �	� �	
 1 � m � p − 2δ�

��	� ��� ��� �� ����������	� ����� ��� �������� �� m ������	� �
���� �	� ����� ���� � ������ 2δ �� ���	� �	

��� ��������� ������	 id �	� γf ���� ������� �� ��� ��	�	���� ���� �
���� �	 ���� �� ��� | Im(f)| ����� ���� �� f�

��

Sf,δ,m(p) = {α ∈ S(p) : �(α) = m �	� �(γ−1
f α) + �(α) = p+ | Im(f)| − 2δ}.

���	� ��� �	
 0 � δ � �p/2� �	� �	
 1 � m � p− 2δ� �� ���� ��� ����� ���	�

∣∣{(f, α) : α ∈ Sf,δ,m(p)
}∣∣ � (

4k4p4
)δ 2δ∑

ε=0

km−εNarm−ε
p .

������ 1� )�� �����'�� ��% ��� ��� 0 � δ � �p/2� ��� 1 � m � p− 2δ% �� �����&��� ����'����"� �����

α ∈ Sf,δ,m(p) ⇔ �(α) = m ��� λα ∈ P
(2)
˜f,δ
, *�	02#

&���� P
(2)
˜f,δ

������ �� �� �� �������� ��'��� � ����" 2δ �� ����� �� �� �������"� ��&��� id ��� γ
˜f % �� ��-���

�� .���� �	�/	0	

$� ����"����% α ∈ Sf,0,m(p) ⇔ �(α) = m ��� λα ∈ P
(2)
˜f,0

% ��� &� (��& �� ���� ��� ���"����� kmNarmp
������������ � ����� � ���� (f, α) ��������� ��� "������� *��"���� �� ���� ����� �� ��� ���� �� �� ����

"�������� �(α) = m% α ∈ NC(p) ��� f ◦ α = f ��� ���-����#	

,�� �� "��� 1 � δ � �p/2�% &� &��� ����" �� ����� �� .���� �	�/	0	 3� �� (f, α) �� ��"� �� α ∈ Sf,δ,m(p)

��� ������ &���� ���� �� ��������� �� �� ������������ (i1 j1), . . . , (ip jp) �� λα ��� ������� �� �� λα
�� ����� �� "�����"�� ���� *�	04# ��� γ

˜f 	 ���� ����� �� �� ������ ������� (i2δ+1 j2δ+1) · · · (ip jp) �� ��

�� �������"� ��&��� id ��� ���� ς &�� | Im(f)| "�"���% ��� �� ������ �� ��"� ������ �������� �� �� ����

�� �� ������ �� ������ �������� ����� �� �� �������"� ��&��� id ��� ���� γf &�� | Im(f)| = | Im(f)|	
���"�% � "��� ��& ���� &��� ���� ��� �� "�����"��� &�� ������� �� {i1, j1, . . . , i2δ, j2δ}% &� ��'� ��

��'��� ����� ����� �� &���� ����� �� ��"(��� �� 2δ -�� ������������ �� λα% �� &��� �� �� '����� �� f ��

���% "�������� ����������	 ���� ������ � ������ �� ������������ �� � ��� k4δ
(
2p
2

) · · · (2(p−δ+1)
2

)
	 1���� ��

{i2δ+1, j2δ+1, . . . , i2p, j2p}% &� ��'� � ������ �� �� p − 2δ ��� ������������ �� λα ��� ���
"�������% ���

��% &��� "�������� ��� � ��������� �� p − 2δ �������% �� ���� ��� ��&��� m − 2δ ��� m "�"��� ���

�� ���"��� f �(�� ���� ��� '���� �� ��"� �� ���	 ���� ���'�� �� &�� � ������ �� ������������ �� � ���∑2δ
ε=0 k

m−εNarm−ε
p−2δ	 ����� �'������� ������% &� ��� �� �� ������ �� ����� (f, α) ��������� "�������

*�	02# �� ���� ���

k4δ
(
2p

2

)
· · ·

(
2(p− δ + 1)

2

) 2δ∑
ε=0

km−εNarm−ε
p−2δ � k4δ

(
2p2

)2δ 2δ∑
ε=0

km−εNarm−ε
p ,

&��"� �� ���"�� &�� &� &���� � ���&	


����� ������ ��� ����� ���	� �� ����������� �	 �����  �!"�# �� �������
 ��� ���� ������� ����� �� ��

��$��
 ���� ��� �%��	�	� 4δ �	 ��� ���
	����� ���&������ �	 k �	� p ��	 �� ���������� '�� ���� ���� 	�� �����


������ ��� ��� ������ ����� (�	��������� �	 ��� ������� ���� �� 	�	&�������� ����������	� ������	 id �	� γ �	

{1, . . . , p}� �� �� �	 ���� )���� ���
 �� �����	 �	 ����� ���	� ����� ������ �� p3δ ��� ��� ����� ������	 ��� 	�����

�� 2δ 	�	&�������� ����������	� ���� � ����	 	����� �� �
���� �	� ��� 	����� �� �������� ����������	� ���� ���

���� 	����� �� �
����� *� �����	� ��� ������ �	 �����  �!"�" ������ ��� ������� ���	� ���� ��� ����� ������



���

���� ��� ���� �� ����	
��� �� ��	
������	�
	��� �� ��� �
�� ��
� �� �	��� ����� ��
� �� ��� ��� �� ������������

��	���
����� ������� id 
�� γf �

���� 
��� ��
� ��	� �����
	 ������� ����	 ������ �
� �	�������� ���� ��	���� 	��
	���� ��� �
	���
���� �� ���

��� Sδ(p) = {α ∈ S(p) : �(γ−1α)+ �(α) = p+1−2δ}� ����� �� ��� ����� �� ��� ���� Sδ,m(p) ������ �� ����


��� � � ��	 1 � m � p� !� �
	�����
	� �� �
� ���
������� �� "�#�$� ����
 �%� ��
� ��	 
�� 0 � δ � �p/2��∣∣Sδ(p)
∣∣ � ∣∣S0(p)

∣∣ p3δ = Catp p
3δ.

&�����	� ���� �� ��������� ���� ���� ������ ��	 ��	 ��	����' ��� �
���	 	�
��� 	�(��	�� 
� ����	 ����� �� ���

�����	 �� ��	���
����� ����� �
�� 
 ����� ������ 
�� 
 ����� �����	 �� ������ �� ��	�� �� ��� �����	 ��

��	���
����� ����� �
�� �� ������ 
�� ��� �
�� )�	 
 	��
���* �����	 �� �������

+� ��� ����	 �
��� ��� �
� �
�� ����� ��	 
 ��	����	 	����� ��
� ����� ������ �������� ����� ,�	 ����
���

��������� ����

d(id, α) + d(α, γ) = d(id, γ) + 2δ ⇒ ∃ α′ : d(α, α′) = 2δ′ 
�� d(id, α′) + d(α′, γ) = d(id, γ),

���� δ′ � θδ 
�� ���� ��� �
����� φ : α 
→ α′ �
��������
∣∣φ−1(α′)

∣∣ � pκδ� ��	 ���� ���-������ θ, κ� &�����	�

����	������ ������	 ���� ���� �� ��
������ ����� �	 ��� ����� �� 	��
�� 
� ���� (��������

����� ������� ��� p ∈ N 
�� ������ �� γ ��� �
�����
� ���� ����� �� {1, . . . , p}� ,�	 
�� 0 � δ � �p/2� 
��

1 � m � p− 2δ� ����� ��� ��� �� ��	���
����� ����� 
	� �������� �� m ���.���� ������ 
�� ����� 
	� 2δ�
�
�

�	�� ��� ��������� ������� id 
�� γ 
�

Sδ,m(p) = {α ∈ S(p) : �(α) = m 
�� �(γ−1α) + �(α) = p+ 1− 2δ}.

/���� ��� �
	���
���� �� Sδ,m(p) �� ����	 ������� �� ��	�� �� ��� �
	���
���� �� S0,m(p) 
�

∣∣Sδ,m(p)
∣∣ � ∣∣S0,m(p)

∣∣ (p3
2

)δ
.

0	���� ��� p ∈ N ��	 1 � m � p
 �� ��� ��� ����� ������� �
� ��	 �
�� ���� ����� ����� ��������� Pq
� 	����� q� �� 0 � q � �p/2�� � !� ���� �� ��� 0 � δ � �(p−m)/2��

∣∣Sδ,m(p)
∣∣ = p!

22δ(2δ)!

(
p+ 1− 2δ

m

) δ∑
ε=0

(
p− 1

m− 1 + 2ε

)
Pε(m)Pδ−ε(p+ 1−m− 2δ). "#
$%&

���� �� ���� �� !�� !��!� ��� ��� �����!�� ��������� ��'�	�	 ����� �� ��� ��������� Pq ����� �� ���

x � 0� Pq(x) � (2x)q
 (� � �����! ��� ������!� � �) ���� "#
$%&� �� ��'�

∣∣S0,m(p)
∣∣ = p!

(
p+ 1

m

)(
p− 1

m− 1

)
.

(�	 �� � !���) ��!�� �� ��� *� � *� ���  ���� * �	��� ����� �� ��� 1 � δ � �(p−m)/2��∣∣Sδ,m(p)
∣∣∣∣S0,m(p)
∣∣ = 1

22δ(2δ)!

m−1∏
i=0

p+ 1− 2δ − i

p+ 1− i

δ∑
ε=0

∏
j=0

2ε− 1
p−m− j

m+ j
Pε(m)Pδ−ε(p+ 1−m− 2δ)

� 1

22δ(2δ)!

δ∑
ε=0

(
p−m

m

)2ε

2εmε 2δ−ε (p+ 1−m− 2δ)δ−ε

� 1

22δ(2δ)!
× (δ + 1) 2δ p3δ

�
(
p3

2

)δ
.

(�	 ���� �� ���!����� ��� !�����	  ���� * �	


	���
� ������� /��	� �� 
 ����� ���� ������� ��� �	����� �� 
	� �����	��� ���� 
�� ��� ��� �� ������ �	
��
���

�1�	������� ��	 ��� ����
���� ���������� ���-������ �� ��� ������	�� �	��� )��� 	�
��	 �� 	���		�� ���� �� "2#$

��	 ��	� �� ��
� �����*� 3����� ��	���
� 
	� 
���
��� ����� ��	 ��� ���������� ���-������ �� S(p)� ���������

��� ��
	
���	� �� ��� �		�������� 	��	�����
������ 4�� ����	���
����� ���� 
	� ��� 	�
��� �
����
��� �� ���	� ����



������� �	 k
����������� �� ����
����������� ������� ������ ���� � �

���������	
 ��� �� ��� �� � ���	 �� ��� ������ ��� ���� ���� ���������� ���� ��� ���� �������� ��
�
 ��

��� ��� ����� � � �� �� ������� ����� � ���� ��� ��� �� ���� ����	 ���� �� ����� �� ��������� ��


��� ��� �������� ����� ��� �������������� ���� �� ��� ��� ���� ���� ��� �������� f � ������� ������

��������� �� ��� ��� ����� γf � ��� ��������� ���� �	���� ��� ����� �� � �����������	 ����� �	��� �	��� ����

� ������� �
�
 �� �� !�� ��� �� ��� ����� ���� ���� ��� ������ 2δ � 0 ������ ��������� �� ��� ��� �� ��������

��� ���������� ���"������


���� �����	
� � ����� ������� �� ��� ����������� �� ��� ���	
�	

���	�� ����
� ���������

!�� ��� �������� M �� Cn" #� ����� ����� �� λ1(M), . . . , λn(M) ∈ R �� �����$�����" ��� �� NM ��

�����$���� ����������" �	�	 �� ���������� ������� �� R ��%��� ��

NM =
1

n

n∑
i=1

δλi(M).

&� #����" ��� ��� I ⊂ R" NM (I) �� �� ��������� �� �����$����� �� M #��'� ������ � I	

������ ����	
��� 	����� ��������

!�� k ∈ N ��� c > 0	 ����" ��� ��'� d ∈ N" �� W ∼ Wd2,cd2 ��� ��%�� �� ������ �����$� ������%���

����� Wd �� (Cd)⊗k+1 ��

Wd =
1

d2

k∑
j=1

W̃ (j). (�	)*+

���������� �	,	- ���������� �� #��� d → +∞" �� �����$���� ���������� �� Wd '��$����� �� ������

�#���� � .��/��0�
����� ���������� �� �������� ck	 1� � ������� ����� �'����� �����" ������ ��

���� �� '��$�����'� �� ���������� �� NWd
�#���� μMP (ck)	 2�� �� ���� �� ���� ���'��� �� ������� �	�*	�

����#	

������� ��	
�	� #�� ��	 I ∈ R ��� ��	 ε > 0�

lim
d→+∞

PW∼Wd2,cd2

(∣∣NWd
(I)− μMP (ck)(I)

∣∣ > ε
)
= 0,

����� ��� �����$ Wd � � ������ �� �%������ (�	)*+


������� �	�*	� �� � ����' '��������'� �� �� ������ �� �� p
����� ������ ETr
[(∑k

j=1 W̃ABk(j)
)p]

���� ���������� �	,	-" '������� #�� �� ������ �� �� p
����� $�����'�� VarTr
[(∑k

j=1 W̃ABk(j)
)p]

����

���������� �	�*	- ����#	 ��� �����" #��'� �����#� � ���� ������� ���'�����" ��� �� ����� ������� �� 3 4

��� �0�'��� �� 3�54	

���������� ��	
��� &�� p ∈ N
 #�� ��	 ������� c > 0�

VarWAB∼Wd2,cd2
Tr

⎡⎣⎛⎝ k∑
j=1

W̃ABk(j)

⎞⎠p⎤⎦ =
d→+∞

o
(
d2p+k+1

)
.

'����
 6� p ∈ N	 2� ������� 0��# ��
(
ETr

[(∑k
j=1 W̃ABk(j)

)p])2

∼d→+∞
(
M

(p)
MP (ck)d

2p+k+1
)2

���0� �

���������� �	,	-	 �����������" �� ���� ���� �� ������� � �� ���#� �� ����� � �������� ���������� �	�*	-

�� �� #� ���� ��$� E
(
Tr

[(∑k
j=1 W̃ABk(j)

)p])2

∼d→+∞
(
M

(p)
MP (ck)d

2p+k+1
)2

	 ��� '���������'� ��$��$��

�� �� ����� �� �� ���� ������ �� $��� ������� � �� ��� ������� ��������� �� �� ����� �� �� ������	 2�

#��� �������� �0�� ���� �� �� ������ ����	

�� ����� #��" �� �� %� � ��# ��������� ������	 2� ��%�� γ1 = (p . . . 1) ��� γ2 = (2p . . . p+ 1) �� ��

'�����'�� ���� '�'��� �� {1, . . . , p} ��� {p+1, . . . , 2p} �����'�$���	 ����" ��� ��'� ���'���� f1 : {1, . . . , p} → [k]"



���

f2 : {p + 1, . . . , 2p} → [k]� �� ���	� 
�� �	�
��	 f1,2 : [2p] → [k] �� f1,2 = f1 �	 {1, . . . , p} �	� f1,2 = f2 �	

{p+ 1, . . . , 2p}� ���	� �� � �����
 ��	�������
��	 �� �������
��	 ������ �� �� � 
��
� ��� �	� α ∈ S(2p)�

�((γ̂1γ̂2)
−1α̂f1,2) = �((γ1 f1γ2 f2)

−1α) + 2k − | Im(f1)| − | Im(f2)|.

!� ��	 
�� ���� � ���" 
�� ��������� ������ ��� !�����
 "�
����� #�	 ��"���
� �	����� 
� 
�� ��� ���"��

#����$ ��� ��
��	��$ 
��
� ��� �	� d ∈ N�

EWAB∼Wd2,cd2

⎛⎝Tr

⎡⎣⎛⎝ k∑
j=1

W̃ABk(j)

⎞⎠p⎤⎦⎞⎠2

=
∑

f1:{1,...,p}→[k]
f2:{p+1,...,2p}→[k]

∑
α∈S(2p)

c�(α)dn(α,f1,f2), #��%&$

����� ��� ���� α ∈ S(2p) �	� f1 : {1, . . . , p} → [k]� f2 : {p+ 1, . . . , 2p} → [k]�

n(α, f1, f2) = 2�(α) + �((γ1γ2)
−1α) + �((γ1 f1γ2 f2)

−1α) + 2k − | Im(f1)| − | Im(f2)|.

'�
� �� (�""� ������ �	� �)�
��	 #���&$ �	 (�""� ������� �� ��
* +���
� ��� �	� α ∈ S(2p)�

�(α) + �((γ1γ2)
−1α) = 4p− (|α|+ |(γ1γ2)−1α|) � 4p− |γ1γ2| = 2p+ �(γ1γ2) = 2p+ 2, #��%�$

��
� �)���
� �� �	� �	�� �� α = α1α2 ����� α1 ∈ NC({1, . . . , p})� α2 ∈ NC({p + 1, . . . , 2p})� ,	� ����	�� ���

�	� α ∈ S(2p) �	� �	� f1 : {1, . . . , p} → [k]� f2 : {p+ 1, . . . , 2p} → [k]�

�(α) + �((γ1 f1γ2 f2)
−1α) � 2p+ �(γ1 f1γ2 f2) = 2p+ | Im(f1)|+ | Im(f2)|, #��-�$

��
� �)���
� �� �	� �	�� �� α = α1α2 ����� α1 ∈ NC({1, . . . , p}) �	� f1 ◦ α1 = f1� α2 ∈ NC({p + 1, . . . , 2p})
�	� f2 ◦ α2 = f2� .� �

�	� �)�
��	� #��%�$ �	� #��-�$ 
���
���� �� ��
 �	 
�� �	� 
��
 ��� �	� α ∈ S(2p)

�	� f1 : {1, . . . , p} → [k]� f2 : {p+ 1, . . . , 2p} → [k]�

n(α, f1, f2) � 4p+ 2k + 2,

��
� �)���
� �� �	� �	�� �� α = α1α2 ����� α1 ∈ NC({1, . . . , p}) �	� f1 ◦ α1 = f1� α2 ∈ NC({p + 1, . . . , 2p})
�	� f2 ◦ α2 = f2�

!� 
�� ��
 
��
� ���"�
�
������� 
�� ��"�	�	
 
��" �	 ���"�� #��%&$ ���
������ ��

E

⎛⎝Tr

⎡⎣⎛⎝ k∑
j=1

W̃ABk(j)

⎞⎠p⎤⎦⎞⎠2

∼
d→+∞

d4p+2k+2
∑

α1∈NC({1,...,p})
α2∈NC({p+1,...,2p})

∑
f1:{1,...,p}→[k], f1◦α1=f1

f2:{p+1,...,2p}→[k], f2◦α2=f2

c�(α1α2)

∼
d→+∞

⎛⎜⎜⎝d2p+k+1
∑

α∈NC(p)

∑
f :[p]→[k]

f◦α=f

c�(α)

⎞⎟⎟⎠
2

,

����� 
�� ���
 �)���
� �� ��"��� ������ �(α1α2) = �(α1) + �(α2)� ,	� ��	���

EWAB∼Wd2,cd2

⎛⎝Tr

⎡⎣⎛⎝ k∑
j=1

W̃ABk(j)

⎞⎠p⎤⎦⎞⎠2

∼
d→+∞

⎛⎝d2p+k+1
∑

α∈NC(p)

(ck)�(α)

⎞⎠2

=
(
d2p+k+1M

(p)
MP (ck)

)2

,

����� �� �/��
�� ���
 �� 	����� 
� ��	���� 
�� ������
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 � ����
��
� 
�� ����
 �
�
�� �	 ������" ���0�� �	 
�� ��"����
 ���� �� 21�/
�	������
� �	� 	����"��

���
���
�� "�/�� �
�
��� 2	 +���� ��&� 
�� ����
��� ���
���
��	 �� Wd = (WAB1 ⊗ IdB2 +WAB2 ⊗ IdB1) /d
2�

��� WAB ∼ Wd2,d2 � �	� � 3��4�	5�1���
� ���
���
��	 �� ����"�
�� 2 ��� ���

�� 
���
���� ��� �"�������

����	 ��� ���
����" �� ��	� �	 ��"�	���	 d = 12� ���" 100 ����
�
��	��
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����������� �� ����
����������� ������� ������ ���� � �

!����� �	"# $��%��� ���������� �� (WAB1 ⊗ IdB2 +WAB2 ⊗ IdB1) /d
2& ��� WAB ∼ Wd2,d2 '� (��)��*�
�����

���������� �� �������� 2	

������ ���	
��	 ��� ��������

!�� k ∈ N	 ����& ��� ��%� d ∈ N& �� G ∼ GUE(d2) ��� ��+�� �� ������ �������� ����� Gd �� (Cd)⊗k+1

��

Gd =
1

d

k∑
j=1

G̃(j). ,�	-�.

/� %������ ������� � 0�� 0�� ��������� �� �� %��� �� 1����� ����%��& ���������� �	2	3 ����������

�� 0��� d → +∞& �� �����'���� ���������� �� Gd %��'����� �� ������ �0���� � %������ ����%��%����

���������� �� �������� k	 4� ���� �����& ���� �� �� ��% %��'�����%� �� ���������� �� NGd
�0���� μSC(k)&

0��%� �� ���� ���%��� �� ������� �	�5	3 ����0	

������� ��	
��� ��� ��� I ∈ R ��� ��� ε > 0�

lim
d→+∞

PG∼GUE(d2)

(∣∣NGd
(I)− μSC(k)(I)

∣∣ > ε
)
= 0,

	
��� �
� ����� Gd �� �� ������ �� �������� ,�	-�.�

�� ������� ��������� �� �� 1����� %���& ��� �����0� ����%�� ���� �� �����6� ������ �� ����������

�	2	3& ������ 0�� �� '�����%�6� ������& ��� ��� p ∈ N&

VarGAB∼GUE(d2) Tr

⎡⎢⎣
⎛⎝ k∑
j=1

G̃ABk(j)

⎞⎠2p
⎤⎥⎦ =
d→+∞

o
(
d2p+k+1

)
. ,�	-2.

��� ����� �����0� �� ���% ���� ����� �� �� ��� �� ���������� �	�5	2 ��� �� �� ������� ����	

7� �� �������� �� ����� ���� �� ������� �	�5	3 �� �� ������� %��� �� 2
�����������	 /� !�����

�	�& �� ���%��� ���������� �� Gd = (GAB1
⊗ IdB2

+GAB2
⊗ IdB1

) /d2& ��� GAB ∼ GUE(d2)& ��� � %������

����%��%���� ���������� �� �������� 2 ��� ����� ������	 ��� ������%�� �����'���� �������� �� ���� ��

��������� d = 10& ���� 100 ���������	
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�����	 
�
� �	����� ������������ �� (GAB1 ⊗ IdB2 +GAB2 ⊗ IdB1) /d
2� ��� GAB ∼ GUE(d2) �� �	��	�	� �	���

�������� ������������ �� �����	�	� 2�

������ ��	
��� �� ��� �� ��	
 ��� ���� ��� � 
�� 	�������	� � 
�� ����� ��
��� ������	�� (Wd)d∈N

��� (Gd)d∈N ������ �� ����
��� �
�� ! ��� �
�"�! �����	
������ �������

NWd

a.s.→
d→+∞

μMP (ck) ��� NGd

a.s.→
d→+∞

μSC(k).

� ��
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��� ����
 ���� 	�������	� �����
� 
�� ��� 
���� 
��
 ��� 
 �� ������� �� 
��
� �� ��� p ∈ N� 
��

������ � ������	��

+∞∑
d=1

Var

[
1

dk+1
Tr (W p

d )

]
���

+∞∑
d=1

Var

[
1

dk+1
Tr

(
G2p
d

)]
�
�"�!
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��
� �� ��� p ∈ N�

Var

[
1

dk+1
Tr (W p

d )

]
= O

(
d−2

)
��� Var

[
1

dk+1
Tr

(
G2p
d

)]
= O

(
d−2

)
.

������ ���	
���� �������� �� ������ ������� �����	 	������

#	� �� $% � �	& �	$������� ��� ��������� '��	� n ∈ N ��� [Ω, P ] � ��������� ����������( ����	� &	 �	$�	 �)	 ��		

����������( ����	 [Mn(L
∞[Ω, P ]), ϕn]� &)	�	 Mn(L

∞[Ω, P ]) �� �)	 �	� �� n×n ������	� &��) 	����	� �� L∞[Ω, P ]

��� ϕn(·) = ETr(·)/n �� �)	 �������*	� ����	 �������� �� Mn(L
∞[Ω, P ])� +)	 �&� ���������� 	%����	� &	 �)���

����� �� �� �)	 �	,�	� ��	 �)	 ��	� &	 )��	 ���	��( �		� 	%�	����	�( �	����� &��)� ���	�( '-. ��� /��)���

������	��

����� ��	
�� #���� 
� ���
�$���������� %�����
 ���	�� A ≡ CdA � B ≡ CdB � ��� G � ����� #&' ��
���

� A⊗ B� �� ����� 
�� ������� ����� ��
��	�� � A⊗ B1 ⊗ B2(

G̃1 =
1√
dAdB

GAB1
⊗ IdB2

��� G̃2 =
1√
dAdB

GAB2
⊗ IdB1

.

����� �� ��� p ∈ N ��� ��� ���	
�� f : [2p] → [2]�

lim
dA�dB→+∞

ϕdAd2B

(
G̃f(1) . . . G̃f(2p)

)
=

∣∣∣{λ ∈ NC(2)(2p) : f ◦ λ = f
}∣∣∣ . �
�""!
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������ "� #��$ ���� �� ����� �� ���������� %	! &��� ����� �� ���� ������ �� ���� �������� ����' ��

ϕdAd2B

(
G̃f(1) . . . G̃f(2p)

)
=

∑
λ∈P(2)(2p)

d
�(γ−1λ)−p−1
A d

�(γ−1
f λ)−p−| Im(f)|

B .

(�$) �� ��������� ���� �� $���) ��� ��� λ ∈ P(2)(2p)) �� �� ��� ���� �(γ−1λ) � p + 1 $�� ������� �*

λ ∈ NC(2)(2p)) ��� �� �� ���� ���� �(γ−1
f λ) � p + | Im(f)| $�� ������� �* λ ∈ NC(2)(2p) ��� f ◦ λ = f 	

��� �������+ ������ &�	,,' �������� ���������� �����$�	

������� ��	
��� ��� GAB 	� 
 �
��� ��� 
���� �� A⊗B� ����� ��� �
��� 
������ GAB1 ⊗ IdB2 
��

GAB2 ⊗ IdB1 �� A⊗ B1 ⊗ B2 
�� 
��������
��� �����

������ ������� �	�-	. �� � ����+ +��������+� �� /���� �	�-	 &��� �	�	 0�,,1) ����� �� ���������� %%	%%) ��� ��

������� ��������� �������'	 2�����) �� dA, dB → +∞) �� $� ������+�� ���+��� ����������� μ
˜G1

��� μ
˜G2

��� +��3���� � �� ����+��+���� ���������� $�� ���� 0 ��� 3�����+� 1	 ��� ������� &�	,,' �� ���+�� ��

���� ��� +������� ����� ������ �� $� ���� ��+� ����+��+���� ����������� &��� �	�	 0�,,1) /�+��� �%'	

���� ��	
�
� ����� ��� ��������������
� ���	��� ��
��� A ≡ CdA � B ≡ CdB � 
�� W 
 �
���  ���
��


���� �� A⊗ B ���� �
�
���� cdAdB ∈ N� �� ����� ��� ��������! �
��� 
������ �� A⊗ B1 ⊗ B2"

W̃1 =
1

dAdB
WAB1

⊗ IdB2

�� W̃2 =

1

dAdB
WAB2

⊗ IdB1
.

����� ��� 
�� p ∈ N 
�� 
�� �#������ f : [p] → [2]�

lim
dA�dB→+∞

ϕdAd2B

(
W̃f(1) . . . W̃f(p)

)
=

∑
α∈NC(p)

f◦α=f

c�(α). &�	, '

������ "� #��$ ���� �� ����� �� ���������� .	% &��� ����� �� ���� ������ �� ���� �������� ����' ��

ϕdAd2B

(
W̃f(1) . . . W̃f(p)

)
=

∑
α∈S(p)

c�(α)d
�(α)+�(γ−1α)−p−1
A d

�(α)+�(γ−1
f λ)−p−| Im(f)|

B .

(�$) �� ��������� ���� �� $���) ��� ��� α ∈ S(p)) �� �� ��� ���� �(α) + �(γ−1α) � p + 1 $�� ������� �*

α ∈ NC(p)) ��� �� �� ���� ���� �(α) + �(γ−1
f α) � p + | Im(f)| $�� ������� �* α ∈ NC(p) ��� f ◦ α = f 	

��� �������+ ������ &�	, ' �������� ���������� �����$�	

������� ��	
��� ��� WAB 	� 
 �
���  ���
�� 
���� �� A ⊗ B ���� �
�
���� cdAdB ∈ N� ����� ���

�
��� 
������ WAB1
⊗ IdB2


�� WAB2
⊗ IdB1

�� A⊗ B1 ⊗ B2 
�� 
��������
��� �����

������ ������� �	�-	4 �� � ����+ +��������+� �� /���� �	�-	- &��� �	�	 0�,,1) ����� �� ���������� %%	%%) ���

�� ������� ��������� �������'	 2�����) �� dA, dB → +∞) �� $� ������+�� ���+��� ����������� μ
˜W1

���

μ
˜W2

��� +��3���� � �� 5��6��#�
����� ���������� $�� �������� c	 ��� ������� &�	, ' �� ���+�� ��

���� ��� +������� ����� ������ �� $� ���� ��+� 5��6��#�
����� ����������� &��� �	�	 0�,,1) /�+���� �%

��� �!'	
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n # �� �� �� �� ����� 
��	0 -	 ����	 ���� ��	���� � ������� ���� %		
����� � ��	 ���	 ��	
	 ��	 ��� ���������

����� �� �����	� � ��	 �������� ���	
 �� ��	 ����	
� �� ���� ��	� ���� ��%�� ���
����� ������	�����

�
�� �	 ����	
� *�
 ����# �	 ��
����	 ��	 ���� �� ���!�!��%����% ��

	������ �	��		 ����	
�� -	

��	 ���� ����# �� ����	
� ���
�% ���� ��

	������ ���	 � �
��������� �	��� 1 − δ �� ���% �	 �����	 ��

� %��	# ��	 ��	� ���	 � 	)��	������ �	����% �
��������� �� ���% � �
����� ����	 1− δ �� n �����	�

�� ���� %��	 ����	� � ��
���	�� ���� 
	���� �
�����	� ��� ��	 ����%��� �	 ��
 ����	
� ���
�% �!��%����%

��

	������ �� ��
	 ������� �����	� �	� �� �����	� ��
��	%�	� � ��� ���	�$ ��	 ��	 %��	 ��� �����	� ���

����	
�# �
 ��	 ��	 %��	 �� ���� ���� ��� ���	���� ��	
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�� ρ �� H⊗n �� ��� #
����

!�	���
����%��"
	�
�� ��	 ���!�� ������	�#� �� ��	 
�� !�	���
���� π ∈ S(n) �� �� ��"
	�
�� ����	 �� 
#����

�� �� 
���#�
��� !�	���
���� ����
	� U(π) ∈ U(H) ���� U(π)ρU(π)† = ρ� 7�� #
� �� �+!	����� ����"
������

�� �
���� �
� ��	� �+���� 
 ���� "�#��	 |ψ〉 ∈ Symn(H⊗H′) ��	� |H′| = d ��# �
� ρ = TrH′⊗n |ψ〉〈ψ|�
3���� �	�� 	���� �� ��	� 8�+���� �� '������ 	���#����� 	����� �������
��� �� �� ��%#
���� )!��#��� �	�#/* 

��# �� ��
�� ��	�
��� 
� 9���
 ������ ������ 7�� �� 
 ����	
��:
���� �� 	������ 
!!�
	��� �� �;�� 
�� �;<��

����� ������� 	� H �	 � ����	�� ����	 ��
 M1, . . . ,Mr �	 ��	������ �� H� ��	�� ��� ��� ����	 ρ �� H�

r∑
i,j=1

MiρM
†
j � r

r∑
i=1

MiρM
†
i .

������ 7� !	�"� �
� 9���
 ������ ���� ��	 
�� ��
�� �� H �� �� ��=#���� �� !	�"� �
� �� ���� ��	 
��

!�	� ��
�� �� H� 9�� ��	���	� |ψ〉 �� 
 ���� "�#��	 �� H� 7�� ��	 
�� ���� "�#��	 |ϕ〉 �� H �� 
"� �� ��

$
�#�%&#�
	: �����
����

〈ϕ|
⎛⎝ r∑
i,j=1

Mi|ψ〉〈ψ|M†
j

⎞⎠ |ϕ〉 =
∣∣∣∣∣
r∑
i=1

〈ϕ|Mi|ψ〉
∣∣∣∣∣
2

� r

r∑
i=1

|〈ϕ|Mi|ψ〉|2

= 〈ϕ|
(
r

r∑
i=1

Mi|ψ〉〈ψ|M†
i

)
|ϕ〉,

��# #��#����� �� !	����

(�� ��� ���� 
� 
�� �� 
	� 	�
�� �� ��� �	�� �� 
�� �� !�	� ��
�� "�	���� �� �� 8�+���� �� '������

	���#�����



������� �	
 ������ ���������� � ������ ��������� ��� ������������ ���

����������� 	
����� ��� ���� ��	�
� |θ〉 ∈ Symn (H) �������

|θ〉〈θ| �
(
n+ d− 1

n

)3 ˆ
|ψ〉∈SH

∣∣〈θ|ψ⊗n〉∣∣2 |ψ〉〈ψ|⊗ndψ.
��

�� �� |θ〉 ∈ Symn (H) � � ���� �����
 ��� 

|θ〉〈θ| = PSymn(H)|θ〉〈θ|P †
Symn(H) =

(
n+ d− 1

n

)2 ˆ
|ψ〉,|ϕ〉∈SH

|ψ〉〈ψ|⊗n|θ〉〈θ||ϕ〉〈ϕ|⊗n dψ dϕ.

!�" ����� �����# r =
(
n+d−1
n

)2
 ���� �� ���� �$ {|ψ〉〈ψ|⊗n, |ψ〉 ∈ SH} ���%�� �� �� ��������� �$ �����#

���� 1 ��� ��&����� r − 1
 '� �( ����������()� ����& " *��" ���� ��� ���� {p1, . . . , pr} � �����

��&�������� ��� {ψ1, . . . , ψr} � �� �$ ���� ������ �� H ���� ����

ˆ
|ψ〉∈SH

|ψ〉〈ψ|⊗ndψ =

r∑
i=1

pi|ψi〉〈ψi|⊗n. +�	
,-

. ��� ���$�� �"���

|θ〉〈θ| = r
r∑

i,j=1

pipj |ψi〉〈ψi|⊗n|θ〉〈θ||ψj〉〈ψj |⊗n

� r2
r∑
i=1

p2i
∣∣〈θ|ψ⊗n

i 〉∣∣2 |ψi〉〈ψi|⊗n
� r3/2

r∑
i=1

pi
∣∣〈θ|ψ⊗n

i 〉∣∣2 |ψi〉〈ψi|⊗n,
"�� �� ��� �� ���� ��/�����( �� �( �&&� �	
,
� ��� �� ���� ��/�����( �� ����� $�� ��� 1 � i � r 

pi � 1/
√
r +"���� ��� � �� �( ����������# ���� ���� �$ /������ +�	
,- "��� 〈ψ⊗n

i |·|ψ⊗n
i 〉-
 ��� ����/����( 

���� ���� ����� $�� ��( ��&�� {pi, ψi}1�i�r �����$(��# /������ +�	
,- " ��� �( ����� ��&��������

|θ〉〈θ| � r3/2
ˆ
|ψ〉∈SH

∣∣〈θ|ψ⊗n〉∣∣2 |ψ〉〈ψ|⊗n dψ,
"���� �� ������( �� �������� �����


���& ����������� �	
,
, " ��� ��" ����( ���� �� #���� &��� ���� ������ �$ ��� 0���� � ������

�������� "���� "�� ���� ������� �� 1�23 �( � ���#���( ��4��� ����
 5� ����& �	
,
� ���" �� "�� �� ��

�� �&����� �$ ���� ������ F (ρ, σ) ������ $�� �� 6����( ��"� /�����& ����� +�� ��������� ����������(

�������������- ρ ��� σ �6�� �� F (ρ, σ) = ‖√ρ√σ‖1


������ 	
���� +�$
 1�23 �&&� �7-� ��� ��������	 ���� ρ 
� H⊗n �������

ρ �
(
n+ d2 − 1

n

)3 ˆ
|ψ〉∈SH⊗H′

F
(
ρ, σ(ψ)⊗n

)2
σ(ψ)⊗n dψ,

����� �
�  ���� ��	�
� |ψ〉 ∈ H⊗H′� σ(ψ) = TrH′ |ψ〉〈ψ| �� ��� ����	�� ���� 
� |ψ〉〈ψ| 
� H�

��

�� �� ���� �$�� ��� ����� � ���� ����� |θ〉 ∈ Symn (H⊗H′) ���� ���� ρ = TrH′⊗n |θ〉〈θ|
 8( �������9

���� �	
,
, " ���

|θ〉〈θ| �
(
n+ d2 − 1

n

)3 ˆ
|ψ〉∈SH⊗H′

∣∣〈θ|ψ⊗n〉∣∣2 |ψ〉〈ψ|⊗n dψ.
���� �$�� ������� ������# ��� H′⊗n " ������

ρ �
(
n+ d2 − 1

n

)3 ˆ
|ψ〉∈SH⊗H′

∣∣〈θ|ψ⊗n〉∣∣2 σ(ψ)⊗n dψ.
�� #� �� �������� ����� " ��� %��� ��� �� ����� ���� �( &����������( �$ �� 6����( ���� �� ����

&�� TrH′⊗n  " ��� $�� ��� |ψ〉 ∈ H⊗H′ ∣∣〈θ|ψ⊗n〉∣∣ = F
(|θ〉〈θ|, |ψ〉〈ψ|⊗n) � F

(
ρ, σ(ψ)⊗n

)
.



���

������ ����	
 ����
	���

��� ρ �� � 	
������ 	���� �� H⊗n� ���� ������� ������ ����	 �	 	 ���� ����� ��	�	 � ��������
 ���	��� μ

���� ��� 	�� �� 	����	 �� H 	��� ����

ρ �
(
n+ d2 − 1

n

)3 ˆ
σ∈∈D(H)

F
(
ρ, σ⊗n)2 σ⊗n dμ(σ) � (n+ 1)3d

2

ˆ
σ∈∈D(H)

F
(
ρ, σ⊗n)2 σ⊗n dμ(σ). ������

 � ��
 �� !���� �����" ��� ���� μ 	 � ���� ��� ������ ��������
 ���	��� ���� ��� 	�� �� ���# 	����	 ��

H �!�� ��	���� �� ��� $�����%&���#� #	������' 	��� ��� ������ 	 �(��������
 ���������)�# �	 ��� ������

����� ���� �� ���������� H′ ����" 	��� #���	�� �	 H �� �������
 #	������# ���� 	����	 �� H⊗ H′ �	��

��"� *���+ ��� � �������

,�	���� ����' �������
 �� ��� ��"��� #� -���� ��#�����' !���� ��� ����� ����# 	 ��� 	��� ��� ����


	
������ 	����' !� ���� ���� � �"��
 	����.#����#��� ����� ����#' !���� ���
 	����	 !��� ���� � �"�

/#���
 !�� ��� 	���� �� �����	� ρ ��� "��� �� �������� !�"��� ��	 	 �	������
 �	���� !��� ��� 0��!	

���� ρ 	��	/�	 	��� �##����� �������
�  �#��#' ��� !���# ���� ������ ����' ����"	� 	����	 �� ��� ���� σ⊗n'
���
 ���	� �����������
 	��	�
�" ��	 	��� �������
 	����# ���� � ���.��"�"��� /#���
 !�"��� ����� ���

�� ���	� �!� ������
���� ��	�	 !���� ��	 ������ ��� ��	�
 �� 	��� �� �� �����

��������� ��	
	�	 ��� N : L(H) → L(K) �� � ������	 
������ ���� d = |H| < +∞� ����	� ���� ρ �� �

��		����
 ����� �� H⊗n ���
� �� ������������ ���������� N⊗n(ρ) = τ⊗n0  ��� ��	� ����� ����� τ0 �� K� ����

ρ � (n+ 1)3d
2

ˆ
σ∈D(H)

F (τ0,N(σ))
2n
σ⊗n dμ(σ).

������ ��	 �����!	 #�����
 ���� ��(����
 ������ �
 ���������
 �� ��� /#���
 ��#�� ��� 12�2 ��� N' ��#

�
 �����������
 �� ��� /#���
 �� ���	�� ���#���	�

��	 �	������
 ����	 ����' ��#�� ��� �
�����	�	 �� 1�������
 ������' !� ����3 ��� ��
 0 < δ < 1' 	����"

Kδ = {σ ∈ D(H) : F (τ0,N(σ)) � 1− δ}'

ρ � (n+ 1)3d
2

(ˆ
σ∈Kδ

σ⊗ndμ(σ) + (1− δ)2n
ˆ
σ/∈Kδ

σ⊗ndμ(σ)
)
.

&��� 4����� #� -���� ��#�����' ��� 	����	 !��� 	��	�
 ��� ���	����� �� ���" 	��� �� � ������ ���	�� ��!��

	���� �
 � ������ ���	�� ��!�� 12�2 ���' ��	 �����#
 ���� ��������
 �����#' ��� �	����� � ��� ������� ��

)���.����� ����������� �� (������ �������	 *�5+�

6������ ����� ���	����� 	 ���� �� � /��# ���� �(������

��������� ��	
	�	 ��� N : L(H) → L(H) �� � ������	 
������ ���� d = |H| < +∞� ����	� ���� ρ �� �

��		����
 ����� �� H⊗n ���
� �� ������������ ���������� N⊗n(ρ) = ρ� ����

ρ � (n+ 1)3d
2

ˆ
σ∈D(H)

F
(
ρ,N(σ)⊗n

)2
N(σ)⊗ndμ(σ).

������ 6���
 N⊗n �� ���� 	#�	 �� ��(����
 ������' ��# �	� ���� ���� ��� ���������
 �� ��� /#���
 ��#��

��� 12�2 ��� N�

��	 ����	 ����' ��#�� ��� �		������	 �� 1�������
 �����7' ����� �������
 ��	�	 � ��������
 ���	��� μ̃

���� ��� 	�� �� 	����	 �� H !��� �����" �� ��� ���"� �� N 	��� ����

ρ � (n+ 1)3d
2

ˆ
σ∈Range(N)

F
(
ρ, σ⊗n)2 σ⊗ndμ̃(σ). ������

6 ��	� �� ��������� �����	� ��� �(����� ������ 	 ��� �����!�"� ��� G �� � 	��"���� �� ��� �����
 "����

�� H' �(����# !�� �	 $��� ���	��� μG ���(�� ������	�# ���� ��# �"�� ������� ���	��� ���� G��  �	

�		�����# �!�� 	 ��� (������ ������� TG : L(H) → L(H) #�/��# �


TG : σ 
→
ˆ
U∈G

UσU†dμG(U).

��� ���"� �� TG 	 ���� ����	��
 ��� 	�� �� 	����	 �� H � ��� ��������� �� G' ���

KG = {σ ∈ D(H) : ∀ U ∈ G, [σ, U ] = 0} .



������� �	
 ������ ���������� � ������ ��������� ��� ������������ ���

���� ��� ����� � �����������  ���� μ̃ �!� KG ���� ����� �" ρ �� � ��  ���� ���� �� H⊗n �����"���#
T⊗n
G (ρ) = ρ� ���

ρ � (n+ 1)3d
2

ˆ
σ∈KG

F
(
ρ, σ⊗n)2 σ⊗ndμ̃(σ).

������ ��������� $�� %������ &�	
'(  �#�� � �������� ��"�� �� $�� N �� � %����� )��������� �������

�� ���� ��� ���# ��� � �����*� $��� �� �� �" ��������� ����������� �������������
 + #� �� ���� ��� ��

��������� ���$


��������� ��	
	�	 ��� X �� � ����� �	
����� ��� 	�� PXn �� � �������� 
������	��� ����������� �� Xn� �����

���� � �������	 
������	��� ������ dQX ���� ��� �� �� 
������	��� ����������� �� X ��� ����

PXn � (n+ 1)3|X|2
ˆ
QX

F
(
PXn , Q⊗n

X

)2
Q⊗n

X dQX,

����� ��� ������	��� ��� ������ 
�������� ������	��� ������� 
������	��� ����������� �� Xn�

������ ���� �� � ������ ��� �" ��������� �	
,
�
 -���� $ ���  �. �� �����*������ X≡ {1, . . . , d}� $��
d = |X|
 /� �� H � � d)�� ������� ������ ����� ��� ���� �� {|1〉, . . . , |d〉} �� �������� �� ����� �" H
 +
��� ��� �*� �� 0���������1 ���� ρ �� H⊗n ��

ρ =
∑

1�x1,...,xn�d
P (x1, . . . , xn)|x1 ⊗ · · · ⊗ xn〉〈x1 ⊗ · · · ⊗ xn|,

��� �� %����� )��������� ������ N : L(H) → L(H) ��

N : σ 
→
∑

1�x�d
Qσ(x)|x〉〈x| =

∑
1�x�d

|x〉〈x|σ|x〉〈x|.

2� ���� ����� �� P � ρ �� � ��  ���� ���� �� H⊗n� $���� �� ������������� �� ������������� � *�� ����� �"
N⊗n
 ���� �� ��������� �	
,
��

ρ � (n+ 1)3d
2

ˆ
σ∈D(H)

F
(
ρ,N(σ)⊗n

)2
N(σ)⊗ndμ(σ).

2� �� $�� ρ ��� N ��! �� ���#��� ���� �������� ��������� ���� �� �����)$�� ��%������

∀ 1 � x1, . . . , xn � d, P (x1, . . . , xn) � (n+ 1)3d
2

ˆ
σ∈D(H)

F
(
P,Q⊗n

σ

)2
Qσ(x1) · · ·Qσ(xn)dμ (Qσ) ,

$���� �� ������ �� �������� �����


���� 3���� � ������ �������� "�� ����������� ������������� ����� ��� �� � �������� ��"�� $�� �������#

�� ������� �������� �"  ����)����� ���)����� #� �� �� � ���*� �� ������ ��


����� ��	
	�	 ���� ���� �		 ���� ���	� ������	��� �� ���������	���� 
���������� ��������� 
������ �������

����� �
������ �� ���������������	 
���  �� 
������ ����������� �� ����� �	
�����!� "�� #�� �� �� ������

��� ���	 ��������� �� ��� ���	��� �� ������ F (M,N) = ‖√M√
N‖1 ��� ��� 
������ ���������� �
������  ��


������ �����������! M,N �

������ �� �	 
	��� 
	����������

+ 4��� ��$ ����� �� �� ��� $�� �� ��  ���� ���� ρ ���� ������������ �� ������������ .��$� �� �����"�

������ ����� ������������ �� �� ������� �� ���� ����� �� �� � � ������ ������� $�� ���� �� �� �����)

������ � ��� $�#�� �� #�!� �� ����� ��$� ����� $���� �� ��� �����"� ���� ��  ����������
 2�� $��� �����

�� ��� $�� �� � ������ ��"�� ����� �� ρ �� ���� �� ����#� �� ��� �� � ������ ���!� ����� �" �����5

���� �� �� %������ $ ��!���#�� �� �� �%��� "�������# *��� �� /������ �	
6 ��� �	
' �� �� ������# ����

�� �� �" �� �� �" ������� ������ ��� ��� ��������# �� /����� �	
� �� #���� �����# �� $���� �� ����

����������� ����




���

���� ����	
	��� �
�� 	� ��	�
	�����	 �� hS �� �
 ��	
��� �
����

���	 ������

�� �� ���	 
��	����� �� ���� �� �� ��	����	�� �� � ����� �� 	�� ���� ����� 	�� ���������� ������	 ����� ��

� 	���� �����	 ������	 ����� H = A ⊗ B� ��� 	�� ���� � ��

�	��� �	�	�� � H⊗n 	��	 �� ���� �� �	 ���

	��� ����� ����	������ ��	���� 	�� ������ ��	 ��������� ���	����	 � ����� ��������� ����� 	�� �����	�	�

��	 A⊗n:B⊗n! "� ���� � �	�	� ρ� �� ��� � ����� �	��� ���	� ��� � �� "���		� �����	�� � 	�� ��


ρ � (n+ 1)3|A|2|B|2
ˆ
σ∈D(A⊗B)

F
(
ρ, σ⊗n)2 σ⊗n dμ(σ).

��� ���	 �� ���� ���� 	 ������	��� �� ���	��� �	 �� ������� 	 ����� 	��	 ��� 	�� �	�	�� σ⊗n ����� ���

���� 	��	 σ �� ��������� ����� 	�� �����	�	� ��	 A:B ��� ����� � �� ������	����� �
��� �����	 �� 	��� ��	�����

��������	�	��! �� �� ����� ���� 	��� #���	�� �� ���������� �������	 ���� ��������� 	�� 
��	������	��� ��������

� 	�� �����	 ����	�� � 	�� ��	 � ����������� �	�	��!

$ ��	 �� ������� � ��	 ���	 �� ���� �� 
���! %���� � ���	��� ����	� M � A⊗ B� �	� 
���
�
 ������

��	� �	�	�� ����� ��� ��������� ����� 	�� �����	�	� ��	 A:B� ����� �� ���	� �� S(A:B)� �� ��&��� ��

hS(A:B)(M) = sup
σ∈S(A:B)

Tr(Mσ).

'�� ��	����	 �� �� ������	������ �� 	��� #���	�	� ������� ����� 	�������! (����	���� 	��� 
���� 	��	 ��

���	 	 ���� �� ��� n ∈ N� �� hS(An:Bn)(M
⊗n) ����	�� 	 hS(A:B)(M) ������ 	�� ��
�� #���	�	� �� ��&���

�� 	�� 
���
�
 ������ � M⊗n ��	� �	�	�� ����� ��� ��������� ����� 	�� �����	�	� ��	 A⊗n:B⊗n ! )	� 	��	

����� ��� �� 	�� ��
������ � 	��� ����	��� �� ��� 	�� ���	���� �	�	�� An,Bn �� A⊗n,B⊗n �������� 	���

������ ��������	! *������ hS(A:B) �� ������ �
������ �� �	� ����
��	� �� ��� ������ ������� M �� � ���	���

���	��	 ���� 	��	 0 � M � Id� 
������ 	��	 M ��� �� ��	�����	�� �� � +',- ���
��	 � 	�� ������ 	��	

��	� ����	�� (M, Id −M)! .� ����� 
��� 	��� ����
�	�� 	������	 ��
 �� �! /���� �	 �� ���� 	 ���

	��	� �� ��� n ∈ N� �� ���� 	�� ���#����	���(
hS(A:B)(M)

)n � hS(An:Bn)(M
⊗n) � hS(A:B)(M) � 1. ��0!1 

*�	 �� 	�� ���� ����� hS(A:B)(M) < 1� 	�� ��� ��	���� 	�� ���� ��� ����� ����� �� �#��	�� ��0!1 ����

������	����� ��	� n� 
����� 	���� ���#����	��� ���� ��		�� ����
�	���!

/��� �����
 �� ��	����	��� �� �	����� ��	 ��� ������� �	 �����	� 	 ���	��� � 	����� �
� � 	��
 ����

�	���� 	�� ������ #���	�
 ����
�	�� ����� � �������	���! /�� ������ �� �������� 	 2345 �� � ���� ���	 �

�����
� ����� ��� ����	�� � ������
�	��� �#�������	 	 ��	�
�	��� hS! /� �	���� �������	��� � hS �����

�� #���	�
 �
��	��� ��� �� #���	�
 $����� 	����!

/�� &��	 �� 	 QMA(2)� 	�� ����� � #���	�
 -��������	��� ��	����	��� ��� ���	�
� ��	� 	� ����	������

������! /�� ��		��� �� 	��	 � ����&�� ��#����� �	�	�� α ��� β ��
 ������	� ������ ����� ��� ����
�� 	 ��

�
��	�	������ ����
�	��� ��� 	��� �����
� � ������ 	��	 ��	� +',- (M, Id −M) � 	�� ��������� �	�	�

α ⊗ β! /�� 
���
�
 ��������	� � ������� 	�� 	��	 	��	 	�� ������ ��� ������� ������	�� �#���� ���������

hS(M)! "� �
�����	� 	����	�� ��������	��� ��� ���	������ 	�� �������� �������� ��� �
���&��	�� �	 ��

�
��	��	 	 ������	��� �� ���� 
��� ���	����� � 	�� ��
� 	��	� �����
�� �� ��������� ��� �� ������� ��	���

��� n� ������� 	 hS(M
⊗n)� � t �	 � n� ����� t > nhS(M)!

/�� ����� �������	�� ������� �� 	�� �����
 � 
���
�
 �	��	 ��	����� � #���	�
 ��������� ��� 	����

���
�		�� ��������! )�
���� � #���	�
 ������� N : L(A) → L(B) ��� �� ��������	�� �� $	��������� ��


�� N(X) = TrE(V XV
†)� ��	� �� ��
�	�� V : A ↪→ B⊗ E! 6	� 
���
�
 �	��	 78��� p���	��� �� ����� ��

Smin
p (N) = min

ρ∈D(A)
Sp(N(ρ)), ����� ∀ σ ∈ D(B), Sp(σ) = − p

p− 1
log ‖σ‖p.

/����� 	�� ��
�	� �� ������ 	�� �� )��
��� ��	��� S(σ) �� p = 1 ��� − log λmax(σ) �� p = ∞ ���� (���	��

1� $��	��� 1!� ��� 1!1� �� ���	��� ��	���� ! "�
 	���� �	 �� �	 ���� 	 ��� 	��	� ��	� M = V V † 	�� �����	�

�	 	�� ����� � V � �!�! 	�� �������� V (A) ⊂ B⊗E� �� ���� Smin
∞ (N) = − log hS(B:E)(M)! 6� #���	�
 $�����

	����� 	�� �������� � Smin
p (N⊗n)� ��� �� ���	������ � Smin

∞ (N⊗n) = − log hS(Bn:En)(M
⊗n) �� n ���� �� �

����	 ��	����	!



������� �	
 ������ ���������� � ������ ��������� ��� ������������ ���

������ ���� 	�
��� ����� ����� ������� �� ���������
��� �����
�� ��������

� �� �� �������� ���� � � ��������� ��� �������� �!�����! "����� �# $����$���% ������� $�&

����
 �' ���� �� 
!
 ����� �� �'���� �( )����� �
*( ��� $�� ����� ���������


+� H � � ������ ���� ��� �� M � � �� �� �,-.� �� H
 ��� ��# ����� ρ, σ �� H(   ��� �'��

$����� �# M ����&���$ ������� ��

dM(ρ, σ) = sup
M∈M

1

2
‖M(ρ)− M(σ)‖1 ,

��� �'�� $����� �# M �����# ������� ��

FM(ρ, σ) = inf
M∈M

F (M(ρ),M(σ)) .

� '�/ �'  ��&0�� � �������� �� � �'� � � �������� 1� 
!
 23�4( �'���� 56

1− FM � dM �
(
1− F 2

M

)1/2
. 1�	
�6

� ����'� ���( ��� ��# �� �� ����� K �� H( �' $����� �# M ����&���$ ������� �� ρ �� K ��

dM (ρ,K) = inf
σ∈K

dM(ρ, σ),

��� �' $����� �# M �����# ������� �� ρ �� K ��

FM (ρ,K) = sup
σ∈K

FM(ρ, σ),

7� �' �8��(   �'��� ������� �' ���  '� H = A⊗B �� � �������� ������ ����(  ��' |A|, |B| < +∞
 7�
�'�� �����!(    ��� � �������# ������� �� �' �� �� ������� ����� S ��� �� �' �� �� ������� �,-.�

SEP �� H 1�� �' �������� ��� A:B6


����� ������� ��� A1,B1,A2,B2 �� ������� 	
���	 ����� ��� ��� 	����	 ρ1 �� A1 ⊗ B1 ��� ρ2 �� A2 ⊗ B2�

�� ����

F
(
ρ1 ⊗ ρ2,S(A1A2:B1B2)

)
� FSEP

(
ρ1,S(A1:B1)

)
F
(
ρ2,S(A2:B2)

)
.

����� �' ����� �� ������# ������� ���$ 2�9�4( ������ '� �� �' ��� �� ������� ���'� �'�� �����/

�������


+� M1 ≡ (
M

(i)
1

)
i∈I ∈ SEP(A1:B1)
 �'�( �# $����������# �� �' �����# ���� �' ���� $�� M1⊗Id2(

  '�/

sup
σ12∈S(A1A2:B1B2)

F (ρ1 ⊗ ρ2, σ12) � sup
σ12∈S(A1A2:B1B2)

F (M1 ⊗ Id2(ρ1 ⊗ ρ2),M1 ⊗ Id2(σ12))

=F (M1 ⊗ Id2(ρ1 ⊗ ρ2),M1 ⊗ Id2(σ̃12)) ,

��� ��$ σ̃12 ∈ S(A1A2:B1B2)
 :��(

F (M1 ⊗ Id2(ρ1 ⊗ ρ2),M1 ⊗ Id2(σ̃12)) =
∑
i∈I

√
Tr

(
M

(i)
1 ρ1

)√
Tr

(
M

(i)
1 σ̃1

)
F

(
ρ2, σ̃

(i)
2

)
,

 '� σ̃1 = TrA2B2
(σ̃12) ��� ��� ��' i ∈ I( σ̃

(i)
2 = TrA1B1

(
M

(i)
1 ⊗ Id2σ̃12

)
/TrA1B1

(
M

(i)
1 σ̃1

)
( �� σ̃1 ∈ S(A1:B1)

��� ��� ��' i ∈ I( σ̃
(i)
2 ∈ S(A2:B2)
 ���( ��� ��' i ∈ I( F

(
ρ2, σ̃

(i)
2

)
� supσ2∈S(A2:B2) F (ρ2, σ2)( ���

����8����#∑
i∈I

√
Tr

(
M

(i)
1 ρ1

)√
Tr

(
M

(i)
1 σ̃1

)
F
(
ρ2, σ̃

(i)
2

)
�

(
sup

σ2∈SA2:B2

F (ρ2, σ2)

)
F (M1(ρ1),M1(σ̃1))

�
(

sup
σ2∈S(A2:B2)

F (ρ2, σ2)

)(
sup

σ1∈S(A1:B1)

F (M1(ρ1),M1(σ1))

)
.

� �'�� '�/ �'� � �'��( ��� ��# M1 ∈ SEP(A1:B1)(

F
(
ρ1 ⊗ ρ2,S(A1A2:B1B2)

)
�

(
sup

σ1∈S(A1:B1)

F (M1(ρ1),M1(σ1))

)
F (ρ2,S(A2:B2)) .

��0��! �' ���$�$ �/� M1 ∈ SEP(A1:B1)(   !� ������# �' ����$�� �� +$$� �	
;
�




���

������� ��	
	�	 ��� A,B �� ������� 	
���	 ��� ��� ρ �� � 	���� �� A⊗ B� ���� ��� ��� n ∈ N

F
(
ρ⊗n,S(An:Bn)

)
� FSEP(A:B)

(
ρ,S(A:B)

)n
.

������ ������	 �
��� �� � ������ ��������� �� ��		� �
����� �������� �� ��������� ��� �������

������ ���	 
������������ �� hS

���� ����� ����� ��������� �� ��� ��� ������ � � 	��� ������	�

������� ��	
	
	 ��� M �� �� �
������ �� ��� ���	�� 
������ ������� 	
��� A ⊗ B 	���	����� 0 � M � Id

��� 	�� r = ‖M‖2� �� hS(A:B)(M) � 1− δ ��� 	��� 0 < δ < 1 ���� ��� ��� n ∈ N

hS(An:Bn)(M
⊗n) �

(
1− δ2

5r2

)n
.

������ ��� ρ ∈ S(An:Bn)� ! � ���� ���� �� "��� �� ��� �� ���� ���� Tr (M⊗nρ) � 2(n+1)3|A|2|B|2 (1− δ2/2r2
)n
�

#�� ������� ����� ��������� ��� ���� ���	 ������ π ∈ S(n)� �� U(π) ∈ U
(
(A ⊗ B)⊗n

)
��� ���������� ���	 $

������  �������

Tr
(
M⊗nρ

)
= Tr

⎛⎝⎛⎝ 1

n!

∑
π∈S(n)

U(π)M⊗nU(π)†

⎞⎠ ρ

⎞⎠ = Tr

⎛⎝M⊗n

⎛⎝ 1

n!

∑
π∈S(n)

U(π)†ρU(π)

⎞⎠⎞⎠ .

��� "��� �% ����� �� �� n$��		���� �� M⊗n ��� ��� ������ ��� �� �� ��������� �� ��� ������ &����� ��� � �

� ������� �� 	�� ��� ���� ��� 	� ����� � ���� �� ���������� ���� ρ ∈ S(An:Bn) �� n$��		������

'��� �� ρ �� �� n$��		����� ����� �� (A⊗ B)
⊗n

� �� (��� �� ������	 �
��� ���� ����� �)���� � �����������

	��� �� μ �� ��� ��� �� ������ �� A⊗ B � �� ����

ρ � (n+ 1)3|A|2|B|2
ˆ
σ∈D(A⊗B)

F
(
ρ, σ⊗n)2 σ⊗n dμ(σ).

*�� �� 	 �������������� �� ��� ����� �� ������ ���� ���� �� ��� �� ���� ����

Tr
(
M⊗nρ

)
� (n+ 1)3|A|2|B|2

ˆ
σ∈D(A⊗B)

F
(
ρ, σ⊗n)2 Tr (Mσ)

n
dμ(σ).

+����% ������ ��� ��� 0 < ε < 1� ������� Kε = {σ ∈ D(A⊗ B) : ‖σ − S(A:B)‖2 � ε/r}� �� �����  ����

�� ����� ������ F (ρ, σ⊗n) �� Tr (Mσ) �� 1�

Tr
(
M⊗nρ

)
� (n+ 1)3|A|2|B|2

(ˆ
σ∈Kε

Tr (Mσ)
n
dμ(σ) +

ˆ
σ/∈Kε

F
(
ρ, σ⊗n)2 dμ(σ)) .

#��� �� σ ∈ Kε� ���� 	���� ���� ����� �)���� τ ∈ S(A:B) � �� ���� ‖σ − τ‖2 � ε/r� �� ����

Tr(Mσ) = Tr(Mτ) + Tr(M(σ − τ)) � Tr(Mτ) + ‖M‖2‖σ − τ‖2 � 1− δ + ε.

��� ��)� �� ���� ���% ����� �� ��	��� �� ��� +� ���,*�����- ���% ������ ����� ��� ���� ��� �� �� ��� 	����� ��

M � τ � σ� .�� �� σ /∈ Kε� ����

F
(
ρ, σ⊗n) � F

(
σ⊗n,S(An:Bn)

)
� FSEP(A:B) (σ,S(A:B))

n �
(
1− ε2

4r2

)n/2
.

��� "��� ���% ����� �� ���� �� ρ ∈ S(An:Bn)� ��� ������ ��� �� �� ������	 �
���� ��� ��� ����� ��� ��

�������� �� ��	������ �% ����� /�
��0 ���� ��� (���� ����� �� �� ‖σ − S(A:B)‖SEP(A:B) � ‖σ − S(A:B)‖2
/��� ���� 1��
20�

3 ����� ���������� ��������� �� ������ �� ��� ��� ���� ��� ��� 0 < ε < 1�

Tr
(
M⊗nρ

)
� (n+ 1)3|A|2|B|2

(
(1− δ + ε)n +

(
1− ε2

4r2

)n)
. /�
�40

5� ������ ���� �������� ε = 2r2
(
(1 + δ/r2)1/2 − 1

)
�� �% ����� /�
�40� �� ���� ε2/4r2 = δ − ε � δ2/5r2� �� ���

Tr (M⊗nρ) � 2(n+ 1)3|A|2|B|2 (1− δ2/5r2
)n
� .�� �����% �����

hS(An:Bn)(M
⊗n) � 2(n+ 1)3|A|2|B|2

(
1− δ2

5r2

)n
. /�
��0



������� �	
 ������ ���������� � ������ ��������� ��� ������������ ���

�� ���� �� �������� �  ��� �� �� �!�" �# ���$��!��� ��%&����� �� '������ (�	
)*
 ����! �#��

�#� ����� � �������� C > 0 ���# �#�� hS(AN :BN )(M
⊗N ) � C

(
1− δ2/5r2

)N
&�� ��! N ∈ N
 �#�� � �����

#�" &�� ��$ n ∈ N�

hS(ANn:BNn)

(
M⊗Nn) � (

hS(AN :BN )

(
M⊗N))n � Cn

(
1− δ2

5r2

)Nn
.

+� �# ��#� #���� '������ (�	
)* ��$� �#�� � ���� #�"

hS(ANn:BNn)

(
M⊗Nn) � 2(Nn+ 1)3|A|2|B|2

(
1− δ2

5r2

)Nn
.

,����- n -���� � � �#�� �# ���$ ������ �� !�. �#� ��� ��'������� ��!������ �� �� #�" C � 1� �#��#

�� ������$ �#�� � ����� �� �#��


�# ���������� �& �#��! �	
/
/ #�� �����$ �� ������� "�� ��!����$ ��0��� ��#��'�� �#�� �#

�� ������ #� (��� "� ���# ���-#��$ ���� ���������*
 ���"�� �# -��� �#��- ����� �# � ������

�������� �������# �� �#�� �� -�"�� ��!��� &�� &�� ��� ���$ �#�� ��������� ���$ ����� &�� �# �#�"���� �&

hS ���� �������-� ��� ���� ��! .��� �& ������������ ����!��
 �� � ������ ����! �#�� M �� �� �������

�� A⊗B� �����&$��- 0 �M � Id ��� hS(A:B)(M) � 1− δ &�� ��! 0 < δ < 1
 �#�� M ��� � �����1� ���# �

�����$ ��� �#�� � ������� ���� �� -������� �� ���� ���$ ���# ����������$ hS(A:B)(M) � 1 − δ� �#�� �#�

����� ��! (����-��* ���� �#�� ����� ���� �� ���# ����������$ hD(A⊗B)(M) = ‖M‖∞� �#��# !�$ � 1
 ����

� ������� '������ ����� �2 ��&��!��- �#�� ��� n ��!� �� �������� �#�� �� �# ����������$ �#�� � �������

���� ����� � ������ &������� t/n �& �#!3 4��# !���!�! ����������$ �� ���#��- �� �#�� hS(An:Bn)

(
M (t/n)

)
�

�#� �# ������� M (t/n) �� (A⊗ B)⊗n �� �1�� ��

M (t/n) :=
∑

I⊂[n], |I|�t
M⊗I ⊗ Id⊗I

c

.

���" (��� �"��� ��!� ���� �� �� ���* � �� �# &�������- �#���#��� ��������2 &�� ��$ 1 � k � n ��� ��$

����������� {i1, . . . , ik} ! {j1, . . . , jn−k} = {1, . . . , n}�

M
⊗{i1,...,ik}
AB ⊗ Id

⊗{j1,...,jn−k}
AB :=MAi1

Bi1
⊗ · · · ⊗MAik

Bik
⊗ IdAj1

Bj1
⊗ · · · ⊗ IdAjn−k

Bjn−k
.

+�"�����$� �& t < (1− δ)n �#� �# ����� �� ��$!���������$ 1� �#��� &�� t = n �# ����� �� hS(An:Bn)(M
⊗n)�

�#��# ���$� ����������$ &��� ���# n �� �������#� �� �#��! �	
/
/
 5�� �� ���# ��������� �!���1������

�& �# &�����- ����������$ �����$ ��� &�� t  ��� ���-#��$ ���" (1− δ)n3 �#��! �	
/
6 ������ �#�� '������

�7�!���"�$


������� ��	
	�	 ��� M �� �� ���	���	 �� �
� �����	 �	���� �����	� ����� A ⊗ B� ���������� 0 � M � Id�

��� ��� r = ‖M‖2� �� hS(A:B)(M) � 1− δ ��	 ���� 0 < δ < 1� �
�� ��	 ��� n, t ∈ N ���
 t � (1− δ + α)n ��	

���� 0 < α � δ� �� 
���

hS(An:Bn)

(
M (t/n)

)
� exp

(
−n α

2

5r2

)
.

�	���� ��������- �# ���� ��! ���� �� �� �# ����& �& �#��! �	
/
/� � ��� #�" �� ���� �& '������ (�	
8*

hS(An:Bn)

(
M (t/n)

)
� (n+ 1)3|A|2|B|2

(
exp

[−2n(α− ε)2
]
+ exp

[
−n ε2

4r2

])
. (�	
�*

�#�� �� ���� � ����'��� �& ��0���-9� ��'�����$ (��� �& �# &��� �#�� e−x � 1− x &�� ��$ x > 0*
 4� ��

����������� �#�����- ε = α
(
1− (

√
2− 1)/(8r2 − 1)

)
�� '������ (�	
�*� �� �#�� ε2/4r2 = 2(α−ε)2 � α2/5r2� ���

�!�"��- �# ���$��!��� ��%&����� �$ �# ��! ����. �� �� �# ����& �& �#��! �	
/
/� � -� �� ��������

hS(An:Bn)

(
M (t/n)

)
� exp

(
−n α

2

5r2

)
.
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���� ����	
	��� �
�� 	� ��	�
	�����	 �� hS �� 
	�	��
�
	�

�
���
 ������

������ ����	
��
� 	�� �
�	������� 
������ �� ����������	�

��� �� ��	�� 
��� 	 �� �������	� ����	� ��	� � ��� ���� �	��� �� �� ���	����� ��� �	�� ������� ��� ��	��� ��

�������� �� ��	���� �� ������� ���� ��� 	�� ��	���� ��	���� ����� ��
������� ���� 	�� ���� �� ���� �������

!������ 	�� ���	��"� ������ � ����	� ������	���� ����#�

����� ������� ��� ρ �� � ����� �� U ⊗ V ��	 T �� �� �
������ �� U� �������� 0 � T � Id� �����

���� p = TrUV [(TU ⊗ IdV) ρUV] �� ��� 
�������� �� ������� ��� ���� ������� ���� ��� ����������� ����

(TU ⊗ IdV, (IdU − TU)⊗ IdV) � 
�������	 �� ρUV� ��	 τV = TrU [(TU ⊗ IdV) ρUV] /p �� ��� ������
��	��


��������������� ����� �� V�  ���� 	����� �� ρV = TrU [ρUV] ��� ��	���	 ����� �� ρUV �� V� !����

D
(
τV

∥∥ρV) � − log p.

������ $��� ��	� ρV = pτV + (1− p)σV� ���� σV = TrU [((IdU − TU)⊗ IdV) ρUV] /(1− p)� %� ��������� �	"�

��� ����	��� �����	��� pτV � ρV� &�� ������

D
(
τV

∥∥ρV) = Tr [τV (log τV − log ρV)] � Tr [τV (log τV − log(pτV))] = − log p,

��� ��'� �� �	�� �����	��� ����( ���	��� log �� 	� ����	��� �������� ���������

��� �� ���	�� ��� ��
������ �� ��� ���	���� ���	�(������ Esq� ���������� �� )**+,

Esq (ρAB) = inf

{
1

2
I(A:B|E) (ρABE) : TrE (ρABE) = ρAB

}
.

����� �����	� ��� MAB �� �� �
������ �� ��� ������ 
��	��� "����� �
��� A⊗B� �������� 0 �MAB � Id�

��	 ��� αAn , βBn �� ������ �� A⊗n,B⊗n ���
���#���� $���� �� 1 � k � n− 1� ��	 	����

pk = TrAnBn

[(
M⊗k

AB ⊗ Id⊗n−kAB

)
αAn ⊗ βBn

]
τ(k)An−kBn−k =

1

pk
TrAkBk

[(
M⊗k

AB ⊗ Id⊗n−kAB

)
αAn ⊗ βBn

]
.

!���� � ���	� ����

n∑
j=k+1

Esq
(
τ(k)AjBj

)
� 1

2
log

1

pk
.

������ - ����	 ���*��� ��� U = A⊗k ⊗ B⊗k� V = A⊗n−k ⊗ B⊗n−k� TU = M⊗k
AB 	�� ρUV = αAn ⊗ βBn � �

.�� ��	�

D
(
τ(k)An−kBn−k

∥∥αAn−k ⊗ βBn−k

)
� log

1

pk
.

$�� �����"� ��	�

D
(
τ(k)An−kBn−k

∥∥αAn−k ⊗ βBn−k

)
�D

(
τ(k)An−kBn−k

∥∥τ(k)An−k ⊗ τ(k)Bn−k

)
= I (Ak+1 . . .An:Bk+1 . . .Bn) (τ(k)An−kBn−k)

=

n∑
j=k+1

I (Aj :Bk+1 . . .Bn|Ak+1 . . .Aj−1) (τ(k)An−kBn−k)

�
n∑

j=k+1

I (Aj :Bj |Ak+1 . . .Aj−1) (τ(k)An−kBn−k)

�
n∑

j=k+1

2Esq
(
τ(k)AjBj

)
.

��� 
��� �����	��� �� ��� �� ��� �	�� ��	�� (�"�� 	 ���	����� ��	�� τUV �� U ⊗ V� ��� 	� ��	��� ρU� ρV ��

U� V ��������"�� � D(τUV‖ρU ⊗ ρV) � D(τUV‖τU ⊗ τV)� ��� ����� ���	��� 	�� ��� ������ �����	��� �����

���� ��� ��	�� ���� 	�� ��� ����������� ����� ����	����( �� ���� ������ ��������"�� � ��� ��� ��	���� ����	�

������	����� &�� ��� �	�� �����	��� �� � ��
������ �� ��� ���	���� ���	�(�������



������� �	
 ������ ���������� � ������ ��������� ��� ������������ ���

������ ��	
	�	 ������� ��	� 
���� ��� 	��
������ �� ��	 ������� �� 	��
	��� �	�� ��� �������� �����
����

n∑
j=k+1

EI
(
τ(k)AjBj

)
� 1

2
log

1

pk
,

����� EI �� ��� ����������� ��������� �� ������ ����������� ��� !" ������
��� �� ���� !

EI (ρAB) = inf

{
1

2

[
I(AA′:BB′) (ρAA′BB′)− I(A′:B′) (ρAA′BB′)

]
: TrA′B′ (ρAA′BB′) = ρAB

}
.

"#$% �� 	��	�� 	� ��	�� 	� �	��� 	� �&
	���� ���	�������! ��� 	�� ��	�� ρAB� EI(ρAB) � Esq(ρAB)� '
� ���

������� ���	���� ������� ����� ��� ���	������� �	�
��� �� 
�(����� %� ���� �� �	� �
�������� ����� ��	��

��(� �&
	���� ���	�������� "#$% �� 	�������� 	�� ��� �����	��� �
���)	������� �� ��� ����� ��	�

EI(ρA1A2:B1B2
) � EI(ρA1:B1

) + EI(ρA2:B2
).

*������� 
���(� �&
	���� ���	�������� ����� �� �� ����� ����� �� ����	� �� "#$%� 	�� �� 	� ���� ���

���� �� �����	��

����� ��	
	
 ���
 #�	$%& '��� (
)"	 ��� 0 < ν < 1 	�� c > 0� ��� 	��� n ∈ N 	�� 	��
� ��	� (pk)1�k�n
�� 	 ��&
���� �� �
���� �	�������� 1 > p1 � · · · � pn > 0 	��

∀ 1 � k � n− 1, pk+1 � pk

(√
c

n− k
log

1

pk
+ ν

)
.

+���� ��� 	�� 0 < γ < 1− ν �
�� ��	� p1 � ν + γ� �� �	��

∀ 1 � k � n, pk � (ν + γ)min(k,k0) ��� k0 =
γ2

c log[1/(ν + γ)] + γ2
(n+ 1).

,����� �� ���* '��� �	
$
$& + ���, -�* �� �-�+ �-��

∀ 1 � k � k0, pk � (ν + γ)k. ��	
�	"

!���& �- ��� k > k0 �-� ������, �����+� ���� �- ���������� �-�� �- �.��� (pk)1�k�n �� ���/���������&
�� �-�� pk � pk0 � (ν + γ)k0 


'� �� �������- ��	
�	" �, ������*��,
 �- ������� ��*�����, -���� ��� k = 1 ���� p1 � ν+γ �, -,���-���


0� ����� ��� �-�� �� -���� ��� ��� k � k0 − 1
 !� pk � (ν + γ)k+1& �-� �����, pk+1 � pk � (ν + γ)k+1


1�-�+��& �, �- +�, pk+1 �� ����� �� pk& + �-� -�*

pk+1 � (ν + γ)k

(√
c(k + 1) log[1/(ν + γ)]

(n− k)
+ ν

)
,

��� �- ����� .������, �� ������ �-�� (ν + γ)k+1 ��

k + 1

n− k
� γ2

c log[1/(ν + γ)]
,

+-��- ��� � �-�2� �� � .��*���� �� k + 1 � k0
 ��� �� ���- ����& �- ������� -���� ��� k + 1


�������� ��	
	� ���
 #�	$%& '��� (
)"	 ��� (pk)1�k�n �� 	 ��&
���� �� �
���� �	�������� ��� 	��
������

�� ��	 ������� 	�� ��� 	�������	� ��������� p1 � 1− (1− ν)/2� +����

pn �
(
1− (1− ν)2

8c

)n
.

,����� ��������, �	
$
3 �����+� ���� ����,��� '��� �	
$
$ �� �- ���������� ��� γ = (1 − ν)/2
 !���& +

�-� -�* ν + γ = 1− (1− ν)/2 = (1 + ν)/2& �� �-��

k0 =
(1− ν)2

4c log[2/(1 + ν)] + (1− ν)2
(n+ 1) � (1− ν)2

4c log[21−ν ] + 1
(n+ 1) � 1− ν

4c
n,

��� ����.����,&

pn �
(
1− 1− ν

2

)n(1−ν)/(4c)
�

(
1− (1− ν)2

8c

)n
,

+-��- �� �����, �- �������� ���� ����� ��� pn
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� � ���� ��
��	� �	 ��	�� ��� ��������
����� ������	�� 	� hS� �� ����
��� ������� ��	� ��� ������

���� 	� ����
� �	 ��� �������� ��������	 ��	���� �	� 
�����
�� 	��	
�� ������ 	�� ���	��� ��� �! �� �

���	��� 	� ��� �"�	����� ��
�� ������� �� #�$ %�&�' �� (	������ %�� '� )���� 	�� ���	��� ��� �* �� �

���	��� 	� ��� 
	
������	 �	�� ������ �� #�	 %�&�'� +����� ���� � ��� ���� ������ �� ������� )� )��

�	 ���� ���
��� ��� �	��	)�� ������	� �� ��� ������ ����� 	� � ������ 	 (A ⊗ B)⊗n �� ��	��
� �
�	�� ��� 
��

An:Bn� ��� ����	���� � ���������� (M, Id −M) 	 	�� � ��) ���������� A ⊗ B ��	��� 	� 
����� �		

��
� 
	�������	� � ��� �	������������� ����� 	 ��� ������� �����������

,��	�� )� ��	�� ��� ��� ������ 	� ���� ��
��	� )� ��� �	 ��
��� 	� ���� ��-���	� �	� �� q ∈ N� � �����

ρAB 	 � ��������� (������ ���
� A⊗ B �� ���� �	 �� q��"������� )��� �����
� �	 B �� ����� �"���� � ����� ρABq

	 A ⊗ B⊗q ���� �� ������� ���� �� ���������	 	� ��� B����������� �� ��
� ���� ρAB = TrBq−1 ρABq

.
�� /������ 01� 2� ����� ��	�� �� Eq(A:B) ��� ��� 	� q��"������� ������ )��� �����
� �	 B 	 A⊗ B� �� ��

hEq(A:B) ��� ���	
����� ����	�� ��
��	�

������� ��	
	�	 ��� M �� �� ���	���	 �� �
� �����	 �	���� �����	� ����� A ⊗ B� ���������� 0 � M � Id�

�
��� ��	 ��� q ∈ N�

hS(An:Bn)

(
M⊗n) � (

1−
(
1− hEq(A:B)(M)

)2
8 ln 2 q2

)n

. .�����1

��� ������������ �� hS(A:B)(M) � 1− δ ��	 ���� 0 < δ < 1� �
��

hS(An:Bn)

(
M⊗n) � (

1− δ4

512 ln 2 d4

)n
, .�����1

������� |A| = |B| = d�

�	���� �	 ��������� ��� -��� �������� .�����1� )� ���� �	 ��	) �����

∀ ρAnBn ∈ S(An:Bn), Tr
(
M⊗n

ABρAnBn

)
�

(
1−

(
1− hEq(A:B)(MAB)

)2
8 ln 2 q2

)n

.

3	�� ����� )��� ���� ��� � ���)� )� 
� )���	�� �	�� 	� ��������� �	
��� 	�� 	 ������ )��
� ��� �"������

� S(An:Bn)� ����� 	 ������ )��
� ��� ��	��
� �
�	�� ��� 
�� A⊗n:B⊗n� 4	 ��� αAn ⊗ βBn �� ��
� � ������

�� ��� p0 = 1� τ(0)AnBn = αAn ⊗ βBn � + ��� ��5���� )� )��� ��� ��� �	��	)�� 	����	� ���� Ik ⊂ [n] )���

|Ik| = k� ��-� M
(Ik)
AnBn ��

M
(Ik)
AnBn =M⊗Ik

AB ⊗ Id
⊗Ick
AB .

���� �	� ��
� 1 � k � n� 
	����
� ��
��������

pk = TrAnBn

[
M

(Ik)
AnBnαAn ⊗ βBn

]
,

τ(k)AIc
k
BIc

k
=

1

pk
TrAIk

BIk

[
M

(Ik)
AnBnαAn ⊗ βBn

]
,

)��� ik 
�	�� � Ick−1 ��
� ����

Esq

(
τ(k − 1)Aik

Bik

)
� 1

n− k + 1

1

2
log

1

pk−1
.

2� �	) ���� ���� �� �	������� +����� ������� ���� pk−1� τ(k − 1)AIc
k−1

BIc
k−1

���� ��� 
	����
���� 6����

��� �� ��������� ����

1

n− k + 1

n−k+1∑
j=1

Esq

(
τ(k − 1)AIc

k−1
BIc

k−1

)
� 1

n− k + 1

1

2
log

1

pk−1
,

�	 ���� ����� �
�������� �"���� � ���" i ∈ Ick−1 ��
� ���� Esq
(
τ(k − 1)AiBi

)
�� ������� ��� ��� 5������ 	

��� �������������� 	� ��� ������� ����� �	�� ��	���



������� �	
 ������ ���������� � ������ ��������� ��� ������������ ���

���� ����� � �� �  pk� 0 � k � n� �� ����� �! �  �������� "��#���

∀ 0 � k � n− 1, pk+1 = pk TrAik+1
Bik+1

(
MAik+1

Bik+1
τ(k)Aik+1

Bik+1

)
,

� �� �! �  ��! �  τ(k)� 0 � k � n� �� �����

Esq

(
τ(k)Aik+1

Bik+1

)
� 1

n− k

1

2
log

1

pk
.

$�� � %��� "��# &���' � �� � �� �#���� � ��

∃ σAB ∈ Eq(A:B) : ‖τ(k)AB − σAB‖1 �
√
2 ln 2(q − 1)

√
1

n− k

1

2
log

1

pk
�

√
ln 2 q2

n− k
log

1

pk
. (�	
��)

��� � �"���

pk+1 � pk (‖MAB‖∞ ‖τ(k)AB − σAB‖1 +Tr (MABσAB)) � pk

(√
ln 2 q2

n− k
log

1

pk
+ hEq(A:B) (MAB)

)
.

*�� � �� ���� ������ ��� ����� � ���� �����!  �+ 1 > p1 � · · · � pn > 0 �� ��� �� �  �,���#��

p1 � hS(A:B)(M) � hEq(A:B)(M) � 1− (1− hEq(A:B))/2� �� "������ "��# ��������! �	
-
. � ��

Tr
(
M⊗n

ABαAn ⊗ βBn

)
= pn �

(
1−

(
1− hEq(A:B)(MAB)

)2
8 ln 2 q2

)n

,

� �� �� ������! � �� � ����� �� ���+


���# � �� �  ����� ����#�� (�	
�/) ����! "������
 0���� �� �  ��� � � |A| = |B| = d� � %���

"��# &-1' � ��� "�� ��! q ∈ N� �" ρAB ∈ Eq(A:B) � � � � ����� σAB ∈ S(A:B) ��� � �� ‖ρAB−σAB‖1 � 2d2/q�

�� � �� hEq(A:B) � hS(A:B) + 2d2/q
 ���� �" hS(A:B)(MAB) � 1 − δ� #�%��2 �  � ��� q = 4d2/δ� �� ���� ��

 �+ hEq(A:B)(MAB) � 1− δ/2� !����� �"�� � �����2 �"������ ��#��������� �����! �  �������� ���������

���! �����


�  ������2 �� (δ/d)4 �� �  ���� ����� ���+��� �! ,������ (�	
�/) �" � ��# �	
-
3 �� #�� ���� � ��

�  ������2 �� (δ/d)2 �� �  ���� ����� ���+��� �! � ��# �	
�
�
 ���+�� ,������ (�	
��) �" � ��#

�	
-
3� � �� ����� hS(An:Bn)(M
⊗n) �� hEq(A:B)(M)� #�! � �" ������ �� ��# ����4� ����� ��#�! � �

M  �� � #���#�# �+���� ��� q5������� ����� � �� �� �����! �" �  ��# ���� �� ��� #���#�# �+����

��� ������� ����� "�� q � d2


������ ��	
	�	 �� ������ 	
���� �� ��� ���� �� ����� ���� ���� ���� ��� ��������� ������������ ���������

�� ��� ����� �� ������� 	
���� �� ������� ������� ����� ��� ���� 0 � k � n− 1�

pk+1 = pk TrAik+1
Bik+1

(
MAik+1

Bik+1
τ(k)Aik+1

Bik+1

)
, ���� EI

(
τ(k)Aik+1

Bik+1

)
� 1

n− k

1

2
log

1

pk
.

!��� �� �� �� ���� "������� �� ��������� ������� ����� �#���� � ���������$����������� �������� C > 0 ����

���� �� ����������� �� ��� �������� ���� ����� ����%

EI (ρAB) � ε ⇒ ∃ σAB ∈ S(A:B) : ‖ρAB − σAB‖1 � C
√
ε. (�	
�-)

&� '��(������ (�	
�-) ������ ����� ���� ����� ����� ���� ��� (pk)1�k�n �������

∀ 0 � k � n− 1, pk+1 � pk

(√
C2/2

n− k
log

1

pk
+ hS(A:B) (MAB)

)
.

)�� ����� ����������� ��� �������� ���������$���� �#��������� ����� ������ ��� hS(A:B)%

hS(A:B)(M) � 1− δ ⇒ hS(An:Bn)

(
M⊗n) � (

1− δ2

4C2

)n
.

&� ����� �� � ����  ������ ������� �� '��(������ (�	
�-) ����� ���� C
√
ε �������� �� ϕ(ε) ��� ϕ � *���������+

���$��������� �������� ���� ���� ϕ(0) = 0� ���� ��� ����� ����� ����� ����� ����

hS(A:B)(M) � 1− δ ⇒ hS(An:Bn)

(
M⊗n) � (

1− ϕ−1(δ)

4

)n
.



���

��� ��� ��	���
� ������� 	� �
�	� ���
������� 	� �������� �
������
 ��
� ������
 
	 q���
������ �
�
��� ��

��	��� � ����� �� ������ 	 
�� �����
��	��� �����
 ��  ��!� �� "��� �#$� 
��
 ����� �	��
�	�� ��
���

��	���
�	 �	�� ����� ����	����
� ���	��������
�% &	�� � � ��� �
�	��� ���� 
�� Esq(ρ) ���� �����

���� 
��
 
�� �	��
�	�� ��
��� ��	���
�	 	� �� ��
���	 	� ρ �� ������ EI(ρ) ���� ����� �� � �	��
�	


��
 �� ����������� �� � ���� 	� �	��
�	�� ��
��� ��	���
�	 	� ��
���	� 	� ρ ���� �����
��	���� �����%

'	 �
 �	��� �� 
��
 ���	��������
� �����
� (� ���
������ 
�� ���
 	� ���
	���
� ��$)�� ����� ������� 
�� ����
���

	��� 
�� 	������ 	� �#$� 	� ���� �������� �� �������
* �	��� ���� � � �

���
 
	 ��	�� � �
�	� ���
�������

��	���
� 	� +,-. ��
� ������
 
	 ��������� �
�
�� ���� �� �������%

������� ��	
	�	 /�
 M �� � 	����
	� 	 
�� 
��	� ��	���
 0�����
 ����� A⊗ B� ��
������ 0 �M � Id% .�

hS(A:B)(M) � 1 − δ �	� �	�� 0 < δ < 1� 
�� �	� �� n, t ∈ N ��
� t � (1 − δ + α)n �	� �	�� 0 < α � δ� ��

����

hS(An:Bn)

(
M (t/n)

)
�

(
1− α5

2048 ln 2 d4 (2δ − α)

)n
,

������� |A| = |B| = d%

1�		�% 	
� ���� �� �
�� �
���� ������� � ��� ������ ���� �� �
�� �� 	
���� ������� �� ��� ����� �����

αAn ⊗ βBn �
��
 �� ������ ����� �
� ��� A⊗n:B⊗n �� ���� �� �
�� �
�� �
� ��!�!����� �
�� �� ������ ��

����� t ������� n ����� ��"��� !� MAB �� ���� !������ ��

Pt(αAn ⊗ βBn) �
(
1− α5

2048 ln 2 d4 (2δ − α)

)n
.

#� �
�� ��� �� ���� !� ��"���� �
� ��������� ������������ ��� ���!� ��� ������ I0 = ∅ pI0 = 1 ���

τ(I0)AnBn = αAn ⊗ βBn � 	
�� �� ���
 1 � k � n �� �������� ��������� �
� ��������� ����� ��� ���!�

��� ������ ���$ ik �������� �� ����� �� Ick−1 ��� ��"��

Ik = Ik−1 ∪ {ik},
pIk = TrAnBn

[
M

(Ik)
AnBnαAn ⊗ βBn

]
,

τ(Ik)AIc
k
BIc

k
=

1

pIk
TrAIk

BIk

[
M

(Ik)
AnBnαAn ⊗ βBn

]
.

%���� �����& ��������� �
�� �� ������ �� ���
 0 � k � n− 1 

Esq

(
τ(Ik)Aik+1

Bik+1

)
� 1

n− k

1

2
log

1

pIk
,

�� �
�� �� ������ �� ��� q ∈ N 

pIk+1
� pIk

(√
ln 2 q2

n− k
log

1

pIk
+ hEq(A:B) (MAB)

)
.

#� �������� �� ��� ��$� �
� �
���� q = 8d2/α �� ��� �� 
��� hEq(A:B)(MAB) � 1− δ + α/4� '�� �� �
��

��� ��� %���� ������ ���� ����������� �
�� �� ������ 

pIk0
�

(
1− δ +

α

2

)k0
�� k0 =

α4

1024 ln 2 d4 log[1/(1− δ + α/2)] + α4
(n+ 1) � α4

1024 ln 2 d4 (2δ − α)
n.

	� "���
 �( �
� ���� �� )��� 
��� �� �!���� ���� *�+�, -������ .� �
��

Pt(αAn ⊗ βBn) �
∑

Ik0
⊂[n], |Ik0

|=k0

1(
(1−δ+α)n

k0

)pIk0

�
(
n
k0

)(
(1−δ+α)n

k0

)pIk0

�
(

n− k0 + 1

(1− δ + α)n− k0 + 1

)k0 (
1− δ +

α

2

)k0
,



������� �	
 ������ ���������� � ������ ��������� ��� ������������ ���

��� �� ���� �������� !������ !��" �� !��� ����
∏l−1
i=0(a+ i)/(b+ i) � (a/b)l# ��"���� ���� �� ���� �����

�� pIk0

 $� �� ��# � ��� ���!�� ������� ����

Pt(αAn ⊗ βBn) �
(
1− α

2

)k0
�

(
1− α5

2048 ln 2 d4 (2δ − α)

)n
,

��� �� %��� �������� !������ !��" �� !��� ���� (1 − δ + α/2)/(1 − δ + α) � 1 − α/2# ���� �� �����

�������� �� � �������� �! �� ���� ����� �� k0


������ ��	
	�	 ���� ������ 	� 
�� �� ����� ������ ����� �� ���������� &�	
�'( ����� ���� 	� ����� ����

�������� �� ���  ���� �� !������ �����" ����� �� �������

pIk0
�

(
1− δ +

α

2

)k0
��� k0 =

α2

8 log[1/(1− δ + α/2)] + α2
(n+ 1) � α2

8(2δ − α)
n.

#�� ����� ����������� ��� �����	��� �����
���$���� ������������� ��
��� ��� hS(A:B)%

hS(A:B)(M) � 1− δ ⇒ ∀ 0 < α < δ, ∀ t � (1− δ + α)n, hS(An:Bn)

(
M (t/n)

)
�

(
1− α3

16C2(2δ − α)

)n
.

���� ����	
���� ������ ��
� ���������
��	��� �� ������� �������


� �� �
����� ���������

$� �� ��)���� *������ �	
+ ��� �	
'# � ������ �� ,��� ���� �� ���������� ��"�� �! ���)� ���������� ��

������" �����# ��"� �� ���������� ��
 - ����� �� ���� ����%� ��� ���� ��� �� � �����, ���������

���� �� &��.� ( "�����������) ���)���� ���� �������, �! ���� �� ������� !������� hS �� �� "���"�"

%���� F (·,S)
 - ����� ��� ��. �� ������# "�� ,����� # ����� .��� �! ���)� ��� �! ����� ������ �

��"���� !����


*� �� �� %� d ∈ N# H � d/��"������� ������ ����# ��� ����" ���� � ��) � ����� �! ���)� ��� �!

����� K(n) �� H⊗n# n ∈ N# ���� �� !�������, �������� �������� &���� ��"������� ��� ������� ����(0

ρ ∈ K(n) ⇒ ∀ π ∈ S(n), U(π)ρU(π)† ∈ K(n) ��� TrH ρ ∈ K(n−1). &�	
��(

1�� ���� �����"�� &�	
��( �"���� �� ���������� ����# �! ρ⊗n ∈ K(n)# ��� ρ ∈ K(1)
 $� )�� �! ��� ��������

����������# �� ����� � "����,��� ��� �� �"��� ���� �� ������� ����� �� ���# �

 ����# �! ρ ∈ K(1)# ���

ρ⊗n ∈ K(n)
 ���� "��� �� ���� ����� ����# !�� ��� n ∈ N# K(n) �� ����"� �� ������� �� ��/����� n��

���2���) ����� ���� �! K(1)# ����� �� �%�� ��(
K(1)

)⊗̂n
:= conv

{
ρ1 ⊗ · · · ⊗ ρn, ρ1, . . . , ρn ∈ K(1)

}
.

������ ����	
	��� �
�� 	� ��	�
	�����	 �� hK ���� ��������������� �� F (·,K)

3�)� �� ������� M �� H# �����! ��, 0 �M � Id# �%� �� ������� !������� �! K(n) �� M⊗n ��

hK(n)

(
M⊗n) = sup

σ∈K(n)

Tr
(
M⊗nσ

)
.

4%� ���� "�� ,����� # !�� �� 0 � t � n# hK(n)

(
M (t/n)

)
�� �� "���"�" ���������� !�� � ���� �� K(n)

�� ���� � !������� t/n �! n ����� ���� (M, Id−M) ��!��"� �� �������
 �� ������� � �� ��� �������

�� �� �� ��������� ��� hK(n)(M⊗n) ��� hK(n)

(
M (t/n)

)
���� �� hK(1)(M)


���# ����" ���� ���� ��� ��� K(n) �����! �� !�������, ���������0 ��� ����� � ���/�������, !�������

f : ε ∈]0, 1[ 
→ f(ε) ∈]0, 1[ ���� ����# !�� �� ���� ρ �� Cd ��� �� 0 < ε < 1#∥∥∥ρ− K(1)
∥∥∥
2
� ε ⇒ F

(
ρ⊗n,K(n)

)2

� (1− f(ε))
n
. &�	
�5(

���# ���� ����"����� &�	
�5( !�� �� ��� K(n)# �� !�������, �����0 !�� �� ������� M �� H# �����! ��,

0 �M � Id# ��� ‖M‖2 = r !�� ��" 0 � r �
√
d# ��� �� 0 < α � δ < 1#

hK(1)(M) � 1− δ ⇒ hK(n)(M⊗n) � (1− g(δ, r))
n
,

∀ t � (1− δ + α)n, hK(n)

(
M (t/n)

)
� e−ng

′(α,r),



���

����� g(δ, r) = f(ε(δ, r)) �	� 0 < ε(δ, r) < 1 
�� �	�
�	� 	� 
�� ���
�	� f(ε) = δ − rε ��� g′(α, r) = f(ε(α, r))

�	� 0 < ε(α, r) < 1 
�� �	�
�	� 	� 
�� ���
�	� f(ε) = 2(α− rε)2�

�	 �	�� 
	 
���� �
�
����
�� 
�� �
��
��� �� ��
����� ����	�	� 
	 
�� 	�� ��	�
�� �� 
�� ��		�� 	� ���	����

������ ��� ������� �
 �� 
�����	�� 	��� ���
����  ��	�� !���
 	� ���� ���� �		���� �	� � �
�
� ρ ∈ K(n) ��"���#���

Tr (M⊗nρ)� 	�� ��� �� ���
 ����� ��
�	
 �	�� 	� ��������
� 
��
 ρ �� n$�����
���� %�� �	� ��� �
�
� ρ�

����	���� �� �� 
�� ��		� 	� ���	��� ������� �� ��	� 
��
 �� ��&�

Tr
(
M⊗nρ

)
� (n+ 1)3d

2

ˆ
σ∈D(H)

F
(
ρ, σ⊗n)2 Tr (Mσ)

n
dμ(σ).

'����� �� ��
 �� � �	�������� 	� ���	
����� (�����) 
��
� �	� ��� 0 < ε < 1�

Tr
(
M⊗nρ

)
� (n+ 1)3d

2

((1− δ + rε)
n
+ (1− f(ε))

n
) .

*	 ��		���� ε ��� 
��
 f(ε) = δ − rε ��� ρ ��� 
��
 Tr (M⊗nρ) = hK(n)(M⊗n) ������ �� ���
�����

hK(n)(M⊗n) � 2(n+ 1)3d
2

(1− g(δ, r))
n
.

*��������� �
 �	��	�� ��	� ���	
����� (�����) �� ���� 
��
� �	� ��� 0 < ε < 1�

hK(n)

(
M (t/n)

)
� (n+ 1)3d

2 (
exp

[−2n(α− rε)2
]
+ exp [−nf(ε)]) ,

�	 
��
 ��		���� ε ��� 
��
 f(ε) = 2(α− rε)2 ��&��

hK(n)

(
M (t/n)

)
� 2(n+ 1)3d

2

e−ng
′(α,r).

��  	
� ����� 
�� �	���	���� ���$���
	� 2(n+1)3d
2

��� 
���  � ���	&��  � 
�� �"��
 ���� ������
 �� �� 
��

��		� 	� ���	��� �������

������ ���	 
������������ �� F (·,K) ���
 ���������� ����� ��� �����������

�� hK

+� �	�� �	� ���� 
	 �	 �� 
�� 	
��� �����
�	�� ,������ ��
 � ����� 
��� 
��� 
��
 
���� ��
� K(n) ��
����


�� �	��	���� �	���
�	�- 
���� �"��
� � ���
�	� f : (α, d) ∈]0, 1[×N 
→ f(α, d) ∈]0, 1[� �	�$���������� �� α ���

�	�$���������� �� d� ��� 
��
� �	� ��� 	����
	� M 	� H� ��
������� 0 �M � Id� ��� ��� 0 < α � δ < 1�

hK(1)(M) � 1− δ ⇒ ∀ t � (1− δ + α)n, hK(n)

(
M (t/n)

)
� e−nf(α,d). (�����)

����� ���� �����
�	� (�����) �	� 
�� ��
� K(n)� 
�� �	��	���� �	���- �	� ��� �
�
� ρ 	� H ��� ��� 0 < ε < 1�

1

2

∥∥∥ρ− K(1)
∥∥∥
1
� ε ⇒ F

(
ρ⊗n,K(n)

)
� 2e−ng(ε,d),

����� g(ε, d) = f(α(ε, d), d)/2 �	� 0 < α(ε, d) < 1 
�� �	�
�	� 	� 
�� ���
�	� f(α, d)/2 = (α− ε)2�

'��� �� 
�� �
��
��� 
	 ����&� ��� ����
- ������� �	 ��� ��&�� � �
�
� 	� H⊗n� ����� �	 ��	� �� ��
���

ρ⊗n 	� �� K(n)� ��� �	 ���
 
	 ������  �
���� 
���� 
�	 ���	
������ !	� 
��
� �	 ��� ������ �  ����� 
��


(T+, T−) ��� 
��
 	
�	�� + �� 	 
����� ��
� � ���� ��	 � ���
� p �� 
�� �
�
� ��� ρ⊗n ��� 	
�	�� − ��

	 
����� ��
� � ���� ��	 � ���
� q �� 
�� �
�
� ��� �� K(n)� ����� �������

F
(
ρ⊗n,K(n)

)
� F ((p, 1− p), (q, 1− q)) �

√
1− p+

√
1− q.

������	��� ��  	
� ���	� ��	 � ���
��� 1− p ��� 1− q ��� �"�	���
����� ������ 
�� �	�����	� �	��	���

�� 
�� ������
 ����� 
�� ���
 
��

∥∥ρ− K(1)

∥∥
1
= 2ε� ������� 
��
 
���� �"��
 0 �M � Id ��� ε < η < 1 ���


��
 Tr(Mρ) = 1 − η + ε ������� hK(1)(M) = 1 − η� *	 �	������ 
��  ����� ./01 (M0,M1) = (M, Id −M)

����	���� n 
���� �� ��������� ��� 
�� �	�����	�����  ����� 
��
 (T+, T−) ��
� +  ���� 
�� �&��
 2	
�	�� 0

�� 	 
����� �	�� 
��� (1− η+α)n 
����3 ��� −  ���� 
�� �&��
 2	
�	�� 0 �� 	 
����� ���� 
��� (1− η+α)n


����3� �	� �	�� 0 < α < ε 
	  � ��	��� ��
��� 4�5�� ��"
� �	� ���� 1 � i � n� 
�� ����	� &���� �� Xi�



������� �	
 ������ ���������� � ������ ��������� ��� ������������ ���

��������� Yi� �� �� �����  �!  ���� �� �� �� i "��� ���� �� ���� #�� ρ
⊗n� ��������� �� K(n)


$ ��� ���

1− p = P
(−∣∣ρ⊗n) = P

(
n∑
i=1

Xi < (1− η + α)n

)
,

1− q = P
(
+
∣∣K(n)

)
= P

(
n∑
i=1

Yi > (1− η + α)n

)
.

%� �� �� �� ����� X1, . . . , Xn �� �������� &������� ����� �������� #��� ��������� 1− η+ ε� �� ��

��'���"(� ��)������

P

(
n∑
i=1

Xi < (1− η + α)n

)
� e−2n(ε−α)2 .

$��� �� �� ���� ����� !�� ��� 0 � t � n� P (
∑n
i=1 Yi > t) = hK(n)

(
M (t/n)

)
� �� ���� ����� *�	
��+ "�������

����

P

(
n∑
i=1

Yi > (1− η + α)n

)
� e−nf(α,d).

���� ������" �������" ��"���� # �������� ������ ����� !�� ��� 0 < α < ε�

F
(
ρ⊗n,K(n)

)
� e−n(ε−α)

2

+ e−nf(α,d)/2,

#���� ����� �� #���� ����� �!�� �������" α ���� ���� f(α, d)/2 = (ε− α)2


������ ��	
	�	 ���� ���� ���	
������ *�	
�,+ 
 ������� �	������ �� ��� �� SAn:Bn �� �
�������� ����

�� (A⊗ B)
⊗n

� �	���������� ���� ��
�� ���	
������ *�	
�-+ ��� *�	
��+ � ����� �
�� f(ε) = ε2/4 ���

f(α, d2) = α2/5d2�

�� ��� ��� �� ����� �����
�
�� ���� ����
�
�� *�	
�-+ ��� *�	
��+ ��� �	� ����������� ��� �	���
���
��

���
�� �� ��� ������
�� ���
�
�� �������� ��� ��� �� K(n)� ρ /∈ K(1) ⇒ ρ⊗n /∈ K(n)� 
��� ��	
��������

ρ⊗n ∈ K(n) ⇒ ρ ∈ K(1)�

������ ��� 	
��� ������

.� �� ���/ �� #��� �� ������� ���������� ��� � �� �� ��� �! �� �� ���� ������� �)��� {K(n), n ∈ N}
�����!���" �)��� �� *�	
�,+� �� �� #�� ��� ����� � �� �! ����� K �� H ���� ����� !�� ��� n ∈ N� K(n)

�� ������ �� n�� ���0���� ����� ��#� �! K� �



K(n) = K⊗̂n := conv {ρ1 ⊗ · · · ⊗ ρn, ρ1, . . . , ρn ∈ K} .

���� ���� ����� *�	
��+ �� ������ �����1�� �� �� !����#��" #��2 !�� ��� ������� M �� H� �����!���" 0 �
M � Id� ��� ��� 0 < α � δ < 1�

hK(1)(M) � 1− δ ⇒ ∀ t � (1− δ + α)n, hK(n)

(
M (t/n)

)
� e−n2α

2

.

���� �� � ����)��� �! ��'���"(� ��)������� !����#��" �� ��"� �� �� ���� �� �� �� ������ �� �� �������

���������
 ��� �� �� ����� ��������� �� �� ������ ���� � ���� ����2 !�� ��� ���� ρ �� H ��� ��� 0 < ε < 1�

F
(
ρ,K(1)

)
� e−ε ⇒ F

(
ρ⊗n,K(n)

)
� 2e−nε

2/8.

���� �� ����� F (ρ,K(1)) � e−ε ⇒ ‖ρ− K(1)‖1/2 � 1− e−ε � ε/2


3� ��������� #��� �� ���������� ������ �� 4������ �	
5 ��� �	
6� # � ���� # �� �������� !����" ��

!����#��" ��������" ��� )������2 ��# ��'����� �� S(An:Bn) ��� S(A:B)⊗̂n ����� !�� �� * �� �� ���
)�������+ ������ �! ��# �! ������� !�������� ���  ��� � 1����� !��������7



���

���� �� ��	�

� ����
��	� ��� �	�	�
������	���	�� �����
��� ��	�


� ���
���

��� ���	
�� � ��	

� 
����� �	� ����
��	� ����� � ���	� �	 
� ���	���	 �� 
� �	����� �����


������ �� ���
 ��	 � ���� ����
 ����
��� �
�
� �	 H⊗n ��	 H �� �	 �	�	�
����	���	�� �����
 ���� 

!��
 "
�� ������
��	� �� � 	� �	 
�� �	 ���� 
� � ��� 
� ���� 
��� �
��� 
� 
��
 �� �
�
� �	 ���

� ��	

� ���� #� ���$�	�� � ��	

� ����
��	 �� %&'( ��� �������� ���$	� 
� ���� 
� �����
� �� )*+

���
����� �$��	�
 $	��� �

��,�� -
. �����	$ �����
� �� ��	
�	���� ������� )*+ �� ���� � ��/�� ����� #���

��� 
� ��
���
��	 ���	� 
� �	�	�
����	���	�� � ��	

� 
�� 
���� �� %01(� 2�� ��
���
 $��� �� ��


� ���. ����� � ��
�� 
�� 
� ����� ��� � � ��	

� ����
��	 �	�� ��	�
���	
��

������ �����	
���
������� ���	��
�
�	��� �
�

3
 H � �	 �	�	�
����	���	�� �����
 ����. �	� �
 H̄ ⊂ H � � �	�
 d����	���	�� ������� �� H� +	�


�� {|j〉}j∈N �	 ��
��	����� ����� �� H. ����	 ���� 
��
 {|j〉}1�j�d �� �	 ��
��	����� ����� �� H̄� #�	. ���

�	� n, k ∈ N. 
� (n+ k)�����
��� ������� �� H̄⊗n ⊗H⊗k �� ��	� ��

Symn+k
(
H̄,H

)
:= Span

⎧⎨⎩ ∑
π∈S(n+k)

|jπ(1)〉 ⊗ · · · ⊗ |jπ(n+k)〉 : j1 � · · · � jn+k, ∀ 1 � q � n, jq � d

⎫⎬⎭ .

4�
 
��
. �	�
�	$ �� H̄⊥ ⊂ H 
� ��
��$�	�� ������	
 �� H̄. ��� H = H̄⊕ H̄⊥. � ���

Symn+k
(
H̄,H

) ⊂ Vn+k
(
H̄,H

)
:=

⊕
I⊂[n+k]

|I|�n

H̄⊗Ic
⊥ ⊗ Sym

(
H̄⊗I) .

����� ������� ��� H �� �� �������	
��������� ������� ������ ��
 ��� H̄ ⊂ H �� � ����� d	
���������

�������� � H� ��� ��� n, k ∈ N� ����� ��� ���� ����� |θ〉 ∈ Symn+k
(
H̄,H

)
��������

|θ〉〈θ| �
[

k∑
q=0

(
n+ k

q

)(
n+ d− 1

n

)3
] ∑
I⊂[n+k]

|I|�n

ˆ
|x〉∈SH̄

ε(θx)H̄Ic

⊥
⊗ |x〉〈x|⊗I

H̄
dx,

����� �� ��� 0 � q � k ��
 ��� ���� ����� |x〉 ∈ H̄� ε(θx)H̄k−q
⊥

= TrH̄n+q

[(
Id⊗k−q

H̄⊥
⊗ |x〉〈x|⊗n+q

H̄

)|θ〉〈θ|] �� �

���	��������
 ����� � H̄⊗k−q
⊥ �

���� ��	� Symn+k
(
H̄,H

) ⊂ Vn+k
(
H̄,H

)
. �	� �	�
 ��
�� |θ〉 ∈ Symn+k

(
H̄,H

)
��
����

|θ〉〈θ| =PVn+k(H̄,H)|θ〉〈θ|P
†
Vn+k(H̄,H)

=

(
n+ d− 1

n

)2 ∑
I,J⊂[n+k]
|I|,|J|�n

ˆ
|x〉,|y〉∈SH̄

(
Id⊗I

c

H̄⊥
⊗ |x〉〈x|⊗I

H̄

)
|θ〉〈θ|

(
Id⊗J

c

H̄⊥
⊗ |y〉〈y|⊗J

H̄

)†
dxdy.

4��. �� 3��� �5�6�� 7�	� ���	$ 
� ��� 8���
������ ��$��	
 �� �	 
� ����� �� 9������
��	 �5�6�6:. �

��� ∑
I,J⊂[n+k]
|I|,|J|�n

ˆ
|x〉,|y〉∈SH̄

(
Id⊗I

c

H̄⊥
⊗ |x〉〈x|⊗I

H̄

)
|θ〉〈θ|

(
Id⊗J

c

H̄⊥
⊗ |y〉〈y|⊗J

H̄

)†
dxdy

�
[

k∑
q=0

(
n+ k

q

)(
n+ d− 1

n

)] ∑
I⊂[n+k]

|I|�n

ˆ
|x〉∈SH̄

(
Id⊗I

c

H̄⊥
⊗ |x〉〈x|⊗I

H̄

)
|θ〉〈θ|

(
Id⊗I

c

H̄⊥
⊗ |x〉〈x|⊗I

H̄

)†
dx.

! 
�	 /��
 ��� 
� 	�
�� 
��
. ��� �	� 0 � q � k �	� �	� �	�
 ��
�� |x〉 ∈ H̄.(
Id⊗k−q

H̄⊥
⊗ |x〉〈x|⊗n+q

H̄

)|θ〉〈θ|(Id⊗k−q
H̄⊥

⊗ |x〉〈x|⊗n+q
H̄

)†
= TrH̄n+q

[(
Id⊗k−q

H̄⊥
⊗ |x〉〈x|⊗n+q

H̄

)|θ〉〈θ|]⊗ |x〉〈x|⊗n+q
H̄

,

�	 ���� 
� ��
����� $
 
� ����
��� ����
�



������� �	
 ������ ���������� � ������ ��������� ��� ������������ ���

������ �� �		
������

�� ����������� �� �  � �	
!
� �� �� �" ������# ����#��� �� $����� ��#���%���"�� ��" �& '"� �"� ��

�� � ������ ����� �� �" �� ����� �� �" ����� ����� �������
 �"�� ����� '�� ���%�����# ��(���%��� �� )*+,

(�� � � ������ �"�� ����-����# ���%�� ��� ��
 .� '�� �"�'� �"� �"��& ���� ���� �����# (��-���

����������& �� �� ������� �� ���� �" ������# �� $����� /# ������������ 01234 ��������� '��" ����������

(������� �%����� %���� �����/�
 5 �"�' "� �"�� �� ���� ����������� ��� � ���"� ����% �" � ������

�������� �� �  � �	
!
�


5 ���/ �� �"��%� ��� �" ���� ��  ����� �� (�' �� �" �� ������ �� )*+,
 �� H � �� ��-���6

�� ������� ������ ���� ��� �� X,Y � �'� ��������� �������� �� H
 �"�& ���� �# Λ = X2 + Y 2 �"

�����������% �� ��������& -� λ0 > 0& ��� �-�

H̄ := {|θ〉 ∈ H : Λ|θ〉 = λ|θ〉, λ � λ0} ,

-���6�� ������� ������� �� H ������ �# �" �%�(����� �� Λ '��" ��������� �%�(��� ��  ��� λ0


�� n, k ∈ N& '��" n � 2k& ��� �� ρ(n+2k) � � (n+ 2k)6�#  ���� ���� �� H⊗n+2k
 7��& �-� �" �'�

(��� A ��� B ��

A = 8 ∀ 1 � q � k, Tr
(
Λρ(1)q

)
� λ0 9

B = 8 ∃ |θ(n+k)〉 ∈ Symn+k
(
H̄⊗ H̄′,H⊗H′) : ρ(n+k) = TrH′n+k |θ(n+k)〉〈θ(n+k)| 9 ,

'"� ��� ��� 1 � q � k& ρ
(1)
q = TrHn+2k\Hq

ρ(n+2k)& ��� ρ(n+k) = TrHk+1···H2k
ρ(n+2k)
 5 /��' �# �  � ...
+

�� )*+, �"�� �"� ���� ���(���� ��������� C0, c > 0 ���" �"��& '"�(� λ0 � C0 log(n/k)& ' "�(

P (A∧ ¬B) � e−ck
3/n2

.

.� '����& �"��  ��� �" �����'��%
 ��� � �"��"��� λ0 � C0 log(n/k)& ��� ����  �"�� '"�  ������% �"

��%# Λ �� �" k -��� ����#�� � �� ρ(n+2k)& ���# (���� ���' λ0 �� �������
 �"�& '��" ����������# %����

�"�� 1 − e−ck
3/n2

& �" � �����% n + k ����#�� � �� ρ(n+2k) "�( � ����-������ '"��" �� �" �#  ���:�����

�� � ���� '��"  �� �"�� n ����#�� � �������� �� H̄⊗ H̄′

7�'& �� ρ̃ � � ���� �� H⊗n+k ���" �"�� ρ̃ = TrH′n+k |θ̃〉〈θ̃| ��� ��  |θ̃〉 ∈ Symn+k

(
H̄⊗ H̄′,H⊗H′)


3�����% �# d �" �� ����� �� H̄& ' "�( �# �  � �	
!
� �"�� |θ̃〉 �����-�

|θ̃〉〈θ̃| �
[

k∑
q=0

(
n+ k

q

)(
n+ d2 − 1

n

)3
] ∑
I⊂[n+k]

|I|�n

ˆ
|x〉∈SH̄⊗H̄′

ε(θ̃x)(HH′)Ic ⊗ |x〉〈x|⊗I
H̄H̄′dx.

��� "��& ���� ������� ������% �(� H′⊗n+k& ' -����# %�

ρ̃ �
[

k∑
q=0

(
n+ k

q

)(
n+ d2 − 1

n

)3
] ∑
I⊂[n+k]

|I|�n

ˆ
|x〉∈SH̄⊗H̄′

ε(θ̃x)HIc ⊗ σ(x)⊗I
H̄

dx,

'"� ��� ��� 0 � q � k ��� ��� ���� (���� |x〉 ∈ H̄⊗ H̄′& σ(x)H̄ = TrH̄′ |x〉〈x|H̄H̄′ �� �" ����� ���� �� |x〉〈x| ��
H̄& ��� ε(θ̃x)Hk−q = TrH′k−q ε(θ̃x)(HH′)k−q �� �" ����� ���6��� ���:� ���� �� ε(θ̃x) �� H⊗k−q

������% (�#�"��% ��%�"�& ' ��� (������# %� �" �����'��%; �� n ∈ N ��� k = �nα� ��� � %�(� α

���-����% 2/3 < α < 1
 �� ���� λ0 � � �"��"��� ���" �"�� �� �" �� "��� λ0 � C0 log n& '"� C0 > 0 ��

� ���(���� ��������& ��� �� �" ��"� "��� d � nβ ��� � %�(� β ���-����% 0 < β < 1/2
 <����� ��� �"��

ρ(n+2k) �� � (n+ 2k)6�#  ���� ���� �� H⊗n+2k ���" �"�� (�� A "����
 �"�& '��" ����������# %���� �"��

1− e−cn
3α−2

& '"� c > 0 �� � ���(���� ��������& �" ����� ���� ρ(n+k) �� ρ(n+2k) �� H⊗n+k �����-�

ρ(n+k) � (Cn)n
α+n2β ∑

I⊂[n+k]
|I|�n

ˆ
σH̄∈D(H̄)

ε(ρ, σ)HIc ⊗ σ⊗I
H̄

dμ(σH̄),

'"� C > 0 �� � ���(���� ��������& μ �� � ����������#  ���� �� �" �� �� ����� �� H̄& ��� ��� ��" 0 � q � k

��� ��" ���� σ �� H̄& ε(ρ, σ)Hk−q �� � ���6��� ���:� ���� �� H⊗k−q

7�'& �� N : L(H) → L(K) � � $����� �"����& ��� ����  �"�� �"� ����� ��  0 < δ < 1 ���" �"��

sup
{‖N(σ)‖1 : σ ∈ D(H̄)

}
� δ.
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���� ��	
��� �� 	�����
� ���� ��� �� 0 � q � k� �� �� ����� ε �� H⊗k−q� σ �� H̄� �� ���∥∥N⊗n+k (ε⊗ σ⊗n+q)∥∥
1
=

∥∥N⊗k−q (ε)
∥∥
1
‖N(σ)‖n+q1 � δn+q.

��� ����������
�� �� ��� 	�������� ��� �� ���� ρ(n+2k) �� H⊗n+2k ���� ��� ����� A ��
��� �������� ��

ρ(n+k) ��� ������� ���� �� H⊗n+k� �� ��
�� ���� 	�����
��� ������ ��� 1− e−cn
3α−2

���

∥∥∥N⊗n+k(ρ(n+k))∥∥∥
1
� (Cn)n

α+n2β
k∑
q=0

(
n+ k

q

)
sup

{∥∥N⊗n+k (ε⊗ σ⊗n+q)∥∥
1

: ε ∈ D(H⊗k−q), σ ∈ D(H̄)
}

� (Cn)n
α+n2β

k∑
q=0

(
n+ k

q

)
δn+q

� (C ′n)n
α+n2β

δn,

����� C ′ > 0 ��  �������
 �������� �� ��� �� α, β ��� ���� ������� ���� ���� ���� ��� �� δ̃ > δ ��

n � nδ̃� �� ��� ���� ���� 	�����
���

sup
{∥∥∥N⊗n+k(ρ(n+k))∥∥∥

1
: ρ(n+k) = TrH⊗k ρ(n+2k) ���� ρ(n+2k) ∈ D(H⊗n+2k) ���� A ��
��

}
� δ̃n.
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���� ��

��)��� � ��� ����� �� ��� 	���'��
������ 	��	���� ���� ���	��� �� � �����
 	������ ���� �� ����������

��  ��	��� ���������  ��� 4��� ���/��!� �� ��	��'�������� �� ����)��  �������
 ������
���� ����� ����

���	��� �� ��� ����'���� �������  ��� *��0������  ����/!!�

�� ��� 
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��� ������
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���
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��� ����� ��������	
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�)�� ����� ��##��
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 ����� �+��� ���� ����� ��$� ��+�,�

-��������� ����� ���� �������� ���� ����
��	
 �
�� ����
��� .
� ����� ��	� ��� ����� �
 �(#� %�	
���
�
�

!	�� ������� �
� )��
��� �������
��,� 	
� �
 ��� 
	����
��
� �����
� ���� /�� 0�� �����
� �	�" ��� ��� ����

�	��� 	
 ������ 
	����
��
� ������� �!��� �� �� 1
� ���� ��� ���	�� !��	��� ���� �	�� ��������
� �	�

�����������	

��� �������

2����1���� �� �� �	
����� ���� ������� ����� G ���� �
��� ����!��� X1, . . . ,X� �
� 	����� ����!���

A1, . . . ,A�� 3� ��� 	� 
	����	
�

X :=
��

i=1

Xi �
� A :=
��

i=1

Ai.

4�������	��� �	� �
� ��!��� I ⊂ [�] 	� �
������

XI :=
�

i∈I
Xi �
� AI :=

�

i∈I
Ai.

4	� �
� I, J ⊂ [�]� ����
 T � ��	!�!���� ������!���	
 	
 XI � ����� P � �	
����	
� ��	!�!���� ������!���	
 	


AJ |XI � �� ��� ��
	�� �� !� TXI
� ����� PAJ |XI

� ���
 �	
����	
 	
 ��� �	
������� ����!��� �� �� ���"� 5� ���

��	 �	������� ��� ��� �!!�������	
 6����7 �	� 6��	!�!���� ������!���	
7�

4�	� 
	� 	
� �� �� !� �
�������� �
 ��"�
� ��
��� � ���	�� ��������	
� 	
 �	� �	����� ��� � ������

��� !�� 0��� �� 
������ ��� �� �	 �	
������
� ���� ����� �	��	
 �������� �	 ��
 ��� ���� G �	�� !� �
�
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	��

��������� ��	�	�	 �� ��� �� 
	����
��
� 	�� ��!�
	����
��
� ����
	������ ����� �������
� ��(A|X)

	�� ����(A|X)� ������� �� ������	��� ������� P (a|x) � 0 ���� 	� ��

����

P ∈ ��(A|X) :⇔ ∀ I � [�], ∃ Q(·|xI) ������ �� AI ���� ∀ x, aI , P (aI |x) = Q(aI |xI), %����,

P ∈ ����(A|X) :⇔ ∀ I � [�], ∃ Q(·|xI) ������ �� AI ���� ∀ x, aI , P (aI |x) � Q(aI |xI). %���#,

��� P (aI |x) ����� ��  	����	
 �������

P (aI |x) =
∑

aIc∈AIc

P (a = aIaIc |x).


���� ��	�	�	 ��� ��	� ���� ���� ��������� ��(A|X) ⊂ ����(A|X)� ��� �� 
	��� �� 	 ������
� 
	���

�� !��� �� 	
�	�� ����	��� �� 	

�"�� ������#� $����� ��� P ∈ ��(A|X) �% P ∈ ����(A|X) 	�� P ��
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 x ∈ X�
∑
a P (a|x) = 1� &���� �� �������� �� ���������	
 ����	��
���

�������������� ���
 ���� 	

���� ���� 	�� ������ 	 ���	
 '����	��
���( �� 
�� ��	� �� )�	
 �� 1�

*
��� �� �	� � ����� ��	� �� )�	���� !++�+#� ��
� ��� �� �� ��� I = [�] \ i �� �� � ��������� ����
�� ��	�� �� �������	

��� ���������� �	, �� ��� �� )�	����� 	�� ���� ����� ��	�� �� �� �� 	

 )�	�����

�)���� !��� -./0� 1  	 /�2#� �� 	�	
����� ��	� �� ��� �����������	

��� �� ��� ,���� 	�� 
�,
� �	
��

�����
��� ��  ���� �� ���� ����3�� ������� �� �
	3 �� ���������� �� )�	���� !++�/# �� ��
� ��
� ��� 	

�
��� �	 �
� �� ������ I ⊂ [�]�

.
 ������� ���� G �� ����������8�� !� � ��	!�!���� ������!���	
 T (x) 	
 ��� )������ X� �
� � !�
���

��������� V (a, x) ∈ {0, 1} 	
 ��� �
����� �
� )������ A× X� �� ��������� �
 4����� ����� 0�� 
	����
��
��

����� ��!�
	����
��
�� ���� 	� ��� ����� ��
	��� ω��(G)� ����� ω����(G)� �� ��� ������� 	� ��� ��

�
�

��	!�!����

P (��
) = EV (A,X) =
∑
a,x

T (x)V (a, x)P (a|x)



������� ��	 �
�
��� �������� 
�� �������
���� ��� �������������
����� �
�� ���

� � 
�� P ∈ !"(A|X)# ���	 P ∈ "!$"(A|X)# %&� �& ������������ �� X = X1 . . . X� 
�� A = A1 . . . A� �� 
�

'����#

∀ x, a, P (X = x, A = a) = T (x)P (a|x).

(� %����# �& �������������
�����  
�� �� 
 �
� �� �& �
'��
� ����
�����) �� %������ �� %&� �� �����
����

�� 
����� �� �& ��%� �� �& ��
)��# 
�
�� ���� �& �
�� �&
� �&) �
���� ����
� ������
���� ����
��
�����)

���� �� 
���&�	 (� �& �����������
����� �
�# ������
���� 
� ��
'�  � ���* ��
)�� 
� ��� ����� ��


�%
)� ������ 
� ������# 
�� �� �� ���) �+���� �&
� �&�� ���
��) ,���-� 
� �� �� %� �������
�����. � �

�&���& �&) �
) &
  ,&����. �� �&�� 
��������� �& �
�� �&
� �� �� ����
������	 (� "����� ��	/ % ���0)

������� ��&� -���� �� ����������� �&
� �� �
) ��� �� �& ��
)��1 �&)���
� ��%�# ���& 
� �&
�� �
�������

�� �&
�� +�
���� ��
������ ���)	

2���� ��	�* �� ����
)� ��� ���
� �
�

��
)� 1

x1 ∈ X1

a1 ∈ A1

��
)� �

x� ∈ X�

a� ∈ A�

%	�	 T (x1 . . . x�)

%	�	 P (a1 . . . a�|x1 . . . x�)

�& ��
)�� %�� �3 V (a1 . . . a�, x1 . . . x�) = 1

������ ������	
�� �� ≡ �

!�� �����������)# �& �������
����� 
�� �����������
�����  
��� �� �
�� 
� ��
��	 4 ��
�� �) �&�%��� �&
�

��� 
�) �%����
)� �
� G# �&) 
� ������
�# �		 ω��(G) = ω����(G)	 �� !" ⊂ "!$"# �& ��+�
���) ,�.
��  ����# 
�� % ���) �� �� ���  �& ������� ��+�
���) ,�.	 �&�� �����%� ���� �& �����%��� ��������
�

���
	

����� ������ ���	 5��/6�� ��� P ∈ ����(A× B|X× Y) �� � �	
������ �����
��������� �
������
�� ����

����� ������ � �
��������� �
������
� P ′ ∈ ��(A×B|X×Y) 	��� P � P ′ �
���	���� ���� P (ab|xy) � P ′(ab|xy)
�
� � a, b, x, y�

��

�� (� P �� ����
��7�# �		 �� ��� 
�� x, y#
∑
ab P (ab|xy) = 1# �&� �� ���&��� �� ���  ��
�� P �� 
��
�)

�������
�����	

$�&�%��# �&� '��� x, y %��& %��&�
∑
ab P (ab|xy) =: w < 1	 8) �����������
����� 
���������# % &
 

������������� Q(a|x) 
�� Q(b|y) �����
���� �& �
����
��*

∀ a, b, P (a|xy) � Q(a|x), P (b|xy) � Q(b|y).

�� �& ���
� %��&� �� ���& �
����
�� �� P (·|xy) �� w < 1# % �
� 9�� a 
�� b ���& �&
�

P (a|xy) < Q(a|x), P (b|xy) < Q(b|y),

�� % �
� ����
� P (ab|xy) �) ��� ε > 0 �� P ′(ab|xy) = P (ab|xy) + ε 
�� ����� �
����) �& �����������
�����

����������	 8) �&������ ε �
'��
��) ��# % �
� ���� �& ���
� ����� �� ������ ��+�
���) ����� �� �& "!$"

����������	 (��
���� �&�� ������� % 
���  
� 
 �����������
����� �����
���� P ′ %��& 
�� ��+�
����� �� %��&

+�
���)# �		 
 �������
����� �����
����	

����&� �����
���� �� �&�� 
������ 
��
�� �� ����
�����	 ������� �& �����%��� �� �� �����
�����*

XP,Q := {P ′ : ∀ a, b, x, y, P ′(ab|xy) � P (ab|xy), P ′(a|x) � Q(a|x), P ′(b|y) � Q(b|y)} .



���

XP,Q ����� 	
��	� �� P ′ 
→ ∑
xy

∑
ab P

′(ab|xy) ����� 	
�����
���

sup

{∑
xy

∑
ab

P ′(ab|xy) : P ′ ∈ XP,Q

}

�� 	����� ������� �� �� ���� ���� ��� |X× Y|� �� 	
��� ��� ��� ��
	����� �
�� �
 ��	���� ��� 
���	����

���	��
�� 	
�����	���� ��� �� ��  �������

�
�� ��� ��� �������� �� ��
	����� ���	����� �
��� �� 
���� �
 �����
�� �� ��
!����� ���!�
!

��������� ������� ���
  �
!��������� 
�� �
������� �� �
�������� �� ��� �
� �
�� ������� "�� ��
!�����

	�� �� ������ ���	��� ��� �
 �
�!
��������� 
� ��� ��
 #�$# 
� �# 	
��������� %
������ ����� �� ���

	�� 
� ����� ������� ���� ���� ��� ����� ���&������� PAiAj |XiXjXk
� QAiAj |XiXj

�� �� ���
������ �
 �����

��������
���� �
 �&������� �� �
������� ��	�������

������ �����	
���� ���� �� ��

'������ ω��(G) � ω����(G) �
� ����� ���� �� ����� �� ������� 
� ���� (���� ��� ����������
� T �����

����	��� ������ ��� ���� ����
��) ����� ω��(G) < 1 ��� ω����(G) = 1� �
� �����	� ��� ���������	����� 
���

(�� ��*�����  ������ 
� ���� ����� ��������
� ��
������ �������
� 
�  ������� ���!�
!��������� �������

�
  �
����+��� �
!��������� 
��)�

������� ��	�	
	 �	�� ,-.� /������� /) '
������ ��� �����!����� ����������	����� 
��� A3� ���	� �� �����

����� �� 
����� �
� �� ������ �� ��� ����������
� T ����
���� 
� {0, 1}3 \ {111}� ���� 111 �
�� �
� 
		��

�  ������ 
� &�����
��� "�� ������� �����	�� �� ��� �� �� ��
 ������ �� 1� �� xi = xj = 1� ���� ���

	
�����
����� 
������ ���� �� ��0������ ai �= aj � 1���� �� ����� �� +��
 
� 
���  ������ 1 �
���� ��� �������


������ �� �� ��������

�� �� ��������
���� �
 ������ ��� ��� �
��
���� 	
������
� �� �� #�$#
({0, 1}3|{0, 1}3) �� ���� ��� ���

���� 	�������2

P (a1a2a3|x1x2x3) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
0 �� x1x2x3 = 111,

1/8 �� ∃ 1 � i �= j � 3 : xi = xj = 0,

δai,1−aj/4 �� ∃ 1 � i �= j � 3 : xi = xj = 1 �� x1x2x3 �= 111.

#
 ω����(A3) = 1� $� ��� 
���� ���� �
�� ��� T ����
�� 
� {011, 101, 110}� 
�� 	� 	��	* �� ���������

���� ��� ω��(A3) = 2/3�

%
������ �
�  ��� ����������
� T ����� ���� ����
���  ������ ���
���� ��
�� ��� ω��(G) < 1 �������

ω����(G) < 1� ������� �� ��
� ��� 	
����
������� ������� ��� ω����(G) = 1� 3�	��� 
� ��� ���� ����
��


� T � ���� ������� ��� �
� ��� 
����� ���!�
!��������� ������� P �� ����� x�

1 =
∑
a

V (a, x)P (a|x) �
∑
a

P (a|x) � 1,

���	� �&����� (���� �
����+��
�) �
��� �
� �� x� "���� P �� �����  �
!��������� 	
������
� �� �
 ω��(G) = 1�

�� �	�� �� 	� ��
� �
������� ���
����� ����� ��� �
��
���� &��������� �����
������

����� ��	�		 ������� � 
��� ������������ T ���� ��		 ������� �� X� ���� ����� ������ Γ = Γ(T ) � 0�

����� ��	� ������� �� T � ���� ���� ��� ����� 
��� G ���� ����� ������������ T �

ω����(G) � 1− ε ⇒ ω��(G) � 1− (Γ + 1)ε.

��� ��������� �� Γ ��� �� ����� ���� � !" �� �#"�

$����� "*� � 
����� ������� P ∈ #�$#(A|X)� �
 ��� P (aI |x) � Q(aI |xI) �
� �� I� aI � x� "����∑
a,x

T (x)P (a|x) �
∑
a,x

T (x)V (a, x)P (a|x) = ω����(G) � 1− ε.

/�� �
 �� ���� �
� �� I�∥∥TXPAI |X− TXQAI |XI

∥∥
1
=

∑
aI ,x

T (x)
(
Q(aI |xI)− P (aI |x)

)
� ε,



������� ��	 �
�
��� �������� 
�� �������
���� ��� �������������
����� �
�� ���

��
�� �  ��!��� ��� �� �  ��� �� ������
��"	

#�$ �����% &���� ��' �  ��������
��(� ����
�����% ������������ PA|X �� 
 ������% ����
��(� ���������
�

����
�����% ������������ P ′
A|X) 
����� 
� ���� 
� 
"�
�� $�� � �"� TX �� ε) 
��  ��) ��� 
�� I)

1

2

∥∥TXP
′
AI |X− TXQAI |XI

∥∥
1
� ε.

�� � �� ����� $ �
� ��"�* �  ��
�����% �� ���
� �����
���) ��� �� +,-. 
�� +/. �� ������� � 
� � � ��

Γ = Γ(T ) � 0 ��� � 
� � � �� 
 �������
����� �����
���� P ′′
A|X ∈ #0(A|X) $�� 

1

2

∥∥TXP
′′
A|X− TXP

′
A|X

∥∥
1
� Γε.

� �� ��"�

ω��(G) �
∑
a,x

T (x)V (a, x)P ′′(a|x)

�
∑
a,x

T (x)V (a, x)P ′(a|x)− Γε

�
∑
a,x

T (x)V (a, x)P (a|x)− Γε

� 1− (Γ + 1)ε,

$ � $  
" ��� �  ���
� "
��
����
� ����� �� P ′′ − P ′) �  �
�� � 
� P ′ �����
�� P 
�� �  
���������

�� �  ����
�����% �� $������ G $ � ��
%� P 	

�  ��� �� �  � 
��� �� ��������� 
� �����$�1 2� 0����� ��	3 $ �������� �
�
��� �������� �� �
��) 
��

��
� ��� �
�� ������) $ �� �����" ����) 
�� �
���% ��
���%) 
���� 4������ �% �������� +�-,.) 5� ��
�

�� ��� +,-. 
�� ������6����
� �� ��� +/.	 2� 0����� ��	7) $ ����� �  �
�� �� ���
� ����) �� �� � 

������
��� � 6����� ��������� ���� � 
��� �-) 
�
��� �� ��� ����� ���) �����$� �% �  ������ �� � 

�
�� � ���� 
�� ������
��� �� 0����� ��	,	 8 ������� �� 0����� ��	�	

���� �������� ��	�
�
��� ����
��� �� ��� �����
�

9�"� 
� ����
%� �
� G) $�� ����
�����% ������������ T (x) �� X 
�� ���
�% �����
� V (a, x) ∈ {0, 1} ��

A× X) $ 
� ������� �� ��
%��� �  �
� �
� n ���� ���������% �� �
�
���) 
�� �� ���*��� 
� � 

����
�����% �� $������ 
�� n �� 
 ����� �� t �� � �	 �  �
�� �� ����� �� � 
��� �- ��� �����% 
�
������

�������
�����) ��� �� �  ������ �� ������� ��������� �� ���": ��� �� ��
�� ����
� �� ��������
%� �������
�

�
��	

6���
��%) �  n����	 
������� ��
������ �� G �� �  ����
%� �
� Gn  
"��� �  ������� ����
�����% �������

������ �� Xn

T⊗n(xn) = T
(
x(1)) · · ·T (x(n)),


�� �  ������� ���
�% �����
� �� An × Xn

V ⊗n(an, xn) = V
(
a(1), x(1)) · · ·V (a(n), x(n)

) ∈ {0, 1}.

�  �������
�����) ���	 �����������
�����) "
�� �� � �� n����� �
�
��� �������� �
�) ����� ω��(G
n))

���	 ω����(G
n)) �� � �� �  �
:���� �� �  $������ ����
�����%

P ($��) =
∑
an,xn

T⊗n(xn)V ⊗n(an, xn)P (an|xn)

�"� 
�� P ∈ #0(An|Xn)) ���	 P ∈ 0#;0(An|Xn)	
2� $����) �  ��
%�� $�� Gn �� � % $�� 
�� n ����
��� �� G ��
%� �� �
�
���	 0� $ ��"�����% 
�$
%�  
"

���� �  
���$� �� �� ���
���� ���� X ∈ {#0, 0#;0}�(
ωX(G)

)n � ωX(Gn) � ωX(G). ���	7�



���

������	
 �� �� ���� ���	� ωX(G) < 1
 �� ��� ������ �� ����	 ��� ����	 ������ �� ������� ������ �	���

������������ ��� n
 �� ��� ������� ������ ��	� ���� ��!�	������ "�� ��	����� 	������� �	����� �� ���

�� !��������# $! ���� �! �� �����	�% ������� �	������ ��� �� � ��� ��� 1 ������� �! G ��� �	��������

1
 ���� � �������	��� ����� �� ��� ���� �� ������������ �������� �	�������� �! ������� n �! ��� � ��

���� ���& '�� �! �� � ����� 	��&

(�	� ����	����
 �� ��� ���� �� ���� Gt/n
 ����� ������� �	������ �� ��)��� �� ������� ��� t ��	 ��	��

�� �! n 	�������� *+,-
 ����

V t/n(an, xn) :=

{
n∑
i=1

V
(
a(i), x(i)

)
� t

}
=

{
1 �!

∑n
i=1 V

(
a(i), x(i)

)
� t,

0 ���	����.

.�� ��
 ��� ��	 ������
 Gn = Gn/n�

"�� ���� 	����� �! �� �	���� �����	 �	� ����	�� �����
 ���	� �� �� C� := 2�+1 − 3�

������� ���	�� �/�	����� 	������� !�	 �� ���0��0���������� ����� �! �0�����	 ������� ��� G �� �� ���	�
��

��� ���� ���� ω����(G) � 1 − δ ��� ��� 0 < δ < 1� ����� ��� ��
 n ∈ N� ��� ��
 t � (1 − δ + α)n ���

��� 0 < α � δ� �� ����

ω����(G
n) �

(
1− δ2

5C2
�

)n
,

ω����(G
t/n) � exp

(
−n α2

5C2
�

)
.

'� �������� ������������ �	 	�)������ �! "���	�� ���1��
 �� ��� �� ��	����� 	������� 	����� !�	 ��

��0���������� ����� �! ���������	 ����� �� ���� ��	�����	 ���������


������� ���	�	 �/�	����� 	������� !�	 �� ��0���������� ����� �! !��� �����	 �0�����	 ������� ��� G �� ��

���	�
�� ��� ����� ������������ T ��� ��		 �������� ��� ���� ���� ω��(G) � 1− δ ��� ��� 0 < δ < 1� �����

��� ��
 n ∈ N� ��� ��
 t � (1− δ + α)n ��� ��� 0 < α � δ� �� ����

ω��(G
n) �

(
1− δ2

5C2
� (Γ + 1)2

)n
,

ω��(G
t/n) � exp

(
−n α2

5C2
� (Γ + 1)2

)
,

����� Γ = Γ(T ) � 0 �� ��� �������� ��� ��� ������� ����� ��	
 ������� �� T �

.�� �� �� ������ Γ �� ��� ��	����	� ������� �� �� ����
 ��� �� �� ��	� ���� ��		��� � �����

���������� �� �� �����	�% ������� ��2��� "��� �� �� ���	�� � ���������%� ��0�����	 	���� !�	 ��0����������

�����
 ����� ��� �� ������� ���������� � ��� *�,+-� "��� �� ����	���2�� �� ��	 "���	�� ���1��
 ����� !�	

�� �����	� ��  ��� �� 3���� ������ �� .4 ≡ 4.54
 ��� �� ����� ��	���� 	��� �6 ������ ��� �������

��	���� ���	����� �� ���������%�� 3�� ��� � ���� ��� �� �	��! ������ �� � �����2� �� ������� ����

��	�
 ����� �� 	���	� �� !�������

������� ���	�� �/�	����� 	������� !�	 �� ��0���������� ����� �! 20�����	 �����
 �!� ��������� *�,+-�� ��� G

�� � 2��	�
�� ��� ���� ω��(G) � 1− δ ��� ��� 0 < δ < 1� ����� ��� ��
 n ∈ N� ��� ��
 t � (1− δ + α)n

��� ��� 0 < α � δ� �� ����

ω��(G
n) �

(
1− δ2

27

)n
,

ω��(G
t/n) � exp

(
−nα

2

33

)
.

���� �����	
��� � ������� 	�������

7� 8���� 	�������� �	� � ���!�� ��� ���� 	���� � ����	���� ��� ��	������0����	��� ��!�	����� �	�0

������� �� � $�����
 ���� ������ � 	��	�� �� �������� � �� �! ������ �����	���
 ����� �	� ������� 	�������

����	����
 �� � ��� �������)�� �� 9����	 �,� $� �� ����� �! ����0�����	 ����� ������ n ���� �� ��	�����




������� ��	 �
�
��� �������� 
�� �������
���� ��� �������������
����� �
�� ���

��  ���� ��! �� �� �" �
�� �"
� �" �������� �� �" n ����
��� �� �" ��
�� �
� �� ����#
�� �� ����

�" ����$ �� ���
���� ��� �" �
��� �� �" ����$ �� ����
��� �� ������� ���	��
��� ��		 ���#% ������
����� ��

n �	�	�	 ���
�����	

�" ����
� � &����� �������� �
!
 ������������� ���
  
� ��
�� �� '()*+ �
�� ,����� 
�����
����� ��

�
�$ 
�
� �� -�
���� ������
���� �"��$+ ���� -�
���� ��$�����
�"$ '(�* �� -�
���� ."
���� �"��$ '/)*	

0�� ������ �"���"+  ��� ��$ �� � � ��� �����$ ��
����"� � &����� �������� ������+  "��" 
� ��
��

��� 	 1��� �� ,% ��� �,�������2    ��� �
$ �"
� 
 ����������
�����$ ������������ PZn + ���	 
 ���������
� �����

�����
�����$ ������������ PBn|Yn + �� n��$������ �� ��� 
�$ �����
���� π �� n �����+ ∀ zn, P (π(zn)) = P (zn)+

���	 ∀ bn, yn, P (π(bn)|π(yn)) = P (bn|yn)	
����� ������ �� &����� �������� ��� ���������
� �	�	3�+ '4*�� ��� B,Y �� ���� 	���	����� ����� ������ 	

����	������ ��	���� dRB|Y �� ��� ��� �� ���������	� ����	������ ������������� RB|Y ���� ��	�� ��� 	�� n����������
���������	� ����	������ ������������ PBn|Yn �

PBn|Yn � poly(n)

ˆ
RB|Y

R⊗n
B|YdRB|Y,

����� ��� ��������	� �����	���� �	� �� ����� ������� 	� poly(n) � (n+ 1)|B||Y|�

����� ������ �������
��� � &����� �������� ��� �������	�	3�+ '�"
��� �5+ .����� �5	/+ ������
�$ �5	/	4*� �

��� Z �� 	 ���� 	���	���� ����� ������ 	 ����	������ ��	���� dQZ �� ��� ��� �� ����	������ ������������� QZ ��

Z ���� ��	�� ��� 	�� n���������� ����������	������ ������������ PZn �� Zn�

PZn � poly(n)

ˆ
QZ

F
(
PZn , Q⊗n

Z

)2
Q⊗n

Z dQZ,

����� ��� ��������	� �����	���� �	� �� ����� ������� 	� poly(n) � (n+ 1)3|Z|2 �

6� 7��
 ��	8	/ 
��#+ 
�  �� 
� �� �" ��
���� �� �"�� �"
���+ F (P,Q) ��
��� ��� �" ,����$ �� �

����
�����$ ������������� P 
�� Q+ �,�� 
� F (P,Q) = ‖√P√
Q‖1	

9 
� �� �
�$ �� ����� �" ��"���
� ���
 �"
�  ��� 
��� �� �� .����� ��	( �� ���� �" ����$ ��

���
���� ��� ��
�� �
�� �� �" ����$ �� ����
��� �� ������� ���	��
���+ 
�� "�� ���# ��� �
�� ������	

����� ������ �� &����� �������� ��� �����������
����� �����
������� ����� ������ 	 ����	������ ��	���� dQ

�� ��� ��� �� ����	������ ������������� Q �� A× X ���� ��	� ��� 	�� ����	������ ������������ T �� X 	�� 	��

P ∈ � !�(An|Xn) 	� n���������� ���������
�	����
 ������	����� �� ����� ��	�

T⊗n
X PAn|Xn � poly(n)

ˆ
QAX

F̃
(
QAX

)2n
Q⊗n

AXdQAX, ���	(�

����� �� �����

F̃
(
QAX

)
:= min

∅�=I�[�]
max
RAI |XI

F
(
TXRAI |XI

, QAIX

)
.

"� ������� ��� ��� �	#� �� ������������ ��	� ��� poly(n) �����	���� �� �$�	���� ���	(� �	� �� ����� �������

�� (n+ 1)3|A|
2|X|2+2|A||X|�

%����� .��� T⊗n
X PAn|Xn �� 
� n��$������ ��������
�����$ ������������ �� (AX)n+   ,��� �� 
�� "
# �$

7��
 ��	8	/ �"
�

T⊗n
X PAn|Xn � poly(n)

ˆ
QAX

F
(
T⊗n
X PAn|Xn , Q⊗n

AX

)2

Q⊗n
AXdQAX.

:���� �%� �"
�+ ��� 
�$ ∅ �= I � [�]+

F
(
T⊗n
X PAn|Xn , Q⊗n

AX

)
� F

(
T⊗n
X PAn

I |Xn , Q⊗n
AIX

)
� F

(
T⊗n
X P ′

An
I |Xn

I
, Q⊗n

AIX

)
.

�" ,��� ��-�
���$ �� �$ �����������$ �� �" ,����$ ���� ����"
���� �
�� ��� �
������
� �
!��� �
����
���	

9"�� �" ����� ��-�
���$ �� ��
�� P ∈ .:0.(An|Xn)+ �� �"
� PAn
I |Xn � P ′

An
I |Xn

I
��� ��� ���������
�

�	�	 P ′
An
I |Xn

I
+ 
�� ��
�� �" ,����$ �� ���������#���	



���

���� �� 	
�� �
� ��� ∅ �= I � [�] P ′
An
I |Xn

I
��� �� ��
��� �
 �� �� n���		����� �
�����
��� ��
��������

����������
�� ������ �� �� ���� �
� ��� n���		��������
� �
��� ����� ����� �
��� PAn
I |Xn ������ ��� ������ �� ��

����	���
� n���		������� �� ���� ���� �� ��		� ��� �� ����

P ′
An
I |Xn

I
� poly(n)

ˆ
RAI |XI

R⊗n
AI |XI

dRAI |XI
,

��� �����!������ ����" #��� 
��� 	
�� ���� ��� #������ �� 
��������������" ��� ���
�� ���� �� �� 	�������������


� ����
� ��
�����

F
(
T⊗n
X P ′

An
I |Xn

I
, Q⊗n

AIX

)
� poly(n) max

RAI |XI
F

(
T⊗n
X R⊗n

AI |XI
, Q⊗n

AIX

)
= poly(n) max

RAI |XI
F

(
TXRAI |XI

, QAIX

)n
.

$������������" �� "��

T⊗n
X PAn|Xn � poly(n)

ˆ
QAX

(
min

∅�=I�[�]
max
RAI |XI

F
(
TXRAI |XI

, QAIX

))2n

Q⊗n
AXdQAX,

�� ���
������

���� ������ �� 	
� ��� �
������

�� ���� �����
� �� ��
�� %��
��	 ���&�� '
�
����� ���&�& ��� %��
��	 ���&� �

�� ���� #��� 
� ��� ��� �
��
���" �(�����
� 
� ��		� )�* �� +�,-./

����� ������� ��� Z =
�m
j=1 Zj ��� B =

�m
j=1 Bj� ���	
��� ����
�
�� �
	��
��
��	 T �� Z ��� P ��

B× Z 	��
	��
��

1

2

∥∥PZ − TZ

∥∥
1
� ε0.

�� ��� ���� j ∈ [m] ����� ��
	�	 � ����
�
���� ����
�
�� �
	��
��
�� Q(bj |zj) 	��� ����∥∥PBjZ − TZQBj |Zj

∥∥
1
� εj ,

���� ����� ��
	�	 � ����
�
���� ����
�
�� �
	��
��
�� P ′(b|z) 	��� ����� ��� ���� j ∈ [m]� P ′(bj |z) = P ′(bj |zj)
��� ��� bj , z� ���

1

2

∥∥TZP
′
B|Z − PBZ

∥∥
1
� ε0 +

m∑
j=1

2εj .

������ %��� �
�0� �(����� �� ��� ��

� 
� ��		� )�* �� +�,-. ����� �� � ���������� ���������
� �m ��	��� 
�

��		� )�- �� ��� ��	� ������ %�� ������ ������ 
� ��� ���� ���� ��� ����������� �������� ‖P1−P2‖1/2 ������� ��


��
�������� ����������
�� P1, P2 ��� �� �!���������� ������������� �� ��� 	���	�	 ��
�������� ���� X1 ��1���

��
	 X2 
��� ����� 
� ����
	 ��������� (X1, X2) ��	���� ��
	 P �����" (P1, P2) �� 	��"������

2
�� ���� ��� �
�����
�� ���
���� �� ��		� ���-�� ��� �
� ��
�"� �
 ������ �
���"������" 
� P ′ �
� �����


� 	
�� �������� %��� �
��� �� ��3����� ��
�"� �
 "�������� ���� P ′ �����#�� ��� ����(�� �
���"������"

�
��������� �
�������� �� +�*-. ��	��� ���� ��� "�
�� 
� �− 1 ������� �
"����� ����
� ��"��� �
 ��� ��	�����"

������� 2����������� �� ��� ������"� ���� ������ �
 ����
(�	��� ��� "���� �
���"������" �
�������
� �� � ����

�
���"������" �
�������
��

����� ������� ��� P � � ����
�
�� �
	��
��
�� �� A× X ��� T � � ����
�
�� �
	��
��
�� �� X� �� ���

���	
�����
�� ����
�
��	 ������ ���� ������
������� ������

∀ I � [�], ∃ Q(·|xI) �����	 �� AI 	���
1

2

∥∥PAIX− TXQAI |XI

∥∥
1
� εI ,

���� ����� ��
	�	 � 	�����	
�����
�� ��������
�� P ′ ∈  !" (A|X) ���� ������
����	 P � 
� ��� 	��	� ����

1

2

∥∥TXP
′
A|X− PAX

∥∥
1
� ε∅ +

∑
∅�=I�[�]

2εI .

�� ��� �#�������� ��	� � = 2� P ′ ��� � ���	�� �� � ���	
�����
�� 
�	���� P ′ ∈ ! (A|X)�



������� ��	 �
�
��� �������� 
�� �������
���� ��� �������������
����� �
�� ���

������   !��� 
���" #��
 ��	$	�% !��& m = 2� − 2% �& ���' j ������"��� 
 �������" 
�� �������� ��

∅ �= I � [�] ���� ����
�� (�
 �& '�
����� �� j ���� � ���
�" �������	 �& ���
� ����� 
�� ������ 
��&
��� 
�

Zj =
∏
i∈I

Xi, Bj =
∏
i∈I

Ai,


�� �& ������������ ! 
���" �� �� ��

P̂ (bz) =

{
P (ax) �� ∀j, bj = (ai : i ∈ I), zj = (xi : i ∈ I),

0 ��&�!��.

#�)!��% �& ����� ������������ �� Z �� ��(� �"

T̂ (z) =

{
T (x) �� ∀j, zj = (xi : i ∈ I),

0 ��&�!��,


�� ! �� �& ���������
� ������������� Q(bj |zj) = Q(aI |xI)	
*�!% �& ���+������ �� #��
 ��	$	� 
� ��(�% !��& εj = εI % 
�� �&�� ! �� 
 ���������
� ����
�����"

������������ P̂ ′ !��& P̂ ′(bj |z) = P̂ ′(bj |zj) ��� 
�� j% 
��

1

2

∥∥T̂ZP̂
′
B|Z − P̂BZ

∥∥
1
� ε0 +

n∑
j=1

2εj =: ε.

  !���� ��) �� ������� &� �" ,������� �
�)- �&�� ���������
� ������������ �� 
 ��� !���� ��. �������
������

�����
���� �� A× X% '��� �&
� P ′ &
� ������� ������ �& ��
� �� �& ��
���
� �������

Δ : A−→ B

a 
−→ b �	�	 ∀j, bj = (ai : i ∈ I),


�� ��)!�� ��� Δ : X−→ Z	

�� ����( �&�� ����% ! �����" ���( �&�� �
�� �� �& ������������% 
�� �/� �& ����� ��������
��0�

���������
� ������� �" ������

P ′(a|x) := P̂ ′(Δ(a)|Δ(x)
)
.

1��� �&�� ! � ������" �&
�

1

2

∥∥TXP
′
A|X− PAX

∥∥
1
� ε,

��
�� P̂ (b, z) = P (a, x) ��� b = Δ(a) 
�� z = Δ(x)% 
�� �� �� 0 ������ �& ��
� �� Δ	

2� ��
��� �� �&�) �&
� P ′ �� �����������
�����	 #� ∅ �= I � [�] � 
 ����� !��& ������������ ���'

1 � j � 2� − 2	 #� 
��� x ∈ X% aI ∈ AI � �����% 
�� �� z = Δ(x)% b = Δ(a) ��� �&
� zj = xI ∈ XI = Zj %

bj = aI ∈ AI = Bj�	 �&�%

P ′(aI |x) =
∑

aIc∈AIc

P ′(a|x)

=
∑

aIc∈AIc

P̂ ′(Δ(a)|Δ(x)
)

�
∑

bk∈Bk, k �=j
P̂ ′(b|z)

= P̂ ′(bj |z
)

= P̂ ′(bj |zj) =: Q′(aI |xI).

��% ! &
( ��� �& �/������ �� �& �
����
� 
�� �� P ′	 �& ��+�
���" �� �& �&��� ��� �� ��
�� !
��
�� �& ���
�� �� �& ����
����% 
�� �& +�
���" �� �& �
�� ��� �� �" �& �
����
� ������" �� P̂ ′	
�& �
�� ��
��% ��
����� � = 2 ��
"��% �� �& ������
� #��
 �	3 �� 4�5$6	

  
� ��! �
�" �� ���( ��� �
�� �&���% �
��" �& �
�
��� �������� 
�� �������
���� ������ ���

�& �����������
����� (
�� �� ��������
"� �
��	



���

����� �� ������� 		
�
	
 ��� PAn|Xn �� � 	
����	��������� ��������� ����� �	 ������ � ��� ��� ���� Gn�

��� ��	����
��� T⊗n
X ��� ��� ��������� V ⊗n

AX � Gn ����� n�	��������� �� ��� �		
�� ����
� �		 � ����������

���� PAn|Xn �	 ��	 n�	��������� ������� 	���� �� ��� ����
����� π � n �������	� T ◦ π = T ��� V ◦ π = V �

������� Gn ���� P � ���� P ◦π �����	 ��� 	��� ������� ����������� ��� ��������� �� P �	 �� ������ 	�������

���� 	 �	 ��	 	������������  �� ��� ����
�����	 � n �������	� !����� �� ����� ���"�"�

T⊗n
X PAn|Xn � poly(n)

ˆ
QAX

F̃
(
QAX

)2n
Q⊗n

AXdQAX.

#�� $% 0 < ε < 1 ��� ��$��

Pε :=

{
QAX : max

∅�=I�[�]
min
RAI |XI

1

2
‖TXRAI |XI

−QAIX‖1 � ε

}
.

&�	�� � ����� �� �����'��� �������	 ������� $������ ��� ��������	����� (	�� ���� )*+,-� �� QAX /∈ Pε� ����

�
���������� F̃
(
QAX

)2 � 1− ε2� !�����

T⊗n
X PAn|Xn � poly(n)

(ˆ
QAX∈Pε

Q⊗n
AXdQAX+ (1− ε2)n

ˆ
QAX/∈Pε

Q⊗n
AXdQAX

)
.

&� ��� ���� ����� �� QAX ∈ Pε� ���� �� ��$�����

∀ ∅ �= I � [�], ∃ RAI |XI
:

1

2
‖TXRAI |XI

−QAIX‖1 � ε.

.� ����� ���/�0� ��� ������ ������� ������	 ���� ����� �%�	�	 � 	
����	��������� ��������� R′
A|X 	
�� ����

1

2
‖TXR

′
A|X−QAX‖1 � C�ε, ����� C� = 1 + 2(2� − 2) = 2�+1 − 3.

1��� ��� ������� ���������� ���� ������� G ���� � 	������� R′
A|X ∈ 2#&2(A|X) �	� �� �		
����� � G� ��

�	� 1 − δ� 2 ��� � ����� � ��� ��������� � G  �� QAX ∈ Pε �	 �� �	� 1 − δ + 2C�ε� 3
����� � ��������

�������� �� � ���
���� ��� ���� ��� ������� ���������� ���� ������� Gn ���� 	������� PAn|Xn �	 
���� �
����

�	

P(���) � poly(n)
(
(1− δ + 2C�ε)

n + (1− ε2)n
)
. (���4-

5�	��� �� �6
���� (���4-

ε = C�

((
1 +

δ

C2
�

)1/2

− 1

)
� 99δ

200C�
, 	 ���� ε2 � δ2

5C2
�

,

��� ��������� ���� PAn|Xn �	� �� ������	�	� �� ������ 	
����	��������� 	�������� �� �����

ω����(G
n) � poly(n)

(
1− δ2

5C2
�

)n
. (���7-

�� ���� � ����
��� �� �� � � ��� � ��� �������� ���������� 2 �		
�� ���� ����� �%�	�	 � ��	����

C > 0 	
�� ���� �� 	�� N ∈ N� ω����(G
N ) � C

(
1− δ2/5C2

�

)N
� ����� �� ��� n ∈ N� �� �
�� �� �

ω����(G
Nn) �

(
ω����(G

N )
)n � Cn

(
1− δ2

5C2
�

)Nn
.

&� ��� ���� ����� ��� ��� �� 	���� �� � �� �6
���� (���7-

ω����(G
Nn) � poly(Nn)

(
1− δ2

5C2
�

)Nn
.

������� n ���� �� 	�� ���� ��� ��� ���� � ��'� ���	� �� �������	 ��������� �	 � �� � C � 1� �����

�	 �����	��� ���� �� ������ � 	���

8������ ��� �%��� 	��� ����	 �	 �� �� �� ��	 ��� ��� ����������� �
��� ������� �� �� �� � �� �����

� �6
���� (���4- ����� �� ��� 0 < ε < 1�

ω����(G
t/n) � poly(n)

(
exp

[−2n(α− 2C�ε)
2
]
+ exp

[−nε2]) , (���*-



������� ��	 �
�
��� �������� 
�� �������
���� ��� �������������
����� �
�� ���

�� �� ����!� ��"�
���� �
�� ��
�� e−x � 1− x ��� 
�� x > 0�	

�# 
������� ���� ����� �����$� ���� �#������ �� "�
���� ���	%�

ε =
(4C� −

√
2)α

8C2
� − 1

� 5(20− √
2)α

199C�
, �� �#
� ε2 � α2

5C2
�

,


�� ���&��� �# ��������
� ����
���� �� �# �
� ����' 
� ����	

����� �� ��������� 		
�
�
 (� )��
 ��	�	*+ $ '��$ �#
� �� G �� 
� ����
�� �
� $��# ���� ������� �
��������

ω��(G) � 1− δ+ �#� ω����(G) � 1− δ/(Γ + 1)	 ��� �#�� �� �#��� ��	,	�+

ω��(G
n) � ω����(G

n) �
(
1− δ2

5C2
� (Γ + 1)2

)n
.

�# �������
���� ����� ��� ω��(G
t/n) �����$� 
�
��������	

����� �� ������ 		
�
�
 - �����$ �# .
�� �
� �
������ 
� �� �# ����� �� �#��� ��	,	�+ 
�� '� �#

�
� ���
����	 /� �# �
� � = 2+ $ #
& �� )��
 ��	0	, �#
�+ ��� 
�� 0 < ε < 1+

QAX ∈ Pε ⇒ ∃ R′
AX ∈ 12(A|X) :

1

2
‖TXR

′
A|X−QAX‖1 � 5ε.

3�+ �� �# $������ ����
������ $#� ��
���� G $��# 
 ���
��� R′
A|X ∈ 12(A|X) ��+ �� 
��������� �� G+ 
�

���� 1− δ+ �#� �# 
&�
� �� �# �����
� �� G �&� QAX ∈ Pε �� 
� ���� 1− δ + 5ε	 �#�� �� ��
�� $ 
�

#� �
���� $��# ����
���� ����
������ �������������	 ���+ ��� 
�� 0 < ε < 1+

ω��(G
n) � poly(n)

(
(1− δ + 5ε)n + (1− ε2)n

)
,

ω����(G
t/n) � poly(n)

(
exp

[−2n(α− 5ε)2
]
+ exp

[−nε2]) .
- �
� ��$ �#��� ε = (

√
29 − 5)δ/2 �� �# �
�
��� �������� ����
� 
�� ε = (10 − √

2)α/49 �� �#

�������
���� ����� ��+ 
�� 
��� 
� �� �# ����� �� �#��� ��	,	� �� ���& �# ��������
� ����
����+

$#��# ����� �# �$� 
�&����� ������	

���� ��������	


4�� �
�� ������������ �� �# ����� �#
��� �� 
 �������
���� ����� ��� �# �����������
����� &
�� �� ������

��
�� �
�� ���� �
�
��� ��������	 /� �
��+ $ ���& �#
� ��� $��' �� �# 5��� �� ������6 �# ���������

������ �� �# ��
�� �� �����������
����� �����
�����+ $#��# 
��
�� �
���
��� 
� 
 ��
.
���� �� �# �������
�����

���	

2���5�
���+ �� 
� ����
�� �
� G #
� 2142 &
�� 1 − δ+ �#� �# ����
������ ��� 2142 ��
��� �� $�� 


��
����� 
� �
�� 1−δ+α �� n ����
��� �� G ��
�� �� �
�
��� �� 
� ���� exp(−nC�α2)+ $#� C� > 0 �� 
 �����
��

$#��# ���� ����� �� �# ����� � �� ��
���	 �� ������� �� 7089+ ���# �����+ &
��� ��� �
�� ��&��&���

�������� ��� �#
� 2 ��
��� 
�� $#� ��� 
�� "���� 
� 
�'�+ ����� ������
��� 5�� 
�����
����� �� ���������

�
�� ��������
�#� 7:�+ %:9	 /� �# �
� � = 2+ �#�� �� 
���
��� "��&
��� �� �# 
�
������ �������
���� �����

��� �# �������
����� &
�� �� G+ �#�� $��# 
 ���&��
� �����
�� c = C2 �� �# .������
� �����	 ��� $ '��$

$ �
���� #�� ��� 
 ���� ������ �� α �#
� �# ���
��� ��+ &� �� �# ����
� �
� α = δ	 /���+ 
�

.��
��� �� 7�,�9+ ������ �
�
��� �������� �� ���
� ��� ��� #��� ��� �������
����� ��
���	 /� �# �
� � > 2+

��� ����� ������ 
 �������
���� ����� ��� �# �������
����� &
�� �� G+ ��� ���� �� ��� ����� ������������ #
�

���� �������	 (����+ �# �����
�� �� �# .������
� ����� �� �#�� ��� #��#�� �
�������� �������

�� �# ��6� �� �# ����� 
�� ������ 
��#
���+ 
�� �� �# ��
���� $��#� ��������� �� �# ����� �������������	

�#�� �� ����� ����
�
�� �� ��&���� $��' �� �#�� �������� �� �� (�#��
�+ ;#� 
�� 2�#
 �� 7089+ 
��

������;����
�+ ���� 
�� <����' 7%9	

���+ �# ���� �����
� ��� ������ 
� �#
� ����� �� ��
����� �
�� $��# �������� ������� �� �#

�
� �� �#� �� ��� ��
��� �	�	 �# 
���������
���� �
��= ��� 
 �
�
��� �������� ����� #��� ��� �#

�������
����� &
�� �� ���# ��������
�� �
��> ���$���� �#�� "������ ����
��� �"���� �� ������
�� 5���

$#�#� �� ������
�� ��	,	,+ �# ����� �� �# �
� �
�
��� Γ �� �
��� ����
�� �� �� ?��� 
� 
����
�� �� �#

����� ��#��"�	 /� ��#� $����+ ��� �# �
� 
� $#��# �# �������
����� &
�� �� 
 �
� ��
�� ���� �
�
���

�������� ����� ����� �� �# �
� ������������>
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�����	
 ���	 ���� ���� �	 ��
�� ���	��������� �� ��	��	
 �����
���	� �	 ���	��� 
	������� ���� ���� �	

�	� �� 	�������� ��
���	� 
	�	������ 
	���� ��
 ��	 ��������� �
 ����� ���	 �� ���������	
 ���	�� ��
������

��	 �	�� �� ��������� ��

	������� �(A|X) ��� ����� ��

	�������  (A|X) �
	 �	!�	� �� �������"

P ∈ �(A|X) :⇔ ∀ x, a, P (a|x) =
∑
m∈M

Q(m)P1(a1|x1m) · · ·P�(a�|x�m),

��
 ���	 ���� Q �� ���	 ������	� M ��� ���	 ����#� Pi(·|xim) �� Ai�

P ∈  (A|X) :⇔ ∀ x, a, P (a|x) = 〈ψ|M(x1)a1 ⊗ · · · ⊗M(x�)a� |ψ〉,

��
 ���	 �
	 ����	 |ψ〉〈ψ| �� H1 ⊗ · · · ⊗H� ��� ���	 $%&'� M(xi) �� Hi�

��� ��	 ���������� 
	��� ������ ���	 �� �� ������	
 ���	 G ���� ����
������ T ��� �
	�����	 V � �	���	�

ω�(G)� 
	��� ω�(G)� �� ��	� ���
���� �	!�	� �� ��	 ��(���� 
	��� ��
	��� �� ��	 ������� �
���������

P (���) =
∑
a,x

T (x)V (a, x)P (a|x)

��	
 ��� P ∈ �(A|X)� 
	��� P ∈  (A|X)�

)� ��	 ��������� ���	� ��	 !
�� ��
���	� 
	�	������ 
	��� ��
 ��������	
 ���	� ��� 	��������	� �� *�+ ,�-�.� ���

���	
 ���
��	� �� /��	���	�� ,�01.� ����	 *�� ,�-0. ���	 � ����	��
����� ����� /��	�	
� ��	 �
��� �	�����	�

�
	 �
����� ��� �� ��
�������
��
� �� ��� �	 ���	��� 
	�������� ��� �� ��� �	�	
����	 ��
	���� �� ��� ���	


� �� ����	
�� )� ��	 ����� ���	� 	�	� �	�� �� 2����� 3�	 �	�� ��
���	� 
	�	������ 
	��� � �� ��� �� ��	 ��	

	��������	� �� �������( ��� 4��
�� ,15. 6���	�	���� ���
��	� �� ����� 7 ��� 8	� ,-�.9� ����� �����	�

�� ��������	
 6������	
9 �
		 ���	�� ��� �
�� ��	
	 �� ���	� ���� ��� ����
�� 3��� �� ��� �	��� ���	 ��

	(��
� ��	�� �
�� ��	 �	 ���	��� ���
���� �� ��	�	 ��� ���	� ���� �	 �� �
	�� ���	
	��� *����� ��	�2���� ��	

�
���	� �	 �
	 ������ �� ��	 ���������" :��	� �� n�����	�
�� ��

	������ PAn|Xn � �	 ��� ������ �
��	 ��	 !
��

��	� �� ��	 �
��� �� ;	��� ���5�5� ��	�

T⊗n
X PAn|Xn � poly(n)

ˆ
QAX

F
(
T⊗n
X PAn|Xn , Q⊗n

AX

)2

Q⊗n
AXdQAX. 6���<9

=��� �	 ���� ��2	 �� �
�	 ���� �� PAn|Xn �� � ���������� 
	��� ������ ��

	������� ��	� ��	 ����#� QAX ��


����� ��	 !�	���� �	���� �� ��	 
����� �� 	������ 6���<9 �� ��� 	(���	������� ����� �
	 �	�	���
��� ����	 �� �	���

�� ��	 ��
� TXRA|X ��
 ���	 ���������� 
	��� ������ ��

	������ RA|X� 3��� ��� �
	���	�� �
 �
��� ����������
�� ��	 ������������� ���	� /��	�	
� ��	 ���� ���� ��	 ��������� ��� ����� ���������� �
	 ��� �
��	
��	� ����

��	 ��� 
	�� �> �� ��	 ��
������� ����
�
� �� ��	 ������������� ��	� �		�� �� �	 � !
�� �������	 �� �
�����

%�	 
	���	� �	�������	 �	����� ���� �	 ��	 ���������" �� �� �������	 �� ��2	 �� 	�	� ��
���	
 ����	�	�� ����

��	 ��	 ����� �� 	(�����	� ����	� �	 	���	
 �
	 ���2��� ��
 6�� ��	 ��������� ��� ����� ���	�9 �
 ��
	��� ���	

6�� ��	 ������������� ���	9? =��	��� ���� �	 ��	
 ���� T⊗n
X PAn|Xn �� � �	 ���	��� ����
������ �������� ��

���� �� ��	 
����� �� 	������ 6���<9� �� ���� �	���� ��
����� 0 �� ����#� QAX ����� �
	 ��� �� ��	 ��
� TXRA|X�
��
 RA|X �	������� �� ��	 ���	 ����� �� PAn|Xn? 3�	 ����	
 �� ���� �	����� �� ��� )��		�� ��� ���
��	� �	

���	��� 
	������ ���� ����� � ��
��� ��
���	� 
	�	������ 
	���� ����� �	 2��� ��	� ��� ���� 6�		 ,@. ��
 �

������
 ���������9� 4� ��	 �	�� �	 ��� ���	 ��
 �� 
	���� �� ���� ���� ��	 !�	���� �	���� �� �
 ��	
 �������

�	 ���	��� ����
������ �� 	(���	������� ����� �� ��	 ����#� ����� �
	 ��� ��
 �
�� �	��� �� ��	 �	��
	� ��
��

�������� �	� � �
�	A� ����	�� �� ��	 ���� ���
�� ��>	
	��	 �	��		� ��	 �
	�	�� ��
2 ��� ��	 ��	 ��

�
�����
�	���� �� ��� ,@.� %
 ���
���� �������� �� ���� � ��
	 BA	(���	C �	 ���	��� 
	������� �� �����

��	 ����
������ �� ��	 ��

	������ PAn|Xn ��� ��	 ���� T⊗n
X �� ���	
	�� �
	 2	�� �� ��	 ��	
 ������� �	

���	��� ����
������� ��
��� ��	 !�	���� �	���� F (T⊗n
X PAn|Xn , Q⊗n

AX)
2� 7�	
	�� �� ,@.� ��� ������� ��

	������ ��

!
�� ��	
 ����	� �� ��	 ���	 ���	
��� �	 ���	��� ��

	������� �� ����� � �	�� 6��	��!����� �����
	� �� ��	

������	
	� ���	 ����
������9 �� �	
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���� ���� �
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��	��	� ����� �
	 �������������� 
	��� ��� ����������� 4� �� �		�� �� ��	 	�� ���� ����

���
����	� �
	 ���	 ����	�� 
	���	�" �� �
 ���	� ��	 B���������� �	��C ����� �� �����	� �� � ���	� ���� QAX ��

������� 	��	 ���� ��	 ��(���� !�	���� �� QAX �� ��	 �	� �� ����#� �� ��	 ��
� TXRA|X� ���� RA|X ��������������
�	��� ����	 �
 �	��� � �	
���� ��
	����� ���	� ����� �� ���� �	 ���	
	����� 6��� ���	������� �
����9 ��
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�! "��� 	� ������ �� ������ ���� 	�
� �
������ � �

�
����� ������
� � � ������� ����
����� ���� 	� 
���
 ��� 
����
 �� � ��
 ��� ������ �� ����� ��� �������!

����� ����	
 �� ����� 
����


#� $��� ������ �� ��� $�����
��� 	� 	�
� ���
����� � ������� 	�����
 
����$ ������ ���� �� � ���� �
��%

�
�� �
 ��� ��!�! ���� ������� ��$��� ������������� � &�����
 '� ���� ����
���� �
 �������� � ����
�����

�
��
�� � &�����
� ( ��� � ���!�! )������� �� ��� �������� ��� 
����$ ����� $���� ���� 	� ����� �������

���
��� ��� � ��� ��� ��� �� ���$ 	�
� *���������� ��$��
����! ��� �� �� � �� $�
� ���� �! ��� d, s ∈ N

��� ������
 ��� �����	�� 
����$ ����� $����� �� Cd �	��� 	�
� ��� ���� �� ��$� ���� �
 ������
�+

� ������ ����	
��� + ρ = TrCs |ψ〉〈ψ| 	�� ψ � ����
$�� ���
����� ��� �����
 � Cd ⊗Cs� !�! �*���������

ρ =W/TrW 	�� W � "���
� $��
� �� ��
�$���
 s �� Cd!

� ������ ���
�� + ρ =
(∑s

i=1 |ψi〉〈ψi|
)
/s 	�� ψ1, . . . , ψs ���������� ��� ����
$�� ���
����� ��� �����
�

� Cd!

� ��������� ���� � �������� ���� + #� ��� ���� 	��
� s > d� ρ =
(
Id +G/2

√
s
)
/d 	�� G � �
������� ,-.

$��
� �� Cd �	��� � � ����� ���� 	�� ��� �
��������!

� ������ ���������� ����	
��� + #� ��� ���� 	��
� s < d� ρ = PE/s 	�� PE ��� �
������
 ���� E � ��%

��
$�� ���
����� s%�$������� �������� �� Cd!

"��� 	� ���� ����� /
����$ ������0� 	����� ��� ��
���
 ���� ������ 	� ������� 
���
 �� ���  
�� $�������

$����! 1�	���
� � $�� ������ ���� ��� � ���� ���
������ ��
 �������� � ��$����� ��� ���
��� �� � ����

������ ������� f : H(Cd) → R ���
 Δ = ρ − Id/d 	�� ρ � 
����$ ����� ���
����� � ��$� 	��! 2�� 	��

$�
� �
 ���� ��
 ���� ��
������� ��� 	���� $�����
��� 	��
� 	� ��	��� ������ �� ���$��� ��� ���
��� �� ���

�����
� ������� �� � ������ ���� � H(Cd) �� ��� �� ����
 $����
�$���� �
 �������! 2���� � ��� ��������

��� ��� ���� � ���� ��� ������ ������� ��
 E f ���
 ���� �� ����� ���
 
����$ ����� ����$���� 	�� ��� �� ��

��� ��$� �
��
 ��
 ���� ��$��$�� �*�������� �� d, s → +∞! ��� �� �
�3� �
� �� ������ 	�� ���� 4��������

4 ��� 5 � 6�(7 ��
 $�
� ������� ��� 8����� '!� � &�����
 ' �� ��� $�����
�� ��
 � �$��
 
������� ��� �

�
������! 9
�� �� ���� �� �� � ������� f̃ : Rd → R� ��������� �� f � ��

f̃(x) =

ˆ
U(Cd)

f
(
U diag(x)U †) dU.

8��� ��� ���
 $������� ������ 
����$ ����� $����� �
� �������� ����
�� ���
���� f̃ � ���� ����� ��
 Δ

���
����� ����
��� �� ��� �� ������ E f(Δ) = E f̃(spec(Δ))! :���� ��
 ���� �� ��� ������
�� ������ 
����$

����� $������ ��� �$��� �����
�� ���
����� � 	���%���	� �;�
<����%=����
� ��$%�
����
� 5�
������ 	��

��
��� ��
�$���
��! 4�� ����� ���
������ ��� �� ��$��
�� �� ��� ������
� � ��� ����� ����+ ��
 ���� �	�

�� ���$ μ, μ′� ���
� ���� ��������� c, C > 0 ���� ����� ��
 ��$� 
����$ ��
����� X,X ′ ��$���� �
�$ μ, μ′�
cX � X ′ � CX! :�	� ����� ���$����� ��$��
���� ��� �� ��
��� ��� ���%���$����� ����� ������� ����

�� ��� �$�
��� �����
�� ���
������ �����
��� ���� 	����� ��� � ��
$� �� ���
�$� ����������! 8��� ������

���
� ���� ��������� cd,s, Cd,s > 0 ����� �� c, C �� d, s → +∞� ���� ����� ��
 ��$� Δ,Δ′ ��$���� �
�$ ���

�	� ����$���� ����� μ, μ′ �� �$��� �����
��

cd,s spec(Δ) # spec(Δ′) # Cd,s spec(Δ).

5� ���$����
� �
���
��� �� $���
>����� ��� � ��
� $���� ���� �� ��� �������� ��� ��� ���
���� ����


���
����� ��
$������ �� f̃� ����

cd,sf̃(spec(Δ)) � f̃(spec(Δ′)) � Cd,sf̃(spec(Δ)).

4�� ����������� �$��� ����� ������������ 	��� 	� 	����� �� ���	� ��$���

cd,sE f(Δ) � E f(Δ′) � Cd,sE f(Δ).

1���� � � ��������� ��� ��������� �� ��� ��
�����+ �������� �� ��� �
����$ 	� �
� ������ �� ���� ���������

�� ��� ���
� �������� 	� 	��� �� $������ 	�
��� 	�� ��� ���� �
 ��� ����
 �� ����� 
����$ ������ $�� ��

$�
� ���������� ��� � ��� ��� ��� ����
� � ������� $�
� �
 ���� ��� ��$� ��
 ��� �� ���$!



���

���� ���	� 
	� �
� �������� ���	� �� ����� ���� �� ����	��
�� ��������� ����	��� ����� �� 	
���� ��
����

��� ��
���� ����� ����� �� ��	�� ���������� �� ��
� �� 	
���� �����	 �	����� ��
���� ���� ��
��� �� ��� ��	�

ρ1 ⊗ · · · ⊗ ρn ���� ρ1, . . . , ρn 	
���� ��
��� ������	 ����������� �	 ��		��
��� �� ���� �
 � !������ �����"�	

��� �
��� �� ���� ��� ���������
��"�#
�����"� ���
"���	 �� 
 ��	�
�� ��������� ���� �� �	������ ��� ��� ��

��
��� ����� ����� ��� $�� 
 %���� �
��	
� �����	 ��
� ��� �
 �
"� ��& ��"�� 
 �������� ����� �� �����

�� "���
�� ���������
��"��#
�����"�� �� ����	
�� �� �� ��"�	������� ���
�� ���������
��"�#
�����"� �� ����
�

����
	���' (��� ��"�����
����� ��	� ��	 ����
��� �
		��� �� �� )�*�+ �	 ),�+ ��	 ��� ������ ���	�� �� %�
����

��
������ ������� �
	��
� 	������� -�� ���	� ����� �� ���� ��	� �� �����	�� $� 
 �
����� ������ 	��
��� ��

�	������
����� �� ���� �
����	���&

� .�	 M ����� 
 ��� �� ���
�� 	���	����� /�01�� ���� 
� SEP �	 PPT� ���� ��� �����������
����� ��	� ‖ ·‖M
���� 2�
���	 , ����	��
�� ������� 
 ���������
��"� ���
"���	' 3�
� �� ����	����� �� 
�� �� �� �� �	�� ��
� ��	

	
���� ���
	���� ��
��� ρAB, σAB� �� �
"� ���� ���� �	��
�����∥∥ (ρAB − σAB)
⊗n ∥∥

M(An:Bn)
� ‖ρAB − σAB‖nM(A:B) .

� .�	 K ����� ��� ��� �� ���
	
��� ��
��� �	 ��� �� ��� 	��
�
������ ���� ��� �
����� 4����� �������� F (·,K)

���� 2�
���	 �5 ����	��
�� ������� 
 ���������
��"� ���
"���	' 3�
� �� ����	����� �� 
�� �� �� �� �	�� ��
�

��	 
 	
���� ���
	���� ��
�� ρAB� �� �
"� ���� ���� �	��
�����

F
(
ρ⊗nAB,K(An:Bn)

) � F
(
ρAB,K(A:B)

)n
.

$� 4	�� ������ ��� �� ��� �
�� ��6������� ����� �� ��� �� ��� �
�� ��
� ���	� �� ���� ���� ��"
	�
��� �� 
 	
����

�����	 �	����� ��
�� ��
� �� 
 	
���� ��
��& ���� ��� ����	������� �� ρ⊗n� ��	 ρ 
 	
���� ��
�� �� Cd� �� ���

��"
	�
�� ����	 ���7��
���� � 
� ����
	 �� (Cd)⊗n� ��� ��� ����	 ���7��
���� � ����� �� ��� ��	� U⊗n

���� U 
 ����
	 �� Cd� $�����	 �
7�	 ����
��� �� ��
�� �"�� ���� ��� 
"�	
�� ���
"���	 �� ������4��� 
���	����

�������	
���� 
	���� �� �� ��� �� �
�� !������ ��� 8����
����� ��	 ρ �
 �
"� ���� 	���	�������� ��	 ρ⊗n�
9��� ��
� ��� 	��
��� %������� �� ������� 	
���� ���
	
��� ��
��� �
� 
�	�
� ���� �������	�� �� ):+� �����

�
�� 	����� ����
	�;�� 
� �������& !� s � dn� ���� ��� ����	������� ��
(∑s

i=1 |ψ1
i 〉〈ψ1

i | ⊗ · · · ⊗ |ψni 〉〈ψni |
)
/s� ����

��� ψ1
i , . . . , ψ

n
i ����������� 
�� �����	�� ����	������ ���� "����	� �� Cd� �� 	����� ��� �
�� 
� ��� ����	�������

��
(∑s

i=1 |ψi〉〈ψi|
)
/s� ���� ��� ψi ����������� 
�� �����	�� ����	������ ���� "����	� �� (Cd)⊗n�

����������	 �
� 	����� ������ �� �����	������ �� ������������ �����

��� �������

!� /
	� !!! �� ������ 
� ���
	
����� "� ���
�������� �	���	���� �� ����	�� ����<���������
� ������
	���� ������

�	�� "
	���� 
������ ��� ������ �	
�� �� ��� ��������� �� ��	� �	��� �� %�
���� ������ �
� ��
� ���

��	� 
����� 
��
� ���	������� 
� ��� �����	� �������� �� 
 ��	�
�� ���"�� ��� ��� �����	 ��
��	������ �	

��
��� � 9�"�	�������� ���� ��	� ���	
����
� ��
��	�� �� ���
�������� 
	� ��� �� ��
� ����� ��� 	
���	 ��

���	���� ��	�� $�� ������ ���
����� ��� �	������ �� log=� �� ��� ��	���
� ��4���� ���� �
��� ��� �	����� ��

�����
���� ����	 �������� "
��� ���� ���� 
��
��
��� � ��	 ������%���� 3��� �
��� �� ��� �����
� �����	
����

�� ����
� ���
��������� �
������ �� )�55+� ������ ��	� ����"�	 ��� �� ��� �������� "
��� �� ��"�	
� ���	����

��
��	�� �� ��		��
������ !� ���	�� ��� �
�� ���������� �� ���� ���� �
� ��
� >�����<���
�����<����? ��
��	���

�
��� ���� ���� ���
�������� �� ��	�
���� 
�� ��� �������
��� ���
��������� 
	� �� �
�� %���� ����	�� �� �
	��

���
	���� %�
���� ������� -�� ����� 
��� �� ��	�"� ��	� �	����� �����
��� ����� �� ����� ����	
���� ���

�������� 
�����
���� ����� �� �� ����	�"��� ��
� 
 ��"�� ���
�������� ��
��	� ���� 
 ��"�� �	���	� ����� ��

�����
�<���� �
����������<��� ���� � !������ ������	<��
����� �� ��� ����<��
����� 
�����"�� �� �������

������ ���	�� ���7����	� ��	� �	������ �	�"���� � 
��	��	�
��� ������ 	
���� ��
����� )��� �,+� (� �� ��

	�
���
��� �� ���� ��
�� �����
	�� 	
���� ��
��� ����� �� ���� �
����
��� �� 	��� ��� ��	�
�� ���
"���	� ��	

���� �	 ���� ��
��	� �� ���
���������

3��	� 
	� ����������� 
 ��� ���
�������� ��
��	�� ��	 ����� ������� %���� ����� ������ ��	 �"�� ��� ��
��


��������� ��	 ����	 ����
� "
��� �� 
���
�� �������� ���� )�+� �� ����
��	
���� ���� @� $������ (� A� 1
	�����

1� B���	� 1� /�
�� 
�� $� C����	 � D�
����� ������� ��� ���
�������� �� ��	�
���� �	 ��� 	��
��"� ���	�� ��

���
��������� 3�� �
	
����
��� ���
 ����� �� ����
	�;�� 
� �������& �����"�	 
 ������;
����#�
����;
����

�
� �� �� ��	��	��� �"�	 
 ��	�
�� ��� �� ��
���� ��� >��"����? �
����
�� ��
��� ���
�� 
�	�
� ��	� �	���

���� �� ���� ���������� �� ��� ����	 �
��� 
	�������
� ��
����� �� ���
�������� ��
��	�� ����� �
���� ��

�
��� �
����� 
	� 
�� ��� 	����
	�;�� ����� !������ ��	 
 ���<
�����"� ���
�������� ��
��	� E� �"�� �� ���



���

������	 
������� �� E(ρ) �� ���� ����������� ���� �� ��������� ��� ��� 	��� �� ��� ����������� ������ E∞(ρ) =

limn→+∞E(ρ⊗n)/n� ���� �� ��� ��� ������ ����� 
����� ���� ���������� �� ������ ����� ������ ������ ������

��� ����� �� ���

������� 	������� �� ������������ ��������� ���	� ��� 
����� ����� �� ��� 	��	������ ��	���� ��  ������

�� �� ���� �� !"������ ������� ������������# ������������ �������� $��������� �������	�� ��� ������� �� %�&�'(�

)�� ��� ���� �� 	��	��������� ��� �� ��	�� ���� �� ��� ���	�"	 �*������ 
���� �� ��� ������� ������� ������	�

������� D(·‖·) 
������ ��� +������ ������ $�� ��� 	�����	�� ���
�
����� ������
������(� �� ��"��� ��  ������

,� -�	���� ,�.� -� ���� ���� � ����� ρ �� ���� 
�������� ������ A⊗ B� ��� ������� ������� �� ������������ ��

��"��� ��

D (ρ‖S) = inf
σ∈S

D(ρ‖σ),

��� ��� ��� 	���� �� /012� M �� A⊗B� ��� ������� ������� �� ������������ "������ ������� M �� ��"��� ��

DM (ρ‖S) = inf
σ∈S

sup
M∈M

D (M(ρ)‖M(σ)) .

0�� ��� ���� ���3 ��� M 
���� � 	���� �� ��	���� ������	��� /012� �� A⊗ B� ��	� �� SEP �� PPT� ���� ��

��� ������	 ���� �� DM (ρ‖S) ��� ρ � ��������� ������
���� ������ ����� �� A ⊗ B4 0� 	������ �� ���� 
�

/������5� ���+������ ���� DM (ρ‖S) � ‖ρ − S‖2M/(2 ln 2)� -� � ����� 
���� �� ��� ����	�� ‖ρ − S‖M� ���	� ��
��������� �� ����
���� ��  ������ �� ����������� ������� � ����� 
���� �� ��� ����	�� DM (ρ‖S)� 6�� ����
�
��� �� ����� 
����4 ��� ���� ���������� �� �� �����
�� �� ����	��� �������� ��� 	����	� ����� �� ���������

��� DM (ρ‖S)4 7� ����� �� �� ��� �� ����� ���� � ������ ������ 	���� 
� ���� �� ������������
����� �������� ������
���� ������������
����� ����� 8�� �� �*���	�� � 
�� ���� �� ��� �� ����� 9��� � 	���� �� /012� M ��� ���

������ ρ, σ �� A⊗B� ��� 	�� ��"�� ��� ������� ���������� 	������� 
������ ρ ��� σ� "������ ������� M� ��

αM(ρ, σ) = inf {α : ∀ M∈ M, M(ρ) � αM(σ)} .

��� ������ ��� �� 	���� ���� ���� �� �� ����������� "���� �� ����� �� ������ 
�	����� ��� ��� ���
�
�����

������
������ p, q� ������� ���� p � Cq� ��� ���� 	������� C > 1� ������� ���� D(p‖q) � logC� -� �� �����


���� �� αM(ρ,S) ����������������� ���������� ���� �� ����� 
���� �� DM (ρ‖S)� :������������ ��� +�������
αM(ρ, σ) ��+����� � 
�� ���� ���� ���� ������������� ��� +������� ‖ρ− σ‖M� 
�� 	�� ����������� 
� ���� ��
���� 	���� $��� � �����	����� ���� �� 	����
������� ���� 2�  ���������(�

�� ������ 	
 � ��������
��������� ������� 	
 �����������

0�� �� ��� ���� ����		�������� ��  ������ �; ��� �� ��� ����� ���	� 	��������� ��� ������� ���	���� �� � ���

�� +������ ������ �*��
��� � ��������	���� 
�������� �� � 	��� ������ �� �	��������� ���� ������� ��� ���

��� �� ������
�� ������� 8�� �� ����� ���� 	��������� � 
�� ���� �� ��� ������	� �� ���� �*������ ������� ��

�� ��� ����	 ��  ������ .� 8�� P 
� ��� ���<�	��� ���� ���� ��
���	� C ⊂ A ⊗ B� ��� ����� P = V V †� ����
V : C ↪→ A⊗ B �� ��������� =�"�� ��*� ��� +������ 	������ N : L(C) → L(A) 
� N(X) = TrB(V XV

†)� 7�
�� ���� ���� �� ��� ����

sup
σ∈S(A:B)

Tr(Pσ) =: hS(A:B)(P ) = ‖N‖1→∞ := sup
ρ∈D(C)

‖N(ρ)‖∞.

>��	�� ������ �� hS(An:Bn)(P
⊗n) � (

hS(A:B)(P )
)n
�� ������� ���� ���� ������ �� ‖N⊗n‖1→∞ � (‖N‖1→∞

)n
�

���� �+��������� �� Smin
∞ (N⊗n) � nSmin

∞ (N)� 7� �� ��� � ����?����� ��	� ���� ��� ��?	����� ��������� 	��<�	����

��� Smin
∞ �� �����3 ���+������ 	�� 
� ����	� �� ������� 
������ Smin

∞ (N⊗2) ��� 2Smin
∞ (N)� ���� ��� ������	

�*������ ����� Smin
∞ (N⊗2) ∼ Smin

∞ (N)� ��� ��� ��	������	�� 	���� ��� ���	� ���� ������� ��� ���� ���

����	����� ���<�	��� P �� ������ ��� ���<�	��� ���� ��� ����?��������	 ��
���	� $��� %@A'( �� � ������ ���<�	���

$��� %�;�'(� >������ �� ��� ���� 
��� ����� ���� ��	����� ����� ���	����� �� ����� ��� ����������� ��� �*�����

2?	��� 
������� ���� ��� ����	� ��� n?	��� 
������� ��� ����� n� ����� ���� ��������� �� Smin
∞ (N) �	������

����� $��� %.;' ��� %�&�'(� >��	� ��� ������� +������� �� ������� ���� 	���� ��� �� ��	� 
� ���� �		��� ��� ���

+������ 	������ N�

 ������ �; ��� ������� ��� ���� �� ������� � ������ ��������	���� 
������� �� hS(A:B)(P )� 7������ ���

ρ(n) 
� � �����������?�������� ����� �� (A ⊗ B)⊗n ���	� �� ������
�� �	���� ��� 	�� A⊗n:B⊗n� ��� ������
���� ��� ���� �� ����� 
���� Tr(P⊗nρ(n))� ����� ��� 	�� ������ ������ ��� !���
��# �������� �� ����� � ��



���

������� 	�
����� �	 ρ(n) ���� ������ ������ 	 ��� �	� ������ ��	����� � ���	�������  	!������ ρ(n) � A⊗B

��
 "	#��� "��� ��� ��
������ ����� � ��� 	�������� ��$������� ���� ������ ���%�� &�� �" �  	�����

��� $� ���� ��	���� $�� "��� ��� ������� �����	� � ���������� ����
��� � 
��������� 
� ��
���� �� ���

�' ��������� 
������� $��
� (��	������ ������� d = max(|A|, |B|)� �� ��� $���� � ��������� � ��� �	�)

hS(A:B)(P ) � 1− ε ⇒ hS(An:Bn)(P
⊗n) � (1− δ(ε, d))n, ������

"��� δ � ������� "���� �� ��*
��	������ �� ε ��
 ��*���	������ �� d� ��������� �	 ε = 0 	 d → +∞� +"�

�� ���
 "��� $� ���� �,����� ������ �������� ��
� "��� � 
����������� ��
� ��
��� ������� δ(ε)�

-� 	
�	 �  	�� �������� �� ���� 
�	����� ��� ��� ������ ������,��� �� "��
 $� ����� � .�
 � �������

E� ,���������� ��� ����� � ������������ �� � $� �	���� ,������ ������ "���� "��
 ������� ��� �" ���"���

��
�����)

� /�����*��#�  	 �	��) I(AA′:BB′)(ρAA′BB′) � E(ρAB) + E(ρA′B′) ���� (�� ��	 0� ������ 0�1� �	 ���


�.����� � ��� ������ ���	����� I��

� ��	�� ������������  	 �	��) E(ρAB) � ε ⇒ ‖ρAB − S(A:B)‖1 � δ(ε)� "��� δ � �����	��� ������� ����� ��

 �	������	 �� 
� ��
��� � |A| ��
 |B|��
&�� 	���� "�� ���� �� �� � ���� �� $������ ������ ��
 ������������ �	� �"  	 �	���� � ������������

�����	�� "���� ������� �'���
� �� �����	 ��	 � �	�  	����� �	�������� ��� 2�3� �� ����$	���� "���

4� 5
���� �� 6� /�	���� /� 7�$�	� /� 8���� ��
 5� 9����	�� :�� ���
�
��� ����� �	 �� ������������

�����	� "���� "��
 ��$��� ��� �" �$�� �������
 �����	�� �� ��� ��
������ ������������ � ������

���	����� ���	
���
 �� 2���3 ���� (�� ��	 ��� ������ ���%��

9� ��	��
� �������
 ��� ��*�*�� �		�� �
���� $��"��� ���������� hS ��
 ���������� Smin
∞ � &��	� ��

�����	 �� 	���� ��� ������ "��� ���������� ��� ���� �����  	$�$����� �� � QMA(2)  	��� "��� �������*

���
  	��	�� 5�� �� �  �	��� ,������ ���	����� �� �� ���	� �� �  ����	� �  	$���� "���� �	� �,��������

�  ������ � �	� ��� �"  ���� hS(A:B)(P ) = 1 ��
 hS(A:B)(P ) < 1) 
������������� ‖ψ‖��� = 1 �	� ‖ψ‖��� < 1

�	 ψ ∈ A ⊗ B ⊗ C ���� ���� ‖ψ‖ � 1� 
������������� ‖M‖2→4 = 1 �	� ‖M‖2→4 < 1 �	 M : C → A ⊗ B

���� ���� ‖M‖∞ � 1 ���� &�� 	��
�	 �� 	���		�
 � 2�%3 �	 ���  	����� 
�.������ � � QMA(2)  	���� ���

��!������ ����	 �	�� ��� (2→4)*�	�� ��
 �	 � ���� ���� � ���	 �	������ �,�������� 
���	��������  	$�����

5��"��� ��� ���� � ��� ���� ������ �� �;����� "�� � �� ������� �� ε*�� �� hS $�  �	����� 	� ������ "��


���� �����.���� �� ��������<

���������	
 �� 
���������� � ��
����� 
���������� �	� ������ ����

������� �

��


5� "�� ����������
 �� ���� 
�=�	��� "��� ��	 �����  ����� ��� ��� �� �������	� ��
���� �	 �� �	�$�����

�������� ���� ���	� �'���� �� �;����� "�� � ����#��� ��� �� 
��
 � $���� ��	� 	��� �� ��� 
��������

� ��� ���� 7��$�	� � ���� �	"� >�� �� ���� ��	� � �" ���� 	���'����� � �� �	�$������ "���� �	� � ��	�


������� ����	�� ���� ����� 
���
��� ���$�	��� ��� $� ���� �� �� �68 �	 $�� � ����)  �������� ��
�	

 �	���� �	��� ����� ��
 k*�'���
�$������ &�� 88& �	���	�� �� $������
 � $�� �� ����	�� ������� ��� $��� ������

�� �	�$����� �	���	�� $���
 �  ������ �� �� +���������� �� �� �� ���� #�"� "�����	 ��� ��� � 88& ������

��� � ���� "�
�� ��
 � ����� 	�
��� "���� ���� �������� 
�=�	 �	� ���� � ��� ��� � ��� ������� :� ���

���	�	�� ����	���� ��� ��� � k*�'���
�$�� ������� &��	�� ��0�1 �� (�� ��	 �� ������ ��0� ����� �� ����

∀ k ∈ N, vrad
(
Ek(C

d:Cd)
)
� w

(
Ek(C

d:Cd)
) ∼
d→+∞

2√
k

1

d
.

+"� "� !��� ���� � 	����� ���� �	 ��� ��� � ��� ������ "� ����

w
(
D(Cd ⊗Cd)

) ∼
d→+∞

2

d
��
 vrad

(
D(Cd ⊗Cd)

) ∼
d→+∞

e−1/4

d
.

5�
 "� ���� ��� ��� �'������� � � ������� 0 < c0 < 1 ��
 � 
������� d0 ∈ N ���� ����� �	 ��� d � d0�

∀ k � 2, w
(
Ek(C

d:Cd)
)
� c0 w

(
D(Cd ⊗Cd)

)
��
 ∀ k � 7, vrad

(
Ek(C

d:Cd)
)
� c0 vrad

(
D(Cd ⊗Cd)

)
.

7���� � �����	�?�) �	 � .'�
 k � 2� ��� ��?� � Ek(C
d:Cd) 
�=�	� �	� ���� � D(Cd ⊗ Cd) ��� $� ��

�$����� ����	� $�� �� ��� �� ����� ��	���� ���� ��� �����	 �� ��	����� ������	 ���� 1 ��	 ��� k � 2 �� ��?� ��



���

�������	 
� ����� � ���� �
	��� ��	 �� ���� �� �� �� k � 7 
� �
�� 
� �������	 
� ����� � ����� ��	
����

������� ���
����� 
� ���	 �� ���� ��� ���
 ������� ��� �
�� � P(Cd:Cd) ��	 ���� � D(Cd⊗Cd) ���������

1 �� d 
��������� �� ��� �� ���� �
��
�� �� ����� ���� ����� ��	
�� 
� ���	 �� �
�� ���������� ��
� ������


� ���
������ �� 	�� ����� � 
�� �� ������� ������� c > 0 ���� ����

∀ d ∈ N, Pρ∼μd2,d2

(
ρ ∈ P(Cd:Cd)

)
� e−cd

4

?

!� � �
	� �����
��� ������� ��� �� ����
� ����� �� ��� ���� � k"� ���	
�
�
��� �� �����	� ���� �� � �������

� #����� ��$�% 
� &������ �� '���
� ��$� ����

∀ k � 6, ∃ ck > 0 : ∀ d ∈ N, Pρ∼μd2,d2

(
ρ ∈ Ek(C

d:Cd)
)
� e−ckd

2

.

(�� �� ��� ��� �����)� ����� �� ��� ���� *�� ����� �� k � 7� ��
� �����
�
�� ���
���� 
� ��� ��� ��
���� ���

	
����
��� 	����	���� 
� ��� ���������
� ���	 ��� �������� �� 
�����	 ��� d2 � d4�

+����� ����
����	 � ���������
�� ��� ��� � ��������� ������ 
�� 
� ���	 �� ���� 
�� �"�����	 ��������

����
� 
� ���� ���
�� � ������ #�� ������� 
�
�
���� 
���	���	 
� ,�-./� 
� 	�0��	 �� ��� ��� � ������ ��
��

����
� ��������� ��	�� ��1����
� �� ��� ��
����� 
��� 
� ���������� � ��
� � �������
�
�� �� ������ ��
��

��� 	����	� � ���
� �
���������� ��	 �� � ���
� �
���������� '
�
������ �� ��� 	�0��� �� ���� �������
�
��

��
���
�� ��� ��� � ������ ��
�� ��������� ���
��� 
�� 2�
�� �����
�
����� ����� ��� ����� ��
	����� ����	� ���

���� ����� �� 
�������� ��
�� ��������� 33# ���	 �����	� �� ���
������ � ��
�� ��������� ���������� #�
�

��1������ 
� )��� � ��	 
� ��� ����
�� ���� � C2 ⊗ Cd� �� ��� d ∈ N ,���/� �� 
� ���� ���� 
� �������� 
�

���	 
���� �� � ������� �
���� 	����
��
� � ��������� ��������� ������� �� � 0�
�� ������ � ���
	�0�
��

��	
�
�� ,�45/� �
�� ��
� )
�	 � ��
���
�� 
� �
�	� ���
�� � ��	������	 ��� �
������� � ��������� k"

� ���	
��� ������ �)� �
)� �� 
�������
�� ��1���� 	�� 
� ������� � ��������� ��������� ������ �� � 0�
�� k6

��	 
� � � 	
����
� 	����	��� � 
�	����	��� k6 ����

������� �	
��������� �� �����	
��������� �� ������ �����	��

7�� N : L(A) → L(B) �� � ������� �������� ���� ���� N(X) = TrE(V XV
†) �� ��� 
������ V : A ↪→ B⊗E�

��� ������������ ������� 
� ���� ��� ������� ������� Nc : L(A) → L(E) 	�0��	 �� Nc(X) = TrB(V XV
†)�

N 
� �����	 	�
��	���� 
� ����� � 
��� � ������� ������� F : L(B) → L(E) ���� ���� Nc = F◦ N� ��	 
� 
�

�����	 ����	�
��	���� 
� Nc 
� 	����	���� *
��� 
� ����� � 
��� � ������� ������� F : L(E) → L(B) ���� ����

N= F◦ Nc�� #���� �������� ��� 
�������
�� ��� ���� ��������� 8�� ��
� ������� � ���
�� 
� ���� �� ���
"

	����	���� ������� 	�� �� ���� ��� ������� �����
��� ��
�� � 	����	���� ������� ��� �� �		
�
�� �������


������
�� ��	 �������� � ������� �����
�� �	�
��
�� � �
����"������ ������� �� ,�.-/� �� ���� 
����

��
� � *���
"�	����	��
�
�� ��� ��� ��������� 	�0��	� !�	 
� ��� ���� ����� ����� �
�� ��
� 	�0�
�
��

��� �������� ε ���� ���� � ������� N 
� ε"���
"	����	���� ��� �� ���	 � �
�� �� ����� ���	 � ��� �������

�����
�� � N� #�
� 
� �� 
������� ������ ������� ��
� �
�
��� ε ��� �� �9�
����� 	�����
��	 *�� ���
�� ��

':3�� ����� ���
	
�� �� ���
�� ��������� ����� ���	 � ��� ������� �����
��� � �����
�� �� ��
�� �

����	 � ���� 1��� ���
���� 
� 
� )��� 
� ��������

(��
	��� ������ �
�� ���� ���� *���
"�	����	��
�
�� 
� ���� 
� 
� � ������� ��
�� ��� �� ���
�� ���������
��	

�� ��� ����� � ��� &�
 ������ � �
���� N � Nc� '���
0������ N 
� ���
"	����	���� 
� ��	 ��� 
� τ(N) 
� �

2"� ���	
��� ������ ��	 ���� ���������� N 
� 	����	���� 
� ��	 ��� 
� τ(Nc) 
� � 2"� ���	
��� ����� *��� &������

��� ' ��� ������ ���� N : L(A) → L(B) 
� � ���	� ������� �������� 	�0��	 �� N(X) = TrE(V XV
†) ��

V : A ↪→ B⊗E � ��
����� 	
���
����	 
������� #���� �� |A|, |B|, |E| ���� τ(N) 
� ��� � ���� 	
���
����	 ��

� ���	� ����� � A⊗B 
�	���	 �� ��� ���
������ E *��
� ���	"���
�� ���
� ��� �� ��	� ��������
�����

����
���� +����� ��	������	
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