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Résumé

Avec le développement de la technologie, les mesures des champs de vitesse in-
stationnaire sont disponibles maintenant. Il s’en suit une augmentation de l'intérét
de I'analyse lagrangienne des données. Un outil central pour analyser les écoulements
est I'exposant de Lyapunov a temps fini (FTLE). Il permet d’identifier les structures
cohérentes lagrangiennes LCS qui apparaissent comme des crétes du champ de FTLE.
Les LCS sont des quasi barrieres de transport et séparent le domaine fluide en régions
aux propriétés dynamiques différentes. Cependant, la méthodologie de calcul actuelle
des FTLE exige I’évaluation numérique d'un grand nombre de trajectoires de partic-
ules fluides sur un maillage cartésien ou adaptatif qui est superposé aux champs de
vitesses simulées ou mesurées.

Dans ce travail de these, nous proposons une nouvelle méthode de calcul du champ
de l'exposant de Lyapunov a temps fini FTLE. Pour cela, nous utilisons la méthode
des moments d’ordre 2 qui permet d’évaluer au cours du temps la dispersion des par-
ticules distribuées uniformément dans un domaine circulaire ou elliptique. Nous ap-
pelons ce nouveau champ scalaire, champ de M-FTLE. Nous validons cette approche,
théoriquement en tout point du domaine fluide en comparant M-FTLE et FTLE et
aussi en faisant la comparaison sur des exemples classiques (champ de vitesse linéaire,
circulaire ou hyperbolique) et sur un exemple numérique (champ de vitesse du double
gyre).

Cette méthode est alors appliquée sur des données expérimentales du champ de vitesse
du mascaret, obtenues au sein l'institut "Pprime’ par vélocimétrie par image de partic-

ules PIV.

Mots-clés : FTLE, LCS, méthode des moments, structure cohérente, écoulement in-
stationnaire, mascaret.
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Abstract

With the development of technology, instantaneous flow fields coming from experiments
or numerical simulation are available now. It has been followed by a rise of interest for
the Lagrangian analysis of such data. One central tool to analyze the flow fields is the
Finite Time Lyapunov Exponent (FTLE). It allows to the identify of the Lagrangian
Coherent Structures (LCS) which appear as ridges in the FTLE fields. The LCS are
quasi transport bareers and separatte the fluid domain into regions which have different
dynamic properties. However, the computation methodology currently used in order
to obtain the FTLFE requires numerical evalution of a large number of fluid particle
trajectories on cartesian or adaptive meshes that are superimposed on the original data
grid.

In this thesis, we propose a new method for calculating the Finite Time Lyapunov
Exponent FTLE fields. For this, we use the method of second-order moments which
allows to evaluate over time the dispersion of particles uniformly distributed in a cir-
cular or elliptical domain. We call this new scalar field, the M-FTLE field. We validate
this approach theoretically, at every point of the fluid domain by comparing FTLE
and M-FTLE and also by the comparison of the classic examples (linear velocity field,
circular and hyperbolic) and a numerical example (velocity field of double gyre).

This method is then applied on experimental measurements of tidal bore velocity fields,
obtained within the institute 'Pprime’ by using a measurement technique called particle
image velocimetry (PIV).

Keywords : FTLE,LCS, moments method, Coherent structure, unsteady flow, Tidal
bore.
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Introduction

[’analyse expérimentale et les simulations numériques d'un écoulement jouent un
role central pour la compréhension du comportement de I’écoulement turbulent. Les
ensembles de données qui en résultent sont tres complexes et ne peuvent étre analysés
sans 'extraction de caractéristiques appropriées et d’outils de la représentation. C’est le
cas par exemple des écoulements instationnaires, ou les nombreuses méthodes d’analyse
classique ne parviennent pas a représenter les structures correctement. Il n’est pas facile
de définir clairement I’emplacement des points hyperboliques et des variétés stables et
instables qui leur sont associés puisque ces points apparaissent, disparaissent, varient
en intensité et se déplacent au cours du temps. L’analyse de 1’écoulement de ces fluides
peut étre effectuée selon deux approches qui seront développées au chapitre un de ce
manuscrit :

e L’approche eulérienne : elle consiste a observer 1’évolution temporelle de la vitesse du
fluide a certaines positions fixes dans l'espace. En général ’approche eulérienne
est construite a partir des invariants du tenseur local du gradient de vitesse, qui
est donc basé sur des informations obtenues a un instant donné. Ces techniques
(vorticité, criteres : @, Ao, A, T'; , 'y M) sont couramment utilisées pour localiser
les centres des tourbillons. La structure cohérente eulérienne est généralement
identifiée grace a son centre, Strawn et al.[76] définissent le centre d'un tourbillon
comme étant un maximum local du module de la vorticité, mais cette définition
présente I'inconvénient majeur de ne pas faire la distinction entre cisaillement et
tourbillon. Le critére Ay proposé par Hussain [75] consiste & chercher les valeurs
propres du tenseur symétrique du tenseur gradient de vitesse. Les zones a valeurs
propres négatives correspondent a des régions a pression minimale locale diie au
mouvement tourbillonnaire. La technique du discriminant proposée par Chong
et al. [80] définit les régions ayant des valeurs propres complexes comme centre
tourbillonnaire. Les méthodes I'; et I'y ont été développés par Graftieaux et al.
[77] et Michard et al. [78]. Enfin la définition d’un tourbillon donné par le critere
M., Haller [81] provient de considérations lagrangiennes mais utilise des quantités
eulériennes.

e [’approche lagrangienne : consiste a décrire I'évolution temporelle de I’état d'un flu-
ide en suivant la trajectoire de certains éléments de ce fluide. Dans le cas des
écoulements dépendants du temps, il est plus naturel d’opter pour une descrip-
tion lagrangienne, c’est-a-dire de décrire directement la trajectoire des partic-
ules. Toutefois, si cette approche a 'avantage de décrire correctement le trajet
emprunté par une parcelle de fluide sur une longue période de temps, une im-
age montrant la trajectoire de plusieurs particules devient rapidement difficile a
interpréter étant donné la nature chaotique de ces trajectoires. Des parametres la-
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grangiens, comme ’exposant de Lyapunov, permettent de surmonter cette limite
dans le cas ou I'on s’intéresse a la dynamique lagrangienne dans le but de décrire
des structures cohérentes d’'un écoulement qui peuvent agir en tant que barrieres
de transport. Dans ce cas, 'exposant de Lyapunov mesure le taux de convergence
ou de divergence de deux trajectoires initialement choisies tres proches I'une de
lautre. L’exposant de Lyapunov a temps fini (finite-time Lyapunov exponant)
FTLE et l'exposant de Lyapunov a taille finie (finite-size Lyapunov exponant)
FSLE sont des versions calculables de cet exposant a partir de trajectoires réelles
ou simulées.

L’exposant de Lyapunov est largement utilisé dans les théories des systemes dy-
namiques, cependant son usage pour un temps fini FTLE n’a été introduit que
récemment par Haller (2001). L’approche consiste a suivre les trajectoires de deux
particules du fluide initialement adjacentes et de baser I’exposant sur la distance
qui les sépare apres un temps donné. On considere au temps t, un point Xy et
un point y, distincts tel que y, = xo + 6(¢y). Ces deux points sont transportés
par un écoulement de sorte que, apres un temps 7' (voir Figure 1), 'exposant de
Lyapunov a temps fini soit donné par :

ot oo = gy (V) W

En effectuant cette opération pour plusieurs points d’'un domaine on obtient un
champ d’exposants de Lyapunov a temps fini.

y(to+ 1)

ot +1T)

x(to+ 1)

Yo
) (to) —

X0
F1cURE 1 — Illustrant de la procédure pour le calcul de afg“LT(XO). On prend x; et
¥y, deux particules adjacentes a l'instant initial ¢y, on calcule les trajectoires de ces
particules a 'instant ¢+ 7. Donc la norme de la distance 6(to+7") qui sépare xg et y, a
'instant to+7" s’exprime sous I’équation Ig%a})(H(S(to—i—T)H =exp (|T] 012" (x0)) [|0(to)]l-
to

Le calcul des exposants de Lyapunov a temps fini FTLE permet la détection de
certaines structures cohérentes lagrangiennes et la description de 1’évolution spatio-
temporelle de ces structures cohérentes. Green et al.[2007] ont appliqué cette stratégie
a la détection des structures tourbillonnaires en turbulence de paroi. La figure 2 com-
pare la technique lagrangienne reliée au champ F'TLE avec la détection eulérienne basée
sur le critere ). On remarque que les deux méthodes sont qualitativement similaires.
L’identification par le maximum local du coefficient de Lyapunov pour des périodes de



FIGURE 2 — Comparaison de la détection lagrangienne en (a) et eulérienne selon le
critere @ en (b) dans un canal turbulent pleinement développé. La figure est tirée de
Green et al.[2007].

temps fini fournit davantage de détails fins en comparaison du critere ), en particulier
en terme de définition des frontieres des structures.

L’exposant de Lyapunov a taille (size) finie (F'SLE) a été défini par Aurell et
al.[1997]. L’approche consiste a suivre les trajectoires de deux particules initialement
adjacentes et de baser 'exposant sur la durée minimum nécessaire pour obtenir la
distance imposée entre les deux particules lors du transport. Cette méthode est une
alternative particulierement populaire en océanographie (A.J.Maiana et al.[2002] et
F.d’Ovidio et.[2004]). Il semble que la préférence pour FTLE ou FSLE est davantage
basée sur la tradition d’'une communauté scientifique particuliere mais ne découle pas
d’une évaluation des deux approches. Les comparaisons directes entre les F'TLE et les
FSLE ont été faites par Boffetta et al.[2001] et par Sadlo et Peikert[2007].

Haller and Yuan (2000) ont montré que le transport des particules est fortement
dépendant de la topologie des structures cohérentes du fluide (Lagrangian Coherent
Structure, LCS) qu’ils définissent pour un écoulement périodique comme extrema du
champ d’exposant de Lyapunov. Par extension, Haller (2001) définit les structures
cohérentes lagrangiennes (LCS) comme les crétes du champ de FTLE. Shadden et
al.[2005] ont fourni une théorie qui explique les propriétés de mélange et de transport
des LCS . Les LCS peuvent étre considérer comme des barrieres de transport et ap-
paraissent comme des structures qui séparent des régions aux propriétés dynamiques
différentes dans I’écoulement. P.Tallapragada et S.Rose [2012] ont récemment proposé
de calculer des structure cohérentes lagrangiennes par la recherche d’ensembles quasi-
invariants. Branicki et Wiggins [2010] ont montré l'utilité des LCS pour quantifier le
mélange par dynamique des lobes. Ces frontieres sont a priori dépendantes du temps,
et sont advectées par I’écoulement.
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Dans ce travail de these, on présente une nouvelle méthode de calcul du champ de
FTLE. Cette méthode utilise une linéarisation locale de ’écoulement et est basée sur
la méthode des moments d’ordre 2. Ce nouveau champ scalaire est appelé champ de
M-FTLE. Cette méthode est comparé avec la méthode du calcul du champ FTLE de
Shadden et al.[2005]. On a remarqué aussi que notre méthode est proche de la méthode
de P.Tallapragada et S.Rose [2012], mais différente dans la méthodologie de calcul. On
présente donc, succinctement ci-dessous, les trois méthodologies de calcul qui seront
développées par la suite dans ce manuscrit :

e Shadden et al.[2005] ont décrit une méthodologie pour le calcul d’exposant de Lya-
punov a temps fini sur des maillages cartésiens réguliers. Les coordonnées initiales
des particules transportées par I’écoulement a partir du temps initial ¢, jusqu’au
temps to =+ 1" sont positionnées aux nceuds de la grille et leurs coordonnées au
temps tg £ T déterminent le champ de déplacement. L’utilisation d’un maillage
cartésien facilite le calcul des composantes du tenseur de Cauchy-Green, obtenues
a partir du gradient spatial du champ de déplacement. Les dérivées spatiales sont
estimées directement a 1’aide d’approximations par différences finies de deuxieme
ordre. La plus grande valeur propre de ce tenseur est ensuite utilisée pour con-
struire I'exposant de Lyapunov a chaque nceud de la grille et c¢’est ce champ
scalaire que ’on nomme le champ de FTLE

7700 = o 1 (Vi) ®)

|7

ol, Apqz est la plus grande valeur propre du tenseur de Cauchy-Green.

e P.Tallapragada et S.Rose [2012] ont développé une nouvelle méthode de calcul de I’ex-
posant de Lyapunov a temps fini. Cette méthodologie, est basée sur des méthodes
probabilistes et évite la linéarisation du flot et la mesure d’étirement d’éléments
linéaires. Pour calculer 'exposant de Lyapunov sur un compact, on effectue une
partition du domaine en réunion disjointe d’un nombre fini d’ensembles (boites),
de méme mesure (on peut prendre un maillage cartésien régulier). Chaque boite
contient un nombre fixe de particules qui sont transportées par I’écoulement. La
densité de probabilité initialement portée par chaque boite est la densité de loi
uniforme. Sous 'action du flux, cette fonction de densité de probabilité est trans-
formée par 'opérateur de Perron-Frobenius associé. On considere [y la matrice
de covariance de la fonction de densité de probabilité a 'instant initial £y et I la
matrice de covariance de la densité de probabilité a 'instant ¢ qui est le résultat
de la transformation par 'opérateur de Perron-Frobenius dans une boite. Soit
Amaz (1) la plus grande valeur propre de la matrice I. La valeur de FTLE sur une
boite B est donnée par :

o 1 /\maz<[)
O'I(B,to,t) = ’t — t0’ In ( m) (3)

Si on peut répéter cette procédure pour toutes les boites dans le domaine, on
obtient le champ de FTLE.

e Pour calculer la valeur de M-FTLE au point xy on considere un domaine circulaire
de centre xq et de rayon ry. Soit E; l'espace susceptible d’étre occupé par le
domaine a l'instant t. La distribution de particules sera considérée comme uni-
forme et de valeur unitaire. Pour caractériser la dispersion des particules, des
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grandeurs statistiques sont utilisées : la position moyenne qui est déterminée par
les moments d’ordre 1, (z;) = [ x; p(x,t)dx et la dispersion qui est alors car-
Ey

actérisée par la matrice des moments centrés d’ordre 2 (z;x;) = [ (z;— (x;)) (v —

Ey
(7)) p(x, t)dx.
L’évolution de la matrice des moments centrés d’ordre 2 est donnée par une
équation différentielle :

dP;;
= Lip Byj + Lijp By
dt 2 (4)
Pij(to) ZO Iij
ou sous forme matricielle
dP
—_ = LP+PLT
dt 2 (5)

ou L = (L;;) est le tenseur de gradient de vitesse, I = (1;;) est la matrice identité
et P = (P;;) est la matrice des moments d’ordre 2 a I'instant t. Soit Ap,q.(P(2)) la
plus grande valeur propre de P(t). La valeur de M-FTLE au point x, au temps
d’intégration T est donnée par ((Figure 3)) :

wir_ L Po(Plto + 7))
Mﬂto a ‘T‘ ! (\/ )\maw(P(tO)) ) (6)

)\maw(P(tO)) (pf

)‘mam(P (tO + T))

F1GURE 3 — Illustrant de la procédure pour le calcul de M-FTLE.

Dans ce travail, nous montrons que notre définition du champ scalaire de M-FTLE
est équivalente a la définition du champ scalaire de FTLE classique (& partir du
tenseur Cauchy-Green). Notre méthode est basée sur la matrice des moments
d’ordre 2 (on utilise la distribution continue) et sur I’évolution de cette matrice
au cours temps, alors que la méthode de P.Tallapragada est basée sur la matrice
de covariance de la densité de probabilité (utilisant la distribution discrete) et
I'opérateur de Perron-Frobenius. On note que les deux méthodes sont basées sur
des méthodes probabilistes mais ne sont pas basées sur la méme méthodologie
pour le calcul du champ de FTLE.



Introduction

Ce rapport de these est divisé en cinq chapitres :

Le premier chapitre est une revue de la littérature scientifique portant sur le su-
jet. L’objectif de ce premier chapitre est de poser quelques bases nécessaires a la
compréhension de ce document. La premiere section est consacrée aux systemes
dynamiques linéaires et non-linéaires. On y présente notamment les systemes
linéaires et variétés invariantes. Dans la seconde section, on présente les out-
ils d’analyse eulérienne et lagrangienne qu’on a évoqués précédemment et plus
particulierement les définitions des champs de FTLE, L-FTLE et FSLE et les
méthodes de calcul de FTLE a partir du tenseur de Cauchy-green et 1'opérateur
de Perron-Frobenius. on aborde aussi la définition de LCS. Enfin pour visualiser
le champ de vitesse on présente un outil la LIC' (convolution de ligne intégrale).

Le deuxieme chapitre est consacré a l'intégration numérique des systemes dy-
namiques. On y présente quelques algorithmes d’intégration (méthodes d’Euler,
Runge-Kutta 2 et 4). La derniere section est consacrée a ’approche d’interpola-
tion qui a été mise en ceuvre dans cette these pour calculer les champs de vitesse
et leurs gradients de vitesse dans un champ de vitesse expérimental.

Le troisieme chapitre est consacré aux méthodes probabilistes utilisées, la méthode
de transport des moments. Dans le cas d’une densité uniforme cette méthode est
appliquée sur quelques exemples analytiques (champ de vitesse linéaire, champ de
vitesse cylindrique, champ de Hill). Enfin, on étudie le cas de densité gaussienne
pour des probléemes plus généraux d’advection-diffusion avec une application au
champ de vitesse linéaire.

Le quatrieme chapitre définit une nouvelle méthode de calcul de l'exposant de
Lyapunov a temps fini FTLE a partir de la méthode des moments d’ordre 2
exposée au chapitre précédent. Ce nouveau champ scalaire construit est appelée
M-FTLE. Plus précisément La premiere section est consacrée a la définition du
M-FTLE a partir d’'une méthode des moments d’ordre 2. La seconde section
présente une validation mathématique de cette méthode en comparant pour un
point du domaine FTLE et M-FTLE , ainsi que des exemples analytiques simples
(champ de vitesse linéaire, circulaire, hyperbolique) et un exemple numérique
(champ de vitesse du double-gyre). Ces calculs de M-FTLE sont alors comparés
aux résultats présents dans la littérature obtenus avec I’approche classique F'TLE.

Le cinquieme chapitre présente deux applications de notre méthode de calcul de
M-FTLE : la premiere a partir de données analytiques du champ de vitesse
de soliton (qui est un modele simplifier du mascaret) et la seconde, a partir
de données expérimentales obtenues dans notre laboratoire!, issues de mesures
par PIV résolues en temps d'un mascaret. L’objectif de cet exemple porte sur
la détection des structures cohérentes lagrangiennes (LCS) pour le mascaret a
partir du champ de M-FTLE. On recherche les LCS en deux endroits : au fond du
canal, dans la couche limite pour un temps d’intégration donné, et dans la partie
haute de I’écoulement ou I’on observe une compétition et un chevauchement entre
I’écoulement principal et le ressaut se propageant en sens inverse. On s’intéresse
dans cet exemple aux cas de nombres de Froude Fr = 1.29, Fr = 1.46 et F'r =
1.55 représentatifs des trois régimes répertoriés du phénomene. Pour cet exemple
expérimental, une visualisation de I’écoulement par LIC est aussi proposée ainsi
qu’une application du critere Q).

1. Institut Pprime, CNRS Université de Poitiers, 86962, Futuroscope, France
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Chapitre

ETUDE BIBLIOGRAPHIQUE

Ce chapitre est une revue de la littérature scientifique portant sur le sujet. L’objectif
de ce premier chapitre est de poser quelques bases nécessaires a la compréhension de
ce document. La premiere section est consacrée aux systemes dynamiques linéaires et
non-linéaires. On y présente notamment les systemes linéaires et variétés invariantes
(stables et instables). Dans la seconde section, on présente des méthodes eulériennes
et lagrangiennes d’identification des structures cohérentes et les définitions des champs
de FTLE, L-FTLE et FSLE, et les méthodes de calcul de F'TLE a partir du tenseur
de Cauchy-green et 'opérateur de Perron-Frobenius.

1.1 Introduction aux systemes dynamiques linéaires
et non linéaires

La théorie des systemes dynamiques est utilisée pour étudier les systemes physiques
qui évoluent au cours du temps ([20], [21], [22] et [23]). On suppose que l'état d'un
systeme, a un instant donné, peut étre représenté par un élément x d'un espace d’état
X. L’espace X est de dimension finie (un ouvert de R™ ou plus généralement une
variété différentiable). L’évolution du systeme est décrite par un systeme différentiel
sur X qu’on écrira

dx ‘

E:f(x,t) ; x e X (1.1)
Ou f est un champ de vecteurs défini a chaque instant dans un ouvert X de R™ (ou
plus généralement une variété différentiable). Cette fonction procure pour chaque point
x de X et chaque instant une quantité vectorielle de dimension n, telle qu’'une force
ou une vitesse. Dans le cadre de cette these, on se restreindra aux champs de vecteurs
bidimensionnels, c’est & dire au cas ot n = 2 et X C R2. Si la quantité vectorielle est
fixe au cours du temps (i.e. f(x,t) = f(x)), le champ de vecteurs est dit stationnaire,
I'équation (1.1) devient :

dx

— =f(x ; xe X 1.2
> = () (12)
Dans le cas contraire on parle de champ de vecteurs non stationnaire (ou insta-
tionnaire), auquel cas ses valeurs dépendent du temps et on définit alors f tel que
f(x,t) : X x I — R™ ou [ est un intervalle de temps, a < ¢t < b. Ainsi, les équations
((1.1)) et (1.2) représente un systeme d’équations différentielles ordinaires (EDO).
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1.1.1 Systéemes différentiels et flots (flux)

On considere le systeme (1.1) et on suppose que X est un ouvert de R”. On note x =
(1, ,x,) et f(x) = (f1(x), -+, fu(x)). On suppose que la fonction f est de classe
C> sur X. Alors (1.1) représente un systeme de n équations différentielles ordinaires

o dt

jfi :fi(x>t)a i:lj---’n

Certains types de systemes sont d'un grand intérét pour les applications. Entre autres,
si f est une application linéaire on dit que le systeme est linéaire (i.e. f(x,t) = A(t) x
ou, A(t) est une matrice n x n a coefficients dans R). On obtient alors le systeme
linéaire :

x = Ax, x ¢ R" (1.3)

Dans le cas contraire, on parle de systeme non-linéaire.

1.1.1.1 Théorémes d’existence et d’unicité des solutions :

Une solution du systeme (1.1) est une fonction dérivable
t—x(t) = (21(2), -, w(t))

d’un intervalle I C R* dans X, telle que pour tout ¢ € I on ait

Le domaine X est appelé [’espace des phases.
Soit a € X, on appelle probleme de Cauchy ou probleme a valeur initiale la recherche de
solutions du systeme (1.1) satisfaisant la condition initiale x(¢y) = a. Donc, le probleme
de Cauchy est :
%(1) = £(x(1).0) »
x(ty) = a
Si f est continue et si elle vérifie la condition de Lipschitz par rapport a la deuxieme
variable (Il existe L > 0 tel que, Vt € [tg,to + 1] et Vx1,x2 € R™, on ait : |f(xy,t) —
f(x2,t)| < L |x; — X2|), alors le probleme de Cauchy admet une solution unique x(¢)
pour toute valeur initiale.

1.1.1.2 Le flot d’un systeme différentiel :

Définition 1.1. Le flot du systéme différentiel (1.1) est la famille 4 un paramétre
d’applications {Q0§8+t}t€[ de X dans lui-méme avec I = [T, T] C R définie par

‘Pingt(a) = X(t; to, a), pour tout a € X
ot x(t; to,a) est l'unique solution du probléme de Cauchy (1.4).

On a alors :

Théoréme 1.1. L’application %8” est différentiable sur X. Le flot {gpigﬁ}te[ avec
I = [-T,T) vérifie les propriétés suivantes :
° gpig = 1; ou I; est lidentité de X.

e 0T 0 00T = o pour tout ty,ty € I (Loi de composition)



1.1.1 Systemes différentiels et flots (flux)

Du théoreme précédent on déduit que pour chaque t € R, <p§8+t est un difféomorphisme

de X et que

(™) =iy

Bien que 'on ait, par définition, gpiﬁ”(a) = x(t;tp,a), pour tout t € I et tout a € X,

il ne faut pas confondre le flot ©}°*'(a) et la solution x(¢; ¢y, a). Conceptuellement

e Pour chaque a € X, la solution x(.;tp,a) : X — X donne l'état du systéeme
x(t;to,a) pour tout t € I, tel que x(tg; to,a) = a.

e Pour chaque t € R, le flot goigﬂ

I'instant ¢, pour tout a € X.

: X — X donne l'état du systeme 2" (a) a

Pour un systeme linéaire stationnaire (1.25), le flot est donné par

po(a) = piy(a) = a

La matrice exponentielle e! 4 est définie par la série
t A 1 2 12 1 n An
e :I+tA+§t A e+t A"+
! n!

1.1.1.3 Systémes dynamiques

Jusqu’a présent nous avons utilisé le vocable ”systeme dynamique” dans un sens
informel pour désigner un systeme physique qui évolue dans le temps. Formellement,
on peut définir un systeme dynamique de la maniere suivante.

Définition 1.2. Soit X un espace métrique. Un systéeme dynamique sur X est la
donnée d’une famille a un parametre d’homéomorphismes goigH : X — X vérifiant
les conditions goig =1 et goigiif o gp,’igﬁl = gpigﬁz pour tout ty,ts € R.

Dans la littérature, un tel systeme dynamique est souvent appelé systeme dynamique
continu. Le terme systeme dynamique discret désigne la donnée d'une famille d’appli-
cations {¢™}mez engendrée par les itérations d’'un homéomorphisme g : X — X,
c’est-a-dire g> = go g et g~ ! est l'inverse de g.

Du Théoréme (1.1), on déduit que le flot ¢i°™" associé au systeme (1.1) sur X est un
systéme dynamique sur X. Ainsi le systeme (1.1) définit un systeme dynamique ¢, et
vice versa. Le flot goigJ“t engendre un systeme dynamique discret défini par g = 90258”7

ol t est une valeur fixée du temps.

1.1.1.4 Orbites et ensembles invariants
Définition 1.3. Etant donné un systéme (1.1) et le flot associé gpigﬂ sur X, l'orbite

d’un point xg € X est l’ensemble
v(xo)={xeX:Jtel, x= @igﬂ(xo)}

Les points d’équilibre (ou états stationnaires, ou points fixes, ou points singuliers)
d’un systeme jouent un role important dans la description des propriétés du systeme.

Définition 1.4. Un point x¢ est dit point d’équilibre du systéeme (1.1), s’il satisfait

f(x0) = 0 ou bien de maniére équivalente si ¢+ (xo) = xo pour tout t € I. Dans le
cas contraire on dit que le point Xy est ordinaire.
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De la définition (1.3) on déduit que l'orbite d'un point d’équilibre est réduite au
point lui-méme :

v(7o) = {0}

Par contre I'orbite d’un point ordinaire est une courbe lisse qui admet en chaque point
x le vecteur f(x) comme vecteur tangent. Parmi les points ordinaires on distingue les
points périodiques et les points récurrents.

Définition 1.5. Un point ordinaire Xo est un dit périodique, s’il existe T > 0 tel que

going (x9) = Xg. Un point ordinaire xo et non périodique, est dit récurrent si pour tout

voisinage V de xq et tout T € R il existe t > T tel que 2" (x9) € V.

Si le systeme possede un point périodique xg, alors la solution correspondante
x(.,Xp) est périodique. Si le systeme possede un point récurrent X, alors la solution
correspondante X(.,Xg) repasse arbitrairement pres de xo pour des temps suffisamment
grands.

Définition 1.6. Une orbite v(xq) telle qu’il existe deux points d’équilibre a et b vérifiant

lim ¢ (xo) =a et lim 2" (x0) = b est dite orbite hétérocline si a # b et orbite
X—+00 X——00

homocline si a = b.

Définition 1.7. Dans le cas stationnaire, un ensemble S C X est dit invariant par
le flot cpigﬂ sur X (ou bien par le systéme x = £(x) correspondant) si pour tout x € S
et tout t € R on a o2 (x) € S. Si S vérifie la propriété 2 (x) € S pour tout x € S

et tout t > 0, alors on dit que S est positivement invariant.

Si S est invariant et x € S alors l'orbite v(x) est incluse dans S. Par conséquent
un ensemble invariant est une réunion d’orbites.

Dans le cas stationnaire on peut obtenir des ensembles invariants de la maniere
suivante. Soit Z : X — R une fonction différentiable. On note

200 = 286 = 3 52 () £i()

la dérivée de la fonction Z dans la direction du champ de vecteurs f. Cette dérivée
s’appelle aussi la dérivée de Lie de Z et se note LyZ. Soit ¢; le flot du systeme (1.1)
on a

: d
Z(zr) = EZ((,D%S_H(X)) pour tout x € X

Proposition 1.1. S’il existe une fonction Z : X — R telle que Z(x) = a(x) Z(x)
ot o : X — R est une fonction continue, alors les sous-ensembles de X définis par
Z>0,7Z=0 et Z <0 sont invariants par le systeme (1.1).

Proposition 1.2. 5% un ensemble positivement invariant M est homéomorphe a la
boule de R™ alors il y a au moins un point d’équilibre dans M .

Ce résultat est une conséquence du théoreme du point fixe de Brouwer. En effet,

pour tout n, le flot ¢;,, possede un point fixe x,,. Par compacité, la suite (x,) admet
une sous-suite qui converge vers un point d’équilibre x dans M.

10



1.1.2 Linéarisation des systemes stationnaires

1.1.2 Linéarisation des systéemes stationnaires

La premiere étape dans 1'étude qualitative d'un systeme consiste en 1'étude du
systeme au voisinage de ses points d’équilibre. Considérons un systeme x = f(x) sur
X et soit a un point d’équilibre (ainsi f(a) = 0). Le systeme linéaire

x=Ax, avec A= g—i(a) - (g}i (a)) (1.5)

s’appelle le linéarisé du systéme au point a.

1.1.2.1 Systeme linéaire

Etant donné un systeme linéaire x = A x dans R"”, on considere les valeurs propres
A de la matrice A, qui sont complexes et non distinctes en général, et les sous-espaces
vectoriels caractéristiques associés Fy. On définit

le sous espace stable E* =  F,
ReA<0

le sous espace instable E* = @ FE,

ReA>0
le sous espace central E°= @ FE,
ReA=0
Alors
we B = lim ¢ (w)= lim ew=0
t——4o00 t—+o00
we B = lim ¢ (w)= lim ew=0
t——o0 t——o0

Par conséquent toutes les solutions issues de conditions initiales dans le sous-espace
stable sont attirées vers l'origine tandis que celles issues de conditions initiales dans
le sous-espace instable sont repoussées par 'origine. En particulier, lorsque E* = R"
toutes les solutions tendent vers 1’origine, qui est appelée un puits, et lorsque E* = R"
toutes les solutions proviennent de ’'origine qui est appelée une source. Si ni £*, ni £
n’est réduit a {0}, et que £ = {0} l'origine est appelée un point selle.

1.1.2.2 Théoréme de Hartman-Grobman :

On se propose de comparer, au voisinage d’un point d’équilibre a, les solutions du
systéme x = f(x), et celles de son linéarisé (1.5).

Définition 1.8. Le point d’équilibre a du systéme X = f(x) est dit hyperbolique lorsque

toute valeur propre de la matrice a—(a) a une partie réelle non nulle.
X

Définition 1.9. Deux flots gpigﬁ et @ng” sont dits topologiquement équivalents dans
des voisinages de points d’équilibre, s’il existe un homéomorphisme h qui envoie le point
d’équilibre du premier flot sur le point d’équilibre du deuxiéme flot et qui conjugue les
flots, c’est-a-dire h o goﬁgﬂ = 1/;§8+t oh.

Théoréme 1.2. (Hartman-Grobman) Considérons un systéme x = f(x), de flot p>*".

St a est un point d’équilibre hyperbolique, alors il existe un voisinage V de a sur lequel
le flot gpiﬁ“ est topologiquement équivalent au flot du linéarisé du systeme en a.

11
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En d’autres termes le théoreme signifie que dans le voisinage V' d’un point d’équilibre,
les orbites d'un systeme peuvent étre déformées continiment dans les orbites de son
linéarisé. En particulier, si toutes les valeurs propres du linéarisé ont une partie réelle
strictement négative, alors toutes les solutions issues du voisinage V' tendent vers
I’équilibre lorsque ¢ — oo. De la méme maniere, lorsque toutes les valeurs propres
ont une partie réelle strictement positive, alors toutes les solutions issues du voisi-
nage V' tendent vers I’équilibre lorsque ¢t — —o0. Cette remarque justifie la définition
suivante.

Définition 1.10. Un point d’équilibre a d’un systéme x = f(x) est appelé un puits
(resp. une source) si toutes les valeurs propres de la matrice 8—(a) ont une partie
X

réelle strictement négative (resp. positive). Un point d’équilibre hyperbolique qui n’est
ni un puits, ni une source est appelé un point selle.
1.1.2.3 Variétés invariantes

La variété stable W#(a) d'un point d’équilibre a du systéme x = f(x) est une
variété différentiable qui est tangente en a au sous-espace stable E® du linéarisé (1.5)
en a et telle que toutes les solutions issues de W* tendent vers a quand ¢t — o0, i.e.

Wa)={xo€ X : lim 2" (x0) = a}
t—+o00

De méme la variété instable W*(a) du point d’équilibre a est une variété différentiable
qui est tangente en a au sous espace instable £ et telle que toutes les solutions issues
de W* tendent vers a quand ¢t — —o0.

Wha)={xoe X : tlim 2 (x0) = a}
——00

Enfin la variété centrale W€ est une variété tangente en au sous-espace central E°. Le
comportement asymptotique des orbites contenues dans la variété centrale n’est pas
déterminé par le linéarisé du systeme en a. Il y a unicité des variétés stable W? et
instable W*, par contre il y a une infinité de variétés centrales.

1.1.2.4 Exemples :

Exemple (1) :

On considere le systéme sur R?

{i’:x
y = -y

L’origine est un point d’équilibre. On ’écrit sous la forme matricielle

. 1 0
x=Ax |, A—(O _1)

Les valeurs propres de A sont A\; = 1,y = —1, et les vecteurs propres corre-

spondants sont 71 = ( 1 >, V§ = < ? ) Alors, les variétés stable et instable

0
(Figure3.22) sont :
We=FE={(z,y) : x=0}

We=E"={(z,y) + y=0}

12
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Exemple (2) :

(I) On considere le systéme sur R?

{ T = —x

y = -y

L’origine est un point d’équilibre et la variété stable (Figure 1.1(b)) est
W* = E° = {(z,y) € R?} = R?

(IT) On considere le systeme sur R?

{ T =
y =y
L’origine est un point d’équilibre, et la variété instable (Figure 1.1(c)) est

W =E"={(z,y) e R?} =R’

Exemple (3) :
On considere le systéme sur R?

T = x+8y
y = 204y

On I’écrit sous la forme matricielle

. 1 8
x=Ax |, A:(2 1)

Les valeurs propres de A sont A\; = 5, \y = —3, et les vecteurs propres correspon-
dant sont ?1 = ( f >, 72 = < _? ) Alors, les variétés stable W* et instable
W (Figure 1.1(d)) sont

W =E*={(z,y) eR* : y= —%x}

1
W"=E"={(z,y) € R? : y:+§x}

13
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N\

(a) Les variétés invariantes de l’exemple (1) (b) Les variétés invariantes de ’exemple (2-1)
1

y:—iI y* Wu — Eu

I/V” — Et = RZ

(c) Les variétés invariantes de I’exemple (2-11) (d) Les variétés invariantes de I’exemple (3)

FIGURE 1.1 — Des varietés stable E° et instable E* pour quelque systemes linéaires.
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Exemple (4) :
On considere le systéme sur R?

T = x
{y = —y+3z? (1.6)

L’origine est un point d’équilibre. Le linéarisé en ce point d’équilibre est

{:t':x
y = -y

Comme dans I'exemple (1),

B =

{(zy) : «=0)
B = {(xy) :

T,y y =0}

Pour calculer la solution du systéme, on suppose que y est de la forme s(z) : on a

n
alors, §y = §'(x)& et donc xs'(x) 4 s(z) — 3z = 0. Dont la solution est s(z) = 2.

La fonction Z(x,y) =y — 2? vérifie Z = -7 (Z =y — 2z = —y + 32> — 2% =

—y + 22 = —Z). Ainsi d’apres la proposition 1.1, la parabole y = z? est un
ensemble invariant et on obtient les variétés stable W# et instable W* (Figure
2.2)

EY={(z,y) : y=0} , W'={(z,y) : y=2}
We=FE*={(z,y) : x=0}

FIGURE 1.2 — Varietés invariantes du systeme (1.6), ou la variété instable W* =
{(z,y) : y =22} et la variété stable W* = {(z,y) : = =0}.
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1.2 Notion de structure cohérente

Depuis 'identification par Brown et Roshko [71] en (1974), de structures jouant
un role majeur dans le mélange d’un écoulement turbulent, la recherche de structures
cohérentes a été un des principaux axes d’étude en mécanique des fluides. Dans cette
section, on va présenter des méthodes eulérienne et lagrangienne pour de détection
de structures cohérentes. Ces structures cohérents permettent d’identifier les frontieres
matérielles et apportent des éclaircissements sur les mécanismes du mélange au sein de
I’écoulement considéré.

1.2.1 Méthodes eulérienne d’identification des structures cohérentes

La notion de structure cohérente est apparue dans les années 70 grace a des obser-
vations expérimentales telle que la visualisation d’une couche de mélange par Brown et
Roshko [71] en (1974). Cette découverte revét une importance capitale dans la mesure
ou elle introduisait une forme d’organisation dans le chaos structurel de la turbulence.
Toutefois, malgré quatre décennies d’intenses recherches, il n’existe, a 'heure actuelle,
aucun consensus sur la définition d’une structure cohérente comme en témoigne la
diversité des définitions sélectionnées par Lumley [72] en (1990) et synthétisées ici :

e Hussain : ”Une structure cohérente est un domaine ou le rotationnel instantané
présente un fort niveau de corrélation spatiale.”

e Perry : ”Une structure cohérente est un motif récurrent de 1’écoulement. Cela n’im-
plique pas la notion d’ordre, les échelles de vitesse, de longueur peuvent étre
aléatoires, mais le motif doit avoir des caractéristiques d’orientation fixes grace
auxquelles il devient identifiable.”

e Kline : "Les structures cohérentes sont des événements récurrents qui sont essen-
tiels a la dynamique (production des tensions de Reynolds, dissipation d’énergie
cinétique de turbulence...)”

e Stull : "Les structures cohérentes sont des entités qui assurent un transport (de
quantité de mouvement, de scalaire...) de type non diffusif sur des distances
finies.”

e Wygnanski : ”Les structures cohérentes sont les modes prédominants d’instabilité.”

Il est également utile de mentionner que dans sa recherche d'une définition objective,
Haller [81] définit un tourbillon comme un tube matériel dans lequel les particules fluide
ne sont pas alignées avec les directions suggérées par les vecteurs propres du gradient
de vitesse. Le critere d’identification associé a cette définition est basé sur une méthode
dérivative d’ordre élevé. Cependant, pour avoir un niveau de précision suffisant, cette
méthode demande un maillage tres raffiné.

Dans cette section, on va présenter les différentes techniques d’identification de
structures cohérentes (vorticité, criteres : @, Ao, A, 'y et T'y). La structure cohérente
eulérienne est généralement identifiée grace a son centre, Strawn et al.[76] définissent
le centre d’un tourbillon comme étant un maximum local du module de la vorticité.
L’analyse par vorticité a été pendant longtemps I'unique technique de post-traitement.
En se basant sur les gradients de champ de vitesse, elle présente I'inconvénient majeur
de ne pas faire la distinction entre cisaillement et tourbillon. Le critere Ay proposé par
Hussain [75] consiste a chercher les valeurs propres du tenseur symétrique du tenseur
gradient de vitesse. Les zones a valeurs propres négatives correspondent a des régions

16



1.2.1 Méthodes eulérienne d’identification des structures cohérentes

a pression minimale locale dii au mouvement tourbillonnaire. La technique du dis-
criminant proposée par Chong et al. [80] définit les régions ayant des valeurs propres
complexes comme centre tourbillonnaire. Les méthodes I'y et I'y ont été développés par
Graftieaux et al. [77] et Michard et al. [78]. Elles se basent sur le critere I'y ou moment
angulaire normé et le critere I's. Ces techniques sont capables de localiser le centre
et la limite du tourbillon en considérant uniquement la topologie de champ de vitesse
indépendamment de son intensité.

1.2.1.1 Une vorticité maximale

La vorticité est un vecteur utilisé pour mesurer le taux de rotation de I’écoulement.
Sa direction spécifie I’axe de rotation de I’écoulement. Elle est définie par

e Pour écoulement en bidimensionnel :

— ov  Ou\ —
Q:Vxﬁ:(%—a—y)k (1.7)

Avec, u = (u,v) est le vecteur vitesse, V est 'opérateur gradient.
e Pour écoulement tridimensionnel :

— ow Ju\ — ou JOw)\ — ov  Ou\ —
Q—VX?—(5—5>Z—i—(&—%)]—l-(%—a—y)k (18)

Avec, U = (u,v,w) est le vecteur vitesse.

1.2.1.2 Critere @

Le critere @ proposé par Hunt et al. [74], définit les tourbillons comme étant la
région ou I’écoulement est dominé par le tenseur rotation. Par conséquent, les structures
tourbillonnaires sont identifiées par une représentation des iso-valeurs de () positives
alors que leurs centres sont identifiés par les valeurs maximales de (). Le critere () est
définit en 2D par :

1
Q= §(QijQij — S5ijSij) (1.9)
Ou
0 1 (@ _ @) ou 1 (@ . @)
0= 2\0z Oy ot S — Oz 2\0x Oy
(e oy Ll 0wy o
2 \0x Oy 2 \0x Oy dy

() : Terme rotation du tenseur de gradient de vitesse.

S : Terme de cisaillement du tenseur de gradient de vitesse.

Une région positive de ) met en exergue une zone ou le taux de rotation est supérieur
au taux de déformation et traduit la présence d’un tourbillon. Au contraire, une région
négative de ) indique une zone de cisaillement.
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1.2.1.3 Criteére )\,

Ce critére consiste & chercher les valeurs propres du tenseur symétrique S? + Q2.
En 2D, on peut montrer que [79] :

-3 ()@

Les zones ou les valeurs propres sont négatives (A2 < 0) correspondent a des régions
a pression minimale locale due au mouvement tourbillonnaire. Le centre de tourbillon
est identifié par 'extremum de la fonction Ay. Pour un écoulement incompressible et
en 2D, Q = —/\2.

1.2.1.4 Les critéres I'; et I'y

Les criteres I'; et I'y sont différents des techniques précédentes basées sur le tenseur
de gradient des vitesses. Ces techniques défini seulement en 2D et utilisent la topologie
du champ de vitesse. La fonction scalaire adimensionnelle normalisée I'y (=1 <T'; < 1)
est définie en un point fixe P par :

1
Fl:g/

MeS

(PM AUW) T

—
[P M| Ul

ds (1.11)

S : surface d’intégration occupée par I’éventuel tourbillon.
M : un point de I’étendu S.

%

U, : Vecteur normal au plan de mesure .

La fonction adimensionnelle I'; se simplifie comme suit :

r, = % / sin(6y) dS (1.12)
MeS
1 .
= Zsjsm(eM) (1.13)

— =
Oy étant I'angle entre les vecteurs Uy, et PM.
N est le nombre de noeuds de la surface d’intégration qui entourent le point P.

Cette fonction procure un moyen pour quantifier la topologie des lignes des courant
de I’écoulement a la proximité du point P ainsi que le signe de rotation du tourbillon.
Généralement, au voisinage du centre d'un tourbillons I'; atteint une valeur tres proche
de 1.

Graftieaux et al.[77] ont amélioré ce critére pour le rendre invariant par transfor-
mation galiléenne. La fonction scalaire adimensionnelle normalisée |I's|, représente une
amélioration de I'y. Elle est définie en un point fixe P par :

(PM \(@s — 7)) T

1
S 7
Ao 1P T
— 1 . .
Up =— f U dS : La vitesse locale de convection.
S MeS

Généralement, au voisinage du centre d'un tourbillon |I'y| atteint une valeur tres proche
de 1.

18



1.2.1 Méthodes eulérienne d’identification des structures cohérentes

1.2.1.5 Critere M,

Haller[81] considére le probleme d’identification des structure tourbillonnaire selon
le principe d’objectivité dans un changement de repere y = T(t) x + b(t), ou T(t) est
un tenseur propre orthogonal qui dépend du temps et b(t) est un vecteur de trans-
lation instationnaire. La définition d’un tourbillon donné par Haller [81] provient de
considérations lagrangiennes mais utilise des quantités eulériennes. Haller [81] mon-
tre que les trajectoires sont hyperboliques si le tenseur d’accélération de S = [S;;] =

+ :
(933'j 0951

Ms = %s +(VS)T +S(VI) + (VI)'S (1.15)

est défini positif sur une surface Z de déformation nulle S = 0 se déplagant avec
I’écoulement. Cet ensemble particulier est noté Mgz. Les trajectoires hyperboliques
sont responsables de I'étirement et du repliement. Les tourbillons sont les trajectoires
pour lesquelles le tenseur Mg, qui est par ailleurs objectif, est indéfini. La zone ou le

tenseur précédent est indéfini correspondent par conséquent aux structures cohérentes
d’apres Haller[81].

1.2.1.6 L’intensité de rotation

Ce concept a été introduit par Chong et al.[80] puis relié aux autres criteres d’identi-
fication de tourbillons (@, As,..) par Chakraborty et al.[86]. L’utilisation de "l'intensité
de rotation" est une approche basée sur une analyse locale du tenseur gradient de
vitesse Vu. Les valeurs propres du tenseur Vu résultent de I’équation caractéristique,
det [Vu — M ou I est la matrice unitaire. L’équation caractéristique pour un écoulement
3D peut se mettre sous la forme :

NM+PX+QA+R=0 (1.16)
ou P, Q et R sont les trois invariants de Vu définis par :
P = —V-.u
Q = % [(V-u)? — tr(Vu?)] (1.17)
R = —det(Vu)

Dans le cas d’un écoulement incompressible V-u = 0, ce qui conduit a P = 0, I’équation
caractéristique devient :
NM+QA+R=0 (1.18)

Le tenseur Vu possede une valeur propre réelle et deux valeurs propres complexes con-
juguées lorsque le discriminant A associé a I’équation caractéristique 1.18 est positif :

5= (i)' + (o) = a1

Le critere A consiste a considérer qu’il existe une structure cohérente aux points ou
A > 0, c’est a dire aux points ou il existe des valeurs propres complexes conjuguées
de Vu. En effet, on peut dans ce cas noter les trois valeurs propres A, , A.. + 1 Ay et
Aer — 1 Aei €t les trois vecteurs propres associés v, , Ve, + 1 v et v, — 1 v, et écrire

Ar 0 O
Vu = [ V, Ve Ve } 0 Aar A [ V, Ve Ve }—1 (1.20)
0 _Aci )\cr
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Les trajectoires des particules dans le systeme de coordonnées (., ., Z.;) curvilinéaires
de vecteurs directeurs (v,, Ve, V¢;) sont :

z.(t) = x.(0) exp(Ar t)
Ter(t) = exp(Aer t) [Ter(0) cos(Aer t) + 26;(0) sin(Ag; )] (1.21)
zei(t) = exp(Aer t) [2e(0) cos(Aer t) — 20;(0) sin( A )]

Nous pouvons voir d’apres ces équations que la composante x, ne suit qu'un mouve-
ment monotone, tandis que les composantes x.. et x.; sont quasi-périodiques avec une
pulsation \.. La figure 1.3 représente une ligne de courant obéissant a ces équations.
A, détermine le taux d’étirement ou de compression de ’écoulement suivant 1’axe du
tourbillon, .. donne le taux de croissance/décroissance du "rayon" du tourbillon et
A détermine "l'intensité" de rotation autour du coeur du tourbillon.

Zhou et al. (1999) suggerent d’utiliser une iso-surface calculée a partir d’une valeur
de A\, égale a environ 2% de la valeur maximale atteinte dans ’écoulement (pour un
écoulement de type couche limite turbulente). Considérons la projection des trajectoires
d’un particule dans le plan (v, v). L’équation 1.21 montre que la période d’une re-
circulation est 27/x.;. Deux particules qui sont initialement séparées de dy dans le plan
(Ver, Vi), apres N recirculation sont séparées une distance d; donnée par :

Acr

d
L —exp(2n N .

do

) (1.22)

On peut remarquer que la valeur *er/x,, = 0 correspond a dy = dp, qui n'est autre
qu'une trajectoire parfaitement circulaire, alors que *er/x,; positif (négatif) traduit un
mouvement spiral qui diverge (ou converge) dans le plan du tourbillon. Chakraborty
et al.[86] utilisent ces arguments pour raffiner la détection A.; > a en combinant avec
un critére supplémentaire basé sur Aer/x,,.

Vm vV

V.
Y ci
F1GURE 1.3 — Ligne de courant obtenue d’apres les équations 1.21 pour A\, = 0.3,

Aer = —1 et Ay = 20 [88].

Dans ce paragraphe, plusieurs outils mathématiques ont été proposés pour l'iden-
tification et la caractérisation des structures tourbillonnaires. Le plus répandu est la
vorticité. C’est I'outil le plus simple, il est tres souvent utilisé mais il est aussi reconnu
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pour sa sensibilité vis-a-vis d’une couche de cisaillement. Ainsi, Cucitore et al.[81], ont
montré que la vorticité n’est pas appropriée pour l'identification des tourbillons, car
elle ne fait pas de distinction entre le cisaillement du fluide et un vrai mouvement
rotatif lié a un tourbillon. De ce fait, d’autres criteres ont été suggérés pour remédier
a ce probleme, par exemple les critere @ [74] et Ay [74].

Kolar [83] présente les limites du critere Ay pour la détection et la caractérisation des
structures tourbillonnaires ; le critere Ay ne permet pas de détecter le minimum de pres-
sion le long d’une structure tourbillonnaire mais plutot dans un plan perpendiculaire a
I’axe du vortex. Pour mieux cerner l'efficacité d’un critere donné de détection de vor-
tex, nous avons introduit du bruit dans un champ analytique étalon initial. Nous avons
représenté les champs de vorticité w, les champ Ay et 'y (Fig.1.4 et Fig.1.5) calculés a
partir d'un champ de vitesse analytique étalon, le champ de Taylor Green.

for——— - - 4

] '
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< !
? ‘
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2

1
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FIGURE 1.4 — Champs non bruités; (a) Vorticité Instantanée, (b) champ de Aq, ()
Champ de T’y (seuillage a 55 %) [87].

Les criteres Ay et la vorticité ont montré leur limite dans la détection des vortex
dans ce type d’écoulement comme montré par les figures 1.4 et 1.5. Ceci prouve l'intérét
du critere intégral (I'y), pour la détection et la caractérisation des vortex. Aloui et
al[84]. ont utilisé le critere I'y et on montré que ce criteére permet de faire apparaitre
les structures tourbillonnaires qui sont noyées dans 1’écoulement notamment dans les
milieux confinés.

FIGURE 1.5 — Champs bruités; (a) Vorticité Instantanée, (b) champ de Ay, (¢) Champ
de 'y (seuillage & 55 %) [87].
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La notion de tourbillon se heurte a la problématique de définition précise d’un tour-
billon. De nombreuses définitions ont été attribuées a ce qu’est une structure tourbillon-
naire cohérente et plusieurs algorithmes de détection ont été associés a ces définitions
(Haller [81]). Globalement, un vortex est une zone ot il y a un mouvement de rotation
d’une multitude de particules matérielles autour d’'un centre commun (définition de
Lugt, d’apres [81]). La vorticité peut donner un niveau de mouvement de rotation,
mais un niveau d’iso-vorticité pour délimiter un tourbillon peut-étre imprécis dans
le sens ou un fort niveau de vorticité peut aussi étre associé a une zone de cisaille-
ment. De plus, 'identification de grandes structures cohérentes par la vorticité peut
étre fortement perturbée par la turbulence de petite échelle. Une méthode de détection
qui permet de limiter ces perturbations dues a la turbulence de petite échelle a été
employée ici. Elle est issue du travail de Grafticaux et al.[84].

1.2.2 Meéthodes lagrangienne d’identification des structures
cohérentes

Plus récemment, Haller (2000, 2001, 2002), Shadden et al.[2005] et Lekien et al.[2007]
se sont intéressés a l'application des méthodes de la théorie des systemes dynamiques
aux problemes de transport lagrangien et de mélange dans un écoulement. Ils ont mis en
évidence dans des champs d’écoulement évoluant dans le temps, des structures invari-
antes et des structures lagrangiennes cohérentes qui définissent, dans une zone d’étude,
des régions avec des comportements dynamiques différents et qui, par conséquent, influ-
encent le transport. L’approche lagrangienne pour ces invariants dans un écoulement est
liée aux structures qui se dessinent avec ’advection de traceurs passifs. C’est pourquoi
les structures cohérentes issues de I'étude des trajectoires des particules dans un fluide
sont qualifiées de lagrangiennes. Les structures lagrangiennes cohérentes identifiées sont
des invariants stables ou instables responsables de 1’étirement ou du confinement des
particules. Le squelette formé par ces invariants joue ainsi un role clé dans le transport
des particules.

Dans cette section, on va présenter des outils de visualisation des propriétés de
I’écoulement. Au début, on va montrer la méthode de convolution de ligne intégrale
(LIC) pour visualiser un champ de vitesse. Puis, on va présenter des définition d’ex-

posants de Lyapunov a temps fini FTLE | exposant de Lyapunov localisé a temps fini
(L-FTLE) et exposants de Lyapunov a taille finie (FSLE).

1.2.2.1 Visualisation d’un champ de vitesse (LIC)

Pour visualiser un champ de vitesse, on va utiliser la méthode de convolution de
ligne intégrale (LIC). Cette méthode a été utilisée dans cette these pour visualiser les
champs de vitesse. La technique de LIC permet de visualiser un champ de vitesse grace
a une image du bruit blanc dont on trace le chemin dans I'image en fonction du champ
de vecteur. La LIC a été historiquement introduite par Cabral et Leedom [67] en 1993.
puis améliorée et étendue par la suite ([68], [69] et [70]).

La convolution est une opération courante en traitement d’image. Etant donné une
image d’entrée, chaque valeur des pixels de I'image de sortie est calculée comme une
moyenne pondérée des valeurs d’une petite région de pixels de I'image d’entrée. La
pondération utilisée pour multiplier les valeurs des pixels d’entrée est définie par une
fonction appelée noyau de convolution.

Le principe de la LIC' consiste a choisir une trajectoire passant par le pixel a calculer
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comme support du noyau de convolution. Soit D un compact, u: D x R — R? tel que
u(x,t) = (u(x,t),v(x,t)) un champ de vecteur (voir la figure 1.6).
On prend un maillage cartésien et une image d’entrée (généralement un bruit blanc).

(b) (c)
FI1GURE 1.6 — Visualisation d’'un champ de vecteur 2D circulaire en utilisant 1’algo-

rithme LI/C. Un bruit blanc (a), le champ de vitesse circulaire (b) et LIC' du bruit
blanc en fonction du champ vectoriel (c).

La trajectoire support est intégrée dans les deux directions a partir de la position du
pixel courant dans le champ de vecteur. La valeur des pixels d’entrée se trouvant sur la
trajectoire est multipliée au cours de I'intégration par un coefficient de pondération cal-
culé comme 'intégrale exacte de la fonction k£ du noyau de convolution. Ces coefficients
de pondération peuvent étre exprimés de la fagon suivante :

8;+As;
h; = / k(w)dw

ot As; est la taille (longueur) du i®™° pas d’intégration, s; est la distance parcourue
apres ¢ pas (voir Figure 1.7).

Sop = 0 et S; = Si—1 + ASi_l

et k(w) est la fonction de Hanning. On prend

1 1 2
k(w) = 5 + 5 cos(F w) (1.23)
avec L la longueur de la trajectoire (dans ce travail, on choisit L selon le nombre de
pas de temps, comme nombre de pas de temps = 50 * dt).
En utilisant le résultat de l'intégration h; comme variable de pondération, on peut
calculer les résultats de la convolution pour chaque pixel comme (voir Figure 1.8) :

l U
I"™(P,) hi + > I™(P)) b}
=0 l ’7,0 (1.24)
> hi+ > Ry
=0 1=0

IOUt(JL’, y) — 1

ol
I°"(z, y) est la valeur du pixel de sortie en (z,v),

I'™(P;) est la valeur du pixel du bruit blanc d’entrée au point B;,
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P,
.
Py A31
Po A30

FiGURE 1.7 — Illustration du calcul numérique de la trajectoire d’un point pour voir
ASZ‘.

-eme

P; est la position au :“™° pas d’'intégration de la trajectoire dans la direction positive,

eme

P! est la position au *™° pas d’intégration de la trajectoire dans la direction négative,

PO = ((L‘, y)
[ et I’ sont les nombre de pas de temps suivant les directions positive et négative
respectivement,

hi et b sont des variables de pondération décrites ci-dessus.

\

LA

()

FIGURE 1.8 — Processus de convolution pour LIC. Pour calculer un pixel de la texture
finale (c), on integre une trajectoire de part et d’autre du pixel (b) et on fait une
moyenne pondérée des intensités des pixels traversés dans la texture d’entrée.

On prend un exemple simple d'un noyau de convolution bidimensionnel supporté par un
champ de vitesse circulaire. La figure (1.6) montre une image obtenue avec ’algorithme
LIC a partir d’un bruit blanc pour des valeurs de L différentes, ou la convolution de la
figure (1.6(a)) dont les pixels ont des valeurs aléatoires (bruit blanc) donnera l'image
de méme taille de la figure (1.6(b)).

1.2.2.2 Champ d’Exposants de Lyapunov a temps fini (FTLE)

Miller et al [4] ont utilisé, en 1997, les propriétés hyperboliques d’un champ de
vitesses périodique, a travers sa fonction courant pour identifier les variétés stable et
instable du flot, et étudier la dynamique. De la, Haller a formalisé des ’année suivante
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[10] I'identification de structures hyperboliques par I’étude du champ de vitesses d'un
systeme a deux dimensions, lorsqu’un point de stagnation est présent. Le caractere con-
traignant bi-dimensionnel a été ensuite levé par Haller lui-méme [8, 9], puis généralisé
par Lekien et al. [6] & des systemes de dimension quelconque. La méthode initiale-
ment proposée par Haller est reprise comme méthode de référence dans la littérature
[3, 5, 1]. L’identification des variétés repose sur le calcul de I'exposant de Lyapunov a
temps fini (FTLE). Ce champ scalaire 0,°*" () mesure la divergence matérielle, i.e. la
facon dont les trajectoires divergent entre ¢y et to+ 71 ou T est arbitraire. Le but initial
du FTLFE est d’analyser des écoulements dont le champ de vitesses est connu. Le FTLE
est utilisé dans la théorie des systemes dynamiques pour identifier des tourbillons et

des structures cohérentes.

1.2.2.3 Définition du champ de FTLE

On considére une trajectoire d’état initial xo a I'instant initial ¢, notée x(¢;to, Xo)
appartenant au compact D inclus dans R" (en pratique, n € {2,3}). Cette trajectoire
est solution du systeme dynamique défini par le champ de vitesse u(x,t) :

x(t;to, Xo) = u(x,1t)

On considere le champ de vitesse au moins C° en temps et C? en espace. La solution

N .y ~ t
peut étre exprimée grace au flot gothrt :

gp,’igH : D—D
Xg ——> X(t, to, XQ)

Par la suite, pour lever toute ambiguité avec ’écoulement considéré, le flot ¢ sera
nommé flot dynamique. Une particule fluide est donc advectée par le flot dynamique,
de sa position initiale xg au temps tg jusqu’a sa position finale x au temps to + ¢

to+t
901€8+t(X0) = Xp + U(X(T<X0, tO)a 7-)) dr

to
Considérons a I'instant ¢y, un point x¢ et un point yy, distincts, tels que yo = x¢+0(to)-
Ces deux points sont transportés par un écoulement de sorte que, apres un temps
d’intégration T,
x(to+T) = 0" (x0) et ylto+T) = ¢lo* (o)

Donc la perturbation §(tg + ') est donnée par

6(to+T) =ylto+T) —x(to+ 1)

= o1 (yo) — ¢p, " (%0)

= i T (x0 + 6(t0) ) — 1, (o)

:Wg (x0) 3(to) + O(] (1) |2
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Le terme en || §(¢y) ||* peut étre négligé puisque la perturbation initiale est le précises
avant quelque part. En appliquant la norme euclidienne standard sur dx(ty + T), on
obtient .

| 6(to + T) |I> = (d(to + T),0(to + 1))

d to+T d to+T
2 (x0) 3(t), (o) d(t0)

d to+T * d to+T
C = ( Ll (XO)> Pl (x,) (1.26)

est une version pour un temps fini du tenseur de Cauchy-Green.

Définition 1.11. Le tenseur de Cauchy-Green est un tenseur de déformation indépendant
de la rotation. En coordonnées cartésiennes, il s’écrit sous la forme compacte suivante :

3
C(xo) = ) Cijlx0) € @,
ij=1
= 0pi| Dy
k k
Cilo) =2 50; | Bs,
k=1 ? lxo J lxg

C’est un tenseur symétrique d’ordre 2 avec des valeurs propres réelles et positives. La
plus grande et la plus petite des valeurs propres de A sont respectivement \pqaq(Xo) et
Amin(X0). Les composantes du tenseur de Cauchy-Green sont de classe C1.

On peut réécrire I’équation (1.25)
| 6(to + 1) ||= /{00, C o) (1.27)

On voit que la perturbation apres un temps ty + 7' est devenue maximale lorsque
la perturbation initiale est choisie de sorte qu’elle soit alignée avec le vecteur propre
associé a la valeur propre maximale du tenseur de Cauchy-Green. Lorsque c’est le cas
I'équation (1.27) devient :

max || 5(t() ‘l‘T) ||: \//\maa:(c) || 50 ”2

Ce qui peut étre écrit sous la forme suivante
to+T
max || 6(to +T) [|= 7000 | 4 |
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ou,
1
0-;(0)+T(X0) = m IOg ( /\maa:(c)> (128)

Cette derniere équation est la définition de 'exposant de Lyapunov maximal pour un
temps fini associé a un temps d’intégration 7" pour un point xy au temps .

Par construction, le champ scalaire angrT(xQ), Vzy € D donne une mesure locale de la
divergence matérielle. Un |A| plus petit que 1 dans (1.28), ou, de maniere équivalente,

un valeur de U€8+T(X0) négative indique que la perturbation va décroitre. Au contraire,

si |A| est plus grand que 1 ou si le valeur de angrT(xo) est positive, alors 1'écart va

croitre.

1.2.2.4 Algorithme de calcul pour les FTLFE classique :

Shadden et al.[2005] ont décrit une méthodologie pour le calcul le champ d’exposant
de Lyapunov a temps fini sur des maillages cartésiens réguliers. Les coordonnées ini-
tiales des particules transportées par 1’écoulement a partir du temps initial ¢, jusqu’au
temps to £+ T sont positionnées aux nceuds de la grille et leurs coordonnées au temps
to = T déterminent le champ de déplacement. L’utilisation d'un maillage cartésien
facilite le calcul des composantes du tenseur de Cauchy-Green, obtenues a partir du
gradient spatial du champ de déplacement. Les dérivées spatiales sont estimées directe-
ment a I’aide d’approximations par différences finies de deuxieme ordre. La plus grande
valeur propre de ce tenseur est ensuite utilisée pour construire ’exposant de Lyapunov
en chaque noeud de la grille et ¢’est ce champ scalaire que I'on nomme le champ FTLE

1

o0+ (x) = T 1og( )\max(C)>

ol, Amaz(C) est la plus grande valeur propre du tenseur de Cauchy-Green.

Pour obtenir numériquement des champs de F'T'LE a partir d’'un champ de vitesse, il
faut d’abord calculer la position au temps ¢y + T de chaque particule transportée par
le champ de vitesse, x(tg+ 1) = goingT(xo). On construit ensuite le tenseur de Cauchy-
Green. Pour ce faire, considérons un point X(; ;) (%), Y(,;)) pour lequel on veut calculer
le FTLE et quatre points adjacents ( la Figure 1.9) :

On veut calculer le gradient de cette itération :

X1 (to +T) = X1, (to +T) = 90§8+T(X(¢+1,j)(t0) - §0§8+T(X(i—1,j)(t0>>

= ‘ng—'—T(x(i,j)(tO) + 5:6) - @ig—'—T(X(i,j) (to) — 6z)
to+1T

?
~ 2(— )

Opr—  Opy—
ox + oz J

:2(
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to+1
Pty

X(,_J+l)(t()) /—\

X(ij+1)(to + T)

6)’
5. 4 X(i—1,5)(to + T)
@ g
X(i-1,5)(t0) x(i,)(to) X(i+1,5)(t0)
x(ij)(to + 1)
[}
X(i,j-1)(to)

X(ij-1)(to +T)

X(i+1,5)(to + 1)

FI1GURE 1.9 — Illustration de I'algorithme de calcul du gradient de la déformation. Posi-
tions des quatre pOil’ltS X(i,9) (to), X(H—Lj) (t()), X(i—f—l,j—i—l)(tO) et X(i7j+1)(t0) a 'instante to et
ces points transportent par un écoulement au x; ;) (to+71"), X(i41,j) (to+71), X(i41,5+1) (to+
T) et X j41)(to +T') a l'instante t, + 7 pour calculer le gradient de la déformation.

X(i+1,5) (to) — X(i—1,5)(to)

Ol\l, (5170 =
2

x(ij+1)(to + 1) — X j-1)(to + 1) = 02 (X041 (to) — 012 (X(i5—1) (to)

= §0§8+ (X(i,5)(to + 6) — <P§8+ (%i,j)(to — 0y))

890t0+T
~ 1)
( aX y)
89%—) 0p, —
=2 Y dy
( 2y + = o 7)
7 1 t - 1—
Oil, 5y — y( +17])( O) 2 y( 1’.7)( ) Alors
0P,
X(it1)(to + T) = X-19)(to +T) = 257 0,
0y
Xgen(to +T) =X (to +T) = 252 6,
890
Yit+15)(to +T) = yi-15)(to +T) = 8 - 0y
0o,
Y41 (to + 1) = ya—n(to+ 1) = 2—— By L5,
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Alors,
Os _ X1y (to +T) = X-15)(bo +T) _ Xr1)(fo +1) — X1 (to + 1)
or 20, X(i+1,j)(t0) = X(i-1,5)(to)
Oor _ Xjrn(to +T) = Xa1)(lo +T) X (to +1) = XG-1)(to +1)
dy 20, Xi,j+1)(to) = X(ij-1)(fo)
0oy _ Yirrpllo+T) = Y1)l +T) _ Yarry(to+1) — yi1(to +1)
or 20, Y(i+1.5)(t0) = ¥(i-1,5)(to)
0oy _ Yasrn(o+T) =¥t +T) _ Yegrnlto+1) — yi,-—nto +1)
oy 25, ~ Yagn(te) = Yig-n/(to)

Le gradient est donné par :

. ps Opy
dSOtg (X) — ox 8y
dr 9py Opy
or Oy

Les scalaires optionnels 9, et d, sont compris entre 0 et 0.5 pour spécifier un espacement
de grille auxiliaire. Par défaut est 6, = ¢, = 1072 (voir figure 1.10).

X

FIGURE 1.10 — Illustration de la grille principale (cercles rouge) et la grille auxiliaire
(cercles bleus) utilisés dans le calcul de la dérivée du flot dans la définition du tenseur
Cauchy-Green (équation 1.26)

On peut ensuite obtenir le tenseur de Cauchy-Green en multipliant ce gradient par
sa transposée. La valeur propre maximale de ce tenseur permet ensuite de calculer le
FTLE & partir de I’équation (1.28).

1.2.2.5 Exposant de Lyapunov localisé & temps fini (L-FTLE) :

Kasten et al (2009) [11] ont décrit une méthodologie pour le calcul de 'exposant
de Lyapunov localisé a temps fini sur des maillages cartésiens réguliers. La définition
de la L-FTLE utilise la matrice jacobienne le long de la trajectoire comme générateur
de la séparation et n’utilise que des propriétés d’écoulement le long de la trajectoire.
On considere que la trajectoire est x(t) = x(; ¢y, Xo) ou Xo est I’état initial et ¢o, l'in-
stant initial ¢o. La déviation des trajectoires des particules infiniment proches (initiées
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a (xg + do,to) ;90 — 0) sont régies par le Jacobien de la vitesse le long de x(¢).

On prend a l'instant ¢t un point A et un point B distincts tels que |@| = 0(t). Ces
deux points sont transporté par un écoulement de sort que, apres un pas de temps dt,
C'et D (Figure 1.11(a)), A est transporté en C' et B est transporté en D. On note que :

CD=CA+AB+BD

Donc I’évolution temporelle de la déviation §(t) dans un champ de vitesse est donnée
par :

d(t + dt) = ()dt+5()+u(x+5())d
d(t+dt) —d(t) = [(x+5()) (x)] d

Alors, quand 6(t) — 0

Pour une petite valeur du pas de temps dt, la variation de vitesse peut étre approximée
en utilisant un développement limité a I'ordre 1 en 4(¢). Ceci n’est valable que pour
des petites perturbations. On peut passer aussi :

to — Vu\x(to), (S(to) = 507 et X(O) = Xp
Alors,
da(t)

3 Ly, 0(to)

Donc,

5(t) = S(tg)elroli=to)

Pour calculer §(to+T), on divise l'intervalle [to, to+ 1] en N sous-intervalles [ty, tgi1]
avec k € {O,N —1}ouT = N dt; dt =ty — t (Figure 1.11(b)), alors,

S(to+T) = (H el dt)

On pose

\I/T(X( X07t0 H Li dt
Définition 1.12. L’exposant de Lyapunov localisé a temps fini (L-FTLE) est :
1
ot (x0) = o ([ r(x(T; 1o, %0) )2) (1.29)

Remarque 1.1. Calcul de la norme |||, de la fonction ¥ (X(¢)) :
Soient 7 ( b ) et 7 < ) les vecteurs propres de la matrice Ly et A\; et
1

ai

b b2 . Alors

Ao les valeurs propres correspondantes. On pose S =

Caf A 00 o
nes(% 0)s
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(a)
X)) .
,\:(,1 XZ ?(2+1
e — e :
i / / / el
| // / / ”
! /5, /
| 5 / 170 /
(50 | L, ! ! 5i+1
| / / /
| / » /
| LT i !
‘l/r./ —————————— /
Vo Y1 Yit1
dt i.dt
(b)

FIGURE 1.11 — Tllustration de la procédure pour le calcul les L-FTLE. (a) Transport
de deux points voisins séparées par un vecteur () par un écoulement pendant un pas
de temps dt. (b) L’évolution temporelle de la déviation 6(¢) dans un champ de vitesse
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D’ou
At
eLot _ S< 60 692t ) Sfl

Mais,

N-1

Ur(x(t)) = H el

i=0

alors,

N-1 St 1
wrt) = L5 (" ol )0

1=0

La norme ||.|[x de la W (x(tg 4+ T’ to,Xo)) est donnée par :

W (x(to + 15 t0, %0)) [Ix = V/ Amax-

avec, Amax la plus grande valeur propre de (V7 (x(to + T to, X0))) W (x(to + T’ to, Xo))

1.2.2.6 Exposant de Lyapunov a taille finie (FSLE)

L’exposant de Lyapunov a taille (size) fini (FSLE) a été défini récemment par Aurell
et al.[29]. L’approche consiste a suivre les trajectoires de deux particules initialement
adjacentes et a baser I’exposant sur la séparation de temps qui est le minimum de temps
nécessaire pour obtenir la distance imposée entre les deux particules lors du trans-
port. Cette méthode est une alternative particulierement populaire en océanographie
(A.J.Maiana et al.[25] et F.d’Ovidio et al. [24] et [30]). Il semble que la préférence
pour les FTLE ou les FSLE est davantage basée sur la tradition d’'une communauté
scientifique particuliere mais ne découle pas d’une évaluation des deux approches. Des
comparaisons directes entre FTLE et FSLE ont été faites par Boffetta et al.[20] et par
Sadlo et Peikert [27], et ils trouvent que, si calibré de fagon appropriée, les FTLE et les
FSLE donnent des résultats similaires. Boffetta fait valoir que les F'TLE ne sont pas
capables de reconnaitre les structures pertinentes, a savoir les frontieres de mélange
entre le chaos et a grande échelle. Haller et Karrasch [28] ont proposé pour calculer le
champ de FSLFE 1'utilisation de 'exposant de Lyapunov a temps infinitésimal.

Dans cette section, nous allons montrer qu'une évaluation de la séparation du flot ! .
est fournie par les exposants de Lyapunov a taille finie (F'SLE).

Définition 1.13. Soient xq et yo deux particules distantes de 6g > 0 a [’ instant to et

r un réel strictement positif.

On appelle séparation de temps, notée T(Xo; 0o, ) (Figure 1.12), le réel défini par
T(Xo;00,7) = min {[t —to|, t>1o ; ‘SDZ)HD(YO) - @i:to(xoﬂ =1do}

|yo—xo|=do

On définit le champ de I'exposant de Lyapunov a taille finie (FSLE) par :

log(r)

05<X0;50>T) = T(X0'50 T)

(1.30)
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7(x0;00,7) = i * dt avec dtle pas de temps et 79 = Jo.

FIGURE 1.12 — Illustration du calcul la séparation de temps 7(Xp;d, 7). Pour cela, on
prend deux particules initialement voisines en Xy et yy ou yg — Xg = rg = dg et on
cherche le temps nécessaire 7(Xy;d,r) pour obtenir la distance imposé entre les deux
particules lors du transport égale a r.

1.2.2.7 Exemple analytique :

Soit le champ de vitesse hyperbolique :

r = —ax
y = ay

On va calculer le tenseur de Cauchy-Green :
— Calcul de la trajectoire pour un point xg(xo, 7o) au temps initial 5. On a

d’ou

i.e,

d—$——ax
dt
a Y

g;(t) =xge “ (t—to)

y(t) = yoea (t—to)

I(]e_a (t_t())

@1, (o) =

yo ea (tfto)
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— Calcul du tenseur de Cauchy-Green. Par définition, on a

2 2
0 0
Alz(ty)) = ZAij(x(to)) c@e; avee Aylz(te) =Y aﬁf a_if
i,j=1 k=1 o o
Alors,
= dpy Oy I Oipa Oy _ o—2a (t—to)
6.770 8x0 8x0 8130
_ Op1 Op1 | Dipa Dipy —0
2 0z Oyo dzo Oyo
dp1 0 Oy 0
Ay = Y1 Op1 I P2 OP2 ~0
8y0 8x0 8y0 8x0
Agy = Op1 Oy i Opy 0o _ o2 (t—to)
dyo Yo Yo Yo
Donc,
o—2a (t—to) 0
A= ( 0 e2a (t—to)
La plus grande valeur propre de A
e2elt=t) 5 q >0 9
— — 2 lal (t=t0)
Amaz () = { e~2alt=t0) g g <0 ~ © 0
Alors, la séparation temporelle est :
m(xoido,r) = min {lE—tol, > b0 5 el (vo) = 0l (Xo)| = rdo}
0—X0|=00
252 t+t t+t 2 dip) " 2
PR = I o) — ) = | (5)
d t+to
521 Pt 2
|

(D) = 2 21l 1)

1
Alors, 72 = €297 donc, 7(xg; 0o, 7) = O|g(|r)
a
Le champ de FSLE est donné par
10 r 10 r
05(Xo; 0o, 1) = Bl) __ 8(r) |a].

7(x0;6,7)  log(r)/la]

1.2.3 Le champ de FTLE calculé a partir de 'opérateur de
Perron-Frobenius
Une approche probabiliste pour le transport dans les systemes dynamiques, développée

dans la derniere décennie, utilise 'opérateur de Perron-Frobenius (A.Lasota et al.[31]),

pour identifier les ensembles quasi invariants (almost invariant sets), (M.Dellnitz et
al.[32], G.Froyland et al.[33]).
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1.2.3 Le champ de FTLFE calculé a partir de l'opérateur de Perron-Frobenius

P.Tallapragada et S.Rose ([35],[37]) ont développé une nouvelle méthode de calcul de
I'exposant de Lyapunov a temps fini et ont fait un lien entre les ensembles quasi in-
variant et les sous-ensembles contenant des valeurs de FTLE presque nulles. Cette
méthodologie, basée sur des méthodes probabilistes, évite la linéarisation du flot et la
mesure d’étirement d’éléments linéaires. Avant de présenter la méthode de calcul, on
va poser quelques définitions de base qui aident a la compréhension de cette méthode.

1.2.3.1 Opérateur de Perron-Frobenius :

Définition 1.14. La fonction f: X C R" — R est intégrable sur X si

/ (@) ldpt < +oo

On note LY(X) = {f : X = R ; [|f(z)|dp < +oo} lespace des fonctions
X
intégrables sur X.

Définition 1.15. Soit (X, <7, ) une espace mesurable. La transformation S : X C
R™ — X est mesurable si

S HA) e o pourtout A€ .
Définition 1.16. La transformation mesurable S : X C R™ — X est non-singuliére si
w(STHA)) =0 pour tout A€ o telle que pu(A)=0.

Définition 1.17. Soit (X, o/, u) un espace mesurable. Si S : X — X est une trans-
formation non singuliére, l'unique opérateur P : L' — L' défini par

/Pf / f(z) du pour tout A€ <. (1.31)

S71(A)
est appelé l'opérateur de Perron-Frobenius associé a S.

Définition 1.18. Soit (X, 7, u) un espace mesurable. Soit S : X — X (voir la figure
1.13) une transformation non singuliére. L’ensemble B C X est un ensemble quasi-
invariant si le ratio

u(BNS(B))
1(B)

pu(B) = Prob,{S(z) € B ; v € B} = (1.32)

est proche de ['unité. i.e.

WBNS(B)

PM(B) = M(B)

(1.33)
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X X

F1GURE 1.13 — Image d’un ensemble B par une transformation non singuliere S ou
BN S YB) ~0.

1.2.3.2 Définition du FTLE a partir de ’opérateur de Perron-Frobenius

Soit M C R* un compact. On considere le flot ¢} : M C R* — M (¢} est une
transformation non singuliere). On prend un ensemble B C M. L’ensemble B est suivi
par I’évolution d’un vecteur x(z,y) définie par une fonction de densité de probabilité
qui est la densité de loi uniforme et définie par

1 L , x€B
— s X
fx) = W(B) x5(x) = w(B)
H 0 si x¢ B

La matrice de covariance de la densité de probabilité ¢ est définie par I = (I;;);4,j €
{1,2} avec Ij; = El(z; — Zi)(y; — ;)] ot (X1,X2) est la valeur moyenne d'un vecteur
aléatoire x et E|[] est Uespérance qui est définie par E[x] = [[ @ f(z,y)du, [y f(x, y)dpu).
Sous I'action du flux ] , cette fonction de densité de probabilité f est transformée par
Iopérateur de Perron-Frobenius Py f associé a ¢y .

Définition 1.19. On considére I(f) la matrice de covariance de f sur B a linstant
wniatial to et I(Pttof) la matrice de covariance de Pttof a Uinstant t. Soit A\paz(1) la plus
grande valeur propre de I. Alors, la valeur du FTLE sur B, noté oy est définie par :

TN SHIT A
2|ty — t| Amaz(1(f))
Définition 1.20. Soit M C R* un compact. On considére le flot ¢, : M C R* —

M. On prend un ensemble B C M. La cohérence de ’ensemble B pendant [to,t| est
O'[(B,to,t).

O'I(B,to,t) (134)

Définition 1.21. L’ensemble B est un ensemble quasi-cohérent pendant [ty,t] si
o1(B,tg,t) ~ 0 (1.35)
1.2.3.3 Meéthode de calcul du champ FTLFE a partir de 'opérateur de
Perron-Frobenius

Dans cet paragraphe on va présenter deux méthodes pour calculer le champ FTLF,
basées sur des méthodes probabilistes.
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1.2.3 Le champ de FTLFE calculé a partir de l'opérateur de Perron-Frobenius

Pour calculer le champ de F'T'LE a partir de I'opérateur de Perron-Frobenius, on divise
le domaine de calcul M en réunion disjointe d’'un nombre fini de boites identiques
By, -+, By de méme mesure, (par exemple un maillage cartésien régulier), puis on
calcule la valeur de o(B;,to,t) pour chaque boite B; ou i € {1,---,N}. Pour cela
on suppose qu’a I'instant ¢y chaque boite B; contient un nombre fixe de particules .
Chaque point de B; a une mesure discrete égale a 1. Ainsi la boite B; a une mesure
discrete égale a N. La densité de probabilité initialement f(;) (a I'instant ¢y) portée par
chaque boite est une densité uniforme :

1
1 =

1
fiy(x) = XB;(X) = (/)i(Bz‘) N

st X € B;
si x¢ B;

L0 s, 0
N <j:1xj 7J§1yj )
La matrice de covariance I(f) de la densité de probabilité initiale (a I'instant t,) est
donnée par :

Soit (z(,y®) la valeur moyenne de la boite B; ou (z(), y(®) =

X G) 2 N N o YN O )
o= 2 (@ =) 2@ =) =) s
I f(-) = — -~ ~ 1.36
’ N N T o e,
) (a1 — 2@yl — y @) > (y — y@y2
J= J]=

L’ensemble ¢ (B;) est I'ensemble des points ¢ (mgi), ](Z)) ou, j € {1,---,N}. La fonc-
tion de densité de probabilité est transportée par I'opérateur de perron-Frobenius cor-
respondant & ¢ et a support dans ¢f (B;) (Figure 1.14).

La matrice de covariance I(Py, f) de la densité de probabilité & I'instant ¢ est donnée

(), y @)

FIGURE 1.14 — Calcul numérique de la moyenne des ensembles B; et ¢ (B;). L’ensemble
B approximé par N points est mis en correspondance de a ’ensemble cpio (B). On note

que (47, X) # o, (27, 7).
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par :
N N
L[ X0 -y 2 (1" = H) 5 = A0)
I(Pyfo) =+ | '~ 0 - iy Y (1.37)
Do (uy" = p) (A7 = AD) 3TN = AW)?
Jj=1 j=1
C @) () () ) TNy = LS @y S e ()
ou, ‘Pto(xj Y ) =( 2 7)‘j ) et (ulD, A0) = N (leoto(xj ), ' 1‘Pt0(yj ) est la valeur
J= Jj=

moyenne de I'ensemble ¢ (B;).

On peut facilement calculer les grandes valeurs propres des matrices I(f(;)) (voir 1.36)
et I(P} f)) (voir 1.37), alors la valeur de FTLE pour la boite B; a l'instant t est
donnée par I'équation 1.34.

On note que la méthodologie de calcul précédent n’a pas utilisé 'opérateur de Perron-
Frobenius, mais elle est basée sur la description de la position finale des particules
a l'instant ¢. Pour recalculer la matrice de covariance I(Py, f;)) par lopérateur de
Perron-Frobenius, on divise I'intervalle [¢y,t| en k sous-intervalles [to, t1], -, [tm—1, tm]
ou, ty —tyx_1 = h et t,, =t. Donc,

t t o t tm—1 t1
Py =P =P 0Py, 0 0Py

On définit une projection de f(; par
m: L' — Vect{By,---,Bn}

N
foy — Wf<i>zzlcjx(3j)
]:

ou,
1 1 S
St 1=17
J B, 0 st 1 F£ ]
, 1
On note que, 7 f) = p(®) (to) = [0,---,0, m, 0,---,0] est un vecteur dont toutes les
M D

composantes sont nulles, sauf la i-eme composante égale a B’
M55

Sous 'action du flux goiz_l, cette fonction de densité de probabilité f(; est transformée
par 'opérateur de Perron-Frobenius associé a Pf:_l f. Donc, le vecteur b'(t_;) est

transportée par l'opérateur Perron-Frobenius en vecteur b'(¢;). Cela est donné par :
i tho1 7
b'(ty) = Pt 0 (tg—1)

N th— . cl. . . ,
ot P,'~' est une matrice de transition stochastique dont les coefficients sont donnés

par :
p(Bi N (")~ (B))

1(B;)
Donc le vecteur b'(t;) est obtenu a partir du vecteur b'(ty) en répétant la méthode

précédente k fois.
Par exemple, supposons que I'image de la boite B; se trouve dans les boites B,,, B;, By

(PY)y; =

ty
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(Figure 1.15). Alors ¥ (By) = (¢l (B)) N B) U (¢1(B)) N B)) U (s (B:) 1 By,
Ce qui donne que

b(i)(tk) - [07"' 7Oa (Pttok)im70>' O (Ptk)llaof O (Ptk)%k>0"" 70]

La matrice de covariance I(P;* f;)) est donnée par :

(¢ =€) — &) (P)y)

Mz

(@ -ar ey
I(Pefo) ==~ '~y . .
HB:) Z«d—ﬁmd—ﬁﬂﬂmﬂ

j=

H

<.
Il
-

(G~ &) (Pi)i)

Mz

,_.
<.
Il
-

(1.38)
(T C3) (PL)ip).

Mz

ou, (Z{,Zé) est la valeur moyenne de la boite B; et (?1,5;)
1

J

B.
‘ t
Pt
£
B( Bk
1 pt
w(Bu) ()
0
(¢
B
1 iy, L AV
i) i)
[ ]
@2 @)
B By

F1GURE 1.15 — Illustration du calcul de la covariance de I’ensemble B; par 'opérateur

Perron-Frobenius. La fonction de densité de probabilité de la loi uniforme sup-

p(Bi)
portée sur I'ensemble B; est mis en correspondance de la fonction de densité Py, (B;)

t‘;t.
Pidins iy Pl

qui est approchée par trois fonctions de densité uniforme (B)
HAD;

(B (Pfo)ik supportée sur I’ensemble B,,, B; et Bj.

On calcule les grandes valeurs propres de les matrices I( fq;)) (voir 1.36) et 1(Py, fu))
(voir 1.38), Alors la valeur de FTLE pour la boite B; a I'instant ¢ est donnée par
I’équation 1.34. Si on peut répéter cette procédure pour toutes les boites dans la do-
maine, on obtient le champ de FTLFE.
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1.2.4 Les structures cohérentes lagrangiennes (LCS)

Les notations de I'exposant de Lyapunov pour des temps finis (FTLE) , de l'ex-
posant de Lyapunov pour des tailles finis (FSLE) et exposant de Lyapunov localisé a
temps finis (L-FTLE) permettent de formaliser la détection lagrangiennes structures
cohérentes. dans cette section on va présents les définitions et proprétiers des lagrang-
ienne structure cohérentes LCS. Le calcul de Structures Lagrangiennes Cohérentes
(LCS) est de plus en plus utilisé en mécanique des fluides pour déterminer la structure
d'un écoulement. Les LCS sont des structures qui séparent des régions aux propriétés
dynamiques différentes dans les écoulement en mécanique des fluides. La théorie des
LCS a été élaborée au cours des quinze dernieres années et son application a permis
d’avoir une meilleure compréhension de certains phénomenes physiques.

Haller [8] en (2001) a démontré que les variétés invariantes d'un écoulement périodique
ont comme conséquence la création d’extrema dans le champ des exposants de Lya-
punov. Par extension aux régimes apériodiques, les structures cohérentes lagrangiennes
(LCS) sont définies comme les crétes du champ de FTLE.

Shadden et al.[3] ont fourni une théorie qui explique les propriétés de mélange et de
transport des LCS agissant comme des ligne matérielles révélant ainsi la topologie des
écoulements, et ils ont montré que le flux a travers les LCS est négligeable lorsque
deux conditions sont respectées : les crétes sont bien définies, et le temps d’intégration
pour le calcul des FTLE est suffisamment long. Lorsque ces deux criteres sont re-
spectés, les LCS peuvent étre considérés comme des barrieres de transport. Le calcul
des FTLE nécessite de déterminer les trajectoires que des particules fluide sur un inter-
valle [tg — T, to + T| de temps, qui peut étre positif ou négatif, L’exploration en temps
positif permet de révéler les variétés localement répulsives dans 1’écoulement. En effet,
selon ’équation

max([|0x(T)I[) = exp (|T] 723 ™ (x0)) ||

deux particules proches sont bien repoussées lorsque le champ de FTLE est locale-
ment maximal. Dans le cas contraire, lorsque le temps d’intégration 1" est rétrograde,
on regarde les particules dont les trajectoires divergent dans un temps négatif, c’est-
a-dire des particules qui convergent en temps positif. Les structures identifiées sont
donc des variétés localement attractives dans 1’écoulement. La figure(1.16) montre
schématiquement un exemple d’une ligne attractive et d’une ligne répulsive. Ces lignes
d’intérét sont appelées LCS et correspondent a des maxima locaux des atTO (o). Green
et al.[14] ont appliqué cette stratégie a la détection des structures tourbillonnaires dans
de la turbulence de paroi.

Comme le champ de FTLE est de classe C? en espace, les crétes du champ sont bien
définies. Les crétes sont donc elles-méme de classe C! en espace. Par conséquent, les
structures cohérentes lagrangiennes sont des sous-ensembles ouverts du domaine de cal-
cul et sont bien des ensembles spatialement définis, i.e, des structures de la dynamique
de I’écoulement. Comme le champ FTLE est de classe C' en temps, ces crétes le sont
également. Par conséquence, les LCS sont résilient par rapport (vis-a-vis) au temps.
Les structures cohérentes lagrangiennes (LCS) sont une généralisation des variétés sta-
ble et instable d'un point hyperbolique (Kent [15], des tores de Kolmogorov-Arnold-
Moser ("KAM tori”) Boffetta et al.[26]), pour les systémes non-autonomes. Autrement
dit, ce sont des structures qui séparent des régions aux propriétés dynamiques différentes
dans des écoulements en mécanique des fluides.

P.Tallapragada et S.Rose ([35],[37]) ont récemment proposé de calculer des struc-
tures cohérentes lagrangiennes par la recherche d’ensembles invariants. Soit M C R?
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FIGURE 1.16 — Deux points de chaque coté d’un variété stable divergent apres un laps
de temps suffisant.

un compact et le flot gpio : M — M. on prend un ensemble B C M. La cohérence
de 'ensemble B pendant [to,?] est donnée par la fonction o; : M — R telle que
(BN (gf,)"'(B))
u(B)
cohérence, et C' la surface de ce champ. Les ensembles cohérents sont les ”vallées”
du graphe de o, qui sont naturellement séparées les uns des autre par des crétes du
graphe. Ces crétes peuvent coincider avec les structures cohérentes lagrangiennes LCS.
Branicki et Wiggins [16] ont montré l'utilisabilité des LCS pour quantifier le mélange
par dynamique des lobes. Ces frontieres sont a priori dépendantes du temps, et sont
advectées par I’écoulement.
Lapeyre et al.(2002) montre que, pour un écoulement concernent uniquement les sim-
ulation numérique, incluant la turbulence 2D, les gradients des concentrations de
traceurs passifs s’orientent vers les vecteurs de Lyapunov pour des temps finisF'SLE,
alors que celles Voth et al.[17] ont appliqués cette propriété en application expérimental
sont limitées aux écoulement 2D ou a la turbulence quasi-2D générée dans les écoulement
en rotation. D’Ovidio et al.[30] ont été observés cette propriété sur des données océaniques
réelles. Mathur et al.[19] et Koh et legras.[18] ont présenté des résultat sur le tourbillon
polaire stratosphérique avec ’exposant de Lyapunov non pas en temps fini mais en
dimension finie.

or(B,to,t) = . soit o7(B,tg,t) le champ scalaire des valeurs de

1.2.4.1 Courbure de crétes, dérivées secondes des crétes et Calcul des LCS

Définition 1.22. (La courbure de créte) Soit z = o(x,y) le champ scalaire de
FTLE | et C la surface de FTLE. Soit m : C — D (ot D la domaine de calcul) la
projection orthogonale et T la tangente a C au point p. La courbure de créte du graphe
C est une fonction injective ¢ :Ja,b[— D satisfaisant les deux conditions suivantes
pour tout s €|a,b| :

(I) Les directions de ¢ (s) et Vo(c(s)) sont paralléles.

(IT) C est une surface orientée de R*. Soit p = c(s),p = o(p) € C. On note k% et ks
la plus grande et la plus petite de courbures principales de C au point p. Alors
kk < 0 et Ty(ub) est normale @ c(s) ot us est la tangente correspondant de la plus
petite des courbures principales.

Définition 1.23. La dérivée seconde créte de o(x,y) est une fonction injective
¢ :Ja,b|— D satisfaisant les deuzx conditions suivantes pour chaque Vs €la, b|

(I) Les directions de ¢ (s) et Vo(c(s)) sont paralléles.
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(L) (7, 7) = “%1‘}212(7, w) <0

ot, T est le vecteur normal unité & la courbe ¢(s) et S(7, 7)) = Z'V20(c(s)) .
Shadden et al.[2005] ont montré que I’ensemble des dérivées secondes crétes (second
derivative ridge) est un sous-ensemble de ’ensemble des courbures crétes (curvature

ridge). 11 définissent les structures cohérentes lagrangiennes (LCS) comme étant les
dérivées seconde crétes.

Exemple analytique :
On considere le champ FTLE a une temps d’intégration 7' donné par

32 —x—2
O'ngrT(q;’y) = TyQ

Afin de déterminer les structures cohérentes Lagrangiennes (LCS), on doit chercher la
courbure créte de la surface du FTLE. Pour cela, on doit chercher la dérivée seconde
créte. On cherche la fonction ¢ :]a, b[C [—2,2] — [—2,2]? qui satisfait les deux condi-
tions de la définition précédente.
On prend c : [-2,2] — [—2,2]? définie par ¢(s) = (s,0), s € [-2,2].

1. On a

s (z,y) € [-2,2? (1.39)

9o 6z —1
oz | _ 1+ g2
v _ -
dy (1+y?)?

Alors,
Vo(c(s)) = [630_1} /] d(s) = [H avec s € [~2,2]

i.e. les directions de /(s) et Vo(c(s)) sont paralleles.Les directions de ¢(s) et
Va(c(s)) sont paralleles.

2. Le long de ¢(s) la vecteur normal 7 (s) = (0, F1) ,s € [<2,2].

6 —2y(6z — 1)
Vio(z,y) = M 1+y? (1+92)?
Y —2y(6z — 1) (322 — x — 2)(1 4+ 1) (=2 + 812
o s y(6x —1) (2% —x —2)(1 +y?)(—2+8y?)
S (1+y?)? (14 y?)?
Alors,
6 0



1.2.4 Les structures cohérentes lagrangiennes (LCS)

Alors, S (7, ) = —2(3s> — s — 2)
On veut calculer S(, ), ot ¥ un vecteur arbitraire tel que, || 7 ||= 1, on

suppose que U = (a,v/1 — a?),
S (W, W) = Viole(s) W

6 0 a
=[a V1 —d?]

02322 —x—2)| | V1—a?
=6a2 — 2(V/1 — a?)*(3s* — s — 2)

=-2(3s2—s5—2)+ 2a% (35> — s+ 1)
>0 >0,Vs€R

La fonction (W, W) attente son minimum et ce minimum est négatif quand
a=0et3s2—s—2>0(iLe. U =(0,1) = 1) (Figure 1.17).
Par conséquent, ce champ contient deux LC'S distinctes

LCS = {(s,0) : s € [-2,-%@]1,2}}

(a) (b)

FIGURE 1.17 — Le champ FTLE avec la premiere LC'S = {(5,0) ; s € [-2,—2[} en
(a) et la premiere LC'S = {(s,0) ; s €]1,2]} en (b).
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1.2.4.2 Les barrieres de transport

Haller et Beron-Vera [96] en (2012) ont développé une théorie unifiée des barrieres de
transport pour les systemes dynamique non-autonomes bidimensionnelles. Ils cherchent
les barrieres de transport comme des lignes matérielles d’étirement minimal. Ces barrieres,
ligne de contrainte et ligne de cisaillement (Shear), peuvent étre trouvées comme les
trajectoires d’équation différentielle ordinaire (EDO) d’ordre 1.

On considere une trajectoire d’état initial x¢ a l'instant initial ¢, notée x(¢, (xo, %))
appartenant au compact D inclus dans R2. Cette trajectoire est solution du systéme
dynamique défini par le champ de vitesse u(x,t) :

x(t, (xo, o)) = u(x, t) (1.40)

On considere le champ de vitesse au moins dans C° en temps et C? en espace. La

solution peut étre exprimée grace au flot goijto :

¢, + D—D

xo — x(t, (%o, t0)) (1.41)

dx dx
du tenseur de Cauchy-Green et &; les vecteurs propres unitaires correspondant tels que

o dt, \ " [ dep, .
Soit C;, = —— | le tenseur de Cauchy-Green. Soient \; les valeurs propres

Coéi=Né&, 1&=1, i=1,2 0<X <.
On considere une courbe paramétrée de conditions initiales :
Yo={xo=7r(s)CD : sE€E][s1,8)]}

avec ses points d’extrémité a = r(s;1) et b = r(sy). Les points sont transporté par
I’écoulement et la courbe transportée ; est donnée par

Y = @i (70) (1.42)

Soit xg € 79 et ng et ty la normale et la tangente a 7y en point xg. A Dinstant t, la
normale et la tangente en x(¢) données par :

t
t
b(x(t) =t = 0"
|S0t() tO|
01 (1.43)
n(x(t)) =n=0Qt, Q=
—10

La normale ngy en xq évolue dans le temps et elle est donnée par

T = V@io (x0)10

Soit p(x9,mp) la longueur de la projection de Vi (x9)ng sur la normale en x(t) et
01(X0,ng) la longueur de la projection de Vi (xo)ng sur la tangente en x(t) (voir
Figure 1.18).

p(Xo,ng) = Ny . Vgpio(xo)no (1.44)
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Jt(X07 no) = to . VSO:;O(XO)HO (145)

On se réfere a pj (X0, 1) comme le taux de répulsion selon la normale pour ; a le long
de la trajectoire x(t, (xo,%0)). Si pf, (x0,m9) > 1 alors v, a été globalement répulsive
entre tg et tg + T le long de trajectoire d’origine x¢. De méme, si pio (x0,1m9) < 1 alors
v a été globalement attractive entre tg et tg + T le long de trajectoire d’origine x;.

Tt

Pt(Xo, ﬂo)

FIGURE 1.18 — La longueur de V] (xo)ng sur la normale et le tangentiel.

Haller [95] définit la LCS hyperbolique a partir du taux de répulsion selon la normale
pt(Xg,ng) comme suit

e La ligne matérielle normalement répulsive sur [to,to + 7] est un segment de ligne
matérielle v, compact sur laquelle le taux de répulsion selon la normale satisfait :
& pi(x0,1m9) > 1.
& pi(x0,10) > [0¢(X0, 0)]-
pour tout point initial xg € 7 et le vecteur tangent unitaire ty en x, de la courbe

7. La seconde inégalité exige que 'augmentation possible de tangentiel selon
M(t) est inférieure a I'augmentation de normale selon v, sur [t, o + 7.

e La LCS répulsive sur [tg,tg + T est la ligne matérielle normalement répulsive dont
le taux de répulsion selon la normale pingT(xo, ny) admet en chaque point un
maximum non-dégénéré le long de la 7y parmi toutes les lignes matérielles a
proximité.

e La LCS attractive sur [tg, to + 7| est définie comme la LCS répulsive sur [ty + 1), to].

Définition 1.24. La LCS hyperbolique sur [to,to + T] est une LCS répulsive ou une
LCS attractive sur le méme intervalle de temps.

Géométriquement la LCS hyperbolique d'un systeme dynamique sur un intervalle de
temps [to, t] est une ligne matérielle v, dont la position initiale 7 satisfait les conditions
d’hyperbolicité (voir figure (1.19)) :
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r(s1) # r(s2) (1.46)

e Les directions de r/(s1) et r'(sy) satisfaisant :

r'(s)//6(r(s))  ou  7'(s)//&(r(s)) (1.47)

avec s € [s1, Sa.

t=1

&(b) | t=t

LCS hyperbolique LCS hyperbolique

F1GURE 1.19 — La LCS hyperbolique est une ligne qui maximise le cisaillement dans
le direction tangentielle.

Définition 1.25. La LCS parabolique d’une systéme dynamique (1.41) sur un inter-
valle de temps [to, t] est une ligne matérielle v, dont la position initiale o satisfait les
conditions (voir figure (1.20)) :

o 1(s1) # r(s2)

e Les directions de r'(s1) et r'(s3) satisfaisant :

r'(s) = ns(r(s)) (1.48)

ol s € [s1, S| et Ny le lagrangien normalisé de cisaillement du champ de vecteur
N+ est donné par

Vs VAL

Nt = N == NNV 3 (1.49)

avec les signes plus (moins) se référant a la direction de cisaillement mazimale
(minimale) dans Uintervalle &1, &s].

Définition 1.26. La LCS elliptique est une LCS parabolique fermée [97], [11]] (voir
figure (1.21)).

La figure (1.22) présente un exemple de LCS dans I’écoulement du double-gyre. Les
LCS elliptique sont en vert et le champ de FTLE est montré en arriere-plan [113].
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1.2.4 Les structures cohérentes lagrangiennes (LCS)

1e(r(s))

LCS parabolique

LCS parabolique

FI1GURE 1.20 — La LCS parabolique est une ligne qui maximise le cisaillement dans le
direction tangentielle.

LCS elliptique
LCS elliptique

FI1GURE 1.21 — La LCS elliptique est une ligne fermé qui maximise le cisaillement dans
le direction tangentielle.

1.5 2 FTLE?

FiGURE 1.22 — Les LCS dans ’écoulement du double-gyre. LCS elliptiques sont en
vert. Le champ de FTLE est montré en arriere-plan. [113]
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En conséquence, on peut dire que il y a trois types de LCS : tout d’abord, il existe

des LCS hyperboliques (variétés stables et instables) qui maximisent ou minimisent
la répulsion. Ce sont des lignes de courant du champ de vecteurs propres du tenseur
de Cauchy-Green. Les LCS paraboliques (jets) sont des lignes qui maximisent le ci-
saillement. Ce sont des lignes de courant associées au champ donnés par la formule
(1.49). Les LCS elliptiques (qui généralisent la notion de noyaux de KAM) sont des
LCS paraboliques fermées.
On note que, les crétes du champ de FTLE ne sont pas completement satisfaisantes
pour représenter ces LCS. Si on prend, ’exemple simple d’un champ de vitesse hyper-
bolique u(a x, a y) ot a € R*, les valeurs de FTLE sont constantes et égales a |al, c’est
a dire qu’il n’y a pas de crétes de FTLE alors que la courbe d’équation y = 0 est une
LCS hyperbolique répulsive et la courbe d’équation z = 0 est une LCS hyperbolique
attractive.
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Chapitre

Les méthodes numeériques

Dans ce chapitre consacré a l'intégration numérique des systemes dynamiques. On
y présente quelques algorithmes d’intégration Méthodes : les méthodes d’Euler, Runge-
Kutta 2 et 4. La derniere section est consacrée a I'approche d’interpolation qui a été
mise en ceuvre dans cette these pour calculer les champs de vitesse et leurs gradients
dans un champ de vitesses expérimental.

2.1 Intégration numérique des systemes dynamiques

La tres grande majorité des systemes dynamiques ne peuvent pas étre traités analy-
tiquement (méme en partie). Leur étude nécessite donc le passage par des simulations
numériques nécessitant I'intégration des équations de la dynamique. Dans cette section,
on donne quelques algorithmes d’intégration. Avant cela, donnons quelques définitions
importantes.

2.1.1 Principe général des méthodes numériques

La solution exacte d’une équation différentielle du type

(problemes de Cauchy) est une fonction continue ou f : I x R" — R (Dans tout ce qui
suit, il faut garder a l'esprit que dans le cas le plus général, x est un vecteur colonne,
et f(t,x(t)) est un "vecteur” dont les ”éléments” sont des fonctions. Néanmoins, afin
de simplifier la discussion, nous ne considérons dans les exemples que des équations
simples & une seule fonction inconnue). Pour obtenir une approximation numérique de
la solution x(t) sur U'intervalle I = [to,tq + T'], nous allons estimer la valeur de cette
fonction en un nombre fini de points t;, pour ¢ = 0,1,...,n. La solution numérique
discrete obtenue aux points t; est notée x; = x(t;).

L’écart entre deux abscisses, noté h, est appelé pas de discrétisation. Ce pas, dans les
méthodes les plus simples, est constant, mais il peut étre judicieux de travailler avec un
pas variable h; = x; —x;_1. Des criteres principaux gouvernent le choix d’une méthode :

- La consistance, qui est la propriété qui assure que la solution exacte de ’équation

discrétisée tende vers la solution exacte de I’équation continue lorsque le pas de
discrétisation h tend vers 0.
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- La stabilité, qui concerne le comportement de la solution approchée discrete et la
propagation des erreurs d’arrondis dans le cas d'un calcul réel pour un pas de
discrétisation fixé. Le schéma est stable si la solution discrete reste bornée quel
que soit le nombre de pas de discrétisation.

L’ordre, qui mesure la précision du schéma ou erreur de troncature e faite en
remplagant 1’équation différentielle exacte x(t,) par son approximation x,. Soit
en = |z(tn) —x,] = O(||h]|?) ou ||.|| est la norme euclidienne. L’ordre de précision
de la méthode est donnée par I'entier p.

- Convergence et taux de convergence, Une méthode est convergente si, lorsque le pas
de discrétisation tend vers 0, la solution numérique tend vers la solution exacte
de I’équation continue. Une méthode est convergente a l'ordre [ si et seulement
si lim max |¢;| = O([[h]]").

1—00 (2

2.1.2 Meéthodes a pas constant

La formulation générale des méthodes a un pas explicite est :

Xo donné
tn+1 — tn + h (22)
Xpt1 = Xp+ CI)(tny Xns h)

Ou @ est une fonction telle que ®(t,,,x,, h) = f(tn, Xn) et ©(£,x,0) = f(¢,x).
La formulation générale des méthodes a un pas implicite est :

Xo donné
Tp+1 = In + (D<tn> Tpy Tn41, h)

L’obtention de la solution a chaque abscisse nécessite la résolution d'une équation.

2.1.3 Méthodes basées sur la série de Taylor

Les méthodes basées sur la série de Taylor se prétent bien a des traitements numériques.
Commengons par subdiviser Uintervalle [to,to + 7] en N sous intervalles de méme
longueur A et appelons ¢, les points de subdivision. Nous avons donc :

T
h:N et t,=1ty+nh pour n=20---,N

Le développement de la série de Taylor de z(t,,1) jusqu’a 'ordre m autour du point
t,, s’écrit :
2 m
T(tnir) = x(t,) + haD(t,) + 5x@)(zfn) +oe ™) + O™ (2.4)
! m)!

L’ordre du schéma est égal au degré du polynome pour lequel 'intégration est exacte
plus un.
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2.1.3 Méthodes basées sur la série de Taylor

2.1.3.1 Méthode d’Euler

Si on arréte la série de Taylor a 'ordre 1 on obtient :

T(tny1) =~ z(t,) + bz (t,) (2.5)

L’application de cette formule pour calculer les z(t,) est connue sous la nom "méthode
d’Euler". On remarque que P'erreur commise a chaque étape est de 'ordre de O(h?). 1l
est clair qu’on peut augmenter la précision de cette méthode en diminuant la taille de
h, mais un h petit implique qu’on doit évaluer la fonction un grand nombre de fois ce
qui est couteux en temps d’exécution. Qui plus est, un grand nombre d’évaluations de
la fonction peut provoquer un cumul des erreurs numériques commises par la machine.

Exemple :

Dans ce probleme, il n’y a qu'une seule fonction inconnue z(¢). Ce probleme est suff-
isamment simple pour que I'on puisse trouver une solution analytique. Prenons comme
condition limite (0, 1) i.e. z(ty = 0) = 1, pour I'équation suivante :

dx 9
20 = (2t - 1)(e(t) ~2) (2.6)

la solution exacte de (2.6) avec la condition limite (0, 1) est :

22— 2t +1
0=

Soit t € [0,2]. On essaye d’abord avec N = 20 intervalles (h = &= = 0.1), on peut
comparer graphiquement la solution générée par la méthode d’ Euler avec la solution
exacte.

On peut améliorer la solution d’Euler en diminuant A (i.e. en augmentant le nombre
d’intervalles). On voit sur la figure (2.1) une comparaison des solutions de 2'(t) =
(2t — 1)(x(t) — 2)* par la méthode d’Euler pour N = 10, N = 20 et N = 50 pour
t €10,2].

On remarque qu’ici la solution donnée par la méthode Euler s’approche de la solution

(2.7)

Texacte”

1.6 | "/N=50 h=0.04" —— >
"/N=20h=0.10" —— e
"/N=10 h=0.20" —
1.4 t
1.2 t
1|
\
08 |
06 |
o] 0.5 1 1.5 2

FIGURE 2.1 — Méthode d’Euler. Comparaison de la solution exacte de 1’équation (2.6)
avec les approximations par la méthode d’Euler.
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exacte pour les grands t. Ce phénomene est une propriété de I’équation différentielle
particulierement simple que nous étudions ici, et non une propriété générale des solu-
tions par la méthode d’Euler.

2.1.3.2 Meéthodes de Taylor d’ordre plus élevé

En considérant I’équation 2.4, et en augmentant le nombre de termes dans la série de
Taylor, on s’attend a une amélioration de la solution numérique. Pour ceci, nous avons
besoin des dérivées d’ordre supérieur a 1. On peut les obtenir en dérivant ’équation
différentielle de base :

e D(t) = f(t, (1)

b0 = S rt,a(0)
2@ () = % (t,z(t)) (2.8)
2M(t) = %f(t,w(m

Le développement de Taylor (2.4), nous montre que 'erreur commise par une méthode
de Taylor d’ordre m est un O(h™1). Néanmoins, il est incorrect de penser que plus m
est grand mieux c’est, puisque les calculs a chaque étape deviennent plus lourds au fur
et & mesure que m augmente.

Pour notre équation z'(t) = (2t — 1)(z(t) — 2)? traitée dans les exemples précédents,
ce procédé pour déterminer les (™) avec m > 1 est facile :

eW(t) = (2t = 1)(x(t) - 2)?

z2(t) = 2(x—2)2+2(2t — 1)}z —2)

2B(t) = 12(2t — 1)(z — 2)* +6(2t — 1)*(z — 2)4

e@(t) = 24(z —2)3 +72(2t — 1)2(x — 2)* + 24(2t — 1)*(x — 2)°

Le résultat apparait sur la figure(2.2). On voit qu’a partir de 'ordre 2 de la série de
Taylor, on ne voit plus de différence entre les approximations basées sur la méthode
de Taylor et la solution exacte a 1’échelle de la figure, alors que la différence entre
I’approximation d’Euler et la solution exacte est considérable. On peut essayer de faire
apparaitre les différences entre les calculs a différents ordres de la série de Taylor en
augmentant le nombre de pas assez de h = 0.40 a h = 0.04.

Le résultat apparait sur la figure (2.2). On constate que méme avec ce pas assez grand,
les 5 valeurs calculées par la méthode de Taylor a l'ordre 4 restent sur la courbe de la
solution exacte.
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sur la série de Taylor

FIGURE 2.2 — Méthode basées sur la série de Taylor
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1.8

1.6
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1.2

0.4

1.8

1.6

1.4

1.2

0.8

""exacte" —
" /Taylor ordre 1" ——
" [Taylor ordre 2" ————
"./Taylor ordre 3" ———

"./Taylor ordre 4"

1.5

"./Taylor ordre 1"
"./Taylor ordre 2"
"./Taylor ordre 3"
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2. Les méthodes numériques

2.1.4 Runge-Kutta

La méthode de Runge-Kutta tire les avantages des méthodes de Taylor tout en
gardant la simplicité d’exécution de la méthode d’Euler. En pratique, Runge-Kutta
remplace 1’évaluation analytique des ordres ™ (t), m > 1, par des dérivées numériques
obtenues en évaluant la fonction f(¢,z(t)) a différents endroits afin d’obtenir presque
les mémes résultats que ceux obtenus avec la méthode de Taylor.

2.1.4.1 Runge-Kutta d’ordre 2

Rappelons la méthode d’Euler

T(tnr1) = z(tn) + h f(tn, 2(tn)) (2.9)

La méthode d’Euler permet ainsi de calculer x(t,, 4+ h) en fonction de x(t,) et la dérivée
en z(t,) (par I'équation 2.5). Cette méthode n’est pas symétrique par rapport a l'in-
tervalle puisqu’elle ne fait pas intervenir I'information sur la dérivée en fin d’intervalle,
ie. f(tn,x(t,11)) n’intervient pas.

La méthode Runge-Kutta est plus symétrique puisqu’elle revient a évaluer numériquement
la dérivée au centre de l'intervalle. Les équations de cette méthode sont :

{kl = hf(tnwr(tn))

h k
ky = hf(tn+§,a:(tn)+51)

T(tny1) = 2(tn) + ko + O(R%) (2.10)

Comme la méthode d’Euler, les méthodes de Runge-Kutta peuvent étre appliquées a
une fonction arbitraire. Il y a quasi-équivalence entre la méthode Runge-Kutta d’ordre 2
et la méthode de Taylor d’ordre 2. On peut rapidement vérifier que leur comportement
au niveau numérique est similaire. Pour notre exemple, 2/ = (2¢ — 1)(z — 2)2, nous

comparons sur la Figure(2.3) les résultats des deux méthodes en utilisant un grand pas,
h =0.1.

1.8

"exacte" —
"N=20 h=0.10" ——
"Taylor ordre 2" —————
1.6 L
o
1.4 | oy
Ay
//
e
12 | S
e
S S
//
\\. g ,/
//.
AN ) yd
0.8 | /
x\m xf/‘
—
0.6 "
(0] 0.5 1 1.5 2

FIGURE 2.3 — Comparaison de la méthode de Runge Kutta d’ordre 2 (vert) avec la
série de taylor d’ordre 2 (blue) avec h = 0.10 et la solution exacte (rouge).
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2.1.4 Runge-Kutta

2.1.4.2 Runge-Kutta d’ordre 4

La formule de Runge-Kutta a 'ordre 4 est :

(k= hf(te,z(tn))
by = hf(tat %w(tn) T %)
ks = hf(ta+ 5 o(ta) + =2)
L k?4 = hf(tn + h,[E(tn) + k’g)
Btner) = 2(t) + 2 (k1 + 2s + 25 + Ea) + O(h) (2.11)

6

On montre maintenant sur la figure(2.4) qu’en pratique, Runge-Kutta a I'ordre 4 donne
presque les mémes résultats que la méthode de Taylor d’ordre 4.

1.8 ) |
exacte
"N=5 h=0.40" .
"Taylor ordre 4" :
d f.<::f.f—4-~
'/,,4:7?"
P
1 e
pr
4
7
12 | (J/
/{‘}
S
1 ‘\ //
N .;/
AN
/
°8 I \\‘\ W-MM}
\‘ \ - P B ///
Ny Vd -
0.6 ‘ .
0] 0.5 1 ) |

FIGURE 2.4 — Comparaison de la méthode de Runge Kutta d’ordre 4 (les points vert)
et la série de Taylor d’ordre 4 (blue) avec h = 0.4 et la solution exacte (rouge).

2.1.4.3 Conclusion

On a expliqué, analysé, et comparé trois méthodes de résolution numérique d’équations
différentielles : la méthode d’Euler, la méthode Runge-Kutta d’ordre 2 et la méthode
Runge-Kutta d’ordre 4. On peut noter que la méthode d’Euler est simple d’utilisation
et a la portée de "tous” et rapide d’exécution mais elle permet 'approche de la fonction
qu’avec une faible précision pour un pas donné. Pour augmenter la précision une solu-
tion serait de prendre un pas tres petit, mais cela ralentirai donc son exécution. Pour
les méthodes Runge-Kutta d’ordre 2 et Runge-Kutta d’ordre 4, les calculs, la com-
plexité de I'implémentation et la précision augmentent avec leur ordre (respectivement
2 et 4), mais la rapidité d’exécution diminue d’autant plus que l'ordre est grand. On a
utilisé la solution analytique pour I'exemple d’équation différentielle et les comparer a
la solution numérique. Dans ce travail, on a utilisé la méthode de Runge-Kutta d’ordre
4 pour calculer la solution des équations différentielles.
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2. Les méthodes numériques

2.2 Interpolation

Dans cette section, on va présenter brievement les caractéristiques principales de
I'élément fini Q1 dans R? . La généralisation a R™ se déduisant directement des pro-
priétés dans R2. Nous rappelons tout d’abord la notion générale d’élément fini de La-
grange avant de s’intéresser a I’élément fini appelé Q1. Puis, on applique cette méthode
pour calculer la vitesse et le gradient de vitesse a un point a partir des points ou la
valeur de la vitesse est connue.

2.2.1 Principe général

Définition 2.1. On appelle maillage une partition d’un domaine donné par un ensem-
ble de sous-domaines. Ces sous-domaines sont appelés cellules (ou mailles). Les mailles
sont formées par un ensemble de sommets (ou neuds) reliés entre eux par des arétes
(voir Figure 2.5). L’ensemble des mailles forme ainsi le maillage.

B U S

|
/

aréte

nocud

T T

cellule (maille)

FIGURE 2.5 — Eléments constitutifs d’un maillage.

Soit X un ouvert de R” et 7 un maillage de X. Pour tout élément (maille) K de
T, on note X I'ensemble de ses noceuds. On suppose que chaque élément a N; noeuds
Yk ={ai, -+ ,an}, qui ne sont pas forcément ses sommets. On note P un espace de
dimension finie constitué de polynomes, qui définit la méthode d’éléments finis choisie.

Définition 2.2. L’ensemble Y est dit P-unisolvant si et seulement si, étant donnés
Ny scalaires réels quelconques {a;}1<j<n, , il existe une unique fonction f € P telle
que :

fla;) =05, 1<j<N,
Définition 2.3. Lorsque l’ensemble X est P-unisolvant, le triplet (K, P,¥k) est ap-
pelé élément fini de Lagrange.

Etant donné un élément fini de Lagrange (K, P, X ), il existe donc pour tout entier
1, 1 <17 < N, une fonction f; et une seule telle que
fila;) = b5, 1<j<N
1 si 1=
0 si i#7
Les fonctions f; sont appelées fonctions de base locales. Plus généralement, pour tout

ol J est le symbole de Kronecker, d;; =
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2.2.2 I’élément fini sur des quadrangles

v : K — R, il existe une unique fonction f € P interpolant v sur Yy, c’est-a-dire
vérifiant
flaj) = v(ay), 1<j<N

N
En effet, il suffit de prendre f = > v(a;)f;.
i=1

Définition 2.4. (Interpolée) Soit (K, P,X) un élément fini de Lagrange, et soit v €
C(K,R) (i.e. ¢ : K — R continue). L’interpolée de v est la fonction 11, € P définie
par :

Ny
Hv = Z ’U((Ii)fi
i=1
et 11, est dit le P-interpolé de Lagrange de v sur Y.

On va a présent pouvoir générer une famille d’éléments finis a partir d'un élément
fini de Lagrange de référence (K, P,Xk) . Soit F' une application de K dans R", on
suppose que

~

K = F(K)
est une partie compacte de R"™, connexe et d’intérieur non vide.

Théoreme 2.1. On suppose que lapplication F est injective. Soit (K, P, iK) un
élément fini de Lagrange, alors le triplet (K, P, Xk ) défini par

~

K = F(K)
P=f:K—R, foFeP
Sk = F(Sgk)

est un élément fini de Lagrange.

Définition 2.5. Deuz éléments finis de Lagrange (K, P, %) et (K, P,Xg) sont dits
équivalents s’il existe une bijection F' de K sur K vérifiant le théoréme(2.1). De plus,
lorsque la bijection F est une application affine les éléments finis sont dits affine-
équivalents.

2.2.2 L’élément fini sur des quadrangles

On s’intéresse a 1’élément fini 2-parallélotope de type (1) suivant
1. K est un rectangle de cotés paralleles aux axes.

2. ¥k = {a;}1<j<4 est 'ensemble des sommets de K.

3. L’espace P ={p: K —» R;p € Ql}.

ot Ql ={p:R* = R; ¢(z,y) =a+br+cy+dry, (a,b,c d) € R} Cet élément
fini de Lagrange est alors appelé élément fini (K, P,Xk). On prend comme élément fini
de référence le carré K = [0, 1] x [0, 1], et comme noeuds les coins de ce carré :

dl = (070)7d2 = (Lo)a&S = (17 1)7&4 = (07 1)

Fonctions de bases locales
Les fonctions de base locales sur I’'élément fini de référence K sont définies par ¢; € P
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n
F ay = (T4,Y1) az = (x3,y3)
—
a, = (0,1) o= (L1) \
/ K
K

ap = (z1,51) as = (2, y2)

a1 = (0,0) g = (1,()); § .u!

r

FIGURE 2.6 — Elément fini (K P> i) de référence (a gauche) et élément fini (K, P, Xk)
affine-équivalent (a droite)

tel que (51(&) = d;j, ce qui détermine les ;. Si on note (&,1m) le systeme de coordonnées
locales relatif a 1'élément fini de référence, les fonctions de base {¢; }1<j<4 s’écrivent :

b= 1-61-n)

?2 = &{(1—-n)
?3 = &n
¢ = (1=&)n

Soit (z,y) le systeme de coordonnées locales relatif a un élément fini (K, P,Xk) et
(i, ;) les coordonnées des points {a; }1<i<4. La transformation affine

F:(&n) e K= [0,1] x [0,1] = (x,y) € K = [z1,x2] X [y1, Y4]

qui permet de passer de Pélément fini de référence (K, P, ¥ ) & un élément (K, P, i)
est donnée par :

(z,y) = F(&n) = ((z2 — 21)§ + 21, (ya — y1)n + y1) (2.12)
Simplement, on constate que
FH(z,y) = (&) = ( ((;2__2)), ((52__‘721))) (2.13)

Les fonctions de base {¢; }1<j<4 d'un élément fini (K, P, ¥ ) sont alors définies par :
¢; = pio

bi(z,y) = ng (F_l(x,y)) - qu ( (x—z1) (y—11) )

(22 — 1) (Y2 — 91)

D’ou
xr— X —
$i(z,y) = (1- Ly - 224
g oy
¢ T,y - 1
2z, y) <?_gl><y y;—yl>
1 1
x, =
63(z, y) (5”2‘9“_%/4‘%) y
a(z,y) = (1— Ly - 2=4




2.3. APPLICATION

2.3 Application

L’objectif de cette application est de présenter ’approche d’interpolation qui a été
mise en ceuvre dans cette these pour calculer les champs de vitesse et leurs gradients
de vitesse dans un champ de vitesse expérimental stationnaire et instationnaire.

2.3.1 Cas des écoulements stationnaires

On va calculer les champs de vitesse et leurs gradients de vitesse dans un champ
de vitesse expérimental stationnaire en bidimensionnelle et tridimensionnel.

2.3.1.1 Calcul de la vitesse locale par interpolation a partir du champ
vitesse mesuré en 2D

Soit D ouvert de R? de frontiere 0D rectangle. On peut construire une recouvrement
de D par des rectangles (comme réseau cartésien régulier) K; comme indiqué dans la
figure(2.7)

sii# j, K; N K; est un vide ou un sommet ou un c6té (voir figure(2.7))

K, NK,, = ¢
K; NK,, = unsommet
Kjl N Kj2 = un coté

Soit un champ de vitesse défini aux nceuds de ce réseau et un point x a l'intérieur

FI1GURE 2.7 — Un réseau cartésien régulier. On note que le lien entre les éléments du
maillage cartésien un vide ou un sommet ou un coté.

d’une maille.
Les sommets de cette maille sont numérotés 1,2, 3,4 comme indiqué dans la figure (
2.8). Dans ces conditions, on peut calculer la vitesse au point y par la méthode des
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| i
| |
I o X I
[ |
[ |

FIGURE 2.8 — Une maille du réseau cartésien

éléments finis de Lagrange Q1 sur quadrangle. )
On prend comme élément fini de référence le carré K = [0, 1] x [0, 1], et comme noeuds
les coins de ce carré :

a; = (0,0),a; = (1,0),a; = (1,1),a; = (0,1)
On prend comme espace de polynomes
P={f:K —R?® feQl}

ou
Ql={f:R* = R; f(2,9) = ap + aod + an§ + anzy}

La transformation affine de K dans K , Figure(2.9), est donnée par

M
F Xy = (24,94) X3 = (w3,13)

‘@:®J>//%Z;::’—__\\\\
k
/ (2,9)

(#,9)

Xi = () h Xy = (29,1)

i = (0,0) @:ﬂﬁfﬁ ”t_*

FIGURE 2.9 — Transformation du carré unité en quadrangle quelconque en réseau

A

F(&,9) = (,y) = (21 + hit, y1 + k7) (2.14)
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2.3.1 Cas des écoulements stationnaires

]?(QO) Xy = (z1,41)
E(LO) = X1 = (22,1)
l*j(l, 1) = Xi=(x3,u3)
F(0,1) Xy = (24,94)

Les coordonnées du champ de vitesse
de type :

cherché sont sous la forme de deux polynomes

u(r,y) = W(&,9) = ag + awd + anf + andy (2.15)
v(z,y) = 9(2,9) = boo + bio® + bor¥ + b1y '
les coefficients de ces polynomes doivent vérifier
QAL(O,O) = Uy, 1)(1,0) = Ug2, ﬂ(l,l) = Uus, lAL(O,]_) = Uy
0(0,0) = vy, 0(1,0) =wvy, 0(1,1)=w3, 0(0,1) =1y
pour la premiere équation, on trouve
4(0,0) = uy = agpo apo = Uy
’11(1,0) = U2 :CL00+CL10 — 10 = U2 — Uy
a(1,1) = uz = ago + an apr = Uz — Ux
ﬂ(o,l)IU4—CL00+CL10+CL01+CL11 (111:U4—u2—U3+U1
On a par I'équation (2.14) & = T o 7= y— o Alors,
r—x — T —x —
u(r,y) = ago + aro(——) + aon (L) + an (- (2 (2.16)
h k h k
De la méme fagon,
9(0,0) = vy = bgo boo = 1
17(1,0) = V2 :b00+blo s blO = Vg — U1
9(1,1) = v3 = boo + box bo1 = vz — v
1}(0,1):U4—b00+b10+b01+b11 611:U4—U2—U3+U1
Alors,
r—x — r—x —
0(, ) = boo + bio( ) + bor (L) + by () (= (2.17)

2.3.1.2 Calcul du gradient du champ vitesse mesuré par interpolation en

2D

Calculer le gradient du champ de vitesse suivent simplement a dériver le champ de

vitesse interpolé. On obtient alors :

0_u
ox
@
ox

grad(u) =
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On a
ou Oudzr .
Oz = 9% O = g(alo + a119)
ou  Oudy X
8_y = 8_;Q8_i = %(%1 + a117)
ov  0vozx R
o = 9 O = %(blo + b112)
v Ovdy .
8_3/ = 8_ﬂ8_z = %(bm +b119)
Alors, le gradient de vitesse est donné par :
— r—x
d(u) %(am-i—an(y kyl)) %(am—i-an( - 1))
rad(u) =
© Y—U r — I

7 (D10 + b ( )) 4 (b1o + bui( )

k h

2.3.1.3 Calcul la vitesse locale et leurs gradients par interpolation du
champ vitesse mesuré en 3D

Soit D ouvert de R? de frontiere D cube. On prend une recouvrement de D par
une réseau cartésien régulier K; comme indiqué dans la figure(2.10).
Soit un champ de vitesse défini aux noeuds de ce réseau et un point y a l'intérieur d’un
cube. Les sommets de ce cube sont numérotes 1,2, 3,4,5,6,7,8 comme indiqué dans
la figure(2.10). Dans la méme procédure de l'interpolation en 2D, on trouve que les
coordonnées du champ de vitesse u(u, v, w) au point x sont donnés par :

r—1x — z—z
U(%%Z):Gooo—i‘aloo( h1>+61010 (y kyl)—i‘aom( l1>
r—x — r—1x z—z
Fa (557 (152 v (52) (572)
— z—z Tr—1x — z—z
o (52) (572) +en (557 (552) (577)

v(z,y, 2) = booo + bioo (x_hxl)—i—bom (y_ky1>+b001 (z—zl)
o (552 (52 o (52 ()
+ bo11 (y_kyl) <Z—lz1) T by (9‘3—}1%) <y yl) (z—z1>
w(x, Y, 2) = coo0 + C100 (m—hxl) =+ co10 (y—ky1> =+ Coo1 <Z_lzl)

s () () o (57 (557)
e (5 () e (57) (52) ()
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2.3.1 Cas des écoulements stationnaires

FIGURE 2.10 — Transformation du carré unité en quadrangle quelconque en réseau

avec,

et

@000

a100 =
ap10 =
apo1 =
aiio =
ajor =
ap11 =
ajil =

bOOO
blOO
bOlO
bOOl
bllO
blOl
bOll
blll

Cooo =

Ci00 =

Co10 =
Coo1 =
C110 =
Ci01 =

Co11 =

—Ul
= U2 — U
=Ugs — U
=Us — U
= Uz — Uz
= U — Us
= Ug — Us
U7 — Ug
:’Ul
=V — U1
=V — U
=Us — U1
= Vs — Uy
= V¢ — Us
=Ug —Us
= VU7 — Vg
w1y
Wy — W1
Wy — W1
Ws — Wy
w3
We
wg
wr

C111

1y
\Y
\Y
\
\
[\

— Ug + Uy
— Ug + Uy
— Ug + Uy
— U — U3+ Uy + Ug + Us — Up

— U4+ V1
— Vo + U1
— V4 + U1
—Ug—U3+U2+U4+’U5—U1

— W9 — Wy + Wy
— Wy — Wo + wq
— W5 — Wyq + W1
— Wg — Wg — W3 + Wy + Wy + W5 — Wy
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Chapitre

Lol de transport d'une densité de
probabilité

Dans ce chapitre, on cherche a caractériser la dispersion d'un traceur transporté

dans un écoulement. Les moments permettent de représenter une distribution quel-
conque dans un support quelconque. Cependant, par souci de simplicité, on s’intéressera
au cas d'une distribution de domaine contenant le traceur de support initialement cir-
culaire et évoluant en elliptique du fait des cisaillements rencontrés sur sa trajectoire.
De plus, la distribution de traceur sera considérée comme uniforme et de valeur uni-
taire, sauf mention contraire. Ainsi, seuls les moments d’ordres inférieurs ou égaux a 2
seront nécessaires pour décrire entierement la distribution d’un tel traceur. Pour car-
actériser la dispersion des traceurs, des grandeurs statistiques sont utilisées.
On va s’intéresser ici a des écoulements de fluide incompressibles dans un domaine
D C R™ avec n € {2,3} dans 'intervalle de temps [0, T]. Cet écoulement est décrit par
la densité p(x,t) et la vitesse u(x,t) sur D x [0,T], avec x le vecteur position et ¢ le
temps.

3.1 Grandeurs statistiques

3.1.1 Densité de probabilité associée a la distribution de traceur

Si FE,; représente l'espace susceptible d’étre occupé par le domaine contenant le
traceur a l'instant ¢, en utilisant la conservation de la masse fluide, on en déduit que :

my=m = /p(x, t)dx (3.1)

A chaque position du domaine contenant le traceur dans F; , on associe la densité de
probabilité p(x,t) = p(x,t)/m.

3.1.2 Position moyenne

La position moyenne (z;) est déterminée par les moments d’ordre 1 :

(x;) = /xip(x,t)dx (3.2)

Ey
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3. Loi de transport d’une densité de probabilité

3.1.3 Matrice des moments d’ordre 2

La matrice des moments centrés d’ordre 2 est définie de la facon suivante :

(i) = [ s = (o) (a5 = () Bl thdx 33)

Ey

On note que, la matrice des moments d’ordre 2 est symétrique et définie positive. Par
conséquent, elle peut étre représentée par un ellipsoide en dimension 3 ou par une
ellipse en dimension 2 et caractérisée par des axes et des angles de rotation.

3.1.4 Caractéristiques géométriques a 'ordre 2

3.1.4.1 Calcul des caractéristiques de l’ellipse a partir de P en dimension
2:

Les caractéristiques de 'ellipse sont calculées a partir de P la matrice des moments

d’ordre 2, ou :
Py P
P = 3.4
( P11 Py ) (3:4)

On considere tout d’abord une ellipse P d’axes de longueurs 2a et 2b, confondus avec
les axes du repere et centrée a l'origine. On suppose que p(x,t) comme la fonction
caractéristique x(x, 1), i.e.

| 1 si x¢€ellipse
x(x,1) = { 0 si non

, donc : p(x,t) = p(x,t)/m = 1/m. L’aire de l'ellipse est égale a mab et la position
moyenne est confondue avec 1’origine du repere.
On peut calculer les moments d’ordre 2 de la distribution de traceur. On parametre
Iellipse par P = {(z,y) : x =racos(f), y=rbsin(d), our € [0,1], 0 € [0,27]}.
Le jacobien J associé au changement de variables est donné par

g—f % acos(f) —arsin(0)
J=\" = =abr
% 9 bsin(f)  brcos(d)

Donc, le changement de variables a appliquer est dxdy = abrdrdé.
On note PM la matrice des moments d’ordre 2 de l'ellipse P o les coefficients de la
matrice P sont donnés par :

Pl(ll) =L [[zydzdy

wab

1
wab

(arcos(f)) (brsin()) |J| drdd

I
C—~r~
oy

™

1 27
=L a?? of r3dr bf%sin(%)d@
=0
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3.1.4 Caractéristiques géométriques a l'ordre 2

1
Pz(o):

7r1lb ff.fll'2 dl’dy
P
1 1
=~ Tab f
0
2

1
=—a*b [ r*dr [ cos*()dd
0 0

(arcos(f)) (arcos(d))|J|drdd

Alors, la matrice des moments d’ordre 2 est donnée par :

a
— 0

PO — 4 2
0 —

4

Si on considere a présent que lellipse a tourné d’un angle ¢, on peut utiliser le change-
ment de coordonnées suivant :

2 =z cos(p) + y sin(y)

yM = —z sin(p) +y cos(yp)

On peut alors calculer les moments dans le nouveau repere :

cos(ip) sin(p) Py 0 cos(p) —sin(yp)
—sin(p) cos(yp) 0 P sin(p)  cos(p)

P cos(p) + By sin®(p) (PR — PYy))sin(p) cos(p)
(P, — PQ%)) sin(y) cos(p) P0(21) cos® () + P2%) sin?(¢)
En particulier :
Py = Py cos*(p) + Py sin’(i0)
Piy = (P — P sin(g) cos(0)

Pyy = By cos®(¢) + Py sin(p)
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3. Loi de transport d’une densité de probabilité

Alors,
( 2
a ) )
Py = il Py cos?(p) + Pog sin®(p) + 2 Py sin?(ip) cos?(¢)
b? ) )
Pézl) = 7 = Pyz cos?(p) + Py sin(p) — 2 Ppy sin®(¢) cos?(y)
P = 0 = (Pu— Py)sin(p) cos(p) + Pi (cos*(p) — sin?(p))

On peut résoudre facilement ces équations, et on obtient :

(

tan(2 = —
2 = B h
a? 1
1 = 5 (on + Py + /(P — P2)? + 4(P11)2> (3.5)
b? 1 5 5
i = §<P20+P02—\/(P20—P02) +4(P11)>

Donc, on peut caractériser l'ellipse Figure(3.1) par la matrice symétrique et définie
positive P (la matrice des moments d’ordre 2)

a_\/Q <P20+P02+\/(P20—P02)2+4(P11)2) (3.6)

b = \/2 (P20 + P2 — /(P2 — Pp2)? +4(P11)2)

\

FIGURE 3.1 — Reperes et notation utilisées pour caractériser la géométrie de 'ellipse.

Interprétation de ces moments :

1. Le moment Py, représente I'élongation du traceur selon la direction .

2. Le moment Py, représente 1’élongation du traceur selon la direction y.
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3.1.4 Caractéristiques géométriques a l'ordre 2

3. Le moment P;; définit 'orientation du traceur par rapport a I’axe horizontal :

& Si Py; > 0 alors I'angle de rotation entre Oz et Oz’ est ¢ € [0,%] (On voit
que, si Pyy > Py alors ¢ € [0, 7] et si Py < Fyy alors ¢ € [F,5]). On parle
alors d’orientation positive.

& Si P;; < 0 alors I'angle de rotation entre Oz et Oz’ est ¢ € [=%,0] (On 01t
que, si Pyy > Py alors ¢ € [=5,0] et si Py < Py alors p € [-5, —7]).
parle alors d’orientation négative.

Le tableau(3.1) représente les caractéristiques de lellipse a partir de la matrice des
moments d’ordre 2 :

P | Pyy—Fyo 2¢p ® caractéristique géométrique
T 0, 7] 0, 7] Figure(3.2(a))

- + [—g, 0] [—%, 0] Figure(3.2(b)))

- : 57 | G5 Figure(3.2(c)))

- - =3l | 5] Figure(3.2(d)))

TABLE 3.1 — Tableau des caractéristiques de ’angle de rotation ¢ de ’ellipse en fonction
des moments d’ordre 2.
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3. Loi de transport d’une densité de probabilité

FIGURE 3.2 — Représentation des différentes valeurs possibles de I’angle de rotation ¢
de Pellipse en fonction du signe de Py et Py — Ppe. (a) Pip > 0 et Pyg — Pog > 0, (b)
Py <06tP20—P02>0, (C) Py >OetP20—P02<0,et (d) P <0et PQ()—P02<O.
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3.1.4 Caractéristiques géométriques a l'ordre 2

3.1.4.2 Exemple simple en 2D :

On va identifier les caractéristiques géométriques des matrices P% ot i € {1,2,3,4}
dans le repeére orthonormal (O, i, j ), ou les matrices P sont données par :

13 3V3 13 _ 3v3
3v3 7 _3V3 7
16 16 16 16
7 3V3 7 _3V3
PG — 16 16 P@W — 16 16
3v3 13 _3V3 13
16 16 16 16

On prend la matrice P®. On note que P est une matrice symétrique d’ordre 2 et
définie positive, donc on peut lui associer une ellipse en dimension 2. A partir des
équations(3.5), 'angle de la rotation est donné par :

2Py 2(=%¢)
tan(2¢) — _ ) _ A3
wee) = R, onom -V

On note que, P;; < 0 et Pyy — Py < 0, donc a partir du tableau(3.1), ¢ = —
Le demi-grand axe de l'ellipse :

us
3+

a2
i (PQ() + FPoo + \/(PQO — Pp)? + 4(P11)2>
—5 (BB -Rrranpy)

20 36 108
(r + /56t %))

donc, a®> =4 et a = 2.
Et le demi-petit axe de lellipse :

¥ 1

13 <P20+P02—\/(P20—P02)2+4(P11)2>
—1 (@_2)—1
_2 16 16 _4

donc, B> =1et b= 1.

Donc, on identifie les caractéristiques géométriques de la matrice P par les axes a = 2

et b =1 et 'angle de rotation ¢ = % (figure3.3(d)).

De la méme fagon, on trouve :

& Les caractéristiques géométriques de ellipse associée & la matrice P() sont données
par : a =2, b =1 et 'angle de rotation ¢ = % (figure 3.3(a)).

& Les caractéristiques géométriques de ellipse associée & la matrice P® sont données
par : a =2, b =1 et I'angle de rotation ¢ = —¢ (figure 3.3(b)).

& Les caractéristiques géométriques de ellipse associée a la matrice P®) sont données
par : a = 2, b =1 et 'angle de rotation ¢ = % (figure 3.3(c)).
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Zis

(a) (b)

(c) (d)

FIGURE 3.3 — Représentation graphiques des ellipses associées aux matrices P ot
i € {1,2,3,4} dans le repere orthonormal. Un cercle de centre O(0,0) et de rayon
r = 2 (ou le rayon du cercle est égal au demi-grand axe de lellipse) (jaune) et le grand
axe (bleu).
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3.1.5 Calcul des caractéristiques de l'ellipsoide a partir de P en dimension 3

3.1.5 Calcul des caractéristiques de I’ellipsoide a partir de P
en dimension 3

Pour le calcul des caractéristiques de lellipsoide a partir de P, la matrice des
moments d’ordre 2

Py Py P
P=| P Py P
Py Py Psg

on considere tout d’abord un ellipsoide, dont les axes de demi-longueur respectives a, b
et ¢ sont confondus avec les axes du repere, et centrée a 'origine. On suppose que p = 1
a l'intérieur de 'ellipsoide. Le volume de 'ellipsoide est égal a %Wabc et la position
moyenne est confondue avec 1’origine du repere.

On peut calculer les moments d’ordre 2 de la distribution du traceurs. L’ellipse est
parametre par P = {(z,y, z) : * = ar cos(0) sin(¢), y = brsin(0) sin(¢), z = ercos(¢p) ou r € [0,1], 6 €
Le jacobien J associé au changement de variables est donné par :

Or 9v 9z | |, cos() sin(¢) —ar sin(f) sin(¢) ar cos(d) cos(¢p)

or 96 ¢
J = % % g—g = (b sin(6) sin(¢) br cos(6) sin(¢) br sin(h) cos(¢)|= aber?
9 92 g—; ¢ cos(o) 0 —cr sin(¢)

Donc le changement de variables est dz dydz = abcr? dr ddde.
On trouve :

Pﬁ) = 5 / 2? dxdydz

drabce
1 2w
4wabc///arcos sin(¢))?aber? sin(¢) drdfdg
0 0 0
1 2T -
4 2 .3
- C/?” d?“/cos <9>d9/sm (¢) do
0 0 0
_
5

3
Pl(gl) = P2(11) = / ry dzdydz

Adrabce
P
1 2w
= 47rabc///(arcos(0) sin(¢))(br sin(6) sin(¢))aber? sin(¢) drdfde
1 2m .
47rabca2b26/r4 d?’/cos sin(6 9/51n3(¢) dep =0
0 0 0

=0
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3
xz dzdydz

4 bcp/

7]

(ar cos(0) sin(¢))(cr cos(¢))aber” sin(¢) drdfde
4rabe ) )
1 2 T
= —47rabca2602 /7"4 dr/cos(@) d@/sinz(qﬁ) cos(¢)dgp =0

- drabce

1 1
CHENEE
1 1
P2(3) = P?)(z) =

1
Py

1
Ps(s):

0 0 0
=0

yz dedydz

/

Ve

2w

/ /(b'r’ sin(6) sin(¢))(cr cos(¢))aber? sin(¢) drdfde

3

1 27 T

1 36 a2b02/,04 dr/sin(ﬁ) d@/sm (¢) cos(¢) dp =0
Tabce
0 0 0
-0
y? dedydz
1 2 =
=1 abc///brsm )sin(¢))%aber? sin(¢) drdfde
T
1 ™
T ad abgc/ /sm dé’/sm (¢)do
Tabe
O \ 9
S
3 Am b?
47rabcl_5ab ‘=%
%@bc/zj dxdydz
T
1 2w
= 1ol /// cr cos(¢))?aber? sin(¢) drdddyp
Tabe
00 0
1 2m
= I ab abc3/r4 dr/ d9/cos sin(¢) d¢
Tabe
O 7
27r E
5 Am abc® C2
" 4rabels 5

74



3.1.5 Calcul des caractéristiques de l'ellipsoide a partir de P en dimension 3

Donc la matrice des moments d’ordre 2 pour une ellipsoide P est donnée par :

2
%00
b2
PU=1 0 = 0
5
0o o S
5

Pour T'obtention des angles, la démarche est plus complexe en dimension 3. On
doit diagonaliser la matrice P. Les valeurs propres donnent les longueurs des axes de
I’ellipsoide, et les vecteurs propres leurs directions.

Soient A1, Ag et A3 (ot Ay > Ay > \3) les valeurs propres de la matrice des moments P, et

1, Wa et W3 les vecteurs propres correspondant et qui forment une base orthonormée :

w11 Wa1 w31
W 1= wi |, W2 = | we | et Wza = | w3
w13 Wa3 W33

Maintenant soit R la matrice ayant ces vecteurs propres comme colonnes :

W1 W21 W31
R = W12 W2 W32
W13 W23 W33

Alors,
M O 0
R'PR=[ 0 X 0 | =P,
0 0 X

Pour calculer les angl?s de rotation, il suffit de calculer les angles d’Euler en passant
du repere (O, i, 7, k) aurepere (O, Wy, Wg, Wg) par trois rotations successives (Fig-
ure3.4(a)).

P_i)otatmn autour de : pour amener Wy sur ¢y la projection orthogonale du vecteur
7 sur le plan (O, W7, W), (Figure 3. )

> st le plan (0, 1V, 17, Figure 3.4(b B

On obtient un repere (O, iy, jl,Wg), et 0 = (Wl, i1).

— - =

Rotation autour de J1; pour amener ¢ sur . On obtient un repere (O, i , ji, k).
On remarque que ¢ = (7, i1 ), (Figure 3.4(c)). .
Rotation autour de i : pour amener le plan (O, ji, k1) sur le plan (O, j, k)

On remarque que, ¢ = (z, 7) = (E), ?), (Figure 3.4(d)).

Calcul des angles (0, ¢, ¥) : On remarque que,
S 0@
wh

TG

Alors,
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>
= arctan(]q.lj"]—)
Ju-J

(c) (d)

FI1GURE 3.4 — Définition des angles d’Euler et des rotatlons associées, (a) repere globale
? e ? et repere des vecteurs propres (Wl, Wz, W_3>) (b) une rotation autour de

%
3, on obtient un repere (O, iy, j1, WS) et § = (W1, 41), (c) une rotation autour de
J1, on obtient un repere (O, i ,jl,il) et o = (17,11), et (d) une rotation autour de
i, on obtient un repere (O, 2, j, k) et v = (j1, 7)

3.2 Transport de la matrice des moments

On considere que les domaines contenants de traceurs sont plongés dans un champ
de vitesse incompressible u.

3.2.1 Hypothese de faible dispersion

Dans ce travail, on ne s’intéresse qu’a des faibles dispersions de traceurs. On fait
I’hypothese que la fluctuation des axes de l'ellipsoide est faible devant le rayon moyen
et le rayon moyen doit étre petit également.

On peut alors développer le champ de vitesse au voisinage du point moyen (x). On
note z; = z; — () la fluctuation de position. On trouve :

ui(%, 1) = u;((x),) + wip((x), )2, + wipg (%), 1)y, + O(|x']]%) (3.7)
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3.2.2 Equation de transport du volume

3.2.2 Equation de transport du volume

L’écoulement étant supposé incompressible et le milieu homogene, on en déduit que
la densité du domaine contenant le traceur a l'instant ¢ dans E; est uniforme, égale a

1
— a l'intérieur de 'ellipse ou 14 est le volume de FE;.
Ut

3.2.3 Equation de transport d’un point matériel

Soit M (x,y, z) un point matériel. L’équation de transport d’un point matériel par

un champ de vitesse est donnée par ’équation suivante :
dxi
dt

= u;(x, 1) (3.8)

3.2.4 Equation de transport de la position moyenne

On obtient I’équation de transport de la position moyenne en dérivant la position
moyenne par rapport au temps,

& a z;p(x, t)dx
1 0 t
= [ ( P(at, ) + u.grad(p(x,t))) + u; p(x,t)dx (3.9)
Ey

:E[ u; p(x, t)dx = (u;)

La position moyenne est transportée par la vitesse moyenne. On peut introduire le
développement de Taylor de la vitesse donné par 3.7. On obtient :

d(z;)
dt
Remarque 3.1. Si on néglige le terme lié au hessien de la vitesse, une représentation

géométrique sous forme d’ellipse est cohérente. Le champ de vitesse est alors linéarisé
et une surface elliptique restera elliptique au cours du temps.

= (%), 1) + wip (%), )(7)) + iy ((x),) (2, 25) + O((2pagr))  (3.10)

3.2.5 Equation de transport des moments d’ordre 2

L’équation de transport des moments d’ordre 2 s’obtient aisément :

_ 1 !
a g g

= ([uip((x), 1) 2, + OUiz, )] 25) + ([up((x),1) 7, + O(2fa7))] 2)

= uip((X), 1) (2, 75) + u;p((x), 1) (2, 77) + O((wifry,))
(3.11)
Si on note L;; = u; j((x),t) le tenseur gradient des vitesse au point moyen, et P;; la
matrice des moments d’ordre 2, on obtient :
dFP;;
dt

= Lip Poj + Ljp Dy (3.12)
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3. Loi de transport d’une densité de probabilité

et sous forme matricielle : P
E:LP+PLT (3.13)

ot, L7 est la transposée de la matrice L.

3.3 Exemples

3.3.1 Exemple (1) : Champ de vitesse linéaire en deux dimen-
sions

On considere un écoulement permanent défini dans un repere (o, x,y) par le champ
de vitesse suivant :

u=a+by
v=20
Le gradient de vitesse est donné par :
ou Ou
== 22 0b
oz O
L =Vu= N - (3.15)
Jdv Jv
5s 5y 00
0 0
On note que le fluide est incompressible (_u + 2= 0).
or 0Oy

3.3.1.1 Choix des conditions initiales :

A l'instant initial ¢y = 0, le domaine contenant le traceur a pour centre x0(2,2) et
pour rg = 2 et la matrice Py des moments d’ordre 2 est égale a I.
3.3.1.2 La trajectoire

La trajectoire x(t) = (x(t),y(t)) de la position moyenne est obtenue en résolvant le
probleme de Cauchy :

d(x)

—L —a+b
T a+0oby
d{y)

dt =0

On trouve facilement :
(z(t))=(a+b)t+zo=(a+b)t+2

(y(t)) =vo =2
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3.3.1 Exemple (1) : Champ de vitesse linéaire en deux dimensions

3.3.1.3 Evolution de la matrice des moments d’ordre 2

L’équation de transport de la matrice des moments d’ordre 2 s’écrit :

dpP

— =LP+PL”
i *
L’écoulement incompressible, donc Lq; + Loy = 0 et cela donne :
(
dP,
dtll = 2(L11 P11 + L2 Pio)
dP.
dt22 = 2(LaaPay + Lo1 Pio)
dP
d12 Loy Pi1 + Lo Py
\ at
Dans notre cas, le systeme devient :
(
dPry
= 2bP,
o 12
APy
=0
dt
dPio dPy;
(dt dt 2

Dans le cas b = 0.1, a = 0 avec un rayon de disque 7o = 2, on a :
PH - 001 t2 + 1
Py, = 0.1t

La figure (3.5) représente 1’évolution des moments d’ordre 2.

& Remarque sur les moments Pj; et Py : on observe que le moment Psy est constant
tandis que le moment P;; augmente. Ce qui correspond au cas ou il y a seulement
élongation selon x et pas selon y.

& Quant au moment croisé Pj» on observe que toutes les valeurs de Py sont positives,
ce qui correspond a une orientation positive.

3.3.1.4 Caractéristiques de ’ellipse

L’angle est donné par 1’équation (3.6). On a :

2P, 2(0.1¢
0=1 arctan(—————) = 1 arctan( (0.1%) )
PQO - P02 001 t2 ‘l‘ 1 - 1 (316)
=1 arctan(m) =1 arctan(T)
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3. Loi de transport d’une densité de probabilité

E Py(t) =0.01#+1
é ! ng(t) =1
p Ppo(t) = 0.1t

FIGURE 3.5 — Evolution les moments d’ordre 2 d’un disque de centre x¢(2,2) dans un
écoulement linéaire.

Dans la figure(3.6) I'ellipse commence a s’étirer dans la direction donnée par le vecteur
propre de la partie symétrique du tenseur des vitesses. L’angle 6(t) de la direction
principale par rapport a 'axe oz :

limé(t) = —

t—0

N

et l'orientation est positive (P > 0). L’angle diminue jusqu’a 0 (elle s’aligne progres-
sivement avec la trajectoire).
Le demi-grand axe est donné par :

2

N~ N~ N

(0.01152 +14+1+ /0012111214 (o.1t)2)

(0.01¢% + 2+ V10~ ¢* + 410-2¢)

(0.01¢2 +2+40.1¢+/0.01¢% + 4)

Donc,

0= \/2 (o.ou? 124 0.1£V0.012 +4)

Le demi-petit axe est donné par :

b— \/2 (0.01t2 12-0.1tV00lE + 4)

Quand t est grand, 'ellipse s’étire de facon proportionnelle au temps.
La figure(3.7) représente un disque de centre x4(3,3) transporté dans 1’écoulement.
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3.3.1 Exemple (1)

: Champ de vitesse linéaire en deux dimensions

radian

= |

90 100 110 120 130 140 150 160 170 180 190 200

temps

FIGURE 3.6 — Evolution de I’angle de rotation de ’ellipse avec le temps.

ellipse

" cercle initial

FIGURE 3.7 — Transport d'un disque dans 1’écoulement linéaire.
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3. Loi de transport d’une densité de probabilité

3.3.2 Exemple (2) : Champ de vitesse cylindrique en trois
dimensions

On considére un écoulement permanent défini dans un repeére (o,z,y,z) par le
champ de vitesse suivant :

u o= —wy
ux,t)=¢ v = wzr (3.17)
w = W

10
o, WeR et w=w(r)=- (guo) our =/x?+y2.
r r

Calcul du gradient de vitesse
On dérive les composantes de vitesse par rapport aux positions,

ou B 0 Oow Ow Or

G_xi_a_a:(wy):_y%:_yaa_x:_%w/

ou 0 B ow Ow Or 2
8_y__8_y(wy>__w_y8_y__w_yﬁa_y__w_?ﬂ
ov 0 Ow Ow Or 2
%:%(wx):w—l—x%:wjtya%:w—l—T

ov 0 _ Ow  Owor
a_y_ﬁ_y(wx)_xa_y_xgﬁ_y_Tw

ou_ov_ow_ow_ouw_
dz 0z Oxr 0Oy 0z

Donc, le gradient de vitesse est donné par :

Wy —w-Lw o
L=Vu= " Ty '
w+ —u —uw 0
0 TO 0
2 2

On remarque que, W g sin(?@),x— = g (1 — cos(20) et L % (14 cos(26)). Donc,
r r r

on peut écrire le gradient de vitesse :

o [ sin(260) cos(20) 0 W 0 -1 0
L= > cos(20) sin(20) 0 | + (w+ 7) 1 0 0
0 0 0 0 0 0
—Q
Soit S la matrice de la partie symétrique de L, S = L+TU, on trouve :
vy, a?—y? .
——w w0 — sin(26) cos(20) 0
r r
2,2 w'r
S=|1 "9y Wy of= 5 | cos(20) sin(20) 0
r r
0 0 0 0 0 O
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3.3.2 Exemple (2) : Champ de vitesse cylindrique en trois dimensions

3.3.2.1 Choix des conditions initiales :

On choisit une répartition initiale dans une boule de rayon 7 située en x¢(5,0,0).
2

2
r r
La matrice de P est égale a EO fois la matrice identité (i.e, Py = EO I).

3.3.2.2 La trajectoire

La trajectoire pour un état initial xo(zo, o, 20) & 'instant initiale ¢y est donné par
le systeme d’équations différentielles :

/

d{z)
dr —w(y)
d
=
d{z)
— =W
\ dt
On trouve facilement que la trajectoire du point pour notre condition initiale est donnée
par :
(x(t)) = rocos(0(t))
(y(t)) = rosin(6(t))
(2(t)) = Witz
ou f(t) = w(t —to) + Oy avec Oy = arctan(@).
Zo

3.3.2.3 Evolution de la matrice des moments d’ordre 2

L’équation de transport de la matrice des moments d’ordre 2 s’écrit :

ap
— =LP+PL” (3.18)
dt
Pour faciliter le calcul de la matrice P, on peut utiliser la matrice mobile P’ (oti P est

la matrice des moments d’ordre 2 dans le repere local). On a

P = /5:70 ® dxdV (3.19)
%
et
P! = / 06X ® 6XdV (3.20)
%

Mais 0 X = Rdx, ou R est la matrice des vecteurs propres de la matrice S. On remarque
que,

Pl =0X; 6X;
= Ry, 0x; Ryj dx;
=R, Ryj 0z; dz;
=R, Ry P,
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3. Loi de transport d’une densité de probabilité

Alors,
P =RPR =RPR" (3.21)

et
P = R'2P2R (3.22)

L’équation de transport de la matrice mobile est donnée par :

I

= &l 0X ® oXaV]
%

[BX @ 0X 46X ® BX]qy

[(Réz + R%2) ® 6X + 6X ® (Réx + RE2)|dV

[(R+ RL)6xz ® 6X + 6X ® (R + RL)dx]dV

[(R+ RL)R'6X ® 6X +6X ® (R+ RL)R™'6X]dV
\—,_/
Q

[1Q 6X ® 6X + 6X ® Q 6X]dV
%

Jra
I
I
I

= QP+ PQ'

Calcul de la matrice Q :

Pour calculer la matrice Q, on doit déterminer la matrice R des vecteurs propres
de la matrice S. On a

Q=(R+RL)R'=(R+R(S+Q)R'=RR'+RSR'+RQR"!

— Calcul des valeurs propres de S

—sin(20) — A cos(20) 0
det(S—AI) = cos(20) sin(20) — A 0
0 0 A

= ((—sin(20(t)) — N\)(sin(20(t)) — \) — cos*(20(t))) A

= (AM2—1)A
S admet donc trois valeurs propres : A\ = —1, Ay =1 et A3 =0.
— Calcul des vecteurs propres de S
Z;
Soit 72 = | w; | un vecteur propre de S correspondant a \;. Alors,
%

(=sin(20) — A\i)z; + cos(20)y; =
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3.3.2 Exemple (2) : Champ de vitesse cylindrique en trois dimensions

ot |Vs| =1, ie.

Ay =1

Quand A\ = —
On trouve que,
cos(20)
Ty = ———"—
> sin(260) — 172
et
(sin(26) — 1)* /1 — sin(20)
Y2 =
2 — 2sin( 29
alors,
cos(26) /1—5m 20) /1—i—sm
To =
sin(20) — 1
alors,
/ 1+szn 20(t
71 = /1= szn(2€(t
Quand A, =1 :
On trouve que,
cos(26)
T =————
" sin(20) + 1
et
(sin(260) +1)* 1 + sin(26)
I T2 5 2sin 20 VT
alors,
_\/1 sm29 \/1—3@7120
alors,
1—sin(26)
2
71 = 1+sin(20)
2
0
Quand A3 =0 :
Ona7 71/\726t|7|—1d0nc
0

Vo=1| o0

1

Alors, la matrice R des vecteurs propres de S est

\/1 — sin(26(t)) _\/1 +sin(20(1))
2 2
_ 1+sin(20(t)) /1 —sin(260(t))
e
0 0 1
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3. Loi de transport d’une densité de probabilité

On note que, R est une matrice orthogonale c’est & dire R~! = R'. Pour simplifier,

on pose
s :
o [1—sin(260(t)) . /14 sin(260(t))
2 2
Alors,
m —p 0 m p 0
R=| p m 0 ., R'=| —p m 0
0 0 1 0 0 1

— Calcul des dérivées de R
On peut calculer la dérivée de R,

dr _a (™ PV
il
On peut calculer la dérivé de p et m :
dm _ O(t) —cos(26(t)) dp ) cos(26(t))
dt V2 \/T—sin(20(2)) dt V2 /1 +sin(26(t))
_ i~ cos(20(t))y/1 + sin(26(t)) _ O(t) cos(20(t))+/1 — sin(26(t))
2 V1 —sin?(20(t)) V2 /1 —sin?(20(1))
_ O(t) — cos(260(t))1/1 + sin(26(1)) _ O(t) — cos(260(t))/1 — sin(260(t))
V2 | cos(26(¢))] V2 | cos(26(¢))]
: 1+ sin(26(t)) o 1+ sin(260(t))
=00 =0y
=0(t)p = —0(t)m

0
. d . p-m
R_d_f:e(t) —m p 0
0 0 0
— Calcul R B! :
. . p m 0 m p 0
RR'Y = 6t)| —-m p O —-p m 0
0 0 0 0 0 1
pm—mp p*+m? 0 0 10
=0l —p* —m? pm—mp 0 | =0 -1 0 0
0 0 0 0 00

— Calcul R S R~':
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3.3.2 Exemple (2) : Champ de vitesse cylindrique en trois dimensions

m p 0 — sin(26) cos(20) 0 m—p0
RS R = WT/T —pm0 cos(20) sin(26) 0 p mo0
0 01 0 0 O 0 01

(p? — m?)sin(20) — 2mpcos(20) —2mpsin(20) + (p* — m?) cos(26) 0

—2mpsin(20) + (p*> — m?) cos(20) (m? — p?)sin(26) + 2mp cos(26) 0

0 0 0
100
2 0-10
000
~ Calcul R Q R~ !:
m —p 0 0 -1 0 m p 0
RQ R W+ p m 0 1 0 0 p m 0
0 0 1 0 0 0 0 0 1
0 -1 0
w+251 1 0 0
0 0 0
Donc, on trouve que la matrice () est donnée par :
' 0 10 1 0 0 0 -1 0
Q =60 -100 |+ 0 -1 tw+2n |1 0 0
0 00 00 0 O 0O 0 O
Donc,
W 1 -1 0
Q 5 1 -1 0
0 0 0

On a I’équation de transport :

dP!
R Pl Pl t
o QP +PQ
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Alors,

o L1 0\ (PP PN (PhoPL PR [ 11

= - wrlf 1 —1 0 P, Py, P, |+ | P, P, Pl -1 -1
0.0 0 Py Pi, Py Py Piy Py 0 0

(2P B (PP PP
= % (P1l1_P2l2) 2(P211_P212) Plls_P23
Py — P, PP 0

On obtient le systeme d’équations différentielles :

dP} o'
_dtll = 2(P1l1 - P211)7
dP} W
dtu = (Plll - P2l2)7
dP} o
d1522 = 2(P211 - P212)T
dP} W
dt13 = (P1l3 - les)T
dP} W
dt23 = (P1l3 - P213)T
dP} W
dfl = (P?fl - P§2>T
dP} Wl
d;ﬁ = (P2l,1 - Pz’iz)?
dP}
233
dt
Solution des équations différentielles
dPly  dPy D e s I
On note que = —=. Il est facile d’intégrer cette équation, cela donne Pj4(t) =

dt dt
PL(t) +¢1, ¢ € R, la condition initiale P/3(0) = P.;(0) = 0 détermine la constant
dPly  dP}
c1 = 0 et on obtient Ply(t) = Pi(t). Alors, —22 = —22 = 0, donc Pl4(t) = Pl(t) = 0.

dt ldt

De la méme facon, Pl, = P}, = 0. L’équation —22 = 0 est facile & intégrer, on trouve

l l dt
P33(t) = Py(0) = 1.
Pour les trois premieres équations, on voit que :

Pl11+P122—2Pl12:0
Il est facile d’intégrer cette équation, cela donne
P1ll<t) + Péz(t) - 2P112<t) =G
la condition initiale P}, (0) = PL,(0) = 1 et Pl,(0) = 0 détermine la constante ¢y = 2 et
on obtient

Py (t) + Py(t) — 2Pjy(t) =2 (3.27)
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3.3.2 Exemple (2) : Champ de vitesse cylindrique en trois dimensions

D’autre part, on note que

/

Pln—Pl22=2(Pf1+Péz—2sz)%
et a partir de I’équation(3.27) :
Pl — Plyy =2 (2)%7 —2u'r
Il est facile d’intégrer cette équation et on a alors :
PlL(t) — Ply(t) =2 rt = 4at (3.28)
pour faciliter, on pose a = W donc,
PL(t)—PL(t)=4at (3.29)

Mais )
Pllz(t) = (Plll - P2l2)a

Dongc, a partir de I’équation(3.29), on obtient
Plt)=4d>t
et en l'intégrant on a alors :
PlL(t) = 2a*t* 4¢3, c3=0
A partir des équations (3.27) et (3.29) et de la valeur de Pl,(t) on trouve que,
Pl (t) =2a°t> + 2at +1 et PlLy(t) = 2a** — 2at + 1

La matrice mobile P, est donnée par :

2a°t? + 2at + 1 2a°t? 0
P = 2a°t? 2a°t? — 2at + 10
0 0 1

A partir de Iéquation (3.22), on pourra calculer P(t) la matrice des moments d’ordre
2. Donc la matrice P(t) est donnée par :

m p 0 20%t? + 2at + 1 2a°%t? 0 m —p 0
Pit)y= —p m 0 2a*t? 2a*t* —2at+1 0 p m 0
0 0 1 0 0 1 0 0 1

Pi(t) Pia(t) Pis(

~
SN—

d’out
Py(t) = m?(2a®t* + 2at + 1) + mp(2at?) + pm(2a*t?) + p*(2a*t? — 2at + 1)

(m? + 2mp + p*)(2a°%) + (m* — p*)(2at) + (m? + p?)
= 2at*(1 — cos(20(t))) — 2at sin(260(¢)) + 1
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Pp(t) = —pm(2a®t* 4 2at + 1) — p?(2a*t?) + m?(2a*t?) + pm(2a*t* — 2at + 1)
= (m? — p*)(24*t?) + —2pm(2at)
= 2at(cos(20(t)) — atsin(260(t)))

Py(t) = p?(2a*t* + 2at + 1) — mp(2a*t?) — pm(2a*t?) + m?*(2a*t* — 2at + 1)
= (m? —2mp + p?)(2a*t*) + (p* — m?)(2at) + (m* + p?)
= 2a%t*(1 + cos(26(t))) + 2at sin(20(t)) + 1

Donc P(t) est égale

2a2t%(1 — cos(20(t))) — 2at sin(20(t)) + 1 2at(cos(20(t)) — at sin(20(t))) 0
2at(cos(20(t)) — atsin(26(t))) 2a?t*(1 + cos(26(t))) + 2at sin(26(t)) +1 0
0 0 1
(3.30)
avec,a:w ! danslecasoﬁuozr,a:—i.

2r

3.3.2.4 Caractéristiques de 1’ellipsoide

Pour le calcul des caractéristiques de 1'ellipsoide, il faut calculer les valeurs propres
et les vecteurs propres de la matrice des moments P ().

Calcul des valeurs propres de P(t) :

Le polynome caractéristique de P(t) est

f(A) =det(P(t) — A\ 1)

= (1 —XN)((2a*t> + 1 — X\)? — [2at(at cos(20(t)) — sin(260(¢))]?
—4a?t?(cos(20(t)) — at sin(20(¢)))?)

= (1= N)(da™t* + 1+ A2 — 2\ — 4a®t2\ + 2a°t?
—4a?t?(at? cos?(20(t)) — 2at sin(20(t)) cos(20(t)) + sin?(20(t)))
—4at*(a*t? sin?(20(t)) — 2at sin(20(t)) cos(20(t)) + cos?(20(t))))

= (1= A)(4a™t* + 1+ X2 — 2\ — 4a’?\ + 2a*t* — 4a™t* — 2a*t?)

=1 =N\ = (2+4d* )N+ 1)

Les valeurs propres de P(t) sont les racines de 1’équation
(1=AN\ = (2+4a’)A+1)=0

Ce sont donc,
/\1 = 1
Ao = 1+ 2a%? + 2atv/1 + a2t?
As = 14 2a%t? — 2atv/1 + a?t?
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3.3.2 Exemple (2) : Champ de vitesse cylindrique en trois dimensions

mais, a = —— donc,
2r

A =1
t2

A 1+2——2—\/47~2+t2
t? t

=1+ =+ 5 Vadr2+12
272 27?2

Le demi-grand axe de l'ellipsoide est donné par :
2
= =1+ 2a*t* + 2atV'1 + a*t?

Le demi-petit axe de I’ellipsoide est donné par :

/2

b
T 2a°t* — 2atV/1 + a*t?

Le demi-axe moyen de ’ellipsoide est donné par :

Calcul des angles de rotation de ’ellipsoide :

(3.31)

(3.32)

(3.33)

Pour le calcul des angles de rotation, il suffit de calculer les angles d’Euler en passant du

%
repere (O, i ] k ) au repere des vecteurs propres (O, Wl,

successives.
T

3) par trois rotations

Soit | y | un vecteur propre correspondant a A = 1. Il vérifie I’équation

z

2a%t%(1 — cos(20(t))) — 2at sin(26(t)) 2at(cos(20(t)) — at sin(26(t))) 0
2at(cos(20(t)) — at sin(20(t))) 2a*t*(1 + cos(26(t))) + 2at sin(26(t)) 0

0
x 0
y =10
z 0
Donc,

(2a%t*(1 — cos(20(t))) + 2at sin(20(t)))x + (2at(cos(20(t)) — at sin(20(t
+ (2a%t?*(1 + cos(20(t))) — 2at sin(26(

(2at(cos(20(t)) — atsin(26(t))))x

alors, = y = 0 donc le vecteur propre est (0,0, 1)

Puisque le vecteur propre correspondant a A\ = 1 est k

0

Ny = 0
1)y = 0

= (0,0,1), il y a une

rotation de l'ellipsoide dans le plan (O, x,y) donc, il y a un angle donné (comme les

moments d’ ordre 2 en 2D) par

)

0= 5 arctan( arctan(

P11—P22)_§

Cas de condition initiale x(5,0,0)
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3. Loi de transport d’une densité de probabilité

1 1
On trouve ry = 5, donc a = 5 == —0.1 et 6(t) = w(t —to) + O(t)o. Mais
To

w = — = 0.2, alors 0(t) = 0.2¢. La matrice P(¢) des moments d’ordre 2 est donc donnée
r
par :

0.02t*(1 — cos(0.4t) 4+ 0.2t sin(0.4¢) +1  —0.2¢ cos(2t) — 0.02 ¢* sin(0.4¢) 0
—0.2t cos(2t) — 0.02 t?sin(0.4t) 0.02¢2(1 + cos(0.4t) — 0.2t sin(0.4t) +1 0
0 0 1

Les valeurs propres de la matrice P(¢) est donnés par,
A =1
Xo=1+002¢t>—-0.2¢t+1+0.01¢2

A3 =1+0.02t>+0.2¢t+1+0.01¢2

les angles de rotation sont ¢ =0, ¢ =0 et

10 cos(0.4 ¢) + ¢ sin(0.4 t))

0= arct
arctan( 52 010 £ cos(0.4 1))

2

Py =0.02 2 (1 — cos(0.4t)) + 0.2 t sin(0.4t) + 1
Pyy = 0.02 £* (1 + cos(0.4t)) — 0.2 ¢ sin(0.4¢) + 1
Py = —0.02 #* sin(0.4t) — 0.2 t cos(0.4t)

moment

temps

FIGURE 3.8 — Evolution temporelle des moments du disque de centre x¢(5,0,0) dans
un écoulement cylindrique.

La figure (3.8) présente ’évolution des moments d’ordre 2.

& Sur les moments Py, Pssy et Ps3. On observe que le moment Ps3 est constant, donc
il n’y a pas de dilatation selon z. Pour les moments P;; et Psy, dans un pre-
mier temps le moment Py diminue tandis que le moment P;; augmente, ce qui
correspond a une contraction selon y et une élongation selon x, I'effet inverse se
produit ensuite et ainsi de suite.
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3.3.2 Exemple (2) : Champ de vitesse cylindrique en trois dimensions

uant aux moments croisés xz et yz (Pi3 et Pa3), on a Pj3 = Py3 = 0, ce qui signifie
) t t isé t yz (P3 et P P, P 0 i signifi
que les angles des rotation ¢ et v sont nuls.

& Quant au moment croisé xy (P,,), dans une premiere phase les valeurs sont négatives
et représentent donc une orientation négative. Dans une seconde phase, les valeurs
sont positives et représentent donc une orientation positive et ainsi de suite.
Pour étudier la rotation de I’ellipse au cours de transport, on calcule Pj; — Py et
on compare les résultat obtenu avec Pjo. Dans les figures(3.10 et 3.9) on trouve

que l'ellipse commence avec un angle %iﬂ(l) 0(t) = =% (ou 6(t) est I'angle de la di-
—>

rection principale par rapport a 'axe ox) et 'angle augmente jusqu’a 0 avec une
orientation négative (P, < 0). Puis, 'angle augment jusqu’a 6 = 7 et I'orienta-
tion est positive. Ensuite, 'angle augmente entre [—7, —7%] avec une orientation
négative. La figure(3.11) présente la projection dans le plan (o, z, y) de Uellipsoide
transporté par I’écoulement.

1
6 = — arctan (
2

10 cos(0.4 t) + ¢ sin(0.4 t)
t cos(0.4 t) — 10 sin(0.4 ¢)

radian

% )
temps

FIGURE 3.9 — Evolution de I’angle de rotation auteur oz d’un disque dans un écoulement
cylindrique.

Py —Pyp>0 Py —Pp>0 Py —Pp<0 Py — Py <0
Py <0 v P>0 ¢ P>0 o Pp<0

-2 395[0 T RS ; oo
fel-7.0 | 1 ; 12 Poel 5.l

F1GURE 3.10 — Comparaison entre Pj; — Pss et Pjo, qui détermine I’évolution de ’angle
de rotation 6(t).
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3. Loi de transport d’une densité de probabilité

10 F

I I i I I
-10 5 0 5 10

FIGURE 3.11 - Evolution d’un distribution du domaine contenant le domaine contenant
le traceur de support ellipsoidal de centre x¢(5,0,0) dans un écoulement cylindrique.
Le jaune indique le domaine contenant le traceur au temps initial, le rouge marque
I’évolution de lellipse et le vert la trajectoire de la position moyenne du domaine
contenant le traceur.

3.3.3 Exemple(3) : Champ de vitesse de Hill

Le vortex de Hill [56], dans un fluide visqueux incompressible, représente le cas
limite dans lequel la vorticité est distribuée en volume a l'intérieur d’'une sphere de
rayon R. A titre d’exemple, on cite la chute a vitesse constante (—U) d’'une goutte
d’eau dans de 1'huile.

La fonction de courant pour cet écoulement est donnée en coordonnées cylindriques
(er, €q,€.) par :

—) sir? + 2% < R?
W(r,0,z) = R (3.34)

—s U1 — R¥(r* + 22)72) sir? 4+ 22 > R?

les composantes de la vitesse (u,,up,u,) se déduisent directement de I’équation de
continuité par la relation entre la fonction de courant et les vitesses :

100 1oy

U, = U, = —
" roz’ * ror
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3.3.3 Exemple(3) : Champ de vitesse de Hill

Donc, les composantes de la vitesse sont données par :

(
2 2 2
R sir2+ 22 < R?
U:%U%
(3.35)
2
2T — 1]
2R sir2+ 22> R?

-— -

FI1GURE 3.12 — Le vortex de Hill.

sur le domaine D défini par :
D:{(:)s,y)GRQ:—5§$§5et -5 <y <5}

voir la figure(3.12)

3.3.3.1 Les moments d’ordre 2

On considere un domaine contenant le traceur de forme circulaire de centre xo (¢, yo)

et de rayon 7y, a l'intérieur duquel la distribution des particules est uniforme. A I'in-
2

T
stant initial ¢y = 0, la matrice des moments d’ordre 2 est P(0) = ZO I, avec g € RT,
ou [ est la matrice identité. Pour étudier 1’évolution la matrice des moments d’ordre 2
et les caractéristiques de I'ellipse au cours au transport par ’écoulement, on va prendre
deux positions du centre : x¢(0.5, 1) située a 'intérieur de la sphere et x((1.5,3.5) située
a l'extérieur de la sphere.

& Le centre du domaine contenant le traceur x,(0.5,1)
La Figure (3.13(a)) représente I’évolution temporelle des moments P,z et P,2. On
observe, dans un premier temps, que le moment P,» diminue tandis que le moment
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3. Loi de transport d’une densité de probabilité

P,> augmente, ce qui correspond a une contraction selon y et une élongation
selon x. Ensuite, les moments P> et P augmentent, ce qui correspond a des
¢élongations selon x et y. Ensuite, le moment P augmente tandis que le moment
P,> diminue, ce qui correspond a contraction selon x et une élongation selon y.
La Figure (3.13(b)) représente 1'évolution du moment F,,. On observe que, dans
un premier temps le moment P,, diminue, ce qui représente une rotation dans le
sens horaire du domaine contenant le traceur de particules, ensuite le moment F,,
augmente avec un dépassement de la valeur initiale, ce qui exprime une rotation
dans le sens trigonométrique.

& Le centre du domaine contenant le traceur x,(1.5,3.5)

Le moment

La Figure (3.14(a)) représente 1'’évolution des moments d’ordre 2, P2 et Pp2. On
observe que, dans un premier temps le moment P, diminue tandis que le moment
P,2> augmente, ce qui correspond a une contraction selon y et une élongation selon
x. L’effet inverse se produit ensuite avec un dépassement des valeurs initiales.
Ensuite le moment P diminue tandis que le moment P,» augmente, ce qui cor-
respond a une contraction selon y et une élongation selon x. Ensuite, les moments
P2 et P augmentent, ce qui correspond a une élongation selon z et y. Ensuite,
les moments P,2 et Pp conservent ces valeurs. La Figure (3.14(b)) représente
I’évolution du moment P, elle est divisée en trois phases. Une premiere phase de
diminution qui représente une rotation dans le sens horaire du domaine contenant
le traceur de particules. Une seconde phase d’augmentation avec un dépassement
de valeur initiale, ce qui exprime une rotation dans le sens trigonométrique. Et
enfin une phase de nouvelle diminution.

05 - . . - . - . . 0.1 v
'P_xx' Pxy
0.45 e
I 0.08 ~
0.4 / \ / \\
[ 0.06 / \
035 [ / \
’ ‘ 0.04 ~ / \
03 \ g // \ / \'\
| \ £ [ / '
025 | ‘ ‘ 5 oom / \ /
/ | £ / \ /
02 | / \ e 0 / \ /
] \ ™. / N/
015 | - f \ N / N4
‘*.\ / \“ 0.02 \\\ /
01 ¢ /o \ / N/
L A oo
0 k= N, TN 006
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
t t
(a) (b)
FIGURE 3.13 — L’évolution des moments d’ordre 2, P2, P et, P,, pour le centre du

domaine contenant le traceur x0(0.5,1)

3.3.3.2 Caractéristiques de 1’ellipse

& Le centre du domaine contenant le traceur x,(0.5,1)

Pour étudier le rotation de I'ellipse dans le transport, on calcule P;; — Py et on

compare avec Pjp. Dans la Figure(3.15(c)), on trouve que, l'ellipse commence

par un angle lin(%@(t) = —0,236985043 rad = —13,57° (ou 6(t) est 'angle
—

de la direction principale par rapport a l’axe Ox) et une orientation négative
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3.3.3 Exemple(3) : Champ de vitesse de Hill

Le moment

25 : 0.4

' xx' N Py ——
- v ’,f'
- [\
2 / 0.2 / ‘\
/ \ { \
/ \ / \
\ 0L \
15 ‘JJ‘ \ ’ *g \\ / \.‘_\
p g 02 \ i \
€ A
, : ] :
- 3 \ ] \
— N o . \ f \
\\ g 0.4 \\ /‘ \\\
g \
\ ya \ / .
05 \ \ v
\ / 056 \ AN
\ e
\\_,// / \ /, -
N/
0 ‘ 08 7
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

FIGURE 3.14 — L’évolution des moments d’ordre 2, P2, P2 et P,, pour le centre du
domaine contenant le traceur xo((1.5,3.5)

(P12 < 0), ensuite I'angle diminue jusqu’a —%. Ensuite les valeurs de ¢ continu-
ent a décroitre jusqu’a atteindre —7. Comme ces valeurs sont prises a 7 pres, et
notre représentation on peut supposer que 6(t) € [-3, %].

La Figure(3.15(b)) représente 1'évolution du demi-grand axe et du demi-petit axe
de l'ellipse. On remarque que 'ellipse se dilate, se rétrécit, puis se restaure, et le
meme processus se poursuit dans le temps.

La Figure(3.15(a)) représente 'évolution du domaine contenant le traceur des
particules de forme circulaire de centre x((0.5,0.5) par la méthode des mo-
ments et par la méthode de transport des points. On observe que la méthode
des moments d’ordre 2 (le développement de Taylor a lordre 1 de la vitesse)
ne permet pas une bonne représentation du comportement du domaine con-
tenant le traceur des particules transportées dans un écoulement parce que,
le champ de vitesse est non-linéaire. Pour la comparaison de la forme du do-
maine contenant le traceur reconstruite a partir de la méthode des moments
d’ordre 2 a celle du domaine contenant le traceur obtenue par transport de par-
ticules dans un écoulement de Hill (équation 5.3). La figure(3.16) représente
trois régions contenant les trois domaines contenant les traceurs de particules
de forme circulaire de centre x((0.5,0.5) et de rayons différents correspondant &
Py = P2(t =0) = Pp(t =0) € {107, 1072, 1073} avec ro = /4 Fy, obtenues
par la méthode de Rung-Kutta d’ordre 4 avec le pas de temps dt = 0,025 et
le temps d’intégration 7" = 7,5 s. Avec la méthode des moments, le traceur ne
peut pas se déformer. Au contraire, avec le transport des particules, le traceur
se courbe naturellement pour suivre I’écoulement, et se déforme moins quand le
diametre de traceur est plus petit.

& Le centre de traceur x(1.5,3.5)

Avec la méme méthodologie, on observe que l'ellipse s’oriente initialement selon
un angle limite g% 0(t) = —0,5453 rad = —31,32° et une orientation négative
(P12 < 0). Ensuite I'angle diminue jusqu’a — 7. Puis, la direction principale change
et 'angle de rotation est égale 7, 'angle diminue jusqu’a 6 = 1,29 rad = 73,8811°
figure(3.15(c)) avec I'orientation positive. Puis, I'angle augmente jusqu’a 7. Puis,
la direction principale change et I’angle de rotation est égale —7, I'angle diminue
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3. Loi de transport d’une densité de probabilité

jusqu’a @ = —1,0076 rad = —57,708° et puis ’angle reste constant.

La figure(3.17(b)) représente 1’évolution du demi-grand axe et du demi-petit axe
de lellipse. On note que, l'ellipse se dilate puis se rétrécit, puis se restaure
et le méme processus se poursuit dans le temps. La figure(3.17(a)) représente
I'évolution du traceur de forme circulaire de centre x¢(1.5,3.5) par la méthode
des moments et méthode de transport des points.

La figure (3.18) représente trois région content les trois traceurs de particule de
forme circulaire de centre x¢(1.5,3.5) et de diametres différents ry correspon-
dants & Py = P2(t = 0) = Ppe(t = 0) € {1071, 1072, 107} avec 1o = V4 Fp.
Avec la méthode des moments le traceur ne peut pas se déformer, et au contraire,
avec le transport des particules, le traceur se courbe naturellement pour suivre
I’écoulement. Il se déforme moins quand le diametre du traceur est plus petit.

2.5 . . . , — . i ror o p—

la trajectoire' u 2.3 —— A P
'nuage initiale' u2:3 ——
2 'methode des moment'

() (d)

FIGURE 3.15 - Evolution d’un domaine contenant le traceur de centre x(0.5,1) en
(a), I’évolution temporelle du demi-grand axe et du demi-petit axe du traceur en (b),
I’évolution temporelle de I'angle de rotation du traceur en (c) et comparaison entre
P11 — Py et Py, qui détermine 1’évolution de I'angle de rotation.
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3.3.3 Exemple(3) : Champ de vitesse de Hill

(a) (b) (¢)

F1GURE 3.16 — Comparasion de la forme du domaine contenant le traceur de centre
%0(0.5,1) et de différents rayons 1y correspondants & Py = P2(t = 0) = Pp(t =0) €
{ 107" en (a), 1072 en (b), 1073 en (c) } avec ry = /4 Py reconstruite a partir de la
méthode des moments d’ordre 2 a celle du domaine contenant le traceur obtenue par
transport de particules dans un écoulement de Hill.

6 i j j ' "la trajectoire’ U2:3 ——
'nuage initiale' u2:3 ——
‘methode des moment'
‘transport les points' u2:3 ——

() (d)

FIGURE 3.17 — Evolution d’un domaine contenant le traceur de centre x,(1.5,3.5) en
(a), ’évolution temporelle du demi-grand axe et du demi-petit axe du traceur en (b),
I'évolution temporelle de I'angle de rotation du traceur en (c) et comparaison entre
P11 — Py et Pyo, qui détermine 1’évolution de I'angle de rotation.
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3. Loi de transport d’une densité de probabilité

(a) (b) (c)

F1GURE 3.18 — Comparasion de la forme du domaine contenant le traceur de centre
x0(1.5,3.5) et de différents rayons r correspondants & Py = P,2(t = 0) = Pe(t =0) €
{ 107! en (a), 1072 en(b),107® en (c)} avec ry = /4 Py reconstruite a partir de la
méthode des moments d’ordre 2 a celle du domaine contenant le traceur obtenue par
transport de particules dans un écoulement de Hill.

3.4 Transport particulaire

Dans cette section, on va présenter le transport d’une particule pour comparer
entre la méthode des moments d’ordre 2 et la méthode des particules par tenseur de
Cauchy-Green.

3.4.1 Transport d’un scalaire passif :

Le champ scalaire passif est représenté par f(z,t) (le scalaire est dit passif si sa
présence n’influe pas sur I’écoulement), I’équation qui gouverne I’évolution d’'un champ
scalaire passif f est I’équation d’advection-diffusion :

0
a—J; +uVf =DV (3.36)
avec D le coefficient de diffusion.
Si le fluide est au repos, I’équation 3.36 se réduit a :
of

5 = DV?f (3.37)

Dans la situation d’advection pure, I’évolution du champ scalaire est donnée par

Df _of

Dt ot
Le terme d’advection n’a pas d’effet de lissage sur le champ scalaire, mais seulement
un effet de transport qui déplace des quantités de scalaire d’un endroit a un autre dans
le fluide.

+uVf=0.

3.4.2 Advection par I’écoulement

L’advection correspond au transport des particules par un écoulement. On présent
maintenant des exemples concrets dans lesquels nous considérons uniquement les effets
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3.4.2 Advection par I’écoulement

de 'advection.
On considere un traceur de particules de forme circulaire, a I'intérieur duquel la con-
centration est uniforme.

& Si ce traceur est placé a 'instant ¢ty dans un écoulement ou la vitesse est uniforme
u = (1,0) Figure(3.19), alors ce la distribution de traceur va étre translaté par
le fluide dans la méme direction que la vitesse u.

—
u
JE—
JE—
B ——
—
—_—

t =1y

FIGURE 3.19 — La convection dans un écoulement ou la vitesse est uniforme.

& Si ce domaine contenant le traceur est placé a I'instant ¢y dans un écoulement ou la
vitesse nest pas uniforme u = (0.2y* + 0.8, 0) (Figure 3.20), on constate alors
que la distribution du domaine contenant le traceur se déplace en se déformant
sous l'action de cisaillement. En effet, certaines parties du traceur se déplacent
plus rapidement que d’autres ce qui contribue a étirer le traceur.

B t() t

=1

FIGURE 3.20 — La convection dans un écoulement ot la vitesse est u = (0.2 y*>+0.8, 0).

& Si ce domaine contenant le traceur est placé a l'instant t; dans un écoulement
ou les lignes de courant divergent, par exemple pour contourner un obstacle
Figure(3.21), dans ce cas, l'effet de divergence conduit a un étirement du traceur
dans la direction transversale et a une contraction dans la direction longitudinale.
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3. Loi de transport d’une densité de probabilité

(a) (b)

FIGURE 3.21 — La convection dans un écoulement ou la vitesse est hyperbolique.

3.4.3 Description Lagrangienne du mouvement

On adoptera une approche Lagrangienne pour décrire le mouvement du systeme.
Les coordonnées matérielles (indépendantes du temps) que nous avons notées X corre-
spondent au vecteur position dans la configuration de référence €y, et les coordonnées
spatiales x correspondent au vecteur position dans la configuration de référence Q(t).

On introduit la fonction ¢ telle que

(1)
Q
Q(t)

F1GURE 3.22 — Transport d'un point par un écoulement.

x = ¢(X, 1)

En formulation Lagrangienne, on s’attache a décrire le mouvement des points matériels
en fonction de deux variables indépendantes x et ¢.
On obtient le tenseur gradient de déformation, noté F' et la vitesse matérielle O

0¢ ox
F_(?_X|t_8_X|t
L
X

3.4.4 Equation de transport d’un vecteur

Soit une région "infiniment petite" entourant le point matériel M se trouvant en
M, a linstant initial f; et en M; a 'instant £. On calcule la transformation de cette
région. Soit X les coordonnées de My, et soit M/ un point proche de M, de coordonnées
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3.4.5 Tenseur des dilatations :

X + dX. Soient x est les coordonnées de M; (x = ¢(X,t)) et x + dx les coordonnées
de M] (voir figure 3.23). On note ro = dX,r = dx.

B(x, 1)

=

Q)

FIGURE 3.23 — Transport d’un vecteur par un écoulement.

On peut calculer r par la série de Taylor de ¢(X +dX, t) a l’ordre 1 autour du point

r(t) = dx = ¢(X+dX,t)—o(X,1)

_ o :

= SLdX -+ O(laX]?)
0

= ro+ Olfroll?)

= Fro+ O(|[rol*)

Si ||ro|| est tres petit, nous pouvons négliger la quantité O(||ro||?), alors

r(t) = F'ro (3.38)

Evolution temporelle d’un vecteur :
L’évolution d’un vecteur r(¢) autour du point M, en fonction de sa variation au cours
du temps est

dr d

a(t) = E(Fro) —Fro=FF'r=1Lr
avec L = F F~! le tenseur gradient des vitesses de déplacement. Donc,
dr
—(t) =1L 3.39
(1) = L (3:9)

3.4.5 Tenseur des dilatations :

On va s’intéresser ici au voisinage d’'un point matériel M, en considérant deux
vecteurs infinitésimaux r(t) et r'(t) dans Q(t), de positions initiales respectives ro et
ro dans Qg (voir figure 3.24).

On constate que, au cours de la transformation, le produit scalaire de ces deux
vecteurs évolue de la fagon suivante :

(r(t), (1)) (Fro, Fr'y)
= (rg, FTFYy)

= <r07Cr/0>
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3. Loi de transport d’une densité de probabilité

b(x, 1)

_—

Q(t)

FIGURE 3.24 — Transport de deux vecteurs par un écoulement.

Avec O = FTF.

Le tenseur C' est appelé tenseur des dilatations. On peut remarquer que, dans le cas
d’une rotation de corps (sans déformation), le tenseur F satisfera donc la condition
FTF = I, ou I est le tenseur identité du second ordre. Le tenseur des dilatations
devient dans ce cas le tenseur identité. Ce tenseur caractérise donc la déformation du
corps.

Propriétés du tenseur des dilations de Cauchy-Green :

& C est symétrique (i.e égal a son transposé)
CT=(F"PY =F'(F"Y' =F"F=C
& La forme bilinéaire (rq, C'rg) est définie positive. En effet
det(C) = det(FT F) = (det(F))* >0 et (rg,Cro) = ||r(t)]

& Evolution temporelle du tenseur de Cauchy-Green :

ac d
— = —(F'F
dt dt( )

dFT iF
— Farr it
a DT (3.40)

FTITF+FT'LF

— FT(L"+ L)F

3.4.5.1 Tenseur de dilatation de Cauchy-Green a gauche :

Calculons le produit scalaire des vecteurs ro et ry en fonction des vecteurs (t) et
r'(t),
(ro,r'o(t)) = (Gr(t),Gr'(t))
(r(t),GTGr'(t))
(r(t), cr'(t))

Avec, G = F~ 1,
On définit le tenseur du Cauchy-Green a gauche par :

B=FF" (3.41)
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3.4.5 Tenseur des dilatations :

L’inverse du tenseur de Cauchy-Green a gauche permettra de calculer les dilatations
en nous basant sur la configuration actuelle :

c= Bfl — (FFT)fl — (FT)fl F*l — (F71>T F*l — GTG
Donc,

(ro, r'o(t)) = (r(t),c1'(2))
Avec, c= B ' =G G.

Evolution temporelle du tenseur Cauchy-Green a gauche :

dB d
= = Z(FFT
dt 2 )

dF dFT
L pr g
a o (3.42)

= LFFT+FFT LT

= LB+ BLT

Proposition 3.1. Soient p(x,t) la distribution des particules situées a l'intérieur du
traceur étudié dans un écoulement, E; [’espace susceptible d’étre occupé par le traceur,
P(t) la matrice des moments d’ordre 2 ot Py = [[x;z; p(x,t)dx et F = (Fjg)ijer

avec I = {1,2} le tenseur gradient de déformation. Les coefficients de la matrice des
moments d’ordre 2 seront notés :

Py = [[xiz;p(x,t)dx

= ff xo, Fiy xor, Fj p(x,t) dx

[

= FuFj [[ zo xo, p(x,t) dx

= F,; Fj; Py(0)

Alors,
P(t) = FP(0) FT (3.43)
2
Si la forme étudiée est de forme circulaire, P(0) = oy alors,

7,2
P(t) = FfIFT

2
_ %OFFT (3.44)

== FlFlT

La matrice des moments d’ordre 2 représente le tenseur de Cauchy-Green a gauche,
donc, I'inverse de la matrice des moments d’ordre 2 permettra de calculer les dilatations
du traceur de forme circulaire au cours du transport.
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3. Loi de transport d’une densité de probabilité

3.5 Advection/diffusion

Dans cette section, est présenté le transport d’un traceur de particules avec diffusion.
Précédemment, seule une distribution uniforme de la concentration en particules au
sein du traceur a été considérée. Ici la distribution des particules est gaussienne. Cette
distribution est intéressante car c’est la fonction de Green de 'opérateur de diffusion.

3.5.1 Equation de transport des moments d’ordre 2 d’une den-
sité gaussienne
Soit un domaine contenant le traceur de particules de forme circulaire, de centre

X.(z¢, ye) et de rayon 1o, a 'intérieur duquel la distribution des particules est gaussi-
enne :

1
C(z,y,t) = A(t) exp(—§ ox - M ox)
Ou :
M = P~1(t), ot P est la matrice des moments d’ordre 2,
0x = (r — .,y — Y.) un vecteur ou (., y.) est le vecteur des moments d’ordre 1,
0x - M ox est la forme quadratique.

Ce domaine contenant le traceur est transporté par I’écoulement, et I’équation de trans-
port de la concentration C' est donnée par :

oC
s +u.grad(C) = D AC (3.45)
Ou :

A est I'opérateur Laplacien,

D est le coefficient de diffusivité (en m?/s).

On a M = P~}(¢) donc, la matrice M est une matrice symétrique définie positive.

Calcul de 8—0 :
ot

% = A(t) exp(—3 0x - M éx)
—3A(t) exp(—3 0x - Mox) [—Xc M 6x — 6x - M X, + 0x - M (5x]
donc,
% = A(t) exp(—3 0x - M dx)

—LA(t) exp(—1L ox - Mdx) [—xc.(MJrM*) 5x+5x-M5x}

Calcul de u-V(C) :

_>
On peut introduire le développement de Taylor de la vitesse par : u = u. + L dx ou L
est le gradient de vitesse. donc u-V(C) =u.+ L dx - V(C)

oc
V(C) = gg = —% Alt) exp(—% 0x - M 0x) (M + M") 6x

dy

106



3.5.1 Equation de transport des moments d’ordre 2 d'une densité gaussienne

Donc,
0-V(C) = —% A(t) exp(—% 5x - M %) [u, - (M + M*) 6x + L 6% - (M + M*)x]
Calcul de AC
AC = div(V(C))
_ div(—% A() exp(—L 6x - M 6x) (M + M*)x)

= A(t)exp(—3 0x- M 0x) [—tr(M) + 1 (M + M*)x - (M + M*)0x|

Mais M est une matrice symétrique, donc M = M* et

AC = A(t) exp(—% ox - M 6x) [—tr(M) + 6x - M? 6x]

oC
En substituant les expressions 5 W V(C) et AC obtenues dans ’équation (3.45) et
on divise par A(t) exp(—dx - M 0x). On obtient :

_jgg +tr(M)D—%(—XC—|—uC)-(M—|—M*) (5x—% 5 [M+ LM + ML+ 2 DM?| 6x = 0

qui doit étre vérifiée quel que soit dx. Donc,

A Tordre O : )

A(t)

——= = —tr(M) D 3.46

i = 0 D, (3.46)
A Tordre 1 : 1

—5(—5% +u,) (M+M")ox=0
mais 0x # 0 et M # 0, donc
X, = U, (3.47)

On trouve que, L’équation de transport du centre du domaine contenant le traceur
d’une densité gaussienne est donnée par I’équation (3.47).
A Tordre 2 :

M+LM+ML+2DM?=0 (3.48)

Mais P=M"' donc, PM =T alors, PM+PM=0et P=-PMM!

P=-P(-LY'M—-ML -2 DM? M~!

_ * ~1 -1 -1
=PL Ml\I/I —i—PlI\/ILl\/IP —|—2DP11\/I MI\I/I

=PL*"+LP+2DI1

L’équation de transport de la matrice des moments d’ordre 2 d’une densité gaussienne
est donnée par : '
P=PL"+LP+2DI (3.49)
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3. Loi de transport d’une densité de probabilité

3.5.2 Exemple : champ de vitesse linéaire

On considere un traceur de particules placé a I'instant ¢y dans un écoulement ou la
vitesse donnée par : u = (a y, 0) avec une distribution interne gaussienne de particules.
Alors, la distribution de traceur va étre transportée et déformée par le fluide.

3.5.2.1 Evolution de la matrice des moments d’ordre 2

L’évaluation de la matrice des moments d’ordre 2 est donnée par I’équation (3.49).
Donc

)
dP
dtll =2(L11 P11 + L12Pi2) + 2D
dP
dt22 = 2(LogsPys + Loy P13) + 2D
dP
d12 = Lo1 P11 + L2 Pay
\ t

ott, D est le coefficient de diffusivité (en m?/s). Simplement, on constate que

(
dp
dtll :2aP12—|—2D
dP22
=2D
dt
dP
@ =P

La solution de ces équations différentielles est :

¢

Pll(t) = 2a (a (% D ts —+ % ng(t()) t2> + Plg(t()) t) + 2D t+ Pll(to)

ng(t) == 2D t + P22(t0)

\ Plg(t) =a (D t2 + ng(t()) t) + Plg(t())

On prend la matrice initiale des moments d’ordre 2, P(ty) = o2 <(1) ?) Alors :

(

2
Py (t) = 3 a’D 3 +a® 02 t* + 2D t + o

ng(t) =2D t—f—O'(z)

Plg(t):GDt2+aU§t

\
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3.5.2 Exemple : champ de vitesse linéaire

On divise par 02, on obtient des moments centrés

P 2 a? D
=l P2 St
o5 3 0} op
P. D

{ = =2 t+1
90 90
P, a D

2= tat
L 90 99
On pose 7 = a t donc,

(P, 2 D
—121:— 5 T+ T 42 5 T+ 1
o5 3 ao; a o
P D
22 41
P, D
—122— 272—|-7'

\ 90 a gy

2
a oj

D
vection sur le transfert par diffusion). Alors, les moments d’ordre 2, sont donnés par :

(qui représente le rapport du transfert par con-

mais le nombre de Péclet Pe =

.
P11 2 3 9 2 2 ’7'3
= - 1=1 24 = _
p 3P67+T+P€T+ +T+Pe T+3
P 2 2T
ol PeTjL +Pe
P, D 2
—122: 27'2+7' :T-i-T—

L 05 a0} Pe

La matrice des moments centrés d’ordre 2 est donnée par

) 2( 7'3> T2
1+ +—|\|\7+—= ) 7+ =

P(t) = Pe 2 : Pe (3.50)
+ 1427
L 27
Pe Pe

La figure 3.25 représente les moments pour Pe = 1.

[ 3 Rergarqueﬁur les moments ]511 et p22 (voir figure 3.25) : on observe que les moments
P11 et Pyy augmentent. Ce qui correspond au cas ou il y a élongation selon = et
selon y.

& Quant au moment croisé Py (voir figure 3.25) on observe que toutes les valeurs de
P15 sont positives, ce qui correspond a une orientation positive.
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3. Loi de transport d’une densité de probabilité

/

moments centre

FIGURE 3.25 — Evolution des moments d’ordre 2 d’'un traceur de particules.

3.5.2.2 Caractéristiques de 1’ellipse

L’angle est donné par 1’équation (3.6). On a :

11— Pao 9 2 7°
Tt pe (3.51)
1 " 6 Pe+6T1 1 " 64+6T
=_—arctan [ ———— | = —arctan | —————
2 3 PerT+272 2 3T7+2712

La figure(3.26) présente 1’évolution de I'angle de rotation de l'ellipse avec le temps. on
note que l'ellipse commence a s’étirer dans la direction donnée par le vecteur propre
de la partie symétrique du tenseur des vitesses. L’angle 6(7) de la direction principale
par rapport a I’axe ox, varie entre 7 pour 7 qui tend vers 0 et 0 pour 7 qui tend vers
+00.

Les valeurs propres de la matrice des moments centrés P sont données par :

s 2

, avec A= (P — Py)? 4+ 4 (Pry)?

- - 2 3
P11+P22=2+72+—<27+T—)

Pe 3
G

2\ 2

) o ()
4 74 72
= 4 — (2 - (14 =
(+r P(+3>+P62(+9)
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3.5.2 Exemple : champ de vitesse linéaire

0(7)

FIGURE 3.26 — Evolution de I’angle de rotation de I'ellipse avec le temps.

Alors,

N 7—2 T T2 7—2 7—3 T2 T4 T2
)\maxmin:1 e — | 2 — |+ — (4 2 — | 2 — — (1 _
: +2+P6(+3> \/4<+T>+Pe(+3>+1362(+9>

On note que au voisinage de 7 =0 :

~ 2T / 2 72 2T 2
A +Pe 7—+Pe +Pe ! T (Pe )

au voisinage de 7 —» oo :
On peut écrire A comme :

_4TG+4T5+ 1+4 4+873+4 9
9 Pe? 3 Pe Pe g e T

alors, on peut écrire /A par

1
475 40 4 8 73 :
\/A:< . 4 +(1+—> T4+—T—|—4T2)

9P€2+3P6 Pe Pe
1
7 1+3Pe+9—|—9P62+18P6+9P62 2
3 Pe T T2 73 T4

En utilisant la série de Taylor :

JE 73( 3 Pe  A(9+%%) — 9P’ 27 Pe®—12 Pe (94 %5%) + 144 Pe |

~ 3 Pe 27 8 72 16 73

73 72 3T 3

3Pe+ 2 +4Pe+4

Alors,
~ 2 T(+72> ™ 2 37 3 2r 37 3 57 1



3. Loi de transport d’une densité de probabilité

5 1+T2+7‘ 2+72 n 73 +T2+37‘+3 2 73
e 2 Pe 3 3Pe 2 4Pe 4 3 Pe

Donc, au voisinage de 7 = 0

(3.52)

au voisinage de 7 — o0
5T 1

4 Pe 4 (3.53)
~ 273

max " 3 Pe

On trouve que pour un temps tres grand, le petit axe évolue avec de la diffusion
pure (proportionnel & t), et le grand axe évolue en t* et non plus en t2.
La figure(3.27) présente 'évolution du demi-grand axe et du demi-petit axe de l'el-
lipse. On note que la dilatation 'ellipse selon = et y se poursuit dans le temps. La
figure(3.28) présente 'évolution d’une distribution du domaine contenant le traceur de
centre X¢(2,2) dans I’écoulement linéaire avec diffusion a différents nombres de Péclet
Pe. On retrouve bien que pour Pe < 1, la diffusion 'emporte sur la convection, et que
pour Pe > 1, c’est l'inverse.

>\min ~

10 |- Demi-grand axe 1
Demi-petit axe
y=2
8 | -
2 6} .
e
E
-
o
4} .
2
o L
o 5 10 15 20 25

Temps

FIGURE 3.27 — Evolution du demi-grand axe et du demi-petit axe de 'ellipse avec le
temps.
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3.5.2 Exemple : champ de vitesse linéaire

L g cercle initial
cercle initial ellipse

ellipse | Le trajectoire
I Le trajectoire

101

10

20F

30F

! ! ! ! ! ! ! ! 4 ! ! L ! !

-30 -20 -10 0 10 20 30 40 2 0 2 4 6 8 10
(a) le nombres de Péclet Pe =0.1 < 1 (b) le nombres de Péclet Pe =1
6 cercle initial 6 cercle initial
ellipse ellipse

v
v

I Le trajectoire - Le trajectoire

(¢) le nombres de Péclet Pe = 10 (d) le nombres de Péclet Pe = 100 > 1

FIGURE 3.28 — Evolution du domaine contenant le traceur de centre initial x¢(2,2)
dans ’écoulement linéaire avec diffusion a différents nombres de Péclet Pe.
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3. Loi de transport d’une densité de probabilité

3.5.3 Exemple : champ de vitesse hyperbolique

On considére un écoulement permanent défini dans un repere (o, x,y) par le champ
de vitesse suivant :

u = a T

v — —ay (3.54)

u(x,t) = {

Le gradient de vitesse est donné par :

L:Vu:(g 0) (3.55)

—a

3.5.3.1 La trajectoire

La trajectoire x.(t) = (z.(t),y.(t)) de la position moyenne est obtenue en résolvant
I'équation (3.47). On trouve facilement :

z(t) = weo explat)
{ Ye(t) = Yo exp(—at) (3.56)

3.5.3.2 Evolution de la matrice des moments d’ordre 2

L’équation de transport des moments d’ordre 2 est donnée par (3.49). Alors

S5 P11 P12 a 0 a 0 P11 P12 1 0
P_(P21 P22>(0 —CL)+<O —a)(P21 P22)+2D (O 1)

P_ 2(1P11+2D 0
- 0 —2a Pyp+2D

On divise par o2, on obtient des moments centrés

4
~ 2a P 2D
P = 211+ -
09 09
~ —2a P 2D
Py — 222+ .
0j 09
]512:0
\

2
0p

a
En introduisant le nombre de Péclet Pe = . Alors, les moments centrés d’ordre 2

sont donnés par :

< ~ 1
Py= 2a( P+ —
11 Cl(11+Pe)

L ~ 1
Poy = —2 P - —
22 a( 11 Pe)

ﬁ12: O

\
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3.5.3 Exemple : champ de vitesse hyperbolique

On trouve facilement :

14— 2at)— -
Pe) PN =B

1
exp(—2at)+ Do

En posant 7 = a t donc,

L’évolution les moments centrés est donnée sur la figure 3.29 pour Pe = 1.

20
P22
P12

15 |-

10 |-

Moments centre

1 L L 1 1 L
(o] 2 4 6 8 10 12 14 16
Temps

FIGURE 3.29 — Evolution les moments centrés d’ordre 2 d’un distribution du domaine
le traceur de centre x((0, 15).

3.5.3.3 Caractéristiques de ’ellipse
L’angle est donné par 1'équation (3.6). On a (figure 3.30) :

>

1 2P, 1
(1) = 3 arctan <%> =3 arctan (0) = 0 (3.57)

On a la matrice P des moments centrés d’ordre 2 est une matrice diagonale alors, les
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3. Loi de transport d’une densité de probabilité

a(t)

Angle de rotation
o

' ' ' 1 ' ' '
o 2 4 6 8 10 12 14 16
Temps

FIGURE 3.30 — Evolution de I’angle de rotation de l'ellipse avec le temps d’un domaine
contenant le traceur de centre initial x¢(0, 15).

valeurs propres de P sont : Xmm = ]522 et Xmax = 1511. Alors,

1 1 1
Amax = P11 = (1 + P_e> exp(2 7) — Do ~ (1 + P_e> exp(2 7)

)\min:.PQQ: (1—%) eXp(2T)+%N%
On retrouve pour un temps trés grand, pour le petit axe, ’échelle de Batchelor (pro-
portionnel a Pe).
La figure (3.31) présente '’évolution du demi-grand axe et du demi-petit axe de ’el-
lipse. On note que, l'ellipse se dilate selon z et y se poursuit dans le temps. La figure
(3.32) présente I'évolution d'un distribution du domaine le traceur de centre x, dans
I’écoulement hyperbolique avec diffusion au nombres de Péclet Pe = 1.

13

10 T T T —

o | demi-grand axe

8 |- demi-petit axe

7+

Axes
w

1 1 ' 1 1
o 2 4 6 8 10 12 14 16
Temps

FIGURE 3.31 — Evolution du demi-grand axe et du demi-petit axe de 'ellipse avec le
temps d’'un domaine contenant le traceur de centre initialxy(0, 15).
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3.5.3 Exemple : champ de vitesse hyperbolique

18

25
ellipse
cercle initial cercle initial
16 -
ellipse 3 traject
i 0}
1
2 15
o <> |
10
8F i
5k
Se=a -
e 1 — —
s ]
= - ol
2 ) ) ! ! L )
-10 8 6 -4 2 0 2 4 6 8 10 0 5 10 15 20 25
X
(a) x0(0,15) (b) x0(3,15)
ellipse
or cercle initial
ellipse
0 |- cercle initial
5t
— SEE—
S| ::
o - Sre—— C:)
>
>
i Q
-15
L ! ! ! ; i
0 10 15 20 25 10 5 0 10

FIGURE 3.32 — Evolution d’un domaine contenant le traceur de centre initial Xo dans

X

(c) %0(3,0)

X

(d) %0(0,—15)

I’écoulement hyperbolique avec diffusion au nombre de Péclet Pe = 1.
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3. Loi de transport d’une densité de probabilité

3.6 Conclusion

La méthode des moments présentée ici est un nouvel outil permettant d’obtenir
des résultats pour comprendre comment un traceur de forme circulaire se transporte
dans un écoulement. On peut déterminer les caractéristiques géométriques de 1’ellipse
(ellipsoide) a partir de la matrice des moments d’ordre 2 en dimension 2 et 3.

On trouve que dans les écoulements linéaires, les résultats sont identiques aux résultats
de transport des particules. Cependant, dans des écoulements tourbillonnaires, il y a des
différences dues aux déformations de I'ellipse. On constate que cette variation devient
petite lorsque le rayon diminue. On est dans le cadre linéaire.

La matrice des moments d’ordre 2 représente le tenseur de Cauchy-Green a gauche,
donc, I'inverse de la matrice des moments d’ordre 2 permettra de calculer les dilatations
du traceur de forme circulaire au cours du transport.

Le transport des moments peut étre généralisé au cas ou on introduit de la diffusion, en
restant dans le cadre des petites déformations (champ de vitesse linéarisé localement).
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Chapitre

Le FTLE a partir d'une méthode des
moments M-FTLE

Dans ce chapitre, on définit une nouvelle méthode de calcul de I'exposant de Lya-
punov a temps fini FTLE, utilisant une linéarisation locale de 1’écoulement. Cette
nouvelle définition est appelée M-FTLE. Une comparaison entre ces deux définitions
est effectuée. La premiere section est consacrée a la définition du M-FTLFE. La seconde
section présente une validation mathématique de cette méthode, ainsi que des exemples
analytiques simples (champ de vitesse linéaire, circulaire, hyperbolique) et un exemple
numérique (champ de vitesse du double-gyre). Ces résultats sont alors comparés aux
résultats présents dans la littérature obtenus avec I’approche classique.

4.1 Définition des M-FTLEFE :

Soient U C R? un ouvert et un sous-ensemble D C U. Ce sous-ensemble peut
représenter soit le domaine de calcul, soit le domaine ou les mesures des champs de
vitesse sont effectuées. On considere donc le domaine du fluide D C R? ouvert, borné
et simplement connexe. Soit u(x,¢) un champ de vitesse qui est fonction de la vari-
able d’espace x € D et de la variable temporelle t. On suppose que u est de classe
C? pour tout x € D et qu'il existe un instant ¢y et un intervalle |7| > 0 tels que u(x, t)
est de classe C° par rapport au temps ¢ dans lintervalle |ty — 7, ¢y + 7[.On suppose
également que toutes les trajectoires partant de xg dans D au temps £y ne sortent pas
de U pour tout temps t dans |tg — 7, to + 7[. Cette hypothese permet d’intégrer u(x, t)
en temps sur [tg, to + 7] pour des valeurs de T positive ou négative telles que |T| < 7.
Pour calculer le champ de FTLE a partir de la matrice des moments d’ordre 2 au
point xy pour le temps d’intégration 7', on considere une distribution de particules de
forme circulaire, de centre xq et de rayon rg, a 'intérieur de laquelle la concentration,
c’est-a-dire la distribution de particules, est uniforme.

A Dinstant initial to, la distribution de particules a pour centre x, et pour rayon ry et

r
la matrice Py des moments d’ordre 2 est égale a ZO I ou I est la matrice identité. La
traceur est transporté par I'écoulement. A Iinstant o+, la matrice P(t) des moments

d’ordre 2 est évaluée par ’équation de transport :

dP
— =LP+PL”
& +
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4. Le FTLE a partir d'une méthode des moments M-FTLE

ou L est le tenseur de gradient de vitesse.
La matrice P(t) est symétrique, donc on peut représenter cette matrice par une ellipse
(voir Figure(4.1)).

to+T'
Pt (1)

FIGURE 4.1 — Evolution de la matrice des moments d’ordre 2.

Soit Amax(P) la plus grande valeur propre de P, et a(P) la demi-longueur du plus
grand axe de l'ellipse représentant P. Alors, le FTLFE obtenu a partir de la matrice des
moments d’ordre 2 au point x; est donné par :

M, 4T (x) = % In (\/ Amaz(P(to +T)) ) (4.1)

)‘max(P(tO)>
On 1 (Pt +T))
My 27 (x) = ] In (W) (4.2)

Avec, a(P(to+1T)) le demi-grand axe de ellipse a l'instant to + 7" et a(P(ty)) le rayon
du cercle a 'instant initial tg.

Théoreme 4.1. La définition du champ scalaire de M-FTLE donnée par l’équation
(4.1) est équivalente a la définition du champ scalaire de FTLE classique.

Démonstration. On prend les mémes hypotheses que dans la définition ci-dessus. Soit
F' le tenseur gradient de déformation et C' le tenseur de Cauchy-Green (de plus grande
valeur propre Apa.(C)).

On a déja trouvé au chapitre 3, a I’équation (3.44), que la matrice des moments d’ordre
2 est donnée par :

7”2
P(t) = ZO FFT

2
avec, FT' la transposée de F. Donc, Ape.(P(t)) = %0 Amae(FFT), mais A\pee(C) =
Amaz(FFT), alors, la plus grande valeur propre de la matrice des moments d’ordre 2

est donnée par :
i

Amaz (P () = 0 Amaz(C)
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4.1. DEFINITION DES M-FTLE -

Le FTLFE classique a la position initiale xy et au temps d’intégration ¢y + 7', est donné
par :
1
T
a0 (%0) = [ In(v/Amaa(C))
mais la plus grande valeur propre du tenseur Cauchy-Green est liée a la plus grand
valeur propre de la matrice des moments d’ordre 2 par :

)\max(C) — % /\max<P(t>>

7o

donc

2
mais ez (P(t)) = %0. Le FTLE est donc donné par :

N Amaz(P(8) '\ _ s
o (%) = 7 In ( Mo (P0)) ) = Moy,

]

Le champ scalaire qui résulte du M-FTLFE représente une mesure normalisée du taux
de croissance du plus grand axe de l'ellipse du traceur de forme initialement circulaire
apres un intervalle de temps fini 7. Il permet d’identifier les lignes matérielles répulsives
lorsque le temps d’intégration est positif (7 > 0), et les lignes matérielles attractives
lorsque le temps d’intégration est négatif (7" < 0). La figure (4.2) présente un exemple
d’une ligne attractive et d’un ligne répulsive. Ces lignes d’intérét sont appelées LCS et
correspondent & des maxima locaux de M, 0+ (x).

ligne répulsive (T<0)

ligne attractive (T>0)

FIGURE 4.2 — Exemple de dilatation d’un disque de rayon a(t) de centre z(ty) situé
sur la ligne de LCS.
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4. Le FTLE a partir d'une méthode des moments M-FTLE

4.1.1 Exemple(1) : Calcul du champ de M-FTLE pour un
champ de vitesse linéaire en 2D

On considere un domaine contenant le traceur de forme circulaire de rayon rg, a

I'intérieur duquel la distribution des particules est uniforme et a l'instant initial ¢y la
2
T

matrice des moments d’ordre 2, P(0) = ZOI ou [ la matrice identité. Dans cet exemple

on prend P(0) = I. Ce domaine contenant le traceur est placé a I'instant initial ¢y dans
un écoulement de vitesse W = (by+ a,0) avec b € R*, a € R. La matrice des moments
d’ordre 2 a l'instant ¢ est alors donnée par :

V(t—t)>+1 b(t—ty)
P(t>:(b(t—t0) 1 >

Calcul de la plus grande valeur propre de P(t) :

FO) = det(P(t) — A1)

B ‘b2(t—t0)2+1—)\ b(t—to)'
b=t 1— A

= M -2+t —t)HA+1

fA)=0= N—-2+b(t—t))A+1=0

Les valeurs propres de P(t) sont :

AMa2(P(t)) = %(2 + 02 (t —to)? £ /b4 (t — to)* + 402 (t — t)?)

Donc,

N (P(1)) = % (2482t — to)? + VBT (t — )t T 42 (o) )

Le champ de M-FTLE, du champ de vitesse U = (by + a,0) au temps d’intégration
to + T est donné par :

1 Amax(to +T)
Mo+ " = — In{7—"——~
to (X()) 2 T n < Amax (to) )

In($2+ T2+ VUITH + 402 T?) )

[\
ﬂ‘“

On note que les valeurs du champ de M-FTLE sont indépendantes de la position
initiale.
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4.1.2 Exemple(2) : Calcul du champ de M-FTLE pour un champ de vitesse de Hill en
2D

4.1.2 Exemple(2) : Calcul du champ de M-FTLE pour un
champ de vitesse de Hill en 2D

Si ce domaine contenant le traceur est positionné a l'instant initial {3 dans un
écoulement de vitesse de Hill [56] (voir figure 3.12) :

r
2 2 2
R si r? + 22 < R?
_ 3 AT
U—EUE

(4.4)

R? )5[222—7“2 1
2 —
r2+22R2 2 R? si r2 4 52 s R2
3 zr 5

=2V )

u="U (

sur le domaine D défini par :
D={(z,y) €R*: -4 <z <det —4<y<4}

Le champ de M-FTLE (FTLE avec la méthode des moments d’ordre 2) est calculé
a partir de cet écoulement analytique et est présenté a la Figure(4.3). On a calculé
les trajectoires des particules et les moments d’ordre 2 par une méthode numérique
de Runge-Kutta d’ordre 4 avec un pas de temps dt = 0,025 ou la matrice initiale des
moments d’ordre 2 est P(0) = 107* I. Ces champs ont été calculés avec un temps
total d’intégration T = 1 s (Figure(4.3(a))), 7' = 2 s (Figure(4.3(b))), T" = b5s
(Figure(4.3(c))) et T = 7,5 s (Figure(4.3(d))), et ont été calculés avec un temps
d’intégration négatif 7= —1 s (Figure(4.4(a))), T'= —2 s (Figure(4.4(b))), T'= =5 s
(Figure(4.4(c))) et T'= —7,5 s Figure(4.4(d)). Le nombre de noeuds est 401 x 401.
L’échelle de couleur est normalisée par rapport a la valeur de M-FTLFE la plus élevée.

Lorsque le temps d’intégration est positif, le champ de M-FTLFE identifie les lignes
matérielles répulsives. Lorsque le temps d’intégration est négatif, le champ de M-FTLE
identifie les lignes matérielles attractives (Figure 4.5(a)). Les LCS, révélées par les plus
grandes valeurs du FTLE, s’affinent peu a peu en augmentant 7. Les figure(4.5(b)
et 4.5(c)) présentent la LCS qui définit la frontiere entre l'intérieur de la sphere et
Pextérieur. A I'intérieur de la sphere, il y a une ligne qui sépare deux tourbillons. Donc,
les LCS séparent les régions de 'écoulement avec un comportement qualitativement
différent.
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4. Le FTLE a partir d'une méthode des moments M-FTLE
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FIGURE 4.3 — Le champ de M-FTLE du champ de vitesse de Hill pour un temps
d’intégration positif (a) : T'=1s, (b) : T =2s, (¢) : T =5s, (d) : T =T7.5s.
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FIGURE 4.4 — Le champ de M-FTLE du champ de vitesse de Hill pour un temps
d’intégration negatif (a) : T'= —1s, (b) : T'= =25, (¢): T = —=5s, (d): T = —7.5s.
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4.1.2 Exemple(2) : Calcul du champ de M-FTLE pour un champ de vitesse de Hill en
2D

i
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FIGURE 4.5 — Les lignes matérielles répulsives et attractives en (a). La LCS pour un
temps d’intégration 7" de 10s en (b) et de —10s en (c).
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4. Le FTLE a partir d'une méthode des moments M-FTLE

4.2 Validation de la méthode

Pour valider la nouvelle méthode de calcul de F'TLE obtenues a partir de la matrice
des moments d’ordre 2, on va donner des exemples calculés de deux facons différentes :
les FTLE a partir du tenseur de Cauchy-Green et M-FTLE (obtenues a partir de la
matrice des moments d’ordre 2).

On considere une distribution de traceur de forme circulaire de rayon ry, a l'intérieur

de laquelle la distribution des particules est uniforme, et a I'instant initial ¢y la matrice
2

r
des moments d’ordre 2, P(0) = ZOI ou [ est la matrice identité. Dans ces exemples on

prend P(0) = I (i.e. 7o = 2).

4.2.1 Exemples(1) : La vitesse hyperbolique
4.2.1.1 Calcul M-FTLFE

La fonction de courant d’un écoulement hyperbolique est donnée par :
(z,yt) = avy, a€R

les composantes u et v de la vitesse sont obtenues par :

U= _8_1# =—aw
dy
oY

Si ce traceur est placé a linstant initial ¢, dans cet écoulement de vitesse W =
(—azx,ay) avec a € R* la matrice des moments d’ordre 2 a l'instant ¢ est donnée

par :
62(1(1571‘/0) 0
P(t) = ( 0 e*QG(t*to)

Cette matrice étant diagonale, ses valeurs propres sont :

Ao = eT2a(t—to)

)

Donc,

_ 2lal (t—to
Ay = €219l (t=t0)

Le champ de M-FTLE du champ de vitesse U = (—az,ay) au temps d’intégration
to + T est donné par :

- B 1 /\maX(P<t0 + T))
My ™ (%0) = ﬁln( Amax (P (o)) >

(4.5)

1
g ﬁ ln (62 Ia‘ (t0+T_tO)) — |a|

4.2.1.2 Calcul FTLE

Pour calculer le champ de FTLE, on va calculer la plus grande valeur propre du
tenseur de Cauchy-Green.
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4.2.1 Exemples(1) : La vitesse hyperbolique

— Calcul de la trajectoire pour un point Xo(xo, yo) au temps initial t5. On a

dx
— = —ax
dt
dy
at Y
d’ou
x(t) = xpe @ (t—to)
yiE) = et -1
ie.
xoe_a (t_tO)
t _
Spto (’TO) -
yoea (t_tO)

— Calcul du tenseur de Cauchy-Green. Par définition, on a

) 2
Ovr| 0wk
C(x(to)) = ; Cij(x(to)) s @ e; avec Cy(x(to)) = k; 0x; |, Oy |,
Alors,
. 6301 8901 0@2 8(102 _ ,—2a (t—to)
Ci1 = Do Dig + Dy O =e
dp1 Op1  Opa Do
= — O
Cra 0xy Oy i Oz Oy
_Op1 Op1 | Opa Opa
Co1 = ayg 6170 + 0yo axﬂ B
Op1 Op1 | Opa Dpa -
Co — + _ €2a (t—to)
27 yo dyo - Oyo Ayo
Donc,

e—2a (t—to) 0
C= < 0 e2a (t—to)

On en déduit, A\pes(A) = 2 et I'exposant de Lyapunov & temps fini (FTLE) en
temps d’intégration T est alors donné par

1 1
oo (xo) = ] 1n(y/ Amae (C)) = mm <\/e—2|a\(to+T—to)> — lql

On note que :
ol ™ (x0) = Myi T (x0) = lal
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4. Le FTLE a partir d'une méthode des moments M-FTLE

4.2.2 Exemples(2) : Champ de vitesse a symétrie cylindrique
4.2.2.1 Calcul des M-FTLE

Si ce traceur est placé a 'instant initial ¢y dans un écoulement du champ de vitesse
a symétrie cylindrique

u o= —wy
ux,t)=¢ v = wzr (4.6)
= W

1 O(ru
ou, WeRetw=w(r)=- (8 0) our = /22 +y>
r r
La matrice des moments d’ordre 2 (3.30) a l'instant ¢ est donnée par :

2a2 (t — to)?(1 — cos(20)) — 2a (t — to) sin(20) + 1 2a (t — to)(cos(20) — a (t — to) sin(20)) 0
P(t) = 2a (t — to)(cos(26) ca (t — to) sin(26)) 202 (t — t0)2(1 + Cos(29)g +2a (t — to) sin(260) + 1 (1)
w'r

1
0i1u0:7“,a:—2—.Et@z@(t):w(t—to)+6’o.

r
Calcul de la plus grande valeur propre de P(t) :
fA) = det(P(t) —\I) =

avec, a =

2a2 (t — t0)?(1 — cos(20)) — 2a (t — to) sin(20) + 1 — X 2a (t — to)(cos(26) — a (t — to) sin(26))
2a (t — to)(cos(20) (; a(t —to) sin(20)) 2a2 (t — to)2(1 + cos(20)) -‘6 2a (t — to)sin(20) + 1 — A

> o O

1—

fA) = (A=1)(2a* (t — t)*(1 — cos(20)) — 2a (t — to)sin(20) + 1 — A)
(2a” (t — t9)*(1 + cos(20)) + 2a (t — to) sin(20) + 1 — A)
—4a* (t — tg)*(cos(20) — a (t — to) sin(26))?

f) = (A= 1)( a* (t —to)? +1+)\2+4a (t —t9)* — 2\ — 4\ a® (t — ty)?
—4a* (t —tg)* cos*(0) — 8a® (t — t9)*sin(0) cos(#) — 4a” (t — to)? sin?(6)
—4a* (t — to)t* sin?(0) — 8 a3 (t — o) sin(6) cos(8) — 4a® (t — ty)* cos?(6) )

fO) = A=\ =2(1+a*({t—t))A+1)

fAN)=0= A=D\=2(1+a*({t—t))A+1)=0

(A—l)(A2—2(1+%M))\+1):0

r

Les valeurs propres de P(t) sont :

<2+(t—to)2i(t—fo) 4_|_(t—t0)2>

72 r 72

Al =

=N

A3 =

Donc, la plus grande valeur propre de P(t) est donnée par :

)\male <2+(t—t0)2+(t—to) 4+(t—750)2>

2 r2 r r2
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4.2.2 Exemples(2) : Champ de vitesse a symétrie cylindrique

Le champ de M-FTLE du champ de vitesse a symétrie cylindrique au temps d’intégration

T est donné par :
1 Amax(P(T))
M,T =—In|——=
70 (%) = g 1n ()\max(P(O))

A4.7)
1 T T T? (

2 2 72

Au temps d’intégration T'= 10 s le champ de M-FTLFE est donné par :

1 50 10 25
Mgg;(XO) = % ln (1 + 7‘_2 -+ 7 1 + ﬁ > (48)

La Figure(4.6) représente la fonction du champ de FTLE par rapport a ry au temps
d’intégration T' = 10s.

4.2.2.2 Calcul du FTLFE

Pour calculer le champ FTLFE, on va calculer la plus grande valeur propre du tenseur
de Cauchy-Green.
— La trajectoire pour un état initial X (o, yo) & l'instant initial ¢y est

x(t = ro cos(0(t
{ ygtg = To sin((ﬁ((t))))
z(t
ro cos(0(t)) )

Pty (Xo, ) = ( rosin(0(t))

:Wt+20

Wi + 29
1
avec O(t) =w(t —to) + 6y , w =w(r) = — L) et Oy = Arctcm(@).
r  Oor Zg
1
0(t) = —(t — to) + Arctan(L2)
() o
— Calcul du tenseur de Cauchy-Green C. Par définition,
2 = 0pr| Oy
k k
C(x(to)) = ”21 Cij(x(to)) e; @e; avec Cij(x(to)) = ; o1, xoa_l’j .

On note que,

01 _ dp1 Org Jp1 00(t)
0m0 37”0 8w0 80(15? alL‘O
Zo X .

= —cos(0(t)) + —(—(t — to) + yo) sin(0(1))
To To To
Opr _ 01 0ro | Opn D6(1)
8y0 8r0 8y0 89(15 8:[/0
= cos(0(t)) — —(=L(t — to) + o) sin(A())
T To To
dpy  Opy Org O 00(t)

(9&:0 - 87’0 8370 09(t 81‘0
To . L
= Lsin(0(t)) — —(=2(t — to) + yo) cos(8(1))
To To To
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4. Le FTLE a partir d'une méthode des moments M-FTLE

Opy _ Op20ro | Opz 06(t)

Yo B Oro Oyo 89(25) Yo
_ %

= 2 sin(0(1)) + (=2t~ o) + ) cos(O(1)

9 _
820
Alors,
o _ 01001 Op O
= 8:150 8:1:0 8:150 (?IEO
T T .
= (2 cos(0(t)) + —(Z2(t — to) + yo) sin((1)))?
70 To To
. [L'_% 1 Zo

= (=t —t 2
7,(2] +T[2)(7’0( 0)+y0)

dp1 0p1 Oy Dy
Cio = Ay =
12 2 o Oyo * 0o Ay

— (22 cos(8(1)) + —(22(t — ty) + yo) sin(6(1))

To To To ) )
(2 cos(B(t) — (= 22(¢ — t) + ) sin(6(1)

+ (2sinf0(0) = - (22(t ~ t0) + o) cos(0(t))
(2 5in0(0) + = (=2t — 1) +0) cos0(0)
=80 (= 1) 4y (-2t~ 1) )

Cor = 021001 092 0ps
22 =
Oyo Oyo dyo Iyo
— (@ sin(0(t)) + —(—gﬂ(t — to) + x0) cos(0(t)))?
70 o To
_Uo LW

= — (2t 2
T8+T8( rO( 0)+ZE0)

Ci3 =C3=C3 =C32 =0
C33 =1
Alors, le tenseur de Cauchy-Green A est :

Cli Co C
(3:((:31 Cos cm>

23
31 32 C33

On veut maintenant calculer les valeurs propres de A :

det(C — M) = %(m% + (i—;’(t —to) +y0)? — N)(ys + (—@(t — 1) +x0)2 = A)(1 = N)

~ el = (220 = 10) + 1) (=220 = 1) +20))%(1 =

o ¢ _7;0)2» F1)(1 =)
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4.2.3 Exemples(3) :Le double-gyre instationnaire

t—ty)? t—t t—tg)?
Alors,)\m:%@—i—( 20> j:( 0) 4+—( 20) )

Donc,

1 (t—tg)> (t—to)

Amaz = = (2 + - g4 E=b)S ) 5 ro= /22 +
max 9 7“(2] To T’g ) 0 0 Yo

Le champ de FTLE du champ de vitesse circulaire est donné par

1 1 2 T T2
t+T p— . J—
Utg (x0>_mln<§(2+7”_2+7”_0 4+T_(2) ) ,To—\/l’g—l—yg

0

On note que,

1 1 T2 T T2
T T
M7 (xg) = —— In [ =(24 5 + = [4+ —
oy (Xo) o (x0) o] n<2( z o 2 )

|\FrLE

1 100 10 100
10
] =—log(z 2+ —5 +—/4+ —
06 % = 35 og(2( + 2 + o + 2 )

0.5 A
0.4
0.3

0.2 0[1)0

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
To

FI1GURE 4.6 — La fonction du champ M-FTLFE par rapport a ry au temps d’intégration
T = 10s.

4.2.3 Exemples(3) :Le double-gyre instationnaire

Cet exemple est maintenant un classique dans le domaine des structures lagrangi-
ennes cohérentes. Introduit par Shadden et al. (2005), cet exemple a été depuis repris
par de nombreux auteurs pour comparer des méthodes de calculs entre elles. Ici, on va
calculer le champ de FTLE et le champ de M-FTLE, et comparer, entre elles, les deux

méthodes de calcul. ) ) o '
Il est caractérisé par deux tourbillons. Le champ de vitesse est défini comme suit par

la fonction de courant, avec x = (z,y) représentant la position de l'observation et
u(x,t), v(x,t) les composantes du champ de vitesse :

W(x,t) = Asin(m f(x,t)) sin(7 y) (4.9)
avec, f(x,t) =€ sin(w t) 2%+ (1 — 2 € sin(w t)) z, donnant les composantes de vitesse :
u(x,t) = _9¢_ —m A sin(m f(x,t)) cos(my)

g Y (4.10)

=mA of cos(m f(x,t)) sin(my)

v t) = F, 9
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4. Le FTLE a partir d'une méthode des moments M-FTLE

0
avec, o _ 2€sin(wt) xr—2e€ sin(wt)+ 1.

Sur le domaine D défini par :
D = {(z,y) € R*, (z,y) €[0,2] x [0,1]}

On note que, cet exemple offre 'avantage d’avoir des vitesses frontieres tangentes au
bord du domaine D. Avec ces données, aucune trajectoires partant de xo € D a 'instant
initial tg ne sort de D, et ce pour tout temps t. On va présenter deux types de champ de
vitesse : un champ de vitesse stationnaire (t = 0) et un champ de vitesse instationnaire.

4.2.3.1 Champ de vitesse stationnaire
La fonction de courant d’une double-gyre est donnée par :
W(z,y;t) = A sin(r z) sin(7 y)

Les composantes u et v sont alors données par :

u = —g—y = —m A sin(r z) cos(m y)
Vo= % = 7w A cos(mz) sin(m y)

Le champ de vitesse associé a ce systeme stationnaire est présenté Figure 4.7

o8 |

0.6 |

0.4 |-

0z |

FIGURE 4.7 — Le champ de vitesses du double-gyre associé a ce systeme stationnaire
pour A = 1.

e Calcul du FTLE

Le champ de FTLE a partir du tenseur de Cauchy-Green (Shadden, al(2005)) est
calculé a partir de cet écoulement analytique et est présenté a la Figure(4.8). On a
calculé les trajectoires des particules par une méthode numérique de Runge-Kutta
d’ordre 4 avec un pas de temps dt = 0,025. Ces champs ont été calculés avec un
temps total d’'intégration T' = 1 s (Figure(4.8(a))), T' = 2,5 s (Figure(4.8(b))),
T =5 s (Figure(4.8(c))), T = 7,5 s (Figure(4.8(d))), T' = 10 s (Figure(4.8(e)))
et T'=15s (Figure(4.8(f))). La constante A = 0, 1, une résolution de 600 x 300,
I’échelle de couleur est normalisée par rapport a la valeur de F'TLE la plus élevée.
Le champ de FTLE obtenu isole les deux gyres qui sont séparés par une créte
de valeurs élevées de FTLFE. Au centre de chacun des gyres, les valeurs du FTLFE
sont faibles. Cela signifie que, apres un temps donné 7', toutes les particules a
I'intérieur d’'un des deux gyres seront faiblement distantes les unes des autres.
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4.2.3 Exemples(3) :Le double-gyre instationnaire

FTLE 1

FTLE FTLE

0.85
0.75
065
055
045
035 >
025

0.15
0.06

FTLE

FIGURE 4.8 — Le champ de FTLE de la champ de vitesse du double-gyre stationnaire
au temps d’intégration (a) : T = 1s, (b) : T =2.5s, (¢) : T =5s, (d) : T =17.5s, (e) :
T =10s, (f):T =15s.
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4. Le FTLE a partir d'une méthode des moments M-FTLE

En revanche, I’ensemble des particules se trouvant initialement de part et d’autre
d’une frontiere (créte) verront la distance initiale avec les particules voisines dans
lautre gyre augmenter considérablement. Pour cela, on a calculé les trajectoires
pour quelques paires de particules voisines pour un temps d’intégration 7' = 1s
(ou |[HG| = [|[AB| = [|CD| = |EF| = [[MN]| = [OP|| = 0.05). On note que,
le taux de séparation entre les paires de particules varie de paire pour durer, ou
si le taux de séparation augmente, la valeur du FTLE augmente. Ceci explique
les couleurs figurant a la Figure(4.9).

1

F E
f
o8 | N ! f i
: ™M | |
| |
0.6 |- B
> M1 © e
P1 ‘\Gl
J
/
/
0.4 | N1 D ‘ c o1/ -
| H oS s
[ ~_
L -
02 [ 1 &1 — i
B A
D // \ c1
o B . A1
o 0.5 1 1.5 2
x

(a)

FIGURE 4.9 — (a) Les trajectoires pour quelques paires de particules voisines pour un
temps d’intégration 7" = 1s, (b) Le champ de FTLE a partir le tenseur de Cauchy-
Green au temps d’intégration 7' = 2.5s.

e Calcul du M-FTLFE
Le champ de M-FTLE (FTLE avec la méthode des moments d’ordre 2) est cal-
culé a partir de cet écoulement analytique et est présenté a la Figure(4.10). On a

134



4.2.3 Exemples(3) :Le double-gyre instationnaire

calculé les trajectoires des particules et les moments d’ordre 2 par une méthode
numérique de Runge-Kutta d’ordre 4 avec un pas de temps dt = 0.025 ou la

matrice initiale des moments d’ordre 2 est la matrice identité P(0) = ((1) 9)

Ces champs ont été calculés avec un temps total d’intégration 7' = 1 s (Fig-
ure(4.10(a))), T = 2.5 s (Figure(4.10(b))), T = bs (Figure(4.10(c))), T' = 7.5 s
(Figure(4.10(d))), 7" = 10 s (Figure(4.10(e))) et T = 15 s (Figure(4.10(f))), une
résolution de 600 x 300, 1’échelle de couleur est normalisée par la valeur de M-
FTLE la plus élevée.

A partir des Figures(4.8, 4.10), on note que le champ de FTLE et le champ de
M-FTLFE donnent la méme forme de visualisation mais il y a des différences entre
ces valeurs. C’est évident sur la figure(4.11) ou cette figure présente les champs
de FTLE et de M-FTLE au temps d’intégration T'=1s, T=5set T'= 10 s.

On se pose alors la question sur la raison de cette différence entre la valeur de
FTLE et M-FTLE. Pour cela, on va étudier le transport d'un disque de rayon
ro = 0.05 situé en (z9,v0) ((0.4,0.2), (1.1,0.1) et (1,0.6)) dans cet écoulement.

On choisit une répartition initiale dans un disque de rayon r. La matrice initiale
2

r
de P est égale -2 la matrice identité. On a calculé 'évolution de la frontiere du

disque exact et l'ellipse a partir de la matrice des moments d’ordre 2 a la fig-
ure(4.12). Au regard de la figure(4.12), on peut noter que pendant le transport,
il y a déformation (torsion) du disque et si le disque s’approche du centre d’un
des gyres, la déformation diminue.

Contrairement aux exemples précédents (les champs de vitesse linéaires), cet exem-
ple présente un systéeme dynamique non-linéaire. On trouve que le champ de M-FTLE
donne une bonne visualisation des données comparé au champ de F'TLFE mais n’a pas
les méme valeurs. Cependant, quand le rayon du disque initial est plus petit, les valeurs
sont proches.
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4. Le FTLE a partir d'une méthode des moments M-FTLE

FIGURE 4.10 — Le champ M-FTLFE du champ de vitesse de la double-gyre stationnaire
au temps d’intégration (a) : T = 1s, (b) : T =2.5s, (¢) : T =5s, (d) : T =17.5s, (e) :
T =10s, (f) : T =15s.
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4.2.3 Exemples(3) :Le double-gyre instationnaire

FTLE

FiGURE 4.11 — Comparison des champs M-FTLE et FTLE du champ de vitesse de
la double-gyre stationnaire a certains temps d’intégration. Le champ du FTLE en
(@) : T =1s, (¢): T =75s, (e) : T =5sle champ du M-FTLE en (b) : T = 1s, (d) :
T=5s, (f): T=10s.
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FIGURE 4.12 — Evolution du disque de centre en (a)(0.4,0.2) et (1.1,0.1), (b) (1,0.6)
a ’écoulement du double-gyre stationaire.
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4.2.3.2 Champ de vitesse instationnaire

Dans ce cas, ce systeme est tres similaire a celui du double-gyre en cas stationnaire,
a la différence qu’ici le systeme est légerement perturbé par 'ajout d’une fonction
dépendante du temps. Le champ de vitesse du double-gyre est connu a priori, et défini
par I’équation(4.10) avec les parametres A = 0.1, w = 0.2 7 et € = 0.25 Figure(4.13).
Afin de pouvoir comparer notre méthode de calcul du champ de FTLE avec des travaux

DRI

SN
PR

R

FIGURE 4.13 — Le champ de vitesse du double-gyre, diametre variable pour € = 0.25

issus de la littératures, on a calculé le champ M-FTLE sur un maillage cartésien régulier
avec 500000 nceuds (1000 par 500) avec la méthode de Shadden et al.(2005).

La figure(4.14) présente quelques exemples de champs de FTLE et de champs de M-
FTLE. Ces champs ont été calculés avec un temps total d’intégration 7' = 1s, T' =
258, T =5s, T =10s, T = 15s (Figures(4.14(a),4.14(c),4.14(e),4.14(g),4.14(i))) pour
les champs de FTLE calculés a partir du tenseur de Cauchy-Green et Figures(4.14(b),
4.14(d), 4.14(f), 4.14(h), 4.14(j)) pour les FTLE. Les champs de M-FTLE ont été cal-
culés par pas de temps dt = 0.025. L’échelle de couleur est normalisée par rapport la
valeur de FTLE et M-FTLE la plus élevée. Les structures lagrangiennes cohérentes
LCS sont révélées par les plus grandes valeurs du FTLE. 1l est évident d’apres la
figure(4.14) que notre méthode donne la méme visualisation de champ de FTLE clas-
sique et le champ FTLE a la méme structure de créte lorsqu’il est calculé par notre
méthode. La figure(4.15) présente quelques exemples de champ de M-FTLE obtenus
pour différents valeurs ry du disque initial au temps d’intégration 7" = 10 s. On note
que si le rayon est plus petit figure(4.17(a) et 4.17(b)) les résultats sont proches des
résultats de la figure(4.14(g)).
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FTLE

FIGURE 4.14 — Comparison des champs M-FTLE et FTLE du champ de vitesse du
double-gyre instationnaire a certains temps d’intégration. Le champ de FTLE en (a) :
T =1s,(c) T=25s(e) T =5s, (g)7 = 10s et (i)T = 15s. Le champ de FTLE en
(b) T =1s,(d) T'=25s (f) T'=5s, (h)T' =10s et (j)T = 15s.
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4.2.3 Exemples(3) :Le double-gyre instationnaire

FTLE

(h)

FI1GURE 4.15 — Les champs de M-FTLE et de FTLE pour le double-gyre instationnaire
pour € = 0.25, au temps d’intégration 7" = 10 s pour un rayon du disque initial en (a)
et (b) 7o = 0.05, (c¢) et (d) o = 0.01, (e) et (f) ro = 0.0005, (g) et (h) ro = 0.001.
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4. Le FTLE a partir d'une méthode des moments M-FTLE

Pour étudier le lien entre les valeurs de M-FTLE et de FTLE obtenu a partir du
tenseur de Cauchy-Green, on prend deux points x((0.6,0.7) en (a) et x((1.1,0.2), on
calcule les valeurs de M-FTLE et FTLE au temps d’intégration 1" = 10 s. Pour calculer
les valeurs de M-FTLE, on prend un domaine de forme circulaire contenant le traceur
de centre g 2et de rayon rg, donc la matrice initiale des moments d’ordre 2 est donnée

r
par : Po = -2 I, ot I la matrice identité. Pour calculer les valeurs de FTLE obtenus &

partir du tenseur de Cauchy-Green, on prend quatre points adjacents de xg, numérotés
1, 2, 3, 4 comme indiqué dans la figure (4.16). le cercle et les points sont transportés
par I’écoulement. La figure (4.17) présente les fonctions de M-FTLE et FTLE de ry,
On trouve que la valeur M-FTLE d’un point est constante par rapport au rayon du
domaine contenant le traceur (i.e. indépendamment du rayon du domaine contenant le
traceur), et les valeurs de FTLE converge vers les valeurs de M-FTLE si le rayon 1
est plus petit. Donc, on peut dire que la méthode de M-FTLE est une méthode précise
robuste pour calculer I’exposant de Lyapunov a temps fini pour les champs de vitesse
non-linéaires.

ro = 0.0001

r, = 0.1

FIGURE 4.16 — Illustration de choiser le cercle et des points initieaux pour calculer les
valeurs de M-FTLE et de FTLE.
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0.098 |-
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0.092 0.503 >

0.000
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FIGURE 4.17 — (a) Les valeurs de M-FTLE et de FTLE pour deux points x0(0.6,0.7)
en (a) et x9(1.1,0.2) en (b) au temps d’intégration 7" = 10 s. On note que la valeur
de M-FTLE d’un point est constante par rapport le rayon du domaine contenant le
traceur (i.e. indépendamment du rayon du domaine contenant de traceur), et les valeurs
de FTLE converge vers les valeurs de M-FTLE quand le rayon diminue.
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4.3. CONCLUSION

4.3 Conclusion

Dans ce chapitre, une nouvelle méthode pour calculer le champ de FTLFE a partir des
moments d’ordre 2, est présentée et s’appelle M-FTLE. Elle présente une méthodologie
assez générale pour étre utilisée dans les systemes dynamiques linéaires et non-linéaires
(linéarisation), stationnaires et instationnaires, (ou elle offre un avantage de calcul
significatif en éliminant les intégrations de longues périodes). On a prouvé que la
définition du champ scalaire de M-FTLFE est équivalente a la définition du champ
scalaire de FTLE classique, théoreme(4.1). On a présenté trois exemples pour valider
notre méthode : 2 exemples théoriques avec un champ de vitesse hyperbolique et un
champ de vitesse elliptique et un exemple numérique avec un champ de vitesse du
double-gyre. On a comparé les résultats avec les résultats de FTLE calculés a partir
du tenseur de Cauchy-Green. On trouve que le champ de M-FTLE donne la méme
topologie que le champ de FTLE mais pas les mémes valeurs. Donc, on peut dire,
la méthode de M-FTLE est une méthode précise robuste pour calculer I’exposant de
Lyapunov a temps fini origine pour les champ de vitesse non-linéaire. Nous vérifions
dans ce cas notre calcul (M-FTLE) est plus stable que le calcul par la méthode du
teneur de Cauchy-Green.
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Chapitre

Application a des données analytiques et
expérimentales

Dans ce chap1tre on va présenter deux applications de notre méthode de calcul de
M-FTLE : la premiere a partir de données analytiques du champ de vitesse de soli-
ton et la seconde, expérimentale, issue de mesures par PIV résolues en temps d’un
mascaret, obtenues dans notre laboratoire & partir de parametres controlés pour mieux
comprendre la génération et la propagation des mascarets dans les estuaires. La PIV
est une technique basée sur un traitement d’images de particules dispersées dans un
écoulement ; elle est la seule fournissant des champs de vecteurs instantanés, ce qui
la rend particulierement adaptée a I’étude des écoulements instationnaires. Bien que
la procédure pour le calcul des M-FTLE a partir de champs expérimentaux soit sim-
ilaire a celle utilisée dans les autres exemples de champs de vitesse analytiques, les
données mesurées présentent des caractéristiques difficiles a reproduire a 'aide d’ex-
emples analytiques. Par exemple, les solutions analytiques ne peuvent pas représenter
des écoulements instationnaires complexes, tels que la dynamique tourbillonnaire et la
turbulence, ou les fréquences temporelles et spatiales des fluctuations de vitesse varient
sur plusieurs échelles.

Par ailleurs, dans des situations concretes, le champ de vitesse est limité au domaine de
calcul D et les trajectoires des particules s’arrétent brusquement lorsqu’elles atteignent
les frontieres, pouvant créer des artefacts.

5.1 Soliton

Dans cette section, on présente une application du calcul de champ de M-FTLE
pour un écoulement analytique simulant un Soliton. L’objectif de cet exemple est d’es-
sayer d’expliquer certains éléments du mascaret.

Un soliton est une onde solitaire qui se propage sans se déformer dans un milieu
non-linéaire et dispersif. Russell [49] en (1844) est le premier & avoir observé une onde
solitaire. Il observa une vague qui se propageait dans un canal en conservant sa forme
et sa vitesse. Depuis, le phénomene de soliton est largement documenté, et son im-
portance est remarquable, dans de nombreux domaines de la physique. Plusieurs solu-
tions analytiques peuvent étre trouvées dans la littérature (Boussinesq [43], McCowan
[47], Grimshaw [45], Fenton [44], Lee et al.[46]). L’équilibre entre dispersion et non
linéarité permet a cette vague d’eau peu profonde de conserver sa forme. L’équation de
Korteweg-De Vries (KDV), initialement obtenue par Korteweg de Vries (KDV) (1895)

(voir 5.1), s’écrit :
— +6n—+-==0 (z,t)eRxR n(z,t)eR (5.1)
T

d : hauteur moyenne du fluide,
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5. Application a des données analytiques et expérimentales

z=n(x,t)

FI1GURE 5.1 — Soliton de I'équation KDV.

1 : équation de la surface,
H : amplitude caractéristique de 'onde hydrodynamique,
L : Longueur d’onde caractéristique dans la direction z.

On considere un fluide parfait et incompressible et un écoulement irrotationnel décrit
par I’équation d’Euler, ’équation de conservation de la masse, la condition cinématique
a la surface eau/air, la condition a la limite au fond, la condition a la limite physique
a la surface (on néglige 'effet de la tension superficielle car le rayon de courbure de la
surface est tres grand), les conditions initiales, la condition sur la hauteur moyenne H
de la couche de liquide ondes en eau peu profonde, et la condition de non divergence

de la solution obtenue. o ] ) .
On se place dans le cas d’un mouvement bidimensionnel : toutes les variables du systeme

sont indépendantes de la coordonnée z, et la vitesse n’a pas de composante selon y.
Pas de condition aux limites latérales si on choisit une condition initiale qui correspond
bien au probleme bidimensionnel.

5.1.1 Solution de Boussinesq (solution du 1°" ordre)

La forme de la vague initiale, la forme a l'instant ¢, la vitesse de propagation et
le champ de vitesse (u, v les composantes de la vitesse) peuvent étre calculés a partir
de la théorie du premier ordre d’onde solitaire (Boussinesq, 1871 [43]). Une solution
connue de I’équation de KDV est une onde solitaire qui s’écrit :

n(z,t) = Hsech?(4/ i—g (x —xp — ct)) (5.2)

ol o est la position initiale de la créte de la vague. La vitesse de propagation est

définie par :
c=+/g(d+ H)

Dans la suite, il sera considéré que n est une fonction d’une variable 2/,
n=n(a(z,t)) ou z'(x,t)=x— 12— ct
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5.1.2 Cas stationnaire

Les composantes de la vitesse sont données par :

_v _ 1.2 d_2 _ §Z_2 8277*
Voa = Ammamet 350 - am) e 5.3
v on.  d? 22 0%, '

= ze[(1- %677*)5 + @( ~ o) BIE ]

/

Avec,e:g,n*:%,x;:%,a: %et

on, ca sinh(a )

ot~ T d cosh®(av 1)

n.  ?a* 2cosh*(az))—3

o d? cosh*(a )

n. _ 2403 o® sinh(a 2)) [cosh?(a a’) — 3]

ot3 a3 cosh®(ar ")

5.1.2 Cas stationnaire

Dans ce cas, on va étudier le soliton pour ¢ = 0. Donc I'écoulement défini par le
champ de vitesse (voir la figure 5.2) :

= €n —16772]
B (5.4)

= 0

2-3-
S S8

d’ H 4d3
sur le domaine D défini par :

H H
avec, € = —, Ny, = T _ sech ( 5 (x — x0)>, d=0.302, H=0.03322 et g = 5

D= (z,y) R} (0<x<10)et (0<y<04)

La figure(5.3) montre une image obtenue avec l'algorithme LIC & partir d’'un bruit
blanc pour différents instants au passage du front ou le temps d’intégration T" = 80 dt,
sur un maillage cartésien régulier contenant 360000 pixels(600 x 600).

5.1.2.1 Choix des conditions initiales

A linstant ¢, = 0, on prend un traceur de forme circulaire ayant pour centre

x0(0.2,0.2) et pour rayon 7 et la matrice des moments d’ordre 2 est égale a 8 I. Le
2

H
scalaire rq est inférieur & H = 0,03322 donc, § < = 0,000276 = 2.8 x 10~*. Dans

ce travail, on choisit 7y = 0,02 alors, 3 = 1074,

5.1.2.2 La trajectoire

La trajectoire x(t) du centre du traceur, obtenue en résolvant les équations 5.4 avec
une condition initiale x0(0.2,0.2) est représentée sur la Figure(5.4). On a calculé la
trajectoire de ce point par une méthode numérique de Runge-Kutta d’ordre 4.
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04 04

0.35

FIGURE 5.2 — Les deux compsantes (u,v) du champ de vitesse de I’écoulement station-
naire d’un Soliton les lignes de courant.

QOOO0000000000000
33 ReR*RUgoRACR

FIGURE 5.3 — Visualisation du champ de vitesse de 1’écoulement du Soliton par
génération de texture en utilisant I'algorithme LIC a partir d’'un bruit blanc. Pour
un temps d’intégration 7' = 0.8 s, sur un maillage cartésien régulier contenant 360000
pixels(600 x 600).
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FIGURE 5.4 — La trajectoire du centre du traceur avec une condition initiale x¢(0.2, 0.2).

0.00012

0.00011

0.00011

0.00010

moment

0.00010

0.00009

0.00009

"Pxx’
Py’

0.000003

0.000002

0.000001

0.000000

moment

-0.000001

-0.000002

-0.000003

-0.0000004

-0.0000005

-0.0000005

radian

-0.0000006

-0.0000006

-0.0000006

(b)
'PX\‘/I‘ I
-6.38986421E-07 ——
515 6 6.5 7 7.5
temps
(d)

FIGURE 5.5 — L’évolution des moments d’ordre 2, les moments F,2, P> sont représntés
en (a). La figure (b) est un zoom pour abscisses [5 : 7.5] d’intéret de la figure (a). Le
moment P, est représnté en (c), la figure (d) est un zoom de la figure (c), d’abscisses

[5:7.5].
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5.1.2.3 Evolution de la matrice des moments d’ordre 2

On a calculé les moments d’ordre 2 par une méthode numérique de Runge-Kutta
d’ordre 4 avec un pas de temps dt = 0.025. La Figure (5.5) représente ’évolution des
coefficients de la matrice des moments P(t) d’ordre 2.

e Sur les moments P2, P (Figure 5.5(a)), on observe deux phases. Dans un premier
temps, les moments P, diminuent tandis que les moments P, augmentent, ce
qui correspond a une contraction selon y et une élongation selon x. L’effet inverse
se produit ensuite. Les deux moments finissent par prendre deux valeurs qu’ils
conservent dans la suite, ol la valeur de P, est inférieure a la valeur de P,2(0)
et la valeur de P2 est supérieur a valeur de P,2(0) (voir figure 5.5(b)).

e Quant a I’évolution du moment croisé¢ zy (P,,) (Figure 5.5(c)), elle comporte trois
phases : une premiere phase de diminution qui représente une rotation dans le
sens horaire du traceur de particules; une seconde phase d’augmentation avec
un dépassement de la valeur initiale, ce qui exprime une rotation dans le sens
trigonométrique ; et enfin une nouvelle phase de diminution pour atteindre une
valeur proche de environ zero qu’il conserve dans la suite (ou I’écoulement est
uniforme) (voir figure 5.5(d)).

On représente sur la Figure (5.6) I’évolution du traceur par la méthode des moments
et par la méthode de transport particulaire (chapitre 3). On observe que la méthode
des moments d’ordre 2 permet une bonne représentation du comportement du traceur
des particules transportées dans un écoulement.

Avant qu’il atteigne la vague, le traceur, transporté par 1’écoulement, a une forme
circulaire. Quand il passe sous la vague, le traceur commence a s’étirer, prenant une
forme elliptique, la figure(5.6(e)) représente 1’évolution temporelle du demi-grand axe
et du demi-petit axe de cette ellipse; on constante que le rapport entre le grand axe et
le petit axe augmente dans une premiere phase puis commence a diminuer, A la sortie
de la vague, il a une forme elliptique, qu’il conservera dans la suite de I’écoulement. La
Figure (5.6(f)) représente I’évolution temporelle de 1’angle 6 entre le grand axe et 1’axe
x.

5.1.2.4 Le champ M-FTLE

Pour calculer le champ M-FTLE, on prend un maillage cartésien régulier sur D avec
40 000 noeuds (200 fois 200) et on calcule la valeur de M-FTLE pour chaque nceud du
maillage. La Figure (5.7) présente deux exemples de champs M-FTLE obtenus pour
deux temps d’intégration T" = 0.5s et T' = 1s. On observe que dans le champ de M-
FTLE donne des valeurs maximales le long de la surface libre. On observe aussi que les
valeurs de M-FTLE sont constantes sur le coté de la vague et augmentent quand les
points s’approchent de la vague. Dans la zone de la vague x € [2.2, 5.5], les valeurs de
M-FTLE augmentent avec y. Donc les valeurs de M-FTLE atteignent leur maximum

lors du passage de la vague, puis elles commencent a diminuer. On remarque qu’il n’y
a pas de LCS.
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FIGURE 5.6 — L’évolution d’un traceur par deux méthodes : méthode des moments
d’ordre 2 en rouge en (b), (c) et (d) et méthode de transport les points de la frontiére
du domaine contenant le traceur en vert en (b) , (¢) et (d) et pour représenter le
déformation du traceur on prend un cercle de méme centre que l'ellipse et de rayon
égale a celui du traceur initial en bleu. Et (a) réprésente le transport du traceur dans
I'écoulement. En (e) I’évolution temporelle du demi-grand axe et du demi-petit axe de
lellipse et (f) I’évolution temporelle de 'angle de rotation.
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m

00000000000000 [®

FIGURE 5.7 — Le champ de M-FTLE au temps d’intégration 7' = 0.5s en (a) et T = 1s
en (b) pour un diametre ro = /4 Fy ot le moment initial Py = P,2(t = 0) = Ppe(t =

0) = 107"
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5.2. MASCARET

5.2 Mascaret

Une définition rigoureuse du terme mascaret est nécessaire, afin de délimiter notre
champ d’étude. Dans ce travail, la définition utilisée est celle de (Bonneton et al., 2011
[51], Chanson, 2011 [52], Lubin et al., 2010 [53], Mouaze et al., 2010 [54], Wolanski
et al., 2004 [55]) : Le mascaret est un ressaut hydraulique en translation créé par la
marée montante, se propageant a contre courant au sein d’un fleuve et induisant une
élévation soudaine de la hauteur d’eau moyenne et éventuellement ['apparition d’un
train d’oscillations immédiatement apres, appelées éteules.

Depuis de nombreuses années, le mascaret, encore appelé ressaut mobile ou par
d’autres terminologies en fonction des régions et des pays, fait 'objet de nombreuses
études (Chanson, 2011 [52]). En France, ce phénomene peut se voir en Gironde, dans
la baie du Mont St Michel et également il y a quelques années sur la Seine, lorsque
les débits des fleuves sont faibles et en présence d'une grande marée. Des approches
théoriques, de terrain, en laboratoire ou numériques, ont été entreprises pour expliquer
ce phénomene.

Dans cet exemple, on a utilisé des ensembles de données de champs de vitesse
obtenus au sein l'institut Pprime [50]. Les mascarets sont alors générés dans un canal a
I’aide d'une porte qui se ferme tres rapidement, souvent partiellement. Le courant est
alors bloqué de maniere soudaine, le niveau d’eau augmente au niveau de la porte et
une vague se propageant en sens opposé au courant se crée. Cet exemple est basé sur
des mesures PIV résolues en temps d'un mascaret, obtenues dans notre laboratoire !, a
partir de parametres controlés, pour mieux comprendre la génération et la propagation
des mascarets dans les estuaires. L’objectif de cet exemple porte sur la détection des
Structures Cohérentes Lagrangiennes (LCS) pour le mascaret a partir du champ de
M-FTLE. On recherche les LCS en deux endroits : au fond du canal, dans la couche
limite pour un temps d’intégration donné, ou les vitesses sont faibles et les trajectoires
ne forment pas des tourbillons, et dans la partie haute de I’écoulement ou 1’on observe
une compétition et un chevauchement entre 1’écoulement principal et le ressaut se
propageant en sens inverse.

5.2.1 Montage expérimental

Les expériences [50] ont été réalisées dans un canal horizontal a surface libre de 8m

de long et de section rectangulaire (largeur B = 0,4 m, hauteur H = 0,6 m). Le circuit
fonctionne en circuit fermé a l'aide d’une pompe a rotor excentré pour une gamme de
débit variant de 0 a 60 [/s. L’eau est introduite dans le canal au travers d'un convergent
via des crépines, deux grilles d’homogénéisation et un nid d’abeilles qui favorise ’orien-
tation de 1’écoulement. Le dispositif de génération du ressaut mobile est assuré par la
fermeture rapide d’une porte verticale appelée ici guillotine. En fonction des réglages,
celle-ci peut autoriser un débit de fuite plus ou moins important dépendant de la hau-
teur de fuite h. La vitesse initiale V; et la hauteur h; de I’écoulement sont ajustées
au moyen d'un débitmetre et éventuellement d’une seconde guillotine de réglage de
hauteur G représentée sur la Figure 5.8.
La fermeture de la porte se fait en 0.1s environ et avec une vitesse moyenne de descente
de 1.25 m/s. Elle géneére une onde qui remonte vers ’amont du canal. Pour mesurer
la formation et ’évolution de cette onde au cours du temps, plusieurs sondes acous-
tiques Microsonic mic+25/IU/TC sont placées dans la zone d’étude située a 1,2 m de
la sortie du convergent. Elles permettent de relever la position de la surface libre et
de mesurer la vitesse du ressaut. Dans cette zone d’étude, le ressaut se déplace a une
vitesse constante U.

Le nombre de Froude F'r est calculé a partir de la vitesse amont V;, la vitesse de
propagation U de 'onde pour un observateur placé dans le repere du laboratoire, la
hauteur d’eau hy avant le passage de 'onde (voir Figure 5.8) et g est I'accélération de
pesanteur. Ce nombre de Froude, utilisé pour classifier les mascarets, doit prendre en
compte la vitesse de translation (Chanson, 2011 [52]). Il est formulé dans I’équation

1. Institut Pprime, CNRS Université de Poitiers, 86962, Futuroscope, France
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5. Application a des données analytiques et expérimentales

al

FIGURE 5.8 — Schématisation de la génération du mascaret.

(5.5)
i+U

Les mascarets peuvent alors étre classés en trois catégories suivant leur nombre de

Froude :

e 'R < 1.3 : les mascarets sont ondulants sans déferlement. Ils sont composés dune
vague de front et d’une succession d’éteules plus petites.

e 1.3 < FR < 1.6 : les mascarets sont transitoires avec un déferlement au niveau du
front et de certaines éteules.

e 1.6 < I'R : les mascarets sont déferlants. Ils ne sont composés que d’une seule vague
déferlante au niveau du front.

On s’intéresse dans cet exemple aux cas de nombres de Froude Fr = 1.29 et F'r = 1.46

représentatifs des deux régimes répertoriés du phénomene, le canal ne permet pas

d’étudier le mascaret déferlant. Ceux-ci sont résumés dans le Tableau 5.1

’ HCasl\CasZ‘
Fr 1.29 1.46

hi(mm) || 96.5 75

Vi(m/s) || 0.650 | 0.581

h(mm) 35 5
U(m/s) || 0.601 | 0.670
G(mm) 0 0

TABLE 5.1 — Parametres des trois mascarets étudiés.

154



5.2.2 Les champs de M-FTLE

5.2.2 Les champs de M-FTLE

On va calculer les champs de M-FTLE sur un maillage cartésien régulier comportant
160 000 noeuds (400 par 400) avec un temps d’intégration T' = 28, pour des champs de
vitesse du mascaret a différents instants au passage du front. Pour cela, on calcule les
valeurs de M-FTLE en chaque nceud du maillage a l'instant initial ¢5. On prend un
traceur de forme circulaire de centre xq et de rayon ry a l'intérieur duquel la distribution
des particules est uniforme. La matrice des moments d’ordre 2 est égale a 5 I avec

T2

g = ZO. Par exemple, si on prend P = I, le rayon de cercle initial est égale 1y = 2 (voir
la figure 5.9). (Quand on calcule les champs de M-FTLE , I’évolution temporelle de la
matrice des moments d’ordre 2 et le transport des particules on suppose que to =0 a
I'instant considéré).

1
:
1
[ !
A o N ¢ ¢ o
H N 4 1
! =
H ,/l\\ :
dy:8i ————— 0-—%--+—-7\—-o—-——-+ ————— ¢ -——-—-=--
i NP4 !
i //\\ EEVaRVaRVaR
v k..)(#)(..X#)(‘\/, o dy
N A AN AN AN I AU T
/’ 1 \\\ 1
----- 0--f\--?—-j--o-----b—----u------
N :
/ |\\ 1
[ 3
‘ \ Y ’; L 2 Y L 4
\ 1 // 1
~_ 1~ 1
1 1
1 1
Tdx=8

FIGURE 5.9 — Illustration de la grille principale (cercles rouges et lignes vertes) et la
grille auxiliaire (cercles bleus et lines noir) utilisés dans le calcul des valeurs de M-FTLE.
On peut choisir rg = a dz ot a €]0 : 1], pour cet exemple, on choix ry = 0.25 dx = 2.
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5. Application a des données analytiques et expérimentales

5.2.2.1 Cas du nombre de Froude Fr =1.29

Pour le nombre de Froude Fr = 1.29, la Figure(5.10) représente des champs de
vitesse lors du passage du mascaret a différents instants au passage du front : ¢t = 10,2 s,
t=10,6s,t =11 sett=11,4 s [50].

F1cURE 5.10 — Champs de vecteurs vitesse et iso contours de la composante longi-
tudinale U des vitesses du mascaret a différents instants au passage du front pour
Fr=129,en (a) t=102s, (b)t=10.6s, (c)t =11 set (d) t = 11.4 s.([50])

La figure(5.11) montre une image obtenue avec 'algorithme LIC a partir d'un
bruit blanc pour différents instants au passage du front ou le temps d’intégration est
T = 80 dt, sur un maillage cartésien régulier contenant 507 123 pixels (841 x 603).
Avant larrivée du mascaret, on voit que 1’écoulement initial est uniforme (voir figure
5.11(a)). A Tarrivée du mascaret, a été observé une ligne de séparation (la zone de
mélange) en haut de I’écoulement ou a lieu la rencontre entre 1’écoulement principal
et le ressaut se propageant en sens inverse, et des zones de recirculation (les zones de
faible vitesses) au fond de canal (voir figure 5.11(d)).
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5.2.2 Les champs de M-FTLE

Les lignes de courant ainsi que le critere ) sont présentés sur la figure(5.12) pour
différents instants au passage du front. Avant 'arrivée du mascaret, on voit que les
valeurs du critere () sont presque égales a zéro, sauf des valeurs a proximité de la surface
libre sur la figure (5.12(a)). A larrivée du mascaret, en haut de canal, une zone de @
négative indique qu’une zone de cisaillement a lieu a la rencontre entre 1’écoulement
principal et le ressaut se propageant en sens inverse sur les figures (5.12(b), 5.12(c)),
les lignes de courant matérialisent des tourbillons au fond de canal (dans la couche
limite) sur les figures (5.12(d), 5.12(e), 5.12(f)).

La Figure(5.13) représente quelques exemples de champ M-FTLE obtenus pour
différents instants au passage du front et pour le temps d’intégration 7' = 2 s.

& La Figure(5.13(a)) représente le champ de M-FTLE avant 'arrivée du mascaret.
On observe que :

e Les valeurs M-FTLE sont maximales pres de la surface libre.

e Au milieu, les valeurs de M-FTLE sont tres faibles parce que 1’écoulement
initial est uniforme. Si on prend un domaine contenant le traceur de cen-
tre x0(250,200) et de rayon ry = 4, on note que la trajectoire s’incurve
vers le haut et le niveau d’eau monte (figure 5.14(a)). L’évolution du mo-
ment P2 diminue tandis que le moment P augmente, ce qui correspond
a une contraction selon z et une élongation selon y (voir Figure 5.14(b)).
L’évolution du moment P,, est divisé en deux phases. Une premiere phase
d’augmentation avec un dépassement de la valeur initiale, ce qui exprime
une rotation dans le sens trigonométrique. Une seconde phase de diminu-
tion qui représente une rotation dans le sens horaire du traceur de particules,
mais la rotation est tres faible (Figure 5.14(c)). Sur la Figure(5.14(d)), en
observant les évolutions du demi-petit axe et du demi-grand axe de I’ellipse,
on peut voir que le changement de cercle initial est presque négligeable lors
du transport (voir Figure 5.14(e)).

e Au fond du canal, dans la couche limite, de la méme maniere que lors de la
discussion précédente, on note une augmentation des valeurs de M-FTLE
de certaines zones. Si on prend la position initiale du traceur xq(770,60)
(voir Figure 5.15), on note que la trajectoire du centre de domaine est tour-
billon faible (Figure 5.15(a)). L’évolution du moment P,2 diminue tandis
que le moment P, augmente, ce qui correspond a une contraction selon
x et une élongation selon y et l'effet inverse se produit ensuite (voir Fig-
ure 5.15(b)). L’évolution du moment P,, augmente avec un dépassement
de valeur initiale, ce qui exprime une rotation dans le sens trigonométrique
(voir Figure 5.15(c)). Sur la Figure(5.15(d)) on voit 1’évolution du demi-petit
axe et du demi-grand axe de lellipse. Sur la Figure(5.15(e)) est présentée la
déformation de la région contenant le traceur. Dans les zones ou les valeurs
de M-FTLE sont maximales, il y a de petits tourbillons.

& Les Figures 5.13(b), 5.13(c), 5.13(d) et 5.13(e) présentent le champ de M-FTLE
a arrivée du mascaret. On observe 'apparition de plus grandes valeurs de M-
FTLE la ou I’écoulement principal et le ressaut s’affrontent.

e Dans le domaine D = [700,950] x [380,500] de la Figure(5.13(d)), on note
que les plus fortes valeurs de M-FTLE divisent la zone en deux régions de
vitesses différentes (couche de mélange). On prend trois positions initiales
des centres des domaine contenant le traceur x¢(800,435) en bas de la zone
de couche de mélange, x((800,446) dans la zone de couche de mélange et
x0(800,460) en haut de la zone de couche de mélange et on prend le rayon
initial du domaine contenant le traceur ro = 1. On note que :

¢ Les trajectoires des centres initiaux des domaines contenant le traceur
s’incurvent vers le haut en haut de la zone de couche de mélange (figure
5.16(c)), s’enroulent dans celle-ci, figure(5.16(b)) et s’incurvent vers le
bas (figure 5.16(a)).
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5. Application a des données analytiques et expérimentales

¢ Le moment P, pour les trois positions initiales est presque constant,
tandis que le moment P,» dans la zone de couche de mélange, augmente,
ce qui correspond globalement & une élongation selon y (Figure5.17(c)).
En bas de la zone de couche de mélange les valeurs de P,z et P, sont
presque constantes. On peut voir que le changement de cercle initial est
presque négligeable lors du transport (Figure 5.17(a)). En haut de la
zone de couche de mélange, la valeur P2 diminue, ce qui correspond a
une élongation faible selon et une contraction selon y (Figure5.17(e)).

4 L’évolution du moment P,, des trois positions initiales diminue ce qui
représente une rotation dans le sens horaire du traceur de particules
mais la rotation est tres faible (figure 5.17(b), 5.17(d), 5.17(f)).

Sur les figures(5.18(a),5.18(¢c),5.18(e)) on voit que 1’évolution du demi-petit
axe et du demi-grand axe de lellipse. Les figures 5.18(b) 5.18(d),5.18(f))
présentent les domaines contenant le traceur dans les trois positions initiales,
au temps d’intégration T' = 2 s, avec un cercle de méme centre d’ellipse et
de rayon égal au rayon initial du domaine contenant le traceur.

e Au milieu, les valeurs de M-FTLE sont tres faibles parce que 1’écoulement
initial est resté uniforme. Si on prend le centre du traceur xq(500,250) et
le rayon ry = 1, on remarque les éléments suivants : la trajectoire s’incurve
vers le haut, le niveau d’eau monte (Figure 5.19(a)). L’évolution du moment
P> diminue tandis que le moment P augmente, ce qui correspond a une
contraction selon z et une élongation selon y (Figure 5.19(b)). L’évolution
du moment P,, diminue qui représente une rotation dans le sens horaire du
traceur de particules, mais la rotation est tres faible (Figure 5.19(c)) et on
voit cela sur la Figure 5.19(c) qui représente 1’évolution temporelle de 1’angle
de rotation. Sur la Figure 5.19(d), on voit les évolutions du demi-petit axe et
du demi-grand axe de 'ellipse. On peut voir que, le changement du domaine
contenant le traceur lors du transport, au temps d’intégration 7" = 2, est
presque négligeable.

e Au fond du canal, dans la couche limite, on note 'apparition d’'une augmenta-
tion des valeurs de M-FTLE dans certaines zones. Dans ces zones il y a de
petits tourbillons. Si on prend le centre du traceur x¢(500, 80) et le rayon
ro = 1, on note que la trajectoire du centre du domaine est elliptique (figure
5.20(a)). L’évolution du moment P,2 diminue tandis que le moment P> aug-
mente, ce qui correspond a une contraction selon x et une élongation selon
y et Leffet inverse se produit ensuite (figure 5.20(b)). L’évolution du mo-
ment P, augmente avec un dépassement de valeur initiale, ce qui exprime
une rotation dans le sens trigonométrique (Figure 5.20(c)). On voit cela sur
la Figure(5.20(c)) qui représente 1’évolution temporelle de 'angle de rota-
tion. La Figure(5.20(d)) voit I’évolution du demi-petit axe et du demi-grand
axe de Dellipse. sur la Figure(5.20(f)) présente la déformation du domaine
contenant la traceur au temps d’intégration 7' = 2 s.

& Les Figures 5.13(f), 5.13(g), 5.13(h), 5.13(i) présentent le champ M-FTLE au pas-
sage de la premiere vague du mascaret. En haut, on observe I'apparition d’une
zone de grandes valeurs du M-FTLE vers le haut a la largeur de la base a la
vague. Au milieu, les valeurs de M-FTLFE sont tres faibles parce que I’écoulement
est resté uniforme. Au fond du canal, dans la couche limite, on note ’apparition
de fortes valeurs dans certaines zones ou il y a de petits tourbillons.

& Les Figures 5.13(j), 5.13(k), 5.13(1) présente le champ M-FTLE entre deux vagues
du mascaret, En haut, on observe que les plus fortes valeurs sont pres de la
surface libre. Au milieu, les valeurs de M-FTLE sont faibles mais on note une
augmentation faible des valeurs de certaines zones.

on trouve un Structure Cohérente de Lagrangienne LCS parabolique dans la zone
de mélange.
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FIGURE 5.11 — Les LIC' sur un bruit blanc pour décrire des champ vitesses
expérimentaux du mascaret pour Fr = 1.29 a différents instants au passage du front,
pour un temps d’intégration 7" = 8 s et sur un maillage cartésien régulier contenant

507 123 pixels(841 x 603)
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(e) ()

FIGURE 5.12 — Lignes de courant et critere ) pour décrire les champs de vitesses
expérimentaux du mascaret pour Fr = 1.29 a différents instants au passage du front.
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FI1GURE 5.13 — Champs de M-FTLE calculés avec la méthode des moments d’ordre 2
avec un temps d’intégration T" = 2 s, pour des champs de vitesse du mascaret pour
Fr =1.29.
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FIGURE 5.14 — Le nombre de Froude Fr = 1.29. Avant larrivée du mascaret, on
prend la position x¢(200,250) (au milieu du canal) qui est le centre du domaine initial
contenant le traceur. (a) La trajectoire issue de x pour un temps d’intégration ' = 2 s,
(b) Evolution des moments P2 et P,p. (c) Evolution du moment P,,. (d) Evolution
du demi-grand axe et demi-petit axe du domaine initial contenant le traceur. (e) Le
domaine contenant le traceur au temps d’intégration 7' = 2 s et un cercle de méme
centre de domaine et de méme rayon que celui du domaine initial contenant le traceur.
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la position x((770,60) (au fond du canal) qui est le centre du domaine initial contenant
le traceur.(a) La trajectoire de xo pour un temps d’intégration 7' = 2 s, (b) Evolution
des moments P,z et P,. (c¢) Evolution du moment P,,. (d) Evolution du demi-grand
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(¢) La positon initiale x(800, 460)

1.29. A Tarrivée du mascaret (figure

5.13(d)), on prend en bas de la zone de couche de mélange la position x4(800,435),
dans la zone la position x((800,446) et en haut de la zone la position x0(800,460) qui
sont les centres initiaux des domaines contenant le traceur. La trajectoire issue des

trois positions.
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s 1emg

(a) Evolution des moments Pz, P> de la posi- (b) Evolution du moment P,, de la position
tion x(800, 435) x(800, 435)

reme

(c) Evolution des moments Pz, P> de la posi- (d) Evolution du moment P,, de la position
tion x(800,446) x(800, 446)

(e) Evolution des moments Pz, P2 de la posi- (f) Evolution du moment P,, de la position
tion x(800,460) x(800, 460)

FIGURE 5.17 — Evolution des moments P2, Pp et P,y des trois positions (voir figure
5.16).
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(a) Evolution du demi-grand axe et du demi- (b) Evolution du domaine contenant le traceur
petit axe de la position x(800,435) de la position x(800, 435)

(c) Evolution du demi-grand axe et du demi- (d) Evolution du domaine contenant le traceur
petit axe de la position x(800, 446) de la position x(800, 446)

P52 Methode B35 moments_E00_y4

(¢) Evolution du demi-grand axe et du demi- (f) Evolution du domaine contenant le traceur
petit axe de la position x(800,460) de la position x(800, 460)

FIGURE 5.18 — Evolution temporelle du demi-petit axe et du demi-grand axe des trois
position (voir figure 5.16). Evolution temporelle du domaine initial contenant le traceur
pour ces trois cas.
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FIGURE 5.19 — Le nombre de Froude Fr = 1.29. A Darrivée du mascaret (figure
5.13(d)), on prend la position x¢(500,200) (au milieu du canal) qui est le centre du
domaine initial contenant le traceur. (a) La trajectoire issue de la position x¢ pour un
temps d’intégration T = 2 s, (b) Evolution des moments P,z et Pp. (c) Evolution du
moment P,,. (d) Evolution du demi-grand axe et demi-petit axe du domaine initial
contenant le traceur. (e) Evolution de I’angle de rotation du domaine initial contenant
le traceur. (f) Le domaine contenant le traceur au temps d’intégration 7" = 2 s et
un cercle de méme centre de domaine et de méme rayon que celui du domaine initial
contenant le traceur.
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FIGURE 5.20 — Le nombre de Froude Fr = 1.29. A Darrivée du mascaret (figure
5.13(d)), on prend la position x¢(500,80) (au fond du canal) qui est le centre du do-
maine initial contenant le traceur. (a) La trajectoire issue de la position x pour un
temps d’intégration T = 2 s, (b) Evolution des moments P,z et Pp. (c) Evolution du
moment P,,. (d) Evolution du demi-grand axe et demi-petit axe du domaine initial
contenant le traceur. (e) Evolution de I’angle de rotation du domaine initial contenant
le traceur. (f) Le domaine contenant le traceur au temps d’intégration 7" = 2 s et

un cercle de méme centre de domaine et de méme rayon que celui du domaine initial
contenant le traceur.
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5.2.2.2 Cas du nombre de Froude Fr = 1.46

Pour le mascaret ayant un nombre de Froude de 1.46, on constate que les éteules
ont quasiment disparu et que la variation d’amplitude apres le passage du front est
vraiment minime, méme si les champs de vitesse varient avec le temps (voir la Fig-
ure 5.21). L’organisation du mascaret intermédiaire pour un Fr = 1.46 reste assez
proche du mascaret ondulant. Le passage du mascaret génere un fort ralentissement
de 1’écoulement et la région de décélération est plus verticale. L’impact sur la couche
limite est plus important et une inversion générale du courant apparait sur le radier
(fond du canal).

La figure(5.22) montre une image obtenue avec I’algorithme LIC & partir d’un bruit
blanc pour différente instants au passage du front ou le temps d’intégration 7" = 80 dt
s, sur un maillage cartésien régulier contenant 641601 pixels(801 x 801). Avent 'arrive
du mascaret, on voit que ’écoulement initial est uniforme (voir figure 5.22(a)). A
larrivée du mascaret, a été observées une ligne de séparation (la zone de mélange) en
haute de I’écoulement ou a lieu la rencontre entre 1’écoulement principal et le ressaut
se propageant en sens inverse et des zones de recirculation, au fond de canal il y a
des zones de recirculation (les zones de faible vitesses) au fond de canal (voir figure
5.22(d)).

Les lignes de courant ainsi que le critére Q sont présentés sur la figure(5.23) pour
différents instants au passage du front. Avant 'arrivée du mascaret, on voit que les
valeurs du critere () sont presque égales a zéro, sauf des valeurs a proximité de la
surface libre sur la figure (5.12(a)). A larrivée du mascaret, en haut(zone de mélange)
du canal et au fond du canal (dans la couche limite) les lignes de courant matérialisent
des tourbillons sur les figures (5.12(b), 5.12(c), 5.12(d), 5.12(e), 5.12(f)) ou les régions
positives de () mettent en exergue une zone ou le taux de rotation est supérieur au
taux de déformation et traduit la présence d’un tourbillon.

La figure(5.24) présente quelques exemples de champs M-FTLE avec la méthode
des moments d’ordre 2, pour un temps d’intégration 7" = 2s (pas de temps dt = 0.025 s)
et sur un maillage cartésien régulier contenant 160 000 noeuds (400 par 400).

& La Figure(5.24(a)) présente le champ de M-FTLE avant l'arrivée du mascaret.
e On voit que les M-FTLFE sont maximales pres de la surface libre.
e Au milieu, On remarque que les valeurs de M-FTLE sont faibles parce que
I’écoulement initial est uniforme. Si on prend un domaine de forme circulaire

contenant le traceur de centre x(150,200) et de rayon 1o = 1, on remarque

les éléments suivants : ) )
— Latrajectoire s’incurve vers le haut, le niveau d’eau monte (Figure 5.25(a)).

— L’évolution du moment P,» diminue tandis que le moment P,» augmente,
ce qui correspond a une contraction selon x et une élongation selon y et
leffet inverse se produit ensuite (Figure 5.25(b)).

— L’évolution du moment P,,, est divisé en deux phases. Une premiere phase
de diminution qui représente une rotation dans le sens horaire du traceur
de particules. Une seconde phase d’augmentation avec un dépassement de
valeur initiale, ce qui exprime une rotation dans le sens trigonométrique,
mais 'angle de rotation est tres petit (Figure 5.25(c)).

— Sur la figure(5.25(e)) on observe que les évolutions du demi-petit axe et
du demi-grand axe de l'ellipse. On note que la déformation du domaine
circulaire contenant le traceur est presque négligeable lors du transport
(voir figure(5.25(f))).

e Au fond du canal, dans la couche limite, on note une augmentation de valeurs
de M-FTLE parce que, les trajectoire sont plus courtes par rapport aux
trajectoires qui se trouvent au centre de I’écoulement : on constate ¢a sur la
Figure (5.26) ou on considere des positons initiales du domaine contenant
le traceur x(150, 36 + 2¢) ;i = 25.

Si on prend un domaine contenant le traceur de centre x((150,50) et de

rayon ro = 1, on remarque les éléments suivants :
— La trajectoire du centre du domaine est un tourbillon de faible intensité

(Figure 5.27(a)).
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— L’évolution du moment P,» augmente et le moment P, augmente, ce qui
correspond a une contraction selon y et a une élongation selon x et l'effet
inverse se produit ensuite (figure 5.27(b)).

— L’évolution du moment P,, d’augmentation (Figure 5.27(c)) avec un dépassement
de valeur initiale, ce qui exprime une rotation dans le sens trigonométrique
(Figure 5.27(d)).

— Sur la figure(5.27(e)) on observe ’évolution du demi-petit axe et du demi-
grand axe de 'ellipse. Sur la figure 5.27(f) et présenté la déformation du
domaine contenant le traceur. Au fond du canal, les fortes valeurs de
M-FTLFE divisent le fond en deux régions de vitesses différentes.

& Les Figures(5.24(b), 5.24(c)) présentent le champ M-FTLE a l'arrivée du mascaret.

On observe I'apparition de plus grandes valeurs du M-FTLFE parce que le front
du mascaret en surface présente une vitesse négative, qui génere dans la couche
supérieure des structures tourbillonnaires comme dans une couche de mélange
(Figure 5.28).
Dans le domaine D = [650,950] x [200, 400] sur la figure(5.24(b)). On note que,
les plus fortes valeurs de M-FTLE divisent la zone en deux régions de vitesses
différentes (couche de mélange) ou les particules en haut de la zone de couche
sont transportées dans le sens inverse de I’écoulement principal.

On prend des positions du centre du domaine contenant le traceur x;,(xg, yo) ol
xg =940+ 10 i et yo = 330+5 5 (oui = 1,2,3,4 et j = 1,---,12) (Dans
[940 : 970] x [330 : 390]). On veut étudier ’évolution temporelle de ces do-
maines dans cette zone (voir Figure 5.29). On note qu’il y a dans la couche
supérieure des structures tourbillonnaires comme dans une couche de mélange
parce que le front du mascaret en surface présente une vitesse négative (Figures
5.29(d),5.29(e),5.29(f),5.29(g) ).

Au milieu, les valeurs de M-FTLE sont faibles parce que I’écoulement initial est
resté uniforme. Au fond du canal, dans la couche limite, on note I'apparition de
fortes valeurs de M-FTLE dans certaines zones. Dans ces zones, il y a des petits
tourbillons. La figure(5.30) présente I’évolution temporelle des domaines initiaux
contenant les traceurs et les trajectoires des centres de ces domaines et on voit des
petits tourbillons dans la zone de couche limite (on prend des positions du centre
du domaine contenant le traceur x;,(zo,yo) ot zg =940+ 10 i et yo =40+ 5 j
oni=1,2,34etj=1,---,12).

& Les Figures 5.24(d), 5.24(f) présentent le champ de M-FTLE au passage de la
premiere vague du mascaret. En haut, on n’observe pas d’apparition d’une zone
de grandes valeurs du M-FTLFE, parce que la hauteur de vague h est tres petite.
Au milieu, les valeurs de M-FTLE sont tres faibles parce que ’écoulement initial
est resté uniforme. Au fond du canal, dans la couche limite, de la méme facon,
on note une augmentation de valeurs dans certaines zones qui semblent former
de petits tourbillons.

& La Figure(5.24(e)) présente le champ de M-FTLE entre deux vagues du mascaret.
En haut, on observe que le niveau d’eau monte le front de mascaret. Au mi-
lieu, les valeurs de M-FTLFE sont faibles mais on note ’apparition d'une légere
augmentation dans certaines zones.

on observe que des bouffées turbulentes viennent contaminer ’écoulement central uni-
forme et un épaississement des couche limite. On ne trouve pas de structure cohérente
de lagrangienne LCS.
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5.2.2 Les champs de M-FTLFE

FIGURE 5.21 — Champs de vecteurs vitesse et iso contours de la composante longi-
tudinale U des vitesses d’écoulement au passage du mascaret a différents instants au
passage du front; Fr = 1,46 ,(a) t = 10,2 s, (b) t = 10,6 s, (c) t = 11 s et (d)
t=11,4 s.([50])
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FIGURE 5.22 — Les LIC' sur un bruit blanc pour décrire des champ vitesses
expérimentaux du mascaret pour Fr = 1,46 a différents instants au passage du front,

pour un temps d’intégration 7' = 8 s et sur un maillage cartésien régulier contenant
641601 (801 x 801) pixels.
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FIGURE 5.23 — Les champs de critere () pour décrire les champs de vitesse
expérimentaux du mascaret pour Fr = 1,46 a différents instants au passage du front
avec des lignes de courant.
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FIGURE 5.24 — Champs de M-FTLE calculés a partir des vitesses expérimentales du
mascaret pour Fr = 1.46 a différents instants au passage du front, pour un temps
d’intégration 7' = 2 s et sur un maillage cartésien régulier contenant 160000 noceuds.
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(e) (f)

FIGURE 5.25 — Le nombre de Froude Fr = 1.46. Avant l'arrivée du mascaret, on
prend la position x¢(150,200) (au milieu du canal) qui est le centre du domaine initial
contenant le traceur. (a) La trajectoire issue de xg sur la figure (5.24(a)) pour un temps
d’intégration T = 2 s. (b) Evolution des moments P,z et P,2. (c) Evolution du moment
Pyy. (d) Evolution du demi-grand axe et demi-petit axe du domaine initial contenant
le traceur. (e) Evolution de I'angle de rotation du domaine initial contenant le traceur.
(f) Le domaine contenant le traceur au temps d’intégration 7' = 2 s et un cercle de
méme centre de domaine et de méme rayon que celui du domaine initial contenant le

traceur.
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FIGURE 5.26 — Avant 'arrivée du mascaret, au fond du canal, dans la couche limite, les
trajectoire des positions initiales du domaine contenant le traceur x(150,36 + 2i) ;i =
25. on note les trajectoires des particules dans la couche limite sont plus courtes par
rapport aux trajectoires qui sont au dessus.
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FIGURE 5.27 — Le nombre de Froude F'r = 1.46. Avant l'arrivée du mascaret (sur la
figure (5.24(a))), on prend la position x((150,50) (au fond du canal) qui est le centre
du domaine initial contenant le traceur. (a) La trajectoire issue de xo pour un temps
d’intégration T = 2 s. (b) Evolution des moments P,» et Pp. (c) Evolution du moment
Py
le traceur. (e) Evolution de I’angle de rotation du domaine initial contenant le traceur.
(f) Le domaine contenant le traceur au temps d’intégration 7" = 2 s et un cercle de
méme centre de domaine et de méme rayon que celui du domaine initial contenant le

traceur.

(d) Evolution du demi-grand axe et demi-petit axe du domaine initial contenant
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FIGURE 5.28 — A Darrivée du mascaret, les trajectoires des positons initiales du domaine
contenant le traceur x(950,280 + 44) ;i = 20. Les points dans la zone de couche de
mélange.
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FIGURE 5.29 — Evolution temporelle pour des traceurs de particules sous un écoulement
de type mascaret et les trajectoires de ses centres. Si le centre x¢(940,315) en
(b), %0(940,325)en (c), x0(940,330) en (d), x¢(940,335) en (e), x¢(940,340) en (f),
X0(940,345) en (g). La couleur jaune pour domaine initial contenant le traceur, bleue
pour l'ellipse qu’il décrit ’évolution de la matrice des moment d’ordre 2 dans le trans-
port, rouge pour le cercle de centre de l'ellipse et de rayon du domaine initial. La

trajectoire est représentée en vert.
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FIGURE 5.30 — Evolution temporelle pour des traceurs de particules dans un écoulement
de type mascaret et les trajectoires de ses centres. Si le centre x0(950,37) en (b),
x0(950,54)en (c), x¢(950,70) en (d) et x¢(950,79) en (e). La couleur noir pour le
domaine initial contenant le traceur, rouge pour 'ellipse qu’il décrit I’évolution de la
matrice des moment d’ordre 2 dans le transport , violete pour le cercle de centre de
I’ellipse et de rayon du domaine initial. La trajectoire est représentée en bleue.
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5.3. CONCLUSION

5.3 Conclusion

Les résultats concernent l'identification des structure d’écoulement de mascaret
(nombres de Froude F'r = 1,29) a 'aide de I’exposant de Lyapunov a temps fini FTLE
a partir des moments d’ordre 2. Avant le passage du front du ressaut, le mouvement
des particules est rectiligne et uniforme. Le champ de M-FTLE est également uniforme
sauf au fond de canal. Dans la couche limite, les trajectoires sont courtes parce que les
vitesses sont faibles et semblent former de petits tourbillons, donc les valeurs de M-
FTLE augmentent. Au niveau du front, on observe une élévation et un ralentissement
des particules et 'apparition d’une zone de couche de mélange sous la surface libre.

Pour un nombre de Froude Fr = 1,46, le front du mascaret en surface présente
une vitesse négative qui génere dans la couche supérieure des structures tourbillonnaires
comme dans une couche de mélange, donc les valeurs de F'I'LE sont maximales prés de
la surface libre. Au milieu, les valeurs de M-FTLE sont faibles parce que 1’écoulement
initial est uniforme. Au fond de canal, les valeurs de M-FTLE sont maximales parce
que, dans la couche limite, se produit localement une inversion du sens de 1’écoulement
donc les trajectoires semblent former de petits tourbillons.

On observe que les plus grandes valeurs de M-FTLE se situent au voisinage de
la surface libre et des zones de couche de mélange (Fr = 1,29) ou des structures
tourbillonnaires (F'r = 1,46) ou la génération d’une couche de mélange tourbillonnaire
entre ’écoulement incident et la partie supérieure de I’écoulement réfléchi. Au fond du
canal, on observe des zones de tourbillons.

Dans cette exemple, on trouve un Structure Cohérente de Lagrangienne LCS parabolique
dans la zone de mélange pour F'r = 1,29. Pour F'r = 1,46, on trouve : il y a des bouffées
turbulentes viennent contaminer ’écoulement central uniforme et un épaississement
des couche limite. On ne trouve pas de structure cohérente de lagrangienne LCS. Les

couches de mélange au fond et en haut de I’écoulement sont la cause de les fortes valeurs
de M-FTLE.
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Chapitre

Conclusion et perspectives

Ce travail de doctorat a été 'occasion d’étudier I’approche lagrangienne pour vi-

sualiser et identifier les structures cohérentes dans un écoulement instationnaire. Les
écoulements étudiés peuvent étre soit numériques, soit expérimentaux. Les exposants

de Lyapunov a temps fini sont bien connus dans I’étude des systemes dynamiques. Ils
montrent la croissance asymptotique des perturbations infinitésimales et permettent
d’identifier les structures cohérentes lagrangiennes (LCS). Cependant, la méthodologie
de calcul actuelle des FTLE exige I’évaluation numérique d’un grand nombre de tra-
jectoires de particules fluides sur un maillage cartésien ou adaptatif qui est superposé

aux champs de vitesses simulés ou mesurés. A partir des années 2000, le calcul des
champs de FTLE pour d’identification des structures cohérentes lagrangiennes (LCS)
a émergé dans les ceuvres de Wiggins, Haller, Marsden, Lekien et Shadden.

Le travail de cette these, a été de définir une nouvelle méthode pour le calcul du
champ de FTLE dun écoulement. Pour cela, au chapitre trois nous avons développé
la méthode de transports des moments pour un domaine contenant des traceurs pas-
sifs (particules fluides). Cela a permis en étudiant ’évolution temporelle des moments
centrés d’ordre 2, et en 'assimilant géométriquement ces domaines a des ellipses en
(2D) ou ellipsoide en (3D), de donner une nouvelle définition des FTLE, au chapitre
quatre, les M-FTLE, qui permettent de quantifier I’étirement de ces domaines au cours
du temps. Nous avons validé cette approche, en montrant théoriquement que notre
champ de M-FTLFE correspondait au champ de FTLFE calculé a partir du tenseur de
Cauchy-Green [3]. Nous I'avons comparé numériquement au FTLE pour des exemples
de champs de vitesses classiques de la littérature (champ de vitesse linéaire, hyper-
bolique, double-gyre), et nous avons montré sa stabilité vis-a-vis du rayon du domaine
circulaire initial.

Cette méthode de calcul a été a appliquée, au chapitre cing, a des données de champ
de vitesse expérimental du mascaret obtenu par PIV au sein l'institut Pprime. Elle a
permis d’identifier les zones de mélange de 1’écoulement, en particulier dans la partie
haute de I’écoulement ou a lieu la rencontre entre 1’écoulement principal et le ressaut
se propageant en sens inverse. Au fond du canal, on a visualisé la couche limite et la
zone de tourbillons.

Notre calcul de FTLE, a partir de la méthode des moments d’ordre 2, a ’avantage
pour le calcul en un point, de transporter ce point et un moment centré autour de ce
point (En 2D, pour utiliser la méthode de M-FTLE, on a besoin de résoudre les cinq
équations différentielles (deux pour la trajectoire et trois pour les moments), tandis
que la méthode de FTLE a besoin de résoudre les dix équations différentielles). Alors
que la méthode de calcul classique nécessite le transport d’au mois quatre points pour
évaluer le tenseur de Cauchy-Green. De plus, notre méthode est stable vis-a-vis du
rayon du domaine circulaire initial.
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Perspectives

Passage 3D : On a calculé le champ de M-FTLE dans des écoulement a deux dimen-
sions. La suite logique serait de calculer le champ de M-FTLE sur des écoulements
en trois dimensions.

Maillage adaptatif : Dans les endroits ou I’écoulement est plus complexe, ou le
champ d’exposants de Lyapunov connait des variations tres violentes. Un mail-
lage régulier ne nous permet pas d’avoir des résultats précis a moins d’appliquer
la précision nécessaire a la capture des crétes a tout le domaine, provoquant une
explosion du temps de calcul. C’est la que 'adaptation de maillage entre en jeu.
L’idée est de concentrer le nombre de mailles la ou c’est réellement nécessaire,
la ou le probleme mérite notre attention et notre temps de calcul. il serait tres
intéressant de calculer le champ de M-FTLE sur un maillage adaptatif.

Transport /diffusion : Nous avons commencé & aborder ce sujet a la fin du chapitre
trois, mais sans le développer par la suite. Mais il serait tres intéressant de calculer
le champ de M-FTLE pour des problémes d’advection/diffusion.

Moments d’ordre supérieur : ’étude du transport de ces moments nous donnera
des informations supplémentaires sur la courbure (torsion) et les non-linéarités.

Ecoulement compressible : étude des écoulements compressibles mais cela nécessite
de nouvelle équations de transport pour calculer le champ de M-FTLE.

Particules solides : stabilité du trajectoire de particules solides avec une inertie,
décrite par les équations de Mazxey-Ryley.
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Résumé

Avec le développement de la technologie, les mesures des champs de vitesse instationnaire
sont disponibles maintenant. Il s’en suit une augmentation de l'intérét de ’analyse lagrangi-
enne des données. Un outil central pour analyser les écoulements est ’exposant de Lyapunov
a temps fini (FTLE). Il permet d’identifier les structures cohérentes lagrangiennes LCS qui
apparaissent comme des crétes du champ de FTLE. Les LCS sont des quasi barrieres de
transport et séparent le domaine fluide en régions aux propriétés dynamiques différentes.
Cependant, la méthodologie de calcul actuelle des FTLE exige 1’évaluation numérique d’un
grand nombre de trajectoires de particules fluides sur un maillage cartésien ou adaptatif qui
est superposé aux champs de vitesses simulées ou mesurées.

Dans ce travail de these, nous proposons une nouvelle méthode de calcul du champ de
I’exposant de Lyapunov a temps fini F'TLE. Pour cela, nous utilisons la méthode des moments
d’ordre 2 qui permet d’évaluer au cours du temps la dispersion des particules distribuées
uniformément dans un domaine circulaire ou elliptique. Nous appelons ce nouveau champ
scalaire, champ de M-FTLE. Nous validons cette approche, théoriquement en tout point du
domaine fluide en comparant M-FTLE et FTLE et aussi en faisant la comparaison sur des
exemples classiques (champ de vitesse linéaire, circulaire ou hyperbolique) et sur un exemple
numérique (champ de vitesse du double gyre).

Cette méthode est alors appliquée sur des données expérimentales du champ de vitesse du
mascaret, obtenues au sein 'institut Pprime par vélocimétrie par image de particules PIV.

Mots-clés : FTLE, LCS, méthode des moments, structure cohérente, écoulement instation-
naire, mascaret.

Abstract

With the development of technology, instantaneous flow fields coming from experiments
or numerical simulation are available now. It has been followed by a rise of interest for the
Lagrangian analysis of such data. One central tool to analyze the flow fields is the Finite Time
Lyapunov Exponent (FTLE). It allows to the identify of the Lagrangian Coherent Structures
(LCS) which appear as ridges in the FTLE fields. The LCS are quasi transport bareers and
separatte the fluid domain into regions which have different dynamic properties. However,
the computation methodology currently used in order to obtain the FTLFE requires numerical
evalution of a large number of fluid particle trajectories on cartesian or adaptive meshes that
are superimposed on the original data grid.

In this thesis, we propose a new method for calculating the Finite Time Lyapunov Ex-
ponent FTLE fields. For this, we use the method of second-order moments which allows to
evaluate over time the dispersion of particles uniformly distributed in a circular or elliptical
domain. We call this new scalar field, the M-FTLE field. We validate this approach theo-
retically, at every point of the fluid domain by comparing FTLE and M-FTLE and also by
the comparison of the classic examples (linear velocity field, circular and hyperbolic) and a
numerical example (velocity field of double gyre).

This method is then applied on experimental measurements of tidal bore velocity fields, ob-
tained within the institute Pprime by using a measurement technique called particle image
velocimetry (PIV).

Keywords : FTLE,LCS, moments method, Coherent structure, unsteady flow, Tidal bore.
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