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Avant-propos 
 

Ce manuscrit de thèse présente les travaux de recherche effectués au Laboratoire 

d’Electronique et Electromagnétique (L2E) de l’Université Pierre et Marie Curie, dirigé par 

Aziz Benlarbi-Delaï. Le sujet de recherche concerne l’amélioration de la résolution du 

problème direct en électroencéphalographie (EEG). C’est un sujet nouveau au L2E, initié lors 

d’un stage de Master, cette thèse présente les premiers travaux d’investigation et de recherche 

sur ce thème. 

Le projet a été proposé par David Lautru, ancien membre du L2E, ayant une expérience en 

bio-électromagnétisme, et Zhuoxiang Ren, membre du L2E, expert en éléments fini, et en 

collaboration avec Denis Schwartz, membre du centre EEG/MEG de l’Institut du Cerveau et 

de la Moelle épinière (ICM).  

Ce travail de thèse, débuté en janvier 2013, a été dirigé par Gérard Sou, membre du L2E, et 

par Zhuoxiang Ren. Un des objectifs finaux de la thèse est la mise en place d’un outil 

optimisé du type méthode d’éléments finis (MEF) (volumique) permettant la résolution 

optimale du problème direct et son implémentation dans Brainstorm pour un usage immédiat 

par les utilisateurs et notamment à l’ICM. 

Cette thèse rentre dans le cadre du programme « European Institute of Innovation and 

Technology EIT». Grâce à ce programme j’ai eu l’occasion d’effectuer plusieurs formations 

en management et en entreprenariat en France et en Europe. J’ai été, également, amené à 

effectuer une mobilité de 6 mois dans un laboratoire de recherche Européen. Cela m’a permis 

de prendre contact avec Carsten Wolters et son équipe, qui m’ont accueilli pendant la période 

allant d’avril 2015 à octobre 2015 à Institute for Biomagnetism and Biosignalanalysis (IBB) 

de Münster en Allemagne. Cette expérience m’a permis d’une part de travailler avec des 

personnes ayant une longue expérience dans ce domaine et d’une autre part de valider 

résultats obtenus durant les premières années de thèse au L2E.  

Cette collaboration avec IBB a permis d’envisager d’autres projets, notamment 

l’implémentation de la nouvelle méthode développée dans ce travail de thèse dans les outils 

SimBio-FieldTrip dans un futur proche. 

Le travail et la collaboration avec Denis Schwartz a permis de donner un aspect pratique et 

une visibilité expérimentale à nos résultats de simulation. Lors des travaux de validation, nous 

avons effectué des tests de localisation de sources à partir de signaux EEG réels. Les premiers 

résultats observés sont très prometteurs pour une possible implémentation de la MEF dans 

Brainstorm. 
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Résumé  

 La compréhension du fonctionnement du cerveau est un des défis majeurs des 

neurosciences. Pour appréhender cet organe in vivo, de nombreux dispositifs sont développés, 

parmi lesquels on retrouve l'électroencéphalographie (EEG). Elle mesure directement et d’une 

manière non invasive les signaux du cerveau avec une haute résolution temporelle. 

L’activation électrique d’une région dans le cerveau est modélisée par un dipôle de courant. 

Le principal objectif de l’EEG est le suivi de l'activité cérébrale pendant une tâche spécifique 

et la localisation/reconstruction des dipôles sources dans le cerveau. Elle est utilisée à la fois 

dans la pratique et dans les recherches en neuroscience. Le processus de localisation des 

sources implique la résolution d'un problème inverse qui nécessite des modèles de la solution 

du problème direct. Le problème direct concerne la prédiction du potentiel électrique, 

résultant de l'activité cérébrale, sur le scalp et ce à partir d'une répartition des sources données 

dans le cerveau. La précision de la localisation des sources dépend largement des 

performances de la solution du problème direct, qui est liée à la précision du modèle de tête, 

du modèle des sources ainsi que de la méthode de résolution du problème direct.  

 Actuellement, pour des raisons de simplicité de calcul et de rapidité, les algorithmes 

EEG utilisent principalement le modèle de tête sphérique multicouche ou la méthode des 

éléments de frontière pour résoudre le problème direct. L’amélioration de la résolution en 

EEG nécessite l’utilisation de modèles de têtes plus réalistes qui prennent en considération 

d’avantage de paramètres tels que l’inhomogénéité et l’anisotropie des tissus. C’est pour ces 

raisons que la méthode des éléments finis (MEF) est plus adaptée et a attiré l’attention de 

plusieurs chercheurs. Néanmoins, avec la discrétisation de la MEF, les sources peuvent 

présenter une singularité numérique, qui impacte négativement la solution du problème direct. 

Afin de remédier à ce problème des techniques telles que la méthode directe, la méthode de 

soustraction et la méthode de Saint Venant qui sont utilisées pour traiter la singularité. 

Cependant, toutes ces méthodes montrent des instabilités numériques dans le cas de sources 

situées à proximité des interfaces des tissus du cerveau. Pour y remédier une amélioration a 

été apportée à la méthode de Saint Venant au cours de cette thèse. 

 Ce mémoire donne un aperçu sur l’activité cérébrale, un rappel de la MEF, son 

application à la résolution du problème direct en EEG, le traitement de la singularité 

numérique et des instabilités près des interfaces, puis une présentation de la version modifiée 

de Saint-Venant qui est proposée et mise en œuvre. Nous validerons les résultats de la 

méthode modifiée de Saint-Venant dans des modèles de tête sphériques multicouches et des 

modèles de géométrie réelle. Pour finir, nous testerons cette méthode dans les outils et 

logiciels actuellement utilisés par la communauté EEG pour la localisation des zones activées 

dans le cerveau et nous montrerons les améliorations qui peuvent être apportées en utilisant 

l’approche de la méthode de Saint Venant modifiée proposée.  
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Abstract  
 

 Understanding the brain functions is one of the major challenges of neuroscience. 

To apprehend this organ in vivo many devices are developed, among them the 

electroencephalography (EEG). EEG measures directly and noninvasively the brain signals 

with high time resolution. The electrical activation of a region in the brain is modeled by a 

current dipole. The main objective of the EEG is monitoring the brain activity during a 

specific task and the location/reconstruction of the dipole sources within the brain. It is used 

both in practice and in research in neuroscience. The source’s localization process consists of 

solving an inverse problem that requires models of the solution of the direct or forward 

problem. The forward problem is the prediction of the electric potential on the scalp from a 

distribution sources in the brain. The accuracy of the source’s localization depends largely on 

the performance of the forward problem’s solution, which is related to the accuracy of the 

head model, the source model and the related method used to solve the forward problem. 

 Currently in practice for reasons of computational simplicity and speed, EEG codes 

use mainly the multilayered spherical head model or the boundary element method for solving 

the forward problem. Improving the EEG’s source localization requires the use of more 

realistic head models which take into account more parameters such as inhomogeneity and 

anisotropy of the tissues. For these reasons the finite element method (MEF) is best suited and 

attracted the attention of many researchers. Nevertheless, with the MEF discretization, the 

sources may bring a numerical singularity; this negatively impacts the solution of the forward 

problem. To treat this problem some techniques such as the direct method, the subtraction 

method and the method of Saint-Venant are developed. However, all these methods show 

numerical instabilities in the case from sources close to the interfaces of brain tissue. To 

remedy these instabilities a modification was made on the Saint-Venant’s method. 

 The report provides an overview on brain activity, a reminder of the MEF, its 

application for solving the forward problem in EEG, processing to treat the numerical 

singularity of the source and the instability near interfaces using the modified method of the 

Saint-Venant. We validate the results of the modified Venant’s method in models of 

multilayered spherical head and models with real geometries. Finally, we test this approach in 

tools and software currently used in practice for locating areas activated in the brain and 

shows the improvements that can be made using the method of modified Saint-Venant. 
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Introduction générale 
 

 

 

 Malgré les avancées significatives des recherches et des outils d’exploration du corps 

humain, le cerveau reste l’organe le plus complexe et le moins exploré de nos jours. Bien que 

les connaissances profondes des fonctions fondamentales du cerveau soient acquises, il reste 

encore de nombreuses questions ouvertes et plusieurs zones d’ombre, telle que l’apparition de 

certaines maladies comme la dépression et le développement de certaines pathologies 

neurologiques telles que Parkinson ou Alzheimer. 

Plusieurs outils, permettant l’exploration du cerveau et de ses activités, ont été mis au point et 

sont en constante évolution. Ces derniers sont devenus indispensables dans les examens 

cliniques, par exemple, lors de la localisation des foyers épileptiques pour les diagnostics 

préopératoires, la visualisation des lésions dues aux accidents vasculaires cérébraux, ou les 

effets secondaires suite à des traitements neurologiques. 

Selon le type de technologie utilisée, certains de ces outils permettent de créer des images 

anatomiques (structurelles), par exemple le scanner à rayons X ou l'imagerie par résonance 

magnétique (IRM). D'autres permettent d'observer les fonctionnalités du métabolisme, par 

exemple, l'imagerie par résonance magnétique fonctionnelle (IRMf); 

l'électroencéphalographie (EEG) et la magnétoencéphalographie (MEG).  

Dans cette thèse on s’est intéressé à l’électroencéphalographie (EEG). Cette technique permet 

de mesurer l’activité électrique du cerveau grâce à des électrodes placées sur la surface du 

scalp. Avec la MEG, l’EEG est la seule à fournir des données ayant une haute résolution 

temporelle (quelques millisecondes). Elle est capable de mesurer l'activité cérébrale en temps 

réel. Cependant, la résolution spatiale est limitée par comparaison à celle de l’IRMf. Or, il est 

nécessaire de localiser très précisément dans le volume du cerveau les générateurs électriques 

donnant naissance aux signaux enregistrés par l’EEG. Pour cela, il faut développer des 

techniques permettant de retrouver les sources dans le cerveau qui sont à l’origine des 

potentiels électriques mesurés par l’EEG. La reconstruction de l’activité électrique constitue 

le problème inverse en EEG. Mal posé et indéterminé, sa résolution nécessite la connaissance 

de plusieurs paramètres également mal définis et difficiles à mettre en œuvre. En effet, pour 

résoudre le problème inverse, il faut caractériser les phénomènes de propagation des 

potentiels électriques dans les différents milieux et tissus formant la tête, cette étape est 

appelée  résolution du problème direct. Du point de vue mathématique, la résolution du 

problème direct consiste à résoudre les équations de Maxwell pour une configuration de 

sources de courant connue dans le volume conducteur modélisant la tête du sujet incluant le 

cerveau.  

L’amélioration de la reconstruction de l’activité électrique (résolution du problème inverse) 

passe par l’amélioration des modèles de tête utilisés. Les modèles les plus simples, les 
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premiers à être introduits et qui sont encore les plus utilisés, sont des modèles sphériques 

multicouches. La résolution du problème direct dans ces modèles est effectuée par des 

formulations analytiques. La procédure est simple mais la précision des résultats est 

mauvaise. En effet, l’approximation de la géométrie de la tête par une sphère est grossière ce 

qui engendre des erreurs lors de la localisation des sources. Les premières améliorations sont 

arrivées grâce à l’avancer des techniques d’imagerie anatomique, notamment l’IRM, et 

l’usage d’ordinateurs de plus en plus puissants. Ainsi des modèles de tête réalistes ont fait leur 

apparition. Les premiers sont les modèles surfaciques issus de la segmentation des données 

IRM. Ces modèles sont utilisés notamment pour l’EEG, très sensible aux variations de 

géométrie. La résolution du problème direct dans ce type de modèle est basée sur des 

méthodes numériques. Pour le modèle surfacique la méthode des intégrales de frontière, notée 

Boundary Elements Method  (BEM) [153] [91] [136] [137], est la mieux adaptée.  

Plus récemment, des modèles volumiques, permettant de tenir compte de l’hétérogénéité  et 

de l’anisotropie de certains tissus telle que la substance blanche, impossibles à modéliser avec 

les modèles surfaciques, ont commencé à voir le jour. Cependant, du fait de la complexité de 

leur mise en œuvre, du manque d’outils et de problèmes d’origine numérique, ils sont très peu 

utilisés en pratique et restent à l’état de la recherche. En effet, plus le modèle est précis et plus 

il est long et complexe à mettre en œuvre. Or, il est nécessaire d’adapter le modèle à la 

géométrie de chaque individu et de pouvoir facilement et rapidement le construire, le modifier 

et le simuler. La solution du problème direct dans ces modèles est obtenue en utilisant, 

principalement, la méthode des différences finis, notée finite difference method  (FDM) [86] 

[138-139], la méthode des volumes finis, notée finite volume method  (FVM) [140], et la 

méthode des éléments finis, notée finite element method  (MEF) [93-94] [51] [141-143]. 

 

La résolution du problème direct sera le sujet principal de cette thèse. Pour cela on a 

choisi d’utiliser la méthode des éléments finis (MEF). En effet, les dernières recherches 

montrent que cette méthode fournit de meilleurs résultats [94] et que les temps de calculs 

peuvent être réduits grâce à l’utilisation de la matrice de transfert et l’usage de solveurs 

numériques rapides [79] [145-146]. Cependant, cette méthode présente un ensemble de 

problèmes et de difficultés. La première, non abordée dans cette thèse, concerne les 

techniques d’obtention d’un maillage de tête volumique réaliste adapté à la MEF. A notre 

connaissance, il n’existe aucune méthode ou bien outils automatiques permettant l’obtention 

d’un maillage éléments finis à partir des images anatomiques IRM ou autre équivalentes. Des 

outils, généralement semi-automatiques [131] [37] [123], permettent, à partir d’une ou 

plusieurs séquences d’IRM, la distinction et la segmentation de certains tissus par plan puis 

propose des modèles reconstruits. Or ces derniers nécessitent des vérifications manuelles puis 

des corrections sont nécessaires afin de valider et de procéder à la construction volumique du 

modèle. Le second problème rencontré, lors de l’utilisation de la MEF, est la difficulté de la 

modélisation du terme source. En effet, les générateurs de courant électrique dans le cerveau 

sont modélisés par des dipôles ponctuels de courant [28]. Ceux-ci engendrent des singularités 

numériques lors du calcul du potentiel dans le volume conducteur. Dans la littérature, 

plusieurs techniques sont proposées pour y remédier. La première techniques est la méthode 

directe, appelée aussi méthode des intégrales par parties, introduite dans [111] [144] [146-

147] [152]. La seconde est la méthode de soustraction [51] [93-95] [143]. La troisième est la 
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méthode de Saint-Venant qui, d’après les résultats trouvés dans la littérature [95] [102]  [144] 

[148], est la plus adaptée pour la modélisation des sources et du dipôle ponctuel. Il y a 

également la technique appelée Whitney ou Raviart-Thomas [141] [149]. Plus récemment, 

l’équipe de Carsten Wolters a utilisé la formulation Galerkin discontinue (DG-MEF) [150-

151] pour la résolution du problème direct en EEG/MEG [153-154].  

 

Dans cette thèse on choisit d’utiliser la méthode de Saint-Venant au vue de ses résultats 

obtenus dans les différentes recherches ainsi que son implémentation dans les outils. Cette 

méthode consiste à remplacer le dipôle ponctuel par une distribution de monopôles  au 

voisinage du dipôle réel. Malgré ses performances, cette méthode  présente aussi certains 

inconvénients, notamment, pour la modélisation des sources se situant près des interfaces, 

comme celles du cortex qui représentent  plus de 75% des générateurs de courant dans le 

cerveau. En effet, des instabilités numériques sont observées, dépendant  de la qualité du 

maillage et de la disposition des monopôles équivalents de Saint-Venant.  

Dans ce travail, nous avons proposé des modifications sur la manière de définir le dipôle dans 

le cadre de la méthode de Saint Venant, afin d’en améliorer les performances et de réduire les 

instabilités numériques près des interfaces entre les tissus. 

Ce manuscrit est décomposé en quatre chapitres organisés comme suit: 

Le premier chapitre a pour objet d’introduire le contexte l’EEG et  l’outil 

mathématique de résolution du problème direct. D’abord, le contexte physiologique et 

clinique du problème est introduit en décrivant les phénomènes électromagnétiques de 

l’activité cérébrale puis les techniques de mesure de celle-ci. Par la suite, la procédure de mise 

en équations de ce problème est rappelée, notamment les équations de Maxwell et la 

modélisation des sources de courant ainsi que les différentes méthodes de modélisation de tête 

existantes. Enfin, nous concluons sur la résolution analytique du problème direct dans le cas 

de modèles sphériques abordés dans le cadre de ce travail. Le contenu de cette partie du 

manuscrit est une compilation et une synthèse de certains travaux et thèses traitant des 

différentes recherches sur le cerveau. L’objectif de ce chapitre est de présenter un état de l’art 

sur l’EEG. 

 

Dans le second chapitre, la formulation des éléments finis que nous avons utilisée pour 

la résolution du problème est présentée plus en détail.   Les méthodes permettant le traitement 

de la singularité, à savoir la méthode directe, la méthode de soustraction et la méthode de 

Saint-Venant sont développées. Les résultats des codes MEF que nous avons utilisés sont 

validés dans un modèle de tête sphérique, en utilisant la solution analytique comme référence. 

Dans cette partie   les performances des trois approches sont comparées et les avantages de la 

méthode de Saint-Venant  mis en avant. Les limitations de la méthode de Saint-Venant ont 

amené à améliorer la définition du modèle de source . L’objectif de ce chapitre est la 

caractérisation et la comparaison de la méthode de Saint-Venant avec les autres approches. 

 Dans le chapitre suivant, le troisième, la méthode de Saint-Venant est mise en œuvre 

et pour l’améliorer, des modifications sur la distribution et la définition des monopôles sont 
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proposées. Les modifications sont adaptées à deux types de sources. Les sources profondes 

dans le cerveau situées loin des interfaces avec les autres tissus, et les sources près des 

interfaces entre les tissus. Ces modifications permettent d’un côté d’améliorer la solution du 

problème direct dans le cas des sources profondes et d’un autre côté, de réduire 

considérablement les instabilités numériques près des interfaces. Les résultats obtenus avec la 

MEF dans un modèle de tête sphérique ont été validés en prenant une solution analytique 

comme référence. La supériorité  de cette méthode à été montrée, en la comparant à la 

méthode des intégrales de frontière BEM dans un modèle de tête sphérique et réelle. 

L’objectif de ce chapitre est la mise en place et la validation d’une nouvelle approche autour 

de la méthode de Saint-Venant.  

 Dans le dernier chapitre,  afin de valider les modifications apportées à la méthode de 

Saint-Venant, une comparaison de l’outil développé a été faite avec les outils librement 

disponibles dans la communauté MEG/EEG. La première partie est consacrée à la 

comparaison de nos codes MEF avec les implémentations de SimBio-FieldTrip qui utilisent la 

méthode de Saint-Venant. La seconde partie est consacrée à Brainstorm et au processus de 

localisation des sources dans le cerveau à partir des signaux EEG réels. L’objectif de cette 

partie est la comparaison et la validation de la méthode de Saint-Venant modifiée avec les 

outils « open sources » de la communauté EEG/MEG. 

Le manuscrit se termine par une conclusion générale et des perspectives. 
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 Généralités et État de l'art 1
 

 

 

1.1 Un peu d’histoire 

Avant le 19ème siècle, les savants pensaient que le système nerveux et cérébral se 

résumait à la théorie du pneuma [1]. On pensait qu’un fluide passait par le cœur et les artères 

avant d’arriver au cerveau où il était stocké dans les ventricules cérébraux avant d’être envoyé 

dans les muscles par l’intermédiaire des nerfs, qu’on considérait creux comme des tuyaux. Ce 

n’est qu’à partir du 19ème siècle que le cerveau pu être exploré à plusieurs niveaux et que les 

scientifiques sont arrivés à des explications plus raisonnables et réalistes. 

La mise en évidence de l’existence d'une activité électrique cérébrale spontanée a été 

découverte par Richard Caton (1842-1926). En1875, il publiait dans les comptes rendus de 

l'Association médicale britannique ses observations préliminaires, obtenues chez le lapin et le 

singe, indiquant que de faibles courants spontanés peuvent être systématiquement enregistrés 

entre deux électrodes placées à la surface du cortex cérébral et que ces ondes électriques 

semblent être en relation avec la fonction de la région corticale concernée [2]. En 1924, le 

psychiatre allemand Hans Berger (1873-1941) enregistra pour la première fois un signal 

électrique en plaçant des électrodes sur le scalp d’un homme. Il a pu observer différentes 

activités du cerveau selon l’ouverture ou la fermeture des yeux de son patient. Hans Berger 

publiera ses découvertes en 1929. En 1935 l’inscription à jet d’encre, introduite par la société 

Grass Instrumentation, a permis de visualiser les activités électriques sur papier. Depuis une 

nouvelle technique d’exploration de l’encéphale a été inventée et 

nommée   électroencéphalographie ou EEG. L’EEG représente l’activité électrique sous 

forme d’un tracé des variations des potentiels électriques dans le temps, recueillis sur la boîte 

crânienne en différents points du scalp correspondant à la position des électrodes.  

En explorant l’EEG, d’autres scientifiques font de nombreuses découvertes sur les 

propriétés des signaux électriques cérébraux. Ils ont montré que ces derniers sont souvent de 

nature oscillatoire, qu'ils sont reliés à des stimulations sensorielles et que les ondes 

enregistrées ont des fréquences s’étendant du continu à une centaine d’Hertz. Ils ont noté que 

ces signaux apparaissent quand les régions corticales où on les enregistre sont activées, et 

déduit que chaque région est reliée à une fonction spécifique. Cependant, l’origine de ces 

signaux reste tout de même sans réponse. 

Le premier à avoir proposé un modèle neuronal pour expliquer l'origine des ondes 

cérébrales fut l'Anglais Edgar Douglas Adrian (1889-1977). Il a reçu le prix Nobel de 

médecine et de physiologie en 1932 pour avoir découvert que l'information sensorielle est 

directement liée à l'activité électrique des fibres nerveuses qui connectent les muscles. Alan 

Hodgkin et Andrew Huxley sont les premiers à donner une description électrique de l’activité 

des membranes et ont proposé une modélisation par des circuits électriques [3].  

La première réponse électrique provoquée par une stimulation extérieure est enregistrée 

puis publiée, pour la première fois, en 1951 par George Dawson [4], le signal enregistré est 
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appelé le « potentiel évoqué » ou PE. Ce fut une réponse cérébrale à une stimulation du 

poignet en utilisant la technique de sommation, qui est encore employée de nos jours 

(sommation fait référence à sommer l’activité cérébrale, sommation des signaux due à un 

groupe de neurones activé simultanément)   

En 1968, David Cohen, physicien spécialiste des techniques de blindage au MIT, réussit 

à mesurer pour la première fois les champs magnétiques associés à certaines ondes électriques 

enregistrées sur le scalp, les ondes «alpha». La valeur des champs magnétiques mesurées est 

de l’ordre du MEFto-Tesla (10−15), c’est-à-dire 100 milliards de fois plus faible que le champ 

magnétique terrestre, l’expérience a été réalisée dans une chambre blindée et isolée 

magnétiquement afin d’en réduire le bruit. Les mesures étaient effectuées à l’aide d’une 

bobine d’induction en cuivre (magnétomètre). Le premier signal représentant le champ 

magnétique évoqué par une stimulation a été enregistré en 1975 par l’équipe de Cohen. Puis 

avec la découverte des matériaux supraconducteurs, le champ magnétique est mesuré avec des 

magnétomètres à SQUID (Superconducting Quantum Interference Device) [5] avec une 

meilleure sensibilité. L’ensemble des capteurs SQUID sont confinés et plongés dans de 

l’hélium liquide pour assurer leur refroidissement. Puis, dans les années 80, les premiers 

magnétoencéphalographes (MEG) font leur apparition. 

L’EEG et la MEG sont couramment utilisés en clinique et restent largement utilisés 

comme moyens d’exploration des fonctions cérébrales en recherche. Depuis l’apparition des 

micro-ordinateurs, l’enregistrement papier est remplacé par l’enregistrement numérique. Les 

données tracées par l’EEG et la MEG fournissent selon leur forme et leur localisation des 

informations très précieuses pour l’établissement d’un diagnostic et/ou un traitement 

(épilepsie, tumeurs et lésions cérébrales …).  

Un des objectifs le plus important de l’utilisation de l’EEG et la MEG est 

l’identification des zones cérébrales activées lors d’une tâche spécifique et/ou lors de 

l’apparition de phénomènes anormaux lors des processus cérébraux. Plusieurs outils/logiciels 

open source et commerciaux sont développés pour permettre de cartographier les potentiels 

électriques et les champs magnétiques sur le scalp puis de localiser les sources dans le 

cerveau. Ces outils permettent aussi d’étudier les différentes caractéristiques des signaux 

enregistrés (fréquences, amplitudes, morphologies …). Ils sont développés dans l’objectif de 

simplifier l’interprétation des données pour les utilisateurs. 

 

1.2 Généralités sur le système nerveux / Eléments de neuro-

anatomie 

Avant d’aborder les principes de l’électroencéphalographie et la modélisation de 

l’activité électrique cérébrale, quelques notions sur l’organisation anatomique et fonctionnelle 

du système nerveux sont nécessaires. Dans cette partie on introduira les notions de base sur 

l’anatomie du système nerveux. 
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1.2.1 Le système nerveux  

Le système nerveux (SN) est le système le plus complexe du corps humain. Il gère 

l’ensemble des fonctions de l’organisme. Il se compose de centres nerveux qui sont chargés 

de recevoir et de traiter les informations avant de les transmettre via les voies nerveuses qui 

les transportent vers les autres organes. Le SN représente l’ensemble des organes et tissus 

nerveux qui commandent les fonctions de sensibilité, de mobilité et ainsi que les facultés 

intellectuelles et affectives.  

Du point de vu macroscopique, le SN peut être décomposé en trois parties [6] : 

 Le système nerveux central (ou névraxe) noté SNC : Il assure l’intégration de 

l’information. Il se situe dans les cavités osseuses. Le SNC est représenté par la moelle 

épinière dans le canal vertébral et par le cerveau dans la boîte crânienne.  

 Le système nerveux périphérique, noté SNP, sa fonction est la transmission de 

l’information dans les deux directions (SN-organe, organe- SN). Il est formé par les 

nerfs rachidiens de la moelle épinière et les nerfs crâniens.  

 Le système nerveux végétatif, noté SNV, est l’ensemble des centres et des nerfs 

contrôlant les viscères (fonctions vitales internes), les vaisseaux sanguins et les 

glandes, la digestion, respiration, circulation sanguine, sécrétion des hormones...etc. Il 

s’agit d’un système inconscient. 

La figure suivante montre un aperçu des trois parties fonctionnelles  

 

Figure 1-1: Le système nerveux chez l’homme. A gauche, le système nerveux central( SNC) et le 

système nerveux périphérique( SNP). A droite le système nerveux végétatif, SNV. Source : 

www.infovisual.info 

http://www.infovisual.info/
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1.2.2 Généralités sur l’anatomie du cerveau 

Avec la moelle épinière le cerveau est l’un des composants du SNC. Il baigne dans le 

liquide céphalorachidien (LCR), maintenu par les méninges et englobé par le crâne qui le 

protège de l'extérieur. Il se compose de deux hémisphères, l’hémisphère gauche et 

l’hémisphère droit. Chaque hémisphère peut être divisé en quatre lobes comme indique la 

Figure  1-2 

 
Figure  1-2 : Représentation externe du cerveau humain. A gauche les deux hémisphères à droit les différents 

lobes [7] 

Chaque lobe peut être associé avec les fonctions suivantes:  

 Le lobe frontal dont la fonction est l'aptitude à la prise de décision, l'établissement de 

raisonnements, le siège des émotions et des fonctions cognitives de haut niveau. 

 Le lobe pariétal intègre les informations sensorielles, également associé à l'orientation, 

la reconnaissance et le langage. 

 Le lobe temporal est impliqué dans la perception auditive, la sémantique, le langage et 

la mémoire. 

 Le lobe occipital est dédié à la vision.  

 La région rayée est le cervelet qui joue un rôle important dans l'équilibre. Il coordonne 

l’activité motrice de manière à synchroniser les mouvements. 

La couche surfacique du cerveau est appelée le cortex ou matière grise, elle contient le 

corps cellulaire des neurones (voir plus loin pour plus de détails). Sur cette surface on trouve 

des contours appelés gyrus ou sillons qui sont respectivement des plis convexes ou concaves 

du cortex. Sous la matière grise se trouve la matière blanche composée de faisceaux de fibres 

(regroupement d'axones myélinisés) et comprenant plusieurs noyaux de substance grise (voir 

Figure  1-4). 

1.2.2.1 Le cortex cérébral  

Le cortex forme la couche périphérique des deux hémisphères du cerveau. Le cortex 

est appelé aussi la substance grise, ayant quelques millimètres d’épaisseur (moins de 5 mm). 

Cette substance est constituée de cellules nerveuses qui forment les neurones. Il comporte 

plus de 75% des cent milliards de neurones contenus dans le cerveau [8]. 
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Le cortex est organisé en six différentes couches comme cela est  indiqué dans la Figure  1-3, à 

savoir, de la plus externe à la plus interne : 
 (I)  : La couche moléculaire, qui contient les fibres (axones et dendrites) ; 

 (II)  : La couche granulaire externe, qui contient les neurones récepteurs; 

 (III)  : La couche pyramidale externe, qui contient les cellules pyramidales ; 

 (IV)  : La couche granulaire interne; (couche réceptrice) 

 (V)  : La couche pyramidale interne; (couche émettrice) 

 (VI)  : La couche fusiforme polymorphe. 

 
Figure  1-3 : Couches histologique du cortex. L’épaisseur du cortex varie suivant les lobes et les fonctions. 

L’épaisseur de ces différentes couches est relativement liée à la fonction des neurones le 

composant. Ainsi, dans le cortex occipital (récepteur), il y a prédominance des couches II et 

IV, alors que dans le cortex moteur (émetteur), ce sont les couches III et V qui sont les plus 

représentées. 

1.2.2.2 Substance blanche  

La substance blanche des hémisphères cérébraux est essentiellement formée de 

faisceaux de fibres nerveuses myélinisées. Le trajet de ces fibres est plus ou moins complexe, 

elles se croisent très fréquemment les unes avec les autres. On trouve trois types de fibres : les 

fibres d'association qui relient deux régions plus ou moins éloignées d'un même hémisphère 

du cortex cérébral; les fibres commissurales, ou commissures, qui unissent les deux 

hémisphères entre eux; les fibres de projection qui relient le cortex aux noyaux gris centraux. 

Dans la matière blanche on retrouve aussi des cellules gliales (voir  1.2.2.4 pour les détails) 

1.2.2.3 Les noyaux gris centraux 

Contrairement au cortex situé sur la périphérie du cerveau, les noyaux gris centraux 

sont des structures de la substance grise située dans les profondeurs du cerveau, voir 

Figure  1-4. Ils représentent les 25% des neurones restant dans le cerveau. Ils sont liés à 

différentes parties du cortex et impliqués dans différentes tâches complexes. 
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Figure  1-4 : A gauche, coupe transversale du cerveau et aperçu des noyaux gris du cerveau. A droite une coupe 

histologique de l’hippocampe. [6][8] 

1.2.2.4 Les cellules gliales 

Les cellules gliales sont dix à cinquante fois plus nombreuses que les neurones. Elles 

jouent un rôle de nutrition, de protection et de soutien auprès des neurones. De plus, elles 

produisent de la myéline qui accélère la conduction nerveuse en agissant comme une gaine 

isolante pour certains axones et isole les neurones les uns des autres. La myéline produite 

étant blanche elle forme principalement la couche sous-corticale appelée substance blanche. 

Cette région contient un grand nombre d'axones contrairement à la substance grise qui elle 

contient les corps cellulaires des neurones. 

1.2.2.5 Les ventricules cérébraux  

Les ventricules cérébraux sont des systèmes de cavités qui contiennent du liquide 

cérébro-spinal (ou céphalo-rachidien) noté LCR. Ce liquide contribue à absorber les chocs, il 

permet aussi la diminution de la pression à la base du cerveau en faisant flotter le tissu 

nerveux. Le LCR circule en évacuant les déchets toxiques et en transportant des hormones 

entre des régions éloignées du cerveau. 

1.2.3 Les neurones 

Avec les cellules gliales, les neurones forment les cellules microscopiques du système 

nerveux. Les neurones constituent l’élément de base pour les communications nerveuses. 

L’ensemble des fonctions effectuées par l’organisme, d’une manière consciente ou 

inconsciente, sont les résultats de communication entre les neurones. Le neurone est composé 

de trois parties principales [9]. Le noyau ou corps cellulaire, appelé soma, l’axone et les 

dendrites, la Figure  1-5 monte une vue d’un neurone réel.  

 
Figure  1-5 : Eléments de base constituant le neurone [8] 
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 Le soma ou corps cellulaire, abrite le noyau, sa forme est variable suivant le type de 

neurone. Elle peut être pyramidale, ovoïde ou sphérique. Son diamètre est autour de 

20 μm pour une épaisseur de membrane d’environ 5 nm. La fonction principale du 

soma est le traitement des signaux qu’il reçoit des dendrites via les synapses et leur 

émissions le long des axones vers d’autres cellules cibles (autres neurones, muscles, 

glandes…). 

 

 L'axone, généralement unique, il est un prolongement du noyau il se caractérise par un 

diamètre inférieur à celui des dendrites, variant de 0,2 à 20 μm, qui peut s’étendre et 

atteindre une longueur d'un mètre dans certains cas. L’axone conduit l'information du 

corps cellulaire vers d'autres neurones, avec lesquels il réalise des connexions appelées 

synapses. Ils peuvent aussi stimuler directement d'autres types de cellules, comme 

celles des muscles ou des glandes. Il peut-être de simple ou myélinisé (voir schéma sur  

Figure  1-6, pour les explications voir plus loin) 

 

 Les dendrites, sont de multiples prolongements qui prennent naissance au niveau du 

soma puis se ramifient comme les branches d'un arbre (voir schéma sur  Figure  1-6). 

Les dendrites recueillent l'information et l'acheminent vers le corps de la cellule. 

Certains neurones peuvent posséder jusqu’à 1 000 dendrites chacun, ce qui leur permet 

d'établir des connexions avec des dizaines de milliers d'autres cellules. Les dendrites 

se différencient de l’axone par des contours irréguliers et par un diamètre diminuant au 

fur et à mesure que nous nous éloignons du soma. Les dendrites constituent la surface 

principale pour la réception de l’information. 

 

Afin de mieux comprendre les termes utilisés précédemment, on rajoute ces définitions :  

 

 Les synapses, sont le point de transmission de l’information entre un neurone et ses 

cibles (autre neurone, cellule glandulaire, fibre musculaire …). On parle de neurone 

présynaptique (avant la synapse) et de neurone postsynaptique (après la synapse). Il 

existe différents types de synapses : les synapses électriques (dans le cœur par 

exemple) et les synapses chimiques (dans le cerveau et la moelle épinière).  

 

 Myéline et Gaine de Myéline : la myéline est une substance constituée principalement 

de lipides, elle forme l’essentiel de la gaine de l’axone de certaines cellules nerveuses 

(voir Figure  1-6). Elle isole électriquement l’axone de certaines cellules et améliore 

ainsi la propagation des signaux (potentiels d’action). La perte de cette substance 

cause des maladies telles que la sclérose en plaque (SEP). La myéline constitue 

principalement la matière blanche. 

 

 Les nœuds de Ranvier : C’est un amincissement de la gaine de myéline entourant un 

axone dans le système nerveux, il permet la conduction saltatoire (nœud à nœud) d'un 

influx nerveux (potentiel d'action). On y trouve de nombreux canaux sodiques et 

potassiques qui permettent la propagation de l’influx nerveux. Le message voyage de 
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nœud en nœud, ce qui augmente considérablement sa vitesse de propagation (voir plus 

loin pour l’explication). 

 
Figure  1-6 : Vue schématique détaillée d’un neurone. Source [10] 

1.2.3.1 Types de neurones 

Selon leur localisation au sein du système nerveux et de leur fonction on peut trouver 

une grande variété de neurones avec des architectures différentes [6]. Dans le cerveau on 

trouve principalement deux types de neurones en quantité équivalente, les neurones 

pyramidaux et les neurones étoilés, comme indiqué dans la Figure  1-7. Les neurones de forme 

pyramidale ont la forme d’un cône, leurs axones se projettent vers des structures sous-

corticales profondes (les noyaux gris centraux, le cervelet...) ou vers d’autres régions dans le 

cerveau. Les neurones en étoile ont un corps cellulaire plus petit, donnant un aspect étoilé, ils 

sont uniquement reliés localement à leurs voisins.  

 
Figure  1-7 : Représentation du neurone étoile (multipolaire) et pyramidale (dipolaire) [10] 

Les axones des cellules pyramidales sont orientés parallèlement entre eux et ont tendance à 

être perpendiculaires à la surface du cortex, tandis que ceux des neurones étoilés n’ont pas 

d’orientation préférentielle. 

1.3 Généralités sur l’activité électro-physiologique du cerveau 

On a abordé dans la partie précédente la structure anatomique du système nerveux, du 

cerveau puis celle du neurone. On a parlé brièvement dans certains paragraphes de la notion 

de l’influx nerveux et du potentiel d’action sans comprendre de quoi il s’agit vraiment. Dans 
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cette partie on va éclaircir ces définitions en introduisant des généralités sur les activités du 

cerveau et plus particulièrement l’activité électrique des neurones. On expliquera l’origine du 

signal, son type, sa propagation le long des fibres nerveuses. Une fois ces notions comprises 

on abordera la technique qui permet la modélisation mathématique et physique de l’activité 

électrique des neurones dans le cerveau. 

1.3.1 Physiologie et activité électrique des neurones 

L’activité électrique du cerveau est principalement liée à l’activité électrochimique des 

neurones. Les neurones sont capables d’émettre des signaux électriques et de les propager le 

long de leurs axones. Cette propriété est due à la présence, dans la membrane plasmique, de 

protéines particulières qui laissent passer sélectivement quelques ions. Ces protéines sont les 

canaux ioniques dispersés tout au long de la membrane des tissus nerveux.  

1.3.2 La membrane plasmique 

La membrane plasmique délimite le contour de la cellule. Elle sert de barrière entre le 

milieu intracellulaire et le milieu extracellulaire. Elle se compose d’une bicouche lipidique 

traversée par plusieurs types de protéines, voir Figure  1-8. Les milieux intra et extracellulaire 

possèdent les mêmes espèces ioniques mais avec des concentrations différentes de part et 

d’autre de la membrane. Le milieu extracellulaire est plus riche en ions de sodium 𝑁𝑎+ et 

chlore 𝐶𝑙− mais plus pauvre en ions potassium 𝐾+ que le milieu intracellulaire. Il existe 

d’autres types d’ions, notamment calcique 𝐶𝑎++.  

 
Figure  1-8 : Illustration de la couche bicouche lipidique constituée de protéines transmembranaires et de la 

pompe active  Na+/K+ [11] 

1.3.3 Le potentiel de repos de la membrane 

La membrane possède deux catégories de protéines transmembranaires. La première 

permet le transfert sélectif des différentes espèces ioniques (𝑁𝑎+ et 𝐾+). Ce transfert 

s’effectue grâce à la pression osmotique* et au champ électrique transmembranaires [11]. La 

seconde catégorie de protéine permet de maintenir une différence de concentration ionique 

entre les deux milieux. Ce deuxième phénomène est appelé le pompage actif. Ce type de 

pompage permet de conserver un gradient de concentrations entre la membrane. En effet, 

lorsque la membrane n’est soumise à aucune excitation, elle est dite au repos et la différence 

de potentiel entre l’intérieur et l’extérieur de la membrane est de  𝑉𝑚 ∈ [−65 , −70𝑚𝑉]. Cette 

différence de potentiel est maintenue par le pompage actif de la cellule, il pompe plus d’ions 
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potassium (𝐾+) vers l’extérieur qu’elle ne laisse entrer d’ions sodium (𝑁𝑎+). Ce pompage 

nécessite une consommation d’énergie par le métabolisme. 

*pression osmotique : l'osmose est un phénomène de diffusion de la matière mis en évidence 

lorsque des molécules d'eau ou de solvant de façon générale traversent une membrane semi-

perméable qui sépare deux liquides dont les concentrations en produits dissous sont 

différentes. La différence de concentration provoque une différence de pression osmotique qui 

engendre un déplacement du solvant à travers la membrane.  

 

Au repos la membrane est en équilibre, elle porte des charges positives sur sa surface 

extérieure et des charges négatives sur sa surface intérieure (voir la Figure  1-10). Lors d’une 

stimulation par un autre neurone ou un autre facteur, cet équilibre est modifié et un potentiel 

d’action noté PA est créé. 

1.3.4 Le potentiel d’action 

Chaque canal ionique est spécifique et perméable à une seule espèce ionique, 

canaux 𝐾+ et canaux 𝑁𝑎+. Ces canaux sont dits voltage-dépendants, autrement dit leur 

perméabilité dépend de la différence de potentiels entre les milieux extra et intracellulaire. 

Lors d’une stimulation (interne ou externe) la membrane est déséquilibrée et un phénomène 

électrique appelé le potentiel d’action (PA) ou l’influx nerveux apparaît. La procédure de 

génération d’un potentiel d’action est décrite dans la Figure  1-9 qui suit: 

 
Figure  1-9 : Mécanisme à l’origine du potentiel d’action [11] 

 Suite à une stimulation, un signal électrique (déplacement d’ions) atteint le neurone, la 

membrane commence à se dépolariser* (A). 

 Si le phénomène persiste, le potentiel de la membrane est entraîné jusqu’au seuil de 

déclenchement (seuil de la membrane). La stimulation entraîne une ouverture d'un 

nombre croissant de canaux sodiques voltage-dépendants et comme la concentration 
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d'ions  𝑁𝑎+ à l’extérieur de la cellule est plus forte qu'à l’intérieur, un nombre 

croissant d’ions 𝑁𝑎+ passe dans le milieu intracellulaire; des charges positives 

s'ajoutent du côté interne de la membrane, d’où l’augmentation du potentiel de la 

membrane et provocation d’une dépolarisation.  

 Le potentiel augmente même après l’arrêt de la stimulation qui n’a eu pour utilité que 

le dépassement du seuil de déclenchement (B). 

 Le potentiel ne va pas atteindre le potentiel d’équilibre du sodium car durant ce temps 

deux autres processus entrent en action. Le premier est la fermeture spontanée des 

canaux sodium (C). Le second est l’ouverture des canaux  𝐾+ (C’). Ces deux 

processus re-polarisent la membrane. La période de décroissance du potentiel d’action 

est appelée période réfractaire absolue (t1) car un second potentiel d’action ne peut pas 

apparaître durant cette période à cause de la phase d’inactivation des canaux sodium. 

 

 Le délai de changement d’état des canaux potassiques se retrouve aussi au moment de 

leur fermeture et provoque une hyperpolarisation* transitoire de la membrane (D). 

Cette phase est aussi appelée période réfractaire relative (t2) car un second potentiel 

sera difficilement déclenché du fait de l’hyperpolarisation éloignant le potentiel de 

membrane du seuil de déclenchement. 

 

 

*Dépolarisation & hyperpolarisation : Toutes les cellules vivantes possèdent une différence 

de potentiel entre l’intérieur 𝑉𝑖𝑛 et l’extérieur 𝑉𝑜𝑢𝑡 appelé potentiel membranaire. Il est 

défini par : 𝑉𝑚 =  𝑉𝑖𝑛 –  𝑉𝑜𝑢𝑡, qui est dit potentiel de repos. Lorsqu’un flux d’ions positifs 

tels que  𝑁𝑎+entre dans la cellule cela augmente le potentiel membranaire, on dit que la 

cellule est dépolarisée. Au contraire si un flux positif d’ions  𝐾+ quitte la cellule ou si un flux 

d’ions négatifs  𝐶𝑙− rentre, alors la cellule devient hyper polarisée. Ces trois types d’ions sont 

ceux que l’on trouve principalement de part et d’autre de la membrane.  

 

Le potentiel d’action a une durée de 1ms à 2ms avec une amplitude de l’ordre de 100mV. Il se 

déplace de proche en proche dans l'axone. On parle alors d'une conduction auto-propagée et 

autorégénérative. 

1.3.5 Propagation du potentiel d’action  

Une fois le potentiel généré sur un segment de la fibre, celui-ci se propage le long de 

la fibre d’action. Afin de comprendre le processus de propagation du potentiel d’action (PA) 

on se réfère à la Figure  1-10 et aux étapes suivantes : 
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Figure  1-10 : Processus de de propagation du PA le long d’un axone (une membrane) [12] 

 Zone 1 : présence d’un potentiel d’action au temps t1, il y a donc inversion de polarité 

de la membrane dans cette zone. Elle présente une polarisation différente des zones 

qui l’entourent 2 et 2’, aux interfaces des zones 1-2 et 1-2’ des charges positives se 

trouvent à proximité des charges négatives dans le milieu intra et extracellulaire. Cette 

situation crée des  courants électriques appelés “courants locaux” entre 1 et 2 d’une 

part et entre 1 et 2’ d’autre part. On distingue le courant intracellulaire et 

extracellulaire. 

 

 Zone 2 : en aval de la zone 1 connaissant une inversion de polarité. Les courants 

locaux sont suffisamment importants pour entraîner la dépolarisation de la membrane 

qui atteigne le seuil de dépolarisation et enclenche un PA au temps t2. Le PA a donc 

été propagé de la zone 1 à la zone 2 de la fibre. 

 

 Zone 2’ : zone en amont de la zone où il y a un PA, cette zone a propagé un PA au 

temps t0 (avant t1), elle est donc dans la période réfractaire relative, donc 

hyperpolarisée. Cet état empêche pendant un certain temps de générer un nouveau PA. 

Les courants locaux ne peuvent pas générer un PA même s’ils atteignent le seuil 

naturel de dépolarisation car celui-ci a augmenté à cause de l’hyperpolarisation. 

 

Un potentiel d’action ne peut être déclenché dans la région qu’il vient de parcourir. Ainsi la 

propagation ne se fait que dans un seul sens. Le potentiel d’action ne subit pas 

d’amortissement car ce n’est pas lui qui se déplace le long de la fibre nerveuse. En effet, 

chaque PA en déclenche un autre et ceci de proche en proche en réponse aux courants locaux. 

Cet effet donne une illusion de propagation et de conduction le long de la membrane.  

Les PA ont toujours la même amplitude car ils sont continuellement régénérés tout au long de 

la fibre. Il faut noter que certains axones peuvent être très longs. Dans ce cas ils sont 

généralement myélinisés. 

1.3.5.1 Cas de fibres et axones myélinisées  

Des couches régulières de myéline entourent l'axone, espacées de 0,2 à 2 millimètres, 

elles forment les gaines de myélines. Ces gaines, isolantes, permettent au potentiel d'action de 

« sauter » d'un espace non myélinisé à un autre. On parle alors de conduction saltatoire. Ainsi 

le potentiel d'action ne se reforme qu'au niveau du nœud de Ranvier suivant (voir 
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Figure  1-11). Cela se traduit par un gain de temps et donc une transmission du signal jusqu'à 

240 fois plus rapide que pour un axone non myélinisé. En effet la vitesse de propagation 

axonale avoisine les 120 m/s pour les axones myélinisés, alors qu'elle n'est que de 0,5 m/s 

dans un axone non myélinisé [12]. La perte de myéline est à l'origine de maladies comme la 

sclérose en plaques qui, en provoquant le ralentissement de la transmission des signaux par les 

axones, altère gravement la coordination motrice et la perception sensorielle.  

 
Figure  1-11 : Propagation des PA dans une fibre myélinisée [12] 

Après le déclenchement et le passage d'un PA, la membrane retombe progressivement à son 

potentiel de repos, sous l'action de la pompe active après une durée égale au temps réfractaire 

relative 

1.3.6 Le Potentiel post-synaptique 

Le potentiel d'action se propage tout au long de l'axone. Lorsqu'il arrive au bout de 

celui-ci il trouve une discontinuité, une synapse, la propagation vers la cellule suivante 

(postsynaptique) n’est plus assurée avec le même processus (voir Figure  1-6). Dans cette 

situation la transmission de l’influx nerveux à partir des terminaisons pré-synaptiques vers la 

terminaison postsynaptique suit le processus chimique suivant [13] :  

 Le PA arrive à l'extrémité de l'axone, appelé le bouton synaptique, qui contient des 

vésicules, voir Figure  1-12. Avant l’arrivée du PA, un neuromédiateur est immobilisé 

dans la vésicule, il est dit au repos. 

 La variation de potentiel (PA) ouvre des canaux 𝐶𝑎++ voltage dépendants situés dans 

la membrane de l'élément présynaptique laissant entrer par diffusion de concentration 

des ions 𝐶𝑎++. L’entrée de ces ions dans la cellule crée des réactions biochimiques 

libérant ainsi dans la fente synaptique le neuromédiateur qu'elles renferment. 

 Le neuromédiateur diffuse dans la fente synaptique et atteint les récepteurs spécifiques 

situés dans la membrane du neurone postsynaptique. 

 Le neuromédiateur modifie la perméabilité de la membrane postsynaptique à certains 

ions ( 𝑁𝑎+ou 𝐶𝑙−) et crée localement un mouvement de charges (un courant 

électrique) et, en conséquence, de petites variations de potentiel appelées potentiels 

postsynaptiques (PPS) qui apparaissent sur la membrane. 

 Après une stimulation, le potentiel transmembranaire au niveau du neurone 

postsynaptique retrouve sa valeur de repos. Cependant, une excitation donnant lieu à 

un PA est suivie d’une courte période dite réfractaire pendant laquelle le neurone n’est 

plus excitable. 
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Figure  1-12 : Fonctionnement de la synapse et mécanisme à l’origine du potentiel post-synaptique [14] 

On distingue deux types de synapses chimiques liées à leur fonction: 

 Synapse excitatrice : Si la variation du potentiel est positive, la membrane est 

dépolarisée, on parle de potentiel postsynaptique excitateur (PPSE), les synapses sont 

excitatrices. Si cette dépolarisation atteint le seuil de déclenchement de la membrane 

alors une onde de dépolarisation membranaire est créée et se propage le long de 

l’axone jusqu’à la terminaison synaptique suivante (c’est le potentiel d’action ou PA). 

Notons que la valeur du seuil ne peut être atteinte que grâce à la sommation de 

plusieurs PPSE quasi-simultanés pouvant provenir de plusieurs dendrites d’un même 

neurone (voir plus loin).  

 

 Synapse inhibitrice : Par ailleurs si cette variation est négative alors la membrane est 

hyper-polarisé, cet état réduit l’excitabilité du neurone et tend à bloquer la 

transmission de l’influx nerveux. On parle de potentiel postsynaptique inhibiteur 

(PPSI). 

Le potentiel postsynaptique (PPS) à une durée de 5ms à 10ms et une variation de potentiel 

allant jusqu’à 10mV.  

La figure suivante montre l’allure spatiale et temporelle d’un potentiel d’action et d’un 

potentiel post synaptique 

 
Figure  1-13 : A gauche PPS, à droite PA. Les trois grandes différences entre PA et PSS sont : l’amplitude du PA 

est 5 à 10 fois supérieure au PPS. La durée d’un PA est de 1ms, celle d’un PPS peut aller de 10 à 20ms.  
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1.3.6.1 Sommation spatiale et temporelle des potentiels postsynaptiques 

Les variations de PPS sont aux autour de 10mV, cette valeur reste insuffisante pour 

déclencher un potentiel d’action dans le neurone post-synaptique (inférieur au seuil de 

déclenchement). Cependant, une addition de PPS peut atteindre des valeurs plus importantes 

qui peuvent déclencher à leur tour des PA. On parle alors de sommation PPS.  

 La sommation spatiale : deux membranes ou plus, proches et liées sur un seul 

neurone, sont stimulées par des stimuli différents. L’addition de ces stimuli au niveau 

des dendrites réceptrices va entraîner une sommation de la réponse dans l'espace et 

enclencher un PA dans le neurone récepteur. 

 La sommation temporelle : un stimulus est appliqué plusieurs fois de suite de manière 

très rapprochée sur un seul site de la membrane. La variation du potentiel de 

membrane s'amplifie car la réponse s'additionne dans le temps jusqu’à enclencher un 

PA dans le neurone. 

La sommation des PPS peut être temporelle ou spatiale ou les deux en même temps. 

 
Figure  1-14 : Sommation spatiale et temporelle de l’activité neuronale [15] 

Le principe de sommation entretient le processus en libérant davantage de neuromédiateur, le 

potentiel de repos du neurone atteint le seuil d'ouverture des canaux  𝑁𝑎+ et un potentiel 

d'action est généré dans le soma. 

1.3.7 Activité métabolique des neurones 

Comme toute activité métabolique du corps, les activités électriques et chimiques des 

neurones consomment elles aussi de l’énergie (notamment le pompage actif). Cette énergie est 

obtenue par transformation des molécules d’adénosine triphosphate (ATP). Ainsi, à l’activité 

électrochimique des neurones, correspond une activité métabolique [16]. En effet, l’apport de 

glucose et d’oxygène est assuré par le système capillaire sanguin au niveau du système 

nerveux. Il est important de mettre en évidence cette activité car comme l’activité électrique, 

l’activité métabolique est considérée comme un moyen indirect pour suivre l’activité 

cérébrale. Ce type d’activité est observé par l’effet Blood Oxygen Level Dependend (BOLD) 

avec l’IRM fonctionnelle. 
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1.3.8 Modélisation physique de l’activité électrique neuronale 

1.3.8.1 Au niveau de l’axone et du potentiel d’action 

Lors de la propagation d’un potentiel d’action le long de la membrane, les canaux à 

sodium s’ouvrent et le courant se propage du milieu extracellulaire vers le milieu intérieur. 

Quelques temps plus tard (0.5ms à 1ms) les canaux potassium s’ouvrent et ceux du sodium se 

ferment et un autre courant se propage du milieu intracellulaire vers le milieu extérieur 

provoquant ainsi une repolarisation de la membrane. Les courants se génèrent sur une petite 

portion, ils sont dits des courants locaux. Cette portion axonale active peut être assimilée à un 

quadripôle de courant (deux dipôles inversés), voir la Figure  1-15. Les phénomènes mis en 

jeu par les potentiels d’action peuvent être modélisés, en première approximation, par un 

modèle quadripolaire correspondant à l’ouverture des canaux sodiques et potassiques le long 

de l’axone. 

 

Figure  1-15 : Courants locaux : Courants intra et extra cellulaire engendré lors du PA et quadripôle de courant 

équivalent, deux dipôles d’orientation opposée (flèche rouge) 

1.3.8.2 Au niveau de la synapse et du potentiel postsynaptique 

Du point de vue extracellulaire, une synapse excitatrice (déclenchant un PA) provoque 

donc la naissance d’un puit de courant à son niveau, et une répartition des sources de courants 

sur le reste de la membrane comme indiqué dans la Figure  1-16. La résultante des courants 

générés au niveau de chaque synapse d’un neurone peut être représentée par un dipôle 

élémentaire et unitaire. 

 

Figure  1-16 : Courants lors d'une activation d'une synapse sur un neurone de type pyramidal [17] 
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Un dipôle est défini selon son "moment dipolaire" représenté sous forme d’un vecteur. 

L’origine de ce vecteur est le point centre  entre le puits et la source, son orientation est du 

puit vers la source et sa norme est proportionnelle à la densité du courant qui sort de la source 

et qui rentre dans le puits, voir image droite de la Figure  1-16.  

1.3.8.3 Types de neurones considérés 

On a vu précédemment deux types de neurones, les neurones pyramidaux et les 

neurones étoilés. Si l’on observe les courants PPS résultant dans ces cellules, on constate que 

ces deux types de neurones ne contribuent pas de la même manière. En effet, dans le cas 

d’une cellule de type étoilée, l’axe dendritique n’a pas d’orientation préférentielle, les 

différents dipôles induits ont des directions très variables, leur contribution a tendance à 

s’annuler. Par ailleurs, les neurones de type pyramidaux ont différents axones dans la même 

orientation et ainsi leur représentation par des dipôles a des contributions similaires et 

parallèles qui peuvent s’additionner. Ces neurones pyramidaux ont donc des courants 

électriques plus visibles à grande distance [18] [19].  

 
Figure  1-17 : Courants et contribution des neurones pyramidaux et étoilés. La contribution des neurones 

pyramidaux a tendance à s’additionner, par contre la contribution des neurones étoilés a tendance à s’annuler 

Ainsi, les cellules pyramidales vont voir leurs courants produits s’ajouter lorsque l’activité 

d’un groupe de neurones se synchronise alors que l’organisation géométrique des cellules en 

étoile fait que les courants produits ont tendance à s’annuler. 

1.3.8.4 Macro colonnes, activité synchrone et sommation spatiale 

Si un groupe de neurones est simultanément activé dans un petit volume du cerveau, 

alors l’activité électrique de ce volume peut être représentée par un dipôle de courant 

équivalent. Ce dipôle est la résultante de tous les dipôles élémentaire représentant un seul 

neurone, décrit précédemment.  

Cette approximation est valable dans le cas du cortex cérébral, où les cellules pyramidales 

sont organisées en colonnes et sont perpendiculaires à la surface du cortex. Suivant la 

localisation de ces macro-colonnes dans le ruban cortical (voir Figure  1-18), elles peuvent 
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avoir des orientations radiales ou tangentielles mais elles restent perpendiculaires à la surface 

corticale. 

  
Figure  1-18 : Dipôle de courant équivalent à un groupe de cellules pyramidales du cortex et distribution des 

dipôles dans le ruban cortical (cortex). Source : Pour La Science 2003 

 Les courants électriques produits par les dipôles équivalents se propagent en passant 

par les barrières naturelles formant les différentes couches de la tête. Les couches les plus 

importantes sont : le liquide céphalo-rachidien, la boîte crânienne et la peau. Le passage des 

courants dans ces tissus résistifs induit des différences de potentiels (suivant la loi d’Ohm). Ce 

sont ces différences de potentiel qui seront enregistrées au niveau du scalp par les électrodes 

EEG. 

1.3.9 Notions supplémentaires et remarques 

On a vu précédemment que les courants primaires dus aux PA (Potentiel d’Action) 

durent 1ms, ce qui est peu pour la synchronisation et la sommation, par conséquence ces 

signaux ont peu de chance d’être détectés par les dispositifs EEG/MEG. D'un autre côté, les 

PPS (Potentiel Post Synaptique) engendrent des courants durant 10 à 20 ms, ces derniers se 

sommeront plus facilement et seront donc plus facilement détectables par l’EEG et la MEG.  

D’un point de vue spatial, on a vu la section de la membrane engendrant un PA peut être 

assimilée à un quadripôle donc le potentiel a tendance à s’atténuer rapidement. Au contraire 

les PPS génèrent des courants dans une seule direction (de la synapse vers le soma) sous la 

forme d’un dipôle de courant dont l’influence s’atténuera moins vite. 

A une distance d’observation 𝑟, l'influence d'un quadripôle décroit en 𝑟3 (voir annexe  ii), 

tandis que celle d'un dipôle décroit en 𝑟2, donc à grande distance la contribution quadripolaire 

à tendance à disparaitre. Les potentiels enregistrés à distances sont donc dus essentiellement à 

l’activité dipolaire équivalente variant en 
1

 𝑟2 
 des PPS. 

Le moment d'un dipôle de courant représentant un simple neurone pyramidal est estimé 

à 1pA, selon les estimations dans  [28] [134] 10
4
 neurones doivent être conjointement actifs 

pour obtenir un signal mesurable en EEG et MEG, ce qui correspond à un volume cortical de 

quelques mm
3
. 
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1.4 Généralités sur les mesures de l’activité cérébrale 

Nous avons vu jusqu’ici une description générale de l’anatomie et de l’activité 

électrique du cerveau. Afin de comprendre et d’exploiter cet organe et ces fonctionnalités in 

vivo, un ensemble d’outils et de techniques d’imagerie ont été mis en œuvre. Ces techniques 

visent à traiter les données issues du cerveau et à produire des images à dimensions spatiales 

et temporelles  de certaines parties ou de la totalité du cerveau. Une partie de ces techniques 

se base sur les phénomènes électromagnétiques produits dans le cerveau, d'autres sur les 

propriétés des ondes acoustiques, ou sur la radioactivité. Suivant la technique utilisée, 

l’imagerie  peut être invasive ou non. 

L’imagerie médicale est divisée en deux grandes familles, l’imagerie anatomique et 

l’imagerie fonctionnelle. La première est l’imagerie anatomique, également appelée 

conventionnelle ou structurale. Elle permet d'obtenir des informations sur la structure des 

organes, leur forme et dans certains cas leur contenu (dans les structures osseuses comme le 

crâne). Ces techniques regroupent la radiologie X, le scanner ou la Tomodensitométrie X 

(TDM), l'Echographie, et l'Imagerie par Résonance Magnétique (IRM). Elles sont souvent 

utilisées en médecine. Ce type d’imagerie nécessite un temps d’observation très important.  

La seconde famille s'intéresse à la fonction des organes et des tissus ou des cellules. Elle 

mesure leur activité métabolique durant certaines tâches, ce sont des mesures qui se font en 

temps réel. Ces techniques sont : la scintigraphie, la tomoscintigraphie, la Tomographie par 

Emission de Positons (TEP), l'Imagerie par Résonance Magnétique fonctionnelle (IRMf), 

l’électroencéphalographie (EEG) et la magnétoencéphalographie (MEG). Les trois premières 

sont du domaine de la Médecine Nucléaire, les  trois dernières sont le plus souvent du 

domaine de la recherche des sciences cognitives et des neurosciences. On distingue deux 

types de mesure pour l’imagerie fonctionnelle, les mesures indirectes basées sur l’injection 

d’un marqueur/traceur afin de suivre son évolution dans l’organisme et les mesures directes 

qui observent directement l’activité d’un organe sans à avoir recours aux marqueurs, par 

conséquent les mesures directes ont une grande résolution temporelle. 

1.4.1 Imagerie fonctionnelle du cerveau 

Parmi les modalités utilisées pour étudier les fonctionnalités du cerveau on trouve 

l’IRMf, la TEP, la MEG et l’EEG. Ce dernier sera la base de notre travail de recherche. La 

figure suivante donne un aperçu comparatif des résolutions temporelles et spatiales ainsi que 

du caractère invasif ou non des différentes techniques d’imagerie cérébrale.  
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Figure  1-19 : Schéma comparatif des résolutions temporelles et spatiales et du caractère invasif des différentes 

techniques d’imagerie cérébrale. [20] 

Le Tableau  1-1 qui suit montre les propriétés des techniques les plus utilisées ainsi que les 

avantages et les inconvénients de chaque méthode 
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 TEP IRMf MEG EEG 

Apparition 1973 1990 1972 1929 

Origine 

observée 

débit sanguin oxygénation, débit 

sanguin 

potentiels post 

synaptique (PPS) 

potentiels post 

synaptique (PPS) 

Niveau de la 

localisation 

capillaires, tissu 

cérébrale 

Capillaires Synapses des 

neurones 

Synapses des 

 Neurones 

Résolution 

spatiale 

2 à 10 mm 1 à 3 mm Sup à 5mm Sup à 5mm 

Résolution 

temporelle 

20s à 1 min 5 à 8 s 0.4 à 1 ms 0.4 à 1 ms 

Durée 

d’examen 

clinique 

120 min 20 à 40 min 15 min 15-20 min + 30min 

préparation 

Avantages -Bonne résolution 

spatiale ~mm à cm 

 

-Meilleure 

résolution spatiale 

-Très bonne 

qualité d’image 

-Excellente 

résolution 

temporelle ~ms 

-Non invasive 

-Inoffensive 

(aucune 

injection) 

-Faible distorsion 

par l’os 

-Appareil non 

bruyant 

-Excellente résolution 

temporelle ~ms 

-Non invasive 

-Inoffensive (aucune 

injection) 

-Appareil non bruyant 

-Peu coûteux et léger 

-Enregistrement 

possibles à longue durée 

et à répétitions 

Inconvénients -Faible résolution 

temporelle 

-Invasive 

-Le patient doit 

être allongé 

-Coûteux 

-Bruyant  

-Danger possible 

pour enfants et 

MEFmes enceintes 

-Un examen par an 

au max  

-Faible résolution 

temporelle 

-Fort intensité du 

champ 

magnétique 

-Confinement 

dans la chambre 

-Interdit aux 

patients avec 

stimulateur 

cardiaque et 

prothèses 

-Bruyant 

-Très coûteux  

-Faible résolution 

spatiale 

-Aveugle aux 

sources radiales 

et aux sources 

profondes 

-Coûteux  

-Lourde 

infrastructure 

-Pauvre résolution 

spatiale 

-Forte distorsion par l’os 

 

Tableau  1-1 : Tableau comparatif entre quelques méthodes de mesure de l’activité du cerveau [10]. 
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1.4.2 Techniques invasives  

1.4.2.1 La Tomographie à Emission de Positron (TEP) 

La méthode est invasive car elle nécessite l'injection d'un marqueur radioactif 

généralement incorporé à du glucose. Lors de sa désintégration radioactive, le marqueur émet 

deux positrons à 180° l’un de l’autre. Une image 3D peut être construite en enregistrant les 

coïncidences de détection de ces positrons sur un anneau de photos scintillateurs. En TEP, le 

traceur radioactif injecté est consommé dans les différentes régions du cerveau. Un exemple 

d’image reconstruite est affiché en Figure  1-20. Les zones rouges correspondent à une 

accumulation de radioactivité, ce qui s’interprète par une consommation en glucose locale 

donc une activité cérébrale en cette région. 

1.4.2.2 L'Electro-Cortico-Graphie (EcoG) 

C’est une technique très proche de l'électroencéphalographie. Une grille d’électrodes 

est directement disposée sur la surface corticale afin de mesurer l'activité électrique aux 

alentours des électrodes (voir Figure  1-20). Son principal avantage par rapport à l’EEG c’est 

l’absence de la barrière du crâne et du cuir chevelu (scalp) qui modifie le signal, cependant 

elle nécessite une ouverture dans le crâne. 

1.4.2.3 La stéréo Encéphalographie (sEEG) 

Egalement invasive, elle permet d'obtenir le potentiel électrique sur des électrodes 

placées sur une aiguille très fine implantée en profondeur dans le cerveau. Elle est souvent 

utilisée pour mieux localiser les zones épileptiques afin de mieux traiter cette maladie. Elle est 

également utilisée dans la recherche notamment pour les DBS (Deep Brain Stimulation) 

[160].  

 

Ces deux dernières techniques sont très invasives car elles requièrent un ou des trous dans le 

crâne pour y placer les électrodes. Elles sont utilisées pour les patients atteints d'épilepsie afin 

de localiser la zone qui déclenche les crises. Une meilleure localisation de ces zones permet 

des traitements (ablation) et des guérisons complètes ou partielles de la maladie [21]  

 
Figure  1-20 : A gauche TEP d’une tête humaine, les zones en rouge marquent une activité du cerveau. à droite 

un aperçu d’une grille d’électrodes disposées sur le cortex. Source (wikipédia) 
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1.4.3 Techniques non-invasives 

1.4.3.1 L'IRM fonctionnelle (IRMf) 

C’est une séquence spéciale d'IRM. Elle permet de mesurer la concentration relative 

d’oxygène à un endroit donné du cerveau grâce aux effets paramagnétiques du dé-

oxyhémoglobine. Cette mesure est reliée indirectement à l'activité du cerveau. L'oxygène est 

délivré aux neurones via le flux sanguin. Lors de leur activation, les neurones consomment de 

l’énergie et donc plus de sang est débité. C'est l’effet BOLD (Blood-Oxygen-Level 

Dependent). Ces changements ne sont pas instantanés, ce qui limite la résolution temporelle 

de l'IRMf à quelques secondes. L’IRMf présente une très bonne résolution spatiale qui est de 

l'ordre de 2 à 3mm. 

1.4.3.2 L'électro-Encéphalographie (EEG) et la Magnéto-Encéphalographie (MEG)  

Ce sont deux procédés non-invasifs qui n'appliquent aucun champ externe et 

n’injectent aucun traceur dans l’organisme. Ces techniques visent à capter le faible champ 

électromagnétique généré par l'activité neuronale. L’EEG mesure les différences de potentiel 

électrique ayant des amplitudes de quelques dizaines ou centaines de 𝜇𝑉 quant à la MEG, elle 

permet de mesurer le champ magnétique (quelques MEFto Tesla). L'EEG et la MEG 

permettent toutes deux d'obtenir une très bonne résolution temporelle (de l’ordre de la  𝑚𝑠), 

correspondant directement au moment d’apparition des PPS. Quant à la résolution spatiale, 

après une localisation de sources, l'erreur estimée est de l'ordre du centimètre. 

. 

  
Figure  1-21 : A gauche IRMf d’une tête humaine, les zones colorées marquent une activité du cerveau. à droite 

un aperçu d’une localisation de source sur le cortex avec l’l’IRMf et à droite avec l’EEG. Il Faut noter aussi 

qu’avec l’EEG il est possible d’avoir des films sur l’activité et pas uniquement des images. 

Dans ce travail de thèse on s’est penché sur l’électroencéphalographie. 

1.5 Généralités sur l’Électroencéphalographie 

EEG est une technique directe de mesure, sa haute résolution temporelle est bien 

meilleure que celle de l'IRMf, cependant sa résolution spatiale reste inférieure à celle de 

l’IRMf. L'EEG enregistre le potentiel électrique au niveau des électrodes disposées sur le 

scalp 
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1.5.1 Origine des générateurs des potentiels 

Comme expliqué précédemment, le Potentiel d’Action (PA) se propage le long des 

axones, la transmission de cet influx vers un autre neurone se fait au niveau des synapses ce 

qui engendre le Potentiel Post-Synaptique (PPS). Les PPS et PA engendrent un déplacement 

de charges et ainsi la création de petits courants appelés courant locaux (intra et extra 

cellulaire). Ces derniers à leur tour créent un potentiel électrique. 

Afin que le dispositif EEG puisse détecter ces potentiels électriques générés par les neurones 

les courants locaux doivent être synchronisés afin de s'additionner. On parle alors d’une 

activation synchrone et simultanée d’une population de neurones dans une région bien définie 

dans le cortex. La sommation de ces activations devient alors plus importante et le potentiel 

électrique crée devient alors détectable par les électrodes placées sur le scalp. L’activation 

d’une région dans le cortex est modélisée par un dipôle de courant. La figure suivante montre 

les lignes de courant et de potentiel générés par un dipôle unitaire représentant un seul 

neurone. Le potentiel mesuré par les électrodes sur le scalp subit plusieurs modifications 

affectant son amplitude et son allure à cause des différentes couches qu’il traverse. Dans la 

figure 1-22, on voit un aperçu des différents tissus traversés par les lignes de potentiel et de 

courant avant qu’ils soient captés par les électrodes. 

. 

  
Figure  1-22 : Ligne de courant et de potentiel généré par un dipôle unitaire de courant (modèle PPS). Neurones 

pyramidaux [22] 

1.5.2 Casque EEG et électrodes  

Actuellement, les systèmes EEG peuvent avoir jusqu’à 256 électrodes. Elles sont 

placées de façon standardisée sur le scalp. Elles peuvent être maintenues par un casque, ou 

collées à l'aide d'une pâte conductrice sur le cuir chevelu. Le contact entre les électrodes et le 

scalp est assuré par une solution électrolytique qui assure une bonne connectivité avec le scalp 

(meilleure conductivité/impédance). La position des électrodes est numérisée en utilisant des 

appareils de localisation spatiale 3D. 

Les électrodes sont reliées à un dispositif d’enregistrement qui mesure le potentiel électrique 

de chaque électrode puis il le compare à une valeur de référence. L'activité cérébrale est 

retranscrite sous forme de tracés au cours du temps. Chaque tracé est formé d’onde successive 
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caractérisée par sa forme (pointe ou onde), sa fréquence, l’effet des stimulations… Ces 

données sont analysées par un neurologue qui peut déterminer si elles révèlent des anomalies 

de fonctionnement.  

 

Les signaux enregistrés en EEG sont de l'ordre de quelques dizaines ou centaines de 𝜇𝑉. La 

Figure  1-23 représente un modèle de casque EEG et des signaux captés par les électrodes au 

cours du temps.  

 
Figure  1-23 : Modèle de casque EEG et un aperçu des signaux captés par les électrodes (potentiel en µV) 

L’usage d’un grand nombre d’électrodes devient difficile pour deux raisons. La 

première est due à l'emploi de gel électrolytique qui ne permet pas de placer des électrodes 

trop proches les unes des autres, car la solution électrolytique peut alors engendrer des courts 

circuits entre électrodes. La seconde concerne l’amas de câbles (mesures en parallèles) qui 

assure la transmission du signal entre les électrodes et la chaine de traitement (amplificateur, 

ordinateur …) qui devient important. 

1.5.3 Interprétation des données EEG 

L'EEG enregistre, au cours du temps, la différence de potentiel entre chaque électrode 

et une valeur de référence. Ces enregistrements sont donnés sous forme d’ondes cérébrales ou 

"activités EEG", comme indiqué dans la Figure  1-23. Ces ondes sont caractérisées suivant 

plusieurs paramètres dont  la fréquence, l’amplitude, la forme, la topographie, la 

localisation… Plusieurs informations sont extraites à partir de ces enregistrements. On peut 

par exemple étudier les rythmes du cerveau et localiser les réseaux de population de neurones 

impliquée dans une tâche spécifique. 

1.5.3.1 Rythmes du cerveau avec l’EEG 

La fréquence des signaux est obtenue en appliquant une FFT (Fast Fourier 

Transformation) sur les données acquises. Les ondes du cerveau sont classées en fonction de 

leur bande de fréquence. Chaque bande est associée à un rythme cérébral, et chaque rythme 

est lié à un type d’activité spécifique. Les principaux rythmes établis du cerveau sont les 

suivants (voire Figure  1-24) :  

 Ondes delta () : fréquence inférieure à 4 Hz, apparaissent lors du sommeil 

 Ondes thêta (𝜃) : fréquence comprise entre 4 et 8 Hz, plus difficile à caractériser, elles 

apparaissent durant le sommeil profond. (dû à l’hippocampe) 
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 Ondes alpha (𝛼) : fréquence comprise entre 8 et 13 Hz, elles apparaissent au niveau du 

lobe occipital (voir Figure  1-2). Elles sont signe d’états calmes, yeux fermés. Elles ont 

les plus importantes amplitudes (premières ondes observées par Hans Berger) 

 Ondes bêta (𝛽) : de fréquences entre 13 et 35 Hz, au niveau du cortex moteur, elles 

représentent le rythme d’un état normal (conversation, pensées …) 

 Ondes gamma : fréquences supérieures à 35 Hz 

 Ondes Mu (𝜇) : fréquences comprises entre 7 et 11 Hz, associées au mouvement, elles 

possèdent les même fréquences que les ondes alpha, se situent au niveau du cortex 

moteur, elles disparaissent quand l’individu bouge ou pense à bouger. 

 

 
Figure  1-24 : Caractéristiques des rythmes du cerveau observés avec l’EEG. Source : http://tpe-batement-

binauraux.webnode.fr/ 

L’étude des rythmes avec l’EEG ne nécessite pas l’usage de beaucoup d’électrodes. Un 

rythme inhabituel ou une variation étrange dans les caractéristiques des rythmes peut être 

signe d’une anomalie ou maladie dans le cerveau. Ces anomalies peuvent être liées à la 

position de l’électrode ayant enregistré l’onde, ralentissement de l’onde, des asymétries et des 

piques dans les amplitudes. L’EEG est essentiellement pratiqué en cas de suspicion 

d'épilepsie, de troubles du sommeil, de certaines maladies neurodégénératives cérébrales.  

1.5.3.2 Localisation de sources avec l’EEG 

L’allure de la topographie observée sur le scalp (par interpolation des potentiels 

enregistrés à partir des électrodes) peut donner, dans certains cas, des informations sur la 

position et l’orientation de la source donnant naissance à ces potentiels (voir Figure  1-25). Par 

ailleurs, la localisation de sources exactes à partir des signaux EEG est plus complexe à 

réaliser.  
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Figure  1-25 : Topographie des potentiels observés sur la surface du scalp et représentation grossière du dipôle 

équivalent. A gauche sur une tête réelle, à droite sur un modèle sphérique 

En effet, un des autres objectifs de l’EEG est l’estimation des paramètres de la source, à 

savoir sa position et son orientation, c'est le problème de localisation de sources en EEG. En 

partant des valeurs du potentiel sur le scalp, il faudrait trouver les sources responsables de ce 

signal. Cette procédure est nommée la résolution de problème inverse. Pour résoudre ce 

problème il est primordial de savoir calculer les champs électromagnétiques générés par une 

source dont les paramètres sont connus dans un milieu cérébral également défini. Ce calcul est 

appelé résolution du problème direct.  

Notons ici qu’un nombre d’électrodes minimum (de l’ordre de 32) est nécessaire pour obtenir 

des résultats fiables et qu’en augmentant ce nombre on peut améliorer la qualité de la 

localisation des sources.  

1.5.3.3 Quelques usages de l’EEG 

L’EEG peut être réalisé pendant le sommeil ou dans le cadre d'une activité, selon la 

pathologie recherchée. L’EEG fourni des renseignements importants du système nerveux 

central tels que les troubles du sommeil, encéphalite, méningite, démence…etc. Il reste le 

meilleur moyen pour le diagnostic et le traitement des épilepsies. L’EEG peut aussi être utilisé 

lors de certains traumatismes crâniens, accidents vasculaires cérébraux comme il peut être 

utilisé en réanimation pour confirmer la « mort cérébrale » chez des patients non conscients 

ou dans un état de coma (réanimation), en effet deux EEG plats à 4 heures d'intervalle sont 

signe d’une mort cérébrale. 

1.5.4 Problème inverse et problème direct 

1.5.4.1 Représentation des sources 

Nous avons vu dans la description de l’activité électrique du cerveau que les neurones 

pouvaient être assimilés à des dipôles de courant. Cette représentation dipolaire est la base de 

la plupart des modèles de source utilisés pour la résolution de problème direct et inverse [27-

28]. Deux familles de modélisation de source, reposant sur le modèle du dipôle, ont été 

définies (Figure  1-26): 

 Le modèle dipolaire considère l’activité électrique cérébrale comme étant concentrée dans 

des régions définies dans le cerveau. L’activité dans chacune des régions peut donc être 
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assimilée à celle d’un seul dipôle. Ce dipôle est caractérisé par sa position et son 

orientation, c'est-à-dire 6 paramètres (3 pour la position et 3 pour l'orientation). 

L’amplitude des dipôles est fixée à la valeur d’unité. 

 

 Le modèle de sources distribuées considère l’activité électrique cérébrale comme une 

distribution dense de dipôles dans le ruban cortical. La position et l’orientation des 

sources sont soit définies arbitrairement sur la surface corticale [31] soit imposées par les 

contraintes anatomiques dont la position est sur la surface corticale et ayant une 

orientation perpendiculaire sur cette dernière. Cela permet de réduire le nombre 

d'inconnues. 

 
Figure  1-26 : Comparaison entre les modèles dipolaire et distribué. A gauche et en arrière fond, illustration d’une 

région corticale activée (en vert). A droite en haut, le dipôle équivalent de courant qui lui correspond. A droite en 

bas, l’ensemble des dipôles distribués dont il faudra estimer l’amplitude pour décrire la zone active [17 

1.5.4.2 Problème inverse 

La localisation des générateurs du potentiel recueillis sur les électrodes du scalp 

nécessite la résolution du problème inverse. En effet la résolution de ce problème permet de 

trouver à chaque instant la ou les localisation(s) des dipôles, amplitude(s) et orientation(s) 

dans le cortex. C’est un problème qui reste difficile à résoudre, en effet une multitude de 

distributions de sources dans le cerveau peuvent donner lieu à la même distribution du 

potentiel sur le scalp. C’est un problème mal posé, plusieurs techniques de résolution ont été 

développées [26] [27]. Nous n’aborderons pas ce sujet dans cette thèse, nous allons juste 

rappeler la relation suivante qui relie les mesures aux sources : 

 𝑀 = 𝐺𝑆 + 𝐵 (1.1)  

Cette équation est une relation matricielle, les variables sont le vecteur M de dimension 

(𝑛 ∗ 1) qui représente les mesures enregistrées par les 𝑛 électrodes à un instant donné. La 

matrice G de dimension (𝑛 ∗ 𝑝) est l’opérateur direct, qu’on appelle aussi la matrice Gain ou 

LeadField, elle est construite lors de la résolution du problème direct, elle traduit la 

contribution unitaire de chacune des 𝑝 sources au signal enregistré sur les 𝑛 électrodes. Le 

vecteur S de dimension (𝑝 ∗ 1) contient l’intensité d’activation (i.e. la densité de courant 

cortical correspondante) des 𝑝 sources qu’il faut déterminer. Le vecteur B de dimension 

(𝑛 ∗ 1) contient le bruit de mesure associé à chaque électrode.  
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Par ailleurs cette écriture est uniquement pour un instant donné, on peut ajouter la dimension 

temporelle aux matrices M et S, cette dimension dépend de la fréquence d’échantillonnage de 

l’enregistrement ainsi que de la durée de l’examen EEG. 

 La résolution du problème inverse consiste donc à trouver le terme source 𝑆 qui 

minimise l’expression suivante : 

 𝜏 = 𝐴𝑟𝑔𝑚𝑖𝑛𝑠
‖𝑀 − 𝐺𝑆‖ (1.2)  

Avec 𝐴𝑟𝑔𝑚𝑖𝑛𝑠
 est la fonction de minimisation en fonction du paramètre 𝑆. Ce problème est 

largement sous déterminé. Plusieurs techniques sont proposées et on pourra les placer selon 

ces catégories [24] [25] [26] [27] 

 Dipole fitting : des groupes de dipôles sont placés dans une région d'intérêt (ROI : region 

of interest). Le moment de ces dipôles est alors estimé afin de satisfaire au mieux 

l’équation (1.2). Par exemple, pour une tâche motrice, des dipôles sont placés dans le 

cortex moteur. Quelques méthodes utilisant cette technique sont: rotating dipôles, moving 

dipôles, Minimum Norm Estimation (MNE)… 
 

 Sources distribuées : des groupes de dipôles sont distribués dans toute la surface corticale, 

où à chaque nœud sont placés 3 dipôles (pour couvrir toutes les orientations). Les 

méthodes de Minimum Norm sont utilisées pour la satisfaction de l’équation (1.2) [25]. 
 

 Filtrage : basée aussi sur l’échantillonnage de l’espace (souvent sur une grille 

cartésienne), et l'on essaie de filtrer le bruit et les inter-corrélations avec la méthode 

beamforming. Des techniques de décomposition du signal en multiple composantes sont 

aussi utilisées en utilisant les méthodes MUSIC (MUltiple SIgnal Classication) [27]. 
 

Nous n’allons pas traiter ces méthodes dans cette thèse, cependant l’ensemble de ces 

méthodes nécessite la connaissance de la matrice G obtenue en résolvant le problème direct. 

1.5.4.3 Problème direct 

Le calcul du potentiel généré par une source connue dans un milieu donné implique la 

définition d'un modèle du milieu de la tête et d'un modèle de source.  

Le modèle du milieu devra prendre en compte les caractéristiques des différents composants 

de la tête qui modifient le potentiel. Ces paramètres sont la géométrie des milieux et leur 

conductivité électrique.  

Le modèle de source permettra de représenter l’activité électrique et calculer les potentiels sur 

la surface [17].  

La connaissance de ces deux modèles permettra la résolution de problème direct et 

permettra la construction de la matrice gain 𝐺. 

1.6 Formulation et résolution du problème direct  

Nous allons décrire en premier lieu les équations régissant le problème direct en EEG 

puis nous présenterons les méthodes utilisées pour la résolution dans les différents cas. Nous 

commencerons par des rappels mathématiques puis nous convergerons à la formulation du 

problème direct en utilisant les propriétés quasi-statiques des signaux cérébraux. Nous 
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introduirons les modèles de sources puis nous présenterons les différents modèles de tête 

utilisés pour résoudre le problème direct en EEG. 

1.6.1 Rappel électromagnétique 

1.6.1.1 Equations de Maxwell 

Les équations de Maxwell définissent les relations fondamentales qui régissent les 

grandeurs électromagnétiques. Ces relations permettent de décrire tous les phénomènes  

électromagnétiques dans le domaine temporel et spatial et dans les différents types de milieu. 

Elles nous permettent ainsi de relier les champs et les potentiels électriques avec les sources 

électriques, ou les distributions de courants. 

 

Equation Maxwell-Gauss div D⃗⃗ = ρ (1.3)  

Equation Maxwell-Thomson div B⃗⃗ = 0 (1.4)  

Equation Maxwell-Faraday rot⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ E⃗⃗ = −∂B⃗⃗ / ∂t (1.5)  

Equation Maxwell-Ampere rot⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ H⃗⃗ = j + ∂D⃗⃗ / ∂t (1.6)  

Les variables sont le courant électrique𝑗 , le champ électrique�⃗� , le champ magnétique �⃗⃗�  et le 

vecteur déplacement électrique �⃗⃗�  et induction magnétique  �⃗� . Ces champs sont reliés entre 

eux par les relations de comportement dans des milieux LHI (Linéaire, Homogène, Isotrope), 

par :  

 �⃗� = 𝜇0𝜇r�⃗⃗�  (1.7)  

 �⃗⃗� = 휀0휀r�⃗�  (1.8)  

La loi d’Ohm nous permet de relier la densité de courant j  aux champs électrique E⃗⃗  par le 

biais de la conductivité du milieu : 

 j = σE⃗⃗  (1.9)  

σ est la conductivité du milieu conducteur et ρ représente la densité volumique de charge. 

ε0 =
1

μ0𝑐2
=

1

36π
≈ 8.85 10−12𝐹𝑚−1 permittivité électrique du vide.  

μ0 = 4. 𝜋. 10−7 𝐻𝑚−1 perméabilité magnétique du vide. 

휀𝑟 et 𝜇𝑟 sont respectivement la permittivité et la perméabilité relative liée au milieu. 

1.6.1.2 Approximation du régime quasi-statique 

Dans ce qui va suivre, nous allons montrer l’approximation du régime quasi statique (ARQS) 

i.e. négliger les phénomènes de propagation d’un régime variable. 

Etant donné la relation (1.6) et (1.7), on pourra alors écrire l’équation de Maxwell-Ampère 

(1.4) comme suit: 

 rot⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ H⃗⃗ = σE⃗⃗ + ∂휀0휀𝑟�⃗� / ∂t (1.10)  

En utilisant l’écriture complexe avec une dépendance temporelle, on aura : 

 E⃗⃗ (t) = E⃗⃗ 0. e
−iωt (1.11)  
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En remplaçant la relation (1.11) dans (1.10) on peut arriver à la relation suivante : 

 rot⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ H⃗⃗ = σE⃗⃗ 0e
−iωt − iωε0εrE0e

−iωt (1.12)  

Pour que l’approximation quasi statique soit valable, il faut que le second terme de l’équation 

(1.12) soit négligeable devant le premier terme, ce qui revient à avoir la relation suivante :  

 ω휀0휀𝑟 ≪ σ , i. e , ω휀0휀𝑟/σ ≪ 1 (1.13)  

Connaissant la conductivité et la perméabilité du milieu cérébral [28], ainsi que les fréquences 

des rythmes cérébraux qui sont autour de 100Hz. 

σ ≈ 0.33 S/m  , 휀𝑟 = 105, 𝑓 = 𝜔/2𝜋 ≈ 100𝐻𝑧  

On pourra alors dire que :  

 ω휀0휀𝑟

σ
≪ 1 (1.14)  

On pourra donc négliger le second terme de l’équation (1.10) 

Deux points importants dus à l’ARQS. Le premier, le champ électrique E⃗⃗  est découplé du 

champ magnétique H⃗⃗ , ce qui permet de les calculer séparément. Le deuxième, le délai de 

propagation du signal du neurone jusqu’au point de mesure EEG peut être négligeable, donc 

on pourra déduire que les mesures à chaque instant correspond à l’activité du cerveau au 

même moment (une mesure direct de l’activité électrique du cerveau). 

Etant donnée le régime ARQS, l’équation (1.5) de Maxwell-Faraday montre que le champ 

électrique a un rotationnel nul, ce qui revient à dire que ce champ dérive d’un potentiel 

électrique scalaire qu’on note 𝑉, donc on a donc: 

 E⃗⃗ = −𝑔𝑟𝑎𝑑⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗   𝑉 (1.15)  

Le troisième résultat qu’on pourra déduire en considérant le régime ARQS concerne la 

relation reliant le courant j  à la densité volumique de charge : 

 
𝑑𝑖𝑣 𝑗 =

𝜕𝜌

𝜕𝑡
 (1.16)  

Etant les résultats précédemment obtenus, on arrive à : 

 𝑑𝑖𝑣 𝑗 = 0 (1.17)  

Cette relation confirme la conservation de charge. 

1.6.2 Formulation du problème direct 

La formulation du problème direct consiste à trouver une expression qui permet de 

décrire les courants générés par l’activité électrique des neurones. On a vu précédemment que 

le déplacement des ions le long de la membrane plasmique engendre la création de courant 

locaux. Ces courants sont de deux types, les courants intracellulaires qui se propagent le long 

de la membrane et les courants extracellulaires qui sortent de la membrane et se propagent 

dans les tissus voisins. L’intensité de ces courants dépend du niveau et de la surface 

d’excitation  de la membrane et du nombre d’ions mis en jeu. On parle alors d’une densité 
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surfacique de courant en 𝐴𝑚−2 qu’on note 𝑗 . C’est une représentation vectorielle, cette 

grandeur a bien un point d’application (origine du courant), une orientation et une amplitude.  

Cette densité de courant peut être divisée en deux parties. Le courant primaire 𝑗𝑝⃗⃗⃗   qui 

représente le courant intracellulaire et le courant secondaire ou volumique noté 𝑗𝑠⃗⃗  dû aux 

courants extracellulaires et aux champs résultants dans le volume conducteur. Le volume 

conducteur (milieu) est caractérisé par sa conductivité donnée en Siemens par mètre (𝑆𝑚−1) 

ou Ω−1𝑚−1. Le courant total peut s’écrire alors : 

 
𝑗 = 𝑗𝑝⃗⃗⃗  + 𝑗𝑠⃗⃗  (1.18)  

Et le courant secondaire comme étant : 

 
𝑗𝑠⃗⃗ = σE⃗⃗ = −σ𝑔𝑟𝑎𝑑⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗   𝑉 (1.19)  

Vu les résultats obtenus dans les relations (1.15) et (1.17), et l’égalité dans (1.19), la relation 

(1.18) prend la forme suivante: 

 
𝑑𝑖𝑣𝑗 = 𝑑𝑖𝑣[𝑗𝑝⃗⃗⃗  + 𝑗𝑠⃗⃗ ] = 𝑑𝑖𝑣𝑗𝑝⃗⃗⃗  + 𝑑𝑖𝑣𝑗𝑠⃗⃗ 

= 𝑑𝑖𝑣𝑗𝑝⃗⃗⃗  + 𝑑𝑖𝑣[−σ𝑔𝑟𝑎𝑑⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗   𝑉] = 0 
(1.20)  

Au final on arrive à l’équation aux dérivées partielles (EDP) du problème direct ayant la 

forme de l’équation de Poisson: 

 𝑑𝑖𝑣𝑗𝑝⃗⃗⃗  = 𝑑𝑖𝑣[σ𝑔𝑟𝑎𝑑⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗   𝑉] (1.21)  

Où σ est la conductivité macroscopique associée à chaque domaine du cerveau. Elle peut être 

un scalaire dans le cas isotrope ou un tenseur de conductivité dans le cas anisotrope 

(substance blanche et dans certains cas la masse osseuse) 

L’équation de Poisson est définie dans un domaine noté Ω, et sa surface par 𝜕Ω. L’inconnue 

est le potentiel électrique 𝑉 et la source est la densité de courant primaire 𝑗𝑝⃗⃗⃗  .  

Dans le cas de l’EEG, le milieu (ou domaine) Ω est représenté par le volume de la tête, 

l’inconnue est le potentiel 𝑉 qui est enregistrée par les électrodes localisées sur la surface du 

volume 𝜕Ω. Et la source 𝑗𝑝⃗⃗⃗   représente l’activité électrique de régions activées dans le cerveau.  

La résolution du problème direct en EEG revient donc à résoudre l’EDP de Poisson (1.21). 

L’ensemble des techniques de résolution du problème direct en EEG repose sur la résolution 

de l’équation. Par ailleurs des conditions aux limites sont introduites pour permettre d’arriver 

à une solution unique et réelle. 

1.6.3 Conditions limites et d’interfaces 

A l’équation de Poisson sont associées des conditions limites. La première est une 

condition de continuité sur la composante normale de la densité de courant 𝑗 , du champ 

électrique ainsi que de la continuité du potentiel électrique 𝑉, dans l’ensemble du volume 

conducteur, et notamment aux niveaux des interfaces des différents milieux. La seconde 

concerne la surface extérieure du conducteur 𝜕Ω. Les courants sont nuls à l’extérieur de la 
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tête, la composante normale de la densité de courant doit s’annuler sur la surface extérieure du 

conducteur. C’est la condition de Neumann. 

 σ𝑔𝑟𝑎𝑑⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗   𝑉. �⃗� = 0 (1.22)  

1.6.4 Modélisation du terme source 

On introduit la fonction 𝑓 comme le terme source qu’il faut déterminer. La définition 

du terme 𝑓 dépend du choix du modèle de la source ainsi que de la méthode de résolution 

utilisée. 

 𝑓 = 𝑑𝑖𝑣𝑗𝑝⃗⃗⃗   (1.23)  

Une étape importante consiste à trouver la fonction f, qui représente le terme source et dans 

notre cas l’activité électrique dans le cerveau. 

En bio-électromagnétisme et d’après les définitions du chapitre précédent, on peut utiliser le 

dipôle de courant pour modéliser l’activité synchrone d’une population de neurones [28-30]. 

A une distance suffisamment grande devant la dimension du dipôle, ce dernier tend en un 

point ponctuel.  On définit ce point comme étant la localisation du dipôle et on le note 𝑟 0.  

Le dipôle est défini par deux monopôles de courant, Figure  1-27, de même grandeur I, de 

signes opposés, séparés d’une petite distance 𝑙. Le dipôle est repéré au point 𝑟0, le moment �⃗⃗�  

est défini par: 

 �⃗⃗� = 𝐼𝑙  (1.24)  

 
Figure  1-27 : Représentation du dipôle de courant et le moment dipolaire 

La densité primaire de courant est définie par la relation suivant : 

 𝑗𝑝⃗⃗⃗  = �⃗⃗� 𝛿𝑟0 (1.25)  

avec 𝛿𝑟0la distribution de Dirac localisée au point 𝑟0 et �⃗⃗�  le moment dipolaire. Le vecteur 𝑙  

dénote le vecteur orienté de la charge négative vers la charge positive. Dans ce cas le terme 

source correspondant est :  

 𝑓 = 𝑑𝑖𝑣𝑗𝑝⃗⃗⃗  = 𝛿𝑟0𝑑𝑖𝑣�⃗⃗�  (1.26)  
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1.6.5 Modélisation du milieu conducteur 

Relier les potentiels électriques enregistrés à la surface du scalp aux régions impliquées ne 

dépend pas uniquement des paramètres de la source, mais aussi des propriétés électriques et 

géométriques du cerveau et de la tête. En effet les différentes couches dont la substance 

blanche (conductrice et anisotrope), le LCR (très conducteur), le crâne (très isolant), le scalp 

(bon conducteur) et de toutes autres structures anatomiques de la tête, modifient l’amplitude 

et l’allure des potentiels. Plusieurs modèles de tête ont été développés dans la littérature [32] 

et implémentés dans les outils utilisés dans la pratique. Ces modèles sont divisés en deux 

groupes.  

1.6.5.1 Les modèles approximatifs et leur méthode analytique 

Ces modèles utilisent des formes géométriques connues et dont la résolution du problème 

direct est analytique, on distingue deux modèles (Figure  1-28): 

 Modèle sphérique : Ce modèle est considéré comme étant la plus simple représentation de 

la tête (voir Figure 1-28). Le premier modèle proposé consiste en une sphère homogène 

ayant une conductivité isotrope [33-35]. Néanmoins une seule couche n’est pas suffisante 

pour modéliser les différents tissus, ces derniers ayant des conductivités très différentes. Il 

a donc été proposé des modèles multicouches concentriques de conductivités différentes 

[18] [28]. Ces modèles utilisent généralement trois ou quatre couches. Dans le cas du 

modèle à quatre couches, la sphère la plus interne modélise le cerveau, la suivante le LCR, 

la troisième est équivalente à l'os et en dernier la couche du scalp. L’épaisseur et la 

conductivité de chaque couche sont définies selon une valeur moyenne établie sur un 

ensemble d’individu et de tissus [36-38]. Ce modèle est très présent dans les outils qui 

permettent la résolution du problème direct [36-38]. 

 

 Modèle elliptique : Similaire dans la définition aux modèles sphériques mais il est 

légèrement plus intéressant du point de vu géométrique [9] [39]. Par ailleurs et à notre 

connaissance peu d’outils utilisent ce modèle [131] 

 
Figure  1-28 : Représentation d’un modèle de tête sphérique et ellipsoïde sur un IRM [24] 

Ces deux modèles présentent plusieurs avantages, ils sont particulièrement simples à 

implanter et ont une formulation analytique pour calculer le potentiel et résoudre le problème 

direct. Aussi, on n’a pas besoin d'extraction des géométries de la tête du patient, un simple 

recalage ou fitting sur la tête suffit. Cependant, l'approximation d'une tête par des sphères et 
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ellipsoïdes reste grossière et conduit à des erreurs considérables, de nombreuses études sur 

l'EEG ont montré que ces modèles engendrent des erreurs importantes [17] [32]. De ce fait, 

des modélisations dites réalistes de la tête, basées sur les méthodes numériques ont été 

proposées. Les solutions analytiques sont souvent utilisées comme solution de référence pour 

valider les résultats de la résolution numérique.   

1.6.5.2 Les modèles réalistes et leurs méthodes numériques 

 Ces modèles ont étés proposés afin de pallier aux erreurs dues à la géométrie 

approximative utilisée dans les modèles analytiques. La géométrie réaliste est obtenue à partir 

de la segmentation des images IRM anatomiques. La distinction entre les différents tissus 

dépend du niveau des contrastes au sein des données IRM. La combinaison de différents types 

de séquences IRM (T1 et T2) permet de repérer l’interface LCR/crâne. Différents outils sont 

disponibles tels que Iso2Mesh [40] ou Freesurfer [41-42]. Dans le cas d’absence d’IRM pour 

un sujet donné, des modèles « Template » existent [36] [38], ces templates sont obtenus en 

moyennant les IRM morphologiques obtenues sur une population de sujets après une étape de 

recalage. Un exemple de processus d’obtention de modèle de tête réaliste à partir d’une image 

IRM est donné en  vannexe  v. 

Les méthodes réalistes se basent sur les surfaces ou les informations volumiques déduites de 

la segmentation des images IRM. La résolution du problème direct dans ce contexte est basée 

sur des méthodes numériques, les trois méthodes les plus utilisées sont (Figure  1-29): 

 La modélisation par éléments de frontières : Cette méthode est notée BEM pour 

Boundary element method en anglais. Elle utilise un maillage des frontières entre les tissus 

ayant des conductivités différentes. Par exemple la frontière entre le cerveau et l'os, la 

frontière entre l'os et le scalp et la frontière entre le scalp et l'air. Chaque milieu entre deux 

frontières successives représente un tissu ayant une conductivité isotrope et considéré 

comme homogène, on parle alors d’un modèle homogène par couche. Ce modèle permet 

la prise en compte des géométries réelles du cerveau et des autres tissus de la tête. 

Cependant, les maillages sont possibles uniquement pour des surfaces régulières fermées 

afin que la solution numérique fonctionne correctement. Il n'est pas possible de modéliser 

les orifices (naturel ou chirurgical), tels que le trou occipital, les trous des yeux ainsi que 

les trous dus aux interventions chirurgicales. Pour le problème direct de l’EEG, cette 

méthode a été introduite pour la première fois en 1967 [43-45]. Cette méthode est 

largement utilisée grâce à des outils open source tels que OpenMeeg [46] utilisé dans les 

toolbox MNE software [38], BrainStorm [36] ou FieldTrip [37]. 

 

 La modélisation par différences finies : Cette méthode est basée sur un maillage 

volumique ayant des formes cubiques. Elle est très bien adaptée pour les données IRM, 

qui par construction forme un maillage cubique. Cette approche permet une description 

plus réaliste des propriétés géométriques et de conductivité de la tête. La solution du 

problème direct est obtenu avec la méthode des différences finis notée Finite Difference 

Method (FDM) en anglais [47] [48]. C’est la première méthode employée pour tenter de 

mettre au point un modèle réaliste en 1967 [43]. Cependant, avec cette méthode on se 
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confronte aux problèmes des frontières qui ont une forme de marches d’escalier d’où 

l’intérêt de la méthode des éléments finis. 

 

 La modélisation par éléments finis : Notée Finite Element Method ou MEF en anglais. 

Elle utilise aussi un maillage volumique de l’ensemble de la tête. Elle permet une 

description plus réaliste des propriétés géométriques et électriques de la tête, tels que les 

trous et l’anisotropie de certains tissus. Le problème des frontières observé avec la FDM 

est résolu grâce à l’utilisation d’un maillage tétraédrique qui permet une meilleure 

représentation des interfaces ainsi que des surfaces. Les premières applications de la MEF 

au calcul du potentiel électrique sur le scalp remontent à 1983 pour des modèles 2D. Ce 

n’est qu’au début des années 90 que la méthode MEF fut appliquée sur des modèles de 

tête 3D réalistes [49] [50]. 

 

L'autre avantage, non entièrement exploité en pratique est la modélisation de l’anisotropie qui 

est possible avec la MEF [51]. Ceci est dû notamment au manque de connaissances précises 

des tenseurs de conductivités in-vivo et aussi le peu d’outils développés utilisant cette 

approche. 

Les modèles réalistes apportent de meilleures précisions pour l’EEG [162-163]. La 

morphologie de la tête a une grande influence sur la distribution du potentiel. Par ailleurs le 

temps nécessaire pour la construction des modèles de tête réalistes et le calcul de la solution 

du problème direct est relativement plus important par rapport aux modèles analytiques. 

 

   
Figure  1-29 : Représentation des modèles de tête avec géométrie réaliste. A gauche un modèle surfacique pour la 

BEM, au centre un modèle volumique cubique pour la FDM et à droite un modèle volumiques tétraédrique pour 

la MEF [161] 

La méthode des éléments finis est la méthode choisie dans ce travail de thèse. Elle sera 

approfondie par la suite. 

1.6.5.3 Difficultés et avantages des modèles réalistes 

Deux principales difficultés existent dans la définition de modèle réaliste de tête.  

 Construction de la géométrie réaliste 
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Le premier est la construction géométrique, en effet la mise en œuvre des modèles 

réalistes est plus difficile que pour les modèles sphériques. La construction du modèle 

géométrique de la tête pour chaque individu reste complexe et prend beaucoup de temps. A 

notre connaissance, il n’existe pas de méthodes ou d’outils entièrement automatisés qui 

permettent  une description exacte des différentes couches et interfaces notamment celle 

LCR/crâne [131]. Par ailleurs La construction du maillage, surfacique et/ou volumique, 

nécessite une attention particulière et des vérifications manuelles. L’usage de Template 

obtenu en moyennant plusieurs IRM est souvent plus simple à utiliser. 

 Mesure et affiliation de conductivité des tissus 

La seconde difficulté concerne la mesure et la définition de la conductivité des tissus. 

En effet afin d'avoir une bonne résolution du problème direct il faut introduire les bonnes 

valeurs de conductivité. Ces valeurs sont souvent difficiles à mesurer et à obtenir. Plusieurs 

techniques sont utilisées. 

1.6.6 Définition de la conductivité des milieux conducteurs 

Le crâne est composé de plusieurs couches, et dans les parties les plus épaisses, on 

trouve l'os spongieux. L'os spongieux a une conductivité 4 à 7 fois supérieure à l'os dur [132-

133]. Cette augmentation subite de la conductivité au milieu du crâne a conduit les 

scientifiques à utiliser des modèles de conductivités anisotropes pour le crâne afin 

d'approximer cette inhomogénéité. 

 
Figure  1-30 : Aperçu schématique d’une coupe montrant les différentes couches de la tête et la composition 

spongieuse de l’os du crâne. Source : http://www.futura-sciences.com 

Les modèle précèdent (de conductivités constantes par morceaux) pourrait modéliser un tel 

compartiment si l'on pouvait définir ces aires spongieuses mais ces régions de petites tailles 

engendreraient des volumes difficiles à discrétiser et à utiliser avec des méthodes numériques.  

La matière blanche est elle aussi source d'anisotropie. En effet, sa structure fibreuse dûe aux 

axones des neurones, conduit mieux dans la direction de la fibre que dans son plan normal. 

Cela introduit donc une anisotropie forte du tenseur de conductivité, qui a une forte 

conductivité dans la direction radiale que dans la direction tangentielle. 
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1.6.6.1 Mesures in-vivo et in-vitro 

Les données in-vivo sont très rares car les expériences permettant l’obtention de ces 

valeurs sont très invasives, par contre les mesures in-vitro sont plus fréquentes [52-53]. 

Cependant, les conductivités in-vitro peuvent être très différentes qu’en in-vivo. Plusieurs 

études ont montré que les mesures in-vivo sont plus proches des conductivités réelles [54-55]. 

Il est noté aussi que ces valeurs de conductivité varient fortement d’un sujet à un autre et 

dépendent fortement de l'âge de la personne (en particulier pour le crâne). 

1.6.6.2 La tomographie par impédance électrique 

Notée EIT pour Electrical Impedance Tomography en anglais, EIT est une technique 

qui permet de reconstruire la conductivité à partir des mesures de potentiels électriques sur le 

scalp. Son principe est similaire à l'EEG, mais au lieu de mesurer le potentiel issu de l'activité 

électrique du cerveau, un courant connu est injecté via une paire d'électrodes puis récupéré sur 

d’autres capteurs placés sur le scalp. L’étude des caractéristiques du signal reçu permet 

d’estimer la conductivité des tissus traversés. La conductivité des tissus est mesurée d’une 

manière non invasive pour chaque patient. [56-57]. Ces mesures sont généralement effectuées 

sur des animaux et non sur des êtres humains [58-63]. 

1.6.6.3 La méthode des potentiels évoqués 

L’idée est d’utiliser les signaux EEG dont l’origine corticale est bien connue. La 

source de l’activité et les signaux résultants étant connus, le paramètre restant à estimer est 

donc la conductivité des tissus. La procédure consiste à calibrer le problème direct avec la 

conductivité comme variable pour qu’il soit en accord avec les mesures [64]. 

1.6.6.4 Conductivités utilisées dans ce travail  

Le tableau suivant montre les valeurs de conductivité que nous allons utiliser. Il est basé sur 

plusieurs références [65]. 

 Cerveau LCR Crâne Scalp 

Conductivité (S/m) 0.33 1.00 0.0042 0.33 

Tableau  1-2 : Valeurs des conductivités pour un modèle à quatre couches 

 On note qu’il y a un grand saut de conductivités entre le LCR et l’os du crâne qui peut 

être 1/80 fois plus faible que la conductivité du cerveau et celle du scalp. Cela provient de sa 

composition.  

Une autre difficulté réside dans la direction de conduction, le crâne et la matière blanche sont 

des milieux anisotropes, la conductivité radiale est différente de la conductivité tangentielle.  

Dans ce travail de thèse, on a utilisé uniquement sur des valeurs de conductivité isotrope, les 

résultats obtenus avec la conductivité anisotrope ne sont pas présentés dans ce document.  

1.6.7 Résolution du problème direct 

La résolution du problème direct EEG consiste à trouver la valeur du potentiel électrique 

𝑉 sur les électrodes placées sur le scalp. Ce potentiel est calculé à partir d’une source dont les 

paramètres sont connus et dans un milieu bien déterminé modélisant la tête. Le modèle de 
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source le plus utilisé est le modèle dipolaire dont la position 𝑟0 et le moment dipolaire �⃗⃗�  sont 

connus. Le modèle de milieu peut être choisi selon le niveau de précision choisi, ainsi on peut 

avoir une multitude de représentations avec une solution associée : 

 

 Modèle de géométrie sphérique (ou elliptique) homogène et isotrope (Analytique, 

BEM, MEF, FDM) 

 Modèle de géométrie sphérique (ou elliptique) homogène et anisotrope (Analytique, 

BEM, MEF, FDM) 

 Modèle de géométrie sphérique (ou elliptique) inhomogène et isotrope (Analytique, 

BEM, MEF, FDM) 

 Modèle de géométrie sphérique (ou elliptique) inhomogène et anisotrope (Analytique, 

BEM, MEF, FDM) 

 Modèle de géométrie réelle homogène et isotrope (BEM, MEF, FDM) 

 Modèle de géométrie réelle homogène et anisotrope (MEF, FDM) 

 Modèle de géométrie réelle inhomogène et isotrope (BEM, MEF, FDM) 

 Modèle de géométrie réelle inhomogène et anisotrope (MEF, FDM) 

 

Dans ce travail de thèse la solution du problème direct est évaluée dans un modèle de tête 

sphérique et dans un modèle de tête de géométrie réelle. Dans ce chapitre nous donnerons la 

formulation de la solution analytique du problème direct que nous utiliserons comme solution 

de référence pour valider les résultats de la méthode MEF dans le modèle sphérique. Les 

détails de l’obtention de la solution analytique sont donnés en annexe  i et le développement de 

la solution MEF est présenté dans le chapitre suivant. 

1.6.7.1 Formulation analytique dans le modèle sphérique 

 La formulation analytique qui permet d’obtenir le potentiel électrique UIsur la surface 

externe d’une sphère multicouche à partir d’un dipôle situé dans la couche la plus interne est 

donnée par la relation suivante : 

 
𝑈𝐼(𝑟0, 𝑀, 𝑅𝑒) =

𝑀

4𝜋𝜎𝑁𝑅𝑒
2
∑

2𝑛 + 1

𝑛

∞

𝑛=1

(
𝑟0
𝑅𝑒

)
𝑛−1

𝑓𝑛[𝑛𝑐𝑜𝑠𝛼𝑃𝑛(𝑐𝑜𝑠𝛾)

+ 𝑐𝑜𝑠𝛽𝑃𝑛
1(𝑐𝑜𝑠𝛾)] 

(1.27)  

Les détails concernant les différents paramètres et notations sont donnés en annexe  i. 

1.6.7.2 Application dans un modèle multicouches isotrope 

Exemple de résultats pour un modèle de tête sphérique ayant les conductivités données dans 

le Tableau  1-2 et les rayons donnés dans le tableau suivant : 

 Cerveau LCR Crâne Scalp 

Rayon (mm) 63 65 71 75 

Tableau  1-3 : Valeurs des rayons pour un modèle sphérique  à quatre couches 
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Nous placerons des dipôles dans la première couche avec un moment dipolaire 𝑀 = 1𝑚𝐴.𝑚, 

on choisit deux positions, un dipôle centré 𝑟0 = 0𝑚𝑚 et un dipôle décentré à 𝑟0 = 30𝑚𝑚. 

Les figures suivantes montrent l’allure du potentiel sur la surface extérieure en fonction de 

l’angle de 𝜃 ∈ [0, 𝜋] 

  

Figure  1-31 : A gauche, dipôle centré dans un modèle sphérique à quatre couches, à droite distribution du 

potentiel électrique sur la surface externe en fonction de l’angle thêta calculé avec la solution analytique 

  

Figure  1-32 : A gauche, dipôle décentré dans un modèle sphérique à quatre couches, à droite distribution du 

potentiel électrique sur la surface externe en fonction de l’angle thêta calculé avec la solution analytique 

La formulation (1.27) est utilisée comme solution de référence pour la validation des résultats 

de la méthode des éléments finis exposés dans le chapitre suivant. L’amplitude choisie pour le 

dipôle de 1𝑚𝐴.𝑚 est plus grande que les valeurs estimées dans la réalité, qui sont autour de 

quelques 𝜇𝐴.𝑚 pour un petit volume du cortex formant un dipôle. Dans la direction pointée 

du dipôle, l’amplitude du potentiel obtenue dans le cas du dipôle décentré est plus grande par 

rapport à celle obtenue dans le cas du dipôle décentré. Plus le dipôle est proche de l’interface 

plus sa contribution est importante.  
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1.7 Conclusion 

Dans ce chapitre on a introduit les généralités sur le système nerveux et l’activité 

électrique du cerveau. Nous avons aussi expliqué les différents phénomènes électriques qui se 

déroulent au niveau des neurones puis nous avons montré comment on peut les modéliser par 

un dipôle de courant. Nous avons vu par la suite les différents instruments utilisés pour 

détecter l’activité du cerveau, dans ce cadre nous avons décrit l’électroencéphalographe 

(EEG). On a vu les principes et usages de l’EEG et la MEG. On a introduit le problème de 

localisation des sources qui nécessite la résolution du problème direct et du problème inverse. 

On a vu que la résolution du problème direct nécessite la modélisation des sources dans le 

cerveau ainsi que la modélisation des milieux. On a donné la formulation mathématique du 

problème direct ainsi que les différentes définitions des méthodes utilisées pour sa résolution. 

Finalement on a exposé la formulation mathématique qui permet la résolution du problème 

direct dans le modèle de tête sphérique multicouche. 

Le chapitre suivant développe la méthode des éléments finis et son utilisation pour la 

résolution du problème direct en EEG. 
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 Modélisation des sources pour l’activité 2

cérébrale avec la méthode des éléments finis  
 

 

 

 

 
Numérotation des équations, à mettre en transparent dansla version 

finale 
(2).  

 

2.1 Introduction 

La localisation des sources de l’activité cérébrale à partir des signaux enregistrés sur le 

scalp nécessite la connaissance préalable de la solution du problème direct associé. La 

résolution du problème direct en EEG consiste à trouver la distribution du potentiel sur la 

surface de la tête à partir d’une distribution de sources connue dans le cerveau. La méthode 

des éléments finis (MEF) est utilisée dans ce chapitre pour la résolution de ce problème. 

Malgré les performances de modélisation associées à cette méthode dans les différentes 

applications, la prise en compte de la source de courant dipolaire introduit des singularités 

numériques lors de la résolution du problème direct en EEG. Dans ce chapitre nous 

introduirons les trois méthodes que nous avons évaluées et qui permettent le traitement de la 

singularité. 

L’exposé fait dans ce chapitre commence par des généralités sur la méthode des éléments 

finis (MEF), limitée au problème physique qui nous intéresse, à savoir la résolution du 

problème direct en EEG. Nous expliquerons les étapes nécessaires à l’application de la MEF 

pour le problème direct en EEG. Nous parlerons de ses avantages et de ses problèmes, 

notamment le problème lié à la singularité du point source. Nous détaillerons les méthodes 

utilisées pour pallier à ce problème, à savoir la méthode directe, la méthode de soustraction et 

la méthode de Saint-Venant. Nous approfondirons d’avantage cette dernière étant donné ses 

performances déjà observés dans la littérature. L’évaluation des résultats de ces méthodes se 

fera dans un modèle de tête sphérique ayant la solution analytique comme référence. Nous 

utiliserons des critères d’erreurs spécifiques au problème direct. Nous analyserons les 

résultats et comparerons les performances des trois approches afin de trouver la méthode la 

plus adéquate pour la modélisation de source.  

2.2 Généralités sur la MEF  

L’étude des problèmes physiques complexes nécessite la conception de  modèles 

mathématiques qui permettent de simuler leurs comportements, ces derniers sont 

généralement décrits avec des équations aux dérivées partielles (EDP). La méthode des 

éléments finis (MEF) est une des techniques utilisées pour résoudre numériquement les EDP. 
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L’usage de la MEF est largement répandu dans plusieurs domaines de la physique nécessitant 

la résolution des systèmes EDP [74]. Initialement utilisée en mécanique, cette méthode a été 

introduite pour les problèmes électromagnétiques, notamment dans le cas des structures 

complexes. En effet cette méthode très générale s’applique à la majorité des problèmes 

rencontrés dans la pratique, qu’il soit stationnaire ou non, linéaire ou non, aux milieux 

homogènes ou hétérogènes, isotropes ou anisotropes, de géométrie simple ou complexe. 

L’application de la MEF nécessite des connaissances multidisciplinaires reliées au système 

physique à étudier, des connaissances mathématiques et enfin des connaissances avancées en 

modélisation numérique et informatique afin de modéliser et exécuter les programmes d’une 

manière optimale. 

Etant donnée cette forme multidisciplinaire, nous n’allons pas décrire en détails la méthode 

des éléments finis. Nous nous limiterons à son application et d’une manière générale au 

problème direct en EEG et au calcul du potentiel 

 Les premières applications de la MEF au calcul du potentiel électrique sur le scalp 

remontent à 1983 [75], pour des modèles 2D. Les techniques de l’époque ne permettaient pas 

d’obtenir des images anatomiques et de plus les ordinateurs étaient peu puissants. Ce n’est 

qu’au début des années 90 que la méthode MEF fut appliquée sur des modèles de tête 3D 

réalistes [49]. Les techniques d’obtention de modèle de tête réaliste 3D sont expliquées dans 

[76] ainsi qu’un exemple en annexe  v. 

De nombreux logiciels ou bibliothèques de programmes sont disponibles en open source pour 

utiliser la MEF dans divers domaines. Il suffit d’adapter les équations et les codes aux 

équations à résoudre pour le problème direct.  

 

Les codes de calculs MEF utilisés dans cette partie sont issus de la plateforme multi-physique 

éléments finis développée au laboratoire L2E et qui a été adaptée à l’application EEG dans ce 

travail de thèse. 

2.2.1 Principe de la MEF 

Le principe de la MEF consiste en une approximation numérique de la grandeur 

recherchée, la méthode passe donc par la discrétisation du problème et de son milieu. 

La discrétisation du problème permet de passer des EDP à un ensemble d’équations 

algébriques linéaires dites « discrétisées ». Cette méthode consiste en une discrétisation de la 

fonction inconnue comme par exemple le potentiel scalaire 𝑉, en appliquant diverses 

transformations qui donnent lieu successivement aux formes intégrales puis aux formes 

linéaires dites « discrétisées ». Ces transformations permettent ainsi de passer des EDP à des 

équations algébriques linéaires. Ces équations algébriques définissent alors des systèmes qui 

pourront être résolus par des méthodes numériques directes ou itératives [77-78]. Une solution 

discrète approchée est ainsi obtenue, dont l’erreur par rapport à la solution exacte dépend 

évidemment du problème physique traité et des différences d’approximations utilisées dans 

cette méthode de modélisation. La Figure  2-1 suivante montre les étapes qui consistent à 

discrétiser le problème physique donné par ses EDP. 
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Figure  2-1 : Etapes de résolution avec la méthode des éléments finis 

Discrétiser les milieux consiste à diviser le domaine du problème en petits échantillons 

qu’on appelle maille ou élément. Ces éléments peuvent être des segments de droite dans le cas 

d’une dimension, des éléments surfaces dans le cas de deux dimensions ou un élément volume 

dans le cas de trois dimensions. L’ensemble de ces éléments forment ce qu’on appelle le 

maillage du milieu (Figure  2-2). Les points de liaison entre ces éléments forment les nœuds 

du maillage appelé aussi « sommets ». Le maillage reste encore un des problèmes majeurs, 

surtout pour les milieux très irréguliers avec des géométries complexes comme ceux de la 

tête. Ce problème est d’autant plus important que le maillage joue un grand rôle dans la 

précision de la solution obtenue. 

   
(1)    (2)    (3)° 

Figure  2-2 : Etapes de résolution d’un problème avec la MEF. (1)Domaine Ω où la solution V doit être calculée. 

(2) Maillage du domaine en élément triangulaire surfacique. (3) Calcul de la solution V sur chaque nœud du 

maillage. 

2.2.2 Formulation MEF du problème direct 

La méthode des éléments finis (MEF) est appliquée aux EDP du problème direct, dont 

nous rappelons la formulation ci-dessous pour le domaine du cerveau noté Ω: 

 𝑑𝑖𝑣[𝜎𝑔𝑟𝑎𝑑⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  𝑉] = 𝑑𝑖𝑣[𝑗𝑝⃗⃗⃗  ] (2.1)  

𝜎 est la conductivité electrique, 𝑉 est le potentiel électrique et 𝑗𝑝⃗⃗⃗   représente la densité de 

courant donnée par la relation suivante (se référer au chapitre précédent): 

𝑗𝑝⃗⃗⃗  = �⃗⃗� 𝛿(𝑟 − 𝑟 0) = 𝐼𝑙 𝛿𝑟0 
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Où �⃗⃗�  est le vecteur moment du dipôle [25] [30], 𝛿 est la fonction de Dirac définie 

uniquement à la position du dipôle 𝑟 0. 

Etant donné qu’aucun courant ne sort de la tête, domaine noté Ω, la condition de type 

Neumann est ajoutée sur les frontières 𝜕Ω: 

 𝜎𝑔𝑟𝑎𝑑⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  𝑉. �⃗� = 0 (2.2)  

Cette condition est applicable uniquement sur la dernière couche, sur les frontières intérieures 

du domaine de la tête (entre différents tissus), on impose la continuité des courants et des 

potentiels entre les couches. 

Afin d’introduire les différents concepts fondamentaux de cette méthode, nous allons décrire 

pas à pas la résolution de l’équation de Poisson pour le problème direct.  

Une première étape de la formulation par éléments finis consiste à reformuler le problème 

sous sa forme variationnelle.  

2.2.3 Formulation variationelle du problème direct 

Le passage de l’équation de Poisson (2.1) à sa formulation variationnelle se fait par la 

multiplication par les fonctions test  φi (voir  2.2.4.1): 

 ∫ 𝑑𝑖𝑣[𝜎𝑔𝑟𝑎𝑑⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  𝑉] 𝜑𝑖
Ω

𝑑Ω = ∫ 𝑑𝑖𝑣[𝑗𝑝⃗⃗⃗  ] 𝜑𝑖
Ω

𝑑Ω (2.3)  

En utilisant les propriétés vectorielles suivantes: 

 Pour une fonction scalaire 𝑓et une fonction vectorielle 𝐹   

 

𝑑𝑖𝑣[𝑓𝐹 ] = 𝑓𝑑𝑖𝑣(𝐹)⃗⃗⃗⃗ + 𝑔𝑟𝑎𝑑⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  𝑓. 𝐹  

D’où la relation suivante :  

 

𝑓𝑑𝑖𝑣(𝐹 ) = 𝑑𝑖𝑣[𝑓𝐹 ] − 𝑔𝑟𝑎𝑑⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  𝑓. 𝐹  

 

La relation (2.3) peut alors s’écrit : 

 Le terme de gauche :  

 

 ∫ 𝑑𝑖𝑣[𝜎𝑔𝑟𝑎𝑑⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  𝑉] 𝜑𝑖
Ω

𝑑Ω = 

∫ 𝑑𝑖𝑣[ 𝜑𝑖𝜎𝑔𝑟𝑎𝑑⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  𝑉]𝑑Ω
Ω

− ∫ 𝜎𝑔𝑟𝑎𝑑⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  𝑉.
Ω

𝑔𝑟𝑎𝑑⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗   𝜑𝑖 𝑑Ω 

(2.4)  

A l’aide du théorème de la divergence nous pouvons exprimer le second terme de l’équation 

(2.4) par 

 

 ∫ 𝑑𝑖𝑣[ 𝜑𝑖 𝜎𝑔𝑟𝑎𝑑⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  𝑉]
Ω

 𝑑Ω = ∫  𝜑𝑖 𝜎𝑔𝑟𝑎𝑑⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  𝑉
∂Ω

. �⃗�  𝑑 ∂Ω (2.5)  
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Avec �⃗�  la normale à la surface du domaine ∂Ω, orientée vers l’extérieur  

 Le terme de droite de l’équation (2.3) peut s’écrire :  

 ∫ 𝑑𝑖𝑣[𝑗𝑝⃗⃗⃗  ] 𝜑𝑖
Ω

𝑑Ω = ∫ 𝑑𝑖𝑣[ 𝜑𝑖 𝑗𝑝⃗⃗⃗  ]
Ω

𝑑Ω − ∫ 𝑗𝑝⃗⃗⃗  
Ω

. 𝑔𝑟𝑎𝑑⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗   𝜑𝑖𝑑Ω (2.6)  

En appliquant le théorème de la divergence pour le second terme de l’équation (2.6) nous 

obtenons 

 ∫ 𝑑𝑖𝑣[ 𝜑𝑖𝑗𝑝⃗⃗⃗  ]
Ω

𝑑Ω = ∫  𝜑𝑖 𝑗𝑝⃗⃗⃗  
∂Ω

. �⃗�  𝑑 ∂Ω (2.7)  

En appliquant la condition aux limites sur la frontière, exprimée par la relation (2.2), 

qui impose l’annulation des courants sur la surface, les expressions (2.5) et (2.7) s’annulent. 

L’annulation de la relation (2.5) correspond à l’annulation de la projection des courants 

secondaires 𝜎𝑔𝑟𝑎𝑑⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  𝑉 sur la normale �⃗�  à la surface de la tête : 

∫  𝜑𝑖𝜎𝑔𝑟𝑎𝑑⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  𝑉
∂Ω

. �⃗�  𝑑 ∂Ω = 0 

Tandis que l’annulation de la relation (2.7) correspond à l’annulation de la projection des 

courants primaires 𝑗𝑝⃗⃗⃗   sur la normale �⃗�  à la surface de la tête :  

∫  𝜑𝑖𝑗𝑝⃗⃗⃗  
∂Ω

. �⃗�  𝑑 ∂Ω = 0 

La formulation finale et intégrale du problème directe devient : 

 ∫ 𝜎
Ω

𝑔𝑟𝑎𝑑⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  𝜑𝑖. 𝑔𝑟𝑎𝑑⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  𝑉𝑑Ω = ∫ 𝑗𝑝⃗⃗⃗  
Ω

. 𝑔𝑟𝑎𝑑⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗   𝜑𝑖𝑑Ω (2.8)  

Dans le cadre de la résolution du problème direct les inconnues sont les valeurs du potentiel 

aux nœuds du domaine. La résolution de ce problème consiste à construire un système 

matriciel d’équations à résoudre comportant autant de données que d’inconnues. Les données 

du système étant l’expression du terme source. 

2.2.4 Formulation discrète du problème direct 

La méthode des MEF consiste à réécrire la formulation intégrale (2.8) précédente à 

l’aide de variables discrétisées. La solution 𝑉 continue est rapprochée par une solution nodale 

𝑉𝑖 discrète. On désigne par 𝜑1, 𝜑2, … , 𝜑𝑁 les fonctions de bases. Dans cette base, la 

décomposition de 𝑉 s’écrit : 

 𝑉 = ∑𝑉𝑖𝜑𝑖

𝑁

𝑖=1

 (2.9)  

Dans le cas d’un maillage, 𝑁 est le nombre de nœuds du maillage, 𝑉𝑖 est la valeur du potentiel 

électrique 𝑉 au nœud 𝑖. Chaque nœud est repéré par sa position 𝑟𝑖, l’ensemble des 𝜑𝑖 est une 

base de fonctions connue, associée au maillage. La connaissance du potentiel est alors réduite 

à la connaissance des 𝑁 inconnues 𝑉𝑖.  

Dans notre cas on utilise la méthode de Galerkin qui consiste à prendre des fonctions de bases 

égales aux fonctions de tests. 

En utilisant la relation (2.9) on pourra écrire les formulations suivantes : 
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  𝑔𝑟𝑎𝑑⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  𝑉 = ∑𝑉𝑖𝑔𝑟𝑎𝑑⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  𝜑𝑖

𝑁

𝑖=1

 (2.10)  

D’où l’écriture :  

   ∫ 𝜎
Ω

𝑔𝑟𝑎𝑑⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  𝜑𝑖.∑𝑉𝑗𝑔𝑟𝑎𝑑⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  𝜑𝑗

𝑁

𝑗=1

𝑑Ω = ∫ 𝑗𝑝⃗⃗⃗  
Ω

. 𝑔𝑟𝑎𝑑⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗   𝜑𝑖𝑑Ω (2.11)  

Au final, on arrive à :  

    ∑𝑉𝑗

𝑁

𝑗=1

∫ 𝜎
Ω

𝑔𝑟𝑎𝑑⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  𝜑𝑖. 𝑔𝑟𝑎𝑑⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  𝜑𝑗𝑑Ω = ∫ 𝑗𝑝⃗⃗⃗  
Ω

. 𝑔𝑟𝑎𝑑⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗   𝜑𝑖𝑑Ω (2.12)  

Ce système s’écrit sous la forme matricielle suivante : 

 𝐾𝑉 = 𝑆 (2.13)  

Avec 𝐾 est la matrice de rigidité/ou de géométrie spécifique à chaque modèle de tête. Elle est 

fortement reliée à la géométrie de la tête, la qualité du maillage, la forme des fonctions de 

bases ainsi qu’à la conductivité des différents tissus du modèle choisi. Les éléments 𝑘𝑖𝑗 

s'écrivent pour 1 < 𝑖, 𝑗 < 𝑁 : 

 𝑘𝑖𝑗 = ∫ 𝜎
Ω

𝑔𝑟𝑎𝑑⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  𝜑𝑖. 𝑔𝑟𝑎𝑑⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  𝜑𝑗𝑑Ω (2.14)  

 𝑠𝑗 = ∫ 𝑗𝑝⃗⃗⃗  
Ω

. 𝑔𝑟𝑎𝑑⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗   𝜑𝑖𝑑Ω (2.15)  

𝑉 est le vecteur des 𝑁𝑥1 inconnus du potentiel, 𝐾 est une matrice de 𝑁𝑥𝑁 caractérisant le 

milieu et 𝑆 un vecteur à 𝑁𝑥1 composantes de la source.  

La résolution de ce système linéaire est faite en utilisant les solveurs itératifs [79-81]. 

2.2.4.1 Les fonctions de base  

Les fonctions de base  𝜑𝑖(𝑥) sont des fonctions polynomiales par morceau, elles sont 

continues et définies par élément. Elles prennent la valeur 1 au nœud Ni et 0 en tout autre 

nœud Nj pour i ≠ j du maillage. Sur les éléments adjacents au nœud Ni, elles décroissent 

régulièrement suivant une fonction bien déterminée qui dépend de la nature des éléments 

(généralement d’une manière linéaire, qui correspond à des éléments d’ordre 1) et elles 

s’annulent sur les autres éléments. Pour des éléments d’ordre 1, les fonctions φi sont affines 

par morceaux, pour des éléments d’ordre 2, elles sont paraboliques, pour des éléments d’ordre 

3 elles sont cubiques, etc  
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Figure  2-3 : La fonction de base  𝜑𝑖  est égale à un au nœud i et zéro sur tous les nœuds et une variation linéaire 

entre les nœuds voisins 

Les fonctions 𝜑𝑖 sont continues dans le domaine Ω uniquement si le maillage vérifie 

les deux conditions suivantes : 

Deux mailles ne peuvent se chevaucher, dans ce cas les éléments adjacents partagent 

régulièrement des nœuds, des arrêtes et des facettes. 

La somme des volumes élémentaires ωi constitue le volume du domaine Ω, c’est-à-

dire qu’il n’y a pas de trous dans le maillage ni de superpositions des éléments. 

∑ 𝜔𝑖 = Ω

𝑁𝑒

𝑖=1

 

Avec 𝑁𝑒 est le nombre d’éléments de Ω, 𝜔𝑖 est le volume de l’élément i du maillage.  

2.2.4.2 Matrice de rigidité 

La matrice de rigidité exprimée dans la relation (2.14) a des propriétés spécifiques. La 

numérotation des fonctions  𝜑𝑖 attachées aux nœuds  𝑁𝑖 permet d’avoir des valeurs non nulles 

uniquement entre les nœuds  𝑁𝑖−1 et 𝑁𝑖+1, ainsi que pour leurs dérivées 𝑔𝑟𝑎𝑑⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  𝜑𝑖. La matrice 

𝐾 est donc une matrice creuse. Par ailleurs la matrice 𝐾 est symétrique 𝑘𝑖𝑗 = 𝑘𝑗𝑖 et définie 

positive. Ces propriétés permettent de mettre en œuvre des algorithmes particuliers pour le 

stockage et la résolution du système. Par ailleurs la matrice obtenue avec la BEM est pleine 

(dense) et non symétrique, cependant il existe des implémentation qui permettent de d’obtenir 

des matrices BEM symétriques [60]. 

2.2.5 Avantages et problèmes liés à la MEF 

2.2.5.1 Avantages de la MEF  

La MEF permet la modélisation des problèmes physiques ayant des géométries 

complexes, tel est le cas pour la résolution du problème direct en EEG. La tête a une 

morphologie externe complexe avec une composition interne encore plus complexe 

représentée par les différents tissus ayant des propriétés électriques variées. En plus, des 

différences existent d’une personne à une autre, et la morphologie et la composition de la tête 

varient en fonction de l’âge. 

La méthode des éléments finis s'adapte à ce type de complexités et permet une modélisation 

fiable des paramètres électromagnétiques des différents tissus. La MEF peut modéliser 
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l’ensemble des tissus présents dans la tête. Elle permet la prise en compte des trois sous-

couches du scalp [82-84], de la couche du LCR (CSF) [85-87] [108], des différentes couches 

de l’os ainsi que les différentes structures surfaciques et profondes du cerveau. La MEF 

permet aussi la prise en compte des modifications anatomiques, notamment les trous dus à la 

chirurgie et les malformations du crâne [89-90]. Un autre avantage considérable de la MEF 

consiste en la modélisation de l’anisotropie de la conductivité [88] [92] [108], 

particulièrement au niveau des fibres de la substance blanche. En effet ces fibres favorisent la 

propagation de l’influx nerveux dans des directions privilégiées, ce qui donne l’aspect 

anisotrope à cette partie du cerveau. Plusieurs études ont montré l’influence de l’anisotropie 

sur le potentiel électrique mesuré sur la surface du scalp, d’où l’importance de sa prise en 

considération dans la résolution du problème inverse en EEG. 

 Le maillage MEF est volumique, cet aspect permet de calculer la distribution du 

potentiel en tous points du volume de la tête y compris en profondeur. Grâce à cette propriété 

l’usage de la MEF peut s’étendre à l’analyse de la Stereo-electro-encephalo-graphie (SEEG) 

et l’Electro-cortico-graphie (EcoG) (voire chapitre 1), ces méthodes sont brièvement décrites 

dans le premier chapitre.  

Certains de ces différents points ne peuvent pas être réalisés avec la méthode surfacique BEM 

actuellement utilisée en pratique. La mise en place d’outils basés sur la MEF peut être une 

avancée considérable dans ce domaine de recherche. 

2.2.5.2 Problèmes liés à la MEF 

Les difficultés liées à la MEF pour la résolution du problème direct sont de différents 

types. La première est anatomique, et concerne l’obtention de modèle de tête MEF exact et 

fiable pour chaque individu. La seconde concerne la connaissance exacte des propriétés 

électriques, in-vivo, des différents tissus formant la tête. La troisième est spécifique à la 

méthode de résolution MEF et concerne la représentation de la source. En effet, l’activité 

électrique du cerveau est modélisée par un dipôle ponctuel de courant, ce type de source 

introduit des singularités numériques dans les calculs.  

Dans les prochains paragraphes le problème de la singularité est mis en évidence et 

des méthodes de traitement sont proposées. 

2.2.6 Singularité du point source  

 La modélisation des problèmes physiques dans les milieux continus conduit à la 

construction et la résolution d'un problème mathématique. En l’absence de discrétisation, la 

solution est régulière, ce qui signifie qu’elle est définie en tout point du domaine géométrique. 

Cependant, les relations mathématiques démontrent, dans certains cas, l’existence de certains 

points où la solution n’est pas entièrement définie. Ces points sont nommés singularités. La 

solution tend vers l’infini lorsque l’on s’approche de ces points singuliers. Ces valeurs infinies 

sortent du domaine de validité de la modélisation et, dans le cadre des simulations par 

éléments finis, les singularités peuvent mener à de graves erreurs d'analyse. 

Dans le cadre de la résolution du problème direct en EEG avec la MEF, le point source est un 

point singulier, un traitement de la formulation du terme source est donc nécessaire. 
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Prenons un exemple simple pour expliquer la singularité. La Figure  2-4 suivante illustre un 

dipôle de courant [+𝑞,−𝑞] de moment 𝑀 = 𝑞𝑁𝑃 = 𝑞𝑙 à la position 𝑂 dans un milieu 

conducteur ayant 𝜎0 comme conductivité. Le potentiel créé par ce dipôle au point 𝑀 situé à 

une distance 𝑟 du dipôle est donné par la relation suivante : 

𝑉(𝑀) =
𝑀𝑐𝑜𝑠𝜃

4𝜋𝜎0𝑟2
 

 
Figure  2-4 : Potentiel électrique créé par un dipôle ponctuel de courant 

Dans le cas de la méthode des éléments finis, le potentiel électrique est calculé dans 

l’ensemble du conducteur y compris au point source 𝑂. Cette situation conduit à une division 

par zéro et un potentiel infini est obtenu, ce qui est réellement impossible. Et donc on se 

retrouve avec une singularité. 

2.3 Traitement de la singularité  

 Comme mentionné précédemment, la méthode des éléments finis est utilisée pour la 

résolution du problème direct. L’application de cette méthode au terme source introduit une 

singularité (division par zéro). Pour remédier à ce problème, des méthodes qui permettent de 

traiter le terme source sont utilisées. On trouve dans la littérature plusieurs méthodes. La 

première est la méthode directe (ou méthode des intégrations par parties) [81] [91], elle prend 

en considération la source dans le maillage. La seconde est dite par substitution [93-95]. Elle 

consiste à remplacer le dipôle par un volume le contenant évitant ainsi le point source 

singulier. La troisième, la méthode de Saint-Venant [97-98], remplace le dipôle par une 

distribution de monopôles avec un moment multipolaire équivalent au moment du dipôle 

d’origine. On va détailler l’aspect mathématique de l’ensemble de ces méthodes. On 

s’intéressera plus particulièrement à la méthode de Saint-Venant  compte tenu de ses 

avantages, prouvés par les recherches antérieures [76] [79-81]. 

2.3.1 Méthode directe 

Le processus d’obtention de cette formulation consiste à partir de la formulation finale 

et intégrale du problème directe (2.8) : 

 ∫ 𝜎
Ω

𝑔𝑟𝑎𝑑⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  𝜑𝑖. 𝑔𝑟𝑎𝑑⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  𝑉𝑑Ω = ∫ 𝑗𝑝⃗⃗⃗  
Ω

. 𝑔𝑟𝑎𝑑⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗   𝜑𝑖𝑑Ω (2.16)  

Le terme source peut être exprimé par la relation suivante : 

 ∫ 𝑗𝑝⃗⃗⃗  
Ω

. 𝑔𝑟𝑎𝑑⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗   𝜑𝑖𝑑Ω = �⃗⃗�  𝑔𝑟𝑎𝑑⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  [ 𝜑𝑖(𝑟0)]𝟙𝑖(𝑟0) (2.17)  

Où 𝟙i représente la fonction indicatrice pour l’élément du maillage i. Cette fonction indique 

l’élément contenant le dipôle, si le dipôle est contenu dans le même élément que le nœud i 
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alors 𝟙i(𝑟0) = 1, sinon 𝟙i(𝑟0) = 0. En replaçant le potentiel par sa formulation discrète  

𝑉𝑑𝑖𝑟𝑒𝑐𝑡 = ∑ 𝑉𝑗𝜑𝑗
𝑁
𝑗=1  on arrive à la formulation matricielle suivant : 

 𝐾𝑉 = 𝑆𝑑𝑖𝑟𝑒𝑐𝑡 (2.18)  

Avec  

 𝑘𝑗𝑖 = ∫ 𝜎
Ω

𝑔𝑟𝑎𝑑⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  𝜑𝑖. 𝑔𝑟𝑎𝑑⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  𝜑𝑗𝑑Ω (2.19)  

 

 
𝑠𝑖

𝑑𝑖𝑟𝑒𝑐𝑡𝑒

= {�⃗⃗�
 . 𝑔𝑟𝑎𝑑⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  [ 𝜑𝑖(𝑟0)] 𝑠𝑖 𝑖 𝑒𝑠𝑡 𝑙𝑒 𝑛𝑜𝑒𝑢𝑑 𝑑𝑒 𝑙′𝑒𝑙𝑒𝑚𝑒𝑛𝑡 𝑐𝑜𝑛𝑡𝑒𝑛𝑎𝑛𝑡  𝑟0 

0                                                             𝑎𝑖𝑙𝑙𝑒𝑢𝑟𝑠
 

(2.20)  

Avec 𝐾 la matrice de rigidité, 𝑉𝑗 = (𝑉1, 𝑉2, 𝑉3, … , 𝑉𝑁)𝑇 sont les valeurs du potentiel à 

déterminer, 𝑆𝑖
𝑑𝑖𝑟𝑒𝑐𝑡𝑒 représente le vecteur source pour lequel les composantes sont non nulles 

uniquement aux nœuds de l’élément comprenant la source 𝑟0, comme le montrent les 

Figure  2-5 et Figure  2-6. 

. 

 

Figure  2-5 : La croix représente la localisation de la source, les points représentent les nœuds qui représentent la 

source pour la méthode directe, représentation en 2D. 2.2.4.1  
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Figure  2-6: La flèche représente le dipôle; les points sont les nœuds formant l’élément tétraèdre où le terme 

source est calculé avec la méthode directe, représentation en 3D, avec un tétraèdre 

La disposition des nœuds source pour la méthode directe dépend de la forme des éléments 

contenant le dipôle source ainsi que des fonctions de bases utilisées. Il faut noter que la forme 

des éléments dépend des types des éléments ainsi que de la qualité du maillage. La méthode 

directe est aussi appelée méthode de l’intégrale partielle (partial intégration method) elle est 

souvent utilisée pour sa simplicité. 

Il faut préciser que le gradient des fonctions de bases 𝑔𝑟𝑎𝑑⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  𝜑𝑗 choisi, est constant à l’intérieur 

d’un seul élément. En conséquence le terme source ne varie pas en faisant déplacer le dipôle 

dans l’élément. Il est donc impossible de distinguer la position de deux sources situées dans le 

même élément. Le potentiel calculé est le même pour l’ensemble des sources localisées dans 

le même élément.  

2.3.2 Méthode de soustraction 

La méthode de soustraction est une alternative qui permet le traitement de la 

singularité de la source. La méthode de soustraction divise le potentiel total en deux parties. 

La première partie permet une résolution analytique de l’équation de Poisson, la seconde 

partie permet d’avoir la solution numérique, elle permet de corriger le potentiel analytique 

suivant la géométrie de la tête. 

Le traitement de la singularité est traité en divisant le potentiel et la conductivité en 

deux parties.  

 𝑉 = 𝑉𝑐𝑜𝑟 + 𝑉0 (2.21)  

 𝜎 = 𝜎𝑐𝑜𝑟 + 𝜎0 (2.22)  

Avec 𝑉0 représente la solution de singularité, calculée pour un dipôle dans un domaine Ω0 

homogène infini de conductivité constante σ0 à la position de la source r0 (cerveau). 

L’équation qui régit le problème dans ce domaine est :  

 𝑑𝑖𝑣(𝜎0 𝑔𝑟𝑎𝑑⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗   𝑉0) = 𝑑𝑖𝑣 𝑗𝑝 (2.23)  

Une solution analytique peut être formulée [38] pour ce problème : 
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𝑉0(𝑟) =

1

4𝜋𝜎0

�⃗⃗� . (𝑟 − 𝑟0)⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  

‖𝑟 − 𝑟0‖3/2
 (2.24)  

En réalisant la soustraction (2.23) de (2.1), puis en suivant le raisonnement suivant : 

𝑑𝑖𝑣(𝜎𝑔𝑟𝑎𝑑⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗   𝑉) = 𝑑𝑖𝑣𝑗
𝑝
⃗⃗  

𝑑𝑖𝑣(𝜎0 𝑔𝑟𝑎𝑑⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗   𝑉0) = 𝑑𝑖𝑣 𝑗
𝑝
⃗⃗  

𝑉 − 𝑉0 = 𝑉𝑐𝑜𝑟 

𝑑𝑖𝑣(𝜎𝑔𝑟𝑎𝑑⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗   𝑉) − 𝑑𝑖𝑣(𝜎0 𝑔𝑟𝑎𝑑⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗   𝑉0) = 0 

𝑑𝑖𝑣(𝜎𝑔𝑟𝑎𝑑⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗   𝑉 − 𝜎0 𝑔𝑟𝑎𝑑⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗   𝑉0) = 0 

𝑑𝑖𝑣(𝜎𝑔𝑟𝑎𝑑⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗   (𝑉𝑐𝑜𝑟 + 𝑉0) − 𝜎0 𝑔𝑟𝑎𝑑⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗   𝑉0) = 0 

𝑑𝑖𝑣(𝜎𝑔𝑟𝑎𝑑⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗   𝑉𝑐𝑜𝑟 + 𝜎𝑔𝑟𝑎𝑑⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  𝑉0 − 𝜎0 𝑔𝑟𝑎𝑑⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗   𝑉0) = 0 

𝑑𝑖𝑣(𝜎𝑔𝑟𝑎𝑑⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗   𝑉𝑐𝑜𝑟 + (𝜎 − 𝜎0 )𝑔𝑟𝑎𝑑⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗   𝑉0) = 0 

on trouve l’équation de Poisson correctionnelle suivante dans Ω :: 

 𝑑𝑖𝑣(𝜎𝑔𝑟𝑎𝑑⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗   𝑉𝑐𝑜𝑟) = −𝑑𝑖𝑣(𝜎𝑐𝑜𝑟𝑔𝑟𝑎𝑑⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗   𝑉0) (2.25)  

Avec la condition (2.26) de type Neumann inhomogène sur la surface ∂Ω, 

𝜎𝑔𝑟𝑎𝑑⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗   V. �⃗⃗� = 0 

𝜎𝑔𝑟𝑎𝑑⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗   (𝑉𝑐𝑜𝑟 + 𝑉0). �⃗⃗� = 0 

 𝜎𝑔𝑟𝑎𝑑⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗   𝑉𝑐𝑜𝑟. �⃗� = −𝜎𝑔𝑟𝑎𝑑⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗   𝑉0. �⃗�  (2.26)  

On remarque que dans ce cas, la condition aux limites implique une valeur correctionnelle 

pour la solution du potentiel infini. 

Le problème de soustraction devient alors  

{
−𝑑𝑖𝑣(𝜎 𝑔𝑟𝑎𝑑⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  𝑉𝑐𝑜𝑟) = 𝑑𝑖𝑣 (𝜎𝑐𝑜𝑟 𝑔𝑟𝑎𝑑⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗   𝑉0)    dans Ω

                𝑔𝑟𝑎𝑑⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗   Vcor. �⃗� = − 𝑔𝑟𝑎𝑑⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗   V0 . �⃗�         sur les frontières ∂Ω
    

Dans cette méthode on a évité la singularité, la formulation du problème dans le domaine Ω 

est indépendante du terme source.  

En reprenant la même démarche que précédemment en multipliant l’équation (2.25) par les 

fonctions de base 𝜑𝑖 et après réarrangement, nous obtenons : 
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∫ 𝜎𝑔𝑟𝑎𝑑⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  𝑉𝑐𝑜𝑟. 𝑔𝑟𝑎𝑑⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗   φi
Ω

 dΩ

= − ∫ 𝜎𝑐𝑜𝑟𝑔𝑟𝑎𝑑⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  𝑉0. 𝑔𝑟𝑎𝑑⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗   φi
Ω

 dΩ

− ∫ 𝜎0 𝑔𝑟𝑎𝑑⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  𝑉0. �⃗�  φid∂Ω 
𝜕𝛺

+ ∫ 𝜎 𝑔𝑟𝑎𝑑⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  V. �⃗�  φid∂Ω 
𝜕𝛺

 

(2.27)  

Le troisième terme de l’équation précédente s’annule du fait de la condition aux limites. 

En replaçant le potentiel par sa formulation discrète 𝑉𝑐𝑜𝑟 = ∑ 𝑉𝑗𝜑𝑗
𝑁
𝑗=1  on arrive à la 

formulation matricielle suivante : 

 𝐾𝑉𝑐𝑜𝑟 = 𝑆𝑠𝑜𝑢𝑠 (2.28)  

Avec 𝐾 est la matrice de rigidité définie précédemment. Le terme source est donné par la 

relation suivante : 

 
𝑠𝑖

𝑠𝑜𝑢𝑠 == − ∫ 𝜎𝑐𝑜𝑟𝑔𝑟𝑎𝑑⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  𝑉0. 𝑔𝑟𝑎𝑑⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗   φi
Ω

 dΩ − ∫ 𝜎0 𝑔𝑟𝑎𝑑⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  𝑉0. �⃗�  φid∂Ω  
𝜕𝛺

 (2.29)  

Le calcul du terme source est obtenu à l’aide de l’expression de (2.29) [94]. Le potentiel total 

𝑉 est obtenu par l’addition des deux potentiels 𝑉0 et 𝑉𝑐𝑜𝑟 par la relation (2.21) 

La méthode de soustraction impose un nouveau volume de calcul, avec de nouvelles 

conditions aux limites comme le montre la Figure  2-7. Les sources sont distribuées sur 

l’ensemble des nœuds se situant dans des compartiments autres que le cerveau. 

Plusieurs références ont montré la convergence et la fiabilité de cette méthode [94-95]. 

Cependant le terme source est un vecteur dense, beaucoup plus chargé par rapport à la 

méthode directe vue précédemment et la méthode de Saint-Venant qui va suivre. Ceci 

engendre un temps de résolution plus important comparée à ces méthodes. 

Remarque : Cette partie de thèse traitant des méthodes directe et de soustraction porte sur 

l’étude et le développement réalisés durant le travail de fin d’étude de Zhang Yuji [99] sous 

l’encadrement de David Lautru et Zhuoxing Ren. Trois méthodes d’implémentations existent 

pour trouver l’expression du terme source. Les travaux issus de ce travail sont publiés dans 

l’article « Finite element modeling of current dipoles using direct and subtraction methods for 

EEG forward problem » [100]. La contribution menée dans cette thèse est basée 

principalement sur l’exploitation et l’amélioration de la méthode de Saint-Venant. 
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Figure  2-7 : La croix est la position réelle du dipôle, les ronds représentent les nœuds où le terme source est 

calculé avec la méthode de soustraction 

2.3.3 Méthode de Saint-Venant  

Cette méthode est basée sur le principe de Saint-Venant connu en mécanique, en 

théorie des poutres, dont l’énoncé est : « Les détails spécifiques de l’application d’une charge 

n’a pas d’influence sur les résultats observés à une certaine distance de cette charge ». Dans 

notre cas, cela se traduit par les détails spécifiques de la configuration de la source (le dipôle) 

n’influençant pas les mesures des signaux (potentiels) récoltés par les électrodes sur le scalp 

situées à une certaine distance bien éloignée des sources. 

Avec la méthode de Saint-Venant, le dipôle peut être approché par une distribution de 

monopôles (sources et puits), tout au long des nœuds voisins aux positions  𝑟𝑘 autour de la 

position réelle 𝑟0 du dipôle, de telle sorte que le moment résultant �⃗�  soit le même ou 

approxime au mieux le vrai moment dipolaire  �⃗⃗�  [96-97]  

Le moment �⃗� , dit multipolaire, du dipôle est donné par la relation suivant: 

 �⃗� = ∫ (𝑟 𝑘 − 𝑟 0)𝑑𝑖𝑣𝑗
𝑝
⃗⃗ 

𝛺

𝑑𝛺 = ∫ (𝑟 𝑘 − 𝑟 0)𝐽𝑝𝑑𝛺
𝛺

 (2.30)  

où 𝐽𝑝 peut être considéré comme une densité volumique de courant [101] (par dualité avec 

l’équation (1.3) : 𝑑𝑖𝑣 �⃗⃗� = 𝜌). La discrétisation de ce système [49] [102-103] nous donne la 

formulation suivante : 

 �⃗� = ∑  (𝑟 𝑘 − 𝑟 0)𝑗𝑘

𝐶

𝑘=1

= ∑ 𝛥𝑟⃗⃗⃗⃗ 
𝑘0 

𝐶

𝑘=1

𝑗𝑘 (2.31)  

où 𝐶 représente le nombre de nœuds voisins et 𝛥𝑟⃗⃗⃗⃗ 
𝑘0 désigne le vecteur nœud-source et 𝑗𝑘 

représente l’élément source (monopôles de courant). Dans cette méthode il faut trouver la 

valeur des sources monopôles 𝑗𝑘, qui correspond au second terme de la formulation MEF, les 

détails sont en annexe  iii. 

2.3.3.1 Monopôles de Saint-Venant 

L’approximation de Saint-Venant consiste à trouver une distribution de charges au 

voisinage du dipôle de telle sorte que le potentiel électrique créé à grande distance soit 
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inchangé. Pour cela il faut que le moment multipolaire �⃗�   exprimé dans la relation (2.31) 

approxime au mieux le moment dipolaire �⃗⃗�  .  

La détermination des courants monopolaires 𝑗𝑘 revient à résoudre un problème inverse, un 

problème de minimisation entre le moment dipolaire �⃗⃗�  et le moment multipolaire �⃗� . Le 

problème à résoudre est de type : 

 
𝝉 = 𝑎𝑟𝑔 𝑚𝑖𝑛𝑗𝑘

‖�⃗⃗� − �⃗� ‖
2

2
= 𝑎𝑟𝑔 𝑚𝑖𝑛𝑗𝑘

‖�⃗⃗� − ∑ 𝛥𝑟 ⃗⃗ ⃗⃗  
𝑘0

𝐶

𝑘=1

𝑗𝑘‖

2

2

 (2.32)  

𝑎𝑟𝑔 𝑚𝑖𝑛𝑗𝑘
 représente la fonction de minimisation ayant comme paramètre 𝑗𝑘 la valeur des 

monopôles. Le problème (2.32) est mal posé, le nombre d’inconnues est supérieur aux 

données. En effet, la donnée du problème est le moment du dipôle �⃗⃗�  définis par : 

a) Sa position 𝑟0⃗⃗  ⃗,  

b) Son amplitude‖�⃗⃗� ‖,  

c) Son orientation 𝜗𝑀 et 𝜑𝑀, 

La Figure  2-8 représente les informations données par un dipôle repéré dans l’espace par le 

vecteur position 𝑟0⃗⃗  ⃗ et son orientation 𝜗𝑀 et 𝜑𝑀, ainsi que la distribution des monopôles autour  

de la position du dipôle, représentant ainsi les inconnues à déterminer par la méthode de 

Saint-Venant. 

 

 
Figure  2-8: A gauche : représentation du vecteur moment : Position et orientation. A droite : Représentation de la 

distribution des monopôles dans un espace 

Les inconnues qu’il faut trouver pour définir le moment �⃗�  sont : 

a) Le nombre de monopôles C, 

b) La position des monopôles 𝑟𝑘⃗⃗  ⃗,  

c) La valeur des monopôles 𝑗𝑘,  
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De plus, le vecteur �⃗�  doit avoir la même orientation que le vecteur �⃗⃗� , voir Figure  2-9, et 

l’équilibre électrostatique doit être vérifié, donc : 

 

∑ 𝑗𝑘

𝐶

𝑘=1

= 0 (2.33)  

La détermination des inconnues du problème permettra la reconstruction du moment du 

dipôle d’origine �⃗⃗� . La figure suivante donne un aperçu du vecteur moment cible �⃗⃗�  et un 

aperçu du vecteur moment equivalent �⃗�  à partir des vecteurs élémentaires issus de la 

résolution du système (2.32). 

 

l  

Figure  2-9 : Représentation spatiale du vecteur moment cible M⃗⃗⃗  et du vecteur moment de Saint-Venant 

équivalent T⃗⃗  

2.3.3.2 Procédure de distribution des monopôles dans le maillage  

La procédure consiste à localiser le nœud   le plus proche de la position de la source 

voir Figure  2-10- (2), ensuite on distingue tous les nœuds   voisins formant la maille dont ce 

nœud est le centre (3). Une fois les nœuds localisés, on calcule et distribue les sources sur ces 

nœuds. 

 

Figure  2-10: Procédure (standard) de définition des nœuds voisins de la méthode de Saint-Venant. (1) : 

localisation du dipôle dans le maillage. (2) : Identification du nœud le plus proche. (3) : Distribution des 

monopôles de Saint-Venant sur l’ensemble des nœuds voisins 
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2.3.3.3 Procédure du calcul des Monopôles de Saint-Venant 

Etant donné le nombre d’inconnues à déterminer, on fixera des conditions initiales afin de 

pouvoir converger vers une solution possible du problème de minimisation (2.32). 

Avec la discrétisation éléments finis et le maillage du domaine de la tête 𝛺, les monopôles de 

courant sont distribués sur les nœuds au voisinage de la position réelle du dipôle. A partir de 

cela on peut donc connaitre leur nombre et la localisation de ces monopôles. 

 𝑟𝑘⃗⃗  ⃗ − 𝑟0⃗⃗  ⃗ = 𝛥𝑟𝑘0
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  = 𝑟𝑘𝑟0⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ (2.34)  

Les monopôles sont distribués autour du dipôle, ce qui est préférable d’après les 

raisonnements d’approximation dipolaire donnés en annexe  ii. De plus, on pourra déduire que 

le centre de gravité des monopôles coïncide avec la position réelle du dipôle 𝑟0 (voir annexes). 

Le moment �⃗�  s’écrit dans ce cas : 

 

�⃗� = ∑  (𝑟𝑘⃗⃗  ⃗ − 𝑟0⃗⃗  ⃗)

𝐶

𝑘=1

𝑗𝑘 = ∑ 𝛥𝑟𝑘0 
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗

𝐶

𝑘=1

𝑗𝑘 (2.35)  

Les seules inconnues restantes sont les valeurs des monopôles 𝑗𝑘. Pour cela on va procéder à 

la résolution du problème de minimisation (2.32). La résolution consiste à minimiser la norme 

du résidu 𝜏, or ce type de résolution peut poser d’autres problèmes, qui sont liés au 

conditionnement du terme ‖𝛥𝑟 ⃗⃗ ⃗⃗  
𝑘0

‖ conduisant ainsi à des erreurs considérables ou à un grand 

nombre de solutions (non unicité de la solution). 

Dans le but de favoriser une solution avec des propriétés pertinentes (particulière et unique), 

on utilise la fonction de minimisation 𝐹𝜆(𝑗𝑘) avec un terme de régularisation comme suit : 

 𝐹𝜆(𝑗𝑘) = ‖�̅� − �̅�(𝑗𝑘)‖
2

+ 𝜆 ‖𝑊.̅̅̅̅ 𝑗𝑘‖
2

= ‖�̅� − �̅�. 𝑗𝑘‖
2

+ 𝜆 ‖�̅�𝑗𝑘‖ 
(2.36)  

où �̅� la matrice des distances monopôles sources. La détermination de la valeur des 

monopôles de courant consiste à la résolution du problème de minimisation suivant en 

utilisant la régularisation de Tikhonov [111] [112]: 

 𝜏 = 𝐴𝑟𝑔 𝑚𝑖𝑛𝑗𝑘
[‖�⃗⃗� − �⃗� ‖

2

2
+ 𝜆 ‖�̅�𝑗𝑘‖

2

2

]

= 𝐴𝑟𝑔 𝑚𝑖𝑛𝑗𝑘
[‖�⃗⃗� − �̅�𝑗𝑘‖

2

2

+ 𝜆 ‖�̅�𝑗𝑘‖
2

2

] 
(2.37)  

où Arg minjven
 est la fonction de minimisation ayant pour paramètres la valeur du courant 

𝑗𝑣𝑒𝑛 et ‖u‖2 étant la norme discrète L2. Le terme additionnel contraint la solution, en fonction 

du choix des paramètres de régularisation �̅� et λ [112].  
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Ce système est de type Tikhonov-Phillips [111] [112], W̅ est la matrice de pondération de 

Tikhonov qui doit être judicieusement choisie, 𝑗𝑘 est le terme source que l’on veut déterminer, 

λ est le facteur de régularisation de Legendre choisi de manière à être le plus petit possible.  

Dans la relation (2.37) le premier terme assure la minimisation au sens des moindres carrés 

entre le moment cible �⃗⃗�  et le moment calculé �⃗� , et le deuxième terme est la régularisation de 

Tikhonov-Phillips, qui permet d’avoir une solution dite ‘lisse’, dont les valeurs des 

monopôles sont régulières et pondérées aux valeurs �̅� (pas d’écart important entre deux 

monopôles voisins). Les détails du développement de la relation (2.37) sont mis en  

annexe  iii. 

Remarque : les termes de �̅� correspondent à la pondération associée à chaque valeur de 

monopôle. Choisir des valeurs unité (matrice identité) dans �̅� permet d’avoir des valeurs de 

monopoles dispersées (non lissées). Par ailleurs on peut pondérer chaque valeur de monopôles 

à la distance le séparant du dipôle, Dans ce cas, plus la distance est petite plus la valeur du 

monopôle est importante, et plus la distance est grande moins est importante la valeur des 

monopôles. Ce paramètre peut ainsi influencer la distribution des monopôles ainsi que leur 

contribution.  

La résolution de ce système s’obtient par une première différentiation par rapport à 𝑗𝑘 donne 

l’expression suivante : 

 𝑗𝑘 = [[∑ (�̅�)𝑑
𝑇�̅�𝑑 + 𝜆(�̅�)𝑑

𝑇�̅�𝑑)
𝑑=𝑥,𝑦,𝑧

]

−1

] [∑ [(�̅�)𝑑
𝑇𝑀𝑑]

𝑑=𝑥,𝑦,𝑧
] (2.38)  

Les indexs 𝑑 et 𝑇 réfèrent respectivement à la direction (x, y ou z) et à la transposée de la 

matrice. Les détails relatifs à la procédure des calculs sont donnés en annexe  iii.  

Une fois  le système (2.38)  calculé, les termes 𝑗𝑘 sont utilisés dans le terme source dans la 

formulation MEF, puis en utilisant un solveur numérique [78-81] on arrive à trouver le 

potentiel en tout nœud du maillage. 

La divergence de la densité du courant primaire 𝑗𝑝⃗⃗⃗   de la distribution discrète de charge peut 

alors s’écrire de la manière suivante [116] : 

 𝑑𝑖𝑣𝑗𝑝⃗⃗⃗  = ∑  𝑗𝑘 𝛿(𝑟 − 𝑟 𝑘)

𝐶

𝑘=1

= ∑  𝑗𝑘 𝛿𝑟 𝑘

𝐶

𝑘=1

 (2.39)  

D’où la formulation suivante à partir des équations précédentes : 

 ∫ 𝜑 𝑑𝑖𝑣𝑗𝑝⃗⃗⃗  
𝛺

𝑑𝛺 = ∑ 𝑗𝑘 

𝑘

𝑣=1

∫ 𝜑 𝛿(𝑟 − 𝑟 𝑘)𝑑𝛺
𝛺

 (2.40)  

Ici le terme 𝛿(𝑟 − 𝑟 𝑘) est égal à 1 quand la position du nœud 𝑟 = 𝑟 𝑘 ⃗⃗  ⃗ et mis à zéro dans les 

autres cas. La fonction 𝜑 est soit égale à zéro, soit égale à un sur les nœuds.  
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En remplaçant le potentiel par sa formulation discrète 𝑉 = ∑ 𝑉𝑗𝜑𝑗
𝑁
𝑗=1  on arrive à la 

formulation matricielle suivante : 

 𝐾𝑉 = 𝑆𝑣𝑒𝑛 (2.41)  

où 𝐾 est la matrice de rigidité définie précédemment. Le terme source est donné par la 

relation suivante : 

 
𝑠𝑣𝑒𝑛 = {

𝑗𝑘        𝑠𝑖 𝑙𝑒 𝑛𝑜𝑒𝑢𝑑 𝑖 𝑓𝑎𝑖𝑡𝑝𝑎𝑟𝑡𝑖𝑒 𝑑𝑒𝑠 𝑛𝑜𝑒𝑢𝑑𝑠 𝑣𝑜𝑖𝑠𝑖𝑛𝑠

0                                                                                𝑎𝑖𝑙𝑙𝑒𝑢𝑟𝑠
 (2.42)  

 

Le terme source dans cette méthode est défini uniquement sur les nœuds voisins du maillage 

autour de la position du dipôle comme indiqué dans Figure  2-11suivante : 

 

Figure  2-11 : La croix représente la localisation de la source, les points représentent les nœuds qui portent les 

sources jk. 

Dans cette formulation la matrice de rigidité 𝐾 est la même que dans la méthode directe et la 

méthode de soustraction, concernant le terme source 𝑆𝑣𝑒𝑛 , il est non nul uniquement sur les 

nœuds voisins qui entourent le point source comme le montre la figure 2-11. 

2.3.3.4 Influence du nombre de monopôles sur le calcul du moment de Saint-Venant 

Afin d’étudier l’influence du nombre de monopôles de Saint-Venant sur la 

convergence du moment équivalent T⃗⃗  vers la valeur du moment cible M⃗⃗⃗ , on se propose de 

calculer l’erreur relative entre le module du moment équivalent et de ces composantes avec 

celle du moment cible en fonction du nombre de monopôles.  

 𝐸𝑟𝑟M𝑜𝑚𝑒𝑛𝑡 = 100
‖�⃗⃗� ‖ − ‖�⃗� ‖

‖�⃗⃗� ‖
 (2.43)  
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Le Tableau  2-1 suivant apporte un exemple de résultats obtenus pour un cas de test. 

Nombre de nœuds 1 2 3 4 8 10 15 

𝑬𝒓𝒓𝑴𝒐𝒎𝒆𝒏𝒕 (%) 76,82 32,5 13,66 8,66 3,4.10
-3

 6.10
-5

 4.10
-12

 

𝑬𝒓𝒓𝑴𝒙(%) 82,63 75,25 25,12 48,12 12,56 3.10
-4

 6.10
-11

 

𝑬𝒓𝒓𝑴𝒚(%) 52,13 15,14 43,58 25,2 0,34 2.10
-5

 6.10
-12

 

𝑬𝒓𝒓𝑴𝒛(%) 130,35 63,23 7,9 2,98 2,3.10
-3

 3.10
-5

 6.10
-10

 

Tableau  2-1: Erreur sur le moment et de ses composantes dans les trois directions cartésiennes versus le nombre 

de nœuds voisins. 

La précision du moment équivalent dépend du nombre de nœuds utilisés. Ce résultat coïncide 

avec nos attentes, car plus le dipôle est  entouré de monopôles, meilleure est la distribution de 

poids sur les nœuds, ce qui permet d’approximer au mieux le moment cible. 

2.4 Comparaison entre les méthodes 

2.4.1 Modèle de tête 

Afin de tester les performances de la méthode des éléments finis et notamment les 

modèles de représentation de source on a choisi d’utiliser un modèle de tête sphérique, ayant 

une solution analytique exacte. Ce modèle pourra nous servir comme solution de référence 

pour évaluer le potentiel électrique obtenu avec les modèles de source MEF. Le modèle de 

tête est composé de quatre sphères concentriques. Les quatre couches représentent, 

respectivement de l’intérieur vers l’extérieur, le cerveau, le liquide céphalo-rachidien (LCR), 

l’os et le scalp. Le rayon respectif pour chaque couche est 63, 65,71 et 75 en millimètres 

(mm), avec des valeurs de conductivité respectives en en Siemens/mètre (S/m), de 0.33, 1, 

0.0042 et 0.33. 

Afin d’appliquer la MEF, un maillage tétraédrique est construit pour le modèle sphérique en 

utilisant iso2mesh [40]. Le maillage est représenté par 20320 nœuds et 115734 éléments. La 

Figure  2-12 montre un aperçu du modèle utilisé.  

   
(a)            (b) 

Figure  2-12 : (a). Modèle sphérique à 4 couches. (b). Maillage tétraédrique 
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2.4.2 Représentation de la source 

Les dipôles sources sont localisés dans la première couche représentant les tissus 

cérébraux. On fixe un moment dipolaire à  𝑀 = 1𝑚𝐴.𝑚. On choisit de placer le dipôle à 

plusieurs positions le long de la direction positive de l’axe des Z. Ce choix nous permet 

d’évaluer la solution à plusieurs niveaux de profondeur de la source dans le cerveau. Pour 

chaque position du dipôle on calcule l’excentricité, définie comme étant le rapport entre la 

distance « dipôle-centre » et la distance « interface cerveau/LCR-centre». On se met dans le 

cas où le centre de la sphère coïncide avec l’origine du repère cartésien, l’excentricité peut 

s’écrire comme suit: 

 
𝐸𝑐𝑐𝑖 = 100

𝑟0𝑖

𝑅𝑐𝑒𝑟𝑣𝑒𝑎𝑢
 (2.44)  

𝑟0𝑖
est la distance du dipôle i au centre O.  

Pour chaque position de dipôle on choisit une orientation radiale et une orientation 

tangentielle (Figure  2-13). Le potentiel électrique est calculé pour chaque dipôle en utilisant 

les formulations MEF puis comparé à la solution analytique associée.  

 

 
Figure  2-13 : Distribution des dipôles allant du centre du cerveau vers l’interface cerveau-LCR avec différentes 

valeurs d’excentricité. Les vecteurs en rouge sont des dipôles d’orientation radiale et en bleu sont des dipôles 

d’orientation tangentielle. 

2.4.3 Visualisation de la solution du problème direct 

 L’évaluation de la solution se fait sur la dernière couche, où l'on extrait les points de la 

surface externe de la sphère, ce qui correspond à la couche externe de la tête (scalp). Le 

potentiel recueilli sur ces points est équivalent au potentiel recueilli par les électrodes EEG. 

Avec le modèle utilisé le nombre de nœuds de surface est de 1425. On a choisi d’utiliser 

l’ensemble de ces points afin de mieux couvrir l’ensemble de la surface de la sphère, ce qui 

est sans doute plus précis que de choisir uniquement quelques points correspondant à la 

position des électrodes (au maximum 256). La Figure  2-14 montre un exemple de la 

distribution du potentiel obtenue sur la surface pour un dipôle localisé au centre de la sphère. 

L’image de gauche montre les résultats d’un dipôle ayant une orientation radiale suivant l’axe 

des Z (𝑀 = 𝑀𝑧) et l’image de droite les résultats pour un dipôle ayant une orientation 

tangentielle suivant l’axe des Y  (𝑀 = 𝑀𝑦). 
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Figure  2-14 : Aperçu de la distribution du potentiel MEF sur la surface de la sphère. A gauche la distribution 

pour un dipôle au centre ayant une orientation radiale, A droite potentiel pour un dipôle d’orientation 

tangentielle. (Potentiel en mV pour M=1m A.m) 

On calcule la solution analytique en ces points (nœuds). Cette solution nous servira de 

référence pour les résultats numériques obtenus pour les trois méthodes MEF décrites 

précédemment. La Figure  2-15  qui suit, montre la répartition du potentiel analytique et MEF 

(exemple : Saint-Venant) sur l’ensemble des nœuds appartenant à la surface externe de la 

sphère associé à la figure précédente.  
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  Orientation radiale    Orientation tangentielle 

 

 
Figure  2-15 : Distribution du potentiel analytique (°) et numérique (*) sur le scalp pour un dipôle situé au centre 

de la sphère (en haut), à gauche pour un dipôle d’orientation radiale, à droite pour un dipôle d’orientation 

tangentielle. (Exemple traité avec la méthode Saint-Venant).  

La Figure  2-16 suivante montre comment l’angle thêta (𝜃) est défini. Pour l’ensemble des 

nœuds situés à une hauteur ℎ (sur l’axe des Z), 𝜃 est l’angle entre le nœud situé à cette 

hauteur et le plan formé (xoy) 
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Figure  2-16 : Définition de l’angle θ associé aux nœuds ayant la même cote dans le repère 

A partir de la Figure  2-15, on constate que la solution MEF correspond à la solution 

analytique sur chaque nœud. Les distributions analytique et numérique sont similaires. Des 

distributions similaires sont obtenues avec la méthode directe et la méthode de soustraction.  

Afin de mettre en évidence et d’une manière quantitative les différences qui existent entre les 

méthodes MEF étudiées, nous allons utiliser les critères d’erreurs présentés dans le 

paragraphe qui suit. 

2.4.4 Critères d’évaluation de problème direct  

 Pour pouvoir évaluer les erreurs entre la solution analytique notée 𝑉𝑟𝑒𝑓 et la solution 

numérique, notée 𝑉𝑛𝑢𝑚, d’une manière rigoureuse, on introduit les critères d’erreurs utilisés 

en bio-électromagnétisme [104-106].  

2.4.4.1 L’erreur relative 

Ce critère d’erreurs est souvent utilisé dans plusieurs domaines. L’erreur relative est donnée 

par la relation suivante : 

 𝐸𝑅𝑅(𝑉𝑟𝑒𝑓, 𝑉𝑛𝑢𝑚) =  
‖𝑉𝑛𝑢𝑚 − 𝑉𝑟𝑒𝑓‖

2

‖𝑉𝑟𝑒𝑓‖2
 (2.45)  

avec ‖u‖2 = √∑ (ui)2n
i=1  comme étant la norme discrète L², où n est le nombre de point 

d’observation (électrodes ou nœuds du maillage sur la surface), et ui le potentiel au nœud i. 

L’inconvénient majeur de l’erreur relative est la non différentiation entre l’erreur sur 

l'amplitude et l’erreur sur la topographie, d’où l’introduction du RDM et du MAG [105-106]. 

2.4.4.2 L’erreur topographique (RDM) 

 Le RDM pour « Relative Difference Measure » permet de mesurer l’erreur sur la 

topographie de la solution indépendamment de l’amplitude. Le RDM est donnée par la 

relation suivante : 
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 𝑅𝐷𝑀(𝑉𝑟𝑒𝑓, 𝑉𝑛𝑢𝑚) =  ‖
𝑉𝑛𝑢𝑚

‖𝑉𝑛𝑢𝑚‖2
−

𝑉𝑟𝑒𝑓

‖𝑉𝑟𝑒𝑓‖2
‖

2

 (2.46)  

Le RDM est limité par sa valeur maximale de 2 et la valeur minimale 0 qui correspond à deux 

courbes identiques.  

Le RDM est utilisé pour estimer les performances de la solution du problème direct par 

rapport à une solution de référence. Il est aussi un bon indicateur sur l’erreur commise sur la 

localisation des sources lors de l’estimation du problème inverse. En effet un RDM important 

peut signifier que des erreurs de localisation peuvent être commises lors de la résolution du 

problème inverse. 

Une autre définition peut se trouver dans la littérature, noté 𝑅𝐷𝑀∗, c’est une valeur 

normalisée du 𝑅𝐷𝑀. Le 𝑅𝐷𝑀∗est donné par la relation suivante : 

 𝑅𝐷𝑀∗(𝑉𝑟𝑒𝑓 , 𝑉𝑛𝑢𝑚) =  
𝑅𝐷𝑀(𝑉𝑟𝑒𝑓, 𝑉𝑛𝑢𝑚)

2
 (2.47)  

𝑅𝐷𝑀∗ ∈ [0,1] 

2.4.4.3 L’erreur d’amplitude (MAG) 

 Le MAG « MAGnitude error » exprime l’erreur de l’amplitude de la solution 

numérique par rapport à la solution de référence indépendamment de la topographie. Le MAG 

est donné par la relation suivante : 

 𝑀𝐴𝐺(𝑉𝑟𝑒𝑓 , 𝑉𝑛𝑢𝑚) =  
‖𝑉𝑛𝑢𝑚‖2

‖𝑉𝑟𝑒𝑓‖2
 (2.48)  

Un MAG supérieur ou inférieur à 1 implique des erreurs d’amplitude et une valeur égale à 1 

est optimale. 

Les deux critères RDM et MAG sont indépendants. En effet, on peut avoir un bon RDM mais 

avec des amplitudes différentes, donc un mauvais MAG, même remarque aussi dans le sens 

inverse, un bon MAG n’implique pas un bon RDM.  

2.4.4.4 Autres critères utilisés 

On trouve dans la littérature d’autres critères d’erreurs notamment :  

La corrélation : 

 𝐶𝐶(𝑉𝑟𝑒𝑓 , 𝑉𝑛𝑢𝑚) =  
∑ (𝑉𝑖

𝑛𝑢𝑚 − 𝑉𝑛𝑢𝑚̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅). (𝑉𝑖
𝑟𝑒𝑓 − 𝑉𝑟𝑒𝑓̅̅ ̅̅ ̅̅ )𝑛

𝑖=1

√∑ (𝑉𝑖
𝑛𝑢𝑚 − 𝑉𝑛𝑢𝑚̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅)2𝑛

𝑖=1
√∑ (𝑉𝑖

𝑟𝑒𝑓 − 𝑉𝑟𝑒𝑓̅̅ ̅̅ ̅̅ )
2𝑛

𝑖=1

 
(2.49)  

Une relation entre le 𝑅𝐷𝑀 et la 𝐶𝐶 existe et donnée par la relation suivante : 

 𝑅𝐷𝑀 = √2(1 − 𝐶𝐶) (2.50)  

Un autre critère d’erreurs est aussi introduit par Thevenet [19], qui permet d’estimer l’erreur 

maximale commise sur la surface. La relation est donnée par la formule suivante :  
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𝐸𝑚𝑎𝑥(𝑉𝑟𝑒𝑓, 𝑉𝑓𝑒𝑚) =  

𝑀𝑎𝑥(𝑉𝑓𝑒𝑚 − 𝑉𝑟𝑒𝑓)

𝑀𝑎𝑥(𝑉𝑓𝑒𝑚) − 𝑀𝑖𝑛(𝑉𝑟𝑒𝑓)
 (2.51)  

Dans cette thèse on présentera uniquement le RDM et le MAG. 

2.4.5 Résultats dans le modèle sphérique 

 Nous calculerons le RDM et le MAG pour les différentes méthodes ainsi que pour les 

différentes positions et orientations du dipôle. Le Tableau  2-2 montre les résultats des 

différents critères d’erreurs pour les trois méthodes numériques : Méthode directe, méthode de 

soustraction et la méthode de Saint-Venant par rapport à la solution analytique (solution de 

référence). 

Position Orientation Erreurs Méthode 

Directe 

Méthode 

Soustraction 

Méthode St 

Venant 

Dipôle décentré 

à 10 mm du 

centre 

Ecc=15.87% 

Radiale RDM*(%) 1.66 0.046 0.425 

MAG 0.991 1.007 1.006 

Tangentielle RDM*(%) 0.92 0.04 0.35 

MAG 1.011 1.006 1.007 

Dipôle décentré 

à 45 mm du 

centre 

Ecc=71.43% 

Radiale RDM*(%) 1.08 0.65 0.49 

MAG 1.009 1.017 1.013 

Tangentielle RDM*(%) 1.56 0.43 0.78 

MAG 1.010 1.007 1.011 

Tableau  2-2 : Récapitulatif des erreurs suivant la position et l'orientation du dipôle pour les trois méthodes 

numériques.  

Dans l'ensemble, les erreurs sont relativement faibles, inférieures à 5% pour le RDM, et 

bornée entre 0.99 et 1.01 pour le MAG. Ces observations sont valables quelles que soient la 

position et l'orientation du dipôle. Les trois méthodes sont donc valables pour la modélisation 

du terme source pour la méthode des éléments finis. 

Si on s’intéresse aux méthodes d’une manière plus précise, on constate que la méthode directe 

fournit de moins bons résultats que les deux autres méthodes. De plus, l'erreur de cette 

dernière à tendance à varier selon la position du dipôle dans le maillage. La méthode de 

soustraction donne de meilleurs résultats que les deux autres méthodes (directe et Saint-

Venant). On peut constater que l'erreur à tendance à augmenter en fonction de l’excentricité 

du dipôle. Plus le dipôle s’éloigne du centre de la sphère, plus les critères d’erreur 

augmentent. 

La différence entre ces erreurs peut s’expliquer par la méthode avec laquelle le terme 

source est calculé, et la manière dont les sources équivalentes sont distribuées sur les nœuds  

autour de la position r0 du dipôle. La méthode directe utilise uniquement les nœuds de 

l’élément qui porte le dipôle, en effet cette méthode donne les mêmes résultats pour 

l’ensemble des dipôles situés dans le même élément. La méthode de soustraction utilise tous 

les nœuds qui se trouvent sur un tissu ayant un saut de conductivité avec le cerveau, le vecteur 
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source est dense. La méthode de Saint-Venant distribue les sources sur tous les nœuds voisins 

du dipôle.  

On a vu dans le premier chapitre que la plus grande partie (+75%) des zones actives du 

cerveau est située au niveau du cortex cérébral. On sait aussi que le cortex représente la 

couche périphérique du cerveau,  en contact direct avec le LCR. Les sources peuvent donc 

présenter une excentricité importante. 

2.4.5.1 Résultats observés près de l’interface cerveau/LCR  

On réalise des simulations pour des dipôles près de l’interface cerveau/LCR, en utilisant la 

méthode de soustraction et la méthode de Saint-Venant, étant donné que ces deux dernières 

donnent de meilleurs résultats que la méthode directe. 

La Figure  2-17 montre la répartition du potentiel sur le scalp en fonction de l'angle de 

l’élévation Θ pour le cas d’un dipôle radiale décentré de 55 mm, soit à 8 mm de l'interface 

cerveau/LCR.  

  Méthode de Saint Venant   Méthode de Soustraction 

 

 
Figure  2-17 : Potentiel sur le scalp, pour un dipôle (tangentiel en haut, radiale en bas) positionné à 8 mm de 

l'interface cerveau/LCR. A gauche résultats de la méthode de Saint-Venant, à droite les résultats de la méthode 

de soustraction. 
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D’après les figures, la méthode de soustraction ne donne plus de bons résultats contrairement 

à la méthode de Saint-Venant. 

 Le Tableau  2-3 montre les erreurs topographiques (RDM) et d'amplitude (MAG) pour 

la méthode de soustraction et celle de Saint-Venant par rapport à la solution analytique pour 

différentes positions d'un dipôle radial proche de l'interface cerveau/LCR. 

Erreurs Position (mm) 

 

Méthode 

55 mm  

(à 8mm) 

Ecc=87.30% 

60 mm  

(à 3 mm) 

Ecc=95.24% 

62 mm  

(à 1 mm ) 

Ecc=98.41% 

62.50 mm 

 (à 0.5mm) 

Ecc=99.21% 

RDM* 

(%) 

Soustraction 1.81 8.29 16.15 15.78 

Saint-Venant 0.45 0.71 0.72 7.02 

MAG Soustraction 1.072 2.84 24.55 31.818 

Saint-Venant 1.011 1.009 0.790 10.96 

Tableau  2-3. Récapitulatif des erreurs topographiques (RDM) et d'amplitude (MAG) des méthodes de 

soustraction et de Saint-Venant pour un dipôle d’orientation radiale près de l’interface cerveau/LCR. 

2.4.5.2 Observations et discussions  

 On peut constater que plus on rapproche le dipôle de l'interface cerveau/LCR et plus 

les erreurs de la méthode de soustraction augmentent, tandis que la méthode de Saint-Venant 

fournit des résultats acceptables pour le RDM pour des sources allant jusqu'à 1 mm de 

l'interface (Ecc=98.41%). Cependant le MAG est très affecté. Des résultats similaires sont 

obtenus pour les dipôles d’orientation tangentielle.  

A ce stade on peut considérer que la méthode de Saint-Venant est la méthode la plus adéquate 

pour la modélisation de l’activité électrique du cerveau. On s’intéresse donc à cette méthode. 

Afin de comprendre l'augmentation subite des erreurs lorsque le dipôle est près de l'interface 

cerveau/LCR d’autres simulations ont été entreprises. Le tableau suivant récapitule les 

résultats obtenus pour un dipôle radial et tangentiel se rapprochant de l'interface 

cerveau/LCR.  

Erreurs Position (mm) 

 

Orientation 

60mm 

(-3mm) 

 

61mm 

(-2mm) 

62mm 

(-1mm) 

62.5mm 

(-0.5mm) 

62.75mm 

(-0.25mm) 

RDM* (%) Radiale 0.71 0.86 0.72 7.02 6.78 

Tangentielle 0.85 1.18 0.76 34.10 22.31 

MAG Radiale 1.009 0.925 0.790 10.964 13.31 

Tangentielle 1.009 1.009 1.002 1.73 1.70 

Tableau  2-4. Valeurs des différents critères d’erreurs près de l’interface pour des dipôles d’orientations radiale et 

tangentielle pour la méthode de St Venant. 

 A partir de l’observation du RDM et du MAG, on constate que la méthode de Saint-

Venant est valable pour des positions de dipôle à plus de 3 mm de l’interface. Elle garde une 

meilleure stabilité pour les sources à plus de 2 mm, par rapport à celle obtenue avec la 

méthode de soustraction. Cependant elle perd ses avantages pour les sources situées à moins 

de 1 mm. 
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On remarque aussi, lors du passage de la position du dipôle de 62 mm à 62.5mm, un 

important saut dans les différents critères d’erreurs, et cela pour les deux orientations du 

dipôle. Pour comprendre l’origine de ce saut d’erreurs, on s’intéresse à la distribution des 

sources équivalentes de Saint-Venant dans ces deux positions. 

2.4.5.3 Disposition des monopôles de Saint-Venant  

 Les sources équivalentes de Saint-Venant sont distribuées autour de la position réelle 

du dipôle. Le dipôle est localisé au niveau de la substance grise. Les sources équivalentes sont 

autour du dipôle, en rapprochant le dipôle de la frontière cerveau/LCR certaines sources 

équivalentes peuvent se retrouver dans les couches autres que le cortex.  

Afin de mieux comprendre le saut d’erreur qui s’est produit lors du passage de la position 62 

mm à 62.5mm, on s’intéresse à la localisation de ces sources dans les deux cas.  

Position dipôle 

Position des monopôles 

Dipôle à 

𝑟0 = 62𝑚𝑚 

Dipôle à 

𝑟0 = 62.5𝑚𝑚 

Monopôles dans la couche cerveau 21 20 

Monopôles dans la couche LCR 9 9 

Monopôles dans la couche de l’os 3 8 

Monopôles dans la couche scalp 0 0 

Tableau  2-5. Distribution des sources équivalentes dans les différentes couches 

 A partir du Tableau  2-5, on remarque que lors du passage du dipôle de la position 62 

mm à 62.5mm, le nombre de sources équivalentes de Saint-Venant change. On passe de 3 

sources à 8 sources dans la couche de l’os, ce qui peut expliquer le saut dans les critères 

d’erreur engendré lors du passage du dipôle de la position de 62.0mm à 62.5mm.  

On note aussi la présence de monopôles dans la couche du LCR, y compris à la position de 

62mm, ces monopôles localisés dans les autres tissus autres que le cerveau peuvent être la 

cause de l’augmentation des erreurs. 

On a constaté des remarques similaires dans des modèles de tête ayant des maillages de 

différentes résolutions.  

2.4.6 Conclusion 

Les résultats observés dans cette partie sont similaires aux résultats qu’on a trouvés 

dans la littérature. Ce qui valide d’un côté nos codes de calcul et confirme d’un autre côté ce 

qui a déjà été publié.  

Dans les articles [31] [32] [76] les auteurs ont formulé une condition sur la distribution des 

monopôles, cette condition est nommée la condition de Venant (Venant’s Condition), qui 

stipule que pour que la solution du problème direct avec la méthode de Saint-Venant soit 

valable, il faut que l’ensemble des monopôles de Saint-Venant soient dans le compartiment du 

cerveau. De notre côté, nous sommes arrivés également aux mêmes conclusions sans avoir 

pris connaissance de cette condition au préalable.  

Cependant l’application de cette condition reste délicate à mettre en œuvre en pratique. En 

effet pour pouvoir vérifier que l’ensemble des monopôles de Saint-Venant sont dans le 
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compartiment du cerveau, un ensemble de prérequis doit être pris en compte. Il faudrait tenir 

compte de cette condition lors de la définition de l’espace de source pour modéliser l’activité 

électrique du cerveau. C’est une tâche difficile car elle nécessite des tests unitaires pour 

chaque dipôle et pour l’ensemble de l’espace source, sachant que l’espace de source peut 

contenir jusqu'à 15.000 sources [36].  

Dans le chapitre suivant, nous analyserons plus en détails la méthode de Saint-Venant, 

puis nous appliquerons des modifications sur la distribution des monopôles afin de prendre en 

considération la condition de Venant tout en essayant d’optimiser la manière de définir 

l’espace de source ainsi que la précision de la solution du problème direct en EEG en utilisant 

la méthode des éléments finis. 

 

2.5 Conclusion 

 Dans ce chapitre nous avons abordé la méthode des éléments finis MEF et son usage 

pour la résolution du problème direct en EEG. Nous avons commencé par des généralités sur 

la MEF, en rappelant les techniques permettant de passer des équations différentielles aux 

relations matricielles. Nous avons décrit les différentes étapes pour écrire le problème direct 

sous sa forme éléments finis puis nous avons mis en évidence le problème de singularité causé 

par le terme source. Nous avons développé et évalué les trois méthodes permettant le 

traitement du terme source, à savoir la méthode directe qui permet de distribuer le terme 

source sur les nœuds de l’élément contenant le dipôle, la méthode de soustraction qui traite la 

singularité avec une combinaison de solution analytique et numérique, puis la méthode de 

Saint-Venant qui se base sur une modification locale de la représentation du dipôle. Afin 

d’évaluer ces trois méthodes nous avons choisi un modèle de tête sphérique à quatre couches 

ayant une solution analytique comme référence. Nous avons utilisé des dipôles dans 

différentes positions et orientations dans la couche du cerveau. Les premiers résultats 

observés concernent le dipôle situé dans les profondeurs du cerveau (non loin du centre de la 

sphère), on a trouvé que les trois méthodes donnent de bons résultats. Afin de quantifier ces 

résultats nous avons utilisé des critères d’erreurs spécifiques à ce domaine de recherche 

(RDM et MAG). Nous avons constaté que la méthode directe donne des erreurs plus 

importantes, comparées à celles obtenues par deux autres méthodes. Afin de se mettre dans 

des conditions réelles pour modéliser les sources, nous avons placé celle-ci près de l’interface 

cerveau/LCR. Nous avons constaté que la méthode de soustraction perd ses performances 

tandis que la méthode de Saint-Venant garde une meilleure stabilité. Pour les sources les plus 

proches de l’interface, on a trouvé que la méthode de Saint-Venant diverge également. Afin 

d’en comprendre la cause, nous nous somme intéressé à la disposition des monopôles de 

Saint-Venant près des interfaces. Nous avons constaté que dans ce cas, des monopôles de 

Saint-Venant sont en partie localisés dans les couches extérieures à la couche du cerveau. 

Après une succession de simulations et de tests, nous avons relié l’augmentation de ces 

erreurs aux monopôles qui se situent à l’extérieur du cerveau. 

Par ailleurs on est arrivé aux constatations suivantes : la méthode directe est fortement liée au 

maillage, donc le seul paramètre que l’on pourra moduler est la taille et la forme des éléments 
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du maillage. Le cas du raffinement du maillage entraine un coût important en espace mémoire 

et en temps de calcul. On note aussi que pour l’ensemble des dipôles situés dans le même 

élément le potentiel électrique généré sur la surface ne varie pas. 

La méthode de soustraction à plusieurs formulations  et la précision dépend de la formulation 

utilisée. On a constaté que près des interfaces cette méthode n’est plus valable. 

Cependant la méthode de Saint-Venant reste modulable à notre échelle car on peut facilement 

moduler la source sans modifier le système d’équations  

Dans le chapitre suivant nous allons développer la méthode de Saint-Venant et proposer une 

modification qui permettra d’améliorer les résultats   pour l’ensemble des sources et donc 

réglera les problèmes rencontrés près des interfaces . 
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 Modélisation des sources avec la méthode de 3

Saint-Venant et ces améliorations 

   

3.1 Introduction  

L’activité électrique simultanée d’une population de neurones est modélisée par un dipôle 

ponctuel de courant. Ce modèle de source implémenté directement dans la méthode des 

éléments finis (MEF) introduit une singularité numérique, ce qui engendre des erreurs dans 

l’interprétation des résultats. Dans le chapitre précédent on a abordé les méthodes permettant 

le traitement de ce problème, parmi ces méthodes il y a la méthode de Saint-Venant. Elle 

permet de traiter la singularité en modifiant localement la distribution de la source. Cette 

modification est basée sur le principe de Saint-Venant, initialement utilisé en mécanique et 

plus particulièrement en résistance des matériaux et pour la théorie des poutres. 

Dans ce chapitre nous commencerons par rappeler la méthode standard ou traditionnelle de 

Saint-Venant, pour la définition et le calcul des monopôles. Puis, on parlera de la première 

modification appliquée à la distribution des monopôles, qui consiste à prendre en 

considération plus de monopôles. On utilise dans un premier temps des sources unitaires (un 

seul dipôle) avec différentes orientations pour observer d’une manière détaillée les résultats 

puis on étendra l’étude à un groupe de source afin de généraliser les résultats obtenus. 

Pour évaluer les résultats numériques par rapport à la solution analytique, on utilise un 

ensemble de critères d’erreur, notamment le RDM pour les erreurs topographiques et le MAG 

pour les erreurs d’amplitude. 

Afin de mettre en évidence les problèmes constatés dans le chapitre précédent, on classe les 

sources selon deux catégories : les sources profondes qui se situent loin des interfaces et les 

sources à proximité des interfaces, ces dernières étant celles pour lesquelles on a relevé 

d’importantes erreurs. Pour ces dernières sources, on introduit une seconde modification qui 

consiste à prendre en considération uniquement les monopôles situés dans la couche du 

cerveau. Cette modification ne prend pas en compte les monopôles situés à l’extérieur du 

cerveau lors du calcul de la valeur des monopôles.  

Pour tester les performances des modifications, on utilise dans un premier temps des modèles 

de têtes sphériques (avec trois et quatre couches) ayant des solutions analytiques. 

Puis, pour consolider les résultats obtenus avec le modèle sphérique, on utilise un modèle de 

tête simplifié avec une géométrie réelle ayant comme solution de référence la méthode des 

intégrales de frontières, notée BEM, étant donné que cette méthode est souvent utilisée dans 

les outils disponibles [36] [46]. 

Ensuite on va employer un modèle de tête réaliste avec deux densités de maillage pour les 

calculs MEF. On utilise le maillage grossier pour définir le modèle de tête à tester et un 

maillage raffiné pour servir de modèle de référence. Les résultats obtenus dans le modèle de 
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test seront comparés avec ceux obtenus dans le modèle de référence en utilisant la méthode de 

Saint-Venant la plus performante, validée dans les modèles de tête sphériques.. 

3.2 Principe de Saint-Venant pour le problème direct en EEG 

Comme nous avons vu dans le chapitre précèdent, l’activité neuronale d’une population de 

neurones est modélisée par un dipôle de courant. Le dipôle de courant est défini par deux 

monopôles de courant, de même grandeur 𝐼 mais de signe opposé, séparés d’une petite 

distance 𝑙. Le dipôle est repéré au point 𝑟0, le moment �⃗⃗�  est définit par la relation suivante : 

 �⃗⃗� = 𝐼𝑙  (3.1)  

La densité de courant dans le cerveau est donnée par la formulation suivante : 

 𝑗𝑝⃗⃗⃗  = �⃗⃗� 𝛿𝑟0 (3.2)  

Elle peut être définie comme étant la densité de distribution de dipôles de courant dans un 

petit volume du cerveau. L’unité de 𝑗𝑝⃗⃗⃗   est (A/m²), 𝛿𝑟0 est la distribution de Dirac dont l’unité 

est l’inverse d’un volume (1/m
3
), le Dirac est défini au point 𝑟0.  

On rappelle la formulation du problème direct à résoudre : 

 𝑑𝑖𝑣[𝜎𝑔𝑟𝑎𝑑⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  𝑉] = 𝑑𝑖𝑣[𝑗𝑝⃗⃗⃗  ] (3.3)  

Le terme source de l’équation (3.3) peut s’écrire:  

 𝑑𝑖𝑣𝑗𝑝⃗⃗⃗  = 𝛿𝑟0𝑑𝑖𝑣[�⃗⃗� ] = 𝐽𝑝 (3.4)  

𝐽𝑝  est le terme source à définir, qui est homogène à une densité volumique de courant (A/m
3
).  

Le traitement de singularité dans ce chapitre est basé sur le principe de Saint-Venant [96] 

[98], qui consiste à modifier la configuration locale de la source. Dans ce cas le dipôle de 

moment dipolaire �⃗⃗�  est approximé par une distribution de charges mono polaires de courant, 

autour de la position réelle 𝑟0, de telle sorte que le moment multipolaire résultant �⃗�  soit le 

même ou approche au mieux le moment dipolaire �⃗⃗� . Dans le cas d’une distribution non 

discrète, (continue), le moment multipolaire est donné par la relation suivante [49] [102] 

[103] : 

 T⃗⃗ = ∫   (rk⃗⃗  ⃗-rm⃗⃗ ⃗⃗  ) div[
Ω

jp⃗⃗   ]dΩ =  ∫   (rk⃗⃗  ⃗-rm⃗⃗ ⃗⃗  ) JpΩ
 dΩ (3.5)  

Où 𝑟𝑘⃗⃗  ⃗ sont les positions des monopôles de courant, 𝑟𝑚⃗⃗⃗⃗  la position d’un point de 

référence/origine. Etant donné que la tête est maillée, la relation (3.5) est discrétisée et les 

monopôles sont distribués sur les nœuds au voisinage du dipôle. La version discrétisée de 

moment �⃗�  est alors : 

 

�⃗� = ∑  (𝑟𝑘⃗⃗  ⃗ − 𝑟𝑚⃗⃗⃗⃗ )

𝐶

𝑘=1

𝑗𝑘 = ∑ 𝛥𝑟 ⃗⃗ ⃗⃗  
𝑘𝑚

𝐶

𝑘=1

𝑗𝑘 (3.6)  
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Où 𝐶 le nombre de nœuds voisins et 𝛥𝑟 ⃗⃗ ⃗⃗  
𝑘𝑚

 désigne le vecteur du nœud 𝑘 vers la position d’un 

point de référence 𝑟𝑚, et 𝑗𝑘 représente la valeur du courant [𝐴] au monopôle 𝑘. Dans cette 

méthode on doit trouver la valeur de chaque monopôle de courant 𝑗𝑘. 

La formulation MEF du problème direct avec le principe de Saint-Venant peut être écrite sous 

la forme suivante : 

 𝐾V = 𝑗𝑣𝑒𝑛𝑎𝑛𝑡 (3.7)  

𝐾 la matrice de rigidité, 𝑉 le potentiel associée à chaque nœud du maillage et 𝑗𝑣𝑒𝑛𝑎𝑛𝑡 

représente le terme source obtenu avec la méthode de Saint-Venant.  

Dans cette méthode le terme source est non nul uniquement au voisinage de la position du 

dipôle 𝑟0⃗⃗  ⃗. On pourra écrire alors pour tout nœud 𝑖 ∈ [1, 𝑁] avec N est le nombre de nœuds du 

maillage. 

 
𝑗𝑣𝑒𝑛𝑎𝑛𝑡 = {  

𝑗𝑘               si le noeud 𝑖 correspond au noeud 𝑘 

0                                                                          ailleurs
 (3.8)  

3.3 Distribution des Monopôles de Saint-Venant 

Avec la méthode de Saint-Venant, le dipôle de courant est remplacé par une distribution 

de monopôles équivalents, qu’on appellera les monopôles de Saint-Venant. Ces derniers sont 

distribués sur les nœuds voisins du dipôle, puis leur valeur est calculée en minimisant l’erreur 

entre �⃗�  et �⃗⃗� . Dans cette section on détaille la procédure de distribution des monopôles. 

Afin d’avoir une distribution homogène et régulière autour de la position réelle du dipôle 

on procède de la manière suivante :  

 Le dipôle est localisé par sa position 𝑟0⃗⃗  ⃗ dans le cerveau. 

 On cherche le nœud du maillage le plus proche du dipôle, qu’on note 𝑛0 

 Puis on cherche tous les éléments du maillage partageant le nœud 𝑛0, cette étape 

permet de trouver la liste des nœuds 𝑛𝑖 ayant une connectique avec le nœud 𝑛0 

 Les monopôles de courants  𝑗𝑘 sont distribués sur l’ensemble des nœuds 𝑛0 et 𝑛𝑖 

comme indique sur la Figure  3-1, la grille représente un maillage en 2D : 
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(a)      (b) 

Figure  3-1 : Procédure standard de définition des voisins en 2D. 

Cette procédure est la méthode standard utilisée dans les études précédentes pour la définition 

des nœuds voisins [96] [98]. Le nombre total de monopôles avec cette distribution varie en 

fonction de la forme du maillage. Dans le cas de maillage cubique, le nombre de voisin est de 

27 (3*9). Dans le cas de maillage tétraédrique ce nombre varie en fonction de la qualité du 

maillage (varie entre 10 et18 monopôles). 

3.4 Modifications sur la distribution des monopôles de Saint-

Venant 

 Dans cette partie nous allons proposer des modifications sur la distribution des 

monopôles de Saint-Venant afin d’améliorer la représentation des dipôles des courant pour la 

résolution du problème direct en EEG en utilisant la méthode des éléments finis  

3.4.1 Première modification : sources profondes 

Etant donné que plus le nombre de monopôles est important meilleure est 

l’approximation du moment. On propose une distribution qui permet de prendre en 

considération plus de nœuds qu’avec la méthode standard. La procédure pour définir ces 

voisins est la même que la précédente, mais au lieu de trouver le nœud voisin le plus proche 

du dipôle, on cherche les quatre nœuds les plus proches (Figure  3-2). Dans le cas d’un 

maillage cubique et tétraédrique, ces nœuds forment dans la plupart des cas l’élément 

contenant le dipôle. Le processus de définition peut alors se résumer en ces étapes: 

 Le dipôle est repéré par sa position 𝑟0⃗⃗  ⃗ dans le maillage. 

 On cherche les quatre nœuds du maillage les plus proches de la position du dipôle 𝑟0⃗⃗  ⃗. 

 Puis on cherche tous les nœuds 𝑛𝑖 du maillage qui forment une maille élémentaire 

avec un de ces quatre nœuds. 

 Les monopôles de courants  𝑗𝑘 sont distribués sur l’ensemble des nœuds 𝑛𝑖 et sur 

l’ensemble des quatre premiers nœuds les plus proches. 



93 

 

 

    
(a)      (b) 

Figure  3-2 : Procédure modifiée pour la définition des voisins en 2D. 

Cette procédure est la première modification apportée dans cette thèse. Le nombre total de 

monopôles avec cette distribution varie en fonction de la forme du maillage. Dans le cas de 

maillage cubique, le nombre de voisin est de 64 (16*4). Dans le cas de maillage tétraédrique 

ce nombre varie en fonction de la qualité du maillage allant de 30 à 40. 

3.4.2 Seconde modification : sources près des interfaces 

D’après les résultats précédents (Comparaison entre la méthode directe, méthode de 

soustraction et la méthode de Saint-Venant), on a trouvé que près de l’interface (source ayant 

une grande excentricité, se situant à proximité des autres couches), les erreurs étaient plus 

importantes. Comparée aux autres méthodes (directe et soustraction), on a vu que la méthode 

de Saint-Venant garde une meilleure stabilité. Dans ces positions, près des interfaces, on 

propose de supprimer la contribution des monopôles qui se situent à l’extérieur de la couche 

du cerveau. On suppose que ces monopôles ne devraient pas être présents dans d’autres 

couches que celle de la couche du cerveau, car comme ce qu’on a déjà vu, les neurones sont 

localisés uniquement celle-ci. Etant donné que les dipôles sont localisés dans le cerveau, on 

ne peut avoir des monopôles dans la couche du LCR ou dans la couche de l’os. 

La procédure qui permet de calculer la contribution de courant de chaque monopôle reste 

la même. Ce qui va changer c’est le poids associé à chaque monopôle ainsi que le nombre de 

monopôles considérés. En effet, il ne suffit pas de supprimer la contribution des monopôles 

parasites, mais il faut calculer la nouvelle contribution des monopôles en prenant en compte 

uniquement ceux appartenant à la couche du cerveau, y compris ceux de sa surface. 

On utilise le même principe pour les deux distributions vues précédemment, à savoir la 

distribution standard et la distribution modifiée (avec plus de monopôles). La Figure  3-3 

suivante montre un aperçu des monopôles dans le cas à deux dimensions. En vert  sont les 

monopôles pris en considération et en rouge sont ceux dont la contribution est annulée. 
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(a)      (b) 

Figure  3-3 : Représentation en 2D. La croix est la position réelle du dipôle, les ronds représentent les 

nœuds où le terme source est calculé avec la méthode de Saint -Venant. (a) : la méthode standard près de 

l’interface, (b) : la méthode modifié près de l’interface  

3.5 Procédure et outils pour la simulation 

 Les différentes versions de la méthode de Saint-Venant, différenciées en fonction de la 

distribution des monopôles, sont appliquées dans le modèle de tête sphérique. Afin de 

procéder à l’identification des méthodes de distribution des monopôles, on se réfère à ce 

tableau pour les identifier.  

 Distribution standard Distribution modifiée 

Tous les monopôles (sans suppression) M10 (Figure  3-1) M20 (Figure  3-2) 

Monopôles du cerveau (avec suppression) M11 (Figure  3-3 a) M21 (Figure  3-3 b) 

Tableau  3-1 : Identification des méthodes utilisées pour la distribution des monopôles  

La résolution du problème direct en EEG revient à estimer le potentiel électrique sur les 

électrodes du casque EEG. Ce potentiel est généré par une source connue dans un modèle de 

tête donné, dans le cas présent on utilise le modèle sphérique. 

 On utilise deux variantes du modèle sphérique, la première est composée de quatre 

couches, ces couches représentent : le cerveau, le LRC, l’os et le scalp. La deuxième possède 

trois couches modélisant le cerveau, l’os et le scalp. Afin de construire ce dernier, il suffit de 

remplacer la conductivité de la couche LCR par celle de l’os (l’os passe de 6 mm à 8 mm 

d’épaisseur). La Figure  3-4 suivante montre un aperçu du modèle de tête maillé en volume 

avec des éléments tétraédrique (modèle à quatre couches). 
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Figure  3-4 : Modèle de tête sphérique, maillé en volume avec des éléments tétraédrique.  

Remarque : On pourrait aussi construire le modèle à trois couches en incluant la couche du 

LCR dans la couche du cerveau. 

 

Le tableau suivant montre les conductivités des deux modèles de tête ainsi qu’un indice pour 

l’identification de chaque couche. 

 

 

Modèles  

de 

tête 

 

Indices des couches C1 C2 C3 C4 

4 couches 

Conductivités (S/m) 

Rayons (mm) 

Cerveau 

0.33 

63 

LCR 

1 

65 

Os 

0.0042 

71 

Scalp 

0.33 

75 

3 couches 

Conductivités(S/m) 

Rayons (mm) 

Cerveau 

0.33 

63 

Os 

0.0042 

71 

Scalp 

0.33 

75 

Tableau  3-2 : Conductivités et rayons des différentes couches des deux modèles de têtes sphériques 

utilisés pour tester les méthodes de Saint-Venant. 

On a choisi d’utiliser ces deux modèles de tête pour mettre en évidence l’influence du saut de 

conductivité et l’influence de la localisation des monopôles. En effet dans le modèle à quatre 

couches, le cerveau avec une conductivité de 0.33 S/m est en contact avec le LCR qui lui a 

une conductivité de 1.0 S/m. Dans le modèle à trois couches, la couche du LCR n’est pas pris 

en considération, dans ce cas le cerveau est en contact direct avec l’os, qui a une conductivité 

de 0.0042 S/m. 

A la première interface le saut de conductivité dans le modèle à quatre couches est moins 

important que dans le modèle à trois couches. Les résultats obtenus dans les deux modèles 

nous permettrons d’étudier l’influence du saut de conductivité due à la localisation des 

monopôles. 
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Figure  3-5 : Représentation des interfaces des deux modèles de tête à trois couches (à droite) et à quatre 

couches (à gauche). Dans le modèle à trois couches l’ensemble des monopôles extérieur s au cerveau se 

retrouvent dans la couche de l’os. Le saut de conductivité pour les monopôles est plus important dans le 

modèle à trois couches. 

 Pour chaque position du dipôle on calcule l’excentricité, défini comme étant le rapport 

entre la distance « dipôle-centre » et la distance « rayon cerveau». On se met dans le cas où le 

centre de la sphère coïncide avec le l’origine du repère cartésien, on rappelle l’expression de 

l’excentricité exprimée en % qui s’écrire comme suit : 

 
𝐸𝑐𝑐𝑖 = 100

𝑟0𝑖

𝑅𝑐𝑒𝑟𝑣𝑒𝑎𝑢
 (3.9)  

r0i
est la distance du dipôle i au centre O. On choisira une orientation radiale et tangentielle 

pour le dipôle sur chaque position. On calculera l’ensemble des critères d’erreurs pour chaque 

excentricité et pour chaque orientation radiale et tangentielle (voir Figure  2-13). 

La solution numérique obtenue avec la méthode MEF est comparée avec la solution 

analytique [73] appliquée dans le même modèle de tête. 

Pour évaluer les performances de la solution, on calcule les critères d’erreurs décris dans le 

chapitre précédent. Afin d’avoir des résultats plus précis, on va utiliser l’ensemble des 1425 

nœuds formant cette surface, et pas uniquement les points correspondant à la position des 

électrodes du casque EEG.  

3.6 Résultats dans le modèle de tête sphérique  

Dans cette étude, on va distinguer deux situations :  

 La première concerne l’étude de sources profondes, i.e., les sources situées autour du 

centre de la sphère/loin des interfaces. Dans ce cas, suivant l’étendue du maillage, on s’assure 

que l’ensemble des monopôles de Saint-Venant sont dans la couche du cerveau (C1).  

 La deuxième situation concerne l’étude des sources localisées près de la frontière et à 

la limite de l’interface du cerveau avec les autres couches. Dans ce cas on aura probablement 

des monopôles qui se situent à l’extérieur de la couche du cerveau. 

Les tableaux de la section suivante montrent les résultats obtenus pour le modèle de tête 

sphérique pour l’ensemble des méthodes de Saint-Venant référencés dans le Tableau  3-1. 
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La première ligne de chaque tableau donne la distance du dipôle par rapport au centre de la 

sphère. La seconde ligne représente l’excentricité associée à cette position. La troisième ligne 

se réfère à la méthode de Saint-Venant utilisée. La quatrième ligne précise l’indice des 

couches dans laquelle les monopôles sont localisés. La cinquième ligne indique le nombre de 

monopôles trouvés dans chaque couche. Les lignes suivantes montrent les critères d’erreur 

obtenus suivant l’orientation radiale ou tangentielle du dipôle et pour chaque position. 

3.6.1 Résultats pour les sources profondes 

On a vu dans le premier chapitre que les sources principales de courant dans le cerveau 

sont les neurones, localisés au niveau de la matière grise du cerveau. On trouve près de 25% 

de la matière grise dans les profondeurs du cerveau, telle que le thalamus, l’hippocampe. On 

appelle ces parties du cerveau « les noyaux gris centraux ». Dans notre étude, le cas des 

sources profondes permet donc de modéliser ces régions du cerveau.  

On utilisera la méthode de Saint-Venant standard notée M10 et la méthode modifiée incluant 

la deuxième cellule notée M20. Pour chaque méthode, on déplace le dipôle suivant la 

direction radiale, du centre de la sphère vers l’interface (plusieurs valeurs d’excentricité). 

Pour chaque position on relève le nombre de monopôles utilisés. Les critères d’erreurs sont 

calculés à chaque position et pour les deux orientations du dipôle (tangentielle et radiale). 
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Modèle  

4 

couches 

Position r0 (mm) 2 12 32 52 

Excentricité(%) 3.17 19.04 50.79 82.54 

Méthode St Venant M10 M20 M10 M20 M10 M20 M10 M20 

Couche C1 C1 C1 C1 C1 C1 C1 C1 

Nbre Monopôles 14 33 17 32 18 37 13 35 

RDM* 

(%) 

Radiale 1.71 0.29 1.06 0.57 1.03 0.32 1.45 1.21 

Tangentielle 1.19 0.19 0.80 0.25 1.82 0.41 1.57 1.44 

MAG Radiale 1.008 1.007 1.009 1.008 1.012 1.007 1.007 1.005 

Tangentielle 1.009 1.008 1.007 1.007 1.017 1.008 1.006 1.006 

Tableau  3-3: Résultats obtenus pour le modèle de tête sphérique à 4 couches pour les méthodes M10 et 

M20 de Saint-Venant 

 

Modèle  

3 

couches  

Position r0 (mm) 2 12 32 52 

Excentricité(%) 3.17 19.04 50.79 82.54 

Méthode St Venant M10 M20 M10 M20 M10 M20 M10 M20 

Couche C1 C1 C1 C1 C1 C1 C1 C1 

Nbre Monopôles 14 33 17 32 18 37 13 35 

RDM 

(%) 

Radiale 1.60 0.30 1.04 0.56 1.001 0.35 1.52 1.08 

Tangentielle 1.10 0.19 0.83 0.28 1.73 0.39 1.89 1.35 

MAG Radiale 1.006 1.006 1.008 1.008 1.012 1.006 1.008 1.007 

Tangentielle 1.007 1.006 1.007 1.006 1.01 1.007 1.01 1.008 

Tableau  3-4: Résultats obtenus pour le modèle de tête sphérique à 3 couches pour les méthodes M10 et 

M20 de Saint-Venant 

La première remarque concerne le nombre de monopôles voisins, la méthode M10 a 

un nombre moyen de 15 monopôles tandis que la méthode M20 utilise en moyenne 34 nœuds 

voisins. Concernant les résultats, la méthode modifiée de Saint-Venant, notée M20, montre de 

meilleurs résultats comparés à ceux obtenus avec la méthode standard M10. L’ensemble des 

critères d’erreur sont réduits, notamment pour l’erreur topographique (RDM). On observe des 

améliorations allant jusqu’à 75% pour le cas des sources les plus profondes (𝐸𝑐𝑐 < 50%). Et 

des améliorations allant de 25% à 50% pour les sources les moins profondes (50% < 𝐸𝑐𝑐 <

82.5%) pour le RDM.  

En résumé on a trouvé que : 

 La méthode de Saint-Venant modifiée, notée M20, prend en considération plus de 

monopôles que la méthode standard M10 

 Plus on prend de monopôles meilleure est l’approximation du moment dipolaire. 

 La distribution du potentiel obtenue avec la méthode M20 est meilleure par rapport à 

la méthode standard M10. 

 Ces observations sont valables pour le cas des deux modèles de têtes utilisés (trois et 

quatre couches) 

Avoir plus de monopôles permet une meilleure approximation du moment dipolaire dans le 

volume du cerveau. Les résultats obtenus dans les tableaux précédents  montrent l’importance 

de la prise en compte de plusieurs monopôles. 
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Remarque : la procédure de définition et de calcul des monopôles de Saint-Venant est la 

même dans les deux modèles de têtes. La différence entre les deux modèles réside dans la 

matrice de rigidité, qui elle dépend des propriétés électriques du modèle utilisé. La valeur des 

monopôles de Saint-Venant dépend uniquement du maillage et de la position de la source et 

de la méthode utilisée. 

3.6.2 Résultats pour les sources à proximité des interfaces 

Dans le cerveau, plus de 75% des générateurs de courant (ou matière grise) sont 

localisés sur la couche périphérique du cerveau, qu’on appelle couramment « le cortex ». 

Cette partie du cerveau est très proche des autres compartiments, notamment le LCR et l’os 

d’un côté et la matière blanche de l’autre côté. Le cas des sources à proximité des interfaces 

permet donc de modéliser ces sources.  

Dans ces positions, des monopôles de Saint-Venant risquent de se retrouver dans les 

différents tissus autres que la couche du cerveau. On rappelle que les méthodes M11 et M21 

gardent uniquement les monopôles du cerveau. Les tableaux suivants montrent les résultats 

obtenus pour les modèles de tête à quatre couches et à trois couches. Dans cette partie on 

utilise la méthode de Saint-Venant standard noté M10 et on compare ces résultats avec ceux 

obtenus avec sa version modifiée notée M11. On comparera par la suite la méthode M20 ainsi 

que sa version modifiée M21. Pour chaque méthode, on relève le nombre de monopôles 

utilisé ainsi que leur localisation et on calcule les différents critères d’erreurs 

3.6.2.1 Résultats: M10 vs M11 

Les tableaux suivants donnent les résultats de comparaison entre la méthode standard de 

Saint-Venant (M10) et sa version modifiée (M11) dans le modèle à quatre couches et à trois 

couches respectivement. 
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Modèle 

4 

couches 

Position r0 (mm) 59 61 61.5 62.75 

Excentricité(%) 93.65 96.82 97.62 99.60 

Couches C1 C2 C3 C1 C2 C3 C1 C2 C3 C1 C2 C3 

Nbr Monopôles 19 0 0 19 0 0 11 3 0 11 3 0 

Méthode M10 M11 M10 M11 M10 M11 M10 M11 

RDM 

(%) 

Radiale 1.63 1.63 3.68 3.68 1.41 2.15 0.93 2.80 

Tangentielle 1.36 1.36 2.00 2.00 1.37 1.18 1.66 1.24 

MAG Radiale 1.018 1.018 1.029 1.029 0.94 0.99 0.707 0.987 

Tangentielle 1.013 1.013 1.019 1.019 1.012 1.009 1.009 1.001 

Tableau  3-5: Résultats, M10 vs M11, obtenus pour le modèle de tête sphérique à 4 couches près de 

l’interface  

 

Modèle 

3 

couches 

Position r0 (mm) 59 61 61.5 62.75 

Excentricité(%) 93.65 96.82 97.62 99.60 

Couches C1 C2 C3 C1 C2 C3 C1 C2 C3 C1 C2 C3 

Nb Monopôles 19 0 0 19 0 0 11 3 0 11 3 0 

Méthode M10 M11 M10 M11 M10 M11 M10 M11 

RDM 

(%) 

Radiale 1.46 1.46 3.50 3.50 10.14 2.64 10.09 3.66 

Tangentielle 1.36 1.36 1.95 1.95 24.61 1.17 33.75 2.11 

MAG Radiale 1.018 1.018 1.035 1.035 7.45 0.99 35.55 0.982 

Tangentielle 1.008 1.008 1.011 1.011 1.518 1.001 3.28 0.990 

Tableau  3-6: Résultats, M10 vs M11, obtenus pour le modèle de tête sphérique à 3 couches près de 

l’interface  

Dans le cas du dipôle ayant l’ensemble de ses monopôles à l’intérieur de la couche du 

cerveau (C1), exemple à la position r0=59mm et r0=61mm (C2=0, C3=0), les résultats de la 

méthode standard (M10) et la méthode modifié (M11) sont strictement identique. Ceci est 

normal d’après la définition initiale de ces deux méthodes. Par contre dans le cas de dipôles 

ayant des monopôles dans différents couches, on voit des inégalités entre les résultats des 

deux méthodes.  

Si on considère le cas du dipôle à la position r0=61.5mm, dans le cas du modèle de tête à trois 

couches, la méthode M10 donne des erreurs importante qu’avec la méthode M11. Tandis que 

dans le cas du modèle à trois couches on observe des écarts plus importants. Dans l’ensemble 

des modèles, la méthode M11 a permis d’améliorer les résultats.  

On remarque aussi que les résultats obtenus pour le cas du dipôle tangentiel sont meilleurs 

que pour le dipôle radial. Cette augmentation dans les critères d’erreur obtenus pour le dipôle 

radial est dû à la suppression des monopôles situés dans sa direction radiale, en effet, il y a 

moins de candidats (nœuds) pour porter les charges, de ce fait l’approximation du moment 

dipolaire est affectée. L’erreur commise est plus importante sur l’orientation du moment 

tandis que l’amplitude peut être mieux approchée. 

3.6.2.2 Influence de la conductivité  

 On s’intéresse à la différence des résultats obtenus entre le modèle à 3 couches et le 

modèle à 4 couches. On constate que près de l’interface, et aux mêmes positions du dipôle 
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pour les deux modèles de tête, les erreurs sont plus importantes pour le modèle à trois couches 

que pour celui à quatre couches. 

 

 

Erreurs 

 

 

Orientation 

du 

dipôle 

Position r0 (mm) 61.5 62.75 

Excentricité(%) 97.62 99.60 

Couches C1 C2 C3 C1 C2 C3 

Nb Monopôles 11 3 0 11 3 0 

Méthode M10 M11 M10 M11 

 

RDM 

(%) 

Radiale 4 Couches 1.41 2.15 0.93 2.80 

3 Couches 10.14 2.64 10.09 3.66 

Tangentielle 4 Couches 1.37 1.18 1.66 1.24 

3 Couches 24.61 1.17 33.75 2.11 

 

MAG 

Radiale 4 Couches 0.94 0.99 0.707 0.987 

3 Couches 7.45 0.99 35.55 0.982 

Tangentielle 4 Couches 1.012 1.009 1.009 1.001 

3 Couches 1.518 1.001 3.28 0.990 

Tableau  3-7: Résultats, M10 vs M11, comparaison résultats des modèles à 3 couches et à 4 couches. 

 Dans ces positions, le dipôle a le même nombre de monopôles voisins et leur valeur 

est la même dans les deux modèles (le calcul des monopôles est indépendant de la 

conductivité et du modèle de tête, il dépend uniquement du maillage). On trouve 14 

monopôles au total. Pour le modèle à quatre couches il y a 11 monopôles dans la couche du 

cerveau et 3 monopôles dans la couche du LCR. Par contre dans le modèle à trois couches il y 

a 11 monopôles dans la couche du cerveau et 3 dans l’os. La position réelle du dipôle est dans 

le cerveau (r<63) avec une conductivité de 0.33S/m, la conductivité de LCR est de 1S/m et 

celle de l’os est de 0.0042S/m. Près de l’interface, certains de ces monopôles voisins se 

retrouvent dans les mauvais tissus, d’où l’augmentation des erreurs.  

Le saut de conductivité dans le modèle à 4 couches est moins important (du cerveau 0.33S/m 

au LCR 1s/m  multiplication par 3 fois) par rapport au saut dans le modèle à trois couches 

(de 0.33S/m à 0.0042S/m, un saut de près 240 fois). Cet écart de conductivité entre la position 

des monopôles et la position réelle du dipôle a une grande influence sur les résultats observés. 

En effet, le courant généré par les monopôles ne suit pas le même chemin et ne subit pas les 

mêmes effets que celui créé par le dipôle, d’où la différence sur la distribution du potentiel sur 

la surface. 

3.6.2.3 Conclusion : cas de sources près des interfaces M10 & M11 

Dans cette partie on a observé les résultats de la méthode de Saint-Venant près des 

interfaces. On a comparé la méthode standard de Saint-Venant notée M10 et la méthode M11 

qui consiste à supprimer la contribution des monopôles situés à l’extérieur de la couche du 

cerveau. Dans le cas où il y a des monopôles à l’extérieur de la couche du cerveau, on a 

observé une augmentation dans l’ensemble des critères d’erreurs pour la méthode standard 

M10. On a constaté aussi que, l’ampleur de ces erreurs est reliée à la valeur de la conductivité 

dans la couche contenant les monopôles. Plus la différence de conductivité entre cella à  la 

position du dipôle et celles aux positions des monopôles est importante plus l’erreur 
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augmente. Pour le RDM radial On constate une augmentation des erreurs quand l'écart de 

conductivité est positif (on va vers un indice plus grand que celui du cerveau), et l’erreur 

diminue quand l'écart de conductivité est négatif. On a aussi trouvé que dans le cas de dipôle 

radial, l’amélioration apportée par la méthode M11 est moins importante par rapport à 

l’amélioration apporté aux dipôles d’orientations tangentielles, ce qui est aussi attendu vu 

qu’on a supprimé les monopôles situés dans la direction radiale. 

En résumé  : 

 Si des monopôles sont à l’extérieur de la couche du cerveau, l’erreur devient plus 

importante pour la méthode standard M10. 
 

 La suppression de la contribution des monopôles extérieurs au cerveau améliore 

les résultats (en utilisant la méthode M11). 
 

 Les résultats de la méthode M11 pour le dipôle d’orientation tangentielle sont 

meilleurs par rapport à ceux de l’orientation radiale. 
 

 Plus l’écart de conductivité entre la position du dipôle et la position des monopôles 

est grand, plus l’erreur sur la surface est importante. 

o 𝐸𝑟𝑟_𝑠𝑢𝑟𝑓𝑎𝑐𝑒 ∝ (𝜎𝑑𝑖𝑝ô𝑙𝑒 − 𝜎𝑚𝑜𝑛ô𝑝𝑜𝑙𝑒𝑠) 

 Le calcul des monopoles ne dépend pas de la valeur de la conductivité. 

3.6.2.4 Résultats: M20 vs M21 

Les tableaux suivants donnent les résultats de comparaison entre M20 et M21, le 

Tableau  3-8 donne des résultats du modèle à quatre couches et le Tableau  3-9 ceux du modèle 

à trois couches 

 

Erreurs 

4layers 

 

Position r0 (mm) 52 59 61.5 62.75 

Excentricité(%) 82.54 93.65 97.62 99.60 

Couches C1 C2 C3 C1 C2 C3 C1 C2 C3 C1 C2 C3 

Nb Monopôles 31 0 0 22 4 0 18 10 2 14 12 4 

Méthode M20 M21 M20 M21 M20 M21 M20 M21 

RDM 

(%) 

Radiale 0.54 0.54 1.19 1.13 1.07 0.77 5.35 3.02 

Tangentielle 0.29 0.29 1.24 0.91 2.75 1.06 29.90 1.48 

MAG Radiale 1.012 1.012 1.018 1.017 0.898 1.014 2.848 1.005 

Tangentielle 1.008 1.008 1.017 1.014 1.015 1.004 1.346 1.006 

Tableau  3-8: Résultats, M20 vs M21, obtenus pour le modèle de tête sphérique à 4 couches près de 

l’interface 
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Erreurs 

3layers 

 

Position (mm) 52 59 61.5 62.75 

Excentricité(%) 82.54 93.65 97.62 99.60 

Couches C1 C2 C3 C1 C2 C3 C1 C2 C3 C1 C2 C3 

Nb Monopôles 31 0 0 22 4 0 18 10 2 14 12 4 

Méthode M20 M21 M20 M21 M20 M21 M20 M21 

RDM 

(%) 

Radiale 0.42 0.42 1.00 0.92 2.22 0.58 1.21 3.70 

Tangentielle 0.25 0.25 1.14 0.77 62.62 1.29 25.54 1.74 

MAG Radiale 1.010 1.010 1.019 1.018 14.96 1.015 32.86 1.007 

Tangentielle 1.006 1.006 1.011 1.009 6.46 0.995 2.28 0.994 

Tableau  3-9 : Résultats, M20 vs M21, obtenus pour le modèle de tête sphérique à 3 couches près de 

l’interface 

A partir de ces tableaux, si on considère le cas du dipôle à la position r0=59mm, c’est à 

dire à 4 mm de l’interface, pour le cas du modèle à quatre couches il y a 4 monopôles dans la 

couche du LCR. Pour le cas du modèle à trois couches ces monopôles sont dans la couche de 

l’os, l’écart des erreurs entre M20 et M21 est relativement faible pour les deux modèles de 

têtes. A cette position, l’influence des monopôles situés à l’extérieur de la couche du cerveau 

est moins importante par rapport à l’ensemble de tous les monopôles. 

Dans le cas où le dipôle est à r0=61.5mm, à moins de 1.5mm de l’interface, on trouve 10 

monopôles dans la couche du LCR et 2 monopôles dans l’os pour le modèle à quatre couches 

tandis que tous ces monopôles sont dans la couche de l’os dans le modèle à trois couches. On 

constate l’erreur est plus importante dans le modèle à trois couches que dans le modèle à 

quatre couches. (L’erreur est donc corrélée aux nombres de nœuds situés à l’extérieur du 

cerveau). 

Pour le dipôle à la position r0 = 62.75mm, l’erreur est encore plus grande vu l’augmentation 

du nombre de monopôles situés dans le LCR et l’os. Cependant, l’application de la méthode 

M21 a permis de réduire considérablement l’ensemble des critères d’erreur. 

On constate que pour la méthode M20, le MAG du dipôle d’orientation radiale est plus grand 

par rapport à celui d’orientation tangentielle. Tandis que le RDM est plus important pour le 

dipôle d’orientation tangentielle que pour le dipôle d’orientation radiale. 

Avec la méthode M21, on obtient un meilleur MAG et RDM pour le dipôle tangentiel. Il faut 

noter que l’ensemble des critères d’erreur sont améliorés avec la méthode M21. 

Remarque : la distribution des monopôles pour la méthode M20 est plus étendue que la 

distribution de la M10. Notons que les monopôles sont relativement loin de la position réelle 

du dipôle pour la M20, et donc leur contribution est moins importante comparée à celles des 

monopôles situés à la proximité directe du dipôle (voir la technique et les paramètres de 

minimisation utilisés). 

3.6.2.5 Influence de la conductivité  

Comme dans le cas précédent, on s’intéresse maintenant à la différence entre les 

résultats obtenus entre le modèle à 3 couches et le modèle à 4 couches. Le tableau suivant 

montre une comparaison entre les deux modèles de tête. 
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Erreurs 

 

 

Orientation 

du 

dipôle 

Position r0 (mm) 60.5 61.5 

Excentricité(%) 96.03 97.62 

Couches C1 C2 C3 C2 C1 C2 

Nb Monopôles 21 7 1 18 10 2 

Méthode M20 M21 M20 M21 

 

RDM 

(%) 

Radiale 4 Couches 1.00 1.12 1.07 0.77 

3 Couches 3.40 0.86 2.22 0.58 

Tangentielle 4 Couches 1.66 0.77 2.75 1.06 

3 Couches 57.43 0.89 62.62 1.29 

 

MAG 

Radiale 4 Couches 0.977 1.017 0.898 1.014 

3 Couches 5.620 1.018 14.96 1.015 

Tangentielle 4 Couches 1.015 1.007 1.015 1.004 

3 Couches 3.53 1.000 6.46 0.995 

Tableau  3-10: Résultats, M20 vs M21, comparaison des résultats dans le modèle à 3 et à 4 couches. 

D’après ces résultats, on constate que près de l’interface, et aux mêmes positions du dipôle 

pour les deux modèles de têtes, les erreurs sont plus importantes pour le modèle à trois 

couches. Comme ce qu’on a obtenu avec les méthodes M10 et M11, on constate que plus le 

nombre de monopôles localisés à l’extérieur du cerveau est important plus l’erreur est 

importante, et plus l’écart de conductivité entre la position des monopôles et le cerveau est 

importante plus l’erreur est considérable.  

 

Remarque : on note aussi qu’avec la méthode M20 on trouve des monopôles dans les autres 

couches pour des excentricités bien inférieures comparées à la méthode M10. Ceci est dû à 

l’extension de la distribution des monopôles utilisée par cette méthode. 

 

3.6.2.6 Conclusion : cas de sources près des interfaces M20 & M21 

Dans cette partie on a observé les résultats de la méthode de Saint-Venant près des 

interfaces. On a comparé la méthode standard de Saint-Venant notée M20 et sa version 

modifiée M21 qui consiste à supprimer la contribution des monopôles situés à l’extérieur de 

la couche du cerveau. Comme dans le cas précédent, les monopôles qui se retrouvent à 

l’extérieur du cerveau engendrent une augmentation dans l’ensemble des critères d’erreurs. 

On a constaté aussi que, l’ampleur de ces erreurs est reliée à la valeur de la conductivité du 

tissu où se trouvent les monopôles. Plus l’écart de conductivité entre la position du dipôle et la 

position des monopôles est importante et plus l’erreur augmente. Cependant l’application de 

la méthode M21 a permis d’améliorer les résultats. 

En résumé on a : 

 Comme dans les autres cas, si des monopôles sont à l’extérieur de la couche du 

cerveau l’erreur devient plus importante avec la méthode standard M20. 
 

 La suppression de la contribution des monopôles extérieurs au cerveau améliore 

les résultats (en utilisant la méthode M21). 
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 Les résultats de la méthode M21 sont meilleurs pour les dipôles d'orientation 

tangentielle que pour ceux d'orientation radiale. 
 

 Plus l’écart de la conductivité entre la position du dipôle et la position des 

monopôles est grand, plus l’erreur sur la surface est importante. 

o 𝐸𝑟𝑟𝑠𝑢𝑟𝑓𝑎𝑐𝑒 ∝ (𝜎𝑑𝑖𝑝ô𝑙𝑒 − 𝜎𝑚𝑜𝑛𝑜𝑝𝑜𝑙𝑒𝑠) ∝ 𝑛𝑜𝑚𝑏𝑟𝑒 𝑚𝑜𝑛𝑜𝑝𝑜𝑙𝑒𝑠 à 𝑙′𝑒𝑥𝑡é𝑟𝑖𝑒𝑢𝑟 

 

 La contribution des monopôles situés à la proximité directe du dipôle est plus 

importante par rapport à la contribution des monopôles éloignés. 
 

 Comparés à la méthode M10, près des interfaces, les erreurs apparaissent plus vite 

pour la méthode M20, cela est dû à la distribution des monopôles de la méthode 

M20 dont l’étendu est beaucoup plus large que celui de la méthode M10. 

3.6.2.7 Conclusion générale pour les sources à proximité des interfaces 

Près des interfaces, on a comparé les différentes versions de distribution de monopôles de 

Saint-Venant (M10, M11, M20 et M21). Dans le cas où l’on trouve des monopôles dans les 

autres tissus autre que le cerveau, on est arrivé à ces résultats : 

 L’erreur augmente avec la présence de monopôles à l’extérieur du cerveau 
 

 L’augmentation des erreurs sur le potentiel à la surface est liée à l’augmentation du 

nombre de monopôles situés à l’extérieur du cerveau. 
 

 L’erreur est plus importante lorsque l’écart de conductivité entre la position du dipôle 

et celle des monopôles est élevé. 
 

 La suppression de la contribution des monopôles situés à l’extérieur du cerveau, avec 

les méthodes M11 et M21, permet d’améliorer les résultats numériques. 
 

 Les résultats obtenus avec la méthode M21 sont meilleurs comparés aux résultats 

obtenus avec la méthode M11. 

3.6.3 Conclusion générale sur la modification de la méthode de 

Saint-Venant 

La méthode de Saint-Venant est utilisée pour modéliser la source pour la résolution du 

problème direct en EEG. Dans cette étude on s’est intéressé à la distribution des monopôles 

de Saint-Venant et à l’influence de leur nombre et de leur localisation. On a proposé des 

modifications sur la distribution des monopôles, en utilisant plus de monopôles pour avoir une 

meilleure approximation du moment dipolaire. Cette modification est appliquée dans le cas de 

source profonde dans le cerveau.  

Concernant la source localisée près des interfaces, on a proposé de supprimer la contribution 

des monopôles localisés à l’extérieur de la couche du cerveau, considéré comme des sources 

perturbatrices et également ne modélisant pas la position réelle des sources dans le cerveau. 

Cette condition est obtenue à partir d’une succession d’observations des résultats. Elle impose 

que la localisation des monopôles doit être dans le tissu du cerveau, autrement dit, les 
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monopôles doivent être situés dans le même tissu que la position réelle du dipôle (dans le 

cerveau). 

Ces méthodes sont appliquées dans un modèle de tête à trois et à quatre couches. Pour 

mesurer la performance de ces méthodes, la solution MEF est comparée à la solution 

analytique. 

Après l’observation des résultats dans le modèle à trois et à quatre couches, on a constaté que 

la localisation des monopôles à l’extérieur de la couche du cerveau augmente les critères 

d’erreur. On a remarqué d’une part que l’erreur est relié aux nombre de monopôles situés à 

l’extérieur de la couche cerveau, en effet plus ce nombre augmente, plus l’erreur est 

importante. D’une autre part cette erreur est plus importante si le saut de conductivité ∆𝜎 

entre celle du cerveau et celle des monopôles est élevé. 

𝐸𝑟𝑟 ∝ 𝑛𝑜𝑚𝑏𝑟𝑒 𝑚𝑜𝑛𝑜𝑝𝑜𝑙𝑒𝑠 à 𝑙′𝑒𝑥𝑡é𝑟𝑖𝑒𝑢𝑟 ∝  ∆𝜎 

La première modification notée M20 a permis d’améliorer d’une manière considérable les 

résultats dans le cas de sources profondes en prenant plusieurs monopôles. Par ailleurs, la 

méthode notée M21 permet d’améliorer les résultats près des interfaces en supprimant la 

contribution des monopôles situés à l’extérieur du cerveau et en redistribuant la contribution 

uniquement aux monopôles du cerveau. 

Remarque : La localisation des monopôles voisins doit être dans la couche du cerveau, c’est 

la définition qu’on a trouvé dans les recherches récente, [76]. Les auteurs l’on définit comme 

étant « la condition de Venant ». Dans ces recherches, afin de respecter la condition de 

Venant, le processus de définition de source suit la démarche suivante:  

 Le dipôle est localisé par sa position 𝑟0⃗⃗  ⃗ dans le cerveau. 

 On cherche le nœud du maillage le plus proche du dipôle, qu’on note 𝑛0 

o Vérifier que le nœud 𝑛0 fait partie de la couche du cerveau 

 Oui, chercher les nœuds formant une connectivité avec 𝑛0 

 Non, déplacer le dipôle vers l’intérieur du cerveau jusqu'à ce que le 

premier nœud 𝑛0 ait l’ensemble de ses voisins dans la couche du 

cerveau. 

 Puis on cherche tous les éléments du maillage qui partagent le nœud 𝑛0. Cette étape 

permet de trouver la liste des nœuds 𝑛𝑖 ayant une connectivité avec le 𝑛0 

 Les monopôles de courants  𝑗𝑘 sont distribués sur l’ensemble des nœuds 𝑛0 et 𝑛𝑖 

Dans cette procédure, dans le cas d’un espace de source ayant plus de 15.000 sources, il 

faudrait vérifier chaque position de dipôle, puis repositionner ce dernier dans le cas où la 

condition n’est pas satisfaite. C’est un travail qui nécessite beaucoup de temps pour la 

vérification puis pour la modification de la position, puis re-vérification… De plus, ce 

processus implique le déplacement de l’espace de source, qui dans certains cas peut influencer 

la localisation réelle des sources. 
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Notre approche, sans introduire la condition de Saint-Venant [76], consiste à supprimer la 

contribution des monopôles extérieurs au cerveau. Elle permet à la fois d’assurer une stabilité 

des résultats, de garder la validité du principe de Saint-Venant et de la condition de Saint-

Venant tout en étant plus rapide et efficace. 

3.7 Validation statistique en utilisant une population de dipôles 

Dans cette partie on va élargir les études précédentes sur une population de dipôles. 

Contrairement à la partie précédente, au lieu d’utiliser un seul dipôle à chaque position, ici on 

va utiliser un groupe de dipôles. On parle alors d’une population de dipôles ou plus 

couramment d’un espace de source. On place un espace de source à différentes excentricités. 

On appellera 𝑑𝑖 la distance du centre des sphères vers l’espace de source 𝒊 .  On remarque que, 

dans le cas du modèle de tête sphérique, chaque espace de source forme une sous-sphère de 

rayon 𝑑𝑖 autour du centre. Sur chaque espace de source on définit un nombre 𝑁𝑑𝑖𝑝 de dipôles 

distribués aléatoirement sur la surface de la sous-sphère. Pour chaque dipôle on choisira une 

orientation tangentielle et radiale. Pour chaque excentricité on calcule les critères d’erreurs 

pour l’ensemble des 𝑁𝑑𝑖𝑝 dipôles. La Figure  3-6suivante montre un aperçu de la manière de 

définir les sources. 

 

Figure  3-6 : Représentation des espaces de source, chaque espace forme une sous-sphère de rayon 𝑑𝑖 

autour du centre. Tous les dipôles situés sur une sous-sphère auront la même valeur d’excentricité  

Cette étude permet d’avoir une étude statistique de la distribution des erreurs en fonction de la 

position du dipôle dans la couche du cerveau. Sur chaque position 𝑑𝑖  on pourra alors trouver 

les propriétés statistiques de la distribution de l’erreur, telle que la moyenne, la médiane, 

l’étendue, les valeurs extrêmes...etc. 

3.7.1 Résultats obtenus dans le modèle sphérique 

Pour chaque espace de source les résultats sont fournis à l’aide d’une boîte à moustaches (voir 

annexe  iv). On peut alors représenter la distribution des différents critères erreurs sur une 

même figure en fonction de l’excentricité associée à chaque espace de source. On utilise les 

méthodes de distributions vues précédemment à savoir M10, M11 M20 et M21. 
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On utilise 25 espaces de sources (sous-sphères), sur chacun on distribue d’une manière 

aléatoire 25 dipôles. On fixe une orientation tangentielle et radiale pour chaque dipôle. On 

utilise les mêmes modèles de têtes que précédemment (modèle à trois couches et modèle à 

quatre couches) avec les 4 versions de distribution de monopôles de Saint-Venant (M10, M11, 

M20 et M21) (Figure  3-7). Pour chaque modèle de tête on aura 25 espaces de source, 25 

dipôles dans chaque espace, 2 orientations par dipôle et 4 méthodes, soit un total de 5000 

simulations (= nombre de résolutions de problème direct). 

   
Figure  3-7 : Localisation des monopôles pour un dipôle près des interfaces pour les méthodes M10, M11, 

M20 et M21 

Pour chaque dipôle on calcule la solution MEF puis on la compare à la solution 

analytique associée. On calcule les différents critères d’erreurs (RDM, MAG, …). Puis pour 

chaque espace de source caractérisé par sa distance 𝑑𝑖 par rapport au centre, on construit la 

boîte à moustache pour le critère d’erreur étudié (RDM, MAG, …). Afin de comparer les 

quatre méthodes de distribution de monopôles, on trace sur la même figure les boîtes à 

moustaches obtenues en fonction de l’excentricité de l’espace de source 𝐸𝑐𝑐𝑖 =
𝑑𝑖

𝑅𝑏𝑟𝑎𝑖𝑛
. Les 

figures suivantes montrent les résultats obtenus dans le cas du modèle de tête à quatre 

couches. 
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Figure  3-8: Représentation de la distribution des erreurs des résultats obtenus dans un modèle de tête à 

quatre couches. La figure du haut représente le RDM(%) des dipôles avec une orientation radiale, celle 

du bas le RDM (%) des dipôles ayant une orientation tangentielle. 

 



110 

 

 
Figure  3-9 : Représentation de la distribution des erreurs des résultats obtenus dans un modèle de tête à 

quatre couches. La figure du haut représente le MAG des dipôles avec une orientation radiale, celle du 

bas le MAG des dipôles ayant une orientation tangentielle.  
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3.7.2 Observations et discussion 

 Afin de suivre le raisonnement de la première partie (en utilisant un seul dipôle), on va 

distinguer deux localisations de sources, les sources profondes et les sources près des 

interfaces. 

3.7.2.1 Sources profondes 

Dans le cas de sources profondes, on note que pour les deux modèles de tête la 

méthode M20 donne de meilleurs résultats que la méthode M10. Cette remarque est valable 

pour les deux orientations du dipôle ainsi que pour les deux critères d’erreurs étudiés RDM et 

MAG. Concernant les caractéristiques statistiques, on voit bien que la médiane avec la 

méthode M20 est abaissée d’un facteur allant de 2 à 10. L’étendue est moins importante et les 

valeurs sont plus concentrées autour de la médiane. Les améliorations apportées par la 

méthode M20 peuvent aller jusqu’aux sources situées à des excentricités de 94 %, ce qui 

correspond dans cette étude à des sources se situant à moins de 4mm de l’interface. 

Dans le cas de sources près de l’interface, la méthode M20 donne des erreurs plus importantes 

que la méthode standard M10.  

3.7.2.2 Sources près des interfaces 

La modification apportée à la méthode M10 en supprimant les monopôles situés à 

l’extérieur est notée M11. La différenciation entre M10 et M11 apparait à l’excentricité de 

96.83%, ce qui correspond à une distance de 𝑑𝑖 = 61𝑚𝑚. A part le cas des dipôles 

d’orientation radiale, on note que les résultats de la méthode M11 sont légèrement meilleurs 

comparés à la méthode M10. A partir de cette position, certains des dipôles possèdent des 

monopôles voisins qui sont situés à l’extérieur de la couche du cerveau. Ces derniers sont à 

l’origine de l’augmentation des erreurs pour la méthode M10. La suppression de ces 

monopôles a permis d’apporter des améliorations sur les résultats. 

Comparée à la méthode M11, la M21 a permis d’améliorer d’une manière considérable les 

résultats près de l’interface. Les boîtes à moustaches de la méthode M21 ont une meilleure 

convergence, comparées à celles obtenues par les autres méthodes. On remarque aussi que 

pour le cas de dipôles d’orientations radiales, l’amélioration apportée sur le RDM est moins 

importante comparée à la méthode M20 (et M10). Tandis que l’erreur sur la magnitude MAG 

est nettement améliorée avec la méthode M21.  

3.7.3 Conclusion étude statistique dans le modèle sphérique 

 Afin de valider les résultats obtenus dans la section précédente dans le cas d’un seul 

dipôle. On a étudié une population de dipôles, situés à des excentricités différentes, avec les 

mêmes modèles de tête que précédemment, à savoir un modèle à trois couches et un autre à 

quatre couches. Les résultats obtenus en utilisant cette étude statistique sont similaires aux 

observations et aux résultats obtenus dans le cas d’une source unique. La méthode M20 a 

permis d’améliorer les résultats de sources profondes. La suppression des monopôles 

perturbateurs près des interfaces avec la méthode M21 a permis d’améliorer les résultats 

d’une manière considérable. On a montré aussi l’influence de la conductivité et on est arrivée 

à la même conclusion, plus le saut de conductivité est important, plus l’erreur est importante.  
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3.8 Comparaison MEF et BEM dans le modèle de tête sphérique 

La méthode des intégrales de frontière notée BEM en anglais (Boundary element 

method) est généralement utilisée pour la résolution du problème direct en EEG et MEG. 

Cette méthode montre une haute précision des résultats avec des temps de calcul optimaux. 

Des avancées significatives ont été effectuées dans les récentes recherches sur la BEM pour la 

résolution du problème direct. La Figure  3-10 montre les résultats de comparaison entre les 

différentes versions de la BEM et met en évidence les avantages de l’implémentation utilisée 

dans la plateforme « open source » OpenMeeg [46] [97]. 

 
Figure  3-10 : Comparaison des implémentations BEM utilisé pour la résolution du problème direct en 

EEG. Source: http://openmeeg.github.io/why_openmeeg.html. 

Dans cette étude les auteurs ont utilisé un modèle de tête sphérique avec trois couches. Ils ont 

montré les avantages de la nouvelle méthode BEM implémenté dans OpenMeeg. Cette 

implémentation est utilisée par Brainstorm [36]. 

Malgré les avantages de cette méthode, elle présente aussi des limites concernant les sources 

se situant très près des interfaces (à moins de 5mm), comme indiqué dans la figure 3-10 ainsi 

que pour la représentation des surfaces non régulières (telle que la surface du cortex). 

3.8.1 Résultats de la BEM dans le modèle sphérique 

Dans cette partie on va comparer les résultats obtenus avec la BEM en utilisant 

l’implémentation d’OpenMeeg [46] [97] avec ceux obtenus avec la MEF en utilisant la 

méthode M21 vue précédemment. On utilisera le même modèle de tête sphérique, maillé en 

volume pour les calculs MEF. On extrait le maillage surfacique pour chaque couche pour les 

calculs BEM. On place des dipôles d’orientations radiales et tangentielles dans la première 

couche et on les déplace vers la première interface (positions de sources similaires à ce qu’on 

a déjà vu précédemment). On s’intéressera notamment aux résultats obtenus près des 

interfaces. Le tableau suivant montre les résultats obtenus pour chaque position de dipôle dans 

un modèle de tête sphérique à trois couches. Les résultats MEF obtenus en utilisant la 

distribution M21 de Saint-Venant sont aussi inclus pour la comparaison. 

http://openmeeg.github.io/why_openmeeg.html
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 Position r0 (mm) 2 12 32 52 59 61 61.5 62.75 

Excentricité(%) 3.17 19.04 50.79 82.54 93.65 96.82 97.62 99.60 

RDM* 

(%) 

Radiale BEM 0.16 0.16 0.20 0.34 0.53 1.28 19.67 97.88 

MEF 0.30 0.56 0.35 1.08 0.92 3.26 0.58 3.70 

Tangentielle BEM 0.18 0.19 0.23 0.43 0.34 6.95 21.53 5.49 

MEF 0.19 0.28 0.39 1.35 0.77 1.25 1.29 1.74 

MAG Radiale BEM 0.983 0.982 0.981 0.978 0.990 0.94 0.526 46.59 

MEF 1.006 1.008 1.006 1.007 1.018 0.998 1.015 1.007 

Tangentielle BEM 0.981 0.981 0.981 0.98 0.984 0.999 1.106 1.56 

MEF 1.006 1.006 1.006 1.008 1.009 1.002 0.995 0.994 

Tableau  3-11 : Comparaison des résultats BEM et MEF dans un modèle de tête à trois couches 

Afin d’étendre l’étude sur une population de sources et généraliser les résultats du tableau 

précédent, on a utilisé une population de sources ayant différentes excentricités. On a utilisé la 

méthode BEM et MEF avec la version M21 de Saint-Venant. Les figures suivantes montrent 

les distributions des erreurs pour le RDM et le MAG en fonction des excentricités. 
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Figure  3-11 : Représentation de la distribution des résultats obtenus dans un modèle de tête à trois 

couches en utilisant la MEF M21 et la BEM de OpenMeeg. La figure du haut représente le RDM des 

dipôles avec orientation radiale (R) et tangentielle (T), celle du bas le MAG pour les mêmes dipôles.  

D’après le tableau et les figures, on constate que la méthode BEM donne d’excellents 

résultats pour les sources profondes et pour les 2 orientations. Si on compare les résultats de la 

BEM et la MEF(M21) on remarque que pour les sources profondes les résultats des deux 

méthodes sont pratiquement inférieurs à 1% concernant le RDM avec un léger avantage pour 

le BEM, toutefois la MEF(M21) donne une meilleure approximation de l’amplitude (MAG) 

Près des interfaces (au-delà de ecc=96.83%), notamment à moins de 2mm, on voit que la 

BEM perd ses performances et donne des erreurs importantes tant pour le RDM que pour le 

MAG, tandis que la MEF (M21) donne des résultats plus stables avec une meilleure 
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approximation en topographie (RDM) et en amplitude (MAG). La MEF reste stable pour des 

sources ayant une excentricité de plus de 99.5% (moins de 0.25mm) dans notre cas. 

3.8.2 Conclusion pour la BEM dans le modèle sphérique 

Dans cette partie on a appliqué la BEM pour le calcul du potentiel sur la surface d’une 

sphère multicouche et estimé les erreurs en comparant la solution BEM à la solution 

analytique. On a trouvé que la BEM donne des résultats très précis dans le cas de sources 

profondes jusqu’à 3mm de l’interface. Par contre dans le cas de sources se situant à moins de 

3mm de l’interface, on a constaté des erreurs très importantes.  

On a comparé les résultats de la BEM avec les résultats obtenus précédemment en 

utilisant la MEF avec la distribution noté M21. On a trouvé que dans le cas de sources 

profondes, les performances de la MEF (M21) sont identiques que celles de la BEM. On note 

que la BEM donne une meilleure topographie (RDM) tandis que la MEF à une meilleure 

approximation pour les amplitudes. Par contre dans le cas de source ayant une grande 

excentricité, la BEM perd ses performances et donne des erreurs très importantes, alors que la 

MEF (M21) garde de bons résultats pour le MAG et le RDM.  

Afin de généraliser les résultats, on a utilisé une population de dipôles pour comparer les 

performances des deux méthodes BEM et MEF. Les résultats obtenus avec un espace de 

source sont similaires à ceux obtenus avec une seule source. Le BEM reste meilleure dans le 

cas de sources profondes, par contre près des interfaces elle perd ses avantages, tandis que la 

méthode MEF en utilisant la distribution M21 de Saint-Venant donne des résultats plus 

stables avec des erreurs bien plus faibles. 

3.9 Comparaison BEM et MEF dans un modèle de tête réelle 

simplifié 

Dans cette partie on compare les résultats de la méthode MEF avec ses différentes 

versions vues précédemment aux résultats BEM de OpenMeeg dans un modèle de tête réelle.  

Pour le modèle de tête, on utilise les Template de géométrie de tête disponible dans la 

plateforme « Brainstorm ». Le modèle de tête est représenté dans la Figure  3-12 suivante : 
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Figure  3-12 : Modèle de tête par défaut disponible dans Brainstorm (default Template le modèle MNI 

Colin 27) 

A partir de ce modèle de tête, on récupère le maillage qui est de type surfacique. Avec 

Iso2mesh [40] on construit le modèle volumique. Il suffira de remplir les milieux entre les 

interfaces par des tétraèdres auxquels on affectera les conductivités associées à chaque tissu. 

Les figures suivantes montrent les représentations des différents modèles avec leur maillages.  

   

Figure  3-13 : Maillage obtenu à partir du modèle de tête de « Brainstorm », à gauche maillage surfacique 

pour la simulation BEM et à droite le maillage volumique pour les calculs MEF. 

On utilise la méthode BEM à partir d’OpenMeeg, et on calcule la solution MEF avec nos 

codes, en utilisant les différentes versions de Saint-Venant.  
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3.9.1 Localisation des monopôles dans le modèle réel  

Afin d’appliquer la distribution des monopôles de Saint-Venant, il faut s’assurer que 

l’ensemble des monopôles sont bien dans la couche du cerveau. Dans le modèle sphérique il 

suffit de calculer la distance entre les monopôles et le centre, puis il faut comparer cette 

distance au rayon de la couche du cerveau. Si cette distance est inférieure au rayon la 

contribution du monopôle est gardée, dans le cas contraire sa contribution est annulée. Dans le 

modèle de tête réelle cette méthode n’est plus valable car la forme du cerveau n’est pas 

régulière. Pour pallier à ce problème on utilise une technique basée sur l’identification des 

éléments formant la couche du cerveau. On commence par extraire l’ensemble des éléments 

formant le volume du cerveau, (voir Figure  3-14), chaque élément est constitué d’une liste de 

4 nœuds (cas du maillage tétraédrique) et un identifiant indiquant le tissu qu’il représente (ici 

le cerveau), la figure suivante montre le volume du cerveau maillé en volume.  

 
Figure  3-14 : Aperçu du compartiment du cerveau comprenant les nœuds éligibles pour porter une charge 

unipolaire de Saint-Venant 

Afin d’identifier les nœuds formant le cerveau il suffit juste de reconstruire la liste des nœuds 

à partir des éléments formant le cerveau. On obtient à la fin la liste des nœuds éligibles pour 

porter les monopôles. Pour attribuer une source de Saint-Venant il suffira de vérifier si le 

nœud fait partie de cette liste, si c’est le cas il portera une charge sinon sa contribution sera 

annulée. 

3.9.2 Procédures de simulation 

Comme dans le cas du modèle sphérique on procède en deux étapes. La première 

concerne des simulations en utilisant un seul dipôle se déplaçant du centre du cerveau vers la 

première interface cerveau/os comme indiqué dans la Figure  3-15. Pour la seconde   étape, on 

utilise un espace de source ayant une même excentricité par rapport au centre du cerveau. 

Cette partie nous permet de généraliser les résultats obtenus dans la première étape. Pour 

chaque position de dipôle on choisit deux orientations : tangentielle et radiale. Pour l’espace 

de source on choisit de distribuer 41 valeurs d’excentricité ayant la forme d’une surface d’un 

cerveau (sous-cerveau par dualité à la sous-sphère définie dans le cas sphérique). Sur chaque 

espace de source on distribue de manière aléatoire 25 dipôles et pour chaque dipôle on choisit 

une orientation radiale et tangentielle.  

Pour les deux parties on utilise l’ensemble des méthodes de Saint-Venant vues 

précédemment. Pour rappel, les méthodes M10 et M20 peuvent avoir des monopôles dans 

l’ensemble du volume, les versions M11 et M21 ont des monopôles uniquement sur les nœuds 

éligibles définis précédemment 
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Afin d’étudier les performances des modifications apportées à la méthode de Saint-Venant 

dans le modèle de géométrie réelle, on compare les différents résultats obtenus sur les deux 

modèles de têtes de la Figure  3-13. 

   
Figure  3-15 : Distribution des dipôles allant du centre du cerveau vers l’interface cerveau -Os avec 

différentes valeurs d’excentricités. Les vecteurs en vert sont des dipôles d’orientation radiale et en bleu 

sont des dipôles d’orientation tangentielle. La figure de gauche montre le déplacement d’un seul dipôle, 

à droite déplacement des espaces de source ayant une même excentricité. 

Etant donné le modèle de tête de géométrie réelle, il n’existe pas de solution de référence 

exacte, on ne peut pas dire qu’une solution est meilleure que l’autre (BEM ou MEF). Par 

ailleurs, on a trouvé dans le modèle de tête sphérique que la BEM donne de meilleurs résultats 

pour le cas de sources profondes, pour cette raison on va utiliser cette méthode comme une 

solution de référence pour la solution MEF. 

Près des interfaces on s’intéresse à l’influence des monopôles situés à l’extérieur de la couche 

du cerveau, on compare les résultats des méthodes M10, M11 et ceux des méthodes M20 et 

M21. 

Dans le modèle sphérique on a trouvé que pour les sources à moins de 3mm de l’interface la 

MEF garde une meilleure stabilité que la BEM, dans ces positions la BEM ne peut pas être 

prise comme solution de référence. Dans ce cas on ne peut pas avoir une comparaison 

quantitative, par contre on pourra faire des comparaisons qualitatives, entre l’allure de la 

solutions BEM et MEF. (Allure, échelle de grandeur,…), suivant la position et l’orientation 

du dipôle. 

3.9.3 Résultats des différentes méthodes 

Les tableaux suivants montrent les résultats des différentes méthodes MEF ayant 

comme référence la solution BEM. On s’intéresse dans un premier temps aux sources 

profondes, là où la solution BEM est plus performante (voir Figure  3-11). Puis on s’intéresse 

aux dipôles ayant des monopôles dans d’autres couches tout en ayant la BEM comme 

référence, le Tableau  3-12 présente les résultats de la méthode M10 et M11, le Tableau  3-13 

ceux des méthodes M20 et M21.  
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On note que dans la direction radiale choisie la distance entre le centre du cerveau et 

l’interface cerveau/os est de : 77.55mm. Remarquons que cette distance varie en fonction de 

la direction choisie. Le tableau suivant donne les résultats observés. 

 

M10 vs M20 sources profondes  

Erreurs 

Modèle 

tête à 3 

couches 

Di42 

Position (mm) 15.51 38.77 54.28 52 

Excentricité(%) 20 50 70 80 

Méthode St Venant M10 M20 M10 M20 M10 M20 M10 M20 

Couches C1 C1 C1 C1 C1 C1 C1 C1 

Nbre Monopôles 17 47 25 48 18 33 14 37 

RDM* 

(%) 

Radiale 4.76 2.72 3.61 2.70 1.91 1.69 2.56 1.97 

Tangentielle 1.87 0.90 2.23 1.06 3.35 1.49 2.10 1.24 

MAG Radiale 0.992 0.988 1.025 1.018 0.999 1.016 1.009 1.002 

Tangentielle 1.001 1.000 1.007 1.003 1.015 1.013 1.008 1.003 

Tableau  3-12: Résultats obtenus pour le modèle de tête réaliste à 3 couches pour les méthodes M10 et 

M20 de Saint-Venant 

Les résultats obtenus avec la méthode M20 sont nettement meilleurs que ceux de la méthode 

standard M10. Comme dans le cas du modèle sphérique, on a trouvé que la prise en 

considération de plus de monopôles permet d’améliorer les résultats de la MEF.  

M10 vs M11 sources près de l’interface, dans la validité de la BEM 

Erreurs 

 

Modèle 

tête réel 

Position (mm) 69.79 71.34 72.89 73.67 

Excentricité(%) 90 92 94 95 

Méthode St Venant M10 M11 M10 M11 M10 M11 M10 M11 

Couche C1 C2 C1 C2 C1 C2 C1 C2 

Nbre Monopôles 14 0 16 0 13 4 13 4 

RDM* 

(%) 

Radiale 3.75 3.75 1.97 1.97 19.70 6.59 24.77 16.16 

Tangentielle 2.69 2.69 6.30 6.30 60.55 4.07 59.79 4.01 

MAG Radiale 1.006 1.006 0.974 0.974 8.557 1.004 17.17 1.004 

Tangentielle 1.010 1.010 1.019 1.019 6.559 1.064 6.81 1.091 

Tableau  3-13: Résultats obtenus pour le modèle de tête réel à 3 couches pour les méthodes M10 et M11 

de Saint-Venant 

A partir des excentricités de 94% les monopôles se retrouvent dans la couche de l’os (C2), on 

voit bien que les résultats de la méthode M10 sont affectés. La suppression de ces monopôles 

avec la méthode M11 a permis d’améliorer considérablement les résultats. Mais tout de même 

on note que l’amélioration n’est pas satisfaisante notamment à l’excentricité de 95% où on 

note un RDM supérieur à 16%. Ce résultat est peut-être dû, soit au nombre de monopôles qui 

n’est pas assez important pour modéliser le moment dipolaire, soit à la solution BEM qui ne 

peut pas être prise comme référence à cette position. Par ailleurs et comme dans le cas du 

modèle sphérique, on a trouvé que la suppression des monopôles situés à l’extérieur de la 

couche du cerveau permet d’améliorer les résultats de la MEF. 
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M20 vs M21 sources près de l’interface, dans la validité de la BEM 

Erreurs 

 

Modèle 

tête réel 

Position (mm) 69.79 71.34 72.89 73.67 

Excentricité(%) 90 92 94 95 

Méthode St Venant M20 M21 M20 M21 M20 M21 M20 M21 

Couche C1 C2 C1 C2 C1 C2 C1 C2 

Nbre Monopôles 36 0 31 4 27 6 21 10 

RDM* 

(%) 

Radiale 2.59 2.59 16.42 1.47 19.89 5.66 24.39 14.21 

Tangentielle 1.76 1.76 27.38 1.37 19.82 2.14 27.78 2.49 

MAG Radiale 1.003 1.003 4.489 0.979 9.175 1.000 13.96 1.022 

Tangentielle 1.010 1.010 1.611 1.014 1.918 1.013 2.86 1.055 

Tableau  3-14 : Résultats obtenus pour le modèle de tête sphérique à 3 couches pour les méthodes M20 et 

M21 de Saint-Venant 

A partir des excentricités de 92% quatre monopôles se retrouvent dans la couche de l’os (C2), 

ces monopôles perturbent la solution et engendrent des erreurs. La méthode M21 a permis 

d’améliorer considérablement les résultats. On note que l’amélioration apportée avec la 

méthode M21 est meilleure, par rapport celle obtenue avec  la méthode M11. On a trouvé que 

la suppression des monopôles situés à l’extérieur de la couche du cerveau permet d’améliorer 

les résultats de la MEF et la prise en compte de plus de monopôles améliore d’avantage la 

solution. 

Comme dans le cas précédent on remarque qu’à l’excentricité de 95% le RDM du dipôle 

radial est de 14%, ce résultat est proche à celui obtenu avec la M11, et ça reste tout de même 

une grande erreur. On peut relier ce constat à la solution BEM, qui ne peut pas être prise 

comme solution de référence à cette position. On ne pourra pas avoir un résultat de 

comparaison quantitatif dans ces positions.  

Cependant, on peut apporter un regard qualitatif sur les résultats de la MEF concernant 

l’allure et l’amplitude du potentiel.  

Résultats qualitatifs des sources près des interfaces  

On s’intéresse au cas de sources ayant une très grande excentricité, dans ce cas on ne peut 

pas se fier à la BEM comme référence étant donné que cette méthode perd de sa performance. 

On utilise un aperçu des résultats d’une manière qualitative, en se basant sur les résultats 

obtenus dans le modèle sphérique. On a trouvé que la méthode MEF M21 garde une stabilité 

par rapport à la BEM. Si on observe l’allure du potentiel pour un dipôle se déplaçant 

relativement lentement alors le potentiel observé ne doit pas subir de grande variation. Sur 

cette idée on pourra visualiser le potentiel pour les sources les plus excentriques.  

Les graphes des Figure  3-16 et Figure  3-17 montrent la distribution du potentiel pour un 

dipôle d’orientation radiale et tangentielle situé à 95% d’excentricité.  
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Orientation radiale 

 
Figure  3-16 : Allure de la distribution du potentiel (en nV) sur la surface de la tête pour un dipôle 

(M=1nA.m) d’orientation radiale se déplaçant dans la même direction vers l’interface cerveau -os 
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Orientation tangentielle 

 
Figure  3-17 : Allure de la distribution du potentiel (en nV) sur la surface de la tête pour un dipôle 

(M=1nA.m) d’orientation tangentielle se déplaçant dans la même direction vers l’interface cerveau -os 

L’idée dans cette analyse est d’observer les variations du potentiel en partant du le principe 

que  le potentiel généré par un dipôle ne subit pas une grande variation si on fait déplacer ce 

dipôle d’une petite distance par rapport à sa position initiale. Dans ce cas la référence de la 

solution MEF à la position N sera l’allure et l’amplitude de la solution MEF à la position N-1.  
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D’après les figures précédentes, on constate que pour des sources profondes la solution BEM 

et MEF sont pratiquement similaires, on observe ces résultats dans les tableaux précédents 

(cas 𝑒𝑐𝑐 < 90%). Pour le cas où l’excentricité est à 95%, c’est à dire que la distance de 

l’interface est inférieure à 2mm, on retrouve les résultats obtenus dans le modèle sphérique. 

La BEM perd ses performances notamment pour les sources d’orientation radiale.  

Sur les figures on voit bien que l’allure de la solution BEM commence à se déformer 

contrairement à la solution MEF qui garde une même allure et une même amplitude pour des 

dipôles très proches. 

 On utilise le même principe pour les figures suivantes, mais maintenant en se basant 

sur la connaissance de la position et de l’orientation du dipôle dans le cerveau et en 

connaissant l’allure du potentiel attendu à partir de ce dipôle. 
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Figure  3-18 : Distribution du potentiel (en nV) sur la surface de la tête pour un dipôle (M=1nA.m) 

d’orientation radiale avec une excentricité de 97 %  

 

Figure  3-19: Distribution du potentiel (en nV) sur la surface de la tête pour un dipôle  (M=1nA.m)  

d’orientation tangentielle avec une excentricité de 97%  

Les figures montrent un exemple de la distribution du potentiel sur la surface du scalp pour 

une source ayant une excentricité de 97%. Connaissant l’allure d’une distribution du potentiel 

d’un dipôle radial et tangentiel, on voit bien que la BEM ne respecte pas l’allure attendue sur 

la surface du scalp. Pour le cas du dipôle radial, l’amplitude BEM dépasse l’ordre de grandeur 

attendu, tandis que pour le cas du dipôle tangentiel on voit bien que la distribution du 

potentiel BEM n’a plus l’aspect dipolaire contrairement à la MEF.  
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3.9.4 Conclusion pour la comparaison BEM&MEF dans le modèle 

réel 

Dans cette partie on a comparé la solution MEF en utilisant les différentes versions de 

Saint-Venant avec la solution BEM implémentée dans OpenMeeg [46] [91]. On a utilisé un 

modèle de tête ayant une géométrie réelle, issue des Template de Brainstorm [36]. Le modèle 

de tête obtenu est maillé en surface, ce modèle est bien adapté pour la BEM et non pour la 

MEF. On construit le modèle volumique associé en utilisant Iso2mesh [40], le maillage 

tétraédrique obtenu est adapté aux calculs MEF. Etant donné les performances de la BEM 

observées dans le modèle sphériques. On a choisi d’utiliser cette méthode comme solution de 

référence dans le modèle réel pour la solution MEF, tout en restant dans la limite de validité 

de la BEM, à savoir pour les sources se situant à plus de 2 mm de l’interface. Pour les sources 

ayant des excentricités extrêmes (à moins de 2 mm) on a opté pour une comparaison visuelle 

en se basant sur la topographie et l’amplitude du potentiel observé sur la surface à partir d’une 

source connue dans le cerveau. 

 

Les résultats montrent que dans le cas de sources profondes, la méthode M20 donne de 

meilleurs résultats, comparé  à ceux obtenus avec la méthode standard notée M10. Ces 

résultats coïncident avec ce qu’on a déjà trouvé pour le modèle sphérique avec comme 

référence la solution analytique. Par ailleurs on a trouvé que dans le cas où des monopôles se 

retrouvent dans la couche de l’os l’ensemble des erreurs augmentent subitement pour la 

méthode M10 et M20. Par contre la suppression de la contribution des monopôles situés à 

l’extérieur de la couche du cerveau a permis d’améliorer la solution MEF.  

Comme constaté dans le cas du modèle sphérique pour les sources se situant à moins de 2 mm 

de l’interface, la solution BEM n’est plus stable contrairement à la MEF qui garde une 

meilleure stabilité. Pour cette raison on ne peut plus utiliser la BEM comme solution de 

référence pour ce type de sources. Pour valider les résultats de la MEF, on s’est contenté 

d’utiliser une comparaison qualitative basée sur l’allure du potentiel sur la surface, et cela en 

partant du principe que l’allure et l’amplitude du potentiel ne doivent pas trop varier en faisant 

déplacer le dipôle par des petits pas. D’après les observations obtenues pour les sources 

situées à moins de 2 mm, on a trouvé que la solution MEF en utilisant la version M21 montre 

une meilleure stabilité toute en gardant les mêmes allures et ordre de grandeur, contrairement 

à la solution BEM qui varie rapidement et ne garde ni la même allure ni la même amplitude. 

Ces constations sont aussi observées sur la surface du scalp. En effet l’allure du potentiel de la 

solution BEM ne coïncide pas avec l’orientation et la position connues du dipôle 

contrairement à la MEF qui donne des résultats plus logiques. 

Pour conclure, on a trouvé que la méthode M20 donne de meilleurs résultats comparée 

à la méthode M10 (plus de monopôles améliore la solution) pour les sources profondes. Près 

de l’interface on a trouvé que la suppression des monopôles a permis d’améliorer les résultats 

de la MEF. Pour les sources les plus proches de l’interface, en partant sur une analyse 

qualitative, on a constaté que la MEF conserve une meilleure stabilité sur la solution 

contrairement à la BEM. Les résultats obtenus dans le modèle de tête avec géométrie réelle 

sont similaires aux résultats obtenus dans le modèle sphérique. Les modifications apportées à 

la méthode de Saint-Venant ont permis d’améliorer la modélisation de la source.  
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3.10    Conclusion  

 Dans ce chapitre la méthode de Saint-Venant est investiguée pour modéliser l’activité 

électrique du cerveau dans le but de résoudre le problème direct en EEG. En effet cette 

méthode permet de pallier le problème de singularité observé dans le terme source avec la 

méthode des éléments finis. La méthode de Saint-Venant utilise une distribution de 

monopôles autour de la position réelle du dipôle. La valeur des monopôles est calculée de 

telle sorte que le moment multipolaire équivalent soit égal ou approxime au mieux le moment 

du dipôle. Dans cette partie du manuscrit, la méthode standard de Saint-Venant ainsi que des 

versions modifiées sont développées, testées puis validées dans des modèles de tête sphérique 

et réelle. La méthode standard (traditionnelle) consiste à distribuer des monopôles sur les 

nœuds d’éléments contenant le nœud le plus proche du dipôle, dans notre travail on a noté 

cette distribution M10. La première modification apportée à la méthode de Saint-Venant est 

dans la distribution des monopôles, cette distribution prend en considération non seulement 

les nœuds cités dans la méthode M10 mais aussi leurs nœuds voisins, on a nommé cette 

distribution M20. 

 Pour évaluer les méthodes M10 et M20, un modèle de tête sphérique avec une solution 

analytique est utilisée comme référence. Un maillage volumique du modèle est construit afin 

d’appliquer la méthode MEF en utilisant les distributions M10 et M20. Plusieurs sources avec 

différentes orientations et positions sont distribuées dans la couche du cerveau pour modéliser 

l’activité électrique des neurones. Les potentiels analytique et numérique sont calculés à la 

surface de la tête. Pour évaluer les résultats, le RDM et le MAG sont calculés entre le 

potentiel analytique et le potentiel MEF. Les résultats montrent que la méthode M20 donne un 

meilleur RDM et MAG pour le cas de source profonde, ce qui nous a amène à déduire que la 

prise en compte de plus de monopôles autour de la source permet d’améliorer la modélisation 

du moment dipolaire et donc la potentiel MEF sur le scalp. 

Près des interfaces les résultats montrent des fluctuations de la solution MEF. Pour 

comprendre l’origine de ces fluctuations, on s’est intéressé à la distribution des monopôles de 

Saint-Venant dans ces positions. On a trouvé que, près des interfaces, la localisation de ces 

derniers influence  considérablement la solution MEF. On a constaté que si l’ensemble des 

monopôles est dans la couche du cerveau la solution MEF reste stable. Par contre si un ou 

plusieurs monopôles se retrouvent en dehors du cerveau la solution MEF se dégrade. En 

partant de ce constat, on a proposé de supprimer les monopôles de Saint-Venant se situant à 

l’extérieur du cerveau. Pour cela on a gardé le même principe de distribution décrit 

précédemment, noté M10 et M20, mais près de l’interface on a supprimé la contribution des 

monopôles situés à l’extérieur du cerveau. Pour la méthode standard on a noté cette 

distribution M11, et pour la méthode modifiée on a noté cette seconde modification M21.  

 Les quatre versions (M10, M11, M20 et M2) sont appliquées près de l’interface. La 

comparaison de ces méthodes a montré l’influence des monopôles situés à l’extérieur du 

cerveau. La suppression de la contribution de ces monopôles a permis d’améliorer d’une 

manière considérable les résultats. La méthode M11 améliore les résultats de la méthode M10 

et la méthode M21 ceux de la méthode M20. Entre les deux améliorations apportées par M11 

et M21, les résultats M21 sont meilleurs. Cela s’explique par une meilleure représentation du 
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dipôle près de l’interface étant donné que la méthode M11 à moins de nœuds notamment dans 

la direction radiale. 

 Par ailleurs, il a été constaté que la conductivité à la position des monopôles a une 

grande influence sur les résultats. En effet plus l’écart entre la valeur de conductivité du 

cerveau et celle à la localisation des monopôles est importante plus les erreurs sur le MAG et 

RDM sont importants. Egalement, il a été constaté que plus l’effectif des monopôles situés à 

l’extérieur de la couche du cerveau augmente plus les erreurs sont importantes. 

 Plus encore, on a comparé les résultats de la MEF avec les résultats obtenus avec la 

méthode des intégrales frontières notée BEM. En effet dans la pratique cette méthode est 

souvent utilisée pour résoudre le problème direct dans des géométries réalistes de la tête. On a 

étudié les performances de la solution BEM dans le modèle de tête sphérique et on a trouvé 

que celle-ci donne de meilleurs résultats dans le cas de sources profondes mais elle perd ses 

performances pour les sources se situant à moins de 2mm de l’interface. Dans la littérature 

cette distance est portée à 5 mm, l’utilisation de maillage plus raffiné a permis d’améliorer 

cette distance et de la ramenée à 2 mm dans notre cas. Par contre, notre approche  utilisant la 

méthode M21 a permis d’avoir une solution plus stable et précise même pour des sources 

localisées à moins de 1 mm de l’interface. 

 Afin de tester les performances de la MEF dans le modèle de tête réelle, on a utilisé la 

BEM comme solution de référence pour les sources se situant à plus de 2 mm de l’interface. 

Les résultats montrent que la méthode M20 dans le cas de source profonde est meilleure que 

la méthode standard M10. La performance de la méthode M20 est équivalente à celle de la 

BEM. Près de l’interface, et à moins de 2 mm, on a constaté les mêmes observations que dans 

le modèle sphérique. Les monopôles situés à l’extérieur du cerveau engendrent des erreurs 

d’amplitude et de topographie pour la méthode M10 et M20. Par contre la suppression de ces 

monopôles avec les méthodes M11 et M21 a permis d’améliorer considérablement les 

résultats observés. Ces résultats confirment ceux déjà observés dans le modèle de tête 

sphérique. 

 En revanche, pour le cas de source à moins de 2 mm de l’interface la BEM ne peut être 

considéré comme solution de référence. Dans ce cas on s’est contenté d’utiliser une analyse 

qualitative basée sur l’allure et l’amplitude du potentiel MEF sur le scalp ainsi que sur les 

résultats obtenus dans le cas sphérique. On montre que la MEF garde une meilleure stabilité 

pour des sources à moins de 1 mm de l’interface. Les observations montrent une nette stabilité 

de la solution MEF tant en topographie qu’en amplitude, contrairement à la solution BEM 

dont la topographie et l’amplitude sont non cohérents avec la position et l’orientation du 

dipôle. 

 Pour conclure, dans ce chapitre on a montré les avantages de la modification apportée à la méthode 

de Saint-Venant. On a étudié l’influence du nombre et de la localisation des monopôles sur le potentiel 

observé sur la surface de la tête. On a montré que la prise en considération de plusieurs monopôles permet 

d’améliorer les résultats. Dans le cas de sources localisées près des interfaces, afin d’améliorer les résultats, 

la contribution des monopôles situés à l’extérieur de la couche du cerveau doit être supprimée. 

  



128 

 

 Comparaison et validation avec FieldTrip 4

SimBio et BrainStorm 

  4  

4.1 Introduction 

 Dans cette partie de thèse nous allons comparer nos implémentations MEF en utilisant 

la méthode de Saint-Venant avec les outils disponibles en pratique, notamment SimBio de 

FieldTrip [110] [114] et Brainstorm [36]. Nous allons dans un premier temps comparer les 

méthodes de Saint-Venant de FieldTrip [110] avec nos implémentations. Pour cela nous 

utiliserons un modèle de tête sphérique puis un maillage de tête réelle. Cette partie du travail 

est effectuée en collaboration avec l’équipe de Carsten Wolters de l’institut de Bio-signal et 

Biomagnétisme à Münster en Allemagne.  

 Nous parlerons, brièvement, dans cette partie des outils de SimBio et FieldTrip. Nous 

introduirons les procédures de simulation ainsi que la construction et l’usage de la matrice de 

transfert. En effet, cette matrice permet une liaison directe entre les sources dans le cerveau et 

les potentiels des électrodes sur le scalp permettant ainsi une amélioration des temps de calcul 

MEF.  

L’objectif de cette partie est la comparaison et validation de nos implémentations MEF en 

utilisant les implémentations déjà validées et disponibles en pratique. 

 En seconde partie, nous allons utiliser Brainstorm avec la MEF et des signaux EEG 

réels. Afin de valider l’approche éléments finis vue dans les chapitre précédents, nous 

procéderons à la construction de la matrice de gain (leadfield) en utilisant la méthode des 

MEF dans un modèle de tête sphérique puis nous injecterons cette matrice dans les routines de 

Brainstorm pour procéder à la résolution du problème inverse en utilisant des signaux EEG 

réels. Nous comparerons qualitativement la localisation des sources obtenue en utilisant la 

matrice gain MEF avec celles obtenues en utilisant la matrice gain analytique dans le modèle 

sphérique. Cette partie est effectuée en collaboration avec le centre EEG/MEG du l’institut du 

cerveau et de la moelle épinière (ICM) sous la supervision de Denis Schwartz.  

 Nous commencerons cette partie par une brève présentation de Brainstorm, nous 

abordons particulièrement son usage pour la localisation des sources à partir des signaux EEG 

réels recueillis sur le scalp. Nous rappellerons brièvement la procédure de localisation de 

sources qui consiste à la résolution du problème inverse en EEG. Nous expliquerons la 

procédure de construction de l’opérateur direct (matrice Gain ou leadfield) à partir de la 

solution du problème direct. L’objectif de cette partie est la validation de l’opérateur direct 

issu de la MEF en utilisant le modèle de source modifié de Saint-Venant avec des signaux 

EEG réels. 

4.2 Comparaison avec les implémentations Sim-Bio Field-Trip 

 Cette partie est réalisée durant la période de collaboration avec Carsten Wolters de 

« Institute for Biomagnetism and Biosignalanalysis » de l’Université de Münster en 

Allemagne. On a utilisé la méthode des éléments finis disponible en «OpenSource» dans 
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SimBio et implémentée dans FieldTrip. L’idée consiste à comparer les résultats obtenus avec 

nos codes avec ceux obtenus en utilisant FieldTrip. Cette comparaison permet d’une part la 

validation de la performance de nos implémentations et d’autre part la comparaison des 

méthodes de Saint-Venant et notamment l’impact des modifications ajoutées à celles-ci dans 

cette thèse.  

4.2.1 Présentation de SimBio et FieldTrip  

4.2.1.1 Présentation de SimBio 

 SimBio (Bio-numerical simulation) est un ensemble d’outils de simulations basés sur 

la méthode des éléments finis, développés dans le but d’améliorer les pratiques médicales en 

utilisant des modèles numériques pour résoudre des problèmes biomédicaux [114]. Basée sur 

la modélisation des phénomènes électriques, magnétiques et mécaniques du corps humain. 

SimBio permet par exemple : 

 La modélisation et la simulation des chocs lors d’un accident de voiture (voir 

Figure  4-1), permettant ainsi de prévoir les effets du choc sur le corps et les organes 
 

 La modélisation des prothèses (dentaire, genou, ligament, …) pour une conception 

individuelle et adapté à chaque patient, 
 

 Modélisation et réparation faciale, reconstruction du genou, crâne… Ces modèles 

permettent de fournir des informations préopératoires pour les interventions 

chirurgicales. 
 

 Modélisation et résolution du problème direct et inverse en EEG/MEG 

SimBio fournit aussi des outils de visualisation et de segmentation des données IRM ainsi que 

des routines permettant l’obtention de maillage volumique [115]. 

   
  (a)    (b)    (c) 

Figure  4-1 : Quelques figures issues de l’usage de SimBio. (a) : Modélisation des effets dus aux chocs 

mécaniques sur le corps. (b) : Modélisation des composants du genou pour étude préopératoire de la 

reconstruction. (c) : Représentation de l’activité électrique sur le cerveau après la résolution d’un problème 

inverse en EEG. Source : http://www.simbio.de/ 

 La partie de SimBio traitant l’EEG/MEG est divisée en deux sections. La première est 

nommée IPM  pour Inverse Problem Method, contenant les algorithmes de résolution du 

problème inverse ainsi que des formulations analytiques et BEM pour la résolution du 

problème direct en EEG et MEG. La seconde section est nommée NeuroMEF, elle fournit les 

méthodes permettant la résolution du problème direct en EEG et MEG en utilisant la méthode 

des éléments finis.  
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Pour cette thèse on s’intéresse à la section permettant la résolution du problème direct en EEG 

(NeuroMEF). Elle est partiellement intégrée dans FieldTrip. 

4.2.1.2 Présentation de FieldTrip 

 FieldTrip est une Toolbox Matlab « open source » [37]. Elle permet un large panel de 

fonctions d’analyse et d’interprétation des signaux cérébraux. On trouve des fonctions telles 

que la décomposition temporelle et fréquentielle des signaux, la segmentation des données 

IRM ainsi que différentes méthodes et fonctions permettant la résolution du problème direct et 

inverse. FieldTrip ne présente pas d’interface graphique, son utilisation est basée uniquement 

sur la construction de script Matlab. La figure suivante montre quelques images issues de son 

usage. 

  
  (a)     (b)   (c) 

Figure  4-2 : Quelques figures de résultats obtenus avec FieldTrip. (a) : Distribution topographique du potentiel 

sur le scalp. (b) : Enregistrement EEG sur des électrodes. (c) : Visualisation d’une zone activé du cerveau après 

résolution du problème inverse. [37]  

4.2.1.3 Résolution du problème direct  

 Plusieurs méthodes permettant la résolution du problème direct sont disponibles parmi 

les fonctions incluses dans FieldTrip. Pour notre travail on s’intéresse à la résolution en 

utilisant la méthode des éléments finis. Cette partie est réalisée par les fonctions SimBio 

NeuroMEF adaptées à Fieldtrip. Cette implémentation utilise la formulation de Saint-Venant 

pour modéliser le terme source. Nous allons donc appliquer dans le même modèle de tête les 

codes de FieldTrip et nos implémentations décrites dans cette thèse. Nous comparerons les 

différents résultats obtenus dans le modèle sphérique et dans le modèle réaliste. L’objectif est 

de valider notre approche avec les outils existants en pratique tout en comparant les 

améliorations apportées par les modifications de la méthode de Saint-Venant.  

4.2.2 Procédures de simulation  

Dans les chapitres précédents, on a utilisé des modèles de têtes ayant des maillages 

grossiers. Dans cette partie du rapport on va utiliser des modèles de têtes sphériques et réaliste 

ayant un maillage plus raffiné. On introduira d’autres tissus dans le cas du modèle de tête 

réalistes. L’utilisation de ces modèles nous permettra d’étudier l’influence d’un maillage plus 

raffiné sur les résultats. On utilisera aussi des valeurs de conductivité et de rayons différents 

par rapport au modèle étudié dans les chapitres précédents.  

Dans les précédentes simulations, on a utilisé les codes MEF développés par le Pr 

Zhuoxiang REN du laboratoire (L2E) qu’on a adaptés pour la résolution du problème direct 
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en EEG. Dans cette partie on utilisera les outils disponibles dans FieldTrip pour résoudre le 

problème direct tout en introduisant les modifications apportées à la méthode de Saint-

Venant. 

4.2.2.1 Procédure de simulation avec FieldTrip 

La procédure de résolution et de simulation du problème direct avec FieldTrip suit les 

étapes suivantes :  

a) Définition du volume conducteur : 

i. Choix du modèle de tête : modèle sphérique ou modèle réaliste. 

 Définition du centre et des rayons des sphères dans le cas du modèle 

sphérique. 

ii. Précision du nombre et des types des tissus pris en compte dans le modèle. 

iii. Définition de la conductivité associée à chaque tissu 

b) Définition du type du maillage : Plusieurs possibilités à envisager (surfaciques et/ou 

volumiques) 

i. Maillage volumique tétraédrique pour notre cas 

ii. Précision du nombre et liste des nœuds et des éléments 

iii. Identification de l’appartenance de chaque élément 

iv. Affiliation des conductivités pour les éléments 

c) Distribution et localisation des électrodes 

i. Projection sur la surface du scalp si besoin 

d) Définition et distribution de l’espace de source 

i. Définition de la localisation des dipôles 

ii. Définition de l’orientation des dipôles 

e) Méthode de résolution (plusieurs solutions possibles) 

i. Modèle sphérique : 

 Calcul de la solution analytique  

ii. Modèle réel : 

 Calcul de la matrice de rigidité (𝐾) 

 Calcul de la matrice de transfert (𝑇) 

f) Définition des méthodes de Saint-Venant à utiliser 

i. Choix des méthodes: M10, M11, M20, M21 ou l’implémentation utilisée dans 

SimBio (on la note Msb) 

ii. Définition des nœuds voisins associés à chaque méthode. 

iii. Calcul des monopôles pour chaque méthode. 

g) Calcul du potentiel aux électrodes de surface (solution du problème direct) 

i. La solution analytique donne le potentiel aux électrodes d’une manière directe 

ii. La solution MEF : multiplication de la matrice de transfert (𝑇) par les courants 

de Saint-Venant associés à chaque méthode 

h) Evaluation des résultats : 

i. Calcul des critères d’erreur (MAG et RDM) entre la solution de référence et la 

solution MEF 
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4.2.2.2 Calcul de la matrice de transfert  

  On a vu précédemment que la formulation éléments finis de l’équation de Poisson 

mène à la résolution d’un système linéaire de la forme : 

 𝐾𝑉 = 𝑆 (4.1)  

La matrice 𝐾 est la matrice de rigidité de dimension(𝑛 ∗ 𝑛), 𝑉 est le potentiel défini à chaque 

nœud du maillage de dimension (𝑛 ∗ 1), 𝑆 représente le terme source de dimension(𝑛 ∗ 1). 

Dans le cas de la méthode de Saint-Venant, le terme source S est non nul seulement aux 

nœuds associés à la solution de Saint-Venant. 

A partir de la relation (4.1), on peut écrire que :  

 𝑉 = 𝐾−1𝑆 (4.2)  

𝐾−1 la matrice inverse de la matrice 𝐾. 

Pour l’EEG le signal est recueilli sur les électrodes placées sur le scalp. Lors de la résolution 

du problème direct, dans le cas idéal il faudrait que la position des électrodes coïncide avec 

les nœuds du maillage sur la surface du scalp. Si ce n’est pas le cas, il faut déterminer le 

potentiel de l’électrode par interpolation des valeurs voisines.  

Lors de l’utilisation d’un maillage très raffiné, la distance entre deux nœuds peut être à moins 

de 2mm, sachant que la taille des électrodes est autour de 5mm, alors dans ce cas la position 

de l’électrode peut être approximée par le nœud du maillage le plus proche du centre de 

l’électrode. 

Soit 𝑁𝑒 le nombre d’électrode, si on choisit une électrode comme référence et on fixe sa 

valeur à 0, alors il nous reste (𝑁𝑒 − 1) valeurs d’électrode à déterminer. 

Matrice de restriction 

On définit la matrice de restriction 𝑅 ayant (𝑁𝑒 − 1) lignes et de 𝑛 colonnes. Sur chaque ligne 

on place une seule valeur non nulle (typiquement la valeur 1) correspondant ainsi à l’indice du 

nœud le plus proche de l’électrode. On peut alors écrire : 

 𝑅𝑉 = 𝑉𝑒𝑒𝑔 (4.3)  

Cette relation permet de passer du potentiel 𝑉de l’ensemble des nœuds du volume au potentiel 

𝑉𝑒𝑒𝑔 associé aux électrodes. La matrice 𝑉𝑒𝑒𝑔 a (𝑁𝑒 − 1) lignes et 1 colonne. 

Matrice de transfert 

A partir des relations (4.2) et (4.3) on peut écrire l’égalité suivante : 

 𝑉𝑒𝑒𝑔 = 𝑅𝑉 = 𝑅(𝐾−1𝑆) = (𝑅𝐾−1)𝑆 = 𝑇𝑆 (4.4)  
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La matrice 𝑇 = 𝑅𝐾−1 est appelée la matrice de transfert [79], en effet on voit bien que l’on 

peut passer directement du terme source 𝑆 au potentiel électrique recueilli sur les électrodes 

𝑉𝑒𝑒𝑔 avec cette matrice. La matrice 𝑇 a comme dimension (𝑁𝑒 − 1) lignes et 𝑛 colonnes. 

La matrice de transfert peut être réecrite en fonction de la matrice de rigidité 𝐾 et la 

transposée de la matrice de restriction en suivant la procédure suivante : 

𝑇 = 𝑅𝐾−1 

𝑇𝐾 = 𝑅 

(𝑇𝐾)𝑡𝑟 = 𝑅𝑡𝑟 

𝐾𝑡𝑟𝑇𝑡𝑟 = 𝑅𝑡𝑟 

Et comme la matrice 𝐾 est symétrique alors : 

𝐾 = 𝐾𝑡𝑟 

Le système matriciel à résoudre est donc : 

 𝐾𝑇𝑡𝑟 = 𝑅𝑡𝑟 (4.5)  

Au final le potentiel aux électrodes est obtenu par la relation suivante :  

 𝑉𝑒𝑒𝑔 = (𝑇𝑡𝑟)𝑡𝑟𝑆 = 𝑇𝑆 (4.6)  

On voit bien que la détermination du potentiel aux nœuds ne nécessite pas la résolution du 

système (4.1). En effet il n’est pas nécessaire de résoudre l’ensemble du système  pour trouver 

le potentiel MEF aux électrodes EEG. Il suffit de résoudre le système (4.5) pour trouver la 

matrice de transfert puis de la multiplier par le terme source calculé indépendamment avec la 

méthode de Saint-Venant. 

La résolution du système 𝐾𝑉 = 𝑆  pour un espace de source contenant 𝑚 sources revient à 

résoudre un système de 𝑛 ∗ 𝑚 équations, le temps nécessaire pour résoudre ce système dépend 

du nombre de nœuds 𝑛 et du nombre de sources 𝑚 pris en compte. Une fois le système résolu, 

il faudrait extraire les nœuds associés aux électrodes de surface (multiplication par la matrice 

de restriction 𝑅). Cependant, la résolution du système 𝐾𝑇𝑡𝑟 = 𝑅𝑡𝑟 revient à résoudre un 

système d’équations de 𝑛 ∗ (𝑁𝑒 − 1) équations, et le potentiel aux électrodes est obtenu par 

une simple multiplication entre 𝑇 et 𝑆. Etant donné le nombre de sources 𝑚 qui dépasse les 

15000, alors que le nombre des électrodes est autours de 256 au maximum (usuellement 32 à 

64), le passage par la matrice de transfert permet de réduire le temps de calcul. Celui-ci passe 

de quelques secondes à quelques millisecondes pour un dipôle, et par conséquence, pour un 

espace de source de 15000 [36], ce temps passe de quelques heures voire journées à moins 

d’une heure [79]. 
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La construction de la matrice de transfert est indépendante de la source, pour l’ensemble des 

versions de la méthode de Saint-Venant (M10, M11, M20, M21 et Msb) le calcul de la 

matrice T est fait qu’une seule fois pour chaque modèle indépendamment de la méthode 

utilisée. 

4.2.3 Application dans le modèle de tête sphérique  

Pour comparer les performances des méthodes résolution du problème direct en utilisant 

la MEF, nous utiliserons dans un premier temps le modèle de tête sphérique avec une haute 

résolution de maillage. La solution analytique dans ce modèle sera prise comme solution de 

référence. Ce modèle de tête est utilisé dans les études publiées par [116]. Un aperçu du 

modèle est disponible dans la figure suivante. 

 
Figure  4-3 : Aperçu du modèle tête sphérique avec une haute résolution du maillage 

 Le modèle est à quatre couches, représentant le cerveau, le LCR, l’os et le scalp, de 

rayons respectifs de 78 mm, 80 mm, 86 mm et 92mm. Nous utiliserons les valeurs de 

conductivité, allant de l’intérieur vers l’extérieur, de : 0.33, 1.79, 0.0042 et 0.33 en S/m. Le 

modèle est maillé en volume avec des éléments tétraédriques. Le nombre total de nœuds est 

801633 formant 4985234 éléments. Ce modèle possède plus de 40 fois plus de nœuds et 

d’éléments que le modèle sphérique utilisé dans les chapitres précédents. En effet, le modèle 

précédent possède 20320 nœuds et 115734 éléments. 

On utilise une distribution de 256 électrodes réparties d’une manière uniforme sur l’ensemble 

de la surface du scalp. La solution analytique et par MEF est évaluée au niveau de ces points.  

 On place des espaces de sources répartis sur 25 excentricités allant de 6.41% à 

99.36%, ce qui correspond à une distance minimale de 0.5mm de l’interface du cerveau/LCR. 

Sur chaque valeur d’excentricité on distribue 25 dipôles dans des régions aléatoires dans le 

cerveau. Pour chaque dipôle on fixe une orientation radiale et tangentielle. On aura un total de 

25*2*25=1250 calculs de problème direct. 

On utilise la procédure de simulation expliquée dans la section précédente. Pour le terme 

source, on utilise la méthode standard M10 développée dans cette thèse, la version incluse 
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dans FieldTrip qu’on note Msb ainsi que les méthodes M20 et M21 pour les versions 

modifiées.  

4.2.3.1 Résultats dans le modèle de tête sphérique 

 On calcule la solution analytique associée pour chaque dipôle, ainsi que la solution 

MEF pour les quatre méthodes MEF. On calcule le MAG et le RDM, on utilise la 

représentation en boites à moustache pour représenter les résultats obtenus en fonction de 

l’excentricité des dipôles. Les figures suivantes montrent les résultats obtenus.  

Figure  4-4 : Comparaison du RDM entre les méthodes implémentées dans cette thèse et la méthode Msb 

disponible dans FieldTrip. La figure en haut montre les résultats pour les dipôles d’orientation radiale, celle du 

bas pour l’orientation tangentielle. La ligne verticale délimite les sources se situant à 1mm de l’interface. 
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Figure  4-5 : Comparaison du MAG entre les méthodes implémentées dans cette thèse et la méthode Msb 

disponible dans FieldTrip. La figure en haut montre les résultats pour les dipôles d’orientation radiale, celle du 

bas pour l’orientation tangentielle. La ligne verticale délimite les sources se situant à 1mm de l’interface. 

 D’après les résultats, on remarque en premier lieu, que la méthode standard de Saint-

Venant M10 donne de meilleurs résultats que l’implémentation de FieldTrip (Msb). Etant 

donné que ces deux méthodes sont similaires, ces différences ne doivent pas être visibles. 

Après vérification, on a constaté que dans FieldTrip les paramètres de régularisation de 

Tikhonov sont légèrement différents de ce qu’on a utilisé, ces valeurs sont dans le tableau 

suivant : 
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 λ : paramètre de 

Legendre 

𝑎𝑟𝑒𝑓 : Valeur 

normalisation 

𝑛 : Ordre du 

moment 

𝑠 : exposant de 

la matrice de 

pondération 𝑊 

Msb 10−6 20 mm 2 1 

M10 10−6 20 mm 2 2 

Tableau  4-1 : Paramètres de régularisation utilisés pour le calcul des monopôles de Saint-Venant 

 La différence est dans l’exposant de la matrice de pondération 𝑊, appelé le facteur de 

concentration, la valeur de 𝑠 joue un rôle important sur la distribution des courants sur les 

monopôles (se référer à l’annexe  iii.3). En effet si on choisit 𝑠 = 0, la matrice 𝑊 contiendra 

alors que des 1, ce qui implique une distribution homogène des courants sur l’ensemble des 

monopôles, dans ce cas les distances entre le dipôle et les monopôles ne sont pas considérées. 

Pour le cas de  𝑠 = 1, la valeur des monopôles est pondérée à la distance la séparant du 

dipôle, la distribution des courants se dit « lisse ». Dans nos simulations on a utilisé 𝑠 = 2, ce 

qui permet de pondérer les valeurs des courants au carrée de la distance les séparant du dipôle, 

dans ce cas plus le monopôle est loin plus sa contribution est faible. Notre simulation donne 

alors un poids (courants) plus important aux monopôles les plus proches qu’aux monopôles 

les plus éloignées. La différence des résultats entre M10 et Msb est donc expliquée par la 

différence de 𝑟 utilisé. 

 

 Pour la méthode M21 on constate de meilleurs résultats pour le MAG et le RDM et 

cela pour l’ensemble des sources (profondes et près des interfaces). Cependant pour le cas de 

sources ayant une excentricité >98.72%, ce qui correspond aux sources situées à moins de 

1mm de l’interface, le RDM des sources radiales est supérieur à 1% (RDM >1%) et sa valeur 

reste plus grande que les autres méthodes. On peut relier ce constat à la suppression des 

monopôles dans la direction radiale du dipôle, ce qui se traduit par un manque de points dans 

cette direction et introduit une difficulté pour représenter le moment du dipôle et par 

conséquent introduit des erreurs sur la topographie. En effet, on a vu que l’erreur 

topographique est liée à une mauvaise localisation de source. Mais dans l’ensemble notre 

approche a permis d’améliorer le MAG et le RDM 

4.2.3.2 Conclusion pour le modèle sphérique 

 Dans cette partie on a utilisé un modèle de tête sphérique avec un maillage 

tétraédrique très fin. Les résultats obtenus montrent la même allure que dans le modèle 

sphérique précèdent ayant un maillage grossier, cependant la stabilité de la solution est plus 

importante, les résultats sont plus précis et tendent vers la solution analytique.  

La méthode de Saint-Venant modifiée notée M21 a permis d’améliorer les résultats pour 

l’ensemble des sources se situant à moins de 1mm de l’interface et pour les deux orientations 

(tangentielle et radiale). Les résultats de cette méthode sont largement meilleurs que ceux de 

la méthode implémentée dans FieldTrip. 

4.2.4 Application dans le modèle de tête réelle 

On utilise un modèle de tête réaliste avec une haute définition de maillage avec 

plusieurs tissus. Ce modèle est maillé en volume avec des tétraèdres. Dans cette partie on 
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calculera le potentiel électrique en utilisant les quatre versions utilisées dans le modèle 

sphérique précédent, à savoir M10, Msb, M20 et M21. La solution de référence sera la 

solution MEF qui donnait les meilleurs résultats dans les sections précédentes à savoir la 

méthode M21. Cette méthode sera appliquée dans le même modèle de tête mais avec une 

résolution de maillage plus importante. En effet, d’après nos précédents résultats, nous avons 

montré que plus le maillage est fin plus la solution est précise. Nous avons aussi trouvé que la 

méthode M21 donne des résultats plus précis pour les sources se situant à moins de 1mm de 

l’interface. Ces deux constatations nous amènent à construire une solution MEF de référence. 

Pour évaluer les performances des implémentations de Saint-Venant, nous utiliserons un 

maillage grossier pour le même modèle tête et nous appliquons les méthodes M10, Msb, M20 

et M21, les résultats obtenus seront comparés à la solution de référence MEF obtenue dans le 

modèle de référence. 

4.2.4.1 Modèle de tête réelle 

 Ce modèle est obtenu à partir de la segmentation des images IRM. Il est largement 

utilisé par l’équipe de Carsten Wolters dans leurs différentes investigations. La procédure de 

construction de ce modèle est donnée dans l’article [76]. On utilise deux types de maillage, un 

maillage grossier et un maillage raffiné. Le premier servira de modèle de test tandis que le 

second servira comme modèle de référence. On applique les différentes implémentations de 

Saint-Venant dans le modèle de test, et on compare leurs résultats à ceux obtenus avec la 

méthode M21 dans le modèle de référence. La figure suivante montre un aperçu du modèle 

test et du modèle de référence. 

 
Figure  4-6 : Modèle de tête réaliste obtenu à partir des données IRM. A gauche le modèle avec un maillage 

« grossier » qui est utilisé comme modèle de test, à droite le même modèle avec un maillage plus raffiné qui est 

utilisé comme modèle de référence. 

La conductivité associée à chaque tissu est reportée dans le tableau suivant : 

Tissus skin Eyes Compacta Spongiosa Spine cbgm gm cbwm wm csf 

Conductivité 

S/m 
0.43 1 0.008 0.025 0.33 0.33 0.33 0.14 0.14 1.79 

Tableau  4-2 : Valeurs de conductivités associées aux différents tissus du modèle de tête réelle 
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4.2.4.2 Modèle du casque EEG 

 On utilise un casque réel avec 256 positions d’électrodes réparties régulièrement sur la 

surface du scalp. La position de ces électrodes est numérisée par un appareil conçu pour cet 

usage(Polhemus). La figure suivante montre la disposition des électrodes EEG sur le modèle 

de tête maillée. 

 

 
Figure  4-7: Aperçu du modèle de tête et de la disposition des électrodes sur la surface du scalp 

4.2.4.3 Modèle de source 

 On a vu dans les différentes parties de la thèse que les sources de courant dans le 

cerveau sont localisées au niveau de la matière grise, situées principalement au niveau du 

cortex et dans les noyaux gris centraux du cerveau.  

Précédemment, nous avons trouvé que la méthode M21 donne de meilleurs résultats pour les 

sources localisées à moins de 1mm de l’interface. Afin de tester dans la validité des méthodes 

MEF étudiées, nous avons définit des espaces de source ayant une profondeur supérieure à 

1mm.  

 

Elément de morphologie du cortex : 

 Afin de bien modéliser les sources dans le modèle réaliste nous nous sommes 

intéressés à la morphologie et à l’épaisseur du cortex. Dans la littérature plusieurs techniques 

sont proposées pour estimer l’épaisseur corticale [117]. Durant nos investigations, on a trouvé 

que l’épaisseur du cortex est très variable et dépend de plusieurs paramètres [118-119] 

notamment la technique de mesure utilisée (in vivo ou post mortem), de l’âge des personnes, 

de l’activité sociale et mentale de la personne ainsi que de l’état de santé. Il a été noté que 

cette épaisseur varie aussi d’une région à une autre dans le cortex, certaines régions sont plus 

épaisses que d’autres. Cependant, malgré ces différentes variations, les données statistiques 

montrent que l’épaisseur du cortex varie entre 1 et 4.5mm [117-119]. Des études récentes ont 

montré que cette épaisseur peut aller jusqu’à 6mm [118]. La figure suivante montre : en (a) le 

tracé des limites du cortex entre la substance blanche d’un côté et le LCR de l’autre côté, en 
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(b) l’histogramme et l’épaisseur du cortex sur l’ensemble de sa surface pour 32 sujets adultes, 

en (c) l’évolution moyenne de l’épaisseur du cortex pour 13 nourrissons entre 0 et 18 mois. 

 
        (a)            (b)             (c) 

Figure  4-8 : Données récoltées sur le cortex. (a) : Les contours aux limites du cortex entre la substance blanche 

de l’intérieur et le LCR de l’extérieur [117]. (b) : Histogramme des valeurs de l’épaisseur moyenne du ruban 

cortical pour 30 sujets adultes [117] (c) : Evaluation moyenne de l’épaisseur du cortex effectué sur 13 

nourrissons allant de 0 à 18 mois [117-121]. 

D’après ces figures et selon les informations que nous avons recueillies, on constate que plus 

de 99% de l’épaisseur du cortex est entre 1 et 5mm [117-121]  

 

Construction du modèle de source : 

Pour le modèle de tête utilisé dans cette partie, l’épaisseur du cortex varie entre 1.5mm et 

5mm. La procédure de définition de l’espace de source suit les étapes suivantes : 

a) Extraction du maillage surfacique extérieure du cortex (interface entre cerveau/LCR), 

la figure suivante montre un aperçu du maillage de surface du cortex. 

 
Figure  4-9 : Aperçu du maillage du cortex du modèle de tête d’Arno 

b) Les sources dans le cerveau sont perpendiculaires à la surface corticale. Nous 

définissons des dipôles ayant des directions radiales sur le point d’application. Deux 

moyens sont possibles : si on choisit de mettre une source sur chaque facette du 

maillage alors le vecteur sera perpendiculaire sur le plan formé par la facette 

(Figure  4-10 a). Si on place des sources sur chaque nœud de surface, dans ce cas on 

construit la normale en ce point en interpolant l’ensemble des normales aux voisinages 

de ce nœud (Figure  4-10 b). Pour notre cas on a choisi la seconde méthode. 
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(a)       (b) 

Figure  4-10: Orientation normale des sources. (a) les vecteurs normaux sur les facettes, (b) les normale sur les 

nœuds 

c) Etant donné l’épaisseur du cortex (1.5 à 5 mm), on construit trois espaces de source 

ayant une profondeur de 1mm, 2mm et 3mm à partir de l’interface avec le LCR. Sur 

chaque espace de source on définit 3000 dipôles, distribués d’une manière aléatoire 

sur l’ensemble de la surface du cortex. 

d) La procédure de construction des espaces de sources suit la procédure suivante : On 

choisit des sources normales sur les nœuds de surface. Si on choisit ces nœuds comme 

espace de source alors on aura des sources directement sur le cortex (0mm de 

profondeur), donc en contact direct avec le LCR. Afin de respecter le cas réel, on ne 

place pas les sources sur ces nœuds mais à des profondeurs régulières de 1mm, 2mm 

et 3mm.  

Les figures suivantes montent un aperçu des espaces de sources à différentes profondeurs. 
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         1mm    2 mm    3mm 

Figure  4-11 : Disposition des espaces de source dans le cortex à différentes profondeurs, les points bleus 

correspondent à la localisation des sources, la zone blanche correspond à la profondeur des sources dans le 

cortex.  

4.2.4.4 Résultats de la simulation  

 La procédure de simulation suit les étapes définies dans le paragraphe précédent. On 

compare les méthodes de Saint-Venant à la solution de référence qu’on a obtenue avec la 

méthode M21 dans le modèle de tête de référence. On calcule le MAG et le RDM pour 

chaque méthode. Les résultats de simulations sont rapportés dans les figures suivantes. 
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Figure  4-12 : Représentation du RDM et du MAG en fonction de l’effectif cumulé en %. Plus la courbe monte 

vite meilleure est la solution. Sur l’axe des ordonnées on place le pourcentage des sources, les courbes donnent 

ainsi le pourcentage des sources ayant une erreur inférieur à la valeur indiquée par la courbe 

 D’après les résultats on remarque la méthode standard de Saint-Venant M10 donne de 

meilleurs résultats que la méthode de Saint-Venant implémentée dans FieldTrip, notée Msb. 

En effet la courbe en bleu est la dernière à monter dans l’ensemble des graphes. Cette 

observation est la même que celle obtenue dans le modèle de tête sphérique, et l’explication 

reste la même, la différence réside dans la différence de l’exposant utilisé pour la matrice de 

pondération. 

 Dans l’ensemble des figures, on note que la courbe de la méthode M21 est celle qui 

monte le plus rapidement, elle donne donc les meilleurs résultats par rapport aux autres 

méthodes. On constate aussi que les résultats différents en fonction de la profondeur de 
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l’espace de source. En effet, la vitesse de progression de la solution à 3mm de profondeur est 

supérieure à celle de 2mm et de 1mm. On voit bien que cela correspond aux résultats qu’on a 

observés dans le modèle sphérique, plus la source se rapproche de l’interface plus l’erreur est 

importante. En effet, on note que 95% des sources ont un RDM <7% dans le cas à 3mm, 

tandis que à ce taux on trouve un RDM <8% à 2mm et RDM <11% à 1mm de profondeur. 

Les résultats du MAG et RDM montrent que la méthode M21 tend vers la solution de 

référence obtenue dans le modèle de référence.  

4.2.4.5 Conclusion pour le modèle réel 

 L’implémentation de Saint-Venant utilisée dans cette thèse est comparée avec 

l’implémentation de SimBio disponible dans FieldTrip dans un modèle de tête de géométrie 

réelle. La méthode standard de Saint-Venant notée M10 implémentée pour cette thèse donne 

des résultats légèrement meilleurs, ceci est dû aux paramètres de régularisation choisis pour le 

calcul de la valeur des monopôles. La méthode M21 est utilisée comme méthode de référence 

appliquée dans le même modèle de tête réel mais avec un maillage plus raffiné. L’espace de 

source est distribué à différentes valeurs de profondeur dans le cortex. Etant donnée 

l’épaisseur du cortex, on a placé des espaces de source à 1mm, 2mm et 3mm puis on a 

comparé les résultats des différentes méthodes. Nous avons constaté que la méthode M21 

approxime mieux la solution de référence. Du point de vue profondeur, plus la source 

approche de l’interface CSF plus les erreurs augmentent.  

4.2.5 Conclusion de la comparaison avec FieldTrip  

 Nous avons comparé les résultats obtenus en utilisant FieldTrip avec les résultats 

obtenus avec la version modifiée de la méthode de Saint-Venant. Les résultats obtenus dans le 

modèle sphérique montrent que la version modifiée de Saint-Venant a permis d’améliorer 

l’ensemble des critères d’erreurs RDM et MAG. Cependant on a remarqué que pour les 

sources d’orientation radiale se situant à moins de 1mm de l’interface, la version modifiée 

donne un RDM plus important par rapport à la méthode standard. Après vérification dans la 

littérature, nous avons trouvé que plus de 99% de l’épaisseur du cortex est supérieur à 1mm. 

En partant de ce constat, on a utilisé un modèle de tête réaliste et on a distribué des espaces de 

sources dans le cortex ayant des profondeurs de 1mm à 3mm. Les résultats obtenus sont 

similaires à ceux observés dans le modèle sphérique, la version modifiée de Saint-Venant 

notée M21 donne les meilleurs MAG et RDM. 

Etant donnés les différents résultats obtenus dans ce travail et connaissant la localisation réelle 

des sources, nous pouvons dire que la modification apportée à la distribution des monopoles 

de Saint-Venant est la mieux adaptée à l’heure actuelle pour modéliser les sources dans le cas 

réel pour la résolution du problème direct en EEG en utilisant la méthode des éléments finis. 

4.3 Application dans Brainstorm 

 Nous commencerons par une brève présentation de cette plateforme logiciel « open 

source » et de ses fonctionnalités. Nous aborderons particulièrement son usage pour la 

localisation des sources à partir des signaux EEG réels. Nous rappellerons brièvement la 

procédure de la résolution du problème inverse ainsi que les méthodes employées dans 

Brainstorm. Nous expliquerons ainsi la procédure de construction de l’opérateur direct 



145 

 

(matrice Gain ou leadfield) à partir de la solution du problème direct. Afin de valider 

l’approche éléments finis vue dans les sections précédentes, nous procéderons à la 

construction de cette matrice en utilisant la solution MEF dans un modèle de tête sphérique 

puis nous injecterons cette matrice dans les routines de Brainstorm pour procéder à la 

résolution du problème inverse. Nous comparerons qualitativement les résultats de la 

localisation des sources sur le cortex avec les résultats obtenus avec la solution analytique 

dans le modèle sphérique (et la solution BEM dans le modèle réel). L’objectif de cette partie 

est la validation de l’opérateur direct issu de la MEF en utilisant le modèle de source modifié 

de Saint-Venant avec des signaux EEG réels. 

4.3.1 Présentation de Brainstorm 

 Brainstorm est une plateforme de logiciel «open source» présenté sous forme d’une 

boîte à outils (toolbox) utilisable généralement sous Matlab [36] ou sous des versions 

compilées exécutables. Il est dédié à l’analyse des données électromagnétiques issues du 

cerveau en utilisant l’EEG, la MEG, la sEEG et ECoG. Les fonctions incluses dans 

Brainstorm permettent une visualisation temporelle et spatiale des signaux, des 

représentations topographiques 2D et 3D de la tête et des signaux, du traitement du signal et la 

résolution du problème direct et inverse permettant ainsi la localisation des sources dans le 

cerveau. 

L’avantage majeur de Brainstorm comme outil d’étude du cerveau est son interface graphique 

simple et intuitive (Figure  4-13) [122]. 

 
Figure  4-13 : Figure de présentation de Brainstorm résumant les différentes fonctionnalités réalisable avec cet 

outil 

Dans cette partie de thèse, nous nous intéresserons uniquement à la partie qui concerne la 

résolution du problème direct et inverse pour l’EEG. 

4.3.2 Localisation de sources avec Brainstorm 

 La localisation des sources revient à la résolution successivement du problème direct 

et du problème inverse. Pour cela on va décrire les modèles utilisés par Brainstorm pour 

résoudre le problème direct en EEG et les méthodes proposées pour la résolution du problème 

inverse nécessaire pour la localisation des sources. 
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4.3.2.1 Problème direct 

 Comme il a été déjà vu dans les chapitres précédents, la première étape pour la 

reconstruction des sources est la résolution du problème direct. Cette étape est primordiale 

pour la résolution du problème inverse en EEG. La figure suivante rappelle la relation 

existante entre le problème direct et problème inverse. 

 

Figure  4-14 : Problème direct(Forward) et problème inverse. 

La résolution du problème direct permet d’expliquer la répartition du potentiel électrique sur 

les capteurs EEG à partir des sources localisées dans le cerveau. La résolution du problème 

direct nécessite des modèles de têtes ainsi que des modèles de source. 

4.3.2.2 Modèles de tête  

 La résolution du problème direct avec Brainstorm se base sur deux modèles de tête. Le 

premier est le modèle de tête sphérique ayant comme solution la formulation analytique. Le 

second est le modèle de tête réaliste homogène par couche, qui utilise la méthode des 

éléments de frontière (BEM) pour la résolution du problème direct. La solution BEM est 

obtenue en faisant appel aux implémentations d’OpenMEEG [46]. La figure suivante illustre 

les deux modèles de têtes. 

   

Figure  4-15 : Modèles de tête utilisée par Brainstorm pour la résolution du problème direct. 

Le modèle de tête sphérique approxime la géométrie de la tête par une sphère multicouche. Le 

principe de base utilisé dans Brainstorm consiste à trouver une sphère contenant le cortex 

(espace de source) puis 2 autres sphères sont générées automatiquement. Les valeurs de leurs 

rayons sont relatives à la première sphère, modélisant le cerveau. Les modèles de tête  

réalistes sont basés sur l’extraction des surfaces à partir des images IRM. Cette procédure se 
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fait séparément en utilisant FreeSurfer[123] ou d’autres routines [40]. En cas d’absence des 

données IRM du sujet, des modèles de tête réaliste standardisés existent et sont fournis sous 

forme de Template par Brainstorm.  

Actuellement les modèles de têtes proposées par Brainstorm modélisent la tête par trois 

couches représentant le cerveau, l’os du crâne et le scalp. La résolution du problème direct est 

donc limitée par ces trois couches. Les dipôles sont distribués dans la première couche 

représentant le cerveau.  

4.3.2.3 Modèles de sources  

 Brainstorm utilise le modèle de sources distribuées pour représenter l’activité 

électrique du cerveau. En effet une distribution dense de dipôles est définie dans la première 

couche modélisant le cerveau. Cette distribution de dipôles forme ce que l’on appelle 

couramment l’espace de source. C’est un nuage de points ayant la forme d’une surface d’un 

cortex, ces points sont obtenus à partir d’un maillage surfacique du cortex. La figure suivante 

montre le maillage d’un cortex. 

 
Figure  4-16 : Aperçu d’un maillage surfacique d’un cortex. Un dipôle est positionné sur chaque nœud du 

maillage 

Le cortex est englobé par la première sphère. Dans le cas du modèle de tête sphérique le 

cortex est dans la première sphère modélisant le cerveau. Dans le cas de tête réaliste, le cortex 

est sous la surface interne du crâne. Un dipôle est fixé sur chaque nœud du cortex, ainsi 

l’ensemble des dipôles sont dans la première couche (localisation réelle des sources).  
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Figure  4-17 : Disposition du cortex (espace de source) dans la première couche modélisant le cerveau, à gauche 

pour le modèle sphérique et à droite pour le modèle surfacique. Les points autour des modèles représentent la 

localisation des électrodes  

Le nombre de dipôles utilisés par Brainstorm par défaut est de 15.000, correspondant aussi au 

nombre de nœuds du maillage surfacique du cortex. Ce chiffre est un compromis entre une 

représentation optimale de la surface corticale et un temps de calcul raisonnable. En effet, 

l’usage de plus de nœuds n’améliore pas la résolution spatiale lors de la résolution du 

problème inverse, de plus il engendre des calculs supplémentaires gourmands en temps. 

L’orientation des dipôles peut être définie par deux méthodes unconstrained et constrained. 

La première considère trois dipôles sur chaque nœud formant ainsi un trièdre direct pour 

couvrir les trois orientations possibles (unconstrained orientation). Dans ce cas le nombre 

total de sources est de 3*15.000=45.000, ce qui correspond au même nombre de simulations 

pour le problème direct. La seconde considère un seul dipôle en chaque nœud ayant une 

orientation normale à la surface (constrained orientation). La figure suivante montre une 

visualisation de ces deux méthodes.  

 
 (a)    (b)    (d) 

Figure  4-18 : (a) Disposition de l’espace de sources dans la première couche représentant le cerveau. (b) 

Orientation normale d’un dipôle sur la surface corticale définie sur chaque nœud du maillage (Constrained). (c) 

Sur chaque nœud trois dipôles sont définis formant ainsi un trièdre direct (Unconstrained) 

Dans le cas constrained le nombre de calcul est réduit et la solution est plus rapide. Les 

avantages et inconvénients de ces méthodes sont discutés dans [36]  
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4.3.2.4 Construction de l’opérateur direct (matrice Gain) 

 La résolution du problème direct est effectuée pour chaque dipôle ayant une position et 

une orientation fixées (soit orientation constrained : 1 dipôle par nœud du cortex ou 

unconstrained : 3 dipôles à chaque nœud). Le potentiel électrique est calculé sur toutes les 

électrodes de surface. Soit 𝑛 le nombre de ces électrodes et 𝑚 le nombre de nœuds (position 

possibles de dipôles) dans le cerveau. Il y aura donc 𝑛 ∗ 𝑚 calculs de potentiel. La relation qui 

lie les mesures aux sources peut alors s’écrire par la relation suivante 

 𝑉 = 𝐺. 𝑆 + 𝐵 (4.7)  

𝑉 représente la mesure du potentiel, 𝐺 le gain ou l’opérateur direct, 𝑆 la source et 𝐵 le bruit de 

mesure. Dans le cas de la résolution du problème direct le bruit n’est pas pris en 

considération. 

Etant donné l’aspect discret de la distribution des sources et des électrodes, les grandeurs de 

l’équation (4.7) sont mises sous forme matricielle. Le système matriciel associé à la relation 

(4.7) peut alors s’écrire de la manière suivante :   
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+ [𝐵] (4.8)  

où 𝑣𝑖 est le potentiel recueilli par l’électrode 𝑖, 𝑔𝑖𝑗 facteur du gain de la source 𝑗 sur 

l’électrode 𝑖 (1 < 𝑖 < 𝑛 𝑒𝑡 1 < 𝑗 < 𝑚)et 𝑠𝑗 est la source modélisée par un dipôle de courant, 

représentatifs d’une population de neurones activés. La mesure effectuée par l’électrode 𝑖 est 

la contribution de toutes les sources mais avec des facteurs de gains 𝑔𝑖𝑗différents : 

 𝑣𝑖 = 𝑔𝑖1𝑠1 + 𝑔𝑖2𝑠2 + 𝑔𝑖3𝑠3 + ⋯+ 𝑔𝑖𝑚𝑠𝑚   (4.9)  

L’opérateur direct 𝐺 est un opérateur qui permet de relier les mesures aux sources, il s’obtient 

par la résolution du problème direct.  

La résolution du problème direct se fait d’une manière analytique dans le modèle sphérique et 

d’une manière numérique dans le modèle réaliste. Chaque valeur 𝑔𝑖𝑗 est spécifique, elle 

dépend des paramètres de la source (amplitude, position et orientation), du capteur (type , 

localisation et orientation), de la géométrie du modèle de la tête (sphérique, réaliste), des 

paramètres physiques (nombre de couches, conductivités…) ainsi que de la méthode de 

résolution utilisée.  

Pour calculer les éléments de la matrice gain 𝐺 le problème direct doit être résolu. Pour cela, 

des conditions initiales doivent être définies. Selon le modèle de tête choisi on utilisera soit la 

méthode analytique soit la méthode numérique. On fixe le nombre de dipôles à 𝑚, le moment 

des dipôles est choisi à 𝑀 = 1𝐴.𝑚 , la localisation des dipôles est fixée sur chaque nœud de 

surface du cortex. L’orientation des sources est choisie selon les deux cas constrained ou 

unconstrained à la surface du cortex. Un modèle de casque EEG est choisi ayant 𝑛 électrodes. 

Le modèle de tête peut être sphérique ou réaliste avec un nombre de couches et de valeurs de 
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conductivité bien déterminés. La matrice 𝐺 a comme dimension 𝑛 comme nombre de lignes et 

𝑚 comme nombre de colonnes  

4.3.2.5 Détermination des éléments de l’opérateur direct 

Les facteurs de la matrice 𝐺 sont obtenus par la résolution du problème direct. La 

construction se fait colonne par colonne et cela en prenant en compte qu’une seule source à la 

fois. Les étapes de la construction sont détaillées dans les lignes qui suivent : 

On allume la source 𝑠1, toutes les autres sont éteintes : 𝑠1 = 1, 𝑠𝑗(𝑗≠1) = 0 

 

[
 
 
 
 
𝑣1

𝑣2
𝑣3

..
𝑣𝑛]

 
 
 
 

𝑠1

=

[
 
 
 
 
𝑔11 𝑔12

𝑔21 𝑔22

. .

. .
𝑔1𝑚

𝑔2𝑚
𝑔31 𝑔32

. .

. .

. .
𝑔3𝑚

. .. .
𝑔𝑛1 𝑔𝑛2

. .

. .

. .
𝑔𝑛𝑚]

 
 
 
 

[
 
 
 
 
𝑠1

0
0
..
0 ]

 
 
 
 

→

[
 
 
 
 
𝑣1

𝑣2
𝑣3

..
𝑣𝑛]

 
 
 
 

𝑠1

=

[
 
 
 
 
𝑔11

𝑔21
𝑔31

..
𝑔𝑛1]

 
 
 
 

 
(4.10)  

On allume la source 𝑠2, toutes les autres sont éteintes : 𝑠2 = 1, 𝑠𝑗(𝑗≠2) = 0 
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Et ainsi de suite en balayant toutes les sources 𝑠𝑗 pour tout 𝑗 ∈ [1,𝑚]. 
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(4.12)  

Ainsi on construit l’ensemble des colonnes de la matrice 𝐺. La construction finale de 𝐺 

s’obtient alors en associant toutes les colonnes : 

 

𝐺 =

[
 
 
 
 
𝑔11 𝑔12

𝑔21 𝑔22

. .

. .
𝑔1𝑚

𝑔2𝑚
𝑔31 𝑔32

. .

. .

. .
𝑔3𝑚

. .. .
𝑔𝑛1 𝑔𝑛2

. .

. .

. .
𝑔𝑛𝑚]

 
 
 
 

=

[
 
 
 
 
 

   

[
 
 
 
 
𝑣1

𝑣2
𝑣3

..
𝑣𝑛]

 
 
 
 

𝑠1
[
 
 
 
 
𝑣1

𝑣2
𝑣3

..
𝑣𝑛]

 
 
 
 

𝑠2

… 

[
 
 
 
 
𝑣1

𝑣2
𝑣3

..
𝑣𝑛]

 
 
 
 

𝑠𝑗

. . .

[
 
 
 
 
𝑣1

𝑣2
𝑣3

..
𝑣𝑛]

 
 
 
 

𝑠𝑚]
 
 
 
 
 

 
(4.13)  

Les éléments de la matrice 𝑔𝑖𝑗 dépendent des paramètres des sources, de la géométrie du 

modèle de tête et des données des capteurs. Une variation minime dans la position des 

électrodes peut affecter les éléments 𝑔𝑖𝑗. En EEG les électrodes sont fixées sur le scalp et 

donc ont tendance à suivre le mouvement de la tête et donc leur position relative est fixée.  
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Remarque : Dans le cas constrained la dimension de la matrice Gain est 𝑛 ∗ 𝑚 mais dans le 

cas unconstrained ses dimensions seront de 𝑛 ∗ (3 ∗ 𝑚). Cette représentation est plus 

généraliste, car en effet on peut passer de cette représentation de sources à un seul dipôle 

normal à la surface sur chaque nœud par le biais de la reconstruction vectorielle. 

4.3.3 Localisation des sources en utilisant la méthode des éléments 

finis  

La résolution du problème inverse consiste donc à trouver le terme source 𝑆 qui 

minimise l’expression suivante obtenu à partir de la relation (4.7) : 

 𝜏 = 𝐴𝑟𝑔𝑚𝑖𝑛𝑠
‖𝑀 − 𝐺𝑆‖ (4.14)  

Ce problème est largement sous déterminé et mal posé et admet plusieurs solutions possibles. 

Plusieurs techniques de résolutions sont proposées [27]  dont certaines sont implémentées 

dans Brainstorm.  

 La méthode principale utilisée par Brainstorm pour la résolution du problème inverse 

est la méthode « Minimum Norm Estimation », noté MNE [124]. On trouve aussi ses versions 

normalisées « Standardized Low Resolution Brain Electromagnetic Tomography » notée 

sLORETA [125-126] et DSPM pour ‘Dynamic Statistical Parametric Mapping’ [127.]. 

D’autres méthodes existent telles que « Linearly Constrained Minimum Variance (LCMV) 

[130] LCMV et la méthode ‘Multiple-signal Classification’ notée MUSIC [128-129]. 

 

 Nous allons procéder à la localisation de la source en résolvant le problème inverse 

(4.14) et en utilisant les techniques de Brainstorm. Mais avant, il faut procéder à la résolution 

du problème direct et la construction de la matrice gain. Nous utiliserons le modèle de tête 

sphérique (et le modèle de tête réaliste) avec la méthode des éléments finis et le modèle de 

source de Saint-Venant (M21).  

4.3.3.1 Modèle de tête sphérique 

 Nous allons utiliser le modèle sphérique ayant la solution analytique. Nous générerons 

un maillage éléments finis pour calculer la solution MEF comme indiqué dans la figure 

suivante : 
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Figure  4-19 : Aperçu du modèle de tête sphérique utilisé dans Brainstorm et le modèle éléments finis associé 

pour le calcul du problème direct. 

Nous utiliserons un espace de sources composé de 1000 dipôles pour nos simulations, pour 

cela on va décimer le cortex initial formé de 15.000 nœuds à 1000 nœuds en utilisant les 

fonctionnalités de Brainstorm. Nous estimons que l’évaluation de la solution MEF avec 1002 

dipôles est suffisante. Nous utiliserons les trois orientations (unconstrained) pour chaque 

dipôle. On résout le problème direct dans les deux cas avec la solution analytique et la 

solution MEF. 

Dans le cas de la résolution analytique on a la relation suivante : 

 𝑉 = 𝐺𝑎𝑛𝑎. 𝑆 + 𝐵 (4.15)  

Dans le cas de la résolution MEF on aura la relation suivante : 

 𝑉 = 𝐺𝑓𝑒𝑚. 𝑆 + 𝐵 (4.16)  

La première étape consiste à comparer la 𝐺𝑓𝑒𝑚 à la matrice 𝐺𝑎𝑛𝑎 qui peut être prise comme 

référence dans ce cas. 

4.3.3.2 Comparaison des deux opérateurs directs analytique et MEF 

 Afin d’estimer les performances des matrices 𝐺𝑓𝑒𝑚 et 𝐺𝑎𝑛𝑎, nous allumerons 

l’ensemble des sources et nous observerons la distribution du potentiel sur la surface. Le 

potentiel obtenu sur chaque nœud ou électrode est alors la superposition de tous les potentiels 

obtenus à partir de chaque source comme indiqué dans la relation (4.9).  

Nous évaluons la distribution du potentiel sur l’ensemble surface de la sphère puis nous 

interpolons les résultats sur la position des électrodes. Nous calculerons les critères d’erreurs 

RDM et MAG entre la solution analytique et numérique. La figure suivante montre la 

topographie 2D du potentiel sur la surface de la sphère avec une vue de dessus.  
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Figure  4-20 : Distribution du potentiel électrique sur la surface de la sphère. A gauche la solution obtenue avec la 

formulation analytique. A droite la solution obtenue avec la méthode des éléments finis  avec la méthode de 

Saint-Venant modifiée 

La figure précédente représente la distribution du potentiel, obtenue par résolution analytique 

et numérique (MEF) sur l’ensemble des nœuds de la surface de la sphère (1425 points). Or 

dans la réalité les mesures sont effectuées sur les électrodes placées sur le scalp.  

Dans le cas test d’un EEG effectué, on a utilisé 32 électrodes, dont une était défectueuse. Il ne 

reste donc que 31 points de mesure. Afin de pourvoir utiliser la matrice Gain précédente, on 

doit interpoler la solution sur les 1425 points sur les 31 électrodes. La figure suivante montre 

la répartition du potentiel sur le casque EEG (31 points). 

 
Figure  4-21 : Distribution du potentiel électrique sur les électrodes. A gauche la solution obtenue avec la 

formulation analytique. A droite la solution obtenue avec la méthode des éléments finis  avec la méthode de 

Saint-Venant modifiée 

La figure suivante montre le potentiel associé à chaque nœud du maillage (à gauche) et sur 

l’électrode à droite. Le tableau donne les erreurs obtenues pour les deux cas. 



154 

 

 
Figure  4-22 : Distribution du potentiel électrique sur la surface de la sphère (à gauche) et sur les électrodes (à 

droite) obtenu en activant l’ensemble de l’espace source (1003x3 dipôles) 

D’un point de vue qualitatif, les deux distributions analytiques et MEF sont similaires sur les 

représentations 2D (Figure  4-20 et Figure  4-21), cependant, sur la Figure  4-22 (à droite) on 

voit un léger décalage sur les électrodes. Afin de quantifier les erreurs entre les deux résultats 

nous allons calculer le RDM et le MAG. Le tableau suivant résume les résultats obtenus : 

 Sur les 1425 nœuds de 

surface 

Sur les 31 électrodes du 

casque 

RDM* (%) 0.11 3.36 

MAG 1.002 0.997 

Tableau  4-3 : RDM et MAG entre la solution analytique et les éléments finis obtenu pour l’opérateur direct 

L’erreur obtenue sur le casque est légèrement plus grande que celle obtenue sur la surface de 

la sphère. Cette augmentation est due à l’interpolation de la solution sur les électrodes qui ne 

sont pas forcément sur la surface de la sphère ainsi qu’au nombre de points de mesure utilisé 

qui passe de 1425 à 31. 

4.3.4 Localisation dans modèle sphérique 

 L’objectif de cette partie est la localisation des sources activées à partir de signaux 

EEG réels mesurés à l’ICM. Les signaux EEG sont enregistrés à l’aide des 31 électrodes 

réparties sur le scalp. La figure suivante montre les potentiels évoqués EEG issus d’une 

stimulation électrique du nerf médian de la main gauche répétée 400 fois (intensité de 

stimulation : seuil moteur+10%). L’axe des abscisses représente le temps en secondes et l’axe 

des ordonnées l’amplitude des potentiels évoqués en μ𝑉. La ligne verticale indique l’instant 

choisi (t=43ms) pour observer les potentiels et les résultats de localisation (sur la 

Figure  4-23). 
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Figure  4-23 : Potentiels évoqués EEG recueillis sur les 31 électrodes 

 
Figure  4-24 : Projection de la distribution du potentiel électrique sur la surface du scalp  représentée par un 

disque (à gauche) et sur le casque EEG (à droite) associé à l’instant t=43ms 

Pour pouvoir localiser les zones activées dans le cerveau associées  à ces mesures EEG il faut 

résoudre le problème inverse. Pour cela, il suffit d’injecter les matrices gains dans les 

algorithmes de localisations déjà disponibles. Nous utiliserons la méthode inverse MNE avec 

des dipôles constrained et unconstrained. Le processus de localisation est ainsi enclenché. 

 

Les figures suivantes montrent les résultats de localisations des régions activées lors de la 

résolution du problème inverse pour un instant donné lors de l’examen EEG.  

Les figures de gauche sont les résultats de localisation en utilisant la matrice de gain 

analytique et celles de droite en utilisant la matrice de gain obtenue avec la MEF. 
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Figure  4-25 : Localisation de régions activées avec la résolution inverse MNE Constrained à l’instant t=43ms 

 
Figure  4-26 : Localisation de régions activées avec la résolution inverse MNE Unconstrained à l’instant t=43ms 

 
Figure  4-27 : Localisation de régions activées avec la résolution inverse dSPM Constrained à l’instant t=43ms 

 
Figure  4-28 : Localisation de régions activées avec la résolution inverse dSPM UnConstrained à l’instant t=43ms 

En utilisant les deux matrices de gain pour la résolution du problème direct, nous avons 

trouvé que les zones actives sont similaires. Ces résultats sont d’autant prévisibles étant donné 

les meilleures valeurs du RDM et du MAG obtenues dans le tableau précédent.  
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4.3.5 Conclusion en utilisant Brainstorm  

 La méthode de Saint-Venant modifiée notée M21 est utilisée pour la modélisation des 

sources afin de résoudre le problème direct en EEG. Avec la MEF on a construit la matrice de 

gain pour un espace de source dans un modèle de tête sphérique. Pour servir de référence, on 

a utilisé la formulation analytique pour construire la matrice gain dans le modèle sphérique 

Avant de procéder à la localisation on a comparé les matrices des gains. Les résultats obtenus 

montrent que les matrices obtenues avec la MEF sont similaires aux matrices obtenues avec 

les solutions de référence. Par la suite on a procédé à la résolution du problème inverse à 

partir des signaux EEG en utilisant les algorithmes de localisation disponibles dans 

Brainstorm. Pour cela on a utilisé les différentes matrices gain préalablement obtenues. Après 

visualisation des régions activées sur le cortex, on a constaté que les résultats montrent les 

mêmes régions sur le cortex. Cette partie expérimentale nous a permis de tester les 

performances de localisation à partir d’un opérateur direct (matrice gain) issue de la résolution 

MEF du problème direct. 

4.4 Question : temps ? 

Un autre problème, qui n’est pas mis en avant dans cette thèse, concerne le temps de 

calcul nécessaire pour la résolution du problème direct. Celui-ci peut être estimé en incluant 

les différentes étapes nécessaires pour la résolution du problème direct. La première concerne 

la construction du modèle de tête à partir des images IRM. Cette étape étant non parfaitement 

automatisée, elle nécessite un travail allant de 1 à 2 jours pour une construction fiable d’un 

modèle de tête pour la simulation MEF.  

La seconde partie concerne le temps nécessaire pour la résolution MEF du problème direct. 

Ce temps peut être réparti sur les étapes suivantes : 

 Construction de la matrice de rigidité : le temps nécessaire peut aller de 30 secondes 

pour les modèles simples à 30 min pour les modèles complexes. Un modèle simple 

représente une tête avec 3 couches et un maillage grossier (~40.000 éléments). Un 

modèle complexe peut avoir jusqu'à 10 tissus et ayant un maillage très raffiné 

(~15.000.000 d’éléments).  

 Construction de la matrice de transfert : cette matrice permet de relier directement les 

sources aux points de mesures (électrodes). Le temps nécessaire pour la construire est 

fortement lié à la taille de la matrice de rigidité ainsi qu’au nombre d’électrodes 

utilisées. Suivant le modèle de tête et du casque EEG le temps peut aller de 2 min à 

quelques heures. L’utilisation d’algorithmes de calculs parallèles pourra réduire ce 

temps à moins de 1h. 

 Construction et calcul du terme source : une étape importante consiste à distribuer les 

sources au niveau du cortex et dans les autres parties du cerveau choisi. Le temps 

nécessaire à cette partie dépend de la précision désirée et du nombre de sources 

utilisées. Elle peut prendre un temps allant d’une dizaine de minutes à quelques 

heures. C’est une étape qui peut être automatisée grâce à la modification apportée dans 

cette thèse. 

 Calcul de la solution du problème direct : c’est une étape importante, elle permet la 

résolution du problème direct et de simuler la répartition du potentiel pour chaque 
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source. Elle permet la construction de l’opérateur direct (matrice Gain) nécessaire à la 

résolution du problème inverse. Elle s’obtient par une multiplication de la matrice de 

transfert avec le terme source, sa durée dépend du nombre de sources et de la 

résolution du modèle de tête et peut aller à 10min. 

La durée totale nécessaire pour la résolution du problème inverse en ayant déjà obtenu le 

modèle de tête peut donc aller de 1h à 1 journée. Contrairement à la construction du modèle 

de tête, l’ensemble de ces étapes peuvent être automatisées (en choisissant des paramètres 

avant le lancement des calculs). 

A noter aussi que l’ensemble des étapes décrit précédemment sont indépendantes les unes par 

rapport aux autres. Cette propriété permet d’utiliser le calcul parallèle sur plusieurs 

processeurs, et ainsi le temps de calcul peut considérablement être réduit à quelques heures 

pour l’ensemble des étapes.  

4.5 Conclusion 

 Dans ce chapitre de la thèse, nous avons montré comment la solution du problème 

direct est utilisée pour la localisation des sources dans le cerveau à partir de signaux EEG 

réels recueillis sur le scalp et cela en utilisant la plateforme Brainstorm.  

Nous avons commencé par une brève présentation de Brainstorm ainsi que de ces principales 

fonctions. Nous nous sommes intéressés à la partie résolution du problème direct et problème 

inverse. Nous avons vu les modèles de tête utilisés par Brainstorm pour la résolution du 

problème direct. Nous avons aussi décrit la procédure de construction de l’opérateur direct ou 

la matrice Gain (G). 

Afin d’appliquer ces notions avec la méthode des éléments finis, nous avons construit la 

matrice Gain dans un modèle de tête sphérique en utilisant la MEF et en ayant comme source 

le modèle de Saint-Venant modifié M21. Afin de tester les performances de la matrice Gain 

obtenue avec la MEF nous l’avons comparée à la matrice Gain obtenue avec la solution 

analytique. La comparaison des deux matrices donne des erreurs acceptables. Nous avons 

procédé par la suite à la résolution du problème inverse et cela en utilisant la matrice gain 

analytique et MEF en utilisant les algorithmes de calcul inverse de Brainstorm. Nous avons 

choisi un instant donné dans les mesures EEG afin de localiser les zones activées dans le 

cerveau. En observant les résultats de localisation de la MEF, on constate que les régions 

activées dans le cerveau sont similaires en amplitude et en topographie avec les régions 

obtenues en utilisant l’opérateur direct analytique.  

Des observations similaires sont obtenues en utilisant les autres méthodes de résolution du 

problème inverse, disponibles dans Brainstorm. Les résultats MEF sont similaires avec les 

résultats analytiques pour la localisation des sources dans le cerveau. 

Cette partie permet de valider, qualitativement, la solution obtenue en utilisant la méthode des 

éléments finis pour la résolution du problème direct en EEG dans le cas du problème inverse. 
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Conclusion générale 
 

 

 

La compréhension et l’exploration du cerveau font partie des défis des années à venir 

pour les neuroscientifiques et les médecins. Parmi les outils développés à ces objectifs on 

trouve l’électroencéphalographie (EEG). Ce dernier est un moyen d’exploration du cerveau en 

temps réel tout en étant simple et léger. L’EEG permet de mesurer les potentiels électriques 

avec des électrodes posées sur le scalp d’une manière non invasive. Ces potentiels sont 

enregistrés sous forme d’ondes/signaux au cours du temps. Plusieurs informations peuvent 

être déduites à partir des signaux EEG. Parmi elles on trouve  la localisation des sources, ou 

autrement dit la localisation des régions activées dans le cerveau pendant une tâche 

spécifique. L’activation électrique d’une région dans le cerveau est modélisée par un dipôle 

de courant. La localisation consiste à trouver les paramètres de ce dipôle (ou ces dipôles), à 

savoir, sa localisation(s), son amplitude(s) ainsi que son orientation(s). Le processus de 

localisation revient à la résolution d’un problème inverse sous déterminé. Cependant, pour 

résoudre le problème inverse, des solutions du problème direct associé doivent être au 

préalable disponibles. En effet, la résolution du problème inverse nécessite la résolution du 

problème direct. Le problème direct en EEG consiste à trouver la distribution du potentiel 

électrique sur la surface de la tête à partir d’une distribution donnée de sources dans un milieu 

connu (le modèle de tête). Par ailleurs, la résolution du problème direct est purement 

théorique, i.e, les solutions sont obtenues à partir de calcules analytiques ou/et numériques et 

aucunement basées sur de vraies mesures. De ce fait, la précision des modèles de sources et 

de têtes est donc essentielle. La source est souvent modélisée par un dipôle de courant. Quant 

à la tête, plusieurs modèles sont proposés allant du plus simple (analytique) au plus complexe 

(numérique).  

Le modèle basique est représenté par une sphère ou une ellipse ayant une seule couche avec 

une conductivité électrique homogène et isotrope. Les améliorations dans ces modèles sont 

l’utilisation de plusieurs couches pour représenter les différents tissus.  L’utilisation de 

l’anisotropie pour la conductivité de certains tissus (substance blanche par exemple) est aussi 

envisageable pour ce modèle de tête. Pour résoudre le problème direct, ces modèles ont 

l’avantage d’avoir une solution analytique qui est simple et rapide. Néanmoins, du point de vu 

géométrique, ces modèles restent grossiers, les approximations qui sont faites engendrent des 

erreurs importantes lors du processus de localisation.  

L’amélioration principale du modèle de tête consiste à prendre en considération la géométrie 

de la tête qui joue un rôle important. En effet, l’allure des lignes du potentiel sur la surface est 

très influencée par la morphologie des tissus. Les modèles réels de tête sont construits à partir 

des données anatomiques contenus des les images IRM. Les surfaces des différents tissus sont 

extraites en utilisant des techniques de traitement d’images (segmentation). Une fois les 

surfaces construites, un assemblage de la tête est fait en fonction des tissus du cerveau jugés 
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nécessaires / importants pour la résolution du problème direct. La résolution du problème 

dans ce cas est numérique. A notre connaissance, il existe principalement trois méthodes de 

résolution :  

 La méthode des éléments de frontière (ou intégrales de frontières) notée BEM (Boudary 

Element Method en anglais) : cette méthode prend en considération les interfaces entre 

chaque tissu comme étant une seule couche ayant une seule valeur de conductivité 

(homogène et isotrope), on parle alors du modèle homogène par couche. Chaque surface 

est découpée en petits éléments de forme triangulaire, l’assemblage de ces éléments forme 

le maillage surfacique du modèle de la tête. La résolution du problème direct est 

numérique. Cependant, malgré les différents avantages de ce modèle du point de vue 

géométrique, les paramètres physiques sont mals représentés notamment l’anisotropie de 

certains tissus qui n’est pas prise en considération avec la BEM. Ajouté à cela, la BEM ne 

permet pas la prise en compte des trous et des orifices du crâne (naturel : trou occipital, 

yeux… chirurgical : trous et lésion du crâne). En effet les trous ont aussi une influence sur 

la distribution du potentiel, d’où l’intérêt des méthodes volumiques. 

 

 La méthode des différences finies notée FDM (Finite Difference Method en anglais). Cette 

méthode utilise la vraie morphologie de la tête avec un nombre d’éléments supérieur aux 

modèles BEM ce qui permet une meilleure résolution du problème direct. Cependant, les 

éléments du maillage utilisés par cette méthode sont de forme cubique, d’où l’aspect de 

marche d’escalier observé sur les interfaces des surfaces. Cette représentation ne respecte 

pas la réalité de la géométrie et engendre des erreurs sur les résultats. La première solution 

consiste à mailler très finement mais engendre des temps de calcul importants, la seconde 

option consiste à utiliser des mailles tétraédriques avec la méthode suivante. 

 

 La méthode des éléments finis MEF (finite element method MEF en anglais). C’est une 

alternative entre la BEM et FDM. En effet, cette méthode permet de prendre en 

considération la géométrie (anatomie) de la tête avec les différents tissus. Elle permet de 

prendre en compte plusieurs tissus avec l’anisotropie de la conductivité. Elle a aussi 

l’avantage de considérer les différents trous et ablation dans la tête. Quant à la forme 

tétraédrique des éléments de maillage, elle permet d’éviter les marches d’escalier sur les 

contours (interfaces des surfaces). Cette méthode est considérée comme étant la meilleure 

option pour la résolution du problème direct en EEG (et éventuellement en MEG). 

Cependant cette méthode est moins utilisée en pratique, notamment par manque 

d’implémentation et à cause de problèmes liés à la modélisation de la source dipolaire.  

Dans ce travail de thèse, nous avons utilisé la méthode des éléments finis pour la résolution du 

problème direct en EEG. Comme indiqué précédemment, cette méthode permet une meilleure 

représentation du modèle de tête, mais elle a l’inconvénient d’avoir le problème de la 

singularité numérique de la source. L’objectif de cette thèse est de proposer une méthode 

permettant de s’en affranchir.  

Le premier chapitre de cette thèse présente les généralités sur l’anatomie et l’activité 

du cerveau. Un accent est mis sur l’activité électrique au niveau des neurones. Ensuite les 
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techniques de mesures de l’activité électrique du cerveau sont présentées. Par la suite la 

notion du problème direct est introduite mathématiquement ainsi que l’ensemble des 

méthodes permettant de le résoudre. Les avantages de la méthode des éléments finis sont mis 

en avant. Toutes les informations contenues dans le premier chapitre forment l’état de l’art 

nécessaire pour comprendre le sujet traité dans ce travail de recherche. 

Le deuxième chapitre est consacré à la résolution du problème direct avec la MEF. La 

première étape consiste à traiter le problème de singularité causé par le point source. Ce 

dernier est résolu en utilisant les différentes approches sur la représentation mathématique de 

la source. La première technique est appelée la méthode directe (ou partial intégration en 

anglais) son principe consiste à projeter la source sur l’élément du maillage, les sources 

équivalentes sont distribuées sur l’ensemble des nœuds formant l’élément contenant le dipôle. 

La seconde technique est nommée la méthode de soustraction (subtraction method en 

anglais), cette méthode est dite indirecte, car pour résoudre le problème de singularité, elle 

divise le problème en deux parties. La première partie incluant le dipôle est résolue 

analytiquement, la seconde partie est résolue numériquement. Les sources dans cette méthode 

sont distribuées sur l’ensemble des nœuds se situant dans des domaines ayant des 

conductivités différentes de celles du cerveau. La troisième technique est basée sur le principe 

de Saint-Venant et par conséquent elle porte ce nom. La méthode de Saint-Venant consiste à 

remplacer le dipôle de courant par une distribution de monopoles ayant un moment 

multipolaire équivalent au moment du dipôle. Ces trois techniques sont implémentées et 

intégrées dans le code éléments finis multi-physique développé par le professeur Zhuoxiang 

REN au laboratoire L2E.  Afin de tester et de comparer les performances de ces méthodes, 

un modèle de tête sphérique avec une solution analytique est utilisé. Pour pouvoir appliquer 

les méthodes MEF dans le modèle sphérique il faut construire son maillage tétraédrique, ceci 

est fait en utilisant des outils « open source » tel que iso2mesh. La comparaison des méthodes 

se fait pour plusieurs cas de figures de sources. En effet les sources sont localisées au niveau 

du cerveau à des profondeurs et orientations diverses. Les résultats obtenus montrent que les 

trois méthodes ont permis de traiter la singularité et montrent des constats similaires pour le 

cas de la source localisée au centre de la sphère. Par ailleurs il a été constaté que plus la 

source se déplace du centre vers la surface du cerveau plus les erreurs augmentent. De plus la 

méthode directe garde une stabilité pour différentes profondeurs. Cependant, cette méthode 

comparée à la méthode de soustraction et de Saint-Venant donne des erreurs qui sont plus 

importantes. La méthode de soustraction montre de meilleurs résultats pour le cas de sources 

profondes, mais cet avantage se perd près de l’interface. En ce qui concerne la méthode de 

Saint-Venant, elle garde une meilleure stabilité dans les résultats à différentes profondeurs. Il 

faut noter que les erreurs observées avec la méthode de soustraction près de l’interface sont 

très importantes comparées à la méthode directe et celle de Saint-Venant. De ces 

investigations nous avons conclu que la méthode de Saint-Venant est la mieux adaptée pour 

modéliser la source dipolaire pour la résolution du problème direct. Afin de comprendre 

l’origine des erreurs observées près des interfaces des investigations complémentaires sont 

développées dans le chapitre trois. 

Le troisième chapitre présente la modélisation des sources avec la méthode de Saint-

Venant et ses améliorations. Ces investigations sont évaluées pour plusieurs profondeurs de 
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sources. Les résultats sont évalués dans un premier temps avec le modèle sphérique ayant la 

solution  analytique comme référence. Une fois validées dans le modèle sphérique, les 

méthodes sont testées dans le modèle de tête de géométrie réelle. La validation utilise un 

modèle simplifié ayant la BEM comme solution de référence.  

Les améliorations proposées dans ce chapitre concernent la méthode de Saint-Venant, et plus 

particulièrement au niveau de la distribution des monopoles de Saint-Venant. La première 

modification concerne la manière de distribuer les monopoles. Le principe de base de Saint-

Venant consiste à distribuer des monopoles tout autour de la position du dipôle, avec le 

maillage MEF la position des monopoles est fixée sur les nœuds formant l’ensemble des 

éléments entourant le dipôle. La première modification consiste à ne pas prendre uniquement 

la première maille autour du dipôle mais aussi les nœuds voisins de la première maille. Cette 

manière permet d’avoir plus de monopoles autour du dipôle, elle est donc une meilleure 

approximation du moment dipolaire. Les résultats obtenus avec cette méthode dans le cas du 

modèle sphérique montre une nette amélioration comparée à la méthode standard de Saint-

Venant dans le cas de source profonde. Cependant dans le cas de source à la proximité 

d’interface les erreurs restent importantes.  

Après vérification de la localisation des monopoles près des interfaces, il a été constaté que 

certains des monopoles se situent à l’extérieur de la couche du cerveau. L’observation des 

résultats montre que la présence des monopoles uniquement dans la couche du cerveau donne 

de bons résultats ; par ailleurs la présence de monopoles dans les autres couches engendre des 

erreurs. A partir de cette constatation la seconde modification est proposée. Elle consiste à 

supprimer la contribution des monopoles localisés à l’extérieur de la couche du cerveau tout 

en recalculant la contribution des autres monopoles localisés dans la couche du cerveau. En 

effet la suppression unique de la contribution des monopoles extérieurs n’est pas la bonne 

solution, il faut recalculer la contribution des monopoles localisés dans la couche du cerveau 

tout en maintenant le principe de base de Saint-Venant. Les résultats obtenus près de 

l’interface avec cette seconde modification montrent des améliorations considérables dans le 

modèle sphérique. En effet, il a été précisé qu’anatomiquement les sources sont uniquement 

dans la couche du cerveau. Ainsi des sources à l’extérieur du cerveau sont d’une part 

anatomiquement impossibles et d’autre part elles engendrent des erreurs numériques 

importantes lors de la résolution du problème direct. 

Les deux modifications combinées, sources profondes avec plus de monopoles et sources près 

de l’interface avec des monopoles uniquement dans la couche modélisant le cerveau, donnent 

de meilleurs résultats. 

Pour étudier les performances des deux modifications, un modèle de tête sphérique et un autre 

de géométrie réaliste simplifiée sont utilisés. La solution analytique est utilisée comme 

référence pour le modèle sphérique et la solution BEM pour le modèle réel. Les résultats dans 

le cas de sources profondes avec les modifications montrent de meilleures approximations 

comparées à la méthode standard, et les résultats MEF approximent ceux de la BEM. Et dans 

le cas de sources près des interfaces, la version modifiée de Saint-Venant montre une 

meilleure stabilité que la BEM. L’ensemble de ces procédures nous ont permis de valider et 

de confirmer les performances des modifications apportées à la méthode de Saint-Venant dans 

le cadre de la résolution du problème directe en EEG. 



163 

 

Le quatrième et dernier chapitre concerne une validation de la modification en 

comparant ces résultats avec ceux obtenus avec les outils FieldTrip de SimBio et Brainstorm. 

La première partie concerne une comparaison avec FieldTrip utilisant la méthode des 

éléments finis pour résoudre le problème direct en EEG. Dans un premier temps, nous avons 

utilisé un modèle de tête sphérique pour comparer les différents résultats, puis nous avons 

utilisé un modèle de tête réaliste maillé en volume. Dans les deux modèles utilisés, nous 

avons trouvé que la version modifiée montre de meilleures performances que les résultats 

obtenus avec FieldTrip.  

La seconde partie concerne une application de nos résultats dans le cas de localisation de 

source à partir de signaux réels EEG. Cette procédure nécessite la résolution du problème 

inverse, pour cela nous avons recours aux outils disponibles dans Brainstorm. Cependant la 

résolution du problème direct est faite avec les outils développés dans ce travail. Pour cela on 

a introduit la matrice de gain (LeadField) puis nous avons procédé à la reconstruction en 

utilisant la méthode de Saint-Venant amélioré. Nous avons procédé à la résolution du 

problème inverse en comparant les résultats de localisation obtenu avec la MEF et ceux de la 

solution analytique. Les résultats de localisation montrent des régions activées similaires pour 

les deux méthodes, ce qui nous permet de valider le modèle LeadField issu de la MEF en 

utilisant la version modifiée de Saint-Venant.  
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Perspectives 
 

Malgré les améliorations apportées dans ce travail de thèse, plusieurs problèmes et 

difficultés doivent être résolus. Ces difficultés peuvent être classées en deux types : 

1. D’une manière générale par rapport aux études reliées à ce domaine de recherche : 

 

a) Le problème de la construction du modèle de tête réelle réside principalement au 

niveau de la segmentation des images anatomiques. La segmentation des images est 

dit semi-automatique, des outils sont déjà disponibles mais des vérifications manuelles 

et individuelles restent nécessaires pour chaque modèle de tête. Ce problème reste un 

handicap pour l’automatisation de la résolution du problème direct. Les outils actuels 

utilisent des modèles dits « Template » issus d’une série d’images IRM, ces modèles 

restent très approximatifs et non individuels. Par ailleurs, la BEM implémentée 

actuellement ne permet pas de prendre plus de trois couches pour modéliser la tête, et 

ne permet pas de modéliser les surfaces irrégulières telles que le cortex. Pour la MEF, 

une première étape consiste à la construction d’un « Template » qui sera 

prochainement intégré dans Brainstorm.  

 

b) Concernant la connaissance des conductivités, les valeurs utilisées actuellement sont 

des valeurs mesurées principalement in vitro (sur des tissus non vivants) et rarement 

sur des cerveaux vivants. Ce sont des valeurs approximatives. 

 

c) Une autre limitation concerne le temps de calcul. La méthode des éléments finis 

requière le calcul de la matrice de rigidité qui varie selon la géométrie et la qualité du 

maillage utilisé. Puis le calcul de la distribution du potentiel pour chaque source. Ceci 

peut être amélioré en utilisant la matrice de transfert qui permet le calcul du potentiel 

uniquement aux nœuds du maillage correspondant aux électrodes EEG. Cette méthode 

permet de lier directement la source aux mesures sur les électrodes. Etant donnée 

l’indépendance des calculs, l’amélioration consisterait à utiliser des techniques 

d’optimisation et de parallélisassions des algorithmes afin d’accélérer le temps de 

calcul. 

 

2. D’une manière particulière par rapport aux résultats obtenus dans ce travail 

 

a) Avec la méthode de Saint-Venant modifiée, le dipôle d’orientation radiale situé près 

des interfaces cause des erreurs plus importantes au niveau du RDM (topographie du 

potentiel). Cette augmentation d’erreurs est observée pour les dipôles situés à moins 

de 1mm de l’interface avec le LCR ou l’Os, la cause menant à ces erreurs est le 

manque de monopoles dans la direction radiale, et le non équilibre entre le nombre de 

monopoles à l’avant et à l’arrière du dipôle, trouver une alternative à ce problème reste 

une perspective. 
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b) On a construit l’opérateur direct en utilisant la MEF dans un modèle de tête sphérique 

puis nous avons procédé à la localisation des sources avec Brainstorm. La prochaine 

étape consisterait à utiliser un modèle réel et comparer les résultats de la localisation 

avec ceux obtenu avec la BEM. 

 

c) Dans ce rapport nous avons validé la méthode de Saint-Venant modifiée dans des 

modèles de tête isotropes, la prochaine étape concerne l’utilisation de tissus 

anisotropes.  

 

d) Un des intérêts de la MEF est sa capacité à l’utilisation de tête ayant des géométries 

particulières présentant des trous ou des ablations. La MEF permettrait de résoudre le 

problème direct dans ce type de géométrie. 

 

e) Jusqu’ici nous avons appliqué la MEF pour l’EEG, un prochain travail serait d’étudier 

la résolution du problème direct en MEG. 

 

f) L’autre étape, qui peut être réalisée immédiatement consiste à implémenter les 

nouvelles méthodes dans les outils de diagnostic actuel, on parle ici de Brainstorm en 

collaboration avec Denis Schwartz et François Tadel et dans FieldTrip-SimBio en 

collaboration avec Carsten Wolters et Robert Oostenveld puis dans les autres outils tel 

que BESA. 

 

g) Les autres idées en discussion concernent le développement d’un méta-modèle, qui 

sera sous forme d’une fonction paramétrable issue des calculs MEF permettant de 

passer d’un modèle de tête à un autre sans passer par les étapes MEF (matrice de 

rigidité et matrice de transfert qui nécessite un temps de calcul). Pour cela des études 

d’analyse de sensibilités et de propagation d’incertitude peuvent être effectuées afin de 

mieux cerner les paramètres les plus influents lors de la construction de la matrice de 

rigidité et la matrice de transfert. 
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Annexes 

i. Formulation généraliste de la solution analytique  
Dans cette thèse nous utiliserons la formulation développée par Zhang [72], c’est une 

formulation généraliste pour le calcul de la solution analytique dans le modèle sphérique. 

On considère une sphère multicouche ayant N comme nombre de couches, de rayons Ri 

(Ri−1 < Ri, i = 1,2, . . . , N) et de conductivité anisotrope de valeur σi pour la direction radiale 

et de valeur ξi pour la direction tangentielle. L’anisotropie fait référence à une conductivité 

tangentielle différente de la conductivité radiale dans une couche donnée. La figure suivante 

montre un schéma représentatif pour le calcul de la solution analytique. 

 
Figure  0-1 : Représentation d’un modèle sphérique multicouche [73]  

L’expression du potentiel électrique au point Re pour un dipôle de moment M localisé à la 

position r0 dans la première couche est donnée par la relation suivante : 

 𝑈𝐴(𝑟0, 𝑀, 𝑅𝑒) =
𝑀

4𝜋𝜎𝑁𝑅𝑒
2
∑

2𝑛 + 1

𝑛

∞

𝑛=1

(
𝑟0
𝑅𝑒

)
𝑛−1

[𝑓𝑛𝑛𝑐𝑜𝑠𝛼𝑃𝑛(𝑐𝑜𝑠𝛾)

+ 𝑔𝑛𝑐𝑜𝑠𝛽𝑃𝑛
1(𝑐𝑜𝑠𝛾)] 

(I.1)  

Où l’exposant 𝐴 de 𝑈𝐴 réfère à la solution Anisotrope, 𝛼 est l’angle entre la position du 

dipôle repéré par 𝑟0⃗⃗  ⃗ et l’orientation du moment dipolaire noté �⃗⃗�  et 𝛾 représente l’angle entre 

𝑟0⃗⃗  ⃗ et le point observation 𝑅𝑒
⃗⃗ ⃗⃗  . Les deux vecteurs 𝑟0⃗⃗  ⃗ et M⃗⃗⃗  définissent un plan que l’on note 𝑃1 ; 

𝑟0 ⃗⃗⃗⃗ et 𝑅𝑒
⃗⃗ ⃗⃗  représentent un autre plan noté 𝑃2 ; 𝛽 représente l’angle formé par ces deux plans (P1 
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et P2). Les fonctions 𝑃𝑛 et 𝑃𝑛
1 sont respectivement les polynômes de Legendre et son associé 

d’ordre un. 

La variable 𝑓𝑛 est donnée par les relations suivantes : 

 𝑓𝑛 =
𝑣1

𝑛
𝑔𝑛 (I.2)  

Avec : 

 

𝑔𝑛 =
𝑛(2𝑣𝑁 + 1)

(2𝑣1 + 1)[(𝑣𝑁𝑚22 + (𝑣𝑁 + 1)𝑚21)]
(
𝑟0
𝑅𝑒

)
2𝑣1−𝑛

∏(
𝑅𝑘−1

𝑅𝑘
)
𝑣𝑘

𝑁

𝑘=1

⁄  (I.3)  

 

Et : 

 𝑣𝑖 = [√1 + 4𝑛(𝑛 + 1)£𝑖 𝜎𝑖⁄ − 1 ] 2⁄  (I.4)  

Les facteurs mij sont calculés de la manière suivante : 

[
𝑚11 𝑚12

𝑚21 𝑚22
] = ∏

1

2𝑣𝑘 + 1

𝑁−1

𝑘=1

 

[
𝑣𝑘+1 + (𝜎𝑘 𝜎𝑘+1⁄ )(𝑣𝑘 + 1) [(𝜎𝑘 𝜎𝑘+1⁄ )(𝑣𝑘 + 1) − (𝑣𝑘+1 + 1)](𝑅𝑒 𝑅𝑘⁄ )2𝑣𝑘+1+1

((𝜎𝑘 𝜎𝑘+1⁄ )𝑣𝑘 − 𝑣𝑘+1)(𝑅𝑘 𝑅𝑒⁄ )2𝑣𝑘+1 [(𝑣𝑘+1 + 1) + (𝜎𝑘 𝜎𝑘+1⁄ )𝑣𝑘](𝑅𝑒 𝑅𝑘⁄ )2(𝑣𝑘+1−𝑣𝑘) ] 

La matrice 𝑚𝑖𝑗 n’est pas commutative.  

i.1. Décomposition de la formulation selon l’orientation du dipôle 

A partir de la formulation (I.1) plusieurs expressions peuvent être extraites. Cette 

expression peut-être devisée en deux sous équations, une solution due à la composante radiale 

Mr et une solution due à la composante tangentielle Mt. 

 
𝑈𝑟

𝐴(𝑟0, 𝑀𝑟 , 𝑅𝑒) =
𝑀𝑟

4𝜋𝜎𝑁𝑅𝑒
2
∑

2𝑛 + 1

𝑛

∞

𝑛=1

(
𝑟0
𝑅𝑒

)
𝑛−1

(𝑓𝑛𝑛𝑃𝑛(𝑐𝑜𝑠𝛾)) (I.5)  

 

 
𝑈𝑡

𝐴(𝑟0,𝑀𝑡 , 𝑅𝑒) =
𝑀𝑡

4𝜋𝜎𝑁𝑅𝑒
2
∑

2𝑛 + 1

𝑛

∞

𝑛=1

(
𝑟0
𝑅𝑒

)
𝑛−1

(𝑔𝑛cosβ𝑃𝑛
1(cosγ) ) (I.6)  

La solution radiale contient le terme Pn et la solution tangentielle le terme en Pn
1. 
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i.2. Déduction de la formulation pour le modèle homogène  

Dans le cas d’un modèle sphérique à une couche (N=1), la matrice mij devient la matrice 

identité, dans ce cas 𝑅𝑒 = 𝑅𝑁 = 𝑅1 

Dans le cas d’une sphère homogène (N=1), les deux conductivités sont égales £𝑖 = 𝜎𝑖 et 

𝑅𝑒=𝑅𝑁 = 𝑅1, donc les deux termes 𝑓𝑛 = 𝑔𝑛  

La solution homogène pour une seule couche devient donc : 

 
𝑈𝐻(𝑟0, 𝑀, 𝑅𝑒) =

𝑀

4𝜋𝜎𝑁𝑅𝑒
2
∑

2𝑛 + 1

𝑛

∞

𝑛=1

(
𝑟0
𝑅𝑒

)
𝑛−1

[𝑛𝑐𝑜𝑠𝛼𝑃𝑛(𝑐𝑜𝑠𝛾)

+ 𝑐𝑜𝑠𝛽𝑃𝑛
1(𝑐𝑜𝑠𝛾)] 

(I.7)  

Cette relation peut aussi être découpée en deux parties, associées à un dipôle d’orientation 

tangentielle et radiale. 

i.3. Déduction de la formulation pour le modèle multicouche et isotrope  

Dans le cas d’un modèle de tête multicouches isotropes, on arrive à la formulation suivante : 

 
𝑈𝐼(𝑟0, 𝑀, 𝑅𝑒) =

𝑀

4𝜋𝜎𝑁𝑅𝑒
2
∑

2𝑛 + 1

𝑛

∞

𝑛=1

(
𝑟0
𝑅𝑒

)
𝑛−1

𝑓𝑛[𝑛𝑐𝑜𝑠𝛼𝑃𝑛(𝑐𝑜𝑠𝛾)

+ 𝑐𝑜𝑠𝛽𝑃𝑛
1(𝑐𝑜𝑠𝛾)] 

(I.8)  

Dans ce cas £𝑖 = 𝜎𝑖, 𝑣𝑖 = 𝑛, et 𝑓𝑛 = 𝑔𝑛 = 𝑛 [𝑛𝑚22 + (1 + 𝑛)𝑚21]⁄  .  

Les détails et l’optimisation des calculs sont donnés dans Zhang [72]. Les implémentations de 

ces méthodes peuvent aussi être trouvées dans [36] [46]. 

La formulation (I.8) est utilisée comme solution de référence pour la validation des résultats 

obtenu avec de la méthode des éléments finis. 
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ii. Potentiel et charges électrostatiques dans le vide 

On considère un ensemble de charges ponctuelles, plus on s’éloigne de la région où sont 

localisées ces charges, plus cette distribution apparaitre comme une charge unique equivalente 

à la somme de toutes les charges. 

Cette évidence conduit à l’idée du développement du potentiel créé par la distribution par 

rapport à la distance d’où l’on observe, c'est-à-dire mesure l’action de cette distribution 

 
Figure  0-2 : Représentation d’une distribution de charges  

 𝑉 =
1

4𝜋휀0
∑

𝑞𝑖

𝑟𝑖′

𝑛

𝑖=1

 → 4𝜋휀0𝑉 = ∑
𝑞𝑖

𝑟𝑖′

𝑛

𝑖=1

 (I.9)  

 

On pose : 

�⃗� = 𝑟 𝑖 + 𝑟 𝑖′ 

(𝑟𝑖
′)2 = (𝑟 𝑖

′)2 = (�⃗� − 𝑟 𝑖)
2

= 𝑅2 − 2�⃗� . 𝑟 𝑖 + 𝑟𝑖
2 = 𝑅2 (1 +

𝑟𝑖
2

𝑅2
−

2�⃗� . 𝑟 𝑖
𝑅2

)

= 𝑅2 (1 +
𝑟𝑖

2

𝑅2
−

2𝑅�⃗� . 𝑟 𝑖
𝑅2

) = 𝑅2 (1 +
𝑟𝑖

2

𝑅2
−

2𝑟𝑖𝑐𝑜𝑠𝜃𝑖

𝑅
) 

Ce qui donne : 

(𝑟𝑖
′)−1 =

1

𝑅√(1 +
𝑟𝑖

2

𝑅2 − 2
𝑟𝑖𝑐𝑜𝑠𝜃𝑖

𝑅 )

 

En utilisant les développements limités suivants : 

(1 + 휀)𝑛 = 1 + 𝑛휀 +
𝑛(𝑛 − 1)

2
휀2 +

𝑛(𝑛 − 1)(𝑛 − 2)

3!
휀3 + ⋯ 

Donc 
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(1 + 휀)−1/2 = 1 −
1

2
휀 +

3

8
휀2 −

15

16
휀3 + ⋯ 

Alors 

(𝑟𝑖
′)−1 =

1

𝑅
{1 −

1

2
[
𝑟𝑖

2

𝑅2
− 2

𝑟𝑖𝑐𝑜𝑠𝜃𝑖

𝑅
] +

3

8
[
𝑟𝑖

2

𝑅2
− 2

𝑟𝑖𝑐𝑜𝑠𝜃𝑖

𝑅
]

2

−
15

16
[
𝑟𝑖

2

𝑅2
− 2

𝑟𝑖𝑐𝑜𝑠𝜃𝑖

𝑅
]

3

+ ⋯ }  

=
1

𝑅
{1 −

1

2
(
𝑟𝑖
𝑅
)
2

+
𝑟𝑖𝑐𝑜𝑠𝜃𝑖

𝑅
+

3

8
(
𝑟𝑖
𝑅
)
4

−
3

2
(
𝑟𝑖𝑐𝑜𝑠𝜃𝑖

𝑅
)
2

−
3

2
(
𝑟𝑖
𝑅
)
3

𝑐𝑜𝑠𝜃𝑖

−
5

16
(
𝑟𝑖
𝑅
)
6

+
15

8
(
𝑟𝑖
𝑅
)
5

𝑐𝑜𝑠𝜃𝑖 −
15

4
(
𝑟𝑖
𝑅
)
4

𝑐𝑜𝑠2𝜃𝑖  +
5

2
(
𝑟𝑖𝑐𝑜𝑠𝜃𝑖

𝑅
)
3

+ ⋯} 

On peut alors écrire : 

4𝜋휀0𝑉 = ∑𝑞𝑖

𝑛

𝑖=1

1

𝑅
{1 −

1

2
(
𝑟𝑖
𝑅
)
2

+
𝑟𝑖𝑐𝑜𝑠𝜃𝑖

𝑅
+

3

8
(
𝑟𝑖
𝑅
)
4

−
3

2
(
𝑟𝑖𝑐𝑜𝑠𝜃𝑖

𝑅
)
2

−
3

2
(
𝑟𝑖
𝑅
)
3

𝑐𝑜𝑠𝜃𝑖

−
5

16
(
𝑟𝑖
𝑅
)
6

+
15

8
(
𝑟𝑖
𝑅
)
5

𝑐𝑜𝑠𝜃𝑖 −
15

4
(
𝑟𝑖
𝑅
)
4

𝑐𝑜𝑠2𝜃𝑖 +
5

2
(
𝑟𝑖𝑐𝑜𝑠𝜃𝑖

𝑅
)
3

+ ⋯} 

On réarrange les termes, on arrive à l’expression finale suivante : 

4𝜋휀0𝑉 =
1

𝑅
∑𝑞𝑖

𝑛

𝑖=1

+
1

𝑅2
∑𝑞𝑖

𝑛

𝑖=1

𝑟𝑖𝑐𝑜𝑠𝜃𝑖 +
1

𝑅3
∑𝑞𝑖

𝑛

𝑖=1

𝑟𝑖
2 (3

𝑐𝑜𝑠2𝜃𝑖

2
−

1

2
)

+
1

𝑅4
∑𝑞𝑖

𝑛

𝑖=1

𝑟𝑖
3𝑐𝑜𝑠𝜃𝑖 (5

𝑐𝑜𝑠2𝜃𝑖

2
−

3

2
) + ⋯ 

 𝑉 =
1

4𝜋휀0𝑅
∑𝑞𝑖

𝑛

𝑖=1

+
1

4𝜋휀0𝑅2
∑𝑞𝑖𝑟 𝑖. �⃗� 

𝑛

𝑖=1

+
1

4𝜋휀0𝑅3
∑𝑞𝑖

𝑛

𝑖=1

(
3

2
(𝑟 𝑖. �⃗� )

2 −
1

2
𝑟 𝑖

2
) + ⋯ 

(I.10)  

Cette relation peut alors s’écrire de la manière suivante  

𝑉(𝑟) = 𝑉0(𝑟) + 𝑉1(𝑟) + 𝑉2(𝑟) + ⋯ 

Avec : 

𝑉0(𝑟) =
1

4𝜋𝜀0𝑅
∑ 𝑞𝑖

𝑛
𝑖=1  : Potentiel uni-pôle (monopôle) 

𝑉1(𝑟) =
1

4𝜋𝜀0𝑅2
∑ 𝑞𝑖𝑟 𝑖. �⃗� 

𝑛
𝑖=1  : Potentiel dipôle 

𝑉2(𝑟) =
1

4𝜋𝜀0𝑅3
∑ 𝑞𝑖

𝑛
𝑖=1 (

3

2
(𝑟 𝑖. �⃗� )

2 −
1

2
𝑟 𝑖

2
) : Potentiel quadri dipôle 

On note : 
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∑ 𝑞𝑖
𝑛
𝑖=1 = 𝑄 : Charge totale de la distribution 

∑𝑞𝑖

𝑛

𝑖=1

𝑟𝑖𝑐𝑜𝑠𝜃𝑖 = ∑𝑞𝑖(�⃗� . 𝑟 𝑖)

𝑛

𝑖=1

= �⃗� ∑𝑞𝑖𝑟 𝑖

𝑛

𝑖=1

  

Avec  

�⃗⃗� = ∑𝑞𝑖𝑟 𝑖

𝑛

𝑖=1

 

�⃗⃗�  est le moment dipolaire de la distribution. 

Démonstration inverse  

sur le moment multipolaire qui tend vers moment dipolaire 

Prenons le cas d’une distribution de charges ponctuelles 𝑞𝑖 situées à une distance 𝑟𝑖 = 𝑂𝑀𝑖  du 

point 𝑂, le moment multipolaire de cette distribution s’écrit alors : 

𝑝 = ∑𝑞𝑖𝑟𝑖⃗⃗ 

𝑛

𝑖=1

= ∑𝑞𝑖𝑂𝑀𝑖
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ 

𝑛

𝑖=1

 

Le potentiel créé par une distribution de charge 𝑄 = ∑ 𝑞𝑖
𝑛
𝑖=1  en un point M repéré par le 

vecteur  �⃗⃗� = 𝑂𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗   est 

 

𝑉(𝑀) =
1

4𝜋휀0

𝑄

𝑟
+

1

4𝜋휀0

�⃗⃗� . 𝑂𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  

𝑟3
+ 𝑜(

1

𝑟2
) 

On pose : 

𝑞 = ∑𝑞𝑖+

𝑛

𝑖=1

 

la somme de toute les charges positives, et comme 

𝑄 = ∑𝑞𝑖

𝑛

𝑖=1

= ∑𝑞𝑖+

𝑛

𝑖=1

+ ∑𝑞𝑖− =

𝑛

𝑖=1

0 

Alors la somme de toutes les charges négatives doit être égale à – 𝑞 

−𝑞 = ∑𝑞𝑖−

𝑛

𝑖=1

 

On définit N le barycentre des charges négatives et P le barycentre des charges positives, on a 

alors : 

𝑝 = ∑𝑞𝑖𝑂𝑀𝑖
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ 

𝑛

𝑖=1

= ∑𝑞𝑖+𝑂𝑀𝑖+
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  

𝑛

𝑖=1

+ ∑𝑞𝑖−𝑂𝑀𝑖−
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  

𝑛

𝑖=1

= 𝑞𝑂𝑃⃗⃗⃗⃗  ⃗ − 𝑞𝑂𝑁⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝑞𝑁𝑃⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝑝  

 

D’après les propriétés du barycentre, et étant donnée la somme des charges positives est égale 

à la somme des charges négatives, le point O sera le milieu du segment PN. Dans ce cas la 

distribution de charges tend alors vers une distribution dipolaire. Tout se passe comme si on a 

deux charges ponctuelles +q et – q placées en P et N. 
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iii. Formulation de la méthode de Saint Venant  

iii.1. Origine et principe de Saint-Venant  

Le principe de Saint-Venant provient des activités d’Adhémar Barré de Saint-Venant 

(1797-1886), en Figure  0-3, sur la torsion/déformation élastique d’un barreau (poutre). Saint-

Venant a formulé pour la première fois, en 1853, cette hypothèse dans son « Mémoire sur la 

torsion des prismes ». Cette hypothèse est développée et précisée dans le « Résumé des leçons 

» donné par Navier à l’école des ponts et chaussées en 1864 dont l’énoncé est : « Les 

contraintes et les déformations dans une région d'un solide suffisamment éloignée des points 

d'application des efforts extérieurs ne dépendent que du torseur (force et moment) résultant 

dans sa région d’application, » 

 
Figure  0-3 : Adhémar Jean Claude Barré de Saint-Venant, né le 23 août 1797 au château de Fort-Oiseau, à 

Villiers-en-Bière(Seine-et-Marne) et mort le 6 janvier 1886 (à 88 ans) à Saint-Ouen (Loir-et-Cher), est un 

ingénieur, physicien et mathématicien français. Source wikipedia 

 
Figure  0-4 : Représentation du principe de Saint-Venant, la déformation due à la pression P est la même dans la 

zone 2, dans cette partie de la poutre la déformation est similaire pour le cas d’une charge ponctuelle ou d’une 

distribution de charge ayant le même moment/pression. 

En général les dimensions transversales du barreau sont petites par rapport à la dimension 

longitudinale(𝑒 < ℎ) , voir Figure  0-4. En d’autres termes, à cause de l’application du couple 

𝑃 de torsion (force, pression…), le barreau subit des torsions ou des compressions. Le 

principe de Saint-Venant précise que le comportement/déformation en un point 𝑀 quelconque 

M M 
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du barreau, (zone 2), à condition que ce point soit suffisamment éloigné des zones 

d'applications des forces, (zone 1), est indépendant de la façon dont les forces sont appliquées. 

Par conséquence, les effets produits par un système de forces dans une section éloignée du 

point d'application de ces forces ne dépendent que de la résultante générale du système de 

forces. Grâce à ce principe les calculs sont simplifiés, et souvent vérifiés expérimentalement. 

Le modèle de Saint-Venant n'est plus valide lorsque le principe de Saint-Venant n'est pas 

satisfait, c'est-à-dire à proximité des points d’applications des forces (zone 1). Dans ces cas 

particuliers, il faut appliquer les principes de la mécanique des milieux continus. En pratique, 

une longueur ou une distance 𝑑 de l'ordre de deux à trois fois la plus grande dimension 

transversale 𝑒 est considérée suffisante pour appliquer le modèle Résistance Des Matériaux de 

Saint-Venant.  

iii.2. Principe de Saint-Venant en Electromagnétisme 

En Résistance Des Matériaux, la déformation mécanique des structures est due à des 

forces mécaniques extérieures qui peuvent être de plusieurs origines (pression, torsion, 

compression, …). En électrostatique, une force peut être générée par des charges électriques 

mobiles, ces dernières modifiant leur milieu en créant des champs et potentiels électriques. 

Par similitude avec la mécanique, ces champs électriques et potentiels peuvent être considérés 

comme des modifications/déformations électriques du milieu. 

iii.2.1. Potentiel électrostatique créé par des charges électriques  

Dans l’exemple qui suit, on va représenter le principe de Saint-Venant du point de vue 

électrique, en utilisant des charges ponctuelles et en observant leurs effets autour de leur 

milieu. 

Soient deux charges ponctuelles 𝑞𝐴 et 𝑞𝐵 dans l’espace, de même signe, localisées aux points 

𝐴 et 𝐵 et séparées par une petite distance 𝑎. Ces deux charges créent en tout point 𝑀, situé à 

une distance 𝑟 de même ordre que 𝑎, un  potentiel électrique 𝑉 noté : 

 

 𝑉(𝑀) =  𝑉𝐴 + 𝑉𝐵 =
𝑞𝐴

4𝜋휀0𝑟𝐴
+

𝑞𝐵

4𝜋휀0𝑟𝐵
 (I.11)  
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(a)       (b) 

Figure  0-5 : (a) Deux charges qui créent un potentiel en un point M.  (b) Distribution de charges qui créent un 

potentiel en un point M. 

Au voisinage des charges 𝑞𝐴 et 𝑞𝐵 le potentiel électrique 𝑉 reste sensible aux variations de 𝑟𝐴 

et 𝑟𝐵. Cependant, à grande distance, les distances 𝑟𝐴 et 𝑟𝐵 deviennent très grandes devant la 

distance 𝑎. Dans ce cas on peut écrire : 

𝑟𝐴 ≈ 𝑟𝐵 → 𝑟 ≫ 𝑎 

On peut donc avoir : 

 𝑉(𝑀)𝑟≫𝑎 = 
𝑞𝐴 + 𝑞𝐵

4𝜋휀0𝑟
=  

𝑄

4𝜋휀0𝑟
 (I.12)  

Avec 𝑄 = 𝑞𝐴 + 𝑞𝐵 ≠ 0, la relation (I.12) donne le potentiel 𝑉 au point 𝑀, créé par une charge 

électrique équivalente de valeur 𝑄. A grande distance, le potentiel électrique (déformation du 

milieu) créé par deux charges ponctuelles de même signe est similaire au potentiel créé par 

une seule charge équivalente à la somme des deux charges ponctuelles. 

Pour que l’approximation soit valable, il faut que la distance d’observation 𝑟 soit bien plus 

grande que 𝑎, pratiquement 3 à 4 fois plus grande (zone 2). 

Cette relation peut se généraliser sur une distribution de 𝑛 charges, dont la somme est non 

nulle, on pourra écrire : 

Potentiel créé à proximité des charges: 

 𝑉(𝑀) = ∑𝑉𝑖

𝑛

𝑖=1

= ∑
𝑞𝑖

4𝜋휀0𝑟𝑖

𝑛

𝑖=1

=
1

4𝜋휀0
∑

𝑞𝑖

𝑟𝑖

𝑛

𝑖=1

 (I.13)  

Potentiel crée à grande distance: 

 𝑉(𝑀)𝑟≫𝑎 = ∑𝑉𝑖

𝑛

𝑖=1

=
1

4𝜋휀0𝑟
∑𝑞𝑖

𝑛

𝑖=1

=
𝑄

4𝜋휀0𝑟
 (I.14)  

Le potentiel électrique créé au point 𝑀, suffisamment loin de l’ensemble des charges 𝑞𝑖, est 

équivalent au potentiel créé par une seule charge dont la valeur est  

 𝑄 = ∑𝑞𝑖

𝑛

𝑖=1

≠ 0 (I.15)  

Ces relations expliquent le principe de Saint-Venant dans le cas de charges électriques 

statiques dont la somme est non nulle. Le postulat donné en mécanique peut alors être formulé 

en électrostatique par : « Le potentiel électrique mesuré en un point de l’espace suffisamment 

éloigné des points d'application des sources ne dépend que de la charge électrique résultante 

dans sa région d’application ». 
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Cette définition reste valable dans le cas où la somme de la charge est non nulle. Pour une 

distribution de charges dont la somme est nulle on utilise la notion de dipôle et du moment 

dipolaire. 

iii.2.2. Notion du dipôle électrostatique 

Le dipôle permet de modéliser les phénomènes électriques complexes, particulièrement en 

électrochimie. Un dipôle électrostatique est défini par deux charges ponctuelles immobiles, de 

signe opposé, +𝑞 placée en 𝑃 et −𝑞 placée en 𝑁, dont la dimension 𝑁𝑃 = 𝑎 est petite devant 

la dimension r, Figure  0-6 

 
Figure  0-6 : Deux charges formant un dipôle qui créent un potentiel électrique en un point M. 

Un milieu est dit « en équilibre électrostatique » si la somme des charges positives 𝑞𝑖+ est 

égale à la somme des charges négatives 𝑞𝑖−. On pourra écrire :  

 

∑𝑞𝑖

𝑛

𝑖=1

= ∑𝑞𝑖+

𝑛+

𝑖=1

+ ∑𝑞𝑖−

𝑛−

𝑖=1

= 𝑞 − 𝑞 = 0 (I.16)  

Dans le cas du dipôle électrostatique, on a un équilibre électrostatique, la relation (I.14) pour 

le calcul du potentiel n’est plus valable. Dans ce cas on parle de potentiel dû à une distribution 

dipolaire.  

iii.2.3. Distribution dipolaire et moment dipolaire 

Soit une distribution de charges 𝑞𝑖 placées aux points 𝑀𝑖, l’approximation dipolaire 

consiste généralement à approximer une distribution de charges par un dipôle en considérant 

deux points : le point P et le point N, correspondant respectivement au barycentre des charges 

positives 𝑞𝑖+ et des charges négatives 𝑞𝑖−.  

Pour définir la grandeur du moment dipolaire, il faut que la distance séparant les deux charges 

soit très petite devant la distance de l’observation (en pratique 3 à 4 fois plus petite): 

 𝑎 ≪ 𝑟 (I.17)  

et que la relation (3.6) soit vérifiée, le moment dipolaire s’écrit alors :  

 𝑝 = |𝑞|𝑁𝑃⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = |𝑞|𝑎  (I.18)  
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Les dimensions du moment électrostatique 𝑝  sont des Coulomb mètres (C.m). Le potentiel 

électrique créé peut s’écrit alors: 

 𝑉(𝑀) =
𝑝 . 𝑂𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  

4𝜋휀0𝑟3
=

𝑝𝑐𝑜𝑠𝜗

4𝜋휀0𝑟2
=

𝑞𝑎𝑐𝑜𝑠𝜗

4𝜋휀0𝑟2
 (I.19)  

La relation (3.9) est obtenue à partir du développement limité suivant : 

 
𝑉(𝑀) =

1

4𝜋휀0

𝑄

𝑟
+

1

4𝜋휀0

𝑝 . 𝑂𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  

𝑟3
+ 𝑜(

1

𝑟2
) (I.20)  

Les détails de l’obtention de cette relation sont donnés en annexe  ii, avec : 

 
𝑄 = ∑𝑞𝑖

𝑛

𝑖=1

 𝑒𝑡  (I.21)  

 

 𝑝 = ∑𝑞𝑖𝑟 𝑖

𝑛

𝑖=1

 (I.22)  

𝑟𝑖⃗⃗ = 𝑂𝑀𝑖
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  est le vecteur du point 𝑂 origine du repère vers la position de la charge 𝑀𝑖. La 

relation (I.10) peut mettre sous la forme suivante : 

 𝑉(𝑀) =
𝑘1

𝑟
+

𝑘2

𝑟2
+

𝑘3

𝑟3
+ ⋯+ +

𝑘𝑛

𝑟𝑛
 (I.23)  

 

Le terme en 
1

r
 est le potentiel de type mono-polaire, cette relation est valable uniquement si la 

somme des charges est diffèrente de zéro. Dans ce cas on retrouve notre approximation 

initiale. Cela peut être suffisant vue de très loin, si la charge totale est non nulle. Dans le cas 

contraire ou si on souhaite avoir plus de précision, on utilise le deuxième terme, celui en 
1

𝑟2 

qui est de type dipolaire, ça correspond au potentiel créé par un dipôle. Le terme en 
1

𝑟3 est de 

type quadripolaire, celui en 
1

𝑟4
 octopolaire et ainsi de suite. Le degré de validité de ce calcul 

dépend directement de l’ordre du développement 𝑛 utilisé, plus on va à un ordre élevé et 

meilleure sera notre approximation.  

Mais étant donné le point d’observation du potentiel très éloigné des sources, le terme 
1

𝑟𝑛 tend 

vers zéro pour n >2, l’approximation dipolaire, (le terme en 
1

𝑟2 ) est prépondérant. Pour les 

points d’observation très éloignée, on retrouve la même formulation du potentiel pour un 

dipôle.  

 
𝑉(𝑀) =

𝑝 . 𝑂𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  

4𝜋휀0𝑟3
 (I.24)  

𝑝  correspond au moment multipolaire pour une distribution de charges ayant un 

comportement dipolaire à grande distance.  

A partir des relations précedentes on trouver que : 
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 𝑝 = |𝑞|𝑁𝑃⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = ∑𝑞𝑖𝑟𝑖⃗⃗ 

𝑛

𝑖=1

 (I.25)  

 

Le moment multipolaire d’une distribution de charges à grande distance peut être approximé 

par le moment dipolaire d’un dipôle. 

On a trouvé que le potentiel électrique créé à grande distance par un dipôle de moment 

𝑝 = |𝑞|𝑁𝑃⃗⃗⃗⃗⃗⃗  est équivalent au potentiel électrique obtenu par une distribution de charges avec 

le moment multipolaire 𝑝 = ∑ 𝑞𝑖𝑟𝑖⃗⃗ 
𝑛
𝑖=1 . 

iii.3. Principe de Saint-Venant en électrostatique  

Le principe de Saint-Venant consiste donc à approximer une charge ponctuelle de type 

dipolaire complexe par une distribution de charges monôplaires statiques simplifiées. A 

grande distance le potentiel créé par cette distribution de charges ponctuelles doit être 

équivalent au potentiel créé par la charge ponctuelle. 

Pour un dipôle électrostatique de moment dipolaire 𝑝 , qui crée un potentiel 𝑉 au point 𝑀 

située à une distance 𝑟 suffisamment loin du point d’application, la méthode de Saint-Venant 

consiste à trouver une distribution de monopôles situées au voisinage du dipôle, de telle sorte 

que le moment équivalent �⃗⃗�  de cette distribution soit le même ou approxime au mieux le 

moment du dipôle 𝑝 .  

Cette procédure consiste à résoudre un problème inverse, un problème de minimisation entre 

𝑝  et �⃗⃗� , mal posé, dont le nombre d’inconnues est supérieur aux données.  

iii.3.1. Interprétation des lois de l’électrostatique dans un volume 

conducteur 

On a vu dans les deux premiers chapitres que le dipôle permet la modélisation des 

sources de courant dans le cerveau [28]. Dans le cas du cerveau on parle d’un milieu ou 

volume conducteur. Contrairement au vide, ou milieu diélectrique (isolant), caractérisé par la 

permittivité électrique 휀 = 휀𝑟휀0 en [Farad/mètre], un conducteur est caractérisé par sa 

conductivité électrique 𝜎 en [Siemens/mètre]. Et par dualité, dans les diélectriques on parle de 

charges électrostatiques 𝑞 [Coulomb], dans le volume conducteur (tel que le cerveau) on 

trouve des sources et des puits de courant stationnaire 𝐼 [Ampère]. La figure suivante illustre 

un milieu diélectrique 𝛺0 et un milieu conducteur 𝛺 
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(a)       (b) 

Figure  0-7 :  Dualité dielectrique-conducteur : (a) Distribution de charges électriques statiques et potentiel 

créé dans un milieu diélectrique  Ω𝟎      (b) Distribution de courants stationnaires et potentiel électrique crée dans 

un milieu conducteur Ω. 

On a vu les différentes expressions qui nous permettent de calculer le potentiel électrostatique 

à partir d’une distribution de charges statiques 𝑞, ces relations sont valables uniquement dans 

un milieu diélectrique, non conducteur, défini par sa perméabilité 휀 = 휀𝑟휀0. Les relations qui 

permettent d’obtenir le potentiel dans un milieu conducteur sont similaires avec les relations 

utilisées en électrostatique dans un diélectrique, il suffit de remplacer la permittivité par la 

conductivité et les charges par des courants.  

 

Dans le milieu conducteur, on peut alors écrire : 

Moment d’un dipôle de courant (courant stationnaire (continu)) : 

 �⃗⃗� = 𝐼𝑁𝑃⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝐼𝑙  (I.26)  

Potentiel électrique crée au point M par un dipôle de courant situé au point O (point de 

référence) : 

 𝑉(𝑀) =
�⃗⃗� . 𝑂𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  

4𝜋𝜎𝑟3
 (I.27)  

Moment multipolaire d’une distribution de monopôles de courant 𝑰𝒊 : 

 �⃗� = ∑𝐼𝑖𝑂𝑀𝑖
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ 

𝑛

𝑖=1

 (I.28)  

Potentiel électrique crée par une distribution de monopôles de courant à grande distance : 

 𝑉(𝑀) =
(∑ 𝐼𝑖𝑂𝑀𝑖

⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ 𝑛
𝑖=1 ). 𝑂𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  

4𝜋𝜎𝑟3
 (I.29)  

Dans le cas d’un courant sortant (positive) on parle d’une source de courant, dans le cas où le 

courant est entrant on parle d’un puit de courant stationnaire.  

iii.4. Principe de Saint-Venant pour le problème direct en EEG 

La méthode de Saint-Venant est initialement appliquée en électrostatique. Son principe 

consiste à simplifier les forces mécaniques complexes par des distributions simples de charges 

sous certaines conditions sans que les résultats observés à une certaine distance ne soient 

modifiées. Dans le cas EEG, le dipôle de courant est remplacé par une distribution de 
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monopôles tout autour de la position du dipôle, la valeur de ces monopôles est définie de telle 

sorte que le moment du dipôle soit conservé. Le potentiel électrique recueilli par les 

électrodes EEG sur le scalp est considéré suffisamment éloigné validant ainsi le principe de 

Saint-Venant. 

Le moment dipolaire dans un volume conducteur est donné par la relation suivante : 

 �⃗� = ∫ (𝑟 − 𝑟 0)
𝜏

𝜌𝑑𝜏 (I.30)  

�⃗�  est le moment dipolaire associé aux courants contenus dans le volume 𝜏, 𝜌 est la densité 

volumique de courant en [𝐴.𝑚−3], 𝑟0 est la position du dipôle et 𝑟 la distance délimitant le 

volume contenant le dipôle.  

L’objectif de cette méthode est de définir la valeur de ces monopôles afin d’approximer au 

mieux le moment dipolaire �⃗⃗� = 𝐼𝑙  par le moment �⃗� , donné par la formule précédente: 

La densité primaire du courant dans le cerveau est donnée par la relation suivante : 

 𝑗𝑝⃗⃗⃗  = �⃗⃗� 𝛿𝑟0 =  𝐼𝑙 𝛿𝑟0 (I.31)  

Le terme source de l’équation de Poisson pour le problème direct en EEG est donné par : 

 𝑑𝑖𝑣𝑗𝑝⃗⃗⃗  = 𝑑𝑖𝑣(�⃗⃗� 𝛿𝑟0) = 𝐽𝑝 (I.32)  

𝐽𝑝 est homogène à une densité volumique de courant. On peut alors l’utiliser dans la relation 

suivante : 

 �⃗� = ∫ ( 𝑟 − 𝑟 0)
𝜏

𝑑𝑖𝑣𝑗𝑝⃗⃗⃗  𝑑𝜏 = ∫ ( 𝑟 − 𝑟 0)
𝜏

𝐽𝑝𝑑𝜏 (I.33)  

 

Avec la méthode de Saint-Venant, le dipôle ponctuel est remplacé par un ensemble de 

monopôles. En considérant un maillage, le dipôle est situé dans ce maillage, il est donc 

entouré d’un ensemble de nœuds. En suivant le principe de Saint-Venant, on choisit de placer 

des monopôles d’amplitude 𝑗𝑘 sur l’ensemble des nœuds voisinant le dipôle. Soit 𝐶 le nombre 

de ces nœuds voisins, localisés aux positions 𝑟𝑘 tout autour de la position du dipôle 𝑟0, avec 

𝑘 = 1… . 𝐶 

L’expression du moment discrétisé peut alors s’écrire avec la relation suivante : 

 �⃗� = ∑  (𝑟𝑘⃗⃗  ⃗ − 𝑟0⃗⃗  ⃗)

𝐶

𝑘=1

𝑗𝑘 = ∑ 𝛥𝑟⃗⃗⃗⃗ 
𝑘0 

𝐶

𝑘=1

𝑗𝑘 (I.34)  

𝑗𝑘 sont les valeurs des courants monopolaires dans le volume. Ils forment aussi les valeurs 

non nulles du terme source dans la formulation MEF du problème direct. 𝛥𝑟⃗⃗⃗⃗ 
𝑘0  représente le 

vecteur du nœud k vers la source,  

Dans le cas d’utilisation de moments d’ordre supérieur [111], la relation peut s’écrire par la 

relation suivante : 

 �⃗� [𝑛] = ∑(𝑟𝑘⃗⃗  ⃗ − 𝑟0⃗⃗  ⃗)
𝑛

𝐶

𝑘=1

𝑗𝑘 = ∑(𝛥𝑟⃗⃗⃗⃗ 
𝑘0 )

𝑛

𝐶

𝑘=1

𝑗𝑘 (I.35)  
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Qui peut être mis sous forme matricielle comme suit : 

 

[
 
 
 
 
 �⃗�
 [0]

�⃗� [1]

:
:
:

�⃗� [𝑛]]
 
 
 
 
 

=

[
 
 
 
 
 𝛥𝑟⃗⃗⃗⃗ 

10
[0]

𝛥𝑟⃗⃗⃗⃗ 
10
[1]

:.
:

𝛥𝑟⃗⃗⃗⃗ 
10
[𝑛]

𝛥𝑟⃗⃗⃗⃗ 
20
[0]

𝛥𝑟⃗⃗⃗⃗ 
20
[1]

:.
:

𝛥𝑟⃗⃗⃗⃗ 
20
[𝑛]

…
…
…
⋱
⋱
…

𝛥𝑟⃗⃗⃗⃗ 
𝑘0
[0]

𝛥𝑟⃗⃗⃗⃗ 
𝑘0
[1]

:.
:

𝛥𝑟⃗⃗⃗⃗ 
𝑘0
[𝑛]

]
 
 
 
 
 

[
 
 
 
 
 
𝑗1

𝑗2
.
:
:
𝑗𝑘]

 
 
 
 
 

 (I.36)  

Avec 𝑛 ∈ 𝑁 ordre du moment dipolaire. 

Les grandeurs vectorielles sont décomposées dans les trois directions Cartésiennes, on note 

ces directions par 𝑑 = 𝑥, 𝑦 ou 𝑧. 

On définit une valeur de distance qu’on notera  𝑎𝑟𝑒𝑓. La valeur de   𝑎𝑟𝑒𝑓 est choisie de telle 

sorte que : 

 ‖𝛥𝑟⃗⃗⃗⃗ 
𝑘0 ‖𝑑

/𝑎𝑟𝑒𝑓 = 𝛥𝑟𝑘0 𝑑
< 1 (I.37)  

On peut alors écrire l’expression suivante : 

 �̅�𝑑
[𝑛]

= ∑(𝛥𝑟̅̅
�̅�0 𝑑

)𝑛

𝐶

𝑘=1

𝑗𝑘 (I.38)  

Les unités de �̅�𝑑
[𝑛]

sont homogènes à des Ampères, est de taille  𝑛 × 1 

De la même manière on définit les ordres supérieurs du moment �⃗⃗� , normalisés par rapport à 

la valeur 𝑎𝑟𝑒𝑓  et donnés par la relation suivante : 

 
�̅�𝑑

[𝑛]
= 𝑀𝑑(

1

2𝑎𝑟𝑒𝑓
)𝑛(1 − (−1)𝑛) (I.39)  

La taille de matrice �̅�𝑑
[𝑛]

 est  𝑛 × 1, similaire à �̅�𝑑
[𝑛]

.  

La détermination des monopôles 𝑗𝑘 consiste à la minimisation du système suivant : 

 𝐴𝑟𝑔𝑚𝑖𝑛 [�̅�𝑑
[𝑛]

− �̅�𝑑
[𝑛]

] = 𝐴𝑟𝑔𝑚𝑖𝑛 [�̅�𝑑
[𝑛]

− ∑(𝛥𝑟̅̅
�̅�0 𝑑

)𝑛

𝐶

𝑘=1

𝑗𝑘] (I.40)  

Pour résoudre ce système on utilise les techniques de régularisation de type Tikhonov-

Phillips. On définit la matrice des distances normalisées �̅�, définie dans chaque direction 

𝑑 = 𝑥, 𝑦 ou 𝑧, et qui représente les composantes distances du vecteur 𝛥𝑟⃗⃗⃗⃗ 
𝑘0 de chaque nœud 𝑘 

à la position 𝑟𝑘vers la source à la position 𝑟0 par : 

 �̅�𝑑
[𝑛][𝑘]

= (𝛥𝑟̅̅
�̅�0 𝑑

)𝑛 (I.41)  

Qu’on peut aussi écrire sous sa forme matricielle : 

 �̅�𝑑
[𝑛][𝑘]

=

[
 
 
 
 
 
(𝛥𝑟̅̅

1̅0 𝑑
)1

(𝛥𝑟̅̅
1̅0 𝑑

)2

:.
:

(𝛥𝑟̅̅
1̅0 𝑑

)𝑛

(𝛥𝑟̅̅
2̅0 𝑑

)1

(𝛥𝑟̅̅
2̅0 𝑑

)2

:.
:

(𝛥𝑟̅̅
2̅0 𝑑

)𝑛

…
…
…
⋱
⋱
…

(𝛥𝑟̅̅
�̅�0 𝑑

)1

(𝛥𝑟̅̅
�̅�0 𝑑

)2

:.
:

(𝛥𝑟̅̅
�̅�0 𝑑

)𝑛
]
 
 
 
 
 

 (I.42)  

Les dimensions de la matrice �̅�[𝑛][𝑘] 𝑒𝑠𝑡 𝑛 × 𝑘 avec 𝑘 = 1, 2, . . 𝐶 
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On définit la matrice de pondération normalisée �̅�𝑑, qui est une matrice diagonale des poids 

pondérés définis dans [58] [96] [111] pour la matrice de pondérations pour la minimisation du 

problème de Tikhonov : 

 �̅�𝑑
[𝑘]𝑠

= 𝐷𝐼𝐴𝐺((𝛥𝑟̅̅
1̅0 )

𝑠, (𝛥𝑟̅̅
2̅0 )

𝑠, … , (𝛥𝑟̅̅
�̅�0 )

𝑠) (I.43)  

Ayant la forme matricielle suivante : 

 �̅�𝑑
[𝑘]𝑠

=

[
 
 
 
 
 
(𝛥𝑟̅̅

1̅0 𝑑
)𝑠

0
:.
0
0

0
(𝛥𝑟̅̅

2̅0 𝑑
)𝑠

:.
0
0

…
…
…
⋱
⋱
…

0
0
:.
0

(𝛥𝑟̅̅
�̅�0 𝑑

)𝑠
]
 
 
 
 
 

 (I.44)  

La taille de la matrice �̅� est 𝑘 × 𝑘 

Le paramètre 𝑠 est appelé le facteur de concentration qui peut prendre les valeurs    𝑠 =

0, 1 ou 2. Le choix de ce facteur définit la manière dont les valeurs des monopôles sont 

distribuées. 

Afin de trouver les valeurs 𝑗𝑘 on doit procéder à la minimisation du problème de Tikhonov-

Phillips 𝐹𝜆 suivant : 

 
𝐹𝜆 (𝑗𝑘) = ‖�̅�𝑑

[𝑛]
− �̅�𝑑

[𝑛]
(𝑗𝑘)‖

2

+ 𝜆 ‖�̅�𝑑
[𝑘]𝑠 𝑗𝑘‖

2

= ‖�̅�𝑑
[𝑛]

− �̅�𝑑
[𝑛][𝑘]

. 𝑗𝑘‖
2

+ 𝜆 ‖�̅�𝑑
[𝑘]𝑠𝑗𝑘‖ 

(I.45)  

Le premier terme assure la minimisation au sens des moindres carrées entre le moment cible 

�⃗⃗�  et le moment calculé �⃗� , le deuxième terme est la régularisation de Tikhonov-Phillips, 𝜆 est 

le paramètre de régularisation de Legendre, choisi le plus petit possible. 

Afin d’avoir la valeur de minimisation, on dérive la formulation (I.43) par rapport à 𝑗𝑘 et on 

arrive à la solution suivante : 

 ((�̅�𝑑
[𝑛][𝑘]

)𝑡𝑟�̅�𝑑
[𝑛][𝑘]

+ 𝜆(�̅�𝑑
[𝑘]𝑠)𝑡𝑟�̅�𝑑

[𝑘]𝑠)𝑗𝑘 = (�̅�𝑑
[𝑛][𝑘]

)𝑡𝑟�̅�𝑑
[𝑛]

 (I.46)  

On trouve finalement les valeurs de 𝑗𝑘 , en inversant la matrice du terme de droite pour les 

trois directions, on arrive à la formulation finale suivante : 

 

𝑗𝑘 = ∑ [((�̅�𝑑
[𝑛][𝑘]

)𝑡𝑟�̅�𝑑
[𝑛][𝑘]

3

𝑑=1

+ 𝜆(�̅�𝑑
[𝑘]𝑠)𝑡𝑟�̅�𝑑

[𝑘]𝑠)−1] ∑ [(�̅�𝑑
[𝑛][𝑘]

)𝑡𝑟�̅�𝑑
[𝑛]

]

3

𝑑=1

 

(I.47)  

Une fois déterminé on remplace les valeurs 𝑗𝑘 dans le second terme de la formulation 

éléments finis 

 𝐾𝑢 = 𝑗𝑣𝑒𝑛𝑎𝑛𝑡 (I.48)  

Avec  
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𝑗𝑣𝑒𝑛𝑎𝑛𝑡 = {
         𝑗𝑘  𝑠𝑖 𝑖 = 𝑘, 𝑓𝑎𝑖𝑡 𝑝𝑎𝑟𝑡𝑖𝑒 𝑑𝑒𝑠 𝑛𝑜𝑒𝑢𝑑𝑠 𝑣𝑜𝑖𝑠𝑖𝑛𝑠

0 𝑠𝑖𝑛𝑜𝑛
 

iv. Représentation d’erreurs en boites à moustache  

Pour avoir une représentation synthétique des erreurs pour chaque excentricité et sur le 

même graphe, on utilisera la représentation en ‘Boîte à moustaches’ ou diagramme en boîte de 

Tukey (boxplot en anglais) [113]. Cette représentation permet d’avoir rapidement les 

caractéristiques quantitatives d’une distribution. La figure suivante donne un aperçu sur 

l’équivalence d’une distribution normale et les boxplot  

 
Figure  0-8 : Construction de la boîte à moustache et identification avec la distribution normale 

Le quartile représente un quart de l’effectif, la médiane coupe la série en deux parties égales.  

𝑀é𝑑𝑖𝑎𝑛𝑒 = 𝑀é = 𝑁𝑑𝑖𝑝/2 

𝑄𝑢𝑎𝑟𝑡𝑖𝑙𝑒 = 𝑄𝑖 = 𝑖(𝑁𝑑𝑖𝑝/4) 

La construction de cette représentation se fait comme suit : on trace un rectangle (boîte) allant 

du premier quartile 𝑄1 au troisième quartile 𝑄3, ce rectangle est coupé au milieu par la 

médiane 𝑀é =
𝑁𝑑𝑖𝑝

2
= 𝑄2. On rajoute des segments aux extrémités allant jusqu’aux valeurs 

extrêmes (ce sont les moustaches de la boîte). La longueur de la boîte représente 50% de la 

population, quand à la longueur du segment allant à la valeur extrême, elle représente 25% de 

la population. On définit la valeur adjacente gauche et droite, qui représente la longueur des 

moustaches (longueur du segment). La longueur des deux parties de la boîte renseigne sur la 

dispersion des valeurs autour du centre de la série. La longueur des moustaches donne une 

information sur la dispersion de la série de données.  
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v. Exemple de procédure pour l’obtention d’un modèle réaliste de tête  

 L’étude du problème direct nécessite la modélisation des neurones, qui représentent 

les sources de l'activité électrique dans le cerveau. En plus des sources, il faut aussi modéliser 

la tête avec ses différents tissus. Afin d’améliorer la localisation lors de la résolution du 

problème inverse, un modèle de tête réaliste avec une morphologie réelle est nécessaire. Dans 

cette partie on présentera un exemple de procédure permettant la construction d'une tête avec 

les couches principales, à savoir, le cerveau, le LCR, l'os de la boîte crânienne et le scalp pour 

des simulations de type MEF. Pour la réalisation de ce modèle, on utilisera les images IRM de 

la tête. 

v.1. Maillage 3D tétraédrique à partir d’image IRM  

 Les modèles de têtes 3D obtenus à partir des données IRM sont «voxelisés», c'est à 

dire qu’ils sont constitués de petits éléments de forme cubique dans l’espace. Ces modèles 

sont très bien adaptés pour la méthode des différences finies, qui utilise la même approche de 

«voxelisation». Néanmoins, ces éléments cubiques ne permettent pas une approximation 

précise des géométries complexes qui possèdent des courbures, comme c’est le cas de nos 

modèles de têtes. En effet, l’approximation des courbures est faite sous forme de marche 

d’escalier, «stair caising» en anglais. Les détails de la géométrie ne sont donc pas représentés 

correctement. Il faut donc voir comment obtenir un modèle 3D «facétisé», que nous pouvons 

utiliser dans la méthode des éléments finis MEF, où le maillage sera constitué d'éléments de 

forme tétraédrique. Ces géométries permettront une meilleure approximation des formes 

complexes avec des courbures. Il existe dans la littérature plusieurs outils [40] [115] [156] 

[157] qui permettent l’obtention d’un maillage, surfacique ou volumique à partir d’une image 

2D et 3D.  

v.1.1. Maillage tétraédrique avec CGAL  

 On peut passer d’un maillage cubique à un maillage tétraédrique en utilisant les codes 

de la librairie «open source» CGAL pour « Computational Geometry Algorithms Library » 

développée et distribuée par INRIA [156]. C'est un outil puissant, il est utilisé dans des 

domaines variés tels que la visualisation scientifique, graphisme, modélisation et imagerie 

médicale. Cette bibliothèque de calcul géométrique nous offre plusieurs fonctionnalités dont 

la triangulation et le maillage 3D, dont la bibliothèque « 3D mesh generation », qui peut être 

utilisé. A partir d’une image IRM voxélisée maillée avec des cubes on passe à une image 

maillée avec des tétraèdres. L'utilisation de cet outil est délicate et nécessite plusieurs étapes. 

Pour simplifier son usage, des programmes tel que iso2mesh [40], sont développés pour 

permettre l’utilisation des bibliothèques de CGAL d’une manière plus aisée. 

v.1.2. Maillage tétraédrique avec Iso2Mesh 

 Iso2mesh est un outil qui permet la génération de maillage et le traitement de 

géométries complexes en 2 et 3D [18], développé sous Matlab® en utilisant les bibliothèques 

de CGAL. Avec Iso2mesh, on peut passer d'une image volumique avec niveau de gris ou 

d'une surface à un maillage tétraédrique en volume. On peut donc utiliser cette « toolbox »  

pour passer des données IRM à un maillage MEF en volume. Contrairement à la première 

technique présentée dans le paragraphe précédent, cette méthode ne nécessite pas le passage 
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par les étapes délicates de CGAL qui sont extrêmement longues. Un autre avantage de 

Iso2mesh est qu’il intègre aussi des fonctions de traitement et post-traitement tels que le 

filtrage, la fusion des domaines, le lissage et le raffinage des maillages. 

D’autres outils « Open Source » qui permettent le traitement des images IRM et l’obtention de 

maillage en surface peuvent être utilisés, tel que BrainSuite, BrainVisa, FreeSurfer. 

OpenMEEG…etc 

v.1.3. Passage des données IRM à un maillage tétraédrique avec 

Iso2mesh 

 La première chose à faire est de convertir les images IRM, généralement sauvegardées 

dans un format spécifique aux outils IRM en un de format pouvant être lu avec Matlab®. En 

utilisant l’outil iso2mesh, on peut passer du maillage «voxélisé» à un maillage tétraédrique. 

Les domaines sont étiquetés suivant leur niveau de gris dans les données IRM. Un identifiant 

sera affilié pour chaque tissu dans la tête. Avec la toolbox iso2mesh et une routine Matlab® 

développée dans cette thèse, on peut procéder à l'extraction des surfaces des différents 

domaines. Cependant un traitement manuel est nécessaire pour chaque couche tel que le 

filtrage, le lissage et l’assemblage. Une fois les différentes couches représentatives identifiées, 

on procède à un assemblage surfacique de ces couches puis on procède à un maillage 

volumique. On obtient alors un modèle de tête avec les couches représentatives maillées en 

volume. Les étapes principales sont détaillées dans les paragraphes qui suivent. 

v.2. Procédure d'obtention du maillage volumique  

v.2.1. Images IRM 

Chaque tissu dans l’image est repéré par son niveau de gris ou son contraste. On pourra alors 

faire la distinction entre les différents tissus formant la tête comme indique la figure suivante. 

 
Figure  0-9 : Représentation d’une image IRM d’une tête suivant les directions axiale, coronale et 

sagittale 

v.2.2. Passage au maillage tétraédrique 

 Le passage de l’image IRM au maillage tétraédrique se fait par les routines de 

traitement d’image de Iso2mesh, qui permet de séparer les domaines selon leur niveau de gris. 

Le maillage obtenu est un ensemble de tétraèdres, avec des labels (indices) associés au 

contraste des images IRM. 
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Figure  0-10 : Image obtenue après le passage de l’image IRM au maillage tétraédrique  

v.2.2.1. Extraction des différents domaines 

 A partir des données observées dans la figure précédente et à l’aide d’un algorithme 

développé pour cet usage, on peut extraire chaque domaine grâce à son identifiant qui est 

associé à un tissu dans le domaine de la tête. La figure suivante montre le résultats 

d’extraction associés au scalp, LCR et le cortex. 

      

Figure  0-11 : Maillage tétraédrique de chaque tissu extrait de l’image IRM  

Ces domaines ne sont pas «propres», étant donné les contrastes qui peuvent être associée pour 

plus d’un tissu, l’extraction des domaines peut être erronée et des impuretés peuvent être 

incluses. Cependant, un traitement individuel et manuel est nécessaire pour reconstruire 

chaque tissu. 

v.2.2.2. Extraction et lissage des surfaces  

 Afin de procéder au traitement de ces domaines, il faut extraire les surfaces de chaque 

tissu. Des fonctions supplémentaires sont appliquées, telle que l’interpolation et la fermeture 

des surfaces ouvertes, le filtrage et la suppression des éléments isolés. La figure suivante 

montre le résultat obtenu une fois les surfaces extraites et reconstruites.  
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Figure  0-12 : Aperçu des surfaces des tissus après post-traitement 

v.2.2.3. Filtrage et raffinage des domaines  
 Selon la précision voulue un lissage peut être introduit. Afin d’avoir des surfaces plus 

lisses et moins complexes des algorithmes de lissage sont utilisés, de types Laplacien [158] et 

Laplacien de classe Humphrey [159]. Ces techniques permettent de réduire les contours et les 

plis surfaciques. La figure suivante montre un aperçu selon le type de lissage utilisé.  

 
Figure  0-13 : Procédures de lissage des surfaces et résultats obtenus. 

v.2.2.4. Assemblage des surfaces  

 Une fois les surfaces des différents domaines filtrées et lissées, on peut procéder à 

l’assemblage de ces surfaces afin de reconstruire la tête avec le nombre de couches désiré. 

Généralement on se contente des trois couches formant le cerveau, l’Os et le scalp. Selon la 

précision du modèle, on pourra inclure le LCR et distinguer entre la substance blanche et 

substance grise. La figure suivante montre un aperçu des surfaces du  scalp, os et cortex.  

 
Figure  0-14 : Aperçu des surfaces après post-traitement 
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v.2.2.5. Passage au maillage volumique 

 Une fois l’assemblage en surface ajusté, tout en s’assurant que ces dernières ne se 

chevauchent pas, on peut procéder à un maillage en volume, toujours avec un ensemble de 

fonctions d’Iso2Mesh implémentées dans un code Matlab® associé. 

 
Figure  0-15 : Aperçu du maillage de la tête surface (à gauche) et le modèle obtenu en volume (au centre 

et à droite)  

 

v.2.3. Extraction de la surface avec BrainStorm/OpenMEEG 

 La procédure d'extraction de la surface, expliquée dans les paragraphes précédents, 

peut se faire à partir de Brainstorm [36]. Après un post-traitement en utilisant Freesurfer, les 

surfaces obtenues sont maillées en surface. Une fois récupérés, on peut procéder au traitement 

et au maillage en volume de la même manière qu’expliqué dans les parties précédentes, tout 

en faisant appel à Iso2Mesh 

    
a. Surfaces obtenus avec Brainstorm     b. Maillage en volume avec Iso2Mesh 

Figure  0-16 : Aperçu de surfaces des tissus obtenus à partir de Brainstorm et passage au maillage volumique en 

utilisant Iso2Mesh 

La Figure  0-16 montre les surfaces extraites à partir d'une image IRM en utilisant l’outil 

OpenMEEG à partir de Brainstorm, puis un maillage volumique obtenu en utilisant Iso2Mesh.  
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