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Résumé : Le développement et l’utilisation de modèles intégrés transport-
urbanisme sont devenus une norme pour représenter les interactions entre l’usage
des sols et le transport de biens et d’individus sur un territoire. Ces modèles sont
souvent utilisés comme outils d’aide à la décision pour des politiques de planification
urbaine.

Les modèles transport-urbanisme, et plus généralement les modèles mathéma-
tiques, sont pour la majorité conçus à partir de codes numériques complexes. Ces
codes impliquent très souvent des paramètres dont l’incertitude est peu connue et
peut potentiellement avoir un impact important sur les variables de sortie du modèle.

Les méthodes d’analyse de sensibilité globales sont des outils performants per-
mettant d’étudier l’influence des paramètres d’un modèle sur ses sorties. En particu-
lier, les méthodes basées sur le calcul des indices de sensibilité de Sobol’ fournissent
la possibilité de quantifier l’influence de chaque paramètre mais également d’identi-
fier l’existence d’interactions entre ces paramètres.

Dans cette thèse, nous privilégions la méthode dite à base de plans d’expériences
répliqués encore appelée méthode répliquée. Cette méthode a l’avantage de ne re-
quérir qu’un nombre relativement faible d’évaluations du modèle pour calculer les
indices de Sobol’ d’ordre un et deux.

Cette thèse se focalise sur des extensions de la méthode répliquée pour faire
face à des contraintes issues de notre application sur le modèle transport-urbanisme
Tranus, comme la présence de corrélations entre paramètres et la prise en compte
de sorties multidimensionnelles.

Nos travaux proposent également des approches récursives pour l’estimation sé-
quentielle des indices de Sobol’. Ces approches offrent une meilleure précision sur
l’estimation des indices tout en permettant de recycler des premiers jeux d’évalua-
tions du modèle. Une de ces approches correspond à une version récursive de la
méthode répliquée et repose sur la construction itérative d’hypercubes latins et de
tableaux orthogonaux stratifiés. Une seconde approche repose sur l’utilisation d’un
échantillonnage quasi-Monte Carlo et la construction d’un nouveau critère d’arrêt.

Nous présentons également une application de nos contributions pour le calage
du modèle de transport-urbanisme Tranus.

Mots clés : Analyse de sensibilité, indices de Sobol’, plans d’expériences, mé-
thode répliquée, estimation récursive, tableaux orthogonaux, quasi-Monte Carlo.



Abstract : Land Use and Transportation Integrated (LUTI) models have be-
come a norm for representing the interactions between land use and the transpor-
tation of goods and people in a territory. These models are mainly used to evaluate
alternative planning scenarios, simulating their impact on land cover and travel
demand.

LUTI models and other mathematical models used in various fields are most of
the time based on complex computer codes. These codes often involve poorly-known
inputs whose uncertainties can have significant effects on the model outputs.

Global sensitivity analysis methods are useful tools to study the influence of the
model inputs on its outputs. Among the large number of available approaches, the
variance based method introduced by Sobol’ allows to calculate sensitivity indices
called Sobol’ indices. These indices quantify the influence of each model input on
the outputs and can detect existing interactions between inputs.

In this framework, we favor a particular method based on replicated designs of
experiments called replication method. This method appears to be the most suitable
for our application and is advantageous as it requires a relatively small number of
model evaluations to estimate first-order or second-order Sobol’ indices.

This thesis focuses on extensions of the replication method to face constraints
arising in our application on the LUTI model Tranus, such as the presence of de-
pendency among the model inputs, as far as multivariate outputs.

Aside from that, we propose recursive approaches to sequentially estimate So-
bol’ indices. With these approaches, more accurate Sobol’ estimates are obtained
while recycling previous sets of model evaluations. One of these approaches corres-
ponds to a recursive version of the replication method and is based on the iterative
construction of stratified designs, latin hypercubes and orthogonal arrays. A second
approach combines the use of quasi-Monte Carlo sampling and the construction of
a new stopping criterion.

An application of our contributions on the LUTI model Tranus is presented.

Keywords : Sensitivity analysis, Sobol’ indices, design of experiments, repli-
cation method, recursive estimation, orthogonal arrays, quasi-Monte Carlo.
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Introduction

Contexte applicatif

Le développement et l’utilisation de modèles intégrés transport-urbanisme, plus
connus sous le nom de modèles LUTI (Land Use Transport Integrated) dans la
littérature anglo-saxonne, connaît un regain d’intérêt depuis une dizaine d’années.
L’utilisation de modèles transport-urbanisme a pour objectif de modéliser les in-
teractions complexes entre l’usage des sols et le transport de biens et de personnes
sur un territoire. La taille du territoire étudié peut aller de l’échelle d’un village
jusqu’à une région. Ces modèles sont principalement utilisés par des acteurs locaux
de planification urbaine comme outils d’aide à la décision pour des politiques de
développement urbain et d’aménagement des sols.

La majorité de ces modèles résulte d’un couplage entre différents modules simu-
lant chacun divers phénomènes économiques. L’utilisation d’un modèle transport-
urbanisme peut se décomposer en trois phases :

iq une phase dite d’instanciation durant laquelle les données nécessaires à la
conception du modèle sont collectées auprès d’agences d’urbanisme ou direc-
tement dans des bases de données nationales,

iiq une phase dite de calage, où les paramètres propres au modèle sont ajustés
afin que le modèle reproduise le plus fidèlement possible une ou plusieurs
données,

iiiq une phase dite de prospective, où différents scénarios de développement
transport-urbain sont testés pour planifier l’aménagement des sols et/ou du
réseau de transport.

Ce travail de thèse a été motivé et financé par le projet ANR CITiES dont l’un
des objectifs principaux a été de développer des méthodologies de calage et des al-
gorithmes efficaces pour l’estimation des paramètres des modèles de type transport-
urbanisme. Nos résultats ont notamment permis de proposer une procédure de calage
du modèle transport-urbanisme Tranus présenté au chapitre 6. Les collectivités lo-
cales et agences d’urbanisme sont souvent réticentes à utiliser les modèles transport-
urbanisme, et ceci pour plusieurs raisons. D’une part, ces modèles mettent en jeu
un nombre considérable de paramètres au travers d’équations souvent non linéaires.
Certains de ces paramètres interviennent au sein d’équations classiques de théorie
économique, de modèles de choix discrets, et peuvent ainsi être ajustés aisément via
des techniques empruntées à l’économétrie. En revanche, une part non négligeable de
ces paramètres correspond à des coefficients scalaires n’ayant pas de représentation
économique particulière et qui sont pour la plupart très mal connus. D’autre part, à
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notre connaissance, il n’existe à ce jour aucune procédure de validation pertinente.
Dans cette thèse, nous nous sommes restreints à l’étude du modèle transport-

urbanisme Tranus pour lequel nous avons développé une procédure automatique
de calage. La version calée de Tranus devrait par la suite être utilisée dans une
phase de prospective, afin de tester des scénarios de développement transport-urbain
conjointement avec l’agence d’urbanisme de Grenoble. La procédure que nous avons
développée et implémentée pour le modèle Tranus combine une phase d’analyse
de sensibilité, qui vise à détecter les paramètres les plus influents avec une phase
d’optimisation permettant de caler ces derniers paramètres. La phase d’analyse de
sensibilité a pour but de réduire la dimension du problème d’optimisation à résoudre
ensuite. Déterminer les paramètres influents aura également un intérêt lors de la
phase de prospective pour proposer des leviers pertinents pour remanier le paysage
urbain notamment.

la suite de cette introduction est dédiée à une brève description des concepts
d’analyse de sensibilité et de plans d’expériences. Nous énonçons ensuite les pro-
blématiques sous-jacentes à nos travaux de thèse et détaillons la composition de ce
manuscrit. Nous commençons tout d’abord par définir le cadre mathématique de
nos travaux.

Modèle numérique

L’étude d’un système complexe (par exemple un phénomène physique, méca-
nique, dans notre cas des phénomènes macro-économiques) passe par la conception
d’un modèle numérique prenant la forme suivante :

y “ fpxq,

où :

‚ f est le modèle numérique,

‚ x est un vecteur de variables d’état, encore appelées variables d’entrée, re-
groupant les différentes variables descriptives du modèle,

‚ y est une variable d’intérêt, encore appelée variable de sortie, correspondant
à une grandeur d’intérêt du modéle.

Pour la suite de ce manuscrit nous abrégeons par entrées et sorties les termes va-
riables d’entrée et variables de sortie. Nous n’envisageons pas le cas d’entrées spatio-
temporelles ni le cas d’entrées ou de sorties fonctionnelles. Nous n’envisageons pas
non plus le cas de modèles numériques aléatoires pour lesquels un même jeu de
valeurs des entrées peut donner lieu à différentes sorties du modèle. Ici, le modèle
numérique considéré est un modèle dit déterministe, un même jeu de valeurs des
entrées reproduit la sortie du modèle à l’identique.

Dans notre cas, le vecteur x regroupe les paramètres de Tranus dont la connais-
sance a priori est limitée. Nous nous intéressons à identifier les paramètres les plus
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influents sur les sorties du modèle par leur effet respectif ou par un effet cumulé
provenant d’une interaction avec un autre paramètre. Un outil mathématique ré-
pondant à cette problématique est l’analyse de sensibilité.

Analyse de sensibilité

L’analyse de sensibilité a pour objectif principal d’examiner comment une sortie
d’un modèle numérique réagit à des variations des entrées du modèle. Dans le cadre
de notre application sur Tranus, l’intérêt d’identifier les paramètres et interactions
les plus influents est de pouvoir réduire le nombre de paramètres à ajuster dans la
procédure de calage.

Les méthodes d’analyse de sensibilité peuvent être regroupées en trois grandes
classes :

iq les méthodes dites de criblage qui classent les entrées par groupes suivant le
degré d’influence sur la sortie du modèle. Ces méthodes sont qualitatives :
elles ne permettent pas de comparer numériquement l’influence d’une en-
trée par rapport à une autre. Ces méthodes sont adaptées pour des modèles
mettant en jeu un très grand nombre d’entrées (de plusieurs dizaines à une
centaine).

iiq les méthodes locales qui étudient l’influence d’une entrée lorsqu’elle varie
dans le voisinage d’une valeur nominale. Ces méthodes font souvent appel au
calcul de dérivées partielles autour de cette valeur nominale.

iiiq les méthodes globales qui, à l’opposé des méthodes locales, s’intéressent à
l’ensemble du domaine de variation de l’entrée. L’influence d’une entrée est
étudiée en même temps que les autres entrées varient. Ces méthodes reposent
sur le calcul de résumés statistiques de la sortie du modèle quantifiant l’in-
fluence des entrées.

La méthode d’analyse de sensibilité considérée ici est une méthode globale reposant
sur le calcul d’indicateurs de sensibilité appelés indices de Sobol’.

Indices de Sobol’

Les indices de Sobol’ sont des grandeurs scalaires variant entre 0 et 1 déterminant
quelle proportion de la variance de la sortie du modèle est due à telle entrée ou tel
groupe d’entrées. L’influence d’une entrée (ou d’un groupe d’entrées) est quantifiée
par la valeur de son indice respectif. Plus la valeur de cet indice est proche de 1,
plus l’entrée (ou le groupe d’entrées) est influente.

Le calcul des indices de Sobol’ permet ainsi d’ordonner les entrées suivant leur
influence sur la sortie du modèle. Dans le cadre de notre application, il devient alors
facile d’identifier les paramètres les plus influents et de détecter les potentielles in-
teractions existantes. L’obtention de ces indices permet également un retour d’infor-
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mation auprès du modélisateur, et autres utilisateurs avérés du modèle, confirmant
ou infirmant des a priori portant sur l’influence relative des entrées.

Différentes approches existent pour calculer les indices de Sobol’. Dans notre
cas, nous nous focalisons sur les approches de type Monte Carlo. Ces méthodes sont
basées sur l’hypothèse d’indépendance des variables d’entrée. L’utilisation de telles
méthodes se décompose en plusieurs étapes.

La première consiste à choisir le domaine de variation et la loi de distribution
de chacune des entrées du modèle. Ces lois sont souvent connues du modélisateur.
La deuxième étape consiste à échantillonner les entrées (ie sélectionner un ensemble
de jeux de valeurs des entrées) suivant leur distribution et intervalle de variations.
La troisième étape consiste à évaluer le modèle en chaque jeu de valeurs résultant
de l’échantillonnage précédent. La dernière étape consiste à estimer les indices de
Sobol’ à partir de ces évaluations.

L’ensemble des jeux de valeurs, des points, obtenus à l’issue de la deuxième étape
constitue ce que l’on appelle un plan d’expériences numériques.

Plan d’expériences

Introduit à l’origine pour la planification d’expériences physiques en laboratoire,
le concept de plan d’expériences s’est élargi avec l’apparition des modèles numé-
riques. La différence majeure réside dans le fait que les plans classiques construits
en laboratoire supposent l’existence d’une erreur due aux mesures ou aux condi-
tions expérimentales. Cette erreur n’existe pas dans le cas des plans d’expériences
numériques.

Cependant, plans classiques et plans d’expériences numériques partagent un
point commun. Dans les deux cas, l’objectif principal est d’extraire le plus d’in-
formation possible du modèle avec un nombre d’évalutions (de mesures) le plus
petit possible.

La difficulté principale dans la construction d’un plan d’expériences numériques
est d’échantillonner les variables d’entrée du modèle de façon optimale (en un sens à
formaliser) avec peu, voir aucune, de connaissance a priori sur la sortie. Dans le cadre
de l’estimation des indices de Sobol’, la qualité du plan d’expériences numériques
peut permettre de diminuer en moyenne le nombre d’évaluations nécessaires pour
atteindre une précision donnée sur les indices estimés.

Problématiques

Parmi les approches Monte Carlo pour l’estimation des indices de Sobol’, la mé-
thode dite répliquée, présentée au chapitre 2, a l’avantage de permettre l’estimation
de tous les indices d’ordre un pour un coût (ie le nombre total d’évaluations du mo-
dèle) indépendant de la dimension (ie le nombre de variables d’entrée) et de réduire
considérablement le coût d’estimation des indices fermés d’ordre deux.
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Guidé par notre application sur le modèle Tranus, les contributions de notre thèse
portent principalement sur des extensions de la méthode répliquée pour répondre
aux problématiques suivantes :

P1 : Comment gérer la présence de corrélations entre les variables d’entrée du
modèle ?

P2 : Comment généraliser l’estimation des indices de Sobol’ au cas de variables
de sortie vectorielles ? Quels intervalles de confiance pour ces indices ?

P3 : Comment garantir un seuil de précision sur l’estimation des indices ? Intrin-
sèquement, comment réutiliser un premier jeu d’évaluations du modèle si la
précision atteinte n’est pas satisfaisante ?

Apporter des réponses à ces questions a nécessité un travail important sur la cons-
truction de plans d’expériences stratifiés vérifiant des critères de remplissage de
l’espace des entrées.

Plan de thèse

Le premier chapitre de ce manuscrit est consacré à une présentation détaillée des
principaux types de plans d’expériences numériques ainsi qu’à des critères mesurant
la qualité de ces plans. Le deuxième chapitre passe en revue plusieurs méthodes
Monte Carlo d’estimation d’indices de Sobol’, s’attardant plus particulièrement sur
la méthode répliquée.

Les chapitres 3 à 6 regroupent nos contributions sous la forme de publications
soumises ou acceptées apportant une réponse aux trois problématiques précédentes.

Le chapitre 3 propose d’étendre l’estimation des indices de Sobol’ par la méthode
répliquée au cas de groupes de variables d’entrée corrélées. La corrélation à l’intérieur
de chaque groupe est définie par des contraintes dites linéaires ordonnées. Afin de
satisfaire ces contraintes, la construction des deux plans répliqués fait intervenir une
structure géométrique de type simplexe. Une stratégie dite space-filling est proposée
pour construire ces plans.

Le chapitre 4 propose une version itérative de la méthode répliquée. L’utilisation
d’une version itérative permet d’augmenter progressivement le nombre d’évaluations
du modèle et d’affiner au fur et à mesure la précision des estimations des indices. Le
point clé de cette approche, est la construction de plans répliqués emboîtés space-
filling.

Le chapitre 5 propose une borne d’erreur pour l’estimation d’indices de Sobol’
par échantillonnage quasi-Monte Carlo. La borne d’erreur est obtenue à partir d’une
décomposition en coefficients de Walsh des intégrandes intervenant dans la formule
intégrale de l’indice de Sobol’. Cette décomposition utilise la propriété de clôture
d’un ensemble de points obtenu par méthodes d’échantillonnage quasi-Monte Carlo.
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Nous proposons d’utiliser cette borne d’erreur comme critère d’arrêt pour deux
méthodes d’estimation des indices.

Le chapitre 6 propose une généralisation de la méthode répliquée au cas de sortie
vectorielle ainsi que la construction d’intervalles de confiance bootstrap des indices
estimés. Cette méthode est appliquée au modèle Tranus comme première étape d’une
procédure de calage des paramètres du modèle. S’ensuit une phase d’ajustement
des paramètres identifiés comme les plus influents. La phase d’ajustement est une
procédure itérative hybride au sens stochastique et déterministe.

Le manuscrit est également composé de trois annnexes. Les annexes A et B ap-
portent des premiers éléments de réponse à des questions très intéressantes soulevées
par Art B. Owen lors de sa lecture d’une première version de ce manuscrit. L’an-
nexe C présente un code pour le calcul des indices de Sobol’ d’une fonction dont on
dispose d’une expression analytique.

Notre manuscrit suivant le format de thèse dite par articles, les notations em-
ployées dans les prochains chapitres peuvent être amenées à varier d’un chapitre à
un autre.



Chapitre 1

Plans d’expériences numériques :
un tour d’horizon

Comme indiqué en introduction, le concept de plans d’expériences trouve ses
racines dans les expériences dites physiques comme par exemple les expériences
effectuées en laboratoire. Nous avons également succinctement évoqué en introduc-
tion la différence entre plans classiques et plans numériques. Nous proposons dans
la partie 1.1 de repartir de la définition de plans d’expériences dits classiques tels
qu’introduits par Fisher [Fis26] dans le cadre expérimental. Puis en s’appuyant
sur cette définition, nous mettons en évidence les différences majeures entre plans
classiques et plans numériques. La partie 1.2 passe en revue une classe spécifique
de plans numériques appelés plans stratifiés (également appelés plans marginaux).
Nous discutons ensuite des plans d’expériences issus de méthodes d’échantillonnage
quasi-Monte Carlo. Nous nous limitons au cas des suites digitales que nous détaillons
dans la partie 1.3. La dernière partie 1.4 est consacrée à la présentation de critères
permettant dévaluer la qualité des plans d’expériences numériques.

Pour la suite de ce chapitre, x “ px1, . . . , xdq désigne le vecteur des d variables
d’entrée du modèle numérique f et D “ t1, . . . , du. L’espace des entrées est res-
treint à l’hypercube r0, 1sd. Les entrées x1, . . . , xd sont modélisées par un vecteur
de variables aléatoires indépendantes noté X “ pX1, . . . , Xdq et de loi uniforme sur
r0, 1sd. Cette dernière hypothèse n’est pas restrictive, la généralisation à d’autres lois
produits peut être obtenue par diverses méthodes (e.g. transformée inverse, rejet)
explicitées dans [Dev86].

L’incertitude sur les entrées est modélisée par Xi “ pXi,1, . . . , Xi,dq, i P N. Un
plan d’expérience consiste en un ensemble de points noté P “ tXiu

n
i“1 que l’on

représente également par une matrice de taille nˆ d :

P “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

X1,1 . . . X1,j . . . X1,d

...
...

...
Xi,1 . . . Xi,j . . . Xi,d

...
...

...
Xn,1 . . . Xn,j . . . Xn,d

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

.

n définit le nombre de lignes de la matrice, chaque ligne correspondant à un point
Xi P r0, 1s

d. d définit le nombre de colonnes de la matrice, chaque colonne cor-
respondant à une variable Xj , j P D. On modélise la variable de sortie y par une
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variable aléatoire Y “ fpXq. On suppose par la suite que Y est à valeurs dans R et
que f P L2pr0, 1sd, λpdxqq où λ désigne la mesure de Lebesgues sur r0, 1sd. La valeur
de la variable de sortie au point Xi est notée Yi “ fpXiq.

1.1 Des plans classiques aux plans numériques

Les prémices de l’utilisation de plans d’expériences remontent probablement aux
expérimentations menées par Peirce [Pei78] afin d’étudier la capacité d’une personne
à différencier ou non des poids les yeux bandés. La mise en place d’un formalisme
et la conception d’une méthodologie pour la construction de plans d’expériences
classiques sont introduites plus tard par Fisher [Fis26]. Bien que Fisher ait défini
cette méthodologie dans le cadre de ses applications agricoles, elle sera reprise plus
tard dans le cadre d’autres applications telles que des applications industrielles et
militaires.

Dans le cadre des plans d’expériences classiques, les variables d’entrée sont ap-
pelées facteurs et la variable de sortie mesurée est appelée réponse. Une expérience
correspond à un jeu de valeurs des facteurs et l’ensemble des expériences constitue
le plan d’expériences. Les valeurs des facteurs sont appelées niveaux. Les objectifs
de la construction d’un plan d’expériences classiques sont divers, par exemple :

‚ déterminer quels sont les facteurs qui par leur variation propre ou conjointe
entraînent la plus grande variation mesurée de la réponse,

‚ déterminer si l’on peut linéariser la réponse en fonction des facteurs et si le
modèle obtenu possède une bonne capacité prédictive.

Pour ce faire, dans un cas simple, la réponse est le plus souvent décomposée en un
modèle linéaire prenant la forme :

Y “ βX T ` ε , (1.1)

où Y est le vecteur contenant les réponses des n expériences, β “ pβ0, β1, . . . , βdq est
un vecteur de coefficients réels, X est une matrice de taille npd`1q, T est l’opérateur
transposé et ε “ pε1, . . . , εnq est un vecteur modélisant l’erreur commise lors de
chaque expérience. On suppose que la matrice de covariance de ε vaut Σε “ σ2In
où In est la matrice identité de taille nˆ n.

Dans le modèle linéaire (1.1) le plus simple, X s’identifie au plan d’expériences
P auquel on ajoute une première ligne remplie de 1. L’estimation des coefficients βj ,
permet alors une interprétation des effets principaux des facteurs ; l’effet principal
d’un facteur correspondant à l’effet de ce seul facteur sur la réponse du modèle.
Pour des modèles plus complexes cherchant par exemple à prendre en compte des
interactions, les termes de la matrice X sont des combinaisons des facteurs.

1.1.1 Principes fondamentaux

La caractéristique majeure des plans d’expériences classiques est la présence
d’une erreur expérimentale : lors de l’expérimentation, l’obtention de la réponse
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peut être sujette à des erreurs de mesure ou des erreurs dues aux conditions expé-
rimentales. Tenant compte de cette caractéristique, Fisher formalise des principes
fondamentaux pour construire des plans d’expériences plus robustes. Ces principes
sont les suivant :

iq la répétition consiste à répéter une expérience plusieurs fois afin d’estimer
l’erreur expérimentale et de vérifier la fiabilité et la validité de l’expérience.

iiq la sélection aléatoire (random assignment) est une méthode qui protège
contre l’introduction d’un biais issu de l’ordre dans lequel les expériences sont
menées.

iiiq le blocking est une méthode consistant à regrouper l’ensemble des expé-
riences par paquet d’expériences similaires afin de réduire des sources de
variations connues mais sans importance pour l’expérimentation.

ivq l’orthogonalité fait référence à la propriété selon laquelle les vecteurs co-
lonnes du plan d’expériences sont deux à deux orthogonaux (ie que leur
produit scalaire est égal à zéro). Un plan d’expériences dit orthogonal per-
met d’estimer effets principaux et interactions entre facteurs sans effets de
confusion (confounding).

vq l’expérimentation factorielle consiste à privilégier des expériences facto-
rielles (détaillées à la section 1.1.2) permettant d’évaluer à la fois les effets
principaux et les potentielles interactions entre les facteurs.

viq la flexibilité traduit la capacité d’un plan d’expériences à pouvoir extraire
de l’information pour différentes modélisations de la réponse.

Une grande variété de plans d’expériences classiques ont été conçus sur la base
des principes de Fisher. Nous proposons de détailler brièvement une catégorie de
plans classiques appelés plans factoriels. Pour une description exhaustive de l’éven-
tail des plans classiques existants, nous renvoyons le lecteur aux synthèses de Box
et al. [BHH78] et Box et Draper [BD87].

1.1.2 Plans factoriels complets et fractionnaires

Les plans d’expériences détaillés dans cette section sont obtenus en discrétisant
indépendamment chaque facteur Xj , j P D, en un petit nombre de niveaux.

Un plan factoriel complet est construit de façon à inclure toutes les combinaisons
possibles des niveaux des facteurs, chaque combinaison contenant de l’information
sur plusieurs facteurs à la fois. Ce type de plans est flexible et efficace pour étudier
en même temps effets principaux et interactions entre facteurs.

La taille du plan factoriel complet correspond au produit du nombre de niveaux
de chaque facteur. Par exemple, un plan factoriel complet à trois facteurs ayant
respectivement 2, 3 et 4 niveaux contient un total de 24 combinaisons. Si les facteurs
ont tous un même nombre de niveaux, la taille du plan s’écrit alors ld où l désigne
le nombre de niveaux et d le nombre de facteurs.

La figure 1.1 représente les points d’un plan factoriel complet à deux facteurs avec
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niveaux respectifs t0, 1{3, 2{3, 1u et t0, 1{2, 1u. La taille d’un plan factoriel complet

Figure 1.1 – Plan factoriel complet à deux facteurs et 12 combinaisons.
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augmente exponentiellement en fonction du nombre de facteurs. Pour un nombre
élevé de facteurs, il devient impossible de tester toutes les combinaisons existantes.
Une alternative consiste à avoir recours à un plan factoriel dit fractionnaire.

Un plan factoriel fractionnaire est composé d’un sous ensemble des combinaisons
d’un plan factoriel complet. Ces plans permettent d’estimer les effets principaux et
les interactions d’ordre faible (interactions entre un petit nombre de facteurs) avec
un nombre de combinaisons considérablement réduit en sacrifiant la possibilité d’es-
timer des interactions d’ordre élevé (interactions entre un nombre élevé de facteurs).
Pour plus de détails sur ces plans, le lecteur pourra consulter les travaux de Myers
et Montgomery [MM95].

Les plans factoriels fractionnaires peuvent être catégorisés suivant un indicateur
appelé niveau de résolution. Le niveau de résolution renseigne sur l’ordre maximum
d’interactions que peut estimer un plan d’expériences sans entraîner de confusion
(confounding) entre effets dus aux interactions et effets principaux des facteurs.

1.1.3 Vers les plans d’expériences numériques

Les plans d’expériences numériques cherchent à répondre au même objectif que
les plans d’expériences classiques : obtenir le plus d’informations possible sur le mo-
dèle. Cependant des différences majeures existent entre ces deux types de plans.
Les plans d’expériences numériques sont construits pour simuler une réponse d’un
modèle numérique déterministe. Au contraire du modèle (1.1), les modèles détermi-
nistes sont caractérisés par l’absence d’un terme d’erreur ε. Le modèle évalué en un
point donne toujours la même réponse. L’absence du terme d’erreur est à l’origine
des différences suivantes :

‚ certains principes énoncés par Fisher pour la construction de plans d’expé-
riences classiques n’ont plus lieu d’être dans le cadre de la construction d’un
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plan d’expériences numériques : répétition, sélection aléatoire, blocking.

‚ Un modèle linéaire tel que (1.1) est très souvent inadapté pour la modélisation
de systèmes numériques complexes.

‚ dans le cas des modèles numériques, le nombre de variables d’entrée est en
principe plus élevé.

‚ le domaine de variation des entrées est plus large car, sauf exception, au-
cune contrainte expérimentale ne permet de réduire l’ensemble des valeurs
des entrées à des sous-domaines.

En général, comme les modèles numériques mettent en jeu des systèmes d’équa-
tions complexes et que le comportement de la sortie n’est pas connu à l’avance, les
plans d’expériences numériques dont la constrution requiert peu d’hypothèses sur le
modèle paraissent être les mieux adaptés. Les principes de flexibilité et d’orthogo-
nalité énoncés par Fisher restent valables pour la conception de plans d’expériences
numériques. De même l’utilisation de plans factoriels est envisageable.

1.2 Plans stratifiés

La construction d’un plan d’expériences numériques fait appel à une méthode
d’échantillonnage (de tirage) pour sélectionner les points en lesquels le modèle sera
évalué. La méthode d’échantillonnage la plus simple consiste à générer indépendam-
ment pour chaque variable Xj un ensemble de n réalisations indépendantes d’une
variable aléatoire de loi uniforme sur r0, 1s. Plus formellement, l’ensemble des points
résultant d’un tel échantillonnage est noté P “ tXiu

n
i“1 avec :

Xi “ pUi,1, . . . , Ui,dq , i P t1, . . . , nu,

où les Ui,j , j P D, sont des variables aléatoires indépendantes uniformément distri-
buées sur r0, 1s. Un tel échantillonage est qualifié d’échantillonage aléatoire, le plan
d’expériences P en résultant est appelé plan aléatoire.

Lorsqu’on travaille à n fixé, un tel plan ne donne aucune garantie quant à une
bonne répartition des points dans l’espace. Un plan aléatoire fait très souvent ap-
paraître à la fois des zones lacunaires et des zones où se concentrent les points
échantillonnés. Ce phénomène est illustré sur la figure 1.2 pour une dimension d “ 2

et un nombre de points n “ 30.
Ce type de problèmes peut être amélioré en considérant des plans d’expériences

issus de méthodes d’échantillonnage consistant à partitioner l’espace des entrées en
sous-domaines distincts (d’intersection vide deux à deux). Une fois ce découpage
effectué, un point est échantillonné aléatoirement dans chaque sous-domaine.

Les plans que nous décrivons dans cette section reposent sur cette idée de décou-
page et sont appelés plans stratifiés. Le terme strate réfère à un des sous-domaines
issu du découpage. Nous nous focalisons en particulier sur les cas de grilles régulières,
hypercubes latins et tableaux orthogonaux.
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Figure 1.2 – Plan aléatoire à 30 points en dimension 2.
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1.2.1 Grilles régulières

Une grille régulière est obtenue en discrétisant indépendamment chaque variable
Xj , j P D, en un ensemble de n valeurs distinctes puis en formant les nd combinaisons
possibles. La figure 1.3 illustre un exemple d’une grille régulière à 25 points en
dimension 2. Une grille régulière correspond à un plan factoriel complet à d facteurs

Figure 1.3 – Grille régulière à 25 points en dimension 2.
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où chaque facteur possède n niveaux distincts.

Les points d’une grille régulière sont alignés le long d’axes identifiés par les n
valeurs choisies pour chaque variable. Il est possible de casser cette structure en
considérant le plan suivant :

Définition 1.1. Soit P “ tXiu
n
i“1 l’ensemble de points issus de la grille régulière

construite en considérant pour chaque variable Xj, j P D, le même jeu de n valeurs
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t1{n, 2{n, . . . , 1u. Soit l’ensemble de points P0 “ tZiu
n
i“1 construit par :

Zi “ pXi,1 ´ Ui,1{n, . . . ,Xi,d ´ Ui,d{nq , i P t1, . . . , nu, (1.2)

où les Ui,j, j P D, sont des variables aléatoires indépendantes uniformément distri-
buées sur r0, 1s. Alors P0 est une grille régulière randomisée.

La figure 1.4 illustre une grille régulière randomiśee P0 à 62 points construite
suivant (1.2). Une grille régulière randomisée est obtenue en faisant varier chaque

Figure 1.4 – Grille régulière randomisée à 62 points.
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point d’une grille régulière indépendemment les uns des autres à l’intérieur de leur
strate respective. Ces types de plans stratifiés sont adaptés uniquement dans le
cas de petites dimensions, 2 ou 3. Pour des plus grandes valeurs de d, le nombre
de points créés (nd) croît exponentiellement et devient rapidement inadapté aux
modèles requérant un temps d’évaluation important.

Une alternative consiste à sélectionner un sous-ensemble des points Zi créés
suivant l’équation (1.2), de façon à assurer une bonne répartition des valeurs prises
par chaque variable Xj . Une catégorie de plans d’expériences résultant d’une telle
approche correspond aux hypercubes latins.

1.2.2 Hypercubes latins

Les hypercubes latins ont été introduits dans la littérature par McKay [MBC79]
dans le contexte de l’évaluation numérique d’intégrales multiples. Un hypercube
latin est défini comme suit :

Définition 1.2. Notons par Πn l’ensemble des permutations de t1, . . . , nu. Soient
π1,. . . , πd, d variables aléatoires indépendantes uniformément distribuées sur Πn. Un
hypercube latin P “ tXiu

n
i“1 est défini par :

Xi “

ˆ

π1piq ´ Ui,1
n

, . . . ,
πdpiq ´ Ui,d

n

˙

, i P t1, . . . , nu, (1.3)
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où les Ui,j, j P D, sont des variables aléatoires indépendantes uniformément distri-
buées sur r0, 1s. pπ1piq{n, . . . , πdpiq{nq renseigne sur la strate à laquelle le point xi
appartient, pUi,1, . . . , Ui,dq indique à quel endroit le point est situé dans la strate.

La figure 1.5 illustre un hypercube latin à 10 points en dimension 2. Le carré
r0, 1s2 peut être segmenté horizontalement ou verticalement en 10 segments (lignes
pointillées) et chaque segment contient un unique point. Ainsi, un hypercube latin
garantit une bonne répartition des points dans les projections d’ordre un.

Figure 1.5 – Hypercube latin à 10 points en dimension 2.
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Un hypercube latin peut également être défini dans sa version centrée pour
laquelle les points sont alors placés au centre des strates. L’équation (1.3) devient
alors :

Xi “

ˆ

π1piq ´ 1{2

n
, . . . ,

πdpiq ´ 1{2

n

˙

, i P t1, . . . , nu.

Nous énonçons à présent quelques propriétés relatives aux hypercubes latins en
commençant par un théorème portant sur la distribution des points xi :

Théorème 1.1. Soit P “ tXiu
n
i“1 un hypercube latin défini par (1.3), alors pour

chaque i P t1, . . . , nu, Xi est uniformément distribuée sur r0, 1sd.

Démonstration. Nous renvoyons à la preuve du théorème 10.1 dans [Owe13b].

Soit un modèle numérique f P L2pr0, 1sdq dont nous notons par µ “
ş

r0,1sd fpxqdx

sa moyenne et σ2 “
ş

r0,1sdpfpxq ´ µq2dx sa variance. L’estimateur de µ par un
hypercube latin s’écrit :

µ̂lhs “
1

n

n
ÿ

i“1

fpXiq.

Une conséquence immédiate du théorème 1.1 est que Erµ̂lhss “ µ. Pour une fonction
f P L2pr0, 1sdq, Stein [Ste87] établit l’expression suivante de la variance de µ̂lhs :
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Proposition 1.1. Soit f P L2pr0, 1sdq et P “ tXiu
n
i“1, n ě 2, un hypercube latin

définit par (1.3). Alors :

Varrµ̂lhss “
1

n

ż

r0,1sd
epxq2dx` o

ˆ

1

n

˙

,

où epxq “ fpxq ´ faddpxq, fadd désignant la partie additive de f .

Ainsi, pour des fonctions presque additives, l’utilisation d’un hypercube latin
offre une réduction considérable de la variance.

Toujours dans [Ste87], Stein compare asymptotiquement les variances Varrµ̂lhss

et Varrµ̂iids, où µ̂iid désigne l’estimateur de µ par un plan aléatoire. Le résultat
obtenu est que Varrµ̂lhss est asymptotiquement toujours plus petite que Varrµ̂iids. Ce
résultat est généralisé dans [Loh96] au cas de sorties multidimensionnelles. Toujours
dans [Loh96], Loh prouve l’existence d’un théorème central limite pour un hypercube
latin sous la condition f P L3pr0, 1sdq.

Dans [Owe97a], Owen donne un résultat non asymptotique pour Varrµ̂lhss à
taille n fixe :

Proposition 1.2. Soit P “ tXiu
n
i“1, n ě 2, un hypercube latin définit par (1.3), et

f P L2pr0, 1sdq alors Varrµ̂lhss ď σ2{pn´ 1q.

Démonstration. Nous renvoyons à la preuve de la proposition 3 dans [Owe97a].

Sachant que Varrµ̂iids “ σ2{n, la proposition 1.2 nous dit que dans le pire des
cas µ̂lhs a une variance seulement n{pn´ 1q fois plus grande que celle de µ̂iid.

Dans une perspective d’analyse de sensibilité, la stratification raffinée de chaque
variable Xj , j P D, induite par un hypercube latin est une propriété souhaitable.
Une variable Xj influente sur la sortie a alors plus de chances d’être identifiée.
Toutefois, un hypercube latin ne garantit pas nécessairement une bonne répartition
des points dans le domaine r0, 1sd ou dans des projections d’ordre supérieur à un.
Par exemple, une mauvaise configuration correspond à obtenir tous les points alignés
dans la diagonale de r0, 1sd.

Des alternatives ont été proposées pour construire de « meilleurs »hypercubes la-
tins. Une de ces alternatives consiste à construire des hypercubes latins pour lesquels
les corrélations entre les variables Xj sont petites. On citera entre autre les travaux
de Iman et Conover [IC82] et Kenny [Ye98]. Une deuxième alternative consiste à
construire des hypercubes latins satisfaisant des critères de bon remplissage de l’es-
pace. Nous présentons certains de ces critères dans la section 1.4.

1.2.3 Tableaux orthogonaux

Le concept de tableau orthogonal a été introduit par Kishen [Kis42] puis repris
plus tard par Rao [Rao46]. Un tableau orthogonal peut être vu comme la géné-
ralisation d’un hypercube latin à des projections d’ordre supérieur. Tandis qu’un
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hypercube latin garantit une bonne stratification de chaque variable Xj , j P D, un
tableau orthogonal garantit lui une bonne stratification de chaque sous-ensemble de
variables tXjujPu, u Ă D, pour t “ #u fixé où # est l’opérateur cardinalité et Ă
désigne l’inclusion stricte. Dans [HSS99], Hedayat définit un tableau orthogonal de
la manière suivante :

Définition 1.3. Soit pd, q, tq P N3 tel que q ě 2 et d ě t ě 1. Soit S un ensemble
de cardinalité q. Un tableau orthogonal est une matrice de taille n ˆ d dont les
éléments appartiennent à S, telle que chaque sous matrice de taille n ˆ t contient
les qt sous-ensembles de S à t éléments λ fois.

Un tableau orthogonal est noté OApn, d, q, tq où t désigne la force du tableau
orthogonal, q son nombre de niveaux (éléments de S) et λ son index. Le nombre de
lignes du tableau est n “ λqt. Ici, l’ensemble S est identifié par le corps de Galois
à q éléments noté GF pqq. Pour une description complète des méthodes et résultats
concernant les tableaux orthogonaux, nous renvoyons le lecteur au livre d’Hedayat
[HSS99]. Nous nous focalisons ici sur une classe particulière de tableaux orthogonaux
appelés tableaux orthogonaux linéaires :

Définition 1.4. Un tableau orthogonal OApn, d, q, tq est dit linéaire si λ “ 1 et si
q est une puissance d’un nombre premier c’est à dire q “ pk où p est un nombre
premier et k P N, k ě 1. Les lignes d’un tableau orthogonal linéaire forment un
sous-espace vectoriel de GF pqq.

La terminologie linéaire provient de la propriété que chaque sous-ensemble de
t colonnes d’un OApn, d, q, tq linéaire est linéairement indépendant dans GF pqq.
Quand t “ 1, le tableau orthogonal linéaire devient un hypercube latin. Quand
t “ d le tableau orthogonal linéraire devient une grille régulière. Plus généralement,
la structure d’un tableau orthogonal linéaire de force t garantit une bonne répartition
des points dans les projections d’ordre t.

L’existence de tableaux orthogonaux n’est pas assurée pour un jeu de para-
mètres pd, q, tq quelconque. Dans [Rao47], plusieurs résultats de limite d’existence
des tableaux orthogonaux sont donnés. Dans [Bus52], Bush étend ces résultats et
démontre le théorème d’existence suivant :

Théorème 1.2. Soit q “ pk, avec p ě 2 premier et k ě 1 entier naturel, alors pour
t ě 1 vérifiant t ď q ´ 1 le tableau orthogonal OApqt, q ` 1, q, tq existe.

Démonstration. Nous renvoyons à la preuve du théorème 3.1 dans [HSS99].

En parallèle du théorème 1.2, Bush propose une construction d’un tableau ortho-
gonal OApqt, q`1, q, tq. Cette construction consiste à évaluer qt polynômes distincts
avec les q éléments de GF pqq, les opérations étant menées dans GF pqq. Dans le cas
particulier où t “ 2, une construction alternative repose sur l’utilisation de matrices
aux différences de force 2, faciles à implémenter. Cette dernière construction est
détaillée dans [HSS99, Lemma 6.12].
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Pour k “ 1, ces deux constructions sont simples à implémenter grâce à l’isomor-
phisme entre GF pqq et Z{qZ (entiers naturels modulo q). Pour q “ pk et k ą 1, ces
constructions deviennent plus complexes et nécessitent de faire appel à des logiciels
de calcul formel.

Considérons un tableau orthogonal OApqt, q ` 1, q, tq noté A “ tAiu
qt

i“1 avec
Ai “ pAi,1, . . . , Ai,dq, Ai,j P GF pqq. Afin de construire un plan d’expériences P “

tXiu
qt

i“1 à partir de A, les q niveaux de A sont substitués par t1, . . . , qu (à l’aide
d’une bijection de GF pqq dans t1, . . . , qu). P est ensuite obtenu par :

Xi “

ˆ

Ai,1 ´ UAi,1,1

q
, . . . ,

Ai,d ´ UAi,1,d

q

˙

, i P t1, . . . , qtu, (1.4)

où les Ui,j , j P D, sont des variables aléatoires indépendantes uniformément distri-
buées sur r0, 1s.

Cette approche a un défaut majeur. Le plan d’expérience P construit par l’équa-
tion (1.4) hérite de la structure de sous-espace vectoriel de A. Par conséquent, les
points Xi sont situés le long de plans dans r0, 1sd faisant apparaître de larges zones
lacunaires. Une solution à ce problème consiste à détruire la structure de sous-espace
vectoriel en considérant un tableau orthogonal dit randomisé :

Définition 1.5. Soit A “ tAiu
qt

i“1 un tableau orthogonal OApqt, q ` 1, q, tq. Soient
π1,. . . , πd, d variables aléatoires indépendantes uniformément distribuées sur Πq.
Un ensemble de points P “ tXiu

qt

i“1 construit à partir d’un tableau orthogonal ran-
domisé est définit par :

Xi “

ˆ

π1pAi,1q ´ Uπ1pAi,1q,1

q
, . . . ,

πdpAi,dq ´ UπdpAi,dq,d

q

˙

, i P t1, . . . , qtu,

(1.5)
où les Ui,j, j P D, sont des variables aléatoires indépendantes uniformément distri-
buées sur r0, 1s.

Par abus de langage, l’ensemble de points P construit dans la définition 1.5 est
appelé tableau orthogonal randomisé. La figure 1.6 illustre la différence entre les
constructions (1.4) et (1.5) pour un tableau orthogonal OAp72, 3, 7, 2q et un même
ensemble de variables aléatoires Ui,j . Notons que la définition que l’on donne d’un
tableau orthogonal randomisé diffère de celle donnée par Owen dans [Owe92] où le
terme aléatoire retranché dans (1.5) est Ui,j au lieu de UπjpAi,jq,j . Ici, nous cherchons
à conserver l’alignement des points dans les projections d’ordre t.

Un tableau orthogonal randomisé satisfait le théorème 1.1 énoncé pour un hyper-
cube latin. Dans [Owe94], Owen donne une expression de la variance de µ estimée à
l’aide d’un tableau orthogonal randomisé. Le résultat met en évidence une variance
plus petite que celle de µ̂lhs. Plus récemment dans [Loh08], Low démontre un théo-
rème central limite pour les tableaux orthogonaux randomisés de force 2 sous des
hypothèses de régularité de f .
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Figure 1.6 – Un ensemble de points P construit par (1.4) pour un tableau ortho-
gonal OAp72, 3, 7, 2q et sa version randomisée construite par (1.5).
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Dans une perspective d’analyse de sensibilité, la bonne stratification des projec-
tions d’ordre t induite par un tableau orthogonal linéaire de force t permet d’estimer
avec plus de précision les interactions d’ordre correspondant. Pour un tableau ortho-
gonal linéaire de force t, les variables Xj , j P D, sont chacune seulement stratifiées
en q intervalles. Ainsi, pour obtenir une bonne stratification de chaque variable Xj ,
il est nécessaire de prendre une valeur de q suffisament grande. Un inconvénient est
que cela peut aboutir à un grande taille (qt) du plan d’expériences pour des valeurs
de t élevées.

Des alternatives ont été proposées pour construire de « meilleurs »tableaux or-
thogonaux. On citera entre autre les récents travaux de He et Tang [HT13, HT14]
portant sur la construction de tableaux orthogonaux de force t dits strong assurant
une meilleure répartition des points dans les projections d’ordre g, g ď t´ 1.

Dans le cadre de nos travaux, nous nous limitons à l’utilisation de tableaux
orthogonaux randomisés de force t “ 2 pour lesquels la taille n’est pas contraignante.
Nous terminons cette section par la présentation d’une structure alliant tableau
orthogonal et hypercube latin.

1.2.4 Hypercubes latins basés sur tableaux orthogonaux

Tang propose dans [Tan93] de combiner la structure de tableau orthogonal avec
celle d’hypercube latin dans ce qu’il nomme hypercube latin basé sur tableau ortho-
gonal. La définition d’une telle structure est la suivante :

Définition 1.6. Soit A un tableau orthogonal OApn, d, q, tq. Pour chaque colonne
de A, les λqt éléments de niveau k P t1, . . . , qu sont remplacés par une permutation
de l’ensemble tpk ´ 1qλqt´1 ` 1, pk ´ 1qλqt´1 ` 2, . . . , kλqt´1u. Soit B “ tBiu

n
i“1 le

tableau résultant. Un hypercube latin basé sur tableau orthogonal est l’ensemble de
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points P “ tXiu
n
i“1 défini par :

Xi “

ˆ

Bi,1 ´ Ui,1
n

, . . . ,
Bi,d ´ Ui,d

n

˙

, i P t1, . . . , nu, (1.6)

où les Ui,j, j P D, sont des variables aléatoires indépendantes uniformément distri-
buées sur r0, 1s.

Si le tableau orthogonal utilisé n’est pas randomisé, l’hypercube latin obtenu
hérite de la structure de sous-espace vectoriel du tableau orthogonal et de ses in-
convénients. Ainsi en pratique il est souvent de mise de randomiser au préalable
le tableau orthogonal A. L’hypercube latin basé sur tableau orthogonal jouit d’une
bonne stratification des projections d’ordre 1 et t. Toutefois, dans le cadre de nos
travaux portant sur l’estimation d’indices de Sobol’, nous n’avons pas observé d’amé-
liorations significatives par rapport à l’utilisation d’un hypercube latin.

Dans [Tan93], Tang généralise l’expression de Varrµ̂lhss, énoncée dans la propo-
sition 1.1, au cas des hypercubes latins basés sur tableaux orthogonaux linéaires de
force 2.

1.3 Suites digitales et réseaux digitaux

Cette section s’inspire principalement de la synthèse sur les suites digitales propo-
sée par Lemieux dans [Lem09]. On considère ici un ensemble de points P “ tXiu

n´1
i“0

dont on fait varier l’index i de 0 à n ´ 1 au lieu de 1 à n comme dans les sections
précédentes. On débute cette section en se plaçant en dimension un, c’est à dire
Xi P r0, 1s.

L’idée des suites digitales et réseaux digitaux est de construire les points Xi à
partir d’une décomposition de l’index i dans une base b P N, b ě 2. Plus formelle-
ment, la décomposition en base b ě 2 d’un entier i ě 0 s’écrit :

i “
8
ÿ

k“0

ikb
k, ik P t0, . . . , b´ 1u, (1.7)

où l’on suppose qu’une nombre fini de coefficients ik seulement sont non nuls. Pour
obtenir Xi à partir de la décomposition (1.7) de i, on utilise la fonction radicale
inverse en base b, notée φb et définie par :

φbpiq “
8
ÿ

k“0

ikb
´k´1, ik P t0, . . . , b´ 1u. (1.8)

On a naturellement φbpiq P r0, 1s. La suite digitale la plus simple et pionnière du
concept est la suite de Van der Corput introduite dans [dC35]. Le point Xi de la
suite de Van der Corput est donné par φbpiq. Par exemple, en base b “ 4, les 6

premiers points de la suite de Van der Coput sont :

pX0 “ 0, X1 “ 1{4, X2 “ 1{2, X3 “ 3{4, X4 “ 1{16, X5 “ 5{16q.
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Les 4 premiers points sont espacés d’une distance de 1{4. Puis les 2 nouveaux points
X4, X5 sont placés chacun dans les 2 intervalles formés par les 3 premiers points
et sont à nouveau espacés d’une distance 1{4.

La suite de Van der Coput, et plus généralement les suites digitales en dimension
d ą 1, possèdent deux avantages principaux sur les plans numériques présentés dans
la section 1.2. Le premier est que la construction est naturellement itérative. Etant
donné un premier jeu de bm points, les bm prochains points sont obtenus à partir
des entiers i “ bm, . . . , bm`1 ´ 1. Le second concerne le remplissage de l’espace, les
points xi sont construits dans l’optique de combler les zones lacunaires de r0, 1sd.

Les concepts de réseaux digitaux et suites digitales ont été introduits par Nie-
derreiter [Nie92a], dans le contexte de l’intégration numérique afin de définir des
points possédant de bonnes propriétés d’uniformité dans r0, 1sd. Réseaux digitaux
et suites digitales apparaissent dans la littérature sous les noms de pt,m, dq-réseaux
digitaux et pt, dq-suites digitales abrégés par pt,m, dq-réseaux et pt, dq-suites. Nous
détaillons ces deux concepts dans la section suivante.

1.3.1 (t,m,d)-réseaux et (t,d)-suites

Nous débutons cette section par la définition d’intervalle (ou pavé) élémentaire :

Définition 1.7. Un intervalle élémentaire est un sous-ensemble de r0, 1sd défini
par :

Jpαq “
d
ź

j“1

„

αj
bγj

,
αj ` 1

bγj



, (1.9)

où pαj , γjq P N2 tel que αj ă bγj et α “ pα1, . . . , αdq.

Un intervalle élémentaire a pour volume b´γ où γ “
d
ř

j“1
γj . Soit b ě 2, on note

par A l’ensemble de tous les intervalles élémentaires Jpαq de r0, 1sd définis par (1.9).
Nous pouvons maintenant définir la structure de pt,m, dq-réseau :

Définition 1.8. Pour b ě 2 et pm, tq P N2 tels que m ě t ą 0, l’ensemble des points
P “ tXiu

bm´1
i“0 est un pt,m, dq-réseau en base b si chaque intervalle élementaire

Jpαq P A de volume bt´m contient bt points de P.

Ainsi, un pt,m, dq-réseau en base b est défini de sorte que chaque intervalle
élémentaire Jpαq de volume bt´m contienne un même nombre de points de P. Les
pt,m, dq-réseaux assurant la meilleure répartition des points dans r0, 1sd sont ceux
pour lesquels t “ 0. En effet, pour un p0,m, dq-réseau, r0, 1sd peut être partitionné
par les intervalles élémentaires de plus petit volume, b´m, chacun contenant un
point. La qualité d’un pt,m, dq-réseau est donc mesurée par son paramètre t appelé
t-valeur.

En augmentant m, on augmente le nombre de points du pt,m, dq-réseau. La
définition de pt, dq-suite s’obtient en faisant tendre m vers `8 :
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Définition 1.9. Pour b ě 2 et pm, tq P N2, la suite de points tXiuiPN est une
pt, dq-suite en base b si, @ k ě 0 et @ m ě t ą 0, chaque sous-ensemble de points
tXiu

pk`1qbm`1´1
i“kbm est un pt,m, dq-réseau en base b.

Nous proposons d’illustrer le concept de pt,m, dq-réseau. Considérons un p0, 3, 2q-
réseau de 23 points en base 2. D’après la définition 1.8 le carré r0, 1s2 peut être
partitionné par les intervalles élementaires de volume 2´m avec m “ 3. D’après la
définition 1.7, ces intervalles sont de la forme :

„

α1

2γ1
,
α1 ` 1

2γ1



ˆ

„

α2

2γ2
,
α2 ` 1

2γ2



,

avec γ1 ` γ2 “ 3, α1 ă 2γ1 et α2 ă 2γ2 . La forme de ces intervalles dépend du
choix que l’on fait du couple pγ1,γ2q. Il y a 4 configurations possibles de ce couple :
p0, 3q, p1, 2q, p2, 1q et p3, 0q. Pour chacun de ces couples, en faisant varier α1 et α2

respectivement dans t0, . . . , 2γ1u et t0, . . . , 2γ2u on obtient une partition de r0, 1s2.
Les 4 partitions sont représentées dans la figure 1.7.

Ainsi, les pt,m, dq-réseaux jouissent d’une stratification multiple garantissant
une bonne répartition des points dans les projections d’ordre 1. La qualité de la
répartition des points du réseau dans r0, 1sd est conditionnée par la t-valeur.

A l’origine, le critère t-valeur a été introduit par Sobol’ afin de caractériser
l’uniformité de ses suites digitales appelées suites de Sobol’ [Sob67]. Nous présentons
dans la section qui suit ces suites.

1.3.2 Suites de Sobol’

Les suites digitales en base b sont engendrées par un ensemble de matrices,
appelées matrices génératrices, construites sur le corps de Galois GF pbq “ t0, . . . , b´
1u. Les suites de Sobol’ sont des suites digitales en base b “ 2. Pour une dimension
d ě 1, on note C1, . . . , Cd les d matrices génératrices d’une suite de Sobol’. Ces
matrices sont des matrices triangulaires supérieures de rang plein construites sur
GF p2q. La construction des matrices C1, . . . , Cd est itérative. Nous détaillons ci-
dessous la construction de Cj pour j P D.

La construction de Cj requiert un polynôme primitif dans GF p2q et une suite
de nombres appelés nombres directionnels. Notons par pjpzq le polynôme primitif
utilisé :

pjpzq “ zdj ` a1,jz
dj´1 ` ¨ ¨ ¨ ` adj ,j ,

où dj désigne le degré du polynôme et @ k P t1, . . . , dju, ak,j P GF p2q. Les nombres
directionnels sont définis à partir d’une suite d’entiers tm1,j ,m2,j , . . .u construite
par la récurrence suivante :

mk,j “ 2a1,jmk´1,j‘22a2,jmk´2,j‘¨ ¨ ¨‘2dj´1adj´1,jmk´dj`1,j‘2djmk´dj ,j‘mk´dj ,j
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Figure 1.7 – Les 4 partitions possibles du carré r0, 1s2 pour un p0, 3, 2q-réseau en
base 2. Les couples pγ1, γ2q engendrant ces partitions sont : p3, 0q (haut-gauche),
p0, 3q (haut-droite), p2, 1q (bas-gauche), p1, 2q (bas-droite). Chacun des 8 intervalles
élémentaires contient exactement 1 point.
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où ‘ désigne l’addition dans GF p2q. Les dj premières valeurs m1,j , . . . ,mdj ,j sont
choisies librement sous la condition que chaque terme mk,j , 1 ď k ď dj , soit impair
et vérifie mk,j ă 2k. Les nombres directionnels tv1,j , v2,j , . . .u sont alors définis par :

vk,j “
mk,j

2k
, vk,j “

8
ÿ

l“1

vk,j,l2
´l, vk,j,l P t0, 1u.

et la matrice Cj s’écrit :

Cj “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˝

1 v2,j,1 v3,j,1 . . .

0 1 v3,j,2 . . .

0 0 1 . . .
...

...
...

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‚

.
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Les matrices Cj sont de taille infinie puisqu’elles sont issues d’une contruction ré-
cursive. Nous décrivons maintenant la construction d’une suite de Sobol’ :

Définition 1.10. Soient C1, . . . , Cd un ensemble de d matrices génératrices dont
on note par Cm1 , . . . , C

m
d les blocs supérieurs gauche de taille m ˆ m. Notons par

tXiu
2m´1
i“0 les 2m premiers points d’une suite de Sobol’. Pour i “ 0, . . . , 2m ´ 1, le

point Xi “ pφ2pXi,1q, . . . , φ2pXi,dqq est définit par :

φ2pXi,jq “

m
ÿ

k“1

xi,j,k2
´k, j “ 1, . . . , d,

pxi,j,1, . . . , xi,j,mq
ᵀ “ Cmj i,

(1.10)

où i “ pi0, . . . , im´1q
ᵀ est le vecteur résultant de la décomposition binaire (1.7) de i.

Les opérations matricielles ont lieu dans GF p2q. Pour construire les 2m prochains
points X2m , . . . ,X2m`1´1 de la suite, on déduit de (1.10) la récurrence suivante :

pxi`2m,j,1, . . . , xi`2m,j,m`1q
ᵀ “ pxi,j,1, . . . , xi,j,m, 0q

ᵀ ‘ pcm`1
j q

ᵀ
, i “ 0, . . . , 2m ´ 1,

où cm`1
j est la dernière colonne de Cm`1

j .

Nous énonçons maintenant quelques propriétés des suites de Sobol’ relatives à
la t-valeur.

Proposition 1.3. Soit une suite de Sobol’ définie par (1.10). Toute projection
d’ordre un de la suite est une p0, 1q-suite digitale.

Démonstration. Nous renvoyons à la remarque 3.5 dans [Sob67].

Cette proposition nous fournit la justification de la bonne répartition des points
d’une suite de Sobol’ dans les projections d’ordre 1. Le choix du polynôme primitif
pjpzq pour construire chaque matrice Cj a un impact sur la t-valeur de la suite :

Théorème 1.3. Une suite de Sobol’ de dimension d définie par d polynômes pri-
mitifs de degré respectif d1, . . . , dd est une pt, dq-suite où :

t “
d
ÿ

j“1

pdj ´ 1q.

Démonstration. Nous renvoyons à la preuve du théorème 3.3 dans [Sob67].

D’après ce théorème, il est important de ranger les polynômes primitifs utilisés
par ordre croissant de leur degré pour obtenir une t-valeur la plus petite possible. Si
c’est le cas t P Opd logpdqq. Dans [JK08], Joe et Kuo proposent un choix des matrices
Cj optimisant les t-valeurs des projections d’ordre 2 d’une suite de Sobol’.

Le choix des nombres directionnels peut avoir un effet sur des sous-ensembles
finis de points d’une suite de Sobol’. Dans [Sob67], Sobol’ propose un choix de ces
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nombres afin de satisfaire des propriétés d’équidistribution (appelées propriétés A
et A1 dans [Sob67]) des points de la suite.

D’autres suites digitales ont été construites ayant pour objectif d’améliorer les
résultats obtenus par Sobol’ sur le critère t-valeur. Dans [Fau82], Faure propose de
construire des p0, dq-suites en base b où b est un nombre premier. Dans [Nie92b],
Niedereitter étend les résultats de Faure pour une base b puissance d’un nombre
premier. On signalera toutefois que dans les deux cas, la dimension d de la suite doit
satisfaire d ď b. Niederreiter propose également dans ses travaux avec Xing [NX96]
des constructions de pt, dq-suites avec de meilleures bornes sur la t-valeur que celle
obtenue par Sobol’. Cependant la construction de ces suites est plus complexe.

1.3.3 Méthodes de randomisation

Pour une fonction f , la vitesse de convergence de sa moyenne µ estimée par une
pt, dq-suite en base b est en Oplogdpnq{nq si n est de la forme n “ bm. Ce résultat
provient de l’inégalité de Koksma-Hlawka [Hla61] et est valable uniquement sous
la condition que f soit à variation bornée au sens de Hardy et Krause [Nie92b].
Par conséquent, pour d grand, la taille n du plan requise pour que ce taux de
convergence soit comparable à celui obtenu par un échantillonnage Monte Carlo
devient rapidement trop élevée.

De plus, les points des suites digitales forment des structures géométriques dans
r0, 1sd issues de leur construction algébrique. Ces structures ont tendance à altérer
l’estimation de µ. La figure 1.8 illustre un exemple de ces structures pour les 512

premiers points d’une suite de Sobol’ en dimension 2.

Figure 1.8 – 512 premiers points d’une suite de Sobol’ en dimension 2.
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Une solution possible à ce dernier problème consiste à faire appel à des méthodes
de randomisation. Ces méthodes cherchent à ce que chaque point xi de la suite
randomisée soit uniformément distribué sur r0, 1sd tout en conservant la structure
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de pt, dq-suite. Nous présentons dans cette section quelques-unes de ces méthodes en
commençant par la plus simple qui consiste à appliquer un random shift.

Un random shift, encore appelé rotation de Cranley-Patterson [CP76], consiste
à ajouter à chaque variable Xj , j P D, de la suite une réalisation d’une variable
aléatoire uniformément distribuée sur r0, 1s. Soit tXiuiPN une suite digitale, la suite
randomisée associée tZiuiPN est obtenue par :

Zi “ pXi,1 ` U1 mod 1, . . . , Xi,d ` Ud mod 1q, i P t1, 2, . . .u,

où mod désigne l’opérateur modulo et U1, . . . , Ud sont d variables aléatoires uni-
formément distribuées sur r0, 1s. Pour i P t1, . . . , nu, Zi est uniformément distribuée
dans r0, 1sd. Toutefois, un random shift ne préserve pas nécessairement la structure
de pt, dq-suite.

Une alternative consiste à utiliser des méthodes de scrambling. Ces méthodes
travaillent en profondeur, sur la structure digitale même de la suite. La méthode
originelle est due à Owen et consiste à appliquer des permutations sur les coefficients
xi,j,k issus de la décomposition en base b (1.8) des coordonnées d’un point Xi de
la suite digitale. La permutation appliquée à xi,j,k dépend de celles appliquées aux
coefficients précédents xi,j,h pour h ă k. Pour plus de précision sur cette méthode
de randomisation, nous renvoyons le lecteur à son introduction dans [Owe95, section
3]. La suite randomisée tZiuiPN issue du scrambling proposé par Owen hérite des
propriétés de la suite dont elle est issue :

Proposition 1.4. Si tXiuiPN est une pt, dq-suite en base b, alors la suite randomisée
tZiuiPN est également une pt, dq-suite en base b.

Démonstration. Nous renvoyons à la preuve de la proposition 1 dans [Owe95].

De plus :

Proposition 1.5. Soit la suite randomisée tZiuiPN obtenue suivant le scrambling
d’Owen, alors pour chaque i, Zi est uniformément distribuée dans r0, 1sd.

Démonstration. Nous renvoyons à la preuve de la proposition 2 dans [Owe95].

La méthode de scrambling proposée par Owen peut être trouvée dans la littéra-
ture sous le nom de fully random scrambling ou encore nested uniform scrambling.
Cependant, cette méthode est coûteuse d’un point de vue computationnel car elle
demande de garder en mémoire une grande quantité de nombres issus des permuta-
tions (Opbkq nombres pour les k premiers coefficients et ce pour chaque coordonnée
j). La figure 1.9 illustre les 512 premiers points de la suite de Sobol’ de la figure 1.8,
randomisée par un fully random scrambling.

Une alternative moins coûteuse (Opkq au lieu de Opbkq) que la méthode d’Owen
a été étudiée dans [Mat98, HH03]. Cette alternative est appelée random linear
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Figure 1.9 – 512 points de la suite de Sobol’ illustrée en figure 1.8 et randomisée
par le scrambling d’Owen.
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scrambling. Elle consiste dans un premier temps à choisir d matrices triangulaires
inférieures de rang plein, notées L1, . . . , Ld, construites sur GF pbq, puis à multi-
plier les matrices génératrices C1, . . . , Cd de la pt, dq-suite à gauche par L1, . . . , Ld.
Ainsi, la suite randomisée résultante est une suite digitale de matrices génératrices
L1C1, . . . , LdCd. Dans [Mat99], Matousek montre que la t-valeur de la suite rando-
misée obtenue n’est pas plus large que celle de la suite d’origine. Cette méthode
de randomisation assure également que chaque point randomisé soit uniformément
distribué dans r0, 1sd (Remarque 3.2 dans [Owe03]).

Il existe encore d’autres méthodes de scrambling que nous choisissons de ne pas
détailler, le lecteur intéressé peut trouver une synthèse de ces méthodes dans [Lem09,
section 6.2].

Nous concluons cette section par des propriétés relatives aux suites obtenues par
les méthodes de scrambling présentées ci-dessus :

Proposition 1.6. Soit une fonction f P L2pr0, 1sdq de moyenne µ et variance σ2 ă

`8. Notons par µ̂scr l’estimation de µ par un pt,m, dq-réseau randomisé par un
fully random scrambling. Soit n “ bm, alors :

Varrµ̂scrs ď
bt

n

ˆ

b` 1

b´ 1

˙d

σ2.

Démonstration. Nous renvoyons à la preuve du théorème 1 dans [Owe98].

Le théorème suivant est spécifique au cas de fonctions lisses :

Théorème 1.4. Si f est une fonction lisse, c’est à dire s’il existe C ě 0 et β Ps0, 1s
tel que :∣∣∣∣ Bd

Bx1 . . . Bxd
fpxq ´

Bd

Bx11 . . . Bx1d
fpx1q

∣∣∣∣ ď C
∥∥x´ x1∥∥β , @px,x1q P pr0, 1sdq2,
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où ‖.‖ désigne la norme euclidienne, alors pour un réseau digital randomisé par un
fully random scrambling ou un random linear scrambling :

Varrµ̂scrs P Opn´3 logd´1pnqq.

Démonstration. Nous renvoyons à la preuve du théorème 2 dans [Owe97b].

Ces deux résultats montrent que randomiser une suite digitale permet poten-
tiellement d’améliorer l’estimation de la moyenne µ. Toutefois, comme les suites
digitales randomisées sont des pt, dq-suites, dans le pire des cas la vitesse de conver-
gence reste en Oplogdpnq{nq.

Cet ordre de convergence est cependant pessimiste car la vitesse de convergence
d’une pt, dq-suite est plus ou moins liée à la dimension effective de la fonction f . La
dimension effective d’une fonction f se définie à partir de la décomposition ANOVA
fonctionnelle de f :

fpxq “
ÿ

uĎD
fupxq,

détaillée plus précisement à la section 2.1.2. Notons par σ2 et σ2
u les variances res-

pectives de f et fu. Etant donné une proportion p, la dimension effective de f au
sens de superposition est le plus petit entier dS tel que :

1

σ2

ÿ

0ď#uďdS

σ2
u ě p.

Autrement dit la fonction f peut être approchée par une somme de fonctions d’au
plus dS variables. La dimension effective de f au sens de troncation est le plus petit
entier dT tel que :

1

σ2

ÿ

uĎt1,2,...,dT u

σ2
u ě p.

Autrement dit la fonction f peut être approchée par une somme de fonctions définies
seulement à partir des dT premières variables. Pour plus de précisions sur la notion
de dimension effective nous renvoyons le lecteur à l’article de Caflisch et al. [CMO97].

Dans [WF03], les auteurs remarquent, illustrations à l’appui, que dans le cas de
fonctions ayant une petite dimension effective au sens de troncation (ď 10) ou de
superposition (ď 3q, on peut s’attendre à ce que la vitesse de convergence d’une
pt, dq-suite soit meilleure que celle d’un plan aléatoire.

1.4 Critères de qualité

La dernière section de ce chapitre est dédiée à la présentation de critères permet-
tant d’étudier les propriétés d’uniformité ou de bon remplissage de l’espace (space-
filling) d’un plan d’expériences numériques. Les critères que nous présentons dans
cette section ne requièrent aucune hypothèse supplémentaire sur le modèle f étudié.
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Le premier critère est appelé discrépance et permet de mesurer si la distribution
des points d’un plan d’expériences est proche ou non d’une distribution uniforme.

Le second critère que nous présentons est un critère de distance entre points
permettant d’évaluer la qualité de remplissage de l’espace d’un plan d’expériences.

Le dernier critère s’inspire de la théorie des graphes, ce critère permet de classer
la distribution des points d’un plan d’expériences parmi différentes catégories de
distributions.

Combiner l’utilisation de ces différents critères permet d’investiguer avec préci-
sion la qualité d’un plan d’expériences à partir de ses propriétés d’uniformité et de
remplissage de l’espace.

1.4.1 Discrépance

La discrépance permet de juger l’uniformité d’un plan d’expériences. Ce critère
peut être vu comme une généralisation multidimensionnelle de la statistique de
Kolmogorov-Smirnov. Afin de définir ce critère nous introduisons l’ensemble des
parties de r0, 1sd de la forme :

r0,vs “
!

X P r0, 1sd | 0 ď Xj ď vj ,@j P D
)

, v “ pv1, . . . , vdq P r0, 1s
d.

Ces ensembles sont des pavés dont l’un des sommets est l’origine 0 de r0, 1sd. Pour
un plan d’expériences P “ tXiu

n
i“1, nous comptons combien de points du plan

P appartiennent à chaque pavé. C’est à dire que nous déterminons la cardinalité
suivante :

αpP,vq “ # tXi P P X r0,vsu ,

où # désigne l’opérateur cardinalité. La fonction de répartition empirique de P
assigne une probabilité de αpP,vq{n au pavé r0,vs. Pour une loi uniforme sur r0, 1sd,

cette probabilité vaut
d
ś

j“1
vj . On peut alors mesurer l’écart, la discrépance, entre la

distribution des points de P et une loi uniforme, par :

D˚pPq “ sup
vPr0,1sd

∣∣∣∣∣ d
ź

j“1

vj ´ αpP,vq{n

∣∣∣∣∣ . (1.11)

D˚pPq est appelée la discrépance étoilée d’un ensemble de points P. Une variante
de cette mesure est la discrépance extrême qui ne restreint pas un des sommets des
pavés à être à l’origine. Les pavés étudiés sont alors définis par :

rw,vs “
!

X P r0, 1sd |wj ď Xj ď vj ,@j P D
)

, pv,wq P pr0, 1sdq2,

à partir desquels on dénombre :

αpP,w,vq “ # tXi P P X rw,vsu .
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La discrépance extrême est alors définie par :

DpPq “ sup
pw,vqPpr0,1sdq2

∣∣∣∣∣ d
ź

j“1

pvj ´ wjq ´ αpP,w,vq{n

∣∣∣∣∣ . (1.12)

Pour les dimensions d “ 1 et d “ 2 des formules analytiques ont été trouvées pour
(1.11) et (1.12) [Nie92b]. Malheureusement, le calcul de ces quantités devient trop
complexe pour des dimensions plus grandes. Les expressions (1.11) et (1.12) font
intervenir une norme L8, une alternative consiste à considérer une norme L2. On
définit alors la discrépance L2 étoilée et la discrépance L2 extrême par :

D˚2 pPq “

¨

˚

˝

ż

r0,1sd

˜

d
ź

j“1

vj ´ αpP,vq{n

¸2

dv

˛

‹

‚

1{2

, (1.13)

D2pPq “

¨

˚

˝

ż

r0,1s2d

˜

d
ź

j“1

pvj ´ wjq ´ αpP,w,vq{n

¸2

dwdv

˛

‹

‚

1{2

. (1.14)

Des expressions analytiques de (1.13) et (1.14) peuvent être obtenues [Hic98a]. Pour
un plan aléatoire P à n points, nous avons les résultats suivants :

ErD˚2 pPq2s “ p2´d ´ 3´dq{n,

ErD2pPq2s “ 6´dp1´ 2´dq{n.

Les discrépances L2 sont les plus utilisées en pratique du fait de leurs expressions
analytiques simples et rapides à évaluer. Pour des petites valeurs de n, la discrépance
L2 extrême n’est pas assez précise (approximations grossières observées sur des cas

tests) tandis que la discrépance L2 étoilée ne capte pas la différence
d
ś

j“1
vj´αpP,vq{n

dans des variétés géométriques (manifolds) de faible dimension.
Pour remédier à ces défauts, Hickernell propose plusieurs versions modifiées de

la discrépance L2 étoilée [Hic98a, Hic98b, FLS06] parmi lesquelles les discrépances
L2 centrée et L2 enveloppée. Les formules analytiques de ces diverses discrépances
sont explicitées dans [Fra08].

Pour l’étude des propriétés d’uniformité de nos plans construits aux chapitres
3 à 5, on se limite à l’utilisation de la discrépance L2 étoilée. En effet, dans nos
exemples d’application, les tailles n des plans construits sont suffisament grandes
pour pallier les défauts de cette discrépance.

1.4.2 Distance entre points

Dans [JMY90], Johnson introduit deux critères de distance entre points. Ces
critères permettent d’évaluer si la distribution des points d’un plan d’expériences
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P “ tXiu
n
i“1 est proche de celle d’une grille régulière ou non. Le premier critère,

appelé critère minimax, est défini par :

φpmM pPq “ max
vPr0,1sd

min
XiPP

‖v ´Xi‖p , (1.15)

où ‖.‖p désigne la norme Lp dans r0, 1sd :

‖v‖p “

˜

d
ÿ

j“1

vj
p

¸1{p

.

Le critère minimax est appelé critère de dispersion par Niederreiter [Nie92b, Cha-
pitre 6]. Ce critère est le plus couramment défini pour p “ 2 et l’on abrège le critère
par φmM . Une petite valeur de φmM pPq signifie qu’il n’existe pas de point v dans
r0, 1sd qui ne soit pas proche d’un point Xi de l’ensemble P. L’utilisation de ce
critère requiert le calcul de toutes les distances entre les points v du domaine r0, 1sd

et les points Xi de P. En pratique, ce critère est approximé à l’aide d’une discré-
tisation fine du domaine r0, 1sd, les points issus de la discrétisation substituant v
dans (1.15). Dans [PM12], Pronzato et Müller propose un calcul exact de φmM pPq à
partir de la triangulation de Delauney de l’ensemble de points P. Ces deux dernières
approches (approximation et calcul exact) ne sont cependant envisageables que pour
des petites valeurs de d.

Le second critère, appelé critère maximin, est défini par :

φpMmpPq “ min
pXi,XjqPP2

‖Xi ´Xj‖p . (1.16)

Le critère maximin est également le plus souvent défini pour p “ 2 et l’on abrège
ce critère par φMn. Ce critère ne fait appel qu’aux points du plan P et évalue le
minimum des distances entre toutes les paires de points de P. Si ce minimum vaut
c, tous les points de P sont espacés les uns des autres d’une distance d’au moins c.
Ainsi, plus la valeur de φMn est grande, meilleur est le remplissage de l’espace par
P.

1.4.3 Arbre de poids minimal

L’introduction du critère arbre de poids minimal [FVCS09], encore appelé emst
(euclidean minimal spanning tree), nécessite au préalable quelques rappels sur la
notion de graphe.

Un graphe est un ensemble de points nommés noeuds (sommets) reliés par des
arêtes. Formellement, on note l’ensemble des noeuds du graphe par V “ tv1, . . . ,vnu

et l’ensemble des arêtes par E “ te “ pv,v1q|pv,v1q P V 2u. Dans notre cas, les arêtes
sont non orientées. Le graphe associé est noté G “ pV,Eq.
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Dans le cas général, un graphe peut posséder des arêtes dites multiples qui relient
toutes la même paire de sommets. Un graphe peut également posséder des boucles,
c’est à dire des sommets reliés à eux-mêmes. Nous introduisons maintenant quelques
définitions relatives aux graphes :

‚ un cycle est une suite d’arêtes de E reliant un sommet à lui même.

‚ un graphe pondéré sur ces arêtes est un graphe auquel on associe une fonction
de pondération θ de ses arêtes. C’est à dire que chaque arête e “ pv,v1q

possède un poids θpeq.

‚ un graphe simple est un graphe ne possèdant ni arêtes multiples ni boucles.

‚ un graphe connexe est un graphe tel que : quelque soit la paire de sommets
distincts pv,v1q P V 2 considérée, il existe une suite d’arêtes de E reliant v à
v1.

Un graphe est un arbre s’il est simple, connexe et acyclique (ne possède pas de
cycles). Un graphe est un arbre de poids minimal s’il est un arbre dont la somme
des poids de ses arêtes est minimale.

Le critère emst pour un plan P “ tXiu
n
i“1 consiste à construire un arbre de poids

minimal G “ pV,Eq où l’ensemble des sommets V s’identifie aux points du plan P.
Le poids de chaque arête e P E correspond à la valeur de la distance euclidienne
entre les sommets reliés par e : θpeq “ ‖Xi ´Xk‖2 , pXi,Xkq P P2.

Pour un même ensemble de points, on peut construire plusieurs arbres de poids
minimal. Cependant, l’histogramme des poids des arêtes est unique [FVCS09]. Le
plan P peut ainsi être caractérisé par la moyenne µG et l’écart-type σG des poids
des arêtes de l’arbre G. Le critère emst peut être représenté dans un graphe d’inter-
prétation pµG, σGq, illustré en figure 1.10, afin de comparer la distribution des points
de P à différentes catégories de distributions ; la distribution uniforme faisant office
de distribution de référence.

Parmi ces catégories, les distributions quasi-périodiques sont caractérisées par
une grande valeur de µG et une faible valeur de σG. Une grande valeur de µG signifie
qu’en moyenne les points sont bien espacés les uns des autres. Une faible valeur de
σG que les distances entre les points sont homogènes. Ainsi les distributions quasi-
périodiques remplissent efficacement le domaine r0, 1sd du point de vue de la distance
entre points.

Il est possible de définir le critère de comparaison suivant : un plan P1 remplit
mieux l’espace qu’un plan P2, si µG1 ą µG2 et σG1 ă σG2 avec G1 et G2 les arbres
respectifs de P1, P2. Le critère emst est un bon complément du critère maximin pour
diagnostiquer avec précision les propriétés space-filling d’un plan d’expériences. Il
est également possible de construire d’autres types d’arbres (par exemple l’arbre
des plus proches voisins [PM12]) pour évaluer les propriétés space-filling d’un plan
d’expériences.
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Figure 1.10 – Graphe d’interprétation pµG, σGq du critère emst pour un arbre G.

1.5 Synthèse

Nous avons présenté dans ce chapitre deux classes de plans numériques, les plans
stratifiés et les suites digitales (et réseaux digitaux). Les plans stratifiés assurent une
stratification raffinée des variables d’entrée dans certaines projections. Les suites
digitales fournissent une bonne répartition des points de chaque variable d’entrée et
la répartition des points dans r0, 1sd est caractérisée par la t-valeur de la suite. Pour
ces deux classes de plans, nous avons souligné l’importance d’une randomisation
des points du plan d’expériences. Cette randomisation a pour premier objectif de
détruire les structures géométriques issues des constructions algébriques pouvant
donner lieu à des corrélations indésirables. Le second objectif est d’obtenir une
distribution plus uniforme des points tout en conservant les bonnes propriétés de
remplissage de l’espace du plan.

Nous avons conclu ce chapitre par la présentation de critères permettant de me-
surer la qualité des propriétés d’uniformité et de remplissage de l’espace d’un plan
d’expériences. Nous avons seulement décrit ces critères comme des outils d’évalua-
tion des propriétés d’un plan. Cependant, ces critères peuvent également être utilisés
comme des critères d’optimisation dans des algorithmes visant à construire des plans
optimaux [DCI13].

Nous avons volontairement omis la présentation de tels plans dont la construction
est pertinente uniquement pour un petit nombre de points, de l’ordre de 102 à 103.
Pour des tailles de plans plus grandes, ces algorithmes deviennent coûteux en temps
de calcul et n’offrent aucune garantie quant à l’obtention d’un optimum. Dans ce
cas, une alternative plus efficace consiste à construire plusieurs plans et conserver
celui obtenant le meilleur score pour le critère sélectionné.

Nous avons également omis de mentionner les constructions dites récursives de
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plans d’expériences. Les constructions récursives pertinentes pour nos travaux de
thèse sont détaillées dans les chapitres 4 et 5 portant sur la question d’estimation
récursive des indices de Sobol’.

Pour chacun des plans présentés nous nous sommes attachés à donner des ré-
sultats relatifs à la variance de l’estimation de la moyenne µ d’une fonction f . De
prime abord, de tels résultats ne semblent présenter que peu d’intérêt dans le cadre
de l’analyse de sensibilité. Nous montrerons pourtant dans le prochain chapitre que
les indices de Sobol’ peuvent se réécrire comme une expression de plusieurs moyennes
(voir équation (2.10)). Ainsi, l’estimation des indices de Sobol’ peut potentiellement
être améliorée par l’utilisation de plans offrant de meilleurs résultats de convergence
pour l’estimation de ces moyennes.

Dans nos travaux présentés aux chapitres 3 à 6, les plans d’expériences construits
reposent sur les différentes structures présentées dans ce chapitre. Ces structures sont
modifiées pour pouvoir faire face aux problématiques énoncées dans l’introduction
(présence de corrélation, sorties multivariées, estimation récursive).





Chapitre 2

Estimation des indices de Sobol’ :
méthodes Monte Carlo

Comme énoncé en introduction, les indices de Sobol’ sont des indicateurs de
sensibilité permettant de quantifier l’influence d’une variable d’entrée ou d’un groupe
de variables d’entrée sur une sortie d’un modèle numérique. Ce chapitre est consacré
à la présentation de méthodes Monte Carlo pour l’estimation des indices de Sobol’.
La première partie 2.1 porte sur la définition des indices de Sobol’. La partie 2.2
s’intéresse aux méthodes d’estimation de ces indices issues de l’approche Monte
Carlo originelle proposée par Sobol’ [Sob93]. Nous présentons ensuite dans la partie
2.3 des méthodes reposant sur l’utilisation de plans répliqués.

Ce chapitre ne traite pas des méthodes d’estimation basées sur l’analyse harmo-
nique (méthodes FAST [CFS`73, CSS75, CLS78], RBD et RBD-FAST [TGM06])
ni des méthodes d’estimation reposant sur une décomposition ANOVA spectrale de
la sortie étudiée (par exemple décomposition par polynômes de chaos [GS03]). Ce
chapitre ne considère pas non plus les méthodes d’estimation basées sur l’utilisation
d’un metamodèle. Pour de telles méthodes, nous renvoyons le lecteur aux travaux
de thèse de Janon [Jan08].

Nous conservons pour ce chapitre les mêmes notations que celles introduites
dans le chapitre 1 (page 9). A cette occasion, nous rappelons que l’on suppose
f P L2pr0, 1sd, λpdxqq et Y “ fpXq, X “ pX1, . . . , Xdq étant un vecteur aléatoire
uniformément distribué sur r0, 1sd.

L’incertitude sur les entrées est modélisée par Xi “ pXi,1, . . . , Xi,dq, i P N. Soit
u Ă D, Ă désignant l’inclusion stricte, nous notons par ´u son complémentaire et
par #u sa cardinalité. Xu (respectivement Xi,u) désigne le vecteur de composantes
Xj (respectivement Xi,j) pour j P u.

Soit Z “ pZ1, . . . , Zdq un vecteur identiquement distribué suivant la loi de X
et indépendant de X. On désigne par Xu : Z´u le vecteur dont les composantes
d’indices j P u sont les Xj et dont les autres composantes sont les Zj . Pour i P N,
Xi,u : Zi,´u est appelé point hybride.

2.1 Indices de sensibilité

Cette section a pour objectif de contextualiser la définition des indices de Sobol’.
Pour cela nous repartons de la définition d’une statistique appelée mesure d’impor-
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tance [SCS08]. Puis, nous introduisons la décomposition dite ANOVA fonctionnelle
dont est issue la définition des indices de Sobol’.

2.1.1 Mesure d’importance

Il est naturel de mesurer l’importance d’une variable Xj sur une quantité d’in-
térêt Y par la mesure suivante :

VarXj rErY |Xj “ xjss

VarrY s
, (2.1)

où ErY |Xj “ xjs désigne l’espérance conditionnelle de Y sachant Xj “ xj et la
notation VarXj désigne la variance lorsque Xj varie sur l’ensemble de son domaine.

Cette mesure d’importance est décrite par différents termes dans la littérature.
Dans [McK95], McKay appelle le numérateur de (2.1) variance correlation expec-
tation (abrégée par VCE) et qualifie le quotient de correlation ratio. A l’origine,
cette mesure d’importance a été introduite comme un indicateur, noté η2, de liaison
entre une variable aléatoire quantitative et une variable aléatoire qualitative. Des
synthèses exhaustives de cette mesure d’importance sont proposées dans [KS67] et
[Sap75].

Dans [IH90a], Iman et Hora montrent que cette mesure d’importance n’est pas
robuste et qu’elle peut être influencée par la présence de valeurs aberrantes (out-
liers) dans le cas de distributions à queue lourde (par exemple une loi log-normale).
Iman et Hora proposent alors plusieurs versions alternatives de cette mesure d’im-
portance. Dans [HI86], ils considèrent la quantité suivante mesurant l’importance
d’une variable Xj :

Ij “
b

VarrY s ´ E
“

VarXj rY |Xj “ xjs
‰

.

Le théorème de la variance totale nous donne :

VarrY s “ VarXj rErY |Xj “ xjss ` EXj rVarrY |Xj “ xjss ,

et l’on récupère ainsi l’expression du numérateur de (2.1). Toutefois, il est montré que
la mesure Ij n’est pas robuste et est également influencée par la présence d’outliers.

Dans [IH90a], Iman et Hora proposent ensuite une nouvelle mesure définie par :

VarXj rErlogpY q|Xj “ xjss

VarrlogpY qs
,

où ErlogpY q|Xj “ xjs est estimée par une régression linéaire. Cette mesure est
démontrée comme étant plus robuste que la précédente. Cependant il est difficile
d’interpréter les conclusions obtenues avec logpY q par rapport à la sortie d’origine
Y du modèle.

Les indices de Sobol’ dits d’ordre un s’identifient à la mesure d’importance définie
par l’équation (2.1). La construction des indices de Sobol’ repose sur une décompo-
sition, appelée décomposition ANOVA, du modèle f étudié.
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2.1.2 Décomposition ANOVA

Une synthèse concise de la décomposition ANOVA est proposée dans [Tis12].
Ici, nous rappelons la décomposition ANOVA d’un modèle f dans le cadre de va-
riables aléatoires indépendantes. Cette décomposition est issue des travaux initiaux
de Hoeffding [Hoe48], et a été formalisée par Efron et Stein [Efr81]. Dans [Sob93],
Sobol’ introduit cette décomposition de la manière suivante :

Définition 2.1. Soit f P L2pr0, 1sdq, le modèle f admet une décomposition en une
somme de termes de dimensions croissantes s’écrivant :

fpxq “ f0 `

d
ÿ

j“1

fjpxjq `
ÿ

1ďkălďd

fk,lpxk, xlq ` ¨ ¨ ¨ ` f1,...,dpx1, . . . , xdq. (2.2)

Si on suppose de plus que f0 est constante et que les intégrales de chaque terme
de la décomposition par rapport à leurs variables respectives vérifient :

ż

r0,1s
fj1,...,jspxj1 , . . . , xjsqdxjk “ 0, 1 ď k ď s, pj1, . . . , jsq P Ds, (2.3)

alors la décomposition (2.2) est unique. Une conséquence de (2.2) et (2.3) est que
les termes de la décomposition sont deux à deux orthogonaux. Autrement dit, pour
pk1, . . . , ksq ‰ pl1, . . . , lsq, pk1, . . . , ksq P Ds, pl1, . . . , lsq P Ds, on a :

ż

r0,1sd
fk1,...,kspxk1 , . . . , xksqfl1,...,lspxl1 , . . . , xlsqdx “ 0,

car au moins un des indices k1, . . . , ks, l1, . . . , ls, n’est pas répété et l’intégrale asso-
ciée à cet indice vaut 0 d’après (2.3).

Une deuxième conséquence est que f0 est donné par :

f0 “

ż

r0,1sd
fpxqdx,

qui n’est autre que la moyenne µ de f .
Dans le contexte de l’analyse de sensibilité, la décomposition ANOVA (2.2) sert

à quantifier l’importance de chacun des termes issus de la décomposition sur la
sortie Y du modèle. La quantification de cette importance utilise la construction
d’indicateurs statistiques appelés indices de Sobol’.

2.1.3 Indices de Sobol’

Sobol’ montre que tous les termes de la décomposition ANOVA (2.2) peuvent
être évalués par :

fjpxjq “ ´µ`

ż

r0,1sd´1

fpxqdx´j ,

fk,lpxk, xlq “ ´µ´ fkpxkq ´ flpxlq `

ż

r0,1sd´2

fpxqdx´tk,lu,

...
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L’ensemble de ces égalités peut se réécrire sous la forme :

fupXuq “ ErY |Xus ´
ÿ

vĂu

fvpXvq, u Ă D.

En élevant au carré puis en intégrant (2.2), par orthogonalité des termes, on obtient
la décomposition de la variance σ2 “ VarrY s suivante :

σ2 “

d
ÿ

j“1

σ2
j `

ÿ

1ďkălďd

σ2
k,l ` ¨ ¨ ¨ ` σ

2
1,...,d , (2.4)

où
σ2
u “ Var rErY |Xuss ´

ÿ

vĂu

σ2
v , u Ă D.

La définition des indices de Sobol’ est issue de la décomposition de la variance (2.4).
On définit :

i) l’indice de Sobol’ élémentaire :

Su “
σ2
u

σ2
, u Ă D.

Si u “ tju, Sj est appelé indice d’ordre un et quantifie l’effet principal dû
à la variable Xj . Si #u ą 1, Su quantifie l’effet de l’interaction d’ordre #u

entre les variables Xj , j P u.
ii) l’indice de Sobol’ fermé d’ordre #u :

Su “
τ2
u

σ2
, u Ă D, (2.5)

où :
τ2
u “

ÿ

vĎu

σ2
v .

Su quantifie l’effet principal du groupe de variables Xu. Cet effet correspond
à la somme de tous les effets principaux des variables Xj , j P u et de toutes
les interactions entre les variables Xj .

iii) l’indice de Sobol’ total :

Su “
τ2
u

σ2
, u Ă D, (2.6)

où :
τ2
u “

ÿ

vXu‰∅
σ2
v .

Su quantifie l’effet principal du groupe de variables Xu ainsi que de toutes
les interactions faisant intervenir une ou plusieurs variables Xj , j P u.
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Tous ces indices sont des scalaires compris entre 0 et 1 et s’interprètent de la façon
suivante : plus l’indice est proche de 1, plus la variable (ou le groupe de variables) as-
sociée à cet indice est influente sur la sortie Y . A l’inverse, plus l’indice est proche de
0, moins cette variable est influente. Pour u Ă D, nous avons les relations suivantes :

τ2
u “ σ2 ´ τ2

´u, 0 ď σ2
u ď τ2

u ď τ2
u ď σ2.

A titre d’exemple, considérons un modèle f à trois variables X1, X2, X3. Alors :

St1,2u “ S1 ` S2 ` St1,2u,

S1 “ S1 ` St1,2u ` St1,3u ` St1,2,3u.

Pour le cas particulier #u “ 1, l’indice de Sobol fermé s’identifie à l’indice élémen-
taire et on parle alors d’indices de Sobol’ d’ordre un.

2.2 Introduction aux méthodes d’estimation

Lorsqu’une expression analytique du modèle est à disposition, le calcul des in-
dices de Sobol’ devient un problème de calcul d’intégrales qui peut être résolu à
l’aide d’un logiciel de calcul formel (Maple ou Mathematica par exemple). Nous
avons développé un code Maple permettant de calculer les indices d’ordre un, les
indices fermés d’ordre deux et les indices totaux d’une fonction pour laquelle on
dispose d’une expression analytique et pour des lois de distribution uniformes sur
r0, 1s des variables d’entrée. Le code est présenté dans l’annexe C.

Cependant, bien souvent les modèles mettent en jeu des systèmes d’équations
complexes, auxquels viennent s’ajouter des lois de distributions des paramètres po-
tentiellement non uniformes, formant un tout s’avérant impossible à formaliser ana-
lytiquement. Dans ce cas, il devient nécessaire de faire appel à des méthodes d’esti-
mation des indices de Sobol’.

Dans cette section nous présentons quelques méthodes Monte Carlo permettant
d’estimer ces indices en commençant par la méthode originelle introduite par Sobol’
dans [Sob67].

2.2.1 Méthode de Sobol’

Nous nous focalisons ici sur l’estimation des indices de Sobol’ fermés et totaux :
Su et Su, u Ă D. La méthode d’estimation proposée par Sobol’ consiste en une
méthode Monte Carlo dite pick and freeze. Dans l’approche pick and freeze, l’indice
de Sobol’ est perçu comme le coefficient de régression entre la sortie du modèle et
sa réplique pick-freezed. Pour l’estimation de Su (respectivement Su), cette réplique
est obtenue en gelant la valeur de la variable Xu (respectivement X´u), puis en
réechantillonant les autres variables X´u (respectivement Xu).
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L’estimation des indices fermés et totaux nécessite à la fois d’évaluer les nu-
mérateurs respectifs τ2

u et τ2
u et la variance σ2. L’estimation de σ2 est simplement

obtenue en considérant l’estimateur empirique :

xσ2 “
1

n

n
ÿ

i“1

pfpXiq ´ pµq2 , pµ “
1

n

n
ÿ

i“1

fpXiq.

Notons P “ tXiu
n
i“1 et P 1 “ tZiu

n
i“1. L’estimation de τ2

u requiert la construction
d’un plan d’expériences Pu “ tXi,u : Zi,´uu. En pratique, Pu est obtenu en substi-
tuant les colonnes indexées par ´u de P par les colonnes correspondantes de P 1. Le
premier estimateur de τ2

u a été introduit par Sobol’ dans [Sob93] et est défini par :

xτ2
u “

1

n

n
ÿ

i“1

fpXiqfpXi,u : Zi,´uq ´ pµ2, u Ă D. (2.7)

L’estimation de τ2
u requiert la construction d’un plan d’expériences P´u “ tXi,´u :

Zi,uu. En pratique, P´u est obtenu en substituant les colonnes indexées par u de
P par les colonnes correspondantes de P 1. L’estimateur de τ2

u a été introduit par
Homma et Saltelli dans [HS96] et est défini par :

xτ2
u “

1

n

n
ÿ

i“1

fpXiq
2 ´

1

n

n
ÿ

i“1

fpXiqfpXi,´u : Zi,uq, u Ă D. (2.8)

Pour u Ă D, en observant les formules (2.7) et (2.8), on remarque que l’estima-
tion d’un indice fermé Su ou d’un indice total Su nécessite d’évaluer le modèle f
aux points hybrides Xi,u : Zi,´u ou Xi,´u : Zi,u.

En s’appuyant sur les formules précédentes, on constate que :
i) pour #u “ tju, j P D, l’estimation de tout les indices d’ordre un Sj ou de

tout les indices totaux Sj requiert npd` 1q évaluations du modèle f ,

ii) pour #u ą 1, l’estimation de tous les indices fermés d’ordre #u Su requiert
n
´

`

d
#u

˘

` 1
¯

évaluations du modèle f .
Pour synthétiser, la méthode de Sobol’ possède les caractéristiques suivantes :

‚ les hypothèses d’utilisation de la méthode sont peu contraignantes, il est seule-
ment demandé que la fonction f soit de carré intégrable par rapport à la loi
produit des Xj , j P D ; c’est à dire ErY 2s ă `8.

‚ la vitesse de convergence de la méthode est indépendante de la dimension d,
toutefois elle est seulement d’ordre 0 pn´1{2q (vitesse du TLC) pour une taille
n des plans d’expériences construits.

Des améliorations de ces stratégies d’estimation sont possibles afin de réduire le
nombre total d’évaluations du modèle. Nous décrivons ces améliorations dans la
section suivante.
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2.2.2 Extensions de Saltelli

Nous avons évoqué dans la section précédente deux stratégies d’estimation per-
mettant d’estimer tous les indices fermés Su d’ordre #u ou tous les indices totaux Su
pour #u “ 1. Dans [Sal02], Saltelli propose deux nouvelles stratégies d’estimation
étendant les résultats de Sobol’. Puis dans [Owe12], Owen généralise les résultats de
Saltelli à l’aide d’un formalisme combinatoire portant sur les sous-ensemble u Ă D.

Nous proposons de décrire brièvement ce formalisme à l’aide des notations intro-
duites par Owen. Nous détaillons ensuite les stratégies d’estimation proposées par
Saltelli.

La différence symétrique de deux ensembles pv, wq Ă D2 est définie par :

v∆w “ v Y w ´ v X w.

L’idée sous-jacente au formalisme introduit par Owen consiste à généraliser les ex-
pressions de τ2

u et τ2
u à l’aide de la formule suivante :

ErfpXv : Z´vqfpXw : Z´wqs “ µ2 ` τ2
´pv∆wq, pv, wq Ă D2.

dont un estimateur naturel est obtenu par :

1

n

n
ÿ

i“1

fpXi,v : Zi,´vqfpXi,w : Zi,´wq “
xµ2 ` pτ2

´pv∆wq, pv, wq Ă D2, (2.9)

Remarquons maintenant qu’en posant v “ D et w “ u on obtient :

´pv∆wq “ u,

Xi,v : Zi,´v “Xi,D : Zi,∅ “Xi,

Xi,w : Zi,´w “Xi,u : Zi,´u.

On retrouve alors l’expression (2.7) :

1

n

n
ÿ

i“1

fpXiqfpXi,u : Zi,´uq “
xµ2 `xτ2

u, u Ă D.

Par un même raisonnement, en posant cette fois v “ D et w “ ´u on obtient :

1

n

n
ÿ

i“1

fpXiqfpXi,´u : Zi,uq “
xµ2 `yτ2

´u, u Ă D,

or comme τ2
u “ σ2 ´ τ2

´u on retrouve alors l’expression (2.8). Ces deux cas sont des
cas particuliers de l’indice de Sobol’ généralisé (ISG) introduit par Owen. Nous ne
donnons pas plus de précision concernant cet indice dont l’analyse est développée
dans [Owe12].

A partir du formalisme combinatoire d’Owen, on peut extraire les stratégies
d’estimation de Saltelli. Pour cela, considérons la table 2.1 décrivant les ensembles
´pv∆wq pour pv, wq P t∅, k, l,´k,´l,Du2. La lecture de cette table se fait avec
l’équation (2.9) :
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Table 2.1 – Ensembles ´pv∆wq pour pv, wq P t∅, k, l,´k,´l,Du2.

v z w ∅ k l ´k ´l D

∅ D
k ´k D
l ´l ´tk, lu D
´k k ∅ tk, lu D
´l l tk, lu ∅ ´tk, lu D
D ∅ k l ´k ´l D

‚ ´pv∆wq “ ∅ signifie que le couple pv, wq permet d’estimer µ2 (τ2
∅ “ 0).

‚ ´pv∆wq “ D signifie que le couple pv, wq permet d’estimer τ2
D “ σ2.

‚ ´pv∆wq “ k (ou l ou tk, lu) signifie que le couple pv, wq permet d’estimer τ2
k

(ou τ2
l ou τ2

tk,lu).

‚ ´pv∆wq “ ´k (ou´l ou´tk, lu) signifie que le couple pv, wq permet d’estimer
τ2
k (ou τ2

l ou τ2
tk,lu) étant donné σ

2

La première stratégie de Saltelli correspond au théorème 1 dans [Sal02] :

Théorème 2.1. Etant donné pv, wq P t∅, 1, 2, . . . , d,Du2, il est possible de calculer
à l’aide de (2.9) une estimation de :

i) chaque indice de Sobol’ d’ordre un Sj, j P D,
ii) chaque indice de Sobol’ total Sj, j P D.

Le nombre total d’évaluations du modèle vaut npd` 2q.

La deuxième stratégie de Saltelli correspond au théorème 2 dans [Sal02] :

Théorème 2.2. Etant donné pv, wq P t∅, 1, 2, . . . , d,´1,´2, . . . ,´d,Du2, il est pos-
sible de calculer à l’aide de (2.9) deux estimations de :

i) chaque indice Sj et Sj, j P D,
ii) chaque indice Stk,lu et Stk,lu, pk, lq P D2,

Le nombre total d’évaluations du modèle vaut np2d` 2q.

Les deux théorèmes proposés par Saltelli offrent la possibilité d’estimer plusieurs
groupes d’indices pour un coût total relativement faible. En parallèle des extensions
de Saltelli et Owen, des formules alternatives pour les estimateurs (2.7) et (2.8) ont
été proposées afin d’améliorer la précision de ces estimateurs. La section qui suit est
dédiée à l’étude de ces formules alternatives.
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2.2.3 Autres estimateurs

Les premières formules alternatives concernent l’estimateur xτ2
u. Dans [Sob93],

Sobol’ remarque qu’il est difficile d’estimer des petites valeurs de τ2
u via (2.7). En

pratique, on observe un biais lorsque τ2
u prend des petites valeurs. Les formules qui

suivent ont été proposées dans l’optique de pallier ce problème de biais observé. Dans
[Owe13a], Owen propose des résultats asymptotiques ansi qu’une étude empirique
approfondie de ces différents estimateurs.

La première formule alternative est proposée par Saltelli [Sal02]. Cette formule
consiste à remplacer le terme fpXi,u : Zi,´uq par fpXi,u : Zi,´uq ´ fpZiq faisant
ainsi disparaitre le terme pµ. Cet estimateur, appelé Correlation 1 par Owen, prend
la forme suivante :

1

n

n
ÿ

i“1

fpXiq pfpXi,u : Zi,´uq ´ fpZiqq , u Ă D.

Dans [SM08], Sobol’ et Myshetskaya montrent que même l’estimateur précédent
continue d’avoir une variance élevée quand µ est grand. Ces deux auteurs proposent
alors une seconde alternative consistant à remplacer le terme fpXiq par fpXiq´ pµ.
Cet estimateur est appelée Oracle 1 par Owen et se définit comme suit :

1

n

n
ÿ

i“1

pfpXiq ´ pµq pfpXi,u : Zi,´uq ´ fpZiqq , u Ă D.

Owen introduit également deux nouveaux estimateurs appelés respectivementOracle
2 et Correlation 2 :

1

n

n
ÿ

i“1

pfpXiq ´ pµq pfpXi,u : Zi,´uq ´ pµq , u Ă D,

1

n

n
ÿ

i“1

pfpXiq ´ fpW i,u : Xi,´uqq pfpXi,u : Zi,´uq ´ fpZiqq , u Ă D,

oùW est un vecteur identiquement distribué suivant la loi de X et indépendant de
X. L’estimateur Oracle 2 introduit le terme pµ dans chacun des deux membres. L’es-
timateur Correlation 2 requiert de construire un plan d’expériences supplémentaire
pour l’estimation de τ2

u.
L’étude empirique menée par Owen, révèle que l’estimateur Oracle 2 est le plus

performant lorsque la valeur de τ2
u est élevée. Il apparait également que la précision

de Correlation 2 est supérieure à tous les autres estimateurs lorsque τ2
u est proche

de zéro (ă 0.1).

Dans [JKL`14], Janon et al. étudient deux estimateurs de l’indice Su, notés ĂSu
et xT u. Chacun s’appuie sur une réécriture de Su de la manière suivante :

Su “
CovrfpXqfpXu : Z´uqs

VarrfpXqs
.
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Cette réecriture provient de l’égalité VarrErfpXq|Xuss “ CovrfpXqfpXu : Z´uqs

due au fait que fpXq et fpXu : Z´uq sont identiquement distribuées et indépen-
dantes conditionnellement àXu. Cette réecriture se perçoit comme un coefficient de
régression entre la sortie du modèle fpXq et sa réplique pick-freezed fpXu : Z´uq.
En la développant on obtient :

Su “
ErfpXqfpXu : Z´uqs ´ ErfpXqsErfpXu : Z´uqs

ErfpXq2s ´ ErfpXqs2
. (2.10)

Ainsi, il est possible de réécrire l’indice de Sobol’ Su comme une fonction de plusieurs
moyennes. Le premier estimateur ĂSu est défini par :

ĂSu “
Ăτ2
u

Ăσ2
, u Ă D, (2.11)

où :

$

’

’

&

’

’

%

Ăτ2
u “

1

n

n
ř

i“1
fpXiqfpXi,u : Zi,´uq ´

ˆ

1

n

n
ř

i“1
fpXiq

˙ˆ

1

n

n
ř

i“1
fpXi,u : Zi,´uq

˙

,

Ăσ2 “
1

n

n
ř

i“1

ˆ

fpXiq ´
1

n

n
ř

i“1
fpXiq

˙2

.

Le second estimateur xT u, introduit dans [MNM06], est défini par :

xT u “
xτ2
u

xσ2
, u Ă D, (2.12)

où :

$

’

’

’

&

’

’

’

%

xτ2
u “

1

n

n
ř

i“1
fpXiqfpXi,u : Zi,´uq ´

ˆ

1

n

n
ř

i“1

fpXiq ` fpXi,u : Zi,´uq

2

˙2

,

xσ2 “
1

n

n
ř

i“1

fpXiq
2 ` fpXi,u : Zi,´uq

2

2
´

ˆ

1

n

n
ř

i“1

fpXiq ` fpXi,u : Zi,´uq

2

˙2

.

Dans [JKL`14], les auteurs montrent que les estimateurs (2.11) et (2.12) sont for-
tement consistants et asymptotiquement normaux. Le théorème suivant synthétise
ces résultats :

Théorème 2.3. Notons Y “ fpXq et Yu “ fpXu : Z´uq. Si ErY 4s ă `8, alors
pour tout u Ă D on a :

?
nprSu ´ Suq

L
ÝÑ
nÑ`8

N p0, σ2
1q,

?
np pT u ´ Suq

L
ÝÑ
nÑ`8

N p0, σ2
2q.

avec

σ2
1 “

Var
“

pY ´ ErY sqpYu ´ ErY sq ´ SupY ´ ErY sq2
‰

VarrY s2
,

et

σ2
2 “

Var
“

pY ´ ErY sqpYu ´ ErY sq ´ Su{2
`

pY ´ ErY sq2 ` pYu ´ ErY sq2
˘‰

VarrY s2
,



2.3. Introduction à la méthode répliquée 47

Démonstration. Nous renvoyons à la preuve de la Proposition 2.2 dans [JKL`14].

De plus, les auteurs montrent que l’estimateur xT u est asymptotiquement efficace
parmi une classe d’estimateurs réguliers construite sur deux matrices d’échantillon-
nage.

2.3 Introduction à la méthode répliquée

Les stratégies d’estimation des indices de Sobol’ proposées par Sobol’ ou Saltelli
possèdent toutes un même inconvénient. Le coût de ces stratégies dépend de la
dimension d de l’espace des variables d’entrée. Pour de grandes valeurs de d, ces
stratégies deviennent très coûteuses en terme de nombre d’évaluations du modèle.

Une alternative à ces approches consiste à construire uniquement deux plans
d’expériences et à manipuler leur structure interne afin d’estimer des ensembles
d’indices pour un coût indépendant de la dimension d. Cette alternative est appelée
méthode à base de plans répliqués que l’on abrège par méthode répliquée. Nous
commençons par définir le concept de plans répliqués.

2.3.1 Plans d’expériences répliqués

Le concept de plans d’expériences répliqués a été introduit par McKay avec
sa définition d’hypercube latin répliqué [McK95]. Toutefois, ce concept peut être
généralisé à d’autres structures. Pour ce faire nous introduisons la définition générale
suivante :

Définition 2.2. Soit P “ tXiu
n
i“1 et P 1 “ tX 1

iu
n
i“1 deux plans d’expériences où

Xi, X 1
i sont indépendants et identiquement distribués. P et P 1 sont deux plans

répliqués si @ j P D il existe une permutation πj de t1, . . . , nu tel que :

X 1
πjpiq,j “Xi,j , @ i P t1, . . . , nu.

Si P et P 1 sont deux plans répliqués, alors pour chaque j P D fixé, les colonnes j
de P et P 1 contiennent chacune le même ensemble de valeurs. Considérons les deux
plans suivants :

P “

¨

˚

˚

˚

˚

˝

0.08 0.46 0.21

0.15 0.77 0.43

0.89 0.30 0.05

0.70 0.23 0.95

˛

‹

‹

‹

‹

‚

, P 1 “

¨

˚

˚

˚

˚

˝

0.89 0.30 0.95

0.15 0.23 0.21

0.70 0.46 0.43

0.08 0.77 0.05

˛

‹

‹

‹

‹

‚

.

P et P 1 sont deux plans répliqués et la permutation π1 “ p4, 2, 1, 3q réordonne les
éléments de la première colonne de P 1 dans l’ordre des éléments de la première
colonne de P.
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Les hypercubes latins répliqués de McKay s’identifient à des plans répliqués.
L’utilisation de r hypercubes latins répliqués est la caractéristique principale de la
méthode d’estimation proposée par McKay dans [McK95]. Avec cette méthode, le
coût total pour estimer tous les indices de Sobol’ d’ordre un est de rn. Ce coût est
très intéressant car il est indépendant de la dimension d de l’espace des variables
d’entrée. Toutefois, afin de débiaiser l’estimateur proposé dans sa méthode, McKay
suggère de choisir une valeur de r relativement élevée. Une description détaillée de
la méthode de McKay est proposée dans [Tis12].

La méthode répliquée s’appuie sur la même idée que la méthode de McKay qui
est d’obtenir un coût total d’estimation indépendant de la dimension d. Cependant,
la méthode répliquée se distingue par l’utilisation d’un estimateur différent requérant
seulement deux plans répliqués et faisant ainsi disparaître la contrainte du choix de
la valeur de r.

2.3.2 Méthode répliquée

La méthode répliquée consiste à combiner l’utilisation de deux plans répliqués
avec les estimateurs pick and freeze de Sobol’. Cette méthode est d’abord introduite
par Mara et Rakoto Joseph dans [MJ08] pour l’estimation de tous les indices de
Sobol’ d’ordre un, puis est étendue dans [TP15] par l’utilisation d’hypercubes latins
répliqués. Nous commençons par rappeler la définition d’hypercubes latins répliqués
telle qu’introduite dans [TP15] :

Définition 2.3. Soit Πn l’ensemble des permutations de t1, . . . , nu. On dit que
tXiu

n
i“1 et tX 1

iu
n
i“1 sont deux hypercubes latins répliqués si :

Xi “

¨

˝

π
p1q
1 piq ´ U

π
p1q
1 piq,1

n
, . . . ,

π
p1q
d piq ´ Uπp1qd piq,d

n

˛

‚,

X 1
i “

¨

˝

π
p2q
1 piq ´ U

π
p2q
1 piq,1

n
, . . . ,

π
p2q
d piq ´ Uπp2qd piq,d

n

˛

‚,

(2.13)

où les πp1qj , les πp2qj et les Ui,j sont des variables aléatoires indépendantes et unifor-
mément distribuées respectivement sur Πn, Πn et r0, 1s.

Nous détaillons ci-dessous la méthode d’estimation de tous les indices d’ordre un
Sj , j P D, basée sur l’utilisation de deux hypercubes latins répliqués. Nous illustrons
cette méthode à l’aide d’un exemple.

Soit P “ tXiu
n
i“1 et P 1 “ tX 1

iu
n
i“1 deux hypercubes latins répliqués construits

suivant (2.13). Dans notre exemple, on fixe n “ 4 et d “ 3, les deux hypercubes
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latins répliqués sont :

P “

¨

˚

˚

˚

˚

˝

0.35 0.45 0.78

0.09 0.20 0.41

0.91 0.72 0.24

0.63 0.90 0.68

˛

‹

‹

‹

‹

‚

, P 1 “

¨

˚

˚

˚

˚

˝

0.35 0.72 0.41

0.91 0.90 0.68

0.63 0.20 0.78

0.09 0.45 0.24

˛

‹

‹

‹

‹

‚

.

On note par tfpXiqu
n
i“1 et tfpX 1

iqu
n
i“1 l’ensemble des évaluations obtenues à partir

de ces deux plans. Comme P et P 1 sont deux plans répliqués, d’après la définition
2.2, @j P D, il existe une permutation πj permettant de réordonner les éléments de
la colonne j de P 1 dans l’ordre des éléments de la colonne j de P.

Dans notre exemple les permutations πj sont les suivantes :

π1 “

¨

˚

˚

˚

˚

˝

1

4

2

3

˛

‹

‹

‹

‹

‚

, π2 “

¨

˚

˚

˚

˚

˝

4

3

1

2

˛

‹

‹

‹

‹

‚

, π3 “

¨

˚

˚

˚

˚

˝

3

1

4

2

˛

‹

‹

‹

‹

‚

.

Le point clé de la méthode répliquée consiste à utiliser les permutations πj afin
d’imiter l’évaluation du modèle f au point hybride Xi,j : Zi,´j dans les formules
(2.7), (2.11) ou (2.12). Cela est obtenu en réordonnant l’ensemble d’évaluations
tfpX 1

iqu
n
i“1 par la permutation πj . Soit j P D, @i P t1, . . . , nu on a :

πjpfpX
1
iqq “ fpX 1

πjpiqq “ fpX 1πjpiq,j : X 1
πjpiq,´jq,

puis par la définition 2.2 :

fpX 1πjpiq,j : X 1
πjpiq,´jq “ fpXi,j : X 1

πjpiq,´jq,

ainsi :
πjpfpX

1
iqq “ fpXi,j : X 1

πjpiq,´jq.

Réordonner l’ensemble d’évaluations tfpX 1
iqu

n
i“1 par la permutation πj revient à

réordonner les lignes de P 1 par πj et à considérer les évaluations correspondantes.
Afin d’illustrer ce procédé, reprenons notre exemple et réarrangeons les lignes de P 1
par la permutation π1. Notons par P 1π1 le plan résultant. On obtient :

P “

¨

˚

˚

˚

˚

˝

0.35 0.45 0.78

0.09 0.20 0.41

0.91 0.72 0.24

0.63 0.90 0.68

˛

‹

‹

‹

‹

‚

, P 1π1 “

¨

˚

˚

˚

˚

˝

0.35 0.72 0.41

0.09 0.45 0.24

0.91 0.90 0.68

0.63 0.20 0.78

˛

‹

‹

‹

‹

‚

.

En regardant les deux plans on observe que la première colonne est identique, c’est
à dire que la variable X1 est gelée. On observe également que pour chaque ligne i de
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P 1π1 , les autres variables X 1
πjpiq,´j (couleur grise) prennent des valeurs différentes,

comme-ci elles avaient été rééchantillonnées.

Pour u “ tju, l’indice de Sobol’ d’ordre un Sj est alors estimé par une des
formules (2.7), (2.11) ou (2.12) en substituant chaque terme fpXi,j : Zi,´jq par
πjpfpX

1
iqq.

En répétant ce même procédé pour chaque permutation πj , j P D, la méthode
répliquée permet d’estimer tous les indices d’ordre un pour un coût égal à 2n ne
dépendant que de la taille n des deux plans répliqués P et P 1.

Propriétés asymptotiques

Dans [TP15], Tissot et al. étudient les propriétés asymptotiques de la méthode
répliquée pour l’estimation des indices fermés Su, u Ă D, en combinant l’utilisation
de deux hypercubes latins répliqués et les estimateurs (2.11) et (2.12).

Soient u Ă D, tXiu
n
i“1 un hypercube latin construit suivant (1.3) et tW iu

n
i“1,

tW 1
iu
n
i“1 deux hypercubes latins répliqués construits suivant (2.13). Soient les deux

ensembles d’évaluations :

tfpXi,u : W i,´uqu
n
i“1, tfpXi,u : W 1

i,´uqu
n
i“1.

On note par ĂSj
RLHS

“ Ăτ2
u

RLHS
{ Ăσ2

RLHS
et xT j

RLHS
“ xτ2

u

RLHS
{ xσ2

RLHS
les

estimateurs (2.11) et (2.12) obtenus en substituant fpXiq et fpXi,u : Zi,´uq par
fpXi,u : W i,´uq et fpXi,u : W 1

i,´uq. Ces estimateurs ont les propriétés suivantes :

Proposition 2.1. Soit u Ă D :
i) Si f4 est intégrable, alors ĂSu

RLHS
et xT u

RLHS
sont fortement consistants.

ii) Si f6 est intégrable, alors :

?
npĂSu

RLHS
´ Suq

L
ÝÑ
nÑ`8

N p0, σ1q,

?
npxT u

RLHS
´ Suq

L
ÝÑ
nÑ`8

N p0, σ2q,

avec σ1 et σ2 définis exactement comme dans le théorème 2.3.
iii) De plus :

ErĂτ2
u

RLHS
s “ τ2

u ´
1

n
τ2
u `Bn,1 `B#u,n,

ErĂσ2
RLHS

s “ σ2 `Bn,3,

Erxτ2
u

RLHS
s “ τ2

u ´
1

2n
τ2
u `Bn,1 `Bn,2 `B#u,n,

Erxσ2
RLHS

s “ σ2 ´
1

2n
τ2
u `Bn,1 `Bn,2,
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où :

|Bn,1| ď
ˆ

d` 1

n
` 2

˙ˆ

d` 1

n

˙

ErY 2s,

|Bn,2| ď
σ2

2n
,

´
1

n´ 1
σ2 ď |Bn,3| ď 0,

|Bn,#u| ď
ˆ

d´#u` 1

n
` 2

˙ˆ

d´#u` 1

n´ 1

˙

ErY 2s.

Démonstration. Nous renvoyons à la preuve de la Proposition 3.5 dans [TP15].

Extension

Toujours dans [TP15], les auteurs étendent la méthode répliquée à l’estimation
de tous les indices fermés d’ordre deux en utilisant deux tableaux orthogonaux
randomisés de force deux répliqués. La définition suivante de ces structures est la
suivante :

Définition 2.4. Soit A “ tAiu
q2

i“1 un tableau orthogonal OApq2, d, q, 2q. Soit Πq

l’ensemble des permutations de t1, . . . , qu. On dit que tXiu
q2

i“1 et tX 1
iu
q2

i“1 sont deux
tableaux orthogonaux randomisés de force deux répliqués si :

Xi “

¨

˝

π
p1q
1 pAi,1q ´ Uπp1q1 pAi,1q,1

q
, . . . ,

π
p1q
d pAi,dq ´ Uπp1qd pAi,dq,d

q

˛

‚,

X 1
i “

¨

˝

π
p2q
1 pAi,1q ´ Uπp2q1 pAi,1q,1

q
, . . . ,

π
p2q
d pAi,dq ´ Uπp2qd pAi,dq,d

q

˛

‚,

(2.14)

où les πp1qj , les πp2qj et les Ui,j sont des variables aléatoires indépendantes et unifor-
mément distribuées respectivement sur Πq, Πq et r0, 1s.

On peut généraliser la définition 2.2 de plans répliqués, on parle alors de plans
répliqués d’ordre #u :

Définition 2.5. Soit P “ tXiu
n
i“1 et P 1 “ tX 1

iu
n
i“1 deux plans d’expériences où

Xi, X 1
i sont indépendants et identiquement distribués. On note Pu “ tXi,uu

n
i“1

(respectivement P 1u “ tX 1
i,uu

n
i“1), u Ă D, le sous-ensemble de colonnes de P (res-

pectivement P 1) indexées par u.
P et P 1 sont deux plans répliqués d’ordre a, a P D, si @ u Ă D de cardinalité

#u “ a, Pu et P 1u consistent en le même ensemble de points dans r0, 1qa. On note
alors par πu la permutation réordonnant les lignes de P 1u dans l’ordre des lignes de
Pu.
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Pour estimer tous les indices fermés d’ordre deux, on procède de manière similaire
au cas de l’estimation des indices d’ordre un. Soit P “ tXiu

q2

i“1 et P 1 “ tX 1
iu
q2

i“1

deux tableaux orthogonaux randomisés de force deux répliqués construits suivant
(2.14). On note par tfpXiqu

q2

i“1 et tfpX 1
iqu

q2

i“1 l’ensemble des évaluations obtenues
à partir de ces deux plans.

Soit pk, lq P D2, k ă l, on note par Pk et Pl (respectivement P 1k et P 1l) les
colonnes k et l de P (respectivement P 1). Comme P et P 1 sont deux plans répliqués
d’ordre deux, d’après la définition 2.5, il existe une permutation πtk,lu permettant de
réordonner les lignes du couple de colonnes P 1

tk,lu dans l’ordre des lignes du couple
de colonnes Ptk,lu.

Alors, l’indice de Sobol’ fermé d’ordre deux Stk,lu est estimé par (2.7), (2.11)
ou (2.12) en substituant chaque terme fpXi,u : Zi,´uq par πtk,lu

`

fpX 1
iq
˘

. Ces
derniers ne sont autres que l’ensemble des évaluations tfpX 1

iqu
q2

i“1 réordonné par la
permutation πtk,lu.

Ainsi la méthode répliquée permet d’estimer tous les indices fermés d’ordre deux
pour un coût égal à 2q2 où q est soit un nombre premier soit une puissance d’un
nombre premier.

Remarque 2.1. L’étude des propriétés asymptotiques des estimateurs (2.11), (2.12)
pour deux tableaux orthogonaux randomisés et répliqués de force deux reste une ques-
tion ouverte. Dans [Tis12], Tissot suggère de partir des résultats de Loh sur les pro-
priétés asymptotiques des tableaux orthogonaux de force deux [Loh08]. Cet axe de
recherche n’a pas été considéré dans nos travaux de thèse.

2.3.3 Synthèse

Nous avons présenté dans ce chapitre diverses stratégies d’estimation Monte
Carlo d’indices de Sobol’. Parmis ces stratégies, celles proposées par Saltelli sont
particulièrement intéressantes car elles estiment un grand nombre d’indices à la fois.
Toutefois, les stratégies de Saltelli possèdent un coût linéaire en la dimension d

d’évaluations du modèle ; coût qui devient contraignant lorsque d est grand.
Dans ce cas, une stratégie alternative consiste à utiliser la méthode répliquée

pour laquelle le nombre total d’évaluations du modèle est indépendant de d pour
l’estimation des indices d’ordre un. Pour l’estimation des indices fermés d’ordre deux,
le coût est soumis à la contrainte de construction d’un tableau orthogonal linéaire
de force deux (théorème 1.2). Toutefois, dans [TP15] les auteurs montrent que cette
contrainte n’est pas trop forte pour des dimensions allant jusqu’à la centaine.

L’inconvénient majeur de cette approche est qu’elle n’est pas adaptée à l’esti-
mation des indices totaux. En effet, pour une dimension d, estimer l’indice total de
chaque variable d’entrée requerrait de construire un tableau orthogonal linéaire de
force d´ 1 pour lequel la taille est qd´1 (théorème 1.2). Une telle taille devient ra-
pidement inadéquate pour des grandes valeurs de d. Pour des raisons identiques, la
méthode répliquée ne permet pas d’utiliser les estimateurs Oracle 1 et Correlation
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2 introduits dans la section 2.2.3 et faisant intervenir des termes similaires à celui
apparaissant dans l’estimateur de l’indice total (2.8).

Dans le cadre de notre application sur Tranus détaillée au chapitre 6, nous nous
intéressons à l’estimation des effets principaux et interactions d’ordre deux des pa-
ramètres d’entrée du modèle. Ainsi, la méthode répliquée apparaît comme la plus
adaptée. Les estimateurs que nous utilisons en combinaison avec cette méthode sont
les estimateurs (2.11) et (2.12) respectivement introduits par Janon et Monod.

Dans le chapitre 3 nous proposons une extension de la méthode répliquée pour
l’estimation des indices de Sobol’ d’ordre un et fermés d’ordre deux. Cette extension
nécessite d’adapter la structure des plans répliqués afin d’apporter une réponse à la
questions P1 soulevée en introduction portant sur la présence de corrélations entre
les variables d’entrée.

Dans les chapitres 4 et 5, nous proposons des méthodes d’estimation récursives
des indices de Sobol’. Le chapitre 4 présente une version récursive de la méthode
répliquée en s’appuyant sur la construction de plans répliqués emboîtés : hypercube
latin emboîté et tableau orthogonal de force deux emboîté. Dans le chapitre 5, nous
allons plus loin en proposant une borne d’erreur pour l’estimation récursive des
indices de Sobol’ par la méthode de Saltelli du théorème 2.1 et par la méthode ré-
pliquée lorsqu’on utilise un échantillonnage de type quasi-Monte Carlo. Cette borne
d’erreur sert d’indicateur pour stopper l’algorithme récursif et repose sur la propriété
de clôture d’un échantillonnage quasi-Monte Carlo.





Chapitre 3

Replication procedure for grouped
Sobol’ indices estimation in
dependent uncertainty spaces

Les résultats de ce chapitre ont fait l’objet d’une publication [GAP15] dans le
journal Information and Inference : a journal of the IMA. L’objectif principal est
d’apporter une réponse à la problématique P1 soulevée en introduction, en proposant
une généralisation de la méthode répliquée pour l’estimation des indices de Sobol’
par groupe introduits dans [JLD06].

Soit X “ pX1, . . . , Xdq, le vecteur de variables aléatoires modélisant les variables
d’entrée du modèle. Lorsque les entrées sont corrélées, la décomposition ANOVA
fonctionnelle présentée à la section 2.1.2 n’est plus valable dû à la non orthogonalité
deux à deux des termes de la décomposition. Ainsi, la définition des indices de Sobol’
qui en découle est difficilement interprétable. En particulier, il devient compliqué
d’ordonner les variables d’entrée suivant leurs niveaux d’influence respectifs sur la
sortie du modèle.

Nous ne proposons pas dans ce chapitre une description exhaustive des différentes
approches pour réaliser une analyse de sensibilité en présence de corrélations des
variables d’entrée. Nous renvoyons le lecteur intéressé aux thèses de G. Chastaing
[Cha13] et Y. Caniou [Can12] pour une revue bibliographique assez complète sur le
sujet.

Dans notre contexte, la corrélation entre variables d’entrée se définit par la pré-
sence de groupes de variables corrélées. Plus précisemment, deux variables appar-
tenant à un même groupe sont corrélées mais deux variables appartenant chacune
à un groupe différent sont indépendantes. Le vecteur X s’écrit alors de la manière
suivante :

X “ pX1, . . . , XI , XI`1, . . . , XI`k1
looooooooomooooooooon

~XI`1

, . . . , XI`1`Σi´1 , . . . , XI`Σi
looooooooooooomooooooooooooon

~XI`i

,

. . . , XI`1`Σm´1 , . . . , Xd
looooooooooomooooooooooon

~XI`m

q, où Σi “

i
ÿ

l“0

kl, k0 “ 0, d “ I ` Σm,
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et X1, . . . , XI sont I variables aléatoires et indépendantes des vecteurs aléatoires
indépendants ~XI`1, . . . , ~XI`m. Les composantes des vecteurs ~XI`i, 1 ď i ď m,
présentent des corrélations précisées plus loin. Comme mentionné plus haut, nous
proposons dans ce chapitre une généralisation de la méthode répliquée [TP15] à
l’estimation des indices groupés introduits par [JLD06] dans ce contexte d’entrées
corrélées par groupe.

Nous nous intéressons plus particulièrement au cas de groupes de variables cor-
rélées où la corrélation à l’intérieur de chaque groupe prend la forme de contraintes
dites linéaires ordonnées. Ainsi, pour chaque variable ~XI`i, i P t1, . . . ,mu, une telle
contrainte se traduit par :

XI`1`Σi´1 ď XI`2`Σi´1 ď ¨ ¨ ¨ ď XI`Σi .

La loi de distribution de ~XI`i correspond à la loi jointe des variables XI`1`Σi´1 ,. . . ,
XI`Σi . Pour une contrainte linéaire ordonnée, le support de cette loi jointe est une
structure géométrique appelée simplexe.

Nous proposons dans cet article une méthode d’échantillonnage space-filling
d’une loi uniforme dans un simplexe. Cette méthode repose sur une subdivision du
simplexe et est appliquée pour échantillonner chaque variable multidimensionnelle
~XI`i, i P t1, . . . ,mu. Les deux plans d’expériences requis par la méthode répliquée
sont des hypercubes latins et tableaux orthogonaux de force deux en dimension I`m.
Chaque colonne de ces structures correspond soit à une variable Xi, i P t1, . . . , Iu,
soit à une variable ~XI`i, i P t1, . . . ,mu. Ces dernières sont échantillonnées selon la
procédure space-filling sur le simplexe proposée dans ce chapitre.

Nous proposons également une étude empirique des propriétés d’uniformité et de
remplissage de l’espace de l’échantillonnage space-filling. Par ailleurs, nous compa-
rons la performance de la méthode répliquée pour des entrées corrélées par rapport
à celles de méthodes d’estimation plus classiques telles que celles de Sobol’ [Sob93]
et de Saltelli [Sal02].
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3.1 Introduction

In many mathematical models, input parameters often poorly-known can have
significant effects on the output of the model. It is important for model users to
measure these effects. Sensitivity analysis studies how the uncertainty on an output
of a mathematical model can be attributed to sources of uncertainty among the
inputs. There are two main classes of sensitivity analyses called local and global
sensitivity analysis. The former addresses sensitivity relatively to a nominal value of
a given parameter. The latter examines sensitivity on the whole set of variation of
the parameter. Global sensitivity analysis of complex and expensive mathematical
models is a common practice to identify influential inputs and detect the potential
interactions between them. Among the large number of available approaches, the
variance-based method introduced by Sobol’ [Sob93] allows to calculate sensitivity
indices called Sobol’ indices. Each index gives an estimation of the influence of an
individual input or a group of inputs. These indices give an estimation of how the
output uncertainty can be apportioned to the uncertainty in the inputs. One can
distinguish first-order indices that estimate the main effect from each input or group
of inputs from higher-order indices that estimate the corresponding order of interac-
tions between inputs. Closed k-th order indices estimate up to k-th order interactions
in addition to the main effect of each of the k inputs. This estimation procedure
requires a significant number of model runs, number that has a polynomial growth
rate with respect to the input space dimension. This cost can be prohibitive for time
consuming models and only a few number of runs is not enough to retrieve accurate
informations about the model inputs. Saltelli [Sal02] proposed an improvement to
reduce the number of runs but the total cost still depends linearly on the dimension
of input space.

The notion of replicated designs to estimate first-order Sobol’ indices probably
goes back to McKay [McK95] and appears later in Mara et al. [MJ08]. These last
authors combine replicated designs with “pick-freeze" estimators [Sob93] to estimate
first-order Sobol’ indices. The procedure in Mara et al. [MJ08] has the major ad-
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vantage of reducing drastically the estimation cost as the number of runs becomes
independent of the input space dimension. This procedure has been further deeply
studied and generalized in Tissot et al. [TP15] to the estimation of closed second-
order indices. This generalization relies on the replication of randomized orthogonal
arrays (see Lemieux [Lem09] or Owen [Owe94]).

The motivation of our paper is to extend this methodology in presence of de-
pendent inputs. Indeed, the case of correlated parameters has to be tackled with
caution, as the calculation of single input indices does not provide anymore a proper
information, that can be easily interpreted. One strategy is thus to define grouped
indices for groups of correlated variables as proposed in Jacques et al. [JLD06]. Ho-
wever, up to our knowledge, the problem of estimating those grouped indices, with
a reasonable computing cost, has not been addressed in the literature. In this paper,
we address this issue by proposing an approach based on replicated designs and
randomized orthogonal arrays that enables to take into account dependency within
inputs. We suppose that this dependency can be expressed through constraints. This
approach can be used facing any set of constraints at the condition that one is able
to provide points in the input space that verify the considered constraints. Guided
by our application on a land-use and transport integrated model (LUTI) where some
economical parameters are linked by order relations, this paper focus on the case
of sets of linear ordered constraints. Thus we propose a sampling strategy based on
the simplex geometric structure, that ensures a proper input space filling.

This paper is organized as follows. Section 3.2 recalls the notion of grouped
Sobol’ indices (see Jacques et al. [JLD06]) to study the sensitivity of an output
to groups of inputs where variables within a group are dependent but variables of
different groups are independent. In Section 3.3 we review the use of replication
method and randomized orthogonal array to estimate first and closed second-order
Sobol’ indices. Section 3.4 is devoted to the sampling strategy adapted to our sets of
linear ordered constraints and Section 3.5 gives a summary of the whole procedure.
Numerical experimentations are conducted in Section 3.6. Classical case studies are
addressed to compare our method to the ones in Sobol’ [Sob93] or Saltelli [Sal02]
and to assess the influence of different designs on our method.

3.2 Definition of Sobol’ indices

3.2.1 Sobol’ indices for independent inputs

Consider the following model defined from a black box perspective :

f :

#

Rd Ñ R
x “ px1, . . . , xdq ÞÑ y “ fpxq

(3.1)

where y is the output of the model f , x the input vector.
Let pΩ,A,Pq be a probability space. We model the uncertainty on the inputs

by a random vector X “ pX1, . . . , Xdq whose components are independent. Let
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PX “ PX1b. . .bPXd
denote the distribution ofX. We assume that f P L2pPXq. The

model f can then be uniquely decomposed into summands of increasing dimensions
(functional ANOVA decomposition [Sob93, Hoe48]) :

fpXq “ f0 `
ÿ

i

fipXiq `
ÿ

iăj

fijpXi, Xjq ` ¨ ¨ ¨ ` f1...dpX1, . . . , Xdq , (3.2)

where each component of the decomposition verifies :
ż

fi1...ispxi1 , . . . , xisqdPXik
pxikq “ 0, @k P t1, . . . , su,@i1, . . . , is P t1, . . . , du.

This implies that f0 “ ErY s and that the components are mutually orthogonal with
respect to PX . Let u Ď t1, . . . , du, each component is defined by :

fupXuq “ ErY |Xus ´
ÿ

vĂu

fvpXvq.

The functional decomposition can be used to measure the global sensitivity of the
output Y to the input Xi. By squaring and integrating (3.2), due to orthogonality
we get :

V “
ÿ

i

Vi `
ÿ

iăj

Vij ` ¨ ¨ ¨ ` V1,...,d (3.3)

where Vu “ VarrfupXuqs “ VarrErY |Xuss ´
ÿ

vĂu

Vv

and V “ VarrY s .

Resulting from this decomposition, the Sobol’ indices are defined by :

Su “
Vu
V
.

Let |u| denote the cardinal of u. This index measures the contribution to V of
|u|th-order interaction between the Xi, i P u.

Closed Sobol’ indices are defined by :

Su “
VarrErY |Xuss

V
.

The closed Sobol’ index Su measures the contribution of the Xi, i P u, by themselves
or in interaction with each other.

As an example, if there exist i ‰ j P t1, . . . , du such that u “ ti, ju, then
Sij “ Sij ` Si ` Sj .

At last, note that
ř

uĂt1,...,du,u‰∅
Su “ 1, allowing a direct interpretation of the

value of each index.
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3.2.2 Sobol’ indices for dependent inputs

Consider again the model (3.1). We now suppose that X is a vector of d inputs
among which one or multiple groups of variables are correlated. Variables belonging
to the same group are dependent but variables of different groups are independent.
This implies that one variable can not appear in two groups. Each group is denoted
with a multidimensional variable. X can then be defined as follows :

X “ pX1, . . . , XI , XI`1, . . . , XI`k1
looooooooomooooooooon

~XI`1

, . . . , XI`1`Σi´1 , . . . , XI`Σi
looooooooooooomooooooooooooon

~XI`i

,

. . . , XI`1`Σm´1 , . . . , Xd
looooooooooomooooooooooon

~XI`m

q where Σi “

i
ÿ

l“0

kl, k0 “ 0, (3.4)

each ~XI`i, i P t1, . . . ,mu contains ki variables.
When inputs are dependent, the variance decomposition (3.3) does not hold as

the components of the decomposition are not mutually orthogonal. The correlation of
variables within ~XI`1 implies that a part of the sensitivity of one of these variables is
explained by the other correlated variables. We can still compute the closed Sobol’
index associated to each variable (or subset) of ~XI`1 but its value is difficult to
interpret. An alternative is to define grouped Sobol’ indices as in Jacques et al.
[JLD06]. These indices are defined like in the classical case of independent inputs,
but refer to the multidimensional variables. We consider X defined as in (3.4). First-
order grouped Sobol’ indices are defined by :

Sj “
VarrErY | ~Xjss

V
, @j P t1, . . . , I `mu .

If ~Xj is one-dimensional, then ~Xj “ Xj and Sj has the same expression as in the
independent case. If ~Xj is multidimensional (case j P tI ` 1, . . . , I ` mu), ~Xj “

~XI`l, l P t1, . . . ,mu, the index is :

Sj “ SI`1`Σl´1,...,I`Σl
“

VarrErY |XI`1`Σl´1,...,I`Σl
ss

V
.

This index measures the impact of ~Xj on the output Y . Higher order Sobol’ indices
can also be defined. In particular, second-order grouped Sobol’ indices are given by :

Sj,k “
VarrErY | ~Xj , ~Xks ´ ErY | ~Xjs ´ ErY | ~Xkss

V
.

This index measures the impact of the interaction between ~Xj and ~Xk on the output
Y . The grouped Sobol’ indices allow us to estimate the sensitivity of our model
to the sets of linear ordered constrained inputs and the remaining unidimensional
independent inputs.
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3.2.3 Standard estimation of Sobol’ indices

We define by design a n ˆ d matrix which consists in n evaluations of each
Xi, i “ 1, . . . , d. The standard estimation of a closed Sobol’ index Su proposed by
Sobol’ requires 2n evaluations of the model through two designs [Sob93]. Denoting
by uc the complement of u Ď t1, . . . , du, the second design of n evaluations is created
from the first one by re-sampling the columns indexed by uc. This method is referred
as the Sobol’ method. Let Y and Yu be the vectors of evaluations associated to those
two designs. The expression of Su can be rewritten as follows :

Su “
ErY Yus ´ ErY sErYus

VarrY s
.

An estimator of Su with good asymptotic properties [JKL`14, MNM06] is :

xSu “

1
n

n
ř

j“1
Y jY j

u ´

´

1
n

n
ř

j“1
Y j

¯´

1
n

n
ř

j“1
Y j
u

¯

1
n

n
ř

j“1
pY jq2 ´

´

1
n

n
ř

j“1
Y j

¯2
. (3.5)

Note that this method can be applied to independent inputs or independent groups
of inputs. Its main drawback is the increasing number of needed evaluations. Es-
timating all first-order, respectively all closed second-order, Sobol’ indices requires
npd` 1q, respectively np

`

d
2

˘

` 1q, evaluations. For some models where a single eva-
luation takes a few minutes to one hour, this solution becomes rapidly intractable
in case of large input space dimension.

Some improvements have been introduced by Saltelli [Sal02] to reduce the num-
ber of evaluations but with a cost still depending of the dimension d of the input
space. A solution to this issue lies in the use of the replication method as explained
in the next section.

3.3 Replication method

The replication method has been described for first-order Sobol’ indices esti-
mation by Mara et al. [MJ08]. It has been combined with the use of randomized
orthogonal array for closed second-order Sobol’ indices estimation in Tissot and
Prieur [TP15]. We propose hereafter a description of these methods and their gene-
ralization to independent groups of dependent variables.

3.3.1 Replication method for first-order Sobol’ indices estimation

In their paper [MJ08], Mara et al. propose a comparison between a deterministic
sensitivity analysis and a stochastic sensitivity analysis. The deterministic approach
is achieved using the improved FAST method. The stochastic methodology is per-
formed with a modification of the Sobol’ method using the concept of replication.
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This improved Sobol’ method consists in two replicated Monte Carlo designs in the
case of d independent inputs. As described below, this method can be extended for
groups of independent inputs.

Let us consider p independent one-dimensional or multidimensional input va-
riables X1, . . . , XI , ~XI`1, . . . , ~Xp as in (3.4). Thus p “ I `m.

Let D “ tXj “ pXj
1 , . . . , X

j
I ,
~Xj
I`1, . . . ,

~Xj
pq, 1 ď j ď nu

be a design where Xj
i denotes the j-th sample of Xi. Each Xj is therefore a point in

the d-dimensional input space. We say that a design D1 is replicated from D if it is
obtained through a column-wise permutation of D. More precisely it means that :

D1 “ tX 1j “ pX
π1pjq
1 , . . . , X

πIpjq
I , ~X

πI`1pjq
I`1 , . . . , ~X

πppjq
p q, 1 ď j ď nu

where the vectors πi i P t1, . . . , pu are p independent random variables uniformly
distributed in the set of permutations Πn and πipjq “ πji denotes the j-th component
of πi.

Let us denote by f the model and by YD and YD1 the two vectors of model
outputs associated to D and D1 :

YD “ tY
j
D “ fpXj

1 , . . . , X
j
I ,
~Xj
I`1, . . . ,

~Xj
pq, 1 ď j ď nu ,

YD1 “ tY
j
D1 “ fpX

π1pjq
1 , . . . , X

πIpjq
I , ~X

πI`1pjq
I`1 , . . . , ~X

πppjq
p q, 1 ď j ď nu .

To estimate the index Sk, k P t1, . . . , pu, the values of YD are rearranged with the
corresponding permutation πk. As a result, it looks like YD1 has been constructed by
varying all groups of inputs except the k-th. This is the same concept of “freezing"
as the one introduced by Sobol’ [Sob93].
Then using (3.5) with YD rearranged and YD1 in place of Y and YI we obtain xSk (an
illustration of the method is proposed in the appendix 3.A in the case of independent
inputs).

3.3.2 Replication method for closed second-order Sobol’ indices
estimation

In the case of closed second-order Sobol’ indices estimation, the replication me-
thod does not consist anymore into a column-wise set of permutations. Indeed, to
estimate closed second-order Sobol’ indices, a way to “freeze" each subset of two va-
riables has to be found. We need to find a structure allowing to get the same 2-sets
of values in each subset of two columns of each replicated design. Such a structure
has been introduced by Kishen [Kis42] and further extended by Rao [Rao46] and is
known as orthogonal array. It is defined as follows :

Definition 3.1. A t´ pq, d, λq orthogonal array (t ď d) is a λqt ˆ d matrix whose
entries are chosen from a q-set of N such that in every subset of t columns of the
array, every t-subset of points of this q-set appears in exactly λ rows.
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From this definition by setting t “ 2, we can construct a structure consisting of
points in t1, . . . , quλq2 where each 2-set of columns have the same 2-set of points λ
times.

We present now a result from the method of differences introduced by Bose and
Bush [BB52] to construct a 2´pq, p, 1q linear orthogonal array. We begin with some
useful definitions and a theorem. This theorem is a consequence of the method of
differences [BB52, Theorem 3], the proof can be found in [HSS99, Lemma 6.12] :

Definition 3.2. A linear orthogonal array is a t´ pq, d, λq orthogonal array where
λ “ 1 and q is a prime number. The set of rows of a linear orthogonal array is a
subspace of pZ{qZqd.

Definition 3.3. Let G be the Galois field of order q, GF pqq, a λq ˆ d matrix
Dpλq, d, qq is a difference matrix (or difference scheme) of strength 2 if for every
subset of 2 columns of the matrix, the vector of row-wise difference of the subset
contains every elements of GF pqq λ times.

Theorem 3.1. Let M be a Dpλq, d, qq difference matrix of strength 2, B the vector
of elements of GF pqq, ‘ the Kronecker sum and T the transpose operator then
pM ‘BqT is a 2´ pq, d, λq orthogonal array.

Now, consider q a prime number and G “ GF pqq the Galois field associated,
the multiplication table of G is a Dpq, q, qq difference matrix of strength 2 with
λ “ 1. From Theorem 3.1 we can construct a 2 ´ pq, p, 1q linear orthogonal array :
A “ pM ‘BqT where M is a sub-matrix of p columns of the multiplication table of
G where p still denotes the number of groups of independent inputs. What is left is
to connect this 2´pq, p, 1q orthogonal array to the replication method. We consider
a q ˆ p design :

D “ tXj “ pXj
1 , . . . , X

j
I ,
~Xj
I`1, . . . ,

~Xj
pq, 1 ď j ď qu

where X1, . . . , XI , ~XI`1, . . . , ~Xp are one-dimensional or multidimensional independ-
ent variables and q is a prime number. Denote by A the previous 2 ´ pq, p, 1q or-
thogonal array. We can establish a direct bijection between the indices t1, . . . , qu of
rows of D and the set t1, . . . , qu from which A is constructed. Each column of A will
serve as new indices to build the respective column of the new design. Resulting from
the construction procedure, in each column of A, each entry of t1, . . . , qu appears q
times. This is due to the fact that each entry is involved in q different 2-sets. The
number of rows of A is equal to q2 meaning that using the previous bijection we can
construct a design DOA of q2 rows where each column has the same entries of the
corresponding column of D but re-indexed from the elements of the corresponding
column of A :

DOA “ tX
j “ pX

Aj
1

1 , . . . , X
Aj

I
I , ~X

Aj
I`1

I`1 , . . . , ~X
Aj

p
p q, 1 ď j ď q2u.

This gives us the first of the two needed replicated designs. To replicate DOA we
consider once again random vectors of permutations πi in Πq. We also have a direct
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bijection between the elements t1, . . . , qu of each πi and the set t1, . . . , qu from
which A is constructed. This allows the following construction of the second needed
replicated design :

D1OA “ tX
1j “ pX

π1pA
j
1q

1 , . . . , X
πIpA

j
Iq

I , ~X
πI`1pA

j
I`1q

I`1 , . . . , ~X
πppA

j
pq

p q, 1 ď j ď q2u

where each πi is re-indexed from the elements of the corresponding column of A.
In fact, the matrix whose columns are the vectors π1pA1q, . . . , πppApq is also an
orthogonal array.

We obtain two designs of length q2. Denote then YDOA
and YD1OA

the two vectors
of model outputs associated to DOA and D1OA. To get the same “freezing" concept
as in the last subsection, but this time for each subset of two coordinates pk, lq P
t1, . . . , pu2, we apply the following transformation :

@j P t1, . . . , q2u : Y Aj
k`A

j
l ˚q´q “ YDOA

j , Y 1
πkpA

j
kq`πlpA

j
l q˚q´q “ YD1OA

j .

As a result, Y and Y 1 have been constructed by varying all groups of inputs except
the k-th and l-th. This allows us to estimate the index Skl with the formula (3.5)
by replacing YI with Y 1 (an illustration of the method is proposed in the appendix
3.B in the case of independent inputs).

Remark 3.1. The construction of a 2´ pq, d, 1q linear orthogonal array is possible
only if q ě d´ 1. The total number of evaluation required by the replication method
will be 2q2.

Remark 3.2. For the sake of clarity, we have treated the case of first-order and
closed second-order indices estimation separately. Actually, given that a 1´ pq, d, 1q

orthogonal array is a matrix of permutations we could have written a general defi-
nition for both cases.

Remark 3.3. When the inputs are independent, the former definitions of the two
replicated designs are simplified. For the case of first-order indices we obtain :

D “ tXj “ pXj
1 , X

j
2 , . . . , X

j
dq, 1 ď j ď nu,

D1 “ tX 1j “ pX
π1pjq
1 , X

π2pjq
2 , . . . , X

πdpjq
d q, 1 ď j ď nu.

which are exactly the designs used in Mara et al. [MJ08]. For the case of closed
second-order indices we obtain :

DOA “ tX
j “ pX

Aj
1

1 , X
Aj

2
2 , . . . , X

Aj
d

d q, 1 ď j ď q2u,

D1OA “ tX
1j “ pX

π1pA
j
1q

1 , X
π2pA

j
2q

2 , . . . , X
πdpA

j
dq

d q, 1 ď j ď q2u.

where A is a 2 ´ pq, d, 1q orthogonal array. The design DOA above generalizes the
randomized orthogonal arrays used in the paper by Tissot et al. [TP15] (see also
Owen [Owe94] or Lemieux [Lem09] for the definition).
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3.4 Sampling strategy under linear ordered constraints

In the previous section a method based on replicated designs to estimate Sobol’
indices for independent groups of inputs was proposed. The fact that it handles
groups of inputs is a way to tackle the problem of dependence within parameters.
Indeed, each set of dependent inputs is treated as a group. The first- and second-
order indices are calculated for the group, and not independently for each parameter
(which would provide values that can not be interpreted easily). This method can
be used for any kind of dependency, under the condition that one is able to properly
sample from the input space ; samples that are further needed to feed the designs.
When inputs are independent, getting samples uniformly distributed in r0, 1s is suffi-
cient. When dependency is expressed through constraints, one has to create samples
that satisfy the constraints, which is not an easy task in general. As mentioned
in the introduction, the work presented in this paper is motivated by a variance-
based sensitivity analysis we want to conduct on a land use and transport integrated
model, called Tranus [dlB99]. Such a model creates a numerical representation of
the transport network on a territory, and calculates the spatial repartition of the
economic activities. It is based on economic laws whose parameters can be linked
though ordered linear constraints. We thus focus on such constraints and propose an
adapted sampling strategy based on the simplex geometric structure. This strategy
is further enhanced with a space filling methodology.

3.4.1 Sampling strategy based on the simplex to handle constraints

We consider the same vector of inputsX as defined in (3.4). Each unidimensional
variable is uniformly distributed in r0, 1s. Each multidimensional variable ~XI`i, i P

t1, . . . ,mu contains ki variables valued in r0, 1s and is subject to the following linear
ordered constraints :

XI`1`Σi´1 ď XI`2`Σi´1 ď ¨ ¨ ¨ ď XI`Σi . (3.6)

In case of absence of constraints, the joint distribution of each multidimensional
variable ~XI`i is a uniform distribution on the unit ki-hypercube. The introduction
of constraints (3.6) transforms the support of the joint uniform distribution in a
ki-simplex. The general definition of a simplex is the following :

Definition 3.4. A simplex, or k-simplex, is the generalization of a triangle (2-
simplex) or tetrahedron (3-simplex) to any dimension k. Let ∆k be the simplex with
vertices P0, . . . , Pk in Rk :

∆k “ tM “

k
ÿ

j“0

wjPj | wj ě 0,
k
ÿ

j“0

wj “ 1u

To sample from a uniform distribution over a simplex we refer to the following
theorem of Devroye [Dev86] :
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Theorem 3.2. Let ∆k be a simplex in Rk with vertices P0, . . . , Pk and U1, . . . , Uk
be independent variables uniformly distributed in r0, 1s. We define W0, . . . ,Wk the
associated differences as follows :

@j P t1, . . . , ku, Wj “ Vj`1 ´ Vj , V0 “ 0, Vk`1 “ 1

where Vj denote the j-th ordered statistics constructed from the set pUiqi“1,...,k.

@j P t1, . . . , ku, Vj “ min
i“1,...,k

"

Uiz
j´1
Y
l“1

Vl

*

.

Then the random variable Z “
k
ř

j“0
WjPj is uniformly distributed in the simplex ∆k.

To each set of constraints (3.6) is associated a ki-simplex, defined as follows :

∆˚
ki
“ tM “

ki
ÿ

j“0

wje
˚
j | wj ě 0,

ki
ÿ

j“0

wj “ 1u

with vertices the ordered vectors of the following basis of Rki :

e˚0 “ p0, 0, . . . , 0, 0q, e
˚
1 “ p0, 0, . . . , 0, 1q, e

˚
2 “ p0, 0, . . . , 1, 1q, . . . , e

˚
ki
“ p1, 1, . . . , 1, 1q

Since the vertices of ∆˚
ki

satisfy ordered linear constraints (3.6), then every point
sampled in ∆˚

ki
will also satisfy those constraints. Sampling in ∆˚

ki
using the strategy

of Theorem 3.2 is equivalent to sampling uniformly under a set of ki linear ordered
constraints (3.6).

This method enables to sample each of the m multidimensional variables contai-
ned in the vector of inputs X. For the remaining independent one-dimensional
variables we use uniform random numbers. Algorithm 3.1 summarizes the whole
sampling strategy to get n samples :

Algorithm 3.1 Sampling n points from d inputs under m disjoint ki-sets of linear
ordered constraints

1. for each of the m multidimensional variables ~XI`i

‚ create the ki-simplex

‚ sample n points with Theorem 3.2

2. for each of the d ´
m
ř

i“1
ki one-dimensional variables

sample n random uniform numbers.
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3.4.2 Space filling strategy

In the classical case of independent variables, one should prefer to use a space
filling sampling (Latin Hypercube or low discrepancy sequence) rather than sampling
each variable from a uniform distribution. Generally, such a procedure ensures that
the input space will be properly explored. To ensure the same property in our case
of constrained input space, the proposed sampling method has to be improved as
nothing prevents all the points to be located in a small area of the space. A way to do
so is to first subdivide each ki-simplex into partitions of sub-simplices of order ki and
then sample uniformly from the latter using Theorem 3.2. Hence, the subdivision
method can be interpreted as a simplex version of the Latin Hypercube sampling.
Figure 3.1 shows an example of the subdivision obtained on the 3-simplex ∆˚

3 .
Algorithm 3.2 summarizes the subdivision method (an illustration of the algorithm

Figure 3.1 – subdivision for the 3-simplex ∆˚
3 with n “ 27

is proposed in the appendix 3.C for a 2-simplex). For the sake of clarity, in the
following, ki has been replaced by k.

In the next subsection, we compare the equidistribution properties of the subdi-
vision method.

3.4.3 Equidistribution properties

Quasi-periodic distributions are known to offer a good compromise between uni-
formity and regularity properties. In the sensitivity analysis framework, no optimal
design based on uniformity or regularity properties has yet been proposed. As such,
we aim to reach a compromise between both properties with our subdivision me-
thod by creating point sets close to those obtained from quasi-periodic distributions.
Three criteria were selected to measure those properties : the maximin, the emst
and the simplex star discrepancy [PC04].

The maximin criterion can be interpreted as follows : the higher the value, the
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Algorithm 3.2 Space filling sampling of n points for a set of k linear ordered
constraints

1. create the k2 vertices of the unit k-hypercube and assign a number
to each vertice according to the order of creation

2. identify the k ` 1 vertices whose coordinates satisfy the set of
constraints

3. store those vertices into a pk` 1q ˆ k matrix Mcoor, each column
corresponding to one of the k coordinates

4. create the k! vectors of permutations of Πk

5. apply each permutation to the columns of Mcoor, this creates a
total of k! matrices

6. for each one of the k! matrices, match the vertices with those of the
unit k-hypercube and retrieve the vector of matching numbers,
this creates a total of k! vectors of matching numbers that we
note ωj , j P t1, . . . , k!u

7. choose α “ floorpn
1
k q (respectively α “ n

1
k if n

1
k P N) the

number of levels

8. subdivide the unit k-hypercube into pα ` 1qk (respectively αk if
n

1
k P N) sub-hypercubes. For each sub-hypercube, assign a num-

ber to each vertices following the same order of numeration as in
1.

9. for each sub-hypercube :

‚ for each ωj , conserve the vertices whose indices correspond
to ωj , this gives k! sets of vertices

‚ among those sets keep only those whose coordinates satisfy
the constraints

10. randomly discard pα` 1qk´n of all the sets created to keep only
n sets

11. sample one point from each set (each set are the vertices of a
simplex) using Theorem 3.2 to get a total of n points.
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more regular the scaterring of design points. The emst criterion can be interpreted
using a pµ, σq graph, first graph of Figure 3.3, called interpretation graph. The
uniform distribution is used as a reference. µ stands for the mean of the edges
lengths , σ for the standard deviation of the edges lengths. A value of the emst
criterion is represented as a point in the pµ, σq graph. Maximin and emst (Euclidean
minimal spanning tree) criteria provide together a good estimation of the regularity
properties of a design.

The simplex star discrepancy criterion measures the uniformity property of a
point set. We propose to compare three samples on the simplex based on those
three criteria : (a) uniform sample created with Algorithm 3.1, (b) sample generated
from the "Sort" method proposed in [PC04], that consists in sorting each point,
coordinate-wise, of a Sobol’ sequence, that has been randomized by applying a
Cranley-Patterson rotation (c) sample generated with the subdivision method.

The results are averaged over r “ 100 repetitions. As stated in [PC04], the
algorithm used to compute the simplex star discrepancy is inadequate for dimension
higher than 3. Thus, we compare the three samples on the simplex ∆˚

3 . Results for the
maximin criterion are shown on Figure 3.2. Looking at the results, the subdivision

Figure 3.2 – Log-log graph of averaged maximin criterion over r “ 100 repetitions
on ∆˚

3 for different size of design N .
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design and the randomized Sobol’ sequence design give similar results. Those two
designs are more regular than the uniform design.

The results for the emst criterion are shown on Figure 3.3. We compute r “ 100

repetitions of the emst criterion for each of the three designs. Using the interpretation
graph as a reference, the subdivision design and the randomized Sobol’ sequence
design look closer to quasi-periodic distributions than uniform distributions. The
subdivision method is the most regular.

The results for the simplex star discrepancy criterion are shown on Table 3.1. We
used the same program as in [PC04] written by E. Thiémard [Thi04]. We adapted
this program for the simplex. The program returns an upper and a lower bound for
the discrepancy. Looking at the table, the randomized Sobol’ sequence performs the
best for this criterion. The subdivision gives results closer to those obtained with
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Figure 3.3 – averaged emst criterion over r “ 100 repetitions on ∆˚
3 for three size

of design N and interpretation graph on the topleft.

(a) interpretation graph
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(b) N “ 50
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(c) N “ 100
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(d) N “ 500

Table 3.1 – averaged bounds for the simplex star discrepancy criterion over r “ 100

repetitions on ∆˚
3 for different size N of the three designs : randomized Sobol’

sequence, subdivision, uniform. L stands for lower, U for upper.

N bounds 10 100 1000 5000 10000

Randomized L 0.3172 0.0790 0.0140 0.0045 0.0025

Sobol’ sequence U 0.3403 0.1063 0.0526 0.0490 0.0485

Subdivision L 0.3429 0.0973 0.0214 0.0102 0.0059

U 0.3659 0.1224 0.0555 0.0497 0.0489

Uniform L 0.3863 0.1318 0.0421 0.0191 0.0129

U 0.4099 0.1568 0.0706 0.0534 0.0506
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the randomized Sobol’ sequence than with the uniform design.
In this section, uniformity and regularity properties of three designs have been

compared on the base of three criteria. For the design created from our subdivision
method, a good compromise is obtained between uniformity and regularity proper-
ties. In Section 3.6.1, the same designs are used within the replication method to
assess their respective influence on the estimation of Sobol’ indices.

3.5 Summary of the subdivision method

Consider the vector of inputs :

X “ pX1, . . . , XI , XI`1, . . . , XI`k1
looooooooomooooooooon

~XI`1

, . . . , XI`1`Σi´1 , . . . , XI`Σi
looooooooooooomooooooooooooon

~XI`i

,

. . . , XI`k1`k2`¨¨¨`km´1`1, . . . , Xd
loooooooooooooooooomoooooooooooooooooon

~XI`m

q where Σi “

i
ÿ

l“0

kl, k0 “ 0 .

Each multidimensional variable ~XI`i, i P t1, . . . ,mu contains ki variables and is
subject to the following linear ordered constraints :

XI`1`Σi´1 ď XI`2`Σi´1 ď ¨ ¨ ¨ ď XI`Σi .

Let d be the dimension of input space, K “
m
ř

i“1
ki be the number of constrained

inputs,m be the number of sets of constrained variables then the number of grouped
Sobol’ indices to estimate is p “ d´K `m for first-order indices and

`

p
2

˘

for closed
second-order indices.

Let pAji qi“1..p,j“1..n be an orthogonal array of strength t. t “ 1 respectively
2 to estimate first- respectively second-order indices. Let n “ qt P N˚ be the
number of samples of the input space with q a prime number if t “ 2. Denote
pDOA

j
i qi“1,...,d, j“1,...,n and pD1OA

j
i qi“1,...,d, j“1,...,n

the two replicated designs.

1. For the independent inputs Xi i P t1, . . . , Iu, construct the replicated de-
signs sampling from Latin Hypercube [MBC79] to get space filling uniform
distribution.

DOA
j
i “

Aji ´ U
Aj

i
i

q
,

D1OA
j
i “

πipA
j
i q ´ U

πipA
j
i q

i

q
, i P t1, . . . , Iu.

where the πi and the U ji are independent random variables uniformly distri-
buted in Πn and r0, 1s.
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2. For the constrained inputs ~XI`i i P t1, . . . ,mu, construct the replicated
designs sampling from algorithm 3.2 to get a space filling uniform distribution
in the corresponding ordered ki-simplices.

DOA
j
I`1`Σi´1,I`2`Σi´1,...,I`Σi

“

ki
ÿ

l“0

W
Aj

i
l P

Aj
i

l ,

D1OA
j
I`1`Σi´1,I`2`Σi´1,...,I`Σi

“

ki
ÿ

l“0

W
πipA

j
i q

l P
πipA

j
i q

l , i P t1, . . . ,mu.

where WAj
i

0 , . . . ,W
Aj

i
ki

(respectively W πipA
j
i q

0 ,. . . ,W πipA
j
i q

ki
) are the associated

differences constructed from U
Aj

i
I`1`Σi´1

, . . . , U
Aj

i
I`Σi

(respectively UπipA
j
i q

I`1`Σi´1
,

. . . , U
πipA

j
i q

I`Σi
) and P0, . . . , Pki are the columns of the n ˆ pki ` 1q matrix P

storing the sets of vertices resulting from Algorithm 3.2.

3. Denote then YDOA
and YD1OA

the two vectors of model outputs associated to
DOA andD1OA we compute the Sobol’ indices with the methodology presented
in section 3.3.

Remark 3.4. As we stated at the beginning of section 3.4, we can apply the re-
plication method to any kind of distributions under any type of correlation. The
only requirement is to be able to generate a design or in other words to be able to
sample each multidimensional variable (see section 3.6 for a multivariate Gaussian
example).

3.6 Application to test functions

3.6.1 Influence of designs on the replication method

In this section, the replication method is applied with each of the three desi-
gns introduced in Section 3.4.3 : (a) uniform, (b) randomized Sequence Sobol’, (c)
subdivision. We compare the results obtained with each design on the estimation
of first-order and closed second-order Sobol’ indices. We use the estimator with for-
mula given in (3.5). The estimation procedure is repeated r “ 1000 times to get a
sample of estimated indices ; and this for various values of size N of the design. To
evaluate the precision, we calculate the mean square error defined as :

MSEN “
1

N

r
ÿ

k“1

pŜk,N ´ Sq
2,

where Ŝk,N is the k-th estimation of the index, and S the theoretical value of the
index. Since f has an analytical expression, Sobol’ indices can be calculated by



3.6. Application to test functions 73

symbolic integrals to evaluate their theoretical value. We consider the g-function
introduced by Sobol’ [Sob93]. The g-function is defined as follows :

fpX1, . . . , Xdq “

d
ź

i“1

gipXiq, (3.7)

where gipXiq “
|4Xi ´ 2| ` ai

1` ai
, ai ě 0.

Each value ai determines the relative importance of the Xi. When the value of ai
gets closer to zero the variable Xi becomes more influential. Here, the values of the
ai are the following : pa1 “ 1,“ a2 “ 2, ... “ a7 “ 7q. We consider the following sets
of constraints :

‚ X1 ď X2 and X3 ď X4

‚ X5 ď X6 ď X7

The results shown in Figure 3.4 suggest that using either design (b) or (c) give overall
better results than using the uniform design (a). For first-order indices, designs (b)
and (c) give similar results. For closed-second order indices design (c) gives better
results than (b) for the first values of N .

3.6.2 Replication method versus classical methods

In this section the replication method is applied to standard test functions with
sets of linear ordered constraints. The design is generated with the subdivision me-
thod. The replication method is also applied to a case of a multivariate normal
distribution. We compare the results to those given by the Saltelli method and the
standard method of Sobol’ that we both generalized to the case of groups of inputs
(a first generalization of the standard method of Sobol’ can be found in [JLD06]).
For both the standard method and our replication method we use again the efficient
estimator with formula given in (3.5). The size N of the design of experiments (DoE)
is different for each method. Let n denote the numbers of points in the d-dimensional
input space :

‚ for the replication method we get N “ 2n (each of the two replicated designs
has n points) for first-order indices and N “ 2n for closed second-order Sobol’
indices where

?
n has to be a prime number

‚ for Saltelli’s method we get N “ npp ` 2q for first-order indices and N “

np2p`2q for closed second-order indices where p is the number of independent
one-dimensional or multidimensional input variables

‚ for the standard method we get N “ npp ` 1q for first-order indices and
N “ np

`

p
2

˘

` 1q for closed second-order indices
From the user point of view, the total number of evaluations required is one

of the most important aspects of the method. Thus, the comparison are made for
similar computational time. For each method, we chose n to get the same value N
or to approximate N as close as possible.
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Figure 3.4 – Log-log graph of MSEN criterion for first and closed second-order
Sobol’ indices given by the four methods for r “ 1000 repetitions.
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(a) Sobol’ index S1,2
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(b) Sobol’ index S3,4
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(c) Sobol’ index S5,6,7
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(d) Sobol’ index St1,2ut3,4u
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(e) Sobol’ index St1,2ut5,6,7u
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(f) Sobol’ index St3,4ut5,6,7u
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3.6.2.1 Sobol’s g-function

We consider once again the g-function (3.7) as a test function. We choose here
d “ 4 and pa1 “ 0, a2 “ 1, a3 “ 3, a4 “ 6q. We consider the following sets of
characteristics :

‚ X3 ď X4 with pX3, X4q uniformly distributed in ∆˚
2

‚ X1 and X2 are independent and both uniformly distributed in r0, 1s.

Each of the three methods are used to compute the three first-order Sobol’ indices
and the three closed second-order Sobol’ indices. The estimation procedure is repea-
ted r “ 100 times to get a sample of estimated indices ; and this for various values
of N .

To evaluate the precision of each method, are shown for each index :

‚ boxplots drawn depending on increasing values of N ;

‚ evolutions of the error relative to the true value, depending on N . The error
calculated is a variation of the SAE (Sum of Absolute Error) indicator used
in [MJ08], and is defined as :

SAEN “
r
ÿ

k“1

∣∣∣Ŝk,N ´ S∣∣∣ ,
where Ŝk,N is the k-th estimation of the index, and S the theoretical value of
the index.

Results on first-order indices are shown on Figure 3.5, while results on closed
second-order Sobol’ indices are shown on Figure 3.6. In both cases, the left column
corresponds to boxplots and the right column to error curves. The theoretical values
of indices are indicated by horizontal broken lines.

For the calculation of first-order indices, the observation is that the replication
method gives better results, and particularly for low values of N . This observation is
explained by the independence between the computational cost of our approach and
the input space dimension. Thus, this observation is emphasized when we increase
the number p of independent groups of inputs. The Saltelli’s method gives better
results when it comes to estimate indices with low value rather than indices with
high value. At the opposite both the standard method and the replication method
are better at estimating indices with high value but this could be due to the choice of
the estimator rather than from the method itself (see Owen [Owe12] for a discussion
on the estimation of small indices).

The replication method performs overall also better compared to the other two
approaches for the calculation of closed second-order indices. The Saltelli method is
once again better at estimating indices with low value and the other two methods
are better at estimating indices with high value. Despite the difference, for low value
indices our method still stays competitive.
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Figure 3.5 – Estimation of first-order Sobol’ indices given by the three methods
for r “ 100 repetitions and for different size N of the design. Left column : boxplot
representation. Right column : log-log graph of the SAEN .
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(b) Sobol’ index S1
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(c) Sobol’ index S2
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(d) Sobol’ index S2
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(e) Sobol’ index S3,4
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Figure 3.6 – Estimation of closed second-order Sobol’ indices given by the three
methods for r “ 100 repetitions and for different size N of the design. Left column :
boxplot representation. Right column : log-log graph of the SAEN .
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(b) Sobol’ index St1ut2u
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(d) Sobol’ index St1ut3,4u
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(e) Sobol’ index St2ut3,4u
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In order to test our method facing a high number of inputs, we consider the
Sobol’ g-function with a dimension of input space now equals to 50. The following
characteristics are considered :

‚ pX1, X50q, pX2, X49q, pX3, X48q, pX4, X47q, pX5, X46q uniformly
distributed in ∆˚

2 ,

‚ pX6, X10, X40q, pX7, X11, X39q, pX8, X12, X38q, pX9, X13, X37q,
pX19, X30, X31q uniformly distributed in ∆˚

3 ,

‚ pX14, X20, X21, X36q, pX15, X22, X23, X35q, pX16, X24, X25, X34q,
pX17, X26, X27, X33q, pX18, X28, X29, X32q uniformly distributed in ∆˚

4 ,

‚ pX41, X42, X43, X44, X45q uniformly distributed in ∆˚
5 .

The values of the ai are the following : pa1 “ ... “ a10 “ 0, a11 “ ... “ a20 “

1, a21 “ ... “ a30 “ 2, a31 “ ... “ a40 “ 4, a41 “ ... “ a50 “ 6q.
Since there is a substantial number of indices, we choose not to draw all boxplots

but instead to compute the two errors. The average of the p SAEN calculated for
each first-order index is referred as ASAE1

N . The average of the
`

p
2

˘

SAEN calculated
for each closed second-order index is referred as ASAE2

N .
Table 3.2 gives the values ofASAE1

N for each method and each value ofN . Figure
3.7 right represents the evolution curves of the ASAE2

N . Since there is 120 closed
second-order indices to estimate, the difference in that case between the results of
the three methods is even more noticeable. Figure 3.7 left represents the evolution

Table 3.2 – Values of ASAE1
N for each method and for different size N of the

design of experiments

size replication Saltelli standard
logpNq method method method

5.30 4.82 48.74 17.12

6.21 3.19 19.78 9.94

6.91 2.17 12.79 6.78

7.82 1.62 4.38 3.68

8.52 1.17 3.62 3.18

8.92 0.92 1.86 2.12

9.21 0.91 1.81 2.59

curves of the ASAE1
N given N for the three methods. It clearly illustrates the benefit

of the independence of the replication method’s total cost to the dimension of the
input space. Even for N “ 104 the replication method is still in average two times
better than the other two methods.
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Figure 3.7 – Log-log graphs of ASAE1
N (left figure) and ASAE2

N (right figure) for
each method depending on N
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3.6.2.2 Bratley et al. Function

For the second example, we consider the function introduced by Bratley et al.
[BFN92] The function is defined as follows :

fpX1, . . . , Xdq “

d
ÿ

i“1

p´1qi
i
ź

j“1

Xj .

We consider the following characteristics :

‚ X3 ď X4 with pX3, X4q uniformly distributed in ∆˚
2

‚ X1 and X2 are independent and both uniformly distributed in r0, 1s.

We use the same estimation procedure as in the last subsection and we draw the
same graphical results (Figure 3.8 and Figure 3.9).

Conclusions are similar to the ones for the g-function of Sobol’. It shows the
efficiency of our approach with respect to more standard approaches such as Saltelli
or Sobol’.

3.6.2.3 Correlated multivariate normal distribution

As stated in Remark 3.4, this example of a correlated multivariate normal dis-
tribution is to shows that the replication method can be used in a general case of
correlated inputs at the condition that we know how to sample each multidimensio-
nal input. Furthermore, the case of multivariate normal distribution with correlation
terms is a common example of dependence for the inputs.

Let Σ be a positive-definite matrix, non necessarily diagonal. As in the previous
subsection we write X “ pX1, . . . , XI , ~XI`1, . . . , ~XI`mq where the multidimensional
variables ~XI`j , j P t1, . . . ,mu are independent random gaussian vectors with mean
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Figure 3.8 – Estimation of first-order Sobol’ indices given by the three methods
for r “ 100 repetitions. Left column : boxplot representation for different values of
N . Right column : log-log graph of the SAEN for different values of N .
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Figure 3.9 – Estimation of closed second-order Sobol’ indices given by the three
methods for r “ 100 repetitions and for different size N of the design. Left column :
boxplot representation. Right column : log-log graph of the SAEN .
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vector µ and covariance matrix Σ. Based on section 2.2 we can estimate the Sobol’
indices for the groups of correlated variables ~XI`i.

To sample such a distribution we first use a Cholesky decomposition of the cova-
riance matrix Σ “ LLT . Then, let Z “ pZ0, . . . , Zdq be a vector whose components
are independent and follow a standard normal distribution. We obtain the true
sampling from the formula : X “ µ` LZ. We obtain the two replicated designs of
experiments DOA and D1OA with the formula from section 3 applied to our previous
sample of X.

As an example we consider the following function inspired from the function
presented in [LR11] :

fpX1, X2, X3, X4q “ g1pX1, X2q ` g2pX2q ` g3pX3q ` g4pX4q

where

$

’

’

’

’

&

’

’

’

’

%

g1pX1, X2q “ p2pX1 ´ µ1q ` 1qp3pX2 ´ µ2q ` 2q

g2pX2q “ 2pX2 ´ µ2q
2 `X2 ´ µ2 ` 3

g3pX3q “ 1` 2pX3 ´ µ3q ` 2pX3 ´ µ3q
2 ` 3pX3 ´ µ3q

3

g4pX4q “ 1` 4pX4 ´ µ4q

and X “ pX1, X2, X3, X4q follows a centered multivariate normal distribution
N pµ,Σq with parameters :

Σ “

¨

˚

˚

˚

˚

˝

σ2
1 ρ12σ1σ2 0 0

ρ12σ1σ2 σ2
2 0 0

0 0 σ2
3 0

0 0 0 σ2
4

˛

‹

‹

‹

‹

‚

µ “

¨

˚

˚

˚

˚

˝

0

0

0

0

˛

‹

‹

‹

‹

‚

.

The first two variables X1,X2 are correlated and we chose the following values for
the terms in Σ :

σ1 “ σ2 “ 0.3, σ3 “ 0.5, σ4 “ 0.6, ρ12 “ 0.2

We use the same estimation procedure as in the last two subsections and we draw
the results only for first-order Sobol’ indices since the sum of the true values of those
indices is equal to 0.999 which means that interactions are negligible. Looking at the
results in Figure 3.10 our replication method still gives good results even in this case
where there is no space filling strategy involved. The results given by the Saltelli
method are in accordance with the results from the previous two subsections.

3.7 Conclusion

In this paper we proposed a methodology to estimate first-order or closed second-
order grouped Sobol’ indices using replicated designs to handle groups of dependent
inputs. In our application on the LUTI model of Tranus this dependency translates
into groups of linear ordered inputs. Thus, through an algorithm (Algorithm 3.2) we



3.7. Conclusion 83

Figure 3.10 – Estimation of first-order Sobol’ indices given by the three methods
for r “ 100 repetitions and for different size N of the design. Left column : boxplot
representation. Right column : log-log of the SAEN .
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presented a space filling strategy based on the simplex structure to sample points
satisfying those constraints and a detailed procedure to estimate the associated
Sobol’ indices. This sampling method is comparable to a quasi-periodic distribution
offering a good compromise between uniformity and regularity properties. Compared
to the standard method of Sobol’ [Sob93] or to Saltelli’s approach [Sal02], our new
estimation procedure has a better precision for a given cost, especially in the case
of high number of inputs.
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3.A Illustration of the replication method for the esti-
mation of first-order indices

D “

¨

˚

˚

˝

X1 X2 X3 X4

11 21 31 41

12 22 32 42

13 23 33 43

˛

‹

‹

‚

, Π “

¨

˚

˚

˝

π1 π2 π3 π4

2 1 3 1

3 3 1 2

1 2 2 3

˛

‹

‹

‚

Construction of D1 :

Π “

¨

˚

˚

˝

2 1 3 1

3 3 1 2

1 2 2 3

˛

‹

‹

‚

ÝÑ D “

¨

˚

˚

˝

11 21 31 41
12 22 32 42

13 23 33 43

˛

‹

‹

‚

Π “

¨

˚

˚

˝

2 1 3 1

3 3 1 2

1 2 2 3

˛

‹

‹

‚

ÝÑ D “

¨

˚

˚

˝

11 21 31 41

12 22 32 42
13 23 33 43

˛

‹

‹

‚

Π “

¨

˚

˚

˝

2 1 3 1

3 3 1 2

1 2 2 3

˛

‹

‹

‚

ÝÑ D “

¨

˚

˚

˝

11 21 31 41

12 22 32 42

13 23 33 43

˛

‹

‹

‚

Resulting in :

D1 “

¨

˚

˚

˝

12 21 33 41

13 23 31 42

11 22 32 43

˛

‹

‹

‚
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For a model f , the associated model outputs are :

YD “

¨

˚

˚

˝

fp11, 21, 31, 41q

fp12, 22, 32, 42q

fp13, 23, 33, 43q

˛

‹

‹

‚

, YD1 “

¨

˚

˚

˝

fp12, 21, 33, 41q

fp13, 23, 31, 42q

fp11, 22, 32, 43q

˛

‹

‹

‚

To estimate the index S1 we order YD with π1 :

π1 “

¨

˚

˚

˝

2

3

1

˛

‹

‹

‚

ÝÑ YDnew “

¨

˚

˚

˝

fp12, 22, 32, 42q

fp13, 23, 33, 43q

fp11, 21, 31, 41q

˛

‹

‹

‚

Looking at both YDnew and YD1 , X1 has been "frozen".

3.B Illustration of the replication method for the esti-
mation of closed second-order indices
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˛
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Construction of a 2´ p3, 4, 1q orthogonal array A “ pM ‘BqT :

A “

¨

˚

˚

˝

¨

˚

˚

˝

0 0 0

0 1 2

0 2 1

˛

‹

‹

‚

‘

¨

˚

˚
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0
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˛
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‚

˛

‹
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‚

T

“

¨

˚

˚

˝
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˛

‹

‹

‚

T

We can always add another column corresponding to the vector of elements of
GF p3q repeated 3 times. Then, elements of GF p3q are substituted by t1, 2, 3u :

A “

¨
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‹
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Construction of DOA :

A “

¨
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We iterate the procedure over the rows of A, resulting in :
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Construction of D1OA :
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Then :
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We iterate the procedure over the rows of A, resulting in :

D1OA “

¨
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For a model f , the associated model outputs are :
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To estimate the index S12 we order YDOA
the following way :

denote by A1 and A2 the first two columns of A :

A1 `A2 ˚ 3´ 3 “
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‹

‹

‹

‹

‹
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‹

‹
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We order Y with this new permutation resulting in YDOA
:

$

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

%

Y r9s “ YDOA
r1s “ fp13, 23, 33, 43q

Y r3s “ YDOA
r2s “ fp13, 21, 32, 41q

Y r6s “ YDOA
r3s “ fp13, 22, 31, 42q

Y r1s “ YDOA
r4s “ fp11, 21, 31, 43q

Y r4s “ YDOA
r5s “ fp11, 22, 33, 41q

Y r7s “ YDOA
r6s “ fp11, 23, 32, 42q

Y r5s “ YDOA
r7s “ fp12, 22, 32, 43q

Y r8s “ YDOA
r8s “ fp12, 23, 31, 41q

Y r2s “ YDOA
r9s “ fp12, 21, 33, 42q

Next, we order YD1OA
the following way :

denote by Aπ the matrix obtained as follows :

A “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

3 3 3 3

3 1 2 1

3 2 1 2

1 1 1 3

1 2 3 1

1 3 2 2

2 2 2 3

2 3 1 1

2 1 3 2

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

ÝÑ Π “

¨

˚

˚

˝

2 1 3 1

3 3 1 2

1 2 2 3

˛

‹

‹

‚

and :

Π “

¨

˚

˚

˝

2 1 3 1

3 3 1 2

1 2 2 3

˛

‹

‹

‚

ÝÑ Aπ “

¨

˝

1 2 2 3
...

...
...

...

˛

‚

denote by Aπ1 and Aπ2 the first two columns of Aπ :

Aπ1 `Aπ2 ˚ 3´ 3 “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

1

1

1

2

2

2

3

3

3

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

`

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

2

1

3

1

3

2

3

2

1

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

˚ 3´ 3 “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

4

1

7

2

8

5

9

6

3

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚
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we order Y with this new permutation resulting in YD1OA
:

$

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

%

Y 1r4s “ YD1OA
r1s “ fp11, 22, 32, 43q

Y 1r1s “ YD1OA
r2s “ fp11, 21, 31, 41q

Y 1r7s “ YD1OA
r3s “ fp11, 23, 33, 42q

Y 1r2s “ YD1OA
r4s “ fp12, 21, 33, 43q

Y 1r8s “ YD1OA
r5s “ fp12, 23, 32, 41q

Y 1r5s “ YD1OA
r6s “ fp12, 22, 31, 42q

Y 1r9s “ YD1OA
r7s “ fp13, 23, 31, 43q

Y 1r6s “ YD1OA
r8s “ fp13, 22, 33, 41q

Y 1r3s “ YD1OA
r9s “ fp13, 21, 32, 42q

Looking at both Y and Y 1, the two inputs X1, X2 have been "frozen" :

Y “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

fp11, 21, 31, 43q

fp12, 21, 33, 42q

fp13, 21, 32, 41q

fp11, 22, 33, 41q

fp12, 22, 32, 43q

fp13, 22, 31, 42q

fp11, 23, 32, 42q

fp12, 23, 31, 41q

fp13, 23, 33, 43q

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

Y 1 “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

fp11, 21, 31, 41q

fp12, 21, 33, 43q

fp13, 21, 32, 42q

fp11, 22, 32, 43q

fp12, 22, 31, 42q

fp13, 22, 33, 41q

fp11, 23, 33, 42q

fp12, 23, 32, 41q

fp13, 23, 31, 43q

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

3.C Illustration of Algorithm 2 for k=2 and n=9

Creation of the 4 vertices of the unit 2-hypercube and numbering :

¨

˚

˚

˚

˚

˝

X1 X2

1 0 0

2 1 0

3 0 1

4 1 1

˛

‹

‹

‹

‹

‚

Identification of the vertices satisfying the constraint X1 ď X2 and creation of
the container matrix Mcoor :

$

’

’

’

’

&

’

’

’

’

%

0ď0

1ę0

0ď1

1ď1

ÝÑ Mcoor “

¨

˚

˚

˝

0 0

0 1

1 1

˛

‹

‹

‚
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Construction of the 2! vectors of permutations and their corresponding vertices
matrices (obtained by column-wise permutations of Mcoor) :

v1 “

´

1 2
¯

ÝÑ M1 “Mcoor “

¨

˚

˚

˝

0 0

0 1

1 1

˛

‹

‹

‚

v2 “

´

2 1
¯

ÝÑ M2 “

¨

˚

˚

˝

0 0

1 0

1 1

˛

‹

‹

‚

Retrieve the index vectors wj of matching vertices between each Mj and the
initial matrix of vertices :

M1 “

¨

˚

˚

˝

0 0

0 1

1 1

˛

‹

‹

‚

ÝÑ

¨

˚

˚

˚

˚

˝

1 0 0

2 1 0

3 0 1

4 1 1

˛

‹

‹

‹

‹

‚

ÝÑ w1 “

´

1 3 4
¯

M2 “

¨

˚

˚

˝

0 0

1 0

1 1

˛

‹

‹

‚

ÝÑ

¨

˚

˚

˚

˚

˝

1 0 0

2 1 0

3 0 1

4 1 1

˛

‹

‹

‹

‹

‚

ÝÑ w2 “

´

1 2 4
¯

The matrix of subdivision of the 2-hypercube into 32 “ 9 sub-hypercubes (one
sub-hypercube per row of the matrix) writes as follows :

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

1 2 5 6

2 3 6 7

3 4 7 8

5 6 9 10

6 7 10 11

7 8 11 12

9 10 13 14

10 11 14 15

11 12 15 16

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

● ● ● ●

● ● ● ●

● ● ● ●

● ● ● ●

X1

X
2

0 1/3 2/3 1

0
1/

3
2/

3
1

1 2 3 4

5 6 7 8

9 10 11 12

13 14 15 16
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where each sub-hypercube is identified by its vertices numerotations. For each
sub-hypercube and for each wj conserve the vertices whose index matches wj :

$

’

’

&

’

’

%

w1 “

´

1 3 4
¯

ÝÑ

´

1 2 5 6
¯

w2 “

´

1 2 4
¯

ÝÑ

´

1 2 5 6
¯

Iterate the process over the sub-hypercube and conserve only the vertices satis-
fying the constraint X1 ď X2 :

$

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

%

w1 “

´

1 5 6
¯

ÝÑ

¨

˚

˚

˝

0ď0

0ď1
3

1
3ď

1
3

˛

‹

‹

‚

ÝÑ accept

w2 “

´

1 2 6
¯

ÝÑ

¨

˚

˚

˝

0ď0
1
3ę0
1
3ď

1
3

˛

‹

‹

‚

ÝÑ reject

This gives a total of 32 “ 9 simplices verifying the constraints. The vertices of
the 9 simplices are given by the rows of the following matrix :

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

1 5 6

5 9 10

5 6 10

6 10 11

9 13 14

9 10 14

10 14 15

10 11 15

11 15 16

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

● ● ● ●

● ● ● ●

● ● ● ●

● ● ● ●

X1

X
2

0 1/3 2/3 1

0
1/

3
2/

3
1

1 2 3 4

5 6 7 8

9 10 11 12

13 14 15 16

We then sample one point in each of the 9 simplices with Theorem 3.2.





Chapitre 4

Recursive estimation procedure of
Sobol’ indices based on replicated
designs

Les résultats de ce chapitre ont donné lieu à un article soumis pour publication
[GAMP16]. L’objectif de ce chapitre est d’apporter une réponse à la problématique
P3 soulevée en introduction portant sur l’estimation récursive des indices de Sobol’.
Nous proposons dans ce chapitre une version récursive de la méthode répliquée
pour estimer les indices de Sobol’ d’ordre un ou d’ordre deux fermés. L’idée d’une
approche récursive est d’estimer de plus en plus précisément les indices de Sobol’,
en conservant à chaque étape les évaluations déjà effectuées pour l’estimation des
indices à l’étape précédente. Le point clé est donc l’utilisation de plans emboîtés.
Le nombre d’itérations pour l’estimation récursive est réglé par un critère d’arrêt
tel qu’un seuil relatif à la valeur absolue de la différence entre deux estimations
consécutives. La méthode de construction du plan emboîté est spécifique à chaque
cas (indice d’ordre un et indice fermé d’ordre deux).

Pour l’estimation des indices d’ordre un, nous exploitons la structure d’hyper-
cube latin emboîté introduite par Qian [Qia09]. Ce plan correspond à un hypercube
latin contenant plusieurs blocs où chaque bloc possède lui-même une structure d’hy-
percube latin en projection.

Pour l’estimation des indices fermés d’ordre deux, nous proposons deux mé-
thodes pour construire un tableau orthogonal de force deux emboîté. La première
est une procédure d’acceptation-rejet. La seconde est une méthode dite algébrique
s’appuyant sur des résultats de théorie du codage.

Nous proposons d’étudier les propriétés d’uniformité et de remplissage de l’espace
des plans emboîtés construits. Par ailleurs, nous comparons à l’aide d’une fonction
test la méthode répliquée récursive par rapport à sa version d’origine non récursive.
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Titre : Recursive estimation procedure of Sobol’ indices based on replicated
designs.

Auteurs : Laurent Gilquina,b, Elise Arnaudb, Hervé Monodc, Clémentine Prieurb.

a Inria Grenoble - Rhône-Alpes, Inovallée, 655 avenue de l’Europe, 38330
Montbonnot
b Univ. Grenoble Alpes, Jean Kuntzmann Laboratory, F-38000 Grenoble,
France
CNRS, LJK, F-38000 Grenoble, France, Inria
c MaIAGE, INRA, Université Paris-Saclay, 78350 Jouy-En-Josas, France

4.1 Introduction

Mathematical models used in various fields are often quite complex. The beha-
vior of some of these models may only be explored through the study of uncertainties
propagated from their inputs. Sensitivity analysis studies how the uncertainty on an
output of a mathematical model can be attributed to sources of uncertainty among
the inputs. Among the large number of available approaches, the variance-based
method introduced by Sobol’ [Sob93] relies on the calculation of sensitivity mea-
sures called Sobol’ indices. The method is based on a variance decomposition of
the model output into fractions which can be attributed to sets of inputs, assuming
that the uncertainty on the sets of inputs is modeled by independent probability
distributions. The influences of each set are summarized by the Sobol’ indices which
are scalars between 0 and 1. The higher the index the more influential the set. One
can distinguish first-order indices that estimate the main effect of each set of inputs
from higher-order indices that estimate the corresponding order of interactions bet-
ween sets of inputs. Various procedures have been proposed in the literature (see
Saltelli [SCS08] for a survey) to estimate Sobol’ indices. Unfortunately, these pro-
cedures require a significant number of model eva-luations that can be prohibitive
for expansive models. A solution reducing this number lies in the use of replicated
designs.

The notion of replicated designs was introduced by McKay [McK95]. Later on,
Mara et al. [MJ08] combine these designs with “pick-freeze" estimators [Sob93] to
estimate first-order Sobol’ indices. This procedure, called replication procedure, has
been further studied and generalized in Tissot et al. [TP15] to the estimation of clo-
sed second-order indices. This generalization relies on the construction of orthogonal
arrays (OA) (see [HSS99]). The replication procedure has the major advantage of
reducing considerably the estimation cost as it requires to construct only two repli-
cated designs of size n. However, if the input space is not properly explored, that is
if n is too small, the Sobol’ indices estimates may not be accurate enough.

To address this challenge, we need a procedure to sequentially add new points
to an initial design and a recursive formula of the Sobol’ index estimator. Adding
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new points is straightforward when the initial design is composed with independent
and identically distributed points. However, in the replication procedure as introdu-
ced in [TP15], the initial design possesses either a structure of Latin hypercube or
orthogonal array whether first- or closed second-order Sobol’ indices are estimated.
To preserved these structures, we focus on the construction of nested space-filling
designs. An algorithm for the construction of nested Latin hypercubes has been
proposed by Qian [Qia09]. It allows to double the size of the design at each step.
Our approach to render the replication procedure recursive for the estimation of
first-oder Sobol’ indices is based on this construction.

The main contributions of this paper are two constructions of a nested orthogonal
array for the recursive estimation of closed second-order indices with the replication
procedure. Each construction starts with an initial orthogonal array and updates
it sequentially by adding a fixed number of new points. Constructions of nested
orthogonal arrays have already been studied in [QTW09], [QAW09] and [Dey12].
These latter suffer from at least one of the following drawbacks :

‚ The size of the initial design is rather large, hence at each step a large number
of new points is added.

‚ The constructions deal only with specific values of the input space dimension.

‚ The discretization is not the same in each dimension, more precisely only one
dimension is finely discretized.

Conversely, the two constructions we propose do not suffer from these drawbacks.
The paper is organized as follows. In Section 4.2, backgrounds are given on Sobol’
indices and the replication procedure. Then, the process rendering the replication
procedure recursive is detailed. Section 4.3 deals with the construction of the nes-
ted space-filling designs : nested Latin hypercube and nested orthogonal arrays. In
Section 4.4, regularity and uniformity properties of these two designs are studied.
The end of this section is devoted to an application of our recursive procedure to a
toy example.

4.2 Recursive estimation of Sobol’ indices

4.2.1 Definition of Sobol’ indices

Consider the following model defined from a black box perspective :

f :

#

Rd Ñ R
x “ px1, . . . , xdq ÞÑ y “ fpxq

(4.1)

where y is the output of the model f , x the input vector and d the dimension of
the input space. Denote by Ĺ the proper (strict) inclusion symbol and by Ď the
inclusion symbol.

Let pΩ,A,Pq be a probability space. We model the uncertainty on the inputs
by a random vector X “ pX1, . . . , Xdq whose components are independent. Let
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u Ď D, Xu denotes a vector with components Xj , j P u. Let PX “ PX1 b . . .bPXd

be the distribution of X. We assume that f P L2pPXq. The model f can then be
uniquely decomposed into summands of increasing dimensions (functional ANOVA
decomposition [Sob93, Hoe48]) :

fpXq “ f0 `
ÿ

j

fjpXjq `
ÿ

kăl

fk,lpXk, Xlq ` ¨ ¨ ¨ ` f1,...,dpX1, . . . , Xdq , (4.2)

where ErfupXuqfwpXwqs “ 0, @ pu,wq Ď t1, . . . , du2, u ‰ w. Denote Y “ fpXq,
this implies that f0 “ ErY s and that the components are mutually orthogonal with
respect to PX . Let u Ď t1, . . . , du, each component is defined by :

fupXuq “ ErY |Xus ´
ÿ

vĹu

fvpXvq .

The functional decomposition can be used to measure the global sensitivity of the
output Y to Xu. By squaring and integrating (4.2), due to orthogonality we get :

σ2 “ VarrY s “
ÿ

j

σ2
j `

ÿ

kăl

σ2
k,l ` ¨ ¨ ¨ ` σ

2
1,...,d , (4.3)

where :

σ2
u “ VarrfupXuqs “ VarrErY |Xuss ´

ÿ

vĹu

σ2
v .

Resulting from this decomposition, the Sobol’ indices are defined by :

Su “
σ2
u

σ2
.

Let |u| denote the cardinal of u. The Sobol’ index Su measures the contribution to
σ2 of the |u|th-order interaction between the Xj , j P u. Closed Sobol’ indices are
defined by :

Su “
VarrErY |Xuss

σ2
.

The closed Sobol’ index Su measures the contribution of theXj , j P u, by themselves
or in interaction with each other. As an example, if u “ tk, lu, k ‰ l, then Sk,l “
Sk,l ` Sk ` Sl. At last, note that :

ÿ

uĎt1,...,du,u‰∅
Su “ 1 ,

which gives a direct interpretation of the value of each index. Most of the time, no
explicit formulation of Sobol’ indices is available. To bypass this problem, one needs
to resort to estimation methods.
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4.2.2 Estimation of Sobol’ indices

In this section, we review succinctly the estimation procedure introduced by
Sobol’ [Sob93]. Consider X and X 1 two independent vectors distributed as the
input vector. Let u Ď D and denote by ´u its complement. The hybrid point
W “ pXu : X 1

´uq is defined by Wj “ Xj if j P u and Wj “ X 1j otherwise. We
define the following model outputs : Y “ fpXq, Yu “ fpXu : X 1

´uq.
To estimate Su, we start from the formula introduced by Janon et al. [JKL`14,

Lemma 1.2] that expresses the Sobol’ index as a regression coefficient between the
two ouputs Y and Yu :

Su “
CovpY, Yuq

VarrY s
.

Then, we proceed as in [Sob93] and introduce two designs, each of size n :

P “ tXiu
n
i“1, P 1 “ tX 1

iu
n
i“1 .

P (resp .P 1) is a matrix where each row is a point Xi “ pXi,1, . . . , Xi,dq (resp. X 1
i)

of the input space and each column contains n realizations Xi,j of each input Xj ,
j “ 1, . . . , d. A third design Pu “ tXi,u : X 1

i,´uu
n
i“1 is constructed from P and

P 1 by columns substitution. By evaluating the model with P and Pu , we obtain
n realizations of Y and Yu noted tYiuni“1 and tYi,uuni“1. Following [MNM06], we
consider the estimator :

pSu “

1

n

n
ř

i“1
YiYi,u ´

ˆ

1

n

n
ř

i“1
Yi

˙ˆ

1

n

n
ř

i“1
Yi,u

˙

1

n

n
ř

i“1
pYiq2 ´

ˆ

1

n

n
ř

i“1
Yi

˙2 . (4.4)

Other choices are possible for the estimator (see [Owe13a] for a succinct review).
We focus on (4.4) whose asymptotic properties have been studied in [JKL`14].

The main drawback of the aforementioned procedure is the high number of model
evaluations required. Estimating all first-order (resp. all closed second-order) Sobol’
indices costs npd` 1q (resp. np

`

d
2

˘

` 1q) model evaluations. The larger n, the more
accurate the estimation of Sobol’ indices. Some improvements have been introduced
by Saltelli [Sal02] to reduce the number of evaluations but with a cost still depending
on the input space dimension. A solution reducing drastically this costs lies in the
use of replicated designs.

4.2.3 Replication procedure and associated designs

In the following, we review the procedure based on replicated designs to estimate
first- or closed second-order Sobol’ indices. We refer to it as replication procedure.
We assume that the inputs X1, . . . , Xd are independent and uniformly distributed
on r0, 1s. The generalization to other product distributions is provided in Remark
4.1 page 100.
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The concept of replicated designs was first introduced by McKay in [McK95].
Here, we define it as follows :

Definition 4.1. Let P “ tXiu
n
i“1 and P 1 “ tX 1

iu
n
i“1 be two designs in r0, 1sd. Let

Pu “ tXi,uu
n
i“1 (resp. P 1u), u Ĺ D, denote the subset of dimensions (columns) of

P (resp. P 1) indexed by u. We say that P and P 1 are two replicated designs of order
a P t1, . . . , d´1u if for any u Ĺ D such that |u| “ a, Pu and P 1u are the same point
set in r0, 1sa. We define by πu the permutation that rearranges the rows of P 1u into
Pu.

Example Consider the two designs :

P “

¨

˚

˚

˚

˚

˝

0.08 0.46 0.21

0.15 0.77 0.43

0.89 0.30 0.05

0.70 0.23 0.95

˛

‹

‹

‹

‹

‚

, P 1 “

¨

˚

˚

˚

˚

˝

0.89 0.30 0.95

0.15 0.23 0.21

0.70 0.46 0.43

0.08 0.77 0.05

˛

‹

‹

‹

‹

‚

.

P and P 1 are two replicated designs of order 1. @ i, the i-th columns of P and P 1
share the same unordered set of values. The permutation π1 “ p4, 2, 1, 3q order the
first column of P 1 into the first column of P.

The key point of the replication procedure is to construct two replicated designs
and use their structure to mimic the hybrid points tXi,u : X 1

i,´uu
n
i“1. More precisely,

let P “ tXiu
n
i“1 and P 1 “ tX 1

iu
n
i“1 be two replicated designs of order |u|. Denote

by tYiuni“1 and tY 1i u
n
i“1 the two sets of model evaluations obtained with P and P 1.

From Definition 4.1, we know that X 1
πupiq,u “Xi,u.

Then, Y 1πupiq “ fpX 1
πupiq,u

: X 1
πupiq,´uq ,

“ fpXi,u : X 1
πupiq,´uq .

Hence, each Sobol’ index Su can be estimated via formula (4.4) with Y 1πupiq in place of
Yi,u without requiring further model evaluations. As such, the cost of the procedure
equals 2n to estimate either all first-order or all closed second-order indices. We
detail below the structure of the two replicated designs for each case.

Estimation of first-order indices There are various choices for constructing two
replicated designs of order 1. In [MJ08], P and P 1 are composed with i.i.d points.
In [TP15], the authors propose to use Latin hypercube designs insuring most of the
time a better exploration of the input space :

Definition 4.2 (Latin hypercube design). Denote by Πn the set of all the permu-
tations of t1, . . . , nu and let π1, . . . , πd be d independent random variables uniformly
distributed on Πn. P “ tXiu

n
i“1 is a Latin hypercube design if :

Xi “

ˆ

π1piq ´ Ui,1
n

, . . . ,
πdpiq ´ Ui,d

n

˙

, (4.5)
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where the Ui,j are independent random variables uniformly distributed on r0, 1s and
independent of the πj.

The first replicated design P is constructed with Definition 4.2 above, then P 1
is obtained by permuting independently the values of each column of P. In [TP15],
the two resulting designs are referred as replicated Latin hypercube designs.

Estimation of closed second-order indices The generalization to second-order
indices was introduced in [TP15]. To estimate these indices, one needs to find a
structure that “freezes” each subset of two variables. A solution relies on the use of
orthogonal arrays [HSS99, Definition 1.1] :

Definition 4.3 (Orthogonal array). A nˆd array A “ tAiu
n
i“1,Ai “ pAi,1, . . . , Ai,dq,

with values from a set S of cardinality q is said to be an orthogonal array with q
levels, strength t (0 ď t ď d) and index λ if every n ˆ t sub-array of A contains
each t-tuple based on S exactly λ times as a row. The orthogonal array A satisfies
n “ λqt. It is denoted by OAλpq, d, tq.

Here, the space S is identified as the Galois field of order q, denoted by GF pqq,
where q is a prime number or prime power number (q “ pα, p prime and α P N).
Once an orthogonal array is constructed its levels are substituted by 1, . . . , q, q indi-
cating the number of points into which each input is discretized. For constructions
of orthogonal arrays we invite the reader to consult [HSS99].

From Definition 4.3, orthogonal arrays of strength two are replicated designs
of order 2 and as such naturally “freeze” each subset of two variables. Therefore,
the strategy proposed in [TP15] is to construct two replicated orthogonal arrays of
strength two :

Definition 4.4 (Replicated orthogonal arrays). Let A “ tAiu
qt

i“1 be an OA1pq, d, tq.
Denote by Πq the set of all the permutations of t1, . . . , qu and let π1, . . . , πd be
d independent random variables uniformly distributed on Πq. P “ tXiu

qt

i“1 and
P 1 “ tX 1

iu
qt

i“1 are two replicated orthogonal arrays if :

Xi “

ˆ

Ai,1 ´ Ui,1
q

, . . . ,
Ai,d ´ Ui,d

q

˙

,

X 1
i “

ˆ

π1pAi,1q ´ Uπ1pAi,1q,1

q
, . . . ,

πdpAi,dq ´ UπdpAi,dq,d

q

˙

,

(4.6)

where the Ui,j are independent random variables uniformly distributed on r0, 1s and
independent of the πj.

Note that this definition is given in a Monte-Carlo context (the points lies in
r0, 1sd). The construction of P 1 reduces to apply independently a permutation to
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the symbols of each column of A. We note by ♦ the operator achieving this rearran-
gement :

A1 “ ♦pA, tπ1, . . . , πduq ô A1i “ pπ1pAi,1q, . . . , πdpAi,dqq , i “ 1, . . . , qt. (4.7)

Using two replicated orthogonal arrays of strength two, the cost of the replication
procedure writes 2n where n “ q2.

Remark 4.1. In this section, the constructions of designs P and P 1 are only valid
when dealing with variables X1, . . . , Xd independent and uniformly distributed on
r0, 1s. However, these constructions can be generalized to other non-uniform distri-
butions. Denote by F1, . . . , Fd the cumulative distribution functions of X1, . . . , Xd.
In the general case, the two designs P “ tXiu

n
i“1 and P 1 “ tXiu

n
i“1 are constructed

as follows :
Xi “

`

F´1
1 pXi,1q, . . . , F

´1
d pXi,dq

˘

,

X 1
i “

`

F´1
1 pX 1i,1q, . . . , F

´1
d pX 1i,dq

˘

,

where F´1
1 , . . . , F´1

d are the quantile functions of X1, . . . , Xd.

4.2.4 Recursive procedure

To estimate Sobol’ indices with one of the latter estimation methods, one needs
to fix a value for the size n of the designs. In practice, one wants to choose n large
enough to ensure a sufficient precision on the Sobol’ estimates while keeping an
affordable computational time. This choice is difficult to address mostly because it
depends on the complexity of the model studied. As such, it is hard to bring out a
general rule of thumb.

The practical solution investigated here is to increase the accuracy of the esti-
mates by sequentially adding new points. To do so, we propose a recursive version
of the replication procedure. First, the construction of the two replicated designs is
carried out according to the following scheme :

#

P0 “ B0

P` “ P`´1 YB`
,

#

P 10 “ B10

P 1` “ P 1`´1 YB
1
`

, ` ě 1 ,

where B`, B1` are the new sets of m` points added at step `. In the following, we refer
to these sets as blocks. The blocks B` and B1` are then used to evaluate the model
and obtain two sets of outputs tY iu

n`
i“n`´1`1 and tY i

uu
n`
i“n`´1`1 where n` denote the

size of designs P` and P 1`. Therefore, these two designs are nested designs partitioned
into blocks.

Our recursive procedure requires to write down a recursive formula for the Sobol’
index estimator. Recall the expression of the Sobol’ index :

Su “
CovrY, Yus

VarrY s
“

ErY Yus ´ ErY s ErYus

VarrY s
, (4.8)
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where Y and Yu are evaluated with the two replicated designs. At step ` ě 1, the
Sobol’ index Su is estimated by the following family of recursive estimators :

pS
p`q

u “
φ` ´ ψ`ξ`

V`
, (4.9)

where φ`, ψ`, ξ` and V` are identified with formula (4.8) and are estimated at step
` “ 0 directly from blocks B0 and B10. These terms are recursively defined as follows :

$

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

%

n` “ n`´1 `m` ,

n`φ` “ n`´1φ`´1 `m`

n
ř̀

i“n`´1`1
Y iY i

u ,

n`ψ` “ n`´1ψ`´1 `m`

n
ř̀

i“n`´1`1
Y i ,

n`ξ` “ n`´1ξ`´1 `m`

n
ř̀

i“n`´1`1
Y i
u ,

pn` ´ 1qV` “ pn` ´ 2qV`´1 ` n`´1ψ
2
`´1 `

n
ř̀

i“n`´1`1
pY iq2 ´ n`ψ

2
` .

Algorithm 4.1 summarizes the main steps of our recursive procedure. The form of
the stopping criterion (variable test) is discussed in Section 4.4.2. The set D equals
either t1, . . . , du or tpk, lq P t1, . . . , du2; k ă lu whether first-order or closed second-
order indices are estimated. The cost of our recursive procedure equals 2ˆ

ř

`ě0m`.

Algorithm 4.1 Recursive estimation of Sobol’ indices

1: `Ð 0, pS
p0q

u Ð 0, test Ð true
2: P0 Ð B0

P 10 Ð B10
3: while test do
4: for u Ă D do
5: Compute Y and Yu from Bl and B1l
6: Evaluate pS

p`q

u with (4.9)
7: test Ð stopping criterion
8: P``1 Ð P` YB``1

P 1``1 Ð P 1` YB1``1

9: `Ð `` 1

10: Return the Sobol’ estimates

In the next section, we detail the construction of the two nested designs required
for the estimation of either first-order or closed second-order Sobol’ indices. In both
cases, the construction ensures that at each step ` ě 0, P` and P 1` possess a space-
filling structure and are two replicated designs or order 1 or 2.
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4.3 Nested space-filling designs

For the estimation of first-oder indices, the two nested designs are nested Latin
hypercube designs. The number of blocks partitioning the design has to be specified
beforehand. This number defines the initial discretization of the input space. This
discretization is then further refined with the addition of a new block. For the esti-
mation of closed second-order indices, the two nested designs are nested orthogonal
arrays of strength two. The number of blocks is iteratively augmented. However, the
discretization of each input is fixed at the first step and remains unvaried throughout
the procedure.

4.3.1 Nested Latin hypercube design

A way to augment the number of points while preserving a Latin hypercube
structure has been proposed by Qian in [Qia09]. A nested Latin hypercube design
is a Latin hypercube design partitioned into blocks defining multiple layers. As
an illustration, a two dimensional nested Latin hypercube design with 3 layers is
presented in Figure 4.1. Each layer possesses itself a Latin hypercube structure in
a grid progressively refined. The algorithm underlying the construction of a nested
Latin hypercube design is detailed in [Qia09, Section 5].

Figure 4.1 – Nested Latin hypercube design with three layers (a), (b), (c). The
symbols mark the new points (i.e the blocks) added at each step (in order circle,
square, triangle).
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For the estimation of first-order indices, our two nested designs P` and P 1` are
two nested Latin hypercube designs. First, the block B` is constructed using the
algorithm in [Qia09]. Then, B1` is obtained by permuting independently the values
in each column of B`. This guarantees that at each step ` ě 0, P` and P 1` possess
a structure of Latin hypercube and are two replicated designs of order 1. Using the
construction proposed in [Qia09], the size of P` and P 1` equals at least 2`.
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4.3.2 Nested orthogonal array of strength two

The nested designs constructed for the estimation of closed second-order indices
are two nested orthogonal arrays of strength two. Here, a nested orthogonal array of
strength two corresponds to an OAλpq, d, 2q where λ ą 1. It can be partitioned into λ
blocks where each block has the geometric structure of an OA1pq, d, 2q. We propose
two methods to construct such designs. The first one is an accept-reject method.
The second one is called algebraic method and relies on results from arithmetic.

The idea of each construction is to progressively fill the d-hypercube (the dis-
cretized input space) with distinct sub-hypercubes where each sub-hypercube cor-
responds to a row of a new block. As an illustration, consider the example of
an OA3p3, 3, 2q represented in Figure 4.2 below. This OA is partitioned in three
blocks represented in graphs (a), (b), (c). Each block possesses the structure of an
OA1p3, 3, 2q. These three blocks form a partition of the hypercube.

Figure 4.2 – OA3p3, 3, 2q with 3 blocks. (a) first block. (b) second block. (c) third
block. Each block can be identified as an OA1p3, 3, 2q. Points are represented by
their respective sub-hypercube.
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The accept-reject and the algebraic methods strive to construct both an ortho-
gonal array OAλpq, d, 2q where the rows are two by two distinct. Two rows are said
distinct if they differ in at least one component. The idea is to evaluate the model
on previously unexplored regions of the input space.

Each method starts with the construction of an initial OA1pq, d, 2q noted A0.
Then at each step ` ě 1, a new OA1pq, d, 2q, noted A`, is constructed. The two
blocks B` and B1` are obtained from A` as in Definition 4.4. As a result, P` and
P 1` both have a structure of OA`pq, d, 2q and are replicated designs of order 2. The
process is repeated until the stopping criterion is met. The form of the stopping
criterion is discussed in Section 4.4.2.

The accept-reject and the algebraic methods differ on the way A` is constructed.
We detail below this step for each method.
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Method 1 : accept-reject Variant 4.1 details the construction of A`. It uses the
operator ♦ defined in Definition 4.7. The idea is to randomly construct a new or-
thogonal array from A0 using ♦ and test if its rows are distinct from those of each
previous orthogonal array constructed ; namely A`´1, A`´2, . . . , A0. This test may
become computationally expensive for small input space dimension as the probabi-
lity of acceptation decreases faster.

Variant 4.1 Accept-reject method for the construction of A`

1: Set bool Ð false
2: while !bool do
3: Sample π1, . . . , πd in Πq

4: Construct A` “ ♦pA0, tπ1, . . . , πduq with (4.7)
5: for k “ 0, . . . , `´ 1 do
6: boolk Ð rowspA`q X rowspAkq ““ ∅
7: bool Ð @k : boolk

Method 2 : Algebraic method Define the following set :

C “
!

g “ p0, 0, g3, . . . , gdq | @i ě 3, gi P GF pqq
)

Ĺ GF pqqd .

Variant 4.2 details the construction of A`. ‘ is the addition in GF pqqd. The idea of
the method is to construct a partition of the discretized input space and select A`
from this partition. A` is viewed as a coset of A0 and is obtained using the set C.
The main advantage of this method is that the maximum value taken by ` is known
beforehand (consequence of Proposition 4.1 thereafter).

Variant 4.2 Algebraic method for the construction of A`

1: Choose g` P C
2: Construct A` “ g`A0 “ tg` ‘A0iu

q2

i“1, A0i “ pA0i,1, . . . , A0i,dq

3: C Ð Cztg`u

The following proposition guarantees that A` constructed in Variant 4.2 is an
OA1pq, d, 2q :

Proposition 4.1. Consider A0 an OA1pq, d, 2q based on GF pqqd. We have the fol-
lowing results :

i) @g P GF pqqd, gA0 is an OA1pq, d, 2q

ii) @g, g1 P C, such that g ‰ g1, gA0 X g1A0 “ ∅. In other words, the sets
tgA0u form a partition of GF pqqd.
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Proof.
i) Let g “ pg1, . . . , gdq P GF pqq

d. Consider A0k, A0l two columns of A0. Denote
by E the group pGF pqq,`q. Since gkE ˆ glE is isomorph to E ˆ E, the
2-tuples pA0i,k ` gk, A0i,l ` glq obtained after addition are all two by two
distinct.

ii) The proof can be found in [SM95] where an orthogonal array is regarded as
a “systematic linear code”.

As a consequence of ii), the maximum number of blocks one can construct using
the algebraic method equals the cardinality of C, that is qd´2. If this maximum
value is reached, the blocks A0, A1, . . . , Aqd´2´1 form a partition of the discretized
input space. The cost of our recursive procedure to estimate all closed second-order
indices equals 2ˆK ˆ q2 where K is the ending step.

4.4 Space-filling properties and application

We propose first to study the space-filling properties of the nested design used in
our recursive procedure. Then, an application of our recursive procedure is presented
on a toy example.

4.4.1 Space-filling properties

Three criteria are selected to study the properties of the nested designs : the
maximin [JMY90], the emst (euclidean minimal spanning tree [FVCS09]) and the
L2 star discrepancy [Hic98a]. The maximin criterion returns the minimum of the
distances between all pairs of points of a design. It can be interpreted as follows :
the higher the value, the more regular the scattering of design points. The emst
criterion can be interpreted using a pµ, σq graph, Figure 4.3, called interpretation
graph.

Figure 4.3 – Interpretation graph of the emst. The uniform distribution is used as
a reference.
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A minimal spanning tree is constructed from the design, then mean (µ) and
standard deviation (σ) of the tree edges lengths are evaluated. A value of the emst
criterion is represented as a point in the pµ, σq graph. The uniform distribution,
that is i.i.d sampling, is used as a reference. A design having a higher value for µ
and a smaller value for σ than those of a uniform design is more regular. Maximin
and emst criteria provide together a good estimation of the regularity properties of
a design. The L2 star discrepancy criterion measures the uniformity property of a
design. The smaller the value, the more uniform is the design.

We first study properties of the nested Latin hypercube design (nested LHd)
used for the estimation of first-order Sobol’ indices. Its properties are compared to
those of the following designs : (i) uniform design (obtained through i.i.d sampling)
and (ii) Latin hypercube design (LHd). Figure 4.4 shows the results obtained with
each of the three criteria. The results are averaged over r “ 100 repetitions.

Figure 4.4 – Averaged results of maximin, emst and star discrepancy criteria over
100 repetitions for different sizes n of the designs used for the estimation of first-
order indices.
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The input space dimension d equals 5. The comparison is made for the following
sizes n of each design : p23, 24, . . . , 210q. For the nested LHd, these sizes correspond
to those of design P` augmented over 8 consecutive steps. Both the LHd and the
nested LHd give similar results for the three criteria. Furthermore, both designs give
better results than the uniform design. As such, in terms of space-filling properties
of the designs, there is no drawback to render the replication procedure recursive.

Remark 4.2. One other class of designs well suited for the estimation of first-order
Sobol’ indices are low discrepancy sequences. These sequences are points sets sampled
so as to approximate as close as possible a uniform distribution and are known to
achieve both uniformity and regularity properties. Such sequences could be used in
our recursive procedure in place of nested Latin hypercube designs. This alternative
is detailed in Chapter 5.

A second comparison is carried out between the following designs used for the
estimation of closed-second order indices : (i) uniform design, (ii) “non-recursive”
OA, (iii) accept-reject and (iv) algebraic. Design (ii) refer to the orthogonal array
used in [TP15]. Designs (iii) and (iv) refers to the design P` constructed with either
the accept-reject or the algebraic method. Results are again averaged over r “ 100

repetitions and the input space dimension still equals 5. Figure 4.5 shows the results
obtained with each of the three criteria.

For the sake of visualization, results for only the following sizes n of the designs
are represented : p3ˆ82, 5ˆ82, 8ˆ82, 11ˆ82, 15ˆ82, 18ˆ82q. In terms of emst and
discrepancy criteria, the “non-recursive” OA gives the best results while results for
the accept-reject and algebraic designs are similar. The algebraic design gives better
results for the maximin criterion than the accept-reject design.

The main conclusion is that the algebraic design possesses regularity and unifor-
mity properties overall slightly better than those of the accept-reject design. These
two designs possess slightly worse space-filling properties than their counterpart used
in [TP15]. This difference can be explained by the lack of progressive discretization
of the inputs in both the algebraic and the accept-reject method. However, that is
largely offset by the possibility to perform a recursive estimation of the indices.
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Figure 4.5 – Averaged results of maximin, emst and star discrepancy criteria over
100 repetitions for different sizes n of the designs used for the estimation of closed
second-order indices.
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4.4.2 Application to a toy example

Our recursive procedure is tested and compared to the classic replication proce-
dure with the Bratley et al. function [BFN92], defined as follows :

fpX1, . . . , Xdq “

d
ÿ

i“1

p´1qi
i
ź

k“1

Xk ,

where X1, . . . , Xd are independent random variables uniformly distributed on r0, 1s.
Both first- and closed second-order Sobol’ indices of the function are estimated
with each procedure. Both procedure are repeated r “ 100 times to get samples of
estimates. We choose d “ 6 for the input space dimension. Since f has an analy-
tical expression, theoretical values of the Sobol’ indices can be precisely calculated
through symbolic integrals evaluations.
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Stopping criterion Our recursive procedure is carried out until a stopping crite-
rion is reached. At each step ` of the procedure, the following quantity is evaluated :

ep`q “
∣∣∣∣∣∣pSp`qu ´ pS

p`´1q

u

∣∣∣∣∣∣ ,
where ||.|| denotes the absolute value function. ep`q is an absolute difference between
two successive estimations of Su. The stopping criterion we proposed is composed
of two conditions c1 and c2. The first condition c1 reads as follows :

@ u P D : ep`´`0q ă ε, ep`´`0´1q ă ε, . . . , ep`q ă ε

whereD equals either t1, . . . , du or tpk, lq P t1, . . . , du2; k ă lu depending on whether
first-order or closed second-order Sobol’ indices are estimated and `0 ą 0 is an
integer. Condition c1 tests if all quantities ep`q are smaller than a tolerance ε on
`0 consecutive steps. The second condition c2 tests if ` ą `max, where `max is a
maximum number of iterations. The parameters ε, `0 and `max have to be properly
set.

The recursive procedure stops when one of the two conditions is verified. From
the r repetitions, a vector pr1, . . . , rK , . . . , r`maxq is constructed where rK denotes
the number of time our recursive procedure has stopped at step K and r`max denotes
the number of times condition c2 has been reached. We note by rα the median of
this vector and α the corresponding step.

To have a fair comparison, Su is also estimated r times with the classic replication
procedure where the size of the two replicated designs equals the size of Pα and P 1α
in our recursive procedure.

Estimation of first-order indices We consider the context where a limited num-
ber of evaluation points is available as it is often the case in industrial applications.
Therefore, a small value for `max is selected to highlight that our recursive procedure
can perform as well as the classic one for a restricted budget of evaluation points.
The parameters of the stopping criterion for the recursive procedure are set as fol-
lows : ε “ 0.15, `0 “ 2 and `max “ 9. The size of designs P` and P 1` is instantiated
at 22 and can raise up to 2`max .

Figure 4.6 shows a barplot representation of the rK obtained. We observe that
condition c2 is only reached one third of the time. Figure 4.7 shows the boxplots
representation of the estimates obtained with the two replication procedures : re-
cursive (right boxplots) and classic (left boxplots).

The two methods give overall similar results. Hence, there is no drawback to
render the replication procedure recursive for the estimation of first-order indices.
Furthermore, our recursive procedure shows that the number of model evaluations
can be decreased by adopting a sequential approach. One can calculate the gain in
terms of number of evaluations. This gain corresponds to the ratio of the maximum
number of evaluations r`max divided by the iteration at which our recursive procedure
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stopped. For this example the median gain equals 9{8 “ 1.125 and the maximum
gain equals 9{7 “ 1.29.

Figure 4.6 – Distribution of the rK for the estimation of first-order indices. The
bar associated to the step α is colored in black.
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Figure 4.7 – Boxplots of first-order Sobol’ indices estimated r “ 100 times with
both our recursive procedure (left boxplot) and the classic replication procedure
(right boxplot). The dotted horizontal lines refer to the true values of the indices.
True values of indices S5 and S6 are identical.
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Estimation of closed second-order indices The parameters of the stopping
criterion are set as follows : ε “ 3 ˆ 10´3, `0 “ 3 and `max “ 100. The initial
orthogonal array A0 used to augment designs P` and P 1` is constructed by setting
q “ 8. The sizes of these designs can range from 82 up to 100ˆ 82.

Figure 4.8 shows barplots representation of the rK obtained when applying our
recursive procedure with either the algebraic method or the accept-reject method.
Results show that our recursive procedure finishes at earlier steps when using the
algebraic method.

Figure 4.8 – Distribution of the rK when our recursive procedure is applied with
either (a) the algebraic method or (b) the accept-reject method. For each graph, the
bar associated to the median step α is colored in black.
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Figure 4.9 gives the boxplots representation of the estimates obtained with the
classic replication procedure (left boxplots) and with our recursive procedure using
either the algebraic method (middle boxplots) or the accept-reject method (right
boxplots).

The main observation is that our recursive procedure using the algebraic method
shows more variability in the estimates than the two others. This observation is
emphasized for graphs (b) and (c) of Figure 4.9 corresponding to Sobol’ indices
with low values. However, this variability is mostly due to the algebraic method
itself stopping at earlier steps than the accept-reject method. The results obtained
with our recursive procedure using the accept-reject method are overall similar to
those obtained with the classic replication procedure.

As for the case of first-order indices, one can calculate the gain of our recursive
procedure in terms of number of evaluations. Table 4.1 gives the gain of our method
for each quartile of the vector pr1, . . . , r`maxq. Our recursive procedure shows that it
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Figure 4.9 – Boxplots of closed second-order Sobol’ indices estimated r “ 100

times with our recursive procedure and the classic replication procedure. For each
index Su, the left boxplot refers to the classic replication procedure, the boxplot in
the middle (resp. on the right) refers to our recursive procedure using the algebraic
(resp. accept-reject) method. The horizontal dotted lines refer to the true values of
the indices.
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is possible to decrease even more the number of simulations by adopting a sequential
approach for the estimation of closed second-order indices while preserving the same
order of precision. However, as stated before, there is a computational price to pay
induced by the accept-reject method. When the input space dimension is small
(d ď 4), it is harder to find new blocks. As such, the algebraic method should be
preferred to the accept-reject one. At the opposite, when the input space dimension
is high, new blocks are easier to find. Therefore, the accept-reject method should be
used as it gives more accurate results.
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Table 4.1 – Gain of the recursive replication procedure using either the algebraic
or the accept-reject construction. The gain is calculated in terms of number of eva-
luations for each quartile (r1{4, r1{2, r3{4) of the vector pr1, . . . , r`maxq.

quartile construction value gain“ r`max
value

r1{4

algebraic 73 1.37

accept-reject 76 1.32

r1{2

algebraic 80 1.25

accept-reject 82 1.22

r3{4

algebraic 87 1.15

accept-reject 88 1.14

Conclusion

In this paper we proposed a new approach rendering the replication procedure re-
cursive to estimate first-order or closed second-order Sobol’ indices. We introduced a
recursive formula for the Sobol’ index estimator. The recursive procedure presented
consists in augmenting the two replicated designs with new sets of points through the
construction of nested space-filling designs. For the case of closed second-order in-
dices, two methods were proposed to construct a nested orthogonal array of strength
two : an algebraic method and an accept-reject method. Our recursive procedure was
compared to the classic replication procedure of Tissot and Prieur [TP15]. The com-
parison focused on the space-filling properties of the designs and on the precision of
the Sobol’ indices estimates.

The replication procedure proposed in [TP15] are known to be highly efficient
in terms of number of simulations. Yet the results in this paper showed that it
is still possible to decrease the number of simulations by adopting a sequential
procedure based on a recursive method of estimation. More precisely, the nested
designs proposed here gave the same order of precision on Sobol’ indices as the
replicated designs used in [TP15] but with a random number of simulations of much
smaller expectation. Furthermore, the space-filling properties of the nested designs
constructed were on average as good as the one of the replicated designs used in
[TP15].

For the case of first-order indices, considering Sobol’ sequences could improve the
nested designs (see constructions of Chapter 5). For the case of closed second-order
indices, the variability in the results showed by our recursive procedure while using
the algebraic method could be reduced by further working on the set C (Section
4.3.2 Variant 2). In our case, the set C was filled with elements g chosen at random.
A more deterministic choice of the g could lead to a better exploration of the input
space.
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Chapitre 5

Reliable error estimation for
Sobol’ indices

Les résultats de ce chapitre ont donné lieu à un compte-rendu mathématique
de l’Académie des Sciences [GRA`16] et un article[GR16], soumis pour publication.
L’objectif de ce chapitre est d’apporter une réponse à la problématique P3 soulevée
en introduction portant sur la construction d’une borne d’erreur afin de garantir un
seuil de précision pour l’estimation des indices de Sobol’. Dans ce chapitre les plans
d’expériences sont construits en utilisant des séquences de Sobol’.

Les sections 5.1 à 5.4 constituent le compte-rendu mathématique [GRA`16].
Dans ce compte-rendu, on se place dans le contexte de l’estimation des effets prin-
cipaux des paramètres d’un modèle. A cet effet, nous proposons d’étudier deux ap-
proches pour construire itérativement des plans répliqués à partir de séquences de
Sobol’. Les propriétés d’uniformité et de remplissage de l’espace des plans construits
sont étudiées sur la base de deux critères.

Les sections 5.5 à 5.8 constituent l’article [GR16]. Dans cet article, nous propo-
sons une borne d’erreur pour l’estimation d’indices de Sobol’ à l’aide de séquences
de Sobol’. La borne d’erreur est obtenue à partir d’une décomposition en coefficients
de Walsh des intégrandes intervenant dans la formule intégrale de l’indice de Sobol’.
Cette décomposition utilise la propriété de clôture des séquences de Sobol’. Nous
proposons d’utiliser cette borne d’erreur comme critère d’arrêt pour deux méthodes
d’estimation des indices : méthode de Saltelli et méthode répliquée.

Notons que cette borne d’erreur ne peut pas être utilisée pour la version récur-
sive de la méthode répliquée présentée au chapitre 4. En effet, les plans emboîtés
construits pour cette dernière méthode ne satisfont pas la propriété de clôture véri-
fiée par les séquences de Sobol’.
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5.1 Introduction

Mathematical models often involve a substantial number of poorly known para-
meters. The effect of these parameters on the output of the model can be assessed
through sensitivity analysis. Global sensitivity analysis methods are useful tools to
identify the parameters having the most influence on the output. A well known
approach is the variance based method introduced by Sobol’ in [Sob93]. This me-
thod estimates sensitivity indices called Sobol’ indices that summarize the influence
of each model input. Among all Sobol’ indices, one can distinguish the first-order
indices that estimate the main effect of each input.

The procedure to estimate first-order Sobol’ indices proposed by Sobol’ and its
improvements (see Saltelli [SCS08] for an exhaustive survey) all suffer from a pro-
hibitive number of model evaluations that grows with respect to the input space
dimension. An elegant solution to reduce this number relies on the construction
of particular designs of experiments called replicated designs. The notion of repli-
cated designs was first introduced by McKay through its definition of replicated
Latin Hypercubes in [McK95]. Below we provide this definition in a more general
framework :

Definition 5.1. Consider x P r0, 1qs, and xu P r0, 1q|u| the subset of elements of
x given by u Ĺ t1, . . . , su, where |u| is the cardinality of u. Let P “ txiu

n´1
i“0 and

P 1 “ tx1iun´1
i“0 be two point sets in r0, 1qs, and denote by Pu “ txi,uu

n´1
i“0 (resp. P 1u)

the subset of elements of points in P (resp. P 1) indexed by u. We say that P and P 1
are two replicated designs of order a P t1, . . . , s´ 1u, if for any u Ĺ t1, . . . , su with
|u| “ a, Pu and P 1u are the same point set in r0, 1qa, perhaps in a different order.

The replication procedure described in [MJ08, TP15] allows the estimation of all
first-order Sobol’ indices with only two replicated designs of order 1. This procedure
has the major advantage of reducing the number of model evaluations, evaluating
only on designs P and P 1 regardless of the input space dimension. However, Sobol’
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indices estimates may still not be accurate enough if designs P and P 1 do not explore
the input space properly.

In this note, we propose two different constructions of replicated designs of order
1 based on Sobol’ sequences. Both constructions ensure that the input space is
properly explored and can be used within the replication procedure to estimate all
first-order Sobol’ indices. The definition of these constructions is recursive, therefore
one can iteratively refine each replicated design by adding the corresponding new
set of points. We first provide a brief introduction on digital sequences and then
present two iterative approaches to construct the two replicated point sets. We end
this note by analyzing the space-filling properties of the two designs constructed.

5.2 Digital sequences background

5.2.1 Preliminaries

Digital nets and sequences were first introduced by Niederreiter [Nie92b] in
the numerical integration framework to define good uniformly distributed points
in r0, 1qs. They can also appear in the literature as digital pt,m, sq-nets and digital
pt, sq-sequences, or simply pt,m, sq-nets and pt, sq-sequences. Sobol’ and Niederreiter-
Xing sequences are two examples of digital sequences detailed in [Sob93] and [NX96].

Definition 5.2. Let A be the set of all elementary intervals A Ă r0, 1qs where A “
śs
j“1rαjb

´γj , pαj ` 1qb´γj q, with integers s ě 1, b ě 2, γj ě 0, and bγj ą αj ě 0.
For m ě t ě 0, the point set P P r0, 1qs with bm points is a pt,m, sq ´ net in base b
if every A with volume bt´m contains bt points of P.

Thus, a pt,m, sq-net is defined such that all elementary intervals of volume bt´m

will enclose the same proportion of points of P, namely bt´m|P| points. The most
evenly spread nets are p0,m, sq-nets, since each elementary interval of the smallest
volume possible, b´m, contains exactly one point. The quality of any pt,m, sq-net is
therefore measured by the parameter t, called t-value.

By increasing m, we increase the number of points of the pt,m, sq-net. In the
limiting case where mÑ8, we can define the pt, sq-sequence as :

Definition 5.3. For integers s ě 1, b ě 2, and t ě 0, the sequence txiuiPN0 is a
pt, sq-sequence in base b, if for every set P`,m “ txiu

p``1qbm´1
i“`bm with ` ě 0 and m ě t,

P`,m is a pt,m, sq-net in base b.

The replicated design properties can also apply to digital sequences. Hence, we
introduce the following definition,

Definition 5.4. Two digital sequences txiuiPN0 and tx1iuiPN0 are digitally replicated
of order a if for all m ě 0, txiub

m´1
i“0 and tx1iub

m´1
i“0 are two replicated designs of

order a.
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5.2.2 Sobol’ sequences

Sobol’ sequences in dimension s are digital sequences in base b “ 2 that can
be computed using the generating matrices, a set of s full rank infinite dimensio-
nal upper triangular matrices over the Galois field F2 :“ t0, 1u. These generating
matrices are recursively constructed given some primitive polynomials and initial di-
rectional numbers. In [JK08], Kuo and Joe detail this construction and also suggest
a particular choice for these matrices that optimize the 2 dimensional projection
t-values.

Consider the generating matrices C1, . . . , Cs, and Cm1 , . . . , C
m
s their upper left

corner blocks of sizemˆm. Although C1, . . . , Cs are of infinite size, one only requires
the knowledge of Cm1 , . . . , Cms to construct the first 2m Sobol’ points : for each i “
0, . . . , 2m´ 1, the point xi “ pxi,1, . . . , xi,sqᵀ of the sequence is obtained dimension-
wise by :

pxi,j,1, . . . , xi,j,mq
ᵀ “ Cmj i, j “ 1, . . . , s , (5.1)

where xi,j “
řm
kě1 xi,j,k2

´k is the binary expansion of xi,j and i “ pi0, . . . , im´1q
ᵀ

is the vector obtained from the binary expansion of i “
řm´1
kě0 ik2

k. All matrix
operations are performed in F2. Below we provide an example of how to compute
x11,1 “ 0.8125 and x9,2 “ 0.4375,
¨

˚

˚

˚

˚

˝

x11,1,1

x11,1,2

x11,1,3
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˛

‹

‹

‹

‹

‚
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˚
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To compute the next 2m points of the sequence, one can infer from (5.1) that

pxi`2m,j,1, . . . , xi`2m,j,m`1q
ᵀ “ pxi,j,1, . . . , xi,j,m, 0q

ᵀ ‘ pcm`1
j q

ᵀ
, i “ 0, . . . , 2m ´ 1,

(5.2)
where cm`1

j is the last column of Cm`1
j and ‘ is the addition in F2.

In addition, Sobol’ sequences have good group structure properties. For any
m ě 1, the first 2m points of the sequence form an Abelian group under ‘ :

x “

˜

m
ÿ

k“1

x1,k2
´k, . . . ,

m
ÿ

k“1

xs,k2
´k

¸ᵀ

, z “

˜

m
ÿ

k“1

z1,k2
´k, . . . ,

m
ÿ

k“1

zs,k2
´k

¸ᵀ

,

x‘ z :“

˜

m
ÿ

k“1

px1,k ` z1,k mod 2q2´k, . . . ,
m
ÿ

k“1

pxs,k ` zs,k mod 2q2´k

¸ᵀ

.

(5.3)
From equation (5.1) above, one may see that the first 2m points of the sequence are
elements of pFm2 q

s.

Lemma 5.1. All Sobol’ sequences are digitally replicated of order 1.
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Proof : Consider any two s-dimensional Sobol’ sequences generated by C1, . . . , Cs
and C 11, . . . , C

1
s respectively. Since any two matrices Cmj and C 1mj are square and

full rank, the operations i ÞÑ Cmj i and i ÞÑ C 1mj i are one-to one and onto for all
i “ 0, . . . , 2m ´ 1. Therefore, they generate the same point sets.

5.3 Iterative constructions of replicated point sets

In this section we propose two different approaches to iteratively construct two
replicated point sets, P` and P 1`, based on Sobol’ sequences. These two constructions
are carried out according to the following recursive scheme :

#

P0 “ B0

P` “ P`´1 YB`

#

P 10 “ B10

P 1` “ P 1`´1 YB
1
`

, ` ě 1,

where B` and B1` are new sets of points added at step ` to refine P`´1 and P 1`´1. For
all ` ě 0, P` and P 1` are two replicated designs of order 1.

The first approach is called multiplicative because |P`| “ 2` while the second one
is called additive and |P`| “ `|B0|. In the multiplicative case, we will directly use 2

s-dimensional sequences as a result from Lemma 5.1. However, for the additive case,
we will consider an initial set of Sobol’ points and apply different scramblings and
digital shifts to extend the point sets. Additionally, in both cases one can randomize
the points using Owen’s scrambling [Owe95] as long as same coordinates of P` and
P 1` share the same scrambling.

5.3.1 Multiplicative approach

Two replicated point sets of order 1, P` and P 1`, can be constructed using two
s-dimensional Sobol’ sequences. We note C1, . . . , Cs the generating matrices used
to generate P` and C 11, . . . , C 1s those used to generate P 1`. To ensure that P` and
P 1` are as uniform as possible, these generating matrices need to be different from
each other. We choose C1, . . . , Cs, C

1
1, . . . , C

1
s to be the first 2s generating matrices

suggested by Joe and Kuo in [JK08], not necessarily in this order. In [JK08], Joe
and Kuo minimized the t-value for all 2 dimensional projections.

In order to iteratively extend designs P` and P 1`, one just needs to compute
B` “ tx2`´1 , . . . ,x2`´1u and B1` “ tx12`´1 , . . . ,x

1
2`´1

u, starting with B0 “ B10 “ t0u,
with 0 the null vector. Each set B` and B1` can be constructed using (5.2) applied
to P`´1 and P 1`´1.

As a direct consequence of Lemma 5.1, at each step ` designs P` and P 1` are
two replicated designs of order 1. Furthermore, they both inherit the space-filling
properties of pt, `, sq-nets.
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5.3.2 Additive Approach

With the multiplicative approach, the size of designs P` and P 1` is multiplied by
2 each time ` is increased by one. This growth rate may be inadequate for some
applications. The additive approach presented in this section is attractive due to
a slower size growth. Given an initial choice of r ě 1 that specifies the size of B0

and B10, only |B0| “ 2r points are added to both designs at each step. The main
drawback of this approach is that P` and P 1` do not inherit the structure of a Sobol’
sequence when ` ě 1. Nevertheless, both designs display good space-filling properties
as shown in the next section.

Analogously to the multiplicative case, the two replicated point sets P` and P 1`
constructed with the additive approach are iteratively refined with B` and B1`.

First txiu2
r´1
i“0 and tx1iu2

r´1
i“0 are set to be the first 2r points of two s-dimensional

Sobol’ sequences. The generating matrices of these two sequences are selected as
in the multiplicative approach. Then, B` (resp. B1`), for ` ě 0, is obtained from
txiu

2r´1
i“0 (resp. tx1iu2

r´1
i“0 ) by carrying out digital shifts and scrambling operations.

Therefore, both B` and B1` inherit the pt, r, sq-net structure of these initial sets.

At step ` “ 0, B0 “ tx
p0q
i u

2r´1
i“0 and B10 “ tx1

p0q
i u

2r´1
i“0 are generated as follows :

for each i “ 0, . . . , 2r´1, points xp0qi “ px
p0q
i,1 , . . . , x

p0q
i,s q
ᵀ and x1p0qi “ px1

p0q
i,1 , . . . , x

1p0q
i,s q
ᵀ

are obtained by linearly transforming xi,

px
p0q
i,j,1, . . . , x

p0q
i,j,rq

ᵀ “ Lpxi,j,1, . . . , xi,j,rq
ᵀ, j “ 1, . . . , s ,

px1
p0q
i,j,1, . . . , x

1p0q
i,j,rq

ᵀ “ L1pxi,j,1, . . . , xi,j,rq
ᵀ, j “ 1, . . . , s ,

(5.4)

where xp0qi,j “
řr
k“1 x

p0q
i,j,k2

´k, x1p0qi,j “
řr
k“1 x

1p0q
i,j,k2

´k and L, L1 are two distinct full
rank lower triangular matrices of size r ˆ r over F2. Left multiplications by L and
L1 in (5.4) are called linear scramblings [Mat98].

At step ` ě 1, using addition as defined in (5.3) we construct :

B` “ tx
p0q
i ‘ e`u

2r´1
i“0 , B1` “ tx

1p0q
i ‘ e1`u

2r´1
i“0 . (5.5)

where e` P pFr2q
s
zP`´1 and e1` P pFr2q

s
zP 1`´1. Indeed, B0 is a subgroup of pFr2q

s.
Therefore, we construct B` “ B0 ‘ e` as a coset of B0 under the right choice of
e`. The same reasoning applies to B1`. Additions by vectors ej and e1j in (5.5) are
referred as digital shifts.

There are exactly 2rs different choices of e` and e1` in pFr2q
s, and 2rpr´1q{2 choices

of L and L1. The maximum number of iterations ` that can be performed equals
the number of cosets, 2rps´1q. If this maximum is reached, designs P` and P 1` both
correspond to a full grid design of 2rs points with 2r distinct values per input.

Lemma 5.2. Under the additive construction P` and P 1` are two replicated designs
of order 1, ` ě 0.
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Proof : For each ` ě 1, digital shift and scrambling operations carried out
in equations (5.4) and (5.5) are bijections from Fr2 and pFr2q

s. Hence, the same
coordinates of B` and B1` will contain the same set of 2r values.

5.4 Space-filling properties

To analyze the space-filling properties of both approaches we will use two cri-
teria. The first one is the L2 star discrepancy that measures the uniformity of a
point set. This criterion can be easily computed through an analytical expression
provided by [MC94]. The lower the criterion, the more uniform the point set is.
Sobol’ sequences were originally constructed to be low discrepancy sequences and
therefore, behave well under this criterion. The second criterion is called maximin
distance and measures the regularity of a point set. It returns the minimum of all
Euclidean distances between pairs of points in the set. The higher the criterion, the
more spread the point set is.

We name by design M (resp. A) one of the two replicated designs constructed
with the multiplicative (resp. additive) approach, and set the input space dimen-
sion s to 6. For design M , we study the properties of P8, . . . ,P12, and for design
A, we set the initial value to r “ 8 and study the properties of P0, . . . ,P15. For
both M and A we generate 100 designs whose average criteria are presented in Fi-
gure 5.1. While each of the 100 designs M is independently randomized applying
Owen’s scrambling [Owe95], designs A are constructed by randomly selecting matrix
L (uniformly among all 2rpr´1q{2 choices) and vectors e` used in equation (5.5). In
addition, we also show in Figure 5.1 the results obtained with a Latin Hypercube
design (LH design) with a number of points equaling design A. LH designs are the
standard designs used in the replication procedure to estimate first-order indices.
The x-axis corresponds to the number of design points N and the y-axis to the value
of the criterion.

Figure 5.1 – Log-log graph of averaged L2 star discrepancy (left) and maximin
(right) for designs M and A over 100 repetitions.

0.
00

1
0.

00
2

0.
00

5

N

av
er

ag
e L

2 
st

ar
 d

is
cr

ep
an

cy

●

●

●

●
●

●
●

●
●

● ●
● ● ●●●

256 512 768 1280 2048 3328

●

design M
design A
LH design

0.
05

0.
10

0.
15

0.
20

N

av
er

ag
e m

ax
im

in

●

●

●

●

●

●

●
●

●
●

●
●

● ●●●

256 512 768 1280 2048 3328

●

design M
design A
LH design



122 Chapitre 5. Reliable error estimation for Sobol’ indices

As expected, design M performs the best and the estimated slope of the discre-
pancy curve (´0.72) falls within the expected range for Sobol’ sequences [MC94].
Although design A does not perform as well as design M , it outperforms a classic
LH design for both criteria while allowing 15 refinement steps from 28 to 212 points,
instead of only 4 steps for design M .
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5.5 Introduction

Let f represent a deterministic numerical model in r0, 1sd, d ě 1. Sensitivity
measures, also known as Sobol’ indices, are used to assess which inputs of f are
influential for the output. The normalized indices are scalars between 0 and 1 whose
values are interpreted as follows : the closer to 1 the more influential the index.
Alternatively, they can be interpreted as the percentage of the variance explained
by the inputs. Among all Sobol’ indices one can distinguish first-order and total effect
indices. The first measure the effect of a single input, while the second measure the
effect of a single input plus all its interactions with other inputs.

When dealing with complex numerical models, analytical expressions of Sobol’
indices are often inaccessible. In such cases, one must rely on an estimation of these
indices. The original estimation procedure is due to Sobol’ [Sob93]. However, this
procedure requires several model evaluations which are usually expensive. Later on,
Saltelli [Sal02] proposed strategies to estimate sets of Sobol’ indices at once through
the use of a combinatorial formalisms. While elegant, these strategies still require a
large number of model evaluations. A cost efficient alternative to estimate first-order
indices was introduced in [MJ08]. This alternative, called the replication procedure,
has recently been further studied in [TP15] and generalized to the estimation of
closed second-order indices.

A practical problem concerning the use of these methods is how to quantify the
number of model evaluations required to ensure that Sobol’ estimates are accurate
enough. This article addresses this challenge by proposing a reliable error bound
for Sobol’ indices based on digital sequences. The error bound is defined in terms
of the discrete Walsh coefficients of the integrands involved in the Sobol’ indices
definition. We propose a sequential estimation procedure of Sobol’ indices using the
error bound as our stopping criterion. The procedure operates under the assumption
that all integrands lie inside a particular cone of functions (see [HR16]).

Firstly, section 5.6 introduces Sobol’ indices and reviews both Saltelli’s strategy
to estimate first-order and total effect Sobol’ indices, and the replication procedure.
Our main contribution is detailed in Section 5.7. There, we review the construction of
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the error bound proposed in [HR16] for the estimation of integrals based on digital
sequences, and then we generalize it for Sobol’ indices. Section 5.8 is devoted to
analyze the cost in terms of model evaluations of our sequential estimation algorithm.
It combines the error bound in Section 5.7 and either one of the two estimation
procedures of Section 5.6. We also discuss a potential improvement to estimate
small first-order indices according to [Owe13a]. Finally, examples and illustrations
of our procedure are presented in Section 5.9.

5.6 Background on Sobol’ indices

5.6.1 Definition of Sobol’ indices

Denote by x “ px1, . . . , xdq the vector of inputs of f . We assume that f is in some
subset of P L2pr0, 1sdq for which fpxq is defined for all x P r0, 1sd, and D “ t1, . . . , du
the set of dimension indexes. Let u be a subset of D, ´u its complement and |u| its
cardinality. Then, xu represents a point in r0, 1s|u| with components xj , j P u. Given
two points x and x1, the hybrid point w “ pxu : x1´uq is defined as wj “ xj if j P u
and wj “ x1j if j R u.

The uncertainty on x is modeled by a uniform random vector, namely x iid
„

Upr0, 1sdq. The Hoeffding decomposition [Hoe48, Sob93] of f is :

fpxq “ f∅ `
ÿ

uĎD,u‰∅
fupxq, (5.6)

where :

f∅ “ Erfpxqs “ µ,

fupxq “

ż

r0,1s|u|
fpxqdx´u ´

ÿ

vĂu

fvpxq.

Due to orthogonality, the variance of equation (5.6) leads to the variance decompo-
sition of f :

σ2 “ Varrfpxqs “
ÿ

uĎD,u‰∅
σ2
u, with σ2

u “

ż

r0,1s|u|
fupxq

2dxu.

From this decomposition, one can express the following two quantities :

τ2
u “

ÿ

vĎu

σ2
v , τ2

u “
ÿ

vXu‰∅
σ2
v , u Ĺ D.

These two quantities τ2
u and τ2

u measure the importance of variables xu : τ2
u

quantifies the main effect of xu, that is the effect of all interactions between variables
in xu, and τ2

u quantifies the main effect of xu plus the effect of all interactions
between variables in xu and variables in x´u.
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Both τ2
u and τ2

u satisfy the following relations : 0 ď τ2
u ď τ2

u and τ2
u “ σ2´ τ2

´u.
These two measures are commonly found in the literature in their normalized form :
Su “ τ2

u{σ
2 is the closed |u|-order Sobol’ index for inputs u, while Su “ τ2

u{σ
2 is

the total effect Sobol’ index of order |u|.

In our framework, we are only interested in single input indices, namely |u| “ 1.
The computation of the normalized indices is performed based on the following
integral formulas for their numerators :

τ2
u “

ż

r0,1s2d

`

fpxq ´ fpxu : x1´uq
˘

fpx1qdxdx1, (5.7)

τ2
u “

1

2

ż

r0,1sd`1

pfpx1q ´ fpxu : x1´uqq
2dxudx

1, u P D, (5.8)

while variance and mean of f are evaluated as :

σ2 “

ż

r0,1sd
fpxq2dx´ µ2,

µ “

ż

r0,1sd
fpxqdx,

(5.9)

Usually the complexity of f causes the solution of integrals (5.7), (5.8) and (5.9) to
be intractable. In such cases, one can instead estimate these quantities.

5.6.2 Estimation of Sobol’ indices

In this section we review two Monte Carlo procedures for the estimation of
Sobol’ indices. A design is a point set P “ txiun´1

i“0 where each point is obtained by
sampling each variable xj n times. Each row of the design is a point xi in r0, 1sd

and each column of the design refers to a variable xj . Consider P “ txiu
n´1
i“0 and

P 1 “ tx1iun´1
i“0 two designs where pxi,x1iq

iid
„ Upr0, 1s2dq. One way to estimate the

two quantities (5.7) and (5.8) is via :

xτ2
u “

1

n

n´1
ÿ

i“0

`

fpxiq ´ fpxi,u : x1i,´uq
˘

fpx1iq, (5.10)

xτ2
u “

1

2n

n´1
ÿ

i“0

pfpx1iq ´ fpxi,u : x1i,´uqq
2, u P D, (5.11)

using for σ2 :

pσ2 “
1

n

n´1
ÿ

i“0

fpxiq
2 ´ pµ2, with pµ “

1

n

n´1
ÿ

i“0

fpxiq. (5.12)

Then, the Sobol’ indices estimators are :

pSu “
xτ2
u{pσ

2, pSu “
xτ2
u{pσ

2. (5.13)
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Using this method, the estimation of a single pair (pSu,
pSu) requires 3n evaluations

of the model f . Thus, for all first order and total effect indices, one would need 3nd

model evaluations. Using a combinatorial formalism, in [Sal02] Saltelli proposes the
following estimation strategy :

Théorème 5.1. The d`2 designs txi,u : x1i,´uu
n´1
i“0 constructed for u P t∅, t1u, . . . ,

tdu,Du allow to estimate all first-order and total effect Sobol’ indices at a cost of
npd` 2q evaluations of the model.

The main idea of the theorem is that there is no need to reevaluate fpxiq and
fpx1iq for each u. Hence, we can simply evaluate fpxiq n times, fpx1iq n times, and
fpxi,u : x1i,´uq nd times, which accounts for the npd` 2q evaluations.

The d` 2 designs of Theorem 5.1 are obtained by substituting columns of P for
columns of P 1 accordingly to u. While elegant, this approach requires a number of
model evaluations that grows linearly with respect to the input space dimension.

A more efficient alternative to evaluate all first-order indices was proposed in
[MJ08] and only requires 2nmodel evaluations. This alternative relies on the constru-
ction of two replicated designs. The notion of replicated designs was first introduced
by McKay through its replicated Latin Hypercubes in [McK95]. In order to apply
this definition to other types of points, in [GRA`16] we generalized this notion to
the following :

Définition 5.1. Let P “ txiu
n´1
i“0 and P 1 “ tx1iun´1

i“0 be two point sets in r0, 1sd.
Let Pu “ txi,uu

n´1
i“0 (resp. P 1u), u Ĺ D, denote the subset of dimensions of P

(resp. P 1) indexed by u. We say that P and P 1 are two replicated designs of order
a P t1, . . . , d´1u if for any u Ĺ D such that |u| “ a, Pu and P 1u are the same point
set in r0, 1sa. We define by πu the permutation that rearranges the rows of P 1u into
Pu.

The method introduced in [MJ08] allows to estimate all first-order Sobol’ indices
with only two replicated designs of order 1. The key point of this method is to use
the permutations resulting from the structure of the two replicated designs to mimic
the hybrid points in equation (5.10).

More precisely, let P “ txiun´1
i“0 and P 1 “ tx1iun´1

i“0 be two replicated designs of
order 1. Denote by tyiun´1

i“0 “ tfpxiqu
n´1
i“0 and ty1iu

n´1
i“0 “ tfpx

1
iqu

n´1
i“0 the two sets

of model evaluations obtained with P and P 1. From Definition 5.1, we know that
x1πupiq,u “ xi,u. Then,

y1πupiq “ fpx1πupiq,u : x1πupiq,´uq

“ fpxi,u : x1πupiq,´uq.

Hence, each τ2
u can be estimated via formula (5.10) by using y1πupiq instead of

fpxi,u : x1i,´uq without requiring further model evaluations for each u. This es-
timation method has been deeply studied and generalized in Tissot et al. [TP15] to
the case of closed second-order indices. In the following we will refer to this method
as the replication procedure.
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5.6.3 Towards a reliable estimation

The aim of this article is to propose a sequential procedure to estimate first-
order and total effect Sobol’ indices. A practical problem concerning the estimation
of these indices is how large to choose the number of evaluations to ensure that
Sobol’ estimates are accurate enough. Asymptotical results show that Sobol’ esti-
mates are normally distributed ([JKL`14, Proposition 2.2], [TP15, Proposition 3.5]).
As a consequence, errors can be estimated through confidence intervals. However,
these error estimates are only guaranteed asymptotically as the number of model
evaluations goes to infinity.

Additional sequential procedures are the replicated procedure and McKay’s pro-
cedure respectively proposed in [GACP16] and [Ton10]. Nevertheless, in those two
cases, the stopping criterion is a quantity of interest purely empirical, built directly
upon the estimates. Such stopping criteria often involve hyper-parameters difficult
to tweak but more importantly, fail to guarantee any error bound on the estimates.

Our sequential procedure stands apart from others since it proposes a robust
stopping criterion, not costly to compute. This criterion is an error bound based
on the Walsh series decomposition of the integrands in (5.7), (5.8) and (5.9), and
exploits the group properties of digital nets. As such, our procedure relies on an ite-
rative construction of Sobol’ sequences. This construction is performed accordingly
to the multiplicative approach presented in [GRA`16].

The description of the error bound is introduced in the following section and our
sequential procedure is detailed in section 5.8.

5.7 Reliable error bound for Sobol’ indices

We start by reviewing the construction of the error bound proposed in [HR16]
for the estimation of d-dimensional integrals. Then, we present an extension of this
error bound for normalized Sobol’ indices. This extension is built upon the integral
formula of a Sobol’ index.

5.7.1 Reliable integral estimation using digital sequences

We assume we have an embedded sequence of digital nets in base b as in [HR16,
Sec. 2-3],

P0 “ t0u Ă ¨ ¨ ¨ Ă Pm “ txiub
m´1
i“0 Ă ¨ ¨ ¨ Ă P8 “ txiu8i“0.

Each Pm has a group structure under the digitwise addition :

x‘ t “

˜

8
ÿ

`“1

rpxj` ` tj`q mod bsb´` pmod 1q

¸d

j“1

,

where xj` and tj` are the b-adic decompositions of the jth component of points x
and t.
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To relate the group structure of Pm with the integration error, we introduce
the dual net which establishes the relationship between any digital net and the
wavenumber space of non-negative integers Nd0. A dual net is

PKm “ tk P Nd0 : xk,xy “ 0, x P Pmu,

xk,xy “
d
ÿ

j“1

8
ÿ

`“0

kj`xj,``1 pmod bq,

and inherits the same embedded structure as for digital nets,

PK0 “ Nd0 Ą ¨ ¨ ¨ Ą PK8 “ t0u. (5.14)

As shown in [HR16, Sec. 3], the group structure of digital nets guarantees the pro-
perty below affecting any Walsh basis ϕkpxq “ e2π

?
´1xk,xy{b,

1

bm

ÿ

xPPm

ϕkpxq “

#

1, k P PKm,
0, k R PKm.

(5.15)

Therefore, considering the Walsh decomposition of any f P L2pr0, 1sdq :

fpxq “
ÿ

kPNd
0

f̂kϕkpxq,

and,

I “

ż

r0,1sd
fpxq dx,

property (5.15) leads to∣∣∣∣∣I ´ 1

bm

ÿ

xPPm

fpxq

∣∣∣∣∣ “
∣∣∣∣∣∣f̂0 ´ 1

bm

ÿ

xPPm

ÿ

kPNd
0

f̂kϕkpxq

∣∣∣∣∣∣ ,
“

∣∣∣∣∣∣
ÿ

kPPKmzt0u
f̂k

∣∣∣∣∣∣
ď

ÿ

kPPKmzt0u

∣∣∣f̂k∣∣∣ . (5.16)

Based on the size of
∣∣∣f̂k∣∣∣ and the structure of dual nets (5.14), in [HR16, Sec. 4.1]

we proposed an ordering of the wavenumbers kp¨q : N0 Ñ Nd0. Defining f̂κ “ f̂kpκq,
the error bound (5.16) becomes,∣∣∣∣∣I ´ 1

bm

ÿ

xPPm

fpxq

∣∣∣∣∣ ď 8
ÿ

λ“1

∣∣∣f̂λbm∣∣∣ . (5.17)
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Nonetheless, because the knowledge of the Walsh coefficients f̂κ is not assumed, we
will estimate them using the fast transform obtained with the precomputed function
values, and refer to them as rfm,κ,

rfm,κ “ rfm,kpκq “
1

bm

ÿ

xPPm

fpxqϕkpκqpxq.

Note that for function values evaluated at Pm, one only generates bm discrete Walsh
coefficients rfm,κ.

For `,m P N0 and ` ď m we introduce the following notation,

Smpfq “
bm´1
ÿ

κ“tbm´1u

∣∣∣f̂κ∣∣∣ , pS`,mpfq “
b`´1
ÿ

κ“tb`´1u

8
ÿ

λ“1

∣∣∣f̂κ`λbm∣∣∣ ,
qSmpfq “ pS0,mpfq ` ¨ ¨ ¨ ` pSm,mpfq “

8
ÿ

κ“bm

∣∣∣f̂κ∣∣∣ ,
rS`,mpfq “

b`´1
ÿ

κ“tb`´1u

∣∣∣ rfm,κ∣∣∣ .
Finally, we define the set of functions C,

C :“ tf P L2pr0, 1sdq : pS`,mpfq ď pωpm´ `qqSmpfq, ` ď m,

qSmpfq ď ω̊pm´ `qS`pfq, `˚ ď ` ď mu. (5.18)

for `˚ P N, pω and ω̊ two non-negative valued functions with limmÑ8 ω̊pmq “ 0, and
such that pωprqω̊prq ă 1 for some fixed r P N.

In [HR16, Sec. 4.2] it is shown that for any f P C,∣∣∣∣∣I ´ 1

bm

ÿ

xPPm

fpxq

∣∣∣∣∣ ď rS`,mpfq
pωpmqω̊pm´ `q

1´ pωpm´ `qω̊pm´ `q
looooooooooooomooooooooooooon

Cpmq

“ ε
pI
, (5.19)

where one may increase m until the error bound εI is small enough.
Details concerning the algorithm, the mapping of the wavenumber space, or the

meaning and properties of C, are provided in [HR16].
For our problem, only Sobol’ sequences [Sob67] have been considered. Their ma-

jor interest comes from their fast and easy implementation. Further details concer-
ning Sobol’ sequences can be found in [Lem09, Nie92a].

5.7.2 Extension to Sobol’ indices

The idea here is to extend the definition of the error bound (5.19) to Sobol’
indices. To do so, we consider the two integral formulas of the first-order and total
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effect Sobol’ indices with |u| “ 1 :

SupIq “

ş

r0,1q2d pfpxq ´ fpxu : x1´uqq fpx
1qdxdx1

ş

r0,1qd fpxq
2dx´

´

ş

r0,1qd fpxqdx
¯2 ,

SupIq “
I1

I3 ´ pI4q
2
,

SupIq “

1
2

ş

r0,1qd`1pfpx
1q ´ fpxu : x1´uqq

2dxudx
1

ş

r0,1qd fpxq
2dx´

´

ş

r0,1qd fpxqdx
¯2 ,

SupIq “
I2

I3 ´ pI4q
2
,

where I “ pI1, I2, I3, I4q is a vector of integral values. SupIq and SupIq are defined
as functions over the vector I. If we estimate I by pI with vector of error bounds
ε
pI
“ pε

pI1
, ε

pI2
, ε

pI3
, ε

pI4
q according to (5.19), we know that I P Bε

pI
ppIq “ rpI´ε

pI
, pI`ε

pI
s.

Then, as an alternative to the common Sobol’ indices estimators (5.13), we can
define the following two estimators with their respective error bounds :

pSu “
1

2

¨

˝min
´

max
IPBε

pI
ppIq
SupIq, 1

¯

`max
´

min
IPBε

pI
ppIq
SupIq, 0

¯

˛

‚

ε
pSu
“

1

2

¨

˝min
´

max
IPBε

pI
ppIq
SupIq, 1

¯

´max
´

min
IPBε

pI
ppIq
SupIq, 0

¯

˛

‚

(5.20)

and,

pSu “
1

2

¨

˝min
´

max
IPBε

pI
ppIq
SupIq, 1

¯

`max
´

min
IPBε

pI
ppIq
SupIq, 0

¯

˛

‚

ε
pSu
“

1

2

¨

˝min
´

max
IPBε

pI
ppIq
SupIq, 1

¯

´max
´

min
IPBε

pI
ppIq
SupIq, 0

¯

˛

‚

(5.21)

Because numerator and denominator are both known to be positive, maximizing
SupIq (resp. SupIq) is done through maximizing the numerator I1 (resp. I2) and
minimizing the denominator I3 ´ I

2
4 . Analogously, to minimize SupIq (resp. SupIq)

one minimizes the numerator I1 (resp. I2) and maximizes the denominator I3 ´ I
2
4 .

Under the assumption that each integrand in Su and Su lies inside C, these new
estimators satisfy :

Su P
”

pSu ´ εpSu
, pSu ` εpSu

ı

, Su P
”

pSu ´ ε
pSu
, pSu ` ε

pSu

ı

.

For the rest of the paper, we will consider pSu and pSu as defined in formulas (5.20)
and (5.21).
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5.8 Sequential estimation procedure

The sequential estimation procedure we propose combines error bounds ε
pSu

and
ε
pSu

presented in the previous section with either one of the two estimation strategies
of section 5.6.2 : Saltelli’s strategy and the replication procedure.

We start by detailing our procedure under the form of an algorithm. Then,
we discuss a possible improvement by considering a new estimator introduced in
[Owe13a] for the estimation of first-order indices.

5.8.1 Sequential algorithm and cost

Algorithm 5.1 summarizes the main steps of our sequential procedure. First, one
must fix the tolerance ε ą 0 at which Sobol’ indices must be estimated, and set
m “ `˚ ` r, where `˚ and r are the two hyper-parameters defined in (5.18). Then,
one must construct the two designs Pm “ txiu

2m´1
i“0 and P 1m “ tx1iu

2m´1
i“0 at Step

5 according to the multiplicative approach detailed in [GRA`16]. The choice of `˚
must be large enough to ensure that each integrand of Su and Su (Section 5.7.2) is
in C (see (5.18)).

Under this construction, Pm and P 1m correspond to the first 2m points of two
independent Sobol’ sequences. Furthermore, they possess the structure of two repli-
cated designs of order 1, as shown in [GRA`16]. Pm and P 1m can also be scrambled
as long as both point sets share the same scrambling dimensionwise.

Pm and P 1m can be used with Saltelli’s strategy to estimate all first-order indices
and total effect Sobol’ indices. This option is referred as Variant A in Algorithm 5.1.

Alternatively, Pm and P 1m can be used with the replication procedure to estimate
all first-order Sobol’ indices. This option is referred as Variant B in Algorithm 5.1.

In both cases we always check if the respective error bounds ε
pSu

and ε
pSu

are lower
than the tolerance ε. For Variant A the stopping criterion is ε

pSu
ď ε and ε

pSu
ď ε

for all u P D. For Variant B it is ε
pSu
ď ε for all u P D.

If the stopping criterion is satisfied, the algorithm stops and Sobol’ estimates
are returned. Otherwise, m is incremented by one to perform a new estimation.

The cost of our algorithm, in terms of model evaluations, varies whether Variant
A or Variant B is selected. To discuss this cost we note by m‹ the ending iteration.
If Variant A is selected, the cost of our algorithm is :

ÿ

uPD
2mu ` 2ˆ 2m

‹

, m‹ “ max
uPD

mu,

where :
‚ 2mu is the number of evaluations f pxi,u : x1i,´uq used to estimate both the

first-order index Su and the total effect index Su,
‚ 2ˆ2m

‹ is the number of evaluations f pxiq and f px1iq used in the estimation
of each first-order and total effect indices.
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Algorithm 5.1 Sequential estimation of Sobol’ indices

1: choose ε ą 0

2: set : mÐ `˚ ` r

3: boolÐ false

4: while !bool do
5: Pm Ð Pm´1 YBm

P 1m Ð P 1m´1 YB
1
m

6: for u “ 1, . . . , d do
7: if Variant A then
8: if !boolu then
9: compute pSu and pSu with formulas (5.20) and (5.21), and Saltelli’s

strategy
10: boolu Ð ε

pSu
ď ε & ε

p

pSu

ď ε

11: mu Ð m

12: if Variant B then
13: if !boolu then
14: estimate pSu with formula (5.20) and the replication procedure
15: boolu Ð ε

pSu
ď ε

16: mu Ð m

17: boolÐ @u : boolu
18: mÐ m` 1

19: return the Sobol’ estimates.

If all mu are equal, the cost of Variant A becomes 2m
‹

pd ` 2q and we recover the
cost specified in Theorem 5.1 with n “ 2m

‹ .
If Variant B is selected, the cost of our algorithm equals 2 ˆ 2m

‹ . This cost
corresponds to the one of the replication procedure introduced in Section 5.6.2,
where 2n “ 2ˆ 2m

‹ independent of d.

5.8.2 Improvement

When Su is small, it usually becomes harder to estimate. For this reason, we
consider the use of a new estimator to evaluate small first-order Sobol’ indices in
Variant A. This estimator called “Correlation 2" has been introduced by Owen in
[Owe13a]. In this article, he discussed and highlighted the efficiency of “Correlation
2" when estimating small first-order indices. Our aim is to show that the use of
“Correlation 2" in Variant A may reduce the total number of model evaluations.
This new estimator is,

xτ2
u “

1

n

n´1
ÿ

i“0

pfpxiq ´ fpzi,u : xi,´uqqpfpxi,u : x1i,´uq ´ fpx
1
iqq,
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where pxi,x1i, ziq
iid
„ Upr0, 1sq3d. It requires an additional set of n model evaluations

to estimate τ2
u.

We discuss below the potential improvement brought by using “Correlation 2"
in Variant A. The idea is to replace the current estimator (5.10) by “Correlation 2"
for each small first-order index.

Assume that the number of small first-order indices is known and equals γ. We
denote by u1, . . . , uγ the indices of the corresponding inputs and Γ “ t1, . . . , γu.
The cost of Variant A including “Correlation 2" becomes,

ÿ

jPΓ

2
m2uj `

ÿ

jPΓ

2
m1uj `

ÿ

jPDzΓ
2muj ` 2ˆ 2m

‹

, (5.22)

where :
‚ for j P Γ, 2

m2uj is the number of evaluations f
`

zi,uj : xi,´uj
˘

to estimate Suj ,

‚ for j P Γ, 2
m1uj is the number of evaluations f

`

xi,uj : x1i,´uj
˘

to estimate
both Suj and Suj ,

‚ likewise, for j P DzΓ, 2muj is the number of evaluations f
`

xi,uj : x1i,´uj
˘

to
estimate both Suj and Suj ,

‚ 2ˆ2m
‹ is the number of evaluations f pxiq and f px1iq used in the estimation

of each first-order and total effect index.
We recall the cost of Variant A without “Correlation 2",

ÿ

jPΓ

2muj `
ÿ

jPDzΓ
2muj ` 2ˆ 2m

‹

. (5.23)

The difference (5.22) ´ (5.23) equals :
ÿ

jPΓ

2muj

´

2
m2uj´muj ` 2

m1uj´muj ´ 1
¯

“
ÿ

jPΓ

cj . (5.24)

Hence, the sign of this difference indicates whether or not using “Correlation 2"
brings an improvement to Variant A. We distinguish two cases :

1) for j P Γ, if the total effect index Suj requires as much or more evaluations
than the first-order index Suj . Since the total effect estimator is the same,
as a consequence we have m1uj “ muj and cj ą 0.

2) for j P Γ, if the total effect index Suj requires less evaluations than the
first-order index Suj . In this case, if both m2uj ă muj and m1uj ă muj then
cj ď 0.

Overall we expect to observe case 2q more often than case 1q. Indeed, the numerator
of Su requires to estimate 2d dimensional integrals against only d ` 1 dimensional
integrals for the numerator of Su. Hence, it seems reasonable to expect that it will
take less points to estimate Su than Su.

Furthermore, in case 2q, we expect the two conditionsm2uj ă muj andm1uj ă muj

to usually hold as in [Owe13a], “Correlation 2" is shown to perform better for small
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first-order indices. To support this discussion, numerical examples are presented in
Section 5.9.

In practice, one does not know which are the small Sobol’ indices (u1, . . . , uγq.
To overcome this issue, we propose the following alternative for Variant A. If at
the end of the first iteration pSu is smaller than a threshold (in our case 0.1, as
suggested by Owen), then the estimator (5.10) is switched to “Correlation 2" for
this particular u and a third Sobol’ sequence P2m “ tziu

2m´1
i“0 is constructed to

obtain the corresponding evaluations fpzi,u : xi,´uq.

5.9 Applications

We illustrate our sequential estimation procedure with two classical test func-
tions and one real example. In each case, Sobol’ indices are estimated with the
following three variants :

‚ Variant A.a as Variant A without using “Correlation 2”.
‚ Variant A.b as Variant A using “Correlation 2”.
‚ Variant B.

The threshold to decide whether or not a first-order index is small is set to 0.1.
For the two test functions, results of the three variants are compared based on the

true estimation errors. These errors correspond to the absolute difference between
the true values and their estimates :

δSu
“

∣∣∣Su ´ xSu

∣∣∣ , δSu
“

∣∣∣Su ´ xSu

∣∣∣ .
We also compare the total number of evaluations of each variant. Results are avera-
ged over 100 repetitions using Owen’s scrambled Sobol’ sequences [HH03, Owe95].
For each repetition, we fix the tolerance ε “ 5.10´3, set `˚ “ 5, and r “ 4 (the
algorithm starts with 512 Sobol’ points). The algorithm error bound factor defined
in (5.19) is set to Cpmq “ 10ˆ 2´m.

The failure rates rδSu
and rδSu

of each estimate are evaluated over the 100

repetitions. These rates are the proportion of the repetitions in which the true
estimation errors failed to satisfy δSu

ď ε and δSu
ď ε. When δSu

ą ε and δSu
ą ε,

we can infer that our integration parameters are not conservative enough and the
integrands fell outside the cone (5.19).

5.9.1 Classical test functions

The two classical test functions considered in this article are the g-function
introduced by Sobol’ [Sob93], and the function introduced by Bratley et al. [BFN92].
The idea is to test our method over two categories of functions : additive (Bratley
et al. function) and multiplicative (g-function).



5.9. Applications 135

5.9.1.1 Sobol’ g-function

The g-function is defined as follows :

fpxq “
d
ź

j“1

gjpxjq, gjpxjq “
|4xj ´ 2| ` aj

1` aj
, aj ě 0.

Each value aj determines the relative importance of the xj . When the value of aj
gets closer to zero the variable xj becomes more influent. For this example, we chose
d “ 6 and a1 “ 0, a2 “ 0.5, a3 “ 3, a4 “ 9, a5 “ 99, and a6 “ 99.

Table 5.1 shows the averaged estimation errors obtained with Variant A.a as well
as the averaged total number of evaluations performed. Table 5.2 shows the same
results obtained with Variant A.b.

Table 5.1 – Averaged estimation errors δSu
, δSu

and total number of evaluations
for Variant A.a.

input Su δSu
rδSu

Su δSu
rδSu

x1 0.5868 0.0004 0.02 0.6901 0.0005 0.02

x2 0.2608 0.0006 0.02 0.3562 0.0004 0

x3 0.0367 0.0011 0.03 0.0563 0.0008 0

x4 0.0058 0.0012 0.02 0.0092 0.0003 0

x5 5.10´5 0.0003 0 9.10´5 ă 10´4 0

x6 5.10´5 0.0003 0 9.10´5 ă 10´4 0

Total number of evaluations : 63 088

Table 5.2 – Averaged estimation errors δSu
, δSu

and total number of evaluations
for Variant A.b.

input Su δSu
rδSu

Su δSu
rδSu

x1 0.5868 0.0005 0.03 0.6901 0.0006 0.02

x2 0.2608 0.0007 0.03 0.3562 0.0003 0

x3 0.0367 0.0015 0.05 0.0563 0.0009 0

x4 0.0058 0.0003 0 0.0092 0.0003 0

x5 5.10´5 ă 10´4 0 9.10´5 ă 10´4 0

x6 5.10´5 ă 10´4 0 9.10´5 ă 10´4 0

Total number of evaluations : 62 703

The main observation is that both approaches give similar results both in terms
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of estimation errors, failure rates and total number of evaluations. The use of
“Correlation 2” in Variant A.b to estimate the four small first-order Sobol’ indices
S3, S4, S5, S6 does not seem to bring much improvement. We propose to draw box-
plots of the estimation errors to further investigate the results.

Figure 5.2 shows boxplots of the 100 estimation errors δSu
obtained with both

Variant A.a and Variant A.b for the four inputs x3, x4, x5, x6. The horizontal line
marks the tolerance ε “ 5.10´3.

Figure 5.2 – Boxplots of estimation errors δSu
for the four inputs x3, x4, x5, x6

obtained with both Variant A.a and Variant A.b. The horizontal line marks the
tolerance ε “ 5.10´3.
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As expected, we observe that the use of “Correlation 2” in Variant A.b results
in lower estimation errors for these four inputs. The discrepancy observed does not
stand out in Table 5.2 due to its low magnitude (10´4 „ 10´5).

Table 5.3 shows averaged estimation errors δSu
and total number of evaluations

for Variant B.
The results show that the use of Variant B leads to slightly higher estimation

errors and higher failure rates than those obtained with Variant A.a or Variant A.b.
However, the total number of evaluations is twice as small. As such, this approach
remains interesting when one wants to estimate only first-order indices.
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Table 5.3 – Averaged estimation errors δSu
and total number of evaluations for

Variant B.

input Su δSu
rδSu

x1 0.5868 0.0011 0.07

x2 0.2608 0.0013 0.08

x3 0.0367 0.0018 0.09

x4 0.0058 0.0013 0.1

x5 5.10´5 0.0031 0.04

x6 5.10´5 0.0036 0.05

Total number of evaluations : 32 768

5.9.1.2 Bratley et al. function

In this second example, we consider the Bratley et al. function defined by,

fpx1, . . . , xdq “
d
ÿ

i“1

p´1qi
i
ź

j“1

xj .

The importance of each variable xj depends on their own rank. More explicitly, x1

is more influent than x2 that is respectively more influent than x3 and so on.
As for the g-function, Tables 5.4 and 5.5 show averaged estimation errors and

total number of evaluations for Variant A.a and Variant A.b.

Table 5.4 – Averaged estimation errors δSu
, δSu

and total number of evaluations
for Variant A.a.

input Su δSu
rδSu

Su δSu
rδSu

x1 0.6529 0.0004 0 0.7396 0.0003 0.

x2 0.1791 0.0006 0 0.2659 0.0004 0

x3 0.0370 0.0058 0.71 0.0764 0.0012 0.02

x4 0.0133 0.0022 0.12 0.0343 0.0020 0.07

x5 0.0015 0.0024 0.11 0.0062 0.0014 0

x6 0.0015 0.0021 0.06 0.0062 0.0010 0.03

Total number of evaluations : 70 129

Variant A.b gives lower estimation errors and fewer failure rates than Variant
A.a on the four small first-indices S3, S4, S5, S6 which highlights the performance of
“Correlation 2”. The discrepancy is particularly notable for input x3 where Variant
A.a reaches a failure rate of 71% against only 4% for Variant A.b. Furthermore,
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Table 5.5 – Averaged estimation errors δSu
, δSu

and total number of evaluations
for Variant A.b.

input Su δSu
rδSu

Su δSu
rδSu

x1 0.6529 0.0004 0 0.7396 0.0003 0

x2 0.1791 0.0006 0 0.2659 0.0005 0

x3 0.0370 0.0019 0.04 0.0764 0.0013 0.01

x4 0.0133 0.0016 0.01 0.0343 0.0017 0.02

x5 0.0015 0.0003 0 0.0062 0.0015 0.04

x6 0.0015 0.0004 0 0.0062 0.0011 0

Total number of evaluations : 68 045

Variant A.b requires less evaluations than Variant A.a. The boxplots represented in
Figure 5.3 emphasize the latter observations.

Figure 5.3 – Boxplots of estimation errors δSu
for the four inputs x3, x4, x5, x6

obtained with both Variant A.a and Variant A.b. The horizontal line marks the
tolerance ε “ 5.10´3.
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Table 5.6 shows averaged estimation errors δSu
and total number of evaluations

for Variant B.
The estimation errors are lower than those of Variant A.a but higher than those

of Variant A.b. Failure rates are similar to those of Variant A.b. Since the total
number of evaluations is close to the one of Variant A.b, the conclusion is that
Variant B does not bring much improvement for this example.



5.9. Applications 139

Table 5.6 – Averaged estimation errors δSu
and total number of evaluations for

Variant B.

input Su δSu
rδSu

x1 0.6529 0.0003 0

x2 0.1791 0.0006 0

x3 0.0370 0.0010 0

x4 0.0133 0.0038 0.25

x5 0.0015 0.0024 0

x6 0.0015 0.0026 0

Total number of evaluations : 65 536

From the results on these two test functions, the main conclusion is that Variant
A.b performs the best. This highlights the efficiency of “Correlation 2” to estimate
small first-order indices with quasi-Monte Carlo methods. Even if “Correlation 2”
originally requires more model evaluations, this drawback is completely overridden
when this estimator is included into a sequential procedure such as ours. For the
case where we are only interested in estimating first-order indices, Variant B should
be the best choice as illustrated with the g-function.

5.9.2 Real case model

As a real case example, we will study the payoff function of an arithmetic mean
Asian call option. For a discretized Brownian motion B “ pBt1 , Bt2 , . . . , Btdq at
times ti “ T ˆ i{d, the payoff of the option is :

fpayoffpBq “ e´ρT max

˜

1

d

d
ÿ

i“1

S0epρ´σ
2{2qti`σBti ´K, 0

¸

where T is the maturity of the option, S0 is the initial stock price, σ the volatility
of the stock, ρ the interest rate, and K the strike price.

The discretized Brownian motion B follows a multivariate normal distribution
with mean 0 and covariance matrix Σ, with Σij “ minpti, tjq. If Y „ Np0, Idq,
given a matrix M such that Σ “MM t, then MY „ Np0,Σq. Hence, we can gene-
rate the discretized Brownian motion using the inverse normal cumulative distribu-
tion function φ´1 : B „ Mφ´1pXq with φ´1pXq “ pφ´1pX1q, . . . , φ

´1pXdqq
t and

X „ Upr0, 1sdq. Thus, we can estimate the Sobol’ indices over fpayoffpMφ´1pXqq.
In this particular application, the choice of M is pivotal to reduce the effective di-
mensionality of the model. In this regard, Sobol’ indices can help us assess whether
we reduce the effective dimensionality. We will compare the case with either the
Cholesky decomposition or the PCA construction.
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We propose to analyze the results with averaged Sobol’ estimates and averaged
total number of evaluations over 100 repetitions. The tolerance ε and parameters
`˚, r and Cpmq are set as previously.

Tables 5.7, 5.8, and 5.9 show the results when M corresponds to the Cholesky
decomposition of Σ.

Table 5.7 – Averaged values of pSu,
pSu, and total number of evaluations of Variant

A.a with Cholesky decomposition.

input pSu
pSu

x1 0.2120 0.5650

x2 0.1370 0.4420

x3 0.0820 0.3150

x4 0.0408 0.1950

x5 0.0142 0.0944

x6 0.0048 0.0257

Total number of evaluations : 648 821

Table 5.8 – Averaged values of pSu,
pSu and total number of evaluations of Variant

A.b with Cholesky decomposition.

input pSu
pSu

x1 0.2120 0.5650

x2 0.1370 0.4420

x3 0.0822 0.3150

x4 0.0434 0.1950

x5 0.0169 0.0944

x6 0.0049 0.0259

Total number of evaluations : 699 487

It turns out that Variant A.b does not perform better than Variant A.a. Averaged
Sobol’ estimates are similar but the average total number of model evaluations
is slightly worse. The explanation is that total effect Sobol’ indices require more
evaluations than their corresponding first-order indices. As such, “Correlation 2”
falls into case 1) explained in Section 5.8.2. Variant B shows a drastic improvement
on the total number of evaluations with the drawback of a false estimation for input
x4. Its discrepancy is higher than ε when comparing to the other two variants.
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Table 5.9 – Averaged values of pSu and total number of evaluations of Variant B
with Cholesky decomposition.

input pSu

x1 0.2120

x2 0.1350

x3 0.0774

x4 0.0338

x5 0.0149

x6 0.0028

Total number of evaluations : 262 144

Tables 5.10, 5.11, and 5.12 show the results when M corresponds to the PCA
decomposition of Σ. Variant A.a performs as well as Variant A.b in terms of average
total number of evaluations. However, Variant A.a is most probably giving worse
estimates for the small first-order indices. Table 5.10 shows that averaged pS4 is
greater than pS4, pS5 greater than pS5, and pS6 greater than pS6, which is inconsistent
with the property Su ď Su. Once again, variant B shows an improvement on the
total number of evaluations with the drawback of slightly overestimating the small
first-order indices.

Overall, each variant captures well how the PCA Brownian motion construction
reduces the high effective dimensionality of the payoff function, in contrast to the
initial Cholesky decomposition.

Table 5.10 – Averaged values of pSu,
pSu and total number of evaluations of Variant

A.a with PCA decomposition.

input pSu
pSu

x1 0.9800 0.9960

x2 0.0037 0.0172

x3 0.0016 0.0023

x4 0.0014 0.0005

x5 0.0005 0.0001

x6 0.0002 0.0000

Total number of evaluations : 396 221
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Table 5.11 – Averaged values of pSu,
pSu and total number of evaluations of Variant

A.b with PCA decomposition.

input pSu
pSu

x1 0.9800 0.9960

x2 0.0034 0.0172

x3 0.0004 0.0023

x4 0.0001 0.0005

x5 0.0000 0.0001

x6 0.0000 0.0000

Total number of evaluations : 398 648

Table 5.12 – Averaged values of pSu and total number of evaluations of Variant B
with PCA decomposition.

input pSu

x1 0.9800

x2 0.0037

x3 0.0028

x4 0.0029

x5 0.0017

x6 0.0029

Total number of evaluations : 262 144

5.10 Conclusion

When estimating Sobol’ indices, the question of how many evaluations must be
performed to reach a desired precision is often raised by practitioners. This question
is difficult to address mostly because the number of evaluations needed depends on
the complexity of the model studied. As such, it is hard to bring out a general rule
of thumb.

The sequential estimation procedure proposed in this article offers a practical
solution with the construction of an estimator and error bound for Sobol’ indices.
The number of points is progressively augmented until the error bound becomes
lower than a user specified tolerance. The procedure presented combines Sobol’ se-
quences with either Saltelli’s strategy to estimate both first-order and total effect
indices, or the replication procedure to estimate only first-order indices. Further-
more, we investigated the use of a recent estimator well-suited to the estimation
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of small first-order indices using quasi-Monte Carlo methods. The efficiency of this
estimator, called “Correlation 2”, was assessed and highlighted on two test functions.
Overall, the variant combining Saltelli’s strategy and “Correlation 2” gave the best
results, with low failure rates across all indices.

As a future project, the same estimators and algorithms can be designed for
rank-1 lattices using the results in [RH16], and noticing that rank-1 lattices of the
same size are also replicated designs of order 1.

acknowledgements

This work is supported by :

‚ the CITiES project funded by the Agence Nationale de la Recherche (grant
ANR-12-MONU-0020),

‚ the United States National Science Foundation (grant DMS-1522687).

The authors thank Fred J. Hickernell and Clémentine Prieur for initiating this col-
laborative work and Elise Arnaud for her proofreading. The authors are grateful
to Stephen Joe, Frances Y. Kuo and Art B. Owen for their helpful answers and
suggestions.





Chapitre 6

Sensitivity analysis and
optimisation of a Land Use and
Transport Integrated model

Les résultats de ce chapitre ont donné lieu à un article soumis pour publication
[GACP16]. L’objectif de ce chapitre est d’apporter une réponse à la problématique
P2 soulevée en introduction portant sur l’estimation des indices de Sobol’ dans le
cas de variables de sortie vectorielles du modèle. Ce chapitre fait également l’objet
d’une application sur le modèle transport-urbanisme Tranus.

Ce chapitre propose une procédure de calage du modèle transport-urbanisme
Tranus [dlB99]. Le calage d’un modèle transport-urbanisme joue un rôle central
permettant à la fois d’estimer les valeurs optimales des paramètres (variables d’en-
trée) et d’obtenir un modèle robuste et fiable pour tester des scénarios prédictifs. Les
approches traditionnelles de calage misent en oeuvre sur de tels modèles s’appuient
en majorité sur des procédures économétriques ad hoc.

La procedure de calage que nous proposons dans cet article comprend deux
étapes principales : une phase d’analyse de sensibilité et une phase d’optimisation.

La méthode d’analyse de sensibilité proposée est une extension de la méthode
répliquée au cas de sorties vectorielles. Cette extension s’appuie sur la généralisation
des indices de Sobol’ proposée dans [GJKL14]. Ces derniers indices sont construits à
partir d’une décomposition de Hoeffding multidimensionnelle de la sortie vectorielle
du modèle.

La phase d’optimisation est une procédure itérative hybride combinant deux
approches : stochastique et déterministe. L’approche stochastique correspond à l’al-
gorithme EGO (Efficient Global Optimisation) introduit par Mockus et al. [MTZ78].
L’approche déterministe est une formulation analytique de l’optimum pour un type
particulier de paramètre. Les résultats obtenus avec notre méthode de calage sont
comparés à des premiers résultats obtenus par une méthode de calage plus classique
mêlant techniques d’économétrie et approches essai-erreurs pouvant durer plusieurs
semaines.

Dans ce chapitre, nous proposons également une procédure boostrap pour la
construction d’intervalles de confiance pour l’estimation des indices de Sobol’ avec
la méthode répliquée dans le cas de sorties vectorielles. Cette contribution, non
décrite dans [GACP16], est détaillée dans la section 6.B.
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6.1 Introduction

Land use and transport integrated (LUTI) models have received a regain of in-
terest from researchers and urban planners the last decade. Among the large number
of available LUTI models, we focus here on the model Tranus developed by [dlB99].
Tranus and other LUTI models aim to represent the strong interactions between
travel behaviours and land use. Their scope of use ranges from urban metropoli-
tan areas to regional level. LUTI modelling is mainly used to evaluate alternative
planning scenarios, simulating their impact on land cover and travel demand. Ins-
tantiating a LUTI model requires the gathering of huge amounts of data and the
estimation of several parameters to reproduce as closely as possible base year ob-
servations (such as socio-economic surveys, transport data, etc . . . ) on the studied
area. These models include systems of complex nonlinear equations. Analysing these
systems is typically a hard task, particularly in the presence of parameters whose
effects may be difficult to assess. Interactions between parameters of the model make
that a small change in a parameter may result in large changes in the model out-
puts. In such cases, calibration plays a central role, as it helps us to estimate optimal
values of these parameters, creating a robust model. The standard calibration ap-
proach of these models relies on econometric ad-hoc procedures and trial and errors
techniques. An exception can be found in [AH00], where an automatic calibration
of the LUTI model MEPLAN is proposed.

Assessing sensitivity of the input parameters on the outputs during the cali-
bration process is essential to reach a proper calibration of the model and ensure
better predicting capabilities. As a matter of fact, in the context of traffic simulation
[DBH14] put forward the need to carry out a sensitivity analysis as a first step pre-
ceding the calibration of the model. Global sensitivity analysis methods are useful
tools to quantify the influence of the model inputs on the outputs and detect poten-
tial interactions between them. Among the large number of available approaches, the
variance based method introduced by [Sob93] allows to calculate sensitivity indices
called Sobol’ indices. These indices are scalars between 0 and 1 that summarise the
influence of each input (or set of inputs) : the higher is the index the more influential
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is the input (or set of inputs). First-order indices estimate the main effect from each
input whereas higher-order indices estimate the corresponding order of interactions
between inputs. Various estimation procedures of these indices have been proposed
in the literature (see [SCS08] for a survey). A first implementation of a sensitivity
analysis on Tranus was performed in [DSA`12] using the “pick-freeze” estimation
procedure introduced in [Sob93]. Unfortunately, this procedure requires a significant
number of model evaluations that increases depending on the input space dimen-
sion. A solution to break this dependency lies in the use of replicated designs. Based
on such designs, an estimation procedure for Sobol’ indices was proposed in [MJ08]
and further studied in [TP15]. We propose here an extension of the replication pro-
cedure to deal with multidimensional output. This generalisation is then applied to
the land use and activity module of Tranus to select the most influential parameters
based on main effects and second-order interactions.

Following the sensitivity analysis, we propose an estimation procedure of the
influential parameters of the land use and activity module using a two-stage iterative
optimisation. Firstly, a stochastic algorithm is applied to find optimal values of the
influential parameters selected by the sensitivity analysis. Secondly, an analytical
optimisation of an internal dispersion parameter is performed taking as inputs the
previously optimised parameters. This two-stage optimisation is iterated until an
equilibrium is reached on the internal dispersion parameter. This second step is
based on a careful investigation of the system of equations detailed in [CSV15].

The rest of the paper is organised as follows. In Section 6.2, a detailed description
of Tranus is provided. In particular, we focus on the land use and activity module
detailing the principal variables relevant to this paper. Section 6.3 details the two
main ingredients of our calibration procedure from a methodological point of view :
sensitivity analysis and the stochastic algorithm used in the two-stage iterative op-
timisation. In Section 6.4, we detail our whole calibration procedure in the form of
an algorithm. Our methodology is then applied to the study area of North Carolina.
Our results are compared to those obtained with a standard ad-hoc procedure.

6.2 Description of Tranus and problem Statement

6.2.1 General structure of the model

In this paper, we will consider Tranus, a land use and transportation integrated
model (LUTI). This type of software provides a framework for modelling land use
and transportation in an integrated manner. It provides a flexible package to be used
from urban, regional up to national scale. Tranus takes the basis from the classic
input-output model (see [LS63]) and generalises it, adding the transportation layer
on top of it.

The area of study is divided in spatial zones and economical sectors. The concept
of sectors is more general than in the traditional definition. It may include the stan-
dard sectors in which the economy is divided (agriculture, manufacturing, mining,
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etc.), factors of production (capital, land and labour), population groups, employ-
ment, floorspace, land, energy, or any other that is relevant to the spatial system
being represented.

Tranus combines a land use and activity module with a transportation module.
Both of these modules are linked together and serve as input to each other, as
illustrated in Figure 6.1. The spatial economic system is simulated by the activity
model, representing the interactions of the various economical sectors in a specific
time period. These interactions result in transportation demand that is afterwards
affected by the transportation module. In this way the movements of people or
freight are explained as the results of the economic and spatial interaction between
activities, the transport system and the real estate market. In return, the transport
demand and the flux of goods influences the activities in the territory, affecting the
access to transportation, the price of goods and ultimately the land rents. Both of
these modules are based on the classic discrete choice theory (see [McF73, MT00]),
input-output analysis (see [Leo41]), land choice (see [Wil81]), multi-modal path
choice and trip assignment. A comprehensive review of transport modelling can be
found in [OW11].

The convergence is attained when both modules are in equilibrium. The land use
and activity module iteratively equilibrates supply and demand, also computing the
consumption costs and prices. This is done at current transportation costs. In the
other hand, the transportation module assigns the transport demand to the network
and computes the new transportation costs. This back and forth procedure iterates
until a general equilibrium condition is found. This condition is basically that neither
land use, nor transport evolves anymore. Figure 6.1 illustrates this mechanic. As it
is already well calibrated, no further details on the transportation module of Tranus
are provided. The procedure proposed in this paper focuses exclusively on the land
use and activity module.

6.2.2 The land use and activity module

The land use and activity module’s objective is to find an equilibrium between
the production and demand of all economic sectors and zones of the modeled region.
To attain the equilibrium, various parameters and functions are used to represent
the behaviour of the different economic agents. Among these parameters are demand
elasticities, attractiveness of geographical zones, technical coefficients, etc.

It is important for our paper to make the difference between two types of eco-
nomic sectors ; transportable and non-transportable sectors. The main difference
between these two types of sectors, is that transportable sectors can be consumed
in a different place from where they were produced. As an example, the demand for
coal from a metal industry can be satisfied by a mining industry located in ano-
ther region. On the other hand, a typical non-transportable sector is floorspace :
land is consumed where it is “produced”. Transportable sectors generate flow, that
induces transport demand, which ultimately influence transportation costs. Non-
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Figure 6.1 – Schematic overview of Tranus
LAND-USE

TRANSPORT

Find equilibrium between 
production and demand of 
all economic sectors 
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A f f e c t t h e t r a n s p o r t 
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C o m p u t e t h e c u r r e n t 
transportation costs 

EQUILIBRIUM 

transportable sectors, on the other hand, neither require transportation nor gene-
rate flows. In [CSV15] we proposed a detached calibration of Tranus, calibrating first
non-transportable sectors, and building up the rest of the calibration over them. We
will consider this version of Tranus for the rest of the paper.

In the following, we introduce terminologies used in Tranus that are relevant
to this paper. The set of equations relevant to this paper can be found in the
Appendix. For a complete description of Tranus, see [dlB99]. We will consider a
modelled territory or region divided in a set Z of spatial zones, and the economy to
be represented by a set N of economical sectors. We will consider also that we have
data Y0 “ tY0

n
i unPN , iPZ corresponding to the observed production for a base year

in each zone and for each economical sector. We denote as sub-index 0 this year of
reference for the calibration.

The basis of the land use and activity model relies in four principal quantities :

‚ Productions : Y “ tY n
i unPN , iPZ expresses how many “items” of an economic

sector n are produced in a zone i.

‚ Demands : D “ tDmn
i upm,nqPNˆN , iPZ expresses how many items of a sector

n are demanded by the part of sector m located in zone i.

‚ Prices : p “ tpni unPN , iPZ defines the price of (one item of) sector n located
in zone i.

‚ Costs : c̃ “ tc̃ni unPN , iPZ is the cost of consumption of sector n in zone i

Productions, demands, prices and costs are defined for each sector and each zone.
Each possesses an economic representation that varies depending on the type of
sector considered. To fix ideas, productions of a household sector represent the
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total households of a certain income level (rich for instance) in the corresponding
zone. When considering as sector a certain type of housing, production can also
represent the available surface (square meters) in the zone of interest. Demands are
tied to productions and represent how many units of the desired economic sector are
consumed in a zone by another economic sector. The canonical example is demand
for housing by households. Prices are very straightforward, representing the price of
consuming one unit of the given economical sector in that zone. When considering
e.g., households, prices represent salaries/incomes. Finally, costs are results of the
model after the consumption chain has taken place, the equilibrium state is attained
when costs are in perfect equilibrium with prices, and demand are in equilibrium
with productions.

The computation of each of these quantities depends on one another and are
linked by group of non-linear equations. The multiple dependencies of these variables
are represented in Figure 6.2. The feedback is as follows, at current prices, after the
computation of various intermediate variables (that will not be detailed here) we
compute the demand and costs of consumption, finally computing the production.
This production is not necessarily equal to the demand, and the costs of production
are not necessarily equal to the prices, so we have to iterate these quantities until
an equilibrium in production-demand and costs-prices is found. To do so, the costs
of iteration t are fed as prices in iteration t ` 1, and production in iteration t is
compared to demand in iteration t ` 1. All above computations are repeated until
convergence is obtained in these two sets of variables. This process is done from
bottom (land, exogenous prices) to top (transportable sectors).

Figure 6.2 – Sketch of computations in the land use and activity module. t is the
iteration index of the convergence.

6.2.3 Problem statement

The calibration procedure that we propose consists in adjusting the model para-
meters to be able to reproduce a base year’s data in the study area. It is important
to note that our calibration procedure is applied independently for each sector n
generating flow. We will consider this type of sectors because it is where a sensi-
tivity analysis is relevant, as the many interactions with the transportation costs
and different parameters make calibration very complex. Also, for this particular
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sectors, modellers would like to identify the relevant parameters to improve their
calibration. In [CSV15], a decomposed calibration of Tranus is proposed, calibrating
first the non-transportable sectors and later the transportable sectors. Starting from
the results of [CSV15], we decided that the calibration of the transportable sectors
and the numerous parameters that are often ignored as their interactions are not
fully understood, could benefit from a sensitivity analysis. The calibration is as fol-
lowing, once a sector generating flow is selected, the model parameters relative to
this sector are adjusted through our calibration procedure. The process is repeated
for each sector generating flow. The justification of this approach relies on a sector-
wise decomposition of the system of equations of the land use and activity module.
Further details concerning this decomposition are provided in [CSV15].

Given initial values of the parameters for a sector n P N generating flow, the land
use and activity module estimates the adjustment parameters hn “ phni qiPZ of the
utilities (see Appendix A, (6.13)), known as shadow prices. In economics, the utility
is defined as a measure of preference over sets of goods and services. For example,
in the land use module, utility is used to measure the willingness of a household to
relocate from a geographic zone to an other. Still in economics, the shadow price is
formally defined as the value of the Lagrange multiplier at the optimal solution of
a constrained optimisation problem. However, in our problem the definition of the
shadow price differs as it only represents an adjustment factor added to the price
to ease the convergence of the land use module. Thus here, the shadow prices are
price correcting additive factors. They compensate the utilities to replicate the base
year production Y0. The following optimisation problem is solved to compute the
shadow prices :

ĥn “ arg min
hn

‖Y phnq ´ Y0‖2 , (6.1)

where ‖.‖2 denotes the L2 norm. For the rest of the paper, this optimisation of the
shadow price is viewed as an internal process of the land use and activity model.
Figure 6.3 gives a scheme of the inputs and outputs considered for each sector n
generating flow. The inputs parameters fall into different categories :

‚ parameter λn is involved in Equation (6.13) of Annexe 6.A,

‚ parameters βn is involved in Equation (6.14) of Annexe 6.A,

‚ parameters bnl , l ‰ n, l P N , are involved in Equation (6.15) of Annexe 6.A.

Parameter λn represents the marginal utility of income, in common terms, it is the
weight of prices in the utility function. The βn coefficient, is the logit dispersion
parameter of the location probabilities. Finally, the bnl coefficient, is the weight of
sector l in the attractor for sector n, the later are very important to transportable
sectors

The outputs considered are built upon a new quantity called normalised shadow
price. The normalised shadow price h̃ni corresponds to the percentage of the price
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pni corrected by the shadow price hni , that is :

h̃ni “ 100ˆ

∣∣∣∣hn,ipn,i

∣∣∣∣ , i P Z (6.2)

where |.| denotes the absolute value function. We set h̃n “ ph̃ni qiPZ , the vector of
normalised shadow prices relative to the sector n. The two outputs considered are
the following :

i) the variance of the normalised shadow prices : Varrh̃ns

ii) the maximum of the normalised shadow prices : max
iPZ

h̃ni

Figure 6.3 – Inputs and outputs of the land use and activity module for the sector
n generating flow.

For each sector n generating flow, a good calibration would be one that results in
small values of the normalised shadow prices particularly in terms of variance. In-
deed, minimising the variance of the normalised shadow prices is a general consensus
reached by both modellers and users of Tranus.

In the next section, we present the two main methodological ingredients used
in our calibration procedure : replication procedure for the sensitivity analysis and
EGO algorithm for the stochastic optimisation. Each tool is presented in a gene-
ral framework nonspecific to Tranus. The algorithm summarising our calibration
procedure is presented in Section 6.4.1.

6.3 Calibration procedure’s main tools

6.3.1 Global Sensitivity Analysis : replication procedure for mul-
tivariate outputs

In this section, we present a generalisation of the replication procedure, proposed
in [MJ08] and deeply studied in [TP15], to the case of multidimensional output. We
first review the generalisation of the variance-based method introduced by [Sob93]
that relies on the estimation of generalised Sobol’ indices (see [LMM11, GJKL14]).

Consider the following model :

f :

#

Rd Ñ Rm

x “ px1, . . . , xdq ÞÑ z “ fpxq
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where f is the model, z the output vector, x the input vector, d the dimension of
the input space and m the dimension of the output space.

Let pΩ,A,Pq be a probability space. The uncertainty on the inputs is modeled
by a random vector X “ pX1, . . . , Xdq whose components are independent. Denote
by Z the vector of random variables modelling the output vector :

Z “ pZ1, . . . , Zmq “ fpX1, . . . , Xdq.

Let PX “ PX1 b . . . b PXd
denote the probability distribution of X. Suppose that

f P L2pPXq and that the covariance matrix of Z, denoted by Σ, is positive definite.
Let u be a subset of t1, . . . , du and denote by „ u its complementary. We set Xu “

pXiqiPu and X„u “ pXiqiPt1,...,duzu. Recall the following [Hoe48] decomposition of f :

fpXq “ f0 ` fupXuq ` f„upX„uq ` fu,„upXu, X„uq, (6.3)

where f0 “ ErZs, fu “ ErZ|Xus ´ f0, f„u “ ErZ|X„us ´ f0 and fu,„u “ Y ´ fu ´

f„u´f0. By taking the covariance matrix of each side of (6.3), due to orthogonality
we get :

Σ “ Cu ` C„u ` Cu,„u (6.4)

Let Idm be the mˆm identity matrix. Equation (6.4) can be projected on a scalar
as follows :

TrpIdmΣq “ TrpIdmCuq ` TrpIdmC„uq ` TrpIdmCu,„uq (6.5)

where Tr denotes the trace operator. Following (6.5) and under the condition
TrpΣq ‰ 0, the generalised Sobol’ index is defined as follows :

Supfq “
TrpCuq

TrpΣq
. (6.6)

The generalised Sobol’ index Supfq is a scalar between 0 and 1 that summarises
the influence of inputs in u on the output Z. The closer to 1 is the index Supfq,
the more influential is the set u. An index equal to 0 means that the set u is not
correlated to the output Z. First-order indices estimate the main effect from each
input whereas higher-order indices estimate the corresponding order of interactions
between inputs.

Remark 6.1. When u “ pv, wq is a 2-subset of t1, . . . , du, the influence of the
interaction between v and w is quantified by the second-order generalised Sobol’ index
defined by : Spv,wqpfq ´ Svpfq ´ Swpfq.

Standard estimation of Supfq The standard estimation procedure for Supfq is
a generalisation of the one used in the univariate case (see [Sob93]). The procedure
consists of a Monte-Carlo pick-freeze method. In the pick-freeze method, the Sobol
index is viewed as the regression coefficient between the output of the model and
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its pick-freezed replication. This replication is obtained by holding the value of the
variable of interest Xu (frozen variable) and by resampling the other variables X„u
(picked variables).

We set Z “ fpXu, X„uq and Zu “ fpXu, X
1
„uq where X 1„u is an independent

copy of X„u. Let N ą 0 be an integer and Z1, . . . , ZN (resp. Zu1 , . . . , ZuN ) be N
independent copies of Z (resp. Zu) where :

Zi “ pZi,1, . . . , Zi,mq, Z
u
i “ pZ

u
i,1, . . . , Z

u
i,mq, @ i P t1, . . . , Nu.

As in [MNM06] and [JKL`14], the following estimator of Supfq is constructed :

xSupfq “

m
ř

l“1

ˆ

1
N

N
ř

i“1
Zi,lZ

u
i,l ´

´

1
N

N
ř

i“1

Zi,l`Z
u
i,l

2

¯2
˙

m
ř

l“1

ˆ

1
N

N
ř

i“1

Z2
i,l`pZ

u
i,lq

2

2 ´

´

1
N

N
ř

i“1

Zi,l`Z
u
i,l

2

¯2
˙ . (6.7)

Using this approach, estimating all first-order Sobol’ indices requires Npd` 1q eva-
luations of the model through d ` 1 designs of experiments each of size N . In the
univariate case, the replication procedure introduced in [MJ08] allows to estimate
all first-order indices with only two replicated designs each of size N resulting in
a total of 2 ˆ N evaluations of the model. Replicated designs are also referred as
plans based on permuted columns in [McK95], [MMM06] and [MMM08]. In these
papers, an arbitrary number of r replications of the initial design is used to define
an estimator of first-order indices. This estimator is of different nature from the
one introduced in [MJ08] and further studied (asymptotic properties for first-order
indices) and generalised in [TP15] to the estimation of closed second-order indices.
We propose here an extension of this procedure to the case of multivariate output.
With this new approach, the number of model evaluations required to compute all
first-order or second-order generalised Sobol’ indices can be drastically reduced.

Replication procedure for Supfq The replication method relies on the construc-
tion of two replicated designs of experiments X and X’ defined as follows :

X “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

X1,1 . . . X1,j . . . X1,d

...
...

...
Xi,1 . . . Xi,j . . . Xi,d

...
...

...
XN,1 . . . XN,j . . . XN,d

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

, X’ “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

X 11,1 . . . X
1
1,j . . . X

1
1,d

...
...

...
X 1i,1 . . . X 1i,j . . . X

1
i,d

...
...

...
X 1N,1 . . . X

1
N,j . . . X

1
N,d

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

,

where @ k P t1, . . . , du, X1,k, . . . , XN,k are N independent copies of Xk. For the
estimation of first-order indices, X and X’ are two replicated Latin Hypercubes.
For the estimation of closed second-order indices, X and X’ are two replicated
randomised orthogonal arrays (see [TP15] for further details on the construction of



6.3. Calibration procedure’s main tools 155

X and X’). Denote by Z and Z’ the two arrays of model outputs associated to these
two designs. Let Zi and Z 1i denote their corresponding rows, @ i P t1, . . . , Nu we
have :

Zi “ fpXi,1, . . . , Xi,dq “ pZi,1, . . . , Zi,mq,

Z 1i “ fpX 1i,1, . . . , X
1
i,dq “ pZ

1
i,1, . . . , Z

1
i,mq.

The key point of the replication method consists in a “smart” rearrangement of the
rows of Z’ to mimic the pick-freeze method. The array resulting from this rearran-
gement corresponds to Zu. In the pick-freeze method, for each u, the evaluation of
Zu requires a new design of experiments. At the opposite, in the replication method
Zu requires no additional evaluations of the model. Let π denote the permutation
used to re-arrange Z’, @ i P t1, . . . , Nu :

Zui “ fpX 1πpiq,1, . . . , X
1
πpiq,dq “ pZ

1
πpiq,1, . . . , Z

1
πpiq,mq.

Let u “ tu1, . . . , usu Ă t1, . . . , du. From a design point of view, π is chosen to insure
that :

X 1πpiq,uj “ Xi,uj , @ j P t1, . . . , su,@ i P t1, . . . , Nu.

thus insuring that both Z and Zu are evaluated on the same u coordinates. We
propose here to estimate Supfq using formula (6.7) with both Z and Zu. In this
fashion, we extend the replication procedure to the estimation of generalised first-
and closed second-order Sobol’ indices. For a concern of size of the paper, we choose
to not further detail the replication procedure. The interested reader can find a
detailed description in [TP15].

The selection of an influential parameter is made by fixing a threshold for both
first- and second-order indices. If one of the estimated indices is higher than the
threshold, the corresponding parameter is selected. For the application presented in
Section 6.4, we subjectively fixed the threshold equals to 0.1.

6.3.2 Stochastic optimisation : EGO algorithm

The stochastic optimisation procedure presented in this section corresponds to
the Efficient Global Optimisation (EGO) algorithm introduced by [MTZ78]. The
main idea underlying the EGO algorithm is to fit a response surface, often denoted
by metamodel, to data collected by evaluating the complex numerical model at a
few points. The metamodel is then used in place of the numerical model to optimise
the parameters. The metamodel used in the EGO algorithm is a Gaussian process
defined as follows :

g :

#

Rd Ñ R
x “ px1, . . . , xdq ÞÑ z “ gpxq “ µpxq ` εpxq

where x are the parameters selected with the sensitivity analysis, z a scalar output
of the numerical model, d the dimension of the input space, µ the model trend and ε
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is a centered stationary Gaussian process εpxq „ Np0,Kχq. χ denotes the structure
of the covariance matrix Kχ of ε. Let xi, xj denote two points of Rd, χ “ tr, θ, σu
with pKχqi,j “ σ2rθpx

i ´ xjq where :
‚ rθp.q is the correlation function chosen here to be the Matèrn 5{2 function,
‚ σ2 is the variance of g,
‚ θ are the hyperparameters of r.

The parameters µ, σ and θ are estimated by maximum likelihood. In the following,
Z denotes the random variable modelling the output z.

Expected Improvement Once the metamodel is fitted, it is used by the algo-
rithm to search for a minimum candidate. The EGO algorithm uses a searching
criterion called “expected improvement” that balances local and global search. Let
x be a candidate point, the expected improvement evaluated at x writes as follows :

EIχpxq “ Ermaxpzmin ´ Z, 0qs,

where zmin is the current minimum of the metamodel. A numerical expression of
EIχpxq can be derived. Let pZ denote the BLUP (Best Linear Unbiased Estimator)
estimator (see [JSW98]) of Z and σ

pZ
its standard deviation, the following expression

for EIχpxq is obtained :

EIχpxq “ pzmin ´ pzpxqqφN

´zmin ´ pzpxq

σ
pz

¯

` σ
pzfN

´zmin ´ pzpxq

σ
pz

¯

where φN is the normal cumulative distribution function and fN is the normal
probability density function. The first term of EIχpxq is a local minimum search
term whereas the second term corresponds to a global search of uncertainty regions.
The main steps of the EGO algorithm can be summarised as follows :

1. generate a design of experiments and evaluate the numerical model on these
points,

2. fit the metamodel with both the design of experiments and the associated
model outputs,

3. search a new evaluation point using the expected improvement criterion,
4. evaluate the numerical model on this new point and re-estimate the parame-

ters of the meta-model (θ, σ),
5. repeat steps 3 to 5 until a stopping criterion is reached.

For the choice of the stopping criterion, one can look at the value of the expected
improvement. Indeed, a value of the expected improvement close to zero indicates
that the input space has been sufficiently explored. Thus, an upper bound on the
expected improvement can be selected as the stopping criterion. Here, we set the
lower bound equal to 10´5. Thus, the stopping criterion writes :

EIχpxq ď 10´5

To ensure that the EGO algorithm finishes, we also fix a maximum number of ite-
rations equal to 200. The two R packages “DiceOptim” and “DiceDesign” developed
by [RGD12] are used to implement the EGO algorithm.
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6.4 Application to Tranus

In this section, we detail our calibration procedure for the land use and activity
module of Tranus in the form of an algorithm. The procedure includes both methods
presented in Section 6.3. Our methodology is then applied to the Mississippi region
including the Chickasaw, Lee, Pontotoc, and Union Counties, including the area’s
four largest towns, which are Houston, Tupelo, Pontotoc, and New Albany.

6.4.1 Calibration procedure algorithm

Algorithm 6.1 summarises our calibration procedure for the land use and activity
module of Tranus. Recall that the calibration procedure is applied independently
for each sector n generating flow.

Algorithm 6.1 Calibration procedure for the land use and activity module
1: for each sector n generating flow do
2: Set : λnp0q Ð λn0
3: Run sensitivity analysis with inputs : βn, tbnl un‰l and outputs : V arrh̃ns,max

iPZ
h̃ni

4: Instantiate :

‚ ρnp0q Ð set of most influential parameters,

‚ k Ð 1

5: while |λnpkq ´ λnpk´1q
| ě ε do

6: Given λnpk´1q, estimate ρnpkq with the EGO algorithm
7: Given ρnpkq, estimate λnpkq with the analytical optimisation
8: return optimal values ρn˚ and λn˚

Once a sector n generating flow is selected, the sensitivity analysis presented
in Section 6.3.1 is performed on the parameters βn and bn,l, l ‰ n. The outputs
considered for the sensitivity analysis are both the variance and the maximum of
the normalised shadow prices h̃n (Equation 6.2). The set of influential parameters
selected is denoted by ρn.

Following the sensitivity analysis, an iterative optimisation is conducted. This
optimisation comprises two stages. At iteration k, the EGO algorithm presented in
Section 6.3.2 is applied to find optimal values of the set ρnpkq given λnpk´1q. The
parameters not selected by the sensitivity analysis are fixed at their initial value.
Then, an analytical optimisation of λnpkq is performed taking as inputs the optimal
values found for the set ρnpkq. This step is further described in the next section. The
process is iterated until an equilibrium is reached on λn. At the end of the iterations
optimal values ρn˚ and λn˚ are returned.

Remarks
1. One might wonder why the sensitivity analysis does not include the parame-

ter λn. The main reason behind this choice is that the analytical optimisation
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provides a global optimum for λn. Hence by automatically selecting the pa-
rameter λn, we both reduce the number of Sobol’ indices to estimate and
obtain a finer optimisation of the land use and activity module.

2. For the stochastic optimisation, we chose to conserve only one output to
perform the EGO algorithm : the variance of the normalised shadow prices :
Varrh̃ns. As already mentioned, minimising the variance of the normalised
shadow prices over the maximum is a general consensus reached by both the
modeller and users of Tranus.

6.4.2 Analytical optimisation procedure

Consider a sector n generating flow. In this section, we present an analytical
procedure that estimates the parameter λn. For the sake of clarity, the notation
λn, λnpkq and βn, βnpkq are confounded for the rest of the section.

The parameter λn is involved in the location probabilities equation (Equation
6.13 of Appendix 6.A) :

Unij “ λnppnj ` h
n
j q ` t

n
ij , pi, jq P Z2. (6.8)

The optimal value of λn cannot be retrieved directly from Equation 6.8 as the quan-
tity ppnj `h

n
j q is estimated as a whole during the internal optimisation of the shadow

prices (see [CSV15] for further details). To overcome this problem, we introduce an
auxiliary variable :

φnj “ λnppnj ` h
n
j q, j P Z.

With this new variable, Equation 6.8 can be rewritten as follows :

Unij “ φnj ` t
n
ij , pi, jq P Z2. (6.9)

Recall that the shadow prices are prices correcting additive factors that are calibra-
ted to obtain a small variance. From Equation 6.9, we can express the optimal value
of λn that minimises the variance of the shadow prices. We set φn “ pφnj qjPZ with
all other parameters fixed, in particular the parameters ρn estimated with the EGO
algorithm (see Section 6.3.2). The corresponding calibration problem writes :

φn˚ “ arg min
φn

}Y pφnq ´ Y0}
2 . (6.10)

Recall that we have pn “ ppnj qjPZ and hn “ phnj qjPZ the vectors of prices and shadow
prices. Once the optimal value φn˚ is obtained, the equilibrium prices pn˚ can be
computed solving a linear system. Then, the shadow prices are expressed as follows :

hn “
φn˚

λn
´ pn˚ .

From this, the following problem can be posed :

min
λn

Var
”φn˚

λn
´ pn˚

ı
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where the analytical solution equals λn˚ “
Varpφn˚q

Covpφn˚, pn˚q
. Note that its value can

be negative. The details of Problem (6.10) and how the prices are computed can be
found in [CSV15].

6.4.3 Results

In this section, we propose an application of our calibration procedure to a study
area in Mississippi region. We first give a brief insight of the area of study. Then,
we present the results of both the sensitivity analysis and the iterative optimisation
used in our calibration procedure. The results are compared to those obtained with
a former ad-hoc procedure.

Study of area : The area of study is the Mississippi region divided into 12 eco-
nomical sectors and 103 spatial zones. The dataset was provided by Brian Morton 1.
In Table 6.1 are listed the different economical sectors of Tranus relative to the area
of study. Our calibration procedure focus only on the sectors generating flow.

Table 6.1 – Economical sectors of Tranus for the study area of Mississippi.
sector n name description type

1 AFFHM(Agriculture,Fishing,. . . ) Business Exogenous
2 Commercial Business Transportable
3 Other industries Business non-Transportable
4 Single person (15-64 years old) Households Transportable
5 Married couple with kids Households Transportable
6 Married couple without kids Households Transportable
7 Other familie with kids Households Transportable
8 65 years and older Households Transportable
9 All other households Households Transportable
10 1-unit housing units Floorspace Land
11 Multiunit housing units Floorspace Land
12 Mobile homes Floorspace Land

Results of the sensitivity analysis : A total of 7 sensitivity analyses are per-
formed, one for each sector generating flow. For each sensitivity analysis, the 12

following parameters are considered :

1. Brian Morton is a senior research associate working at the Center for Urban and Regional
Studies of North Carolina, Hickerson House, 108 Battle Lane, Campus Box 3410. The data were
provided to us during an informal workshop taking place at INRIA on the topic of LUTI model
calibration.
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‚ The parameter βn.

‚ The 11 parameters bnl , l ‰ n.

In Table 6.2 are listed the distribution of each parameter. These distributions were
selected by expertise. The Sobol’ index Sk will refer to the parameter labeled by
k. The outputs considered are the variance and the maximum of the normalised

Table 6.2 – Distributions of the 12 parameters, Upa, bq stands for the uniform
distribution with support ra, bs

parameters labels distributions

βn 1 Up2, 10q

tbnl ul“1,...,n, l‰n 2, . . . , 12 Up0, 1q

shadow prices introduced in Section 6.2.3. The approach proposed is to use the repli-
cation procedure presented in Section 6.3.1 to estimate first-order and second-order
generalised Sobol’ indices of these parameters. Asymptotic confidence intervals can
be computed for first-order Sobol’ indices (see [TP15]). Using Remark 6.1, bootstrap
confidence intervals can be derived for second-order Sobol’ indices. The formulation
of the bootstrap confidence intervals is detailed in Annexe 6.B.

Before presenting the main results, we propose to illustrate the selection proce-
dure of the influential parameters for a sector. Figures 6.4 shows the results obtained
for the estimation of first-order and second-order indices relative to Sector 4. The
dashed line represents the threshold value used for selecting the influential parame-
ters.

For the estimation of first-order indices, a size N “ 5ˆ103 was chosen for the two
replicated Latin Hypercubes required by the replication procedure (Section 6.3.1).
Looking at the results, the parameters β4 and b410 are the most influential. Since the
sum of the first-order is less than 75% is it interesting to study the second-order
indices.

For the estimation of second-order indices. A size N “ 672 was selected for the
two replicated randomised orthogonal arrays required by the replication method.
The two black points of graph (b) of Figure 6.4 correspond to the two most influential
interactions : β4 ˚ b410 and β4 ˚ b411. The number of bootstrap replications used to
compute the confidence intervals equals 1000.

As a conclusion, only 3 of the 12 parameters of the sector 4 are significantly
influential either directly by their main effects or by their second-order interactions :
β4, b410 and b411.

The same procedure is performed for the other sectors generating flow. For each
sector n, the set ρn comprised of the most influential parameters selected by the
sensitivity analysis is listed in Table 6.3. The last column of the table gives the
proportion of the variance explained by the selected parameters. This proportion is
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Figure 6.4 – First- and second-order indices estimation for the 12 parameters of
sector 4.
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calculated by multiplying the sum of the generalised Sobol’ indices of the first two
columns by 100. Looking at the results, only 3 parameters appear to be overall the
most influential : βn, bn10 and bn11, n P t2, 4, 5, 6, 7, 8, 9u.

Table 6.3 – Most influential parameters selected by the sensitivity analysis based
on main effects and second-order interactions

sector first-order second-order selected variance explained
n parameters : ρn (in percentage)

2 β2 none β2 33

4 β4, b410 β4 ˚ b410, β4 ˚ b411 β4, b410, b411 95

5 β5, b510 β5 ˚ b510, β5 ˚ b511 β5, b510, b511 89

6 β6, b610, b611 β6 ˚ b610 β6, b610, b611 90

7 β7, b710 none β7, b710 85

8 β8, b810 β8 ˚ b810 β8, b810 89

9 β9, b910, β9 ˚ b910 β9, b910 93

These results fall within our range of expectation. The parameter βn is a disper-
sion parameter of a multinomial logit function (see Equation 6.14 of Annexe 6.A).
A slight variation of this parameter leads to a significant change in the calculation
of the probabilities of localisation. Both parameters bn10 and bn11 act as weights in the
attractiveness for sector n. These two parameters are more prone to be influential
than the other bnl since sectors 10 and 11 correspond to the two main floorspace.
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Looking at the last column of Table 6.3, for some sectors (in particular for sector
2) the variance is not fully explained by the parameters selected. A solution to further
explained this variance would consist in using Saltelli’s procedure to estimate first-
order, second-order and total-effect Sobol’ indices (index measuring the contribution
of an input through all its interactions). However, Saltelli’s procedure would requires
14ˆN evaluations of the model for each sector generating flow. In comparison, our
approach require only 4 ˆ N evaluations of the model to estimate both first-order
and closed second-order indices (2 ˆ N for first-order indices and 2 ˆ q2, q «

?
N

for closed second-order indices). Since the number of evaluations was a concern for
us, we decided to go for the replication procedure at the price of not using the total
effect Sobol’ indices.

A compromise would be to fit a metamodel and evaluate first-order and total
effect Sobol’ indices with the metamodel outputs. Such a methodology has been
applied by [GCM14] to the traffic simulation model Aimsun. In their application,
the use of a metamodel is particularly efficient as microscopic traffic simulators are
known to be quite time-consuming. However, we argue that the complexity of Tranus
makes it hard to perform a metamodel based estimation of Sobol’ indices.

An alternative to the calculation of Sobol’ indices was proposed by [GM14] to
perform a sensitivity analysis prior to the calibration of the traffic model VISSIM.
This approach called quasi-OTEE is a screening method based on the original Ele-
mentary Effects method introduced by [Mor91]. The cost of the quasi-OTEE method
writes pm´n`1q ˚ pm`nq{2 where m is the number of Morris trajectories and n is
the number of quasi-optimal trajectories selected among the m latter. The authors
advise to choose m and n in the respective ranges r500, 1000s and r10, 20s. With the
minimal setting m “ 500 and n “ 10, the cost of the quasi-OTEE method equals
125 205 which is 6 times higher than the cost of our application to estimate first- and
second-order indices (2ˆ 5000` 2ˆ 672). Furthermore, as a screening method the
quasi-OTEE approach should be less precise than the calculation of Sobol’ indices.

Results of the iterative optimisation For each sector n generating flow, the
aim is to find the set of parameters pρn, λnqminimising the variance of h̃n. The initial
value λn0 (Step 3 of Algorithm 6.1) instantiating the parameter λn is obtained by
expertise. The results obtained in terms of variance and maximum of the normalised
shadow prices are compared to those obtained with a former ad-hoc procedure.
The number of initial evaluations performed to fit the metamodel for the set of
parameters pρn, λnq of each sector n is the following :

— 21 evaluations for sector 2,
— 51 evaluations for sector 4 to 6.
— 41 evaluations for sector 7 to 9.

The quality of the fitting is assessed by diagnostic plots (fitted values against res-
ponse values, standardized residuals, qqplot of standardized residuals) based on
leave-one-out cross validation results (see [RGD12] for further details). For each sec-
tor n, the evaluations include the one for the optimal set of parameters obtained
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with the ad-hoc procedure.
Table 6.4 summarises the results obtained with both the ad-hoc procedure and

our iterative optimisation. ρn˚ and λn˚ denote the optimal values of the parameters
obtained at the end of both approaches for each sector n generating flow. The co-
lumn gain represents the improvement (in percentage) of the variance obtained with
our iterative estimation relatively to the one obtained with the ad-hoc procedure
conducted by experts.

Table 6.4 – Variance and maximum of the normalised shadow prices h̃n obtained
with both ad-hoc procedures and and our iterative optimisation
sector n procedure ρn˚ λn˚ variance h̃n max h̃n gain

2
ad-hoc 2 0.005 0.32 2.95

98 %
iterative 4.03 0.43 7ˆ 10´3 0.11

4
ad-hoc p2, 0, 0q 0.001 13.66 24.95

83 %
iterative p6.49, 0.38, 0q 0.001 2.26 7.63

5
ad-hoc p2, 0, 0q 0.001 5.35 14.83

47 %
iterative p2.50, 0.02, 0.79q ´0.013 2.85 8.88

6
ad-hoc p2, 0, 0q 0.001 5.90 16.65

63 %
iterative p6.64, 0.05, 0.79q ´0.003 2.18 7.72

7
ad-hoc p2, 0q 0.001 8.73 19.67

61 %
iterative p9.17, 1q 0.001 3.40 8.23

8
ad-hoc p2, 0q 0.001 9.50 20.58

15 %
iterative p5.72, 0.97q 0.001 8.08 15.03

9
ad-hoc p2, 0q 0.001 7.36 17.6

64 %
iterative p9.29, 0.95q 0.001 2.66 6.82

Looking at the results, we observe that the values of the variance and maximum
of the normalised shadow prices obtained with the ad-hoc procedure are heteroge-
neous. Furthermore, the value of the maximum is quite high for some sectors (up
to 20% of the price). The results obtained with our iterative optimisation are rela-
tively homogeneous except for sectors 2 and 8. The discrepancy observed for these
two sectors comes from the quality of their respective datasets. Indeed, the data
relative to commercial business (sector 2) are easy to collect thus of high quality
and quantity. At the opposite, data relative to the 65 years and older households
(sector 8) are quite complex to collect and often lacking of precision.

The main observation is that an improvement in terms of both variance and
maximum of the normalised shadow prices is observed for all sectors while using
our approach. Figure 6.5 gives an illustration of this improvement. The black bars
represent the values obtained with the ad-hoc procedure, the grey bars those obtai-
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ned with our iterative approach. A significant diminution for both the variance and
maximum criteria is observed.

Figure 6.5 – Variance and maximum of the normalised shadow prices obtained
with both the ad-hoc procedure (referred as ad-hoc) and our iterative optimisation
(referred as iterative)

2 4 5 6 7 8 9
sectors

va
ria

nc
e

0
2

4
6

8
10

12
14 ad−hoc

iterative

(a) variance of the normalised shadow prices

2 4 5 6 7 8 9
sectors

m
ax

im
um

0
5

10
15

20
25 ad−hoc

iterative

(b) maximum of the normalised shadow
prices

Furthermore and most importantly our approach is drastically faster than the
ad-hoc procedure conducted by experts. Our calibration procedure requires a few
hours compared to several days (up to weeks) for the ad-hoc procedure.

As a final remark, we decided here to conserve only the best set of parameters
pρn˚, λn˚q obtained with our calibration procedure. [CA14] proposed an alternative
where a metamodel is fitted and several best sets of parameters are selected. It is
true that for complex systems such as LUTI models, the best solution of the EGO
optimisation probably corresponds to only one of many combinations of the inputs
that provide the model with a sufficient robustness. The method of [CA14] allows
to investigate the behavior of the model for various combinations and to derive
uncertainty margins of the outputs. Adapting this methodology to our calibration
procedure of Tranus would be an interesting complementary work.

Conclusion

In this paper we proposed a calibration procedure combining a global sensitivity
analysis and an iterative optimisation to calibrate the land use and activity module
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of the LUTI model Tranus. We presented as sensitivity analysis a generalisation of
the replication procedure to select the most influential parameters of the model when
the output is multidimensional. The optimisation phase was carried on using a two
stages process combining stochastic and deterministic procedures. An application
to the study area of Mississippi was presented. Our methodology was compared
to a former ad-hoc calibration procedure in terms of variance and maximum of
the normalised adjustment parameters (shadow prices). Our approach showed a
significant improvement on both criteria reducing the value of the variance by a large
margin with a drastic gain of time. These results have proved that our methodology
is useful to outperform calibration of such models. The next step would consist in
verifying if the optimal values found for the parameters ensure better predicting
capabilities when evaluating alternative planning scenarios.
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6.A Tranus system of equations

Only a subset of model equations relevant to this paper is presented. The demand
is computed for all combinations of zone i, demanding (consuming) sector m and
demanded sector n :

Dmn
i “ pY ˚mi ` Y m

i q a
mn
i Smni (6.11)

Dn
i “ D˚ni `

ÿ

m

Dmn
i (6.12)

where Y ˚mi is the given exogenous production (for exports), Y m
i the induced endo-

genous production obtained in the previous iteration (or initial values), and D˚ni
exogenous demand. Dn

i in (6.12) then gives the total demand for sector n in zone
i. amni is a technical demand coefficient and Smni is the substitution proportion of
sector n when consumed by sector m on zone i.

In parallel to demand, one computes the utility of all pairs of production and
consumption zones, i and j :

Unij “ λnppnj ` h
n
j q ` t

n
ij . (6.13)

Here, λn is the marginal utility of income for sector n and tnij represents transport
disutility. Since utilities and disutilities are difficult to model mathematically (they
include subjective factors such as the value of time spent in transportation), Tranus
incorporates adjustment parameters hnj , so-called shadow prices, amongst the model
parameters to be estimated.
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From utility, we compute the probability that the production of sector n deman-
ded in zone i, is located in zone j. Every combination of n, i and j is computed :

Prnij “
Anj exp

´

´βnUnij

¯

ř

k A
n
kexp

`

´βnUnik
˘ . (6.14)

Here, k ranges over all zones. βn is the dispersion parameter for the multinomial
logit model expressed by the above equation. Anj represents attractiveness of zone j
for sector n and is expressed as follows :

Anj “
ÿ

l

blnZ
l
j (6.15)

where the bn,l are the relative weights of sector l in the attractive function of sector
n and the Z lj are variables depending on prices and productions.

From these probabilities, new productions are then computed for every combi-
nation of sector n, production zone j and consumption zone i :

Y n
ij “ Dn

i Pr
n
ij . (6.16)

Total production of sector n in zone j, is then :

Y n
j “

ÿ

i

Y n
ij (6.17)

“
ÿ

i

Dn
i Pr

n
ij . (6.18)

The set of prices are also governed by a set on non-linear equations, and are com-
puted simultaneously to attain equilibrium.

6.B Bootstrap confidence intervals

We first review the definition of bootstrapping as introduced in [ET93]. Consider
an estimator pT of a quantity of interest T function of a random variable W . This
estimator writes :

pT pW1, . . . ,WN q,

whereW1, . . . ,WN are N independent random variables distributed asW . The basic
idea of bootstrapping is to select an integer R ą 0 and for r “ 1, . . . , R, randomly
sample with replacement an N -set pW r

1 , . . . ,W
r
N q from pW1, . . . ,WN q. Then, the r

bootstrap replicate of pT is obtained by :

pT r “ pT pW r
1 , . . . ,W

r
N q. (6.19)

Denote by R “ t pT 1, . . . , pTRu the set of all bootstrap replicates of pT . Confidence
intervals for T can be build based on R. These confidence intervals are called boots-
trap confidence intervals. We detail below two main form of bootstrap confidence
intervals : classic and gaussian.
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Classic. The confidence interval is obtained by taking its lower and upper
bounds to be the quantiles of order α{2 and 1´ α{2 of R :

UC “
”

pTα{2, pT 1´α{2
ı

.

Gaussian. The confidence interval is obtained by approximating the quantiles
of order α{2 and 1´ α{2 of R respectively by m´ qασ and m` qασ where :

‚ m and σ are the mean and standard deviation of R,
‚ qα is the quantile of order 1´ α{2 of a standard normal distribution.

The resulting confidence interval writes :

UC “ rm´ qασ,m` qασs .

In our application, we aim to construct classic bootstrap confidence intervals for the
generalised second-order Sobol’ indices defined in Remark 6.1 by the difference :

Spv,wqpfq ´ Svpfq ´ Swpfq, pv, wq P D2.

Recall that for j P D, the estimator xSjpfq is defined by :

xSjpfq “

m
ř

l“1

ˆ

1
N

N
ř

i“1
Zi,lZ

j
i,l ´

´

1
N

N
ř

i“1

Zi,l`Z
j
i,l

2

¯2
˙

m
ř

l“1

ˆ

1
N

N
ř

i“1

Z2
i,l`pZ

j
i,lq

2

2 ´

´

1
N

N
ř

i“1

Zi,l`Z
j
i,l

2

¯2
˙ ,

where Zi “ pZi,1, . . . , Zi,mq and Zji “ pZji,1, . . . , Z
j
i,mq. For the first-order indices

Sjpfq, j P D, classic bootstrap confidence intervals are obtained with equation
(6.19) where pT “ xSjpfq and Wi “ pZi, Z

j
i q for i “ 1, . . . , N .

For pj, kq P D2, j ă k, the estimator zSpj,kqpfq is defined by :

zSpj,kqpfq “

m
ř

l“1

˜

1
N

N
ř

i“1
Zi,lZ

pj,kq
i,l ´

ˆ

1
N

N
ř

i“1

Zi,l`Z
pj,kq
i,l

2

˙2
¸

m
ř

l“1

˜

1
N

N
ř

i“1

Z2
i,l`

´

Zpj,kqi,l

¯2

2 ´

ˆ

1
N

N
ř

i“1

Zi,l`Z
pj,kq
i,l

2

˙2
¸ ,

where Zi “ pZi,1, . . . ,Zi,mq and Zpj,kqi “ pZpj,kqi,1 , . . . ,Zpj,kqi,m q. Classic bootstrap confi-

dence intervals for Spj,kqpfq are obtained with equation (6.19) where pT “ zSpj,kqpfq

and Wi “ pZi,Zpj,kqi q for i “ 1, . . . , N .

Hence, for the second-order indices, classic bootstrap confidence intervals are
obtained with equation (6.19) where pT “ zSpj,kqpfq ´ xSjpfq ´ xSkpfq and Wi “

pZi,Zi, Zji , Zki ,Z
pj,kq
i q for i “ 1, . . . , N . The notations Z and Z highlight that in

our application the designs used for the estimation of first-order indices differ from
those used for the estimation of closed second-order indices.





Conclusion et perspectives

Conclusion

Dans cette thèse nous nous sommes principalement intéressé à des extensions
de la méthode répliquée. La méthode répliquée permet d’estimer tous les indices
de Sobol’ d’ordre un ou tous les indices de Sobol’ fermés d’ordre deux à l’aide
de seulement deux plans d’expériences. Pour une précision donnée, cette approche
permet de réduire considérablement le nombre d’évaluations du modèle nécessaires
à l’estimation de ces indices.

Les extensions que nous avons proposées aux chapitres 3, 4 et 6 ont pour but
de faire face à des problématiques communes rencontrées lors d’applications sur
des modèles numériques : présence de corrélations entre les variables d’entrée du
modèle, sorties vectorielles, estimation récursive des indices. Le développement de
ces extensions repose sur des modifications des plans d’expériences utilisés au sein
de la méthode répliquée : hypercubes latins et tableaux orthogonaux de force deux.

Nous avons également proposé au chapitre 5 une borne d’erreur pour l’estimation
des indices de Sobol’ par la méthode de Saltelli et par la méthode répliquée lorsqu’on
utilise un échantillonnage de type quasi-Monte Carlo. Cette borne d’erreur sert
d’indicateur pour stopper l’algorithme itératif proposé dans ce chapitre.

Le chapitre 6 contextualise certains de nos résultats théoriques à l’étude du mo-
dèle transport-urbanisme Tranus. La méthodologie que nous proposons présente un
apport conséquent pour l’étude de l’influence des paramètres et pour le calage des
paramètres les plus influents de Tranus, par rapport aux approches plus basiques
appliquées jusqu’à présent sur ce type de modèles. D’autre part, ces dernières ap-
proches nécessitent généralement plusieurs semaines avant l’obtention de résultats
contre quelques heures pour notre méthodologie.

Perspectives

Nous présentons trois perspectives à ce travail de thèse. Ces perspectives portent
toutes sur la méthode répliquée.

Dans [Tis12], les auteurs proposent une étude asymptotique de la méthode ré-
pliquée pour l’estimation des indices d’ordre un. Une extension intéressante serait
d’étendre cette étude au cas des indices d’ordre deux. Au chapitre 6, nous proposons
la construction d’intervalles de confiance bootstrap pour l’estimation des indices
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d’ordre un et deux par la méthode répliquée. Une conséquence directe de l’étude
asymptotique serait la construction d’intervalles de confiances asymptotiques.

Comme mentionné dans [Tis12], le point de départ pour cette étude est l’article
[Loh08] contenant des résultats intéressants sur les propriétés asymptotiques des
tableaux orthogonaux de force deux. Ensuite, l’idée consiste à généraliser les outils
développés de [TP15] au cas de l’estimation des indices d’ordre deux.

La seconde perspective consiste à établir un critère d’optimalité pour la construc-
tion de plans destinés à l’estimation des indices de Sobol’ par la méthode répliquée.
Les plans d’expériences utilisés actuellement (hypercubes latins, séquences digitales
pour l’ordre un, tableaux orthogonaux randomisés pour l’ordre deux) possèdent des
propriétés intéressantes en terme de variance pour l’estimation de la moyenne µ
d’un modèle f . Développer un critère directement pour l’estimation des indices de
Sobol’ est un enjeu qui n’a pas encore, à notre connaissance, de solution satisfaisante
actuellement.

Dans les travaux que nous avons présentés, tous les indices d’ordre un sont
estimés à partir de deux hypercubes latins répliqués, puis tous les indices d’ordre
deux fermés sont estimés à partir de deux tableaux orthogonaux randomisés de
force deux répliqués. Il semble naturel de se poser la question de l’estimation de
tous les indices d’ordre un et deux à partir de deux plans répliqués seulement. En
effet, on constate que deux tableaux orthogonaux randomisés de force deux répliqués
définis comme à la formule (2.14) page 51, notés P et P 1, sont à la fois des plans
répliqués d’ordre deux mais également des plans répliqués d’ordre un. Ainsi, P et
P 1 permettraient théoriquement d’estimer à l’aide de la méthode répliquée à la fois
tous les indices d’ordre un et tous les indices fermés d’ordre deux. Cependant, si les
couples d’entrées pXj , Xkq sont discrétisés en q2 valeurs distinctes, les marginalesXj ,
elles, ne sont discrétisées qu’en q valeurs distinctes, chacune répétée q fois. Il existe
donc plusieurs permutations πj guarantissant que P et P 1 soit deux plans répliqués
d’ordre un au sens de la définition 2.5 page 51. Une perspective consiste donc à
proposer un critère pour choisir pour chaque j P D une permutation πj permettant
d’éviter des effets de confusion (aliasing) entre l’estimation de l’indice d’ordre un
Sj et les estimations des différents indices d’ordre deux Stj,ku, @k P D, k ą j.



Annexe A

Additional notes

This appendix addresses major questions raised by Art B. Owen. These questions
focus on the presence of unwanted duplicates when estimating first- or closed second-
order Sobol’ indices with the replication procedure (section 2.3 page 47), and on the
economics of using orthogonal arrays.

A.1 Unwanted duplicates

We fist study the presence of unwanted duplicates when estimating first-order
indices with the replication procedure.

A.1.1 Case of first-order indices

Problem statement

Recall that the estimation of first-order indices with the replication procedure
relies on the construction of two replicated Latin hypercubes (equation 2.13 page
48) denoted by P “ tXiu

n
i“1 and P 1 “ tX 1

iu
n
i“1 where Xi “ pXi,1, . . . , Xi,dq, X 1

i “

pX 1i,1, . . . , X
1
i,dq. The study we present below is conducted on the discrete structure

of the two Latin hypercubes : Xi,k “ π
p1q
k piq et X

1
i,k “ π

p2q
k piq, k P t1, . . . , du.

For j P t1, . . . , du, the estimation of the first-order index Sj is performed by
ordering the rows of P 1 with the permutation πj such that Xi,j “ X 1πjpiq,j . The
problem raised is the following : for k ‰ j such an ordering can lead to an unwanted
duplicate Xi,k “ X 1πjpiq,k. We call collision such an event. Collision is also referred
as “coincidence defect” in [Owe91]. If a collision occurs, rows Xi and X 1

πjpiq
have

more than one coordinate in common and confounding effects will arise between Sj
and higher order indices.

On can model the distribution of the number of collisions for a pair of rows
tXi,X

1
πjpiq

u, i P t1, . . . , nu. Let k ‰ j, k P t1, . . . , du, X 1πjpiq,k is a random variable
with values in t1, . . . , nu. The probability that a collision occur in position k for the
pair of rows tXi,X

1
πjpiq

u writes :

n
ÿ

l“1

P
”

Xi,k “ X 1πjpiq,k | Xi,k “ l
ı

P rXi,k “ ls “
n
ÿ

l“1

1

n
ˆ

1

n
“

1

n
.
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Since the d´ 1 random variables tX 1πjpiq,kuk“1,...,d,k‰j are independent, the number
of collisions for the pair of rows tXi,X

1
πjpiq

u is binomial with parameters d´ 1 and
1{n. Let C be the random variable modeling this number of collisions :

PrC “ ls “

ˆ

n

l

˙ˆ

1

n

˙l ˆ

1´
1

n

˙n´l

, l P t0, . . . , d´ 1u.

Table A.1 below contains values of PrC ě 1s (one collision or more) for some values
of d and n. This table gives an overview of the number of collisions for all n pairs

Table A.1 – Values of PrC ě 1s (one collision or more) for some values of d and n.

d z n 50 100 250 500 750 1000

5 0.077 0.039 0.016 0.008 0.005 0.004

10 0.166 0.086 0.035 0.018 0.012 0.009

15 0.246 0.131 0.055 0.028 0.019 0.014

20 0.319 0.174 0.073 0.037 0.025 0.019

25 0.384 0.214 0.092 0.047 0.032 0.024

30 0.443 0.253 0.110 0.056 0.037 0.028

of rows tXi,X
1
πjpiq

uni“1. As an example, if d “ 30 and n “ 1000, in average 28 pairs
among the 1000 will lead to collisions.

One important aspect to mention is the following. Even if a large number of
pairs of rows tXi,X

1
πjpiq

u lead to collisions, the positions k where collisions occur
may differ from one pair to the other. As a result, instead of a large confusion effect
between Sj and a higher order index, we obtain a multitude of small confusion effects
between Sj and many higher order indices. This most certainly is the origin of why
in practice we do not observe any bias in the estimation of Sj .

Nonetheless, we propose in the following a solution to ensure that no collision
occur during the estimation of Sj , j P t1, . . . , du.

Solution

We propose here to construct deux Latin hypercube without unwanted dupli-
cates. Our solution relies on a specific choice of permutations πp1q1 , . . . , π

p1q
d and

π
p2q
1 , . . . ,πp2qd generating the two replicated Latin hypercubes as in (2.13). With such

a construction, for j P t1, . . . , du, the permutation πj ordering the rows of P 1 writes :

πj “ π
p2q
j

´1
˝ π

p1q
j .

The underpinning idea to our solution is the use of cyclic permutations, also referred
as n-cycles. Let Πn be the set of all permutations of t1, . . . , nu. A n-cycle π is an
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element of Πn satisfying :
$

’

&

’

%

πn “ π ˝ π ˝ ¨ ¨ ¨ ˝ π
looooooomooooooon

n times

“ In,

παpiq ‰ πβpiq, pα, β, iq P t1, . . . , nu3, α ‰ β,

(A.1)

where In is the identity permutation and ˝ is the composition law in Πn. There
exist exactly pn ´ 1q! distinct n-cycles in Πn. The construction of a n-cycle can
be performed with Sattolo’s algorithm [Sat86]. This algorithm generates a random
cyclic permutation uniformly distributed in the set of the pn´ 1q!.

Once a n-cycle π is constructed, we apply the following mapping between powers
of π and permutations πp1q1 , . . . , π

p1q
d , π

p2q
1 , . . . , π

p2q
d :

@j P t1, . . . , du,

#

π
p1q
j “ πd´j

π
p2q
j “ πd`j

(A.2)

Note that such a mapping requires to choose n ą 2d to avoid that permutation πp1qj
collide with a permutation πp2qj1 . Furthermore, for a Latin hypercube, the probability

to obtain this configuration writes pn´1q!
pn!qd

where pn´ 1q! is the choice of the n-cycle
and pn!qd is the number of Latin hypercube with d columns.

We prove below that mapping (A.2) ensures that for each permutation πj , no
collision occur between each pair of rows tXi,X

1
πjpiq

u. First, remark that with map-
ping (A.2) πj writes :

πj “ π
p2q
j

´1
˝ π

p1q
j “ πn´pd`jq`d´j “ π´2j .

Then, ad absurdum, suppose a collision occured in position k ‰ j, that is Xi,k “

X 1πjpiq,k. In other words :

π
p1q
k piq “ π

p2q
k ˝ πjpiq,

that is :
πd´kpiq “ πd`k´2jpiq.

Then, from (A.1) :

πd´kpiq “ πd`k´2jpiq ñ d´ k “ d` k ´ 2j,

ñ k “ j.

Or we assumed k ‰ j which leads to the contradiction. As a result, the mapping
(A.2) guarantees that no collision will occur for the estimation of each first-order
Sobol’ index Sj . A futur work would be to study the effect of mapping (A.2) on
the estimator of Sj . On one hand, the space from which the cyclic permutation π is
sampled is smaller that Πn. On the other hand, mapping (A.2) does not guarantee
anymore that permutations πp1q1 , . . . , π

p1q
d and π

p2q
1 , . . . , π

p2q
d are independent. The

futur work would be to characterize the bias resulting from this mapping.
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A.1.2 Case of closed second-order indices

The case of closed second-order indices is treated analogously to the previous
case. Let P “ tXiu

n
i“1 et P 1 “ tX 1

iu
n
i“1 be the two replicated randomized orthogonal

arrays of strength two defined by (2.14) page 51. The estimation of the closed second-
order index Stk,lu is performed by ordering the rows of P 1 with the permutation πtk,lu
such that Xi,tk,lu “ X 1πtk,lupiq,tk,lu.

Through a reasoning similar to the one detailed in the previous section, one can
show that for a pair of rows tXi,X

1
πtk,lupiq

u, the number of collisions is binomial
with parameters d ´ 2 et 1{q. We denote once again by C this number. Table A.2
contains values of PrC ě 1s (one collision or more) for some d and q.

Table A.2 – Values of PrC ě 1s (one collision or more) for some d and q.

d z q 7 11 16 23 29 32

5 0.370 0.249 0.176 0.125 0.100 0.091

10 0.709 0.533 0.403 0.299 0.245 0.224

15 0.865 0.710 0.568 0.439 0.366 0.338

20 0.938 0.820 0.687 0.551 0.468 0.435

25 0.971 0.888 0.773 0.640 0.554 0.518

30 0.987 0.931 0.836 0.712 0.626 0.589

This time, we observe that the probability of one or more collisions occurring
is way higher than in the previous case. The justification of this observation is the
following. Given n the number of rows of P et P 1, in the case of first-order indices
each input is discretized into n values against only q «

?
n values in the case of

closed second-order indices.
However, as noted in the previous section, all collisions do not occur in the same

positions. Even if the number of collisions is relatively high, in practice we do not
observe any sharp bias in the estimation of closed second-order indices.

For closed second-order indices, finding a solution to reduce the number of col-
lisions is not trivial. That is mainly due to columns of orthogonal arrays not being
identified as permutations. Solving this problem is left as a future work.

A.2 Orthogonal arrays and gain

In this section, we propose to detail the economics of using orthogonal arrays
for the estimation of closed second-order indices. Recall that the estimation of these
indices with the replication procedure relies on the construction of two replicated
randomized orthogonal arrays of strength two (equation 2.14).
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The cost of this procedure writes 2q2 where q is the level parameter of each
orthogonal array. The choice of q must satisfy the constraint q ě d´ 1. As a conse-
quence, the cost of the replication procedure is at least 2pd ´ 1q2. The cost of the

classic procedure proposed by Sobol’ is n
ˆ

dpd´ 1q

2
` 1

˙

. We compare below these

two costs given two configurations : either d is small or large.

For small values of d, one may choose n “ q2 ą pd´ 1q2. Let D be the difference
between the cost of the replication procedure and the cost of the classic procedure :

D “ n

ˆ

1´
dpd´ 1q

2

˙

.

Since the estimation of closed second-order indices in only relevant for d ě 3, we
have D ă 0.

For high values of d, we may have to choose q “ d´ 1. In this case, D writes :

D “ 2pd´ 1q2 ´ n

ˆ

dpd´ 1q

2
` 1

˙

,

D “ pd´ 1q2
´

2´
n

2

¯

´
npd` 1q

2
.

D ă 0 for n ą 4 which is always guaranteed to happen (choosing n ď 4 is equivalent
to construct designs of at most 4 points).

The same comparison can be made between the replication procedure and the
first strategy of Saltelli (theorem 2.1). The cost of Saltelli’s strategy to estimate
first-order and total effect indices is npd` 2q. The cost of the replication procedure
to estimate first- and closed second-order indices is 2n`2q2, q ě d´1. The difference
between these two costs equals :

D “ 2q2 ´ nd.

For small values of d, we may choose n “ q2, q ą d´ 1, and D writes :

D “ np2´ dq.

The replication procedure seems more advantageous in this case.
For high values of d, we set q “ pd´ 1q, the difference becomes :

D “ pd´ 1q p2pd´ 1q ´ nq ´ n.

In this case the advantage is more mitigated. It is also important to note that total
effect indices contain more informations on the importance of each input, thus giving
greater weight to Saltelli’s strategy.





Annexe B

Notes additionnelles

Dans cette annexe, nous nous proposons de répondre à des questions majeures
soulevées par Art B. Owen. Ces questions portent sur la présence de collisions lors
de l’estimation des indices de Sobol’ d’ordre un ou fermés d’ordre deux à l’aide de la
méthode répliquée (Section 2.3 page 47), ainsi que sur le gain (en terme de nombre
d’évaluations du modèle) apporté par l’utilisation de tableaux orthogonaux. Nous
commençons par traiter la question de présence de collisions.

B.1 Présence de collisions

Nous abordons d’abord l’étude de la question de présence de collisions dans le
cas de l’estimation des indices d’ordre un par la méthode répliquée.

B.1.1 Cas des indices d’ordre un

Etude probabiliste

Nous rappelons que l’estimation des indices d’ordre un par la méthode répliquée
se fait à l’aide de deux hypercubes latins répliqués d’ordre un (équation (2.13)
page 48) notés P “ tXiu

n
i“1 et P 1 “ tX 1

iu
n
i“1 où Xi “ pXi,1, . . . , Xi,dq et X 1

i “

pX 1i,1, . . . , X
1
i,dq. Nous menons le raisonnement sur la structure discrète des deux

hypercubes latins répliqués : Xi,k “ π
p1q
k piq et X

1
i,k “ π

p2q
k piq, k P t1, . . . , du.

Pour j P t1, . . . , du, nous rappelons que l’estimation de l’indice de Sobol’ d’ordre
un Sj consiste en un réarrangement des lignes de P 1 à l’aide d’une permutation πj
tel que Xi,j “ X 1πjpiq,j . Le problème soulevé est le suivant : pour k ‰ j on peut
obtenir Xi,k “ X 1πjpiq,k. Nous appelons collision un tel événement. Dans [Owe91],
Owen utilise la terminologie coincidence defect à la place de collision. Si une collision
a lieu, les lignes Xi et X 1

πjpiq
ont en commun plus d’une coordonnée et des effets de

confusion (confounding) ont lieu entre Sj et des indices d’ordres supérieurs.

Il est possible de probabiliser le nombre de collisions pour un couple de lignes
tXi,X 1

πjpiq
u, i P t1, . . . , nu. Pour k ‰ j, k P t1, . . . , du, X 1πjpiq,k est une variable

aléatoire prenant ses valeurs dans t1, . . . , nu. La probabilité qu’une collision ait lieu
entre Xi et X 1

πjpiq
en position k est donnée par :

n
ÿ

l“1

P
”

Xi,k “ X 1πjpiq,k | Xi,k “ l
ı

P rXi,k “ ls “
n
ÿ

l“1

1

n
ˆ

1

n
“

1

n
.
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Etant donné que les d ´ 1 variables aléatoires tX 1
πjpiq,k

uk“1,...,d,k‰j sont indé-
pendantes, le nombre de collisions pour le couple de lignes tXi,X

1
πjpiq

u peut être
modélisé par une loi binomiale de paramètres d´1 et 1{n. Notons par C la variable
aléatoire modélisant le nombre de collisions :

PrC “ ls “

ˆ

n

l

˙ˆ

1

n

˙l ˆ

1´
1

n

˙n´l

, l P t0, . . . , d´ 1u.

La table B.1 ci-dessous donne quelques valeurs de PrC ě 1s (une collision ou
plus) en fonction de d et n. L’étude de cette table nous permet d’intuiter le nombre

Table B.1 – Valeurs prises par PrC ě 1s (une collision ou plus) pour différentes
valeurs de d et n.

d z n 50 100 250 500 750 1000

5 0.077 0.039 0.016 0.008 0.005 0.004

10 0.166 0.086 0.035 0.018 0.012 0.009

15 0.246 0.131 0.055 0.028 0.019 0.014

20 0.319 0.174 0.073 0.037 0.025 0.019

25 0.384 0.214 0.092 0.047 0.032 0.024

30 0.443 0.253 0.110 0.056 0.037 0.028

potentiel de collisions pour l’ensemble des n couples de lignes tXi,X
1
πjpiq

uni“1 pour
l’estimation d’un indice Sj . Pour d “ 30 variables d’entrée, si l’on choisit n “ 1000,
en moyenne 28 couples de lignes parmi les 1000 donnent lieu à une collision ou plus.

Cependant, même si un nombre important de couples de lignes tXi,X
1
πjpiq

u

donnent lieu à des collisions, les positions k en lesquels les collisions ont lieu diffèrent
d’une couple de lignes à l’autre. Ainsi, plutôt que d’obtenir un effet de confusion
important entre Sj et un indice d’ordre supérieur, on obtient une multitude de petits
effets de confusion entre Sj et différents indices d’ordres supérieurs.

Nous proposons ci-dessous une solution pour assurer qu’aucune collision n’ait
lieu lors de l’estimation de chaque indice Sj , j P t1, . . . , du.

Solution

La solution que nous proposons consiste à construire deux hypercubes latins
sans collisions. Pour ce faire, nous considérons un choix particulier des permutations
π
p1q
1 , . . . , π

p1q
d et πp2q1 , . . . , π

p2q
d engendrant les deux hypercubes latins répliqués P et P 1

suivant la définition 2.13. Remarquons qu’avec cette définition, pour j P t1, . . . , du,
la permutation πj réarrangeant les lignes de P 1 s’écrit :

πj “ π
p2q
j

´1
˝ π

p1q
j .
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L’idée sous-jacente à la solution que nous proposons est l’utilisation de permuta-
tions circulaires d’ordre n appelées n-cycles. Soit Πn l’ensemble des permutations
de t1, . . . , nu. Un n-cycle, noté π, est une permutation de Πn vérifiant :

$

’

&

’

%

πn “ π ˝ π ˝ ¨ ¨ ¨ ˝ π
looooooomooooooon

n fois

“ In,

παpiq ‰ πβpiq, pα, β, iq P t1, . . . , nu3, α ‰ β,

(B.1)

où In est la permutation identité et ˝ désigne la loi de composition dans Πn. Il
existe pn´ 1q! n-cycles distincts dans Πn. La construction d’un n-cycle peut se faire
à l’aide de l’algorithme de Sattolo [Sat86]. Cet algorithme génère aléatoirement et
de façon équiprobable un n-cycle parmi les pn´ 1q! existants.

Une fois un n-cycle π construit, nous proposons le choix suivant :

@j P t1, . . . , du,

#

π
p1q
j “ πd´j

π
p2q
j “ πd`j

(B.2)

Remarquons qu’un tel mapping implique de choisir n ą 2d afin d’éviter qu’une
permutation π

p1q
j soit confondue avec une permutation π

p2q
j1 . De plus, pour un hy-

percubes latin, la probabilité de tomber dans cette configuration sans collisions est
de pn´1q!

pn!qd
où pn´ 1q! correspond au choix du n-cycle et pn!qd est le nombre d’hyper-

cubes latins à d colonnes.
Il reste maintenant à montrer qu’avec un tel choix, pour chaque permutation

πj , chaque couple de lignes tXi,X
1
πjpiq

u donne lieu à aucune collision. Remarquons
tout d’abord que πj se réecrit :

πj “ π
p2q
j

´1
˝ π

p1q
j “ πn´pd`jq`d´j “ π´2j .

Raisonnons par l’absurde et supposons qu’il existe une collision, alors il existe k ‰ j

tel que Xi,k “ X 1πjpiq,k. Autrement dit, il existe k ‰ j tel que :

π
p1q
k piq “ π

p2q
k ˝ πjpiq,

c’est à dire :
πd´kpiq “ πd`k´2jpiq,

d’après (B.1) :

πd´kpiq “ πd`k´2jpiq ñ d´ k “ d` k ´ 2j,

ñ k “ j.

Or k ‰ j d’où l’absurdité. Ainsi le choix (B.2) proposé pour les permutations
π
p1q
1 , . . . , π

p1q
d et πp2q1 , . . . , π

p2q
d engendrant P et P 1 garantit qu’aucune collision n’ait

lieu lors de l’estimation de chaque indice Sj .
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Un travail complémentaire consistera à regarder l’influence d’un tel mapping
sur le comportement de l’estimateur de Sj . D’une part l’espace dans lequel la per-
mutation cyclique π est tirée est plus restreint. D’autre part, le mapping (B.2) ne
guarantit plus l’indépendance des permutations πp1q1 , . . . , π

p1q
d et πp2q1 , . . . , π

p2q
d . Un

travail futur serai donc de caractériser le biais engendré par une telle solution.

B.1.2 Cas des indices fermés d’ordre deux

Le cas des indices fermés d’ordre deux se traite de manière analogue au cas des in-
dices d’ordre un. Soit P “ tXiu

n
i“1 et P 1 “ tX 1

iu
n
i“1 les deux tableaux orthogonaux

randomisés de force deux et répliqués définis par (2.14) page 51. Nous rappelons que
l’estimation de l’indice de Sobol’ fermé d’ordre deux Stk,lu consiste en un réarrange-
ment des lignes de P 1 à l’aide d’une permutation πtk,lu tel queXi,tk,lu “ X 1πtk,lupiq,tk,lu.

En suivant un raisonnement similaire à celui présenté dans la section B.1.1, on
montre que pour un couple de ligne tXi, X 1

πtk,lupiq
u, le nombre de collisions suit une

loi binomiale de paramètres d´ 2 et 1{q. Nous notons à nouveau par C la variable
aléatoire modélisant le nombre de collisions pour un couple de ligne tXi,X

1
πtk,lupiq

u.
La table B.2 ci-dessous donne quelques valeurs de PrC ě 1s (une collision ou plus)
en fonction de d et q.

Table B.2 – Valeurs prises par PrC ě 1s (une collision ou plus) pour différentes
valeurs de d et q.

d z q 7 11 16 23 29 32

5 0.370 0.249 0.176 0.125 0.100 0.091

10 0.709 0.533 0.403 0.299 0.245 0.224

15 0.865 0.710 0.568 0.439 0.366 0.338

20 0.938 0.820 0.687 0.551 0.468 0.435

25 0.971 0.888 0.773 0.640 0.554 0.518

30 0.987 0.931 0.836 0.712 0.626 0.589

La probabilité d’obtenir une ou plusieurs collisions est beaucoup plus élevée dans
le cas de l’estimation des indices fermés d’ordre deux. Cela s’explique par le nombre
de valeurs prises par chaque variable d’entrée. Pour une taille n de P et P 1, dans le
cas des indices d’ordre un, chaque variable d’entrée prend n valeurs contre seulement
q «

?
n dans le cas des indices fermés d’ordre deux.

Toutefois, comme expliqué dans la section précédente les collisions n’ont pas
toutes lieu en une même position k. C’est pourquoi même si le nombre de collisions
est élevé, en pratique on observe pas de biais prononcé dans l’estimation des indices
fermés d’ordre deux.
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Au contraire du cas des indices d’ordre un, trouver une solution pour réduire
le nombre de collisions est beaucoup plus complexe. Cela est principalement dû
au fait que les colonnes d’un tableau orthogonal ne s’expriment pas sous la forme
de permutations. Réduire le nombre de collisions lors de l’utilisation de tableaux
orthogonaux est une piste de recherche à explorer.

B.2 Tableaux orthogonaux et gain

Dans cette section nous nous proposons de détailler plus précisemment le gain
apporté par l’utilisation de tableaux orthogonaux pour l’estimation des indices fer-
més d’ordre deux. Rappelons que l’estimation de ces indices par la méthode répliquée
se fait à l’aide de deux tableaux orthogonaux randomisés de force deux (équation
2.14).

Le coût de cette méthode d’estimation est 2q2 où q est le nombre de niveaux
du tableau orthogonal. q doit satisfaire la contrainte de construction du tableau
orthogonal : q ě d ´ 1. Ainsi, le coût de la méthode répliquée est au minimum
de 2pd ´ 1q2. Le coût d’estimation des indices fermés d’ordre deux par la méthode

classique de Sobol’ est n
ˆ

dpd´ 1q

2
` 1

˙

. Nous comparons ci-dessous ces deux coûts

pour deux configurations : d petit et d grand.

Pour des petites valeurs de d, on peut choisir n “ q2 ą pd´ 1q2 avec suffisament
de liberté. La différence de coût, notée D, entre la méthode répliquée et la méthode
classique s’écrit :

D “ n

ˆ

1´
dpd´ 1q

2

˙

.

L’estimation des indices fermés d’ordre deux étant pertinente pour d ě 3, on a
toujours D ă 0.

Pour des grandes valeurs de d, on est plus rapidement amené à devoir choisir
q “ d´ 1. La différence de coût, notée D, entre la méthode répliquée et la méthode
classique s’écrit :

D “ 2pd´ 1q2 ´ n

ˆ

dpd´ 1q

2
` 1

˙

D “ pd´ 1q2
´

2´
n

2

¯

´
npd` 1q

2
.

Cette différence est négative dès que n ą 4 dans la méthode classique, ce qui est tout
le temps le cas (chosir n ď 4 revient à construire des plans d’expériences contenant
au plus 4 points).

On peut également comparer la méthode répliquée pour l’estimation des indices
d’ordre un et deux par rapport à la première stratégie de Saltelli (théorème 2.1). Le
coût de la stratégie de Saltelli est npd`2q pour estimer indices d’ordre un et indices
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totaux. Le coût de la méthode répliquée pour estimer indices d’ordre un et d’ordre
deux est 2n` 2q2. La différence entre ces deux coûts vaut :

D “ 2q2 ´ nd.

Pour des petites valeurs de d, considérons à nouveau n “ q2, q ą d´ 1, la différence
devient :

D “ np2´ dq,

ce qui est l’avantage de la méthode répliquée.
Pour des grandes valeurs de d, considérons q “ d´ 1, la différence vaut :

D “ pd´ 1q p2pd´ 1q ´ nq ´ n.

Cette différence est à l’avantage de la méthode répliquée lorsque n ą 2pd´ 1q. Il est
toutefois important de rappeler que les indices totaux contiennent plus d’informa-
tions sur l’influence des variables d’entrée que les indices fermés d’ordre deux.



Annexe C

Code Maple

Le code Maple présenté dans cette annexe permet de calculer les indices de
Sobol’ d’ordre un, les indices fermés d’ordre deux et les indices totaux d’une fonction
pour laquelle on dispose d’une expression analytique et pour des lois de distribution
uniformes sur r0, 1s des variables d’entrée de la fonction. Nous commençons par
détailler les paramètres d’entrée et de sortie du code.

Paramètres d’entrée

‚ f : une expression Maple de la fonction dont on cherche à calculer les indices
de Sobol’.

‚ d : un entier précisant le nombre de variables d’entrée de la fonction.

‚ order : un entier appartenant à t0, 1, 2u précisant la catégorie d’indices de
Sobol’ à calculer : 0 pour les indices totaux, 1 pour les indices d’ordre un et
2 pour les indices fermés d’ordre deux.

Paramètres de sortie

‚ V : un nombre réel correspondant à la moyenne Erf s de la fonction f .

‚ m : un nombre réel correspondant à la variance Varrf s de la fonction f .

‚ S : une liste ou un conteneur Array contenant l’ensemble des indices de Sobol’
calculés. Si order ““ 0 ou order ““ 1, S est une liste contenant les d indices
totaux ou d’ordre un. Si order ““ 2, S est un conteneur Array regroupant
les dpd´ 1q{2 indices fermés d’ordre deux.

Code

ą withpcombinatq :

soboltheoric :“ procpf, d, orderq
local i, k, l, m, S, M, V, fun, argmts, vinit, val1, val2, mpartiel,

mpartiel2, empartiel, keepset, intrange, newl, couple;

vinit :“ r0$ds;

fun :“ f poppr1, 1s, fqq;

argmts :“ roppr1, 1s, fqs;

newl :“ rseqpi, i “ 1..dqs;
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for i in newl do

vinitris :“ argmtsris “ 0..1;

od;

m :“ intpfun, mappop, mappop, newlq, vinitqq;

V :“ intpfun ˚ ˚2, mappop, mappop, newlq, vinitqq;

V :“ V ` intp´2 ˚ fun ˚m, mappop, mappop, newlq, vinitqq;

V :“ V ` intpm ˚ ˚2, mappop, mappop, newlq, vinitqq;

if order “ 1 then

S :“ r0$ds;

for k from 1 to d do

keepset :“ removephas, newl, newlrksq;

keepset :“ mappop, keepsetq;

intrange :“ mappop, keepset, vinitq;

mpartiel :“ intpfun, intrangeq;

intrange :“ mappop, newlrks, vinitq;

empartiel :“ intpmpartiel ˚ ˚2, intrangeq;

Srks :“ evalf pvalueppempartiel ´m ˚ ˚2q{V qq;

od

fi;

if order “ 0 then

S :“ r0$ds;

for k from 1 to d do

keepset :“ removephas, newl, newlrksq;

keepset :“ mappop, keepsetq;

intrange :“ mappop, newlrks, vinitq;

mpartiel :“ intpfun, intrangeq;

mpartiel2 :“ expandpmpartiel̂ 2q;

intrange :“ mappop, keepset, vinitq;

empartiel :“ intpmpartiel2, intrangeq;

Srks :“ 1´ evalf pvalueppempartiel ´m ˚ ˚2q{V qq;

od

fi;

if order “ 2 then

couple :“ choosepd, 2q;

S :“ Arraypr0$nopspcoupleqsq;
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for l from 1 to nopspcoupleq do

val1 :“ newlrcouplerlsr1ss;

val2 :“ newlrcouplerlsr2ss;

keepset :“ removephas, newl, val1q;

keepset :“ removephas, keepset, val2q;

keepset :“ mappop, keepsetq;

intrange :“ mappop, keepset, vinitq;

mpartiel :“ intpfun, intrangeq;

intrange :“ mappop, roppval1q, oppval2qs, vinitq;

empartiel :“ intpmpartiel ˚ ˚2, intrangeq;

Srls :“ evalf pvalueppempartiel ´m ˚ ˚2q{V qq ;
od

fi;

return tm, V, Su;

end proc

Exemple d’utilisation

Considérons la fonction test Ishigami introduite dans [IH90b], formulée ici dans
sa version recentrée sur r0, 1sd :

f :

#

r0, 1sd Ñ R
px, y, zq ÞÑ sinp2πx´ πq ` 7 sin2p2πy ´ πq ` 0.1p2πz ´ πq4 sinp2πx´ πq

Afin de calculer les indices de Sobol’ d’ordre un, fermés d’ordre deux et totaux
de cette fonction, on commence par donner l’expression Maple de f :

ą ishigami :“ px, y, zq ÞÑ sinp2 ˚ Pi ˚ x´ Piq ` 7 ˚ sinp2 ˚ Pi ˚ y ´ Piq ˚ ˚2`
0.1 ˚ p2 ˚ Pi ˚ z ´ Piq ˚ ˚4 ˚ sinp2 ˚ Pi ˚ x´ Piq;

Le calcul des indices d’ordre un est obtenu par la commande :
ą first_ishigami :“ soboltheoricpishigami, 3, 1q;

first_ishigami :“ t3.500000000, 13.84, r0.3139, 0.4424, 0.0su

Le calcul des indices fermés d’ordre deux est obtenu par la commande :
ą second_ishigami :“ soboltheoricpishigami, 3, 2q;

first_ishigami :“ t3.5, 13.84, r0.7563, 0.5575, 0.4424su

Le calcul des indices totaux est obtenu par la commande :
ą total_ishigami :“ soboltheoricpishigami, 3, 0q;

total_ishigami :“ t3.5, 13.84, r0.5575, 0.4424, 0.2436su
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