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❝❡##❡ #❤C$❡✳ ▼❡ ❝✐ 4 ❚❤✐❡  ② ❙❝❤❛❡#③❧❡✱ @✉✐ ❡$# #♦✉❥♦✉ $ ♣❛ ✈❡♥✉ 4 # ♦✉✈❡ 

❧❡$ ❛ #✐❝❧❡$ ❞♦♥# ❥✬❛✈❛✐$ ❜❡$♦✐♥✱ ❡# ❝❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❛❞♠✐ ❛❜❧❡ ♣ ♦♠♣#✐#✉❞❡✳ ▼❡ ❝✐

4 ❙✐♠♦♥ ❙❝❤❛#③✱ ❞♦♥# ❧❡$ ❧✉♠✐C ❡$ ♠❛#❤B♠❛#✐@✉❡$ ♠✬♦♥# B#B ❞✬✉♥ ❣ ❛♥❞ $❡✲

❝♦✉ $✳ ▼❡ ❝✐ 4 ❖❧✐✈✐❡ ❡# ❈B❝✐❧❡ ❘♦❧❧❛♥❞✱ @✉✐ ♠✬♦♥# $♦✉#❡♥✉ ❧♦ $ ❞❡ ❧✬✉❧#✐♠❡

♣❤❛$❡ ❞❡  B❞❛❝#✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ♠❛♥✉$❝ ✐#✱ ❡# ♣♦✉ ❧❡✉ ❛✐❞❡ ✐♥❡$#✐♠❛❜❧❡ ❧♦ $ ❞❡ ❧❛

 ❡❧❡❝#✉ ❡ ❡# ❞❡ ❧✬✐♠♣ ❡$$✐♦♥ ❞❡ ❝❡❧✉✐✲❝✐✳ ▼❡ ❝✐ 4 ♠❡$ ❝♦❧❧C❣✉❡$ ❡# ❛♠✐$ ✓ ❥❡✉♥❡$

❝❤❡ ❝❤❡✉ $ ✔✱ @✉✐ ♦♥# ❝♦♥# ✐❜✉B 4 ❢❛✐ ❡ ❞❡ ❝❡##❡ #❤C$❡ ✉♥❡ ❜❡❧❧❡ ❡①♣B ✐❡♥❝❡✳

▼❡ ❝✐ 4 ♠❛ ❢❛♠✐❧❧❡✱ $✉ ❧❡ $♦✉#✐❡♥ ❡# ❧❡$ ❡♥❝♦✉ ❛❣❡♠❡♥#$ ❞❡ ❧❛@✉❡❧❧❡ ❥✬❛✐ #♦✉✲

❥♦✉ $ ♣✉ ❝♦♠♣#❡ ✳ ❊♥✜♥✱ ♠❡ ❝✐ 4 ▲♦✉✐$❡✱ ♣♦✉ #❛♥# ❞❡  ❛✐$♦♥$ @✉✬✐❧ ❢❛✉❞ ❛✐#

✉♥❡ ❞❡✉①✐C♠❡ #❤C$❡ ♣♦✉ ❧❡$ B❝ ✐ ❡✳



❘!"✉♠!

■♥"#♦❞✉❝"✐♦♥

❆✜♥ ❞✬♦♣'✐♠✐*❡, ❧❛ ❣❡*'✐♦♥ ❞❡* *'❛'✐♦♥* ❞❡ ',❛✐'❡♠❡♥' ❞❡* ❡❛✉① ✉*2❡* 3 ❜♦✉❡*

❛❝'✐✈2❡*✱ ✐❧ ❡*' ♥2❝❡**❛✐,❡ ❞❡ ❞✐*♣♦*❡, ❞✬♦✉'✐❧* ♣❡,❢♦,♠❛♥'*✱ '❡❧* 9✉❡ ❞❡* ♠♦✲

❞;❧❡* ♥✉♠2,✐9✉❡*✳ ▲❛ ❝♦♥❝❡♣'✐♦♥ ❡' ❧✬❛♠2❧✐♦,❛'✐♦♥ ❞❡ ❝❡* ♠♦❞;❧❡* ♥2❝❡**✐'❡

✉♥❡ ✐♥✈❡*'✐❣❛'✐♦♥ ❡①♣2,✐♠❡♥'❛❧❡ ❞2'❛✐❧❧2❡ ❞❡* ♣,♦❝❡**✉* *✐♠✉❧2*✳ ❉❛♥* ❧❡ ❝❛*

❞❡* ❞2❝❛♥'❡✉,* *❡❝♦♥❞❛✐,❡*✱ ♦? ❧✬❡❛✉ ',❛✐'2❡ ❡*' *2♣❛,2❡ ❞❡* ♣❛,'✐❝✉❧❡* ❞❡

❜♦✉❡* ✭✢♦❝*✮✱ ❝❡''❡ ✐♥✈❡*'✐❣❛'✐♦♥ ❡①♣2,✐♠❡♥'❛❧❡ ❡*' ❞2❧✐❝❛'❡✱ ❡' ❧❛ ❞2♠❛,❝❤❡

❞❡ ❞2✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥' ❞❡* ♠♦❞;❧❡* ❡*' *♦✉✈❡♥' ❡♥ ❜✉''❡ 3 ✉♥ ♠❛♥9✉❡ ❞❡ ❞♦♥♥2❡*

❛❞❛♣'2❡* ✭❝✬❡*'✲3✲❞✐,❡ *✉✣*❛♠♠❡♥' ♣,2❝✐*❡* ❡' ♥♦♠❜,❡✉*❡*✮✳ ❉❛♥* ❧❡ ❝❛❞,❡

❞❡ ❝❡''❡ '❤;*❡✱ ✉♥ ♣,♦❝❡**✉* ❡①♣2,✐♠❡♥'❛❧ ❡*' ❞♦♥❝ 2❧❛❜♦,2 ❛✜♥ ❞✬♦❜'❡♥✐, ❞❡*

❞♦♥♥2❡* ♣❡,♠❡''❛♥' ❞❡ ♠✐❡✉① ❝♦♠♣,❡♥❞,❡ ❧❡ ❝♦♠♣♦,'❡♠❡♥' ❞❡* ❜♦✉❡* ❛❝'✐✲

✈2❡* *2❞✐♠❡♥'❛♥' ❡♥ *②*';♠❡ ❢❡,♠2 ❡' ❞❡ '❡*'❡, ❡' ❞2✈❡❧♦♣♣❡, ❞❡* ♠♦❞;❧❡*

♥✉♠2,✐9✉❡*✳ ❯♥ ♠♦❞;❧❡ ❞❡ *2❞✐♠❡♥'❛'✐♦♥ ❡*' 2❧❛❜♦,2 3 ♣❛,'✐, ❞✬✉♥❡ ♠2'❤♦❞❡

✈❛❧✐❞2❡ ❞❛♥* ❧❛ ❧✐''2,❛'✉,❡ ❡' ✐♥'2❣,❛♥' ❞❡* ❢♦♥❝'✐♦♥* ❡①♣2,✐♠❡♥'❛❧❡*✳ ❯♥❡

♠2'❤♦❞♦❧♦❣✐❡ ❡*' ❡♥*✉✐'❡ ♣,♦♣♦*2❡ ♣♦✉, ❛♥❛❧②*❡, ❧❛ *❡♥*✐❜✐❧✐'2 ❞✉ ♠♦❞;❧❡

❛✉① ♣❛,❛♠;',❡* ❞❡* ❢♦♥❝'✐♦♥* ✉'✐❧✐*2❡* ❡' ✐❞❡♥'✐✜❡, ❧❡* ✈❛❧❡✉,* ❞❡ ❝❡* ♣❛,❛✲

♠;',❡* 3 ♣❛,'✐, ❞❡* ❞♦♥♥2❡* ❡①♣2,✐♠❡♥'❛❧❡*✳ ❊♥ ♣,❡♠✐❡, ❧✐❡✉✱ ✉♥❡ ,❡✈✉❡ ❞❡

❧❛ ❜✐❜❧✐♦❣,❛♣❤✐❡ ♣❡,♠❡' ❞❡ ❢❛✐,❡ ❧✬2'❛' ❞❡ ❧✬❛,' *✉, ❧❛ ♠♦❞2❧✐*❛'✐♦♥ ❡' ❧✬2'✉❞❡

❡①♣2,✐♠❡♥'❛❧❡ ❞❡ ❧❛ *2❞✐♠❡♥'❛'✐♦♥ ❞❡* ❜♦✉❡* ❛❝'✐✈2❡*✳

✶ ❊"❛" ❞❡ ❧✬❛#" /✉# ❧❛ ♠♦❞1❧✐/❛"✐♦♥ ❡" ❧✬1"✉❞❡ ❡①♣1✲

#✐♠❡♥"❛❧❡ ❞❡/ ❜♦✉❡/ ❛❝"✐✈1❡/

✶✳✶ ▼♦❞%❧✐(❛*✐♦♥

▲❡ ❝❤♦✐① ❞✉ ♠♦❞;❧❡ ✉'✐❧✐*2 ♣♦✉, *✐♠✉❧❡, ❧❛ ❞2❝❛♥'❛'✐♦♥ *❡❝♦♥❞❛✐,❡ ❞♦✐' H',❡

♣,✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥' ♦,✐❡♥'2 ♣❛, ❧❡* ♦❜❥❡❝'✐❢* ❞❡ ❧❛ ♠♦❞2❧✐*❛'✐♦♥ ✭❉♦❝❤❛✐♥ ❡' ❱❛♥✲

,♦❧❧❡❣❤❡♠✱ ✷✵✵✶✮✱ ❜✐❡♥ 9✉❡ ❧❛ ♣✉✐**❛♥❝❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✐*♣♦♥✐❜❧❡ ♣✉✐**❡ H',❡ ✉♥

❢❛❝'❡✉, ❧✐♠✐'❛♥'✳ ▲❡* ♠♦❞;❧❡* ❧❡* ♣❧✉* *✐♠♣❧❡*✱ 3 ③2,♦ ❞✐♠❡♥*✐♦♥ ✭✵❉✮ ❞2✲

❝,✐✈❡♥' ❧❡ ❢♦♥❝'✐♦♥♥❡♠❡♥' ❞❡* ♦✉✈,❛❣❡* ♣❛, ❞❡* ❢♦♥❝'✐♦♥* ❞❡ ',❛♥*❢❡,'✳ ▲❡*

♠♦❞;❧❡* ❧❡* ♣❧✉* ❞2'❛✐❧❧2*✱ ✷❉ ♦✉ ✸❉✱ ❢♦♥' ❛♣♣❡❧ 3 ❧❛ ♠2❝❛♥✐9✉❡ ❞❡* ✢✉✐❞❡*

♥✉♠2,✐9✉❡ ✭❈❋❉✱ ❞❡ ❧✬❆♥❣❧❛✐* ✓ ❈♦♠♣✉'❛'✐♦♥❛❧ ❋❧✉✐❞ ❉②♥❛♠✐❝* ✔✮ ❡' ♣❡,✲

♠❡''❡♥' ❞❡ ♠♦❞2❧✐*❡, ❧❡* 2❝♦✉❧❡♠❡♥'* ❛✉ *❡✐♥ ❞❡* ♦✉✈,❛❣❡*✳ ▲❡* ♠♦❞;❧❡* ✶❉

❢♦✉,♥✐**❡♥' ✉♥ ❝♦♠♣,♦♠✐* ❡♥',❡ '❡♠♣* ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡' ✜♥❡**❡ ❞❡* ❞2'❛✐❧*✳ ❉❛♥*

❧❡ ❝❛❞,❡ ❞❡ ❧❛ ♠♦❞2❧✐*❛'✐♦♥ ❞❡* ❞2❝❛♥'❡✉,* *❡❝♦♥❞❛✐,❡*✱ ❞♦♥' ❧❡ ❢♦♥❝'✐♦♥♥❡✲

♠❡♥' ❝♦♥❝❡,♥❡ ♣,✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥' ❧❛ ❞✐♠❡♥*✐♦♥ ✈❡,'✐❝❛❧❡ ✭*✉,✈❡,*❡✱ ,❡❝✐,❝✉❧❛'✐♦♥

❡' *2❞✐♠❡♥'❛'✐♦♥✮✱ ❝❡* ♠♦❞;❧❡* *♦♥' ❛❞❛♣'2* 3 ❧❛ *✐♠✉❧❛'✐♦♥ ❞❡* ♣,✐♥❝✐♣❛✉①

♣❤2♥♦♠;♥❡*✳

◗✉❡❧ 9✉❡ *♦✐' ❧❡ ♥♦♠❜,❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥*✐♦♥* ❞✉ ♠♦❞;❧❡✱ ❧❡* 29✉❛'✐♦♥* ❡♠♣❧♦②2❡*

♣❡✉✈❡♥' H',❡ 2'❛❜❧✐❡* ♣❛, ❧❡ ❜✐❛✐* ❞❡ ❞❡✉① ❛♣♣,♦❝❤❡* ♣,✐♥❝✐♣❛❧❡*✳ ▲✬❛♣♣,♦❝❤❡

✐



✐✐ ❊"❛" ❞❡ ❧✬❛("

♠!❝❛♥✐&'❡ ❝♦♥,✐,"❡ - ❞.(✐✈❡( ❧❡, .0✉❛"✐♦♥, ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛"✐♦♥ ❞❡, ❧♦✐, ❢♦♥❞❛✲

♠❡♥"❛❧❡, ❞❡ ❧❛ ♣❤②,✐0✉❡✱ ❞❡ ❧❛ ❝❤✐♠✐❡ ❡" ❞❡ ❧❛ ❜✐♦❧♦❣✐❡✳ ❇✐❡♥ 0✉❡ (✐❣♦✉(❡✉,❡✱

❝❡""❡ ❛♣♣(♦❝❤❡ ♣❡✉" ❝♦♥❞✉✐(❡ - ❞❡, .0✉❛"✐♦♥, ❞♦♥" ❝❡("❛✐♥, ♣❛(❛♠="(❡, ♥❡

,♦♥" ♣❛, ❛❝❝❡,,✐❜❧❡, - ❧❛ ♠❡,✉(❡✳ ▲❛ ,❡❝♦♥❞❡ ❛♣♣(♦❝❤❡✱ ❞✐"❡ ♣❤!♥♦♠!♥♦❧♦✲

❣✐/✉❡✱ ❝♦♥,✐,"❡ - ❞."❡(♠✐♥❡( ❧❡, (❡❧❛"✐♦♥, ♠❛"❤.♠❛"✐0✉❡, ❧❡, ♣❧✉, ❛❞❛♣".❡, -

❧❛ (❡♣(.,❡♥"❛"✐♦♥ ❞❡, ❞♦♥♥.❡, ❡①♣.(✐♠❡♥"❛❧❡,✳ ▲✬❛❜,❡♥❝❡ ❞❡ (❡❝♦✉(, ❛✉① ❧♦✐,

❢♦♥❞❛♠❡♥"❛❧❡, (.❞✉✐" ❧❛ ✜❛❜✐❧✐". ❞✬✉♥ ♠♦❞=❧❡ ❡♥"✐=(❡♠❡♥" ♣❤.♥♦♠.♥♦❧♦❣✐0✉❡✳

◆.❛♥♠♦✐♥,✱ ❝❡""❡ ❛♣♣(♦❝❤❡ ♣❡(♠❡" ❞✬♦❜"❡♥✐( ❞❡, (❡❧❛"✐♦♥, ,✉❜,"✐"✉❛❜❧❡, ❛✉①

.0✉❛"✐♦♥, ❢❛✐,❛♥" ❛♣♣❡❧ - ❞❡, ♣❛(❛♠="(❡, ♥♦♥ ♠❡,✉(❛❜❧❡, ❛✉ ,❡✐♥ ❞❡ ♠♦❞=❧❡,

♠.❝❛♥✐,"❡,✳

▼♦❞#❧❡& ✵❉ ▲❡, ♠♦❞=❧❡, ✵❉ ♣❡(♠❡""❡♥" ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡( ❧❛ ❝♦♥❝❡♥"(❛"✐♦♥ ❛✉

❢♦♥❞ ❞❡, ❞.❝❛♥"❡✉(, ❡♥ ❢♦♥❝"✐♦♥ ❞❡, ❝♦♥❞✐"✐♦♥, ❞❡ ❢♦♥❝"✐♦♥♥❡♠❡♥" ✭❘♦❝❤❡ ❡"
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σ
❡
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0, .✐ 0 ≤ C < C
❝

✱

α❧♥

(

1 +
C − C

❝

β

)

, .✐ C ≥ C
❝

✱

✭✹✮

♦A C
❝
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♣❛)❛♠E#)❡. ✭F❛ ❡# ❦❣·♠−3
)❡.♣❡❝#✐✈❡♠❡♥#✮✳

✶✳✷ ▲❛ %❤'♦❧♦❣✐❡ ❞❡. ❜♦✉❡. ❛❝2✐✈'❡.
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"
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▲❡ ❢♦✐.♦♥♥❡♠❡♥# ✜❧❛♠❡♥#❡✉① ♣❡✉# ♣)♦❞✉✐)❡ ❞❡ ❧❛ #❤✐①♦#)♦♣✐❡ ✭❚✐①✐❡)✱ ✷✵✵✸✮✳
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µ =
µ0 − µ∞

1 + (kγ̇)n
+ µ∞, ✭✺✮

♦A µ0 ✭F❛·.✮ ❡.# ❧❛ ✈✐.❝♦.✐#4 ❧✐♠✐#❡ ❧♦).8✉❡ ❧❡ #❛✉① ❞❡ ❝✐.❛✐❧❧❡♠❡♥# γ̇ ✭.

−1
✮
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①✐✈ ▼♦❞&❧✐(❛*✐♦♥

(✉- ❧❡ ♣-♦✜❧ ❞❡ ❝♦♥❝❡♥*-❛*✐♦♥ ❞❛♥( ❧❛ -&❣✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♣-❡((✐♦♥✳ ❈❡❝✐ ✐♥❞✐6✉❡

6✉✬✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉-❡ (&♣❛-❛*✐♦♥ ❞❡( ❢♦♥❝*✐♦♥( ❞❡ ✈✐*❡((❡ ❞❡ (&❞✐♠❡♥*❛*✐♦♥ ❡* ❞❡

❝♦♠♣-❡((✐♦♥ ❡(* ♥&❝❡((❛✐-❡ 9 ❧✬♦♣*✐♠✐(❛*✐♦♥ ❞❡( ♠♦❞:❧❡( ❞❡ (&❞✐♠❡♥*❛*✐♦♥

✭❚♦-❢( ❡* ❛❧✳✱ ✷✵✶✺✮✳
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*✐✜❡❞ ❜❛❝+❡,✐❛❧ ❜✐♦♠❛** ✐♥ +❤❡ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ,❡❛❝+♦, ❛❧❧♦✇* ❛♥ ❡✣❝✐❡♥+ +,❡❛+♠❡♥+

♦❢ ♣♦❧❧✉+✐♦♥✳ ❚❤❡ ❜❛❝+❡,✐❛ ❝♦♥*✉♠❡ ❛♥❞ ❞❡❣,❛❞❡ +❤❡ ♣♦❧❧✉+✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ,❡*✉❧+*

✐♥ +❤❡ ❢♦,♠❛+✐♦♥ ♦❢ ♣❛,+✐❝✉❧❛+❡ ❛❣❣,❡❣❛+❡* ❝❛❧❧❡❞ ✢♦❝*✳ ❆❢+❡, +❤❡ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧

+,❡❛+♠❡♥+ *+❡♣✱ +❤❡ ✇❛+❡, ♠✉*+ ❜❡ ,✐❞ ♦❢ +❤❡ ,❡*✉❧+✐♥❣ *✉*♣❡♥❞❡❞ ♠❛++❡, ❜❡✲

❢♦,❡ ✐+ ❝❛♥ ❜❡ ,❡+✉,♥❡❞ *❛❢❡❧② +♦ +❤❡ ❡♥✈✐,♦♥♠❡♥+✿ +❤✐* ✐* ♦♥❡ ♦❢ +❤❡ ❢✉♥❝+✐♦♥*

♦❢ +❤❡ *❡❝♦♥❞❛,② *❡++❧✐♥❣ +❛♥❦✳ ❚❤❡ ❧❛++❡, ❛❧*♦ ♣❧❛②* +❤❡ ,♦❧❡ ♦❢ +❤✐❝❦❡♥❡,✱

♠♦*+ ♦❢ +❤❡ *❡++❧❡❞ *❧✉❞❣❡ ❜❡✐♥❣ ,❡❝②❝❧❡❞ +♦ +❤❡ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ,❡❛❝+♦, ✐♥ ♦,❞❡, +♦

♠❛✐♥+❛✐♥ ❛ *✉✣❝✐❡♥+ ❜✐♦♠❛** ✐♥ +❤❡ ✇❤♦❧❡ *②*+❡♠✳ ❆* ❛ ,❡*✉❧+✱ +❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉,

♦❢ +❤❡ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ,❡❛❝+♦, ❛♥❞ +❤❛+ ♦❢ +❤❡ ❝❧❛,✐✜❡, ❛,❡ *+,♦♥❣❧② ❝♦♥♥❡❝+❡❞✳ ❋✐❣✲

✉,❡ ✷ *❤♦✇* ❛ *❝❤❡♠❛+✐❝* ♦❢ ❛ ❝✐,❝✉❧❛, *❡++❧✐♥❣ +❛♥❦✳ ❯♣♦♥ ❡♥+❡,✐♥❣ +❤❡

*+,✉❝+✉,❡✱ ❛❝+✐✈❛+❡❞ *❧✉❞❣❡ ❝♦♠✐♥❣ ❢,♦♠ +❤❡ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ,❡❛❝+♦, ✐* ❞❡✈✐❛+❡❞

❞♦✇♥✇❛,❞ ❜② +❤❡ ✐♥❧❡+ ❜❛✤❡✱ +❤✉* ❞✐,❡❝+✐♥❣ +❤❡ *✉*♣❡♥❞❡❞ ♠❛++❡, +♦✇❛,❞

+❤❡ ❜♦++♦♠ ♦❢ +❤❡ +❛♥❦✳ ❚❤❡ *✉♣❡,♥❛+❛♥+ ♦✈❡,✢♦✇* +❤,♦✉❣❤ ❛ ✇❡✐, ✐♥+♦ ❛

❝✉❧✈❡,+ ❝✐,❝❧✐♥❣ +❤❡ +❛♥❦✳ ■+ ✐* +❤❡♥ ,❡+✉,♥❡❞ +♦ +❤❡ ❡♥✈✐,♦♥♠❡♥+ ♦,✱ ✐❢ ♥❡❝✲

❡**❛,②✱ ✉♥❞❡,❣♦❡* +❡,+✐❛,② +,❡❛+♠❡♥+ *+❡♣*✳ ❚❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ +❤❡ +,❡❛+♠❡♥+

❞❡♣❡♥❞* ♦♥ ❛ ♣,❡❝✐*❡ ❝♦♥+,♦❧ ♦❢ +❤✐* ♣,♦❝❡**✳

❊♥❣✐♥❡❡,* ❤❛✈❡ ❧♦♥❣ ,❡❧✐❡❞ ♦♥ ,✉❧❡* ♦❢ +❤✉♠❜ ✐♥ ♦,❞❡, +♦ ❞❡*✐❣♥ *❡❝♦♥❞❛,②

❝❧❛,✐✜❡,*✳ ❚❤❡*❡ ♠❡+❤♦❞*✱ ♦❢+❡♥ ❜❛*❡❞ ♦♥ +❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ✈❛❧✉❡ ♦❢ +❤❡ ✈❡,+✐❝❛❧

✈❡❧♦❝✐+② ♦❢ ✇❛+❡,✱ ♣,♦✈✐❞❡ ❞✐♠❡♥*✐♦♥* ❛❞❛♣+❡❞ +♦ ♠♦*+ *✐+✉❛+✐♦♥*✳ ❍♦✇❡✈❡,✱

✐♥ ♦,❞❡, +♦ ❡♥❤❛♥❝❡ ❲❲❚J ❝♦♥+,♦❧ ❛♥❞ ❞❡*✐❣♥✱ ❞②♥❛♠✐❝ +♦♦❧* ❛,❡ ♥❡❝❡**❛,②✳

❚❤❡ ❝♦♥❞✐+✐♦♥* ✐♥*✐❞❡ ♦❢ +❤❡ *❡++❧✐♥❣ +❛♥❦ ❝❛♥ ❜❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡❞ ❜② *✉❝❤ ✈❛,✐✲

❛❜❧❡* ❛* ♣,❡❝✐♣✐+❛+✐♦♥*✱ +❡♠♣❡,❛+✉,❡✱ ✈♦❧❛+✐❧❡ *✉*♣❡♥❞❡❞ *♦❧✐❞* ✭❱❙❙✮ +♦ +♦+❛❧

*✉*♣❡♥❞❡❞ *♦❧✐❞* ✭❚❙❙✮ ,❛+✐♦✱ ✜❧❛♠❡♥+♦✉* ❜✉❧❦✐♥❣✱ ❡+❝✳ ❆* ❛ ❝♦♥*❡4✉❡♥❝❡✱

❝❤❛♥❣❡* ✐♥ +❤❡ +❤✐❝❦❡♥✐♥❣ ♣,♦❝❡**✱ ❡✤✉❡♥+ ❝♦♥❝❡♥+,❛+✐♦♥ ♦, *❧✉❞❣❡ ❜❧❛♥❦❡+

✶





■♥"#♦❞✉❝"✐♦♥ ✸
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❛❧❧②✱ $❡❧❛'✐♦♥/ ❧✐♥❦✐♥❣ '❤❡ /❡''❧✐♥❣ ❛♥❞ $❤❡♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣$♦♣❡$'✐❡/ ♦❢ '❤❡ /❧✉❞❣❡ '♦

✐'/ ❝❤❛$❛❝'❡$✐/'✐❝/ ❛$❡ ♣$♦♣♦/❡❞✳ ❇✉✐❧❞✐♥❣ ♦♥ '❤❡/❡ $❡/✉❧'/✱ ❝❤❛♣'❡$ ✸ ♣$❡/❡♥'/

'❤❡ ♠♦❞❡❧ ❞❡/✐❣♥❡❞ '♦ /✐♠✉❧❛'❡ '❤❡ ❡①♣❡$✐♠❡♥'/ ♣❡$❢♦$♠❡❞ ❛♥❞ '❤❡ /❡♥/✐'✐✈✲

✐'② ❛♥❛❧②/✐/ ♠❡'❤♦❞ ❛♣♣❧✐❡❞ '♦ '❤✐/ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤✐/ ❛♥❛❧②/✐/ ❛❧❧♦✇/ ❞❡/❝$✐❜✐♥❣

'❤❡ /♣❡❝✐✜❝ ✐♥✢✉❡♥❝❡/ ♦❢ ❡❛❝❤ ♣❛$❛♠❡'❡$✳ ❙✉❜/❡F✉❡♥'❧②✱ ❛♥ ✐❞❡♥'✐✜❝❛'✐♦♥

♠❡'❤♦❞ ✐/ ❛♣♣❧✐❡❞ '♦ '❤❡ ♠♦❞❡❧ ✉/✐♥❣ '❤❡ ❡①♣❡$✐♠❡♥'❛❧ ❞❛'❛✳ ❚❤❡ ♦♣'✐♠❛❧

/❡' ♦❢ ♣❛$❛♠❡'❡$/ ❝❛♥ '❤✉/ ❜❡ ❞❡/✐❣♥❛'❡❞✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ '❤✉/ ♣❛$❛♠❡'$✐/❡❞ ❝❛♥

❜❡ ❝♦♠♣❛$❡❞ '♦ '❤❡ ❞❛'❛ ❛♥❞ ♣♦'❡♥'✐❛❧ ✐♠♣$♦✈❡♠❡♥'/ ❝❛♥ ❜❡ /✉❣❣❡/'❡❞✳
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▲✐*❡,❛*✉,❡ ,❡✈✐❡✇✿ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ❛♥❞

❡①♣❡,✐♠❡♥*❛❧ :*✉❞② ♦❢ ❛❝*✐✈❛*❡❞

:❧✉❞❣❡ :❡**❧✐♥❣ ❛♥❞ ,❤❡♦❧♦❣②

✶✳✶ ▼♦❞❡❧❧✐♥❣ *❡❝♦♥❞❛-② ❝❧❛-✐✜❡-*

❖✈❡# $❤❡ ❧❛($ $✇♦ ❞❡❝❛❞❡(✱ ❛ ❝♦♥(❡♥(✉( ♦♥ $❤❡ ($✉❞② ❛♥❞ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ♦❢ $❤❡

❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ $#❡❛$♠❡♥$ ♣#♦❝❡(( ❤❛( ❜❡❡♥ ✇❡❧❧ ❡($❛❜❧✐(❤❡❞✱ ❧❡❛❞✐♥❣ $♦ $❤❡ ❞❡✈❡❧✲

♦♣♠❡♥$ ♦❢ $❤❡ ❆❝$✐✈❛$❡❞ ❙❧✉❞❣❡ ▼♦❞❡❧( ✭❍❡♥③❡ ❡$ ❛❧✳✱ ✷✵✵✵✮✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧(

✉(❡❞ $♦ ❞❡(❝#✐❜❡ $❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉# ♦❢ $❤❡ (❧✉❞❣❡ (✉(♣❡♥(✐♦♥( ✐♥ $❤❡ ❝❧❛#✐✜❡#✱

❤♦✇❡✈❡#✱ ❤❛✈❡ ♥♦$ ❜❡❡♥ $❤❡ (✉❜❥❡❝$ ♦❢ (✉❝❤ ❛ ✇✐❞❡ ❛♥❞ ❝♦♦#❞✐♥❛$❡❞ ❡✛♦#$
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❡✤✉❡♥% ❝♦♥❝❡♥%&❛%✐♦♥1✳ ❚❤❡&❡❢♦&❡✱ 1✐♠♣❧✐✜❡❞ ♠♦❞❡❧1 ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥

♦&❞❡& %♦ ❡✈❛❧✉❛%❡ 1♣❡❝✐✜❝ ♣❛&❛♠❡%❡&1✳ ❚❤❡ 1✐♠♣❧❡1% ♠♦❞❡❧1 ❞♦ ♥♦% ❝♦♥1✐❞❡&

❛♥② 1♣❛❝❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝②✱ %❤✉1 %❤❡ ✈❛&✐❛❜❧❡1 ❛&❡ ❢✉♥❝%✐♦♥1 ♦❢ %✐♠❡ ♦♥❧②✳ ❙✉❝❤

♠♦❞❡❧1 ❛&❡ ❝❛❧❧❡❞ ❧✉♠♣❡❞ ♣❛/❛♠❡(❡/ ♠♦❞❡❧'✳



✶✳✶ ▼♦❞❡❧❧✐♥❣ *❡❝♦♥❞❛-② ❝❧❛-✐✜❡-* ✼

✶✳✶✳✶ ▲✉♠♣❡❞ ♣❛)❛♠❡*❡) ♠♦❞❡❧-

❆* ❉✐❝❦ ❛♥❞ ❊✇✐♥❣ ✭✶✾✻✼❜✮ ♣♦✐♥< ♦✉<✱ *❡<<❧✐♥❣ <❛♥❦* ❛-❡ ✉*✉❛❧❧② ❝❛❧❧❡❞ ❡✐<❤❡-

✏❝❧❛-✐✜❡-✑ ♦- ✏<❤✐❝❦❡♥❡-✑ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ <❤❡ ♠❛✐♥ ♦❜❥❡❝<✐✈❡ ♦❢ <❤❡ *<-✉❝<✉-❡✳

❚❤❡ *❡<<❧✐♥❣ ♣-♦❝❡** ❛❧✇❛②* ❧❡❛❞* <♦ ❛ <❤✐❝❦❡♥✐♥❣ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥✳ ❚❤❡-❡❢♦-❡✱ ❛

✵❉ ♠♦❞❡❧ *②*<❡♠❛<✐❝❛❧❧② -❡♣-❡*❡♥<* ❛♥ ❛♣♣-♦①✐♠❛<✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❛❝<✉❛❧ ❝❧❛-✐✜❡-✱

❢♦- ❛< ❧❡❛*< <✇♦ ❞✐*<✐♥❝< -❡❣✐♦♥*✱ ♦♥❡ ❢♦- ❝❧❛-✐✜❝❛<✐♦♥ ❛♥❞ ♦♥❡ ❢♦- <❤✐❝❦❡♥✐♥❣✱

❤❛✈❡ <♦ ❜❡ ❝♦♥*✐❞❡-❡❞ ✭✇❤✐❝❤ ✐* *<✐❧❧ ❛ *✐♠♣❧✐✜❝❛<✐♦♥ ♦❢ <❤❡ ❛❝<✉❛❧ ♣-♦❝❡**✱

*✐♥❝❡ <❤❡-❡ ✐* ♥♦ ❝❧❡❛- ❞✐*❝♦♥<✐♥✉✐<② ❜❡<✇❡❡♥ <❤❡♠✮✳ ❖♥❡ ♦❢ <❤❡ ♠❛✐♥ ♠♦<✐✲

✈❛<✐♦♥* ❢♦- <❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥< ♦❢ ✵❉ ♠♦❞❡❧* ✐* <❤❡ ❞❡*✐-❡ <♦ ♣-♦♣♦*❡ ❢❛*<✱ ❡❛*②

<♦ ✉*❡ ♠♦❞❡❧*✳ ❱❡-② ♦❢<❡♥✱ ❡♥❞✲✉*❡-* ♦❢ ❝❧❛-✐✜❡- ♠♦❞❡❧* ❛-❡ ✐♥❞❡❡❞ ♣-✐♠❛-✐❧②

✐♥<❡-❡*<❡❞ ✐♥ ♦❜<❛✐♥✐♥❣ ❛ ✈❛❧✉❡ ♦❢ <❤❡ ✉♥❞❡-✢♦✇ ❝♦♥❝❡♥<-❛<✐♦♥ ✉♥❞❡- ❞✐✛❡-❡♥<

♦♣❡-❛<✐♥❣ ❝♦♥❞✐<✐♦♥* ❢♦- ❞❡*✐❣♥ ♦- ❝♦♥<-♦❧ ♣✉-♣♦*❡*✳ ❙❡✈❡-❛❧ ❛♣♣-♦❛❝❤❡* ❝❛♥

❜❡ ✉*❡❞ ✐♥ *✉❝❤ ♠♦❞❡❧*✱ ❜✉< <❤❡ ♠❛✐♥ ❞✐✣❝✉❧<② ❛**♦❝✐❛<❡❞ ✇✐<❤ <❤❡✐- ❞❡✈❡❧♦♣✲

♠❡♥< ❧✐❡* ✐♥ <❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛❜*<-❛❝<✐♦♥✿ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ❤❛* <♦ ❝❛♣<✉-❡ ❡♥♦✉❣❤ ❞❡<❛✐❧*

<♦ ♣-♦✈✐❞❡ -❡❛❧✐*<✐❝ -❡*✉❧<* ✇✐<❤♦✉< -❡Q✉✐-✐♥❣ ❡①❝❡**✐✈❡ ❝♦♠♣✉<❛<✐♦♥❛❧ ❡✛♦-<*✳

❚❤❡ ✜♥❛❧ ♠♦❞❡❧ ✐* ❣❡♥❡-❛❧❧② ♦❢ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥< ✉*❡✱ ❜✉< -❡Q✉✐-❡* ♣❛-❛♠❡<❡-* <❤❛<

❤❛✈❡ <♦ ❜❡ ❡✐<❤❡- ♠❡❛*✉-❡❞ ♦- ❝❛❧❝✉❧❛<❡❞✳

❘♦❝❤❡ ❡< ❛❧✳ ✭✶✾✾✺✮ ♣-♦♣♦*❡❞ ❛ *✐♠♣❧❡ ♠♦❞❡❧ <♦ ❝❛❧❝✉❧❛<❡ <❤❡ ❝♦♥❝❡♥<-❛✲

<✐♦♥ ♦❢ <❤❡ -❡❝②❝❧❡❞ *❧✉❞❣❡✳ ❚❤❡② ❜❛*❡❞ <❤❡✐- ✇♦-❦ ♦♥ <❤❡ -❡*✉❧<* ♦❢ <✇❡♥<②✲

<❤-❡❡ ❡①♣❡-✐♠❡♥<* ❝♦♥❞✉❝<❡❞ ✇✐<❤ ❞✐✛❡-❡♥< *❧✉❞❣❡ *❛♠♣❧❡*✳ ❚❤❡② ♠❡❛*✉-❡❞

<❤❡ ❝♦♥❝❡♥<-❛<✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❛❝<✐✈❛<❡❞ *❧✉❞❣❡ *✉*♣❡♥*✐♦♥ ❛< <❤❡ ❜♦<<♦♠ ♦❢ ❛ ❜❛<❝❤

*❡<<❧✐♥❣ ❝♦❧✉♠♥ ❛< ❞✐✛❡-❡♥< ✐♥*<❛♥< ❛♥❞ ❞❡❞✉❝❡❞ ❛ -❡❧❛<✐♦♥ ❢♦- <❤❡ ❡✈♦❧✉<✐♦♥

♦❢ <❤❛< ❝♦♥❝❡♥<-❛<✐♦♥ ✇✐<❤ <✐♠❡✳ ❚❤❡② ♦❜<❛✐♥❡❞ <❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ -❡❧❛<✐♦♥✿

C
 

(t) = a (t+∆t)b , ✭✶✳✶✮

✇✐<❤

∆t = 0.086C2.234
0 , ✭✶✳✷✮

a = 2.065C0.382
0 , ✭✶✳✸✮

b = 0.545SV I−0.152, ✭✶✳✹✮

✇❤❡-❡

❼ C
 

✐* <❤❡ ❝♦♥❝❡♥<-❛<✐♦♥ ♦❢ <❤❡ -❡❝②❝❧❡❞ *❧✉❞❣❡ ✭❣·▲−1✮✱

❼ t ✐* <❤❡ <✐♠❡ ✭*✮✱

❼ C0 ✐* <❤❡ ✐♥✐<✐❛❧ *❧✉❞❣❡ ❝♦♥❝❡♥<-❛<✐♦♥ ✭❣·▲−1✮✱

❼ SV I ✐* <❤❡ *❧✉❞❣❡ ✈♦❧✉♠❡ ✐♥❞❡① ✭♠

3·❣−1✮✳

❚❤✐* ❡♠♣✐-✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ♣-♦✈✐❞❡* ❛♥ ❡✈❛❧✉❛<✐♦♥ ♦❢ <❤❡ ❝♦♥❝❡♥<-❛<✐♦♥ ♦❢ <❤❡

*❧✉❞❣❡ ❛< <❤❡ ❜♦<<♦♠ ♦❢ ❛ *❡<<❧✐♥❣ <❛♥❦ ❛♥❞ <❛❦❡* ✐♥<♦ ❛❝❝♦✉♥< <❤❡ <❤✐❝❦❡♥✐♥❣

♦❢ <❤❡ *❧✉❞❣❡✳



✽ ✶ ❘❡✈✐❡✇ ♦❢ (❤❡ ❧✐(❡+❛(✉+❡

❯"✐♥❣ &❤❡ ✇♦+❦ ♦❢ ❘♦❝❤❡ ❡& ❛❧✳ ✭✶✾✾✺✮✱ ●✐♦❦❛" ❡& ❛❧✳ ✭✷✵✵✷✮ ❡♥❞❡❛✈♦✉+❡❞ &♦

♣+♦♣♦"❡ ❛ ♠♦+❡ ❞❡&❛✐❧❡❞ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡② ❝♦♥"✐❞❡+❡❞ &❤+❡❡ +❡❣✐♦♥" ✐♥ &❤❡ "❡&&❧✐♥❣

&❛♥❦ ✇❤❡+❡ &❤❡ ❛✈❡+❛❣❡ ❝♦♥❝❡♥&+❛&✐♦♥ ♦❢ &❤❡ "❧✉❞❣❡ ✇❛" &♦ ❜❡ ❡✈❛❧✉❛&❡❞✿ ✶✮

&❤❡ ❞✐❧✉&❡❞ "❧✉❞❣❡✱ ❜❡&✇❡❡♥ &❤❡ ✐♥❧❡& ❛♥❞ &❤❡ "❧✉❞❣❡ ❜❧❛♥❦❡&❀ ✷✮ &❤❡ "❧✉❞❣❡

❜❧❛♥❦❡& ✐&"❡❧❢❀ ✸✮ &❤❡ ❜♦&&♦♠ ♦❢ &❤❡ "❡&&❧❡+✳

❚❤✐" ♠♦❞❡❧ ✇❛" ❝❛❧✐❜+❛&❡❞ ❛♥❞ ✈❡+✐✜❡❞ ♦♥ &❤❡ ❜❛"✐" ♦❢ ✜❡❧❞ ♠❡❛"✉+❡♠❡♥&"✳

■❢ &❤✐" ♠♦❞❡❧ +❡♣+❡"❡♥&" ❛ ❣♦♦❞ ❝♦♠♣+♦♠✐"❡ ✐♥ &❡+♠" ♦❢ "✐♠♣❧✐❝✐&② ❛♥❞ ♣+❡✲

❝✐"✐♦♥✱ ✐& ✐♥❞✐+❡❝&❧② ❤✐❣❤❧✐❣❤&" &❤❡ ♥❡❝❡""✐&② ♦❢ ❝♦♥"✐❞❡+✐♥❣ ❞✐✛❡+❡♥& "&+❛&❛ ✐♥

"❡&&❧✐♥❣ &❛♥❦ ♠♦❞❡❧" ✐♥ ♦+❞❡+ &♦ ✐♥❝+❡❛"❡ &❤❡✐+ ♣+❡❝✐"✐♦♥✳ ■♥ ❛❞❞✐&✐♦♥✱ &❤❡

❞+❛✇❜❛❝❦ ♦❢ "✉❝❤ ❛ ♠♦❞❡❧ ❛" ❝♦♠♣❛+❡❞ &♦ "✐♠♣❧❡+ ♦♥❡" ✭❡✳❣✳ &❤❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢

❘♦❝❤❡ ❡& ❛❧✳ ✭✶✾✾✺✮✮ ✐" &❤❡ ✐♥❝+❡❛"❡❞ ♥✉♠❜❡+ ♦❢ ❡K✉❛&✐♦♥" ❛♥❞ ♣❛+❛♠❡&❡+"✱

✇❤✐❝❤ ✐♥❝+❡❛"❡ &❤❡ ❞✐✣❝✉❧&② ♦❢ ♣❛+❛♠❡&❡+ ❡"&✐♠❛&✐♦♥✳ ❚❤✐" ❦✐♥❞ ♦❢ ♠♦❞❡❧"

♠❛&❡+✐❛❧✐"❡" &❤❡ ❧✐♠✐& ♦❢ ♣+❡❝✐"✐♦♥ ❛❝❤✐❡✈❛❜❧❡ ✉"✐♥❣ ❧✉♠♣❡❞ ♠♦❞❡❧"✳ ■♥ &❤✐"

✇♦+❦✱ ❡✛♦+&" ✇✐❧❧ ❜❡ ❞❡✈♦&❡❞ &♦ &❤❡ "&✉❞② ❛♥❞ ❞❡"❝+✐♣&✐♦♥ ✭❡①♣❡+✐♠❡♥&❛❧ ❛"

✇❡❧❧ ❛" ♥✉♠❡+✐❝❛❧✮ ♦❢ ❛❝&✐✈❛&❡❞ "❧✉❞❣❡ ❝♦♠♣+❡""✐♦♥ ❛♥❞ +❤❡♦❧♦❣②✳ ❆" ❛ ❝♦♥"❡✲

K✉❡♥❝❡✱ &❤❡ ♠♦❞❡❧" ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✇✐❧❧ ❤❛✈❡ &♦ ❜❡ ❛& ❧❡❛"& ✶❉ &♦ ❜❡ ❛❜❧❡ &♦ ♣+♦✈✐❞❡

&❤❡ +❡K✉✐+❡❞ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❞❡&❛✐❧✳

✶✳✶✳✷ ❖♥❡ ❞✐♠❡♥)✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡❧)

❙✐♥❝❡ ✶❉ ♠♦❞❡❧" ❛+❡ ❛❜❧❡ &♦ "✐♠✉❧❛&❡ ✈❡+&✐❝❛❧ ❣+❛❞✐❡♥&"✱ &❤❡② +❡♣+❡"❡♥& ❛

+❡❛"♦♥❛❜❧② +❡❛❧✐"&✐❝ ❛♣♣+♦❛❝❤ &♦ "❡&&❧✐♥❣✳ ❚❤❡② ❤❛✈❡ &❤❡ ❛❞✈❛♥&❛❣❡ ♦❢ +✉♥♥✐♥❣

❝♦♠♣❛+❛&✐✈❡❧② ❢❛"& ♦♥ ♠♦"& ❝♦♠♣✉&❡+"✱ ❛♥❞ ❝❛♥ &❤❡+❡❢♦+❡ ❜❡ ❛""♦❝✐❛&❡❞ ✇✐&❤

♠♦❞❡❧" ♦❢ ♦&❤❡+ ♣+♦❝❡""❡" ♦❢ &❤❡ ✇❛"&❡✇❛&❡+ &+❡❛&♠❡♥& ❝②❝❧❡ ✭❇❡♥❡❞❡&&✐ ❡& ❛❧✳✱

✷✵✶✸✮✳ ■♥ ❛ ✶❉ ❛♣♣+♦❛❝❤✱ &❤❡ "❡&&❧✐♥❣ &❛♥❦ ✐" ❞✐"❝+❡&✐"❡❞ ✉"✐♥❣ ❛ ✈❡+&✐❝❛❧

♠❡"❤✱ ❡❛❝❤ ❝❡❧❧ ♦❢ ✇❤✐❝❤ +❡♣+❡"❡♥&" ❛ "❡&&❧✐♥❣ &❛♥❦ ❧❛②❡+ ♦❢ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉"

❝♦♥❝❡♥&+❛&✐♦♥✳

❚❤❡ ❚❛❦0❝2 ♠♦❞❡❧

■♥ &❤❡ ❝❧❛""✐❝❛❧ ❚❛❦R❝" ❛♣♣+♦❛❝❤ ✭❚❛❦R❝" ❡& ❛❧✳✱ ✶✾✾✶✮✱ &❤❡ ✢✉①❡" ❜❡&✇❡❡♥ ❡❛❝❤

❧❛②❡+ ♦❢ &❤❡ &❛♥❦ ♠♦❞❡❧ ❛+❡ ❝❛❧❝✉❧❛&❡❞✳ ❋✐❣✉+❡ ✶✳✸ ♣+❡"❡♥&" &❤❡ ♣+✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢

&❤✐" ❛♣♣+♦❛❝❤✳ ❈❛❧✉❧❛&✐♥❣ &❤❡ ✢✉①❡" +❡K✉✐+❡" ❛ ✈❛❧✉❡ ♦❢ "❡&&❧✐♥❣ ✈❡❧♦❝✐&② v
 

✳

❉✐✛❡+❡♥& ♣❤❡♥♦♠❡♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❢✉♥❝&✐♦♥" ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣+♦♣♦"❡❞ &♦ ❝❛❧❝✉❧❛&❡ v
 

❛♥❞

✇✐❧❧ ❜❡ ♣+❡"❡♥&❡❞ ❛♥❞ ❞✐"❝✉""❡❞ ✐♥ "❡❝&✐♦♥ ✶✳✶✳✹✳

❚❤♦✉❣❤ "&+❛✐❣❤&❢♦+✇❛+❞✱ &❤✐" ♠♦❞❡❧ ❤❛" ❜❡❡♥ ♣+♦✈❡♥ ✉♥"❡❧✐❛❜❧❡✱ ✐♥ &❤❡

"❡♥"❡ &❤❛& ✐&" "♦❧✉&✐♦♥ ✐" ♥♦& "&❛❜❧❡ ✇❤❡♥ &❤❡ ❞✐"❝+❡&✐"❛&✐♦♥ ♣❛+❛♠❡&❡+" ❛+❡

+❡✜♥❡❞ ✭❇W+❣❡+ ❡& ❛❧✳✱ ✷✵✶✷✮✳

❚❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐2(✐❝ ❛♣♣+♦❛❝❤

❚❤❡ ♣+❡♠✐"❡ ♦❢ &❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐"&✐❝ ❛♣♣+♦❛❝❤ &♦ "❡&&❧✐♥❣ ✐" &❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛&✐♦♥ ♦❢ &❤❡

❢✉♥❞❛♠❡♥&❛❧ ❡K✉❛&✐♦♥"✱ ✐✳❡✳ ♠❛"" ❝♦♥"❡+✈❛&✐♦♥ ✭♦+ ❝♦♥&✐♥✉✐&② ❡K✉❛&✐♦♥✮ ❛♥❞

♠♦♠❡♥&✉♠ ❝♦♥"❡+✈❛&✐♦♥✳ ❚❤❡ ❡K✉❛&✐♦♥" ✇❡+❡ ❞❡"❝+✐❜❡❞ ✐♥ ❞❡&❛✐❧ ❜② ❑❛+❧ ❛♥❞

❲❡❧❧" ✭✶✾✾✾✮ ❛♥❞ ❇W+❣❡+ ❡& ❛❧✳ ✭✷✵✵✵❝✮✱ ❛♥❞ ❛ "✉♠♠❛+② ♦❢ &❤❡ +❡❛"♦♥✐♥❣ ✇❛"



����������	
��

������

��������

����

�������������	���	���������

��������	
�����

�
	��

��������
	��

�
�
����

	��
�

�
�

����
	��

����
	��

�
�
������

�
��

�

�
	��

��������
	��

�
�
����

	���
�

��
�

����
���

∂φ

∂t
+

∂φv

∂z
= 0,

∂ (1− φ)

∂t
+

∂ (1− φ) v

∂z
= 0.

ρ φ

(

∂v

∂t
+ v

∂v

∂z

)

= −∂φp̃

∂z
− ∂σ

∂z
+

(

∇ · T
)

· #—

k + ρ φg + #—m · #—

k .

σ

ρ (1− φ)

(

∂v

∂t
+ v

∂v

∂z

)

= −∂ (1− φ) p̃

∂z
+

(

∇ · T
)

· #—

k + ρ (1− φ) g

− #—m · #—

k .
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❚❛❜❧❡ ✶✳✶ ✕ ◆♦♠❡♥❝❧❛.✉0❡

C ❙♦❧✐❞4 ❝♦♥❝❡♥.0❛.✐♦♥ ✭❦❣·♠−3✮
C

❝

❈0✐.✐❝❛❧ 4♦❧✐❞4 ❝♦♥❝❡♥.0❛.✐♦♥ ✭❦❣·♠−3✮
f
❜❦

❑②♥❝❤ ❜❛.❝❤ ✢✉① ❞❡♥4✐.② ❢✉♥❝.✐♦♥ ✭❦❣·♠−2·4−1✮
g ●0❛✈✐.❛.✐♦♥❛❧ ❛❝❝❡❧❡0❛.✐♦♥ ✭♠·4−2✮−→
k ❉♦✇♥✇❛0❞✲♣♦✐♥.✐♥❣ ✈❡0.✐❝❛❧ ✉♥✐. ✈❡❝.♦0

−→m ❙♦❧✐❞✲✢✉✐❞ ✐♥.❡0❛❝.✐♦♥ ❢♦0❝❡ ♣❡0 ✉♥✐. ✈♦❧✉♠❡ ✭◆·♠−3✮
p̃ F♦0❡ ♣0❡44✉0❡ ✭F❛✮

r ❘❡4✐4.❛♥❝❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥. ✭❦❣·♠−3·4−1✮
t ❚✐♠❡ ✭4✮

T❊

$

❙♦❧✐❞4 ❝♦♠♣♦♥❡♥. ✈✐4❝♦✉4 4.0❡44 .❡♥4♦0 ✭F❛✮

T❊

✇

❲❛.❡0 ❝♦♠♣♦♥❡♥. ✈✐4❝♦✉4 4.0❡44 .❡♥4♦0 ✭F❛✮

v
❞

❉0✐❢. ✈❡❧♦❝✐.② ✭♠·4−1✮
v
❤$

❤✐♥❞❡0❡❞ 4❡..❧✐♥❣ ✈❡❧♦❝✐.② ❢✉♥❝.✐♦♥ ✭♠·4−1✮
v
$

❙❡..❧✐♥❣ ✈❡❧♦❝✐.② ✭♠·4−1✮
v
✇

❲❛.❡0 ✈❡❧♦❝✐.② ✭♠·4−1✮
z ❈♦♦0❞✐♥❛.❡ ❛❧♦♥❣ .❤❡ ✉♣✇❛0❞✲♣♦✐♥.✐♥❣ ✈❡0.✐❝❛❧ ❛①✐4 ✭♠✮

●0❡❡❦ ❧❡..❡04

γ ❱✐0.✉❛❧ ♠❛44 ✭❦❣·♠−3✮
φ ❙♦❧✐❞4 ✈♦❧✉♠❡ ❢0❛❝.✐♦♥ ✭✕✮

ρ
$

❙♦❧✐❞4 ❞❡♥4✐.② ✭❦❣·♠−3✮
ρ
✇

❲❛.❡0 ❞❡♥4✐.② ✭❦❣·♠−3✮
σ
❡

❊✛❡❝.✐✈❡ 4♦❧✐❞4 4.0❡44 ✭F❛✮

■♥ .❤❡ .✇♦ ♣0❡✈✐♦✉4 ❡N✉❛.✐♦♥4✱ .❤❡ ✈❡❝.♦0

#—m ❞❡"❝$✐❜❡" '❤❡ ✐♥'❡$❛❝'✐♦♥ ❢♦$❝❡

♣❡$ ✉♥✐' ✈♦❧✉♠❡ ❡①✐"'✐♥❣ ❜❡'✇❡❡♥ '❤❡ ✢♦❝" ❛♥❞ '❤❡ ✇❛'❡$✳ ❆❝❝♦$❞✐♥❣ '♦

◆❡✇'♦♥✬" '❤✐$❞ ❧❛✇ ♦❢ ♠♦✈❡♠❡♥'✱ '❤✐" ✈❡❝'♦$ ❤❛" '❤❡ "❛♠❡ ♥♦$♠ ✐♥ ❜♦'❤

❡;✉❛'✐♦♥"✱ ❜✉' ♦♣♣♦"✐'❡ ❞✐$❡❝'✐♦♥"✳ ■' ✐" ❡①♣$❡""❡❞ ❛" ❢♦❧❧♦✇"✿

#—m = p̃∇φ− r (φ) #—v
❞

+ γ (φ)

(

∂ #—v
❞

∂t
+ ( #—v

❞

· ∇) #—v
❞

)

. ✭✶✳✾✮

❚❤❡ ❧♦❝❛❧ ❞✐✛❡$❡♥❝❡ ❜❡'✇❡❡♥ '❤❡ ✈❡❧♦❝✐'② ♦❢ ✇❛'❡$ ❛♥❞ '❤❡ ✈❡❧♦❝✐'② ♦❢ ✢♦❝"

✐" ❝❛❧❧❡❞ '❤❡ ❞$✐❢' ✈❡❧♦❝✐'②✿

v
❞

= v
!

− v
✇

. ✭✶✳✶✵✮

❈♦♠❜✐♥✐♥❣ ❡;✉❛'✐♦♥ ✭✶✳✼✮ ❛♥❞ ❡;✉❛'✐♦♥ ✭✶✳✾✮ ❧❡❛❞" '♦

∂σ
❡

∂z
= −φ∂p̃

∂z
− r (φ) v

❞

+ φρ
!

g +
(

∇ · T❊

!

)

· #—

k − φρ
!

(

∂v
!

∂t
+ v

!

∂v
!

∂z

)

+ γ (φ)

(

∂v
❞

∂t
+ v

❞

∂v
❞

∂z

)

, ✭✶✳✶✶✮
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∂p̃

∂z
= ρ

✇

g − ρ
✇

(

∂v
✇

∂t
+ v

✇

∂v
✇

∂z

)

+
1

1− φ

[

(

∇ · T❊
✇

)

· #—

k

− γ (φ)

(

∂v
❞

∂t
+ v

❞

∂v
❞

∂z

)

+ r (φ) v
❞

]

. ✭✶✳✶✷✮
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❝❛♥ ❜❡ ✐♥❥❡❝4❡❞ ✐♥ ❡2✉❛4✐♦♥ ✭✶✳✶✶✮✱ ②✐❡❧❞✐♥❣✿

∂σ
❡

∂z
=
−r (φ)
1− φ

v
❞

+ φ∆ρg +

[

(

∇ · T❊
$

)

− φ

1− φ

(

∇ · T❊
✇

)

]

· #—

k

+ φ

[

ρ
✇

(

∂v
✇

∂t
+ v

✇

∂v
✇

∂z

)

− ρ
$

(

∂v
$

∂t
+ v

$

∂v
$

∂z

)]

+
γ

1− φ
(φ)

(

∂v
❞

∂t
+ v

❞

∂v
❞

∂z

)

, ✭✶✳✶✸✮
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v
❞

= −1− φ

r (φ)

[

∂σ
❡

∂z
− φ∆ρg −

(

(

∇ · T❊
$

)

− φ

1− φ

(

∇ · T❊
✇

)

)

· #—

k

− φ

(

ρ
✇

(

∂v
✇

∂t
+ v

✇

∂v
✇

∂z

)

− ρ
$

(

∂v
$

∂t
+ v

$

∂v
$

∂z

))

+
γ (φ)

1− φ

(

∂v
❞

∂t
+ v

❞

∂v
❞

∂z

)]

. ✭✶✳✶✹✮
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❢♦-♠✉❧❛✿

v
❞

= −1− φ

r (φ)

(

∂σ
❡

∂z
−∆ρgφ

)

. ✭✶✳✶✺✮
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q = φv
$

+ (1− φ) v
✇

. ✭✶✳✶✻✮
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v
$

= (1− φ) v
❞

+ q. ✭✶✳✶✼✮

■♥ 4❤❡ ❝❛*❡ ♦❢ ❜❛4❝❤ *❡44❧✐♥❣ ✇✐4❤ ♥♦ ❞✐*❝❤❛-❣❡✱ q = 0 ♠

3
✳*

−1
✳ ❚❤❡ ❝♦♥4✐♥✉✐4②

❡2✉❛4✐♦♥ ❢♦- 4❤❡ *♦❧✐❞* ✭✶✳✺✮ ❧❡❛❞* 4♦

∂φ

∂t
− ∂

∂z

[

φ (1− φ)2

r (φ)

(

∂σ
❡

∂z
−∆ρgφ

)

]

= 0, ✭✶✳✶✽✮

♦-

∂φ

∂t
+

∂f
❜❦

(φ)

∂z
=

∂

∂z

(

f
❜❦

(φ)

∆ρgφ

dσ
❡

(φ)

dφ

∂φ

∂z

)

, ✭✶✳✶✾✮
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✇✐$❤

f
❜❦
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❞❛'❛ ♦❜'❛✐♥❡❞ ❞✉.✐♥❣ ❜❛'❝❤ *❡''❧✐♥❣ ❡①♣❡.✐♠❡♥'*✱ ❉❡ ❈❧❡.❝D ❡' ❛❧✳ ✭✷✵✵✽✮ ✇❡.❡

❛❜❧❡ '♦ ❝❛❧❝✉❧❛'❡ ✈❛❧✉❡* ♦❢ ❡✛❡❝'✐✈❡ *♦❧✐❞* *'.❡** σ
❡

❛♥❞ ♠♦❞❡❧ '❤❡♠ ✉*✐♥❣ ❛

❧♦❣❛.✐'❤♠✐❝ ❢✉♥❝'✐♦♥✱

σ
❡

=







0, ✐❢ 0 ≤ C < C
❝

✱

α❧♥

(

1 +
C − C

❝

β

)

, ✐❢ C ≥ C
❝

✱

✭✶✳✸✽✮

✇❤❡.❡

❼ C ✐* '❤❡ *❧✉❞❣❡ ❝♦♥❝❡♥'.❛'✐♦♥ ✭❣·▲−1✮✱

❼ C
❝

✐* '❤❡ ❝.✐'✐❝❛❧ ❝♦♥❝❡♥'.❛'✐♦♥ ✭❣·▲−1✮ ❛❜♦✈❡ ✇❤✐❝❤ ♣❡.♠❛♥❡♥' ♣❛.'✐❝❧❡

❝♦♥'❛❝' ❛♥❞ ❝♦♠♣.❡**✐✈❡ *'.❡**❡* ❡①✐*'✱ ❛♥❞

❼ α ✭K❛✮ ❛♥❞ β ✭❣·▲−1✮ ❛.❡ ❝❛❧✐❜.❛'❡❞ ♣❛.❛♠❡'❡.*✳

❚❤✐* ❡✛❡❝'✐✈❡ *♦❧✐❞* *'.❡** ❢✉♥❝'✐♦♥ ❛❧❧♦✇* ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ '❤❡ ❝♦♠♣.❡**✐♦♥ ♦❢

'❤❡ *❧✉❞❣❡ ❛♥❞ ❝♦♠♣❧❡'❡* ♣❤❡♥♦♠❡♥♦❧♦❣✐❝❛❧ *❡''❧✐♥❣ ✈❡❧♦❝✐'② ❢✉♥❝'✐♦♥* ✇❤✐❝❤

❛.❡✱ ❛* ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❡❛.❧✐❡.✱ ♥♦' ❛❜❧❡ '♦ .❡♣.♦❞✉❝❡ '❤❡ ❡♥'✐.❡ ❜❛'❝❤ *❡''❧✐♥❣ ♣.♦✲

❝❡**✳ ❍♦✇❡✈❡.✱ ❡①♣♦♥❡♥'✐❛❧ *❡''❧✐♥❣ ✈❡❧♦❝✐'② ❢✉♥❝'✐♦♥*✱ *✉❝❤ ❛* '❤❡ ❢✉♥❝'✐♦♥*

♦❢ ❱❡*✐❧✐♥❞ ✭✶✾✻✽✮ ❛♥❞ ❚❛❦Q❝* ❡' ❛❧✳ ✭✶✾✾✶✮✱ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ *❤♦✇♥ '♦ ♠♦❞❡❧ ❛❧*♦

♣❛.' ♦❢ '❤❡ ❝♦♠♣.❡**✐♦♥ ♣.♦❝❡** ✭❚♦.❢* ❡' ❛❧✳✱ ✷✵✶✺✮✱ ♦✈❡.❧❛♣♣✐♥❣ '❤❡ ❡✛❡❝'*

♦❢ '❤❡ ❡✛❡❝'✐✈❡ *♦❧✐❞* *'.❡** ❢✉♥❝'✐♦♥✳ ■' ✐* '❤✉* ♥❡❝❡**❛.② '♦ ❞❡✈✐*❡ ♠♦.❡ '❛.✲

❣❡'❡❞ *❡''❧✐♥❣ ✈❡❧♦❝✐'② ❢✉♥❝'✐♦♥* ✐♥ ♦.❞❡. '♦ ❞❡✈❡❧♦♣ ♠♦.❡ .❡❛❧✐*'✐❝ ❛❝'✐✈❛'❡❞

*❧✉❞❣❡ *❡''❧✐♥❣ ♠♦❞❡❧*✳

❚✉+❜✉❧❡♥❝❡ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣

■♥ ❛ ✇♦.❦✐♥❣ *❡''❧❡. *②*'❡♠✱ '✉.❜✉❧❡♥' ♠♦'✐♦♥*✱ ✇❤✐❝❤ ❛.❡ ❜② ♥❛'✉.❡ '❤.❡❡✲

❞✐♠❡♥*✐♦♥❛❧✱ ❛.❡ ❣❡♥❡.❛'❡❞ ✐♥ ❦❡② ♣❧❛❝❡* *✉❝❤ ❛* '❤❡ ✐♥❧❡' ❜❛✤❡* ❛♥❞ *❝.❛♣✐♥❣

❣❡❛. ✭❉❡ ❈❧❡.❝D✱ ✷✵✵✸❀ ●.✐❜♦.✐♦✱ ✷✵✵✹✮✳ ❆ ❝♦♠♣.❡❤❡♥*✐✈❡ ♥✉♠❡.✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧

♦❢ '❤❡ ❤②❞.♦❞②♥❛♠✐❝* ♦❢ ❛ *❡❝♦♥❞❛.② *❡''❧✐♥❣ '❛♥❦ '❤❡.❡❢♦.❡ ♥❡❡❞* '♦ ❜❡

'❤.❡❡✲❞✐♠❡♥*✐♦♥❛❧✳

❚❤❡ k✕ǫ ♠♦❞❡❧ ▼♦*' ❛✉'❤♦.* ✉*❡ '❤❡ k✕ǫ ♠♦❞❡❧✱ ♦. ♠♦❞✐✜❡❞ ✈❡.*✐♦♥* ♦❢

✐'✱ '♦ *✐♠✉❧❛'❡ '❤❡ '✉.❜✉❧❡♥' ❜❡❤❛✈✐♦✉. ♦❢ '❤❡ ✢♦✇ ✜❡❧❞ ✐♥ *❡''❧❡.* ✭▲❛❦❡❤❛❧

❡' ❛❧✳✱ ✶✾✾✾❀ ❙'❛♠♦✉ ❡' ❛❧✳✱ ✷✵✵✵❀ ❆.♠❜✉*'❡. ❡' ❛❧✳✱ ✷✵✵✶❀ ❇.❡♥♥❛♥✱ ✷✵✵✶❀



✶✳✶ ▼♦❞❡❧❧✐♥❣ *❡❝♦♥❞❛-② ❝❧❛-✐✜❡-* ✷✶

❉❡ ❈❧❡-❝3✱ ✷✵✵✸❀ ❳❛♥9❤♦* ❡9 ❛❧✳✱ ✷✵✶✶❀ ;♦❧❧❡-9 ❡9 ❛❧✳✱ ✷✵✶✷✮✳ ❚❤✐* ♠♦❞❡❧

✉*❡* 9❤❡ ❝♦♥❝❡♣9 ♦❢ ❡❞❞② ✈✐*❝♦*✐9② νt ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❜② ❇♦✉**✐♥❡*3✿ 9❤❡ 9✉-❜✉❧❡♥9

*9-❡**❡* ❛-❡ ❛**✉♠❡❞ 9♦ ❜❡ ♣-♦♣♦-9✐♦♥❛❧ 9♦ 9❤❡ ♠❡❛♥✲✈❡❧♦❝✐9② ❣-❛❞✐❡♥9*✱ ✇✐9❤

νt ❛* 9❤❡ ♣-♦♣♦-9✐♦♥❛❧✐9② ❝♦♥*9❛♥9✳ ❆* ♦♣♣♦*❡❞ 9♦ 9❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛- ✈✐*❝♦*✐9② ν✱
νt ✐* ♥♦9 ❛ ✢✉✐❞ ♣-♦♣❡-9② ❜✉9 ✐* ❞❡♣❡♥❞❡♥9 ♦♥ 9❤❡ *9❛9❡ ♦❢ 9✉-❜✉❧❡♥❝❡ ✭❘♦❞✐✱

✶✾✾✸❀ ●-✐❜♦-✐♦✱ ✷✵✵✹✮✳ ❚❤❡ k✕ǫ ♠♦❞❡❧ ❝❛❧❝✉❧❛9❡* 9❤❡ ❡❞❞② ✈✐*❝♦*✐9② ✉*✐♥❣ 9❤❡

9✉-❜✉❧❡♥9 ❦✐♥❡9✐❝ ❡♥❡-❣② k ❛♥❞ ✐9* ❞✐**✐♣❛9✐♦♥ -❛9❡ ǫ✱

νt = Cµ
k2

ǫ
. ✭✶✳✸✾✮

❚❤❡ 9-❛♥*♣♦-9 ❡3✉❛9✐♦♥* ❢♦- 9❤❡*❡ 3✉❛♥9✐9✐❡* ❛-❡ ❞❡-✐✈❡❞ ✐♥ ❡①❛❝9 ❢♦-♠ ❢-♦♠

9❤❡ ◆❛✈✐❡-✲❙9♦❦❡* ❡3✉❛9✐♦♥*✳ ❚❤❡ k✕ǫ ❛♣♣-♦❛❝❤ ❛**✉♠❡* ❛♥ ✐*♦9-♦♣✐❝ ❡❞❞②✲

✈✐*❝♦*✐9②✳ ❚❤❡ 9-❛♥*♣♦-9 ❡3✉❛9✐♦♥* ❢♦- k ❛♥❞ ǫ ✐♥✈♦❧✈❡ ❡♠♣✐-✐❝❛❧ ❝♦♥*9❛♥9*

9❤❛9 ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡❞✉❝❡❞ ❢-♦♠ 9❤♦-♦✉❣❤ ❡①♣❡-✐♠❡♥9❛❧ *9✉❞✐❡* ♦❢ ❢-❡❡ 9✉-❜✉❧❡♥9

✢♦✇ ✭❘♦❞✐✱ ✶✾✾✸✮✳ ❍♦✇❡✈❡-✱ ❛* ▲❡*✐❡✉- ❛♥❞ ▼V9❛✐* ✭✶✾✾✻✮ ❛♥❞ ❘♦❞✐ ✭✶✾✾✸✮

♣♦✐♥9❡❞ ♦✉9✱ 9❤❡*❡ ❝♦♥*9❛♥9* ♦❝❝❛*✐♦♥❛❧❧② ♥❡❡❞ 9♦ ❜❡ ♠♦❞✐✜❡❞ *♦ ❛* 9♦ ✜9 9❤❡

❜❡❤❛✈✐♦✉- ♦❢ 9❤❡ ♠♦❞❡❧❧❡❞ *②*9❡♠ ♠♦-❡ ❛❝❝✉-❛9❡❧②✳ ▲❛❦❡❤❛❧ ❡9 ❛❧✳ ✭✶✾✾✾✮✱ ❢♦-

✐♥*9❛♥❝❡✱ ♣♦✐♥9❡❞ ♦✉9 9❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ 9❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ 9❤❡ ❝♦♥*9❛♥9 ❛**♦❝✐❛9❡❞

✇✐9❤ 9❤❡ ❜✉♦②❛♥❝② *♦✉-❝❡ 9❡-♠ ✐♥ 9❤❡ ǫ ❡3✉❛9✐♦♥ ♦♥ 9❤❡ ❤♦-✐③♦♥9❛❧ ✈❡❧♦❝✐9②

♣-♦✜❧❡*✳ ❚❤❡-❡❢♦-❡✱ ❝❛-❡ ❤❛* 9♦ ❜❡ 9❛❦❡♥ ✇❤❡♥ ❝❛❧✐❜-❛9✐♥❣ 9❤❡ k✕ǫ ♠♦❞❡❧✳

❚❤❡ ♠✐①✐♥❣✲❧❡♥❣*❤ ♠♦❞❡❧ ❆♥♦9❤❡- ♠♦❞❡❧ ✉*✐♥❣ 9❤❡ ❡❞❞② ✈✐*❝♦*✐9② ❝♦♥✲

❝❡♣9 ✐* 9❤❡ ♠✐①✐♥❣✲❧❡♥❣9❤ ♠♦❞❡❧✳ ■♥ 9❤✐* ❛♣♣-♦❛❝❤✱ νt ✐* ❝❛❧❝✉❧❛9❡❞ ❛* 9❤❡

♣-♦❞✉❝9 ♦❢ ❛ ❝❤❛-❛❝9❡-✐*9✐❝ *✐③❡ ♦❢ 9❤❡ 9✉-❜✉❧❡♥❝❡✱ 9❤❡ ♠✐①✐♥❣✲❧❡♥❣9❤✱ ❛♥❞ ❛

❝❤❛-❛❝9❡-✐*9✐❝ ✈❡❧♦❝✐9② ♦❢ 9❤❡ 9✉-❜✉❧❡♥9 ✢✉❝9✉❛9✐♦♥* ✭❘♦❞✐✱ ✶✾✾✸❀ ▲❡*✐❡✉- ❛♥❞

▼V9❛✐*✱ ✶✾✾✻✮✳ ❇♦9❤ 9❤❡ k✕ǫ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ 9❤❡ ♠✐①✐♥❣✲❧❡♥❣9❤ ♠♦❞❡❧ ✐♥✈♦❧✈❡ ❡♠✲

♣✐-✐❝❛❧ ❝♦♥*9❛♥9* ❛♥❞ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❢♦✉♥❞ 9♦ ♣-♦❞✉❝❡ ❝♦♠♣❛-❛❜❧❡ -❡*✉❧9* ✇❤❡♥

❛♣♣❧✐❡❞ 9♦ *✐♠✐❧❛-✱ *✐♠♣❧❡ ❝♦♥✜❣✉-❛9✐♦♥*✳ ❚❤❡ ♠✐①✐♥❣✲❧❡♥❣9❤ ♠♦❞❡❧ ♣-❡*❡♥9*

9❤❡ ❛❞✈❛♥9❛❣❡ ♦❢ ❜❡✐♥❣ ❧❡** ❝♦♠♣✉9❛9✐♦♥❛❧❧② ❞❡♠❛♥❞✐♥❣ 9❤❛♥ 9❤❡ k✕ǫ ♠♦❞❡❧

✭●-✐❜♦-✐♦✱ ✷✵✵✹✮✳ ❍♦✇❡✈❡-✱ 9❤❡ *✉♣❡-✐♦- ❝♦♠♣❧❡①✐9② ♦❢ 9❤❡ k✕ǫ ♠♦❞❡❧ ♠❛❦❡*

✐9 ♠♦-❡ ❛❞❛♣9❛❜❧❡ 9♦ *♣❡❝✐✜❝ *✐9✉❛9✐♦♥*✳ ❚❤❡-❡❢♦-❡✱ ✐9 *❤♦✉❧❞ ❜❡ ♣-❡❢❡-❡❞ 9♦

9❤❡ ♠✐①✐♥❣✲❧❡♥❣9❤ ♠♦❞❡❧ ✇❤❡♥ 9❤❡ ❝♦♠♣✉9❛9✐♦♥❛❧ -❡*♦✉-❝❡* ❛9 ❤❛♥❞ ❛❧❧♦✇ ✐9✳

❚❤♦✉❣❤ ✐9 ❜❡♥❡✜9* ❢-♦♠ ♠♦-❡ ❡①♣❡-✐❡♥❝❡ ❛♥❞ ✈❛❧✐❞❛9✐♦♥ 9❤❛♥ ♦9❤❡- 9✉-✲

❜✉❧❡♥❝❡ ♠♦❞❡❧*✱ ✐9 ❤❛* ❛ ♥✉♠❜❡- ♦❢ *❤♦-9❝♦♠✐♥❣*✳ ❋♦- ✐♥*9❛♥❝❡✱ ✐9 ❤❛* 9❤❡
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✶✳✷ ❚❤❡ &❤❡♦❧♦❣② ♦❢ ❛❝.✐✈❛.❡❞ 2✉❞❣❡ ✷✸

❋✐❣✉&❡ ✶✳✺ ✕ ❈♦✉❡..❡ ✢♦✇ ♦❢ ❛ ◆❡✇.♦♥✐❛♥ ✢✉✐❞✳ v(z) ✐2 .❤❡ ✈❡❧♦❝✐.② ♦❢ .❤❡

✢✉✐❞ ❛. ❞✐2.❛♥❝❡ z ❢&♦♠ .❤❡ 2.❛.✐♦♥❛&② ♣❧❛♥❡

■♥ .❤✐2 ❝♦♥✜❣✉&❛.✐♦♥✱ .❤❡ 2❧♦♣❡ ♦❢ .❤❡ v(z) ❧✐♥❡ ✐2 .❤❡ 2❤❡❛& &❛.❡ γ̇✿

γ̇(v) =
∂v

∂z
=

v(d)

d
✱ ✭✶✳✹✵✮

✇❤❡&❡ v(d) ✐2 .❤❡ ✈❡❧♦❝✐.② ♦❢ .❤❡ ♠♦✈✐♥❣ ♣❧❛♥❡✳

❆. ❛ ❣✐✈❡♥ ✈❡❧♦❝✐.②✱ .❤✉2 ❛. ❛ ❣✐✈❡♥ 2❤❡❛& &❛.❡✱ .❤❡ ♠♦✈✐♥❣ ♣❧❛♥❡ ❡①❡&.2

❛ .❛♥❣❡♥.✐❛❧ ❢♦&❝❡ F ♦♥ .❤❡ ✢✉✐❞✳ ■❢ ✇❡ ❞❡♥♦.❡ S .❤❡ 2✉&❢❛❝❡ ♦❢ .❤❡ ♣❧❛♥❡ ✐♥

❝♦♥.❛❝. ✇✐.❤ .❤❡ ✢✉✐❞✱ .❤❡ 2❤❡❛& 2.&❡22 τ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣&❡22❡❞ ❛2✿

τ(γ̇) =
F (γ̇)

S
✳ ✭✶✳✹✶✮

❚❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ .❤❡ 2❤❡❛& 2.&❡22 ✐2 ❧✐♥❦❡❞ .♦ .❤❛. ♦❢ .❤❡ 2❤❡❛& &❛.❡ ❜② .❤❡ ❛♣♣❛&❡♥.

❞②♥❛♠✐❝ ✈✐2❝♦2✐.② µ ✭❤❡&❡❛❢.❡& &❡❢❡&&❡❞ .♦ ❛2 ✏❛♣♣❛&❡♥. ✈✐2❝♦2✐.②✑✮✿

τ(γ̇) = µγ̇✳ ✭✶✳✹✷✮
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1 + (kγ̇)n

+ µ∞ ✶✕✸
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❛ ②✐❡❧❞ '()❡'' σ
②
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(❡)✱ ✶✾✾✼❀ ▼♦)✐ ❡( ❛❧✳✱ ✷✵✵✽✱ ✷✵✵✻❀ ❨❛♥❣ ❡( ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❀ ❳✐❛ ❡( ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❀ ❍❛♠✲

♠❛❞✐ ❡( ❛❧✳✱ ✷✵✶✶✮✳ ❚❤✐' ❡L✉❛(✐♦♥ ❛❧❧♦✇' ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ '❤❡❛)✲(❤✐♥♥✐♥❣ ✉'✐♥❣✱ ❛'

(❤❡ ❖'(✇❛❧❞✕❞❡ ❲❛❡❧❡ ❡L✉❛(✐♦♥✱ ❛ ♣♦✇❡) ❧❛✇✱ ❛♥❞ (❛❦❡' ❛ ②✐❡❧❞ '()❡'' ✐♥(♦

❛❝❝♦✉♥(✳ ❚❤❡ ❡L✉❛(✐♦♥ ♦❢ ❈❛''♦♥ ❛❧'♦ ❛❝❝♦✉♥(' ❢♦) '❤❡❛) (❤✐♥♥✐♥❣ ❛♥❞ (❤❡
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(❡'(❡❞✳
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✭❊✐♥'(❡✐♥✱ ✶✾✵✻✱ ✶✾✶✶✮✳
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❚❤❡'❡ ♦❜'❡)✈❛(✐♦♥' '✉❣❣❡'( (❤❛( ❛ ❝♦♠♣)❡❤❡♥'✐✈❡ ❛❝(✐✈❛(❡❞ '❧✉❞❣❡ )❤❡♦✲
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✈✐'❝♦'✐(② ✐♥(♦ ❛❝❝♦✉♥(✳ ❚❤❡ ❡L✉❛(✐♦♥' ♦❢ ❈❛))❡❛✉ ❛♥❞ ❈)♦'' ❜♦(❤ ♠♦❞❡❧

(❤❡ ❧❛'( (✇♦ ❜❡❤❛✈✐♦✉)' ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐(❤ ❛♥ ❡①♣❡)✐♠❡♥(❛❧ ②✐❡❧❞
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(❤❡ ✈✐'❝♦'✐(② ♦❢ (❤❡ '❧✉❞❣❡ ✇❤❡♥ ✐( ✢♦✇' ❛( ❧♦✇ '❤❡❛) )❛(❡'✳ ❚❤♦✉❣❤ (❤❡
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(✐♦♥ ✭●❛)❛❦❛♥✐ ❡( ❛❧✳✱ ✷✵✶✶✮✱ (❤❡ ❧❛((❡) ✇❛' ❞❡'✐❣♥❡❞ ❛' ❛ ❣❡♥❡)❛❧ ♠♦❞❡❧ ❢♦) ❛
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❝❛❧ ♠♦❞❡❧✳
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❢✉♥❝.✐♦♥ ♦❢ .❤❡ 2❧✉❞❣❡ ❝♦♥❝❡♥.&❛.✐♦♥✿

{

τ
②

= a1C
2 + b1C + d1✱

µ = a2C
2 + b2C + d2✱

✭✶✳✹✹✮

❛♥❞

{

τ
②

= a1C
b1
✱

µ = a2C
b2
✱

✭✶✳✹✺✮

✇❤❡&❡ τ
②

✐2 .❤❡ ②✐❡❧❞ 2.&❡22 ✭K❛✮✱ µ ✐2 .❤❡ 2❧✉❞❣❡ ❛♣♣❛&❡♥. ✈✐2❝♦2✐.② ✭K❛·2✮✱
C ✐2 .❤❡ 2❧✉❞❣❡ ❝♦♥❝❡♥.&❛.✐♦♥ ✭❣·▲−1✮ ❛♥❞ (a1; b1; d1; a2; b2; d2) ❛&❡ ❧✐♥❡❛&

&❡❣&❡22✐♦♥ ♣❛&❛♠❡.❡&2✳

❨❛♥❣ ❡. ❛❧✳ ✭✷✵✵✾✮ ♣&♦♣♦2❡❞ .❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡Q✉❛.✐♦♥ .♦ ❝❛❧❝✉❧❛.❡ .❤❡ ✈❛❧✉❡

♦❢ .❤❡ ❛♣♣❛&❡♥. ✈✐2❝♦2✐.② ❛2 ❛ ❢✉♥❝.✐♦♥ ♦❢ .❤❡ .❡♠♣❡&❛.✉&❡ ❛♥❞ 2❧✉❞❣❡ ❝♦♥✲

❝❡♥.&❛.✐♦♥ ❛. ❛ 2❤❡❛& &❛.❡ ♦❢ ✶✵✵ 2

−1
✿

µ = 1.0024× 10−3C1.644T−0.206 ✭K❛·2✮, ✭✶✳✹✻✮

✇❤❡&❡ µ ✐2 .❤❡ ❛♣♣❛&❡♥. ✈✐2❝♦2✐.② ✭K❛✮✱ C ✐2 .❤❡ 2❧✉❞❣❡ ❝♦♥❝❡♥.&❛.✐♦♥ ❣·▲−1✱
❛♥❞ ❚ ✐2 .❤❡ .❡♠♣❡&❛.✉&❡ ✭❽✮✳ ❆❞❞✐.✐♦♥❛❧❧②✱ .❤❡② ♣&♦♣♦2❡❞ .❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣

&❡❧❛.✐♦♥2❤✐♣ .♦ ❝❛❧❝✉❧❛.❡ .❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ .❤❡ ❛♣♣❛&❡♥. ✈✐2❝♦2✐.② ❛2 ❛ ❢✉♥❝.✐♦♥ ♦❢

.❤❡ 2❤❡❛& &❛.❡ ❛♥❞ 2❧✉❞❣❡ ❝♦♥❝❡♥.&❛.✐♦♥ ❛. ❛ .❡♠♣❡&❛.✉&❡ ♦❢ ✷✵ ❽✿

µ = 32.36× 10−3C1.359γ̇−0.807, ✭✶✳✹✼✮

✇❤❡&❡ µ ✐2 .❤❡ ❛♣♣❛&❡♥. ✈✐2❝♦2✐.② ✭K❛✮✱ C ✐2 .❤❡ 2❧✉❞❣❡ ❝♦♥❝❡♥.&❛.✐♦♥ ❣·▲−1✱
❛♥❞ γ̇ ✐2 .❤❡ 2❤❡❛& &❛.❡ ✭2

−1
✮✳
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*✉*♣❡♥*✐♦♥* ❞❡❧✐❝❛$❡✳

❉❡ ❈❧❡-❝V ❡$ ❛❧✳ ✭✷✵✵✺✮ ✉*❡❞ ❛ -❛❞✐♦❛❝$✐✈❡ $-❛❝❡- ✐♥ ♦-❞❡- $♦ ♠❡❛*✉-❡ $❤❡

❝♦♠♣❧❡$❡ ❝♦♥❝❡♥$-❛$✐♦♥ ♣-♦✜❧❡* ♦❢ ❛❝$✐✈❛$❡❞ *❧✉❞❣❡ *✉*♣❡♥*✐♦♥* ❞✉-✐♥❣ ❧❛❜♦✲

-❛$♦-② ❜❛$❝❤ *❡$$❧✐♥❣ $❡*$*✳ ❚❤✐* ♠❡$❤♦❞ ♣-♦✈✐❞❡* ❡①$-❡♠❡❧② ♣-❡❝✐*❡ -❡*✉❧$*✳

❍♦✇❡✈❡-✱ ✐$* ✉*❡ ✐♥ ❛❝$✉❛❧ ✇❛*$❡✇❛$❡- $-❡❛$♠❡♥$ ♣❧❛♥$* ✐* ❝♦♠♣-♦♠✐*❡❞ ❜②

$❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐$② ♦❢ $❤❡ -❡V✉✐-❡❞ ❡V✉✐♣♠❡♥$✳

❆❝♦✉*$✐❝ ❉♦♣♣❧❡- ❈✉--❡♥$ X-♦✜❧❡-* ✭❆❉❈X*✮ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✉*❡❞ $♦ ♠❡❛✲

*✉-❡ ✈❡❧♦❝✐$② ✜❡❧❞* ✐♥ *❡$$❧✐♥❣ $❛♥❦* ❜② ❉❡ ❈❧❡-❝V ❡$ ❛❧✳ ✭✷✵✵✷✮✳ ❆❈❉X*

✉*❡ ✉❧$-❛*♦♥✐❝ *✐❣♥❛❧* $♦ ♠❡❛*✉-❡ $❤❡ ✈❡❧♦❝✐$② ♦❢ *✉*♣❡♥❞❡❞ ♣❛-$✐❝❧❡*✳ ❯❧$-❛✲

*♦♥✐❝ ❉♦♣♣❧❡- ♠❡$❤♦❞* ❛-❡ -♦❜✉*$ ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ $♦ ✜❡❧❞ ♠❡❛*✉-❡♠❡♥$*✳

❚❤❡-❡❢♦-❡✱ $❤❡② ❛-❡ ✇❡❧❧ *✉✐$❡❞ $♦ $❤❡ *$✉❞② ♦❢ ❛❝$✐✈❛$❡❞ *❧✉❞❣❡ *❡$$❧✐♥❣✱

❜♦$❤ ✐♥✲ ❛♥❞ ❡① *✐$✉ ✭❉❡ ❈❧❡-❝V✱ ✷✵✵✸✮✳ ❯❧$-❛*♦♥✐❝ ❉♦♣♣❧❡- ♠❡❛*✉-❡♠❡♥$

$❡❝❤♥✐V✉❡* ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✇✐❞❡❧② ❛♣♣❧✐❡❞ ❢♦- ♠❡❞✐❝❛❧ ♣✉-♣♦*❡*✱ ♣❛-$✐❝✉❧❛-❧② ❛*

❤❡❛-$ ♠♦$✐♦♥ *❡♥*♦-* ✭❨♦*❤✐❞❛ ❡$ ❛❧✳✱ ✶✾✻✶❀ ❏♦②♥❡- ❏-✳ ❛♥❞ ❘❡✐❞✱ ✶✾✻✸✮✳ ❚❤❡

✐♥$❡-❡*$ ♦❢ *✉❝❤ $❡❝❤♥✐V✉❡* *$❡♠* ❢-♦♠ $❤❡ ❛❜✐❧✐$② ♦❢ ✉❧$-❛*♦✉♥❞* $♦ $-❛✈❡❧

$❤-♦✉❣❤ *❡✈❡-❛❧ ❧❛②❡-* ♦❢ ❞✐✛❡-❡♥$ ♠❡❞✐❛ ✭❡✳❣✳ *❦✐♥ ❛♥❞ ✐♥$❡-♥❛❧ ♦-❣❛♥* ✐♥

$❤❡ ❝❛*❡ ♦❢ ♠❡❞✐❝❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛$✐♦♥*✮ ❛♥❞ ❣❡♥❡-❛$❡ ❛♥ ❡❝❤♦ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❛♥❛❧✲
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✶✳✸ ❊①♣❡'✐♠❡♥+❛❧ ♠❡+❤♦❞1 ❢♦' +❤❡ 1+✉❞② ♦❢ ❛❝+✐✈❛+❡❞ 1❧✉❞❣❡ ✸✸

✉❧+'❛1♦✉♥❞ ❜✉'1+ ✭❍❛'❦❡' ❛♥❞ ❚❡♠♣❧❡✱ ✶✾✽✽✮✳ ■❢ +❤❡ ♠❡❞✐✉♠ +'❛✈❡❧❧❡❞✱ ♦'

♣❛'+ ♦❢ ✐+✱ ✐1 ✐♥ ♠♦+✐♦♥✱ +❤❡ 1✐❣♥❛❧ '❡✢❡❝+❡❞ ❜② +❤❡ ♠♦✈✐♥❣ ♠❛++❡' '❡+✉'♥1

✇✐+❤ ❛ ❢'❡D✉❡♥❝② ♦✛1❡+ ❝❛❧❧❡❞ +❤❡ ❉♦♣♣❧❡' ❢'❡D✉❡♥❝② 1❤✐❢+✱ +❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ✇❤✐❝❤

✐1 ❛ ❢✉♥❝+✐♦♥ ♦❢ +❤❡ ✈❡❧♦❝✐+② ♦❢ +❤❡ ♠❡❞✐✉♠✳ ■♥ ♦'❞❡' +♦ ❞❡❞✉❝❡ ✈❡❧♦❝✐+② ✈❛❧✲

✉❡1 ❢'♦♠ +❤❡ ❡❝❤♦✱ ✐+ ✐1 ❤♦✇❡✈❡' ♥❡❝❡11❛'② +♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥+ ❛ ♣♦1+✲♣'♦❝❡11✐♥❣

♠❡+❤♦❞ +❛✐❧♦'❡❞ +♦ +❤❡ ❝❤❛'❛❝+❡'✐1+✐❝1 ♦❢ +❤❡ 1②1+❡♠ 1+✉❞✐❡❞✳
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■♥ +❤❡ ✜❡❧❞ ♦❢ ✇❛1+❡✇❛+❡' 1②1+❡♠1✱ ✉❧+'❛1♦♥✐❝ +❡❝❤♥✐D✉❡1 ❛'❡ ❝♦♠♠♦♥❧② ❛♣✲
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+❡❝❤♥✐D✉❡ ❞♦❡1 ♥♦+ ♣'♦✈✐❞❡ +❤❡ ❝♦♠♣❧❡+❡ ✈❡❧♦❝✐+② ✜❡❧❞✱ ✐+ '❡D✉✐'❡1 ♦♥❧② ♦♥❡ ✉❧✲
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■♥ +❤❡ ❝❛1❡ ♦❢ ❜❛+❝❤ 1❡++❧✐♥❣ ❡①♣❡'✐♠❡♥+✱ ✐+ ✇❛1 +❤❡'❡❢♦'❡ ❛♣♣'♦♣'✐❛+❡ +♦
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Data

❋✐❣✉.❡ ✷✳✶✷ ✕ ❊✈♦❧✉2✐♦♥ ♦❢ 2❤❡ ②✐❡❧❞ 62.❡66 σy ✇✐2❤ .❡6♣❡❝2 2♦ 2❤❡ 6❧✉❞❣❡

❝♦♥❝❡♥2.❛2✐♦♥ ✭2❤❡ ✈❛❧✉❡6 ♦❢ ♣❛.❛♠❡2❡.6 a1 ❛♥❞ b1 ❛.❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ 2❛❜❧❡ ✷✳✹✮✳

?❛.❛♠❡2❡.6 µ0 ❛♥❞ µ∞ ❝❛♥ ❜❡ ♠❡❛6✉.❡❞ ❡①♣❡.✐♠❡♥2❛❧❧② ❢♦. ✈❡.② ❧♦✇ ❛♥❞

✈❡.② ❤✐❣❤ 6❤❡❛. .❛2❡ ✈❛❧✉❡6 .❡6♣❡❝2✐✈❡❧②✳

❋✐❣✉.❡6 ✷✳✶✺ ❛♥❞ ✷✳✶✻ .❡6♣❡❝2✐✈❡❧② 6❤♦✇ 2❤❡ ❡✈♦❧✉2✐♦♥ ♦❢ µ0 ❛♥❞ µ∞ ✇✐2❤

.❡6♣❡❝2 2♦ 2❤❡ ❝♦♥❝❡♥2.❛2✐♦♥✳ ❚❤❡ ❡✈♦❧✉2✐♦♥ ♦❢ µ0 ✇✐2❤ .❡6♣❡❝2 2♦ 2❤❡ ❝♦♥✲

❝❡♥2.❛2✐♦♥ C ❝❛♥ ❜❡ ♠♦❞❡❧❧❡❞ ❜② ❛♥ ❡①♣♦♥❡♥2✐❛❧ ❢✉♥❝2✐♦♥ ✭2❤❡ ✈❛❧✉❡6 ♦❢

♣❛.❛♠❡2❡.6 a2 ❛♥❞ b2 ❛.❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ 2❛❜❧❡ ✷✳✹✮✿

µ0 (C) = a2

(

eb2C − 1
)

+ µ
✇

✱ ✭✷✳✺✹✮

✇❤❡.❡ µ
✇

✐6 2❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ ✈✐6❝♦6✐2② ♦❢ ✇❛2❡.✳ ❚❤❡ ❡✈♦❧✉2✐♦♥ ♦❢ µ∞ ✇✐2❤ .❡6♣❡❝2

2♦ 2❤❡ ❝♦♥❝❡♥2.❛2✐♦♥ C ❝❛♥ ❜❡ ♠♦❞❡❧❧❡❞ ❜② ❛♥ ❛✣♥❡ ❢✉♥❝2✐♦♥ ✭2❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢

♣❛.❛♠❡2❡. a3 ✐6 ❣✐✈❡♥ ✐♥ 2❛❜❧❡ ✷✳✹✮✿

µ∞ (C) = a3C + µ
✇

. ✭✷✳✺✺✮

❚❤❡ ♣❛.❛♠❡2❡.6 µ0 ❛♥❞ µ∞ ❛6 ♠♦❞❡❧❧❡❞ ❜② ❡H✉❛2✐♦♥6 ✭✷✳✺✹✮ ❛♥❞ ✭✷✳✺✺✮ ❛.❡

❜♦2❤ ❡H✉❛❧ 2♦ 2❤❡ ✈✐6❝♦6✐2② ♦❢ ✇❛2❡. µ
✇

✇❤❡♥ 2❤❡ ❝♦♥❝❡♥2.❛2✐♦♥ C ✐6 ❡H✉❛❧ 2♦ ✵

❣·▲−1✳ ❚❤✉6✱ 2❤❡ ❛♣♣❛.❡♥2 ❞②♥❛♠✐❝ ✈✐6❝♦6✐2② ♦❢ 2❤❡ 6❧✉❞❣❡ ❝❛❧❝✉❧❛2❡❞ ❜② 2❤❡

❈.♦66 ❢✉♥❝2✐♦♥ ✭✷✳✺✸✮ ✐6 ❡H✉❛❧ 2♦ 2❤❡ ✈✐6❝♦6✐2② ♦❢ ✇❛2❡. ✇❤❡♥ 2❤❡ ❝♦♥❝❡♥2.❛2✐♦♥

✐6 ✵ ❣·▲−1✱ ✇❤✐❝❤ ✇❛6 ❡①♣❡❝2❡❞✳ ❚❤✐6 .❡6✉❧2 ❛❧6♦ 6❤♦✇6 2❤❛2✱ ❛2 ❧♦✇ 6❤❡❛.
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❋✐❣✉&❡ ✷✳✶✸ ✕ ❊✈♦❧✉0✐♦♥ ♦❢ 0❤❡ ❛♣♣❛&❡♥0 ✈✐6❝♦6✐0② ♠❡❛6✉&❡❞ ❜② 0❤❡ &❤❡♦♠❡0❡&

✇✐0❤ &❡6♣❡❝0 0♦ 0❤❡ 6❤❡❛& &❛0❡✳

&❛0❡6✱ 0❤❡ ✈✐6❝♦6✐0② ♦❢ 0❤❡ 6❧✉❞❣❡ ✐♥❝&❡❛6❡6 >✉✐❝❦❧② ✇✐0❤ 0❤❡ ❝♦♥❝❡♥0&❛0✐♦♥✱

✇❤✐❧❡ ❛0 ❤✐❣❤ 6❤❡❛& &❛0❡6 ✭❡✳❣✳ ✐♥ 0❤❡ &❡❝✐&❝✉❧❛0✐♦♥✮✱ 0❤❡ ✐♠♣❛❝0 ♦❢ 0❤❡ 6❧✉❞❣❡

❝♦♥❝❡♥0&❛0✐♦♥ ✐6 ✇❡❛❦❡&✳

B❛&❛♠❡0❡&6 k ❛♥❞ n ❛&❡ ♦❢ ❞❡❧✐❝❛0❡ ✐❞❡♥0✐✜❝❛0✐♦♥✱ ❢♦& 0❤❡② ❝❛♥♥♦0 ❜❡

♠❡❛6✉&❡❞ ❞✐&❡❝0❧② ✉6✐♥❣ 0❤❡ ❡①♣❡&✐♠❡♥0❛❧ ❞❛0❛✱ ❛6 ♦♣♣♦6❡❞ 0♦ µ0 ❛♥❞ µ∞✱

❛♥❞ ❤❛✈❡ 0♦ ❜❡ ❡60✐♠❛0❡❞✳ ■♥ ♦&❞❡& 0♦ ❞♦ 6♦✱ 0❤❡ ✈✐6❝♦6✐0② ✈❛❧✉❡6 ❝❛❧❝✉❧❛0❡❞ ❜②

0❤❡ &❤❡♦♠❡0❡& 6♦❢0✇❛&❡ ❤❛✈❡ 0♦ ❜❡ ❛❞❥✉60❡❞✱ ❢♦& 0❤❡✐& ❝❛❧❝✉❧❛0✐♦♥ ✐6 ❜❛6❡❞ ♦♥

0❤❡ ❤②♣♦0❤❡6✐6 0❤❛0 0❤❡ 6❤❡❛&❡❞ ✢✉✐❞ ✐6 ◆❡✇0♦♥✐❛♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥0&♦❞✉❝❡6 ❛ ❜✐❛6✳

❚❤❡ &❤❡♦♠❡0❡& 6♦❢0✇❛&❡ ❡✈❛❧✉❛0❡6 0❤❡ ✈✐6❝♦6✐0② ✈❛❧✉❡6 ♦♥ 0❤❡ ❜❛6✐6 ♦❢ 0❤❡

&❡❧❛0✐♦♥6❤✐♣ ❜❡0✇❡❡♥ 0❤❡ 0♦&>✉❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❜② 0❤❡ ❞❡✈✐❝❡ T ❛♥❞ 0❤❡ ♠❡❛6✉&❡❞

6❤❡❛& 60&❡66 τ ✿

T (R) = 2π

∫ R

0
τ (r) r2dr✱ ✭✷✳✺✻✮

✇❤❡&❡ R ✐6 0❤❡ &❛❞✐✉6 ♦❢ 0❤❡ ♠❡❛6✉&✐♥❣ ❣❡♦♠❡0&② ✭♠✮✳ ❙✐♥❝❡ τ = µγ̇✱ ❛♥❞
γ̇ = ωr/e✱ ❡>✉❛0✐♦♥ ✭✷✳✺✻✮ ❧❡❛❞6 0♦

T (R) = 2π

∫ R

0

µωr3

e
dr✳ ✭✷✳✺✼✮

■♥ 0❤❡ ❝❛6❡ ♦❢ ❛ ◆❡✇0♦♥✐❛♥ ✢✉✐❞✱ 0❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ ✈✐6❝♦6✐0② µ ✐6 ❝♦♥60❛♥0 ✇✐0❤

&❡6♣❡❝0 0♦ &✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❝❛6❡ 0❤❡ ✐♥0❡❣&❛❧ ♦❢ ❡>✉❛0✐♦♥ ✭✷✳✺✼✮ ❝❛♥ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛0❡❞
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❋✐❣✉/❡ ✷✳✶✹ ✕ ❊✈♦❧✉3✐♦♥ ♦❢ 3❤❡ ✈✐6❝♦6✐3② ✇✐3❤ /❡6♣❡❝3 3♦ 3❤❡ 6❤❡❛/ /❛3❡ ♦❜✲

3❛✐♥❡❞ ✇✐3❤ 6✐① 6❧✉❞❣❡ 6❛♠♣❧❡6 ♦❢ ❞✐✛❡/❡♥3 ❝♦♥❝❡♥3/❛3✐♦♥6✳

❛♥❛❧②3✐❝❛❧❧②✳ ❚❤✐6 ②✐❡❧❞6

T (R) =
πµωR4

2e
✭✷✳✺✽✮

✇❤✐❝❤✱ 6✐♥❝❡ τ(R) = ωRµ/e✱ ❝❛♥ ❛❧6♦ ❜❡ ✇/✐33❡♥

T (R) =
πR3

2
τ(R)✳ ✭✷✳✺✾✮

■♥ 3❤❡ ❝❛6❡ ♦❢ ❛ ◆❡✇3♦♥✐❛♥ ✢✉✐❞✱ 3❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ ✈✐6❝♦6✐3② µ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡❞✉❝❡❞

❢/♦♠ 3❤❡ ♣/❡✈✐♦✉6 ❡K✉❛3✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡/✱ ✐❢ 3❤❡ ✢✉✐❞ ❜❡❤❛✈❡6 ❛❝❝♦/❞✐♥❣ 3♦ ❛

♥♦♥✲◆❡✇3♦♥✐❛♥ ❜❡❤❛✈✐♦✉/ ❧❛✇✱ 3❤❡ ❧❛33❡/ ❤❛6 3♦ ❜❡ 3❛❦❡♥ ✐♥3♦ ❛❝❝♦✉♥3 ✇❤❡♥

6♦❧✈✐♥❣ ❡K✉❛3✐♦♥ ✭✷✳✺✼✮✱ ✇❤✐❝❤ ❜❡❝♦♠❡6✿

T (R) = 2π

∫ R

0

µ (ω)ωr3

e
dr✳ ✭✷✳✻✵✮

❚❤❡ ❈/♦66 ♠♦❞❡❧ ❤❛6 ❜❡❡♥ 6❡❧❡❝3❡❞✳ ❚❤❡/❡❢♦/❡✱ ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ ❡K✉❛3✐♦♥6 ✭✷✳✺✸✮

❛♥❞ ✭✷✳✻✵✮ ❧❡❛❞6 3♦

T (R) = 2π

∫ R

0

(

µ0 − µ∞
1 + k (ωr/e)n

+ µ∞

)

ωr

e
dr✳ ✭✷✳✻✶✮
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Data

❋✐❣✉%❡ ✷✳✶✺ ✕ ❊✈♦❧✉0✐♦♥ ♦❢ 0❤❡ %❤❡♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣❛%❛♠❡0❡% µ0 ✇✐0❤ %❡9♣❡❝0 0♦ 0❤❡

9❧✉❞❣❡ ❝♦♥❝❡♥0%❛0✐♦♥ ✭0❤❡ ✈❛❧✉❡9 ♦❢ ♣❛%❛♠❡0❡%9 a2 ❛♥❞ b2 ❛%❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ 0❛❜❧❡

✷✳✹✮✳

❙✐♥❝❡ n ✐9 ❛ ♣♦9✐0✐✈❡ %❡❛❧ ♥✉♠❜❡%✱ 0❤✐9 ❡@✉❛0✐♦♥ ❞♦❡9 ♥♦0 ❤❛✈❡ ❛♥ ❛♥❛❧②0✐❝

9♦❧✉0✐♦♥✳ ❚❤✐9 ✐♥0❡❣%❛❧ ✐9 ❡✈❛❧✉❛0❡❞ ❜② ✉9✐♥❣ ❛ ❝❧❛99✐❝❛❧ 0%❛♣❡③♦✐❞❛❧ ♠❡0❤♦❞✳

■♥ ♦%❞❡% 0♦ ❡✈❛❧✉❛0❡ ♣❛%❛♠❡0❡%9 k ❛♥❞ n✱ 0❤❡ ❛✉0♦♠❛0✐❝ ❞✐✛❡%❡♥0✐❛0✐♦♥ 0♦♦❧

❚❛♣❡♥❛❞❡ ✭❍❛9❝♦G0 ❛♥❞ H❛9❝✉❛❧✱ ✷✵✵✹✮ ✇❛9 ✉9❡❞ 0♦ ♦❜0❛✐♥ 0❤❡ ♣❛%0✐❛❧ ❞❡%✐✈❛✲

0✐✈❡9 ♦❢ 0❤❡ 90❛0❡ ❡@✉❛0✐♦♥ ✷✳✻✶✱ ❛♥❞ ❛ ❝❧❛99✐❝❛❧ ✐❞❡♥0✐✜❝❛0✐♦♥ ♠❡0❤♦❞ ✉9✐♥❣

0❤❡ ❇❋●❙ ❛❧❣♦%✐0❤♠ ✭❇②%❞ ❡0 ❛❧✳✱ ✶✾✾✺✮ ❤❛9 ❜❡❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞ ✐♥ ♦%❞❡% 0♦ ❡✈❛❧✉❛0❡

0❤❡ ♦♣0✐♠❛❧ 9❡0 ♦❢ ♣❛%❛♠❡0❡%9 ❜② ♠✐♥✐♠✐9✐♥❣ 0❤❡ @✉❛❞%❛0✐❝ ❝♦90 ❢✉♥❝0✐♦♥

J (k, n) =
N
∑

i=1

(Ti(k, n)− T o
i )

2 , ✭✷✳✻✷✮

✇❤❡%❡ N ✐9 0❤❡ ♥✉♠❜❡% ♦❢ ✈❛❧✉❡9 ✉9❡❞ ❢♦% 0❤❡ ✐❞❡♥0✐✜❝❛0✐♦♥✱ Ti ✐9 ❛ ❝❛❧❝✉❧❛0❡❞

0♦%@✉❡ ✈❛❧✉❡ ✭◆·♠✮ ❛♥❞ T o
i ✐9 ❛♥ ❡①♣❡%✐♠❡♥0❛❧ 0♦%@✉❡ ✈❛❧✉❡ ✭◆·♠✮✳

❚❤❡ ♦❜0❛✐♥❡❞ %❡9✉❧09 ❛%❡ ♣%❡9❡♥0❡❞ ✐♥ ✜❣✉%❡ ✷✳✶✼ ❢♦% 0❤❡ ❝♦♥9✐90❡♥❝② k✱
❛♥❞ ✐♥ ✜❣✉%❡ ✷✳✶✽ ❢♦% 0❤❡ %❛0❡ ✐♥❞❡① n✳ ❚❤❡ ❡✈♦❧✉0✐♦♥ ♦❢ ❦ ✇✐0❤ 0❤❡ ❝♦♥❝❡♥✲

0%❛0✐♦♥ ✐9 ✇❡❧❧ ♠♦❞❡❧❧❡❞ ❜② ❛♥ ❡①♣♦♥❡♥0✐❛❧ ❢✉♥❝0✐♦♥ ✭0❤❡ ✈❛❧✉❡9 ♦❢ ♣❛%❛♠❡0❡%9

a4 ❛♥❞ b4 ❛%❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ 0❛❜❧❡ ✷✳✹✮✱

k = a4e
b4C . ✭✷✳✻✸✮
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❋✐❣✉/❡ ✷✳✶✻ ✕ ❊✈♦❧✉4✐♦♥ ♦❢ 4❤❡ /❤❡♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣❛/❛♠❡4❡/ µ∞ ✇✐4❤ /❡<♣❡❝4 4♦ 4❤❡

<❧✉❞❣❡ ❝♦♥❝❡♥4/❛4✐♦♥ ✭4❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ♣❛/❛♠❡4❡/ a3 ✐< ❣✐✈❡♥ ✐♥ 4❛❜❧❡ ✷✳✹✮✳

●✐✈❡♥ 4❤❡ ❢♦/♠ ♦❢ 4❤❡ ❈/♦<< ❢✉♥❝4✐♦♥✱ 4❤✐< ♠❡❛♥< 4❤❛4✱ ✇❤❡♥ 4❤❡ <❧✉❞❣❡ ❝♦♥✲

❝❡♥4/❛4✐♦♥ ✐♥❝/❡❛<❡<✱ ✐4< ✈✐<❝♦<✐4② ❞❡❝/❡❛<❡< ❢❛<4❡/ ✇✐4❤ 4❤❡ <❤❡❛/ /❛4❡✳ ❚❤✐<

✐< ❝♦♥<✐<4❡♥4 ✇✐4❤ 4❤❡ ❢❛❝4 4❤❛4 k ✐< ❛<<♦❝✐❛4❡❞ ❜② ❈/♦<< ✭✶✾✻✺✮ 4♦ 4❤❡ /✉♣4✉/❡

♦❢ ❧✐♥❦❛❣❡<✳ ■♥❞❡❡❞✱ 4❤❡ ❤✐❣❤❡/ 4❤❡ ❝♦♥❝❡♥4/❛4✐♦♥✱ 4❤❡ ❣/❡❛4❡/ 4❤❡ ♥✉♠❜❡/ ♦❢

✐♥4❡/❛❝4✐♦♥< ❛♥❞ ❧✐♥❦< ❜❡4✇❡❡♥ 4❤❡ ✢♦❝<✳ ❚❤✉<✱ ✇❤❡♥ 4❤❡ ❝♦♥❝❡♥4/❛4✐♦♥ ♦❢

4❤❡ <❧✉❞❣❡ ✐♥❝/❡❛<❡<✱ ♠♦/❡ ✐♥4❡/♣❛/4✐❝❧❡ ❧✐♥❦< ❛/❡ ❞❡<4/♦②❡❞ ❛4 ❛ ❣✐✈❡♥ ✈❛❧✉❡

♦❢ <❤❡❛/ /❛4❡✳

❚❤❡ /❛4❡ ✐♥❞❡① n ✈❛/✐❡< ❧✐44❧❡ ♦✈❡/ 4❤❡ ❝♦♥❝❡♥4/❛4✐♦♥ /❛♥❣❡ 4❡<4❡❞✳ ❍♦✇✲

❡✈❡/✱ ✐4< ❡✈♦❧✉4✐♦♥ ✇✐4❤ 4❤❡ ❝♦♥❝❡♥4/❛4✐♦♥ ✐< ✇❡❧❧ ♠♦❞❡❧❧❡❞ ❜② ❛ ♣♦✇❡/ ❢✉♥❝✲

4✐♦♥ ✭4❤❡ ✈❛❧✉❡< ♦❢ ♣❛/❛♠❡4❡/< a5 ❛♥❞ b5 ❛/❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ 4❛❜❧❡ ✷✳✹✮✱

n = a5C
−b5

✭✷✳✻✹✮

■4 ♠✉<4 ❜❡ ♥♦4❡< 4❤❛4 /❡❧❛4✐✈❡❧② ❧❛/❣❡ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ✐♥4❡/✈❛❧< ❛/❡ ❢♦✉♥❞ ❢♦/ 4❤❡

♣❛/❛♠❡4❡/< ♦❢ 4❤❡ ❡①♣♦♥❡♥4✐❛❧ ❛♥❞ ♣♦✇❡/ ❢✉♥❝4✐♦♥<✳ ❚❤✐< <❤♦✇< 4❤❛4 4❤❡<❡

♣❛/❛♠❡4❡/< ❛/❡ <4/♦♥❣❧② ❝♦//❡❧❛4❡❞✳ ■4 ✐< 4❤❡/❡❢♦/❡ ❞❡❧✐❝❛4❡ 4♦ ❣❡♥❡/❛❧✐<❡ 4❤❡

♣❛/❛♠❡4❡/ ✈❛❧✉❡< ♣/❡<❡♥4❡❞ ✐♥ 4❛❜❧❡ ✷✳✹ 4♦ ❞✐✛❡/❡♥4 <❧✉❞❣❡<✳
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Data

❋✐❣✉&❡ ✷✳✶✼ ✕ ❊✈♦❧✉1✐♦♥ ♦❢ 1❤❡ &❤❡♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣❛&❛♠❡1❡& k ✇✐"❤ $❡&♣❡❝" "♦ "❤❡
&❧✉❞❣❡ ❝♦♥❝❡♥"$❛"✐♦♥✳

❚❛❜❧❡ ✷✳✹ ✕ ❱❛❧✉❡& ♦❢ "❤❡ $❤❡♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣❛$❛♠❡"❡$&✳ ❚❤❡ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ✐♥"❡$✈❛❧&

❛$❡ ❝❛❧❝✉❧❛"❡❞ ❛❝❝♦$❞✐♥❣ "♦ "❤❡ ♠❡"❤♦❞ ♣$❡&❡♥"❡❞ ❜② ❇♦❧&"❡$ ❛♥❞ ❍♦$♥❜❡$❣❡$

✭✷✵✵✼✮✳

B❛$❛♠❡"❡$ ❖♣"✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡ ✾✺ ✪ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ✐♥"❡$✈❛❧

a1 ✭B❛✮ ✺✳✵✸·✶✵−3 ± ✷✳✹✾·✶✵−3
b1 ✭❣

−1·▲✮ ✵✳✸✶ ± ✸✳✸✻·✶✵−2
a2 ✭B❛·&✮ ✹✳✵✵·✶✵−4 ± ✷✳✺✵·✶✵−4
b2 ✭❣

−1·▲✮ ✵✳✹✹ ± ✹✳✺✹·✶✵−2
a3 ✭B❛·&✮ ✺✳✵✵·✶✵−4 ± ✸✳✸✼·✶✵−5
a4 ✭&✮ ✺✳✽✽·✶✵−5 ± ✹✳✷✶·✶✵−5
b4 ✭❣

−1·▲✮ ✵✳✼✷ ± ✹✳✻✹·✶✵−2
a5 ✭✕✮ ✼✳✶✹ ± ✶✳✺✵

b5 ✭❣
−1·▲✮ ✵✳✽✾ ± ✾✳✷✾·✶✵−2
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❛

✷✺ ❍③

▼❛①✐♠✉♠ 3❘❋

❡✛

✶✺ ❍③

❈❛44✐❡4 ✇❛✈❡ ❢4❡H✉❡♥❝② ✶✳✾✷ ▼❍③

▼❛①✐♠✉♠ ♠❡❛'✉4❛❜❧❡ ✈❡❧♦❝✐$② ✶✳✵ ♠♠·'−1
◆✉♠❜❡4 ♦❢ ♣♦✐♥$' ♣❡4 ♣4♦✜❧❡ ✺✵✵

❛

3✉❧'❡ ❘❡♣❡$✐$✐♦♥ ❋4❡H✉❡♥❝②
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(b) Velocity profiles at 1 h
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(b) Velocity profiles at 10 min
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(a) Velocity profiles at 30 min
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(b) Velocity profiles at 1 h
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(a) Velocity profiles at 2 h
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(a) Velocity profiles at 6 h

9.2 g·L
-1

, 31 % NVSS, 18.0 °C

6.7 g·L
-1

, 52 % NVSS, 23.0 °C

5.6 g·L
-1

, 37 % NVSS, 25.0 °C

5.0 g·L
-1

, 39 % NVSS, 17.0 °C

3.9 g·L
-1

, 33 % NVSS, 18.0 °C

Model: vs = z/(at)

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

❋✐❣✉1❡ ✷✳✹✵ ✕ ❱❡❧♦❝✐$② ♣1♦✜❧❡' ♦❜$❛✐♥❡❞ ✇✐$❤ ❞✐✛❡1❡♥$ '❧✉❞❣❡ '❛♠♣❧❡' ✐♥ $❤❡

❧❛1❣❡ '❡$$❧✐♥❣ ❝♦❧✉♠♥ ❛❢$❡1 ✭❛✮ ✷ ❤ ❛♥❞ ✭❜✮ ✻ ❤ ♦❢ '❡❞✐♠❡♥$❛$✐♦♥✳



✼✻ ✷ ❊①♣❡%✐♠❡♥)❛❧ ,)✉❞② ♦❢ ❛❝)✐✈❛)❡❞ ,❧✉❞❣❡

 0

 0.2

 0.4

 0.6

 0.8

 1
0e +0 1e -6 2e -6 3e -6 4e -6 5e -6 6e -6

z
 (

m
)

vs (m·s
-1

)

(a) Velocity profiles at 10 h
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(b) Velocity profiles at 16 h
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#❤❡ ✐22❡❣✉❧❛2✐#✐❡%✳ ❋✐❣✉2❡% ✷✳✹✺ ❛♥❞ ✷✳✹✻ %❤♦✇ ❝♦♥❝❡♥#2❛#✐♦♥ ❝♦♥#♦✉2% #❤✉%

♦❜#❛✐♥❡❞✳

❚❤❡%❡ 2❡%✉❧#% %❤♦✇ #❤❛#✱ ❢♦2 ❛♣♣2♦①✐♠❛#❡❧② ✷ ❤✱ #❤❡ ✈❡2#✐❝❛❧ ✈❛2✐❛#✐♦♥% ♦❢

❝♦♥❝❡♥#2❛#✐♦♥ ❛2❡ ♠❛2❣✐♥❛❧✱ ❡①❝❡♣# ✐♥ #❤❡ ❧♦✇❡2 ❧❛②❡2% ♦❢ #❤❡ %❧✉❞❣❡ ❜❧❛♥❦❡#✳

❚❤❡ ✈❡2#✐❝❛❧ ❝♦♥❝❡♥#2❛#✐♦♥ ❣2❛❞✐❡♥# ✐♥❝2❡❛%❡% ❛❢#❡2✇❛2❞%✱ ✇❤✐❧❡ #❤❡ ❝♦♥❝❡♥✲

#2❛#✐♦♥ ♥❡❛2 #❤❡ #♦♣ ♦❢ #❤❡ %❧✉❞❣❡ ❜❧❛♥❦❡# 2❡♠❛✐♥% ❢❛✐2❧② ❝♦♥%#❛♥#✳ ❚❤✐%

♦❜%❡2✈❛#✐♦♥ ✐% ❝♦♥✜2♠❡❞ ❜② ✜❣✉2❡ ✷✳✹✼✳ ❋✉2#❤❡2♠♦2❡✱ #❤✐% 2❡%✉❧# ❛❧❧♦✇% ❝❛❧✲

❝✉❧❛#✐♥❣ #❤❡ %❧✉❞❣❡ ❝2✐#✐❝❛❧ ❝♦♥❝❡♥#2❛#✐♦♥ C
❝

❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ #♦ #❤❡ ❤②♣♦#❤❡%✐%

♦❢ ❉❡ ❈❧❡2❝: ❡# ❛❧✳ ✭✷✵✵✽✮ %#❛#✐♥❣ #❤❛# C
❝

✐% #❤❡ ❝♦♥❝❡♥#2❛#✐♦♥ ❥✉%# ❜❡❧♦✇ #❤❡

%❧✉❞❣❡ ❜❧❛♥❦❡# ✐♥#❡2❢❛❝❡✳ ❚❤❡ ❡①♣❡2✐♠❡♥#❛❧ ❡✈♦❧✉#✐♦♥ ♦❢ #❤❡ ❝2✐#✐❝❛❧ ❝♦♥❝❡♥✲

#2❛#✐♦♥ ✇✐#❤ #✐♠❡ ✇❛% ❢♦✉♥❞ #♦ ❜❡ %❛#✐%❢②✐♥❣❧② ♠♦❞❡❧❧❡❞ ✉%✐♥❣ #❤❡ ❢✉♥❝#✐♦♥

dC
❝

dt
= a

(

1

C2
❝

− 1

C2
♠

)

✱ ✭✷✳✻✾✮

✇❤❡2❡ C
♠

✐% #❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❝2✐#✐❝❛❧ ❝♦♥❝❡♥#2❛#✐♦♥ ✭❣·▲−1✮ ❛♥❞ a ✐% ❛ ♣❛2❛♠✲

❡#❡2 ✭❣

3·▲−3·%−1✮✳ ❚❤✐% ❢✉♥❝#✐♦♥ ✐% ♠❛#❡2✐❛❧✐%❡❞ ❜② #❤❡ ❣2❡❡♥ ❝✉2✈❡ ✐♥ ✜❣✉2❡

✷✳✹✼✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡% ♦❢ ♣❛2❛♠❡#❡2% a ❛♥❞ C
♠

❛2❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ #❛❜❧❡ ✷✳✽✳ ❚❤❡%❡

✈❛❧✉❡% ✇❡2❡ ♦❜#❛✐♥❡❞ ❜② ✜##✐♥❣ #❤❡ ✈❛❧✉❡% ♦❢ ❝2✐#✐❝❛❧ ❝♦♥❝❡♥#2❛#✐♦♥ ❞❡2✐✈❛#✐✈❡

❝❛❧❝✉❧❛#❡❞ ❜② ❡:✉❛#✐♦♥ ✭✷✳✻✾✮ #♦ #❤❡ ❡①♣❡2✐♠❡♥#❛❧ ✈❛❧✉❡% ♦❢ #❤✐% ❞❡2✐✈❛#✐✈❡✳

❚❤❡ ✜##✐♥❣ ✇❛% ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② ♠✐♥✐♠✐%✐♥❣ #❤❡ %✉♠ ♦❢ #❤❡ %:✉❛2❡❞ ❞✐✛❡2❡♥❝❡%

❜❡#✇❡❡♥ ❝❛❧❝✉❧❛#❡❞ ❛♥❞ ❡①♣❡2✐♠❡♥#❛❧ ✈❛❧✉❡%✳ ❉❡%♣✐#❡ ✈❛2✐❛#✐♦♥%✱ #❤✐% 2❡%✉❧#

❝❛♥ ❜❡ ♦❜%❡2✈❡❞ ✇✐#❤ ♦#❤❡2 2❛✇ %❧✉❞❣❡%✳ ❚❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❝2✐#✐❝❛❧ ❝♦♥❝❡♥#2❛✲

#✐♦♥ ✐% ❛❧✇❛②% ❝❧♦%❡ #♦ ✶✸ ❣·▲−1✳ ❚❤❡ ❢✉♥❝#✐♦♥ #❤✉% ♦❜#❛✐♥❡❞ ❝❛♥ ❜❡ ✉%❡❞ ✐♥

❛ %❡##❧✐♥❣ ♠♦❞❡❧ #♦ ❝❛❧❝✉❧❛#❡ #❤❡ #✐♠❡ ❡✈♦❧✉#✐♦♥ ♦❢ #❤❡ ❝2✐#✐❝❛❧ ❝♦♥❝❡♥#2❛#✐♦♥✳
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Experimental data

Model

❋✐❣✉1❡ ✷✳✹✼ ✕ ❊✈♦❧✉$✐♦♥ ♦❢ $❤❡ ❝♦♥❝❡♥$1❛$✐♦♥ ♥❡❛1 $❤❡ $♦♣ ♦❢ $❤❡ '❧✉❞❣❡

❜❧❛♥❦❡$ ♦❜$❛✐♥❡❞ ✇✐$❤ ❛ '❧✉❞❣❡ ♦❢ ✐♥✐$✐❛❧ ❝♦♥❝❡♥$1❛$✐♦♥ ✸✳✾ ❣·▲−1✳

❚❛❜❧❡ ✷✳✽ ✕ ❱❛❧✉❡, ♦❢ /❤❡ ♣❛2❛♠❡/❡2, ♦❢ ❡4✉❛/✐♦♥ ✭✷✳✻✾✮✳

;❛2❛♠❡/❡2 ❖♣/✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡ ✾✺ ✪ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ✐♥/❡2✈❛❧

a ✭❣3·▲−3·,−1✮ ✻✳✻✹·✶✵−2 ✶✳✷✸·✶✵−2
C
♠

✭❣·▲−1✮ ✶✸✳✶✺ ✶✳✵✷



✽✹ ✷ ❊①♣❡%✐♠❡♥)❛❧ ,)✉❞② ♦❢ ❛❝)✐✈❛)❡❞ ,❧✉❞❣❡

❈❛❧❝✉❧❛)✐♦♥ ♦❢ )❤❡ ,❧✉❞❣❡ ❜❧❛♥❦❡) ❤❡✐❣❤) ❚❤❡ %❡&✉❧)& ♦❜)❛✐♥❡❞ &❤♦✇

)❤❛)✱ ❛& ♦♣♣♦&❡❞ )♦ )❤❡ &❡))❧✐♥❣ ✈❡❧♦❝✐)②✱ )❤❡ &❧✉❞❣❡ ❝♦♥❝❡♥)%❛)✐♦♥ ❞♦❡& ♥♦)

❞✐&♣❧❛② &✐❣♥✐✜❝❛♥) ✈❡%)✐❝❛❧ ✈❛%✐❛)✐♦♥& ❞✉%✐♥❣ ❛♣♣%♦①✐♠❛)❡❧② ✷ ❤ ♦❢ &❡❞✐♠❡♥✲

)❛)✐♦♥✳ ❙✉♣♣♦&✐♥❣ ❛ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉& ❝♦♥❝❡♥)%❛)✐♦♥ ✐♥ )❤❡ &❧✉❞❣❡ ❜❧❛♥❦❡)✱ )❤❡

❝♦♥)✐♥✉✐)② ❡@✉❛)✐♦♥ ✭✷✳✻✽✮ ❝❛♥ ❜❡ ✇%✐))❡♥

∂C

∂t
= C

∂v
 

∂z
. ✭✷✳✼✵✮

❈♦♠❜✐♥✐♥❣ )❤✐& ❡@✉❛)✐♦♥ ❛♥❞ ❡@✉❛)✐♦♥ ✭✷✳✻✼✮ ②✐❡❧❞

dC

dt
=

C

λt
. ✭✷✳✼✶✮

❙♦❧✈✐♥❣ )❤✐& ❞✐✛❡%❡♥)✐❛❧ ❡@✉❛)✐♦♥ ❧❡❛❞& )♦✿

C = C0

(

t

t0

)
1

λ

, ✭✷✳✼✷✮

✇❤❡%❡ C0 ✐& )❤❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉& ❝♦♥❝❡♥)%❛)✐♦♥ ♦❢ )❤❡ &❧✉❞❣❡ ❜❧❛♥❦❡) ✭❣·▲−1✮ ❛)
)❤❡ ✐♥✐)✐❛❧ )✐♠❡ t0 ✭&✮✳ ❋✉%)❤❡%♠♦%❡✱ )❤❡ ❝♦♥&❡%✈❛)✐♦♥ ♦❢ ♠❛&& ♣%✐♥❝✐♣❧❡ ②✐❡❧❞&

h(t)C(t) = h0C0, ✭✷✳✼✸✮

✇❤❡%❡ h ✐& )❤❡ ❤❡✐❣❤) ♦❢ )❤❡ &❧✉❞❣❡ ❜❧❛♥❦❡) ❛) )✐♠❡ t✱ ❛♥❞ h0 ✐& )❤❡ ❤❡✐❣❤) ♦❢

)❤❡ &❧✉❞❣❡ ❜❧❛♥❦❡) ❛) )✐♠❡ t0✳ ❈♦♠❜✐♥✐♥❣ ❡@✉❛)✐♦♥ ✭✷✳✼✷✮ ❛♥❞ ✭✷✳✼✸✮ ❧❡❛❞&

)♦

h(t) = h0

(

t

t0

)−
1

λ

. ✭✷✳✼✹✮

❆❝❝♦%❞✐♥❣ )♦ )❤✐& ❡@✉❛)✐♦♥✱ )❤❡ &❧✉❞❣❡ ❜❧❛♥❦❡) ❤❡✐❣❤) ❢♦❧❧♦✇& ❛ ♣♦✇❡% ❧❛✇✳

❋✐❣✉%❡ ✷✳✹✽ &❤♦✇& &❡))❧✐♥❣ ❝✉%✈❡& ♦❜)❛✐♥❡❞ ❞✉%✐♥❣ ❡①)❡♥❞❡❞ ❜❛)❝❤ &❡))❧✐♥❣

❡①♣❡%✐♠❡♥)&✳ ❚❤❡&❡ ❝✉%✈❡& ❛%❡ ♣❧♦))❡❞ ✐♥ ❧♦❣✲❧♦❣ ♣❧♦) ✐♥ ✜❣✉%❡ ✷✳✹✾✳ ■♥ )❤✐&

✜❣✉%❡✱ )❤❡ &❡))❧✐♥❣ ❝✉%✈❡& ❞✐&♣❧❛② ❛ ❝❧❡❛% ❧✐♥❡❛% ❜❡❤❛✈✐♦✉% ❞✉%✐♥❣ &❡✈❡%❛❧

❤♦✉%& ♦❢ &❡❞✐♠❡♥)❛)✐♦♥✳ ❚❤✐& ❧✐♥❡❛% ❛&♣❡❝) ✐♥ ❧♦❣✕❧♦❣ &❝❛❧❡ ✐& ❝♦♥&✐&)❡♥) ✇✐)❤

❛ ♣♦✇❡% ❧❛✇ ❛♥❞ ❝♦♥✜%♠& )❤❡ ♣%❡✈✐♦✉& %❡❛&♦♥✐♥❣✳ ■♥ ♦%❞❡% )♦ ✜) ❡@✉❛)✐♦♥

✭✷✳✼✹✮ )♦ )❤❡ ❡①♣❡%✐♠❡♥)❛❧ &❡))❧✐♥❣ ❝✉%✈❡& ♦❢ ✜❣✉%❡ ✷✳✹✾✱ )❤❡ ❛✈❡%❛❣❡ ✈❛❧✉❡

♦❢ λ ❝❛❧❝✉❧❛)❡❞ ❡❛%❧✐❡% ✭)❛❜❧❡ ✷✳✼✮ ✇❛& ✉&❡❞✱ ❡①❝❡♣) ❢♦% )❤❡ ✻✳✼ ❣·▲−1 &❧✉❞❣❡✱

✇❤✐❝❤ &❡))❧❡& ♥♦)✐❝❡❛❜❧② ❢❛&)❡% ✐♥ ✜❣✉%❡ ✷✳✹✾✳ ❋♦% )❤✐& &❧✉❞❣❡✱ )❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ λ
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❞✉&✐♥❣ /❤❡ ,❡❞✐♠❡♥/❛/✐♦♥✳ ■♥✐/✐❛❧ ❝♦♥❝❡♥/&❛/✐♦♥ ♦❢ /❤❡ ,❧✉❞❣❡✿ ✸✳✾ ❣·▲−1❀
/❡♠♣❡&❛/✉&❡✿ ✶✽✳✵ ❽✳

/❤❛/ /❤❡ ✈❛&✐❛/✐♦♥ ♦❢ /❤❡ ❝&✐/✐❝❛❧ ❝♦♥❝❡♥/&❛/✐♦♥ ✭✜❣✉&❡ ✷✮ ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣&♦①✐♠❛/❡❞

❜② /❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡H✉❛/✐♦♥✿

dC
❝

dt
= a

(

1

C2
❝

− 1

C2
♠

)

✱ ✭✶✻✮

✇❤❡&❡ C
♠

✐, /❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❝&✐/✐❝❛❧ ❝♦♥❝❡♥/&❛/✐♦♥ ❛♥❞ a ✐, ❛ ♣❛&❛♠❡/❡&✳ ❇②

❞✐,❝&❡/✐,✐♥❣ ❡H✉❛/✐♦♥ ✭✶✻✮ ✉,✐♥❣ ❛ ✜♥✐/❡ ❞✐✛❡&❡♥❝❡ ,❝❤❡♠❡✱ ✐/ ✐, ♣♦,,✐❜❧❡ /♦

❝❛❧❝✉❧❛/❡ /❤❡ ❝&✐/✐❝❛❧ ❝♦♥❝❡♥/&❛/✐♦♥ ✈❛❧✉❡, ❦♥♦✇✐♥❣ /❤❡ ✐♥✐/✐❛❧ ,❧✉❞❣❡ ❝♦♥✲

❝❡♥/&❛/✐♦♥✳ O❛&❛♠❡/❡&, a ❛♥❞ C
♠

❝❛♥ /❤❡♥ ❜❡ ❡✈❛❧✉❛/❡❞ ❜② ✜//✐♥❣ /❤❡ ✈❛❧✲

✉❡, /❤✉, ❝❛❧❝✉❧❛/❡❞ /♦ /❤❡ ❡①♣❡&✐♠❡♥/❛❧ ❝&✐/✐❝❛❧ ❝♦♥❝❡♥/&❛/✐♦♥ ✈❛❧✉❡, ✉,✐♥❣ ❛

,♣&❡❛❞,❤❡❡/ /♦ ♠✐♥✐♠✐,❡ /❤❡ ,✉♠ ♦❢ /❤❡ ,H✉❛&❡❞ ❞✐✛❡&❡♥❝❡, ❜❡/✇❡❡♥ ❝❛❧❝✉✲

❧❛/❡❞ ❛♥❞ ❡①♣❡&✐♠❡♥/❛❧ ✈❛❧✉❡,✳ ❯,✐♥❣ /❤❡ ♠❡❛,✉&❡❞ ❞❛/❛✱ ✇❡ ♦❜/❛✐♥ C
♠

=
✶✷✳✽✻ ❣·▲−1 ❛♥❞ ❛ ❂ ✵✳✻✻ ❣

3·▲−3·,−1✳
❋✐♥❛❧❧②✱ /❤❡ ,❡//❧✐♥❣ ❡H✉❛/✐♦♥, ❤♦❧❞ ❢♦✉& ✉♥❦♥♦✇♥ ♣❛&❛♠❡/❡&,✿ α✱ β✱ v0

❛♥❞ r
❱

✱ ♣&❡,❡♥/ ✐♥ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❡H✉❛/✐♦♥, ✭✶✹✮ ❛♥❞ ✭✶✺✮✳ ❚❤❡,❡ ♣❛✲

&❛♠❡/❡&, ❝❛♥♥♦/ ❜❡ ♠❡❛,✉&❡❞ ❡①♣❡&✐♠❡♥/❛❧❧② ❛♥❞ ✐♥/&♦❞✉❝❡ ✉♥❝❡&/❛✐♥/② ✐♥

/❤❡ ♠♦❞❡❧✳ ■/ ✐, /❤❡&❡❢♦&❡ ❝&✉❝✐❛❧ /♦ ❡✈❛❧✉❛/❡ /❤❡✐& ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦♥ /❤❡ ♠♦❞❡❧

,♦❧✉/✐♦♥✳

✷✳✷ ◆✉♠❡&✐❝❛❧ ♠❡+❤♦❞

❊H✉❛/✐♦♥ ✭✶✶✮ ❝❛♥ ❜❡ ,❡❡♥ ❛, ❛ ♠✐①❡❞ ❤②♣❡&❜♦❧✐❝✕♣❛&❛❜♦❧✐❝ ❡H✉❛/✐♦♥✳ ❚❤❡

♦♣❡&❛/♦& ,♣❧✐//✐♥❣ ,/&❛/❡❣② ✐, ❛❞♦♣/❡❞✳ ❚❤❡ ✐♥✐/✐❛❧ ❡✈♦❧✉/✐♦♥ ♣&♦❜❧❡♠ ✐, ,♣❧✐/



✾✻ ✸ ▼♦❞❡❧❧✐♥❣ ❛❝+✐✈❛+❡❞ -❧✉❞❣❡ -❡++❧✐♥❣

✐♥$♦ ❛ ❝♦♥✈❡❝$✐♦♥ ♣+♦❜❧❡♠✱

∂C

∂t
+

∂f
❜❦

(C)

∂z
= 0✱ ✭✶✼✮

❛♥❞ ❛ ❞✐✛✉7✐♦♥ ♣+♦❜❧❡♠✱

∂C

∂t
=

∂

∂z

(

d
❝♦♠♣

(C)
∂C

∂z

)

✱ ✭✶✽✮

$❤❡ 7♦❧✉$✐♦♥ ♦❢ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❝❛++✐❡❞ ♦✉$ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥$❧② ✉7✐♥❣ 7♣❡❝✐✜❝ ❛♥❞

❤✐❣❤❧② ❡✣❝✐❡♥$ ❞✐7❝+❡$✐7❛$✐♦♥ 7❝❤❡♠❡7 ✭❑❛+❧7❡♥ ❛♥❞ ❘✐7❡❜+♦✱ ✶✾✾✼✮✳ ❋♦+ $❤❡

7♣❛❝❡ ❞✐7❝+❡$✐7❛$✐♦♥ ✇❡ ❝♦♥7✐❞❡+ ❛ ✉♥✐❢♦+♠ ♠❡7❤ 7✐③❡ ∆z > 0✳
❙✐♥❝❡ $❤❡ ❝♦♥7❡+✈❛$✐♦♥ ❧❛✇7 ♠❛② ❜❡ ❞✐7❝♦♥$✐♥✉♦✉7✱ ✇❡ ✉7❡ $❤❡ ❝❡❧❧ ❛✈❡+✲

❛❣❡ ❛♣♣+♦❛❝❤✳ ❚❤❡ ❤②♣❡+❜♦❧✐❝ ♣+♦❜❧❡♠ ✭✶✼✮ ✐7 7♦❧✈❡❞ ✉7✐♥❣ ❛ 7♦✲❝❛❧❧❡❞ ✜♥✐$❡

✈♦❧✉♠❡ ♠❡$❤♦❞ ❜❛7❡❞ ♦♥ $❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛$✐♦♥ ♦❢ $❤❡ 7$❛$❡ ✈❛+✐❛❜❧❡ ♦♥ $❤❡ ❝♦♥✲

$+♦❧ ✈♦❧✉♠❡ [z
❥✲✶✴✷

, z
❥✰✶✴✷

] ✇❤❡+❡ z
❥✰✶✴✷

❂z
❥

+ ∆z/2✳ ❲❡ ✉7❡ ✐♥ $❤✐7 7$✉❞②

$❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ 7$❛♥❞❛+❞ ❢♦+♠ ♦❢ ❛ ✜♥✐$❡ ✈♦❧✉♠❡ 7❝❤❡♠❡ ❢♦+ ❝♦♥7❡+✈❛$✐♦♥ ❧❛✇7

♣+♦♣♦7❡❞ ❜② ●♦❞✉♥♦✈ ✭✶✾✺✾✮ ✿

Cn+1
j = Cn

j −
∆t

∆z

(

Fn
j+1/2 − Fn

j−1/2

)

✱ ✭✶✾✮

✇❤❡+❡ Fn
j+1/2 ✐7 $❤❡ ✢✉① ♦❢ $❤❡ ❘✐❡♠❛♥♥ ♣+♦❜❧❡♠ ❛$ $❤❡ ✐♥$❡+❢❛❝❡ z

❥

+∆z/2✳

❲❡ ♠♦+❡♦✈❡+ ❛❞♦♣$ $❤❡ ●♦❞✉♥♦✈ ✢✉① ✭●♦❞✉♥♦✈✱ ✶✾✺✾✮✱ ✇❤✐❝❤ ✐7 ✐❞❡♥$✐❝❛❧ $♦

$❤❡ 7$❛♥❞❛+❞ ✉♣✇✐♥❞ 7❝❤❡♠❡ ✐♥ $❤❡ ❝♦♥$❡①$ ♦❢ $❤❡ ❧✐♥❡❛+ $+❛♥7♣♦+$ ❡O✉❛$✐♦♥✳

■♥ $❤❡ ♣+❡7❡♥$ ❝❛7❡✱ $❤❡ ✢✉① ❢✉♥❝$✐♦♥ ❤❛7 ❛ 7✐♥❣❧❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❛♥❞ ♥♦ ♠✐♥✐♠❛

✭✜❣✉+❡ ✸✮✱ ❤❡♥❝❡ $❤❡ ●♦❞✉♥♦✈ ✢✉① ♠❛② ❜❡ ✇+✐$$❡♥ ❛7

Fn
j+1/2 = F (Cn

j , C
n
j+1) = min

[

f
❜❦

(

min(Cn
j , 1/r❱)

)

,

f
❜❦

(

max(Cn
j+1, 1/r❱)

)

]

✳ ✭✷✵✮

❚❤✐7 ❡①♣❧✐❝✐$ 7❝❤❡♠❡ ✐7 7$❛❜❧❡ ✉♥❞❡+ $❤❡ ❝❧❛77✐❝❛❧ ❈♦✉+❛♥$ ❝♦♥❞✐$✐♦♥

f ′
❜❦

∆t/∆z ≤ 1. ✭✷✶✮

■♥ ❡O✉❛$✐♦♥ ✭✶✽✮✱ $❤❡ ❝♦♠♣+❡77✐♦♥ ❢✉♥❝$✐♦♥ ✐7 ❡✈❛❧✉❛$❡❞ ❜② ❛♣♣+♦①✐♠❛$✐♥❣

✐$7 ♣+✐♠✐$✐✈❡ ✇✐$❤ +❡7♣❡❝$ $♦ C✳ ❚❤✐7 ②✐❡❧❞7

D (C) =

∫ C

C
❝

d
❝♦♠♣

(s) ❞s✳ ✭✷✷✮

❋♦❧❧♦✇✐♥❣ $❤❡ ▲❡✐❜♥✐③ +✉❧❡✱ ❡O✉❛$✐♦♥ ✭✶✽✮ ❜❡❝♦♠❡7✿

∂C

∂t
=

∂2D (C)

∂z2
✳ ✭✷✸✮

❚❤❡ ❞✐✛✉7✐✈❡ ❡O✉❛$✐♦♥ ✐7 7♦❧✈❡❞ ✉7✐♥❣ $❤❡ ❝❧❛77✐❝❛❧ ✜♥✐$❡ ❞✐✛❡+❡♥❝❡ 7❝❤❡♠❡

❛7 ♣+❡7❡♥$❡❞ ✐♥ ❇W+❣❡+ ❡$ ❛❧✳ ✭✷✵✵✵❜✮✳ ❚❤✐7 ❡①♣❧✐❝✐$ 7❝❤❡♠❡ ✐7 7$❛❜❧❡ ✉♥❞❡+

$❤❡ ❝❧❛77✐❝❛❧ 7$❛❜✐❧✐$② ❝♦♥❞✐$✐♦♥

d
❝♦♠♣

(C)∆t/∆z2 ≤ 1/2. ✭✷✹✮
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 0
 0
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k
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C
)

C (g·L
-1

)

1/rV

❋✐❣✉&❡ ✸ ✕ ❘❡♣&❡,❡♥.❛.✐♦♥ ♦❢ .❤❡ ❑②♥❝❤ ❜❛.❝❤ ✢✉① ❞❡♥,✐.② ❢✉♥❝.✐♦♥ f
❜❦

✸ ❙❡♥$✐&✐✈✐&② ♦❢ &❤❡ $❡&&❧✐♥❣ ♠♦❞❡❧

❆♥❛❧②,✐, ♦❢ .❤❡ ,❡♥,✐.✐✈✐.② .♦ ,♦♠❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉& ❧❛✇ ♣❛&❛♠❡.&✐,❛.✐♦♥✱ ,♦♠❡ ✐♥✐✲

.✐❛❧ ❛♥❞✴♦& ❜♦✉♥❞❛&② ❝♦♥❞✐.✐♦♥, ✐, ❛ ❝❧❛,,✐❝❛❧ ✐,,✉❡ ✐♥ .❤❡ ,.✉❞② ♦❢ ♣❤②,✐❝❛❧

❛♥❞ ❜✐♦❝❤❡♠✐❝❛❧ ♣&♦❝❡,,❡,✳ ■♥ ❣❡♥❡&❛❧ .❡&♠,✱ .❤✐, ♠❡❛,✉&❡, .❤❡ &❡,♣♦♥,❡ ♦❢ ❛

♠♦❞❡❧M ✉♥❞❡& ,.✉❞②✱ ♥❛♠❡❧② .❤❡ ♦✉.♣✉.,✱ .♦ ❛ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ .❤❡ ✐., ♣❛&❛♠❡.❡&,

P ✱ ♥❛♠❡❧② .❤❡ ✐♥♣✉.,✳ ❚❤❡ ✐♥.❡&❡,. ✐, .❤&❡❡❢♦❧❞✳ ❋✐&,.✱ ❛ ,❡♥,✐.✐✈✐.② ❛♥❛❧②,✐,

❣✐✈❡, ❛♥ ✐♥,✐❣❤. ✐♥.♦ ❛♥❞ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦♥ .❤❡ ♣❤②,✐❝❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦✉& ♦❢ .❤❡ ♠♦❞❡❧

❛♥❞ ❤♦✇ ✐. ✐, ✐♠♣❛❝.❡❞ ❜② ❝❤❛♥❣❡ ♦♥ ♦♥❡ ♦❢ .❤❡ ✐♥♣✉.,✳ ❙❡❝♦♥❞✱ ✐. ❛❧❧♦✇,

.♦ ❛,,❡,, .❤❡ ✉♥❝❡&.❛✐♥.✐❡, ✐♥ .❤❡ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ♣❛&❛♠❡.❡&, ❛♥❞ ❤♦✇ .❤❡ ♦✉.♣✉.,

♠❛② ❜❡ ❛❧.❡&❡❞ ❜② ,♦♠❡ ♣❛&❛♠❡.❡& ♠✐,✜. ✭✉♥❞❡&✲ ♦& ♦✈❡&❡,.✐♠❛.✐♦♥✱ ❢♦& ✐♥✲

,.❛♥❝❡✮✳ ■♥ ❛ ✜&,. ❛..❡♠♣.✱ ,✉❝❤ J✉❛❧✐.❛.✐✈❡ ✐♥❢♦&♠❛.✐♦♥ ♠❛② ❞❡❞✉❝❡❞ ❢&♦♠

&❡♣❡❛.❡❞ ❡✈❛❧✉❛.✐♦♥, ♦❢ .❤❡ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤✐&❞✱ ♠✉❝❤ ♠♦&❡ ✈❛❧✉❛❜❧❡ J✉❛❧✐.❛.✐✈❡

❛♥❞ J✉❛♥.✐.❛.✐✈❡ ✐♥❢♦&♠❛.✐♦♥ ♦♥ .❤❡ ♠♦❞❡❧ ♠❛② ❜❡ ♦❜.❛✐♥❡❞ ❢&♦♠ .❤❡ ❞❡&✐✈❛✲

.✐✈❡, ♦❢ .❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛, ,❡♥,✐.✐✈✐.② ❝♦♠♣✉.❛.✐♦♥, ♣&♦✈✐❞❡ ❣&❛❞✐❡♥., ♥❡❝❡,,❛&② .♦

,♦♠❡ ♦❢ .❤❡ ♣❛&❛♠❡.❡& ✐❞❡♥.✐✜❝❛.✐♦♥ ♠❡.❤♦❞,✳

❆,,✉♠✐♥❣ .❤❡ ♠♦❞❡❧ M ✐, ❞✐✛❡&❡♥.✐❛❜❧❡ ✇✐.❤ &❡,♣❡❝. .♦ .❤❡ ♣❛&❛♠❡.❡&,

P ✱ .❤❡ ,❡♥,✐.✐✈✐.② sP
M
(P0) ❛. ♣♦✐♥. P0 ♠❛② ❜❡ ❡✐.❤❡& ❛♣♣&♦①✐♠❛.❡❞ ✉,✐♥❣ ❛

✜&,. ♦&❞❡& ✜♥✐.❡ ❞✐✛❡&❡♥❝❡ ,❝❤❡♠❡

sPM ≃ M(P0 + δP )−M(P0)

δP
, ✭✷✺✮

♦& ❝♦♠♣✉.❡❞ ❛,

sPM(P0, δP ) =
∂M
∂P

(P0).δP, ✭✷✻✮
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✇❤❡%❡ δP ✐' ❛ ❞✐%❡❝+✐♦♥ ♦❢ ♣❡%+✉%❜❛+✐♦♥ %❡❧❛+❡❞ +♦ P ✳

❲✐+❤✐♥ '✐♠✉❧❛+✐♦♥ ❝♦❞❡'✱ '❡♥'✐+✐✈✐+✐❡' ♠❛② ♥♦+❛❜❧② ❜❡ ❛♣♣%♦①✐♠❛+❡❞ ❜②

+❤❡ ♣❡%+✉%❜❛+✐♦♥ ♠❡+❤♦❞ ✭✷✺✮✱ ♦% ❝♦♠♣✉+❡❞ +❤%♦✉❣❤ +❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥+❛+✐♦♥ ♦❢

+❤❡ ❞✐✛❡%❡♥+✐❛+❡❞ ❝♦♥+✐♥✉♦✉' ♠♦❞❡❧✱ +❤❡ ❞✐✛❡%❡♥+✐❛+✐♦♥ ♦❢ +❤❡ ❞✐'❝%❡+❡ ♠♦❞❡❧

♦% +❤❡ ❞✐✛❡%❡♥+✐❛+✐♦♥ ♦❢ +❤❡ ❝♦❞❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥+✐♥❣ +❤❡ ♠♦❞❡❧✳ ❆' ♣%❡'❡♥+❡❞ ✐♥

+❤❡ ♣❛♣❡%✱ +❤❡ ♠♦'+ ❣❡♥❡%❛❧✱ ❛❝❝✉%❛+❡ ❛♥❞ '✐♠♣❧❡ ♦♣+✐♦♥ ✐' ♦✛❡%❡❞ ❜② ❆✉✲

+♦♠❛+✐❝ ❉✐✛❡%❡♥+✐❛+✐♦♥ ✭❆❉✮ ✭●%✐❡✇❛♥❦ ❛♥❞ ❲❛❧+❤❡%✱ ✷✵✵✽❛✮✳ ❙♦♠❡ ♦❢ +❤❡

♣%✐♥❝✐♣❧❡' ❛♥❞ ❜❡♥❡✜+' ♦❢ ❆❉ ❛%❡ ❤❡%❡❛❢+❡% ❞✐'❝✉''❡❞ ♦♥ +❤❡ ❝♦❞❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥+✲

✐♥❣ +❤❡ '❡++❧✐♥❣ ♠♦❞❡❧✳

✸✳✶ ❙❡%%❧✐♥❣ ❝♦❞❡

❚❤❡ ♥✉♠❡%✐❝❛❧ ♠❡+❤♦❞' ❛♥❞ +❤❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❧❛✇' ✭✶✸✮✕✭✶✻✮ ❛%❡ ✐♠✲

♣❧❡♠❡♥+❡❞ ❛' ❋♦%+%❛♥ ✾✵ '✉❜%♦✉+✐♥❡' ❛♥❞ ❢✉♥❝+✐♦♥'✱ +❤❡ ♥❛♠❡' ♦❢ ✇❤✐❝❤ ❛%❡

❧✐'+❡❞ ✐♥ +❤❡ ❝❛❧❧ ❣%❛♣❤ ♦❢ +❤❡ ♦%✐❣✐♥❛❧ ❝♦❞❡✱ '❡❡ +❛❜❧❡ ✷✳ ❚❤❡ +♦♣ %♦✉+✐♥❡✱

❙❊❚❚▲■◆●❴▼❖❉❊▲✱ ✜%'+ ❝❛❧❧' +❤❡ '✉❜%♦✉+✐♥❡ ■◆■❚■❆▲■❩❊❴❈❩ +♦ '❡+ +❤❡ ✐♥✐✲

+✐❛❧ ❝♦♥❝❡♥+%❛+✐♦♥ C0 ❛♥❞ +♦ ♠❡'❤ +❤❡ '❡++❧✐♥❣ ❝♦❧✉♠♥✳ ❚❤❡ '✉❜%♦✉+✐♥❡

❈❖▼.❘❊❙❙■❖◆❴❋❈❚ ✉'❡' +❤❡ ❢✉♥❝+✐♦♥ ❉❈❖▼. +♦ ❝❛❧❝✉❧❛+❡ +❤❡ ✈❛❧✉❡' ♦❢ +❤❡

❝♦♠♣%❡''✐♦♥ ❢✉♥❝+✐♦♥ ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❡N✉❛+✐♦♥ ✭✶✷✮ ♣%✐♦% +♦ +❤❡ '✐♠✉❧❛+✐♦♥ ♦❢ +❤❡

'❡❞✐♠❡♥+❛+✐♦♥✳ ❚❤✐' ❝♦♥❝❧✉❞❡' +❤❡ ✐♥✐+✐❛❧✐'❛+✐♦♥ ♣❤❛'❡ ♦❢ +❤❡ ♣%♦❣%❛♠✳ ❚❤❡

❛❝+✉❛❧ '✐♠✉❧❛+✐♦♥ ♦❢ +❤❡ '❡❞✐♠❡♥+❛+✐♦♥ ❜❡❣✐♥' ❜② +❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛+✐♦♥ ♦❢ +❤❡ +✐♠❡

'+❡♣ '✐③❡ ✐♥ +❤❡ '✉❜%♦✉+✐♥❡ ❉❚❴❙❚❆❇■▲■❚❨❴❈❘■❚❊❘■❖◆✳ ❚❤✐' ✉'❡' +❤❡ ✈❛❧✉❡'

♦❢ +❤❡ ❢✉♥❝+✐♦♥ d
❝♦♠♣

✭✶✷✮ ❛♥❞ ♦❢ +❤❡ ❞❡%✐✈❛+✐✈❡ ♦❢ ❢✉♥❝+✐♦♥ f
❜❦

✭✶✸✮ ✐♥ ♦%✲

❞❡% +♦ ♠❡❡+ +❤❡ '+❛❜✐❧✐+② ❝♦♥❞✐+✐♦♥' ✭✷✶✮ ❛♥❞ ✭✷✹✮ ❛+ ❡❛❝❤ +✐♠❡ '+❡♣✳ ❆'

❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ '❡❝+✐♦♥ ✷✳✷✱ +❤❡ '✉❜%♦✉+✐♥❡ ●❖❉❯◆❖❱❴❋▲❯❳ ❝❛❧❝✉❧❛+❡' +❤❡ ✈❛❧✉❡

♦❢ +❤❡ ❝♦♥✈❡❝+✐✈❡ ✢✉① ✉'✐♥❣ +❤❡ ❢✉♥❝+✐♦♥ f
❜❦

✭❝❛❧❝✉❧❛+❡❞ ❜② +❤❡ ❢✉♥❝+✐♦♥

❑❨◆❈❍❴❋❈❚✮ ❛❝❝♦%❞✐♥❣ +♦ ❡N✉❛+✐♦♥ ✭✶✼✮✳ ❚❤❡ '✉❜%♦✉+✐♥❡ ❉■❋❋❯❙■❱❊❴❋▲❯❳

❝❛❧❝✉❧❛+❡' +❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ +❤❡ ❞✐✛✉'✐✈❡ ✢✉① ✭✶✽✮ ✉'✐♥❣ ❢✉♥❝+✐♦♥ d
❝♦♠♣

✭❝❛❧✲

❝✉❧❛+❡❞ ❜② +❤❡ ❢✉♥❝+✐♦♥ ❉■❙.✮✳ ❈♦♥❝❡♥+%❛+✐♦♥ ✈❛❧✉❡' ❛%❡ +❤❡♥ ✉♣❞❛+❡❞ ✐♥

'✉❜%♦✉+✐♥❡ ❯.❉❆❚❊❴❈✳ ❚❤❡ '❡++❧✐♥❣ ✈❡❧♦❝✐+② ✐' ❝❛❧❝✉❧❛+❡❞ ❜② +❤❡ '✉❜%♦✉+✐♥❡

❙❊❉■▼❊◆❚❆❚■❖◆❴❱❊▲❖❈■❚❨ ❢%♦♠ +❤❡ ❝♦♥❝❡♥+%❛+✐♦♥ ✈❛❧✉❡'✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ +❤❡ '✉❜✲

%♦✉+✐♥❡ ❯.❉❆❚❊❴❈8✐:✐❝❛❧❈ ✉♣❞❛+❡' +❤❡ ❝%✐+✐❝❛❧ ❝♦♥❝❡♥+%❛+✐♦♥ C
❝

❛❝❝♦%❞✐♥❣

+♦ ❡N✉❛+✐♦♥ ✭✶✻✮✳ ❚❤❡ %❡'✉❧+✐♥❣ ❝♦❞❡ ❝♦♥+❛✐♥' ❛❜♦✉+ ✼✵✵ ❧✐♥❡'✳ ❆❧+❤♦✉❣❤

♥♦+ ❞✐'❝✉''❡❞ ✐♥ +❤❡ ♣%❡'❡♥+ ♣❛♣❡%✱ +❤✐' ❝♦❞❡ ❛❧%❡❛❞② ✐♥❝❧✉❞❡' '+❛+❡♠❡♥+' ❢♦%

❈♦❧❡✬' ❢♦%♠✉❧❛ ✭❈♦❧❡✱ ✶✾✻✽✮✳

❋%♦♠ ❛ ❝♦♠♣✉+❡% ♣♦✐♥+ ♦❢ ✈✐❡✇✱ ❣✐✈❡♥ ✐♥♣✉+'✱ +❤❡ ❡①❡❝✉+✐♦♥ ✢♦✇ ♦❢ +❤❡

♣%♦❣%❛♠ ✐♥❝❧✉❞❡' ✐♥❢♦%♠❛+✐♦♥ ❛❜♦✉+ ❤♦✇ ✐+ '+❛%+'✱ +❤❡ ❛❝+✉❛❧ ♦%❞❡% ♦❢ ❡①❡✲

❝✉+✐♦♥ ♦❢ +❤❡ '+❛+❡♠❡♥+' ❛♥❞ ❤♦✇ ✐+ +❡%♠✐♥❛+❡'✳ ❈♦♥❞✐+✐♦♥❛❧ '+❛+❡♠❡♥+' ❛%❡

♣❛%+✐❝✉❧❛% '+❛+❡♠❡♥+' '✐♥❝❡ +❤❡② ❞❡+❡%♠✐♥❡ +❤❡ ✢♦✇ ♦❢ +❤❡ ❡①❡❝✉+✐♦♥ ♦❢ +❤❡

❝♦❞❡✳
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❈❛❧❧ ❢✉♥❝%✐♦♥ ❉❈❖▼9

❈❛❧❧  ✉❜#♦✉%✐♥❡ ❉❚❴❙❚❆❇■▲■❚❨❴❈❘■❚❊❘■❖◆

❈❛❧❧ ❢✉♥❝%✐♦♥ ❉❋❉❈

❈❛❧❧ ❢✉♥❝%✐♦♥ ❉❈❖▼9

❈❛❧❧  ✉❜#♦✉%✐♥❡ ●❖❉❯◆❖❱❴❋▲❯❳

❈❛❧❧ ❢✉♥❝%✐♦♥ ❑❨◆❈❍❴❋❈❚
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❈♠✐♥❂✭✈✵✴✈♠❛① ✮✯✯✭✶✴✭ :✈✰✶✮✮ ✦♠✐♥✳ ❝♦♥❝❡♥5:❛5✐♦♥

■❋ ✭❈✳▲❚✳❈♠✐♥✮ ❚❍❊◆

❦②♥❝❤❴❢❝5❂❈✯✈♠❛①

❊▲❙❊

❦②♥❝❤❴❢❝5❂✈✵✯:✈✯✯✭✲:✈✮

❊◆❉■❋

❊◆❉■❋

❊◆❉ ❋❯◆❈❚■❖◆ ❦②♥❝❤❴❢❝5
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 ✉❜#♦✉%✐♥❡ ❙❊❚❚▲■◆●❴▼❖❉❊▲❴❉

❈❛❧❧  ✉❜#♦✉%✐♥❡ ❈❖▼7❘❊❙❙■❖◆❴❋❈❚❴❉

❈❛❧❧ ❢✉♥❝%✐♦♥ ❉❈❖▼7❴❉

❈❛❧❧  ✉❜#♦✉%✐♥❡ ❉❚❴❙❚❆❇■▲■❚❨❴❈❘■❚❊❘■❖◆❴❉

❈❛❧❧ ❢✉♥❝%✐♦♥ ❉❈❖▼7❴❉

❈❛❧❧ ❢✉♥❝%✐♦♥ ❉❋❉❈❴❉

❈❛❧❧  ✉❜#♦✉%✐♥❡ ●❖❉❯◆❖❱❴❋▲❯❳❴❉

❈❛❧❧ ❢✉♥❝%✐♦♥ ❑❨◆❈❍❴❋❈❚❴❉

❈❛❧❧  ✉❜#♦✉%✐♥❡ ❉■❋❋❯❙■❱❊❴❋▲❯❳❴❉

❈❛❧❧  ✉❜#♦✉%✐♥❡ ❯7❉❆❚❊❴❈❴❉

❈❛❧❧  ✉❜#♦✉%✐♥❡ ❙❊❉■▼❊◆❚❆❚■❖◆❴❱❊▲❖❈■❚❨❴❉

❈❛❧❧ ❢✉♥❝%✐♦♥ ❑❨◆❈❍❴❋❈❚❴❉

❈❛❧❧  ✉❜#♦✉%✐♥❡ ❯7❉❆❚❊❴❈#✐%✐❝❛❧❈❴❉

❚❛❜❧❡ ✸ ✕ ❉✐✛❡,❡♥.✐❛.❡❞ ❝❛❧❧ ❣,❛♣❤

❋♦❧❧♦✇✐♥❣ .❤❡ ❝❤❛✐♥ ,✉❧❡✱ ❚❛♣❡♥❛❞❡ ❞✐✛❡,❡♥.✐❛.❡9 .❤❡ ,♦✉.✐♥❡ ❦②♥❝❤❴❢❝% ✇✐.❤

,❡9♣❡❝. .♦ v0✱ r❱ ❛♥❞ C✳ ❚❤❡ ,❡9✉❧.✐♥❣ .❛♥❣❡♥. ❧✐♥❡❛, ,♦✉.✐♥❡ ✐9 ❞✐9♣❧❛②❡❞ ✐♥

▲✐9.✐♥❣ ✷✳

▲✐9.✐♥❣ ✷ ✕ ❉✐✛❡,❡♥.✐❛.❡❞ ❑②♥❝❤ ❢✉♥❝.✐♦♥

✦ ●❡♥❡$❛&❡❞ ❜② ❚❆,❊◆❆❉❊ ✭■◆❘■❆ ✱ ❚$♦♣✐❝8 &❡❛♠✮

✦ ❚❛♣❡♥❛❞❡ ✸✳✻ ✭$✹✺✶✷✮ ✲ ✸ ❆✉❣ ✷✵✶✷ ✶✺✿✶✶

✦

✦ ❉✐❢❢❡$❡♥&✐❛&✐♦♥ ♦❢ ❦②♥❝❤❴❢❝& ✐♥

✦ ❢♦$✇❛$❞ ✭&❛♥❣❡♥&✮ ♠♦❞❡ ✭✇✐&❤ ♦♣&✐♦♥8 ✐✹ ❞$✽ $✹✮✿

✦ ✈❛$✐❛&✐♦♥8 ♦❢ ✉8❡❢✉❧ $❡8✉❧&8✿ ❦②♥❝❤❴❢❝&

✦ ✇✐&❤ $❡8♣❡❝& &♦ ✈❛$②✐♥❣ ✐♥♣✉&8✿ ✈✵ $✈ ❝

❉❖❯❇▲❊ ,❘❊❈■❙■❖◆ ❋❯◆❈❚■❖◆ ❑❨◆❈❍❴❋❈❚❴❉✭❝✱ ❝❞ ✱ ✫

✫ ✈✵ ✱ ✈✵❞ ✱ $✈ ✱ $✈❞ ✱ ✈♠❛① ✱ ♥✱ ❦②♥❝❤❴❢❝&✮

■▼,▲■❈■❚ ◆❖◆❊

✦♥❂✶✿ ❱❡8✐❧✐♥❞❀ ♥❂✷✿ ❈♦❧❡

■◆❚❊●❊❘ ✱ ■◆❚❊◆❚✭■◆✮ ✿✿ ♥

❉❖❯❇▲❊ ,❘❊❈■❙■❖◆ ✱ ■◆❚❊◆❚✭■◆✮ ✿✿ ❝✱ ✈✵✱ $✈✱ ✈♠❛①

❉❖❯❇▲❊ ,❘❊❈■❙■❖◆ ✱ ■◆❚❊◆❚✭■◆✮ ✿✿ ❝❞ ✱ ✈✵❞ ✱ $✈❞

✦✉8❡❞ ❢♦$ ❈♦❧❡

❉❖❯❇▲❊ ,❘❊❈■❙■❖◆ ✿✿ ❝♠✐♥

❉❖❯❇▲❊ ,❘❊❈■❙■❖◆ ✿✿ ♣✇①✶

❉❖❯❇▲❊ ,❘❊❈■❙■❖◆ ✿✿ ♣✇②✶

❉❖❯❇▲❊ ,❘❊❈■❙■❖◆ ✿✿ ♣✇②✶❞

❉❖❯❇▲❊ ,❘❊❈■❙■❖◆ ✿✿ ♣✇$✶

❉❖❯❇▲❊ ,❘❊❈■❙■❖◆ ✿✿ ♣✇$✶❞

❉❖❯❇▲❊ ,❘❊❈■❙■❖◆ ✿✿ ❦②♥❝❤❴❢❝&

■◆❚❘■◆❙■❈ ❊❳,

■❋ ✭♥ ✳❊◗✳ ✶✮ ❚❍❊◆

✦❱❡8✐❧✐♥❞ ✬8 ❢♦$♠✉❧❛

❦②♥❝❤❴❢❝&❴❞ ❂ ✭❝❞✯✈✵✰❝✯✈✵❞✮✯❊❳,✭✲✭$✈✯❝✮✮ ✫

✫ ✲ ❝✯✈✵✯✭$✈❞✯❝✰$✈✯❝❞✮✯❊❳,✭✲✭$✈✯❝✮✮

❦②♥❝❤❴❢❝& ❂ ❝✯✈✵✯❊❳,✭✲✭$✈✯❝✮✮
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δ rδ(C)

✶✳❊✲✷ ✶✳✵✷✺✾✽✻✻✹✶✼✻✹✹✽✻✸

✶✳❊✲✸ ✶✳✵✵✷✹✹✼✹✺✷✺✵✸✾✺✹✽

✶✳❊✲✹ ✶✳✵✵✵✶✾✹✻✷✷✾✼✺✻✹✾✶

✶✳❊✲✺ ✶✳✵✵✵✵✶✸✷✷✺✹✶✺✽✸✹✸

✶✳❊✲✻ ✶✳✵✵✵✵✵✶✸✸✻✵✶✸✷✼✸✽

✶✳❊✲✼ ✶✳✵✵✵✵✵✵✸✵✶✻✻✼✽✸✺✷

✶✳❊✲✽ ✶✳✵✵✵✵✵✵✸✼✾✻✹✼✺✻✻✾

✶✳❊✲✾ ✵✳✾✾✾✾✾✸✶✸✽✻✼✷✺✵✵✵

✶✳❊✲✶✵ ✶✳✵✵✵✵✽✹✹✽✻✸✺✼✾✺✼✾

✶✳❊✲✶✶ ✵✳✾✾✾✺✽✽✼✺✽✵✻✹✾✷✹✸

❚❛❜❧❡ ✹ ✕ ❚❛②❧♦5 6❡76 ♦♥ 6❤❡ 7❡♥7✐6✐✈✐6② ♦❢ 6❤❡ ❝♦♥❝❡♥65❛6✐♦♥ C(0.3) ✇✐6❤

5❡7♣❡❝6 6♦ ❛ ♣❡56✉5❜❛6✐♦♥ ♦❢ v0 ✳

❊▲❙❊ ■❋ ✭♥ ✳❊◗✳ ✷✮ ❚❍❊◆

✦❈♦❧❡ ✬4 ❢♦6♠✉❧❛

✦ ✯ 6❡♠♦✈❡❞ 4✐♥❝❡ ♥♦? ✉4❡❞ ✐♥ ?❤❡ ♣❛♣❡6

✦ ✯ ♠❛② ❜❡ ❣❡♥❡6❛?❡❞ ✉4✐♥❣ ❚❛♣❡♥❛❞❡

✦ ♦♥ ❦②♥❝❤❴❢❝?

❊◆❉ ■❋

❊▲❙❊

❦②♥❝❤❴❢❝?❴❞ ❂ ✵✳❉✵

❊◆❉ ■❋

❊◆❉ ❋❯◆❈❚■❖◆ ❑❨◆❈❍❴❋❈❚❴❉

❚❤❡ ❝♦55❡❝6♥❡77 ♦❢ 6❤❡ 7❡♥7✐6✐✈✐6② ♣5♦❝❡77 ✐7 ❝❤❡❝❦❡❞ ✇✐6❤ ❛ ❝❧❛77✐❝❛❧ ❚❛②❧♦5

6❡76✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ ❚❛♣❡♥❛❞❡✬7 ♥❛♠✐♥❣ ❝♦♥✈❡♥6✐♦♥7✱ 6❤❡ 6❛♥❣❡♥6 ❧✐♥❡❛5 ❝♦♥❝❡♥✲

65❛6✐♦♥ ✐7 ❞❡♥♦6❡❞ ❜② C
❞

✳ ❚❤✐7 ❝♦♠♣❛5❡7 6❤❡ 7❡♥7✐6✐✈✐6② 5❡7✉❧6 C
❞

❝♦♠♣✉6❡❞

✇✐6❤ 6❤❡ 6❛♥❣❡♥6 ❧✐♥❡❛5 ❝♦❞❡ ❛6 ♣♦✐♥6 (v0, r❱, α, β) = x ✐♥ 6❤❡ ❞✐5❡❝6✐♦♥

(v0,d, r❱✱❞, α❞, β❞) = x
❞

6♦ ✜576 ♦5❞❡5 ✜♥✐6❡ ❞✐✛❡5❡♥❝❡ ❛♣♣5♦①✐♠❛6✐♦♥7 ❝♦♠✲

♣✉6❡❞ ✇✐6❤ 6❤❡ 7❡66❧✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ❛7 ❢♦❧❧♦✇7

rδ(C) =
|C(x+ δxd)− C(x)|

δ

1

|Cd(x, xd)| ✱ ✭✷✼✮

✇❤❡5❡ δ ✐7 ❛ 7♠❛❧❧ ♣❛5❛♠❡6❡5✳ ❘❛6✐♦7 ❝♦♠♣✉6❡❞ ❛6 z = 0.3m ❛♥❞ t = 0.25h
✉7✐♥❣ ♣❛5❛♠❡6❡5 ✈❛❧✉❡7 x ❞✐7♣❧❛②❡❞ ✐♥ 6❛❜❧❡ ✺ ❛♥❞ 6❤❡ ❞✐5❡❝6✐♦♥ ♦❢ ♣❡56✉5✲

❜❛6✐♦♥ x
❞

= (1, 0, 0, 0) ❛5❡ 5❡♣♦56❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✹✳ ❚❤❡♦5❡6✐❝❛❧❧②✱ 6❤❡7❡ 5❛6✐♦

7❤♦✉❧❞ 6❡♥❞ ❧✐♥❡❛5❧② 6♦✇❛5❞ ✶ ❛7 δ 6❡♥❞7 6♦ ✵ 7✐♥❝❡ 7♠❛❧❧ δ ❛5❡ ♥❡❝❡77❛5② 6♦

♠✐♥✐♠✐7❡ 6❤❡ ♥✉♠❡5✐❝❛❧ ❡55♦57 ❝♦♠✐♥❣ ❢5♦♠ 6❤❡ ✜♥✐6❡ ❞✐✛❡5❡♥❝❡ ❛♣♣5♦①✐♠❛✲

6✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡5✱ 6❤❡ 7✉❜65❛❝6✐♦♥ ♦❢ 6♦♦ ❝❧♦7❡ ✢♦❛6✐♥❣✲♣♦✐♥6 ♥✉♠❜❡57 ②✐❡❧❞7 ❛

❝❛♥❝❡❧❧❛6✐♦♥ ❡55♦5 6❤❛6 ❞♦♠✐♥❛6❡7 6❤❡ 65✉♥❝❛6✐♦♥ ❡55♦5 ❝♦♠✐♥❣ ❢5♦♠ 6❤❡ ✜♥✐6❡

❞✐✛❡5❡♥❝❡ ❝♦♠♣✉6❛6✐♦♥✳ ❆ ❚❛②❧♦5 6❡76 ♣5❡7❡♥6✐♥❣ 7✉❝❤ ❛ ❜❡❤❛✈✐♦✉5 ✐♥❞✐❝❛6❡

6❤❛6 6❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥6❡❞ 7❡♥7✐6✐✈✐6② ❝♦♠♣✉6❛6✐♦♥ ✐7 ❝♦55❡❝6✳ ❚❤✐7 ✐7 6❤❡ ❝❛7❡ ✐♥
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#❛❜❧❡ ✹✳ ❙✉❝❤ ❚❛②❧♦1 #❡2#2 ✇❡1❡ ❝❛11✐❡❞ ♦✉# ✇✐#❤ ✐♥ ❛ 2②2#❡♠❛#✐❝ ♠❛♥♥❡1 #♦

❝❤❡❝❦ #❤❡ ❝♦11❡❝#♥❡22 ♦❢ #❤❡ ❞❡1✐✈❛#✐✈❡ ❝♦♠♣✉#❛#✐♦♥2✳

✹ ❙✐♠✉❧❛'✐♦♥ *❡,✉❧', ❛♥❞ ,❡♥,✐'✐✈✐'② ❛♥❛❧②,✐,

✹✳✶ ▼♦❞❡❧ ♦✉)♣✉)

❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣1♦❞✉❝❡2 ✶❉ ❝♦♥❝❡♥#1❛#✐♦♥ ❛♥❞ ✈❡❧♦❝✐#② ♣1♦✜❧❡2✳ ❋✐❣✉1❡ ✹ 2❤♦✇2
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❈❛❧❧  ✉❜#♦✉%✐♥❡ ❉■❋❋❯❙■❱❊❴❋▲❯❳

❈❛❧❧ ❢✉♥❝%✐♦♥ ❉■❙9

❈❛❧❧  ✉❜#♦✉%✐♥❡ ❯9❉❆❚❊❴❈

❈❛❧❧  ✉❜#♦✉%✐♥❡ ❙❊❉■▼❊◆❚❆❚■❖◆❴❱❊▲❖❈■❚❨

❈❛❧❧ ❢✉♥❝%✐♦♥ ❑❨◆❈❍❴❋❈❚

❈❛❧❧  ✉❜#♦✉%✐♥❡ ❯9❉❆❚❊❴❈❘■❚■❈❆▲❈

❈❛❧❧  ✉❜#♦✉%✐♥❡ ❈❖❙❚❴❋❯◆❈❚■❖◆

❚❛❜❧❡ ✶ ✕ ❖)✐❣✐♥❛❧ ❝❛❧❧ ❣)❛♣❤

0❛)❛♠❡2❡) ❱❛❧✉❡ ❙✐❣♥✐✜❝❛2✐♦♥

v0 ✸✳✹✼ ♠·❤−1 ❱❡<✐❧✐♥❞ ❢✉♥❝2✐♦♥ ♣❛)❛♠❡2❡)

r
❱

✵✳✸✼ ❦❣

−1·♠3
❱❡<✐❧✐♥❞ ❢✉♥❝2✐♦♥ ♣❛)❛♠❡2❡)

α ✹✳✵ 0❛ ❈♦♠♣)❡<<✐♦♥ ❢✉♥❝2✐♦♥ ♣❛)❛♠❡2❡)

β ✹✳✵ ❦❣·♠−3 ❈♦♠♣)❡<<✐♦♥ ❢✉♥❝2✐♦♥ ♣❛)❛♠❡2❡)

C0 ✸✳✽✽ ❦❣·♠−3 ■♥✐2✐❛❧ <❧✉❞❣❡ ❝♦♥❝❡♥2)❛2✐♦♥

g ✾✳✽✶ ♠·<−2 ●)❛✈✐2❛2✐♦♥❛❧ ❛❝❝❡❧❡)❛2✐♦♥

Nz ✾✵ ❙♣❛❝❡ ❞✐<❝)❡2✐<❛2✐♦♥

ρ
!

✶✵✺✵ ❦❣·♠−3 ❙♦❧✐❞< ❞❡♥<✐2②

ρ
✇

✾✾✽ ❦❣·♠−3 ❲❛2❡) ❞❡♥<✐2②

z
♠❛①

✵✳✾✼✺ ♠ ❊①♣❡)✐♠❡♥2❛❧ ❝♦❧✉♠♥ ❤❡✐❣❤2

❚❛❜❧❡ ✷ ✕ ▼♦❞❡❧❧✐♥❣ ♣❛)❛♠❡2❡)<✳



✶✷✵ ✸ ▼♦❞❡❧❧✐♥❣ ❛❝+✐✈❛+❡❞ -❧✉❞❣❡ -❡++❧✐♥❣

✷✳✸ ❖❜❥❡❝(✐✈❡ ❢✉♥❝(✐♦♥

❚❤❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❧❛✇0 ✭✺✮ ❛♥❞ ✭✽✮ ❤♦06 ❢♦✉9 ✉♥❞❡6❡9♠✐♥❡❞ ♣❛9❛♠❡6❡90✱

6❤❡ ✈❛❧✉❡0 ♦❢ ✇❤✐❝❤ ❣♦✈❡9♥ 6❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉9 ♦❢ 6❤❡ ❝♦♠♣✉6❡❞ ❝♦♥❝❡♥69❛6✐♦♥

♣9♦✜❧❡0✳ ■♥ ❛ ❢♦9♠❡9 ✇♦9❦ ▲♦❝❛6❡❧❧✐ ❡6 ❛❧✳ ✭✷✵✶✺❛✮✱ 0❡♥0✐6✐✈✐6② ❛♥❛❧②0✐0 ♣❡9✲

❢♦9♠❡❞ ✇✐6❤ 9❡0♣❡❝6 6♦ 6❤❡0❡ ♣❛9❛♠❡6❡9 ♥♦6❛❜❧② 9❡✈❡❛❧0 ❛ ❧❛9❣❡9 0❡♥0✐6✐✈✐6② ♦❢

6❤❡ ❝♦♥❝❡♥69❛6✐♦♥ 6♦ ♣❡96✉9❜❛6✐♦♥ ♦❢ 6❤❡ ❱❡0✐❧✐♥❞ ♣❛9❛♠❡6❡90 v0 ❛♥❞ r
❱

✳ ❆0

❛ ❝♦♥0❡F✉❡♥❝❡✱ ❞✐0❝9❡♣❛♥❝✐❡0 ❜❡6✇❡❡♥ ❞❛6❛ ❛♥❞ 0✐♠✉❧❛6✐♦♥ 9❡0✉❧60 ❛9❡ ❡✈❛❧✉✲

❛6❡❞ ❝♦♠♣❛9✐♥❣ ❝♦♥❝❡♥69❛6✐♦♥ ♣9♦✜❧❡0 ❜② ♠❡❛♥0 ♦❢ 6❤❡ ❧❡❛06 0F✉❛9❡ ♦❜❥❡❝6✐✈❡

❢✉♥❝6✐♦♥✿

J (C(p)) =

∫ T

0

∫ z
♠❛①

0
|HC(p)− Co|2dzdt, ✭✾✮

✇❤❡9❡ T ✐0 6❤❡ 0✐♠✉❧❛6✐♦♥ 6✐♠❡ ✭❤✮✱ p = (v0, r❱, α, β) ✐0 6❤❡ 0❡6 ♦❢ ♣❛9❛♠❡✲

6❡90 6♦ ✐❞❡♥6✐❢②✱ Co
9❡♣9❡0❡♥60 6❤❡ ❡①♣❡9✐♠❡♥6❛❧ ❞❛6❛ ❝♦♥❝❡♥69❛6✐♦♥ ♣9♦✜❧❡0

✭0❡❡ 0✉❜0❡❝6✐♦♥ ✷✳✶✮ ✐♥6❡9♣♦❧❛6❡❞ ✉0✐♥❣ 6❤❡ ♠♦❞❡❧ ❞✐0❝9❡6✐0❛6✐♦♥✱ ❛♥❞ C(p)
9❡♣9❡0❡♥60 6❤❡ ❝♦♥❝❡♥69❛6✐♦♥ ♣9♦✜❧❡0 0✐♠✉❧❛6❡❞ ❛❧♦♥❣ 6❤❡ 6✐♠❡ ✐♥6❡❣9❛6✐♦♥ ♦❢

6❤❡ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ ♦❜0❡9✈❛6✐♦♥ ♦♣❡9❛6♦9 H ✐0 ✐♥69♦❞✉❝❡❞ 6♦ ♠❡❛0✉9❡ F✉❛❞9❛6✐❝

❡99♦90 ❛6 ❞❛6❛ 6✐♠❡0 ❛♥❞ ❤❡✐❣❤60✳

❚❤❡ ❡①♣❡9✐♠❡♥6❛❧ 0❡6 ✉♣ ❛♥❞ ❢✉96❤❡9 ❞❛6❛ ♣9♦❝❡00✐♥❣ ♣9♦✈✐❞❡ ❛ ♣❧❡♥6② ♦❢

❝♦♥❝❡♥69❛6✐♦♥ ❞❛6❛ ♣9♦✜❧❡0✳ ◆♦6❡ 6❤❛6 ♦❜0❡9✈❛6✐♦♥0 ♣9♦✜❧❡0 Co
❤❛✈❡ 6♦ ❜❡

0✐❣♥✐✜❝❛♥6❧② ✉♥❞❡90❛♠♣❧❡❞ 0✐♥❝❡ ❛ ❢❡✇ ❞❛6❛ ❛9❡ 6❤❡♦9❡6✐❝❛❧❧② ❛♥❞ ♣9❛❝6✐❝❛❧❧②

0✉✣❝✐❡♥6 6♦ ❡♥0✉9❡ 6❤❡ ✐❞❡♥6✐✜❝❛6✐♦♥ ♦❢ ❢♦✉9 ♣❛9❛♠❡6❡90✳ ❇❡0✐❞❡0✱ 6❤❡ ♦6❤❡9

❝♦♥❝❡♥69❛6✐♦♥ ❞❛6❛ ♠❛② ❜❡ ✉0❡❞ 6♦ ✈❛❧✐❞❛6❡ 6❤❡ ✐❞❡♥6✐✜❝❛6✐♦♥ ♣9♦❝❡00✳ ❋♦9

✐❞❡♥6✐✜❝❛6✐♦♥✴✈❛❧✐❞❛6✐♦♥ ♣✉9♣♦0❡0✱ ✇❡ ❛9❜✐69❛9✐❧② ❝❤♦♦0❡ 6❤❡ ❝♦♥❝❡♥69❛6✐♦♥

♣9♦✜❧❡0 ♣9❡0❡♥6❡❞ ✐♥ ✜❣✉9❡ ✷✳❛✳

✸ ❉❛#❛ ❛$$✐♠✐❧❛#✐♦♥ ❛♥❞ ❞✐✛❡-❡♥#✐❛#✐♦♥

❈❛❧✐❜9❛6✐♦♥ ♦❢ ❛ ♠♦❞❡❧ ✐0 ❛♥ ✐♠♣♦96❛♥6 ❛0♣❡❝6 ♦❢ ❣❡♦♣❤②0✐❝❛❧ ❛♥❞ ❝❤❡♠✐✲

❝❛❧ 0❝✐❡♥❝❡0✳ ❉❛6❛ ❛00✐♠✐❧❛6✐♦♥ ❛❧❧♦✇0 ❢♦9 ♣❛9❛♠❡6❡9 ❡06✐♠❛6✐♦♥ ❛♥❞ ♠♦❞❡❧

6✉♥✐♥❣ 6❤9♦✉❣❤ 6❤❡ 0♦❧✉6✐♦♥ ♦❢ ❛ ♠✐♥✐♠✐0❛6✐♦♥ ♣9♦❜❧❡♠✳ ❚❤✐0 ❝♦♠♣❛9❡0 ❛❝✲

F✉✐9❡❞ ❞❛6❛ ❝♦♥6❛✐♥✐♥❣ ♣❛96✐❛❧ ♥♦✐0② ✐♥❢♦9♠❛6✐♦♥ ❛❜♦✉6 6❤❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ✉♥✲

❞❡9 06✉❞② ❛♥❞ ♠♦❞❡❧ 0♦❧✉6✐♦♥0 ♦❜6❛✐♥❡❞ ❢♦9 ❛ ♣9❡0❝9✐❜❡❞ 0❡6 ♦❢ ♣❛9❛♠❡6❡90✳

❚❤❡ ♣❛♣❡9 ✐0 ❝♦♥❝❡9♥❡❞ ✇✐6❤ 6❤❡ ❡✣❝✐❡♥6 ✈❛9✐❛6✐♦♥❛❧ ❞❛6❛ ❛00✐♠✐❧❛6✐♦♥ 6❡❝❤✲

♥✐F✉❡ ✭▲❡ ❉✐♠❡6 ❛♥❞ ❚❛❧❛❣9❛♥❞✱ ✶✾✽✻✮ 6❤❛6 0♦❧✈❡0 6❤❡ ♠✐♥✐♠✐0❛6✐♦♥ ♣9♦❜❧❡♠

❜② ♠❡❛♥0 ♦❢ ❛ ❣9❛❞✐❡♥6 ♠❡6❤♦❞✳ ❚❤❡ ❣✉✐❞❡❧✐♥❡0 ♦❢ 6❤✐0 ❝❧❛00✐❝❛❧ ♠❡6❤♦❞

❛9❡ ❤❡9❡❛❢6❡9 9❡❝❛❧❧❡❞ ❢♦9 ❛ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥0✐♦♥❛❧ ❝♦❧✉♠♥ ♠♦❞❡❧ ✇✐6❤ ❛ ♣❛96✐❝✉✲

❧❛9 ❛66❡♥6✐♦♥ 6♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥6❛6✐♦♥ ♦❢ 6❤❡ ❛❞❥♦✐♥6 ❝♦❞❡ ❜② ♠❡❛♥0 ♦❢ ❛✉6♦♠❛6✐❝

❞✐✛❡9❡♥6✐❛6✐♦♥✳

✸✳✶ ■♥✈❡12❡ ♣1♦❜❧❡♠

❋♦9 6❤❡ 0❛❦❡ ♦❢ ❝♦♥❝✐0❡♥❡00 ❛♥❞ ❣❡♥❡9❛❧✐6② ❈❤❛9♣❡♥6✐❡9 ✭✷✵✵✼✮✱ 6❤❡ ❞❛6❛ ❛0✲

0✐♠✐❧❛6✐♦♥ ♣9♦❝❡00 ✐0 ✜906 ❞❡0❝9✐❜❡❞ ✐♥ ❣❡♥❡9❛❧ 6❡9♠✳



❆!"✐❝❧❡ ✷✿ ✐❞❡♥"✐✜❝❛"✐♦♥ ✶✷✶

●❡♥❡!❛❧ ♠♦❞❡❧ ▲❡$ C(p) ❜❡ $❤❡ '$❛$❡ ✈❛*✐❛❜❧❡ ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ $♦ $❤❡ '❡$ C ♦❢

$❤❡ ❛❞♠✐''✐❜❧❡ ❝♦♥❝❡♥$*❛$✐♦♥ '$❛$❡' ❛❧♦♥❣ $❤❡ '❡$$❧✐♥❣ ❝♦❧✉♠♥✳ ▲❡$ p ❜❡ ❛ '❡$

♦❢ ♣❛*❛♠❡$❡*' ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ $♦ $❤❡ ❛❞♠✐''✐❜❧❡ '❡$' ♦❢ ♣❛*❛♠❡$❡*' P✳ ❋♦* $❤❡ '❛❦❡

♦❢ ❝♦♥❝✐'❡♥❡''✱ $❤❡ ❣♦✈❡*♥✐♥❣ ❡:✉❛$✐♦♥' ♦❢ $❤❡ ❝♦❧✉♠♥ ✭✹✮✕✭✽✮ ❛*❡ ✇*✐$$❡♥ ❛'

$❤❡ '✐♠♣❧✐✜❡❞ ♠♦❞❡❧ M : C×P 7→ C ❢♦❧❧♦✇✐♥❣

M(p) =







dC(p)

dt
= M(C(p)) ✐♥ (0, T ),

C(0) = C0,
✭✶✵✮

✇❤❡*❡ M ✐' $❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛* ♦♣❡*❛$♦* ❢*♦♠ C $♦ C $❤❛$ ❞❡'❝*✐❜❡' $❤❡ ❞②♥❛♠✐❝

❜❡❤❛✈✐♦✉* ♦❢ $❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ C0 ✐' $❤❡ ✐♥✐$✐❛❧ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉' '❧✉❞❣❡ ❝♦♥❝❡♥$*❛✲

$✐♦♥✳ ❚❤❡ '♦❧✉$✐♦♥ ♦❢ M(p) ✐' $❤❡ '$❛$❡ ❝♦♥❝❡♥$*❛$✐♦♥ C(p)✳

●❡♥❡!❛❧ ♦❜❥❡❝"✐✈❡ ❢✉♥❝"✐♦♥ ❉❛$❛ ❛*❡ ✐♥❥❡❝$❡❞ ✐♥$♦ $❤❡ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ♣*♦❝❡''

❜② ♠❡❛♥' ♦❢ $❤❡ ♦❜❥❡❝$✐✈❡ ❢✉♥❝$✐♦♥

J : C→ IR

J (M(C0, p)) =
1

2

∫ T

0
|HC(p)− Co|2dt, ✭✶✶✮

✇❤❡&❡ H ✐( ❛ ❧✐♥❡❛& ♦❜(❡&✈❛/✐♦♥ ♦♣❡&❛/♦& /❤❛/ ♠❛♣( C /♦ /❤❡ ❞✐(❝&❡/❡ ♦❜✲

(❡&✈❛/✐♦♥ (♣❛❝❡ C
o
✳ ▲❡/ pm ❜❡ /❤❡ (❡/ ♦❢ ♣❛&❛♠❡/❡&( (✉❝❤ /❤❛/ /❤❡ (♦❧✉/✐♦♥

C = M(p) ♦❢ ✭✶✵✮ ✜/( ❛/ ❜❡(/ ♦❜(❡&✈❡❞ ❞❛/❛ Co
❛❧♦♥❣ /❤❡ ❝♦❧✉♠♥✳ ❯♥❞❡&

❞✐✛❡&❡♥/✐❛❜✐❧✐/② ❛((✉♠♣/✐♦♥✱ /❤❡ (♦❧✉/✐♦♥ pm ♦❢ /❤❡ ♠✐♥✐♠✐(❛/✐♦♥ ♣&♦❜❧❡♠

Find p ∈ ×P such that
min
p∈P

J (M(p)) = min
p∈P

(J ◦M)(p) = pm
✭✶✷✮

♠❛② ❜❡ ❝♦♠♣✉/❡❞ (♦❧✈✐♥❣

Find p ∈ P such that ∇(J ◦M)(p) = 0, ✭✶✸✮

✇❤❡&❡ ∇(J ◦M) ✐( /❤❡ ❣&❛❞✐❡♥/ ♦❢ (J ◦M) ❝❛❧❝✉❧❛/❡❞ ✇✐/❤ &❡(♣❡❝/ /♦ p✳
❚❤❡ (♦❧✉/✐♦♥ ❢♦& ✭✶✸✮ ♠❛② ❜❡ ❝♦♠♣✉/❡❞ ❜② ♠❡❛♥( ♦❢ ❛♥ ✐/❡&❛/✐✈❡ ❣&❛❞✐❡♥/

♠❡/❤♦❞✳

●&❛❞✐❡♥/ ❝♦♠♣✉/❛/✐♦♥ ✐( ❛♥ ❦❡② /♦♦❧ ✐♥ (❝✐❡♥/✐✜❝ ❝♦♠♣✉/✐♥❣✳ ◆♦✇❛❞❛②(✱

❛✉/♦♠❛/✐❝ ❞✐✛❡&❡♥/✐❛/✐♦♥ ✭●&✐❡✇❛♥❦ ❛♥❞ ❲❛❧/❤❡&✱ ✷✵✵✽❜✮ ♠❛② ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞

/♦ ❣❡♥❡&❛❧ ❝♦❞❡( &❡♣&❡(❡♥/✐♥❣ ♠❛/❤❡♠❛/✐❝❛❧ ❢✉♥❝/✐♦♥( /♦ ♦❜/❛✐♥ ❝♦❞❡( /❤❛/

❛❧❧♦✇ ❢♦& ❛❝❝✉&❛/❡ ❛♥❞ ❡✣❝✐❡♥/ ❞❡&✐✈❛/✐✈❡ ❝♦♠♣✉/❛/✐♦♥( ✐♥ ❛ (✐♠♣❧❡ ♠❛♥♥❡&✳

✸✳✷ ❆✉%♦♠❛%✐❝ ❞✐✛❡.❡♥%✐❛%✐♦♥

❚❤❡ ❞✐✛❡&❡♥/✐❛/✐♦♥ ♦❢ (J ◦ M) ✇✐/❤ &❡(♣❡❝/ /♦ p &❡I✉✐&❡( /❤❡ ❞✐✛❡&❡♥/✐❛✲

/✐♦♥ ♦❢ /❤❡ ♦&✐❣✐♥❛❧ ♠♦❞❡❧ ✭✶✵✮✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ /✇♦ (✉❜(❡❝/✐♦♥( ❞❡(❝&✐❜❡ /❤❡

/❛♥❣❡♥/ ❧✐♥❡❛& ♠♦❞❡ ❛♥❞ ❛❞❥♦✐♥/ ♠♦❞❡( ♦❢ ❞✐✛❡&❡♥/✐❛/✐♦♥ ♦❢ /❤❡ ❝♦♠♣✉/❡&



✶✷✷ ✸ ▼♦❞❡❧❧✐♥❣ ❛❝+✐✈❛+❡❞ -❧✉❞❣❡ -❡++❧✐♥❣

❝♦❞❡ &❡❧❛)❡❞ )♦ )❤❡ +❡))❧✐♥❣ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ ♣&♦♣♦+❡❞ ❞❡+❝&✐♣)✐♦♥ ✐+ ✐♥)❡♥❞❡❞

)♦ ❜❡ ❣❡♥❡&❛❧ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❆❉ ♣&✐♥❝✐♣❧❡+✳ ■♥ ♦)❤❡& ✇♦&❞+✱ )❛♥❣❡♥) ❧✐♥❡❛& ❛♥❞

❛❞❥♦✐♥) ❡;✉❛)✐♦♥+ &❡❧❛)❡❞ )♦ ✭✹✮✕✭✽✮ ❛&❡ ✉+❡❧❡++ ❛♥❞ )❤✉+ ♥♦) ❞✐+❝✉++❡❞ +✐♥❝❡

)❤❡ ❛❝)✉❛❧ ❞✐✛❡&❡♥)✐❛)✐♦♥ ✐+ ❝❛&&✐❡❞ ♦✉) ♦♥ )❤❡ ❝♦❞❡ ✉+✐♥❣ ❛♥ ❆❉ )♦♦❧✳

✸✳✸ ❚❛♥❣❡♥' ❧✐♥❡❛* ♠♦❞❡ ♦❢ ❞✐✛❡*❡♥'✐❛'✐♦♥

❚❤❡ )❛♥❣❡♥) ❧✐♥❡❛& ♠♦❞❡ ♦❢ ❞✐✛❡&❡♥)✐❛)✐♦♥✱ ❛❧+♦ ❝❛❧❧❡❞ ❢♦&✇❛&❞ ♠♦❞❡✱ ♠✐♠✐❝+

)❤❡ ❝❧❛++✐❝❛❧ ♠❛♥✉❛❧ ❞✐✛❡&❡♥)✐❛)✐♦♥ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ &✉❧❡+ +✉❝❤ ❛+ ✏)❤❡ ❞❡&✐✈❛)✐✈❡

♦❢ )❤❡ +✉♠ ✐+ )❤❡ +✉♠ ♦❢ )❤❡ ❞❡&✐✈❛)✐✈❡+✑✳ ■) )❤✉+ ❝♦♥+)✐)✉)❡+ ❛♥ ❛✛♦&❞❛❜❧❡

♣&❡❛♠❜❧❡ )♦ )❤❡ ♠♦&❡ )&✐❝❦② ❛❞❥♦✐♥) ♠♦❞❡ ♦❢ ❞✐✛❡&❡♥)✐❛)✐♦♥✳

❆♣♣❧②✐♥❣ )❤❡ ❝❤❛✐♥ &✉❧❡✱ )❤❡ ❞✐✛❡&❡♥)✐❛)✐♦♥ ♦❢ (J ◦M) ✇✐)❤ &❡+♣❡❝) )♦

)❤❡ ♣❛&❛♠❡)❡&+ p ✐♥ )❤❡ ❞✐&❡❝)✐♦♥ ♦❢ ♣❡&)✉&❜❛)✐♦♥ δp ②✐❡❧❞+

δj = ∇(J ◦M)(p).δp = ∇J (M(p)).∇M(p).δp, ✭✶✹✮

✇❤❡&❡ ∇M ✐+ )❤❡ ❏❛❝♦❜✐❛♥ ♦❢ M ❝♦♠♣✉)❡❞ ✇✐)❤ &❡+♣❡❝) )♦ p ❛♥❞ ∇J ✐+

)❤❡ ❣&❛❞✐❡♥) ♦❢ J ❝♦♠♣✉)❡❞ ✇✐)❤ &❡+♣❡❝) )♦ C✳ ❚❤❡ &❡❛❧✲✈❛❧✉❡❞ ♦✉)♣✉)

♣❡&)✉&❜❛)✐♦♥ δj ✐+ )❤❡ +❡♥+✐)✐✈✐)② ♦❢ J ◦ M ❝♦♠♣✉)❡❞ ❛) ♣♦✐♥) p ✐♥ )❤❡

❞✐&❡❝)✐♦♥ δp✳
❖♥ )❤❡ ♦♥❡ ❤❛♥❞✱ )❛♥❣❡♥) ❧✐♥❡❛& ♠♦❞❡❧+ ❛&❡ ✇❡❧❧✲❛❞❛♣)❡❞ )♦ )❤❡ +❡♥+✐✲

)✐✈✐)② ❛♥❛❧②+❡+ ♦❢ ❧❛&❣❡ +)❛)❡ ✈❛&✐❛❜❧❡+ ✇✐)❤ &❡+♣❡❝) )♦ ❛ ❢❡✇ ❞✐&❡❝)✐♦♥+ ♦❢

♣❡&)✉&❜❛)✐♦♥✳ ❆ &❡❝❡♥) ❡①❛♠♣❧❡ ▲♦❝❛)❡❧❧✐ ❡) ❛❧✳ ✭✷✵✶✺❛✮ ✐+ )❤❡ +❡♥+✐)✐✈✐)②

+)✉❞② ♦❢ ❝♦♥❝❡♥)&❛)✐♦♥ ♣&♦✜❧❡+ C = M(p) )♦ ♣❛&❛♠❡)❡&+ v0✱ r❱✱ α ❛♥❞ β✳
❖♥ )❤❡ ♦)❤❡& ❤❛♥❞✱ )❤❡ ❝♦♠♣✉)❛)✐♦♥ ♦❢ )❤❡ ❣&❛❞✐❡♥)∇J ♠❛② &❡;✉✐&❡ ❛+ ♠❛♥②

❡✈❛❧✉❛)✐♦♥+ ♦❢ ✭✶✹✮ ❛+ )❤❡ ❞✐♠❡♥+✐♦♥ ♦❢ )❤❡ +❡) ♦❢ ♣❛&❛♠❡)❡&+ p✱ ❢♦✉& ✐♥ )❤❡

♣&❡+❡♥) ❝❛+❡✳ ❆❝❝♦&❞✐♥❣ )♦ )❤❡ )❤❡♦&❡)✐❝❛❧ ❜♦✉♥❞+ ❝♦♠♣✉)❡❞ ❜② ▼♦&❣❡♥+)❡♥

✭✶✾✽✺✮✱ )❤❡ ♦♣❡&❛)✐♦♥ ❝♦✉♥) ❢♦& )❤❡ ❝♦♠♣✉)❛)✐♦♥ ♦❢ ♦♥❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥) ♦❢ )❤❡

❣&❛❞✐❡♥) ✐+ ❛) ♠♦+) ✹ )✐♠❡+ ❧❛&❣❡& )❤❛♥ )❤♦+❡ ♦❢ )❤❡ ♦&✐❣✐♥❛❧ ❝♦❞❡ ✐♥)❡❣&❛)✐♦♥✳

❚❤✐+ &❛)✐♦ )❤✉+ &❛✐+❡+ 4× 4 )✐♠❡+ ❢♦& )❤❡ ❣&❛❞✐❡♥) ❝♦♠♣✉)❛)✐♦♥ ✇✐)❤ &❡+♣❡❝)

)♦ v0✱ r❱✱ α ❛♥❞ β✳
❆❧)❤♦✉❣❤ )❤❡ )❛♥❣❡♥) ❧✐♥❡❛& ❞✐✛❡&❡♥)✐❛)✐♦♥ )❛+❦ ✐+ ♥♦) ❛ ❞✐✣❝✉❧) ♦♥❡✱

❤❛♥❞❝♦❞✐♥❣ ♦❢)❡♥ &❡✈❡❛❧+ )♦ ❜❡ ❛♥ ❡&&♦&✲♣&♦♥❡ ♣&♦❝❡++✳ ❆♥② ❛✉)♦♠❛)✐❝ ❞✐❢✲

❢❡&❡♥)✐❛)✐♦♥ )♦♦❧ ❛❧❧♦✇+ ❢♦& )❤❡ ❞✐✛❡&❡♥)✐❛)✐♦♥ ♦❢ ❝♦♠♣✉)❡& ❝♦❞❡+ ✐♥ )❛♥❣❡♥)

❧✐♥❡❛& ♠♦❞❡✳ ❚❤❡ ✐♥)❡&❡+)❡❞ &❡❛❞❡& ✐+ &❡❢❡&&❡❞ )♦ ❛✉)♦❞✐✛✳❝♦♠✱ )❤❡ ✇❡❜+✐)❡ ♦❢

)❤❡ ❛✉)♦♠❛)✐❝ ❞✐✛❡&❡♥)✐❛)✐♦♥ ❝♦♠♠✉♥✐)②✱ ❢♦& ❝♦♠♣❧❡♠❡♥)❛&② ❞❡)❛✐❧✳ ❆♠♦♥❣

)❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ +♦❢)✇❛&❡✱ ✇❡ ❝❤♦♦+❡ ❚❛♣❡♥❛❞❡ ❍❛+❝♦T) ❛♥❞ U❛+❝✉❛❧ ✭✷✵✶✸✮✱ ❞❡✲

✈❡❧♦♣❡❞ ❛) ■◆❘■❆ ❙♦♣❤✐❛✲❆♥)✐♣♦❧✐+ ❜② )❤❡ ❚❘❖U■❈❙ )❡❛♠✱ +✐♥❝❡ ✐) ✐+ ❢&❡❡❧②

❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦& &❡+❡❛&❝❤ ♣✉&♣♦+❡+ ❛♥❞ ♠❛② ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ )♦ ❣❡♥❡&❛❧ ❢♦&)&❛♥ ❝♦❞❡+✳

❚❤✐+ ❆❉ )♦♦❧ ♠❛② ❜❡ ✐♥✈♦❦❡❞ ✐♥ )❤&❡❡ ❞✐✛❡&❡♥) ♠❛♥♥❡&✳ ❋♦& +♠❛❧❧ ❝♦❞❡+ ✭❧❡++

)❤❛♥ ✸✵✵✵ ❧✐♥❡+✮✱ )❤❡ ✇❡❜ ✐♥)❡&❢❛❝❡ ❣✐✈❡+ ❛❝❝❡++ )♦ )❤❡ ✏❚❛♣❡♥❛❞❡ ❖♥✲❧✐♥❡

❆✉)♦♠❛)✐❝ ❉✐✛❡&❡♥)✐❛)✐♦♥ ❊♥❣✐♥❡✑

✶

✳ ❚❤❡ &❡+✉❧)✐♥❣ ❝♦❞❡ ♠❛② ❜❡ ❞♦✇♥❧♦❛❞❡❞

❢&♦♠ )❤❡ ✇❡❜+✐)❡✳ ▲❛&❣❡& ❝♦❞❡+ &❡;✉✐&❡ )♦ ❞♦✇♥❧♦❛❞ )❤❡ ❚❛♣❡♥❛❞❡ +♦❢)✇❛&❡

✶

❤!!♣✿✴✴!❛♣❡♥❛❞❡✳✐♥+✐❛✳❢+✿✽✵✽✵✴!❛♣❡♥❛❞❡✴✐♥❞❡①✳❥1♣
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❢♦% ❛ ❧♦❝❛❧ ✐♥+,❛❧❧❛,✐♦♥✳ ❉✐✛❡%❡♥,✐❛,✐♦♥ ✐+ ,❤❡♥ ♣❡%❢♦%♠❡❞ ✉+✐♥❣ ,❤❡ ❣%❛♣❤✐❝❛❧

✉+❡% ✐♥,❡%❢❛❝❡✳ ❆ ❚❛♣❡♥❛❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞ ♠❛② ❛❧+♦ ❜❡ ✉+❡❞✳

❚❤❡ ♦%✐❣✐♥❛❧ ❝♦❞❡✱ ,❛❜❧❡ ✶✱ ✐+ ❞✐✛❡%❡♥,✐❛,❡❞ ♣%♦✈✐❞✐♥❣ ,❤❡ +♦✉%❝❡ ✜❧❡+✱ ,❤❡
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♦❢ ,❤❡ ,❛♥❣❡♥, ❧✐♥❡❛% ❝♦❞❡ ♣%♦❞✉❝❡❞ ❜② ❚❛♣❡♥❛❞❡ ✐+ ✈❡%② +✐♠✐❧❛% ,♦ ,❤❡ ❝❛❧❧

❣%❛♣❤ ♦❢ ,❤❡ ♦%✐❣✐♥❛❧ ❝♦❞❡✱ ,❤❡ %♦✉,✐♥❡+ ♦❢ ✇❤✐❝❤ ❛%❡ +✉✣①❡❞ ✇✐,❤ ❛ ❴❉ ✇❤❡♥

❞✐✛❡%❡♥,✐❛,❡❞✳ ❚❤✐+ ,❛♥❣❡♥, ❧✐♥❡❛% ❝♦❞❡ ❣✐✈❡+ ❛❝❝❡++ ,♦ ,❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛,✐♦♥ ♦❢ ,❤❡

❞✐+❝%❡♣❛♥❝② J ◦M(p) ❛♥❞ ❛ ❞✐%❡❝,✐♦♥❛❧ ❞❡%✐✈❛,✐✈❡ δj = ∇(J ◦M)(p).δp✳

✸✳✹ ❆❞❥♦✐♥) ♠♦❞❡ ♦❢ ❞✐✛❡.❡♥)✐❛)✐♦♥

❚❤❡ +♦✲❝❛❧❧❡❞ ✏❛❞❥♦✐♥,✑ ♠♦❞❡ ❡♥❛❜❧❡+ ,♦ ♦✈❡%❝♦♠❡ ,❤❡ ❞❡❛❞❧♦❝❦ ♦❢ ,❤❡ ♣♦+✲

+✐❜❧② ❧❛%❣❡ ❞✐♠❡♥+✐♦♥ ♦❢ ,❤❡ ♣❛%❛♠❡,❡% +❡, p✳ ❋♦% ,❤❡♦%❡,✐❝❛❧ ♣✉%♣♦+❡+✱ ,❤❡

♥♦♥❧✐♥❡❛% ♠♦❞❡❧ M ❛♥❞ ,❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛% J ❛%❡ ❡①,❡♥❞❡❞ +♦ ,❤❛, ,❤❡✐% ❞♦♠❛✐♥

❛♥❞ ❝♦❞♦♠❛✐♥ ❛%❡ ✐❞❡♥,✐❝❛❧✳ ❋%♦♠ ❛ ,❤❡♦%❡,✐❝❛❧ ♣♦✐♥, ♦❢ ✈✐❡✇✱ ,❤❡ ❏❛❝♦❜✐❛♥+

♦❢ M ❛♥❞ J ❛%❡ ,❤❡♥ +J✉❛%❡ %❡❛❧ ♠❛,%✐❝❡+ ♦❢ ,❤❡ +❛♠❡ ❞✐♠❡♥+✐♦♥ ❛♥❞ ♦♥❡

♠❛② ♣%♦✈❡ ,❤❛,

(∇J (M(p)).∇M(p).δp, δj) = (δp, [∇J (M(p)).∇M(p)]∗.δj)

= (δp, [∇M(p)]∗.[∇J (M(p))]∗.δj),
✭✶✺✮
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♦♣❡%❛,♦% ♦❢ M ✐+ ❡✈❛❧✉❛,❡❞✳

❚❤❡ ❡✛❡❝, ♦❢ ,❤❡ ,%❛♥+♣♦+✐,✐♦♥ ♠❛② ❜❡ ♦❜+❡%✈❡❞ ✐♥ ,❤❡ ❝❛❧❧ ❣%❛♣❤ ♦❢

,❤❡ ❛❞❥♦✐♥, %♦✉,✐♥❡ ❙❊❚❚▲■◆●❴▼❖❉❊▲❴❇ ❣❡♥❡%❛,❡❞ ❜② ❚❛♣❡♥❛❞❡ ❢%♦♠ ,❤❡

❙❊❚❚▲■◆●❴▼❖❉❊▲ %♦✉,✐♥❡✱ +❡❡ ,❛❜❧❡ ✸✳ ❯+✐♥❣ ❚❛♣❡♥❛❞❡ ♥❛♠✐♥❣ ❝♦♥✈❡♥,✐♦♥✱

❛❞❥♦✐♥, %♦✉,✐♥❡+ ❛%❡ +✉✣①❡❞ ✇✐,❤ ❛ ❴❇ ❛♥❞ ❝♦♥,❛✐♥ ,❤❡ ♥❡❝❡++❛%② ✐♥❢♦%♠❛,✐♦♥

❢♦% ,❤❡ ❡✈❛❧✉❛,✐♦♥ ♦❢ ,❤❡ ❛❞❥♦✐♥, +,❛,❡♠❡♥,+✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡%❡♥,✐❛,✐♦♥ ♦❢ ,❤❡ +❡,✲

,❧✐♥❣ ❝♦❞❡ ,❛❦❡+ ❛❜♦✉, ✻✳✼+ ✐♥ ❛❞❥♦✐♥, ♠♦❞❡✳ ❆+ ❡①♣❡❝,❡❞ ❢%♦♠ ✭✶✺✮✱ ❛❞❥♦✐♥,

%♦✉,✐♥❡+ ❛%❡ ❝❛❧❧❡❞ ✐♥ ,❤❡ %❡✈❡%+❡ ♦%❞❡%✳

❚❤❡ ❡①,❡♥+✐♦♥ ♦❢ ,❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ❛♥❞ ❝♦❞♦♠❛✐♥ ✐+ ❛ ,❤❡♦%❡,✐❝❛❧ ❛%❣✉♠❡♥, ♦♥❧②✳

❑❡❡♣✐♥❣ ✐♥ ♠✐♥❞ ,❤❛, ,❤❡ %❡+✉❧, ♦❢ ,❤❡ ♦❜❥❡❝,✐✈❡ ❢✉♥❝,✐♦♥ J ✐+ ❛ %❡❛❧ ♥✉♠❜❡%✱

,❤✐+ +✐❣♥✐✜❡+ ,❤❛, ,❤❡ ❝♦♠♣✉,❛,✐♦♥ ♦❢ ∇(J ◦M) %❡J✉✐%❡+ ❛ ✉♥✐J✉❡ ❡✈❛❧✉❛,✐♦♥

♦❢ ,❤❡ ❛❞❥♦✐♥, ♦♣❡%❛,♦% [∇(J ◦M)]∗✳ ❚❤❡♦%❡,✐❝❛❧ %❡+✉❧,+ ✭▼♦%❣❡♥+,❡♥ ✭✶✾✽✺✮✮

✐♥❞✐❝❛,❡ ,❤❛, ,❤❡ %❛,✐♦ ❜❡,✇❡❡♥ ,❤❡ ♥✉♠❜❡% ♦❢ ♦♣❡%❛,✐♦♥+ ♦❢ ,❤❡ ❛❞❥♦✐♥, ❝♦❞❡
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❛♥❞ 0❤❡ ♥✉♠❜❡3 ♦❢ ♦♣❡3❛0✐♦♥9 ♦❢ 0❤❡ ♦3✐❣✐♥❛❧ ❝♦❞❡ ♠❛② ❜❡ ❧♦✇❡3 0❤❛♥ ✺✱

✇❤❛0❡✈❡3 0❤❡ ❞✐♠❡♥9✐♦♥ ♦❢ 0❤❡ ✐♥♣✉0 9♣❛❝❡✳

✸✳✺ ❱❛❧✐❞❛(✐♦♥ (❡,(,

❆❉ ❝♦❞❡9 ❝♦♠♣✉0❡ ❞❡3✐✈❛0✐✈❡9 ✉♣ 0♦ 0❤❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ♣3❡❝✐9✐♦♥ ❛♥❞ 0❤✐9 ✐9 ♦❢

♣3✐♠❡ ✐♥0❡3❡90 ❢♦3 0❤❡ 9♦❧✉0✐♦♥ ♦❢ ✐♥✈❡39❡ ♣3♦❜❧❡♠9 3❡A✉✐3✐♥❣ ❛❝❝✉3❛0❡ ❣3❛❞✐✲

❡♥0 ❡✈❛❧✉❛0✐♦♥9✳ ❚❤❡ ❝♦33❡❝0♥❡99 ♦❢ 0❤❡ ❞✐✛❡3❡♥0✐❛0❡❞ ❝♦❞❡9 ❣❡♥❡3❛0❡❞ ✉9✐♥❣

0❤❡ ❚❛♣❡♥❛❞❡ ❆❉ 0♦♦❧ ✐9 ✈❡3✐✜❡❞ 0❤3♦✉❣❤ ❛ 9♦✲❝❛❧❧❡❞ ❚❛②❧♦3 0❡90✱ 0❤❡♥ ❛

❝♦♠♣❛3✐9♦♥ ♦❢ ❣3❛❞✐❡♥0 ❝♦♠♣♦♥❡♥09 ❝♦♠♣✉0❡❞ ✉9✐♥❣ 0❤❡ 0❛♥❣❡♥0 ❧✐♥❡❛3 ❛♥❞

0❤❡ ❛❞❥♦✐♥0 ❝♦❞❡✳

❚❛②❧♦1 +❡-+ ❢♦1 +❤❡ ❛❞❥♦✐♥+ ❝♦❞❡ ❚❤❡ ❞✐✛❡3❡♥0✐❛0❡❞ ❝♦❞❡9 ❣❡♥❡3❛0❡❞ ✉9✲

✐♥❣ 0❤❡ 9♦❢0✇❛3❡ ❚❛♣❡♥❛❞❡ ✭❍❛9❝♦G0 ❛♥❞ H❛9❝✉❛❧ ✭✷✵✶✸✮✮ ❛3❡ ✈❡3✐✜❡❞ 0❤3♦✉❣❤

❛ ❚❛②❧♦3 0❡90 ✭✶✻✮✳ ❚❤✐9 ❝♦♠♣❛3❡9 0❤❡ ❆❉ ❝♦♠♣✉0❡❞ ❞❡3✐✈❛0✐✈❡ ✇✐0❤ ✜390 ♦3✲

❞❡3 ✜♥✐0❡ ❞✐✛❡3❡♥❝❡9

rω =
|(J oM)(p+ ωei)− (J oM)(p))|

ω|∇(J oM)∗(p).ei| , ✭✶✻✮

✇❤❡3❡ ω ∈ IR 0❡♥❞9 0♦ ✵ ❛♥❞ ei = δp ✐9 ❛ ✈❡❝0♦3 ♦❢ 0❤❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❜❛9✐9 ♦❢ IR4
✳

❚❛❜❧❡ ✹ ♣3❡9❡♥09 0❤❡ ❚❛②❧♦3 0❡90 ❝❛33✐❡❞ ♦✉0 ✇✐0❤ 3❡9♣❡❝0 0♦ v0 ✉9✐♥❣

p = (v0, r❱, α, β) = (3.47, 0.37, 4.0, 4.0)✱ ei = (1, 0, 0, 0) ❛♥❞ t = 0.5 ❤✳ ❖♥❡

♦❜9❡3✈❡9 0❤❛0 0❤❡ 3❛0✐♦ rω 0❡♥❞9 ❧✐♥❡❛3❧② 0♦✇❛3❞9 1 ✉♥0✐❧ 9♦♠❡ ω ♦❢ 0❤❡ ♦3❞❡3

♦❢ 10−8 ✭✇❤✐❝❤ ✐9 0❤❡ ♦♣0✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡ ❢♦3 0❤❡ ✜♥✐0❡ ❞✐✛❡3❡♥❝❡ ❝♦♠♣✉0❛0✐♦♥✮✳

❋♦3 ω ≤ 10−8✱ 0❤❡ 9✉❜03❛❝0✐♦♥ ♦❢ 0♦♦ ❝❧♦9❡ ✢♦❛0✐♥❣✲♣♦✐♥0 ♥✉♠❜❡39 ❝❛33✐❡❞

♦✉0 ✐♥ 0❤❡ ✜♥✐0❡ ❞✐✛❡3❡♥❝❡ ❛♣♣3♦①✐♠❛0✐♦♥ 3❡9✉❧09 ✐♥ ❛ ❝❛♥❝❡❧❧❛0✐♦♥ ❡33♦3 0❤❛0



❆!"✐❝❧❡ ✷✿ ✐❞❡♥"✐✜❝❛"✐♦♥ ✶✷✺

❚❛❜❧❡ ✹ ✕ ❘❡+✉❧- ♦❢ -❤❡ ❚❛②❧♦2 -❡+- ❢♦2 ❛ ❞❡2✐✈❛-✐♦♥ ♦❢ -❤❡ ❝♦❞❡ ✇✐-❤ 2❡+♣❡❝-

-♦ v0✳

ω
|(J oM)(p+ ωei)− (J oM)(p))|

ω|∇(J oM)∗(p).ei|
✶✳❊✲✵✶ ✸✳✷✷✽✻✾✵✹✸✷✻✶✵✾✻✼✸

✶✳❊✲✵✷ ✵✳✾✸✾✹✷✷✺✺✹✵✻✷✶✷✽✻✵

✶✳❊✲✵✸ ✵✳✾✾✷✵✵✻✸✶✷✺✾✾✵✹✶✷✻

✶✳❊✲✵✹ ✵✳✾✾✾✸✷✼✵✵✵✼✷✹✺✶✼✸✵

✶✳❊✲✵✺ ✵✳✾✾✾✾✷✻✾✺✺✽✺✽✹✼✼✺✼

✶✳❊✲✵✻ ✵✳✾✾✾✾✾✷✻✻✹✵✷✹✶✷✷✵✶

✶✳❊✲✵✼ ✵✳✾✾✾✾✾✽✽✺✺✶✷✹✷✹✹✷✺

✶✳❊✲✵✽ ✵✳✾✾✾✾✾✾✶✾✹✼✾✾✽✽✺✺✸

✶✳❊✲✵✾ ✵✳✾✾✾✾✼✷✼✺✼✸✾✹✺✺✶✶✻

✶✳❊✲✶✵ ✵✳✾✾✾✾✸✶✹✷✸✸✼✵✼✸✶✶✺

✶✳❊✲✶✶ ✵✳✾✾✾✷✶✾✸✸✷✷✻✼✷✾✻✽✼

✶✳❊✲✶✷ ✵✳✾✼✺✷✸✼✹✶✸✹✾✻✹✻✹✼✻

✶✳❊✲✶✸ ✵✳✾✹✾✹✺✹✽✵✹✺✼✾✵✶✼✸✷

❞♦♠✐♥❛-❡+ -❤❡ -2✉♥❝❛-✐♦♥ ❡22♦2✳ ❚❤✐+ ✐+ ❛♥ ❡①♣❡❝-❡❞ ❜❡❤❛✈✐♦✉2✿ -❤❡ ❞❡2✐✈❛✲

-✐✈❡+ ❝♦♠♣✉-❡❞ ✇✐-❤ 2❡+♣❡❝- -♦ ❛ ♣❡2-✉2❜❛-✐♦♥ ♦❢ v0 ❛2❡ ❝♦22❡❝-✳ ❚❛②❧♦2 -❡+-+

♣❡2❢♦2♠❡❞ ✇✐-❤ -♦ -❤❡ ♦-❤❡2 -❤2❡❡ ♣❛2❛♠❡-❡2+ ♣2❡+❡♥- ❛ +✐♠✐❧❛2 ❜❡❤❛✈✐♦✉2✳

❚❛♥❣❡♥" ❧✐♥❡❛! ❞❡!✐✈❛"✐✈❡1 ✈1✳ ❛❞❥♦✐♥" ❞❡!✐✈❛"✐✈❡1 ❆❉ ♣2♦✈✐❞❡+ -❛♥✲

❣❡♥- ❧✐♥❡❛2 ❛♥❞ ❛❞❥♦✐♥- ❝♦❞❡+ ❢♦2 -❤❡ ❝♦♠♣✉-❛-✐♦♥ ♦❢ -❤❡ ✜2+- ♦2❞❡2 ❞❡2✐✈❛✲

-✐✈❡+ ♦❢ -❤❡ +❡--❧✐♥❣ ❝♦❞❡✳ ●2❛❞✐❡♥- ❝♦♠♣♦♥❡♥-+ ♦❢ (J ◦M) ❝♦♠♣✉-❡❞ ❛- -✐♠❡

T = 0.5 ❤ ✇✐-❤ -❤❡ ❞✐✛❡2❡♥- ♠❡-❤♦❞+ ❛2❡ 2❡♣♦2-❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✺✳ ❖♥❡ ♦❜+❡2✈❡+

-❤❛- ❣2❛❞✐❡♥- ❝♦♠♣♦♥❡♥-+ ♦❜-❛✐♥❡❞ ✇✐-❤ -❤❡ -❛♥❣❡♥- ❧✐♥❡❛2 ❝♦❞❡ ❛♥❞ -❤❡ ❛❞✲

❥♦✐♥- ❝♦❞❡ ❛2❡ ✐❞❡♥-✐❝❛❧ ✐❞❡♥-✐❝❛❧ ❞♦✇♥ -♦ -❤❡ ✶✷

th
❞✐❣✐-✳ ❆+ ❡①♣❡❝-❡❞ ❢2♦♠

-❤❡ ❚❛②❧♦2 -❡+-✱ -❤❡ ✜♥✐-❡ ❞✐✛❡2❡♥❝❡ ✭❋❉✮ ❛♣♣2♦①✐♠❛-✐♦♥+ ❝❛22✐❡❞ ♦✉- ✇✐-❤

-❤❡ ♦♣-✐♠❛❧ ♣❛2❛♠❡-❡2 ω = 10−8 ❞✐+❛❣2❡❡ ✇✐-❤ ❆❉ ❝♦♠♣✉-❡❞ ❞❡2✐✈❛-✐✈❡+ ❛-

-❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ -❤❡ 7th ❞✐❣✐-✳

❚❤❡+❡ -✇♦ -❡+-+ ✐♥❞✐❝❛-❡ -❤❛- -❤❡ ❛❞❥♦✐♥- +✉❜2♦✉-✐♥❡ ❙❊❚❚▲■◆●❴▼❖❉❊▲❴❇

✐+ ❝♦22❡❝- ❛♥❞ ♠❛② ❜❡ ✉+❡❞ ✇✐-❤ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ✐♥ ❛♥ ♦♣-✐♠✐+❛-✐♦♥ ♣2♦❝❡++✳

✹ ■❞❡♥%✐✜❝❛%✐♦♥ +❡,✉❧%,

❚❤❡ ♠❡-❤♦❞ ❞❡-❛✐❧❡❞ ♣2❡✈✐♦✉+❧② ❛❧❧♦✇+ ❝❛❧❝✉❧❛-✐♥❣ ♣❛2❛♠❡-❡2 ✈❛❧✉❡+ ✉+✐♥❣

-❤❡ ❡①♣❡2✐♠❡♥-❛❧ ❞❛-❛ ❛♥❞ ❞✐✛❡2❡♥- ♦❜❥❡❝-✐✈❡ ❢✉♥❝-✐♦♥+✳ ❚❤✐+ ♣2♦❝❡++ ✐+

❞✐+❝✉++❡❞ ❤❡2❡❛❢-❡2✳



✶✷✻ ✸ ▼♦❞❡❧❧✐♥❣ ❛❝+✐✈❛+❡❞ -❧✉❞❣❡ -❡++❧✐♥❣

❚❛❜❧❡ ✺ ✕ ❈♦♠♣❛.✐0♦♥ ♦❢ ❝♦♠♣✉5❡❞ ❣.❛❞✐❡♥5 ❝♦♠♣♦♥❡♥50✱ ♣❛.❛♠❡5❡. 0❡5 T =
0.5✳

❈♦❞❡ ∇(J ◦M) ❝♦♠♣✉5❡❞ ✇✐5❤ .❡0♣❡❝5 5♦

v0 r
❱

α β

❚❛♥❣❡♥5 ❧✐♥❡❛. ✲✸✹✳✼✷✹✸✸✶ ✸✶✶✳✵✵✼✷✶✷ ✲✶✳✹✽✹✵✷✹ ✶✳✹✵✾✽✵✽

❆❞❥♦✐♥5 ✲✸✹✳✼✷✹✸✸✶ ✸✶✶✳✵✵✼✷✶✷ ✲✶✳✹✽✹✵✷✹ ✶✳✹✵✾✽✵✽

❋❉ ❛♣♣.♦①✐♠❛5✐♦♥ ✲✸✹✳✼✷✹✸✵✸ ✸✶✶✳✵✵✼✻✺✹ ✲✶✳✹✽✹✵✷✾ ✶✳✹✵✾✾✷✺

H❛.❛♠❡5❡. ■♥✐5✐❛❧ ▲♦✇❡. ❯♣♣❡.

❣✉❡00 ❜♦✉♥❞ ❜♦✉♥❞

v0 ✭♠·0−1✮ ✸✳✹✼ ✵✳✺✵ ✶✷✳✵

r
❱

✭▲·❣−1✮ ✵✳✸✼ ✵✳✺✵ ✷✳✵✵

α ✭H❛✮ ✹✳✵✵ ✶✳✵✵ ✻✳✵✵

β ✭❣·▲−1✮ ✹✳✵✵ ✶✳✾✵ ✼✳✵✵

❚❛❜❧❡ ✻ ✕ ■♥✐5✐❛❧ ❣✉❡00 ❛♥❞ .❛♥❣❡0 ❢♦. 5❤❡ ♣❛.❛♠❡5❡.0✳

✹✳✶ ◆✉♠❡'✐❝❛❧ ,❡--✐♥❣

❯♥❦♥♦✇♥ ♣❛.❛♠❡5❡.0 ❛.❡ 0❡❛.❝❤❡❞ ✇✐5❤✐♥ 5②♣✐❝❛❧ .❛♥❣❡0 ❢♦. 0❧✉❞❣❡ ❝♦❧✉♠♥0

5♦ ❛✈♦✐❞ 5♦♦ 0♠❛❧❧ 5✐♠❡ 05❡♣0 ❞✉.✐♥❣ 5❤❡ ✐5❡.❛5✐✈❡ ♣.♦❝❡00✳ H❛.❛♠❡5❡.0 ♦❢ 5❤❡

❱❡0✐❧✐♥❞ ❢✉♥❝5✐♦♥ v0 ❛♥❞ r
❱

❛.❡ ❝♦..❡❧❛5❡❞ ❛♥❞ 5❤❡.❡ ❞♦❡0 ♥♦5 ❡①✐05 ❛ ✉♥✐R✉❡

0♦❧✉5✐♦♥ 5♦ 5❤❡ ✐❞❡♥5✐✜❝❛5✐♦♥ ♣.♦❜❧❡♠✳ ❚❤❡ ✐♥✐5✐❛❧ ❣✉❡00✱ ❧♦✇❡. ❛♥❞ ✉♣♣❡.

❜♦✉♥❞0 ❢♦. 5❤❡ ✹ ♣❛.❛♠❡5❡.0 ❛.❡ .❡♣♦.5❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✻✳ ❖♥❡ ♥♦5✐❝❡0 5❤❛5 5❤❡

❧♦✇❡. ❜♦✉♥❞ ❢♦. r
❱

✐0 0❡5 5♦ ✵✳✺✵ 5♦ ❡♥❛❜❧❡ ❝❛❧❝✉❧❛5✐♦♥ ✇✐5❤ ✈❛❧✉❡0 ♦❢ v0 ✉♣

5♦ ✶✷✳✵✳ ❖5❤❡. ▼♦❞❡❧❧✐♥❣ ♣❛.❛♠❡5❡.0 ❛.❡ 0❡5 ❝♦♥05❛♥5✱ 0❡❡ 5❛❜❧❡ ✷✳

❚❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♣5✐♠✐0❛5✐♦♥ ♣.♦❝❡00 ✐0 ❞.✐✈❡♥ ❜② 5❤❡ ❜♦✉♥❞✲❝♦♥05.❛✐♥❡❞

R✉❛0✐✲◆❡✇5♦♥ ❛❧❣♦.✐5❤♠ ♣.♦♣♦0❡❞ ❜② ❇②.❞ ❡5 ❛❧✳ ✭✶✾✾✺✮✳ ◆♦5❡ 5❤❛5 ❛ 0✉❝✲

❝❡00❢✉❧ ❞❛5❛ ❛00✐♠✐❧❛5✐♦♥ ♣.♦❝❡00 ❛00✉♠❡0 ❛ ●❛✉00✐❛♥ ♥♦✐0❡ ♦♥ 5❤❡ ❞❛5❛✳ ❈♦♥✲

0❡R✉❡♥5❧②✱ 5❤❡ ✐❞❡♥5✐✜❝❛5✐♦♥ ♠❛② ♦❝❝✉. ❡✈❡♥ 5❤❡ 05❛♥❞❛.❞ ❞❡✈✐❛5✐♦♥0 ♦❢ 5❤❡

0❛♠♣❧❡0 ❛.❡ ❧❛.❣❡✳ ❍♦✇❡✈❡.✱ 0♠❛❧❧❡. 5❤❡ 05❛♥❞❛.❞ ❞❡✈✐❛5✐♦♥0✱ 0♠❛❧❧❡. 5❤❡

❡..♦.0✳

✹✳✷ ■❞❡♥-✐✜❝❛-✐♦♥ ❡①♣❡'✐♠❡♥-,

❚❤❡ ♣❛.❛♠❡5❡. ✐❞❡♥5✐✜❝❛5✐♦♥ ✐0 ❝❛..✐❡❞ ♦✉5 ✇✐5❤ ❞❛5❛ ❛5 5✐♠❡0 ✵✳✷✺ ❤ ❛♥❞

✵✳✺ ❤ ✐♥ ♦.❞❡. 5♦ ❝❛♣5✉.❡ 5❤❡ ❡❛.❧② ❜❡❤❛✈✐♦✉. ♦❢ 5❤❡ ♠✐①5✉.❡ ❛♥❞ ♥♦5❛❜❧②

5❤❡ ❤❡✐❣❤5 ♦❢ 5❤❡ 0❧✉❞❣❡ ❜❧❛♥❦❡5 ✐♥5❡.❢❛❝❡✳ ❊✐❣❤5 ♥✉♠❡.✐❝❛❧ ❡①♣❡.✐♠❡♥50 ❤❛✈❡

❜❡❡♥ ❞❡0✐❣♥❡❞✳ ❚❤❡0❡ ✉0❡ ♦❜❥❡❝5✐✈❡ ❢✉♥❝5✐♦♥0 .❡❧❛5❡❞ 5♦ 5❤❡ 0❧✉❞❣❡ ❜❧❛♥❦❡5

✐♥5❡.❢❛❝❡ ♦. ❝♦♥❝❡♥5.❛5✐♦♥ ♣.♦✜❧❡0✳ ❚❤❡0❡ ❡①♣❡.✐♠❡♥50 ❛.❡ ❧❛❜❡❧❧❡❞ ❛0 ❢♦❧❧♦✇0✿
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❚❛❜❧❡ ✼ ✕ ❖❜❥❡❝,✐✈❡ ❢✉♥❝,✐♦♥3 ✉3❡❞ ✐♥ ,❤❡ ❡①♣❡8✐♠❡♥,3

❉❛,❛ ▲❛❜❡❧ ❉✐3❝8❡,❡ ❝♦3, ❢✉♥❝,✐♦♥

❙❇ ■♥,❡8❢❛❝❡ ❛, ✵✳✷✺ ❤ ■✶ J ■

1 =
∑

i=30,40,3

|C(i)− Co(i)|2

❙❇ ■♥,❡8❢❛❝❡ ❛, ✵✳✺ ❤ ■✷ J ■

2 =
∑

i=42,52,3

|C(i)− Co(i)|2

❈♦♥❝❡♥,8❛,✐♦♥ C8♦✜❧❡ C J ! =
∑

i=3,90,2

|C(i)− Co(i)|2

❚❛❜❧❡ ✽ ✕ ■❞❡♥,✐✜❡❞ ♣❛8❛♠❡,❡83 ❢♦8 ,❤❡ ❞✐✛❡8❡♥, ❡①♣❡8✐♠❡♥,3✳

▲❛❜❡❧ v0 r
❱

α β

■✶C✷ ✶✷✳✵✵✵✵✵✵ ✵✳✺✾✹✾✻✾ ✹✳✻✹✵✾✽✶ ✸✳✸✾✵✾✼✼

C✶C✷ ✶✷✳✵✵✵✵✵✵ ✵✳✺✽✺✽✺✸ ✹✳✾✽✼✾✺✶ ✸✳✵✻✶✸✷✺

C✶ ✶✷✳✵✵✵✵✵✵ ✵✳✺✻✼✸✵✸ ✺✳✽✵✻✻✷✸ ✶✳✾✵✵✵✵✵

C✶■✷ ✶✷✳✵✵✵✵✵✵ ✵✳✺✻✽✷✼✹ ✹✳✸✹✽✵✵✹ ✸✳✻✻✾✻✽✾

C✷ ✾✳✼✷✸✾✻✼ ✵✳✺✻✷✼✺✷ ✺✳✽✷✼✼✵✹ ✶✳✽✾✾✾✾✾

■✶■✷ ✶✵✳✺✽✵✼✷✽ ✵✳✺✽✷✵✵✼ ✹✳✶✶✸✽✸✻ ✸✳✽✾✶✵✽✽

■✷ ✾✳✶✻✸✶✻✻ ✵✳✺✺✼✵✺✹ ✹✳✵✾✵✾✵✷ ✸✳✾✶✸✵✸✺

■✶ ✕ ✕ ✕ ✕

❼ ,❤❡ ❧❡,,❡8 ■ ♠❡❛♥3 ,❤❛, ,❤❡ ♣♦3✐,✐♦♥ ♦❢ ,❤❡ 3❧✉❞❣❡ ❜❧❛♥❦❡, ✐♥,❡8❢❛❝❡ ✐3

✉3❡❞✱

❼ ,❤❡ ❧❡,,❡8 C ♠❡❛♥3 ,❤❛, ,❤❡ ❝♦♥❝❡♥,8❛,✐♦♥ ♣8♦✜❧❡ ✐3 ✉3❡❞✳

❚❤❡ ♥✉♠❜❡8 ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ,❤❡ ❧❡,,❡8✱ ✶ ♦8 ✷✱ ✐♥❞✐❝❛,❡3 ,❤❡ ♦❜3❡8✈❛,✐♦♥ ,✐♠❡✱ ✵✳✷✺

❤ ♦8 ✵✳✺ ❤ 8❡3♣❡❝,✐✈❡❧②✳ ❆3 ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡✱ ,❤❡ ❧❛❜❡❧ ■✶C✷ 3✐❣♥✐✜❡3 ,❤❛, ,❤❡

3❧✉❞❣❡ ❜❧❛♥❦❡, ✐♥,❡8❢❛❝❡ ❛, ,✐♠❡ ✵✳✷✺ ❤ ❛♥❞ ,❤❡ ❝♦♥❝❡♥,8❛,✐♦♥ ♣8♦✜❧❡ ❛, ,✐♠❡

✵✳✺ ❤ 3❡8✈❡ ❛3 ❞❛,❛ ✐♥ ,❤✐3 ✐❞❡♥,✐✜❝❛,✐♦♥ ❡①♣❡8✐♠❡♥,✳ ❚❤❡ ♦❜❥❡❝,✐✈❡ ❢✉♥❝,✐♦♥3

❛8❡ ♣8♦✈✐❞❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✼✳

❚❛❜❧❡ ✽ 3✉♠♠❛8✐3❡3 ,❤❡ ❧✐3, ♦❢ ,❤❡ ❡①♣❡8✐♠❡♥,3 ❛♥❞ ♣8♦✈✐❞❡3 ,❤❡ ❝♦88❡✲

3♣♦♥❞✐♥❣ ✐❞❡♥,✐✜❡❞ ♣❛8❛♠❡,❡8 ✈❛❧✉❡3✳ ❊①♣❡8✐♠❡♥,3 8❡3✉❧,✐♥❣ ✐♥ ✈❡8② 3✐♠✐❧❛8

3❡,,❧✐♥❣ ❝✉8✈❡3 ❛8❡ ❣8♦✉♣❡❞ ,♦❣❡,❤❡8✳
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❊❛0❧② ❜❡❤❛✈✐♦✉0 ❆ $❡&&❧✐♥❣ ❝✉-✈❡ ♣❧♦&$ &❤❡ ♣♦$✐&✐♦♥ ♦❢ &❤❡ $❧✉❞❣❡ ❜❧❛♥✲

❦❡& ✐♥&❡-❢❛❝❡✳ ❚❤❡ $❡♥$✐&✐✈✐&② ❛♥❛❧②$✐$ ✭▲♦❝❛&❡❧❧✐ ❡& ❛❧✳✱ ✷✵✶✺❛✮ $❤♦✇❡❞ &❤❛&

&❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣❛-❛♠❡&❡-$ ❤❛✈❡ ❛ ✈❡-② ✐♠♣♦-&❛♥& ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦♥ &❤❡ ♣♦$✐&✐♦♥ ♦❢

&❤❡ $❧✉❞❣❡ ❜❧❛♥❦❡& ✐♥&❡-❢❛❝❡✱ ♣❛-&✐❝✉❧❛-❧② ❞✉-✐♥❣ &❤❡ ❤✐♥❞❡-❡❞ $❡&&❧✐♥❣ ♣❤❛$❡✳

❋♦✉- ♦❢ &❤❡ ♦♣&✐♠✐$❡❞ $❡&&❧✐♥❣ ❝✉-✈❡$ ❛-❡ ♣❧♦&&❡❞✱ ❛❧♦♥❣ ✇✐&❤ &❤❡ ❝✉-✈❡$ -❡✲

❧❛&❡❞ &♦ &❤❡ ✐♥✐&✐❛❧ ❣✉❡$$ ❛♥❞ &❤❡ ❞❛&❛✳ ❋✐❣✉-❡ ✺✳❛ $❤♦✇$ &❤❛& &❤❡ ❜❡$& ✜&

✐$ ♦❜&❛✐♥❡❞ ✇✐&❤ ❡①♣❡-✐♠❡♥& ■✶H✷ ✉$✐♥❣ ✐♥&❡-❢❛❝❡ ❞❛&❛ ❛& &✐♠❡ ✵✳✷✺ ❤ ❛♥❞

♣-♦✜❧❡ ❞❛&❛ ❛& &✐♠❡ ✵✳✺ ❤✳ ❊①♣❡-✐♠❡♥&$ H✷ ❛♥❞ ■✷ ♦✈❡-❡$&✐♠❛&❡ &❤❡ ❤❡✐❣❤& ♦❢

&❤❡ $❧✉❞❣❡ ❜❧❛♥❦❡& ❞✉-✐♥❣ &❤❡ ✜-$& ✵✳✹❤ ♦❢ $❡❞✐♠❡♥&❛&✐♦♥ $✐♥❝❡ ❧♦✇❡- ✈❛❧✉❡$

♦❢ v0 ✇❡-❡ ✐❞❡♥&✐✜❡❞ ❢♦- &❤❡$❡ &✇♦ ❡①♣❡-✐♠❡♥&$✳ ❚❤✐$ ✐$ ❝♦♥$✐$&❡♥& ✇✐&❤ &❤❡

$❡♥$✐&✐✈✐&② ❛♥❛❧②$✐$ ▲♦❝❛&❡❧❧✐ ❡& ❛❧✳ ✭✷✵✶✺❛✮ &❤❛& ♣-♦✈❡$ &❤❡ $✐❣♥✐✜❝❛♥& ✐♥✢✉✲

❡♥❝❡ ♦❢ &❤✐$ ♣❛-❛♠❡&❡- ♦♥ &❤❡ ♣♦$✐&✐♦♥ ♦❢ &❤❡ $❧✉❞❣❡ ❜❧❛♥❦❡& ❞✉-✐♥❣ &❤❡ ③♦♥❡

$❡&&❧✐♥❣ ♣❤❛$❡✳ ❆❢&❡- ✵✳✹ ❤✱ $❡&&❧✐♥❣ ❝✉-✈❡$ -❡❧❛&❡❞ &♦ ❡①♣❡-✐♠❡♥&$ H✷✱ ■✷ ❛♥❞

■✶H✷ ❡①❤✐❜✐& &❤❡ $❛♠❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉-✳ ❚❤✐$ $✐❣♥✐✜❡$ &❤❛& ❝♦♥$✐❞❡-✐♥❣ ♦♥❧② ❞❛&❛ ❛&

✵✳✺ ❤ $✉✣❝❡$ &♦ ♣-♦✈✐❞❡ ❛ ❣♦♦❞ ✜& ✇✐&❤ &❤❡ ❞❛&❛ ✉♣ &♦ ✸ ❤ ♦❢ $❡❞✐♠❡♥&❛&✐♦♥✱

❛❧&❤♦✉❣❤ &❤✐$ ❞♦❡$ ♥♦& ❛❧❧♦✇ -❡❧✐❛❜❧② ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ &❤❡ ❡❛-❧✐❡- $&❛❣❡$ ♦❢ $❡❞✐♠❡♥✲

&❛&✐♦♥ ❊①♣❡-✐♠❡♥& H✷ ❛❧$♦ &❡♥❞$ &♦ ✉♥❞❡-❡$&✐♠❛&❡ &❤❡ $❧✉❞❣❡ ❜❧❛♥❦❡& ❤❡✐❣❤&

✉♣ &♦ ✷ ❤✳ ❚❤♦✉❣❤ &❤✐$ ❡①♣❡-✐♠❡♥& ❧❡❞ &♦ &❤❡ $❛♠❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ v0 ❛$ ❡①♣❡-✐♠❡♥&

■✶H✷✱ ✐& ②✐❡❧❞❡❞ ❛ ❧♦✇❡- ✈❛❧✉❡ ♦❢ r
❱

✳ ❚❤✐$ ✐$ ❝♦♥$✐$&❡♥& ✇✐&❤ &❤❡ -♦❧❡ ♦❢ r
❱

✐♥

&❤❡ ❢♦-♠✉❧❛ ♦❢ ❱❡$✐❧✐♥❞ ✭✺✮✱ ✇❤❡-❡ ✐& ❝♦♥&-♦❧$ &❤❡ -❛&❡ ♦❢ ❞❡❝-❡❛$❡ ♦❢ &❤❡ ③♦♥❡

$❡&&❧✐♥❣ ✈❡❧♦❝✐&② ✇✐&❤ -❡$♣❡❝& &♦ &❤❡ ❝♦♥❝❡♥&-❛&✐♦♥ C✳
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❋✐❣✉-❡ ✸ ✕ ❖♣&✐♠✐$❡❞ ❝♦♥❝❡♥&-❛&✐♦♥ ♣-♦✜❧❡$ ♦❜&❛✐♥❡❞ ✇✐&❤ &❤❡ ♣❛-❛♠❡&❡- $❡&

■✶H✷ ✈❡-$✉$ ❝♦♥❝❡♥&-❛&✐♦♥ ❞❛&❛ ❛& ✵✳✷✺ ❤ ❛♥❞ ✵✳✺ ❤✳
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*✐♠✉❧❛.❡ .❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉' ♦❢ .❤❡ ❝♦♥❝❡♥.'❛.✐♦♥ ♣'♦✜❧❡ ❛❝❝✉'❛.❡❧②✳ ❉✉'✐♥❣ .❤❡

✜'*. ✷❤ ♦❢ *❡❞✐♠❡♥.❛.✐♦♥✱ .❤❡ ❞✐*❝'❡♣❛♥❝② ❜❡.✇❡❡♥ .❤❡ *✐♠✉❧❛.❡❞ ✐♥.❡'❢❛❝❡

❛♥❞ .❤❡ ❞❛.❛ '❡♠❛✐♥* ♠❛'❣✐♥❛❧✳ ❚❤✐* .✐♠❡ ✐* ❝♦♥*✐*.❡♥. ✇✐.❤ .❤❡ ❞✉'❛.✐♦♥ ♦❢

✐♥❞✉*.'✐❛❧ ♣'♦❝❡**❡* ❛♥❞ ❜❛.❝❤ *❡..❧✐♥❣ ❡①♣❡'✐♠❡♥.*✳

 0

 0.1

 0.2

 0.3

 0.4

 0.5

 0.6

 0.7

 0.8

 0.9

 1

 0  2  4  6  8  10  12  14  16

z
 (

m
)

vs (m·s
-1

)

(b) Predicted profiles

M:0.75h
D:0.75h
M:  1.0h
D:  1.0h
M:  1.5h
D:  1.5h
M:  2.0h
D:  2.0h

❋✐❣✉'❡ ✹ ✕ <'❡❞✐❝.❡❞ ❝♦♥❝❡♥.'❛.✐♦♥ ♣'♦✜❧❡* ♦❜.❛✐♥❡❞ ✇✐.❤ .❤❡ ♣❛'❛♠❡.❡' *❡.

■✶<✷✳

▲♦♥❣ "✐♠❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉! ❛♥❞ ❧♦❣✲❧♦❣ ♣❧♦" ❆* ❞✐*❝✉**❡❞ ❜❡❢♦'❡✱ .❤❡ ♣❛'❛♠✲

❡.❡' *❡. ♦❜.❛✐♥❡❞ ✇✐.❤ ❡①♣❡'✐♠❡♥. ■✶<✷ ✐* .❤❡ ♠♦*. *❛.✐*❢❛❝.♦'② ❛❧♦♥❣ .❤❡ ✜'*.

✸ ❤♦✉'*✳ ❍♦✇❡✈❡'✱ ✜❣✉'❡ ✺✳❜ *❤♦✇* .❤❛.✱ ❛❢.❡' ✸ ❤ ♦❢ *❡❞✐♠❡♥.❛.✐♦♥✱ .❤❡ ♠♦❞❡❧

'❡*✉❧.* ❞✐✈❡'❣❡ ❢'♦♠ .❤❡ ❡①♣❡'✐♠❡♥.❛❧ ❞❛.❛ ❛♥❞ ♦✈❡'❡*.✐♠❛.❡ .❤❡ *❧✉❞❣❡ ❜❧❛♥✲

❦❡. ❤❡✐❣❤.✳ ❚❤❡ ❧♦❣✲❧♦❣ *❝❛❧❡ ✇❡ ✉*❡ ❡♠♣❤❛*✐*❡* .❤❡ ❞✐*❝'❡♣❛♥❝② ❜❡.✇❡❡♥ .❤❡

♠♦❞❡❧ *♦❧✉.✐♦♥* ❛♥❞ ❡①♣❡'✐♠❡♥.❛❧ '❡*✉❧.*✳ ❚❤❡ ❡①♣❡'✐♠❡♥.❛❧ *❡..❧✐♥❣ ❝✉'✈❡

♣'❡*❡♥.❡❞ ✐♥ ✜❣✉'❡ ✺✱ ❛* ✇❡❧❧ ❛* '❡*✉❧.* ♦❢ *✐♠✐❧❛' .❡*.* ♣❡'❢♦'♠❡❞ ✇✐.❤ ❞✐✛❡'✲

❡♥. *❧✉❞❣❡ ❝♦♥❝❡♥.'❛.✐♦♥* ▲♦❝❛.❡❧❧✐ ✭✷✵✶✺✮✱ *❤♦✇ ❛ ❧✐♥❡❛' ❜❡❤❛✈✐♦✉' ✐♥ ❧♦❣✲❧♦❣



✶✸✵ ✸ ▼♦❞❡❧❧✐♥❣ ❛❝+✐✈❛+❡❞ -❧✉❞❣❡ -❡++❧✐♥❣

♣❧♦&✱ ✇❤✐❝❤ ,❡✈❡❛❧0 &❤❛& &❤❡ 0❧✉❞❣❡ ❜❧❛♥❦❡& ✐♥&❡,❢❛❝❡ ♠♦✈❡0 ❛❝❝♦,❞✐♥❣ &♦ ❛

♣♦✇❡, ❧❛✇✳ ❚❤✐0 ♦❜0❡,✈❛&✐♦♥ ❤✐❣❤❧✐❣❤&0 &❤❡ ♠♦❞❡❧ 0❤♦,&❝♦♠✐♥❣0 ❛♥❞ 0❤♦✇0

✇❛②0 &♦ ✐♠♣,♦✈❡ ✐& ❜② ❞❡♠♦♥0&,❛&✐♥❣ &❤❛& ✐& ,❡❛❝❤❡0 ❛ 0&❛&❡ ♦❢ ❡<✉✐❧✐❜,✐✉♠

&♦♦ <✉✐❝❦❧②✳ ❚❤❡ ♦❜0❡,✈❡❞ ❞✐0❝,❡♣❛♥❝✐❡0 ❝❛♥ ❛❧0♦ ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② &❤❡ ❢❛❝&

&❤❛& &❤❡ ❡①♣♦♥❡♥&✐❛❧ ❱❡0✐❧✐♥❞ ❢✉♥❝&✐♦♥ 0✐♠✉❧❛&❡0 0♦♠❡ ❡✛❡❝&0 ♦❢ &❤❡ ❝♦♠♣,❡0✲

0✐♦♥✱ ❛♥❞ &❤✉0 ✐♠♣✐♥❣❡0 ♦♥ &❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ &❤❡ ❝♦♠♣,❡00✐♦♥ ❢✉♥❝&✐♦♥ ✭❚♦,❢0

❡& ❛❧✳✱ ✷✵✶✺✮✳ ❆❞❞✐&✐♦♥❛❧❧②✱ &❤❡ ♦&❤❡, ♠♦❞❡❧ ♣❛,❛♠❡&❡,0✱ ♣❛,&✐❝✉❧❛,❧② &❤♦0❡ ♦❢

&❤❡ ❝♦♠♣,❡00✐♦♥ ❢✉♥❝&✐♦♥✱ ♠❛② ✈❛,② ✇✐&❤ &✐♠❡✱ ❛0 &❤❡ ❝,✐&✐❝❛❧ ❝♦♥❝❡♥&,❛&✐♦♥✳

✺ ❈♦♥❝❧✉'✐♦♥'

❚❤❡ ❛✉&♦♠❛&✐❝ ❞✐✛❡,❡♥&✐❛&✐♦♥ ❛♥❞ ✈❛,✐❛&✐♦♥❛❧ ❞❛&❛ ❛00✐♠✐❧❛&✐♦♥ ♠❡&❤♦❞♦❧♦✲

❣✐❡0 ❤❛✈❡ ♣,♦✈❡♥ &❤❡✐, ❡✣❝✐❡♥❝② ❢♦, &❤❡ ✐❞❡♥&✐✜❝❛&✐♦♥ ♦❢ ✈❛,✐♦✉0 ✐♥♣✉&0 ♦❢

&❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ♠❛② ❜❡ ✉0❡❞ &♦ ✐❞❡♥&✐❢② ♦&❤❡, ♣❛,❛♠❡&,✐0❛&✐♦♥0✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣

♣❤❡♥♦♠❡♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❧❛✇0 0✉❝❤ ❛0 &❤❡ ❈♦❧❡ ❢✉♥❝&✐♦♥ ♦, 0♣❧✐♥❡✕❜❛0❡❞ ♣❛,❛♠❡&,✐✲

0❛&✐♦♥0✱ ❢♦, ✐♥0&❛♥❝❡✳

❚❤❡ ❡❛,❧② ❜❡❤❛✈✐♦✉, ✐0 ✇❡❧❧ ,❡♣,♦❞✉❝❡❞ ✉0✐♥❣ ❛ ❢❡✇ ✐♥&❡,❢❛❝❡ ❞❛&❛ ❛♥❞

❝♦♥❝❡♥&,❛&✐♦♥ ♣,♦✜❧❡0 ✉♣ &♦ ✸ ❤ ♦❢ 0❡❞✐♠❡♥&❛&✐♦♥✳ ❚❤✐0 &✐♠❡ ✐0 ❝♦♥0✐0&❡♥&

✇✐&❤ &❤❡ ❞✉,❛&✐♦♥0 ♦❢ ✐♥❞✉0&,✐❛❧ ♣,♦❝❡00❡0 ❛♥❞ ❜❛&❝❤ 0❡&&❧✐♥❣ ❡①♣❡,✐♠❡♥&0✳

❚❤❡ ❧♦❣✲❧♦❣ 0❝❛❧❡ ✇❡ ✉0❡ ❡♠♣❤❛0✐0❡0 &❤❡ ❞✐0❝,❡♣❛♥❝② ❜❡&✇❡❡♥ &❤❡ ♠♦❞❡❧ 0♦✲

❧✉&✐♦♥0 ❛♥❞ ❡①♣❡,✐♠❡♥&❛❧ ,❡0✉❧&0 ❢♦, ❧♦♥❣❡, ❡①♣❡,✐♠❡♥&0✳ ❚❤❡ ❡①♣❡,✐♠❡♥&❛❧

0❡&&❧✐♥❣ ❝✉,✈❡ 0❤♦✇0 ❛ ❧✐♥❡❛, ❜❡❤❛✈✐♦✉, ✐♥ ❧♦❣✲❧♦❣ ♣❧♦&✱ ✇❤✐❝❤ ,❡✈❡❛❧0 &❤❛&

&❤❡ 0❧✉❞❣❡ ❜❧❛♥❦❡& ✐♥&❡,❢❛❝❡ ♠♦✈❡0 ❛❝❝♦,❞✐♥❣ &♦ ❛ ♣♦✇❡, ❧❛✇✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ✇❡

✉0❡ ✐0 ✉♥❛❜❧❡ &♦ ,❡♣,♦❞✉❝❡ &❤✐0 ❜❡❤❛✈✐♦✉,✳ ❚❤✐0 ♦❜0❡,✈❛&✐♦♥ ❤✐❣❤❧✐❣❤&0 &❤❡

♠♦❞❡❧ 0❤♦,&❝♦♠✐♥❣0 ❛♥❞ 0✉❣❣❡0&0 &❤❛& &❤❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❧❛✇0 ❤❛✈❡ &♦ ❜❡

✐♠♣,♦✈❡❞✱ ♥♦&❛❜❧② ❜② ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ♣❛,❛♠❡&❡,0 ✈❛,②✐♥❣ ✇✐&❤ &✐♠❡✳



❆!"✐❝❧❡ ✷✿ ✐❞❡♥"✐✜❝❛"✐♦♥ ✶✸✶

 0.2

 0.3

 0.4

 0.5

 0.6

 0.7

 0.8

 0.9

 1

 0.1  1

z
 (

m
)

time (h)

(a) log-normal settling curve

Data
Initial guess

I1P2
P1
P2
I2

 1

 0.1  1  10

z
 (

m
)

time (h)

(b) log-log settling curve

Experimental settling curve
Initial guess

I1P2
P1
P2
I2

❋✐❣✉&❡ ✺ ✕ ✭❛✮ ❙❡..❧✐♥❣ ❝✉&✈❡3 ❞✉&✐♥❣ ✷ ❤ ✇✐.❤ .❤❡ .✐♠❡ ✐♥ ❧♦❣✲3❝❛❧❡ ❛♥❞ ✭❜✮

3❡..❧✐♥❣ ❝✉&✈❡3 ❞✉&✐♥❣ ✷✷ ❤ ✐♥ ❧♦❣✲❧♦❣ 3❝❛❧❡





❈♦♥❝❧✉&✐♦♥& ❛♥❞ ♣❡,&♣❡❝-✐✈❡&

❈♦♥❝❧✉&✐♦♥&

❚❤❡ ✇♦%❦ ❝❛%%✐❡❞ ♦✉, ❞✉%✐♥❣ ,❤❡ ❝♦✉%/❡ ♦❢ ,❤✐/ 1❤✳❉✳ ,❤❡/✐/ ❧❡❞ ,♦ ,❤❡ ❞❡✈❡❧✲

♦♣♠❡♥, ♦❢ ❛ ❝♦♥/✐/,❡♥, ♠❡,❤♦❞♦❧♦❣② ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ ❛♥ ❡①♣❡%✐♠❡♥,❛❧ ♣%♦❝❡// ❛♥❞

❛ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ❛♣♣%♦❛❝❤ ❛✐♠❡❞ ❛, ❛ ❜❡,,❡% ✉♥❞❡%/,❛♥❞✐♥❣ ♦❢ ❛❝,✐✈❛,❡❞ /❧✉❞❣❡

❜❛,❝❤ /❡,,❧✐♥❣✳ ❆♥ ❡①♣❡%✐♠❡♥,❛❧ /❡,✉♣ ✇❛/ ❞❡/✐❣♥❡❞ ❢♦% ,❤✐/ ♣✉%♣♦/❡✳ ■, ✐/

❜❛/❡❞ ♦♥ ❛ /❡,,❧✐♥❣ ❝♦❧✉♠♥ ❛♥❞ ,❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛,✐♦♥ ♦❢ ,❤❡ ❯❧,%❛/♦♥✐❝ ❱❡❧♦❝✐,② 1%♦✲

✜❧❡ ♠❡❛/✉%✐♥❣ ♠❡,❤♦❞ ✭❚❛❦❡❞❛✱ ✶✾✾✺✮✳ ❚❤✐/ ♠❡,❤♦❞ ❤❛/ /❡✈❡%❛❧ ❛❞✈❛♥,❛❣❡/✳

❋✐%/,✱ ✐, ✐/ ♥♦♥✲✐♥✈❛/✐✈❡✱ ❛♥❞ ,❤❡%❡❢♦%❡ ❞♦❡/ ♥♦, ❞✐/,✉%❜ ,❤❡ /❡❞✐♠❡♥,❛,✐♦♥

♣%♦❝❡//✳ ❙❡❝♦♥❞✱ ,❤❡ ❛❝I✉✐/✐,✐♦♥ ❢%❡I✉❡♥❝② ✐/ ❛❞❥✉/,❛❜❧❡✱ ❛❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦% ❧♦♥❣

,❡%♠ ❡①♣❡%✐♠❡♥,/✳ ❚❤✐%❞✱ ✐, ❝❛♥ ❜❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥,❡❞ ✐♥ ❛❝,✉❛❧ ✇❛/,❡✇❛,❡% ,%❡❛,✲

♠❡♥, ♣❧❛♥,/✳ ❚❤✐/ ♠❡,❤♦❞ ❛❧❧♦✇/ ❞❡,❡❝,✐♥❣ ,❤❡ /❧✉❞❣❡ ❜❧❛♥❦❡, ✐♥,❡%❢❛❝❡ ❛♥❞

♠❡❛/✉%✐♥❣ ,❤❡ ❝♦♠♣❧❡,❡ /❡,,❧✐♥❣ ✈❡❧♦❝✐,② ♣%♦✜❧❡ ✇✐,❤ ❣%❡❛, ♣%❡❝✐/✐♦♥✳ ❚❤❡

❡①♣❡%✐♠❡♥,❛❧ /❡,✉♣ ,❤✉/ ♠❛❞❡ /,✉❞②✐♥❣ ,❤❡ ✐♥,❡%♥❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦✉% ♦❢ /❡,,❧✐♥❣

❛❝,✐✈❛,❡❞ /❧✉❞❣❡ ♣♦//✐❜❧❡✳

◆✉♠❡%♦✉/ ,❡/,/ ✇❡%❡ ♣❡%❢♦%♠❡❞✱ ②✐❡❧❞✐♥❣ %❡/✉❧,/ ♦❢ ❞✐✛❡%❡♥, ♥❛,✉%❡/✳ ■%✲

%❡❣✉❧❛%✐,✐❡/ ✐♥ ,❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉% ♦❢ ,❤❡ /❧✉❞❣❡ /❛♠♣❧❡/ /,✉❞✐❡❞ ✇❡%❡ ❞❡,❡❝,❡❞

❡❛%❧② ✐♥ ,❤❡ ❡①♣❡%✐♠❡♥,❛❧ ♣❤❛/❡ ♦♥ ,❤❡ ❜❛/✐/ ♦❢ ,❤❡ /❡,,❧✐♥❣ ❝✉%✈❡/✳ ■♥ ♦%❞❡%

,♦ ❡①♣❧❛✐♥ ,❤❡/❡ ✐%%❡❣✉❧❛%✐,✐❡/✱ ,❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡/ ♦❢ ,❤❡ ♥♦♥✲✈♦❧❛,✐❧❡ ❢%❛❝,✐♦♥ ♦❢ ,❤❡

/❧✉❞❣❡ ❛♥❞ ,❡♠♣❡%❛,✉%❡ ♦❢ ,❤❡ /✉/♣❡♥/✐♦♥ ✇❡%❡ ✐♥✈❡/,✐❣❛,❡❞✳ ▲♦❡// ✇❛/ ✉/❡❞

❛/ ❛♥ ❛❞❞✐,✐✈❡ ,♦ ❛%,✐✜❝✐❛❧❧② ♠♦❞✐❢② ,❤❡ ♥♦♥✲✈♦❧❛,✐❧❡ ❢%❛❝,✐♦♥ ♦❢ ,❤❡ /❧✉❞❣❡✳

❚❤❡ ✐♠♣❛❝, ♦❢ ,❤✐/ ❢%❛❝,✐♦♥ ♦♥ ,❤❡ ❤✐♥❞❡%❡❞ /❡,,❧✐♥❣ ✈❡❧♦❝✐,② ✇❛/ I✉❛♥,✐✜❡❞

❛♥❞ ❛ %❡❧❛,✐♦♥/❤✐♣ ✇❛/ ❞❡❞✉❝❡❞ ❢%♦♠ ,❤❡ ❡①♣❡%✐♠❡♥,❛❧ %❡/✉❧,/✳ 1②❝♥♦♠❡,%②

♠❡❛/✉%❡♠❡♥,/ ✇❡%❡ ❝❛%%✐❡❞ ♦✉,❀ ,❤❡ %❡/✉❧,/ ♦❜,❛✐♥❡❞ ✇❡%❡ ✉/❡❞ ,♦ ❡①♣%❡//

,❤❡ ♠♦❞✐✜❝❛,✐♦♥ ♦❢ ,❤❡ /❧✉❞❣❡ ❞❡♥/✐,② ❛/ ❛ ❢✉♥❝,✐♦♥ ♦❢ ,❤❡ ❛❞❞✐,✐♦♥❛❧ ❛♠♦✉♥,

♦❢ ❧♦❡//✳ ❆❧,❤♦✉❣❤ ,❤❡ ♥♦♥✲✈♦❧❛,✐❧❡ ❢%❛❝,✐♦♥ ✇❛/ ♥♦,❡❞ ,♦ ❤❛✈❡ ❛♥ ✐♠♣♦%,❛♥,

✐♠♣❛❝, ♦♥ ,❤❡ ❤✐♥❞❡%❡❞ /❡,,❧✐♥❣ ✈❡❧♦❝✐,②✱ ♦♥❧② ❛ ♠❛%❣✐♥❛❧ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ,❤❡ /❡,✲

,❧✐♥❣ ✈❡❧♦❝✐,② ❞✉%✐♥❣ ,❤❡ ❝♦♠♣%❡//✐♦♥ ♣❤❛/❡ ✇❛/ ♦❜/❡%✈❡❞✳ ■♥ ♦%❞❡% ,♦ ✐/♦❧❛,❡

,❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ,❡♠♣❡%❛,✉%❡ ♦❢ ,❤❡ /✉/♣❡♥/✐♦♥✱ ❡①♣❡%✐♠❡♥,/ ✇❡%❡ ♣❡%❢♦%♠❡❞

✐♥ ❛ /♠❛❧❧ /❡,,❧✐♥❣ ❝♦❧✉♠♥✳ ❚❤❡ ♦❜,❛✐♥❡❞ %❡/✉❧,/ /❤♦✇❡❞ ,❤❛, ✐♥❝%❡❛/✐♥❣ ,❤❡

,❡♠♣❡%❛,✉%❡ ,❡♥❞/ ,♦ ✐♥❝%❡❛/❡ ,❤❡ /❡,,❧✐♥❣ ✈❡❧♦❝✐,②✳

❚❤❡ ❧♦♥❣ ,❡%♠ ❜❡❤❛✈✐♦✉% ♦❢ ❛❝,✐✈❛,❡❞ /❧✉❞❣❡ ✇❛/ /,✉❞✐❡❞ ❞✉%✐♥❣ ❡①,❡♥❞❡❞

❜❛,❝❤ /❡,,❧✐♥❣ ❡①♣❡%✐♠❡♥,/✳ ❆ %❡❧❛,✐♦♥/❤✐♣ ✇❛/ ❞❡❞✉❝❡❞ ❢%♦♠ ,❤❡ %❡/✉❧,/ ,♦

✶✸✸



✶✸✹ ❈♦♥❝❧✉&✐♦♥&

❡①♣&❡'' (❤❡ '❡((❧✐♥❣ ✈❡❧♦❝✐(② ❛' ❛ ❢✉♥❝(✐♦♥ ♦❢ (✐♠❡ ❛♥❞ (❤❡ ❤❡✐❣❤( ✐♥ (❤❡

'❡((❧✐♥❣ ❝♦❧✉♠♥✳ ❚❤✐' &❡❧❛(✐♦♥'❤✐♣ '❤♦✇❡❞ ❛ ❣♦♦❞ ❛❣&❡❡♠❡♥( ✇✐(❤ (❤❡ ❡①✲

♣❡&✐♠❡♥(❛❧ &❡'✉❧(' ❞✉&✐♥❣ ❛♣♣&♦①✐♠❛(❡❧② ✷ ❤♦✉&' ♦❢ '❡❞✐♠❡♥(❛(✐♦♥✳ ❉❡'♣✐(❡

'✐❣♥✐✜❝❛♥( ✈❛&✐❛(✐♦♥' ♦❢ (❤❡ ✐♥✐(✐❛❧ ❝♦♥❝❡♥(&❛(✐♦♥ ❛♥❞ '❧✉❞❣❡ ❜❧❛♥❦❡( ❤❡✐❣❤(

❢&♦♠ ❛ '❧✉❞❣❡ '❛♠♣❧❡ (♦ ❛♥♦(❤❡&✱ (❤❡ '❡((❧✐♥❣ ✈❡❧♦❝✐(② ❛♣♣❡❛&❡❞ (♦ ❢♦❧❧♦✇ ❛

❝♦♠♠♦♥ (&❡♥❞✳ ❚❤❡ ✈❡❧♦❝✐(② ♣&♦✜❧❡' '❤♦✇❡❞ (❤❛(✱ ❛❢(❡& ❛ ❢❡✇ ❤♦✉&' ♦❢ '❡❞✐✲

♠❡♥(❛(✐♦♥✱ (❤❡ '❡((❧✐♥❣ ✈❡❧♦❝✐(② ❣&❛❞✐❡♥( (❡♥❞' (♦ ❞✐'❛♣♣❡❛& ♥❡❛& (❤❡ (♦♣ ♦❢

(❤❡ '❧✉❞❣❡ ❜❧❛♥❦❡(✱ ✇❤❡&❡ (❤❡ ❡✛❡❝(' ♦❢ ❣&❛✈✐(② ❛&❡ ❝♦✉♥(❡&❜❛❧❛♥❝❡❞ ❜② (❤❡

&❡'✐'(❛♥❝❡ ♦❢ (❤❡ '❧✉❞❣❡ (♦ ❞❡❢♦&♠❛(✐♦♥✳ ❚❤❡ ♦❜(❛✐♥❡❞ ✈❡❧♦❝✐(② ❞❛(❛ ✇❡&❡ ✉'❡❞

(♦ ❡✈❛❧✉❛(❡ (❤❡ ❡✈♦❧✉(✐♦♥ ♦❢ (❤❡ ❝♦♥❝❡♥(&❛(✐♦♥ ✐♥'✐❞❡ ♦❢ (❤❡ '❧✉❞❣❡ ❜❧❛♥❦❡(✳

■( ❛♣♣❡❛&❡❞ (❤❛( (❤❡ ❝♦♥❝❡♥(&❛(✐♦♥ &❡♠❛✐♥' ❢❛✐&❧② ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉' ✉♣ (♦ ✷ ❤ ♦❢

'❡❞✐♠❡♥(❛(✐♦♥✳ ❆❢(❡&✇❛&❞'✱ ❛ ❝♦♥❝❡♥(&❛(✐♦♥ ❣&❛❞✐❡♥( ❞❡✈❡❧♦♣'✳ ❍♦✇❡✈❡&✱ (❤❡

❝♦♥❝❡♥(&❛(✐♦♥ &❡♠❛✐♥' ❝♦♠♣❛&❛(✐✈❡❧② ❝♦♥'(❛♥( ✐♥ (❤❡ ✈✐❝✐♥✐(② ♦❢ (❤❡ '❧✉❞❣❡

❜❧❛♥❦❡( ✐♥(❡&❢❛❝❡✳ ❆ &❡❧❛(✐♦♥'❤✐♣ ✇❛' ♣&♦♣♦'❡❞ (♦ ❡①♣&❡'' (❤❡ ❡✈♦❧✉(✐♦♥ ♦❢

(❤❡ ❝&✐(✐❝❛❧ ❝♦♥❝❡♥(&❛(✐♦♥ ♦❢ (❤❡ '❧✉❞❣❡ ✇✐(❤ (✐♠❡✳ ❆❞❞✐(✐♦♥❛❧❧②✱ ❛ ❤②♣♦(❤❡'✐'

✇❛' ❢♦&♠✉❧❛(❡❞ ♦♥ (❤❡ ❜❛'✐' ♦❢ (❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉& ♦❢ (❤❡ ❝♦♥❝❡♥(&❛(✐♦♥✱ ❛♥❞ ❛ &❡✲

❧❛(✐♦♥'❤✐♣ ✇❛' ❞❡❞✉❝❡❞ (♦ ❡①♣&❡'' (❤❡ '❧✉❞❣❡ ❜❧❛♥❦❡( ❤❡✐❣❤( ❛' ❛ ❢✉♥❝(✐♦♥ ♦❢

(✐♠❡✳ ❚❤✐' &❡❧❛(✐♦♥'❤✐♣ ✇❛' ❝♦♠♣❛&❡❞ ✇✐(❤ ❣♦♦❞ &❡'✉❧(' (♦ (❤❡ ❡①♣❡&✐♠❡♥(❛❧

'❡((❧✐♥❣ ❝✉&✈❡'✳

❆ &❤❡♦❧♦❣✐❝❛❧ '(✉❞② ✇❛' ♣❡&❢♦&♠❡❞ '♦ ❛' (♦ ♣&♦♣♦'❡ ❛ ♠♦❞❡❧ ❛❞❛♣(❡❞ (♦

❛❝(✐✈❛(❡❞ '❧✉❞❣❡✳ ❆♥ ❡①♣❡&✐♠❡♥(❛❧ ♣&♦❝❡❞✉&❡ ✇❛' ❞❡✈❡❧♦♣❡❞✱ ❛♥❞ ❛ ♠❡(❤♦❞

(♦ ❝♦&&❡❝( (❤❡ ❜✐❛' ✐♥(&♦❞✉❝❡❞ ❜② (❤❡ ♠❡❛'✉&✐♥❣ ❡E✉✐♣♠❡♥( ✐♥ (❤❡ ❞❛(❛ ✇❛'

✐♠♣❧❡♠❡♥(❡❞✳ ❚❤❡ ❈&♦'' ♠♦❞❡❧ ✇❛' '❛(✐'❢❛❝(♦&✐❧② ✜((❡❞ (♦ (❤❡ ❞❛(❛✱ ❛♥❞

(❤❡ ❡✈♦❧✉(✐♦♥' ♦❢ ✐(' ♣❛&❛♠❡(❡&' ❛♥❞ ♦❢ (❤❡ ♦❜'❡&✈❡❞ ②✐❡❧❞ '(&❡'' ✇✐(❤ (❤❡

❝♦♥❝❡♥(&❛(✐♦♥ ✇❡&❡ ❡①♣&❡''❡❞✳

❚❤❡ ❡①♣❡&✐♠❡♥(❛❧ ❞❛(❛ ♦❜(❛✐♥❡❞ ♣&♦✈✐❞❡❞ ❛♥ ❡①(❡♥'✐✈❡ ❜❛'❡ ❢♦& ♠♦❞❡❧

(❡'(✐♥❣✳ ❆ ✶❉ '❡((❧✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ✇❛' ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ♦♥ (❤❡ ❜❛'✐' ♦❢ (❤❡ ♠❡(❤♦❞

♣&♦♣♦'❡❞ ❜② ❇H&❣❡& ❡( ❛❧✳ ✭✷✵✶✸✮ ❛♥❞ ✐♥(❡❣&❛(✐♥❣ (❤❡ ❝&✐(✐❝❛❧ ❝♦♥❝❡♥(&❛(✐♦♥

❡E✉❛(✐♦♥ ❞❡❞✉❝❡❞ ❢&♦♠ (❤❡ ❡①♣❡&✐♠❡♥(❛❧ &❡'✉❧('✳ ❚❤✐' ♠♦❞❡❧ ✐♥✈♦❧✈❡' ♣❤❡✲

♥♦♠❡♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❡E✉❛(✐♦♥' ❢♦& (❤❡ ❤✐♥❞❡&❡❞ '❡((❧✐♥❣ ✈❡❧♦❝✐(② ❛♥❞ (❤❡ ❡✛❡❝(✐✈❡

'♦❧✐❞' '(&❡'' ♦❢ (❤❡ '❧✉❞❣❡✳ ■♥ ♦&❞❡& (♦ '(✉❞② (❤❡ '❡♥'✐(✐✈✐(② ♦❢ (❤❡ ♠♦❞❡❧

&❡'✉❧(' (♦ (❤❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣❛&❛♠❡(❡&'✱ (❤❡ '❡((❧✐♥❣ ❝♦❞❡ ✇❛' ❞✐✛❡&❡♥✲

(✐❛(❡❞ ✉'✐♥❣ (❤❡ ❛✉(♦♠❛(✐❝ ❞✐✛❡&❡♥(✐❛(✐♦♥ '♦❢(✇❛&❡ ❚❛♣❡♥❛❞❡ ✭❍❛'❝♦L( ❛♥❞

M❛'❝✉❛❧✱ ✷✵✵✹✮✳ ❚❤❡ '♣❡❝✐✜❝ ✐♥✢✉❡♥❝❡' ♦❢ ❡❛❝❤ ♠♦❞❡❧ ♣❛&❛♠❡(❡& ✇❡&❡ ❞❡✲

'❝&✐❜❡❞✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ (❤✐' '❡♥'✐(✐✈✐(② ❛♥❛❧②'✐'✱ ❛ ❣&❛❞✐❡♥(✲❜❛'❡❞ ❞❛(❛ ❛''✐♠✐✲

❧❛(✐♦♥ ♣&♦❝❡'' ✇❛' ✐♠♣❧❡♠❡♥(❡❞ ✐♥ ♦&❞❡& (♦ ❡✈❛❧✉❛(❡ (❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣❛&❛♠❡(❡&'

✉'✐♥❣ (❤❡ ❡①♣❡&✐♠❡♥(❛❧ ❞❛(❛✳ ❙❡✈❡&❛❧ '❡(' ♦❢ ♣❛&❛♠❡(❡&' ✇❡&❡ ✐❞❡♥(✐✜❡❞ ✉'✐♥❣

(❤❡ ❞❛(❛ ♦❢ '❧✉❞❣❡ ❜❧❛♥❦❡( ❤❡✐❣❤( ❛♥❞ ❝♦♥❝❡♥(&❛(✐♦♥✳ ❆♠♦♥❣ (❤❡ ✐❞❡♥(✐✜❡❞

♣❛&❛♠❡(❡& '❡('✱ (❤❡ ♦♥❡ ♣&♦✈✐❞✐♥❣ (❤❡ ❜❡'( ✜( ✇✐(❤ (❤❡ ❡①♣❡&✐♠❡♥(❛❧ ❞❛(❛ ✇❛'

❞❡'✐❣♥❛(❡❞✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ (❤✉' ♣❛&❛♠❡(&✐'❡❞ ❛❧❧♦✇❡❞ '❛(✐'❢❛❝(♦&✐❧② '✐♠✉❧❛(✐♥❣

(❤❡ '❡((❧✐♥❣ ❝✉&✈❡ ♦❢ (❤❡ '❧✉❞❣❡ ✉'❡❞ ❢♦& (❤❡ ✐❞❡♥(✐✜❝❛(✐♦♥ ✉♣ (♦ ❛♣♣&♦①✐✲

♠❛(❡❧② ✸ ❤✳ ❆❢(❡&✇❛&❞'✱ (❤❡ ♠♦❞❡❧ ♦✈❡&❡'(✐♠❛(❡' (❤❡ '❧✉❞❣❡ ❜❧❛♥❦❡( ❤❡✐❣❤(

✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥(❧② ♦❢ (❤❡ ♣❛&❛♠❡(❡& '❡( ✉'❡❞✳ ❚❤❡'❡ &❡'✉❧(' ✐♥❞✐❝❛(❡ (❤❛( (❤❡

♠♦❞❡❧ (❡♥❞' (♦✇❛&❞ ❛ '(❛(❡ ♦❢ ❡E✉✐❧✐❜&✐✉♠ (♦♦ E✉✐❝❦❧②✳ ❚❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❡E✉❛✲



 ❡"#♣❡❝&✐✈❡# ✶✸✺

#✐♦♥' ♠❛② ❜❡ ✐♠♣.♦✈❡❞✱ ❢♦. ✐♥'#❛♥❝❡ ❜② #❛❦✐♥❣ #❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ #❤❡ #✐♠❡ ♦♥

#❤❡ ✐♥✈♦❧✈❡❞ ♣❛.❛♠❡#❡.' ✐♥#♦ ❛❝❝♦✉♥#✳ ❆♥♦#❤❡. '♦✉.❝❡ ♦❢ ❞✐'❝.❡♣❛♥❝② ✐' ❞✉❡

#♦ #❤❡ ❢❛❝# #❤❛# #❤❡ ❡①♣♦♥❡♥#✐❛❧ ❱❡'✐❧✐♥❞ ❢✉♥❝#✐♦♥ ♠♦❞❡❧' '♦♠❡ ❡✛❡❝#' ♦❢ #❤❡

❝♦♠♣.❡''✐♦♥ ❛♥❞ #❤✉' ✐♠♣✐♥❣❡' ♦♥ #❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ #❤❡ ❝♦♠♣.❡''✐♦♥ ❢✉♥❝#✐♦♥✳

❚❤❡ ♠❡#❤♦❞♦❧♦❣② ❛♣♣❧✐❡❞ ✐♥ #❤✐' '#✉❞②✱ ❜② ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ ❞❡#❛✐❧❡❞ ❡①♣❡.✐♠❡♥✲

#❛❧ .❡'✉❧#'✱ ❛ '❡♥'✐#✐✈✐#② ❛♥❛❧②'✐' ♠❡#❤♦❞ ❛♥❞ ❛♥ ✐❞❡♥#✐✜❝❛#✐♦♥ ♣.♦❝❡''✱ ♦✛❡.'

♣.♦♠✐'✐♥❣ ♣♦''✐❜✐❧✐#✐❡' ❢♦. ❢✉.#❤❡. ✐♠♣.♦✈❡♠❡♥# ♦❢ ❛❝#✐✈❛#❡❞ '❧✉❞❣❡ '❡##❧✐♥❣

♠♦❞❡❧❧✐♥❣✳

 ❡"#♣❡❝&✐✈❡#

❚❤❡ ♥✉♠❡.✐❝❛❧ ♠❡#❤♦❞ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ #❤✐' ✇♦.❦ ♠❛② ❜❡ ✉'❡❞ #♦ ✐♠♣.♦✈❡ #❤❡

'❡##❧✐♥❣ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤✐' ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡ ❜② ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ #❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ♥❡✇ ✈❛.✐❛❜❧❡'✱

'✉❝❤ ❛' #✐♠❡✱ #❡♠♣❡.❛#✉.❡ ♦. #❤❡ ♥♦♥✲✈♦❧❛#✐❧❡ ❢.❛❝#✐♦♥ ♦❢ #❤❡ '❧✉❞❣❡✱ ✐♥ #❤❡

♠♦❞❡❧ ♣❛.❛♠❡#❡.'✳ ❚❤❡ ❡①♣❡.✐♠❡♥#❛❧ .❡'✉❧#' ♦❜#❛✐♥❡❞ ♣.♦✈✐❞❡ ❛ ❣♦♦❞ ❜❛'❡

♠❛#❡.✐❛❧ #♦ #❤✐' ❡♥❞✳ ❖#❤❡. ❡D✉❛#✐♦♥' ❝❛♥ ❛❧'♦ ❜❡ #❡'#❡❞ #♦ ❞❡'❝.✐❜❡ #❤❡

'❧✉❞❣❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉.✳ ❚❤❡ '❡♥'✐#✐✈✐#② ❛♥❛❧②'✐' ♣.♦❝❡'' ❛❧❧♦✇' ❞❡#❡.♠✐♥✐♥❣ #❤❡

✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ #❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣❛.❛♠❡#❡.' D✉✐❝❦❧② ❛♥❞ ♣.❡❝✐'❡❧②✳ ❚❤✐' ♣.♦❝❡'' ✐'

✢❡①✐❜❧❡ ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ #♦ ❛ ✈❛.✐❡#② ♦❢ ❡D✉❛#✐♦♥' ❛♥❞ ♠♦❞❡❧'✳

❈♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐#❤ #❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❡①♣❡.✐♠❡♥#❛❧ ♠❡#❤♦❞♦❧♦❣②✱ #❤❡ ♠♦❞❡❧ .❡✲

'✉❧#' ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥❢.♦♥#❡❞ #♦ ♣.❡❝✐'❡ ❞❛#❛ ✐♥ ❛ ♣❡.'♣❡❝#✐✈❡ ♦❢ ❝❛❧✐❜.❛#✐♦♥ ❛♥❞

✈❛❧✐❞❛#✐♦♥✳ ❋✉.#❤❡.♠♦.❡✱ #❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡' ♦❢ ❛❞❞✐#✐♦♥❛❧ '❧✉❞❣❡ ❝❤❛.❛❝#❡.✐'#✐❝'

♠❛② ❜❡ '#✉❞✐❡❞ ❛♥❞ D✉❛♥#✐✜❡❞ ❡♠♣✐.✐❝❛❧❧②✳ ❋♦. ✐♥'#❛♥❝❡✱ #❤❡ ♠❛♥✐❢❡'# ✐♥✲

✢✉❡♥❝❡ ♦❢ #❤❡ #❡♠♣❡.❛#✉.❡ ♦❢ #❤❡ '✉'♣❡♥'✐♦♥ ✇❛' ❤✐❣❤❧✐❣❤#❡❞ ❛♥❞ ♠❛② ❜❡

❜❡##❡. ❞❡'❝.✐❜❡❞✳ ❇✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ❢❛❝#♦.' ❝❛♥ ❛❧'♦ ❜❡ ❝♦♥'✐❞❡.❡❞ ❛♥❞ ✐♥#❡❣.❛#❡❞ ✐♥

#❤❡ ♥✉♠❡.✐❝❛❧ ❛♣♣.♦❛❝❤ ❜② ✉'✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥#' ♦❢ #❤❡ ❆❝#✐✈❛#❡❞ ❙❧✉❞❣❡ ▼♦❞❡❧✳

■♥❞❡❡❞✱ ♣.♦❞✉❝#' ♦❢ #❤❡ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ❛❝#✐✈✐#②✱ '✉❝❤ ❛' ❡①#.❛❝❡❧❧✉❧❛. ♣♦❧②♠❡.✐❝

'✉❜'#❛♥❝❡' ✭▼♦.✐ ❡# ❛❧✳✱ ✷✵✵✽✮ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ '❤♦✇♥ #♦ ✐♠♣❛❝# #❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧

♣.♦♣❡.#✐❡' ♦❢ #❤❡ '❧✉❞❣❡✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ♠♦❞✐❢② ✐#' ❜❡❤❛✈✐♦✉. ❞✉.✐♥❣ #❤❡ ❝♦♠♣.❡'✲

'✐♦♥ ♣❤❛'❡✳ ❚❤❡ ❞❡♥✐#.✐✜❝❛#✐♦♥ ♣.♦❝❡'' ♠❛② ❛❧'♦ ✐♠♣❛✐. #❤❡ '❡❞✐♠❡♥#❛#✐♦♥✱

❛' #❤❡ ❞✐♥✐#.♦❣❡♥ ❜✉❜❜❧❡' ♣.♦❞✉❝❡❞ ❝❛♥ ❛❞❤❡.❡ #♦ #❤❡ ✢♦❝' ❛♥❞ ♣.❡✈❡♥# #❤❡♠

❢.♦♠ '❡##❧✐♥❣ ♣.♦♣❡.❧②✳ ❍♦✇❡✈❡.✱ ✐# ♠✉'# ❜❡ ♥♦#❡❞ #❤❛# #❤❡ ♣.❡'❡♥❝❡ ♦❢ ❜✉❜✲

❜❧❡' ✐♥ #❤❡ '✉'♣❡♥'✐♦♥ ❣.❡❛#❧② ❛✛❡❝#' #❤❡ .❛♥❣❡ ♦❢ #❤❡ ✉❧#.❛'♦♥✐❝ ❡D✉✐♣♠❡♥#✱

❢♦. #❤❡② ❞.❛'#✐❝❛❧❧② ❛##❡♥✉❛#❡ #❤❡ '✐❣♥❛❧✳ ❚❤❡ ✢♦❝❝✉❧❛#✐♦♥ ♦❢ #❤❡ '❧✉❞❣❡✱ ❜②

✐♥✢✉❡♥❝✐♥❣ #❤❡ '✐③❡ ♦❢ #❤❡ ♣❛.#✐❝❧❡'✱ ❛❧'♦ ❤❛' ❛♥ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦♥ #❤❡ ❤✐♥❞❡.❡❞ '❡#✲

#❧✐♥❣ ✈❡❧♦❝✐#②✳ ❚❤❡ ❝❤❛.❛❝#❡.✐'#✐❝' ♠❡♥#✐♦♥❡❞ ♠❛② ✈❛.② ❢.♦♠ ♦♥❡ ✇❛'#❡✇❛#❡.

#.❡❛#♠❡♥# ♣❧❛♥# #♦ ❛♥♦#❤❡.✳ ❙✐♥❝❡ #❤❡ ❡①♣❡.✐♠❡♥#❛❧ '❡#✉♣ ✇❛' ❞❡'✐❣♥❡❞ #♦

❜❡ #.❛♥'♣♦.#❛❜❧❡✱ ❡①#❡♥'✐✈❡ #❡'#' ❝❛♥ ❜❡ ♣❡.❢♦.♠❡❞ ♦♥ ❞✐✛❡.❡♥# '✐#❡' ✐♥ ♦.❞❡.

#♦ ❡✈❛❧✉❛#❡ #❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡' ♦❢ '♣❡❝✐✜❝ ❛'♣❡❝#' ♦❢ #❤❡ ✇❛'#❡✇❛#❡. #.❡❛#♠❡♥#

♣.♦❝❡'' ✭✢♦❝❝✉❧❛#✐♦♥ ❛❣❡♥#'✱ #❡♠♣❡.❛#✉.❡✱ '❧✉❞❣❡ ❛❣❡✱ ✜❧❛♠❡♥#♦✉' ❜❛❝#❡.✐❛✱

❛❝✐❞✐#②✱ ♥✐#.♦✉' ❝♦♥#❡♥#✱ ❡#❝✳✮✳

❚❤❡ .❤❡♦❧♦❣✐❝❛❧ '#✉❞② ♣.♦✈✐❞❡❞ ❡D✉❛#✐♦♥' #♦ ❧✐♥❦ #❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ #❤❡ .❤❡♦❧♦❣✲

✐❝❛❧ ♣❛.❛♠❡#❡.' #♦ #❤❡ '❧✉❞❣❡ ❝♦♥❝❡♥#.❛#✐♦♥✳ ❋✉.#❤❡. #❡'#' ❝❛♥ ❜❡ ♣❡.❢♦.♠❡❞



✶✸✻  ❡"#♣❡❝&✐✈❡#

✐♥ ♦&❞❡& )♦ ❛❝❝♦✉♥) ❢♦& .✉❝❤ ♣❛&❛♠❡)❡&. ❛. )❤❡ )❡♠♣❡&❛)✉&❡ ♦& )❤❡ ❝♦♥❝❡♥✲

)&❛)✐♦♥ ♦❢ ❡①)&❛❝❡❧❧✉❧❛& ♣♦❧②♠❡&✐❝ .✉❜.)❛♥❝❡.✳ ❚❤❡ ♣&♦❝❡.. ♦❢ ✐♠♣&♦✈✐♥❣ )❤❡

&❤❡♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❝❛♥ ❜❡ ❡♥❤❛♥❝❡❞ ❜② ✉.✐♥❣ .❡♥.✐)✐✈✐)② ❛♥❛❧②.✐. )❡❝❤♥✐;✉❡.✳

■♥ ❢✉&)❤❡& ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥). ♦❢ )❤❡ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ♠❡)❤♦❞♦❧♦❣②✱ ❛ ❈♦♠♣✉)❛)✐♦♥❛❧

❋❧✉✐❞ ❉②♥❛♠✐❝. ❛♣♣&♦❛❝❤ ♠❛② ❜❡ ❝♦♥.✐❞❡&❡❞✳ ❆ ❈❋❉ ♠♦❞❡❧ ♦❢ )❤❡ ❡①✲

♣❡&✐♠❡♥)❛❧ .❡))❧✐♥❣ ❝♦❧✉♠♥ ❝❛♥ ❡❛.✐❧② ❜❡ ❜✉✐❧) ❞✉❡ )♦ ✐). .✐♠♣❧❡ ❣❡♦♠❡)&②✱

❛❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦& ❞✐&❡❝) ❝♦♠♣❛&✐.♦♥ ❜❡)✇❡❡♥ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ❞❛)❛✳ ❆ ❈❋❉ ❛♣♣&♦❛❝❤

❛❧❧♦✇. )❛❦✐♥❣ )❤❡ &❤❡♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ♦❢ )❤❡ .❧✉❞❣❡ ✐♥)♦ ❛❝❝♦✉♥)✳ ❆❞❞✐)✐♦♥❛❧❧②✱

♣❤❡♥♦♠❡♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❤✐♥❞❡&❡❞ .❡))❧✐♥❣ ❛♥❞ ❝♦♠♣&❡..✐♦♥ ❡;✉❛)✐♦♥.✱ ❝❛❧✐❜&❛)❡❞

✉.✐♥❣ )❤❡ ✶❉ ❛♣♣&♦❛❝❤✱ ❝❛♥ ❜❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥)❡❞ ✐♥ ❛ ❈❋❉ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡

♦❢ )❤❡ ❤②❞&♦❞②♥❛♠✐❝. ♦❢ )❤❡ .②.)❡♠ ♦♥ )❤❡ ♣❛&❛♠❡)❡&. ♦❢ )❤❡.❡ ❢✉♥❝)✐♦♥.

❝❛♥ )❤✉. ❜❡ .)✉❞✐❡❞✳ ❚❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥) ♦❢ ❛ ❈❋❉ ❛♣♣&♦❛❝❤ ❜❛.❡❞ ♦♥ )❤❡ ❦❡②

♣❛&❛♠❡)❡&. ✐❞❡♥)✐✜❡❞ ❜② .❡♥.✐)✐✈✐)② ❛♥❛❧②.✐. ❝❛♥ )❤✉. ❜❡ )&❛♥.♣♦.❡❞ )♦ )❤❡

♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ♦❢ ❛❝)✉❛❧ .❡❝♦♥❞❛&② .❡))❧✐♥❣ )❛♥❦.✳ ❇❛.❡❞ ♦♥ ❛ ❈❋❉ ✇♦&❦ ♦♥ )❤❡

.❡))❧✐♥❣ ❝♦❧✉♠♥✱ ❛ ❈❋❉ ❛♣♣&♦❛❝❤ ♦❢ )❤❡ .❡❝♦♥❞❛&② .❡))❧✐♥❣ )❛♥❦ ❝❛♥ )❤❡♥

❜❡ ❝♦♥.✐❞❡&❡❞ ✐♥ ♦&❞❡& )♦ .)✉❞② )❤❡ ✐♠♣❛❝) ♦❢ )❤❡ ✸❉ ❤②❞&♦❞②♥❛♠✐❝. ✭✇✐)❤

♣♦..✐❜❧❡ ✐♥.)❛❜✐❧✐)② ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥). ❛♥❞ ❤❡)❡&♦❣❡♥❡✐)② ❝♦♥.✐❞❡&❛)✐♦♥.✮ ♦♥ )❤❡

✉♥❞❡&✢♦✇ ❛♥❞ ❡✤✉❡♥) ❝♦♥❝❡♥)&❛)✐♦♥.✳



❇✐❜❧✐♦❣&❛♣❤②

❆❜❞❛✱ ❋✳✱ ❆③❜❛✐❞✱ ❆✳✱ ❊♥+♠✐♥❣❡/✱ ❉✳✱ ❋✐+❝❤❡/✱ ❙✳✱ ❋/❛♥4♦✐+✱ 6✳✱ ❙❝❤♠✐77✱ 6✳✱

6❛❧❧❛/9+✱ ❆✳✱ ✷✵✵✾✳ ❯❧7/❛+♦♥✐❝ ❞❡✈✐❝❡ ❢♦/ /❡❛❧ 7✐♠❡ +❡✇❛❣❡ ✈❡❧♦❝✐7② ❛♥❞ +✉+✲

♣❡♥❞❡❞ ♣❛/7✐❝❧❡+ ❝♦♥❝❡♥7/❛7✐♦♥ ♠❡❛+✉/❡♠❡♥7+✳ ❲❛7❡/ ❙❝✐✳ ❚❡❝❤♥♦❧✳ ✻✵ ✭✶✮✱

✶✶✼✕✶✷✺✳

❆◆❙❨❙

➤

✱ ✷✵✶✷✳ ❋❧✉❡♥7✱ ❘❡❧❡❛+❡ ✶✹✳✺✱ ❚❤❡♦/② ●✉✐❞❡✱ ❆◆❙❨❙✱ ■♥❝✳

❆/♠❜✉+7❡/✱ ▼✳✱ ❑/❡❜+✱ 6✳✱ ❘♦❞✐✱ ❲✳✱ ✷✵✵✶✳ ◆✉♠❡/✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ♦❢ ❞②✲

♥❛♠✐❝ +❧✉❞❣❡ ❜❧❛♥❦❡7 ❜❡❤❛✈✐♦✉/ ✐♥ +❡❝♦♥❞❛/② ❝❧❛/✐✜❡/+✳ ❲❛7❡/ ❙❝✐✳ ❚❡❝❤♥♦❧✳

✹✸ ✭✶✶✮✱ ✶✼✸✕✶✽✵✳

❆③✐③✱ ❆✳ ❆✳ ❆✳✱ ❉❡ ❑/❡7+❡/✱ ❘✳ ●✳✱ ❉✐①♦♥✱ ❉✳ ❘✳✱ ❙❝❛❧❡+✱ 6✳ ❏✳✱ ✷✵✵✵✳ ❚❤❡

❝❤❛/❛❝7❡/✐+❛7✐♦♥ ♦❢ +❧✉//② ❞❡✇❛7❡/✐♥❣✳ ❲❛7❡/ ❙❝✐✳ ❚❡❝❤♥♦❧✳ ✹✶ ✭✽✮✱ ✾✕✶✻✳

❇❛✐♥❡+✱ ❲✳ ❉✳✱ ❈❤✉✱ ❱✳ ❍✳✱ ✶✾✾✻✳ ❊♥✈✐/♦♥♠❡♥7❛❧ ❍②❞/❛✉❧✐❝+✳ ❑❧✉✇❡/ ❆❝❛✲

❞❡♠✐❝ 6✉❜❧✐+❤❡/+✱ ❈❤✳ ❏❡7+ ❛♥❞ 6❧✉♠❡+✱ ♣♣✳ ✼✕✻✷✳

❇❡♥❡❞❡77✐✱ ▲✳✱ ▲❛♥❣❡✈❡❧❞✱ ❏✳✱ ❈♦♠❡❛✉✱ ❆✳✱ ❈♦/♦♠✐♥❛+✱ ▲✳✱ ❉❛✐❣❣❡/✱ ●✳✱ ▼❛/✲

7✐♥✱ ❈✳✱ ▼✐❦❦❡❧+❡♥✱ 6✳✱ ❱❡③③❛/♦✱ ▲✳✱ ❲❡✐❥❡/+✱ ❙✳✱ ❱❛♥/♦❧❧❡❣❤❡♠✱ 6✳✱ ✷✵✶✸✳

▼♦❞❡❧❧✐♥❣ ❛♥❞ ♠♦♥✐7♦/✐♥❣ ♦❢ ✐♥7❡❣/❛7❡❞ ✉/❜❛♥ ✇❛+7❡✇❛7❡/ +②+7❡♠+✿ ❘❡✲

✈✐❡✇ ♦♥ +7❛7✉+ ❛♥❞ ♣❡/+♣❡❝7✐✈❡+✳ ❲❛7❡/ ❙❝✐✳ ❚❡❝❤♥♦❧✳ ✻✽ ✭✻✮✱ ✶✷✵✸✕✶✷✶✺✳

❇❡7❛♥❝♦✉/7✱ ❋✳✱ ❇c/❣❡/✱ ❘✳✱ ❉✐❡❤❧✱ ❙✳✱ ▼❡❥d ❛+✱ ❈✳✱ ✷✵✶✹✳ ❆❞✈❛♥❝❡❞ ♠❡7❤♦❞+

♦❢ ✢✉① ✐❞❡♥7✐✜❝❛7✐♦♥ ❢♦/ ❝❧❛/✐✜❡/✲7❤✐❝❦❡♥❡/ +✐♠✉❧❛7✐♦♥ ♠♦❞❡❧+✳ ▼✐♥❡/❛❧+ ❊♥✲

❣✐♥❡❡/✐♥❣ ✻✸✱ ✷✕✶✺✳

❇✐+❝❤♦❢✱ ❈✳✱ ❈❛/❧❡✱ ❆✳✱ ❍♦✈❧❛♥❞✱ 6✳✱ ❑❤❛❞❡♠✐✱ 6✳✱ ▼❛✉❡/✱ ❆✳✱ ✶✾✾✺✳ ❆❞✐❢♦/

✷✳✵ ✉+❡/✬+ ❣✉✐❞❡✳ ❚❡❝❤✳ /❡♣✳✱ ▼❈❙✲❚▼✲✶✾✷✱ ❆/❣♦♥♥❡ ◆❛7✐♦♥❛❧ ▲❛❜♦/❛7♦/②✱

❆/❣♦♥♥❡✱ ■▲✱ ✶✾✾✺✳

❇♦❧+7❡/✱ ❈✳ ❍✳✱ ❍♦/♥❜❡/❣❡/✱ ●✳ ▼✳✱ ✷✵✵✼✳ ❖♥ 7❤❡ ✉+❡ ♦❢ ❧✐♥❡❛/✐③❡❞ ❧❛♥❣♠✉✐/

❡h✉❛7✐♦♥+✳ ❙♦✐❧ ❙❝✐✳ ❙♦❝✳ ❆♠✳ ❏✳ ✼✶ ✭✻✮✱ ✶✼✾✻✕✶✽✵✻✳

❇/❞②+✱ ▼✳ ❆✳✱ ●/♦❝❤♦✇+❦✐✱ ▼✳✱ ●♠✐♥+❦✐✱ ❚✳✱ ❑♦♥❛/❝③❛❦✱ ❑✳✱ ❉/❡✇❛✱ ▼✳✱

✷✵✵✽✳ ❍✐❡/❛/❝❤✐❝❛❧ ♣/❡❞✐❝7✐✈❡ ❝♦♥7/♦❧ ♦❢ ✐♥7❡❣/❛7❡❞ ✇❛+7❡✇❛7❡/ 7/❡❛7♠❡♥7

+②+7❡♠+✳ ❈♦♥7/♦❧ ❊♥❣✳ 6/❛❝7✳ ✶✻ ✭✻✮✱ ✼✺✶✕✼✻✼✳

✶✸✼



✶✸✽ ❇✐❜❧✐♦❣&❛♣❤②

❇$❡♥♥❛♥✱ ❉✳✱ ✷✵✵✶✳ ❚❤❡ ◆✉♠❡$✐❝❛❧ ❙✐♠✉❧❛6✐♦♥ ♦❢ ❚✇♦✲;❤❛<❡ ❋❧♦✇< ✐♥ ❙❡6✲

6❧✐♥❣ ❚❛♥❦<✳ ;❤✳❉✳ 6❤❡<✐<✱ ■♠♣❡$✐❛❧ ❈♦❧❧❡❣❡ ♦❢ ❙❝✐❡♥❝❡✱ ❚❡❝❤♥♦❧♦❣② ❛♥❞

▼❡❞✐❝✐♥❡✱ ❉❡♣❛$6♠❡♥6 ♦❢ ▼❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❊♥❣✐♥❡❡$✐♥❣✱ ❯♥✐✈❡$<✐6② ♦❢ ▲♦♥❞♦♥✳

❇J$❣❡$✱ ❘✳✱ ✷✵✵✵✳ ;❤❡♥♦♠❡♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❢♦✉♥❞❛6✐♦♥ ❛♥❞ ♠❛6❤❡♠❛6✐❝❛❧ 6❤❡♦$② ♦❢

<❡❞✐♠❡♥6❛6✐♦♥✲❝♦♥<♦❧✐❞❛6✐♦♥ ♣$♦❝❡<<❡<✳ ❈❤❡♠✳ ❊♥❣✳ ❏✳ ✽✵✱ ✶✼✼✕✶✽✽✳

❇J$❣❡$✱ ❘✳✱ ❈♦♥❝❤❛✱ ❋✳✱ ❚✐❧❧❡$✱ ❋✳✱ ✷✵✵✵❛✳ ❆♣♣❧✐❝❛6✐♦♥< ♦❢ 6❤❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦✲

❧♦❣✐❝❛❧ 6❤❡♦$② 6♦ <❡✈❡$❛❧ ♣✉❜❧✐<❤❡❞ ❡①♣❡$✐♠❡♥6❛❧ ❝❛<❡< ♦❢ <❡❞✐♠❡♥6❛6✐♦♥

♣$♦❝❡<<❡<✳ ❈❤❡♠✳ ❊♥❣✳ ❏✳ ✽✵ ✭✶✕✸✮✱ ✶✵✺✕✶✶✼✳

❇J$❣❡$✱ ❘✳✱ ❉✐❡❤❧✱ ❙✳✱ ❋❛$U<✱ ❙✳✱ ◆♦♣❡♥<✱ ■✳✱ ✷✵✶✷✳ ❖♥ $❡❧✐❛❜❧❡ ❛♥❞ ✉♥$❡❧✐❛❜❧❡

♥✉♠❡$✐❝❛❧ ♠❡6❤♦❞< ❢♦$ 6❤❡ <✐♠✉❧❛6✐♦♥ ♦❢ 6❤❡ <❡❝♦♥❞❛$② <❡66❧✐♥❣ 6❛♥❦< ✐♥

✇❛<6❡✇❛6❡$ 6$❡❛6♠❡♥6✳ ❈♦♠♣✉6✳ ❈❤❡♠✳ ❊♥❣✳ ✹✶✱ ✾✸✕✶✵✺✳

❇J$❣❡$✱ ❘✳✱ ❉✐❡❤❧✱ ❙✳✱ ❋❛$U<✱ ❙✳✱ ◆♦♣❡♥<✱ ■✳✱ ❚♦$❢<✱ ❊✳✱ ✷✵✶✸✳ ❆ ❝♦♥<✐<6❡♥6

♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ♠❡6❤♦❞♦❧♦❣② ❢♦$ <❡❝♦♥❞❛$② <❡66❧✐♥❣ 6❛♥❦<✿ ❆ $❡❧✐❛❜❧❡ ♥✉♠❡$✐❝❛❧

♠❡6❤♦❞✳ ❲❛6❡$ ❙❝✐✳ ❚❡❝❤♥♦❧✳ ✻✽ ✭✶✮✱ ✶✾✷✕✷✵✽✳

❇J$❣❡$✱ ❘✳✱ ❉✐❡❤❧✱ ❙✳✱ ◆♦♣❡♥<✱ ■✳✱ ✷✵✶✶✳ ❆ ❝♦♥<✐<6❡♥6 ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ♠❡6❤♦❞♦❧♦❣②

❢♦$ <❡❝♦♥❞❛$② <❡66❧✐♥❣ 6❛♥❦< ✐♥ ✇❛<6❡✇❛6❡$ 6$❡❛6♠❡♥6✳ ❲❛6❡$ ❘❡<✳ ✹✺✱ ✷✷✹✼✕

✷✷✻✵✳

❇J$❣❡$✱ ❘✳✱ ❊✈❥❡✱ ❙✳✱ ❑❛$❧<❡♥✱ ❑✳ ❍✳✱ ▲✐❡✱ ❑✳✲❆✳✱ ✷✵✵✵❜✳ ◆✉♠❡$✐❝❛❧ ♠❡6❤♦❞<

❢♦$ 6❤❡ <✐♠✉❧❛6✐♦♥ ♦❢ 6❤❡ <❡66❧✐♥❣ ♦❢ ✢♦❝❝✉❧❛6❡❞ <✉<♣❡♥<✐♦♥<✳ ❈❤❡♠✳ ❊♥❣✳

❏✳ ✽✵ ✭✶✕✸✮✱ ✾✶✕✶✵✹✳

❇J$❣❡$✱ ❘✳✱ ❲❡♥❞❧❛♥❞✱ ❲✳✱ ❈♦♥❝❤❛✱ ❋✳✱ ✷✵✵✵❝✳ ▼♦❞❡❧ ❡`✉❛6✐♦♥< ❢♦$ ❣$❛✈✐✲
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▼❡✳ ✽✵ ✭✷✮✱ ✼✾✕✾✷✳

❇✉<❝❛❧❧✱ ❘✳✱ ❲❤✐6❡✱ ▲✳ ❘✳✱ ✶✾✽✼✳ ❚❤❡ ❝♦♥<♦❧✐❞❛6✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥❝❡♥6$❛6❡❞ <✉<♣❡♥✲
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❈❛❝♦<<❛✱ ❑✳ ❋✳✱ ❱❛❝❝❛$✐✱ ❉✳ ❆✳✱ ✶✾✾✹✳ ❈❛❧✐❜$❛6✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝♦♠♣$❡<<✐✈❡ ❣$❛✈✐6②
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❇✐❜❧✐♦❣&❛♣❤② ✶✸✾

❈❤❛&♣❡♥*✐❡&✱ ■✳✱ ✷✵✵✵✳ ❚❤❡ ♠❡3♦❞✐❢ ♣❛❝❦❛❣❡ ❢♦& ❣&❛❞✐❡♥*3 ❝♦♠♣✉*❛*✐♦♥3 ✇✐*❤

*❤❡ ❛*♠♦3♣❤❡&✐❝ ♠♦❞❡❧ ♠❡3♦✲♥❤✳ ❊♥✈✐&♦♥✳ ♠♦❞❡❧❧✳ ❙♦❢*✇✳ ✶✺✱ ✺✸✸✕✺✸✽✳

❈❤❛&♣❡♥*✐❡&✱ ■✳✱ ✷✵✵✼✳ ❆❞❥♦✐♥* ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❡①♣❡&✐♠❡♥*3 ♦♥ ❡&✉♣*✐✈❡ ❝♦❧✉♠♥3✳
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♥✉♠❡%✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣✳ ❲❛(✳ ❘❡-✳ ✸✷ ✭✶✵✮✱ ✷✾✺✶✕✷✾✺✽✳

❉✐ H%✐♠❛✱ ❘✳ ❈✳✱ ❙✇✐♥♥❡②✱ ❍✳ ▲✳✱ ✶✾✽✺✳ ❍②❞%♦❞②♥❛♠✐❝ ■♥-(❛❜✐❧✐(✐❡- ❛♥❞ (❤❡

❚%❛♥-✐(✐♦♥ (♦ ❚✉%❜✉❧❡♥❝❡✳ ❙♣%✐♥❣❡% ❇❡%❧✐♥ ❍❡✐❞❡❧❜❡%❣✱ ❈❤✳ ■♥-(❛❜✐❧✐(✐❡- ❛♥❞

(%❛♥-✐(✐♦♥ ✐♥ ✢♦✇ ❜❡(✇❡❡♥ ❝♦♥❝❡♥(%✐❝ %♦(❛(✐♥❣ ❝②❧✐♥❞❡%-✱ ♣♣✳ ✶✸✾✕✶✽✵✳

❉✐❝❦✱ ❘✳✱ ❊✇✐♥❣✱ ❇✳✱ ✶✾✻✼❛✳ ❚❤❡ %❤❡♦❧♦❣② ♦❢ ❛❝(✐✈❛(❡❞ -❧✉❞❣❡✳ ❏✳ ❲❛(❡% H♦❧❧✉(✳

❈♦♥✳ ❋✳ ✸✾ ✭✹✮✱ ✺✹✸✕✺✻✵✳

❉✐❝❦✱ ❘✳ ■✳✱ ❊✇✐♥❣✱ ❇✳ ❇✳✱ ✶✾✻✼❜✳ ❊✈❛❧✉❛(✐♦♥ ♦❢ ❛❝(✐✈❛(❡❞ -❧✉❞❣❡ (❤✐❝❦❡♥✐♥❣

(❤❡♦%✐❡-✳ ❏✳ ❙❛♥✐(✳ ❊♥❣✳ ❉✐✈✳✲❆❙❈❊ ✾✸ ✭✹✮✱ ✾✕✸✵✳

❉✐❝❦✱ ❘✳ ■✳✱ ❱❡-✐❧✐♥❞✱ H✳ ❆✳✱ ✶✾✻✾✳ ❚❤❡ -❧✉❞❣❡ ✈♦❧✉♠❡ ✐♥❞❡①✿ ❲❤❛( ✐- ✐(❄ ❏✳

❲❛(❡% H♦❧❧✉(✳ ❈♦♥✳ ❋✳ ✹✶ ✭✼✮✱ ✶✷✽✺✕✶✷✾✶✳

❉✐❡❤❧✱ ❙✳✱ ✷✵✶✺✳ ◆✉♠❡%✐❝❛❧ ✐❞❡♥(✐✜❝❛(✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥-(✐(✉(✐✈❡ ❢✉♥❝(✐♦♥- ✐♥ -❝❛❧❛%

♥♦♥❧✐♥❡❛% ❝♦♥✈❡❝(✐♦♥✲❞✐✛✉-✐♦♥ ❡]✉❛(✐♦♥- ✇✐(❤ ❛♣♣❧✐❝❛(✐♦♥ (♦ ❜❛(❝❤ -❡❞✐✲

♠❡♥(❛(✐♦♥✳ ❆♣♣❧✳ ◆✉♠❡%✳ ▼❛(❤✳ ✾✺✱ ✶✺✹✕✶✼✷✳

❉♦❝❤❛✐♥✱ ❉✳✱ ❱❛♥%♦❧❧❡❣❤❡♠✱ H✳ ❆✳✱ ✷✵✵✶✳ ❉②♥❛♠✐❝❛❧ ▼♦❞❡❧❧✐♥❣ ❛♥❞ ❊-(✐♠❛✲

(✐♦♥ ✐♥ ❲❛-(❡✇❛(❡% ❚%❡❛(♠❡♥( H%♦❝❡--❡-✳ ■❲❆ H✉❜❧✐-❤✐♥❣✱ ❆❧❧✐❛♥❝❡ ❍♦✉-❡✱

✶✷ ❈❛①(♦♥ ❙(%❡❡(✱ ▲♦♥❞♦♥✱ ❯❑✳

❉♦♥♥❡❧❧②✱ ❘✳ ❏✳✱ ✶✾✺✽✳ ❊①♣❡%✐♠❡♥(- ♦♥ (❤❡ -(❛❜✐❧✐(② ♦❢ ✈✐-❝♦✉- ✢♦✇ ❜❡(✇❡❡♥

%♦(❛(✐♥❣ ❝②❧✐♥❞❡%-✳ ■✳ (♦%]✉❡ ♠❡❛-✉%❡♠❡♥(-✳ H✳ ❘♦②✳ ❙♦❝✳ ▲♦♥❞✳ ❆ ▼❛(✳

✷✹✻ ✭✶✷✹✻✮✱ ✸✶✷✕✸✷✺✳

❊❛❣❧❡-✱ H✳ ▼✳✱ ✶✾✼✹✳ ❖♥ (❤❡ (♦%]✉❡ ♦❢ ✇❛✈② ✈♦%(✐❝❡-✳ ❏✳ ❋❧✉✐❞ ▼❡❝❤✳ ✻✷✱ ✶✕✾✳

❊❝❦❡%(✱ ❙✳✱ ●❡%❜❡(❤✱ ●✳✱ ✷✵✵✷✳ ❱❡❧♦❝✐(② ♠❡❛-✉%❡♠❡♥(- ✐♥ ❧✐]✉✐❞ -♦❞✐✉♠ ❜②

♠❡❛♥- ♦❢ ✉❧(%❛-♦✉♥❞ ❞♦♣♣❧❡% ✈❡❧♦❝✐♠❡(%②✳ ❊①♣✳ ❋❧✉✐❞- ✸✷ ✭✺✮✱ ✺✹✷✕✺✹✻✳

❊✐♥-(❡✐♥✱ ❆✳✱ ✶✾✵✻✳ ❊✐♥❡ ♥❡✉❡ ❇❡-(✐♠♠✉♥❣ ❞❡% ▼♦❧❡❦c❧❞✐♠❡♥-✐♦♥❡♥✳ ❆♥♥✳

H❤②-✳✕▲❡✐♣③✐❣ ✶✾✱ ✷✽✾✕✸✵✻✳

❊✐♥-(❡✐♥✱ ❆✳✱ ✶✾✶✶✳ ❇❡%✐❝❤(✐❣✉♥❣ ③✉ ♠❡✐♥❡% ❆%❜❡✐(✿ ✒❊✐♥❡ ♥❡✉❡ ❇❡-(✐♠♠✉♥❣

❞❡% ▼♦❧❡❦c❧❞✐♠❡♥-✐♦♥❡♥✏✳ ❆♥♥✳ H❤②-✳✕▲❡✐♣③✐❣ ✸✹✱ ✺✾✶✕✺✾✷✳

❊❧❣❤♦❜❛-❤✐✱ ❙✳✱ ✶✾✾✹✳ ❖♥ ♣%❡❞✐❝(✐♥❣ ♣❛%(✐❝❧❡✲❧❛❞❡♥ (✉%❜✉❧❡♥( ✢♦✇-✳ ❆♣♣❧✳ ❙❝✐✳

❘❡-✳ ✺✷✱ ✸✵✾✕✸✷✾✳

❋❡%❣✉-♦♥✱ ❏✳✱ ❑❡♠❜❧♦✇-❦✐✱ ❩✳✱ ✶✾✾✶✳ ❆♣♣❧✐❡❞ ❘❤❡♦❧♦❣②✳ ❙♣%✐♥❣❡% ❱❡%❧❛❣✳



❇✐❜❧✐♦❣&❛♣❤② ✶✹✶

●❛$❛❦❛♥✐✱ ❆✳✱ ▼♦-.♦✉✜✱ ◆✳✱ ❙❛❞❡❣❤✐✱ ❋✳✱ ❍♦--❡✐♥③❛❞❡❤✱ ▼✳✱ ❋❛.♦✉$❡❝❤✐✱ ❍✳✱

❙❛$$❛❢③❛❞❡❤✱ ▼✳✱ ▼❡❤$♥✐❛✱ ▼✳✱ ✷✵✶✶✳ ❈♦♠♣❛$✐-♦♥ ❜❡.✇❡❡♥ ❞✐✛❡$❡♥. ♠♦❞❡❧-

❢♦$ $❤❡♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝❤❛$❛❝.❡$✐③❛.✐♦♥ ♦❢ ❛❝.✐✈❛.❡❞ -❧✉❞❣❡✳ ■$❛♥ ❏✳ ❊♥✈✐$♦♥✳ ❍❡❛❧.❤

✽ ✭✸✮✱ ✷✺✺✕✷✻✹✳

●❡$♥❛❡②✱ ❑✳ ❱✳✱ ✈❛♥ ▲♦♦-❞$❡❝❤.✱ ▼✳ ❈✳ ▼✳✱ ❍❡♥③❡✱ ▼✳✱ ▲✐♥❞✱ ▼✳✱ ❏T$❣❡♥-❡♥✱

❙✳ ❇✳✱ ✷✵✵✹✳ ❆❝.✐✈❛.❡❞ -❧✉❞❣❡ ✇❛-.❡✇❛.❡$ .$❡❛.♠❡♥. ♣❧❛♥. ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ❛♥❞

-✐♠✉❧❛.✐♦♥✿ -.❛.❡ ♦❢ .❤❡ ❛$.✳ ❊♥✈✐$♦♥✳ ▼♦❞❡❧❧✳ ❙♦❢.✇✳ ✶✾ ✭✾✮✱ ✼✻✸✕✼✽✸✳

●✐♦❦❛-✱ ❉✳✱ ❉❛✐❣❣❡$✱ ●✳✱ ❙♣❡$❧✐♥❣✱ ▼✳✱ ❑✐♠✱ ❨✳✱ [❛$❛-❦❡✈❛-✱ [✳✱ ✷✵✵✸✳ ❈♦♠✲

♣❛$✐-♦♥ ❛♥❞ ❡✈❛❧✉❛.✐♦♥ ♦❢ ❡♠♣✐$✐❝❛❧ ③♦♥❡ -❡..❧✐♥❣ ✈❡❧♦❝✐.② ♣❛$❛♠❡.❡$- ❜❛-❡❞

♦♥ -❧✉❞❣❡ ✈♦❧✉♠❡ ✐♥❞❡① ✉-✐♥❣ ❛ ✉♥✐✜❡❞ -❡..❧✐♥❣ ❝❤❛$❛❝.❡$✐-.✐❝- ❞❛.❛❜❛-❡✳

❲❛.❡$ ❘❡-✳ ✸✼ ✭✶✻✮✱ ✸✽✷✶ ✕ ✸✽✸✻✳

●✐♦❦❛-✱ ❉✳✱ ❑✐♠✱ ❨✳✱ [❛$❛-❦❡✈❛-✱ [✳✱ [❛❧❡♦❧♦❣♦-✱ ❊✳✱ ▲❡❦❦❛-✱ ❚✳✱ ✷✵✵✷✳ ❆ -✐♠✲

♣❧❡ ❡♠♣✐$✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❢♦$ ❛❝.✐✈❛.❡❞ -❧✉❞❣❡ .❤✐❝❦❡♥✐♥❣ ✐♥ -❡❝♦♥❞❛$② ❝❧❛$✐✜❡$-✳

❲❛.❡$ ❘❡-✳ ✸✻ ✭✶✸✮✱ ✸✷✹✺✕✸✷✺✷✳

●♦❞✉♥♦✈✱ ❙✳ ❑✳✱ ✶✾✺✾✳ ❆ ❞✐✛❡$❡♥❝❡ ♠❡.❤♦❞ ❢♦$ ♥✉♠❡$✐❝❛❧ ❝❛❧❝✉❧❛.✐♦♥ ♦❢ ❞✐-✲

❝♦♥.✐♥✉♦✉- -♦❧✉.✐♦♥- ♦❢ .❤❡ ❡a✉❛.✐♦♥- ♦❢ ❤②❞$♦❞②♥❛♠✐❝-✳ ▼❛.✳ ❙❜✳ ✽✾ ✭✸✮✱

✷✼✶✕✸✵✻✳

●$✐❜♦$✐♦✱ ❆✳ ●✳✱ ✷✵✵✹✳ ❙❡❝♦♥❞❛$② ❝❧❛$✐✜❡$ ♠♦❞❡❧✐♥❣✿ ❛ ♠✉❧.✐✲♣$♦❝❡-- ❛♣✲

♣$♦❛❝❤✳ [❤✳❉✳ .❤❡-✐-✱ ❯♥✐✈❡$-✐.② ♦❢ ◆❡✇ ❖$❧❡❛♥-✳

●$✐❡✇❛♥❦✱ ❆✳✱ ❏✉❡❞❡-✱ ❉✳✱ ❯.❦❡✱ ❏✳✱ ✶✾✾✻✳ ❆❧❣♦$✐.❤♠ ✼✺✺✿ ❆❞♦❧✲❝✿ ❛ ♣❛❝❦❛❣❡

❢♦$ .❤❡ ❛✉.♦♠❛.✐❝ ❞✐✛❡$❡♥.✐❛.✐♦♥ ♦❢ ❛❧❣♦$✐.❤♠- ✇$✐..❡♥ ✐♥ ❝✴❝✰✰✳ ❆❈▼

❚$❛♥-✳ ▼❛.❤✳ ❙♦❢.✇✳ ✷✷ ✭✷✮✱ ✶✸✶✕✶✻✼✳

●$✐❡✇❛♥❦✱ ❆✳✱ ❲❛❧.❤❡$✱ ❆✳✱ ✷✵✵✽❛✳ ❊✈❛❧✉❛.✐♥❣ ❞❡$✐✈❛.✐✈❡-✿ ♣$✐♥❝✐♣❧❡- ❛♥❞

.❡❝❤♥✐a✉❡- ♦❢ ❛❧❣♦$✐.❤♠✐❝ ❞✐✛❡$❡♥.✐❛.✐♦♥✱ 2♥❞ ❊❞✐.✐♦♥✳ ❙■❆▼✱ [❤✐❧❛❞❡❧♣❤✐❛✳

●$✐❡✇❛♥❦✱ ❆✳✱ ❲❛❧.❤❡$✱ ❆✳✱ ✷✵✵✽❜✳ ❊✈❛❧✉❛.✐♥❣ ❉❡$✐✈❛.✐✈❡-✿ [$✐♥❝✐♣❧❡- ❛♥❞

❚❡❝❤♥✐a✉❡- ♦❢ ❆❧❣♦$✐.❤♠✐❝ ❉✐✛❡$❡♥.✐❛.✐♦♥✳ ❙■❆▼✳

●✉✐❜❛✉❞✱ ●✳✱ ❉♦❧❧❡.✱ [✳✱ ❚✐①✐❡$✱ ◆✳✱ ❉❛❣♦.✱ ❈✳✱ ❇❛✉❞✉✱ ▼✳✱ ✷✵✵✹✳ ❈❤❛$❛❝✲

.❡$✐-❛.✐♦♥ ♦❢ .❤❡ ❡✈♦❧✉.✐♦♥ ♦❢ ❛❝.✐✈❛.❡❞ -❧✉❞❣❡- ✉-✐♥❣ $❤❡♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠❡❛-✉$❡✲

♠❡♥.-✳ [$♦❝❡-- ❇✐♦❝❤❡♠✳ ✸✾ ✭✶✶✮✱ ✶✽✵✸✕✶✽✶✵✳
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Résumé 
Ce travail porte sur l’étude expérimentale et la modélisation de la sédimentation des boues activées. 
Un pilote expérimental associant une colonne de sédimentation et un transducteur ultrasonore est 
proposé. Des profils de vitesse de sédimentation et de concentration en particules sont obtenus 
grâce à ce dispositif, ce qui permet de mieux comprendre les mécanismes de décantation des 
boues. Ces résultats sont utilisés afin de développer une approche numérique. Un modèle de 
sédimentation est construit en intégrant des fonctions expérimentales. Une méthodologie mettant en 
œuvre la différentiation automatique du modèle est ensuite élaborée et appliquée, d'une part, à 
l'analyse de sensibilité du modèle aux paramètres des fonctions utilisées et, d'autre part, à 
l'identification des valeurs de ces paramètres à l'aide des résultats expérimentaux. La conjonction 
des approches expérimentale et numérique proposées constitue un processus efficace pour le 
développement des modèles de sédimentation. 

Mots-clés : clarification secondaire, sédimentation de zone, compression, expérimentation en 
laboratoire, rhéologie, méthode ultrasonore non invasive, modélisation, approche mécaniste, 
simulation numérique, différentiation automatique 

 

Abstract 
This work deals with the experimental investigation and modelling of activated sludge settling. An 
experimental setup combining a settling column and an ultrasonic transducer is proposed. Settling 
velocity and concentration profiles are obtained using this setup, allowing for a better understanding 
of the mechanisms of activated sludge settling. These results are applied to the development of a 
numerical approach. A settling model using experimental functions is built. A methodology based on 
the automatic differentiation of the model is developed. This methodology is used, on the one hand, 
to analyse the sensitivity of the results to the model parameters and, on the other hand, to identify 
the parameter values on the basis of experimental data. The combination of the proposed 
experimental and numerical methods yields an efficient process for the development of 
sedimentation models. 

Key-words: secondary clarification, zone settling, compression, laboratory experimentation, rheology, 
non-invasive ultrasonic method, modelling, mechanistic approach, numerical simulation, automatic 
differentiation 


