N

N

Modélisation de fatigue et de mécanique de la rupture
d’une structure éolienne soumise au chargement
dynamique et aléatoire du vent

Edson Haruo Miyaura

» To cite this version:

Edson Haruo Miyaura. Modélisation de fatigue et de mécanique de la rupture d’une structure éolienne
soumise au chargement dynamique et aléatoire du vent. Génie civil. INSA de Rouen, 2016. Frangais.
NNT: 2016ISAMO0005 . tel-01405329

HAL Id: tel-01405329
https://theses.hal.science/tel-01405329
Submitted on 29 Nov 2016

HAL is a multi-disciplinary open access L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
archive for the deposit and dissemination of sci- destinée au dépot et a la diffusion de documents
entific research documents, whether they are pub- scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
lished or not. The documents may come from émanant des établissements d’enseignement et de
teaching and research institutions in France or recherche francais ou étrangers, des laboratoires
abroad, or from public or private research centers. publics ou privés.


https://theses.hal.science/tel-01405329
https://hal.archives-ouvertes.fr

Normandie Université

THESE

Pour obtenir le diplome de doctorat

Spécialité
MECANIQUE DES SOLIDES, GENIE MECANIQUE, PRODUCTIQUE,
TRANSPORT ET GENIE CIVIL & MATHEMATIQUE

Préparée a 'INSA Rouen Normandie

Modélisation de fatigue et de mécanique de la rupture
d’une structure éolienne

soumise au chargement dynamique et aléatoire du vent

Présentée et soutenue par
Edson Haruo MIYAURA

Thése soutenue publiquement le 4 octobre 2016
devant le jury composé de

Ingénieur Technip France - Docteur de

Mme Elodie Tillier I'Université de Paris Est-Marne la Vallée

Examinateur

M. Dominique Apprato Professeur, Univ. de Pau Rapporteur
M. Younes Aoues MCF, INSA Rouen Normandie Co-encadrant
M. Christian Gout Professeur, INSA Rouen Normandie Codirecteur de thése
M. Renato Pavanello Professeur, Univ. Campinas, Brésil Rapporteur
M. Eduardo Souza de Cursi Professeur, INSA Rouen Normandie Directeur de these

Thése dirigée par Eduardo Souza de Cursi (LOFIMS) et
co-dirigée par Christian Gout (LMI)

INSTITUT NATIONAL

‘ DES SCIENCES
APPLIQUEES
ROUEN

LMI - EA 3226



Doctorats : la nomenclature générique (47 modalités)

code diplobme

SISE LIBELLE
4200001 MATHEMATIQUES
4200002 PHYSIQUE
4200003 CHIMIE
4200004 MATHEMATIQUES APPLIQUEES ET SCIENCES SOCIALES
4200005 SCIENCES DE L'UNIVERS
4200006 ASPECTS MOLECULAIRES ET CELLULAIRES DE LA BIOLOGIE
4200007 PHYSIOLOGIE ET BIOLOGIE DES ORGANISMES - POPULATIONS - INTERACTIONS
4200008 RECHERCHE CLINIQUE, INNOVATION TECHNOLOGIQUE, SANTE PUBLIQUE
4200009 SCIENCES AGRONOMIQUES, BIOTECHNOLOGIES AGRO-ALIMENTAIRES
4200010 MEDECINE
4200011 ODONTOLOGIE
4200012 PHARMACIE
4200013 STAPS
4200014 MECANIQUE DES FLUIDES, ENERGETIQUE, THERMIQUE, COMBUSTION, ACOUSTIQUE
4200015 MECANIQUE DES SOLIDES, GENIE MECANIQUE, PRODUCTIQUE, TRANSPORT ET GENIE CIVIL
4200016 GENIE CIVIL
4200017 GENIE DES PROCEDES
4200018 INFORMATIQUE
4200019 GENIE ELECTRIQUE
4200020 ELECTRONIQUE, MICROELECTRONIQUE, OPTIQUE ET LASERS, OPTOELECTRONIQUE
MICROONDES
4200021 SCIENCES ET TECHNOLOGIE INDUSTRIELLES
4200022 SCIENCES DU LANGAGE - LINGUISTIQUE
4200023 LANGUES ET LITTERATURES ANCIENNES
4200024 LANGUES ET LITTERATURES FRANCAISES
4200025 LITTERATURE GENERALE ET COMPAREE
4200026 ARTS PLASTIQUES, MUSICOLOGIE
4200027 FRANCAIS, LANGUE ETRANGERE
4200028 LANGUES ET LITTERATURES ETRANGERES
4200029 LANGUES ETRANGERES APPLIQUEES
4200030 CULTURES ET LANGUES REGIONALES
4200031 PHILOSOPHIE, EPISTEMOLOGIE
4200032 HISTOIRE, HISTOIRE DE L'’ART ET ARCHEOLOGIE
4200033 GEOGRAPHIE
4200034 AMENAGEMENT
4200035 ARCHEOLOGIE, ETHNOLOGIE, PREHISTOIRE
4200036 SCIENCES RELIGIEUSES
4200037 PSYCHOLOGIE
4200038 SOCIOLOGIE, DEMOGRAPHIE
4200039 SCIENCES DE L'EDUCATION
4200040 SCIENCES DE L'INFORMATION ET DE LA COMMUNICATION
4200041 SCIENCES JURIDIQUES
4200042 SCIENCES POLITIQUES
4200043 SCIENCES ECONOMIQUES
4200044 SCIENCES DE GESTION
4200045 ADMINISTRATION ECONOMIQUE ET SOCIALE (AES)
4200046 AUTOMATIQUE, SIGNAL, PRODUCTIQUE, ROBOTIQUE

4200047

SCIENCES DE LA VIE ET DE LA SANTE




This work was in parts done in the framework of the M2NUM project - "M2NUM is co-financed
by the European Union with the European regional development fund (ERDF, HN0002137) and
by the Normandie Regional Council."

REGION
kA NORMANDIE




Résumé

L’objectif de cette these est de démontrer comment faire une analyse théorique de
fatigue et de mécanique de la rupture d’une structure éolienne a l’axe horizontal. La
chalne des calculs nécessaires pour atteindre cet objectif s’avere étre particulierement
longue pour deux raisons : d’abord, la vitesse du vent varie aléatoirement avec le temps ;
deuxiemement, ’amplitude de vibration du mat est amplifié en raison des ses fréquences
naturelles de vibration.

Un chapitre entier est consacré a la modélisation de la vitesse du vent dans I'espace
et dans le temps. Ce méme chapitre démontre comment synthétiser un signal aléatoire a
partir d’une fonction de densité spectrale de puissance (DSP).

La force axiale du rotor est le chargement le plus important sur une structure éolienne
a ’axe horizontal. Cette force a un rapport non linéaire avec la vitesse du vent. Cela
implique la nécessité de déterminer la DSP de la force axiale a partir de son signal, en
se servant d’une technique d’estimation spectrale. La méthode Thomson Multitaper s’est
avéré la plus satisfaisante pour cette application.

La DSP des déplacements du mat est déterminée en associant la réceptance du
systeme structurel avec la DSP de la force qui représente tous les chargements.

Un signal de contrainte peut finalement étre synthétisé a partir de sa DSP. La
technique de comptage de cycles de chargement connue sous le nom de rainflow est abordée
et appliquée.

Le fait que le signal de contraintes a une amplitude variable implique la nécessité
d’employer une technique plus avancée de simulation de propagation de fissures. La
technique choisie pour cette theése est connue sous le nom de strip-yield (bande

d’écoulement).

Mots-clés : Fatigue, Mécanique de la rupture, Eoliennes, Dynamique structurelle,

Chargement a amplitude variable

v



Abstract

The objective of this thesis is to demonstrate how to do theoretical analyses of
fatigue and fracture mechanics in a structure for horizontal axis wind turbine. The chain
of calculations required to reach this objective is particularly long for two reasons : firstly,
the wind speed varies randomly with time ; secondly, the vibration amplitude of the mast
is amplified due to its natural frequencies of vibration.

A whole chapter is dedicated to modeling the wind speed in space and time. The
same chapter shows how to synthesize a random signal by employing a power spectral
density function (PSD).

The axial force of the rotor is the most important loading on a structure for
horizontal axis wind turbine. This force has a non linear relation with the wind speed.
This implies the need to determine the PSD of the axial force from its signal, by employing
a spectral estimation method. The Thomson Multitaper method revealed to be the most
satisfactory for this application.

The PSD of displacement of the mast is determined by associating the receptance
of the structural system and the PSD of the force representing all loadings.

Finally, a signal of stress can be synthesized from its PSD. The fatigue cycle counting
method known as rainflow is discussed and employed.

The fact that the signal of stress has a variable amplitude implies the need of a more
sophisticated method to simulate a crack propagation. The method chosen in this thesis

is called strip-yield.

Keywords : Fatigue, Fracture Mechanics, Wind turbines, Structural dynamics, Variable

amplitude loading.
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Remerciements

Mes remerciements aux professeurs Eduardo Souza de Cursi, Christian Gout
et Younes Aoues pour la direction, co-direction et l’encadrement de cette these,
respectivement.

Les professeurs Didier Lemosse et Leila Khalij ont aussi démontré leur bonne
volonté de m’aider a mener ce travail de recherche.

J’aimerais également remercier Brigitte Diarra, Danielle Blanchard et Elisabeth
Lesage, secrétaires du LMI et du LOFIMS, a 'INSA de Rouen.

Je remercie le groupe de recherche responsable pour la référence Lavassas et al.
(2003). Ils m’ont fourni plusieurs détails du plan de leur mat.

Merci a mes collegues doctorants. Nous avons fait quelques échanges techniques lors
des formations proposées par I'Ecole Doctorale SPMII. Je pense que certaines des idées
présentes dans cette these sont 'aboutissement de ces échanges avec mes chers collegues.

Parmi ces collegues se trouve Liu Chu, a qui je remercie pour sa ferme loyauté.

vi



« Je crois, je continue de croire, malgré tout,
que dans le fond de leur ceeur, les hommes sont réellement bons. »

Anne Frank

« Il n’y a pas de déterminisme, [’homme est libre, [’homme est liberté. »

Jean-Paul Sartre
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Longueur de Monin-Obukhov [m |
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Fréquence en Hertz

Fréquence normalisée de la composante u de vitesse du vent (n, = nL3 /Up,)
Fréquence d’échantillonnage d’un signal [ Hertz |

Vecteur de forces généralisées [N |

Fonction de densité de probabilité d’occurence d'un cycle compté par la

méthode rainflow avec amplitude St.
Pression dynamique |Pa |

Puissance obtenue par le rotor [W |
Pression statique [Pa |

Force généralisée [N |
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Da,ref Pression atmosphérique de référence (égale a 1,013 - 10° Pa au niveau de la

mer)
Da Pression atmosphérique | Pa |
Dst, o0 Pression statique dans un point lointain de la surface [ Pa ]
q Vecteur de coordonnées généralisées [m |
q Facteur de sensibilité a ’entaille
4 Coordonnée généralisée (ou coordonnée modale) [m |
Qu Flux vertical de chaleur porté par la turbulence [W/m?|
Qv Humidité spécifique de l'air [kg/kg ]
R i Fonction d’autocorrélation
R Rapport entre fréquence forcée et fréquence naturelle (R = w/w,).
Ren Rayon de 'entaille [m ]
Re Nombre de Reynolds
Ri Nombre de Richardson
Ro Nombre de Rossby
r Distance a la pointe de la fissure [m]
R, Rapport de charge (ou rapport de contrainte) : Ry = Spin/Smax-
Ry, Rayon du cylindre ou mét [m |
Reot Distance entre la pointe des pales et le centre du rotor [m |
S Fonction de densité spectrale de puissance de la contrainte o [Pa’s]

Su, Suy Sw Ecarts types des composantes de vitesse du vent dans les directions x, y et z,

respectivement [m/s ]

S Chargement externe distant [Pa |

Sa Composante alternée du chargement [Pa]

St Composante moyenne du chargement [ Pa |

Shr Contrainte nominale de rupture [Pa |

Su Résistance a la traction ou limite ultime (ultimate tensile strength) [Pa]
Sy Véritable résistance a la rupture (true fracture strength) [Pa]
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St Résistance a la fatigue [Pa |

Sys Limite d’élasticité (yield stress) [Pa]

t Epaisseur de la tole [m ]

T Température [ K|

t Temps [s]

T, Température virtuelle [ K]
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1\ Fonction de stabilité adimensionnelle

w Fréquence angulaire [rad/s]

Qrot Vitesse angulaire du rotor [rad/s|

Qr Vitesse angulaire de rotation de la Terre (72,92 - 1079 rad/s)
Wy r-eme fréquence naturelle de vibration [rad/s]

Accents et exposants

) Dérivée d'une variable par rapport au temps (d( )/dt).
) Dérivée seconde d'une variable par rapport au temps (d*( )/dt?).
) Nombre complexe

Valeur moyenne

Ecart par rapport & la moyenne

Indices

( )m Partie imaginaire d’'un nombre complexe

( )Re Partie réel d’'un nombre complexe

(oo Variable mesurée dans un point distant
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DSP Densité Spectrale de Puissance
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Chapitre 1
Introduction

L’objectif de cette these est de fournir toute la chaine des calculs nécessaires pour
prédire I’évolution de I'endommagement par fatigue d’une structure éolienne le long de sa
durée de vie.

L’éolienne analysée dans ce travail de recherche a une structure tubulaire en acier
et un rotor a l’axe horizontal.

L’état d’endommagement par fatigue d’un matériau dépend de trois facteurs :
1. Ses propriétés mécaniques;

2. L’intensité du chargement ;

3. Le nombre de cycles de chargement.

En général, les agences de météorologie sauvegardent I'historique de vitesses
moyennes du vent calculées sur des périodes d’une heure. Etant donné le troisieme facteur
mentionné ci-dessus, il est nécessaire de synthétiser la vitesse du vent avec un taux
d’échantillonnage plus adéquat a une analyse de fatigue. Cet aspect est abordé dans le
Chapitre 2, qui introduit le concept de fonction de densité spectrale de puissance (DSP).

Par défaut, les stations de météorologie mesurent la vitesse du vent a la hauteur de 10
metres au dessus du sol. Cependant, le centre du rotor se trouve a une hauteur beaucoup
plus élevée. Selon Serrano-Gonzalez & Lacal-Arantegui (2016) la hauteur moyenne des
mats éoliens installées en 2012 en Europe a été proche de 100 metres. Afin de modéliser
le chargement distribué autour du mat et la force horizontale exercée para le rotor sur le
sommet du mat, il faut employer une courbe qui décrit I’évolution de la vitesse du vent
avec la hauteur. Cette dépendance spatiale de la vitesse du vent est également abordée
dans le Chapitre 2.

Le chargement provoqué par I’écoulement d’air autour de la structure tubulaire peut
étre modélisé en employant des courbes de coefficient de pression en fonction de la position

angulaire par rapport au point de stagnation®. La force axiale du rotor peut étre évaluée

1. Le point de stagnation est I’endroit ou la vitesse du fluide vaut zéro. Dans le cas de 1’écoulement
externe transversale autour d’un tube, le point de stagnation est I’endroit ou le fluide touche 1'objet en
premier.



A partir d’une courbe du facteur de charge. A partir des analyses menées dans cette thése,
on a constaté que le chargement di a la force axiale du rotor est considérablement plus
important que le chargement distribué autour de la structure tubulaire. Le Chapitre 3 est
consacré a la modélisation des chargements.

La chaine des calculs nécessaires pour faire 'analyse de fatigue d’une structure

éolienne est particulierement longue pour deux raisons :
1. Le chargement d'une structure éolienne varie aléatoirement dans le temps;

2. Le déplacement de la structure est amplifié en raison de la résonance entre la

vibration du mat et la variation du chargement.

L’amplification dynamique des vibrations peut étre quantifiée au moyen de la
réceptance du systeme structurel. Ce concept est abordé dans le Chapitre 4.

A partir de la réceptance et de la fonction DSP du chargement, il est possible
d’obtenir la DSP du déplacement. En absence de déformation plastique, la contrainte a
une relation linéaire avec le déplacement. Par conséquent, la DSP de la contrainte peut
étre évalué aisément une fois que la DSP du déplacement est connue.

La fonction DSP de la contrainte peut étre employée pour synthétiser un signal de
contrainte dans le domaine du temps. Un algorithme pour faire le comptage de cycles de
chargement est abordé dans le Chapitre 5. La loi de Palmgren-Miner est employée pour
modéliser 'accumulation de 'endommagement.

Le Chapitre 6 démontre comment faire une analyse de propagation de fissures
lorsque le chargement a une amplitude variable. Il fournit les concepts nécessaires pour
I'implémentation de la méthode bande d’écoulement (strip-yield).

Le Chapitre 7 aborde I’analyse d’un mat, afin de fournir un exemple numérique de

tous les concepts exposés dans cette these.



Chapitre 2

Modélisation de la vitesse du vent

2.1 Décomposition de Reynolds

Selon Pope (2000) et Jacobson (2005), la décomposition de Reynolds est la
représentation de chaque composante d’'un champ vectoriel de vitesse d’écoulement comme
la somme d’une parcelle moyenne (7,7 et w) et d'une parcelle flottante (u',v" et w’)

associée a la turbulence :

dx ,

U= = u+u (2.1a)
d

v = d—i{ = 7+ (2.1b)
d

w = d—i =w+w (2.1¢)

Dans le cas ou ces équations sont utilisées pour modéliser la couche limite de
I’atmosphere, le systéeme de coordonnées est en général choisi de fagon que x et y soient
dans le plan horizontale et z dans la verticale. Les composantes de vitesse longitudinale,
latérale et verticale sont représentées respectivement par u, v et w. La composante de

vitesse d’intérét majeur dans I'analyse d’une éolienne est la longitudinale.

2.2 Variation de la vitesse du vent avec la hauteur

Le classique profil logarithmique de vitesse moyenne du vent dans la couche de
surface de 'atmosphere est donné par (Panofsky, 1963 ; Panofsky & Dutton, 1984 ; Simiu
& Scanlan, 1996) :

a(z) = 21y (i) (pour z > z) (2.2)



Selon Panofsky (1963) les valeurs mesurées de la constante de von Karman x dans
I'atmosphere varient entre 0,35 et 0,43. Yakhot & Orszag (1986) et Telford (1982) ont
respectivement proposé les valeurs théoriques 0,372 et 0,37. La vitesse de frottement .
sera abordée dans la Section 2.2.3.

La longueur de rugosité zy représente la hauteur a laquelle la vitesse du vent devient
zéro dans 'Equation (2.2). Elle dépend de la taille et de la densité des éléments de paysage

de I’endroit concerné, comme le montre le Tableau 2.1.

Tableau 2.1 — Les types de paysage et leurs longueurs de rugosité (Kishore, 2010 ; Wiki
Eolienne, 2016).

Type de paysage zo [m]
Surface d’eau 0,0002
Terrain completement dégagé avec une surface lisse, p. ex. une piste 0,0024

d’aterrissage en béton ou de I’herbe fraichement coupée

Terrain agricole dégagé, sans clétures ou haies vives, et avec tres peu de 0,03
constructions. Seulement des collines doucement arrondies.

Terrain agricole avec quelques constructions et des haies vives de 8 m 0,055
de haut situées a environ 1250 m les unes des autres.

Terrain agricole avec quelques constructions et des haies vives de 8 m 0,1
de haut situées a environ 500 m les unes des autres.

Terrain agricole avec beaucoup de constructions, arbrisseaux et plantes, 0,2
ou des haies vives de 8 m de haut situées a environ 250 m les unes des

autres.

Villages, petites villes, terrain agricole avec de nombreuses ou de hautes 0,4

haies vives, des foréts et un terrain tres accidenté.

Grandes villes avec de haut immeubles. 0,8

Tres grandes villes avec de hauts immeubles et de grattes ciel. 1,6

Si les conditions de stabilité atmosphérique ne sont pas neutres, on ajoute le
parametre de stabilité ¥, qui est une fonction de z/Lyo (Panofsky, 1963; Simiu &
Scanlan, 1996 ; Jacobson, 2005) :

a(z) = “;0 {m (Zio) — ( L;O)} (pour z > ) (2.3)

La longueur de Monin-Obukhov Ly et le parametre de stabilité ¥ seront abordés
dans les Sections 2.2.4 et 2.2.5.




Selon Cook (1997), le modele logarithmique (Equations (2.2) et (2.3)) n’est pas
adéquat pour les hauteurs z plus élevées qu’environ 200 metres.

L’Equation (2.4) a été proposée par Deaves & Harris (1978) et peut étre trouvée
aussi dans les travaux de Cook (1997), ESDU (2001a) et Drew et al. (2013). Elle présente

une bonne précision pour z inférieur a la hauteur h de la couche limite atmosphérique :

a(z) = “;0 {m (Zio) 4575 (%) _ 1,88(%)2 _ 1,33(%)3 n 0,25(%)4} (2.4)

La loi de puissance, donnée par I'Equation (2.5), est une autre maniére de représenter

le profil de vitesse moyenne du vent (Panofsky & Dutton, 1984) :

() = () () (25)

Zref

L’exposant g dépend surtout de la rugosité du terrain et peut étre considéré
constant pour un intervalle de hauteur donné. Panofsky & Dutton (1984) recommande
qu'une valeur différente de g soit choisie pour chaque intervalle de hauteur z. Le méme
auteur affirme que cet exposant peut étre modifié afin que les conditions de stabilité
atmosphérique soient prises en compte. Il fournit 'Equation (2.6) pour estimer la valeur
de q :

1

In (2/2) (2:6)

q =
Cette équation est obtenue en appliquant le logarithme naturel & I'Equation (2.5)
et puis en dérivant par rapport a z. Ensuite on associe le résultat avec la dérivée de

'Equation (2.2) par rapport a z.

2.2.1 Epaisseur de la couche limite atmosphérique

La hauteur de la couche limite est un parametre important pour modéliser non
seulement le profil de vitesse moyenne du vent mais aussi la dispersion des polluants dans
I’air. C’est pourquoi de nombreux travaux de recherche sont encore développés aujourd’hui
autour de ce sujet.

Considérons que la condition ot la température de 'atmosphere varie avec la hauteur
z de telle sorte que dO/dz > 0. Si une parcelle d’air est déplacée de sa position d’origine,
elle aura la tendance a osciller autour de cette position avec la fréquence de Brunt-Vaisala
N donné par (Panofsky & Dutton, 1984) :

N = % (%) (2.7)

ou g est 'accélération de la gravité et 0 est la température potentielle.



Si d0/dz < 0, on a une condition d’instabilité, puisque le déplacement original sera

amplifié.
D’apres Zilitinkevich & Baklanov (2002), le flux turbulent de flottabilité pres de la
surface est défini par : Bs = — u,®/Lyio. Afin d’évaluer la hauteur de la couche limite, il

est convenable de classer la stabilité atmosphérique selon les criteres suivantes (Djolov,
2007) :

o Atmosphere véritablement neutre : Bs =0 et N =0;

o Atmosphere conventionnellement neutre : Bs =0 et N > 0;

o Atmosphere stable nocturne : Bs < 0 et N=10;

o Atmosphere stable persistent : Bg < 0 et N > 0.

Rossby & Montgomery (1935) ont proposé 1'expression (2.8) pour évaluer la hauteur

h de la couche limite atmosphérique sous des conditions de stabilité quasi-neutre. Le critere

de validité est proposé par Sugiyama & Nasstrom (1999).
U0

| el

Dans la littérature, on trouve des valeurs pour Cgr qui varient entre 0,15 et 0,5 (voir
le tableau A4 du travail de Garratt (1992)). Zilitinkevich & Esau (2003) affirment que

cette manque de consensus concernant la valeur de C provient du fait qu'une longueur

U0

h= CR chMO

(valable si < 4) (2.8)

de Monin-Obukhov élevée n’est pas une condition suffisante pour définir la neutralité
atmosphérique (voir Tableau 2.3). Selon ces auteurs, Cr dépend aussi de la fréquence de
Brunt-Viisald, qui n’était pas prise en compte auparavant.

Pour la condition de véritable neutralité atmosphérique, Zilitinkevich & Esau (2003)
fournissent Cr ~ 0,5. Les mémes auteurs affirment que cette condition est rarement
observée. Si I’atmosphere est neutre on a presque toujours N > 0.

Le paramétre de Coriolis f, est calculé selon I'Equation (2.9), ot Qr représente la

vitesse angulaire de rotation de la Terre (en rad/s) et Ao la latitude du lieu concerné.
fc =2 QT Sin(|)\site|) (29)

Selon Sugiyama & Nasstrom (1999) I'Equation (2.9) n’est pas adéquate si |Agie| est
inférieur a 20 degrés environ.
Zilitinkevich & Esau (2003) ont développé I'Equation (2.10) pour évaluer h dans des

conditions conventionnellement neutres (Bg =0 et N > 0) :

- N\ /2
7 Ifc|> (2.10)

Si les conditions sont stables, ’épaisseur de la couche limite est plus faible par

h=0,5 <1 10,14

rapport & la condition neutre. L'Equation (2.8) a été congue pour évaluer h sous conditions

de neutralité. Cependant, on aurait Cr = 0,016 dans le cas ou les conditions sont fortement



stables et Cr = 0,16 dans une atmosphere légerement stable (Garratt, 1992). L’Equation

(2.11), obtenue par Deardorff (1972), est plus adéquate pour évaluer h sous conditions

1 f. -1
h = 2.11
(30 Lo + 0,35 u*o) (2.11)

stables.

Zilitinkevich et al. (2002) ont développé 'Equation (2.12) pour des conditions
stables.

0.4 u, 0.16 11,9 + 0.04 Lyo N\ 2
. auo( 10U + U, MO ) (2‘12)

h =
|fc| 0755|fc‘LMO

Si les conditions sont instables, 1’épaisseur de la couche convective h. varie le long
de la journée. Batchvarova & Gryning (1991) ont élaboré 'Equation (2.13) qui décrit

I’évolution de h. avec le temps ¢ :

2 *QT c ﬁs
he Cluyg } dhe  (w'®) (2.13)

(14 2A)h. — 2BKLyo * vgl(1 + A)h. — BrLyo] | dt v

Les mémes auteurs adoptent les valeurs 0,2; 2,5 et 8 pour les constantes A, B et C,

respectivement. 7y est le gradient de température potentielle 90/0z au dessus de la couche
limite atmosphérique.

On a dh./dt fortement positif pendant les premieres heures apres le lever du soleil.

A partir du moment ot la couche stable nocturne n’est plus présente, la hauteur de la

couche limite est donné par :
h = he + he (2.14)

he est Pépaisseur de la couche d’entrainement qui peut étre évaluée selon ’Equation
(2.15), donnée par Gryning & Batchvarova (1994) :

3,3
he = hc (m + 0,2) (215)
Le nombre de Richardson d’entrainement Rig est donné par (Gryning, 2005) :
. _ (g/T)hebr
=2 — = 2.1
Rie = =0 4h. /a2 (2.16)

ot est la différence de température potentielle entre les hauteurs z = h et z = he+he.
Cette différence peut étre évaluée selon 'Equation (2.17) (Gryning & Batchvarova, 1990 ;
Gryning, 2005) :
’}/hc(AhC — BHLMo)

- 2.1
o1 (1+2A)h, — 2Bk Lo (2.17)




2.2.2 Nombre de Richardson

Le nombre de Richardson est un parametre qui quantifie le niveau de stabilité
atmosphérique. L’atmosphére est dite stable si l’air impose une résistance aux
déplacements qu’elle subit dans la direction verticale. Autrement dit, si une parcelle
d’air subit une perturbation qui la fait se déplacer verticalement (vers le haut ou vers
le bas), puis elle désaccéleére et retourne a sa position d’origine, 'atmosphere est stable.
L’atmosphere est instable si la parcelle d’air a une tendance a s’éloigner de sa position
d’origine, apres avoir subi la perturbation. L’atmosphere est neutre si la parcelle d’air
reste dans la nouvelle position établie par la perturbation, sans retourner ni s’éloigner
encore plus de la position d’origine.

La stabilisation ou déstabilisation dépend surtout du bilan entre la force de
gravitation et la force de flottabilité issue de la différence de densité entre la parcelle d’air
déplacé de sa position d’origine et 'air qui ’entoure apres le déplacement. Le gradient
de température de l'air dans la direction verticale est un parametre fondamental pour
déterminer 1’état de stabilité atmosphérique.

Le Tableau 2.2 montre le lien existant entre le nombre de Richardson et le classement

de stabilité proposé par Pasquill (1961).

Tableau 2.2 — Classement de la stabilité atmosphérique selon le nombre de Richardson
(Woodward, 1998 ; Turner, 1994).

Classement de Niveau de stabilité Nombre de
stabilité Pasquill atmosphérique Richardson
Fortement instable Ri < —0,86

Instable

~0,86 < Ri < —0,37

Légerement instable

—0,37 < Ri < -0,10

Neutre

—0,10 < Ri < 0,053

Légerement stable

0,053 < Ri < 0,134

Stable

QlEm|glaQ|lw| >

Fortement stable

0,134 < Ri

Le nombre de Richardson gradient est donné par (Stull, 1988) :

& (00
0, \ 0z

(5) - (%)

(2.18)



La substitution de 00,/0z, 0u/0z et 0v/0z par AB,/Az, Au/Az et AD/Az,
respectivement, donne le nombre de Richardson global (I'indice b fait allusion au mot

anglais « bulk ») :

Ri, — v _ [ 2g } (0y1 — 0y2)(21 — 22)
b 0,[AT? + AT 0,1 + 040 | (W —U2)? + (U1 — 0a)?

(2.19)

L’expression a droite souligne le fait que les signes des différences finies doivent étre
respectés et que 0, peut étre considéré comme étant la moyenne (0,1 + 0,2)/2.

Dans les Equations (2.18) et (2.19), 0, est la température potentielle virtuelle,
donnée par (Jacobson, 2005) :

D 0,286 D 0,286
=T, (—f) = T(1+0,608¢,) <—f) (2.20)
Pa Pa

La température 1" doit étre en Kelvin. p, ,ef est la pression atmosphérique de référence
(1,013 - 10° Pa au niveau de la mer). ¢, est I'humidité spécifique de lair (en kilogrammes

de vapeur d’eau par kilogramme d’air humide).

2.2.3 Vitesse de frottement

Selon Oosthuizen & Naylor (1999), la contrainte de cisaillement totale est constituée

de deux parties : I'une visqueuse et ’autre turbulente :

ou Ow -

Tez = Tazyv + Tezt = W (81: + 811:}}) - pulw/ (221&)
ov  Jw —

Tyz = Tyzv T Tyzt = W (8_2 + 8%5) — pv'w’ <2'21b)

Les parcelles turbulentes 7., et 7,.: sont aussi appelées contraintes de Reynolds.
Elles représentent, respectivement, le flux verticale de quantité de mouvement dans la
direction z et le flux verticale de quantité de mouvement dans la direction y. Le flux

vertical total de quantité de mouvement horizontale est selon Stull (1988) :

I7e] = V/ Tzt + Ty (2.22)

La vitesse de frottement (aussi appelée vitesse de friction), est donnée par (Stull,
1988) :

Pour la couche limite de 'atmosphere, la contrainte de cisaillement due aux effets

de viscosité est négligeable puisqu’elle est beaucoup plus petite que la contrainte de

cisaillement due a la turbulence. Dans ce cas, 7 = 7.



La vitesse de frottement varie avec la hauteur z au dessus du sol. Cette
dépendance est négligeable dans la couche de surface de 'atmosphere (qui correspond
approximativement au 10% le plus bas de la couche limite atmosphérique).

L'Equation (2.24) donne la vitesse de frottement au dessus de la couche de surface,
mais encore dans la couche limite (Gryning et al., 2007). La vitesse de frottement réduit
avec la hauteur z et devient tres faible en haut de la couche limite. Le symbole u,q exprime
la vitesse de frottement dans la couche de surface. L’exposant b dépend des conditions de
stabilité atmosphérique.

we(2) = u*()(l - %)b (2.24)

Louis (1979) a proposé I'Equation (2.25a) pour évaluer la vitesse de friction dans
la couche de surface a partir du nombre de Richardson. Cette équation peut étre trouvée

aussi dans le travail de Jacobson (2005) :

o = ) (2.25a)

~ In(z/2)
AR
Fp=1- 92? R _— (Ri<0) (2.25h)
69,6 k2(|Ri| z/z0)"
1+ 5
In“(z/z)
1 .
Fp=—"7"7"5 (Ri > 0) (2.25¢)
(14 4,7Ri)

2.2.4 Longueur de Monin-Obukhov

La longueur de Monin-Obukhov est définie comme suit (Monin & Obukhov, 1954 ;
Monin, 1958 ; Bache & Johnstone, 1992) :

U*Og 6v o U*OSp ep T

0O 2.96
kg (w'e,)s kg Qu (2.26)

Lyio = —

Qm est le flux vertical de chaleur porté par la turbulence ; €, est la capacité thermique

de l'air en pression constante et p la densité de l'air. La longuer de Monin-Obukhov
peut étre vue comme un moyen de quantifier le niveau de stabilité ou d’instabilité
atmosphérique (Tableau 2.3). Sous des conditions convectives, elle est proportionnelle
a la hauteur au dessus de laquelle les effets de flottabilité deviennent plus importants que

le cisaillement mécanique pour la génération de la turbulence.
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Tableau 2.3 — Classement de la stabilité atmosphérique selon la valeur de la longueur de
Monin-Obukhov (Gryning et al., 2007).

Niveau de stabilité | Longueur de Monin-Obukhov (en meétres)
Tres stable 10 < Lyo < 50

Stable 50 < Lyio < 200
Stable, quasi-neutre 200 < Lyio < 500

Neutre | Lyio| > 500
Instable, quasi-neutre —500 < Lyo < —200

Instable —200 < Lyo < —100

Tres Instable —100 < Lyo < =50

L’une des manieres d’évaluer la longueur de Monin-Obukhov est au moyen du
nombre de Richardson gradient (Businger, 1966 ; Pandolfo, 1966 ; Panofsky & Dutton,
1984) :

z
— 1 <
- (Ri < 0)

Lyo = (2.27)

2(1 - 5Ri) .
_ 0<R 0,2
TG (0 <Ri<0,2)

D’apres Panofsky & Dutton (1984), la mesure directe de la longueur de Monin-
Obukhov exige I'emploi d'une sophistiquée instrumentation de réponse rapide. Pour cette
raison, il est préférable d’évaluer Lyio a partir du nombre de Richardson, qui peut étre
mesuré plus facilement.

La longueur de Monin-Obukhov ne dépend pas de la hauteur z dans la couche de
surface, ce qui n’est pas le cas pour le nombre de Richardson (Bache & Johnstone, 1992).

Ce dernier varie avec z en telle sorte que Lyo reste constante dans I'Equation (2.27).

2.2.5 Le parametre de stabilité ¥

Dans I'Equation (2.3), ¥ est une fonction de la longueur adimensionnelle de Monin-
Obukhov, c’est-a-dire, du rapport z/Lyo. Si I'atmosphére est stable, on a z/Lyo > 0 et
U < 0. Les signes s’inversent pour des conditions instables. Plus z/Lyo est proche de
zéro, plus les conditions de stabilité sont neutres.

Pour des conditions d’instabilité, W(z/Lyio) est calculé selon I'équation (Paulson,

1970 ; Panofsky & Dutton, 1984) :
1+22\ (1422
2 2

11

U = In

— 2arctan(z) + g (2.28a)



1 1/4
. (1 _ 162 ) (2.28)

Lyio
Si atmosphere est stable, U(z/Lyo) est donné par (Panofsky & Dutton, 1984) :

5z
Lo

U=

(2.29)

2.3 Intensité de turbulence et écart type

L’intensité de turbulence est le rapport entre 1’écart type provoqué par la turbulence
et la moyenne de la vitesse du vent (Burton et al., 2011 ; IEC, 2005) :

L(2) = Sﬂ“((j)) (2.30)

L’écart type de la composante longitudinale de la vitesse du vent est donné par (Xu,

2013) :
1 b )
. — \/m / (b)) dt (2.31)

Comme le mentionne Xu (2013), I"écart type de la vitesse du vent est égal a la

moyenne quadratique de sa composante turbulente (puisque cette composante a une
moyenne nulle).
L’écart type de la vitesse du vent a un lien avec la vitesse de frottement wu, selon

I'expression (Solari & Piccardo, 2001) :

s; = i/ Ps (1 = u,v,w) (2.32)

ou f3; est un coefficient adimensionnel appelé facteur d’intensité de turbulence.
Le Tableau 2.4 donne quelques valeurs de 3, en fonction de la rugosité de terrain

20-

Tableau 2.4 — Facteurs d’intensité de turbulence (3, en fonction de la rugosité de terrain
2o (Simiu & Scanlan, 1996).

% (m) | 0,005 | 0,07 | 0,30 | 1,00 | 2,50
Bu, 6,5 60 | 525 | 4,85 | 4,00

L’Equation (2.33) peut étre employée pour évaluer B; sous des conditions de quasi-
neutralité atmosphérique, avec zy en metres (Solari & Piccardo, 2001 ; Solari & Tubino,
2002) :

B, =06—11arctan[In(z) + 1,75 ] (2.33a)
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By = 0,55 By Buw = 0,25B, (2.33D)

L’Equation (2.33) montre que le niveau de turbulence est fortement dépendant de
la rugosité du terrain. Plus le terrain est rugueux, plus turbulent est le vent.
ESDU (2001a) et ESDU (2002) proposent 'Equation (2.34) pour évaluer s, i une

hauteur z au dessus du sol. Dans cette expression, ’écart-type est évalué sur une période

de 3600 secondes.
p
7.5 2o (1 _ 3) [0,538 40,091n (i)}
h 20

su(2) = (2.34a)

140,1561n ( il )
chO

p= (1 - %)16 (2.34Db)

L’Equation (2.34) montre qu’il y a moins de turbulence au fur et & mesure que z
s’approche de la hauteur h. Par conséquent, si h est sous-estimé, le niveau de turbulence
et le taux d’endommagement par fatigue d’une structure éolienne sont également sous-
estimés.

Pour des conditions neutres de stabilité atmosphérique, les écarts types de la vitesse
du vent a proximité du sol dans les directions y et z peuvent étre calculés a partir de s,

selon les expressions qui suivent (ESDU, 2001a) :

s, = S, [1 — 0,22 cos? (%)} (2.35a)
Su = Su [1 — 0,45 cos’ (%)} (2.35b)

Dans le cas ou I’éolienne est construite sur la mer, l'intensité de turbulence peut
étre évaluée selon I'Equation (2.36) (API, 2000; ABS, 2011) :

~0,22
I, = 0,061+ 0,043 1] (%) (2.36)

ou z est la hauteur au dessus du niveau de la mer et w;( est la vitesse moyenne du vent

en m/s évaluée sur la période de 3600 secondes a la hauteur z = 10 metres.

2.4 Echelle de longueur intégrale de turbulence

Selon ESDU (2001b) les échelles de longueur intégrales de turbulence sont une
mesure de la taille moyenne d’un rafale de vent dans des directions appropriées. Elles
quantifient le taux de variation des propriétés d'un rafale dans ’espace.

Il existe neuf échelles de longueur LY, LY, L7 définies par (ESDU, 1976) :

)
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Lf = /OOo 972“(93/ - $) d(f — {E) (2.37&)

L= [ - vty ) (i = u,v,0) (2.37h)
0
L? = / Rii(2 — 2)d(z' — 2) (2.37¢)
0
ou %;; est la fonction d’autocorrélation :
Cii(7)

Cii(7) est la fonction d’autocovariance et s; est I'écart type de la composante de
vitesse ¢ = u, v ou w.

Les échelles de longueur Lj, LY et L; sont dites longitudinales et les échelles de
longueur LY, L7 Ly, L2, Ly et LY sont dites latérales. L’indice de chaque symbole indique
la composante turbulente de vitesse considérée. Les exposants indiquent 1'axe dans lequel
on mesure la distance entre deux points.

Counihan (1975) affirme dans son travail que les échelles de longueur diminuent avec
I’'augmentation de la rugosité de terrain zy. Il propose 'expression suivante pour 1’échelle

de longueur Lj, valable pour les hauteurs situées entre 10 et 240 m :
L; = Bz™ (2.39)

Xu (2013) fournit des courbes pour évaluer le coefficient B et I'exposant m en

fonction de la rugosité du terrain zy. Un ajustement polynomial permet d’écrire :
log(m) = 0,01529 log®(29) — 0,03638log?(2y) + 0,136 log(z) — 0,363 (2.40a)
log(B) = — 0,4017log(zo) + 1,352 (2.40Db)

L’Equation (2.40a) est valable dans l'intervalle 0,0035 < zo < 9,46. L’Equation
(2.40b) est valable dans Iintervalle 0,001 < z, < 9,3.
Au dessus de la hauteur z;y, établie par 'Equation (2.41), la turbulence n’est plus

restreinte par la surface du sol et elle devient isotropique (Burton et al., 2011; ESDU,
1975).

Ziso = 1000 2o"® (2.41)

L’Equation (2.41) associée aux données du Tableau 2.1 montre que les éoliennes
sont toujours dans la région de turbulence anisotropique. La turbulence est isotropique
aussi dans la gamme de hautes fréquences (ESDU, 2001b). D’apres ESDU (2001a) une

fréquence n se situe dans la gamme de hautes fréquences si la coordonnée adimensionnelle
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de Monin est supérieur & 0,1. Cette coordonnée est représenté par f, dans ’'Equation
(2.42).

(2.42)

Selon Carruthers & Hunt (1986), si la turbulence est isotropique, 'Equation (2.43)

est valable :
Ly =2L; =2L; (2.43)

Encore sous I’hypothese de turbulence isotropique, 'Equation (2.44) est valable
(ESDU, 2001b) :

oL s,\° LY L*?

v (2] = Zv v 92.44
r: () T (2.44a)
2LT  [s,\® LY L% (2.44b)
tr\s,) LY o20 '

Les Equations (2.45a) et (2.45b), issues de mesures faites dans la couche limite de
I'atmosphere, permettent d’évaluer LY et L7 a partir de L] (ESDU, 2001b) :

L 2\ L7

“u 05— 034exp —35(—) (2.45a)
L I

Ly L2

7 =016+0,68% (2.45b)

Selon Burton et al. (2011) et ESDU (1975), au dessus de la hauteur zis,, donnée par
I'Equation (2.41), on a L* = 280 m, et LY = LZ = L” = L? = 140 m. Toutefois, méme
pour une longueur de rugosité zy tres petite, la région isotropique est bien au dessus
de la hauteur d’une turbine d’éolienne. Les relations suivantes fournissent les échelles de

longueur en metres pour z < 2, :

LT = 280(2/2150) "% (2.46a)
LY = 140(2/2150) " (2.46b)
L7 = 140(2/2140) " (2.46¢)
L? = 140(2/2150) " (2.46d)
L7 =140(z/2150)""° (2.46¢)

Burton et al. (2011) et ESDU (1975) suggerent Ly, = LY = 0,35z pour z < 400 m.
ISO (2009) fournit 'Equation (2.47) pour obtenir une valeur approximative de L.
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LT = 100(%)0’5 (2.47)

ou z et L sont donnés en metres.
Selon Solari & Piccardo (2001) et Solari & Tubino (2002), I'Equation (2.48) peut

étre employée pour évaluer L a une hauteur z < 200 m. Toutes les unités sont en metres.

z m
L= (—) 2.4
=300\ (505 (2.48a)
m = 0,67 + 0,05 1n(z) (2.48Db)
Ay =1 Ay = 0,25 Ay = 0,1 (2.48¢)

2.5 Densité Spectrale de Puissance (DSP)

Une fonction de densité spectrale de puissance a pour objectif de quantifier le niveau
de variation qu’un signal subit lorsque 'on considere une fréquence donnée. L’intégration
d’une DSP par rapport a la fréquence fournit la contribution de l'intervalle de fréquences
considérée sur la variance du signal, comme le montre 1’équation qui suit (Blackman &
Tukey, 1958 ; Simiu & Scanlan, 1996 ; Cooper & McGillem, 1998) :

“+o0o
s? = / U(n)dn (SiU est unilatéral) (2.49a)
0
+o0
s? = Us(n) dn (Si Uy est bilatéral) (2.49D)

Une fonction de densité spectrale de puissance peut étre unilatérale ou bilatérale.
Elle est unilatérale si I’on considére uniquement les fréquences positives. On a la définition
d’une DSP bilatérale lorsque 'on considere —oco et +o0o0 comme limites d’intégration dans
’Equation (2.49). Si la DSP bilatérale est connue, il est possible de trouver la DSP
unilatérale en multipliant la valeur de Us(n) par 2 pour les fréquences positives et en
considérant ¢ (n)=0 pour les fréquences négatives (voir 'Equation (2.50), selon Cooper &
McGillem (1998)). A chaque fois qu'une fonction DSP est présentée, 'auteur doit signaler

si elle est unilatérale ou bilatérale.

2Us(n) (pour n > 0)
U(n) = (2.50)
0 (pour n < 0)

Plusieurs phénomenes atmosphériques affectent la vitesse du vent. Chacun de ces
phénomenes a une durée moyenne et, par conséquent, une période associée a une fréquence

n en Hertz. Le graphique de la Figure 2.1 donne la densité énergétique du vent en fonction
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de la fréquence. En analysant ce graphique, il est possible de conclure que la vitesse du

vent peut varier considérablement dans des périodes de 4 jours, 12 heures et 76 secondes.

Période | heures |

10° 102 101 10° 107! 1072 1073
il ' ' ' ' ' -
4
E 4k 76 secondes
D]
=
£ 37 .
‘go 12 heures
= 2 .
N
2
% 1 24 heures i
Q O...I M s 33 sl M s o33 a3l M AT | M AT | M AT | M L1

1073 1072 107! 10° 10! 102 103

Fréquence |[cycles/heure |

Figure 2.1 — Densité énergétique du vent, en fonction de la fréquence (der Hoven, 1957 ;
Harper et al., 2008 ; Burton et al., 2011).

2.5.1 Densité spectrale de von Karman

La densité spectrale de puissance unilatérale de von Karman correspondante a la
composante u de la vitesse du vent est donnée par (von Karmdan, 1948; Harris, 1968;

ESDU, 2001a) :

n Uy (1) _ 4n, (2.51a)
Su” (1 + 70,8 n,2)"/*
nlL?
ny = —~ n >0 2.51b
) ( ) (2.51b)

La DSP unilatérale de von Karméan correspondante aux composantes i = v, w est
donnée par (ESDU, 2001a) :

== 2.52a

s (14283,2n,2)"° (2.522)
nL?

j= — >0 2.52b

e (n>0) (2.52b)

Puisque la DSP de von Karmén est basée sur I’hypothese de turbulence isotropique,
onas, =s, =s, et les relations données par I'Equation (2.43) doivent étre employées
dans 'Equation (2.52).
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ESDU (2001a) affirme que la DSP de von Kérman n’est pas adéquate dans la gamme
de hautes fréquences (fn > 0,1 dans 'Equation (2.42)). Afin de bien décrire cette région

du spectre, le méme document propose 'Equation (2.53) :

Ui, Ly \ 7
”—_Ahf< By ) (2.53)

S,2 u

Ui (2)

L'Equation (2.54) fournit L? valable pour les hauteurs jusqu’a 300 métres et doit

étre strictement employée avec ’'Equation (2.53), en raison de la maniére qu’elle a été

dérivée.
Aa2(s0 /0.
LT = S (Su/ue)"z (2.54)
2,5K.%2(1 — 2/h)2(1 + 5,75 z/h)
Le parametre Ape est donné par :
Lx 2/3
Ay = 0,115[ - ] (2.55)
(Lu>5

Le rapport L” /(L") est donné par I'Equation (2.56), qui est valable pour les hauteurs

jusqu’a 180 metres environ.

Ly 2\ 6
o=t 0,315(1 - E> (2.56)
K, est le parametre de Kolmogorov, donné par :
N
K. = 0,19 — (0,19 — Kp) exp {—24 Ro%155 (%) ] (2.57a)
0,39
Ky = W N = 1,24Ro%"% (2.57b)

Ro est le nombre de Rossby, donné par :

U0

Ro =
chO

(2.58)

2.5.2 Densité spectrale de von Karman modifiée

ESDU (2001a) affirme que la DSP de von Kérman (Equations (2.51) et (2.52))
représente bien la turbulence atmosphérique au dessus de 150 metres et que la précision
se détériore au dessous de ce seuil. Afin d’éliminer cet inconvénient, Harris (1990) et ESDU
(2001a) ont développé la DSP unilatérale de von Karmén modifiée (Equations (2.59) et
(2.60)). Contrairement & I'Equation (2.53), la DSP de von Karman modifiée est valable

pour toute la gamme de fréquences.
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nUy, 2,987n,/a
= B1

Su’ [1+ (2mn,/a)?]

1,294, /a

+ By
[1 + (Wnu/a)ﬂ

(2.59)

5/6 5/6° 1

Pour les composantes ¢ = v,w la DSP unilatérale de von Karman modifiée est

donnée par :

nUi _ o 2,987 [1+(8/3) (4mni/a)?] (ni/a) B 1,294 n;/a

5.2 1 11/6 2 5/6

: R (2.00)
[1+ (47n;/a)7] [1+ (2mn;/a)7]

Le parametre a dépend de Ap¢ et peut étre évalué en résolvant numériquement

’'Equation (2.61a). Une bonne approximation est donnée par I’Equation (2.61b).
Ape = a%/%(0,3858 — 0,3298 a) (2.61a)
a = 0,535+ 2,76 (0,138 — Ay)"0 (2.61b)
Les parametres Fi et F, sont donnés ci-dessous :

Ny, —-0,8
Fy =1+ 0,455 exp {—0,76(:) } (2.62a)

n;\ —09
Fy =1+ 2.88exp [—0,218(—) } (2.62b)
a
Les parametres B; et By sont donnés par :
B, =2,357Ta— 0,761 (2.63a)

B,=1-B; (2.63b)

2.5.3 Densité spectrale de Kaimal

La fonction de densité spectrale de puissance de 'Equation (2.64) peut étre trouvée
dans la norme (IEC, 2005). Elle a été congue par Kaimal et al. (1972).

4ana
nl;(n) _ U (2) (i = u,v,w (2.64)
5i° 6Lk *? et n > 0) '
(i)
ulhr(Z)

L LK et LE* sont les échelles de longueur pour la DSP de Kaimal, données par
(Burton et al., 2011) :

L¥* = 23291° LX* = 32054 L" LE* = 32054 L" (2.65)

IEC (2005) suggere que ces échelles de longueur soient calculées selon :
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LE* = 8 1A, LE* = 27A, L5 = 0,66 A, (2.66)
ou le parametre A, est donné par :

0,72 (2 <60 m)
A, = (2.67)
42m (z>60m)

Sachant que L; = 3,5A,, ’'Equation (2.67) peut également étre employée pour
évaluer la fonction de densité spectrale de von Karman. Cependant, toutes les échelles de
longueur issues de ’Equation (2.67) doivent étre vues comme une approximation, puisque
la rugosité de terrain n’est pas prise en compte.

Afin d’estimer les écarts types des composantes v et w de la DSP de Kaimal, IEC
(2005) suggere s, = 0,8, et s, = 0,55,

Solari & Piccardo (2001) et Solari & Tubino (2002) ont proposé une version modifiée
de la DSP de Kaimal, donnée par :

d; Biuw2LY

AT Uy, (2) (1 =u,v,w
{1 1,5d; |w| Lfr/?’ et n > 0)

27 Uy, (2)

Ui(w) = (2.68)

ou d, = 6,868 et d, = d,, = 9,434. Le facteur d’intensité de turbulence (3; a déja été
abordé dans la Section 2.3.

L’Equation (2.69) est une autre version de la DSP de Kaimal proposée par Frost
et al. (1978). Elle peut également étre trouvée dans le travail de Masse & Pastorel (1992) :

_ 10 z !
Cizup|In —=+1)In{ —+1 ‘
20 20 (1 = u,v,w

z'nlrl(lO/zo+1)}5/‘3 et n > 0)
alo hl(Z/Zg -+ 1)

(2.69)

1+C’2[

ol Uy est la vitesse moyenne du vent (en m/s) sur une période d’une heure a la hauteur

z = 10 metres. C; et Cy sont donnés par le Tableau 2.5.

Tableau 2.5 — Valeurs des coefficients C; et Cy dans I’Equation 2.69.

Ch 12,3 4,0 0,5
Cy 192 70 8,0
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2.5.4 Densité spectrale de Tieleman

Tieleman (1995) a développé deux fonctions DSP unilatérales : 'une pour les terrains
plats, lisses et uniformes (PLU) ; 'autre pour les terrains complexes, plein d’obstacles. Les

Equations (2.70) correspondent au premier type de terrain (PLU) :
nU,(n) 20,53 fm

s 144751 f0 (2.70)
nU,(n) 6,83 fin
sr ymsiges 70 (2.700)
1,67 fm
nty(n) _ 1671 (2.70¢)

se’  1+723f,°°

ol fm est le parameétre adimensionnel donné par ’Equation (2.42). Pour les terrains

complexes, Tieleman (1995) suggere les équations qui suivent :

nl,(n) 40,42 f,,

5.2 (L+60,62fn)/3 (271a)
nlUy,(n) 13,44 f1,

o2 _(r16ny8 >0 (2.71b)
nly,(n) _ 3,28 fin (2710)

Sw? (1+4,92 fin)>/3

2.6 Simulation d’un signal aléatoire

a partir d’une fonction DSP

Un signal de vitesse du vent peut étre synthétisé en employant 'Equation (2.72),
proposée originalement par Shinozuka (1971). Elle figure aussi dans le travail de
Bierbooms (2009) :

M—1
u(t) =u+ Ajcos(2mnt + &;) (2.72a)
Aj=sV2 (2.72b)
s — \/ R () (2.720)

L’intervalle de fréquences entre n; et ny, est discrétisé en M — 1 sous-intervalles de
largeurs (An); = n;+1 —n;. Chaque fréquence n; correspond a une valeur I; de la fonction

de densité spectrale de puissance. u est la valeur moyenne de la vitesse du vent et ¢; est
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un angle de phase aléatoire qui se distribue uniformément dans 'intervalle entre 0 et 27
radians.

Un exemple peut clarifier 'emploi de I'Equation (2.72). Supposons que I'on dispose
d’une liste de vitesses moyennes du vent. Chaque entrée de cette liste représente la vitesse
moyenne du vent sur une période d’une heure. On souhaite synthétiser un historique de
vitesses possédant des harmoniques jusqu’a la fréquence de 1/5 Hertz. Dans ce cas, il faut
générer une fonction de Shinozuka (Equation (2.72)) pour chaque période d’une heure.
Cela équivaut a dire que 'on doit générer un nouvel ensemble de variables aléatoires
¢; pour chaque période d'une heure. Bien qu’en langage mathématique cet ensemble de
variables aléatoires ne soit pas un vecteur, en langage de programmation il est convenable
de l'exprimer comme s’il en était un : [ ¢ ¢2 ... ¢; ... dum_1 ¢u ). Chaque
entrée de la liste originale de vitesses représente @ dans I'Equation (2.72). Dans cet
exemple, la fréquence n; est égale a 1/3600 Hertz et la fréquence ny est égale a 1/5
Hertz.

Les méthodes classiques d’estimation spectrale permettent que le signal soit
statistiquement décrit dans lintervalle de fréquences inférieures a la moitié du taux
d’échantillonnage (Wijnants et al., 2013). Cela étant, afin que le signal synthétisé
avec 'Equation (2.72) contienne effectivement les données statistiques correspondantes
aux fonctions harmoniques dans l'intervalle de fréquences entre n; et ny, le taux

d’échantillonnage doit étre égal ou supérieur a 2n.
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Chapitre 3

Chargements sur

une structure éolienne

3.1 Coefficient de pression

La distribution de pression et la distribution de contrainte de cisaillement sont
les seules données nécessaires pour évaluer les forces et les moments qui agissent sur la
surface extérieure d’un corps aérodynamique immergé dans 1’écoulement d’un fluide. La
pression et la contrainte de cisaillement agissent respectivement dans la direction normale

et tangent a la surface, comme le montre la Figure 3.1.

p(s) o(s)

U S

Figure 3.1 — Vecteurs des forces associées a la pression et a la contrainte de cisaillement

autour d’une aile (Anderson, 2001).

Le coefficient de pression et le coefficient de friction sont les parametres
adimensionnels qui permettent d’évaluer respectivement la distribution de pression et la
distribution de contrainte de cisaillement autour de la surface. Le coefficient de pression
est défini par 'Equation (3.1) (Anderson, 2001) :

pst($7y7z) _pst,oo p(%%z)
Cp(I,y,Z): Ol D) = Da (31)

2

ou ps(x,y, 2) est la pression statique totale qui agit localement sur le point de la surface
et Pst,00 €St la pression statique sur un point lointain de la surface. La pression dynamique
Pd,co €st donnée par (1/ 2)Poolloo?. Si I’écoulement est incompressible, la valeur maximale

du coefficient de pression est 1,0 et cela a lieu sur le point de stagnation, dont la définition
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est donnée dans le Chapitre 1. Pour un écoulement compressible, ¢, peut dépasser 1,0 sur
le point de stagnation. La différence de pression statique p(z,y, 2) = ps(Z,Y, 2) — Pst.oo
est celle qui représente le chargement du vent sur une structure.

Lorsque I’écoulement est incompressible, le coefficient de pression peut étre évalué
selon (Anderson, 2001) :

“(x—yz)} 2 (3.2)

Uoo

cp(x,y,z):1_[

3.1.1 Coefficient de pression autour d’un cylindre
Le nombre de Reynolds de I’écoulement externe transversal d’un fluide autour d’un
cylindre est donné par (Anderson, 2001) :

Hoo

Re (3.3)

Ol Uso, Poo €t Hoo sont respectivement la vitesse, la densité et la viscosité dynamique du
fluide dans une région distante du cylindre de rayon Ry,.

Selon Fox & McDonald (2011), I'air a une viscosité dynamique de 1,81-107° N.s/m?
lorsqu’il se trouve a une pression de 101,3 kPa et une température de 20 degrés Celsius.

Dans ces mémes conditions, la densité de I'air est de 1,21 kg/m3.

1 T T T T T T T
Direction de
& 0,5 l'écoulement
o
2 0r
wn
g
a—-05F N === === ==
D]
<
= —1r
L
(]
&ED —15r Re =140 000
8 ) —»— Re =530 000
B -~ -~ —Re=7,6.10°
_2,5 1 1 1 1 1 1 1 1
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180

Angle & [Degreés|

Figure 3.2 — Coefficient de pression autour d’un cylindre en fonction de la coordonnée
angulaire et du nombre de Reynolds (Cantwell & Coles (1983), Spitzer (1965),
van Nunen (1974)).

La Figure 3.2 montre la variation du coefficient de pression en fonction de la position

angulaire par rapport au point de stagnation, pour trois valeurs représentatives de nombre
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de Reynolds. Elle est similaire a celle qu'on trouve dans le travail de Roshko (1961). Les
courbes correspondantes & Re = 140 000, Re = 530000 et Re = 7,6-10° ont été déterminées
respectivement par Cantwell & Coles (1983), Spitzer (1965) et van Nunen (1974). Pour
la courbe dont le nombre de Reynolds est de 140000, le coefficient de pression est zéro a
I’angle & = 36°.

La chute du coefficient de trainée lorsque le nombre de Reynolds se trouve entre
2-10% et 5-10° dans le graphique de la Figure 3.3 est consistent avec le comportement
des graphiques de la Figure 3.2. Pour £ > 120° (dans la partie arriere du cylindre), on
peut espérer que |c,(Re = 530000)| sera inférieur a |c,(Re = 140000)|, puisque la trainée
s’affaiblit lorsque le nombre de Reynolds évolue de 140000 a 530000. On peut espérer
aussi que |c,(Re = 7,6-10°)| sera supérieur & |c,(Re = 530000)], puisque la trainée tourne
a augmenter lorsque le nombre de Reynolds évolue de 530000 & 7,6 - 10°. Dans la région
ou & est proche de 90°, une partie considérable de la force aérodynamique ne produit pas

de trainée en raison de sa direction.

102 F L | AL L | L L L L

10" §
Cd

10° |

10_1 AT | i1 el MR R | MR | AT | MR T | i1 el TR
1071 109 10! 102 103 10* 10° 106 107
Nombre de Reynolds

Figure 3.3 — Coefficient de trainée c¢q d’un cylindre, en fonction du nombre de Reynolds
(Tritton, 1988).

Dans le cas d'un cylindre vertical, si la vitesse du fluide varie avec la hauteur z,

I'Equation (3.1) peut étre récrite de la facon suivante :

Poollos?(2)

p(/zag) = Cp(g) 2

= ¢)(6) pace(2) (3.4)

ou la pression p est celle qui doit étre considérée comme chargement structurel.
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3.2 Chargement du rotor

3.2.1 Coefficient de Puissance et Limite de Betz

Le coefficient de puissance C'p d’un rotor éolien est une fonction de la vitesse du
vent. Il est défini par (Burton et al., 2011) :

Pro
Cp(to) = 7— (3.5a)
§p uoosArot
Arot = ’/TRrotQ (35b)

ou P, est la puissance captée par le rotor. R, est la distance entre les pointes des pales
et le centre du rotor (mesurée sur le plan perpendiculaire a la direction de uy).
Lanchester (1915) et Betz (1920) ont employé les concepts de conservation de masse,
quantité de mouvement et d’énergie pour prouver que la valeur maximale théoriquement
possible pour le coefficient de puissance est de 16/27 ~ 0,5926 pour un rotor type disque.
La démonstration de comment obtenir cette valeur connue sous le terme de limite de Betz
peut étre trouvée dans le travail de Jain (2011).
D’apreés Manwell et al. (2002), la limite de Betz n’est jamais atteinte parce que la
théorie de Lanchester-Betz ne prend pas en compte les facteurs suivants :
e la rotation de I’écoulement derriere le rotor ;
« le nombre fini de pales et les pertes associées a leurs pointes ;
» l'existence de la trainée.
Considérons un rotor du type disque (le mouvement de rotation des pales couvre la
surface d’un disque imaginaire). Le facteur d’induction axial « a » quantifie la réduction

de vitesse du vent grice a ce rotor. Sa définition est donnée par (Burton et al., 2011) :

a =t Tt (3.6)

Uoo

ou Uy est la composante axial de vitesse de 'air qui traverse le plan du rotor.
Selon la théorie de Lanchester-Betz, la puissance P, obtenue par un rotor idéal est

donnée par (Jain, 2011) :
Prot =2 P Arot urot2<uoo - urot) (37)

La puissance maximale est obtenue quand uys = (2/3)us. Ce résultat remplacé
dans 'Equation (3.6) donne a = 1/3.
Pour un rotor idéal, le coefficient de puissance est donné en termes du facteur

d’induction selon 1’équation (Hansen, 2008 ; Burton et al., 2011) :
Cp = 4a(l — a)? (3.8)
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La dérivé de Cp par rapport au facteur d’induction axial est :
dCp
— =4(1—-a)(1l —3a 3.9
0 — 41— a)(1 - 3a) (39
A partir des Equations (3.8) et (3.9), il est possible de conclure que CE = 16/27
quand a = 1/3, ce qui est compatible avec les résultats déja mentionnés dans cette section.
La Figure 3.4 donne l'exemple d’une courbe de coefficient de puissance Cp en
fonction de la vitesse du vent. Cette courbe correspond a un rotor a l’axe horizontal
qui génere 1 Mégawatt de puissance maximale. Les données peuvent étre trouvées dans
le logiciel WAsP (Wind Atlas Analysis and Application Program).

En considérant 'aire du rotor A,,; = 2290 m?

et le coefficient de puissance fourni
par la Figure 3.4, 'Equation (3.5a) permet I'obtention de la courbe de puissance du rotor

en fonction de la vitesse du vent montrée dans la Figure 3.5.

$ 05 : : : .
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= o ;

2 04F Spline cubique | .
= + Points originaux
203t
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= 02}
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3 i

2 0.1

8 0 L 1

© o s 10 15 20 25

Vitesse du vent [m/s|

Figure 3.4 — Coefficient de puissance Cp d’un rotor a ’axe horizontal qui génere de 1,0

MW de puissance maximale. Données fournies par le logiciel WAsP.
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Figure 3.5 — Exemple de courbe de puissance du rotor en fonction de la vitesse du vent.
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3.2.2 Facteur de charge

Le facteur de charge Ct (thrust coefficient, en anglais) est une fonction de la vitesse
du vent. Sa définition est donnée par (Hansen, 2008 ; Burton et al., 2011) :

CT (uoo> —_ 1 frot

5 P uoo2Arot

(3.10)

Pour un rotor idéal (dont les pertes énergétiques sont négligeables), le facteur de
charge est exprimé en termes du facteur d’induction axial « a » selon (Hansen, 2008 ;
Burton et al., 2011) :

Cr=4a(l —a) (3.11)

Les Equations (3.12a) et (3.12b) permettent d’obtenir une valeur de C'r plus proche
des résultats expérimentaux, puisqu’elles prennent en compte les pertes énergétiques

(Buhl, 2005) :
Cr =4a(l —a)Fp (pour 0 < a <0,4) (3.12a)

8 40 50
Cr=75+ <4F - 3) a+ (5 - 4Fp> a’  (pour 0,4 <a < 1,0) (3.12b)

Les courbes produites par ces deux expressions se touchent quand a = 0.4.

Fp est le facteur de perte de Prandtl, qui corrige I’hypotheése d’un nombre infini de
pales. Si la géométrie des pales du rotor est connue, la théorie d’élément de pale, congue
par Glauert (1935) peut étre employée pour évaluer le facteur de Prandtl, aussi bien que
le facteur d’induction (voir Hansen (2008)). Dans cette théorie, 'Equation (3.10) serait
écrite en termes des éléments différentielles d f,o; et dA.os = 2wrdr; Fp et « a » seraient

fonctions de la distance r qui sépare la coordonnée concernée et le centre du rotor.

3.2.3 Vitesse spécifique

La vitesse spécifique A, d'un rotor est le rapport entre la vitesse tangentielle des

pointes des pales du rotor et la vitesse du vent (Hau, 2006). Elle est donnée par :

)\rot - QrOtRYOt (313)

o

ou (2,4 est la vitesse angulaire de rotation du rotor et le rayon R.. est le méme de
'Equation (3.5b). La vitesse spécifique est un parametre trées important pour le projet du
rotor d'une éolienne puisqu’elle affecte fortement l'efficience énergétique.

Le graphique de la Figure 3.6 illustre le comportement typique du coefficient de

puissance en fonction de la vitesse spécifique et du nombre de pales. La réduction du
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Figure 3.6 — Coefficient de puissance Cp en fonction de la vitesse spécifique Ao et du
nombre de pales (Hau, 2006).

nombre de pales augmente la vitesse de rotation optimale et réduit I'efficience maximale
du rotor. Un rotor avec un grand nombre de pales n’est pas souhaitable pour la génération
d’électricité parce que cette application exige une vitesse de rotation plus importante.
Harrison et al. (2000) affirme que la vitesse spécifique optimale se trouve
typiquement entre 6 et 8 pour un rotor d’éolienne a l’axe horizontal avec trois pales.
En ce qui concerne la vitesse de rotation du rotor, les turbines éoliennes sont classées

en deux types (Hansen, 2005) :

1. Turbine a vitesse fixe : la vitesse angulaire du rotor €2, ne change pas beaucoup
en fonction de la vitesse du vent u., ; elle reste dans un intervalle de valeurs tres
étroit. La vitesse spécifique A, varie fortement en fonction de la vitesse du vent.
Pendant une considérable partie du temps, la vitesse du vent n’est pas celle qui

fait turbine rendre sa meilleur performance.

2. Turbine a vitesse variable : la vitesse angulaire de rotation 2, varie en telle
sorte que la vitesse spécifique ait toujours sa valeur optimale, indépendamment

de la vitesse du vent.

29



Chapitre 4

Dynamique structurelle du mat

4.1 Reéceptance complexe d’un systéme vibratoire

Le déplacement d d’un systeme masse-ressort-amortisseur a un degré de liberté

soumis a une force f(t) est gouverné par I’équation qui suit :
md+cd+kd= f(t) (4.1)

Soit dg, la réponse de ce systeme a une force fro(t) = F cos(wt) et dyy, la réponse a
une force fi,(t) = F'sin(wt). On peut écrire (Craig & Kurdila, 2006) :

mdre + cdpe + k dre = fre(t) = F cos(wt) (4.2a)
M dry + ¢ di + k din = fi(t) = Fsin(wt) (4.2b)

Si 'Equation (4.2b) est multipliée par i = y/—1 et ensuite additionnée a I’Equation
(4.2a), la formule d’Euler permet d’écrire (Ewins, 2000 ; Craig & Kurdila, 2006 ; Inman,
2007) :

md+cd+kd= f(t) = Fexp(iwt) = F cos(wt) + i F sin(wt) (4.3)

ot le déplacement complexe est exprimé par d = dge + idi,. L’accent () permettra de
distinguer un nombre complexe dans ce chapitre.
Une possible solution pour I'Equation (4.3) est d(t) = D exp(iwt). Son remplacement

dans I’équation de mouvement donne :
(k — w?m +iwc) Dexp(iwt) = F exp(iwt) (4.4)

Le rapport entre le déplacement complexe d et la force complexe f est connu sous
le terme de réceptance complexe. Dans le cas d'un systeme a un degré de liberté avec

amortissement visqueux, elle est donnée par :
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aw-den D 1 & (4.5
Bt vile) gy g (29)

ou R = w/w, (rapport entre la fréquence forcée et la fréquence naturelle de vibration).

La solution de I’équation de mouvement complexe est :

d(w,t) = a(w)f(w,t) (4.6a)
d(w,t) = |a(w)|exp(iT) F exp(iwt) (4.6b)
d(w,t) = |a(w)|F cos(wt + ') + i |a(w)|F sin(wt + T) (4.6¢)

Le module |@(w)| et 'angle de phase I' peuvent étre évalués selon (Ewins, 2000 ;
Inman, 2007) :

1
a(w)] = (4.7a)
o) [(k —mw?)? + (cw)?]/?
I'= — arctan2 (m) (47b)

Dans le cas d’un systeme a vibration forcée, I' est négatif parce que la réponse d est
toujours en retard par rapport a la force f.

D’aprés Craig & Kurdila (2006), le choix entre la partie réel ou imaginaire de d
dépend du type de fonction harmonique employée pour décrire la force agissant sur la
masse. Dans le cas ou f(t) = F cos(wt), il faut considérer la réponse d égale a la partie
réel de d. Si f(t) = Fsin(wt), il faut considérer d égal a la partie imaginaire de d.

La réceptance exprimée par 'Equation (4.5) sera utile en avant pour déduire les
entrées de la matrice de réceptance complexe d’un systeme a plusieurs degrés de liberté

avec amortissement proportionnel.

4.2 Fréquences naturelles et modes de vibration

Les fréquences naturelles et les modes de vibration d’une structure peuvent étre
évalués par la méthode des éléments finis a partir des matrices de masse m et de rigidité
k. Cette méthode est bien décrite par Craig (1981).

L’équation de mouvement d'un systeme sans amortissement a N degrés de liberté

est donnée par :
md+kd=0 (4.8)

Une possible solution pour ’'Equation (4.8) est :
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d = ¢cos(wt + 1) (4.9)

Dans I'Equation (4.9), on a mis un signe positif devant I' afin de maintenir la
compatibilité avec I'Equation (4.7b).
En remplacant 'Equation (4.9) dans 'Equation (4.8), on obtient :

(k — w’m)g =0 (4.10)

Afin de rendre 'Equation (4.10) plus familiere, c’est-a-dire, plus similaire a celles
trouvées dans les références abordant 1’algebre linéaire (voir par exemple Anton & Rorres

(2013)) il est convenable de la récrire comme suit :
(m~'k)¢ = w?e (4.11)
Pour obtenir des solutions non-triviales, il faut que :
det(m™ 'k — w?’I) =0 (4.12)

ot I est la matrice identité. Le déterminant dans ’'Equation (4.12) équivaut & un polynéme
de degré N sur la variable A\ = w?. Les racines \, = w,? de ce polyndme sont les valeurs
propres de la matrice m~'k.

Le remplacement des valeurs propres A, = w,? dans 'Equation (4.11) permet
I'obtention des vecteurs propres ¢,. Rappelons qu'un vecteur propre représente une
solution paramétrisé. C’est-a-dire, un multiple d’un vecteur propre est aussi une solution
(Petyt, 2010). Par conséquent, on le normalise de fagon convenable (par exemple, en
forgant I'entrée la plus grande égale a 1). La Section 4.4 fournira une technique plus
adéquate de normalisation.

La r-éme fréquence naturelle de vibration est donnée par w, = /A, (en radians
par seconde si le systéme international est adopté). Cette fréquence naturelle est associée
au mode de vibration traduit par le vecteur propre ¢,. Il est convenable d’ordonner les

fréquences naturelles par ordre croissante (Craig & Kurdila, 2006) :

0<w <ws < ...<w, <..<wy (4.13)

La matrice modale rassemble les vecteurs modaux dans ses colonnes par ordre

croissante de fréquence naturelle :

D=1 ¢ .. ¢ .. O] (4.14)

Les Annexes A.1 et A.2 fournissent les matrices m et k des éléments finis de poutre

d’Euler-Bernoulli et de Timoshenko.
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4.3 Superposition modale

L’équation de mouvement d'un systeme a plusieurs degrés de liberté avec

amortissement visqueux soumis a un chargement f(¢) est :
md +cd + kd = f(t) (4.15)

Le principe de superposition modale affirme que la solution d(¢) est donnée par une

combinaison linéaire des modes de vibration (Craig & Kurdila, 2006) :

a0 = 3 6. 4(t) = Ba(t) (4.163)
di(t) =Y b qp(t) (4.16b)

Le vecteur q comporte les coordonnées généralisées ¢, , aussi connues sous le terme

de coordonnées principales. Elles sont gouvernées par 'Equation (4.17) :
Mg+ Cq+Kq=®f(t) = p(t) (4.17)

ou p(t) est le vecteur de forces généralisées. La matrice de masse modale M, la matrice

d’amortissement généralisé C et la matrice de rigidité modale K sont données par (Craig

& Kurdila, 2006) :

M = &"'m & = diag(M,) (4.18a)
C=®"c® (4.18Db)
K =®"k® = diag(K,) = diag(w,>M,) (4.18¢)

Comme le montre Craig (1981), pour prouver que K, = w,2M,., il suffit de multiplier
IEquation (4.10) par ¢ afin d’obtenir (¢ ke, ) = w.2(¢ me,).
Les vecteurs modaux sont orthogonaux par rapport aux matrices de masse et de

rigidité. C’est-a-dire, pour deux fréquences naturelles différentes w, et w, , les Equations

(4.19a) et (4.19b) sont valables (Craig & Kurdila, 2006) :
dimep, =0  (Siw #w,) (4.19a)
bi k. =0 (Siw #w) (4.19b)

Cela implique que les matrices de masse modale M et de rigidité modale K définies

par les Equations (4.18a) et (4.18¢) sont diagonales.
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Dans le cas particulier ou C est diagonale, les équations différentielles définies par
'Equation (4.17) sont désaccouplées (c’est-a-dire, ¢, ne dépend pas de g, si 7 # s) et

peuvent étre exprimées de la fagon qui suit :
M, G +Crgp+ Kpqp = ft) =p.(t) (r=1,2,...,N) (4.20)

Le rapport d’amortissement généralisé (. permet de quantifier I'amortissement
correspondant au mode de vibration r. Ce rapport qui peut varier entre zéro et 1,0 est
donné par (Craig, 1981) :

C,
(Ccr>r

ou C) est le coefficient d’amortissement généralisé. Le coefficient d’amortissement critique

G = (4.21)

généralisé (C,), est donné par :

(Co)y =2 M, w, = =L = 2/K, M, (4.22)

La fréquence naturelle de vibration w, peut étre exprimée en termes de la masse

modal M, et de la rigidité modale K, selon :

K,
M,

Wy =

(4.23)

En tenant compte les Equations (4.21), (4.22) et (4.23), I'Equation (4.20) peut étre
écrite en termes du facteur d’amortissement modaux (., de la masse modale M, et de la

fréquence naturelle de vibration w, (Craig & Kurdila, 2006) :
M, G +2Cwp My Gy +w0.2 Mg = @) £(t) =p,.(t) (r=1,2,...,N) (4.24)

Selon Adhikari (2000) et Adhikari & Phani (2004) si au moins une des conditions
présentées dans I'Equation (4.25) est satisfaite, la matrice d’amortissement généralisé C
est diagonale et les modes de vibration du systéme amorti sont identiques aux modes de

vibrations du méme systeme non amorti.

km'c=cm 'k (4.25a)
mk 'c=ck 'm (4.25b)
mc 'k =kc 'm (4.25¢)

La premiere des trois conditions a été prouvée par Caughey & O’Kelly (1965). Elle

est la plus connue et peut étre trouvée aussi dans le travail de Inman (2006).
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4.4 Normalisation d’un mode de vibration

Soit ¢, le vecteur modal normalisé et ¢, le vecteur modal non normalisé. Il est
convenable de normaliser chaque vecteur modal en telle sorte que 'Equation (4.26) soit
satisfaite (Petyt, 2010 ; Craig, 1981 ; Craig & Kurdila, 2006) :

¢ Tmao, = M, (4.26)

ot M, est une grandeur scalaire (ayant unité de masse) choisie convenablement pour
normaliser le vecteur modal ¢,. En forcant la valeur M, = 1 pour r = 1,2, ... , N (ce
qui est souvent le cas), les vecteurs modaux ¢, deviennent un ensemble de vecteurs
orthonormaux (Craig & Kurdila, 2006). Dans ce cas, les Equations (4.27a) et (4.27b)

sont valables :
® md=1I (Si M, =1 pour tout r) (4.27a)
k®=A  (Si M, =1 pour tout r) (4.27b)

ou A est une matrice diagonale qui comporte les carrés des fréquences naturelles :
w12

%)

A = diag(w,?) = 5 (4.28)

wN2

On souhaite trouver le coefficient scalaire ¢ défini par :

¢r = ¢r (429&)
§1=coT (1290)

Le remplacement des Equations (4.29a) et (4.29b) dans I'Equation (4.26) implique
(Ewins, 2000) :

- 1/2 v 41/2
b, = ¢r [ My ] =, [M] (4.30)
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4.5 Amortissement proportionnel

(Amortissement de Rayleigh)

Afin de considérer les effets d’amortissement en préservant le désaccouplement
des équations de mouvement des coordonnées généralisées ¢, (Equation (4.17)), il faut
modéliser la matrice c en telle sorte que la matrice d’amortissement généralisé C soit
diagonale. Un possible moyen d’obtenir cela est en définissant la matrice ¢ comme une
combinaison linéaire des matrices de masse m et de rigidité k (Rayleigh, 1945 ; Adhikari,

2006 ; Craig & Kurdila, 2006 ; Petyt, 2010) :
c=aom-+a k (4.31)

La forme d’amortissement décrite par I'Equation (4.31) est connue sous le terme
d’amortissement proportionnel ou d’amortissement de Rayleigh. Selon Petyt (2010), le
terme agm peut représenter I’amortissement par friction et le terme a1k peut représenter
I’amortissement interne du matériau de la structure. Ce dernier type d’amortissement
(aussi appelé amortissement structurel ou amortissement hystérétique) peut étre modélisé
d’une fagon plus adéquate comme on verra en avant dans le texte (Section 4.6).

La multiplication de I'Equation (4.31) par le vecteur modal ¢, et par son transposé

nous permet d’écrire :

<¢TTC¢T) = a0(¢rTm¢r) + al(qsgkd)r) (432&)
C= ao M + aq K (432b)
diag(C,) = ag diag(M,) + a; diag(K,) (4.32¢)

L’association des Equations (4.32c), (4.21), (4.22) et (4.23) permet d’écrire :
C,. = agM, + a1w,* M, = 2(, w, M, (4.33)

En résolvant 'Equation (4.33) pour le facteur d’amortissement modal ¢, on obtient
(Craig & Kurdila, 2006) :

G = % <@ + alwr) (4.34)

La détermination expérimentale de (, pour deux modes de vibration permet

I'obtention de aq et a; & partir de 'Equation (4.34).
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4.5.1 Matrice de réceptance complexe

Le systeme d’équations de mouvement complexe pour plusieurs degrés de liberté

peut étre exprimé comme suit :

md+cd+kd=F (4.35a)
f = F cos(wt) + i F sin(wt) (4.35b)
f=Fexp(iwt) (4.35¢)

Selon Petyt (2010), le vecteur de déplacements complexes u peut étre évalué en

multipliant la matrice de réceptances complexes a avec le vecteur de forces complexes f :

d(w,t) = a(w) f(w,t) (4.36)

Les entrées du vecteur d peuvent étre exprimées des manieres qui suivent :

dj(w,t) = > ap(w) filw,t) =Y dir(w,1) (4.37a)

k=1 k=1

B N

dj(w, 1) = > |a(w)| exp(iljx) Fi exp(iwt) (4.37b)
k=1

B N

dj(w,t) = > Djpexpli(wt + Tj)] (4.37¢)
k=1

ou les angles de phase I'j; peuvent étre évalués selon :

M) (4.38)

I';,. = arctan
” ’ ( Réel(a;)

La solution de la forme complexe de 'Equation (4.20) peut étre exprimée par :

Gr(t) = Br(w) Br(w,t) = Br(w) & EHw, t) = Br(w) D O fi (4.39)

En employant 'Equation (4.5) pour évaluer la réceptance f,(w), on peut récrire

I'Equation (4.39) comme suit

_ . N ¢kr _
e D T ANETATCREL (4.40)

L’association des Equations (4.16b) et (4.40) résulte :
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_ NN Djr Oror _
d;(t) = ’; ; K M) 1100l frlw,t) (4.41)

En comparant ’'Equation (4.41) avec 'Equation (4.37a), il est possible de conclure
que les entrées de la matrice de réceptance complexe d'un systeme doté d’amortissement

proportionnel sont données par (Ewins, 2000) :

N Djr Prr N (Djr Or) [ K

an(w) = =Y (4.42)

r=1 (KT — COQMT> + l(w Cr) r=1 P2 W Cr
(1 —-R°)+1i K

En multipliant par w,? le numérateur et le dénominateur de 1'expression a droite de
I’Equation (4.42), on obtient (Humar, 2001 ; Inman, 2006 ; Petyt, 2010) :

N qgjr ng'r N (¢jT ¢k7’)/MT

ajrw) =Y > (4.43)

= (W = w?) +1(26 w,w) B = (W2 = w?) +1(2¢ ww)

L’équivalence présentée dans 'Equation (4.43) est une conséquence de ’'Equation
(4.30), lorsque les vecteurs modaux @, sont normalisés en telle sorte que M, = 1.
Selon Petyt (2010), la matrice de réceptance complexe peut étre exprimée de la

maniere qui suit :
alw) = BA —wI+iwC]'d" (4.44)

Une entrée &, de la matrice de réceptance est appelée réceptance directe si j = k.
Les entrées qui ne se situent pas dans la diagonale de la matrice sont appelées réceptances
croisées (Bishop & Johnson, 1960). En anglais, les termes « point receptance » et « transfer
receptance » sont souvent employés pour exprimer les réceptances directe et croisée,

respectivement (Friswell et al., 2010).

4.6 Amortissement hystérétique

Selon Ewins (2000) et Beards (1995) les forces internes du matériau correspondantes
a l'amortissement hystérétique ne dépendent pas de la fréquence de vibration de la
structure. Pour cette raison, I’amortissement visqueux n’est pas la meilleur maniere de
représenter les pertes d’énergie par hystérese (rappelons que la force d’amortissement
visqueux est donnée par f, = cd, c’est-a-dire, elle est proportionnelle A la vitesse).

La description mathématique de 'amortissement hystérétique dépend surtout du
facteur de perte n du matériau. Ce facteur est associé au fait que la contrainte o dans un
matériau soumis a un chargement harmonique n’est pas en phase avec la déformation ¢,
comme le montre les Equations (4.45a) et (4.45b) (Beards, 1995) :
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€ = g, sin(wt) (4.45a)
0 = oasin(wt + ) (4.45Db)
L’Equation (4.45b) peut étre récrite comme suit :
0 = 0, c08(7p) sin(wt) + g, sin(y,) cos(wt) (4.46a)
0 = 0, c08(7p) sin(wt) + o, sin(7,) sin (wt - g) (4.46D)
Sous forme complexe, ’expression pour la contrainte ¢ devient :
0 = 0, cos(p) sin(wt) + 1[0, sin(y,) sin(wt)] (4.47)

La division de 'Equation (4.47) par ¢ = e, sin(wt) fournit la définition du module

d’élasticité complexe (aussi appelé module dynamique) E (Beards, 1995) :

= o Oa .| Oa .

F_0_0 Ta 1.48
Sl cos(yp) +1 La sm(yp)] (4.48a)

E = Ecos(v,) +i[Esin(v,)] = Es +iE, (4.48b)

E=FE/(1+in) (4.48c¢)

ou le facteur de perte n est définit par :

EP
n= = tan(s,) (4.49)

S

Le module de stockage Eg mesure la capacité du matériau a retenir de I’énergie de
déformation quand soumis a un chargement dynamique. Le module de perte E,, quantifie
la capacité du matériau a convertir ’énergie cinétique et de déformation élastique en
chaleur (Salmén & Hagen, 2002).

A partir de I’'Equation (4.48b) on peut déduire une autre relation entre le module

de Young E, le module de stockage Es et le module de perte E,, (Sperling, 2006) :

E=|E|=/E2+E,? (4.50)

Pour un facteur de perte petit, le module de stockage est approximativement égal
au module de Young classique, obtenu par un essai quasi-statique de traction. Pour cette
raison, on peut trouver dans la littérature 'Equation (4.48¢c) avec E a la place de Ej.

Le Tableau 4.1 (trouvé dans le travail de Beards (1996)) fournit le facteur de perte

pour quelques matériaux.
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Tableau 4.1 — Facteur de perte n pour quelques matériaux (Beards, 1996).

Matériau Facteur de perte 7
Aluminium pure 0,00002 - 0,002
Alliage d’aluminium (Duralium) 0,0004 - 0,001
Acier 0,001 - 0,008
Plomb 0,008 - 0,014
Fonte 0,003 - 0,03
Alliage cuivre-manganese 0,05 - 0,1
Caoutchouc naturel 0,1-0,3
Caoutchouc dur 1,0
Vitre 0,0006 - 0,002
Béton 0,01 - 0,06

Selon Labonnote et al. (2013), le module de cisaillement complexe (ou module de

cisaillement dynamique) est donné par :
G=G,+iG, (4.51a)
G=Gs(1+in.) (4.51b)

ou 7, est le facteur de perte associé au module de cisaillement G.

Considérons un matériau sous chargement harmonique. Dans ce cas, si le coefficient
de Poisson v reste un nombre réel, le facteur de perte en cisaillement est égal au facteur
de perte en déformation axiale, c’est-a-~dire, 7. = 1 (Boiko et al., 2010). Un coefficient de
Poisson ayant une partie imaginaire non nulle implique un déphasage entre la déformation
axiale et la déformation transversale. Selon Cai et al. (2002), en général, on considere
Ne = 1 pour un matériau donné.

L’équation de mouvement d’un systeme a un degré de liberté avec amortissement
hystérétique est donnée par (Beards, 1996 ; Humar, 2001 ; Chopra, 2007 ; Kelly, 2012) :

md -+ (Ufs) d+kyd = f = Fexp(iwt) (4.52)

Selon Beards (1996), une possible solution de 'Equation (4.52) est d = D exp(iwt).

Le remplacement de sa dérivée d = iw d donne :
md+ ks(1+1in)d = f = Fexp(iwt) (4.53)

ot le parametre k = ky(1 +in) est appelé rigidité complexe.
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Le remplacement de d = D exp(iwt) dans 'Equation (4.53) donne :
(ks —w?m +inks) Dexp(iwt) = Fexp(iwt) (4.54)

La réceptance complexe d'un systeme a un degré de liberté avec amortissement
hystérétique est (Ewins, 2000) :

o _D_ 1 a
aw) = Fwt) F (ks —w?m) +i(nks) (4.552)
a) = B L/m (4.55b)

(1—-R?*) +in a (w2 —w?) +i(nw,?)

Lorsque a(w) est représenté en forme polaire, son module et son angle de phase sont
(Norton & Karczub, 2003 ; Inman, 2007 ; Craig & Kurdila, 2006) :

a(w)| = L/ks (4.56a)
[(1 —R2)2 4 )12
n
' = — arctany <1 - IR2) (4.56Db)

La matrice de rigidité complexe d’un élément fini peut étre évaluée en remplacant
le module de Young classique E par le module d’élasticité complexe F et le module de
cisaillement classique G par le module de cisaillement complexe G. La matrice obtenue
peut &tre exprimée par k = k, + ik,

Dans le cas d'un élément fini dont la matrice de rigidité emploie le module de Young
mais pas le module de cisaillement (par exemple, comme 1’élément fini de poutre d’Euler-
Bernoulli), le systéme d’équations de mouvement avec amortissement hystérétique peut

étre exprimé de la fagon qui suit (Lesieutre, 2001) :

md+ (1+ink.d =f=Fexp(iwt) (4.57)

Dans une analyse d’éléments finis, si chaque entrée de la matrice de rigidité complexe
globale k peut étre exprimée en termes du méme facteur de perte 7, c’est-a-dire, si la
matrice de rigidité complexe globale peut étre exprimée sous la forme k = (1 + in)k,
comme dans 'Equation (4.57), on a un cas particulier appelé amortissement hystérétique
proportionnel, puisque la matrice d’amortissement hystérétique k, est proportionnelle
a la matrice de rigidité ks par un facteur scalaire 7. Selon Gatti & Ferrari (1999), le

remplacement de d = ¢ exp(iwt) dans I'Equation (4.57) donne :
[(1+in)ks — ©*m]¢ =0 (4.58)

En réarrangeant 'Equation (4.58) on a :
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@2

(I+1in)

Selon plusieurs auteurs (Gatti & Ferrari, 1999 ; Ewins, 2000 ; Nelson, 2000 ; Lesieutre,

2001), I'Equation (4.59) résulte un ensemble de vecteurs propres réels et un ensemble de

m 'k, = @ (4.59)

valeurs propres A\, = @,% complexes. Bien que les valeurs propres complexes ne soient
pas nécessaires pour 1’évaluation de la matrice de réceptance, elles peuvent étre obtenues

selon :
A=w2=w(1+in) (4.60)

Les fréquences naturelles w, et les vecteurs propres ¢, peuvent étre évalués par la
méthode classique abordée dans la Section 4.2, avec kq a la place de k. Cependant, une
faible valeur de n implique que kg est approximativement identique a la matrice k évaluée
avec le module de Young classique. Dans ce cas, on peut adopter I’hypothese que les
fréquences naturelles et les modes de vibration ne sont pas affectés par I'amortissement
hystérétique. L’élément fini de poutre de Timoshenko peut étre employé plus aisément
sous cette hypothese, puisqu’il considere le module de Young et le module de cisaillement
non seulement dans la matrice de rigidité, mais aussi dans la matrice de masse (comme
le montre I’Appendice A.2).

Dans le cas d'un systeme a plusieurs degrés de liberté qui dissipe 1’énergie par
amortissement hystérétique proportionnel, chaque entrée de la matrice de réceptance

complexe peut étre évaluée selon (Ewins, 2000) :

¢jr ¢ r
aj(w Z -

r=1 - W2M ) + 1(77K

¢]T ¢kr

XN: B (4.61)

r=1 ]-_fRz +177

ce qui équivaut & écrire (Gatti & Ferrari, 1999 ; Ewins, 2000 ; Petyt, 2010) :

éjré r ¢jr¢ T Mr
(W) = : i 1)/

= i _ (4.62)

r=1 (Wr2 - W2) +i(n wrz) r=1 (Wr2 - W2) +1i(n WT2)

Lorsque l'on compare les Equations (4.61) et (4.62) avec les Equations (4.42)
t (4.43), il est possible de définir un coefficient d’amortissement visqueux généralisé
équivalent (C,)eq et un rapport d’amortissement visqueux généralisé équivalent (¢, )eq &
partir de la rigidité modale K,, du facteur de perte n et de la fréquence naturelle de
vibration w, (Genta, 1995; Kelly, 2012) :

(4.63a)

(PSS (4.63D)
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L’Equation (4.63b) est obtenue en considérant w = w, (justement la fréquence a
laquelle I'amortissement produit un effet plus important). Les Equations (4.63a) et (4.63b)
permettent une modélisation approximée de systémes avec amortissement hystérétique en
employant les expressions crées a priori pour les systémes avec amortissement visqueux.
L’avantage d’employer les expressions appropriées pour modéliser 1’amortissement
hystérétique devient observable lorsque R = (w/w,) # 1.

Connaitre le facteur de perte 7 associé au matériau qui constitue une petite
éprouvette en laboratoire ne suffit pas pour modéliser I'amortissement d’une structure
réelle. Une grande structure dissipe I’énergie mécanique non seulement par amortissement
hystérétique, mais aussi par friction entre ses composants et par l'interaction avec le fluide
que 'entoure (Berger et al., 2003 ; Ihlenburg, 2008).

Selon Stevenson (1980), "amortissement présenté par une structure réel dépend aussi
des niveaux de contraintes et déformations : plus la structure est déformée, plus grand
est 'amortissement. Le Tableau 4.2 fournit les facteurs d’amortissement correspondants
a une structure en acier, en fonction du niveau de contrainte. L'Equation (4.63b) a été
employée pour évaluer les valeurs de 7).

Lobitz (1984) suggere (oq = 0,01 pour modéliser la réponse dynamique d'un mat
éolien a 'axe horizontal. Cette valeur est la méme suggéré par la norme IEC (2005),

comme le mentionne Gwon (2011).

Tableau 4.2 — Facteurs d’amortissement des structures en acier, en fonction du niveau de

contrainte (Stevenson, 1980).

Niveau de contrainte | Type et condition de la structure Ceq n
S < 0,25 Sys En acier, sans fissures 0,005 - 0,01 | 0,01 - 0,02
S < 0,585y En acier soudé, légerement fissuré 0,02 0,04
S~ Sys En acier soudé 0,05 0,10
S > Sys En acier soudé 0,07 - 0,10 | 0,14 - 0,20
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4.7 Réponse a un chargement aléatoire

Soit u une variable dépendante de z, y et plusieurs autres parametres. L’équation

classique de propagation de variance est donnée par (Ku, 1966) :

ou\? ou\?
2 (Y™ 2 v 2
Su- = (83:) Su +<8y) s+ ... (4.64)

Soient U, X et ) les fonctions de densité spectrale de puissance de u, x et
y respectivement. A partir de la définition d'une fonction DSP (Equation (2.49a))

représentée de fagon discrétisée, on peut écrire :

+o0 M M
5,2 = /0 Un)dn ~ Y (s,%); = Zumj)(an)j (4.65a)
5,2 = 0 h X(n)dn ~ Z@x?)j = Z X (n;)(An); (4.65D)

s,” = Y(n)dn = (s,%); = > V(n;)(An); (4.65¢)

0 =1 =1

L'Equation (4.64) peut étre récrite de la manicére suivante :

o= () 6 (30) o) (4.60)

Le remplacement des Equations (4.65a), (4.65b) et (4.65¢) dans 'Equation (4.66)

résulte :

Uln) = (%)29{@) + (Z—Z)Qy(m (4.67)

Considérons un élément fini a N degrés de liberté dont le vecteur de déplacements
estd=1[d; dy ... dy]T. Soit 8 la fonction DSP de la contrainte o sur un point dans
cet élément et Dy, Do, ... , Dy les fonctions DSP des déplacements. En suivant ’exemple

de 'Equation (4.67), on peut écrire :

8(n) = (g—;)QDl(n) + (5—2)22)2(71) +oet (%)QDN(n) (4.68)

Soit un déplacement d proportionnel a une force f par un facteur v comme dans
I'Equation (4.6a). Considérons D la fonction DSP du déplacement d et F la fonction DSP
de la force f. La relation entre D et F est donnée par (Li & Chen, 2009; Petyt, 2010;
Paez, 2012) :
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D(w) = |a(w)[*F(w) (4.69)

En considérant 'Equation (4.37a), on obtient les fonctions DSP des déplacements

pour un systeme a N degrés de liberté :

N

Di(w) =) lamw)PFulw) =) Din(w) (4.70)

k=1

4.8 Effets de la moyenne du chargement

Les expressions qui décrivent les réceptances d’une structure sont déduites en
considérant un chargement harmonique avec une moyenne nulle.
Afin d’évaluer les déplacements de la structure lorsque la moyenne du chargement

est différente de zéro, il faut exprimer le vecteur de forces en termes de deux composantes :
f(t) = fo + fayn(?) (4.71)

ou :
o fy représente la composante moyenne (ou composante statique) du chargement ;
o f4yn représente la composante alternée (ou dynamique) du chargement.

A condition que le systéme structurel soit en régime de déformation linéaire
élastique, le vecteur de déplacements peut étre évalué en considérant la composante
statique et la composante dynamique de la force séparément, comme le montre I’équation
suivante (Lin et al., 1986 ; Balachandran & Magrab, 2009) :

d(t) = dg + dayn(?) (4.72)
ou la composante statique est évaluée a partir de la matrice de rigidité de la structure :
dy =k ' fy (4.73)

La composante dynamique du vecteur de déplacements est évaluée par I’Equation
(4.36), a partir de la matrice de réceptances. Si la composante alternée du chargement est
aléatoire, ’'Equation (4.70) doit étre appliquée.

Il est possible aussi d’exprimer la contrainte en termes d’une composante statique

et d'une composante dynamique :

o(t) = o + Oayn(t) (4.74)
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Chapitre 5

Fatigue sous chargement

a amplitude variable

5.1 Description d’un cycle de chargement

Bien que le but de ce chapitre soit d’aborder l'analyse de fatigue a amplitude
variable, certains concepts sont mieux expliqués en ayant un chargement a amplitude

constante comme exemple. Considérons un chargement uniaxial décrit par 1’équation :
S(t) = S, sin(wt) + S (5.1)

La composante alternée S, et la composante moyenne S, d'un cycle de chargement
peuvent étre exprimées en termes de la contrainte maximale S,.. et de la contrainte

minimale S :

g = = 23 _ Smax = Suin (5.2a)

S,y = Zmax T Omin (5.2b)

ou AS est 'étendue du cycle de chargement.
Le rapport de charge R est défini par :
Smin

Ry =
Smax

(5.3)

Dans un signal de chargement, chaque point correspondant a Sy, ou Spax €st un
point d’inversion dont la dérivée dS/dt est nulle. Lorsque le chargement a une amplitude
variable et aléatoire, chaque cycle de chargement possede une combinaison particuliere de
Smin €t Smax qui sont employés pour évaluer I'endommagement par fatigue.

Considérons une éprouvette soumise a un chargement cyclique uniaxial (comme

celui de 'Equation (5.1)) avec Spin < 0 et Spax > 0. Dans ce cas, 'endommagement
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par fatigue ne se produit pas aux instants ou l’éprouvette est chargée en compression
(Lemaitre, 1996). La fatigue se produit uniquement aux instants ou dS/d¢t > 0 et S > 0.
Dans une analyse théorique de fatigue uniaxiale, il faut couper la partie négative du signal

de contrainte. Par conséquent, si Sy, < 0, on doit considérer AS = S et Rs = 0.

5.2 Courbes de Wohler

Le proces de fatigue d’'un matériau peut étre classé en deux parties : initiation de la
fissure et propagation de la fissure. Cela étant, on peut écrire (Jappes et al., 2006 ; Collins
et al., 2010) :

Nf - Nin + Npr (54)

ou N¢ est le nombre total de cycles de chargement jusqu’a la rupture complete de la piece
(I'indice « f » vient du mot anglais failure) ; Ny, est le nombre de cycles nécessaires pour
initier une fissure de fatigue; Ny, est le nombre de cycles requis pour propager la fissure
jusqu’a la rupture complete de la piece.

La contrainte St (connue sous le terme de résistance a la fatigue) est la valeur de la
composante alternée S, dans les Equations (5.1) et (5.2a) correspondante au nombre de
cycles N¢ nécessaires pour provoquer la rupture de la piece par fatigue.

Selon Lee et al. (2005), les premieres recherches sur la fatigue des matériaux ont été
menées par August Wohler entre 1852 et 1870. En hommage a cet ingénieur allemand, les
courbes de St en fonction de N¢ sont connues dans les pays francophones sous le terme de

courbes de Wohler. Dans les pays anglophones, ces courbes sont appelées S-N curves.

Sll
S

ys

St (échelle log)

e

Nombre de cycles N jusqu'a la rupture (échelle log)

Figure 5.1 — Comportement typique de la courbe de Wohler d'un acier, en échelle bi-
logarithmique (Haibach, 2006 ; Khan, 2012).
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Le typique comportement de la courbe de Woéhler d'un acier est représenté par le
graphique la Figure 5.1. Il faut observer que ce graphique est en échelle bi-logarithmique.
Si la contrainte alternée est inférieur a S, on peut considérer que la fatigue ne se produit
pas (en réalité, le taux d’endommagement par fatigue est brusquement ralenti quand
St devient inférieur a S,). Ce palier défini par S, est connu sous le terme de limite
d’endurance.

Selon Budynas & Nisbett (2008) la limite d’endurance d’un acier peut étre estimée

de la maniére suivante :

0,55, (Pour S, < 1400 MPa)
Se = (5.5)
700 MPa (Pour S, > 1400 MPa)

Tous le matériaux ne présentent pas une limite d’endurance. Les courbes le Wohler
des alliages d’aluminium ne présentent aucune sorte de palier. Dans ce cas, c¢’est une
pratique usuel définir S, comme la contrainte St correspondante a un nombre de cycles N¢
particulier qui pourrait étre, par exemple, de 10° ou 107. Méme en définissant S, de cette
maniére, le matériau pourrait se rompre par fatigue apres I'application de 10'° cycles de
chargement (Bathias & Paris, 2005 ; Lemaitre et al., 2009). La fatigue & trés haut cycle
est connue sous le terme de fatigue gigacyclique (gigacycle fatigue, en anglais).

En général, les tests de fatigue sont menés jusqu’a la rupture complete de
I’éprouvette, plutot que jusqu’a lapparition d’une fissure macroscopique (Boyer, 1985).
Cela équivaut a dire qu’en général, les courbes de Wohler ont Ny plutot que Nj, dans 'axe
des abscisses.

Selon Polak (2003) et Grandt (2004), la majeur partie de la courbe de Wohler peut

étre représentée par la loi de Basquin (1910) :
Sp = of(2Ny)® (5.6)

ol :
o o; est le coefficient de résistance a la fatigue du matériau (fatigue strength
coefficient) ;
o best exposant de résistance a la fatigue du matériau (fatigue strength expoent).
e 2Ntest le nombre d’inversions du chargement pour mener le matériau a la rupture
par fatigue (a chaque inversion du chargement, on a dS/dt = 0).

La loi de Basquin peut étre exprimée de la maniére qui suit (Lagoda, 2008) :
log(N¢) = A — Blog(Sk) (5.7)

ol les parametres d’ajustement A et B peuvent étre exprimés en termes de of et b :
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_ log(a12")
b

B= —1/b (5.8b)

A= (5.8a)

On voit que la loi de Basquin a été congue pour représenter la partie linéaire de
la courbe de Wohler en échelle bi-logarithmique. D’autres modeles ont été proposés pour
décrire les concavités observées dans la courbe de la Figure 5.1. La loi de Stromeyer (1914)

peut représenter la concavité de la zone ou Sy est proche de S, :
log(N¢) = A — Blog(Sf — Se) (5.9)

Dans le cas ou il n’y a pas assez de données expérimentales pour établir ’asymptote
horizontale de la courbe de la Figure 5.1, S, peut étre vu comme un parametre
d’ajustement dans 'Equation (5.9), & linstar des coefficients A et B. Lorsque la limite
d’endurance S, est évaluée de cette maniere, on peut dire qu’elle est le résultat d’une
extrapolation des données expérimentales.

Les lois de Palmgren (1924), Weibull (1949) et Stiissi (1955) représentent la concavité

de la courbe non seulement lorsque St est proche de S,, mais aussi lorsque St est proche
de S, :

Palmgren (1924) : log(N¢+ C) = A — Blog(St — Se) (5.10)

Weibull (1949) : log(N¢ + C) = A — Blog {%} (5.11)

Stiissi (1955) : log(N¢) = A — Blog [M} (5.12)
(Su - Sf)

Les équations de numérotation (5.7) a (5.12) peuvent étre trouvées dans le travail
de Castillo & Fernandez-Canteli (2009).

Dans les Equations (5.11) et (5.12), S, est la résistance & la traction du matériau
(la force maximale appliquée lors d’un essai de traction divisée par l'aire transversale

nominale de I’éprouvette).
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5.3 Meéthode rainflow de comptage de cycles

Il existe plusieurs méthodes de comptage de cycles de fatigue, parmi lesquelles on
peut citer (Lalanne, 2009 ; Karaouni, 2001) :

« comptage de pics (peak count method) ;

» comptage de pics avec étendue restreinte (range-restricted peak count)

« comptage de pics avec niveau restreint (level-resctricted peak count method);

» comptages de pics entre passages par la valeur moyenne (mean-crossing peak
count method) ;

« comptage d’étendues (range method) ;

» comptage d’étendues par paire (range-pair count method) ;

« méthode de franchissement de seuils (level crossing count method) ;

o méthode PVP (peak valley pair);

« comptage de cycles hystérétiques (hysteresis loop counting, proposé par Okamura
& Sakai (1979)) ;

o méthode rainflow.

La méthode rainflow de comptage de cycles de fatigue a été congue par Matsuishi &
Endo (1968). D’apres Kondo (2003), la méthode rainflow, étant celle qui décrit le mieux
le mécanisme physique de fatigue, représente ’état de 'art des techniques de comptage
de cycles.

Downing & Socie (1982) ont congu un algorithme pour la méthode rainflow qui
emploie trois points (S;, Sit1, Si+2) pour former deux étendues de contrainte (ASy, ASs)
qui sont comparées a chaque itération. Son algorithme ne compte que de cycles complets,
tandis que certains algorithmes, comme celui proposé par ASTM (2011) admettent le
comptage de moitiés de cycles. Selon Mclnnes & Meehan (2008) la méthode rainflow
a trois points n’est pas adéquate pour compter le nombre de cycles en temps réel vu
qu’elle exige la connaissance du signal complet afin de le réarranger avant le comptage.
Le réarrangement est fait en telle sorte que I'historique de contrainte commence avec le
point de maximum ou le point de minimum global (Bannantine et al., 1989).

L’algorithme rainflow proposé par Amzallag et al. (1994) n’exige pas le
réarrangement de ’historique de contrainte avant le comptage. Il emploie quatre points
(Si, Sit1, Sir2, Sits) pour former trois étendues de contraintes (AS;, ASs, AS3) dont les
modules sont comparés a chaque itération. Le méme algorithme peut étre trouvé dans la
norme AFNOR (1993). Les étendues sont données par :

ASl = Si-i—l - Sz (513&)
A52 = Si+2 - Si-i—l (513b)
ASg = Si+3 — Si+2 (5130)
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Le critere de comptage peut étre énoncé de la fagon suivante : si |[ASy| < |AS| et
|ASy| < |ASs], alors |AS,| représente un cycle complet de chargement de fatigue.

La Figure 5.2 montre l'organigramme d’un programme écrit pour Matlab qui fait
le comptage de cycles selon la méthode proposée par Amzallag et al. (1994). A chaque
itération, si le critere de comptage est satisfait, les points correspondants a I’étendue ASy
doivent étre supprimés de I'historique de contraintes stocké dans le vecteur H.

Le programme lit I’historique de contraintes jusqu’a son bout, en cherchant les cycles
de chargement. Si un cycle a été compté lors de la derniere lecture, la variable CC devient
vrai. Dans ce cas, une nouvelle lecture est exécutée afin de trouver plus de cycles (qui
éventuellement n’ont pas été comptés lors des lectures précédentes). Si le programme
finit une lecture sans avoir compté un cycle, alors les entrées restantes du vecteur H
représentent le résidu de I’historique.

La variable « nehi » représente le nombre d’entrées restantes dans I’historique de
contraintes H.

Afin de compter les cycles existants dans le résidu, le programme établit un nouveau
vecteur H formé par résidu suivi d’un autre résidu identique. Dans un code pour Matlab,
la commande qui correspond a I’établissement de ce nouveau vecteur est H =[H H |.
Une fois que cette commande est exécutée, la variable RT devient vrai, pour savoir que
le résidu a déja été traité une fois.

Sil'on est en train de compter les cycles d'un long historique de chargement aléatoire,
le comptage des cycles dans le résidu peut ne pas étre significatif. Le traitement du résidu
devient important seulement si ’historique de contraintes H représente, en réalité, une
tranche d’un historique long et répétitif.

Afin d’appliquer la méthode rainflow, le signal doit étre traité de fagon que seule
les points de maximum et minimum locaux soient considérés, comme le souligne Singh
& Ranganath (2007). Autrement dit, quand on a un historique de contraintes avec des

valeurs discrets, il faut le modifier en respectant les deux regles suivantes :

1. Si une valeur de contrainte figure deux fois de suite dans I'historique, I'une des

deux doit étre supprimée ;

2. Si les dérivées de deux parties consécutives de I’historique discret ont le méme
signe (tous le deux positives ou tous les deux négatives), le point d’intersection

entre ces deux parties doit étre supprimé.

Afin de considérer seulement les points de maximum et minimum locaux, le
programme représenté par I’'organigramme de la Figure 5.2 contient la routine représentée

par 'organigramme de la Figure 5.3.
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( Début ) Fin <
A 4
Entrée de données : H=[H H| )
Vecteur H RT = '"Vrai'
A
Y Non
RT — |Faqu OUI
RT = '"Vrai' ?
A
A
— Non
i= « Oui
CC = '"Faux' |« CC = "Vrai' ? 4
A
A < Oui
A NOH
Obtenir i+ 3 > nehi?
Si, Sit1, Sit2, Si ' ‘
+1 +2 +3 Non OU.l
B )
X i=i4+1 nehi <37
|[AS ] = | Siy1— Si | I 1
|ASy| = | Sito — Siy1 |
CC = "Vrai'

|AS3| = | Sits— Sit2 |

A

Non

Siy1 et Sigo

|ASy| < [AS]
et
|ASy| < |AS5| 7

Oui

du vecteur H.
Réévaluer nehi.

Compter le cycle AS,
Supprimer les entrées

A

Amzallag et al. (1994).
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Figure 5.2 — Organigramme de la méthode rainflow a 4 points, basé sur le travail de



A Lire les entrées

—— Si, Siq1s Sig2, Sigz [ i B '
du vecteur H < CC = 'Faux
A
Non Oui
y
A81:Si+1—Sj i+ 3 > nehi?
A
AS9 = Sito— Siy1 Comptage Non
Q. . _aq. de cycles Oui
A5 = Sia — Sivz terminé. [¢ = nehi =37
A Oui
AS; =07 » Sipi=1[ | >
Non
A 4 Oui
AS, =07 o Sa=1 | >
Non il
Oui
AS3:07 #Si-l-?):[ ] >
Non
v Oui
Signe de AS; = Signe de ASy? » Sigi=1| | >
Non
4 Oui
Signe de AS, = Signe de AS3 ? » Sip2=1[ | >
Non
A

Rendre S;, Si41, Siz2, Sigs | B

au programme principal

Figure 5.3 — Routine pour l'algorithme rainflow a 4 points destinée a éliminer les points

de I’historique qui ne sont ni points de maximum ni points de minimum local.
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5.4 Diagrammes de vie constante

(Effets de la contrainte moyenne)

Comme le montrent Sendeckyj (2001), Norton (2006), Budynas & Nisbett (2008) et
Ince & Glinka (2011), plusieurs diagrammes de vie constante ont été proposés le long du
XX° siecle. Ces diagrammes permettent que la courbe de Wohler soit employée en prenant
compte 'effet de la contrainte moyenne du chargement.

Le diagramme de Goodman (1930) est décrit par 'équation :

Sa  Sm

—+—=—=1 5.14

5 TS (5.14)
ou St est la résistance a la fatigue fournie par la courbe de Wohler.

L’équation de Gerber (1874) est :

Sa | [ Sm)’
Ca =) =1 5.15
=+ (%) (5.15)
L’équation de Soderberg (1930) est basée sur la limite d’élasticité du matériau Sys
Sa  Sm
— =1 5.16
S 5, (5.16)

Le diagramme ASME-elliptique est obtenu par (Budynas & Nisbett, 2008) :

(&) ()

L’équation de Morrow (1968) est basée sur Sy, la véritable résistance a la rupture

du matériau :

S,  Sm
e, Im 1
S, + S, (5.18)

Sy prend en compte I’étranglement (la réduction d’aire transversale) de I’éprouvette
soumise a l'essai de traction. Elle est la valeur de la force de traction au moment de
la rupture divisée par l'aire transversale dans la zone d’étranglement. Etant donné que
Sy > Sy, le diagramme de Morrow prévoit une durée de vie plus longue que le diagramme
de Goodman.

Le diagramme de Walker (1970) est décrit par :

Sf - Smaxl_msam (519&)

1— m
Sf - Smax ( RS) (519b)

2
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9 1-m
S¢= S, (1 B RS) (5.19¢)

ol m est un parametre d’ajustement de données expérimentales qui dépend du matériau.
Ce paramétre, connu sous le terme d’exposant de Walker, figure aussi dans I'Equation
(6.30), qui décrit le taux de propagation d’une fissure de fatigue. L'Equation (5.19) peut
étre trouvée dans le travail de Dowling (2004), qui aborde un moyen d’évaluer m & partir
des essais de fatigue.

Le diagramme de vie constante congu par Heywood (1962) est obtenu par (Pook,

2007 ; Broz, 2006) :
m Sf
1—— 1—— 2
N ) { +cg( S)] (5.200)

(
G = (f;l) (2+ —) (pour I'acier) (5.20Db)
0= (5 oo (]

Dans 'Equation (5.20c) les contraintes sont en MPa et Ny est le nombre de cycles

(pour l'alliage (5.200)

d’aluminium)

qui correspond & S; dans la courbe de Woéhler. La courbe de Heywood est similaire a
la courbe de Goodman lorsque S; est beaucoup supérieur au limite d’endurance S,. Elle
devient similaire a la courbe de Gerber lorsque St est proche de S,. Selon Pook (2007), en
générale, la plupart des résultats expérimentaux se trouvent entre les courbes de Goodman
et Gerber.

La Figure 5.4 compare les diagrammes de Goodman, Soderberg, Gerber et ASME-
elliptique pour l'acier S355. Selon Jesus et al. (2012) cet acier a une limite d’élasticité
Sys de 355 MPa et une résistance a traction S, de 470 MPa. La résistance a la fatigue St
considérée est de 213 MPa a 10 millions de cycles, donnée par Sg = 952,2(2N;) %99 On
voit que le diagramme de Soderberg mene a un projet plus conservateur, puisqu’il produit

la plus petite zone ol la durée de vie est supérieure a 107 cycles.
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Figure 5.4 — Comparaison des diagrammes de vie constante pour l'acier S355, en
considérant un nombre de cycles Ny = 107 (S¢ = 213 MPa).

5.5 Accumulation d’endommagement

La loi de Palmgren-Miner permet de quantifier I’endommagement par fatigue lorsque
le chargement a une amplitude variable. Elle est donnée par (Palmgren, 1924 ; Miner, 1945 ;
Lee et al., 2005) :

D= =YD (5.21)

k k
,: Nf,z

=1 =1

ou

D est le parametre d’endommagement total, situé entre zéro et 1,0.

e D, est 'endommagement associé au groupe de chargement dont le niveau de
contrainte est égal a Sg;.

e k est le nombre de groupes de chargement qui ont été appliqués sur la piece.

» 1, est le nombre de cycles comptés dont le niveau de contrainte est égal a Sg;.

o Ni; est le nombre de cycles nécessaires pour rompre la piece si elle était chargée
uniquement a un niveau de contrainte St,;. Ce nombre de cycles est fourni par la
courbe de Wohler.

La loi de Palmgren-Miner est basée sur hypothése que I'accumulation
d’endommagement est linéaire. Considérons deux cycles identiques de chargement
appliqués a de différents moments dans un long historique de contraintes a amplitude
variable. D’apres la loi de Palmgren-Miner, ces deux cycles identiques produiront la méme
quantité d’endommagement, indépendamment des cycles qui les précédent et de 1’état

d’endommagement de la piece. Cette loi assume qu’il est possible de classer les cycles de
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chargement selon les valeurs de Si. Le nombre de groupes (ou blocs) de chargement est
exprimé par la lettre « k » dans I'Equation (5.21).

Si les essais pour obtenir la courbe de Wohler ont été menés jusqu’a la rupture
complete de I'éprouvette, on peut prévoir une rupture compléte de la piece analysée au
moment ou le parametre d’endommagement D atteint la valeur 1,0.

La fissure devient visible lorsque D atteint une valeur critique D. qui sera proche
de zéro si le matériau est purement fragile et proche de 1,0 si le matériau est purement
ductile. Pour la plupart des matériaux, 0,2 < D, < 0,5 (Lemaitre, 1996 ; Lemaitre &
Desmorat, 2005).

Le parametre d’endommagement critique uniaxial peut étre évalué selon (Lemaitre,
1996) :

Snr
Su

Dy =1-— (5.22)

Dans un essai de traction, S, est la contrainte nominale de rupture (force
appliquée sur I’éprouvette au moment de sa rupture divisée par ’aire nominale de section

transversale).

5.6 Evaluation d’endommagement
par la méthode de Dirlik

Dans 'Equation (5.23), proposée par Dirlik (1985), Pr(S;) est une fonction de
densité de probabilité qui prévoit les résultats du comptage de cycles par la méthode

rainflow, a partir de la DSP du signal de contrainte.

dy Z d2Z Z? Z?
aexp ) +ﬁexp ~om2 + d3Z exp -5
Pr(St) = (5.23)

2,/m0

avec
dy = 2(:”’171—;32) , = 1= Yl__d]l; W1, (5.24a)
Q- 150 _dcf?’ — dF) R= 1Y_; x_mdl_f1;2 (5.24D)
- 25;70 y = nZsz; T = Z—; %21 (5.24c)

Les Equations (5.23) et (5.24) peuvent également étre trouvées dans les travaux de
Bishop et al. (1998), Haiba et al. (2002) et Rahman et al. (2009). Dans ces équations,
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T, est la fréquence moyenne et y est le facteur d’irrégularité, qui peut aussi étre évalué

selon :
Y= o (5.25)

E[0] est le taux de changement de signe du signal de contrainte par seconde et E[P]

est le nombre de pics du signal par seconde. Ils sont évalués au moyen des Equations
(5.26a) et (5.26b), respectivement (Rice, 1954 ; Bishop et al., 1998) :

E[0] = % (5.26a)
E[P] = % (5.26b)

Le moment spectral d’ordre k peut étre évalué selon (Braccesi et al., 2005 ; Naser &
Toledano, 2011) :

my = /00 n* 8§(n)dn (5.27)

ou n est la fréquence en Hertz et 8(n) est la fonction de densité spectrale de puissance du
signal de contrainte.

L’endommagement D peut étre évalué par (Dirlik, 1985; Bishop et al., 1998;
Rahman et al., 2009) :

E[P|At [
D= [fg]At / SPPR(Sr) dS; (5.28)
S

1

ou At est la période de temps correspondante a 'endommagement D. Les exposants A
et B sont donnés par la loi de Basquin, représentée par I'Equation (5.7). Les limites

d’intégration S et Sy correspondent a 'intervalle ou la courbe de Wohler est valable.
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Chapitre 6

Mécanique de la rupture sous

chargement a amplitude variable

6.1 Facteur de concentration de contrainte

La Figure 6.1 montre une éprouvette de largeur W et épaisseur t, avec une entaille de
rayon Ren. Elle est soumise a deux forces externes distantes et opposées de magnitude f,,
distribuées uniformément sur les surfaces supérieure et inférieure. Le profil de contrainte
oyy le long de 'axe x démontre qu’il y a une concentration de contraintes a proximité de

I'entaille.

Fy

Figure 6.1 — Eprouvette avec une entaille de rayon Re, soumise & une force de traction Iy
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La contrainte et la déformation maximales sur une entaille peuvent étre évaluées
a partir du facteur de concentration de contrainte X, et du facteur de concentration de

déformation K. :

max

g

K, = =— (6.1a)
Unom
6.1’1’13,)(

5, — Zen_ 6.1b
6I‘IOITI ( )

La contrainte nominale .., est définie par :

L _ Iy
Ay t(W = Ren)

O-I'IOHI -

(6.2)

ou Ay est l'aire de section transversale de I’éprouvette sur le plan y = 0 (le plan de
I'entaille). Si l'entaille est petit par rapport aux dimensions de la piece, on peut définir

Onom comme la contrainte évaluée en absence de ’entaille :

Iy .
Onom ~ W (Sl Ren < W) (63)

Selon Zeng & Fatemi (2001), en régime de déformation élastique-linéaire, le facteur
de concentration de contrainte et le facteur de concentration de déformation ont la méme
valeur K, qui dépend exclusivement de la géométrie de 'entaille concerné dans la piece.
Si le matériau est déformé plastiquement, K, # X..

D’apres Neuber (1961), méme si le matériau est déformé plastiquement, la moyenne
géométrique entre le facteur de concentration de contrainte et le facteur de concentration

de déformation fournit le facteur de concentration de contrainte élastique K :

K, = VKK, (6.4)

L’Equation (6.4) est appelée régle de Neuber.

Au fur et & mesure que le matériau se déforme plastiquement, K. augmente et XK,
diminue, mais le produit entre ces deux facteurs reste constante (Topper et al., 1967).

La relation entre le facteur de concentration de contrainte élastique Ky et le facteur
de concentration de contrainte sous fatigue Ky est établie par le facteur de sensibilité a
I'entaille q, donné par (Peterson, 1974 ; Norton, 2006 ; Budynas & Nisbett, 2008) :

Ke=14q(K; — 1) (6.5)

Le facteur de sensibilité a I’entaille q dépend non seulement de la géométrie mais
aussi du matériau de la piece et peut varier entre 0 et 1,0. Il peut étre évalué par 'Equation
(6.6), proposée par Kuhn & Hardrath (1952) :
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= (6.6)

o
1
VR

Les propriétés de résistance mécanique d’'un matériau métallique ne sont pas les
mémes pour tous les grains cristallographiques. En plus, telles propriétés varient avec la
direction dans chaque grain. Puisque les éprouvettes métalliques ont une taille beaucoup
plus importante que la taille d'un grain, les propriétés mécaniques sont quasiment les
mémes pour tous les échantillons d’un matériau. La constante de Neuber Cy est la taille
la plus petite du matériau capable de représenter ses propriétés mécaniques sans aucune
sorte de distorsion (Kuhn & Hardrath, 1952).

En général, une fissure de fatigue se forme ou il y a une concentration de contraintes.
Toutefois, elle peut surgir n’importe ot dans une structure soumise a un chargement
oscillant. La mécanique de la rupture étudie la propagation de ces fissures aigués

résultantes de la fatigue structurelle.

6.2 FEtat de contrainte a4 proximité d’une fissure

Selon Williams (1957) et Tong (2002) 1'état de contrainte a proximité de la pointe

d’une fissure peut étre décrit par la série infinie montrée dans ’'Equation (6.7) :
Ay
vV 2nr

ou r et 0 sont les coordonnés polaires montrées dans la Figure 6.2. L’origine du systéme

Uij(T', 0) = fzj(ﬁ) + AQ fUQ((g) + Ag 7"1/2 f1]3(9> + ... (67)

de coordonnés est la pointe de la fissure.

A
o
Y yy
oo
<—l / T—} Oxx
r T Oyx
Fissure 0

X

Figure 6.2 — Diagramme de contraintes sur un point a une distance r et angle 6 par rapport
a la pointe de la fissure (Irwin, 1958 ; Hertzberg, 1996 ; Miyaura, 2012).

Dans 'Equation (6.7), A; est le facteur d’intensité de contrainte, qui sera représenté
par le symbole K. Le coefficient A, est une contrainte uniforme et non-singuliere nommée

contrainte T (ou T-stress en anglais). Les deux premiers termes de 'Equation (6.7)
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suffisent pour décrire le mécanisme de propagation des fissures. Autrement dit, les termes
d’ordre supérieur a 2 sont négligeables.
6.3 Définition de facteur d’intensité de contrainte

Si la contrainte T' est négligeable, le facteur d’'intensité de contrainte K suffit pour
décrire le champ de contrainte au voisinage de la pointe de la fissure. Si la fissure est

ouverte en mode I seulement, le champ de contrainte pourra étre décrit par les Equations
(6.8) (Anderson, 2005) :

pete )= 5 (2) i () (2] o
e )= o (2) [ ()i (2) o

ey (1 0) = 1 s (2 sin (2 cos (22 (6.8¢)
Vo B\ 2 2 >

Les coordonnées r et 6 sont montrées dans la Figure 6.2. La composante o,, est

égale a zéro pour I'état de contrainte plane. La méme composante est égale a v(0xx + oyy)
pour I'état de déformation plane. Les composantes oy, et oy, valent zéro.

D’apres Fett (2008), « le facteur d’intensité de contrainte est une mesure d’un terme
de contrainte singuliére ayant lieu dans les proximités de la pointe d’une fissure ». Comme
le montre 'Equation (6.8), le facteur d’intensité de contraintes est associé a une singularité
du champ de contraintes lorsque le rayon r tend a zéro. Le facteur d’intensité de contrainte
K est donné en Pay/m, tandis que le facteur de concentration de contraintes Ky, défini
dans la Section 6.1, est une grandeur sans dimension.

Afin de déterminer la forme de la zone plastique (Section 6.8), on a intérét a trouver
des expressions pour les composantes principales de contrainte oy, o9 et o3. La premiere
et la deuxieme peuvent étre trouvées a partir du cercle de Mohr. Elles sont données par

IEquation (6.9) (Broek, 1984 ; Gere & Goodno, 2009) :

2
_— w n \/(%) oy (6.9a)

Oxx T+ O Oxx — O 2
oy = % — (%) + Oyy? (6.9b)

Selon Broek (1984), la composante principale o3 est toujours perpendiculaire au

plan. Elle est donnée par :
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=}

(Contrainte plane)
03 = 0,, = (6.10)
V(0gx + Oyy) (Déformation plane)

En combinant les équations (6.8), (6.9) et (6.10) on obtient (Broek, 1984) :

o1 (r,0) = K ain (2) ] cos (2 (6.11a)
2mr 2 2

oo(r,0) = K gin (2) ] cos (2 (6.11b)
N 2 2

0 (Contrainte plane)

(6.11c)

2vK 0
721 cos (—) (Déformation plane)

L’Equation (6.11) sera utile dans la Section 6.8 pour déterminer la forme de la zone

plastique et dans la Section 6.11.2 pour I'estimation du facteur de restriction plastique.

6.4 Facteur d’intensité de contrainte di a

un chargement externe distant

L’évaluation du facteur d’intensité de contrainte dépend non seulement de 'intensité
du chargement et de la longueur de la fissure, mais aussi de la forme de la piece concernée.
Pour une tdle de largeur et hauteur infinies (Figure 6.3a), il existe une solution exacte
pour le facteur d’intensité de contrainte dii au chargement externe distant. Cette solution

est donnée par 'Equation (6.12) :

K; = Sv/7a (6.12)

Considérons le cas d'une tdle semi-infinie dans la direction x et infinie dans la
direction y, avec une fissure latérale (Figure 6.3b). Le facteur d’intensité de contrainte
dti & un chargement externe distant est donné par 'Equation (6.13), selon Petroski &
Achenbach (1978) :

K; = 1,1215 Sv/7a (6.13)

Si la tole présente une largeur limitée W et la fissure se propage le long de cette
dimension, le facteur d’intensité de contrainte K; dii a un chargement externe distant sera

évalué par une équation ayant la forme :

K; = F(a/W)Sv/7a (6.14)
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(a)

Figure 6.3 — (a) Tole infinie dans les directions x et y, soumise & un chargement externe
distant, avec une fissure centrale. (b) Téle semi-infinie dans la direction z
et infinie dans la direction gy, soumise a un chargement externe distant, avec

une fissure latérale (Miyaura, 2012).

ou F' est une fonction qui dépend du rapport a/W.

S S
ARNEBRART SRR REE,
aia a
w W W

() 8 by O

Figure 6.4 — (a) Tole de largeur 2W soumise a un chargement externe distant S, avec
une fissure centrale de longueur 2a. (b) Téle de largeur W soumise a un

chargement externe distant S, avec une fissure latérale de longueur a.

Tada et al. (1985) proposent I'Equation (6.15) pour évaluer la fonction F(a/W)
correspondante a une fissure centrale dans une tole de largeur 2W et hauteur infinie
(Figure 6.4a) :

Fa/W) = [1 . 0,025(%)2 + 0,06(i)4] sec (%) (6.15)
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Selon les mémes auteurs, 'Equation (6.16) peut étre employée pour évaluer la
fonction F'(a/W) correspondante a une fissure latérale dans une tole de largeur W et

hauteur infinie (Figure 6.4b) :

0,752+ 2,02 (-2 ) +0,37[1 — sin (Z2)]
FlaW) =2 tan (22 <W> <m>[ sin (577 -
2W

6.5 Facteur d’intensité de contrainte dii a un

chargement sur les surfaces de rupture

Selon Petroski & Achenbach (1978), le facteur d’intensité de contrainte Kj
correspondant au chargement oy, () appliqué sur les surfaces de rupture d'une tole comme

celle montrée dans la Figure 6.5 peut étre évalué selon l'intégrale de I'Equation (6.17) :

K = /O " ovy(2)h(z, ) dz (6.17)
K E

(L1

(a) (b)

Figure 6.5 — (a) Chargement non uniforme oy, (x) distribué sur les surfaces de rupture
d’une fissure latérale dans une tole semi infinie. (b) Définition de la distance
v(z), selon Jones (1998).

6.5.1 Fonctions de pondération

La fonction de pondération h(z, a) a une faible valeur quand « est proche de zéro et
augmente au fur et a mesure que x s’approche de a. Autrement dit, le facteur d’intensité
de contrainte est plus sensible au chargement appliqué a proximité de la pointe de la
fissure. Les chargements appliqués au dela de la pointe de la fissure (z > a) n’ont aucune

influence sur le facteur d’intensité de contrainte.
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Sachant que oy (7) = df,(z)/(dz dz), I'Equation (6.17) peut étre récrite comme :
K = Z P;(z;) h(x;,a) (6.18)

ou P; est la valeur de chacune des deux forces opposées appliquées sur chaque surface de
rupture a une distance x; de 'origine, par unité d’épaisseur de la tole.

La fonction de pondération h peut étre déterminée selon I’Equation (6.19) (Bueckner,
1970 ; Jones, 1998) :

E'" Ov*i(x,a)
T Kif(a)  da

h(z,a) (6.19)
ou v(x,a) représente le déplacement en y de chaque surface de rupture par rapport
a la position ou elle se trouverait si la fissure était completement fermée. Autrement
dit, la distance entre les deux surfaces de rupture est le double de v(z,a). Cette notion

*f(z,a) est un déplacement de référence

est illustrée dans la Figure 6.5b. La fonction v
associée au facteur d’intensité de contrainte de référence Ki*(a). Afin de mieux aborder
la méthode bande d’écoulement (strip-yield) en avant, il est convenable de définir une

fonction d’influence f(x,a) comme suit :
v(z,a) = Sf(z,a) (6.20)

ou S est le chargement externe distant qui ouvre la fissure en mode I.
Pour une fissure centrale de longueur 2a dans une tole de dimensions infinies dans

les directions z et y, la fonction d’influence f(x,a) est (Rice, 1972; Wang, 1991) :
f(x,a) = =Vva? — a2 (6.21)

Pour que 'Equation (6.21) soit valide, le systéme de coordonnées doit étre placé sur
le centre de la fissure comme dans la Figure 6.3a.

Dans les Equations (6.19) et (6.21), E’ est le module d’élasticité effectif, qui dépend
si la tole se trouve en état de déformation plane ou en état de contrainte plane. Il est

évalué de la maniere qui suit (Johnson, 2000) :

E (Contrainte plane)

E = 22
. (6:22)

1—v2

(Déformation plane)

On peut constater facilement que la fonction h(z, a) n’est pas adimensionnelle. Dans

172 La fonction employée pour la décrire

le systeme international, sa dimension est m™
dépend non seulement de z et de a, mais aussi de la géométrie de I’éprouvette ou de la

piece concernée. Basé sur les travaux de plusieurs auteurs, Bao et al. (2010) fournissent
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une bonne (mais non exhaustive) révision des équations pour évaluer les fonctions de

pondération h(z,a) correspondantes a plusieurs géométries d’éprouvette.

y T y
o ~—_T  —
i 114
w ! 14 « >
i‘ >
i P
|
Py i yP P
|
a i a <—a>|
i
/’—W — —

Figure 6.6 — (a) Tole de largeur 2W et hauteur infinie avec une force concentrée P
appliquée sur les surfaces de la fissure centrale. (b) Tole de largeur W et
hauteur infinie avec une force P appliquée sur les surfaces de la fissure latérale
(Bao et al., 2010).

Pour le cas d’une fissure centrale dans une tole de largeur 2WW et hauteur infinie
(Figure 6.6a), soumise a un chargement symétrique P appliqué sur les surfaces de rupture,
Tada et al. (1985) ont proposé la fonction h(x,a) de I'Equation (6.23) :

h(z,a) = \/QL_W {1 +0,297\/1—7<Z>2 [1 —COS( )]}

| )
tan <W>

o
o)

Si 'Equation (6.23) est employée dans I'Equation (6.17), I'intégration doit étre faite

(6.23)

entre z = 0 et z = a. Cela équivaut a dire que si P'on emploie 'Equation (6.23) dans

'Equation (6.18), on fera la somme en considérant P;(x;) uniquement pour 0 < z; < a.

Le facteur d’intensité de contrainte sera le méme pour les deux pointes de la fissure.
Pour le cas montré dans la Figure 6.6b, c’est-a-dire, pour une fissure latérale sur une

tole de largeur W et hauteur infinie, Bueckner (1970) a proposé I'Equation (6.24) pour

1+ my (G;CU) +m2(a;x>2] (6.24a)
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I’évaluation de h :

2
27(a — x)

h(z,a) =




avec :

my = 0,6147 + 17,1844(%)2 18,7822 (%)6 (6.24b)

2 6
my = 02502 + 3,2889(%) n 70,0444(%) (6.24¢)

Figure 6.7 — T6le de dimensions infinies dans les directions x et y avec une force P (par

unité d’épaisseur) appliquée sur les surfaces de rupture.

Pour le cas d’une fissure centrale de largeur 2a dans une tole de dimensions infinies
dans les directions z et y (montrée dans la Figure 6.7), il est possible de trouver une
solution exacte pour la fonction de pondération h(z,a). La solution exprimée par les
Equations (6.25a) et (6.25b) ont été déduites par Sih et al. (1962) :

1 —

hy(x,a) = — Z+i (Pointe gauche) (6.25a)
1

ha(z, @) ot (Pointe droite) (6.25b)

:\/7'('@ a—x

Afin d’employer les Equations (6.25a) et (6.25b) pour évaluer les facteurs d’intensité
de contrainte dus un chargement distribué sur les surfaces de rupture, on devra faire une
intégration entre £ = —a et = +a dans ’Equation (6.17). Si le chargement est concentré,
on considére —a < x; < 4a dans 'Equation (6.18).

Pour le cas d’une fissure latérale dans une tole de dimension semi-infinie dans la
direction x et infinie dans la direction y, comme celui de la Figure 6.5a, Sih (1973) a

proposé 'Equation (6.26) pour I'évaluation de h(z, a) :

1 T\ 5/4
h(x,a):\/m[l_<x/a>2] [1,3—0,3 (5) 1 (6.26)
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6.6 Ténacité a la rupture

Le facteur d’intensité de contrainte critique associé a une fissure sur une tole plane
dépend si celle-ci se trouve en état de déformation plane ou de contrainte plane. Par
conséquent, 1’épaisseur de la tole joue un role important pour déterminer ce facteur
d’intensité de contrainte critique (aussi appelé ténacité a la rupture).

En général, la ténacité a la rupture en état de contrainte plane est exprimée par le
symbole K.. En état de déformation plane, elle est exprimée par le symbole K.

La relation entre K. et Kj. peut étre établie par (Irwin, 1960a ; Gdoutos, 2005) :

14 (K \*
K. = Ky /1 4+ 2 2k 6.27
\/ G (S) (6:27)

Selon la norme E399 (2009), un essai pour évaluer Kj. est valable seulement si la

condition de 'Equation (6.28) est satisfaite :

KIC ?
t>25 6.28
> ) (Sys) ( )

6.7 Lois de taux de propagation

6.7.1 Loi de Paris

La loi de Paris et al. (1961) représente la maniére la plus simple et la plus souvent
employée pour évaluer le taux de propagation d'une fissure de fatigue. Elle est donnée

par :

da
— =CAK" = C(Kpax — Kimin )" 2
AN C C( max mln) (6 9)

ou C' et nsont des parametres qui dépendent du matériau. L’exposant n est adimensionnel

1-n/2 i le systéme international est adopté

et le coefficient C' a comme unité Pa™"m
(Harter, 2003). Dans 'Equation (6.29), on considere K, = 0 si Spin < 0.

La loi de Paris génere une courbe d’apparence linéaire dans un graphique en échelle
bi-logarithmique.

Le rapport de charge (donné par Ry = Suin/Smax = Kumin/Kmax) a également un
effet sur le taux de propagation. La loi de Paris ne prend pas explicitement en compte le
rapport de charge Ry. Comme le mentionne Taheri et al. (2003), si 'on veut employer la loi
de Paris pour un rapport de charge donné, il faut obtenir le parametre C' qui correspond

a cette valeur de rapport de charge.
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6.7.2 Loi de Walker

La loi de Walker (1970), donnée par 'Equation (6.30), prend explicitement en
compte le rapport de charge Ry :

da_CO{

AK "
= l_m] (6.30)

(1— R;)

ou Cy est le méme coefficient de la loi de Paris, pour le rapport de charge R, = 0. Le

parameétre m a déja été introduit dans la Section 5.4. Il figure aussi dans I’Equation (5.19).

6.7.3 Equation de Forman

A T'instar de la loi de Paris, la loi de Walker génére une courbe d’apparence linéaire
dans un graphique log-log. Cette courbe linéaire sous-estime le taux de propagation lorsque
AK est proche de la ténacité a la rupture du matériau. Afin d’éliminer cette faille, Forman
et al. (1967) ont proposé I'Equation (6.31).

da C(AK)" C(AK)"

AN~ (1-R)K.—AK (1- Ry)(Ke — Kuax)

(6.31)

Cette équation peut étre trouvée aussi dans le travail de Stephens et al. (2000).

Il existe une limite de AK au dessous de laquelle la fissure ne se propage pas. Cette
limite est représentée par le symbole AKyy,, ou I'indice « th » fait allusion au mot anglais
threshold. Lorsque AK est proche de AKjyy,, les lois de Paris, Walker et Forman surestiment
le taux de propagation de la fissure. L’équation connu sous le nom de NASGRO (Forman
et al., 2002), est capable de décrire le taux de propagation en toute circonstance : lorsque
AK est proche du threshold, lorsqu’il est moyen et lorsqu’il est proche de la ténacité a la
rupture du matériau. Ces trois conditions représentent, respectivement, les régions I, II

et III de la courbe du taux de propagation da/dN.

6.8 Forme et taille de la zone plastique

Selon Broek (1984) et Gdoutos (2005), il est possible de déduire la forme de la zone
plastique en associant oy, 0 et o3 fournis par ’Equation (6.11) au critere d’écoulement

de von Mises, donné par :
(01— 09)* + (02 — 03)* + (03 — 01)* = 2.5,° (6.32)

Comme résultat de cette association, on obtient I'Equation (6.33) dont la

représentation graphique est dans la Figure (6.8).

1 (K’
ry(0) = — L) |1+ cosf+ 3 sin? 0 (Contrainte plane) (6.33a)
4 \ Sys 2

70



1 (K
ry(0) = — <SI > {(1 —20)2(1 4 cos ) + g sin? 0] (Déformation plane)  (6.33b)
ys

Contrainte plane

Fissure

Déformation plane

Figure 6.8 — Forme de la zone plastique, selon le critere d’écoulement plastique de von
Mises (Broek, 1984 ; Gdoutos, 2005).

Pour 'angle # = 0 et coefficient de Poisson v = 1/3, 'Equation (6.33) donne
(Gdoutos, 2005) :

1 (Ki\?
ry(0) = gy (SI) (Contrainte plane) (6.34a)
ys
1 (K’
ry(0) = T&r (SI) (Déformation plane) (6.34Db)
NG

Selon Broek (1984), il est possible d’obtenir I'Equation (6.34b) & partir de 'Equation

(6.34a), en considérant un facteur de restriction plastique o = 3 :

1/ K\ 1 /K \ 1 [K)\? |
T on = o = Déformation pl .
Ty 2 (ocSys> o (3Sys> 187 Sys ( erormation p ane) (6 35)

Selon le méme auteur, Irwin (1960b) considére o« = 1,68, ce qui donne le résultat

souvent mentionné dans la littérature :

LK Y 1K V1KY
( 1) < I ) ~ <_I) (Déformation plane)  (6.36)

Yo or\aS,) T 27 \1,68S,.) T 67 \ S,

L’Equation (6.34a) peut également étre obtenue & partir de 'Equation (6.8b), en
considérant 0 = 0, oy, = Sys et r = ry. En procédant de cette maniere, on est en train de
considérer un profil de contrainte originaire d’un régime de déformation linéaire-élastique
comme celui de la Figure 6.9. Toutefois, a proximité de la pointe de la fissure, le régime de
déformation est en réalité élasto-plastique. La zone grise dans le graphique de la Figure 6.9
ne devrait pas exister, puisqu’il est physiquement impossible que le niveau de contrainte

dépasse la limite d’élasticité ' Sys. Afin de maintenir I'équilibre de forces internes dans le

1. Si le matériau a déja été déformé plastiquement auparavant, on doit considérer la contrainte
d’écoulement o plutét que la limite d’élasticité Sy, en raison de ’écrouissage.
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matériau, la contrainte oy, au-dela de ry est en réalité plus importante que celle prévue

par 'Equation (6.8b). Donc, la vrai taille de la zone plastique est plus grande que ry.

A

Oyy

ys

y

Figure 6.9 — Estimation de la taille de la zone plastique a partir du profil de contrainte
produit par un régime de déformation entierement linéaire-élastique (Broek,

1984).

6.8.1 Le modeéle d’Irwin

La technique soutenue par Irwin (1960b) pour évaluer la taille de la zone plastique
en considérant les effets de la déformation plastique peut étre trouvée dans le travail de
Broek (1984). Cette technique sera abordée dans cette section.

Pour Irwin (1960b) la déformation plastique fait la piece fissurée se comporter comme
si la fissure était plus longue, puisque la rigidité de la piece est en réalité plus faible que
la prévue par I’élasticité linéaire. Donc, la longueur effective de la fissure est a.g = a + 0

comme le montre la Figure (6.10).

Figure 6.10 — Définition des dimensions 9, A, aeq et r,, considérés dans le modele d’Irwin.
(Irwin, 1960b; Broek, 1984).
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La méme figure montre le profil de contrainte linéaire-élastique dont 1'origine est
placée sur la pointe de la fissure effective. Afin de maintenir 1’équilibre de forces internes,
il faut obtenir ¢ de facon que 'aire B soit égale a ’aire A. Considérons une fissure comme

celle de la Figure 6.3a. A partir des Equations (6.12) et (6.34a), on peut écrire :

KI a—+ )
Soe = =S 6.37
Y V2T A 2\ ( )
En isolant A on obtient :
2

~T
2 y
2,4

La distance A vaut approximativement 7y puisque 0 est beaucoup plus petit que la

longueur de la fissure a. Sachant que I'aire B est égale a 05y, la condition A = B résulte :

A
55, = / S/ “;5 dr — S\ (6.39)
0

L’expression dans l'intégrale résulte de I'association des Equations (6.8b) et (6.12).

Rappelant que d est négligeable si comparé a la longueur a et que A = ry, 'Equation
(6.39) devient :

(0 +1y)Sys = Sy/2ary (6.40)

qui peut étre récrite comme :

252
(6+7y)? = S—fry (6.41)
ys
En remplacant K; par Sy/ma dans I'Equation (6.34a), on obtient 27, = (S5%a)/(Sys?).
Ce résultat associé a I'Equation (6.41) donne ¢ = ry.

En considérant aussi que A = ry (Equation (6.38)), on peut conclure que :
T, =A+0=2r (6.42)

La taille de la zone plastique peut étre évaluée selon les équations (Irwin, 1960b ;
Gdoutos, 2005) :

1K\’ .

oo = — (—I) (Etat de contrainte plane) (6.43a)
T \ Sys
1/ K\’

o = — (oc Sys) (Etat de déformation plane) (6.43b)

ol 7p0 = (6 = 0) et o est le facteur de restriction qui sera abordé dans la Section 6.11.2.
Selon Irwin (1968) ce facteur vaut /3.
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Dans une piece ou une éprouvette tres épaisse, la taille de la zone plastique varie
le long de ’épaisseur. Pres de la surface, la zone plastique aura une taille proche de celle
donnée par ’'Equation (6.43a). A Tintérieur de I'éprouvette, la taille de la zone plastique

est donnée par 'Equation (6.43b).

6.9 Effet de fermeture de fissure

Cette section explique l'effet de fermeture de fissure, découvert par Elber (1971). Il
est important de comprendre cet effet pour implémenter la méthode bande d’écoulement
(strip-yield) de simulation de propagation de fissures, qui sera décrit dans la Section 6.11.

Considérons une fissure qui se propage a cause d’un chargement externe cyclique qui
varie entre les deux valeurs fixes Sy, €t Spax. Dans ces conditions de chargement, le facteur
d’intensité de contrainte augmente au fur et a mesure que la fissure se propage, puisqu’il est
proportionnel a la racine carrée de la longueur de la fissure (voir, par exemple, ’'Equation
(6.12)). Rappelons-nous que la taille de la zone plastiquement déformée (Section 6.8) est
proportionnelle au carré du facteur d’intensité de contrainte. Donc, on peut conclure que
si le chargement a une amplitude constante entre Sy, et Spmax, on aura la formation d’un

enveloppe de zones plastiques comme celui montré dans la Figure 6.11.

Zone plastique due & un chargement précédent

Fissure de fatigue

Enveloppe de toutes les zones plastiques

Zone plastique due au dernier chargement

Figure 6.11 — Formation de I’enveloppe de zones plastiques sous les surfaces de la fissure
(Elber, 1971).

A gauche de la Figure 6.12 on a la représentation d’une fissure de fatigue (chargée
entre Spin €t Smax) €t de son enveloppe de zones plastiques. A droite de la méme figure, on
a une coupe faite par une scie hypothétiquement idéale, c’est-a-dire, une scie d’épaisseur
zéro, capable de couper sans provoquer de la déformation plastique. La piece sciée est
ensuite soumise a un chargement S,.., de telle facon qu’on a la formation d’une zone
plastique identique a celle obtenue en faisant propager une fissure de fatigue. Les longueurs
de la fissure de fatigue et de la coupe de scie sont les mémes. La seule différence entre les
deux cas est la présence de I'enveloppe de zones plastiques sur les surfaces de rupture de
la fissure de fatigue.

On peut observer que, pour un méme chargement S, la distance entre les surfaces

de rupture est plus petite dans le cas de la fissure de fatigue. Cette différence entre les
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Fissure de Fatigue v y! Coupe de Scie

5CS

i
i
i
Yi
Enveloppe de toutes les zones plastiques Zone plastique

Figure 6.12 — Zones de déformation plastique & proximité d’une fissure de fatigue et a
proximité d’une coupe de scie idéale d’épaisseur zéro, dues a un chargement
externe distant S (Elber, 1971).

deux cas se traduit par I’expression 0 = d.s — d¢¢, dont les variables sont représentées dans
la Figure 6.12. On peut conclure que dans le cas de la fissure de fatigue, les surfaces de
rupture se toucheront avant que le chargement externe S soit completement retiré.

Selon Elber (1971), une fissure de fatigue peut se propager uniquement si les surfaces
de rupture sont completement séparées. C’est pourquoi une fissure de fatigue qui se
propage a partir de la coupe de scie représentée a droite de la Figure 6.12 aura un taux
de propagation supérieur a celui de la fissure de fatigue représentée a gauche de la méme
figure.

Elber (1971) a proposé une importante modification sur la loi de Paris. Telle

modification est montrée dans 'Equation (6.44) :

da
W = Oeff AI<eff” (6443)

Kmax - Kop (pour Kmin < Kop)

AK g = (6.44b)

Kmax - Kmin (pour Kop < Kmin)

ou K, est le facteur d’intensité de contrainte correspondant a Sy, qui est le chargement
minimal pour séparer complétement les surfaces de rupture.
Il est convenable d’écrire 'Equation (6.44a) en termes de U (Elber, 1971) :
da
— = Cyg(UAK)" 6.45
S = CarlUAK) (6.450)
Smax - Sop o ASeff o Kmax - Kop o AI<eff

U - Smax - Smin B AS B Krnax - Kmin AK

(6.45b)

L’association des Equations (6.29), (6.44a) et (6.45a) permet d’écrire :
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AK 1"
ceﬂzc{ }—C

= — 6.46
AR (6.46)
Dans I'Equation (6.46), les parametres C' et U varient en fonction du rapport de
charge Rg. Par contre, le coefficient Ceg reste constant pour un matériau donné (il est
indépendant de R, comme le mentionne Song et al. (2012)).
Pour des conditions de chargement a amplitude constante, S,, peut étre évalué au
moyen de 'Equation (6.47) (Newman, 1984 ; Forman et al., 2002) :
Son  Kop Ay + AR+ Ay RZ + A3RS (Rs > 0)

_ Ko (6.47)
Shax Kmax AO + A R, (—1 <R, < 0)

Pour Sy, > Shiin, les coeflicients Ag, Ay, A; et Ag peuvent étre évalués par I’Equation
(6.48). Tls dépendent du rapport Spax/0o et du facteur de restriction «, qui sera abordé
dans la Section 6.11.2.

w S /e
Ag = (0,825 — 0,34 + 0,050¢*) [cos <§ ;”‘)] (6.48a)
0
Smax
A; = (0,415 — 0,071 ) (6.48b)
0o
A2 =1- AO — Al — Ag (6480)
Ay =240+ A -1 (6.48d)

oo est la contrainte d’écoulement du matériau, celle qui prend en compte l'effet
de I’écrouissage. Si le chargement a une amplitude variable, I'évaluation de S,, devient

beaucoup plus complexe. L'un des objectifs de ce chapitre est d’aborder ce cas particulier.

6.10 Effets de surcharge

La Figure 6.13 montre le graphique d’un chargement a amplitude constante perturbé
par une surcharge appliquée a l'instant t;. Supposons que ce chargement est appliqué
sur une tole fissurée. Dans ce cas, les lois de Paris et de Walker, telles comme elles
sont présentées dans les équations (6.29) et (6.30) seront capables de prédire le taux
de propagation de la fissure seulement avant l'instant t, et longtemps apres. La surcharge
modifie I'état de déformation plastique de la piece de telle maniere quune analyse plus
complexe est requise pour prédire correctement le taux de propagation de la fissure.

La ligne pointillé du graphique de la Figure 6.14 montre I’évolution de la longueur de
la fissure en fonction du nombre de cycles de chargement pour le cas ou le chargement a une
amplitude constante qui varie entre Sy, et Spax. La ligne continue représente le cas ou le

méme chargement est perturbé par une seule surcharge. L’information la plus importante
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Ssur T

Smax T

Srnin N |
T

t t

Figure 6.13 — Chargement a amplitude constante en fonction du temps ¢, avec une

surcharge appliquée a 'instant .

------- Sans surcharge ;

—— Avec surcharge

Surcharge —

Longueur a de la fissure

Nombre N de cycles appliqués

Figure 6.14 — Evolution de la longueur de la fissure en fonction du nombre de cycles apres

une surcharge. Figure basée sur celle de Yamauchi et al. (2012).

que 'on peut extraire de la Figure 6.14 est que la durée de vie de la piece augmente grace
a l'application de la surcharge 2. Autrement dit, I’évolution de la propagation de la fissure
subit une sorte de retardement.

Plusieurs chercheurs ont constaté que le taux de propagation augmente
immédiatement apres U'application de la surcharge (Anderson, 2005; Yamauchi et al.,
2012; Jiang et al., 2014). Ce phénomene, connu sous le terme d’accélération initiale,
est illustré dans la Figure 6.14 et aussi dans la Figure 6.15. Celle-ci montre le taux de
propagation de la fissure en fonction de sa longueur pour les deux cas : avec et sans
surcharge. Cette méme figure laisse clair que le taux de propagation minimal ne se produit
pas tout de suite a 'application de la surcharge. La fissure doit avancer un peu pour que
le taux de propagation minimal soit observé. Ce phénomene est connu sous le terme de

retardement reporté (Larsen & Annis, 1980).

2. A condition que la surcharge ne soit pas suffisante pour mener K; & un niveau qui dépasse la
ténacité a la rupture du matériau.
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Accélération initiale

da
dN

------- Sans surcharge

—— Avec surcharge

Longueur a de la fissure

Figure 6.15 — Courbe représentant le taux de propagation d’'une fissure en fonction de sa

longueur apres une surcharge (Anderson, 2005; Jiang et al., 2014).

Sop

------- Sans surcharge

—— Avec surcharge

—— Emoussement géometrique
de la pointe de la fissure

Longueur a de la fissure

Figure 6.16 — Effet d’une surcharge sur la courbe de S, en fonction de la longueur a de
la fissure (Wang & Blom, 1991).

De nombreuses méthodes pour prendre en compte les effets d’une surcharge sur la
propagation d’une fissure sont décrites dans la littérature. Elles peuvent étre classées en
trois catégories : modele de zone d’écoulement plastique, modele de fermeture de fissure
et modele bande d’écoulement (strip-yield). Le modeéle de zone d’écoulement est le plus
ancien. Sont classés dans cette catégorie les modeles de Wheeler et de Willenborg. Parmis
les modeles de fermeture de fissure on peut citer : ONERA, CORPUS et PREFFAS. Ces
trois derniers ont besoin de données expérimentales pour évaluer la contrainte d’ouverture
de fissure S,,. Le modele bande d’écoulement peut étre vu comme une sous-catégorie du
modele de fermeture de fissure. La différence c’est que pour le modele bande d’écoulement,
Sop €st évaluée théoriquement et non pas par des moyens empiriques (Schijve, 2004).

Les modeles de zone d’écoulement plastique (Wheeler et Willenborg) sont basés sur
I’hypothese que le retardement de la propagation de la fissure se produit en raison des
contraintes résiduelles compressives dans la zone plastique provoquées par la surcharge.
Cette hypothese n’explique ni le phénomeéne de retardement reporté ni l'accélération

initiale de la propagation juste apres la surcharge.
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Aujourd’hui, on sait que les contraintes résiduelles dans la zone plastique existent
effectivement, mais elles jouent un role secondaire sur le taux de propagation. Le
retardement de la propagation de la fissure se produit en raison d’une augmentation
ponctuelle du niveau de déformation plastique dans le sillage plastique (dont la définition
est illustrée dans la Figure 6.18). Cela implique une augmentation de S,, comme le montre
la Figure 6.16.

A chaque fois que la piéce subit une surcharge, une zone plastique particulierement
grande est produite devant la pointe de la fissure. Cette grande zone plastique rend plus
difficile le contact entre les surfaces de rupture pres de la pointe de la fissure. Matsuoka
& Tanaka (1978) appellent ce phénomene émoussement géométrique. Cet émoussement
de la pointe de la fissure est associé a la distance 20(a) montrée dans la Figure 6.18, a
la soudaine chute de Sy, dans la Figure 6.16 et a l'accélération initiale montrée dans la
Figure 6.15.

Au fur et a mesure que la pointe de la fissure pénetre dans la grande zone plastique
provoquée par la surcharge, la valeur de S,, augmente comme le montre la Figure 6.16.
Cela se produit parce que petit a petit la grande région de déformation plastique laissée

par la surcharge abandonne la zone plastique et devient partie du sillage plastique.

6.11 Modele bande d’écoulement (strip-yield)

6.11.1 Le modele de Dugdale

Le modele de Dugdale (1960) et Barenblatt (1962) est un autre approche pour
évaluer la taille de la zone plastique. Il n’a pas été abordé dans la Section 6.8 parce
qu’il est convenable de souligner son fort lien avec la méthode bande d’écoulement de
simulation de propagation de fissures.

Dans leurs travaux, Dugdale (1960) et Barenblatt (1962) abordent le cas d’une
fissure de longueur 2a dans une tole infinie dans les directions x et y. Cependant, cette
sous-section commencera par un autre cas afin de rendre I'explication plus claire.

On reprend le cas de la Figure 6.3b, qui montre une tole semi-infinie avec une
fissure latérale de longueur a soumise a un chargement externe distant S. Selon la théorie
proposée par Dugdale (1960) et Barenblatt (1962), le systéeme présenté dans la Figure
6.3b aura le méme comportement du systéme présenté dans la Figure 6.17 ou 'on a une
fissure de longueur d = a + p et un chargement xoy appliqué sur les surfaces de rupture
entre x = a et * = a + p. Le chargement «oy produit un facteur d’intensité de contrainte
K, de signe négatif. Tel modele exige que le facteur d’intensité de contrainte total soit

zéro lorsque 1'on considere la fissure virtuelle de longueur d (Wang & Blom, 1991) :

Kiotal(d) = Ko (d) + Kext(d) =0 (6.49)
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L’Equation (6.49) peut étre résolue numériquement pour évaluer la longueur de la
zone plastique® p. Le facteur d’intensité de contraintes dii au chargement externe K
peut étre évalué selon la théorie présentée dans la Section 6.4. Le facteur d’intensité de
contraintes dii au chargement appliqué sur les surfaces de rupture K, peut étre évalué

selon ce qui est présenté dans la Section 6.5.

Chargement externe distant de magnitude S

A

4
A
v

\\

. [
R

aoy

I
< < >

Fissure physique | Zone plastique

Fissure virtuelle

A
v

Chargement externe distant de magnitude S

Figure 6.17 — Modele de Dugdale appliqué a une fissure latérale dans une tole semi-infinie.
La figure est similaire a celle qu'on trouve dans le travail de Dominguez
(1994).

Considérons encore le cas présenté dans la Figure 6.17. Afin d’appliquer I'Equation
(6.49), on emploie 'Equation (6.13) pour évaluer K.y et les équations (6.26) et (6.17)
pour évaluer K,. L'Equation (6.49) devient :

3. Comme le dit Khan et al. (2007), le modéele de Dugdale assume que la zone plastique aura la
forme d’une bande étroite devant la pointe de la fissure physique. Cette bande est représentée par la zone
grise dans la Figure 6.17, entre x = a et * = a + p. Le sillage plastique n’est pas représenté dans cette
figure, comme si la tole fissurée était chargée sous traction par la premiere fois.
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{W(a+p) 1—<aip>2

Considérons maintenant une fissure centrale dans une tole de dimensions infinies

1,1215 S/m(a + p) — xog

dans les directions = et y, comme celle des Figures 6.3a et 6.7. On souhaite appliquer
'Equation (6.49). Dans ce cas, on emploie I'Equation 6.12 pour évaluer le facteur
d’intensité de contrainte dii au chargement externe S et I'une des fonctions de pondération

présentées dans I'Equation 6.25, associée a l'intégral de 'Equation (6.17) pour évaluer K,

a+p—
Sy/m(a+p) — o dzx
2 Ola ¢—;:; atpta

(6.51)
arp 1 a+p—z
+ / (Pointe gauche)
a vrla+p)Va+pt+z
Dans le présent cas, I'intégration doit étre faite a priori entre xt = —a—p et x = a+p.
Puisqu’il n’y a pas de chargement entre x = —a et x = +a, on peut exclure cet intervalle de

I'intégration. L’Equation (6.51) fournira la longueur de la zone plastique p correspondante
a la pointe gauche de la fissure. Par symétrie, on obtient aussi p correspondant a la pointe
droite. Toutefois, le méme développement peut étre fait en considérant la pointe droite

de la fissure :

at+p+z
Syv/m(a+ p) — ao dx
°) °[a /7 d+p a+p—x

(6.52)
a+p+xd

a+p 1
WA
. JraipVatp—u

(Pointe droite)

6.11.2 Facteur de restriction plastique

L’application de la méthode bande d’écoulement exige I’emploie de la contrainte
d’écoulement oy dont la valeur variera en raison de I’écrouissage du matériau. Elle peut
étre approximée comme la moyenne entre la limite d’élasticité Sy, et la limite ultime a la
traction S, (Dominguez, 1994 ; Yamada et al., 2011) :

Sys + Su

o (6.53)

gy =

Afin de prendre en compte linfluence de 1’épaisseur de la tdle sur 'état
tridimensionnel de contraintes et déformations aux alentours de la pointe de la fissure,

la limite d’écoulement oq doit étre haussée par le facteur de restriction o« (en anglais,
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constraint factor). Ce facteur dépend non seulement de 1'épaisseur, mais aussi de la
géométrie et du matériau de la piece (Dexter et al., 1989 ; Ribeiro et al., 2011). Selon
Wang (1993), le facteur de restriction est utilisé pour prendre en compte l'effet de la
contrainte dans la direction de ’épaisseur (direction z, hors du plan) sur la contrainte
d’écoulement observée dans la direction y.

Soit omax la contrainte maximale observée dans une direction d’intérét pratique
(généralement la direction y) dans la zone plastique. Le facteur de restriction est le rapport
entre 0.« et la contrainte d’écoulement oy :

Umax
= 6.54
= (6:54)

La valeur o,,x = &og peut étre vue comme une contrainte d’écoulement effective.
Broek (1984) fournit le moyen décrit ensuite pour estimer le facteur de restriction plastique
a partir du critére d’écoulement de von Mises. Le remplacement de n = o9/07 et m =

03/01 dans I'Equation (6.32) résulte :
[(1=n)*+(n—m)>+ (1 —m)*| 01> = 200" (6.55)

Un réarrangement de ’'Equation (6.55) donne :

01

x=—=(1—-n—m+n*+m?—nm)/? (6.56)

00

A partir de I'Equation (6.11), on peut écrire :

_ o2 1—sin(/2) .
"l T T4 sin(6/2) (6.572)

o3 2v
m = i 15 sn(0/2) (6.57b)

Pour le plan correspondant a l'angle # = 0, on obtient n = 1 et m = 2v. En
considérant v = 1/3, on obtient &« = 3. Pour I’état de contrainte plane, on a n = 1 et
m = 0, ce qui résulte o« = 1.

D’aprés Wang & Blom (1991), le matériau écoule quand le niveau de contrainte
atteint ooy sous traction ou oy sous compression (c’est-a-dire, le facteur de restriction est
considéré seulement en traction).

Selon Bos (2007) et Forman et al. (2002), le facteur de restriction varie typiquement
entre 1,0 pour 1’état de contrainte plane et 3,0 pour I'état de déformation plane. Comme
le rappelle Zhang et al. (1992), I’état de contrainte plane produit une zone plastique plus
grande que I'état de déformation plane. Donc, on peut espérer que la pointe de la fissure se
déformera plastiquement plus facilement en état de contrainte plane, ce qui est compatible

avec l'intervalle des valeurs proposées pour «.
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Selon Bos (2007) et Sander & Richard (2006), les modeles bande d’écoulement
proposés par Newman et Koning se distinguent surtout par la fagon dont le facteur
de restriction est évalué. Pour Newman (1981), le facteur de restriction reste constant
le long de la zone plastique. Pour de Koning et al. (1997), tel facteur tend a décroitre
quadratiquement avec la distance a la pointe de la fissure le long de la zone plastique.

Newman et al. (1993) ont proposé I'Equation (6.58) pour évaluer le facteur de

restriction global «, a partir d’analyses d’éléments finis.
1 < o
= — A2 6.58
w2 () (6.9)

ou A; est l'aire projetée du ligament non rompu d’un élément fini écoulé j, (oyy/00); est
la contrainte normalisée pour I'élément j et Ap est la somme de toutes les aires A; des
éléments écoulés.

D’aprées Wang & Blom (1991), le facteur de restriction o peut étre évalué avec
I'Equation (6.59) :

( t
1 >
pour p >
t t t
o= _ —_ — 6.59
N pour —2 < p < (6.59)
t
3 (ou 1,73 selon Irwin)  pour p < —

18
ou t est I'épaisseur de la tole. En état de déformation plane, la valeur o = 1,73 (plus
précisément v/3) est le facteur de restriction d’Trwin (1968) qui semble étre plus proche de
plusieurs observations expérimentales selon Wang & Blom (1991). Il est trés peu probable
que le facteur de restriction dépassera la valeur & = 3, qui est considérée comme une limite
supérieure selon les résultats d’analyses d’éléments finis menées par Newman (1996).
Meyer (2014) observe que le taux de propagation de la fissure sera plus important a
proportion que le facteur de restriction augmente, puisqu’une grande valeur de o implique
une plus faible déformation plastique sous traction et une plus faible valeur de Sgp.
Autrement dit, une analyse théorique fournira des résultats d’autant plus conservateurs
que la valeur de « sera grande.

Guo et al. (1999) ont proposé I'Equation (6.60) pour évaluer le facteur de restriction :

Tpo Tpo'\?
1+O,6378{,/ - +2( t )}

o (6.60)

2
1— 20 + 0,5402 L/%H(%’) }

L’Equation (6.60) peut étre trouvée aussi dans les travaux de Machniewicz (2012a)
et Machniewicz (2012b).
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Newman et al. (1995) ont proposé 'Equation (6.61) pour évaluer o. Elle est valable
pour (a/t) et (W/t) > 4.

oo = 1,15 + Bexp(—vK,"") (6.61)

ou [ et v dépendent de la géométrie de I’éprouvette :
o [ =1,25¢et vy =0,85 pour I'éprouvette M(T);
o f=14¢et~y=0,95 pour I"éprouvette DE(T);
o [ =1,55et v = 1,05 pour I"éprouvette SE(B).
K, est le facteur d’intensité de contrainte normalisé donné par :

B K
n_00\/E

Comme le disent Skorupa & Skorupa (2005) et Machniewicz (2009), le facteur de

restriction a pris une utilité et un sens plus large en ce qui concerne 'application de la

K (6.62)

méthode bande d’écoulement. Ce facteur est devenu un moyen de calibrer (ou d’ajuster,
selon Singh et al. (2011)) le modele théorique de propagation de fissures avec les résultats
expérimentaux.

Selon Carlson et al. (1991) et Yuen & Taheri (2006) 'historique de contraintes a
également un effet sur la magnitude du facteur de restriction. Autrement dit, les essais
expérimentaux sous amplitude constante seraient nécessaires mais pas suffisants pour

I'évaluation du facteur de restriction (Yamada et al., 2011).

6.11.3 Fonction de déplacement de
la surface de la fissure virtuelle
La Figure 6.18 a été concue pour illustrer les parametres géométriques nécessaires

a I'implémentation de la méthode bande d’écoulement. Ces parametres sont décrits ci-

dessous :

a : la longueur de la fissure physique;

d : la longueur de la fissure virtuelle;

p : la longueur de la zone plastique, évaluée selon le modele de Dugdale (voir
Section 6.11.1);
o V(x) : fonction de déplacement de la surface de la fissure virtuelle (représente la
forme de la fissure virtuelle) ;
o L(z) : quantifie I'allongement du matériau di a la déformation plastique;
o J(x) : représente la distance entre chaque surface de rupture a I’axe = (coordonnée
y=0).
L’implémentation de la méthode bande d’écoulement exige que les fonctions L(x),

V(z) et 6(x) soient entierement décrites de fagon discrétisée. Dans la Figure 6.18 on voit
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un élément de longueur L; et largeur 2w; sur la coordonnée x = x;. Entre les coordonnées
r =ux; —w; et x = x; + w; on a un chargement de traction ;. Dans la méme figure,
la zone grise claire est appelée sillage plastique. La zone grise foncée représente la zone
plastique (la méthode bande d’écoulement abandonne I’hypotheése que la zone plastique

aura la forme décrite par 'Equation (6.33)).

1 Surface de la fissure virtuelle

Surface de la fissure physique

Zone plastique

Sillage plastique

a p

A
Y
rYy
v
PR
]
<
PR

Figure 6.18 — Définition des distances V(x), L(x) et §(x), selon de Koning & Liefting
(1988). La figure est basée aussi sur les travaux de Sumi & Inoue (2011) et
Skorupa & Skorupa (2005).

Le déplacement V() peut étre évalué selon 'Equation (6.63) (Newman, 1981 ; Wang
& Blom, 1991).
ntel
V(zs, d) = v(z;,d) — Zaj g(xi, xj,d)
= (6.63)

ntel

= Sf(z;,d) — foj g(z, xj, d)
j=1

Le déplacement v, le chargement S et la fonction d’influence f(x;, d) sont les mémes
déja mentionnés dans la Section 6.5.1. Pour une fissure centrale de longueur effective 2d
dans une tole de largeur et hauteur infinies (comme celle de la Figure 6.3a), la fonction
f(x;,d) est donnée par I'Equation (6.21), en remplacant a par d. La variable o, est la
contrainte de contact pour I’élément j qui se trouve sur la surface de rupture. Pour
I'élément qui se trouve dans la zone plastique, o; est la contrainte totale agissant sur
I’élément, c’est-a-dire, celle qui prend en compte 'effet du chargement externe distant et
aussi 'effet de la contrainte résiduelle. Pour tout élément j la contrainte o; dépend de la

magnitude du chargement externe distant .S.
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L’Equation (6.63) reste valide si 'on remplace la longueur effective de la fissure d
par la longueur réel a. Dans ce cas, on serait en train de considérer juste les contraintes
de contact entre les surfaces de rupture, mais pas les contraintes dans la zone plastique.

La fonction de déplacement v(x, a) (qui figure aussi dans 'Equation (6.19)) ne prend
pas en compte la possibilité de contact entre les surfaces de rupture. Pour cette raison,
V(z,a) donné par 'Equation (6.63) devient égal & v(x,a) si o; = 0 pour tout élément j
(situation ot la zone plastique est inexistante et les surfaces de rupture sont complétement
séparées).

On doit souligner que la distance 6(z) montrée dans la Figure 6.18 n’est pas
forcement égale & v(z,a). Le modele bande d’écoulement prévoit un émoussement
géométrique? de la pointe de la fissure dii aux longueurs des éléments dans la zone
plastique. Considérons la limite de d(z) quand = tend a la longueur a par la gauche.
Le résultat de cette limite peut étre différent de zéro (si le chargement externe S et les
longueurs des éléments dans la zone plastique sont suffisamment grands). En notation
mathématique on a :

lim §(x) >0 (Modele bande d’écoulement) (6.64)

Tr—a—
Dans un modele plus conventionnel, on se servirait (par exemple) des équations
(6.20) et (6.21) pour conclure que v(z = a,a) =0 :
S
lim v(z,a) = lim —+Va? —22=0 (Modele classique) (6.65)

Par ailleurs, si la zone plastique et le sillage plastique sont inexistants, on a p = 0,
a=deto(xr)=v(x).
Il est convenable de remarquer que I'Equation (6.63) peut étre récrite en notation

matricielle :
go=Sf-V (6.66)

Cette notation met en évidence le fait qu’il s’agit d’un systeme d’équations linéaires

qui peut étre résolu pour le vecteur de contraintes o .

6.11.4 Evaluation des fonctions d’influence f(z;,d) et g(v;,z;,d)

La fonction d’influence g(z;, z;, d) quantifie 'effet que la contrainte sur I’élément j
aura sur le déplacement de I’élément i. Selon de Koning & Liefting (1988), dans le cas

d’une fissure de longueur effective 2d qui se trouve dans une téle occupant un plan infini

4. I’émoussement géométrique de la pointe de la fissure explique l'accélération initiale de la
propagation juste apres I’application de la surcharge. Ce phénomene est illustré dans la Figure 6.18.
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(comme celle de la Figure 6.3a), la fonction g(x;,x;, d) peut étre évaluée en appliquant
I'Equation (6.67) :

Tj+ wj 9 \/d2—x2—|—\/d2—xi2
g({Ei,{Ej,d):/
T

0g
i Wy mE Vd? — 22 —/d? — 2

dz (6.67)

Si Kg(d) est le facteur d’intensité de contraintes dit au chargement externe distant
S (évalué comme dans Section 6.4), on peut réarranger I'Equation (6.19) de la maniére
qui suit (Bostrom, 1989 ; Wang & Blom, 1991) :

v(z, d) = Ei / Kg(d*)h(z, d*) dd* (6.68)

La fonction d’influence f(z, d) pourra étre évaluée au moyen de I'Equation (6.20).
Le facteur d’intensité de contrainte dii a un chargement uniforme o; appliqué sur la
surface de rupture entre v = x; —w; et = x; +w; peut étre évalué par ’Equation (6.17)

en modifiant les limites d’intégration :

Z; + w;
K, (z;,d) = / o;h(z,d)dz (6.69)
T

i W

On peut réarranger 'Equation (6.19) pour évaluer la fonction V, (z;, xj,d), qui décrit

le déplacement de la surface du rupture dit au chargement o; (Wang & Blom, 1991) :

d
1
Vo(zi, @), d) = E/ Ko (zj, d*)h(z;, d*) dd*
T
(6.70)
1 d T + w;
== [/ o;h(z,d*)dz| h(z;, d*)dd*
ZT; T; — Wj
La fonction d’influence g(x;, x;, d) peut étre évaluée selon :
Va IR d
g(zi,z;,d) = % (6.71)

J

6.11.5 Aspects théoriques de 'implémentation de

la méthode bande d’écoulement

Dans les travaux de cette these, on a adopté un systeme de numérotation d’éléments
similaire a celle de Newman & Daniewicz (2014). Ce systeme de numérotation est illustré
dans la Figure 6.19a. La variable « ntel » représente le nombre total d’éléments présents
dans la simulation. La variable « nzp » représente le nombre d’éléments dans la zone
plastique. On peut classer les éléments selon leur numérotation de la fagon qui suit :

e 1 <17 <nzp:l'élément se trouve dans la zone plastique;
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e nzp+1 <7 < ntel : ’'élément se trouve dans le sillage plastique.
Dans la méme figure, on voit que les éléments les plus proches de la pointe de la fissure

physique ont numérotation ¢ = 1 et ¢ = ntel.

S max S min

-0y + -0y +

Figure 6.19 — (a) Profil de la contrainte o sous le chargement maximal Syay. (b) Profil de
la contrainte o sous le chargement minimal Sy,;, (Newman, 1981 ; Newman
& Daniewicz, 2014).

La Figure 6.20 montre 'organigramme de la méthode bande d’écoulement proposé
par Wang & Blom (1991).

La raison pour laquelle il y a deux boucles est le premier aspect qu’il faut comprendre
lorsque 1'on regarde 1'organigramme de la Figure 6.20. Chaque exécution de la boucle A
est associée a un seul cycle de chargement Sy, et Spax responsable pour un incrément
Aa sur la longueur de la fissure. Chaque exécution de la boucle B est associée a un
bloc de T'historique de chargement. Ce bloc est responsable pour un incrément Aayy,
sur la longueur de la fissure. Le travail numérique serait trop lourd si 'on rompait un
élément pour chaque cycle de chargement. Alors, chaque bloc de chargement est associé
a un nombre entier d’éléments qui fera partie du sillage plastique. Ce nombre entier
d’éléments dépend de la facon dont le programme est implémenté. Wang & Blom (1991)

ne le disent pas explicitement, mais on peut conclure qu’ils considerent Aay, égal a la
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( Début )—7’ Entrée de données et définition des valeurs initiales /

Evaluer la taille de la zone plastique p
Etablir les éléments dans la zone plastique
Evaluer Aajyy,

Evaluer les longueurs des éléments aprés
le premier chargement maximale S},

|

Evaluer l'incrément Ag sur la longueur de la fissure
di au dernier cycle de chargement, a partir d'une Boucle B
équation de taux de propagation du type : <

da/dN = f(Syax » Smin Sop)
Réévaluer Aaio; = Aaror + Aa

Y

Non l

Aatot Z Aalim ? >

Oui

Boucle A

A 4

Appliquer la contrainte minimale Sll%?f]

Evaluer la longueur des éléments

Appliquer la contrainte maximale SI%}?};

Evaluer la longueur des éléments

!

Incrémenter la longueur de la fissure de Aayj;y,

Evaluer la taille de la zone plastique p
Rétablir les éléments le long de la surface effective de la fissure
Réévaluer Aayjy,

glob

Appliquer la contrainte maximale Sy
Réévaluer la longueur des éléments

!

Appliquer la contrainte minimale Sﬁfﬁl
Evaluer la longueur des éléments et les contraintes de contact

|

Evaluer la contrainte d'ouverture de fissure Sop

l Non

< Le critére de rupture est satisfait ?

Oui
Y.

Sortie des résultats

Figure 6.20 — Organigramme proposé par Wang & Blom (1991) pour implémenter la

méthode bande d’écoulement.
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somme des largeurs des trois premiers éléments dans la zone plastique. Daniewicz et al.
(1994) consideérent Aajy,, = 2wy, c’est-a-dire, chaque bloc de chargement ne rompra que
le premier élément de la zone plastique.

A chaque fois que le programme entre dans la boucle B, la contrainte d’ouverture
de fissure S, est actualisée. Malgré la complexité des opérations dans la boucle B, on
peut dire que son seul objectif est I'actualisation de S,,. Pour que cela soit possible, il
faut examiner le bloc de chargement actuel afin d’obtenir les parametres qui suivent :

o S8lob -] g’agit du point de maximum global lorsque I'on considére uniquement
le bloc actuel de chargement ;

o SPf i Je point de minimum global lorsque 'on considére uniquement la partie
du bloc actuel de chargement qui précede S&°P

o S e point de minimum global lorsque 1'on considére uniquement la partie
du bloc actuel de chargement qui vient apres S&°P.

La Figure 6.21 montre un bloc d’un historique de chargement ou 1’on peut observer
les points qui correspondent a S8l°b Gbel ot Galt ~Ces points suffiront pour actualiser
I'état de déformation plastique dans la zone plastique et dans le sillage plastique. La
méme figure montre que la contrainte d’ouverture de fissure Sy, est réévaluée a chaque

fois que Aayy atteint Aajy,.

Evaluation S 1%1;))? Réévaluation
de Sop de Sop

Aatot =0 Aatot = Aalim

aft
S bef S min

min

Figure 6.21 — Définition des chargements SP¢f | S8loP et G2t ' (Dominguez, 1994).

min’ ~max min

Afin d’évaluer les longueurs L; des éléments dans la zone plastique due a 'application
de S0 on se sert de I'Equation (6.63). Il n’y a pas de contact entre les surfaces de rupture
lorsque I'on applique Spax. Cela implique que o; = 0 pour nzp+1 < j < ntel, c’est-a-dire,
les contraintes de contact sont inexistantes. Comme le montre la Figure 6.19a, lorsque
I'on applique Shax, la contrainte o; sur les éléments dans la zone plastique est égale a
+oawog (ici, il faut considérer que o; est positif, au contraire de ce que la Figure 6.17 peut

suggérer °). On sait aussi que dans la zone plastique V(z) = L(zx), puisque d(z) = 0.

5. La Figure 6.17 illustre le modele a considérer pour évaluer la taille de la zone plastique selon
Dugdale. La méthode bande d’écoulement prévoit que la contrainte o; des éléments dans la zone plastique
est forcement positive si le chargement externe de traction S est suffisamment grand pour surmonter les
contraintes résiduelles.
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Autrement dit, V; = L; et 6; = 0 pour 1 < i < nzp. L’Equation (6.63) devient (Newman,
1981; Wang & Blom, 1991) :

nzp

L; = Spaxf (z;,d) — Z oo g(x;, x4, d) (pour 1 <i < nzp) (6.72)
j=1

Selon Newman (1981), lorsque le chargement de la piece est réduit a Sy, certains
¢éléments dans la zone plastique et aussi dans le sillage plastique peuvent écouler en
compression. Cela est montré graphiquement dans la Figure 6.19b ou certains éléments
écoulent sous le niveau de contrainte o; = —oy.

Le module correspondant a la réévaluation des longueurs des éléments dues a
I'application de Spin et le module pour la réévaluation de S,, seront abordés dans le
Chapitre 7 puisque ce qui a été effectivement implémenté dans les travaux de cette these
a quelque chose de différent par rapport a ce qui suggerent les autres auteurs.

Il est souhaitable que nombre total d’éléments présents dans la simulation ne soit
pas trop élevé, afin de réduire le temps de calcul. Si ’on suppose que chaque entrée dans la
matrice g exige évaluation numérique de I'intégral de I’Equation (6.67), on peut conclure
que le temps de calcul dépend fortement du nombre total d’éléments.

Selon Newman (1981), il est possible de fusionner deux éléments adjacents pour

former un seul élément. La longueur du nouveau élément sera donnée par :

Liw; + Li1wi 41

Luew = (6.73)

w; + Wit

Il faut établir un critére de choix des éléments a combiner. Le critére utilisé par le

programme implémenté dans les travaux de cette theése sera abordé dans le Chapitre 7.
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Chapitre 7

Analyses et résultats

7.1 Modélisation de la vitesse du vent

L’un des objectifs de cette section est de montrer comment la vitesse du vent a été
modélisée dans les analyses présentées dans le Chapitre 7, en sorte qu’elles puissent étre
reproduites ultérieurement.

Tres souvent, le Chapitre 2 fournit plus d’une équation pour évaluer la méme
variable. Alors, cette section spécifie quelles équations et quelles hypotheses ont été
adoptées pour modéliser la vitesse du vent.

Au contraire de ce que les Figures 7.1 et 7.2 peuvent suggérer, la longueur de Monin-
Obukhov a été considérée constante et égale a 250 metres. Ces figures ont pour objectif
de montrer le comportement du profil de vitesse du vent en fonction de la condition de

stabilité atmosphérique.

7.1.1 Profil de vitesse du vent

La Figure 7.1 montre les profils de vitesse du vent obtenus par 1’Equation (2.4), en
considérant u(z = 10 m) = 3, 6, 9 et 12 m/s. La hauteur de la couche limite atmosphérique
h a été évaluée par 'Equation (2.11), proposée par Deardorff (1972). Pour chaque courbe,
le systéeme de deux équations est résolu numériquement pour h et u.o. Afin de vérifier
I'effet de la longueur de Monin-Obukhov, la figure montre les courbes correspondantes
a Lyjo = 50 metres (atmosphere treés stable) et Lyo = 450 meétres (atmosphere stable,
quasi-neutre, selon le Tableau 2.3). Comme prévu, la hauteur de la couche limite est
plus petite pour des conditions tres stables. Pour une méme vitesse du vent a la hauteur
z = 10 m, le modele prévoit que la vitesse du vent a la hauteur du rotor augmentera avec
la réduction de Lyo.

Les courbes de la Figure 7.1 correspondent a une rugosité de terrain zy = 0,03 metres

(terrain agricole dégagé, selon le Tableau 2.1). La constante de von Karmén considérée
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est k = 0,372. Afin d’évaluer le parametre de Coriolis f. (Equation (2.9)), la latitude de

la ville de Rouen est considérée : 49,44 degrés.

La Figure 7.2 montre exactement les mémes courbes de la figure précédente, cette

fois pour z < 200 m au lieu de z < h. On peut conclure que les conditions de stabilité

atmosphérique n’affectent pas beaucoup le profil de vitesse du vent pour z < 50 m.

2000

—_

D

S

S
T

- - = LMO =450 m

_— Ll\'IO = 50 m

1000

Hauteur z [m |

500

Vitesse du vent [m/s]

30

Figure 7.1 — Courbes de vitesse du vent en fonction de la hauteur et de la longueur de
Monin-Obukhov, pour u(z =10 m) = 3,6, 9 et 12 m/s et 0 < z < h.

200 :
= 150¢ -
~
= 100f 1
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Vitesse du vent [m/s]
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Figure 7.2 — Courbes de vitesse du vent en fonction de la hauteur et de la longueur de
Monin-Obukhov, pour u(z =10 m) = 3,6, 9 et 12 m/s et 0 < z < 200 m.

En considérant le profil fourni par I’Equation (2.4) et une longueur de Monin-

Obukhov constante dans 'Equation (2.11), la relation entre u(z = 10 m) et u(z = 44

m) est pratiquement linéaire. Pour Lyo = 250 metres, on peut écrire :

Ugy = 1,26 u10 + 0,1338

(7.1)

ou uyg et uygq sont les vitesses du vent aux hauteurs z = 10 et 44 metres. Les deux vitesses

sont en metres par seconde.
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7.1.2 Génération d’un historique de vitesse du vent

La fonction DSP de la vitesse du vent employée dans les analyses de ce chapitre est
celle donnée par 'Equation (2.59). L’écart type et 'échelle de longueur sont donnés par
les Equations (2.34) et (2.48), respectivement.

Dans 'Equation (2.72), la DSP est considérée entre les fréquences ny = 1/3600 Hertz
et ny = 1,6 Hertz. Cet intervalle de fréquences est discrétisé en 10000 sous intervalles.
Autrement dit, on a adopté M = 10001. Le taux d’échantillonnage du signal est de 3,2
Hertz (le double de ny).

La commande « rand » de Matlab a été employée pour générer les variables aléatoires

¢; requises dans I'Equation (2.72).

T T T T T T T
" 544 = 22,8 m/s 1
10% R .
/N _ E
i\ - — —uge =190 m/s |;
\
M\ | —_ |
—a— U4 = 15,3 m/s
_ 100 FARN ’
=z E\ ® N3 —o— Uygq = 11,5 III/S ]
(o] N ~
E 100 L A\ ) N ~ - N — A ﬂ44 = 7,7 m/S i
S E S -~ = ]
F X\ Q By T - - _
L A ~ S Q ~ H = \-\"~_
S B—a — - — _
107! | A A "o g o T~ — -]
B—a A TS e—e S—n ~ e B8
TTA—A A M
| A A A A A . y
1072 SA—A—A
o 1 1 1 1 1 .

0,2 0,4 0,6 0,8 1,0 1,2 1,4 1,6
Fréquence | Hertz |

Figure 7.3 — Courbes de la DSP de la vitesse du vent en fonction de la fréquence et de la

vitesse moyenne du vent a la hauteur z = 44 metres.

La Figure 7.3 montre les courbes de U(z = 44 m) en fonction de la fréquence et de
la vitesse moyenne du vent a la hauteur z = 44 metres. On voit que la DSP augmente

avec la vitesse moyenne du vent.

7.2 Description de la géométrie du mat

Afin de fournir des exemples numériques des techniques d’analyse abordées dans les
chapitres précédents, la structure éolienne décrite par Lavassas et al. (2003) fut modélisée

dans les travaux de cette these.
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Tableau 7.1 — Epaisseurs des toles externes (Lavassas et al., 2003).

Epaisseur [mm | Distance du sol [mm]

10 37380 - 44075

11 35005 - 37380

12 26010 - 35005

13 16885 - 26010

14 14560 - 16885

15 9910 - 14560

16 5260 - 9910

17 2935 - 5260

18 0 - 2935

Tableau 7.2 — Données géométriques des anneaux raidisseurs et des brides (Lavassas et al.,

2003). Toutes les dimensions sont en millimétres.

Piece Distance du sol | Rayon interne | Rayon externe | Epaisseur
Bride supérieure 44075 930 1050 70
R14 42250 943.,5 1063,5 18
R13 39225 984.5 1104,5 18
R12 36200 1025,5 1145,5 18
R11 33175 1066,5 1186,5 18
R10 30150 1107 1227 18
R9 27125 1148 1268 18
RS 24100 1189 1309 18
R7 21700 1221.,5 1341,5 18
Bride du milieu 19300 1215,5 1385,5 2x90
R6 18050 1268 1388 18
R5 15025 1309 1429 18
R4 12000 1350 1470 18
R3 8975 1390,5 1510,5 18
R2 5950 1431,5 1551,5 18
R1 2650 1476 1596 18
Bride inférieure 0 1460 1820 70
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Le mat a une forme tubulaire, avec un rayon R,, qui varie linéairement entre 1,65
metre en bas et 1,05 metre en haut, a 44,075 metres du sol. Les épaisseurs des toles
externes sont données par le Tableau 7.1.

Le Tableau 7.2 fournit les données géométriques des anneaux raidisseurs et des brides

qui se trouvent a l'intérieur du mat, soudés aux toles externes.

7.3 Données du matériau du mat

Le méat analysé dans ce chapitre est fait en acier S355. Selon Jesus et al. (2012) cet
acier a une limite d’élasticité Sys de 355 MPa et une résistance a traction S, qui peut
varier entre 470 et 630 MPa. Son coefficient de résistance a la fatigue o} est de 952,20 -10°
Pa et son exposant de résistance a la fatigue b est égale & —0,0890 (voir Equation (5.6)).
L’application de I'Equation (5.8) donne A = 100,584 et B = 11,236 (contraintes en
Pascals).

Le module de Young de cet acier est de 208 GPa (Stasevi¢ et al., 2011) et sa densité
est de 7850 kg/m?® (Hayward et al., 2011).

Selon Gere & Goodno (2009) la relation entre le module de cisaillement et le module

de Young est donnée par :

E
G = ) (7.2)

En considérant un coefficient de Poisson v = 0,3, on obtient G = 80 - 10° Pa.

Les données du Tableau 7.3 permettent I'application de la loi de Paris (Equation
(6.29)), en considérant I’acier S355. Ces données ont été évaluées par Jesus et al. (2012),
a partir des essais de propagation de fissures.

D’apres Purkiss (1996), l'acier européen S355 équivaut a ’acier américain ASTM
A572 Grade 50. Selon Stephens et al. (1982), la ténacité a la rupture K, associée a une
fissure dans une tole de 8,3 mm d’épaisseur en acier A572 Grade 50 est de 123-10° Pay/m
& une température de —45°C et de 128 - 10° Pay/m & +25°C. L’application de ’'Equation
(6.27) donne K. = 46,5 - 105 Pay/m pour T = —45°C et Kj. = 47,2 - 10° Pa,/m pour
T = +25°C. Ces résultats permettent de tracer les courbes montrées dans la Figure 7.4.

L’application de 'Equation (6.28) permet de conclure que la téle se trouvera en

parfait état de déformation plane si t > 44 mm.
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Tableau 7.3 — Coefficients et exposants de Paris de 'acier S355, en fonction du rapport
de charge (Jesus et al., 2012).

R C [Pa~"m!'~"/2] n

0,0 2,4170 - 1073 3,5622
0,25 4,8399 - 1073° 3,7159
0,50 2,5686 - 10736 3,8907
0,75 1,4069 - 10731 3,2328

60 Il Il Il Il Il
10 12 14 16 18 20

Epaisseur de la tole [mm |

Figure 7.4 — Ténacité a la rupture K, en fonction de I’épaisseur t d’une tole en acier A572
Grade 50.

7.4 Modélisation des chargements

Cette section décrit les chargements que le mat modélisé dans cette these doit

supporter. Ces chargements sont :
1. le poids total de tous les composants mis son sommet (65 tonnes) ;
2. son propre poids;
3. la pression du vent, distribuée autour de sa circonférence ;

4. la force axiale du rotor, concentrée sur le sommet du mat, dans la direction

horizontale.

Deux modeles différents du mat décrit dans la Section 7.2 ont été créés pour les
travaux de cette these : un modele d’éléments finis de coque en trois dimensions sur
Ansys et un modele d’éléments finis de poutre en deux dimensions sur Matlab.

Le modele de poutre a été employé seulement pour I'évaluation de la réceptance
directe associée a la force axiale du rotor.

Le modele de coque peut fournir des résultats plus précis des contraintes associées

au poids et a la pression distribuée. La meilleure maniere d’évaluer les contraintes dues au
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poids est en indiquant au logiciel la valeur et la direction de 'accélération de la gravité.
Puisqu’il faut évaluer les fréquences naturelles et les modes de vibration, la densité de la
bride supérieure est modifiée en sorte que le poids de 65 tonnes puisse étre considéré.

Les chargements aérodynamiques sont décrits ci-dessous.

7.4.1 Chargement distribué autour du mat

Une courbe du coefficient de pression autour d’un cylindre en fonction de la position
angulaire par rapport au point de stagnation est généralement bien représentée par une

série de sinus comme celle de I'Equation (7.3) (Greiner, 1998) :
p(€) =D aisin(b; & + ;) (7.3)
i=1

Les coefficients a; et b; ne dépendent pas de I'unité choisie pour I'angle £. Le Tableau
7.4 donne les coefficients a;, b; et ¢; pour la courbe correspondante a un nombre de
Reynolds de 140 000 dans la Figure 3.2. L’ajustement a été fait a ’aide du logiciel Matlab.

Tableau 7.4 — Coefficients a;, b; et ¢; de I'Equation 7.3, valables pour un nombre de
Reynolds de 140 000, dans I'intervalle 0 < & < 180°.

a; b; ¢; [degrés|

i=1 | 1,2540 | 0,8666 150,9744
i=2 | 02417 | 34390 69,7863
i=3 | 0,087 | 58140 | —70,3019
i=4 | 0,2460 | 2,4980 75,2294
i=5 | 00342 | 9,1510 16,5528
i=6 | 00088 | 11,8200 | —172,7468
i=7 ] 00056 | 15,7300 | —99,2363
i=8 | 00078 | 12,8700 | 108,6328

Lorsque I'on utilise un logiciel d’éléments finis pour modéliser un mat cylindrique,
il peut étre convenable d’ajuster une équation polynomiale a la courbe de la pression
dynamique pgoo(z). En réalité, cette pression est décrite par le carré du logarithme
népérien de la hauteur z (voir les Equations (2.4) et (3.4)). Pour donner un exemple,
lorsque u(z = 10 m) = 20 m/s, la pression dynamique pq~(2) pourrait étre représentée

approximativement par :

Pdoo(2) = 71,883 - 107927 — 12,497 - 1072 + 883,704 - 107%2° — 32,712 - 10732*

(7.4)
+681,9-10722% — 8,128 22 + 59,48 z + 31 [Pa] (Pour z < 44 m)
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Trente polynémes comme celui de 'Equation (7.4) ont été trouvés pour réaliser les
travaux de cette these. Chaque expression correspond a une valeur de vitesse du vent a
dix metres du sol. On a pgoo(2) pour u(z =10 m) =1, 2, 3, ... , 30 m/s.

En associant les Equations (7.3), (7.4) et (3.4), on obtient une expression mieux
maitrisée par les logiciels d’éléments finis pour décrire le chargement distribué p(z,¢)

autour du mat en forme de tube.

7.4.2 Force axiale du rotor

Le graphique de la Figure 7.5 montre le facteur de charge Ct d’un rotor en fonction
de la vitesse du vent. Ce rotor correspond a une turbine capable de générer 1 Mégawatt
de puissance maximale. La courbe peut étre trouvée dans la base de données du logiciel

connu sous le nom de WAsP (Wind Atlas Analysis and Application Program).

S 0s — Spline cubique |
go ’ ‘+ Données Qriginales
Z 06
o
3
- 04r
=
g
é..% 021 -
O | | | |
0 5 10 15 20 25

Vitesse du vent & la hauteur du centre du rotor [m/s|

Figure 7.5 — Facteur de charge Ct du rotor en fonction de la vitesse du vent wup.,. La
courbe correspond a une éolienne de 1,0 MW de puissance maximale. Elle

peut étre trouvée dans la base de données du logiciel WAsP.
En considérant 1'aire du rotor A,,; = 2290 m? et le facteur de charge fourni par la

Figure 7.5, 'Equation (3.10) permet I'obtention de la courbe de force axiale du rotor en

fonction de la vitesse du vent montrée dans la Figure 7.6.
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Figure 7.6 — Force axiale du rotor fi en fonction de la vitesse du vent uy,, (générateur

de 1,0 MW de puissance maximale).

7.5 Composante statique de contrainte

Cette section aborde I’évaluation de la composante statique de contrainte évoquée
dans 'Equation (4.74).

La Figure 7.7 montre I’évolution de la contrainte o,, sur la coordonnée (z,¢) = (0, 0)
avec la vitesse du vent a la hauteur z = 44 metres. Les trois types de chargement ont été
considérés séparément. Les courbes ont été obtenues a partir du modele d’éléments finis
de coque sur Ansys.

En observant la Figure 7.7, on peut conclure que le chargement le plus important
pour 'analyse structurelle d'un mat éolien est celui di a la force axiale du rotor, associé
a 'Equation (3.10). Le rotor ne tourne pas si tng, est inférieur a 3,0 m/s (cut-in speed).
Il est freiné a chaque fois que upy, dévient supérieur a 25,0 m/s (cut-out speed).

La Figure 7.8 montre la somme des trois composantes de contraintes présentées dans
la Figure 7.7. L’Equation (7.1) a été employée pour tracer cette courbe en fonction de la

vitesse du vent a la hauteur z = 10 meétres.
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Figure 7.7 — Contributions individuelles pour la contrainte o,, , en fonction de la vitesse
du vent a la hauteur z = 44 m. Ces contraintes correspondent a 1’élément

fini de coque sur la coordonnée (z, £) = (0, 0).

| MPa |

tot
77

Contrainte totale o

0 5 10 15 20 25 30
Vitesse du vent a la hauteur z = 10 m [m/s|

Figure 7.8 — Contrainte totale of%" en fonction de la vitesse du vent a la hauteur z = 10

metres. Cette courbe est associée a la composante statique des déplacements.
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Il est convenable de représenter le chargement distribué autour du mat comme une
seule force appliquée horizontalement a la hauteur du centre du rotor. Si ’on appelle cette

force fiat, on peut écrire :

fhub = frot + fmat (75)

ou fru, est la force horizontale totale pergue par le sommet du mat et f.o, est la force
axiale du rotor.

Selon le modele d’éléments finis sur Ansys, une force de 150 kN appliquée
horizontalement sur sommet du mat génere une contrainte o,, de 57,2 MPa sur la

coordonnée (z,&) = (0,0). Cela étant, on peut écrire :
frnar = 2,6218 - 10?0, (7.6)

ol fmat est en Newtons et 0,, en Pascals.
Considérons la courbe correspondante au chargement distribué montrée dans la

Figure 7.7. L’ajustement d’un polynome du second degré a cette courbe résulte :

o — 1,399 - 10* upup? + 2347 Upan (7.7)

Le remplacement de 'Equation (7.7) dans 'Equation (7.6) donne :
funat = 36,679 tpyp” + 6,1534 Upup (7.8)

L’application de I'Equation (7.5) avec fia fourni par I’'Equation (7.8) et fio; fourni
par la Figure 7.6 permet 'obtention de fi,,, dont le graphique est montré dans la Figure
7.9.

L’ajustement d’un polynéme du troisieme degré a la courbe de fn,, (Figure 7.9)

donne :
Frub = 34,96 Upu” — 1814 upg® + 3,378 - 10* upy, — 9,12 - 107 (7.9)

Ce polynome est valable pour 3,3 < upy, < 25,0 m/s.
L’Equation (4.67) associée & 'Equation (7.9) permet d’écrire :

afhub

OUnup

2
Frun(n) = ( ) Unup (1) = (104,88 Upup? — 3628 Uy, + 3,378 - 1012 Upup(n)  (7.10)

L’Equation (7.10) représente une approximation de la fonction DSP de fuy,. Une

maniere plus sophistiquée de I’évaluer sera discutée dans la Section 7.6.
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Figure 7.9 — Force horizontale équivalente fy,,, appliquée sur le sommet du mat, en

fonction de la vitesse du vent & la hauteur z = 44 metres.

7.6 Estimation spectrale de la force sur le mat

Apres la génération du signal de vitesse du vent et I'application de ’Equation (7.5),il
faut obtenir Fy,,, la DSP de la force fp;,. Cela a été fait a I’aide d’un programme écrit pour
le logiciel Matlab. Ce programme utilise la commande « pmtm », qui applique la méthode

Thomson multitaper d’estimation spectrale. Cette commande a la forme suivante :

[ Fhub, n_ vector | = pmtm(signal_fhub, NW| nfft, nech, 'onesided’)

« Fhub » est le vecteur qui représente la DSP de la force fn,, et « n_ vector » est
un vecteur contenant les fréquences en Hertz, associées a « Fhub ».

« NW » est le produit de largeur de bande temporelle (time-bandwidth product).
Selon Lessard (2006), une faible valeur de « NW » indique que le signal est simple. Une
valeur de « NW » importante indique que le signal a une structure complexe et un grand
contenu d’information. Sa valeur par défaut sur Matlab est de 4. Dans cette these, on a
adopté NW = 10.

On souhaite que Fp,p, soit valable dans l'intervalle de fréquences entre 1/3600 et 1,6
Hertz. Dans ce cas, il faut synthétiser un signal de vitesse du vent en considérant sa DSP
strictement dans ce méme intervalle de fréquences entre 1/3600 et 1,6 Hertz.

« nech » est la fréquence d’échantillonnage du signal. La méthode Thomson
multitaper permet l'estimation spectrale jusqu’a la fréquence neq, /2. Pour cette raison, il
faut que le signal synthétisé de vitesse du vent ait une fréquence d’échantillonnage nee,
= 3,2 Hertz (méme si ce signal ne contient pas l'information de la DSP correspondante a

'intervalle de fréquences entre 1,6 et 3,2 Hertz).
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« nfft » est le nombre de points dans la transformation de Fourier discréte. Le nombre
de points dans le signal doit étre supérieur a « nfft ». En choisissant nfft = 10% et neq, =
3,2 Hertz, il est convenable que le signal ait une durée de 87 heures au minimum.

La DSP de la vitesse du vent dépend de sa vitesse moyenne (Equation (2.51b)).
181 valeurs possibles de vitesse moyenne du vent a la hauteur z = 10 metres ont été
considérées : u(z = 10) =2,0; 2,1; ...;19,9; 20,0 m/s. Ce vecteur de vitesses a été corrigé
pour prendre en compte la vitesse du vent a la hauteur du centre du rotor.

Apres chacune des 181 exécutions de la commande « pmtm », le programme exécute

la commande « smooth » :

Fhub_new = smooth(Fhub, span)

« span » est le nombre de points employés pour évaluer chaque entrée dans le
vecteur « Fhub_ new ». On a adopté span = 200. La taille du vecteur ne change pas
avec 'application de la commande « smooth ».

Afin de garder les résultats de I'estimation spectrale, une courbe Gaussienne de huit
termes a été ajustée au logarithme de « Fhub_new ». La fonction correspondante a cette

courbe est :

10g(Fup) = Zazexp[ ("_b) ] (7.11)

Cette ajustement a été fait 181 fois et les coefficients ont été sauvegardés. Le Tableau
7.5 montre les coefficients de 'Equation (7.11), pour les vitesses du vent @(z = 10) = 6,0;
9,0; 12,6 15,0 et 18,0 m/s.

Afin de vérifier 'efficacité de la technique d’estimation spectrale utilisée dans cette
section, elle a été employée pour évaluer la DSP de la vitesse du vent, lorsque celle-ci
est de 15,3 m/s & 44 metres de hauteur. La Figure 7.10 compare la courbe estimée avec
la courbe originale de U, fournie par 'Equation (2.59). L’efficacité de la technique de
génération de la vitesse du vent abordée dans la Section 2.6 est également constatée par
la méme figure.

La Figure 7.11 compare une courbe de Fy,;, obtenue par la méthode abordée dans
cette section avec celle fournie par I'Equation (7.10). La vitesse du vent considérée est de
12 m/s a hauteur z = 10 metres, ce qui correspond a une vitesse de 15,3 m/s a la hauteur
z = 44 meétres. On peut conclure que I'Equation (7.10) présente une précision raisonnable.
Les graphiques de la Figure 7.10 suggerent que la méthode Thomson Multitaper est
capable de fournir une estimation spectrale parfaite (a condition que le signal analysé ait
une bonne qualité). Par conséquent, la méthode Thomson Multitaper reste préférable a
'Equation (7.10).
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Figure 7.10 — Comparaison entre U estimé par la méthode Thomson Multitaper et U

fourni par I'Equation (2.59). Les courbes correspondent & u(z = 44 m) =

15,3 m/s.
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Figure 7.11 — Comparaison entre Fy,, obtenu par la méthode Thomson multitaper et par
’Equation (7.10), en considérant u(z = 44 m) = 15,3 m/s.
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Figure 7.12 — Fyu, en fonction de la vitesse moyenne du vent a la hauteur z = 44 metres,

en considérant une fréquence fixe de 0,62 Hertz.

105



Tableau 7.5 — Coefficients de I'Equation (7.11), valables dans lintervalle de fréquences
1/3600 < n < 1,6 Hertz.

u(z = 44) 7.7 11,5 16,0 19,0 22.8
u(z = 10) 6,0 9,0 12,6 15,0 18,0
a1 1,753 -1012 | 1,37-10'2 | 4,53-10'2 | 42,689-10° | 9,375 10°
by —2,375258 | —2,198502 | —7,667688 | —2,720824 | —2,143207
c1 0,451782 0,418144 | 1,464787 0,55556 0,540831
as 8,795924 9,547719 | 2,237312 8,049787 8,11057
by —0,348434 | —0,591663 | 0,10027 | —0,150641 | —0,142503
¢ 1,245955 1,534095 | 0,211661 0,959834 1,202508
as 0,147851 0,049762 | 1,222122 0,567914 0,22686
by 0,459777 | 0,376283 | 0,312952 0,553762 0,544339
cs 0,176206 0,170274 | 0,219015 0,247191 0,169271
a 0,471016 0,983039 5,13309 0,797766 0,263716
by 0,694184 0,688741 | 0,555131 0,829754 0,720027
c1 0,211891 0,335125 0,48345 0,23085 0,142907
as 0,404123 0,759499 | 0,682194 0,432712 0,259715
bs 0,923336 1,025716 | 1,029166 1,045037 0,894612
cs 0,171735 0,263358 | 0,239105 0,173482 0,163532
ag 0,250485 0,086301 0,11127 0,198509 0,027276
be 1,102841 1,180524 | 1,165091 1,18328 1,082416
c6 0,133813 0,155208 | 0,147685 0,131043 0,083709
ar 0,167016 0,339885 | 5,937649 0,175934 0,509702
by 1,271213 1,335980 | 1,591078 1,319535 1,106927
cr 0,144799 0,215467 | 0,784494 0,138418 0,327494
as 5741267 | 5,286994 | 0,231752 5,954801 5,750484
bs 1,71468 1,828769 | 1,307752 1,628927 1,814802
cs 1,010901 0,849938 | 0,167282 0,920856 0,085284

Lorsque Upy, (la vitesse moyenne du vent a la hauteur du centre du rotor) est proche
de la vitesse de cut-out du rotor (25,0 m/s), I'Equation (7.10) surestime la DSP de fpp,
puisqu’elle ne prend pas en compte le freinage du rotor. Cela représente I'une des avantages
de la méthode d’estimation spectrale de fy., utilisée dans cette section.

La Figure 7.12 montre la variation de Fy,, en fonction de la vitesse moyenne du
vent a la hauteur z = 44 metres, en considérant une fréquence fixe de 0,62 Hertz. Ce

graphique considere Fi,p estimé par la méthode Thomson Multitaper.
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7.7 Analyse dynamique du méat

Les fréquences naturelles et les modes de vibration du mat ont été évalués de deux

manieres différentes :

1. Aumoyen d’un programme écrit pour Matlab qui emploie I’élément fini de poutre

d’Euler-Bernoulli ou de Timoshenko (I'usager peut choisir) ;
2. Au moyen d’un modele d’éléments finis de coque en trois dimensions sur Ansys.

Le modele de poutre emploie 41 éléments finis dont les dimensions sont montrées
dans le Tableau 7.7.

Le poids total de tous les composants mis sur sommet du mat est de 65000 kg. Cette
valeur est ajoutée a une entrée qui se trouve dans la diagonale de la matrice de masse de
la structure. Cette entrée correspond au degré de liberté de translation du second nceud
du 41éme élément fini.

Le Tableau 7.6 présente les fréquences naturelles évaluées a partir du modele
d’éléments finis de poutre et du modele d’éléments finis de coque. Le tableau inclut aussi
le résultat de Lavassas et al. (2003).

Tableau 7.6 — Fréquences naturelles de vibration du méat (Hertz).

T 1 2

Modele de coque 0,6199 | 6,3533

Poutre de Timoshenko 0,6173 | 6,3522

Poutre d’Euler-Bernoulli | 0,6211 6,5792
Lavassas et al. (2003) 0,60 -

La Figure 7.13 montre le premier et deuxieme modes de vibration du mat selon le
modele de poutre de Timoshenko.
Soit b le numéro du degré de liberté ot la force du rotor est appliquée. En considérant

’Equation (4.62), la réceptance directe ay, peut étre exprimée de la maniére suivante :

N ¢r2 (br M
abb Z b b /

XN: (7.12)

r=1 2) + i(an r=1 + 1(” Wr )

Dans le cas du mat analysé dans ce chapitre, on constate que les deux premiers
termes de la somme suffisent pour décrire la réceptance ay, au moins jusqu’a la fréquence
de 8,0 Hz.

Dans le modele de poutre de Timoshenko, on a q3b1 = —3,74579 - 1073 et (5[,2 =
—820,2497 - 1075, L’emploie de ces valeurs dans I'Equation (7.12), avec n = 0,01, permet
'obtention du graphique de la Figure 7.14. On peut vérifier que | @y | = 933,156 - 107°
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Figure 7.13 — Premier et deuxieme modes de vibration du maét, selon le modele de poutre

de Timoshenko.
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Figure 7.14 — Module de la réceptance directe correspondante au degré de liberté ou la

force axiale du rotor est appliquée, en considérant n = 0,01.

m/N pour la fréquence n = 0 (réponse statique). On observe que | ay, | > 933,156 - 1077
m/N jusqu’a la fréquence de 0,87 Hz, en raison de la résonance liée au premier mode de
vibration.

Pour les fréquences n supérieures a 0,87 Hz, la valeur de | &y, | commence a diminuer,
bien qu’elle présente des variations en raison des autres modes de vibration. Cette
diminution de |y, | en fonction de 'augmentation de la fréquence se vérifie aussi dans
I'équation suivante (Bishop & Johnson, 1960 ; Kiefer, 2004) :

sin(AL) cosh(AL) — cos(AL) sinh(AL)

| | = XTeT; (7.13a)
[cos(AL) cosh(AL) — 1]
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WA
A4:w2<&—> (7.13b)
Bl

L’Equation (7.13a) fournit la réceptance directe d’une force transversale appliquée

a I'extrémité d’une poutre encastrée-libre. Cette force obéit a la fonction f; = F} sin(wt).

On voit que le module de la réceptance oy est inversement proportionnelle & w3/2,

1074
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0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0
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Figure 7.15 — Module de la réceptance directe correspondante au degré de liberté ou la

force axiale du rotor est appliquée.
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Figure 7.16 — Valeur de pointe du module de la réceptance directe (dans l'intervalle 0 <

n < 1,0 Hz) en fonction de 7.

La Figure 7.15 montre le module de la réceptance ay, dans 'intervalle de fréquences
d’excitation qui produit une amplitude de déplacement plus important. Dans cette figure,
deux facteurs de perte sont considérés : n = 0,01 et n = 0,1.

La Figure 7.16 montre la valeur de pointe du graphique de la Figure 7.15, en fonction

du facteur de perte 7. Ces deux parametres n’ont pas une relation linéaire. L’effet de
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I’amortissement est plus sensible a une variation de la valeur de n lorsque cette valeur est

petite.
L’Equation (4.70) permet d’écrire que la DSP du déplacement horizontal du centre

du rotor est donnée par :
Dhub(w) = |@bb(w)|2fhub<w) (714)

otl Fyup peut étre évalué par PEquation (7.11).
Le graphique de la Figure 7.17 montre Dy, en fonction de la fréquence et de la
vitesse moyenne du vent a la hauteur z = 44 metres. La valeur de n est de 0,02. Comme

déja suggéré par la Figure 7.12, le déplacement dynamique est plus petit lorsque 144 = 16,0

m/s.
1072 Ugg = 22,8 m/s | 1
- = = ﬂ44: 7,7 m/s
c\:/% 10—4 —%— Uyq = 16,0 HI/S
&
Q
=
Q1070 |
10_8 1 1 1 1 1 1 1
0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0 1,2 1,4 1,6

Fréquence [Hertz |

Figure 7.17 — DSP du déplacement horizontal du centre du rotor, avec n = 0,02.
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Tableau 7.7 — Données des éléments finis de poutre (toutes les dimensions en mm).

Numéro de | Hauteur z du | Longueur L | Rayon Rayon Composant
I’élément 2¢éme nceud de ’élément | interne | externe structurel

1 70 70 1460 1820 Bride inférieur
2 2641 2571 1613,5 1631,5 Tole externe
3 2659 18 1476 1614 R1
4 2935 276 1593,9 1611,9 Tole externe
5 5260 2325 1577,2 1594,2 Toéle externe
6 5941 681 1557,8 1573,8 Tole externe
7 5959 18 1431,5 1567,5 R2
8 8966 3007 1532,4 1548.,4 Tole externe
9 8984 18 1390,5 1526,5 R3
10 9910 926 1505,4 1521,4 Tole externe
11 11991 2081 1485,9 1500,9 Tole externe
12 12009 18 1350 1485 R4
13 14560 2551 1454,2 1469,2 Tole externe
14 15016 456 1434,7 14487 Tole externe
15 15034 18 1309 1443 R5
16 16885 1851 1418,7 1432,7 Tole externe
17 18041 1156 1399,3 14123 To6le externe
18 18059 18 1268 1401 R6
19 19210 1151 1383,3 1396,3 Tole externe
20 19390 180 1215,5 1398,5 | Bride du milieu
21 21691 2301 13574 1370,4 Tole externe
22 21709 18 1221,5 1354,5 R7
23 24091 2382 1325,3 1338,3 Tole externe
24 24109 18 1189 1322 R8
25 26010 1901 1295,9 1308,9 Tole externe
26 27116 1106 1276,4 1288,4 Tole externe
27 27134 18 1148 1280 R9
28 30141 3007 12482 1260,2 Toéle externe
29 30159 18 1107 1239 R10
30 33166 3007 1207,0 1219,0 Tole externe
31 33184 18 1066,5 1198,5 R11
32 35005 1821 1173,9 1185,9 Tole externe
33 36191 1186 1154,4 1165,4 Tole externe
34 36209 18 1025,5 1156,5 R12
35 37380 1171 1138,1 1149,1 Tole externe
36 39216 1836 1118,6 1128,6 Tole externe
37 39234 18 984.,5 1114,5 R13
38 42241 3007 1085,4 1095,4 Tole externe
39 42259 18 943,5 1073,5 R14
40 44005 1746 1052,8 1062,8 Tole externe
41 44075 70 930 1060 Bride supérieur
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7.7.1 Contrainte due a la composante

dynamique de déplacement

Selon la Figure 7.6, lorsque la vitesse du vent a la hauteur du centre du rotor est
de 25 m/s, la force horizontale que le rotor exerce sur le mat est de 141,2 kN. Comme
déja mentionné, la Figure 7.14 permet d’affirmer que | @y, | = 933,156 - 1072 m/N pour la
fréquence n = 0. Cette valeur multipliée par 141,2 kN donne un déplacement dy,;, égal a
131,8 millimetres.

Considérons la courbe correspondante a la force axiale du rotor dans la Figure 7.7.
Lorsque up,, = 25 m/s, cette courbe donne o,, = 53,84 MPa.

Soit 8 la fonction DSP de la contrainte o, sur la coordonnée (z,£) = (0,0). A partir

de I'Equation (4.67), on peut déduire que la relation entre Dy, et 8 est donnée par :

00\ 53.84-106 >
. (adh b) P = (m) Dty = 166,97+ 107 Dy (7.15)

0ll Dy, est donné par I'Equation (7.14).
L’Equation (2.72) peut étre employée pour synthétiser un signal de contraintes, en

remplacant u par o et U par S :

M-1
o(t) = 0w+ D \J180) + 8(ny21) ] (s — ) cos(2mmst + ;) (7.16)

Les termes harmoniques de 'Equation (7.16) correspondent & o4y, dans ’Equation
(4.74). La contrainte correspondante a la composante statique de déplacement est fournie

par la Figure 7.8 en fonction de la vitesse moyenne du vent sur une heure.

7.8 Analyse de fatigue

L’analyse de fatigue d'une structure éolienne peut étre faite en suivant les étapes

qui suivent :

1. Synthétiser (ou obtenir par d’autres moyens) un historique de vitesse du vent
en fonction du temps. La génération du signal peut étre faite en employant
'Equation (2.72).

2. Obtenir un historique du signal de la force du rotor en fonction du temps en

employant 'Equation (3.10).
3. Obtenir F (la fonction de densité spectrale de puissance de la force du rotor).

4. Appliquer 'Equation (4.70) pour obtenir la fonction de densité spectrale de

puissance du déplacement horizontal du centre du rotor.

5. Employer I'Equation (4.68) pour évaluer la DSP de la contrainte.
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6. Synthétiser un signal de contrainte et faire le comptage de cycles ou employer la

méthode de Dirlik pour évaluer le parametre d’endommagement D.

Dans cette these, le programme pour faire le comptage de cycles a été congu pour le
logiciel Matlab. Sur ce logiciel, la commande « findpeaks » permet ’obtention des points
de maximum locaux dans un signal. La réflexion du signal par rapport a ’axe des abscisses,
suivie de l'application de la commande « findpeaks », permet 'obtention des points de
minimum locaux.

La séquence de commandes ci-dessous permet de traiter un signal, de fagon qu’il ne

contienne que les points de maximum et de minimum locaux.

[ maximum__ values, index_maximum | = findpeaks(stress_ history) ;
[ minimum_ values, index minimum | = findpeaks(—stress_ history) ;
minimum_values = —minimum_values ;

new_ stress_history(index maximum) = maximum_ values;

new_ stress history(index minimum) = minimum_ values;

new_ stress_history(new_ stress_history==0) = [ |;

—
=)
1
—
(S
T
1

10720 i

AD/At [heure™!|

10—25 ] ] 1 1 1 1 1 1
2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

Vitesse moyenne du vent & la hauteur z =10 m [m/s]

Figure 7.18 — Variation de I’endommagement sur la coordonnée (z, £) = (0, 0), par heure

de fonctionnement, en fonction de la vitesse du vent, avec n = 0,02.

Un historique de contrainte o,, sur la coordonnée (z,&) = (0,0), avec une durée de
30 heures, a été synthétisé pour chaque valeur de vitesse du vent entre 2,0 et 20,0 m/s, &
intervalles de 0,1 m/s. Ces vitesses correspondent & la hauteur z = 10 meétres. Ensuite, le
comptage de cycles a été réalisé. L'équation de Goodman (Equation (5.14)) a été employée
pour considérer 'effet de la contrainte moyenne. A chaque fois qu’un cycle était compté, la
loi de Miner (Equation (5.21)) était immédiatement appliquée, en considérant Ng; évalué
par la loi de Basquin (Equation (5.6)), avec les paramétres of et b fournis dans la Section
7.3.
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Figure 7.19 — Résultats du comptage de cycles de chargement sur la coordonnée (z, &) =
(0, 0), en considérant un historique de 200 heures, avec ;o = 18,0 m/s. Le

facteur de perte considéré est n = 0,02.

La Figure 7.18 fournit la variation du parametre d’endommagement correspondante
a une heure de fonctionnement de 1’éolienne. Cet endommagement est évalué sur la
coordonnée (z,&) = (0,0). Le facteur de perte considéré est n = 0,02. L’axe des abscisses
donne la vitesse moyenne du vent évaluée sur une heure a la hauteur z = 10 metres.

Considérons encore un signal de contrainte o,, sur la coordonnée (z, £) = (0, 0).
Ce signal a une durée de 200 heures. La vitesse moyenne du vent évaluée sur chaque
période d’une heure a la hauteur z = 10 meétres reste toujours égale a 18,0 m/s. La Figure
7.19 montre graphiquement le résultat du comptage de cycles de ce signal de contrainte.
L’axe des abscisses fournit la contrainte Sy en MPa. Chaque point représente le résultat
du comptage de cycles dans un intervalle de contrainte de 0,1 MPa. Autrement dit, ce
graphique peut étre vu comme un histogramme dont la largeur des barres vaut 0,1 MPa.

Un historique de contraintes équivalent a celui correspondant aux résultats de la
Figure 7.19 (cette fois, avec une durée de 1000 heures) a présenté une valeur maximale
de 108,6 MPa (bien au dessous de la limite d’élasticité du matériau).

En considérant 1’Equation (5.5), il est possible d’affirmer que la limite d’endurance
Se de acier S355 vaut approximativement 235 MPa. Ulewicz et al. (2014) ont observé que
deux de leurs éprouvettes en acier S355 ne se sont pas rompues apres 10 millions cycles
de chargement a une amplitude de chargement de 290 MPa. La Figure 7.19 montre que
I’amplitude de chargement la plus grande a été de 58,5 MPa. Lorsque ’'on compare cette
valeur avec la limite d’endurance du matériau, il est possible de prédire que ce mat ne
subira pas un endommagement considérable par fatigue. Le graphique de la Figure 7.18
mene a cette méme conclusion. En termes d’ingénierie mécanique, ce mat a été concu

pour avoir une durée de vie infinie sous fatigue.
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7.9 Analyse de propagation de fissure par

la méthode bande d’écoulement (strip-yield)

7.9.1 Implémentation du programme

L’organigramme de la Figure 6.20 ne souligne pas le fait qu’il faut garder les données
de déformation plastique tout au long de la zone plastique, méme apres chaque exécution
de la boucle B. Autrement dit, bien que les coordonnées x; et les largeurs w; des éléments
dans la zone plastique changent a chaque itération, les longueurs L; doivent préserver les
effets des chargements précédents. La littérature ne donne pas de détail sur comment cela
doit étre implémenté. Pour cette raison, 'organigramme représenté dans les Figures 7.20,
7.21 et 7.22 illustre en détail le fonctionnement du programme qui a été effectivement
implémenté dans les travaux de cette these.

Le programme cherche a avoir toujours 30 éléments dans la zone plastique (c’est-a-
dire, nzp = 30). Les largeurs w; de ces éléments sont données par w; = p/(2nzp). On doit
rappeler ici que w; représente la moitié de la largeur totale d'un élément (Figure 6.18).

Dans la Figure 7.21, on voit qu’a chaque fois que la boucle B est exécutée, le
premier élément dans la zone plastique devient le dernier élément dans le sillage plastique.
Autrement dit, ’élément ¢ = 1 devient I’élément ¢ = ntel. Dans le méme bloc du
programme, on constate que I’élément ¢ = 2 devient 1’élément ¢ = 1. La méme logique se
poursuit pour tous les éléments dans la zone plastique. Le nombre d’éléments dans cette
zone est temporairement nzp = 29. L’entrée de numéro 30 des vecteurs L, w et x peut
étre remplie avec n’importe quelle valeur pour I'instant. Afin de maintenir nzp = 30, le
maillage dans la zone plastique est rétabli a chaque itération.

Le programme emploie une variable dp.. qui représente la valeur maximale que
la longueur d a déja atteint durant toute l'exécution de la simulation. C’est-a-dire, le
programme distingue la région qui n’a jamais subi une déformation plastique (x > dyax)
de la région qui a déja été déformée plastiquement (z < diax)-

A chaque exécution de la boucle B, le programme évalue la taille p de la zone
plastique due au chargement S.,.. de l'itération actuelle. Ensuite, il compare d = a + p
avec dyax :

e Sid > dyax, les longueurs des éléments dans la zone plastique sont réévaluées a
l'aide de 'Equation (6.72).

e Sid < dyax, la zone plastique est encore sous 'effet d’une surcharge appliquée
dans une itération précédente. Dans ce cas, les longueurs des nouveaux éléments
dans la zone plastique sont évaluées a partir des longueurs des éléments de
Iitération précédente. Il est convenable de rappeler que les longueurs L; sont une
représentation discretisée de la fonction continue L(z). On a 29 éléments dans la

zone plastique, alors qu’on voudrait en avoir 30. Cela implique une modification

115



des coordonnées et des largeurs des éléments. Une interpolation est faite pour

obtenir la longueur L; de chaque nouveau élément dans la zone plastique.
Comme le montre le graphique de la Figure 6.19b, les éléments peuvent écouler
en compression lorsque l'on applique le chargement minimum Sy,;,. L’élément j écoule
en compression si 0; < —op. La Figure 7.23 montre 'organigramme correspondant
au module pour réévaluer les longueurs des éléments apres l'application de Sy,. Tel
organigramme suit approximativement ce que suggere Daniewicz et al. (1994). Selon cet
auteur, initialement on peut considérer que tous les éléments dans le sillage plastique sont
en contact ! lorsque ’on applique le chargement Sp;,. Cette hypothése permet I'application
de PEquation 6.63, avec S, & la place de S, en considérant V; = L; pour tout élément
i. Puisque I'on a besoin d’évaluer le vecteur de contraintes o, la notation employée dans
’Equation 6.66 sera plus convenable. La différence entre ce que suggere Daniewicz et al.
(1994) et ce qui a été implémenté dans cette these est liée aux démarches apres 'obtention
du vecteur o. Dans cette these, on suggere trouver la plus petite valeur dans le vecteur
o. Ensuite, on vérifie si ’élément correspondant a cette valeur a écoulé en compression.
Si oui, on décrémente la longueur de cet élément de AL = 1,0 nanometre. On répeéte ces
démarches jusqu’au moment ou I’on conclue qu’aucun élément n’a écoulé en compression.
Afin de réduire le temps de calcul, il faut remarquer que le module correspondant &
I'organigramme de la Figure 7.23 sera accédé uniquement pour I'application de SP< et

min
Saft

a (non pas pour chaque Sy )-
La Figure 7.24 montre l'organigramme correspondant au module qui évalue la
contrainte d’ouverture de fissure S,,. Ce module considere que la contrainte de contact
est nulle sur toute la longueur de la surface de rupture, c¢’est-a-dire, il considere o; = 0
pour nzp + 1 < i < ntel. Il assume que la distance § entre les surfaces de rupture peut
étre positive ou négative?. Si cette distance est négative pour un ou plusieurs éléments,
on peut conclure que les surfaces de ruptures sont en contact. Les véritables valeurs
des contraintes de contact sur les surfaces de rupture ne sont pas nécessaires pour la
simulation de la propagation de la fissure lorsque 'on se sert de ’algorithme décrit par
I'organigramme de la Figure 7.24.

Le programme se sert de la technique du balayage pour obtenir la valeur correcte
de S,p. 11 évalue le vecteur & pour plusieurs valeurs de S,p,, en commengant par Sy, = 0,
avec des incréments AS. Le moment ou il vérifie quun élément du vecteur 4 a changé de
signe, une estimative de S,;, est obtenue. Ensuite, il réduit I'incrément AS par un facteur
de 10 et refait le balayage a partir du dernier résultat obtenu, afin de raffiner le résultat
final.

1. C’est-a-dire, on considére initialement que la fissure physique est compléetement fermée, de fagon
que les surfaces de rupture se touchent completement.

2. La distance entre les surfaces de rupture est donnée par §(x) = V(z) — L(z), comme le montre
la Figure 6.18.
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Bien que ce module travaille sur 'hypothese de contrainte de contact nulle le long
des surfaces de rupture, il évalue les contraintes sur les éléments dans la zone plastique.
Pour cela, 'Equation (6.66) est employée, sachant que V; = L; pour les éléments dans la
zone plastique.

Comme déja mentionné a la fin du Chapitre 6, le programme doit fusionner
systématiquement deux éléments adjacents afin de limiter le nombre total d’éléments
dans la simulation. La Figure 7.25 montre 1’organigramme correspondant au module qui
fusionne les éléments. Ce ne serait pas convenable de choisir deux éléments proches de la
pointe de la fissure, puisqu’on a besoin d’une résolution plus importante dans cette région
pour évaluer plus précisément la valeur de S,,. Le programme implémenté dans cette
these évalue un vecteur wg,, ou chaque entrée est donnée par (Wsym); = w; + wiyrq. Lei,
I'indice i se trouve dans l'intervalle (nzp + 1) < i < (ntel — 2 nzp). Ensuite, le programme
cherche la plus petite valeur non nulle?® dans le vecteur wg,, et sauvegarde 'indice i = ¢
correspondant a cette valeur. Les éléments les plus convenables a fusionner sont ceux
ayant indice ¢ et o+ 1. A chaque itération du programme principal, ce proces de fusion se
donnera le nombre de fois nécessaires pour limiter le nombre total d’éléments a un seuil
établi préalablement par 1'utilisateur du programme. Ce seuil est appelé « ntma » dans
les Figures 7.22 et 7.25.

3. On suppose que le programme remplira de zéros les entrées du vecteur wyy,, possédant indice
entre 1 et nzp.
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Entrée de données :
Historique de contrainte S|
Historique de contrainte S,
Proprietés du matériau

v

Définir S;, =0et i =1

|

Evaluer la taille de la zone plastique due & Sy (7).

. dax = d

Etablir les éléments dans la zone plastique

(définir leurs largeurs et coordonnées).

Evaluer la longueur de chaque élément due & Sy,u(7).

v

Boucle B , Aayy =0
1 =0
1=1+ 1 P
Evaluer l'incrément Aa(4) dit au cycle Spin(i) et Spmax(i).
Aayoy = Aagoer + Aa(i)
¥ Non Boucle A
— < A(Itot > 2’[1)1 ?
Oui
\4

last index = 4

Obtenir S&°P  gPel ot gft correspondants au dernier
extrait de l'historique de contraintes (indice entre 1 et last _index).
Supprimer les éléments de 1'historique de contraintes
avec indice entre 1 et last index :
Spin(1:last _index) = | |
Smax(1:last_index) = | |

!

(Connexion avec la partie II de l'organigramme)

Figure 7.20 — Organigramme du modele bande d’écoulement implémenté dans cette these
(Partie I).
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(Connexion avec
la partie I de )
'organigramme)

Reévaluer les longueurs des éléments

en raison de l'application de Sg?lfl.

|

Incrément sur la longueur de la fissure.
Le premier élément de la zone plastique devient le
dernier élément dans la surface de rupture :

ntel = ntel +1 L(1:29) = L(2:30)
L(ntel) = L(1) z(1:29) = 2(2:30)
z(ntel) = z(1) w(1:29) = w(2:30)
w(ntel) = w(1) a = a +2w(ntel)
Y
Evaluer la taille de la zone plastique due & SI%I;’E .
d=a+p
Non g Oui
d > dmax ‘?
A\ 4
dmax =d

Reévaluer les largeurs et les coordonnées des 30
éléments dans la zone plastique. Reévaluer les
longueurs des éléments aprés 1'application de SE}SE .

d = dmax

P = dax — @
Evaluer les largeurs et les coordonnées des 30
éléments dans la zone plastique.
Employer la commande spline pour décrire L(x)
dans la zone plastique avec 30 points au lieu de 29.

A

Y

Reévaluer f(z;, d) et g(z;, x5, d)

v

(Connexion avec la partie III de 1'organigramme)

Figure 7.21 — Organigramme du modele bande d’écoulement implémenté dans cette these
(Partie II).
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(Connexion avec la Partie 11
— Boucle B de 1'organigramme)

|

Reévaluer les longueurs des éléments

en raison de I'application de S .

|

Evaluer la contrainte d'ouverture S,.

Y

Oui
< ntel > ntma ? , Module de

fusion d'éléments

Non
\4
lob
KSR >
Non

Oui

Y

Sortie des données
de la simulation.

Figure 7.22 — Organigramme du modele bande d’écoulement implémenté dans cette these
(Partie III).
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|

Entrée de données :
Matrice g, vecteur f, vecteur L,

Smin > 00, ntel

Y

Considérer V(z;) = L(x;) pour tout élément i.

A

(C'est-a-dire, considérer ¢, = 0 pour
tous les éléments.)

A 4

Evaluer ojpour 1 < j < ntel
go = Synf— L

A 4

Trouver la plus petite valeur existante dans le vecteur 6.
Sauvegarder cette valeur et l'indice de 1'élément correspondant :
[ sigma _min, index sigma_min | = min(sigma_ vector)

v Oui Faire un décrement de
< Omin < —00 7 o AL =1,0 nm sur la
longueur L de
Non 1'élément en question.

Y

Sortir du module et rendre le nouveau
vecteur de longueurs L au programme principal.

Figure 7.23 — Organigramme du module pour appliquer le chargement minimum Sp,,.
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|

Entrée de données :

Vecteur L, vecteur f, matrice g, ntel

|

AS = 1,0 MPa
Sop =10
> Sop = Sop + AS <
Evaluer ¢; pour 1 < 4 < nzp
go=5,f— L
(Considérer o; = 0 pour nzp + 1 < i < ntel)
Evaluer V; pour nzp + 1 < i < ntel avec :
nzp
Vi= Sopflzi) — X3 059(zi, z))
j=1
0=V —-L
0; > 0 pour \ Non
tout élément ¢
entre nzp + 1 et ntel ?/
Oui
Non ~ Oui
AS = 0,01 MPa ?
v A\ 4
Sop = Sop — AS Rendre la valeur de S,
l au programme principal
AS = AS/10

Figure 7.24 — Organigramme du module pour évaluer la contrainte d’ouverture S,

122



l

Entrée de données :
nzp, ntel, ntma et vecteurs L, w, x

A

Evaluer le vecteur wy,,,, dont les entrées sont données par :

(wsum)i = Wi + Wi4q

A

pour tout i dans l'intervalle (nzp + 1) <i < (ntel — 2nzp)

A 4

Trouver la plus petite valueur dans le vecteur wg,.

Sauvegarder 1'indice i = ¢ correspondant a cette valeur.

Y

Fusionner les éléments ¢ et ¢ + 1.

_ Lywpt Lys1wet1

L new —

Wy + We 11

Wpew = Wy + Wep41

Tnew = Lo + Wep41

A 4

Ly,= Lpew > ntel = ntel — 1
Wy = Wpew
_ Y Oui

Ly = Tnew

_ < ntel > ntma ?
L<p+1 - [ ]
Wor1 =1 | Non

Y
Lo+l = [ ]
Rendre ntel et les vecteurs L, w et x au

programme principal.

Figure 7.25 — Organigramme du module pour fusionner les éléments.
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7.9.2 Evaluation du coefficient de Paris effectif C.g

Considérons une fissure qui se propage a travers une tole de 18 mm d’épaisseur en
acier S355. Selon le graphique de la Figure 7.4, la ténacité a la rupture de ce matériau a
une température de —45 °C est de 70,1 MPay/m (rappelons que l'acier S355 est similaire
a lacier A572 Grade 50).

Les coefficients de Paris donnés par le Tableau 7.3 doivent étre corrigés par
IEquation (6.46) si I'on souhaite employer la loi de Paris modifiée (Equation (6.44a))
pour modéliser le taux de propagation de la fissure.

Afin d’évaluer Ceg, la méthode bande d’écoulement est employée, en considérant
un chargement a amplitude constante, avec Sp.x = 100 MPa et Sy, = 0. La longueur
initiale de la fissure est de 0,05 m. Provisoirement, on peut considérer C' = 2,4170 - 10734
[Pa~"m!="/2] et n = 3,5622.

D’apres les calculs exécutés par le programme, la contrainte Sy, évoluera de la

maniere montrée par le graphique de la Figure 7.26.

25 T T T T T

DO
S
T

Sop [MPa ]|

O Il Il Il Il Il
0,04 0,06 0,08 0,1 0,12 0,14 0,16
Longueur de la fissure a [m |

Figure 7.26 — Contrainte d’ouverture Sy, en fonction de la longueur a de la fissure, en
considérant un chargement a amplitude constante qui varie entre Sy, = 0
et Smax = 100 MPa.

La valeur de K.« atteint la ténacité a la rupture quand a = 0,157 m. A cet instant,
Sop = 21,7 MPa. L’application de 'Equation (6.46) résulte :

100 3,5622
100 — 21,7}

AK
AKeH

Cogg =C [ } = 24170 - 10~ { = 57772 - 107 (7.17)

1-n/2

Cette valeur de Ceg est en Pa™"m . Elle sera adoptée pour mener les analyses

abordées dans le restant de ce chapitre.
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7.9.3 Réponse a une seule surcharge

Une simulation a été exécutée en considérant les conditions suivantes :
o Matériau : acier S355
o Epaisseur de la tole : 18 mm
o Chargement varie cycliquement entre zéro et 100 MPa
o Longueur initiale de la fissure : 20 mm
e Surcharge de 150 MPa appliquée quand la longueur de la fissure atteint 24 mm
o Longueur finale de la fissure : 28 mm
La Figure 7.27 montre I’évolution de S, en fonction de la longueur de la fissure. On
peut observer 'effet de I’émoussement géométrique de la pointe de la fissure, mentionné
dans la Section 6.10.
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Figure 7.27 — Evolution de la contrainte d’ouverture Sep en fonction de la longueur a de

la fissure, avec et sans surcharge.

Avec surcharge, la fissure a atteint la longueur de 28 mm apres 80231 cycles de

chargement. Sans surcharge, il a fallu 79155 cycles pour la propager jusqu’a la longueur
de 28 mm.

7.9.4 Réponse a un chargement aléatoire

Une autre simulation de propagation de fissure a été exécutée en considérant le
chargement aléatoire ayant une durée 200 heures, décrit dans la Section 7.8. Puisque
Peffort numérique pour faire le comptage de cycles est assez grand, ce méme chargement
est employé 22 fois, pour simuler un historique 22 fois plus long.

Les données du matériau et la longueur initiale de la fissure sont les mémes
considérées dans la Section 7.9.3.

L’évolution de S, avec la longueur de la fissure prend un caractere aléatoire, comme
le montre les Figures 7.28 et 7.29.
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Plus précisément, 21,66 historiques de 200 heures ont été employés pour propager la

fissure jusqu’a la rupture compléte du matériau (moment ou Kj devient supérieur a K.).
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Figure 7.28 — Evolution de la contrainte d’ouverture Sop en fonction de la longueur a de

la fissure, en considérant un chargement aléatoire.
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Figure 7.29 — Evolution de la contrainte d’ouverture Sop en fonction de la longueur a de

la fissure, en considérant un chargement aléatoire.

126



Chapitre 8
Conclusion

Comme le suggere la Figure 7.2, l'importance de la condition de stabilité
atmosphérique sur I'analyse structurelle du mat augmente avec la hauteur de celui-ci.
La stabilité atmosphérique a un effet non seulement sur le profil de vitesse du vent, mais
aussi sur son écart-type!. Puisque la DSP de la vitesse du vent dépend de son écart-
type, on peut affirmer que I'amplitude du déplacement dynamique du méat dépend des
conditions de stabilité atmosphérique.

Dans la littérature, il n’est pas rare de trouver une erreur dans une équation destinée
a synthétiser un signal aléatoire. Le seul moyen d’avoir la certitude que le signal a été
correctement synthétisé est en faisant une estimation spectrale. Dans les travaux de cette
these, plusieurs méthodes d’estimation spectrale ont été testées (bien que tous les résultats
n’aient pas été mis dans le manuscrit). La méthode connue sous le nom de Thomson
Multitaper s’est avérée la plus adéquate pour déterminer la DSP de la force qui représente
tous les chargements sur le mat.

Le chargement distribué du vent autour de la structure circulaire du mat n’est pas
négligeable et doit étre pris en compte. Cependant, on a constaté que le chargement
correspondant a la force axiale du rotor est beaucoup plus important, comme le montre
la Figure 7.7.

A propos de 'analyse dynamique de la structure, le Tableau 7.6 démontre qu’'un
modele d’éléments finis de poutre de Timoshenko est capable de fournir les deux premieres
fréquences naturelles de vibration avec une précision aussi bonne que celle fournie par un
modele de coque (beaucoup plus complexe) modélisé sur Ansys. Comme la fin de la Section
4.6 peut suggérer, il y a peu de références traitant du facteur d’amortissement ¢ d’un mat
d’éolienne a ’axe horizontal. Un nouveau travail de recherche spécifique pour déterminer
ce parametre serait de grande utilité pour 'industrie éolienne.

Pour des raisons de sécurité et aussi pour maximiser la durée de vie d’une structure

éolienne, il faut que la contrainte maximale soit tres au dessous de la limite d’endurance S,

1. Voir Equation (2.34). Rappelons-nous que la stabilité atmosphérique a un effet sur la hauteur de
la couche limite atmosphérique.
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du matériau. A moins que I'on dispose de données de fatigue & trés haut cycle (gigacycle
fatigue) il est techniquement impossible de quantifier 'endommagement par fatigue avec
une grande précision. Le graphique de la Figure 7.18 a pu étre déterminé en extrapolant
la courbe fournie par la loi de Basquin, méme pour des niveaux de contraintes tres faibles.

Soulignons une derniere fois que parmi toutes le méthodes de comptage de cycles,
celle connue sous le nom de rainflow est considérée aujourd’hui comme la plus adéquate
pour faire une analyse de fatigue d’un composant soumis a un chargement a amplitude
variable. Cette méthode n’est pas nouvelle, mais la maniere dont elle est présentée dans
cette these est en quelque sorte originale. Les organigrammes présentés par les autres
auteurs sont plus généraux et moins détaillés. Ils préferent décrire les détails en forme
de texte. Dans cette these, on a pu condenser tous ces détails dans un organigramme
occupant seulement deux pages (Figures 5.2 et 5.3).

La résistance a la fatigue d’'un matériau peut varier considérablement dans un groupe
de plusieurs éprouvettes. Contrairement a ce que la Figure (5.1) peut suggérer, la courbe de
Wohler est une courbe moyenne qui représente un nuage de points. Puisque le chargement
et la résistance du matériau sont aléatoires, la détermination de I'endommagement en
termes de probabilité peut avoir un niveau de complexité suffisant pour un nouveau travail
de recherche.

La méthode bande d’écoulement (strip-yield) permet de simuler la propagation d’une
fissure de fatigue lorsque le chargement présente une amplitude variable. Elle est capable
de modéliser I'émoussement géométrique de la pointe de la fissure juste apres 'application
d’une surcharge et le retardement de la propagation de la fissure di a 'augmentation
de S,p. En outre, cette méthode est capable de modéliser la réduction de S,, due a
I’application d’une sous-charge.

Le programme implémenté dépense une considérable fraction du temps d’exécution
dans le module représenté par I'organigramme de la Figure 7.23. Par contre, cet algorithme
fournit des résultats de bonne qualité.

Une autre difficulté concerne I'évaluation de la matrice g(x;,x;, d). Chaque entrée
de cette matrice exige le calcul numérique de I'intégrale dans ’'Equation 6.67. En limitant
le nombre d’éléments dans I'analyse a 130, cette intégrale devra étre évaluée 16900 fois a
chaque itération du programme.

Afin d’améliorer la précision des résultats de la simulation de propagation de fissure,
il faudrait connaitre la valeur de AKy, pour I'acier S355. La définition de ce parametre
est donnée dans la Section 6.7.3.

La présence de fissures dans la structure rend celle-ci moins rigide. On peut attendre
que les fréquences naturelles de vibration deviendront plus petites au fur et & mesure que

la structure vieillit. Cet effet pourra étre modélisé dans un travail futur.
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Annexe A

Eléments finis de poutre

A.1 Elément fini de poutre d’Euler-Bernoulli

Soit d un vecteur d’accélérations défini par d = [ &, 0, @ 0, |T. L’indice des
entrées représente le numéro du nceud de I’élément ; v représente un degré de liberté de
translation et 0 un degré de liberté de rotation. La matrice de masse de 1’élément fini
de poutre d’Euler-Bernoulli associée au vecteur d est donnée par (Craig, 1981 ; Logan,
2007) :

156 22L 54 —13L

412 13L —3L2

m, — (pmAL) 3 3 (A1)
420 156 —22L
Sym 412

Dans cette équation, A est l'aire de section transversale; L est la longueur de
I’élément et p,, est la densité du matériau qui constitue la poutre.
Pour un vecteur de déplacements d = [ v; 08; v, 0, |T, la matrice de rigidité de

I’élément fini de poutre d’Euler-Bernoulli est :

12 6L —-12 6L

EI 412 —6L 2L
ke = <F> 12 —6L (4.2)
Sym 412

ou I est le moment quadratique (ou moment d’inertie), associé a la forme et taille de la
section transversale de 1’élément. Il est donné en m*.

D’apres Girard & Roy (2008), il est possible de définir une matrice de rigidité
complexe associée a un élément fini. Dans le cas de 1’élément fini de poutre d’Euler-
Bernoulli, cette matrice est obtenue en remplacant le module de Young classique E par

le module d’élasticité complexe £ = E(1+1in) :
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12 6L —-12 6L

_ , E (1 +in)I 417 —6L 217
ke = (ke)s + l(ke)p (T) 19 6L (A?))
Sym 412

L’assemblage des matrices complexes des éléments permettra 'obtention de la
matrice de rigidité globale complexe, nécessaire a la modélisation de l'amortissement
hystérétique de la structure.

Le moment fléchissant d’un élément fini de poutre est donné par (Logan, 2007) :

6 12 4  O6x
M(:L‘) =FI |:(—? + F) U1 + <—E + F) 91
n 6 122 L 2 . 6x 0
e — /I] —_—— R
2 13)7 L' 12)7?

La contrainte axiale o, due au moment fléchissant peut étre évaluée par (Gere &
Goodno, 2009) :

My
oMy A5
ro= - (A5)
A.2 Elément fini de poutre de Timoshenko
En considérant un vecteur de déplacements d = [ v; 0; v, 0, |T, la matrice de

rigidité de 1’élément fini de poutre de Timoshenko est donnée par (Przemieniecki, 1968 ;
Thomas et al., 1973 ; Logan, 2007) :

12 Sym
L L*4+ .
k., = # 6 (4+ o) (A.6)
L°(1+ ¢.) | —12 —6L 12

6L  L*2—d.) —6L L4+ de)

Le facteur de correction de cisaillement ¢, est défini par :

12E1

b = A

(A7)

Selon Han & Benaroya (2002), le coefficient de cisaillement K correspondant & une

section transversale en forme de disque creux est :

6(1 + v)(1 + h?)?

pu— A.-
= Tron T+ 20+ 120 (A8a)
h— ginz (A.8D)
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ol Riy et Rey sont les rayons interne et externe du disque. Pour un tube circulaire a

paroi mince, Han & Benaroya (2002) fournissent :

2(1+v)
K=" A9
4+ 3v (4.9)
Pour un vecteur d’accélérations d = [ 6, Uy 05 ]7, la matrice de masse de

I’élément fini de poutre de Timoshenko peut étre évaluée par :

my Sym
PmAL  |my  ms
me= ———
(1 + d)c) mz —My my

my me —M2 Msy

(A.10)
my Sym
n PmAL < T )2 ms My
(1+¢e)? \ L —mr; —mg My
msg mip —Mmg My
ou le rayon de giration est donné par r = \/I/_A Les parametres mq, ms, ..., myy sont

donnés par le Tableau A.1.

Tableau A.1 — Parameétres m; de I'Equation (A.10).

13 The ¢ L N
= — — — R = L
K A T e (140+ 60 120
11 11d. &2 6
g _— L _= —
e (210+ 20 © 24) T
9 3d. b I b
= = — (= X)L
M= 70 T e s (10 2
13 3¢ | b 2 b b7 o
== L (L P Fe ),
i (420+4o+24) e (15+6+ 3
me = L_*_%_i_d)_cQ L2 m — _i_%+¢_c2 L2
>~ 105 " 60 ' 120 10 30 6 6
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