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Résumé

Cette these porte sur plusieurs questions liées aux mesures de Yang-Mills planaires
et aux champs markoviens d’holonomies planaires. Les problémes sont de deux sortes :
étude des champs markoviens d’holonomies planaires pour un groupe de structure donné
et I’étude asymptotique des mesures de Yang-Mills lorsque la dimension du groupe tend
vers l'infini.

Dans le chapitre nommé “Champs markoviens d’holonomies”, on définit la notion
de champs markoviens d’holonomies planaires qui axiomatise la notion de mesures de
Yang-Mills planaires. En utilisant une nouvelle symétrie en théorie des probabilités,
Iinvariance par tresse, on construit, caractérise et classifie les champs markoviens
d’holonomies planaires. FEn particulier, nous montrons que tout champ markovien
d’holonomies planaire est associé a un processus de Lévy qui satisfait une condition de
symétrie et vice-versa. Ceci nous permet de caractériser, pour les surfaces sphériques,
les champs markoviens d’holonomies tels que définis précédemment par Thierry Lévy.

Lorsque le processus de Lévy est a valeurs dans le groupe symétrique G(N) on peut
construire le champ markovien d’holonomies planaire associé grace a un modele de
revétements aléatoires. On s’intéresse alors a la convergence des monodromies de ce
revétement aléatoire dans le chapitre nommé “Revétements ramifiés” en s’appuyant sur
I’étude générale de 'asymptotique des matrices aléatoires invariantes par conjugaison par
le groupe symétrique développée dans les chapitres nommés “Partitions et géométrie”
et “Matrices aléatoires invariantes par le groupe symétrique”. Ceci permet d’étendre les
techniques développées par Thierry Lévy, pour I'étude de la mesure de Yang-Mills sur
le groupe unitaire en grande dimension, afin d’étudier la mesure de Yang-Mills sur le
groupe des permutations en grande dimension.

Les chapitres de these “Partitions et géométrie” et “Matrices aléatoires invariantes par
le groupe symétrique”, dans lesquels sont étudiées les matrices aléatoires invariantes par
conjugaison par des sous-groupes du groupe unitaire, peuvent se lire indépendemment
du reste de la these.

Mots-clefs : Mesures de Yang-Mills, Champs d’holonomies, Processus de Lévy,
Symétries, Groupe unitaire, Groupe de permutations, Matrices aléatoires, Dualité de
Schur-Weyl-Jones, Grande dimension, Partitions, Combinatoire, Liberté asymptotique,
Cumulants, Revétements ramifiés.
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Abstract

This thesis focuses on planar Yang-Mills measures and planar Markovian holonomy
fields. We consider two different questions : the study of planar Markovian holonomy
fields with fixed structure group and the asymptotic study of the planar Yang-Mills
measures when the dimension of the structure group grows.

In the chapter called “Champs markoviens d’holonomies”, we define the notion of
planar Markovian holonomy fields which generalizes the concept of planar Yang-Mills
measures. We construct, characterize and classify the planar Markovian holonomy fields
by introducing a new symmetry : the invariance under the action of braids. In particular,
this shows that there is a bijection between planar Markovian holonomy fields and some
equivalent classes of Lévy processes. Finally, we use these results in order to characterize
Markovian holonomy fields on spherical surfaces.

The Markovian holonomy fields with &(V) structure group can be constructed using
random ramified coverings. We prove in the chapter “Revétements ramifiés” that the
monodromies of these models of random ramified coverings converge as the number of
sheets of the covering goes to infinity. To prove this, we develop general tools in order
to study the limits of families of random matrices invariant by the symmetric group.
These tools can be found in the chapter “Partitions et géométrie” and in the chapter
“Matrices aléatoires invariantes par le groupe symétrique”. This allows us to generalize
ideas, developped by Thierry Lévy in order to study the planar Yang-Mills measure with
U(N) structure group, to the setting where the structure group is G(N).

The chapters “Partitions et géométrie” and “Matrices aléatoires invariantes par le
groupe symétrique”, in which we study random matrices invariant by conjugation by
some subgroups of the unitary group, can be read independently from the other chapters.

Keywords : Yang-Mills measures, Holonomy fields, Lévy processes, Symmetries,
Unitary group, Permutation group, Random matrices, Schur-Weyl-Jones duality, High
dimension, Partitions, Combinatorics, Asymptotic freeness, Cumulants, Ramified cover-
ings.
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“Rien ne sert de tirer sur un brin d’herbe pour le faire pousser.”

Proverbe zen,
via L. Capriglione



INTRODUCTION

Cette these admet trois fils directeurs et donc trois lectures différentes : 1’étude
des mesures de Yang-Mills bidimensionelles, I’étude des processus de Lévy ma-
triciels et 1’étude de certaines symétries en probabilité. Ces trois fils directeurs
possedent chacun deux aspects : l’étude fini-dimensionelle s’opposant a 1’étude
en grande dimension pour les deux premiers, une symétrie géométrique et une
symétrie de jauge pour le dernier.

Les chapitres sont écrits en anglais puisqu’ils ont vocation a étre publiés. En
appendice, nous avons inclus, en guise de digestif, une présentation d’une preuve
du théoreme de Cayley-Hamilton basée sur le méme type d’objets que ceux étudiés
dans cette these. Ayant conscience d'une part de la longueur de cette these, qui
pourrait rebuter certains lecteurs, d’autre part du caractere peu courant de certains
concepts, 'accent est mis dans cette introduction sur ’acquisition d’une intuition
qui facilitera la lecture des articles. Bien que cette introduction constitue un essai
de vulgarisation des travaux présentés dans cette these en adoptant un point de
vue personnel sur les sujets abordés, nous donnerons tout de méme une idée précise
des résultats principaux(!) obtenus.

(UEn particuliers le lecteur peut se reporter & la derniére section de cette introduction pour une
liste plus exhaustive des résultats.



2 INTRODUCTION

Table des matiéres

1. Processus de Lévy. ... ..o 2
2. Introduction aux champs markoviens planaires................. 7
3. Invariance par homéomorphisme et tresses..................... 27
4. Invariance par transformation de jauge et boucles.............. 34
5. Champs markoviens d’holonomies planaires.................... 37
6. Invariance par transformation de jauge et transformée de Wilson 45
7. Limites en grandes dimensions ................... ... ... 54
8. Relations entre systemes : indépendance, liberté et P-liberté... 61
9. U(N)-Yang-Mills quand N tend vers Uinfini................... 92
10. Marches aléatoires sur &(N), &(N)-Yang-Mills pour N grand

et revetements ramifiés aléatoires .............. ... .. 98
11. Results obtained in this thesis and their localization.......... 103
Bibliographie. ... ... 117

1. Processus de Lévy

Considérons G un groupe de Lie compact, et soit e I’élément neutre de G.
On munit G d’une métrique Riemannienne bi-invariante dg si la dimension de
G est strictement positive. Si GG est un groupe fini, on le munit de la distance
de(z,y) = 6,,. Par exemple, on peut considérer G = U(1) le groupe des nombres
complexes de module égal a 1, ou G = SO(3) 'ensemble des rotations de 'espace
tridimensionnel. Il est naturel de s’intéresser a des processus aléatoires dans G
indexés par le temps, c’est-a-dire des familles de variables aléatoires indexées par
les réels positifs, a valeurs dans GG. Par exemple un processus a valeurs dans U (1),
indexé par les réels positifs représente-t-il le déplacement aléatoire d’une particule
sur un cercle. Dans cette these, on s’intéresse particulierement aux processus de
Lévy.

1.1. Définition et exemples. — Les processus de Lévy sont des processus
dont les incréments vérifient certaines propriétés d’indépendance et de station-
narité. En reprenant 1'image de la particule sur le cercle, celle-ci se déplace alors
indépendamment de son passé et toujours avec le méme comportement aléatoire.

Le groupe G n’étant pas nécessairement commutatif, il existe deux définitions
d’incréments. Si (X;);>o est un processus a valeurs dans G, si s < t sont deux
réels positifs, I'incrément a droite de (X;);>o sur lintervalle [s,] est la donnée
de XX}, tandis que I'incrément & gauche de (X;);>o sur lintervalle [s, t] est la
donnée de X; X 1.
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Définition 1.1. — Un processus de Lévy (a droite ou a gauche) (X)i>o @ valeurs
dans G est un processus cadlag, tel que Xo = e et dont les accroissements (respec-
tivement a gauche ou a droite) sont indépendants et stationnaires :

— indépendance : pour tous 0 < t; < ... < t,, les incréments (respectivement a
gauche ou a droite) sur les intervalles [0,t4], ..., [tn—1,t,] sont indépendants,

— stationnarité : pour tous s < t, les incréments (respectivement a gauche ou a
droite) sur les intervalles [0,t — s et [s,t] ont méme loi.

L’ensemble des processus de Lévy (a droite ou a gauche) est en bijection
avec l'ensemble des semi-groupes continus de convolution (p)i>0 tels que
e = po = o

En réalité, nous n’avons besoin que de la continuité stochastique du processus
(X¢)t>0 puisqu’alors il en existera une version cadlag. De plus, la distinction entre
processus de Lévy a gauche ou a droite n’est pas d'une grande importance pour la
suite : nous oublierons donc de spécifier si le processus est a gauche ou a droite.

Un exemple de processus de Lévy est donné par le processus brownien sur U(1)
qui modélise le déplacement sans saut d’une particule sur le cercle.

Ezxzemple 1.1. — I existe un processus gaussien réel (By)i>o, presque sturement
continu, appelé mouvement brownien réel, tel que pour tous réels 0 < s < t,
Cov (B, By) = s et pour tout réel t > 0, E[B;] = 0. Le processus (U, = e,
est un processus brownien sur U(1). Remarquons que (Uy)>o peut étre défini par
I’équation différentielle stochastique au sens d’Ité donnée par :

dUt - Z(dBt)Ut - %Utdt,
U =1,

la partie —%Utdt forcant le processus (U)o @ rester sur le cercle puisqu’alors :

d (U,Uy) = dUU; + Uy dUy + dUdU;
1 — 1
= <i(dBt)Ut — §Utdt) Uy + Uy (—z’(dBt)Ut — 5U@t)

+ (i(dB),U,) (—i(dB,)Uy)
= 0.

Tous les processus de Lévy ne sont pas presque sturement continus, puisqu’un
autre exemple de processus de Lévy, qui est un processus a sauts, est la marche
par transpositions sur le groupe symétrique.

Exemple 1.2. — Etant donné un entier positif N, on considére G(N) le groupe
des permutations sur {1,..., N}. L’ensemble des transpositions est dénoté par Ty.
La marche aléatoire par transpositions sur le groupe symétrique est le processus de
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Markov (S¢)i>0 dont le générateur H est donné par le fait que pour toute fonction
f e RSW) | pour toute permutation o € S(N) :

d 1

Eu:oE[f(Stao)] = ﬁ UGZTN [f(aao) - f(o'())]_

Une facon de construire une marche par transpositions sur le groupe symétrique est
de considérer une suite (X;),cy de variables aléatoires indépendantes et uniformes
dans Ty, puis de considérer une suite (T;),.. d’exponentielles indépendantes, de
parameétre 1 et indépendantes aussi de (X;),cy. Alors le processus (S¢)i=o, tel que
So = idy et pour tout t > 0:

Hf(oo) =

(1) St - Z ]]-tE]Ti,Ti+1}Xi"'X17

i=0
ot par convention Ty = 0 et Xy...X1 est égal a ["identité idy, est une marche
aléatoire par transpositions sur le groupe symétrique.

En utilisant la formulation donnée par 1’équation (1), étant donné que pour
tout o € &(N) et toute transposition 7, oTo~! est une transposition, et vu que
7+ oro ! est une permutation de Ty, on déduit que la marche aléatoire par
transpositions sur le groupe symétrique est invariante par conjugaison par le groupe
symétrique.

Définition 1.2. — Un processus de Lévy (Xy)i>o défini sur G est invariant par
conjugaison par un sous-ensemble H de G si pour tout h € H, (hX;h )= a la
meéme loi que (X)i>o-

1.2. Mouvements browniens anti-hermitien et unitaire. — Un processus
de Lévy qui nous intéressera par la suite est le mouvement brownien unitaire qui
est une généralisation du mouvement brownien sur U(1). L’espace des matrices
unitaires U(N) est un groupe de Lie donné par :

U(N) = {M € My(C), M*M =1d},

on M* = Mt Lalgebre de Lie associée u(N) est donnée par l'ensemble des
matrices anti-hermitiennes :

u(N) = {M € My(C), M* = —M}.

Dans I'exemple 1.1, nous avons construit le processus brownien sur U(1) par
I’exponentiation, via une équation différentielle stochastique, d'un processus
brownien sur la droite réelle. Cette construction se généralise a l'espace des
matrices unitaires U(N). On considere un mouvement brownien (K;);>¢ sur
I'ensemble des matrices anti-hermitiennes. Vu que u(N) est un espace vectoriel,
(Ki)i>0 se construit en considérant un processus dont les coordonnées sont des
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mouvements browniens réels indépendants. Cependant il faut choisir une base de
u(N).

Définition 1.8. — Considérons (e;)l_, une base orthonormée de w(N) pour le
produit scalaire (My, My) = NTr(M;M,). Le processus K, = S0 Ble; est un
processus brownien anti-hermitien, sa loi ne dépend pas de la base orthonormée
choiste.

Remarquons tout de méme que nous avons fait un choix non canonique de
produit scalaire sur l’espace des matrices anti-hermitiennes : mnous aurions pu
choisir tout simplement le produit scalaire Tr(M; M,) cependant cela n’induirait
quun changement linéaire du temps.

Le processus a valeurs dans My (C), solution de I’équation différentielle stochas-
tique :

(2)

dUt — thUt - %Utdt,
Uy =1y

est appelé processus brownien sur U(N). C’est un processus presque strement
continu, qui modélise, via les valeurs propres associées, N particules browniennes
sur le cercle unité qui évoluent en se repoussant les unes les autres.

1.3. Autre présentation des processus de Lévy. — On peut donner une
autre présentation, nouvelle dans cette these, des processus de Lévy qui permet
d’avoir une premiere intuition sur les champs markoviens d’holonomies planaires.
Pour ce faire, nous avons besoin d’introduire quelques notations.

Considérons D(R) l'ensemble des densités lisses strictement positives sur R
et intégrables. Tout homéomorphisme croissant ) de R induit une application
mesurable de G® sur lui-méme que 'on notera aussi 1 :

V(ge)ier € G*, U((ge)ier) = (gu(0))rer-

Le processus canonique de projections défini sur G® sera noté (9t)1er-

Définition 1.4. — Un champ markovien d’holonomies unidimensionnel est une
famille de mesures de probabilités (Eyo), eD(R) SUT G® qui satisfait trois propriétés :

-Invariance par homéomorphismes croissants qui préservent ’aire :
Pour tout couple vol et vol' d’éléments de D(R) et pour I’ unique homéomor-
phisme croissant 1 de R qui envoie vol sur vol’,

IE:vol = ]Evol’ o ¢71-

-Indépendance: Soit vol € D(R) et considérons deux intervalles disjoints
[s0,t0] et [s1,t1]. Sous la mesure By, a((gtgs_l),so < s <t< to) est
indépendante de o((gig;'), 51 < s <t <t).



6 INTRODUCTION

-Localité: Pour tout couple vol et vol' d’éléments de D(R), pour tout réel tg
tel que volj o 1] = VOl 1015 la loi de (gi)i<s, est la méme sous Eyo que sous

vol’ -

Etant donné un processus de Lévy X = (X;)i>0 dans G, il est facile de construire
un tel champ markovien d’holonomies unidimensionnel. En effet, considérons une
densité vol € D(R). On définit alors la mesure EX sur G® telle que, sous EX |, le
processus canonique de projections (g;),.p a la méme loi que (X\,O|(}_Oo7t})) teR" Il
n’est alors pas difficile de constater la validité la proposition suivante.

Proposition 1.1. — La famille de mesures (EX

V°|)vol eD(®) est un champ markovien

d’holonomies unidimensionnel.

Se pose alors la question suivante : l'application qui a un processus de Lévy
X associe (Ea')voleD(R) est-elle une bijection? Etant donné un champ markovien

d’holonomies unidimensionnel (Eyo), ep(r)» Peut-on retrouver le processus de Lévy

X tel que (Eéol)vmep(ug) = (Bvol)voren()

Ceci est possible quand le champ markovien d’holonomies unidimensionnel
(EVOl)voleD(R) est stochastiquement continu. On supposera donc que pour tout
vol € D(R), pour toute suite de réels (t,)nen convergeant vers ¢, Eyo [d(gs,,, 9¢)]
converge vers 0 quand n tend vers l'infini et pour toute suite de réels (t,)nen
convergeant vers —oo, Eyqo [d(g:,,€)] converge vers 0 quand n tend vers 'infini, d
étant une distance sur G compatible avec sa structure de groupe de Lie compact.

Considérons un champ markovien d’holonomies unidimensionnel (IEVO|)VO|€D(R)
stochastiquement continu. Prenons une bijection lisse ¢ :]0, oo[— R, et considérons
une densité lisse voly strictement positive telle que :

volg(Joo, &(t)]) = t.

Cette densité lisse n’est pas intégrable, mais grace a la localité, on peut étendre la
définition de (Evol)volen(®) & Evolp. Considérons alors le processus X = (X;)iso de
méme loi que (gy(1))e>0 sous Eyopy, et posons Xy = e. En utilisant I'invariance par
homéomorphismes croissants qui préservent l’aire, on peut montrer que X a des
incréments stationnaires. A cause de la continuité stochastique de (Evo|)vo|€D(R),
X est stochastiquement continu. De plus, bien que la propriété d’indépendance
ne permette au premier abord que de montrer l'indépendance d’incréments
disjoints, la continuité stochastique permet d’étendre cette propriété a tous les
incréments. Nous obtenons alors un processus de Lévy, et il n’est pas dur de voir
que (Ea')voleD(R) = (Evol)yolep(ry- Alnsi nous obtenons le résultat suivant.

Proposition 1.2. — Il y a une correspondance bijective entre les processus de
Lévy et les champs markoviens d’holonomies unidimensionnels stochastiquement
continus.
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On verra par la suite que 'on peut définir une notion de champs markoviens
d’holonomies planaires, qui est une généralisation des champs markoviens
d’holonomies unidimensionnels, et pour laquelle un résultat analogue a la propo-
sition 1.2 existe : il existe une surjection entre une classe de processus de Lévy
et les champs markoviens d’holonomies planaires stochastiquement continus. Ce
résultat sur les champs markoviens d’holonomies planaires est 'un des principaux
théoremes obtenus dans le chapitre de these “Champs markoviens d’holonomies
planaires” [Champs].

2. Introduction aux champs markoviens planaires

2.1. Une généralisation du temps. — Jusqu'a présent, nous avons considéré
des processus a valeurs dans un groupe de Lie compact G et indexés par les heures
d’'un temps unidimensionel R*. Ainsi & chaque point de R* on a associé une
variable aléatoire a valeurs dans G. Il est intéressant de remarquer que la notion
de temps n’est pas naturellement liée a une idée de structure algébrique vu que
la demi-droite réelle n’est considérée que comme un simple ensemble ordonné, au
mieux comme un espace topologique si des considérations de continuité sont prises
en compte.

Que se passe-t-il si 'on essaie de généraliser la notion de temps : d’espace
unidimensionnel, faisons le passer a un espace bidimensionnel. Le temps devient
alors I'espace topologique R?, le plan, et deux perspectives s’ouvrent a nous. La
premiere, assez habituelle, est de considérer que la notion d’heure dans cette nou-
velle notion de temps est toujours de dimension 0 : c¢’est un point. Dans ce cadre,
on considere des processus indexés par les points du plan : (X))@ s)er2. 1l est
une autre possibilité, moins connue, qui consiste a considérer qu’ayant grossi d’une
dimension 'espace dans lequel vit le temps, on devrait alors grossir la dimension
d’une heure donnée : dans ce cadre, on considere donc des processus indexés
par des chemins dans le plan : (X}) pgs), ou P (R?) est 'ensemble des chemins
réguliers tracés dans le plan, c¢’est-a-dire dans cette these ’ensemble des chemins
de longueur finie. Nous ne détaillerons pas la notion de chemins de longueur finie
dans cette introduction®.

Dans cette these, nous nous focaliserons sur cette derniere possibilité qui est
apparue avec ’émergence d'une théorie physique appelée théorie de Yang-Mills.
Remarquons que P (R?) est maintenant naturellement muni d’une structure
algébrique. En effet, si on considere deux chemins p; et po, et si p; finit 1a ou
commence po, on peut considérer le chemin p;ps qui est la concaténation de p;
avec po. De plus, en renversant l'orientation d’un chemin p, en allant du point
d’arrivée au point de départ, on définit un nouveau chemin p~!. La structure
d’ordre total permettant I’écoulement du temps dans le cas unidimensionnel est

(2)Définitions 2.1 et 2.2 dans le chapitre de these [Champs).
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ainsi perdue dans le cas du temps bidimensionnel, les “heures” balayant alors
le plan en se composant mais en ne s’écoulant pas. Il devient alors naturel de
restreindre les processus considérés a la classe de processus qui sont compatibles
avec la structure temporelle. Une trajectoire non-aléatoire est de ce point de vue
une fonction multiplicative h € Mult(P(R?), @), c’est & dire une fonction A allant
des chemins dans G telle que pour tous chemins p; et p, pouvant se concaténer,
et pour tout chemin p :

hp‘l = (hp)_l .

On peut alors munir cet espace de trajectoires Mult(P(R?),G) de la trace de
la tribu Borélienne produit sur GP®) ce qui en fait un espace mesurable. Une
mesure de probabilité sur Mult(P(R?), G) est appelée un champ d’holonomies
aléatoires planaire, ou plus simplement dans cette introduction, champ
d’holonomies aléatoires. Dans le cadre d’un temps unidimensionnel, I'espace
des temps R* était muni d’une structure topologique donnnée par la distance
habituelle sur RT. De méme, on peut considérer P(R?) comme un espace
topologique en le munissant de la distance :

di(p1, p2) = inf sup dg2 (p1(£), p2(t)) + [€(p1) — €(p2)|.

ou I'infimum porte sur les paramétrisations de p; et de ps, et ot £(p) est la longueur
de p. La notion de continuité pour un champ d’holonomies aléatoires découle de
cette définition de distance, a ceci prés que [’on se restreint a des suites de chemins
qui ont les mémes points d’arrivée et de départ. Ainsi, un champ d’holonomies
aléatoires [E est dit stochastiquement continu si pour toute suite (py, )nen de chemins
réguliers qui convergent vers p, si pour tout n, p, a les mémes points de départ et
d’arrivée que p, alors E[d(h,,, h,)] converge vers 0 quand n tend vers l'infini®).

2.2. Des connexions aléatoires. — Nous avons introduit les champs
d’holonomies aléatoires comme des généralisations des processus habituels.
On peut aussi interpréter les champs d’holonomies comme un certain type
d’expérience ol une particule interagit avec un champ aléatoire présent dans une
piece.

En effet on peut considérer qu'un chemin dans le plan est la trajectoire d’une
particule-test qui aurait une caractéristique a valeurs dans . Lors de son
déplacement, un champ aléatoire présent dans la piece agit sur la caractéristique
de facon aléatoire et de facon multiplicative. Cette expérience permet alors de

()La restriction liée aux points d’arrivée et de départ est cruciale puisque sans elle la majorité
des champs d’holonomies aléatoires étudiés jusqu’a présent ne seraient pas stochastiquement
continus.
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mesurer le champ par la fagon dont il agit sur les caractéristiques des particules
lors de leur déplacement.

Cette image est proche de I'idée sous-jacente a la théorie de Yang-Mills, théorie
qui décrit une généralisation des champ markovien d’holonomies planaires. En
effet cette théorie, introduite dans les travaux de Yang et Mills en 1954 ([36]),
est une théorie décrivant des connexions aléatoires tres singulieres sur un fibré
principal. A un niveau formel, la mesure de Yang-Mills est une mesure sur I'espace
des connexions de la forme :

(3) %e%SYW‘)DA,

ou Sys(A) est action de Yang-Mills d’une connexion A qui est le carré de la norme
L? de la courbure de A, et DA est une mesure invariante par translation sur 1’espace
des connexions. Cependant cette formulation est problématique puisque ’espace
des connexions aléatoires ne possede pas de mesure invariante par translation a
cause de son caractere infini-dimensionnel.

Une idée qui permet de contourner cette difficulté en deux dimensions est alors
d’étudier les connexions de facon duale : au lieu de s’intéresser a la connexion, il
est préférable d’étudier son holonomie qui est un élement de Mult(P(R?),G).

Regardons de plus pres ce que sont une connexion et un fibré principal. Nous
nous placons dans le cadre d’un fibré principal sur le plan, cadre dans lequel la
notion se trouve étre simplifiée et qui nous intéressera tout le long de la these. Un
fibré principal P sur le plan ayant pour groupe de structure G est tout simplement
une variété différentielle isomorphe & R? x G munie d’une application projection
7 : P — R? et d'une action a droite de G sur P, qui est libre et transitive sur les
fibres. Au-dessus de chaque point du plan se trouve donc une fibre isomorphe a
G sur laquelle le groupe G agit de facon lisse. Pour tout x € P, pour tout g € G,
on note x.g le résultat de l'action a droite de g sur x : I'élément x.g appartient
a 7! (m(z)). Dans le cas du fibré principal R? x G T'identification de la fibre a
G est canonique et permet de définir une notion de “niveau”, cependant il faut
garder a l'esprit que de fagon générale, il n’existe pas d’identification canonique
entre 7 1(7(z)) et G. Etant donné un point (a,g) € R? x G, étant donné un
chemin p = (p;)eepo) dans R? partant de a, il est facile de comprendre ce que
signifie le fait de marcher horizontalement au-dessus de p : il suffit de suivre
le chemin ((pi, 9)),>o- Cependant dans le cas général, étant donné qu'il n’existe
pas d’identification canonique de chaque fibre avec G, il n’existe pas de notion
canonique de niveau et donc nous ne pouvons pas marcher horizontalement dans
P. C’est ce qui rend nécessaire la notion de connexion. Une connexion est la
donnée d’une notion d’horizontalité en chaque point du fibré, c¢’est la donnée d’'une
distribution horizontale qui est compatible avec I'action de G sur P. Etant donné
une connexion w sur P, étant donné un point x de P, on peut relever tout chemin
p du plan qui commence en 7(x) en un chemin p’ de P qui commence en = en
suivant la direction horizontale donnée par la connexion w. La compatibilité de w
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avec 'action de G sur P implique alors que si on releve p a partir de x.g, on finit
alors en p).g. De plus si le chemin p est une boucle alors le chemin p' finit dans la
fibre au-dessus de 7(z) : il existe un unique élément g € G tel que p| = pj.g.

On voit alors qu’a tout chemin régulier p du plan, on peut associer une applica-
tion @, : 71 (p) = 7 1(P), qui va de la fibre au-dessus du point de départ p de p
dans la fibre au-dessus du point d’arrivée p de p. Elle vérifie pour tout z € 7~ (p)
et pour tout g € G : B

(4) Pp(2.9) = Pp(2).9,
De plus pour tous chemins p; et ps pouvant se concaténer, on voit facilement que :
DQpipy = P, P, et (Dpl‘l - (I)Ijll'

Supposons que 1’on ne sache mesurer que des éléments de G : il faut alors
introduire la notion de jauge. Une jauge j est une section de 7 : c’est la donnée
d’un isomorphisme entre chaque fibre de P et G qui respecte 'action de GG. Pour
tout point du plan v on se donne un isomorphisme j, : G — 7~ %(v) tel que pour
tous g1, go dans G :

(5) Go(91)-92 = Ju(g192)-

Se donner une jauge permet alors de mesurer l'action d’'une connexion sur chaque
chemin : a chaque chemin p, on associe le résultat de la mesure égal a h)* =

I ! (@p( jg(e))> qui est bien un élément de G. 1l est facile de vérifier que h/* est

un élément de Mult(P(R?),G). En effet, étant donné deux chemins p; et py qui
sont concaténables, en utilisant les équations (4) et (5) ainsi que la multiplicativité
de ® on a :

iy (@m (jpi<e)>) e = g (<I>p2 (@(hi’f))) = I (%ﬁplj&(e))
= jg%l (¢p1p2jﬂ(e>> - hiz’;;zz'

De méme, on prouve que (hg;“)_l = hi’f’l.

On voit donc qu'un champ d’holonomies aléatoires peut donc provenir, au moins
de fagon informelle, d’une connexion aléatoire : le champ dont on parlait au début
de la section 2.2 est en quelque sorte une connexion aléatoire.

Remarquons qu’afin d’obtenir un champ d’holonomies a partir d’une connexion,
nous avons du faire un choix de mesure : un choix de jauge. Les propriétés
physiques auxquelles nous nous intéressons doivent étre invariantes par ce choix
de jauge qui n’est, dans un sens, que le choix de I'expérimentateur. Que se passe-
t-il si nous changeons de jauge 7 Il est facile de voir qu'un changement de jauge
induit un changement sur h de la forme :

h;'f"" = [(jlﬁ)_l jzp]_l hil’w [(ﬁp)_ljép] .
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On voit donc apparaitre le pendant de la notion de jauge dans le contexte des
champs d’holonomies : dans ce contexte et pour la suite de la présentation, une
transformation de jauge sera une fonction j : R? — G, et son action sur une
fonction h € Mult(P(R?), @) est donnée par le fait que pour tout chemin p :

(joh)= jf)_lhpjg-
Toute propriété physique se doit d’étre invariante par 1’action des transformations
de jauges sur Mult(P(R?), ), c’est pourquoi on ne s’intéressera qu’aux champs
d’holonomies aléatoires invariants par les transformations de jauge.

On cherchera donc a construire la mesure de Yang-Mills comme une mesure
sur Mult(P(R?), G) invariante par 'action des transformations de jauge, c’est a
dire par I'action de G¥* sur Mult(P(R?), G). Une facon de comprendre la mesure
de Yang-Mills serait d’étudier de fagon informelle les propriétés de la mesure (3).

Nous ne prendrons pas ce chemin-la, étant donné qu’il restreindrait la classe de
mesures que nous allons étudier.

2.3. Définition. — Dans le chapitre de these nommé “Champs markoviens
d’holonomies planaires”, on s’intéresse a des champs d’holonomies aléatoires dits
markoviens qui possedent des propriétés supplémentaires qui s’inspirent des pro-
priété des champs markoviens d’holonomies unidimensionnels présentées dans la
définition 1.4 et qui généralisent la notion de mesure de Yang-Mills. Reprenons
un peu l'idée qu'un champ d’holonomies représente 'expérience des mesures d'un
champ aléatoire dans un laboratoire. Quelles conditions naturelles pouvons-nous
supposer sur ce type d’expérience 7 Comme nous ’avons vu précédemment, afin de
le mesurer, il a fallu fixer un choix de jauge arbitraire, et donc il est naturel de de-
mander que ce champ aléatoire soit invariant par changement de jauge. De plus on
fera la supposition que la particule ne ressent que le champ qu’il y a a l'intérieur de
sa trajectoire, cela rend alors naturelle la supposition que, si 'on fait I’expérience
dans deux pieces disjointes, les résultats doivent étre indépendants. Enfin une
invariance par changement de coordonnées préservant l’aire sera demandée : en
particulier une particule entourant une seule fois un ouvert simplement connexe
d’aire donnée doit étre affectée par le champ d’une facon indépendante de la forme
de sa trajectoire®. C’est ainsi que dans le chapitre de these [Champs] apparait la
notion de champ markovien d’holonomies planaire(®. On donne par la suite une
définition légerement différente afin de simplifier 'exposé d’introduction.
Considérons D (R?) Pensemble des densités lisses et strictement positives sur
R2. Le processus canonique des projections défini sur Mult(P(R?), G) sera noté

(hp)peP(R2) ou (h(p))pEP(R2)-

(4)Ceci pourrait étre justifié & partir de Pexpression (3) de la mesure de Yang-Mills.
(®)Définition 4.1 dans [Champs].
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Définition 2.1. — Un champ markovien d’holonomies planaire a valeurs dans
G est la donnée, pour tout vol € D (R?), d’un champ d’holonomies planaire E,,,
movariant par transformation de jauge, tel que :

P, : Soient vol et vol' deuz densités dans D (R?). Soit ¢ : R* — R? un
homéomorphisme qui envoie vol sur vol' (i.e. vol' = vol o ¢)=1). Pour tout
entier i € {1,...,n}, soit p; un chemin régulier et soit p; son image par 1.
Soit f: G"™ — R une fonction continue. Supposons que l'une des conditions
sutvantes est vérifiée :

1. v est bi-lipschitzienne,
2. pour tout i € {1,...,n}, p; est régulier et les familles (p;)i, et (pi)r,
peuvent étre tracées sur deuz graphes planaires,
alors :

E, [f(hpl,...,hpn)} — R [f(hpfl,...,hp;L)]

P, : Pour toute densité vol € D (R?), pour tous disques fermés D; et Dy
disjoints, sous B, les familles {hy,p chemin régulier inclus dans Dy} et
{hy,p chemin régulier inclus dans Dy} sont indépendantes.

Ps3 : Pour toutes densités vol et vol' dans D (R?), si D est un disque fermé
sur lequel vol et vol' sont égales alors pour toute famille de chemins régquliers
D1y s Do inclus dans D, (hy,, ..., hy,) a la méme loi sous By et sous E,q.

Il existe une définition de champs markoviens d’holonomies définis sur toute
surface bidimensionnelle compacte donnée par T. Lévy (Définition 3.1.2 of [23]) qui
se compose de sept axiomes. Nous ne la présenterons pas dans 'introduction mais
on I'a reprise (avec de légeres modifications) dans la Définition 12.5 du chapitre
de these [Champs].

Remarquons que dans 'axiome P, qui differe légerement de I'axiome original
donné dans [Champs], les deux disques Dy et Dy sont des disques fermés disjoints.
C’est ce qui fait toute la difficulté de la caractérisation des champs markoviens
d’holonomies planaires prouvée dans le chapitre de these [Champs]. En effet si
[y et Iy sont deux boucles basées en 0, étant donné qu’elles partagent le méme
point d’origine, on ne peut jamais trouver deux disques fermés disjoints D; et D-
tels que [; et [, soient respectivement incluses dans Dy et Dy. Ainsi méme s’il
existe deux disques D; et D, d’intérieurs disjoints tels que [; et [l soient respec-
tivement incluses dans Dy et Dy, on ne peut pas conclure quant a 'indépendance
de hy, et hy,.(® Le lecteur pourrait penser qu’en rajoutant la condition que le
champ markovien d’holonomies planaire doit étre stochastiquement continu, on
pourrait utiliser un argument de continuité tout comme dans le cadre des champs
markoviens d’holonomies unidimensionnels. Cependant la notion de continuité

(6)En réalité, on montre dans [Champs| que ce n’est pas le cas généralement.
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stochastique pour les champs d’holonomies aléatoires, rappelée a la fin de la sec-
tion 2.1, ne permet pas de modifier les points d’arrivée ou de départ des chemins :
on ne peut donc pas “détacher” la boucle [y de 0.

2.4. Des exemples simples : Dl’'indice et les revétements ramifiés. —
Dans les exemples ci-dessous, nous ne définissons pas les champs d’holonomies sur
P(R?), mais sur Lo(R?) qui est 'ensemble des boucles régulieres basées en 0.

2.4.1. Indice. — 1l existe une application naturelle définie sur les boucles basées
en 0, & valeurs dans U(1) et qui est multiplicative. Etant donné une boucle lisse
dans le plan et étant donné un point du plan qui n’appartient pas a I'image de [,
I'indice de [ en x est donné par :

m(o) = 51
N T i e -

Pour toute boucle continue, on peut définir n;(x) pour tout z € R\ [([0,1]) en
approximant [ par des boucles lisses. Si [ est de longueur finie, d’apres 'inégalité
de Banchoff-Pohl(™, la fonction n;(z) est de carré intégrable. En effet pour une
telle boucle :

sn / w(z)2dz < 0(1)2,
R2

ou /(1) est la longueur de I. La fonction n;(z) est donc intégrable puisqu’a valeurs
dans N. En utilisant la propriété d’additivité des intégrales curvilignes, on sait
que :

Ny, =Ny -+ ng,.
L’application définie sur I’ensemble des boucles basées en 0 :
Dl O = ¢l ez m@)de

est alors une fonction multiplicative dans le sens ou pour toutes boucles [y, [
basées en 0, @1, = D1, Py, et O = (®;,)"'. On peut naturellement étendre la
définition de cette application afin de définir un champ markovien d’holonomies
planaire (EV0|)voleD(R2) tel que sous Eg,, pour toute famille [y, ...,1, dans Lo(R?),

les variables hy,, ..., h;, sont non aléatoires et égales a ®(1,), ..., ®(1,)®.

2.4.2. Processus de Poisson et transformation particules/champ. — Dans le cas
ou GG est un groupe fini, d’autres exemples de champs markoviens d’holonomies
planaires faciles a se représenter sont donnés par 'utilisation de processus de Pois-
son. Considérons un groupe fini (G, muni d’une mesure y invariante par conjugaison
sous l'action du groupe G.

(MUne preuve élémentaire est donnée par A. Vogt dans [32].
(®)Définition 4.9 dans la section 4.1.1 de [Champs).
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Considérons un sous-ensemble R de R? x GG fini ou localement fini, dont on notera
R, la projection sur R?. Supposons que 0 n’appartient pas & R;. L’ensemble R;
représente la localisation de particules possédant des caractéristiques dans G : ces
particules ne sont pas de méme nature que les particules-tests introduites dans
la section 2.2 puisqu’elles vont générer le champ a étudier. En effet, on peut
définir une correspondance particules/champ qui permet d’associer a une telle
configuration une fonction multiplicative définie sur les éléments de Lo(R? \ Ry),
a valeurs dans (G. Pour ce faire, afin de simplifier quelque peu 'explication, nous
allons supposer que :

— deux particules ne peuvent pas étre au méme endroit, c’est-a-dire que la
projection de R sur R? est injective. Pour r € R; on désignera par g, le seul
élément de G tel que (r,g,) € R,

— l’application Ry — [0, 27| qui a une particule associe I'argument de sa position
est injective, en particulier 0 ¢ R;.

Considérons [ une boucle dans Ly(R? \ Ry). Pour chaque r € Ry, on considére une
boucle |, comme celle représentée dans 'image 1, dont l'indice est égal a 1 dans
un cercle centré en r et égal a 0 a l'extérieur, et qui n’entoure aucun autre point

de Rl.

FIGURE 1. Boucle |,

Cette construction permet de définir une famille {I,,r € Ry} de boucles basées
en 0 et qui sont disjointes. Pour toute boucle b dans Ly (R* \ Ry) basée en 0, on
note [b] la classe de b dans le groupe fondamental de R? \ Ry basé en 0.

Théoréme 2.1. — La famille {[l,],r € Ry} est un systéme libre et générateur
du groupe fondamental de R* \ Ry basé en 0. Ce groupe est donc isomorphe a un
groupe libre.

Ainsi il existe un unique mot w; en {[I,],[I-1] | » € Ry} tel que :

1 =w ({IL]. 0] | €Ri}).
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On considere alors le mot w;” qui est le mot qui s’obtient en lisant de droite a
gauche le mot w;. Par exemple aaba® est le mot abaa. On peut alors définir h,
par :

h=w)” ({g:.9," |7 €R1}).

Par exemple supposons que [I] = [I,,][l,,]*[l,,] alors hy = g,, 97, gr,. Ceci permet
donc de définir une fonction h : Lo(R? \ Ry) — G. On peut alors vérifier que pour
toute boucle I € Lo(R?* \ Ry), Iy-1 = (Iy)~! et pour tout couple de boucles I; et I,
dans Lo(R2 \ Rl), hhb = hlghll'

Expliquons brievement cette derniere égalité : il existe deux mots wy, et wy, tels
que [l] = wy, ({[L], (7] [ 7 € Ri}) et [lo] = wy, ({[L], [T [ 7 € Ry}). Alors :

hl1l2 = (whwlz)op ({gr7gr_1 | e Rl})
= w? ({gr 07 |7 € RY) w? ({gr 97" | 7 € RiLY) = huhy,.

Nous avons donc transformé un ensemble de particules en un champ d’holo-
nomies non aléatoires, c’est-a-dire en une fonction multiplicative de Lo(R? \ R)
dans G. Nous appellerons par la suite cette procédure la transformation partic-
ules/champ : comme nous le verrons par la suite ce champ est en réalité le champ
de monodromie d’un G-fibré ramifié ; ainsi, dans cette transformation les particules
s’interpretent comme des singularités. Remarquons de plus que si [ et I’ ont méme
image dans le groupe fondamental de R? \ R; alors par construction h(l) = h(l’) :
le champ obtenu est en réalité un élément de Hom (mr; (R? \ Ry), G?) ot G est le
groupe dont ’ensemble sous-jacent est G et dont la multiplication est donnée par
T.oply = Y.

Dans la discussion précédente, les boucles ne pouvaient intersecter un certain
ensemble localement fini Ry, ce qui n’est pas le cas pour un champ markovien
d’holonomies planaire. Afin de supprimer cet interdit et obtenir un champ
markovien d’holonomies planaire, il suffit de rendre aléatoire l’ensemble R.
Considérons une mesure de densité vol € D(R?). Considérons un processus de
Poisson R dans R? x G de mesure d’intensité vol ® p. C’est un ensemble aléatoire
presque surement localement fini, qui vérifie les deux hypotheses considérées
lors de l'exposé de la transformation particules/champ. Considérons une boucle
I € Lo(R?) : presque stirement [ € R? \ R;. Ainsi on peut appliquer la transfor-
mation particules/champ : on obtient alors un processus (h;)eL,®2) indexé par
I'ensemble Lo(R?) qui est multiplicatif dans le sens ot pour toutes boucles Iy et [y
dans Lo(R?), presque stirement on a :

hl1l2 - hlghlu
-1
hoahy
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Remarquons que le “presque sturement” est apres le “pour toutes boucles”, or
pour un champ d’holonomies c’est l'inverse. En utilisant la compacité de G¥, on
peut en réalité inverser les deux groupes de mots : on montre alors qu’il existe
une unique mesure E,o sur Mult(P(R?), G) qui soit invariante par transformation
de jauge et telle que pour toute famille de boucles [y, ..., 1, basées en 0, sous E,,
(hiys ..., by, ) ala méme loi que les variables (hy,, ..., by, ) précédemment construites.
On peut montrer alors que la famille de mesures (Eyo),, ep(r2) €St alors un champ
markovien d’holonomies planaire.

2.4.3. Revétements ramifiés aléatoires. — Dans la section 2.2, nous avons ex-
pliqué qu’informellement, les champs d’holonomies aléatoires représentaient les
holonomies de connexions aléatoires sur des fibrés principaux : ce sont les holo-
nomies d’objets géométriques. Bien que cette interprétation ne soit pas rigoureuse,
il s’avere que dans le cas ou GG est un groupe fini, la construction précédente a une
interprétation géométrique. En effet, comme expliqué par T. Lévy dans [23],
les G-fibrés ramifiés aléatoires permettent de construire des exemples de champs
markoviens d’holonomies planaires. Nous n’expliquerons pas le cadre général des
G-fibrés ramifiés aléatoires, nous n’expliquerons que le cas ou G = &(V) : dans ce
cadre, nous pouvons remplacer 1’étude de G-fibrés ramifiés aléatoires par I'étude
de revetements ramifiés aléatoires.

Dans cette section, nous nous limiterons a des processus indexés par Ly(D),
I’ensemble des boucles basées en 0 et définies dans D le cercle ouvert de rayon 1.
Considérons vol une densité lisse sur D ainsi que g une mesure sur &(/NV) invariante
par conjugaison par le groupe symétrique.

Tout comme pour la section précédente, considérons un processus de Poisson
R dans R? x &(N) de mesure d’intensité vol ® p. Pour tout aléa w, nous avons
donc un ensemble fini de points R; (w) dans le disque unité qui ne contient presque
surement pas 0 et a chacun d’entre eux est associée une permutation. Afin de
construire un objet géométrique, il faudrait pouvoir mettre en bijection I’ensemble
S(N)R@) avec un ensemble d’objets géométriques : ce sont les revétements du
disque a N feuillets ramifiés au-dessus de R;(w) étiquetés en 0.

Expliquons de facon informelle ce qu’est un revetement ramifié du disque a N
feuillets ramifiés au-dessus d’un ensemble fini de points Y dans D et étiqueté en
019, Pour cela, nous avons besoin de la notion d’hélice “bouclée” : prenons un
disque, coupons-le le long d’un rayon, puis vrillons-le comme dans la figure 2, apres
k tours recollons les deux bords, nous obtenons une hélice “bouclée” d’ordre k4 1.

Un revétement ramifié du disque a N feuillets ramifié au-dessus d’un ensemble
fini de points Y dans D est la donnée d’une surface R munie d’une application
continue de “projection” de R dans le disque D, qui permet de voir R localement

) Et en utilisant la Proposition 2.1 de [Champs].
(10 Pour une définition plus formelle, consulter les définitions 4.1 et 4.2 du chapitre de these
“Revétements ramifiés” [Revétements].
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FIGURE 2. Hélice “bouclée” d’ordre trois

comme un ensemble disjoints de NV feuilles homéomorphes a un disque au-dessus de
tout point, sauf au-dessus des points de ramifications Y. Au-dessus de ces points
de ramification, R ressemble a une union d’hélices “bouclées” dont la somme des
ordres vaut V.

Supposons que 0 n’appartient pas a Y. Un étiquetage au-dessus du point 0 est
la donnée d’une numérotation des feuillets de R au-dessus du point 0. Prenons
une boucle [ basée en 0 : en suivant la boucle [, on peut propager la numérotation
au-dessus de tout point de [, ainsi on se retrouve avec une nouvelle numérotation
des feuillets en 0 apres avoir parcouru toute la boucle [. La monodromie de ce
revetement étiqueté en 0 le long de [ est la donnée de l'unique permutation o
qui envoie la numérotation initiale sur la numérotation finale. Comme annoncé,
les revetements ramifiés étiquetés en 0 permettent de visualiser géométriquement
toute fonction de Y dans S(N).

Théoréme 2.2. — L’ensemble des revétements ramifiés du disque a N feuillets
ramifiés au-dessus de Y et étiquetés en 0 est en bijection avec (S(N))*

On peut donc voir la construction d'un champ markovien d’holonomies planaire,
esquissée a la fin de la section 2.4.2 via la transformation particules/champ, comme
la création d’un revétement ramifié aléatoire que 'on étudie via sa monodromie
aléatoire.

Pour résumer, on peut donc, dans un certain sens, construire des champs
markoviens d’holonomies planaires en considérant les monodromies de revétements
ramifiés aléatoires, mais aussi inversement, on peut étudier les monodromies de
revetements ramifiés aléatoires via 1’étude des champs markoviens d’holonomies
planaires. Ce point de vue est développé dans le chapitre de these nommé
“Revétements ramifiés” ou nous montrons que des observables de ces monodro-
mies aléatoires convergent quand le nombre de feuillets N tend vers l'infini, a
condition de choisir pour chaque N la bonne mesure p sur S(N).

2.5. Les constructions antérieures. — Dans le chapitre de these [Champs|,
nous expliquons comment construire tous les champs markoviens d’holonomies
planaires. Pour ce faire on utilise de fagon importante les deux symétries

I'invariance par transformation de jauge, ainsi que l'invariance par homéomorphisme
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préservant ’aire. Ainsi I'objet obtenu vérifie, par construction, ces deux pro-
priétés. Les constructions antérieures ne permettaient que de construire certains
exemples de champs markoviens d’holonomies planaires.

Afin d’illustrer les trois constructions de la mesure de Yang-Mills, faisons un
parallele avec le mouvement brownien. Il existe au moins trois constructions du
mouvement brownien :

— méthode stochastique : elle consiste & considérer un bruit blanc F sur L? (RT),
c’est-a-dire un isomorphisme de L? (R*) dans un espace gaussien G. On
définit le mouvement brownien par 1'équation : B, = F([0,¢]),

— méthode physique statistique : elle consiste a discrétiser R et a considé-
rer un systeme uniforme pondéré par une certaine énergie, on prend une
discrétisation de plus en plus fine et on montre que le systeme converge,
lorsque les parametres sont ajustés, vers une limite continue : c’est la
méthode de la construction du mouvement brownien comme limite de
marches aléatoires discretes,

— méthode projective : elle consiste a définir, pour toute famille {¢y,...,t,}

de réels positifs, une mesure jig, . 4,3 sur Rt-tn} telle que les projections
canoniques (Xt)te{tl,w,tn} vérifient les deux propriétés suivantes. Les variables
Xy, X, — X4y, ooy Xy, — Xy, _, sont indépendantes et pour tout i € {1,...,n},
X, — Xi,_, est une variable gaussienne centrée de variance t; — t;_;. Ces
mesures sont compatibles entre elles dans le sens ol pour tous ensembles finis
Ty C Ty, C RT la restriction de la mesure g, a R™ est égale & pr, . On peut
alors, par un théoreme général, définir la limite projective de ces mesures.

Il existe une autre méthode qui est I'intersection de la méthode projective et la
méthode de la physique statistique : on considere pour tous réels positifs t1, ..., t,
les mesures a densité par rapport a la mesure uniforme :

n
1
6755(1151 yees Tty ) H dxt“
=1

ot S(@yyy ey ay,) = Yoiy (24, — a4, ,)?, avec la convention que zy, = 0. Ces mesures
sont alors compatibles entre elles et on peut, tout comme dans la méthode projecti-
ve, prendre la limite projective. On appellera cette méthode la méthode physique
statistique exacte.

Pour la construction de la mesure de Yang-Mills et de certains exemples de
champs markoviens d’holonomie, la méthode physique statistique permet, a partir
de systemes discrets connus, d’en déduire ’éventuelle limite continue. Ainsi, le
systeme physique statistique discret approximant la mesure de Yang-Mills est défini
sur des sous-réseaux finis de €Z? : & chaque arréte est associé un élément du groupe
(G, la mesure uniforme étant donné alors par le produit des mesures de Haar, et
I’énergie étant de la forme e"35W of Sw, l'action de Wilson, est donnée par la
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somme sur toutes les faces du réseau :

Sy = —2dim(p) ZE’Q% [1 — Tr(p(h(eq)...h(en)) |,

1
dim(p)
ou h(ey)...h(e,) est le produit des éléments associés aux arétes bordant la face F'.

Cependant, il a été établi par la suite™ que la limite de ces systémes en deux
dimensions avaient la méme limite que ceux utilisant ’action de Villain, Sy. Cette
action est en réalité le logarithme de la densité du mouvement brownien sur G.
Cette action a la bonne propriété d’étre exacte au sens ot la restriction a un réseau,
du systeme continu limite a la méme loi que le systeme discret défini sur ce méme
réseau grace a ’action de Villain. L’action de Villain joue donc le méme role que
—% dans le cas du mouvement brownien.

A partir de ce moment la, la limite liée au mouvement brownien sur G étant
identifiée, les mathématiciens ont pu construire directement 1’objet continu. Nous
présentons par la suite la construction de la mesure de Yang-Mills gaussienne, via
la méthode stochastique*?, proposée par L. Gross, B.K. Driver, A.N. Sengupta,
etc, ainsi que la méthode physique statistique exacte(!3) | achevée par T. Lévy, dans
la continuité de A. A. Migdal, S. Albeverio-R. Hgegh-Krohn-H. Holden.

2.5.1. La méthode stochastique. — Par la suite, nous allons voir la méthode
stochastique qui va permettre d’introduire la notion de lassos et de se familiariser
avec les transformations de jauge.

On peut associer une notion de courbure a une connexion réguliere. Reprenons
I'exemple de P = R? x G comme G-fibré principal sur R?, et donnons-nous une
connexion A sur P. Pour tout point a du plan, nous avons vu comment nous pou-
vions relever une boucle [ basée en a en un chemin [, , dans P de facon horizontale
a partir de n’importe quel point (a,g) € P. En particulier, en prenant la trans-
formation de jauge triviale R* — R? X G qui a a associe (a, e), ou e est 1’élément
neutre de G, ceci nous a permis de définir la notion d’holonomie comme étant
I'unique élément Ay tel que I, (1) = l,.(0).h;. La courbure est alors la dérivée de
I’holonomie dans le sens ou elle nous informe localement de la déformation liée a
la connexion. Prenons a un point du plan, et prenons deux vecteurs v et w. Con-
sidérons le chemin p2*(€) basé en a et bordant le parallélogramme dont le premier
coté est égal a ev puis ew comme dessiné dans la figure 3. La courbure au point
a appliquée en v et w, notée Q,(v,w), est un élément de 'algebre de Lie g de G
défini par le fait que I'holonomie obtenue en parcourant p2*(e) est de la forme :

(6) h (pe (€)) = exp(e*Qq (v, w) + o(€?)).

(D Par exemple, voir le théoreme 8.5 de [11].
(12)Méthode stochastique : [16], [17], [11], [12], [29], [30].
(13)Méthode physique statistique exacte : [33], [34], (2], [4], [3], [21], [23].
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Ceci définit une forme bilinéaire définie en tout point du plan et a valeurs dans g,
I’algebre de Lie de G.

FIGURE 3. Chemin p;" ()

Remarquons que Q,(w,v) = —Q4(v,w) : en effet le chemin p¥*(e) est tout
simplement le chemin inverse de p;*(e), ainsi I'holonomie hyw.wv(y est égale a
(hpg,w(e))_l = exp(—€Q, (v, w) + o(€?)), d’ot le fait que Q soit antisymétrique.

Il existe alors une fonction F, définie sur le plan a valeurs dans g telle qu’en
tout point (x,y) du plan :

Q) = Falz,y)dx A dy.

L’idée derriere la méthode stochastique est de remarquer que seule la courbure
apparait dans I'action de Yang-Mills : en effet, I'action de Yang-Mills est donnée
par :

/ | (e, y)|Pdady,
RQ

ou ||| est la norme sur g associée a un produit scalaire invariant sur g. En choisis-
sant un bon choix de jauge, on peut montrer que le jacobien de la transformation
qui a une connection associe sa courbure est constante dans le cas de la dimen-
sion 2. Ceci permet d’interpréter la mesure de Yang-Mills comme une connexion
aléatoire dont la courbure serait un bruit blanc a valeurs dans l’algebre de Lie g.
Cependant la connaissance de la courbure ne nous donne qu’une information mi-
croscopique localisée autour de chaque point x. Il faut pouvoir recoller ou intégrer
ces informations afin d’obtenir une information macroscopique comme ’holonomie
de la connexion sous-jacente le long d’un chemin ou d’une boucle.

Définition 2.2. — Soit a € R%. Un lasso régulier d’échelle € est la donnée d’une
boucle de la forme pp’(e)p~" ou p est un chemin reliant 0 d a.
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Ces lassos(') sont importants puisqu’ils permettent d’approximer ’holonomie
de toute boucle Ly(R?). En effet, considérons une fonction h € Mult(P(R?), G)
réguliere, dans le sens ot pour toute suite de boucles [,, basée en 0 qui converge®)
vers | € Lo(IR?) alors h(l,,) converge vers h(l) quand n tend vers I'infini. Alors pour
toute boucle I € Ly(R?), il existe pour tout € > 0 un produit de lassos réguliers
d’échelle €, dénoté [, tel que h(l.) converge vers h(l) quand € tend vers 0. On
peut donc dans un sens approximer toute boucle réguliere par un produit de lassos
réguliers.

Nous donnons un exemple de décomposition de boucle en lassos réguliers dans la
figure 5. Pour comprendre cette figure, on doit se rappeler que si un chemin est de
la forme p = pree™'p, alors h(p) = h(pz)h  heh(pr) = h(p2)h(p1) = h(pips) © tant
que l'on travaille au niveau des holonomies, on peut supprimer les allers-retours
consécutifs le long d’'un méme chemin.

Ainsi on peut donc retrouver I’holonomie d’une boucle connaissant I’holonomie
le long de lassos réguliers. Cependant 'information microscopique fournie par la
courbure, comme indiqué par I'équation (6), est le comportement, quand e est
petit, de I’holonomie h (p2™(€)) et non le comportement asymptotique le long de
lassos réguliers d’échelle €. Ainsi, pour un lasso régulier de la forme pp?*(e)p!,
nous ne connaissons pas le comportement de h(ppu*(e)p~!), il nous manque pour
cela la valeur de h(p).

Nous avons tout de méme le choix de jauge pour mesurer I’holonomie : nous pou-
vons toujours supposer, par invariance par transformation de jauge de la mesure a
construire, que les connexions considérées ont une holonomie égale a e pour tout
chemin horizontal, c’est a dire parallele a I’axe (Ox), ainsi que pour tout chemin in-
clus dans I’axe des ordonnées. En effet prenons une fonction h € Mult(P(R?), G),
et considérons la transformation de jauge j telle que pour tout point (z,y) du
plan :

iz, y) = h((0,0) = (0,9) = (z,9)),
ou (a,b) — (c,d) représente le chemin rectiligne entre (a,b) et (¢,d). Alors pour

tout chemin p, si p est horizontal ou inclus dans ’axe des ordonnées :
(Joh)(p) =e.

En effet dans le cas, par exemple, ou p est horizontal, de la forme (x1,y) — (22,y)
avec T; < Iy, et donc (j e h)(p) est égal & j((wa,y)) 'h((z1,y) = (72,9))7((71,7))
donc a

1 ((0,0) = (0,9) = (w2,9)) " h((1,9) = (22,9))h ((0,0) = (0,9) = (21,9)) -
En utilisant le fait que (0,y) — (22,y) est égal a la concaténation de (0,y) —
(r1,y) et (x1,y) — (x2,y), et en utilisant la multiplicativité de h, on obtient que

(Y Pour une des premiere utilisation des lassos, voir [12].
(15)Pour la distance rappelée a la fin de la section 2.1.
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(7o h)(p) est égal a :
7 ((0,0) = (0,y) = (22,9)) " h((0,0) = (0,9) = (21,9) = (22,9))
= h((0,0) = (0,) = (22,9)) " A ((0,0) = (0,9) = (22,1))

= €.

Ainsi on peut se ramener a des holonomies neutres le long des chemins horizontaux
et le long de I'axe des ordonnées.

Proposition 2.1. — Un L-lasso régulier est un lasso régulier de la forme
ppo(e)p! ou p est un chemin composé d’un segment vertical partant de 0 et
d’un segment horizontal arrivant a x. L’ensemble des concaténations de L-lassos
réguliers est dense dans Lo(R?) dans le sens des holonomies régulic¢res, c’est-a-
dire que pour toute boucle | € Lo(R?), pour tout € > 0, il existe un produit I. de
L-lassos réguliers d’échelle € tels que pour tout h € Mult(P(R?),G) continue pour
la convergence définie a la fin de la section 2.1, h(l.) converge vers h(l) quand €
tend vers 0.

Or pour un L-lasso régulier pp%*(e)p~ donné, pour toute fonction réguliere
h € Mult(P(R?),G) qui satisfait le choix de jauge qui rend neutre les holonomies
le long des chemins horizontaux et le long de 'axe des ordonnées, h (pp2¥(e)p~') =
h(p2*(€)). On peut donc espérer recoller 'information microscopique donnée par
la courbure afin d’obtenir une information macroscopique qu’est I’holonomie.

Considérons un bruit blanc sur (R? dzdy) a valeurs dans g, c’est-a-dire une
collection de variables aléatoires gaussiennes centrées (F(f)) 12 (r2) & valeurs dans

g telle que pour toutes fonctions f et g dans L?h,dy(RQ), tout rée