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Les travaux de cette thèse s’inscrivent dans le domaine des équations aux dérivées
partielles et plus particulièrement dans le cadre de la dynamique des gaz. Un gaz est
un système physique constitué d’un très grand nombre de petites particules dont le libre
parcours moyen est grand par rapport à leur taille. Il existe alors plusieurs niveaux de
description. L’échelle macroscopique constitue l’échelle accessible facilement expérimenta-
lement et pour laquelle on peut faire des mesures de quantités caractéristiques du gaz telles
que le volume, la température, la pression . . . L’échelle microscopique correspond à l’échelle
des composants élémentaires de la matière (atomes, molécules). On peut aussi introduire
une description intermédiaire correspondant à une description statistique. Il s’agit alors
de l’échelle mésoscopique. À ce niveau, on ne s’intéresse plus à l’évolution des particules
individuellement mais à l’évolution de la densité de particules f , une fonction qui dépend
du temps t, de la position x et de la vitesse v et telle que pour un volume infinitésimal
dxdv, f(t, x, v)dxdv représente le nombre de particules dans ce volume au temps t.

Échelle microscopique Échelle mésoscopique  Échelle macroscopique1 2
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Figure 1. Représentation des différentes échelles et différentes transitions possibles.

Une question naturelle est de chercher à relier les différents niveaux de description.
En d’autres termes, partant d’un modèle à une échelle, on cherche à trouver le modèle qui
décrit de façon satisfaisante ce qui se passe à l’échelle supérieure. Les contributions de cette
thèse se place dans le cadre de plusieurs changements d’échelle différents dont l’historique
et la description respectifs seront détaillés dans les sections 1.2, 1.3, 1.4 et 1.5.

Le parti pris dans ce manuscrit est d’étudier ces problématiques dans un contexte où
une part d’aléa intervient toujours. Le Hasard est l’impossibilité de prévoir avec certitude un
fait quelconque. Cette incapacité peut s’expliquer de plusieurs façons : la méconnaissance de
paramètres nécessaires à la prévision ou alors le manque de précision les concernant. Dans la
pratique, ces deux situations se présentent souvent. Ainsi, considérer des modèles incluant
une part d’aléa apparait pertinent. Plusieurs types d’aléa peuvent alors être adoptés : en
considérant des données initiales aléatoires et/ou en distribuant l’aléa sur tout l’intervalle
de temps. Une question intéressante est alors celle d’un éventuel “effet régularisant” du bruit
sur la dynamique. Par “effet régularisant”, on signifie que la dynamique observée hériterait
de propriétés supplémentaires bénéfiques par rapport à un modèle sans ce bruit. Par la suite,
les choix retenus quant à la façon de bruiter la dynamique dans les différents contextes
s’expliquent de plusieurs façons : comme mentionné précédemment, ils correspondent à
une description physique dans laquelle certaines informations sont inconnues ou alors ils
correspondent à un choix particulier dont l’exploitation amène un gain par rapport au
modèle déterministe. Nous développerons ces points plus en détails dans les sections 1.2,
1.3, 1.4 et 1.5 en contextualisant chacun des quatre changements d’échelle étudiés dans le
panorama actuel. Avant cela, nous faisons une présentation du contexte général dans lequel
les résultats obtenus vont s’inscrire. Il s’agit de celui de la théorie cinétique collisionnelle
des gaz.
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1.1 Théorie cinétique collisionnelle

Dans le cadre de la théorie cinétique des gaz, un gaz est un système physique constitué
d’un très grand nombre de petites particules. Le point de vue adopté est statistique puisque
l’on s’intéresse à l’évolution de la densité de particules f . On rappelle que cette fonction
dépend du temps t, de la position x et de la vitesse v et que pour un volume infinitésimal
dxdv autour du point (x, v), f(t, x, v)dxdv représente le nombre de particules au temps t
dans le volume infinitésimal.

Un exemple fondamental associé à ce cadre est l’équation de Boltzmann (1872) qui
caractérise l’évolution de la densité de particules dans le cas d’un gaz suffisamment raréfié.

1.1.1 L’équation de Boltzmann

Dans [18], Boltzmann obtient l’équation suivante

∂tf + v · ∇xf = Q(f, f), t > 0, x ∈ Rd, v ∈ Rd. (1.1.1.1)

Le membre de gauche correspond à ce qu’on appelle le transport libre tandis que le membre
de droite, appelé opérateur de collision, représente les interactions entre particules.

Les hypothèses physiques adoptées sont les suivantes : on considère que les colli-
sions sont binaires, localisées en temps et en espace et que les chocs entre particules sont
élastiques. Cette dernière condition a pour conséquence la conservation de la quantité de
mouvement et de l’énergie cinétique. Ainsi, en notant (v′, v′1) les vitesses précollisionnelles
de (v, v1), on a {

v + v1 = v′ + v′1,
|v|2 + |v1|2 = |v′|2 + |v′1|2.

(1.1.1.2)

Le couple (v, v1) est déterminé par les positions microscopiques. Le passage de (v′, v′1) à
(v, v1) correspond à ce qu’on appelle le scattering.

Sous ces considérations, l’opérateur de collision s’écrit de la façon suivante

Q(f, f) =

∫
Rd

∫
Sd−1

(f ′f ′1 − ff1)b(v − v1, σ)dσdv1, (1.1.1.3)

où on utilise les notations usuelles

f = f(v), f ′ = f(v′), f ′1 = f(v′1), f1 = f(v1), (1.1.1.4)

avec (v′, v′1) paramétré par {
v′ = v + σ · (v1 − v)σ,
v′1 = v1 − σ · (v1 − v)σ,

(1.1.1.5)

et où la section efficace b = b(v − v1, σ) est une fonction mesurable positive représentant
la distribution statistique des collisions. Elle ne dépend en fait que de |v− v1| et cos θ avec
θ l’angle de déviation.

On fait alors la distinction suivante : on parle de Boltzmann sans cut-off quand la
section efficace présente une singularité angulaire non intégrable i.e. quand b n’est pas inté-
grable par rapport à θ et de Boltzmann avec cut-off dans le cas contraire. Nous reviendrons
plus en détails sur l’équation de Boltzmann sans cut-off dans la section 1.2.3.
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De nombreuses variantes du modèle de Boltzmann existent dans la littérature : des
modèles diffusifs tels que l’équation de Fokker-Planck [28], l’équation de Landau [53] ou
encore des modèles linéaires, des modèles à vitesses discrètes [40] . . .On pourra consulter
[74] pour une revue des modèles les plus classiques.

1.1.2 Propriétés formelles de l’équation de Boltzmann

Lois de conservation locales

En utilisant les propriétés de la section efficace mentionnées plus tôt et le fait que
les changements de variables associés à l’interchangeabilité (v, v1) → (v1, v) et la micro-
réversibilité (v, v1, σ) → (v′, v′1, σ) ont un Jacobien unitaire, on obtient que pour f =
f(t, x, v) ≥ 0 une solution formelle de l’équation de Boltzmann, pour toute fonction ϕ =
ϕ(v) continue, on a∫

Rd

Q(f, f)(t, x, v)ϕ(v)dv

= −1

4

∫
Rd

∫
Rd

∫
Sd−1

[
ff ′1 − ff1

]
(ϕ+ ϕ1 − ϕ′ − ϕ′1)b(v − v1, σ)dvdv1dσ. (1.1.2.1)

Ainsi, pour toute fonction ϕ satisfaisant

∀(v, v1, σ) ∈ Rd ×Rd × Sd−1, ϕ(v) + ϕ(v1) = ϕ(v′) + ϕ(v′1), (1.1.2.2)

on a ∫
Rd

Q(f, f)(t, x, v)ϕ(v)dv = 0. (1.1.2.3)

Il a été établi réciproquement que les fonctions satisfaisant (1.1.2.2) sont des combinaisons
linéaires des invariants de collision :

1, v1, v2, . . . , vd, |v|2, (1.1.2.4)

(voir [26]). Ainsi, on obtient formellement les lois de conservation locales suivantes

∂t

∫
Rd

fdv +∇x ·
∫
Rd

vfdv = 0

∂t

∫
Rd

vfdv +∇x ·
∫
Rd

v ⊗ vfdv = 0

∂t

∫
Rd

1

2
|v|2fdv +∇x ·

∫
Rd

1

2
|v|2vfdv = 0

(1.1.2.5)

qui traduisent la conservation de la masse, de la quantité de mouvement et de l’énergie
cinétique en moyenne.

Le théorème H

D’autre part, en prenant ϕ(v) = log f(v) dans (1.1.2.1), on obtient∫
Rd

Q(f, f) log fdv = −D(f) (1.1.2.6)

où
D(f) :=

1

4

∫
Rd×Rd×Sd−1

[
f ′f ′1 − ff1

]
log

(
f ′f ′1
ff1

)
b(v − v1, σ)dσdv1dv ≥ 0.
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Cela signifie que la fonctionnelle H suivante

H(f) :=

∫
Rd×Rd

f log fdxdv (1.1.2.7)

est une fonctionnelle de Lyapounov pour la dynamique de Boltzmann. On a

d

dt
H(f) = −

∫
Rd

D(f)dx ≤ 0 (1.1.2.8)

ce qui constitue une formulation quantitative du second principe de la thermodynamique
appelée théorème H.

Les Maxwelliennes

Enfin, il est possible de montrer que les seules solutions possibles à l’équation

Q(f, f) = 0 (1.1.2.9)

sont celles que l’on appelle Maxwelliennes Mρ,u,T et définies par

Mρ,u,T (v) :=
ρ

(2πT )d/2
e−
|v−u|2

2T . (1.1.2.10)

1.1.3 Théorie de Cauchy

À ce jour, beaucoup de questions restent ouvertes concernant la théorie de Cauchy
pour l’équation de Boltzmann dans son contexte le plus général. Cela est dû au fait, entre
autres, que les seules estimations a priori disponibles, la conservation formelle de la masse
et l’énergie et la décroissance formelle de l’entropie, ne semblent même pas suffisantes pour
donner un sens à l’équation. Plus précisément, avec ces seules estimations, l’opérateur de
collision n’est même pas une distribution bien définie par rapport à la variable x. Toutefois,
un certain nombre de résultats a été obtenu dans des cadres diverses. Commençons par
citer celui concernant l’existence d’une solution inhomogène en temps court.

Théorème 1.1.1. Soit f0 ∈ C0(Rd ×Rd) telle que

‖f0 exp

(
β

2
|v|2
)
‖L∞ < +∞

pour un certain β > 0.
Alors, il existe Cβ > 0 (dépendant seulement de β) telle que l’équation de Boltzmann avec
donnée initiale f0 a une unique solution continue sur [0, T ] avec

T =
Cβ

‖f0 exp
(
β
2 |v|2

)
‖L∞

.

Le premier résultat d’existence globale dans le cas inhomogène est dû à Ukai [70, 71].
Son contexte est le suivant : il se place dans le cadre d’une perturbation autour de l’équilibre

f0 = M(1 + g0) (1.1.3.1)

avec M := M1,0,1 avec la notation (1.1.2.10) et g0 une perturbation initiale satisfaisant
certaines propriétés de régularité et de petitesse. Il obtient alors le résultat suivant :
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Théorème 1.1.2. Soit g0 ∈ Hl,k pour l > d/2 et k > d/2 + 1 tel que ‖g0‖l,k ≤ a0 avec

Hl,k := {g ≡ g(., v) | ‖g‖l,k := sup
v

(1 + |v|k)‖M1/2g(., v)‖Hl
x
< +∞} (1.1.3.2)

pour a0 suffisamment petit.
Alors il existe une unique solution globale f = M(1 + g) avec g ∈ L∞(R+, Hl,k) ∩

C(R+, Hl,k) à l’équation de Boltzmann avec données initiales g|t=0 = g0.

À ce jour, la théorie la plus complète pour laquelle on obtient des résultats d’existence
pour l’équation de Boltzmann sans hypothèse sur la taille des données initiales est celle
des solutions renormalisées dûe à DiPerna-Lions [33].

Définition 1.1.1. On dit que f ∈ C([0,+∞[;L1(Rd × Rd)), fonction positive, est une
solution renormalisée de l’équation de Boltzmann si

Q(f, f)√
1 + f

∈ L1
loc([0,+∞[×Rd ×Rd) (1.1.3.3)

et pour tout β ∈ C1([0,+∞[) tel que |β′(Z)| ≤ C√
1 + Z

pour tout Z ≥ 0, on a

∂tβ(f) + v · ∇xβ(f) = β′(f)Q(f, f) (1.1.3.4)

au sens des distributions sur ]0,+∞[×Rd ×Rd.

On note que si Q(f, f) ∈ L1
loc(]0,+∞[×Rd × Rd) alors il y a équivalence entre les

notions de solution au sens des distributions et solutions renormalisées. Ainsi, cette notion
de solution est plus générale. DiPerna et Lions ont alors établi le résultat suivant :

Théorème 1.1.3. Supposons que la section efficace b satisfasse l’hypothèse suivante

∀R > 0, (1 + |v|2)−1

∫
|v1|≤R

∫
Sd−1

b(v − v1, σ)dσdv1 −→
|v|→+∞

0. (1.1.3.5)

Soit f0 = f0(x, v) telle que

f0 ≥ 0,

∫
Rd

∫
Rd

f0(x, v)(1 + |x|2 + |v|2 + | log f0(x, v)|)dxdv < +∞. (1.1.3.6)

Alors il existe f ∈ C0([0,+∞[, L1(Rd ×Rd)) telle que f(0, ., .) = f0 et f est une solution
renormalisée de (1.1.1.1).

Pour plus de références concernant la théorie de Cauchy, nous renvoyons à la revue
de Villani [74].

1.1.4 Le modèle BGK

Ces modèles ont été introduits en 1954 par Bathnagar, Gross et Krook dans [16].
Afin de justifier leur introduction, revenons un instant à l’équation de Boltzmann. On note
que, grâce à la fonction de distribution, en intégrant en v on peut retrouver des quantités
macroscopiques. On définit ainsi la densité locale ρ, la vitesse macroscopique locale u et la
température locale T par

(ρ, ρu, ρ|u|2 + dρT )(t, x) =

∫
Rd

(1, v, |v|2)f(t, x, v)dv. (1.1.4.1)
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Lorsque l’on considère l’équation

∂tfε + v · ∇xfε =
Q(fε, fε)

ε
(1.1.4.2)

où ε est le libre parcours moyen, on obtient formellement la convergence de fε vers une
Maxwellienne de paramètre ρ(t, x), u(t, x), T (t, x), des fonctions qui vérifient le système
d’Euler suivant : 

∂tρ+ divx(ρu) = 0
∂t(ρu) + divx(ρu⊗ u+ ρT I) = 0
∂t(ρ|u|2 + dρT ) + divx(ρ|u|2u+ (d+ 2)ρTu) = 0.

(1.1.4.3)

À ce jour, la preuve rigoureuse de ce problème de relaxation est encore ouverte même si des
résultats partiels ont été obtenus comme par exemple dans le cas d’Euler incompressible
avec des données initiales “bien préparées” pour les équations asymptotiques ou encore
des solutions de l’équation de Boltzmann avec des estimations a priori non uniformes
additionnelles (voir [66] pour un état de l’art à ce sujet).

Toutefois, seules certaines propriétés sont indispensables pour pouvoir espérer obtenir
la limite hydrodynamique. C’est là l’essence même de l’idée du modèle BGK qui consiste
à remplacer l’équation de Boltzmann par un modèle plus simple qui redonne la même
configuration d’équilibre. L’équation est la suivante

∂tf + v · ∇xf =
Mf − f

ε
(1.1.4.4)

avec Mf = Mρ,u,T où ρ, u, T sont définies dans (1.1.4.1). Ce modèle a ainsi pour carac-
téristique de posséder les mêmes propriétés de conservation de la masse, de quantité de
mouvement et d’énergie et propriété d’entropie. Perthame a par la suite établi l’existence
et la stabilité de solutions globales satisfaisant une relation d’entropie pour ce modèle BGK
dans [61].

Ces modèles ont ensuite été généralisés et étendus au contexte des lois de conservation
scalaires par Lions, Perthame et Tadmor [55] permettant ainsi de construire des équations
cinétiques adaptées à d’autres systèmes hydrodynamiques. Nous développerons ce point
dans la Section 1.3.

1.2 Limite de Boltzmann-Grad

Le contexte cinétique général dans lequel vont s’inscrire nos résultats étant posé, nous
pouvons à présent présenter le cadre du premier changement d’échelle traité. Il s’agit d’un
passage de l’échelle microscopique à l’échelle mésoscopique : partant des lois de Newton,
on obtient l’équation de Boltzmann.

Ce résultat fait office de référence historique dans cette problématique de changements
d’échelle abordée précédemment. En effet, dans son célèbre sixième problème posé lors du
Congrès International des Mathématiciens en 1900 à Paris, Hilbert a émis l’idée suivante :
dans le contexte de la dynamique des gaz, lorsque l’on cherche à passer de l’échelle mi-
croscopique à l’échelle macroscopique, on devrait pouvoir utiliser à l’échelle mésoscopique
l’équation de Boltzmann. Le premier à avoir effectivement obtenu un résultat concernant
la première transition est Lanford en 1975 [54].
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1.2.1 Le résultat de Lanford

Partant d’un système de sphères dures, Lanford a obtenu rigoureusement la dérivation
de l’équation de Boltzmann. Le modèle des sphères dures est le suivant : on considère N
sphères de rayon ε dans l’espace Rd ayant pour positions (x1, x2, . . . , xN ) dans RdN et
pour vitesses (v1, v2, . . . , vN ) dans RdN . On note zi := (xi, vi) pour tout i et on pose
ZN := (z1, . . . , zN ). Alors, d’après les lois de Newton on a, ∀1 ≤ i ≤ N ,

dxi
dt

= vi,

dvi
dt

= 0,
(1.2.1.1)

sur le domaine DNε := {ZN ∈ R2dN |∀i 6= j, |xi − xj | > ε} et si |xi − xj | = ε,

vini = vouti − νi,j · (vouti − voutj )νi,j ,

vinj = voutj + νi,j · (vouti − voutj )νi,j
(1.2.1.2)

avec νi,j =
(xi − xj)
|xi − xj |

. Cela correspond à la description suivante : les particules se déplacent

librement jusqu’à ce qu’elles se cognent et rebondissent alors selon les lois de la réflexion
élastique.

Bien que les idées principales de la preuve soit dûes à Lanford, la preuve a été com-
plétée de façon rigoureuse récemment par Gallagher, Saint-Raymond et Texier [39] et Pul-
virenti, Saffirio et Simonella [64] dans le contexte des sphères dures et étendue au cas des
potentiels à courte portée. Dans ce dernier cas, les lois de Newton prennent alors la forme
suivante : 

dxi
dt

= vi,

dvi
dt

= −1

ε

∑
j 6=i
∇Φ

(
xi − xj

ε

)
,

(1.2.1.3)

avec le potentiel Φ : Rd → R à support compact dans la boule unité de Rd, radial et
singulier en 0.

Théorème 1.2.1. On considère un système de N particules interagissant

• comme des sphères dures de diamètre ε,

• ou via un potentiel répulsif Φε à support dans B(0, ε), radial, singulier en 0.

Soit f0 : R2d → R+ une densité de probabilité continue telle que

‖f0 exp

(
β

2
|v|2
)
‖L∞(Rd

x×Rd
v) < exp(−µ) (1.2.1.4)

pour β > 0, µ ∈ R.

Supposons que les N particules soient initialement identiquement distribuées selon f0

et “indépendantes” (i.e. les corrélations disparaissent asymptotiquement). Alors, il existe
T ∗ > 0 (dépendant seulement de β et µ) tel que, dans la limite Boltzmann-Grad N →
∞, Nεd−1 = 1, la fonction de distribution à une particule converge uniformément sur
[0, T ∗] × R2d vers la solution de l’équation de Boltzmann (1.1.1.1), où b est une section
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efficace localement bornée dépendant implicitement de Φ, avec f0 pour donnée initiale. Dans
le cas des sphères dures, la section efficace est donnée par

b(v − v1, ν) = ((v − v1) · ν)+ (1.2.1.5)

La preuve de ce résultat étant très technique, nous n’en donnerons pas ici d’idée mais
nous renvoyons le lecteur à la Section 2.2.2 pour une esquisse de celle-ci. L’une des limites de
ce résultat est qu’il n’est valable qu’en temps court. En effet, dans la preuve, l’une des bornes
utilisées devient rapidement divergente car dans la stratégie développée les phénomènes de
compensation entre le terme de gain et le terme de perte sont complètement négligés.
Toutefois, Bodineau, Gallagher et Saint-Raymond [17] ont su dépasser cette limitation, en
se plaçant dans le cadre d’un équilibre perturbé.

1.2.2 Le cas linéaire

Le contexte associé au cas d’un équilibre perturbé est le suivant : dans le cadre des
sphères dures, on pose

f0
N (ZN ) := MN,β(ZN )ρ0(x1) (1.2.2.1)

avec ρ0 une densité de probabilité continue sur Td, MN,β une mesure de Gibbs définie
comme suit : pour β > 0,

MN,β(ZN ) :=
1

ZN

(
β

2π

)dN/2
exp(−βHN (VN ))1DNε (ZN ) (1.2.2.2)

avec HN (VN ) :=
1

2

N∑
i=1

|vi|2 et ZN la fonction de partition et facteur de normalisation. Les

données initiales sont donc aléatoires. Nous reviendrons sur le choix particulier de (1.2.2.1)
en fin de section.
On pose

f
(1)
N (t, x, v) :=

∫
Td(N−1)×Rd(N−1)

fN (t, ZN )dZ2 . . . dZN

où fN est la fonction de distribution des N particules.

Théorème 1.2.2. On considère la distribution initiale f0
N définie dans (1.2.2.1). Alors la

distribution f
(1)
N (t, x, v) de la particule marquée converge sous le scaling Boltzmann-Grad

Nεd−1 = 1 quand N → ∞ vers Mβ(v)ϕ(t, x, v) où ϕ(t, x, v) est solution de l’équation de
Boltzmann linéaire

∂tϕ+ v · ∇xϕ = −Lϕ (1.2.2.3)

avec
Lϕ :=

∫ ∫ [
ϕ(v)− ϕ(v′)

]
Mβ(v1)((v − v1) · ν)+dv1dν

et

Mβ(v) :=

(
β

2π

)d/2
exp

(
−β

2
|v|2
)
,

β > 0, avec ρ0(x1) pour donnée initiale.

La preuve de ce résultat repose certes sur les idées de Lanford mais également sur une
étude fine du processus de branchement associé aux arbres de collisions (nous définirons
précisément cette notion dans la section 2.2.2) permettant d’obtenir des estimations précises
nécessaires au prolongement en temps.
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1.2.3 Le cas d’un potentiel à portée infinie

Dans les résultats mentionnés précédemment, au niveau microscopique le champ d’ac-
tion d’une particule, que ce soit dans le cas des sphères dures ou des potentiels à courte
portée, est toujours limité. Ainsi, des particules éloignées n’interagissent pas. Le cas que
nous traitons à présent est sensiblement différent car il prend en considération des poten-
tiels à portée infinie. Nous avons ainsi réussi à établir que dans ce cas de figure, on dérive
l’équation de Boltzmann sans cut-off.

L’équation de Boltzmann sans cut-off

Comme mentionnée précédemment, la section efficace apparaissant dans l’opérateur
de collision est une fonction qui ne dépend que de la vitesse relative |v− v1| et de cos θ où
θ est l’angle de déviation. Par abus de notation, on notera b(v − v1, σ) = b(|v − v1|, cos θ).
La dénomination est alors la suivante : on parle de Boltzmann sans cut-off quand la section
efficace présente une singularité angulaire non intégrable i.e. quand b n’est pas intégrable
par rapport à θ et de Boltzmann avec cut-off dans le cas contraire.
Un exemple typique est le cas des inverses de puissance. En effet, Maxwell a établi que le
noyau de collision pouvait être calculé en fonction d’un potentiel d’interaction Φ. Ainsi,

pour Φ(r) =
1

rs−1
, s > 2,

b(|v − v1|, cos θ) = q(cos θ)|v − v1|γ , (1.2.3.1)

avec γ =
s− (2d− 1)

s− 1
et q définie de façon implicite, régulière localement et présentant la

singularité suivante pour θ → 0,

(sin θ)d−2q(cos θ) ∼ Kθ−1−ν , avec ν > 0. (1.2.3.2)

De façon générale, la singularité non intégrable dans le noyau de collision angulaire q est
un effet du très grand nombre de collisions rasantes, dans les faits ce sont des collisions
très peu déviées. Une telle singularité apparaît dès lors que les forces impliquées sont à
portée infinie et ce quelle que soit la vitesse de décroissance à l’infini. Une conséquence de
ce phénomène est alors que pris séparément les termes de gain et de perte constituent des
intégrales divergentes.

Pendant de nombreuses années, l’hypothèse de “cut-off angulaire de Grad”, consistant
donc à postuler que le noyau de collision est intégrable par rapport à la variable angulaire,
a été nécessaire pour établir une théorie de Cauchy (voir les références de la Section 1.1.3).
Pourtant, intuitivement lorsque l’on regarde l’opérateur∫

b(v − v1, σ)
[
f ′f ′1 − ff1

]
dv1dσdv (1.2.3.3)

près de la singularité, on a (v′1, v
′) ' (v1, v). On peut alors espérer que le terme [f ′f ′1 − ff1]

“absorbe” la singularité, en d’autres termes, exploiter ces phénomènes de compensation
entre les termes de gain et de perte.

Historiquement, le premier résultat d’existence dans le cas de l’équation de Boltz-
mann sans cut-off est dû à Arkeryd et al. en 1981 [8] dans le cas homogène en espace.
Depuis, un nombre considérable de résultats ont été obtenus. On citera les résultats ré-
cents de Alexandre et Villani [7] qui prouvent l’existence de solutions renormalisées avec
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“defect measures”, dans le cadre de perturbation autour de l’équilibre la série de travaux de
Alexandre, Morimoto, Ukai, Xu et Yang [3, 4, 5, 6] qui établissent une théorie satisfaisante
sur le caractère bien posé et la régularité des solutions classiques, des résultats du même
type ayant été obtenus de façon indépendantes au même moment par une approche dif-
férente, notamment des espaces fonctionnels différents, par Gressman et Strain [44] (pour
plus de références voir [5]).

Remarque 1.2.1. On notera que l’une des propriétés importantes de l’équation de Boltz-
mann sans cut-off est un effet régularisant des collisions rasantes sur les solutions, effet
absent lorsque la section efficace est intégrable (la solution pouvant dans ce cas être au
mieux aussi régulière que les données initiales).

Dérivation de l’équation de Boltzmann sans cut-off

On s’intéresse donc à un potentiel à portée infinie satisfaisant les hypothèses suivantes :

Hypothèse 1.2.1. Φ : Rd\{0} → R+
∗ est une fonction radiale, positive et décroissante qui

tend vers zéro à l’infini et présente une singularité en 0 de type divergence de loi puissance.
Cela implique

x
(

Φ−1
(x

4

))2
−→
x→∞

+∞ (1.2.3.4)

et ∣∣Φ′ ◦ Φ−1
∣∣ ≥ Id. (1.2.3.5)

De plus, ∇Φ est une fonction Lipschitzienne à décroissance rapide telle que

log (log | log |∇Φ(x)||) ≥ λ (1 + |x|2(d−1)) (1.2.3.6)

avec λ une constante à choisir.

Le contexte de ce changement d’échelle étant posé, nous pouvons à présent énoncer l’un
des principaux résultats obtenus dans cette thèse.

Théorème 1.2.3. Considérons la donnée initiale

f0
N (ZN ) := MN,β(ZN )ρ0(x1) (1.2.3.7)

avec ρ0 une densité de probabilité continue sur Td, MN,β une mesure de Gibbs définie
comme suit : pour β > 0,

MN,β(ZN ) :=
1

ZN

(
β

2π

)dN/2
exp(−βHN (ZN )) (1.2.3.8)

avec HN (ZN ) :=
1

2

N∑
i=1

|vi|2 +
∑

1≤i≤j≤N
Φ

(
xi − xj

ε

)
et

ZN :=

∫
TdN×RdN

(
β

2π

)dN/2
exp (−βHN (ZN )) dZN . (1.2.3.9)

Soit Φ un potentiel satisfaisant l’hypothèse 1.2.1.
Alors la distribution de la particule marquée f (1)

N (t, x, v) converge dans D′(Td ×Rd)
quand N tend vers l’infini sous le scaling Boltzmann-Grad Nεd−1 = 1 vers Mβ(v)h(t, x, v)
où h(t, x, v) est solution de l’équation linéaire de Boltzmann sans cut-off.
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L’une des difficultés intrinsèque à notre contexte est que l’usage seul de la stratégie de
Lanford ne peut être suffisant. En effet, celle-ci néglige les phénomènes de compensation
entre les termes de gain et de perte qui sont cruciaux dans le cas de l’équation de Boltzmann
sans cut-off. Ainsi, il semble naturel de se placer dans le cadre d’une perturbation autour
de l’équilibre comme dans [17]. L’idée ici est de séparer artificiellement le potentiel en
deux parties : une partie “portée modérée” où les techniques usuelles s’appliqueront et une
partie longue portée pour laquelle il faudra utiliser de nouveaux arguments (voir section
2.4). L’absence de borne sur b ne permet pas d’obtenir de contrôle sur le processus de
branchement par des arguments de type Cauchy-Kowaleski, ce qui est compensé par les
estimations a priori venant du principe du maximum et la procédure de pruning introduite
dans [17].

Remarque 1.2.2. (i) Un premier résultat partiel avait été obtenu par Desvillettes et
Pulvirenti [31] en 1999 établissant une dérivation de l’équation de Boltzmann sans
cut-off dans la limite Boltzmann-Grad en partant d’une particule se déplaçant dans
un environnement figé distribué de façon aléatoire selon un processus de Poisson et
interagissant via des inverses de puissance. Notons que la portée des interactions était
finie à N fixé et infinie asymptotiquement.

(ii) Les hypothèses sur notre potentiel ne sont sans doute pas optimales. Il semble que
pour obtenir une dérivation pour des potentiels à décroissance plus raisonnables, une
approche différente soit nécessaire.

Ainsi, pour ce problème, l’aléa réside uniquement dans les données initiales dont la
distribution est (1.2.3.7). Nous tenons ici à insister sur le point suivant : l’aléa peut parfois
permettre de gagner sur certains aspects. En effet, le résultat originel de Lanford utilisait
déjà beaucoup l’aléa en exploitant la structure des données initiales aléatoires. Ici, en
partant d’un équilibre perturbé, on a encore un gain supplémentaire par rapport à Lanford
en établissant des estimations a priori. Celles-ci, combinées à d’autres nouvelles techniques,
permettent alors d’étendre la preuve à un intervalle quelconque.

1.3 Formulations cinétiques de lois de conservation scalaires
stochastiques

Nous nous tournons à présent vers notre second changement d’échelle. Il peut être
vu en un certain sens comme la continuité du résultat précédent. En effet, nous étions
finalement arrivés à l’échelle mésoscopique à l’équation de Boltzmann. On rappelle que
le premier modèle BGK ayant été introduit était une version simplifiée de l’équation de
Boltzmann. On choisit alors cette fois de partir de l’échelle mésoscopique avec un modèle
BGK généralisé afin de passer à l’échelle macroscopique. Le choix d’aléa adopté est différent
du précédent car, ici, l’équation étudiée comportera également un terme aléatoire. Celui-ci
peut alors s’interpréter de la façon suivante : une force extérieure dont on ne connaît pas
précisément les effets agit en plus sur les particules. On traduit alors cette méconnaissance
en dotant la force agissant sur le système d’une composante aléatoire. On obtient alors à
l’échelle macroscopique une loi de conservation avec un terme de forçage. De façon générale,
une loi de conservation est, comme son nom l’indique, une équation qui assure la conserva-
tion d’une des quantités physiques du système. Notre deuxième transition concerne donc le
passage d’un modèle BGK à une loi de conservation. Dans cette partie, après un panorama
historique sur ce type de transition, nous énonçons notre résultat.
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Remarque 1.3.1. Une autre question naturelle, en lien avec le premier chapitre, pour-
rait être, dans le cas de ce modèle BGK stochastique, de se demander s’il l’on est capable
de “dériver”, même formellement, l’équation aux dérivées partielles stochastiques que l’on
va étudier à partir d’un modèle microscopique. En d’autres termes, essayer de faire appa-
raitre ce bruit au niveau mésoscopique. Le point de vue adopté devient alors le suivant :
on peut voir cette “force aléatoire” comme une fluctuation de la dynamique microscopique
autour de la dynamique déterministe, un peu comme un terme d’erreur qu’on obtiendrait
à l’ordre supérieur dans le développement asymptotique qui permet de dériver l’équation
déterministe.

1.3.1 Le cas déterministe

Nous commençons tout d’abord par définir de façon rigoureuse la notion de loi de
conservation. Une loi de conservation scalaire est une équation de la forme

∂tu+

d∑
i=1

∂xiFi(u) = 0, u(t, x) ∈ Rk, t ∈ R, x ∈ Rd, (1.3.1.1)

où F représente le flux. On parle de loi de conservation scalaire lorsque k = 1. Comme
mentionné en fin de section 1.1.4, des modèles BGK adaptés à de telles équations ont été
introduits par Perthame et Tadmor [63]. On considère la loi de conservation suivante :

∂tu(t, x) +
d∑
i=1

∂xiAi(u(t, x)) = 0, t ∈ R+, x ∈ Rd, (1.3.1.2)

avec Ai ∈ C1 et u(0, x) = u0(x) pour condition initiale. On s’intéresse alors à l’équation
cinétique suivante : pour tout (t, x, v) ∈ R+ ×Rd ×R,

[∂t + a(v) · ∂x] fε(t, x, v) =
1

ε

[
χuε(t,x)(v)− fε(t, x, v)

]
, (1.3.1.3)

avec uε(t, x) =

∫
R
fε(t, x, v)dv, ai = A′i et χu(v) =

{
sgn u si (u− v)v ≥ 0,
0 sinon.

Perthame et Tadmor établissent le résultat suivant :

Théorème 1.3.1. Soit fε(0, x, v) = f0
ε (x, v) ∈ L1(Rv;L

1 ∩ L∞(Rd
x)). Alors il existe une

solution à l’équation (1.3.1.3) notée fε ∈ L∞(R+
t ;L1(Rd

x ×Rv)).
Supposons que fε(0, x, v) ∈ L1(Rv;L

1 ∩ L∞(Rd
x)) est telle que

uε(0, x) =

∫
Rv

fε(0, x, v) −→ u0(x) dans L1(Rd
x). (1.3.1.4)

Alors, quitte à extraire, (uε)ε>0 converge vers l’unique solution entropique de (1.3.1.2) notée
u, i.e. on a ∫

Rv

fε(t, x, v) −→ u(t, x) dans L∞([0, T ];L1(Rd
x)). (1.3.1.5)

De plus, dans le cas de la dimension d = 1, pour fε ∈ L∞(R+
t ;L1(Rv;L

1 ∩ L∞(Rx)))
solution de (1.3.1.3) telle que (1.3.1.4) est satisfait, alors, quitte à extraire, (uε)ε>0 converge
fortement dans Lploc(Rx × R+

t ), p < ∞, vers l’unique solution entropique de la loi de
conservation (1.3.1.2) avec pour donnée initiale u(0, x) = u0(x).
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Remarque 1.3.2. Dans le cadre des équations aux dérivées partielles, il existe plusieurs
notions de solutions : les solutions fortes, qui correspondent aux solutions classiques, et
les solutions faibles, i.e. les solutions au sens des distributions. Or, dans ce dernier cas,
il existe parfois plusieurs solutions faibles à un même problème. La condition d’entropie
permet ici de sélectionner une unique solution parmi les autres, la “bonne” solution qui
correspond à la solution physique.

La preuve du Théorème 1.3.1 repose sur une utilisation de la compacité BV dans le
cas multidimensionnel et de la compacité par compensation dans le cas de la dimension 1.

Il existe des variantes de ce modèle BGK : avec des conditions aux bords [60, 12], avec
un flux en la variable d’espace discontinu [15] ou encore avec un scaling champ fort [14],
etc . . . C’est ce dernier cas qui va nous intéresser par la suite.

Dans [14], Berthelin, Poupaud et Mauser introduisent le modèle suivant :

∂tfε + divx(a(x, v)fε) +
F (x)

ε
∂vfε =

χuε − fε
ε

, (t, x, v) ∈ R×Rd ×R (1.3.1.6)

avec a : Rd×R→ Rd et F : Rd → R. Ils obtiennent alors la relaxation de ce modèle vers
la loi de conservation suivante :

∂tu+ divxB(x, u) = 0, (1.3.1.7)

avec B(x, u) =

∫ u

0

∫ +∞

0
a(x, v + F (x)ρ)e−ρdρdv. Plusieurs nouveautés découlent alors de

ce modèle. Tout d’abord, c’est le premier modèle avec un flux dépendant de x à établir
une convergence vers une loi de conservation. De plus, la loi de conservation obtenue est

différente de l’habituelle où B serait remplacé par A(x, u) =

∫ u

0
a(x, ρ)dρ. Enfin, l’équilibre

thermodynamique associé est modifié et fε ne converge plus vers une Maxwellienne χu mais
vers une Maxwellienne modifiée. En effet, on observe qu’en passant formellement à la limite
ε→ 0 dans (1.3.1.6), on obtient

F (x)∂vf = χu − f.

Il faut noter que dans ce contexte une hypothèse additionnelle est alors nécessaire pour
établir une convergence. On suppose que(∫

R
|fε(t, x, v)|dv

)
ε>0

est bornée dans L∞(]0,+∞[×Rd). (1.3.1.8)

1.3.2 Le cas stochastique

Passons à présent au cas stochastique. Comme expliqué précédemment, l’aléa introduit
ici peut s’interpréter comme une force méconnue agissant sur les particules. On traduit
cette méconnaissance sous la forme de bruit ajouté à l’équation. De nombreuses possibilités
existent quant à la forme du bruit adopté. Nous avons ici choisi de présenter le cas d’un bruit
pris sous la forme d’un mouvement Brownien. Le mouvement Brownien, ou processus de
Wiener, est une description mathématique du mouvement aléatoire d’une “grosse” particule
immergée dans un fluide et qui n’est soumise à aucune autre interaction que des chocs avec
les “petites” molécules du fluide environnant. Cela a alors pour effet un mouvement très
irrégulier, et surtout aléatoire, de la grosse particule. Il est ainsi très souvent utilisé dès lors
que l’on veut introduire de l’aléa. Cette définition du Brownien est tout à fait indépendante
de la dynamique que l’on considère par la suite.
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Des lois de conservation avec forçage stochastique

On s’intéresse à présent à des équations de la forme

du+ div(g(u))dt = h(u)dWt, (1.3.2.1)

où Wt est un mouvement Brownien. L’un des premiers résultats obtenus dans ce cadre
concernant le problème de Cauchy est dû à Holden et Risebro [48]. Ils établissent l’existence
presque sûre d’une solution faible à une loi de conservation avec forçage stochastique dans
le cas de la dimension 1 :

du+ ∂xf(u)dt = h(t, x)dWt + g(u)dWt. (1.3.2.2)

Plus tard, Kim [51] développe une méthode de compacité par compensation et prouve
ainsi, via des méthodes d’approximation par viscosité, l’existence d’une solution entropique
stochastique à l’équation

du+ ∂xf(u) = h(t, x)dWt, (t, x) ∈ (0, t)×R. (1.3.2.3)

Vallet et Wittbold [72] étendent alors le résultat de Kim valable pour un bruit additif au
problème de Dirichlet multidimensionnel, tandis que Feng et Nualart [36], eux, étendent
ce résultat au cas d’un bruit multiplicatif

du+ divf(u)dt =

∫
z∈Z

σ(., u, z)dW̃ (t, z), (1.3.2.4)

où W̃ (t, dz) est un bruit blanc gaussien espace temps.
Plus récemment, Debussche et Vovelle [30] en introduisant la notion de formulation ciné-
tique dans le cadre stochastique établissent l’existence et l’unicité d’une solution cinétique.
Ils complètent alors le résultat de Feng et Nualart valable uniquement en dimension 1, les
notions de solution entropique stochastique et solution cinétique stochastique étant équi-
valentes. Pour terminer notre panorama, on citera également le papier de Bauzet, Vallet
et Wittbold [11] qui prouvent l’existence et l’unicité de solution entropique stochastique
pour une loi de conservation scalaire avec un bruit multiplicatif

du− div(f(u))dt = h(u)dWt (1.3.2.5)

sous des hypothèses plus faibles que leurs prédécesseurs.

L’un des points communs dans la plupart des papiers précédents est un recours à
une approximation par viscosité pour établir l’existence de solutions. Le premier résultat
faisant appel à une approximation BGK est dû à Hofmanova [47].

Dérivation à partir d’un modèle BGK stochastique

On considère à présent la loi de conservation scalaire avec forçage stochastique

du+ div(A(u))dt = Φ(u)dWt, t ∈]0, T [, x ∈ Td, (1.3.2.6)

avec pour donnée initiale u(0) = u0. Le modèle stochastique BGK associé est alors le
suivant

dFε + a(v) · ∇Fεdt =
1uε>v − Fε

ε
dt− ∂vFεΦdWt −

1

2
∂v(G

2(−∂vFε))dt, (1.3.2.7)
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avec Fε(0) = F 0
ε et où Fε = fε + 10>v et uε(t, x) :=

∫
R
fε(t, x, v)dv. On fait alors les

hypothèses suivantes :

A = (A1, . . . , AN ) : R→ Rd est de classe C4,η et à croissance polynomiale (1.3.2.8)

pour η > 0 et on note a sa dérivée première a = (a1, . . . , aN ).
W est un processus de Wiener de dimension l défini comme suit

W (t) =
l∑

i=1

βk(t)ek (1.3.2.9)

où (βk)
l
k=1 sont des mouvements Browniens mutuellement indépendants, (ek)

l
k=1 une base

orthonormale de H un espace de Hilbert de dimension finie.
Pour chaque u ∈ R,

Φ(u) : H → L2(Td) est défini par Φ(u)ek = gk(u) (1.3.2.10)

avec

gk(., u) régulière surTd, de classe C4,η à croissance linéaire et à dérivée de tout ordre bornée.
(1.3.2.11)

On suppose que
gk(x, 0) = 0, x ∈ Td, k = 1, . . . , l, (1.3.2.12)

G2(x, v) =

l∑
k=1

|gk(x, v)|2 ≤ C, (1.3.2.13)

et
u0 ∈ Lp(Ω;Lp(Td)) (1.3.2.14)

avec (Ω,F ,P) un espace probabilisé. Hofmanovà obtient alors le résultat suivant :

Théorème 1.3.2. Sous les hypothèses (1.3.2.8), (1.3.2.9), (1.3.2.10), (1.3.2.11), (1.3.2.12),
(1.3.2.13) et (1.3.2.14), pour tout ε > 0, il existe Fε ∈ L∞(Ω × [0, T ] × Td) qui est une
solution faible du modèle BGK stochastique (1.3.2.7) avec condition initiale F0 = 1u0>v. De
plus, quitte à extraire, (fε)ε>0 converge dans Lp(Ω× [0, T ]×Td ×R) pour tout p ∈ [1,∞[
vers la fonction équilibre χu où u est l’unique solution cinétique de la loi de conservation
stochastique (1.3.2.6). Enfin, quitte à extraire, la densité locale (uε)ε>0 converge vers la
solution cinétique u dans Lp(Ω× [0, T ]×Td), pour tout p ∈ [1,∞[.

1.3.3 Le cas stochastique avec un scaling champ fort

Ainsi, on peut à présent énoncer le deuxième résultat de ce manuscrit qui se place
dans le cadre de la présence à la fois d’un champ fort mais également d’un terme de forçage
stochastique. On introduit le modèle suivant

dFε + a(x, v) · ∇Fεdt+
Λ(x)

ε
∂vFεdt =

1uε>v − Fε
ε

dt− ∂vFεΦdWt −
1

2
∂v(G

2(−∂vFε))dt,
(1.3.3.1)

On considère la fonction

a = (a1, . . . , ad) : Td ×R→ Rd de classe C3,µ (1.3.3.2)
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satisfaisant pour tout x ∈ Td, v ∈ R,

0 ≤ div(a(x, v)). (1.3.3.3)

Supposons également que

Λ : Td → R est une fonction positive de classe C4,µ. (1.3.3.4)

et enfin que

a(x, ·) ∈ L1(R) et ∂vgk(x, ·) ∈ L1(R). (1.3.3.5)

On remarque que dès lors que a et gk sont à support compact en v, (1.3.3.5) est satisfaite.
De façon similaire au cas déterministe, on se placera dans le cas avec l’hypothèse addition-
nelle : (∫

R
|fε(ω, t, x, v)|dv

)
ε>0

est bornée dans L∞(Ω× [0, T ]×TN ) (1.3.3.6)

avec fε := Fε − 10>v.

Théorème 1.3.3. Sous les hypothèses (1.3.2.9), (1.3.2.10), (1.3.2.11), (1.3.2.12), (1.3.3.2),
(1.3.3.3), (1.3.3.4), (1.3.3.5), pour tout ε > 0, il existe une solution faible au modèle BGK
stochastique avec champ fort (1.3.3.1) notée Fε ∈ L∞(Ω× [0, T ]×Td ×R) avec condition
initiale F0 = 1u0>v pour u0 ∈ Lp(Ω;Lp(Td)) pour tout p ∈ [1,∞[.
De plus, sous l’hypothèse additionnelle (1.3.3.6), Fε converge faiblement-* L∞(Ω× [0, T ]×
Td ×R) vers Mu où Mu est une Maxwellienne modifiée associée à u avec u une solution
faible de la loi de conservation scalaire avec forçage stochastique

du+ div(B(x, u))dt = C(x, u)dWt, (1.3.3.7)

avec

B(x, u) =

∫ u

−∞

∫ +∞

0
a(x, v + ρΛ(x))e−ρdρdv (1.3.3.8)

et

C(x, u) =

∫ u

−∞

∫ +∞

0
∂vΦ(v + ρΛ(x))e−ρdρdv. (1.3.3.9)

En outre, u satisfait des inégalités d’entropie analogues aux inégalités de Krushkov (3.4.3.1).

Les techniques adoptées pour établir ce résultat seront similaires à celles développées
par Debussche et Vovelle [30] et Hofmanovà [47]. Ainsi, le cœur de la preuve consistera à
prouver la convergence vers une nouvelle formulation cinétique associée à la loi de conser-
vation scalaire (1.3.3.7) faisant apparaitre dans notre cas également une Maxwellienne
modifiée. On pourra ainsi en déduire, en présence d’une hypothèse additionnelle, l’exis-
tence d’une solution faible à la loi de conservation scalaire avec forçage stochastique.

Ainsi, pour ce changement d’échelle étudié, l’aléa est distribué sur tout l’intervalle de
temps.
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1.4 Lemmes de moyenne à vitesses discrètes aléatoires

Le changement d’échelle qui suit se situe au même niveau que celui présenté dans la
section précédente : c’est un passage de l’échelle mésoscopique à l’échelle macroscopique.
Toutefois, on part cette fois d’une équation différente associée au domaine des transferts
radiatifs. Dans cette partie, le choix de l’aléa considéré se fait dans le but de restaurer
une propriété perdue dans un cas particulier. En effet, dans toutes ces problématiques de
changement d’échelle, il faut souvent établir certaines propriétés de régularité pour obtenir
les transitions. Un outil classique pour ce faire est ce qu’on appelle un lemme de moyenne.
Un lemme de moyenne établit la régularité d’une quantité correspondant à une moyenne.
Or, dès lors que l’on se place dans un cas où l’espace des vitesses est à cardinal fini, cet
outil n’est plus valable. En travaillant avec un ensemble de vitesses fini mais tirées de façon
aléatoire selon une certaine loi, nous établissons dans ce manuscrit qu’on retrouve en fait
cette propriété de régularité. On l’applique alors au changement d’échelle mentionné.

1.4.1 Les lemmes de moyenne dans la littérature

Commençons par présenter les lemmes de moyenne. Ils sont devenus un outil classique
quand il s’agit de s’intéresser à des équations cinétiques. Sous sa forme la plus basique, la
formulation est la suivante :

Théorème 1.4.1. Soit V ⊂ Rd muni de la mesure dµ. On considère une suite de fonctions
fn : Rd × V → Rd. Supposons que

a)
(
fn
)
n∈N est bornée dans L2(Rd × V ),

b)
(
v · ∇xfn

)
n∈N est bornée dans L2(Rd × V ).

Pour tout ψ ∈ C∞c (Rd), on pose

ρn[ψ](x) =

∫
V
fn(x, v)ψ(v) dµ(v).

Alors
(
ρn[ψ]

)
n∈N est bornée dans l’espace de Sobolev H1/2(Rd).

Une conséquence directe de ce lemme est de constater que la suite
(
ρn[ψ]

)
n∈N est

relativement compacte dans L2
loc(R

d) en appliquant le théorème de Rellich. Le premier
résultat de ce type est dû à Bardos, Golse, Perthame et Sentis [10] obtenu dans le cadre
de l’étude d’une équation de transfert radiatif (voir également [1]). Depuis, une multitude
de résultats de ce type ont été obtenus, généralisant le contexte originel en remplaçant L2

par Lp avec p ∈]1,+∞[ et en relaxant (b) en autorisant des dérivées par rapport à v et
une certaine perte de régularité par rapport à x, voir [34, 41, 62] . . . Des versions prenant
en compte des dérivées en temps ou des termes de force ont également été établies comme
par exemple dans [13] ainsi que des versions dans le cadre L1 [42, 9].

Les intérêts de ces lemmes sont multiples. Par la compacité qu’ils impliquent, ils
permettent de faire le lien entre différentes échelles comme par exemple dans le contexte de
l’asymptotique de l’équation de Boltzmann vers Navier-Stokes incompressible [43, 66, 73].
Ils servent également d’arguments cruciaux dans la théorie des solutions renormalisées pour
l’équation de Boltzmann [33] ou de façon plus générale pour prouver l’existence de solutions
à des modèles cinétiques non linéaires comme dans [32] pour le système de Vlasov-Maxwell.
Enfin, ils sont parfois utilisés pour étudier les effets régularisants de certaines équations
[67]. Nous invitons le lecteur à consulter [50, 9] pour un état de l’art sur les lemmes de
moyenne.
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1.4.2 Lemmes de moyennes et vitesses discrètes

Un point crucial non mentionné jusqu’à présent est que l’on ne peut pas obtenir ce
type de résultat pour n’importe quel ensemble de vitesses muni d’une mesure. En effet,
il existe une condition technique nécessaire pour que le résultat soit valable : pour tout
0 < R <∞, on peut trouver CR > 0, δ0 > 0, γ > 0 tels que pour 0 < δ < δ0 et ξ ∈ Sd−1,
on a

mes
({
v ∈ V ∩B(0, R), |v · ξ| ≤ δ

})
≤ CRδγ . (1.4.2.1)

Cette condition est satisfaite dès lors que la mesure dµ est absolument continue par rap-
port à la mesure de Lebesgue, i.e. pour V = Rd ou V = Sd−1 muni de la mesure de
Lebesgue par exemple. Néanmoins, dans le contexte d’ensembles de vitesses discrètes, i.e.
V = {v1, . . . , vN}, N ∈ N∗ et dµ(v) = 1

N

∑N
j+1 δv=Vj , cette condition n’est plus satisfaite.

En effet, il suffit de prendre ξ ∈ Sd−1 orthogonal à l’un des vj pour le constater. Ainsi,
à N fixé, on ne peut plus espérer obtenir un lemme de moyenne. Toutefois, comme établi
par Mischler [59], quand les vitesses discrètes proviennent d’une discrétisation de l’espace,
le lemme de moyenne peut être retrouvé asymptotiquement en faisant tendre le pas de la
grille vers 0. Une question naturelle est alors de quantifier le défaut de régularité à N fixé.
Le résultat suivant, que nous établissons dans ce manuscrit, répond à cette question et
complète ainsi le résultat de Mischler.

Proposition 1.4.1. Soit N ∈ N \ {0}. On définit

AN =

(
1

N
Z
)d
∩ [−0.5, 0.5]d.

Soit f, g ∈ L2(Rd ×AN ) satisfaisant pour tout k ∈ Z,

vk · ∇xf(x, vk) = g(x, vk). (1.4.2.2)

Alors, pour tout ψ ∈ C∞c (Rd), la quantité macroscopique

ρ[ψ](x) =
1

(N + 1)d

∑
k

f(x, vk)ψ(vk)

satisfait
ρ[ψ](x) = Θ[ψ](x) + ∆[ψ](x)

avec
‖Θ[ψ]‖H1/2(Rd) ≤ C et ‖∆[ψ]‖L2(Rd) ≤

C√
N

où C est une constante indépendante de N .

Remarque 1.4.1. Si l’on note N = (N + 1)d le nombre de vitesses dans AN , le défaut de
régularité dans H1/2(Rd) décroît comme N 1/(2d).

Des lemmes de moyennes stochastiques

Lorsque l’on travaille à vitesses discrètes, tout se passe comme si on n’avait “pas
assez” de vitesses en v lorsque l’on considère les dérivées dans (b). Une façon de pallier
ce fait est de tirer les vitesses de façon aléatoire et ensuite de s’intéresser à l’espérance de
ρ[ψ], ce qui moralement reviendrait à regarder un très grand nombre de réalisations. C’est
cette approche que nous avons adopté afin d’établir dans ce manuscrit les deux lemmes de
moyennes stochastiques suivants.
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Théorème 1.4.2. Soit (Ω,A,P) un espace probabilisé. Soit V1, ..., VN des variables aléa-
toires i.i.d., distribuées selon la distribution uniforme continue sur [−0.5, 0.5]d. On pose

dµ =
1

N

N∑
k=1

δ(v = Vk).

Soit f, g ∈ L2(Rd × Rd × Ω, dx dµ(v) dP) satisfaisant pour tout x ∈ Rd, p.t. ω ∈ Ω, et
pour tout k ∈ {1, ...,N }

Vk · ∇xf(x, Vk) = g(x, Vk). (1.4.2.3)

Alors, pour tout ψ ∈ C∞c (Rd), la quantité macroscopique

ρ[ψ](x) :=
1

N

N∑
k=1

f(x, Vk)ψ(Vk) =

∫
Rd

f(x, v)ψ(v) dµ(v)

satisfait Eρ[ψ] ∈ H1/2(Rd).

La deuxième version, elle, s’intéresse à des vitesses tirées de façon aléatoires sur la
sphère.

Théorème 1.4.3. Soit (Ω,A,P) un espace probabilisé. Soit V1, ..., VN des variables aléa-
toires i.i.d., distribuées selon la distribution uniforme sur Sd−1. On pose

dµ =
1

N

N∑
k=1

δ(v = Vk).

Soit f, g ∈ L2(Rd × Rd × Ω, dx dµ(v) dP) satisfaisant pour tout x ∈ Rd, p.t. ω ∈ Ω, et
pour tout k ∈ {1, ...,N }

Vk · ∇xf(x, Vk) = g(x, Vk). (1.4.2.4)

Alors, pour tout ψ ∈ C∞c (Sd−1), la quantité macroscopique

ρ[ψ](x) :=
1

N

N∑
k=1

f(x, Vk)ψ(Vk) =

∫
Rd

f(x, v)ψ(v) dµ(v)

satisfait Eρ[ψ] ∈ H1/2(Rd).

Des extensions de ces résultats au cas Lp, p ∈]1,∞[ et au cas L1 seront également
établi dans les corollaires 4.2.4 et 4.2.5.

1.4.3 Application à l’approximation de Rosseland

On applique les lemmes de moyenne stochastiques énoncés précédemment au cas de
l’approximation de Rosseland, cadre dans lequel les lemmes de moyenne ont fait leur ap-
parition pour la première fois (voir [10]). Le contexte est le suivant : dans le cadre d’études
de transfert radiatif, on s’intéresse à l’évolution de la fonction de distribution de photons
fε(t, x, v) avec t ∈ [0, T ], x ∈ Rd et v ∈ V où V est un ensemble de vitesses continues,
disons V = Sd−1 par exemple, qui satisfait l’équation suivante :

ε∂tfε + v · ∇xfε =
1

ε
σ(ρε)(ρε − fε) (1.4.3.1)
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avec
ρε(t, x) =

∫
V
fε(t, x, v) dµ(v),

et σ une fonction telle que

σ(ρ) = ργΣ(ρ) avec |γ| < 1 et 0 < σ∗ ≤ Σ(ρ) ≤ σ∗ <∞. (1.4.3.2)

Le théorème suivant est alors connu (voir [10]).

Théorème 1.4.4. Soit σ satisfaisant (1.4.3.2). Soit
(
f0
ε

)
ε>0

satisfaisant

sup
ε>0

(∫
Rd

∫
V

(
1 + ϕ(x) + | ln f0

ε |f0
ε

)
dµ(v) dx+ ‖f0

ε ‖L∞(Rd×V )

)
= M0 < +∞

pour une certaine fonction poids telle que lim|x|→+∞ ϕ(x) = +∞. Alors, quitte à extraire, la
solution fε de (4.1.0.1) et ρε convergent vers ρ(t, x) dans respectivement Lp((0, T )×Rd×V )
et Lp((0, T ) ×Rd), pour tout 1 ≤ p < ∞, 0 < T < ∞ où ρ est une solution de l’équation
suivante :

∂tρ− divx(A∇xF (ρ)) = 0 (1.4.3.3)

où A :=

∫
V
v ⊗ vdv, F (z) :=

∫ z

0

du

σ(u)
et avec pour donnée initiale ρ

∣∣
t=0

donnée par la

limite faible dans Lp(Rd) de
∫
V f

0
ε dµ(v) quand ε→ 0.

Le résultat peut être considéré dans un contexte plus général dès lors que (V , dµ) est
un espace mesuré et ∫

V
dµ(v) = 1 et

∫
V
vdµ(v) = 0. (1.4.3.4)

De plus, dans le cas où A est définie positive, la limite asymptotique peut être établie en
utilisant de la compacité par compensation, rendant possible un résultat pour des vitesses
discrètes dans ce cadre. Toutefois, pour A arbitraire, la preuve repose sur une utilisation
des lemmes de moyenne. Ainsi, dans un contexte déterministe, on ne peut espérer adapter
directement les mêmes arguments au cadre de vitesses discrètes. Néanmoins, en utilisant
le théorème 1.4.3, nous établissons le résultat suivant :

Théorème 1.4.5. Soit (Ω,A,P) un espace probabilisé. Soit V1, ..., VN des variables aléa-
toires i.i.d. distribuées selon la loi continue uniforme sur V . Alors, on obtient un ensemble
VN de 2N vitesses dans V en posant VN +j = −Vj, pour tout j ∈ {1, ...,N }. On note la
mesure discrète associée

dµN (v) =
1

2N

2N∑
k=1

δ(v = Vk).

Let fε
∣∣
t=0

= f0
ε ≥ 0 satisfaisant

sup
ε>0,N ∈N

(
E
∫
Rd

∫
V

(1 + ϕ(x) + | ln f0
ε |)f0

ε dµN (v) dx+ ‖f0
ε ‖L∞(Ω×Rd×V )

)
= M0 < +∞.

(1.4.3.5)
Soit fε une solution de l’équation suivante

∂tfε(t, x, Vj) +
1

ε
Vj · ∇xfε(t, x, Vi) =

1

ε2
σ(ρε,N )

[
ρε,N (t, x)− fε(t, x, Vj)

]
, (1.4.3.6)

avec ρε,N (t, x) := 1
2N

∑2N
i=1 fε(t, x, Vj). On suppose que ρ ∈ [0,∞[7→ σ(ρ) est une fonction

positive telle que pour tout 0 < R <∞, il existe σ?(R) > 0 verifiant 0 < 1/σ?(R) ≤ σ(ρ) ≤
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σ?(R) and |σ′(ρ)| ≤ σ?(R) pour tout 0 ≤ ρ ≤ R. Alors Eρε,N converge vers EρN dans
L2((0, T )×Rd) quand ε tend vers 0 avec 0 < T <∞ où EρN est solution de

∂tEρN + div(JN ) = 0,

σ(EρN )JN = −EAN ∇xEρN +O

(
1√
N

)
,

avec AN la matrice d× d à composantes aléatoires définie par

AN :=
1

2N

2N∑
j=1

Vj ⊗ Vj ,

et où EρN

∣∣
t=0

est la limite faible de
∫
Ef0

ε,N dµ(v).

Un tel résultat peut alors être utilisé dans l’analyse de la consistance de schémas
numériques. Dans le cas d’une discrétisation de l’ensemble des vitesses pour une équation
de diffusion associée à un modèle continu, il peut être interprété comme une méthode de
Monte-Carlo revisitée.

Ainsi, l’aléa introduit ici sous une forme originale a pour conséquence de restaurer
une propriété de régularité dans le cas particulier de modèle à vitesses discrètes.

1.5 Changements d’échelle dans le contexte des modèles à
vitesses discrètes

Le changement d’échelle présenté dans cette partie a lui aussi lieu dans un cadre
à vitesses discrètes. On part cette fois de l’échelle microscopique et on s’intéresse à des
systèmes de particules dont les vitesses vivent dans un ensemble de cardinal fini. On se place
dans le cas particulier de modèle en dimension deux à quatre vitesses. Au niveau cinétique,
on s’attendrait à ce que cela corresponde à l’équation de Broadwell, cas particulier de
l’équation de Boltzmann où l’espace de vitesses est à cardinal quatre. Pourtant, Uchiyama
établit dans [68] que de façon générale, on ne dérive pas l’équation de Broadwell. La question
est alors d’établir les modèles limites associé à ce système de particules. L’approche adoptée
dans ce manuscrit a été de questionner les modèles limites en développant et analysant
des simulations numériques. Avant d’exposer les conclusions découlant des simulations,
présentons de façon générale le cadre des modèles à vitesses discrètes et le cas particulier
du modèle de Uchiyama étudié.

Remarque 1.5.1. Dans la section précédente, le fait de travailler à vitesses discrètes, en
déterministe, ne permet pas d’obtenir les propriétés de régularité désirées. En effet, comme
mentionné précédemment, tout se passe comme si dans ce cadre, on n’a “pas assez” de
vitesses. En d’autres termes, le fait de ne prendre en compte qu’un nombre fini de vitesses
a pour conséquence de mener à des situations pathologiques qui sont non négligeables. Dans
la partie qui suit, c’est ce même type de problème qui va se poser.

1.5.1 L’équation de Broadwell

L’équation de Broadwell est un modèle à vitesses discrètes (DVM). Le premier à avoir
introduit un tel modèle est Maxwell [58] en étudiant un fluide constitué de particules dont
les vitesses vivaient dans un ensemble de cardinal six (les six vitesses étant constantes
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en modules mais la direction étant définies par un système d’axes orthogonaux). Par la
suite, Carleman [25] et Gross [45] apportèrent les premières contributions à ce champ en
considérant respectivement un gaz fictif dont les particules ne pouvaient posséder que deux
vitesses (celles-ci s’interchangeant au cours des chocs) dans le cas de Carleman ou encore
en soulignant l’intérêt de la discrétisation des vitesses qui permet de remplacer le noyau de
collisions de l’équation de Boltzmann par un système d’équations aux dérivées partielles
non linéaires et couplées dans le cas de Gross.

Le modèle qui nous intéresse a été introduit peu de temps après les résultats men-
tionnés précédemment et est depuis devenu un classique dans la littérature des modèles
à vitesses discrètes. Ainsi dans [20], Broadwell s’intéresse au modèle suivant : on définit
l’ensemble S comme suit

S := {v1, v2, v3, v4}, (1.5.1.1)

avec v1 := (1, 0), v2 := (−1, 0), v3 := (0, 1), v4 := (0,−1). On étudie alors l’équation
suivante : 

∂tf1 + v1 · ∇f1 = a(f3f4 − f1f2)
∂tf2 + v2 · ∇f2 = a(f3f4 − f1f2)
∂tf3 + v3 · ∇f3 = a(f1f2 − f3f4)
∂tf4 + v4 · ∇f4 = a(f1f2 − f3f4)

(1.5.1.2)

où on note fi(t, x) := f(t, x, vi) pour i = 1, . . . , 4 avec t ∈ R+, x ∈ R2, a une constante
positive.

La première question naturelle à se poser concerne évidemment la théorie de Cau-
chy. Notons tout d’abord un point important : on ne peut pas appliquer directement les
techniques développées par DiPerna et Lions pour leur théorème d’existence de solutions
renormalisées à l’équation de Boltzmann dans le cadre des DVM. En effet, comme men-
tionné précédemment, celles-ci reposent sur l’utilisation de lemmes de moyenne. Or, ils
ne sont plus valables à vitesses discrètes dans le cas déterministe. Pour autant, il existe
tout de même de nombreux résultats : des théorèmes d’existence globale pour des données
petites [19], des théorèmes d’existence pour des problèmes à “steady boundary value” [27]
ou encore des solutions explicites [29, 22]. Pour un panorama plus complet, nous renvoyons
aux revues [40, 21, 49].

La seconde question naturelle concerne la dérivation de tels modèles. Pour quel sys-
tème microscopique, peut-on espérer retomber sur l’équation de Broadwell au niveau mi-
croscopique ?

1.5.2 Des modèles particulaires à vitesses discrètes

Certains modèles peuvent apparaitre plus naturels que d’autres pour pouvoir espérer
dériver l’équation de Broadwell. C’est le cas notamment du modèle HPP et du modèle de
Uchiyama. Le premier est un modèle sur réseau tandis que le second est un modèle continu.

Le modèle HPP a été introduit par Hardy, Pomeau et de Pazzis en 1973 [46]. On
considère un réseau carré infini en dimension deux. Sur chaque site du réseau, il y a au
plus quatre particules. Chaque particule a une vitesse appartenant à S. On exclut les
configurations où au moins deux particules avec la même vitesse occupent le même site. La
description de la dynamique est alors la suivante : durant une unité de temps, chaque par-
ticule saute dans la direction de sa vitesse. Alors sur chaque site où le nombre de particules
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est égal à deux, et où deux particules ont des vitesses opposées, il y a collision et on tourne
chaque vitesse d’un angle π/2. Pour tous les autres sites, on ne change rien. Notons que ce
modèle est le premier de cette classe depuis élargie qui s’appelle les “lattice gas automaton”.
Le principe général est le suivant : on considère un réseau et chaque site peut prendre un
nombre d’états différents. L’évolution se fait en temps discret via les principes de propaga-
tion et collision, les règles de collions ayant été fixées préalablement de façon à conserver la
masse et le moment total. On citera le modèle FHP [38] de Frisch, Hasslacher et Pomeau qui
considère des grilles hexagonales ou encore le modèle de Frisch et al. [37] en dimension trois.

Le modèle de Uchiyama [68] s’intéresse lui à l’évolution de particules carrées dont
les diagonales sont respectivement parallèles à l’axe des abscisses et des ordonnées. Les
particules se déplacent librement avec une vitesse ne pouvant prendre qu’une des quatre
valeurs parmi S jusqu’à ce qu’elles entrent en collision. On distingue alors deux types
de collision : les collisions frontales et les collisions latérales (voir Figure 1.1). Les règles
de collisions sont alors les suivantes en cas de collision latérale, les particules impliquées
échangent leurs vitesses alors qu’en cas de collision frontale, les vitesses subissent une
rotation de ±π/2.

v∗

v

v∗1

v1

Collision frontale

v∗

v
v∗1

v1

Collision latérale

Figure 1.1 – Représentation des deux types de collisons où v∗ et v∗1
représentent les vitesses précollisionnelles de v et v1.

Contrairement à ce à quoi on aurait pu s’attendre, Uchiyama prouve dans [68] que,
hormis cas très particuliers, on ne dérive pas l’équation de Broadwell. Dans [69], il va même
plus loin en prouvant, dans le cadre d’une particule marquée, que pour son modèle original
ou pour une variante de celui-ci pour laquelle on échange les positions des particules im-
pliquées dans des collisions latérales, le modèle limite obtenu n’est même pas Markovien.
Ces phénomènes sont à mettre sur le compte de persistence de corrélations entre particules
(voir Section 5.1 pour une explication plus détaillée). De façon similaire, il a été prouvé
dans [57] que dans le contexte du modèle HPP, on n’obtient également pas l’équation de
Broadwell.

Toutefois, il semble important de noter que dès lors que du bruit est ajouté (au
transport libre et/ou en rendant les collisions aléatoires), on peut retrouver l’équation de
Broadwell. On pourra consulter à cet effet les résultats de De Masi, Esposito et Presutti
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[57] et Caprino, De Masi, Pressuti et Pulvirenti [24] qui obtiennent de telles dérivations.

La question à laquelle on s’intéresse est la suivante : quel modèle limite obtient-
on dans le cadre du modèle de Uchiyama ? Une des difficultés intrinsèque à ce modèle est
l’apparition de phénomènes de recollions difficiles à contrôler. Ainsi, s’il existe une équation
cinétique, elle devrait pouvoir être écrite de façon à faire apparaitre un terme de mémoire.
Une des pistes envisagées serait de tenter de l’écrire dans un espace de phases étendu, à la
Caglioti-Golse [23], permettant ainsi de coder les phénomènes pathologiques directement
dans l’équation. Nous avons, en première approche, décidé d’effectuer une étude numérique.

1.5.3 Une investigation numérique du modèle de Uchiyama

Le but est donc dans un premier temps d’obtenir des informations sur le modèle de
Uchiyama en le simulant numériquement et en réalisant ensuite des tests statistiques sur les
observations. Avant d’expliquer les programmes effectués et les résultats obtenus, revenons
un instant au modèle des sphères dures dont les méthodes de simulation ont été adaptées
à notre contexte.

On appelle dynamique moléculaire (MD) la méthode de simulation numérique déve-
loppée pour étudier le mouvement d’atomes ou de molécules dans un problème à N corps.
Le premier résultat dans ce domaine est dû à Alder et Wainwright en 1959 [2] où ils effec-
tuent une simulation dans le contexte des sphères dures. Pour ce type de problèmes, deux
approches distinctes sont envisageables : la méthode “time-driven” (TDMD) et la méthode
“event-driven” (EDMD). La première technique consiste à déplacer simultanément toutes
les particules sur un temps ∆t et ensuite vérifier si des chevauchements entre des parti-
cules ont lieu. Si oui, on retourne en arrière jusqu’au moment approximatif de début de
collision et on effectue la collision puis la simulation continue (d’où la dénomination de
méthode dirigée par le temps). Dans le deuxième cas, on avance plutôt d’évènement en
évènement. On commence en élaborant une suite d’évènements qui se passeront dans le
futur, typiquement les collisions qui se dérouleraient si les particules avançaient toujours
en ligne droite. On avance alors la simulation à l’évènement qui se passe en premier et on
effectue cet évènement, ici cette collision. On met à jour la liste d’évènements si nécessaire
et on recommence. Traditionnellement, c’est cette dernière approche que l’on utilise dans
le cas des sphères dures. Il faut noter que la méthode “time-driven” est plus facile à implé-
menter mais la méthode “event-driven” est plus précise et efficace. Depuis [2], de nombreux
algorithmes EDMD plus efficaces ont été développés [35, 65, 56, 52].

Dans le corps de ce manuscrit, nous avons adapté ces deux différentes méthodes de
simulation au modèle de Uchiyama. Après avoir effectivement constaté numériquement
que l’on ne dérive pas l’équation de Broadwell, nous nous sommes intéressés à la limite
diffusive vers l’échelle macroscopique. Nous avons simulé un grand nombre de trajectoires
sur lesquelles nous avons effectué des tests statistiques. Dans le cas des sphères dures, il
est connu que l’on obtient un mouvement Brownien comme processus limite. Ici, à cause
des corrélations provenant des phénomènes de recollisions que nous expliquerons dans la
section 5.1, il n’est pas raisonnable d’espérer à nouveau obtenir un tel processus. Ainsi,
nous avons fait le choix de tester l’appartenance du processus à une classe un peu plus
générale, à savoir celle du mouvement Brownien fractionnaire. Par une série de tests statis-
tiques que nous présenterons dans la Section 5.3, nous établissons que le processus limite
n’est très probablement pas un mouvement Brownien fractionnaire. Nous nous attacherons
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également à commenter l’efficacité et la précision des deux différentes méthodes.

Tout comme dans le premier problème, l’aléa adopté ici est uniquement présent dans
les données initiales. Deux faits intéressants sont à noter dans ce contexte. Seul un choix
très particulier de données initiales, ne correspondant pas au cas général, permet de dériver
l’équation de Broadwell. D’autre part, lorsque de l’aléa est ajouté dans le système, dans le
cas de modèles sur réseaux, et distribué sur tout l’intervalle de temps, alors l’équation de
Broadwell peut être retrouvée ([57], [24]). Nous faisons le choix ici d’adopter des données
initiales pour lequel l’équation de Broadwell n’est pas obtenue et sans ajouter d’aléa dans
le système. En effet, à terme, ce qui nous intéresse est d’obtenir le modèle limite associé à
ce cas.

Remarque 1.5.2. On peut à nouveau noter un “effet régularisant” du bruit sur la dyna-
mique. En effet, en bruitant au niveau microscopique, on est capable de dériver rigoureu-
sement l’équation de Broadwell.
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On obtient la dérivation de l’équation de Boltzmann linéaire sans cut-off en partant
d’un système de particules interagissant via un potentiel à portée infinie quand le nombre
de particules N tend vers l’infini sous le scaling Boltzmann-Grad (scaling de faible den-
sité). La principale difficulté dans ce contexte est la suivante : à cause de la portée infinie
du potentiel, une singularité non intégrable apparaît dans le noyau de collision angulaire.
Ainsi, l’usage seule de la stratégie originelle de Lanford n’est plus valable.

La preuve du résultat repose alors sur une combinaison de la stratégie de Lanford,
d’outils développés récemment par Bodineau, Gallagher et Saint-Raymond pour étudier le
processus de collision, et de nouveaux arguments de dualité pour étudier les termes associés
à la partie longue portée, menant à des estimations faibles explicites.

Ici, la forme particulière adoptée pour les données initiales, aléatoires, permet d’ob-
tenir les estimations a priori nécessaire au contrôle des conditions.

Ce chapitre est le fruit d’un travail autonome. Il a été accepté pour publication sous
le titre From Newton’s law to the linear Boltzmann equation without cut-off dans la revue
Communications in Mathematical Physics et est actuellement en révision.
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2.1 Introduction

In kinetic theory, a gas is described as a physical system constituted of a large num-
ber of small particles. The point of view adopted is a statistical one. The fundamental
model is the evolution equation for the density of particles of a sufficiently rarefied gas
first obtained by Boltzmann in 1872. One of its interesting aspects can be found in the
fact that Boltzmann’s kinetic equation can be used as an intermediate step in the transi-
tion between atomistic and continuous models for gas dynamics as it is mentioned in the
famous sixth problem of Hilbert. Consequently, the problem of the derivation of kinetic
transport equations from systems of particles is an issue which has been widely studied in
the literature, especially in the context of the Boltzmann equation. The historical result
in this field is due to Lanford [14] in the case of hard-spheres. He proved the convergence
in the low density limit (only for short times). His proof has been completed recently by
Gallagher, Saint-Raymond and Texier [10] and by Pulvirenti, Saffirio and Simonella [15] in
the case of hard-spheres and short-range potentials.

Theorem 2.1.1. Consider a system of N particles interacting

• either as hard-spheres of diameter ε

• or via a repulsive potential Φε, with support in B(0, ε), radial and singular at 0 and
such that the scattering of particles can be parametrized by their deflection angle.

Let f0 : R2d → R+ be a continuous density of probability such that

‖f0 exp(
β

2
|v|2)‖L∞(Rd

x×Rd
v) < exp(−µ)

for some β > 0, µ ∈ R.
Assume that the N particles are initially identically distributed according to f0 and “inde-
pendent” (meaning the correlations vanish asymptotically). Then, there exists some T ∗ > 0
(depending only on β and µ) such that, in the Boltzmann-Grad limit N →∞, Nεd−1 = 1,
the distribution function of the particles converges uniformly on [0, T ∗]×R2d to the solution
of the Boltzmann equation

∂tf + v.∇xf = Q(f, f)

Q(f, f) :=

∫ ∫
Sd−1×Rd

[f(v∗)f(v∗1)− f(v)f(v1)] b(v − v1, ν)dv1dν

v∗ = v + ν.(v1 − v)ν, v∗1 = v1 − ν.(v1 − v)ν,

(2.1.0.1)

with a locally bounded cross-section b depending on Φ implicitly, and with initial data f0.
In the case of a hard-sphere interaction, the cross section is given by

b(v − v1, ν) = ((v − v1).ν)+ . (2.1.0.2)

Remark 2.1.1. In the case of hard-spheres for example, the notion of “independence” is
translated this way

fN |t=0 =
1

ZN

N∏
i=1

f0(xi, vi)1DNε (2.1.0.3)

with DNε := {(x1, v1, . . . , xN , vN ) ∈ R2dN |∀i 6= j, |xi − xj | > ε}, while Zn normalizes the
integral of fN |t=0 to 1.
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More recently, Bodineau, Gallagher and Saint-Raymond have been able in [7] to extend
this result to any time interval [0, t] with t� log logN and overcome the difficulty of the
short time validity in the particular case of a fluctuation around equilibrium. The key point
of their proof is to exploit the maximum principle and establish global uniform a priori
bounds for the distribution of particles, and more generally for all finite order marginals of
the N -particle distribution.

However, so far the question of the convergence in the case of long-range potentials is still
open. Indeed, for a long time Grad’s cut-off assumption, which consists in postulating that
the collision kernel is integrable with respect to the angular variable (see [11]), was crucial
to work even at the level of the kinetic equation. The problem is that, in the case of infinite
range forces, whatever the decay at infinity the huge amount of grazing collisions produces
a non integrable singularity in the “angular collision kernel”. However, recently a couple
of breakthroughs have been made regarding the Cauchy theory for this singular equation
[1, 2, 3, 4, 5, 12] inciting us to reconsider this context.

A first partial result in the direction of a derivation from a system of particles with long-
range interactions has been obtained by Desvillettes and Pulvirenti [9]. Nevertheless, in
their case the long-range interactions are asymptotic, meaning the range of interaction is
finite for any fixed N and tends to ∞ only in the limit N → ∞. Moreover, the particle
moves in a frozen background, the obstacles being distributed according to some Poisson
Law.

A huge number of microscopic contexts has been investigated (see the book by Spohn [16]
for a survey on this topic). What we intend to do here is to obtain a complete derivation
of the linear Boltzmann equation without cut-off. Our framework will be to consider
potentials with strong decay (see Assumption 2.4.1). Our result is far from being reached
near the limit case of Coulomb interaction for which we obtain the Landau equation (see
[6] for a derivation of the Landau equation starting from a particle system). Actually, it
appears that with our strategy, we can not hope to obtain a result for much less decreasing
potential. We end up quite confident about the fact that a different approach is needed
to obtain a similar result for more classical potentials such as power law interaction ones
for example. Nevertheless, it is a first step into reaching the linear Boltzmann equation
without cut-off starting from an infinite range potential at the microscopic level.

2.2 Main result and General strategy

We are interested in describing at the mesoscopic level the behavior of a gas consti-
tuted of N particles. We denote the positions by XN = (x1, . . . , xN ) and the velocities by
VN = (v1, . . . , vN ). We will consider XN in (Td)N and VN in (Rd)N where Td is the d-
dimensional torus. We denote ZN := (z1, . . . , zN ) where zi := (xi, vi) for 1 ≤ i ≤ N . With
a slight abuse we say that ZN belongs to TdN×RdN if XN belongs to TdN and VN to RdN .

The microscopic model is given by : for i ∈ J1, NK,

dxi
dt

= vi,
dvi
dt

= −1

ε

N∑
j=1
j 6=i

∇Φ

(
xi − xj

ε

)
(2.2.0.1)

with Φ a function satisfying the following assumption:
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Assumption 2.2.1. Φ : Rd\{0} → R+
∗ is a radial, nonnegative, nonincreasing function

which goes to zero at infinity and presents a singularity in 0. Moreover, ∇Φ is a Lipschitz
function with fast decay (see Assumption 2.4.1 for more precisions).

The Liouville equation satisfied by the N-particle distribution function fN is

∂tfN +
N∑
i=1

vi.∇xifN −
1

ε

N∑
i=1

N∑
j=1
j 6=i

∇Φ

(
xi − xj

ε

)
.∇vifN = 0. (2.2.0.2)

We denote the marginals of order s of fN by f (s)
N (t, Zs) and we define them as follows

f
(s)
N (t, Zs) :=

∫
fN (t, ZN )dzs+1 . . . dzN . (2.2.0.3)

2.2.1 Main result

The framework is the following: we examine a small perturbation around the equilib-
rium of a fixed number of particles. For the sake of simplicity, we initially perturb only one
particle (which will be labeled by 1) with respect to the position x1 of the tagged particle.
In order to do so, we consider initial data of the form

f0
N (ZN ) := MN,β(ZN )ρ0(x1) (2.2.1.1)

where ρ0 is a continuous density of probability on Td and MN,β is the Gibbs measure
defined as follows: for β > 0 given

MN,β(ZN ) :=
1

ZN

(
β

2π

)dN/2
exp(−βHN (ZN )) (2.2.1.2)

with HN (ZN ) :=
∑

1≤i≤N

1

2
|vi|2 +

∑
1≤i<j≤N

Φ(
xi − xj

ε
) and

ZN :=

∫
TdN×RdN

(
β

2π

)dN/2
exp(−βHN (ZN ))dZN . (2.2.1.3)

Indeed, it is well known that stationary solutions of the Liouville equation (2.2.0.2) provide
asymptotically stationary solutions to the Boltzmann hierarchy.

Theorem 2.2.1. We consider the initial distribution f0
N defined in (2.2.1.1) describing

the state of a tagged particle in a background of N − 1 particles at equilibrium. Under As-
sumptions 2.2.1 and 2.4.1 on the potential, the distribution f (1)

N (t, x, v) of the tagged particle
converges in D′(Td×Rd) when N goes to∞ under the Boltzmann-Grad scaling Nεd−1 = 1
to Mβ(v)h(t, x, v) where h(t, x, v) is the solution of the linear Boltzmann equation without
cut-off

∂th+ v.∇xh = −
∫ ∫

[h(v)− h(v∗)]Mβ(v1)b(v − v1, ν)dv1dν (2.2.1.4)

with initial data ρ0(x1) and where Mβ(v) :=

(
β

2π

)d/2
exp

(
−β

2
|v|2
)
, β > 0. The cross-

section b has a non-integrable singularity depending implicitly on Φ.

Remark 2.2.1. We notice that because of the translation invariance of Td and ρ0 belonging
to L1(Td), the distribution f0

N is normalized by 1 in L1(TdN × RdN ). Let us also point
out that, the tagged particle being the number 1, due to this distinction fN |t=0 is symmetric
with respect to z2, . . . , zN but not to z1.
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2.2.2 Series expansion and general convergence strategy

In order to introduce the necessary notions, we briefly recall the case of hard-spheres.

Lanford’s strategy in the hard-spheres case

Let us assume in this subsection that the microscopic dynamics is the hard-spheres
one. A general strategy consists in using the Green’s formula to obtain the following system
of equations for s < N which is called the BBGKY hierarchy:

(∂t +
s∑
i=1

vi.∇xi)f
(s)
N (t, Zs) = (C̃s,s+1f

(s+1)
N )(t, Zs) (2.2.2.1)

on Dsε with the operator C̃s,s+1 defining the collision term as follows

(C̃s,s+1f
(s+1)
N )(Zs)

:= (N − s)εd−1
s∑
i=1

∫
Sd−1×Rd

f
(s+1)
N (. . . , xi, v

∗
i , . . . , xi + εν, v∗s+1) ((vs+1 − vi).ν)+ dνdvs+1

−(N − s)εd−1
s∑
i=1

∫
Sd−1×Rd

f
(s+1)
N (. . . , xi, vi, . . . , xi + εν, vs+1) ((vs+1 − vi).ν)− dνdvs+1

(2.2.2.2)
where Sd−1 denotes the unit sphere in Rd, and v∗i and v∗s+1 stand for the pre-collisional
velocities for the particles i and s+ 1. Mild solutions of the hierarchy can then be defined
by Duhamel’s formula:

f
(s)
N (t) = Ts(t)f (s)

N (0) +

∫ t

0
Ts(t− t1)C̃s,s+1f

(s+1)
N (t1)dt1 (2.2.2.3)

where we denote by Ts the group associated to free transport in Dsε with specular reflection
on the boundary. The key point of Lanford’s proof is the iterated Duhamel formula in order
to express solutions of the BBGKY hierarchy in terms of a series of operators applied to
the initial marginals:

f
(s)
N (t) =

N−s∑
n=0

∫ t

0

∫ t1

0
. . .

∫ tn−1

0
Ts(t−t1)C̃s,s+1Ts+1(t1−t2)C̃s+1,s+2 . . . Ts+n(tn)f

(s+n)
N (0)dtn . . . dt1.

(2.2.2.4)
The Boltzmann series expansion is obtained by taking the formal limit. The asymptotic
expression for the collision operator is given by

(C̃0
s,s+1g

(s+1))(Zs)

:=

s∑
i=1

∫
Sd−1×Rd

g(s+1)(. . . , xi, v
∗
i , . . . , xi, v

∗
s+1) ((vs+1 − vi).ν)+ dνdvs+1

−
s∑
i=1

∫
Sd−1×Rd

g(s+1)(. . . , xi, vi, . . . , xi, vs+1) ((vs+1 − vi).ν)− dνdvs+1

(2.2.2.5)

and the iterated Duhamel formula for the Boltzmann equation leads to the following ex-
pression

g(s)(t) =
∑
n≥0

∫ t

0

∫ t1

0
. . .

∫ tn−1

0
T 0
s (t−t1)C̃0

s,s+1T 0
s+1(t1−t2)C̃0

s+1,s+2 . . . T 0
s+n(tn)g(s+n)(0)dtn . . . dt1

(2.2.2.6)
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where we denote by T 0
s the free flow of s particles on R2ds.

Two steps are then necessary to prove Lanford’s result:

- a uniform short time bound for the series expansion associated to the BBGKY hier-
archy and the Boltzmann equation,

- the term by term convergence.

Let us be more precise and introduce the notion of pseudo-trajectory to explain the strategy
of convergence. We introduce the following notation

C̃s,s+1 =
s∑
i=1

C̃+,i
s,s+1 − C̃

−,i
s,s+1 (2.2.2.7)

where(
C̃±,is,s+1f

(s+1)
N

)
(Zs) := (N − s)εd−1

∫
Sd−1×Rd

f
(s+1)
N (. . . , xi, v

′
i, . . . , xi + εν, v′s+1)

((vs+1 − vi).ν)± dνdvs+1 (2.2.2.8)

with v′i = v∗i and v′s+1 = v∗s+1 for C̃+,i
s,s+1 and v′i = vi and v′s+1 = vs+1 for C̃−,is,s+1. We can do

the same for C̃0
s,s+1. We call elementary terms in the series the following elements∫ t

0

∫ t1

0
. . .

∫ tn−1

0
Ts(t− t1)C̃j1,m1

s,s+1Ts+1(t1 − t2)C̃j2,m2
s+1,s+2 . . . Ts+n(tn)f

(s+n)
N (0)dtn . . . dt1

(2.2.2.9)
with (j1, j2, . . . , jn) ∈ {+,−} and mi ∈ {1, 2, . . . , s + i − 1}. Each elementary term has a
geometric interpretation as an integral over some pseudo-trajectory.

Definition 2.2.2. We call pseudo-trajectory associated to the BBGKY hierarchy and the
elementary term∫ t

0

∫ t1

0
. . .

∫ tn−1

0
Ts(t− t1)C̃j1,m1

s,s+1Ts+1(t1 − t2)C̃j2,m2
s+1,s+2 . . . Ts+n(tn)f

(s+n)
N (0)dtn . . . dt1

(2.2.2.10)
the following description of the evolution of the positions and the velocities:

• We start at time t with s particles with the configuration Zs ∈ Tds×Rds. We denote
by Ψ̂s the backward s-particle flow. For u ∈ [t1, t], Zs(u) := Ψ̂s(u)Zs.

• The first collision operator C̃j1,m1
s,s+1 is interpreted as the adjunction at time t1 of a

new particle at xm1(t1) + ενs+1 for a deflection angle νs+1 ∈ Sd−1 and a velocity
vs+1 ∈ Rd.

• Then Zs+1 evolves according to the backward s + 1-particles flow Ψ̂s+1 during the
time interval [t2, t1] starting at t1 from

Zs+1(t1) = ({zj(t1)}j 6=m1 , (xm1(t1), vm1(t1)), (xm1(t1) + ενs+1, vs+1)) if j1 = −
=

(
{zj(t1)}j 6=m1 , (xm1(t1), v∗m1

(t1)), (xm1(t1) + ενs+1, v
∗
s+1)

)
if j1 = +.
(2.2.2.11)
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• We iterate this procedure by adding a particle labeled s+ i at time ti at xmi(ti)+ενs+i
for a deflection angle νs+i ∈ Sd−1 and a velocity vs+i ∈ Rd. The evolution of Zs+i
follows the flow of the backward s + i-particles flow Ψ̂s+i during the time interval
[ti+1, ti] starting at ti from

Zs+i(ti) = ({zj(ti)}j 6=mi , (xmi(ti), vmi(ti)), (xmi(ti) + ενs+i, vs+i)) if ji = −
=

(
{zj(ti)}j 6=mi , (xmi(ti), v∗mi(ti)), (xmi(ti) + ενs+i, v

∗
s+i)

)
if ji = +.
(2.2.2.12)

The elementary term can then be rewritten as follows

ε(d−1)n(N − s)(N − s− 1) . . . (N − s− n+ 1)

∫ t

0

∫ t1

0
. . .

∫ tn−1

0
dtn . . . dt1∫

(Sd−1×Rd)n
dνs+1 . . . νs+ndvs+1 . . . dvs+n

n∏
i=1

((vs+i − vmi(ti)).νs+i) f
0(s+n)
N (Zs+n(0))

(2.2.2.13)

where Zs+n(0) is the pseudo-trajectory at time 0.

We then give the definition of the two notions of collision and recollision.

Definition 2.2.3. We call a collision the creation of a particle in the process described above
and a recollision the event when two particles collide in the flow Ψ̂s+i, with 0 ≤ i ≤ N − s.

Note that the pseudo-trajectories do not involve physical particles but are a geometric
interpretation of the iterated Duhamel formula in terms of a branching process flowing
backward in time and determined by

- the collision times T := (t1, . . . , tn) which are interpreted as branching times,

- the labels of the particles involved in the collisions m := (m1, . . . ,mn) from which
branching occurs and such that 1 ≤ mi ≤ s+ i− 1 for all i,

- the coordinate of the initial particles Zs at time t,

- the velocities vs+1, . . . , vs+n in Rd and deflection angles νs+1, . . . , νs+i ∈ Sd−1 for
each additional particle.

p
t

p
t1

p
t20

3

2

1

4

5
1
5
2

4
3

Figure 1. Representation of a collision tree associated to the term∫ t
0

∫ t1
0 T

0
3 (t− t1)C̃j1,23,4 T 0

4 (t1 − t2)C̃j2,14,5 T5(t2)f
(5)
N (0)dt2dt1.
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Definition 2.2.4. We call pseudo-trajectory associated to the Boltzmann hierarchy and the
elementary term∫ t

0

∫ t1

0
. . .

∫ tn−1

0
T 0
s (t− t1)C̃0,j1,m1

s,s+1 T
0
s+1(t1 − t2)C̃0,j2,m2

s+1,s+2 . . . T
0
s+n(tn)f

(s+n)
N (0)dtn . . . dt1

(2.2.2.14)
the following description of the evolution of the positions and the velocities:

we start at time t with s particles with the configuration Z0
s ∈ Tds ×Rds. The (s + k)th

particle is added at x0
mk

(tk) with a velocity vs+k ∈ Rd. Then Z0
s+k evolves according to

the backward free flow denoted by Ψ̂0
s+k during the time interval [tk+1, tk] until the next

creation, starting from

Z0
s+k(tk) =

(
{z0
j (tk)}j 6=mk , (x0

mk
(tk), vmk(tk)), (x

0
mk

(tk), vs+k)
)

if jk = −

=
(
{z0
j (tk)}j 6=mk , (x0

mk
(t+k ), v∗mk(t+k )), (x0

mk
(t+k ), v∗s+k)

)
if jk = +.

(2.2.2.15)
The elementary term can then be rewritten as follows∫ t

0

∫ t1

0
. . .

∫ tn−1

0
dtn . . . dt1∫

(Sd−1×Rd)n
dνs+1 . . . νs+ndvs+1 . . . dvs+n

n∏
i=1

((vs+i − vmi(ti)).νs+i) g0(s+n)(Z0
s+n(0))

(2.2.2.16)

where Z0
s+n(0) is the Boltzmann pseudo-trajectory at time 0.

Remark 2.2.2. The notion of collision is defined similarly as previously as the creation of a
particle in the above process. Nevertheless, in the case of the pseudo-trajectory associated to
the Boltzmann hierarchy, the particles are points and no recollision occurs in the branching
process.

The key point to prove the convergence is actually to prove that the pseudo-trajectories
associated to both series can be coupled precisely. Indeed, the differences between the
BBGKY series and the Boltzmann series are the prefactors (N − s)εd−1, the micro-
translation xi + εν when a particle is created in the BBGKY pseudo-trajectory and most
importantly the absence of recollisions in the case of the Boltzmann pseudo-trajectories.
The two first points are easily dealt with by passing to the limit. The main concern of the
proof is then to deal with the third one and prove that outside a geometrical ensemble of
vanishing measure, no recollision occurs either for the BBGKY pseudo-trajectories.

The linear case

In the original method of Lanford, after a short time (depending on the initial data), the
bounding series becomes divergent since possible cancellations between gain and loss terms
are completely neglected in this strategy. The idea developed in [7] is to take advantage of
the control by stationary solutions to remove the short time limitation. Considering parti-
cles living in the torus Td (and no longer in Rd) with a perturbation of some equilibrium,
Bodineau et al proved the convergence to the linear Boltzmann equation using a slightly
different iterative strategy that we will adopt in Section 2.3.2. The main idea is to bound
the number of collisions by working with the so-called collision trees of “ controled size”.
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Definition 2.2.5. Let us fix a (small) parameter τ > 0 and denote t := Kτ for some
large integer K to be fixed later. We split the time interval [0, t] into intervals ∪1≤k≤K [(k−
1)τ, kτ ]. We call a collision tree “of controlled size” a collision tree such that it has less
than nk = 2k branching points on the interval [t− kτ, t− (k − 1)τ ].
We call a collision tree with super-exponential growth a collision tree which does not satisfy
the above property.

The strategy is then to define by iteration what we will call a main term where the collision
trees involved are collision trees of “controlled size”, i.e. where the trajectories with at least
nk collisions during the interval time [t − kτ, t − (k − 1)τ ] are truncated, giving birth
to some remainders where collision trees with super-exponential growth are involved. The
final result is then obtained by proving the convergence of the main term and the vanishing
of the remainders (in other words, proving that the contribution of super-exponential trees
is negligible).

The case of a non cut-off potential

Let us go back to the long-range interaction case. The issue is the following, no matter
how decreasing the potential is taken, a non-integrable singularity in the angular collision
kernel appears due to the huge amount of grazing collisions. By grazing collisions, we mean
collisions with a very large impact parameter, the impact parameter being the distance of
closest approach if the two particles move freely (so concretely, grazing collisions involve
colliding particles which are barely deviated).

Example 2.2.1. In the model case of inverse-power law potentials

Φ(r) =
1

rs−1
, s > 2. (2.2.2.17)

the cross-section satisfies

b(|v − v∗|, cos θ) = q(cosθ)|v − v∗|γ , γ =
s− (2d− 1)

s− 1
(2.2.2.18)

where q is a function which is only implicitly defined, locally smooth and has a non-integrable
singularity for θ → 0:

(sinθ)d−2q(cos θ) ∼ Cθ−1−α, α > 0 (2.2.2.19)

(see [8] for more details).

So the strategy consisting in neglecting the cancellations between the gain and the loss
terms no longer works, even for a short time. Indeed, separating the gain and the loss
terms no longer makes sense since the two integrals diverge in∫ ∫

Sd−1×Rd

f(v∗)f(v∗1)b(v − v∗1, ν)dv1dν −
∫ ∫

Sd−1×Rd

f(v)f(v1)b(v − v1, ν)dv1dν

So, the key point will be to separate the contribution of the long-range interaction from
the one of the “moderate-range” interaction by introducing a truncation parameter R. The
“moderate-range” interaction part should be treated using exactly the same strategy as
the one explain above in the hard-spheres case introducing some fictitious boundary at
distance Rε (see [13]). The long-range interaction part should be treated as an additional
remainder term which will vanish in the limit provided that R goes to ∞. The main diffi-
culty in that last term (which does not appear in the case of a short-range potential) is due
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to the presence of derivatives acting on the marginals. The strategy will be not to iterate
on terms involving derivatives and to adopt a weak approach making the derivatives act
on test functions. It is actually the core of our proof to develop new duality arguments to
study those additional terms and then establish some weak estimates.

Similarly as previously, we will define the notion of pseudo-trajectories associated to the
“moderate-range” interaction part the same way as the ones associated to the BBGKY
hierarchy in the hard-spheres case except that the new particle created will be added at a
distance Rε instead of ε. Moreover, the scattering not being instantaneous in the case of
a potential, when a particle is added in a post-collisional configuration, the two particles
perform a backward scattering during the scattering time denoted tε. However, in the case
of long-range interactions, the notion of recollision needs to be defined since once a particle
is created, it actually never stops interacting with its “progenitor” (the particle is added
next to).

Definition 2.2.6. We call a collision the creation of a particle in the process described in
the definition of a pseudo-trajectory and a recollision the event where two particles are at
a distance Rε while it is not a creation of a particle.

Then, as previously, we will conclude by coupling the pseudo-trajectories, proving that
they remain close outside a set leading to situations involving recollisions which will be of
vanishing measure.

2.2.3 The iteration strategy

Due to the presence of the long-range potential, we artificially truncate the potential
by considering truncated marginals f̃ (s)

N,R defined as follows

f̃
(s)
N,R(t, Zs) :=

∫
Td(N−s)×Rd(N−s)

fN (t, Zs, zs+1, . . . , zN )
∏

1≤i≤s
s+1≤j≤N

1{|xi−xj |>Rε}dZ(s+1,N)

(2.2.3.1)
where dZ(s+1,N) := dzs+1dzs+2 . . . dzN .

We consider ΛR a smooth function such that

ΛR(x) =

{
1 if |x| > R,
0 if |x| < R− 1.

We will denote Φ>(x) := Φ(x)ΛR(x) and Φ<(x) := Φ(x)(1− ΛR(x)).

Applying Green’s formula in a similar way as in [10], we obtain the following BBGKY
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hierarchy

∂tf̃
(s)
N,R +

s∑
i=1

vi.∇xi f̃
(s)
N,R −

1

ε

s∑
i,j=1
i 6=j

∇Φ<(
xi − xj

ε
).∇vi f̃

(s)
N,R

=
1

ε

s∑
i,j=1
i 6=j

∇Φ>(
xi − xj

ε
).∇vi f̃

(s)
N,R

+
(N − s)

ε

s∑
i=1

∫
Td(N−s)×Rd(N−s)

∇Φ(
xi − xs+1

ε
).∇vifN (t, ZN )

∏
1≤l≤s

s+1≤k≤N

1{|xl−xk|>Rε}dZ(s+1,N)

+ Cs,s+1f̃
(s+1)
N,R + Cs,s+1f

(s+1)
N,R (2.2.3.2)

where for gs+1 : Td(s+1) ×Rd(s+1) → R

Cs,s+1gs+1(Zs) = (N − s)
s∑
i=1

∫
SRε(xi)×Rd

 s∏
j=1
j 6=i

1|xj−xs+1|>Rε

 νs+1,i.(vs+1 − vi)

gs+1(Zs+1)dσi(xs+1)dvs+1 (2.2.3.3)

with νs+1,i =
xs+1 − xi
|xs+1 − xi|

, dσi is the surface measure on SRε,xi := {x ∈ Td, |x− xi| = Rε}

and

f
(s+1)
N,R (t, Zs+1) :=

∫
Td(N−(s+1))×Rd(N−(s+1))

fN (t, ZN ) ∏
1≤k≤s

s+2≤l≤N

1|xk−xl|>Rε


1−

N∏
j=s+2

1|xj−xs+1|>Rε

 dZ(s+2,N). (2.2.3.4)

We denote by H<
s the s-particle Hamiltonian defined as follows

H<
s (Zs) :=

∑
1≤i≤s

1

2
|vi|2 +

∑
1≤i<j≤s

Φ<

(
xi − xj

ε

)
(2.2.3.5)

and we notice that H<
s depends on ε and R.

Remark 2.2.3. We notice that if the potential is supported in the ball of radius R, the
equation becomes

∂tf̃
(s)
N,R +

s∑
i=1

vi.∇xi f̃
(s)
N,R −

1

ε

s∑
i,j=1
i 6=j

∇Φ(
xi − xj

ε
).∇vi f̃

(s)
N,R = Cs,s+1f̃

(s+1)
N,R + Cs,s+1f

(s+1)
N,R

(2.2.3.6)
which is perfectly consistent with the expression found in Section 9.4 of [10], the only
difference being the expression of the second term of the right-hand side of (2.2.3.6). Let
us investigate it. The situation described is the following: we have a collision between
a particle i ∈ {1, . . . , s} and particle s + 1, both being at a distance Rε. Moreover, the
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presence of
(

1−
∏N
j=s+2 1|xj−xs+1|>Rε

)
in f (s+1)

N,R implies that there exists at least one j0 ∈
{s + 2, . . . , N} such that particle s + 1 and particle j0 are at a distance lower or equal to
Rε. This means that we are in presence of multiple simultaneous collisions. The strategy
in [10] is to decompose this term and write it using clusters (clusters describe all kind of
situations that can happen when multiple collisions are involved) and to force the appearance
of truncated marginals of higher order. We can then obtain a closed system on which an
argument of Cauchy-Kowalewskaya’s type can be applied. There is no need to do that in our
case because the control on the marginals is obtained directly from the maximum principle
thanks to some a priori estimates (see Section 2.4).

Mild solutions of the BBGKY hierarchy are thus defined by Duhamel’s formula

f̃
(s)
N,R(t, Zs) = Ss(t)f̃ (s)

N,R(0, Zs)

+
1

ε

s∑
i,j=1
i 6=j

∫ t

0
Ss(t− t1)

[
∇Φ>(

xi − xj
ε

).∇vi f̃
(s)
N,R

]
(t1, Zs)dt1

+
(N − s)

ε

s∑
i=1

∫ t

0
Ss(t− t1)

[∫
Td(N−s)×Rd(N−s)

∇Φ(
xi − xs+1

ε
).∇vifN

∏
1≤l≤s

s+1≤k≤N

1{|xl−xk|>Rε}dZ(s+1,N)

 (t1, Zs)dt1

+

∫ t

0
Ss(t− t1)Cs,s+1f̃

(s+1)
N,R (t1, Zs)dt1

+

∫ t

0
Ss(t− t1)Cs,s+1f

(s+1)
N,R (t1, Zs)dt1

(2.2.3.7)
denoting by Ss the group associated to the solution operator

Ss(t) : f ∈ C0(Tds ×Rds;R) 7→ f(Ψs(−t, .)) ∈ C0(Tds ×Rds;R) (2.2.3.8)

where Ψs(t) is the s-particle Hamiltonian flow associated to H<
s . We notice that Ss de-

pends on ε and R.

Before explaining the iteration strategy, let us point out four possible obstacles to the
convergence:

- the very long-range interactions,

- clusters (or multiple simultaneous interactions),

- the presence of recollisions,

- a super-exponential collision process.

So the strategy will be to iterate Duhamel’s formula on a term where none of those four
situations happens. The other terms where at least one those four situations happen will
give remainders and we will prove that they vanish in the limit.

Let us go back to (2.2.3.7). It seems then obvious that we will not iterate the Duhamel
formula on the second and third terms of the right-hand side or the last one because they
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respectively are associated to the long-range interaction part and clusters. Moreover, two
of them involve v-derivatives. So those terms will create remainders. The idea will be then
to split the fourth term into two terms with one where no recollision happens. Finally
on this recollision free term, we will control the number of collisions by again splitting it
into two terms, one for which the number of collisions is super-exponential (which will give
the last remainder) and another one. On this final term, none of the four obstacles being
involved, we will iterate the Duhamel formula and so on.

Structure of the paper. The main theorem will actually be proved by steps: first proving
that the difference between the BBGKY first marginal and the solution of the Boltzmann
with cut-off hierarchy converges to 0 when passing to the limit on the truncation parameter
in Section 2.8, second, passing to the same limit, proving the convergence of the solution
of the Boltzmann with cut-off equation to the solution of the Boltzmann without cut-
off equation in Section 2.9. The core of our study consists actually in proving that the
remainders built in the elaboration of the expression of the first marginal in Section 2.3
vanish asymptotically. It will be done in Section 2.7. The main innovation in this paper
is then the treatment of the remainders associated to the long-range part and will be
investigated in Section 2.4. Moreover, due to the presence of those terms, the treatment
of recollisions has to be slightly different as we will see it in Section 2.6. Other remainders
are treated in Section 2.5.

2.3 Expression of the marginals

In this section, our aim is to build the main term and to get an expression for it and
for the remainders. As we mentioned in the previous section, since we choose to iterate
on the fourth term of the right-hand side of (2.2.3.7) where the event of very long-range
interactions and clusters are excluded, the only thing left to do is to get rid technically
of the recollisions and control the number of collisions. For the first challenge, the idea is
to remove a geometrical ensemble outside of which no recollision occurs. Regarding the
second one, the key will be to apply the pruning process developed in [7]. Though those
techniques are interlocked in the iteration process, we will first present them separately for
more clarity.

2.3.1 Elimination of recollisions in the iteration strategy

It can be proved that outside a geometrical ensemble that we will call geom(s + k),
s+ k particles will not undergo a recollision (see Section 2.6.1). Though we will construct
properly this set by an inductive method later, let us here mention the properties that will
be needed in the iteration. We fix the parameters 2K+1Rε � ε0 � min(δE, 1) with K
some large integer, δ > 0, E > 0 parameters to be fixed later. Let us introduce the notion
of good configuration.

Definition 2.3.1. The set of good configuration Gk(ε0) is defined as follows:

Gk(ε0) := {Zk ∈ Tdk ×Rdk|∀u ∈ [0, t] ∀i 6= j d(xi − uvi, xj − uvj) ≥ ε0}. (2.3.1.1)

The set geom(s+ k), a subset of Sd−1 ×Rd, satisfies the following property. We consider
s + k particles such that all their velocities are bounded by E. Since the construction of
geom(s + k) is iterative, we assume that before the creation of the (s + k)th-particle, the
s + k − 1 particles are in a good configuration. Then when we add the (s + k)th-particle.
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After a delay δ, outside the ensemble geom(s + k), the s + k particles are in a good con-
figuration. A fortiori, they do not undergo recollisions and the transport Ψs+k coincides
with the free flow.

This property implies that in the iteration strategy, we will need to get rid of large velocities
and to separate the collisions by a duration of at least δ to make sure that at each step the
particles are in a good configuration. To deal with the large velocities, we use the classical
method which consists in cutting off the energy of the system. We consider χE2 a smooth
function such that

χE
2
(y) =

{
1 if |y| ≤ E2

0 if |y| ≥ E2 + 1.
(2.3.1.2)

By analogy with the indicator function, we will then abusively denote χE2
(Hk(Zk)) by

χ{Hk(Zk)≤E2} for all integer k.

We point out that because of the presence of new terms due to the long-range part of
the potential, the strategy of iteration will be slightly different from the one developed
in the previous papers. Indeed, the truncations mentioned above must be done at each
iteration of the Duhamel formula, and as we will see in Section 2.4, we need to introduce
an additional truncation on small relative velocities in order to deal more easily with the
new terms. Then we consider χη a smooth function such that

χη(y) =

{
0 if |y| ≤ η/2
1 if |y| ≥ η (2.3.1.3)

and we define χ{∀i∈{1,...,k},|vi−vk+1|≥η} :=
k∏
i=1

χη(vi − vk+1).

Finally, we define χgeom(k) as follows

χgeom(k) := 1geom(k) ∗ αε (2.3.1.4)

where αε is an approximation of the identity on Sd−1 ×Rd.

Let us make one iteration. We start from (2.2.3.7) and we want to iterate on the fourth
term of the right-hand side but first we need to prepare it by separating the collisions by a
duration of δ, getting rid of large velocities, remove the recollisions and the small relative
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velocities. So we obtain the following expression:

∫ t

0
Ss(t− t1)Cs,s+1f̃

(s+1)
N,R (t1, Zs)dt1

=

∫ t

t−δ
Ss(t− t1)Cs,s+1f̃

(s+1)
N,R (t1, Zs)dt1

+

∫ t−δ

0
Ss(t− t1)Cs,s+1

(
1− χ{Hs+1(Zs+1)≤E2}

)
f̃

(s+1)
N,R (t1, Zs)dt1

+

∫ t−δ

0
Ss(t− t1)Cs,s+1χ{Hs+1(Zs+1)≤E2}χgeom(s+1)f̃

(s+1)
N,R (t1, Zs)dt1

+

∫ t−δ

0
Ss(t− t1)Cs,s+1χ{Hs+1(Zs+1)≤E2}

(
1− χgeom(s+1)

) (
1− χ{∀i∈{1,...,s},|vi−vs+1|≥η}

)
f̃

(s+1)
N,R (t1, Zs)dt1

+

∫ t−δ

0
Ss(t− t1)Cs,s+1χ{Hs+1(Zs+1)≤E2}

(
1− χgeom(s+1)

)
χ{∀i∈{1,...,s},|vi−vs+1|≥η}

f̃
(s+1)
N,R (t1, Zs)dt1.

(2.3.1.5)
The fifth term is now ready for the next step. We replace f̃ (s+1)

N,R (t1, Zs) in (2.3.1.5) by its
expression given by Duhamel’s formula. Then we identify the new term on which we want
to iterate which does not involve very-long range interactions or clusters, prepare it the
same way and so on.

From now on, for more concision, let us denote χ{Hk(Zk)≤E2} just by χHk and χ{∀i∈{1,...,k},|vi−vk+1|≥η}
by χηk+1

. We define the following operators:

Qs,s(t) := Ss(t)

Qs,s+n(t) :=

∫ t−δ

0

∫ t1−δ

0
. . .

∫ tn−1−δ

0
Ss(t− t1)Cs,s+1χHs+1

(
1− χgeom(s+1)

)
χηs+1 . . .

. . .Ss+n−1(tn−1 − tn)Cs+n−1,s+nχHs+n
(
1− χgeom(s+n)

)
χηs+nSs+n(tn)dtn . . . dt1.

(2.3.1.6)
We iterate m times as explained above. Doing the change of variables, for i = 1, . . . , n,
t′i = ti − tn+1, t′n+1 = tn+1 along with a use of Fubini’s theorem, we obtain the following
expansion:

f̃
(s)
N,R(t, Zs) =

m∑
n=0

Qs,s+n(t)f̃
(s)
N,R(0, Zs) + rs,m+1(0, t, Zs) (2.3.1.7)

where

rs,m+1(0, t, Zs) := rPot,as,m+1(0, t, Zs) + rPot,bs,m+1(0, t, Zs) + rClus,m+1(0, t, Zs) + rT ims,m+1(0, t, Zs)

+ rEners,m+1(0, t, Zs)+ rRecolls,m+1(0, t, Zs) + rRelat.V el.s,m+1 (0, t, Zs) +Qs,s+m+1(t)f̃
(s+m+1)
N,R (tm+1, Zs)

(2.3.1.8)

with the following respective definitions:
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- for the remainders associated to the very long-range interaction part

rPot,as,m+1(0, t, Zs) :=
m∑
n=0

∫ t−nδ

0
Qs,s+n(t− tn+1)

1

ε

s+n∑
i,j=1
i 6=j

[
∇Φ>(

xi − xj
ε

).∇vi f̃
(s+n)
N,R

]
(tn+1, Zs)dtn+1 (2.3.1.9)

and

rPot,bs,m+1(0, t, Zs) :=
m∑
n=0

∫ t−nδ

0
Qs,s+n(t− tn+1)

(N − (s+ n))

ε

s+n∑
i=1

[∫
Td(N−(s+n))×Rd(N−(s+n))

∇Φ(
xi − xs+n+1

ε
).∇vifN

∏
1≤l≤s+n

s+n+1≤k≤N

1{|xl−xk|>Rε}dZ(s+n+1,N)

 (tn+1, Zs)dtn+1, (2.3.1.10)

- for the remainders associated to clusters

rClus,m+1(0, t, Zs) :=
m∑
n=0

∫ t−nδ

0
Qs,s+n(t− tn+1)Cs+n,s+n+1f

(s+n+1)
N,R (tn+1, Zs)dtn+1.

(2.3.1.11)

Indeed, the domain of integration for those terms regarding the times is {0 ≤ tn+1 ≤ tn ≤
tn−1 − δ ≤ tn−2 − 2δ ≤ · · · ≤ t1 − (n− 1)δ ≤ t− nδ}.

We introduce the following second operator

Qδs,s+n(t) :=

∫ t−δ

0

∫ t1−δ

0
. . .

∫ tn−2−δ

0

∫ δ

0
Ss(t− t1)Cs,s+1χHs+1

(
1− χgeom(s+1)

)
χηs+1 . . .

. . .Ss+n−1(tn−1 − tn)Cs+n−1,s+nχHs+n
(
1− χgeom(s+n)

)
χηs+nSs+n(tn)dtn . . . dt1.

(2.3.1.12)

The remainders where the two last collisions are separated in time by less than δ is defined
as follows

rT ims,m+1(0, t, Zs) :=

m∑
n=0

∫ t−nδ

0
Qδs,s+n(t− tn+1)Cs+n,s+n+1f̃

(s+n+1)
N,R (tn+1, Zs)dtn+1

(2.3.1.13)
which is consistent with the domain of integration regarding the times of this term {0 ≤
tn − δ ≤ tn+1 ≤ tn and 0 ≤ tn ≤ tn−1 − δ ≤ tn−2 − 2δ ≤ · · · ≤ t1 − (n− 1)δ ≤ t− nδ}.

Finally, we define
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- the remainders corresponding to situations where the energy of the system is not
bounded

rEners,m+1(0, t, Zs) :=
m∑
n=0

∫ t−(n+1)δ

0
Qs,s+n(t− tn+1)Cs+n,s+n+1(
1− χHs+n+1

)
f̃

(s+n+1)
N,R (tn+1, Zs)dtn+1, (2.3.1.14)

- the remainders associated to the possible recollisions

rRecolls,m+1(0, t, Zs) :=

m∑
n=0

∫ t−(n+1)δ

0
Qs,s+n(t− tn+1)Cs+n,s+n+1χHs+n+1χgeom(s+n+1)

f̃
(s+n+1)
N,R (tn+1, Zs)dtn+1, (2.3.1.15)

- the remainders where the lower bound for all the relative velocities no longer holds

rRelat.V el.s,m+1 (0, t, Zs) :=
m∑
n=0

∫ t−(n+1)δ

0
Qs,s+n(t−tn+1)Cs+n,s+n+1χHs+n+1

(
1− χgeom(s+n+1)

)
(
1− χηs+n+1

)
f̃

(s+n+1)
N,R (tn+1, Zs)dtn+1, (2.3.1.16)

the domain of integration regarding the times of those terms being {0 ≤ tn+1 ≤ tn − δ ≤
tn−1 − 2δ ≤ · · · ≤ t1 − nδ ≤ t− (n+ 1)δ}.

2.3.2 Control of the growth of collision trees in the iteration strategy

As mentioned previously, one of the key points to get the convergence is to work with
collision trees of “controlled size”. We recall that, as mentioned in Definition 2.2.5, a col-
lision tree “of controlled size” is a collision tree such that it has less than nk = 2k branch
points on the interval [t− kτ, t− (k − 1)τ ].

For the sake of completeness, we will recall the pruning process in the hard-spheres case.
As seen in Section 2.2.2, iterating the Duhamel formula N − s times we get

f
(s)
N (t) =

N−s∑
n=0

∫ t

0

∫ t1

0
. . .

∫ tn−1

0
Ts(t−t1)C̃s,s+1Ts+1(t1−t2)C̃s+1,s+2 . . . Ts+n(tn)f

(s+n)
N (0)dtn . . . dt1.

(2.3.2.1)
As our main result concerns the first marginal, we start by using this formula with s = 1
but this time on the time interval [t − τ, t] instead of [0, t] and by iterating n1 − 1 times
instead of N − s:

f
(1)
N (t) =

n1−1∑
j1=0

Q1,1+j1(τ)f
(1+j1)
N (t− τ) +R1,n1(t− τ, t) (2.3.2.2)

where the term R1,n1 corresponds to pseudo-trajectories with at least n1 collisions

R1,n1(t′, t) :=
N−1∑
p=n1

Q1,1+p(t− t′)f
(1+p)
N (t′) (2.3.2.3)
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and Q is defined in the hard-spheres case in a quite similar way as Q in our case. More
generally, Rk,n stands for

Rk,n(t′, t) :=
N−k∑
p=n

Qk,k+p(t− t′)f
(k+p)
N (t′) (2.3.2.4)

and this term describes trajectories originating at k points at time t and involving at least
n collisions during the time span t− t′.

The idea in the pruning process is that nk being chosen equal to 2k the number of collisions
involved in the term Rl,nk is super-exponential. Such a behavior should be atypical and it
can be proved that those terms vanish when passing to the limit.

Let us go back to our pruning process. We can iterate the Duhamel formula in the first
term of the right-hand side of (2.3.2.2) this time on the interval [t−2τ, t−τ ] and truncating
the contributions with more than n2 collisions. We get

f
(1)
N (t) =

n1−1∑
j1=0

n2−1∑
j2=0

Q1,1+j1(τ)Q1+j1,1+j1+j2(τ)f
(1+j1+j2)
N (t− 2τ)

+R1,n1(t− τ, t) +

n1−1∑
j1=0

Q1,1+j1(τ)R1+j1,n2(t− 2τ, t− τ). (2.3.2.5)

Iterating this procedure K times and truncating the trajectories with at least nk collisions
during the time interval [t− kτ, t− (k − 1)τ ], we finally get

f
(1)
N (t) = f

(1,K)
N (t) +RKN (t) (2.3.2.6)

where denoting J0 := 1, Jk := 1 + j1 + · · ·+ jk,

f
(1,K)
N (t) :=

n1−1∑
j1=0

. . .

nK−1∑
jK=0

Q1,J1(τ)QJ1,J2(τ) . . . QJK−1,JK (τ)f
0(JK)
N (2.3.2.7)

and

RKN (t) :=
K∑
k=1

n1−1∑
j1=0

. . .

nk−1−1∑
jk−1=0

Q1,J1(τ) . . . QJk−2,Jk−1
(τ)RJk−1,nk(t − kτ, t − (k − 1)τ).

(2.3.2.8)

2.3.3 Final expression of the first marginal

Let us go back to our problem. The idea will be to combine these two methods in
order to construct the main term and the remainders. Let us explain how specifically.

• First, we start on the time interval [t−τ, t]. We apply Duhamel’s formula for the first
marginal and get rid of the recollisions by iterating the process explain in Section
2.3.1. In order to apply the pruning process, we iterate this process n1 − 1 times.
Then we get

f̃
(1)
N,R(t) =

n1−1∑
j1=0

Q1,1+j1(τ)f̃
(1+j1)
N,R (t− τ) + r1,n1(t− τ, t) (2.3.3.1)

with r1,n1(t− τ, t) defined in Section 2.3.1.
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• Then we work on the time interval [t− 2τ, t− τ ] with the marginal f̃ (1+j1)
N,R (t− τ). As

previously, we apply Duhamel’s formula and get rid of the recollisions by iterating
n2 − 1 times the process of Section 2.3.1. We get

f̃
(1+j1)
N,R (t− τ) =

n2−1∑
j2=0

Q1+j1,1+j1+j2(τ)f̃
(1+j1+j2)
N,R (t− 2τ) + r1+j1,n2(t− 2τ, t− τ).

(2.3.3.2)

• Finally, we replace f̃ (1+j1)
N,R (t− τ) by the above expression in (2.3.3.1) and we get

f̃
(1)
N,R(t) =

n1−1∑
j1=0

n2−1∑
j2=0

Q1,1+j1(τ)Q1+j1,1+j1+j2(τ)f̃
(1+j1+j2)
N,R (t− 2τ)

+

n1−1∑
j1=0

Q1,1+j1(τ)r1+j1,n2(t− 2τ, t− τ) + r1,n1(t− τ, t). (2.3.3.3)

• We iterate this procedure K times and we finally obtain the following expression

f̃
(1)
N,R(t) = f̃

(1,K)
N,R (t) + rKN (t) (2.3.3.4)

where

f̃
(1,K)
N,R (t) :=

n1−1∑
j1=0

. . .

nK−1∑
jK=0

Q1,J1(τ)QJ1,J2(τ) . . . QJK−1,JK (τ)f̃
0(JK)
N,R (2.3.3.5)

and

rKN (t) :=

K∑
k=1

n1−1∑
j1=0

. . .

nk−1−1∑
jk−1=0

Q1,J1(τ) . . . QJk−2,Jk−1
(τ)rJk−1,nk(t−kτ, t− (k−1)τ).

(2.3.3.6)

2.4 Terms associated to the long-range part of the potential

In this section, our aim will be to deal with the new types of terms which appear in the
case of a long-range potential. Our context here is particular since we consider potentials
that satisfy the following assumptions:

Assumption 2.4.1. ∇Φ is a Lipschitz function with fast decay such that

log (log | log |∇Φ(x)||) ≥ λ (1 + |x|2(d−1)) (2.4.0.1)

with λ a constant to be chosen later.

Moreover we have
x
(

Φ−1
(x

4

))2
−→
x→∞

+∞ (2.4.0.2)

and ∣∣Φ′ ◦ Φ−1
∣∣ ≥ Id. (2.4.0.3)
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Remark 2.4.1. The main restriction in our context is the decay of ∇Φ. The last hypothesis
is technical and should not be difficult to obtain for a class of functions satisfying the
imposed decay.

Let us recall the expression of rPot,a and rPot,b:

rPot,as,m+1(0, t, Zs) :=
m∑
n=0

∫ t−nδ

0
Qs,s+n(t− tn+1)

1

ε

s+n∑
i,j=1
i 6=j

[
∇Φ>(

xi − xj
ε

).∇vi f̃
(s+n)
N,R

]
(tn+1, Zs)dtn+1 (2.4.0.4)

and

rPot,bs,m+1(0, t, Zs) :=

m∑
n=0

∫ t−nδ

0
Qs,s+n(t− tn+1)

(N − (s+ n))

ε

s+n∑
i=1

[∫
Td(N−(s+n))×Rd(N−(s+n))

∇Φ(
xi − xs+n+1

ε
).∇vifN

∏
1≤l≤s+n

s+n+1≤k≤N

1{|xl−xk|>Rε}dZ(s+n+1,N)

 (tn+1, Zs)dtn+1, (2.4.0.5)

On the previous papers, the classical strategy to deal wih the remainders was to use con-
tinuity estimates on the collision operator together with some a priori estimates on the
marginals.

Let us define Xε,k,α the space of continous functions fk defined on Tdk ×Rdk such that

‖fk‖ε,k,α := sup
Zk∈Tdk×Rdk

|fk(Zk) exp(αH<
k (Zk))| <∞ (2.4.0.6)

where we recall
H<
k (Zk) :=

∑
1≤i≤k

1

2
|vi|2 +

∑
1≤i<j≤k

Φ<

(
xi − xj

ε

)
. (2.4.0.7)

In our context we can also obtain some a priori estimates on the truncated marginals
applying the maximum principle for the Liouville equation.

Proposition 2.4.1. For any fixed N , considering the initial data (2.2.1.1) for any s ≥ 1,
we have the following uniform bound (with respect to time)

sup
t≥0
‖f̃ (s)
N,R(t)‖ε,s,β ≤ ‖ρ0‖∞

(
β

2π

)ds/2
(1− εκdRd)−s exp

(
βs2‖Φ>‖∞

)
. (2.4.0.8)

The proof of Proposition 2.4.1 is quite classical and can be found in Appendix 2.10.1. The
problematic is then the following: thanks to our a priori estimates, we have a control on
the marginals but not on the derivatives of the marginals. So the classical strategy can not
work. The idea is to adopt a weak approach in order to make the derivatives act on a test
function ϕ : Td ×Rd → R.
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p
t

p
t1

p
t2

v1

v2

z2(t2)

z1(t2)

Figure 2. Representation of a pseudo-trajectory undergoing one col-
lision in the pre-collisional case. By construction, at time t1, we have
z1(t1) = (x1 − v1(t− t1), v1) and z2(t1) = (x1 − v1(t− t1) + εν2, v2).

The advantage of the iteration method adopted is that, at this point, we know that there is
no recollision in the pseudo-trajectories involved. Then, we can easily pass from the state
of particles at tm to the state of particle 1 at t via changes of variables defined as follows:

ρm : Td ×Rd × [0, t− δ]× Sd−1 ×Rd × · · · × [0, tm−1 − δ]× Sd−1 ×Rd → T(m+1)d ×R(m+1)d

(z, t1, ν2, v2, . . . , tm, νm+1, vm+1) 7→ Z̃m+1 = Zm+1(tm)
(2.4.0.9)

where Zm+1(tm) is a pseudo-trajectory associated to a collision tree at time tm. Then, the
state of the particle 1 at time t can be expressed in function of (x̃1, ṽ1, . . . , x̃m+1, ṽm+1),
the positions at time tm.

Remark 2.4.2. We point out that there is as much changes of variables as pseudo-
trajectories and so as much as collision trees.

2.4.1 Lipschitz control of the pseudo-trajectory

In this section, we establish that the functions which allow to pass from the state of
particle 1 at time t to states of particles at other times are Lipschitz. In order to do so, we
will have to study the microscopic interaction.

Let us start with the following lemma about the microscopic time of interaction that we
denote τ∗.

Proposition 2.4.2. When the relative velocity has a lower bound equal to η, we have the
following bound:

τ∗ ≤ CR
2

η
(2.4.1.1)

with C ≥ 0 a constant.

Proof. We consider two particles z1 and z2 which are precollisional at time t− and study
the following rescaled problem

dy1

dτ
= w1,

dy2

dτ
= w2

dw1

dτ
= −∇Φ<(y1 − y2) = −dw2

dτ
.

(2.4.1.2)
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where
τ :=

(t− t−)

ε
, y(τ) :=

x(τ)

ε
, w(τ) := v(τ). (2.4.1.3)

We recall here the expression of the microscopic time of interation τ∗ obtain after a careful
study of the dynamics (see [10] for more details)

τ∗ := 2

∫ R

ρ∗
(E0 −Ψ(ρ, E0, I0))−1/2dρ

where E0 := |∆w0|2, I0 := |∆y0∧∆w0|
R∆w0

=: sinα and Ψ :=
E0I20R2

ρ2
+ 4Φ<(ρ) and where (ρ, w)

are the polar coordinates of the trajectory and ρ∗ := max{ρ0 ∈ (0, R) | Ψ(ρ, E0, I0) = E0}
is the minimal radius. ∆y0 and ∆w0 stand respectfully for the initial difference of rescaled
positions and the initial difference of rescaled velocities.

ω

apse line

∆w
∆y

∆y0

θ∆w0

α

Figure 3. Representation of the reduced dynamics.

For the rest of the proof, we will drop the exponent “<” in ∇Φ< for more clarity.
After the change of variables y = E0 −Ψ(ρ, E0, I0), using

d

dρ
(E0 −Ψ(ρ, E0, I0)) =

2E0I2
0R

2

ρ3
− 4Φ′(ρ) ≥ 2E0I2

0R
2

ρ3
≥ 2E0I2

0

R

we get the following bound

τ∗ ≤ R

2E0I2
0

2

∫ E0(1−I20 )

0

1
√
y
dy ≤ R

E0I2
0

2
√
E0(1− I2

0 ) =
2R√
E0

√
1− I2

0

I2
0

.

Moreover, noticing that Φ(ρ∗) ≤ E0
4 , then ρ∗ ≥ Φ−1

(E0
4

)
and we define i0 ∈ (0, 1) by

i0 := 1
2
√

2R
Φ−1

(E0
4

)
. Then we distinguish two cases which are respectively associated to

the two different following situations:

- the particle barely get into the sphere during the collision, arriving tangentially (or
almost),

- the collision is head-on, which implies that the particle will deeply get into the sphere
(but not for long).

Let us deal with these two situations.

(1) We start with the first one. Then we assume that I0 ≥ i0. Therefore, we have

τ∗ ≤ 2R√
E0i20

≤ 16R2

√
E0(Φ−1

(E0
4 )
)2 .
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By the assumption on the potential, we have
1

√
E0

(
Φ−1

(E0
4

))2 −→E0→∞ 0 and Φ−1
(E0

4

)
−→
E0→0

∞.

Thus, there exists two constant A1, A2 > 0 such that for all E0 > A2

1
√
E0

(
Φ−1

(E0
4

))2 < 1 <
1

η
.

for all E0 < A1,
1

√
E0

(
Φ−1

(E0
4

))2 < 1√
E0

<
1

η

for η2 < E0. Moreover, E0 7→ 1
√
E0

(
Φ−1

(
E0
4

))2 is a continuous function on [A1, A2] and

is bounded and for E0 ∈ [A1, A2]. Thus, for all E0 such that η2 < E0,

τ∗ ≤ CR
2

η
(2.4.1.4)

where C is a constant which does not depend on R and η.

(2) Let us now assume I0 ≤ i0 to deal with the second situation. We define γ := Φ−1
(E0

8

)
and we split τ∗ into two integrals

τ∗ = τ∗1 + τ∗2

with τ∗1 := 2

∫ γ

ρ∗
(E0 −Ψ(ρ, E0, I0))−1/2dρ. Indeed, we have the following bound

E0I2
0

4(ρ∗)2
R2 ≤ E0i

2
0

4(ρ∗)2
R2 ≤ E0i

2
0

4× 8i20
=
E0

32
.

Thus, we get that
E0

4
− E0I2

0

4(ρ∗)2
R2 ≥ 7

E0

32
≥ E0

8

and then

ρ∗ = Φ−1

(
E0

4
− E0I2

0

4(ρ∗)2
R2

)
≤ Φ−1

(
E0

8

)
= γ.

We put M(Φ) := infρ∗≤ρ≤γ |Φ′(ρ)| > 0. We notice that because of assumption
(2.4.0.3) on the potential, we have on [ρ∗, γ]

d

dρ
(E0 −Ψ) =

2E0I2
0R

2

ρ3
− 4Φ′(ρ) ≥ 4M(Φ)

≥ 4Φ′
(

Φ−1

(
E0

8

))
≥ E0

2
.

Finally, we have

τ∗1 ≤ 1

E0/2
2

∫ E0/2−E0I20R2/γ2

0

dy
√
y

=

√
E0/2− E0I2

0R
2/γ2

E0/2
≤
√

2√
E0
≤ CR

2

η
.
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Moreover, directly bounding the integrand in τ∗2 , we get

τ∗2 ≤
2R√

E0/2− E0I2
0R

2/γ2
.

Using the fact that E0I
2
0R

2

γ2
≤ E0i

2
0R

2

γ2
≤ E08 , we get

τ∗2 ≤
2R√

E0/2− E0/8
=

4
√

2√
3E0

R ≤ CR
2

η

which completes the proof.

p
t

p
t1

p
t2

p
t̂1

p
t̂2

1

2

3

1̂

2̂
3̂

Figure 4. Representation of two collision trees with different times of
collisions.

Let us go back to our study. In the following, we first deal with the particular case corre-
sponding to observing two different trees with identical times of collisions. We will explain
later how to deduce from it the general case with different times of collision for each tree
as represented in Figure 4.

Before stating our result, let us prove the following lemma dealing with the case of two
particles interacting.

Lemma 2.4.1. We denote by (x0
1, v

0
1), (x0

2, v
0
2) and (x̂0

1, v̂
0
1), (x̂0

2, v̂
0
2) two different initial

positions associated to particles 1 and 2, and by (x1, v1), (x2, v2) and (x̂1, v̂1), (x̂2, v̂2) their
respective positions after scattering. Then, we have the following inequality:

|x1−x̂1|+|x2−x̂2|+|v1−v̂1|+|v2−v̂2| ≤
eC
′R2/η

ε
(|x0

1 − x̂0
1|+ |x0

2 − x̂0
2|+ |v0

1 − v̂0
1|+ |v2 − v̂0

2|)
(2.4.1.5)

with C ′ a constant which depends on ∇Φ.
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Proof. Let us go back to the study of the following dynamics
dy1

dτ
= w1,

dy2

dτ
= w2

dw1

dτ
= −∇Φ<(y1 − y2) = −dw2

dτ
.

(2.4.1.6)

By hypothesis on ∇Φ<, θ̂ :


y1

y2

w1

w2

 7→


w1

w2

−∇Φ<(y1 − y2)
∇Φ<(y1 − y2)

 is C ′-Lipschitz where C ′ =

max(1, C∇Φ) with C∇Φ the Lipschitz constant of ∇Φ. So by the Cauchy-Lipschitz theorem,
given U := (y1, y2, w1, w2) and Û := (ŷ1, ŷ2, ŵ1, ŵ2) with respective initial data U0 :=
(y0

1, y
0
2, w

0
1, w

0
2) and Û0 := (ŷ0

1, ŷ
0
2, ŵ

0
1, ŵ

0
2), then

|U(τ)− Û(τ)| ≤ eC′τ |U0 − Û0|

and so

|y1− ŷ1|+ |y2− ŷ2|+ |w1−ŵ1|+ |w2−ŵ2| ≤ eC
′τ∗(|y0

1− ŷ0
1|+ |y0

2− ŷ0
2|+ |w0

1−ŵ0
1|+ |w0

2−ŵ0
2|)

and finally∣∣∣∣x1

ε
− x̂1

ε

∣∣∣∣+∣∣∣∣x2

ε
− x̂2

ε

∣∣∣∣+|v1−v̂1|+|v2−v̂2| ≤ eC
′τ∗

(∣∣∣∣x0
1

ε
− x̂0

1

ε

∣∣∣∣+

∣∣∣∣x0
2

ε
− x̂0

2

ε

∣∣∣∣+ |v0
1 − v̂0

1|+ |v0
2 − v̂0

2|
)
.

So using 1 ≤ 1
ε on both sides, we finally obtain

|x1 − x̂1|+ |x2 − x̂2|+ |v1 − v̂1|+ |v2 − v̂2| ≤
eC
′τ∗

ε
(|x0

1 − x̂0
1|+ |x0

2 − x̂0
2|+ |v0

1 − v̂0
1|+ |v0

2 − v̂0
2|)

≤ eC
′R2/η

ε
(|x0

1 − x̂0
1|+ |x0

2 − x̂0
2|+ |v0

1 − v̂0
1|+ |v0

2 − v̂0
2|).

Using this result, we can now go back to the case of several collisions.

p
t

p
t1

p
t20

v1

v2

v3

Figure 5. Representation of a pseudo-trajectory undergoing two col-
lisions.

We have the following result:
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Lemma 2.4.2. With the assumption of identical times of collisions for two different trees,
the function (x̃1, ṽ1, . . . , x̃k+1, ṽk+1) 7→ z = z(x̃1, ṽ1, . . . , x̃k+1, ṽk+1), where (x̃1, ṽ1, . . . ,
x̃k+1, ṽk+1) is the state of the k + 1 particles after k collisions at time t+k+1 (i.e. be-

fore the k + 1-th collision) on a pseudo-trajectory is a
(
C̃R,η,ε

)k
-Lipschitz function with

C̃R,η,ε =
CeCR

2/η

ε
and C is a constant which can only depend on ∇Φ.

Proof. Let us prove this result by induction.
Initialization: We start with the post-collisional case. By construction of the pseudo-
trajectory, particle 1 moves freely on [t1, t] and starts its scattering at t1. Then, we deduce
from Lemma 2.4.1 that

|z1(t1)− ẑ1(t1)| ≤ eC
′R2/η

ε
[|z1(t1 − tε)− ẑ1(t1 − tε)|+ |z2(t1 − tε)− ẑ2(t1 − tε)|] (2.4.1.7)

where tε is the scattering time. Moreover, since by construction we know that particle 1
and 2 move freely on [t+2 , t1 − tε], we have

|z1(t1−tε)−ẑ1(t1−tε)|+|z2(t1−tε)−ẑ2(t1−tε)| ≤ C
[
|z1(t+2 )− ẑ1(t+2 )|+ |z2(t+2 )− ẑ2(t+2 )|

]
.

(2.4.1.8)
Thus, we have

|z1(t)− ẑ1(t)| ≤ CeC
′R2/η

ε

[
|z1(t+2 )− ẑ1(t+2 )|+ |z2(t+2 )− ẑ2(t+2 )|

]
(2.4.1.9)

since particle 1 moves freely on [t1, t]. Furthermore, since in the pre-collisional case, there
is only free transport, the above inequality holds true for ε small enough.

Induction step: By assumption on the inductive step, we have

|z1(t)− ẑ1(t)| ≤

(
CeCR

2/η

ε

)k−1 (
|z1(t+k )− ẑ1(t+k )|+ |z2(t+k )− ẑ2(t+k )|+ . . .

· · ·+ |zk(t+k )− ẑk(t+k )|
)
. (2.4.1.10)

Let us denote by mk the “progenitor” of particle k + 1 (i.e. mk is the particle it is added
next to). By the initialization applied for particles mk and k + 1, we have that

|zmk(tk)− ẑmk(tk)| ≤

(
CeCR

2η

ε

)[
|zmk(t+k+1)− ẑmk(t+k+1)|+ |zk+1(t+k+1)− ẑk+1(t+k+1)|

]
(2.4.1.11)

Moreover, by construction of the pseudo-trajectories with our iteration strategy, we know
that the other particles move via free transport on ]t+k+1, tk]. Then, we deduce that for ε
small enough,

|z1(t)− ẑ1(t)| ≤

(
CeCR

2/η

ε

)k [
|z1(t+k+1)− ẑ1(t+k+1)|+ · · ·+ |zk+1(t+k+1)− ẑk+1(t+k+1)|

]
(2.4.1.12)

which completes the proof.
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Let us go back to the general case. For two different trees, we will denote by tk and t̂k the
respective times of collisions. Noticing that the scattering does not depend on time, the
general case is only different from the one above because of translations in the positions.
Indeed, for instance particle 1 starts its scattering at t1 while particle 1̂ keeps moving freely
on [t̂1, t1] in the case t̂1 < t1. Then, it will imply an error on the positions directly bounded
by E|t1− t̂1|, the velocities being bounded by E. Thus, if we prove that collision times are
also Lipschitz, we will be able to conclude.

Before proving it, we need to make a precision not necessary until now. In our iteration
strategy, when we truncate to remove recollisions (we will explain how exactly in Section
2.6.1), the geometrical set observed will be one from which we will also remove grazing
collisions by truncating parameters such that the angle between νs+1 and (vs+1 − vi)
belongs to [π/2 − ε, π/2]. The measure of the set associated to possible recollisions and
grazing collisions being of the same order as the one of the set only associated to possible
recollisions, the corresponding term will vanish exactly the same way as if we would have
only removed recollisions.

Lemma 2.4.3. We denote by tc a time of collision and by x and v the respective relative
positions and relative velocities of the two particles colliding with η ≤ |v|. Then, we have

‖ ∂tc
∂xi
‖∞ + ‖∂tc

∂vi
‖∞ ≤

C

η | cos
(
π
2 − ε

)
|

(2.4.1.13)

with C a constant and where xi and vi are the i-th coordinates of respectively x and v.

Proof. Starting from the following equality

|x− tcv| = Rε (2.4.1.14)

which characterizes collision times, we differentiate it and obtain

∂tc
∂xi

=
ni

n · v
and

∂tc
∂vi

=
tcn

i

n · v
, (2.4.1.15)

with n the vector of norm 1 associated to the collision and ni its i-th coordinate. Therefore,
using the bound η ≤ |v| and the construction of the iteration term regarding the grazing
collisions leads to the conclusion.

Finally, using the two above lemmas we can deduce the following result:

Corollary 2.4.3. The function (x̃1, ṽ1, . . . , x̃k+1, ṽk+1) 7→ z = z(x̃1, ṽ1, . . . , x̃k+1, ṽk+1),
where (x̃1, ṽ1, . . . , x̃k+1, ṽk+1) is the state of the k + 1 particles after k collisions at time
t+k+1 (i.e. before the k + 1-th collision) on a pseudo-trajectory is a (CE,R,η,ε)

k-Lipschitz

function with CE,R,η,ε =
CEeCR

2/η

η | cos
(
π
2 − ε

)
|ε

and C is a constant which can only depend on

∇Φ.

2.4.2 Estimates of the remainders associated to the long-range part of
the potential

From now on, C is a constant which can depend on ϕ, ρ0, β and which can include factors
as (1− εκdRd)−1 or again exp (β‖Φ>‖∞). This is not a problem since those two last terms
converges to 1 as N goes to ∞. Moreover, we will assume that ε < η. Indeed, the orders
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of magnitude adopted in section 2.7 will satisfy this property.

First of all, let us notice that we can rewrite the remainder rPot,aN (t) as follows:

rPot,a,KN (t) :=

K∑
k=1

n1−1∑
j1=0

. . .

nk−1−1∑
jk−1=0

Q1,J1(τ) . . . QJk−2,Jk−1
(τ)rPot,aJk−1,nk

(t− kτ, t− (k − 1)τ)

=

K∑
k=1

n1−1∑
j1=0

. . .

nk−1∑
jk=0

FPot,a(J (k), z)

(2.4.2.1)
where for J (k) = (1, j1, . . . , jk) fixed, we denote

FPot,a(J (k), z) := Q1,J1(τ) . . . QJk−2,Jk−1
(τ)∫ τ−jkδ

0
QJk−1,Jk(τ − tJk)

1

ε

Jk∑
i,j=1
i 6=j

[
∇Φ>(

xi − xj
ε

).∇vi f̃
(Jk)
N,R

]
(tJk , z)dtJk . (2.4.2.2)

Proposition 2.4.4. Let k be an integer, 1 ≤ k ≤ K. There exists a constant C such that
for any τ > 0, J (k) = (j1, . . . , jk) with ji ∈ {0, . . . , ni − 1} for all i,

∣∣∣∣∫
Td×Rd

ϕ(z)FPot,a(J (k), z)dz

∣∣∣∣≤ C

 CEe

C R2

η

η | cos
(
π
2 − ε

)
|ε

Jk

+
Jk
ε2

 ‖∇Φ>‖∞(kτ)Jk(Rd−1Ed+1)Jk .

(2.4.2.3)

Proof. For each collision tree p, we know that the changes of variables associated

ρp : (z, t1, ν2, v2, . . . , tJk−1, νJk , vJk) 7→ ZJk(tJk), (2.4.2.4)

where ZJk(tJk) is the pseudo-trajectory at time tJk associated to the tree p, maps the
measure

Jk−1∏
i=1

(Rε)d−1(vi+1 − vmi(ti)).νi+1)dzdt1 . . . dtJk−1dν2 . . . dνJkdv1 . . . dvJk (2.4.2.5)

on the Lebesgue measure dZJk . So applying those ones, we get that∣∣∣∣∫
Td×Rd

ϕ(z)FPot,a(J (k), z)dz

∣∣∣∣
≤ NJk−1

∑
p

∣∣∣∣∣
∫ kτ−(Jk−1)δ

0

∫
Im(ρp)

χ ϕ(z(x1, v1, . . . , xJk , vJk))

1

ε

Jk∑
i,j=1
i 6=j

∇Φ>

(
xi − xj

ε

)
.∇vi f̃

(Jk)
N,R (tJk , ZJk)dZJkdtJk

∣∣∣∣∣∣∣∣
(2.4.2.6)

where we will denote by χ the product of all the “smooth indicator function” involved in
the construction of those terms.
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Moreover, since χ =

Jk∏
i=2

[
χHiχgeom(i)χηi

]
and for each i,

∣∣∇ [χHiχgeom(i)χηi
]∣∣ ≤ C (1 +

1

ε
+

1

η

)
≤ C

ε
,

(see (2.3.1.2), (2.3.1.3), (2.3.1.4)) we have

|∇χ| ≤ Jk
ε
. (2.4.2.7)

In addition, applying Corollary 2.4.3 we have

|∇viϕ(z(x1, v1, . . . , xJk , vJk))| ≤ ‖∇ϕ‖∞|∇viz(x1, v1, . . . , xJk , vJk)|

≤ ‖∇ϕ‖∞

(
CEeCR

2/η

η | cos
(
π
2 − ε

)
|ε

)Jk−1

.
(2.4.2.8)

Noticing that integrating the measure (3.3.2.6) on the domain of integration that we con-

sider gives a constant which is O

((
Jk−1∏
i=1

(Rε)d−1E

)
EdJk

(kτ)Jk

Jk!

)
, then after doing an

integration by parts on the right-hand side of inequality (2.4.2.6), we deduce from (2.4.2.7)
and (2.4.2.8) that

∣∣∣∣∫
Td×Rd

ϕ(z)FPot,a(J (k), z)dz

∣∣∣∣
≤ NJk−1(Jk)!

( CEeCR
2/η

η | cos
(
π
2 − ε

)
|ε

)Jk−1

+
Jk
ε

 1

ε
‖∇Φ>‖∞ sup

t≥0
‖f̃ (Jk)
N,R (t)‖∞(

(Rε)d−1
)Jk−1

E(d+1)Jk
(kτ)Jk

Jk!

≤ C

( CEeCR
2/η

η | cos
(
π
2 − ε

)
|ε

)Jk
+
Jk
ε2

 ‖∇Φ>‖∞(Rd−1Ed+1)Jk(kτ)Jk .

(2.4.2.9)

Quite similarly, we can rewrite the remainder rPot,bN (t) as follows:

rPot,b,KN (t) =

K∑
k=1

n1−1∑
j1=0

. . .

nk−1∑
jk=0

FPot,b(J (k), z) (2.4.2.10)

where for J (k) = (1, j1, . . . , jk) fixed, we denote

FPot,b(J (k), z) := Q1,J1(τ) . . . QJk−2,Jk−1
(τ)

∫ τ−jkδ

0
QJk−1,Jk(τ − tJk)

(N − Jk)
ε

Jk∑
i=1

∫
Td(N−Jk)×Rd(N−Jk)

∇Φ(
xi − xJk+1

ε
).∇vifN

∏
1≤l≤Jk

Jk+1≤j≤N

1{|xl−xj |>Rε}dZ(Jk+1,N)

 (tJk , z)dtJk .

(2.4.2.11)

Using a quite similar reasoning and the fact that Nεd−1 = 1, we get an equivalent propo-
sition for rPot,b.
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Proposition 2.4.5. Let k be an integer, 1 ≤ k ≤ K. There exists a constant C such that
for any τ > 0, J = (j1, . . . , jk−1) with ji ∈ {0, . . . , ni − 1} for all i,

∣∣∣∣∫
Td×Rd

ϕ(z)FPot,b(J (k), z)dz

∣∣∣∣ ≤ C

εd−1


 CEe

C R2

η

η | cos
(
π
2 − ε

)
|ε

Jk

+
Jk
ε2

 ‖∇Φ>‖∞(kτ)Jk(Rd−1Ed+1)Jk .

(2.4.2.12)

2.5 Continuity estimates and control of some remainders

In this section, we will use the classical techniques based on some continuity estimates
to control the remainders associated to superexponential growth and to clusters.

First of all, let us recall here the general result concerning continuity estimates for the
collision operators. In order for the paper to be more self-contained, we recall the proof in
Appendix 2.10.3. We denote by |Q|s,s+n the operators obtained by summing the absolute
values of all elementary contributions

|Q|s,s+n(t) :=

∫ t−δ

0

∫ t1−δ

0
. . .

∫ tn−1−δ

0
Ss(t− t1)|Cs,s+1|Ss+1(t1 − t2)|Cs+1,s+2| . . .

. . .Ss+n−1(tn−1 − tn)|Cs+n−1,s+n|dtn . . . dt1. (2.5.0.1)

where

(|Cs,s+1|f (s+1)
N )(Zs)

:= (N − s)(Rε)d−1
s∑
i=1

∫
Sd−1×Rd

 s∏
j=1
j 6=i

1{|xj−xs+1>Rε|}

 (ν.(vs+1 − vi))+

f
(s+1)
N (. . . , xi, v

∗
i , . . . , xi +Rεν, v∗s+1)dνdvs+1

+(N − s)(Rε)d−1
s∑
i=1

∫
Sd−1×Rd

 s∏
j=1
j 6=i

1{|xj−xs+1>Rε|}

 (ν.(vs+1 − vi))−

f
(s+1)
N (. . . , xi, vi, . . . , xi +Rεν, vs+1)dνdvs+1.

(2.5.0.2)
We deliberately omit some “smooth indicator functions” involved for more concision but
the result holds true in their presence.

Lemma 2.5.1. There is a constant Cd depending only on d such that for all s, n ∈ N,
t ≥ 0, the operators |Q|s,s+n(t) satisfy the following continuity estimates: for all fs+n ∈
Xε,s+n,α, |Q|s,s+n(t)fs+n belongs to Xε,s,α

2
and

‖|Q|s,s+n(t)fs+n‖ε,s,α
2
≤ es−1

(
CdR

d−1t

α
d+1
2

)n
‖fs+n‖ε,s+n,α. (2.5.0.3)
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2.5.1 Remainders with a superexponential growth

Proposition 2.5.1. Let k be an integer, 1 ≤ k ≤ K. There exists a constant C such that
for any τ > 0, J = (j1, . . . , jk−1) with ji ∈ {0, . . . , ni − 1} for all i,∣∣∣∣∫

Td×Rd

ϕ(z)Q1,J1(τ)QJ1,J2(τ) . . . QJk−2,Jk−1
(τ)rSupexpJk−1,nk

(t− kτ, t− (k − 1)τ, z)dz

∣∣∣∣
≤ C

[
(C̃Rd−1)2tτ

]2k

(2.5.1.1)

with C̃ := Cd√
β

(1−εκdRd)−1 exp (β‖Φ‖∞), rSupexpJk−1,nk
(t−kτ, t−(k−1)τ, z) := QJk−1,Jk−1+nk(τ)f̃

(Jk−1+nk)
N,R .

Proof. Obviously, we have∣∣∣∣∫
Td×Rd

ϕ(z)Q1,J1(τ)QJ1,J2(τ) . . . QJk−2,Jk−1
(τ)rSupexpJk−1,nk

(t− kτ, t− (k − 1)τ, z)dz

∣∣∣∣
≤ C‖ϕ‖∞‖|Q|1,Jk−1

((k − 1)τ)rSupexpJk−1,nk
(t− kτ, t− (k − 1)τ)‖L∞(Td×Rd).

Indeed, the exact distribution of collisions in the last k − 1 intervals is not needed. Then,
applying Lemma 2.10.2 a first time, we get

‖|Q|1,Jk−1
((k − 1)τ)rSupexpJk−1,nk

(t− kτ, t− (k − 1)τ)‖L∞(Td×Rd)

≤
(
Rd−1Cd(k − 1)τ

β(d+1)/2

)Jk−1−1

‖rSupexpJk−1,nk
(t− kτ, t− (k − 1)τ)‖ε,Jk−1,β/2.

Observing the expression of rSupexpJk−1,nk
(t− kτ, t− (k− 1)τ), we apply Lemma 2.10.2 a second

time and we finally get

‖|Q|1,Jk−1
((k − 1)τ)rSupexpJk−1,nk

(t− kτ, t− (k − 1)τ)‖L∞(Td×Rd)

≤
(
Rd−1Cd(k − 1)τ

β(d+1)/2

)Jk−1−1(
Rd−1Cdτ

β(d+1)/2

)nk
‖ sup
t≥0

f̃
(Jk−1+nk)
N,R (t)‖ε,Jk−1+nk,β.

Using the a priori estimate on the truncated marginals (2.4.0.8), the fact that (k− 1)τ ≤ t
and that Jk−1 ≤ 2k = nk, we get the final result.

2.5.2 Remainders with clusters

As previously, we notice that we can rewrite the term rClu,KN (t) as follows

rClu,KN (t) =
K∑
k=1

n1−1∑
j1=0

. . .

nk−1∑
jk=0

FClu(J (k), z) (2.5.2.1)

where for J (k) = (1, j1, . . . , jk) fixed, we denote

FClu(J (k), z) := Q1,J1(τ) . . . QJk−2,Jk−1
(τ)

∫ τ−jkδ

0
QJk−1,Jk(τ−tJk)CJk,Jk+1f

(Jk+1)
N,R (tJk , z)dtJk .

(2.5.2.2)
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So using the continuity estimates of the collision operators, a control on the cluster part
should be enough. Let us recall here its expression

f
(s+1)
N,R (t, Zs+1) :=

∫
Td(N−(s+1))×Rd(N−(s+1))

fN (t, ZN ) ∏
1≤k≤s

s+2≤l≤N

1|xk−xl|>Rε


1−

N∏
j=s+2

1|xj−xs+1|>Rε

 dZ(s+2,N). (2.5.2.3)

We are actually able to obtain some a priori estimates for it too using again the maximum
principle for the Liouville equation. Let us state the result here, the proof could be found
in Appendix 2.10.1.

Proposition 2.5.2. For any fixed N , considering the initial data (2.2.1.1) for any s ≥ 1,
we have the following uniform bound (with respect to time)

sup
t≥0
‖f (s)

N,R(t)‖ε,s,β ≤ ‖ρ0‖∞
(
β

2π

)ds/2
(1− εκdRd)−(s−1) exp

(
βs2‖Φ>‖∞

)
Rdε. (2.5.2.4)

Finally, we get the following estimate for the remainder associated to the cluster part.

Proposition 2.5.3. Let k be an integer, 1 ≤ k ≤ K. There exists a constant C such that
for any τ > 0, J = (j1, . . . , jk−1) with ji ∈ {0, . . . , ni − 1} for all i,∣∣∣∣∫

Td×Rd

ϕ(z)FClu(J (k), z)dz

∣∣∣∣ ≤ CRdε (C̃Rd−1t
)Jk

. (2.5.2.5)

Proof. First of all, doing the exact same reasoning as in the proof of Proposition 2.5.1, we
get the following bound∣∣∣∣∫

Td×Rd

ϕ(z)FClu(J (k), z)dz

∣∣∣∣
≤ C‖ϕ‖∞

(
Rd−1Cd(k − 1)τ

β(d+1)/2

)Jk−1−1

‖
∫ τ−δ

0
QJk−1,Jk(τ − tJk)CJk,Jk+1f

(Jk+1)
N,R (tJk , z)dtJk‖ε,Jk−1,β/2.

Using again the Lemma 2.10.2, we get that

∥∥∥∥∫ τ−δ

0
QJk−1,Jk(τ − tJk)CJk,Jk+1f

(Jk+1)
N,R (tJk , z)dtJk

∥∥∥∥
ε,Jk−1,β/2

≤
(
Rd−1Cdτ

β(d+1)/2

)jk+1

sup
t≥0
‖f (Jk)

N,R(t)‖ε,Jk,β.

So finally, using the control of the cluster part in the above inequality together with the
fact that (k − 1)τ ≤ t leads to the conclusion.
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2.6 Remainders and geometrical control

2.6.1 Some geometrical considerations

We recall that in order to get the convergence, our aim is to couple the pseudo-trajectories
associated to the BBGKY series to the ones of the Boltzmann with cut-off. As we men-
tioned previously the main difference between those two terms comes from the possible
recollisions that can occur in the BBGKY case while they never occur in the Boltzmann
case.

p
t

p
t∗

p
t1

p
t20

v1

v2

v3

Figure 6. An example of a recollision between particles 1 and 2 at time
t∗. As it can be observed the distance between the BBGKY trajectories
and the Boltzmann ones (i.e. between the plain arrows and the dashed
ones) is small until a recollision happens between particles 1 and 2. Then
the plain and the dashed arrows do not behave the same way at all and
the distance between them increases linearly in time.

Adjunction of one particle

In the following, we just deal with the pre-collisional case. Let us explain why it is enough.
What we do is slightly different from what has be done in the previous papers. Indeed,
instead of working with the fact that some sets are small in the measure dνkdvk for vmk
fixed to prevent recollisions, we use the idea that if we consider all the parameters and not
only (νk, vk), the scattering preserves the measure since it is an involution. In other words,
instead of cutting only the last integral in (νk, vk) with vmk fixed, we cut all the integrals.
Therefore, we will always define the pathological sets leading to possible recollisions in
function of the pre-collisional parameters. The key point is that if some sets are small in
those parameters, thanks to the property of the scattering mentioned above, they remain
small in post-collisional parameters.

Let us go back to the study of the pre-collisional case. One of the advantages is that
particles move freely in that case, making almost straightforward the study of possible
recollisions. The strategy is to construct a set outside of which there will be no recollisions
using the notion of good configurations and geometrical arguments. We recall that as
mentioned in Definition 2.3.1 for k particles the set of good configurations Gk(ε0) is a set
such that the particles remain at a distance ε0. We fix the parameters with the following
orders of magnitude 2K+1Rε � a � ε0 � min(δE, 1) with K some large integer, δ > 0,
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E > 0 parameters to be chosen later. The set Gk(ε0) has the obvious following properties:

Proposition 2.6.1. For particles in Gk(ε0) the transport Ψk coincides with the free flow.
Moreover, if at time t the configurations Zk, Z0

k are such that

∀i ≤ k, |xi − x0
i | ≤ a, vi = v0

i (2.6.1.1)

and that Z0
k belongs to Gk(ε0), then the configurations Ψk(u)Zk, Ψ0

k(u)Z0
k will remain at a

distance less than a for u ∈ [0, t].

The main concern is to prove that the good configurations are stable by adjunction of the
k + 1-th particle by using the following lemma which states a control on free trajectories.

Lemma 2.6.1. Given t > 0, and a > 0 satisfying 2K+1Rε � a � ε0 � min(δE, 1),
consider two points x0

1, x
0
2 in Td such that d(x0

1, x
0
2) ≥ ε0 and a velocity v1 ∈ BE. Then

there exists a subset K(x0
1 − x0

2, ε0, a) of Rd with measure bounded by

|(K(x0
1 − x0

2, ε0, a)| ≤ CEd
((

a

ε0

)d−1

+ (Et)dad−1

)
(2.6.1.2)

and a subset Kδ(x
0
1 − x0

2, ε0, a) of Rd, the measure of which satisfies

|(Kδ(x
0
1 − x0

2, ε0, a)| ≤ CEd
((ε0

δ

)d−1
+ (Et)dEd−1εd−1

0

)
(2.6.1.3)

such that for any v2 ∈ BE and x1, x2 such that |x1 − x0
1| ≤ a, |x2 − x0

2| ≤ a, the following
results hold:

• If v1 − v2 /∈ K(x0
1 − x0

2, ε0, a), then

∀u ∈ [0, t], d(x1 − uv1, x2 − uv2) > Rε

and a fortiori, there is no recollision.

• If v1 − v2 /∈ Kδ(x
0
1 − x0

2, ε0, a), then

∀u ∈ [δ, t], d(x1 − uv1, x2 − uv2) > ε0,

and so after a time δ, they stay in a good configuration.

x1 − x2 • ·
Rε

v1 − v2•

Figure 7. The idea in the proof of Lemma 2.6.1 is to exclude sets
which will lead to pathological situations as illustrated in this picture.
Indeed, for relative velocity taken in the cone, the relative positions after
transport will belong to the depicted ball of small size, so the particles
will be close.

The proof of this lemma in the context of the torus Td can be found in [7]. Finally, it can
be deduced from this result the following property of stability of good configurations by
adjunction of an additional particle (see [7]). Let us state it here:
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Proposition 2.6.2. Given Z0
k = (X0

k , V
0
k ) ∈ Gk(ε0) and mk ≤ k, there is a subset Bmkk (Z0

k)
of Sd−1 ×BE of small measure

|Bmkk (Z0
k)| ≤ Ck

(
Ed
(
a

ε0

)d−1

+ Ed(Et)dεd−1
0 + E

(ε0

δ

)d−1
)

such that good configurations close to Z0
k are stable by adjunction of a collisional particle

close to the particle x0
mk

in the following sense.
Let Zk = (Xk, Vk) be a configuration of k particles satisfying

∀i ≤ k |xi − x0
i | ≤ a, vi = v0

i . (2.6.1.4)

Given (νk+1, vk+1) ∈ (Sd−1 ×BE) \ Bmkk (Z0
k), a new particle with velocity vk+1 is added at

xmk +Rενk+1 to Zk and at x0
mk

to Z0
k .

For a pre-collisional configuration νk+1.(vk+1 − vmk) < 0 then

∀u ∈]0, t]

{
∀i 6= j ∈ {1, . . . , k}, d(xi − uvi, xj − uvj) > Rε
∀j ∈ {1, . . . , k}, d(xmk +Rενk+1 − uvk+1, xj − uvj) > Rε.

(2.6.1.5)

Moreover, after the time δ, the k + 1 particles are in a good configuration

∀u ∈ [δ, t]

{
(Xk − uVk, Vk, xmk +Rενk+1 − uvk+1, vk+1) ∈ Gk+1(ε0/2)

(X0
k − uVk, Vk, x0

mk
+Rενk+1 − uvk+1, vk+1) ∈ Gk+1(ε0).

(2.6.1.6)

We will not recall the proof of Proposition 2.6.2, our concern here will be to rather insist
on how we will use it in a slightly different way as usual in the next subsection.

Inductive construction of the bad sets to remove

In this previous section, Proposition 2.6.2 is actually the elementary step for adding
a new particle. Let us now iterate it to obtain the construction of the bad sets to remove.
The difference in our strategy with what has be done in the previous papers is that since we
want to work only with pre-collisional parameters to remove the bad sets, we need to work
at each step with updated parameters. In our construction, at stage k, we will work with
the particles at time tk − tε, i.e. the k+ 1 particles in their precollisional state. Therefore,
when we will truncate on vk+1(tk − tε), it will actually be as if we were truncating in all
the previous velocities involved since vk+1(tk − tε) depends on those ones.

We first deal with the initialization of our problem i.e. the construction of geom(2). At
this stage, we have one particle, we add a second one and we want to prevent recollisions.
We notice here that if the particle lived in Rd we will have nothing to do, but in the case
of the torus, there are no longer dispersion properties. So waiting for a sufficiently long
time, we expect trajectories to go back ε-close to their initial positions. Then we need to
fix an interval of time [0, t] and use Proposition 2.6.2 to prevent this.

As the construction of the sets geom is interlocked with the iteration strategy, let us recall
it here for the first iteration. As explained in Section 2.3.1, after separating the collisions
by a time δ and getting rid of large velocities, we want to remove collisions in the term∫

Td×Rd

ϕ(z)

∫ t−δ

0
S1(t− t1)Cm1

1,2χH2 f̃
(2)
N,R(t1, z)dt1dz (2.6.1.7)

At this point, we have two possibilities:
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- if it is precollisional, we can rewrite the above integral as follows∫
Td×Rd

ϕ(z)

∫ t−δ

0

∫
Sd−1×Rd

(N − 1)(Rε)d−1((v2 − vm1(t1).ν2))−

f̃
(1)
N,R(t2, Z̃2(t1))dν2dv2dt1dx1dv1. (2.6.1.8)

Noticing that in the precollisional case tε = 0, we actually have v1 = v1(t1 − tε) and
v2 = v2(t1 − tε) and idem for ν2 we can rewrite (2.6.1.8) and obtain∫

Td×Rd

ϕ(z)

∫ t−δ

0

∫
Sd−1×Rd

(N − 1)(Rε)d−1((v2 − vm1(t1).ν2))−

f̃
(1)
N,R(t2, Z̃2(t1))dν2(t1 − tε)dv2(t1 − tε)dt1dx1(t1 − tε)dv1(t1 − tε). (2.6.1.9)

Then for (ν2(t1 − tε), v2(t1 − tε)) /∈ Bm1
1 (Z0

1 ), thanks to Proposition 2.6.2 we know
that no recollision occurs. We define geom(2) := Bm1

1 (Z0
1 ) and we split the above

integral into two ones using

1 = χgeom(2)(ν2(t1 − tε), v2(t1 − tε)) +
(
1− χgeom(2)(ν2(t1 − tε), v2(t1 − tε))

)
(2.6.1.10)

where χgeom(2) is a regularization of the indicator function of geom(2) defined in
(2.3.1.4), the ensemble geom(2) being regular enough to allow such a regularization
(it is an union of cylinders).

Then, noticing that the free transport maps the measure (Rε)d−1((v2−vm1(t1).ν2))−dν2(t1−
tε) dv2(t1 − tε)dt1dx1(t1 − tε)dv1(t1 − tε) on dx2(t+2 )dv2(t+2 )dx1(t+2 )dv1(t+2 ), we keep
going on the iteration strategy with the latter updated parameters in the part of the
integral associated to 1− χgeom(2).

- If it is post-collisional, we can rewrite (2.6.1.7) as follows∫
Td×Rd

ϕ(z)

∫ t−δ

0

∫
Sd−1×Rd

(N − 1)(Rε)d−1((v2 − vm1(t1).ν2))+

f̃
(1)
N,R(t2, Z̃2(t1))dν2dv2dt1dx1dv1. (2.6.1.11)

In this case, we actually have v1 = v1(t1), v2 = v2(t1) and idem for ν2. Noticing
that the scattering being an involution, it preserves the measure. Thus it maps the
measure dν2(t1)dv2(t1)dv1(t1) on the measure dν2(t1 − tε)dv2(t1 − tε)dv1(t1 − tε).
Therefore after doing this change of variables, as previously we can split the integral
into two ones using (2.6.1.10), with tε 6= 0 this time and we continue as in the
pre-collisional case.

We can now deal with the iteration step. Let us assume that we add at time tk the
particle k + 1 knowing that because of the presence of

(
1− χgeom(2)

) (
1− χgeom(3)

)
. . .(

1− χgeom(k)

)
at this stage, before adding the (k+ 1)-th particle, the k other particles can

not undergo recollisions.

- If it is precollisional, we can split the associated integral directly using

1 = χgeom(k+1)(νk+1(tk−tε), vk+1(tk−tε))+
(
1− χgeom(k+1)(νk+1(tk − tε), vk+1(tk − tε))

)
.

(2.6.1.12)
with tε = 0. Then, we update our parameters using the fact that the free trans-
port maps the measure (Rε)d−1((vk+1 − vmk(tk)).νk+1)−dνk+1(tk − tε)dtkdvk+1(tk −
tε)dx1(tk−tε)dv1(tk−tε) . . . dxk(tk−tε)dvk(tk−tε) on dx1(t+k+1)dv1(t+k+1) . . . dxk+1(t+k+1)dvk+1(t+k+1).
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- If it is postcollisional, we use the fact that the scattering preserves the measure.
Thus, it maps the measure dνk+1(tk)dvk+1(tk)dvmk(tk) on the measure dνk+1(tk −
tε)dvk+1(tk−tε)dvmk(tk−tε). Then, after doing this change of variables, we conclude
as in the precollisional case using (2.6.1.12) with tε 6= 0 this time.

2.6.2 Estimates of the “geometrical” remainders

We conclude by giving the four last estimates. From now on, we assume that R,E ≥ 1.
The orders of magnitude adopted in Section 2.7 will satisfy this property.

Neglecting the pathological trajectories

As previously, we notice that we can rewrite the term rRecoll,KN (t) as follows

rRecoll,KN (t) =

K∑
k=1

n1−1∑
j1=0

. . .

nk−1∑
jk=0

FRecoll(J (k), z) (2.6.2.1)

where for J (k) = (1, j1, . . . , jk) fixed, we denote

FRecoll(J (k), z) := Q1,J1(τ) . . . QJk−2,Jk−1
(τ)∫ τ−jkδ

0
QJk−1,Jk(τ − tJk)CJk,Jk+1χHJk+1

χgeom(Jk+1)f̃
(Jk+1)
N,R (tJk , z)dtJk . (2.6.2.2)

Then we get the following bound

Proposition 2.6.3. Let k be an integer, 1 ≤ k ≤ K. There exists a constant C such that
for any τ > 0, J = (j1, . . . , jk−1) with ji ∈ {0, . . . , ni − 1} for all i,∣∣∣∣∫

Rd×Td
ϕ(z)FRecoll(J (k), z)dz

∣∣∣∣ ≤ C 2K+1
(
C̃Rd−1t

)2K+1

(
Ed
(
a

ε0

)d−1

+ Ed(Et)dεd−1
0 + E

(ε0

δ

)d−1
)
. (2.6.2.3)

Proof. The proof is quite similar to the ones of the remainders in Section 2.5 and is based
on using continuity estimates. Noticing the three following points leads to the conclusion:

- As previously, the exact distribution of collisions in the last k intervals is not needed.

- Concerning the last collision operator involved, CJk,Jk+1, similarly as in the proof of
the usual continuity estimates in Appendix 2.10.3, the integration with respect to
velocity brings a factor (2π/β)d/2 while the presence of χgeom(Jk+1) gives a factor

CJk

(
Ed
(
a

ε0

)d−1

+ Ed(Et)dεd−1
0 + E

(ε0

δ

)d−1
)

(2.6.2.4)

according to Propositon 2.6.2.

- Finally, Jk = 1 + j1 + · · ·+ jk ≤ 1 + n1 + · · ·+ nk = 2k+1−1
2−1 ≤ 2k+1 ≤ 2K+1.
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Then we have∣∣∣∣∫
Rd×Td

ϕ(z)FRecoll(J (k), z)dz

∣∣∣∣
≤ C‖ϕ‖∞

(
Rd−1Cdkτ

β(d+1)/2

)Jk
2K+1

(
Ed
(
a

ε0

)d−1

+ Ed(Et)dεd−1
0 + E

(ε0

δ

)d−1
)

sup
t≥0
‖f̃ (Jk+1)
N,R (t)‖ε,Jk,β

≤ C2K+1
(
C̃Rd−1t

)2K+1
(
Ed
(
a

ε0

)d−1

+ Ed(Et)dεd−1
0 + E

(ε0

δ

)d−1
)

(2.6.2.5)
which concludes the proof.

Time separation

We can rewrite the term rT im,KN (t) as follows

rT im,KN (t) =
K∑
k=1

n1−1∑
j1=0

. . .

nk−1∑
jk=0

F T im(J (k), z) (2.6.2.6)

where for J (k) = (1, j1, . . . , jk) fixed, we denote

F T im(J (k), z) := Q1,J1(τ) . . . QJk−2,Jk−1
(τ)

∫ τ−jkδ

0
QδJk−1,Jk

(τ−tJk)CJk,Jk+1f̃
(Jk+1)
N,R (tJk , z)dtJk .

(2.6.2.7)

Proposition 2.6.4. Let k be an integer, 1 ≤ k ≤ K. There exists a constant C such that
for any τ > 0, J = (j1, . . . , jk−1) with ji ∈ {0, . . . , ni − 1} for all i,∣∣∣∣∫

Rd×Td
ϕ(z)F T im(J (k), z)dz

∣∣∣∣ ≤ C (
CRd−1t

)2K+1

2K+1 δ

t
. (2.6.2.8)

Proof. The reasoning is exactly the same as the one in the proof of the continuity estimates
except that it involves the integration over two consecutive times such that |tJk−1−tJk | ≤ δ.

Consequently, the integration with respect to time provides a factor
δtJk−1

(Jk − 1)!
instead of

tJk

(Jk)!
in the usual proof.

Using the Stirling formula as in the proof of the classical continuity estimates together with
the a priori estimates on the truncated marginals and the fact that Jk + 1 ≤ 2k+1 ≤ 2K+1

leads to the conclusion.

Energy truncation

We can rewrite the term rEner,KN (t) as follows

rEner,KN (t) =
K∑
k=1

n1−1∑
j1=0

. . .

nk−1∑
jk=0

FEner(J (k), z) (2.6.2.9)
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where for J (k) = (1, j1, . . . , jk) fixed, we denote

FEner(J (k), z) := Q1,J1(τ) . . . QJk−2,Jk−1
(τ)∫ τ−jkδ

0
QJk−1,Jk(τ − tJk)CJk,Jk+1

(
1− χHJk+1

)
f̃

(Jk+1)
N,R (tJk , z)dtJk . (2.6.2.10)

Proposition 2.6.5. Let k be an integer, 1 ≤ k ≤ K. There exists a constant C such that
for any τ > 0, J = (j1, . . . , jk−1) with ji ∈ {0, . . . , ni − 1} for all i,∣∣∣∣∫

Rd×Td
ϕ(z)FEner(J (k), z)dz

∣∣∣∣ ≤ C e−
β
4
E2
(
CRd−1t

)2K+1

. (2.6.2.11)

Proof. Using the obvious following inequality

sup
t≥0
‖
(

1− χ{HJk+1(ZJk+1)≤E2}

)
f̃

(Jk+1)
N,R (t)‖ε,Jk+1,β ≤ e−

β
4
E2‖f̃ (Jk+1)

N,R (t)‖ε,Jk+1,β

(2.6.2.12)
and the same arguments as previously leads to the result.

Small relative velocities

We can rewrite the term rRelat.vel,KN (t) as follows

rRelat.vel,KN (t) =
K∑
k=1

n1−1∑
j1=0

. . .

nk−1∑
jk=0

FRelat.vel(J (k), z) (2.6.2.13)

where for J (k) = (1, j1, . . . , jk) fixed, we denote

FRelat.vel(J (k), z) := Q1,J1(τ) . . . QJk−2,Jk−1
(τ)∫ τ−jkδ

0
QJk−1,Jk(τ−tJk)CJk,Jk+1χHJk+1

(
1− χgeom(Jk+1)

) (
1− χηJk+1

)
f̃

(Jk+1)
N,R (tJk , z)dtJk .

(2.6.2.14)

Proposition 2.6.6. Let k be an integer, 1 ≤ k ≤ K. There exists a constant C such that
for any τ > 0, J = (j1, . . . , jk−1) with ji ∈ {0, . . . , ni − 1} for all i,∣∣∣∣∫

Rd×Td
ϕ(z)FRelat.vel(J (k), z)dz

∣∣∣∣ ≤ C (
CRd−1t

)2K+1

22(K+1)ηd. (2.6.2.15)

Proof. First of all, let us notice that

Jk∏
i=1

1|vi−vJk+1|≥η ≤ χηJk+1 (2.6.2.16)

and so we have the following inequality

1− χηJk+1 ≤ 1−
Jk∏
i=1

1|vi−vJk+1|≥η ≤
Jk∑
i=1

1|vi−vJk+1|≤η. (2.6.2.17)
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The reasoning is then quite similar to the previous ones except that because of the pres-
ence of

∑Jk
i=1 1|vi−vJk+1|≤η, the last collision operator will be bounded using the following

inequality: for all i ∈ {1, . . . , Jk},∫
Rd

(|vJk+1|+ |vi|) exp

(
−β

2

Jk+1∑
l=1

|vl|2
)

Jk∑
j=1

1|vj−vJk+1|≤ηdvJk+1

≤ C Jkη
d exp

(
−β

2

Jk+1∑
l=1

|vl|2
)
. (2.6.2.18)

Then the same arguments as in the proof of the continuity estimates together with the a
priori estimates on f̃N,R and the fact that Jk ≤ 2K+1 leads to the conclusion.

2.7 Asymptotic vanishing of the remainders

It is now time to prove in this section that the remainders will vanish asymptotically
provided that the parameters are correctly chosen.

Proposition 2.7.1. For ϕ a test function, for δ, ε0, E, a, η, K and R satisfying the
following orders of magnitude:

δ = ε
d−1
d+1 , ε0 = εd/(d+1), E = C

√
| log ε|, a = 2K+1ε, η =

1

| log ε|
, (2.7.0.1)

log
(
log | log ε|1/4

)
log 2

≤ C̃2R2(d−1) (2.7.0.2)

and

2(K + 1) ≤
log
(
log | log ε|1/2

)
log 2

, (2.7.0.3)

then ∣∣∣∣∫
Rd×Td

ϕ(z)rKN (t, z)dz

∣∣∣∣ −→N→∞
0. (2.7.0.4)

Proof. Let us prove that they vanish in the right order. We start with rSupexp. We
choose τ ≤ γ

(C̃Rd−1)2t
with γ ∈]0, 1[. Thanks to Proposition 2.5.1, after summing on k and

j1, . . . , jk, we get the following bound∣∣∣∫Rd×Td ϕ(z)rSupexp,KN (t, z)dz
∣∣∣ ≤ C

∑K
k=1 2k(k+1)

[
(C̃Rd−1)2tτ

]2k

≤ C
∑K

k=1 2k(k+1)γ2k

= C
∑K

k=1 exp
(
k(k + 1) log 2 + 2k log γ

)
≤ C

∑K
k=1 exp (2k log γ)

= C
∑K

k=1(γ2)k

≤ cγ2.

(2.7.0.5)

This relation being true for any γ ∈]0, 1[ proves that this term vanishes asymptotically.
Moreover, by summing on k and j1, . . . , jk with the orders of magnitude chosen for the
parameters, we get the following bound for α > 0 small enough,∣∣∣∣∫

Rd×Td
ϕ(z)

(
rRecoll,KN (t, z) + rT im,KN (t, z) + rEner,KN (t, z) + rClu,KN (t, z)

)
dz

∣∣∣∣
≤ CK2(K+2)(K+1)((CRd−1t)2)2Kεα (2.7.0.6)
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as a direct consequence of Propositions 2.5.3, 2.6.3, 2.6.4, 2.6.5.

Let us take twice the logarithm on the right-hand side of (2.7.0.6). Then, the higher order
term in K is K log 2. Using the idea that if A(a) ∼

a→0
B(a) then A(a) ≤ 2B(a) for a small

enough, then for ε small enough, we get the following inequality∣∣∣∣∫
Rd×Td

ϕ(z)
(
rRecoll,KN (t, z) + rT im,KN (t, z) + rEner,KN (t, z) + rClu,KN (t, z)

)
dz

∣∣∣∣ ≤ C exp (22K)εα.

(2.7.0.7)
Consequently, by assumption (2.7.0.3) we can deduce that

2K ≤ log | log ε|1/2

log 2
(2.7.0.8)

and we get
22K ≤ | log ε|1/2. (2.7.0.9)

Thus finally,∣∣∣∣∫
Rd×Td

ϕ(z)
(
rRecoll,KN (t, z) + rT im,KN (t, z) + rEner,KN (t, z) + rClu,KN (t, z)

)
dz

∣∣∣∣
≤ Ce| log ε|1/2εα = Ce| log ε|1/2+α log ε−→

ε→0
0.

(2.7.0.10)
Moreover a similar argument shows that, for ε small enough,∣∣∣∣∫

Rd×Td
ϕ(z)rRelat.vel,KN (t, z)dz

∣∣∣∣ ≤ C exp (22K )ηd (2.7.0.11)

as a consequence of Proposition 2.6.6. Then by assumption, we get

2K ≤
log
(
log | log ε|1/2

)
log 2

and so
22K ≤ log | log ε|1/2. (2.7.0.12)

Therefore finally,∣∣∣∣∫
Rd×Td

ϕ(z)rRelat.vel,KN (t, z)dz

∣∣∣∣
≤ Celog | log ε|1/2

(
1

| log ε|

)d
= C
| log ε|1/2

| log ε|d
−→
ε→0

0.

(2.7.0.13)

Let us observe the two last terms. As a consequence of Propositions 2.4.4 and 2.4.5, after
summing on k and j1, . . . , jk, we have the following bound:∣∣∣∣∫

Rd×Td
ϕ(z)

(
rPot,a,KN (t, z) + rPot,b,KN (t, z)

)
dz

∣∣∣∣
≤ CK2(K+1)2(Rd−1Ed+1t)2K+1 1

εd−1


 CRe

C R2

η

η | cos
(
π
2 − ε

)
|ε

2K+1

+
2K+1

ε

 ‖∇Φ>‖∞

≤ CK2(K+1)2(Rd−1Ed+1t)2K+1 1

εd−1

 CEe
C R2

η

η | cos
(
π
2 − ε

)
|ε

2K+1

‖∇Φ>‖∞.

(2.7.0.14)
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with the order of magnitude (2.7.0.1), (2.7.0.2) and (2.7.0.3) for ε small enough. By a
reasoning quite similar to the previous one, we know that it is enough to conclude to prove

the vanishing of the higher order term
(
e
C R2

η

)2K+1

against ‖∇Φ>‖∞ as ε goes to 0, the

order of the other terms not being large enough to change this convergence.

We denote Γ(x) := exp
(
− exp

(
12 exp

(
C̃2|x|2(d−1) log 2

)))
. By Assumption 2.4.1, ∇Φ

decreases at least like Γ for the appropriate choice of λ in (2.4.0.1). Then,

(
e
C R2

η

)2K+1

‖∇Φ>‖∞

≤ eC2K+1[(log(log | log ε|1/2))2| log ε|] exp
(
− exp

(
12 exp

(
C̃2R2(d−1) log 2

)))
≤ eC log | log ε|1/2(log(log | log ε|1/2))2| log ε| exp

(
− exp

(
12 exp

(
log
(

log | log ε|1/4
))))

≤ eC(log | log ε|1/2)
3| log ε| exp

(
−| log ε|3

)
≤ eC| log ε|5/2−| log ε|3 −→

ε→0
0

(2.7.0.15)
which concludes the proof.

2.8 Convergence to the Boltzmann with cut-off equation

2.8.1 The Boltzmann with cut-off series

The dynamics associated to the Boltzmann with cut-off hierarchy are governed by the
following integral equations

g
(s)
R (t) = S0

s (t)g
(s)
R (0) +

∫ t

0
S0
s (t− τ)C0,R

s,s+1g
(s+1)
R (τ)dτ (2.8.1.1)

where S0
s denotes the free flow of s particles on Tds×Rds and C0,R

s,s+1 represents the collision
operator defined as follows:

(C0,R
s,s+1f

(s+1))(Zs) := R
s∑
i=1

∫
Sd−1×Rd

1ν.(vs+1−vi)>0 (ν.(vs+1 − vi))

[f (s+1)(. . . , xi, v
∗R
i , . . . , xi, v

∗R
s+1) (ν.(vs+1 − vi)) dνdvs+1

− f (s+1)(. . . , xi, vi, . . . , xi, vs+1)]dνdvs+1 (2.8.1.2)

where (v∗Ri , v∗Rs+1) are obtained from (vi, vs+1) applying the inverse scattering operator cor-
responding to the Boltzmann with cut-off case. We will denote this scattering operator by
σR.

We put
g0(s)(Zs) := ρ0(x1)M⊗sβ (Vs) (2.8.1.3)

where we recall Mβ(v) =
(
β
2π

)d/2
exp

(
−β

2 |v|
2
)
.
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The iteration strategy adopted previously can also be applied here. From now on, we will
denote g(1)

R by gR. We obtained then the following expansion for gR:∫
Td×Rd

ϕ(z)gR(t, z)dz =

∫
Td×Rd

ϕ(z)g
(1,K)
R (t, z)dz +

∫
Td×Rd

ϕ(z)r0,K
R (t, z)dz (2.8.1.4)

where

g
(1,K)
R (t) :=

n1−1∑
j1=0

. . .

nK−1∑
jK=0

Q0,R
1,J1

(τ) . . . Q0,R
JK−1,JK

(τ)g
0(JK)
R , (2.8.1.5)

r0,K
R (t) :=

K∑
k=1

n1−1∑
j1=0

. . .

nk−1−1∑
jk−1=0

Q0,R
1,J1

(τ) . . . Q0,R
Jk−2,Jk−1

(τ)r0,R
Jk−1,nk

(t − kτ, t − (k − 1)τ)

(2.8.1.6)

with Q0,R
s,s+n(t) and

r0,R
Jk−1,nk

:= r0,R,T im
Jk−1,nk

+ r0,R,Ener
Jk−1,nk

+ r0,R,Recoll
Jk−1,nk

+ r0,R,Relat.vel
Jk−1,nk

+ r0,R,Supexp
Jk−1,nk

(2.8.1.7)

defined similarly as in the case of the BBGKY hierarchy.

Remark 2.8.1. The notation r0,R,Recoll
Jk−1,nk

is not actually appropriate since there is no rec-
ollision in the Boltzmann case. Yet, by this we only mean that we do the truncation χgeom
associated to situations where there may be recollisions in the BBGKY case.

In the following, we will state the results associated to this series without giving the proof,
the proof being essentially the same ones as in the case of the BBGKY series. Let us first
start with the continuity estimates.

Lemma 2.8.1. There is a constant Cd depending only on d such that for all s, n ∈
N, t ≥ 0, the operators |Q|0,Rs,s+n(t) (defined similarly as |Q|s,s+n(t)) satisfy the following
continuity estimates: for all fs+n ∈ Xε,s+n,α, |Q|0,Rs,s+n(t)fs+n belongs to Xε,s,α

2
and

‖|Q|0,Rs,s+n(t)fs+n‖ε,s,α
2
≤ es−1

(
CdR

d−1t

α
d+1
2

)n
‖fs+n‖ε,s+n,α. (2.8.1.8)

Moreover, applying the maximum principle for the linear Boltzmann equation with cut-off,
we obtain the following result:

Proposition 2.8.1. For any s ≥ 1, we have the following uniform bound (with respect to
time)

sup
t≥0

g
(s)
R (t, Zs) ≤ ‖ρ0‖∞M⊗sβ (Vs). (2.8.1.9)

Then, following the same argument as in the previous sections, we can establish the below
result:

Proposition 2.8.2. For ϕ a test function, for δ, ε0, E, a, η, K and R satisfying the
orders of magnitude stated in (2.7.0.1), (2.7.0.2) and (2.7.0.3), then∣∣∣∣∫

Rd×Td
ϕ(z)r0,K

R (t, z)dz

∣∣∣∣ −→N→∞
0. (2.8.1.10)
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2.8.2 Convergence

As mentioned previously, one of our main aim in order to get the convergence is to
couple the pseudo-trajectories. Actually, a direct corollary of Proposition 2.6.2 allows us
to state the following result:

Proposition 2.8.3. Fix J := (j1, . . . , jK), m = (m1, . . . ,mJK−1) with mi ≤ i. We
consider the pseudo-trajectories Z̃i, Z̃

R,0
i defined inductively by choosing at each collision

time ti a deflection angle νi+1 and a velocity vi+1 such that (νi+1, vi+1) ∈ Sd−1 × BE \
Bmii (ZR,0i (ti)).

Then, in our context (low energy, collisions being separated by at least δ and a low
bound on the relative velocities), the velocities of both pseudo-trajectories coincides as well
as the positions x1(u) = x0,R

1 (u) for u ∈ [0, t]. Furthermore, for ε sufficiently small ∀i ≤
JK − 1, ∀l ≤ i+ 1,

|xl(ti+1)− x0,R
l (ti+1)| ≤ εi. (2.8.2.1)

The proof is quite straightforward reasoning by induction on i and can be found in [7].

Let us now bring the attention on the fact that, as it can be seen in the expression of the
main term, there is a special role played by initial data. Actually, they do not only present
the advantage to provide some a priori estimates via the maximum principle as stated in
Proposition 2.4.1 but they also lead to an asymptotical factorisation (see Appendix 2.10.2
for the proof).

Proposition 2.8.4. For the initial data fN given in (2.2.1.1), the truncated marginal of
order s

f̃
0(s)
N :=

∫
f0
N (ZN )

∏
1≤i≤s

s+1≤j≤N

1{|xi−xj |>Rε}dZ(s+1,N) = ρ0(x1)M̃
(s)
N,β(Zs) (2.8.2.2)

converges as N goes to ∞, under the Boltzmann-Grad scaling Nεd−1 = 1, to the function
g0(s) defined in (2.8.1.3).

We finally have all the tools to state the following result:

Proposition 2.8.5. For ϕ a test function, for δ, ε0, E, a, η, K and R satisfying the
orders of magnitude stated in (2.7.0.1), (2.7.0.2) and (2.7.0.3), we have

sup
t≥0
‖f̃ (1,K)
N,R (t)− g(1,K)

R (t)‖L∞(Td×Rd) −→
R→∞

0. (2.8.2.3)

Proof. We denote TJ,δ(τ) := {T = (t1, . . . , tJK−1)|ti < ti−1 − δ, (tJk , . . . , tJk−1+1) ∈ [t −
kτ, t− (k − 1)τ ]},MJ := {m = (m1, . . . ,mJK−1), 1 ≤ mi ≤ i}, J := (j1, . . . , jK).

Then, we can rewrite f̃ (1,K)
N,R and g(1,K)

R as follows

f̃
(1,K)
N,R (t, z) =

∑
J

(Rε)(d−1)(JK−1) (N − 1)!

(N − JK)!

∑
m∈MJ

Ξ
(1,K)
N,R (J,m) (2.8.2.4)

and
g

(1,K)
R (t, z) =

∑
J

R(d−1)(JK−1)
∑

m∈MJ

Υ
(1,K)
N,R (J,m) (2.8.2.5)
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where denoting by χ the product of all the smooth indicator functions which are involved,

Ξ
(1,K)
N,R (J,m) :=

∫
TJ,δ(τ)

dT

∫
(Sd−1×BE)JK−1

dν1 . . . dνJKdv2 . . . dvJKχ

JK−1∏
i=1

(νi+1.(vi+1 − vmi(ti)))f̃
0(JK)
N,R (ZJK (0)) (2.8.2.6)

and

Υ
(1,K)
R (J,m) :=

∫
TJ,δ(τ)

dT

∫
(Sd−1×BE)JK−1

dν1 . . . dνJKdv2 . . . dvJKχ

JK−1∏
i=1

(νi+1.(vi+1 − vmi(ti)))g
0(JK)
R (Z0,R

JK
(0)). (2.8.2.7)

Then the only differences between those two series are the prefactors ε(d−1)(JK−1) (N−1)!
(N−JK)! ,

the small error on the positions ZJK (0) and Z0,R
JK

(0) and the initial data f̃0(JK)
N,R and g0(JK)

R .
Using the identity Nεd−1 = 1, we can prove that the prefactors converges to 1 at infinity.
Moreover, we have the following identity∣∣∣f̃0(JK)

N,R (ZJK (0))− g0(JK)
R (Z0,R

JK
(0))

∣∣∣
≤
∣∣∣f̃0(JK)
N,R (ZJK (0))− g0(JK)

R (ZJK (0))
∣∣∣+
∣∣∣g0(JK)
R (ZJK (0))− g0(JK)

R (Z0,R
JK

(0))
∣∣∣ (2.8.2.8)

Then using Proposition 2.8.3 and Proposition 2.8.4 together with the continuity of g0
R leads

to the conclusion.

Finally, the convergence to 0 of the difference between the truncated marginals and the
marginals can be obtained as stated in the following proposition that is proven in Appendix
2.10.2.

Proposition 2.8.6. For the initial data f0
N given in (2.2.1.1), for all t ≥ 0, the difference

between f (s)
N,R(t), the marginal of order s, and f̃ (s)

N,R(t), the truncated marginals of order s,
converges to 0 as N goes to ∞ under the Boltzmann-Grad scaling Nεd−1 = 1.

Thus, we finally have proved one of our main result:

Theorem 2.8.7. Consider the initial distribution f0
N defined in (2.2.1.1), the distribution

of the tagged particle f (1)
N (t, x, v) converges in D′(Td × Rd) as N goes to ∞ under the

Boltzmann-Grad scaling Nεd−1 = 1 to gR(t, x, v) with initial data g0
R stated in (2.8.1.3) on

a fixed [0, t].

Finally, in order to prove the main theorem of this paper announced in Theorem 2.2.1, it
remains to prove the convergence of Boltzmann with cut-off to Boltzmann without cut-off

2.9 From Boltzmann with cut-off to Boltzmann without cut-
off

For hR satisfying the linear Boltzmann equation with cut-off, with initial data ρ0, then
the family (hR(t, z)M⊗sβ (Vs))s≥1 is a solution to the Boltzmann with cut-off hierarchy.



2.9. FROM BOLTZMANN WITH CUT-OFF TO BOLTZMANN WITHOUT CUT-OFF 85

However by definition, (g
(s)
R )s≥1 is already a solution too. Then by uniqueness of the

hierarchy, gR(t, z) = hR(t, z)Mβ(v). Then, if we prove that hR solution of the Boltzmann
equation with cut-off converges as R goes to ∞ to h solution of the Boltzmann equation
without cut-off, we would have completed the proof of Theorem 2.2.1.

Proposition 2.9.1. For ρ0 initial data, the solution hR of the Boltzmann equation with
cut-off converges (up to an extraction of subsequence) in L∞ weak-∗ to a solution h of the
Boltzmann equation without cut-off.

Proof. hR being a solution of the Boltzmann equation with cut-off, for ϕ a test function,
it satisfies:

−
∫ T

0

∫
Td

∫
Rd

hR(t, x, v)(∂tϕ+ v.∇xϕ)dvdxdt

−
∫
Td

∫
Rd

ρ0(x, v)ϕ(0, x, v)dvdx

=

∫ T

0

∫
Td

∫
Rd

hR(t, x, v)

∫
Sd−1×Rd

Rd−1
[
ϕ(t, x, v)− ϕ(t, x, v∗R)

]
Mβ(v1)((v−v1).ν)+dv1dνdvdxdt.

(2.9.0.1)

Applying the maximum principle, we know that the sequence hR (up to an extraction of a
subsequence) converges weak-∗ in L∞ to a function h. So we can pass to the limit on the
left-hand side of (2.9.0.1).

Let us now deal with the right-hand side of (2.9.0.1) and study(∫
Sd−1×Rd

Rd−1
[
ϕ(t, x, v)− ϕ(t, x, v∗R)

]
Mβ(v1)((v − v1).ν)+dv1dν

)
R>0

(2.9.0.2)

Actually, it is enough to study the difference between the two following terms∫
Sd−1×Rd

Rd−1
[
ϕ(t, x, v)− ϕ(t, x, v∗R)

]
Mβ(v1)((v − v1).ν)+dv1dν (2.9.0.3)

and ∫
Sd−1×Rd

(2R)d−1
[
ϕ(t, x, v)− ϕ(t, x, v∗2R)

]
Mβ(v1)((v − v1).ν)+dv1dν (2.9.0.4)

to conclude. Regarding this last term, let us split it in two terms by distinguishing two
situations for the trajectories involved in it:

- one where the trajectories get into the sphere of radius 2R without getting into the
sphere of radius R, implying particles involved to be barely deviated for large R,

- one where the trajectories get into the sphere of radius R.
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R

2R

Figure 8. Representation of the two types of trajectories involved

Let us start with the first type of trajectories. The situation described is equivalent to
work with the potential ∇Φχ[R,2R[ where χ[R,2R[ is a regularization of 1[R,2R[ such that
it is equal to 1 on [R, 2R]. Thus the evolution of the positions and the velocities is the
following 

dx

dt
= v,

dv

dt
= −∇Φ(x)χ[R,2R[.

(2.9.0.5)

Therefore integrating (2.9.0.5) and by assumptions on ∇Φ, we get

|v(t)− v0| ≤ exp
(
− exp

(
12 exp

(
C̃2R2(d−1) log 2

)))
t (2.9.0.6)

Moreover, using the bound of the maximal time of interaction stated in Proposition 2.4.2,
we obtain that

|v(t)− v0| ≤ exp
(
− exp

(
12 exp

(
C̃2R2(d−1) log 2

))) R2

η
. (2.9.0.7)

Thus, for ϕ̃ : Rd → R a regular test function, we deduce from above that

|ϕ̃(v∗R)− ϕ̃(v)| ≤ C‖∇ϕ̃‖∞ exp
(
− exp

(
12 exp

(
C̃2R2(d−1) log 2

))) R2

η
. (2.9.0.8)

Consequently, for the order of magnitude of our parameters stated in (2.7.0.1), (2.7.0.2) and
(2.7.0.3), the part of the integral (2.9.0.3) corresponding to those trajectories converges to 0.

Let us deal with the second type of trajectories. First of all, let us notice that the difference
between the trajectory and the free transport in the annulus goes to 0 as R grows. So the
trajectory in the annulus can reasonably be approximated by straight lines and together
with the inequality (2.9.0.7), we deduce that v∗R − v∗2R converges to 0 from

|v∗R − v∗2R| ≤ C exp
(
− exp

(
12 exp

(
C̃2R2(d−1) log 2

))) R2

η
. (2.9.0.9)

Moreover, let us make a change of parametrization in (2.9.0.4) by parametrizing the the
unit sphere by (θ, ψ) with ψ ∈ Sd−2, we have

dν = (sin θ)d−2 dθdψdv1. (2.9.0.10)



2.10. APPENDIX 87

Since the trajectories described in the second situation correspond to sin θ < 1/2, we do
the following change of variable sin θ′ = 2 sin θ. Then, we get

∫
(Sd−1×Rd)∩{sin θ<1/2}

(2R)d−1
[
ϕ(t, x, v)− ϕ(t, x, v∗2R)

]
Mβ(v1)((v − v1).ν)+dv1dν

=

∫
Sd−1×Rd

Rd−1
[
ϕ(t, x, v)− ϕ(t, x, v∗2R)

]
Mβ(v1)((v − v1).ν)+dv1dν. (2.9.0.11)

Thus finally,

∫
Sd−1×Rd

Rd−1
[
ϕ(t, x, v)− ϕ(t, x, v∗R)

]
Mβ(v1)((v − v1).ν)+dv1dν

−
∫

(Sd−1×Rd)∩{sin θ<1/2}
(2R)d−1

[
ϕ(t, x, v)− ϕ(t, x, v∗2R)

]
Mβ(v1)((v − v1).ν)+dv1dν

=

∫
Sd−1×Rd

Rd−1
[
ϕ(t, x, v∗2R)− ϕ(t, x, v∗R)

]
Mβ(v1)((v − v1).ν)+dv1dν. (2.9.0.12)

Using similarly as previously the regularity of ϕ and the rate of convergence of v∗R − v∗2R
proves the convergence of the above term to 0 which concludes the proof.

2.10 Appendix

2.10.1 A priori estimates

In order to prove the a priori estimates, let us first establish the following lemma:

Lemma 2.10.1. For N > 0, s ≤ N , in the Boltzmann-Grad scaling Nεd−1 = 1, we have
the following bound for ZN defined in (2.2.1.3)

1 ≤ Z−1
N ZN−s ≤ (1− κdRdε)−s exp

(
βs2‖Φ>‖∞

)
(2.10.1.1)

where κd denotes the volume of the unit ball in Rd.

Proof. We have due to the nonnegativity of Φ that

Zs+1 =

∫
Tds

∫
Td

exp

−β ∑
1≤i≤s

Φ

(
xi − xs+1

ε

)
dxs+1

 exp

−β ∑
1≤k<l≤s

Φ

(
xk − xl

ε

) dXs

≤
∫
Tds

exp

−β ∑
1≤k<l≤s

Φ

(
xk − xl

ε

) dXs = Zs.
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On the other hand,

Zs+1 ≥
∫
Tds

∫
Td

exp

−β ∑
1≤i≤s

Φ

(
xi − xs+1

ε

) ∏
1≤i≤s

1|xi−xs+1|>Rεdxs+1

exp

−β ∑
1≤k<l≤s

Φ

(
xk − xl

ε

) dXs

=

∫
Tds

∫
Td

exp

−β ∑
1≤i≤s

Φ>

(
xi − xs+1

ε

)
∏

1≤i≤s
1|xk−xs+1|>Rεdxs+1 exp

−β ∑
1≤k<l≤s

Φ

(
xk − xl

ε

) dXs

≥
∫
Tds

∫
Td

exp
(
−βs‖Φ>‖∞

)
∏

1≤i≤s
1|xk−xs+1|>Rεdxs+1 exp

−β ∑
1≤k<l≤s

Φ

(
xk − xl

ε

) dXs

≥ exp
(
−βs‖Φ>‖∞

) ∫
Tds

∫
Td

∏
1≤i≤s

1|xk−xs+1|>Rεdxs+1

 exp

−β ∑
1≤k<l≤s

Φ

(
xk − xl

ε

) dXs.

However we know that

∫
Td

∏
1≤i≤s

1|xk−xs+1|>Rεdxs+1 ≥
∫
Td

1−
∑

1≤i≤s
1|xk−xs+1|≤Rε

 dxs+1

= 1− κds(Rε)d.

Therefore finally,

Zs+1 ≥ exp
(
−βs‖Φ>‖∞

)
Zs(1− κds(Rε)d)

≥ exp
(
−βs‖Φ>‖∞

)
Zs(1− κdN(Rε)d)

= exp
(
−βs‖Φ>‖∞

)
Zs(1− κdRdε)

and by induction

ZN ≥ exp
(
−βs2‖Φ>‖∞

)
ZN−s(1− κdRdε)s

which allow us to obtain the expected bounds.

We recall here the definitions for the truncated marginals f̃ (s)
N,R and the term associated to

clusters f (s)
N,R:

f̃
(s)
N,R(t, Zs) :=

∫
Td(N−s)×Rd(N−s)

fN (t, Zs, zs+1, . . . , zN )
∏

1≤i≤s
s+1≤j≤N

1{|xi−xj |>Rε}dZ(s+1,N)

(2.10.1.2)
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and

f
(s+1)
N,R (t, Zs+1) :=

∫
Td(N−(s+1))×Rd(N−(s+1))

fN (t, ZN ) ∏
1≤k≤s

s+2≤l≤N

1|xk−xl|>Rε


1−

N∏
j=s+2

1|xj−xs+1|>Rε

 dZ(s+2,N). (2.10.1.3)

Proposition 2.10.1. For any fixed N , considering the initial data (2.2.1.1) for any s ≥ 1,
we have the following uniform bound (with respect to time)

sup
t≥0
‖f̃ (s)
N,R(t)‖ε,s,β ≤ ‖ρ0‖∞

(
β

2π

)ds/2
(1− εκdRd)−s exp

(
βs2‖Φ>‖∞

)
(2.10.1.4)

and

sup
t≥0
‖f (s)

N,R(t)‖ε,s,β ≤ ‖ρ0‖∞
(
β

2π

)ds/2
(1− εκdRd)−(s−1) exp

(
βs2‖Φ>‖∞

)
Rdε. (2.10.1.5)

Proof. We have that

f0
N (ZN )(t, ZN ) = MN,β(ZN )ρ0(x1) ≤MN,β(ZN )‖ρ0‖∞. (2.10.1.6)

Applying the maximum principle for the Liouville equation, MN,β being a stationary so-
lution, we obtain for all t ∈ R

fN (t, ZN ) ≤MN,β(ZN )‖ρ0‖∞. (2.10.1.7)

In order to obtain the bounds, we need to multiply (2.10.1.7) by the appropriate terms and
integrate.

First, we are interested in the truncated marginals f̃ (s)
N,R

|f̃ (s)
N,R(t, Zs)| =

∫
Td(N−s)×Rd(N−s)

fN (t, ZN )
∏

1≤i≤s
s+1≤j≤N

1{|xi−xj |>Rε}dZ(s+1,N)

≤ 1

ZN

∫
Td(N−s)×Rd(N−s)

‖ρ0‖∞
(
β

2π

)dN/2
exp(−βHN (ZN ))

∏
1≤i≤s

s+1≤j≤N

1{|xi−xj |>Rε}dZ(s+1,N)

≤ 1

ZN

(
β

2π

)ds/2
‖ρ0‖∞ exp (−βHs(Zs))

∫
Td(N−s)

exp

−β ∑
s+1≤i<j≤N

Φ

(
xi − xj

ε

) dX(s+1,N)

≤ Z−1
N ZN−s

(
β

2π

)ds/2
‖ρ0‖∞ exp

(
−βH<

s (Zs)
)

using the fact that Φ< ≤ Φ and Φ is nonnegative. Hence

|f̃ (s)
N,R(t, Zs) exp

(
βH<

s (Zs)
)
| ≤ ‖ρ0‖∞

(
β

2π

)ds/2
Z−1
N ZN−s

and finally

sup
t≥0
‖f̃ (s)
N,R(t)‖ε,s,β ≤ ‖ρ0‖∞

(
β

2π

)ds/2
Z−1
N ZN−s.
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We perform the same computations for f (s)
N,R

|f (s)
N,R(t, Zs)| =

∫
Td(N−s)×Rd(N−s)

fN (t, ZN )

 ∏
1≤k≤s−1
s+1≤l≤N

1|xk−xl|>Rε


1−

N∏
j=s+1

1|xj−xs|>Rε

 dZ(s+1,N)

≤ 1

ZN

∫
Td(N−s)×Rd(N−s)

‖ρ0‖∞
(
β

2π

)dN/2
exp (−βHN (ZN ))

1−
N∏

j=s+1

1|xj−xs|>Rε


≤ 1

ZN
‖ρ0‖∞

(
β

2π

)ds/2
exp

(
−βH<

s (Zs)
)

N∑
j=s+1

∫
Td(N−(s+1))

(∫
Td

(
1|xj−xs|≤Rε

)
dxj

)
exp

−β ∑
s+1≤k<l≤N

k,l 6=j

Φ

(
xk − xl

ε

)
dxs+1dxs+2 . . . dxj−1dxj+1 . . . dxN

≤ ‖ρ0‖∞
(
β

2π

)ds/2
RdεZ−1

N ZN−(s+1) exp
(
−βH<

s (Zs)
)
.

Hence

|f (s)
N,R(t, Zs) exp

(
βH<

s (Zs)
)
| ≤ ‖ρ0‖∞

(
β

2π

)ds/2
RdεZ−1

N ZN−(s+1)

and finally

sup
t≥0
‖f (s)

N,R(t)‖ε,s,β ≤ ‖ρ0‖∞
(
β

2π

)ds/2
RdεZ−1

N ZN−(s+1)

and we get the desired bound using again Lemma 2.10.1.

2.10.2 Asymptotical factorisation of the initial data

Proposition 2.10.2. Given β > 0, s ≥ 1, the truncated marginal of order s

M̃
(s)
N,β :=

∫
MN,β(ZN )

∏
1≤i≤s

s+1≤j≤N

1{|xi−xj |>Rε}dZ(s+1,N)

converges as N goes to ∞, under the Boltzmann-Grad scaling Nεd−1 = 1 to the Maxwell

distribution M⊗sβ where M⊗sβ :=
∏s
i=1Mβ(vi) and Mβ(v) :=

(
β
2π

)d/2
exp

(
−β

2 |v|
2
)
.
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Proof. We have that

M̃
(s)
N,β(Zs) =

1

ZN

(
β

2π

)dN/2 ∫
exp

− β

2π

N∑
i=1

|vi|2 − β
∑

1≤i<j≤N
Φ

(
xi − xj

ε

)∏
1≤i≤s

s+1≤j≤N

1{|xi−xj |>Rε}dZ(s+1,N)

=
1

ZN

(
β

2π

)ds/2
exp

(
− β

2π

s∑
i=1

|vi|2
)

exp

−β ∑
1≤i<j≤s

Φ

(
xi − xj

ε

)
∫

exp

−β ∑
s+1≤i<j≤N

Φ

(
xi − xj

ε

) exp

−β ∑
i′≤s<j′

Φ

(
x′i − x′j

ε

)∏
1≤k≤s

s+1≤l≤N

1{|xk−xl|>Rε}dX(s+1,N)

=
1

ZN

(
β

2π

)ds/2
exp

(
− β

2π

s∑
i=1

|vi|2
)

exp

−β ∑
1≤i<j≤s

Φ

(
xi − xj

ε

)
[ZN−s −Z

[
(s+1,N)]

because of the symmetry, with

Z[(s+1,N) :=

∫
exp

−β ∑
s+1≤i<j≤N

Φ

(
xi − xj

ε

)1− exp

−β ∑
i′≤s<j′

Φ

(
x′i − x′j

ε

)∏
1≤k≤s

s+1≤l≤N

1{|xk−xl|>Rε}dX(s+1,N).

Yet,

Z[(s+1,N)

ZN
≤ 1

ZN

∫
exp

−β ∑
s+1≤i<j≤N

Φ

(
xi − xj

ε

)(1− exp
(
−βs2‖Φ>‖∞

))
∏

1≤k≤s
s+1≤l≤N

1{|xk−xl|>Rε}dX(s+1,N)

because of the monoticity of Φ in Assumption 2.4.1. Finally,

Z[(s+1,N)

ZN
≤ ZN−s

ZN

(
1− exp

(
−βs2‖Φ>‖∞

))
using again the symmetry.

Because of the Assumption 2.4.1, Lemma 2.10.1 allow us to prove that ZN−sZN
and ZN−s−1

ZN
both converge to 1 as N goes to ∞. Using the decreasing assumption on the potential

leads to the statement that Z
[
(s+1,N)

ZN
converges to 0 as N goes to ∞.



92 FROM NEWTON TO BOLTZMANN WITHOUT CUT-OFF

So finally,

|M̃ (s)
N,β(Zs)−M⊗sβ (Vs)| =

(
β

2π

)ds/2
exp

(
−β

2

s∑
i=1

|vi|2
)

ZN−s
ZN

exp

−β ∑
1≤i<j≤s

Φ

(
xi − xj

ε

)− 1−
Z[(s+1,N)

ZN
exp

−β ∑
1≤i<j≤s

Φ

(
xi − xj

ε

)
and using that by assumptions Φ vanishes at infinity, and the statements of above about
ZN−s
ZN

and Z
[
(s+1,N)

ZN
, we conclude that this difference converges to 0 as N goes to ∞ which

is precisely the assertion of the proposition.

Corollary 2.10.3. For the initial data fN given in (2.2.1.1), the truncated marginal of
order s

f̃
0(s)
N :=

∫
f0
N (ZN )

∏
1≤i≤s

s+1≤j≤N

1{|xi−xj |>Rε}dZ(s+1,N) = ρ0(x1)M̃
(s)
N,β(Zs) (2.10.2.1)

converges as N goes to ∞, under the Boltzmann-Grad scaling Nεd−1 = 1, to the function
g0(s) where g0(s) is defined by g0(s)(Zs) := ρ0(x1)M⊗sβ (Vs).

The proof is straightforward using the fact that ρ0 is bounded.

Proposition 2.10.4. For the initial data f0
N given in (2.2.1.1), for all t ≥ 0, the difference

between f (s)
N,R(t), the marginal of order s, and f̃ (s)

N,R(t), the truncated marginals of order s,
converges when N goes to ∞ under the Boltzmann-Grad scaling Nεd−1 = 1 to 0.

Proof. We have that

|f (s)
N,R(t, Zs)− f̃ (s)

N,R(t, Zs)| =

∫
fN,R(t, ZN )

1−
∏

1≤k≤s
s+1≤l≤N

1{|xk−xl|>Rε}

 dZ(s+1,N)

≤ ‖ρ0‖∞
∫
MN,β(t, ZN )

1−
∏

1≤k≤s
s+1≤l≤N

1{|xk−xl|>Rε}

 dZ(s+1,N)

≤ ‖ρ
0‖∞
ZN

(
β

2

)ds/2
exp

(
−β

2

s∑
i=1

|vi|2
)

exp

−β ∑
1≤i<j≤s

Φ

(
xi − xj

ε

)
∫ 1−

∏
1≤k≤s

s+1≤l≤N

1{|xk−xl|>Rε}

 exp

−β ∑
s+1≤i<j≤N

Φ

(
xi − xj

ε

)
exp

−β ∑
i′≤s<j′

Φ

(
x′i − x′j

ε

) dX(s+1,N)

≤ ‖ρ
0‖∞
ZN

(
β

2π

)ds/2
exp (−βHs(Zs))

(N − s)
s∑
i=1

∫
1|xk−xs+1|≤Rε exp

−β ∑
s+1≤i<j≤N

Φ

(
xi − xj

ε

) dX(s+1,N)
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≤ ‖ρ
0‖∞
ZN

(
β

2π

)ds/2
exp (−βHs(Zs))

(N − s)
s∑
i=1

∫
exp

−β ∑
s+2≤i<j≤N

Φ

(
xi − xj

ε

)∫ 1|xk−xs+1|≤Rεdxs+1dX(s+2,N)

≤ ‖ρ
0‖∞
ZN

(
β

2π

)ds/2
exp (−βHs(Zs)) (N − s)s(Rε)dκdZN−s−1

≤ ZN−s−1

ZN
‖ρ0‖∞

(
β

2π

)ds/2
exp (−βHs(Zs)) sR

dεκd

which concludes the proof.

2.10.3 Continuity estimates

We recall the definition of the weighted norms: for fk defined on Tdk ×Rdk,

‖fk‖ε,k,α := sup
Zk∈Tdk×Rdk

|fk(Zk) exp(αH<
k (Zk))| <∞

Lemma 2.10.2. There is a constant Cd depending only on d such that for all s, n ∈ N,
t ≥ 0, the oeprators |Q|s,s+n(t) satisfy the following continuity estimates: for all fs+n ∈
Xε,s+n,α, |Q|s,s+n(t)fs+n belongs to Xε,s,α

2
and

‖|Q|s,s+n(t)fs+n‖ε,s,α
2
≤ es−1

(
CdR

d−1t

α
d+1
2

)n
‖fs+n‖ε,s+n,α. (2.10.3.1)

Proof. First of all, let us notice that the transport operators preserve the weighted norms.
Indeed, we have the following identities

‖Sk(t)fk‖ε,k,α = ‖fk‖ε,k,α. (2.10.3.2)

Second, let us obtain some bounds for the collision operators in the Boltzmann-Grad scaling
Nεd−1 = 1. We have

|Cs,s+1fs+1(Zs)| = |(N − s)
s∑
i=1

∫
SRε(xi)×Rd

 s∏
j=1
j 6=i

1|xj−xs+1|>Rε

 νs+1,i.(vs+1 − vi)

fs+1(Zs+1)dσi(xs+1)dvs+1|

≤ (N − s)
s∑
i=1

∫
SRε(xi)×Rd

(|vs+1|+ |vi|)fs+1(Zs+1)dσi(xs+1)dvs+1

≤ Rd−1‖fs+1‖ε,s+1,α

s∑
i=1

∫
Rd

(|vs+1|+ |vi|) exp(−αH<
s+1(Zs+1))dvs+1

≤ Rd−1‖fs+1‖ε,s+1,α exp
(
−α

2
H<
s (Zs)

)
s∑
i=1

∫
Rd

(|vs+1|+ |vi|) exp(−α
2
H<
s+1(Zs+1))dvs+1

≤ Rd−1‖fs+1‖ε,s+1,α exp
(
−α

2
H<
s (Zs)

)
s∑
i=1

∫
Rd

(|vs+1|+ |vi|) exp

(
−α

2

s+1∑
k=1

|vk|2
)
dvs+1.
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We know by a direct calculation that∫
Rd

(|vs+1|+ |vi|) exp

(
−α

2

s+1∑
k=1

|vk|2
)
dvs+1 ≤ Cdα−d/2(α−1/2 + |vi|) exp

(
−α

2

s∑
k=1

|vk|2
)
.

So in the end,

|Cs,s+1fs+1(Zs)| ≤ CdRd−1α−d/2(sα−1/2 +
s∑
i=1

|vi|) exp

(
−α

2

s∑
k=1

|vk|2
)

exp(−α
2
H<
s (Zs))‖fs+1‖ε,s+1,α. (2.10.3.3)

Finally, we pile together those inequalities, dispatching the first exponential above evenly
on each occurrence of a collision term. Noticing that by Cauchy-Schwarz inequality, we get
that ∑

1≤i≤k
|vi| exp

− α

4n

∑
1≤j≤k

|vj |2
 ≤√ 2

eα
(s+ n− 1) (2.10.3.4)

and we are able to establish that each collision operator can be bounded by the term
CdR

d−1α(d+1)/2 (s + n − 1) with a loss on the exponential weight. By integrating with
respect to time, we obtain a factor tn/n!. All together with the Stirling formula, we are
able to obtain the following bound

tn
(s+ n− 1)n

n!
≤ tn exp(s+ n− 1)

which allow us to conclude to the statement.
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Chapitre 3

High-Field Limit from a Stochastic
BGK Model to a Scalar Conservation
Law with Stochastic Forcing

97



98 HIGH-FIELD LIMIT TO A CONSERVATION LAW WITH STOCHASTIC FORCING

On établit l’existence d’un modèle BGK stochastique avec champ fort. Sous une hypo-
thèse additionnelle, on obtient la dérivation d’une loi de conservation scalaire avec forçage
stochastique. On prouve alors la convergence vers une nouvelle formulation cinétique où
apparait une Maxwellienne modifiée. On déduit de cela l’existence d’une solution faible à
une loi de conservation scalaire avec forçage stochastique pour laquelle des inégalités simi-
laires à celles de Krushkov sont établies.

Ici, l’aléa est réparti dans le temps sous la forme d’une force extérieure agissant sur
les particules avec une composante aléatoire.

Ce chapitre est le fruit d’un travail autonome. Il a été soumis pour publication sous
le titre High-field limit from a stochastic BGK model to a scalar conservation law with
stoachstic forcing et est actuellement en révision.
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3.1 Introduction

In this paper, we are interested in the derivation of a solution to a scalar conservation
law with stochastic forcing of the following form:

du+ divx(B(x, u))dt = C(x, u)dWt, t ∈ (0, T ), x ∈ TN , (3.1.0.1)

from a stochastic BGK like model,

dF ε + divx(a(x, ξ)F ε)dt+
Λ(x)

ε
∂ξF

εdt =
1uε>ξ − F ε

ε
dt− ∂ξF εΦdW +

1

2
∂ξ(G

2∂ξF
ε)dt,

(3.1.0.2)
when ε goes to 0.

This type of problem belongs to the class of problems of hydrodynamical limits. The
historical issue in that field goes back to the kinetic theory, first introduced by Maxwell
and Boltzmann in order to model rarefied gas. Indeed, adopting a statistical point of
view, a gas can be described by its density of particles fε, a function of time, position and
velocity, satisfying at the mesoscopic level, the Boltzmann equation

∂tfε(t, x, ξ) + v.∇xfε(t, x, ξ) =
Q(fε, fε)

ε
, t ∈ R+

t , x ∈ Rd
x, ξ ∈ Rn

ξ , (3.1.0.3)

where Q(fε, fε) is a collision operator. Formally in that case, we obtain the following
hydrodynamical limit: fε converges to a Maxwellian of parameter ρ(t, x), u(t, x) and T (t, x)
such that those three functions satisfy the Euler system. In other words, starting from the
Boltzmann equation at the mesoscopic level, we expect to obtain the Euler system at the
macroscopic level. However, this derivation is actually still an open question and motivated
the introduction of the BGK model in [6], tough partial results have been established as
for example in the case of the incompressible Euler system for “well prepared initial data”
of the asymptotic equations or solution to the scaled Boltzmann equation with additional
non uniform a priori estimates (see [18] for a more complete state of the art). The idea
of the BGK model is to replace the collision kernel by an easier term which keeps some
properties associated to the Boltzmann equation. Those models have been then generalized
by Perthame and Tadmor [17] to derive at the macroscopic level some scalar conservation
laws. More precisely, the BGK model that they investigate in [17] is the following:

(∂t + a(ξ).∇x)fε(t, x, ξ) =
1

ε

[
χuε(t,x)(ξ)− fε(t, x, ξ)

]
, (t, x, ξ) ∈ R+

t ×Rd
x ×Rξ

(3.1.0.4)

with uε(t, x) =

∫
R
fε(t, x, ξ)dξ and where χu(ξ) =

{
sgn u if (u− ξ)ξ ≥ 0,

0 if (u− ξ)ξ < 0.
At the macroscopic level, they derive the following multidimensional law

∂tu(t, x) +
d∑
i=1

∂xiAi(u(t, x)) = 0, (t, x) ∈ R+
t ×Rd

x, (3.1.0.5)

with Ai ∈ C1(R) and ai = A′i. Two main approaches are actually possible to get this scalar
conservation law from (3.1.0.4). The initial one in [17] is based on a use of BV compactness
arguments in the multidimensional case and compensated compactness arguments in the
one dimensional case, while the second one introduced later in [15] relies on what is called
a kinetic formulation. It consists in obtaining at the macroscopic level a kinetic equation



100 HIGH-FIELD LIMIT TO A CONSERVATION LAW WITH STOCHASTIC FORCING

involving a density-like function whose velocity distribution is the equilibrium density.

Lately, the study of scalar conservation laws starting from BGK models at the mesoscopic
level have been pursued in various contexts: with boundary conditions in [16] and [2],
with a discontinuous in the space variable flux in [4], with a high-field scaling in [3] or in
a stochastic context in [11]. In this paper, we are interested in the last two mentioned
contexts. First of all, let us say a word about the stochastic one. Recently, the study of
some conservation laws with stochastic forcing has been a subject of growing interest (see
[1], [7],[9], [10], [12], [13] or lately [5] for the case of a system). Indeed, the introduction
of such terms can be justified in order to translate numerical and empirical uncertainties.
Moreover, it often offers the possibility to weaken assumptions and still get results. The
first result on a hydrodynamical limit starting from a BGK model in a stochastic context
is due to Hofmanova [11]. The idea in this paper is to use the notion of stochastic kinetic
formulation developed by Debussche and Vovelle in [7].
What we intend to do here is to extend the above result to a stochastic BGK model con-
taining a force term with a high-field scaling. The deterministic version of this result has
been established by Berthelin, Poupaud and Mauser in [3]. However, due to the presence of
the white noise terms, the techniques adopted through the paper will be the ones developed
by Debussche and Vovelle [7] and Hofmanová [11] by proving the convergence to a kinetic
formulation associated to (3.1.0.1). The scaling adopted being different, some new difficul-
ties are introduced and an additional assumption similar to the one of the deterministic
version will be adopted. Moreover, a modified Maxwellian will be obtained in the kinetic
formulation. Its properties lead to get some Krushkov-like inequalities.

The organization of the paper is the following: in section 3.2 we will present the context
and state the main result. Section 3.3 will be dedicated to the study of the stochastic
BGK model (3.1.0.2). We will state its existence and prove its convergence to a kinetic
formulation. Finally, in section 3.4 we will conclude to the existence of a weak solution to
(3.1.0.1) which satisfies some Krushkov-like entropy relations.

3.2 Settings and Main Results

In the following, we will denote by Ck,µ with k ∈ N and µ > 0 the set of k times differ-
entiable µ-Hölder functions. Let (Ω,F , (Ft)t≥0,P) be a stochastic basis with a complete,
right-continuous filtration. We can assume without loss of generality that the σ−algebra
F is countably generated and (Ft)t≥0 is the completed filtration generated by the Wiener
process and the initial condition. We denote by P the predictable σ-algebra on Ω× [0, T ]
associated to (Ft)t≥0 and by Ps the predictable σ-algebra on Ω×[s, T ] associated to (Ft)t≥s.
We write L∞Ps(Ω× [s, T ]×TN ×R) to denote

L∞(Ω× [s, T ]×TN ×R, Ps ⊗ B(TN )⊗ B(R), dP⊗ dt⊗ dx⊗ dξ).

and idem for L∞P (Ω× [s, T ]×TN ×R) The setting of our paper has some similarities with
the ones of Debussche and Vovelle [7] and Hofmanová [11]. Indeed, we will assume that we
work on a finite-time interval [0, T ], T > 0 with periodic boundary conditions, x belonging
to TN where TN is the N -dimensional torus. We will consider a function

a = (a1, . . . , aN ) : TN ×R→ RN of class C3,µ for some µ > 0 (3.2.0.1)

such that its satisfies for all x, ξ ,

0 ≤ divx(a(x, ξ)). (3.2.0.2)
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We assume that W is a d-dimensional (Ft)-Wiener process, defined as follows

W (t) =
d∑
i=1

βk(t)ek (3.2.0.3)

where (βk)
d
k=1 are mutually independent Brownian processes, (ek)

d
k=1 an orthonormal basis

of H a finite dimensional Hilbert space.
For each u ∈ R,

Φ(u) : H → L2(TN ) is defined by Φ(u)ek = gk(u) (3.2.0.4)

where gk(., u) is a regular function on TN . More precisely, the functions

g1, . . . , gd : TN×R→ R are of class C4,µ with linear growth and bounded derivatives of all orders.
(3.2.0.5)

In that context, the following estimate holds true

G2(x, ξ) =
d∑

k=1

|gk(x, ξ)|2 ≤ C(1 + |ξ|2), ∀x ∈ TN , ξ ∈ R. (3.2.0.6)

Moreover, we assume that

gk(x, 0) = 0, ∀x ∈ TN , k = 1, . . . , d. (3.2.0.7)

In addition, we will take

Λ : TN → R as a nonpositive function of class C4,µ. (3.2.0.8)

Furthermore, we will suppose that, for all x,

a(x, .) ∈ L1(R) and ∂ξgk(x, .) ∈ L1(R). (3.2.0.9)

We notice that as soon as a and gk are compactly supported in ξ, (3.2.0.9) is satisfied.

Regarding the initial data, we suppose that

u0 ∈ Lp(Ω;Lp(TN )) for all p ∈ [1,∞) (3.2.0.10)

and we will consider F0 = 1u0>ξ.

Finally, similarly to the deterministic case with a high-field scaling [3], we will assume that

(

∫
R
|fε(ω, t, x, ξ)|dξ) is bounded in L∞(Ω× [0, T ]×TN ), (3.2.0.11)

where fε := Fε − 10>ξ. We denote uε(t, x) :=

∫
R
fε(t, x, ξ)dξ.

We finally can state our main result:

Theorem 3.2.1. Under assumptions (3.2.0.2), (3.2.0.3), (3.2.0.4), (3.2.0.5), (3.2.0.7),
(3.2.0.8), (3.2.0.9) and (3.2.0.10), for any ε > 0, there exists a weak solution to the stochas-
tic BGK model with a high field scaling (3.1.0.2) denoted by Fε ∈ L∞P (Ω× [0, T ]×TN ×R)
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with initial condition F0 = 1u0>ξ.

Moreover, under the additional assumption (3.2.0.11), Fε converges weak-∗ in L∞(Ω×
[0, T ]×TN ×R) to Mu a modified Maxwellian associated to u where u is a weak solution
to the conservation law with stochastic forcing (3.1.0.1) with

B(x, u) =

∫ u

−∞

∫ +∞

0
a(x, ξ + vΛ(x))e−vdvdξ (3.2.0.12)

and

C(x, u) =

∫ u

−∞

∫ +∞

0
∂ξΦ(x, ξ + vΛ(x))e−vdvdξ. (3.2.0.13)

In addition, u satisfies the Krushkov-like inequalities (3.4.3.1).

Remark 3.2.1. The purpose of assumption (3.2.0.9) is actually to insure the existence of
B and C.

3.3 Study of the stochastic BGK model with a high field scal-
ing

3.3.1 The stochastic kinetic model

We are interested in the following stochastic BGK model: dF ε + divx(a(x, ξ)F ε)dt+
Λ(x)

ε
∂ξF

εdt =
1uε>ξ − F ε

ε
dt− ∂ξF εΦdW +

1

2
∂ξ(G

2∂ξF
ε)dt,

Fε(0, x, ξ) = 1u0(x)>ξ(ξ).

(3.3.1.1)
The definition of a weak solution of this system is the following:

Definition 3.3.1. Let ε > 0, Fε ∈ L∞P (Ω × [0, T ] ×TN ×R) is called a weak solution of
(3.3.1.1) if for any test function φ ∈ C∞c (TN ×R), we have for a.e. t ∈ [0, T ], P-a.s.

< Fε(t), φ >=< F0, φ > +

∫ t

0
< Fε(s), a.∇φ > ds+

1

ε

∫ t

0
< Fε(s),Λ(x)∂ξφ > ds

+
1

ε

∫ t

0
< 1uε(s)>ξ − Fε(s), φ(s) > ds+

d∑
k=1

∫ t

0
< Fε(s), ∂ξ(gkφ) > dβk(s)

+
1

2

∫ t

0
< Fε(s), ∂ξ(G

2∂ξφ) > ds. (3.3.1.2)

Let us state here several results. For Θ a smooth function with a compact support satisfying
0 ≤ Θ ≤ 1 and

Θ(ξ) :=

{
1 if |ξ| ≤ 1/2,
0 if |ξ| ≥ 1,

(3.3.1.3)

we denote ΘR(ξ) := Θ( ξR), gRk (x, ξ) := gk(x, ξ)ΘR(ξ) for k = 1, . . . , d and aR(x, ξ) :=
a(x, ξ)ΘR(ξ). The coefficients ΦR and GR,2 are defined similarly as Φ and G2 replacing gk
by gRk . We introduce the intermediate problem, dXε + divx(a(x, ξ)Xε)dt+

Λ(x)

ε
∂ξX

εdt = −∂ξXεΦdW +
1

2
∂ξ(G

2∂ξX
ε)dt,

Xε(s) = X0,
(3.3.1.4)
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and the truncated associated problems dXε + divx(aR(x, ξ)Xε)dt+
Λ(x)

ε
∂ξX

εdt = −∂ξXεΦRdW +
1

2
∂ξ(G

R,2∂ξX
ε)dt,

Xε(s) = X0.

(3.3.1.5)

Proposition 3.3.2. If X0 is a Fs ⊗ B(TN ) ⊗ B(R)- measurable initial data belonging to
L∞(Ω × TN × R), then there exists a weak solution Xε ∈ L∞Ps(Ω × [s, T ] × TN × R) to
(3.3.1.4). Moreover, it is represented by

Sε(t, s)(ω, x, ξ) := lim
R→+∞

[Sε,R(t, s)X0](ω, x, ξ), 0 ≤ s ≤ t ≤ T, (3.3.1.6)

with Sε,R being a solution operator of (3.3.1.5).

From above, we obtain the following proposition:

Proposition 3.3.3. For any ε > 0, there exists a weak solution of the stochastic BGK
model with high field scaling (3.1.0.2) denoted by Fε. Moreover, Fε is represented by

Fε(t) = e−t/εSε(t, 0)1u0>ξ +
1

ε

∫ t

0
e−

t−s
ε Sε(t, s)1uε(s)>ξds. (3.3.1.7)

The proof of those two results is quite similar to the ones in [11] and mainly relies on a use
of the stochastic characteristics method developed by Kunita in [14]. Nevertheless, there
are some additional difficulties due to the presence of the term Λ(x)

ε ∂ξFε (which introduce a
dependence on ε of the solution operator) and the dependence of a on x. Then, for the sake
of completness, we give a quite detailed sketch of the proof of the existence in Appendix
3.5.

3.3.2 Convergence of the stochastic kinetic model

From now on, let us denote by C a constant which does not depend on any parameter and
may change from a line to another. In this section, our purpose is to study the limit of the
stochastic kinetic model (3.1.0.2) as ε goes to 0 in the following weak formulation satisfied
by Fε:

∫ T

0
< Fε(t), ∂tϕ(t) > dt+ < F0, ϕ(0) > +

∫ T

0
< Fε(t), a.∇ϕ(t) > dt

= −1

ε

∫ T

0
< 1uε>ξ − (Fε(t) + Λ(x)∂ξFε(t)), ϕ(t) > dt+

∫ T

0
< ∂ξFε(t)ΦdWt, ϕ(t) >

+
1

2

∫ T

0
< G2∂ξFε(t), ∂ξϕ(t) > dt. (3.3.2.1)

for ϕ ∈ C∞c ([0, T )×TN ×R).

Proposition 3.3.4. Up to a subsequence, (Fε)ε>0 converges weak-∗ in L∞(Ω×[0, T ]×TN×
R) to F with F satisfying the following: for any test function ϕ ∈ C∞c ([0, T )×TN ×R),∫ T

0
< F (t), ∂tϕ(t) > dt+ < F0, ϕ(0) > +

∫ T

0
< F (t), a.∇ϕ(t) > dt

= m(∂ξϕ) +

∫ T

0
< ∂ξF (t)ΦdWt, ϕ(t) > +

1

2

∫ T

0
< G2∂ξF (t), ∂ξϕ(t) > dt (3.3.2.2)
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with m a random nonnegative bounded Borel measure on [0, T ]×TN×R and where m(∂ξϕ)
denotes

m(∂ξϕ) :=

∫
TN×[0,T ]×R

∂ξϕdm(x, t, ξ). (3.3.2.3)

Proof. From the representation formula of Fε (3.3.1.7), we deduce that the set of solutions
{Fε; ε ∈ (0, 1)} is bounded in L∞P (Ω×[0, T ]×TN×R). Using the Banach-Alaoglu theorem,
we know that there exists F in L∞P (Ω × [0, T ] ×TN ×R) such that, up to subsequences,
as ε goes to 0,

Fε
w−∗
⇀ F in L∞P (Ω× [0, T ]×TN ×R). (3.3.2.4)

Then, we deduce from that the following: for all ϕ ∈ C∞c ([0, T ]×TN ×R)∫ T

0
< Fε(t), ∂tϕ(t) > dt

w−∗
⇀

∫ T

0
< F (t), ∂tϕ(t) > dt in L∞(Ω),

∫ T

0
< Fε(t), a.∇ϕ(t) > dt

w−∗
⇀

∫ T

0
< F (t), a.∇ϕ(t) > dt in L∞(Ω),

1

2

∫ T

0
< G2∂ξFε(t), ∂ξϕ(t) > dt

w−∗
⇀

1

2

∫ T

0
< G2∂ξF (t), ∂ξϕ(t) > dt in L∞(Ω).

Moreover, we can also deduce from (3.3.2.4) that

< Fε, ∂ξ(gkϕ) >
w
⇀ < F, ∂ξ(gkϕ) > in L2(Ω× [0, T ]).

Since the stochastic integral Ψ→
∫ T

0 ΨdWt regarded as a bounded operator from L2(Ω×
[0, T ]) to L2(Ω) is weakly continuous, it follows∫ T

0
< ∂ξFε(t)ΦdWt, ϕ(t) >

w
⇀

∫ T

0
< ∂ξF (t)ΦdWt, ϕ(t) > in L2(Ω).

It remains to deal with the first term of the right-hand side of (3.3.2.1). We deduce from
the above convergence that∫ T

0
< 1uε(t)>ξ − Fε − Λ(x)∂ξFε(t), ϕ(t) > dt

w
⇀ 0 in L2(Ω). (3.3.2.5)

Let us define

mε(t, x, ξ) :=
1

ε

∫ ξ

−∞
(1uε(t,x)>ζ(ζ)− Fε(t, x, ζ))dζ + (−Λ(x)Fε(t, x, ξ)). (3.3.2.6)

We can prove similarly as in [11] that the first term of the right-hand side of (3.3.2.6) is
a random nonnegative measure over [0, T ] × TN × R and since by assumption (3.2.0.8),
Λ(x) ≤ 0 for all x, so does the second term.

Moreover, since fε = Fε−10>ξ, using the fact that ∂ξ10>ξ = −δ0 and assumption (3.2.0.7)
implies that fε satisfies

df ε + divx(a(x, ξ)f ε)dt+ divx(a(x, ξ)10>ξ)dt = ∂ξmε − ∂ξf εΦdWt +
1

2
∂ξ(G

2∂ξf
ε)dt

(3.3.2.7)
since fε = Fε − 10>ξ.
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Let us prove that for all t∗ ∈ [0, T ], we have

E

∣∣∣∣∣
∫

[0,t∗]×TN×R
dmε(t, x, ξ)

∣∣∣∣∣
2

+ E < fε(t
∗), ξ >2≤ C (3.3.2.8)

with C a constant which does not depend on ε. In order to establish (3.3.2.8), we would
like to take

ϕ(t, x, ξ) = ξ. (3.3.2.9)

Since by assumption fε ∈ L∞(0, T ;L1(TN ×R)) a.s., we do not need compactly supported
test functions, we could test by constants. Thus, let ϕR ∈ C1(R) be a bounded approxi-
mation of ϕ defined in (3.3.2.9) which is monotone increasing i.e. ∂ξϕR ≥ 0 and preserve
the sign such that |∂ξϕR|, |∂2

ξϕR| ≤ C uniformly in R. Then, we obtain

< fε(t
∗), ϕR > − < fε(0), ϕR > +

∫ t∗

0
< mε, ∂ξϕR > dt

= −
∫ t∗

0
< ∂ξfε(t)ΦdWt, ϕR > +

1

2

∫ t∗

0
< ∂ξ(G

2∂ξfε), ϕR > dt (3.3.2.10)

Then, since mε is a nonnegative measure and by assumptions on ϕR, the third term of the
left-hand side of (3.3.2.10) is a nonnegative one. Besides, we recall that fε = Fε − 10>ξ.
Therefore, since we have

0 ≤ Fε ≤ 1,

fε preserves the sign. Thus, by assumption on ϕR, the first term of the left-hand side is
nonnegative. Then, we deduce

E

∣∣∣∣∣
∫ t∗

0
< mε, ∂ξϕR > dt

∣∣∣∣∣
2

+ E |< fε(t
∗), ϕR >|2

≤ CE |< fε(0), ϕR >|2 + CE

∣∣∣∣∣
∫ t∗

0
< ∂ξfε(t)ΦdWt, ϕR >

∣∣∣∣∣
2

+CE

∣∣∣∣∣
∫ t∗

0
< ∂ξ(G

2∂ξfε), ϕR > dt

∣∣∣∣∣
2

≤ CE‖u0‖2L1
x

+ C
d∑

k=1

E
∫ t∗

0
< ∂ξfε(t)gk, ϕR >

2 dt+ CE

(∫ t∗

0

(∫
TN

∫
R
fεdxdξ

)
dt

)2

≤ CT + C
d∑

k=1

E
∫ t∗

0
< ∂ξfε(t)gk, ϕR >

2 dt

(3.3.2.11)
using assumptions on gk and ϕR, with CT a constant which only depends on T. Besides,
for the same reasons we have

E
∫ t∗

0
< ∂ξfε(t)gk, ϕR >

2 dt

≤ C

(
E
∫ t∗

0
< fε, ϕR >

2 dt+ E
∫ t∗

0
< fε, ∂ξϕR >

2 dt

)
≤ CT + E

∫ t∗

0
< fε, ϕR >

2 dt

(3.3.2.12)
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Therefore, combining the two above inequalities and using Gronwall lemma leads to

E

∣∣∣∣∣
∫

[0,t∗]×TN×R
∂ξϕRdmε(t, x, ξ)

∣∣∣∣∣
2

+ E < fε(t
∗), ϕR >

2 ≤ CT (3.3.2.13)

with CT a constant which does not depend on ε and R. Passing to the limit on R yields
(3.3.2.8).

It remains to prove that∫ T

0
< ∂ξmε, ϕ(t) > dt

w
⇀

∫ T

0
< ∂ξm,ϕ(t) > dt in L1(Ω) (3.3.2.14)

with m a random nonnegative finite measure. We know from (3.3.2.8) that mε is a non-
negative finite measure over [0, T ] × TN × R almost surely. Moreover, by the conver-
gences established above, we know that the left-hand side of (3.3.2.14) converges weakly
in L1(Ω) to a certain limit. We denote by Mb([0, T ] × TN × R) the space of Borel
measures over [0, T ] × TN × R. We deduce from (3.3.2.8) that (mε) is bounded in
L2
w(Ω;Mb([0, T ] × TN × R)) i.e. the space of weak-∗ measurable mappings from Ω to
Mb([0, T ] × TN ×R) with finite L2(Ω;Mb([0, T ] × TN ×R))-norm. Thus, applying the
Banach-Alaoglu theorem, we get that there exists m ∈ L2

w(Ω;Mb([0, T ]×TN ×R)) such
that, up to a subsequence,

mε
w
⇀m in L2

w(Ω;Mb([0, T ]×TN ×R)). (3.3.2.15)

This last point yields (3.3.2.14) by identifying the limit. Besides, it follows directly that
m is a nonnegative bounded measure. For all test functions ϕ in C∞c ([0, T ]×TN ×R), we
denote

∆ϕ
ε :=

∫ T

0
< Fε(t), ∂tϕ(t) > dt+ < F0, ϕ(0) > +

∫ T

0
< Fε(t), a.∇ϕ(t) > dt, (3.3.2.16)

�ϕ
ε := −1

ε

∫ T

0
< 1uε>ξ − (Fε(t) + Λ(x)∂ξFε(t)), ϕ(t) > dt+

∫ T

0
< ∂ξFε(t)ΦdWt, ϕ(t) >

+
1

2

∫ T

0
< G2∂ξFε(t), ∂ξϕ(t) > dt. (3.3.2.17)

∆ϕ :=

∫ T

0
< F (t), ∂tϕ(t) > dt+ < F0, ϕ(0) > +

∫ T

0
< F (t), a.∇ϕ(t) > dt (3.3.2.18)

and

�ϕ := m(∂ξϕ) +

∫ T

0
< ∂ξF (t)ΦdWt, ϕ(t) > +

1

2

∫ T

0
< G2∂ξF (t), ∂ξϕ(t) > dt. (3.3.2.19)

By (3.3.2.1), we know that ∆ϕ
ε = �ϕ

ε . Moreover, we have established above that

∆ϕ
ε
w
⇀∆ϕ in L1(Ω) (3.3.2.20)

and
�ϕ
ε
w
⇀�ϕ in L1(Ω). (3.3.2.21)
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Moreover, we have

E [∆ϕ
ε∆ϕ]− E [�ϕ

ε∆ϕ]− E [∆ϕ
ε�

ϕ] + E [�ϕ
ε�

ϕ] = 0. (3.3.2.22)

Therefore, since the left-hand side of (3.3.2.22) converges to

E
[
(∆ϕ)2

]
− E [�ϕ∆ϕ]− E [∆ϕ�ϕ] + E [�ϕ�ϕ] , (3.3.2.23)

we obtain
E
[
(∆ϕ −�ϕ)2

]
= 0

which yields a.s,∫ T

0
< F (t), ∂tϕ(t) > dt+ < F0, ϕ(0) > +

∫ T

0
< F (t), a.∇ϕ(t) > dt

= m(∂ξϕ) +

∫ T

0
< ∂ξF (t)ΦdWt, ϕ(t) > +

1

2

∫ T

0
< G2∂ξF (t), ∂ξϕ(t) > dt. (3.3.2.24)

3.3.3 A kinetic formulation

As mentioned previously, a kinetic formulation is a kinetic equation at the macro-
scopic level satisfied by a density-like function. At this point, we already have obtained
(3.3.2.24), the kinetic equation satisfied by F at the macroscopic level. Then, it remains
to study the behavior of its velocity distribution.

In order to do so, let us recall here some notions that will be needed to get the kinetic
formulation associated to (3.1.0.1).

Definition 3.3.5 (Young measure). Let (X,λ) be a finite measure space. Let P1(R) denote
the set of probability measures on R. We say that a map ν : X → P1(R) is a Young measure
on X if, for all φ ∈ Cb(R), the map z 7→ νz(φ) from X to R is measurable.

We have the following compactness result:

Theorem 3.3.6 (Compactness of Young measure). Let (X,λ) be a finite measure space
such that L1(X) is separable. Let (νn) be a sequence of Young measures on X satisfying
for some p ≥ 1,

sup
n

∫
X

∫
R
|ξ|pdνnz (ξ)dλ(z) < +∞.

Then, there exists a Young measure ν on X and a subsequence still denoted (νn) such that,
for all h ∈ L1(X), for all φ ∈ Cb(R),

lim
n→+∞

∫
X
h(z)

∫
R
φ(ξ)dνnz (ξ)dλ(z) =

∫
X
h(z)

∫
R
φ(ξ)dνz(ξ)dλ(z).

The proof, quite classical, can be found in [7].

The purpose of this subsection is then actually to prove the following result:

Proposition 3.3.7. There exists u ∈ L1(Ω × [0, T ] × TN ) such that for all t ∈ [0, T ] for
almost every (x, ξ, ω), F = Mu where we denote by Mu the modified Maxwellian solution
to the equation

Mu + Λ(x)∂ξMu = 1u>ξ. (3.3.3.1)
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Proof. For all test functions ψ ∈ C∞c ([0, T ] × TN × R), we deduce from (3.3.2.1) and
(3.3.2.4) that

E
∫ T

0
< 1uε>ξ − Fε − Λ(x)∂ξFε, ψ(t) > dt −→ 0 (3.3.3.2)

and so that

E
∫ T

0
< ∂ξ(1uε>ξ − Fε − Λ(x)∂ξFε), ϕ(t) > dt −→ 0 (3.3.3.3)

for all test functions ϕ ∈ C∞c ([0, T ]×TN ×R).

We denote νεt,x := δuε(t,x)=ξ which by Definition 3.3.5 is a Young measure. Then, by
assumption (3.2.0.11), we have

sup
ε>0

sup
t∈[0,T ]

E
∫
TN

∫
R
|ξ|dνεt,x(ξ)dx = sup

ε>0
sup
t∈[0,T ]

E
∫
TN
|uε(t, x)|dx

≤ sup
ε>0

sup
t∈[0,T ]

E
∫
TN

∫
R
|fε(t, x, ξ)|dξdx < +∞.

(3.3.3.4)
Using Proposition 3.3.6, we know that there exists a Young measure νt,x such that νεt,x →
νt,x (up to a subsequence). Then, we deduce from (3.3.3.3) and Proposition 3.3.4 that

∂ξF + Λ(x)∂2
ξF = −ν. (3.3.3.5)

Let us prove then that F + Λ(x)∂ξF ∈ {0, 1}. Let us construct the following mollifier on
[0, T ]:

θ(t) :=

{
C̃ exp

(
1

t2−1

)
if t ≤ 1,

0 else
(3.3.3.6)

with C̃ the constant such that
∫ T

0
θ(t)dt = 1. We denote for 0 ≤ δ ≤ 1,

θδ(t) :=
1

δ
θ

(
t

δ

)
. (3.3.3.7)

Then we have

|θδ(t)| ≤
C

δ
and |θ′δ(t)| ≤

C

δ2
, (3.3.3.8)

with C a constant which does not depend on δ. We set for s ∈ [0, T ],

ϕ1(t, x, ξ) = θδ(s− t)Ψ1(x, ξ) and ϕ2(t, y, ζ) = θδ(s− t)Ψ2(y, ζ)

with Ψ1 ∈ C∞c (TN
x ×Rξ), Ψ2 ∈ C∞c (TN

y ×Rζ).
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By (3.3.2.1), we have that

∫ T

0
< Fε(t) + Λ(x)∂ξFε(t), ϕ1(t) > dt×

∫ T

0
< 1− (Fε(t) + Λ(x)∂ξFε(t)), ϕ2(t) > dt

=

[∫ T

0
< 1uε(t)>ξ, ϕ1(t) > dt

+ε

(∫ T

0
< Fε(t), ∂tϕ1(t) > dt+ < F0, ϕ1(0) > +

∫ T

0
< Fε(t), a.∇ϕ1(t) > dt

−
∫ T

0
< ∂ξFε(t)ΦdWt, ϕ1(t) > −1

2

∫ T

0
< G2∂ξFε(t), ∂ξϕ1(t) > dt

)]
×
[∫ T

0
< 1− 1uε(t)>ζ , ϕ2(t) > dt

−ε
(∫ T

0
< Fε(t), ∂tϕ2(t) > dt+ < F0, ϕ2(0) > +

∫ T

0
< Fε(t), a.∇ϕ2(t) > dt

−
∫ T

0
< ∂ξFε(t)ΦdWt, ϕ2(t) > −1

2

∫ T

0
< G2∂ξFε(t), ∂ξϕ2(t) > dt

)]

≤
(∫ T

0
< 1uε(t)>ξ, ϕ1(t) > dt

)
×
(∫ T

0
< 1− 1uε(t)>ζ , ϕ2(t) > dt

)
+ε

(
1 +

C

δ

∫ T

0
< 1, |Ψ2| > dt

)(∣∣∣∣∫ T

0
< F (t), ∂tϕ1(t) > dt

∣∣∣∣+ |Ξ1 + r1(ε)|
)

+ε
C

δ

∫ T

0
< 1, |Ψ1| > dt

(∣∣∣∣∫ T

0
< F (t), ∂tϕ2(t) > dt

∣∣∣∣+ |Ξ2 + r2(ε)|
)

+ε2
2∏
i=1

(∣∣∣∣∫ T

0
< F (t), ∂tϕi(t) > dt

∣∣∣∣+ |Ξi + ri(ε)|
)
,

where for i = 1, 2,

Ξi :=< F0, ϕi(0) > +

∫ T

0
< F (t), a.∇ϕi(t) > dt

−
∫ T

0
< ∂ξF (t)ΦdWt, ϕi(t) > −

1

2

∫ T

0
< G2∂ξF (t), ∂ξϕi(t) > dt,

ri(ε) exists and is a function such that Eri(ε)−→
ε→0

0 by Proposition 3.3.4. Then, we deduce

from (3.3.3.8) that

∫ T

0
< Fε(t) + Λ(x)∂ξFε(t), ϕ1(t) > dt×

∫ T

0
< 1− (Fε(t) + Λ(x)∂ξFε(t)), ϕ2(t) > dt

≤
(∫ T

0
< 1uε(t)>ξ, ϕ1(t) > dt

)
×
(∫ T

0
< 1− 1uε(t)>ζ , ϕ2(t) > dt

)
+ε

(
1 +

C

δ

∫ T

0
< 1, |Ψ2| > dt

)(
C

δ2

∫ T

0
< F (t), |Ψ1(t)| > dt+ Ξ1 + r1(ε)

)
+ε

C

δ

∫ T

0
< 1, |Ψ1| > dt

(
C

δ2

∫ T

0
< F (t), |Ψ2(t)| > dt+ Ξ2 + r2(ε)

)
+ε2

2∏
i=1

C

δ2

(∫ T

0
< F (t), |Ψi(t)| > dt+ |Ξi + ri(ε)|

)
.
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Moreover, since

E
[∫ T

0
< Fε(t) + Λ(x)∂ξFε(t), ϕ1(t) > dt×

∫ T

0
< 1− (Fε(t) + Λ(x)∂ξFε(t)), ϕ2(t) > dt

]
−→
δ→0

E [< Fε(s) + Λ(x)∂ξFε(s),Ψ1(s) >< 1− (Fε(s) + Λ(x)∂ξFε(s)),Ψ2(s) >]

(3.3.3.9)
and

E
[∫ T

0
< 1uε(t)>ξ, ϕ1(t) > dt×

∫ T

0
< 1− 1uε(t)>ζ , ϕ2(t) > dt

]
−→
δ→0

E
[
< 1uε(s)>ξ,Ψ1(s) >< 1− 1uε(s)>ζ ,Ψ2(s) >

]
,

(3.3.3.10)

we deduce that

E [< Fε(s) + Λ(x)∂ξFε(s),Ψ1(s) >< 1− (Fε(s) + Λ(x)∂ξFε(s)),Ψ2(s) > +r3(δ)]

≤ E
[
< 1uε(s)>ξ,Ψ1(s) >< 1− 1uε(s)>ζ ,Ψ2(s) > +r4(δ)

+C
ε

δ3
(1 + |r1(ε|) + |r2(ε))|+ C

ε2

δ4

2∏
i=1

(1 + |ri(ε)|)

]
where by (3.3.3.9) and (3.3.3.10), r3(δ) and r4(δ) exist and are functions such that Er3(δ),Er4(δ)−→

δ→0
0.

We denote α(x, ξ, y, ζ) = ψ1(x, ξ)Ψ2(y, ζ) and � ., . � the duality between distributions
and test functions on TN

x ×Rξ ×TN
y ×Rζ . Then we can rewrite the above inequality as

follows

E [� (Fε(s) + Λ(x)∂ξFε(s)) (1− (Fε(s) + Λ(x)∂ξFε(s))) , α� +r3(δ)]

≤ E
[
� 1uε(s)>ξ

(
1− 1uε(s)>ζ

)
, α� +r4(δ)

+C
ε

δ3
(1 + |r1(ε)|+ |r2(ε))|+ C

ε2

δ4

2∏
i=1

(1 + |ri(ε)|)].

By a density argument, it remains true for any test function α ∈ C∞c (TN
x ×Rξ×TN

y ×Rζ).
We consider %η1 and ρη2 some mollifiers on respectively TN and R. For any R > 0, we
take

α(x, ξ, y, ζ) = %η1(x− y)ρη2(ξ − ζ)ΘR(|x|)ΘR(ξ).

Passing to the limit η1, η2 −→ 0, and ε −→ 0 with δ = ε1/4, we finally get

E < F (s) + Λ(x)∂ξF (s), (1− (F (s) + Λ(x)∂ξF (s))) ΘR(|x|)ΘR(ξ) >≤ 0.

Moreover, by (3.3.3.2) there exists a distribution r6 such that

Fε + Λ(x)∂ξFε = 1uε>ξ + r6(ε)

with Er6(ε)−→
ε→0

0.
Then

r6(ε) ≤ Fε + Λ(x)∂ξFε ≤ 1 + r6(ε)

and passing to the limit, we get

0 ≤ F + Λ(x)∂ξF ≤ 1.
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Finally,

E < F (s) + Λ(x)∂ξF (s), (1− (F (s) + Λ(x)∂ξF (s))) ΘR(|x|)ΘR(ξ) >= 0.

Thus for almost every x, ξ, ω, ∀s ∈ [0, T ], we deduce from above that

F (s, x, ξ, ω) + Λ(x)∂ξF (s, x, ξ, ω) ∈ {0, 1}.

Since we have

F + Λ(x)∂ξF = −
∫ ξ

0
−∂ξ(F + Λ(x)∂ξF )dζ

= −
∫ ξ

0
νdζ

with ν a Young measure, there exists u(x, t, ω) ∈ R such that

F + Λ(x)∂ξF = 1u(t)>ξ. (3.3.3.11)

Moreover, we can deduce from (3.3.3.5) that

∂ξ1u(t)>ξ = −ν

i.e.
ν = δu=ξ. (3.3.3.12)

Therefore because of (3.3.3.4), we have∫
TN
|u(t, x)|dx =

∫
TN

∫
R
|ξ|dνt,x(ξ)dxdt < +∞ (3.3.3.13)

which concludes the proof.

3.4 Existence of a solution to the conservation law with stochas-
tic forcing

3.4.1 Formal calculus and modified Maxwellian

In this section, we will show in a formal way the passage from the kinetic formulation
to the conservation law with stochastic forcing (3.1.0.1). Indeed, by Proposition 3.3.7 we
know that F = Mu and so satisfies

Λ(x)∂ξF = 1u>ξ − F. (3.4.1.1)

For any function b(x, ξ), we have∫
R
b(x, ξ)Λ(x)∂ξF (x, ξ)dξ =

∫ u

−∞
b(x, ξ)dξ −

∫
R
b(x, ξ)F (x, ξ)dξ.

We denote
B(x, v) :=

∫ v

−∞
b(x, ξ)dξ. (3.4.1.2)

Then we get

B(x, u) =

∫
R
b(x, ξ)Λ(x)∂ξF (x, ξ)dξ +

∫
R
b(x, ξ)F (x, ξ)dξ

=

∫
R

[b(x, ξ)− ∂ξb(x, ξ)Λ(x)]F (x, ξ)dξ.
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For b(x, ξ) solution of the equation

b(x, ξ)− ∂ξb(x, ξ)Λ(x) = a(x, ξ), (3.4.1.3)

we have
B(x, u) =

∫
R
a(x, ξ)F (x, ξ)dξ.

By computation of the solution of (3.4.1.3), we get

B(x, u) =

∫ u

−∞
b(x, ξ)dξ =

∫ u

−∞

∫ +∞

0
a(x, ξ + vΛ(x))e−vdvdξ. (3.4.1.4)

Quite similarly, for c(x, ξ) solution of the equation

c(x, ξ)− ∂ξc(x, ξ)Λ(x) = ∂ξΦ(x, ξ), (3.4.1.5)

we have
C(x, u) =

∫
R
∂ξΦ(x, ξ)F (x, ξ)dξ

where

C(x, u) :=

∫ u

−∞
c(x, ξ)dξ =

∫ u

−∞

∫ +∞

0
∂ξΦ(x, ξ + vΛ(x))e−vdvdξ. (3.4.1.6)

Let us start from the kinetic formulation

dMu + divx(a(x, ξ)Mu)dt = ∂ξm− ∂ξMuΦdWt +
1

2
∂ξ(G

2∂ξMu)dt. (3.4.1.7)

Since because of (3.4.1.1), we have∫
R

(Mu − 10>ξ)dξ = u,

by integrating (3.4.1.7), we get

du+ divxB(x, u)dt = C(x, u)dWt.

In addition, the modified Maxwellian being the solution of the equation (3.4.1.1), we ac-
tually have an explicit expression for it:

Mk(x, ξ) =

∫ +∞

0
1k>ξ(ξ − Λ(x)u)e−udu. (3.4.1.8)

By easy computations and Fubini’s Theorem, we get the following proposition:

Proposition 3.4.1. We get, for any k, k′ ∈ R,

(i)
∫
R

(Mk(x, ξ)− 10>ξ(ξ))dξ = k,

(ii) sgn(Mk(x, ξ)−Mk′(x, ξ)) = sgn(k − k′),

(iii)
∫
R
|Mk(x, ξ)−Mk′(x, ξ)|dξ = |k − k′|,
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(iv)

∫
R
a(x, ξ)Mk(x, ξ)dξ = B(x, k),∫

R
∂ξΦ(x, ξ)Mk(x, ξ)dξ = C(x, k).

where

B(x, k) =

∫ k

−∞

∫ +∞

0
a(x, ξ + vΛ(x))e−vdvdξ, (3.4.1.9)

C(x, k) =

∫ k

−∞

∫ +∞

0
∂ξΦ(x, ξ + vΛ(x))e−vdvdξ, (3.4.1.10)

and

Mk(x, ξ) =

∫ +∞

0
1k>ξ(ξ − Λ(x)u)e−udu. (3.4.1.11)

3.4.2 Existence of a weak solution

We are now in position to prove the following result:

Proposition 3.4.2. There exists a weak solution u ∈ L1(Ω × [0, T ] ×TN ) to the conser-
vation law with stochastic forcing (3.1.0.1).

Proof. Let us consider the following test function

ϕ(t, x, ξ) = ΘR(ξ)Ψ(t, x) (3.4.2.1)

with ΘR defined in section 3.3.1, Ψ ∈ C∞c ([0, T )×TN ). Then, applying the kinetic formu-
lation, we get P− a.s.,∫ T

0
< Mu(t)ΘR, ∂tΨ > dt+ < F (0), ϕ(0) > +

∫ T

0
< Mu(t)ΘR, a.∇Ψ > dt

= m(∂ξΘRΨ)−
∫ T

0
< Mu(t)∂ξΦdWt,ΘRΨ(t) > dt

−
∫ T

0
< Mu(t)ΦdWt, ∂ξΘRΨ(t) > +

1

2

∫ T

0
< G2∂ξMu(t), ∂ξΘRΨ(t) > dt. (3.4.2.2)

We denote < ., . >x the duality between distributions and test functions on TN
x . Since, we

have
0 =< ∂t10>ξ, ϕ >= − < 10>ξ, ∂tϕ > + < 10>ξ, ϕ(0) >, (3.4.2.3)

using the same arguments as previously, we can rewrite (3.4.2.2) as follows

∫ T

0
<

∫
R

(Mu(t)− 10>ξ)ΘRdξ, ∂tΨ >x dt+ <

∫
R

(F (0)− 10>ξ)ΘR(ξ)dξ,Ψ(0, x) >x

+

∫ T

0
<

∫
R
Mu(t)ΘR(ξ)a(ξ)dξ.∇Ψ, 1 >x dt

= m(∂ξΘRΨ)−
∫ T

0
<

∫
R
Mu(t)∂ξΦΘR(ξ)dξdWt,Ψ(t) >x

−
∫ T

0
< Mu(t)ΦdWt, ∂ξΘRΨ(t) > +

1

2

∫ T

0
< G2∂ξMu(t), ∂ξΘRΨ(t) > dt. (3.4.2.4)
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Then, using again the dominated convergence for deterministic and stochastic integrals
and the properties of the modified Maxwellian stated in Proposition 3.4.1, we get when
R→∞,∫ T

0
< u, ∂tΨ >x dt+ < u0,Ψ(0) >x +

∫ T

0
< B(x, u).∇Ψ, 1 >x dt

=

∫ T

0
< −C(x, u)dWt,Ψ >x (3.4.2.5)

which concludes the proof.

3.4.3 Krushkov-like entropies

In this section, though we are not able to obtain the exact Krushkov entropy relations
using the deterministic techniques because of the presence of the stochastic term, we still
are able to establish some Krushkov-like inequalities.

Proposition 3.4.3. For all ϕ ∈ C∞c ([0, T )×TN ×R), we have∫
[0,T ]×TN×R

|u(t, x)− k| ∂tϕ(t, x, ξ)dtdxdξ

+

∫
[0,T ]×TN×R

[sgn(u(t, x)− k)(B(x, u(t, x))−B(x, k))divxϕ(t, x, ξ)] dtdxdξ

+

∫
[0,T ]×TN×R

divx(B(x, k))sgn(u(t, x)− k)ϕ(t, x, ξ)dtdxdξ

−
∫

[0,T ]×TN×R
sgn(u(t, x)− k)C(x, u(t, x))dWtdxdξ ≤ Cϕ P-a.s. (3.4.3.1)

where Cϕ is a constant which depends only on ϕ.

Proof. Previously, we have established that

dMu + divx(aMu)dt = ∂ξm− ∂ξMuΦdWt +
1

2
∂ξ(G

2∂ξMu)dt (3.4.3.2)

in the sense of distributions P-a.s.. We deduce from above that we have

d(Mu−Mk) + divx(a(Mu−Mk))dt = ∂ξm− ∂ξMuΦdWt +
1

2
∂ξ(G

2∂ξMu)dt− divx(aMk)dt

(3.4.3.3)
in the sense of distributions P-a.s.

By a similar reasoning, we actually can extend (3.3.2.24) to the following test function

ϕ̃(ω, t, x, ξ) =
1

δN+1
η

(
y − x
δ

,
ζ − ξ
δ

)
P ′((Mu −Mk)

δ(t, y, ζ))Ψ(t) (3.4.3.4)

where P is a C2(R) function such that P ′ ∈ L∞(R), (Mu −Mk)
δ := (Mu −Mk) ∗ ηδ with

η, ηδ defined similarly on TN ×R as θ, θδ on [0, T ] defined on (3.3.3.6) and (3.3.3.7). So
we obtain that for all (y, ζ) in TN ×R, we have

d(Mu −Mk)
δP ′((Mu −Mk)

δ + divx(a(Mu −Mk)
δ)P ′((Mu −Mk)

δ)dt

= ∂ξm∗ηδP ′((Mu−Mk)
δ)−(∂ξMuΦ)∗ηδP ′((Mu−Mk)

δ)dWt+
1

2
∂ξ(G

2∂ξMu)∗ηδP ′((Mu−Mk)
δ)dt

− divx(aMk) ∗ ηδP ′((Mu −Mk)
δ)dt− rδP ′((Mu −Mk)

δ)dt (3.4.3.5)
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where rδ := divx(a(Mu−Mk)) ∗ ηδ − divx(a(Mu−Mk)
δ) in the sense of distributions over

(0, T ) P-a.s. In order to get the result, we need to consider the above equality against a test
function depending on (y, ζ). Then, though we have the above equality for all (y, ζ) P-a.s.,
we need to establish it P-a.s. for all (y, ζ). It is first easy to deduce from above that the
result holds true P-a.s. for all (y, ζ) ∈ (T∩Q)N ×Q. Extending this to all (y, ζ) ∈ TN ×R
is direct by continuity in all the terms except (∂ξMuΦ) ∗ ηδP ′((Mu −Mk)

δ)dWt. Let us
now deal with this last term. We consider a test function ϕ ∈ C∞c (TN

y × Rζ), and are
interested in the following terms:∫ T

0
(Mu∂ξgk)

δ(t, y, ζ)Ψ(t)P ′((Mu −Mk)
δ(t, y, ζ)dβk(t)ϕ(y, ζ) (3.4.3.6)

and ∫ T

0
(Mugk) ∗ ∂ξηδ(y, ζ)Ψ(t)P ′((Mu −Mk)

δ(t, y, ζ))dβk(t)ϕ(y, ζ), (3.4.3.7)

for k = 1, . . . , d. Let us deal with the first one. In order to use a well known result stating
that we can find a continuous modification of a stochastic process, we must satisfy in our
case the following assumption, for all 0 ≤ s ≤ t ≤ T , (y, ζ), (x, ξ) in TN ×R,

E
∣∣∣∣∫ t

0
(Mu∂ξgk)

δ(r, y, ζ)Ψ(r)P ′((Mu −Mk)
δ(r, y, ζ))dβk(r)ϕ(y, ζ)

−
∫ s

0
(Mu∂ξgk)

δ(r, x, ξ)Ψ(r)P ′((Mu −Mk)
δ(r, x, ξ))dβk(r)ϕ(x, ξ)

∣∣∣∣λ
≤ C(|t− s|+ |x− y|)N+2+ε (3.4.3.8)

with λ > 1, ε > 0. Actually, we have the following inequalities for n > 1:

E
∣∣∣∣∫ t

0
(Mu∂ξgk)

δ(r, y, ζ)Ψ(r)P ′((Mu −Mk)
δ(r, y, ζ))dβk(r)ϕ(y, ζ)

−
∫ s

0
(Mu∂ξgk)

δ(r, x, ξ)Ψ(r)P ′((Mu −Mk)
δ(r, x, ξ))dβk(r)ϕ(x, ξ)

∣∣∣∣n

≤ CE
∣∣∣∣∫ t

s
(Mu∂ξgk)

δ(r, y, ζ)Ψ(r)P ′((Mu −Mk)
δ(r, y, ζ))dβk(r)ϕ(y, ζ)

∣∣∣∣n
+CE

∣∣∣∣∫ s

0
Ψ(r)

[
(Mu∂ξgk)

δ(r, y, ζ)P ′((Mu −Mk)
δ(r, y, ζ))ϕ(y, ζ)

− (Mu∂ξgk)
δ(r, x, ξ))P ′((Mu −Mk)

δ(r, x, ξ))ϕ(x, ξ)
]
dβk(r)

∣∣∣n
≤ CE

(∫ t

s
|(Mu∂ξgk)

δ(r, y, ζ)Ψ(r)P ′((Mu −Mk)
δ(r, y, ζ))ϕ(y, ζ)|2dr

)n/2
+CE

(∫ s

0

∣∣∣Ψ(r)
[
(Mu∂ξgk)

δ(r, y, ζ)P ′((Mu −Mk)
δ(r, y, ζ))ϕ(y, ζ)

− (Mu∂ξgk)
δ(r, x, ξ)P ′((Mu −Mk)

δ(r, x, ξ))ϕ(x, ξ)
]∣∣∣2 dr)n/2

≤ C|t− s|n/2 + C

(∫ s

0
|ϕ(y, ζ)− ϕ(x, ξ)|2dr

)n/2
≤ C (|t− s|+ |(y, ζ)− (x, ξ)|)n

(3.4.3.9)
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by assumptions on gk, P and ϕ and using the fact that Mu is bounded. For n = N + 3,
the assumption is satisfied. The reasoning is the same for the second term. So finally, we
can conclude that (3.4.3.5) holds true P-a.s. for all (y, ζ) ∈ TN ×R.

The next step consists in using the chain rule. Thus in order to do so, we must reformulate
the problem in a Stratonovich version. We have P-a.s. for all (y, ζ) ∈ TN ×R,

d(Mu −Mk)
δP ′((Mu −Mk)

δ) + divx(a(Mu −Mk)
δ)P ′((Mu −Mk)

δ)dt

= ∂ξm∗ηδP ′((Mu−Mk)
δ)−(∂ξMuΦ)∗ηδP ′(Mu−Mk)◦dWt+

1

2
∂ξ(G

2∂ξMu)∗ηδP ′(Mu−Mk)dt

− divx(aMk) ∗ ηδP ′(Mu −Mk)dt− rδP ′(Mu −Mk)dt+ τ δ. (3.4.3.10)

in the sense of distributions over (0, T ), with τ δ the corrective terms associated to the
passage from (∂ξMuΦ) ∗ ηδP ′(Mu−Mk)dWt to (∂ξMuΦ) ∗ ηδP ′(Mu−Mk) ◦ dWt. We first
deal with the case m = 0. We integrate (3.4.3.10) against ϕ(y, ζ). Using in a similar way
as previously the dominated convergence theorem for deterministic and stochastic integrals
as well as the commutation lemma of Di Perna-Lions [8] to prove the disappearance of rδ,
we obtain

dP (Mu−Mk)+divx(aP (Mu−Mk))dt−divx(a)(P (Mu−Mk)−P ′(Mu−Mk)(Mu−Mk))dt

= ∂ξMuΦP ′(Mu −Mk) ◦ dWt +
1

2
∂ξ(G

2∂ξMu)P ′(Mu −Mk)dt

− divx(aMk)P
′(Mu −Mk)dt+ lim

δ→0
τ δ. (3.4.3.11)

in the sense of distributions against test functions of the form Ψ(t)ϕ(y, ζ) P-a.s. Noticing
that the limit of the corrective terms of (∂ξMuΦ) ∗ ηδP ′(Mu −Mk) ◦ dWt is actually the
corrective terms of ∂ξMuΦP ′(Mu −Mk) ◦ dWt, we finally have

dP (Mu−Mk)+divx(aP (Mu−Mk))dt−divx(a)(P (Mu−Mk)−P ′(Mu−Mk)(Mu−Mk))dt

= ∂ξMuΦP ′(Mu −Mk)dWt +
1

2
∂ξ(G

2∂ξMu)P ′(Mu −Mk)dt

− divx(aMk)P
′(Mu −Mk)dt (3.4.3.12)

in the sense of distributions against test functions of the form Ψ(t)ϕ(y, ζ) P-a.s. As previ-
ously, by density we can extend it to any test function in C∞c ([0, T )×TN ×R).

We conclude as in the deterministic case by taking P ′ = sgnα and P (λ) =
∫ λ

0 sgn
α(s)ds

where sgnα is a smooth regularization of the sign function. By a quite similar reasoning,
letting α goes to 0, we finally get

d|Mu −Mk|+ divx(a|Mu −Mk|)dt+ divx(aMk)sgn(Mu −Mk)dt

+ (∂ξMuΦ)sgn(Mu −Mk)dWt −
1

2
∂ξ(G

2∂ξMu)sgn(Mu −Mk)dt

− divx(aMk)sgn(Mu −Mk)dt = 0 (3.4.3.13)

in the sense of distributions over (0, T )×TN ×R P-a.s.
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Let us finally go back to the case m 6= 0. Then we have the following inequality∫
TNy ×Rζ

∫
[0,T ]×TNx ×Rξ

1

δN+1
∂ξη(

y − x
δ

,
ζ − ξ
δ

)P ′(Mu −Mk)(t, y, ζ)dm(t, x, ξ)ϕ(t, y, ζ)dydζ

≤ ‖P ′‖∞
∫

[0,T ]×TNx ×Rξ

∂ξϕ ∗ ηδ(x, ξ)dm(t, x, ξ)

≤ C‖P ′‖∞m(K),
(3.4.3.14)

where K is a compact containing the support of ϕ.

Finally, integrating the above inequality against a test function of the form ϕ(t, x, ξ) =
ΘR(ξ)ψ(t, x) and using the properties associated to the modified Maxwellian stated in
Proposition 3.4.1 together again with the use of dominated convergence theorem for R→
+∞ leads to the conclusion.

Remark 3.4.1. Because of the presence of Cϕ which is not necessary equal to 0 in (3.4.3.1),
at this stage, we are not able to conclude to the uniqueness of the solution.
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Appendix

3.5 Appendix. Well posedness of the stochastic kinetic model

Our purpose is to establish the existence of a solution to the stochastic BGK model dF ε + divx(a(x, ξ)F ε)dt+
Λ(x)

ε
∂ξF

εdt =
1uε>ξ − F ε

ε
dt− ∂ξF εΦdW +

1

2
∂ξ(G

2∂ξF
ε)dt,

Fε(0) = 1u0>ξ,

(3.5.0.1)

where we recall uε(t, x) =

∫
R
fε(t, x, ξ)dξ and fε = Fε − 10>ξ.

The proof being quite similar to the one in the case of a classical stochastic BGK model, we
will not investigate all the details in the following and we will invite the reader to consult
[11] for more technical details.

In order to use Duhamel’s formula, let us first show an interest in the following auxiliary
problem dXε + divx(a(x, ξ)Xε)dt+

Λ(x)

ε
∂ξX

εdt = −∂ξXεΦdW +
1

2
∂ξ(G

2∂ξX
ε)dt,

Xε(s) = X0.
(3.5.0.2)

In order to apply the stochastic characteristic method of Kunita [14], we introduce a
truncated problem. Of course, we will then pass to the limit on the truncation parameter
to get our original problem.

3.5.1 A truncated problem

We are interested in the truncated problem described in section 3.3.1, dXε + divx(aR(x, ξ)Xε)dt+
Λ(x)

ε
∂ξX

εdt = −∂ξXεΦRdW +
1

2
∂ξ(G

R,2∂ξX
ε)dt,

Xε(s) = X0.

(3.5.1.1)
To apply the method of stochastic characteristics, we must reformulate the problem in
Stratonovich form. Using the formula which links Itô and Stratonovich integrals, we are
able to prove that if X is a C1(TN × R)-valued continuous (Ft)-semimartingale whose
martingale part is given by −

∫ t
0 ∂ξΦ

RdW then

−
∫ t

0
∂ξΦdW +

1

2

∫ t

0
∂ξ(G

R,2∂ξX)dr = −
∫ t

0
∂ξXΦR ◦dW +

1

4

∫ t

0
∂ξX∂ξG

R,2dr (3.5.1.2)

and for X being only a D′(TN ×R)-valued continuous (Ft)-semimartingale, the result is
still valid in the sense of distributions (see [11] for more details). The truncated problem
can then be reformulated as follows dXε + divx(aR(x, ξ)Xε)dt+

Λ(x)

ε
∂ξX

εdt = −∂ξXεΦR ◦ dW +
1

4
∂ξX

ε∂ξG
R,2dt,

Xε(s) = X0.

(3.5.1.3)
and applying the method, we obtain the following proposition:
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Proposition 3.5.1. Let R > 0. If X0 ∈ C3,µ(TN ×R) almost surely, there exists a unique
strong solution to (3.5.1.3) that we will denote Xε(t, x, ξ; s).
In addition, Xε(t, x, ξ; s) is a continuous C3,ν-semimartingale for some ν > 0 and is rep-
resented by

Xε(t, x, ξ; s) = exp

(∫ t

s
−divx(aR(Ψε,R

θ,t (x, ξ)))dθ

)
X0(Ψε,R

s,t (x, ξ)), (3.5.1.4)

where ΨR is the inverse flow of the stochastic flow associated to the stochastic characteristic
system coming from (3.5.1.3).

Remark 3.5.1. The stochastic characteristic system associated to (3.5.1.3) is the following
dϕε,R,0t =

Λ(ϕε,R,1t , . . . , ϕε,R,Nt )

ε
dt− 1

4
∂ξG

R,2(ϕε,Rt )dt+
d∑

k=1

gRk (ϕε,Rt ) ◦ dβk(t),

dϕε,R,it = aRi (ϕε,Rt )dt pour i = 1, . . . , N,

dηε,Rt = ηε,Rt (−divx(aR(ϕε,Rt )))dt.

(3.5.1.5)
We notice that in our case, it still presents a dependence on ε.

We denote by Sε,R the solution operator of (3.5.1.3). We have

Sε,R(t, s) = exp

(∫ t

s
−divx(aR(Ψε,R

θ,t (x, ξ))))dθ

)
X0(Ψε,R

s,t (x, ξ)). (3.5.1.6)

The domain of definition of the solution operator can be extended to X0 only defined
almost everywhere since diffeomorphisms preserve sets of measure zero. Nevertheless, the
resulting process will no longer be a strong solution. We obtain the following properties
for the operator Sε,R.

Proposition 3.5.2. Let R > 0, ε > 0 and Sε,R = {Sε,R(t, s), 0 ≤ s ≤ t ≤ T} be defined
as previously. Then

(i) Sε,R is a family of bounded linear operators on L1(Ω×TN×R) such that the operator
norm is bounded by 1, meaning for any X0 ∈ L1(Ω×TN ×R), 0 ≤ s ≤ t ≤ T ,

‖Sε,R(t, s)X0‖L1(Ω×TN×R) ≤ ‖X0‖L1(Ω×TN×R). (3.5.1.7)

(ii) Sε,R verifies the semi-group law

Sε,R(t, s) = Sε,R(t, r) ◦ Sε,R(r, s), 0 ≤ s ≤ r ≤ t ≤ T,
Sε,R(s, s) = Id, 0 ≤ s ≤ T. (3.5.1.8)

Sketch of the proof. The proof being essentially the same as the one in [11], let us only recall
here the main ideas and insist on what is a bit different in our case. The idea is the following:
we first work with a regularized initial data Xδ

0 defined as follows Xδ
0(ω) = (X0(ω) ∗ hδ)kδ

where (kδ) is a smooth truncation on R and (hδ) is an approximation to the identity on
TN × R in order to build a unique strong solution Xε,δ = Sε,R(t, s)Xδ

0 to the following
system dXε,δ + divx(aR(x, ξ)Xε,δ)dt+

Λ(x)

ε
∂ξX

ε,δdt = −∂ξXε,δΦRdW +
1

2
∂ξ(G

R,2∂ξX
ε,δ)dt,

Xε,δ(s) = Xδ
0 .

(3.5.1.9)
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The aim is the following: we integrate the equation (3.5.1.9) with respect to the variables
ω, x, ξ and get

E
∫
TN

∫
R
Xε,δ(t, x, ξ)dξdx + E

∫ t

s

∫
TN

∫
R
divx(aR(x, ξ)Xε,δ(r, x, ξ))dξdxdr

+ E
∫ t

s

∫
TN

∫
R

Λ(x)

ε
∂ξX

ε,δ(r, x, ξ)dξdxdr

= E
∫
TN

∫
R
Xδ

0(x, ξ)dξdx− E
∫ t

s

∫
TN

∫
R
∂ξX

ε,δ(r, x, ξ)ΦRdWrdξdx

+ E
∫ t

s

∫
TN

∫
R

1

2
∂ξ(G

R,2(x, ξ)∂ξX
ε,δ(r, x, ξ))dξdxdr. (3.5.1.10)

Then, we want to show that all the terms disappear except for the first term of the left-
hand side and the first term of the right-hand side. Let us first focus on the stochastic
integral. All we need to do is:

(1) Prove that for all x ∈ TN , ξ ∈ R,
∫ t

s
∂ξX

ε,δ(r, x, ξ)ΦRdWr is a well defined martin-

gale with zero expected value.

(2) Use the stochastic Fubini theorem to interchange integrals with respect to x, ξ and
the stochastic one.

Then we will have proven the disappearance of the second term of the right-hand side.

In order to do (1), we must prove that E
∫ t
s |∂ξX

ε,δ(r, x, ξ)gRk |2dr < +∞. The expression of
Xε,δ being slightly more complicated in our case, we must claim that not only ∂ξΨ

ε,R
s,r (x, ξ)

but also ∂xiΨ
ε,R
s,r and ∂ξ∂xiΨ

ε,R
s,r for i = 1, . . . , N solves a backward stochastic differential

equations with bounded coefficients (see [14, Theorem 4.6.5 and Corollary 4.6.6]) since gRk ,
Xδ

0 and all the partial derivatives of all order of aRi for i = 1, . . . , N are bounded. Thus,
those solutions possess moments of any order which are bounded in 0 ≤ s ≤ t ≤ T , x ∈ TN ,
ξ ∈ R. By assumption (3.2.0.2), we have divx(a(x, ξ)) ≥ 0 for all x, ξ which leads to the
statement (1).

To prove (2), we must establish that∫
TN

∫
R

(
E
∫ T

s
(|∂ξXε,δgRk (x, ξ)|2)dr

)1/2

dξdx < +∞. (3.5.1.11)

By the expression (3.5.1.4) of Xε,δ , we know that ∂ξXε,δ only contains terms, mentioned
previously, which all are bounded or possess moments of any order which are bounded.
Then it is enough to prove that Xδ

0(Ψε,R
s,r (x, ξ)) and ∇x,ξXδ

0(Ψε,R
s,r (x, ξ)) are compactly sup-

ported in ξ for all s, r, x,P− a.s. thanks to some growth control on the stochastic flow to
conclude (for more details see [11]).

Finally, the second term of the left-hand side disappears thanks to periodic boundary
conditions and the third terms of the left-hand side and the right-hand side disappears
because of the support compact in ξ of respectfully Xε,δ and GR,2. Therefore at the end,
we obtain

E
∫
TN

∫
R
Xε,δ(t, x, ξ)dξdx = E

∫
TN

∫
R
Xδ

0(x, ξ)dξdx. (3.5.1.12)
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The statement (i) of Proposition 3.5.2 is then obtained by passing to the limit in δ and a
use of the Fatou lemma. The statement (ii) of Proposition 3.5.2 is straightforward using
the flow property of Ψ.

Remark 3.5.2. Actually, the assumption (3.2.0.2) could be lighten in divx(a) has a low
bound and the proof would still work, the only difference being that the operator norm would
no longer be bounded by 1.

Moreover, a use of the regularization Xδ
0 together with the dominated convergence theo-

rem and the dominated convergence theorem for stochastic integrals directly leads to the
following result:

Corollary 3.5.3. Let R > 0. If X0 is a Fs ⊗ B(TN ) ⊗ B(R)- measurable initial data
belonging to L∞(Ω × TN × R), then there exists a weak solution Xε ∈ L∞Ps(Ω × [s, T ] ×
TN ×R) to (3.5.1.3) meaning for any φ ∈ C∞c (TN ×R), a.e. t ∈ [s, T ], P a.s.,

< Xε(t), φ >=< Xε(0), φ > +

∫ t

s
< Xε(r), aR.∇φ > dr+

1

ε

∫ t

s
< Xε(r),Λ(x)∂ξφ > dr

+
d∑

k=1

∫ t

s
< Xε(r), ∂ξ(g

R
k φ) > dβk(r) +

1

2

∫ t

s
< Xε(r), ∂ξ(G

R,2∂ξφ) > dr. (3.5.1.13)

Moreover, Xε is represented by Xε = Sε,R(t, s)X0. In particular, t 7→< Sε,R(t, s)X0, φ >
is a continuous (Ft)t≥s- semimartingale.

Remark 3.5.3. We point out that in our situation, with the presence of the term divx(aR(x, ξ))
which is not necessary equal to zero, the use of the commutation lemma of Di Perna-Lions
([8, Lemma II.1]) proves that the uniqueness of a weak solution no longer holds precisely
in the case where divx(aR(x, ξ)) is not equal to zero.

3.5.2 Passage to the non truncated problem

Our aim is to derive the existence of a weak solution to dXε + divx(a(x, ξ)Xε)dt+
Λ(x)

ε
∂ξX

εdt = −∂ξXεΦdW +
1

2
∂ξ(G

2∂ξX
ε)dt,

Xε(s) = X0.
(3.5.2.1)

Proposition 3.5.4. If X0 is a Fs ⊗ B(TN ) ⊗ B(R)- measurable initial data belonging to
L∞(Ω × TN × R), then there exists a weak solution Xε ∈ L∞Ps(Ω × [s, T ] × TN × R) to
(3.5.2.1). Moreover, it is represented by

Sε(t, s)(ω, x, ξ) := lim
R→+∞

[Sε,R(t, s)X0](ω, x, ξ), 0 ≤ s ≤ t ≤ T. (3.5.2.2)

Proof. We denote τR(s, x, ξ) = inf{t ≥ s, |ϕε,R,0s,t (x, ξ)| > R
2 } with the convention inf ∅ =

T . τR(s, x, ξ) is a stopping time with respect to the filtration (Ft)t≥s for any s ∈ [0, t],
x ∈ TN , ξ ∈ R. For more clarity, we do not write the dependence on s, x, ξ of τR in the
following.

Let us first prove that (τR)R∈N is a non decreasing sequence such that τ∞ := lim
R→∞

τR is

equal to T almost surely. We know that for any R > 0, the process ϕε,R,0 satisfies the
equation

dϕε,R,0t =
Λ(ϕε,R,1t , . . . , ϕε,R,Nt )

ε
dt+

d∑
k=1

gRk (ϕε,Rt )dβk(t). (3.5.2.3)
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We denote τ̃R := inf{τR, τR+1}. The equations satisfy by ϕε,R,0t and ϕε,R+1,0
t being exactly

the same on [0, τ̃R], then the coefficients being at least Lipschitz we know that ϕε,R,0s,t (x, ξ) =

ϕε,R+1,0
s,t (x, ξ) for t ∈ [0, τ̃R]. So, we get that τR ≤ τR+1. Indeed, let us reason by

contradiction and suppose that τR > τR+1. Then for t ∈ [τR+1, τR], we have

|ϕε,R,0s,t (x, ξ)| = |ϕε,R+1,0
s,t (x, ξ)| > R+ 1

2
>
R

2

which is a contradiction with the fact that τR is the infimum of the times realizing this
condition. So the sequence (τR)R∈N is a non decreasing and we can define the almost sure
limit

τ∞ := lim
R→∞

τR. (3.5.2.4)

We know that τ∞ is still a stopping time. We denote ϕε,0s,t (x, ξ) = ϕε,R,0s,t (x, ξ) for t ∈ [0, τR].
The process is defined on [0, τ∞] and it is a solution of

dϕε,0t =
Λ(ϕε,1t , . . . , ϕε,Nt )

ε
dt+

d∑
k=1

gk(ϕ
ε
t )dβk(t). (3.5.2.5)

Let us now establish some useful estimates to conclude. Denoting ϕε,R,0s,t (s) = ϕε,R,0in , we
have

ϕε,R,0s,t = ϕε,R,0in +

∫ t

s

Λ(ϕε,R,1r , . . . , ϕε,R,Nr )

ε
dr +

∫ t

s

d∑
k=1

gRk (ϕε,Rr )dβk(r)

|ϕε,R,0s,t |2 ≤ C

|ϕε,R,0in |2 +

(∫ t

s

∣∣∣∣∣Λ(ϕε,R,1s,r , . . . , ϕε,R,Ns,r )

ε

∣∣∣∣∣ dr
)2

+

∣∣∣∣∣
∫ t

s

d∑
k=1

gRk (ϕε,Rs,r )dβk(r)

∣∣∣∣∣
2
.

Thus by taking the expectation, using well-known results on martingales and assumption
(3.2.0.6), we get

E|ϕε,R,0s,t |2 ≤ C

(
E|ϕε,R,0in |2 +

M2T 2

ε2
+ E

∫ t

s

d∑
k=1

|gRk (ϕε,Rs,r )|2dr

)
≤ C

(
E|ϕε,R,0in |2 +

M2T 2

ε2
+ E

∫ t

s
(1 + |ϕε,R,0s,r |2)dr

)
≤ C

(
E|ϕε,R,0in |2 +

M2T 2

ε2
+ T + E

∫ t

s
|ϕε,R,0s,r |2dr

)
.

Indeed, Λ being continuous on TN compact, there exists a constant M such that for all
x ∈ TN , |Λ(x)| ≤M . By Gronwall lemma, we obtain

E|ϕε,R,0s,t |2 ≤ C (E|ϕε,R,0in |2 +
M2T 2

ε2
+ T ) exp (CT ) =: C1(ϕε,R,0in , T, ε). (3.5.2.6)

Moreover, we also have the following

sup
t∈[s,T ]

∣∣∣ϕε,R,0s,t

∣∣∣2 ≤ C

|ϕε,R,0in |2 + sup
t∈[s,T ]

∣∣∣∣∣
∫ t

s

Λ(ϕε,R,1s,r , . . . , ϕε,R,Ns,r )

ε
dr

∣∣∣∣∣
2

+ sup
t∈[s,T ]

∣∣∣∣∣
∫ t

s

d∑
k=1

gRk (ϕε,Rs,r )dβk(r)

∣∣∣∣∣
2
.

(3.5.2.7)
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By the same arguments as previously, we deduce that

E sup
t∈[s,T ]

|ϕε,R,0s,t |2 ≤ C

E|ϕε,R,0in |2 +
M2T 2

ε2
+ E sup

t∈[s,T ]

∣∣∣∣∣
∫ t

s

d∑
k=1

gRk (ϕε,Rs,r )dβk(r)

∣∣∣∣∣
2


≤ C

(
E|ϕε,R,0in |2 +

M2T 2

ε2
+ 4

∫ T

s
E

d∑
k=1

|gRk (ϕε,Rs,r )|2dr

)
≤ C

(
E|ϕε,R,0in |2 +

M2T 2

ε2
+

∫ T

s
E(1 + |ϕε,R,0s,r |2)dr

)
≤ C

(
E|ϕε,R,0in |2 +

M2T 2

ε2
+ T +

∫ T

s
E|ϕε,R,0s,r |2dr

)
≤ C

(
E|ϕε,R,0in |2 +

M2T 2

ε2
+ T +

∫ T

0
C1(ϕε,R,0in , T, ε)dr

)
=: C2(ϕε,R,0in , T, ε).

(3.5.2.8)
Finally, applying the Markov inequality, we get

P

(
sup
t∈[s,T ]

|ϕε,R,0s,t | ≥
R

2

)
≤ 4

R2
E

(
sup
t∈[s,T ]

|ϕε,R,0s,t |2
)

≤
4 C2(ϕε,R,0in , T, ε)

R2

(3.5.2.9)

and then

P

(
sup
t∈[s,T ]

|ϕε,R,0s,t | <
R

2

)
≥ 1−

4 C2(ϕε,R,0in , T, ε)

R2
. (3.5.2.10)

(τR)R∈N being a non decreasing sequence, we finally obtain that P(τ∞ = T ) = 1 passing
to the limit in R.

Still because of uniqueness we have Sε,R+1(t, s)X0 = Sε,R(t, s)X0 on [0, τR(s, x, ξ)]. So,
we define

Sε(t, s)X0(ω, x, ξ) := lim
R→+∞

[Sε,R(t, s)X0](ω, x, ξ), 0 ≤ s ≤ t ≤ T. (3.5.2.11)

which is a solution to (3.5.2.1).

Corollary 3.5.5. We have the following properties:

(i) Sε = {Sε(t, s), 0 ≤ s ≤ t ≤ T} is a family of bounded operators on L1(Ω×TN ×R)
such that the operator norm is bounded by 1 meaning for any X0 ∈ L1(Ω×TN ×R),
0 ≤ s ≤ t ≤ T ,

‖Sε(t, s)X0‖L1(Ω×TN×R) ≤ ‖X0‖L1(Ω×TN×R). (3.5.2.12)

(ii) Sε,R verifies the semi-group law

Sε(t, s) = Sε(t, r) ◦ Sε(r, s), 0 ≤ s ≤ r ≤ t ≤ T,
Sε(s, s) = Id, 0 ≤ s ≤ T. (3.5.2.13)

The proof is straightforward using the definition of Sε and Proposition 3.5.2.
We can conclude to the existence of a solution for the stochastic kinetic equation.
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Proposition 3.5.6. For any ε > 0, there exists a weak solution of the stochastic BGK
equation with a high field scaling denoted by Fε. Moreover, Fε is represented by

Fε(t) = e−t/εSε(t, 0)1u0>ξ +
1

ε

∫ t

0
e−

t−s
ε Sε(t, s)1uε(s)>ξds. (3.5.2.14)

Sketch of the proof. Noticing that Fε is not integrable with respect to ξ, we introduce the
process hε(t) := Fε − Sε(t, 0)10>ξ. Then, by Proposition 3.5.4, we get that hε solves the
following system

dhε + divx(a(x, ξ)hε)dt+
Λ(x)

ε
∂ξh

εdt =
(1uε>ξ − Sε(t, 0)10>ξ)− hε

ε
dt− ∂ξhεΦdWt

+
1

2
∂ξ(G

2∂ξh
ε)dt,

hε(0) = χu0 .
(3.5.2.15)

The proof is then quite classical. Indeed, using Duhamel’s formula, the problem (3.5.2.15)
can be rewritten as follows

hε(t) = e−t/εSε(t, 0)χu0 +
1

ε

∫ t

0
e−

t−s
ε Sε(t, s)

[
1uε(s)>ξ − S

ε(s, 0)10>ξ

]
ds (3.5.2.16)

and it is then reduced to a fixed point method. We define the mapping L:

(Lg)(t) = e−t/sSε(t, 0)χu0 +
1

ε

∫ t

0
e−

t−s
ε Sε(t, s)

[
1v(s)>ξ − Sε(s, 0)10>ξ

]
ds (3.5.2.17)

where v(s) =
∫
R(g(s, ξ) + Sε(s, 0)10>ξ − 10>ξ)dξ. We show that the mapping L is a

contraction on L∞(0, T ;L1(Ω×TN )) using Corollary 3.5.5 and assumptions on the initial
data (see [11] for more details). Then we can conclude to the existence of a unique fixed
point hε in L∞(0, T ;L1(Ω×TN )). Moreover, using the properties of the solution operator
of Corollary 3.5.5 and using the fact that χu0 = 1u0>ξ − 10>ξ, we finally obtain

Fε(t) = hε(t) + Sε(t, 0)10>ξ

= e−t/εSε(t, 0)1u0>ξ +
1

ε

∫ t

0
e−

t−s
ε Sε(t, s)1uε(s)>ξds

(3.5.2.18)

which concludes the proof.

Remark 3.5.4. As a consequence of Corollary 3.5.3, Fε(t) satisfies the following : t 7→<
Fε(t), φ > is a continuous (Ft)- semimartingale for any φ ∈ C∞c (TN ×R).
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STOCHASTIC AVERAGING LEMMAS AND APPLICATION TO ROSSELAND

APPROXIMATIONS

On s’intéresse à la question de la régularité de moyennes en vitesse
∫
f(x, v)ψ(v) dµ(v)

quand f et v · ∇xf appartiennent tous deux à un espace Lp, 1 ≤ p <∞, et que la variable
v vit dans un sous-ensemble discret de RD.

On établit un taux, dépendant du nombre de vitesses, qui mesure le défaut de régula-
rité H1/2. Puis, on prouve que la régularité H1/2 est valable en espérance quand l’ensemble
des vitesses est choisi aléatoirement.

On applique alors ce résultat pour le changement d’échelle mésoscopique vers macro-
scopique dans le cadre de l’approximation de Rosseland, modèle associé aux phénomènes
de transferts radiatifs. On peut alors utiliser les résultats de régularité en moyenne pour
établir la consistance d’un schéma numérique à vitesses discrètes aléatoires.

Ici, l’aléa provient donc du choix des vitesses tirées selon une loi uniforme continue
dans le cube d’arête 1 ou sur la sphère unité.

Ce chapitre est le fruit d’une collaboration avec Thierry Goudon 1. Il a été soumis
pour publication sous le titre A Stochastic Averaging Lemma for Random Discrete Velocity
Grids. Application to the Consistency Analysis of the Diffusion Asymptotics with a Monte-
Carlo Discretization of the Velocities.
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4.1 Introduction

Averaging lemma is now a classical tool for the analysis of kinetic equations. Roughly
speaking it can be explained as follows. Let V ⊂ RD, endowed with a measure dµ. We
consider a sequence of functions fn : RD × V → R. We assume that

a)
(
fn
)
n∈N is bounded in L2(RD × V ),

b)
(
v · ∇xfn

)
n∈N is bounded in L2(RD × V ).

Given ψ ∈ C∞c (RD), we are interested in the velocity average

ρn[ψ](x) =

∫
V
fn(x, v)ψ(v) dµ(v).

Of course, a) already tells us that
(
ρn[ψ]

)
n∈N is bounded in L2(RD). We wish to obtain

further regularity or compactness properties, as a consequence of the additional assumption
b), and the fact that we are averaging with respect to the variable v. The first result in
that direction dates back to [3] (see also [1]); it asserts that

(
ρn[ψ]

)
n∈N is bounded in the

Sobolev space H1/2(RD) and it is thus relatively compact in L2
loc(RD), by virtue of the

standard Rellich’s theorem. This basic result has been improved in many directions: L2

can be replaced by the Lp framework, at least with 1 < p < ∞, and we can relax b) by
allowing derivatives with respect to v and certain loss of regularity with respect to x; see,
among others, [13, 16, 26]. Time derivative or force terms can be considered as well, see,
additionally to the above-mentionned references, [5]. Such an argument plays a crucial role
in the stunning theory of “renormalized solutions” of the Boltzmann equation [12], and more
generally for proving the existence of solutions to non linear kinetic models like in [11]. It is
equally a crucial ingredient for the analysis of hydrodynamic regimes, which establish the
connection between microscopic models and fluid mechanics systems; for the asymptotic
of the Boltzmann equation to the incompressible Navier–Stokes system, which needs a
suitable L1 version of the average lemma [17], we refer the reader to [18, 27, 29]. Finally, it
is worth pointing that averaging lemma can be used to investigate the regularizing effects
of certain PDE (convection-diffusion and elliptic equations, nonlinear conservation laws,
etc) [28].

In order to illustrate our purpose, let us consider the following simple model which
can be motivated from radiative transfer theory:

ε∂tfε + v · ∇xfε =
1

ε
σ(ρε)(ρε − fε) (4.1.0.1)

where
ρε(t, x) =

∫
V
fε(t, x, v) dµ(v),

and σ : [0,∞) → [0,∞) is a given smooth function. The parameter 0 < ε � 1 is defined
from physical quantities. As it tends to 0, both fε(t, x, v) and ρε(t, x) converge to ρ(t, x),
which satisfies the non linear diffusion equation

∂tρ = ∇x ·
(
A∇xF (ρ)

)
, A =

∫
V
v ⊗ v dµ(v), F (ρ) =

∫ ρ

0

dz

σ(z)
. (4.1.0.2)

The averaging lemma is an efficient tool to deal with the nonlinearity of such a problem,
as discussed in [3].
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However the discussion above hides the fact that we need some assumptions on the
measured set of velocities (V , dµ) in order to obtain the regularization property of the
velocity averaging. Roughly speaking, we need “enough” directions v when we consider
the derivatives in b). More technically, the compactness statement holds provided for any
0 < R <∞ we can find CR > 0, δ0 > 0, γ > 0 such that for 0 < δ < δ0 and ξ ∈ SN−1, we
have

meas
({
v ∈ V ∩B(0, R), |v · ξ| ≤ δ

})
≤ CRδγ .

This assumption appears in many statements about regularity of the velocity averages; as
far as we are only interested in compactness issue, it can be replaced by the more intuitive
assumption (see e. g. [14, Th. 1 in Lect. 3]): for any ξ ∈ SN−1 we have

meas
({
v ∈ V ∩B(0, R), v · ξ = 0

})
= 0. (4.1.0.3)

Clearly these assumptions are satisfied when the measure dµ is absolutely continuous
with respect to the Lebesgue measure (with, for the sake of concreteness, V = RD or
V = SD−1). However, they fail for models based on a discrete set of velocities. For
instance let V = {v1, ..., vN}, with vj ∈ RD, and dµ(v) = 1

N

∑N
j=1 δ(v = vj); it suffices to

pick ξ ∈ SN−1 orthogonal to one of the vj ’s to contradicts (4.1.0.3). (Note that alternative
proofs based on compensated compactness techniques have been proposed to justify the
asymptotic regime from (4.1.0.1) to (4.1.0.2), that apply to certain discrete velocity models,
see [10, 20, 23].) Nevertheless, when the discrete velocities come from a dicretization grid
of the whole space, the averaging lemma can be recovered asymptotically letting the mesh
step go to 0, as shown in [25], motivated by the convergence analysis of numerical schemes
for the Boltzmann equation.

This paper aims at investigating further these issues. To be more specific, in Section
4.2 we revisit the averaging lemma for discrete velocities in two directions. First of all, we
make more precise the analysis of [25], obtaining a rate on the defect to the H1/2 regularity
of the velocity average, depending on the mesh size. Second of all, we establish a stochastic
version of the averaging lemma. We are still working with a finite number of velocities on
bounded sets; however, choosing the velocities randomly, the “compactifying” property of
assumption b) can be restored by dealing with the expectation of ρn[ψ]. This is a natural
way to involve “enough velocities”, by looking at a large set of realization of the discrete
velocity grid. The analysis is completed in Section 4.3 by going back to the asymptotic
problem ε → 0 in (4.1.0.1), with a random discretization of the velocity variable, in the
spirit of the Monte–Carlo approach.

4.2 Discrete Velocity Averaging Lemmas

4.2.1 Deterministic case: evaluation of the defect

As mentioned above, it is a well known fact that, in the deterministic context, the
averaging lemma fails for discrete velocity models. However, as mentioned by S. Mischler
in [25], the compactness of velocity averages is recovered asymptotically when we refine a
velocity grid in order to recover a continuous velocity model. Here, we wish to quantify
the defect of compactness when the number of velocities is finite and fixed. This is the aim
of the following claim.

Proposition 4.2.1. Let N ∈ N \ {0} and define

AN =

(
1

N
Z

)D
∩ [−0.5, 0.5]D.
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Let f, g ∈ L2(RD ×AN ) satisfy for all k ∈ Z,

vk · ∇xf(x, vk) = g(x, vk). (4.2.1.1)

Then, for all ψ ∈ C∞c (RD), the macroscopic quantity

ρ[ψ](x) =
1

(N + 1)D

∑
k

f(x, vk)ψ(vk)

satisfy ρ[ψ](x) = Θ[ψ](x) + ∆[ψ](x) with

‖Θ[ψ]‖H1/2(Rd) ≤ C and ‖∆[ψ]‖L2(Rd) ≤
C√
N

where C is constant which is independent of N .

Remark 4.2.1. Note that in this statement N is the number of grid points per axis.
Accordingly, there are N = (N + 1)D velocities in the set AN . Therefore the defect of H1/2

regularity decays like N 1/2D, depending on the dimension.

Proof. As usual, we start by applying the Fourier transform to (4.2.1.1). Then for all k ∈ Z
and ξ ∈ RD, we get

ξ · vk f̂(ξ, vk) = (−i)ĝ(ξ, vk).

Let us set

F (ξ) :=

(
1

(N + 1)D

∑
k

|f̂(ξ, vk)|2
)1/2

, G(ξ) :=

(
1

(N + 1)D

∑
k

|ĝ(ξ, vk)|2
)1/2

.

By assumption, we have F,G ∈ L2
ξ . Still following the standard arguments, we pick δ > 0

and we split

ρ̂[ψ](ξ) =
1

(N + 1)D

∑
k

f̂(ξ, vk)ψ(vk)

=
1

(N + 1)D

∑
|ξ·vk|<δ|ξ|

f̂(ξ, vk)ψ(vk) +
1

(N + 1)D

∑
|ξ·vk|≥δ|ξ|

f̂(ξ, vk)ψ(vk).

The Cauchy–Schwarz inequality permits us to dominate the first term as follows∣∣∣∣∣∣ 1

(N + 1)D

∑
|ξ·vk|<δ|ξ|

f̂(ξ, vk)ψ(vk)

∣∣∣∣∣∣
≤ ‖ψ‖∞

(
1

(N + 1)D

∑
k

|f̂(ξ, vk)|2
)1/2

 1

(N + 1)D

∑
|ξ·vk|<δ|ξ|

1

1/2

.

(4.2.1.2)

For the second term, we use the information in (4.2.1.1); it yields∣∣∣∣∣∣ 1

(N + 1)D

∑
|ξ·vk|≥δ|ξ|

f̂(ξ, vk)ψ(vk)

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣ 1

(N + 1)D

∑
|ξ·vk|≥δ|ξ|

(−i)ĝ(ξ, vk)

ξ · vk
ψ(vk)

∣∣∣∣∣∣
≤ ‖ψ‖∞

(
1

(N + 1)D

∑
k

|ĝ(ξ, vk)|2
)1/2

 1

(N + 1)D

∑
|ξ·vk|≥δ|ξ|

1

|ξ · vk|2

1/2

.

(4.2.1.3)
From now on we assume ξ 6= 0. Let (e1, .., , eD) stand for the canonical basis of RD so that
ξ =

∑D
j=1 αjej with αj ∈ R. We distinguish the following two cases:
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i) either ξ is aligned with an axis: all αj ’s vanish but one,

ii) or ξ is generated by at least two vectors of the basis.

We start with the case i) assuming for instance ξ = αe1. Then ξ · vk = αv1
k, where v

1
k is

the first component of the vector vk.

(−0.5,−0.5)
•

(0.5, 0.5)
•

δ

Figure 4.1 – The delimited area corresponds to |ξ ·vk| < δ|ξ| for ξ colinear
to e1.

We refer the reader to Fig. 4.1 for completing the discussion. On each horizontal line
we find 2bδNc+ 1 velocities such that |ξ · vk| < δ|ξ|, where bsc stands for the integer part
of s. Thus, since there is (N + 1)D−1 such lines on the domain AN , we obtain∑

|ξ·vk|<δ|ξ|

1 = (2bδNc+ 1)(N + 1)D−1 = 2

(
δ +

1

N

)
(N + 1)D.

Coming back to (4.2.1.2), we arrive at∣∣∣∣∣∣ 1

(N + 1)D

∑
|ξ·vk|<δ|ξ|

f̂(ξ, vk)ψ(vk)

∣∣∣∣∣∣ ≤ C F (ξ)

√
δ +

1

N
.

where C > 0 is a generic constant which does not depend on N and ξ.

Next, we cover the set of velocities such that |vk · ξ| ≥ δ|ξ| by strips of width δ, see
Fig. 4.2 in dimension D = 2. We denote by Sp the p-th strip delimited by the straight
lines x = pδ and x = (p + 1)δ. Each velocity on the strip Sp satisfies pδ ≤ v1

k ≤ (p + 1)δ.
Moreover, given a strip Sp, we cannot find more than bδNc+ 1 abscissae in the strip and
there is (N + 1)D−1 lines in the domain.
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(−0.5,−0.5)
•

(0.5, 0.5)
•

δ

Figure 4.2 – Splitting of the velocity space in strips of width δ. This space
being symmetric, we only deal with the part corresponding to positive
abscissae.

It follows that ∑
|ξ·vk|≥δ|ξ|

1

|ξ · vk|2
=

∑
|ξ·vk|≥δ|ξ|

1

|ξ|2
1

| ξ|ξ| .vk|2

≤ 1

|ξ|2
2

∑
p≥1

1

(pδ)2

 (δN + 1)(N + 1)D−1

≤ 1

|ξ|2
2

∑
p≥1

1

p2

 1

δ

(
1 +

1

δN

)
(N + 1)D.

Thus, we deduce from (4.2.1.3) that∣∣∣∣∣∣ 1

(N + 1)D

∑
|ξ·vk|≥δ|ξ|

f̂(ξ, vk)ψ(vk)

∣∣∣∣∣∣ ≤ C G(ξ)
1

|ξ|
√
δ

(
1 +

1

δN

)1/2

.

We conclude that

|ρ̂[ψ](ξ)| ≤ C

(
F (ξ)

√
δ +

1

N
+G(ξ)

1

|ξ|
√
δ

(
1 +

1

δN

)1/2
)
. (4.2.1.4)

holds when ξ is aligned to the axis.

We turn to the general case ii). As illustrated in Fig. 4.3, we can assume that the angle θ
between ξ and one of the axis (say e1) lies in ]0, π/4[, the other cases follow by a symmetry
argument.
The reasoning still consists in counting velocities in strips appropriately defined. As said
above, without loss of generality we can assume that θ ∈]0, π4 ], where we have set cos(θ)|ξ| =
ξ · e1. We set `1 := δ

cos θ . On a given strip, we can find at most (b`1Nc+ 1)× (N + 1)D−1

velocities, see Fig. 4.5.
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(0.5, 0.5)
•

ξ
θ

(0.5, 0.5)
•

θ

ξ

Figure 4.3 – Representation of ξ ∈ R2 with θ ∈]0, π4 ] and θ ∈]π4 ,
π
2 ] with

cos(θ)|ξ| = ξ · e1.

(−0.5,−0.5)
•

(0.5, 0.5)
•

ξ

Figure 4.4 – The area corresponding to |ξ · vk| ≤ δ|ξ| is delimited as
previously. The complementary set is split into strips of width δ.

(0.5, 0.5)
•

`1

δ

ξ

Figure 4.5 – Representation of the parameter `1.

Therefore, bearing in mind that 0 < θ < π
4 , we obtain∑

|ξ·vk|≥δ|ξ|

1

|ξ · vk|2
=

∑
|ξ·vk|≥δ|ξ|

1

|ξ|2
1

| ξ|ξ| · vk|2

≤ 1

|ξ|2
× 2

∑
p≥1

1

(pδ)2

( δ

cos θ
N + 1

)
(N + 1)D−1
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≤ 1

|ξ|2
× 2

∑
p≥1

1

(pδ)2

1

δ cos θ

(
1 +

1

δN

)
(N + 1)D

≤ 2
√

2
1

|ξ|2
1

δ

(
1 +

1

δN

)
(N + 1)D

and ∑
|ξ·vk|<δ|ξ|

1 = (2b`1Nc+ 1)(N + 1)D−1

≤ 2

(
δ

cos θ
N + 1

)
(N + 1)D−1

≤ 2
√

2

(
δ +

1

N

)
(N + 1)D.

Thus, we deduce exactly like in case i) that (4.2.1.4) holds for any ξ 6= 0.
Therefore, we have established that for all ξ 6= 0, we get (4.2.1.4) for all δ > 0. We

take

δ =
1

|ξ|
1{N≥|ξ|} +

1

N
1{N<|ξ|}

and we denote

ΘN (ξ) := ρ̂[ψ](ξ)1{N≥|ξ|}, ∆N (ξ) := ρ̂[ψ](ξ)1{N<|ξ|}.

Then, we have

ΘN (ξ) ≤ C

F (ξ)

√
1

|ξ|
+

1

N
+G(ξ)

1

|ξ|
√

1
|ξ|

(
1 +

1
N
|ξ|

)1/2
1{N≥|ξ|}

≤ C (F (ξ) +G(ξ))
1√
|ξ|
.

It implies that

|ξ|ΘN (ξ)2 ≤ C(G2(ξ) + F 2(ξ)),

which equally holds true for ξ = 0. Then by assumption on f and g, we deduce that
ΘN ∈ H1/2(RD). Finally, we evaluate the remainder as follows

∆N (ξ) ≤ C

F (ξ)

√
2

N
+G(ξ)

1

|ξ|
√

1
N

(
1 +

1
1
NN

)1{N<|ξ|}

≤ C√
N

(F (ξ) +G(ξ)).

We conclude that

∆2
N (ξ) ≤ C

N

(
F 2(ξ) +G2(ξ)

)
,

which is also satisfied when ξ = 0. Thus, by assumption on f and g, ‖∆N‖L2 is dominated
by 1√

N
an observation which finishes the proof.
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4.2.2 A stochastic discrete velocity averaging lemma

Dealing with random discrete velocities we can expect to make the defect vanish when
taking the expectation of the velocity averages. This is indeed the case as shown in the
following statement.

Theorem 4.2.2. Let (Ω,A,P) be a probability space. Let V1, ..., VN be i.i.d. random vari-
ables, distributed according to the continuous uniform distribution on [−0.5, 0.5]D. We
set

dµ =
1

N

N∑
k=1

δ(v = Vk).

Let f, g ∈ L2(RD×RD×Ω, dx dµ(v) dP) satisfy for all x ∈ RD, ω ∈ Ω, and k ∈ {1, ...,N }

Vk · ∇xf(x, Vk) = g(x, Vk). (4.2.2.1)

Then, for all ψ ∈ C∞c (RD), the macroscopic quantity

ρ[ψ](x) :=
1

N

N∑
k=1

f(x, Vk)ψ(Vk) =

∫
RD

f(x, v)ψ(v) dµ(v)

satisfies Eρ[ψ] ∈ H1/2(RD).

Remark 4.2.2. We point out that this statement has a different nature form the stochastic
averaging lemma devised in [8, 9], where the velocity set still satisfies an assumption like
(4.1.0.3) but the equation for v∇xfn involves a stochastic term. Our analysis is closer in
spirit to the results in [22] where the velocity variable is deterministic but is is multiplied
by a Brownian motion.

Proof. We apply the Fourier transform to (4.2.2.1). Then, for all k, we get

ξ · Vkf̂(ξ, Vk) = (−i)ĝ(ξ, Vk).

We set

F (ξ) :=

(
1

N
E
∑
k

|f̂(ξ, Vk)|2
)1/2

, G(ξ) :=

(
1

N
E
∑
k

|ĝ(ξ, Vk)|2
)1/2

.

Let us split

Eρ̂[ψ](ξ) = E

[
1

N

∑
k

f̂(ξ, Vk)ψ(Vk)

]

= E

 1

N

∑
|ξ·Vk|<δ|ξ|

f̂(ξ, Vk)ψ(Vk)

+ E

 1

N

∑
|ξ·Vk|≥δ|ξ|

f̂(ξ, Vk)ψ(Vk)

.
for δ > 0. The Cauchy–Schwarz inequality leads to the following estimate: on the one
hand∣∣∣∣∣∣E

 1

N

∑
|ξ·Vk|<δ|ξ|

f̂(ξ, Vk)ψ(Vk)

∣∣∣∣∣∣ ≤ ‖ψ‖∞

(
1

N
E
∑
k

|f̂(ξ, Vk)|2
)1/2

 1

N
E

∑
|ξ·Vk|<δ|ξ|

1

1/2

,
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and, on the other hand∣∣∣∣∣∣E
 1

N

∑
|ξ·vk|≥δ|ξ|

f̂(ξ, Vk)ψ(Vk)

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣E
 1

N

∑
|ξ·Vk|≥δ|ξ|

(−i)ĝ(ξ, Vk)

ξ · Vk
ψ(Vk)

∣∣∣∣∣∣
≤ ‖ψ‖∞

(
1

N
E
∑
k

|ĝ(ξ, Vk)|2
)1/2

 1

N
E

∑
|ξ·vk|≥δ|ξ|

1

|ξ · Vk|2

1/2

.

We only detail the case where ξ = αe1, α ∈ R, the other cases being deduced by adapting
the reasoning of the proof of Proposition 4.2.1. We have

E

 ∑
|ξ·Vk|≥δ|ξ|

1

|ξ · Vk|2

 = E

 ∑
|ξ·Vk|≥δ|ξ|

1

|ξ|2
1

| ξ|ξ| · Vk|2


≤ E

 1

|ξ|2
2

∑
p≥1

1

(pδ)2

Mp


where Mp is the number of velocities in the p-th strip (see Fig. 4.2). We bear in mind that
Mp is a random variable: since the Vi’s are distributed according to the uniform law, we
have

P(Vi ∈ Sp) = δ

and, the variables V1, . . . , VN being independent, Mp follows a binomial distribution of
parameters N and δ. Therefore, we are led to

E

 ∑
|ξ·Vk|≥δ|ξ|

1

|ξ · Vk|2

 ≤ 1

|ξ|2
2

∑
p≥1

1

(pδ)2

E [Mp]

≤ C
1

|ξ|2δ
N ,

(4.2.2.2)

which yields ∣∣∣∣∣∣E
 1

N

∑
|ξ·Vk|≥δ|ξ|

f̂(ξ, Vk)ψ(Vk)

∣∣∣∣∣∣ ≤ CG(ξ)
1

|ξ|
√
δ
.

On the same token, we get

E

 ∑
|ξ·Vk|<δ|ξ|

1

 = 2δN (4.2.2.3)

so that ∣∣∣∣∣∣E
 1

N

∑
|ξ·Vk|<δ|ξ|

f̂(ξ, Vk)ψ(Vk)

∣∣∣∣∣∣ ≤ CF (ξ)
√
δ.

Finally, we arrive at

|Eρ̂[ψ](ξ)| ≤ C
(
F (ξ)

√
δ +

G(ξ)

|ξ|
√
δ

)
.

We apply this inequality with δ = G(ξ)
|ξ|F (ξ) , which leads to

|Eρ̂[ψ](ξ)| ≤ C
√
F (ξ)G(ξ)

1√
|ξ|
.

It concludes the proof by using the assumptions on f and g.
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For certain applications, the variable v lies on the sphere. This is the case for the
kinetic models arising in radiative transfer theory where v represents the direction of flight
of photons, which, of course, all travel with the speed of light. We can adapt the stochastic
averaging lemma to this situation.

Theorem 4.2.3. Let (Ω,A,P) be a probability space. Let V1, ..., VN be i.i.d. random vari-
ables, distributed according to the continuous uniform distribution on SD−1. We set

dµ =
1

N

N∑
k=1

δ(v = Vk).

Let f, g ∈ L2(RD×RD×Ω, dx dµ(v) dP) satisfy for all x ∈ RD, ω ∈ Ω, and k ∈ {1, ...,N }

Vk · ∇xf(x, Vk) = g(x, Vk).

Then, for all ψ ∈ C∞c (SD−1), the macroscopic quantity

ρ[ψ](x) :=
1

N

N∑
k=1

f(x, Vk)ψ(Vk) =

∫
RD

f(x, v)ψ(v) dµ(v)

satisfies Eρ[ψ] ∈ H1/2(RD).

Proof. The proof follows the same arguments as for Theorem 4.2.2; we only indicate the
main changes. The proof still relies in counting the velocities produced by the random
sampling in the domain

Sp =
{
v ∈ SD−1, δp|ξ| ≤ |v · ξ| ≤ δ(p+ 1)|ξ|

}
,

for given ξ ∈ RD \ {0}, δ > 0 and p ∈ Z. We define θ ∈ [0, 2π] such that

v · ξ
|ξ|

= cos(θ) ∈ [−1,+1].

Considering the random vectors Vk, the associated variable θk is randomly distributed on
[0, 2π]. For symmetry reasons, P(Vk ∈ Sp) is thus proportional to

P
(
δ|p| ≤ cos(θk) ≤ δ(|p|+ 1)

)
.

We start with the specific case of dimension D = 2, and we refer the reader to
Fig. 4.6. In this case, θ is uniformly distributed on [0, 2π]. Therefore, for any p ∈ N,
P(δp ≤ cos(θ) ≤ δ(p+ 1)) is proportional to

Πδ,p =

∫ arccos(δp)

arccos(δ(p+1))
dθ = arccos(δp)− arccos(δ(p+ 1))

and Mp = #{Vk ∈ Sp} is driven by the binomial law with parameters N and αΠδ,p for a
certain constant α > 0. Hence, the analog of (4.2.2.3) is dominated, up to some constant,
by

N Πδ,0 = N
(π

2
− arccos(δ)

)
= N

∫ δ

0

dx√
1− x2

≤ CN δ

as far as 0 < δ ≤ δ0 < 1. Similarly, the analog of (4.2.2.2) involves the sum∑
p≥1

N

δ2p2
Πδ,p
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that we split into
I =

∑
1≤p≤1/2δ

..., II =
∑

1/2δ<p≤1/δ

...

For I, we can still use the fact that x 7→ 1√
1−x2 is non increasing and bounded far away

from x = 1 and we are led to the estimate

I =
∑

1≤p≤1/2δ

N

δ2p2

∫ δp

δ(p+1)

dx√
1− x2

≤
∑

1≤p≤1/2δ

N

δ2p2

δ√
1− δ2(p+ 1)2

≤ CN

δ
.

For II, we use a summation by parts which yields

II =
∑

1/2δ<p≤1/δ

N arccos(δp)

δ2

( 1

(p− 1)2
− 1

p2

)
≤

∑
1/2δ<p≤1/δ

N arccos(δp)

δ2

2

p(p− 1)2
≤ 4δ

δ2
πN

∑
p≥1

1

p2
≤ CN

δ
.

Having these estimates at hand, we can repeat the same arguments as in the proof of
Theorem 4.2.2.

For higher dimension, the situation is actually simpler since θ is now distributed on
[0, π/2] according to the law with density sin(θ)D−2 dθ. Thus (with the simple estimate 0 ≤
sin(θ)D−2 ≤ sin(θ)) we obtain directly the analog of estimates (4.2.2.2) and (4.2.2.3).

δp δ(p+ 1)

Sp

Figure 4.6 – Velocities on the sphere S1, domain Sp.

The result can be extended to the Lp cases for 1 < p < ∞ by using an interpolation
argument as in [16, Theorem 2].

Corollary 4.2.4. In Theorems 4.2.2 and 4.2.3, we assume that f and g belong to Lp(RD×
V × Ω, dx dµ(v) dP) for some 1 < p <∞, with V either RD or SD−1. Then Eρ[ψ] lies in
the Sobolev space W s,p(RD) with 0 < s < min(1/p, 1− 1/p) < 1.

Proof. We readily adapt the interpolation argument in [16]. Let T be the operator

T : h 7−→ E
∫
f(x, v)ψ(v) dµ(v),
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where
f(x, Vk) + Vk · ∇xf(x, Vk) = h(x, Vk).

Clearly T maps continuously Lr(RD × V × Ω, dx dµ(v) dP) into Lr(RD), for any 1 <
r <∞. Moreover, Theorems 4.2.2 and 4.2.3 tell us that T is a continuous operator from
L2(RD × V × Ω, dx dµ(v) dP) to H1/2(RD). We conclude by interpreting the Sobolev
space W s,p by interpolation, as being an intermediate space between Lr = W 0,r and
H1/2 = W 1/2,2 [4, Theorem 6.4.5, relation (7)], and Lp as being interpolated between Lr

and L2.

We can equally extend the compactness statement to the L1 framework, by following
[17].

Corollary 4.2.5. We consider a random set of velocities defined as inTheorem 4.2.2 or
4.2.3. Let

(
fn
)
n∈N and

(
gn
)
n∈N be two sequences of functions defined on RD×V ×Ω such

that

i)
{
fn, n ∈ N

}
is a relatively weakly compact set in L1(RD × V × Ω, dx dµ(v) dP),

ii)
{
gn, n ∈ N

}
is bounded in L1(RD × V × Ω, dx dµ(v) dP),

iii) we have Vk · ∇xfn(x, Vk) = gn(x, Vk).

Then Eρn[ψ](x) = E
∫
fn(x, v)ψ(v) dµ(v) lies in a relatively compact set of L1(B(0, R)),

for any 0 < R <∞ (for the strong topology).

Proof. The proof follows closely [17]; we sketch the arguments for the sake of completeness.
For ψ ∈ C∞c (V ), we denote by A the operator

A : f 7−→ E
∫
f(x, v)ψ(v) dµ(v).

For λ > 0, we also introduce the operator

Rλ : h 7−→
∫ ∞

0
e−λth(x− vt, v) dt

which returns the solution f = Rλh of (λ + v · ∇x)f = h. It is a continuous operator on
Lp(RD × V , dx dµ(v)) spaces and we have

‖Rλh‖Lp ≤
‖h‖Lp
λ

. (4.2.2.4)

Let us temporarily assume that the compactness statement holds for A Rλgn, for any λ > 0,
when i)-ii) is strengthened into

ii’)
{
gn, n ∈ N

}
is a relatively weakly compact set in L1(RD × V × Ω, dx dµ(v) dP).

Therefore, writing (λ+v ·∇x)Rλfn = fn, we deduce from i) that
(
A Rλfn

)
n∈N is relatively

compact in L1(B(0, R)) for any λ > 0 and 0 < R < ∞. Next, we write fn = λRλfn +
Rλ(v · ∇xfn) so that, owing to (4.2.2.4), A fn = λA Rλfn + A Rλ(v · ∇xfn) appears as
the sum of a sequence which is compact in L1(B(0, R)) and a sequence the norm of which
is dominated by 1/λ, uniformly with respect to n. Consequently,

(
A fn

)
b∈N is relatively

compact in L1(B(0, R)).
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We are thus left with the task of justifying the gain of compactness for A Rλgn when
i)-ii) is replaced by ii’), see [16, Proposition 3]. To this end, for λ,M > 0 we set Rλgn = γn
and we split

γn = γn,M + γMn

where
(λ+ Vk · ∇x)γn,M (x, Vk) = gn(x, Vk)1gn(x,Vk)≤M ,

(λ+ Vk · ∇x)γM,ω
n (x, Vk) = gn(x, Vk)1gn(x,Vk)>M .

Since for any fixedM > 0, the set
{
gn1hn≤M , n ∈ N

}
is bounded in L1∩L∞ ⊂ L2, we can

apply Theorems 4.2.2 or 4.2.3 which imply that
(
A γn,M

)
n∈N is compact in L1(B(0, R))

for any finite R. We can conclude by showing that γMn can be made arbitrarily small, in
L1 norm, uniformly with respect to n ∈ N, for a suitable choice of M > 0. This is indeed
the case because ii’) implies

lim
M→∞

{
sup
n

∫
|gn|1gn>M dµ(v) dx dP(ω)

}
= 0.

by virtue of the Dunford-Pettis theorem, see [19, Sect. 7.3.2]. Going back to (4.2.2.4)
finishes the proof.

4.3 Application to the Rosseland Approximation

Let us go back to the asymptotic behavior of the solutions of (4.1.0.1). The problem
(4.1.0.1) is completed with the initial condition

fε

∣∣∣
t=0

= f0
ε .

It satisfies f0
ε ≥ 0 and f0

ε ∈ L1(RD × V ), as it is physically relevant, fε being a particle
density. For the set (V , dµ), in what follows we suppose at least that V is a bounded
subset in RD and ∫

V
dµ(v) = 1,

∫
V
v dµ(v) = 0.

These assumptions are crucial for the analysis of the diffusion regime. Then, the connection
to (4.1.0.2) can be established as follows.

Theorem 4.3.1. We assume that (4.1.0.3) is fulfilled. Let σ be a function such that
σ(ρ) = ργΣ(ρ) with |γ| < 1 and 0 < σ∗ ≤ Σ(ρ) ≤ σ∗ <∞. Let

(
f0
ε

)
ε>0

satisfy

sup
ε>0

(∫
Rd

∫
V

(
1 + ϕ(x) + | ln f0

ε |f0
ε

)
dµ(v) dx+ ‖f0

ε ‖L∞(Rd×V )

)
= M0 < +∞

for a certain weight function such that lim|x|→+∞ ϕ(x) = +∞. Then (up to a subsequence)
the solution fε of (4.1.0.1) and ρε converge to ρ(t, x) in Lp((0, T )×Rd×V ) and Lp((0, T )×
Rd) respectively, for any 1 ≤ p < ∞, 0 < T < ∞ where ρ is a solution to (4.1.0.2) with
the initial data ρ

∣∣
t=0

given by the weak limit in Lp(Rd) of
∫
V f

0
ε dµ(v) as ε→ 0.

For instance this statement holds with V = SD−1 endowed with the Lebesgue measure.
We refer the reader to [3] for a detailed proof, where the velocity averaging lemma is used to
manage the passage to the limit in the nonlinearity. Assumption (4.1.0.3) can be replaced
by

for any ξ 6= 0, meas
({
v ∈ V ∩B(0, R), v · ξ 6= 0

})
> 0
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which allows us to deal with certain discrete velocity models. Then, the asymptotic regime
can be analyzed with a compensated compactness argument, that relies on the structure of
the system satisfied by the zeroth and first moments of fε, as pointed out in [10, 20, 23],
see also [24]. The question can be addressed of the relation between the diffusion equation
that correspond to a discretization of the velocity set (discrete ordinate equation) and
the diffusion equation that corresponds to the continuous model. For the simple collision
operator in (4.1.0.1), velocity grids, which differ from the simplest uniform mesh, can be
constructed that lead to the exact diffusion coefficient (namely 1

N

∑N
k=1 vk⊗vk =

∫
SD−1 v⊗

v dv = 1
D I); we refer the reader to [7, 15, 21] for further discussion on this issue. However,

for more general collision operators, it might happen that the equilibrium functions that
make the collision operator vanish or the diffusion coefficient are not explicitly known, see
[6, 10].

We wish to revisit this question by means of a Monte–Carlo approach: instead of the
discrete ordinate viewpoint where a discrete velocity grid is adopted once for all, we deal
with a random set of velocities and we wonder whether it can provide, in expectation, a
consistent approximation of the diffusion regime. The consistency analysis we propose uses
Theorem 4.2.2 or Theorem 4.2.3 to justify the following claim.

Theorem 4.3.2. Let (Ω,A,P) be a probability space. Let V1, ..., VN be i.i.d. random vari-
ables distributed according to the continuous uniform law on V . Then, we obtain a set
VN of 2N velocities in V by setting VN +j = −Vj, for all j ∈ {1, ...,N }. We denote the
associated discrete measure on V by

dµN (v) =
1

2N

2N∑
k=1

δ(v = Vk).

Let fε,N
∣∣
t=0

= f0
ε,N ≥ 0 satisfy

sup
ε>0, N ∈N

(
E
∫
RD

∫
V

(1 + ϕ(x) + | ln f0
ε,N |)f0

ε,N dµN (v) dx+ ‖f0
ε,N ‖L∞(Ω×Rd×V )

)
= M0 < +∞.

(4.3.0.1)
Let fε,N be a solution of the following equation

∂tfε,N (t, x, Vj) +
1

ε
Vj · ∇xfε,N (t, x, Vj) =

1

ε2
σ(ρε,N )

[
ρε,N (t, x)− fε,N (t, x, Vj)

]
,

(4.3.0.2)
with ρε,N (t, x) := 1

2N

∑2N
i=1 fε,N (t, x, Vj). We suppose that ρ ∈ [0,∞) 7→ σ(ρ) is a

nonnegative function such that for any 0 < R < ∞, there exists σ?(R) > 0 verifying
0 < 1/σ?(R) ≤ σ(ρ) ≤ σ?(R) and |σ′(ρ)| ≤ σ?(R) for any 0 ≤ ρ ≤ R. Then Eρε,N con-
verges to EρN in L2((0, T )×RD) as ε goes to 0 with 0 < T < ∞ where EρN is solution
of

∂tEρN + div(JN ) = 0,

σ(EρN )JN = −EAN ∇xEρN +O

(
1√
N

)
,

with AN the D ×D matrix with random components defined by

AN :=
1

2N

2N∑
j=1

Vj ⊗ Vj ,

and EρN

∣∣
t=0

is the weak limit of
∫
Ef0

ε,N dµ(v).
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Note that the construction of the set VN ensures that the null flux condition
∫
v dµN (v) =

0 is fulfilled, but the elements of VN are not independent. Nevertheless, the stochastic
averaging lemma still applies to this situation, with a straightforward adaptation of the
proof. It is likely that the assumptions on σ can be substantially weakened, but this not
our aim here to seek refinements in this direction. We will make precise in the proof in
which sense the consistency error O

(
1√
N

)
should be understood.

4.3.1 Entropy estimates

In order to prove Theorem 4.3.2, the first step consists in establishing some a priori
estimates, uniform with respect to the parameters ε and N . We will then deduce the
compactness needed to obtain the result. These estimates are quite classical; the proof
that we sketch for the sake of completeness follows directly from [3, 20, 23].

Proposition 4.3.3. Let f0
ε,N satisfy (4.3.0.1) with ϕ(x) = (1 + x2)β, 0 < β < 1. Let

0 < T <∞. There exists a constant C(T ) which only depends on T such that

sup
ε>0, N ∈N

{
sup

0≤t≤T
E
∫
RD

∫
V

(1 + ϕ(x) + | ln fε,N |)fε,N dµN (v) dx

+‖fε,N ‖L∞(Ω×(0,T )×RD×V )

}
= C(T ) < +∞

(4.3.1.1)

and, furthermore,

sup
ε>0, N ∈N

E
∫ T

0

∫
RD

∫
V

σ(ρε,N )

ε2
(fε,N − ρε,N ) ln

(
fε,N
ρε,N

)
dµN (v) dx dt ≤ C(T ).

(4.3.1.2)

Proof. As said above we crucially use the fact that∫
V

dµN (v) = 1,

∫
V
v dµN (v) = 0.

As a matter of fact, the collision operator is mass–conserving in the sense that∫
V
σ(ρ)(f − ρ) dµN (v) = 0.

Accordingly, integrating immediately leads to

d

dt
E
∫
RD

∫
V
fε,N dµN (v) dx = 0. (4.3.1.3)

More generally, let G : [0,∞)→ R be a convex function. We get

d

dt
E
∫
R2

∫
V
G(fε,N ) dµN (v) dx

= − 1

ε2
E
∫
R2

∫
V
σ(ρε,N )(ρε,N − fε,N )(G′(ρε,N )−G′(fε,N )) dµN (v) dx ≤ 0.

With G(z) = zp, p ≥ 1, it gives an estimate on the Lp norm of the solution. Similarly,
with G(z) = [z − ‖f0

ε,N ‖∞]2+, we conclude that

‖fε,N ‖L∞(Ω×(0,T )×RD×V ) ≤ ‖f0
ε,N ‖∞.
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Finally, with G(z) = z ln(z) we have
d

dt
E
∫
R2

∫
V
fε,N ln fε,N dµN (v) dx

= − 1

ε2
E
∫
R2

∫
V
σ(ρε,N )

[
ρε,N − fε,N

]
ln
(
fε,N /ρε,N

)
dµN (v) dx ≤ 0.

(4.3.1.4)
Let us focus on the following quantity obtained by multiplying (4.3.0.2) by ϕ and

integrating
d

dt
E
∫
R2

∫
V
ϕ(x)fε,N dµN (v) dx = −1

ε
E
∫
R2

∫
V
ϕ(x)v · ∇xfε,N dµN (v) dx

=
1

ε
E
∫
R2

∫
V
fε,N v · ∇xϕ(x) dµN (v) dx

= E
∫
R2

∫
V
v · ∇xϕ(x)

fε,N − ρε,N
ε

dµN (v) dx.

Note that we have used
∫
v dN (v) = 0. By Cauchy-Schwarz inequality, we know that

|
√
b−
√
a|2 =

∣∣∣∣∫ b

a

ds

2
√
s

∣∣∣∣2 ≤ ∣∣∣∣∫ b

a

ds

4s

∣∣∣∣ ∣∣∣∣∫ b

a
ds

∣∣∣∣ =
1

4
(b− a) ln(b− a).

Thus, we get∫
V
|fε,N − ρε,N | dµN (v) =

∫
V

(
√
fε,N +

√
ρε,N )

∣∣∣√fε,N −√ρε,N ∣∣∣ dµN (v)

≤
(∫

V
(
√
fε,N +

√
ρε,N )2 dµN (v)

)1/2(∫
V

(
√
fε,N −

√
ρε,N )2 dµN (v)

)1/2

≤ C√ρε,N
(∫

V
(fε,N − ρε,N ) ln(fε,N /ρε,N ) dµN (v)

)1/2

and we finally obtain the following bound
d

dt
E
∫
R2

∫
V
ϕfε,N dµN (v) dx ≤ ‖v‖L∞(Ω×S)E

∫
R2

∫
V
|∇xϕ

|fε,N − ρε,N |
ε

dµN (v) dx

≤ C E
∫
R2

|∇xϕ|
√

ρε,N
σ(ρε,N )

(∫
V

σ(ρε,N )

ε2
(fε,N − ρε,N ) ln(fε,N /ρε,N ) dµN (v)

)1/2

dx

≤ CE
(∫

R2

|∇xϕ|2
ρε,N

σ(ρε,N )
dx

)1/2

×
(
E
∫
R2

∫
V

σ(ρε,N )

ε2
(fε,N − ρε,N ) ln(fε,N /ρε,N ) dµN (v) dx

)1/2

.

By assumption 1/σ(ρε,N ) is uniformly bounded. It follows that

E
∫
R2

|∇xϕ|2
ρε,N

σ(ρε,N )
dx ≤ C

(
E
∫
RD
|∇xϕ|2q dx

)1/q (
E
∫
RD

ρpε,N dx

)1/p

≤ C

(
E
∫
RD
|∇xϕ|2q dx

)1/q (
E
∫
RD

∫
V
|fε,N |p dµN (v) dx

)1/p

≤ C

holds provided the Hölder conjugate q of p ≥ 1 satisfies β ≤ 1/2−D/4q.
The Young inequality ab ≤ a2

4θ + θb2 yields

d

dt
E
∫
R2

∫
V
ϕ(x)fε,N (t, x, v) dµN (v) dx

≤ C +
1

2
E
∫
R2

∫
V

σ(ρε,N )

ε2
(fε,N − ρε,N ) ln(fε,N /ρε,N ) dµN (v) dx.
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Let us set

Dε := E
∫
R2

∫
V

σ(ρε,N )

ε2
(fε,N − ρε,N ) ln(fε,N /ρε,N ) dµN (v) dx ≥ 0.

Coming back to (4.3.1.4), we get

E
∫
R2

∫
V
fε,N (t, x, v) ln fε,N (t, x, v) dµN (v) dx

+E
∫
R2

∫
V
ϕ(x)fε,N (t, x, v) dµN (v) dx+

1

2

∫ t

0
Dε(s) ds

≤ Ct+ E
∫
R2

∫
V
fω,0ε,N (x, v) ln fω,0ε,N (x, v) dµN (v) dx+ E

∫
R2

∫
V
ϕ(x)fω,0ε,N (x, v) dµN (v) dx.

Since z| ln z| = z ln z − 2z ln z1{0≤z≤1}, we have

0 ≤ −
∫

0≤f≤1
f ln f dy = −

∫
0≤f≤e−ϕ

f ln f dy −
∫
e−ϕ≤f≤1

f ln f dy

≤
∫
ϕf dy +

∫
e−ϕ/2 dy.

Then, we are led to

E
∫
R2

∫
V
fε,N | ln fε,N |dµN (v) dx+

1

2

∫ t

0
Dε(s) ds+

1

2
E
∫
R2

∫
V
ϕfε,N dµN (v) dx

= E
∫
R2

∫
V
fε,N ln fε,N dµN (v) dx− 2E

∫
R2

∫
V
fε,N ln fε,N 1{0≤fε,N ≤1} dµN (v) dx

+
1

2

∫ t

0
Dε(s)ds+

1

2
E
∫
R2

∫
V
ϕfε,N dµN (v) dx

≤ E
∫
R2

∫
V
fε,N ln fε,N dµN (v) dx+ 2E

∫
R2

∫
V

ϕ

4
fε,N dµN (v) dx

+2E
∫
R2

∫
V
e−ϕ/8 dµN (v) dx+

1

2

∫ t

0
Dε(s)ds+

1

2
E
∫
R2

∫
V
ϕfε,N dµN (v) dx

≤ C(T )

which ends the proof.

Moreover, we can deduce from above that fε,N behaves like its macroscopic part ρε,N
for small ε’s.

Corollary 4.3.4. We set gε,N :=
fε,N − ρε,N

ε
. Then, we have

sup
ε>0, N

E
∫ T

0

∫
RD

∣∣∣∣∫
V
gε,N dµN (v)

∣∣∣∣2 dx dt ≤ C(T ).

Proof. We write

E
∫ T

0

∫
R2

∣∣∣∣∫
V
gε,N dµN (v)

∣∣∣∣2 dxdt = E
∫ T

0

∫
R2

(∫
V

|fε,N − ρε,N |
ε

dµN (v)

)2

dx dt

≤ CE
∫ T

0

∫
R2

ρε,N

∫
V

(fε,N − ρε,N ) ln(fε,N /ρε,N ) dµN (v) dx dt

≤ CE
∫ T

0

∫
R2

ρε,N
σ(ρε,N )

∫
V
σ(ρε,N )(fε,N − ρε,N ) ln(fε,N /ρε,N ) dµN (v) dx dt.

Since by assumption on σ we know that z 7→ z
σ(z) is bounded on bounded sets and since

ρε,N is bounded in L∞(Ω× (0, T )×RD), we can conclude by using (4.3.1.2).
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4.3.2 Diffusive limit

We can now discuss how to pass to the limit ε→ 0.

Proof of Theorem 4.3.2. Applying Dunford-Pettis’ theorem, see [19, Sect. 7.3.2] we deduce
from Proposition 4.3.3 that, possibly at the price of extracting a subsequence,

fε,N ⇀ fN weakly in L1(Ω× (0, T )×RD × VN ).

Consequently, we also have

ρε,N =

∫
V
fε,N dµN (v) ⇀ ρN =

∫
V
fN dµN (v) weakly in L1(Ω× (0, T )×RD)

and
Eρε,N ⇀ EρN weakly in L1((0, T )×RD).

Next, we consider the equations satisfied by the moments of fε,N . To this end, let us set

Jε,N (t, x) :=
1

2N

2N∑
i=1

Vi
ε
fε,N (t, x, Vi), Pε,N (t, x) :=

1

2N

2N∑
i=1

Vi ⊗ Vifε,N (t, x, Vi).

Integrating (4.3.0.2) with respect to the velocity variable v yields

∂tρε,N + div(Jε,N ) = 0. (4.3.2.1)

Similarly, multiplying (4.3.0.2) by v and integrating leads to

ε2∂tJε,N + div(Pε,N ) = −σ(ρε,N )Jε,N . (4.3.2.2)

Lemma 4.3.1. The sequence
(
Jε,N

)
ε>0

is bounded in L2(Ω × (0, T ) × RD) and we can
write Pε,N = AN ρε,N + εKε,N with AN = 1

2N

∑2N
j=1 Vj ⊗ Vj and the components of(

Kε,N

)
ε>0

are bounded in L2(Ω× (0, T )×RD).

Proof. The proof is based on the fact that fε,N = ρε,N + εgε,N . Since
∑2N

j=1 Vj = 0, it
allows us to write

Jε,N =

∫
vgε,N dµN (v),

and we deduce the bound on Jε,N from Corollary 4.3.4 since ‖v‖L∞(Ω×S) ≤ C. In addition,
we have

Pε,N =

∫
v ⊗ v dµN (v)ρε,N + ε

∫
v ⊗ vgε,N dµN (v).

We set
Kε,N (t, x) :=

∫
v ⊗ vgε,N (t, x, v) dµN (v).

We conclude by using the estimates in Corollary 4.3.4 again.

Owing to Lemma 4.3.1, (4.3.2.2) can be recast as

ε
(
ε∂tJε,N + div(Kε,N )

)
+AN ∇xρε,N = −νε,N

with νε,N := σ(ρε,N )Jε,N . Passing to the limit, up to subsequences, we are led to{
∂tρN + div(JN ) = 0,

AN ∇ρN = −νN
(4.3.2.3)
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where νN is the weak limit as ε → 0 of νε,N , which is a bounded sequence in L2(Ω ×
(0, T ) × RD). It remains to establish a relation between νN , ρN and JN , or more pre-
cisely the expectation of these quantities. To this end, we are going to use the strong
compactness of Eρε,N by using the averaging lemma. Indeed, we know that Eρε,N belongs
to a bounded set in L2(0, T ;H1/2(RD)); the proof follows exactly the same argument as
for Theorem 4.2.2 taking the Fourier transform with respect to both the time and space
variables t, x. However, because of the ε in front of the time derivative, we can not expect
a gain of regularity with respect to the time variable. Then, we need to combine this
estimate with another argument as follows:

(i) by using the Weil-Kolmogorov-Fréchet theorem, see [19, Th. 7.56], we deduce from
the averaging lemma that

lim
|h|→0

(
sup
ε

∫ T

0

∫
R2

∣∣Eρε,N (t, x+ h)− Eρε,N (t, x)
∣∣2 dx dt

)
= 0,

(ii) Going back to (4.3.2.1), Lemma 4.3.1 tells us that ∂tEρε,N = −div(EJε,N ) is
bounded, uniformly with respect to ε, in L2(0, T ;H−1(RD)).

Then, this is enough to deduce that Eρε,N strongly converges to EρN in L2((0, T )×RD)
(see e.g. [2, Appendix B] for a detailed proof).

Then, we rewrite

EJε,N = E
(

νε,N
σ(ρε,N )

)
=

Eνε,N
σ(Eρε,N )

+ Erε,N ,

rε,N =

[
νε,N

(
1

σ(ρε,N )
− 1

σ(Eρε,N )

)]
.

(4.3.2.4)

From the previous discussion, extracting further subsequences if necessary, we know that
Eνε,N converges weakly to EνN in L2((0, T ) × RD) while Eρε,N converges strongly in
L2((0, T ) × RD) and a.e. to EρN . Since σ is continuous and bounded from below,
1/σ(Eρε,N ) converges to 1/σ(EρN ) a.e. too, and it is bounded in L∞((0, T ) × RD). We
deduce that

Eνε,N
σ(Eρε,N )

⇀
EνN

σ(EρN )
weakly in L2((0, T )×RD).

We are left with the task of proving that the last term in the right hand side of (4.3.2.4)
tends to 0 as N →∞, uniformly with respect to ε. The Cauchy–Schwarz inequality yields

∣∣∣Erε,N ∣∣∣ ≤ (
E
[
(νε,N )2

])1/2(E[( 1

σ(ρε,N )
− 1

σ(Eρε,N )

)2
])1/2

≤
(
E
[
(νε,N )2

])1/2 E

(∫ ρε,N

Eρε,N

d

dz

[
1

σ(z)

]
dz

)2
1/2

≤
(
E
[
(νε,N )2

])1/2 (E [(ρε,N − Eρε,N
)2])1/2

≤
(
E
[
(νε,N )2

])1/2 E

( 1

2N

2N∑
i=1

fε,N (Vi)− Eρε,N

)2
1/2

.

(4.3.2.5)
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We remind the reader that the 2N velocities are constructed by symmetry from V1, ..., VN

which are i.i.d. velocities in [−0.5, 0.5]D and we write

E

[
1

2N

2N∑
i=1

fε,N (Vi)− Eρε,N

]2

= E

 1

4N 2

N∑
i,j=1

{(
fε,N (Vi) + fε,N (−Vi)− 2Eρε,N

)(
fε,N (Vj) + fε,N (−Vj)− 2Eρε,N

)} .
(4.3.2.6)

When i 6= j, Vi and Vj are independent, which implies

E
[(
fε,N (Vi) + fε,N (−Vi)− 2Eρε,N

) (
fε,N (Vj) + fε,N (−Vj)− 2Eρε,N

)]
= E

[
fε,N (Vi) + fε,N (−Vi)− 2Eρε,N

]
E
[
fε,N (Vj) + fε,N (−Vj)− 2Eρε,N

]
.

Now, we use the fact that the Vi’s are identically distributed so that

2Eρε,N = 2E

(
1

2N

2N∑
k=1

fε,N (Vk)

)
= E

(
1

N

N∑
k=1

(
fε,N (Vk) + fε,N (−Vk)

))

=
1

N

N∑
k=1

(
Efε,N (Vk) + Efε,N (−Vk)

)
= Efε,N (Vj) + Efε,N (−Vj)

for any j ∈ {1, ...,N }. It follows that

E
[(
fε,N (Vi) + fε,N (−Vi)− 2Eρε,N

) (
fε,N (Vj) + fε,N (−Vj)− 2Eρε,N

)]
= 0 when i 6= j.

Going back to (4.3.2.6), we obtain

E

[
1

2N

2N∑
i=1

fε,N (Vi)− Eρε,N

]2

= E

[
1

4N 2

N∑
i=1

(
fε,N (Vi) + fε,N (−Vi)− 2Eρε,N

)2
]
.

Since fε,N and ρε,N are uniformly bounded, we conclude that the estimate

E

[
1

2N

2N∑
i=1

fε,N (Vi)− Eρε,N

]2

≤ C

N

holds. Inserting this information in (4.3.2.5), we arrive at∫ T

0

∫
RD

∣∣Erε,N ∣∣2 dx dt ≤ C

N
E
∫ T

0

∫
RD

ν2
ε,N dx dt,

which is thus of order O(1/N ), uniformly with respect to ε.

Therefore, we can let ε run to 0 in (4.3.2.4) and, for a suitable subsequence, we are led to

EJε,N ⇀ EJN =
EνN

σ(EρN )
+rN weakly in L2((0, T )×RD) with ‖rN ‖L2((0,T )×RD) ≤

C√
N

.

Finally, we take the expectation in (4.3.2.3) and we get

E (AN ∇xρN ) = −EνN = −σ(EρN )EJN + σ(EρN )rN .
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Note that the last term is still of order O(1/
√

N ) in the L2((0, T ) × RD) norm. By a
reasoning similar as above, we check that, for any i, j ∈ {1, ..., D},√

E
[(

[AN ]ij − E[AN ]ij

)2
]

= O

(
1√
N

)
(this is the standard result about Monte–Carlo integration). It implies that we can find a
constant C > 0, which only depends on the dimension D, such that for any ξ ∈ RD,

E
[∣∣∣(AN ξ − E[AN ξ]

∣∣∣2] ≤ C|ξ|2

N
.

Then we get
E (AN ∇xρN ) = EAN ∇xEρN + sN ,

sN = E [(AN − EAN )∇xρN ] .

The remainder term should be analyzed in a weak sense, due to a lack of a priori regularity
of ∇xρN (we only know that the product AN ∇xρN lies in L2, but the invertibility of AN

is not guaranteed). We have, for any ϕ ∈ C∞c ((0, T )×RD),

|〈EsN |ϕ〉| =

∣∣∣∣−E∫ T

0

∫
RD

ρN (AN − EAN )∇xϕdx dt

∣∣∣∣
≤

(
E
∫ T

0

∫
RD

ρ2
N dx dt

)1/2(∫ T

0

∫
RD
|∇xϕ|2 dx dt

)1/2
C√
N

.

Owing to the estimates (4.3.1.1) in Proposition 4.3.3, it means that sN is therefore of order
O(1/

√
N ) in the L2(0, T ;H−1(RD))−norm.

Remark 4.3.1. The random matrix AN might be singular. However EAN is invertible.
Indeed for any ξ 6= 0, we have EAN ξ · ξ = 1

2N

∑2N
j=1 E

[
|Vj · ξ|2

]
≥ 0. This quantity is

actually positive since P(v · ξ = 0) = 0 for the continuous laws we are dealing with.
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154 ÉTUDE NUMÉRIQUE DU MODÈLE DE UCHIYAMA

On étudie par une approche numérique les limites à l’échelle mésoscopique et macro-
scopique du Modèle de Uchiyama de particules carrées à vitesses discrètes en dimension
deux. Les méthodes de simulations adoptées sont celles développées dans le cas des sphères
dures, adaptées au Modèle de Uchiyama. Après avoir décrit de façon précise les enjeux et
difficultés nouvelles attachés à ce modèle et les pistes de réflexion pour une étude théorique,
on effectue une étude statistique des processus limites à partir des simulations numériques.

Ce chapitre concerne un travail en cours avec Erwan Faou 1 et Laure
Saint-Raymond 2.
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Les modèles à vitesses discrètes (DVM) sont des modèles impliquant des particules
ne pouvant prendre qu’un nombre fini de vitesses. L’un des premiers résultats dans cette
catégorie est dû à Maxwell [15] s’intéressant à un fluide constitué de particules dont les
vitesses vivaient dans un ensemble de cardinal six (les six vitesses étant constantes en
modules mais la direction étant définie par un système d’axes orthogonaux). Depuis, de
nombreux modèles ont été étudiés [7, 10, 9, 4, 12] . . . Le modèle qui nous intéresse est celui
de Broadwell [3] : on définit l’ensemble S comme suit

S := {v1, v2, v3, v4}, (5.0.2.1)

avec v1 := (1, 0), v2 := (−1, 0), v3 := (0, 1), v4 := (0,−1) et on étudie alors l’équation
∂tf1 + v1 · ∇f1 = a(f3f4 − f1f2)
∂tf2 + v2 · ∇f2 = a(f3f4 − f1f2)
∂tf3 + v3 · ∇f3 = a(f1f2 − f3f4)
∂tf4 + v4 · ∇f4 = a(f1f2 − f3f4)

(5.0.2.2)

où on note fi(t, x) := f(t, x, vi) pour i = 1, . . . , 4 avec t ∈ R+, x ∈ R2, a une constante
positive.

La question naturelle dans le cadre de ce manuscrit est alors de savoir si l’on peut
dériver de tels modèles à partir de systèmes microscopiques. Certains systèmes peuvent
alors apparaitre plus naturels que d’autres pour pouvoir espérer obtenir une telle dériva-
tion. C’est le cas du modèle HPP [11] de Hardy, Pomeau et de Pazzis et du modèle de
Uchiyama [16]. Le premier est un modèle sur réseau tandis que le second est un modèle
continu.
Le modèle HPP s’intéresse à l’évolution de particules sur un réseau carré en dimension
deux avec des particules dont les vitesses évoluent dans S. La description de la dynamique
est la suivante : durant une unité de temps, chaque particule saute dans la direction de
sa vitesse. Alors sur chaque site où le nombre de particules est égal à deux et où deux
particules ont des vitesses opposées, il y a collision et on tourne chaque vitesse d’un angle
π/2. Pour tous les autres sites, on ne change rien.
Le modèle de Uchiyama [16] s’intéresse lui à l’évolution de particules carrés dont les diago-
nales sont respectivement parallèles à l’axe des abscisses et des ordonnées. Les particules se
déplacent librement avec une vitesse ne pouvant prendre que des valeurs parmi S jusqu’à
ce qu’elles entrent en collision. On distingue alors deux types de collisions : les collisions
frontales et les collisions latérales (voir Figure 5.1). Les règles de collisions sont alors les
suivantes : en cas de collision latérale, les particules impliquées échangent leurs vitesses
alors qu’en cas de collision frontale, les vitesses subissent une rotation de ±π/2.

Contrairement à ce à quoi on aurait pu s’attendre, Uchiyama prouve dans [16] que,
hormis cas très particuliers, on ne dérive pas l’équation de Broadwell. Il en est de même
pour le modèle HPP. Il faut tout de même noter que, pour les modèles sur réseau, lorsque du
bruit est ajouté (au transport libre et/ou en rendant les collisions aléatoires par exemple),
on arrive à dériver l’équation de Broadwell (voir [14, 6]). La question du modèle limite
associé à celui de Uchiyama est alors ouverte. En effet, une des difficultés intrinsèques à
ce modèle est l’apparition de phénomènes de recollisions difficiles à contrôler (voir Section
5.1 pour plus de détails). Ainsi, s’il existe une équation cinétique, elle devrait contenir un
terme de mémoire associé à ces phénomènes. Toutefois, à ce jour une réponse à ce problème
est très incertaine et c’est pourquoi le choix s’est porté sur une approche numérique.
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v∗

v

v∗1

v1

Collision frontale

v∗

v
v∗1

v1

Collision latérale

Figure 5.1 – Représentation des deux types de collisons où v∗ et v∗1
représentent les vitesses précollisionnelles de v et v1. Il s’agit en fait de
réflexion spéculaire.

Le but est donc de simuler numériquement le modèle de Uchiyama afin d’obtenir des
informations sur le modèle limite en réalisant une étude statistique sur les observations.
Les méthodes de simulations adoptées sont celles développées dans le contexte des sphères
dures. On appelle dynamique moléculaire (MD) la méthode de simulation numérique dé-
veloppée pour étudier le mouvement d’atomes ou de molécules dans un problème à N
corps. La première simulation de ce type est dûe à Alder et Wainwright en 1959 [1] dans le
contexte des sphères dures. Comme nous l’expliquerons par la suite, deux approches diffé-
rentes sont possibles donnant lieu à des algorithmes différents à la précision et l’efficacité
toutes aussi différentes.

5.1 Le modèle de Uchiyama

On note Λ le carré dans R2 dont les diagonales sont les droites (AB) et (CD) où
A,B,C et D sont les points de coordonnées respectives (1, 0), (−1, 0), (0, 1), et (0,−1).
Une particule dans R2 est modélisée par le carré rétréci 1

2εΛ, (ε > 0) tel que la longueur
des diagonales soit ε. La position d’une particule est représentée par le point d’intersection
de ces diagonales et est notée x ∈ R2. La vitesse d’une particule vit dans l’espace S, on la
note v. On pose z := (x, v).

Figure 5.2 – Représentation d’une particule.

La description de la dynamique est alors la suivante : les particules se déplacent
à vitesse constante entre chaque collision. Une collision entre deux particules se déroule
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quand elles se touchent i.e. quand les positions respectives x et x1 satisfont

l :=
1

ε
(x1 − x) ∈ ∂Λ\{(1, 0), (−1, 0), (0, 1), (0,−1)}, (5.1.0.1)

où ∂Λ est la frontière de Λ. Pour le cas extrême l ∈ {(1, 0), (−1, 0), (0, 1), (0,−1)}, le
système entier est arrêté. Soit v et v1 les vitesses respectives de ces deux particules. Une
collision est possible si (v − v1) · n > 0 avec n la normale, ou de façon équivalente

l · v > 0 et l · v1 < 0. (5.1.0.2)

On note i l’opérateur de rotation qui fait pivoter un vecteur en dimension deux de π/2
dans le sens trigonométrique. En notant v′ et v′1 les vitesses postcollisionnelles associées,
la règle de collision est la suivante

v′ = σiv, v′1 = σiv1 si v · v1 = −1 (5.1.0.3)

v′ = v1, v
′
1 = v si v · v1 = 0 (5.1.0.4)

où σ = 1 ou σ = −1 selon que (iv) · l < 0 ou (iv) · l > 0 de façon à ce que

l · v′ < 0 et l · v′1 > 0. (5.1.0.5)

Les collisions du type (5.1.0.3) sont appelées collisions frontales tandis que celles du
type (5.1.0.4) sont appelées collisions latérales (voir Figure 5.1).

On note

ΩN := {(z1, . . . , zN ) ∈ R2N × SN |ε−1(xi − xj) /∈ Λ pour tous i 6= j},

∂ΩN := {(z1, . . . , zN ) ∈ R2N × SN |il existe (k, l) tel que ε−1(xk − xl) ∈ ∂Λ

et pour tout (i, j) 6= (k, l), ε−1(xi − xj) /∈ Λ},

et fN la fonction de distribution des N particules.

Uchiyama se place dans le contexte suivant : les données initiales sont asymptotique-
ment “chaotiques”. Cela se traduit de la façon suivante : on pose

fN (0, x1, v1, . . . , xN , vN ) := f0
N (x1, v1, . . . , xN , vN ) (5.1.0.6)

où

f0
N est une fonction mesurable symétrique sur ΩN , continue en presque tous points de ΩN .

(5.1.0.7)
On note f0(m)

N la marginale d’ordre m de f0
N . Il existe C et M des constantes et f une

fonction continue sur R2 × S tels que pour m ≤ N ,

‖f0(m)
N ‖∞ ≤ CMm (5.1.0.8)

et

f
0(m)
N −→

N→+∞
fm⊗ uniformément sur chaque compact de

(
R2 × S

)
\ϑm. (5.1.0.9)

avec
ϑm := {(z1, . . . , zm) ∈ R2m × Sm|il existe i 6= j tel que xi = xj}

Uchiyama établit alors le résultat suivant :
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Théorème 5.1.1. Pour tout t ≤ t0, avec t0 une constante dépendant de M , sous les
hypothèses (5.1.0.6), (5.1.0.7), (5.1.0.8) et (5.1.0.9) pour la donnée initiale, la fonction de
distribution de la particule 1 f (1)

N (t, x, v) converge vers une fonction notée u(1)(t, x, v) sous
le scaling Boltzmann-Grad Nε = 1 quand N →∞ pour tout (x, v) ∈ R2×S. La convergence
est uniforme sur chaque ensemble compact de l’ensemble R2 × S, i.e. pour tout compact
K ⊂ R2 × S,

ess supz∈K |f
(1)
N (t, x, v)− u(1)(t, x, v)| −→

N→∞
0.

De plus, u(1)(t, x, v) dépend seulement de f mais n’est pas solution de l’équation de Broad-
well à moins que f ne satisfasse

f(x− tv, v)f(x+ tv,−v) = f(x− tiv, iv)f(x+ tiv,−iv) (5.1.0.10)

pour tout (x, v) et 0 ≤ t ≤ t0.

Sans rentrer dans les détails de la preuve, donnons ici brièvement l’intuition de l’ab-
sence de dérivation de l’équation de Broadwell pour ce modèle. Revenons un instant au cas
des sphères dures afin de rappeler la démarche générale pour obtenir la convergence vers
l’équation de Boltzmann. Cela nous permettra alors de mettre en relief ce qui fait défaut
dans notre cas et entraîne l’invalidité de la convergence.

Le cas des sphères dures

Le départ pour ce type de résultat est toujours le même : on écrit la hiérarchie BBGKY.
C’est un système d’équations portant sur les marginales obtenu en partant de l’équation de
Liouville associée au système de particules. On peut alors appliquer la formule de Duhamel
pour obtenir une représentation intégrale des marginales.

f
(s)
N (t) = Ts(t)f (s)

N (0) +

∫ t

0
Ts(t− t1)C̃s,s+1f

(s+1)
N (t1)dt1 (5.1.0.11)

où on note Ts le groupe associé au transport libre pour les sphères dures avec réflexion
spéculaire et C̃s,s+1 est l’opérateur de collision associé aux sphères dures. L’idée de Lanford,
premier à avoir obtenu une dérivation de l’équation de Boltzmann en partant des sphères
dures, est alors d’itérer la formule de Duhamel afin d’obtenir une expression des marginales
sous la forme de série dépendant des données initiales.

f
(s)
N (t) =

N−s∑
n=0

∫ t

0

∫ t1

0
. . .

∫ tn−1

0
Ts(t− t1)C̃s,s+1Ts+1(t1 − t2)C̃s+1,s+2 . . . Ts+n(tn)f

(s+n)
N (0)

dtn . . . dt1. (5.1.0.12)

En passant à la limite formelle dans la formule de Duhamel itérée, on obtient également la
série associée à la hiérarchie de Boltzmann.

g(s)(t) =
∑
n≥0

∫ t

0

∫ t1

0
. . .

∫ tn−1

0
T 0
s (t− t1)C̃0

s,s+1T 0
s (1−t2)C̃0

s+1,s+2 . . . Ts+n(tn)g(s+n)(0)

dtn . . . dt1 (5.1.0.13)

où on note T 0
s le transport libre de s particules dans R2ds et C̃0

s,s+1 est l’opérateur de
collision associé à Boltzmann. On est alors capable de montrer qu’il suffit de prouver la
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convergence terme par terme. Pour ce faire, il s’agit alors de réinterpréter chacun des termes
de la série en termes de processus de branchement “backward” en faisant appel à la notion
de pseudo-trajectoire. On introduit la notation suivante

C̃s,s+1 =
s∑
i=1

C̃+,i
s,s+1 − C̃

−,i
s,s+1 (5.1.0.14)

où(
C̃±,is,s+1f

(s+1)
N

)
(Zs) := (N − s)εd−1

∫
Sd−1×Rd

f
(s+1)
N (. . . , xi, v

′
i, . . . , xi + εν, v′s+1)

((vs+1 − vi).ν)± dνdvs+1 (5.1.0.15)

avec v′i = v∗i et v′s+1 = v∗s+1 pour C̃+,i
s,s+1 et v′i = vi et v′s+1 = vs+1 pour C̃−,is,s+1. On fait de

même pour C̃0
s,s+1. On appelle termes élémentaires dans la série les termes suivants :∫ t

0

∫ t1

0
. . .

∫ tn−1

0
Ts(t− t1)C̃j1,m1

s,s+1Ts+1(t1 − t2)C̃j2,m2
s+1,s+2 . . . Ts+n(tn)f

(s+n)
N (0)dtn . . . dt1

(5.1.0.16)
avec (j1, j2, . . . , jn) ∈ {+,−} and mi ∈ {1, 2, . . . , s + i − 1}. Chaque terme élémentaire a
alors une interprétation géométrique en tant que intégrale sur une pseudo-trajectoire.

Définition 5.1.1. On appelle pseudo-trajectoire associé à la hiérarchie BBGKY et au
terme élémentaire∫ t

0

∫ t1

0
. . .

∫ tn−1

0
Ts(t− t1)C̃j1,m1

s,s+1Ts+1(t1 − t2)C̃j2,m2
s+1,s+2 . . . Ts+n(tn)f

(s+n)
N (0)dtn . . . dt1

(5.1.0.17)
la description suivante de l’évolution des positions et des vitesses :

• On commence au temps t avec s particules dans la configuration Zs sans overlaps
dans Tds×Rds. On note Ψ̂s le transport “backward” des s particules. Pour u ∈ [t1, t],
Zs(u) := Ψ̂s(u)Zs.

• Le premier opérateur de collision C̃j1,m1
s,s+1 est interprété comme l’ajout au temps t1

d’une nouvelle particule à xm1(t1) + ενs+1 avec un angle de déflection νs+1 ∈ Sd−1

et une vitesse vs+1 ∈ Rd.

• Alors Zs+1 évolue selon le transport backward” de s+ 1 particules Ψ̂s+1 durant l’in-
tervalle de temps [t2, t1]commençant à t1 de

Zs+1(t1) = ({zj(t1)}j 6=m1 , (xm1(t1), vm1(t1)), (xm1(t1) + ενs+1, vs+1)) if j1 = −
=

(
{zj(t1)}j 6=m1 , (xm1(t1), v∗m1

(t1)), (xm1(t1) + ενs+1, v
∗
s+1)

)
if j1 = +.
(5.1.0.18)

• On itère cette procédure en ajoutant une particule notée s+ i au temps ti à xmi(ti) +
ενs+i avec un angle de déflection νs+i ∈ Sd−1 et une vitesse vs+i ∈ Rd. L’évolution
de Zs+i suit le transport “backward” de s + i particules Ψ̂s+i durant l’intervalle de
temps [ti+1, ti] commençant à ti de

Zs+i(ti) = ({zj(ti)}j 6=mi , (xmi(ti), vmi(ti)), (xmi(ti) + ενs+i, vs+i)) if ji = −
=

(
{zj(ti)}j 6=mi , (xmi(ti), v∗mi(ti)), (xmi(ti) + ενs+i, v

∗
s+i)

)
if ji = +.
(5.1.0.19)
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Les termes élémentaires peuvent alors être réécrits comme suit

ε(d−1)n(N − s)(N − s− 1) . . . (N − s− n+ 1)

∫ t

0

∫ t1

0
. . .

∫ tn−1

0
dtn . . . dt1∫

(Sd−1×Rd)n
dνs+1 . . . νs+ndvs+1 . . . dvs+n

n∏
i=1

((vs+i − vmi(ti)).νs+i) f
0(s+n)
N (Zs+n(0))

(5.1.0.20)

où Zs+n(0) est la pseudo-trajectoire au temps 0.

On définit alors les deux notions de collision et recollision dans ce cadre.

Définition 5.1.2. On appelle collision la création d’une particule dans le processus décrit
au-dessus et recollision la situation où deux particules se cognent en suivant le flot Ψ̂s+i,
avec 0 ≤ i ≤ N − s.

De façon similaire, on définit la notion de pseudo-trajectoire associée à la série de
Boltzmann, la différence étant que les particules sont des points et sont ajoutés au même
endroit, et non à une distance ε. Dans ce cas, le transport est un transport libre sans
exclusion. La preuve de ce problème ainsi reformulé consiste alors à coupler les deux pseudo-
trajectoires. Plus précisément, on est capable de prouver, qu’en dehors du cas où une
recollision se déroule, les deux pseudo-trajectoires peuvent être couplées de façon précise.
Ainsi, grâce à ce couplage, on est capable de prouver que la différence des deux séries tend
vers 0 sur l’ensemble où il n’y a pas de recollision. De plus, on est capable de prouver que
l’ensemble qui mène à des recollisions est de mesure asymptotiquement nulle quand on
passe à la limite, ce qui permet de conclure. C’est précisément ce dernier fait qui est mis
en défaut dans notre cas comme nous allons l’illustrer par la suite.

Le cas du Modèle de Uchiyama

De façon similaire au cas des sphères dures, le départ pour obtenir de tels résultats
est de s’intéresser à la hiérarchie BBGKY. Pour la première marginale, en appliquant la
formule de Duhamel, on obtient alors :

f
(1)
N (t) = S1(t)f

0(1)
N + 4ε(N − 1)

∫ t

0
S1(t− s)C1,2f

(2)
N (s)ds (5.1.0.21)

avec

C1,2f
(2)
N (s) =

1

2
√

2

∫
l·v>0
l·v1<0

(f
(2)
N (t, x, v∗, x− εl, v∗1)− f (2)

N (t, x, v, x+ εl, v1))dldv1, (5.1.0.22)

où dl est un élément infinitésimal de ∂Λ, dv1 une mesure discrète sur S, Sm est l’opérateur
de transport de m particules et (v∗, v∗1) sont les vitesses précollisionnelles de (v, v1). La
notion de pseudo-trajectoire est alors définie de façon similaire au cas des sphères dures.
Or, dans le cas du modèle de Uchiyama, lorsqu’il est non vide, l’ensemble des vitesses
qui mène à une recollision pour une pseudo-trajectoire est de mesure strictement positive
quand on passe à la limite. En effet, illustrons cette assertion par l’exemple donné par
Cercignani, Illner et Pulvirenti [8] en construisant une pseudo-trajectoire particulière.
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1

Figure 5.3 – Étape 1 : on part de la particule 1 avec vitesse v3.

1

2

Figure 5.4 – Étape 2 : on ajoute la particule 2 à t1 avec vitesse v4 en
position postcollisionnelle.

1

2

Figure 5.5 – À t−1 , les particules sont dans cette configuration.

1

23

Figure 5.6 – Étape 3 : on ajoute la particule 3 à t2 avec vitesse v2 en
position précollisionnelle.
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1

23
4

Figure 5.7 – Étape 4 : on ajoute la particule 4 à t3 avec vitesse v1 en
position précollisionnelle.

1

23
4

Figure 5.8 – Une recollision entre les particules 3 et 4 se déroule.

Ainsi, par le caractère discret du problème, l’ensemble des paramètres qui mène à une
recollision n’est pas de mesure nulle, contrairement au cas des sphères dures présentés dans
la Section 2.2.2. Les pseudo-trajectoires associées à la hiérarchie BBGKY et celles associées
à Broadwell ne peuvent donc pas toujours être couplées avec une probabilité strictement
positive et la stratégie développée dans le cas des sphères dures n’est plus valable.

Ainsi, si f (2)
N (t, x1, v1, x2, v2) se factorisait en un produit f̃(t, x1, v1) f̃(t, x2, v2), on dé-

riverait bien l’équation de Broadwell dans la limite Boltzmann-Grad. Or c’est précisément
cette prétendue factorisation pour les configurations apparaissant dans (5.1.0.22) qui fait
défaut. Ceci est alors à mettre sur le compte de corrélations persistantes entre particules
dues à ces phénomènes de recollisions dans les pseudo-trajectoires expliqués précédemment
mais également à des phénomènes de recollisions physiques.

En effet, Uchiyama remarque que lorsque l’on s’intéresse aux trajectoires physiques
cette fois, des phénomènes de recollisions physiques entre les mêmes particules ont égale-
ment lieu avec une probabilité positive.
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1
2

Figure 5.9 – Situation de recollision physique entre les particules 1 et 2
après qu’elles aient chacune subit une collision avec une autre particule.

Toutefois, ces situations impliquent des collisions latérales qui ont pour effet d’échan-
ger les vitesses. Dans le cas de particules indistinguables, à la limite ces collisions ne
changent rien. Cependant, dès lors que l’on se met à distinguer les particules, ce n’est
plus le cas. Dans [17], Uchiyama s’intéresse alors au cas de particules distinguables et suit
la particule 1 pour le système de particules décrit précédemment appelé Modèle 1 et pour
une alternative de celui-ci que l’on appellera Modèle 2 où tout se passe comme dans le
Modèle 1 à l’exception du fait que lors d’une collision latérale de la particule i avec la
particule j, les indices des particules sont échangés (voir Figure 5.10).

i

j

Avant une collision

j

i

Après une collision

Figure 5.10 – Représentation d’une collision pour le modèle 2.

Uchiyama établit alors que dès lors que la condition initiale satisfait les mêmes hypo-
thèses que celles du Modèle 1, i.e. (5.1.0.6), (5.1.0.7), (5.1.0.8) et (5.1.0.9), et

f(x, v)f(x,−v) 6= f(x, iv)f(x,−iv)

alors pour les deux modèles, le processus limite n’est pas Markovien.

On peut dans un premier temps envisager obtenir une équation de façon heuristique
pour le processus limite. Sachant que les difficultés associées à ce modèle proviennent en
partie des phénomènes de recollisions, une première approche naïve serait d’écrire une
équation prenant en compte les phénomènes décrits dans la Figure 5.9. Pour ce faire, de
façon similaire à Caglioti et Golse dans [5], on va chercher à travailler dans un espace de
phase étendu. Soit (t, x, v, w, τ, σ) avec t ∈ R+, x ∈ R2, v ∈ S, w ∈ S, τ ∈ R+, σ ∈ R+

où t est le temps, x la position, v la vitesse, w la vitesse antérieure, τ est l’âge de v et σ
est l’âge que w avait quand elle s’est changée en v. Le mécanisme de mise à jour après une
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collision est alors le suivant :

(t, x, v, w, τ, σ)(t, x, v1, w1, τ1, σ1) −→ (t, x, v′, v, 0, τ)(t, x, v′1, v1, 0, τ1) (5.1.0.23)

Ainsi, on s’intéresse à l’équation suivante dans cet espace de phase étendu :

(∂t + v · ∇x + ∂τ )f(t, x, v, w, τ, σ)

= −
∫
f(t, x, v, w, τ, σ)f(t, x, v1, w1, τ1, σ1)b(v − v1, n)dv1dw1dτ1dσ1dn

−
∫
f(t, x, v, w, τ, σ)f(t, x, w, v, τ1, τ + σ − τ1)dτ1 (5.1.0.24)

avec

f(t, x, v, v∗, 0, σ) =

∫
f(t, x, v∗, u, σ, s)f(t, x, v∗1, u1, σ1, s1)b(v−v1, n)dv1du1dσ1ds1dsdudn

+

∫
f(t, x, v∗, v, σ, s)f(t, x, v, v∗, σ + s− σ1)dσ1ds. (5.1.0.25)

Le premier terme du membre de droite dans (5.1.0.24) correspond au traditionnel terme
de perte (des particules à vitesse v collisionnent des particules à vitesse v1) tandis que
celui de (5.1.0.25) correspond au terme de gain. En effet, en notant v∗ et v∗1 les vitesses
précollisionnelles, d’après la procédure de mise à jour (5.1.0.23), on a bien :

(t, x, v∗, u, σ, s)(t, x, v∗1, u1, σ1, s1) −→ (t, x, v, v∗, 0, σ)(t, x, v1, v
∗
1, 0, σ1) (5.1.0.26)

Comme illustré dans la Figure 5.11, les seconds termes des membres de droite dans (5.1.0.24)
et (5.1.0.25) correspondent à des recollisions.

w1

σ1

v1 τ1wσ

v
τ

Figure 5.11 – Représentation d’une recollision. On constate que pour
obtenir une telle configuration, il faut que τ + σ = τ1 + σ1 et (v1, w1) =
(w, v).

Toutefois, bien que pouvant constituer une première étape, cette approche n’est pas
satisfaisante car les corrélations créées par les recollisions physiques peuvent naître de situa-
tions plus complexes que celle présentée précédemment (voir Figure 5.12). Pour autant, cela
permet de mettre en lumière le fait que l’équation limite associée au modèle de Uchiyama,
si elle existe, devra probablement être écrite dans un espace de phase étendu permettant
de “coder” les phénomènes créant les corrélations.
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1
2

Figure 5.12 – Situation de recollision physique entre les particules 1 et
2 après que la particule 1 ait subi trois collisions et la particule 2 une
collision avec d’autres particules.

5.2 Une approche numérique

On se tourne dans un premier temps vers une investigation numérique du modèle de
Uchiyama. Pour ce faire, les méthodes développées dans le cadre des sphères dures sont
adoptées.

5.2.1 Deux types d’algorithmes différents

Pour ce type de problèmes, deux approches distinctes existent : la méthode “Time-
Driven” (TDMD) et “Event-Driven” (EDMD).

La méthode Time-Driven

L’algorithme est le suivant : on déplace simultanément toutes les particules sur un
temps dt. On vérifie alors si des chevauchements entre particules ont lieu. Si oui, on re-
tourne en arrière jusqu’au moment approximatif de début de collision et on effectue alors
la collision. Puis on recommence la procédure décrite et ainsi de suite . . .

Dans les simulations de type TD que nous présenterons, une version légèrement diffé-
rente de cet algorithme sera adoptée, pour laquelle lorsque des chevauchements ont lieu, le
retour en arrière n’est pas effectué. Ainsi, nous autorisons une erreur plus ou moins grande
selon la taille du pas de temps.

La méthode Event-Driven

La méthode Event-Driven, elle, s’intéresse aux temps auxquels les évènements, ici les
collisions, ont lieu. L’algorithme est alors le suivant : on constitue une liste des collisions à
venir si les particules se déplaçaient uniquement en lignes droites. Cette liste est ordonnée
selon le temps auquel les collisions auront lieu, le premier élément étant la collision la plus
proche en temps. On déplace alors les particules jusqu’à ce temps et on effectue la collision.
On met alors à jour la liste des collisions à venir. En effet, certaines peuvent être invalidées
par la collision venant de se dérouler puisque les vitesses et donc la direction des deux
particules impliquées a changé, de nouvelles peuvent également devenir possibles pour les
mêmes raisons. Et à nouveau, on se déplace jusqu’à la collision la plus proche en temps et
ainsi de suite . . .
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L’une des difficultés attachée à ce modèle est de calculer les futurs temps de colli-
sions. Pour ce faire, il suffit en fait de résoudre l’équation suivante : en notant x1, x2 les
coordonnées de départ des deux particules et v∗1, v∗2 les vitesses précollisionnelles

|x1 + v∗1∆t− (x2 + v∗2∆t)|1 = ε (5.2.1.1)

où |.|1 est la norme 1 dans R2 et ∆t est la donnée recherchée correspondant à la durée
jusqu’à la prochaine collision entre les deux particules impliquées. Bien sûr, avant de cal-
culer un éventuel temps de collision par cette formule, il faut s’assurer que les particules
ont des positions et vitesses compatibles. Par exemple, pour v1 = (1, 0) et v2 = (−1, 0), la
condition de compatibilité (5.1.0.2) impose que

(x1 − x2)

ε
· v∗2 > 0 et

(x1 − x2)

ε
· v∗1 < 0 (5.2.1.2)

pour qu’une collision soit possible. Dans les faits, il faut également que la différence des
ordonnées des deux particules soit inférieure strictement à ε pour que la collision ait réel-
lement lieu.

Vitesses compatibles pouvant donner
lieu à une collision

Vitesses compatibles ne donnant
pas lieu à une collision

Figure 5.13 – Illustration des deux situations menant ou non à une
collision.

Comparaison des deux algorithmes

Il faut en tout premier lieu noté que le second algorithme est à la fois plus efficace et
plus précis que le premier. En effet, en terme de coût, pour la méthode TDMD, à chaque
pas de temps il faut faire O(N2) opérations lorsque l’on vérifie si des collisions n’ont pas
lieu. Il faut calculer pour chaque particule la distance avec toutes les autres particules.
Pour la méthode EDMD, une fois le système initialisé, il n’y a plus que O(N) opérations
à effectuer qui consiste à calculer les futurs temps de collisions seulement pour les deux
dernières particules ayant collisionnées. Ainsi, dès lors que le nombre de particules est im-
portant, le gain est considérable comme illustré dans le tableau suivant qui récapitule la
durée de calcul pour simuler une trajectoire jusqu’à un temps final Tf = 2 avec les para-
mètres suivants, on tire N = 100 particules selon une loi uniforme avec exclusion (pour
éviter les superpositions) et on adopte la densité suivante ε = 2/N .

TDMD, dt = ε/4 TDMD, dt = ε/10 TDMD, dt = ε/100 EDMD
Durée du calcul
en secondes 42.85 76.78 712.58 75.80
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où dt représente les différents pas de temps pour les simulations faites par TDMD.

Ainsi, dès lors que le pas de temps est inférieur ou égal à ε/10, la méthode EDMD
est plus rapide. Or, pour gagner en précision dans la méthode TDMD, le pas de temps
doit être pris le plus petit possible. Le méthode EDMD semble donc préférable car précise
(voir Figure 5.14) et plus rapide. Par la suite, pour des raisons pratiques dans le cas de la
méthode TDMD, on s’intéressera tout de même à des échantillons de trajectoires simulées
avec dt = ε/4. Malgré les erreurs qu’il entraine pour le modèle de Uchiyama, ce choix de
pas est intéressant car il nous permet en fait de comparer un modèle avec overlaps et un
modèle sans. On commentera plus précisément en fin de chapitre ce choix de pas de temps.

0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9
-0.1

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

traj
4

traj
40

traj
100
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e

Figure 5.14 – Comparaisons de trajectoires simulées avec la même don-
née initiale. Ici, traj4 est obtenue par TDMD avec dt = ε/4, traj40 avec
dt = ε/40, traj100 avec dt = ε/100 et traje par EDMD. Les trajectoires
apparaissent toutes être différentes. Il faut aller jusqu’à un pas de temps
dt = ε/100 pour que la méthode TDMD reste proche de la trajectoire
réelle obtenue par EDMD. Les deux trajectoires divergent tout de même
au bout d’un temps de l’ordre de 1 aux alentours du point de coordonnées
(0.4, 0).
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Comme mentionné précédemment, dans le cadre de ce manuscrit, on va s’intéresser
particulièrement aux modèles que l’on peut dériver à partir de ce système de particules à
l’échelle mésoscopique et à l’échelle macroscopique. Ainsi, il va falloir jouer sur les para-
mètres pour se placer à un niveau d’observation associé à l’une ou l’autre des échelles. En
effet, d’un point de vue théorique, la limite Boltzmann-Grad N →∞ avec Nεd−1 = 1 cor-
respond à ce qu’on appelle la limite de densité faible. Une façon de l’interpréter peut être
la suivante : quand on considère N particules, elles occupent un volume Nεd. Alors, Nεd

petit correspond à l’hypothèse de gaz parfait et Nεd−1 = 1 implique que le libre parcours
moyen est de l’ordre de 1. En d’autres termes, dans ce scaling, les collisions sont à la même
échelle que le transport. Toutefois, pour pouvoir se placer à l’échelle macroscopique, il faut
cette fois que les particules aient subi suffisamment de collisions. Ainsi, le volume occupé
doit rester petit tout en permettant d’observer assez de collisions. Cela correspond alors
à Nεd � 1 et Nεd−1 � 1. Les paramètres pour les deux parties suivantes seront donc
adoptés en accord avec les ordres de grandeurs mentionnés ci-dessus.

5.2.2 Étude de la limite Boltzmann-Grad

Dans cette sous-section, nous présentons les résultats des simulations effectuées pour
les paramètres suivant :

- N = 100 est le nombre de particules,

- ε = 1/N est la densité,

- dt = ε/4 est le pas de temps,

- M = 100 est le nombre de trajectoires simulées,

- Tf = 6 est le temps final.

On se place dans le tore. Les données initiales sont les suivantes : la particule 1 est centrée
et les positions initiales des autres particules sont tirées uniformément de façon à éviter
les overlaps. Pour la simulation 1, les vitesses sont tirées aléatoirement selon la distribu-
tion g(v) = 0.5δv1 + 0.25δv2 + 0.15δv3 + 0.1δv4 tandis que pour la simulation 2, on prend
g(v) = 10/21δv1 + 2/21δv2 + 5/21δv3 + 4/21δv4 .
Pour chaque trajectoire, on calcule les distributions associées aux quatre vitesses à chaque
pas de temps. En considérant les 100 trajectoires, on obtient alors la distribution empirique
pour chaque vitesse à chaque pas de temps. On représente alors l’évolution de l’erreur re-
lative E de ces distributions empiriques par rapport aux distributions pour chaque vitesse
obtenues dans le cas de la solution exacte explicite de l’équation de Broadwell dans le cas
homogène (voir Figure 5.15). Ainsi, en accord avec les résultats de Uchiyama, dès lors que
la condition (5.1.0.10) n’est pas satisfaite (Simulation 1), on ne dérive pas Broadwell. En
effet, l’erreur relative est beaucoup plus conséquente que lorsque (5.1.0.10) est satisfaite
(Simulation 2).

On notera dans la Figure 5.15 la présence d’une couche limite pour les temps approxi-
mativement dans l’intervalle [0, 1]. Elle correspond à la période durant laquelle les particules
n’ont pas subi assez de collisions pour atteindre le régime de la limite Boltzmann-Grad.
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Figure 5.15 – Comparaison de l’évolution des erreurs relatives Ei pour
i = 1, . . . , 4 associées aux densités de particules f1, f2, f3 et f4 en fonction
du temps pour les simulations 1 et 2.

Étude des recollisions

On s’intéresse à présent aux phénomènes de recollisions. Les résultats qui suivent sont
obtenus pour des simulations faites avec les mêmes paramètres N , ε, M et Tf que ceux
mentionnés au-dessus mais cette fois avec la méthode EDMD et pour des vitesses tirées au
départ de façon uniforme i.e. avec probabilité 1/4 de tirer chaque vitesse. À nouveau au
départ, la particule 1 est centrée et les positions initiales des autres particules sont tirées
uniformément de façon à éviter les overlaps.

Pour chaque particule, on construit son arbre “backward” i.e. on part d’une particule
à l’instant Tf = 6 et on retrace son arbre généalogique comprenant les particules avec
lesquelles elle a collisionné dans le passé qu’on appellera “géniteurs” et les géniteurs de ses
géniteurs jusqu’à l’instant 0. On obtient un arbre similaire aux arbres associés aux pseudo-
trajectoires. On fait ceci pour chaque particule et ce pour chaque trajectoire simulée. On
remarque alors que des recollisions, définies pour ces arbres “backward” de la même façon
que pour les arbres associés aux pseudo-trajectoires, apparaissent.
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nbre de recollisions 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
dans l’arbre

pourcentage d’arbres 0.01 0.1 0.7 2.5 6.1 11.9 18.9 19.9 17.1 12.2 6.5 2.7
concernés

12 13 14

1.1 0.4 0.1

Il apparaît que 55, 9% des arbres subissent entre 6 et 8 recollisions et 80% entre 5 et 9.
Ainsi, on observe effectivement un phénomène de recollisions dont l’importance est grande
par deux aspects. Le premier est la fréquence avec laquelle il se déroule : tous les arbres
sont concernés. Le second est le nombre moyen de recollisions par arbres, environ 7, qui
est conséquent. De plus, la grande majorité des arbres subissent au moins 5 recollisions.
En comparaison, dans le cas des sphères dures, le pourcentage d’arbres touchés par des
recollisions est petit, de l’ordre de O(ε).

On s’intéresse également à des phénomènes de corrélations d’une autre nature en étu-
diant les données suivantes : on part à l’instant Tf = 6 avec deux particules, la particule
1 et une autre. On cherche alors à connaître le nombre de géniteurs communs aux deux
arbres générés i.e. à savoir combien de particules apparaissent dans les deux arbres. On
traite cette donnée pour toutes les trajectoires et pour tous les couples de particules (1, i)
avec i ∈ {2, . . . , 99}. On obtient alors le résultat suivant : en moyenne, les deux particules
étudiées présentent 20 géniteurs communs.

Ainsi, les corrélations empêchant la dérivation de l’équation de Broadwell semblent
avoir plusieurs sources possibles. Elles peuvent venir des recollisions dans le même arbre
systématiques, mais également des connections existant entre deux arbres différents.

Distribution des temps de collisions
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Figure 5.16 – Évolution du nombre de collisions en fonction du temps
pour la trajectoire 1.
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On observe que pour un temps final Tf = 6, on a en moyenne 1228 collisions. Sur
les 100 trajectoires simulées, le minimum de collisions observés est de 1094 tandis que le
maximum est de 1365. Les temps de collisions apparaissent alors être réparties de façon
régulière comme illustré dans la Figure 5.16.

5.3 Une étude statistique des limites diffusives

Le résultat classique connu est l’obtention d’un mouvement Brownien en passant à la
limite diffusive pour les sphères dures [2]. Dans notre cas de figure, à cause des phénomènes
de recollisions décrits précédemment, il n’est pas raisonnable d’espérer obtenir un mouve-
ment Brownien. La question du processus limite étant incertaine, une première approche
est de comparer le processus limite avec une classe un peu plus générale que le mouve-
ment Brownien, à savoir le mouvement Brownien fractionnaire. Le mouvement Brownien
fractionnaire (fbm) est un processus qui est caractérisé par la propriété suivante :

Proposition 5.3.1. Le mouvement Brownien fractionnaire B = (Bt)t≥0 d’indice de Hurst
H ∈ (0, 1) est le seul processus à vérifier :

1- Le processus est gaussien avec E(B1) = 0 et E(B2
1) = 1,

2- les accroissements sont stationnaires : ∀h > 0, (Bt+h − Bh)t≥0 a même loi que B =
(Bt)t≥0,

3- le processus vérifie la propriété d’auto-similarité : ∀a > 0, (a−HBat)t≥0 a même loi
que B = (Bt)t≥0.

On rappelle qu’un processus est dit gaussien si ∀t1 ≤ · · · ≤ tn, (Xt1 , . . . , Xtn) est un
vecteur gaussien i.e. toute combinaison linéaire des coordonnées de (Xt1 , . . . , Xtn) est une
variable aléatoire gaussienne réelle.

Dans la suite de cette section, les résultats et tests effectués sont largement inspirés
de l’article [13] qui s’attache à comparer plusieurs de méthodes de synthèse du mouvement
Brownien fractionnaire. Bien sûr, notre but n’est pas ici de mener une réelle étude sta-
tistique complète mais de s’inspirer de celle-ci pour questionner de façon pertinente des
propriétés de notre processus limite. Faisons d’abord un bref rappel sur la méthodologie
des tests statistiques paramétriques :

Définition 5.3.2. Un modèle statistique paramétrique est la donnée de

(E, E , {Pθ, θ ∈ Θ})

où E est l’espace où vivent les observations, E est une tribu sur E, Pθ une famille de lois
sur (E, E) indexée par θ le paramètre et Θ est l’espace des paramètres possibles.

En notant H0 l’hypothèse nulle “θ ∈ Θ0” et H1 l’hypothèse alternative “θ ∈ Θ1” avec
Θ0 et Θ1 disjoints et inclus dans Θ, on dit qu’on teste H0 contre H1 au niveau α si on a
une statistique (i.e. une fonction des observations) ∆ à valeurs dans {0, 1} telle que pour
tout θ ∈ Θ0, Pθ(∆ = 1) ≤ α. Quand ∆ = 0, on dit qu’on accepte H0 au niveau α, dans le
cas contraire on rejette H0 au niveau α.

Remarque 5.3.1. Dans la pratique, un test n’a de réelle valeur que quand il rejette. En
effet, par construction du test, dans le doute on accepte avec probabilité 1− α, alors qu’on
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rejette avec probabilité α, α étant choisi petit. On adopte alors en général comme hypothèse
H0 celle que l’on veut réfuter. Dans le cas où l’on accepte, on ne peut pas conclure car
la construction du test privilégie ce cas avec grande probabilité. Par contre, si malgré cette
construction on rejette, on est alors en droit de conclure raisonnablement que, effectivement,
l’hypothèse H0 rejetée est fausse.

Dans la suite, on s’intéressera à deux types de tests : le test du chi deux d’adéquation
et le test de Student. Le test du chi deux d’adéquation permet de vérifier si un échantillon
d’une variable aléatoire donne des observations comparables à celles d’une loi de probabilité
Pθ dont on pense a priori qu’elle devrait être la loi de la variable aléatoire. Soit (Xj

i )1≤i≤K
1≤j≤M

où K est le nombre d’instants auxquels une trajectoire est simulée et M est le nombre de
trajectoires simulées.On regroupe les observations en C classes équiprobables. Ainsi, sous
l’hypothèse H0, le nombre de réalisations par classe doit théoriquement être de M/C à
chaque instant i.

La statistique associée est alors la suivante

χ2
i =

C∑
j=1

(Ri,j −M/C)2

M/C
(5.3.0.1)

où Ri,j est le nombre d’échantillons observés à l’instant i pour la classe j. Dans le cadre
d’un test de normalité, on cherche à tester l’adéquation avec une loi normale. Ainsi, les
limites entre les classes, calculées de façon à ce que les classes soient équiprobables, le sont
à partir de la moyenne et la variance estimées sur les données. On définit alors la loi de
probabilité suivante :

Définition 5.3.3. Soit X1, . . . , Xn des variables indépendantes identiquement distribuées
selon la loi normale N (0, 1).
Alors X2

1 + · · ·+X2
n a pour loi celle d’un chi-deux à n degrés de libertés notée χ(n).

Par la théorie, sous H0, χ2
i est alors approximativement une variable du chi-deux à

C − c0 degrés de liberté si M/C ≤ 5 où c0 est le nombre de contraintes sur les données.
Dans notre cas, il y a trois contraintes : la première venant du fait que

∑
j Ri,j = K et

les deux autres venant du fait que la moyenne et la variance sont estimées à partir des
observations. Dans le cadre de ce test, on accepte H0 au niveau α si

χ2
i ≤ dC−3,α (5.3.0.2)

où dC−3,α est le quantile d’ordre α associé à la loi du chi-deux à C − 3 degrés de liberté.

Le test de Student que nous appliquerons par la suite s’attache, lui, à déterminer si
l’espérance µ d’un échantillon de distribution normale et d’écart type σ non connu est égale
à une valeur déterminée µ0. La statistique est alors la suivante :

T =
√
M
µ̂− µ0

σ̂
(5.3.0.3)

où µ̂ et σ̂ représentent respectivement les estimations de la moyenne et de l’écart-type. À
nouveau par la théorie, sous H0, on sait que T suit approximativement une loi de Student
dont la définition est la suivante :
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Définition 5.3.4. Soit Z une variable aléatoire de loi normale centrée et réduite et soit U
une variable aléatoire indépendante de Z et distribuée selon la loi du chi-deux à m degrés
de liberté.
Alors Z/

√
U/m suit une loi de Student à m degrés de liberté.

Dans ce contexte, on accepte H0 au niveau α si

tα/2 ≤
√
M
µ̂− µ0

σ̂
≤ t1−α/2 (5.3.0.4)

où tγ est le quantile d’ordre γ associé à la loi de Student.

Dans la suite de cette section, pour des raisons de biais numérique apparaissant lorsque
le nombre de trajectoires n’est pas assez important, on se placera dans le cas M = 2000.
Pour le test de normalité, il existe alors un nombre optimal de classes à choisir en fonction
du nombre de trajectoires (voir [13]). Pour M = 2000, il faut prendre C = 68. Dans ce qui
suit, on comparera le modèle 1 avec le modèle 2 ainsi que les deux méthodes de simulations
TDMD et EDMD pour les paramètres suivants :

- N = 100,

- ε = 2/N ,

- M = 2000,

- Tf = 6,

- dt = ε/4 où dt est le pas de temps choisi pour TDMD.

À nouveau au départ, la particule 1 est centrée et les positions initiales des autres particules
sont tirées uniformément de façon à éviter les overlaps. Les vitesses sont tirées au départ
de façon uniforme i.e. avec probabilité 1/4 de tirer chaque vitesse.
Pour des raisons pratiques, les simulations sont effectuées dans le tore. Toutefois, puisque
l’on cherche à étudier le phénomène de diffusion, on veut travailler dans tout l’espace. Ainsi,
on travaille dans le tore déplié i.e. on simule en périodique mais on garde en mémoire
le nombre de fois où une particule est sortie et entrée dans le tore pour reconstruire la
trajectoire dans R2. Il semble important de noter que dans le cas de EDMD, l’erreur
numérique dans les simulations vient du fait que la limite diffusive est normalement obtenue
pour N tendant vers l’infini. Or ici, on a N = 100 6= ∞. Pour TDMD, en plus de cette
erreur, il y a également celle qui vient du fait que les collisions ne sont pas exactement
faites au temps de collision réelle, mais approximativement à ce temps.

Remarque 5.3.2. De façon pratique, cela implique de travailler avec des “collisions fantô-
mes”, i.e. de créer à chaque fois huit fantômes de particules pour chacune des N particules
en ajoutant à leurs positions un des vecteurs appartenant à {(±1, 0), (0,±1), (±1,±1)},
puis on s’intéresse aux collisions des N particules originelles avec toutes les particules
(originelles et fantômes).

5.3.1 Caractère gaussien du processus

Nous allons tester le caractère gaussien des modèles 1 et 2 par le test de normalité
décrit précédemment. Commençons par tester la normalité pour chaque instant.
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Figure 5.17 – Comparaison de l’histogramme associé à l’instant i=400
(i.e. T=2) avec la loi normale N (µ̂i, σ̂

2
i ) où µ̂i et σ̂i représentent respec-

tivement les estimations de la moyenne et de l’écart-type à l’instant i.
Ici i = 400 correspond à un instant où le test accepte.

Les résultats suivants concernent des instants i qui caractérisent des temps apparte-
nant à l’intervalle [1, 6]. En effet, on observe un phénomène de couche limite pour t entre
0 et 1 déjà observable dans la Figure 5.15. Dans la suite, tous les résultats présentés sont
obtenus pour des tests de niveau 5%.

Modèle 1 Modèle 2
Pourcentage d’instants non gaussiens

pour l’abscisse (TDMD) 40,5 6
Pourcentage d’instants non gaussiens

pour l’ordonnée (TDMD) 34.9 11.5

Bien sûr, la définition d’un processus gaussien implique qu’il ne suffit pas de vérifier la nor-
malité à chaque instant. Toutefois, ce stade d’observations est déjà suffisant pour statuer
sur le probable caractère non gaussien du Modèle 1.

On effectue les mêmes tests pour EDMD. On note d’un point de vue numérique
que les données obtenues lors d’une simulation EDMD ne permettent pas de les exploiter
directement. En effet, avec cet algorithme, pour chaque trajectoire on obtient les temps de
collisions ainsi que les positions et les vitesses associées à chacun de ces temps de collision.
Or, ces temps n’ont pas de raison d’être les mêmes d’une trajectoire à l’autre. Le test
présenté impose que l’on compare les trajectoires aux mêmes instants. Il faut donc au
préalable reconstruire les trajectoires de façon à obtenir des positions et des vitesses pour
chaque trajectoire exprimées aux mêmes instants. On obtient alors les résultats suivants :
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Modèle 1 Modèle 2
Pourcentage d’instants non gaussiens

pour l’abscisse (EDMD) 13.8 12.6
Pourcentage d’instants non gaussiens

pour l’ordonnée (EDMD) 7.6 19.1

Ainsi, à ce stade on constate déjà des différences de comportement entre les simulations
EDMD et TDMD. Nous expliquerons l’origine de ces différences en fin de chapitre.

5.3.2 Stationnarité des incréments

Cas des simulations TDMD

On peut à ce stade déjà conclure que le processus limite associé au Modèle 1 n’est
probablement pas un mouvement Brownien fractionnaire. En ce qui concerne le Modèle
2, le premier test ne permet pas de conclure. Ainsi, en gardant à l’esprit qu’un test n’a
de valeurs que quand il rejette, on choisit de faire des tests supplémentaires en supposant
pour quelques temps que les premières caractéristiques testées sont satisfaites. Si tous les
tests acceptent, à nouveau on ne sera pas en mesure de conclure. Toutefois, si l’un des
tests supplémentaires rejette, ce sera suffisant pour conclure que le Modèle 2, lui non plus,
n’est probablement pas un mouvement Brownien fractionnaire. Un processus gaussien étant
entièrement caractérisé par ses moments jusqu’à l’ordre deux, pour questionner la station-
narité d’un tel processus il suffirait de tester la stationnarité de la moyenne et la variance.
Nous nous limiterons ici à questionner la stationnarité de la moyenne par un test (celui de
Student) pour le Modèle 2. En effet, on rappelle que le test de Student n’est valable que
sous l’hypothèse de distribution gaussienne de la variable testée. Ainsi, cela n’aurait pas de
sens de l’utiliser pour le Modèle 1 dont on a conclu qu’il n’était probablement pas gaussien.

On pose (Gm)ji = Xj
i+m −X

j
i . On se place dans le cas d’incréments de taille 1 et 2,

correspondant respectivement àm = 200 etm = 400 et on cherche à vérifier la stationnarité
de la moyenne de ces incréments en testant l’hypothèse µ = 0. Travailler avec des incréments
de tailles plus petites ne serait, ici, pas pertinents car, comme constaté précédemment, il
faut une durée supérieure à 1 pour que le modèle ait subi suffisamment de collisions. On
parle d’incréments à moyenne non nulle lorsque le test rejette. On obtient alors les résultats
suivants :

- pour des incréments de taille 1, on a

Modèle 2
Pourcentage d’incréments à moyenne non nulle

pour l’abscisse (TDMD) 6
Pourcentage d’incréments à moyenne non nulle

pour l’ordonnée (TDMD) 42,3

- pour des incréments de taille 2, on a

Modèle 2
Pourcentage d’incréments à moyenne non nulle

pour l’abscisse (TDMD) 0
Pourcentage d’incréments à moyenne non nulle

pour l’ordonnée (TDMD) 43,2
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Malgré la présence d’une dissymétrie entre l’abscisse et l’ordonnée quant au compor-
tement stationnaire des incréments, il semble que la moyenne ne soit pas stationnaire (car
non stationnaire pour l’ordonnée). Toutefois, en raison du comportement singulier de l’abs-
cisse, on choisit alors dans le cas des simulations TDMD de faire un test supplémentaire
pour achever de rejeter le fait que le Modèle 2 soit un mouvement Brownien fractionnaire.

Remarque 5.3.3. La dissymétrie observée est surprenante et n’a pas lieu d’être. Nous
n’excluons pas qu’elle puisse être due à un bug dans le code. Toutefois, nous avons vérifié
et notre code est bien “symétrique” dans le sens où il ne privilégie pas de directions. Pour
les mêmes données initiales pivotées de kπ/2, on trouve bien les mêmes trajectoires pivotées
de kπ/2, k ∈ Z. De plus, comme nous le voyons par la suite, pour le second code, il n’y a
pas de dissymétrie. Ainsi, nous ne sommes, pour l’instant, pas en mesure de l’expliquer.

Cas des simulations EDMD

Le test précédent ne permet pas d’affirmer que les processus ne sont pas gaussiens
pour les deux modèles. On choisit donc de faire le test supplémentaire de stationnarité de
la moyenne. On obtient cette fois les résultats suivants :

- pour des incréments de taille 1, on a

Modèle 1 Modèle 2
Pourcentage d’incréments à moyenne non nulle

pour l’abscisse (EDMD) 63.9 52.2
Pourcentage d’incréments à moyenne non nulle

pour l’ordonnée (EDMD) 57.6 50.1

- pour des incréments de taille 2, on a

Modèle 1 Modèle 2
Pourcentage d’incréments à moyenne non nulle

pour l’abscisse (EDMD) 80.6 25.2
Pourcentage d’incréments à moyenne non nulle

pour l’ordonnée (EDMD) 33.8 27.2

Ici, aucune dissymétrie n’apparaît et on peut d’ores et déjà conclure à la non station-
narité de la moyenne.

5.3.3 Similarité des incréments

Cas des simulations TDMD

La propriété de similarité s’écrit

(Gm)i =
1

kH
(Gkm)i

avec H le paramètre de Hurst associé H ∈ (0, 1). La première chose à faire est alors
d’estimer le paramètre H. On utilise directement la commande dans le logiciel Matlab qui
y donne accès. On obtient le résultat suivant :



5.3. UNE ÉTUDE STATISTIQUE DES LIMITES DIFFUSIVES 177

Modèle 1 Modèle 2
Moyenne du paramètre estimé H

pour l’abscisse (TDMD) 1.2632 0.5389
Moyenne du paramètre estimé H

pour l’ordonnée (TDMD) 1.2617 0.5408

On vérifie donc l’autosimilarité seulement dans le cas du Modèle 2. On note que les pa-
ramètres moyens sont supérieurs à 1 pour le Modèle 1. On utilise à nouveau un test du
chi deux. Plus précisément, on vérifie la normalité de la variable aléatoire 1

kH
(Gk)i avec la

moyenne et la variance calculée sur (G1)i. On appelle instant à incréments non similaires
les instants où le test rejette. On obtient finalement le résultat suivant :

Modèle 2
Pourcentage d’instants à incréments non similaires

pour l’abscisse (TDMD) 43,8
Pourcentage d’instants à incréments non similaires

pour l’ordonnée (TDMD) 42,3

Il semble alors raisonnable à ce stade de statuer sur la probable non similarité du
processus.

Cas des simulations EDMD

On obtient cette fois les estimations suivantes concernant le paramètre H :

Modèle 1 Modèle 2
Moyenne du paramètre estimé H

pour l’abscisse (EDMD) 0.2638 0.1898
Moyenne du paramètre estimé H

pour l’ordonnée (EDMD) 0.2669 0.1887

Conclusion

Les simulations présentées précédemment nous permettent de statuer sur plusieurs
points. Tout d’abord, que ce soit avec les simulations TDMD ou EDMD, nous sommes en
mesure d’affirmer de façon raisonnable que ni le Modèle 1 ni le Modèle 2 n’ont pour limite
un mouvement Brownien fractionnaire.

D’autre part, on a constaté des comportements différents pour les modèles selon qu’ils
aient été simulés par TDMD ou EDMD. Cela est probablement dû au choix du paramètre
dt adopté. En effet, l’ordre de grandeur de ce paramètre est élevé par rapport à la taille
des particules. Ainsi, par ce choix et par l’algorithme adopté, on se place dans un cadre où
les overlaps sont pris en compte. Or le fait d’autoriser ou non les overlaps influe totalement
sur la limite diffusive. En effet, dans [18], Wood et Lado se placent dans le cas du modèle
simplifié d’une particule se déplaçant dans un environnement figé d’obstacles carrés en di-
mension deux orientés comme dans le modèle de Uchiyama. Il observe alors numériquement
que selon que l’environnement autorise ou non les overlaps, la limite diffusive est différente.
Ceci explique alors la grande différence observable entre les estimations des paramètres de
Hurst pour les simulations TDMD et EDMD que nous obtenons.
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Les objectifs à venir sont les suivants : à long terme, on cherche à obtenir les modèles
limites associés au modèle de Uchiyama mais à court terme, on pourrait déjà établir à
l’échelle mésoscopique un “modèle test” prenant en compte les premiers éléments identifiés
comme entrainant des corrélations et obtenir de façon rigoureuse la limite diffusive associée
dans un espace de phase étendu, pour l’équation (5.1.0.24) par exemple. D’autres perspec-
tives s’ouvrent également. D’un point de vue numérique, il serait intéressant d’utiliser les
récents algorithmes développés dans le cas des sphères dures améliorant l’efficacité de l’al-
gorithme originel. Il faudrait également paralléliser le code. Il s’agirait alors de trouver
des nouveaux éléments pertinents à tester avec ce nouveau code optimisé. Enfin, il serait
intéressant de prouver de façon rigoureuse la dérivation de l’équation de Broadwell à partir
d’un modèle de Uchiyama où on aurait rajouté de l’aléa en plus des données initiales.
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Développement

Les travaux de cette thèse s’inscrivent dans le domaine des équations aux dérivées
partielles et plus particulièrement dans le cadre de la dynamique des gaz. Un gaz est
un système physique constitué d’un très grand nombre de petites particules dont le libre
parcours moyen est grand par rapport à leur taille. Il existe alors plusieurs niveaux de
description. L’échelle macroscopique constitue l’échelle accessible facilement expérimenta-
lement et pour laquelle on peut faire des mesures de quantités caractéristiques du gaz telles
que le volume, la température, la pression . . . L’échelle microscopique correspond à l’échelle
des composants élémentaires de la matière (atomes, molécules). On peut aussi introduire
une description intermédiaire correspondant à une description statistique. Il s’agit alors
de l’échelle mésoscopique. À ce niveau, on ne s’intéresse plus à l’évolution des particules
individuellement mais à l’évolution de la densité de particules f , une fonction qui dépend
du temps t, de la position x et de la vitesse v et telle que pour un volume infinitésimal
dxdv, f(t, x, v)dxdv représente le nombre de particules dans ce volume au temps t.

Échelle microscopique Échelle mésoscopique  Échelle macroscopique1 2

3

Figure 1. Représentation des différentes échelles et différentes transitions possibles.

Une question naturelle est de chercher à relier les différents niveaux de description. En
d’autres termes, partant d’un modèle à une échelle, on cherche à trouver le modèle qui dé-
crit de façon satisfaisante ce qui se passe à l’échelle supérieure. Les contributions de cette
thèse se place dans le cadre de plusieurs changements d’échelle différents.
Le parti pris dans ce manuscrit est d’étudier ces problématiques dans un contexte où une
part d’aléa intervient toujours. Le Hasard est l’impossibilité de prévoir avec certitude un
fait quelconque. Cette incapacité peut s’expliquer de plusieurs façons : la méconnaissance
de paramètres nécessaires à la prévision ou alors le manque de précision les concernant.
Dans la pratique, ces deux situations se présentent souvent. Ainsi, considérer des modèles
incluant une part d’aléa apparait pertinent. Plusieurs types d’aléa peuvent alors être adop-
tés : en considérant des données initiales aléatoires et/ou en distribuant l’aléa sur tout
l’intervalle de temps.

Le premier changement d’échelle étudié concerne le passage des lois de Newton à
l’équation de Boltzmann linéaire sans cut-off. Ce type de problématique se place dans le
cadre des limites de Boltzmann-Grad. On part à l’échelle microscopique d’un système de
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N particules sphériques de rayon ε qui occupent donc un volume Nεd. Les particules se
déplacent librement et, lorsqu’elles se rencontrent, rebondissent selon les lois de la réflexion
spéculaire. Dans le cadre de la limite Boltzmann-Grad, on impose que le volume occupé
soit faible, i.e. Nεd � 1, et que les collisions soient à la même échelle que le transport, ce
qui se traduit par Nεd−1 = 1. Le résultat historique associé est alors le suivant : dans [7],
Lanford a établi que, partant du système de sphères dures décrit ci-dessus, en passant à la
limite Boltzmann-Grad, on dérive l’équation de Boltzmann. Ce résultat étant uniquement
valable en temps court, une extension a été établie récemment par Bodineau, Gallagher et
Saint-Raymond [5]. Partant d’un équilibre perturbé dans le cas des sphères dures, ils ont
obtenu la dérivation de l’équation de Boltzmann linéaire sur un intervalle quelconque fixé.
Leur preuve repose, entre autres, sur une étude fine du processus de branchement associé
aux collisions.
Le cadre dans lequel on travaille est légèrement différent car on ne s’intéresse plus à un
système de sphères dures à l’échelle microscopique mais à un système de particules inter-
agissant cette fois via un potentiel à portée infinie. Un tel contexte fait alors apparaitre
une singularité non intégrable dans le noyau de collision angulaire de l’équation de Boltz-
mann. Ceci a alors pour conséquence le fait que le seul usage de la stratégie originelle de
Lanford n’est plus valable. En effet, celle-ci utilise en fait l’hypothèse de “cut-off angulaire”.
L’astuce consiste alors à séparer artificiellement le potentiel en deux parties : une partie
“portée modérée” pour laquelle on développe et utilise les outils habituels de Lanford et les
outils récents développés par Bodineau, Gallagher et Saint-Raymond et une partie longue
portée pour laquelle grâce à des arguments de dualité, on obtient des estimations faibles
explicites. Tout comme dans [5], on se place dans le cadre d’un équilibre perturbé et pour
un potentiel avec de fortes hypothèses de décroissance, on obtient la dérivation rigoureuse
de l’équation de Boltzmann linéaire sans cut-off.

Le deuxième changement d’échelle étudié traite du passage d’un modèle BGK sto-
chastique à une loi de conservation scalaire avec forçage stochastique. Le premier modèle
BGK a été introduit par Bathnagar, Gross et Krook [4]. Il s’agit d’une version simplifiée de
l’équation de Boltzmann (le noyau étant remplacé par un terme plus simple) qui possède
les mêmes propriétés de conservation de la masse, de quantité de mouvement et d’énergie et
propriété d’entropie. Dans ce contexte, on est alors capable de prouver la convergence vers
le système d’Euler en passant à la limite hydrodynamique (cette question étant toujours
ouverte dans le cas de l’équation de Boltzmann). Ces modèles ont ensuite été généralisés
et étendus au contexte des lois de conservation scalaires par Lions, Perthame et Tadmor
[8]. C’est ce type de BGK généralisé que nous allons étudier. En effet, par la suite, de
nombreuses variantes de ce modèle ont été étudiées : avec des conditions aux bords [1],
avec un flux discontinu en la variable d’espace [3], avec un scaling champ fort [2] ou encore
dans un contexte stochastique [6].
Dans cette partie, on s’intéresse aux deux derniers contextes cités en partant d’un mo-
dèle BGK stochastique avec champ fort. Physiquement, cela peut alors se traduire de la
façon suivante : on s’intéresse à l’évolution de la densité de particules pour des particules
soumises à une force extérieure à composante déterministe et stochastique (cette dernière
traduisant qu’une partie de la force est méconnue), la composante déterministe étant un
champ fort. Dans un premier temps, on établit l’existence d’une solution au modèle BGK
considéré. Sous une hypothèse additionnelle, partant de ce modèle et en passant à la limite
hydrodynamique, on obtient alors une loi de conservation avec forçage stochastique. Pour
ce faire, la démarche développée consiste à établir la convergence vers une formulation ci-
nétique associée à la loi de conservation avec forçage. Tout comme dans le cas déterministe,
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on note l’apparition d’une Maxwellienne modifiée et ainsi d’un équilibre différent de celui
obtenu dans le cas déterministe.

Dans la troisième partie, on s’intéresse à ce qu’on appelle les lemmes de moyenne. Les
lemmes de moyenne constituent des outils très prisés et très efficaces en théorie cinétique,
notamment lorsqu’il s’agit d’établir des changements d’échelle par passage à la limite. En
effet, ils établissent une propriété de régularité pour une moyenne spécifique. Plus préci-
sément, ils établissent l’appartenance de cette moyenne à H1/2(Rd), d ≥ 1. Ainsi, par le
théorème de Rellich, on en déduit de la compacité dans L2

loc(R
d), utile pour les passages

à la limite associés aux changements d’échelle. Un résultat bien connu est que, dès lors
que l’on travaille avec VN := {v1, . . . , vN}, un ensemble de N vitesses muni de la mesure
discrète dµ(v) = 1

N

∑N
j=1 δv=vi , alors la propriété de régularité établie par les lemmes de

moyenne devient fausse. Toutefois, comme prouvé par Mischler [9], dès lors que les vitesses
discrètes proviennent d’une discrétisation de l’espace, les lemmes de moyenne peuvent être
retrouvés asymptotiquement en faisant tendre le pas de la grille vers 0. Dans cette partie,
dans un premier temps, on complète donc le résultat de Mischler en quantifiant le défaut
de régularité à N fixé. D’autre part, on établit que dès lors que les vitesses discrètes sont
tirées de façon aléatoires, on peut alors établir des lemmes de moyenne stochastiques. On
s’intéressera particulièrement au cas de vitesses tirées selon une loi uniforme continue dans
le cube d’arête 1 ou sur la sphère unité. Des extensions de ce résultat au cas Lp, p ∈]1,+∞[
et au cas L1 sont obtenues de façon similaire au cas déterministe en utilisant, entre autres,
des outils d’interpolation.
On applique alors ces résultats de lemmes de moyenne stochastiques au cadre de l’ap-
proximation de Rosseland, une équation associée au domaine des transferts radiatifs, et on
établit la limite diffusive associée dans le contexte de vitesses finies aléatoires.

Enfin, dans la quatrième et dernière partie, on se place dans le cadre du modèle de
Uchiyama. Ce modèle s’intéresse à l’évolution de particules carrés dont les diagonales sont
respectivement parallèles à l’axe des abscisses et des ordonnées. Les particules se déplacent
librement avec une vitesse ne pouvant prendre que des valeurs parmi

S := {v1, v2, v3, v4}, (5.3.3.1)

avec v1 := (1, 0), v2 := (−1, 0), v3 := (0, 1), v4 := (0,−1) jusqu’à ce qu’elles entrent en
collision. On distingue alors deux types de collisions : les collisions frontales et les collisions
latérales. Les règles de collisions sont alors les suivantes : en cas de collision latérale,
les particules impliquées échangent leurs vitesses alors qu’en cas de collision frontale, les
vitesses subissent une rotation de ±π/2.
Dans ce contexte, Uchiyama établit que, contrairement à ce à quoi on aurait pu s’attendre,
en passant à la limite de Boltzmann-Grad, on ne dérive pas l’équation de Broadwell, cas
particulier de l’équation de Boltzmann où l’espace des vitesses est S. Ceci est alors à mettre
sur le compte de phénomènes de recollisions, qui contrairement au cas des sphères dures, ne
sont pas négligeables. Dans un premier temps, après avoir discuté les probables sources de
cette absence de dérivation, on propose une équation issue d’une première approche naïve,
écrite dans un espace de phase étendu comprenant comme paramètres supplémentaire l’âge
de la vitesse, la vitesse antérieure et l’âge de la vitesse antérieure lorsqu’elle s’est changée
en la vitesse actuelle. On précise tout de même que cette équation n’est pas satisfaisante
car ne prend pas en compte des mécanismes complexes pouvant mener à des recollisions.
On décide alors de recourir à une étude numérique pour obtenir des informations quant aux
limites associées à ce modèle. On adapte les simulations développées dans le cas des sphères
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dures au modèle de Uchiyama. Deux approches distinctes sont possibles : l’algorithme
“Time-Driven” où essentiellement on avance en pas de temps et on vérifie à chaque pas
de temps si des collisions ont lieu avant de les effectuer, et l’algorithme “Event-Driven” où
on avance de collision en collision. On effectue alors une étude statistique sur les résultats
obtenus par les simulations. Celle-ci nous permet finalement de rejeter l’hypothèse selon
laquelle la limite diffusive serait un mouvement Brownien fractionnaire.

Bibliographie

[1] F. Berthelin and F. Bouchut. Weak entropy boundary conditions for isentropic gas
dynamics via kinetic relaxation. Journal of Differential Equations, 185(1) :251 – 270,
2002.

[2] F. Berthelin, N. J. Mauser, and F. Poupaud. High-field limit from a kinetic equation to
multidimensional scalar conservation laws. Journal of Hyperbolic Differential Equations,
04(01) :123–145, 2007.

[3] F. Berthelin and J. Vovelle. A Bhatnagar-Gross-Krook approximation to scalar conser-
vation laws with discontinuous flux. Proceedings of the Royal Society of Edinburgh,
Section : A Mathematics, 140 :953–972, 10 2010.

[4] P. L. Bhatnagar, E. P. Gross, and M. Krook. A Model for Collision Processes in Gases.
I. Small Amplitude Processes in Charged and Neutral One-Component Systems. Phys.
Rev., 94 :511–525, May 1954.

[5] T. Bodineau, I. Gallagher, and L. Saint-Raymond. The Brownian motion as the limit
of a deterministic system of hard-spheres. Inventiones Mathematicae, page 41, 2015.

[6] M. Hofmanova. A Bhatnagar-Gross-Krook approximation to stochastic scalar conserva-
tion laws. Annales de l’Institut Henri Poincaré Probabilités et Statistiques, 51(4) :1500–
1528, 11 2015.

[7] O. E. Lanford. Time evolution of large classical systems. In J. Moser, editor, Dynamical
Systems, Theory and Applications, volume 38 of Lecture Notes in Physics, pages 1–111.
Springer Berlin Heidelberg, 1975.

[8] P.-L. Lions, B. Perthame, and E. Tadmor. A kinetic formulation of multidimensional
scalar conservation laws and related equations. J. Amer. Math. Soc., pages 169–191,
1994.

[9] S. Mischler. Convergence of discrete-velocity schemes for the Boltzmann equation.
Arch. Rational Mech. Anal., 140 :53–77, 1997.



Résumé. Les travaux de cette thèse s’inscrivent dans le domaine des équations aux dérivées
partielles. Plus particulièrement, ils sont liés à la problématique des changements d’échelle dans le
contexte de la cinétique des gaz. En effet, sachant qu’il existe plusieurs niveaux de description pour
un gaz (échelles microscopique, mésoscopique et macroscopique), on cherche à relier les différentes
échelles associées dans un cadre où une part d’aléa intervient, dans les données initiales et/ou
réparti sur tout l’intervalle de temps.
Dans une première partie, on établit la dérivation rigoureuse de l’équation de Boltzmann linéaire
sans cut-off en partant d’un système de particules interagissant via un potentiel à portée infinie,
sous des hypothèses particulières de décroissance, en partant d’un équilibre perturbé.
La deuxième partie traite du passage d’un modèle BGK stochastique avec champ fort à une loi de
conservation scalaire avec forçage stochastique. D’abord, on établit l’existence d’une solution au
modèle BGK considéré. Sous une hypothèse additionnelle, on prouve alors la convergence vers une
formulation cinétique associée à la loi de conservation avec forçage stochastique.
Au cours de la troisième partie, dans un premier temps, on quantifie dans le cas à vitesses dis-
crètes le défaut de régularité associé aux traditionnelles moyennes considérées dans les lemmes
de moyenne. Par la suite, on établit un lemme de moyenne stochastique dans ce même cas. On
applique alors le résultat au cadre de l’approximation de Rosseland pour établir la limite diffusive
associée à ce modèle.
Enfin, dans la quatrième et dernière partie, on s’intéresse à l’étude numérique du modèle de
Uchiyama de particules carrées à quatre vitesses en dimension deux. Après avoir adapté les mé-
thodes de simulation développées dans le cas des sphères dures, on effectue une étude statistique des
limites à différentes échelles de ce modèle. On rejette alors l’hypothèse d’un mouvement Brownien
fractionnaire comme limite diffusive.

Mots-clés : cinétique des gaz, équations aux dérivées partielles, équations aux dérivées partielles
stochastiques, équation de Boltzmann, loi de conservation, modèle BGK stochastique, lemme de
moyenne, approximation de Rosseland, modèle de Uchiyama, limite Boltzmann-Grad, limite hy-
drodynamique, limite diffusive.

Abstract. The work of this thesis belongs to the field of partial differential equations. More
specifically, it is linked to the problematic of scale changes in the context of kinetic of gas. Indeed,
knowing that there exists different scales of description for a gas (microscopic, mesoscopic and
macroscopic scale), we want to link these different associated scales in a context where some
randomness acts, in initial data and/or distributed on all the time interval.
In a first part, we establish the rigorous derivation of the linear Boltzmann equation without cut-
off starting from a particle system interacting via a potential of infinite range, under particular
assumptions of decay, starting from a perturbed equilibrium.
The second part deals with the passage from a stochastic BGK model with high-field scaling to
a scalar conservation law with stochastic forcing. First, we establish the existence of a solution to
the considered BGK model. Under an additional assumption, we prove then the convergence to a
kinetic formulation associated to the conservation law with stochastic forcing.
In the third part, in a first place, we quantify in the case of discrete velocities the defect of regularity
associated to the traditional averaging which are considered in the averaging lemmas. Then, we
establish a stochastic averaging lemma in that same case. We apply then the result to the context
of Rosseland approximation to establish the diffusive limit associated to this model.
Finally, in the last part, we are interested into the numerical study of Uchiyama’s model of square
particles with four velocities in dimension two. After adapting the methods of simulation which
were developed in the case of hard spheres, we carry out a statistical study of the limits at different
scales of this model. We reject the hypothesis of a fractional Brownian motion as diffusive limit.

Key words : kinetic theory of gas, partial differential equations, stochastic partial differential
equation, Boltzmann equation, conservation law, stohcastic BGK model, averaging lemma, Ros-
seland approximation, Uchiyama’s model, Boltzmann-Grad limit, hydrodynamical limit, diffusive
limit.
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