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Résumé de la thése

Le sujet de cette these porte sur la résolution d’équations d’opérateurs
dans l'algebre B(H) des opérateurs linéaires bornés sur un espace de Hil-
bert H. Nous étudions celles qui sont associées aux dérivations généralisées.
Le sujet de cette thése explore aussi des équations beaucoup plus générales
comme celles du type AXB—XD = Fou AXB—-CXD=FouA,B,C,D
et E appartiennent a B(H). Plus précisément il s’agit de donner une des-
cription des solutions de ces équations pour F appartenant a une famille
précise (autoadjoint, normal, rang un, rang fini, compact,...) et pour des opé-
rateurs A, B, C et D appartenant a des bonnes classes d’opérateurs, celles
qui interviennent dans les applications, notamment en physique comme les
opérateurs autoadjoints, les opérateurs normaux, sous normaux, couple de
Fuglede Putnam ... En dehors du cas ot les spectres de A et B sont disjoints,
il n’existe pas de méthode générale pour construire de maniére effective 1’en-
semble des solutions de I’équation de Sylvester AX — X B = C' a partir des
opérateurs A, B et C'. Un des objectifs de mon travail de thése est de four-
nir une méthode constructive dans le cas ou A, B et C appartiennent & des

bonnes classes d’opérateurs. Une étude spectrale des solutions est également



faite. A coté de cette étude qualitative, il y a aussi une étude quantitative.
Il s’agit d’obtenir aussi des estimations précises de la norme d’opérateur (
ou norme de Schatten) des solutions en fonction des normes des opérateurs
correspondants aux données. Ceci nous a d’ailleurs conduit & des résultats
concernant quelques inégalités intéressantes pour les dérivations générali-
sées, et enfin quelques résultats concernant les opérateurs dans un espace

de Banach sont également donnés.

Mots-clés

Equations d’opérateurs, opérateurs normaux, opérateurs sous normaux,
propriété de Fuglede Putnam, opérateurs similaires, estimation de norme,

dérivations généralisées, opérateurs de rang un, opérateurs de rang fini.



Thesis summary

The subject of this thesis focuses on the resolution of operator equations
in B(H) algebra of bounded linear operators on a Hilbert space. We study
those equations associated with generalized derivations. In this thesis, we
also explore more general equations such as the type AXB — XD = E or
AXB — CXD = E where A, B,C, D and E belong to B(H). Specifically
it is a description of the solutions of these equations when E belongs to a
precise family (Self-adjoint, normal, rank one, finite rank, compact) and the
operators A, B, C' and D belonging to the good classes of operators (Those
involved in applications , especially in physics) as the self-adjoint operators,
normal operators, subnormal operators, pair of Fuglede Putnam... Apart
from the case where the spectra of A and B are disjoint, there is not any
general method for constructing effectively all solutions of the Sylvester
equation AX —X B = C from the given operators A, B and C. One objective
of this thesis is to provide a constructive approach when A, B and C' belong
to classical classes of operators. A spectral study of the solutions is also done.
Besides this qualitative study, there is also a quantitative study. We also try

to obtain accurate estimates of the operator norm (or of the Schatten norm)



of the solutions in terms of operator norms corresponding to data. This
also led us to obtain some results concerning some relevant inequalities for
generalized derivations. Finally some examples and properties of operators

on a Banach space are also given.
Keywords

Operator equations, normal operator, subnormal operators, Fuglede Put-
nam property, similar operators, norm estimate, generalized derivations,

rank one operators, finite rank operators.
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Introduction

Cette theése s’inscrit dans le domaine de la théorie des opérateurs ; I’étude
de solvabilité de quelques types d’équations d’opérateurs classiques agissants
sur des espaces bien définis, I’estimation de norme de quelques opérateurs,
et quelques applications.

On désigne par H un espace de Hilbert complexe séparable de dimension
infinie et B(H) 'algébre des opérateurs linéaires bornés sur H. Soient A et

B deux éléments fixés dans B(H). L’opérateur d4 p défini par
dapX =AX — XB, pour tout X € B(H)

a d’abord été systématiquement étudié par M.Rosenblum [36]. Le corollaire
de M.Rosenblum [36] (également découvert par M. G. Krein) affirme que le

spectre de 04 p est contenu dans o (A) — o (B), ol
oc(A)—c(B)={M =X\ €c(A),ec(B)}.

En particulier la condition 0 ¢ o (A) — ¢ (B) qui est équivalente a dire
o(A)No(B) =0, implique que pour chaque Y € B(H) il existe une so-
lution unique X € B(H) telle que AX — XB = Y. Ceci ne répond pas
complétement au probléme de solvabilité de I’équation AX — X B =Y. Par

11



Introduction 12

exemple si A est 'adjoint du shift unilatéral et B = 0, I’équation admet une
solution pour chaque Y alors que o (B) C ¢ (A).

L’étude de ces équations d’opérateurs a engendré des nombreux travaux de-
puis une vingtaine d’années, et plusieurs questions importantes concernant
ces équations restent encore sans réponses.

Parmi les travaux dans ce domaine, on peut citer les travaux de Wielandt
[50] et A. Wintner [52] qui sont issues de la physique. En effet, signalons
que les applications linéaires non bornées P et () représentant le moment

et la position respectivement, satisfont la relation de commutation

PQ-QP= (01

ou h est la constante de Planck et I 'opérateur identité (Principe de Hei-
semberg). Dans [39] W. E. Roth a montré que pour les deux matrices finies
A et B, 'équation

AX -XB=C

est résoluble si et seulement si les matrices

A 0 A B
(0 5)(0¢)
sont similaires.
On a la méme caractérisation pour I’équation AX — Y B = C. Une preuve
trés intéressante a été donnée par Flanders et Wimmer [21]. Dans [37] Ro-

senblum a montré que ce résultat reste vrai en dimension infinie quand A et

B sont des opérateurs bornés auto-adjoints dans B(H). Dans le deuxiéme
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chapitre de cette thése on a généralisé ces résultats dans le cas ou A est nor-
mal et la paire (B, A) satisfait la propriété de Fuglede-Putnam (FP)p )
(Pour la définition de cette propriété voir définition 20 page 23). Dans [35],

avec S. Mecheri, nous avons étudié d’autres familles d’équations telles que

AXB—-X=C et AXB—-XD=F.

Dans le troisiéme chapitre de cette thése, on a pu généraliser ce travail pour
résoudre I'équation plus générale AXB — CXD = FE. Le quatriéme cha-
pitre est consacré a quelques estimations de normes. Il s’agit de quelques
inégalités de dérivations pour des opérateurs sous normaux. Dans le dernier
chapitre on a donné quelques résultats et propriétés des opérateurs sur un
espace de Banach et nous avons généralisé un résultat intéressant de B. P.
Duggal. On fournit dans le premier chapitre quelque notions préliminaires
et des résultats basiques utilisés dans ce travail.

Les applications directes et indirectes de ces équations se trouvent essentiel-
lement dans la physique nucléaire, la dynamique et dans plusieurs spécialités
d’ingénierie, mais beaucoup plus encore dans la mécanique quantique et la
théorie de controle.

Dans notre analyse, on a utilisé la théorie des opérateurs, qui est une ex-
tension naturelle de la théorie des matrices. Pour cette raison on s’est servi
de nombreuses techniques matricielles qui sont toujours utiles dans les dif-

férents domaines des sciences et de la technologie.



Chapitre 1

Notions Préliminaires

1.1 Notations et définitions

Dans toute la suite, on désignera par H un espace de Hilbert complexe
séparable de dimension infinie ou de dimension finie, muni d’'un produit
scalaire dénoté par (-,-) ou parfois (-|-)

e B(H) désigne I'algeébre des opérateurs linéaires bornés sur H.
e Pour T'e B(H) : R(T) (resp. ker (7)) désigne I'image (resp.

le noyau) de T.
1.2 L’adjoint d’un opérateur
Définition 1. Pour tout opérateur T € B(H), T* désigne l'opérateur
adjoint de Dopérateur T, défini par
(Tx,y) = (x,T"y), pour tout z,y € H.
Rappelons dans la proposition suivante quelques propriétés élémentaires :

Proposition 2. (Takayuki [44] p.35)
St T et S sont deux opérateurs linéaires bornés définis sur un espace de

14



CHAPITRE 1. NOTIONS PRELIMINAIRES 15

Hilbert H, alors leurs adjoints T™ et S* sont aussi deux opérateurs linéaires
bornés sur H et les propriétés suivantes sont vérifiées :

(i) N[ =Tl

(ii) (T+S) =T+ 5"

(i) (aT)* =aT™, pour tout o € C.

(iv) (T*)*=T.

(v) (T*)™L = (TYH*, si T est inversible.

(vi) (ST)* =T"S",

1.3 Quelques classes d’opérateurs considérées
dans B(H)

Un opérateur T' € B(H) est dit :

e Compact, si I'image de la boule unité fermé par 7', T'(Bp)
est relativement compacte.

e De rang fini n, si R(T) I'image de T est de dimension n.

e Positif, si (T'z,z) > 0 pour tout x € H; on notera 7" > 0,
(Ordre de Lowner).

e Auto-adjoint, si T'=T".

e Isométrie, si T*1T = Iy.

e Unitaire, si T"T =TT* = 1.

e Dominant, si R(T'— \) C R((T'— \)*), VA e C.

e Normal, si 7T —T7T* = 0.

e Sous-normal, s’il admet une extension normale.
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e Quasinormal, s’il commute avec TT.

e Hyponormal, si 7*7T —TT* > 0.

e p-hyponormal, si (T*T)? > (TT*)?, pour tout nombre positif
p.

e Semi-normal, si 7" ou 7% est hyponormal.

e k-quasihyponormal, si T** (T*T — TT*) T* > 0,Vk € N.

Remarque 3. On a la série des inclusions des classes d’opérateurs suivantes
[Positifs] C [autoadjoints] C [normauz| C [quasinormauz] C [hyponormauzx] C

[m — hyponormaux]

Proposition 4. Soit T' un opérateur dans B(H), T est auto-adjoint si et

seulement si le produit scalaire (T'f, f) est un nombre réel pour tout f € H.

Corollaire 5. Si un opérateur T dans B(H) est positif, alors il est force-

ment auto-adjoint.

Théoréme 6. Soit H un espace de Hilbert complexe, siT" est un opérateur
sur H, alors on a
(1) T est normal si et seulement si ||Tx|| = || T*x||, pour tout x € H.

(11) T est unitaire si et seulement si || Tx|| = ||T*x|| = ||z||, pour tout x € H.
1.4 Spectres, résolvantes et images numériques

Pour T' € B(H), on introduit les notions suivantes :
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e Le spectre de T est 'ensemble
o (T)={A € C;T — A\ n’est pas inversible} .

e [L’ensemble résolvant de T est le complémentaire dans C du

spectre de T, on le note o (T') et est donnée par
o(T)={Ne€ C;T — Al est inversible} .

e L’application résolvante de T est 'application qui a tout A €

0(T) associe (A —T)~", et pour A € o(T) on pose
Ry(T)= (N —-T)"".

e Le rayon spectral de T est le scalaire

r(T) = sup {A: A € 0 (T)} = lim_[[T7]".
e Le spectre ponctuel de T est 'ensemble

0, (T) ={\ € C;T — A\I n’est pas injectif} .
e Le spectre approché (ou d’approximation) de T est 1’ensemble
0 (T)={NeC: J(x,) CH:|z,|| =1 et nl_1>r+1r10O (T—\)z,, =0}

Définition 7. Pour T € B(H), dans le cas H est un espace de Hilbert,

I'image numérique de 'opérateur T est définie par

W(T) = {< T, >z € H, ||z||= 1}
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1.5 Autres définitions et caractérisations des
opérateurs sur un espace de Banach

Définition 8. Pour 7' € B(FE), dans le cas ot E est un espace de Banach,

I'image numérique de 'opérateur T est définie par

V(B(E),T)={f(T): f e BE).|fll=f(I)=1}
ou f est une fonctionnelle linéaire continue.

Définition 9. Pour T' € B(FE), dans le cas E est un espace de Banach, on
dit que T" est un opérateur hermitien si et seulement si I'image numérique

V(B(E),T) C R.

Lemme 10. (Bonsall et J. Duncan [9] )

Si E est un espace de Banach et h € B(FE), les assertions suivantes sont
équivalentes

(i) h est hermitien.

(ii) ||lexp(ith)||= 1, Vt € R.

(iii)

.1 .
%grcl) ;{Hl +ith||-1} =0

Il est pratique de réduire la condition (i7) sous la forme donnée par le

lemme suivant.

Lemme 11. Si F est une algébre de Banach et h € E, les assertions sui-

vantes sont équivalentes
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(i) |lexp(ith)||= 1, ¥t € R.

(ii) |lexp(ith)||< 1, Vt € R.

Preuve. (ii)= (i) :
Supposons que |[exp(ith)||< 1, ¥Vt € R, alors ||exp(—ith)||< 1, Vt € R.

On a d’une part 1 =|lexp(ith)exp(—ith)||, et d’autre part
lexp(ith)exp(—ith)||<||exp(ith)||[lexp(—ith)|

<[leap(ith)|< 1.

d’ou |lexp(ith)|= 1.

Définition 12. Pour 7' € B(E), dans le cas F est un espace de Banach,
on dit que 7" est un opérateur normal si T" = T + I avec T et T, deux

hermitiens qui commutent.
1.6 Propriétés et techniques opératorielles
1.6.1 Les commutateurs

Soit E/ un espace vectoriel normé complexe de dimension infinie.

Définition 13.
(1) Un élément X de B(E) est appelé commutateur s'il existe A et B de
B (FE), tels que X = AB — BA = [A, B].

(2) Le commutant de A € B (FE) est l’ensemble défini par

{AY ={B € B(E); AB = BA}.
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(3) Le bicommutant de A € B (E) est ’ensemble défini par
{A}'={C e B(E); CB=BC,VB e {A}'}.

Propriétés :

(1) {4} = {4y}
(2) {A} est une sous-algébre fermée de B (F).

(3) {A}" est une sous-algébre commutative de B (E) .

(4) Tout polynéme de A appartient a {A}".
1.6.2 Résultat de A. Wintner

Lemme 14. (A. Wintner [52] )
L’opérateur identité n’est pas un commutateur dans l'algébre B(H) ; i.e.
Pour un opérateur A € B(H), il n’existe aucun opérateur X € B(H) qui

satisfait A X — XA =1, oul est 'opérateur identité.

Remarque 15. Ce lemme peut étre reformuler comme suit :/ ¢ R(J4)

pour tout opérateur A € B(H).

Preuve. Supposons l'existence d’'un opérateur X € B(H) qui satisfait

I’équation AX — XA = I, il est facile de montrer par récurrence que
AX™ - X" A = (n4+1)X", pour tout n € N, (1.1)
A partir de cette égalité, on obtient

(n+ DX < [JAX™ ] + [ XA < 2] AJIIX (X
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On montre par récurrence que || X"| # 0 pour tout n; en effet
sin=0onaX%=1%#0,si|X"|#0, alors || X""!|| # 0 grace a (1.1),
donc on obtient

n+1 < 2[A[[| X,

ce qui nous donne le résultat.
Remarque. Mohamed Hichem Mortad nous a signalé qu’on peut donner
une preuve spectrale (Kadison-Ringros : fundamenrals of the Theory of

Operators Algerbas : Vol 1).

1.6.3 Similarité

Définition 16. Soient A et B deuz opérateurs dans B(H), on dit que A
et B sont similaires si et seulement s’il existe un opérateur inversible () tel

que B = QAQ!

Lemme 17. Soient A et B deux opérateurs dans B(H), R\(A) et Ry(B)
leurs applications résolvantes respectivement, alors Ry(A) et Ry(B) sont

stmilaires si et seulement st A et B les sont.

Preuve. Soient A et B deux opérateurs similaires dans B(H), alors il

existe un opérateur inversible Q tel que B = QAQ~!. On a

R\(B) = R\(QAQ™)

= (QAQ™ =A™ = [(QA- Q)R

=Q(QA- Q) =QQ(A - AN
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=QA-A)T'Q™ = QRA\(A)Q™"

d’ou la similarité de Ry(A) et R\(B).

Pour la réciproque on passe aux inverses dans 1’égalité précédente.

1.6.4 Dérivations

Définition 18. Soit A une algébre sur un corps commutatif K. Une dériva-
tion § sur A est une application linéaire continue de A dans A qui satisfait

la propriété suivante

S(XY) = 6(X)Y + X5(V).

pour tous X,Y € A.

Remarque 19.
1. Soit A € A, l'application de A dans A qui associe a tout élément X de
A son image

Sa4(X) = AX — XA.

est une dérivation sur A et est appelée dérivation intérieure induite par A.

2. ’application de A dans A qui associe a tout élément X de A son image

Sap(X)=AX — XB.

ou B est aussi un élément de A, cette application est appelée dérivation

généralisée induite par A et B.
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1.7 Propriété de Fuglede-Putnam

Définition 20. Soient A, B € B(H), on dit que la paire (A, B) satisfait
(FP)pmy (propri¢té de Fuglede-Putnam), si AC' = CB ou C € B(H) im-

pligue A*C = CB*.

Lemme 21. Si S est un opérateur auto-adjoint dans B(H), alors les deux

opérateurs e et e sont des opérateurs unitaires.

Preuve. Soit S un opérateur auto-adjoint dans B(H), il est alors clair

que

(67;5)* — e—iS* — e—iS_
Par suite on a
(61'5)*61'5 — i8IS _ [ ot eiS<€iS)* — iSe=iS _ T

De méme, on obtient (e7™)*e™* = [ et e ™ (e™*)* = I, donc e et e
sont des opérateurs unitaires.
Théoréme 22 (Version Putnam 1951).

Soient A et B deux opérateurs normauz dans B(H), si AX = XB pour

X € B(H), alors A*X = X B*.

Preuve. Soient A et B deux opérateurs normaux dans B(H), tels que
AX = XB pour X € B(H), on peut démontrer par récurrence que A"X =

X B™ pour tout entier naturel n. D’ou

ezAAX — Xez)\B7
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pour tout nombre complexe A, et par conséquent
X — eiXAXe—z'XB‘
On définit la fonction f par
FA) = €M Xe=AB"
en combinant cette fonction par la forme de X donnée par
X — eiXAXefiXB,

on obtient

INA* XA —i\B _—i\B*
f(A) = e e Xe P

donc par la normalité de A et B on peut écrire

f(/\) _ ez‘()\A*—i-XA)Xe—z’(XB—i-)\B*)'

Comme AA* + XA et AB + AB* sont auto-adjoints, donc d’aprés le lemme

précédent ! A o e=iABFABY) gont ynitaires.
La fonction f est analytique et bornée. Le théoréme de Liouville nous assure
alors que f est constante.

On peut donc prendre f(A) = f(0) = X, donc e Xe 8" = X d’ou

eM X = XeB | et par conséquent A*X = X B*.

Remarque 23. La preuve ci dessus a été donnée par Rosenblum pour
I’espace de Hilbert mais on peut remarquer que cette méthode fonctionne
encore pour un espace de Banach grace au lemme (10) et au fait qu'un

opérateur normal commute avec son adjoint.
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Remarque 24. B. Fuglede avait démontré en 1950, que si un opérateur X
commute avec un opérateur normal A dans B(H), alors il commute aussi
avec son adjoint.

C. R. Putnam en 1951, avait pu donner une premiére généralisation de ce
résultat qui est le théoréme précédent, mais on remarque ici que les deux
résultats sont équivalents.

Le sens “Putnam” = “ Fuglede” est évident , il suffit de prendre B = A.
Berberian dans son article (Note on a theorem of Fuglede and Putnam,
Proc. Amer. Math. Soc. 10 (1959), 175-182) a démontré 'autre sens (“
Fuglede”=—> “Putnam”).

Supposons qu’on a AX = XA = A*X = XA* pour A normal, et soit B
un opérateur normal dans B(H) tel que AX = X B pour tout X € B(H).

Si on pose

Il est clair que P est normal.

Si on calcule PQ) — QP on trouve
A 0 0 X 0 X A 0
PQ_QP‘(O B><O 0)‘(0 0)(0 B>_
_ (0 AX\ (0 XBY\_ (0
L0 0 0 O -\ 0

car AX — XB =0, donc PQ = QP.

Calculons maintenant P*Q) — QP*,

. . (A0 0 X 0 X A0
PQ_QP—(O B*)(O 0)‘(0 0><0 B*>_
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(0 AX\ [0 XB'\ [0 AX-XB
“\lo o o o J=\o 0

mais P est normal, alors d’aprés Fuglede P*QQ — QP* = 0, donc
A*X — XB* =0,

d’ou A*X = X B*.

1.8 Théoréme de M. Rosenblum

Lemme 25. [20] Soit B une algébre de Banach compleze commutative uni-

fere. Si A € B, le spectre de A relativement a B est donné par
o5(A) = {¢p(A); ¢ : B— C,homomorphisme continu}.

Lemme 26. Soit B une algébre de Banach complexe unifére, A € B. Si
A est une sous algebre commutative mazimale de B qui contient A, et si
on dénote par og(A) et o4(A) les spectres de A relativement a B et A

respectivement, alors

o5(A) = o4(A).

Preuve. Soit B une algébre de Banach complexe unifére, et A € B, et
soit A une sous algébre commutative maximale de B qui contient A.
Il est clair que pour un nombre complexe A, si A— AI est inversible dans A, il
est aussi inversible dans B, d’ot on peut conclure le premier sens d’inclusion
(05(A) € 0a(A)).

Pour démontrer I'autre sens, on suppose que (A — AI) est inversible dans B
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ie. il existe un Y € B tel que

(A=X)Y =Y (A=) =1,
Pour tout Z € A, on a

(A= XN)Z =Z(A—-\),
car ZA = AZ, donc on peut écrire
Y(A-XN)ZY =YZ(A- MY

mais d’aprés notre hypothése

(A=XN)Y =Y(A- ) =1,

donc ZY =Y Z (Y commute avec tous les éléments de A ).
Et comme A est maximale, alors Y € A, donc 04(A) = op(A). Les deux

inclusions nous donnent 1’égalité désirée.

Théoréme 27 (Théoréme de I'application spectrale).
Soit B une algébre de Banach complexe unifere, si A € B et p est un poly-
néme , alors

o(p(A)) ={p(A), A € o(A)}

o o(p(A)) et o(A) désignent les spectres de p(A) et A respectivement.

Preuve. Soit B une algébre de Banach complexe avec identité I, et
A € B, et soit A une sous algébre commutative maximale de B qui contient

A, alors les deux lemmes précédents nous impliquent

o(p(A)) = o4(p(A)) = {o(p(A)); ¢ : A — C, homomorphisme continu} =
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= {p(¢(A)); ¢ : A — C, homomorphisme continu} = {p(A), A € o(A)}.

Lemme 28. Si A et B sont deux opérateurs qui commutent dans un espace

de Banach B, alors on a

o(p(A, B)) C p(o(A),0(B)) = {p(a,B);a € 0(A), B € o(B)}

Preuve. Soit B une algébre de Banach complexe avec identité I, et
soit A une sous algébre commutative maximale de B qui contient A et B,

toujours avec les deux lemmes 25 et 26, on obtient
o(p(A,B)) ={¢(p(A, B)); ¢ : A — C, homomorphisme continu} =
= {p(¢(A),¢(B)); ¢ : A — C,homomorphisme continu} =

C {p(a(A),0(B))}.

Théoréme 29. (Théoréme de M. Rosenblum [36]).
Soient A et B deux opérateurs dans B(H) et B(K) respectivement, ot H

et K sont deux espaces de Hilbert complezes. Si l'opérateur T est défini sur

B(K,H) par

T(X)=AX — XB pour tout X € B(K,H),

alors

o(T) Co(A) —a(B) (={a—-Faca(d),fea(B)})

Preuve. Soient B(H) et B(K) deux espaces des opérateurs linéaires

bornés sur deux espaces de Hilbert complexes H et K respectivement, tels
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que A € B(H) et B € B(K), on définit les opérateurs L4 et R sur B(K, H)
par Ls(X) = AX et Rp(X) = XB.
On démontre que o(L4) C o(A) et o(Rp) C o(B). En effet, si on suppose
que A & o(A), alors A — Al est inversible et on a donc

(A= AD(A—A)"'X = (A — M)A - \)X,
pour tout X € B(K, H). Ce qui montre que Ly — Al est inversible et

(La—M)™'X = (A — \)7LX,

pour tout X € B(K, H), donc A ¢ o(Ly), d’ou Uinclusion o(L4) C o(A).
De méme fagon on démontre l'autre inclusion o(Rg) C o(B). Si maintenant

Vopérateur 7" est défini sur B(K, H) par
T(X)=AX-XB
pour tout X € B(K, H), alors on a
T(X) = La(X) = Rp(X)
pour tout X € B(K,H), donc T'= Ly — Rp.

On a aussi
VX € B(K,H),LyRpX = LyXB = AXB.
Et d’autre part
RpL X = RgAX = AXB,

d’ou la commutation de L4 et Rp, donc en appliquant le lemme précédent
on obtient

o(T) Co(Ls)—o(Rp),
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mais comme o(L4) C o(A) et o(Rp) C o(B), alors

o(T) C o(A) —o(B)

Théoréme 30. Soient A et B deux opérateurs dans B(H) et B(K) respec-
tivement tels que H et K sont deux espaces de Hilbert complexes séparables
de dimensions infinies, si les spectres des opérateurs A et B sont disjoints,

alors l’équation

AX - XB=Y
admet une solution unique X pour tout opérateur Y défini de K dans H.

Preuve. Si T est un opérateur linéaire qui associe a tout X son image
T(X) = AX — XB (T est la dérivation généralisée d4 5 ), le théoréme
devient :

Si les spectres des opérateurs A et B sont disjoints, alors I’équation T'(X) =
Y admet une solution unique X pour tout opérateur Y (ie. 'opérateur T
est inversible ).

Soient les opérateurs L, et Rp définis par

LyX =AX et RgX =XB

alors VX € B(K,H) : T(X) = LaX — RpX, dot T = L4 — Rp.

D’apres le théoréme de Rosenblum on a

o(T) Co(A) —o(B).
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Alors si 0(A)No(B) =0,on a0 ¢ o(A)—o(B) et par conséquent 0 ¢ o(T),
par suite 1" est inversible et notre équation admet une solution unique X

pour tout opérateur Y.
1.9 Propriétés des opérateurs de rang un

On considére I'algeébre des opérateurs linéaires bornés B(H), ot H est

un espace de Hilbert complexe séparable de dimension infinie.

Définition 31. Un opérateur T' dans B(H) est dit de rang fini n si l'image

de T est de dimension finie égale a n.

Lemme 32. Un opérateur T dans B(H) de rang un s’écrit sous la forme
d’un produit tensoriel non unique T' = a ® b pour a et b vecteurs non nuls
dans H, et inversement tout opérateur T de la forme d’un produit tensoriel

T =a®b est de rang un.

Preuve. Soit T un opérateur dans B(H ) de rang un, on a par définition
dimR(T) = 1, ce qui implique que pour tout y dans R(7), il existe un

vecteur v dans H tel que y = Au ot A\ est un nombre complexe. Donc
Vee H;d\, e C: Tx = \u

L’application qui & tout x de H associe A, dans C est une forme linéaire
continue sur H.

D’aprés le théoréme de décomposition de Riesz on a

Jve H: N\ = (x,v);x € H;
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on a donc

Tx = Mu= (zx,v)u=(uRV)r,xr € H;

DouT =u®w.

La réciproque est évidente.

Dans le théoréme suivant, on donne quelques propriétés élémentaires et

utiles concernant les opérateurs de rang un.

Théoréme 33. Soient z,y,u et v des vecteurs de H, et T € B(H), alors
)To(z®y)=Tz)®y.

2) (z@y)oT =z T*y.

3) (z®y) =y

4) ker(z @ y) = (Cy)*.

5) R(x ®y) = (Czx).

6) (z®@y)o(u®v) = (uy)(r@v).

7) Soient u et v des vecteurs non nuls, alors (z®y) = (u®wv) si et seulement
s'il existe

(,3) €C?:x=au,y = Bvet af = 1.

Preuve. On démontre seulement 'implication dans le sens direct de
l'assertion (7) car la réciproque et les six premiéres assertions sont triviales.
La condition (z ® y) = (u ® v) implique Cz = Cu d’aprés (5), donc Ja €
C:z=au.

Et d'aprés (3) ona (z®y)=(u®v) = (y®2z) = (v®u), donc 36 € C:
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y = P, donc

afu@v = (au)® (Bv) = (z@y) = (u @)

Comme © ® v # 0 on a bien af = 1.

33



Chapitre 2

L’équation AX — X B = (C dans
l’algébre B(H)

La recherche d’une solution de I’équation de Sylvester AX — XB =Y,
des approximations par les commutateurs AX — XA ou par les commu-
tateurs généralisés AX — X B, a attiré beaucoup d’attention, parce qu’elle
intervient dans la recherche des solutions de plusieurs problémes de la phy-
sique et particulierement dans la théorie de la mécanique quantique.

Le principe de Heisemberg par exemple peut étre formulé mathématique-
ment de la maniére suivante : il existe une paire (A4, X') de transformations
linéaires non bornés et un scalaire non nul « pour lequel AX — XA = al.
Cette derniére équation n’admet pas de solutions dans B(H) [Voir par
exemple (49)]. Ceci ameéne a la question suivante : & quelle distance de
I'identité se trouve AX — X A? Méme question pour AX — XB?

Pour quels Y dans B(H ), existe-t-il une solution de I’équation AX — X B =
Y, quelle est sa forme? Peut-on estimer la norme de X en fonction de la

norme de Y et sous quelles conditions ?

34
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Dans ce chapitre on étudie la solvabilité d’une famille d’équations d’opé-
rateurs dans l'algébre B(H) des opérateurs linéaires bornés sur Iespace de
Hilbert complexe séparable et de dimension infinie H. On considére 1’équa-
tion

AX - XB=C,

ou A, B et C sont dans B(H).

2.1 Reésultats et définitions utiles

Rappelons que si M est un sous-espace vectoriel fermé de H et T €

B (H), alors T s’écrit suivant la décomposition H = M & M+ comme suit

(e p)
ot Ae B(M),Be B(M*+,M),C e B(M,M")etDeB(M").
Rappelons que B (F, F') désigne 'espace des opérateurs bornés de F dans
F.

Concernant les matrices d’opérateurs, nous rappelons les propriétés basiques

suivantes :

Proposition 34. Soit A un opérateur linéaire borné défini sur H & H par

_(Q R o ) . [ QS5
A= < g T alors son adjoint A* est donné par A* = R T

Lemme 35. ([40], lemme 1)

Si la matrice d’opérateurs ( r ) définie sur H@ H est inversible, alors

S T
lUopérateur S*S + Q*Q) est inversible sur H.
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Preuve. Soit < g ? ) une matrice inversible sur H @ H.

Or S*S+Q*Q est un opérateur positif (somme de deux opérateurs positifs),

on a donc
o(S*S +Q*Q) = 0,(5*S + Q*Q),

ol o et o, représentent respectivement le spectre et le spectre approché.
Si on suppose S*S + Q*Q est non inversible, alors il existe une suite (x,,), C

H telle que

lzall = 1,90 > 1 et lim [[(S*S + Q" Q)za]| =0.
n—-+00

R
T

~(2F) (2 F)we0meo
;ﬁ)(g ?)@n@m,(%@o»

S
o h e ) @@ 0, 00)

Mais comme

n—-+00
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alors

n—-+0o

lim | (g ?)(mn@O)HZZO.

Ce qui contredit nos hypotheses et la preuve est achevée.
2.2 Solvabilité de I’équation AX — XB =C

Dans le théoréme suivant on donne la forme de la solution dans le cas
opératoriel de ’équation de Sylvester aprés la démonstration de la conver-

gence de la série Y7 (A)"" Y B™.

Théoréme 36. (Bhatia [6]). Soient A et B deux opérateurs dans B(H),

tels que

o(B) C {2 s < p} et o(A) C {z ]2 = p}

ot p est un nombre réel strictement positif. Alors pour tout opérateur Y

dans B(H) une solution de ’équation AX — XB =Y est donnée par

X = i (A" 'Y B".

n=0
Preuve. On démontre que la série

o
(A" 'Y B™ est convergente,
=0

n

puis on vérifie que la solution X donnée par ’expression

X = i (A) "ty B"

n=0

est une solution de notre équation AX — XB =Y.

Soit le nombre réel strictement positif p qui vérifie
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o(B) C {z|z] < p} et a(A) C {z,|z| > p}, alors
oA C {22 < 7).

Donc, d’aprés la formule du rayon spectral 3N > 0:Vn > N tel que

|B"| < pb et JJAT|<p™" avec p1<p.

Alors, pour n > N, on a

A=Y B < AT ATY I BT <
< p AT [l = [ AT ()"
D’ou la convergence de la série
iAMYB".
n=0

Vérifions maintenant que

X = i Aty Bn

n=0

est une solution de notre équation, on a

AX — XB = A(f: ATy B — (i A" 'Y B"B
n=0 n=0
= i AT'YB" — i Aty gt
n=0 n=0

=Y + i AT"YB" — i AT"YB" =Y.
n=1 n=1

Une autre forme de la solution de ’équation AX — X B =Y est obtenue

par la considération suivante :
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Théoréme 37. (Bhatia[6]) Soient A et B deux opérateurs dans B(H), leurs
spectres a(A) contenu dans le demi-plan ouvert droit, et o(B) contenu dans
le demi-plan ouvert gauche, alors une solution de l’équation AX — XB =Y

est donnée par

X = / e MY etBdt
0
Preuve. L’intégrale
/ ey eBat
0
est convergente [Voir Heinz (24)].

Vérifions que X est une solution de I’équation

AX - XB=Y.

AX - XB=A / e My etBdt — ( / e MY e!Bdt)B
0 0
= / (Ae Ay e!? — e Ay B B)dt
0
= / (—e Y etB) at
0
= [—e MY e P =Y,

Y

donc X est bien une solution de I’équation AX — XB =Y.

Théoréme 38. (Bhatia[6]) Soient A et B deuzx opérateurs dans B(H),
leurs spectres o(A) et o(B) sont disjoints. Si I' est un contour fermé dans
le plan complexe d’indice un autour de o(A) et zéro autour de o(B), on peut

exprimer la solution de ’équation AX — XB =Y par

X = L/FRC(A)YRC(B)CK

- omi
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Preuve. Pour tout nombre complexe ¢ on peut écrire
X({I—-B)—(CI-A)X =Y.

Si (CI—A) et (¢I— B) sont inversibles, on compose par ((I —A)~" & gauche

et par ((I — B)~! a droite, on obtient
RA(A)X — XRe(B) = R(A)Y Re(B).

En intégrant les deux cotés de cette derniére égalité sur le contour I' et

prenant en considération le fait que

/RC(A)d( —omi et /RC(B)dC =0
I I

on obtient

x - L /F R (A)Y R¢(B)dC.

27
Si les opérateurs A et B sont normaux, auto-adjoints ou unitaires, on peut
avoir des formes spéciales des solutions de notre équation AX — XB =Y
dans chaque cas.
Si A et B sont tous les deux auto-adjoints, alors A et ¢B sont anti-auto-
adjoints, donc leurs spectres se trouvent sur la droite imaginaire. Si on veut

imiter cette solution, on doit essayer avec l'intégrale
o0 . .
/ 6—ztAY61tht’
0

mais cette intégrale n’est pas convergente en général, c’est pour cette raison

on essaye d’insérer un facteur de convergence ( une fonction f € L'(R)). Si
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on pose
0 . .
X = / e HAY B £ (1) dt,
0
c’est un opérateur bien défini pour tout f € L'(R), car on sait que e#4 et

e*P sont unitaires. Comment choisir f pour que X soit une solution ?

Théoréme 39. [6] Si l'espace H est de dimension finie, A et B sont deux
opérateurs auto-adjoints dans B(H) tels que leurs spectres o(A) et o(B)
sont disjoints. Si f est une fonction dans L'(R) telle que f(s) = % (f est
la transformée de Fourier de f) pour s € o(A) — o(B), alors la solution de

I’ équation AX — XB =Y peut étre écrite sous la forme
X :/ e MAY B (1) dt,

Preuve. Soient a et § deux valeurs propres de A et B avec vecteurs

propres associés u et v respectivement. En utilisant le fait que e est uni-
taire et son adjoint est e 4 et A est auto-adjoint, on obtient

(u, Ae" Y eBy) = (e Au, Ye'Po) = e =Y (u, Vo)
Avec une considération similaire on obtient

(u,e”* Y "B By) = =B 3y, Yv)

Si

alors
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= (a = B)(u,Yv)f(a— ) = (u,Yv)
dou AX —XB=Y
On a supposé - dans les théorémes que 'on a vu auparavant - que les

spectres des opérateurs sont disjoints de telle facon qu’on peut les isoler par

une droite ou un plan, dans la suite on ne va pas exiger cette condition.

Théoréme 40. Si ’espace H est un espace de Hilbert de dimension infinie,
A et B sont deux opérateurs dans B(H) tel que A est inversible, on suppose
qu’il existe une suite (a,) de réels strictement positifs, si pour tout x de H
les séries de termes généraux a,||A* "M z||? et a;t||B"z||? sont convergentes,
alors pour tout Y dans B(H) la série > " A~"tDY B"™ est ultra faiblement
convergente dans B(H) et sa limite X est une solution de 1’ équation de

Sylvester A X — XB=Y.

Preuve. La preuve est analogue a la preuve de la proposition 1.4 dans

[[10] Cassier, J.O.T 2005].

Soient =,y € H,

mo mo m2
| (Z ATYY By, 2) < Z A (A=) Ax(=n=1) g 72) Z a Y (B*™Y*Y By, y)
mi mi mi

<Y | D an(AC DAYz @) | Y a1 (B By, y)
mi

mi
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On voit donc que la sefie Y, %5 (A~ *+DY B¥x|y) est de Cauchy, donc conver-

gente, ce qui permet de définir X en posant

+oo
(Xaly) = (A" DY Braly).
k=0
De plus, avec le théoréeme de Banach Steinhauss et les hypothéses, on voit

que

Sup|| ZA_(]“H)YBkﬂ < +o00.
k=0

Ceci entraine la convergence de > ,_, A~**DY B* pour la topologie “ *

faible” de B(H), c’est a dire la topologie ultra faible.
On verifie ensuite que X est bien une solution de I’ équation de Sylvester
AX - XB=Y.

Sous les mémes hypothéses du théoréme précédent on obtient ce résultat

Corollaire 41. Si l'opérateur Y est de rang un (ie. Y = u®wv) la solution
de ’équation de Sylvester sera
X=> 4 (B")'w
n=0
Remarque. On obtient le théoréme de Bhatia [6] comme corollaire. En

effet si

o(B) C{z |zl <p} et o(A) C{z 2] > p}
avec p > 0. Alors les séries > 72 a?*A=F AR ot 32 a*B*® B* sont
méme convergentes pour la norme de B(H), pour r(B) < a < p. D’ou la

convergence pour les hypothéses du théoréme 40 avec a,, = a*"
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Théoréme 42. Si l’espace H est un espace de Hilbert de dimension in-
finie, A et B sont deux opérateurs dans B(H), on suppose qu’il existe
une fonction mesurable strictement positive sur R, telle que les intégrales
S e a|Pf(t)at et [J7|lePx||2(f(t) " dt sont convergentes pour tout x
de H, alors pour tout Y de B(H), lopérateur X = [* e Y e!Bdt est bien

défini et est solution de I’ équation de Sylvester A X — XB =Y

Preuve. D’apreés ([10] Cassier, J.O.T 2005) 'intégrale d’opérateur X =

fooo e MY e!Bdt est bien définie au sens de Bochner et on a

1X|< \/n / f(t)e‘“‘e‘“*dt\|\/|| / (f(1)- 1B Y Y B t|
suyu\/u / f<t>e—tAe—fA*dtu\/n / (f(t)-tetm erBat]

Comme les intégrales [° f(t)|le”a||?dt et [[°(f(¢))|lePa||*dt sont

convergentes pour tout x de H, alors I'opérateur [~ e “YePdt est bien
défini pour tout = de H, on vérifie que X donnée par cet opérateur est une
solution de I'équation AX — XB =Y.

Remarque. Ces deux derniers théorémes, nous donnent aussi une esti-

mation a priori de la solution de I'équation AX — X B =Y en fonction de

Y.

Théoréme 43. [35] Si A est un opérateur normal dans B(H), B et C

sont deux opérateurs dans B(H). Si la paire (B, A) satisfait a la propriété
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(FP)p(my, alors I’équation
AX -XB=C
admet une solution X dans B(H) si et seulement si
A0 A C
(65) «(35)

sont deux opérateurs similaires sur H & H .

Preuve. Si 'équation AX — X B = C' admet une solution X, alors

(I —X)(A 0)(1 X):<A AX—XB)Z(A C’)
0 I 0 B 0 I 0 B 0 B )’

) A 0 A C S
Par conséquent ( 0 B ) et ( 0 B ) sont similaires.

~

( A C ) )
B sont si-

0
- — ) : . Q R
milaires, alors il existe un opérateur inversible g T dans B(H @ H)

(0 5)(57)-($7)(05)

(AQ AR)_(QA QC+RB)'

: , A0
Supposons maintenant que les opérateurs 0 B e

tel que

d’ou

BS BT ) \ SA SC+TB

Ce qui nous donne aprés identification terme par terme
QA =AQ,AR — RB = QC,

BS=S5A et BT —-TB=S5C.

En appliquant la proprié¢té de Fuglede-Putnam (F'P)p) sur les égalités

QA = AQ et BS = SA, on obtient B*S = SA* et AQ* = Q*A. D’une
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part A commute avec () et Q* donc avec Q*(). Et d’autre part, en passant
a l'adjoint dans B*S = SA* on obtient S*B = AS*. Revenons a 1'égalité
BS = SA, composons a gauche les deux cotés par S*, il vient S*BS =
S*S A, mais comme S*B = AS*, on obtient AS*S = S*SA, d’ou A commute
aussi avec S*S, donc avec la somme S*S + Q*Q. L'inverse (S*S + Q*Q)~!

commute aussi avec A. De plus, on obtient
(S"S+Q'Q)C =S5"SC+Q"QC
= S*(BT —TB)+ Q"(AR — RB)
= Q" (AR — RB)+ S*(BT —TB)
=Q"AR - Q"RB+ S*BT — S*T'B.

Comme Q*A = AQ* et S*B = AS*, il vient
(S"S+Q'Q)C =AQ"R - Q*RB + AS™T — S*T'B,

= A(Q"R+ S*T) — (Q*R + S*T)B.

D’aprés lemme 35, 'opérateur S*S + QQ*() est inversible, son inverse com-
mute avec A. Par conséquent

C=AS*S+QQ) Q"R+ S*T) — (S*S+ Q*Q) " (Q*R + S*T)B,

d’ou la solution

X =(S"S+Q'Q) Q"R+ ST).

Théoréme 44. Soit I, l'ensemble des couples d’opérateurs (A, B) satisfai-

sant la propriété (FP)pmy , alors les assertions suivantes sont vérifices :
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())(R,S) €T, si R et S sont conjugués a A et B via deur opérateurs uni-
taires.

(ii) (B*,A*) € T,.

(itn) A=Y, B €T, si A et B sont inversibles.

() (NA,AB) € I, pour tout A € C

(v) (M + A X+ B) €', pour tout A € C

Preuve.
i) Supposons que R et S sont conjugués a A et B via deux opérateurs
unitaires, respectivement. Alors ils existent deux opérateurs unitaires U et
V tels que R = UAU* et S = VBV*. Si RX = XS, pour X € B(H),
alors

AU*XV =U*XVB.

Or (A, B) €T, il résulte que U*XV € B(H). Par conséquent
AU XV =U*XVB*.

De ce résultat nous déduisons
UA'U*X = XV B*V*.

D’ou R*X = X S*, qui nous donne (R, S) €T,
(ii) Si B*X = X A* pour tout X € B(H), alors AX* = X*B, alors A*X* =
X*B*, ot XA = BX.

(iii) Si A7'X = XB~! pour X € B(H), alors

AAT'X)B = A(XB™)B,
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d’out AX = XB , ainsi A*X = X B*. Par conséquent
(A*)—lA*X(B*)—l — (A*)_lXB*(B*)_l,

dott (A*)'X = X (B*)~.

(iv) et (v) sont évidentes.

Corollaire 45. Soit A et B deuz opérateurs dans B(H). Si la paire (B, A)
satisfait la propriété (FP)pmy, alors ’équation AX — XB = C' admet une
solution X dans B(H) si et seulement si ( 61 g ) et ( 61 g ) sont
deux opérateurs similaires sur H ® H dans ['un des cas suivants :

(i) A dominant.

(i1) A p-hyponormal.

(11i) A k-quasihyponormal.

Remarque. Les résultats obtenus dans ce corollaire dus au fait que le

théoréme de Fuglede-Putnam est valable aussi pour ces classes d’opérateurs.
2.3 Applications et remarques

Le théoréme et le corollaire précédents nous permettent de résoudre des
larges familles d’équations, en utilisant :
1. Ou bien les propriétés (classes) des opérateurs qui engendrent notre équa-
tion.
2. Ou bien les adjoints ou les inverses des opérateurs ou des combinaisons
pour définir et résoudre d’autres équations.

Comme on peut aussi, considérer les opérateurs A , B et C' dans des cas
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particuliers intéressants ( Par exemple : opérateurs de rang fini ou de rang
un ), ce qui nous meéne a trouver les solutions convenables pour plusieurs

problémes dans la pratique.

Dans cette derniére paragraphe, on va donner quelques résultats comme
applications fines et exemples dans des cas particuliers de la solution de

I’équation de Sylvester AX — XB = C.

2.3.1 Equation AX — XB = C, C de rang un.

Les résultats de cette partie de ce chapitre sont issus d’une collaboration

avec le Professeur Gilles Cassier et seront inclus et développés dans (cf.[12]).

Théoréme 46. Soient

A= aP, et B= @ BQs

acop(A) peap(B)

les décompositions spectrales de deuz opérateurs mnormauz diagonaur A et

B qui agissent sur un espace de Hilbert H, et (a,b) un couple de vecteurs

de H. Alors les opérateurs Ty = ( 61 g > et Th = ( 61 agb ) sont

similaires si et seulement si les deux conditions suivantes sont vérifiées

(i) Pha=0o0uQxb=0si A € o(A)Na(B).

(ii) Sionnote Ay = {a € 0,(A) : Py(a) # 0} et Ay = {5 € 0,(B) : Qs(b) # 0}
(A1 N Ay =0 d’apres (1)), alors la matrice

[ Paalll| @b

B(I2(Ay), 2(AY)).
a—pf ](a,ﬁ)eAleze (F(82). T &)

|
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De plus, les opérateurs Ty et Ty sont similaires , avec un opérateur de passage

($7)

pour lequel l'opérateur Q*R + S*T est de Hilbert-Schmidt, si et seulement

de la forme

si la condition (i) et la condition suivante (iii) sont vérifiées.

(i)

< +00

$ | Pac]*|Qsbl*
o = B2

(a75)€A1 XAQ

Preuve.
Considérons I'indexation suivante : 0,(A) No,(B) = {\i; k € Ao},
0p(A)\ 0,(B) = {ag; k € A1} et 0,(B) \ 0,(A) = {Bk; k € Aa} ot Ay, Ay et
A, sont trois parties deux a deux disjointes de N*.
Supposons que 17 et Ty sont similaires, d’aprés le théoréme 43 1'équation
AX — XB = a ® b admet une solution dans B(H). On introduit alors
les opérateurs unitaires Uy = (Pcp, € Pr,) © (Byep, € Pay) et Vo =
(Bren, Q) ® (Byep, €°Qp,), pour chaque 6 € [0, 27].
On considére alors Popérateur X défini par 'intégrale (au sens de Bochner)

suivante

2
%= / Uz X Vydm(0).
0
Il est clair que X est un opérateur borné sur H et que | X|<|X]|. Par

ailleurs on voit que

1) Si (k,0) € AZ

27
PAkXQM = / e’(é_k)gP,\kXQ,\zdm(é’)
0
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0 sik # Y,

PAkXQ/\k sik=1/.

2) Si (k,0) € Ag x Ay
. 2T )
P)\kXQgg = / €l(£_k)9P)\kXQgedm(9) = O,
0

car Ag[) Az = 0. De méme on montre que Pak)?Q)\e =0si (k,¢) € Ay x Ag
et Pak)?nge =0si (k,¢) € Ay x Ay. De plus, on a

1) Si (k,0) € A2

F%AXQM::/ e R Py X Qy,dm(0)
0

0 si k£ 0,

/\kP)\kXQ)\k sik="/.

27
P/\kXBQM = / )\gez(g_k)ep)\kXQ)\edm(Q)
0

0 sik #£/,
)\kp)\kXQ)\k sik=1/.
On a donc toujours P,\kA)?QM = PAk)?BQ,\Z pour (k,0) € A2

2) Si (k,g) € AO X A2

27
F%AXQ&:i/ e RO Py X Qp,dm(0) = 0,
0
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car A() mAg = Q), et
P)\kXBQ,Bg = / ﬁgez(e_k)ep)\kXQﬁedm(Q) = O,
0
De méme on montre que si (k,¢) € A; X Ag on a
P,, AXQ,, = 0= P, XBQ,,
et si (k,f) € Ay x Ay on a
Py, AXQp, = 0= P, XBQs,.

Il en résulte que AX = XB. On en déduit que Y = X — X est encore une
solution bornée de I'équation et que P,Y Qs = 0si o = 5.

Si (o, B) € 0,(A) X 0,(B), on voit que

Paa X ng = PQAYQB — PQYBQQ

(()4 - 6)PaYQ5'

Dot P,a® Qpb=0 si a=p c.a.d

Pya=0ou Q\b=0 si A € 0,(A)Noy(B)

et

1
PaYQﬁ:a——ﬂPaCL@Qﬁb s? OZ?é/B
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Par ailleurs, pour tout couple (x,y) de vecteurs de H, on a

<Yy, x >= Z Z < P.YQpy,z >

acop(A) Beoy(B)

< P,a® Qpb(y), x
> oy checas

acop(A) Beay(B) €t p#a

P, b
Z Z | GHHQ,B | < Uy >< Y,V >,

aEA1 fEA,

ou on a post¢ u, = Pya/||P,all lorsque o € Ay et vg = Qpb/|| Qb si
f € Ay. Les familles (uq)aea, €t (v5)gen, sont deux familles orthonormées
de H. Soient (x4)aca, € *(A1) et (ys)gen, € 2(As), il s’ensuit que les
vecteurs T = ) Talla 6 Y = D 505, Ysvs sont bien définis. Le calcul

précédent nous conduit aisément a

|< M(ys)pens, (Ta)aca, >|=|< Yy, 2 >[< [V [[[(za)acalll (ws)sen -

Il s’ensuit que M est bien bornée et que la condition (ii) est satisfaite.

Réciproquement, supposons que les conditions (i) et (ii) sont vérifiées, et
considérons Y, = [Ya,g](aﬁ)@p( A)xo,p(B) la matrice par blocs de Y respectant

les décompositions P, 5 @s(H) et Docy,(a) LalH)

(Yapl € Bl @ Qs(H), @ Fu(H)) = B(H))

Beap(B) acop(A)

ouY,s=0si8=aco,(A)No,(B).

PaY Qs = Yo = ——Pala) © Qs(0)

—f

Montrons que Y est borné.

Supposons que = (resp. y) est un vecteur de H, pour lequel seul un nombre
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fini des vecteurs Pgz (resp. Q,y) sont non nuls.

Il vient
<Yy,x>= Z Z < P,YQpy,z >
CVEUP(A) Beop(B) et f#a
a(a) ® Qs(b)(y), x>
aEA] BEAQ
= Z Z <y,Qg(b) >< Py(a),x >
aclAq ﬁEAQ
P b
-y I a||||Qﬁ I < YU < U T >
acAq BEA,
D’ou
<Yy, 2z >|< [[M||[[(< z,ua >)aea (< Y, v5 >)sensll = [ M|[[|l]l]ly]]-

Comme I’ensemble des vecteurs considérés est dense dans H, on voit que Y

est bien borné. Par ailleurs, on a

PaAYQg — PQYBQQ = (Oé — 6)PQYQ5.

0 si v = f3,
Pu(a) ©Qs(b)  sia# 6.
I1 découle alors de la condition (i) que l'on a bien AY — Y B = a® b. Le
théoréme (43) nous assure alors 7 et T sont similaires.
Supposons que les opérateurs 17 et T sont similaires , avec un opérateur

de passage

7~
NnO
N >
~——
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pour lequel 'opérateur Q*R + S*T est de Hilbert-Schmidt. Avec la preuve
du théoréme 43, on voit qu’il existe alors une solution X de I'équation
AX — XB = a ® b qui est un opérateur de Hilbert-Schmidt. On vérifie
facilement que l'opérateur X , introduit au début de la preuve, est encore
de Hilbert-Schmidt et on se raméne donc & une solution de Hilbert-Schmidt
Y = X — X telle que P,YQs = 0 si a = . Comme précédemment, la
condition (i) sera vérifiée. Or le calcul de la norme de Hilbert-Schmidt ||Y||o

nous donne

IYIE=)" > IRYQsl

aEA1 fEA,
1
= Z Z | m |2 ||Pa(a) ®Q5(b)”§
a€A1 fEA,
1
=) > |a—_6|2||Pa(a)||2||Qﬁ(b)||2-
aEA fEA,

La condition (iii) est donc satisfaite.

Réciproquement, si les conditions (i) et (iii) sont vérifices on définit
I'opérateur Y comme dans la premiére partie de la preuveet ona AY —Y B =
a®b. Avec (iii), le méme calcul que celui fait ci-dessus montre que Y est un

opérateur de Hilbert-Schmidt. On vérifie ensuite que T} et T, sont similaires

(0 7)

et que Q*R+ S*T =1Y — 0l =Y est bien de Hilbert-Schmidt.

avec 'opérateur de passage
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Remarque.
Lorsque 0,(A) N o,(B) = 0, on voit que les conditions (i) et (iii) sont
automatiquement verifiées, ce qui redonne l'existence de la similarité et
par le théoréme 43 une solution de I'équation AY — Y B = a ® b pour tout
couple (a, b) de vecteurs dans H.
On retrouve ainsi l'existence d’une solution qui était donnée par le théoréme
de Rosenblum.

En dimension finie, on en déduit par exemple le corollaire suivant.

Corollaire 47. Soit A une matrice diagonalisable, (Py)aco(a) la famille
de ses projecteurs spectrauz et (a,b) un couple de vecteurs dans C". Alors
I’équation AX — XA = a®b admet une solution si et seulement si P,a =0

ou Pb =0 pour tout a € o(A).

Preuve. Par similarité on se raméne au cas ou A est normale. On ap-
plique alors le théoréme 43 et le théoréme précédent en remarquant que la

condition (ii) est toujours satisfaite dans ce cas.

2.3.2 Solution de I’équation AX — X B = C sur le sous
espace Ker(B — \I)

Si A, B et C sont des opérateurs dans B(H), tels que o(A)(o(B) =0

et si A est un scalaire complexe alors 1’équation

AX -XB=C
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peut se mettre sous la forme
(A= MN)X - X(B—-X)=C. (2.1)

Soit maintenant = € Ker(B — M), alors (A — M) Xz = Cz, alors pour

A € 0,(B) on aura (A € p(A) car o(A)(o(B) =0)
Xa = (A—\)"\Cu,

et par conséquent la solution de I’équation AX — X B = C sur Ker(B—\I)

coincide avec (A — M\I)7'C c.a.d que I'on a

X|ker(B—an) = (A — )\I)_loyKer(Bf)\I)'



Chapitre 3

L’équation AXB—-CXD=F
dans B(H)

Dans ce chapitre on donne une condition nécessaire et suffisante pour la
solvabilité de chacune des équations AXB—XD = Fet AXB—CXD =F,
qui couvrent aussi le cas de I’équation de Stein AXB—X = F,ou A, B,C, D
et E sont des opérateurs dans B(H ), sous différentes conditions.

Les résultats de cette partie de ce chapitre sont issus d’une collaboration
avec le Professeur Gilles Cassier (cf.[12]).

Dans laquelle on est arrivé a des résultats complets concernant la solvabilité

de certaines de ces équations.
3.1 L’équation AXB—XD=F

On remarque tout d’abord que si 'opérateur B est inversible avec une
condition sur l'opérateur DB~! I'équation AXB — XD = E peut se mettre

sous la forme de I’équation de Sylvester.

Définition 48. Deux opérateurs T et S de B(H) sont dits équivalents, si et

o8
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seulement sl existe deux opérateurs inversibles U et 'V tels que S = UTV .

Définition 49. Deux couples d’opérateurs (T1,13) et (S1,S2) appartenant
a B(H) x B(H) sont dits équivalents, s’il existe deux opérateurs inversibles
U etV tels que

S; =U'TV, pour i=1,2.

Théoréme 50. Soient (A, B, D) des opérateurs normaux dans B(H), (D

peut étre seulement quasinormal) tels que BD = DB. L’équation
AXB-XD=FE (3.1)
admet une solution X dans B(H) si et seulement si les deux couples
[ A FE I 0 | et | A 0 I 0 ]
o pD)'\oB)° o D)'\o B
sont équivalents dans B(H & H).

Preuve. Supposons que X soit une solution de I'équation AXB—XD =

FE'. Posons

I X I XB
c=(o 7 ) eav=(s"7)

Les opérateurs U et V sont bien inversibles et on a d’une part

(05)=G ) (0 5)=(3 757)

Et d’autre part

(E2)- (2 8)(2)- (2 )
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(os)=Gr)Gs)=(0%)

Et d’autre part

(o5 )v=(o5) (%)= %)

Réciproquement, supposons qu’il existe deux opérateurs inversibles
B Q R B Q/ R/
U= ( g T et V= g
Q R A EYN (A O Q R
S T )'\0o D) \0 D ST
Q R I o (1 0 Q R
s T)\0o B/) \0 B ST )

Alors, il vient : QA = AQ' , QE + RD = AR' , SA= DS,

Et

tels que

Et

SE+TD=DT",Q=Q" ,RB=R,S=BSetTB =BT Comme QA =
AQ" et @ = (@', le théoréme de Fuglede-Putnam nous donne QA* = A*Q.
D’ou
Q*QF = Q*AR' — Q"RD
=Q"ARB — Q*RD
— A(Q"R)B - (Q"R)D
Et

S*SE =S8*DT" — S*TD.
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Mais on a

BSA =BDS' = DBS' = DS.
Le théoréme de Fuglede-Putnam généralisé [Voir Weiss 49| nous donne
B*SA* = D*S.
En passant a I’adjoint, on obtient
AS*B = S*D.
D’ou
S*SE = AS*BT' — S*TD
= A(S*T")B — (S*T')D.
On obtient donc
(QQ+ S*S)E=Q"QFE + S*SE =
=AQ"R)B— (Q"R)D + A(S*T)B — (S*T")D
=AQ'R+S"T)B— (Q*R+ S™T)D.
Par ailleurs, on a
Q'QA=QAQ = AQ'Q
et
S*SA =5*DS" = AS*BS' = AS*S
D’ou

(Q'Q+ S"S)A=AQ"Q + S*9).
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Comme U = ( g ? ) est inversible, 'opérateur Q*@Q) + S*S l'est aussi et

on a donc
(Q*Q+S5"9)"A=AQQ+ 55"
Par suite
E=(Q'Q+S5S)"AQ' R+ S*T)B - (Q*Q+ S*S) " (Q"R+ S*T)D.
— AQ'Q+ 5" ) Q"R+ ST)B — (Q"Q+ S™S) (@R + S"T)D.
= AXB — XD.
Avec
X =(Q"Q+ 5*9) " HQ*R + S*T).

3.2 Sur 'équation AXB—-CXD=CFE

Théoréme 51. Soient A, B,C et D des opérateurs normaux dans B(H)
tels que BD = DB , CA = AC et C injectif avec ImA C ImC. Alors
l’équation
AXB-CXD=CEFE (3.2)
admet une solution X dans B(H) si et seulement si les deux couples
(0 5) (5 ) (s 5)(0s)
sont équivalents dans B(H & H).

Preuve. Supposons que X soit une solution de I’équation (3.2). Posons

I CX I XB
o (5O) e (DX,
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Les opérateurs U et V' sont bien inversibles, d'une part on a
U A EN\ (1 CX A FEN (A E4+CXD
o D) \0 I 0 D) \0 D '
Et d’autre part
A 0 v_ A 0 I XB\ (A AXB
0 D ~\0 D 0 I L0 D '
De plus, on a
U ¢ 0\ (I CX ¢ 0\ (C CXB
0 B) \0 I 0 B) \0 B '
Et par ailleurs
C 0 v — C 0 I XB\ (C CXB
0 B -\ 0 B 0 I L0 B '
Réciproquement, supposons qu’il existe deux opérateurs inversibles
B Q R B Ql R/
tels que
Q R A EYN (A O Q R
S T ) \0o D) \ 0 D ST
Q R c 0\ [(C O Q R
s T)\0o B) \0 B ST )

Alors, il vient

Et

QA =AQ | QE + RD = AR/

SA=DY et SE+TD = DT’
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et

QC =CQ' , RB=CR
SC = BS' et TB = BT'.

Comme QF + RD = AR', il vient

Q' QF = Q*AR' — Q*RD.

On a QA = AQ’, d’ou

CQA = CAQ =

— ACQ = AQC.

64

Le théoréme de Fuglede-Putnam généralisé nous donne C*QA* = A*QC™.

En passant a l’adjoint, il vient AQ*C' = CQ*A. Donc

CQ*QF = CQ*AR' — CQ*RD

= AQ*CR' — CQ*RD

— A(Q"R)B — C(Q"R)D

Et

CS*SE =CS*DT" — CS*TD.

Mais on a

BSA=BDS = DBS' = DSC.

Le théoréeme de Fuglede-Putnam généralisé nous donne

B*SA* = D*SC™.
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En passant a ’adjoint, on obtient AS*B = C'S*D. D’ou
CS*SE = AS*BT' — CS*T'D
= A(S"TB — C(S*T)D.

Et on obtient donc

CRQ+S"SE =CQ"QE+CS*SE =

=A(Q"R)B—-C(Q"R)D + A(S*T)B — C(S*T")D
=AQ"R+S"T)B—-C(Q"R+ S*T)D.
D’ou
CQRQQ+S"S)E=AQR+S'T)B—-C(Q"R+ S*T")D. (3.3)
Par ailleurs, on a
CQIQA=CQAQ = AQ"CQ" = AQ"QC

et
CS*SA=CS"DS"= AS*BS' = AS*SC.
D’ou
C(RQ+ S"S)A = A(Q"Q + S*S5)C.
Comme ImA C ImC, d’aprés le critére de Douglas ( Voir 17 ) A peut

s’écrire sous la forme A = C'A et 'équation (3.2) devient alors

CAXB—CXD =CE.
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Comme l'opérateur C' est injectif, alors il vient
AXB—-XD=E

qui n’est autre que I’équation (3.1) résolue par le théoréme 50.

Comme

A(Q*Q + S*S)C = C(Q"Q + S*S) A,

alors

CA(Q*Q + $*S)C = C(Q*Q + S*S)CA.

Mais 'opérateur C' est injectif, alors il vient
AQ*Q+ 5*S)C = (Q*Q + S*S)CA.

On a d'une part A = CA, donc C2A = CA = AC = CAC.

Mais comme C' est injectif, il vient
AC = CA.
Avec (3.4), il s’ensuit que

AQ*Q + 5*S)C = (Q*Q + S*S) AC.
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Comme C' est un opérateur normal et injectif, son image est dense, et par

suite

AQQ+5"S) = (Q"Q + S*9)A,
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ce qui nous donne
AQ*Q+ 59 = (Q"Q + 5*9)'A.
Donc, en remplacant A par C A dans I'équation (3.3), il vient
C(Q*Q + S*S)E = CA(Q*R+ S*T)B — C(Q*R + S*T)D.
L’opérateur C etant injectif, on obtient
(Q*Q+ S*S)E = A(Q*R+ S*T)B — (Q*R + S*T)D.
D’ou
E=(Q*Q+ S*S)"A(Q*R+ S*T\B — (Q*Q + 5*S) " (Q* R+ S*T)D
= Z(Q*Q +S*S) MQ*R+ S*T)B — (Q*Q + S*S) " (Q*R + S*T)D.

En composant par C' a gauche, il vient

CE =CAQ*Q+5"S) " (Q*R+S*T)B—C(Q*Q + S*S) Y (Q*R+ S*T)D.
Et par conséquent

CE=AQ*Q+ S*S) Q"R+ S*T)B — C(Q*Q + S*S) " (Q*R + S*T)D.

D’ouon a
CE=AXB-CXD.

Avec

X =(Q*Q+ 5*9) Y Q*R + S*T).



Chapitre 4

Inégalités de dérivations pour des
opérateurs sous normaux

Pour A, B et Y opérateurs dans B(H ), 'importance de 1'équation de
Sylvester AX — XB =Y et ses applications dans la théorie de controle est
bien connue. Dans ce chapitre on démontre quelques inégalités de dériva-
tions pour des opérateurs sous normaux, signalons que Kittaneh dans [27]
a développé plusieurs inégalités avec des opérateurs normaux et la norme
usuelle. Les résultats obtenus dans ce chapitre sont issus d'une collaboration

avec le Professeur Gilles Cassier (cf.[13]).
4.1 Notations

1. Si Popérateur A est hermitien, on pose s, (A) = sup{\, X € 0(A)} et
s_(A) =inf{\ X € o(A)}, alors [s_(A),s;(A)] est le plus petit intervalle
contenant o(A).

2.5iT € B(H), on note par r7 le rayon du plus petit cercle contenant o (7).

68
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4.2 Quelques résultats
Lemme 52. SiV, est défini par

(al —=T)(I —aT*)" (I — T*T)2

NI

Vo= —-TT")"
tel que |a|=1 et T est strictement contractant alors V,, est unitaire.

Preuve. Soit
Vo= =TT 2(al = T)(I — aT*) (I — T*T)2 ot |a]= 1,
alors on a
Ve = (I—T'T):(I —aT)  al —T*)(I = TT*)"*
et il vient

(Vi)' = (I =TT (al = T*) (I - aT)(I — T*T) "
= ([ =TT"):(I — oT*) Mol = T)(I — T*T) 2
= (I = TT):[(I — oT*) (ol — (I — oT*)T — oT*T)|(I — T*T) "
= (I~ TT"):[~T +a(l —oT*) (I = T*T)|(I - T°T)"*
= [-T(I = T*T)* + oI = TT*)3(I — oT*) (I = T*T)|(I — T*T) "=
= ~T+a(l =TT (I - aT") " (I = T*T)>
= (I =TT") 3[~(I = TT*)*T + a(I - TT*)(I — oT*) (I — T°T)?]

=T +a(l = TT)(I = oT") (I = T"T)*

=

= -TT")
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= (I-TT*) 2 [-T(I—aT*)I—aT*)  +a(I-TT*)(I—aT*) (I -T"T)?
= (I =TT 2(a—T)(I — aT*) ‘(I - T*T)?

— Va,

donc V, est unitaire .

Théoréme 53. Si S est un opérateur sous-normal dans B(H), et N son

extension normale minimale sur H = H ® E, 1.e. N = ( g ? ), T est

dit complémentaire orthogonal minimal. St [. | est une norme unitairement

mvariante, alors on a
J(SX —XS)® (TY —YT)J<2rs[X ®Y]

pour tous X € Iy et Y € Ig (Idéaux bilatéres sur B(H) et B(E) associés

i []):

Preuve. Soit S € B(H) un opérateur sous-normal, N son extension

normale minimale; N = < g ) et soit Z = < X ), alors

([ SX-XS RY -XR
- 0 TY —YT

Iy O

Posons Uy = ( 0 o]
E

), 0 € R, Uy est unitaire.
On vérifie que

_ 0 _
Ug(NZ—ZN)ng(SX XS e?(RY XR)>

0 TY = YT
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Ce qui nous donne

SX - XS 0
0 TY = YT

2
) = Ug(NZ — ZN)Ugdm(0).
0
Si A est une contraction hermitienne, on a
1 1
A= §(A +ivI — A?) + Q(A — v — A?).

Sionpose Wi = A+ivVI—A2et Wo=A—ivI— A?

Les opérateurs Wi et W5 sont unitaires. Alors
1
[AX]< é(ﬂle]H [W2X]) = [X]

Si A est hermitien quelconque, on a donc [AX]<||A[/[X].

Si A est quelconque A = Ay + 1Ay avec Ay et Ay hermitiens, on voit que
[AX]<[A:1 X]+ [A2X]
<[ AXT+H A XT < 2[|ANXT
D’ou
| [AXT- [BX]I<[(A - B)X]< 2||A - B|[X]

D’ou la continuité de I'application qui a tout opérateur A lui associe [AX].
De méme a gauche, on obtient donc la continuité de I’application qui a tout

couple d’opérateurs (A, B) lui associe [AX B].

[[( SX -XS 0

0  TY-YT )]]— Ly  Us(NZ = ZN)Uydm(0)]
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L’application de I'inégalité de Jensen et la continuité pour la norme de B(H)
nous donne

H( SX -XS 0

0 TY — YT )]]S ST U (NZ — ZN)Up]dm(0)

= J;"I(NZ = ZN)]dm(6) = [(NZ - ZN)]

On a done, pour tout nombre complexe A
[(SX — XS)@ (TY —YT) < [(NZ — ZN)]

[((NZ — ZN)]= [(N = \)Z — Z(N — AI)]

donc
[(SX — XS) & (TY —YT)[< [(N = A)Z]+ [Z(N = A)]
< 2||N = A[[Z].
Car on a en fait
[AX B]<[| Al BIITXT,
pour tout A et B dans B(H). En effet, si [|T|< 1
Vo= —TT") (ol = T)(I — aT*) (I — T*T)?

est unitaire si |a|=1 ( d’aprés le lemme 52).

Or l'application qui & tout « lui associe V,, est analytique, alors

2
/ Voodm(0) = Vo = —(I — TT*)"3T(I — T*T)?
0
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= -T(I-T"T)":(I - TT*)z = -T.
Donc

[TX]= L (Ve X)dm(B)]< [ [Via Xdm(6) =[X].

r
17|
[X]qui est équivalent a r[TX]<[X], et si r tend vers 1 on aura [TX]<

Si T est quelconque et 0 < r < 1, ce qui précéde nous donne [

[X]. Méme chose a gauche, on obtient donc
[AXB]<|[A]|BJ[X].
D’ou
[(SX —XS) @ (TY —YT)]< 2infycc ||\ — N||[Z]
= 2infyec (A — N)||[Z].

Soit

ry = inf sup |A— z|
G(CZEO'(N)

le rayon spectral du plus petit disque contenant o(N).

Mais comme N est une extension minimale de S, alors d’aprés le théoreme
de Halmos o(S) 2 o(N), dou (S — AMpg) 2 o(N — Ay).

D'ou ||[N — M||<||S — Mg || ie. (S — A g) = r(N — Ay), et ce pour tout

nombre complexe A. D’oul s = r, ce qui nous donne
[(SX — XS)& (TY —YT)]< 2rs[X @ Y]

Corollaire 54. Si S est un opérateur sous-normal dans B(H) et T son

complémentaire orthogonal minimal, alors on a
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J(SX —XS) @ (TY —YT)]<

< /(54 (ReS) — s_(ReS))2 + (s (ImS) —s_(ImS))? [X & Y]
pour toute norme [.[Junitairement invariante.

Preuve. Posons a; = s_(ReS), as = s (ReS), by = s_(ImS) et by =
s+ (ImS). Alors on a évidemment o(S) C [ay,as] X [b1,be], et donc rg est

inférieur ou égale a la longueur de la demi-diagonale de ce rectangle.

Corollaire 55. Si S est un opérateur sous-normal dans B(H), et X € T;

idéal bilatere associé a la norme unitairement invariante [.[], alors on a

[(SX — XS) < 2rs [X]

< V/(s+(ReS) — s_(ReS))2 + (s (ImS) — s_(ImS))? [X]
Preuve. Dans le théoréme précédente, on prend Y = 0 on obtient
[(SX —XS) @ 0]< 2rg[X & 0]

En particulier

1(SX — X9) @ 0| ()< 2rs]| X @ 0] )

pour les normes de Ky Fan
|7} (py= Sup{Tr(|T|P); ot P est une projection orthogonale de rang < p}

qui est aussi égale a la somme des valeurs caractéristiques de T’

||T||(p)= Sl(T) + SQ(T) + Sp<T)
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Soient () une projection orthogonale sur H = H @& E, de rang inférieur

ou égale a p, P = (]) 8 ,
[ SX-XS 0 [ 1SX-XS| 0
L_( 0 O)et|L|—< 0 0>alorsona

Tr(|L|Q) = Tr(P|L|PQ) = Tr(P|L|PPQP) =

— Tr(|SX ~ XS|Q1)

avec rang(Q) < pet 0 < Qy < I, dott Q; < @, ot Qy est une projection
orthogonale de rang inférieur ou égale a p.

Donc on aura

Tr(|SX — XS|Q,) =

= Tr(V/[SX — XS]Q1/]SX — X5])
< Tr(v/[SX - XS|Q1/[SX ~ X5])
= Tr(|SX — XS|@1) <|SX — XS],
L’autre sens de I'inégalité [|[SX — XS||,)<||L|| est clair, alors

X 0
15X — XS|| =Ll < 2rs|| ( 0 0 ) = 275 X||p)-

On a donc

[SX — XSH(ZJ)S 27”SHX”(p)'

Pour toutes les normes de Ky Fan, le principe de dominance implique
[SX — XS]<2rg[X ].

pour toute norme unitairement invariante.
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Théoréme 56. 5@ S; et Sy sont deux opérateurs sous-normauz purs dans
B(H), S1, Sy leurs complémentaires orthogonaur minimauz respectivement,

alors on a

[(S1X — XS5) @ (SiY —YSy)J< /i+73 [XoY]
avec vy = sy (ReS) V sy (ReSy) — s_(ReSt) A s_(ReSs)
et vo = s, (ImSy) V s (ImSy) — s_(ImS1) A s_(ImS,)
Preuve.

Soient Ny et Ny les extensions normales minimles de S et S5 respectivement

telles que Ny = ( % ESEI ) et Ny = ( 5(;2 }52 )
1 2

Comme S et Sy sont deux opérateurs sous-normaux purs dans B(H),

on peut considérer que K = H et H = H & H. On a donc

(N 0 . .. (S0
N = ( 0 N, ) est une extension normale minimale de S = ( 0 S, )
G Sy 0 ) . -
Dou S = 0 S est un complémentaire orthogonal minimal de S
2

(unique & un conjugué unitaire pres).

~h

Soient X,Y € Z, posons X = ( 8 )O( ) et

e (3 2)(81)-(43
() (8)

:(0 51X—X52)

0Y
:(O O),alors
S

J(v )

o O

0 0

De la méme maniére on obtient
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D’aprés le théoréme (53), on a

0 S, X — XS, 0 S,Y -YS,
H(o 0 >@(0 0 >]]§

§2rsﬂ(8 %()@(8 30/)]]

§7H<8 )(f)@(g g)]]

avec 7 = \/(s4(ReS) — s_(ReS))% + (s (ImS) — s_(ImS))2.

Or

donc on aura

(o5 =1(o o)

On peut donc écrire I'inégalité précédente sous la forme

S X — XS, 0 SY -YS, 0
[[(1 0 20>@(1 0 20)]]S

(Yo (3 0]

Méme raisonnement que précédemment avec le théoréeme de domination de

Ky Fan on obtient
On termine en remarquant que

si(ReS) = s (ReS1) V sy (ReSy), maximum
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et

s_(ReS) = s_(ReSy) A s_(ReSs), minimum.

Méme chose avec I'm.S, d’ou le résultat désiré.

Corollaire 57. Si Sy et Sy sont deux opérateurs sous-normaux purs dans

B(H), alors on a

[(51X — XSo)J< /77 + 93 [X]
avec y1 = sy (ReSy) V sy (ReSs) — s_(ReS1) A s_(ReSs)
et 5 = s (ImSy) V s (ImSy) — s_(ImSy) N s_(ImSs)

Preuve. On utilise la méme méthode que dans le corollaire précédent.

Théoréme 58. St .S) et Sy sont deux opérateurs sous-normaux purs dans
B(H), et Sy, Sy leurs complémentaires orthogonauz minimauz respective-

ment, alors on a

max([| 1Sy — SaSi ||, [|S1:S2 — 8254 |) < \/5f + 53\/@2 + (3

avec By = s (ReSy) — s_(ReSy) , fo = s (ImSy) — s_(ImS)

et (1 = s.(ReSy) — s_(ReS3) , (o = s+ (ImSy) — s_(ImSs)

Preuve. On peut construire sur H = H & H les extensions normales

minimales Ng, et Ng, de S; et Sy respectivement, de sorte que

Si1 R Sy R
N51:< 01 Ti)etN&:( 02 Tj).AIors

( 5152 — 5251 SlRQ + RlTQ — SgRl + RQTl )

Ny N, = Nsa Vs, = 0 Ty — ToTh
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Avec le méme raisonnement que dans la preuve du théoréme 53, on

obtient

S1.55 — 558 0
||Nslez—ngNsluz||( 15 = 5% )H:

0 Ty — 15T
= max(||51Ss — So.51 ||, || 11T — ToT4||)
Ce qui implique que
max(||S1S2 — So54 ||, |11 — T5Th||) <||Ns,Ns, — Ng,Ng, ||
Mais, on a pour tout couple (A, i) de nombres complexes
[Ns,Ns, = N, Ng, [|=[|(Ns, = M) (Ns, — pd) — (Ns, — pI)(Ns, = M)

< 2[[(Ns, = AD|[[(Ns, = AD)]]
< 2inf|[(Ns, — AD)||. inf[|(Ns, — AT

=2rN, TN, = 278, TS,

<Brrm/dra



Chapitre 5

Commutateur Approximant
(Généralisé

5.1 Introduction

Dans ce chapitre on démontre un résultat d’orthogonalité et on généra-
lise un résultat important de B.P.Duggal [18,Théoréme 2.1|. Si B (X) est
I’algébre des opérateurs linéaires bornés sur un espace de Banach complexe
Xet J(X)={Xe€B(X): X =X,+1X,5, ouXjetX,sont hermetiens}.
L’orthogonalité au sens de Birkhoff entre les sous espaces est définie comme
suit :

Définition. Soient Y et Z deux sous espace de [’espace de Banach X ; on
dit que Y est orthogonal a Z si ||y + z|| > ||y|| pour touty € Y et z € Z.
Dans ce chapitre on démontre les deux résultats d’orthogonalité au sens de
Birkhoft :

[A+ Bl < [[A+ B - [X", X]|

pour tout X € J(X)N 52’13 (0).
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et

IAB]| < |AB — [|XT, [X*[1

pour tout X € AZB (0) N AL, (0).
5.2 Préliminaires

Soit X un espace de Banach complexe séparable de dimension infinie,
et B(X') dénote 'algebre des opérateurs linéaires bornés sur X. En général
on définit une dérivation généralisée sur B(X) par 04 g X = AX — XB, le
cas particulier 04X = 044X = AX — X A est la dérivation interne induite
par A € B(X), on définit aussi 'opérateur élémentaire Ay p X = AXB—X
pour tous A, B et X dans B(X).

Evidemment si A et B sont deux opérateurs dans B (X) tels que A =
Ay + 1Ay, B= By + 1By, alors 045 = 04, B, + 104, .8,-

On considére J(X) I'ensemble des opérateurs linéaires bornés X qui ad-
mettent des représentations complexes sous la forme X = X; + 11X, ot X3
et X, sont hermitiens, on rappelle que h € B(X) est hermitien si I'image

numeérique

V(B(X),h) ={f(h): f € BX)", f(I) =1 =[]}

est un sous ensemble de I'ensemble des nombres réels [Bonsall 9, page 8§].
On définit aussi I'involution continue linéaire sur J (X) l'application qui

associe a tout X I'élément X* donné par

X* :Xl—iXQ,VX 6\7(){) ou X:X1+ZX2
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Notre résultat important dans ce chapitre est deux inégalités qui nous

donnent la notion d’orthogonalité au sens de Birkhoff.

Théoréme 59. ([53], Corollaire 8) Soit {T,,} une suite d’opérateurs nor-

maux qui commutent sur un espace de Banach complexe X. Alors

((\N(Tw) L) R(Tw).

St l'espace X est réflexif, on obtient
X = ((\NT) &+ Y R(TY),
k=1 k=1
ot N(Ty) et R(T}) sont respectivement le noyau et l'image de Ty.

Théoréme 60. (B.P.Duggal [18], Th 2.1) Si J(X) est une algébre et
611 (0) C 647 (0) pour quelques éléments A € J (X), donc ||A]| < ||A — [X*, X]||

pour tout X € J (X) N6, (0).

Théoréme 61. (B.P.Duggal [18], Th 2.6) Supposons que A;' (0) € AL (0).

Si Ae B(H) (resp. A€ C,, p-classes de Schatten ), alors
IAl < 1A = [IXL[X]Il - pour tout X € B(H)NAL(0)
resp.

AN, < A= [IX[ X", pour tout X €C,nALN0).
5.3 Quelques résultats

Soit X un espace de Banach complexe, B(X) dénote Ialgébre des opé-
rateurs linéaires bornés sur X' et {A}, {B}  les commutant de A et B res-

pectivement pour A, B € B(X).
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Lemme 62. Si A et B sont dans l'espace des opérateurs hermitiens H(X') C
J(X) sur un espace de Banach X, alors la dérivation généralisée 04 p est

aussi un opérateur hermaitien.

Preuve. Si A et B sont hermitiens, alors ||exp(itA)|| < 1et |[exp(itB)|| <
1. On veut démontrer que l'on a aussi ||exp(itda g)|| < 1 pour t € R (lemme

11, page 18). On a

> 5 5(x)

n=0

(exp(itdap)
On peut démontrer par récurrence que

MpX =Y (-1)CFA*X B
k+l=n

d’ou

= exp(itA)Xexp(—itB)
d’ou
leap(itbas) | < lezp(itd)|llezp(~itB)| <1
Lemme 63. Si A et B sont dans l’espace des opérateurs normauz N (X)

sur un espace de Banach X, alors la dérivation généralisée 64 p est aussi

un opérateur normal.
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Preuve. Si A et B sont dans l'espace des opérateurs normaux N (X),
alors A = A; + iA,, tels que A; et Ay sont hermitiens et commutent et
B = B;+1B5 avec B; et By sont hermitiens et commutent aussi. On a pour
tout X € B(X)

dap(X)=AX - XB
= (A1 +14A2)X — X(B; +iBy)
= (A4 X — XB)) +i(A X — XBy)
=04, (X)+i04,5,(X).
Donc 645 = 04,,B, + 104, B,, O0 sait que d4, p, €t d4, p, sont hermitiens
d’aprés le lemme précédent car les A; et les B; pour ¢ = 1, 2 sont hermitiens,

donc il reste a vérifier la commutation.
04y.81045.8,(X) =04, 5, (A2 X — X By)
= A1A X — A1 X By — Ay X By + X By By
= (A2 A1 X — Ay X By) — (A1 X By — X By By)
= A364, 5, (X) — 04,5, (X)B2
= 04,,8,04,,8,(X),

d’ou la commutation de d4, p, et da, p,, donc d4 p est bien dans N'(B(X)).
Lemme 64. Soit X un espace de Banach, pour lequel J(X') est une algébre.
Alors, pour tout couple (A, B) € (J(X))? on a (AB)* = B*A*.

Preuve. Comme A et B appartiennent a J(X); on peut les écrire sous

la forme A = Ay +iAy et B = By + iBy avec Ay, Ay, By et By hermitiens.
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Il vient
AB = (A1 +iAy)(B, +iBy)
= A1By — AyBy +i(AyBy + A1 By)
et
B*A* = (By —iB3)(A; —iAs)
= B1A; — ByAy —i(ByA; + B1Ay).
D’ou

AB+ B*A* = (A1By + B1 A1) — (A3yBy + By As)+
+Z(A2B1 - BlAQ) —|— Z(AlBQ - BgAl)

Comme les termes (A; By + B1A;y) et (AyBy + By As) sont dans H(X) 'en-
semble des hermitiens sur X' parce que J(X) est une algébre (d’aprés F. Bon-
sall et Duncan “ Numerical range of operators on normed spaces and of ele-
ments of normed algebras” théoréme 3 page 59) et les termes i( Ay By — By Asg)
et i(Ay By — B Ap) sont aussi dans H(X) (d’aprés le premier résultat du F.
Bonsall et J. Duncan, méme référence, lemme 4 page 47). On voit donc que
AB + B*A* € H(X) comme somme de quatre hermitiens.

En remplagant B par iB, on voit que i(AB — B*A*) € H(X).

Il suffit alors d’écrire

AB = %(AB + BRAY) + i%(B*A* _ AB).
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1 :
avec §(AB+B*A*) € H(X) et %(B*A*—AB) € H(X) pour calculer (AB)*.
Il vient

1
(AB) = S(AB + B"A") - z’%(B*A* — AB) = B*A".

Théoréme 65. Soit X un espace de Banach tel que J (X)) est une algébre.

Supposons que 52713 (0) C 52*173* (0) pour un couple d’opérateurs (A, B)

dans J (X) et que X = (X5 +iXy) € J(X)N (52713 (0) avec X1,Xs €

(5(_31714)’0173) (0), alors on a
A+ B[ <A+ B - [X* X]||.

Preuve. Soit X € J(&X)N 52713 (0), alors 64 5 (X) = 0, d’ou d’apreés
les hypothéses on aura 04+ g« (X) = 0, et si on prend I'adjoint de deux
cotés de cette derniere égalité et en utilisant le lemme précédent on obtient
dp.a(X*)=0.

D’une part on a
SarB(X) = 6pa(X)=(A+B)X — X (A+ B)

=AX+BX - XA—-XB-BX+XA=AX-XB=0
D’ou

Surn(X) = 0p.a4(X) = 0. (5.1)

D’autre part on a

X'B-—AX"+BX"—X"A+AX* - X"B =0,
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car BX*— X*A =0, dot (B— A)X* — X*(A— B) + (AX* — X*B) = 0, i.e
dB—a),(A-B)(X*) + 04 (X*) = 0. Comme Xy, X, € 5(_191—A),(A—B) (0), alors
X* e 5(‘31_14)7

(0) et il vient donc 645 (X*) = 0. ie. X* € 6,  (0).

(A-B) (A,B

Alors d’apres les hypothéses X* € 5(_141*73*) (0), i.e A*X* — X*B* = 0.
Si on prend l'adjoint dans cette derniére égalité et en utilisant le lemme
précédent autre fois on obtient XA — BX = 0 et donc dp 4(X) = 0. En
revenant a (5.1) on obtient d4,5(X) = 0; on a également 04, 5(X*) =0
d’ott X est bien dans 6, 5 (0).

ie. 0x, (A+ B)=0x,(A+B)=0.

D’aprés ([53] corollaire 8)
A+ Bl < min{[|A+ B = dx, V)|, |4+ B = dx, (Y)[|}

pour tout Y € J(X). En choisissant ¥ = 2iX, dans d0x, (V) il vient

dx, (Y) = [X* X], et par suite
A+ B| <[[A+ B —[X",X]|.
En faisant A = B = %I ou I est I'identité, on obtient le corollaire suivant

Corollaire 66. Soit X un espace de Banach, si J (X) est une algébre, alors
on a

I[X™*, X]—1I]| > 1 pour tout X € J (X).

Remarque 67. Avec Le théoréme 65, on récolte le théoréme 2.1 de [Duggal

18| comme cas particulier.
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Théoréme 68. Soient A et B dans l’algebre B (H), si Ay (0) C A(_AIB)* (0)

alors pour tout X € A5 (0) AL ()N B(H) on a
IAB| < [[AB —[|X], [X*]II,

Preuve. On démontre que A%'; (0) () Azl (0) est inclu dans A (0).
Soit X € AL'5 (00N AL, (0), alors AXB— X =0 et BXA—X =0.
En composant cette derniére égalité par A & gauche, puis par B a droite on
obtient ABXAB — AXB =0, mais AXB = X,dou ABXAB—-X =0, et
par conséquent X € A p (0).
Donc si un élément X € Ay'; (0) ﬂAg}A (0), alors il est forcement dans
A5 (0), en utilisant les hypothéses on obtient X € A(_AIB)* (0).

En appliquant ([18] Duggal, Th 2.6) on obtient
|AB|| < |AB — [|X], [X*[]]| -

Si X est un espace de Hilbert complexe séparable de dimension infinie,
GL (X) dénote 'ensemble des éléments inversibles dans B (X'), on obtient

le résultat suivant

Théoréme 69. Soient A, B € B(X), donc les assertions suivantes sont
équivalentes

(1) L’équation AX — X B =1, ou I est [’élément identité dans B (X'), admet
une solution (i.e. I € R(0ap)).

(1) Il existe un opérateur inversible W dans R (dap) qui commute avec A
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ou B.

(iii) R (6a,5) D GL (X)n [{A} U{BY}].
Preuve. (iii) = (ii) est évidente car
GL(X)n [{AY U{B}] #0

a cause du fait
I€GL(X)n [{AY u{B}].
(1) = (i)
Soit W € GL(X) N [{A} U{B}] et X € B(X) tel que AX — XB = W.

Supposons que W € {A} et soit Y = W~'X, donc
AY —YB=AW'X - W 'XB =

=W AX - XB)=W'W =1.

(1) = (di7) Soit X € B(X) tel que AX — XB = [ et soit
We GL(x) N [{AY U{BY].
supposons que W € {B} et soit Y = XW, donc il vient
AY —YB =AXW — XWB = (AX — XB)W =W,

dott W € R(545).



Conclusion

Le domaine de 'analyse fonctionnelle représente une partie trés inté-
ressante des mathématiques fondamentales, mais aussi des mathématiques
appliquées telles que la théorie des approximations et la résolution des équa-
tions opératorielles, qui sont des techniques indispensables pour les cher-
cheurs dans plusieurs domaines des sciences et techniques.

Dans ce travail on a étudié :

1. ’équation d’opérateurs AX — X B = C ou A et B sont des opérateurs bor-
nés agissant sur l'espace de Hilbert, en généralisant les travaux de E.Roth
[39] et M.Rosenblum [37].

2. Les équations d’opérateurs AXB — XD = E et AXB—-CXD = FE ou
A, B,C.D et E sont des opérateurs bornés sur I'espace de Hilbert. A notre
connaissance ces équations n’ont pas été résolues dans la littérature.

3. La relation entre les solutions de ces équations et les données, ce qui nous
sert a étudier la stabilité des solutions, et sous quelles conditions on peut
assurer l'existence et I'unicité de ces solutions.

4. Des nouvelles inégalités de dérivations pour des opérateurs sous normaux

sont également démontrées pour les normes unitairement invariantes (voir

90
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Chapitre 4).
5. La généralisation de quelques résultats qui sont relatifs a 1’orthogonalité

au sens de Birkhoff dans les espaces de Banach (voir Chapitre 5).
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