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Contributions a I’étude des groupes quantiques
de permutations

Résumé

Dans cette these nous étudions le groupe quantique d’automorphismes des
graphes finis, introduit par Banica et Bichon.

Dans un premier temps nous montrerons un théoreme de structure du groupe
quantique d’automorphismes du produit lexicographique de deux graphes finis
réguliers, qui généralise un résultat classique de Sabidussi. Ce théoreme donne une
condition nécessaire et suffisante pour que ce groupe quantique s’exprime comme
le produit en couronne libre des groupes quantiques d’automorphismes de ces deux
graphes.

Dans un deuxieme temps, nous expliciterons certaines améliorations de résul-
tats de Banica, Bichon et Chenevier permettant d’obtenir des critéres de non
symétrie quantique sur les graphes, a 'aide des outils développés par les auteurs
susmentionnés.

Enfin, pour poursuivre ces recherches, nous développerons une autre méthode
utilisant la dualité de Tannaka-Krein et inspirée de ’étude des groupes quantiques
compacts orthogonaux par Banica et Speicher. Celle-ci nous permettra, a 1'aide
d’une étude orbitale approfondie des graphes sommets-transitifs, d’énoncer une
condition suffisante pour qu’un graphe ait des symétries quantiques; condition qui
a vocation a étre aussi nécessaire mais ceci reste une conjecture a ce stade.

Mots clés

Groupes quantiques, groupes quantiques d’automorphismes, symétries quan-
tiques, produit lexicographique, théorie des graphes, algebre non commutative.
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Contributions to the study of quantum
permutation groups

Abstract

In this thesis we study the quantum automorphism group of finite graphs,
introduces by Banica and Bichon.

First we will prove a theorem about the structure of the quantum automor-
phism group of the lexicographic product of two finite regular graphs. It is a
quantum generalization of a classical result of Sabidussi. This theorem gives a ne-
cessary and sufficient condition for this quantum group to be discribe as the free
wreath product of the quantum automorphism groups of these two graphs.

Then, we will give some improvement of Banica, Bichon and Chenevier results,
to obtain a quantum non-symmetry criteria on graphs, using tools developped by
the above authors.

Finally, to continue this research, we will describe another method using Tannaka-
Krein duality and inspired by the study of orthogonal compact groups by Banica
and Speicher. This will enable us, with a thorough orbital study of vertex-transitive
graphs, to state a sufficient condition for a graph to have quantum symmetries ;
condition which is intended to be also necessary but this remains conjecture at
this point.

Keywords

Quantum groups, quantum automorphism group, quantum symmetry, lexico-
graphic product, graph theory, noncommutative algebra.
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Introduction

Dans un exposé au Congres international des mathématiciens en 1986, Drinfel’d
définit la catégorie des groupes quantiques comme la catégorie opposée a celle des
algébres de Hopf (non nécessairement commutatives). A la méme époque, Woro-
nowicz introduisit la notion de groupe quantique compact. Ensuite Wang donnera
de nombreux exemples de groupes quantiques compacts, dits groupes quantiques
compacts [ibres. Il répondit notamment a la question d’Alain Connes en 1995 qui
posait le probleme suivant : "Quel est le groupe quantique d’automorphismes d’'un
espace 7" (ici la notion d’espace est a prendre au sens de la géométrie non commu-
tative [18]) dans le cas ou l'espace est I'ensemble {1,...,n}. En effet la catégorie
des groupes agissant sur {1,...,n} a un objet universel : le groupe de permu-
tations S,,, et Wang découvrit en 1998 qu’en remplacant "groupes" par "groupes
quantiques compacts" la catégorie résultante a aussi un objet universel : le groupe
quantique de permutations S;". Pour n = 1,2,3 on a en fait simplement, S =S,
mais pour n > 4 non seulement S;" n’est pas un groupe classique mais en plus il
est infini.

Les motivations originales pour étudier cet objet mathématique (expliquées
dans [3, 4, 5, 9]) viennent de certains aspects combinatoires des sous-facteurs, des
probabilités libres et des liens qu’il y a entre ces groupes quantiques de permuta-
tions et les modeles "2-box", "spin-model" et "meander" en mécanique statistique
(voir [16, 19, 21]).

Ce que l'on connait le mieux de S est sa théorie des représentations puisque
peu de temps apres la découverte de Wang, Banica montra que les groupes quan-
tiques de permutations avaient les mémes regles de fusion que SO(3), dans [2].
Cela lui permit de résoudre un certain nombre de questions et en particulier de
montrer que S; n’est pas moyennable pour n > 5. Le cas n = 4 est alors assez
singulier puisqu’avec Bichon ils ont pu montrer que S;” ~ SO_(3), ot SO_;(3) est
une g-déformation de SO(3) pour ¢ = —1 (voir [22]), résultat qu'ils ont utilisé pour
classifier I'ensemble des sous-groupes de Si dans [8]. Le cas n > 5 est certainement
beaucoup plus difficile a comprendre a cause du caractere non moyennable. Notons
que S, est cependant K-moyennable, d’apres un travail récent de Voigt ([33]).



2 INTRODUCTION

Les travaux sur S;F, et sur les groupes quantiques libres en général, se concentrent
souvent sur les modeles matriciels ([9, 10]), les actions ergodiques ([15, 30]) et
I'analyse harmonique ([31, 32]) mais 1'étude des sous-groupes de S reste un
probléme important. En plus du cas n = 4 ([8]) ce probleme a été étudié dans
[3, 4,5, 6, 7, 13, 14] par Banica et Bichon. La notion importante qui permet d’ob-
tenir une famille naturelle de sous-groupes de S est celle de groupe quantique
d’automorphismes d’un graphe fini. De la méme maniere que le groupe d’auto-
morphismes d’un graphe X a n sommets, noté Aut(X), est un sous-groupe de
S,, ; Banica et Bichon définissent la notion de groupe quantique d’automorphismes
d’un tel graphe, noté Gy, qui est par construction un sous-groupe quantique de
S, Ces groupes quantiques agissent naturellement sur {1,...,n} et ¢’est notam-
ment en exploitant les propriétés de cette action que Banica, Bichon et Chenevier
vont donner de nombreux résultats sur ces groupes quantiques d’automorphismes
dans [5, 6, 7, 14].

Les définitions de S;' et Gx sont abstraites et correspondent respectivement
aux algebres de Woronowicz notées Ag(n) et A(X).

Deux questions principales sont alors au centre de nos recherches.

1. Par définition on a toujours Aut(X) C Gx C S mais a quelle(s) condi-
tion(s) sur X cette premiere inclusion est-elle une égalité ? Cela, de maniere
équivalente, revient a savoir quand est-ce que A(X) est commutative.

2. Lorsque Aut(X) C Gx C S quelle est la structure et quelles sont les pro-
priétés de Gx 7

La deuxieme question a surtout été abordée dans le cas des graphes qui s’écrivent
sous forme de produit (direct, cartésien, lexicographique..) de deux graphes plus pe-
tits. L’objectif est alors de trouver des conditions qui permettent d’écrire A(X xY)
en fonction de A(X) et A(Y') lorsque * désigne un produit sur les graphes. Dans
cette these nous nous intéresserons tout particulierement au cas du produit lexi-
cographique X o Y.

Une partie importante de nos recherches est ensuite consacrée a la premiere
question. Dans un premier temps nous avons cherché a y répondre en utilisant
les méthodes developpées par Banica, Bichon et Chenevier mais plusieurs types
de graphes leur résistaient fortement, en particulier le graphe de Petersen et les
graphes circulants de type grand par rapport au nombre de sommets. Il fallait
donc mettre en oeuvre un nouveau moyen d’étudier les symétries quantiques de
ces graphes. C’est la lecture de Darticle [11] qui nous a beaucoup inspiré. Dans
celui-ci les auteurs utilisent la dualité de Tannaka-Krein pour étudier les groupes
quantiques compacts orthogonaux, déformations de groupes de Lie orthogonaux,
contenant S;7. La dualité de Tannaka-Krein leur a permis d’établir une correspon-
dance bijective entre ces groupes quantiques et des sous-espaces d’espaces d’entre-
laceurs décrits a 1’aide de partitions non croisées de {1,...,k}. Nous avons donc
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utilisé cette méme idée pour I'étude des symétries quantiques des graphes finis
sommets-transitifs, ce qui revient cette fois a considérer des espaces qui contiennent
ces espaces d’entrelaceurs décrits par les opérateurs associés a ces partitions non
croisées. La description de ces espaces est alors intimement liée a 1’étude des or-
bites des actions diagonales de Aut(X) C S, sur [1,n]**. Nous pensons méme qu'il
existe une maniere tres concrete de les décrire a l'aide d’opérateurs associés a des
partitions de type "colorées".

i

ii.

1il.

Les contributions principales de cette these sont les résultats suivants.

La généralisation d'un résultat classique de Sabidussi [29], a savoir une condi-
tion nécessaire et suffisante pour que le groupe quantique d’automorphismes
d’un produit lexicographique de graphes finis réguliers soit isomorphe au pro-
duit en couronne libre des groupes quantiques d’automorphismes de ces graphes
(théoréme 3.2.6). Ce résultat a fait 'objet de I'article [17], publié dans le Jour-
nal of Algebra.

Diverses améliorations ou variations sur des résultats de non symétrie quan-
tique de Banica, Bichon et Chenevier (théoréme 4.1.7, théoréeme 4.3.10, pro-
positions 5.4.29 et 5.4.30).

Des criteres "orbitaux" de non symétrie quantique : théoremes 5.4.23 et 5.4.38.
L’intérét de ces criteres est qu’ils sont vérifiables facilement en utilisant des
outils informatiques (pour peu que 'on sache bien décrire les groupes d’auto-
morphismes usuels). Ils sont obtenus grace a une étude approfondie des espaces
d’entrelacements via la dualité de Tannaka-Krein. On peut également espé-
rer que cette étude, qui souleve de nombreuses conjectures, sera utile pour de
futures recherches.

Ce manuscrit s’articule en six parties.

e Chapitre 1 : On commence par rappeler les définitions d’algebres de Wo-
ronowicz et de groupes quantiques compacts, définitions a partir desquelles
les notions de groupe quantique de permutations et d’algebre quantique de
permutations peuvent étre décrites. Le n-iéme groupe quantique de permu-
tations, S, est alors le plus grand groupe quantique qui agit sur n points,
de maniére analogue a S, qui est le plus grand groupe a agir fidelement
sur {1,...,n}. L'objet d’étude important, As(n), est I'algebre associée &
S selon la formule heuristique Ag(n) = C(S;)). Les algebres quantiques
de permutations sont alors les algebres de fonctions sur les sous-groupes
quantiques de S;F c’est a dire les quotients de Ag(n).

On rappelle aussi des résultats sur les représentations de ces groupes quan-
tiques de permutations.
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e Chapitre 2 : On introduit la notion de groupe quantique d’automorphismes
d’un graphe fini, définie par Banica et Bichon, analogue du groupe d’au-
tomorphismes classique Aut(X). L’algebre correspondante, A(X), sera au
centre des recherches de cette these. On présente alors le probleme qui
sera I'un des fils rouges dans ce manuscrit. Le groupe quantique d’auto-
morphismes d'un graphe est-il égal a son groupe d’automorphismes au sens
usuel 7 Autrement dit, A(X) est-elle commutative ?

On examine ensuite comment les algebres A(XUY'), A(X xY) et A(XOY)
peuvent étre décrites en fonctions de A(X) et A(Y), ou X et Y sont des
graphes finis et "x" et "[J" des produits sur les graphes que nous décrirons.

e Chapitre 3 : Cette partie sera essentiellemnt consacrée a notre premier ar-
ticle traduit en francais. Il s’agit d’étudier 'algebre A(X oY) ou X oY est
le produit lexicographique de X et Y. Un analogue d'un théoreme de Sa-
bidussi dans le cas classique sera établi. Il donne des conditions nécessaires
et suffisantes sur X et Y pour que A(X oY) soit isomorphe au produit en
couronne libre de A(X) et A(Y), analogue du produit en couronne sur les
groupes.

e Chapitre 4 : 1l sera ici question de I’étude de A(X) dans le cas ou X est un
graphe circulant, c¢’est a dire lorsque Aut(X) contient un n-cycle ot n est le
nombre de sommets de X. Cette étude permettra de prolonger les travaux
de Banica, Bichon et Chenevier dans [6] et [7] en utilisant les outils qu’ils
ont introduit. Nous appliquerons en particulier ces résultats pour traiter
les symétries quantiques des p-graphes circulants de type 4 et 6 (a une
exception pres).

e Chapitre 5 : Cette partie constitue le coeur de cette these, on y déve-
loppe une nouvelle fagon d’étudier I'algebre A(X) en utilisant la dualité
de Tannaka-Krein. Celle-ci nous permet d’associer a A(X) une collection
d’espaces d’entrelacements, C4(x). L'objectif est alors de trouver une des-
cription la plus explicite de C'y(x) qui permette de caractériser au mieux la
commutativité de A(X).

Pour cela nous commencerons par introduire deux espaces vectoriels, T~
et 755, associés & un graphe fini X. Il s’agit d’espaces matriciels engendrés
par les endomorphismes caractéristiques des orbites de [1,n] x [1,n] pour
deux actions différentes utilisant Aut(X) et dy, la matrice d’adjacence de
X.

Ensuite nous définirons les notions de graphes B-cohérents, B-clos et B-
complets pour décrire certaines propriétés de T et T5~.
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Pour finir, dans le cas particulier des p-graphes circulants avec p premier
puis dans le cas le plus général des graphes sommets-transitifs, nous donne-
rons des conditions suffisantes pour que A(X) soit commutative et conjec-
turerons une condition nécessaire et suffisante.

e Chapitre 6 : Dans cette derniére partie nous ferons un bilan des résultats de
cette these et nous dresserons une liste non exhaustive de questions ouvertes
pour poursuivre ces recherches.






Chapitre 1

Rappels

1.1 Groupes quantiques compacts

Pour commencer voici les rappels de base sur les groupes quantiques. Les livres
[22, 27] sont de bonnes références sur le sujet. Toutes les algebres dans cette these
seront supposées unitaires, comme les morphismes d’algebres. ® correspondra au-
tant au produit tensoriel minimal des C*-algebres qu’au produit tensoriel algé-
brique, il n’y aura pas de confusion.

Définition 1.1.1. Une algébre de Woronowicz est une C*-algebre A munie d'un
sx-morphisme A : A - A ® A qui satisfait une condition de coassociativité et une
loi d’annulation :
(A®id)oA=(1d®A)o A
AA)J A=A A=AA)(1®A)
Le morphisme A est appelé comultiplication de A.

La catégorie des algebres de Woronowicz est définie de maniere évidente. Une
algebre de Woronowicz commutative est isomorphe a C'(G), 1'algebre des fonctions
continues sur un groupe compact G, unique a isomorphisme pres. La catégorie
des groupes quantiques compacts est définie comme la catégorie duale de celle des
algebres de Woronowicz. Ainsi a chaque algebre de Woronowicz A correspond un
unique groupe quantique compact G selon la formule heuristique suivante A =
C(G).

La définition originale de Woronowicz pour les groupes matriciels compacts
[36] est la plus utile pour produire des exemples concrets, et nous avons le résultat
fondamental suivant [37].

Théoréme 1.1.2. Soit A une C*-algébre munie d’un x-morphisme A : A — ARQA.
Alors A est une algebre de Woronowicz si et seulement si il existe une famille de
matrices unitaires (uy)aen € Ma, (A) qui satisfont les trois conditions suivantes :

7



8 1. Rappels

1. La sous x-algebre Ag engendrée par les entrées ufj de la matrice (u*)xep est
dense dans A.

2. Pour e N eti,je{l,....d\}, on a Au)y) = S u)), ® up;-

3. Pour X € A, la matrice transposée (u*)! est inversible.

En fait, la x-algebre A, dans le théoréme est canoniquement définie et est
une algebre de Hopf compacte c’est a dire une x-algebre de Hopf dont tous les
comodules de dimension finie sont équivalents aux unitaires (voir [22, 27]). La
counité et 'antipode de Ay, notés respectivement € et S, font références a la counité
et a 'antipode de A. La x-algebre de Hopf Aq est appelée l'algebre des fonctions
représentatives sur le groupe quantique compact G, dual de A, avec la nouvelle
formule heuristique A9 = O(G).

Réciproquement, en partant d’une algebre de Hopf compacte, en prenant la
C*-complétion universelle on obtient une algebre de Woronowicz, voir [22, 27]. En
fait il y a potentiellement plusieurs C*-normes sur Ay mais cette question ne nous
concernera pas dans la suite.

Naturellement, un groupe quantique (compact) H C G correspond a un mor-
phisme surjectif d’algebres de Woronowicz C'(G) — C(H), ou a un morphisme
surjectif de x-algebres de Hopf O(G) — O(H).

Pour plus d’exemples, en particulier les ¢-déformations des groupes de Lie
compacts classiques, voir [22, 27]. Dans cette these, nous nous intéresserons a
I'exemple fondamental suivant que nous devons a Wang [35]. Commengons par un
peu de terminologie. Une matrice u € M, (A) est dite orthogonale si u = u (ou
U;j = u;;) et uu’ = I, = u'u. Une matrice u est dite magique unitaire si toutes ses
entrées sont des projections, que sur chaque ligne et chaque colonne ces projections
sont orthogonales et que la somme des éléments de chaque ligne et chaque colonne
vaut 1. Une matrice magique unitaire est toujours orthogonale.

Définition 1.1.3. La C*-algebre A;(n) est définie comme la C*-algeébre universelle
engendrée par les variables (u;;)1<; j<n, avec les relations qui font de v = (u;;) une
matrice magique unitaire.

La C*-algebre A(n) admet une structure d’algebre de Woronowicz donnée par

n
Aluy) =D i @ ugg, () =0y, S(uiy) = uy
k=1
Le groupe quantique compact associé est noté S, i.e.

As(n) = C(S7), ou Ay(n)o = O(S,)

Ag(n)o étant I'algebre engendrée par les (u;;)1<; j<n-
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Remarque 1.1.4. Pour n = 2 et 3 on obtient les algebres de fonctions classiques
sur S, et S3 c’est a dire
SQ - S;r, Sg - S;r

Pour n > 4 on montre facilement que ce n’est pas le cas et que Ag(n)y est de
dimension infinie.

Définition 1.1.5. Une algebre quantique de permutations est un quotient d’al-
gebre de Woronowicz de Ag(n) pour un certain n (on parlera de n-algebre quan-
tique de permutations pour spécifier la valeur de n). De maniére équivalente c’est
une algebre de Woronowicz engendrée par les coefficients d'une matrice magique
unitaire.

Nous en venons a présent aux actions des groupes quantiques, étudiées dans
[28]. Elles correspondent aux coactions d’algebres de Woronowicz. On rappelle que
si B est une C*-algebre, une coaction (a droite) de 'algebre de Woronowicz A
sur B est un x-homomorphisme o : B — B ® A qui satisfait la condition de
coassociativité et

a(B)(1® A)=B® A

On dispose alors d'une action naturelle du groupe quantique S;¥ sur {1,...,n},
c’est a dire d'une coaction de A4(n) sur C", via le morphisme « suivant :

a:C" — C"® As(n)

n
e Y e ®uj

Jj=1

ou ey, ...,e, est la base canonique de C".

Wang a étudié les actions des groupes quantiques compacts sur des C*-algebres
de dimension finie dans [35], ou la propriété universelle suivante de l'algebre de
Woronowicz Ag(n) est démontrée.

Théoréme 1.1.6. [[35], Theorem 3.1] L’algebre de Woronowicz As(n) est l'algébre
de Woronowicz universelle qui coagit sur C" au sens suivant. Soit H une algébre
de Woronowicz qui coagit sur C" via f: C" — C" ® H. Alors il existe un unique
morphisme d’algébres de Woronowicz f : As(n) — H tel que (iden ® f) o = 3,
c’est a dire tel que le diagramme suivant commute

b Cr@ H

C"® As(n)

CTL
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Cette propriété universelle de Ag(n) signifie en d’autres termes que S, est le
plus grand groupe quantique compact qui agit sur n points. Pour cette raison S
est appelé le n-iéme groupe quantique de permutations.

De maniere équivalente ce théoreme de Wang nous dit que toute algebre de
Woronowicz qui coagit fidelement sur C™ est un quotient d’algebre de Woronowicz
de A4(n), et montre que les groupes quantiques qui agissent fidelement sur n points
correspondent donc aux algebres quantiques de permutations.

En particulier on a un morphisme surjectif d’algebres de Woronowicz As(n) —
C(S,), d’ou l'inclusion des groupes quantiques suivants : S,, C S;I. Plus concrete-
ment l'existence du morphisme surjectif As(n) — C(S,) vient du fait que C(S,)
est la C*-algebre commutative universelle engendrée par les entrées d’une matrice
magique unitaire. Voir [35] pour plus de détails.

1.2 Représentations des groupes quantiques S,

Dans cette partie nous énongons des résultats sur les représentations de S;.
Pour cela on rappelle que les représentations d’un groupe quantique compact G
correspondent aux comodules sur I'algebre de Hopf cosemisimple O(G). Les repré-
sentations irréductibles étant alors les O(G)-comodules simples. Ainsi 1’étude des
représentations de S revient a 1’étude des O(S;)-comodules simples et des regles
de fusions entre ces derniers, c’est a dire la décomposition en O(S;)-comodules
simples du produit tensoriel de deux O(S;)-comodules simples. Pour plus de pré-
cisions voir [2].

Dans la suite on suppose n > 4 car pour n = 2 et 3 il s’agit de résultats simples
sur les représentations irréductibles de Sy et Ss.

Dans le cas classique on dispose de la représentation naturelle de S,, sur C" qui
consiste a associer a une permutation la matrice de permutation correspondante.
Celle-ci se décompose en deux représentations irréductibles : la représentation tri-
viale sur Vj = Vect(> e;) et une représentation irréductible de degré n — 1 sur

V =Vi-={(e1,...,e,) | X e; =0} On a alors un résultat équivalent pour S; a
partir de la représentation (qui sera dite naturelle) de S;" issue de I’action naturelle
de S;f sur {1,...,n} qui montre que C" est un O(S;")-comodule.

Proposition 1.2.1. L’espace C" est un O(S;")-comodule naturel via
oz(ei) = Z ej X 'Lbji
=1

qui se décompose en somme directe de deux O(S;)-comodule simples, Vi et Vi oi
Vo est le O(S;7)-comodule trivial.
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On note py et p; les deux représentations irréductibles de S associées res-
pectivement a Vy et V;. Le théoréme suivant, issu de [2], montre que toutes les
représentations irréductibles de S;” peuvent étre construites & partir de pgy et p; en
énoncant les regles de fusion de ces représentations irréductibles de S;f.

Théoréme 1.2.2. [[2], Theorem 4.1] Les représentations irréductibles de S peuvent
étre indéxées par l'ensemble des entiers : Rep;,,.(S;) = {pn | n € N} et les p, vé-
rifient la relation suivante pour tout k > 2,

Pk—1 @ P1 = Pk—2 + Pr—1 + Pk
soit pour tout k,s € N,
Dk & Ps = Plk—s| + Plk—s|+1 T == * + Pikts—1 + Pk+s

Application 1.2.3. On obtient par exemple que les représentations irréductibles
du groupe quantique S5~ sont de dimensions 1,4, 11,29, 76...

Pour davantage de résultats sur les représentations des groupes quantiques on
pourra voir [7], [12], [20] et [22],






Chapitre 2

Groupes quantiques
d’automorphismes d’un graphe

2.1 Définitions et premieres propriétés

Pour commencer voici les notations que nous utiliserons sur les graphes. On
considere X, un graphe simple : c’est a dire fini, non orienté, sans boucles ni arétes
multiples. Lorsque X a n sommets ils seront numérotés {1,...,n}. On confondra
souvent X et 'ensemble de ses sommets et on dira que X est d’ordre n. Le graphe
complémentaire de X sera noté X Si 7 et j sont deux sommets de X on utilisera
la notation ¢ ~x j quand 7 et j sont reliés par une aréte dans X et i 4y j quand
ils ne le sont pas (ou simplement i ~ j quand il n’y a pas de confusion possible
sur X).

Si i est un sommet de X, on note Vx(i) I'ensemble des voisins de ¢ dans X
et Wx (i) := (Vx (i) U {i})¢ = Vxe(i) (ou V(i) et W(i)). Pour les cardinaux nous
utiliserons aussi les notations suivantes : A(7) = |V(i)|, a(i) = WW(7)|. On dit que
X est régulier si A\(7) ne dépend pas de i € X, dans ce cas les notations A(X) et
a(X) ont du sens. L'entier A(X) est appelé la valence du graphe X.

Pour finir on note Aut(X) le groupe d’automorphismes de X et dy sa matrice
d’adjacence dont la définition est la suivante.

Définition 2.1.1. La matrice d’adjacence dy = (d;;) associée au graphe X est un
élément de M,,({0,1}) défini par d;; = 1 si les sommets ¢ et j sont reliés par une
aréte et 0 sinon.

Si o est un élément de S,, on note P, € M, ({0, 1}) la matrice de permutation
associée, définie par

P :{ 1 sii=o(j)

0 sinon

13
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On a alors la caractérisation suivante des éléments de Aut(X).

Proposition 2.1.2. Soit 0 € S,,, alors

o€ Aut(X) <— dx P, = P,dx

Cette caractérisation dans le cas classique amene a la définition naturelle sui-
vante du groupe quantique d’automorphismes d’un graphe fini, voir [3].

Définition 2.1.3. A un graphe fini X on associe Palgebre quantique de permuta-
tions suivante :

A(X) = As(n)/{dxu = udx)

ou n est le nombre de sommets de X.

Le groupe quantique associé a A(X) est le groupe quantique d’automorphismes
de X, noté Gy. Par définition c’est un sous-groupe quantique de S, ce qui justifie
I'utilisation des graphes pour obtenir des groupes quantiques de permutations.

Ainsi nous avons ce diagramme commutatif composé d’algebres de Worono-
wicz :

A(X) = C(Gx)

| l

C(S,) C(Aut(X))

la noyau du morphisme de droite étant 'idéal engendré par les commutateurs de
A(X).

Exemple 2.1.4. Pour le graphe a n sommets sans aréte, noté X,,, on a A(X,,) =
Ag(n), done Gx, = S;I. De plus A(X¢) = A(X), car udxy = dxu et udxe = dxcu
sont deux égalités équivalentes lorsque u est magique unitaire. Ainsi le graphe
complet & n sommets, noté K,,, vérifie aussi A(K,) = As(n) et Gg,, = S,

Si X = (), est le graphe cyclique d’ordre n, on peut montrer que si n # 4 alors
A(C,,) est commutative, donc A(C,,) = C(Aut(C,,)) et ainsi Aut(C,,) = G¢, = D,
ou D, est le n-iéme groupe dihedral. Pour plus d’exemples voir [7].

Dans la proposition suivante ([14]) on s’intéresse aux différentes fagons de dé-
finir A(X) par des ensembles de relations.

Proposition 2.1.5. Soit X un graphe a n sommets et u = (u;j)1<i j<n une matrice
magique unitaire. Les ensembles de relations suivants sont équivalents.

1. qu = UdX
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2. Pour tout i,j € [1,n],

dou = Y Ui

kEWX ) kGWX )
3. Pour tout i, j, k,l € [1,n],
(i~ j etk 4l) = upuj =0 = ugu,

A partir de la coaction naturelle de A,(n) sur C" on obtient une coaction
naturelle de A(X) sur C" via

ej) = e ®uj
i=1
Proposition 2.1.6. Les espaces propres de dx sont stables par cette coaction.

n
Démonstration. Par définition on a a(e;) = 21 e; @ U;; ou u;; est 'image de wy;
1=

dans le quotient A(X). La matrice dx est symétrique donc diagonalisable et on
a la décomposition en espaces propres suivante, C" = @!_, E), (dx). On note
(x1,...,2,) une base adaptée. Puisque dx et u commutent les E), (dx) sont stables
par u et en notant @ = (g;;) (et Q' = (s;;)) la matrice de passage des e; aux x; on
a QuQ~" =/ = (uj;) ot v est une matrice par bloc correspondant aux E), (dx).

a(z;) = zn:SkiOé(ek)
k=1

n n

= Zskizeﬂ@@
= Zzsm <Z%$z>®ugk

k=1j5=1

= D u® (Zn: i Qlj%‘kSki)

j=1k=1

3

=1
n

!

= )z u,
=1

or les uj, sont nuls lorsque z; et x5 ne sont pas dans le méme sous-espace propre,
ce qui permet de conclure. O

Remarque 2.1.7. On retrouve ce résultat plus rapidemment en voyant que pour
tout A € C, (dx — Aid)u = u(dy — Aid), ce qui montre que dy — Aid est un
morphisme de O(S;)-comodules. Or le noyau d’un morphisme de comodules est
un sous-comodule de ’espace de départ ce qui donne le résultat.
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Un probleme important dans 1’étude des groupes quantiques de permutations
des graphes finis est de savoir si ils sont différents ou non du groupe d’automor-
phismes classique.

Définition 2.1.8. On dit que X n’a pas de symétrie quantique lorsque A(X) =
C'(Aut(X)), ce qui revient a dire que A(X) est commutative.

Une grande partie de cette these sera consacrée a I’étude des symétries quan-
tiques des graphes finis.

2.2 L’union de deux graphes finis

Dans cette these nous étudierons essentiellement des graphes sommet-transitifs.
Voici un des seuls résultats qui traite des groupes quantiques d’automorphismes
de graphes qui ne sont pas sommet-transitifs.

Proposition 2.2.1. Soient X, et Xy deux graphes réguliers de valences respectives
A1 et Ao et de matrices d’adjacence dx, et dx,. St Ay n’est pas valeur propre de
dx, et que \y n’est pas valeur propre de dx, alors

ot x est le produit libre des deux algebres.

Démonstration. On note n; et ny le nombre de sommets respectivement de X; et
Xy A(X7 U X5) est engendrée par les coefficients de la matrice magique unitaire

dx, 0 ).EnnotantU:<U1 U2>

U = (u;j) qui commute avec dx,ux, = ( 0 dy, U, U,

on obtient donc
Uidx, = dx, Uy, Usdx, = dx,Us, Usdx, = dx,Us, Usdx, = dx,Us
Puis en notant V := U3 on obtient

Ung1 = dX2U3 S Ve [1,712], VJ S [1,711], Z Vk,j = Z V;,k

kr~xgi k~xi g

Pour j fixé dans [1,n;] on somme les égalités ci-dessus sur ¢ € [1,ny] et on note
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C;(V) :== Y12, Vi ; pour obtenir ce qui suit :

no no no ng
22 V=2 2 Vi & 20> Vig= D0 X Vi
=1 k‘NX2i =1 k:Nle k=1 ’iNXQk kNle =1
& D V= 3 G(V)
k=1 ke,
& MCi(V)= > Cu(V)
k~x, g
<~ )\QC = XmC'
(V)
Cy(V
ouC = . . Donc C' est un vecteur propre de dyx, pour la valeur propre
Cn, (V)

Ay or par hypothese cela implique que C' = 0 c’est a dire C;(V) = 0 pour tout
J € [1,n1]. Or les coefficients des colonnes de V' sont des projecteurs orthogonaux
puisque U est magique unitaire. Cela implique que V' = Uz = 0. C’est exactement
la méme démonstration pour montrer que U, = 0 en utilisant cette fois le fait que

A1 n’est pas valeur propre de dy,. Donc finalement on obtient U = ( Uol ((]) )
4
magique unitaire telle que
Uidx, = dx, Uy, Usdx, = dx,U,

ce qui donne le résultat souhaité. O

Définition 2.2.2. Si G; et G, sont des groupes quantiques de permutations res-
pectivement inclus dans S;fl et S on note Gi%G, le sous-groupe quantique de
Sy o, associé & lalgebre C'(Gy) * C(Ga) c'est a dire tel que

C(G1) * C(Ga) = C(G1%Ga)

Remarque 2.2.3. La proposition précédente permet en particulier de dire que,
sous certaines hypotheses relativement faibles, une union de graphes finis non
isomorphes a des symétries quantiques méme si les graphes en question n’en ont
pas.

2.3 Deux produits commutatifs sur les graphes

Plusieurs graphes peuvent s’écrire comme produit de graphes plus petits et 'on
peut souvent exprimer le groupe des automorphismes du produit en fonction de
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ceux des graphes plus petits. On souhaite donc traiter la question des symétries
quantiques de ces produits.

Dans cette sous-partie nous rappelons ’étude faite par Banica et Bichon dans
[7] pour deux produits commutatifs sur les graphes. Un troisieme produit, cette
fois non commutatif, sera étudié dans la partie suivante.

Définition 2.3.1. Soient X, Y deux graphes finis. Le produit direct X x Y a pour
ensemble de sommets X X Y et

(i,a) ~ (j,f) == i~jet a~p.

Définition 2.3.2. Soient X,Y deux graphes finis. Le produit cartésien XY a
pour ensemble de sommets X X Y et

(t,a) ~ (j,f) <= (i=jeta~p) ou (i~jeta=/).
Cela permet d’obtenir de nombreux graphes et en particulier on notera
Pr(X) = K,0X

le prisme de base X.

On a des injections canoniques
Aut(X) x Aut(Y) C Aut(X xY)

Aut(X) x Aut(Y) C Aut(XOY)

et on souhaite avoir un résultat similaire sur les algebres quantiques de permuta-
tions associées aux graphes.

Proposition 2.3.3. [[7], Proposition 4.1] Il existe des morphismes surjectifs d’al-
gebres de Woronowicz

AX X Y) —= A(X) ® A(Y)
AXOY) —= A(X) @ A(Y)

Remarque 2.3.4. La démonstration utilise essentiellement que dyx vy = dx®dy et
dxny = dx®1+1®dy grace a I'identification canonique C(X xY) = C(X)C(Y).

Théoréme 2.3.5. [[7], Theorem 4.1] Soient X etY deux graphes connezxes régu-
liers. Si les spectres de dx, {\;}, et de dy, {ur}, ne contiennent pas 0 et satisfont

hoti) -0



2.3 Deux produits commutatifs sur les graphes 19

alors A(X xY) ~ A(X)® A(Y).

Si ces spectres satisfont

i =30 {pe — i} = {0}
alors A(XOY) ~ A(X) ® A(Y).

Corollaire 2.3.6. [[7], Corollary 4.1] En regardant les spectres de K, et C, on
obtient

x K,) ~ A(K,,) ® A(K,) pour m # n.
K,)) = C(Zy) ® Ag(n) ~ C(Zy x S).
)) =~ C(Zy) @ C(D,,) ~ C(Ds,) pour n impair.
Pr(Cy)) =~ C(Zs) ® Ay(4) = C(Zy x Sf).

Remarque 2.3.7. Pour le dernier on utilise que Pr(Cy) = Ky x Kjy.

Ainsi pour n < 11 cela donne les groupes quantiques d’automorphismes des
graphes Pr(Cy), Pr(Cjs) et Pr(Kj) qui sont respectivement Sy x Zy, Dyg et S5 X Zs.

Les théoremes précédents ne permettent pas de traiter les cas X = Y. En
revanche pour X = K3, le graphe K3 x K3 = K3[1K3, appelé Tore, peut étre traité
a l'aide de calculs dans le méme esprit que dans la démonstration du théoréme
4.1.5 a venir.






Chapitre 3

Etude du produit lexicographique
de deux graphes finis

Cette partie 3 est essentiellement la traduction en francais de larticle [17],
publié dans le Journal of Algebra. Dans ce dernier on étudie le groupe quantique
d’automorphismes du produit lexicographique, X oY, de deux graphes finis.

Le groupe d’aumtomorphismes de ce produit a été étudié dans le cas classique
par Sabidussi dans [29] ou il donne des conditions nécessaires et suffisantes sur
X et Y pour que l'on ait Aut(X oY) = Aut(X) ¢ Aut(Y) ot ¢ est le produit en
couronne sur les groupes.

Bichon a ensuite défini la notion de produit en couronne libre, *,,, qui s’ap-
plique aux algebres quantiques de permutations et permet de généraliser le produit
en couronne classique. Dans [14] puis [7] avec Banica ils obtiennent alors des condi-
tions suffisantes pour avoir

A(X oY) ~ A(X) %, A(Y)

Dans l'article [17] ont montre finalement que les hypotheses de Sabidussi sont
aussi nécessaires et suffisantes dans le cas quantique pour avoir l'isomorphisme
ci-dessus (cf théoreme 3.2.6).

Cette description du groupe quantique d’automorphismes comme un produit
en couronne libre pourra étre utile pour étudier les représentations et les proprié-
tés des opérateurs algébriques de ces groupes quantiques en utilisant les récents
résultats généraux sur les groupes quantiques qui s’expriment comme des produits
en couronne libre, récemment prouvés dans [24], [25] et [34].

21
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3.1 Le cas classique

Définition 3.1.1. Soient X,Y deux graphes finis. Le produit lexicographique
X oY a pour ensemble de sommets X x Y et

(,a) ~ (4, B) <= (a ~ B) ou (i ~ j et a = §)
Ce produit consiste a greffer un exemplaire de X a chaque sommet de Y.

Exemple 3.1.2. On note X, le graphe a n sommets sans aréte. Pour tout graphe
X, X o X, =nX est le graphe qui consiste en n copies déconnectées de X.

Exemple 3.1.3. Le graphe K5 o (5 est le suivant :

1
4/ 2&

s / N 9

4 10

\ /

6 —— 8
L
5 —m — 7

Pour décrire le groupe d’automorphismes du produit lexicographique de deux

graphes finis on a besoin du produit en couronne sur les groupes dont voici la
définition.

Définition 3.1.4. Soient G et H deux groupes finis et {2 un ensemble sur lequel
H agit. On note K le produit direct

K::HGw

weN

des copies de G, := G indéxé par (2. Alors I'action de H sur €2 s’étend de maniere
naturelle en une action de H sur le groupe K par

h.(9.) = (gh-1w), pour h € H et (g,) € [] Ga

weN

Alors le produit en couronne de G par H, noté G o H, est le produit semi-direct
de K par H. Le sous-groupe normal K de G g H est appelé la base de ce produit
en couronne.
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Notations 3.1.5. Si G est un groupe fini et H un sous-groupe du groupe de
permutations S,,, alors nous noterons simplement G ! H le produit en couronne
Glo H avec Q ={1,...,n}.

Pour le groupe d’automorphismes de X o Y, nous avons toujours l'inclusion
suivante :

Aut(X) 1 Aut(Y) — Aut(X oY)

(07,05 00, 07) = (i) = (05 (i), 07 (5))

ot o € Aut(X) pour tout k et 0¥ € Aut(Y).

Pour énoncer le théoréme de Sabidussi (de [29]), qui permet de caractériser les
cas ou le morphisme ci-dessus est un ismorphisme, on introduit deux nouveaux
ensembles sur X?2.

Sx = {(xg, 1) € X? | V(o) = V(x1) et zo # 21}
Tx = Sxe = {(zo,71) € X* | V(20) U {m0} = V(z1) U {21} et zo # 21}

Théoréme 3.1.6. [[29], p.694] Soient X, Y deuz graphes finis, on a l’équivalence
sutvante :

Aut(XoY) >~ Aut(X)NAut(Y) < ((Sy # 0 = X connexe) et (Ty # 0 = X° conneze))

3.2 Le cas quantique

Dans cette partie I’objectif est d’obtenir un résultat analogue au théoreme 3.1.6
dans le cas quantique. Pour cela nous verrons d’abord des cas particuliers issus de
[14] puis de [7] et enfin nous traiterons le cas général.

Ces résultats nécessitent d’introduire le produit en couronne libre sur les al-
gebres quantiques de permutations, analogue du produit en couronne sur les groupes.

Définition 3.2.1. Soient n € N* et A une algebre de Woronowicz. Le produit en
couronne libre de A par 'algébre quantique de permutations Ag(n) est le quotient
de la C*-algebre A*" x Ay (n) par 'idéal bilatére engendré par les éléments

vi(a)ug — ugivg(a), 1<i, k<n, a€ A,

ouy; : A— A" 1 <17 <n sont les x-homomorphismes canoniques.
La C*-algebre correspondante est notée A *,, Az(n).
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Théoréeme 3.2.2. [[14], Theorem 2.3] Le produit en couronne libre A *,, As(n)
admet une structure d’algébre de Woronowicz, avec pour a € A eti,j € {1,...,n},

Alugy) Z Uik, & U

k=1

i (v; @ vk)(Aa(a)).(up ® 1)

On peut naturellement étendre cette notion au cas A %, H, ou H est une
algebre quantique de permutations. Si A et B sont deux algebres quantiques de
permutations respectivement engendrées par les matrices magiques unitaires u et
v de taille p et n, alors A *,, B est aussi une algebre quantique de permuations
(quotient de A4(np)) dont la matrice magique unitaire qui ’engendre est donnée
par

w = (wia ) = (U4 vat)

(a)

ot les u® = (uij ) sont des copies de u et par définition du produit en couronne

libre on ajoute les relations de commutativité suivantes :
(@), _ (a)

En utilisant les propriétés des matrices magiques on remarque que A, B est aussi
engendrée par les u( 9 ot les Vab-
De plus la structure d’algebre de Woronowicz est donnée par

Au E;L)) - Z Ugg)vak ® Ugl;)7 e(u E;L)) = 0i5, S Zuﬂ Uba

(s,k)€[L,p]x[L,n]

Uab Z Vas & Usbh, E(Uab) = 5ab7 S(Uab) = Uba

Et en utilisant les propriétés des matrices magiques unitaires on obtient

n P
A(Wiq,jp) Z > Wiat @ Wijps  €(Wiagp) = 6ij0abs  S(Wiajb) = Wibia
=1 k=1
Pour finir cela nous permet de définir le produit en couronne libre sur les
groupes quantiques.

Définition 3.2.3. Soient G et H deux groupes quantiques de permutations. Le
produit en couronne libre de G et H, noté G . H est défini par

C(G) %, C(H) = C(G 1, H)
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Si X et Y sont deux graphes finis avec respectivement p et n sommets, on note
u = (Uij)1<ij<p € U = (Vap)1<ab<n les matrices magiques unitaires associées qui
engendrent respectivement A(X) et A(Y'). Le graphe X oY posséde np sommets
que 'on étiquette comme suit :

(iya), 1<i<p, 1<a<n
et que 'on ordonne de la fagon suivante :
L)<2,)<..<(pl)<(,2)<..<(p,2) <..<(L,n)<..<(pn)

On note alors Z = (Zj, ;) 1<ij<» la matrice magique unitaire qui engendre
1<a,b<n
A(X oY) et satisfait

A(Ziq0) = Z Ziajl @ Zijby  €(Ziajp) = 6ij0abs S (Ziajp) = Zibia
1<k<p
1<i<n

On a alors le résultat suivant issu de [7].

Proposition 3.2.4. [[7], Proposition 6.1] On a un morphisme surjectif d’algébres
de Woronowicz
AX oY) — A(X) %, AY)

donné par Ziq j» — u%z)vab.

SiY = X, est le graphe sans aréte a n sommets et X un graphe connexe, on
a (voir [5, 14]) I'isomorphisme

A(X 0 X,) = A(nX) ~ A(X) %, As(n)

Ensuite dans [7] le résultat suivant est démontré.

Théoréme 3.2.5. [[7], Theorem 6.2] Soient X, Y deuz graphes finis réguliers avec
X connexe. Si les spectres {\;} de dx et {u;} de dy satisfont la condition

{M=Aili AN {—n} =0
ot n et Ay sont l'ordre et la valence de X, alors A(X oY) ~ A(X) %, A(Y).

Et finalement voici la généralisation complete du théoreme de Sabidussi dans
le cas quantique.
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Théoreme 3.2.6. Soient X et'Y deux graphes finis réquliers.
Si [(Sy #0) = (X connezxe ) et (Ty # 0) = (X¢ conneze)], alors on a

AX oY) ~ A(X) %, A(Y)

l’isomorphisme étant réalisé par la surjection canonique de la proposition 3.2.4.

Remarque 3.2.7. Ce résultat est en fait une équivalence car si A(X oY) ~
A(X)*, A(Y) alors cette isomorphisme induit un isomorphisme sur les abélianisées
de ces algebres, de telle sorte que Aut(X oY) ~ Aut(X) ¢ Aut(Y'). Le résultat de
Sabidussi nous indique alors que les conditions ci-dessus sont satisfaites.

Pour démontrer ce théoreme nous utiliserons des idées similaires a celles du cas
Y = X, et X connexe de [14], méme si la structure générale est beaucoup plus
complexe.

Les conditions (Sy # () = (X connexe ) et (Ty # 0) = (X connexe) du
théoréme 5.3.16 seront appelées (HS) (Hypotheses de Sabidussi) dans la suite.

SiL,J € [l,n]etkell,p| on définit

p
= Z ZsL,kJ
s=1

Lemme 3.2.8 (Lemme clé). On suppose que X etY satisfont les conditions (HS).
Soient L, J € [1,n], alors pour tout ki, ks € [1,p] on a

PL](k’l) = Pi](kQ)
Ainsi P{ (k) ne dépend pas de k € [1,p] et 'on notera P{ = P{(k), pour tout k.

Remarque 3.2.9. En fait ce lemme correspond, dans la démonstration de Banica
et Bichon du théoréme 3.2.5, & la démonstration que 1 ® C(Y') est stable par la
coaction sur C(X) ® C(Y). En effet

p n
ek ® €J Z Z es®ep ZsL,kJ
s=1L=1

donc

p p n p n p
a(l®ey) = ZZZ€S®€L®Z3L,M =) e ® (Z er ® <ZZSL,kJ>>
k=1s=1L—1 s=1 L=1 k=1
Ainsi 1®@C(Y") est stable par la coaction « si et seulement si pour tout L, J € [1,n],
S _1 Zsi ks est indépendante de s. Il serait donc plus cohérent et plus parlant de
définir P/ (s) := >F_, Z, ks mais la démonstration fonctionne quand méme avec
les P{ (k) que nous avons défini plus haut.
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La démonstration de ce lemme est le point essentiel qui différencie le cas
Y = X, et X connexe de [14] du cas général sous les hypotheses (HS). Cette
démonstration fera I'objet de la sous-partie suivante. Voici maintenant la démons-

tration du théoréeme 5.3.16 en admettant ce lemme.

Lemme 3.2.10. Pour L, L', J € [1,n] on a les relations suivantes :

P/P}, =6,P], PiPY =6,Pr, Y. Pl=1 Y Pr=1
L=1 L=1

A(P)=> PL@P;,  e(P])=0r, S(P) = Py
S=1

Démonstration. Soient L, L', J € [1,n] avec L # L' et k € [1,p]. On a :

P D P

J pJ J

PPl =3 ZorwiZerrs =Y Zsrws = Py
s1=1s2=1 s=1

p
PZPLI/I Z ZZle,kJZSQL’,kJ:(]a C&I‘L#LI

ZsJ,kL>

NE
M=
NE

~
Il
—_
bl
Il
—

(]~
—_
I
—_

h

I

N

==

h

I

A

bl

I

A

==

h

Il

MR

el

I

A

w

l

o
[= 3=

w

Il

N

Vo)
Il
—

p
E(Pg) - ZE(ZSL’M) - { 0 sinon
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st =5 >/ CYEEIE> b oE MW IS wb oE CA

k=1s=1

Ee RN - B A
i
bl
I

Finalement, on a P¥P¥ = S(P/,P/) = 6;,S(P/) = 6. P¥, ce qui termine
la preuve. O

Proposition 3.2.11. La matrice P = (P{)1<1.j<n est magique unitaire et com-
mute avec dy .

Démonstration. Le lemme 3.2.10 nous indique que P est magique unitaire. Soient
L, L', J J € [1,n] tels que L ~y L' et J oy J alors Vs,s" € [1,p], (s,L) ~xoy
(s', L") et (1,J) #xoy (1,J). Par la proposition 2.1.5 on obtient

p P
JpJ
P; P;, = Z Z Zsrai4g1 10 =0
s=1s'=1

et PY P¥ = S(P{P//) = 0, donc toujours avec la proposition 2.1.5 on obtient
Pdy = dy P. O

On considére maintenant la matrice z(® = (I',L(-?))lgi’jgp avec

ziy) = Zn: ZiajL
L=1
Pour obtenir des propriétés sur (%) on a besoin des lemmes suivants.
Lemme 3.2.12. Soient L, L', J € [1,n], i,7,j,5' € [1,p], tels que L # L', alors
ZirjiZir gg =0=ZjrirZj i
Démonstration. En utilisant I'hypothése on a

p
ZirjiP} = Zip ;7P (5) = > ZirjiZsij = Zinjg = P! Zi1 ;1

s=1
et
J J u J
-/
ZwjaPi = Zow jiPi (') =Y ZopjrgZsrys = 0= Pp Zu jig

s=1
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Ainsi

Zirja 2 g = ZiL,jJPL]Zz‘/L',j'J =0
Finalement on obtient la seconde inégalité en appliquant 'antipode S a la premiere
puisque S(Zir js) = Zjjir- n

Lemme 3.2.13. Soient a,b € [1,n], pour i,i',5 € [1,p], on a les relations sui-
vantes :

(a)

:E(a):t W =0j ]/x( «) asg-?)x;?i) = 5j7j/x§?), ZLEEZ) =1, > 93,(;;) =1
k=1

k=1

a a k a a - L) pa
Ay = S d9Prel @) =06, S@?) =3 PPy

(s,k)€[1,p]x[1,n] L=1

et
(a) Pb Py (@)

azg

Démonstration. En utilisant que Z est magique unitaire et le lemme 3.2.12 on a

.ZU .ZU / - Z Z ZzajLZza]’L/ _5jj ZZZGJL -

L=1L'=1

_ _ (a)
Z]a 1L j'ail’ — Z azL jlail — 5]',]"3:]'1'

&
N
= Q
&
<o~
SIGH
I
[~]=
(1=

h
Il

1L'=1

7
I
M=
M=

Ziagr =1
L

Il
—

k=1 k

I
A

et avec le lemme 3.2.10, on obtient
p n

P
> =303 Zvajr = Z P Z P =
k=1

k=1L=1

De nouveau grace au lemme 3.2.12, on a aussi

(a Pb Z Z Zza jLZsa jb — Z Zia,ijsa,jb = Zia,jb

L=1s=1 s=1

n p p
b (a Z Z — Z —
pa ij Zsa,ijia,jL - Zsa,ijia,jb - Zia,jb

L=1s=1 s=1
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Ensuite on a

A(JTE;)) =Y A Zijr) = Y. > Ziask @ sk jL

L=1 L=1 (s,k)€[1,p]x[1,n]
= Z Zia,sk ® Z Zslc,jL
(s,k)e[1,p]x[1,n] L=1

- Y ke

(s,k)€[L,p]x[1,n]

()
—~

8
=S
—

I
[

€(Ziajr) = 0ij

h
Il
—

o n n n I u
S@) = 8(Zign) = Zivia = Y w5 Py
L=1 L=1
Ceci termine la preuve. O

Proposition 3.2.14. Pour tout a € [1,n] la matrice %) est magique unitaire et
commute avec dx.

Démonstration. Le lemme 3.2.13 nous indique que z(*) est magique unitaire. Soient
i,i',7,7 € [1,p] tels que i ~x @' et j 7tx j', en utilisant

(i, L) ~xoy (I',L) & i ~x i, pour tout L € [1,n]

et le lemme 3.2.12, on obtient

n n n
(a) .(a) _ _ _
Lij Lyrgr = > ZiajrZagr =) ZiajrZiagyr =0

L=1L'=1 L=1
xﬁ?)xﬁ-ﬁ)f =3 ZjwirZjagr = Y, ZjairZjair =0
L=1L'=1 L=1
ainsi par la proposition 2.1.5 on a bien z(¥dy = dxz®. O

Nous avons a présent tous les éléments nécessaires pour démontrer le théoreme
5.3.16 en montrant que le morphisme d’algebres de Woronowicz

O:AXoY) — A(X)*, A(Y)

_ (a2
Zia,jb = Wigjb = Ui Vab

est un isomorphisme.
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Par les propositions 3.2.11 et 3.2.14, les matrices P et (%) sont magiques uni-
taires et commutent respectivement avec dy et dx. Par le lemme 3.2.13 on sait que
pour tout i,j € [1,p], a,b € [1,n], les éléments :cg;t) et P° commutent. Cela nous
permet d’obtenir le morphisme d’algebres de Woronowicz suivant

T AX) % A(Y) — A(XoY)
(a) (a)

Vap +H7 Pab
qui est l'inverse de ® puisque
(@) (@) (@) (@)
a) Hb a a a
z;;" Pl = Zia jb, Z Ujj Vah = Uy et Z Ugy Vab = Vab
b=1 s=1

Ceci termine la preuve.
On rappelle que si A(X) = C(Gx) et A(Y) = C(Gy) alors Gx i Gy est un
sous-groupe quantique de S;fp tel que

A(X) %, A(Y) = C(Gx U Gy)
Voici alors deux exemples d’applications du théoreme 5.3.16 :

Exemple 3.2.15. Comme pour tout n > 5 les graphes C), et C¢ sont connexes,
alors pour tout graphe régulier Y on a

A(C, oY) ~C(D,) %y A(Y) := C(D, l Gy)
Exemple 3.2.16. Considérons ’ensemble de graphes suivants
{Knoo3k |TL22, k’ZQ},

ou K, est le graphe complet d’ordre n et Cj; le graphe cyclique d’ordre 3k. Les
spectres qui nous intéressent sont les suivants

Sp(K,) = {—1,n — 1}, Sp(ogk)z{zcos @j) | s:l,...,3k}3{—1}

Ainsi les graphes K,, o (3, ne satisfont pas les hypotheéses du théoréme 3.2.5 mais
satisfont celles du théoréme 5.3.16 puisque K, est connexe et To, = () quand n > 4.
On obtient donc

A(K, 0 Csp) ~ A(K,) %4 A(Cai) = As(n) *, C(Dai) := C(SF L Day)
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3.3 Démonstration du lemme clé

Pour commencer on rappelle que si X est un graphe régulier d’ordre n, A(X)
est le nombre de voisins de chaque sommet de X et a(X) = A(X¢) =n—1-A(X).
L’énoncé que 'on va démontrer est le suivant

Lemme 3.3.1. Soient X et Y deux graphes réguliers tels que

(Sy # 0 = X connexe ) et (Ty # 0 = X connexe)
Alors pour tout L, J € [1,n], on a

VklakQ € [lap]u PL](]{Z1> = Pg<k2)

ou P{(k) =" Zg rs. Ainsi P{(k) ne dépend pas de k.

Remarque 3.3.2. Dans le cas Y = X, et X connexe de [14] la preuve est courte.
Dans [7] avec les hypothéses spectrales sur X et Y, le point clé est la proposition
2.1.6 qui indique que les espaces propres de dx sont stables par la coaction naturelle

de A(X).

Quitte a changer la numérotation des sommets de Y il suffit de prouver le cas
J = 1. On note donc P} (k) := Pr(k). On commence par une série de quatre lemmes
pour comprendre le produit Py (k;)P;(ko) pour différentes valeurs de L, J, k; et k.
La nature d’un couple de sommets (i,7) d'un graphe désignera le fait que i et j
soient ou non reliés par une aréte.

Lemme 3.3.3. Soient L,J € [1,n], L # J et ki,ky € [1,p], k1 # ko tels que
(L, J)y et (ki,ko)x n'aient pas la méme nature. Alors on a

PL(kl)PJ(kQ) - O

Démonstration. (L, J)y et (ki, ke)x n’ont pas la méme nature donc par définition
de X oY, pour tout u,t € [1,p|, (tL,uJ) et (ki1,ks1) n’ont pas la méme nature
non plus. En utilisant la proposition 2.1.5, on obtient

p p
Pk )Py(ka) =Y. Zirj1 Zudpor = 0

t=1u=1

ce qui termine la preuve. O

Lemme 3.3.4. Soient L, J € [1,n|, L # J et ki, ks € [1,p], k1 # ko.
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i. Pour tout Q@ € Wy (L)NVy(J), on a

> Pp(ky)Po(s)P(k2) = pPr(ky) Py (ks)
SEWX (kl)ﬂVX (k’2)

it. SiQe{L,J} ona

5Q7L@(X)PL(I€1)FJ(I€2) st JE€E Vy(L)

sewx<§vx(k2>PL(’“)PQ<S)PJ(’“2) :{ SouNX)PL(ki)Py(ks) si J € Wy(L)

Démonstration. Par la proposition 2.1.5, pour tout i,j € [1,p] et I,J € [1,n] on a

Z ZsSJJ = Z Zu,ss

(8,8)eWxoy (4,I) (8,8)eWxoy (4,J)

Ainsi pour tout (¢,Q) € [1,p] X [1,n] on a

> ZsS kol = > Zig.s1 + > ZiQ.s8

(5,9)EWxoy (1,Q) (5,1)EWx oy (k2,1) (S»S)GV\g};ﬁY(kQ»U
et > ZsS 1 = > Zig,s1 + > ZiQ,s8
(8,9)EWxoy (1,Q) (s,1)€Wxoy (k1,1) <S'S>EV\;);§Y(’“1’1)

On a aussi, par définition de X oY,
{<S7 S) € WXOY(k27 1)7 S 7& 1} = {(575) € WX°Y<k17 1)7 S # 1}

ce qui donne

Z (Zss,k21 - ZsS,kll) = Z ZiQ,sl - Z ZiQ,sl (*)

(5,9)EWxoy (1,Q) (s,1)EWx oy (k2,1) (8,1)EWx oy (k1,1)

En sommant sur i € [1,p], les termes de I'égalité précédente, pour j € {1,2},
on obtient

sz((s’l) > (kj,l)ZiQ’ﬂ) = (Zp:ZiQ,ﬂ)— >, Pals)

=1 EWxoy SGWX(kj) i=1 SEWX(kj)
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p
Z ( Z ZsS,k:jl) =
(55)

=1 S)EWxoy (4,Q) sEWx () i=1 Wy (Q

(Z Zstl)‘i‘Zp:(SZ ijZssm)

ZsQ,kjl) Z( > PS(’%‘))
—1 \sewy

1€Wx (s (@)

Il
- 1t 1

(X)Zsqu,1 +p ( > Ps(/cj))

SeWy (Q)

@
Il
-

= a(X)Fo(k; ( > Ps(k))

SeWy (Q)

Ainsi la somme sur ¢ € [1,p] de I’égalité (*) nous donne
p ( >, (Ps(ke) - Ps(kl))) +a(X)(Po(ka)—Po(k1)) = > Pols)— Y. Pols)
SEWy(Q) SEWX(kQ) SEWX(kl)

Comme pour tout S, 5", k, Ps(k)Ps (k) = 0g,s' Ps(k), en multipliant par P, (k;)
a gauche et P;(ky) a droite dans 1’égalité ci-dessus, on a

ar,s(Q)PL(k)Py(ka)+ >  Pu(k1)Po(s)Ps(ks) = > Pp(ki)Po(s)Ps(ky) (%)
SEWx (k1) SEWx (k2)
avec ar, j(Q) = (5Jewy(Q) - 5LeWy(Q))p + (0.7 — dg.r)a(X).

On traite alors 5 cas séparément.

o SiQeWy(L)NVy(J),alors ar, ;(Q)) = —p et (**) donnent

pPr(k1)Py(ky) = Y Pp(ki)Po(s)Py(ka) — > Pp(ki)Po(s)Py(ks)
SEWX(k’l) SEWX(kQ)
lemme 3.3.3 = = Y Pur(ki)Po(s)Ps(ks) — Y. Pr(ki)Po(s)Py(k2)
SEWx (k1) SEWx (k2)
SEVx (k3) SEVx (kg)
= > Pu(ki)Pq(s)Ps(ks)
SEWx (k1)
SEVx (kg)

ce qui nous donne (7).



3.3 Démonstration du lemme clé 35

e SiQ=_LetJeVy(L)alors ar ;(Q) =ar (L) = —a(X) et par (xx) on a

Oé(X)PL(/ﬁ)PJ(/{?Q) = Z PL(kl)PL(S)PJ(kQ) — Z PL(lﬁ)PL(S)PJ(kig)
sEWx (k1) sEWx (k2)
= > P (k1)Pr(s)Ps(k2)  (par le lemme 3.3.3)
SEWx (k1)NVx (k2)

e SiQ =LetJe Wy(L) alors pour tout s € Vx(ks), Pg(s)Py(ks) = 0 par
le lemme 3.3.3. Ainsi on obtient

Z PL<I€1)PL(S)PJ(1€2) =0
SEWX(kl)ﬂVX(kQ)

e SiQ=JetJeWy(L), alors ar j(Q) =ars(J) =a(X)—p=—-XX)—-1

et avec (k%) on obtient

(MX) + 1)PL(k1)Py(k2) = > Po(k)Ps(s)Ps(ks) = Y Pu(k1)Ps(s)Ps(ks)

s€Wx (k1) s€EWx (k2)

= Y Pu(k)Pi(s)Ps(ks) — S Pu(k)Py(s)Py(ky)

sEWx (k1) séxXEZQ;
s€EWx (k1

— Z PL(Iﬁ)PJ(S)PJ(kQ)
s€Wx (k1)N(Vx (k2)U{k2})

= Pp(k1)Ps(ks) + > Pr(ky)Py(s)Pr(ks)
SEWx (kl)ﬂVX (k‘z)

ce qui donne

> Py (k1) Py(s)Py(kz) = N(X) Py (k) Py (k)
SEWx (k1)NVx (k2)

e Finallement si Q = J et J € Vy(L) alors pour tout s € Wx (k1), Pr(k1)P;(s) =
0 par le lemme 3.3.3. Ainsi on a

Z PL(kl)PJ(S)PJ(kQ) =0
sEWx (k1)NVx (k2)

Ces 4 derniers cas prouvent le point (i7) et terminent la preuve. O]
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Lemme 3.3.5. Soient L,J € [1,n], L # J et ki,ky € [1,p], k1 # ka2. On pose
A = Wx (ki) N Vx(ky). On suppose que Wy (L) N Vy(J) # 0.

SiJeVy(L), ona
(1Al = a(X) = pIWy (L) NV ()]) Pr (k1) Py (ky) = 0
Si JeWy(L), on a
(IA] = MX) = pWy (L) NV (J)]) Pr(ky) Py (kz) = 0
Démonstration. Si (L, J)y et (ki,ke)x n’ont pas la méme nature par le lemme
3.3.3 on a Pr(k1)Ps(k2) = 0. On suppose maintenant qu’ils ont la méme nature.

Puisque Wy (L) N Wy (J) # 0, si A =0, par (i) du lemme 3.3.4, on obtient encore
Pp(k1)Py(ko) = 0. On suppose dans la suite que A # ().

Pour tout s € A, on a
Puk)Py(ky) = Pulk) (QZ PQ<s>) Py (k)

= Pp(k) ( > PQ(S)) Pj(ks)  (par le lemme 3.3.3)
QEWy (L)NVy (J))U{L}IU{ ]}

et en sommant sur s € A on obtient

|AIPo (k) Py (o) = > (z PL<k1>PQ<s>PJ<k2>)

QEWy (L)NVy (I)U{LIU{J} \s€A

Finalement avec le lemme 3.3.4 on a

. Oé(X)PL(kl)PJ(k’Q) + |WY(L) ﬂVY(J)|PL(k’1)PJ(]€2) si J € Vy(L)
|A| P (k1) Py (k2) = { ANX) Py (k1) Py (ks) +§|WY(L) N Vy (J)|Pp(k1)Py(ks) si J € Wy (L)

ce qui donne le résultat. O

Lemme 3.3.6. Soient L,J € [1,n], L # J et ki, ko € [1,p], k1 # ko. Alors
Wy (L) N Vy (J)| # 0 = Pr(ki)Ps(k2) = 0

En particulier,

((k’g < Vx(k’l) et Ty = @) ou (kQ - Wx(/ﬁ) et Sy = @)) = PLU{}l)PJ(k?Q) = 0
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Démonstration. Si (L, J)y et (ki, k2)x n’ont pas la méme nature, c’est une consé-
quence du lemme 3.3.3. On suppose maintenant qu’ils ont la méme nature et on
commence par le cas ou ky € Vx (k1) (et J € Vy(L)).

Par hypothese Wy (L)NVy (J)| > 1 ainsi a(X)+p|Wy (L)NVy (J)| > p+a(X)
et par définition |Wx (k1) N Vx(k2)| < p donc on obtient

a(X) + pWy (L) N Vy (J)| = [Wx (k1) N Vx(k2)| > a(X)

Si a(X) > 0, le lemme 3.3.5 donne le résultat, sinon a(X) = 0 (ce qui signifie
que X = K,,) alors Wx (k1) = 0 et en utilisant () du lemme 3.3.4, on peut conclure
car Wy (L) N Wy (J) # 0.

On traite ensuite le cas ko € Wx (k1) (et J € Wy (L)). De la méme fagon que
précédemment on montre que

AX) +pWy (L) 0 Vy ()] = [Wx (k1) N Vx (k2)| = A(X)

Si A(X) > 0 on conclut a I'aide du lemme 3.3.5, sinon on a X = X, et Vx (ky) =
() donc (7) du lemme 3.3.4 donne le réultat.

Pour le dernier résultat on a juste besoin de montrer que quand (L, J)y et
(k1, ko) x ont la méme nature on a

((l{fg € VX(k‘l) et Ty = @) ou (/{32 € Wx(lﬁ) et Sy = @)) - |Wy(L)ﬂVy(J)| 7é O

Supposons que Wy (L) N Vy (J)| = 0, alors Vy(J) C Wy (L)) = Vy(L)U{L}.
SiTy =0 et ky € Vx (k1) alors J € Vy (L) et on obtient Vy (J)U{J} = Vy (L)U{L}
par inclusion et inégalité des cardinaux, contradiction. De la méme maniere si Sy =
0 et ke € Wy (ky), alors L ¢ Vy(J) et par suite Vy(J) = Vy (L), contradiction. [J

Voici maintenant la preuve du lemme 3.3.1.

Démonstration. Les hypotheses sur X et Y peuvent étre divisées en 4 cas.
(1) X est connexe et Ty = 0.

e (2) X¢ est connexe et Sy = .

[ ( )Ty:(l)etSy:Q)

o (4) X et X¢ sont connexes, Sy # 0 et Ty # 0.

3
4
Cas (1) : Soit ks € Vx(k1), en utilisant le lemme 3.3.6 on a

Pu(ky) = Po(k) (Jz: PJ(k2)> — Pu(ky)Py(ks)
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Py(ks) = (z PJ(m)) Py(ks) = Pu(ky)Pu(ks)

ainsi Pp(k1) = Pp(ks) quand k; et ko sont connectés dans X. Comme X est
connexe, on obtient que Pp (k) = Pp(k2) pour tout ki, ks € [1,p)].

Cas (2) : On vérifie que (X oY) = X0 Y€ et Ty = Sy.. Alors, en utilisant le

cas (1), on obtient le résultat puisque A(X¢) = A(X).

Cas (3) : Soient ki, ky € [1,p] avec k; # ko. Par le lemme 3.3.6, pour tout
L,J € [1,n] tels que L # J, on a Pr(ky)P;(k2) = 0. Puis de maniere similaire au
cas (1) on obtient Pp (k) = Pr(k2).

Cas (4) : Pour commencer on suppose que ko € Vx(k1). Si J € Wy (L), alors
par le lemme 3.3.3, on a Pr(ky)P;(k2) = 0. Si J € Vy (L), par le lemme 3.3.5, on
obtient

<|WX(k1) NVx (k)| — a(X) = pWy (L) N VY(J)DPL(kl)PJ(k?) =0
Puis avec le lemme 3.3.6 on a Pp(k1)P;(k2) =0 ou
(Wx (k1) N Vx (k)| = a(X) (= [Wx (k1))

Cette derniere égalité implique que Wx (k1) C Vx(ks). Si pour tout J # L on
a Pr(ki1)Py(ke) = 0, le méme calcul qu’au cas (1) nous donne Pp (ki) = Ppr(k2).
Finalement on obtient I'implication suivante.

() k2 € Vx(kr) = ((Pulkr) = Py(k)) ou (Py(kr) # Pu(ka) et Wy (k1) C Vx(ka)))

En passant au graphe complémentaire on a aussi

(%) ka € Wx (k1) = ((Po(kr) = Pr(kz)) ou (Py(ky) # Pu(ka) et Vx (k1) C Wx(k2)))

On pose alors :
51 = {]{?2 € Vx(kl) | PL(kl) - PL(ICQ)}

Sg = {k’g € Vx(k’l) | PL(/{il) 7é PL(/{fz) et Wx(/{il) C Vx(k’Q)}
On a Vx (k1) = S1 U Sy # 0 ot I'union est disjointe, par (x).

Supposons que Sy # (. Si tous les éléments de S, sont connectés avec tous
les éléments de S, alors Sy (# X puisque k; ¢ Sy) est un graphe isolé dans X°
contradiction car X¢ est connexe. Sinon il existe s; € S et so € Sy tels que (s1, $2)
ne soit pas une aréte de X, ce qui signifie que sy € Wx(s1). Par (sx) on obtient
deux cas :
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i. Pr(s2) = Pr(s1) = Pr(ky1), ce qui est impossible car sy € Sy
ii. Vx(s2) C Wx(s1), ce qui est impossible car ki € Vx(sq) et k1 & Wx(s1)

Bilan : Sy = (). En notant maintenant
Sy = {ky € Wx(k1) | Pp(k1) = Pr(ka)}
Sé = {kz c Wx(lﬁ) | PL(kl) 7é PL(kz) et Vx(kg) C Wx(kl)},

on démontre de la méme maniére que précédemment (en utilisant que X est

connexe) que S, = () ce qui permet d’obtenir
Vki, ko € [1,p], Pr(k1) = Pp(kz)

comme on le souhaitait. O






Chapitre 4

Les symétries quantiques des
graphes circulants

L’objectif de cette these est d’étudier les symétries quantiques des graphes
finis. Des résultats dans le cas général seront donnés dans la partie 5.4.4 mais une
classe de graphes finis sommet-transitifs nous intéresse particulierement : il s’agit
des graphes circulants, pour lesquels nous développerons de nombreux résultats.
Dans toute la suite de cette theése les sommets d’un graphe fini d’ordre n seront
numérotés de 0 a n — 1.

4.1 Les graphes circulants

Dans cette premiére sous-partie nous donnons les définitions et notations néces-
saires & notre étude ainsi qu’un premier résultat important issu de [7] pour traiter
les symétries quantiques des graphes circulants.

Définition 4.1.1. Un graphe circulant est un graphe sommet-transitif a n som-
mets dont le groupe d’automorphismes contient un cycle de longueur n. Dans la
suite on parlera aussi de n-graphes circulants pour désigner les graphes circulants
a n sommets

Si on note (iq, s, . ..,1,) un cycle de longueur n d’un graphe circulant alors les
couples (ig,ix+1) pour tout k € [1,n] (avec i,41 := 41) ont tous la méme nature.
Ainsi, quitte a passer au complémentaire, on pourra se contenter dans la suite
d’étudier les symétries quantiques des graphes circulants pour lesquels ces couples
sont des arétes du graphe. Ces graphes circulants sont alors exactement ceux qui
sont décrits dans la définition suivante.

Définition 4.1.2. On note Cy(ky,... k), avec 1 <k <--- <k, < [5], k; €N,
le graphe circulant constitué d’un cycle a n sommets qui sont reliés lorsqu’ils sont

41
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a distance k; sur le cycle. Autrement dit pour des sommets 4, j € [0,n — 1] on a
i~j<—=i—je{£l, tky,..., Lk}

avec i — j qui est a considérer modulo n. On note Cy, = Cy,(n) le 2n-cycle avec
diagonales.

Exemple 4.1.3. On donne deux exemples pour illustrer cette définition.

i X = Cﬁ(2> = (3K2)C :

ii. X = 013(3,4> :

La proposition 2.1.6 nous amene a étudier dans un premier temps la décompo-
sition spectrale des matrices d’adjacence de ces graphes circulants. La proposition
suivante se trouve dans [7] et nous avons simplement apporté une petite correction
avec le coefficient /(7).
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Proposition 4.1.4. [[7], Proposition 3.1] On considére ici le graphe X = Cy(ky, ..., k)
et on note dx sa matrice d’adjacence. On a alors :

dx(§°) = 2f(s)€”,

ou €= (1,w,...,w" 1), avec w = 5 et
! 2k;
f(s)=> a(i)cos ( SW)
i=0 n

oiko=1¢et a(i) =5 sik; =2 et 1 sinon.

1
2 2

Cette proposition va permettre de traiter le cas de nombreux graphes circulants
a l'aide du théoreme suivant. Celui-ci est donné dans sa formulation de [7] mais
était déja présent dans [3] et [4].

Théoréme 4.1.5. [[7], Theorem 3.1] Sin # 4 et que la fonction f : {1,2,...,|5]} —
R est injective, alors le graphe circulant Cy(ky, ..., k.) n’a pas de symétrie quan-
tique.

Démonstration. La fonction f vérifie f(u) = f(n —u) pour v € {1,2,...,[5]}

donc avec 'injectivité et la proposition 4.1.4 on obtient que les espaces propres de
dx sont les suivants :

Vo =C1
Vi=CtapCe!
‘/'2 — CfQ D Cfn72

Vm = (Cgm + (anima

avec m = | 3], la derniére somme étant directe si n est impair. On commence par
utiliser la stabilité des espaces propres de dx pour la coaction de A(X). Sin = 2,
a(é) =€ ®a et A(X) est engendrée par a donc commutative.

On suppose maintenant n > 3 et par stabilité de V; on a

a)=¢@a+ @b

Puis
() =a(©a§) =8 0d+ @b +1® (ab+ ba)

donc par stabilité de V5 on a

04(52) — 62 ® (12 +€n—2 ® b2
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avec les relations ab = —ba. Ensuite
(&) =a(§a(?®) =8Rd®+ PRV + T @ ab® + £ ® ba®
or n # 4 donc par stabilité de V3 on a
o) =& @’ + @b
et ab® = ba® = 0.
Avec ces relations, par récurrence sur s, on obtient
) =& @a”+ MR

puis en utilisant l'adjoint on a «(&*) = a(£" 1) = (a(f))* dou b* = "' et
a* = a" ! ainsi

(ab)(ab)* = ab"a® = 0 = ba"b" = (ba)(ba)*
donc ba = ab (= 0). Ainsi A(X) qui est engendrée par a et b est commutative. [

Corollaire 4.1.6. [[7], Corollary 3.1] Les graphes suivants n’ont pas de symétrie
quantique

Cn (n#4), C5, Cfy, Co(3), Cii(2), Cui(3).

En revanche pour le graphe C1((2) la fonction f n’est pas injective mais on peut
quand méme montrer qu’il n’a pas de symétrie quantique en utilisant I’amélioration
suivante du théoreme 4.1.5.

Théoréme 4.1.7. Soit X = C,(k1,..., k) un graphe circulant avec n # 4. On
considere toujours l'application

f:{1,2,...,L%j}%]R

de la proposition 4.1.4. Si il eviste v € {1,2,..., 5]} tel que
o z < (Zy,)",
o fly)=flx)=y=uz,

alors X n’a pas de symétrie quantique.

Démonstration. Vo = C1 puis on pose
(=E&etVs=CCaCC

Puisque = € (Z,)*, (¢° ¢, ¢, ...,¢" ) est une base de vecteurs propres de dx-.
La seconde hypothese sur « implique que V; est stable par la coaction naturelle
de A(X) :
al()=(®@a+ (@b
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Or « est un morphisme d’algebres donc on a

() =a(Q).a()=C®a*+ (@b + 1@ (ab + ba)

Ainsi par stabilité de 'espace propre contenant V5 (et qui ne contient pas Vj)
on obtient
(N =Cd+(?*®0b et ab= —ba

Puis,
a(®) = QP =C@d®+ (PP + (T @ab® + ¢ ® ba?,

Soit V' T'espace propre de dx contenant V3. En utilisant la stabilité de V' par «
on obtient a(V3) C V ® A(X). Or n # 4 donc Vi # V; et par hypothese sur x on
a V1NV ={0}. Ainsi en utilisant I'expression ci-dessus de «((?) on obtient

(P =G @d+ (30, et ab®=ba®=0.

Puis, par récurrence, pour tout s on a a(¢®) = (* ® a® + (~* ® b° et on peut
conclure que ab = ba = 0 comme dans le théoreme 4.1.5. O

Les valeurs de f pour le graphe C1o(2) sont les suivantes :

f)==fB)~11, [f(2)=[f(4)=-05 [f(5)=0
ainsi le théoreme 4.1.7 avec x = 1 nous permet de dire que ce graphe n’a pas
de symétrie quantique.
En utilisant ces méthodes ainsi que les produits sur les graphes, Banica et
Bichon (dans [7]) ont traité 'ensemble des graphes sommet-transitifs pour n < 11,
a I'exception du graphe de Petersen suivant :
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n = | Graphe X Aut(X) Gx
2 KQ ZQ ZQ
3 K3 Sg Sg
4 | 2K, Lyt Lo Ly Vs Lo
4 | K, S, Sy
5) Cs Ds Ds
5 | Kx Ss Ss
6 Cs Dsg Deg
6 2K3 Sg L 2o Sg U ZLig
6 | 3K, Z9 1S3 Zs U S
6 | Ks Se Sg
7 Cr D D
7T | Ky Sy ST
8 | Cs, CF Dy Dy
8 | Pr(Cy) Sy X Zs ST X Zsy
8 | 2K4 Sy Zy ST U Zy
8 |20, (Zo VL)V Ly | (L s L) U4 Lo
8 | 4K, 71 S, Zo ly Sy
8 | Ky Ss Sg
9 | Cy, Co(3) Dy Dy
9 Tore = K3 x K3 = K3UK3 | S317Z4 Sz 12y
9 | 3K; S3 1S3 S3 % Ss
9 | Ky Sy Sy
10 | Cho, Cro(2), O, Pr(Cs) | Dio Dio
10 | Petersen Ss ?
10 | Pr(Ks5) S5 X Zs S x 7o
10 CIO(4> ZQ { D5 ZQ ls D5
10 | 2C; D1 7, D1, 7o
10 | 2K Sk 1 Zs Sk U Zy
10 | 5K, Zip 1 S5 Zo L S5
10 | Kyo S1o St
11 | Cyy, Ci1(2), C11(3) Dy Dy
11 | Ky S11 St

4.2 Lecasn =13

Pour traiter tous les graphes sommet-transitifs a 13 sommets on a d’abord
besoin du résultat élémentaire suivant : Si n est premier alors tous les graphes
sommet-transitifs d’ordre n sont circulants. En effet si X est un graphe sommet-
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transitif & n sommets alors orbite de [0,n — 1] sous l'action de Aut(X) est de
cardinal n donc n divise Aut(X). Lorsque n est premier cela implique que Aut(X)
contient un élément d’ordre n de S,, c’est a dire un cycle de longueur n.

En utilisant cela on trouve qu’il existe, a complémentaire pres, 8 graphes
sommet-transitifs a 13 sommets :

K3, Ci3,Ci3(3), C13(2), C13(2,5), C13(2,6), Ci3(5) et Ci3(3,4)
Les graphes C13 et K13 ont déja été étudiés.

Proposition 4.2.1. Les graphes C13(3), C13(2), C13(2,5) et C13(2,6) n'ont pas de
symétrie quantique.

Démonstration. Les valeurs prises par la fonction f du théoreme 4.1.5 sur {1,2,3,4,5,6}
sont les suivantes (a 0,01 pres) :

C13(3) : 1.01, —0.40, —0.23,0.53, —0.18, —1.72
Ci5(2) : 1.45,0.21, —0.85, —1.10, —0.63, —0.09
C13(2,5) : 0.71,0.33, —0.28, —2.07, 0.26, —0.44
C13(2,6) : 0.48,1.10, —1.60, —0.54, —0.98, 0.04

Ainsi pour tous ces graphes f est injective et le théoreme 4.1.5 nous permet de
conclure. O

On s’intéresse a présent au graphe Cj3(5).
Proposition 4.2.2. Le graphe Ci3(5) n’a pas de symétrie quantique.

Démonstration. Dans ce cas les hypotheses du théoreme 4.1.7 ne s’appliquent pas
et les espaces propres de la matrice d’adjacence sont les suivants :

Vo = C1
Vi=CepCe?aCe® e C®
Vo=C&apCetapCeqCt?
Vi=CétapCP aCesaCT

o é=(1Lw,. .. ,w?2 etw=els,
On utilise ensuite la proposition 2.1.6 qui nous indique qu’il existe a,b,c,d €
A(Cy3(5)) tels que

) =€(Ra+ 2R+ @c+ 8 @d
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Ensuite en utilisant la stabilité de V5 on obtient

o) =&+ ()Pl + (@) ed+ (@) ed
(&) = @ (a® +cb?) + (€2 @ (1* + da®) + () @ (¢ + bd*) + (%) @ (d* + ac?)
et les relations suivantes
ac = —ca, ad = —da, bc = —cb, bd = —db
ab+ba+cd+dc=0
ad®> = d*a = db* = b*d = ca®* = d’c=bc* =c*b=0
ba® = a*b = ab® = b*a = cd® = d*c = dc* = *d = 0.
A Daide de ces relations et de la stabilité des V3 on obtient ensuite
af) =a(@? =L ed+ ()t + (@) ad+ () ad
o) = a(€)a(e) =€ @a’ + (£7) @b+ (&) @+ () ®d
et les nouvelles relations
ac® = bd® = cb® = da® =0,
qui permettent d’avoir
a(€2) = €2 @ q12 4 (£2)12 @ 12 1 (52 @ (12 4 (¢8)12 @ d'2.
On utilise a présent 1'adjoint et les relations précédentes.
(@(€") = a(€?) = a()") = (a" = a2, b* = b12, " =12, & =12, d* = d12).

Ainsi (ab)(ab)* = abb'?a'? = 0 = baa'?b'? = (ba)(ba)* donc ab = ba(= 0). De
la méme maniére on montre que zy = yx(= 0) pour tout z,y € {a,b,c,d} avec
x #y. Or a,b,c,d engendrent A(C3(5)) qui est donc commutative et C3(5) n'a
pas de symétrie quantique. ]

Le cas du graphe C13(3,4) est beaucoup plus complexe et sera abordé dans la
partie 4.3.5.

Bilan :

n = | Graphe X | Aut(X) Gx
13 Klg Slg Si%
13 | O3 D3 D3
13 | C13(2) D3 D3
13 | C13(2,5) Dis Dis
13 | Ci3(2,6) | D Dys
13 | C13(3) D3 D3
13 013(5) G1 = Z13 X Z4 G1

13 [ Cis(3.4) | Z1s % Zg 7
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4.3 Un résultat asymptotique de non symétrie
quantique

Dans cette partie on commencera par définir certaines notions (issues de [6])
qui vont nous permettre de mieux étudier les graphes circulants. Ensuite nous
donnerons un critere de non symétrie quantique asymptotique pour les p-graphes
circulants avec p premier.

4.3.1 Type d’un graphe circulant

Puisqu’on s’intéresse aux graphes circulants a n sommets, par commodité
d’écriture on supposera que les sommets du graphe sont les éléments de Z,,. Ainsi
pour tout graphe circulant si ¢,5 € Z,, i ~j =1+ k ~ j+ k pour tout k € Z,.
On note Z;, le groupe des inversibles de 'anneau Z,,.

Définition 4.3.1. Soit X un graphe circulant a n sommets.
e On définit 'ensemble S C Z,, donné par : i ~ j <= j —1 € S.
e Le groupe E C Z} est I’ensemble des éléments a € Z; tels que aS = S.
e Le type de X, noté k, est le cardinal de F.

Voici quelques premiéres remarques/propriétés concernant ces ensembles.

i. Avec les notations de la définition 4.1.2 I’ensemble S correspond & I’ensemble
{£1, £k, ..., k).

ii. Les graphes C,, sont de type 2 car dans ce cas, S = E = {£1}.

iii. Dans le cas général k est toujours pair car —1, d’ordre 2, est toujours dans FE.

Remarque 4.3.2. Par définition £ est un sous groupe de Z; donc lorsque n = p
est premier le cardinal de E divise p — 1, ainsi il existe A € N* tel que

p=Ae+1

4.3.2 Type et symétries quantiques lorsque n est premier

Dans [6] les auteurs s’intéressent aux graphes circulants ayant un nombre pre-
mier p de sommets. Pour cela ils utilisent le concept de sous-groupe 2-maximal
pour obtenir le théoreme 4.3.9. On suppose désormais dans cette sous-partie que
X est un graphe sommet-transitif a p sommets ou p est premier. C’est alors un p-
graphe circulant donc, pour I’étude des symétries quantiques qui suit, on supposera
aussi que X est un graphe circulant au sens de la définition 4.1.2.

On commence par un lemme qui lie, par I'intermédiaire de la fonction f de la
proposition 4.1.4, I’ensemble E et la décomposition spectrale de dy.
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Lemme 4.3.3. [[6], Lemma 4.1] Les espaces propres de dx sont Vo = C1 et les
V;c — @ ng’a

aclr

avec x € Z,. De plus
Vo=V, <= sk =yk

Remarque 4.3.4. L’espace propre V, correspond a la valeur propre 2f(z) de la
proposition 4.1.4 lorsque X est circulant au sens de la définition 4.1.2.

Définition 4.3.5. Soit (R,+,.) un anneau tel que 2 € R* ou R* est le groupe
des inversibles de R. Un sous-groupe G C R* est dit 2-maximal si —1 € G et si
I'équation a — b = 2(c — d) dans G implique a = +b.

Proposition 4.3.6. [[6], Proposition 4.3] Si dans l'anneau R on a 3 # 0 et si
G C R* est un sous-groupe 2-mazximal, alors

e 2.3¢G.

® a+b=2c avec a,b,c € G implique a = b = c.

e a+ 2b=3c avec a,b,c € G implique a = b = c.

Le théoreme suivant montre 1'utilisation des groupes 2-maximaux pour 1’étude
des symétries quantiques.

Théoreme 4.3.7. [[6], Theorem 4.4] Si E C Z, est 2-maximal (avec p > 5) alors
X n’a pas de symétrie quantique.

Pour la suite on considere le groupe G = {1,w, ..., w* 1} des racines k-iéme de
unité avec w = e & . On peut montrer que pour tout k pair alors G est 2-maximal
dans C (cf lemme 5.1 dans [6]). Cela permet de montrer le lemme suivant dans
lequel (k) est I'indicateur d’Euler de k

Lemme 4.3.8. [[6], Lemma 5.2] Si p > 6°" alors tout sous-groupe E C 7,
d’ordre k pair est 2-maximal.

Démonstration. On pose A = Z[w|. L’anneau A est 'anneau des entiers du corps
de nombre Q(w) donc c’est un anneau de Dedekind. On utilise des résultats sur les
anneaux de Dedekind qui permettent d’affirmer que puisque k | p—1 'idéal pA de
A se décompose en produits de ¢(k) idéaux premiers Py, P, . .., Py vérifiant tous
A/P; ~ Z,. Ainsi en choisissant I'un des P; on obtient un morphisme d’anneaux
surjectif

¢:A—7Z,~A/P,.

On va montrer que ®(G) = E. Par propriété universelle des anneaux de polynémes
® se prolonge en un morphisme d’anneaux de A[X] dans Z,[X] et en regardant
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I'image de X% —1 = %H; (X — w?) on trouve que X*—1 = %H; (X — ®(w')) € Z,[X]
or p ne divise pas k car k divise p — 1 donc X* — 1 est scindé & racines simples sur
Zy, donc |®(G)| = k. De plus G est un groupe donc ®(G) C Z; en est un aussi et
Z,, est un groupe cyclique donc contient un unique sous-groupe d’ordre k ce qui
nous donne ®(G) = E.

On considére maintenant ¥ := {a + 2b | a,b € G'}. Supposons pour le moment
que la restriction de ® a X est injective et considérons 1’équation a’ —b' = 2(¢ —d’)
dans F. L’application ® : G — F est bijective donc il existe des éléments a, b, ¢, d €
G uniques tels que

a=®(a), ¥=>0), =), d=2(d)

et puisque P est un morphisme d’anneaux on a ®(a+2d) = ®(b+2c¢). Par injectivité
de @ sur ¥ on obtient a + 2d = b + 2c et par 2-maximalité de G cela implique
a = £b donc

a = ®(a) = O(£b) = £P(b) = =V

et E est bien 2-maximal.

Montrons pour finir que le morphisme ® est bien injectif sur . On suppose
que ®(z) = ®(y) avec x,y € X. Cela implique que z —y € ker(®) = P,. Par
décomposition des idéaux dans les anneaux de Dedekind il existe un idéal ) dans
A tel que (xz —y) = P,Q.

Si I est un idéal non nul de A on pose N(I) := |A/I| puis N(0) = 0. N vérifie la
propriété N(IJ) = N(I)N(J). De plus si z € A, on sait que 1'on a

N(z) = N(zA) =

H s(2)].

s€Gal(Q(w)/Q)
On a donc N(z —y) = N(P,Q) = N(P,)N(Q) = pN(Q). Ainsi

w(k)
< ( max[s(z - y>|)

5€Gal(Q(w)/Q)

pIN@-y)=| ]I sl@-y

s€Gal(Q(w)/Q)
car |Gal(Q(w)/Q)| = ¢(k). Or = et y sont dans ¥ donc il existe a,b,c,d € G
tels que © —y = a + 2b — ¢ — 2d. Les éléments de Gal(Q(w)/Q) permutent les
éléments de G donc s(a), s(b), s(c) et s(d) sont dans G donc de module 1. Ainsi
pour s € Gal(Q(w)/Q) on obtient

|s(z —y)| = |s(a) + 2s(b) — s(c) —2s(d)| <6

ce qui implique p | N(z—y) < 69%), c’est absurde par hypothese sauf si N(z—y) =
0 c’est a dire z = y, d’ou le résultat. O]
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Ce lemme a pour conséquence directe le théoreme suivant.

Théoréme 4.3.9. [[6], Theorem 5.3] Un p-graphe circulant de type k avec p pre-
mier vérifiant p > 6°%) n’a pas de symétrie quantique.

On peut donc étudier les graphes circulants de type petit car ce théoréme nous
permet de restreindre I’étude a un nombre relativement faible de graphes, ceux qui
ont moins de 6#*) sommets.

Avant d’utiliser ce résultat pour I’étude des graphes de type 4 et 6, en voici une
petite amélioration.

w(k)

Théoreme 4.3.10. Sip > ‘5 + e , alors les p-graphes circulants de type k

n’ont pas de symétrie quantique.

Démonstration. 11 s’agit ici d’améliorer la majoration N(z —y) < 6**) du lemme
4.3.8. On reprend la fin de la démonstration :

Nz —y) =

I stz—y)

s€Gal(Q(w)/Q)
et par hypothese sur x,y on a x —y = a + 2b — ¢ — 2d avec

2im

a,bc,d € {1,€,... 6 E=eF .
Ainsi

N(z—y) = |]] (= +2b" —2d")
i€zt
= H |Si(a7bac7d)|
1€L],

ou les S; sont des sommes de 6 racines k-iemes de l'unité (car k pair donc
reG=—-z€q).
Supposons qu'il existe i tel que |S;(a,b, ¢, d)| = 6, cela signifie que

ad=—c=b=—-d
On note j 'inverse de i dans Zj, i.e ij = 1[k].

a'=—c=a=(-1)c

or k est pair donc j est impair et ainsi a = —c¢ = b = —d c’est a dire x — y = 6a
et dans ce cas N(x —y) = N(6a) = 6**) N (a) = 69 et dans la démonstration on
a p|N(z —y) et p # 2 premier donc on obtient p = 3, absurde car par hypothese
p > 4.
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Ainsi on a [S;(a, b, ¢,d)| < 6 pour tout i, donc

[Si(a, b e, d)| < |5+ e+

et finalement on obtient

w(k)

p§‘5+e% ou N(x—y)=0

En utilisant I'hypothese sur p on a donc N(x —y) = 0 c’est a dire z = y donc
on obtient 'injectivité souhaitée. O]

Le tableau suivant montre dans quelle mesure le théoreme 4.3.10 améliore le
théoreme 4.3.9 en fonction des valeurs de k. B; est 'arrondi a l’entier pres par

2im

exces de ’5 +e® ’

L 6 (k) B,
4 36 26
6 36 31
8 1296 1094

10 1296 1163
12 1296 1202
14 | 46656 42911
16 | 1679616 | 1542000
18 | 46656 44351
20 | 1679616 | 1590122

Dans les deux sous-parties suivantes on va utiliser ce résultat pour étudier
I’ensemble des graphes circulants, avec un nombre premier de sommets, de type 4
et 6. On rappelle que dans ce cas le type k de X doit diviser p — 1, et que pour
p < 11 les graphes ont déja été traité dans [7].

4.3.3 Les graphes de type 4

D’apres le tableau précédent il faut étudier les cas p < 26 congrus a 1 mod 4.

e p=13
Le seul graphe de type 4, & complémentaire pres, est Ci3(5) qui a déja été
traité a la proposition 4.2.2

e p=17
Il y a, a complémentaire pres, 6 graphes de type 4 qui sont :
C17(4),C17(3,4,5), C17(2,3,4,5,8), C17(2,4,6,7,8),C17(4,6,7) et C17(3,4,5,6,7).
Dans tous les cas on a £ = {+1,4+4} qui est 2-maximal donc ces graphes
n’ont pas de symétrie quantique d’apres le théoreme 4.3.7.
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4.3.4 Les graphes de type 6

Il reste a étudier les cas p < 31 congrus a 1 mod 6.
e p=13
A complémentaire pres il n’y a que le graphe C5(3,4) (cf partie 4.3.5).
e p=19
I s’agit, a complémentaire pres, des graphes Ci9(7,8),C19(2,3,5,7,8) et
C19(4,6,7,8,9). Pour ces trois graphes £ = {£1, 47, £8}.

Proposition 4.3.11. Les graphes C19(7,8), C19(2,3,5,7,8) et C19(4,6,7,8,9)
n’ont pas de symétrie quantique.

Démonstration. Puisque E = {41,£7,+8} les espaces propres de la ma-
trice d’adjacence sont

Vo =C1

Vi=C¢aCfaClaCe @ Ce o Ce®
V,=C&eC&faClaC?aCe’aCe™
Vi=C¢'eCfaCfaCiaCeaCe™

avec € = (Lw,w?, ..., w®) et w=e15.

af) =ERa+ R+ Rc+EIRd+ETTR®e+EER S
avec la stabilité de V5, on obtient
) =R+ +ETPRA+ETTRP+ERE+ER [

et les relations
Va,y € {a,b,c,d,e, f} tels que 7 £ y et {z,y} ¢ {{a,d}, {b,e}, {o, [},

Ty = —Yyx
avec la stabilité de V3 = V5 on obtient aussi
() =@ (@®+cb*) + 22 (0 +df?) + € @ (¢ + bd?)
HTR (P + fe) + T @ (¢ +ac’) + 67 @ (7 + ea’)

avec les relations
da? = a*d = ad? = d?a = 0 = eb? = b%e = e%b = be?

fE=cf=cf*=fc=0
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puis
a(§') = a(§®)a(€?) = ed' +E @V + R+ @d T e + 00
avec de nouvelles relations et les précédentes on obtient Vx,y € {a,b,c,d, e, f},

r#y=12t=0

a@) =@ +df" )+ @V +eah) + @ (P + fe')
TR (@ +ac) + €@ (¢ +0d) + 7O (7 + b
et les relations
aft =ba* =ce* =dc* =ed* = fb* =0

ab* =bft =cd* =de* =ec' = fa' =0

() =a(@? =2+ +P 0+ @+ @+ P fF
) =@ (@ +fS)+EPR (0 +ac®) +¢ @ (" +ea®) + T (d + )
+E @ (€7 +df°) + €@ (f7 +bd")
(@) =8+ +El+ B +ERE+HETR fS
@)=+ +' 0+ d +E e+ ¢t e f°
avec les relations
ac® =bd® = cb® = df® = ea® = fe =0
ce qui permet avec les relations trouvées précédemment d’avoir
Va,y € {a,b,c,d,e, f},x #y=2y® =0
ainsi par récurrence on obtient
() = a(€®) = € 10a B TRV 1Pt 1 E@dB TRl £ 3@ 18

donc Vz € {a,b,c,d,e, f}, z* = 2'® et par suite (zy)(zy)* = zyy*a* =
ryPz* = 0 et xy = 0, et cela pour tout x,y € {a,b,c,d, e, f} avec x # y

donc les graphes considérés n’ont pas de symétrie quantique. O
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e p=31

11 s’agit, toujours a complémentaire pres, des graphes Cs3(5,6,U), ou U est
une union quelconque des triplets (2,10, 12), (4,7,11), (3,13,15) et (8,9, 14),
a l'exception de 'union des 4 triplets. Dans tous les cas £ = {£1,+5, £6}.

Proposition 4.3.12. Ces graphes n’ont pas de symétrie quantique.

Démonstration. Puisque E = {£1,+5,+6} les espaces propres de la ma-
trice d’adjacence sont
Vo =C1

Vi=CtpCeeapClpCeltapCepCe®
Vo=CEpCpCe2pCe?apCe0qpCe™
Vz=C&aC¥pCePaCt?aCe PaCe ™

V,=C&'aCaCe oCet oCe" o e
Vz=C¢aCpCMpCPpCe?pCe™

avec £ = (1,w,w?,...,w%) et w = et

) =¢Ra+ b+ Rc+ T RA+HEPRe+ER S
avec la stabilité de V5, on obtient
04(52):§2®a2+£10®b2+§12®62+€_2®d2+£_10®62+§_12®f2

et les relations

Va,y € {a,b,c,d,e, f} tels que x # y et {z,y} ¢ {{a,d},{b,e},{c, f}},
TY = —Yx
avec la stabilité de V5 on obtient aussi
() =@ (@ +bd*)+ @ (1 + fe) + P @ (¢ +df?)

+§_3®(d3—|—ea2)+§_15®(63—|—cb2)—I—fl3®(f3—|—a02)

avec les relations
da? = a*d = ad? = d’a = 0 = eb? = b%e = e%b = be?

fE=cf=cf*=f=0
ae? =b* =ca’? =dv* =ef? = fd* =0
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puis
06(54) — a(€2)a(£2) — £4®a4+£—11 ®b4+£_7®04+€_4®d4+€11 ®€4+£7®f4
avec de nouvelles relations et les précédentes on obtient Vz,y € {a,b,c,d, e, f},

r#y=1*=0

() =@+ fe)+°@ (VW +ac') + £ @ (4 ea?)
+EP @ (d + )+ @ (€ +df) + £ @ (f° + bd?)
et les relations
aff=bat =cet =dc* =ed' = fb* =0

ab* =bft =cd' =de* =ec' = fa' =0

) =0+ +ERE+ R +ERSL HETPR S
W)= @d +elel+lod+eTod +eioe el fT
avec les relations
ac® =bd® = cb® = df =ea® = fe¥ =0
ce qui permet avec les relations trouvées précédemment d’avoir
Va,y € {a,b,c,d,e, f},x #y=2y® =0

On conclut de la méme maniere que dans la proposition précédente que les
graphes considérés n’ont pas de symétrie quantique. O

4.3.5 Le graphe (C13(3,4)

Ce graphe est le plus petit graphe de type 6. La difficulté a I’étudier avec les
moyens vus jusqu’ici est précisément lié au fait que son type est grand par rapport
au nombre de ses sommets. Les espaces propres de sa matrice d’adjacence sont les
suivants :

Vo =C1
Vi=CtaCeloCfoCitaoCe3pCe™
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Vo=C&CELDCLDCE?DCEPHCE"

En essayant la méthode habituelle pour les graphes circulants avec la stabilité
2im

des V; par la coaction on obtient : (£ = (1,w,w?, ... ,w!?) avec w = 13

) =€Ra+ R+ Rc+E'Rd+EPRe+ET R f

a(€?) =@ (a* +bd +db) + £ @ (B +ef + fe) + &7 @ (A + df + fd)
+672@ (d® +ae 4 ea) + £ 5@ (2 + be + cb) + € ® (f? + ac + ca)
a() = ® (a® + fe* +e*f + fbc+ fcb + abd + adb + eb® + efe)+
1@ (b + ac® + a+ adf + afd+bef +bfe + cf? + cac)+
£ @ (A +ea® + a’e + cdf + cfd + ebd + edb + ad® + aea)+
£ @ (d° + cb® + b?c+ cef + cfe + dea + dae + be* + beb)+
1@ (€3 + df? + f2d + ebc + ecb + dac + dca + fc* + fdf)+
£ (f* +bd* + d*b + fac + fca + bea + bae + da® + dbd)
avec les relations

ab= —ba, bf = —fb, af = —fa, ed = —de, cd = —dc, ec = —ce

ad+da+eb+be+cf+ fc=0

et de nombreuses relations tres compliquées... Il y a trop peu d’espaces propres
pour avoir des relations utilisables. Cette méthode ne semble pas permettre de
montrer la commutativité de A(C13(3,4)). On peut ensuite s’intéresser a la ma-
trice magique unitaire dont les coefficients engendrent A(C}3(3,4)) pour essayer
de trouver un quotient non commutatif évident. Pour trouver une forme naturelle
pour U voici d’abord la description de Aut(C13(3,4)).

Proposition 4.3.13. Pour X = C13(3,4) on a
Aut(X) = {fa,b ’ a € E, b € ZlS}
ou fop(r) =ax +0b et B ={x1,43,+4}. En particulier

Aut(X) ~ Z13 X Z6
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La permutation fy est la suivante : (1,4,3,—1, -4, —3)(2, —5,6, —2,5, —6) ce
qui peut donner envie d’écrire la matrice d’adjacence de Ci3(3,4) en considérant
les sommets du graphe dans I'ordre donné par cette permutation. Ainsi on obtient :

0111111000000
1010001100110
1101000010011
1010100101001
1001010110100
1000101011010

deyysy=| 1100010001101
0101100001110
0010110000171
0001011100071 1
0100101110001
0110010111000
0011001011100

Comme pour le graphe de Petersen lorsqu’on essaie de trouver des quotients
non commutatifs "élémentaires" c¢’est a dire avec U de la forme

—_

cCoocooR” ococococooco oo |
=

SO oo oo oT
o O
(S

—_

oo oo |

3
OO OO OO oK OO

o

=
I
sNelaloBaolohalohahaohall "
—
|
=

[l el oo NN NoNoNoll =N la)
OO OO OO oo RO O oo
il el oo NoNol =N el Ra)
o OO0 oo oo oo |

[ el oo NoNall o o N N Mo M)
O OO OO R OO o oo oo
OO O OO OO oo oo
OO H O OO OO oo o oo
—_ O OO OO DD oo oo oo oo

)

en faisant varier la position des projecteurs p et ¢, dans tous les cas on obtient
un quotient commutatif de A(X) donc on ne peut pas conclure.

La question des symétries quantiques de Cj3(3,4) reste ouverte apres cette
these mais certains éléments de la partie 5 indiquent plutot que ce graphe semble
posséder des symétries quantiques.
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4.4 Le cas Aut(X) ~ D,

Dans [7] les auteurs posent la question des graphes X & n sommets vérifiant
Aut(X) ~ D,, car pour n < 11 et pour les graphes C,,, n # 4, a chaque fois que
Aut(X) ~ D, alors X n’a pas de symétrie quantique. On commence par montrer
que de tels graphes sont forcément circulants.

Lemme 4.4.1. Soit X un graphe sommet-transitif a n sommets tel que Aut(X) ~
D,,. Alors X est un graphe circulant.

Démonstration. Par hypothese il existe o, 7 € Aut(X) tels que
Aut(X) = (o,7| o"=id, 7 =id, Tor =0 1)

Pour i € [1,n] on note O, (i) l'orbite de ¢ sous 'action de o.
On considére maintenant la relation d’équivalence suivante sur [1,n] :

i~ j == |0:(i)] = |0:(5)]

On a alors o(i) ~ ¢ (immédiat) et 7(i) ~ i car

06 (7(0)| = [7(Oro+(i))| = |Oror (i) = [Op=1(i)| = |Os (i)

Ainsi pour tout ¥ € Aut(X) on a X(i) ~ 7. Ensuite, par hypothese, Aut(X) agit
transitivement sur [1, n] donc la relation "~" définit une unique classe d’équivalence
ce qui signifie que o se décompose en cycles de méme longueur k. Or o est d’ordre
n donc k = n et o est un n-cycle, d’ou le résultat. ]

Ensuite on a une proposition qui permet, en particulier, de montrer que ces
graphes sont de type 2.

Proposition 4.4.2. Soit X un graphe circulant a n sommets. Si X est de type
k alors |Aut(X)| > nk, en particulier si X est de type strictement supérieur d 2
alors Aut(X) contient strictement D,,.

Démonstration. Pour tout a € E et b € Z,, on définit I'application

fap Ly — Zy
r — axr—+b

On va montrer que f,, € Aut(X) et que application

. Ex7Z, — Aut(X)
(aab) — fa,b
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est injective.
Pour commencer on remarque que f,p © fo-1 _,-1, = id donc ces applications
permutent bien ’ensemble des éléments de Z,.
e Soit y € Z,, on rappelle que V(y) désigne le voisinage de y dans X.

fap(V(W) = fap({y+s, s€S})
= {furly+s), s€S}
= {ay+as+b, s€S}
= {ay+b+s, s€ S} car par définition de E, aS=S
= {fap(y) +s, s€ S}
= V(fap(v)))

ainsi on a bien f,; € Aut(X).
e De plus si (a,b) et (a/,b') dans E x Z,, vérifient f,, = fu» alors pour tout
x € Z, on obtient
ar +b=adz+ 0

En prenant = 0 on trouve b = b’ puis avec x = 1 on trouve a = a’ donc ®
est bien injective.
[

Remarque 4.4.3. En fait, lorsque n est premier, ® est un isomorphisme. La
structure de groupe sur E x Z,, est donnée par la composition des f,; :

fa,b o fa’,b’ = faa’,ab’+b
Ceci a déja été vu dans le cas particulier du graphe C13(3,4).

Comme le suggere I'étude des graphes pour n < 11 on regarde si les graphes
vérifiant Aut(X) = D,, ont ou non des symétries quantiques. Si n est premier ils
n’en ont pas car d’apres le théoreme 4.3.9 les graphes de type 2 avec n premier
n’ont pas de symétrie quantique.

On considere maintenant que n est non premier. Une premiere idée consiste a
vouloir appliquer le théoreme 4.1.7. On pense que les hypothéeses sont effectivement
vérifiées pour les graphes de type 2 avec n impair mais on ne I’a pas démontré.
Si c’est le cas cela montre que tous les graphes circulants d’ordre impair de type
2 n’ont pas de symétrie quantique donc a fortiori ceux dont le groupe d’automor-
phismes est D,,.
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Le cas n pair est de toute évidence plus difficile car certains graphes de type 2 ne
vérifient pas les hypotheses de la proposition 4.1.7 et ont des symétries quantiques.
Cependant cela ne contredit, a priori, pas la conjecture

Aut(X) = D,, = X n’a pas de symétrie quantique

car ces graphes de type 2 n’ont pas pour groupe d’automorphismes D,,.
Voici une étude rapide de tous les graphes de type 2 avec n < 14 pair qui ne
vérifient pas les hypotheses de la proposition 4.1.7.
o n==06:
Cs(2) : f(1) = f(3) =0 et Cg(2) = (3K3)° donc Aut(Cs(2)) # Ds.
Cs(3) : f(1) = f(2) =0 et Cs(3) = (2K3)° donc Aut(Cg(3)) # De.

:Clg(ll 5) ( ) = f = f(5) = —1 et 010(4, 5) = KQ 9] 05 donc
Aut(010(4 5)) = Lin

3)
Cuold) : £(1) = £(3) = F(5) = 0 et Cro(4) = (Cro(4,5))"

Cra(6) : F(1) = f(3) = f(5) = f(7) = 0 et C14(6) = X 0 Cs donc
l

C14(6,7) : f(l)) — F(3) = f(5) = f(7) = —1 et C14(6,7) = K» 0 Cy donc

Aut(C]_4(6,7) = 22D77AD14.

C14(2,5,6) : f(1) = f(3) = f(5) = f(7) = 0 et C1a(2,5,6) = (C14(6, 7))".
Cua(3.4.6): F(1) = 1(3) = J(5) = (7) = Ot Cua(3,4,6) = (014( 7))
Cua(2,5,6,7) - f(1) = fB) = f(5) = [(7) = —1 et Cuu(2,5,6,7) =
(C14(6))“.

C14(3,4,6,7) : f(1) = fB3) = f(5) = f(7) = =1 et C1u(3,4,6,7) =
(C14(6))°.

On peut cependant traiter tous les graphes vérifiant Aut(X) = D,, pour n = 12.
La liste des graphes qui vérifient cette propriété, a complémentaire pres, est la
suivante

ClQa 012(2)7 012(3)7 Cl?<4)a 012(6)7 012(27 6)a 012(37 6)7 012 (4a 6)

On peut alors vérifier que dans les 8 cas ces graphes vérifient les hypotheses du
théoreme 4.1.7 et donc n’ont pas de symétrie quantique.



Chapitre 5

Orbites, espaces d’entrelacements
et symétries quantiques

Jusqu’ici les méthodes utilisées pour étudier les symétries quantiques des graphes
utilisaient essentiellement les propriétés de stabilité de certains espaces par la coac-
tion naturelle de A(X). Dans cette partie on présente une autre maniére de les
étudier en utilisant la dualité de Tannaka-Krein. Cette dualité indique qu’il y a une
bijection entre les sous groupes quantiques de S et certains espaces de matrices,
les espaces d’entrelacements. Pour pouvoir exploiter efficacement cette dualité qui
sera présentée dans la sous-partie 5.3 on commence par introduire deux espaces
associés aux graphes finis.

5.1 L’espace T*

Dans cette sous-partie G désigne un sous-groupe transitif de S,, et pour avoir
des notations cohérentes on consideérera que S,, est ’ensemble des permutations de
I'ensemble {0,1,...,n — 1}.

Définition 5.1.1. Pour tout ¢ € [0,n — 1], on note G; I'ensemble des éléments de
G qui fixent 7. Puis les orbites de [0,n — 1] sous I'action de Gy avec OF = {0}.
Ensuite pour ¢ € [1,n — 1] on choisit 0; € G tel que 0;(0) =i et on définit
0} = 0i(0;)

Proposition 5.1.2. On obtient les propriétés suivantes sur les Of.

i. Les OF pour 0 < s <r sont les orbites de [0,n — 1] sous l'action de G;

ii. La définition de OF ne dépend pas du choix de o; € G vérifiant 0;(0) = i.

iti. Yo € G, Vi,j € [0,n—1], Vs1,50 € [0,7] on a

o(0") = Ol et a(OF NOF) = O,y N Ogfy)

63
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Démonstration. (i) : Soit jo € OF = 0,(0}), jo = 0i(ip) avec iy € O.

j € 07 =0;(0p) 3j"' € Oy, j=o0i(j")

Ao’ € Gy, j = 0,0'(ip)
3o’ € Gy, j = 0i0'0; " (jo)
o' € 0,Gooi ", j = ' (jo)
Jo’ € Go1), J = 0'(jo)
Jo’' € Gy, j = 0'(jo)

j est dans l'orbite de jy sous l'action de G

(O A

ce qui montre que les O; de ’énoncé sont bien les orbites annoncées.
(7) : Soit o € G tel que o(0) = i alors

ke€a(0)) < Tk € O, k=o(ky) < ko € OF, k=o0i(0; o(ko))

or ;'0(0) = 0 donc o;'c € Gy. Ainsi par définition de OF on obtient
o7 o (ko) € OF et donc
keao(0)) = ke a,(0)
c’est a dire
a(05) C 0:(0p)

puis par le cardinal on conlut que o(Of) = 0;(Of) et donc la définition de Of ne
dépend pas du choix de ;.
(7i7) : La premiere égalité vient du calcul suivant :

o(0;') = 00i(Of) = Offzi(o) = Ocsrl(i)
et la deuxieme égalité en découle :
o(07' NOP) =o(0]")No(07) = Oil(i) no:

o(4)

Définition 5.1.3. Pour s € [0,r] on définit 1’élément T € Hom(C"™, C") par

T5<€j) = Z €;

, S
zEOj

et on note
TC .= Vect(T, |0 < s < 1)

Par construction la famille (Tg,...,7}) est libre donc c’est une base de 7.
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Remarque 5.1.4. La définition des T, n’est pas canonique car il y a un choix qui
est fait dans I'ordre de numérotation des orbites. En revanche la définition de T¢
est bien canonique.

On présente maintenant une autre facon équivalente de construire les endomor-
phismes T qui aura son utilité.

Proposition 5.1.5. Pour tout s € [0,7], on note O° lorbite de l’action diagonale
de G sur [0,n — 1] x [0,n — 1] contenant OF x {0}. Alors (O° ..., O") sont les
orbites de cette action diagonale et pour tout s € [0,7] on a

[Ts)ij = dyeo

Démonstration. On commence par montrer que toutes les orbites de cette action
sont de la forme O°. En effet si (4, j) € [0,n— 1] x [0,n — 1] alors il existe s € [0, 7]
tel que i € O3. Soit o € G tel que 0(0) = j. On obtient i € o(0;) donc

(i,7) € (O x {0})
c’est a dire (7,7) € O%. Ce qui permet d’obtenir aussi
(,§) € O° =i € Oj
Or par définition on a
[Ts}i,j = 5ie(9;.

donc on obtient le résultat. O

Lemme 5.1.6. Si o € G C S, alors,
P,T,=T,P,

Démonstration. On rappelle que par définition P,(e;) = e,(;).
Soit s € [0,7] et j € [0,n—1] :

Pchs(ej) — Z €o(i) = Z e = Z € = Ts(ea(j)) = TSPU(ej)
€02 kea(03) keO; ;)

donc on a bien P,T, = T,P,. O

Lemme 5.1.7. Pour f € Hom(C",C") les propositions suivantes sont équiva-
lentes :

1. Yo €@, P,f=fP,

2. Vo e GVi,j €[0,n—1], a;; = ay)0() ot les a;; sont les coefficients de
la matrice associée a f dans la base canonique (eq,...,€,_1).

3. feT¢
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Démonstration. (1) < (2) :

VO' € G, ng = fPU = Vo c G,\V/’l,j € [0,71 — 1], [Paf]i,j = [fPU]i,j
< Vo e G,Vi,j € [0, n — 1], Ao=1(3),j = Qi,o(4)
& Yo e G,\V/Z,j € [0, n — ].], Q5 = aa(i),a(j)

(3) = (1) : Conséquence immédiate du lemme 5.1.6
(2) = ( ) : Soient s € [0,7] et j1 # jo € Of. 1l existe donc o € Gy tel que
1) = jo. Ensuite par hypothese on a

(]

51,0 = Qo(j1),0(0) = Ajp,0 = As,0

et donc .
60) = Z Cls,oTs(eo)
s=0

On se donne maintenant i € [1,n — 1]. Par transitivité de G il existe o € G tel
que o(0) = 4.
fPs(eo) = [(ei)

P, f(ep) ZasOPT ) ZasoT e)

s=0
d’apres le lemme 5.1.6. C’est a dire

(e) = z asoT(e)

donc

= Z as70T8 € TG

O

Remarque 5.1.8. Pour ’équivalence de (2) et (3) on peut aussi simplement re-
marquer que (2) signifie que application (i, j) — a; ; est constante sur les orbites
O3, c’est & dire que f € TY en utilisant la proposition 5.1.5.

Dans la suite X sera toujours un graphe fini sommet-transitif c’est a dire que
Aut(X) agit transitivement sur les sommets de X. On notera [0, n — 1] 'ensemble
des sommets de X et dx sa matrice d’adjacence associée dans la base canonique
(€0y...,en_1) de C". Ainsi, G = Aut(X) vérifie les hypotheses nécessaires pour
pouvoir définir toutes les notions précédentes de cette partie. Pour ce qui est des
notations on prendra

Auty(X) =G; et TX .= TAu)
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Remarque 5.1.9. Le lemme 5.1.7 montre en particulier que 7~ est stable par
composition et que dx € 7~ donc on a les équivalences suivantes pour o € S,, :

P,dx =dxP, < o0 € Aut(X) & Vs € [0,r|, P, T, =T,P,
De plus la définition de 7% ne dépend que de Aut(X) donc
TX=T%
car Aut(X) = Aut(X°).

5.2 L’espace T3

Dans cette section X désigne toujours un graphe sommet-transitif a n sommets
et on reprend les notations de la section précédente.

On pose h := dim(C[dx]) — 1 de sorte que Id, dx, d%,...,d% soit une base de
Cldx]. Pour i,j € [0,n — 1] on note

Lii) o= ((d%)ig (dx)igs - (d%)i))
la suite des coefficients d’indice (i, j) dans les matrices Id, dx, d%, ..., d"%.
Lemme 5.2.1. Soient i,j € [0,n — 1], alors Vo € Aut(X),
Li(i) = LW (o (1))

Démonstration. Puisque les d% commutent avec tous les P, pour o € Aut(X) c’est
une conséquence immédiate du lemme 5.1.7. O

On note BY, BL, ..., Bd les classes d’équivalences pour la relation d’équivalence
R suivante sur [0,n — 1] :

iRYj <= L°(i) = L°(5)
Puis comme pour les O; on définit
B} = 0i(Bg)
ou o; € Aut(X) vérifie o(0) = 1.

Proposition 5.2.2. On obtient les propriétés suivantes sur les By .

i. Les B pour 0 < s < q sont les classes d’équivalences pour la relation R’
sutvante :

J1R 2 <= L'(j1) = L'(ja)
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it. La définition de Bf ne dépend pas du choiz de o; € Aut(X) vérifiant 0;(0) = i.
iii. Yo € Aut(X), Vi,j € [0,n — 1], Vs1,82 € [0,4] on a :

o(B}") = By

O'(Z) et O'(Bfl ﬂ BjQ) — BSl

o) 1 Bo

o(4)
Démonstration. (i) : Soit jo € 0:(B§), jo = 0i(ig) avec ig € Bg.
L'(jo) = L'(j1) < L°io) = L°0;*(j1)) par le lemme 5.2.1
< o7 '() € B
= jl € O'Z(Bg)

ce qui montre que les B} sont bien les classes d’équivalences voulues.
(1) : Soit o € Aut(X) tel que o(0) =1 et ig € B alors

Lo™(j)) = L°(io)

jea(By) <«

& L'(o;071(4)) = L'(0y(ip)) par le lemme 5.2.1
& L'(j) = L'(0i(io)) car 00; (i) =
& L%077(j)) = L%(io)

& jeoi(Bg)

donc la définition des B; est bien indépendante du choix de o;.
(7i1) : Pour la premiére égalité on a le calcul suivant :

o(B;) = 00i(Bg) = Biai(()) = Bﬁ(i)

7

et la deuxieme égalité en découle

o(B* N Bj*) = o(Bi") No(B;*) = By N By,

[

Définition 5.2.3. Pour s € [0, ¢] on définit I'élément TP € Hom(C", C") par
T5(e;) =D ¢
i€B;
et on note
Tk = Vect(TP | 0 < s < q)

Par construction la famille (T, ..., T?) est libre donc c’est une base de T5*.
Lemme 5.2.4. (03,...,OF) est une sous-partition de (B, B}, ..., BY), c’est a

dire que pour tout i € [0, q] il existe un ensemble E; tel que

= U o

sek;
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Démonstration. Soient i1,is € [0,n—1]. Comme les éléments de C[dx| commutent
avec les P, pour tout o € Aut(X) alors par le lemme 5.1.7 on obtient

(30 € Auto(X), o(ir) =is) = (Vk € [0,h], (d5)i0 = (d5)i0) & LO(ir) = L%(in)

Ce qui, en terme d’orbites, signifie exactement que pour tout s € [0,r] il existe
i € [0,q] tel que Of C Bj. Le résultat souhaité suit. O

Remarque 5.2.5. Avec les propositions 5.1.2 et 5.2.2 on obtient aussi que pour
tout j € [0,n — 1], A
5= U0

SEEZ'

TiB:ZTs

sel;

et ainsi

De plus on a
q

ST T
s=0

i=0
ot J(e;) = 125 ex.
Proposition 5.2.6. On a les inclusions suivantes :

dx € Cldx] C T ¢ T

Démonstration. L’inclusion de droite est une conséquence directe de la remarque
5.2.5. Soit s € [0, g, on note B* le sous-ensemble de [0, n—1] x [0, n— 1] des couples
(i,7) tels que
[T5)i5 = dagens
Par définition de 7% on a
n—1

35:UBjx{j}

7=0
et les B® forment une partition de [0,n — 1] x [0,n — 1].
On montre ensuite que 'application

vs 1 B — Cch+t
(i.3) = L) = ((d%)ij (dx)igs- - (d%)ig)

est constante. En effet pour tout (i1, j1), (i2, j2) € B® par définition de B* il existe
01,09 € Aut(X) tels que 01(0) = jy, 02(0) = j2 et

11 € le = 0'1(38), 19 € B;Q = UQ(BS)
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On note alors },i, € Bj les entiers tels que i; = 01(i)) et iy = 09(i)), et 0 €
Auty(X) tel que o(i}) = i,. Ainsi pour tout k € [0, A,

(d%)ir g1 = (d5%)or ()00 0) = (A0 (%) 2}),00)
(d%)i.0
= (d];()az(l ),02(0)
= (d%)ns
Ce qui montre que 75(i1,71) = 7s(i2,jo) donc s est bien constante. On note
(lg, 11, -, 13) cette constante.

Ainsi pour tout k € [0, h] et (4,7) € B¥, on obtient

q
(dX iy — ls Zl 5(%] €Bs — ZZZ(TSB)Z'J

donc .
# =S
s=0
ce qui montre que C[dx] C T5° et termine la preuve. ]

Voici a présent un lemme qui est une conséquence directe mais essentielle de
la définition des endomorphimes T5.

Lemme 5.2.7. Pour k € [0,h] on note o les coefficients de (dx)* dans la base
(T3, ..., TFP), c’est a dire :
q
=2 Ty
5=0
Alors pour tout s # s il existe k € [0, h] tel que
ok £ ok,

Démonstration. Soit i € [0,n — 1] et s € [0, 4] tel que i € Bf. Par définition pour
tout k € [0, ] on a

q

[(dx)*io =Y ab[T0]i0 = Z ko ieBs = al

s'=0

Ainsi pour s # s si pour tout k € [0, k] on avait of = o, alors pour tout i € B,
i’ € B§ et k € [0, k] on aurait

[(dx)* 150 = [(dx)"]s0

ce qui signifie exactement que L°(i) = L°(i') donc s = s’ par définition des B,
absurde, d’ou le résultat. O
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On termine cette partie par deux lemmes qui nous donnent des propriétés de
T4 utiles pour la suite.

Lemme 5.2.8. Pour tout s € [0,q] on a
Vi,j € [0,n—1], i€ Bj < je B;
et ainsi les endomorphismes TP sont autoadjoints.

Démonstration. Soient i, j € [0,n — 1], igp € B et 0 € Aut(X) tels que o(j) = 1.

i€ B e L(i)=Li) & Vkel0,h], (d)i; = ()i
& VEk€[0,h], (d%)ji = (d%)og): car d est symétrique
& L'(j) = L'(o(io))
& jebB;

car o(ig) € o(B;) = B;; = B;. Ce qui montre bien en particulier que T5 est
autoadjoint puisque

S

[TB]i,j = 5iEB]'°T

Lemme 5.2.9. 57 X est un graphe fini, sommet-transitif, alors
TX — 7;3XC

Démonstration. La relation d’équivalence qui permet de définir 75°, R, sera notée
RS dans ce qui suit. On a 1’égalité suivante :

dxe =J —id —dyx
et comme Jdx = dxJ = a(X)id (a(X) est la valence de X) on a
Vk >0, (dxe)* € Vect(id,dx, (dx)?, ..., (dx)",J)

ce qui nous permet de dire que dxe et toutes ses puissances sont dans T5° car J
et les puissances de dx le sont. Cela implique la propriété suivante :

iRY ] = iR
Puis comme (X¢)¢ = X on obtient I'équivalence
iR%j <= iR%.j

c’est a dire T = T4 O
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5.3 Dualité de Tannaka-Krein

5.3.1 Pour les groupes de permutations

On utilise les notations suivantes de [11]. Soit G un sous-groupe de S, (on
identifie les éléments de G avec les matrices de permutations de taille n associées).
On peut associer a G les espaces d’entrelacements suivants.

Colk, 1) = {T € Hom((C")™, (C")¥) := O(k, 1) | Vg € G, Tg™ = ¢}
avec (k,l) € N x N.

Remarque 5.3.1. Par dualité de Frobenius on a
Cg(k’, l) >~ C(;(O, k+ l)

On note alors Cg la collection des Cg(k,1) et on définit les éléments U, M, C
comme suit :

n—1
UeCq0,1): Ul)=> ey
k=0

M e 00(2, 1) . M(@Z ® ej) = 51-,]-62-
S e 00(2,2) . S(el ® €j) =€j & e;

et leur adjoint :

U € Cq(1,0): Ur(e;) =1
M* € Cq(1,2): M*(e;) =e; ey
S*eCg(2,2): S*=8

On a alors la proposition suivante de [11] sur la structure de Cg.

Proposition 5.3.2. [[11], Proposition 1.2] Cq est une catégorie tensorielle avec
duauz, au sens ot elle satisfait les propriétés suivantes.

1. (TT'eCq)=T+T € Cq

2. (T, T"eCq) =TT € Cq

3. Si T, T" € Cq sont composables, alors T oT' € Cq

4. (T €Cq)=T*€Cq

5. 15 € Cg(1,1)

On utilise alors une version du théoréme de dualité de Tannaka-Krein sur les
algebres de Woronowicz que 'on trouve dans [38]. L’utilisation qui en est faite

ici est analogue au théoréeme 1.4 de [11] pour I’étude des groupes compacts qui
contiennent S,,.
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Théoreme 5.3.3. La construction G — Cg induit une bijection entre les sous-
groupes G C S, et les catégories tensorielles avec duaux, C, qui vérifient

an CcCcC C{l}
ot Cpay(k, 1) = C(k, 1).

Il est donc important de commencer par bien comprendre Cs . Or Cg est
engendrée en tant que catégorie tensorielle symétrique par les endomorphismes qui
caractérisent les relations vérifiées par les coefficients des éléments de G (regardés
comme des matrices). La matrice u = (u;;)o<i j<n—1 €st alors un élément de S, si :

: n—1 . n—1 .

1. Zk:() Uik, = Ek:() Uk; = 1

. Ui Wij, = 0jy gy Uijy € Wiy jUiyg = Oiy iy Uiy j
iii. Les u;; commutent entre eux

Or on peut vérifier que
(1) & UU" € Cx(0,1)
(i) < M, M* € Cg(2,1)
(1ii) & S € Cg(2,2)

donc finalement on obtient,

CSn = <U7 M, S>+,o,®,*

1y a aussi une fagon plus explicite de décrire Cs, en utilisant ’ensemble P(k, )
des partitions de k + [ éléments, voir [11]

Remarque 5.3.4. (3) + (4) + (i) = (5) car I; = M o M*.

Proposition 5.3.5. On a
CG(L 1) = TG

Démonstration. Conséquence directe du lemme 5.1.7. O
Pour le cas ou G = Aut(X) on utilise la description suivante.
Proposition 5.3.6. 5i X est un graphe fini sommet-transitif, alors
Caut(x) = (U, M, S,dx) 1 0.0
Coans(xy(1,1) =T

Démonstration. Les éléments de Aut(X) sont ceux de S, qui commutent avec dx,
or par définition

(dX S CAut(X)(la 1)) = (VO‘ & Aut(X), P,dx = prU)

ce qui donne la premiere égalité. La deuxieme est une application directe de la
proposition 5.3.5. O
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5.3.2 Pour les groupes quantiques de permutations

On peut maintenant faire la méme chose pour les algebres quantiques de per-
mutations, c’est a dire pour les quotients A de

Ag(n) = (wij,1 < 1,7 < n|u magique unitaire )
en définissant les espaces d’entrelacements

Ca(k,1) ={T € C(k,1) | Tu®* = u®'T}

ott u®* est la n* x nF-matrice (u;,j, - Ui )ir.igir. ju-
Remarque 5.3.7. Par dualité de Frobenius on a toujours
CA<k, l) >~ CA<O, k+ l)

La collection des C4(k,1) pour (k,1) € N x N, notée Cy, est de nouveau une
catégorie tensorielle avec duaux au sens de la proposition 5.3.2. Avec ces notations
la dualité de Tannaka-Krein s’exprime sous la forme suivante.

Théoréme 5.3.8. La construction A — C4, induit une bijection entre les n-
algébres quantiques de permutations et les catégories tensorielles avec duauz, C,
qui vérifient

Casm) CCCCpy

Les relations sur u qui définissent A,(n) permettent d’obtenir de fagon similaire
au cas classique que

Cayin) = (U, M) 4 0.0

Dans [11] on pourra trouver une description plus précise de Ca ) (k,1) qui
utilise les partitions non-croisées de [0,n — 1]. Cette méthode est utilisée pour
étudier les analogues quantiques des groupes de Lie orthogonaux contenant S,,.
Cette étude a notamment permis de faire des connections importantes avec les
probabilités libres, voir [23].

En utilisant cette description plus explicite de Ca () (k,[) on a en particulier
immédiatement

n—1
CAg(n) (07 1) == Vect(e)7 O]:l e = Z €;
=0

CAS(n)(l, 1) = Vect(Id, J)
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Lemme 5.3.9. Soient A une n-algébre quantique de permutations et G° C S, le
groupe de permutations tel que

com(A) = C(G?)
ot com(A) est lalgébre abélianisée de A. Alors
Cyx C Ceo

donc en particulier

CA(l, 1) C TGO

Démonstration. Ce lemme est une conséquence directe des définitions. Le passage
a I'algebre abélianisée correspond a 'ajout de S dans les générateurs de C'y. [J

Pour A(X) on a com(A(X)) = C(Aut(X)) donc G = Aut(X) et ce lemme
nous indique que
OA(X)(L 1) C TX
On obtient alors la généralisation naturelle de la proposition 5.3.6 pour 'algebre

A(X) dans le cas quantique.

Proposition 5.3.10.
Caxy = (U, M,dx) 100+

Démonstration. La matrice qui permet de définir A(X) est caractérisée par les
relations suivantes :

. n—1 n—1
L. Zkzo Uik, = Zk:o Uk; = 1
. Uiy Uijy = 0jy joUigy €6 Wiy jUins = Oiy iy Uiyj

ii. udX = qu

Or on a
(i) & U € Cax(0,1)
(i) & M € Cux)(2,1)
(i11) < dx € Cax)(1,1)
ce qui nous donne le résultat. O

Corollaire 5.3.11. X n’a pas de symétrie quantique si et seulement si S € Cy(x).

Démonstration. On sait que X n’a pas de symétrie quantique si et seulement si
CYA(X) = CAut(X) or C1A(X) = <U7 M7 dX>+,o,®,* et C(Aut(X) = <U7 M7 S, dX>+,o,®,*
d’ou le résultat. On peut aussi voir que la présence de S dans Cyx) code la
commutativité des w;; (qui engendrent A(X)) or par définition X n’a pas de
symétrie quantique si et seulement si A(X) est commutative. [l
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On souhaite a présent, comme dans le cas classique, mieux comprendre I'espace
Cax)(1,1) en utilisant les espaces T5< et T+.
Pour cela on définit le produit de Hadamard suivant sur Hom(C", C").

Définition 5.3.12. Soient f,g € Hom(C",C"), on note fyg € Hom(C",C") le
produit de Hadamard de f et g défini par

fxg=Mo(f®g)oM"

Proposition 5.3.13. Le produit ci-dessus vérifie les propriétés suivantes.
1. Si f,g € CA(X)(I, 1) alors fxg € CA(X)(I, 1).
2. Soient f,g € Hom(C",C") que l'on écrit sous forme matricielle f = (a;;) et
g = (bij). On a alors fyg = (a;;b;;).

3. Si f,g € TE s’écrivent sous la forme

alors on a

q
fxg= Za{afTiB S 723)(
=0

cest a dire o = alad.

7

4. Si f,g € TX s’écrivent sous la forme
f=dlT, g=3dT,
i=0 ‘

alors on a

fxg = Za{afTi eTX
i=0

cest a dire al*? = ald?.

Démonstration. (1) : Cela est immédiat puisque M, M* € Cacx)(1,1) et Cy(x) est
stable par composition et produit tensoriel.
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(2) :

fxgle;) = M(f(ej) ®@gle;)) = M (ni Wiy j€i; @ ni bm’%)

11=0 12=0

n—1

- M( Z a;, jbi, (€, ®6¢2))
11,12=0

n—1

= Z aihjbi%jM(eh ® eiz)

i1,i2=0

n—1
= Z aijbije;
i=0

ce qui nous donne le résultat.
(3) : Lorsque f,g € T4 le calcul est le suivant :

feoley) = (Z%ﬁq@i%ﬁ )

11=0 10=0

=Y ol (MTE(e;) © T (ey)

11,12=0

= Z e;) car Bl N B, =4, ,B]
=0

Ainsi fyg =%, al oTE.
(4) : La preuve est la méme que pour la propriété (3) puisque

O’L‘?l m ng = 5i17i2 Ogl

Proposition 5.3.14. Soit X un graphe fini sommet-transitif, alors
72;X C CA(X)(L 1) C TX

Démonstration. On a déja vu l'inclusion de droite a ’aide du lemme 5.3.9. Pour
I'inclusion de gauche on commence par supposer que X est connexe. On rappelle
alors que

Cax) = (U, M,dx) 108+ = (U, M,Cldx]) 100
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Dans la suite pour tout f € T3 on notera azf les coefficients de f dans la base
(T, TF,...,TF). Pour k € [0, ], on utilisera la notation simplifiée suivante :

q
(dx)* =3 aiT?
=0

Soit ig € [0,¢]. On va montrer que T € Cy(x).

On commence par remarquer que ((dx)*); ; correspond au nombre de chemins
de longueur k£ dans X qui vont du sommet ¢ au sommet j. Ainsi, par connexité de
X, pour tout couple (i,j) il existe k € [0,h] tel que ((dx)");; # 0. Cela signifie
donc aussi qu'il existe f € Cldx] C T tel que azfo # 0. En effet il suffit de prendre
f = (dx)* tel que ((dx)*)io #0, ou i € By.

On pose ensuite

my=#{i €[0,q] | i#1io af #0}€[0,q—1]

Pour la suite il est important de remarquer grace a la proposition 5.3.13 que

Vg, he Tg, o =0=a?" =0 (%)
donc en particulier mgy, , < mgy et mgyg.n < ;ng
. o . . _ B . .
ler cas : my = 0. Cela signifie que f = a; T} ainsi
8 S € Cldx] c C
20 Oéf X A(X)

10

2eme cas : my > 1. Il existe i1 # i tel que Oélfl # 0. On va construire a
partir de f un élément F € Cyx) N T vérifiant o # 0 et mp < my en utilisant
uniquement le fait que f € Cy X)H’H;X et af; # 0. Ainsi par récurrence descendante
on obtiendra l'existence du premier cas.

e Etape 1 : Si Ozfl #* 04{0 on pose f; := f. Sinon, on considere un élément
g € Cldx] tel que of # af (Iexistence est assurée par le lemme 5.2.7).
Puis on pose :

f+fxg si al =0

%0

£ ::{ fxg sioaf #0

Dans tous les cas avec la proposition 5.3.13 on obtient

fi € Caxy N T3, a{; # 0, a{f £aoll et my < my

0 )

Si ozzfll = 0 alors my, < my et en posant F' := f; on a le résultat souhaité.
Sinon on passe a ’étape suivante.
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e Etape 2 : On pose :
1
F:=f- E(flel) € Cax) NT5

Et comme pour tout i € [0,¢| on a

f1\2
a,
azF — Oézfl _ ( Zfl)
o)
on obtient
af 20, af =0 etVie[0,q), ol =0=al =0
donc

mp <myp <My

ce qui montre le résultat pour X connexe. Lorsque X n’est pas connexe alors X¢
I’est et on obtient bien le méme résultat car

Aut(X) = Aut(X°), A(X) = A(X®) et T3 =T5
d’apres le lemme 5.2.9 . O

Remarque 5.3.15. Une autre maniére de comprendre ce résultat est de voir 7%
comme l'algebre des fonctions sur X x X, constantes sur les classes d’équivalences
pour la relation R suivante :

(i, j)R(i, j') <= Yk € [0, 1], [(dx)"]¢5) = [(dx)"] .51

L’algebre (pour le produit de Hadamard) engendrée par les (dx)*, vues comme
des fonctions sur X x X qui se factorisent a travers X x X/R, en sépare les
points ainsi par Stone-Weierstrass les éléments de Cldx] engendrent I'espace T5*.
Or Cldx] C Carx)(1,1) et ce dernier espace est stable par le produit de Hadamard
donc T5* C Cux)(1,1).
5.3.3 Bilan

Voici le théoréme qui fait le bilan du lien entre Aut(X), A(X), T~ et T5".

Théoreme 5.3.16. Soit X un graphe sommet-transitif, alors
C(Aut(X) = <U7 M7 S? dX>+,O,®,* = <U7 M7 S7 TX>+,O,®,* = <U7 M7 Su T17 <o 7TT>+,O,®,*

OA(X) = <U7 M’ dX>+,O7®,* = <U7 M’ 7;3X>+707®,* = <Uv M? TIB7 ce 7TqB>+,O,®,*
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Démonstration. Avec la proposition 5.3.6 on obtient
<U, M, S, TX>+,O7®’* C CAut(X) - <U, M, S, dX>+,o,®,*

or dx € TX donc on obtient I'inclusion inverse et 1’égalité.
Pour la seconde on fait de méme a 'aide des propositions 5.3.10 et 5.3.14.

<U7 Ma 7-BX>+,O,®,* C CA(X) = <U7 M’ dX>+:O’®>*

et comme dy € T5°, par la proposition 5.2.6, cela permet de conclure. O

5.4 Graphes B-cohérents, B-clos et applications

5.4.1 Définitions et premiers résultats

Définition 5.4.1. On dit qu'un graphe fini X est B-cohérent si il est sommet-
transitif et vérifie

TX — %X
c’est a dire r = g car T5* C T,

D’apres le lemme 5.2.4 cela signifie que les orbites B; et O] sont les mémes.
Et en utilisant les définitions de celles-ci comme dans la démonstration du lemme
5.2.4 on peut remarquer qu'un graphe sommet-transitif X est B-cohérent si et
seulement si Vi, ji, j2 € [0,n — 1],

(EIO' S AUti(X)7 0(j1> - ]2) — (Vk € [07 h]? (dl)c()i,jl = (dl)cf)i,jz)

Exemple 5.4.2. Tous les graphes sommet-transitifs pour n < 11 sont B-cohérents,
y compris le graphe de Petersen.

Remarque 5.4.3. Comme T = TX" et TF =75 on a

(X est B-cohérent) <= (X est B-cohérent)

D’apres le théoreme 5.3.16 le groupe quantique d’automorphismes d’un graphe
B-cohérent a la particularité de vérifier I’égalité suivante :

CA(X) = <U7 Ma 7—X>+,0,®,* = <U7 M? Tla st 7TT>+70,®:*

Les espaces T et T4° ont chacun une propriété qui est propre a sa définition
et que l'autre ne semble pas avoir dans le cas général :
e 7% est stable par composition,
e La base (T5, ... ,TqB ) de T5* est composée d’endomorphismes autoadjoints.
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Or on peut montrer facilement en utilisant la construction de la proposition 5.1.5
que

Les Ty sont autoadjoints <= {Vi,j do € Aut(X) | o(i) =4, o(j) =i}

Ainsi pour trouver des graphes qui ne sont pas B-cohérents il faut chercher des
graphes sommet-transitifs dont le groupe d’automorphismes n’agit pas transitive-
ment sur tous les ensembles {(7, j), (j,7)}. Les graphes circulants ne sont donc pas
de bons clients et semblent tous étre B-cohérents (cf partie suivante).

En revanche voici le plus petit graphe sommet-transitif non B-cohérent pour
lequel les générateurs de 7 ne sont pas tous symétriques, on note X, ce graphe :

11 — 0

_ =
\\IgH/

\ /

Pour ce graphe le groupe d’automorphismes Aut(X3) a 48 éléments et peut-
étre décrit comme suit :

Aut(Xi2) = {a]'af?ag* ™0™ | ny,ng,ns,ng € {0,1},n5 € {0,1,2}}

avec

a; = (0,3)(6,9) as = (1,4)(7,10) a3 =(2,5)(8,11)
7=1(0,6)(3,9)(1,11)(5,7)(2,10)(4,8) ¢ =(1,2,3,4,5,6)(7,8,9,10,11,12)
En particulier on a

Auto(X) = (ay, a0, a3 | oy = oy, (oy)? = id) =~ (Zy)?
Ensuite en calculant les puissances de dx,, on obtient

L°(1) = L°(2) = L°(4) = L°(5) = [0,0,1,0,12,0]
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LO(8) = L°(11) = [0,1,0,6,0,45], L°(10) = L°(7) = [0,0,0, 3,0, 36|
L°(0) =[0,0,3,0,17,0], L°(3)=10,0,2,0,16,0]
L°(6) =[0,1,0,5,0,41], L°(9) =10,0,0,4,0,40]

Ainsi on obtient les orbites suivantes et les liens avec celles de ’action de

Auto(X) :

) =
)=

By = Oy = {0}
= {3}
B; = Oy = {6}
= {9}
=0y ={7,10}
=0 = {8,11}

={1,2,4,5} = O5UOF (={1,4}U{2,5})

La matrice dx,, a 6 valeurs propres distinctes donc on obtient le bilan suivant :

dim(C[dx]) =6, dim(75) =7, dim(7T*)=38
La différence entre 75 et T vient de TP = T + Ty avec Tg = Tr.

L’intérét de ce contre-exemple est le suivant : la B-cohérence est une propriété
dont la véritable utilité était d’obtenir avec le théoreme 5.3.16 que

Cacx)y = (U, M, T4 00

ce qui est équivalent & Cy(x)(1,1) = T~.
Or avec le graphe ci-dessus on constate que la B-cohérence n’est pas nécessaire
pour avoir ce résultat comme le montre la proposition suivante.

Proposition 5.4.4.
Caxas) = (U, M, TH2) 4 00

Démonstration. On sait déja que T5'* C Cax,,), et on remarque que T3 ' n’est
pas stable par composition mais que 'algebre engendrée par 7;3)(12 est égal & TX12,

En effet :
TPTP =Ty
18 - 1PTE = 1,

donc C[T;?] = T%12 ce qui permet d’obtenir le résultat voulu. O
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Ceci nous amene a définir la notion plus faible suivante.
Définition 5.4.5. On dit qu'un graphe X sommet-transitif est B-clos si
Caxy(1,1) =T%
ou de maniére équivalente si T C Cyx).

Remarque 5.4.6. Dans le cas particulier de X5 ceci est assuré par le fait que
I'algébre engendrée par T est égale & 7.

Remarque 5.4.7. On a bien siir, B-cohérent = B-clos.

Les symétries quantiques des graphes B-clos sont alors plus faciles a étudier
puisqu’ils vérifient la propriété suivante :

Cax)y = (UM, T*)  oos

qui signifie que A(X) est uniquement déterminée par son groupe d’automor-
phismes, Aut(X), au sens du théoréme suivant.

Théoréme 5.4.8. Soient X et Y deux graphes B-clos ayant le méme nombre n
de sommets, alors les propositions suivantes sont équivalentes.

1L TX=T"
2. Aut(X) = Aut(Y)
3. A(X) = A(Y)

Démonstration.
()= (3):

TX = TY = <U7 M7 TX>+7O,®,* = <U7 M’ TY>+7°7®7*
< Cax) = Cay)
& AX)=A(Y)

(3) = (2) : C’est immédiat par abélianisation.
(2) = (1) : C’est immédiat car T est canoniquement déterminé par Aut(X).
[
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5.4.2 Un critére pour étre B-clos

Ce qui permet a un graphe non B-cohérent d’étre B-clos, comme X7o, vient du
fait que T5< n’est pas stable par composition. On va maintenant regarder comment
la stabilité de T* peut étre exploitée pour montrer qu'un graphe est B-clos.

Lemme-Définition 5.4.9. Soit s € [0,7]. Alors pour tout s1, so € [0, q] la quantité
|B;* N B3?| est indépendante de i € Of. On note a2-* sa valeur.

Démonstration. Soient i,j € Of. Par définition il existe o € Aut(X) tel que
o(i) = j et 0(0) = 0. Puis avec (ii7) de la proposition 5.2.2 on a

o(B* N By*) = B N By?
d’ou le résultat. ]

Lemme 5.4.10. Soient s1,s2 € [0, q| alors
Tg o Tslz = Z a2 T
s=0

Démonstration.
B B B
TP oTl(eo)=To | D ew|= D, > e
k' €Bg? k'€By? keB,}
or en utilisant le lemme 5.2.8 on a
(K'eBretkeB) s (K eBetheB')< (K € B! NB?)

donc on obtient

n—1 r r
TE oTB(eo) = Y |By' N B ey = ash™ (Z ek) =) T, (ep)
k=0 s=0

k€O s=0

et comme Tslf oT Slz et doi_gast® T, sont des éléments de Cay(x) et que X est
sommet-transitif alors on a aussi 1'égalité Tslf o Tslz(ej) = Y _yast%2T(e;) pour
tout j donc finalement on a bien le résultat souhaité. O

Proposition 5.4.11. Soit X un graphe sommet-transitif vérifiant
Vi1, ts € [O,’I"], (VSl,SQ S [O,(]], O./tsll’s2 = O./ts21’82) =1t =19

Alors X est B-clos.
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Démonstration. Soit s € [0, g]. On rappelle les notations de la partie 5.2 :

B = U O

teEs

c’est a dire Tf = > iep. Ii- On va montrer que pour tout t € B, on a T; € Cyx).
Cela permettra d’obtenir le résultat car [0,7] = UL, Es.

Si B, ={t}alors T, =T" ¢ Cax)-

On suppose maintenant que Es = {t1,...,t,} avec m > 2. On se place alors
dans V := Vect(T},, 1 < k <m) C T ou tous les éléments f € V s’écrivent de
maniere unique

f=>aolT,
k=1

On rappelle qu’on doit montrer que pour tout k € [1,m] T3, € Ca(x). On fixe
alors ky € [1,m].
Pour tout f € V on pose

my = #{k € [1,m]| k# ko, of #0}€[0,m —1]

Pour la suite il est important de remarquer grace a la proposition 5.3.13 que

Vg, h €V, of =0=af" =0 (%)
donc en particulier mg, , < mg et mgyg.n < My
En posant fy = TSB =>4y Ti, on dispose d’'un élément dans V N Cyx) tel que
a{fﬂ # 0 (et my, = m—1). On va maintenant construire un élement F' € VNCy(x)
qui vérifie ozf; . # 0 et mp < my,. En appliquant ce procédé par récurrence on
finit par obtenir I’ € V N Cy(x) tel que aio # 0 et mp = 0. Ce qui signifie que
F=aof T, et done Ty, = ﬁF € A(X) qui nous permet de conclure.
Voici maintenant le procédg mentionné ci-dessus.
On dispose de f € VN Cyx) tel que oz{ko # 0 et my € [1,m — 1]. Il existe donc
k1 # ko tel que a{kl # 0.
e Etape 1 : Si a{kl #* oz,{ko on pose fi := f. Sinon, par contraposition de
I’hypothese de la proposition comme ty, # ty, il existe s1, sy € [0, g tels que

51,52 51,52
atkl ;é Oéth

ainsi en posant g = (T8 o T2),TF et en utilisant le (4) de la proposition
5.3.13 et le lemme 5.4.10 on obtient :

g= (Z ail’SQTk> (Z Tt) =2 " =) 0T, € VN COax)
k=0 x k=1

teEs teEs
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avec afkl +# atgko. On pose alors
f '_{fxg si agko%()
V) fH+ fug si afko =0
Dans tous les cas avec la proposition 5.3.13 on obtient

1€ VNCax, a{,:o # 0, a{él Lol et my, < my

I

Si 04{;1 = 0 alors my, < my et en posant F' := f; on a le résultat souhaité.
Sinon on passe a I’étape suivante.
e Etape 2 : On pose :

1
F:=f- aT(flel) € VNCax
2%

Et comme pour tout k € [1,m] on a

f1y2

OéF _ Oéfl _ (atk)
tr — Ytk

k Oéfl

on obtient
F F F
ap #0, oy =0 etVke [1,m], a{; =0=a, =0
donc
mp < myg < my

ce qui nous permet de conclure.
m

On peut affiner 'hypothese en demandant la propriété pour tout ¢y, ¢, tels que
Of et OF soient dans un méme Bg.

Remarque 5.4.12. On peut interpréter ce dernier résultat dans la continuité de
la remarque 5.3.15. On note p l’action diagonale de Aut(X) sur X x X. L’espace
T peut alors étre interprété comme I’algeébre des fonctions sur X x X, constantes
sur les orbites de p (qui sont les O° de la proposition 5.1.5). La proposition 5.4.11
indique que si la sous algebre involutive, relativement a la structure de Hadamard,
engendrée par les compositions de deux éléments de T5¥ sépare les points dans sa
factorisation a travers X x X/p, alors elle est égale & T et ainsi X est B-clos.
C’est donc une conséquence immédiate du théoréeme de Stone-Weierstrass.

On a pas trouvé de graphes sommet-transitifs qui ne soient pas B-clos, on
pense méme que tous les graphes sommet-transitifs sont B-clos et qu’on peut le
démontrer grace a la proposition 5.4.11.

Conjecture 5.4.13. Tous les graphes finis sommet-transitifs sont B-clos.
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5.4.3 Applications aux p-graphes avec p premier

Dans cette partie p désignera un entier premier et on étudie les symétries
quantiques des p-graphes. On parlera des p-graphes circulants ce qui permet de
traiter tous les p-graphes car comme on 'a déja rappelé au début de la partie 4.2
lorsque p est premier tous les p-graphes sont circulants.

On reprend aussi les notations de la partie 4 sur les graphes circulants.

D’apres [1] ou [26] on a la description suivante du groupe d’automorphismes
des p-graphes circulants.

Théoréme 5.4.14. [/26], Theorem 4.1] Soit X un p-graphe circulant.
Si X = K, ou X, alors Aut(X) = S,, sinon on dira que X est non trivial et
dans ce cas

Aut(X) ={fap |a € E, beZy}
ou fop(x) = ax +b. En particulier
Aut(X) ~Z,x E

Corollaire 5.4.15. S7 X est un p-graphe circulant non trivial alors on a les iso-
morphismes suivants pour tout i € [0,p — 1] :

e — (0c:ri+k— i+ ke)

Corollaire 5.4.16. Les orbites de [1,p — 1] sous laction de Auto(X) sont les yE
poury € [1,p —1].

Dans la suite on choisit des représentants y; < y» < --- < y, de ces orbites
avec 'étiquetage,

Of =y B

pour tout s € [1,r], avec par convention y; = 1. On obtient donc aussi
O =i+y
Proposition 5.4.17. Tous les p-graphes circulants vérifient
Cldx] = T3 =T

donc ils sont B-clos et B-cohérents.
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Démonstration. La dimension de 7% est le nombre d’orbites de [0,p — 1] sous
I'action de Autg(X). D’apres le corollaire précédent elles sont toutes de cardinal k
sauf O = {0} donc il y en a 22+ + 1.

La dimension de C[dx] est le nombre de valeurs propres distinctes de dx or par
4.3.3 les espaces propres non triviaux de dx (c’est a dire différents de C1) sont de
dimension k. Ainsi il y en a 1 + p%l donc finalement

dim(Cldx]) = dim(7T™)
or Cldx]| C Tg* € T donc ils sont tous égaux. O

On rappelle que 'ensemble S de la partie 4 caractérise un graphe circulant car
i~j<=1—jJ€S
Proposition 5.4.18. Soient X; et Xy deux p-graphes circulants, alors
E, = FEy;, = A(X)) = A(X))

Démonstration. La proposition 5.4.17 nous indique que X; et X, sont B-cohérents
et le corollaire 5.4.15 que 7' = T2 car E;, = E,. Le théoréme 5.4.8 nous permet
alors de conclure. En utilisant le lemme 4.3.3, ce résultat peut aussi se voir par le
fait que E détermine les espaces propres de dx (alors que S détermine les valeurs
propres) donc aussi les relations définissant A(X). O

Cette proposition est importante car elle indique que 1’étude des symétries
quantiques des p-graphes circulants ne dépend que de E. Ainsi on peut se res-
treindre au cas S = E dans la suite de notre étude car les graphes circulants au
sens de la définition 4.1.2 vérifient E C S (car 1 € S dans ce cas). Pour p et k
fixés il existe donc au maximum un graphe a étudier car si il en existe un, F est
I"unique sous-groupe d’ordre k de (Zy, X) >~ (Zp 1, +).

Exemple 5.4.19. On a déja vu qu’il existe, a complémentaire pres, 15 graphes de
type 6 pour p = 31 qui sont de la forme C3; (5,6, U), ou U est une union quelconque
des triplets (2,10,12), (4,7,11), (3,13,15) et (8,9, 14) (a I'exception de I'union des
4 triplets). Dans les 15 cas, £ = {£1, 45, £6} donc il suffisait d’étudier C3;(5,6).

On donne maintenant un nouveau moyen de montrer que X n’a pas de symétrie
quantique en exploitant la dualité via le corollaire 5.3.11 c’est a dire la caractéri-
sation par I'appartenance de S a Cy(x)(2,2). On rappelle que le nombre d’orbites
non triviales de [0, p — 1] sous l'action de Auty(X) est A avec

p=1+ XAk

et que Of =i+ y,E (avec y; = 1).
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Proposition 5.4.20. Soit X un p-graphe circulant tel que

=1

RIS}

Vs € [1,)], 3t t2€[1,) tels que |(’)éé N (’)Z2
Alors X n’a pas de symétrie quantique.

Pour démontrer ce résultat on a besoin d’un lemme préparatoire qui est propre
aux p-graphes circulants.

Lemme 5.4.21. Soient 1,5,k € [0,p —1] et s,s;,5; € [1,\] tels que
jEO; et OFNOY ={k},

alors

OOy ={j} e ONOp={i}

Démonstration. On sait par symétrie des éléments de T~ que j € OF & i € O3
donc par symétrie par rapport a ¢ et j des égalités demandées et de 1’énoncé il
suffit de montrer O3 N O} = {j}.

ke Of = j e Oy ainsi on a bien j € O N O}

On montre maintenant que Of N O;’ n’a pas d’autres éléments.

Soient 7,5’ € Of N O)’. Ainsi on a

ke O nO;yNOyY
De plus comme j, 7" € Of il existe e, e’ € E tels que
j=i+uyse et j =i+y.

On note o := ®;(e'"'e) ou ®; est I'isomorphisme du corollaire 5.4.15. On a
alors (i) =i et 0(j') = i+yse'e’"'e = j ainsi en utilisant le (ii7) de la proposition
5.1.2 on a

{o(k)} C (O NOFNOY)Co(ONO;) = O N OZJQ,) =0;' N0 = {k}

C’est a dire k = o (k). Or k € O] donc il existe ¢” € F tel que k =i+ ys,¢” et

on obtient
" 1—1

ityse'ete=0(k)=k=1i+y,c"

et comme s; # 0 cela implique que e = €’ donc j = j’ ce qui permet de conclure. [

Voici maintenant la démonstration de la proposition 5.4.20.
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Démonstration. On pose t§ = t2 = 0. On définit alors les éléments suivants de
Cax) pour tout s € [0, A].

he = (M@ M)o (id®Tp ® Tjy ®id) € Cax)(4,2)

for=heo(id® (M* o M)®id)o (T, ® Ty ® Tiz @ Tu) o (M* ® M) € Cax) (2,2)
gs = (Id®M )o(ld®T,®id)o(M*®id) € Cx(x)(2,2)

A
F:=3% foogs€ Cax)(2,2)

s=0
On remarque tout d’abord que fo = id(cpye2.
Ensuite pour s € [1, A], on note k; 'élément de [0, p — 1] tel que

OF NO% = {k,}

On considere maintenant deux éléments i et j tels que j € OfF. Soit o € Aut(X)
tel que 0(0) = i. On sait que j; € Of donc o(js) € Of. Ainsi il existe o’ € Aut;(X)
tel que o’(o(ys)) = j. Alors en utilisant le (¢i¢) de la proposition 5.1.2 on a

{o'o(k)} = oo (OF NOL) = 0%, N O, =08 NOY (1.1)
Puis en appliquant le lemme 5.4.21 on obtient aussi
. tl s
{Z} — OO”O‘(]CS) ﬂ Oj (12)
. s t2
{j} - OZ N Oa”o‘(ks) (13)

Ce qui nous permet de faire le calcul suivant pour tout i, j € [0,p — 1] tels que
je0;:

fs(ei®ej) = hyo(id® (M*oM)®id) (Ts(ei) ® Ty (e;) ® Tiz(ej) ® Ts(ej))

= he [Tole)® D (er®@er) @Ti(ey)

keOfémO?
= h, (Ts(ei) ® Eo/o(ky) @ Eolo(ks) @ Ts(ej)) par (1.1)
— (M ® M) <T5<€z> ® Eg (60/U(k5)) ® Tt% (eala(ks)) ® Ts(ej))

= Z €q | ® Z €p

st ¢l s
a€0;n0%; bEOS O3

= e ®e par (1.2) et (1.3)
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De plus pour tout i,j € [0,p — 1] on a
gs(e: ® e) = (id @ M)(e; ® Ti(e;) ® €;) = djeo; (e @ €;)

On termine la démonstration en démontrant alors que S = I’ € Cyx).
Vi,j € [0,p — 1], on note s; 'unique entier tel que j € O}’ et on obtient

A
Fle;®e;) = > foogs(e; ®ej)
s=0

A
= Y djcos fslei ®ej)

s=0
= ij (62‘ ® 6j)
= €5 & e;

O

En outre 'hypothese de la proposition 5.4.20 peut étre affaiblie grace au lemme
sulvant.

Lemme 5.4.22. Les deuz propositions suivantes sont équivalentes.
o [l existe s1, 82 € [1, ] tels que |O5t N O =1
1
o Pour tout s € [1,\], 3tL, 12 € [1, )] tels que, |OF N OL:

§77s

Démonstration. Soit s € [1, A] on utilise la série d’équivalence suivante :

reOFNO? < Fee €F tels que x=y,e=uyge +1
& de,el € E tels que YT = YsYs, € = YsYs € + s
1
& ya €Oy NOL
ot t! et t2 sont tels que y,ys, € O(t); et Ysys, € (’)éz. Ainsi la multiplication par y,
1
réalise une bijection entre Ot N O52 et O N OZE ce qui donne le résultat. O

Théoreme 5.4.23. Soit X un p-graphe circulant tel que
ds1, 59 € [1, A] tels que |O5t N O7?| =1
Alors X n’a pas de symétrie quantique.

Démonstration. C’est une conséquence immédiate de la proposition 5.4.20 et du
lemme 5.4.22. ]
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Remarque 5.4.24. En utilisant la description explicite des O} avec ’ensemble
E la condition sur X du théoreme 5.4.23 est équivalente a

Jz,2’ € [1,p—1] tels que |(zE)N(Z’E+1)] =1

Notations 5.4.25. On note I'y = (fs,5,) la matrice dont les coefficients sont
définis par
Bor, = 105 NOP| = |(y5, E) N (ys, £+ 1))

On constate tout d’abord que la matrice I'y est symétrique car il existe o €
Aut(X) tel que 0(0) = 1 et o(1) = 0. Ensuite 'hypothese sur X du théoréme
5.4.23 est équivalente a dire que I'un des coefficients de I'x vaut 1.

Application 5.4.26. Les graphes de type 8 : D’apres le théoreme 4.3.10 il suffit
d’¢tudier les cas p < |5 + e’5 [#®) = (26 + 5v/2)2 < 1094. Cela fait 41 graphes de
type 8 a étudier (en ne comptant que ceux qui vérifient S = F). On va se contenter
de détailler ici le traitement des 5 d’entre eux qui ont moins de 100 sommets avec
le théoreme 5.4.23.

o X = (y7(22,33,47) (A = 12) :

O = E ={1,22,33,47,50,64,75,96}, OF = 2E+1 = {3,4,32,45,54,67,95,96}

05 NO7 = {96}

donc le théoreme 5.4.23 s’applique.
o X =Cg(12,34,37) (A=11) :

O = E ={1,12,34,37,52,55,77,88}, O? = 2E+1 = {3,16,22, 25,66, 69, 75, 88}

OsNO7 = {88}

donc le théoreme 5.4.23 s’applique.
o X =(73(10,22,27) (A=9) :

O = E ={1,10,22,27,46,51,63,72}, OF = 2E+1 = {3,20,21, 30,45, 54, 55, 72}

OsNOF = {72}

donc le théoreme 5.4.23 s’applique.
o X = 041(3,9, 14) ()\ = 5) :

O =2F ={2,6,13,18,23,28,35,39}, O} =8FE+1 = {9,11,12,18,25,31,32, 34}

O:2NO; = {18}
donc le théoreme 5.4.23 s’applique.
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o X =(17(2,4,8) (A =2) : Dans ce cas on a
Ol = E={1,2,4,8,9,13,15,16}, O =3E = {3,5,6,7,10,11,12, 14}
O! = B+1={0,2,3,5,9,10,14,16}, O? =3E+1 = {4,6,7,8,11,12,13, 15}

3 4
(1)

ainsi le théoreme 5.4.23 ne s’applique pas et comme pour le graphe C13(3,4)
de type 6 on pense que C7(2,4,8) possede des symétries quantiques.

donc

L’ensemble des graphes de type 8 avec p # 17 a été traité grace a un programme
informatique (voir en annexe) qui permet d’obtenir la liste des graphes de type k
(avec E = S) qui ne vérifient pas les hypotheses du théoreme 5.4.23. Pour k£ = 8
il n’y a que C17(2,4,8).

Les graphes de type 10 : D’apres le théoreme 4.3.10 il suffit d’étudier les cas

p < |54 e 219 < 1163. Cela fait donc 46 graphes de type 10 & étudier. On se
contente de nouveau de détailler ’étude des 5 d’entre eux qui ont moins de 100
sommets.

o X =Cn(5,14,17,25) (A =7) :

Op = E ={1,5,14,17,25,46, 54,57, 66,70}
O =2F + 1= {3,11,22,29,35, 38,44, 51,62, 70}
Oy NOF = {70}

donc le théoreme 5.4.23 s’applique.
e X =C(3,9,20,27,34,41,52,58,60) (A =6) :

O =2F = {2,6,7,18,21,40,43,54, 55,59}

O = 4E +1 = {5,13,15, 20,26, 37,43, 48, 50, 58}
02N O} = {43}

donc le théoreme 5.4.23 s’applique.
o X =(4(4,10,16,18) (A =4) : On trouve

Ty =

=N W O
DN W W
NSRS NI )
DN DN DN W~
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o X =(4%(2,4,8,15) (A =3) : On trouve

Ty =

N o~ W
=N
e N

e X = Ky : déja traité.
Ainsi pour Cy;(4, 10,16, 18) et C31(2,4,8,15) le théoreme 5.4.23 ne s’applique
pas et nous pensons qu’ils ont des symétries quantiques.

De nouveau informatiquement on peut vérifier que I’ensemble des graphes de
type 10 avec p > 61 vérifient les hypotheses du théoreme 5.4.23.

Comme on le voit avec cette étude pour les graphes de type 8 et 10, il semble
que la borne du théoreme 4.3.10 soit vraiment tres large. Pour tenter de I’'améliorer
voici une nouvelle proposition.

Proposition 5.4.27.

2
p>5+ 1 = Vs € [1,A], Jsg € [1, )] tel que |OFF NOPZ| € {0,1}

Démonstration. On suppose que pour tout s, € [1,A] on a |OF' N O7?| > 2.

A A
> 10y nop|< [ Y105 N0yl = (0] = k
so=1 s2=0
car les O7? pour s, € [0, A] forme une partition de [0,p — 1].

Avec notre hypothese cela implique

p—1

2 2
S —>p—1 —+1>
k ) g =P g TL2P

k22)\<:>k22(

absurde, d’ou le résultat. O

Quand on regarde de nombreux exemples il semble quand méme que sous ’hy-

2
potheése p > % +1 il existe toujours sy, s € [1, A] tels que |Og! N OF?| = 1. Si c’est
bien vrai dans le cas général, cela permettrait de montrer la conjecture suivante.

Conjecture 5.4.28.

2
p > > + 1= (X n'a pas de symétrie quantique)
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Démontrer cette conjecture revient en fait & mieux comprendre 1'isomorphisme

(Z/pz)* ~Z/(p - 1)Z

En effet par cette isomorphisme les orbites sous 'action de Autg(X) sont les sous
ensembles suivants de Z/(p — 1)Z (on rapelle que p — 1 = A\k) :

Oy ={Xd, |d=0,....,k—1}

O={\d+1,|d=0,....k—1}
O ={Ad+2,|d=0,...,k—1}

Oy ={M+X—1,|d=0,....k—1}

Ainsi la description des orbites par cette isomorphisme semble bien plus agréable
pour notre étude. La difficulté est alors de comprendre comment se comportent les
$ par cette isomophisme, or dans Z/pZ

Of={z+1 |ze0)

donc cela revient a mieux comprendre comment l'addition dans (Z/pZ, x) est
transportée par l'isomorphisme dans (Z/(p — 1)Z, +).

Regardons maintenant une autre propriété qui semble remarquable avec 1’étude
des graphes de type 8 et 10. Celle-ci suggere que pour un type donné, a partir d'un
certain p on a

OyNOI=EN(pE+1)={p-1}

Si c’est effectivement le cas cette propriété semble plus simple a montrer que
Iexistence de s; et sy tels que |OF' N OF?| = 1, et cela permettrait, a priori,
d’améliorer la borne du théoreme 4.3.10, méme si celle-ci serait moins bonne qu'un
potentiel % + 1.

Pour aller plus loin notons x le plus petit entier qui n’appartient pas a E, on
peut alors prendre y, = x donc

O;NOI=EN(zE+1)
Ainsi compter le nombre d’éléments dans Of N O% revient a résoudre I’équation
ze+1=¢

avec e, e’ € E.
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En particulier si x = 2 on obtient
O;NOi={-1}& 2e+1=¢€=e=¢(=-1))

On remarque notamment que dans ce cas pour avoir Of N O? = {—1} il faut
nécessairement que 3 ¢ E sinon e = 1 et ¢/ = 3 conviennent.
Etsiz=3:

OiNOiI={-2laBetl=€=e=—lete =-2)

On peut a ce stade noter le lien avec la notion de sous-groupe 2-maximal utilisée
dans la partie 4.3.2. En effet puisque si E est 2-maximal alors cela implique non
seulement que z = 2 mais aussi que 2e +1 = ¢ = e = ¢’ donc O} N OF = {—1}.
Ce lien nous pousse a utiliser une méthode similaire a celle de la partie 4.3.2 pour
obtenir de nouvelles bornes dans certains cas particuliers. On obtient alors les deux
résultats suivants.

Proposition 5.4.29. Si 2 ¢ E alors
p > 4% — X n'a pas de symétrie quantique

Démonstration. Puisque 2 ¢ F on est dans le cas x = 2 c’est & dire O3 = 2E. On
vient de voir qu’il suffit de montrer que

(2e+1—¢=0)= (e=€(=-1))

On reprend les mémes notations que pour le lemme 4.3.8. On va montrer cette fois
que l'application ® est injective sur 3 := {2g+1—¢, ¢g,¢' € G}. Ce qui permettra
de conclure puisque le groupe G est 2-maximal donc vérifie bien 2g+1—¢ =0 =
g=¢(=-1).S1 P29 +1—¢') =0 alors

p| N(2g+1—¢) = I sg+1-4¢)

5€Gal(Q(w)/Q)

(k)
< max s(2¢g+1—¢
= <seeau@«n/@>| (29 g>|>

or pour tout g € G on a s(g) € G donc
529 +1—g")| = [2s(9) + 1 = s(g')[ < 4

Ainsi on obtient
PINQ2g+1—g) <4

Par hypothese ce n’est possible que si N(2g+1—g¢') = 0, c’est a dire 2g+1—¢' = 0.
Ce qui termine la preuve. O]
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Proposition 5.4.30. Si2 € FE et 3 ¢ E alors
p > 5?0 — X n'a pas de symétrie quantique

Démonstration. Cette fois les hypotheses nous indiquent que x = 3 c’est a dire
0?2 = 3E. La démonstration est la méme que pour la proposition précédente
puisque G 2-maximal implique que

Bg+l=g)=(9g=—letg =-2)
On montre cette fois que Papplication ® est injective sur ¥ := {3g + 1 —
J', 9,9 € G}. En utilisant cette fois
sBg+1—g)=3s(g) + 1 =s(g) <5
On obtient
pINQBg+1-g) <57
qui permet de conclure. O

Pour finir dans cette partie voici un tableau qui donne, en fonction de la valeur
du type k, les valeurs limites suivantes.
e N1 : Plus grand p tel que le théoreme 5.4.23 ne s’applique pas.
e N2 : Plus petit p a partir duquel le théoreme 5.4.23 s’applique.
e N3 : Plus petit p a partir duquel on a toujours Oy N O? = {p — 1}.

17 | 97 353 129
109 | 127 379 163
101 | 181 | > 1601 | 201

k]e(k) [ N[ N2] N3 [E 41
6| 2 [ 13|19 19 19
8| 4 |17 4| 73 33
10 4 [41 |61 ] 71 51
12 4 |61 ] 73] 97 73
14 6 | 71 |113] 197 99

8

6

8

On remarque tout d’abord que la borne potentielle % + 1 ne peut pas étre
optimale et ensuite que le comportement O} N 0% = {p — 1} n’est pas tres régulier
et peut apparaitre a partir de tres grandes valeurs de p avec un comportement
exponentiel.

Le point important a signaler est quand méme qu’il semble y avoir une borne
inférieure a % + 1 a partir de laquelle les graphes de type k vérifient I’hypothese
du théoreme 5.4.23 et donc n’ont pas de symétrie quantique.
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5.4.4 Applications dans le cas général

Pour commencer, parlons du cas général des graphes circulants avec n non
premier. Nous pensons alors qu’on a la conjecture suivante.

Conjecture 5.4.31. Tous les graphes circulants sont B-cohérents.

Remarque 5.4.32. On pourrait se contenter de conjecturer que les graphes cir-
culants sont B-clos mais la démonstration ne semble pas plus facile que dans le cas
général a 'aide de la proposition 5.4.11.

Remarque 5.4.33. Pour montrer cette conjecture on ne peut pas, comme dans le

cas oll n est premier, essayer de montrer que Cldx] = T car ce n’est pas toujours

le cas méme quand il y a B-cohérence comme le montrent les exemples suivants.
o X = ((2) vérifie

dim(C[dx]) = 5, dim(7%) = dim(75") =6, Aut(X) = Dy
o X = (15(2) vérifie
dim(C[dx]) = 5, dim(7%) =dim(75") =7, Aut(X) = D,
o X = (Cy(7) vérifie
dim(Cldx]) =5, dim(T*) = dim(75°) =6, k=4

Si cette conjecture est vérifiée on obtiendrait le corollaire suivant : Si X un
graphe sommet-transitif a n sommets avec n # 4 alors

Aut(X) ~D,, = X n’a pas de symétrie quantique

En effet si Aut(X) ~ D, = Aut(C,) alors X est un graphe circulant par
le lemme 4.4.1. Ainsi, par la conjecture 5.4.31, X et C), sont B-cohérents. La
proposition 5.4.8 nous dit alors que A(X) = A(C,,), donc A(X) est commutative
pour n # 4 par le corollaire 4.1.6.

On souhaite maintenant s’inspirer de la proposition 5.4.20 pour obtenir un
critere général de non symétrie quantique. Cette condition suffisante est en fait
simplement celle qui permet la construction de S € Cy(x)(2,2) comme dans la
démonstration de cette proposition 5.4.20. La différence entre les p-graphes cir-
culants et le cas général vient simplement du lemme 5.4.21 qui est propre au cas
des p-graphes. On obtient alors deux versions généralisées dans le cas des graphes
B-cohérents et B-clos.
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Proposition 5.4.34. Soit X un graphe B-cohérent, tel que
Vs € [1,7], 3js € OF, ks € [0,n — 1] et tL,12 € [0, 7] tels que

O(t); N Of = {ks}
s tl
2 .
O;N O = {js}
alors X n’a pas de symétrie quantique.

Remarque 5.4.35. On peut remplacer 'hypothese "X est B-cohérent' par "X est
B-clos et les endomorphismes T sont autoadjoints".

Démonstration. On a juste besoin de démontrer le lemme 5.4.21 dans le cas s; = ¢!

et s; = ¢2 puis la démonstration est exactement la méme que celle de la proposition
5.4.20.

Les hypotheses de notre proposition correspondent au cas ¢ = 0 du lemme
5.4.21. Soit i, j,k € [0,n — 1] avec i # 0 et s € [1, 7] tels que
jEO; et OFNOE = {k}

Soit o € Aut(X) tel que 0(0) =i. On a j; € O donc o(js) € OF et par définition
il existe o’ € Aut;(X) tel que o'(c(js)) = j. Donc d’apres le (iii) de la proposition
5.1.2on a ) , ) ,

{o'o(ke)} = o'o(Oy N OF) = OF NO; = {k}
donc k = o’'o (k). Ainsi

0:NO; = d'a(03NOL) = {o'o(j,)} = {j}

et
OsNO; =0d'0(0;, NO;) ={0'a(0)} = {i}

ce qui termine la preuve. ]

Définition 5.4.36. Un graphe X sera dit B-complet si il vérifie les deux propriétés
suivantes.

1. X est B-clos
2. Vs e [l,r],3js € OF, ks € [0,n — 1] et tL,#2, 3, t2, 45 € [0,7] tels que
1 2
Oy NO; = {k}
05N O} = {j.}
5 3
O N O = {0}
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Remarque 5.4.37. Dans le point (2), le "3j5 € O§" peut étre remplacé par "Vj; €
Og" de maniere équivalente puisque si c’est vrai pour un j, alors en appliquant les
éléments de Autg(X) aux 3 égalités souhaitées on obtient la méme propriété pour
tous les élements de l'orbite de js sous 'action de Auto(X), c’est a dire Of,.

Théoréme 5.4.38. Si X est B-complet alors il n’a pas de symétrie quantique.
Démonstration. Dans ce cas on reprend la démonstration de la proposition 5.4.20

en l'adaptant aux endroits nécessaires. On pose t§ = 3 = t3 = t5 = tJ = 0. On
définit alors les éléments suivants de C'a(x) pour tout s € [0, r].

he = (M & M)o (id @ Ty ® Ty ®id) € Cax)(4,2)

for=heo(id® (M* o M) ®id)o (T ® Ty @ Ty ® Tyy) o (M* ® M) € Cax) (2,2)

gs = (Id®M )o(ld®T,®id)o(M*®id) € Cx(x)(2,2)

F:=) fiogs € Cax)(2,2)
s=0

On remarque de nouveau que fo = id(cnye2.
Ensuite pour s € [1,7], on a

1 2
Oy N O = {k}
On considére maintenant deux éléments i et j tels que j € OfF. Soit o € Aut(X)

tel que 0(0) = 4. On sait que j; € O donc o(js) € OfF. Ainsi il existe o’ € Aut;(X)
tel que o’(0(js)) = j. Alors en utilisant le (4i7) de la proposition 5.1.2 on a

{o'o(k)} = o'a(OF NOL) = O NO%, . =0FNOok (1.1)

o'o(js
Puis on obtient aussi

{i} = 0'0(0) = 0’0 (OF N OF) = OF

oo

(o) N O (1.2)

{j} = do(js) = 'a(O;NO;) =0O; N O, (1.2)

Ce qui nous permet de faire le calcul suivant pour tout i, 7 € [0,p — 1] tels que
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jeO;:

fs(el- ® ej) = hs o (ld X (M* o M) X ld) (Ts(el) ® T't% (61) ® T;gg(ej) & Tt§<€j>>

= hs|Ts(e;) ® Z (ex ® er) ® Tys(e;)

A 42
k€O O

= h, (Ts(ei) ® Eo/o(ky) @ Eolo(y) @ Ttg(ej)) par (1.1)

= (M®M) (TS(ei) ® Tia (eo’a(ks)) ® Tis (60’0(k5)> ® Tt?(%))

= Z € | ® Z €

cosno" beo's o'
a i olo(ks)

o’o(ks) J
= €e;®e par (1.2) et (1.3)

Puis la fin de la démonstration est exactement la méme que pour la proposition
5.4.20, on montre que S = I’ € Cyx). O

Nous pensons, en fait que cette proposition est une équivalence au sens suivant.

Conjecture 5.4.39. Soit X un graphe B-clos, alors les deuz propositions suivantes
sont équivalentes.

e X est B-complet

e X n’a pas de symétrie quantique

La proposition 3.2.4 montre en particulier que si X et Y ont au moins 2 sommets
chacun alors le graphe X oY a des symétries quantiques. On a alors la proposition
suivante qui est cohérente avec la conjecture ci-dessus.

Proposition 5.4.40. Soient X et Y des graphes ayant chacun au moins deux
sommets alors X oY n’est pas B-complet.

Démonstration. On note n (resp p) le nombre de sommets de X (resp Y') puis
(0% X O (resp (O™, ..., O"Y)) les orbites de I'action de Aut;(X) (resp
Aut;(Y)) sur [0,n — 1] (resp [0,p — 1]).
On note (274), 0 < I <n—1et0<J<p—1,les sommets de X oY. On
obtient alors les orbites suivantes pour le graphe X oY :
Vs €[0,r], 05, , ={wis,|i€ O}

xr,J

Vs e [1,r], O = {z;,|ie[0,n—1], j € O}

Tr,J
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On montre maintenant que X n’est pas B-complet : Pour 0 := x99, s =7 +1 et
Js =m0 € O;g}o les intersections des orbites de Autg, (X oY) et Aut,, (X oY)
qui ne contiennent qu'un seul élément sont de I'un des 2 types suivants :

i O3 NOW ={x10}, lorsque OF* = {I} et 0 ¢ oY

0,0 Zo,1
ii. O;Ofgl NO;,, ={xr1}, lorsque o ={I}et1€0)”

Dans le premier cas si 51,52 € [0,7 + 7] alors 'ensemble O51 N O;2 est soit
de cardinal strictement supérieur & 1 soit inclus dans {x;o | 0 < i <n — 1} donc
on ne peut pas avoir

Ot N O;ZI,O = {.CCOJ}

0,0

De méme dans le second cas pour sy, s € [0, 7+7'] alors I'ensemble O3! NO;2
est soit de cardinal strictement supérieur & 1 soit inclus dans {x;; |0 <i<n—1}

donc on ne peut pas avoir

O3t NO*2 :{QTQ()}

0,1 1,0

Ce qui permet de conclure que X oY n’est pas B-complet. O

On veut finir de montrer que cette conjecture 5.4.39 est bien cohérente pour
tous les cas ou n < 11. Le fait que Pr(Cjy) et Pr(K3) ne soient pas B-complets se
montre de maniere similaire a la proposition 5.4.40.

On montre maintenant que le Tore, K35 x K3 est bien B-complet.

Voici un tableau qui décrit les orbites pour ce graphe.
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o1

O?

{1,2,3,6}

{4,5,7,8}

{0,2,4,7}

{3,5,6,8}

{0,1,5,8}

{3,4,6,7}

{4,5,0,6}

{1,2,7,8}

{3,5,1,7}

{0,2,6,8}

{3,4,2,8}

{0,1,6,7}

{7,8,0,3}

{1,2,4,5}

{6,8,1,4}

{0,2,3,5}

O U = W N~ O =

{6,7,2,5}

{0,1,3,4}

Pour s =1 on prend y; =1 et on a

O N Oy = {2}

Oy NO; = {1}

0, NO; = {0}
Pour s =2 on prend y» =4 et on a

Oy NO; = {8}

05N 05 = {4}

O3 N O; = {0}

ce qui montre que K3 X K3 est bien B-complet.

Bien sfir il reste le cas du graphe de Petersen pour lequel on ne sait pas encore
si il a des symétries quantiques. Ce graphe est B-cohérent mais pas B-complet. En
effet voici ses orbites.

O;
{1,4,5}
{0,2,6}
{1,3,7}
{2,4,8}
{0,3,9}
{0,7,8}
{1,8,9}
{2,5,9}
{3,5,6}
{4,6,7}

%
{2,3,6,7,8,9}
{3,4,5,7,8,9}
{0,4,5,6,8,9}
{0,1,5,6,7,9}
{1,2,5,6,7,8}
{1,2,3,4,6,9}
{0,2,3,4,5,7}
{0,1,3,4,6,8}
{0,1,2,4,7,9}
{0,1,2,3,5,8}

OO || O | W[ N | O =,

Et on constate que pour s = 1 et j € Oj = {1,4,5}, Pensemble Og' N O} a un
unique élément seulement dans les cas suivants
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Oy N O} = {0}
Oy N O] = {j}
ce qui permet de conclure puisqu’il est impossible d’avoir Og' N Oy? = {j} ou

031 N O3 = {0}.

Pour finir voici une application du théoreme 5.4.38 dans un cas non traité avec
les méthodes vu précédemment. Il s’agit de

X = PI"(C(;) = KQDCﬁ

7
|
6

Ce graphe ne vérifie pas les hypotheses du théoreme 2.3.5 et voici son étude via
les orbites. Tout d’abord Pr(Cj) est B-cohérent donc B-clos. Ensuite les orbites
sont les suivantes.

i | O [ oF O3 O} oF o5 ol
0 [ {1} [{2,105 [ {8,11} | {5,9} | {48} [ {6} | {7}
1| {0} [{3,11} | {2,10} | {4,8} | {59} | {7} | {6}
2 | {3y | 10,4} | {1,5} | {7, 11} | {6,10} | {8} | {9}
31 {2y [ {155 | {04} [{6,10} [ {7,111 [ {9} | {8
4 | {5; | 12,6} | {3,7} | {19} | {0,8} | {10} | {11}
5 | {4 | 8,7 [ {26} | {08 | {1,9y [ {11} [ {10}
6 | {7y | {48} | {59}) | {311} | {2,10} | {0} | {1}
71 {63 | 5,9} | {48} | {2,10} | {3,11} | {1} | {0}
8 | {9y [ 16,10} | {7,11} | {15} | {0,4} | {2} | {3}
9 | {8} | {7, 11} | {6,10} | {04} | {1,5} | {3} | {2}
10 [ {11y [ {0,8} [ {19} | {37} | {26} | {4 | {5}
11 {10} [ {1,9} [ {08} | {2.6} | {37} | {5} | {4}
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Voici alors le tableau qui montre pour chaque valeur de s € [1,7] I'existence
des t' tels que les hypothéses pour étre B-complet soient vérifiées.

s| g |OFnOF ={k} | 05n0F = {j,} | 0F N0 = {0}
1] {1} Olmoo {1} | OynOY = {1} Olmol {0}
2 | {2} (92 N (95 = {10} | Oz N O3, = {2} (92 N (9%0 = {0}
3] {3} (93 N (’)5 ={11} | 03N O3, = {3} (’)3 NnoO3 = {0}
4| {5} (94 N (95 {9} | OinO; = {5} (94 NOs = {0}
5| {4} (95 NO;={8} | OgNOz={4} | OIn (95 = {0}
6| {6} (96 NOY={6} | OSNO2=1{6} | O¢n (96 {0}
7 {7} (97 N (90 {7y | OTnoY =17} (97 N (97 {0}

ce qui montre que Pr(Cg) est bien B-complet, et donc qu’il n’a pas de symétrie
quantique par la théoréme 5.4.38.






Chapitre 6

Bilan

6.1 Résumé des résultats

Toute I'étude qui est faite dans la partie 5 via la dualité de Tannaka-Krein
est véritablement utilisable lorsque X est B-clos. En effet dans ce cas Cyx) =
(UM, T*); 00+ donc A(X) est caractérisée par T~ et donc par Aut(X). On
rappelle alors les critéres suivants.

n est X est
premier B-cohérent

th,t2 c [O,T],et 7:1 S O(t)l, ig S 062
(951,82 € [0,q], |B: N B3| = B N Bg) <= t1 = 1)

X est
B-clos

Ensuite voici un shéma qui récapitule les conditions suffisantes pour qu’un
graphe sommet-transitif n’ait pas de symétrie quantique. Les conditions en vio-
lettes concernent les p-graphes avec p premier.
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X est B-complet

X est c1rculant et il existe x € (Z,)*
tel que (f(z) = fly) =z =1y)

J/

w(k)

2im

p > ‘5+eT

'

X n’a pas de
symétrie quantique

2 ¢ Eetp > 4¢0®

|

2 € E,3¢ Eetp > 5%

ds1,80 € [L,AL|OF N O] =

[
|
( E est 2-maximal
|
[
[
[

Pour montrer qu'un graphe X sommet-transitif a des symétries quantiques
nous avons essentiellement la proposition 3.2.4 qui montrent que c’est le cas pour
X oY et la proposition 2.3.3 qui montre que c’est le cas pour X x Y et XY
lorsque c’est le cas de X ou Y.

Voici maintenant un tableau qui récapitule si les graphes qui ont été étudiés
sont B-complets ou non. Comme précédemment les bulles bleu concernent les p-
graphes avec p premier.

[ B-complet j O [ Non B-complet }
Type 2 et 4
<
Type 6 et p > 19 Type 6 et p < 13

Type 8 et p < 17
Type 10 et p < 41
Type 12 et p < 61

Type 8 et p > 41
Type 10 et p > 61
>
Type 12 et p > 73 Type 14 et p < 71
Type 14 et p > 113
Type 16 et p < 17
Type 16 et p > 97
Type 18 et p < 109
Type 18 et p > 127 Type 20 et p < 101
Type 20 et p > 181 P -

X oY lorsque
n=12: K,[1Cs { X, Y] > 2 } C16(7)
et les cas
Cn,n#4
)=y | (G20
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En dehors du graphe de Petersen la conjecture 5.4.39 est vérifiée lorsque n < 11
c’est a dire

X est B-complet <= X n’a pas de symétrie quantique

Pour finir dans cette partie bilan nous rappelons le théoreme suivant qui donne
la structure de A(X oY) en généralisant le résultat classique de Sabidussi.

Théoreme 1. Soient X et'Y deux graphes finis réquliers.

[(Sy # 0) = (X conneze ) et (Ty # 0) = (X conneze)] & A(XoY) ~ A(X)*,A(Y)

6.2 Les Conjectures

Ici on se contente de rappeler les 4 conjectures qui ont été faites dans cette
these et qui ont bien été vérifiées dans I’ensemble des cas étudiés.

Conjecture 1. Tous les graphes circulants sont B-cohérents.
Conjecture 2. Tous les graphes sommets-transitifs sont B-clos.

Conjecture 3. 5i X est un p-graphe alors

2
p > 5 = X n’a pas de symétrie quantique
Conjecture 4. Soit X un graphe B-clos, alors les deux propositions suivantes sont
équivalentes :
e X est B-complet
e X n'a pas de symétrie quantique

6.3 Perspectives, questions ouvertes

Pour finir voici une liste de recherches a poursuivre pour améliorer 1’étude
des groupes quantiques de permutations et en particulier des groupes quantiques
d’automorphismes des graphes finis.

e Etude du graphe de Petersen (P) : Pour cela on peut essayer de décrire
les espaces Cyp)(0, k) en explicitant une base a l'image de ce qui est fait
dans [11] pour les analogues quantiques des groupes de Lie orthogonaux.
Il semble que les éléments de cette base pourraient étre indéxés par des
partitions colorées dont les couleurs seraient liées aux orbites de l'action
diagonale de Aut(X) sur X**. Une telle description permettrait ensuite
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plus facilement de savoir si 'endomorphisme S appartient a Cyp)(2,2) ~
Cary(0,4) et ensuite de faire le lien avec la non B-completude de P. Ce
graphe est certainement un bon "cas d’étude' pour la compréhension du
cas général.

Méme chose que pour le graphe de Petersen pour le graphe C3(3,4) qui
pourrait nous permettre de mieux comprendre les p-graphes qui ne sont pas
B-complets.

Mieux comprendre les intersections des y,FE et y,F + x dans le cas des
p-graphes circulants via une meilleure compréhension de l'isomorphisme

(Z/pz)" =~ Z/(p—1)Z

La difficulté pour savoir si un graphe est B-complet ou B-clos vient de la
difficulté & décrire Aut(X); en particulier pour les graphes circulants dont
le nombre de sommets n’est pas premier.

Le but ultime serait d’obtenir un critére de non symétrie quantique qui
soit "lisible" sur dx. En effet méme en parvenant a démontrer la conjecture
5.4.39, ce critere est difficilement vérifiable a partir de dx sans avoir a
calculer Aut(X) dont la complexité est importante dans le cas général.

e Les 4 conjectures citées dans la sous-partie précédente.
e Tous les exemples connues ot A(X) est non commutative se résument es-

sentiellement a A(2Ksy) = C(Z)xC(Zy) = C(Z21Zs) et vérifient que A(X)
est de dimension infinie, est-ce toujours le cas?

Pour sortir de I’étude des groupes quantiques d’automorphismes et revenir
au cas plus général des groupes quantiques de permutations on peut essayer
de généraliser des résultats classiques en utilisant la généralisation de la k-
transitivité. Par exemple le théoreme de Burnside qui énonce qu’un p-groupe
de permutations est 2-transitif ou résoluble, ou encore le fait que les seuls
groupes de permutations k-transitifs pour k£ > 6 sont A, et S,,.

Pour finir on rappelle une question ouverte importante : S,, est-il maximal
dans S;F 7 C’est le cas pour n = 4 d’apres [8].



Annexe : Programmes Mapple

Nous présentons ici les programmes informatiques mentionnés dans la partie
5.4.3.
e Ordre(p,m) donne l'ordre de m # 0 dans ((Z,)*, x) ainsi que la liste
des puissances successives de m dans (Z,)*, c’est a dire le sous-groupe de
((Zy)*, x) engendré par m :

Ordre :=proc(p,m)

local a,i,LL;
a :=m;
i:=1;

L :=[m];

while a<> 1 do
a :=a*m mod p;
L :=[op(L),al;
i:=i+1;

od;

[i,L];
end :

— Ordre(13,4) renvoie [6, [4,3,12,9, 10, 1]].

e Lorsque k divise p— 1, OrdreMin(p, k) donne le plus petit élément d’ordre
k dans ((Z,)*, x) avec la liste des éléments du sous-groupe de (Z,)* d’ordre
k

OrdreMin :=proc(p,k)
local i,a;

a:=1;

i:=2;
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while a <> k do
a :=Ordre(p,i)[1];
1:=i+1;

od;

[i-1,0rdre(p,i-1)[2]] ;
end :

— OrdreMin(13,6) renvoie [4,[4,3,12,9,10, 1]].

e Orbitey(p, k) donne la liste des orbites Of, ..., O} de 'unique p-graphe de
type k :

Orbitey :=proc(p,k)
local L,LL1,S,i,j,a,d,h,\;

L1 :=OrdreMin(p,k)[2] ;

L :=[L1];
h:=2;
A =(p-1) /K

while nops(L)<> A do

S =[;
for i from 1 to k do
a :=h*(L1[i]) mod p;

S :=[op(S).a];
od;
d:=0;

for from 1 to nops(L) do
if evalb(‘in‘(S[1],op(L[j]))) then d :=d+1; fi;
od;

if d=0 then
L :=[op(L),S];
fi;

h :=h+1;
od;

L .

)
end :
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— Orbitey(13,6) renvoie [[4,3,12,9,10,1],[8,6,11,5,7,2]].
o Orbitey1(p, k) donne les deux listes d’orbites suivantes :

de 'unique p-graphe de type k :

O’f’b’iteo’l ::prOC<P7k)
local L,L1,A\ji,j;

L :=Orbitey(p,k) ;

A =(p-1)/k;
L1 :=L;

for i from 1 to A do

for j from 1 to k do

LA[j] —=(L1[i][j}+1) mod p:
od;

od;

[L,L1];
end :

— Orbitey 1(13,6) renvoie
[[[4,3,12,9,10,1],[8,6,11,5,7, 2]], [[5. 4,0, 10,11, 2], [9, 7, 12, 6,8, 3]]]

o HypoVerif(p, k) indique si oui ou non 'unique p-graphe de type k vérifie
les hypotheses du théoreme 5.4.23. Lorsque c’est le cas il renvoie aussi les
valeurs de s; et so qui permettent que ces hypotheses soient vérifiées :

HypoVerif :=proc(p,k)
local L,\,S;i,j,a,d,b;

A =(p-1)/k;

L :=Orbitey1(p.k) ;
S :=[;

b :=false;

d:=0;

a :=0;
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while d<> 1 and a < \? do

j:=amod A +1;

i:=a-j+l)/A+1;

d :=nops(‘intersect'( op(L[1][i]), op( L[2][i] ) ) );
a :=a+l

od;

if d=1 then b :=true fi;

= (aj)/A+1;
j :=(a-1) mod A +1;

if b then S :=[b,i,j] else S :=[b] fi;

S;
end :

— HypoVerif(17,8) renvoie [false] et HypoVerif(41,8) renvoie [true, 2, 5].

e Typek(n, k) donne la liste des entiers p < n premiers tels qu’il existe un

p-graphe de type k, c’est a dire tels que k divise p — 1 :

Typek :=proc(n,k)
local L,a,i,m;

m :=floor((n-1)/k);
L=[;

for i from 1 to m do

a = k*i+1;

if isprime(a) then L :=Jop(L),a]; fi;
od;

L;
end :

— Typek(32,6) renvoie [7,13,19, 31].

o HypoVerifTypek(n,p) donne la liste des entiers p < n pour lesquels 'unique

p-graphe de type k ne vérifie pas les hypotheses du théoreme 5.4.23 :
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HypoV erifTypek :=proc(n,k)
local L,LL1,i,b,s;

L :=Typek(n,k);
L1 :=[};
s :=nops(L);

for i from 1 to s do

b :=HypoVerif(L[i].k)[1];

if not b then L1 :=[op(L1),L[i]] fi;
od;

L1;
end :

— HypoVerifTypek(1094, 8) renvoie [17] et HypoVerifTypek(1163,10)
renvoie [11, 31, 41].
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