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Résumé

Cette thése traite deux problémes concernant la théorie des représentations /-modulaires
d’un groupe p-adique. Soit F' un corps local non archimédien de caractéristique résiduelle p
différente de £. Dans la premiére partie, on étudie la décomposition en blocs de la catégorie
des représentations lisses /-modulaires de GL(n, F') et de ses formes intérieures. On veut
ramener la description d’un bloc de niveau positif & celle d’un bloc de niveau 0 (d’un autre
groupe du méme type) en cherchant des équivalences de catégories. En utilisant la théorie
des types de Bushnell-Kutzko dans le cas modulaire et un théoréme de la théorie des
catégories, on se ramene a trouver un isomorphisme entre deux algébres d’entrelacement.
La preuve de 'existence d’un tel isomorphisme n’est pas compléte car elle repose sur une
conjecture qu’on énonce et qui est prouvée pour plusieurs cas. Dans une deuxiéme partie
on généralise la construction du groupe métaplectique et de la représentation de Weil dans
le cas des représentations sur un anneau intégre. On construit une extension centrale du
groupe symplectique sur F' par le groupe multiplicatif d’un anneau intégre et on prouve

qu’il satisfait les mémes propriétés que dans le cas des représentations complexes.

/-MODULAR REPRESENTATIONS OF p-ADIC GROUPS
Block decomposition of the category of smooth representations of GL(m, D),

metaplectic group and Weil representation
Abstract

This thesis focuses on two problems on £-modular representation theory of p-adic groups.
Let F' be a non-archimedean local field of residue characteristic p different from £. In the
first part, we study block decomposition of the category of smooth modular representa-
tions of GL(n, F') and its inner forms. We want to reduce the description of a positive-level
block to the description of a 0-level block (of a similar group) seeking equivalences of ca-
tegories. Using the type theory of Bushnell-Kutzko in the modular case and a theorem of
category theory, we reduce the problem to find an isomorphism between two intertwining
algebras. The proof of the existence of such an isomorphism is not complete because it
relies on a conjecture that we state and we prove for several cases. In the second part we
generalize the construction of metaplectic group and Weil representation in the case of
representations over un integral domain. We define a central extension of the symplectic
group over F' by the multiplicative group of an integral domain. We prove that it satisfies

the same properties as in the complex case.
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Introduction

Cette thése traite deux problémes qui s’inscrivent dans le cadre de la théorie des
représentations lisses modulaires d’un groupe réductif connexe sur un corps local non
archimédien. D’une coté on étudie la décomposition en blocs de la catégorie de ces repré-
sentations et d’une autre coté on généralise les notions du groupe métaplectique et de la

représentation de Weil au cas des représentations sur un anneau intégre.

Catégorie des représentations lisses de GL,,(D)

Soient p un nombre premier, F' un corps commutatif localement compact non archi-
médien de caractéristique résiduelle p et D une algébre a division centrale de dimension
finie sur F dont le degré réduit est noté d. Etant donné m € N*, on pose G = G L, (D),
qui est une forme intérieure du groupe G L,,,q(F'). Soit R un corps algébriquement clos de
caractéristique différente de p. On est intéressé a la catégorie Zr(G) des représentations
lisses de G sur R. Si R = C on parle de représentations complexes et si R est de caracté-
ristique positive £ on parle de représentations £-modulaires et celles-ci sont ’objet de mon

travail.

Dans I’étude d’une catégorie de représentations d’'un groupe, une simplification pour
sa description consiste en la décomposition de cette catégorie en blocs, qui sont des sous-
catégories pleines et indécomposables. Dans ce cas toute représentation se décompose de
fagon unique en somme directe de sous-représentations, chacune dans un bloc, et tout
morphisme entre représentations est un produit de morphismes, chacun dans un bloc. En
conséquence, pour la compréhension de toute la catégorie, est suffisante la connaissance

de chaque bloc qui est déterminé par les représentations irréductibles qu’il contient.

Par exemple si on considére les représentations d’un groupe fini sur R, de caractéris-
tique premier au cardinal du groupe, alors toute représentation est semi-simple et donc
chaque bloc est formé des représentations isomorphes & une somme directe de copies d’une
représentation irréductible fixée. Cela n’est pas vrai si la caractéristique de R divise le

cardinal du groupe ou si le groupe n’est pas fini.
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Le cas complexe

Un résultat classique de Bernstein ([Ber84|) est la décomposition de la catégorie Zc(G)
en un produit infini de blocs, appelés blocs de Bernstein. Plus précisément il repartit
les représentations complexes de G selon leur support cuspidal en utilisant les notions

d’induction et de restriction paraboliques.

e Une représentation irréductible est cuspidale si son image par le foncteur de Jacquet

rg est nulle pour tout sous-groupe parabolique propre P de G.
Cette propriété est équivalente & la suivante.

e Une représentation irréductible est supercuspidale si elle n’est pas isomorphe a un sous-
quotient d’une induite parabolique propre iIGD(U) ol o est une représentation irréductible

d’un facteur de Levi M de P.

Si M est un sous-groupe de Levi de G et o une représentation cuspidale de M on appelle
paire cuspidale de G la paire (M, o) et classe d’inertie de (M, o) ensemble [M, o] des
paires cuspidales (M’ ¢") qui sont G-conjuguées a (M,ox) ou y est un caractére non-
ramifié de M. Alors toute représentation irréductible w de GG est isomorphe & un quotient
d’une induite parabolique iIGD(U) ou P est un sous-groupe parabolique de G et o est une
représentation irréductible cuspidale d’un facteur de Levi M de P. La paire cuspidale
(M, o) est déterminée par m a G-conjugaison prés et elle est appelée support cuspidal de

7. Alors on a une décomposition

%(G)= @ #2"7(G) (%)

[Mva]G

ol %(EM’U}G(G) est le bloc formé des représentations complexes de G dont tous les sous-
quotients irréductibles ont support cuspidal dans [M, ¢]g. On remarque que la preuve de
cette décomposition utilise le fait que la propriété d’étre cuspidale est équivalente & celle

d’étre supercuspidale.

La théorie des types, développée par Bushnell et Kutzko (|[BK93|) dans le cas d = 1
(cas déployé) et généralisée par Broussous, Sécherre et Stevens ([Séc04], [Séc05a], [Séc05b],
[SS08|, |BSS12], [SS12]) dans le cas d > 1, permet de décrire les blocs de Bernstein de
Zc(G) comme des catégories de modules sur certaines C-algébres. Cette théorie consiste
en la construction d’une famille de couples (K, p), dites types, formés d’un sous-groupe
ouvert compact K de G et d’une représentation lisse complexe irréductible p de K telle
que & chaque bloc de Bernstein B de Z¢(G) correspond un unique couple (K, p) tel que
les objets irréductibles de B sont les représentations lisses complexes irréductibles de G
dont la restriction a K contient p. Dans ce cas, le bloc B est équivalent & la catégorie
des modules a droite sur l'algébre d’entrelacement #¢ (G, p) de p qui est la C-algébre

des G-endomorphismes de l'induite compacte de p & G. En plus, en utilisant la théorie
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des types, on connait la structure des algeébres ¢ (G, p) et donc on a une description
compléte des blocs de Bernstein de Z¢(G).

Le cas modulaire

La théorie des représentations ¢-modulaires des groupes réductifs p-adiques (avec £
différent de p) a été développée par Vignéras dans [Vig96| et [Vig98|, ou elle présente
en détail les représentations de GL,(F'). Aprés, Minguez et Sécherre dans [MS14a| ont

généralisé cet étude dans le cas de GLy, (D).

La théorie des représentations modulaires a des grandes similarités avec la théorie
complexe mais elles ont aussi des différences importantes. Par exemple la condition ¢ # p
assure l'existence d’'une mesure de Haar sur G & valeurs dans R, mais le fait que ¢ est
positif implique que la mesure d’un sous-groupe ouvert compact de G peut étre nulle.
Puis, les représentations modulaires d’un groupe ouvert compact ne sont pas, en général,
semi-simples et les notions de représentation cuspidale et supercuspidale ne sont pas
équivalentes car il existe des représentations cuspidales qui ne sont pas supercuspidales.
Pour ces raisons les methodes utilisées dans le cas complexe ne sont plus entiérement

utilisables dans le cas modulaire.

Comme dans le cas complexe, on peut définir le support cuspidal d’une représentation
irréductible 7 de G et on sait qu’il est unique & G-conjugaison prés ([Vig96]). De maniére
similaire au cas cuspidal, si M est un sous-groupe de Levi de G et o une représentation
irréductible supercuspidale de M on appelle paire supercuspidale de G la paire (M, o) et
classe d’inertie de (M, o) 'ensemble [M, o des paires supercuspidales (M’ o) qui sont
G-conjuguées a (M, o)) ou x est un caractére non-ramifié de M. Alors toute représenta-
tion irréductible w de G est isomorphe a un sous-quotient d’une induite parabolique ig(a)
ol P est un sous-groupe parabolique de G et ¢ est une représentation irréductible super-
cuspidale d'un facteur de Levi M de P. La paire supercuspidale (M, o) est déterminée

par m & G-conjugaison prés ([MS14al) et elle est appelée support supercuspidal de .

La théorie des types de Bushnell et Kutzko a été généralisée dans le cas modulaire
par Vignéras ([Vig96], [Vig98|) pour le groupe GL,(F') et par Minguez, Sécherre et Ste-
vens (|[MS14b|, [SS15]) pour ses formes intérieures. Dans [MS14b| et [MS14a] les auteurs
étendent au cas modulaire la construction des types semi-simples de G, ils donnent une
classification des représentations irréductibles de GG en fonction des représentations su-
percuspidales et une classification de celles-ci en utilisant la théorie des types. Un outil
important qu’ils utilisent est un foncteur, noté K, qui permet de faire un lien entre les
représentations de G et les représentations de certains groupes linéaires finis. En effet
les classifications, qu’ils ont proposé, reposent sur la classification des représentations ir-
réductibles modulaires de GL,, sur un corps fini de Dipper et James (|[DJ86], [Jam86]).

En utilisant ces résultats et l'unicité du support supercuspidal, dans [SS15] les auteurs
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prouvent un résultat analogue a (%) : on a une décomposition

#r(G) = @ #2"79(q) (4%)
[M,o]c

ou les [M,o|q varient parmi les classes d’inertie des paires supercuspidales de G et
,%’%VI’U]G(G) est le bloc formé des R-représentations de G dont tous les sous-quotients
irréductibles ont support supercuspidal dans [M,o]g. La preuve de (xx), contrairement
a la preuve de (x), utilise la théorie des types. En particulier en utilisant le foncteur K,
ils associent a la classe d’équivalence d’un supertype semi-simple (voir définition 4.1) une
sous-catégorie de Zr(G) et ils prouvent qu’elle est égale & une sous-catégorie de la forme
25 (@).

Contrairement au cas complexe, la théorie des types n’a pas encore permis de trouver
une équivalence de catégories décrivant les blocs de Zr(G). Clest ici que la premiére
partie de cette thése s’insére. Le probléme qu’on veut resoudre est la description des
blocs de la catégorie Zr(G) comme des catégories de modules sur certaines R-algébres
et la description de ces algébres. Au lieu d’attaquer le probléme dans sa globalité, on ’a
simplifié en ramenant la description de chaque bloc a I’étude de certains blocs, dits de

niveau 0.

Théorie des types dans le cas modulaire

Introduisons briévement la théorie des types, qu’on trouve plus en détail dans le cha-
pitre 3 (voir aussi [MS14b]).

Un (super)type simple mazimal de G est une représentation irréductible A d’un sous-
groupe ouvert compact J de G qu’on note (J, \). Il existe une décomposition A = k® 0o ol
k et o sont des représentations irréductibles de J, o est triviale sur un pro-p-sous-groupe
distingué J! de J et elle est (super)cuspidale vue comme représentation du groupe réductif
fini J/J'. La représentation  est le prolongement & .J d’une représentation irréductible
de J!, dite représentation de Heisenberg et notée 1. Le type (J,\) est dit de niveau 0 si

n et k sont les caractéres triviaux de J' et J.

Un (super)type semi-simple (J,X) de G est défini comme paire couvrante d’un (su-
per)type simple maximal (Jpz, Aps) d'un sous-groupe de Levi M de G (voir définition 3.3).
Alors A est une représentation irréductible de J et il existe une décomposition A = k@ o,
analogue & celle pour les (super)types simples. En plus la restriction de x & J* est irréduc-
tible et elle est notée 1. Enfin on dit que deux (super)types semi-simples sont équivalents

si leurs indutes & G sont isomorphes et on note [J, A] la classe d’équivalence de (J, \).

On peut associer a chaque supertype semi-simple (J, k@ o) des paires (Jmaz, Kmaz) €t
c ZRr(G) — %R(Jmaz/']}nax)

qui établit un lien entre les représentations de G et les représentations du groupe linéaire

(L s Mmaz) (voir section 3.3) et un foncteur exact K

Kmazx
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fini 4 = Jynae/JL .. Sion note .# = J/J' alors (., o) est une paire supercuspidale de
%. Dans le cas de niveau 0, le groupe ¢ est égal & GL,,(¢p) ou €£p est le corps résiduel

de D et le foncteur K associe & toute représentation de G la représentation de ¢ sur

Kmazx

I’espace de ses invariants sous le radical pro-unipotent du sous-groupe compact maximal
GL,,(Op) de GLp, (D), ot Op est 'anneau des entiers de D.

Comme déja mentionné, dans [SS15] les auteurs prouvent qu'il existe une correspon-
dence bijective entre les classes d’inertie des paires supercuspidales de G et les classes
d’équivalence des supertypes semi-simples de G : la classe d’inertie [M, o] correspond a
la classe d’équivalence [J, A] si les sous-quotients irréductibles de ind§ (\) sont exactement
les représentations irréductibles de G qui ont leurs support supercuspidal dans [M,o]q.
Puis ils associent a [J, A] la sous-catégorie Zr(J, A) des représentations V' de G qui sont
engendrées par le sous-espace maximal de K, . (V) dont tous les sous-quotients irré-
ductibles ont support supercuspidal dans une classe d’équivalence déterminée par (.#, o)
(voir définition 1.58) et ils prouvent que Zr(J, ) = %%V[’U]G(G) si [J, A] correspond &

[M, o]q. Cela donne une décomposition en blocs

Zr(G) = P Zr(I,N) (% % *)
[3A]

ot les [J, A] varient parmi les classes d’équivalence des supertypes semi-simples de G. Un
bloc Zr(J,A) dans (x*x) est dit de niveau 0 si (J, X) est de niveau 0 et de niveau positif
sinon. On appelle sous-catégorie de niveau 0 de Zr(G) la somme directe des blocs de
niveau 0 et si on fixe une paire (J. . Mmaez) comme ci-dessus, on note Zr(G, Nmaz) la
somme directe des blocs Zr(J, A) tels que (J,A) est associé & Mypaq. Pour ramener la
description d’un bloc de niveau positif & I’étude d’un blocs de niveau 0 il suffit de trouver
une équivalence de catégories entre Zr(G, Nmaz) €t une sous-catégorie de niveau 0, pas

nécessairement de Zr(G).

Résultats obtenus dans la thése

Par la théorie de types, a chaque strate simple (et donc a tout supertype simple défini
a partir d’elle) est associé un groupe linéaire a coefficients dans D', une algebre a division
centrale de dimension finie sur une extension finie £ de F. Alors & chaque supertype
semi-simple (J, A) est assoicié un groupe, noté B*, qui est un produit de groupes de cette

forme et qui ne dépend que de la représentation 1, associée a (J, A).

Le premier objectif de cette thése est de prouver que la sous-catégorie Zr(G, Nmaz)
de ZRr(G) est équivalente a la sous-catégorie de niveau 0 de Zr(B*). Pour prouver ce ré-
sultat on utilise un théoreme de la théorie des catégories (voir théoréme 1.6) qui, appliqué
au notre cas, donne une équivalence entre Zg(G, NMmas) et la catégorie des modules sur

la R-algébre, notée AR (G, Nmaz), des fonctions ¢ : G — Endgr(V), ot V' désigne I'espace
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de Nnaz, telles que ®(795") = Mmaz(5) © B(g) © Mmaz (4') pour tout j, j € Jp,,, et g € G et
dont le support est une union finie de J. . -doubles classes. De maniére analogue, si K1
désigne le radical unipotent du sous-groupe compact maximal de B*, on a une équiva-
lence entre la sous-catégorie de niveau 0 de Zr(B*), notée Zr(B*, K1), et la catégorie
des modules sur la R-algébre, notée #x (B>, K'), des fonctions ® : BX — R biinvariants
par K! et dont le support est une union finie de K!'-doubles classes. Donc, pour prouver
I’équivalence entre Zr(B*, K1) et Zr(G, Nmaz) il suffit de trouver un isomorphisme d’al-
gébres entre SR (B*, K') et (G, Mmaz). La méthode qu’on a utilisée dans cette thése
pour démontrer qu’il existe un isomorphisme entre #%(B*, K1) et (G, Nmaz), est de
produire une présentation par générateurs et relations de la premiére algébre et puis de
prouver qu’il existe un morphisme entre le deux algébres. Le chapitre 2 est consacré a
trouver une présentation de #%(B*, K') qui est donnée par la proposition 2.16. La sec-
tion 3.3 est dédiée & la construction d’isomorphismes entre J#z (B>, K') et SR (G, Mmaz)-
La preuve de ce dernier résultat n’est pas compléte car elle repose sur une conjecture
(conjecture 3.35 a page 66) qui assure que certains éléments de H#R(G, Nmaz) satisfont les
derniéres deux relations de la proposition 2.16. On connait plusieurs cas pour lesquels la
conjecture est satisfaite (voir remarque 3.39) et donc on a 'espoir qu’il suffit seulement

de terminer les calculs. Dans le reste de la thése on a considéré vraie cette conjecture.

Une fois qu’on sait que Zr(B*, K1) et Zr(G, Nmaz) sont équivalentes, on a produit
de fagon explicite la correspondance entre les blocs de niveau 0 de Zr(B*) et les blocs
de Zr(G,Mmaz). Cela ramene la description d’'un bloc de niveau positif de Zr(G) a
I’étude d’un blocs de niveau 0 de Zr(B*). Enfin on a approfondi le probléme de décrire
les blocs de niveau 0. Puisque & chaque bloc de Zr(B*, K') correspond un idempotent
central primitif de I'algébre #% (B>, K'), on a déduit I'ensemble Id(B*) des idempotents
centraux de cette algébre a partir des idempotents centraux de la méme algébre dans
le cas car(R) = 0, par réduction modulo ¢. Cela implique que chaque bloc de niveau 0
de Zr(B*) est équivalent & la catégorie des modules sur I'algébre e #%z(B*, K!) avec
e € Id(B*). Tout en sachant une présentation de #z(B*,K') et une formule pour
e € Id(B*), on n’a pas une description compléte de I'algébre e#R(B*, K1).

Résumé des chapitres

La premiére partie de la thése est composée de quatre chapitres.

Dans le chapitre 1 on introduit les définitions initiales et les outils qu’on utilisera
pendant toute la premiére partie de la thése. On présente la théorie des représentations
lisses modulaires d’un groupe localement profini G (sections 1.1, 1.3 et 1.8), on définit et
on étudie des algébres d’entrelacement et des sous-catégories de Zr(G) (sections 1.4, 1.5,
1.6), on énonce des résultats généraux sur les algébres avec idempotents (section 1.2) et

enfin on traite la théorie de Fourier pour les groupes finis (section 1.7).
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Le chapitre 2 est dédié¢ a I'’étude de 1’algébre #% (B>, K'). Dans les quatres premiéres
sections on choisit des générateurs de cette algébre, on cherche des relations qu’ils satisfont
et on prouve que ceux-ci définissent une présentation par générateurs et relations de
HR(B*, K'). Dans les sections 2.5 et 2.6 on trouve une formule pour les idempotents
centraux de #R(B*,K') : d’abord dans le cas de caractéristique de R nulle en utilisant
la théorie de Fourier pour les groupes finis et puis dans le cas de caractéristique positive
par réduction modulo £. Enfin dans la section 2.7 on donne quelques résultats dans le cas

ol le groupe est un groupe spécial linéaire a coefficients dans F'.

Dans chapitre 3 on s’intéresse a algeébre #R(G, Mmas) et son lien avec l'algébre
HR(B*,K'). D’abord on introduit la théorie des types dans le cas modulaire (sec-
tions 3.1 et 3.2) et puis on ramene I’étude de l'algébre #R(G, NMmaz) au cas de P'algébre
HR(G,n) (section 3.3). Enfin, dans la section 3.4 on prouve que les algébres #% (B>, K!)
et #%(G,n) sont isomorphes. On rappelle que la preuve repose sur la conjecture 3.35 et

donc elle n’est pas compléte.

Le chapitre 4 est la continuation naturelle de ce qui a été fait dans le chapitre 3.
On prouve I'équivalence entre les catégories Zr(B*, K') et Zr(G, Mmaz) (section 4.1),
on décrit la correspondance parmi les blocs de ces catégories (section 4.2) et enfin on
approfondit I’étude des blocs de niveau 0 (section 4.3) en utilisant les idempotents centraux
de l'algébre J#3(B*, K1).

Prespective de recherche

D’abord il faut terminer la preuve de la conjecture 3.35 pour avoir un résultat complet
dans le cas de G = GL, (D).

Puis il peut étre intéressant de travailler selon les deux axes suivants :

e Continuer avec 1’étude des blocs de niveau 0 en décrivant les algébres e #z(B*, K!)
avec e € Id(B*).

e Généraliser le résultat pour des autres groupes réducfits connexes, par exemple S Ly, (F)
ou SLy, (D).

Précisons les deux points ci-dessus :

Pour le premier, on peut essayer de trouver une présentation par générateurs et re-
lations de ’algébre e#z(B*, K') en sachant une présentation de #z(B*, K!) et une
formule pour les e € Id(B*). Une autre méthode pour simplifier le probléme est suggé-
rée par un travail récent de Dat ([Datl5]) ou il prouve que chaque bloc de niveau 0 de
H7,(GLp(F)) est équivalent au bloc unipotent d’un certain produit de groupes linéaires.
Si on généralise ce résultat dans le cas de G = GL,,(D), cela permet de décrire seulement

le bloc unipotent pour avoir une description compléte de Zr(G).
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En ce qui concerne le deuxiéme point on a déja un résultat partiel (voir section
2.7) qui affirme que lalgébre #%(SLy,(F), K}) est isomorphe & une sous-algébre de
Hiw(GLy(F), K'). Pendant le doctorat j’ai essayé de trouver une présentation par gé-
nérateurs et relations de H#%(SLy,(F), KL) en utilisant la méthode du chapitre 2, mais
j’ai rencontré des problémes techniques car il y a des propriétés que j’utilise, qui sont
vraies pour un groupe général linéaire mais pas pour un groupe spécial linéaire. Cepen-
dant on peut espérer que 'algébre analogue a (G, n) dans le cas G = SL,,(F) soit
isomorphe a une sous-algebre de J#%(G,n) et donc a HR(SLy(F), KL). Cest évident
que pour généraliser tous les résultats de cette thése on a besoin d’une théorie des types

modulaire dans le cas de SL,,(D) qui n’est pas entiérement construite.

Représentation de Weil et groupes métaplectiques sur un an-

neau intégre

Dans la deuxiéme partie de cette thése on présente le probléme de définir le groupe
métaplectique et la représentation de Weil sur un anneau intégre. Ce travail a été fait en
commun avec Daniele Turchetti et il constitue P'article [CT15|. Introduisons briévement

les résultats qu’on a obtenus. Pour une introduction compléte voir le chapitre 5.

Le cas complexe

Les notions de groupe métaplectique et de représentation de Weil apparaissent dans
larticle [Wei64] de André Weil, ou il construit une représentation projective complexe du
groupe symplectique sur un corps local et puis il I’étend en obtenant une représentation

d’un revétement du groupe symplectique.

Dans la construction de Weil on considére un corps local F'; un F-espace vectoriel
de dimension finie X, l'espace W = X x X* et le groupe symplectique Sp(W). Soient
T = {z € C||z|] = 1} le groupe multiplicatif des nombres complexes de norme unitaire
et x : ' — T un caracteére lisse complexe non trivial de F. Alors Weil montre ’existence
d’une représentation complexe projective de Sp(W), c’est-a-dire définie & multiplication
d'un élément de T prés, sur l'espace L?(X) des fonctions complexes de X de carré in-
tégrable. Puis il construit une extension centrale Mp(W) de Sp(W) par T telle qu'on
peut étendre cette représentation projective & une représentation Mp(W) — GL(L?*(X)),
dite représentation de Weil. Il montre enfin que le groupe Mp(W) contient un revétement

double non trivial de Sp(W) sur lequel la représentation de Weil peut étre restreinte.

Le cas “modulaire”

Dans notre travail, on suppose que F' est un corps commutatif localement compact

non archimédien de caractéristique différente de 2 et de caractéristique résiduelle p. Soit
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q le cardinal du corps résiduel de F'. On considére un anneau intégre R tel que p € R*,
R contient une racine carrée de g et les racines p"™-émes de 'unité pour tout n € N*, ce
qui assure l'existence d’'un R-caractére lisse non trivial x : F' — R*. On veut remplacer
T par le groupe multiplicatif R* de R dans la construction de Weil. On a prouvé que
ces hypothéses sur R sont suffisantes pour reproduire les résultats de Weil en utilisant la

meéme stratégie.

Pour construire le revétement double non trivial de Sp(W), qu’on appelle groupe mé-
taplectique réduit, d’abord on construit le groupe métaplectique Mp(WW') de fagon telle a

avoir une suite exacte courte pas scindée
11— R* ——=Mp(W) ——=Sp(W) — 1. ()

Ensuite on étudie les sous-groupes de Mp(W) qui sont des extensions non triviales de

Sp(W). On peut résumer le résultat dans le théoréme suivant.

Théoréme. Soit car(R) # 2. Il existe un sous-groupe Mpy(W) de Mp(W) tel que la suite

exacte courte (x) se restreint en la suite exacte courte non scindée

1 {£1} Mpy (W) —Sp(W) — L. ()

Il y a plusieurs problémes qui se manifestent quand la caractéristique de R est positive.
L’hypothése p € R* assure ’existence d’une mesure de Haar sur X a valeurs dans R mais
on n’a plus la notion de fonction de carré integrable. Donc on remplace L?(X) par I'espace
8(X) des fonctions de Schwarz, c’est-a-dire des fonctions a support compact et localement
constantes & valeurs dans R. On a aussi développé une théorie de Fourier sur la base du
paragraphe 3.10 de [Vig96]. En outre, puisque R est de caractéristique positive, les calculs
difféerent dans plusieurs situations, par exemple lorsqu’il faut calculer explicitement les

propriétés de la norme réduite sur les quaternions en relation avec I’arithmétique de R.

Enfin dans le chapire 11, qui ne fait pas partie de [CT15]|, on prouve que la construction
du groupe métaplectique est “fonctorielle” dans un certain sens : on construit un foncteur
entre une catégorie, ou les objets sont les paires (R, x) comme ci-dessus, et la catégorie
des groupes tel que l'image de (R, x) par ce foncteur soit le groupe métaplectique associé

a R et y.
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Chapitre 1

Préliminaires

Dans tout le manuscrit on utilise les notations suivantes.

e On note N l'ensemble des entiers naturels et N* I’ensemble des entiers strictement
positifs.

e Si X est un ensemble fini on note | X| son cardinal.

e On désigne avec | | une union disjointe.

e Si A est un anneau unitaire et n € N*, on note II,, la matrice identité & coefficients dans
A.

e Soient A un anneau unitaire, G un groupe et X un ensemble contenu dans G. On note

1x : G — A la fonction caractéristique de X définie par

1 sigeX
1 -
x(9) { 0 sinon

pour tout g € G.

e Soit A un anneau (pas forcément unitaire). On note Mod 4 la catégorie des A-modules a
gauche non dégénérés (M = AM) et Mod — A la catégorie des A-modules & droite non
dégénérés (M = M A). Si on note A°P anneau opposé de A alors il y a une équivalence

de catégories entre Mod 4 et Mod — A°P.

1.1 Groupes localement profinis

Cette thése concerne la théorie des représentations de certains groupes qui font partie

d’une famille de groupes qu’on appelle localement profinis.

Définition 1.1. Un groupe topologique G est dit localement profini s’il vérifie les pro-
priétés équivalentes suivantes :

(i) il est localement compact et totalement discontinu;

(ii) il est séparé et ses sous-groupes ouverts compacts forment un systéme fondamental

de voisinages de 1'unité.
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On peut aussi définir la catégorie des groupes localement profinis, ot les morphismes sont

des morphismes de groupes qui sont des applications continues.

Exemple. Soient n € N* et p un nombre premier. Des exemples de groupes localement
profinis sont les groupes finis (Z/pZ, G Ly(Fy)), les groupes profinis (Galg,, GLn(Zy)) et
les groupes réductifs p-adiques (Q,, GLn(Qp)).

Pour certains groupes localement profinis on peut définir une notion similaire a la
notion d’ordre pour les groupes finis, qu'on appelle pro-ordre. On observe qu’un sous-

groupe compact d’un groupe localement profini est un groupe profini.

e On appelle entier surnaturel une application
n: {nombres premiers} — NU {oo}

et on écrit formellement n = [] p™?) On définit formellement le produit, le p.p.c.m. et

le p.g.c.d. de deux entiers surnaturels.

e Si K est un groupe profini admettant une base dénombrable d’ouverts compacts, le

pro-ordre de K est I’entier surnaturel
K| = p.p.c.m[K : K']

ot K’ varie parmi les sous-groupes ouverts compacts de K.

e Si G est un groupe localement profini admettant une base dénombrable d’ouverts com-

pacts, le pro-ordre de G est ’entier surnaturel
|G| = p.p.c.mK|

ou K varie parmi les sous-groupes ouverts compacts de G.

Exemple. Soient n € N*, p un nombre premier, F' un corps p-adique, O son anneau des

entiers et ¢ le cardinal du corps résiduel de F. Alors

n

GLA(F)| = [GLa(05)] = []( - Dp™.
=1

Pour plus de détails sur les groupes localement profinis et leurs propriétés, voir 1.1.1-6
de [Vig96|.
1.2 Algébres avec un idempotent

Dans cette section on introduit des résultats qui permettent de prouver que deux

catégories sont équivalentes. Pour plus de détails voir 1.6 de [Vig96].



Section 1.2. Algébres avec un idempotent 5

Soient R un anneau commutatif unitaire, A une R-algébre (pas nécessairement uni-

taire) et e un idempotent de A. Alors eAe est une R-algébre unitaire avec unité e.

Lemme 1.2.

(a) Soit V- un A-module & gauche. L’application 9y : eV — Homy(Ae, V') définie par
Yy (ev)(ae) = aev pour tout v € V et a € A, est un isomorphisme de R-modules

d’inverse ¢ — @(e).

(b) Soit V = Ae. Alors V4. : eAe — (Enda(Ae))P est un isomorphisme de R-algébres.

Démonstration.

(a) L’application 9y est bien définie car pour tout v € V et a,a’ € A on a dy(ev)(d'ae) =
a'aev = (a'Vy (ev))(ae) et elle est clairement R-linéaire. En plus pour tout v € V on
a Yy (ev)(e) = ev et pour tout a € A et ¢ € Homy(Ae,V) on ady(¢(e))(ae) =

aep(e) = ¢(ae). Donc Jy est un isomorphisme de R-modules.

(b) 11 suffit de prouver que 94, respecte le produit. On a ¥ 4.(ea’ea’e)(ae) = aea’ea”’e =
(Vae(ea’e) o9 gc(ed’e))(ea) pour tout a,a’,a” € A et donc ¥4, est un isomorphisme
de R-algébres. O

Pour tout A-module & gauche V| le groupe eV est un eAe-module & gauche et le groupe
Hom4(Ae, V) est un End 4(Ae)-module & droite. Par le lemme 1.2(b), Hom 4 (Ae, V') de-
vient un eAe module & gauche par laction eae.p = ¢ o J4.(eae) pour tout a € A et
¢ € Homy(Ae, V).

Proposition 1.3. Soit V un A-module & gauche. L’application ¥y définie dans le lemme

1.2(a) est un isomorphisme de eAe-modules a gauche.

Démonstration. 11 suffit de vérifier que ¥y est eAe-linéaire. Pour tout a,a’ € A on a
Jy(ed'ev)(ae) = aed’ev = (Vv (ev) o Y ac(ed’e))(ae) = (ed’e. Iy (ev))(ae). O

Maintenant on donne quelques résultats contenus dans 1.6 de [Vig96].

Lemme 1.4 (1.6.3 de [Vig96]|). L’application V. — €V induit une bijection entre les
classes d’isomorphisme des A-modules simples V tels que eV # 0 et les classes d’isomor-

phisme des eAe-modules simples.

Définition 1.5. On dit que A a assez d’idempotents si pour tout ensemble fini {aq, ..., a,}

dans A, il existe un idempotent e = e? € A tel que a; € eAe pour tout i € {1,...,r}.

Maintenant on suppose que l'algébre A a assez d’idempotents et que les A-modules
sont non dégénérés. On note C la sous-catégorie pleine de Mod s des A-modules V' qui

sont engendrés par eV (c’est-a-dire V = AeV).
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Théoréme 1.6 (1.6.6 de [Vig96]). Si tout sous-module non nul V' d’un objet V' de € vérifie
eV' # 0 alors le foncteur V. — eV est une équivalence de catégories de quasi-inverse
W —— Ae Qepe W entre C et Modege.

On veut récrire ce résultat pour les End(Ae)-modules a droite. Pour tout A-module

V on note

V=" > ¢(4e)

pEHom 4 (Ae,V)

qui est un sous-A-module de V. Par la proposition 1.3, la condition que V est engendré
par eV devient V = V et donc € est la sous-catégorie pleine de Mod 4 des A-modules V'
tels que V = V.

Corollaire 1.7. Si Homa(Ae, V') # 0 pour tout sous-module non nul V' d’un objet V' de
C alors le foncteur V.— Homy(Ae, V') est une équivalence de catégories de quasi-inverse
W — W ®gna(ae) Ae entre € et Mod — End(Ae).

Démonstration. Par le lemme 1.2 les catégories Mode4e et Mod — End(Ae) sont équi-
valentes et les actions & gauche deviennent des actions & droite si on remplace eAe par
End(Ae). Par la proposition 1.3, la condition eV’ # 0 devient Homy(A4e, V') # 0. On

obtient le résultat par le théoréme 1.6. O

1.3 Théorie des représentations

Dans cette section on introduit la notion de représentation, qui est a la base de cette
these. Puis on définit la catégorie des représentations lisses d’un groupe profini et on voit

qu’elle est équivalente a une catégorie de modules.

Soient G un groupe localement profini et R un anneau commutatif unitaire. Une re-

présentation de G sur R est un morphisme de groupes
m:G— GL(V) = Autr(V)
ot V est un R-module. On la note (7, V') ou seulement 7 ou V s’il n’y a pas d’ambiguité.

Dans ce manuscrit on s’intéresse & certaines représentations, dites lisses.

Définition 1.8. Une représentation (m, V) de G est dite lisse si pour tout v € V le
fixateur G, = {g € G|7(g)(v) = v} de v dans G est un sous-groupe ouvert de G. On note

Reppr(G) = Rep(G) I'ensemble des représentations lisses de G sur R.
On peut définir une notion de morphisme entre deux représentations lisses.

Définition 1.9. Soient (7, V) et (p, W) deux représentations lisses de G. Un morphisme

de représentations (ou G-morphisme) est un morphisme de R-modules ¢ : V' — W tel que
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pom(g) = p(g) o ¢ pour tout g € G. On note Homg(7, p) 'ensemble des G-morphismes de
(m, V) vers (p, W) et Endg(7) = Homg/(m, 7).

Les représentations lisses de G sur R forment une catégorie abélienne dont les objets
sont les éléments de Rep(G) et les morphismes sont les éléments de Homg (7, p) pour tout

7, p € Rep(G). On note cette catégorie Zr(G).

On note Irrp(G) = Irr(G) 'ensemble des représentations irréductibles lisses de G sur R

qui sont les objets simples de Zr(G).

Dés maintenant toutes les représentations sont supposées lisses.

1.3.1
Dans ce paragraphe on introduit la notion de bloc de Zgr(G).
Définition 1.10. Soit € une sous-catégorie pleine et abélienne de Zr(G). S’il existe deux

sous-catégories pleines et abéliennes €1 et Cy de € telles que

e pour tout V' € Rep(G) il existe un objet Vi de C; et un objet Vo de Ca tels que
V= ‘/1 57 V2>

e Homg(V7, V2) = 0 pour tous objets V; de Cq et V, de Co
alors on dit que C est la somme directe de C; et Co et on note € = C; & Cs.
Définition 1.11. Une sous-catégorie pleine et abélienne C de Zr(G) est indécomposable

si elle n’est pas une somme directe de deux sous-catégories pleines et abéliennes non

triviales. Dans ce cas on dit que € est un bloc de Zg(G).

Remarque 1.12. Un bloc € de Zr(G) est déterminé par les représentations irréductibles
qu’il contient et puisque il est une sous-catégorie pleine et abélienne, ces représentations

sont les sous-quotients irréductibles de ses objets.

1.3.2

Dans ce paragraphe on suppose qu’il existe un sous-groupe ouvert compact Kg de G de
pro-ordre inversible dans R* (c’est-a-dire que si [Ko| = [][p™®) alors les premiers p tels
que n(p) # 0 sont inversibles dans R*). On considére la mesure de Haar dg de G a valeurs
dans R telle que [, dg =1 (voir 1.2 de [Vig96]).

Définition 1.13. L’algébre de Hecke globale #R(G) de G est la R-algébre des fonctions

f: G —> R localement constantes et & support compact munie du produit de convolution

(fr# o) (2) = / £1(9) falg'2)ag

pour tout fi, fo € H#R(G) et z € G.
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On donne deux résultats importants contenus dans [Vig96].
Théoréme 1.14 (1.4.4 de [Vig96]). Les catégories Zr(G) et Mod 4, () sont équivalentes.

Proposition 1.15 (1.3.2 de [Vig96]). L’algebre H#r(G) a assez d’idempotents (voir défi-
nition 1.5).

1.4 L’algébre J3(G,0)
Dans cette section on introduit une algébre qui sera un outil indispensable pour prou-
ver les résultats fondamentaux de cette thése.

Soient G un groupe localement profini, R un anneau commutatif unitaire, H un sous-

groupe ouvert de G et (o, V,) une représentation de H sur R.

Définition 1.16. Soit .##%(G, o) la R-algebre des fonctions ® : G — Endg(V,) telles que
®(hgh') = o(h)o®(g) oo (k') pour tout h,h’ € Het g € G et dont le support est une union

finie de H-doubles classes, munie du produit de convolution
(1% P2)(g) = ) P1(z)Pa(z'g) (1.1)

ou x décrit un systéme de représentants de G/H dans G.

Le produit de convolution (1.1) est bien défini car pour tout h € Het € G on a

1 (zh)®2((zh) " g) = P1(z)o(h)o(h™)@2(z™"g) = @1(x)Pa(z'g).

Pour tout g € G, on note J%(G, 0)ugn le sous-module de J%(G, o) des fonctions qui
s’annulent hors de la double classe HgH. Si o est le caractére trivial du groupe H, on
note #%(G,H) l'algébre de Hecke correspondante. Dans ce cas, il y a un isomorphisme
canonique d’algébres .#%(G,H) = 77 (G, H) ®z R.

Soit g € G. On note HY = g~ 'Hg et (09, V,) la représentation de HY définie par o9(z) =
o(gzg™t) pour tout x € HY. On note I, (o) le R-module Homgrys (0, 09) et I(o) Pensemble

des g € G pour lesquels I4(0) # 0, qu’on appelle ensemble d’entrelacement de o dans G.

Si g € Ig(o) on dit que g entrelace o.

Proposition 1.17. Pour tout g € Ig(o), Uapplication

HR(G,0)ugn —> I4(0)
® —  ®(g)

est un isomorphisme de R-modules. Donc un élément g € G entrelace o si et seulement
sl existe un élément ® € HAR(G, o) tel que ®(g) # 0.
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Démonstration. Soit ® € HR(G, 0 )ugu. Alors ®(g) € Hompynps (0, 09) car 09(x) o (g) =
o(grg=t) o ®(g9) = ®(gz) = ®(g) o o(x) et donc I'application est bien définie. On prend
¢ € I,(0) et on considére 1'élément de % (G, 0)ugn défini par ®(hgh') = o(h) o ¢ o o(K)
pour tout h, h' € H. Il est bien défini car si high) = haghl alors hyh[™t = g7 'hythig €
HNHY et donc on obtient

o(hh) = a(ha)p a(hyhi ) (k)
a(g~ hy hig)a(hy) = o(ha)o(hy ' h)g o () = ®(haght).

)

O (haghy) = o
a(hz)

(

ha)¢
ha)¢
Cela définit I'inverse de I’application ® — ®(g) qui est donc bijective. Elle est clairement

R-linéaire et donc elle est un isomorphisme de R-modules. O

1.4.1

Dans ce paragraphe on définit une représentation de G, appelée induite, a partir de la
représentation (o, V,) de H. Puis on lui associe une algébre qui est isomorphe a ’algébre
HR(G,0).

Définition 1.18. Soit ind$(o) le R-module constitué des fonctions f : G — V, localement
constantes a support compact modulo H telles que f(hg) = o(h)f(g) pour tout h € H et
g € G. On munit ind$(c) de I'action de G par translation a droite, c’est-a-dire de I’action
g.f 1z — f(xg) pour tout g,z € G et f € ind§(c). La représentation indg(c) est lisse car
on a supposé H ouvert (voir 1.5.2(b) de [Vig96]) et on l'appelle induite compacte de o.

Cela définit un foncteur

indg:%’R(H) — %R(G)
(p, W)+ indg(p)

tel que si ¢ € Homgy(p1, p2) alors ind§(p)(f) = ¢ o f pour tout f € ind§(p1). On appelle

ind§ le foncteur d’induction compacte de H a G.

Il existe aussi le foncteur resé de restriction de G & H qui & toute représentations (m, V)
de G assoicie la représentation (|, V') de H définie par 7, (h) = m(h) pour tout h € H. S’il

n’y a pas d’ambiguité on note encore 7 par .

Pour tout v € V, on considére la fonction i, € ind$(c) a support H définie par
iv(h) = o(h)(v) pour tout h € H. Alors, pour tout = € G la fonction 2~ 1.iy : g — i, (gz 1)

est & support Hz et prend la valeur v en z. Donc pour tout f € ind$(c) on a I'égalité

F=Y a Vg, (1.2)

z€H\G

Si on note iy, l'image de v — 4, alors iy, engendre indg(c) dans Rep(G).
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Remarque 1.19. Si on est dans les hypothéses du paragraphe 1.3.2 et donc s’il existe 1’al-
gebre de Hecke globale de G, alors on peut identifier 7% (H) a la sous-algébre de .#%(G) des
fonctions & support dans H. Par le théoréme 1.14 on peut identifier Zg(G) avec Mod 4, )
et Zr(H) avec Mod 4, ) et on obtient ind§ (o) = H#7(G) @ n(m) Vo (voir 1.5.2 de [Vig96]).

Proposition 1.20 (Réciprocité de Frobenius). Le foncteur resi est un adjoint a droite
de ind$ et pour toute (m,V) € Rep(G) lapplication Homy(o, V) — Homg(indg (o), V)
définie par ¢ — ) tels que ¢(v) = (i) est un isomorphisme de R-modules.

Démonstration. Voir 1.5.7(ii) de [Vig96]. O

La R-algébre Endg (indf(c)) des G-endomorphismes de ind§(c) est appelée algébre de

Hecke de G relativement a o.
Proposition 1.21. L’application € : #%(G,0) — Endg(ind$(c)) définie par

E@)(f)g) = (@*f)lg)= ) ®(@)f(z'g) (1.3)

xz€G/H

pour tout ® € H3(G,0), f € indi(0) et g € G est un isomorphisme de R-algébres avec
inverse définie par E(60)(g)(v) = 0(iy)(g) pour tout 6 € Endg (ind§(0)), g € G et v € V.

Démonstration. On prouve que 'application & est bien définie.

e On vérifie que la somme dans (1.3) est bien définie : pour tout h € H, z,g9 € G on a
O(ah)f((wh)1g) = B(x)o(h)f(h~ 2" g) = B(@)o(h)o(h~") f(a~1g) = B(x)f(z"g).
e On vérifie que £(®)(f) € ind§(o) pour tout ® € #%(G,0) et f € indi(o) :

E@)(f)(hg) = Y (@) f(a " hg) = Y ®()f((h~'2)g)

TEG/H z€G/H
= 3 @(ha) f("g) = o (h) (@) ()(9))
x'€G/H

pour tout h € H et g € G. En plus &(®)(f) est localement constante et a support

compact modulo H.

e On vérifie que £(®) € Endg(ind§(o)) pour tout ® € #%(G,0) :

E@)(g-Ng) = Y ®@)f(='g'9) = 9.(&(@) ()9

z€G/H

pour tout f € ind$(c) et g, g’ € G.
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Donc € est bien définie et clairement elle est un morphisme de R-modules. On vérifie qu’il

respecte le produit de convolution :

E@1x0)(f)(9) = Y, D ®i1(y)Pa(y ') f(z"g)

2€G/H yEcG/H
= > Diy) Y, D) f(@ Ty )
YEG/H 2/ €G/H

= &(@1) (&(@2)(1))(9) = (£(@1) 0 &(®2) ) ()(9)

pour tout ®1, Py € H#3(G,0), f € indi(c) et g € G et donc & est un morphisme de

R-algébres. Puis on a

EHE@) ()W) = > B(@)iv(z"g)

z€G/H

avec ®(x)i,(z71g) # 0 seulement si z € gH. On obtient £~1(&(®))(g)(v) = ®(g)(v) et

donc £ est un isomorphisme de R-algébres. 0

1.4.2

Dans ce paragraphe on étudie la structure de 'algébre sz (G, o) quand G est un produit

direct de groupes localement profinis.

Soit € N*. Pour tout ¢ € {1,...,r} soient G; un groupe localement profini, H; un sous-
groupe ouvert de G; et (o;, V;) une représentation de H;. Alors le groupe G = Gy X -+ X G,
est localement profini, H = H; X .-+ X H, est un sous-groupe ouvert de G et on a un

isomorphisme de groupes G/H 2 Gy /Hy X - -+ X G, /H,.

On note V, le R-module V; ® - - - ® V.. Soient ¢; € Endg(V;) (resp. GL(V;)) pour tout
i€ {l,...,r}. On note p; ® - - - ® p, application dans Endg(V,) (resp. GL(V,)) définie
par (P11 @ @) (11 @ Qup) = p1(v1) @ - ® prp(vy) pour tout v1 € Vi,..., v, € V.

On peut considérer la représentation (o, V,,) de H définie par
O'(hl, c ,hr) = Ul(hl) XX O'r(hr)

pour tout h; € H; et @ € {1,...,7}. On observe que si pour tout ¢ € {1,...,7} on note
pi : H — H; la projection canonique, alors 0 = (01 0p1) ® - -+ ® (0, o p,). Pour simplifier

les notations, dans tout le manuscrit on écrit 0 =01 ® - - ® o.

On veut démontrer qu’il existe un morphisme d’algébres

<%R(Gl)o-l) @ %P»(Grv UT) — %R((Lo-)'
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Lemme 1.22. Soit ¢ : H#R(G1,01) X -+ X HR(Gp,0r) — HR(G,0) Uapplication définie
par C(fr, - fr) (91, 90) = f1(g1) © -~ @ fr(gr) pour tout fi € HR(Gi,0i), gi € Gi et

ie{l,...,r}. Alors ¢ est multilinéaire (c’est-a-dire linéaire sur chaque composante).
Démonstration. On vérifie que ¢ est bien définie. Puisque pour tout ¢ € {1,...,7} le
support de f; est une union finie de H;-doubles classes alors le support de ((f1,..., f.) est

une union finie de H-doubles classes. Puis, si h;, b, € H; et g; € G; pour tout ¢ € {1,...,7},

alors on a

CUfrsees fo)(hagihy, . hegehy) = fi(higihy) @ -+ @ fr(hregehy)
= (1) o (g 01 (W) @ - @ (ar(hr) o Filgr) 0 or(R]))
=o(h1,...,hy)o0 (f(gl) ®---®fr(g,,)> oo(hy,...,hl)
et donc ((f1,...,[fr) € HR(G,0). Pour vérifier que ¢ est multilinéaire il suffit de voir

qu’elle est linéaire sur la premiére composante. Soient o, 3 € R, fi € H#r(G1,01) et
fi € H#%(Gi, 04), gi € G; pour tout i € {1,...,7}. Alors on a

C(af1+ﬁf{7f2’ .. '7f7‘)(gl, s 797’) = (afl +/8f{)(gl) ® f2(92) PR fT(gT)
= afi(g1) ® fa(g2) @ -+ @ fr(gr) + Bf1(91) ® fa(g2) @ -+~ @ fr(gr)
= (aC(flvf2a-"7fT‘)+5C(f{’f27""f7‘))(gl""797‘)

et donc ¢ est multilinéaire. O
Le lemme 1.22 implique qu’il existe une application linéaire
T
C/ : ®%R(Gi,ai) — %R(G,U).
i=1
Proposition 1.23. L’application ¢’ est un morphisme de R-algébres.
Démonstration. Soient f;, fI € #r(Gi,H;) et g; € G; pour tout ¢ € {1,...,r}. En utilisant
la bijection G/H =2 Gy /H; X - -+ X G,/H, on obtient
(o ef)cC(fie &) o) =
= > (Ao fi@)o (Aerla) @@ i)

(215,27 )EG/H

= Y A@)AGETw e e S fle) i o)

1€G1/H1 zr€Gy /Hy

= (fxfl o frx )9 9r)

et donc ¢’ est un morphisme de R-algébres. O
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Proposition 1.24. Si 0; est le caractére trivial de H; pour tout i € {1,...,r} alors

Papplication ' est un isomorphisme de R-algébres.

Démonstration. Pour tout i € {1,...,r}, on considére un ensemble Z; de représentants des
H;-doubles classes de G;. Alors {1y,,m, | xi € Zi} et {1u, 2,8 x-xHozm, | i € Zi, 1 <@ <7}
sont des bases de J#%(G;,H;) et de #%(G,H) comme R-modules. On obtient ¢’ bijective

_ !
car 1u oo s xtyz i, = ¢ (1o ® - © 1h,0,H,)- O

1.5 Les catégories #Z,(G) et Z(G,0)

Dans cette section on associe & une représentation irréductible et projective! d’un
sous-groupe ouvert compact de G, deux sous-catégories de Zr(G) et on voit que si ces
catégories coincident alors elles sont équivalentes & la catégorie des modules sur I'algébre
introduite dans la section 1.4.

Soient G un groupe localement profini, R un anneau commutatif unitaire, K un sous-
groupe ouvert compact de G et (o, V,) une représentation irréductible et projective de
K. Par 1.5.9(d) de [Vig96] I'induction compacte ind§ respecte les projectifs et donc p =

ind§ (o) est une représentation projective de G et le foncteur
M, = Homg(p, —) : Zr(G) — Mod — #%(G, 0)

est exact. Pour toute (7, V) € Rep(G) laction de ® € #5(G,0) sur ¢ € Homg(p, V) est
donnée par ¢.® = p o £(P) ou £ est I'isomorphisme de la proposition 1.21.

On peut associer a la représentation o deux sous-catégories de Zr(G).

Définition 1.25. Soit Z,(G) la sous-catégorie pleine (et abélienne) de Z(G) dont les
objets sont les V telles que tout sous-quotient irréductible V' de V satisfait M, (V') # 0.

Définition 1.26. Pour toute représentation (m, V') de G on note

Vi= > 4(0)

¢€eHomg(0,V)

qui est une sous-représentation de resé(m, V). On note aussi V[o] la sous-représentation
de V engendrée par V.
Proposition 1.27. Pour tout (w,V) € Rep(G) on a

Viegl= > #(p) et Ms(V)=Ms(Vo]).
YEM (V)

En plus, si W est une sous-représentation de V' alors My, (W) = M, (V) si et seulement
st Wlo] = V]o].

1. Ici projective signifie que le foncteur covariant X —— Homy (o, X) est exact.
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Démonstration. En utilisant la proposition 1.20 et (1.2) on obtient

Vigl=> nlg) Y. dlo)=) =g > ()

geG ¢cHomy (a,V) gEG y€Homg(p,V)

= > ¢<Zg-iva)= > W)
Y€Home(p,V) gEG Y€Home(p,V)

et donc Homg(p, V') = Homg(p, V[o]). On suppose maintenant W C V. Si W[o| = Vo]
alors My (W) = M, (V) et si M, (W) = M, (V) alors

Wiol= > %)= > )=Vl O

PYEM (W) PYEM, (V)

Définition 1.28. Soit Z(G, o) la sous-catégorie pleine de Zr(G) dont les objets sont les
V telles que V = Vo].

Soit (m, V) € Rep(G). Si o est le caractére trivial du sous-groupe K alors V7 = V¥ =
{v € V|m(k)v = v pour tout k € K} est ’ensemble des vecteurs K-invariants de V. Dans ce
cas on note Z(G, K) la sous-catégorie pleine de Zr(G) dont les objets sont les V' engendrées

par V.

Proposition 1.29. Soit V € Rep(G). Les conditions suivantes sont équivalentes.

(i) Pour tout sous-quotient irréductible U de V' on a My(U) #0;
(i) pour tout sous-quotient non nul W de V- on a Ms(W) #0;
(i1i) pour tout sous-quotient Z de V on a Z = Z[o];

(iv) pour toute sous-représentation Z de V on a Z = Z[o].

Démonstration.

(i) = (i7) Soient W un sous-quotient non nul de V' et W7 C Wy deux sous-représentations
de W telles que U = Wy /W7 est irréductible. Par (i) on a M, (U) # 0 qui implique
M, (W3) # 0 et donc M, (W) # 0.

(ii) = (4i7) Soit Z un sous-quotient de V. Par la proposition 1.27 on a M,(Z) =
M, (Z[o]) et M,(Z/Z|o]) = 0. Donc par (ii) on a Z = Z[o].

(iv) = (i) Soient U un sous-quotient irréductible de V' et Z; C Z, deux sous-représen-
tations de V telles que U = Z3/Z;. Par (iv) on a Zi[o] = Z1 # Za = Zs[o] et par
la proposition 1.27 on a M, (Z1) # My(Z2). Donc on obtient M, (U) # 0. O

Remarque 1.30. La proposition 1.29 implique que la sous-catégorie %Z,(G) est contenue

dans la sous-catégorie Z(G, o).



Section 1.6. L’algébre .77(G,H) 15

1.5.1

Dans ce paragraphe on suppose qu’il existe un sous-groupe ouvert compact Ky de G
de pro-ordre inversible dans R* et donc qu’il existe ’algébre de Hecke globale #%(G) de
G (voir paragraphe 1.3.2). On veut utiliser les résultats de la section 1.2 avec A = 5 (G)

qui a assez d’idempotents par la proposition 1.15.
On énonce un lemme valable pour les anneaux unitaires, tel que % (K).

Lemme 1.31. Soient A’ un anneau unitaire et P un A’-module a gauche simple et pro-

jectif. Alors il existe un idempotent e € A’ tel que P = A'e.

Démonstration. Tout morphisme non nul ¢ : A’ — P est surjectif et donc il existe un
morphisme ¢ : P — A’ tel que ¢ o9 = idp. Cela implique que A’ = P’ @ Q avec
P’ = ¢(P) et Q deux idéaux a gauche de A’. La projection sur P’ est un idempotent
de I'anneau des endomorphismes de A’ vu comme A’-module & gauche. Puisque A’ est
unitaire on a A’ = End 4/(A’) car tout endomorphisme est la multiplication a droite par
un élément de A’. On obtient P = P/ = A’e avec e idempotent de A’. O

Théoréme 1.32. Si Z,(G) = Z(G,0) alors V — My (V) est une équivalence de caté-
gories de quasi-inverse W +—— W ® . c.0) p entre Z(G, o) et Mod — J#%(G, o).

Démonstration. Par le théoréme 1.14 le R-module V, est un J#%(K)-module simple et
projectif. Par le lemme 1.31 il existe un idempotent e de J#%z(K) tel que V, = #R(K)e
comme J#%(K)-module. Par la remarque 1.19 on obtient p = H#R(G) ® 4, ) H#r(K)e qui
est un #%(G)-module & gauche. L’application Y, (f; ® hie) — (>, fihi)e est un isomor-
phisme de J#%(G)-modules de R (G) ® 4, x) #R(K)e & HR(G)e d'inverse fe — fe®e
et donc p = AR (G)e. Par la proposition 1.21 l'algébre #%(G, o) est isomorphe & 'algébre
Endg(p) = End 4, c)(7#7(G)e). L’hypothése %, (G) = #(G, o) implique que les conditions

du corollaire 1.7 sont vérifiées et donc on obtient le résultat. O

1.6 L’algébre .77(G,H)

Dans cette section on étudie plus en détail ’algébre introduite dans la section 1.4 dans

le cas ol o est le caractére trivial d’un sous-groupe ouvert de G.

Soient G un groupe localement profini et H un sous-groupe ouvert de G. On considére
lalgébre #7(G,H). Pour tout € G on note f, : G — Z la fonction caractéristique de la
double classe HzH et on choisit une fois pour toute un ensemble = de représentants des
H-doubles classes de G. Pour simplifier les notations on note f,f, = fz * f, pour tout

z,y €G.

Soient z,y € G. On a

HoHyH = | | HEH
EET 3y
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avec Ty C Z et pour tout § € Ty on a

HeHN EHy 'H= | | 2H
ZEZg

ol Z¢ est un sous-ensemble fini de G. Par la formule du produit de convolution (1.1)
dans J¢7,(G,H), le support de f,f, est contenu dans HzHyH et (f,fy)(§) = |Z¢| pour tout
§ € T4y. On obtient

fofy= > |Zelfe. (1.4)

EE 2y

On observe que |Z¢| = |(HzH N EHy~'H) /H| pour tout & € Ty,

Lemme 1.33. Soient x,y € G.

(a) Le support de f,f, est HrHyH.

(b) Six ouy normalise H alors frfy = fuy.

Démonstration. Pour tout £ € Ty on a § = hizhaoyhs avec hi, he,hs € H et donc on
a hizH C HzH N EHy 'H. On obtient |Z¢| > 0 qui implique que le support de f,f, est

exactement HrHyH. Si x ou y normalise H alors HeHyH = HxyH, Y., = {€ } avec HEH = HayH
et ]Z£~| = 1. On obtient fofy = f¢ = fay- O

1.6.1

Soit N un sous-groupe de G tel que H C Ng(N) = {g € G| gN = Ng}. Dans ce paragraphe
on veut prouver que, sous certaines hypothéses, I'algébre #7(N,H N N) est isomorphe &
une sous-algebre de J#7(G, H).

Lemme 1.34.

(a) L’ensemble G' = NH est un sous-groupe ouvert de G.

(b) Le sous-groupe N est distingué dans G', le sous-groupe Hy = HNN est distingué dans H
et G'/N = H/Hy.

Démonstration.

(a) On a HN = NH et donc G’ est un groupe. Il est ouvert car il contient H.

(b) Par hypothése on a H C Ng(N) et donc G C Ng(N). Par le deuxiéme théoréme d’iso-

morphisme Hy est distingué dans H et H/Hy = G’/N. O

Par le lemme 1.34 on a le diagramme commutatif a lignes exactes

1 HN H H/HNH1

N

1 N ¢ ¢ /N 1.
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On note H = Ng(H) NN = Ny (H) NN et on suppose que :

(H1) la suite 1 Hy H H/Hy 1 est scindée. On appelle A un sous-
groupe de H qui reléve H/Hy.

(H2) N = H'BH avec bAb~! = A pour tout b € B.

Puisque la flecche H — G’ dans (1.5) est une inclusion, par '’hypothéses (H1) la suite

1 N G’ G'/N 1 est scindée et A releve G'/N dans G'. Alors on obtient

H=HyA, G =NAet ANHy=ANN={1}.

On veut prouver que sous les hypothéses (H1) et (H2), 'algebre .#7%(N,Hy) est iso-
morphe a l'algébre 77 (G',H) qui est une sous-algébre de J#7(G,H).

Lemme 1.35. On a HzH NN = HyzHy pour tout x € N.

Démonstration. Si x € N, par (H2) on peut écrire 2z = hbh), avec b, hl, € H et b € B. On
obtient HzH NN = R{HbHA, NN = A/ (HbH N N)h,. Par (H2) on a HbH NN = HyAbHy NN =
HN(A N N)bHN = HNbHN. On obtient HkHNN = hll (HNbHN)hIQ = HNZUHN car H/ C NN(HN) O

Lemme 1.36. L’application HyxHy — HaH est une bijection entre Hy\N/Hy et H\G'/H.

Démonstration. L’application est bien définie car si z,2’ € N avec HyxHy = Hyx'Hy alors
x € Hyx'Hy et donc HxH = Ha'H. Elle est injective car si x,2’ € N avec HxH = Ha'H alors
HrHNN = HZ'HN N et par le lemme 1.35 on a HyzHy = Hyz'Hy. Elle est surjective car si
y=nh € G avec n € N et h € H alors HyH = HnhH = HnH. O

Pour tout z € N on note fy, € J7(N,Hy) la fonction caractéristique de la double
classe HyzHy et on observe que f, € #7%(G',H) car HxH C G'. Si on fixe un ensemble de
représentants Zy des Hy-doubles classes de N, par le lemme 1.36 les ensembles { f, |z € Zy}
et {fuz|z € En} sont des bases des Z-modules .77 (G, H) et 7 (N,Hy). On obtient un

isomorphisme de Z-modules
¢: (6 H) — (N, Hy)

Z g fo +— Z amfN,x'

TEEN TEEy
On veut prouver qu’il est un isomorphisme d’algébres.
Lemme 1.37. Pour tout z,y € N on a HyxHyyHy = HrHyH N N.

Démonstration. Par le lemme 1.35 on a HyzHyyHy = (HzHNN)(HyHNN) C HeHyH N N. Soit
maintenant z = hyxhoyhs € HeHyH NN avec hy, ho,hz € H. On a z = (hlmhfl)(hlhgyhg)
avec hlthl € N car H normalise N et donc hihoyhs € N car z € N. Enfin on obtient
HrHyHNN C (HeH N N)(HyHNN). O

Proposition 1.38. L’application ¢ est un isomorphisme d’algébres.
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Démonstration. 11 suffit de prouver ((f,fy) = fufv,y pour tout z,y € Zy. Le support de
fzfy est HeHyH = |_|§€T1y HEH avec Y,y C Ey C N, pour tout £ € Ty on a HeHNEHy ~1H =
I—'ZGZ& ZH avec Z¢ C Net frfy = ZEGT:cy | Z¢| fe. Par les lemmes 1.37 et 1.35 le support de
fN,mfN,y est
HyzHyyHy = HzHyH NN = U HEHNN = U Hy&Hy.
EET 5y E€ oy

Par le lemme 1.35, pour tout & € Y, on a HyzHy NEHyy  Hy = (HeHNN) NE(Hy THNN)
HzH N gHy_lH NN = leEZg zZHNN = |—|ZGZ§ ZHN. On obtient fN,mfN,y = desz |Z€|fN7§ =

¢ (Leer,, 1 Zelfe) = <ty m

Maintenant on fixe g € Ng(N). On veut prouver que les algébres 5% (N, Hy) et 5 (N, Hy)

sont isomorphes.

Lemme 1.39. L’application HyxHy — HJzI9H) ou 29 = g lxg, est une bijection entre
Hy\N/Hy et Hy\N/HJ.

Démonstration. L’application est bien définie et injective car pour tout z,y € N on a
HyzHy = HyyHy <= ¢ ‘HyoHyg = ¢~ 'HyyHyg <= Hjz9Hj = HjyIHy et elle est clairement

surjective. O

Pour tout € N on note fy, € J#(N,Hy) la fonction caractéristique de la double
classe HyzHy. Par le lemme 1.39 I'ensemble {fy . |2 € Ey} est une base de (N, Hy) et

I’application

(g: M (N, Hy) — (N, Hy)

Z a:ch,z — Z azfl\ll,xg'

TE€Ey TEEN
est un isomorphisme de Z-modules.
Proposition 1.40. L’application (4 est un isomorphisme d’algébres.

Démonstration. 11 suffit de prouver (y(fuzfuy) = fyzofyye POUr tout z,y € Ey. Le sup-
port de fy.fuy est HyxHyyHy = |—|£€Txy Hy{Hy avec Y,y C Ey, pour tout £ € Ty on a
HyxHy N EHyy 'Hy = |_|Zez£ 2Hy avec Zg C N et fyazfuy = deny | Z¢| fue. Le support de

fI\,I,a:Q fI\,I,yg est

Bz H] = g 'HyaHyyHyg = | | ¢ 'Bultng = | | BICUH].
EE€ET oy €T oy
On a Hyz/Hy N &Ry (y~ )78y = g~ ' (HyaHy N §Hyy ™ 'Hy)g = g7 ' ez, 2Hug = Lz, #7Hy

pour tout § € Tyy. On obtient fI(I,rgflG,yQ = deTxy ’Z£|f1\,r,gg = (g (del‘w |Z£‘fN,§) =
Cg(fN,sz,y>' O
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Corollaire 1.41. Pour tout g € Ny(N) lalgébre 5#7,(N,Hy) est isomorphe a la sous-algebre
H7(G' H) de 77(G,H).

1.7 Théorie de Fourier pour les groupes finis

Les deux derniéres sections du chapitre 1 sont dédiées au groupes finis. Dans cette

section on rappelle quelques résultats sur la théorie de Fourier pour ce type de groupes.

Soient ¢4 un groupe fini et R un corps algébriquement clos de caractéristique 0. On
note R[¥] l'algébre des fonctions f : 4 — R munie du produit de convolution f x f’ :
T D ey f(9)f'(g ') et CU(Z) la sous-algebre de R[¥] des fonctions f constantes

sur les classes de conjugaison de ¥.

Pour tout g € ¢ on note 1, € R[¢] la fonction caractéristique de g et cc(g) la classe
de conjugaison de g. On fixe un ensemble de représentants Y des classes de conjugaison
de . Alors {15]g € &} est une base de R[] et {3 c (1) 1g |2 € Y} une base de CU(¥)

comme R-espaces vectoriels.
Lemme 1.42. L’algébre Cl(¥) est le centre de l'algébre R[9].

Démonstration. Soit f dans le centre de R[¥]. Pour tout x € 49 ona 1, f = f*1,

qui implique f(y) = (1 * f)(zy) = (f * 1.)(zy) = f(zyz~!) pour tout =,y € ¥ et
donc f € CI(¥). Soit maintenant f' € Cl(¥). Pour tout f € R[¥] et tout z € 4 on a

() @) =3, (@) f (g e) =3, f'(x7 gx) flg~ e) = 2o F9) /(g ) = (f ') ()
et donc f’ est dans le centre de R[¥]. O

Soit X un ensemble de représentants des classes d’isomorphisme des représentations
irréductibles de 4. On note . le caractére de m € X et on observe que x.(zy) = xx(yz)
pour tout z,y € 4 et m € X. Pour tout (7, V) € X on fixe une base de V; et on considére
les m;; € R[¥] tels que les coefficients de 7(g) sont les m;;(g) avec 1 < 4,7 < dim(m).

On observe que, puisque la caractéristique de R est nulle, on a | X| = |Y|.

Lemme 1.43.

(a) Pour tout m,p € X on a

> xe(9)xplg™h) = { 9| sim=p

=’ 0 sinon.

(b) Pour tout g,h € 4 on a

Z Xﬂ(g)Xw(hil) =

TeX

‘Cg<g)| - [ec(g)] 51 g, h sont COnj’U,gUéS
0 S1NOoN.
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Démonstration.

(a)

Soient d et d’ les dimensions de 7 et p respectivement. Pour tout 1 < ¢ < d et
1 < j < d on note E;; la matrice de taille d x d’ avec tous les coefficients nuls sauf le

coefficient 1 en position (i, 7) et on définit le morphisme

(i, j) = Y _ m(g9)Eijp(g~") € Hom(p, 7).

geY

Alors le coefficient en position (4, j) de ¢(i,7) est ¢ij(i,j) = > ey mi(9)pji(g71) et

d/
ZXW Xp Zzﬂ'u )ijj(gil) ZZ%’j(iJ)
Jj=1 i,

geY geY i=1

Sim # p alors (7, 7) est nul pour tout 7 et j et en particulier ¢;;(i,5) = 0. Sim = p
alors d = d' et ¢(i,j) = > m(g)Eijm(g~") est une matrice scalaire (par le lemme de
Schur) et sa trace est égale a |¢/| fois la trace de Ej;. Alors ¢(i, j) est la matrice scalaire

avec coefficient |4|/d si i = j et la matrice nulle sinon. On obtient »_; ; ¢i; (4, j) = |¥].

Soit A la matrice carrée de taille | X| = |Y'| indexée par X sur les lignes et Y sur les
colonnes et telle que le coefficient en position (7, y) soit |ce(y)|xx(y). Soit B la matrice
carrée de taille | X| indexée par Y sur les lignes et X sur les colonnes et telle que le
coefficient en position (y, ) soit x«(y ™). Par (a) on a AB = ||l x| et donc on obtient
BA = |9[I|x|. Le coefficient en position (y,y’) de BA est > [cc(t)xx (™ x(¥)
dont le résultat. O

Proposition 1.44. Pour tout f € R[¥] on a

dim(7)
g Zdlm Z Zf 9)mji(g 7ng
| ‘TI'EX i,j=1 g€¥

et {mj|me X,1<i,j<dim(n)} est une base de R[¥].

Démonstration. 11 suffit de prouver I'enoncé pour les 1, avec g € ¥.

‘g| Zdlm Zﬂ'ﬂ Yrij(x ’g| Zdlm )tr(w(g~Hm(z))

meX TeX

|§f| Z Xﬂ' Xﬂ'(g lx)

TeX

(lemme 1.43(b)) = ‘Cfg( )’19<I‘) = 1g($)

Alors {m;j |m € X,1 <i,j < dim(m)} est une famille génératrice de R[¥] et son cardinal
est Y oy dim(m)? = || = dim(R[¢]). Elle est donc une base de R[¥]. O
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Proposition 1.45. Pour tout f € Cl[¥] on a
X faheta
meX ge¥

et {xr|me€ X} est une base de Cl|¥].

Démonstration. Pour tout £ € 4 on a

sz 9)xx (9™ )xx( |Zf 9) D> X9 )xa(

TrEX geY geY TeX

(lemme 1.43(b)) = Z f |Ccﬁ

gecc x)

_rcg< Dllec@)] o0
= S @) = @),

Alors {xr|m € X} est une famille génératrice de Cl(¥) et son cardinal est |X| =
dim(Cl[¥]). Elle est donc une base de Cl(9). O

On définit 'application

F:Rlg] — ][ Endg(Vz)
TeX

( > f(g)ﬂ(g)> .

geY

qui est un morphisme d’espaces vectoriels. La dimension de [[ Endg (V) comme R-espace

vectoriel est Y oy dimg(Endg(Vy)) = 3 c y dim(7)? = || qui est la dimension de R[¢].
Proposition 1.46. Pour tout f, f' € R[¥] on a F(f * ') = F(f) o F(f).

Démonstration. 11 suffit de prouver I'enoncé pour f = 1, et f' = 1, avec z,y € 4. On

observe que 1, * 1, = 1;,. On obtient
F (1 x 1) (Z 1.y(g ) = (Tr(x) o ﬂ(y)) =.7(1;) 0 F(1y)
geY 7r

et donc % est un morphisme d’algébres. O

Théoréme 1.47. L’application F est un isomorphisme d’algébres avec inverse

F1. @l Z Z dim(7)tr(m(g™") o ux)1,.

ge¥ meX

On appelle F transformée de Fourier sur 4.
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Démonstration. Par la proposition 1.44, on a 1,(z) = ﬁ > ey dim(7m)x~ (g z) pour
tout g,z € 4. Pour tout f € R[¢] on obtient

y—l Z Z dim(7 tr( _1) o Z f(gl)ﬁ(gl)>1g

ge% TeX S
ZZf(g’)Z( > dim(m)xx (g~ 9))1
g'e’ geY 7r€X
= > @)D 15N, =D flg1, =
9'€¥ 9€Y¥ gy

Cela implique que .% est un morphisme injectif d’algébres. En particulier il est un mor-

phisme injectif de R-espaces vectoriels de la méme dimension et donc il est bijectif. [
Soit RX = {(ax)rex |ar € R} I'algébre munie du produit ponctuel. On définit I’ap-

g)> -

Théoréme 1.48. L’application F' est un isomorphisme d’algébres avec inverse

F'7h Z Z ar dim(m “h,.

gEfﬁ meX

plication .#’ : C1[¢] — RX par f —

Démonstration. Si f € Cll¥9] et m € X alors ) o f(g9)7(g) € Endy(m) car

2) > flo)m(g) =D flo)m(zg) =) flagz)m(gz) =) fg)m(g)m(x)

S geY geY gey

Alors par le lemme de Schur on a Endy(7) & R et donc on obtient »_ ¢ f(g)7(g9) =
ﬁ(w) > gew F(@)xr(9)Ly, ot Ly, est lidentité de Endg(Vr). Alors F' = 6o .7 ot 0 est
inverse de l'isomorphisme d’algébres RX — [[_Endg(7) défini par (ax) — arly,.

Donc .%’ est un isomorphisme d’algébres et son inverse est défini par

f'_l((aﬂ)w) =7 1((a7r]IV7T @l Z Z dim(m)axxx (g7 ") 1, O

ge¥Y meX

Corollaire 1.49. Les idempotents centrauz primitifs de R|Y] sont les éléments

dim(mw _
€r = ’g(’ )ZXW(Q 1)19

geY

avec T € X.

Démonstration. Par le lemme 1.42 'algébre Cl1(¥) est le centre de R[¥]. Les idempotents
primitifs de R¥ sont les (1 (7)) zrex pour tout m € X et donc par le théoréme 1.48 les
idempotents centraux primitifs de R[¥] sont les .F ! (14 (7)) = ex pour tout 7 € X.  [J
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1.8 Induction et restriction parabolique

Dans cette section on considére des groupes généraux linéaires finis et on introduit les
notions de représentations cuspidale et supercuspidale et de supports cuspidal et super-

cuspidal.

Soient m € N*, p un nombre premier, ¢ une puissance de p, I, le corps fini avec ¢
éléments et ¢ le groupe GL,,(F,). Soit R un corps algébriquement clos de caractéristique

différente de p.

Définition 1.50. Un sous-groupe de Levi standard .# de 4 est un groupe de la forme
M =1];_y GLn,(Fy) o r € N*, m; € N* pour tout ¢ € {1,...,m} et > ; ;m; =m. Un

sous-groupe de Levi de & est un sous-groupe conjugué a un sous-groupe de Levi standard.

Soit A4 = []i_y GLm, (Fy) un sous-groupe de Levi standard de ¢. On consideére le sous-
groupe parabolique standard supérieur & de ¢ associé & .# qui est formé des matrices
triangulaires supérieures par blocs de tailles (my,...,m,) et son radical unipotent % .

Alors P = MU et M N U = {1}.

Définition 1.51. Le foncteur d’induction parabolique
i« Ro(M) — RR(9)

est le composé du prolongement trivial Zr(A#) — Zr(Z?) et du foncteur d’induction
ind{fﬂ cRR(P) — ZRr(9Y).

Définition 1.52. Le foncteur de restriction parabolique
" AR(G) — Rp( M)

est le composé de la restriction Zr(¥) — Zr(Z?) et du foncteur des U-invariants
Hr(P) — Ar(A) défini par

(m, V) — VYU = {v € V| 7(u)v = v pour tout u € U}.

Les foncteurs z(f// et r,{f// sont appelés aussi induction et restriction de Harish-Chandra
et notés Rff// et *Ri(. Ils ne dépendent pas du choix du sous-groupe parabolique associé a
A (voir [HL94]), c’est-a-dire qu’un choix différent du sous-groupe parabolique de facteur
de Levi .# donne des foncteurs isomorphes. En plus le foncteur rf// est I’adjoint & gauche
et & droite de zg;/[ Si A C A sont deux sous-groupes de Levi de ¢4 on peut définir
les foncteurs d’induction et restriction parabolique i%/ et rﬁ/ et on a if/,,i:/gl = z'(f// et
T:Z,riﬂ =%, (voir 11.2.1 de [Vig96]).

Définition 1.53. Une représentation 7 € Repp(%) est appelée cuspidale si r%,(7) = 0
pour tout sous-groupe de Levi A4 # 9.
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Proposition 1.54. Une représentation m € Repr(¥) est cuspidale si et seulement si

Homg (7,i%,(p)) = 0 pour tout sous-groupe de Levi M # 9 et toute p € Repp(4).

Démonstration. On utilise le fait que TF/Z est un adjoint & gauche de zi/ Si 7 n’est pas cus-
pidale alors il existe un sous-groupe de Levi .# # ¢ tel que T%(ﬂ') = 0. Alors on obtient
0 # Hom 4 (r?,(r),r%,(r)) = Homg (m,i%,r% (r)). Inversement s'il existe une représenta-
tion p € Repp(#) telle que 4 # 9 et Homg(m,i%,(p)) # 0 alors Hom, 4 (r?,(r), p) # 0
et donc r?, () # 0. O

Définition 1.55. Une représentation irréductible m € Irrg(¥) est appelée supercuspidale
si 7 n’est isomorphe & aucun sous-quotient d’une induite parabolique d’une représentation

irréductible d’un sous-groupe de Levi .#Z # 4.

On observe qu'une représentation irréductible m € Irrp (%) est cuspidale si et seulement
si elle n’est pas une sous-représentation d’une induite parabolique d’une représentation
d’un sous-groupe de Levi .# # ¢. Donc une représentation m € Irrp(¥) supercuspidale
est toujours cuspidale.

Si R est de caractéristique 0 (ou plus en général, si la caractéristique de R ne divise
pas le pro-ordre de ¢) alors ces deux notions coincident car les représentations de ¢ sont
semi-simples et donc un sous-quotient est toujours un quotient. Si la caractéristique de R
divise le pro-ordre de ¢ alors les représentations ne sont pas en général semi-simples et il

existe des représentations cuspidales qui ne sont pas supercuspidales.

Définition 1.56. Une paire cuspidale (resp. supercuspidale) de & est une paire (.#, p)
formée d’un sous-groupe de Levi .# de ¢ et d’une représentation irréductible cuspidale
(resp. supercuspidale) p de .. La classe de ¥-conjugaison de (., p) est ’ensemble des
paires (9, p9) avec g € ¢4 et elle est notée (A, p)y.

Remarque 1.57. Soit m € Irrp(¥). Alors il existe un sous-groupe de Levi .Z de ¥ et
une représentation cuspidale (resp. supercuspidale) p de .# tels que 7 est une sous-
représentation (resp. sous-quotient) de i%,(p). Une telle paire (.#, p) est unique & conju-
gaison prés (voir [Jam86|, I11.2.5 de [Vig96] ou 3.1 de [MS14a|), on l'appelle support

cuspidal (resp. supercuspidal) de 7 et on la note sc(m) (resp. ss(m)).

On introduit une relations d’équivalence parmi les paires supercuspidales de ¢4 (voir
la définition 1.14 de [SS15]).

Définition 1.58. Soit I" un groupe d’automorphismes de F,. Soient (.#,p) une paire
supercuspidale de ¢ ou A4 = [[;_; GLy,(Fy) et p = @Q;_; pi- On note I' = I et
sie = (e1,...,6) € Iy on note p¢ = @._, pi'. La classe d’équivalence de (A, p) est
I'ensemble, noté [.#, p|, des paires supercuspidales (.Z”, p') de ¢ telles qu'il existe e € T 4
avec (', p')g = (M, p%)q.



Chapitre 2

L’algébre k(G Ly, (D), Ly, + My (pp))

Aprés le théoréme 1.32 on voudrais avoir une description explicite de I'algébre Sz (G, o)
pour obtenir des informations sur la catégorie Zr(G, o) lorsque les hypothéses de ce théo-
réme sont vérifiées. Dans ce chapitre on se concentre sur le cas ot G est une forme intérieure
d’un groupe général linéaire sur un corps localement compact non archimédien et o le ca-
ractére trivial d’un sous-groupe ouvert compact de G. Dans la premiére partie on donne
une présentation par générateurs et relations d’une telle algébre et puis, en utilisant la
théorie de Fourier pour le groupes finis (section 1.7), on déduit des idempotents centraux

de cette algebre.

Soient F un corps commutatif localement compact non archimédien de caractéristique
résiduelle p et D une algébre & division centrale de dimension finie sur F. Etant donné
un entier m € N*, on pose G = GL,,(D). On note Op I'anneau des entiers de D, w une
uniformisante de Op, pp = wOp son ideal premier et tp = Op/pp le corps résiduel de
D de cardinal ¢. On note K = GL,,(Op) et K' =1, + M,(pp).

On considére I'algébre (G, K1) et on utilise les notations de la section 1.6 avec
G=G et H= K'. On rappelle que

e = est un ensemble de représentants des K'-doubles classes de G,

pour tout =,y € G le support de f, * f, = fufy est

K'aK'yK'= | | K'¢K'
€Y oy

avec Y,y C Z,

pour tout z,y € G on a

foly =D |(K'zK'ne¢Ky 'K/ K fe
EE€ET 3y

e si z ou y normalise K alors fi f, = fuy-
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2.1 Systéme de racines

Dans cette section on introduit la théorie des systémes de racines dans le cas d’'un
groupe général linéaire. La référence classique pour le cas général est le chapitre VI de
[Bou02].

On note ® = {a;; | 1 < i # j < m} l'ensemble des racines de GL,, relativement
au tore des matrices diagonales. On considére les ensembles des racines positives ®* =
{aij | 1 <i < j < m}, des racines negatives ®~ = —®" = {a;; | 1 < j <i < m} et
des racines simples ¥ = {aj;4+1 | 1 <i <m — 1} de GL,, relativement au sous-groupe de

Borel des matrices triangulaires supérieures.

Pour tout @ = ay41 € ¥ soit s, = s; la permutation (i, + 1) et soit W =
(S$1y...,8m—1) le groupe de permutations de m éléments, qui est le groupe de Weyl de
GL,,. On considére la fonction longueur ¢ : W — N de W relativement aux s, ..., Sm—1

définie par

l(w) =min{n € N|w = 54, - - - 54,, avec a;; € X}

n

pour tout w € W. On a £(ws,) = ¢(w) £ 1 pour tout w € W et o € 3.

Le groupe W agit sur ® par wa;j = (5w (j)- Pour tout w € W, on note

w(j)
Nw)={a € ®"|wac ®}

et on observe que N(s,) = {a} pour tout o € ¥.

Lemme 2.1. On a

IN(w)|+1 siwaedt

N (wsa)| = { IN(w)| =1 siwa € P~

pour tout w € W et a € X.

Démonstration. Si wa € ®T alors N(ws,) = soN(w) U {a} et si wa € ®~ alors
N(wsq) = sa(N(w) \ {a}). O

Proposition 2.2. Pour tout w € W on a (w) = |N(w)].

Démonstration. On observe que |N(1)| = £(1) = 0. On prouve N(w) < ¢(w) par récur-
rence sur la longueur de w € W. Soient w,w’ € W, n € Net a € X tels que {(w) =n—+1,
l(w') = n et w = w's,. Par hypothése de récurrence et par le lemme 2.1 on obtient
IN(w)] = |N(w'se)] < IN(W)|+1 < l(w')+1 = £(w). On prouve ¢(w) < N(w) par
récurrence sur |N(w)|. Soient w # 1 dans W et n € N tels que |N(w)| = n + 1. Par le
lemme 2.1 il existe a € X tel que |N(wsy)| = n sinon wa’ € & pour tout o € ¥ qui
implique w(l) < w(2) < --- < w(m — 1) et donc w = 1. Par ’hypothése de récurrence on
obtient £(w) < l(wsq) + 1 < [N(wsq)| + 1 = |N(w)]. O
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Pour tout w € W on obtient

l 1 i c Pt
fwsy) = 4 LW+ stwa (2.1)
l(w)—1 siwae P .
Soit P C X. On note <I>J}S I'ensemble des racines positives engendrées par P, ®,, = —<I>1+3,

Pp = <I>J]S Udy, \IIJIS =Pt — <I>JISAet v, = —\Ilj;./O\n note Wp = (s, € P) qui est un
sous-groupe de W. Enfin on note P = £ — P, @ = {a} et on observe que ®}, = Nuep or.

Exemple. Soit av = a1 € X. Alors & = {ajj41 € X |j # i} et

r ={ap €@ |1<h<k<ioui+1<h<k<m},

Ul ={op, e ®T|1<h<i<k<m}

Pour tout P C X il existe un unique élément de longueur minimale dans chaque classe
de W/Wp ou de Wp\W.

Proposition 2.3. Soient P C X et w l’élément de longueur minimale dans la classe
wWp € W/Wp. Alors wa € ®F pour tout o € ®F.

Démonstration. Par hypothése, pour tout o € P on a ¢(ws,) = £(w)+1 et donc par (2.1)
on a wa € . O

2.2 Générateurs
Dans cette section on cherche des générateurs de la Z-algébre 5#,(G, K') de la forme
fz avec x € G.

Pour tout @ = ;41 € X on considére la matrice

I; 0
Ta =T = e G
0 w]lm,i

et on note 19 = wl,, et 7, = [,,,. On note A le monoide commutatif engendré par les 7,
avec a € X. Tout élément 7 € A s’écrit de maniére unique sous la forme 7 = ] Tla
avec les i, € N et de maniére unique sous la forme 7 = diag(1l,w®,...,w% 1) avec
0<a; <---<am-.

Si P C{0,...,m}ousi PCX, onnote 7p = [[ cp Ta.

Pour tout 7 € A on note P(7) = {a € ¥|i, = 0} et on observe que si P C ¥ alors
P(rp) = P.

On note @ = KU {70,75 '} U{rala € T} et Q = {f, € #(G,K")|w € Q}.
L’ensemble € est fini car siw € K alors f,, = 1 et K/K! = GL,,(¢tp). On veut démontrer
que l'algébre 2#(G, K') est engendrée par §2.
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Dans tout le chapitre on considére les sous-groupes de K suivants.

e Pour tout o = a;; € ® on note U, le sous-groupe des matrices (ap;) € K avec app, = 1
pour tout h € {1,...,m}, a;; € Op et ap, =05si h # ket (h, k) # (4,7).

e Pour tout P C ¥ on note U5 = Haeq,; UyetUp = Hae\y; Us. On observe qu'ils sont
les intersections avec K des radicaux unipotents des sous-groupes paraboliques standard
(supérieure et inférieure) de facteur de Levi le sous-groupe de Levi standard associé a

P. Alors on a Up = [l.cp Ul et Up = [I.epUs- On observe que si Py C P, C ¥

alors Uf;; est un sous-groupe de U;l et Up, est un sous-groupe de Up, .

e Pour tout P C ¥ on note M} = Hae@,t Ua, Mp = Haeq); Ua et Mp = [[oeq, Ua-
Alors on a Mp = (1 .p Ma-
e Onnote U = Uy et U™ = Uy les sous-groupes des matrices unipotentes sup¢rieures et

des matrices unipotentes inférieures de K.

e On sait qu’il existe une unique section multiplicative de la surjection (T)]X) — ‘EB. Donc
on peut identifier canoniquement le groupe des matrices diagonales & coefficients dans
£ & un sous-groupe 7' du groupe des matrices diagonales a coefficients dans OF.

e On note I = K'TU le sous-groupe de Iwahori standard de G et I' = K'U son pro-p-
radical.

e On identifie s, a un élément de G pour tout a € 3 et W & un sous-groupe de G par
les matrices de permutation.

Remarque 2.4. Le groupe K' est distingué dans K, 79 normalise K, T et les U, avec

a € ® et il centralise W, W normalise T, T normalise les U, avec a € ® et tout 7 € A

centralise Wp(;) et normalise T' et Mp(,).

Remarque 2.5. Le groupe W agit sur 'ensemble des U, avec a € ® par wU,w ™! = Uy et

donc le cardinal du quotient (U~ NwUw ) K'/K! 2 (U~ nwUw™!)/(K'NU~ NwUw™1)

est ¢/(®) par la proposition 2.2.

On énonce maintenant un lemme qui est & la base des calculs suivants et qui utilise

fortement le fait qu’on travaille sur GL,,(D) et pas sur un autre groupe linéaire.

Lemme 2.6. Soit 7 € A. On a les inclusions
—177+ + 1 e —— - 1
T UP(T)T C UP(T) NK et TUP(T)T - UP(T) NK
qui sont des égalités si T = T, avec o € X.
Démonstration. Si a = ;41 € X alors
U;r: (upk) €U |upg € Op sil <h <i<k<metup =0 sinon}

et donc T;lUgTa = Ug N K!. De maniére analogue on a TaUajToj1 =U; N K!. Pour le

=1 _5= UZ et on observe qu’il existe 7(c) € A tel

b +
cas général, on rappelle que U 0eP()

P(7)
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que 7 = 1o7(c) et que (UF N K@) ¢ UZ N K! pour tout a € ]7(?) On obtient

TflU]—D&—(T)T _ H\(TglUgTa)T(a) _ H\(UE}’— ﬂKl)T(a)

a€P(T) a€EP(T)

c [[ wink")cuf, nK"

a€P(T)

De maniére analogue on a 7'U}§(T)7'_1 C U;(T) NK. O

Lemme 2.7. Soient 7 € A et € X.

(a) On a U;(T)TKI =7K!' et K'7U,,_, = K'7.

()

(T)Kl et TKITIKINK = U;(T)

(¢) K'oK' = 1, U K' = K'Ul 7o et K'7 K = 7' K = K'UZ 7,1

(b) Onat 'K'7K'NnK =Up, K.

Démonstration.

(a) Par le lemme 2.6 on a T_lU;(T)T C Klet TUI;(T)T_l C K.

(b) On peut décomposer K' comme (KN U;(T))(Kl N MP(T))D(Kl N U;(T)) ou D est
le groupe des matrices diagonales & coefficients dans 1 + @p. Puisque 7 normalise
(K'n Mp(7)) et D on obtient

KK = T_l(Kl NU;

pr) T N Mp)) DT K N UL )TE

()

Par le lemme 2.6 on a 7~ }(K! N U;DL(T))T C T_IU;(T)T C K! et donc on obtient
K YKI'NnK = 7 1(K'n UI;(T))TKl NK. OnaUp, C Y KN U;(T))T par
1l - “177— =
le lemme 2.6. En plus on a 77 (K" N UP(T))T NK C 7 Up,yTNK C Up,y. On
obtient 7 'Kt K'NK = U;(T)Kl. De maniére analogue on obtient TK'7 "' K'NK =
+ 1
Up K-
(c) Puisque 7, 'K'7, et T, K'7;! sont contenus dans K, si on applique (b) on obtient
K'1,K' = 1,US K' et K'7,'K' = 77'US K. Si on prend les inverses on obtient

K'Yt K = KMUZ 7t et K'ro K = K'UZ 7, O

Lemme 2.8. Les fr, avec a € ¥ commutent entre euz et si T = [ ex Tle € A alors

fT = Ha62 fﬂz—g

Démonstration. On le démontre par récurrence sur le nombre naturel I(7) = > s ia-
Si I(r) = 0 alors 7 = 1 et le résultat est vrai. Si I(7) > 0, on prend o/ € ¥ tel que
1o > 0, on pose 77 = 7'07,17' € A et on observe que I(7') < I(7). Le support de f. , fr est
K7, K17 K1 donc par le lemme 2.7(c) il est KlUé\r/Ta/T/Kl et par le lemme 2.7(a) il est
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K'1K"' car P(1) C P(7y). Par (1.4) on obtient

frfo(r) = [(K'r K' 0 r KM UK K = () Kl K 0 7 KUK K
- ‘ (UK N 7KK )/K1’
OnaU-K'N7KYW K =U-K'nKnrK'7 1K' =U-K!'n U;.'(T,)K1 = K! par
o o «
le lemme 2.7(b) et donc f; , f-(7) = 1. Cela prouve que fr = f. , f et donc que les fr,
commutent entre eux car fr, fr., = [ra;ray = Jragray = Jrayfra, PoUr tout ag,az € X.

Enfin, par I'hypothése de récurrence on obtient f, = [] fio. O

Ta

Lemme 2.9. Le groupe G se décompose comme G = KlUTTOZWAWUKl. Plus pre-
cisement si v € G, il existe ki,ky € K', ui,us € U et des uniques t € T, i € Z,
T € A, wy € W et wy de longueur minimale dans Wpywe € WP(T)\W tels que

T = k1u1t7'8w17'w2u2k2 € G.

Démonstration. On connait la décomposition

G= |_| oIt = |_| K'UwUK!
WEW WEW

ott W est le groupe des matrices monomiales a coefficients dans ¢ x w”. Si on fixe
w E W, on peut écrire w = twdiag(w®,...,w*) avect € T, w € W et a; € Z. Puis on
a diag(w®,...,w) = wy 'diag(w2), ..., w20 )wy avec Aup(1) < 0 < Ay () €1
wy de longueur minimale dans Wpwy € Wp\W ot P = {ajj11 € | Ay (j) = Quy(j+1) -
On obtient

m—1
~ _1_ @ 1 Qg (h+1) ~ @wy (h
W = twwy Py H Tth( T2

h=1

. -1 . Awo (h+1) ~Qwg (k)
Si on pose w1 = wwy ", i = Gy,) € Zet T =]]7," e AonaP =P(T)et
W = triwiTws et donc on a prouvé G = K'UTTEWAWUK!.
Maintenant on suppose que @ = triw;Twy = t'74 W) r'wh avec t,t' € T, 4,7 € Z, 7,7 € A,
wi,w] € W, we de longueur minimale dans WP(T)wg et w) de longueur minimale dans
Wpnwh. On a

wyws (wy  wT  triw wewy Mrws) = wiwl (wh w7 whwhwl  r wh)
et puisque les deux matrices entre parenthéses sont diagonales on obtient wyws = wjwl et
(wglwfltwlwz)(Tgwngwg) = (wy Moy wywe) (18 wh r'wh). Les matrices tiwsy *
75 wé 17/ wh sont & coefficients dans w? et les matrices Wy 1w1 Ywiws et Wy 1w1_ Y w,

sont dans 7. On obtient t = ¢’ et

TWwy €t

—1 1—1_1 s : 1—1_1 —1
T0w2 TwQ—TO Wy Tw2 qui nnphque TD T—w2w2 Tw2w2 .
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Puisque Té*i/T et 7/ sont des matrices de la forme diag(w®, ..., @wb) avec by < --- < by,
3 i’ . . . .
on a whwy ' € Wp(y et donc 757" 7 = 7'. Cela implique i = i, 7 = 7" et Wpwy =

Wp (w2 et puisque on a choisit wh et wy de longueur minimale on a wy = ws. O

Proposition 2.10. L’algeébre #4(G,K') est engendrée par ’ensemble Q2 et la sous-
algebre 54,(K, K1) par les éléments fy, fi, fs, avecu €U, t €T et a € X,

Démonstration. Par le lemme 2.9, pour tout élément z € G on a une décomposition
T = k1u1t73w17w2u2k2 avec ki, ko € K'Y, uj,up e U, t €T, i € Z, T = Hrgﬁ € A et

wy,wg € W. Par le lemme 1.33(b) et le lemme 2.8 on a

fo = Furergunfr Fwzus = Fus foFig Fun 11 122 Fa Fua (2.2)

aEX

qui prouve que Q engendre (G, K1). Pour la deuxiéme assertion, on observe que K =
KWUTWUK?' et donc (K, K"') est engendrée par fy, fi, fs, avec u € U, t € T et
a €. O

2.3 Relations

Dans cette section on veut trouver des relations qui existent parmi les générateurs de

(G, K1) qu'on a définis dans la section précédente.
Proposition 2.11. Soient 7 € A, up € U;(T) et ug € UI;(T), Alors fu, fr = fr = frfu,-

Démonstration. Les éléments u; et up normalisent K' et donc par le lemme 2.7(a) le
support de fy, fr et de fr fu, est K7 K. Alors (fu, fr)(7) = [ K' NrK'7 1KY /K| =
1et (frfup)(T) = ‘(KI’TKI N T’LLQKI)/KI‘ =1, d’ott le résultat. O

Pour tout @ = ;41 € ¥ et w € W on considére les ensembles suivantes :

Aw,a) ={w()|i+1<j<m}C{l,...,m},

B(w,a) = {w(j) ~ 1]i+1<j <m} c {0,...,m—1},
Pl(w,a) = A(w,a) \ B(w,a),

o P(w,a) = {aji+1 € i € P'(w,a)},

e Qw,a) = B(w,a) \ A(w, @),

On observe que Tpr(y,q) = TP(w,a) car 0 ¢ P'(w, a).
Soient o = ;41 € X, w' € W et w de longueur minimale dans w'W5 € W/W5. Alors

on a

m m
-1 —1 -1, 1 -1
w T;w = wTr;w = H wTh_lTh w = H Tw(h)—lTw(h)'
h—it1 h=i+1
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On obtient wraw ™! = T];,l(wﬂ)TQ(w@) = le(lw’a)TQ(w,a). Cette égalité nous suggére d’étu-
dier le produit dans (G, K1)

pr(wya)fwaaffwfl- (23)

Plus en général on est intéressé a ’étude du produit f;f. f-, pour tout 7 € A,
w' € W et a € X. Par la remarque 2.4 on a fr fu fr, = fuy frfw[ra fws, avec w' = wiwws,

wy,wz € W et w de longueur minimale dans Wp(ywWg.

Lemme 2.12. Soient P C X, a € ¥ et w de longueur minimale dans WpwWg €
Wp\W /W5 . Alors PN P(w,«a) = 0.

Démonstration. Soit o = ;41. L’élément w™! est de longueur minimale dans la classe
w™Wp € W/Wp et donc par la proposition 2.3 on a w*1<I>'£ C ®7. Puis, pour tout
€ P(w,a)onaw (x)>i+1>i>w(r+1) et donc w_l@;(wva)
PN P(w,a)=0. O

C ¢~ qui donne

Le lemme 2.12 implique que P(7) N P(w,«) = 0 et donc que f; = fr/ .oy AVEC e A.

On obtient f;fuw fr. = fun fT/(fTP(wya)fwaaqu)fwa et donc on a ramené 'é¢tude de
frfw fr, & 1étude de (2.3).

On énonce maintenant deux lemmes qui nous permettent de calculer le support de

(2.3) et une proposition qui donne la relation entre (2.3) et fr, .

Lemme 2.13. Soienta € X, w e W et P C . Alors
K'rpKlwraw K = KlprTaw_l(U;ﬁr N anjw_l)Kl.

Démonstration. Par le lemme 2.7(c) on a K'7, K' = 7,UZ K. On obtient

K'rpKl'wrow 'K = K'rpw K, Klw ™t = KlrpraUC{Klw*l

:KlprTaw_1< H Ua/)Kl.

o' ewl,

Par le lemme 2.6, si o/ € wW¥- on a wTawfan/wTOjlwfl = Uy N K' et donc par la
remarque 2.4 et le lemme 2.6 on a (Tpwraw ™ Uy (Tpwraw ™) ™! C K1 si et seulement si
o ¢ wP_ N \Il;g. On obtient

KlTpKleaw_lKl = KlprTaw_l( H Ua/>K1

o ewP NP L
a P

d’ou le résultat O
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Lemme 2.14. Soient a = ajit1 € X, w € W et P = P(w, ). Alors on a
+ - _ &t - + —=1 _ —
\I!ﬁﬁw\:[la—@ NwP- et Uﬁﬂanw =UnNwlUzw
Si en plus w est de longueur minimale dans wWgz € W/Wg alors on a
®T N w¥ = P TNwd et UN ngw_l =UNnwU w™!

Démonstration. Pour démontrer la premiére assertion il suffit de voir que @J}g NwP, =
(). On suppose par I'absurde qu’il existe o/ € q);g N w®=. Puisque o/ € w¥_ on a
o = Qu(hyw(k) Pour certains i +1 < h < m et 1 < k < i et puisque o € <I>;£) on a
Qu(hyw(k) = Cw(h)yw(h)+1 T T Q) —1w(k) AVEC Qup(Ryw(h)+1, """ » QCw(k)—1w(k) ¢ P(w, @)
et donc w(h),...,w(k)—1¢ P'(w,a). Par construction on a w(h) € A(w, ) qui implique
w(h) € B(w,a) et w(h)+1 € A(w, a). Par récurrence on obtient w(k) € A(w, ) qui est
en contradiction avec 1 < k < 4. On a prouvé que ‘1’% Nw®- = et donc \Il;i) Nww; =
+ — P 7T — =1 _ —=1 QG

" NwP; dou Uﬁ NwU;w " = UNwU;w™". Si on suppose en plus que w est de
longueur minimale dans wWs € W/Wj alors par la proposition 2.3 on a w®; C &~

donc ®t Nuw¥ =@ Nwd™ dou UNwlUiw ' =UNwlU w O

Proposition 2.15. Soient a € ¥ et w de longueur minimale dans wWg € W/Wg. Alors

on a

fTP(w,a)fwaafw_l = qe(w)fTQ(w,a) Z fu

uweUNwU~w—1

Démonstration. On note P = P(w,a) et Q = Q(w, ). Par les lemmes 2.13 et 2.14 le
support de frp fu fro fu-1 est Klrpwra,w Y ({UNwU - w K = Klrg(UNwU - w K.
SiueUNwU - w™ ! = UIJSr N anjw_1 on a

(fro fwraw-1)(TQu) = |(K TpKlﬂTQuKle wtK? )/Kl‘
=|(mp K'rpK' Nnwraw tuK wr ! w_lKl)/Kl‘
’ KlrpK! ﬂwTaKl(w_luw)Tolelw_l)/Kl‘.

Par le lemme 2.7(c) on obtient

(frp frrgw—1)(TQu) = ’(TlglKlTpKl N wTaKlT(;lKlw_l)/Kl‘
= |(rp' K'rp K NwUI K'w™ ") /K|
=|(rp' K'rp K nwUtw ' K') /K|

On note V = wUZw™". Par le lemme 2.7(b) on a

o K'tpK'NVK! =75 K'rp K NKNVK! =UZK'NVEK".
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On veut prouver que U]gK1 NVK! = (U~ NV)K!. On considére la décomposition V =
(U-NV)UNV). Soit x = vyuek € U]gK1 NVKYavecv; e U NV, vy € UNV et
ke K'. Alorsonavi 'z e (U NV)USK'N(UNV)K' CUTK'NUK" = K" et donc
€ (VNUT)K! et U;KlﬁVKl C (U-NV)K!. Par le lemme 2.14 on a ‘I’gﬁwng =0
qui implique 7 Nw®t =90, UsNV =U"NV et donc U~ NV)K! = (Ulg NV)K! C
U}gK1 NV K'. On obtient

(prfwTaw_l)(TQu) = ‘(U_ N ngw_l)Kl/Kl‘ .

Puisque w est de longueur minimale dans wW4, par la proposition 2.3 on a w@g CPT et
U NwUiw™! = U NwUw™. On obtient (fr, furw-1)(Tou) = (U~ NwUw ) K /K?|

qui vaut ¢“™) par la remarque 2.5. O

On énonce maintenant une proposition qui résume les relations parmi les générateurs
f. de ,(GL,, (D), K') qu'on a trouvé.

Proposition 2.16. Les éléments f, € Q2 vérifient les relations suivantes.

0. fp =1 pour tout k € K*;

1. fiy [y = Jryky pOur tout ki, ko € K ;

2. fTOngl =1, frofw= fTowro’l fro €t nglfw = nglmongl pour tout w € Q;

3 fr St = fTatTgl fr, pour toutt €T et v € ¥

4o frofu=Ffryrt fra 81U € Uy avec o € ®g, pour tout a € 3 ;

5. fufra = froa siu € Uy avec o/ € L, pour tout o € 3 ;

6. frafu= fro siu € Uy avec o/ € W, pour tout o € ¥ ;

7. frafsy = fsJra poUr tout a # o dans X ;

8. frofr, = fr. fro pOUT tout a0/ € X ;

9. frotwoy fwfraf1 = qz(w)fm(w,a) Y wcUnwl—w-1 Ju pour tout a € ¥ et w de longueur

minimale dans wWg € W/Wjy.

Démonstration. Grace au lemme 1.33(b) et a la remarque 2.4 on obtient les relations 1 et
2 car K et 19 normalisent K, la relation 3 car les 7, normalisent 7', la relation 4 car 7,
normalise les U, avec o/ € ®5 et la relation 7 car 7, commute avec s, si a # . Puis
on obtient les relations 5 et 6 par la proposition 2.11, la relation 8 par le lemme 2.8 et la

relation 9 par la proposition 2.15. 0

2.4 Présentation par générateurs et relations

Maintenant on veut prouver que la liste de relations de la proposition 2.16 donne une
présentation de lalgebre 5#7(G, K1).
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Définition 2.17. Soit &/ la Z-algébre engendrée par les éléments f,, avec w € Q qui

satisfont les relations suivantes :

f,, = 1 pour tout k € K ;

£, fr, = £ 1, pour tout ki, ke € K

f-,—ofTo—l =1, £ 1, = fTWTO_1f.r0 et fTO—Ifw =f fTo—l pour tout w € €;

To W70

f,fi=£f . _1f, pourtoutteT etaecX;

TalTa

fr.fu=1 1, siu€ Uy avec o € 5, pour tout a € 3;

fufTa - fT

«

siu € Uy avec o/ € ¥Z, pour tout o € ¥;
f. £, =1f, siueUy avec o € W, pour tout a € 3J;
f..fs , =f, £, pour tout a # o’ dans X;

f..f, =f £, pour tout o, € ¥;

© P N ot W= o

Ha’EP(w,a) £ fufr f,1 = q'w) Ha"eQ(w,a) £ > ucunwy-w-1 fu POUT tout a € X et
w de longueur minimale dans wWg € W/Wj.

Pour simplifier les notations, si 7 = [[ ey 7 € A on note f; = [Jf € & qui est bien

défini par 8 de la définition 2.17 et si ¢ est un entier négatif on note fio = fT__i1 €.
0

Lemme 2.18. Soient 7 € A, uq € U;(T), Uy € U;(T) et ug € MP(T). Alors £, £, =1, =
£f, ettt f,, =1f , —f.

TU3IT

Démonstration. Puisque 5 divise 7 dans A et U;(T) = Haef(?) Ug alors par 5 et 8
de la définition 2.17 on a f,,f; = f,. De maniére analogue par 6 et 8 de la définition
217 on a f:f,, = f.. Puisque Mp(;) = ﬂaelg(?) Mg, par 4 et 8 de la définition 2.17 on a
£t =f 1 O

Par la proposition 2.16, il existe un morphisme d’algébres ¥ de </ vers 7 (G, K1)
qui envoie f, dans f, pour tout w € Q) et ce morphisme est surjectif par la proposition
2.10. Dans cette section on veut prouver que ¥ est un isomorphisme en construisant un

morphisme de Z-modules surjectif ¥ de (G, K') vers & tel que 9(¢'(®)) = ® pour
tout ® € (G, K').

Lemme 2.19. L’application

Q —
fo — £ (2.4)

est bien définie.

Démonstration. Soient wi,ws € Q tels que Klwi K = Klwy K. Si wy normalise K alors
w1w2_1 € K!' :siw; € K par 0 et 1 de la définition 2.17 on a f,, = f,, et si wy € {Tétl}
alors wy = wy. Siwy € {74 |a € ¥} alors wy € QN K'wi K et donc wy = wy. Cela prouve
que (2.4) est bien définie. O
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Maintenant on veut étendre (2.4) & un morphisme de Z-modules ¥’ : 7%(G, K') — /.
Puisque tout ® € (G, K') s’écrit de maniére unique sous la forme ® = Y ozez Qafz

avec les a, € Z, il suffit de définir I'image de f, pour tout z € =.

Soit x € G. Par (2.2) il existe uj,ue € U, t € T, i € Z, 7 = HQGZTZf €A
et wi,we € W tels que f, = fu, ft fﬁo Juwy frfws fus- On veut prouver que 'application
for— fulftfﬁo £, £- £, £, est bien définie.

Lemme 2.20. Soientt € T, i € Z, T € A, wy € W et wy de longueur minimale
dans Wpywa € Wp)\W. Alors pour tout uy,uz € U il existe uy € wlU_wf1 NU et

Uy € ’11}2_1U'U)2 NU tels que

£, 68 £ £ f0,fuy = £ B2 £ ££0,Fos.
Démonstration. Par 1 et 2 de la définition 2.17 on a

£u £ Fuoy £ Fuy £y = B Bt oy £ By

olt on pose uj = 1 ‘t tuitty € U. Soit P = P(7). On considére la décomposition U =
(wy 'Upwz N U)(wy ' Mpws N U)(wy 'Uws N U). Puisque wy est de longueur minimale
dans Wpws par la proposition 2.3 on a w2_1<I>1_3 C @~ et donc wglM;wg NU = {1}. La
décomposition devient U = (wy 1U1§w2 NU)(wy YWwanU ). Soit ug = ugus22 selon cette
décomposition. Par 1 de la définition 2.17 et par le lemme 2.18 on a

£.£,,f, =f.f O SN & S

T waug 1wy

On considére la décomposition U = (w1U~w; ! N U)(wi Mpw; N U)(wiUpw; ' NU) et
soit u} = wj 1uy 2u 3 selon cette décomposition. Alors par 1 et 4 de la définition 2.17 et

le lemme 2.18 on a

S R AR SN O% STE ST AR SN ¢ 8

- - 1
U1, 1 w1 Wy TUL2W1 Wy UL,3W1 T

“lwl tug pwiT”

On obtient fullfwlf}fwsz = fuy i fu, i fu, £, Sl fu,,- On observe que par la

27wy TTT W UL 2W1TW2
11 1u1,2w17'w2 S w;lM;;.rwg - wz_lUwg N U. Donc si on pose
1

proposition 2.3 on aw, T w;

Ul = tTéul,nglt_l € wlU_wfl NU et us = w;lT_ wflunglngug,g € w;lUwg NU on

obtient le résultat. O

Lemme 2.21. Soit x € G. [l existet € T, i € Z, T € A, w1 € W, wy de longueur
minimale dans Wpyw2 € Wp)\W, u1 € wy U_wf1 NU et uy € w;lUwg NU tels que

fx:fu1ftf7l;0fw1f'rfw2fu2' (2'5>

En plus une décomposition de f, de cette forme est unique.
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Démonstration. Par (2.2) et par le lemme 2.9 il existe uj,us € U et des uniques t € T,

i €Z, 7 €A, wy €W et wy de longueur minimale dans Wp(yw2 tels que

fo = Furfefi fon Fr s Fus = O(Fu, BEL £ Erfunn ).

Le lemme 2.20 dit qu’on peut choisir v; dans wlU_wflﬂ U et us dans w;lUwg NnU.
Soient maintenant wy,uj € wlU*wl_1 NU et ug,ufy € wz_lUwg NU tels que f, =
fur oS 2 fun I fuws fus = Fur fef 7y fuor fr fuws fuy- Par le lemme 1.33(b) on obtient

Ir= fwflr(;it—luflu/ltféwlfow2ul2u2—1w2—1 = fu_ fffu+

ott u_ = wy 'y 'ty triwy € U™ et uy = wouhuy fwy ' € U. Par la proposition 2.10
il existe iy e U, t € T, w € W, Gy € M];" et uz € U; tels que fu_ = fa, fifofao fas-
Par la proposition 2.11, la relation 4 de la proposition 2.16 et le lemme 1.33(b) on a
fr = far fifo far fas Frfuy = far fifiofr Fr=1ayru, €t par le lemme 29 onat =@ = 1. On
obtient f, = fa,a.as qui implique u— € U™ N K'U c K' et donc f, = frfuy. Cela
implique K'7K'N K'ru, K' # 0 et donc uy € 7 'K'YtK'NnU c U"K'NnU c K"
On a prouvé f,_ = f,, = 1 qui implique fu’l = fu, et fu’2 = fu, d’ott 'unicité de la

décomposition (2.5). O

Soient © € = et fy = fu, ft fio Swy fr fws fu, I'unique décomposition de f, de la forme
(2.5). On définit ' (f,) = £y, £if} £u, £-£4,f,, et le morphisme de Z-modules

V(G K — o (2.6)
Zaxf:r — Zaxﬂl(fx)-
T€EE T€EE

Maintenant on veut prouver que 9 est surjectif.

Lemme 2.22. Soient x € G et fou = fu, fif

ﬁ(]!)”wlfﬂ)"w2 fus une décomposition de la forme
(2.2). Alors ¥ (fz) = fulftfiofwlfowzfm.

Démonstration. Siwz = wswy avec wy € Wp(y) et wy de longueur minimale dans Wp (w2
alors par 1 et 7 de la définition 2.17 on a f, fif] £, £fu,fu, = o, 68 s Bt fus
Par le lemme 2.20 il existe u; € wlngfwg_lwl_l NU et ug € w4_1Uw4 N U tels que
fulftfiofwlw3 £t fu,= f‘lTlftinfwlw3 f-f,,f5; dans o7 Puisque f, = ﬁ(fulftfjo £, £ fu,fu,) =
(€ 67 vy ws T Ba5) = far fif oy funws fr fua faz est Tunique décomposition de la forme
(2.5), on obtient ¥ (f,) = fﬁftfjofw1w3f7fw4fg§ = fulftfiofwlfowauQ. O

Proposition 2.23. Le morphisme ¥ défini en (2.6) est surjectif.

Démonstration. Puisque 9’ est un morphisme de Z-modules, il suffit de prouver que tout

élément a du sous-monoide multiplicatif de @7 engendré par les f, avec w € §2 est dans
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I'image de . On prouve ce résultat par récurrence sur le nombre d’éléments f,, avec
w € ) nécessaires pour obtenir a. On a £, = ¥(f,) pour tout w € Q. Maintenant on
suppose a = ¥ (®,) € & avec &, € H#%(G, K') et on prouve que af,, est dans 'image de
¥ pour tout w € . Grace a 1 de la définition 2.17, au fait que K = K'UTWUK" et au
fait que ¥ est un morphisme de Z-algebres, il suffit de prouver que 1'élément &' ( f, )£, est
dans I'image de ¢ pour tout z € G et tout w € UUT U {75} U {84,7a | a € £}, Soit
fo= fu ft fio fuwn fr fuws fu, I'unique décomposition de f, de la forme (2.5).

e Si & € U on obtient ¢ (f,)f; = fulftfiofwlfomquﬁ = 19’(fulftfi0fw1f7fwfuﬂ) par 1

de la définition 2.17 et le lemme 2.22.

e Si ¢ €T on obtient V' (fo)f; = 19/(fU1ft(Téuu-rwz)f(Té‘uuTwz)*lfiofwlJchlvzft”*luﬂ) par 1, 2
et 3 de la définition 2.17 et le lemme 2.22.

e Par 2 de la définition 2.17 et par le lemme 2.22 on obtient 1’égalité ﬁ’(fx)fTJE =
’lg/(fzuftfj—jsfwlfrwafTasuzTgre) pour ¢ € {1,—1}.

e Soient a € ¥ et s = s,. Puisque « est simple, U{J;} = Ha,egﬁ\{a} U, est un groupe
et on a UN w;lUwg = (Ua N w;lUwg)(U{J;} N w;lUwg). Si on prend us = vivg
selon cette décomposition on obtient sves € U et par 1 de la définition 2.17 on a
V(fe)fs = fulftfjofwlfow28fsv13f5U25. Si v1 = 1 par le lemme 2.22 on a ¥'(f;)f; =
VY (fuy ftfiofwlfowgsfsws). Si vy # 1 alors U, C wQ_IUwg et donc a € wQ_I‘Iﬁ. En plus
il existe v3, vy € U, et t' € T tels que sv1s = vgst'vy et donc par 1 de la définition 2.17

on obtient ¥ (f,)fs = fulftfiofwlfowzsvgswgl wat'wgl £y By svgs-
e Siae€e wgl\Ilng(T) on a w28038w2_1 € U;(T) et on obtient

ﬂl(fx)fs = fu1 ftfio fw1 f‘rfw2 sv3sw2_1 fwgt’w; 1 fwg fv4 sv25
@mmm&:mﬁ%ﬁﬁémwymﬁwm

(1,2,3 Det. 2.17) = £, f 1) By fo 500

tTéwlTth/(Téwlng)

(lemme 2.22) = ﬂ,(ful ftTéwlrwgt’('réw1Tw2)—1f'ﬁofw1 fow2fv48v2S)‘

e Siacw!

Mp(7). On obtient

+ 1, —lg— -1 -1
<I>P(T) Nwy, w; P~ on a wiTwasvz(wiTwes) "+ € U et wasvgsw, €

V (fo)fs = £, fifL £ £ £

wo sv3sw2_1 fwgt’wz_l fw2 fv48025

_ %
(lemme 2.18) = fu1 fthO fw1 frwzsvgsw;%ﬁl £ fwgt’w; 1 wa fv4 SUas

1 ftfio fw1 f7—f 1 wa fmsvzs

(1 Déf 2.17) = wat'w

up (tTéwl TWwa28)v3 (t‘réwl Tw2s) ™

. _ ) ) ) ) (
(1,2,3 Deéf. 2.17) = urtTiwi Twasvs (brfwiTwas) "1 tTéwyrwgt’(TéwlTwz)*lfTofwl f‘l‘fwzfv4sv28

, .
(lemme 2.22) = Y (fultTéwlTWstg(t‘l'éU/'lTwQS)_l ftTéwlTWQt/(TéwlTw2)_1 fql-ofw1 fow2 fv4svzs)'

e Siac w2_1<I>;§(T) N w;lwl_l(I)Jr on a wiTwyvy (wiTws) "t € U et w2v1w2_1 € Mp(r).
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On obtient

ﬁl(fx)fs - fu1 ftfio fw1 frfwzsfsvl sfsvzs

(1 Déf 2.17) = fu1ftf;0fw1frfwmw;1 S S

_ %
(lemme 2.22) = fu1 fth0 fwlfngmwng*l foWQSfSUQS

(1,2 Déf. 2.17) = R 3 5 1S 45 {1 ST

u1t‘réw1 TWwav1 (tTSwl Tw2)

(lemme 2.22) = ﬂl(fultq—gwlq—wgvl(tq—éwlng)*lftf:’ofWI f‘rfwzsfsvzs)'

e Soient maintenant o € ¥ et ug = v1vg selon U = Mg Ug . Par 4 et 5 de la définition
217 ona ¥ (f)f,, = fulftfiofwlfffmfmf —1

Ta ViTa

dans weWgz € W/Wg, P = P(w,a) et Q = Q(w, «) on obtient 7'7';1 €A et

. Siw est I’élément de longueur minimale

QT V1iTa

9 (fo)bry = fu £l fu Erfuy £ £ o

(1,8 Déf 2.17) = fulftfiofwlf”;lf@ f,f,

fr £
1

—1 —
W2 Ta ™15 "0 To

(lemme 2.18) = fulftfiofwlfTTglfTwafTafw_lef .

Ta V1T«
aoper2an =" N £ B fu £ Fufuf
veUNwUw—1
sper2an =" N (R B BB
veUNwlUw—1

(lemme 2.22) = qﬁ(w) Z ﬁ/(fm ftf’zi'() fwl f’TT];lTQ fu)fwz frl;lmm ’

ueUNwUw—1

Par les calculs ci-dessus, Iélément O/ ( fu, fr f2 fun fTTI;ITQ Ju)fwo £ -1
de ¥ et donc ¥ (f;)f, aussi.

S ~ 171
orra €S dans I'image

On conclut que ¥ est un morphisme de Z-modules surjectif. O
Corollaire 2.24. Les algébres o/ et #7(G, K') sont isomorphes.

Démonstration. On a construit un morphisme surjectif d’algébres 9 : & — #%(G, K1)
et un morphisme surjectif de Z-modules ¥ : (G, K!') — & tels que pour tout
® € (G, K') on a ¥(¥(®)) = ®. Soient maintenant aj,as € & tels que ¥(aj) = J(a)
et @1, Py € (G, K') tels que a; = (1) et ag = ¥'(P2). On a &1 = (V' (Py)) =
(¥ (P2)) = P2 qui implique a; = as. On obtient ¥ injectif et donc il est un isomorphisme
d’algébres d’inverse 1. O

2.5 Idempotents centraux : car(R) =0

Soit R un corps algébriquement clos de caractéristique 0. Dans cette section on cherche
des idempotents orthogonaux et centraux de l'algébre #%(G, K1) = 7,(G, K!) ®7 R.
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Soient 4 = GL,,(tp) = K/K' et v : K — ¢ la projection canonique. On utilise les
notations de la section 1.7. On rappelle que X désigne un ensemble de représentants des

classes d’isomorphisme des représentations irréductibles de ¢.

~

On a un isomorphisme d’algébres #z(K, K') = R[¥] qui envoie f; sur 1,() pour
tout k € K. Puisque fj ne dépend que par v(k), pour tout g € ¢ on note f, = f;, avec
v(k) = g. Par le corollaire 1.49, les idempotents centraux primitifs de I'algébre 7% (K, K!)

sont les

& — diy) S (o0,

geY
avec m€ X. On met 'indice 0 & I'exposant pour se rappeler qu’on est en caractéristique 0.

Pour toute classe [.#, 0] de paires cuspidales de ¢ (voir définition 1.58 avec I' =

Gal(tp/tr)), on considére I'ensemble
A([)///J] =A% = {1 € X |sc(n) € [#,0]}

et I'idempotent central

6?//1,0} = Z el = ‘;’ Z Zdim(ﬂ)xﬂ(gfl)fg € Mp(K,K").

meAY n€AY ge¥

On veut prouver que les e([) 0] sont des idempotents orthogonaux et centraux de l'algébre
H#%(G, K'). On rappelle que pour tout i € {0,...,m — 1} on a défini un élément f,,
de H#R(G, K"') et que cette algébre est engendrée par les f, avec g € 4, fr, fT0_1 et fr,
avec i € {1,...,m — 1}. Pour démontrer que les e? o] sont des idempotents centraux
de #R(G, K"), il suffit de prouver e?ﬂ,a}fﬂ = sz‘e[[)//l,o] pour tout i € {0,...,m — 1} et
toutes classes [.#, 0| de paires cuspidales de ¥.

On fixe i € {0,...,m — 1}. On considére le sous-groupe de Levi standard

e (GLZ»(ED) 0 )
0 GLyi(tp)

de ¥, le sous-groupe parabolique standard supérieur &; = #;%; et le parabolique stan-
dard inférieur &, = A%, de 4. On observe que |%| = |%;"|.

Lemme 2.25. Pour toute [.# ,0] on a

1 _ 1 _
eEﬂ7o‘]sz’ = @ Z Zdlm(ﬂ)|%| Z Xﬂ'(u.g 1)fgfn-

7T€Ag geg ueo)/i

1 1
fTieg///,o} = @ Z Zdlm(ﬂ') ‘%‘ Z Xﬂ(u_gfl)fﬂfg.

meAY ge¥ u_ €U
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Démonstration. On utilise les relations f,fr, = fr, et fr, fu_ = fr, pour tout u € %; et
u_ € %, (voir proposition 2.16). Pour tout u € %; on a

e?///,a]fﬁ' = Z Zdlm 1)fguf7'i = Z Zdlm ™) Xr(ug™ )fgfn

7r€AO 9€%9 7rEA0 9€Y9
et donc
0
Ut X Lamr) 3 aelos™ o
meA) ge¥ uE?/
On obtient la deuxiéme égalité de maniére analogue. O

Lemme 2.26. Pour toute classe [.# ,c] on a les égalités eﬁﬂ,a}fn = ﬁ_l((uﬂ)ﬂex)fn
et fne([)///p] = fTiﬁ_l((’Uﬂ')ﬂ'GX) ol

u —{ 7] Luew, T(w)  simE AY
L=

Oy, sinon

; _{ %Zuie%—w(u,) sime A
. =

Oy, sinon

Démonstration. On a

ﬁ_l((uw 7r€X ‘ Z Zdlm tr( Z )

meAY gevd cU;

7] L 2 i)

ﬂEAO geY

Z X7r g u fgfﬂ

uEY;

Par le lemme 2.25 on obtient eﬁ//[ a']fTi = 9*1((u7r)7rex)fﬂ.. On obtient la deuxiéme

égalité de maniére analogue. O

On observe que I'image de ;. m(u) est dans V% et que 'image de >, co— T(u-)

-
est dans V¢ .

Corollaire 2.27. Soit 4 un sous-groupe de Levi de 4. S’il n'existe pas g € G tel que
M C M; alors eE//’G]fTi =0= fTieE//[’U] pour toute représentation cuspidale o de M .

Démonstration. Soit [.# ,0] une classe de paires cuspidales de ¢ telle qu’il n’existe pas
g € 9 tel que A9 C ;. Par définition et unicité du support cuspidal on a V% =0=
Vfi pour tout 7 € AY. Par le lemme 2.26 on a donc u, = 0 = v, pour tout 7 € X et

donc e[///’g]fn. =0=f.e €Lt 0] O

Dés maintenant on fixe une classe [.#, o] de paires cuspidales de ¢ telle que .# C ;.
On cherche des éléments ®, @~ € R (K, K!) tels que Z(®) = (ug)r et F(®7) = (vy)x
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Soit X; un ensemble de représentants des classes d’isomorphisme des représentations
irréductibles de .#;. On note A) ; = {p € Xi|sc(p) € [#,0]} ou sc(p) € [, 0] signifie
selp) € (M',0")., avee (M',0')g C M ,0).

Proposition 2.28. On consideére les éléments

oo 3 Wm0) 5 fm%l' Y fu € R2] C RY)

peAgyi |'//Z| me.; uEY;

o — Z dim(p) Z Xp(mil)fm* W/11| Z fu_ € R[2]] C RI¥).

pEAg,i |%| me///i u7€%i_
Alors F(®) = (ur)r et F(P7) = (Vr)r.

Démonstration. Pour tout m € X on note .#(®), la composante de .% (®) dans End(V;)
et on décompose V, = VT:Z/i @ Wi. On obtient

F@)= 3 TS s tmy o S ()

peAgyi ‘ Z| me.; wEw,;
dim o o 1
— (X M) S () m) 0w ) o o S ()
-] ] 2
peAgyi me.#; wEY,
On note dim(p)
im(p N
Vr = —r 2 xelm ™ (m)(m)
0 | Z| i
pEAL meH;

et on décompose 7’21_ (m) =11 & - @, avec (v}, V}) représentations irréductibles de .#;.

On obtient
- dim _
U, = @ |///(T) E Xp(m l)l/j(m).

7j=1 pGAg i me.M;

On observe que »_, . , xp(m Yvj(m) € End 4 (vj) = R et que

trf > diﬁ//(,p) > xpm Hym) [ = > d?il//(-p) > Xp(m ™ xw, (m).

(] K3
PEAg,i | me.#; peAgﬂ. ’ me.H;

Par le lemme 1.43 cette trace est égale a dim(v;) s'il existe p € Ag}i tel que v; = p et elle

est égale a 0 sinon.

e Sime AY alors sc(v)) € [#, 0] pour tout j € {1,...,r}, donc ¥, = Dy, = I[Vf‘i et
donc Z(®), = % Zue% m(u) = Ug.

e Sim¢ AY alors sc(v;) ¢ [#, 0] pour tout j € {1,...,7} et donc .Z (@), =0 = us.

De maniére analogue on prouve que .# (9~ ), = vy pour tout 7 € X. O
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Théoréme 2.29. Soit R un corps algébriquement clos de caractéristique nulle. Les élé-
ment eE//Z o] ou [A o) varie parmi les classes d’équivalence des paires cuspidales de ¥,

sont des idempotents orthogonauz et centrauz de (G, K!).

Démonstration. Par le corollaire 2.27, §’il n’existe pas g € ¥ tel que #9 C #; alors
eE%U]fn = fﬂe([)///,a] = 0. Si A4 C M;, par le lemme 2.26, la proposition 2.28 et le
théoréme 1.47 on a e? 0] fr, =Pf;, et fTieE o] = f7,®~. En utilisant le fait que f, fr, =
fr, et frfu. = fr, pour tout v € %, u_ € % et le fait que fp,fr, = fTifTi_lmTi et
Zu_e%f Ju_fm = fm Zu_e%f fu_ pour tout m € .#; on obtient

dim(p)
0 T — o T — uJ T
et == 3 T X vl ey 2
dim(p) -1
eAg’l meM;
dim(p
= fTi Z Z T-_lmn
peAl -] e, '
:fn Z d|1m Z sz T 1)fm
peAY i e

La conjugaison par w induit un automorphisme e, € I' = Gal(tp/tr) et donc la conju-

gaison par 7; ' correspond & 1'élément ¢ = (1,e2') € T 4. On obtient

g}fn:fn- Z d|1m Z Xp m-

z
pGAgyi meMA;

Par la définition 1.58, on obtient p¢ € A ; pour tout p € A ; et puisque dim(p) = dim(p©)

on obtient

di
eg///p]fn :f'rz- Z |1'H/1/(P) Z Xp(mil)fm

Z| meM;

peAY ;
_ dim(p) -1
u_ €U peA? e,
dim(p)
peEAY ; meM; u_ €U~

= fr® = frel g0

On a prouvé que les e‘B W o] commutent avec les générateurs de l'algébre J#(G, K!) et
donc sont des idempotents centraux de cette algébre. Enfin si [/, o] et [.#’, '] sont deux

classes distinctes alors e% W] e? ol = 0 car Aﬁ W o] et AE o] sont disjoints. O

70—,]
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2.6 Idempotents centraux : car(R) > 0

Soit R un corps algebriquement clos de caractéristique £ > 0 différente de p. Dans cette
section on cherche des idempotents centraux de #%z(G, K') en utilisant les résultats de
la section 2.5 et du chapitre 5 de [Hell2| (voir aussi [CE04| et II1.2 de [Vig96]).

On note W(R) 'anneau des vecteurs de Witt de R et K la cloture algébrique du corps
de fractions de W (R), qui est de caractéristique 0. Par exemple si on considére R = Fy,
alors W(R) est I'extension non ramifiée maximale Z}" de Z; et K est la cloture algébrique

Qg du corps des nombres p-adiques.

Comme dans la section 2.5, on note 4 = GL,,(fp) et X un ensemble de représentants
des classes d’isomorphisme des représentations irréductibles de ¢ sur K. Dans la section
2.5 on a trouvé les idempotents centraux primitifs €2 avec 7 € X de % (K, K') et des
idempotents centraux eE/l’g] de 4 (G, K').

Définition 2.30. Soit g € 4 d’ordre a € N* et soient ' € N* premier a £ et b € N
tels que a = a/f%. Soient ¢,d € Z tels que cf’ + da’ = 1. Alors g = ¢ est d’ordre @,
g2 = g% est d’ordre (% et g = g1ga = gog1. Cette décomposition est unique et on appelle
g1 la partie £-réguliére de g qu’on note ¢g"®Y. Un élément g € ¥ est dit £-régulier si son

ordre est premier & £.

Soit s un élément semi-simple de ¢ (& ¥-conjugaison prés). Soit s = [[;_; GL, (tp)
le plus petit sous-groupe de Levi qui contient s. Alors s se décompose comme § = 81 - - - S
et les polynémes caractéristiques des s; sont irréductibles. Les valeurs propres de chaque
s; donnent une extension de ¢p de degré m; et d’aprés Green (voir [Greb5]) on peut
associer & s; une représentation cuspidale irréductible J? de GLy,(tp) sur K. Si on pose
o) = ®7_,0, on obtient une classe de ¥-conjugaison de paires cuspidales (s, 0%)y de

K3 17

¢ sur K. On définit 'ensemble
I(s) ={m € X|sc(n) € (///S,Jg)g}.

Alors ¢! est une représentation irréductible cuspidale de ¢ si et seulement si le polynome

caractéristique de s est irréductible. Dans ce cas on dit que s est irréductible.
On note 74 la réduction modulo ¢. On a les propriétés suivantes (voir 5 de [Hell2], 2.2 de
[Vig96] ou 3 de [Jam86]).
1. Si 7w € Irrg (%) est cuspidale alors ry(7) est cuspidale dans Irrr(¥). En plus toute
7' € Irrg(¥) cuspidale est dans I'image de r, par une telle 7.
2. Sim € Irrg(¥4) et ' est un sous-quotient irréductible de r,(m) alors ss(n’) =
ss(re(sc(m))).
3. Sim e Irrg(¥) est la représentation cuspidale associée a I’élément semi-simple irré-

ductible s de ¢ alors 74(7) est supercuspidale si et seulement si s est irréductible.
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4. Si w1, me € Irrg(¥) sont deux représentations cuspidales associées & s; et s alors

re(m1) = 1¢(ma) si et seulement si 57 = 55,7,

On obtient les bijections suivantes.

7w € Irrg(¥) cuspidale} +—
{ k() p } { s € 4 semi-simple irréductible

classe de ¢-conjugaison de }
classe de ¥-conjugaison de s’ € ¢
{m € Irrr(¥) cuspidale} «— ¢ semi-simple /-régulier tel qu’il existe

s semisimple irréductible avec s’ = s"%9

{r € (%) Vs { classe de ¢-conjugaison de s € ¥ }
m € Irrp supercus.

semi-simple /-régulier et irréductible

Maintenant on fixe une classe de ¥-conjugaison d’un élément semisimple /-régulier
§ € 4. On alui associé une classe de 9-conjugaison de paires cuspidales (4, 00)y de ¢ sur
K qui correspond & une classe de ¥-conjugaison de paires supercuspidales (.#z, r¢(02))y

de 4 sur R. On considére les ensembles

Az = {s € ¢ semi-simple tel que s"9 =35} et £E(35) = U I(s).
sE€EA;z
On a associé a tout s € Az une classe de ¥-conjugaison de paires cuspidales (.Zs, o)y de
4 sur K telle que #; C Ms. Alors (Ms,¢(0?)) est une classe de -conjugaison de paires
cuspidales de & sur R telle que ss(ry(0?)) € (5,7(02))y. On obtient

€(3) = {r € X |sc(r) € (Ms,0%)q avec s = 5}
= {1 € X |sc(n) € (Ms,0°)q avec ss(re(c?)) € (Ms,7¢(02))y}
= {7 € X |ss(r¢(sc(n))) € (Ms,m¢(02))y}.

Théoréme 2.31 (Théoréme 5.6 de [Hell2|). Pour tout élément semisimple (-régulier
§€ 9, idempotent €2 = D oree(s) €Y est dans Hy ) (K, K').

Pour la preuve voir aussi le théoréme 9.12 de [CE04].

Maintenant on considére I' = Gal(tp/Er) et une classe [.#, 5] de paires supercuspi-
dales de ¢ sur R (voir définition 1.58). On définit les ensembles

As = {5 € 4 semi-simple, (-régulier tel que (As,7¢(09))y C [#,5]}

&(0) = U E(3) = {m € X |sc(m) € (Ms,0%)q avec 5™ € Az}
S€A;

= {1 € X |sc(n) € (Mys,0%)q avec ss(r(c?)) € [, 5]}
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Lemme 2.32. On a £(6) = {7 € X |sc(r) € [Ms,0°] avec ss(re(a?)) € [ ,5]}.

Démonstration. Soit 7 € X tel que sc(m) € [Ms,0Y] et ss(re(a?)) € [#,5]. Alors
le groupe s est de la forme [[;_; GLy,(¢p), s = s1---s, et il existe un élément
€ = (e1,...,6) € Iy, = I (voir définition 1.58) tel que sc(mw) € (s, (00))y. En
plus on a § = s"9 dans A et ss(ry(0?)) dans (A, ri(0?))y C [#,5]. On doit prou-
ver que ss(ry((62))) € [#,5]. Puisque .#; C .#s, on peut voir ¢ comme un élé-
ment de I' 4. La classe de ¥-conjugaison (.#s, (00))g correspond la classe de 1'élé-
ment s¢ = si'...s& dont la partie (-réguliére est (s€)"9 = (s"%9)¢ = §°. On obtient

ss(re((0))) € (A 1e((09)))y C [ A ,5]. =

Le lemme 2.32 implique que I'idempotent

QO
O

€5 = e

= Z ey € My (r) (K, K")
S€As T€E(5)

est une somme d’idempotents centraux de 4 (G, K!) et donc il est un idempotent central
de %W(R)(Ga Kl)

On a #(G,K') = %W(R)(G,Kl) @w(r) R et donc pour tout classe [.#,5] de
paires supercuspidales de ¢ sur R, on obtient un idempotent central e[ 4 57 = eg ®1 de
H#%(G, K'). On observe qu'il est non nul car sinon €2 appartient a Hw(ry(K, K') on
(W (R) est l'idéal maximal de W (R) mais, puisque €2 = (e2)" € Hjny (g)(K, K*) pour

9 =
tout n € N* on obtient

es € () Hmw (K, K" = () ("W (R)[#]) = ( N E"W(R)) 4] = 0

n>1 n>1 n>1
qui n’est pas possible.

Théoréme 2.33. Soit R un corps algébriquement clos de caractéristique positive diffé-
rente de p. Les élément e 4 5 oU [# , 0] varie parmi les classes d’équivalence des paires

supercuspidales de &, sont des idempotents orthogonauz et centrauz de #x(G, K?').

Démonstration. Pour toute classe d’équivalence [, o] des paires supercuspidales de & on
a construit par réduction modulo ¢ un idempotent central non nul e 4, de Hr(G, K1),
Si [ 0] # [A' 0] alors ey s1eLn,01 =0 car E(0) et E(0') sont disjoints. O

2.7 L’algébre #,(SL,,(F), K})

Dans la premiére partie de ce chapitre on a présenté une description explicite de
lalgébre (G Ly,(D), K'). On aimerais déduire des informations sur d’autres algébres

correspondant a des sous-groupes de GL,,(D), tel qu'un groupe spécial linéaire.
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On considére les notations de la section 1.6 et du paragraphe 1.6.1 avec les groupes

suivants.
e G =GL,,(F) quon note G.
e H=1,, + M,,(pr) qu’on note K*.

N = SL,,(F) quon note S et qui est distingué dans G.

e G’ = SK'! qui est le sous-groupe de G, qu'on note G’, des matrices avec déterminant

dans 1 + gp.
e Hy = SN K! qui est un sous-groupe ouvert compact de S, qu’on note Ké
o H'=Ng(K)NS =F*GL,(Op) NS = SL,(Or), qu’on note Kg.

L’hypothése (H1) du paragraphe 1.6.1 est vérifiée car kK& — diag(1,...,1,det(k)™1)
est une section de K — K1/K{. Alors le sous-groupe A = {diag(1,...,1,2)|z € 1+pp}
releve K!/K{ dans K' et G//S dans G'. L’hypothése (H2) est vérifiée car S se décompose
comme KgBKg avec B = {diag(@w®,...,@w)|a1 <--- < ap, Y, aj =0} qui centralise A.

Par les propositions 1.38 et 1.40, pour tout g € G 'algébre (S, (K&)9) est isomorphe
a la sous-algébre J%,(G', K1) de #(G, K?').

Ce résultat peut permettre un étude ultérieure pour prouver les résultats contenus

dans cette thése dans le cas du groupe SL,,(F).
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Chapitre 3

L’algébre 7% (G, Nmax)

Dans ce chapitre on introduit la théorie des types sur une forme intérieure G d’un
groupe général linéaire sur un corps localement compact non archimédien. On associe
a un type semi-simple maximal de G une représentation irréductible et projective Mpqz
d’un sous-groupe ouvert compact de GG, et on construit des isomorphismes entre I'algébre

HR(G, NMmaz) €t une algébre de la forme vue dans le chapitre 2.

Soient £’ un corps commutatif localement compact non archimédien de caractéristique
résiduelle p et R un corps algébriquement clos de caractéristique différente de p. Soit D
une algébre a division centrale de dimension finie sur F' dont le degré réduit est noté d.
Etant donné m € N*, on pose A = M,,(D) et G = GL,,(D), qui est une forme intérieure
de GLyg(F).

3.1 Types simples maximaux

Dans cette section on introduit rapidement la théorie des types simples de G a co-
efficients dans R. On utilisera cette théorie dans la section 3.2 pour définir les types
semi-simples et dans la section 3.3 pour définir la représentation 7),4,. On peut trouver
plus de détails de cette théorie dans 2.1-5 de [MS14b].

Strates simples

Pour une définition précise de strate et de strate simple voir 1.6 de [SS08| (définition
1.15). Soit [A,n, 0, 8] une strate simple de A. L’élément [ est dans A et la sous-F-algébre
F[5] de A engendrée par 3 est un corps qu’on note E. On peut associer a A un Op-ordre
héréditaire A(A) de A (voir 1.2 de [Séc04]), une famille décroissante (Uy(A))r>0 de sous-
groupes ouverts compacts de G (voir 1.2 de [SS08|) et a [A,n,0, ] deux sous-groupes
ouverts compacts J = J(B,A), H = H(B,A) de U(A) = Up(A) (voir 2.4 de [SS08]). On
note J' = JY(B,A) = J(B,A)NU(A) et H' = H'(3,A) = H(B,A)NU(A) qui sont deux

pro-p-groupes.
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Le centralisateur B de E dans A est une FE-algébre centrale simple et donc il existe
m’ € N* une F-algébre a division D’ et un isomorphisme ¢ de E-algébres de B a M,/ (D’).
Si d’ est le degré réduit de D' sur E, on a la relation m'd’ = % Si U(A) N B* est un
sous-groupe ouvert compact maximal de B* alors on peut choisir ¢ tel que «(U(A)NB*) =
GL (Opr) et t(U(A) N B*) =1, + My (pp). Le groupe J est égal a (U(A) N B*)J*

et cela induit un isomorphisme canonique de groupes (voir 2.3 de [MS14b])
J/J' = (UA) N B*)/(U(A) N BX) (3.1)

permettant d’associer canoniquement et bijectivement une représentation de J triviale
sur J1 & une représentation de U(A) N B* triviale sur Uy (A) N BX.

Caractéres simples

Pour une définition précise de R-caractére simple voir 2 de [SS08| et 2.2 de [MS14b].
Soit [A,n,0, 5] une strate simple de A. On note € (A,0, ) l'ensemble des R-caractéres
simples de niveau 0 qui est un ensemble fini de R-caractéres de H'. Pour une définition
précise de transfert voir [Séc04] et [SSO08|, on rappelle ici le principe. Soient m € N*
et [K,ﬁ,o,ﬁ] une strate simple de Mz (D). S’il existe un isomorphisme de F-algébres
¢ FIf] — F[E} tel que p(B) = 5 alors il y a une bijection €(A,0,3) — ‘K(K,O,E)
canoniquement associée a @, appelée application de transfert. Parmi les 6 € € (A, 0, 8), il
existe aussi une relation d’équivalence qu’on appelle endo-équivalence (voir [BSS12]). On

appelle endo-classes les classes définies par cette relation et on les note .

Représentations de Heisenberg

Soient [A,n,0, 3] une strate simple de A et § € € (A,0,3). Par la proposition 2.1 de
[MS14b] il existe une représentation irréductible n de J', unique & isomorphisme prés,
dont la restriction a H' contient . Une telle  s’appelle représentation de Heisenberg
associée & . L’ensemble d’entrelacement de 1 est Ig(n) = J'B*J! = JB*J et pour tout
y € B le R-espace vectoriel I,(n) = Hom jiq(j1yy(n,7”) est de dimension 1. Pour plus
de détails voir 2.3 de [MS14b].

f-extensions

Soit [A,n,0, 3] une strate simple de A, § € €(A,0,5) et n une représentation de
Heisenberg associée a . Une [-extension de n (ou de ) est une représentation irréductible
k de J prolongeant n et dont 'ensemble d’entrelacement est Ig(k) = JB*J. Par la
proposition 2.4 de [MS14b|, tout § € € (A, 0, 5) admet une [S-extension et par la formule
(2.2) de [MS14b] ’ensemble de tous les S-extensions de 6 est égal a

B(0) = {x® (x o Np,g) | x caractére de OF, trivial sur 14 pp} (3.2)
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ou Np,p désigne la norme réduite de B sur E et x o Ng/p est vu comme un caractere
de J trivial sur J* grace a (3.1). On observe que pour tout k € B() et tout y € B*, le
R-espace vectoriel I,(k) est de dimension 1 car il est non nul et contenu dans I,,(n). Pour
plus de détails voir 2.4 de [MS14b].

Types simples maximaux

Soit [A, n,0, 5] une strate simple de A telle que U(A) N B* est un sous-groupe ouvert
compact maximal de B*. Par (3.1), il existe un isomorphisme J/J' = G L, (£p/), qui dé-
pend du choix de I'isomorphisme B 2 M,,/(D’), permettant d’associer une représentation

de J triviale sur J! & une représentation de G L, (£p).

Définition 3.1. Un type simple mazimal de G associé a [A, n, 0, 5] est une représentation
irréductible A de J de la forme A = k ® 0 ot kK € B(0) avec 0 € €(A,0, ) et o est une
représentation cuspidale de GL,,/(¢p/) qui s’identifie & une représentation irréductible de
J triviale sur J*. On note (J, \) un tel couple. Si o est une représentation supercuspidale

de GL,(tp) alors (J, \) est appelé supertype simple maximal.

Si on ne suppose pas que U(A) N B* est un sous-groupe ouvert compact maximal de B*,
on peut définir des types simples qui ne sont pas maximaux. Dans cette thése on n’utilise

que la notion de type simple maximal.

Remarque 3.2. Soient (J, A) un type simple maximal associé a une strate simple [A, n, 0, 5]
et § € €(A,0,5) contenu dans A. Alors le choix d'une [-extension k € B() détermine
la décomposition A = k ® o ou o est une représentation cuspidale de GL,(tp/) qui
s'identifie &4 une représentation irréductible de J triviale sur J!. Si on choisit une autre
B-extension ' = k @ (x o Ng/g) € B(0) on obtient une décomposition A\ = &' ® o’ ot
o' =0®(x'oNgg)

Paires couvrantes

Soient M un sous-groupe de Levi de G et P un sous-groupe parabolique de G de
facteur de Levi M et radical unipotent U. On note P~ le sous-groupe parabolique de G
opposé de P par rapport & M et U~ son radical unipotent. Soient K et Kj; des sous-
groupes ouverts compacts de G et M respectivement et 7 € Irrg(K), mps € Irrg(M). On
note Kt = KNU et K~ = KNU™. On dit que la paire (K, T) est décomposée au-dessus
de (K, o) relativement a P si KNM = Ky, K=K Ky KT, la restriction de 7 &
K est égale & 1)y et les restrictions de 7 4 K~ et K+ sont triviales. Si cette condition est
vérifiée pour tout sous-groupe parabolique P de facteur de Levi M on dit que (K, T) est
décomposée au-dessus de (Kpr, Tar). Une paire (K, 7) décomposée au-dessus de (Kz, Tar)
est une paire couvrante si elle vérifie la condition (0.3) de [Blo05]. Pour plus de détails sur

les paires couvrantes voir [Blo05, Vig98|.
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3.2 Types semi-simples

Dans cette section on présente la construction des types semi-simples de G a coeffi-
cients dans R, qu’on peut trouver dans 2.8-9 de [MS14b].

Soient r € N* et (mq,...,m,) une famille d’entiers strictement positifs de somme
m. Pour tout ¢ € {1,...,7}, on fixe un type simple maximal (J;, \;) de GL,,,(D), une
strate simple [A;,n;,0, 5;] de A; = My, (D) telle que J; = J(Bi, A;). Soit ; € €(A;,0, ;)
un caractére simple contenu dans \;. Soit B; le centralisateur de E; = F[3;] dans A; et
solent m} € N* et D) une E;-algébre a division de degré réduit d; tels que B; = M,y (D).
Alors U(A;) N B/ est un sous-groupe ouvert compact maximal de B;* qu’on identifie avec
GLpy (O D ).

Soit M le sous-groupe de Levi standard de G constitué des matrices diagonales par
blocs de taille my, ..., m,. Si on note Jay = [[;_, Ji et Ay = @Q;_; A\ alors (Jar, Aar) est
appelé type stimple mazximal de M.

On réunit les ; suivant leur classe d’endo-équivalence, ce qui définit une partition
{1,...,r} = |_|§-:1 I; o | € N*. Quitte & renuméroter les (J;, A;) on peut supposer qu'’il
existe des entiers 0 = ag < a1 < --- < a; = r tels qu'on ait I; = {i € N|aj_1 <i < a;}.
Pour tout j € {1,...,1} on note m? = > ier, Mi et m = > e, M; et on considere le
sous-groupe de Levi standard L de G contenant M constitué des matrices diagonales par
blocs de taille m!, ..., m!.

Pour tout j € {1,...,1} on choisit une strate simple [AJ,n7,0, 3] de M,,;(D) comme
dans 2.8 de [MS14b]. Soit B’ le centralisateur de E/ = F[37] dans M,,;(D). Alors il
existe une EJ-algébre a division D" et un isomorphisme qui identifie B/ a M,,,; (DY) et
U(A7) N B?* au sous-groupe parahorique standard de GL,,,; (Ops,) associé aux m/ avec
i € I;. Soit ¢ le transfert des 0; avec i € I; 4 €' (A7,0,87) (il ne dépend pas de 7). On choisit
une B-extension x’/ de 67. Dans la section 2.8 de [MS14b] sont définis deux sous-groupes
ouverts compacts J; C J(B7, AY) et J} C JYBI,A) de G tels que Jj/J} = [lies, Ji) L,

Lo gt
et des représentations k; de J; et m; de le- telles que ind:]]}(’g J’Aj)nj ~ resﬁ%ﬁ\z)n],
3 J ijj ~J ] J N

dej(_ﬁ )K,j =, I, NM = Hielj Ji et resyl K = ®z‘elj ki ol k; € B(6;) pour

tout ¢ € I;. On obtient une décomposition \; = k; ® o; pour tout ¢ € I; ol o; est
une représentation de J; triviale sue Jil. On note o la représentation ), 1, O considérée
comme représentation de J; triviale sur le et on pose Aj = Kk;®0; et n; la restriction de &;
a JY(B;, A;) pour tout i € I;. Alors (J;, A;) est une paire couvrante de (HZ-E[]_ Ji, ®i€]j Ai)
(proposition 2.26 de [MS14b]), (J;, k;) est décomposée au-dessus de (Hiefj Jis ®ielj Ki)
et (J}, n;) est une paire couvrante de (Hz‘elj JL ®7;te ;) (proposition 2.27 de [MS14b]).

On pose J3; = [Ti_y 1 far = @iy ki s = @iy i Iu = [Ty I3, I} = 15y I},
AL = ®§-:1 Aj, KL, = ®§.:1 Kj, ML = ®§-:1 nj et o, = ®§-:1 oj. Par construction
(I, AL) et (J1,mr) sont des paires couvrantes de (Jas, Aas) et (Ji;,mar) respectivement
et (Jr, k1) est décomposée au-desuss de (Jpr, Kar).
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Définition 3.3. Par la proposition 2.28 de [MS14b] il existe une paire couvrante (J, A)
de (Jr,Ar) et donc de (Jar, Aar), qu’on appelle type semi-simple de G. Si les (J;, A;) sont

des supertypes simples maximaux, on appelle (J, A) supertype semi-simple de G.

Le type semi-simple (J,A) est associé & une strate [A,n,0,3] de A, pas forcément
simple (section 2.9 de [MS14b]). On note B le centralisateur de 3 dans A, B} = B*NL =
H§:1 B3 et J' = J N U (A). Par les propositions 2.30 et 2.31 de [MS14b] il existe une
unique paire décomposée (J, 1) au-dessus de (J%,ny.) et donc au-dessus de (Ji,,7ar), son
ensemble d’entrelacement est I;(n) = JB;J et pour tout y € B} le R-espace vectoriel

I,(n) est de dimension 1. On a des isomorphismes
33 23,3, = [ 5/ I = [[ Gl (ep)-
i=1 i=1

On peut identifier o7 & une représentation irréductible o de J triviale sur J!. Par la
proposition 2.33 de [MS14b] il existe une unique paire décomposée (J, k) au-dessus de
(Jz, kL) et donc au-dessus de (Jar, kar) et onan =resy, k, A =k®0 et Ig(k) = IBSJ.
On note .# le groupe fini [[;_, GLy, (tp;). Alors on peut identifier o a une représentation
cuspidale (supercuspidale si (J, A) est un supertype semi-simple) de .Z.

Remarque 3.4. Le choix des -extensions x/ € B(67) pour tout j € {1,...,1} détermine
les ; € B(6;) pour tout i € {1,...,7}, les K’ pour tout j € {1,...,1}, k1 et k et donc

les décompositions \; = k; ® 0, Aj = K; @ 0jet A=K ® 0.

3.3 L’algébre J%(G, Nimaz)

Dans cette section on définit une représentation irréductible et projective 1,4, associée
a un supertype semi-simple de G et on décrit I'algébre AR (G, Nmaz)-

Soit (J, A) un supertype semi-simple de G. On utilise les notations de la section 3.2
et on considére les résultats qu’on trouve dans 6 de [SS15].

Par la section 6.2 de [SS15|, pour tout j € {1,...,l} on peut choisir une strate
simple [AmaLj,nmax,j,O,ﬂj] de M,,;(D) telle que U(Amaz;) N B7* est un sous-groupe
ouvert compact maximal de B/* qui contient U(A7) N B7*. Dans ce cas on peut identi-
fier U(Amaz,j) N B7* 4 GL,,;;(Op;). On peut aussi choisir Omaz,j € %(Amax,j,(),ﬁj) tel
que le transfert de Opeq,; & €(A,0,57) soit 67. Soient Jmazj = J(B7, Amaz.j)s J%mx,j =
J1 (ﬁj,Amax7j). On choisit une S-extension Kpag j de Omag,j. Alors par (5.2) de [SS15], il
existe une unique 7 € B(67) telle que

(UAHNBI*)UL(N) _j

~ U(ANBIX Uy (AI
T8 A7) K :md( (A7) YU1(A7)

. K ;
(UAHNBIX)TL o AT

ind
et donc par la remarque 3.4 le choix de Kqe,j détermine ;. On note 9yqq,; la restriction

a7l
de Kmaz,j & Jmam’j.
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On note

l

l
K =[] U(Amazs) N B, K} =[] U1(Amas;) N B>,
j=1 i=1

_ l 1 _ l 1 _ l _ l
Imax = szl Jmax,ja Jma;p = Hj:l Jma:c,j’ Rmax = ®j:1 Kmazx,j et Nmaz = ®j:1 Timazx,j -

Alors on a Jimag/Jhee =& Ki/K} = Hé‘:1 GL,,i(tps;). Si on note ¥ le groupe fini
Hé-:l GL,,;(tp;) alors (A, o) est une paire supercuspidale de ¥.
Comme dans la section 3.2, par les propositions 2.30, 2.31, 2.33 de [MS14b] on peut

1 ~

définir deux sous-groupes ouverts compacts Jae et J1 - de G tels que Jpar /It aw =
Imaz) Thae = 9 et des paires décomposées (Jmazs Kmaz) €t (JL ) Mmaz) au-dessus de
(Jimazy Fmaz) €t (J%wx, Nmaz) Tespectivement, telles que les ensembles d’entrelacement de
Kmaz €t de Mpqee dans G soient Jpep B Jmaz et que les R-espaces vectoriels Iy (Nmaz) €t

Iy(K/mam> soient de dimension 1 pour tout y € B;.

Remarque 3.5. Puisque pour tout j € {1,...,1} le choix de Kmaz,j € B(Omaz,;) détermine
Kj, le choix de K4, détermine Kk et K4 et la décomposition A = k ® o. Par contre,
Nmaz, 1€ groupe ¥ et la classe de conjugaison de .# sont uniquement déterminés par le

(super)type semi-simple (J, A), independement du choix de Kq, ou de K.
Proposition 3.6. Il existe un isomorphisme de R-algébres
l
%R(G, nmax) = ® %R(ij nmax,j)
j=1
ot Gj = GL,,; (D) pour tout j € {1,...,1}.
Démonstration. Par la proposition 1.23 il existe un morphisme d’algébres

l
® %R(Gj7 nma:c,j) — r%R(Lv nmax)

j=1

et il est un isomorphisme par le lemme 2.4 et la proposition 2.5 de [Guil3|. Puisque
I¢(Mmaz) C JmazLImaz la sous-algébre H#R(Jmaw LI maz, Mmaz) de HAR(G, Mmaz) des
fonctions & support dans Jp,q5 LI maee coincide avec H#R(G, Nmaz) et donc par 11.6-8 de
[Vig98| (voir aussi le théoréme 7.2(ii) de [BK98]|) il existe un isomorphisme de R-algébres
HAR(Ly Mmaz) — HR(G, Mmaz) qui préserve le support. O

Maintenant on veut démontrer qu’il existe un isomorphisme de R-algébres
‘%ﬂR(BE’K%/) — <%1'%(C;7/’7ma:1:)- (33)

Par les propositions 3.6 et 1.24 on obtient HR(G, Mmaz) = ®§-:1 HR(Gj, Mmaz,j) €t
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Hr(B),K}) = ®§:1 HR(BI*, Ut (Amaz,;) N B7X). Pour démontrer que Iisomorphisme
(3.3) existe, il suffit de prouver que pour tout j € {1,...,{} il existe un isomorphisme
Hr(BI*, Uy (Amaz,j) N BIX) = HR(Gj, Mmaz,j)- Cela est équivalent & prouver le résultat

suivant.

Théoréme 3.7. Soient [A,n,0, 5] une strate simple de A et B le centralisateur de E =
F[B] dans A. On suppose que U(A) N B* est un sous-groupe ouvert compact mazimal
de B*. Si 0 € €(A,0,08) et n la représentation de Heisenberg associée alors on a un

isomorphisme d’algébres #r(G,n) = Ar(B*,U1(A) N BX).

3.4 “Preuve” du théoréme 3.7

Avec les notations du théoréme 3.7 on veut construire des isomorphismes de R-algébres
de HR(B*,Ui(A) N B*) vers #x(G,n). On verra que de tels isomorphismes dependent

du choix d’une g-extension de n et d’un élément non nul qui entrelace 7.

Dans le titre on a mis des guillemets car la preuve du théoréme 3.7 qu’on présente
dans cette section repose sur des hypothéses supplementaires qu’on fait (conjecture 3.35).

Dans la remarque 3.39 on voit certains cas dans lesquels la conjecture est vraie.

Par le chapitre 2, on connait une présentation par générateurs et relations de ’algébre
HAR(B*, U (A)NB*) = #7(B*,U1(A)NB*)®yz R car on peut identifier B* a GL,,/ (D),
U(A) N B* a GLyy (Opr) et Ui(A) N B* a1,y + My (ppr) ot D' est une E-algébre a
division centrale et m’ € N*. On identifie wps & @ et les 7; avec i € {0,...,m' —1}, définis

dans la section 2.2, & des éléments de B* et donc de G.

On note Kg = U(A) N BX, Ky = Ui(A) N B>, J = J(B,A), J' = JYB,A) et
H!' = H'(B,A). On rappelle qu'on a l'é¢galité J = KpJ' qui induit un isomorphisme
canonique de groupes J/J!' 2 Kp/K4%. On identifie tout élément de GL,(Op/) & un
élément de Kp et donc de J.

Comme dans le chapitre 2 on note f, = Tgiexy, € HR(B*,K},) pour tout © € BX
et 1Py = Py * Py pour tout 1, Py dans %”R(BX,K}B) ou dans #%(G,n). On note
Qp = KpU{m, 75 ' JU{n|1 <i<m —1} et Qp = {f,|w € Qp},. Pour définir un
morphisme d’algébres © : #R(B*,K}) — #%(G,n), il suffit de choisir des éléments
O(f,) € #%(G,n) pour tout f, € Qp de fagon que les O(f,) respectent les relations de
la définition 2.17.

On énonce un lemme qui généralise le lemme 1.33(b).

Lemme 3.8. Soient z1,20 € G, fi € HR(G,n) jrg, 0 et fr € HR(GN) jrgygr- Si 1
ou x5 normalise J' alors le support de ﬁ}; est inclus dans J'zixoJ' et (ﬁfg)(azlxg) =

fi(@1) o fa(z2).
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Démonstration. On rappelle que (ﬁfg)(g) = ZwGG/Jl fl(a;) oﬁ(x_lg) et donc le support
de f1fo est dans JlzJlaeJt = JlwyaeJt. Le support de o+ fi1(x) fo(z~toy22) est dans
zy (o7 T ey J N e Jtag T = 21 J'. On obtient (fifo)(@122) = fi(z1) o E(xl_lCCle) =
fi(z1) o fa(ws). O

Dés maintenant on fixe une S-extension x de 1. On rappelle que I‘eSj;lI{ =, Ig(n) =
Ic(k) = J'BXJ! et pour tout y € B* on a I,(n) = I,(k) qui est un R-espace vectoriel
de dimension 1. Soit V;, le R-espace vectoriel de 7 et k. On observe que (j) € I;(n) pour
tout j € J.

3.4.1

Dans ce paragraphe on veut prouver que la sous-algébre #%(Kp, K3) de #Rr(B*, K})
est isomorphe a la sous-algebre J#%(J,n) de #%(G,n). On observe que #x(Kp, K5) est

isomorphe a l'algébre du groupe R[Kp/K}] = R[J/J'], donc on peut identifier tout
® € #r(Kp, K}) a une fonction ® € #5z(J, J).

Lemme 3.9. [l existe un isomorphisme ©' entre #p(Kp,Kg) et #r(J,n) défini par
® — & ® K pour tout ® € HR(Kp, K5).

Démonstration. On vérifier que ©' est bien définie : pour tout ® € #x(Kp, K5) on a
P®k:J = Endr(Vy) et (2@ k)(j11) = @(1)k(1551) = n(j1) o (2(5)k(5)) o n(j1) pour
tout j € J et ji, 1 € JL. Elle est R-linéaire et

O (1 ®)(j) = Y 1(@)Pa(z k() = Y i(2)Pa(a)k(x) 0wz )

zeJ/Jt zeJ/Jt
= Y (@i(@)r(@)) o (P2(z™f)r(z™"1)) = (O (®1) O/ (92))(j)
zeJ/Jt

pour tout ®,P, € %”R(KB,K}B) et j € J et donc © est un morphisme de R-algébres.
Il est injectif car x(j) € GL(V,) pour tout j € J. Soient f e Hx(Jn) et je J Par

la proposition 1.17 on a f(j) € I;(n) = Hom i (n,1n’) qui est de dimension 1 car 1 est

irréductible. Alors f(j) € Rk(j) et donc on peut écrire f(j) = ®(j)k(j) avec & : J — R.
Puisque f € H5(J,7), pour tout j1 € J' on a @(j1j)k(jrji) = f(jrs) = n(i)f(j) =
n(1)®(j)k(j) = ®(j)k(j1j) dott @ € H#R(J,J'). On conclut que O’ est surjectif et donc

il est un isomorphisme d’algébres. O

3.4.2
Dans ce paragraphe on introduit des notations et des outils qui on utilisera pour la
construction des f, avec i € {0,...,m' —1}.

Remarque 3.10. Comme dans les paragraphes 1.2 et 1.3 de [Séc05b] on peut choisir un
E ®r D-module a droite simple N et poser A = Endp(V) qui est une F-algebre centrale
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simple (notée A(E) dans [Séc05b|). Alors on peut identifier G & GL,,/(A) et considérer

les matrices carrées de taille m’ & coefficients dans A comme des éléments de G.

Remarque 3.11. Par 1.4.8 et 1.5.2 de [Séc05b] il existe un unique ordre héréditaire norma-
lisé par E* dans A. On le note 2 et on note P son radical (ils sont notés A(E) et P(E)
dans [Séc05b]). Par le lemme 1.6 de [Séc05a| on peut identifier U(A) & GL,,/ () et Ui (A)
a Ly + My (B).

Soient M = A* x --- x A* (m’ copies) qui est un sous-groupe de Levi de G, P le sous-
groupe parabolique de G' des matrices triangulaires supérieures de taille m’ de facteur
de Levi M et de radical unipotent U et P~ le sous-groupe parabolique opposé & P par
rapport & M, de radical unipotent U~. On note J%/[ =J'nM, ng) = (JINP)H et
Jyo = (' NP H
Soient 6 le caractére simple contenu dans 7 et 6y le transfert de 6 a €' (2, 0, 5) rélatif a la
strate simple [2(, ng, 0, 5] de A. Par la proposition 7.1.19 de [BK93] les restrictions de 6 a
H'NUet H'NU~ sont triviales et la restriction de # & H'NM = H(B,20) x---x H*(3,2)
est 08@’”/. Si on note Ji = J1(B,2) et 1o la représentation de Heisenberg de 6 alors on
peut identifier th a J& X oo X J& et considérer la représentation irréductible ny; = 7789"‘/
de JJ%/[.

On énonce la proposition 7.2.4 de [BK93| qui est valable pour les représentations sur

R car J' est un pro-p-groupe.

Proposition 3.12. Soient G le p-groupe fini (J'NUW)/(H'NW) et S le groupe des caractéres
de §G.

1. Pour tout ¢ € § il existe une unique représentation irréductible ng de ng, telle que
sa restriction a Jj/[ est e, sa restriction a H' est un multiple de 0 et sa restriction
a J'NW est un multiple de ¢.

2. La restriction de n a J} est @¢e§ ure
~ . 1 Jl
3. Pour tout ¢ € G on a 1nd§$ (ng) =n et resjj\fﬂ (p) = mm-

4. Pour tout ¢,¢’ € G il eviste un unique g € G~ = (JLNUT)/(H NU™) tel que
ng = (ng)?.

En particulier si on considére le caractére trivial ¢o de G, la représentation 74, est le

prolongement trivial de ) a ng> et ) est I'induite de ng, a J L

On utilise les notations sur le systéme de racines de GL,,, de la section 2.1 et on
considére les sous-groupes de U(A) N B>, via I'identification avec GL,,/(Op/), définis a la
page 28. On définit des sous-groupes de G, via 'identification avec GL,, (A), analogues
a ceux-ci en remplacant U par U et Ops par A. Cela signifie que pour tout o = ;5 € X
on note U, le groupe des matrices (apk)i<nir<m’ € G avec app, =1, aj; € A et apyp =0

sih # ket (h,k) # (i,j). Pour tout P C X on note U}, = Haeq,; Uy, Up = HQE‘I,; Uy
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et Mp = Haeép Ue. Avec ces définitions on a U = ug et U™ = ua. On rappelle que si
P, C P, C ¥ alors UJISQ est un sous-groupe de u,tl et Up, un sous-groupe de Up, .

Remarque 3.13. Pour tout o € ¥ on a U, N K = U, et donc pour tout P C X on a
UsNKp=Uf, UpNKg =Up et MpN Kp = Mp.

Onnote J, 3! et H! les Op-réseaux de A telsque J = J*, J' =L +3 et H! =1, +H"
(voir 3 de [BK93]).
Remarque 3.14. On a H! C J' € My (B), wI' C @I C Hl et J =B + I (voir 3.1.12,
3.1.13 de [BK93]). En plus J, J* et $! sont des (%B,%)-bimodules par 3.1.2 de [Séc04].

On note aussi N, = U, — I, pour tout o € P.

Remarque 3.15. Le groupe J!' admet une décomposition de Iwahori pour tout sous-groupe
de Levi M’ contenant M de G (voir théoréme 7.1.14 de [BK93|). Cela signifie que si U’
et U~ sont les radicaux unipotents de deux sous-groupes paraboliques de G de facteur
de Levi M/ et opposés par rapport a M/, alors J* = (JI N W) (JE N M) (JINUW) et la

décomposition d’un élément de J!, qui dérive de cette égalité, est unique.

Lemme 3.16. Soient 7 € A et P = P(1).
(a) J' = (JENUR)(JENMp)Ji(JENUL) = (JENUL)(JE N Mp)Ji(JENUR).
b) Ona (JINUL)T Cc JEnUL, (JINUR)T  CJnUs et (JENMp) = J N Mp.
P P P P
(¢) Ona (J'NWT CJ'NWU, (J'NU) " cJ NU et (JL)T = .

Démonstration.

(a) On observe que (J' N Mp)Jy = Jy(J* N Mp) est I'intersection de J' avec le sous-
groupe de Levi de G associé & P C X. On obtient le résultat par la remarque 3.15.

(b) Ona (J'NUL)" = (J' N ]]eqs Ua)™ = I + (@' N T eqs Na)™- Puisque ©3' C 3!
on obtient (J' N Hae\llj; No)” CItn Hae\llj; Ng et donc on a (JLNUL)™ C JLNnUS.
De maniére analogue on prouve (J!' N u,;)T’l cJ'NnUp.
Ona (J'NnMp)™ = (JlﬂHaeI,P Ua)™ = ]Im/+(31ﬂHa€(I>P N )7. Puisque 79 normalise
J' on a w 1Jlw = J! et on obtient (J' N Hae@p No)™ =3'n Hae<1>p N, et donc
(JENMp)” = JE N Mp.

(¢) Ona (JINUW)T C ((J'NMp)(JENUE))" NU qui est dans (JLNMp)(JINUL)NU =
J'NU par (b). De maniére analogue on prouve (JIFWU_)Fl C J'NU~. Enfin, puisque
Jye =Jg X -+ x J§ et @ normalise J} on obtient (J3)" = Jy. O

On énonce maintenant des lemmes qui généralisent des résultats trouvés dans le cha-

pitre 2.

Lemme 3.17. SiT € A alors J'7J' = (J1NU;,

P(T))le = Jir(Jtnuf
(T NUp )T T = T (TN Upy).

) et STt =
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Démonstration. Soit P = P(7). Par le lemme 3.16(a) on a les décompositions J! =
(JINUR) (PN Mp) S (JPNUE) = (JPNUL)(JENMp)Ji(JENUR). On obtient JirJ! =
(JPNUR)T(IE N Mp)T(Ji) T (JE N UL) ™I qui est égal a (J N Up)TJ! par (b) et (c) du

lemme 3.16. On prouve les autres égalités de maniére analogue. O
Lemme 3.18. On a U= J'NU=J'NnUC J' et W' NU- =J' nU c JL

Démonstration. On a
U JrnU=U(J'nU)I NN nU= (U (J'nM)NU)JPNU) = J NU

On prouve de maniére analogue la deuxiéme assertion. O

Lemme 3.19. Soient 7,7 € A. Alors
St gt =gt S et T eI 0 ST = g

Démonstration. Par le lemme 3.17 on a Ji7J'7'J' = Jir(J'n UJIQ(T)
dans J'77/(J' N W)™ J! et dans J'77'J! par le lemme 3.16(c). Par le lemme 3.17 on a
P 0 L (e N nw)T T g = ((Jlmu—)fjlm(ﬂmuy”)Jl

qui par le lemme 3.18 est égal a J!.

)7’ Jt qui est inclus

3.4.3

Dans ce paragraphe on choisit, pour tout ¢ € {0,...,m’ —1}, un élément non nul dans
I;,(n). Cela permet de définir des éléments dans Jz(G,n) j1., 1 grace a la proposition
1.17. On rappelle que ; € I, (n) = I, (k) si

vion(x) =n(rar; Yoy ousi vok(2)=k(na'r, 1) oy (3.4)

pour tout z € J' N 7_251{]17_1, et ' €JN Tl-ilJTi.

Soit 7 € A. On note Jj}/[’T = (J' N Mp)Jag, ngyﬁ = (J'n u;(T))ij,THl et Jyo =
(J'n U};(T))J%/[JHl. On note my, l'induite a Jj%/[,‘l‘ du prolongement trivial de 7y a

(J3NMp)Jag, Spry = (J* rnt;(T))/(H1 mult(T)) et Sp(r) = (Jlﬂu;(T))/(Hl NUp)-
La proposition 7.2.4 de [BK93| est valable plus en général pour tout Levi de G' qui

contiennent M.

Proposition 3.20.

1. Pour tout ¢ € ?;3(\7) il existe une unique représentation irréductible ng de J(},T telle
que sa restriction a JJ}/[T est myt,r, sa restriction a H' est un multiple de 0 et sa

restriction a J' N u;(f) est un multiple de ¢.

2. La restriction den a J91>7T est @d)Eg/PB N
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1

J
3. Pour tout ¢ € SP(T on a del Mo =1 et res 77¢ M

4. Pour tout ¢, ¢ € 9P(T) il existe un unique g € 91_3(7) tel que ny = (ng)?.

On obtient un résultat analogue si on remplace W et P par U™ et P.

Remarque 3.21. Puisque pour tout w € W 'application x(w) est un isomorphisme entre
n et n, on peut appliquer la proposition 3.20 & n*. Alors pour tout 5 € (9?(5” il existe
une unique représentation irréductible g de (J91>7T)w telle que sa restriction a (JJ%T)“J
est ()Y, sa restriction & (H1)” = H' est un multiple de 0% = 6 et sa restriction &

(J* mu;(ﬂ)w est un multiple de ¢. En plus la restriction de n a (J3 )" est ®$E(9/(7“’ Urs
’ P

On souhaite étudier les éléments de I,(n). Par le lemme 3.16 on a J! N (JH)7
(Jtn U;(T))JJ{{ (J'n u;( )) qui est dans J3_ _ car wJ' C H'. De manicre analogue on
aJin (Y c J3 . Par la proposition 3.20 on obtient

mjln(Jl)T = @ (n¢_)|J1m(J1)T

—

075k

r
T — _ T
(77 )‘Jlﬁ(Jl)T o <nJlﬁ(J1)T1> o ( @ (77¢+)|J10(J1)T71) @ (77¢+)|J1H(J1)T

¢T€Sp(r ¢t E€Sp(r)

T

et les facteurs (14— )|Jlm(ﬂ)7 et (17¢+)|J10<J1>T sont irréductibles car leur restriction a J%L .

est 7 » qui est irréductible. On obtient

—1

I-(n) = Hom jin( 1)~ (n,n") = Hom jin 1y (@% @77¢+)
¢~

et on sait qu’il est un espace de dimension 1.

-1

Remarque 3.22. Soit w € W. On a J' n (JHw™ ™ = (Jin (JY )™ c (J3- )¥ et
Jia (Jhwr et (J3 T)w_l. Par la remarque 3.21 on obtient

—1

I

wrw=1 (77) - Homjlm(Jl)w-rw*1 (777 anw )

= HOmjlm JHwrw™ <@77¢ @ anw )

oll ¢~ et ¢F varient parmi les caractéres de (91_3(7))w_1 et de (SP(T))“’_I.

Lemme 3.23. Soient ¢ et gbar les caractéres triviauz de 9;(7) et Gp(r) respectivement.

Alors Hom jiq( 1y (%J’nd:a’) # 0.

Démonstration. On observe que 7 o etn e sont les prolongements triviaux de ny¢ - a Jﬂlj,

et a ngij respectivement. Par le lemme 3.16 on a J'N(J)™ = (Jlﬂu;(T))th’T(JlﬂuJ}g(T));.
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Puisque 7 entrelace 7y, on peut prendre ¢ € I-(1y,) non nul. On veut prouver que
pE HomJ1m(J1)T(n¢a,n;+) Soient xy € JMT, z_eJ' NUp p(r) €t T4 € (J*! ﬁu;(r))T C
H'N UJIQ(T). Alors Mg (x_), 77¢5( i), n@T( x_)et 77¢0+(x+) sont triviales et on a

¢ 0 Mgy (T-T3a+) = ¢ 0 M (@30) = Mer (@30) = 17+ (223024

Cela prouve que Ir () C Hom jiq i) (%a’”jﬁ) qui est non nul. O

Remarque 3.24. Puisque Ir(n) = Hom jiq( - <@¢_ Mg~ Dyr n¢+> est de dimension 1,
I’espace Homﬂm(ﬂy(nd)a , n;g) est de dimension au plus 1 et donc par le lemme 3.23 on
al(nvr) = Homjlm(Jl)T(n(ba,n;g). Cela implique que les éléments de I.(n) sont de la
forme ¢ @ 0@ --- @ 0 avec ¢ € I-(my,-). On observe que, puisque 7 normalise Jj{/[ﬂ" tout
élément non nul dans I (my-) est inversible.

Remarque 3.25. Soit w € W. Si 50_ et ggar sont les caractéres triviaux de (91_3(7))w_1 et

") £ 0, il est égal & wm_l(n‘ij“{:) et les

wTW

de (QP(T))url7 alors Homjlm(ﬂ)wm—l(nd) 5

éléements de I,,.,,~1(n) sont de la forme ¢ 0@ --- B0 avec ¢ € Iy - 1(773\/[7) Puisque

wrw ™! normalise (J} T)w , tout élément non nul dans I,,,,—1 (7} . T) est inversible.

Dés maintenant on fixe v = v,y—1 € I , (1) non nul. On construit par récurrence

des éléments non nuls ~; € I, (n) pour tout i € {0,...,m' —1}.
On note w; = 841+ Spy_1 pour tout i € {0,...,m'—2} et w1 = 1 et on considére
Iélément w;T,, — 1w71 = diag(1,...,1,w,1...,1) avec w en position i + 1. Soit J; =

#(w;) oy o k(w; ') qui est un élément non nul de I, S— -1(n).

Remarque 3.26. Si az_ o €t 5;0 sont les caractéres triviaux des groupes (91_3(7 ) 1))“’; "ot

(Sper,, ) )wi_ ' respectivement alors par la remarque 3.25 il existe ¢; € Iwm_1(77§v”(}1)

inversible tel que

-1
— ) . wﬂ'/lw
i =p;®0® @OGHoml(leTllw (@n¢_ )
é;

ol qg; et $j varient parmi les caractéres de (91;(77)1/71))“%71 et (9P(Tm/71))w;1
Pour tout k € {1,...,m' — 1} on introduit la notation suivante : on ajoute I'indice
(k) a l'exposant pour indiquer qu’on considére des matrices dans GLg(A). On obtient les

groupes J' , etc. Par exemple on a Jy, "= JL@) ¢ glim/—i),

Soit H; = (J1 0 Up, ) ('O x J™ =) (I nUp, )7 Puisque H; € J' 0 (J)7 C
ng,_ ,oonan, = @ndf ol ¢; varie parmi les caractéres de 91—’(n)' En plus si on
note §; = I; x (JH' =0 AUl =) /(g1 =) A Y™ =) alors (M7 _est une

J1(3) XJﬂ1>(7n’*2)
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somme directe de représentations indexées par les caractéres de G.. Alors chaque 7 s est
K2

une somme directe indexée par 9; et donc on obtient

MNu, = @ @ @; ,<25'

o7 €9P(Ti> ¢/€S,

De maniére analogue on obtient

(77”)|H2. = @ @ 77¢+ ¢>’

¢ €SPy 91T,

Lemme 3.27. Pour tout i € {0,...,m' —1} on pose D; = 0,1 0---0d;. Alors on a
D; € Hompy,(n,n™) et si ¢, , gbfo et qb%o sont les caractéres triviauzr de 9];(7_), Sp(r) €t
G respectivement, alors il existe v; € Hompg, (77(]5_70 ¢,_0,77;i+ ) inversible tel que D; =

i,ov¢§,o
PV &0 --- B 0.

Démonstration. On note jgl) = ﬂ?;l(Jl)TEI N J' qui est contenu dans Jﬂl> et qui contient
Jac et J'NU. En particulier on a (H* mu—)f}) = JJ. Puisque T()Tk Hh 0 Wh T/ — lwh

on a

m’

B = (s mnr i o
k=1

L’application D; est un morphisme de n & ™ sur le groupe

H;, = Ji'n (Jl)wirm/_lw;l N (Jl)(wiv—m/_lwfl)(wwlq—m/_lw;fl) AN (Jl)ﬂ'

/

= () YW= enmmvi’ !
k=i+1
On veut prouver H; = (J' N u;(n))(.ﬂ@ X j;(m/_i))(t]l N u;(n))”. On a
Hin By, = () (MO s JUm=Tiziont i o gl 10 s om0,
k=i+1

On peut vérifier que J' N u;(ﬁ_) (Jtn U, P )Hh PO w0y o (Jtn U+( ))Ti C

i)

(J'nuf,, ))Hi;%wmm/_lw;l pour tout k € {i+1,...,m'} et donc Hﬂu_(T) T U,
et Hi U ) = ('O, ))™. On obtient H; = (J'MUp, ))(JW)xJ( OIS,

et D; € Homgy (n,n™). Puisque 7 et ™ sont triviales sur I; X (H'"' =) A (U=) (™' =9 on
obtient D; € HomHi (m,m™).

On vérifie la deuxiéme assertion par récurrence sur i. Si ¢ = m/ — 1 alors H,_1 =
JI (TN =1 Dy = 81 =7 € I; ,_ (n) et par la remarque 3.24 un tel v,/ 1 existe.

Maintenant on suppose que 'assertion soit vraie par i+1 € {1,...,m’—1} et on la prouve
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ar ¢. Par hypothése de récurrence il existe 1;11 € Homypy, . el
P P Vit i+1 (77¢ 11,0%541,07 105410

inversible tel que

DZ+1 — wl—‘rl P 0 DD 0 & HOmHi+1 ( @ 77¢1+17¢2+1 @ 777—?1 / )

_ , ¢z+17¢1+1
®i1:Pit1 ¢z+1’¢1+1
et par la remarque 3.26 il existe ¢; € Hom -1 (7]~ nlfﬂmlflw"_l) inversible
' ' TN T =1 Ve e
tel que
—1
o L ’U}ZT I_qw;
di=pi®0& EBOGHomJlm(J1 wir, <@n¢ )
i o
-1 -1

w,
m/—1"1

On considére la composition D; = D;y109;. Si on note H = H o

par les facteurs en commun entre (n¢7+ )|H (77¢f+1 ol O)|H ¢i,0’ bit10 €t qbgﬂ’o sont

, on est intéressé

les caractéres triviaux de (§ P(r,, 1)) , 95 Pris) et G 41 respectivement. On observe que

—1

(Sp(r,, )" = ((913(7,,1,,1))1”;1 NSp@)) ((5’113(7,,1,,1))1”1'_1 NSpern)

et

Spiren) = Spirien N Sp() ((9P(rm,_1))w;1 NSpirn)-
Alors 7, se décompose en une somme directe de représentations indexées par les carac-
teres de (Sp(r, )" N Gpr, de (9;(%/_1))10?1 NSy 9€ Gpir,y N Gpery ©F de
gl 41+ Soient @1, @2, ¢3 et &, 41,0 les caractéres triviaux de ces quatre groupes. Puisuge
P10 = 52*,0, la restriction (ngto)m est indexée par les caractéres de 91;(%41) N 91;(71-) et

de G, 11 et puisuqe g3 = ¢i_+1’0, la restriction (n o )| , est indexée par les ca-

7¢
i+1,0°77+1,0
ractéres de (G P(r,, 1))“’; n Sp(s,)- Cela implique que 'unique facteur en commun entre

(77¢+ ) €t (M- o] )| est le facteur indexé par les caractéres triviaux ¢1, ¢2, ¢3 et

+1,0
¢i+1,0' On observe que si 7' est induite a J'(? x J;/t(m ) qu prolongement trivial de
™ & ngj(i) X Ji{(m =) alors ce facteur en commun est le prolongement trivial & H de 7.
On obtient que la composition D; = D;41 o §; est non nulle car ¢; et ;11 sont inver-
sibles et car (nﬁoh et (n 671 0Bl O)| , ont un facteur en commun. En plus D; prend des
valeurs non nuls seulement sur I'espace du prolongement trivial de ' a H;, c’est a dire

Mo,
a dire . e . Cela signifie qu'il existe ¢; € Homg, ("7¢;’0,¢;70’ 77;1

/
.00 7.0:%5.0

D; =1;®0 69 - @ 0. Un tel 9; est inversible car il appartient a I, (1) et 7; normalise
JHO x =) 0

87 et 'image est contenue dans ’espace du prolongement trivial de 7 a H;, c’est

) non nul tel que

Pour tout i € {0,...,m' — 1} on a construit D; € Homg,(n,n™) non nul. On note
G = Lx (JH=DaU)™ =0) /(HU =D (U= ) =D). Alors T; x (JH =D (=) 7' =9)
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normalise H;, J' N (JY)7 = (I; x (J'' =) 0 (U)W =D))H; et (J' 0 (JY)7)/H; = ).
On note Jp = ﬂ;gnzll(J)Tlgl N J et on observe que Jp N U™ € H' NU™ car wd C H.
On note G; = I; x (J1'= A (U=)m'=0) /(JI") o (U)W =D) et ¢; = [Gi/G) | =
|(HY ' =1) (U*)(m/*i))/(ﬁm,_z) N (U™)™'=D)| qui est non nul car il est une puissance
de p. On définit

%= n(g)eDionlg™ ) =c; Y n(g)e Dion(g™h). (3.5)
g€9i 969/._

Alors v; € Ir,(n) car pour tout = dans un ensemble de représentants de G~ et y € H; on

vion(zy)=c > n7(g) o Dion((z~"g)"") on(y)

g€g;”
(h=2"1g) = ¢; Z N’ (zh)o D; o n(h_lyh) o n(h_l)
heg;™
=g Z n"(xh) o nTi(h_lyh) oD;o n(h_l)
geg,”

=" (zy) © %

On veut prouver 7; # 0. On prend v # 0 dans I'espace W de Mo os o Par 4 de la
proposition 3.20 les éléments de G~ permutent les caractéres de G, et doncsi g € G, \ {1}
on a n(g v ¢ W et D;(n(g)v) = 0. Alors on obtient ~;(v) = D;(v) # 0 qui implique
7; # 0. Plus precisement pour tout caractére ¢} de G} il existe un unique g € G~ tel que

(”¢>;o,¢;)g =gy 6l et donc pour tout v # 0 dans ’espace de Mooy O @ ~i(v) # 0.

On a construit pour tout i € {0,...,m' — 1}, un élément non nul ~; de I (n).
On observe que puisque 7y normalise J!, I'élément 7g est inversible. Par la proposition
1.17, pour tout i € {0,...,m' — 1} Papplication ﬁz : Jir;Jt — End(V;) définie par
]771. (j17:51) = n(j1) © v o n(4}) pour tout ji,j; € J' est dans H#R(G,n)j1,, 1. On observe
que application fvm est inversible dans 7% (G, n) avec inverse }:—0_1 iTy gyt — End(V;))
définie par f;(;l(v'o_lj) = 70_1 on(j) pour tout j € J'. On note fk = O/(fx) pour tout

k € Kpg, ou © est I'isomorphisme défini dans le lemme 3.9.

Lemme 3.28. L’application

0" Qp — Hi(G.n) 6
fo o — Jo

est bien définie

Démonstration. Elle est bien définie sur les fi avec k € Kp car © est un morphisme et
elle est bien définie sur les 7; avec i € {0,...,m’ — 1} car Ky7; KL = KL7; K} implique
i= 7. O
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3.4.4

Dans ce paragraphe on veut prouver que les fw avec w € 2p respectent les relations de

la définition 2.17. Dans ce cas on peut étendre 'application du lemme 3.28 & un morphisme
d’algebres de #R(B*, K}) vers SR(G,n).

Lemme 3.29. Pour touti,j € {0,...,m’'—1} la fonction fﬂ ﬁj est dans 5 (G, n)JlTiTjJI
et (fr fr;)(TiTj) = i 0 ;.

Démonstration. Si i ou j est nul alors le lemme est vrai par le lemme 3.8. Sinon par
le lemme 3.19 le support de fﬂﬁj est dans JITZ'JIT]'JI = JlTiTjJI et le support de
:zib—> fr ({)ij (xflT,;Tj) est dans J17; J? ﬁTiTjlej_ljl = 7;J'. On obtient (frifr, ) (TiTj) =
fri(Ti) o fr; (15) = i 0 ;- O

Remarque 3.30. Le lemme 3.29 et la proposition 1.17 impliquent que v; oy; et 7; o~y; sont
des éléments de Ir,r.(n) car ils sont les images d’éléments dans HR(G,n) Jirrt- Plus
en général, si on prend 7,7 € A, v € I;(n) et 7' € L.(n) alors J' N (JH)™ N ((JH™ =
T Y™ =T (NN (JY)T et done v o0+ et 4/ o+ sont des éléments de I (n).
Enfin, puisque l'espace I,./(n) est de dimension 1, on sait que yo~' et 4/ o~y différent par

une constante dans R.

Lemme 3.31. Soient i € {1,...,m' — 1} et a € \II;LH Alors pour tout u € U, et
W €U_q on a fufr, = fr, €t fr.fuw = fr;-

Démonstration. Les éléments Ti_lun et m;u Tl-_l sont dans K}B c J'. Donc le support de
ﬁﬁl et de fn}’;/ est Ji7;J1. On obtient fn (ur;) = fn (TiTi_l’lLTi) =;0 n(Ti_lun) qui est
égale & k(u) o~y; = (ﬁﬁl)(un) par le lemme 3.8 et car y; € I, (k). De maniére analogue

on a fn. (iu') = fn (TZ"LL/TZ-_lTi) = ’I’](Tiu/Ti_l) oy; =iok(u) = (ﬁiﬁ/)(ﬂu’). O

Maintenant on fixe 1 < ¢ < m’ —1 et on considére o = aj;11, w de longueur minimale
dans wWg, P = P(w,a) et Q@ = Q(w,a) (voir la section 2.3). On étudie la fonction
ﬁ‘P fw f.ra fw—l € Hr(G,n). La partie la plus compliquée est de prouver que son support est
JlTQ(UﬁwU*ufl)J1 tel que requis par la relation 9 de la définition 2.17. On rappelle que
puisque Ig(n) = J'B*J! le support de toute fonction dans #%(G,n) est dans J'B*J!.

On pose
V(w,a) = (J'Nwllw™' N u}g)wilw’l (3.7)
qui est un pro-p-groupe. On observe que
Vwa)= [ 'nU)™ " =Le+ [ @ nNg)ee e
o/ ewlIney o cwline
=In+ [ (@ '3 0N (3.8)

o/ ewPin®
a P
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1 1 +,—1 -
On observe que V(w,a) N J" = J" NwUZw™" N uﬁ et on rappelle que par la remarque
3.13 on a wl/gwfl NUZ =wllw NnUzNKg.
P @ P

Lemme 3.32. Le groupe ngw_l N U; est dans V(w, «), il normalise V(w,a) N J' et

(wUiw™n U5) N (V(w,a)N JY =wUiw™'n Usn K}

[e%
(wUFw™! ﬂKé)nglw_l NUZ qui est inclus dans (wUtw™n Jhywraw! NUZ = V(w, q)
car (U%)wm’fl = u;. Puis, le groupe ngw_l N Ug normalise V(w,a) N J! car on a
wUé"uF1 N U}g C Kp et Kp normalise J!. Enfin, puisque Kg N J! = K}B, on obtient
wUZw™? nU3 NV(w, ) NJ' = wliw™! NUSNKp NJ'=wliw! nU3 NKy. O

Démonstration. Par le lemme 2.6 on a U = 7,(U N KE)7, . Alors wUZw™ N Us =

Remarque 3.33. Par le lemme 3.32 le groupe (wUZw ™ N U]g)(\?(fw, a) N J1) est un sous-

groupe de V(w, ) et en utilisant (3.8) on obtient qu'il est égal a

(Hm/+ 1T (%ﬂNa:)>(Hm/+ 1T (31ﬂNaf)>

T —
cu’Ew\Ilaﬁ‘Ill5 o/ew\Ilaﬁ\IllS

=Lv+ [] FNNy) = JNuwlZw™ NUS = J NV(w,a)

ad'cwd—Net

car (BN Ny)(F' NNy) =3I NNy et J C w 1JL On pose
dlw,a) = [V(w,a) : JNV(w,a)l € R

qui est non nul car il est une puissance de p.

Remarque 3.34. Par le lemme 2.14 on a U)\I’;r N \Illg = wdt NP et donc on obtient
wUw™ N Us = wlw™ P NU™ et wUlw N Us = wUw ' NU~. On a V(w,a)NJ =
(wUw™tNU7)(V(w,a) N J) et donc par la remarque 2.5 on a [V(w,a) : V(w,a) N J1] =
d(w,a) V(w,a) N J : V(w,a) N J] = dw,a)wlwtNU™ : wlwNU-NKE =
d(w, @)™ ou q est le cardinal de €p.

Conjecture 3.35.

(a) Pour touti,j € {0,...,m' —1} on ay;ovy; =j 0.

(b) Soit yp (resp. yq) la composition des ~y; pour tout cip1 € P (resp. i € Q) qui est
bien définie par (a) et qui est dans Ir,(n) (resp. Ir,(n)) par la remarque 3.30. Soit
5= (' nuWlwtn IL]_S)/(J“”‘””_1 Nwliw™ N Us). Alors

Yo =Y 17%(g) oyp o k(w) oy o k(w ) on(gh). (3.9)
g€esS
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Remarque 3.36. Par la remarque 3.30 on sait que «y; o7, et v; oy; sont des éléments de
I+.7;(n) et donc ils difféerent par une constante dans R. La conjecture 3.35 dit que cette
constante est 1. En effet on sait que, puisque I, (n) et I, (n) sont de dimension 1, ou bien
chaque élément de I, (n) commute avec chaque élément de Ir.(n) on bien aucun élément
de Ir,(n) commute avec les éléments de I (7).

Remarque 3.37. On a yp o k(w) o7y; o k(w™') € Hom 7o (n,1"@). On veut

Jlm(J1)w-riw*1m(J1)
prouver que le terme & droite de 1'égalité (3.9) est dans Ir, (7).

La décomposition de Iwahori du groupe J* N (J1)»7w ™" 1 (J1)7@ est donnée par
Jl N (Jl)wnw*1 N (J’l)TQ — (Jl N (Jl)wnw*1 0 u—) JJ%/E (Jl N (Jl)wnuﬁl N (J].)TQ N u)

car on a J' N (JY) T AUT C (JINUT) C (JENUT)@ et J = (ST = (Jh)Te.
On observe que, puisque (J1)™@ NU et (J1)™ NU sont contenus dans J' NU par le lemme
3.16(c), on obtient

1

Jl N (Jl)wn-w*1 N (Jl)’TQ AU = (Jl)wn-w*1 N (Jl)TQ AU = (Jl N (Jl)TP N u)wnw*
— ((JI)TP N u)wn-w*:l — (Jl N u)TQ

et done JL N (JH)wriw T q(JhTe = (Jin (Jhywne NU™)Ja(JENU)™@. On veut prouver
Vegalité
9(J1 N (Jl)wnw_l N (JI)TQ) — Jl N (JI)TQ.

Par le lemme 2.14 on a w\IlgﬁlI’I; = w®T NP~ et donc on al'égalité Jlﬂwugw_lﬂu;g =
J'Nwlw =t NU™. Puis, le groupe (J* Nwlw ™t NU~)(JL N (J1)27% " NU) est contenu
dans J' NU™. Son conjugué par w est ((J' NwlUw™ NUT)(J' N (Jhywrw™t u-)" =
(J NUNw™ U™ w) (SN (w™ T w) Nw ™ U w) et ce dernier contient (J'NUNw U w)
(J'N(w™ T w) T Nw T UTwNUT) qui est égal & (JPNUNw ™ U™ w) (S Nw U wnU™) =
(J1NU7)¥ car par le lemme 3.16(c) on a w ' J'wNU™ = J'NU™ C (JH NU". Donc
on obtient I'égalité (J! Nwlw ™t NU)(JL N (TP NUT) = JINUT et aussi Iégalite
G(JE N (JYywmieT n (JhTR) = (JEn UD) Iy (Jtnuwe = Jtn (Jhe.

Cela prouve que le terme a droite de I'égalité (3.9) est dans I, (n) et donc il différe de

7@ par une constante dans R. La conjecture 3.35 dit que cette constante est 1.

Remarque 3.38. Sion prend ¢ =m’ —1 (et donc & = tp/— 1) €6 W = Wj = Sj41- -+ Spr—1
avec j € {0,...,m' — 2}, qui est de longueur minimale dans wW3, on a P = P(w;,a) =
{aj1j42} et Q(wj, ) = {j;+1}. En utilisant la notation ¢§; = k(w;) oy o /ﬁ(wj_l) intro-
duite dans le paragraphe 3.4.3, la relation (3.9) devient

Y= _n"(g)ovr10d8;0m(g") (3.10)
ges
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-1
o §=(JIn wﬂiw;l NUT)/(JWTm =15 N ijwj*l NU™). On veut prouver qu’elle est
cohérente avec la définition (3.5). On peut prouver facilement que §; = G941 et donc

par (3.5) on a

=" Y wi(9g)oDjrrodionlg gh),

969 g 69]+1

-1
Pour tout g E 9]4-1 on a 77 (g) — ,’7Tj+1(g/)7 gl—l c Jl N (Jl)wj’rm/,le et g/—l =
-1
(g/ 1)’w]7' 1_1 W et donc 6 077( /= 1) = n(g/_l) O(Sj. On obtient

vi=Y n"(g) Y n"(g) e Djron(g ) odon(g)

9€9 9'€Yj+1
=Y 0" (g)ovjs10di0m(g ")
g€§

qui est exactement la relation (3.10).

Remarque 3.39. La conjecture 3.35 est vraie pour m’ = 1 car dans ce cas on a A = {1}
et donc il n’y a rien a prouver. Elle est vraie pour m’ = 2 : dans ce cas on a ¥ = {aq2},

W = {1, s12} et 'unique cas non trivial de la relation (3.9) est

%0 =Y _n"(g) oy e r(si2) oyor(sia)onlg")
9€9

qui est vrai par la définition de 7 ; en plus on peut prouver g oy = v o yg en utilisant
que 7o est inversible. La conjecture est vraie sous I'hypothése H! = J! pour n’'importe
quel m’ € N*. Dans ce cas 7 est décomposée au-dessus de nyg, les D; sont dans I, (n)
et inversibles et la définition (3.5) devient 7; = |G| D; pour tout i € {0,...,m' —1}. En
utilisant ces propriétés on peut prouver! que les y; commutent et vérifient la relation
(3.9).

On introduit des sous-groupes de G dont les éléments sont des matrices carrées de
taille m’ a coefficients dans A (voir la remarque 3.10). On rappelle que 2 est 'unique

ordre héréditaire normalisé par E* dans A et B est son radical.

e Soit Z le groupe des matrices (zz]) telles que z; =1, z;; € wil’B sii<jetzy;=0si
> 7.

e Soit V le groupe

(J'Nwlzw™ N u;)ww‘l =ILv+ [ (='3nuUs)cz
a’ewagﬂ@;

On remarque qu’il est différent du groupe V(w, ) défini par (3.7).

1. La preuve de ce fait n’est pas simple et on ne la reporte pas ici.
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e Soit I! le groupe des matrices (myj) telles que my; € 1+, my; € Asii < jet my; €°P
sii > j.

Z

e Soit W le groupe des matrices monomiales a coefficients dans £, x w” analogue a celui

du lemme 2.9.
Lemme 3.40. On a J'rpJ wr,w™tJ! = JlTQVJl.

Démonstration. Par le lemme 3.17 on a J'rpJ'wr,aw ™t J! = Jlrp(J? ﬂu;)wTaw_lJl =
Jirp(JtNuwlzw™tn U;)wTaw*1J1 d’ou le résultat. O

Lemme 3.41. Soit 7 € A. Siz € Z est tel que I'rzI' W % 0 alors I'r2I* W = {r}.

Démonstration. Soient x,y € ! tels que xTZ2Y € W. On procéde par étapes.
Premiére étape. On considére la décomposition 1T = (I'NU™) (I NW)(I*NM) et on écrit

T = r1x9x3 selon cette décomposition. Alors on a

arzy = o7 (17 wor) (1 s T) 2 (77 ey 1)) (7 s )y

1

On observe que 77 x37 est une matrice diagonale a coefficients dans 143 et la conjugaison

de z par cet élément est dans Z. L'élément 71297 est dans I' NU et si on le multiplie par
un élément de Z on obtient un autre élément de Z. Si on pose z; = T_lchngZT_la:;lT
alors I'7zI' = ‘7211 et (1:1 N U*)mil N £ (). Donc on peut supposer z € I' N U™,
Deuziéme étape. Soient a3 < -+ < apy € N tels que 7 = diag(w®) et s € N* tel que
ap = -+ = as et a1 < asg41. On veut démontrer que z;; € A pour tout i € {1,...,s}.
On suppose le contraire. On considére la valuation v sur A associée a B, on pose b =
min{v(wz;) |1 <i<s,1<j<m'}, h=max{l <i < s|il existe z;; avec v(w z;;) =
b} et k =min{l < j < m/|il existe zp,; avec v(w® 2;) = b}. Par hypothése I’élément zpy,
n’est pas dans 2 et donc h < k et

(a1 — 1)v(w) < b < arv(w). (3.11)

On observe que pour tout ¢ € {1,...,m'} et j > i on a v(wz;) > b :sii < s par
définition de b et si i > s car v(w®z;) = a;v(w) + v(zi5) > (a; — 1)v(w) > arv(w) > b.

On considére le coefficient en position (h, k) de x7zy qui est égal a

/ /

m' m s m m' m
SO wne ™ zeypn =YY the@  Zepypp + D D The™" ZefYsh-
e=1 f=e e=1 f=e e=s+1 f=e

La valuation de la deuxiéme somme est plus grande que b+ 1. Dans la premiére somme :
e sie=~het f =k on obtient zppw® zprYrr qui est de valuation b car xpp, ypr € 1+

e sie=het f <k la valuation est plus grande que b+ 1 par définition de k;
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e sie=het f >k la valuation est plus grande que b+ 1 car yp, € B
e si e > h la valuation est plus grande que b + 1 par définition de h;
e si e < h la valuation est plus grande que b + 1 car zp. € ‘B.

On obtient un élément de valuation b. Alors b est un multiple de v(w) car z7Tzy € w

mais cela est en contradiction avec (3.11). Donc z;; € 2 pour tout i € {1,...,s} et on
peut décomposer z = 22" avec zj; = 1, zj; = 25 sii € {s+1,...,m'} et j >iet z;; =0
sinon et zj; = 1, 2, = 25 sii € {1,...,s} et j > i et z;; = 0 sinon. Alors 2" € I' et donc
I'ral' = Y2/ T et (I'NUT )72/ T! MW # 0. Donc on peut supposer z de la forme (HO6 2)
avec 2 dans Pensemble Z analogue a Z en dimension m’ — s.

Troisieme étape. On décompose x = x'z" avec x; = 1, xj; = x5 sid € {s+1,...,m'}
et j <iet :rgj = 0 sinon et z;, =1, x;’] =x;jsiie{l,...,s}etj<iet x;j = 0 sinon.

Aprés les premiéres deux étape z” est de la forme (8 Hm(/)—s> et 772"t € I' commute

avec z. Donc on peut supposer x de la forme (;I,S,/ 2) avec " € My _g)xs(B) et & dans

I’ensemble I! analogue & I' en dimension m/ — s.

.o P . a ~ N < . .
Quatrieme étape. Soient T = (w 01115 2) avec 7 € A analogue & A en dimension m’ — s et

Yy = (z; f) avec y; matrice carrée de taille s et § € I'. Alors le produit z7zy est

I 0) (@l O\ (L O\ fy1 w2\ [@"wn1 @y
2"z 0 7 0 2/ \ys 9 t 2w yy + TTEY

out = z""w™y, + 7 2y3. Puisque cette matrice est dans W elle est monomiale et puisque

le déterminant de y; est dans 1 + P, y; est inversible. Alors y; est dans l'intersection

de I'analogue de W et de I’analogue de I' en dimension s. On obtient y1 = I et par
w®]ly; 0

conséquent on a ys =t = 0. Cela implique que zTzy est ( 0 ﬁé@) avec T2y qui est

dans W analogue de W en dimension m’ — s. Maintenant on peut conclure par récurrence

sur la dimension des matrices car 12 1%2f lnw # (. O
Lemme 3.42. On a J'rpJlwr,w™ T N JIBXJ! = Jlrg (U nwU w1 JL.

Démonstration. Par le lemme 3.40 on a I'égalité J'rpJ lwr,w™tJ! = JlTQVJl et puisque
' C My (B)onaVcZetJ cI'. On obtient

JirpJlwraw ' NN BX € N2l N KgUWUK | = KU (I'roZI' N W)UK}
(lemme 3.41) = KgUTQUKp = KprQUKp.

Cela implique J'rpJlwraw™tJ N B* = J17'Q\7J1 N KllgTQUK}B. Soit maintenant v € V
tel que JlerJl N K}BTQUK]% # (). Alors par le lemme 3.17 on a v € TélleleU NU =
(Tél(J1 N ué)TQ‘Jl NU)U et par le lemme 3.18 on a v € UJ' NV. Par le lemme 2.14 on

aUNwU w™t = U;g N ngw*I et de maniére analogue au lemme 3.32 on peut prouver
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U; N anjw_l C V. On obtient

UJ' NV = (UNwU~w YU NwUw DI NV = (U N wl " w™)) (Jl(U N wlw™t) N v)

=({Un wU_w_l)w<J1(w_1Uw NU)N Vw)w_l
Par définition de V on a V* = (JP NwlUZw™ N u;)“ﬁa C (U5)™ C U™ et donc

UJs'nvcUnwU w Hw(J'UNU )w™!
(lemme 3.18) = (U N U)inil)Jl.

On obtient JlrpJrwraw™tJ N JIB*J! = JITQ(U NwU~w™1)Jh O
On a trouvé le support de fTP fwﬁa qu. Maintenant on énonce un lemme qui permet de
déterminer la valeur de fTP fwﬁa fw_1 en 7q.

Lemme 3.43. On a 75 ' JirpJ' Nwrw™ T wr lw™ T = V(w,a)Jt ot V(w,a) est
défini par (3.7).

Démonstration. On note H 'ensemble & gauche. Par le lemme 3.17 on a

H =75 (J' nUZ)7pI " Nwra(JE N U7 et

— <(J1 nuz)™J NIt n wugw‘l)wﬂl“’*l)ﬁ
On veut prouver
V(w,a) = (J' NuwlFw ! NUZ) ™ v (P NUZ)™ (3.12)

-1
TQ TP __

Puisque wr, 'w™! = TélTp on obtient V(w, ) C (JIHU%)T;TP qui est dans (U5)
U5 et, par le lemme 3.16(c), dans (J' N U7)™. Alors V(w,a) C Uz N Jtnu")™® =
(Jtn UIE)TP. Cela implique V(w,a) C (J'N U%)TP Nn(Jtn wugw_l)wﬂzluﬁl et donc
V(w,a)Jt C H. Maintenant on décompose le groupe (J* ﬂwugwfl)wilw_l en le produit
(Jlﬂwugw_lﬂu_)w“;lwfl (Jlﬂwugw_lﬂU)le;lwil. Onaw¥®in® = w\Ilgﬂ\Il% par
le lemme 2.14 et donc on obtient (J' NwUtw™!N U_)“’ﬂlw_l =V(w,a) C (JIN ulg)”’.
On obtient
H= ((J1 AU (TN wugw—l)wﬂl“ﬂ)ﬁ
- ((J1 AU T AV (w, ) (T N wlEw ™ 0 u)“”c?lw’l) gt
— V(w, a) ((J1 AU (S N eltfw 0 u)wﬂlw_l) J!

C V(w, ) (U J' nuw)J?

qui par le lemme 3.18 implique H C V(w,a)J*. O
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Lemme 3.44. On a ﬁpfwﬁ.afw_1 = qa“’)fm Y o ucUnwl—w-1 fu

Démonstration. Par le lemme 3.42 le support de la fonction f;},fwﬁa fw_l est contenu
dans Jl7o(UNwU~w™1)JL. Soit u € UNwU w™!. Par le lemme 2.14 on a UNwU - w™! =

(ZE n U)NUETw_li par le lemme 3.31 on a fr, = frfu-tuw €t par le lemme 3.8 on a
fw_luwfw—l = fw—l fu On obtient

(Frofuofra 1) (7Qu) = (Frp fuoFro fu1 ) (rqu) = (Fri fuofr Fur 1) (1) © i)

et donc il suffit de calculer (ﬁpfwﬁ-afw—l)(TQ) et vérifier qu’il est égal a qé(w)’yQ =

qé(w)ﬁQ (1g). Par le lemme 3.43 le support de x —— ﬁp () (fusfra f~w_1)(m_1TQ) est
contenu dans 7pV(w, ) J' = 1o (J' NwUtw™! ﬁulg)wTOjlwflJl. Si on note G le quotient
V(w, )7 [(V(w, a) 1) = (JF Al NUZ) /(T nwlliew™ N U5)
et §' le quotient (V(w,a) N J)*7® ™" /(V(w,a) N JL)¥™% ™" on obtient

(FrpFuwfrafu)(1Q) =Y 3" Fro(r99' 75" mP) (Fufra fut) (wraw™ g~ g ™)

g€G g'ey’

=3 > w(gg) evpor(w)oyiok(w ) on(g g ).

g€e§ g’'e9’

Puisque @y C H! (voir remarque 3.14) on a Juraw™! wugw*I N ulg C H'NnU et
donc 7(g’) est trivial pour tout ¢’ € §’. On rappelle que le cardinal de §' est ¢/(*) (voir la

remarque 3.34) et donc on obtient

(frp FuofraFu1)(17q) = ¢"™ Y 172 (g) 0 vp 0 K(w) 0 75 0 (w™) o n(g™")
ge$S

qui par la conjecture 3.35(b) est égal a qﬁ(w)VQ. O

Proposition 3.45. L’application ©" du lemme 3.28 respecte les relations de la proposition
2.16.

Démonstration. L’application ©” respecte les relations 0 et 1 car ©" est un morphisme
d’algebres. Le lemme 3.8 et la propriété (3.4) impliquent que ©” respecte les relations 3,
4 et 7et que fmﬁ = ﬁ0k751ﬁ0 et _}‘;_O—Iﬁ = j?;g1k70ﬁg1 pour tout k € Kp (une partie de
la relation 2). Le lemme 3.31 implique que ©” respecte les relations 5 et 6. Le lemme 3.29
et la conjecture 3.35(a) impliquent que ©” respecte la relation 8 et la partie restante de la
relation 2. Enfin le lemme 3.44 (qui utilise la conjecture 3.35(b)) implique que application

©" respecte la relation 9. O

Théoréme 3.46. Pour touty € I , (1) non nul (et toute B-extension k de n) il eviste
un isomorphisme d’algébres ©., : (B>, K5) — H#%r(G,n).
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Démonstration. L’application ©” respecte les relations de la proposition 2.16 et donc on
la peut étendre & un morphisme d’algebres de (B>, K3) vers #%(G, n). Puis, puisque
Ic(n) = J'B*J' et dimg(I,(n)) = 1 pour tout y € I;(n), ensemble {O,(f,) | z € =} est
une famille génératrice de (G, 1) comme espace vectoriel et donc ©,, est surjectif. Enfin

I'ensemble {O,(f;) | x € Z} est linéairement indépendant et donc ©,, est injective. O

3.4.5

On reprendre les notations de la section 3.3. Aprés le théoréme 3.7 on sait que des
isomorphismes (3.3) existent et par le théoréme 3.46 ces isomorphismes dépendent du
choix
e d’un isomorphisme B} = ngl Bix =~ H§:1 G L, (D) qui identifie U(Amaz ;) N B

& GL,yyi (Opi) et Ui(Amagj) N B?* a1, + M, (pps) pour tout j € {1,...,1},

e d’un prolongement Kqz de Mimar & Jmaz comme dans la section 3.3,

e d'un élément non nul v € I (Mmaz) o 7 = diag(Tn_1,.. ., Typi_q) €6 Tppi_g =
I, . 0 , )
( ot wp/j) € B’* C GL,,;(D) pour tout j € {1,...,1}.

Donc si on fixe un isomorphisme Bj 22 Hé’:l GL,,; (D7) et un prolongement Kq, de

Nmaz & Jmaz comme ci-dessus, on obtient le théoréme suivant.

Théoréme 3.47. Pour tout v € I.(n) non nul il existe un isomorphisme d’algébres
@'y : %R(B;,Ki) — %R(G,n).
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Chapitre 4

Equivalence de catégories
(G, Mmaz) ~ # (B}, Ki)

Dans ce chapitre on veut construire, en utilisant 1'isomorphisme (3.3), une équiva-
lence de catégories entre la somme de certains blocs de niveau positif de Zr(G) et la
sous-catégorie de niveau 0 de la décomposition de Bernstein de Zr(B; ) en décrivant la
correspondance parmi ces blocs. Cela on permet de ramener ’étude d’un bloc de niveau

positif & I’étude d’un bloc de niveau 0 qu’on décrit & la fin du chapitre.

On utilise les notations du chapitre 3 (mais pas de la section 3.4). Soit (J,A) un
supertype semi-simple de G. On veut lui associer une sous-catégorie de Zr(G). On peut

trouver cette construction dans [SS15].

Définition 4.1. La classe d’équivalence de (J, ) est I'ensemble [J, A] des supertypes
semi-simples (J, X) de G tels que ind?(:\) >~ ind§ ().

On reprend les notations de la section 3.3. On a associé a (J, ) :
e un sous-groupe de Levi L de G,

e un sous-groupe ouvert compact Jyq, de G et un pro-p-sous-groupe J. . de Jiaz,

e une représentations irréductible 7,4, de JL . qui est projective car J! est de pro-

max

ordre inversible dans R*,
e des sous-groupes Ki C K1, C B} de G,
e des groupes finis ¥ = Hé-:l GLyyi (¢pis) et A = []i_y GLyy (Epr).

/
i

En plus .# est un sous-groupe de Levi de & et on a Jya0/JL ., = KL/KE G of
J/ = 7.

Remarque 4.2. La procédure qui a (J,A) associe Mpq, dépend de plusieurs choix non
canoniques, par exemple le choix de lisomorphisme ¢ : B} — [[GL,,;(D"). Pour

obtenir une correspondance canonique, on note ®; I'endo-classe de 6; avec i € {1,...,r}
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et on associe canoniquement a (J, A) la somme formelle @(J,A\) = © =", %@i.

En plus le groupe ¢ et la classe de ¥-conjugaison de .# dépendent seulement de (J, A).

En effet le groupe ¢ dépend seulement de © car m”[€p,; : £5i] = % = Zz‘elj [gf%}

qui est le coefficient de ®; dans ©. Pour plus de détails voir 6.3 de [SS15].

Dés maintenant on fixe un prolongement K4 de Mmaz & Jmaz, comme dans la section
3.3, qui détermine uniquement une décomposition A = Kk ® o ou k € Irrg(J) et o est une
représentation supercuspidale de .# vue comme représentation irréductible de J triviale
sur J*. On consideére le foncteur

: B(G) — B(Imaw)Tipaz) = R(9)

Kmax

défini par Ky, (7) = Homy: (Kmaz, ™) pour tout m € Rep(G) avec Jpq, qui agit sur
KKﬂmaz (7T) pa‘r
T.p = 7(x) 0 P 0 Kypge(x) ! (4.1)

pour tout z € Jpe,. On note m(Kmaz) cette représentation de ¢. Pour plus de détails sur
ce foncteur voir 5 de [MS14b] et [SS15].

On rappelle qu'on a o = Q);_, 0; ol 0; est une représentation supercuspidale de
GLyy (tp;). On note I' y = ]_[3:1 Gal(tp; /g )l On rappelle (voir définition 1.58) que
la classe d’équivalence de (.#, o) est 'ensemble, noté [#, o], des paires supercuspidales
(A',0") de ¥ telles qu’il existe € € T 4 tel que (A, 0') est G-conjuguée a (A ,0°).

Définition 4.3. Pour tout V € Rep(G) on note V[®, o] la sous-représentation de V'
engendrée par le sous-espace maximal de K, (V) dont tous les sous-quotients irré-
ductibles ont support supercuspidal dans [.#, o] (voir 9.1 de [SS15]). On note V[®] la

sous-représentation de V' engendrée par K, .. (V).

Maintenant on peut associer a (J,A) une sous-catégorie de Zr(G) comme dans la
section 10.1 de [SS15].

Définition 4.4. Soit Z(J, ) la sous-catégorie pleine de Z(G) des représentations V'
telles que V = V[0, o].

Remarque 4.5. Pour tout V' € Rep(G) on a V[®,d][@, 0] = V[O, o] (voir lemme 9.1 de
[SS15]) et donc V[®, o] est un objet de Z(J, A).

La construction ci-dessus sert & énoncer le résultat suivant qui se trouve dans le cha-
pitre 10 de [SS15].

Théoréme 4.6. La catégorie Z(J, X) ne dépend que de la classe [J, A] et elle est un bloc
(voir définition 1.11) de Zr(G).

Démonstration. Le résultat est vrai par les propositions 10.2 et 10.5 et le théoréme 10.4
de [SS15]. O
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En particulier Z(J, A) ne dépend pas du choix de la décomposition de A ou de Kypqz-

Remarque 4.7. La preuve du théoréme 4.6, contenue dans [SS15|, nécessite la notion
de classe d’inertie d’une paire supercuspidale (et donc de support supercuspidal) de G
(voir 1.1.3, 2.1.2 et 2.1.3 de [MS14al) qui est notée 2 dans [SS15]. Ces notions sont trés
importantes dans I’étude des représentations de GL,, (D) mais dans cette thése on ne les

utilise pas explicitement.

4.1 Equivalence

En général il existe plusieurs supertypes semi-simples de G qui sont associés & une
somme formelle ® d’endo-classes. On note X = Xg = {[J/, N']| (J'; X') est associé & O}.
Dans cette section on prouve que la somme @[J,7 Nex (Y, XN') est équivalente a la sous-

catégorie de niveau 0 de Zr(B}).

Soit Y = Y@ l'ensemble des classes d’équivalence de paires supercuspidales de ¢, qui

est uniquement déterminé par @ par la remarque 4.2.

On rappelle qu’on a déja fixé un prolongement Kqz de Mimar & Jimae- Par la proposition
10.6 de [SS15] il existe une bijection

Pkrman - X — Y (4.2)

définie par ¢y, ([J,A]) = [-#, o] si le support supercuspidal des sous-quotients irréduc-
tibles de K
A (J, A). Cela est équivalent a dire qu’il existe £ comme dans la section 3.2 (qui dépend
de Kmaz) tel que A = Kk ® 0’ avec (M ,0') € [ M, o).

(V') est dans [.#, o] pour tout (ou équivalentement pour un) objet V' de

Kmax

On énonce deux proposition qu’on trouve dans [SS15].

Proposition 4.8 (Corollaire 9.4 de [SS15]). Pour tout V € Rep(G) on a

viel= € Vvie,s (4.3)
[#'o'eY

Proposition 4.9 (Lemme 10.3 de [SS15]). Soient [J',N'] € X et W un objet irréductible
de Z(J', XN). Alors Kyg,,,,.(W) # 0.

1

maz €St de pro-ordre inversible dans R*, la représentation 7,4, €st projective

Puisque J

et donc on peut utiliser les notations et les résultats de la section 1.5. On a défini le foncteur

M =M, . : Zr(G) — Mod — H#x(G, Nmaz)

MNmaz

par M(V) = Hom(;(ind%na (Mmaz), V') pour tout V' € Rep(G).

x
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Remarque 4.10. La réciprocité de Frobenius (proposition 1.20) induit un isomorphisme
naturel entre le foncteur M composé avec le foncteur d’oubli Mod— 5% (G, maz) — Modgr

et le foncteur K composé avec le foncteur d’oubli Z(¥9) — Modg. Cela implique

Kmax

que pour tout V' € Rep(G) la sous-représentation V[®] de V est la sous-représentation
V [Mmaz] définie dans la définition 1.26.

G) et Z(G, Mmaz) de Zr(G). On rap-
(@)
est la catégorie des V' € Rep(G) telles que tout sous-quotient irréductible V' de V' satisfait
M(V') # 0.

max (

pelle que Z(G, Mmaz) est la catégorie des V' € Rep(G) telles que V = V[O] et Z

n'maa:

On a défini aussi les sous-catégories pleines %,

Lemme 4.11. On a Z(G, Mmaz) = Z.

MNmax

(@).

Démonstration. Aprés la remarque 1.30 il suffit de prouver Z(G, Mmaz) C Znppa. (G). Soit
V' une représentation dans Z(G, Nmaz). Par la proposition 4.8 on a V = Py V[O, o'
et par la remarque 4.5 la représentation V[®, '] est un objet de Z(J', X') ou [/, N] =
¢t ([#,0']) € X. Donc on obtient I'inclusion Z(G,Mmaz) C @x Z(I',X'). Soient
maintenant W un objet de Px Z(J',X) et W’ un sous-quotient irréductible de W.
Alors W' est un objet irréductible de Z(J',X') pour un [J',;A'] € X et donc par la
proposition 4.9 on a K, (W) # 0 et par la remarque 4.10 on a M(W') # 0 qui implique
Dy 23, N) C F,. (G n

Remarque 4.12. On a prouvé
‘@(G7 nmar) = ‘%Tlmam (G) = @ ‘@(J7 A)
[IA]eX

Par la proposition 1.29, une représentation V' appartient a cette catégorie si et seulement

si elle vérifie 'une des conditions équivalentes :
(i viel;
(ii) pour tout sous-quotient Z de V on a Z = Z[0];

(iii) pour tout sous-quotient irréductible U de V on a M(U) # 0;

)V
)
)
(iv) pour tout sous-quotient non nul W de V on a M(W) # 0.

Théoréme 4.13. Le foncteur M
et Mod — AR (G, Nmaz) -

est une équivalence de catégories entre Z(G, Mmaz)

Tlmax

Démonstration. On applique le théoréme 1.32 avec G = G et 0 = Nnyqz- O

Maintenant on définit la notion de représentation de niveau 0 et on énonce un théoréme

similaire au précédent pour ce type de représentations.
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Définition 4.14. Une représentation irréductible (7,V) de B est dite de niveau 0 si
VEL = {v e V|n(k)v = v pour tout k € K1} # 0 et une représentation (7/,V’) de B}

est de niveau 0 si tout sous-quotient irréductible de V' est de niveau 0.

Soit 11 le caractére trivial de Ki qui est projectif car Ki est de pro-ordre inversible
L
dans R*. Dans la section 1.5 on a défini le foncteur
M, = Homp: (deg( ), =) : Zr(B}) — Mod — #%(B}, K1)
X
On a un isomorphisme de R-modules Hom B (indiLi (1), V)=VvE L pour tout objet (1,V)
de Zr(By ) et donc les objets de %1, (B} ) sont exactement les représentations de niveau
L

0 de B. On appelle cette catégorie, la sous-catégorie de niveau 0 de Zr(BJ ).

Remarque 4.15. Par 11.5.8 de [Vig96] (voir aussi proposition 6.3 de [Dat09]) la sous-
catégorie de niveau 0 est une somme directe de blocs de Zr(BJ).
On rappelle que Z (B}, K} ) est la sous-catégorie pleine de Z(B;) des V € Rep(B;)

L 1
engendrées par VKL,

X

Théoréme 4.16. Le foncteur HomBZ (indiL1 (1),—) est une équivalence de catégories
L

entre Z(B;,K}) et Mod — #%(B},K}) de quasi-inverse

. .Bf

Démonstration. On prouve %(BLX,KE) = %’1K1 (Bj) pour appliquer le théoréme 1.32.
L

X

Par la remarque 1.30 on a %11% (Bf) C Z(Bf,K}) et par la remarque 4.15 on a
Z(Bf,K}) = %1@ (Bf) @ € ou C est une sous-catégorie pleine de Zr(B}) dont les
objets simples W vérifient WKL = 0. Soit V un objet de %)(BLX,K}) Alors il existe une
représentation V7 de niveau 0 et un objet Vo de C tels que V = V; @ V5. On suppose
que Vo # 0. Alors il existe v € VQKi non nul. On note V3 la sous-représentation de V5
engendrée par v. Puisque V3 est non nulle et de type fini elle a une sous-représentation
Vy telle que W = V3/Vj est irréductible (voir §3 n.1, proposition 4 de [Bou58|). Puisque
Vs est un obJet de Con a WKL =0 et puisque le foncteur des Kj !_invariants est exact on
a V3 V4 L . Mais cela implique V3 = V4 car v € V;l qui est en contradiction avec W

irréductible. On obtient € = 0 et Z(B),K}) = % ., (Br). Alors on peut appliquer le
L

théoréme 1.32 avec G = B} et 0 = lKi d’out le résultat. O
Corollaire 4.17. Les catégories Z(G, Mmaz) et Z(B},K}) sont équivalentes.

Démonstration. Par le théoréme 3.46 il existe des isomorphismes entre J#x(B), K] ) et
AR(G, NMmaz). On obtient une équivalence de catégories entre Mod — AR(G, Naz) €t
Mod — #%(B}, K}). On conclut avec les théorémes 4.13 et 4.16. O
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On regarde plus en détail ces équivalences de catégories. On rappelle qu’on a fixé un
isomorphisme B f =~ [ GL,,; (D) et un prolongement K4, de Mpmqz. On fixe maintenant
un élément vy € I (Mmqx) non nul comme dans le paragraphe 3.4.5. Par le théoréme 3.47
on a un isomorphisme O, : #x (B}, K} ) — H#r(G, Nmaz) qui induit une équivalence de
catégories ©F : Mod — AR (G Mmaz) — Mod — %R(BLX,K}J). On obtient le diagramme

By M) ——— 25 (B KD
Hom(ind(Mmaz),—) Hom(ind(l),)l
Monoe  Mod = End(ind§,  (mar))  Mod — End(indgk (1) Mg
Prop. 1.21 Prop. 1.21J/

©
Mod — %R(Ga nmam) - Mod — %R(Bszi)

e Le foncteur M = M,, ..
lence de catégories par le théoréme 4.13. Par la proposition 1.21 'action (a droite)
de HR(G, Mmaz) sur M(V) est donnée par (m. W) (f) = m(¥ « f) pour tout m € M(V),
U € HR(G, NMmaz) €t f € ind(Naz)-

: (G, Mmaz) — Mod — HR(G, Mimas) est une équiva-

e On considére le foncteur ©F. L’action (a droite) d'un élément @ de Hr(Bf,K}) sur
un (G, Nmae)-module N est donnée par par N.® = N.O, ().

e Par le théoréme 4.16, le foncteur W — W ®%R(BZ7K£) indfg (1) est une équivalence
de catégories de Mod — #x(B}, K}) a Z(B), K}) ou, par la proposition 1.21, I’action
(a gauche) de ® € #R(B;,K}) sur f € ind;ﬁ (1) est donnée par ®.f = &« f. L’action
(a gauche) de z € Bf sww® fe W® ind(lL) est donnée par z.(w ® f) = w ® (x.f).

e En composant les trois foncteurs précédents, on obtient I’équivalence de catégories

Foysimae t ZR(G, Mimaz) — Zr(B}, K} ) du corollaire 4.17 donnée par
. B
F’Y’K/maac (7T, V) = M(ﬂ-, V) ®fR(B£<7K£) 1ndKL%l (1) (44)

ou laction (& droite) de ® € (B}, K})surm € M(w, V) est donnée par (m.®)(f) =
m(O(®) x f) pour tout f € ind% (Mmaz)-

4.1.1

Dans ce paragraphe on discute de la dépendance des résultats de la section 4.1 par le
choix du prolongement de Npmaz & Jmaz- On a déja vu que si on fixe une somme formelle
d’endo-classes © alors par la remarque 4.2 le groupe ¢4 ne dépend pas de ce choix. Si on
fixe (J, A) alors par la remarque 4.2 et le théoréme 4.6, la classe de ¥-conjugaison de .#

et la catégorie Z(J, A) ne dépendent pas de ce choix.
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Soient Kpqq et K], deux prolongements de 74z & Jimae. Alors leurs restrictions a
! , ! ' L . . ‘ )
[1i=1 Imaz,j sont @1 Kmaw,j et Q1 Kipaq,; Tespectivement oll Kpag,j €t kg, 5 sont
des [-extensions de 0,4, ; pour tout j € {1,...,1}.

Par (3.2) il existe des caractéres x; de O}XEJ triviaux sur 1 + pp; tels que x| =

max,j
Kmaz,j @ (Xj © Npi/gi) pour tout j € {1,...,1}.

e On consideére les foncteurs K, ., et K/ et pour tout 7 € Rep(G) les représentations

T(Kmaz) = @, T(Kmaz,j) €t T(Kimaz) = &, (K, ;) de & définies par (4.1). Alors
T (Kmaa,j) €t T(K,qq ;) sont tordues 'une de 'autre par le caractere x; 0 Ne e, o det

(voir remarque 5.2 de [MS14b]) o on identifie x; & un caractére de £py;.

e On considere les bijections ¢x,,,, et ¢x  entre X et Y. La bijection ¢,/ o ¢;iaw
permute les éléments de Y. Soit [.#,0] € Y. Alors 4 = Hé.:l My ou M; = Jj/J} et
o= ®§.:1 o (voir notation de la section 3.2) avec [.#}, 0| classe de paires supercus-
pidales de G L, (¢p5). On note x ' = (x7',. .. X Deto@y = ®§-:1(aj ® Xj_l).
Alors la bijection ¢, o ¢zl —envoie [#, 0] dans [#,0 ® x!].

Le choix du prolongement de 1,4, ne change pas la somme (4.3) car les V|[©, ¢’'] sont
permutées dans la somme directe par un autre choix. Donc V[©], I'égalité Z(G, Nmaz) =
@[L Alex Z(J, A) et 'équivalence du théoréme 4.13 ne dépendent pas du choix du prolon-
gement de 7pqq. Par contre, puisque 'isomorphisme 6., : % (B}, K}) — H#R(G, Mmaz)

dépend du choix du prolongement de 7,4, le foncteur F, ... dépend de ce choix.

4.2 Correspondance parmi les blocs

Apres le corollaire 4.17 et (4.4), on veut comprendre la correspondance parmi les blocs
de Z(B},K}) et de Z(G, Nmaz)-

On considére le foncteur des K}J—invariants
vy : (B, K1) — Z(KL/KL) = Z(%)

avec K, qui agit sur inv e (1,7) = Z5L par x.z = 7(x)z pour tout x € K, et z € ZEL.
On considére aussi le foncteur H : Mod — #% (B}, K} ) — %(K1,/K}) qui est le composé
de la restriction Mod — #%(Bf,K}) — Mod — #x(Ky,K}) et de I'équivalence de
catégories Mod — #R(Kp,Ki) ~ #(KL/K}) définie par W +— (7', W) ou 7'(k)w =
w. fy-1 = w111 pour tout ke KpetweW.

Lemme 4.18. Le foncteur K}J—invariants iani est le composé de ’équivalence de caté-

gories Hom (indiL1 (1),—) : Z(B},K}]) — Mod — #%(B}', K}) vue dans le théoréme
L

4.16 et du foncteur H : Mod — #3(B} ,K}) — Z(K/K]) = Z(4) vu ci-dessus.
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Démonstration. Soit (1,Z) un objet de Z(B}, K} ). Par la réciprocité de Frobenius on a
un isomorphisme de R-modules HomBz (indiL1 (1),2) = ZKL donné par ¢ — (1 KL )
L
. Bf . .BX
pour tout ¢ € HomBLx (deLi(l)’ Z). Pour tout k € K, et tout ¢ € HomBz (1ndKL£(1), Z)

ona (F(0)¢) (1) = (p-fe)(1ger) = plfir * 1) = 9lly) = 7(k)io(Ly) don le
résultat. O

: B(G, Mmax) — %(Jmaz/']}nam) =
X(9) ot le groupe Jpq, qui agit sur K, (1) = Homy1 (Kmaz, T) par m(Kmaz) () (@) =

On rappelle qu'on a défini le foncteur K

Kmax

7(x) 0 0 Kmaz ()"t pour tout & € J,q,. On obtient le diagramme

Z (G, Mmaz) rrmas ‘@(BLXvKi)

BX
©%oM Hom (indKE y/

Mod — #xr(B}, K})

(4.5)
H
ARr(Y)
Proposition 4.19. [l existe un isomorphisme naturel entre V1 o Foyrmaw €t Keman-

Démonstration. Soit (w,V) un objet de Z(G,Nmaz). Alors on a un isomorphisme de
Hi(By, K} )-modules Hompy (indﬁ (1), Fy ey (7, V) 2 M(m, V) ot Paction d’un élé-
ment ® € #5(B), K]) sur m € M(m, V) est donnée par m.® = m.0.(®). Par le lemme
418 il y a une action de k € K1/K1 2 ¢ sur m € M(m, V) donnée par k.m = m.fr-1
ol fr-1 € H%(G, Mmaz) & support E=1JL et fro1(k™1) = Kpaz(k~1). Par la remarque
4.10 il y a un isomorphisme de R-modules M(7, V) = K

Paction de K, sur Ky, . (m, V) correspond a laction de Jyq, sur Kg, (7, V).

(m, V). On doit prouver que

Kmax

On rappelle que dans le paragraphe 1.4.1 on a défini pour tout v € V,, ~ un élément
iv ¢ Jhaz — Vipmae dans indg;l (Mmaz) tel que i,(1) = v et par (1.2), ces éléments

engendrent ind§, (Mmax) dans Rep(G). Soit v € V, Le support de fr-1 * iy est

Mmax*
JL k=1 et le support de la fonction z — f—1(2)i, (7 k™) est k1J}

mazx-*

(fre1 % ip) (k™Y = fro1 (k™0 = Kmaz(k~1)v. On obtient fy—1 % i, = K an (=)o €

Alors on a

(m.fr1)(iv) = m(fr1 % i) = m(Keig,, b-1y0) = 78 (Mg (b-1)0)) -

Par la réciprocité de Frobenius (proposition 1.20) il existe ¢, € K (m, V) tel que

Kmazx

©m(v) = m(iy,) pour tout v € Vy, . On obtient

(m‘ﬁ:*)(iv) = (k) (m(inmm(kfl)v)) = (k) (‘Pm(“max(kil)v))
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pour tout v € V, Alors laction de k € K, sur ¢, € Kg,,..(m, V) est donnée par

mazx *

kom = (k) © @m © Kmaz(k™1) qui est exactement I'action de Ju4:. Cela conclut la

démonstration. O

Maintenant on cherche une décomposition en blocs de Z (B}, K} ). Soit [#,0] € Y.
Alors A = H;Zl M ou M = Jj/J; et o = ®§-:1 o (voir notation de la section 3.2)
avec [}, 0] classe de paires supercuspidales de GL,,,/; (¢ps;). La définition 4.4 appliqué
au cas avec G = BJ* et Mq le caractére trivial de Uy(Apaz,;) N B7* donne, pour
tout j € {1,...,1}, une sous-catégorie pleine et abélienne Z(U(Amazj) N B, 0;) de
Rr(B7*) dont les objets sont les représentations V; € Rep(B’*) engendrées par le sous-
espace maximal de Vle(Am”’j 0BT dont tous les sous-quotients irréductibles ont support
supercuspidale dans [.#}, o;]. On obtient une sous-catégorie pleine Z(Kp,, o) de Zr(BJ)
(et de Z(B),K})) dont les objet sont les V' € Rep(B) engendrées par le sous-espace
maximal de VEL dont tous les sous-quotients irréductibles ont support supercuspidale
dans [, o). Le théoréme 4.6 et la remarque 4.12 donnent une décomposition en blocs de
R (B, U1(Amaz,;) N B7*) pour tout j € {1,...,1} et donc on obtient une décomposition
en blocs

Zr(Bf K1)= P 2K 0)
[ ,0)eY

On rappelle qu'on a une décomposition en blocs Zr(G, Nmaz) = GB[JNEX ZAG PN
par la remarque 4.12 et une bijection ¢y,,,, : X —> Y définie en (4.2). On reprend le
diagramme (4.5)

F Kmazx
@x%(l)‘) = @Y%(KLHT)
Hr(Y)

qui est commutatif par la proposition 4.19.

Théoréme 4.20. Soient [J,A] € X et [#,0] = ¢x,,,,([J,A]) € Y. Alors F., ... induit
une équivalence de catégories entre le bloc Z(J,XN) de Zr(G) et le bloc Z(Ky,,o) de
Zr(BJ).

Démonstration. Si V est un objet de Z(J, A), par la proposition 4.19 il existe un isomor-
phisme de ¢-représentations de inv 1 (Fryiomae (V) & Ky, (V). Alors les sous-quotients
irréductibles de inv g1 (Fy kmas (V) ont support supercuspidal dans [.#, o] et cela im-
plique que F, .. (V) est un objet de Z(Kp,0). O

Remarque 4.21. On observe que cette correspondance ne dépend pas du choix de v dans

I; ("7max>~
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4.3 Blocs de niveau 0

Dans la section 4.1 on a trouvé une équivalence de catégories entre Z(G, Mmaz) €t
#(Bf,K:) et dans la section 4.2 on a décrit la correspondance parmi les blocs de
R(G, Nmag) et ceux de Z(Bf, K}). Dans cette section on voudrait étudier plus en détail
les blocs de Z(B), K}), qu’on appelle blocs de niveau 0 de Zr(B}).

On rappelle qu’un idempotent central e d’un anneau unitaire A est dit idempotent
central primitif s’il est non nul et s’il n’est pas somme de deux idempotents centraux
orthogonaux non nuls de A. Dans ce cas eA est un anneau avec unité e. Si {eq,..., e, } est
I’ensemble des idempotents centraux primitifs de A alors 1 = e; + - - - + e, et il existe une
décomposition de A en somme directe d’anneau indécomposables A = e;A® - - - @ e A (voir
§22 de |[Lam91]). On obtient une décomposition en blocs Mod — A = ;_, Mod — e;A ou
Mod — e;A est la sous-catégorie pleine de Mod — A des A-modules M tels que Me; = M (ou

de fagon équivalente dont tout sous-quotient irréductible M’ vérifie M'e; = M').

On a déja vu la décomposition en blocs

Z(BY . Kj)= P %#(Kpo0)
[, o)eY

ou Y est I’ensemble des classes d’équivalence de paires supercuspidales de ¢. En plus
il existe une équivalence de catégories entre Z(B),K}) et Mod — #xr(B),K}) par le
théoréme 4.16. Donc il existe une correspondance entre les classes d’équivalence de paires

supercuspidales de ¥ et les idempotents centraux primitifs de I’algébre %R(BLX,KD.

On a Hp(B,K}) = Q') HR(GLyys (D), 1y + Myyi(9pii)) (voir section 3.2).
Alors, puisque le produit tensoriel commute avec le produit direct fini, tout idempotent
central de I’algébre %”R(BE,KE) est un produit d’idempotents centraux des algebres
HAR(GLyyi (D7), 1,05 4+ M,y (ppri)) quion a décrit dans la section 2.5 si car(R) = 0 et
dans la section 2.6 si car(R) > 0.

Soit [ 0] € Y avec A = Hé‘:1 My et o= ®§:1 o tels que (.#;,0;) est une paire
supercuspidale de GL,,;(tp;) pour j € {1,...,1l}. On définit

l l

et o] = ®6€///j,aj] si car(R)=0, epzq = ®e[//[j70].] si car(R) = /£ > 0.
i=1 =1

On rappelle qu’on utilise 'indice 0 & l’exposant pour indiquer le cas car(R) = 0 et
dans le cas car(R) = ¢ on considére toujours £ # p. On obtient un ensemble Id(B}) =
{es 01| [#, 0] € Y} d’idempotents de #k (B, K}).

Théoréme 4.22. Les ey 5 € Id(B}) sont les idempotents centrauz primitifs de ’algébre
Hr(Bf,K}).
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Démonstration. Les e 4 o € Id(By ) sont orthogonaux et centraux par le théoréme 2.29
si car(R) = 0 et par le théoréme 2.33 si car(R) > 0. Puisque Z(B;, K} ) se décompose
en Y| blocs, alors #%(B, K}) doit avoir Y| idempotents centraux primitifs et donc les
a0 € 1d(B ) sont les idempotents centraux primitifs de %R(B;,Ki). O

On obtient une décomposition #z (B}, K}) = @y €|z.0)=(B}, K1) qui induit une

décomposition en blocs

Mod — #,(Bf,K}) = @ Mod - e| 407k (B},K}).
[, oleY

On rappelle qu’un objet irréductible W de la catégorie Mod — %R(BZ7K£) est un objet
de Mod — 6[///70.]%1{(3; y KIIJ) si We[//z’a} 75 0.

Théoréme 4.23. Soient [ ,o] une classe de paires supercuspidales de ¢4 et o* la
contragrédiente de o. Alors le bloc Z(K,o) de Z(Bf,K}) est équivalent a la catégorie
Mod — 6[%70*}%]{(32,}(}/).

Démonstration. On rappelle qu’on a un diagramme

X

Hom(indig (1).-)

@Y%)(KL,U) - @Y Mod—e[%’g}ij(BLX,Ki)
A
Kg
Rr(KL/K}) = %r(9) = Mod — #R(Kp, K})

qui est commutatif par le lemme 4.18. Une représentation (p,V) de & = KL/KE sur R
est naturellement un #%(Kp, K})-module a droite par I'action v.fx = p(k~!)v.
On considere le cas car(R) = 0. L’action de élément e 4 5+ € Hr(Kr, K}) sur (p,V)

correspond &

Yo (p) = > di@(ﬁ)wa(g‘l)p(g‘l): > — dlm wa

T€A?, 9€Y¥ reAL geY

o

ot AY = {7 € X |sc(r) € [.#,0]} et X est un ensemble de représentants des classes d’iso-
morphisme des représentations irréductibles de ¢ sur R. Alors on a ¢g+(p) € Endy(p).
Soient (7, Z) un objet de Z(Ky, o), (7, ZKL) = inv g1 (7, Z) dans Repp(¥) et (7', Z") un
sous-quotient irréductible de (7, ZKi). On doit prouver que Z’.e[’///’(,*] # 0. L’action de
el o+ correspond & pg+(7') € Endg(7') = R. Par définition de Z (K, o) la représenta-
tion (7, Z') est dans A% et donc, par le lemme 1.43(a), la trace de pq+(7') est

Zdlm > xe(@)xr (g —dlm ZXT X (g ") = dim(7"*).

TeAL geY
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Alors on obtient g+ (7') = Iz, Z'.e| 4.5+ # 0 et donc ZKL est un objet de la catégorie
Mod — e[ o+ #R(B, K]).

On considére le cas car(R) = £ > 0 différente de p. L’action d'un e 4/ 5+ € Id(By) sur
(p, V) € Repr(¥) correspond a

%/*(MZ(( > dn|n > xelg)) @ >p(g‘1)

wel(o’) geY

ou &(o’) = {m € X |ss(re(sc(n))) € [#',0']} et X est un ensemble de représentants
des classes d’isomorphisme des représentations irréductibles de ¢ sur le corps des frac-
tions K de ’anneau des vecteurs de Witt W(R) de R. Cette somme est bien définie car
ZWEE(U’) dirrg;?*) de% X=(g9) € W(R) par le théoréme 2.31 et le lemme 2.32. En plus on
a @g=(p) € Endg(p).

Soient (7, Z) un objet de Z(Kyp, o), (7, Z5L) = iani(T, Z) dans Repp(¥) et (7,2')
un sous-quotient irréductible de (7, ZKE). On doit prouver que Z'.e[ 4 5+ 7 0. Puisque

Hom (indi’% (1), —) est une équivalence de catégories, il suffit de prouver 7’ Lo =0
pour tout [.#' 0’| # [.#,0o]. L'action de I'élément e[ 4 5+ sur (7', Z’) correspond &
0o+ (7') € Endy(7') & R. Par définition de Z (K, o) la représentation (7/,2Z’) est un
sous-quotient de i¥,,(¢") avec (.#",0") € [#, ). La représentation supercuspidale o
est la réduction modulo ¢ d’une représentation cuspidale p de .#"” sur K et donc (7/, Z")
est un sous-quotient de i, (1¢(p)) = r¢(i%,.(p)). Cela implique qu'il existe une représen-
tation (7', V') € (o) telle que (7, Z’) est un sous-quotient de ry(x’). Puisque &(o) est
disjoint & E(o”) si [A',0'] # [, o], on obtient

> EE Y wlore ) =0 (4.6)

wel(o’) geY

car il est dans Endg(n') = K et sa trace est nulle par le lemme 1.43(a). Alors (4.6)
implique @ (r¢(7')) = 0 et donc g (7') = 0. Cela prouve que ZXL n'est pas un objet
de Mod — e[ 4+ o1 H#R(B}, K1) pour tout [.#',0'] # 4 ,0] et donc il est un objet de
Mod — € 4 o #R(B}, K}). O
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Welil representation and metaplectic

groups over an integral domain
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Dans cette deuxiéme partie du manuscit (chapitres 5-11), on présente intégralement
larticle [CT15]. Cette article concerne la représentation de Weil et le groupe métaplec-
tique et il généralise des résultats obtenus par Weil dans [Wei64|, dans le contexte des
représentations modulaires et plus en général sur un anneau intégre. Il y a un chapitre
supplementaire par rapport a [CT15] (chapitre 11) ot on prouve que la construction du

groupe métaplectique est “fonctorielle”.

Cette deuxiéme partie est indépendant de la premiére et donc on remet & zéro les

notations.



Chapitre 5

Introduction

The present article deals with the seminal work of André Weil on the Heisenberg
representation and the metaplectic group. In [Wei64| the author gives an interpretation
of the behavior of theta functions throughout the definition of the metaplectic group
with a complex linear representation attached to it, known as the Weil or metaplectic
representation. A central tool in his construction is the group T'= {z € C : |z| = 1}, in
which most computations are developed. We replace T with the multiplicative group of an
integral domain R and we construct a Weil representation in this more general context.
The scope is to help fitting Weil’s theory to give applications in the setting of modular

representations (see, for example, [Min12]).

The classical results of [Wei64] are the following. Let X be a finite dimensional vector
space over a local field k, X* its dual and W = X x X*. Let A(W) be the product W x T
with the Heisenberg group structure as defined in section 7.1 below. The author studies
the projective representation of the symplectic group Sp(W), coming from the action of
Sp(W) over a complex representation of A(W). This projective representation lifts to
an actual representation of a central extension Mp(W) of Sp(W), called metaplectic
group. The lift is called nowadays Weil representation or metaplectic representation.
The author shows also that the metaplectic group contains properly a subgroup Mpy (W)
which is a two-folded cover of Sp(W') on which the Weil representation can be restricted.

Moreover, if k # C, it is not possible to restrict the Weil representation to Sp(W).

Let us recall another construction for the Weil representation in the complex case (cfr.
for example [MVW8T7]). The starting point is the Stone-von Neumann theorem, asserting
that, given a non-trivial character y : £k — C*, there exists an infinite dimensional

irreducible C-representation of the Heisenberg group
p: W xk— Aut(S)

with central character y, and that it is unique up to isomorphism. The symplectic group
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acts on the Heisenberg group by o.(w, z) — (cw, z) and this action is trivial on the center.
Then, for every o € Sp(W), the representation p, : (w,z) — p(ocw,x) is irreducible and
has the same central character x, so it is isomorphic to p. This means that there exists
U, € Aut(S) such that ¥, o po ¥, 1 = p,. Notice that ¥, is unique up to multiplication
by an element of C*, by Schur’s lemma. We obtain in this way a faithful projective
representation
Sp(W) — Aut(S)/C*
o —> v,.

Defining
Mpc (W) = Sp(W) X aug(s)/cx Aut(S)

the metaplectic group comes out, by definition, with a representation that lifts the pro-
jective represntation of Sp(W) : the complex Weil representation.

Notice that this construction is more abstract than the one in [Wei64| and that depend
on the irreducibility of p, which in general is not given when we replace C by R. We want
to avoid the use of Stone-Von Neumann theorem and to give an explicit description of
the Weil representation. This is why we choose to follow the approach of Weil rather than

this construction.

Let F be a locally compact, non-discrete, non-archimedean field of characteristic # 2.
Let p > 0 be the characteristic and ¢ the cardinality of its residue field. We let X be a
F-vector space of finite dimension, we note W = X x X* and we replace the group T by
the multiplicative group of an integral domain R such that p € R*, R contains p"-th roots
of unity for every n (to ensure the existence of a nontrivial smooth character F — R*)
and a square root of q. The object of this work is to show that the strategy of proof
used by Weil can be adapted in this setting. Weil’s techniques can be exploited in the
same way whenever a result involves just the field F', like the intrinsic theory of quadratic
forms over X and the description of the symplectic group. Nevertheless, different kinds of
problems occur in the new generality. The main issues are the lack of complex conjugation
and complex absolute value. Because of this, Fourier and integration theory in the present
work are different from the complex case ; mainly we consider Haar measures with values
in R and operators acting over the space of R-valued Schwartz functions over an F-vector
space instead of L2-functions, using Vignéras’ approach (section 1.2 of [Vig98]). Moreover,
allowing R to be of positive characteristic makes it necessary to change some formulas,

for example in the proof of theorem 9.1 to include the case where ¢*> = 1 in R.

The central result of this paper is the existence of the reduced metaplectic group,
which is defined in the following way. The starting point is the definition of the metaplectic

group Mp(W) and the existence of a non-split short exact sequence

1 — R* — Mp(W)—Sp(W) — 1. (%)
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Theorem 10.3 and theorem 10.4 give a description of a minimal subgroup of Mp(W') which

is a non-trivial extension of Sp(WW). We can summarize them in a unique statement :

Theorem. Let char(R) # 2. There exists a subgroup Mpo(W) of Mp(W) such that the

short exact sequence (%) restricts to a short exact sequence
1 — {£1} — Mpyo(W)—Sp(W) — 1 (xx)

that does not split.

This result permits the definition of a Weil representation of Mp(W), that we describe
explicitly.

Let us describe the main body of the article.

Section 6 contains a brief explanation of basic notations and definitions where essen-
tially no new result appears. However some features differ from the one in [Wei64]. We
introduce the integration theory in our setting that is slightly different from the complex
one. Over a F-vector space, we consider a R-valued Haar measure as in [Vig98|, that exists
since p € R* and the R-module of Schwartz functions, i.e. compactly supported locally
constant functions, in place of L?-functions. The main differences with the complex case
are that may exist non-empty open subsets of the vector space with zero volume if the
characteristic of R is positive, and that integrals of Schwartz functions are actually finite
sums. This theory permits also the definition of a Fourier transform and of its inverse. In
the end of the section we study element of Sp(W) as matrices acting over W. We consider
this as a left action (rather than on the right, as in [Wei64]) but we want to show the
same formulas. Then we have to change some definitions ad hoc.

In section 7 we define the faithful Heisenberg representation U of A(WW) on the
R-module of Schwartz functions of X and we introduce the groups Bo(W) of automor-
phisms of A(W) acting trivially on the center and By(W), the normalizer of U(A(W)) in
Aut(8(X)). After that we define Mp(W), as a fibered product of Sp(W) and By(W) over
Bo(WW), and the sequence (x), proving that it is exact. This fact is a direct consequence

of the theorem 7.5, stating the exactness of a sequence of the form
1 — R* — By(W) =% Bo(W) — 1.

The proof of the analogue of theorem 7.5 in sections 8, 9, 10 of [Wei64] uses a construction
that has been introduced by Segal in the setting of complex unitary operators for L2-
functions (cfr. chapter 2 of [Seg63]). It is indeed possible to mimic it for Schwartz functions
over R, but this does not yield surjectivity of mg when R has not unique factorization. In
fact lemma 2 in [Wei64| does not hold in our setting. To get around this problem we give
explicit generators of Bo(W) and we show that they are in the image of .

In section 8 we define the Weil factor v(f) € R*, associated to a quadratic form f
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over F'. It is the constant that permits to transpose some relations between maps taking
values in By (W), to the liftings of those maps, that take values in By (V). We prove some
properties of the map « : f +— (f) and an explicit summation formula for v(f).

In section 9 we go further into the study of properties of the Weil factor. In theorem
9.1 we prove that y(n) = —1, where n is the reduced norm over the quaternion algebra
over F'. To prove this theorem we can not use directly the proof in [Wei64| since the author
shows that y(n) is a negative real number of absolute value 1 and computes integrals on
subsets that may have volume zero when R is of positive characteristic. The key tool is
the summation formula proved in section 8. We also show that v respects the Witt group
structure over the set of quadratic forms and, combining this with known results over
quadratic forms, we show that v(f) is at most a fourth root of unity in R*.

Finally, in section 10, we use the results from previous sections to construct the reduced
metaplectic group and prove the main theorem : we build up a R-character of Mp(W),
whose restriction on R* is the map = ~ 22, and we define Mp, (W) as its kernel. We
prove that Mpy (W) is a cover of Sp(W) with kernel the group of square roots of unity in
R, so that if char(R) = 2 the sequence (%) splits.

The existence of a Weil representation over R is a result which is strongly motivated
by recent research problems. Minguez studies local theta correspondences in [Min08| and
p-adic reductive pairs in the ¢-modular case in [Minl2|. Here he asks how does Howe
correspondence behave with respect to reduction modulo ¢ and he suggests that a Weil
representation over F, has to be constructed and the theory of the metaplectic group has
to be extended. A general construction with a strong geometric flavor is given by Shin
to study the case of representations over IF‘p, which is not possible to treat following a
naive approach. In [Shil2]|, the author defines in great generality p-adic Heisenberg group
schemes over a noetherian scheme. He proves a geometric analogue of Stone-Von Neumann
theorem and Schur’s lemma. Thanks to this he is able to construct a Weil representation
provided the existence of a (geometric) Heisenberg representation. Showing that the latter
exists for every algebraically closed field in every characteristic, he is able to define the new
notion of mod p-Weil representation. The great advantage of his construction is in fact
the possibility to treat the case where char(R) = p (in this case every character F' — R*
is trivial, so one does really need another approach). On the other hand an elementary
approach, like the one in the present article, permits to define a Weil representation
over integral domains that are not fields. The possibility of working in this generality is
motivated, among other things, by the recent interest in representation theory of reductive
groups over discrete valuation rings. We cite, for example, the paper [EH11| of Emerton
and Helm on Langlands correspondences “in families”. Finally we shall mention the works
of Gurevich and Hadani (see, for example, [GH07| and [GHO09|) that generalize several
constructions of [Wei64], still remaining in the context of complex representations (i.e.
with R = C).



Chapitre 6

Notation and definitions

Let F be a locally compact non-archimedean field of characteristic different from 2.
We write Op for the ring of integers of F', we fix a uniformizer w of O, we denote p the
residue characteristic and ¢ the cardinality of the residue field of F'. Let R be an integral
domain such that p € R*. We assume that there exists a smooth non-trivial character
x : F — R*, that is a group homomorphism from F to R* whose kernel is an open
subgroup of F.

These properties assure the existence of an integer | = min{j € Z|w/Or C ker(x)}

called the conductor of .

6.1 Quadratic forms

We denote by G any finite dimensional vector space over F.

We recall that a quadratic form on G is a continuous map f : G — F such that f(ux) =
u?f(z) for every z € G and v € F and (z,y) — f(z +vy) — f(z) — f(y) is F-bilinear. A

1 -1
()
is a bicharacter (i.e. a smooth character on each variable) of G x G. We denote by Q(G)

character of degree 2 of G is amap ¢ : G — R* such that (z,y) — p(z+y)p(x)~

the F-vector space of quadratic forms on G, by X2(G) the group of characters of degree
2 of G endowed with the pointwise multiplication and by X;(G) the multiplicative group
of smooth R-characters of G, that is a subgroup of X»(G).

We denote by G* = Hom(G, F) the dual vector space of G. We write [z, 2*] = 2*(z) € F
and (z,z*) = x ([z,z¥]) € R* for every x € G and z* € G*. We identify (G*)* = G by

means of [x*, z] = [z, z*]. We have a group isomorphism

G — Xl(G)

o (). (6.1)

Indeed if (z,z*) = 1 for every € X then [z,z*] € ker(y) for every z € X and this
implies that z* = 0 since ker(x) # F. The surjectivity follows by theorem I1.3 of [Wei74]
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and 1.3.9 of [Vig9g].

Definition 6.1. Let B be the bilinear map from (G x G*) x (G x G*) to F defined by
B((z1,2}), (z2,23)) = [x1, 23] and let F = y o B.

For a F-linear map o : G — H we denote by o* : H* — G* its transpose. If H = G*
and o = o we say that a is symmetric. We associate to every quadratic form f on G the
symmetric homomorphism p = p(f) : G — G* defined by p(z)(y) = f(z+y)— f(z)— f(y)
for every z,y € G. Since char(F') # 2, the map f +— p(f) is an isomorphism from Q(QG)
to the F-vector space of symmetric homomorphisms from G to G* with inverse the map
sending p to the quadratic form f(x) = [z, @] We say that f € Q(G) is non-degenerate if
p(f) is an isomorphism and we denote by Q"%(G) the subgroup of Q(G) of non-degenerate
quadratic forms on G. We remark that the composition with the character x gives an

injective group homomorphism from Q(G) to Xa2(G).

6.2 Integration theory

Let dg be a Haar measure on G with values in R (see 1.2 of [Vig98|). We denote by 8(G)
the R-module of compactly supported locally constant functions on G with values in R.
We can write every ® € 8(G) as ® = >,k /k, Thlhtk, where Ky and K are two
compact open subgroups of G, x, € R, 1,4k, is the characteristic function of h 4+ K3 and

the sum is taken over the finite number of right cosets of K5 in Kj.

The Fourier transform of ® € §(G) is the function from G* to R defined by

Fo(g") = /G B(g)(g,g")dg (6.2)

for every g* € G*.

For every compact open subgroup K of G let K, = {g* € G* | (k,g*) = 1Vk € K} define
a subgroup of G*. Notice that the map K +— K, is inclusion-reversing. If L is any Op-
lattice of G and [ is the conductor of y, then L, = {g* € G*| ¢*(L) C @O r}. Explicitly,
if L =@, wiOp (with a; € Z for all ) with respect a fixed basis (e1,...,ex) of G, then
L,=6, w;?“i(f)p with respect to the dual basis of (ey,...,en) of G*. These facts imply

that K, is a compact open subgroup of G* for every compact open subgroup K of G.

Given a Haar measure dg on G such that vol(K’,dg) = 1 we call dual measure of dg the
Haar measure dg* on G* such that vol(K},dg*) = 1.

The inverse Fourier transform of ¥ € §(G*) is the function from G to R defined by

7 = [ Vo ~g")dg (63

for every g € G.
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For every ¥y, Uy € 8§(G*), we denote by Wy x WUy € §(G*) the convolution product defined
by
(U Wa)(a") = [ (g Wala” — g')dy’

for every z* € G*.

Proposition 6.2. Formulas (6.2) and (6.3) give an isomorphism of R-algebras from 8(QG),

endowed with the pointwise product, to 8(G*), endowed with the convolution product.

Proof. The R-linearity of .# and .# ! is clear from their definitions. Let now K be a
compact open subgroup of G and h € G ; we have that

Flnix(g”) = /G 159 — ){g,9%)dg = (h, g°) /K (9,4")dg.

Moreover we have [;-(g,g")dg = (k,g*) [;-(9,9%)dg for every k € K and, since R is an in-
tegral domain, we obtain that .# 1,4 k(¢9*) = vol(K,dg)(h, g*)1k,(¢g*). Then .Z & € §(G*)
for every @ € §(G), since .# is R-linear and ® is a finite sum of the form ), z41p1 K,
with z;, € R and K; a compact open subgroup of G.

Denoting K.. = {g € G| (g,9*) = 1Vg¢* € K.} we have that

F1F 1y x(g) = vol(K, dg) / (h %) 1. (97) (g, —g")dg"

*

= vol(K, dg) / (h—g,9")dg" = vol(K,dg)vol(K.,dg") 1+ K,.-

K.

Moreover if L = @, wi O is an Op-lattice of G as above then L., = P, wip_(l_ai)(f)p =
L. Let now L be an Op-lattice and K be a compact open subgroup of G such that L C K ;

we can write 1 = ZheK/L I+ 1, and then we obtain

F 1T 1k = vol(K, dg)vol(K,, dg*)1x.. = vol(L,dg)vol(L.,dg*) > 1pir..
heK/L

= vol(L, dg)vol(Ly,dg" )1k

This implies that K = K,, and vol(K,dg)vol(K,,dg*) = 1 for every compact open
subgroup K of G. This proves that .# is an isomorphism whose inverse is .% 1.
Finally for every Wy, ¥y € §(G*) we have

FHU % Uy)(g / / U1 (g7)Wa(92 — 91)dg1(—g, 95)dg5

- / ¥y (g}) / U (g5)(~g, g} + 67)dgidg} = FH(T1)(g)- F (W) (g)
G G

where we have used the change of variables g5 — ¢35 = g5 — 97 O
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Definition 6.3. Let G and H be two finite dimensional F-vector spaces and let dx and

dy be two Haar measures on G and H. If v : G — H is an isomorphism then the module

of v is the constant |v| = d%”yx), which means that we have

[ 2y =l [ o)z
H G
where ® € §(H). Notice that it is an integer power of ¢ in R.

If dz* and dy* are the dual measures on G* and H* of dz and dy, then |v| = |v*| for every

isomorphism v : G — H. Indeed if K is a compact open subgroup of G then

vol(K, dz) = || vol(v(K), dy)
= | vol(w(K )., dy*)
= ||~y vol(v* (v(K))., da*)

and v*(v(K))« = {g* € G*| (v(k),v* 1 (g*)) =1V k € K} = K. Then |v| = |v*].
Moreover if G = H and dx = dy we have that |v| is independent of the choice of the Haar

measure dz on G.

6.3 The symplectic group

From now on, let X be a finite dimensional F-vector space and let W be the F-vector
space X x X*. We denote by Sp(W) the group of symplectic automorphisms of W, said
to be the symplectic group of W, that is the group of automorphisms of W such that

B(o(wr),0(ws)) — B(o(ws),o(wr)) = B(wr, wa) — Bws, wr), (6.4)

or equivalently, by (6.1), such that

F(o(wr), o(w2))F(o(ws),o(wr)) = F(wy, wa)F(wa, wy) L.
Proposition 6.4. Every group automorphism o : W — W which satisfies (6.4) is

F-linear.

Proof. Applying the change of variables w; — ww; with u € F' in the equality (6.4), we
obtain B (o (uwr), o (w2)) — B (o (w2), o(uwr)) = u(B(wi, ws) — B(ws,wr)) and then using
(6.4) again we obtain B (o (uwy) —uo(wy),o(ws)) = B(o(ws), o(uw:) —uo(wy)) for every
wy, wy € W. This implies that B (o (uw)—uo(w1),o(ws)) = 0 for every wy € o~ H(0x X*)
and B (o (w2), o(vw;) — uo(wy)) = 0 for every wy € o~ 1(X x 0). Then o(uw) = uo(w)

for every w; € W. O
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@
We can write every o € Sp(W) as a matrix of the form p where a : X — X,

Y
vy: X —- X* B :X* > X and 6 : X* — X* are F-linear. The transpose of o is
of = Z* ;* which is an automorphism of W* = X* x X such that |c*| = |o|.

Furthermore if £ : X x X* — X* x X is the isomorphism defined by (z,z*) — (—z*, z)
6* __ A%
and ¢! = ¢71lo*¢ = < . B* >, then we have |o| = |o|. With these definitions, an

element o € Aut(W) is symplectic if and only if 0/c = 1 and then the module of every

symplectic automorphism is equal to 1.

Moreover we can remark that if o € Sp(W) then
ay=~v"a: X — X* and [6=0pF: X" — X

are symmetric homomorphisms and o*d —v*8 =1 and §*a — %y = 1.

We associate to every o € Sp(W) the quadratic form defined by

It is easy to check that fy 00, = f5, © 02 + fo, for every 1,09 € Sp(W) and that

fo(wr +w2) = fo(w1) = fo(wz) = B(a(wr),o(w2)) — B(ws, ws) (6.5)

for every o € Sp(W) and wy,ws € W.

Symplectic realizations of forms

We introduce some maps, similar to those in 33 of [Wei64|, with values in Sp(WW) and we
give some relations between them. When comparing our calculations with those of sections
6 and 7 of [Wei64] it shall be remarked that we change most of the definitions because we
consider matrices acting on the left rather than on the right, to uniform notation to the
contemporary standard. This affects also the formulas that explicit the relations between

these applications.

Definition 6.5. We define the following maps.
e An injective group homomorphism from Aut(X) to Sp(W) :

d:Aut(X) — Sp(W)

«o 0
o .
(0 a*_1>
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e An injective map from Iso(X™*, X) to Sp(W) where Iso(X™*, X) is the set of isomor-
phisms from X* to X :

d :Iso(X*,X) — Sp(W)

0 g
B +— <—B*_1 0).

We remark that d'(8)~! = d'(—p*) for every 3 € Iso(X*, X).
e An injective group homomorphism from Q(X) to Sp(W) :

t:Q(X) — Sp(W)
1 0
fo— -

where p = p(f) is the symmetric homomorphism associated to f.

e An injective group homomorphism from Q(X*) to Sp(W) :

t':Q(X*) — Sp(W)

/ 1 =
= 67)

where p’ = p(f’) is the symmetric homomorphism associated to f’.
Let G be either X or X*. If f € Q(G) and a € Aut(G) we write f* for fo .

Proposition 6.6.

(i) Let f € Q(X), f' € Q(X*) and o € Aut(X). Then d(a) t(f)d(a) = t(f) and
d(e)t'(f)d(e) "t =t'(f").

(i) Let a € Aut(X), B € Iso(X*, X). Then d'(aB) = d(a)d'(B) and d'(Ba*~ ') =
d'(B)d(c).

Proof.

a~t a
(i) We have d(a) 't(f)d(a) = < 0 ;)*) (—1p ?) (0 af—l) - (—aipa (1)> e

is easy to check that the symmetric homomorphism associated to f* is —a*pa. With

similar explicit calculations the second equality can be proven as well.

(i) We have d(a)d'(8) = (3‘ af_1> (_5(1_1 g) - (_a*_olﬂ*_l O‘Oﬁ) — d'(af)

/ 0 ﬂ 0 0 B *—1
and also d'(B)d(a) = <—5*_1 0) (3 a*_1> = (—(,Ba*_l)*_l O‘O ) -
@(Ba1). -
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We have d(a)d'(8)d(a)™ = d'(a o B o a*) so that the group d(Aut(X)) acts on the set
d'(Iso(X*, X)) by conjugacy in Sp(W).
A set of generators for the symplectic group

Let us provide a description of Sp(W) by generators and relations. We denote by
Q(W) the subset of Sp(W) of elements o = “ ?) such that f is an isomorphism. The

~y
set Q(W) is a set of generators for Sp(WW) (cf. 42 of [Wei64]). The precise statement is as

follows.

Proposition 6.7. The group Sp(W) is generated by the elements of QW) with relations
oo’ =d" for every o,0’,0" € Q(W) such that the equality oo’ = o holds in Sp(W).

Weil states also the following fact about the set Q(W) (cf. formula (33) of [Wei64]).

Proposition 6.8. Every element o € Q(W) can be written as
o =t(fu)d (8)t(f2)
for unique f1, fo € Q(X) and B’ € Iso(X*, X).

Remark 6.9. Let 0 = a p
v 0
the quadratic forms associated to the symmetric homomorphisms —§3~! and —3 'a. In

) € Q(W). Then o = t(f1)d (B)t(f2) where f; and fo are

particular we have the formula

0 G D D)
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Chapitre 7
The metaplectic group

Following Weil’s strategy we define the metaplectic group, attached to R and x, as
a central extension of the symplectic group by R*. To do so, we shall construct the
groups Bo(WW) and Bo(W). In particular, in theorem 7.5 we characterize Bo(W) as central
extension of Bo(W) by R*. This characterization permits to define the metaplectic group
as fiber product over Bo(W) of the symplectic group and Bo(W) and to show that the
metaplectic group is a central extension of the symplectic group by R*.
The main issue related to this group, rather than its formal definition, is to study the
maps p : Sp(W) — Bo(W) and 7 : Bo(W) — Bo(W), that depend both on R.

7.1 The group By(W)

Let A(W) be the group whose underlying set is W x R* with the multiplication law
(w1, t1)(we, t2) = (w1 + wa, tit2F (w1, w2))

where JF is as in Definition 6.1. Its center is Z = Z(A(W)) = {(0,t),t € R*} =2 R*.

We denote by Bo(W) the subgroup of Aut(A(W)) of group automorphisms of A(W)
acting trivially on Z, i.e. Bo(W) = {s € Aut(A(W)) | 51z = idz}.

Proposition 7.1. Let s € Bo(W). There exists a unique pair (o, ) € Sp(W) x Xo(W)
satisfying the property

p(wr + w2)p(w1) p(wz) ™" = F(o(wr), o(wa))F(wr, wz) ! (7.1)

such that s(w,t) = (o(w), p(w)t) for every w € W and t € R*. Conversely if the pair
(0,¢0) € Sp(W) x Xo(W) satisfies (7.1), then (w,t) — (o(w),p(w)t) defines an element
Of Bo(W)
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Proof. Let n: A(W) — W and 6 : A(W) — R* such that s(w,t) = (n(w,t),0(w,t)).
For every wi,ws € W and t1,ts € R* we have

s((wl, tl)(w2, tg)) = (77(7.U1 + wa, t1t2?(w1, ’wQ)), 9('LU1 + wa, tth?(wl, ?.Ug)))
s(wl,tl)s(wg,tg) == (n(wl,tl) + 77(ZU2,252), H(wl,tl)H(wg,tg)ff"(n(wl,tl),n(wg,tg))).

Since s is a homomorphism then 7 is so and since s;; = idz then 7(0,¢) = 0 for every
t € R*. These two facts imply that n(w,t) = n(w, 1) for every t € R* so that o, defined
by o(w) = n(w, 1), is a group endomorphism of W. We have also

O(w1 + wa, t1teF (w1, w2)) = O(wi, t1)8(wa, t2)F(o(w1), o(w2)). (7.2)

Setting wy = 0 and ¢; = 1 and using the fact that 6(0,¢) = ¢ for every ¢t € R* (since
S|z = idz) we obtain that 0(wq,t2) = 6(wy, 1)ty for every wy € W and t2 € R*. So, if we
set p(w) = O(w, 1), we obtain that s(w,t) = (o(w), p(w)t) and (7.2) becomes

(w1 + wa)t1taF (w1, wa) = p(w1)t1p(wa)t2F (o (w1), o(wa))

that is the condition (7.1). Furthermore, if we take o/ € End(W) and ¢’ : W — R* such
that s~ (w, ) = (o' (1), ¢/ (w)t), then (w, ) = s(s~(w,£)) = (00" (w)), (" ()¢ (w))
that implies that o is a group automorphism of W with ¢=! = ¢’. Now, the left-hand
side of (7.1) is symmetric on w; and wy, so o verify the symplectic property and by
proposition 6.4, o € Sp(W). Furthermore the right-hand side of (7.1) is a bicharacter
and so ¢ is a character of degree 2 of W. For the vice-versa, it is easy to check that
(w,t) = (o(w),e(w)t) is an endomorphism of A(W) thanks to the property (7.1), and
that it is invertible with inverse (w,t) — (0! (w), (p(c~*w))~1t). Notice that it acts

trivially on Z, so it is an element of Bo(W). O

From now on, we identify an element s € Bo(W') with the corresponding pair (o, ¢) such
that s(w,t) = (o(w), p(w)t). If 51,52 € Bo(W) and (o1, ¢1) and (o2, p2) are their corres-
ponding pairs, then the composition law of Bo(W') becomes s1 0 s9 = (01, ¢1)(02, p2) =
(01 0 02, ¢) where ¢ is defined by ¢(w) = pa(w)e1(o2(w)). We observe that the identity
element is (id, 1) and the inverse of (o, ¢) is (6071, (poo™1)71).
The projection 7’ : Bo(W) — Sp(W) defined by 7’(o, ¢) = o is a group homomorphism
whose kernel is {(id, 7), 7 € X (W)}. Furthermore, by (6.5) and (7.1), we have an injective
group homomorphism

f: Sp(W) Bo(W)

- (7.3)
o — (o,x0fs)

such that "oy is the identity of Sp(W). This means that Bo(W) is the semidirect product
of {(id,7),7 € X;(W)} and p(Sp(W)) and in particular, by propositions 6.7 and 6.8, it
is generated by u(t(Q(X))), u(d'(Iso(X*, X))) and {(id, 7),7 € X1(W)}.
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Let us define some applications with values in Bo(W), similar to those in 6 of [Wei64],
composing those with values in Sp(W) with p. We call them dy = pod, dy = pod,
to=potand tf=pot.

7.2 The group By(W)

We define A(W) as the image of a faithful infinite dimensional representation of A(W)
over R and Bo(W) as its normalizer in Aut(8(X)). Then we show that in fact Bo(W) is
a central extension of Bo(W') by R*.

7.2.1  A(W) and By(V)

For every w = (v,v*) € X x X* = W and every t € R*, we denote by U(w, t) the R-linear
operator on 8(X) defined by

U(w,t)® : z+— t(x + v)(z,v")

for every function ® € §(X). It can be directly verified that U(w, t) lies in Aut(8(X)) for
every w € W and t € R*. With a slight abuse of notation we write U(w) = U(w, 1) for
every w € W.

Let A(W) = {U(w,t) € Aut(8(X)) |t € R*,w € W}. It is not hard to see that it is a
subgroup of Aut(8(X)) and that its multiplication law is given by

U(wl, tl)U(wg, tg) = U(w1 + wa, tltgff(wl, wg)). (7.4)

Lemma 7.2. The map

1S a group isomorphism.

Proof. By (7.4) the map U preserves operations and it is cleraly surjective. For injectivity
we have to prove that if t®(z + v)(z,v*) = ®(z) for every ® € 8§(X) and every z € X
then ¢t = 1 and (v,v*) = (0,0). If we take x = 0 and ® the characteristic function 1x of
any compact open subgroup K of X, we obtain that t1x(v) =1 for every K and so ¢t =1
and v = 0. Therefore we have that (z,v*) =1 for every x € X and so v* =0 by (6.1). O

Remark 7.3. The homomorphism U is a representation of A(W) on the R-module 8§(X).

The group Bo (W) acts on A(W) and so on A(W) via the isomorphism in lemma 7.2. This
action is given by

Bo(W) x A(W) — AW)

((0,9), Uw, 1)) +— Ulo(w), tp(w)).



104 Chapitre 7. The metaplectic group

Moreover, we can identify Bo(WW') with the group of automorphisms of A(W) acting tri-
vially on the center Z(A(W)) = {t - idg(x) € Aut(8(X)) |t € R*} = R*.

We denote by Bo(WW) the normalizer of A(WW) in Aut(8(X)), that is
Bo(W) = {s € Aut($(X)) | sSA(W)s™! = A(W)}.

So, if s is an element of By(W), conjugation by s, denoted by conj(s), is an automorphism
of A(W).

Lemma 7.4. The map
T BO(W) — Bo(W)
s +— conj(s)

s a group homomorphism

Proof. Clearly conj(s) is trivial on the group Z(A(W)) = {t-idg(x) € Aut(8(X)) |t € R*}
and so it lies in Bo(W). Moreover conj(s1s2) = conj(sy)conj(sz) so that my preserves the

group operation. O

Theorem 7.5. The following sequence is exact :
1 — R — By(W) =% By(W) — 1
where R* ingects in Bo(W) by t — t - idg(x).

We prove this theorem in paragraph 7.2.3. Before that, we need to construct, as proposed
in 13 of [Wei64], some “liftings” to Bo(W) of the applications dy, dj, and t.

7.2.2 Realization of forms on By(W)

We fix a Haar measure dx on the finite dimensional F-vector space X with values in
R. We denote by dz* the dual measure of dr on X* and dw = dxdz* the product Haar

measure on W.

From now on, we suppose that there exists a fixed square root q% of gin R. If v is an

isomorphism of F-vector spaces and |v| = ¢“ is its module, we denote |I/|% = (q%)“ €R.

Definition 7.6. We define the following maps.

e A group homomorphism dg : Aut(X) — Aut(8(X)) defined by
do(@)® = |a| 2 (@ oa™?)

for every a € Aut(X) and every ® € §(X).
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e A map dj : Iso(X*, X) — Aut(8(X)) defined by
dy(B)® = |2 (F o 57

for every 8 € Iso(X*, X) and every ® € §(X), where .#® is the Fourier transform of
® as in (6.2). We remark that djy(8)~! = dj(—8*) = ],8|%ﬂ_1(© o ).
e A group homomorphism tg : Q(X) — Aut(8(X)) defined by
to(f/)® = (xof) @

for every f € Q(X) and every ® € §(X).

We shall now prove that these maps actually map to Bo(WW) and that they lift to Bo (V)
the maps dy, dj, and t.

Proposition 7.7. The images of do, df, and to are in Bo(W) and they satisfy
7o o do = dp 7T00d6=d6 and o o tg = tp.
Proof. For every a € Aut(X), ® € 8§(X), w = (v,v*) € W and = € X we have

do (@)U (w)do(e) ' ®(z) = do(@)U(w)|al2(® 0 a)(z) = (a(a'(z) + u))(a ™ (z),v")
= O(x + a(u))(z, a1 (v*)) = do(a)U(w)d(x).

For every § € Iso(X*, X), ® € §(X), w = (v,v*) € W and = € X we have
dy(B)U (w)dy(8) "0 () = (AU (w)|BI2F (@ 0 B)(=)
_/ / O(B(x"))(x1 —|—v,—:p*>d:p*> (x1,v" (w1, B~ (2))dx
X .

= 2 —v, 2"z, —2*Vdx" | (z1, 0" “Lz))dx
= [ ([ 266N a o - ) o + 57 @)
(B* + B~ (z)))(—v,v* + 7 (z))

(z + Bv*))(z, =B () (v, —v*) = do(B)U (w) ().

For every f € Q(X), ® € §(X), w = (v,v*) € W and x € X we have

to(f)U (w)to ()~ @(x) = X (f(2))x(f(z +v)) " @(z +v)(z,v")
X(f ()™, p(0)) T (2 + v) (z, v%)
to(f)U (w)®().

These equalities prove at the same time that the images of dy, df, and to are in By(W)
and that they lift to Bo(W) respectively the maps dy, dj, and t. O
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Proposition 7.7 and the injectivity of dy and ¢y entail injectivity for dg and tg. Moreover
propositions 6.6 and 7.7 say that for every f € Q(X), a € Aut(X) and § € Iso(X*, X), the
three elements do () "Lt (f)do (), df(cwoB) and dfy(Boa*~1) of Bo(W) differ, respectively
from to(f%), do(c)dy () and djy(5)do () just by elements of R*. A direct calculation gives

do(@) " to(f)do(a) = to(f*)
dy(a o B) = do(a)dg(B) (7.5)
dy(8 0 a’™") = di(8)do(a)

so that in fact these elements are the identity.

7.2.3 Proof of theorem 7.5

In this paragraph we give a proof of theorem 7.5 that is fundamental for the definition of

the metaplectic group.

Firstly we prove that 7 is surjective : we know that Bo(W) is generated by u(t(Q(X))),
p(d (Iso(X*, X))) and {(id,7),7 € X1 (W)} so that it is sufficient to prove that every
element in these sets is in the image of my. By proposition 7.7, this is proved for the sets
p(t(Q(X))) and p(d (Iso(X*, X))). Moreover by (6.1) we have that every character 7 of
W is of the form 7(v,v*) = (a,v*)(v,a*) for suitable a € X and a* € X*. For every w =
(v,v*) € W and t € R* we have (1,7)U(w,t) = U(w,t - 7(w)) = U(w, t{a,v*)(v,a*)) =
U(a,—a*)U(w,t)U(—a,a*, {a,—a*)) and so (id, 7) = 7o(U(a, —a*)).

Let us now calculate the kernel of my. For ¢ € 8§(X x X*) we denote by U(¢) the operator
on 8(X) defined by

U(g) = /W U(w, ¢(uw))dw = /W H(w)U (w)dw.

This means that for every ® € §(X) and every z € X we have

U(p)P(x) = /W o(w)(U(w)®)(z)dw = /W d(v,v")P(x + v)(z,v*)dvdv*

where w = (v,v*). Given P,Q € 8(X) we denote by ¢pg € 8§(X x X*) the function
defined by

bpo(v,v*) = / POQE' +v)(—v!, 07!

X
for every v € X, v* € X*. With this definition we obtain

U(op,q)®(x) :/Xq)(a:—l—v)/*/XP(U’)Q(U’+U)(;U—v’,v*)dv’dv*dv
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and using proposition 6.2 we have

Wbpo)D(x) = /X B(z + ) P(@)Q(x + v)dv = /X B(0)Q(0)dvP().

If we denote by [P,Q] = [y P(x)Q(z)dx for every P,Q € 8(X) we have U(¢pq)P =
@,QIP.

Now, s is in the kernel of 7 if and only if it lies in the centralizer of A(WW) in Aut(8(X)).
If this is the case, then s commutes with U(¢) in End(8(X)) for every ¢ € §(X x X*), i.e.
s(U(¢)®) = U(¢)(s(®)). In particular s commutes with operators of the form U(¢pg) for
every P,Q € 8(X), that is [s®,Q]P = [®,Q|sP for every ®, P,Q € 8(X). If we choose
® = (Q = 1x where K is a compact open subgroup of X with vol(K,dz) € R*, we can

write

[s®, Q]
(@, Q]

In other words s is of the form ® — t® for a suitable ¢t € R and ¢ has to be invertible since

sP = P.

s is an automorphism. Hence ker(mg) C {t - idg(x) € Aut(8(X)) |t € R*}. The converse

is true because the center of a group is always contained in its centralizer.

Remark 7.8. In proving theorem 7.5 the techniques used in [Wei64] could be adapted to

show that ker(mp) = R*, but not to prove surjectivity of mg.

7.3 The metaplectic group

We have just defined in (7.3) and lemma 7.4 the group homomorphisms

u:Sp(W) — Bo(W) and Wo:Bo(W) — BO(W)
o +— (o,x0 fs) s > conj(s).

The first one is injective, while the second one is surjective with kernel isomorphic to R*.
We remark that the definition of By(W) and these two homomorphisms depend on the

choice of the integral domain R and the smooth non-trivial character .

Definition 7.9. The metaplectic group of W, attached to R and Yy, is the subgroup
Mppr, (W) = Sp(W) xg,w) Bo(W) of Sp(W) x Bo(W) of the pairs (o,s) such that
() = mols).

From now on, we write Mp(W) instead of Mpp , (W). We have a group homomorphism

m: Mp(W) — Sp(W)
(0,8) — o.

The morphism g is surjective and surjectivity in the category of groups is preserved

under base-change, therefore 7 is surjective. Moreover an element (o, s) is in the kernel of
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7 if and only if s is in the kernel of 7 ; that is, the kernel is isomorphic to R*. Thus we

obtain :

Theorem 7.10. The following sequence is exact :
1 — R* — Mp(W) = Sp(W) — 1 (7.6)

where R* injects in Mp(W) by t + (id, t - idg(x))-

Since Bo(W) = Bo(W)/R* and Bo(W) C Aut(8(X)), we may regard u as a projective
representation of the symplectic group. Then, the metaplectic group is defined in such a

way that the map
Mp(W) — Bo(W)

(0,8) — s (7.7)

is a faithful representation on the R-module §(X) that lifts p.



Chapitre 8

The Weil factor

The sequence (7.6) constitutes the object of our study and the rest of the article is
devoted to study its properties. Following the idea of Weil, we define in this section a map
~ that associates to every non-degenerate quadratic form f on X an invertible element
v(f) € R* (cfr. 14 of [Wei64]). This object, that we call Weil factor, shows up at the
moment of understanding the map 7 by lifting a description of Sp(WW') by generators and
relations. The study of its properties is at the heart of the results in [Wei64]. We prove
that similar properties hold for v(f) € R*.

The general idea is : we find the relation (8.2) in Bo(W) and we lift it into Bo(W) finding
an element of R* thanks to theorem 7.5. Then we proceed in two directions : on one hand
we prove results that are useful to calculate v(f) while on the other we use the Weil factor

to lift to Mp(WW) the relations of proposition 6.7.

8.1 The Weil factor

Let f € Q"¥(X) be a non-degenerate quadratic form on X and let p € Iso(X, X*) be its

associated symmetric isomorphism. Explicit calculations in Sp(W) give
d(pt(f)d (—p~ t(f) = t(=H)d' (p7"). (8.1)

Moreover, applying proposition 6.6, the equality (8.1) is equivalent to (t( nd (p—l))3 =

(d’(p‘l)t(j‘"))3 = 1. It follows from equation (8.1) that
do(p™to(f)do(=p~ to(f) = to(=f)do(p™). (8.2)
We denote

s =s(f) =dy(p™)to(F)do(—p~Dto(f) and 8" =s'(f) = to(—f)di(p™).
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We have by proposition 7.7 and equation (8.2), my(s) = mo(s’). Hence s and s’ differ by

an element of R*

Definition 8.1. Let v(f) € R* be such that s = y(f)s’. We call (f) the Weil factor
associated to f € Qm(X).

By formulas (7.5) we have v(f) = (to(f)dj(p))" = (d(p~to(/))".

We are now ready to investigate some properties of -, starting from seeing what changes
under the action of Aut(X).

Proposition 8.2. Let f € Q"*(X).
(i) We have (= f) =~(f)~".
(i1) For every a € Aut(X) we have y(f%) = ~v(f).

Proof. Let f € Q"(X) be associated to the symmetric isomorphism p.
() We have y(—f) = (to(=f)dy(—=p™")" = (™" )to(f)) > = ()"

(ii) The symmetric isomorphism associated to f is a*pa. Then we have

Y(f*) = (to(fa)df)(a_lp_la*_l))g = (do(@)_1t0(f)d0(Oé)do(oé)_ldf)(ﬁ)_l)do(a))3

= do(e) ! (to(f)dh(p™))’ do(er) = 7 (). O

Proposition 8.2 gives actually a strong result in a particular case : if —1 € (F*)? and

a? = —1 with a € F* then x — ax is an automorphism of X . By proposition 8.2 we have

Y(f) = v(=f) = v(f)~', in other words (f)? = 1. This does not hold in general for a

local field F' without square roots of —1.

Let f € Q"(X) be associated to p and define ¢ = y o f. Notice that ¢(—z) = (). For
every ® € §(X), we denote by ® * ¢ the convolution product defined by

@) = [ Ba)ole = o)
for every z € X. We have that ® x p € §(X), indeed
@+9)@) = [ 0a)ole -2’ = o(@) [ D)ol plo s’
= (o) [ Ba)ola) ol —p(@)de’ = o~ to(£) o=l (o)

where we have used that o(x +y) = p(z)p(y)(z, p(y)) for every z,y € X.

Now we state a proposition that gives a summation formula for v(f) and that allows us

to calculate in theorem 9.1 the value of « for a specific quadratic form over F.
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Proposition 8.3. Let f € Q" (X) be associated to the symmetric isomorphism p €
Iso(X, X*) and let s,s' € Bo(W) as in Definition 8.1. We set o = x o f.

1. For every ® € 8(X) and for every x € X we have s®(x) = |p|.Z (P * ¢)(p(x)) and
1
s'®(x) = |p|z 7@ (p(x))p(x) "

2. For every ® € §(X) and for every x* € X* we have
* -1 * —1_x\—
F (05 @) (x*) = 7(f)lp| 2 F (2 )p(p~ ™)~ (8.3)

3. There exists a sufficiently large compact open subgroup Ko of X such that for every
compact open subgroup K of X containing Ky and for every x* € X*, the integral
S p(z)(x, x*)dx does not depend on K. Moreover we have

/K (@), )z = 7(f) o p(p 1) ! (8.4)

and we denote F ¢ = [ p(x)(x, 2*)dx.

4. If K s a sufficiently large compact open subgroup of X, we have

Wf) = |} /K x(f(x))d. (8.5)

Proof.

1. For every ® € §(X) and every x € X we have

sb(z) = di(p~L)to(F)dy(—p ol ) ()
=l [ [ @we e —ple)p(e) e pla))dodes

p /X /X D () p(—1) (1, —p(2)) 9 (w2) (2, () dn s
e /X /X B(e1)p(z2 — 1), pla))dirrdis = |l F (P * ) (p(a)

and also
S'®(x) = to(—f)dy(p")B(x) = to(—)|p|2 F (@ 0 p)(x) = @(z) " |p|2 F(® 0 p)(2).

. 1 _
2. By the equality s = y(f)s' we have [p|.Z(® * ¢)(p(z)) = v(f)|p|2 F (p(x))p(z) "
and replacing p(z) by =* we obtain the equality (8.3).

3. Taking ® = 1y for a compact open subgroup H of X in formula (8.3), we obtain

/X(lH*@)(wl)@hw*)dwl YDlol =2 F 1 (2" )p(p ™ a") 7"
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We want to calculate the integral in the left hand side. We can take a compact
open subgroup Ky of X large enough to contain both H and the support of 1 * ¢

obtaining

/)((1H*90)(331)<$1»33*>d331 :/K'O/]{SOH{O(xl — xo)dxo(xy, z¥)dxy.

Now, we can prove that ¢ Ko is locally constant and that we can change the order

of the two integrals, i.e.

/ (Ler * @) (1) (w1, 2" )day = / / Plx, (x1 — x2)(x1, 2™ )dx1d2o
X .
:/ / S0|K0(x/1)<$/1‘i‘=7«”2733*>dx/1dx2
HJK,
0

Since #1gy = vol(H)1py, and vol(H) # 0, we obtain the equality (8.4) for every
z* € H, and every H compact open subgroup of X. Now H, cover X*, varying H,
and so the equality holds for every x* € X* . It is clear that the equality holds also

for every compact open subgroup K of X containing K.

4. Setting z* = 0 in (8.4) we obtain v(f) = \p\% S o(@)dx = \p]% Jre x(f(x))de. O

Remark 8.4. The second result in proposition 8.2 is true more generally for every o €
Iso(X’, X) where X’ is a finite dimensional F-vector space. In fact if K’ is a compact
open subgroup of X’ large enough, f € Q"(X) and a € Iso(X’, X) by (8.5) we have

K/

A oa) = lapalt [ (@) =lpllal | Luge(ale)x( ()i’
ol [ Lagen @@’ = ()
X

8.1.1 Symplectic generators in By (1)
Definition 8.5. Let o € Q(W). By proposition 6.8 we can write o = t(f1)d'(5)t(f2) for
unique f1, fo € Q(X) and S € Iso(X*, X). We define a map rg : Q(W) — Bo(W) by

ro(0) = to(f1)do(B)to(f2)

for every o € Q(W).

Now we state a theorem that says how an equality ¢’ = oo’ in Q(W) lifts to Bo(W).
After a comparison with section 15 of [Wei64] the differences turn out to be the use of
Fourier transform for Schwartz functions and previous changes in notations. Finally we

have clarified some points and made them explicit.



Section 8.1. The Weil factor 113

Il noopn
Theorem 8.6. Let 0 = (a ?) , o0 = <a/ ?/) and " = (Oz” ?//) be elements of
Y Y v

QW) such that ¢ = oo’. Then

ro(o)ro(o’) = y(fo)ro(o”)

where fo is the non-degenerate quadratic form on X associated to the symmetric isomor-

phism —p~1p"3~1 X — X*.

Proof. Since ro(o)ro(c’) and ro(c”) have the same image by 7, we can set ro(o)ro(o’) =
Arg(c”) where A € R* depends on o, 0’. By Definition 8.5 we have

to(f1)do(B)to(f2)to(f1)do(B)to(f2) = AMto(f1)do(8")to(f2)

for suitable f1, f2, fi, f5, fi's f5 € Q(X). Setting fo = fo+ fi, f3 = —fi + f{' and fu =
4 we obtain dy(3)talJo)ds () = dh(B)alfo)d( )" = Mol ) ta( 1)

where we have used that dfj,(3)~! = d,(—/3*). By remark 6.9 the symmetric homomor-

phisms associated to fo and f] are po = —3 1o and p} = —§’8'~1, hence the symmetric

homomorphism associated to fy is pg = p2 +p} = —B (B + B8t = —371p"p 1 =

—B*=15"3*=1 that is also an isomorphism.

We set ¢; = x o f; for i = 0,3, 4. For every ® € §(X) and z € X we have

dj(B)to(fo)dy(—B*) 1@ (x) = |B72 |82 F (F 1@ 0 (—B)) - 00) (B~ w).

By proposition 6.2 the Fourier transform of a pointwise product is the convolution product

of the Fourier transforms and then

diy(B)to(fo)dy(8)®(x) = 8|72 |82 ((® 0 B) * Fipo) (B~ ') = y.

Using formula (8.4) we obtain

= v(fo)lpol 218172182 ((® 0 B) (w0 0 py )™ ) (5 1)
Y(fi >\5"r%rﬂ'|(<<bo5'*> (oo py ) ) (B )
— A (f0)IB" 18] / Vgo(8* 813 (2*) — B8" ()L da*

—W(f0)|5'/|_2/X‘P(xl)@o(—ﬁlﬂﬂ_l(fﬁ)+5*5"*_1(9€1))_1d951

where in the last step we have used the change of variables 8*(x*) +— z1. Furthermore

we have

to(f)dp (8" )to(f2)®(x) = |82 /Xq’(xl)sm(ﬂ?l)ws(x)(wb5"_1x>d901
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and then
v(fo)/ O(21)po(—B' 8" (2)+B* B (21)) day ZA/ ®(21)a(w1)ps(x) (w1, B x)dmy.
X X

We observe that the two sides are of the form ¢; fX O (x1)Y;(x1, x)dxy for i = 1,2, where
¢; € R* and 1; are characters of degree 2 of X x X. Since the equality holds for every
® € §(X) and every x € X, we obtain that ¢; = ¢y and 91 = 95 and so y(fp) = \. O

8.2 Metaplectic realizations of forms

Definitions 6.5 and 7.6 allow us to define some applications from Aut(X), Iso(X*, X)
and Q(X) to Mp(W), similar to those in 34 of [Wei64], that satisfy relations analogous
to those of do, dj, and to.

Definition 8.7. Let Mp(W) be as in Definition 7.9. We define the following applications.
e The injective group homomorphism d : Aut(X) — Mp(W) given by d(a) =

(d(a),dp(v)) for every a € Aut(X).

e The injective map d’ : Iso(X™*, X) — Mp(W) given by d'(8) = (d'(5),d(B)) for

every 3 € Iso(X*, X).

e The injective group homomorphism t : Q(X) — Mp(W) given by t(f)=(¢(f), to(f))

for every f € Q(X).

By proposition 6.6 and by (7.5) we have
d(a) " 't(f)d(a) = t(f) (8.6)

for every f € Q(X) and a € Aut(X). We have also the equalities d'(« o ) = d(a)d’(B)
and d’'(B o a*1) = d’(B)d(a) for every a € Aut(X) and B € Iso(X*, X).

As in Definition 8.5, we can define a map from Q(W') to Mp(W). By proposition 6.8 every
element o € Q(W) can be written uniquely as o = ¢(f1)d'(8)t(f2) : we define

r(o) = t(f1)d'(8)t(f2) (8.7)

that is equivalent to write r(o) = (o,ro(0)).

/ / " 1

Let o = @ b , o = o B and o = | b be in Q(W) such that oo’ = o”.
,Y (5 ,.y/ 5/ ,.Y// 5//

By theorem 8.6 we have

r(o)r(o’) = y(fo)r(c”) (8.8)

where fj is the non-degenerate quadratic form on X associated to the symmetric isomor-
phism —g~18"p'~ L.
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Fundamental properties of the Welil

factor

In this section we find the possible values of v(f) for every non-degenerate quadratic form
f over F'. Proposition 8.3 gives a summation formula for v(f) and we use it to prove that
v(n) = —1 where n is the reduced norm of the quaternion division algebra over F. In
theorem 9.7 we see that 7 is a R-character of the Witt group of F'. Moreover we already
know by proposition 8.2 that v(f)? = 1 if F' contains a square root of —1 and at the end
of this section this is generalized by saying that, for any F', v(f) is a fourth root of unity
in R.

For every positive integer m, we denote by ¢y, the non-degenerate quadratic form g, (z) =

> @7 defined on the m-dimensional vector space F™.

9.1 The quaternion division algebra over F

In this paragraph we use some results on quaternion algebras over F' ([Vig96|) to prove
that if char(R) # 2 the map 7 : Q"¥(X) — R is non-trivial by means of a concrete

example.

By theorem II.1.1 of [Vigd6] we know that there exists a unique quaternion division
algebra over F' (up to isomorphism) that we denote by A. The reduced normn: A — F
is a non-degenerate quadratic form on the F-vector space underlying A and it induces a
surjective group homomorphism nj4x : A* — F*. Moreover by lemma II.1.4 of [Vig96],
if v is a discrete valuation of F' such that v(w) = 1 then v o n is a discrete valuation
of A; so we can consider the ring of integers O4 = {z € A|n(z) € Op} of A and fix a
uniformizer w4 of O4 such that w% = w. The unique prime ideal of O4 is w404 and
the cardinality of the residue field of A is ¢> where g is the cardinality of the residue field
of F. According to Definition 6.3, we define the module of = € F' (resp. z € A), denoted
by |z| (resp. |z|a), as the module of the multiplication (resp. right multiplication) by z
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(resp. z). We can easily prove that |z| = ¢~¥®) and |z|4 = |n(2)|?. We denote by dz and
dz the Haar measures on F' and A such that vol(Op, dx) = vol(04,dz) = 1.

Theorem 9.1. Let A be the quaternion division algebra over F and let n : A — F be
the reduced norm of A. Then y(n) = —1.

In order to prove this theorem, we start by calculating |p,|, where p,, € Iso(A, A*) is the
symmetric isomorphism associated to the quadratic form n, and then we prove that v(n)

does not depend on the choice of the non-trivial character y.

Lemma 9.2. If 1 is the conductor of x, then |p,| = ¢* 2.

Proof. By Definition 6.3 with ® = 1(g,),, we have that |p,| = vol(p~'((04).),dz)"".
Moreover py,(z1)(z2) = tr(z122) for every z1,z9 € A, where z — Z is the conjugation of A

(cf. page 1 of [Vig96]). Then we have the following equivalences :
2€p 1 ((04)s) == (2,p(04)) =1 <= tr(204) C ker(x).

We know that {z € A|tr(2z04) C Op} is a fractional ideal (its inverse is called codif-
ferent ideal), and by corollary II.1.7 of [Vig96] it is exactly @ ;'O4. Then z € p=1((04).)

if and only if z € wleIOA = wil—loA_ Hence |pn| = ¢4~2. .

Lemma 9.3. Let A and n as in theorem 9.1. Then vy(n) does not depend on the choice

of the non-trivial smooth R-character x of F.

Proof. We know that every non-trivial smooth character of F'is of the form x, :  — x(ax)
with a € F*; in particular the conductor of x, is [ — v(a) where [ is the conductor of .

Moreover, by (8.5) and lemma 9.2, we have
1 _
A =llt [ xeds = [ ()
w04 w, 04

for A large enough. Now we fix a € F* and we denote by 74(n) the value of y(n) obtained
replacing x by xa. Since n is surjective there exists z, € w”(® O such that n(z,) = a. If
we take \' = X\ 4 v(a) we obtain

() = 2O [ @) = O [ ()
W A OA W A OA

which concludes the proof. ]

Proof of theorem 9.1. For every k > 0, we fix a set of representatives = 4 ;, of the classes of
O 4 modulo wf‘;’lOA. We denote by Efl i C Za,k the set of representatives of (OA/wf‘j‘OA) *
and by 2, C Epj C n(Ea,k) two sets of representatives of (Op/wk(‘)p) * and Op/w"OF.
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By lemma 9.3 we can suppose that the conductor of x is 1, so that y is trivial on w04

but not on O 4. Then, for A large enough, we have
i =a [ | xmE)dz =g [ (= n() ds
szoA Oa

_ 142X - /
=gq Z /A+1o X (w n(z' + z)) dz
wy A

Z'€EA A+1

= ¢" " vol(w) T 0 4, d2) Z X(w”‘n(z’))

2'€EEA A+1

=q! Z X (wf)‘n(z/)> .

Z'€EA A+1

Since n : ((‘),Ll/zvllf{H

¢"(q + 1), we have

X
Q] A) — (O r/ whtlo F) s surjective and its kernel has cardinality

> x@Fnu() =d" q+1) D x@Fa)=-"q+1) > x(@ )

=X =X TEE
ze_AykJrl xE_F,k+1 F.k

that is 0 if £ > 0 and —(q¢ + 1) if K = 0. Notice that in the last equality we used that the
sum of the values of a non-trivial character over all elements of a finite group is 0.
Then we have that > wFn(z')) = Dovema . X (w=**+In(2")) for every k > 0

and we obtain

2'€E A, k1 X (

yn)=q¢ ' > x(n(z)=q" (1 + X(n(z’))) —¢'1-(¢g+1)=-1. O

Z’GEAJ FASS)

=X

1

Remark 9.4. The theorem 9.1 corresponds to proposition 4 of [Wei64]. Weil proves it
showing that v(n) is a negative real number of absolute value 1 and hence his proof does
not suit in our presentation. Our proof works for every integral domain R verifying our

hypotheses but requires F' to be non-Archimedean.

9.2 The Witt group

In this paragraph we introduce the definition of Witt group of F' and we prove that -

defines a R-character of this group.

Let G1, G2 be two finite dimensional vector spaces over F' and f;, fo be two non-degenerate
quadratic forms on G and Go. We define f1 @ fo € Q" (G x G2) by (f1 ® f2)(x1 D x2) =
fi(xz1) + fa(z2) for every x; € G and z2 € G.

Remark 9.5. If p1 : G — G7 and p2 : G2 — G5 are the symmetric isomorphisms
associated to fi and fa, then p1@pa : G1 x Gy — (G1 xG2)*, defined by (p1®p2)(y1Py2) =



118 Chapitre 9. Fundamental properties of the Weil factor

p1(y1) @ p2(y2) is the symmetric isomorphism associated to f; @ fo. Indeed, calling this

latter p, ,, we have

[21 @ @2, (01 ® p2) (41 @ y2)] = [w1, p1(y1)] + [2, p2(y2)]
= filzr +y1) — fil@1) — fi(yr) + fa(z2 +y2) — fa(z2) — faly2)
= (i@ fo)(@ @2 +y1 Dy2) — ([1 ® fo) (@1 ®22) — (1 D f2)(y1 © y2)
= [z1 @ 72, p, ,(y1 D Y2)]-
Definition 9.6. We say that fi € Q"(G1) and fo € Q"*(G3) are equivalent (and we
write fi ~ f2) if one can be obtained from the other by adding an hyperbolic quadratic
form of dimension max{dim(G), dim(G2)} — min{dim(G), dim(G2)} (see [MH73|). We

call Witt group of F' the set of equivalence classes of non-degenerate quadratic forms over
F endowed with the operation induced by (f1, f2) — f1 @ fo.

Theorem 9.7. The map f — ~(f) is a R-character of the Witt group of F.

Proof. Let G1 and G5 be two finitely dimensional vector spaces over F, fi € Q"*(G1)
and fo € Q"(G3). Proposition 8.3 gives

V(1@ f2) = |1 @ pal? /K . X((f1 @ f2)(z1 © 22))dx1d22

for compact open subgroups K; and Ks of G; and (s, both large enough. Now, if we
consider 1g, , € 8(GY), 1k, , € 8(G3) and 1k, , xk,, € 8(G] x G3), Definition 6.3 gives

ipalloal / 1 (pr(a1)des / L . (pal2))das =
G1 GQ

- / 1, (2})d} /
G

G
= [p1 © p2 1k, . x Ko, (p1(21) © p2(22))dz1dzs
G1 ><G2

(31, = / Lk xia, (] ® 23)dafdac

* * *
1 GixG3

and then |p1||p2| = |p1 @ p2|. Hence we obtain

V(1@ f2) = |ou|F ol / ©(fr () dey / x(fa(w2))des = 4(f)r(fa).

K Ko

We shall now to check that v is equivariant on the equivalence classes of bilinear forms. To
see that, recall that f; ~ fo if and only if there exist n € N and an hyperbolic quadratic
form h(x) = > x4, of rank 2n such that f; = fo@h. After what proven in the first part
~v(f1) = v(f2) if and only if v(h) = 1 and since every hyperbolic form is a sum of the rank 2
form hg : (z1,22) — x129 it’s sufficient to show that v(he) = 1. Now, if we apply the base
change x1 — x1+x2 and 2 — 1 — 22 we obtain ho (21422, 1 —x2) = (v1+22)(v1—22) =

22 — 22 and proposition 8.2 gives that y(hs) = v(q1 ® (—q1)) = v(q1)¥(q1) "t = 1. O
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9.3 The image of the Weil factor

We exploit some classical results on quadratic forms over F' to prove that v takes

values in the group of fourth roots of unity in R.

Definition 9.8. Let GG1, G2 be two finite dimensional vector spaces over F' and fy, fo be
two non-degenerate quadratic forms on G and Go. We say that fi and fy are isometric if

there exists an isomorphism ¥ : G; — G4 such that fi(z) = fo(¥(x)) for every x € Gy.

Notice that, by remark 8.4, if fi and fo are isometric then v(f1) = v(f2). We know
also that there are only two isometry classes of non-degenerate quadratic forms on a
4-dimensional vector space over F' whose discriminant is a square in F*. One class is
represented by the norm n over the quaternion division algebra and the other by g ® —qo.
Moreover, if a,b € F* and (a,b) is the Hilbert symbol with values in R*, the quadratic
form 22 — ax3 — bzl + abx? lies in the first class if (a,b) = —1 and in the second one if

(a,b) = 1. Furthermore by theorems 9.7 and 9.1 we have that
v(z? — ax3 — bx3 + aba?) = (a,b). (9.1)
In particular, for b = —1 we apply theorem 9.7 to this formula to get the equalities

Y@)*y(—aq)® = (a,-1) and  y(aq1)® = (a,—1) y(q)?

by proposition 8.2. Since every non-degenerate quadratic form is isometric to > ;" aix?
for suitable m € N and a; € F'*, we have
m
()7 =1 (@ =D v(@)® = (D), 1) v(@)*" (9-2)

i=1

where D(f) is the discriminant of f. Notice that, since F' is non-archimedean, then —1
is either a square or a norm in F(y/—1). Therefore we have v(q4) = (=1,—1) = 1 and it
follows that v(f)* = 1 for every non-degenerate quadratic form f over F' as announced.

This is in fact the best possible result whenever —1 is not a square in F. Indeed, in this
case, there exists at least an element a € F* such that (a,—1) = —1. For such an a,
formula (9.1) gives 7(q1 ® —aq1)? = —1 and then a square root of —1 shall be in the image
of .

Remark 9.9. This result shows that, whenever —1 is not a square in F' and char(R) # 2
(in which case X% — 1 is a separable polynomial) then R contains a primitive fourth root
of unity. This fact has an elementary explaination : denote ¢, an element of order p in R*
and consider the Gauss sum 7 = Zf:_ll (%) C; € R, where (%) is the Legendre symbol.

The formula
= (3)
T“=—p
p
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holds thanks to a classical argument that can be found, for example, in 3.3 of [LemO0].

The fact that —1 is not a square in F' implies that (_71) = —1 and that ¢ = p/ with f
odd. Since R contains a square root of ¢, then there exists an element x € R* such that

2

2? =pand (7-1)2 = —1: there is a primitive fourth root of unity in R.



Chapitre 10
The reduced metaplectic group

The metaplectic group, associated with R and x, is an extension of Sp(W) by R*
through the short exact sequence (7.6). We want to understand when this sequence does
(or does not) split, looking for positive numbers n € N yielding the existence of subgroups
Mp,, (W) of Mp(W) such that m\g, (w) is a finite cyclic cover of Sp(W') with kernel yi,,(R).

We show that, for F' locally compact non-discrete non-archimedean field, it is possible
to construct Mpy(W). Then we prove that, when char(R) # 2, n = 1 does not satisfy
the condition above, namely that the sequence (7.6) does not split. Finally we show what

happens in the simpler case when char(R) = 2.

For a closer perspective we suppose that, for some n € N, Mp,, (W) exists and we look at

the following commutative diagram with exact rows and columns

R* " px

where p,(R) is the group of n-th roots of unity in R. The existence of a homomorphism
Y Mp(W) — R* such that its restriction on R* is the n-th power map implies the
existence of the first line in the diagram. Indeed, if such ), exists, let Mp,, (W) be its
kernel ; then 7 induces a surjective homomorphism from Mp,,(W) to Sp(W) whose kernel
is Mp,,(W) N R* = py(R). Then, as in 43 of [Wei64|, the question to address is whether
or not there exists 1, : Mp(W) — R* such that ¢, () = 2" for every x € R*.
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Lemma 10.1. A R-character 1, : Mp(W) — R* whose restriction on R* is the n-th
power map is completely determined by 12,; = ¢por: Q(W) — R* wherer is as in (8.7).

Proof. Let (0,s) € Mp(W). By proposition 6.7 we can write o as a product o = [], 0;
with o; € Q(W). We set (0,8") = [, r(o;) where r is as in (8.7). Then, since ker(r) = R*,
we have that (o,s) = ¢(0,s’) for a suitable ¢ € R*. This implies that the values of v, at

(0,8) is Yn(c(0,8") = " T]; nlo7). O

By (8.8), the morphism % of lemma 10.1 shall verify the condition

D (0)Pn(0") = ¥(fo) " dn(0”) (10.1)
for every o = (a ﬁ>7 o = (a’ Bl) and o’ = <O// ’B//> in Q(W) satisfying o’ =
’7 5 ,Yl 6/ ,y// 5//

oo’, where fy is a non-degenerate quadratic form on X associated to the symmetric
isomorphism —p~15"5'~1.

Conversely we have :

Lemma 10.2. If ), : QW) — R satisfies (10.1), then there exists a unique R-
character vy, of Mp(W) such that its restriction to R* is the n-th power map and ¥, or =

Un.

Proof. Let (0,s) € Mp(W). By proposition 6.7 we can write o as a product o = [[; 0; with
o; € Q(W) and (o,s) = c[[r(o;) for a suitable c € R*. We define ¢,,(c,8) = " [, wNn(Ui).
We have to prove that it is well defined. Let o = [] ;0j be another presentation of o that

differs from [[, o; by a single relation oo’ = ¢”; by (8.8) we obtain

(08) = ¢ [ [r(e) = v(fo)e [ [ x(oy)
i j

for a suitable fy € Q"¥(X) and by (10.1) we have
Un(0,8) = " [[Wnlos) = "v(fo)* [ [ ¥nlos) = (cv(fo))™ [ [ ¥n(oy)-
i J J
Now, since every presentation o = [[, o} with o}, € Q(W) differs from [[, o; by a finite

number of relations oo’ = ¢”, the definition ¢, (c,s) = ¢" [, Un(0;) makes sense. O

After these results the existence of a character 1, and then of a subgroup Mp,,(W) of
Mp(W) as above, is equivalent to the existence of 1, : Q(W) — R* that satisfies (10.1).

First of all we suppose that —1 is a square in F. By proposition 8.2 we have v(f)% = 1
for every f € Q™ (X) and so 15 = 1 satisfies (10.1) with n = 2.
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We suppose now that —1 is not a square in F'. We fix a basis over the F-vector space X
and its dual basis over X*. By definition of (W) we have that the determinant det(f) of
a B

A
fo is associated to the symmetric isomorphism —8713”5'~! we have that the discriminant

of fo is D(fo) = det(—B)~! - det(—B") - det(—p')~!. Hence taking

B with respect to these basis is not zero for every o = ) € Q(W). Moreover, since

Ws(0) = (det(—B), —1) y(¢1)™"

a f

for every o =
vy 4

with n = 2.
We have then proved the

) € Q(W) and using formula (9.2) we obtain the equality (10.1)

Theorem 10.3. There exists a subgroup Mpy(W) of Mp(W) that is a cover of Sp(W)
with kernel pa(R). In particular, when char(R) # 2, Mpy(W) is a 2-cover of Sp(W).

Now we want to see if this reduction is optimal in the sense that there does not exist
any Mp; (W) fitting into the diagram. If this is the case, then the group Mp, (W) is the
minimal subgroup of Mp(W) which is a central extension of Sp(W) and therefore is called

reduced metaplectic group.

Theorem 10.4. Let char(R) # 2. There does not exist a character ¢ : Mp(W) — R*
such that |px = id.

Proof. Let suppose the existence of such a character . Then there exists a character
' : Mp(F x F*) — R such that ¢|,RX = id. In fact the extension by triviality

L:QF x F*) — QW)
a 0 b 0
a b 0 I, 0 I,_4
—
c d c 0 d 0
0 I[n—l 0 Hn—l

is such that ¢’ = oo’ yields t(¢”) = v(c')u(c”). Then ¢/ := 1 o ¢ satisfies the relation
V(0") = (fo) 4 (0)¢ (o)

and lemma 10.2 implies the existence of ¢’. Clearly 1)’ takes values 1 on the group of
commutators of Mp(F x F*). By (8.6) we have

t(l _cazxz)d (™) t( - _Ca2m2>d(a) =t (1_Ca2x2> t (—16_6112952) =t (ca?)
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for every a ¢ {0,1,—1} in F and every ¢ € F. Then for every quadratic form f on F,
t(f) is a commutator of Mp(F x F*) and so ¢'(t(f)) = 1. By Definition 8.1 we obtain
the equality in Mp(F' x F*)

d'(p~E(f)d' (—p~ () = v (Ht(=f)d (p™")

for every f € Q4 (F) associated to p and applying 1)’ we obtain v(f) = ¢'(d’(p™1)). So,

if we denote by p, the symmetric isomorphism associated to agq; : £ — ax? we obtain
7 (aqr) = ¢'(d(pg 1)) = ¥'(d(2a))y'(d (p1 1))
Now, since every quadratic form f over F is of the form f(z) = Y. a;x?, we can
conclude that m
y(f) = [T ¥/ @@a)e'(d (o7 )"
i=1

depends only on m and on the discriminant. But this implies that v takes the same value
on every non-degenerate quadratic form on a 4-dimensional vector space over F' with

discriminant equal to 1. But this contradicts theorem 9.1. ]

We shall remark that, if R has characteristic 2, then necessarily v(f) = 1 for every
quadratic form f. Then theorem 10.4 is clearly false and the sequence (7.6) splits yielding
the existence of Mp, (W) = Sp(W).

Relationship with Steinberg theory

The theory of universal central extensions, as exposed for example in [Ste67|, permits

us to show additional features of the reduced metaplectic group.

Since Sp(W) is a perfect group, it has an universal central extension 9 : U — Sp(W)
and since the reduced metaplectic group Mp, (W) is a central extension of it, there exists
a unique map ¢ : U — Mpy (W) such that m o ¢ = . Moreover, by universal property of
U, the image of ¢ is a central extension of Sp(W) contained in Mpy (W) and in fact ¢ is
surjective by theorem 10.4. Then Mp, (W) is contained in every subgroup of Mp(WW') which
is a central extension of Sp(W) and in particular it is contained in all its conjugates :
Mp, (W) is a normal subgroup of Mp(W). Moreover the unique map ¢’ : U — Mp(W)

given by the universal property factorizes necessarily through .

In [Ste67], Steinberg describes the structure of the universal central extension of any
Chevalley group by means of generators and relations and he also introduces the so-called
Steinberg symbol, which characterizes the kernel of this extension. It has already been
noticed (see chapter II of [Moo69]) that the Hilbert symbol enjoys the same properties as
the Steinberg symbol. We can actually describe this relationship in our case by studying

the behavior of ¢ on generators of U.
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As an example, let us fix an identification of F' with F* and make this correspondence
explicit in the case of SL(2, F'). Let A be the free group generated by {z(u),y(u) : u € F}.
Define w(u) = z(u)y(—u~')2(u) and h(u) = w(u)w(—1). Then we have the following (cfr.
section 6 of [Ste67]) :

Theorem 10.5. Consider the following relations on A :

A z(up +ug) = x(ur)z(uz) and  ylup +ug) = y(ur)y(ug) ;
B. w(u)z(v)w(—u) = y(—u"2v);

C. h(uiug) = h(uy)h(uz).

Then { A, B} is a complete set of relations for the universal central extension U — SL(2, F)
and adding C, we obtain a complete set of relations for SL(2, F).

Moreover if ' : AJ(A, B) — A/(A, B,C) is the canonical projection, then every element
of the form h(ui)h(uz)h(uiug)~t € ker ' coincides with the Steinberg symbol associated

to up and us.

We remark that condition B implies z(u) = w(1) 'y(—u)w(1) and we can check that
the map ¢ : A/(A, B,C) — SL(2, F) given by y(u) — t(uq1) and w(1) — d’(—1) is an
isomorphism such that ¢(z(u)) = d'(3)t(—uqi)d' (1), p(w(u)) = d'(-%) and ¢(h(u)) =
d(u). Theorem 10.5 assures the existence of a unique map ¢ : A/(A,B) — Mp(2, F)

making the following diagram commute

1 —>kerr' —=A/(A, B) —"= A/(A,B,C) —=1

ok

1 R* Mp(2, F) SL(2, F) 1.

Let us prove that the image of the Steinberg symbol by ¢ in R* is the Hilbert symbol.
We know that t and d’ are liftings of ¢ and d’ to Mp(2, F). Then ¢(y(u)) = ¢1(u)t(ug)
and p(w(1)) = cod’(—3) for ¢1(u) and cy suitable elements in R*. This gives ¢(z(u)) =
c1(—u)d'($)t(—ugi)d’(—1). Now, by relation A and B of theorem 10.5 we have that
c1(u1 +uz2) = e1(ur)er(ug) and ¢p(uu3) = c1(uy) for every uy, us € F and then ¢ (u) = 1
for every u € F'. Using relations in section 8.2 and the definition of the Weil factor we
obtain ¢(w(u)) = v(—ugq1)d'(—%) and then ¢(h(u)) = y(q1 & —ugi)d(u). So we can
calculate the image of the Steinberg symbol :

@(h(ur)h(ug)h(uiug) ™) = v(q1 © —ur1q1 ® —uaqr ® wruzqr) = (u1, uz)

by formula (9.1). This gives another proof of the fact that the Hilbert symbol satisfies all
the relations of the Steinberg symbol.
Notice that we have shown in this way that the images of d,d” and t lie in Mpy(2, F).
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Further questions arising

We conclude by saying that we can restrict the representation of the metaplectic group
given by (7.7) to a representation of the reduced metaplectic group. This is the Weil
representation defined over R. As pointed out in the introduction, the relevance of ha-
ving an explicit form for this representation lies in the fact that its understanding has
important applications. Considering R in whole generality may help understand more
deeply the essential features underlying results like Howe and Shimura correspondences.
A more concrete question is the following. Given a morphism of rings R — R and fixed
two smooth non-trivial characters x;1 : FF — Ry and o : ' — Ro, it would be interes-
ting to study the relationships between metaplectic groups and the Weil representation

respectively over R; and Rs.



Chapitre 11

Fonctorialité du groupe

métaplectique

Ce chapitre ne fait pas partie de 'article [CT15]. On veut prouver que la contruction
du groupe métaplectique vu dans le chapitre 7 est “fonctorielle” dans un certain sens. On
construit un foncteur d’une certaine sous-catégorie de la catégorie des anneaux intégres
vers la catégorie des groupes tel que 'image d’un objet de la premiére catégorie soit un

groupe métaplectique.

11.1 Fonctorialité de Aut(8.(G))

Soient R; et Ry deux anneaux et ¥ : Ry — R un morphisme d’anneaux. Soit S, (G)
le R;-module des fonctions & support compact et localement constantes sur G & valeurs
dans R; pour i € {1,2}. On observe que 8g, (G) est aussi un R;-module avec z.f = ¥(z).f
pour tout z € Ry et f € 8p,(G).

Pour tout X C G on note 1% la fonction caractéristique de X & coefficients dans R; et

1?)( la fonction caractéristique de X & coefficients dans Rs.

Lemme 11.1. L’application s : 8, (G) — 8r,(G) définie par & —— ¥ o O est un

morphisme de Rq-modules.

Démonstration. On vérifie que g est bien définie. Soient K C H et K’ C H' des sous-
groupes ouverts compacts de G et © = >,y oy = dowen K Bl o €
8k, (G). On observe que le support de ® est dans H” = H N H' et si on pose K" =
K N K" on obtient 3 e anly g = D e K W Lyr o = Y went /K B Ly e
avec Y = ap = By si K € (h+ K)N (K + K') et yp» = 0 sinon. Donc on peut sup-
poser ® = ZheH/Kahl}HK = Zh,eH/K, /Bh'lfll/+K/ avec K/ ¢ K C H. On observe que
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Br = ap si h' € h+ K et que

195( Z ahl}lH-K) = Z 19(0%)1%“(: Z J(an) Z 1%+k+K’

heH/K heH/K heH/K keK/K'
= D 9B = 198( > ﬁhflflzurK/)
heH/K' heH/K'

En plus 3 pcp/x J(an)1i, ; est dans Sg,(G) et donc s est bien définie. Puisque ¥ est
un morphisme d’anneaux, on obtient que g respecte la somme et dg(xf) = H(x)ds(f) =
x.9s(f) pour tout z € Ry et f € 8g,(G). Donc ¥g est un morphisme de Rj-modules. [

Pour i € {1,2}, soit Autg,(S8g,(G)) le groupe des automorphismes du R;-module
8k, (G). Sie € Autp, (8g,(G)), on définit O(e) : Sg,(G) — 8gr,(G) par

o) Y antiix) = D ands(e(thig)) (11.1)

heH/K heH/K
pour tout Y- ap17, ;- € Sk, (G).

Lemme 11.2. L’application © : € — ©O(e) est un morphisme de groupes entre Autg, (8g, (G))
et AutR2 (SRQ (G))

Démonstration.

e On vérifie que (11.1) est bien défini. Soient ¢ € Autg, (Sg,(G)), K C H et K’ C H'

sous-groupes ouverts compacts de G et

heH/K WeH' |K'

On observe que le support de ® est dans H” = H N H'. Si on pose K” = KN K’ on

obtient
2 2 2
Z ah1h+K = Z ’Yh”]'h”+K” = Z Bh/]‘h’+K'
heH/K h'eH" | K" WeH' /K
ou vy = ap = P si € (h+ K)N (W + K') et v = 0 sinon. Donc on peut
supposer ¢ = ZheH/K ozhl,%JrK = Zh'eH/K' Bh’liurz(/ avec K/ C K C H. On observe
que By = ayp, si k' € h+ K et que

@(5)( Z ahlle+K>: Z ahﬂs(g(lllwr}()): Z Z ahﬁs(f(l%wrlﬁf(’))

heH/K heH/K heH/K keK/K'

= S Buds(e(hx)

WeH/K'

o) Y Bulhix).

WeH/K'
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En plus par le lemme 11.1 on a Us(c(1} ) € 8g,(G) pour tout h € H et donc
O(e)(P) € 8r,(G).

e Par définition, pour tout € € Autg, (Sg, (G)), I'application ©(e) est Ry-linéaire et donc
©(e) € Endg, (8r,(G)).

e On vérifie que BO(g1) 0 O(g2) = O(e1 0 g2) pour tout 1,69 € Autg, (Sg,(G)). Par Ra-
linéarité il suffit de prouver ©(e1)0(e2)(17, ) = O(e1 0 £2)(17, ;) pour tout h € G et
K un sous-groupe ouvert compact de G. Si 52(1}L+K) = ZhleH//K/ Bh'l}bq_}c on obtient

0(=1) (0e2)(1711)) = O(en) (D V(BT c)
-

=3 9B )Is (1 (L i)

h/

=g ( Z ﬁh'€1(1}u+Kf)>
Y

= 195(61(52(1}1L+K)))
= O(e1 0 £9) (174 )-

Cela prouve que pour tout € € Autp, (Sg,(G)) on a O(c) € Autg,(Sg,(G)) car O(e)~! =
O(e7 1) et que © : Autg, (8g,(G)) — Autg,(Sg,(G)) est un morphisme de groupes. [

Remarque 11.3. On observe que pour tout € € Autg, (Sg,(G)) on a Jg oe = BO(g) o ¥g.

Proposition 11.4. Pour tout anneau R soit F(R) = Autr(Sgr(G)) et pour tout mor-
phisme d’anneaur ¥ : Ry — Ra soit F(¥) = © : Autgr,(Sg,(G)) — Autg,(Sg,(G)) ou
O est défini dans le lemme 11.2. Alors F est un foncteur covariant de la catégorie des

anneaur & la catégorie des groupes.

Démonstration. Le lemme 11.2 dit que F est bien défini et si ¢dg est le morphisme iden-
tité de R alors F(idg) est l'identité de Autr(8r(G)). Soient maintenant R;, Ra, R3 trois
anneaux et Y7 : B1 — Rg, 99 : Ry — R3 deux morphismes d’anneaux. On vérifie que
F(J2091) = F(J2) oF(d1). Soient € € Autg, (Sg,(G)) et Xpcp/ i apl} i € 8py(G). On
note s 1 et Js o les morphismes définis dans le lemme 11.1 associés a 11 et 92 respective-

ment. On obtient
F(95)(F (Zahlhﬂ() Zah?952 (&) (171 1))
= Z ands2(9s1(e(Lhir)))

F(¥9 091)( (Zah1h+K>

et donc F est un foncteur covariant. O]
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11.2 Fonctorialité de Mp, (W)

Dans cette section on considére les notations des chapitres 6 et 7 ol on a construit le

groupe métaplectique.

Définition 11.5. Soit € la catégorie dont les objets sont les paires (R, x) ot R est un
anneau intégre! tel que p € R* et y : F — R* un R-caractére non trivial de F. Un
morphisme ¥ € Home((R1, x1), (R2, X2)) est un morhisme d’anneaux ¥ : Ry — Ry tel que
X2 = 9% o x1 ot ¥* est le morphisme de groupes 19|R1x : R — RS

On veut prouver qu’il existe un foncteur de € a la catégorie des groupes qui associe a

(R, x) le groupe métaplectique Mpp, , (W) défini dans la définition 7.9.

Dés maintenant on fixe deux objets (Ry,x1) et (Rz,x2) de € et un morphisme ¥ €
Home((R1, x1), (R2, x2)). On veut construire un morphisme entre les groupes métaplec-

tiques associés a (Ry, x1) et (Rz, x2).

Remarque 11.6. Pour ¢ € {1,2} et pour tout F-espace vectoriel de dimension finie G,
solent X p,(G) et X1 g, (G) les groupes des caractéres de degré 2 et des caractéres de
G a valeurs dans R. Alors 'application ¢ — 9> o ¢ induit un morphisme de groupes
entre X g, (G) et Xo r,(G) et, par (6.1), un isomorphisme de groupes entre X; g, (G) et
X1,r, (G).

Soient X un F-espace vectoriel de dimension finie, X™* son dual et W = X x X*. Soit
B : W x W — F l'application définie par ((z1,x7), (z2,z5)) — x3(x1) et soit Fg, = xioB
(voir définition 6.1).

Pour ¢ € {1,2}, soit Ag, (W) le groupe dont I’ensemble sous-jacent est W x R, muni
du produit (w1, t1)(we, t2) = (w1 + wa, t1t2F R, (w1, w2)).

Lemme 11.7. L’application 94 : Ar,(W) — Agr,(W) définie par (w,t) — (w,9*(t))

est un morphisme de groupes.

Démonstration. On a 94((wy,t1)(wa,t2)) = da(wr + we, t1taF g, (w1, we)) qui par la dé-
finition de ¥4 est égal a (w1 + wa, 9 (t1t2)Fr, (w1, w2)) = (w1, V(1)) (wa, V> (t2)). O

Pour i € {1,2}, soit By g,(W) le groupe des automorphismes de Ag, (W) triviaux
sur le centre Z(Ag,(W)) = {(0,t)|t € R}. Par la proposition 7.1 on peut identifier
By g, (W) au groupe des (0, ) € Sp(W)x Xa g,(W) tels que p(wy+ws)p(wy) " Lp(wy) ™t =
Fr,(o(wr),0(w2))Fr, (w1, wz2) muni du produit (o1, ¢1)(02, p2) = (01 002, p2 - (p1 002)).
Alors (o, ¢) agit sur (w,t) € Ag,(W) par (o, ¢)(w,t) = (c(w), p(w)t).

Dans la section 7.1 on a prouvé qu’il existe un morphisme pg, : Sp(W) — By g, (W)
donné par pg,(0) = (0,x; © fr). Cela implique que By g, (W) est isomorphe au produit

1. On rappelle qu'un anneau intégre est commutatif et unitaire.
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semi-direct X g, (W) »x Sp(W) ot l'action de o € Sp(W) sur 7 € X g,(W) est donnée
par 0.7 = 7o o L. Le produit dans X g,(W) x Sp(W) est défini par (11,01)(72,02) =
(7'1~(7-2001_1), o1002) pour tout 71, 72 € X1 g, (W) et tout o1, 02 € Sp(W). L’isomorphisme
G+ Xi,r,(W) x Sp(W) — By g,(W) est donné par (7,0) —— (id, 7)(o,xi© fs) =
(0,(xio fs) (T o0)) pour tout 7 € X; g, (W) et o € Sp(W).

Lemme 11.8. L’application Vg : By r, (W) — Bo,g,(W) définie par (o, ) — (0,9 0 p)

est un isomorphisme de groupes.

Démonstration. On a 9p((01,¢1)(02,92)) = Op(o1 0 02,02 - (p1 0 02)) qui est égal a
(01009, (9 0pa)- (9 opr009)) = (01,9  0p1)(02, 9% 0gy) et donc ¥p est un morphisme

de groupes. On considére le morphisme de groupes
CQ_I o 193 o Cl : XLRl(W) X Sp(W) — X17R2(W) X Sp(W)
Si(1,0) € X1 g, (W) x Sp(W) alors on a

& WB(G(T,0)) =G o, (0 oxi 0 fo) - (0 0T 00)) = (9 oT,0)

car ¥ o x1 = x2. Alors (5 Lo ¥p o est un isomorphisme de groupes par la remarque
11.6 et donc Yp aussi. ]

Remarque 11.9. Pour tout s € By g, et w € W on a 9p(s)(w,1) = da(s(w,1)).

Pour i € {1,2}, soit Ag, (W) le sous-groupe de Autpg,(Sg,(X)) défini dans le para-

graphe 7.2.1. Par le lemme 7.2, Ag, (W) est isomorphe & Ag, (W) et par le lemme 11.7ily a
un morphisme de groupes ¥ : Ar, (W) — Apg, (W) donné par Ug, (w,t) — Ug, (w,9*(t)).
En plus on peut identifier By g,(W) au groupe des automorphismes de Ag, (W) triviaux
sur le centre Z(Ag,(W)) = {Ug,(0,t)|t € R}.
Remarque 11.10. Par la remarque 11.9 on a ¥5(s)(Ugr,(w,1)) = 94(s(Ug, (w,1))) pour
tout s € Bggr, et w € W. Puis, on peut vérifier facilement que pour tout w € W et
t € Ry on a Vp(Ug,(w,t)) = Up,(w,9%(t)) = O(Ug, (w,t)) = F(I)(Ug, (w,t)) ot O est
défini dans (11.1) et F est le foncteur de la proposition 11.4 avec G = X.

Pour i € {1, 2} soit By g, (W) le normalisateur du groupe Ag, (W) dans Autg, (8g,(X)).
On note Up la restriction de F(9) a By g, (W).

Proposition 11.11. L’application 9 : Bo g, (W) — By r,(W) est un morphisme de

groupes.

Démonstration. On vérifie que I'image de ¥p est contenue dans By r,(W). Soient s; €
Bo,r, (W) et sy = ¥g(s1) = O(sy). 1l faut vérifier que pour tout w € W et t € RS
il existe w’ € W et t' € RS tels que soUp,(w,t)sy = Ug,(w',t'). Puisque Ug,(w,t) =
Ur,(0,1)Ur,(w, 1), Ur,(0,t) =t-idg,, (x) et s2U, (0,t)s5" = Ugr,(0,t), on peut supposer
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t = 1. Soient w1 € W et t; € Ry tels que Ug, (w, 1)s;! = sy Ug, (w1,t1), w = (v,v*) et

wy = (v1,v]). Alors pour tout sous-groupe ouvert compact K de G et tout z € X on a

Ur, (w,1)(s3 " (1)) (2) = 85 ' (1x) (z + ) {z, v*) r,
= 0(s; ) (1) (@ +v) 9™ ((z,0")Ry)
= Js(s7 (1)) (z + ) 9 ((2,v")R,)
= 9(s7 ! (1x)(x +0) (2,0%)R,)
= 9(Ug, (w,1)(s7 ' (1x))(2))
Zﬁ(sfl(URl(UJbtl 1x))(x))
= (Js 057! 0 Ug, (w1, t1))(1x)(x)
)(1) ()
)(1k)

)
(remarque 11.3) = (82 o 193 o URI (wh 1)
(remarque 11.10) = (SQ_ o URQ ('wh ( )) <1K (IL’)

Alors soUr, (w, 1)s5 ! = Ug, (w1, 9% (t1)) et s2 € Bo r,(W). Donc 95 est bien défini et il

est un morphisme de groupes par le lemme 11.2. O

Par le lemme 7.4 il existe un morphisme de groupes mg g, : Bo. g, (W) — By, r,(W) donné
par s — conj(s) pour ¢ € {1,2}. En plus mp g, induit une suite exacte courte par le

théoréme 7.5.

Lemme 11.12. Le diagramme

T0,Ry

1 — R{ —Bo,z, (W) —= Bo,r, (W) —=1

| lﬁﬁ iﬁB

7rO,R
1 —— RS — B g,(W) —= By, (W) — 1

commute.

Démonstration. Sit € Ry alors on voit facilement que Jg(¢ - idgy, (x)) = 07(t) - idgp, (x)-
Soient maintenant s; € By g, (W) et sy = Jp(s1). On doit vérifier que Ip(conj(s1)) =
conj(sg) dans By g, (W). Soit w € W. On suppose que s1Ug, (w,1)s; ' = Ug, (v, ') avec
w' € Wett' € R{. Alors on a déja vu dans la démonstration de la proposition 11.11 que
soUR, (w,1)s5' = Ug, (w',9*(t')). Par la remarque 11.10 on obtient

9p(conj(1)) (U, (w, 1)) = Vs (610, (w, Ds7Y) = 04 (Un, (W', ) = Un,y (', 0% (¢))
= Conj(SQ)(UR2 (w, 1))

Puisque By g, (W) agit trivialement sur le centre de Ag, (W) on obtient ¥ (conj(s1)) =

conj(sz) et donc le diagramme commute. O
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Soit Mpp, (W) = {(5,8) € Sp(W) x Bo.g, (W) | i, (0) = m0.5,(5)} pour i € {1,2)
(voir définition 7.9).

Proposition 11.13. L’application ¥ : Mpg, (W) — Mpg, (W) définie par 19(0', s) =

(0,9p(s)) est un morphisme de groupes.

Démonstration. On vérifie qu'elle est bien définie. Soit (o,s) € Mpg, (W). Par les défini-
tions de pup, et g on a ug,(c) = Vp(ur,(0)) = ¥B(mo,R, (s)) et par le lemme 11.12 on a
Vp(mo.r, () = 0.k, (VB(s)). Donc 9(0,s) € Mpg, (W) et ¥ est un morphisme de groupes
par la proposition 11.11. ]

Remarque 11.14. Par le théoréme 7.10, pour ¢ € {1,2} le morphisme de groupes 7g, :
Mpg, (W) — Sp(W) donné par (o,s) — o induit une suite exacte courte. Alors le

diagramme
1— = R — = Mpg, (W) 22 Sp(W) — =1
iﬁx lqﬁ lid
1 —> R} — Mpp, (W) 2= Sp(W) — 1
comimute.

Remarque 11.15. On observe que les groupes Ag, (W), By r,(W), Ar,(W), Bo r,(W) et
Mpg, (W) qu’on a vu ci-dessus dépendent du choix du R;-caractére non trivial x; de F'.

On n’a pas indiqué la dépendance par x; pour simplifier les notations.

On note Grp la catégorie des groupes et on énonce le résultat principal de cette

section.

Théoréme 11.16. Pour tout objet (R, x) de C soient G(R,x) = Bor(W) et H(R, x) =
Mpr(W) et pour tout morphisme ¥ € Home((R1,x1), (R2,x2)) soient G(¥) = Jp et
H(Y) = U les morphismes de groupes des propositions 11.11 et 11.13. Alors G et H sont

deux foncteurs coviariant de C vers Grp.

Démonstration. Si idg est le morphisme identité d’un objet (R, x) de € alors G(idgr) =
idg, pow) €t H(idr) = idyp,w)- Solent maintenant (Ri,x1), (B2, x2) et (Rs,x3) trois
objets de € et ¥; € Home((R1, x1), (R2, x2)), Y2 € Home((R2, x2), (R3,x3)). Alors on a
H(Y2 0 Y1) = H(¥2) o H(¥1) par la proposition 11.4 et G(92 0 ¥1) = G(v2) o G(v1) par
définition de 9. On obtient que G et H sont deux foncteurs coviariant de € vers Grp. [

Ezxemple. On termine cette section avec un exemple. Soient £ # p un nombre premier,
Zy" 'extension non ramifiée maximale de I’anneau des entiers f-adiques et F, une cloture
algébrique du corps fini avec ¢ éléments. Alors la réduction modulo ¢ est un morphisme
surjectif d’anneaux ry : Z}" — F; et on note 7, : (Z}")* — EX qui est un morphisme

surjectif de groupes. On fixe un caractére non trivial x : F — Z}" et on pose Y = r, o x.
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Associé & (Z;", x) on a les groupes Bozzr (W), Bo,zpr (W) et Mpgzy- (W) et associé a (Fy, X)
les groupes Bz, (W), B, 5, (W) et Mpg, (W). Par le lemme 11.12 et la remarque 11.14 les

diagrammes

1 ——(Z}")* —=Bozpr(W) — Bozpr (W) —1

lrex lre,ma l””e,B

1 F, By 5, (W) —> Byz, (W) — 1

1 —— (Z}") —— MpZ?r(W) —Sp(W) ——1

C

—F Mg, (1) ——> Sp(I¥) — 1

commutent. Puisque 7’; est surjectif et 7, g bijectif par le lemme 11.8 on obtient que ¢

et 7y sont surjectifs.
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