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Titre : La distribution de la quasi–espèce pour une population finie.
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Résumé : Le concept de quasi–espèce, introduit par Manfred Eigen dans les an-
nées 70, décrit l’état d’équilibre d’une population subissant des forces de mu-
tation et de sélection. La plupart des modèles classiques présentant un phé-
nomène de quasi–espèce sont déterministes et considèrent une population de
taille infinie. L’objectif de cette thèse est d’étudier plusieurs modèles stochas-
tiques, dont la taille de la population est finie, et de montrer que le phénomène
de la quasi–espèce est aussi présent dans ces modèles. Nous étudions en détail
les modèles de Galton–Watson, Wright–Fisher et Moran. Nous confirmons que
les trois modèles présentent un phénomène de quasi–espèce, et nous trouvons
que la distribution de la quasi–espèce est la même pour les trois modèles, ainsi
que pour le modèle original d’Eigen. De plus, nous décrivons explicitement la
distribution de cette quasi–espèce pour le paysage à un pic, ainsi que pour des
fonctions de fitness qui ne dépendent que de la distance de Hamming au géno-
type le plus adapté.

Title: The distribution of the quasispecies for a finite population

Keywords: quasispecies, Eigen, Moran, Wright–Fisher, Galton–Watson.

Abstract: Manfred Eigen introduced the concept of quasispecies in the early
70s, in order to describe the steady–state distribution of a population subject to
mutation and selection forces. Most classical models showing a quasispecies
phenomenon are deterministic and deal with a population of an infinite size.
The aim of this thesis is to study several stochastic and finite–population mod-
els, and to show that a quasispecies phenomenon arises in these models too.
We study in detail the Galton–Watson, Wright–Fisher and Moran models. We
confirm that a quasispecies phenomenon is present in the three models, and we
find that that the distribution of this quasispecies is common to all three models
as well as to Eigen’s original model. Moreover, we describe explicitly the dis-
tribution of the quasispecies for the sharp peak landscape, as well as for fitness
functions which depend only on the Hamming distance to the fittest genotype.
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Chapitre 1

Introduction

Dans les années 70, Manfred Eigen propose un modèle mathématique afin de
décrire l’évolution d’une population de macromolécules prébiotiques [28]. Les
macromolécules sont classées selon leur génotype, et l’évolution est guidée par
deux forces principales : la sélection, qui permet à certains génotypes de se re-
produire plus fréquemment que d’autres, et la mutation, qui permet, lors d’une
reproduction, de changer de génotype. Les concentrations des différents géno-
types évoluent selon un système d’équations différentielles.

Le modèle d’Eigen présente deux phénomènes d’importance. Le premier, un
phénomène de transition de phase pour le taux de mutation : il existe un taux
de mutation critique séparant un régime de désordre d’un régime ordonné, ce
taux de mutation critique étant appelé le seuil d’erreur. Le deuxième, une dis-
tribution de quasi–espèce : dans le régime ordonné, la population à l’équilibre
contient une concentration positive du génotype le plus adapté, ainsi qu’un
nuage de mutants qui diffèrent du génotype principal de quelques mutations.

Ces phénomènes de seuil d’erreur et de quasi–espèce ont fait du modèle d’Ei-
gen un modèle fondamental, non seulement pour modéliser des populations
prébiotiques, mais aussi pour modéliser des populations de bactéries, de virus
et même de cellules cancéreuses. Cependant, pour des génomes comme ceux
des virus ou des bactéries, le nombre de génotypes qui pourraient potentielle-
ment se former excède largement la taille de toute population viable. Le modèle
d’Eigen est bâti avec les concentrations des différents génotypes, ce qui équi-
vaut à considérer une population de taille infinie. Ce cadre ne permet donc pas
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d’évaluer l’impact de la taille de la population dans le seuil d’erreur et dans la
distribution de la quasi–espèce.

L’objectif de cette thèse est d’étudier différents modèles pour l’évolution d’une
population finie, afin de comprendre l’impact de la taille de la population dans
la distribution de la quasi–espèce. Les modèles étudiés sont trois des modèles
mathématiques les plus célèbres en génétique des populations : le modèle de
Galton–Watson, le modèle de Wright–Fisher, et le modèle de Moran. Dans un
régime asymptotique adéquat, les trois modèles présentent un phénomène de
transition de phase [10, 11, 19], sous une forme différente pour chaque modèle.
Néanmoins, nous montrons que, quand une quasi–espèce est formée, la distri-
bution de la quasi–espèce est la même dans les trois modèles, et c’est la distri-
bution prédite dans le modèle d’Eigen. En outre, nous trouvons une formule
explicite pour la distribution de la quasi–espèce.

Les parties II, III et IV de la thèse étudient les modèles de Galton–Watson,
Wright–Fisher et Moran, respectivement. Les trois modèles sont intimement liés
au modèle d’Eigen, et une étude détaillée du modèle d’Eigen, intéressante en
soi, est aussi nécessaire pour une meilleure compréhension des autres modèles.
Cette étude fait l’objet de la partie I. Dans le reste de cette introduction, nous
présentons d’abord l’état de l’art du sujet, nous discutons ensuite les différents
résultats obtenus au cours de la thèse, et nous finissons avec une brève conclu-
sion.

1.1 État de l’art

Même si le concept était déjà présent dans l’article d’Eigen de 1971 [28], le terme
de quasi–espèce ne parut que dans la série d’articles The hypercycle, écrite par
Manfred Eigen et Peter Schuster [31, 32, 33]. Avant la série d’articles d’Eigen et
Schuster, le système d’équations différentielles d’Eigen avait déjà attiré l’atten-
tion de plusieurs chercheurs. Ainsi, Thompson et McBride [78], et de manière
indépendante Enns, Jones et Rangnekar [49], trouvèrent des solutions exactes
pour le système d’Eigen. Une excellente synthèse du développement de la théo-
rie de la quasi–espèce jusqu’à la fin des années 80 est réalisée par Eigen, McCas-
ckill et Schuster dans [30].

Le traitement mathématique du modèle d’Eigen évolue ensuite grâce à l’intro-
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duction des techniques de la mécanique statistique dans son étude. Les pre-
miers travaux dans cette direction sont ceux de Leuthäusser [53, 54], qui établit
un lien entre le modèle d’Eigen et un modèle d’Ising. L’interprétation du seuil
d’erreur comme un phénomène de transition de phase [77] a incité plusieurs
physiciens et mathématiciens à contribuer au développement de la théorie de
la quasi–espèce, comme indiqué dans [4].

En même temps que les premiers développements théoriques sur la quasi–
espèce, du côté expérimental, Esteban Domingo et ses collaborateurs [24, 25, 26],
ainsi que John Holland et ses collaborateurs [44, 45], observent une variabilité
génomique très importante dans des populations de virus d’ARN aussi bien
in vivo que in vitro. Des observations similaires ont été faites par de nombreux
autres chercheurs, notamment par Biebricher [6]. Le concept de quasi–espèce
dépasse ainsi le cadre de l’évolution moléculaire et devient un objet central dans
la compréhension des populations virales.

Une fois le lien entre le développement théorique du modèle de quasi–espèce
et l’observation d’une grande variabilité dans des populations de virus d’ARN
établi, il est naturel de s’interroger sur le rôle du seuil d’erreur dans des popula-
tions de virus. Le fait que de nombreux virus d’ARN ont des taux de mutation
à peine en–dessous du seuil d’erreur [21, 27, 52, 79] fait largement consensus.
Cette constatation a donné lieu à de nombreuses stratégies thérapeutiques, no-
tamment contre le virus du VIH [2, 43, 55, 79] et d’autres virus [15, 80]. Ces stra-
tégies sont basées sur l’idée de catastrophe d’erreur [29] ; il s’agit de monter ar-
tificiellement le taux de mutation du virus afin de traverser le seuil d’erreur, de
sorte que l’information génétique pertinente est perdue après quelques généra-
tions, et le virus meurt. Il est aussi postulé qu’un comportement similaire guide
l’évolution de certaines bactéries [8] et même des cellules cancéreuses [37, 75].

Deux des caractéristiques principales du modèle d’Eigen sont sa nature déter-
ministe (il s’agit d’un système d’équations différentielles) et la considération
d’une population infinie. Ces caractéristiques, bien que naturelles pour modé-
liser une population prébiotique, deviennent assez irréalistes à l’heure de mo-
déliser des populations d’individus plus complexes comme les virus [85]. En
effet, le nombre de génomes qu’un virus pourrait potentiellement former dé-
passe largement la taille de toute population viable. En outre, il est reconnu que
des effets aléatoires jouent un rôle important dans l’évolution des populations
d’une certaine complexité. Il est donc important pour la théorie de la quasi–
espèce de développer et d’étudier des modèles à population finie, aléatoires, où
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les concepts de seuil d’erreur et de quasi–espèce sont présents [30, 85].

Plusieurs travaux ont poursuivi la tâche de proposer des modèles aléatoires al-
ternatifs au modèle d’Eigen. Un des premiers travaux dans ce sens est celui de
Demetrius, Schuster et Sigmund [19], qui utilisent un processus de branche-
ment avec un comportement asymptotique similaire au modèle d’Eigen. Mc-
Caskill [56] introduit un processus de Markov dont les taux de transition sont
donnés par le système d’Eigen. Nowak et Schuster [61] se servent d’un proces-
sus de naissance et mort markovien pour donner une version stochastique du
modèle d’Eigen dans le paysage à un pic. Alves et Fontanari [1] étudient la dé-
pendance du seuil d’erreur vis–à–vis de la taille de la population dans le cas
du paysage à un pic. Saakian, Deem et Hu [67] calculent la variance de la fit-
ness moyenne dans un modèle à population finie pour approximer le modèle
d’Eigen par le modèle à population finie. D’autres travaux ont aussi été réalisés
par Deem, Muñoz et Park [63], Musso [60], Dixit, Srivastava et Vishnoi [20], ou
Weinberger [81].

La plupart des travaux précédents utilisent le modèle d’Eigen comme point de
départ et essaient de construire des modèles à population finie qui convergent
vers le modèle d’Eigen en grande population. Nous explorons une voie alter-
native : nous partons des modèles mathématiques classiques en génétique des
populations, et nous montrons que, dans un certain régime asymptotique, un
phénomène de seuil d’erreur a lieu, et une quasi–espèce est créée. Nous décou-
vrons ainsi des liens parfois inattendus entre les modèles classiques en géné-
tique des populations et le modèle d’Eigen. Ceci va dans le sens des affirma-
tions de Wilke [85] sur la compatibilité entre la théorie de la quasi–espèce et la
génétique des populations classique. De plus, nous décrivons via une formule
explicite la distribution de la quasi–espèce pour plusieurs paysages de fitness
différents. Nous résumons nos résultats dans les sections suivantes.

1.2 Cadre

Afin de rendre l’exposition des résultats principaux plus claire, nous allons les
introduire dans un cadre légèrement plus simple que dans le reste de la thèse.
Ce cadre est commun à tous les modèles que nous étudions.

L’ensemble des génotypes est donné par l’hypercube { 0, 1 }` de dimension ` > 1,
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et est naturellement muni de la distance de Hamming :

∀u, v ∈ { 0, 1 }` dH(u, v) = card
{

1 6 l 6 ` : u(l) 6= v(l)
}

.

Nous considérons une fonction de fitness f : { 0, 1 }` −→ R+, et nous suppo-
sons que les mutations arrivent lors des reproductions, indépendamment avec
probabilité q ∈ ]0, 1[ , i.e., le génotype umute vers le génotype v avec probabilité

M(u, v) = qdH(u,v)(1 − q)`−dH(u,v) .

Nous allons surtout considérer deux types de fonctions de fitness :

Paysage à un pic. Il existe un génotype w∗ ∈ { 0, 1 }`, appelé master sequence,
ayant fitness σ > 1. Tous les autres génotypes ont fitness 1. La fonction de fitness
est donc donnée par

∀u ∈ { 0, 1 }` , f(u) =

{
σ si u = w∗ ,

1 si u 6= w∗ .

Paysage de fitness dépendant de la classe de Hamming. Il existe un génotype
privilégiéw∗ ∈ { 0, 1 }`, appelé master sequence, ayant fitness maximale (stricte-
ment), et

∀u, v ∈ { 0, 1 }` dH(u,w
∗) = dH(v,w

∗) =⇒ f(u) = f(v) .

Tous les génotypes à une distance donnée d de la master sequence forment la
classe de Hamming d.

1.3 Le modèle d’Eigen

Nous notons par xv(t) la concentration du génotype v dans la population au
temps t. Dans le modèle d’Eigen, les concentrations xv(t) évoluent selon le sys-
tème d’équations différentielles

(∗) x ′v(t) =
∑

u∈{ 0,1 }`

xu(t)f(u)M(u, v) − xv(t)
∑

u∈{ 0,1 }`

xu(t)f(u) , v ∈ { 0, 1 }` .

Ce système d’équations différentielles fut proposé par Eigen [28], qui l’étudia
plus en détail dans le cas du paysage à un pic. Il étudia notamment le compor-
tement du système quand la longueur des chaînes ` tend vers l’infini, et c’est
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ainsi qu’il découvrit les phénomènes de seuil d’erreur et de quasi–espèce. Ces
phénomènes apparaissent à l’équilibre, et différents chercheurs ont étudié les
solutions stationnaires de (∗).

Le système (∗), sans considérer le régime asymptotique en chaîne longue, a été
étudié par plusieurs auteurs [5, 48, 49, 76, 78]. Le résultat le plus significatif dans
ces travaux est le suivant.

Théorème 1.3.1. Le système d’Eigen (∗) admet une unique solution stationnaire x∗.
De plus, pour toute condition initiale, la solution du système d’Eigen converge vers x∗.

Nous montrons ce résultat dans la section 3.3 à l’aide du théorème de Perron–
Frobenius. Remarquons que dans le cas du système (∗), il n’y a pas de formule
explicite connue pour la solution stationnaire unique du théorème. Afin de re-
trouver les phénomènes de seuil d’erreur et de quasi–espèce, nous étudions
ensuite le système (∗) quand la longueur du génome tend vers l’infini. Le cas
le plus simple possible est celui du paysage à un pic, que nous traitons dans le
chapitre 4. Dans le chapitre 5, nous généralisons les résultats du chapitre 4 à des
fonctions de fitness qui dépendent de la classe de Hamming. Mais pourquoi
étudier des paysages de fitness qui dépendent de la classe de Hamming ? La
distribution de la quasi–espèce, telle qu’Eigen l’avait décrite, est une distribu-
tion contenant une concentration positive de la master sequence, et un nuage de
mutants proches de la master sequence (au sens de la distance de Hamming).
Quand la longueur du génome ` tend vers l’infini, le nombre de génotypes à dis-
tance de Hamming 1 de la master sequence tend aussi vers l’infini, et si nous re-
gardons la concentration d’un tel génotype, cette concentration tend vers 0. Or,
si tous les génotypes à distance 1 de la master sequence partagent une même
fitness, nous pouvons les regrouper et étudier la concentration de la classe 1
entière, qui cette fois–ci est positive. L’outil principal qui nous permet de re-
grouper les différents génotypes dans des classes de Hamming est donné par le
lemme suivant.

Lemme 1.3.2. Soient b, c ∈ { 0, . . . , ` } et soit u ∈ { 0, 1 }` un génotype dans la classe
de Hamming b. La somme ∑

v∈{ 0,1 }`

dH(v,w∗)=c

M(u, v)

ne dépend pas de u dans la classe de Hamming b, c’est une fonction de b et c seulement,
que nous notonsMH(b, c). Le coefficientMH(b, c) est donné par

MH(b, c) = P
(
b+ Bin(`− b, q) − Bin(b, q) = c

)
.
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Ce lemme nous permet de dériver un nouveau système d’équations différen-
tielles d’après le système d’Eigen original (∗). En effet, pour toute classe de
Hamming k ∈ { 0, . . . , ` }, appelons xk(t) la somme des concentrations des géno-
types dans la classe k :

xk(t) =
∑

u∈{ 0,1 }`

dH(u,w∗)=k

xu(t) .

Également, notons par fH(k) la valeur de la fonction de fitness, commune à
tous les génotypes dans la classe k. Les concentrations xk(t) évoluent selon le
système d’équations différentielles suivante :

(S) x ′k(t) =
∑̀
i=0

xi(t)fH(i)MH(i, k) − xk(t)
∑̀
i=0

xi(t)fH(i) , 0 6 k 6 ` .

L’objectif des chapitres 4 et 5 est d’étudier ce système quand la longueur des
génotypes tend vers l’infini et le taux de mutation tend vers 0. Plus précisément,
nous considérons le régime asymptotique

`→∞ , q→ 0 , `q→ a ∈ ]0,+∞[ .

Nous obtenons alors un noyau de mutation limite donné par : pour tout b, c > 0,

M∞(b, c) = lim
`→∞,q→0
`q→a

MH(b, c) =

 e−a
ac−b

(c− b)!
si b 6 c ,

0 si b > c .

Nous obtenons aussi le système d’équations limite

(S∞) x ′k(t) =

k∑
i=0

xi(t)fH(i)e
−a ak−i

(k− i)!
− xk(t)

∞∑
i=0

xi(t)fH(i) , k > 0 .

Nous nous intéressons principalement à trois aspects de ce système : ses solu-
tions stationnaires, leur stabilité, et la relation avec le système (S). Dans le cas
du paysage à un pic (chapitre 4), nous retrouvons le phénomène de transition
de phase prédit par Eigen. En outre, nous trouvons une formule explicite pour
la distribution de la quasi–espèce.

Proposition 1.3.3. Si σe−a 6 1, le système d’Eigen infini (S∞) n’a qu’une solution
stationnaire :

xk = 0 , k > 0 .
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Si σe−a > 1, le système d’Eigen infini a deux solutions stationnaires, la solution iden-
tiquement nulle et

ρ∗k = (σe−a − 1)
ak

k!

∞∑
i=1

ik

σi
, k > 0 .

La formule ci–dessus définit une distribution de probabilité sur les entiers po-
sitifs, que nous appelons la distribution de la quasi–espèce.

Définition 1.3.4. Nous disons qu’une variable aléatoire Y suit la distribution de la
quasi–espèce de paramètres σ, a, notée Q(σ, a), si

P
(
Y = k

)
= (σe−a − 1)

ak

k!

∞∑
i=1

ik

σi
, k > 0 .

Nous regardons ensuite la convergence des trajectoires. Nous montrons qu’au–
dessus du seuil d’erreur toutes les solutions de (S∞) convergent vers 0, et qu’en–
dessous du seuil d’erreur, toute solution (x(t))t>0 du système (S∞) vérifiant
x0(0) > 0 converge vers ρ∗. Pour compléter le chapitre 4, nous montrons que,
si les conditions initiales convergent, les solutions du système (S) convergent
vers les solutions du système infini (S∞). Nous montrons aussi que le seul point
stationnaire du système (S) converge vers 0 si σe−a 6 1, et vers ρ∗ si σe−a > 1.

Nous généralisons ces résultats aux paysages de fitness dépendants de la classe
de Hamming dans le chapitre 5. Nous donnons d’abord un résultat permettant
de retrouver la fonction de fitness à partir de la distribution de la quasi–espèce,
où par distribution de quasi–espèce nous entendons une solution stationnaire
(x∗k)k>0 non–négative du système (S∞) vérifiant x∗0 > 0 et

∑
k>0 x

∗
k = 1.

Théorème 1.3.5. Supposons que (x∗k)k>0 est une quasi–espèce. Alors,

∀ k > 1 fH(k) =
fH(0)
x∗k

k∑
j=0

(−1)j
aj

j!
x∗k−j .

Ensuite nous obtenons les phénomènes de seuil d’erreur et de quasi–espèce
pour des fonctions de fitness qui dépendent de la classe de Hamming.

Théorème 1.3.6. Nous avons :



1.3. Le modèle d’Eigen 27

• Si fH(0)e−a > lim supn→∞ fH(n), alors il existe une distribution de quasi–espèce,
donnée par

x∗0 =

( ∑
h>0

0=i0<···<ih

aihfH(0)
fH(ih)

∏
16t6h

fH(it)

(it − it−1)!(fH(0) − fH(it))

)−1

,

où le produit vide est égal à 1, et pour tout k > 1, nous avons

x∗k =
ak

fH(k)
×
∑

16h6k
0=i0<···<ih=k

h∏
t=1

fH(it)

(it − it−1)!(fH(0) − fH(it))∑
h>0

0=i0<···<ih

aih

fH(ih)

∏
16t6h

fH(it)

(it − it−1)!(fH(0) − fH(it))

.

• Si fH(0)e−a < lim infn→∞ fH(n), alors il n’existe pas de distribution de quasi–
espèce.

Nous voyons que le phénomène de transition de phase ne dépend que de la
fitness de la master sequence et du comportement de la fonction de fitness à
l’infini. Nous obtenons, comme pour le paysage à un pic, une formule explicite
pour la distribution de la quasi–espèce. Cette formule est d’une grande richesse
combinatoire, et peut être exprimée notamment à l’aide des coefficients up–
down. Soit σ = (σ(1), . . . , σ(n)) une permutation de { 1, . . . , n }. La signature de
Niven associée à σ est la suite (q1, . . . , qn−1) ∈ {−1,+1 }n−1 telle que

∀ i ∈ { 1, . . . , n− 1 } qi(σ(i+ 1) − σ(i)) > 0 .

Définition 1.3.7. Soient n > 1, 0 6 h < n et 0 = i0 < i1 < · · · < ih < n. Le
coefficient up–down {

n

i0, i1, . . . , ih

}
est le nombre de permutations de { 1, . . . , n } ayant la signature de Niven (q1, . . . , qn−1)

donnée par

∀ i ∈ { 1, . . . , n− 1 } qi =

{
1 si i ∈ { i1, . . . , ih } ,
−1 sinon .

Pour k > 1, écrivons y∗k = x∗k/x
∗
0 . Nous avons l’expression suivante pour les y∗k.
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Théorème 1.3.8. Pour tout k > 1, nous avons

y∗k =
ak

k!

(
k∏
j=1

fH(0)
fH(0) − fH(j)

) ∑
06h<k

0=i0<···<ih<k

{
k

i0, . . . , ih

} h∏
t=1

fH(it)

fH(0)
.

Pour des fonctions de fitness constantes à partir d’un certain rang, nous pou-
vons même exprimer les y∗k en fonction de la quasi–espèce pour le paysage à un
pic.

Théorème 1.3.9. Supposons qu’il existe un entier N > 0 tel que la fonction de fitness
fH : N −→ R+ vérifie

fH(N) 6= 1 et ∀k > N fH(k) = 1 .

Alors, pour tout k > N,

y∗k = ρ∗k +

N∑
j=1

aj

j!
ρ∗k−j

(
fH(j)

fH(0) − fH(j)
−

1
fH(0) − 1

)

×
(

1 +

j−1∑
h=1

∑
0=i0<···<ih<j

h∏
t=1

(
j− it−1

j− it

)
fH(it)

fH(0) − fH(it)

)
.

Nous complétons le chapitre 5 avec les analogues des résultats du chapitre 4 sur
la stabilité des solutions stationnaires du système (S∞) et la convergence des
trajectoires solutions de (S) vers les solutions de (S∞), ainsi que la convergence
de la solution stationnaire de (S) vers celle de (S∞).

1.4 Le modèle de Galton–Watson

Proposé par Galton et Watson pour étudier l’extinction des noms de famille
au sein de la noblesse anglaise [39], le modèle de Galton–Watson est l’un des
premiers modèles mathématiques pour l’évolution d’une population finie. Le
processus de Galton–Watson est mathématiquement très riche, et a donné lieu à
de nombreuses recherches. D’excellents livres y sont consacrés, par exemple [3,
42, 47]. Le lien entre le processus de Galton–Watson et le modèle d’Eigen a été
exploré par Demetrius, Schuster et Sigmund dans [19].
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Le modèle de Galton–Watson possède de nombreuses versions. Nous considé-
rons dans la partie II un processus de Galton–Watson à plusieurs types, avec
mutation et sélection. Il s’agit d’un processus de Markov à temps discret

Xn =
(
Xn(0), . . . , Xn(`)

)
, n > 0 .

La quantité Xn(k) compte le nombre d’individus appartenant à la classe de
Hamming k à la génération n. À chaque génération n, chaque individu donne
naissance à un nombre aléatoire d’enfants, distribué selon une variable aléatoire
de Poisson de paramètre la fitness de l’individu, indépendamment des autres
individus et du passé du processus. Ensuite, chaque enfant mute selon le noyau
de mutation MH, et l’ensemble des enfants après mutation forme la génération
n+ 1.

Le processus de Galton–Watson est construit et étudié de façon formelle à l’aide
des fonction génératrices. Pour x ∈ N`+1 et 0 6 k 6 `, nous définissons la pro-
babilité pk(x) qu’un individu dans la classe k donne naissance à un ensemble
d’enfants distribué selon le vecteur x :

pk(x) = e−fH(k)fH(k)
|x|1
∏̀
h=0

MH(k, h)
x(h)

x(h)!
.

Définissons, pour k ∈ { 0, . . . , ` } et s ∈ [0, 1]`+1,

gk(s) =
∑
x∈N`+1

pk(x)
∏̀
l=0

s(l)x(l) .

Le mécanisme de transition du processus (Xn)n>0 est donné par : pour tout
n > 0 et x ∈ N`+1, si Xn = x, alors Xn+1 est la somme de |x|1 vecteurs aléatoires
indépendants ; dans cette somme, pour chaque k ∈ { 0, . . . , ` }, x(k) vecteurs ont
pour fonction génératrice gk. L’état 0 est bien sûr un état absorbant. Quand le
processus (Xn)n>0 n’est pas absorbé, nous disons qu’il survit.

Considérons la fonction de fitness du paysage à un pic :

∀ k ∈ { 0, . . . , ` } , fH(k) =

{
σ si k = 0 ,
1 si k > 1 .

Le résultat principal du chapitre 7 est le suivant.
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Théorème 1.4.1. Le processus de Galton–Watson (Xn)n>0 a une probabilité positive
de survie. Conditionné à la survie :
• Si σe−a 6 1, alors

∀ k > 0 lim
`→∞,q→0
`q→a

lim
n→∞

Xn(k)

Xn(0) + · · ·+ Xn(`)
= 0 .

• Si σe−a > 1, alors

∀ k > 0 lim
`→∞,q→0
`q→a

lim
n→∞

Xn(k)

Xn(0) + · · ·+ Xn(`)
= (σe−a − 1)

ak

k!

∑
i>1

ik

σi
.

La démonstration de ce théorème est faite en deux parties. D’abord, suivant les
lignes de [19], nous montrons que la limite

lim
n→∞

Xn(k)

Xn(0) + · · ·+ Xn(`)

converge vers la seule solution stationnaire du système d’Eigen (fini) associé.
Nous utilisons ensuite les résultats de la section 4.4 pour montrer la conver-
gence de la deuxième limite. Nous complétons le chapitre 7 avec le résultat
analogue pour des paysages de fitness dépendants de la classe de Hamming.

Remarquons que dans le modèle de Galton–Watson, quand nous conditionnons
le processus à la survie, la population croît exponentiellement. La façon dont
nous avons pris les limites dans le théorème, entraîne que, avant de prendre
la deuxième limite, la taille de la population est déjà infinie. Le processus de
Galton–Watson ne permet donc pas de mesurer l’impact de la taille de la po-
pulation dans l’émergence d’une quasi–espèce. Il constitue tout de même un
premier pas pour montrer la validité du modèle d’Eigen pour des populations
finies, surtout s’il s’agit de populations dans leurs premières générations, car
elles ont tendance à croître exponentiellement.

1.5 Le modèle de Wright–Fisher

Dans les années 30, Fisher [36] et Wright [86] proposent un modèle pour étudier
la variation d’un allèle dans une population finie. Le modèle de Wright–Fisher
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est probablement le modèle mathématique le plus célèbre en génétique des po-
pulations. Contrairement au modèle de Galton–Watson, il s’agit d’un modèle
dans lequel la taille de la population reste constante au cours du temps.

Le modèle de Wright–Fisher original peut être étendu pour intégrer plusieurs
types différents, la sélection et la mutation. Le processus de Wright–Fisher que
nous considérons dans la partie III est une chaîne de Markov

Xn =
(
Xn(0), . . . , Xn(`)

)
, n > 0 .

La quantité Xn(k) compte le nombre d’individus appartenant à la classe de
Hamming k à la génération n. Notons par m > 1 la taille de la population.
Puisque la taille de la population m reste constante au cours du temps, le vec-
teur (Xn)n>0 est un élément de l’espace

Pm`+1 =
{
(x(0), . . . , x(`)) ∈ N`+1 : x(0) + · · ·+ x(`) = m

}
.

Dans ce modèle, le mécanisme de transition d’une génération à la suivante se
décompose en deux étapes. D’abord, nous échantillonnons avec remisem chro-
mosomes de la population actuelle Xn. L’échantillonnage est fait à l’aide de la
fonction de fitness fH. Puis, chaque chromosome échantillonné mute selon la
loi donnée par la matrice de mutation MH. L’ensemble des m individus après
mutation forme la génération n + 1. Il s’agit donc d’un modèle dans lequel les
différentes générations ne se superposent pas. La matrice de transition p du
processus de Wright–Fisher est donnée par

∀ x, x ′ ∈ Pm`+1 p(x, x ′) =
∏

06h6`

(∑
k∈{ 0,...,` } x(k)fH(k)MH(k, h)∑

06h6` x(h)fH(h)

)x ′(h)
.

Le processus de Wright–Fisher est une chaîne de Markov ergodique, il admet
donc une unique mesure de probabilité invariante. Nous nous intéressons aux
quantités

lim
n→∞ E

(
Xn(k)

m

)
,

qui sont bien définies grâce à l’ergodicité de la chaîne de Markov. Puisque nous
avons un nouveau paramètre dans notre modèle, la taille de la population m,
nous sommes amenés à considérer un nouveau régime asymptotique tenant
compte de ce nouveau paramètre. Le régime asymptotique que nous regardons
est

`→ +∞ , m→ +∞ , q→ 0 ,

`q→ a ∈ ]0,+∞[ ,
m

`
→ α ∈ [0,+∞] ,
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Nous ne considérons que le paysage à un pic. Notons par I(p, t) la fonction
de taux gouvernant le principe de grandes déviations de la loi binomiale de
paramètre p ∈ [0, 1], i.e.,

∀ t ∈ [0, 1] I(p, t) = t ln
t

p
+ (1 − t) ln

1 − t

1 − p
.

Nous définissons, pour a ∈ ]0,+∞[ ,

ρ∗(a) =


σe−a − 1
σ− 1

si σe−a > 1 ,

0 si σe−a 6 1 ,

ψ(a) = inf
l∈N

inf

{
l−1∑
k=0

I

(
σρk

(σ− 1)ρk + 1
, γk

)
+ γkI

(
e−a,

ρk+1

γk

)
:

ρ(0) = ρ∗(a), ρl = 0, ρk, γk ∈ [0, 1] pour 0 6 k 6 l

}
.

Théorème 1.5.1. Nous avons la dichotomie suivante :

• Si αψ(a) < ln 2, alors

∀ k > 0 lim
`,m→∞,q→0
`q→a, m

`
→α

lim
n→∞ E

(
Xn(k)

m

)
= 0 .

• Si αψ(a) > ln 2, alors

∀ k > 0 lim
`,m→∞,q→0
`q→a, m

`
→α

lim
n→∞ E

(
Xn(k)

m

)
= (σe−a − 1)

ak

k!

∑
i>1

ik

σi
.

De plus, dans les deux cas,

∀ k > 0 lim
`,m→∞,q→0
`q→a, m

`
→α

lim
n→∞ Var

(
Xn(k)

m

)
= 0 .

L’idée d’utiliser le modèle de Wright–Fisher pour retrouver un phénomène de
seuil d’erreur et une distribution de quasi–espèce vient de [11]. Dans [11], Cerf
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démontre qu’il existe une courbe (la courbe αψ(a) = ln 2 du théorème) sépa-
rant un régime de désordre d’un régime ordonné. Dans le régime de désordre,
la concentration de la master sequence tend vers 0, tandis que dans le régime
ordonné, la concentration de la master sequence tend vers (σe−a − 1)/(σ − 1).
Nous étendons le résultat de [11] à toutes les classes de Hamming k > 0. La dé-
monstration repose sur des arguments de couplage et de monotonie, et utilise
la théorie développée par Freidlin et Wentzell pour des perturbations aléatoires
de systèmes dynamiques [38].

1.6 Le modèle de Moran

Dans la quatrième et dernière partie de la thèse, nous étudions le modèle de
Moran. C’est une modification du modèle de Wright–Fisher, introduite par Mo-
ran [57] dans les années 50, qui permet de modéliser des générations qui se
superposent. De même que dans le modèle de Wright–Fisher, dans le modèle
de Moran la taille de la population est finie et reste constante au cours de l’évo-
lution de la population.

Nous considérons un modèle de Moran à plusieurs types, avec sélection et mu-
tation. Le processus de Moran est une chaîne de Markov à temps discret

Xn =
(
Xn(0), . . . , Xn(`)

)
, n > 0 ,

à valeurs dans Pm`+1. Soit λ > fH(0). Le mécanisme de transition pour passer de
Xn à Xn+1 est le suivant : un individu est choisi dans la population Xn unifor-
mément au hasard, supposons qu’il appartienne à la classe k. Avec probabilité
1− fH(k)/λ, rien ne se passe, et Xn+1 = Xn. Avec probabilité fH(k)/λ, l’individu
choisi se reproduit, son enfant mute selon le noyau MH, et remplace un indi-
vidu dans la population Xn, choisi uniformément au hasard. Nous notons par
(ei)06i6` la base canonique de R`+1, indexée par 0, . . . , ` au lieu de 1, . . . , ` + 1.
Les seuls changements autorisés dans le processus de Moran sont du type

x −→ x− ei + ej , 0 6 i, j 6 ` .

La matrice de transition du processus est donnée par

∀ x ∈ Pm`+1 ∀ i, j ∈ { 0, . . . , ` } i 6= j

p
(
x, x− ei + ej

)
=
x(i)

λm2

∑̀
h=0

x(h)fH(h)MH(h, j) .
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Les autres coefficients non diagonaux de la matrice de transition sont nuls. Les
coefficients diagonaux sont choisis de sorte que la matrice soit stochastique, i.e.,
la somme de chaque ligne vaut 1. Le processus de Moran est une chaîne de
Markov ergodique, il admet donc une unique mesure de probabilité invariante.
Comme dans le processus de Wright–Fisher, nous nous intéressons aux quanti-
tés

lim
n→∞ E

(
Xn(k)

m

)
,

qui sont bien définies grâce à l’ergodicité de la chaîne de Markov. Nous consi-
dérons encore le régime asymptotique

`→ +∞ , m→ +∞ , q→ 0 ,

`q→ a ∈ ]0,+∞[ ,
m

`
→ α ∈ [0,+∞] .

Supposons d’abord que fH est la fonction de fitness du paysage à un pic. Soit
ψ : R+ → R+ ∪ {+∞ } la fonction définie par

∀a < lnσ ψ(a) =
σ(1 − e−a) ln

σ(1 − e−a)

σ− 1
+ ln(σe−a)

(1 − σ(1 − e−a))
,

et ψ(a) = 0 si a > lnσ. Nous avons le résultat suivant.

Théorème 1.6.1. Nous avons la dichotomie suivante :

• Si αψ(a) < ln 2, alors

∀ k > 0 lim
`,m→∞,q→0
`q→a, m

`
→α

lim
n→∞ E

(
Xn(k)

m

)
= 0 .

• Si αψ(a) > ln 2, alors

∀ k > 0 lim
`,m→∞,q→0
`q→a, m

`
→α

lim
n→∞ E

(
Xn(k)

m

)
= (σe−a − 1)

ak

k!

∑
i>1

ik

σi
.

De plus, dans les deux cas,

∀ k > 0 lim
`,m→∞,q→0
`q→a, m

`
→α

lim
n→∞ Var

(
Xn(k)

m

)
= 0 .
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L’idée d’utiliser le modèle de Moran pour retrouver un phénomène de seuil
d’erreur et une distribution de quasi–espèce vient de [10]. Dans [10], Cerf dé-
montre qu’il existe une courbe (la courbe αψ(a) = ln 2 du théorème) séparant
un régime de désordre d’un régime ordonné. Dans le régime de désordre, la
concentration de la master sequence tend vers 0, tandis que dans le régime or-
donné, la concentration de la master sequence tend vers (σe−a − 1)/(σ − 1).
Nous étendons le résultat de [10] à toutes les classes de Hamming k > 0. La dé-
monstration est basée sur des arguments de couplage et de monotonie, ainsi que
sur un argument de récurrence sur les coordonnées qui nous permet de traiter
chaque coordonnée comme une chaîne de naissance et mort markovienne.

Nous considérons ensuite des paysages de fitness constantes à partir d’un cer-
tain rang K > 0, i.e., des fonctions de fitness vérifiant :

fH(0) > max
16k6`

fH(k) , fH(K) 6= 1 , ∀ k ∈ {K+ 1, . . . , ` } fH(k) = 1 .

Sous cette hypothèse, nous développons un principe de grandes déviations tra-
jectoriel pour le processus de Moran. Soit k > K et définissons le processus
(Yt)t>0 par :

Yt =
1
m

(
Xbtmc(0), . . . , Xbtmc(k)

)
, t > 0 .

L’espace d’états du processus (Yt)t>0 est :

∆k+1 =
{
y ∈ {0, 1/m, . . . , 1}k+1 : y0 + · · ·+ yk 6 1

}
.

Puisque notre objectif est de faire tendrem vers l’infini, nous introduisons

Dk+1 =
{
x ∈ [0, 1]k+1 : x0 + · · ·+ xk 6 1

}
.

Soit V l’ensemble des vecteurs de Rk+1 associés aux possibles directions des
sauts du processus (Yt)t>0 :

V =
{
− ei : 0 6 i 6 k

}
∪
{
ej : 0 6 j 6 k

}
∪
{
− ei + ej : 0 6 i, j 6 k, i 6= j

}
.

Définissons les quantités suivantes : pour tout y ∈ Dk+1 et 0 6 i, j 6 k,

C∞y (−ei) =
1
λ
yi

( ∑
06h6k

yhfH(h)

(
1 −

∑
h6l6k

e−a
al−h

(l− h)!

)
+ 1 −

∑
06h6k

yh

)
,

C∞y (ej) =
1
λ

(
1 −

∑
06l6k

yl

) ∑
06h6j

yhfH(h)e
−a aj−h

(j− h)!
,

C∞y (−ei + ej) =
1
λ
yi
∑

06h6j

yhfH(h)e
−a aj−h

(j− h)!
.
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Les quantitésCy(v) correspondent aux probabilités de transition asymptotiques
pour le processus (Yt)t>0 quand ` tend vers l’infini, q tend vers 0 et `q tend vers
a. Soit G∞ : Dk+1 × Rk+1 −→ R la fonction définie par

G∞(y; z) = ln
(

1 +
∑
v∈V

C∞y (v)(ev·z − 1)
)
,

où v · z représente le produit scalaire dans Rk+1. Soit H∞ : Dk+1 × Rk+1 −→ R+

la transformée de Fenchel–Legendre de la fonction G∞(y, ·) :

H∞(y;u) = sup
z∈Rk+1

(
u · z−G∞(y; z)

)
.

Soit T > 0 et considérons une trajectoire φ : [0, T ] −→ Dk+1. Nous définissons
l’action IT (φ) de la trajectoire φ par

IT (φ) =

∫T
0
H∞(φ(t), φ ′(t))dt ,

si la fonction φ est absolument continue et l’intégrale converge ; nous posons
IT (φ) = +∞ sinon. Nous notons par d la distance euclidienne dans Rk+1, et
nous notons par dT la distance du supremum entre deux trajectoires sur l’inter-
valle [0, T ], i.e., pour φ,ψ : [0, T ] −→ Rk+1,

dT (φ,ψ) = sup
06t6T

d
(
φ(t), ψ(t)

)
.

Soit ρ > 0, nous définissons l’ensemble ρ–réduit de Dk+1 par

Dk+1
ρ =

{
y ∈ Dk+1 : d(y, (Dk+1)c) > ρ

}
,

et nous posons ∆k+1
ρ = ∆ ∩ Dk+1

ρ . Pour un point y0 ∈ Dk+1
ρ et η > 0, notons

par Φy0;T (η) l’ensemble des trajectoires φ dans Dk+1
ρ issues du point y0 et dont

l’action est inférieure ou égale à η, i.e.,

Φy0;T (η) =
{
φ : [0, T ] −→ Dk+1

ρ : φ(0) = y0 et IT (φ) 6 η
}

.

Soit Tρ le temps de sortie du processus (Yt)t>0 de l’ensemble Dk+1
ρ , i.e.,

Tρ = inf
{
t > 0 : Y(t) 6∈ Dk+1

ρ

}
.

Nous considérons le processus (Yρ(t), t > 0) arrêté au temps Tρ :

∀ t > 0 Yρ(t) = Y(t∧ Tρ) .
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Théorème 1.6.2 (PGD). Nous avons le résultat suivant :

Borne inférieure. Pour tout δ, γ, ρ, η0, T > 0 avec ρ > δ, asymptotiquement,

P
(
dT (Y,φ) < δ

∣∣∣Y(0) = y0
)

> exp
(
−m(IT (φ) + γ)

)
,

uniformément sur tout y0 ∈ ∆k+1
ρ , et sur tout φ ∈ Φy0;T (η0).

Borne supérieure. Pour tout δ, γ, ρ, η0, T > 0, asymptotiquement,

P
(
dT
(
Yρ, Φy0;T (η)

)
> δ

∣∣∣Yρ(0) = y0
)

6 exp
(
−m(η− γ)

)
,

uniformément sur y0 ∈ ∆K+1
ρ et η 6 η0.

Ce principe de grandes déviations est présenté et démontré dans le chapitre 22.
Le résultat est inspiré de la théorie développée par Freidlin et Wentzell pour des
perturbations aléatoires de systèmes dynamiques [38]. Des résultats de même
nature peuvent être trouvés dans plusieurs travaux dus à Wentzell [82, 83, 84].
Notre situation diffère du cadre traité dans les références données par plusieurs
aspects : nous considérons un régime asymptotique qui mêle plusieurs para-
mètres, au lieu d’un seul, et nous considérons un processus qui n’est pas mar-
kovien, mais seulement « asymptotiquement markovien ». De plus, notre pro-
cessus est à valeurs dans un espace avec bord. Au vu de toutes ces particularités,
nous avons opté pour démontrer le principe de grandes déviations dans le cas
concret que nous traitons. Même si plusieurs détails changent, les idées de la
démonstration restent les mêmes que dans les travaux de Wentzell. La borne
inférieure des grandes déviations est démontrée à l’aide d’un changement ex-
ponentiel de mesure. La probabilité que nous voulons estimer est très grande
sous la nouvelle mesure, qui a une densité sous forme exponentielle vis–à–vis
de l’ancienne mesure, la difficulté est donc ramenée au contrôle de l’argument
de l’exponentielle donnant la densité. Pour montrer la borne supérieure, nous
approximons la trajectoire du processus par une trajectoire linéaire par mor-
ceaux, et nous montrons qu’il est très improbable que cette trajectoire soit loin
des trajectoires de petite action.

Les seules trajectoiresφ telles que l’action IT (φ) vaut 0 sont les solutions du sys-
tème d’Eigen limite (S∞). Il s’ensuit que le processus (Yt)t>0 suit les solutions
du système (S∞) avec très grande probabilité. Nous exploitons ce fait dans le
chapitre 23 pour estimer le temps moyen de sortie d’un domaine ouvert conte-
nant la distribution de la quasi–espèce (x∗i )06i6k. Ce temps moyen est d’ordre
exponentiel en la taille de la populationm.



38 Chapitre 1. Introduction

Pour finir, nous revenons au cas du paysage à un pic dans le chapitre 24. Dans
ce cas, la dynamique du nombre de master sequences est "asymptotiquement
markovienne", et nous pouvons appliquer le principe de grandes déviations en
une dimension. Cela rend possible le calcul de la fonctionnelle d’action ainsi
que du quasi–potentiel associé. Ceci nous permet de décrire la trajectoire de
disparition de la quasi–espèce.

1.7 Conclusion et perspectives

Nous avons étudié les modèles de Galton–Watson, Wright–Fisher et Moran avec
l’objectif de retrouver un phénomène de transition de phase et une distribution
de quasi–espèce. Nous avons vu que les trois modèles présentent un phéno-
mène de transition de phase, et que dans les modèles à population constante,
Wright–Fisher et Moran, cette transition de phase fait intervenir la taille de la
population. Même si la transition de phase se présente sous une forme diffé-
rente en fonction du modèle, quand une quasi–espèce est créée, la distribution
de cette quasi–espèce est la même pour les trois modèles, et coïncide aussi avec
la distribution de la quasi–espèce pour le modèle d’Eigen.

L’obtention d’une formule explicite pour la distribution de la quasi–espèce dans
le cas du paysage à un pic nous a menés à la recherche de formules explicites
pour des paysages de fitness plus généraux. Ainsi, nous avons réussi à obte-
nir, pour le modèle d’Eigen, une formule explicite pour tout paysage de fitness
dépendant de la classe de Hamming.

En ce qui concerne le modèle de Moran, nous espérons retrouver l’analogue du
théorème 1.6.1 pour des paysages de fitness dépendants de la classe de Ham-
ming et constants à partir d’un certain rang, à l’aide du principe de grandes
déviations. Nous espérons aussi pouvoir faire de même pour le processus de
Wright–Fisher.

1.8 Publications

Les résultats obtenus pendant le déroulement de cette thèse ont donné lieu à
plusieurs articles de recherche. Les résultats du chapitre 5 concernant les dif-
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férentes formules combinatoires pour la distribution de la quasi–espèce sur
des fonctions de fitness qui dépendent de la classe de Hamming ont été pu-
bliés dans [13]. Le résultat principal pour le processus de Galton–Watson sur
le paysage à un pic (chapitre 7) a été publié dans [18]. Le résultat principal de
la partie III sur le modèle de Wright–Fisher a été publié dans l’article [17]. La
note [16] montre la convergence du modèle de Moran vers le modèle d’Eigen
(section 15.5), et le résultat principal concernant le modèle de Moran et le pay-
sage à un pic, contenu dans les chapitres 15–21, a été publié dans [14]. Enfin,
l’article [12] présente différentes représentations probabilistes de la distribution
de la quasi–espèce. Les résultats de ce dernier article sont liés au sujet de cette
thèse, cependant ils sont plus éloignés des modèles à population finies traités
ici ; nous avons donc décidé de les omettre.





Première partie

Le modèle d’Eigen





Chapitre 2

Introduction

Selon la théorie initiée par Oparin [62] et Haldane [41] dans les années 20,
les premières formes de vie sur terre ont dues être des macromolécules d’une
grande simplicité. Avec cette considération en tête, Manfred Eigen se lance dans
les années 70 dans la construction d’un cadre théorique afin de mieux com-
prendre les premières étapes de la vie terrestre [28]. Une petite partie de son
travail porte sur la modélisation mathématique de l’évolution d’une popula-
tion de macromolécules. La simplicité de ces macromolécules permet de décrire
l’évolution d’une telle population par des réactions cinétiques et chimiques, à
partir desquelles Eigen dérive un système d’équations différentielles. Il s’agit
d’un système décrivant l’évolution d’une population sous deux forces princi-
pales : sélection et mutation.

Le système d’Eigen est l’un des premiers modèles biologiques à présenter un
phénomène de transition de phase. En effet, quand les macromolécules sont
longues, il existe un taux de mutation critique au–dessus duquel l’information
génétique est perdue après quelques générations. Le taux de mutation critique
est aussi appelé le seuil d’erreur. Le modèle d’Eigen présente un deuxième phé-
nomène d’importance : la quasi–espèce. Pour des taux de mutation en–dessous
du seuil d’erreur, une population à l’équilibre contient une concentration posi-
tive de la macromolécule la plus adaptée, la master sequence, ainsi qu’un nuage
de mutants qui diffèrent de la master sequence de quelques mutations. Contrai-
rement au cas d’une espèce « pure », il s’agit ici d’une population dans laquelle
la master sequence peut être présente avec une concentration faible, et le nuage
de mutants acquiert une énorme importance.
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Manfred Eigen

L’efficacité des distributions de quasi–espèce pour décrire des populations de
virus a attiré une grande attention sur le modèle d’Eigen [22, 23, 69], et la pos-
sible existence d’un seuil d’erreur pour des populations de virus a donné lieu
à de nombreuses recherches pour induire une catastrophe d’erreur dans des
populations de virus, afin de combattre diverses maladies virales [2, 15, 79].
La définition du modèle d’Eigen est remarquablement simple, cependant son
analyse mathématique est ardue. Les deux questions principales qui se posent
sont, la localisation du seuil d’erreur, et la description de la distribution de la
quasi–espèce. Notamment, nous voudrions trouver la concentration de la mas-
ter sequence et des différents mutants dans une population à l’équilibre.

Nous ne sommes pas les premiers à nous intéresser à ces questions. Un des
premiers travaux sur le sujet est dû à Eigen lui même, McCaskill et Schus-
ter [30]. Dans ce travail, on s’aperçoit déjà que la description de la distribution
de la quasi–espèce n’est pas en général une tâche simple. En effet, une telle
description n’est possible qu’après avoir fait certaines approximations ou sim-
plifications dans le modèle. Thompson et McBride [78], ainsi que Jones, Enns
et Rangnekar [49] et Swetina et Schuster [76], réussissent à linéariser le système
d’équations différentielles d’Eigen. Ils se servent ensuite de cette linéarisation
pour caractériser la distribution de la quasi–espèce comme le vecteur propre
associé à la plus grande valeur propre de la matrice du système linéarisé. Les
solutions ainsi obtenues reçoivent le nom de solutions exactes. Des solutions
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exactes pour des paysages de fitness particuliers ont aussi été obtenues par
d’autres moyens par Saakian et Hu [68], Saakian [65], ou Saakian, Biebricher
et Hu [66]. Également Novozhilov et Semenov [71, 72] et Bratus, Novozhilov et
Semenov [7, 70] obtiennent des résultats plus concrets pour des choix particu-
liers de paysages de fitness et de noyaux de mutation.

Le contenu de cette première partie est une synthèse des résultats déjà connus
pour le modèle d’Eigen, et de notre contribution au sujet. Nous commençons
par introduire le modèle dans le chapitre 3, avec quelques considérations pré-
liminaires. Nous montrons ensuite comment linéariser le système pour obtenir
les premières représentations de la distribution de la quasi–espèce, suivant les
lignes des travaux [49, 76, 78]. Finalement, nous présentons le régime asympto-
tique permettant de retrouver le seuil d’erreur. Ce régime asymptotique donne
lieu à un système d’équations différentielles infini, qui sera l’objet d’étude prin-
cipal des chapitres 4 et 5. Dans le chapitre 4 nous considérons le cas du paysage
de fitness à un pic, c’est–à–dire, un seul génotype plus adapté dans un paysage
neutre. Sous cette hypothèse, nous obtenons une formule explicite pour la dis-
tribution de la quasi–espèce. Nous justifions aussi le passage à la limite. Dans le
chapitre 5, les résultats du chapitre 4 sont généralisés à des paysages de fitness
plus généraux : ceux qui attribuent la même fitness à tous les génotypes qui
diffèrent de la master sequence d’un même nombre de mutations.





Chapitre 3

Généralités

3.1 Le modèle

Le modèle d’Eigen a pour but de modéliser l’évolution au cours du temps d’une
population de macromolécules. Nous allons d’abord introduire tous les élé-
ments nécessaires pour pouvoir définir le modèle.

Les génotypes. Soit A un alphabet fini de cardinal κ > 2 . Nous identifions les
macromolécules ou individus avec des chaînes de longueur ` > 1 sur l’alpha-
bet A et nous appelons une telle chaîne un génotype. L’espace des génotypes
est donc A` . Des choix typiques pour A sont l’ensemble des 20 aminoacides
pour des protéines, {A, T,G,C } pour des séquences d’ADN, ou { 0, 1 } pour des
séquences binaires.

La sélection. La sélection est donnée par un paysage de fitness, i.e., une fonction

f : A` −→ R+ .

Pour une séquence donnée u ∈ A`, sa fitness f(u) représente le taux auquel un
individu ayant le génotype u se reproduit. Une fonction constante f correspond
à un paysage de sélection neutre, où tous les individus se reproduisent au même
taux. Le paysage non neutre le plus simple auquel nous pouvons penser est le
paysage à un pic, i.e., tous les génotypes ont le même taux de reproduction sauf
un génotype privilégié w∗ ∈ A`, appelé la master sequence, qui a un taux de
reproduction supérieur à tous les autres génotypes. Soit σ > 1, la fonction de
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fitness f du paysage à un pic est donnée par

∀u ∈ A` , f(u) =

{
σ si u = w∗ ,

1 si u 6= w∗ .

Les mutations. Lors d’une reproduction, une nouvelle chaîne est créée par ré-
plication du génome du parent, cependant, des erreurs peuvent arriver au cours
de la réplication, c’est ce qu’on appelle les mutations. Nous supposons que les
mutations arrivent indépendamment au hasard sur chaque site de la chaîne,
avec probabilité q ∈ [0, 1]. Quand une mutation se produit sur un site particu-
lier, la lettre est remplacée par une des κ − 1 lettres restantes dans l’alphabet,
choisie uniformément au hasard. Nous pouvons coder le mécanisme de mu-
tation dans un noyau M : A` × A` −→ [0, 1] ainsi : pour tout u, v ∈ A`, la
probabilitéM(u, v) de transformer le génotype u en v par mutation est

M(u, v) =
∏̀
i=1

(
q

κ− 1
1u(i) 6=v(i) + (1 − q)1u(i)=v(i)

)
.

La distance de Hamming. L’espace des génotypes A` est muni de la distance
de Hamming dH, qui mesure le nombre de digits différents entre deux chaînes,
i.e., pour u, v ∈ A`

dH(u, v) =
∑̀
i=1

1u(i) 6=v(i) .

Par exemple,

dH(01101, 01011) = 2 et dH(AATGTT,CATGCC) = 3 .

Le noyau de mutationM peut être réécrit en utilisant la distance de Hamming :
pour tout u, v ∈ A`,

M(u, v) =

(
q

κ− 1

)dH(u,v)
(1 − q)`−dH(u,v) .

Le modèle d’Eigen. Nous considérons une population infinie d’individus dont
les génotypes sont décrits par les éléments de A`, la composition de la popu-
lation évolue au cours du temps. Pour v ∈ A`, notons xv(t) la concentration
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d’individus ayant le génotype v dans la population au temps t. L’évolution des
concentrations xv(t) est gouvernée par le système d’équations différentielles

x ′v(t) =
∑
u∈A`

xu(t)f(u)M(u, v) − xv(t)
∑
u∈A`

xu(t)f(u) , v ∈ A` .

C’est le modèle d’Eigen. Le premier terme dans l’équation correspond à la créa-
tion d’individus avec génotype v, le deuxième terme correspond à la destruction
d’individus avec génotype v. Posons

φ(t) =
∑
u∈A`

xu(t)f(u) .

La quantité φ(t) est la fitness moyenne de la population au temps t, et elle corres-
pond à la création totale de chaînes au temps t. Remarquons que si la concen-
tration totale de la population au temps t est égale à 1, i.e.,∑

v∈A`
xv(t) = 1 ,

elle le sera aussi pour tout s > t. En effet, comme le noyau de mutation M
est une matrice stochastique, en sommant sur toutes les équations du système
d’Eigen, nous obtenons ∑

v∈A`
x ′v(t) = 0 .

Nous allons toujours supposer que la concentration totale de la population est
égale à 1.

Remarque 3.1.1. Le modèle d’Eigen peut se généraliser naturellement dans le cadre
suivant : E est un ensemble fini, f est une fonction de E dans R+ et M est une matrice
stochastique sur E.

3.2 Le modèle pour les classes de Hamming

L’espace d’états du modèle d’Eigen est le simplexe de dimension κ` − 1. C’est
un espace peu adapté à notre étude à cause de sa grande dimension et de l’ab-
sence d’un ordre naturel. Afin de réduire la taille de l’espace d’états, nous allons
regrouper les chaînes dans des classes de Hamming vis–à–vis d’une séquence
de référence. Dans le cas du paysage de fitness à un pic, le choix de la séquence
de référence est évident, nous choisissons la master sequence, w∗.
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Classes de Hamming. Soit l ∈ { 0, . . . , ` }, nous disons que le génotype u ∈ A`

appartient à la classe de Hamming l s’il est à distance l de la master sequence,
i.e., si dH(u,w∗) = l.

Dans la section précédente, nous avons défini le modèle d’Eigen pour une fonc-
tion de fitness f : A` −→ R+ quelconque. Nous ne considérons par la suite que
des fonctions de fitness qui respectent les classes de Hamming, c’est à dire, des
fonctions de fitness telles que, pour tout u, v ∈ A`,

dH(u,w
∗) = dH(v,w

∗) ⇒ f(u) = f(v) .

Soit f : A` −→ R+ une fonction de fitness vérifiant cette hypothèse. Nous pou-
vons alors définir une nouvelle fonction fH : { 0, . . . , ` } −→ R+ de la manière
suivante : pour l ∈ { 0, . . . , ` }, nous posons fH(l) égale à la valeur de f commune
à tout u dans la classe de Hamming l.

La fonction de fitness du paysage à un pic respecte les classes de Hamming. La
fonction fH associée est donnée par

∀ l ∈ { 0, . . . , ` } , fH(l) =

{
σ si l = 0 ,
1 si 1 6 l 6 ` .

Le noyau de mutationM se factorise aussi à travers les classes de Hamming.

Lemme 3.2.1. Soient b, c ∈ { 0, . . . , ` } et soit u ∈ A` un génotype dans la classe de
Hamming b. La somme ∑

v∈A`
dH(v,w∗)=c

M(u, v)

ne dépend pas de u dans la classe de Hamming b, c’est une fonction de b et c seulement,
que nous notonsMH(b, c). Le coefficientMH(b, c) est donné par

∑
06k6`−b

06l6b
b+k−l=c

(
`− b

k

)(
b

l

)
qk(1 − q)`−b−k

( q

κ− 1

)l(
1 −

q

κ− 1

)b−l
.

Démonstration. Le génotype u étant dans la classe de Hamming b, il diffère
exactement de b digits de la master sequence. Soient l ∈ { 0, . . . , b } et k ∈
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{ 0, . . . , ` − b }. Parmi les b digits différents de la master sequence, la probabi-
lité que exactement l digits mutent pour devenir égaux à ceux de la master
sequence est (

b

l

)( q

κ− 1

)l(
1 −

q

κ− 1

)b−l
.

Également, parmi les ` − b digits égaux à la master sequence la probabilité que
exactement k changent et deviennent différents de ceux de la master sequence
est (

`− b

k

)
qk(1 − q)`−k .

Nous obtenons le résultat voulu en sommant les produits des deux probabilités,
sur tous les l, k qui vérifient la contrainte b+ k− l = c.

Remarque 3.2.2. Soient b, c ∈ { 0, . . . , ` }, soit X une variable aléatoire de distribution
Bin(b, q/(κ − 1)) et soit Y une variable aléatoire de loi Bin(` − b, q), avec X et Y
indépendantes. Alors,

MH(b, c) = P(b− X+ Y = c) .

Nous avons obtenu un nouvel espace d’états, l’espace des classes de Hamming
{ 0, . . . , ` }, une nouvelle fonction de fitness fH : { 0, . . . , ` } −→ R+, et un nouveau
noyau de mutation MH : { 0, . . . , ` } × { 0, . . . , ` } −→ [0, 1]. Pour k ∈ { 0, . . . , ` },
nous notons xk(t) la concentration des chaînes dans la classe de Hamming k au
temps t. Les concentrations xk(t) obéissent au système d’équations

(S) x ′k(t) =
∑̀
i=0

xi(t)fH(i)MH(i, k) − xk(t)
∑̀
i=0

xi(t)fH(i) , 0 6 k 6 ` .

Dans la section suivante, nous étudions un modèle d’Eigen plus général dont
les résultats s’appliquent au système (S). Le reste du chapitre est consacré à
étudier le système (S) dans un régime asymptotique particulier.

3.3 Solutions stationnaires et stabilité

Comme nous l’avons dit dans la remarque 3.1.1, le modèle d’Eigen peut être
défini de manière plus générale pour un ensemble fini de génotypes E, une
fonction de fitness f : E −→ R+ et un noyau de mutationM sur E. Nous faisons
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ici un petit parenthèse pour étudier ce modèle généralisé. Nous supposons que
l’ensemble E a cardinal N > 2 et nous identifions E avec l’ensemble { 1, . . . , N },
nous parlons alors du i–ème génotype, pour 1 6 i 6 N. Le système d’équations
d’Eigen général s’écrit ainsi :

(∗) x ′k(t) =

N∑
i=1

xi(t)f(i)M(i, k) − xk(t)φ(t) , 1 6 k 6 N ,

où φ(t) représente la fitness moyenne de la population au temps t,

φ(t) =

N∑
i=1

xi(t)f(i) .

Soit SN le simplexe à N coordonnées :

SN =
{
x ∈ [0, 1]N : x1 + · · ·+ xN = 1

}
.

Pour tout x0 ∈ SN, la solution de (∗) avec condition initiale x(0) = x0 reste
toujours dans SN, cela peut être vérifié en sommant sur toutes les équations du
système (∗).

Scaling. Le système (∗) vérifie la propriété de scaling suivante : étant donnée
une fonction de fitness f : { 1, . . . , N } −→ R+ et une constante c > 0 nous pou-
vons définir une nouvelle fonction de fitness cf : N −→ R+ par

∀ k > 0 , (cf)(k) = cf(k) .

La trajectoire (x(t), t > 0) est solution du système (∗) associé à cf si et seule-
ment si (x(ct), t > 0) est solution du système (∗) associé à f. Autrement dit,
multiplier toutes les fitness par c correspond à accélérer le temps d’un facteur
c. En particulier, les solutions stationnaires du système (∗) sont invariantes par
le changement f −→ cf.

Nous définissons la matrice
(
W(i, j)

)
16i,j6N par

∀ i, j ∈ { 1, . . . , N } , W(i, j) = f(i)M(i, j) .

Nous faisons l’hypothèse suivante sur la matriceW :

Hypothèse. La matrice W a toutes ses composantes strictement positives.
Sous cette hypothèse, le théorème de Perron–Frobenius peut s’appliquer à la
matriceW :
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Théorème 3.3.1 (Perron–Frobenius.). Soit A une matrice carrée ayant tous ses co-
efficients strictement positifs. Il existe un nombre réel positif λ vérifiant les propriétés
suivantes :

• La valeur λ est une valeur propre simple de A, et toute autre valeur propre de A a un
module strictement inférieur à λ.

• Il existe un vecteur propre u de A, associé à λ, ayant toutes ses composantes stricte-
ment positives.

La démonstration du théorème de Perron–Frobenius peut être trouvé dans [73].
Le théorème est vrai pour les vecteurs propres à gauche comme pour les vec-
teurs propres à droite. Rappelons que v est un vecteur propre généralisé de rang
k > 1 de la matrice A associé à la valeur propre µ, si

(A− µI)kv = 0 et (A− µI)k−1v 6= 0 .

Nous avons le résultat suivant :

Lemme 3.3.2. Soit A une matrice carrée ayant tous ses coefficients strictement posi-
tifs. Tout vecteur propre généralisé de A ayant toutes ses composantes positives, est un
multiple du vecteur propre de Perron–Frobenius.

Démonstration. Soit v un vecteur propre généralisé (à droite) de rang k > 1 de
A, associé à la valeur propre µ, ayant toutes ses composantes positives, avec au
moins une composante non nulle. Soit λ la valeur propre de Perron–Frobenius
de A et soit u le vecteur propre à gauche associé. Alors

tu(A− µI) = (λ− µ)tu .

Nous en déduisons que

0 = tu(A− µI)kv = (λ− µ)k(tu)v .

Or, puisque u a toutes ses coordonnées strictement positives, tuv > 0 et donc
λ = µ. Puisque λ est une valeur propre simple, le sous–espace propre généralisé
associé à λ est de dimension 1, et nous concluons que v est multiple du vecteur
propre à droite de Perron–Frobenius de A.

Soit λ la valeur propre associée à la matrice W par le théorème de Perron–
Frobenius et soit u le vecteur propre unitaire deW ayant toutes ses composantes
strictement positives. Nous avons le théorème suivant :
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Théorème 3.3.3. Le vecteur u est le seul point stationnaire du système d’équations
(∗) dans le simplexe SN. En outre, pour tout x0 ∈ SN, la solution (x(t))t>0 de (∗) avec
condition initiale x0 converge vers u quand t tend vers l’infini.

Démonstration. Une solution stationnaire de (∗), x ∈ SN, satisfait le système
d’équations

0 =

N∑
i=1

xif(i)M(i, k) − xkφ(x) , 1 6 k 6 N .

Ce système peut se réécrire sous forme matricielle : txW = txφ(x), avec,

φ(x) =

N∑
i=1

xif(i) =

N∑
i,j=1

xif(i)M(i, j) =

N∑
i,j=1

xiW(i, j) .

Ainsi, si x ∈ SN est une solution stationnaire de (∗), alors x est un vecteur propre
unitaire de W ayant toutes ses composantes positives et φ(x) est une valeur
propre de W. L’unicité d’une telle solution découle du théorème de Perron–
Frobenius. Pour démontrer l’existence, nous prenons λ la valeur propre de W
donnée par le théorème de Perron–Frobenius, et u le vecteur propre unitaire
associé. Nous remarquons que λ vérifie l’équation

λ =

N∑
i,j=1

uiW(i, j) ,

et donc x = u ∈ SN est bien une solution stationnaire de (∗). Nous démontrons
ensuite que toute solution de (∗) converge vers u. Pour cela nous effectuons le
changement de variables suivant :

yk(t) = xk(t) exp
( ∫ t

0
φ(s)ds

)
, 1 6 k 6 N .

Ce changement de variables rend le système linéaire, en effet,

y ′k(t) =

N∑
i=1

yi(t)W(i, k) , 1 6 k 6 N ,

ce qui s’écrit sous forme matricielle ty ′ = tyW. Remarquons que pour retrou-
ver (x(t))t>0 à partir de (y(t))t>0, il suffit de prendre

xk(t) =
yk(t)

y1(t) + · · ·+ yN(t)
, 1 6 k 6 N .
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En effet, cela se voit en sommant sur k dans la formule de changement de va-
riables, ce qui donne

N∑
k=1

yk(t) = exp
( ∫ t

0
φ(s)ds

)
.

Il existe une matrice de changement de base P qui nous permet de passer de la
matriceW à sa forme canonique de Jordan réelle :

PWP−1 = W̃ =


λ 0 · · · 0
0
... J
0

 ,

où λ est la valeur propre donnée par le théorème de Perron–Frobenius et J une
matrice de Jordan réelle. Remarquons que la première ligne de la matrice P, que
nous appelons P(1, ·), est un vecteur propre deW associé à λ, i.e.,

P(1, ·)W = P(1, ·)λ .

Nous faisons encore un changement de variables : nous posons tz = tyP−1.
Alors, z vérifie le système d’équations différentielles tz ′ = tzW̃, dont la solu-
tion est donnée par

z(t) =


eλt 0 · · · 0
0
... eJt

0



z1(0)
z2(0)

...
zN(0)

 ,

où eJt est la matrice exponentielle définie par :

eJt =
∑
n>0

Jntn

n!
.

Puisque toute valeur propre de la matrice J est en valeur absolue strictement
plus petite que λ (par le théorème de Perron–Frobenius), nous avons pour la
norme d’opérateur || · || associée à la norme euclidienne de RN :

||eJt|| 6 e||J||t < eλt .
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Nous avons défini le vecteur z par tz = tyP−1, ceci entraîne notamment que
z1(0) 6= 0. En effet, nous pouvons exprimer le vecteur y(0) comme combinaison
linéaire des lignes de la matrice P :

ty(0) = c1P(1, ·) + · · ·+ cNP(N, ·) ,

avec c1, . . . , cN ∈ R. Nous en déduisons que

z1(0) = ty(0)P−1(·, 1) = c1 .

Or, les lignes de P sont des vecteurs propres généralisés de W, et d’après le
lemme 3.3.2, le sous–espace engendré par P(2, ·), . . . , P(N, ·) ne contient pas le
simplexe SN. Comme y(0) = x(0) ∈ SN, nécessairement c1 6= 0. Puisque z1(0) 6=
0,

lim
t→∞

zk(t)

z1(t)
= 0 , 2 6 k 6 N .

Vu que ty(t) = tz(t)P, il s’ensuit que, pour tout k ∈ { 1, . . . , N },

lim
t→∞ xk(t) = lim

t→∞
yk(t)

y1(t) + · · ·+ yn(t)

= lim
t→∞

∑
16i6N

zi(t)P(i, k)∑
16i,j6N

zi(t)P(i, j)
=

P(1, k)
N∑
j=1

P(1, j)

= uk ,

où u = (u1, . . . , uN) est le vecteur de Perron–Frobenius normalisé de W. C’est
ce qu’il fallait démontrer.

Le résultat que nous venons de démontrer s’applique au système d’Eigen ori-
ginal défini dans la section 3.1, ainsi qu’au système d’Eigen pour les classes de
Hamming défini dans la section 3.2, sous l’hypothèse que les fonctions de fit-
ness associées soient strictement positives. Le théorème peut être généralisé à
des matrices W avec des coefficients nuls sous l’hypothèse qu’elle soient irré-
ductibles : une matrice carréeW est irréductible si pour tout pair d’indices i, j il
existe un nombre naturel m = m(i, j) tel que l’élément Wm(i, j) est strictement
positif. Les résultats du théorème 3.3.3 apparaissent déjà dans plusieurs articles
dans la littérature sur le modèle d’Eigen, notamment dans [5, 48, 49, 78].
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3.4 Régime asymptotique

Revenons au modèle d’Eigen pour les classes de Hamming introduit dans la
section 3.2 :

(S) x ′k(t) =
∑̀
i=0

xi(t)fH(i)MH(i, k) − xk(t)
∑̀
i=0

xi(t)fH(i) , 0 6 k 6 ` .

Les résultats de la section précédente s’appliquent au système (S). Pour voir
apparaître un phénomène de seuil d’erreur, nous étudions le système (S) quand
la longueur du génome ` tend vers l’infini et la probabilité de mutation q tend
vers 0. Plus précisément, nous considérons le régime asymptotique suivant :

`→∞ , q→ 0 , `q→ a ∈ ]0,+∞[ .

Dans la suite, quand nous disons qu’un résultat est vrai asymptotiquement, cela
veut dire qu’il est vrai pour ` assez grand, q assez petit et `q assez proche de a.

Fonction de fitness limite. Pour que le régime asymptotique précédent ait du
sens, nous supposons que, pour chaque ` > 1, la fonction fH : { 0, . . . , ` } −→ R+

est la restriction à l’espace { 0, . . . , ` } d’une fonction f∞ : N −→ R+.

Le cas du paysage à un pic peut être étudié dans ce cadre en considérant la
fonction f∞ : N −→ R+ donnée par

∀ k > 0 f∞(k) =

{
σ si k = 0 ,
1 si k > 1 .

Noyau de mutation limite. Soient b, c ∈ N et ` > b, c. Soit X une variable aléa-
toire de loi binomiale de paramètres b et q/(κ− 1), soit Y une variable aléatoire
de loi binomiale de paramètres ` − b et q. Supposons que X et Y sont indépen-
dantes. D’après la remarque 3.2.2,

MH(b, c) = P
(
− X+ Y = c− b

)
.

Asymptotiquement, P(X = 0) tend vers 1, et Y tend vers une variable aléatoire
de loi de Poisson de paramètre a. Donc, pour tout b, c > 0,

lim
`→∞,q→0
`q→a

MH(b, c) =

 e−a
ac−b

(c− b)!
si b 6 c ,

0 si b > c .
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Nous notonsM∞ ce noyau limite.

Système d’Eigen limite. Nous nous intéressons donc au système d’équations
limite suivant :

(S∞) x ′k(t) =

k∑
i=0

xi(t)f∞(i)e−a ak−i

(k− i)!
− xk(t)

∞∑
i=0

xi(t)f∞(i) , k > 0 .

Dans les sections suivantes, nous étudions les solutions stationnaires et la sta-
bilité des trajectoires pour ce système, d’abord pour le paysage à un pic, puis
pour des fonctions de fitness plus générales.



Chapitre 4

Le paysage à un pic

4.1 Solutions stationnaires

Nous étudions dans ce chapitre le système d’Eigen limite (S∞) introduit dans
la section précédente, dans le cas du paysage à un pic, c’est–à–dire, quand la
fonction f∞ : N −→ R+ est donnée par :

∀ k > 0 f∞(k) =

{
σ si k = 0 ,
1 si k > 1 ,

où σ > 1. La fitness moyenne de la population dans ce cas peut être réécrite
ainsi :

φ(t) =

∞∑
k=0

xk(t)f∞(k) = (σ− 1)x0(t) + 1 .

De même, en remplaçant f∞ par la fonction du paysage à un pic, le système
d’Eigen infini se réécrit ainsi :

(Ssp∞ )


x ′0(t) = σx0(t)e

−a − x0(t)φ(t) ,

x ′k(t) = σx0(t)e
−aa

k

k!
+

k∑
i=1

xi(t)e
−a ak−i

(k− i)!
− xk(t)φ(t), k > 1.

Nous cherchons d’abord les solutions stationnaires du système. Nous avons le
résultat suivant :
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Proposition 4.1.1. Si σe−a 6 1, le système d’Eigen infini n’a qu’une solution sta-
tionnaire :

xk = 0 , k > 0 .

Si σe−a > 1, le système d’Eigen infini a deux solutions stationnaires, la solution iden-
tiquement nulle et

ρ∗k = (σe−a − 1)
ak

k!

∞∑
i=1

ik

σi
, k > 0 .

Démonstration. Les solutions stationnaires du système vérifient
0 = σx0e

−a − x0φ(x) = x0(σe
−a − φ(x)) ,

0 = σx0e
−aa

k

k!
+

k∑
i=1

xie
−a ak−i

(k− i)!
− xkφ(x) , k > 1 .

Supposons d’abord que σe−a 6 1. Puisque φ(x) = (σ − 1)x0 + 1 > 1 nous
concluons, d’après la première équation, que dans ce cas x0 = 0. Nous vérifions
par récurrence que xk = 0 pour tout k > 1. Supposons ensuite que σe−a > 1.
D’après la première équation, nous concluons que soit x0 = 0, soit φ(x) = σe−a,
et dans ce cas, en remplaçant φ(x) = (σ− 1)x0 + 1, nous avons

x0 =
σe−a − 1
σ− 1

.

Nous pouvons maintenant résoudre le reste des équations par récurrence. Pour
la condition initiale x0 = 0, il est clair que xk = 0 pour tout k > 1. Pour la
condition initiale x0 = (σe−a − 1)/(σ − 1), nous remplaçons φ(x) = σe−a dans
le système et nous obtenons

0 = σx0
ak

k!
+

k∑
i=1

xi
ak−i

(k− i)!
− σxk , k > 1 .

Nous allons résoudre cette relation de récurrence par la méthode des fonctions
génératrices. Posons

g(X) =

∞∑
k=0

xkX
k .

Alors

g(X)eaX =

∞∑
k=0

(
k∑
i=0

xi
ak−i

(k− i)!

)
Xk .
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Or, d’après la relation de récurrence,
k∑
i=0

xi
ak−i

(k− i)!
= σxk − (σ− 1)x0

ak

k!
.

Nous en déduisons que

g(X)eaX = σg(X) − (σ− 1)x0e
aX .

Et en remplaçant x0 = (σe−a − 1)/(σ− 1), nous obtenons

g(X) = (σe−a − 1)
eaX/σ

1 − eaX/σ
= (σe−a − 1)

∞∑
i=1

eaiX

σi

= (σe−a − 1)
∞∑
i=1

1
σi

∞∑
k=0

(ai)k

k!
Xk = (σe−a − 1)

∞∑
k=0

ak

k!

( ∞∑
i=1

ik

σi

)
Xk .

Nous concluons que

xk = (σe−a − 1)
ak

k!

∞∑
i=1

ik

σi
, k > 0 ,

comme voulu.

Avant de continuer avec l’étude du système (Ssp∞ ), nous allons faire une petite
parenthèse pour analyser le point stationnaire (ρ∗k)k>0.

4.2 La distribution de la quasi–espèce

Dans cette section, nous supposons que σe−a > 1, et nous notons par (ρ∗k)k>0

le point stationnaire non trivial du système limite d’Eigen (Ssp∞ ) obtenu dans la
proposition précédente. Dans la démonstration, nous avons obtenu la relation

g(X) =

∞∑
k=0

ρ∗kX
k = (σe−a − 1)

eaX/σ

1 − eaX/σ
.

En particulier, g(1) = 1, et ∑
k>0

ρ∗k = 1 .

Nous pouvons donc définir une distribution de probabilité à partir du point
stationnaire (ρ∗k)k>0.
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Définition 4.2.1. Nous disons qu’une variable aléatoire Y suit la loi de la quasi–espèce
de paramètres σ, a, notée Q(σ, a), si

P
(
Y = k

)
= (σe−a − 1)

ak

k!

∞∑
i=1

ik

σi
, k > 0 .

Calculons l’espérance et la variance de la distribution Q(σ, a). Réécrivons la
fonction génératrice sous la forme

g(X) =
∑
k>0

ρ∗kX
k = (σe−a − 1)

1
σe−aX − 1

.

Les deux premières dérivées de g sont

g ′(X) = (σe−a − 1)
σae−aX

(σe−aX − 1)2 ,

g ′′(X) =
(σe−a − 1)(σa2e−aX)(σe−aX + 1)

(σe−aX − 1)3 .

Nous obtenons alors

E(Y) =
∑
k>0

kρ∗k = g ′(1) =
σae−a

σe−a − 1
,

E(Y2) =
∑
k>0

k2ρ∗k = g ′′(1) + g ′(1) =
σae−a

(σe−a − 1)2

(
(a+ 1)σe−a + a− 1

)
,

Var(Y) = E(Y2) − E(Y)2 =
σae−a(σe−a + a− 1)

(σe−a − 1)2 .

Les figures 4.1 et 4.2 représentent graphiquement la fréquence de la master se-
quence et des 10 premières classes de Hamming en fonction de a, pour σ = 5 et
σ = 1000000.

Formules alternatives. Nous avons donné l’expression suivante pour la distri-
bution de la quasi–espèce :

ρ∗k = (σe−a − 1)
ak

k!

∑
i>1

ik

σi
, k > 0 .
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FIGURE 4.1 – Fréquence de w∗ et des 10 premières classes pour σ = 5.

Nous pouvons réécrire cette formule à l’aide du polylogarithme, ou fonction de
Jonquière, qui est défini pour tout s ∈ R et |z| < 1 par

Lis(z) =

∞∑
i=1

zi

is
.

Avec cette notation,

ρ∗k = (σe−a − 1)
ak

k!
Li−k

(
1
σ

)
, k > 0 .

Posons maintenant s = 1/σ, nous avons la relation∑
i>1

si =
s

1 − s
.
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FIGURE 4.2 – Fréquence de w∗ et des 10 premières classes pour σ = 106.

Nous dérivons et nous multiplions par s les deux côtés successivement pour
obtenir : ∑

i>1

isi =
s

(1 − s)2 ,∑
i>1

i2si =
s

(1 − s)3 (1 + s) ,

∑
i>1

i3si =
s

(1 − s)4 (1 + 4s+ s2) ,

∑
i>1

i4si =
s

(1 − s)5 (1 + 11s+ 11s2 + s3) .

Les nombres apparaissant dans les polynômes de droite sont les nombres eu-
lériens. Pour k > 1 et 0 6 i < k, le nombre eulérien E(k, i) est le nombre de
permutations de { 1, . . . , k } ayant exactement imontées, c’est–à–dire, i éléments
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supérieurs à l’élément précédent. En général, nous avons l’identité

∑
i>1

iksi =
s

(1 − s)k+1

k−1∑
i=0

E(k, i)si , k > 1 ,

ce qui donne, pour tout k > 0 :

ρ∗k = (σe−a − 1)
ak

k!
× 1

(σ− 1)k+1

k−1∑
i=0

E(k, i)σk−i .

4.3 Convergence des trajectoires

Après cette parenthèse sur la distribution de la quasi–espèce, nous reprenons
l’étude du système d’Eigen limite :

(Ssp∞ )


x ′0(t) = σx0(t)e

−a − x0(t)φ(t) ,

x ′k(t) = σx0(t)
ak

k!
e−a +

k∑
i=1

xi(t)
ak−i

(k− i)!
e−a − xk(t)φ(t), k > 1.

Nous nous intéressons dans cette section au comportement asymptotique des
solutions du système (Ssp∞ ). Nous avons le résultat suivant.

Théorème 4.3.1. Soit (x(t), t > 0) une solution de (Ssp∞ ).

• Si σe−a 6 1, alors
lim
t→∞ xk(t) = 0 , k > 0 .

• Si σe−a > 1,
– soit x0(0) = 0 et alors x0(t) = 0 pour tout t > 0 et

lim
t→∞ xk(t) = 0 , k > 1 ,

– soit x0(0) > 0 et alors

lim
t→∞ xk(t) = ρ∗k = (σe−a − 1)

ak

k!

∑
i>1

ik

σi
, k > 0 .
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Démonstration. Nous allons étudier seulement le cas σe−a > 1, x0(0) > 0 (les
démonstrations dans les autres cas sont similaires ou plus simples). Commen-
çons par étudier la première coordonnée x0(t). Rappelons que, puisque nous
travaillons avec le paysage à un pic, la fitness moyenne se réécrit sous la forme
φ(t) = (σ− 1)x0(t) + 1. Nous devons donc étudier l’équation différentielle

x ′0(t) = x0(t)
(
σe−a − (σ− 1)x0(t) − 1

)
.

L’équation
x0
(
σe−a − (σ− 1)x0 − 1

)
= 0

a pour racines les points 0 et ρ∗0 . Évidemment, si x0(0) = ρ∗0 , nous avons x0(t) =

ρ∗0 pour tout t > 0. Supposons donc que x0(0) 6= ρ∗0 . Grâce à l’équation dif-
férentielle, nous voyons que la dérivée de la trajectoire x0(t) est positive sur
l’ensemble

{
t : x0(t) ∈ ]0, ρ∗0 [

}
, et négative sur l’ensemble

{
t : x0(t) ∈ ]ρ∗0 , 1]

}
.

Supposons que x0(0) est dans ]0, ρ∗0 [ (la preuve pour le cas x0(0) ∈ ]ρ∗0 , 1] est si-
milaire). Les solutions de l’équation différentielle sont continues et ne peuvent
pas s’intersecter, ce qui implique que

∀ t > 0 x0(t) ∈ ]0, ρ∗0 [ .

En particulier, x ′0(t) > 0 pour tout t > 0 et x0(t) est une trajectoire strictement
croissante. De plus, elle est bornée par ρ∗0 , donc elle a une limite

x̃0 = lim
t→∞ x0(t) .

Nous allons montrer que x̃0 = ρ
∗
0 . Par le théorème des accroissements finis, pour

tout t > 0, il existe ξ dans ]t, t+ 1[ tel que

x0(t+ 1) = x0(t) + x0(t+ 1) − x0(t) = x0(t) + x
′
0(ξ) .

Nous faisons tendre t vers l’∞ et nous obtenons

lim
t→∞ x ′0(ξ) = 0 .

Par ailleurs,
x ′0(ξ) = x0(ξ)

(
σe−a − (σ− 1)x0(ξ) − 1

)
,

d’où, en passant à la limite,

x̃0
(
σe−a − (σ− 1)x̃0 − 1

)
= 0 .

Puisque x̃0 > x0(0) > 0, nécessairement x̃0 = ρ∗0 . Remarquons que pour toute
condition initiale, la trajectoire (x0(t))t>0 est Lipschitz.
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Nous faisons ensuite la preuve par récurrence. Soit k > 1 et supposons que le
résultat est démontré jusqu’au rang k− 1 :

lim
t→∞

(
x0(t), . . . , xk−1(t)

)
= (ρ∗0 , . . . , ρ∗k−1) .

Supposons de plus que les trajectoires (x0(t))t>0, . . . , (xk−1(t))t>0 sont Lipschitz.
La k-ième équation du système d’Eigen infini est :

x ′k(t) = x0(t)σe
−aa

k

k!
+

k∑
i=1

xi(t)e
−a ak−i

(k− i)!
− xk(t)

(
(σ− 1)x0(t) + 1

)
.

Posons

α(t) = x0(t)e
−aa

k

k!
+

k−1∑
i=1

xi(t)e
−a ak−i

(k− i)!
,

β(t) = (σ− 1)x0(t) + 1 − e−a .

Alors x ′k(t) = α(t) −β(t)xk(t) , où α et β sont des fonctions Lipschitz, positives
et convergentes quant t tend vers l’infini. En particulier (xk(t))t>0 est Lipschitz.
Les limites de α(t) et β(t), que nous notons α∗ et β∗, vérifient

α∗

β∗
=

1
(σ− 1)ρ∗0 + 1 − e−a

(
ρ∗0σe

−aa
k

k!
+

k−1∑
i=1

ρ∗i
ak−i

(k− i)!

)
.

En remplaçant ρ∗0 par sa valeur dans le dénominateur, nous constatons que
α∗/β∗ est donné par la même formule que ρ∗k dans la relation de récurrence
de la distribution de la quasi–espèce. Nous concluons (annexe A) que

lim
t→∞ xk(t) =

α∗

β∗
= ρ∗k ,

comme voulu.

4.4 Convergence des systèmes

Considérons le système d’Eigen pour les classes de Hamming avec le paysage
à un pic (Ssp) donné par : pour k ∈ { 0, . . . , ` },

x ′k(t) = x0(t)σMH(0, k) +
∑̀
i=1

xi(t)MH(i, k) − xk(t)
(
(σ− 1)x0(t) + 1

)
.
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Nous avons démontré dans la section 3.3 que ce système d’équations différen-
tielles n’admet qu’une seule solution stationnaire u = (uk)06k6`, et que toute
solution du système (Ssp) converge vers u, indépendamment de la condition
initiale. Quand nous regardons le régime asymptotique

`→∞ , q→ 0 , `q→ a ∈ ]0,+∞[ ,

nous obtenons le système d’équations limite (Ssp∞ ). Dans les sections 4.1 et 4.3,
nous avons vu que le système d’équations (Ssp∞ ) n’admet qu’un seul point sta-
tionnaire, 0, quand σe−a 6 1, et admet deux points stationnaires, 0 et ρ∗ =

(ρ∗k)k>0, quand σe−a > 1. De plus, quand σe−a 6 1, toutes les solutions du sys-
tème infini convergent vers 0, et quand σe−a > 1, toutes les solutions du sys-
tème infini convergent : vers 0 si la condition initiale vérifie x0(0) = 0, et vers ρ∗

si la condition initiale vérifie x0(0) > 0. Mais dans quel sens le système d’Eigen
pour les classes de Hamming (Ssp) converge-t-il vers le système infini (Ssp∞ ) ?
Dans cette section, nous démontrons que les solutions du système d’Eigen pour
les classes de Hamming convergent vers les solutions du système infini. Nous
démontrons aussi que la solution stationnaire du système fini converge vers
une solution stationnaire du système infini. Nous allons d’abord montrer deux
lemmes qui nous seront utiles par la suite. Nous définissons une application

MH : { 0, . . . , ` }× [0, 1]` → { 0, . . . , ` }

en posant

∀b ∈ { 0, . . . , ` } ∀u1, . . . , u` ∈ [0, 1]`

MH(b, u1, . . . , u`) = b−
b∑
k=1

1uk<q/(κ−1) +
∑̀
k=b+1

1uk>1−q .

L’application MH est définie de sorte que, si U1, . . . , U` sont des variables aléa-
toires indépendantes de loi uniforme sur l’intervalle [0, 1], alors pour tout b dans
{ 0, . . . , ` }, la loi de MH(b,U1, . . . , U`) est donnée par la ligne de la matrice MH

associée à b, i.e.,

∀ c ∈ { 0, . . . , ` } P
(
MH(b,U1, . . . , U`) = c

)
= MH(b, c) .

Lemme 4.4.1. Si q ∈ [0, 1−1/κ], l’application MH est croissante vis–à–vis de la classe
de Hamming, i.e.,

∀b, c ∈ { 0, . . . , ` } ∀u1, . . . , u` ∈ [0, 1]

b 6 c =⇒ MH(b, u1, . . . , u`) 6 MH(c, u1, . . . , u`) .
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Démonstration. Soient 0 6 b 6 c 6 `. Le résultat est évidemment vrai dans le
cas b = c. Supposons donc b < c. Nous avons, par définition de l’application
MH,

MH(c, u1, . . . , u`)−MH(b, u1, . . . , u`) = c−b−

c∑
k=b+1

(
1uk>1−q+ 1uk<q/(κ−1)

)
.

Puisque q ∈ [0, 1 − 1/κ], dans chaque paire d’indicatrices dans la somme, les
deux ne peuvent pas être strictement positives simultanément. Donc la somme
vaut au plus c− b, ce qui démontre le lemme.

Lemme 4.4.2. Pour tout k > 0 et i > 1, la probabilité de mutationMH(k+ i, k) tend
vers 0 asymptotiquement, uniformément sur i > 1.

Démonstration. Soient U1, . . . , U` des variables aléatoires indépendantes de loi
uniforme sur l’intervalle [0, 1]. Par le lemme précédent, nous avons, pour k > 0
et i > 1,

MH(k+ i, k) 6
k∑
l=0

MH(k+ i, l) = P
(
MH(k+ i, U1, . . . , U`) 6 k

)
6 P

(
MH(k+ 1, U1, . . . , U`) 6 k

)
=

k∑
l=0

MH(k+ 1, l) .

Cette dernière somme ne dépend plus de i > 1 et tend vers 0 asymptotique-
ment.

Théorème 4.4.3. Soit (x(t))t>0 une solution du système d’Eigen pour les classes de
Hamming (Ssp) et soit (x∞(t))t>0 une solution du système d’Eigen infini (Ssp∞ ). Sup-
posons que l’on a la convergence des conditions initiales :

∀ k > 0 , lim
`→∞,q→0
`q→a

xk(0) = x∞k (0) .

Alors pour tout T > 0 et pour tout k > 0,

lim
`→∞,q→0
`q→a

sup
06t6T

|xk(t) − x
∞
k (t)| = 0 .
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Démonstration. Nous allons démontrer le théorème par récurrence. Soit ε > 0 et
montrons d’abord qu’asymptotiquement,

sup
06t6T

|x0(t) − x
∞
0 (t)| < ε .

Nous avons, pour tout t > 0,

x0(t) =

x0(0) +
∫ t

0

(
x0(s)σMH(0, 0) +

∑̀
k=1

xk(s)MH(k, 0) − x0(s)
(
(σ− 1)x0(s) + 1

))
ds .

De même, pour tout t > 0,

x∞0 (t) = x∞0 (0) +
∫ t

0

(
x∞0 (s)σM∞(0, 0) − x∞0 (s)

(
(σ− 1)x∞0 (s) + 1

))
ds .

Soit δ > 0. Asymptotiquement, par le lemme 4.4.2, pour tout s > 0,

∑̀
k=1

xk(s)MH(k, 0) 6
∑̀
k=1

xk(s)δ 6 δ .

Nous avons aussi la convergence des conditions initiales, d’où, asymptotique-
ment,

|x0(0) − x∞0 (0)| 6 δ .

Donc, pour tout t ∈ [0, T ],

|x0(t) − x
∞
0 (t)| 6 δ(1 + T) +

∫ t
0

(∣∣x0(s)σMH(0, 0) − x∞0 (s)σM∞(0, 0)∣∣
+ (σ− 1)

∣∣x0(s)
2 − x∞0 (s)2

∣∣+ ∣∣x0(s) − x
∞
0 (s)

∣∣)ds .

Or, asymptotiquement, |MH(0, 0) −M∞(0, 0)| < δ, et∣∣x0(s)
2 − x∞0 (s)2

∣∣ = ∣∣(x0(s) + x
∞
0 (s))(x0(s) − x

∞
0 (s))

∣∣ 6 2
∣∣x0(s) − x

∞
0 (s)

∣∣ .
Nous en déduisons que, pour tout t ∈ [0, T ],

|x0(t) − x
∞
0 (t)| 6 δ(1 + (1 + σ)T) + (3σ− 1)

∫ t
0

∣∣x0(s) − x
∞
0 (s)

∣∣ds .

Par le lemme de Gronwall, pour tout t ∈ [0, T ],

|x0(t) − x
∞
0 (t)| 6 δ(1 + (1 + σ)T)e(3σ−1)t 6 δ(1 + (1 + σ)T)e(3σ−1)T .
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Nous choisissons δ < ε(1+ (1+ σ)T)−1e−(3σ−1)T et nous concluons, qu’asymp-
totiquement,

sup
06t6T

|x0(t) − x
∞
0 (t)| < ε .

Soit maintenant k > 1 et supposons que le résultat du théorème est vrai pour
tout 0 6 i 6 k− 1. Soit ε > 0 et montrons qu’alors, asymptotiquement,

sup
06t6T

|xk(t) − x
∞
k (t)| < ε .

Nous avons, pour tout t > 0,

xk(t) =

xk(0) +
∫ t

0

(
x0(s)σMH(0, k) +

∑̀
i=1

xi(s)MH(i, k) − xk(s)
(
(σ− 1)x0(s) + 1

))
ds .

De même, pour tout t > 0,

x∞k (t) =

x∞k (0)+
∫ t

0

(
x∞0 (s)σM∞(0, k)+

k∑
i=1

x∞i (s)M∞(i, k)−x∞k (s)((σ−1)x∞0 (s)+1
))
ds .

Soit δ > 0. Asymptotiquement

∀ i ∈ { 0, . . . , k } ,
∣∣MH(i, k) −M∞(i, k)∣∣ < δ ,

∀ i ∈ {k+ 1, . . . , ` } , MH(i, k) < δ ,

∀ s ∈ [0, T ] , max
06i<k

∣∣xi(s) − x∞i (s)∣∣ < δ ,∣∣xk(0) − x∞k (0)∣∣ < δ .

Nous en déduisons qu’asymptotiquement, pour tout t ∈ [0, T ],

|xk(t) − x
∞
k (t)| 6 δC1 + C2

∫ t
0

∣∣xk(s) − x∞k (s)∣∣ds ,
où C1, C2 sont des constantes positives qui ne dépendent ni de ε ni de δ. Nous
concluons à l’aide du lemme de Gronwall, en choisissant δ < εC−1

1 e
−C2t.

Théorème 4.4.4. Soit u = (uk)06k6` la solution stationnaire unique du système d’Ei-
gen pour les classes de Hamming (Ssp).



72 Chapitre 4. Le paysage à un pic

• Si σe−a 6 1,
∀ k > 0 , lim

`→∞,q→0
`q→a

uk = 0 .

• Si σe−a > 1,

∀ k > 0 , lim
`→∞,q→0
`q→a

uk = x∗k = (σe−a − 1)
ak

k!

∑
i>1

ik

σi
.

Démonstration. Définissons la matrice (W(i, j), 0 6 i, j 6 `) par :

∀i, j ∈ { 0, . . . , ` } , W(i, j) = fH(i)MH(i, j) .

Le vecteur unitaire u vérifie l’équation

φuk =
∑̀
i=0

uiW(i, k) , 0 6 k 6 ` ,

ou encore sous forme matricielle, φtu = tuW, où

φ =
∑̀
i=0

uifH(i) = (σ− 1)u0 + 1 .

En particulier, φ ∈ ]1, σ[ . La valeur φ est aussi la valeur propre maximale de
la matrice W (théorème 3.3.3). Quitte à extraire une sous–suite, nous pouvons
supposer l’existence des limites suivantes :

φ∗ = lim
`→∞,q→0
`q→a

φ , u∗k = lim
`→∞,q→0
`q→a

uk , k > 0 .

D’après la première équation du système φtu = tuW, nous avons

u0σMH(0, 0) < φu0 < u0σMH(0, 0) + max
16i6`

MH(i, 0) .

Puisque φ > 1, et qu’en plus MH(0, 0) converge vers e−a, nous concluons que
φ∗ > max{ 1, σe−a }. Remarquons que

φ = (σ− 1)u0 + 1 .

En passant à la limite dans les deux formules précédentes,

φ∗ = (σ− 1)u∗0 + 1 , φ∗u∗0 = u∗0σe
−a .
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Puisque φ∗ > max{ 1, σe−a }, nous concluons que :

• Si σe−a 6 1, alors φ∗ = 1 et u∗0 = 0.

• Si σe−a > 1, alors

φ∗ = σe−a et u∗0 =
σe−a − 1
σ− 1

.

De même, d’après la k-ième équation du système φut = utW, nous avons

u0σMH(0, k) +
k∑
i=1

uiMH(i, k) < φuk <

u0σMH(0, k) +
k∑
i=1

uiMH(i, k) + max
k<i6`

MH(i, k) .

En passant à la limite, nous obtenons la relation de récurrence

u∗kσe
−a = u∗0σe

−aa
k

k!
+

k∑
i=1

u∗ie
−a ak−i

(k− i)!
, k > 1 .

Nous concluons que si σe−a 6 1, alors u∗k = 0 pour tout k > 0, et si σe−a > 1,
alors u∗k = ρ∗k, pour tout k > 0.

Nous avons donc montré les convergences suivantes :

• Pour σe−a 6 1, soient x(t) et x∞(t), des solutions du système d’Eigen fini et
infini respectivement. Si l’on a la convergence des conditions initiales x(0) vers
x∞(0), alors pour tout k > 0,

xk(t) uk

x∞k (t) 0

t→∞

`→∞,q→0
`q→a

`→∞,q→0
`q→a

t→∞

• Pour σe−a > 1, soient x(t) et x∞(t), des solutions du système d’Eigen fini et
infini respectivement, avec x∞0 (0) > 0. Si l’on a la convergence des conditions
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initiales x(0) vers x∞(0), alors pour tout k > 0,

xk(t) uk

x∞k (t) ρ∗k

t→∞

`→∞,q→0
`q→a

`→∞,q→0
`q→a

t→∞

Dans les sections qui suivent, nous étendons les résultats obtenus pour le pay-
sage à un pic à des fonctions de fitness f∞ : N −→ R+ plus générales.



Chapitre 5

Le cas général

5.1 Solutions stationnaires : premières
considérations

Dans cette section, nous notons la fonction de fitness f∞ simplement par f, pour
alléger les notations. Soit f : N −→ R+. Nous considérons le système d’équa-
tions différentielles

(S∞) x ′k(t) =

k∑
i=0

xi(t)f(i)e
−a ak−i

(k− i)!
− xk(t)

∞∑
i=0

xi(t)f(i) , k > 0 ,

et nous nous intéressons aux solutions stationnaires du système. Nous présen-
tons d’abord quelques remarques et lemmes qui justifient notre analyse ulté-
rieure. Nous établissons aussi un résultat qui permet de calculer le paysage de
fitness qui régit le système (S∞), lorsque l’on connaît les concentrations des dif-
férentes classes à l’équilibre.

Scaling. Remarquons d’abord que, tout comme le système d’Eigen général in-
troduit dans la section 3.3, le système d’équations (S∞) vérifie la propriété de
scaling. C’est–à–dire qu’un changement dans la fonction de fitness du type
f −→ cf, pour c > 0, équivaut à une accélération du temps t −→ ct. En par-
ticulier, les solutions stationnaires du système sont les mêmes pour tous les
multiples d’une même fonction de fitness cf, c > 0.

Puisque nous voulons trouver les solutions stationnaires du système d’équa-
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tions différentielles précédent, nous cherchons à résoudre le système d’équa-
tions

(Sf) 0 =

k∑
i=0

xif(i)e
−a ak−i

(k− i)!
− xk

∞∑
i=0

xif(i) , k > 0 .

Comme précédemment, nous dénotons par φ(x) la fitness moyenne :

φ(x) =

∞∑
i=0

xif(i) .

Nous supposons que la fonction de fitness a sa valeur maximale en 0, i.e., nous
faisons l’hypothèse suivante :

Hypothèse H. Nous supposons que la fonction f vérifie f(0) > f(k), k > 1.

Nous disons que (xk)k>0 est une distribution de quasi–espèce autour de 0 si elle
est solution du système (Sf), si tous les xk sont positifs ou nuls, et si elle vérifie
de plus

x0 > 0 et
∑
k>0

xk = 1 .

Notre objectif principal est de trouver des solutions stationnaires de (Sf) qui
sont des distributions de quasi–espèce autour de 0, pour des fonctions de fit-
ness vérifiant l’hypothèse H. L’hypothèse H est justifiée pour les raisons sui-
vantes. D’abord, la classe de Hamming 0 correspond à la master sequence (le
génotype le plus adapté). Ensuite, toute solution stationnaire (non négative et
unitaire) de (Sg) pour une fonction de fitness g quelconque est une distribution
de quasi–espèce autour de 0 pour une fonction de fitness f qui vérifie l’hypo-
thèse H. Nous détaillons ce dernier point dans les deux lemmes ci–dessous. Soit
g : N −→ R+ une fonction de fitness quelconque (ne vérifiant pas forcément
l’hypothèse H).

Définition 5.1.1. Soit K > 0, nous appelons (xk)k>0 une distribution de quasi–
espèce autour de K associée à g si elle est une solution de (Sg), telle que tous les xk
sont positifs ou nuls et

x0 = · · · = xK−1 = 0 < xK et
∑
k>K

xk = 1 .

Lemme 5.1.2. Soit K > 0, et définissons f : N −→ R+ par

∀ k > 0 f(k) = g(K+ k) .
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La suite (xk)k>0 est une distribution de quasi–espèce autour de K associée à g si et
seulement si la suite (xK+i)i>0 est une distribution de quasi–espèce autour de 0 associée
à f.

Démonstration. Soit (xk)k>0 une distribution de quasi–espèce autour de K asso-
ciée à g. Puisque x0 = · · · = xK−1 = 0, pour tout k > K, nous avons

0 =

k∑
i=K

xig(i)e
−a ak−i

(k− i)!
− xk

∑
i>K

xig(i) .

Nous posons j = k− K et h = i− K dans la formule précédente et nous voyons
que, pour tout j > 0,

0 =

j∑
h=0

xK+hg(K+ h)e−a
aj−h

(j− h)!
− xK+j

∑
h>0

xK+hg(K+ h)

=

j∑
h=0

xK+hf(h)e
−a aj−h

(j− h)!
− xK+j

∑
h>0

xK+hf(h) .

Par conséquent, la suite (xK+j)j>0 est une distribution de quasi–espèce autour
de 0 associée à f. L’implication réciproque se démontre de manière similaire.

Lemme 5.1.3. Soit K > 1 tel que

g(K) > max
06k<K

g(k) .

Alors, pour k dans { 0, . . . , K−1 }, il n’existe pas de distribution de quasi–espèce autour
de k associée à g.

Démonstration. Supposons que (xk)k>0 est une solution de (Sg). Soit k dans
{ 0, . . . , K − 1 } et supposons de plus que x0 = · · · = xk−1 = 0 et xk > 0. Nous
allons montrer que si xk+1 > 0, . . . , xK−1 > 0, alors nécessairement xK < 0.
D’un côté, si nous écrivons la k–ième équation de (Sg), nous en déduisons que
φ(x) = g(k)e−a. D’un autre côté, si nous écrivons la K–ième équation du sys-
tème (Sg), nous voyons que

xK =
1

φ(x) − g(K)e−a

K−1∑
j=k

xjg(j)e
−a aK−j

(K− j)!
.

Vu que g(k) < g(K), si xk > 0 et xk+1, . . . , xK−1 > 0, nécessairement xK < 0.
Nous en déduisons qu’il n’existe pas de distribution de quasi–espèce autour de
k associée à g.
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Les lemmes précédents justifient l’hypothèse H sur la fonction de fitness f, et
motivent aussi la recherche des distributions de quasi–espèce autour de 0 asso-
ciées à f. Dorénavant, nous supposons toujours que f vérifie l’hypothèse H et
nous ne nous intéresserons qu’aux distributions de quasi–espèce autour de 0.
Si (xk)k>0 est une distribution de quasi–espèce autour de 0 associée à f, et s’il
n’y a pas de confusion possible, nous dirons simplement que (xk)k>0 est une
quasi–espèce. Ainsi, une quasi–espèce est une solution de (Sf) telle que

x0 > 0 , ∀ k > 0 xk > 0 ,
∑
k>0

xk = 1 .

Il est important de noter que, si (xk)k>0 est une quasi–espèce, d’après la pre-
mière équation du système (Sf), nous avons φ(x) = f(0)e−a. Cela entraîne no-
tamment que toutes les classes ont une concentration strictement positive dans
la quasi–espèce. En effet, pour k > 1, d’après la k–ième équation de (Sf),

xk =
1

φ(x) − f(k)e−a

k−1∑
i=0

xif(i)e
−a ak−i

(k− i)!
.

Puisque x0 > 0, que φ(x) = f(0)e−a et que par l’hypothèse H, nous avons
f(0) > f(k), nous en déduisons que xk > 0 pour tout k > 1. Cette remarque
est particulièrement importante, car elle nous permet d’exprimer les fitness des
différentes classes en fonction des concentrations dans la quasi–espèce :

Théorème 5.1.4. Supposons que (xk)k>0 est une quasi–espèce. Alors,

∀ k > 1 f(k) =
f(0)
xk

k∑
j=0

(−1)j
aj

j!
xk−j .

L’intérêt de ce résultat réside dans ses applications potentielles. En effet, dans
les expériences pratiques, nous pouvons mesurer les concentrations des diffé-
rents génotypes et nous essayons d’en déduire le paysage de fitness. Les tech-
niques actuelles permettent même de séquencer des populations de virus in
vivo, et le modèle de quasi–espèce est un des outils principaux pour inférer les
paysages de fitness à partir de données expérimentales [69].

Démonstration. Nous faisons la preuve par récurrence. Puisque (xk)k>0 est une
quasi–espèce, en particulier, x0 > 0 et φ(x) = f(0)e−a. Après une petite mani-
pulation algébrique, nous obtenons

f(k) =
1
xk

(
xkf(0) −

k−1∑
j=0

xjf(j)
ak−j

(k− j)!

)
, k > 1 .
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En particulier, pour k = 1,

f(1) =
f(0)
x1

(x1 − ax0) .

Donc, la formule est vraie pour k = 1. Fixons maintenant k > 1 et supposons
que la formule est vraie jusqu’au rang k − 1. En remplaçant f(1), . . . , f(k − 1)
dans la formule ci-dessus, nous obtenons

f(k) =
f(0)
xk

(
xk −

k−1∑
j=0

j∑
h=0

(−1)hxj−h
ah

h!
ak−j

(k− j)!

)
.

Fixons i ∈ { 1, . . . , k } et cherchons le coefficient de xk−i dans l’expression ci–
dessus ; il est égal à

−
∑

06h6j<k
j−h=k−i

(−1)h
ah

h!
ak−j

(k− j)!
= −

∑
06h<i

(−1)h
ah

h!
ai−h

(i− h)!
= (−1)i

ai

i!
.

Le théorème est donc démontré.

Revenons maintenant à notre objectif principal : chercher des quasi–espèces as-
sociées à une fonction de fitness f connue. Nous cherchons donc une formule
d’inversion de la formule précédente. Puisque nous nous intéressons aux solu-
tions du système (Sf) vérifiant x0 > 0, nous remplaçons φ(x) par f(0)e−a dans
(Sf) et nous obtenons une relation de récurrence pour la suite (xk)k>0. Nous
cherchons d’abord à résoudre la relation de récurrence avec condition initiale
égale à 1 :

(R)

y0 = 1 ,

yk =
1

f(0) − f(k)

k−1∑
j=0

yjf(j)
ak−j

(k− j)!
, k > 1 .

Une fois que nous aurons la solution de la relation de récurrence (R), nous pour-
rons décider de l’existence d’une quasi–espèce grâce au lemme suivant, et, le cas
échéant, retrouver la quasi–espèce à partir de la solution de (R).

Lemme 5.1.5. Soit (yk)k>0 la solution de la relation de récurrence (R).
• Si la série de terme général yk converge, il existe une unique quasi–espèce (xk)k>0

autour de 0, donnée par :

x0 =

(∑
k>0

yk

)−1

, xk = x0yk , k > 1 .

• Si la série de terme général yk diverge, il n’existe pas de quasi–espèce autour de 0.
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Démonstration. La première assertion du lemme est évidente. Pour démontrer
la deuxième, il est suffisant de remarquer que, si (xk)k>0 est une distribution de
quasi–espèce, alors la suite (yk)k>0 définie par la relation yk = xk/x0, k > 0,
vérifie la relation de récurrence (R), ce qui entraîne la convergence de la série
de terme général yk.

5.2 Deux formules pour la solution de (R)

Nous donnons ici deux formules explicites différentes pour la suite (yk)k>0.
La première formule exprime les valeurs (yk)k>1 en fonction des fitness et des
coefficients multinomiaux.

Théorème 5.2.1. Pour tout k > 1,

yk =
ak

k!
f(0)
f(k)

×
∑

16h6k
0=i0<···<ih=k

k!
(i1 − i0)!(i2 − i1)! · · · (ih − ih−1)!

h∏
t=1

f(it)

f(0) − f(it)
.

Démonstration. D’après la relation de récurrence (R), nous avons :

yk
(
f(0) − f(k)

)
=

k−1∑
j=0

yjf(j)
ak−j

(k− j)!
, k > 1 .

Faisons les changements de variable suivants :

z0 = y0 , g(0) = f(0) ,

zj =
yj

aj

(
f(0) − f(j)

)
, g(j) =

f(j)

f(0) − f(j)
, j > 1 .

La relation de récurrence se réécrit alors

zk =

k−1∑
j=0

zj
g(j)

(k− j)!
, k > 1 .

En itérant cette formule, nous obtenons, pour tout k > 1,

zk = z0g(0)

(
1
k!

+

k−1∑
h=1

∑
16i1<···<ih<k

1
i1!(i2 − i1)! · · · (k− ih)!

h∏
t=1

g(it)

)
.



5.2. Deux formules pour la solution de (R) 81

En multipliant tout par g(k), la formule se réécrit ainsi :

zkg(k) = z0g(0)
k∑
h=1

∑
16i1<···<ih=k

1
i1!(i2 − i1)! · · · (ih − ih−1)!

h∏
t=1

g(it) .

Nous remplaçons z0, zk et g(0), · · · , g(k− 1) par leur valeur et nous obtenons la
formule voulue.

Corollaire 5.2.2. Il existe une quasi–espèce autour de 0 si et seulement si :∑
h>1

∑
16i1<···<ih

aih

f(ih)

∏
16t6h

f(it)

(it − it−1)!(f(0) − f(it))
< +∞ .

Démonstration. Nous sommons sur yk, pour k > 1, dans la formule du théorème
et nous échangeons l’ordre des sommes pour obtenir la formule du corollaire.
Nous concluons grâce au lemme 5.1.5.

Coefficients up–down. La suite (yk)k>1 s’exprime en fonction des coefficients
up–down [74], que nous définissons ici. Soit σ = (σ(1), . . . , σ(n)) une permuta-
tion de { 1, . . . , n }. La signature de Niven associée à σ est la suite (q1, . . . , qn−1) ∈
{−1,+1 }n−1 telle que,

∀ i ∈ { 1, . . . , n− 1 } qi(σ(i+ 1) − σ(i)) > 0 .

Autrement dit, qi vaut +1 si σ(i + 1) > σ(i) et qi vaut −1 si σ(i + 1) < σ(i).
Par exemple, la signature de Niven associée à la permutation (3, 1, 5, 6, 2, 4) est
(−1,+1,+1,−1,+1). Étant donnée une signature de Niven, nous pouvons nous
demander combien il existe de permutations ayant cette signature. Ces nombres
sont donnés par les coefficients up–down.

Définition 5.2.3. Soient n > 1, 0 6 h < n et 0 = i0 < i1 < · · · < ih < n. Le
coefficient up–down {

n

i0, i1, . . . , ih

}
est le nombre de permutations de { 1, . . . , n } ayant la signature de Niven (q1, . . . , qn−1)

donnée par

∀ i ∈ { 1, . . . , n− 1 } qi =

{
1 si i ∈ { i1, . . . , ih } ,
−1 sinon .
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Théorème 5.2.4. Pour tout k > 1, nous avons

yk =
ak

k!

(
k∏
j=1

f(0)
f(0) − f(j)

) ∑
06h<k

0=i0<···<ih<k

{
k

i0, . . . , ih

} h∏
t=1

f(it)

f(0)
.

Démonstration. Nous reprenons la formule obtenue dans le théorème précédent,
en utilisant

∏k
j=1

(
f(0) − f(j)

)
comme dénominateur commun, nous obtenons

ainsi

yk =
ak

k!
f(0)/f(k)∏

16j6k

(
f(0) − f(j)

)×
∑

16h6k
16i1<···<ih=k

k!
i1!(i2 − i1)! · · · (ih − ih−1)!

h∏
t=1

f(it)
∏

16j6k
j6=i1,...,ih

(
f(0) − f(j)

)
.

L’expression dans la deuxième ligne est un polynôme homogène de degré k
dans les variables f(0), . . . , f(k). À chaque h ∈ { 1, . . . , k } et chaque 1 6 i1 <

· · · < ih = k correspond le monôme f(0)k−hf(i1) · · · f(ih). Nous calculons le
coefficient de chacun de ces monômes et nous concluons que

yk =
ak

k!
f(0)/f(k)∏

16j6k

(
f(0) − f(j)

) ∑
16h6k

16i1<···<ih=k

f(0)k−hf(i1) · · · f(ih)

×
∑

16t6h
16j1<···<jt=h

(−1)h−t
k!

ij1!(ij2 − ij1)! . . . (ijt − ijt−1)!
.

Or, d’après [9], nous savons que

{
k

0, i1, . . . , ih−1

}
=

∑
16t6h

16j1<···<jt=h

(−1)h−t
k!

ij1!(ij2 − ij1)! · · · (ijt − ijt−1)!
.
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Nous remplaçons dans la formule précédente, et puisque ih = k nous obtenons :

yk =
ak

k!
f(0)/f(k)∏

16j6k

(
f(0) − f(j)

) ∑
16h6k

16i1<···<ih=k

f(0)k−h
h∏
t=1

f(it)

{
k

0, i1, . . . , ih−1

}

=
ak

k!

∏
16j6k

f(0)
f(0) − f(j)

∑
16h<k

0=i0<···<ih<k

h∏
t=1

f(it)

f(0)

{
k

i0, . . . , ih

}
.

Ce qui conclut la démonstration du théorème.

5.3 Fonctions de fitness constantes
à partir d’un certain rang

Nous considérons dans cette section des fonctions f constantes à partir d’une
certaine valeurN. Nous montrons que, pour de telles fonctions, la suite (yk)k>N
s’exprime en fonction des valeurs (qk)k>0 de la quasi–espèce pour le paysage à
un pic, données par

qk = (f(0)/c− 1)
ak

k!

∑
i>1

ik

(f(0)/c)i
.

Rappelons que (qk)k>0 est la solution de la relation de récurrence (R) pour la
fonction (f(0), c, c, . . . ), où 0 < c < f(0).

Théorème 5.3.1. Supposons qu’il existe un entier N > 0 et une constante c > 0 tels
que la fonction f : N −→ R+ vérifie

f(N) 6= c et ∀ k > N f(k) = c .

Alors, pour tout k > N,

yk = qk +

N∑
j=1

aj

j!
qk−j

(
f(j)

f(0) − f(j)
−

c

f(0) − c

)

×
(

1 +

j−1∑
h=1

∑
0=i0<···<ih<j

h∏
t=1

(
j− it−1

j− it

)
f(it)

f(0) − f(it)

)
.
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Avant de procéder à la preuve, nous donnons quelques résultats intermédiaires.
Nous introduisons d’abord quelques notations. Pour un paysage de fitness f et
k > 0, nous définissons le paysage de fitness f(k) obtenu en décalant de k vers
la gauche les fitness des classes et en conservant la fitness de la classe 0, ce qui
donne donc

∀ j > 0 f(k)(j) =

{
f(0) si j = 0 ,
f(k+ j) si j > 1 .

f•
•

•
•

• • • • • • •

f(1)•

•
•

• • • • • • • •

f(2)•

•

• • • • • • • • •

f(3)•

• • • • • • • • • •

Pour un paysage de fitness f, et k > 0, nous appelons (yk(f))k>1 la solution
de la relation de récurrence (R) pour le paysage de fitness f. Nous allons com-
mencer par établir le lemme suivant, qui exprime la valeur yk(f) en fonction de
yk−1(f

(1)), . . . , y1(f
(k−1)).

Lemme 5.3.2. Pour tout k > 2, nous avons :

yk(f) =
ak

k!
f(0)

f(0) − f(k)
+

k−1∑
j=1

aj

j!
f(j)

f(0) − f(j)
yk−j(f

(j)) .
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Démonstration. Nous partons de l’identité obtenue dans le théorème 5.2.1,

yk(f) =
ak

k!
f(0)

f(0) − f(k)

(
1 +

∑
16h<k

16i1<···<ih<k

k!
i1!(i2 − i1)! · · · (k− ih)!

h∏
t=1

f(it)

f(0) − f(it)

)
,

et nous décomposons la somme selon la valeur du premier indice :

∑
16h<k

16i1<···<ih<k

k!
i1!(i2 − i1)! . . . (k− ih)!

h∏
t=1

f(it)

f(0) − f(it)
=

k−1∑
i1=1

f(i1)

f(0) − f(i1)

×
(

k!
i1!(k− i1)!

+
∑

26h6k−i1
i1<i2<···<ih<k

k!
i1!(i2 − i1)! · · · (k− ih)!

h∏
t=2

f(it)

f(0) − f(it)

)
.

Nous faisons les changements d’indices suivants :

j = i1 , h ′ = h− 1 , t ′ = t− 1 ,
i ′1 = i2 − i1 , . . . , i ′h ′ = ih − i1 .

Remarquons qu’en particulier nous avons f(it ′) = f(i ′t ′ + i1) = f(j)(i ′t ′). L’ex-
pression précédente devient :

k−1∑
j=1

k!
j!(k− j)!

f(j)

f(0) − f(j)

×
(

1 +
∑

16h ′<k−j
16i ′1<···<i ′h<k−j

(k− j)!
i ′1!(i ′2 − i

′
1)! · · · (k− j− i ′h ′)!

h ′∏
t ′=1

f(j)(i ′t ′)

f(j)(0) − f(j)(i ′t ′)

)
.

Vu que f(0) = f(j)(0) et f(k) = f(j)(k− j) pour tout j ∈ { 1, . . . , k−1 }, en enlevant
les ′ des indices, nous trouvons

yk(f) =
ak

k!
f(0)

f(0) − f(k)
+

k−1∑
j=1

aj

j!
f(j)

f(0) − f(j)
× ak−j

(k− j)!
f(j)(0)

f(j)(0) − f(j)(k− j)

×
(

1 +
∑

16h<k−j
16i1<···<ih<k−j

(k− j)!
i1!(i2 − i1)! · · · (k− j− ih)!

h∏
t=1

f(j)(it)

f(j)(0) − f(j)(it)

)
.
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Or, par le théorème 5.2.1,

yk−j(f
(j)) =

ak−j

(k− j)!
f(j)(0)

f(j)(0) − f(j)(k− j)
×(

1 +

k−j∑
h=1

∑
16i1<···<ih<k−j

(k− j)!
i1!(i2 − i1)! · · · (k− j− ih)!

h∏
t=1

f(j)(it)

f(j)(0) − f(j)(it)

)
.

Nous concluons en remplaçant dans la formule précédente.

Soit f : N −→ R+ une fonction de fitness telle qu’il existeN > 0 et une constante
c > 0 vérifiant

f(N) 6= c et ∀ k > N f(k) = c .

Supposons que
(
yk(f)

)
k>0 est une solution de la relation de récurrence (R) pour

la fonction f. Nous voulons montrer que, pour tout k > N,

yk(f) = qk +

N∑
j=1

aj

j!
qk−j

(
f(j)

f(0) − f(j)
−

c

f(0) − c

)

×

(
1 +

j−1∑
h=1

∑
0=i0<···<ih<j

h∏
t=1

(
j− it−1

j− it

)
f(it)

f(0) − f(it)

)
,

où (qk)k>0 est la solution de la relation de récurrence (R) pour le paysage de
fitness à un pic (f(0), c, c, . . . ), i.e.,

qk =
(
f(0)/c− 1)

ak

k!

∑
i>1

ik

(f(0)/c)i
, k > 1 .

Avant de faire la preuve du théorème 5.3.1, nous introduisons une notation afin
de réécrire plus simplement la formule à démontrer. Pour une fonction de fit-
ness f et l > 1 nous notons

Cl(f) = 1 +

l−1∑
h=1

∑
0=i0<i1<···<ih<l

h∏
t=1

(
l− it−1

l− it

)
f(it)

f(0) − f(it)
.

Lemme 5.3.3. Les coefficients Ci, i > 2, vérifient la relation de récurrence

Ci(f) = 1 +

i−1∑
j=1

(
i

j

)
f(j)

f(0) − f(j)
Ci−j(f

(j)) .
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Démonstration. Soit i > 2. Pour j ∈ { 1, . . . , i− 1 },

Ci−j(f
(j)) = 1 +

i−j−1∑
h=1

∑
0=l0<l1<···<lh<i−j

h∏
t=1

(
i− j− lt−1

i− j− lt

)
f(j+ lt)

f(0) − f(j+ lt)
.

Nous remplaçonsCi−1(f
(1)), . . . , C1(f

(i−1)) dans la formule précédente, nous fai-
sons le changement d’indices suivants :

h ′ = h+ 1 , j = i1 , j+ l1 = i2 , . . . , j+ lh = ih ′ ,

nous échangeons l’ordre des sommes et nous obtenons la formule voulue pour
Ci(f).

Preuve du théorème 5.3.1. Nous allons faire la preuve par récurrence surN. Sup-
posons d’abord queN = 1 et soit k > 2. Alors toutes les fonctions de fitness f(j),
j > 1, sont égales à la fonction de fitness du paysage à un pic. Donc, d’après le
lemme 5.3.2 :

yk(f) =
ak

k!
f(0)

f(0) − c
q0 + a

f(1)
f(0) − f(1)

qk−1 +

k−1∑
j=2

aj

j!
c

f(0) − c
qk−j .

Or, la séquence (qk)k>0 vérifie la relation de récurrence (R) pour la fonction
(f(0), c, c, . . . ), i.e.,

∀ k > 1 qk =
1

f(0) − c

(
ak

k!
f(0) + c

k−1∑
j=1

aj

j!
qk−j

)
.

Il s’ensuit que

yk(f) = qk + a

(
f(1)

f(0) − f(1)
−

c

f(0) − c

)
qk−1 .

Le casN = 1 est donc établi. Soit maintenantN > 2 et supposons que la formule
du théorème 5.3.1 est vraie jusqu’au rang N − 1. Soit k > N. D’une part, pour
tout j > N, la fonction de fitness f(j) est égale à la fonction du paysage à un pic,
donc yk−j(f(j)) = qk−j pour tout j ∈ { 1, . . . , N }. D’autre part, f(N + 1) = · · · =



88 Chapitre 5. Le cas général

f(k) = c. Nous avons alors, par le lemme 5.3.2,

yk(f) =
ak

k!
f(0)

f(0) − f(k)
+

k−1∑
j=1

aj

j!
f(j)

f(0) − f(j)
yk−j(f

(j))

=
1

f(0) − c

(
ak

k!
f(0) + c

k−1∑
j=1

aj

j!
qk−j

)
−

c

f(0) − c

N∑
j=1

aj

j!
qk−j

+

N∑
j=1

aj

j!
f(j)

f(0) − f(j)
yk−j(f

(j))

= qk −
c

f(0) − c

N∑
j=1

aj

j!
qk−j +

N∑
j=1

aj

j!
f(j)

f(0) − f(j)
yk−j(f

(j)) .

Par hypothèse de récurrence, pour tout j ∈ { 1, . . . , N }, nous avons

yk−j(f
(j)) = qk−j +

N−j∑
l=1

al

l!
qk−j−l

(
f(j)(l)

f(j)(0) − f(j)(l)
−

c

f(j)(0) − c

)
Cl(f

(j))

= qk−j +

N−j∑
l=1

al

l!
qk−j−l

(
f(j+ l)

f(0) − f(j+ l)
−

c

f(0) − c

)
Cl(f

(j)) .

Nous remplaçons yk−N(f(N)), . . . , yk−1(f
(1)) dans la formule donnant yk(f) et

nous obtenons

yk(f) = qk −
c

f(0) − c

N∑
j=1

aj

j!
qk−j +

N∑
j=1

aj

j!
f(j)

f(0) − f(j)

×

(
qk−j +

N−j∑
l=1

al

l!
qk−j−l

(
f(j+ l)

f(0) − f(j+ l)
−

c

f(0) − c

)
Cl
(
f(j)
))

.

Fixons i ∈ { 1, . . . , N }. Le coefficient de qk−i dans le développement de yk(f)
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sera donc égal à :

ai

i!

(
f(i)

f(0) − f(i)
−

c

f(0) − c

)

+
∑

16j6N
16l6N−j
j+l=i

aj

j!
f(j)

f(0) − f(j)
al

l!

(
f(j+ l)

f(0) − f(j+ l)
−

c

f(0) − c

)
Cl(f

(j))

=
ai

i!

(
f(i)

f(0) − f(i)
−

c

f(0) − c

)(
1 +

i−1∑
j=1

(
i

j

)
f(j)

f(0) − f(j)
Ci−j(f

(j))

)
.

Nous concluons grâce au lemme 5.3.3.

Remarque 5.3.4. Le résultat reste vrai pour des fonctions de fitness qui s’annulent à
partir d’une certaine valeur N > 1. Le seul changement à faire est de remplacer c par
0 dans la formule et la suite (qk)k>0 par la solution de (R) associée à la fonction de
fitness (f(0), 0, 0, . . . ), i. e., par pk = ak/k!.

5.4 Seuil d’erreur

Nous donnons ici une condition assurant l’existence de la quasi–espèce. Rappe-
lons que nous disons que (xk)k>0 est une distribution de quasi–espèce autour de
0, si, en plus de satisfaire le système (Sf), x0 est strictement positif et la somme
des xk vaut 1.

Corollaire 5.4.1. Nous avons :
• Si f(0)e−a > lim supn→∞ f(n), alors la série de terme général yk converge, et il
existe une quasi–espèce autour de 0.
• Si f(0)e−a < lim infn→∞ f(n), alors la série de terme général yk diverge, et il n’existe
pas de quasi–espèce autour de 0.

D’après ce corollaire, nous voyons que le phénomène de seuil d’erreur observé
par Eigen est présent pour les fonctions de fitness f qui vérifient l’hypothèse
H. De plus, le seuil d’erreur ne dépend que de la fitness f(0) de la master
sequence, du paramètre a, et du comportement limite de la fonction de fit-
ness. Pour a > 0 et f une fonction de fitness vérifiant l’hypothèse H ainsi que
f(0)e−a > lim supn→∞ f(n), nous pouvons donc définir une distribution de pro-
babilité :
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Définition 5.4.2. Nous disons qu’une variable aléatoire Y suit la loi de la quasi–espèce
généralisée de paramètres f et a, notée QG(f, a), si

P(Y = k) =
akf(0)
f(k)

×
∑

16h6k
16i1<···<ih=k

h∏
t=1

f(it)

(it − it−1)!(f(0) − f(it))∑
h>1

16i1<···<ih

aih

f(ih)

∏
16t6h

f(it)

(it − it−1)!(f(0) − f(it))

.

Nous démontrons deux lemmes avant de faire la preuve du corollaire. Soient
f, g : N −→ R+ deux fonctions de fitness vérifiant f(0) = g(0) et

∀ k > 1 f(k) > g(k) .

Alors, pour tout k > 1, nous avons

1
f(0) − f(k)

k−1∑
j=0

yjf(j)
ak−j

(k− j)!
>

1
g(0) − g(k)

k−1∑
j=0

yjg(j)
ak−j

(k− j)!
.

Si nous définissons (yk(f))k>0 et (yk(g))k>0 comme les solutions des relations
de récurrence (R) correspondant aux fonctions f et g, nous voyons par récur-
rence que, pour tout k > 0, yk(f) > yk(g). Nous avons obtenu le lemme sui-
vant :

Lemme 5.4.3. Soient f, g : N −→ R+ deux fonctions de fitness vérifiant f(0) = g(0)
et pour tout k > 1, f(k) > g(k). Alors, pour tout k > 0, yk(f) > yk(g).

Soit maintenant N > 1, c > 0, σ > c et gN : N −→ R+ la fonction de fitness
définie par :

∀ k > 0 , gN(k) =


σ si k = 0 ,
0 si 1 6 k 6 N ,

c si N+ 1 6 k .

Nous avons le résultat suivant :

Lemme 5.4.4. La série de terme général yk(gN) converge si et seulement si σe−a > c.
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Démonstration. Nous savons que le résultat est vrai pour la fonction de fitness
du paysage à un pic, i.e., pour N = 0. Par le lemme de comparaison 5.4.3, si
σe−a > c, la série de terme général yk(gN) converge. Il nous reste à voir l’im-
plication réciproque. Supposons donc que σe−a 6 c. Par le lemme 5.1.5, nous
savons que la convergence de la série de terme général yk(gN) est équivalente à
l’existence d’une quasi–espèce pour la fonction de fitness gN. Montrons qu’une
telle quasi–espèce ne peut pas exister si σe−a 6 c. Par l’absurde, supposons
qu’une telle quasi–espèce (xk)k>0 existe. Elle vérifie alors :

x0 > 0 ,
∑
k>0

xk = 1 ,

φ = σx0 + c
∑
k>N

xk ,

0 = x0(σe
−a − φ) ,

0 = x0σ
ak

k!
e−a − xkφ , 1 6 k 6 N .

En particulier φ = σe−a et xk = x0a
k/k! pour tout k ∈ { 1, . . . , N }. Il s’ensuit que

σe−a = φ = σx0 + c
(
1 − (x0 + · · ·+ xN)

)
=

(
σ− c

N∑
k=0

ak

k!

)
x0 + c .

Posons

tN(a) =

N∑
k=0

ak

k!
.

Nous concluons que x0 est donné par la formule

x0 =
σe−a − c

σ− ctN(a)
.

Notons par a∗ la seule solution positive de l’équation ctN(a) = σ. Puisque l’ex-
pression obtenue pour x0 n’est pas strictement positive quand a appartient à
[ln(σ/c), a∗[, une quasi–espèce ne peut pas exister quand a est dans cet inter-
valle. Si par contre a > a∗, nous avons

x0 + · · ·+ xN = tN(a)x0 =
σe−atN(a) − ctN(a)

σ− ctN(a)
.

Or, tN(a) < ea, ce qui implique que l’expression précédente est strictement plus
grande que 1. Une quasi–espèce ne peut donc pas exister si a > a∗ non plus.
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Démonstration du corollaire. D’après le lemme 5.1.5, afin de démontrer le corol-
laire 5.4.1, il suffit de montrer que si f(0)e−a > lim supn→∞ f(n), la série de
terme général yk(f) converge, et diverge si f(0)e−a < lim infn→∞ f(n). Nous
montrons d’abord que si f(0)e−a > lim supn→∞ f(n) la série de terme général
yk(f) converge. Pour cela supposons d’abord que la fonction de fitness f est
constante égale à c à partir d’une certaine valeur N > 0. Nous pouvons alors
appliquer le théorème 5.3.1, et nous avons donc

∀ k > N , yk(f) = qk +

N∑
j=1

aj

j!
qk−j

(
f(j)

f(0) − f(j)
−

c

f(0) − c

)
Cj(f) .

Il s’ensuit que

∑
k>0

yk(f) =

N∑
k=0

yk(f) +
∑
k>N

qk

+

N∑
j=1

aj

j!

(∑
k>N

qk−j

)(
f(j)

f(0) − f(j)
−

c

f(0) − c

)
Cj(f) .

Or, la série de terme général qk converge si f(0)e−a > c. Quand la fonction
f : N −→ R+ n’est pas constante à partir d’un certain rang, nous posons

c∞ = lim sup
n→∞ f(n) .

Soit ε > 0, il existe N > 0 tel que pour tout k > N, f(k) < c∞ + ε. Définissons la
fonction fN : N −→ R+ par :

∀ k > 0 fN(k) =

{
f(k) si 0 6 k 6 N ,

c∞ + ε si k > N ,

et soit (yk(fN))k>0 la solution de la relation de récurrence (R) correspondant
à fN. Pour ε suffisamment petit, fN(0)e−a > c∞ + ε. Puisque fN est constante
égale à c∞+ ε à partir de la valeurN, la série de terme général yk(fN) converge.
D’après le lemme de comparaison 5.4.3, il en est de même de la série de terme
général yk(f). Nous montrons ensuite que si f(0)e−a < lim infn→∞ f(n), alors la
série de terme général yk diverge. Définissons la fonction fN : N −→ R+ par :

∀ k > 0 fN(k) =


f(0) si k = 0 ,
0 si 1 6 k 6 N ,

c∞ − ε si k > N ,
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et soit (yk(fN))k>0 la solution de la relation de récurrence (R) correspondant à
fN. Pour ε suffisamment petit, fN(0)e−a < c∞ − ε. Au vu du lemme 5.4.4, la
série de terme général yk(fN) diverge. D’après le lemme de comparaison 5.4.3,
il en est de même de la série de terme général yk(f).

5.5 Convergence des trajectoires

Soit f : N −→ R+. Nous considérons le système d’Eigen infini :

(S∞) x ′k(t) =

k∑
i=0

xi(t)f(i)e
−a ak−i

(k− i)!
− xk(t)

∞∑
i=0

xi(t)f(i) , k > 0 .

Comme dans la section précédente, nous supposons que f(0) > f(k) pour tout
k > 1. Nous supposons de plus que la fonction f converge et nous appelons
c > 0 sa limite. Nous créons une séquence (ki)i>0 de manière récurrente : nous
posons k0 = 0 si f(0)e−a > c et k0 = ∞ sinon. Pour i > 1, nous définissons ki
par :

ki = inf{k > ki−1 : f(k)e
−a > c et f(k) > f(k+ j), j > 1 } .

Au vu du corollaire 5.4.1 et des lemmes 5.1.2, 5.1.3, le système d’équations (S∞)
a autant de solutions stationnaires qu’il y a d’éléments finis dans la séquence
(ki)i>1. Rappelons que nous ne considérons que des solutions stationnaires
(xk)k>0 vérifiant

∑
k>0 xk = 1 (à l’exception de la solution identiquement nulle).

À chacune de ces valeurs ki, nous associons la solution stationnaire (xik)k>0 cor-
respondante, qui vérifie :

xi0 = · · · = xki−1 = 0 < xiki .

Bien sûr, si ki = ∞, la solution stationnaire associée est la solution identique-
ment nulle. Nous avons le résultat suivant :

Théorème 5.5.1. Soit (x(t))t>0 une solution du système (S∞). Pour tout k > 0 et
pour tout i > 1,

lim
t→∞ xk(t) = xik

si et seulement si la condition initiale vérifie

x0(0) = · · · = xki−1(0) = 0 et max
ki−1<k6ki

xk(0) > 0 .
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Démonstration. Nous allons seulement démontrer que si k0 = 0 et x0(0) > 0,
alors pour tout k > 0 ,

lim
t→∞ xk(t) = x∗k = x0

k ,

où (x∗k)k>0 est la solution stationnaire de (S∞) associée à 0, i.e., la distribution
de quasi–espèce autour de 0 associée à f. Le reste du théorème se démontre de
façon très similaire. Remarquons d’abord que si x0(0) > 0, alors x0(t) > 0 pour
tout t > 0. En effet, puisque φ(t) 6 f(0),

x ′0(t) = x0(t)f(0)e−a − x0(t)φ(t) > x0(t)f(0)(e−a − 1) .

Ceci entraîne que

x0(t) > x0(0)e−f(0)(1−e−a)t > 0 t > 0 .

Nous pouvons donc faire le changement de variables suivant : pour tout k > 0,
nous posons yk(t) = xk(t)/x0(t). En dérivant, nous obtenons le système d’équa-
tions différentielles

y ′k(t) =

k∑
i=0

yi(t)f(i)e
−a ak−i

(k− i)!
− yk(t)f(0)e−a , k > 1 .

Le changement de variables nous a permis de rendre le système linéaire. Nous
allons montrer par récurrence que pour tout k > 0, yk(t) converge vers y∗k
quand t tend vers l’infini, où (y∗k)k>0 est la solution de la relation de récurrence
(R) de la section précédente. Pour k = 0 le résultat est évident, vu que y0(t) = 1
pour tout t > 0. Soit k > 1 et supposons maintenant que yi(t) tend vers y∗i pour
tout i ∈ { 0, . . . , k− 1 }. Nous avons

y ′k(t) =

k−1∑
i=0

yi(t)f(i)e
−a ak−i

(k− i)!
− (f(0) − f(k))e−ayk(t) .

Nous en déduisons que (annexe A) :

lim
t→∞yk(t) =

1
f(0) − f(k)

k−1∑
i=0

y∗if(i)
ak−i

(k− i)!
= y∗k .

Ceci termine la récurrence. Il nous reste à montrer que

lim
t→∞ x0(t) = x∗0 .
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Nous avons :

x0(t) =

( ∞∑
k=0

yk(t)

)−1

et x∗0 =

( ∞∑
k=0

y∗k

)−1

.

Nous montrons d’abord la convergence dans le cas des fonctions de fitness
constantes à partir d’un certain rang, et nous étendons ensuite le résultat au
cas général. Supposons donc qu’il existe N > 0 tel que la fonction fitness est
constante égale à c poour tout n > N. Dans ce cas, La fitness moyenne φ(t)
s’exprime en fonction de x0(t), . . . , xN(t) :

φ(t) =
∑

06k6N

xk(t)(f(k) − c) + c = x0(t)
∑

06k6N

yk(t)(f(k) − c) + c .

Il en est de même de la fitness moyenne limite φ∗ :

φ∗ =
∑

06k6N

x∗k(f(k) − c) + c = x∗0

∑
06k6N

y∗k(f(k) − c) + c .

Or, φ∗ = f(0)e−a. Nous en déduisons que

∑
06k6N

y∗k(f(k) − c) =
f(0)e−a − c

x∗0
> 0 .

Posons :

α(t) =
∑

06k6N

yk(t)(f(k) − c) ,

α∗ =
∑

06k6N

y∗k(f(k) − c) ,

β = f(0)e−a − c .

L’équation différentielle pour x0(t) se réécrit ainsi :

x ′0(t) = x0(t)
(
β− x0(t)α(t)

)
.

Nous allons demontrer que x0(t) converge vers β/α∗ = x∗0 . Soit ε > 0 tel que
α∗ − ε > 0, et soit T > 0 assez grand pour que

∀ t > T |α(t) − α∗| < ε .
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Alors, pour tout t > T , la dérivée x ′0(t) est strictement positive sur ]0, β/(α∗+ε)[
et strictement négative sur ]β/(α∗−ε), 1]. Nous en déduisons qu’il existe T1 > T

tel que

∀ t > T1
β

α∗ + ε
6 x0(t) 6

β

α∗ − ε
.

Nous faisons tendre ε vers 0 et nous obtenons la convergence de x0(t) vers x∗0 .
Cela entraîne notamment la convergence :

lim
t→∞

∑
k>0

yk(t) =
∑
k>0

y∗k .

Si f n’est pas constante à partir d’un certain rang, nous choisissons ε > 0 tel que
f(0)e−a > c+ ε et N > 0 tel que

∀n > N f(n) < c+ ε .

Soit fN : N −→ R+ la fonction définie par :

∀n > 0 fN(n) =

{
f(n) si n 6 N ,

c+ ε si n > N .

Considérons le système d’équations différentielles

z ′k(t) =
∑

06i6N

zi(t)fN(i)e
−a ak−i

(k− i)!
− zk(t)fN(0)e−a .

Vu que f 6 fN et que f(0) = fN(0), si yk(0) 6 zk(0) pour tout k > 0, nous avons,
grâce au lemme A.2,

∀ k > 0 ∀ t > 0 yk(t) 6 zk(t) .

De plus, puisque fN est constante à partir d’un certain rang, la serie de terme
général zk(t) converge vers la série de terme général z∗k. Nous concluons qu’il
en est de même de la série de terme général yk(t), comme voulu.

5.6 Convergence des systèmes

Considérons le système d’Eigen pour les classes de Hamming :

(S) x ′k(t) =
∑̀
i=0

xi(t)f(i)MH(i, k) − xk(t)φ(t) , 0 6 k 6 ` .
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Sous l’hypothèse que la fonction f est strictement positive, nous avons démon-
tré que le système d’équations différentielles (S) n’admet qu’une seule solution
stationnaire u = (uk)06k6`, et que toutes les solutions du système convergent
vers u. Quand nous regardons le régime asymptotique

`→∞ , q→ 0 , `q→ a ∈ ]0,+∞[ ,

nous obtenons le système d’équations limite (S∞). Nous supposons, comme
dans la section précédente, que f(0) > f(k) pour tout k > 1. Nous supposons
de plus que la fonction f est strictement positive et qu’elle a une limite en +∞,
que nous notons c > 0. Nous montrons maintenant que, sous ces hypothèses,
les solutions du système d’Eigen pour les classes de Hamming (S) convergent
vers les solutions du système infini (S∞). Nous démontrons aussi que la so-
lution stationnaire du système fini converge vers une solution stationnaire du
système infini.

Théorème 5.6.1. Soit (x(t))t>0 une solution du système d’Eigen pour les classes de
Hamming (S) et soit (x∞(t))t>0 une solution du système d’Eigen infini (S∞). Suppo-
sons que l’on a la convergence des conditions initiales :

∀ k > 0 , lim
`→∞,q→0
`q→a

xk(0) = x∞k (0) .

Alors, pour tout T > 0 et pour tout k > 0,

lim
`→∞,q→0
`q→a

sup
06t6T

|xk(t) − x
∞
k (t)| = 0 .

Démonstration. Soient ε, δ > 0 et soit N assez grand pour que

∀n > N , |f(n) − c| < δ .

Nous allons montrer que, pour tout n > N, asymptotiquement,
n∑
k=0

|xk(t) − x
∞
k (t)| < ε .

Nous avons, pour tout k > 0 et t > 0,

xk(t) = xk(0) +
∫ t

0

(∑̀
i=0

xi(s)f(i)MH(i, k) − xk(s)φ(s)

)
ds ,

x∞k (t) = x∞k (0) +
∫ t

0

(
k∑
i=0

x∞i (s)f(i)M∞(i, k) − x∞k (s)φ∞(s)
)
ds .
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Soit n > N. Asymptotiquement, pour tout k ∈ { 1, . . . , n },

∀ i ∈ { 0, . . . , k } ,
∣∣MH(i, k) −M∞(i, k)∣∣ < δ ,

∀ i ∈ {k+ 1, . . . , ` } , MH(i, k) < δ ,∣∣xk(0) − x∞k (0)∣∣ < δ .

De plus, pour tout t > 0,∣∣∣∣∣φ(t) −
N∑
k=0

xk(t)(f(k) − c) − c

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣ ∑̀
k=N+1

xk(t)(f(k) − c)

∣∣∣∣∣ < δ ,∣∣∣∣∣φ∞(t) −
N∑
k=0

x∞k (t)(f(k) − c) − c
∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣ ∑
k>N+1

x∞k (t)(f(k) − c)
∣∣∣∣∣ < δ .

Nous en déduisons que, pour tout t ∈ [0, T ],

|xk(t) − x
∞
k (t)| 6 |xk(0) − x∞k (0)|+

k∑
i=0

∫ t
0

∣∣xi(s)f(i)MH(i, k) − x
∞
i (s)f(i)M∞(i, k)∣∣ds+

∑̀
i=k+1

∫ t
0
xi(s)f(i)MH(i, k)ds+

∫ t
0
|xk(s)φ(s) − x

∞
k (s)φ

∞(s)|ds

6 δ+

k∑
i=0

f(i)M∞(i, k)
∫ t

0
|xi(s) − x

∞
i (s)|ds+ f(0)Tδ+ 2f(0)Tδ+

N∑
i=0

|f(i) − c|

∫ t
0
|xk(s)xi(s) − x

∞
k (s)x

∞
i (s)|ds+ c

∫ t
0
|xk(s) − x

∞
k (s)|ds+ 2Tδ .

Or,

|xk(s)xi(s) − x
∞
k (s)x

∞
i (s)|

= |xk(s)xi(s) − xk(s)x
∞
i (s) + xk(s)x

∞
i (s) − x

∞
k (s)x

∞
i (s)|

6 |xk(s) − x
∞
k (s)|+ |xi(s) − x

∞
i (s)| .

En appelant C le maximum des |f(i) − c| pour 1 6 i 6 N, il vient

|xk(t) − x
∞
k (t)| 6 δ

(
1 + 2(f(0) + 1)T

)
+

k∑
i=0

f(0)M∞(i, k)
∫ t

0
|xi(s) − x

∞
i (s)|ds+

(C(N+ 1) + c)
∫ t

0
|xk(s) − x

∞
k (s)|ds+ C

N∑
i=0

∫ t
0
|xi(s) − x

∞
i (s)|ds .
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Nous sommons pour 0 6 k 6 n et nous obtenons

n∑
k=0

|xk(t) − x
∞
k (t)| 6 δ(n+ 1)

(
1 + 2(f(0) + 1)T

)
+

n∑
i=0

f(0)

(
n∑
k=i

M∞(i, k)
) ∫ t

0
|xi(s) − x

∞
i (s)|ds+

n∑
k=0

(C(N+ 1) + c)
∫ t

0
|xk(s) − x

∞
k (s)|ds+

(n+ 1)C
n∑
i=0

∫ t
0
|xi(s) − x

∞
i (s)|ds .

Nous concluons que

n∑
k=0

|xk(t) − x
∞
k (t)| 6 δC1 + C2

∫ t
0

(
n∑
k=0

∣∣xk(s) − x∞k (s)∣∣
)
ds ,

où C1, C2 sont des constantes positives qui ne dépendent ni de ` ni de q. Nous
concluons à l’aide du lemme de Gronwall, en choisissant δ < εC−1

1 e
−C2t.

Proposition 5.6.2. Soit u = (uk)06k6` la solution stationnaire unique du système
d’Eigen pour les classes de Hamming (S).

• Si f(0)e−a 6 c,
∀ k > 0 , lim

`→∞,q→0
`q→a

uk = 0 .

• Si f(0)e−a > c,
∀ k > 0 , lim

`→∞,q→0
`q→a

uk = x∗k ,

où (x∗k)k>0 est la quasi–espèce autour de 0 associée à la fonction f.

Démonstration. Définissons la matrice (W(i, j), 0 6 i, j 6 `) par :

∀ i, j ∈ { 0, . . . , ` } , W(i, j) = f(i)MH(i, j) .

Le vecteur u vérifie l’équation

φuk =
∑̀
i=0

uiW(i, k) , 0 6 k 6 ` ,
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où

φ =
∑̀
i=0

uif(i) ,

est aussi la valeur propre maximale de la matrice W. En particulier, φ ∈ ]0, σ[ .
Quitte à extraire une sous–suite, nous pouvons supposer l’existence des limites
suivantes :

φ∗ = lim
`→∞,q→0
`q→a

φ , u∗k = lim
`→∞,q→0
`q→a

uk , k > 0 .

D’après la k-ième équation du système φuT = uTW, nous avons que

k∑
i=0

uif(i)MH(i, k) < φuk <

k∑
i=0

uif(i)MH(i, k) + f(0) max
k<i6`

MH(i, k) .

En particulier, d’après l’inégalité de droite avec k = 0, nous obtenons en divi-
sant par u0 et en passant à la limite que φ∗ > f(0)e−a. En passant à la limite
nous obtenons le système d’équations

φ∗u∗k =

k∑
i=0

u∗if(i)e
−a ak−i

(k− i)!
, k > 0 .

En particulier φ∗u∗0 = u∗0f(0)e
−a. Puisque la somme des composantes du vec-

teur (uk)k>0 vaut 1, la suite (u∗k)k>0 vérifie∑
k>0

u∗k 6 1 .

Nous avons montré dans la section 5.1 que ce système n’admet que la solution
triviale u∗k = 0 quand f(0)e−a < c. Par contre, si f(0)e−a > c, nous voyons que
forcément u∗0 > 0 : en effet, si K est le premier indice k > 0 tel que u∗k > 0, nous
déduisons des inégalités ci–dessus que

φ∗ 6 f(K)e−a < f(0)e−a ,

en contradiction avec le fait que φ∗ > f(0)e−a. De même, si u∗k = 0 pour tout
k > 0, alors en prenant N assez grand tel que, pour tout n > N, |f(n) − c| < ε,
nous en déduisons que

φ =
∑̀
k=0

ukf(k) 6
N∑
k=0

ukf(k) + (c+ ε)

(
1 −

N∑
k=0

uk

)
.
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Ceci entraîne que φ∗ 6 c+ε, ce qui, pour ε assez petit, est en contradiction avec
φ∗ > f(0)e−a. Donc u∗0 > 0 et φ∗ = f(0)e−a. En sommant sur k > 0 dans le
système d’équations, nous voyons qu’on a bien

φ∗
∑
k>0

u∗k =
∑
k>0

u∗kf(k) = φ∗ .

Donc (u∗k)k>0 est unitaire, et c’est bien la distribution de quasi–espèce autour de
0 associée à la fonction de fitness f.

Nous avons donc montré les convergences suivantes :

• Pour f(0)e−a 6 c, soient x(t) et x∞(t), des solutions du système d’Eigen fini
et infini respectivement. Si l’on a la convergence des conditions initiales, alors,
pour tout k > 0,

xk(t) uk

x∞k (t) 0

t→∞
`→∞,q→0
`q→a

`→∞,q→0
`q→a

t→∞
• Pour f(0)e−a > c, soient x(t) et x∞(t), des solutions du système d’Eigen fini
et infini respectivement, avec x∞0 (0) > 0. Si l’on a la convergence des conditions
initiales, alors, pour tout k > 0,

xk(t) uk

x∞k (t) x∗k

t→∞
`→∞,q→0
`q→a

`→∞,q→0
`q→a

t→∞





Chapitre 6

Conclusion

Nous avons présenté et étudié en détail le modèle d’Eigen. Les caractéristiques
les plus remarquables de ce modèle sont, d’une part, le phénomène de seuil
d’erreur pour le taux de mutation, et d’autre part, la distribution de quasi–
espèce pour des taux de mutation sous–critiques.

Même si l’objectif principal du modèle d’Eigen est de décrire l’évolution d’une
population prébiotique, le seuil d’erreur pour le taux de mutation et la distribu-
tion de quasi–espèce sont des phénomènes présents dans des populations plus
complexes. Les prédictions du modèle d’Eigen s’appliquent particulièrement
bien aux populations de virus [22, 23]. Cependant, les virus sont bien plus com-
plexes que les organismes prébiotiques, notamment le nombre de génotypes
possibles dépasse largement la taille de toute population viable [30, 85]. Ceci
est une caractéristique essentielle des populations de virus que le modèle d’Ei-
gen ne prend pas du tout en compte (la taille de la population est infinie alors
que la longueur du génome ne l’est pas). C’est ce point qui a valu le plus de
critiques à l’application du modèle d’Eigen en virologie [46]. En outre, la des-
cription de l’évolution d’une population basée sur des équations issues de la
cinétique chimique n’est plus possible pour des individus d’une certaine com-
plexité.

Il est donc souhaitable d’étudier des modèles à population finie, aléatoires, afin
de retrouver un phénomène de seuil d’erreur pour le taux de mutation et une
distribution de quasi–espèce. Dans ce but, dans les parties suivantes, nous al-
lons étudier les trois modèles mathématiques les plus célèbres en génetique des
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populations : le modèle de Galton–Watson, le modèle de Wright–Fisher, et le
modèle de Moran. Nous allons considérer, pour ces trois modèles, le même
cadre que celui que nous avons utilisé pour le modèle d’Eigen, c’est–à–dire,
la même structure des génotypes, et le même mécanisme de reproduction et de
mutation. Également, nous allons nous intéresser au régime asymptotique

`→∞ , q→ 0 , `q→ a .

Nous ferons simultanément tendre la taille de la population vers l’infini afin
de mettre en évidence un phénomène de seuil d’erreur et une distribution de
quasi–espèce.

Systèmes d’équations différentielles

Dans la suite du texte, nous faisons souvent référence aux différents systèmes
d’équations différentielles que nous avons introduits dans cette première partie.
Afin de faciliter la tâche du lecteur, nous listons tous ces systèmes ici. Le système
d’Eigen dans la forme la plus générale est

(∗) x ′k(t) =

N∑
i=1

xi(t)f(i)M(i, k) − xk(t)φ(t) , 1 6 k 6 N ,

où les génotypes sont numérotés de 1 à N, f : { 1, . . . , N } −→ R+ est une fonc-
tion de fitness quelconque et (M(i, k))16i,k6N est une matrice stochastique. Le
système original d’Eigen est :

x ′v(t) =
∑
u∈A`

xu(t)f(u)M(u, v) − xv(t)
∑
u∈A`

xu(t)f(u) , v ∈ A` ,

où f : A` −→ R+ est une fonction quelconque et le noyau de mutation est
donné par M(u, v) = (q/(κ − 1))dH(u,v)(1 − q)`−dH(u,v). S’il existe une master
sequence et la fonction de fitness a la même valeur sur tous les génomes à la
même distance de la master sequence, nous obtenons le système sur les classes
de Hamming,

(S) x ′k(t) =
∑̀
i=0

xi(t)fH(i)MH(i, k) − xk(t)
∑̀
i=0

xi(t)fH(i) , 0 6 k 6 ` .
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Ici, fH : { 0, . . . , ` } −→ R+ représente la fonction de fitness induite sur les classes
et le noyau de mutation sur les classes est donné par

MH(i, k) = P
(
i− Bin(i, 1/(κ− 1)) + Bin(`− i, q) = k

)
.

Quand la longueur des chaînes tend vers l’infini, la probabilité de mutation tend
vers 0 et `q tend vers a, le système (S) converge vers un système infini. Dans le
cas du paysage à un pic, ce système infini est

(Ssp∞ )


x ′0(t) = σx0(t)e

−a − x0(t)φ(t) ,

x ′k(t) = σx0(t)e
−aa

k

k!
+

k∑
i=1

xi(t)e
−a ak−i

(k− i)!
− xk(t)φ(t), k > 1 ,

où σ > 1 représente l’avantage sélectif de la master sequence, et φ(t) = (σ −

1)x0(t)+1 est la fitness moyenne de la population au temps t. Dans le cas général
des fonctions de fitness qui dépendent de la classe de Hamming, le système (S)

converge vers

(S∞) x ′k(t) =

k∑
i=0

xi(t)fH(i)e
−a ak−i

(k− i)!
− xk(t)

∞∑
i=0

xi(t)fH(i) , k > 0 ,

où cette fois–ci fH est une fonction de N dans R+.





Deuxième partie

Le modèle de Galton–Watson





Chapitre 7

Le modèle de Galton–Watson

7.1 Introduction

Le modèle de Galton–Watson est l’un des plus célèbres modèles pour décrire
l’évolution au cours du temps d’une population finie. Afin d’étudier l’extinc-
tion des noms de famille au sein de la noblesse anglaise, le modèle fut proposé
par Francis Galton dans les années 1870, et étudié ensuite en détail par Henry
William Watson [39]. Le modèle fut longtemps oublié jusqu’à sa reprise par Fi-
sher [35], et Haldane [40], qui, l’appliquèrent avec succès à des problèmes en
génétique des populations, comme par example, l’évolution d’un nouveau mu-
tant dans une population.

Le modèle de Galton–Watson considère une population évoluant génération
par génération. À chaque génération, chaque individu présent dans la popula-
tion donne naissance à un nombre aléatoire d’individus, indépendamment des
autres individus présents dans la population, et indépendamment du passé du
processus. La loi décrivant le nombre de naissances par individu est fixée et
commune à tous les individus et générations. Il s’agit d’un modèle avec une
taille de population variable et dont les générations ne se superposent pas.

Dans le modèle de Galton–Watson initial, tous les individus sont identiques.
Or, le modèle se généralise facilement pour intégrer des types d’individus dif-
férents, il est alors appelé processus de Galton–Watson à plusieurs types [42].
Ainsi, le modèle de Galton–Watson est rendu compatible avec le cadre du mo-



110 Chapitre 7. Le modèle de Galton–Watson

Francis Galton et Henry William Watson

dèle d’Eigen : un nombre fini de génotypes, une fonction de fitness et un noyau
de mutation.

L’idée d’utiliser un processus de Galton–Watson comme version stochastique
du modèle d’Eigen a déjà été mise en oeuvre avec succès par Demetrius, Schus-
ter et Sigmund [19], puis généralisée par Antoneli, Bosco, Castro et Janini avec
trois types différents de mutation : neutres, délétères, et avantageuses. Nous al-
lons nous placer plutôt dans le cadre original de [19] : Les auteurs de [19] consi-
dèrent un nombre fini de génotypes avec une fonction de fitness et un noyau
de mutation générales, et étudient la distribution des types quand la généra-
tion du processus de Galton–Watson tend vers l’infini. Ils montrent que cette
distribution est la même que la seule solution stationnaire du système d’Eigen
associé.

Notre objectif est de retrouver les formules explicites pour les différentes dis-
tributions de quasi–espèce, comme dans la partie I, pour cela, il est nécessaire
de faire un passage à la limite adéquat car nous ne pouvons pas appliquer le
résultat de [19] directement. Nous allons d’abord définir le modèle de Galton–
Watson à plusieurs types, et introduire l’outil principal pour son étude : les fonc-
tions généatrices. Nous regrouperons ensuite les différents génotypes dans des
classes de Hamming, et nous construirons un nouveau processus de Galton–
Watson, cette fois–ci avec un nombre de types bien plus petit. Nous montrerons
aussi le lien avec le modèle d’Eigen, et pour finir, nous retrouverons les formules
pour les différentes distributions de quasi–espèce.
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7.2 Le modèle

Puisque notre objectif est de retrouver un phénomène de seuil d’erreur et une
distribution de quasi–espèce pour le modèle de Galton–Watson, nous reprenons
le cadre introduit dans la section 3.1 pour le modèle d’Eigen. Nous considérons
donc des individus dont les génotypes sont des chaînes de longueur ` > 1 sur
un alphabet fini A de cardinal κ > 2. Nous nous donnons également une fonc-
tion de fitness f : A` −→ R+, et nous supposons que les mutations arrivent indé-
pendamment au hasard sur chaque site de la chaîne avec probabilité q ∈ ]0, 1[ .
La matrice de mutation

(
M(u, v), u, v ∈ A`

)
est donc donnée par :

M(u, v) =

(
q

κ− 1

)dH(u,v)
(1 − q)`−dH(u,v) , u, v ∈ A` .

Comme dans la partie précédente, dH(u, v) représente la distance de Hamming
entre u et v, i.e., le nombre de digits où les deux chaînes diffèrent. Le processus
de Galton–Watson à plusieurs types est une chaîne de Markov à valeurs dans Nκ` ,

Xn =
(
Xn(u), u ∈ A`

)
, n > 0 .

Pour chaque u ∈ A` et n > 0, la quantité Xn(u) représente le nombre de co-
pies de u présentes dans la population à la génération n. À chaque généra-
tion, chaque individu de la population a un nombre d’enfants distribué selon
une variable aléatoire de Poisson de paramètre sa fitness, indépendamment des
autres individus de la population et du passé du processus. Puis chaque en-
fant mute selon le noyau de mutationM. La nouvelle génération est formée par
l’ensemble des enfants après mutation.

Fonctions génératrices. Le processus de Galton–Watson décrit ci–dessus est clas-
siquement étudié en utilisant des fonctions génératrices, qui servent aussi à dé-
crire formellement le mécanisme de transition du processus. Soit u ∈ A` et soit
gu : [−1, 1]A` −→ R la fonction définie par :

∀ s ∈ [−1, 1]A
`

gu(s) =
∑
r∈NA`

pu(r)
∏
v∈A`

s(v)r(v) ,

où pu(r) est la probabilité qu’un individu avec génotype u ait r(v) enfants avec
génotype v, pour chaque v ∈ A` ; cette probabilité est donnée par une multino-
miale dont le paramètre est régi par une loi de Poisson :

∀ r ∈ NA` pu(r) = e−f(u)f(u)|r|1
∏
v∈A`

M(u, v)r(v)

r(v)!
.
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Ici | · |1 représente la norme 1 du vecteur r, i.e., la somme de ses éléments.
Pour une population X0 formée par un seul individu u ∈ A`, X1 est un vec-
teur aléatoire ayant par fonction génératrice gu. En général, pour tout n > 0,
si Xn = r ∈ NA` , alors Xn+1 est la somme de |r|1 vecteurs aléatoires indépen-
dants ; dans cette somme, pour chaque u ∈ A`, r(u) vecteurs ont pour fonction
génératrice gu. Le vecteur nul 0 est absorbant.

Remarque 7.2.1. Le processus de Galton–Watson à plusieurs types peut être défini de
manière plus générale pour n’importe quel ensemble fini ou dénombrable E, fonction de
fitness f : E −→ R+, et matrice stochastiqueM : E× E −→ [0, 1].

7.3 Le processus d’occupation

Comme pour le modèle d’Eigen, notre but est d’étudier le processus de Galton–
Watson dans le régime asymptotique

`→∞ q→ 0 `q→ a ∈ ]0,∞[ ,

afin de faire apparaître un phénomène de seuil d’erreur et une distribution de
quasi–espèce. Nous supposons donc qu’il existe un génotypew∗ ∈ A` de fitness
maximale, et que la fonction de fitness f : A` −→ R+ respecte les classes de
Hamming vis à vis de w∗. Le génotype w∗ est appelé master sequence. Ainsi,
nous supposons qu’il existe une fonction fH : N −→ R+ vérifiant l’hypothèse H

de la partie précédente (fH(0) > f(k) pour tout k > 1) telle que

∀u ∈ A` , f(u) = fH(dH(u,w
∗)) .

Nous construisons maintenant un processus d’occupation

(On)n>0 = (On(0), . . . , On(`))n>0 ,

à partir du processus de Galton–Watson (Xn)n>0. La quantité On(l) représente
le nombre d’individus dans la population Xn qui sont à distance de Hamming
l de la master sequence. Pour ce faire, nous utilisons la technique classique de
lumping (annexe B). Notons par Cl la classe de Hamming l, i.e., l’ensemble de sé-
quences de A` qui sont à distance l de la master sequence. Soit O : NA` −→ N`+1

l’application qui à chaque population r ∈ NA` associe la distribution d’occupa-
tion correspondante :

∀ r ∈ NA` ∀ l ∈ { 0, . . . , ` } O(r)(l) =
∑
u∈Cl

r(u) .
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Le processus d’occupation (On)n>0 est défini par :

∀n > 0 On = O(Xn) .

Nous allons vérifier que le processus d’occupation est aussi un processus de
Galton–Watson. Soient k ∈ { 0, . . . , ` }, u ∈ Ck, et o ∈ N`+1. Nous avons

∑
r∈NA`

O(r)=o

pu(r) =
∑
r∈NA`

O(r)=o

e−f(u)f(u)|r|1
∏
v∈A`

M(u, v)r(v)

r(v)!

= e−fH(k)fH(k)
|o|1

∑
r∈NA`

O(r)=o

∏
v∈A`

M(u, v)r(v)

r(v)!
.

Puisque la matrice de mutation respecte les classes de Hamming (lemme 3.2.1),
nous pouvons décomposer la somme et le produit à l’aide des classes de Ham-
ming :

∑
r∈NA`

O(r)=o

∏
v∈A`

M(u, v)r(v)

r(v)!
=
∏̀
l=0

( ∑
t∈NCl

|t|1=o(l)

∏
v∈Cl

M(u, v)t(v)

t(v)!

)
=
∏̀
l=0

MH(k, l)
o(l)

o(l)!
.

Soit

pk(o) =
∑
r∈NA`

O(r)=o

pu(r) = e−fH(k)fH(k)
|o|1
∏̀
l=0

MH(k, l)
o(l)

o(l)!
.

Puisque cette expression ne dépend de u qu’à travers k, la somme∑
r ′∈N`+1

O(r ′)=o ′

P
(
Xn+1 = r

′ |Xn = r
)

ne dépend de r qu’à travers o = O(r). Donc, d’après le théorème de lumping
dans l’annexe B, le processus (On)n>0 est une chaîne de Markov. Définissons,
pour k ∈ { 0, . . . , ` } et s ∈ [0, 1]`+1,

gk(s) =
∑
o∈N`+1

pk(o)
∏̀
l=0

s(l)o(l) .

Le processus (On)n>0 est un processus de Galton–Watson à ` + 1 types, le mé-
canisme de transition étant donné par : pour tout n > 0 et o ∈ N`+1, si On = o,
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alors On+1 est la somme de |o|1 vecteurs aléatoires indépendants ; dans cette
somme, pour chaque k ∈ { 0, . . . , ` }, o(k) vecteurs ont pour fonction génératrice
gk.

Dans les sections qui suivent nous étudions le processus d’occupation (On)n>0

dans le régime asymptotique

`→∞ q→ 0 `q→ a ∈ ]0,∞[ ,

et nous montrons comment le phénomène de seuil d’erreur et la distribution de
quasi–espèce apparaissent. Avant de passer à l’étude asymptotique du modèle,
nous étudions le processus de Galton–Watson à plusieurs types, dans un cadre
plus général, afin de révéler le lien entre le modèle d’Eigen et le modèle de
Galton–Watson.

7.4 Lien avec le modèle d’Eigen

Nous considérons ici le modèle d’Eigen généralisé et le processus de Galton–
Watson associé (remarque 7.2.1) pour présenter le lien entre les deux. Considé-
rons donc un ensemble fini de génotypes E, une fonction de fitness f : E −→ R+

et un noyau de mutation M : E × E −→ [0, 1] (le noyau M est une matrice sto-
chastique). Comme dans la section 3.3 de la première partie, nous identifions E
avec l’ensemble { 1, . . . , N }, où N > 2 est le cardinal de E, et nous parlons de
i–ème génotype. Nous rappelons que le système d’Eigen s’écrit ainsi :

(∗) x ′k(t) =

N∑
i=1

xi(t)f(i)M(i, k) − xk(t)

N∑
i=1

xi(t)f(i) , 1 6 k 6 N .

Les solutions stationnaires de (∗) et leur stabilité ont été étudiées dans la sec-
tion 3.3 de la partie 1. Nous pouvons également définir un processus de Galton–
Watson (Zn)n>0 à partir de l’ensemble de génotypes { 1, . . . , N }, la fonction de
fitness f et le noyau de mutation M. En effet, pour chaque k ∈ { 1, . . . , N }, défi-
nissons la fonction gk : [−1, 1] −→ R par :

∀ s ∈ [−1, 1]N , gk(s) =
∑
r∈NN

pk(s)
∏

16i6N

s(i)r(i) ,
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où pk(s) est la probabilité qu’un individu avec génotype k ait r(i) enfants avec
génotype i, pour 1 6 i 6 N, i.e.,

pk(r) = e−f(k) f(k)|r|1
∏

16i6N

M(k, i)r(i)

r(i)!
.

Pour une population Z0 formée par un seul individu ayant le génotype k, Z1

est un vecteur aléatoire ayant pour fonction génératrice gk. En général, pour
tout n > 0, si Zn = r ∈ NN, alors Zn+1 est la somme de |r|1 vecteurs aléatoires
indépendants ; dans cette somme, pour chaque k ∈ { 1, . . . , N }, r(k) vecteurs ont
pour fonction génératrice gk. Le vecteur nul 0 est absorbant.

Nous étudions maintenant le processus (Zn)n>0 à l’aide de la théorie classique
des processus de branchement [42]. L’étude du processus de Galton–Watson
(Zn)n>0 repose en grande partie sur l’étude de la matrice moyenne associée.
La matrice moyenne W de (Zn)n>0 a pour coefficients les espérances W(i, j) du
nombre d’individus avec génotype j dans la première génération, lorsque le
processus commence avec un individu du type i, pour 1 6 i, j 6 N. La matrice
moyenne est donc donnée par :

∀ i, j ∈ { 1, . . . , N } , W(i, j) = f(i)M(i, j) .

Remarquons ici qu’il s’agit de la matrice W qui est au coeur de l’étude du sys-
tème d’Eigen (∗) (cf. la section 3.3 de la partie I). Comme pour le modèle d’Ei-
gen, nous supposons que la matriceW vérifie l’hypothèse suivante :

Hypothèse. La matriceW a toutes ses composantes strictement positives.

Sous cette hypothèse, le théorème de Perron–Frobenius s’applique à la matrice
W : il existe une unique valeur propre maximale λ et un unique vecteur propre
positif et unitaire u associé à λ. D’après la théorie générale des processus de
Galton–Watson à plusieurs types (chapitre II, théorèmes 7.1 et 9.2 dans [42]),
nous avons :

Théorème 7.4.1. Si λ 6 1, la population s’éteint presque sûrement. Si λ > 1, la
population a une probabilité positive de survie, et conditionnée à la survie, nous avons :

lim
n→∞

Zn(k)

Zn(1) + · · ·+ Zn(N)
= uk , 1 6 k 6 N .

La valeur propre λ représente la fitness moyenne d’une population distribuée
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selon le vecteur u :
λ =

∑
16k6N

ukf(k) .

Le théorème reste vrai pour des matrices W avec des éléments positifs ou nuls,
sous l’hypothèse que la matriceW soit primitive.

Scaling. Soit c > 0 et considérons l’effet du changement f −→ cf dans la fonc-
tion de fitness. Appelons W̃ la matrice moyenne du processus (Zn)n>0 associé
à la fonction de fintess cf et soient λ̃ et ũ la valeur propre et le vecteur propre
associés à W̃ par le théorème de Perron–Frobenius. Nous avons W̃ = cW, ce qui
entraîne notamment que λ̃ = cλ et ũ = u. Nous en déduisons donc que pour
toute fonction de fitness f, en prenant c > 1/λ, le processus (Zn)n>0 associé à
la fonction de fitness cf a une probabilité positive de survie, et conditionné à la
survie

lim
n→∞

Zn(k)

Zn(1) + · · ·+ Zn(N)
= uk , 1 6 k 6 N .

Corollaire 7.4.2. Soit (xt)t>0 une solution du système d’Eigen (∗) associé à la fonction
de fitness f. Soit (Zn)n>0 le processus associé à la fonction de fitness cf, avec c >
1/λ, conditionné à la survie. Alors (x(t))t>0 et (Zn)n>0 ont le même comportement
asymptotique :

lim
n→∞

Zn(k)

Zn(1) + · · ·+ Zn(N)
= lim
t→∞ xk(t) = uk , 1 6 k 6 N .

7.5 La quasi–espèce pour le processus de
Galton–Watson

Les résultats de la section précédente s’appliquent au processus de Galton–
Watson (Xn)n>0 ainsi qu’au processus d’occupation (On)n>0, sous l’hypothèse
que la matrice moyenne associée soit primitive. En particulier, les résultats de
la section précédente s’appliquent à la fonction de fitness du paysage à un pic
fsp : { 0, . . . , ` } −→ R+, donnée par :

fsp(k) =

{
σ si k = 0 ,
1 si k > 1 .

Le paramètre σ > 1 représente l’avantage adaptatif de la master sequence. Soit
Wsp la matrice moyenne du processus (On)n>0 pour le paysage à un pic, soient
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λsp et usp la valeur propre et le vecteur propre associés à Wsp par le théorème
de Perron–Frobenius. Rappelons que la valeur propre λsp représente la fitness
moyenne d’une population distribuée selon le vecteur unitaire usp :

λsp =
∑

06k6`

usp(k)fsp(k) = σusp(0) + 1 − usp(0) .

Notamment λsp > 1. D’après cette remarque et la proposition 4.4.4 de la partie
I, nous avons le résultat suivant :

Théorème 7.5.1. Le processus d’occupation (On)n>0 a une probabilité positive de sur-
vie. Conditionné à la survie :
• si σe−a 6 1, alors

∀ k > 0 lim
`→∞,q→0
`q→a

lim
n→∞

On(k)

On(0) + · · ·+On(`)
= 0 .

• si σe−a > 1, alors

∀ k > 0 lim
`→∞,q→0
`q→a

lim
n→∞

On(k)

On(0) + · · ·+On(`)
= (σe−a − 1)

ak

k!

∑
i>1

ik

σi
.

Nous voyons apparaître, dans le terme de droite de cette formule, la concentra-
tion de la k–ième classe de Hamming dans la distribution de la quasi–espèce
Q(σ, a) (cf. la section 4.2).

Corollaire 7.5.2. Le processus original (Xn)n>0 a une probabilité positive de survie.
Conditionné à la survie :
• si σe−a 6 1, alors

∀ k > 0 lim
`→∞,q→0
`q→a

lim
n→∞

1
|Xn|1

∑
u∈Ck

Xn(u) = 0 .

• si σe−a > 1, alors

∀ k > 0 lim
`→∞,q→0
`q→a

lim
n→∞

1
|Xn|1

∑
u∈Ck

Xn(u) = (σe−a − 1)
ak

k!

∑
i>1

ik

σi
.

Pour des fonctions de fitness fH : N −→ R+ différentes de la fonction du pay-
sage à un pic, outre l’hypothèse H nous supposons que :
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• La matrice moyenne W du processus (Zn)n>0 associée à la fonction fH est
primitive.

• La valeur propre λ associée à W par le théorème de Perron–Frobenius est
strictement supérieure à 1.

• La fonction de fitness fH(n) converge quand n tend vers l’infini ; nous notons
par L la limite.

Remarquons que, d’après la discussion sur le scaling dans la section précédente,
si λ 6 1 nous pouvons faire le changement fH −→ cfH dans la fitness, avec
c > 1/λ. Sous ces hypothèses, d’après la proposition 5.6.2 de la partie I, nous
avons le résultat suivant :

Théorème 7.5.3. Le processus d’occupation (On)n>0 a une probabilité positive de sur-
vie. Conditionné à la survie :
• si fH(0)e−a 6 L, alors

∀ k > 0 lim
`→∞,q→0
`q→a

lim
n→∞

On(k)

On(0) + · · ·+On(`)
= 0 .

• si fH(0)e−a > L, alors

∀ k > 0 lim
`→∞,q→0
`q→a

lim
n→∞

On(k)

On(0) + · · ·+On(`)
= x∗k ,

où x∗k est la concentration de la k–ième classe de Hamming dans la distribution de la
quasi–espèce généralisée QG(fH, a) (cf. la définition 5.4.2).

Corollaire 7.5.4. Le processus original (Xn)n>0 a une probabilité positive de survie.
Conditionné à la survie :
• si fH(0)e−a 6 L, alors

∀ k > 0 lim
`→∞,q→0
`q→a

lim
n→∞

1
|Xn|1

∑
u∈Ck

Xn(u) = 0 .

• si fH(0)e−a > L, alors

∀ k > 0 lim
`→∞,q→0
`q→a

lim
n→∞

1
|Xn|1

∑
u∈Ck

Xn(u) = x∗k .
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7.6 Conclusion

Nous avons considéré un processus de Galton–Watson à plusieurs types dans
un cadre analogue au cadre du modèle d’Eigen, et nous avons réussi à retrouver
le phénomène de seuil d’erreur et les différentes distributions de quasi–espèce,
comme dans la partie I. Même si les résultats obtenus marquent un premier pas
pour justifier l’utilisation des concepts de seuil d’erreur et de quasi–espèce pour
des populations finies, les résultats sont peu surprenants et en partie insatisfai-
sants.

Peu surprenants car l’objet central dans l’étude du processus de Galton–Watson
est la matrice W = fM, avec sa valeur propre maximale et vecteur propre as-
socié. Ces objets jouaient déjà un rôle centrale dans le cas du modèle d’Eigen.
Insatisfaisants, car nous ne pouvons pas mesurer l’impact de la taille de la po-
pulation avec ce modèle. En effet, la croissance exponentielle de la population
fait que la taille de la population dépasse le nombre fini de génotypes après
quelques générations, ce qui était justement ce que nous voulions éviter (cf. le
chapitre 6).

Pour surmonter cette difficulté, nous considérons ensuite les modèle de Wright–
Fisher et le modèle de Moran, qui, à la différence du processus de Galton–
Watson, sont des modèles avec une taille de population constante. Cela nous
permettra de mieux comprendre le rôle joué par la taille de la population.





Troisième partie

Le modèle de Wright–Fisher





Chapitre 8

Introduction

Imaginons maintenant une population finie d’individus haploïdes, et intéres-
sons nous à un gène concret de son génome, qui peut présenter deux allèles
a ou A. Le modèle proposé indépendamment par Ronald Fisher [36] et Sewall
Wright [86] étudie la variation de la proportion des allèles quand la popula-
tion évolue. Dans le modèle de Wright–Fisher, la taille de la population, m, est
constante au cours du temps. Pour passer d’une génération à la suivante, nous
tironsm individus au hasard, avec remise, de la population courante, que nous
appelons les enfants, et qui forment la nouvelle génération. Il s’agit donc d’une
évolution où les différentes générations ne se superposent pas. Pour introduire
la sélection dans le modèle, le tirage au hasard est fait en fonction de la fitness
de chaque individu, et pour introduire les mutations, chaque enfant mute selon
le noyau de mutation voulu. Le modèle de Wright–Fisher s’étend naturellement
à une population avec un nombre fini quelconque de types.

Suivant les lignes proposées par Cerf dans [11], nous allons considérer le mo-
dèle de Wright–Fisher dans le même cadre que le modèle d’Eigen : un nombre
fini de types avec une fonction de fitness et un noyau de mutation. Le modèle de
Wright–Fisher décrit ci–dessus donne naissance à une chaîne de Markov. Sous
des hypothèses raisonnables sur le paysage de fitness et le noyau de mutation,
la chaîne de Markov de Wright–Fisher est ergodique, et nous pouvons donc
nous intéresser à la distribution des types quand le nombre de générations tend
vers l’infini (l’analogue des solutions stationnaires du système d’équations dif-
férentielles d’Eigen). L’étude du processus de Wright–Fisher est nettement plus
difficile que celle du processus de Galton–Watson, car la population constante
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introduit un couplage entre les différents individus. Nous allons donc nous
concentrer sur le cas le plus simple : celui du paysage à un pic.

Pour retrouver un phénomène de seuil d’erreur et une distribution de quasi–
espèce, il ne suffit pas cette fois–ci de considérer le régime asymptotique du
modèle d’Eigen et du modèle de Galton–Watson (cf. la section 3.4). En effet,
la présence d’un nouveau paramètre, la taille de la population, nous oblige à
concilier le régime asymptotique du modèle d’Eigen et la limite des grandes
populations ; la façon la plus naturelle de procéder est de considérer que la lon-
gueur du génome et la taille de la population sont du même ordre. Ainsi, Cerf
obtient une courbe critique séparant un régime de désordre et un régime de
quasi–espèce [11]. Il obtient aussi la concentration de la master sequence dans
le régime de quasi–espèce, qui coïncide avec la concentration de la master se-
quence pour le modèle d’Eigen associé. L’objectif de cette partie est de montrer
qu’il en est de même pour les concentrations des autres classes de Hamming.

Nous pouvons distinguer deux comportements radicalement différents dans
le processus de Wright–Fisher : quand la master sequence est présente dans
la population et quand elle ne l’est pas. En effet, si la master sequence n’est
pas présente dans la population, la population est neutre, et le processus de
Wright–Fisher dédie son temps à explorer l’espace d’états de manière aléatoire.
Le temps moyen pour retrouver la master sequence, le temps de découverte, est
alors de l’ordre de la taille de l’espace d’états. Inversement, si la master se-
quence est présente dans la population, et si sa fitness est assez grande, elle
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met très longtemps à disparaître de la population, le temps moyen pour cette
disparition est appelé le temps de persistance. La comparaison entre le temps de
découverte et le temps de persistance donne lieu à la courbe critique mention-
née. Pour retrouver les concentrations des différentes classes dans la distribu-
tion de la quasi–espèce, il suffit donc de se concentrer sur la région sur–critique,
et sur la dynamique du processus quand la master sequence est présente dans
la population.

Dans le premier chapitre, nous présentons le processus de Wright–Fisher, nous
énonçons le résultat principal de cette partie, et nous donnons quelques résul-
tats de [11] utiles pour la suite. Une des principales difficultés est que la taille
de l’espace d’états croît avec la longueur des genotypes (il y a de plus en plus
de classes de Hamming). Pour surmonter cette difficulté, nous bornons ensuite
la chaîne de Markov de Wright–Fisher par d’autres chaînes de Markov plus
simples, dont l’espace d’états ne croît pas, même si la longueur du génome
grandit. Le chapitre final porte sur l’étude de ces chaînes de Markov simplifiées.
Dans le régime asymptotique que nous allons considérer, les trajectoires de ces
chaînes de Markov se concentrent sur des trajectoires déterministes, données
par un système dynamique. Le système dynamique en question est une version
discrète du système d’équations d’Eigen, et les points fixes du système dyna-
mique coïncident avec les solutions stationnaires du système d’Eigen. Nous
avons donc deux points fixes, 0 et ρ∗, où ρ∗ représente la distribution de la
quasi–espèce :

∀ k > 0 ρ∗k = (σe−a − 1)
ak

k!

∑
i>1

ik

σi
.

De plus, le point fixe ρ∗ attire toutes les trajectoires avec une condition initiale
ayant la coordonnée 0 strictement positive. L’enjeu est de montrer que la me-
sure invariante des chaînes de Markov simplifiées se concentre autour de ρ∗. Le
problème est que la mesure invariante est une fonction de toute la trajectoire du
processus ; les chaînes étant ergodiques, elles sont ramenées près du point fixe
0 une infinité de fois et elles pourraient y rester longtemps. Nous nous inspi-
rons de la théorie de Freidlin et Wentzell pour des perturbations aléatoires de
systèmes dynamiques [38] pour contrôler les excursions des chaînes de Markov
en dehors d’un voisinage de ρ∗ , et nous montrons ainsi que la longueur et la
fréquence de ces excursions deviennent asymptotiquement négligeables.





Chapitre 9

Modèle et résultats

Dans ce chapitre, nous introduisons le modèle de Wright–Fisher qui sera l’ob-
jet de notre étude. Ensuite nous énonçons le résultat principal. Pour finir nous
rappelons quelques outils de [11] dont nous aurons besoin au cours du texte.

9.1 Le modèle

Puisque notre objectif est de retrouver un phénomène de seuil d’erreur et une
distribution de quasi–espèce pour le modèle de Wright–Fisher, nous reprenons
le cadre introduit dans la section 3.1 pour le modèle d’Eigen. Nous considé-
rons donc des individus dont les génotypes sont des chaînes de longueur ` > 1
sur un alphabet fini A de cardinal κ > 2. Nous nous donnons également une
fonction de fitness f : A` −→ R+, et nous supposons que les mutations ar-
rivent indépendamment au hasard sur chaque site de la chaîne avec probabilité
q ∈ ]0, 1[ . La matrice de mutation

(
M(u, v), u, v ∈ A`

)
est donc donnée par :

M(u, v) =

(
q

κ− 1

)dH(u,v)
(1 − q)`−dH(u,v) , u, v ∈ A` .

Comme précédemment, dH(u, v) représente la distance de Hamming entre u et
v, i.e., le nombre de digits où les deux chaînes diffèrent. La taille de la population
est finie, nous la notons par m > 1. La taille de la population reste constante au
cours de l’évolution. Une population x est donc un élément de l’espace

(
A`
)m.
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Nous construisons une fonction de sélection F : A×
(
A`
)m → [0, 1] à partir de f

comme suit :

∀u ∈ A` ∀ x ∈
(
A`
)m

F(u, x) =
f(u)

f(x(1)) + · · ·+ f(x(m))

∑
16i6m

1x(i)=u

Dans ce modèle, le mécanisme de transition d’une génération à la suivante se
décompose en deux pas. D’abord, nous échantillonnons avec remisem chromo-
somes de la population actuelle. L’échantillonnage est fait à l’aide de la fonction
de sélection F. Puis, chaque chromosome échantillonné mute selon la loi don-
née par la matrice de mutation. Le modèle de Wright–Fisher est une chaîne de
Markov (Xn)n∈N d’espace d’états

(
A`
)m, et de matrice de transition

∀n ∈ N ∀ x, y ∈
(
A`
)m

P
(
Xn+1 = y

∣∣Xn = x
)
=
∏

16i6m

(∑
u∈A`

F(u, x)M(u, y(i))

)
.

Ergodicité. Si la fonction de fitness f : A` −→ R+ est strictement positive, le pro-
cessus que nous venons de décrire est ergodique. Nous voulons retrouver une
distribution de quasi–espèce pour le modèle de Wright–Fisher. Comme nous
avons bien observé pour le modèle d’Eigen dans la partie I que la distribution
de quasi–espèce apparaît dans un état d’équilibre, nous allons supposer que
toutes les fitness sont strictement positives.

Hypothèse. La fonction de fitness f : A` −→ R+ est strictement positive.

Sous cette hypothèse, le processus de Wright–Fisher est ergodique.

Régime asymptotique. Le but des sections qui suivent est d’étudier le modèle
de Wright–Fisher dans le régime asymptotique

`→ +∞ , m→ +∞ , q→ 0 ,

`q→ a ∈ ]0,+∞[ ,
m

`
→ α ∈ [0,+∞] ,

afin de montrer l’existence d’un phénomène de seuil d’erreur et d’une distribu-
tion de quasi–espèce.
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9.2 Résultat principal

Nous ne considérons que le paysage à un pic. Soit σ > 1. Il existe une séquence,
notée w∗ et appelée master sequence, telle que la fonction de fitness est donnée
par

∀u ∈ A` f(u) =

{
1 si u 6= w∗ ,
σ si u = w∗ .

Soit x une population dans
(
A`
)m. Fixons k > 0 un entier. Nous nous intéres-

sons au nombre Nk(x) de chromosomes dans la population x à distance k de la
master sequence :

Nk(x) = card
{
i : 1 6 i 6 m, dH(x(i), w

∗) = k
}

.

Notons par I(p, t) la fonction de taux gouvernant le principe de grandes dévia-
tions de la loi binomiale de paramètre p ∈ [0, 1], i.e.,

∀ t ∈ [0, 1] I(p, t) = t ln
t

p
+ (1 − t) ln

1 − t

1 − p
.

Nous définissons, pour a ∈ ]0,+∞[ ,

ρ∗(a) =


σe−a − 1
σ− 1

si σe−a > 1 ,

0 si σe−a 6 1 ,

ψ(a) = inf
l∈N

inf

{
l−1∑
k=0

I

(
σρk

(σ− 1)ρk + 1
, γk

)
+ γkI

(
e−a,

ρk+1

γk

)
:

ρ(0) = ρ∗(a), ρl = 0, ρk, γk ∈ [0, 1] pour 0 6 k 6 l

}
.

Théorème 9.2.1. Nous avons la dichotomie suivante :

• Si αψ(a) < ln κ, alors

∀ k > 0 lim
`,m→∞,q→0
`q→a, m

`
→α

lim
t→∞ E

( 1
m
Nk(Xt)

)
= 0 .



130 Chapitre 9. Modèle et résultats

• Si αψ(a) > ln κ, alors

∀ k > 0 lim
`,m→∞,q→0
`q→a, m

`
→α

lim
t→∞ E

( 1
m
Nk(Xt)

)
= ρ∗k = (σe−a − 1)

ak

k!

∑
i>1

ik

σi
.

De plus, dans les deux cas,

∀ k > 0 lim
`,m→∞,q→0
`q→a, m

`
→α

lim
t→∞ Var

( 1
m
Nk(Xt)

)
= 0 .

Donnons d’abord quelques idées de preuve pour le résultat principal. Le pro-
cessus de Wright–Fisher (Xn)n>0 n’est pas très maniable, car son espace d’états
est énorme et n’est muni d’aucun ordre naturel. Dans le même esprit que pour
le processus de Galton–Watson 7.3, le premier pas sera donc de réduire l’es-
pace d’états du processus et d’en dériver un processus plus simple, le processus
d’occupation (On)n>0. Le processus d’occupation ne garde que l’information
pertinente, i.e., le nombre d’individus dans chaque classe de Hamming. Le pro-
cessus d’occupation est encore une chaîne de de Markov, qui a la vertu d’être
plus simple que le processus original, et dont l’espace d’états est muni d’un
ordre naturel. C’est l’existence de cet ordre qui nous permettra de comparer le
processus d’occupation avec des chaînes de Markov encore plus simples.

Nous fixons ensuite K > 0 et nous étudions la concentration des individus dans
la K–ième classe de Hamming. Pour cela, nous démarrons le processus d’une
distribution d’occupation n’ayant aucun individu dans les classes 0, . . . , K, et
nous estimons le temps moyen que le processus met à trouver un individu dans
les classes 0, . . . , K, c’est ce que nous appelons le temps de découverte. Égale-
ment, nous démarrons le processus d’une distribution ayant des individus dans
les classes 0, . . . , K, et nous estimons le temps moyen qu’il faut pour que tous
les individus dans les classes 0, . . . , K disparaissent, c’est ce que nous appelons
le temps de persistance. Asymptotiquement, quand αψ(a) < ln κ, le temps de
persistance devient négligeable par rapport au temps de découverte, tandis que
quand αψ(a) > ln κ, c’est le temps de découverte qui dévient négligeable par
rapport au temps de persistance. Ce fait suffit déjà à démontrer la première as-
sertion du théorème 9.2.1. Pour le cas K = 0, ceci a été démontre dans [11]. Pour
le cas général K > 0, le traitement est le même que pour le cas K = 0, et la
démonstration n’apporte aucune contribution à la compréhension du modèle.
Nous allons donc admettre ce fait et nous allons nous concentrer sur le cas plus
intéressant αψ(a) > ln κ.
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Pour traiter le cas αψ(a) > ln κ, nous construisons un couplage, afin de com-
parer le processus d’occupation avec des processus plus simples. Les proces-
sus simplifiés seront des chaînes de Markov qui répliqueront la dynamique
des classes de Hamming 0, . . . , K seulement. Ces chaînes de Markov peuvent
être vues comme des perturbations aléatoires d’un même système dynamique
avec deux points fixes : un point fixe instable en 0 et un point fixe stable en ρ∗.
Nous utiliserons la théorie développée par Freidlin et Wentzell [38], ainsi que
quelques estimations utiles de [11], pour montrer que les processus perturbés
passent la plupart de leur temps près du point fixe stable ρ∗, ce qui permettra
de montrer que les mesures de probabilité invariantes des processus perturbés
se concentrent autour de ρ∗.

9.3 Lumping

L’espace d’états du processus de Wright–Fisher (A`)m n’est pas toujours très
maniable. Il y a deux façons naturelles de le réduire. L’idée, dans les deux cas,
est de ne plus regarder chaque génotype mais seulement les classes de Ham-
ming. Nous construisons ainsi deux processus. Le premier processus remplace
le génotype de chaque individu par la classe de Hamming auquel il appartient,
nous l’appelons processus de distance. Le deuxième processus compte le nombre
d’individus dans chaque classe de Hamming, nous l’appelons processus d’oc-
cupation. L’outil clé pour cette construction est le lemme de lumping pour des
chaînes de Markov (cf. l’annexe B). Nous formalisons ces idées dans les lignes
qui suivent. Soit H : A` −→ { 0, . . . , ` } l’application qui à chaque génotype u
associe sa classe de Hamming vis–à–vis de la master sequence :

∀u ∈ A` H(u) = dH(u,w
∗) .

La fonction de fitness f : A` −→ R+ du paysage à un pic respecte les classes
de Hamming. Nous pouvons donc définir une nouvelle fonction de fitness fH :

{ 0, . . . , ` } −→ R+ en posant fH(k) égale à la valeur commune de f(u) pour u
dans la classe de Hamming k :

∀ k ∈ { 0, . . . , ` } fH(k) =

{
σ si k = 0 ,
1 si k > 1 .

D’après le lemme 3.2.1, le noyau de mutation respecte aussi les classes de Ham-
ming. Nous en dérivons un noyau de mutation

(
MH(b, c), 0 6 b, c 6 `

)
, donné
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par :

MH(b, c) =
∑

06k6`−b
06l6b
b−l+k=c

(
`− b

k

)(
b

l

)
qk(1 − q)`−b−k

( q

κ− 1

)l(
1 −

q

κ− 1

)b−l
.

Processus de distance. Nous définissons ensuite une fonction vectorielle H :

(A`)m −→ { 0, . . . , ` }m par :

∀ x =

 x(1)...
x(m)

 ∈ (A`)m H(x) =

H
(
x(1)

)
...

H
(
x(m)

)
 .

Nous définissons le processus de distance (Dn)n>0 par

∀n > 0 Dn = H(Xn) .

Le processus de distance est un processus de Markov, ce qui se voit d’après le
théorème de lumping B.1 et la proposition suivante :

Proposition 9.3.1. La matrice de transition p du modèle de Wright–Fisher (Xn)n>0

vérifie :

∀ e ∈ { 0, . . . , ` }m ∀ x, y ∈ (A`)m

H(x) = H(y) =⇒
∑

z∈(A`)m
H(z)=e

p(x, z) =
∑

z∈(A`)m
H(z)=e

p(y, z) .

La démonstration est similaire à celle de la section 7.3. Nous concluons grâce
au théorème de lumping B.1 que le processus de distance (Dn)n>0 est un pro-
cessus de Markov. L’espace d’états du processus de distance est { 0, . . . , ` }m et la
matrice de transition pH est donnée par :

∀d, e ∈ { 0, . . . , ` }m

pH(d, e) =
∏

16i6m

( ∑
16j6m

fH(d(j))MH(d(j), e(i))

fH(d(1)) + · · ·+ fH(d(m))

)
.
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Processus d’occupation.

Notons Pm`+1 l’ensemble des partitions ordonnées de l’entier m en au plus ` + 1
parties :

Pm`+1 =
{
(o(0), . . . , o(`)) ∈ N`+1 : o(0) + · · ·+ o(`) = m

}
.

Nous interprétons ces partitions comme des distributions d’occupation. La par-
tition (o(0), . . . , o(`)) correspond à une population qui a exactement o(l) chro-
mosomes à distance l de la master sequence, pour l ∈ { 0, . . . , ` }. Soit O l’appli-
cation qui à chaque population x ∈ (A`)m associe la distribution d’occupation
correspondante :

∀ k ∈ { 0, . . . , ` } O(x)(k) =
∑

16i6m

1H(x(i))=k .

Nous définissons le processus d’occupation (On)n>0 par :

∀n > 0 On = O(Xn) .

Le processus d’occupation peut également être obtenu à partir du processus
distance. En effet, nous définissons l’application OH : (A`)m −→ Pm`+1 par :

∀d ∈ (A`)m ∀ k ∈ { 0, . . . , ` } OH(d)(k) =
∑

16i6m

1d(i)=k .

Nous avons donc,

∀ x ∈
(
A`
)m

O(x) = OH(H(x)) .

La démonstration de ce résultat est similaire à celle de la section 7.3. Nous pou-
vons donc appliquer le théorème de lumping B.1 pour conclure que le proces-
sus (On)n>0 est bien un processus de Markov. L’espace d’états du processus de
Markov (On)n>0 est Pm`+1, et la matrice de transition pO est donnée par :

∀o, o ′ ∈ Pm`+1 pO(o, o
′) =

∏
06h6`

(∑
k∈{ 0,...,` } o(k)fH(k)MH(k, h)∑

06h6` o(h)fH(h)

)o ′(h)
.

9.4 Couplage et monotonie

Cette section est un résumé de la section 5 de [11]. Nous reproduisons sans
démonstration les points les plus importants pour la suite du texte.
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Nous construisons tous nos processus dans un grand espace de probabilité
(Ω,F, P) ayant les variables aléatoires indépendantes suivantes, toutes avec loi
uniforme sur l’intervalle [0, 1] :

Ui,jn , n > 1 , 1 6 i 6 m, 1 6 j 6 ` ,

Sin , n > 1 , 1 6 i 6 m .

Nous posons

∀n > 1 Rn =

S
1
n U1,1

n · · · U1,`
n

...
... . . . ...

Smn Um,1n · · · Um,`n

 .

La matrice aléatoire Rn sert à accomplir le n–ième pas de la chaîne de Markov
(Xn)n>0. Par construction, la suite (Rn)n>1 est une suite de matrices aléatoires
indépendantes et identiquement distribuées à valeurs dans l’espace R des ma-
trices de taillem× (`+ 1) avec coefficients dans [0, 1].

Mutation. Pour coupler le mécanisme de mutation, nous définissons une appli-
cation

MH : { 0, . . . , ` }× [0, 1]` → { 0, . . . , ` } .

Nous posons

∀b ∈ { 0, . . . , ` } ∀u1, . . . , u` ∈ [0, 1]`

MH(b, u1, . . . , u`) = b−
b∑
k=1

1uk<q/(κ−1) +
∑̀
k=b+1

1uk>1−q .

L’application MH est définie de sorte que si U1, . . . , U` sont des variables aléa-
toires indépendantes et uniformes sur l’intervalle [0, 1], alors pour tout b ∈
{ 0, . . . , ` }, la loi de MH(b,U1, . . . , U`) est donnée par la ligne de la matrice MH

associée à b, i.e.,

∀ c ∈ { 0, . . . , ` } P
(
MH(b,U1, . . . , U`) = c

)
= MH(b, c) .

Sélection pour le processus distance. Nous définissons une application

SH : { 0, . . . , ` }m × [0, 1]→ { 1, . . . ,m } .
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Pour d ∈ { 0, . . . , ` }m et pour s ∈ [0, 1[ , nous définissons SH(d, s) = i où i est le
seul indice dans { 1, . . . ,m } tel que

fH(d(1)) + · · ·+ fH(d(i− 1))
fH(d(1)) + · · ·+ fH(d(m))

6 s <
fH(d(1)) + · · ·+ fH(d(i))
fH(d(1)) + · · ·+ fH(d(m))

.

L’application SH est définie de sorte que si S est une variable aléatoire de loi
uniforme sur l’intervalle [0, 1], alors pour tout d ∈ { 0, . . . , ` }m, la loi de SH(d, S)

est donnée par

∀ i ∈ { 1, . . . ,m } P
(
SH(d, S) = i

)
=

fH(d(i))

fH(d(1)) + · · ·+ fH(d(m))
.

Couplage pour le processus distance. Nous définissons une application

ΨH : { 0, . . . , ` }m × R→ { 0, . . . , ` }m .

pour coupler le processus distance avec différentes conditions initiales. L’appli-
cation ΨH est définie par

∀ r ∈ R ∀d ∈ { 0, . . . , ` }m

ΨH(d, r) =

 MH

(
d(SH(d, r(1, 1))), r(1, 2), . . . , r(1, `+ 1)

)
...

MH

(
d(SH(d, r(m, 1))), r(m, 2), . . . , r(m, `+ 1)

)
 .

Soit d ∈ { 0, . . . , ` }m le point de départ du processus. Nous construisons le pro-
cessus distance (Dn)n>0 en prenant D0 = d et

∀n > 1 Dn = ΨH
(
Dn−1, Rn

)
.

Le processus (Dn)n>0 est une chaîne de Markov issue de d et de matrice de
transition pH.

Sélection pour le processus d’occupation. Nous définissons une application
SO : Pm`+1 × [0, 1] → { 0, . . . , ` }. Pour o ∈ Pm`+1 et s ∈ [0, 1[ , nous définissons
SO(o, s) = l où l est le seul indice dans { 0, . . . , ` } tel que

o(0)fH(0) + · · ·+ o(l− 1)fH(l− 1)
o(0)fH(0) + · · ·+ o(`)fH(`)

6 s <
o(0)fH(0) + · · ·+ o(l)fH(l)
o(0)fH(0) + · · ·+ o(`)fH(`)

.

L’application SO est définie de sorte que si S est une variable aléatoire uniforme
sur l’intervalle [0, 1], alors pour tout o ∈ Pm`+1, la loi de SO(o, S) est donnée par

∀ l ∈ { 0, . . . , ` } P
(
SO(o, S) = l

)
=

o(l) fH(l)

o(0)fH(0) + · · ·+ o(`)fH(`)
.
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Couplage pour le processus d’occupation. Nous définissons une application
ΨO : Pm`+1 × R → Pm`+1 pour coupler le processus d’occupation avec différentes
conditions initiales. Nous définissons l’application ΨO comme suit :

∀ r ∈ R ∀o ∈ Pm`+1

ΨO(o, r) = OH

 MH

(
d(SH(d, r(1, 1))), r(1, 2), . . . , r(1, `+ 1)

)
...

MH

(
d(SH(d, r(m, 1))), r(m, 2), . . . , r(m, `+ 1)

)
 .

Soit o ∈ Pm`+1 le point de départ du processus. Nous construisons le processus
d’occupation (On)n>0 en prenant O0 = o et

∀n > 1 On = ΨO
(
On−1, Rn

)
.

Le processus (On)n>0 est une chaîne de Markov issue de o et de matrice de
transition pO.

Monotonie. L’espace { 0, . . . , ` }m est naturellement muni d’un ordre partiel :

d 6 e ⇐⇒ ∀ i ∈ { 1, . . . ,m } d(i) 6 e(i) .

Par le lemme 4.4.1, l’application MH est croissante vis–à–vis de la classe de
Hamming, i.e.,

∀b, c ∈ { 0, . . . , ` } ∀u1, . . . , u` ∈ [0, 1]

b 6 c ⇒ MH(b, u1, . . . , u`) 6 MH(c, u1, . . . , u`) .

Lemme 9.4.1. Dans le cas neutre σ = 1, l’application SH est croissante vis–à–vis de
la classe de Hamming, i.e.,

∀d, e ∈ { 0, . . . , ` }m ∀ s ∈ [0, 1] d 6 e ⇒ d
(
SH(d, s)

)
6 e
(
SH(e, s)

)
.

Lemme 9.4.2. Dans le cas neutre σ = 1, l’application ΨH est croissante vis–à–vis des
distances, i.e.,

∀d, e ∈ { 0, . . . , ` }m ∀ r ∈ R , d 6 e ⇒ ΨH(d, r) 6 ΨH(e, r) .

Corollaire 9.4.3. Dans le cas neutre σ = 1, le processus distance (Dn)n>0 est mono-
tone.
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Nous définissons un ordre � dans l’espace Pm`+1 comme suit. Soient o, o ′ deux
distributions d’occupation. Nous disons que o est inférieure ou égale à o ′, et
nous écrivons o � o ′, si

∀l 6 ` o(0) + · · ·+ o(l) 6 o ′(0) + · · ·+ o ′(l) .

L’application SO est décroissante vis–à–vis de la distribution d’occupation, i.e.,

∀o, o ′ ∈ Pm`+1 ∀ s ∈ [0, 1] o � o ′ ⇒ SO(o, s) > SO(o
′, s) .

Lemme 9.4.4. L’application ΨO est croissante vis–à–vis de la distribution d’occupa-
tion, i.e.,

∀o, o ′ ∈ Pm`+1 ∀ r ∈ R o � o ′ ⇒ ΨO(o, r) � ΨO(o
′, r) .

Corollaire 9.4.5. Le processus d’occupation (On)n>0 est monotone.

9.5 Convergence vers un modèle de Moran

Afin de donner un argument heuristique de notre résultat principal, nous fai-
sons ici une petite parenthèse pour donner un résultat du type loi des grands
nombres pour le processus de Wright–Fisher. Nous le faisons dans un cadre plus
général que celui que nous avons introduit ci–dessus. Nous considérons l’en-
semble de génotypes { 1, . . . , N }, une fonction de fitness f : { 1, . . . , N } −→ R+,
et un noyau de mutation (M(i, j), 1 6 i, j 6 N). Nous notons par m la taille
de la population. À chaque population x ∈ { 1, . . . , N }m, nous pouvons associer
une distribution d’occupation zx = (zx(1), . . . , zx(N)) par :

∀ k > 0 zx(k) =

m∑
i=1

1x(i)=k ,

et une fitness moyenne φ(x) par :

φ(x) =

N∑
k=1

f(k)zx(k) .

Le processus de Wright–Fisher est la chaîne de Markov (Xn)n>0 à valeurs dans
{ 1, . . . , N }m et de matrice de transition p donnée par :

∀ x, y ∈ { 1, . . . , N }m p(x, y) =
∏

16i6m

(
N∑
k=1

f(k)zx(k)

φ(x)
M(k, i)

)y(i)
.
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Soit (Zn)n>0 = (zXn/m)n>0 le processus d’occupation normalisé associé au pro-
cessus de Wright–Fisher. Soit SN le simplexe à N coordonnées :

SN =
{
u ∈ [0, 1]N : u0 + · · ·+ uN = 1

}
,

et définissons l’application F : SN −→ SN par :

∀u ∈ SN ∀ k ∈ { 1, . . . , N } Fk(u) =

N∑
i=1

f(i)ui∑
16h6N f(h)uh

M(i, k) .

Nous avons le résultat suivant :

Théorème 9.5.1. Soit δ > 0. Pour tout u ∈ SN :

lim
m→∞ P

(
|Z1 − F(u)| > δ

∣∣∣Z0 =
bumc
m

)
= 0 .

Nous en déduisons immédiatement le résultat suivant.

Corollaire 9.5.2. Soient δ, T > 0. Pour tout u ∈ SN :

lim
m→∞ P

(
sup

06n6T
|Zn − z(n)| > δ

∣∣∣Z0 =
bumc
m

)
= 0 ,

où (z(n))n>0 est la trajectoire donnée par le système dynamique z(0) = u et z(n) =

F
(
z(n− 1)

)
, n > 1.

Le système dynamique apparaissant dans ce résultat est une version discrète
du modèle d’Eigen, et avait déjà été proposé par Moran comme modèle d’évo-
lution d’une population avec sélection et mutation [58, 59]. Nous procédons
maintenant à la démonstration du théorème.

Démonstration. Soient δ > 0 et u ∈ SN. Nous avons :

P
(
|Z1 − F(u)| > δ

)
= P

( N∑
k=1

|Z1(k) − Fk(u)|
2 > δ2

)

6
N∑
k=1

P
(
|Z1(k) − Fk(u)| > δ/

√
N
)

6 P
(
|Z1(k) − E(Z1(k))| > δ/2

√
N
)
+ P
(
|E(Z1(k)) − Fk(u)| > δ/2

√
N
)
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Or, la variable aléatoire Z1(k) est donnée par :

Z1(k) =
1
m

m∑
i=1

1X1(i)=k .

Les variables aléatoires Yi = 1X1(i)=k, 1 6 i 6 m sont des variables aléatoires
indépendantes et identiquement distribuées, de loi de Bernoulli de paramètre
pk = F(bumc/m). Nous avons donc E(Z1(K)) = pk et Var(Z1(k)) = pk(1 −

pk)/m. Quand m tend vers l’infini, la première des probabilités de droite dans
la formule ci–dessus tend vers 0 grâce à l’inégalité de Chebyshev. La deuxième
tend aussi vers 0 car pk converge vers Fk(u) quandm tend vers l’infini.





Chapitre 10

Bornes stochastiques

Dans cette section, nous construisons un processus inférieur (O`n)n>0 et un pro-
cessus supérieur (OK+1

n )n>0 pour borner stochastiquement le processus d’occu-
pation (On)n>0, i.e., pour tout o ∈ Pm`+1, si O`0 = O0 = O

K+1
0 = o, alors

∀n > 0 O`n � On � OK+1
n .

Les processus (O`n)n>0 et (OK+1
n )n>0 auront la vertu d’être plus simples que le

processus (On)n>0, tout en gardant l’information pertinente sur la dynamique
des coordonnées 0, . . . , K.

10.1 Processus inférieur et supérieur

Décrivons de manière informelle la dynamique du processus inférieur. Soit K 6
`. Lorsque la master sequence n’est pas présente dans la population, le pro-
cessus (O`n)n>0 évolue exactement comme le processus originel (On)n>0. Dès
qu’une master sequence apparaît, tous les chromosomes dans les classes K +

1, . . . , ` sont envoyés dans la classe de Hamming `. Tant que la master sequence
est présente dans la population, tout chromosome qui mute vers les classes
K + 1, . . . , ` est directement envoyé à la classe `. La dynamique du processus
supérieur est similaire, sauf que nous remplaçons la classe de Hamming ` par
la classe K + 1. Nous formalisons cette construction dans le reste de la section.
Nous définissons deux applications π`, πK+1 : Pm`+1 → Pm`+1 en posant pour
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o ∈ Pm`+1,

π`(o) =
(
o(0), . . . , o(K), 0, . . . , 0,m− (o(0) + · · ·+ o(K))

)
,

πK+1(o) =
(
o(0), . . . , o(K),m− (o(0) + · · ·+ o(K)), 0, . . . , 0

)
.

Évidemment,
∀o ∈ Pm`+1 π`(o) � o � πK+1(o) .

Notons par W∗ l’ensemble des distributions d’occupation ayant au moins une
master sequence, c’est–à–dire,

W∗ =
{
o ∈ Pm`+1 : o(0) > 1

}
,

et soit N l’ensemble des distributions d’occupation n’ayant aucune master se-
quence, c’est–à–dire,

N =
{
o ∈ Pm`+1 : o(0) = 0

}
.

Définissons :

o`enter = (1, 0, . . . , 0,m− 1) , o`exit = (0, . . . , 0,m) ,

oK+1
enter = (m, 0, . . . , 0) , oK+1

exit = (0,m, 0, . . . , 0) .

Les distributions d’occupation o`enter et o`exit sont les minima absolus des en-
sembles W∗ et N. Les distributions oK+1

enter et oK+1
exit sont les maxima absolus des

ensembles W∗ et N. SoitΨO l’application de couplage définie dans la section 9.4.
Nous définissons une application inférieure Ψ`O en posant pour o ∈ Pm`+1 et
r ∈ R,

Ψ`O(o, r) =


ΨO(o, r) si o ∈ N et ΨO(o, r) 6∈W∗

o`enter si o ∈ N et ΨO(o, r) ∈W∗

π`
(
ΨO(π`(o), r)

)
si o ∈W∗ et ΨO(π`(o), r) 6∈ N

o`exit si o ∈W∗ et ΨO(π`(o), r) ∈ N

Également, nous définissons une application supérieure ΨK+1
O en posant pour

o ∈ Pm`+1 et r ∈ R,

ΨK+1
O (o, r) =


ΨO(o, r) si o ∈ N et ΨO(o, r) 6∈W∗

oK+1
enter si o ∈ N et ΨO(o, r) ∈W∗

πK+1
(
ΨO(πK+1(o), r)

)
si o ∈W∗ et ΨO(πK+1(o), r) 6∈ N

oK+1
exit si o ∈W∗ et ΨO(πK+1(o), r) ∈ N
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Le lemme 9.4.4 entraîne que l’application Ψ`O reste en–dessous de l’application
ΨO et l’application ΨK+1

O reste au–dessus de l’application ΨO au sens suivant :

∀o ∈ Pm`+1 ∀ r ∈ R Ψ`O(o, r) � ΨO(o, r) � ΨK+1
O (o, r) .

Nous définissons un processus inférieur (O`n)n>0 et un processus supérieur
(OK+1
n )n>0 à l’aide d’une suite i.i.d. (Rn)n>1 et des applications Ψ`O et ΨK+1

O . Soit
o ∈ Pm`+1 le point de départ des processus. Nous posons O`0 = O

K+1
0 = o et

∀n > 1 O`n = Ψ`O
(
O`n−1, Rn

)
, OK+1

n = ΨK+1
O

(
OK+1
n−1, Rn

)
.

Proposition 10.1.1. Supposons que les processus (O`n)n>0, (On)n>0 et (OK+1
n )n>0,

sont issus d’une même distribution d’occupation o. Nous avons alors

∀n > 0 O`n � On � OK+1
n .

Démonstration. Nous allons montrer l’inégalité par récurrence sur n ∈ N. Pour
n = 0 nous avons bien O0 = O`0 = OK+1(0) = o. Supposons que l’inégalité est
vraie au temps n ∈ N, c’est–à–dire que O`n � On � OK+1

n . Nous avons

O`n+1 = Ψ`O
(
O`n, Rn+1

)
,

On+1 = ΨO
(
On, Rn+1

)
,

OK+1
n+1 = ΨK+1

O

(
OK+1
n , Rn+1

)
.

Par le lemme 9.4.4 et l’hypothèse de récurrence nous obtenons

ΨO
(
O`n, Rn+1

)
� ΨO

(
On, Rn+1

)
� ΨO

(
OK+1
n , Rn+1

)
.

L’application Ψ`O est en–dessous de l’application ΨO, et l’application ΨK+1
O est

au–dessus de l’application ΨO, donc,

Ψ`O
(
O`n, Rn+1

)
� ΨO

(
O`n, Rn+1

)
,

ΨO
(
OK+1
n , Rn+1

)
� ΨK+1

O

(
OK+1
n , Rn+1

)
.

Les inégalités précédentes donnent bien O`n+1 � On+1 � OK+1
n+1.

10.2 Dynamique des processus bornants

Nous étudions ici les dynamiques des processus (O`n)n>0 et (OK+1
n )n>0 dans

W∗. Les calculs sont les mêmes pour les deux processus. Soit θ un symbole
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représentant K+ 1 ou ` et notons par (Oθn)n>0 le processus correspondant. Pour
le processus (Oθn)n>0, les états dans l’ensemble

Tθ =
{
o ∈ Pm`+1 : o(0) > 1 et o(0) + · · ·+ o(K) + o(θ) < m

}
sont transitoires, et les états dans N ∪

(
W∗ \ Tθ

)
forment une classe de récur-

rence. Nous observons le mécanisme de transition du processus restreint à l’en-
semble W∗ \ Tθ. Puisque

W∗ \ Tθ =
{
o ∈ Pm`+1 : o(0) > 1 et o(0) + · · ·+ o(K) + o(θ) = m

}
,

un état dans W∗ \ Tθ est totalement déterminé par les nombres d’occupation
des classes 0, . . . , K. Ainsi, dès que le processus (Oθn)n>0 est issu d’un point
de W∗ \ Tθ, la dynamique de

(
Oθn(0), . . . , Oθn(K)

)
n>0 est markovienne jusqu’au

temps de sortie de W∗ \ Tθ. Notons (Zθn)n>0 la chaîne de Markov à espace
d’états

DK+1 =
{
z ∈ NK+1 : z0 + · · ·+ zK 6 m

}
,

ayant pour matrice de transition : pour z, z ′ ∈ DK+1,

• Si z0, z
′
0 > 1,

∀n > 0 P
(
Zθn+1 = z

′ ∣∣Zθn = z
)
=

P
((
Oθn+1(0), . . . , Oθn+1(K)

)
= z ′

∣∣∣ (Oθn(0), . . . , Oθn(K)
)
= z
)

.

• Si z = (0, . . . , 0),

∀n > 0 P
(
Zθn+1 = z

θ
∣∣Zθn = (0, . . . , 0)

)
= 1

où z` = (1, 0, . . . , 0) et zK+1 = (m, 0, . . . , 0).

• Si z0 > 1 et z ′ = (0, . . . , 0),

∀n > 0 P
(
Zθn+1 = (0, . . . , 0)

∣∣Zθn = z
)
=∑

z ′:z ′0=0

P
((
Oθn+1(0), . . . , Oθn+1(K)

)
= z ′

∣∣∣ (Oθn(0), . . . , Oθn(K)
)
= z
)

.

Les autres coefficients non diagonaux de la matrice de transition sont nuls. Les
coefficients diagonaux sont choisis de sorte que la matrice soit stochastique, i.e.,
la somme de chaque ligne vaut 1. Notons par pθ(z, z ′) la probabilité de tran-
sition précédente et calculons sa valeur. Nous introduisons d’abord quelques



10.2. Dynamique des processus bornants 145

notations. Pour tout d > 1 et tout v ∈ Rd nous notons par |v|1 la norme 1 du
vecteur v :

|v|1 = |v1|+ · · ·+ |vd| .

Pour une matrice carrée M ∈ Rd2 , et i ∈ { 1, . . . , d }, nous notons par M(i, ·) ou
Mi· la i–ème ligne de M, et par M(·, i) ou M·i la i–ème colonne de M. Nous
notons aussi par |M|1 la norme 1 deM dans Rd2 :

|M|1 =

d∑
i,j=1

|Mij| .

Nous disons qu’un vecteur s ∈ DK+1 est compatible avec un autre vecteur z ∈
DK+1, et nous écrivons s ∼ z, si

z(i) = 0 ⇒ s(i) = 0 ∀ i ∈ { 0, . . . , K } ,

|z|1 = m ⇒ |s|1 = m .

Nous disons qu’une matrice b ∈ N(K+1)2 est compatible avec les vecteurs s, z ′ ∈
DK+1 et nous écrivons b ∼ (s, z ′) si

∀ i ∈ { 0, . . . , K } |b(i, ·)|1 6 si and |b(·, i)|1 6 z ′i .

Finalement nous définissons, pour i ∈ { 0, . . . , K }∪ {θ}, le vecteurMH(i) ∈ DK+1

par :
MH(i) =

(
MH(i, 0), . . . ,MH(i, K)

)
.

Soient z, z ′ ∈ DK+1 tels que z0, z
′
0 > 1. Ensuite nous utilisons la définition du

mécanisme de transition de (Oθn)n>0 pour calculer la valeur de pθ(z, z ′) :

pθ(z, z ′) =
∑
s∼z

∑
b∼(s,z ′)

pθ(z, s, b, z ′) ,

où pθ(z, s, b, z ′) est la probabilité que, sachant Zθn = z :

• pour i ∈ { 0, . . . , K }, si individus de la classe i sont séléctionnés, et m − |s|1
individus de la classe θ sont sélectionnés. La probabilité de cet événement est
donnée par :

m!
s0! · · · sK!(m− |s|1)!

× (σz0)
s0zs1

1 · · · z
sK
K (m− |z|1)

m−|s|1(
(σ− 1)z0 +m

)m .
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• pour i, j ∈ { 0, . . . , K }, bij individus mutent de la classe i vers la classe j, et
si − |b(i, ·)|1 individus mutent de la classe i vers la classe θ. Pour i ∈ { 0, . . . , K },
la probabilité de cet événement est donnée par :

si!
bi0! · · ·biK!(si − |b(i, ·)|1)!

×MH(i, 0)bi0 · · ·MH(i, K)
biK(1 − |MH(i)|1)

si−|b(i,·)|1 ,

• pour j ∈ { 0, . . . , K }, z ′j − |b(·, j)|1 individus mutent de la classe de Hamming θ
vers la classe j, et m − |s|1 − |z ′|1 + |b|1 individus de la classe θ ne mutent vers
aucune des classes { 0, . . . , K }. La probabilité de cet événement est donnée par :

(m− |s|1)!
(z ′0 − |b(·, 0)|1)! · · · (z ′K − |b(·, K)|1)!(m− |s|1 − |z ′|1 + |b|1)!

×MH(θ, 0)z
′
0−|b(·,0)|1 · · ·MH(θ, K)

z ′K−|b(·,K)|1(1 − |MH(θ)|)
m−|s|1−|z ′|1+|b|1 .

Enfin,

pθ(z, s, b, z ′) =
m!

s0! · · · sK!(m− |s|1)!
× (σz0)

s0zs1
1 · · · z

sK
K (m− |z|1)

m−|s|1

((σ− 1)z0 +m)m
×

K∏
i=0

si!
bi0! · · ·biK!(si − |bi·|1)!

×MH(i, 0)bi0 · · ·MH(i, K)
biK(1 − |MH(i)|1)

si−|bi·|1

× (m− |s|1)!
(z ′0 − |b·0|1)! · · · (z ′K − |b·K|1)!(m− |s|1 − |z ′|1 + |b|1)!

×MH(θ, 0)z
′
0−|b·0|1 · · ·MH(θ, K)

z ′K−|b·K|1(1 − |MH(θ)|1)
m−|s|1−|z ′|1+|b|1 .

10.3 Bornes sur la mesure invariante

Notons par µ`O, µO, µK+1
O les mesures de probabilité invariantes des processus

(O`n)n>0, (On)n>0, (OK+1
n )n>0. Soit νK la mesure image de µO par l’application

o ∈ Pm`+1 7−→
o(0) + · · ·+ o(K)

m
∈ [0, 1] .
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Pour toute fonction g : [0, 1]→ R,∫
[0,1]

gdνK =

∫
Pm`+1

g

(
o(0) + · · ·+ o(K)

m

)
dµO(o)

= lim
n→∞E

(
g

(
On(0) + · · ·+On(K)

m

))
.

Fixons g : [0, 1] → R une fonction croissante telle que g(0) = 0. Nous avons
(grâce à la proposition 10.1.1) les inégalités suivantes. Pour tout n > 0,

g

(
O`n(0) + · · ·+O`n(K)

m

)
6 g

(
On(0) + · · ·+On(K)

m

)
6

g

(
OK+1
n (0) + · · ·+OK+1

n (K)

m

)
.

Nous prenons l’espérance, nous envoyons n vers l’∞, et nous obtenons∫
Pm`+1

g

(
o(0) + · · ·+ o(K)

m

)
dµ`O(o)

6
∫
[0,1]

gdνK 6∫
Pm`+1

g

(
o(0) + · · ·+ o(K)

m

)
dµK+1

O (o) .

Nous cherchons ensuite des estimations sur les intégrales ci-dessus. La straté-
gie est la même pour les intégrales inférieure et supérieure. Soit θ un symbole
représentant K + 1 ou `. Nous étudions la mesure de probabilité invariante µθO.
Pour le processus (Oθn)n>0, les états dans Tθ sont transitoires et les populations
dans N ∪

(
W∗ \ Tθ

)
forment une classe de récurrence. Nous appliquons ensuite

un résultat de renouvellement, que nous donnons ci–dessous, afin d’exprimer
la mesure de probabilité invariante µθ en fonction du processus (Zθn)n>0. Soit
(Xn)n>0 une chaîne de Markov discrète à valeurs dans l’espace d’états fini E.
Supposons que (Xn)n>0 est ergodique et soit µ sa mesure de probabilité inva-
riante.

Proposition 10.3.1. Soient W∗ un sous–ensemble de E et e un point dans E\W∗. Soit
f une fonction de E dans R. Soient

τ∗ = inf
{
n > 0 : Xn ∈W∗

}
, τ = inf

{
n > τ∗ : Xn = e

}
.
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Nous avons ∫
E

f(x)dµ(x) =
1

E(τ |X0 = e)
E

( τ−1∑
n=0

f(Xn)
∣∣∣X0 = e

)
.

Démonstration. Définissons deux suites de temps d’arrêt, (τ∗k)k>1 et (τk)k>0. Po-
sons τ0 = 0 et

τ∗1 = inf
{
n > 0 : Xn ∈W∗

}
, τ1 = inf

{
n > τ∗1 : Xn = e

}
,

...
...

τ∗k = inf
{
n > τk−1 : Xn ∈W∗

}
, τk = inf

{
n > τ∗k : Xn = e

}
,

...
...

Par la propriété de Markov forte, les excursions(
Xn, τk 6 n 6 τk+1

)
, k > 1 ,

sont indépendantes et identiquement distribuées. En particulier, la suite(
τk+1 − τk

)
k>1

est une suite de variables aléatoires i.i.d.. La loi de chacune des variables aléa-
toires

(
τk+1 − τk

)
est la même que la loi du temps d’arrêt τ1 quand le processus

(Xn)n>0 est issu de e. Pour k > 1, nous décomposons τk comme la somme

τk = τ1 +

k−1∑
h=1

(
τh+1 − τh) .

Puisque l’espace d’états E est fini et que la chaîne de Markov (Xn)n>0 est ergo-
dique, le temps d’arrêt τ1 est fini avec probabilité 1, et donc intégrable. La loi
des grands nombres classique entraîne que

lim
k→∞

τk

k
= Ee(τ1) avec probabilité 1.

Si le processus (Xn)n>0 est issu de e, les temps d’arrêt τ∗1 , τ1 satisfont τ∗1 > 1,
τ1 > 2, en particulier, l’espérance Ee(τ1) est strictement positive, d’où

lim
k→∞ τk = +∞ avec probabilité 1.
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Nous définissons ensuite

∀n > 0 K(n) = max
{
k > 0 : τk 6 n

}
.

Nous voyons que, avec probabilité 1,K(n) est fini pour toutn > 0. Par définition
de K(n), nous avons

∀n > 0 τK(n) 6 n < τK(n)+1 ,

De plus, comme τk < +∞ pour tout k, nous avons

lim
n→∞ K(n) = +∞ avec probabilité 1.

L’inégalité précédente peut alors s’écrire sous la forme :

τK(n)

K(n)
6

n

K(n)
<

τK(n)+1

K(n) + 1
× K(n) + 1

K(n)
.

Nous faisons tendre n vers l’∞ et nous concluons que

lim
n→∞

K(n)

n
=

1
Ee(τ1)

avec probabilité 1.

Nous supposons que le processus (Xn)n>0 est issu de e. Soit f une fonction de E

dans R. Par le théorème ergodique pour les chaînes de Markov, nous avons

lim
n→∞Ee

(
f(Xn)

)
= lim
n→∞

1
n

n∑
s=0

f(Xs) .

Nous décomposons la dernière somme comme suit :

n∑
s=0

f(Xs) =

K(n)∑
k=1

τk−1∑
s=τk−1

f(Xs) +

n∑
s=τK(n)

f(Xs) ,

La somme

Nk =

τk−1∑
s=τk−1

f(Xs)

est une fonction déterministe de l’excursion
(
Xn, τk−1 6 n 6 τk

)
, donc les

variables aléatoires (Nk, k > 1) sont i.i.d.. Nous appliquons la loi des grands
nombres classique et nous obtenons

lim
n→∞

1
K(n)

K(n)∑
k=1

Nk = Ee(N1) avec probabilité 1.
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Nous écrivons

1
n

n∑
s=0

f(Xs) =
K(n)

n
× 1
K(n)

K(n)∑
k=1

Nk +
1
n

n∑
s=τK(n)

f(Xs) .

Nous avons∣∣∣∣ 1
n

n∑
s=τK(n)

f(Xs)

∣∣∣∣ 6 (
sup
[0,1]

|f|
) 1
n

(
τK(n)+1 − τK(n)

)
6
(

sup
[0,1]

|f|
)K(n)
n

(K(n) + 1
K(n)

τK(n)+1

K(n) + 1
−
τK(n)

K(n)

)
,

qui tend vers 0 avec probabilité 1 quand n tend vers l’∞. Nous concluons que

lim
n→∞

1
n

n∑
s=0

f(Xs) =
Ee(N1)

Ee(τ1)
avec probabilité 1 .

Ceci entraîne le résultat voulu.

Nous appliquons le résultat de renouvellement à la chaîne de Markov (Oθn)n>0

restreinte à N ∪
(
W∗ \ Tθ

)
, à l’ensemble W∗ \ Tθ, à la distribution d’occupation

oθexit et à la fonction o 7→ g
((
o(0) + · · ·+ o(K)

)
/m
)
. Soient

τ∗ = inf
{
n > 0 : Oθn ∈W∗

}
, τ = inf

{
n > τ∗ : Oθn = oθexit

}
.

Nous avons alors∫
Pm`+1

g

(
o(0) + · · ·+ o(K)

m

)
dµθO(o) =

E

(
τ∑
n=0

g

(
Oθn(0) + · · ·+Oθn(K)

m

) ∣∣∣∣∣Oθ0 = oθexit

)
E
(
τ |Oθ0 = oθexit

) .

Tant que le processus (Oθn)n>0 est dans W∗ \Tθ, la dynamique des coordonnées
(Oθn(0), . . . , Oθn(K))n>0 est la même que celle de la chaîne de Markov (Zθn)n>0

définie à la fin de la section précédente. Supposons que (Zθn)n>0 est issue de zθ,
où zθ est le point de DK+1 donné par

z` = (1, 0, . . . , 0) , zK+1 = (m, 0, . . . , 0) .
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Soit τ0 le premier temps où la coordonnée 0 du processus (Zθn)n>0 s’annule, i.e.,

τ0 = inf
{
n > 0 : Zθn(0) = 0

}
.

Comme le processus (Oθn)n>0 entre toujours dans W∗ \ Tθ par le point oθenter, la
loi du temps τ0 est la même que la loi de τ − τ∗ pour le processus (Oθn)n>0 issu
de oθexit. Nous en déduisons que

(
(Oθn(0), . . . , Oθn(K)), τ∗ 6 n 6 τ

)
et
(
Zθn , 0 6

n 6 τ0
)

ont même loi. Il s’ensuit que

E
(
τ− τ∗

∣∣Oθ0 = oθexit

)
= E

(
τ0
∣∣Zθ0 = zθ

)
,

E

(
τ∑

n=τ∗

g

(
Oθn(0) + · · ·+Oθn(K)

m

) ∣∣∣∣∣Oθ0 = oθexit

)
=

E

(
τ0∑
n=0

g

(
Zθn(0) + · · ·+ Zθn(K)

m

) ∣∣∣∣∣Zθ0 = zθ

)
.

Nous pouvons alors réécrire la formule pour la mesure de probabilité invariante
µθO de la manière suivante :∫

Pm`+1

g

(
o(0) + · · ·+ o(K)

m

)
dµθO(o) =

E

(
τ∗∑
n=0

g

(
Oθn(0) + · · ·+Oθn(K)

m

) ∣∣∣∣∣Oθ0 = oθexit

)
E
(
τ∗ |Oθ0 = oθexit

)
+ E
(
τ0 |Z

θ
0 = zθ

)

+

E

(
τ0∑
n=0

g

(
Zθn(0) + · · ·+ Zθn(K)

m

) ∣∣∣∣∣Zθ0 = zθ

)
E
(
τ∗ |Oθ0 = oθexit

)
+ E
(
τ0 |Z

θ
0 = zθ

) .

Nous essayerons ensuite d’estimer chacun des termes du membre de droite de
cette formule.

10.4 Comparaison avec la master sequence

Les processus que nous avons construits sont stochastiquement dominés par les
processus d’occupation inférieur et supérieur (O`n)n>0, (OK+1

n )n>0 avec K = 0.
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Appelons (Θ`n)n>0 et (Θ1
n)n>0 les processus d’occupation inférieur et supérieur

avec K = 0. Pour un processus stochastique (Xn)n>0 à valeurs dans Pm`+1, nous
définissons le temps de sortie de l’ensemble W∗ pour le processus (Xn)n>0

comme suit :
τ(X) = inf

{
n > 0 : Xn ∈ N

}
.

Soit o ∈ W∗ le point de départ des processus (O`n)n>0, (OK+1
n )n>0, (Θ`n)n>0 et

(Θ1
n)n>0. Nous avons

∀n ∈ { 0, . . . , τ(Θ`) } Θ`n � O`n � OK+1
n � Θ1

n ,

∀n ∈ { 0, . . . , τ(OK+1) } OK+1
n � Θ1

n .

En particulier, pour tout o ∈W∗,

E
(
τ(Θ`)

∣∣Θ`0 = o) 6 E
(
τ(O`)

∣∣Θ`0 = o)
6 E

(
τ(OK+1)

∣∣Θ`0 = o) 6 E
(
τ(Θ1)

∣∣Θ`0 = o) .

De plus, la relation entre les processus Θ et O est naturellement conservée par
les chaînes de Markov correspondantes. Soient (Z̃`n)n>0 et (Z̃1

n)n>0 les chaînes
de Markov obtenues à partir des processus (Θ`n)n>0 et (Θ1

n)n>0. Les chaînes
de Markov (Z̃`n)n>0, (Z̃1

n)n>0 répliquent la dynamique des processus (Θ`n)n>0,
(Θ1
n)n>0 dans W∗, de même que les chaînes (Z`n)n>0, (ZK+1

n )n>0 répliquent la
dynamique des processus (O`n)n>0, (OK+1

n )n>0 dans W∗. Nous pouvons donc
étendre le couplage existant entre les différents processus d’occupation aux
chaînes de Markov (Z̃`n)n>0, (Z̃1

n)n>0, (Z`n)n>0, (ZK+1
n )n>0. Pour un processus

stochastique (Xn)n>0 à valeurs dans DK+1, nous définissons le temps de sortie
de l’ensemble { z ∈ DK+1 : z0 > 1 } pour le processus (Xn)n>0 comme suit :

τ(X) = inf
{
n > 0 : Xn(0) = 0

}
.

Nous obtenons les relations suivantes :

∀n ∈ { 0 . . . , τ(Z̃`) } Z̃`n 6 Z`n(0) 6 ZK+1
n (0) 6 Z̃1

n ,

∀n ∈ { 0, . . . , τ(ZK+1) } ZK+1
n (0) 6 Z̃1

n .

Les chaînes de Markov (Z̃`n)n>0 et (Z̃1
n)n>0 ont été étudiées en détail dans [11].

Grâce aux inégalités précédentes, la plupart des estimations asymptotiques dé-
veloppés dans [11] pour les chaînes de Markov (Z̃`n)n>0 et (Z̃1

n)n>0 restent va-
lables pour les processus (Z`n(0))n>0 et (ZK+1

n (0))n>0.



Chapitre 11

Chaînes de Markov

Nous étudions dans cette section les chaînes de Markov (Z`n)n>0 et (ZK+1
n )n>0.

Les calculs sont les mêmes pour les deux processus, soit donc θ un symbole
représentant ` ou K + 1 et étudions la chaîne de Markov (Zθn)n>0. Nous allons
faire des estimations dans le régime asymptotique

`→ +∞ , m→ +∞ , q→ 0 , `q→ a ∈ ]0,+∞[ .

Nous dirons qu’une propriété est vraie asymptotiquement si elle est vraie pour
`,m assez grands, q assez petit et `q assez proche de a.

11.1 Grandes déviations pour la matrice de
transition

Nous définissons l’ensemble DK ⊂ RK+1 par

DK =
{
r ∈ RK+1 : r0 > 0, . . . , rK > 0 and r0 + · · ·+ rK 6 1

}
.

Pour p, t ∈ DK nous définissons IK(p, t) comme suit :

IK(p, t) =

K∑
k=0

tk ln
tk

pk
+ (1 − |t|1) ln

1 − |t|1

1 − |p|1
.

Par convention, 0 ln(0/0) = 0. L’application I(p, ·) est la fonction de taux gou-
vernant les grandes déviations d’une distribution multinomiale de paramètres
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n et p0, . . . , pK. Nous avons l’estimation suivante pour les coefficients multino-
miaux.

Lemme 11.1.1. Soient n > N > 1 et i1, . . . , iN ∈ N tels que i1 + · · ·+ iN = n. Nous
avons ∣∣∣∣∣ ln n!

i1! · · · iN!
+

N∑
k=1

ik ln
ik

n

∣∣∣∣∣ 6 N lnn+ 2N .

Démonstration. Soit, pour n ∈ N, φ(n) = lnn! − n lnn+ n. Nous avons

ln
n!

i1! · · · iN!
= n lnn− n+ φ(n) −

N∑
k=1

(
ik ln ik − ik + φ(ik)

)
= −

N∑
k=1

ik ln
ik

n
+ φ(n) −

N∑
k=1

φ(ik) .

Puisque 1 6 φ(n) 6 lnn+ 2 pour tout n > 1, nous concluons que

1 −N(lnn+ 2) 6 φ(n) −

N∑
k=1

φ(ik) 6 lnn+ 2 −N ,

ce qui entraîne l’inégalité cherchée.

Nous définissons une fonction h : DK → DK en prenant, pour tout r ∈ DK,

h(r) =
1

(σ− 1)r0 + 1
(σr0, r1, . . . , rK) .

Nous définissons aussi une fonction I` : DK ×DK × [0, 1](K+1)2 ×DK → [0,+∞]

en prenant, pour r, ξ, t ∈ DK et β ∈ [0, 1](K+1)2 ,

I`(r, ξ, β, t) = IK(h(r), ξ) +

K∑
k=0

ξkIK

(
MH(k), ξ

−1
k β(k, ·)

)
+ (1 − |ξ|1)IK

(
MH(θ), (1 − |ξ|1)

−1(t0 − |β(·, 0)|1, . . . , tK − |β(·, K)|1)
)

.
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Nous prenons le logarithme dans l’expression de pθ que nous avons donnée à
la fin de la section 10.2. Nous avons, pour tout z, z ′, s ∈ DK+1 et b ∈ N(K+1)2 ,

lnpθ(z, s, b, z ′) = −mIK

(
h
( z
m

)
,
s

m

)
−

K∑
k=0

skIK
(
MH(k), s

−1
k b(k, ·)

)
− (m− |s|1)IK

(
MH(θ), (m− |s|1)

−1(z ′0 − |b(·, 0)|1, . . . , z ′K − |b(·, K)|1
))

+Φ(z, s, b, z ′) = −mI`

(
z

m
,
s

m
,
b

m
,
z ′

m

)
+Φ(z, s, b, z ′) .

Le terme d’erreurΦ(z, s, b, z ′) satisfait, pour toutm > 1,

∀ z, z ′, s ∈ DK+1 ∀b ∈ N(K+1)2 ∣∣Φ(z, s, b, z ′)
∣∣ 6 C(K)(lnm+ 1) ,

oùC(K) est une constante qui dépend deKmais ne dépend pas dem. Rappelons
qu’asymptotiquement, nous avons pour tout i, j > 0,

lim
`→∞,q→0
`q→a

MH(i, j) =

 e−a
aj−i

(j− i)!
si i 6 j ,

0 si i > j .

Définissons, pour tout i, j ∈ N,

M∞(i, j) = lim
`→∞,q→0
`q→a

MH(i, j) ,

et pour k ∈ { 0, . . . , K } ∪ {θ}, soitM∞(k) le vecteur de DK donné par

M∞(k) =
(
M∞(k, 0), . . . ,M∞(k, K)) .

Pour t ∈ DK, nous appelons B(t) le sous–ensemble de [0, 1](K+1)2 des matrices
triangulaires supérieures β telles que β(0, k) + · · · + β(K, k) = tk pour tout
k ∈ { 0, . . . , K }, i.e.,

B(t) =
{
β ∈ [0, 1](K+1)2

: β(i, j) = 0, i > j et |β(·, k)|1 = tk, 0 6 k 6 K
}

.

Pour r, ξ, t ∈ DK et β ∈ [0, 1](K+1)2 , nous obtenons

lim
`→∞,q→0
`q→a

I`(r, ξ, β, t) =

{
IK(r, ξ, β, t) si β ∈ B(t) ,

+∞ sinon,
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où la fonction IK(r, ξ, β, t) est donnée par

IK(r, ξ, β, t) = IK(h(r), ξ) +

K∑
k=0

ξkIK(M∞(k), ξ−1
k β(k, ·)) .

Nous définissons une fonction V1 : DK×DK → [0,∞] en prenant, pour r, t ∈ DK,

V1(r, t) = inf
{
IK(r, ξ, β, t) : ξ ∈ DK, β ∈ B(t)

}
.

Proposition 11.1.2. Les probabilités de transition de la chaîne de Markov (Zθn)n>0

vérifient le principe de grandes déviations gouverné par V1 : pour tout sous–ensemble
U,U ′ de DK et pour tout ρ ∈ U, nous avons, pour tout n > 0,

− inf
{
V1(ρ, t) : t ∈ U ′

}
6 lim inf

`,m→∞,q→0
`q→a

1
m

lnP
(
Zθn+1 ∈ mU ′

∣∣Zθn = bρmc
)

6 lim sup
`,m→∞,q→0

`q→a

1
m

ln sup
z∈mU

P
(
Zθn+1 ∈ mU ′

∣∣Zθn = z
)

6 − inf
{
V1(r, t) : r ∈ U, t ∈ U

′ }
,

où bρmc =
(
bρ0mc, . . . , bρKmc

)
.

Démonstration. Nous commençons par démontrer la borne supérieure. Soient
U,U ′ deux sous–ensembles de DK et soit z ∈ mU. Pour tout n > 0,

P
(
Zθn+1 ∈ mU ′ |Zθn = z

)
=

∑
z ′∈mU ′∩DK+1

pθ(z, z ′)

=
∑

z ′∈mU ′∩DK+1

∑
s∼z

∑
b∼(s,z ′)

pθ(z, s, b, z ′) .

Grâce aux estimations développées pour le coefficient pθ, nous avons, pour tout
m > 1,

sup
z∈mU

P
(
Zθn+1 ∈ mU ′ |Zθn = z

)
6 mC(K) max

{
pθ(z, s, b, z ′) : z ∈ mU, s ∼ z, z ′ ∈ mU ′, b ∼ (s, z ′)

}
6

mC(K) exp
(
−mmin

{
I`

( z
m
,
s

m
,
b

m
,
z

m

)
:

z ∈ mU, s ∼ z, z ′ ∈ mU ′, b ∼ (s, z ′)
})
,
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où C(K) est une constante qui dépend de K mais ne dépend pas de m. Pour
chaque m > 1, soient zm, sm, z ′m ∈ DK+1, bm ∈ { 0, . . . ,m }(K+1)2 trois termes
qui réalisent le minimum précédent. Les ensembles DK et [0, 1] étant compacts,
quitte à extraire une sous–suite, nous pouvons considérer que quandm→∞,

zm

m
→ ρ ,

sm

m
→ ξ ,

bm

m
→ β ,

z ′m
m
→ t .

Nous observons ensuite l’expression

lim sup
`,m→∞,q→0

`q→a

−I`

(
zm

m
,
sm

m
,
bm

m
,
z ′m
m

)
.

Si β n’est pas une matrice triangulaire supérieure, ou si |β(·, j)|1 6= tj pour un
des j ∈ { 0, . . . , K }, la limite est −∞. Nous n’avons besoin de considérer que le
cas où β est triangulaire supérieure et |β(·, j)|1 = tj pour tout j ∈ { 0, . . . , K }.
Dans ce cas, nous avons

lim sup
`,m→∞,q→0

`q→a

−I`

(zm
m
,
sm

m
,
bm

m
,
zm

m

)

6 −IK
(
h(ρ), ξ

)
−

K∑
k=0

ξkIK
(
M∞(k), s−1

k β(k, ·)
)

.

Ce qui entraîne la borne supérieure du principe de grandes déviations :

lim sup
`,m→∞,q→0

`q→a

1
m

ln sup
z∈mU

P
(
Zθn+1 ∈ mU ′

∣∣Zθn = z
)

6 − inf
{
IK(r, ξ, β, t) : r ∈ U, ξ ∈ DK, β ∈ B(t), t ∈ U ′

}
.

Montrons ensuite la borne inférieure. Pour tout d > 1 et v ∈ Rd, nous définis-
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sons bvc =
(
bv0c, . . . , bvdc

)
. Soient ξ, t ∈ DK et soit β ∈ B(t). Nous avons

P
(
Zθn+1 = btmc

∣∣Zθn = bρmc
)
> pθ(bρmc, bξmc, bβmc, btmc)

> m−C(K) exp
(
−mI`

(
bρmc
m

,
bξmc
m

,
bβmc
m

,
btmc
m

))
> m−C(K) exp

(
−mIK

(
h

(
bρmc
m

)
,
bξmc
m

)

−

K∑
k=0

ξkIK

(
MH(k),

bβ(k, ·)mc
bξkmc

)
−
(
m−

∣∣bξmc∣∣1)
× IK

(
MH(θ),

bt0mc−
∣∣bβ(·, 0)mc∣∣1, · · · , btKmc− ∣∣bβ(·, K)mc∣∣1

m−
∣∣bξmc∣∣1

))
.

Où, à nouveau, C(K) est une constante qui dépend de Kmais ne dépend pas de
m. Nous prenons le logarithme et nous envoyons m et ` vers l’∞ et q vers 0.
Nous obtenons,

lim inf
`,m→∞,q→0

`q→a

1
m

lnP
(
Zθn+1 = btmc

∣∣Zθn = bρmc
)
> −IK(ρ, ξ, β, t) .

De plus, si t ∈ U, pourm assez grand, btmc appartient àmU. Donc,

lim inf
`,m→∞,q→0

`q→a

1
m

lnP
(
Zθn+1 ∈ mU

∣∣Zθn = bρmc
)
> −IK(ρ, ξ, β, t) .

Nous optimisons sur ξ, β, t et nous obtenons la borne inférieure du principe de
grandes déviations :

lim inf
`,m→∞,q→0

`q→a

1
m

lnP
(
Zθn+1 ∈ mU

∣∣Zθn = bρmc
)

> − inf
{
IK(ρ, ξ, β, t) : ξ ∈ DK, β ∈ B(t), t ∈ U

}
.

Une démonstration similaire montre que les probabilités de transition de l pas
vérifient aussi un principe de grandes déviations. Pour l > 1, nous définissons



11.1. PGD pour la matrice de transition 159

une fonction Vl sur DK ×DK ainsi :

Vl(r, t) = inf
{ l−1∑
k=0

IK(ρk, ξk, βk, ρk+1) :

ρ0 = r, ρl = t, ρk, ξk ∈ DK, βk ∈ B(t) pour 0 6 k < l
}

.

Corollaire 11.1.3. Pour l > 1, la probabilité de transition de l pas de (Zθn)n>0 vérifie
le principe de grandes déviations gouverné par Vl : pour tout sous–ensemble U,U ′ de
DK, pour tout ρ ∈ U, nous avons, pour tout n > 0,

− inf
{
Vl(ρ, t) : t ∈ U ′

}
6 lim inf

`,m→∞,q→0
`q→a

1
m

lnP
(
Zθn+l ∈ mU ′

∣∣Zθn = bρmc
)

6 lim sup
`,m→∞,q→0

`q→a

1
m

ln sup
z∈mU

P
(
Zθn+l ∈ mU ′

∣∣Zθn = z
)

6 − inf
{
Vl(r, t) : r ∈ U, t ∈ U

′ }
.

Nous cherchons ensuite les zéros de la fonction de taux IK(r, ξ, β, t). Nous avons
que

IK(r, ξ, β, t) = 0 ⇐⇒ ξ = h(r) et
1
ξk
β(k, ·) = M∞(k) pour 0 6 k 6 K .

Définissons une fonction F = (F0, . . . , FK) : DK → DK en prenant, pour r ∈ DK
et k ∈ { 0, . . . , K },

Fk(r) =

k∑
i=0

hi(r)e
−a ak−i

(k− i)!
.

La chaîne de Markov (Zθn)n>0 peut être considérée comme une perturbation du
système dynamique associé à l’application F :

z0 ∈ DK , ∀n > 1 zn = F(zn−1) .

Nous rappelons que, pour r ∈ DK,

h(r) =
1

(σ− 1)r0 + 1
(σr0, r1, . . . , rK) .
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Nous pouvons donc réécrire, pour k ∈ { 0, . . . , K },

Fk(r) =
e−a

(σ− 1)r0 + 1

(
ak

k!
σr0 +

k∑
i=1

ak−1

(k− i)!
ri

)
.

Soit ρ∗ le point de DK donné par :

∀ k ∈ { 0, . . . , K } ρ∗k = (σe−a − 1)
ak

k!

∑
i>1

ik

σi
.

Proposition 11.1.4. Nous avons la dichotomie suivante :

• si σe−a 6 1, la fonction F admet un seul point fixe, 0, et (zn)n>0 converge vers 0.

• si σe−a > 1, la fonction F admet deux points fixes, 0 et ρ∗. Si z0
0 = 0, la suite (zn)n∈N

converge vers 0, et si z0
0 > 0, la suite (zn)n∈N converge vers ρ∗.

Démonstration. Pour k ∈ { 0, . . . , K }, la fonction Fk(r) est une fonction des pa-
ramètres r0, . . . , rk seulement. Nous pouvons donc résoudre par récurrence le
système d’équations

Fk(r) = rk 0 6 k 6 K .

En effet, pour k = 0 nous avons

F0(r) =
σe−ar0

(σ− 1)r0 + 1
.

L’équation F0(r) = r0 a deux solutions : r0 = 0 et r0 = ρ
∗
0 . Pour k dans { 1, . . . , K },

nous avons

Fk(r) =
e−a

(σ− 1)r0 + 1

(
ak

k!
σr0 +

k∑
i=1

ak−i

(k− i)!
ri

)
.

Donc, Fk(r) = rk si et seulement si

rk =
e−a

(σ− 1)r0 + 1 − e−a

(
ak

k!
σr0 +

k−1∑
i=1

ak−i

(k− i)!

)
.

Nous obtenons une relation de récurrence. Pour la condition initiale r0 = 0, la
solution est rk = 0 pour tout k ∈ { 0, . . . , K }, et pour la condition initiale r0 = ρ

∗
0 ,

la solution est rk = ρ∗k pour tout k ∈ { 0, . . . , K }, comme nous pouvons le voir
dans la section 4.1.
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Il ne reste qu’à montrer la convergence. Nous ne la montrerons que dans le cas
σe−a > 1, z0

0 > 0. Les preuves des cas restants sont similaires ou plus simples.
Nous allons faire la preuve par récurrence sur les coordonnées. Puisque la fonc-
tion F0(r) = σe−ar0/((σ − 1)r0 + 1) est croissante et concave en r0, la suite
(zn(0))n>0 est monotone et converge vers ρ∗0 . Soit k ∈ { 1, . . . , K } et supposons
que

lim
n→∞(zn0 , . . . , znk−1) = (ρ∗0 , . . . , ρ∗k−1) .

Soit ε > 0. Nous définissons deux fonctions F, F : [0, 1] → [0, 1] en posant, pour
ρ ∈ [0, 1],

F(ρ) =
e−a

(σ− 1)(ρ∗0 + ε) + 1

(
ak

k!
σ(ρ∗0 − ε) +

k−1∑
i=1

ak−i

(k− i)!
(ρ∗i − ε) + ρ

)
,

F(ρ) =
e−a

(σ− 1)(ρ∗0 − ε) + 1

(
ak

k!
σ(ρ∗0 + ε) +

k−1∑
i=1

ak−i

(k− i)!
(ρ∗i + ε) + ρ

)
.

Par l’hypothèse de récurrence, il existe N ∈ N tel que pour tout n > N et i ∈
{ 0, . . . , k − 1 }, |ρni − ρ∗i | < ε. Nous avons donc, pour tout n > N et pour tout
ρ ∈ [0, 1],

F(ρ) 6 Fk(ρ
n
0 , . . . , ρnk−1, ρ) 6 F(ρ) .

Nous définissons deux suites, (zn)n>N et (zn)n>N, en posant zN = zN = zNk et
pour n > N

zn = F(zn−1) , zn = F(zn−1) .

Ainsi, pour tout n > N, nous avons zn 6 znk 6 zn. Puisque F(ρ) et F(ρ) sont
des polynômes de premier degré, et que pour ε assez petit leurs coefficients
principaux sont plus petits que 1, les séquences (zn)n>N et (zn)n>N convergent
vers les points fixes des fonctions F et F, qui sont donnés par :

ρ∗
k
=

e−a

(σ− 1)(ρ∗0 + ε) + 1 − e−a

(
ak

k!
σ(ρ∗0 − ε) +

k−1∑
i=1

ak−i

(k− i)!
(ρ∗i − ε)

)
,

ρ∗k =
e−a

(σ− 1)(ρ∗0 − ε) + 1 − e−a

(
ak

k!
σ(ρ∗0 + ε) +

k−1∑
i=1

ak−i

(k− i)!
(ρ∗i + ε)

)
.

Nous faisons tendre ε vers 0 et nous voyons que

lim
n→∞ znk =

e−a

(σ− 1)ρ∗0 + 1 − e−a

(
ak

k!
σρ∗0 +

k−1∑
i=1

ak−i

(k− i)!
ρ∗i

)
= ρ∗k ,

ce qui conclut le pas de récurrence.
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Nous étudions ensuite la fonction de taux V , que nous définissons en posant,
pour s, t ∈ DK,

V(s, t) = inf
l>1
Vl(s, t) = inf

l>1
inf
{ l−1∑
k=0

IK(ρk, ξk, βk, ρk+1) :

ρ0 = s, ρl = t, ρk, ξk ∈ DK, βk ∈ B(tk) pour 0 6 k 6 l

}
.

Lemme 11.1.5. Supposons que σe−a > 1. Pour s, t ∈ DK, nous avons V(s, t) = 0 si
et seulement si

• il existe l > 1 tel que t = Fl(s),

• ou s(0) = 0 et t = (0, . . . , 0),

• ou s(0) > 0 et t = ρ∗.

Démonstration. Soient s, t deux éléments de l’ensemble DK tels que V(s, t) = 0.
Pour chaque n > 1, soit (ρn0 , ξ

n
0 , β

n
0 , . . . , ρnl(n)) une suite de longueur l(n) telle

que ρn0 = s, ρnl(n) = t et

l(n)−1∑
i=0

IK(ρ
n
i , ξ

n
i , β

n
i , ρ

n
i+1) 6

1
n

.

Si la suite (l(n))n>1 est bornée, nous pouvons extraire une sous–suite

(ρ
φ(n)
0 , ξ

φ(n)
0 , β

φ(n)
0 , . . . , ρφ(n)

l(φ(n)))

telle que l(φ(n)) = l ne dépend pas de n, et pour tout k ∈ { 0, . . . , l − 1 }, les
limites suivantes existent :

lim
n→∞ ρφ(n)

k = ρk , lim
n→∞ ξφ(n)

k = ξk , lim
n→∞βφ(n)

k = βk .

L’application IK étant semi–continue inférieurement,

∀ k ∈ { 0, . . . , l− 1 } IK(ρk, ξk, βk, ρk+1) = 0 .

Il s’ensuit que
∀ k ∈ { 0, . . . , l− 1 } ρk = Fk(ρ0) .
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Puisque ρ0 = s et ρl = t, nous concluons que t = Fl(s). Supposons ensuite
que la suite (l(n))n>0 n’est pas bornée. Par le procédé diagonal de Cantor, nous
pouvons extraire une sous–suite

(ρ
φ(n)
0 , ξ

φ(n)
0 , β

φ(n)
0 , . . . , ρφ(n)

l(φ(n)))

telle que, pour tout k > 0, les limites suivantes existent :

lim
n→∞ ρφ(n)

k = ρk , lim
n→∞ ξφ(n)

k = ξk , lim
n→∞βφ(n)

k = βk .

L’application IK est semi–continue inférieurement, nous avons donc

∀ k > 0 IK(ρk, ξk, βk, ρk+1) = 0 .

Il s’ensuit que
∀ k > 0 ρk = Fk(ρ0) .

Supposons d’abord que s(0) > 0, et montrons que alors t = ρ∗. Soit β∗ ∈
[0, 1](K+1)2 la matrice triangulaire supérieure donnée par :

∀ k ∈ { 0, . . . , K } β∗(k, ·) = ρ∗(k)(0, . . . , 0,M∞(k)) .

Nous avons I(ρ∗, F(ρ∗), β∗, ρ∗) = 0. Par continuité, il existe un voisinage U de
ρ∗ tel que

∀ ρ ∈ U V1(ρ
∗, ρ) < IK(ρ

∗, F(ρ∗), β∗, ρ) < ε .

Comme s(0) > 0, la suite
(
Fn(s)

)
n>0 converge vers ρ∗, et il existe h > 1 tel que

Fh(s) ∈ U. En particulier,

lim
n→∞ ρφ(n)

h = ρh = Fh(s) ∈ U ,

d’où, pour n assez grand, ρφ(n)
h est dans U, ce qui entraîne

V(ρ∗, t) 6 V1(ρ
∗, ρ

φ(n)
h ) + V(ρ

φ(n)
h , t) < ε+

1
n

.

Nous faisons n→∞ et ε→ 0 et nous obtenons V(ρ∗, t) = 0. Soient δ, γ > 0 tels
que δ < γ/σ et soit

V = ]ρ∗(0) − δ, ρ∗(0) + δ[×
K∏
k=1

]ρ∗(k) − γ, ρ∗(k) + γ[ .
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Soit α l’infimum

α = inf
{
IK(ρ0, ξ0, β0, ρ1) : ρ0 ∈ V, ξ0 ∈ DK, β0 ∈ [0, 1](K+1)2

, ρ1 6∈ V
}

.

L’ensemble V × Dk × [0, 1](K+1)2 × (DK \ V) est compact ; par semi–continuité
inférieure, il existe (ρ∗0 , ξ

∗
0 , β

∗
0 , ρ
∗
1) ∈ V ×Dk × [0, 1](K+1)2 × (DK \ V) tel que

α = IK(ρ
∗
0 , ξ
∗
0 , β

∗
0 , ρ
∗
1) .

Soit ρ ∈ V et montrons que F(ρ) ∈ V . La fonction F0 est croissante et continue,
donc

F0(ρ) ∈ [F0(ρ
∗(0) − δ), F0(ρ

∗(0) + δ)] .

De plus, nous avons

ρ∗(0) − δ < F(ρ∗(0) − δ) 6 F(ρ∗(0) + δ) < ρ∗(0) + δ .

Donc, F0(ρ) ∈ ]ρ∗(0) − δ, ρ∗(0) + δ[ . Soit k ∈ { 1, . . . , K }, nous avons

e−a

(σ− 1)(ρ∗(0) + δ) + 1

(
ak

k!
σ(ρ∗(0) − δ) +

k∑
i=1

ak−i

(k− i)!
(ρ∗(i) − γ)

)
< Fk(ρ) <

e−a

(σ− 1)(ρ∗(0) − δ) + 1

(
ak

k!
σ(ρ∗(0) + δ) +

k∑
i=1

ak−i

(k− i)!
(ρ∗(i) + γ)

)
.

Puisque ρ∗(k) vérifie la relation de récurrence

ρ∗(k) =
e−a

(σ− 1)ρ∗(0) + 1

(
ak

k!
σρ∗(0) +

k∑
i=1

ak−i

(k− i)!
ρ∗(i)

)
,

et que δ < γ/σ, les inégalités précédentes se mettent sous la forme

(σ− 1)ρ∗(0) + 1
(σ− 1)(ρ∗(0) + δ) + 1

ρ∗(k) −
γ

(σ− 1)(ρ∗(0) + δ) + 1
6 Fk(ρ) 6

(σ− 1)ρ∗(0) + 1
(σ− 1)(ρ∗(0) − δ) + 1

ρ∗(k) +
γ

(σ− 1)(ρ∗(0) − δ) + 1
.

Ce qui entraîne que, pour δ assez petit,

ρ∗(k) − γ < Fk(ρ) < ρ∗(k) + γ .
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Enfin, F(V) ⊂ V . Nous concluons que ρ∗1 6= F(ρ∗(0)) et α > 0. C’est–à–dire que
toute suite (ρ0, ξ0, β0, . . . , ρl) telle que

ρ0 ∈ V et
l∑
k=0

IK(ρk, ξk, βk, ρk+1) < α

reste dans V . En particulier, tout point t satisfaisant V(ρ∗, t) = 0 appartient à V .
Nous faisons δ, γ→ 0 et nous obtenons que t = ρ∗.

Supposons finalement que s(0) = 0 et montrons que t = (0, . . . , 0). Si ρ ∈ DK est
tel que ρ(0) > 0, pour tout ξ ∈ DK et β ∈ [0, 1](K+1)2 , nous avons IK(s, ξ, β, ρ) =
+∞. Donc, toute suite (ρ0, ξ0, β0, . . . , ρl) vérifiant ρ0 = s et

l−1∑
k=0

IK(ρk, ξk, βk, ρk+1) < +∞
doit aussi vérifier ρk(0) = 0 pour tout k ∈ { 0, . . . , l }. Nous concluons que, né-
cessairement, t(0) = 0. Il nous reste à montrer que t(1) = · · · = t(k) = 0. Soit
ε > 0. Nous avons IK(0, 0, 0, 0) = 0. Par continuité, il existe un voisinage U de
(0, . . . , 0) tel que

∀ ρ ∈ U V1(0, ρ) < IK(0, 0, 0, ρ) < ε .

Comme s(0) = 0, d’après la proposition précédente, la suite (Fn(s))n>0 tend
vers (0, . . . , 0), et il existe h > 1 tel que Fh(s) ∈ U. En particulier,

lim
n→∞ ρφ(n)

h = ρh = Fh(s) ∈ U ,

d’où, pour n assez grand, ρφ(n)
h est dans U, ce qui entraîne

V(0, t) 6 V1(0, ρ
φ(n)
h ) + V(ρ

φ(n)
h , t) 6 ε+

1
n

.

Nous faisons tendre n vers l’infini et ε vers 0 et nous obtenons V(0, t) = 0. Le
résultat t = 0 découle d’un argument similaire à celui qui nous a permis de
montrer que t = ρ∗ dans le cas s(0) > 0.

11.2 Concentration autour de ρ∗

Dans cette section, nous montrons que, quand σe−a > 1, asymptotiquement, la
chaîne de Markov (Zθn)n>0 se concentre autour du point ρ∗. Expliquons d’abord
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l’idée de la preuve. La chaîne de Markov (Zθn)n>0 est une perturbation du sys-
tème dynamique associé à l’application F. L’application F a deux points fixes,
(0, . . . , 0) et ρ∗. Le bassin d’attraction de (0, . . . , 0) est l’ensemble D = { r ∈
DK : r(0) = 0 } , et le bassin d’attraction de ρ∗ est l’ensemble DK \ D. D’abord
nous estimons le temps de sortie d’un voisinage de l’ensembleD ; nous compa-
rons la chaîne de Markov (Zθn)n>0 avec les chaînes de Markov dans [11] et nous
utilisons les estimations développées dans [11] pour conclure que le processus
(Zθn)n>0 quitte le voisinage de l’ensemble D dans un nombre logarithmique de
pas avec une probabilité raisonnable. Puis nous estimons le temps que le pro-
cessus (Zθn)n>0 passe en dehors des voisinages de D et ρ∗ ; le processus tend à
suivre les trajectoires discrètes données par le système dynamique, nous ver-
rons donc que, avec très grande probabilité, en un nombre fini de pas, le pro-
cessus rentre dans un voisinage deD ou de ρ∗. Ces estimations, avec le principe
de grandes déviations pour la matrice de transition de (Zθn)n>0 que nous avons
démontré dans la section précedente, suffiront pour montrer que la mesure de
probabilité invariante du processus (Zθn)n>0 converge vers la masse de Dirac en
ρ∗.

Pour simplifier la notation, nous enlevons l’indice θ dans la suite, et nous le
mettons là où il est absolument nécessaire. De plus, nous notons par Pz et Ez
les probabilités et espérances lorsque l’état initial est z ∈ DK+1. Tout au long de
cette section, nous supposons que σe−a > 1.

Définissons

Dδ =
{
r ∈ DK : 0 < r(0) < δ

}
.

Lemme 11.2.1. Pour tout δ > 0, il existe c > 0, dépendant de δ, tel que, asymptoti-
quement, pour tout z0 ∈ DK+1 tel que z0(0) > 1, nous avons

Pz0

(
Z1(0) > 0, . . . , Zbc lnmc−1(0) > 0, Zbc lnmc ∈ m(DK \Dδ)

)
>

1
mc lnm .

Démonstration. Soit (Z̃`t)t>0 la chaîne de Markov inférieure dans [11]. Soit τ le
premier temps où le processus (Z̃`t)t>0 s’annule :

τ = inf
{
t > 0 : Z̃t = 0

}
.
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D’après les remarques dans la section 10.4, nous avons

Pz0

(
Z1(0) > 0, . . . , Zbc lnmc−1(0) > 0, Zbc lnmc ∈ m(DK \Dδ)

)
=

Pz0

(
Z1(0) > 0, . . . , Zbc lnmc−1(0) > 0, Zbc lnmc ∈ m(DK \Dδ), τ > bc lnmc

)
> P1

(
Z̃1 > 0, . . . , Z̃bc lnmc−1 > 0, Z̃bc lnmc > m(ρ∗(0) − δ)

)
.

Grâce au lemme 7.7 dans [11], cette dernière probabilité est bornée inférieure-
ment par 1/mc lnm, ce qui donne le résultat voulu.

Ensuite nous estimons la longueur d’une excursion du processus (Zθn)n>0 en
dehors des voisinages de D et ρ∗. Pour ρ ∈ DK et δ > 0, nous définissons le
δ-voisinage de ρ par

U(ρ, δ) =
{
r ∈ DK : |r− ρ| < δ

}
.

Lemme 11.2.2. Pour tout δ > 0, il existe h > 1 et c > 0, dépendant de δ, tels que,
asymptotiquement, pour tout r ∈ DK avec r0 > δ, nous avons

Pbrmc
(
Z1(0) > 0, . . . , Zh−1(0) > 0, Zh ∈ mU(ρ∗, δ)

)
> 1 − exp(−cm) .

Démonstration. Soit δ > 0 et définissons l’ensemble K par

K = { r ∈ D : r0 > δ } .

Pour tout r ∈ K il existe un entier positif hr > 0 tel que Fhr(r) ∈ U(ρ∗, δ/4). Par
continuité de l’application F, pour tout r ∈ K, il existe aussi des réels positifs
δr0, . . . , δrhr tels que δr0, . . . , δrhr < δ/2 et

∀ k ∈ { 0, . . . , hr } F
(
U(Fk−1(r), δrk−1)

)
⊂ U(Fk(r), δrk/2) .

La famille {U(r, δr0) : r ∈ K} forme un recouvrement par des ouverts de l’en-
semble K ; puisque K est un ensemble compact, nous pouvons extraire un sous–
recouvrement fini, i.e., il existe N ∈ N et r1, . . . , rN ∈ K tels que

K ⊂ U0 =

N⋃
n=1

U(rn, δ
rn
0 ) .

Soit h = max{hri : 1 6 i 6 N }. Pour n ∈ { 1, . . . , N }, nous prenons des réels
positifs δrnhrn+1, . . . , δrnh vérifiant, comme avant,

∀ k ∈ {hrn + 1, . . . , h } F
(
U(Fk−1(rn), δ

rn
k−1)

)
⊂ U(Fk(rn), δ

rn
k /2) .
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Définissons

∀ k ∈ { 1, . . . , h− 1 } Uk =

N⋃
n=1

U(Fk(rn), δ
rn
k ) .

Nous avons, pour tout r ∈ K,

Pbmrc
(
Z1(0) > 0, . . . , Zh−1(0) > 0, Zh ∈ mU(ρ∗, δ)

)
>

Pbmrc
(
∀ k ∈ { 1, . . . , h } Zk ∈ mUk

)
.

Passons au complémentaire :

Pbrmc
(
∃k ∈ { 1, . . . , h− 1 } Zk(0) = 0 or Zh 6∈ mU(ρ∗, δ)

)
6 Pbrmc

(
∃k ∈ { 1, . . . , h } Zk 6∈ mUk

)
6
∑

16k6h

Pbmrc
(
Z1 ∈ mU1, . . . , Zk−1 ∈ mUk−1, Zk 6∈ mUk

)
6
∑

16k6h

∑
z∈mUk−1

Pbrmc
(
Zk−1 = z, Zk 6∈ mUk

)
6
∑

16k6h

∑
z∈mUk−1

Pz
(
Zk 6∈ mUk

)
Pbrmc

(
Zk−1 = z

)
6
∑

16k6h

max
{
Pz(Z1 6∈ mUk) : z ∈ mUk−1

}
.

Le principe de grandes déviations de la proposition 11.1.2 entraîne que, pour
tout k ∈ { 1, . . . , h },

lim sup
`,m→∞,q→0

`q→a

1
m

ln max
z∈mUk−1

Pz
(
Z1 6∈ mUk

)
6

− inf
{
I(r, ξ, β, t) : r ∈ Uk−1, ξ ∈ D, β ∈ B(t), t 6∈ Uk

}
.

Pour tout r ∈ Uk−1, nous avons F(r) ∈ Uk, l’infimum précédent est donc stric-
tement positif. Puisque h est fixé, nous concluons que

lim sup
`,m→∞,q→0

`q→a

1
m

lnPbrmc
(
∃k ∈ {1, . . . , h− 1} Zk = 0 or Zh 6∈ mU(ρ∗, δ)

)
< 0 ,

ce qui entraîne le résultat voulu.
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Corollaire 11.2.3. Soit δ > 0. Il existe h > 1, c > 0, dépendants de δ, tels que,
asymptotiquement, pour tout r ∈ DK \ (Dδ∪U(ρ∗, δ)) et pour tout n > 0, nous avons

Pbrmc
(
Zt ∈ DK \ (Dδ ∪U(ρ∗, δ)) pour 0 6 t 6 n

)
6 exp

(
− cm

⌊n
h

⌋)
.

Démonstration. Soit δ > 0. Soit C = DK \(Dδ∪U(ρ∗, δ)). Soit r ∈ C, et soient h >
1 et c > 0 comme dans le lemme précédent. Nous divisons l’intervalle { 0, . . . , n }

en sous–intervalles de longueur h, et nous utilisons l’estimée du lemme 11.2.2
sur chaque sous–intervalle. Soit i > 0, grâce à la propriété de Markov,

Pbrmc
(
Zt ∈ C pour 0 6 t 6 (i+ 1)h

)
=
∑
z∈C

Pbrmc
(
Zt ∈ C pour 0 6 t 6 (i+ 1)h, Zih = z

)
=
∑
z∈C

Pbrmc
(
Zt ∈ C pour 0 6 t 6 ih, Zih = z

)
× Pz

(
Zt ∈ C pour 0 6 t 6 h

)
6
∑
z∈C

Pbrmc
(
Zt ∈ C pour 0 6 t 6 ih, Zih = z

)
× Pz

(
Z1(0) > 0, . . . , Zh−1(0) > 0, Zh 6∈ mU(ρ∗, δ)

)
6 Pbrmc

(
Zt ∈ C pour 0 6 t 6 ih

)
exp(−cm) .

Nous itérons cette inégalité et nous obtenons :

∀ i > 0 Pbrmc
(
Zt ∈ C pour 0 6 t 6 ih

)
6 exp(−cmi) .

Nous finissons en prenant i = bn/hc.

Soit g : [0, 1]→ [0, 1] une fonction continue, croissante et nulle en 0.

Proposition 11.2.4. Pour tout z0 ∈ DK+1 avec z0
0 > 1, nous avons

lim
`,m→∞,q→0

`q→a

E

( τ0∑
n=0

g
(Zn(0) + · · ·+ Zn(K)

m

∣∣∣∣Z0 = z
0
))

E(τ0 |Z0 = z0)
= g(ρ∗0 + · · ·+ ρ∗K) .

Démonstration. Soit ε > 0. La fonction g étant continue, il existe δ > 0 tel que

∀ ρ ∈ U(ρ∗, 2δ)
∣∣g(ρ0 + · · ·+ ρK) − g(ρ∗0 + · · ·+ ρ∗K)

∣∣ < ε .
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Nous définissons une suite de temps d’arrêt pour contrôler les excursions de la
chaîne de Markov (Zn)n>0 en dehors de U(ρ∗, δ). Prenons T0 = 0 et

T∗1 = inf{n > 0 :
Zn

m
∈ U(ρ∗, δ)} T1 = inf{n > T∗1 :

Zn

m
6∈ U(ρ∗, 2δ)}

...
...

T∗k = inf{n > Tk−1 :
Zn

m
∈ U(ρ∗, δ)} Tk = inf{n > T∗k :

Zn

m
6∈ U(ρ∗, 2δ)}

...
...

Nous avons donc

τ0∑
n=0

g
(Zn(0) + · · ·+ Zn(K)

m

)
− g(ρ∗0 + · · ·+ ρ∗K)τ0 =

∑
k>1

T∗k∧τ0−1∑
n=Tk−1∧τ0

(
g
(Zn(0) + · · ·+ Zn(K)

m

)
− g(ρ∗0 + · · ·+ ρ∗K)

)

+
∑
k>1

Tk∧τ0−1∑
n=T∗k∧τ0

(
g
(Zn(0) + · · ·+ Zn(K)

m

)
− g(ρ∗0 + · · ·+ ρ∗K)

)
.

En prenant des valeurs absolues,∣∣∣∣ τ0∑
n=0

g
(Zn(0) + · · ·+ Zn(K)

m

)
− g(ρ∗0 + · · ·+ ρ∗K)τ0

∣∣∣∣ 6
2g(1)

∑
k>1

(T∗k ∧ τ0 − Tk−1 ∧ τ0) + ετ0 .

Il nous reste à contrôler la somme. Définissons, pour n > 0,

N(n) = max
{
k > 1 : Tk−1 < n

}
.

Nous réécrivons la somme comme suit :

∑
k>1

(T∗k ∧ τ0 − Tk−1 ∧ τ0) =

N(τ0)∑
k=1

(T∗k ∧ τ0 − Tk−1) .

Soit η > 0 et définissons le temps tηm par :

tηm = exp
(
m
(
Ṽ(ρ∗, 0) + η

))
,
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où Ṽ est la fonction de taux gouvernant la dynamique de la master sequence
(cf. [11]), i.e., pour tout x, y ∈ [0, 1],

Ṽ(x, y) = inf
l>1

inf
{ l−1∑
k=0

I0(ρk, ξk, βk, ρk+1) :

ρ0 = s, ρl = t, ρk, ξk ∈ D0, βk ∈ B(tk) pour 0 6 k 6 l

}
.

Nous décomposons la somme précédente ainsi :

N(τ0)∑
k=1

(T∗k ∧ τ0 − Tk−1) 6 1τ0>t
η
m
τ0 + 1τ06t

η
m

N(τ0)∑
k=1

(T∗k ∧ τ0 − Tk−1) .

Soit z0 ∈ DK+1 avec z0
0 > 1. Puisque les estimées sont les mêmes pour toute

condition initiale, nous n’écrivons plus le point de départ dans la suite : les pro-
babilités et espérances correspondent toutes au point initial z0, sauf mention
contraire. Nous prenons l’espérance dans les inégalités précédentes et nous ob-
tenons∣∣∣∣E( τ0∑

n=0

g
(Zn(0) + · · ·+ Zn(K)

m

))
− g(ρ∗0 + · · ·+ ρ∗K)E(τ0)

∣∣∣∣ 6
εE(τ0) + 2g(1)E(1τ0>t

η
m
τ0) + 2g(1)E

(
1τ06t

η
m

N(τ0)∑
k=1

(T∗k ∧ τ0 − Tk−1)

)
.

Nous savons, grâce aux estimées de la section 7.3 de [11], que

lim
m→∞E(1τ0>t

η
m
τ0) = 0 .

Pour contrôler le dernier terme nous donnons d’abord une borne supérieure
pour N.

Lemme 11.2.5. Il existe c > 0, dépendant de δ, tel que, asymptotiquement,

∀ k, n > 0 P(N(n) > k) 6
nk

k!
exp(−cmk) .

Démonstration. Pour k > 0, nous définissons

Sk = sup
{
T∗k 6 n < Tk : Zn ∈ mU(ρ∗, δ)

}
.
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Pour k, n > 0, nous avons :

P(N(n) > k) = P(Tk < n) =
∑

t∗6s<t<n

P(T∗k = t∗, Sk = s, Tk = t) .

Soient h > 1 et c > 0 comme dans le corollaire 11.2.3. Pour t∗ et s fixés, nous
séparons la somme sur t en deux morceaux :∑

t:s<t<n

P(T∗k = t∗, Sk = s, Tk = t) =
∑

t:t>s+h+1

· · ·+
∑

t:s<t6s+h+1

· · ·

Nous étudions d’abord la première somme, quand t > s+h+1. Conditionnons
par rapport à l’état du processus au temps s+ 1 :∑
t:t>s+h+1

· · · =
∑

t:t>s+h+1
z∈mU(ρ∗,2δ)\mU(ρ∗,δ)

P
(
T∗k = t∗, Sk = s, Zs+1 = z, Tk = t

)

6
∑

t:t>s+h+1
z∈mU(ρ∗,2δ)\mU(ρ∗,δ)

P

(
T∗k = t∗, Zs+1 = z, Zt 6∈ mU(ρ∗, 2δ)
Zs+1, . . . , Zt−1 ∈ mU(ρ∗, 2δ) \mU(δ)

)
=

∑
t:t>s+h+1

z∈mU(ρ∗,2δ)\mU(ρ∗,δ)

Pz
(
Zs+1, . . . , Zt−1 ∈ mU(ρ∗, 2δ) \mU(ρ∗, δ), Zt 6∈ mU(ρ∗, 2δ)

)
× P

(
T∗k = t∗, Zs+1 = z

)
.

Pour 0 6 s < n et t > s+ h+ 1,

Pz
(
Zs+1, . . . , Zt−1 ∈ mU(ρ∗, 2δ) \mU(ρ∗, δ), Zt 6∈ mU(ρ∗, 2δ)

)
6 Pz

(
Zr ∈ DK \ (Dδ ∪U(ρ∗, δ)) pour s+ 1 6 r 6 t− 1

)
6 exp

(
− cm

⌊t− s− 2
h

⌋)
.

Donc, ∑
t:t>s+h+1

· · · 6
(∑
t>h

exp
(
− cm

⌊ t
h

⌋))
P(T∗k = t∗) .

Nous contrôlons ensuite la deuxième somme. Conditionnons selon l’état du
processus au temps s :∑
t:s<t6s+h+1

· · · =
∑

t:s<t6s+h+1
z∈mU(δ)

P
(
T∗k = t∗, Sk = s, Zs = z, Tk = t

)
6

∑
t:s<t6s+h+1
z∈mU(δ)

Pz
(
Zt 6∈ mU(ρ∗, 2δ)

)
P
(
T∗k = t∗, Zs = z

)
.
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Grâce au principe de grandes déviations du corollaire 11.1.3, pour tout t ∈
{ 1, . . . , h+ 1 } et pour tout z ∈ mU(ρ∗, δ),

lim sup
`,m→∞,q→0

`q→a

1
m

lnPz
(
Zt 6∈ mU(ρ∗, 2δ)

)
6 − inf

{
Vt(ρ, r) : ρ ∈ ρ∗, U(δ), r 6∈ U(ρ∗, 2δ)

}
.

Par compacité, l’infimum est atteint, soient ρ̄ et r̄ deux éléments pour lesquels
l’infimum est atteint. Comme F(ρ̄) ∈ U(ρ∗, δ), r̄ n’est pas un itéré de ρ par F,
et l’infimum précédent est nécessairement positif. Nous concluons qu’il existe
c ′ > 0, dépendant de δ, tel que, asymptotiquement,∑

t:s<t6s+h+1

· · · 6 exp(−c ′m)P(T∗k = t∗) .

Prenons c ′′ > 0 tel que, asymptotiquement,

∑
t>h

exp
(
− cm

⌊ t
h

⌋)
+ exp(−c ′m) 6 exp(−c ′′m) .

Nous avons donc, pour tout n, k > 0

P(Tk < n) 6
∑

t∗6s<n

exp(−c ′′m)P(T∗k = t∗)

6
∑
s<n

exp(−c ′′m)P(T∗k 6 s) 6
∑
s<n

exp(−c ′′m)P(Tk−1 6 s) .

Nous itérons cette inégalité et nous obtenons

P(Tk < n) 6
∑

06n0<···<nk−1<n

exp(−c ′′mk) 6
nk

k!
exp(−c ′′mk) .

Ce qui conclut la démonstration.

Nous estimons ensuite le terme

E

(
1τ06t

η
m

N(τ0)∑
k=1

(T∗k ∧ τ0 − Tk−1)

)
.
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Par l’inégalité de Cauchy–Schwarz, nous avons

E

(
1τ06t

η
m

N(τ0)∑
k=1

(T∗k ∧ τ0 − Tk−1)

)
=
∑
k>1

E
(
1τ06t

η
m

1k6N(τ0)(T
∗
k ∧ τ0 − Tk−1)

)
6
∑
k>0

P
(
τ0 6 t

η
m, N(τ0) > k

)1/2
E
(
1k6N(τ0)(T

∗
k ∧ τ0 − Tk−1)

2)1/2

6
∑
k>1

P
(
N(tηm) > k

)1/2
E
(
1k6N(τ0)(T

∗
k ∧ τ0 − Tk−1)

2)1/2 .

Si 1 6 k 6 N(τ0), alors Tk−1 < τ0 et ZTk−1(0) > 0. Grâce à la propriété de Markov,

E
(
1k6N(τ0)(T

∗
k ∧ τ0 − Tk−1)

2)
=

∑
z∈DK+1:z0>1

E
(
1k6N(τ0)(T

∗
k ∧ τ0 − Tk−1)

2
∣∣ZTk−1 = z

)
× P

(
ZTk−1 = z

)
6

∑
z∈DK+1:z0>1

Ez
(
(T∗1 ∧ τ0)

2)P(ZTk−1 = z
)

.

Maintenant nous cherchons une borne supérieure pour le temps T∗1 ∧ τ0, si la
chaîne est issue de z ∈ DK+1 avec z0 > 1.

Lemme 11.2.6. Supposons que σe−a > 1. Pour tout δ > 0, il existe h > 1, c > 0,
dépendants de δ, tels que, asymptotiquement, pour z ∈ DK+1 avec z0 > 1,

Pz
(
Zbc lnmc+h ∈ mU(ρ∗, δ)

)
>

1/2
mc lnm .

Démonstration. Grâce au lemme 11.2.1, il existe c > 0, tel que, asymptotique-
ment, pour tout z ∈ DK+1 avec z0 > 1,

Pz
(
Zbc lnmc(0) > δm

)
>

1
mc lnm .

De même, grâce au lemme 11.2.2, il existe h > 1 et c ′ > 0, tels que, asymptoti-
quement, pour tout z ′ ∈ DK+1 avec z ′0 > δm,

Pz ′
(
Zh ∈ mU(ρ∗, δ)

)
> 1 − exp(−c ′m) .

Nous avons donc

Pz
(
Zbc lnmc+h ∈ mU(ρ∗, δ)

)
> Pz

(
Zbc lnmc(0) > δm, Zbc lnmc+h ∈ mU(ρ∗, δ)

)
=∑

z ′:z ′0>δm

Pz ′
(
Zh ∈ mU(ρ∗, δ)

)
Pz
(
Zbc lnmc = z

′) >
(
1 − exp(−c ′m)

) 1
mc lnm ,
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ce qui entraîne le résultat voulu.

Corollaire 11.2.7. Pour tout δ > 0, il existe h > 1, c > 0, dépendants de δ, tels que,
asymptotiquement, pour tout z ∈ DK+1 avec z0 > 1,

∀n > 0 Pz
(
T∗1 ∧ τ0 > n(bc lnmc+ h)

)
6

(
1 −

1/2
mc lnm

)n
.

La preuve est similaire à celle du corollaire 11.2.3. Grâce au corollaire précédent,
asymptotiquement, pour tout z ∈ DK+1 avec z0 > 1,

Ez
(
(T∗1 ∧ τ0)

2) =
∑
k>1

Pz
(
T∗1 ∧ τ0 >

√
k
)
6
∑
k>1

(
1 −

1/2
mc lnm

)⌊ √
k

bc lnmc+k

⌋
.

Posons
α = 1 −

1/2
mc lnm , t = bc lnmc+ h .

Nous avons :∑
k>1

αb
√
k/tc 6

∑
k>1

α
√
k/t−1 6

∫∞
0
α
√
x/t−1 dx

=
t2

α(lnα)2

∫∞
0
e−
√
y dy =

2t2

α(lnα)2 .

Donc, asymptotiquement, pour tout z ∈ DK+1 avec z0 > 1,

Ez
(
(T∗1 ∧ τ0)

2) 6 m3c lnm .

Alors, pour tout k > 1,

E
(
1k6N(τ0)(T

∗
k ∧ τ0 − Tk−1)

2) 6 m3c lnm .

Nous en déduisons l’inégalité suivante :

E

(
1τ06t

η
m

N(τ0)∑
k=0

(
T∗k ∧ τ0 − Tk−1

))
6
∑
k>0

(
m3c lnm)1/2

P
(
N(tηm) > k

)1/2

6 m3c lnm

(
tηm exp(−cm/3) +

∑
k>tηm exp(−cm/3)

(
(tηm)

k

k!
exp(−cmk)

)1/2
)

6 m3c lnm

(
tηm exp(−cm/3) +

∑
k>0

exp
(k

2
− cm

k

3

))
.
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La dernière inégalité a été obtenue grâce au fait que k! > (k/e)k. Nous choisis-
sons η tel que 0 < η < c/3. D’après l’inégalité précédente :

lim sup
`,m→∞,q→0

`q→a

1
m

lnE

(
1τ06t

η
m

N(τ0)∑
k=1

(
T∗k ∧ τ0 − Tk−1

))

6 max
(
Ṽ(ρ∗(0), 0) + η−

c

3

)
< Ṽ(ρ∗(0), 0) ,

où Ṽ est la fonction de taux gouvernant la dynamique de la master sequence.
Ceci entraîne le résultat voulu.



Chapitre 12

Fin de la démonstration

La première affirmation dans le théorème 9.2.1 a été démontrée dans [11] pour
le cas de la master sequence, K = 0. La démonstration pour le cas K > 1 ne
requiert pas de nouvelles idées ni ne nous aide à mieux comprendre le modèle ;
c’est une généralisation directe du casK = 0. Nous nous concentrons donc sur la
deuxième affirmation du théorème 9.2.1. Supposons que αψ(a) > ln κ. Comme
nous pouvons voir dans [11], et grâce aux résultats de comparaison de la sec-
tion 10.4, nous avons les estimations suivantes : ∀a ∈ ]0,+∞[ , ∀α ∈ [0,+∞],

lim
`,m→∞,q→0
`q→a, m` →α

1
m

lnE(τ0 |Z
θ
0 = zθenter) = Ṽ(ρ∗, 0) ,

lim sup
`,m→∞,q→0
`q→a, m` →α

1
`

lnE(τ∗ |Oθ0 = oθexit) 6 ln κ .

Donc, puisque nous étudions le cas αψ(a) > ln κ,

lim
`,m→∞,q→0
`q→a, m` →α

E(τ0 |Z
θ
0 = zθenter)

E(τ∗ |Oθ0 = oθexit)
= +∞ .

D’une part, vu que g est une fonction bornée, nous avons que

lim
`,m→∞,q→0
`q→a, m` →α

E

(
τ∗−1∑
n=0

g

(
|π(Oθn)|1
m

) ∣∣∣∣∣Oθ0 = oθexit

)
E(τ∗ |Oθ0 = oθexit) + E(τ0 |Z

θ
0 = zθenter)

= 0 .
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D’autre part, d’après la proposition 11.2.4, nous avons aussi

lim
`,m→∞,q→0
`q→a, m` →α

E

(
τ0−1∑
n=0

g

(
|Zθn|1

m

) ∣∣∣∣∣Zθ0 = zθenter

)
E(τ∗ |Oθ0 = oθexit) + E(τ0 |Z

θ
0 = zθenter)

= g(ρ∗0 + · · ·+ ρ∗K) .

Nous revenons à la formule de la fin de la section 10.3, et nous voyons que ces
deux limites suffisent à achever la démonstration du théorème 9.2.1.
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Conclusion

Nous avons montré que dans le cas du paysage à un pic, le modèle de Wright–
Fisher présente un phénomène de seuil d’erreur et une distribution de quasi–
espèce. De plus, la distribution de la quasi–espèce pour le modèle de Wright–
Fisher est la même que pour le modèle d’Eigen, Q(σ, a).

L’étude du processus de Wright–Fisher met en évidence l’impact de la taille de
la population dans la quasi–espèce. Nous voyons que la taille de la population
joue un rôle important dans l’émergence d’une quasi–espèce. En effet, le modèle
d’Eigen prédit la création d’une quasi–espèce dès que la condition σe−a > 1 est
satisfaite. Dans le modèle de Wright–Fisher, la condition σe−a > 1 est nécessaire
mais n’est pas suffisante pour la création d’une quasi–espèce, il faut en plus
que la taille de la population soit assez grande. Cette condition supplémentaire
vient du fait que, dans le processus de Wright–Fisher, l’avantage sélectif de la
master sequence doit faire face à la dérive génétique, une dimension qui était
totalement absente dans le modèle d’Eigen.

Quand la taille de la population est suffisamment grande, et qu’une quasi–
espèce se crée, la distribution de cette quasi–espèce est la même que dans le
modèle d’Eigen. Ceci montre que les prédictions du modèle d’Eigen sont très
robustes, et que les phénomènes de seuil d’erreur et de quasi–espèce restent va-
lables pour des populations finies, tout en faisant attention à ce que la taille de
la population ne soit pas trop petite.

Le modèle de Wright–Fisher est un modèle dans lequel les générations ne se su-
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perposent pas. Cela est parfois utile pour modéliser par exemple des individus
avec des cycles de vie très précis. Cependant, nous nous intéressons souvent à
des situations où les différentes générations cohabitent ensemble pendant long-
temps, et où les reproductions arrivent de manière plus aléatoire. L’étude de
cette différence qualitative dans la reproduction, et sa relation avec le phéno-
mène de seuil d’erreur et de quasi–espèce sera l’objet de la partie suivante.



Quatrième partie

Le modèle de Moran





Chapitre 14

Introduction

En 1958, Patrick Moran modifie le processus de Wright–Fisher afin de permettre
des générations qui se superposent [57]. Tout comme dans le modèle original de
Fisher et Wright, le modèle de Moran considère une population dem gènes avec
deux allèles possibles, a et A. Par contre, cette fois–ci, à chaque pas de temps
un seul individu est sélectionné pour se reproduire, et son enfant remplace un
individu pris uniformément au hasard dans la population courante. La sélection
est faite en fonction de la fitness des individus, et l’enfant produit peut muter
avant de remplacer quelqu’un dans la population.

Le modèle de Moran se généralise facilement à un nombre fini quelconque de
types. Nous allons utiliser le modèle de Moran avec le cadre introduit par Ei-
gen, afin de retrouver un phénomène de seuil d’erreur et de quasi–espèce. Tout
comme dans le modèle de Wright–Fisher, le processus de Moran est une chaîne
de Markov ergodique, et nous nous intéressons à la concentration des diffé-
rentes classes de Hamming quand le nombre de générations tend vers l’infini.
Également, la taille de la population constante introduit un couplage entre les
différents individus qui rend l’étude du processus de Moran bien plus difficile
que l’étude du modèle de Galton–Watson.

Nous allons considérer le même régime asymptotique que pour le processus de
Wright–Fisher, comme dans [10]. Ainsi, Cerf obtient une courbe critique sépa-
rant un régime de désordre d’un régime de quasi–espèce [10]. Il obtient aussi la
concentration de la master sequence dans le régime de quasi–espèce, qui coïn-
cide avec la concentration de la master sequence pour le modèle d’Eigen associé.
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Patrick Moran

L’objectif de cette partie est de montrer qu’il en est de même pour les concen-
trations des autres classes de Hamming.

Nous pouvons distinguer deux comportements radicalement différents dans le
processus de Moran : quand la master sequence est présente dans la popula-
tion et quand elle ne l’est pas. En effet, si la master sequence n’est pas présente
dans la population, la population est neutre, et le processus de Moran dédie
son temps à explorer l’espace d’états de manière aléatoire. Le temps moyen
pour retrouver la master sequence, le temps de découverte, est alors de l’ordre
de la taille de l’espace d’états. Inversement, si la master sequence est présente
dans la population, et si sa fitness est assez grande, elle met très longtemps ‘a
disparaître de la population, le temps moyen pour cette disparition est appelé
le temps de persistance. La comparaison entre le temps de découverte et le temps
de persistance donne lieu à la courbe critique mentionnée. Pour retrouver les
concentrations des différentes classes dans la distribution de la quasi–espèce, il
suffit donc d’étudier la région sur–critique et la dynamique du processus quand
la master sequence est présente dans la population.

Dans le premier chapitre, nous présentons le processus de Moran, nous énon-
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çons le résultat principal de cette partie, et nous donnons quelques résultats
de [10] utiles pour la suite. Comme dans le modèle de Wright–Fisher, une des
principales difficultés est que la taille de l’espace d’états croît avec la longueur
des génotypes (il y a de plus en plus de classes de Hamming). Pour surmon-
ter cette difficulté, nous bornons ensuite la chaîne de Markov de Moran par
d’autres chaînes de Markov plus simples, dont l’espace d’états ne croît pas,
même si la longueur du génome grandit (chapitre 17). Ces chaînes de Mar-
kov simplifiées sont étudiées au chapitre 18. Dans le régime asymptotique que
nous allons considérer, les trajectoires de ces chaînes de Markov se concentrent
sur des trajectoires déterministes, données par un système d’équations diffé-
rentielles. Le système d’équations en question s’obtient à partir du système
d’équations d’Eigen par un changement de temps, et a donc les mêmes solu-
tions stationnaires que le système d’Eigen. Nous avons donc deux solutions
stationnaires, 0 et ρ∗, où ρ∗ représente la la distribution de la quasi–espèce :

∀ k > 0 ρ∗k = (σe−a − 1)
ak

k!

∑
i>1

ik

σi
.

De plus, la solution ρ∗ attire toutes les trajectoires avec une condition initiale
ayant la coordonnée 0 strictement positive. L’objectif est de montrer que la me-
sure invariante des chaînes de Markov simplifiées se concentre autour de ρ∗

(chapitre 19). Le problème est que la mesure invariante est une fonction de toute
la trajectoire du processus ; les chaînes étant ergodiques, elles sont ramenées
près du point fixe 0 une infinité de fois et elles pourraient y rester longtemps.

Même si la problématique et les résultats sont très similaires au cas du modèle
de Wright–Fisher, le traitement est différent. En effet, le processus de Wright–
Fisher converge vers un système dynamique à temps discret, tandis que le pro-
cessus de Moran converge vers une équation différentielle. Le système d’équa-
tions limite a une forme triangulaire, c’est–à–dire, qu’asymptotiquement, la dy-
namique de chaque coordonnée ne dépend que d’elle–même et des coordon-
nées précédentes. De plus, cette dynamique est une dynamique de naissance
et mort. Ainsi, nous réussissons à construire des chaînes de naissance et mort
markoviennes pour borner la dynamique des différentes coordonnées, que nous
pouvons ensuite étudier grâce à des formules explicites déjà existantes dans la
littérature.





Chapitre 15

Modèle et résultats

Dans ce chapitre, nous introduisons le modèle de Moran qui sera l’objet de notre
étude. Ensuite nous énonçons le résultat principaux de cette partie. Pour finir,
nous donnons les outils principales dont nous aurons besoin.

15.1 Le modèle

Puisque notre objectif est de retrouver un phénomène de seuil d’erreur et une
distribution de quasi–espèce pour le modèle de Moran, nous reprenons le cadre
introduit dans la section 3.1 pour le modèle d’Eigen. Nous considérons donc des
individus dont les génotypes sont des chaînes de longueur ` > 1 sur un alphabet
fini A de cardinal κ > 2. Nous nous donnons également une fonction de fitness
f : A` −→ R+, et nous supposons que les mutations arrivent indépendamment
au hasard sur chaque site de la chaîne avec probabilité q ∈ ]0, 1[ . La matrice de
mutation

(
M(u, v), u, v ∈ A`

)
est donc donnée par :

M(u, v) =

(
q

κ− 1

)dH(u,v)
(1 − q)`−dH(u,v) , u, v ∈ A` .

Comme précédemment, dH(u, v) représente distance de Hamming entre u et v,
i.e., le nombre de digits où les deux chaînes diffèrent. La taille de la population
est finie, et nous la notons par m > 1. La taille de la population reste constante
au cours du temps.
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Dynamique. De façon informelle, le modèle de Moran évolue ainsi : les m in-
dividus dans la population se reproduisent dans de temps aléatoires, plus ou
moins souvent, en fonction de leur fitness. Deux reproductions ne peuvent pas
avoir lieu au même instant. Lorsqu’un individu se reproduit, il crée un enfant
qui mute selon le noyau de mutation M. Finalement, l’enfant remplace un in-
dividu choisi uniformément au hasard dans la population. Il s’agit bien d’une
dynamique markovienne, c’est à dire, qu’à chaque instant, l’évolution future du
processus ne dépend du passé qu’à travers l’état courant de la population. Nous
utiliserons donc un processus de Markov pour décrire le modèle de Moran.

Transformations possibles. Dans le modèle de Moran, les seules transforma-
tions possibles dans une population consistent à remplacer un chromosome de
la population par un nouveau chromosome. Pour une population x ∈

(
A`
)m,

et pour j ∈ { 1, . . . ,m }, u ∈ A`, nous notons par x(j ← u) la population x dans
laquelle le j–ème chromosome x(j) est remplacé par u :

x(j← u) =



x(1)
...

x(j− 1)
u

x(j+ 1)
...

x(m)


.

Le modèle de Moran classique peut être défini aussi bien en temps continu
qu’en temps discret.

Temps discret. Le modèle de Moran en temps discret est une chaîne de Markov
(Xn)n>0, d’espace d’états

(
A`
)m, et matrice de transition p donnée par :

∀ x ∈
(
A`
)m ∀ j ∈ { 1, . . . ,m } ∀u ∈ A` \ { x(j) }

p
(
x, x(j← u)

)
=

1
λm2

∑
16i6m

f(x(i))M(x(i), u) ,

où λ est un nombre réel supérieur au maximum de la fonction fitness f :

λ > max{ f(u) : u ∈ A` } .

Les autres coefficients non diagonaux de la matrice de transition sont nuls. Les
coefficients diagonaux sont choisis de sorte que la matrice soit stochastique,
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i.e., la somme de chaque ligne vaut 1. Le mécanisme de transition pour passer
de Xn à Xn+1 est le suivant : le i–ème individu est choisi dans la population
Xn uniformément au hasard. Avec probabilité 1 − f(Xn(i))/λ rien ne se passe,
et Xn+1 = Xn. Avec probabilité f(Xn(i))/λ l’individu choisi se reproduit, son
enfant mute selon le noyau M, et remplace un individu dans la population Xn,
choisi uniformément au hasard.

Temps continu. Le modèle de Moran en temps continu est un processus de
Markov (Xt)t>0, d’espace d’états

(
A`
)m, et générateur infinitésimal donné par :

pour toute fonction ϕ :
(
A`
)m −→ R et pour tout x ∈

(
A`
)m,

lim
t→∞

1
t

(
E
(
ϕ(Xt) |X0 = x

)
−ϕ(x)

)
=∑

16i,j6m

∑
u∈A`

f(x(i))M(x(i), u)
(
ϕ
(
x(j← u)

)
−ϕ(x)

)

La dynamique du processus (Xt)t>0 est gouvernée par une horloge exponen-
tielle de paramètre λm2. Quand l’horloge sonne, la population change selon
le même mécanisme de transition que la chaîne de Markov (Xn)n>0. Dans le
modèle en temps continu, le même générateur es obtenu si l’on suppose que
chaque individu x(i) dans la population x a une horloge exponentielle associée,
de paramètre f(x(i))m, et que les horloges sont indépendantes. Lorsqu’une hor-
loge sonne, l’individu correspondant se reproduit, mute selon le noyau M et
remplace un individu choisi uniformément au hasard dans la population x.

Ergodicité. Si la fonction de fitness f : A` −→ R+ est strictement positive, les
processus que nous venons de décrire sont ergodiques. Puisque nous voulons
retrouver une distribution de quasi–espèce pour le modèle de Moran, et que
comme nous avons bien observé pour le modèle d’Eigen dans la partie I, la
distribution de quasi–espèce apparaît dans un état d’équilibre, nous allons sup-
poser que toutes les fitness sont strictement positives.

Hypothèse. La fonction de fitness f : A` −→ R+ est strictement positive.

Sous cette hypothèse, le processus de Moran en temps discret, et le processus
de Moran en temps continu sont des processus ergodiques. De plus, les deux
processus ont la même mesure invariante.

Régime asymptotique. Le but des sections qui suivent est d’étudier ces modèles
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dans le régime asymptotique

`→ +∞ , m→ +∞ , q→ 0 ,

`q→ a ∈ ]0,+∞[ ,
m

`
→ α ∈ [0,+∞] ,

afin de montrer l’existence d’un phénomène de seuil d’erreur et d’une distribu-
tion de quasi–espèce.

15.2 Résultat principal

Nous ne considérons que le paysage à un pic. Soit σ > 1. Il existe une séquence,
notée w∗ et appelée master sequence, telle que la fonction de fitness est donnée
par

∀u ∈ A` f(u) =

{
σ si u = w∗ ,

1 si u 6= w∗ .

Soit x une population dans
(
A`
)m. Fixons k > 0 un entier. Nous nous inté-

ressons au nombre Nk(x) de chromosomes dans la population x à distance de
Hamming k de la master sequence :

Nk(x) = card
{
i : 1 6 i 6 m, dH(x(i), w

∗) = k
}

.

Soit ψ : R+ → R+ ∪ {+∞ } la fonction définie par

∀a < lnσ ψ(a) =
σ(1 − e−a) ln

σ(1 − e−a)

σ− 1
+ ln(σe−a)

(1 − σ(1 − e−a))

et ψ(a) = 0 si a > lnσ. Nous allons démontrer le résultat suivant :

Théorème 15.2.1. Nous avons la dichotomie suivante :

• Si αψ(a) < ln κ, alors

∀ k > 0 lim
`,m→∞,q→0
`q→a, m

`
→α

lim
t→∞ E

( 1
m
Nk(Xt)

)
= 0 .

• Si αψ(a) > ln κ, alors

∀ k > 0 lim
`,m→∞,q→0
`q→a, m

`
→α

lim
t→∞ E

( 1
m
Nk(Xt)

)
= ρ∗k = (σe−a − 1)

ak

k!

∑
i>1

ik

σi
.
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De plus, dans les deux cas,

∀ k > 0 lim
`,m→∞,q→0
`q→a, m

`
→α

lim
t→∞ Var

( 1
m
Nk(Xt)

)
= 0 .

15.3 Modèles normalisés

Dans les modèles de Moran discret et continu décrits dans la section 15.1, le taux
de reproduction total dans la population varie en fonction de la composition de
la population. Introduisons la fitness moyenneφ(x) d’une population x ∈ (A`)m :

φ(x) =
f(x(1)) + · · ·+ f(x(m))

m
.

Les reproductions arrivent plus souvent dans une population avec une fitness
moyenne forte que dans une population avec une fitness moyenne faible. Or,
nous pouvons également définir des processus de Moran normalisés, en impo-
sant que le taux de reproduction total de toute population soit constant et égal
à 1, ce qui peut être utile. En temps discret, le processus de Moran normalisé est
la chaîne de Markov (Xn)n>0 à valeurs dans

(
A`
)m de matrice de transition

∀ x ∈
(
A`
)m ∀ j ∈ { 1, . . . ,m } ∀u ∈ A` \ { x(j) }

p
(
x, x(j← u)

)
=

1
m2φ(x)

∑
16i6m

f(x(i))M(x(i), u) .

Les autres coefficients non diagonaux de la matrice de transition sont nuls. Les
coefficients diagonaux sont choisis de sorte que la matrice soit stochastique, i.e.,
la somme de chaque ligne vaut 1. En temps continu, le processus de Moran
normalisé est le processus de Markov (Xt)t>0 à valeurs dans

(
A`
)m et ayant

générateur infinitésimal L donné par : pour toute fonction ϕ :
(
A`
)m −→ R et

pour tout x ∈
(
A`
)m,

Lϕ(x) =
∑

16i,j6m

∑
u∈A`

f(x(i))M(x(i), u)

mφ(x)

(
ϕ
(
x(j← u)

)
−ϕ(x)

)
.

Tout comme pour le modèle de Moran classique, le processus de Moran discret
normalisé et le processus de Moran continu normalisé ont la même mesure de
probabilité invariante. Nous montrons maintenant que le théorème 15.2.1 est
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vrai pour le processus original (i.e. non normalisé) si et seulement si il est vrai
pour le processus normalisé. Mais d’abord nous énonçons un théorème plus
fort que le théorème principal 15.2.1. Appelons (Xαn)n>0 le processus de Moran
discret original et (Xβn)n>0 le processus de Moran discret normalisé. Soit θ un
symbole représentant α ou β. Appelons également µθ la mesure de probabilité
invariante du processus (Xθn)n>0. Pour k > 0 notons par νθk la mesure image de
µθ par l’application

x ∈ (A`)m 7−→ 1
m
Nk(x) ∈ [0, 1] .

Posons, pour k > 0 :

ρ∗k = (σe−a − 1)
ak

k!

∑
i>1

ik

σi
.

Nous avons le résultat suivant :

Théorème 15.3.1. Nous supposons que

`→ +∞ , m→ +∞ , q→ 0 ,

et que
`q→ a ∈]0,+∞[ ,

m

`
→ α ∈ [0,+∞] .

Soit ψ : R+ −→ R+ ∪ {+∞ } la fonction définie dans la section précédente. Nous
avons :

• Si αψ(a) < ln κ, alors pour tout k > 0, la mesure νθk converge vers la masse de
Dirac au point 0 :

∀ ε > 0 νθk
(
[0, ε]

)
→ 1 .

• Si αψ(a) > ln κ, alors pour tout k > 0, la mesure νθk converge vers la masse de
Dirac au point ρ∗k :

∀ ε > 0 νθk
(
[ρ∗k − ε, ρ

∗
k + ε]

)
→ 1 .

Le reste de cette partie est dédié à démontrer ce théorème, plutôt que le ré-
sultat principal 15.2.1. Ce théorème avec θ = α entraîne le théorème princi-
pal 15.2.1. Nous allons démontrer ce théorème pour le modèle de Moran norma-
lisé (Xβn)n>0, car le modèle de Moran normalisé nous permet d’utiliser des argu-
ments de couplage et de monotonie qui rendent la démonstration plus élémen-
taire que dans le cas général. Nous montrons maintenant que le théorème 15.3.1
est vrai pour le modèle de Moran original, si et seulement si il est vrai pour le
modèle de Moran normalisé.
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Proposition 15.3.2. Le théorème 15.3.1 est vrai pour le modèle de Moran originale (i.e.
avec θ = α), si et seulement si il est vrai pour le modèle de Moran normalisé (i.e. avec
θ = β).

Démonstration. Pour θ égal à α ou β, appelons pθ la matrice de transition du
processus (Xθn)n>0. La mesure de probabilité µβ est la seule solution du système
d’équations

∀ x ∈
(
A`
)m

µβ(x) =
∑

y∈(A`)m
µβ(y)pβ(y, x) .

Nous pouvons réécrire ce système ainsi :

∀ x ∈
(
A`
)m

µβ(x)
∑

y∈(A`)m
y6=x

pβ(x, y) =
∑

y∈(A`)m
y6=x

µβ(y)pβ(y, x) .

Les matrices de transition pβ et pα vérifient la relation :

∀ x, y ∈
(
A`
)m
, x 6= y , pα(x, y) =

φ(x)

λ
pβ(x, y) .

D’où,

∀ x ∈
(
A`
)m µβ(x)λ

φ(x)

∑
y∈(A`)m
y6=x

pα(x, y) =
∑

y∈(A`)m
y6=x

µβ(y)λ

φ(y)
pα(y, x) .

L’unicité de la mesure de probabilité invariante µα entraîne que

∀ x ∈
(
A`
)m

µα(x) =
µβ(x)/φ(x)∑

y∈(A`)m
µβ(y)/φ(y)

.

Puisque nous travaillons avec le paysage à un pic, la fitness moyenne φ(x) peut
se réécrire aisi :

φ(x) = 1 + (σ− 1)
1
m
N0(x) .

Pour θ = α,β et k > 0 nous notons par νθk l’image de la mesure µθ par l’appli-
cation

x ∈ (A`)m 7−→ 1
m
Nk(x) ∈ [0, 1] .
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Nous pouvons donc réécrire

∑
y∈(A`)m

µβ(y)

φ(y)
=

∑
y∈(A`)m

µβ(y)

1 + (σ− 1)N0(y)/m

=

∫
[0,1]K+1

(
1 + (σ− 1)t0

)−1
dνβ0 (t0) .

Nous posons, pour tout k > 0,

∀ t ∈ [0, 1]k β(t) =
(
1 + (σ− 1)t0

)−1 .

Alors, pour k > 0 et g : [0, 1] −→ R une fonction quelconque, nous avons∫
[0,1]

gdναk = lim
n→∞E

(
g
( 1
m
Nk(Xαn)

))
=

∑
x∈(A`)m

g
( 1
m
Nk(x)

)
µα(x) =

∑
x∈(A`)m

g
(Nk(x)

m

)µβ(x)
φ(x)∑

y∈(A`)m

µβ(y)

φ(y)

=

∫
g(t)β(t)dνβk (t)∫
β(t)dνβ0 (t)

Nous considérons maintenant le régime asymptotique du théorème 15.3.1. Par
le théorème 15.3.1, sauf sur la courbe critique αψ(a) = ln κ, les mesures de pro-
babilité νβk convergent vers des masses de Dirac. En vu du dernier calcul, il en
est de même de les mesures de probabilité ναk , et les masses de Dirac coïncident.
Un argument similaire montre l’implication réciproque.

Dorénavant, nous ne travaillons que avec le processus de Moran normalisé.

15.4 Lumping

De même que pour le modèle de Wright–Fisher dans la partie précédente, nous
voudrions réduire l’espace d’états du processus de Moran, (A`)m, afin de le
rendre plus maniable. Dans le même esprit que pour le processus de Wright–
Fisher dans la section 9.3, nous dérivons ici un processus de distance et un
processus d’occupation à partir du processus de Moran normalisé. Même si
les détails sont similaires à ceux de la section 9.3, nous les incluons ici car
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cela nous permet de fixer quelques notations importantes pour la suite. Soit
H : A` −→ { 0, . . . , ` } l’application qui à chaque génotype u l’associe sa classe de
Hamming vis–à–vis de la master sequence :

∀u ∈ A` H(u) = dH(u,w
∗) .

La fonction de fitness f : A` −→ R+ du paysage à un pic respecte les classes
de Hamming. Nous pouvons donc définir une nouvelle fonction de fitness fH :

{ 0, . . . , ` } −→ R+ en posant fH(k) égale à la valeur commune de f(u) pour u
dans la classe de Hamming k :

∀ k ∈ { 0, . . . , ` } fH(k) =

{
σ si k = 0 ,
1 si k > 1 .

D’après le lemme 3.2.1, le noyau de mutation respecte aussi les classe de Ham-
ming. Nous en dérivons un noyau de mutation

(
MH(b, c), 0 6 b, c 6 `

)
, donné

par :

MH(b, c) =
∑

06k6`−b
06l6b
b−l+k=c

(
`− b

k

)(
b

l

)
qk(1 − q)`−b−k

( q

κ− 1

)l(
1 −

q

κ− 1

)b−l
.

Processus de distance. Nous définissons ensuite une fonction vectorielle H :

(A`)m −→ { 0, . . . , ` }m par :

∀ x =

 x(1)...
x(m)

 ∈ (A`)m H(x) =

H
(
x(1)

)
...

H
(
x(m)

)
 .

Nous définissons le processus de distance (Dn)n>0 par

∀n > 0 Dn = H(Xn) .

Le processus de distance est un processus de Markov, ce qui se voit d’après le
théorème de lumping B.1 et la proposition suivante :

Proposition 15.4.1. La matrice de transition p du processus de Moran (Xn)n>0 véri-
fie :

∀ e ∈ { 0, . . . , ` }m ∀ x, y ∈ (A`)m

H(x) = H(y) =⇒
∑

z∈(A`)m
H(z)=e

p(x, z) =
∑

z∈(A`)m
H(z)=e

p(y, z) .
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La démonstration est similaire à celle de la section 7.3. Nous concluons grâce
au théorème de lumping B.1 que le processus de distance (Dn)n>0 est un pro-
cessus de Markov. L’espace d’états du processus de distance est { 0, . . . , ` }m et la
matrice de transition pH est donnée par :

∀d ∈ { 0, . . . , ` }m ∀ j ∈ { 1, . . . ,m } ∀b ∈ { 0, . . . , ` } \ {d(j) }

pH
(
d, d(j← b)

)
=

1

m
∑

16i6m

fH(d(i))

∑
16i6m

fH(d(i))MH(d(i), b) .

Processus d’occupation. Nous définissons l’ensemble Pm`+1 des partitions or-
données de l’entierm dans au plus `+ 1 parties :

Pm`+1 =
{
(o(0), . . . , o(`)) ∈ N`+1 : o(0) + · · ·+ o(`) = m

}
.

Nous regardons ces partitions comme distributions d’occupation. La partition
(o(0), . . . , o(`)) correspond à une population où o(k) individus appartiennent à
la classe de Hamming k. Soit O l’application qu’à chaque population x ∈ (A`)m

associe la distribution d’occupation correspondante :

∀ k ∈ { 0, . . . , ` } O(x)(k) =
∑

16i6m

1H(x(i))=k .

Nous définissons le processus d’occupation (On)n>0 par :

∀n > 0 On = O(Xn) .

Le processus d’occupation peut également être obtenu à partir du processus
distance. En effet, nous définissons l’application OH : (A`)m −→ Pm`+1 par :

∀d ∈ (A`)m ∀ k ∈ { 0, . . . , ` } OH(d)(k) =
∑

16i6m

1d(i)=k .

Nous avons donc,

∀ x ∈
(
A`
)m

O(x) = OH(H(x)) .

Les seuls changements acceptés pour le processus (On)n>0 sont les change-
ments du type

o → o− ei + ej , 0 6 i, j 6 ` ,

où (ek)06k6` représente la base canonique de R`+1, indexée par 0, . . . , ` au lieu
de 1, . . . , ` + 1. Pour une distribution d’occupation o ∈ Pm`+1, et i, j ∈ { 0, . . . , ` }
nous utilisons souvent la notation

o(i→ j) = o− ei + ej .
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Proposition 15.4.2. La matrice de transition pH du processus de distance (Dn)n>0

vérifie :

∀o ∈ Pm`+1 ∀d, e ∈ { 0, . . . , ` }m

OH(d) = OH(e) =⇒
∑

f∈{ 0,...,` }m
OH(f)=o

pH(d, f) =
∑

f∈{ 0,...,` }m
OH(f)=o

pH(e, f) .

La démonstration de ce résultat est similaire à celle de la section 7.3. Nous pou-
vons donc appliquer le théorème de lumping B.1 pour conclure que le proces-
sus (On)n>0 est bien un processus de Markov. L’espace d’états du processus de
Markov (On)n>0 est Pm`+1, et la matrice de transition pO est donnée par :

∀o ∈ Pm`+1 ∀ i, j ∈ { 0, . . . , ` } i 6= j

pO(o, o− ei + ej) =
1

(σ− 1)o(0) +m
o(i)
∑̀
h=0

o(h)fH(h)MH(h, j) .

Mesures de probabilité invariantes Fixons k > 0. Notre but est d’estimer la loi
νk décrivant la fraction de chromosomes qui sont dans la classe de Hamming
k dans une population à l’équilibre. La mesure de probabilité νk est une me-
sure de probabilité sur l’intervalle [0, 1] qui satisfait les identités suivantes. Pour
toute fonction g : [0, 1]→ R,∫

[0,1]
gdνk = lim

n→∞E
(
g
( 1
m
Nk(Xn)

))
=

∫(
A`
)m g( 1

m
Nk(x)

)
dµ(x) ,

où µ est la mesure de probabilité invariante du processus (Xn)n>0 etNk(x) est le
nombre de chromosomes dans la population x qui sont à distance k de la master
sequence :

Nk(x) = card
{
i : 1 6 i 6 m, dH(x(i), w

∗) = k
}

.

Le nombre Nk(x) peut être exprimé en fonction de H(x) :

∀ x ∈
(
A`
)m

Nk(x) = NkH(H(x)) ,

où NkH est la fonction donnée par

∀d ∈ { 0, . . . , ` }m NkH(d) = card
{
i : 1 6 i 6 m, d(i) = k

}
.
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Soit µH la mesure de probabilité invariante du processus (Dn)n>0. Nous avons
pour d ∈ { 0, . . . , ` }m,

µH(d) = lim
n→∞P

(
Dn = d

)
= lim
n→∞P

(
H(Xn) = d

)
= lim
n→∞P

(
Xn ∈ H−1(d)

)
= µ

(
H−1(d)

)
.

Il s’ensuit que, pour toute fonction g : [0, 1]→ R,∫
[0,1]

gdνk =

∫(
A`
)m g( 1

m
Nk(x)

)
dµ(x)

=

∫(
A`
)m g( 1

m
NkH
(
H(x)

))
dµ(x)

=

∫
{ 0, . . . , ` }m

g
( 1
m
NkH(d)

)
dµH(d) .

De manière analogue, la mesure de probabilité invariante µO de la chaîne de
Markov (On)n>0 satisfait pour toute fonction g : [0, 1]→ R l’identité∫

[0,1]
gdνk =

∫
Pm`+1

g
(o(k)
m

)
dµO(o) .

15.5 Convergence vers le modèle d’Eigen

Afin de donner un argument heuristique de notre résultat principal, nous don-
nons ici un résultat du type loi des grandes nombres pour le processus de Mo-
ran. Nous le faisons dans un cadre plus général que celui introduit ci–dessus.
Nous considérons l’ensemble de génotypes { 1, . . . , N }, une fonction de fitness
f : { 1, . . . , N } −→ R+, et un noyau de mutation (M(i, j))16i,j6N. Notons par m
la taille de la population. Le processus d’occupation de Moran associé au cadre
que nous venons d’introduire est une chaîne de Markov (Xn)n>0 à valeurs dans

PmN =
{
z ∈ NN : z(1) + · · ·+ z(N) = m

}
,

et de matrice de transition p donnée par :

∀ z ∈ PmN ∀ i, j ∈ { 1, . . . , N } i 6= j

p(z, z− ei + ej) =
z(i)

λm2

N∑
h=1

z(h)f(h)M(h, j) ,
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où λ > max{ f(h) : 1 6 h 6 N } et (ei)16i6N représente la base canonique de RN.

Rappelons que dans ce contexte, le modèle d’Eigen est donné par le système
d’équations différentielles :

(S) x ′k(t) =
∑

16i6N

xi(t)f(i)M(i, k) − xk(t)
∑

16i6N

xi(t)f(i) , 1 6 k 6 N .

Soit SN le simplexe à N coordonnées :

SN =
{
x ∈ [0, 1]N : x1 + · · ·+ xN = 1

}
.

Nous allons montrer le résultat suivant :

Théorème 15.5.1. Soit (Xn)n>0 le processus d’occupation du modèle de Moran décrit
ci–dessus. Supposons qu’on a la convergence des conditions initiales vers x0 ∈ SN :

lim
m→∞

1
m

X0 = x
0 ,

et soit (x(t))t>0 la solution du système d’équations différentielles (S) avec condition
initiale x(0) = x0. Alors, pour tout δ, T > 0 nous avons

lim
m→∞ P

(
sup

06t6T

∣∣∣∣ 1
m

Xbλmtc − x(t)

∣∣∣∣ > δ) = 0 .

Ce théorème résulte d’une application directe du théorème 4.7 dans [51]. Afin
de montrer ce résultat, nous allons d’abord présenter le théorème 4.7 dans [51],
et nous montrerons ensuite que toutes les hypothèses nécessaires pour appli-
quer le théorème sont vérifiées dans notre cas.

Convergence d’une famille de chaînes de Markov. Soit d > 1 et soit E un sous
ensemble borélien de Rd. Soit

(
(Xmn )n>0,m > 1

)
une séquence de chaînes de

Markov à valeurs dans Em ⊂ E et matrices de transition (pm(x, y))x,y∈Em . Soit
F : Rd → Rd et considérons le système d’équations différentielles

x ′i(t) = Fi(x(t)) , 1 6 i 6 d .

Le théorème 4.7 dans [51] donne une série de conditions suffisantes sous les-
quelles la suite de chaînes de Markov (Xm)m>1 converge vers une solution
du système d’équations différentielles ci–dessus. Le résultat original dans [51]
est formulé pour le cas plus général des chaînes de Markov à espace d’état
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continu. Nous modifions la notation de [51] afin de la rendre plus adaptée à
notre cas particulier. Le théorème 4.7 dans [51] peut être appliqué si les hypo-
thèses suivantes sont vérifiées. Il existe des suites de nombres positives (αm)m>1

et (εm)m>1 telles que

1. lim
m→∞αm =∞ et lim

m→∞ εm = 0.

2. sup
m>1

sup
x∈Em

αm
∑
y∈Em

|y− x|pm(x, y) <∞.

3. lim
m→∞ sup

x∈Em
αm

∑
y∈Em:|y−x|>εm

|y− x|pm(x, y) = 0.

Nous définissons, pourm > 1, Fm(x) = αm
∑
y∈Em

(y− x)pm(x, y).

4. lim
m→∞ sup

x∈Em
|Fm(x) − F(x)| = 0.

5. Il existe une constanteM telle que

∀ x, y ∈ E , |F(x) − F(y)| 6 M|x− y| .

Théorème 15.5.2 (Kurtz). Si les conditions 1–5 sont satisfaites, et que l’on a de plus
la convergence des conditions initiales

lim
m→∞Xm0 = x0 ,

alors, pour tout δ, T > 0, nous avons

lim
m→∞ P

(
sup

06t6T

∣∣Xmbαmtc − x(t)∣∣ > δ) = 0 .

Démonstration du théorème 15.5.1. Soit (Xn)n>0 le processus d’occupation asso-
cié au modèle de Moran introduit au début de la section. Nous voudrions ap-
pliquer le théorème 15.5.2 à la suite de chaînes de Markov

(
(Xn/m)n>0,m > 1

)
.

Nous avons juste à trouver les bonnes suites (αm)m>1 et (εm)m>1 et à vérifier
que les conditions 1–5 sont satisfaites dans notre cas. Pourm > 1, soit αm = λm

et εm = 2/m. Les suites (αm)m>1 et (εm)m>1 vérifient la condition 1. Pour voir
qu’elles vérifient également la condition 2, nous remarquons que, pour z ∈ PmN ,

∑
z ′∈PmN

∣∣∣ z
m

−
z ′

m

∣∣∣p(o, z ′) =
∑

16i,j6N

∣∣∣− ei

m
+
ej

m

∣∣∣p(z, z− ei + ej) 6

√
2
m

.
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D’où
sup
m>1

sup
z∈PmN

αm
∑
z ′∈PmN

∣∣∣ z ′
m

−
z

m

∣∣∣p(z, z ′) 6 λ
√

2 < ∞ ,
et la condition 2 est donc vérifiée. Puisque p(z, z ′) > 0 si et seulement si |z−z ′| 6√

2, pour toutm > 1 et z ∈ Pm`+1, nous avons∑
z ′∈PmN :|z ′−z|>mεm

∣∣∣ z ′
m

−
z

m

∣∣∣p(z, z ′) = 0 .

Nous en déduisons que la condition 3 est aussi satisfaite. Soit F : RN → RN la
fonction définie par

∀ k ∈ { 1, . . . , N } ∀ x ∈ RN

Fk(x) =
∑

16i6N

xif(i)M(i, k) − xk
∑

06j6`

xjf(j) .

Toutes les dérivées partielles de F étant bornées sur le simplexe SN, F est une
fonction Lipschitzienne sur SN, i.e., la condition 5 est vérifiée. Pour finir, nous
calculons, pourm > 1 et x ∈ PmN/m, la valeur de Fm(x). Par définition,

Fm(x) = λm
∑
z∈PmN

( z
m

− x
)
p(mx, z) = λ

∑
16i,j6N

(−ei + ej)p(mx,mx− ei + ej) .

Donc, pour k ∈ { 1, . . . , N }, nous avons

Fmk (x) = λ
∑
i:i 6=k

p(mx,mx− ei + ek) − λ
∑
i:i 6=k

p(mx,mx− ek + ei)

=
∑
i:i 6=k

xi
∑

16j6N

xjf(j)M(j, k) −
∑
i:i 6=k

xk
∑

16j6N

xjf(j)M(j, i) .

Puisque x1 + · · ·+ xN = 1 et que la matriceM est stochastique,

Fmk (x) = (1 − xk)
∑

16j6N

xjf(j)M(j, k) − xk
∑

16j6N

xjf(j)(1 −M(j, i))

=
∑

16j6N

xjf(j)M(j, k) − xk
∑

16j6N

sjf(j) .

Donc, la fonction Fm coïncide avec la fonction F sur l’ensemble PmN/m, ce qui
entraîne que la condition 4 est satisfaite. Puisque les 5 conditions sont vérifiées,
nous pouvons appliquer le théorème de 15.5.2 à la suite de chaînes de Markov(
(Xn/m)n>0,m > 1

)
et nous obtenons le résultat voulu.
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15.6 Heuristiques

Définissons, pour k > 0

ρk = lim
n→∞E

( 1
m
Nk(Xn)

)
= lim
n→∞E

( 1
m
On(k)

)
.

Nous nous intéressons au comportement des quantités ρk quand l’on considère
le régime asymptotique :

`→ +∞ , m→ +∞ , q→ 0 ,

`q→ a ∈ ]0,+∞[ ,
m

`
→ α ∈ [0,+∞] .

Le résultat de la section précédente montre que le modèle de Moran converge
vers le modèle d’Eigen, dans la limite de grande population. Comme nous
avons vu dans la partie I, quand

`→ +∞ q→ 0 `q→ a ∈ ]0,+∞[ ,

le modèle d’Eigen converge vers un système d’équations limite (S∞) avec les
caractéristiques suivantes :

• Si σe−a < 1 le seul point stationnaire du système (S∞) est (0, 0, . . . ) et toutes les
solutions (x(t))t>0 de (S∞) convergent vers (0, 0, . . . ) quand t tend vers l’infini.

• Si σe−a > 1 le système (S∞) admet deux points stationnaires, 0 et le point
(ρ∗k)k>0 du théorème 15.3.1. Toute solution (x(t))t>0 de (S∞) vérifiant x0(0) > 0
converge vers (ρ∗k)k>0 quand t tend vers l’infini.

Nous espérons donc que quand σe−a < 1, les quantités ρk convergent vers 0.
Si σe−a > 1, le comportement asymptotique du processus (On)n>0 est plus dé-
licat. Si la taille de la population est assez grande, ce qui est exprimé dans la
condition αψ(a) > ln κ sur l’intervalle [0, lnσ[ , la master sequence est trou-
vée assez souvent et le système déterministe guide le processus (On)n>0 vers
(ρ∗k)k>0 assez souvent, dans ce cas les quantités ρk convergent vers ρ∗k. Par
contre, si la taille de la population n’est pas assez grande, la master sequence
n’est pas trouvée assez souvent, et le processus (On)n>0 n’est pas porté près
du point stationnaire (ρ∗k)k>0 assez souvent. Il passe plutôt son temps à ex-
plorer l’espace d’états loin de la master sequence. Dans ce cas les quantités ρk
convergent vers 0. Nous formalisons ces idées dans le prochain chapitre.



Chapitre 16

Couplage et monotonie

Cette section est un résumé de la section 7 de [10], nous reproduisons les points
les plus importants pour la suite du texte, mais nous ne donnons pas les dé-
monstrations des résultats.

16.1 Couplage

Nous construisons tous nos processus dans un grand espace de probabilité.
Considérons un espace de probabilité (Ω,F, P) ayant les variables aléatoires
indépendantes suivantes :

• une suite de variables aléatoires Jn, n > 1, de loi uniforme à valeurs dans
l’ensemble { 1, . . . ,m }.

• une famille de variables aléatoires Un,l, n > 1, 1 6 l 6 `, de loi uniforme sur
l’intervalle [0, 1].

• une suite de variables aléatoires Sn, n > 1, de loi uniforme sur l’intervalle
[0, 1].

Nous posons
∀n > 1 Rn =

(
Sn, Jn, Un,1, . . . , Un,`

)
.
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Le vecteur aléatoire Rn sert à accomplir le n–ième pas de la chaîne de Markov
(Xn)n>0. Par construction, la suite (Rn)n>1 est une suite de vecteurs aléatoires
indépendants et identiquement distribués à valeurs dans

R = [0, 1]× { 1, . . . ,m }× [0, 1]` .

Nous définissons d’abord deux applications MH et SH pour coupler les méca-
nismes de mutation et de sélection.

Mutation. Nous définissons une application

MH : { 0, . . . , ` }× [0, 1]` → { 0, . . . , ` }

en posant

∀b ∈ { 0, . . . , ` } ∀u1, . . . , u` ∈ [0, 1]`

MH(b, u1, . . . , u`) = b−
b∑
k=1

1uk<q/(κ−1) +
∑̀
k=b+1

1uk>1−q .

L’application MH est définie de sorte que si U1, . . . , U` sont des variables aléa-
toires indépendantes et uniformes sur l’intervalle [0, 1], alors pour tout b ∈
{ 0, . . . , ` }, la loi de MH(b,U1, . . . , U`) est donnée par la ligne de la matrice MH

associée à b, i.e.,

∀ c ∈ { 0, . . . , ` } P
(
MH(b,U1, . . . , U`) = c

)
= MH(b, c) .

Sélection pour le processus distance. Nous définissons une application

SH : { 0, . . . , ` }m × [0, 1]→ { 1, . . . ,m } .

Pour d ∈ { 0, . . . , ` }m et pour s ∈ [0, 1[ , nous définissons SH(d, s) = i où i est le
seul indice dans { 1, . . . ,m } tel que

fH(d(1)) + · · ·+ fH(d(i− 1))
fH(d(1)) + · · ·+ fH(d(m))

6 s <
fH(d(1)) + · · ·+ fH(d(i))
fH(d(1)) + · · ·+ fH(d(m))

.

L’application SH est définie de sorte que si S est une variable aléatoire de loi
uniforme sur l’intervalle [0, 1], alors pour tout d ∈ { 0, . . . , ` }m, la loi de SH(d, S)

est donnée par

∀ i ∈ { 1, . . . ,m } P
(
SH(d, S) = i

)
=

fH(d(i))

fH(d(1)) + · · ·+ fH(d(m))
.
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Couplage pour le processus distance. Nous définissons une application

ΦH : { 0, . . . , ` }m × R→ { 0, . . . , ` }m

pour coupler le processus distance avec différents fonctions de fitness et proba-
bilités de mutation. L’applicationΦH est définie par

∀ r = (s, j, u1, . . . , u`) ∈ R , ∀d ∈ { 0, . . . , ` }m ,

ΦH(d, r) = d
(
j←MH(d(SH(d, s)), u1, . . . , u`)

)
.

Soit d ∈ { 0, . . . , ` }m le point de départ du processus. Nous construisons le pro-
cessus distance (Dn)n>0 en prenant D0 = d et

∀n > 1 Dn = ΦH
(
Dn−1, Rn

)
.

Le processus (Dn)n>0 est une chaîne de Markov issue de d et de matrice de
transition pH.

Sélection pour le processus d’occupation. Nous définissons une application

SO : Pm`+1 × [0, 1]→ { 0, . . . , ` } .

Pour o ∈ Pm`+1 et s ∈ [0, 1[ , nous définissons SO(o, s) = l où l est le seul indice
dans { 0, . . . , ` } tel que

o(0)fH(0) + · · ·+ o(l− 1)fH(l− 1)
o(0)fH(0) + · · ·+ o(`)fH(`)

6 s <
o(0)fH(0) + · · ·+ o(l)fH(l)
o(0)fH(0) + · · ·+ o(`)fH(`)

.

L’application SO est définie de sorte que si S est une variable aléatoire uniforme
sur l’intervalle [0, 1], alors pour tout o ∈ Pm`+1, la loi de SO(o, S) est donnée par

∀ l ∈ { 0, . . . , ` } P
(
SO(o, S) = l

)
=

o(l) fH(l)

o(0)fH(0) + · · ·+ o(`)fH(`)
.

Couplage pour le processus d’occupation

Nous définissons une application

ΦO : Pm`+1 × R→ Pm`+1

pour coupler le processus d’occupation avec différentes conditions initiales et
différents paramètres σ et q. Nous définissons l’application ΦO comme suit.
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Soit r = (s, j, u1, . . . , u`) ∈ R. Soit o ∈ Pm`+1, prenons l = SO(o, s) et soit k le seul
indice dans { 0, . . . , ` } tel que

o(0) + · · ·+ o(k− 1) < j 6 o(0) + · · ·+ o(k) .

Nous définissons l’applicationΦO par

ΦO(o, r) = o
(
k→MH(l, u1, . . . , u`)

)
.

Soit o ∈ Pm`+1 le point de départ du processus. Nous construisons le processus
d’occupation (On)n>0 en posant O0 = o et

∀n > 1 On = ΦO
(
On−1, Rn

)
.

Le processus (On)n>0 est une chaîne de Markov issue de o et de matrice de
transition pO.

16.2 Monotonie

L’espace { 0, . . . , ` }m est naturellement muni d’un ordre partiel :

d 6 e ⇐⇒ ∀ i ∈ { 1, . . . ,m } d(i) 6 e(i) .

Lemme 16.2.1. L’application MH est croissante vis–à–vis de la classe de Hamming,
i.e.,

∀b, c ∈ { 0, . . . , ` } ∀u1, . . . , u` ∈ [0, 1]

b 6 c ⇒ MH(b, u1, . . . , u`) 6 MH(c, u1, . . . , u`) .

Lemme 16.2.2. Dans le cas neutre σ = 1, l’application SH est croissante vis–à–vis de
la classe de Hamming, i.e.,

∀d, e ∈ { 0, . . . , ` }m ∀ s ∈ [0, 1]

d 6 e ⇒ d
(
SH(d, s)

)
6 e

(
SH(e, s)

)
.

Lemme 16.2.3. Dans le cas neutre σ = 1, l’application ΦH est croissante vis–à–vis
des distances, i.e.,

∀d, e ∈ { 0, . . . , ` }m ∀ r ∈ R , d 6 e ⇒ ΦH(d, r) 6 ΦH(e, r) .
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Nous définissons un ordre dans l’espace � dans Pm`+1 comme suit. Soient o =

(o(0), . . . , o(`)) et o ′ = (o ′(0), . . . , o ′(`)) dans Pm`+1. Nous disons que o est infé-
rieur ou égale à o ′, et nous écrivons o � o ′, si

∀ l 6 ` o(0) + · · ·+ o(l) 6 o ′(0) + · · ·+ o ′(l) .

Lemme 16.2.4. Dans le cas du paysage à un pic, l’application SO est décroissante vis–
à–vis de la distribution d’occupation, i.e.,

∀o, o ′ ∈ Pm`+1 ∀ s ∈ [0, 1] o � o ′ ⇒ SO(o, s) > SO(o
′, s) .

Lemme 16.2.5. Dans le cas du paysage à un pic, l’application ΦO est croissante vis–
à–vis de la distribution d’occupation, i.e.,

∀o, o ′ ∈ Pm`+1 ∀ r ∈ R o � o ′ ⇒ ΦO(o, r) � ΦO(o
′, r) .

Corollaire 16.2.6. Dans le cas neutre σ = 1, le processus distance (Dn)n>0 est mono-
tone.

Corollaire 16.2.7. Dans le cas du paysage à un pic, le processus d’occupation (On)n>0

est monotone.





Chapitre 17

Bornes stochastiques

L’objectif de cette section est de construire un processus inférieur (O`n)n>0 et un
processus supérieur (OK+1

n )n>0 satisfaisant

∀n > 0 O`n � On � OK+1
n .

Les processus (O`n)n>0 et (OK+1
n )n>0 auront la vertu d’être plus simples que le

processus (On)n>0, tout en gardant l’information pertinente sur la dynamique
des coordonnées 0, . . . , K.

17.1 Première approche

Afin de construire les processus inférieur et supérieur, nous imitons ici l’ap-
proche suivie dans le cas du processus de Wright–Fisher (chapitre 10).

17.1.1 Processus inférieur et supérieur

Nous allons construire un processus inférieur (O`n)n>0 et un processus supé-
rieur (OK+1

n )n>0 satisfaisant

∀n > 0 O`n � On � OK+1
n .
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Décrivons de manière informelle la dynamique du processus inférieur. Tant
qu’il n’y a aucun individu dans les classes de Hamming 0, . . . , K, le processus
(O`n)n>0 évolue exactement comme le processus original (On)n>0. Dès que nous
trouvons un individu dans une des classes 0, . . . , K, tous les chromosomes dans
les classes K+ 1, . . . , ` sont envoyés dans la classe de Hamming `. Tant qu’il y a
des individus dans les classes 0, . . . , K, si un chromosome mute vers les classes
K + 1, . . . , ` il est directement envoyé dans la classe `. La dynamique du pro-
cessus supérieur est similaire, sauf que nous remplaçons la classe de Hamming
` par la classe K + 1. Définissons deux applications π`, πK+1 : Pm`+1 → Pm`+1 en
posant pour o ∈ Pm`+1 et l ∈ { 0, . . . , ` }

π`(o)(l) =


o(l) si 0 6 l 6 K ,

0 si K < l < ` ,
m− (o(0) + · · ·+ o(K)) si l = ` ,

et de façon similaire,

πK+1(o)(l) =


o(l) si 0 6 l 6 K ,

m− (o(0) + · · ·+ o(K)) si l = K+ 1 ,
0 si K+ 2 6 l 6 ` .

Évidemment,
∀o ∈ Pm`+1 π`(o) � o � πK+1(o) .

Notons par W∗K l’ensemble des distributions d’occupation ayant au moins un
individu dans une des classes de Hamming 0, . . . , K, c’est à dire,

W∗K =
{
o ∈ Pm`+1 : o(0) + · · ·+ o(K) > 1

}
,

et soit NK l’ensemble des distributions d’occupation n’ayant aucun individu
dans les classes de Hamming 0, . . . , K, c’est à dire,

NK =
{
o ∈ Pm`+1 : o(0) + · · ·+ o(K) = 0

}
.

SoitΦO l’application de couplage définie dans la section 16.1. Nous définissons
une application inférieureΦ`O en prenant pour o ∈ Pm`+1 et r ∈ R,

Φ`O(o, r) =


ΦO(o, r) si o ∈ NK et ΦO(o, r) 6∈W∗K ,

π`
(
ΦO(o, r)

)
si o ∈ NK et ΦO(o, r) ∈W∗K ,

π`
(
ΦO(π`(o), r)

)
si o ∈W∗K .



17.1. Première approche 211

Également, nous définissons une application supérieure ΦK+1
O en prenant pour

o ∈ Pm`+1 et r ∈ R,

ΦK+1
O (o, r) =


ΦO(o, r) si o ∈ NK et ΦO(o, r) 6∈W∗K ,

πK+1
(
ΦO(o, r)

)
si o ∈ NK et ΦO(o, r) ∈W∗K ,

πK+1
(
ΦO(πK+1(o), r)

)
si o ∈W∗K .

Grâce au lemme 16.2.5 nous voyons que l’application Φ`O reste en–dessous de
l’application ΦO et l’application ΦK+1

O reste au–dessus de l’application ΦO au
sens de l’ordre de Pm`+1, i.e.,

∀ r ∈ R ∀o ∈ Pm`+1 Φ`O(o, r) � ΦO(o, r) � ΦK+1
O (o, r) .

Nous définissons un processus inférieur (O`n)n>0 et un processus supérieur
(OK+1
n )n>0 à l’aide d’une suite i.i.d. (Rn)n>1 et des applications Φ`O et ΦK+1

O .
Soit o ∈ Pm`+1 le point de départ du processus. Nous prenons O`0 = O

K+1
0 = o et

∀n > 1 O`n = Φ`O
(
O`n−1, Rn

)
, OK+1

n = ΦK+1
O

(
OK+1
n−1, Rn

)
.

Proposition 17.1.1. Supposons que les processus (O`n)n>0, (On)n>0, (OK+1
n )n>0,

sont issus d’une même distribution d’occupation o. Nous avons alors

∀n > 0 O`n � On � OK+1
n .

Démonstration. Nous allons montrer l’inégalité par récurrence sur n ∈ N. Pour
n = 0 nous avons bienO0 = O

`
0 = O

K+1
0 = o. Supposons que l’inégalité est vraie

au temps t = n ∈ N, c’est à dire que O`n � On � OK+1
n . Nous avons

O`n+1 = Φ`O
(
O`n, Rn+1

)
,

On+1 = ΦO
(
On, Rn+1

)
,

OK+1
n+1 = ΦK+1

O

(
OK+1
n , Rn+1

)
.

Par le lemme 16.2.5 et l’hypothèse de récurrence nous obtenons

ΦO
(
O`n, Rn+1

)
� ΦO

(
On, Rn+1

)
� ΦO

(
OK+1
n , Rn+1

)
.

L’application Φ`O est en–dessous de l’application ΦO et l’application ΦK+1
O est

au–dessus de l’applicationΦO, donc,

Φ`O
(
O`n, Rn+1

)
� ΦO

(
O`n, Rn+1

)
,

ΦO
(
OK+1
n , Rn+1

)
� ΦK+1

O

(
OK+1
n , Rn+1

)
.

Nous combinons les inégalités précédentes et nous obtenons

O`n+1 � On+1 � OK+1
n+1 .
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17.1.2 Dynamique des processus bornants

Ensuite nous étudions les dynamiques des processus (O`n)n>0 et (OK+1
n )n>0

dans W∗K. Les calculs sont les mêmes pour les deux processus. Soit θ un symbole
représentant K+ 1 ou ` et notons par (Oθn)n>0 le processus correspondant. Pour
le processus (Oθn)n>0, les états dans l’ensemble

TθK =
{
o ∈ Pm`+1 : o(0) + · · ·+ o(K) > 1 et o(0) + · · ·+ o(K) + o(θ) < m

}
sont transitoires, et les états dans NK ∪

(
W∗K \ TθK

)
forment une classe de ré-

currence. Nous observons le mécanisme de transition du processus restreint à
W∗K \ TθK. Puisque

W∗K \ TθK =
{
o ∈ Pm`+1 : o(0) + · · ·+ o(K) > 1 et o(0) + · · ·+ o(K) + o(θ) = m

}
,

un état dans W∗K \ TθK est totalement déterminé par les nombres d’occupation
des classes 0, . . . , K. Pour i ∈ { 0, . . . , K }, soit oθi la distribution d’occupation
ayant un chromosome dans la classe de Hamming i et m − 1 chromosomes
dans la classe θ :

∀ l ∈ { 0, . . . , ` } oθi (l) =


1 si l = i ,
m− 1 si l = θ ,
0 sinon .

Le processus (Oθn)n>0 entre toujours dans l’ensemble W∗K \ TθK par un des états
oθi , i ∈ { 0, . . . , K }. Nous notons par (ei)06i6K la base canonique de RK+1 in-
dexée par 0, . . . , K au lieu de 1, . . . , K + 1. Les seules transitions possibles pour
les classes de Hamming { 0, . . . , K } du processus (Oθn)n>0 issu d’un point de
W∗K \ TθK, sont

(o(0), . . . , o(K)) −→ (o(0), . . . , o(K)) − ei
si 1 6 o(i), 0 6 i 6 K ,

(o(0), . . . , o(K)) −→ (o(0), . . . , o(K)) + ei
si o(0) + · · ·+ o(K) < m, 0 6 i 6 K ,

(o(0), . . . , o(K)) −→ (o(0), . . . , o(K)) − ei + ej
si 1 6 o(i), 0 6 i, j 6 K, i 6= j .
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Soit oθexit la distribution d’occupation ayant m chromosomes dans la classe de
Hamming θ :

∀ l ∈ { 0, . . . , ` } oθexit(l) =

{
m si l = θ ,
0 sinon .

Le processus (Oθn)n>0 sort toujours de l’ensemble W∗K \ TθK par l’état oθexit. Ainsi,
dès que le processus (Oθn)n>0 est issu d’un point de W∗K \ TθK, la dynamique
de (Oθn(0), . . . , Oθn(K))n>0 est celle d’une chaîne de Markov, jusqu’au temps de
sortie de W∗K \ TθK. Soit (Zθn)n>0 une chaîne de Markov à valeurs dans

DK+1 = { z ∈ NK+1 : z0 + · · ·+ zK 6 m } ,

ayant pour matrice de transition :

• Pour 0 6 i 6 K et 0 < z0 + · · ·+ zK < m,

P
(
Zθt+1 = z+ ei |Z

θ
t = z

)
=

m−

K∑
l=0

zl

m
(
(σ− 1)z0 +m

)
×

(
σz0MH(0, i) +

K∑
l=1

zlMH(l, i) +

(
m−

K∑
l=0

zl

)
MH(θ, i)

)
.

• Pour 0 6 i 6 K et 1 6 zi ,

P
(
Zθt+1 = z− ei |Z

θ
t = z

)
=

zi

m
(
(σ− 1)z0 +m

)×(σz0

(
1 −

K∑
h=0

MH(0, h)
)

+

K∑
l=1

zl

(
1 −

K∑
h=0

MH(l, h)

)
+

(
m−

K∑
l=0

zl

)(
1 −

K∑
h=0

MH(θ, h)

))
.

• Pour 0 6 i, j 6 K, i 6= j et 1 6 zi ,

P
(
Zθt+1 = z− ei + ej |Z

θ
t = z

)
=

zi

m
(
(σ− 1)z0 +m

)
×

(
σz0MH(0, j) +

K∑
l=1

zlMH(l, j) +

(
m−

K∑
l=0

zl

)
MH(θ, j)

)
.
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Nous avons intentionnellement laissé indéfinies les probabilités de transition
partant de l’état (0, . . . , 0). Elles ne jouent aucun rôle pour répliquer la dyna-
mique du processus (Oθn)n>0 dans W∗K \ TθK. Nous préciserons les probabilités
de transition partant de l’état (0, . . . , 0) un peu plus tard, en les choisissant de la
manière la plus opportune. Les autres coefficients non diagonaux de la matrice
de transition sont nuls. Les coefficients diagonaux sont choisis de sorte que la
matrice soit stochastique, i.e., la somme de chaque ligne vaut 1.

17.1.3 Bornes sur la mesure invariante

Notons par µ`O, µO, µK+1
O les mesures de probabilité invariantes des processus

(O`n)n>0, (On)n>0, (OK+1
n )n>0. Soit νK la mesure image de µO par l’application

o ∈ Pm`+1 7−→
o(0) + · · ·+ o(K)

m
∈ [0, 1] .

Pour toute fonction f : [0, 1]→ R,

∫
[0,1]

f dνK =

∫
Pm`+1

f

(
o(0) + · · ·+ o(K)

m

)
dµO(o)

= lim
n→∞E

(
f

(
On(0) + · · ·+On(K)

m

))
.

Fixons f : [0, 1] → R une fonction croissante telle que f(0) = 0. Nous avons
—grâce à la proposition 17.1.1— les inégalités suivantes. Pour tout n > 0,

f

(
O`n(0) + · · ·+O`n(K)

m

)
6 f

(
On(0) + · · ·+On(K)

m

)
6

f

(
OK+1
n (0) + · · ·+OK+1

n (K)

m

)
.
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Nous prenons l’espérance, nous envoyons n vers l’∞, et nous obtenons∫
Pm`+1

f

(
o(0) + · · ·+ o(K)

m

)
dµ`O(o)

6
∫
[0,1]

f dνK 6∫
Pm`+1

f

(
o(0) + · · ·+ o(K)

m

)
dµK+1

O (o) .

Nous cherchons ensuite des estimées sur les intégrales ci-dessus. La stratégie
est la même pour les intégrales inférieure et supérieure. Soit θ un symbole re-
présentant K + 1 ou `. Nous étudions la mesure de probabilité invariante µθO.
Pour le processus (Oθn)n>0, les états dans TθK sont transitoires et les populations
dans NK ∪

(
W∗K \ TθK

)
forment une classe de récurrence. Nous appliquons le ré-

sultat de renouvellement (proposition 10.3.1) au processus (Oθn)n>0 restreint à
NK ∪

(
W∗K \ TθK

)
, à l’ensemble W∗K \ TθK, à la distribution d’occupation oθexit et à

la fonction o 7→ f
((
o(0) + · · ·+ o(K)

)
/m
)
. Soient

τ∗K = inf
{
n > 0 : Oθn ∈W∗K

}
,

τK = inf
{
n > τ∗K : Oθn = oθexit

}
.

Nous avons alors∫
Pm`+1

f

(
o(0) + · · ·+ o(K)

m

)
dµθO(o) =

E

( τK−1∑
n=τ∗K

f

(
Oθn(0) + · · ·+Oθn(K)

m

) ∣∣∣Oθ0 = oθexit

)
E
(
τK |O

θ
0 = oθexit

) .

Soit πO la distribution d’entrée du processus (Oθn)n>0 dans W∗K lorsque Oθ0 =

oθexit, i.e.,
∀o ∈ Pm`+1 πO(o) = P

(
Oθτ∗K = o |Oθ0 = oθexit

)
.

Puisque le support de πO est {oi : 0 6 i 6 K }, nous pouvons définir une
distribution π sur DK+1 comme suit :

π(ei) = πO(oi) pour 0 6 i 6 K ,

π(z) = 0 pour z 6= e0, . . . , eK .
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Lorsque le processus (Oθn)n>0 est dans l’ensemble W∗K \ TθK, la dynamique du
processus (Oθn(0), . . . , Oθn(K))n>0 est la même que celle de la chaîne de Mar-
kov (Zθn)n>0 définie à la fin de la section 17.1.2. Supposons que (Zθn)n>0 a pour
distribution initiale la distribution π, et notons par Pπ et Eπ les probabilités et
espérances par rapport à cette condition initiale. Soit τ0 le temps d’atteinte de
l’origine 0 dans DK+1, i.e.,

τ0 = inf
{
n > 0 : Zθn = 0

}
.

La loi du temps τ0 est la même que la loi de τK−τ∗K, i.e., la loi du temps de sortie
de W∗K \ TθK après τ∗K. Nous en déduisons que le processus

(
Zθn , 0 6 n 6 τ0 − 1

)
et
(
(Oθn(0), . . . , Oθn(K)), τ∗K 6 n 6 τK − 1

)
ont même loi. Donc,

E

( τK−1∑
n=τ∗K

f

(
Oθn(0) + · · ·+Oθn(K)

m

) ∣∣∣Oθ0 = oθexit

)
=

Eπ

( τ0−1∑
n=0

f

(
Zθn(0) + · · ·+ Zθn(K)

m

))
.

De plus, grâce à la propriété de Markov,

E
(
τK − τ∗K |O

θ
0 = oθexit

)
= Eπ(τ0) .

La formule pour la mesure de probabilité invariante µθO se met alors sous la
forme∫

Pm`+1

f

(
o(0) + · · ·+ o(K)

m

)
dµθO(o) =

Eπ

( τ0−1∑
n=0

f

(
Zθn(0) + · · ·+ Zθn(K)

m

))
E
(
τ∗K |O

θ
0 = oθexit

)
+ Eπ

(
τ0
) .

Pour pouvoir réécrire cette formule en fonction de la mesure de probabilité in-
variante du processus (Zθn)n>0, nous allons appliquer le résultat de renouvelle-
ment (proposition 10.3.1) au processus (Zθn)n>0, à l’ensemble DK+1\{0}, au point
0 et à l’application z 7→ f

((
z0 + · · ·+ zK

)
/m
)
. Définissons

τ1 = inf
{
n > 0 : Zθn 6= 0

}
,

τ ′0 = inf
{
n > τ1 : Z

θ
n = 0

}
,
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et soit νθ la mesure de probabilité invariante du processus (Zθn)n>0 . Nous avons∫
DK+1

f
(z0 + · · ·+ zK

m

)
dνθ(z) =

E

( τ ′0−1∑
n=τ1

f

(
Zθn(0) + · · ·+ Zθn(K)

m

) ∣∣∣Zθ0 = 0
)

E
(
τ ′0 |Z

θ
0 = 0

) .

Nous n’avons pas encore choisi les probabilités de transition de la chaîne de
Markov (Zθn)n>0 partant de 0. Un choix commode est le suivant :

∀ z ∈ DK+1 P(Zθn+1 = z |Z
θ
n = 0) = π(z) .

Avec ce choix, vu que π(0) = 0, grâce à la propriété de Markov, nous pouvons
écrire la formule pour la mesure de probabilité invariante νθ de la manière sui-
vante :

∫
DK+1

f
(z0 + · · ·+ zK

m

)
dνθ(z) =

Eπ

( τ0−1∑
n=0

f

(
Zθn(0) + · · ·+ Zθn(K)

m

)
ds

)
1 + Eπ(τ0)

.

Nous pouvons finalement exprimer la mesure de probabilité invariante µθO en
fonction de νθ :∫

Pm`+1

f

(
o(0) + · · ·+ o(K)

m

)
dµθO(o) = (I1)

1 + Eπ(τ0)

E
(
τ∗K |O

θ
0 = oθexit

)
+ Eπ(τ0)

∫
DK+1

f
(z0 + · · ·+ zK

m

)
dνθ(z) .

Il s’agit maintenant d’estimer chacun des termes de droite dans l’identité I1.
L’enjeu principal est d’estimer l’intégrale. Le processus (Zθn)n>0 est une chaîne
de Markov, dépendante de la densité, c’est–à–dire que, quand la taille de la popu-
lation tend vers l’infini, la dynamique de la chaîne de Markov approche celle
d’une trajectoire déterministe. Cette trajectoire déterministe est une solution (à
un changement de temps près, dû à notre choix du modèle de Moran normalisé)
du système d’Eigen (cf. la section 15.5). Asymptotiquement, le modèle d’Eigen
acquiert une forme triangulaire :

x ′k(t) =
∑

06h6k

xh(t)fH(h)MH(h, k) − xk(t)
(
(σ− 1)x0(t) + 1

)
, k > 0 .
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Il s’est avéré assez difficile de travailler avec les processus (Zθn)n>0 définis ci–
dessus, car il faut considérer toutes les coordonnées en même temps. C’est pour
cela que, inspirés de la forme triangulaire du système, nous avons développé
des nouveaux processus inférieur et supérieur, avec une propriété supplémen-
taire : la coordonnée k du processus ne dépend pas de la dynamique des co-
ordonnées supérieures à k. Ceci nous permettra d’estimer l’intégrale ci–dessus
par un argument de récurrence sur les coordonnées. Nous allons tout de même
nous servir plus tard de l’identité I1, pour montrer que, dans le cas σe−a < 1,
la mesure νθ tend vers la masse de Dirac en 0. Dans le reste de la section, nous
construisons les processus inférieur et supérieur raffinés afin de pouvoir mieux
traiter le cas σe−a > 1.

17.2 Le processus inférieur

Nous construisons d’abord le processus inférieur (O`n)n>0. Pour commencer,
décrivons de manière informelle la dynamique du processus inférieur. Lorsque
la master sequence n’est pas présente dans la population, le processus (O`n)n>0

évolue exactement comme le processus original (On)n>0. Dès qu’une master se-
quence apparaît, tous les chromosomes dans les classes K+1, . . . , ` sont envoyés
dans la classe de Hamming `. Tant que la master sequence est présente dans la
population, tout chromosome qui mute vers les classes K + 1, . . . , ` est directe-
ment envoyé dans la classe `. De plus, tout chromosome qui mute d’une classe
de Hamming vers une classe inférieure est aussi envoyé dans la classe `. Pour
rendre rigoureuse cette construction, nous allons d’abord modifier l’application
ΦO définie dans la section 16 et construire une application Φ`O. Nous réalisons
ensuite le couplage grâce à une nouvelle application

ΦO : Pm`+1 × R −→ Pm`+1 .

Soit r = (s, i, j, u1, . . . , u`) ∈ R. Soit o ∈ Pm`+1. Prenons l = SO(o, s) et soit k le
seul indice dans { 0, . . . , ` } tel que

o(0) + · · ·+ o(k− 1) < j 6 o(0) + · · ·+ o(k).

L’applicationΦO est définie par :

ΦO(o, r) =

{
o(k→ `) si MH(l, u1, . . . , u`) < l ,
o
(
k→MH(l, u1, . . . , u`)

)
sinon.
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À partir de cette construction, il est clair que

∀ r ∈ R ∀o ∈ Pm`+1 ΦO(o, r) � ΦO(o, r) .

Soit π` : Pm`+1 → Pm`+1 l’application définie par : pour tout o ∈ Pm`+1 et l ∈
{ 0, . . . , ` },

π`(o)(l) =


o(l) si 0 6 l 6 K ,

0 si K < l < ` ,
m− (o(0) + · · ·+ o(K)) si l = ` .

Cette application vérifie

∀o ∈ Pm`+1 π`(o) � o .

Notons W∗ l’ensemble des distributions d’occupation ayant au moins une mas-
ter sequence, i.e.,

W∗ =
{
o ∈ Pm`+1 : o(0) > 1

}
,

et notons N l’ensemble des distributions d’occupation n’ayant aucune master
sequence, i.e.,

N =
{
o ∈ Pm`+1 : o(0) = 0

}
.

Définissons

o`exit = (0, . . . , 0,m) , o`enter = (1, 0, . . . , 0,m− 1) .

Nous définissons une application inférieure Φ`O en prenant pour o ∈ Pm`+1 et
r ∈ R,

Φ`O(o, r) =


ΦO(o, r) si o ∈ N et ΦO(o, r) 6∈W∗

o`enter si o ∈ N et ΦO(o, r) ∈W∗

π`
(
ΦO(π`(o), r)

)
si o ∈W∗ et ΦO(π`(o), r) 6∈ N

o`exit si o ∈W∗ et ΦO(π`(o), r) ∈ N

Vérifions que l’applicationΦ`O reste en–dessous de l’applicationΦO au sens de
l’ordre de Pm`+1.

Proposition 17.2.1. Pour tout r ∈ R et pour tout o ∈ Pm`+1,

Φ`O(o, r) � ΦO(o, r) .
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Démonstration. Soient r ∈ R et o ∈ Pm`+1. Nous considérons les cas suivants :

• Si o ∈ N etΦO(o, r) 6∈W∗, alors

Φ`O(o, r) = ΦO(o, r) .

• Si o ∈ N etΦO(o, r) ∈W∗, nous avons

Φ`O(o, r) = o`enter et ΦO(o, r)(0) = 1 ,

nous déduisons l’inégalité voulue du fait suivant :

∀o ∈ Pm`+1 avec o(0) = 1, o`enter � o .

• Si o ∈ W∗ et ΦO(π`(o), r) 6∈ N, comme l’application ΦO reste en dessous de
l’applicationΦO,

ΦO(π`(o), r) � ΦO(π`(o), r) .

Comme de plus π`(o) � o, et que φO est monotone, nous concluons que

π`

(
ΦO(π`(o), r)

)
� ΦO(π`(o), r) � ΦO(π`(o), r) � ΦO(o, r) .

• Si o ∈ W∗ et ΦO(π`(o), r) ∈ N, nous avons Φ`O(o) = o
`
exit et nous remarquons

que pour tout o ∈ Pm`+1, o`exit � o .

Nous concluons donc que pour tout o ∈ Pm`+1 et pour tout r ∈ R,

Φ`O(o, r) � ΦO(o, r) .

Nous définissons un processus inférieur (O`t)t>0 à l’aide d’une suite de vecteurs
aléatoires i.i.d. (Rn)n>1 et de l’application Φ`O. Soit o ∈ Pm`+1 le point de départ
du processus. Nous prenons O`0 = o et

∀n > 1 O`n = Φ`O
(
O`n−1, Rn

)
.

Proposition 17.2.2. Supposons que les processus (O`n)n>0, (On)n>0, sont issus d’une
même distribution d’occupation o. Nous avons alors

∀n > 0 O`n � On .

La démonstration est similaire à celle de la proposition 17.1.1.
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17.3 Dynamique du processus inférieur

Nous étudions maintenant la dynamique du processus inférieur (O`n)n>0 dans
W∗. Pour le processus (O`n)n>0, les états de l’ensemble

T` =
{
o ∈ Pm`+1 : o(0) > 1 et o(0) + · · ·+ o(K) + o(`) < m

}
sont transitoires, et les états dans N ∪

(
W∗ \ T`

)
forment une classe de récur-

rence. Nous observons le mécanisme de transition du processus restreinte à
W∗ \ T`. Puisque

W∗ \ T` =
{
o ∈ Pm`+1 : o(0) > 1 et o(0) + · · ·+ o(K) + o(`) = m

}
,

un état dans W∗ \ T` est totalement déterminé par les nombres d’occupation des
classes 0, . . . , K. Le processus (O`n)n>0 entre toujours dans l’ensemble W∗ \ T`

par l’état o`enter. Pour i ∈ { 0, . . . , K }, notons par (ei)06i6K la base canonique de
RK+1 indexée par 0, . . . , K au lieu de 1, . . . , K+1. Les seules transitions possibles
pour les classes de Hamming 0, . . . , K du processus (O`n)n>0 issu d’un point de
W∗ \ T` sont

(o(0), . . . , o(K)) −→ (o(0), . . . , o(K)) − ei
si 1 6 o(i), 0 6 i 6 K ,

(o(0), . . . , o(K)) −→ (o(0), . . . , o(K)) + ei
si o(0) + · · ·+ o(K) 6 m− 1, 0 6 i 6 K ,

(o(0), . . . , o(K)) −→ (o(0), . . . , o(K)) − ei + ej
si 1 6 o(i), 0 6 i, j 6 K, i 6= j .

Le processus (O`n)n>0 sort toujours de l’ensemble W∗ \ T` par l’état o`exit. Si le
processus (O`n)n>0 est issu d’un point de W∗ \ T`, la dynamique du processus
(O`n(0), . . . , O`n(K))n>0 est celle d’une chaîne de Markov, jusqu’au temps de sor-
tie de W∗ \ T`. Soit (Z`n)n>0 une chaîne de Markov à valeurs dans

DK+1 = { z ∈ NK+1 : z0 + · · ·+ zK 6 m } ,

issue du point z` = (1, 0, . . . , 0), ayant pour matrice de transition :
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• Pour 0 6 i 6 K et 0 < z0 + · · ·+ zK < m,

p(z, z+ ei) =

m−

K∑
l=0

zl

m((σ− 1)z0 +m)
×

(
σz0MH(0, i) +

i∑
l=1

zlMH(l, i)

)
.

• Pour 0 6 i 6 K et 1 6 zi ,

p(z, z− ei) =
zi

m((σ− 1)z0 +m)
×(

σz0

(
1 −

K∑
h=0

MH(0, h)
)
+

K∑
l=1

zl

(
1 −

K∑
h=l

MH(l, h)

)
+m−

K∑
l=0

zl

)
.

• Pour 0 6 i, j 6 K, i 6= j et 1 6 zi ,

p(z, z− ei + ej) =
zi

m((σ− 1)z0 +m)
×

(
σz0MH(0, j) +

j∑
l=1

zlMH(l, j)

)
.

Les autres coefficients non diagonaux de la matrice de transition sont nuls. Les
coefficients diagonaux sont choisis de sorte que la matrice soit stochastique, i.e.,
la somme de chaque ligne vaut 1.

Notre but est de répliquer la dynamique du processus (O`n(0), . . . , O`n(K))n>0

dans l’ensemble W∗ \ T`. Dans cette dynamique, les probabilités de transition

p(z, z ′) avec z0 = 0 ,
p(z, z ′) avec z0 = 1 et z ′0 = 0 .

ne jouent aucun rôle. Tant que nous ne modifions pas les autres probabilités de
transition, nous pouvons choisir ces probabilités comme nous voulons. Nous
allons le faire de la manière la plus opportune. Si la coordonnée 0 passe de 1 à 0,
nous obligeons le processus à sauter directement sur (0, . . . , 0). De plus, quand
le processus est en (0, . . . , 0) il saute vers (1, 0, . . . , 0) avec probabilité 1. Ainsi,
nous obtenons une nouvelle matrice de transition p` :

• Pour z, z ′ ∈ DK+1 avec z0 = 1 et z ′0 = 0,

p`
(
z, (0, . . . , 0)

)
= p(z, z− e0) +

K∑
i=1

p(z, z− e0 + ei) ,

p`(z, z ′) = 0 si z ′ 6= (0, . . . , 0) .
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• Pour z, z ′ ∈ DK+1 avec z0 = 0,

p`
(
z, (1, 0, . . . , 0)

)
= 1 ,

p`(z, z ′) = 0 si z ′ 6= (1, 0, . . . , 0) .

et p`(z, z ′) = p(z, z ′) pour les z, z ′ ∈ DK+1 restants.

17.4 Le processus supérieur

Nous construisons maintenant un processus supérieur (OK+1
n )n>0. Pour com-

mencer, décrivons de manière informelle la dynamique du processus supérieur.
Lorsque la master sequence n’est pas présente dans la population, le processus
(OK+1
n )n>0 évolue exactement comme le processus original (On)n>0. Dès qu’une

master sequence apparaît, tous les chromosomes dans les classesK+1, . . . , ` sont
envoyés dans la classe de Hamming K+ 1. Lorsque la master sequence est pré-
sente dans la population, tout chromosome qui mute vers les classes K+1, . . . , `
est directement envoyé dans la classe K+ 1. De plus, pour tout c < b la pro-
babilité de mutation de la classe de Hamming b vers la classe de Hamming c
est fixée égale à MH(c + 1, c). Pour rendre rigoureuse cette construction, nous
allons d’abord modifier les probabilités de mutation (MH(b, c), 0 6 b, c 6 `)

pour définir les probabilités de mutations associées au processus (OK+1
n )n>0.

Nous définissons pour tout b ∈ {0, . . . , K+ 1} et c ∈ {0, . . . , `},

MK+1
H (b, c) =


MH(c+ 1, c) si 0 6 c < b

MH(b, c) si b 6 c 6 K

0 si c ∈ {K+ 2, . . . , ` }

Le coefficientMK+1
H (b, K+ 1) est ajusté pour que la somme de ligne fasse 1, i.e.,

nous posons, pour b ∈ { 0, . . . , K+ 1 }

MK+1
H (b, K+ 1) = 1 −

K∑
h=0

MK+1
H (b, h) =

1 −

b−1∑
h=0

MH(h+ 1, h) −
K∑
h=b

MH(b, h) .

Pour tout b ∈ {K+ 2, . . . , `},

∀ c ∈ {0, . . . , `} MK+1
H (b, c) = MH(b, c) .
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Nous devons vérifier que (MK+1
H (b, c), 0 6 b, c 6 `) est une matrice stochas-

tique, i.e., que toutes les entrées de la matrice sont positives ou nulles et que la
somme de chaque ligne vaut 1. Puisque (MH(b, c), 0 6 b, c 6 `) est déjà une ma-
trice stochastique, ces conditions sont satisfaites pour les lignesMK+1

H (b, · ), b ∈
{K+2, . . . , ` } En ce qui concerne les K+2 premières lignes, il reste à vérifier que
le coefficientMK+1

H (b, K+ 1) est positif ou nul, i.e., que pour b ∈ { 0, . . . , K+ 1 },

b−1∑
h=0

MH(h+ 1, h) +
K∑
h=b

MH(b, h) 6 1 .

Nous étudions le régime asymptotique

`→ +∞ , m→ +∞ , q→ 0 ,

`q→ a ,
m

`
→ α .

Il suffit donc de vérifier l’inégalité précédente pour `,m assez grands et q assez
petit. Nous avons les limites suivantes pour les probabilités de mutation :

∀b, c > 0 lim
`,m→∞

q→0, `q→a

MH(b, c) =

 0 si 0 6 c < b ,
ac−b

(c− b)!
e−a si 0 6 b 6 c .

Il s’ensuit que

lim
`,m→∞

q→0, `q→a

b−1∑
h=0

MH(h+ 1, h) +
K∑
h=b

MH(b, h) =

K∑
h=b

ah−b

(h− b)!
e−a =

K−b∑
k=0

ak

k!
e−a < 1 .

Nous en déduisons que, pour `,m assez grands et q assez petit, la matrice
(MK+1

H (b, c), 0 6 b, c 6 `) est bien une matrice stochastique. Nous construisons
alors des applications

M ′H, M
K+1
H : { 0, . . . , ` }× [0, 1] −→ { 0, . . . , ` }

pour coupler les mécanismes de mutation des processus (On)n>0, (OK+1
n )n>0,

ce qui permettra de les comparer. Soient b ∈ { 0, . . . , ` } et u ∈ [0, 1]. Nous défi-
nissons M ′H(b, u) comme le seul indice c ∈ { 0, . . . , ` } satisfaisant

MH(b, 0) + · · ·+MH(b, c− 1) < u 6 MH(b, 0) + · · ·+MH(b, c) .
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Également, nous définissons MK+1
H (b, u) comme le seul indice c ∈ { 0, . . . , ` }

satisfaisant

MK+1
H (b, 0) + · · ·+MK+1

H (b, c− 1) < u 6 MK+1
H (b, 0) + · · ·+MK+1

H (b, c) .

Lemme 17.4.1. L’application M ′H est plus grande que l’applicationMK+1
H , i.e.,

∀b ∈ { 0, . . . , ` } ∀u ∈ [0, 1] M ′H(b, u) > MK+1
H (b, u) .

Démonstration. La construction de la matrice (MK+1
H (b, c), 0 6 b, c 6 `) entraîne

que, pour tout b, c ∈ { 0, . . . , ` }, nous avons

c∑
h=0

MH(b, h) 6
c∑
h=0

MK+1
H (b, h) .

Cette inégalité entraîne le résultat voulu.

Nous avons en plus le résultat suivant :

Lemme 17.4.2. L’application M ′H est croissante par rapport au premier argument, i.e.,

∀b, c ∈ { 0, . . . , ` } ∀u ∈ [0, 1] b 6 c ⇒ M ′H(b, u) 6 M ′H(c, u) .

Démonstration. Considérons l’application

MH : { 0, . . . , ` }× [0, 1]` → { 0, . . . , ` }

définie dans la section 16 par

∀b ∈ { 0, . . . , ` } ∀u1, . . . , u` ∈ [0, 1]`

MH(b, u1, . . . , u`) = b−

b∑
k=1

1uk<p/κ +
∑̀
k=b+1

1uk>1−p(1−1/κ) .

L’intérêt de cette application réside dans le fait suivant : si U1, . . . , U` sont des
variables aléatoires indépendantes de loi uniforme dans l’intervalle [0, 1], alors
pour tout b ∈ { 0, . . . , ` }, la loi de MH(b,U1, . . . , U`) est celle de la ligne de la
matrice de mutationMH associée à b, i.e.,

∀ c ∈ { 0, . . . , ` } P
(
MH(b,U1, . . . , U`) = c

)
= MH(b, c) .
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De plus, par le lemme 4.4.1, l’application MH est croissante par rapport au pre-
mier argument, i.e., pour tout b, c ∈ { 0, . . . , ` } et u1, . . . , u` ∈ [0, 1],

b 6 c ⇒ MH(b, u1, . . . , u`) 6 MH(c, u1, . . . , u`) .

Soient a, b, h ∈ { 0, . . . , ` } avec a 6 b et soientU1, . . . , U` des variables aléatoires
indépendantes de loi uniforme sur l’intervalle [0, 1]. Alors, par les propriétés de
l’application MH,

MH(a, 0) + · · ·+MH(a, h) = P
(
MH(a,U1, . . . , U`) 6 h

)
>

P
(
MH(b,U1, . . . , U`) 6 h

)
= MH(b, 0) + · · ·+MH(b, h) .

Nous obtenons ainsi le résultat voulu.

Définissons
R ′ = [0, 1]× { 0, . . . , ` }× [0, 1] .

Nous construisons maintenant des applications de couplage

Φ ′O, ΦO : Pm`+1 × R ′ −→ Pm`+1 .

Soit r = (s, j, u) ∈ R ′. Soit o ∈ Pm`+1, prenons l = SO(o, s) et soit k le seul indice
dans {0, . . . , `} satisfaisant

o(0) + · · ·+ o(k− 1) < j 6 o(0) + · · ·+ o(k).

Nous définissons les applicationsΦ ′O etΦO par :

Φ ′O(o, r) = o
(
k→M ′H(l, u)

)
,

ΦO(o, r) = o
(
k→MK+1

H (l, u)
)

.

Le lemme 17.4.1 entraîne que

∀ r ∈ R ′ ∀o ∈ Pm`+1 Φ ′O(o, r) � ΦO(o, r) .

Nous supposons que notre espace de probabilité (Ω,F, P) contient en plus une
suite i.i.d. de vecteurs aléatoires (R ′n)n>1 à valeurs dans R ′, indépendante des
variables aléatoires définies au début de la section 16. Nous construisons le pro-
cessus (On)n>0 à l’aide d’une suite i.i.d. (R ′n)n>1 à valeurs dans R ′. Soit o ∈ Pm`+1
le point de départ du processus, nous posons O0 = o et

∀n > 1 On = Φ ′O(On−1, R
′
n) .

La monotonie du processus (On)n>0 découle du résultat suivant :
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Lemme 17.4.3. L’application de couplage Φ ′O est croissante par rapport à la distribu-
tion d’occupation, i.e.,

∀o, o ′ ∈ Pm`+1 ∀ r ∈ R ′ o � o ′ ⇒ Φ ′O(o, r) � Φ ′O(o
′, r) .

Démonstration. Soit r = (s, j, u) ∈ R ′ et soient o, o ′ ∈ Pm`+1 tels que o � o ′.
Prenons l = SO(o, s), l ′ = SO(o

′, s) et soient k, k ′ les seuls indices dans { 0, . . . , ` }
satisfaisant

o(0) + · · ·+ o(k− 1) < j 6 o(0) + · · ·+ o(k) ,
o ′(0) + · · ·+ o ′(k ′ − 1) < j 6 o ′(0) + · · ·+ o ′(k ′) .

Puisque o � o ′, nous avons k > k ′. posons aussi

b = M ′H(l, u) , b ′ = M ′H(l
′, u) .

Par le lemme 16.2.4, l > l ′, donc, grâce au lemme 17.4.2, b > b ′. Nous compa-
rons finalement

Φ ′O(o, r) = o(k→ b) , Φ ′O(o
′, r) = o ′(k ′ → b ′) .

à l’aide du lemme 17.4.4 ci–dessous.

Lemme 17.4.4. Soient o, o ′ ∈ Pm`+1, k, k ′, b, b ′ ∈ { 0, . . . , ` }. Si o � o ′, k > k ′ et
b > b ′, alors

o(k→ b) � o ′(k ′ → b ′) .

Démonstration. Soit h ∈ { 0, . . . , ` }. Nous avons

o(k→ b)(0) + · · ·+ o(k→ b)(h) = o(0) + · · ·+ o(h) − 1k6h + 1b6h .

Comme o � o ′, nous avons o(0)+· · ·+o(h) 6 o ′(0)+· · ·+o ′(h). De plus b > b ′,
d’où 1b6h 6 1b ′6h. Le problème est dans la fonction 1k6h. Nous considérons les
cas suivants :

• k 6 h. Alors

o(0) + · · ·+ o(h) − 1k6h + 1b6h 6 o ′(0) + · · ·+ o ′(h) − 1 + 1b6h
6 o ′(0) + · · ·+ o ′(h) − 1k ′6h + 1b ′6h .

• k ′ 6 h < k. Nous avons par définition de k, k ′,

o(0) + · · ·+ o(h) < j 6 o ′(0) + · · ·+ o ′(h)
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d’où
o(0) + · · ·+ o(h) 6 o ′(0) + · · ·+ o ′(h) − 1 .

Nous en déduisons que

o(0) + · · ·+ o(h) + 1b6h 6 o ′(0) + · · ·+ o ′(h) − 1k ′6h + 1b ′6h .

• h < k ′. Alors

o(0) + · · ·+ o(h) + 1b6h 6 o ′(0) + · · ·+ o ′(h) + 1b ′6h .

Dans chacun des cas nous avons

o(k→ b)(0) + · · ·+ o(k→ b)(h) 6 o ′(k ′ → b ′)(0) + · · ·+ o ′(k ′ → b ′)(h) .

nous concluons queΦ ′O(o, r) � Φ ′O(o
′, r) comme annoncé.

Nous construisons ensuite le processus supérieur (OK+1
n )n>0. Définissons l’ap-

plication πK+1 : P
m
`+1 → Pm`+1 par : pour tout o ∈ Pm`+1 et l ∈ { 0, . . . , ` }

πK+1(o)(l) =


o(l) si 0 6 l 6 K ,

m− (o(0) + · · ·+ o(K)) si l = K+ 1 ,
0 si K+ 2 6 l 6 ` .

Cette application vérifie

∀o ∈ Pm`+1 o � πK+1(o) .

Notons W∗ l’ensemble des distributions d’occupation ayant au moins une mas-
ter sequence, i.e.,

W∗ =
{
o ∈ Pm`+1 : o(0) > 1

}
,

et notons N l’ensemble des distributions d’occupation n’ayant aucune master
sequence, i.e.,

N =
{
o ∈ Pm`+1 : o(0) = 0

}
.

Posons

oK+1
exit = (0,m, 0, . . . , 0) , oK+1

enter = (1,m− 1, 0, . . . , 0) .
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Nous définissons une application supérieure ΦK+1
O en posant pour o ∈ Pm`+1 et

r ∈ R ′,

ΦK+1
O (o, r) =


Φ ′O(o, r) si o ∈ N etΦ ′O(o, r) 6∈W∗

oK+1
enter si o ∈ N etΦ ′O(o, r) ∈W∗

πK+1
(
ΦO(πK+1(o), r)

)
si o ∈W∗ et ΦO(πK+1(o), r) 6∈ N

oK+1
exit si o ∈W∗ et ΦO(πK+1(o), r) ∈ N

Vérifions que l’applicationΦK+1
O reste au–dessus de l’applicationΦ ′O au sens de

l’ordre de Pm`+1.

Proposition 17.4.5. Pour tout r ∈ R ′ et pour tout o ∈ Pm`+1,

Φ ′O(o, r) � ΦK+1
O (o, r) .

Démonstration. Soient r ∈ R ′ et o ∈ Pm`+1. Nous regardons les cas suivants

• Si o ∈ N etΦ ′O(o, r) 6∈W∗, alors

Φ ′O(o, r) = ΦK+1
O (o, r) .

• Si o ∈ N etΦ ′O(o, r) ∈W∗, nous avons

Φ ′O(o, r)(0) = 1 et ΦK+1
O (o, r) = oK+1

enter .

Nous déduisons l’inégalité voulue du faite suivant :

∀o ∈ Pm`+1 avec o(0) = 1, o � oK+1
enter .

• Si o ∈W∗, et ΦO(πK+1(o), r) 6∈ N, comme l’application ΦO reste au dessus de
l’applicationΦ ′O, nous avons

Φ ′O(πK+1(o), r) � ΦO(πK+1(o), r) .

Comme de plus πK+1(o) � o, et que φO est monotone, nous concluons que

Φ ′O(o, r) � πK+1

(
ΦO(πK+1(o), r)

)
.

• Si o ∈W∗, et ΦO(πK+1(o), r) ∈ N, nous montrons comme dans le point précé-
dent que

Φ ′(o, r) � ΦO(πK+1(o), r) ,
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ce qui entraîne queΦ ′O(o, r) ∈ N. De plus,ΦK+1
O (o, r) = oK+1

exit et nous concluons
en remarquant que pour tout o ∈ N, o � oK+1

exit .

Enfin, pour tout o ∈ Pm`+1 et pour tout r ∈ R ′,

Φ ′O(o, r) � ΦK+1
O (o, r) .

Nous définissons un processus supérieur (OK+1
n )n>0 à l’aide d’une suite i.i.d.

(R ′n)n>1 ∈ R ′ et de l’application ΦK+1
O . Soit o ∈ Pm`+1 le point de départ du

processus. Nous prenons OK+1
0 = o et

∀n > 1 OK+1
n = ΦK+1

O

(
OK+1
n−1, R

′
n

)
.

Proposition 17.4.6. Supposons que les processus (On)n>0 et (OK+1
n )n>0 sont issus

d’une même distribution d’occupation o. Nous avons alors

∀n > 0 On � OK+1
n .

La démonstration est la même que celle de la proposition 17.1.1.

17.5 Dynamique du processus supérieur

Ensuite nous étudions la dynamique du processus supérieur (OK+1
n )n>0 dans

W∗. Pour le processus (OK+1
n )n>0, les états

TK+1 =
{
o ∈ Pm`+1 : o(0) > 1 et o(0) + · · ·+ o(K) + o(K+ 1) < m

}
sont transitoires, et les états dans N ∪

(
W∗ \ TK+1

)
forment une classe de ré-

currence. Nous étudions le mécanisme de transition du processus restreint à
W∗ \ TK+1. Puisque

W∗ \ TK+1 =
{
o ∈ Pm`+1 : o(0) > 1 et o(0) + · · ·+ o(K) + o(K+ 1) = m

}
,

un état dans W∗ \ TK+1 est totalement déterminé par les nombres d’occupa-
tion des classes 0, . . . , K. Le processus (OK+1

n )n>0 entre toujours dans l’ensemble
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W∗ \ TK+1 par l’état oK+1
enter. Les seules transitions possibles pour les classes de

Hamming { 0, . . . , K } du processus (OK+1
t )t>0 issu d’un point de W∗ \ TK+1 sont

(o(0), . . . , o(K)) −→ (o(0), . . . , o(K)) − ei
si 1 6 o(i), 0 6 i 6 K ,

(o(0), . . . , o(K)) −→ (o(0), . . . , o(K)) + ei
si o(0) + · · ·+ o(K) 6 m− 1, 0 6 i 6 K ,

(o(0), . . . , o(K)) −→ (o(0), . . . , o(K)) − ei + ej
si 1 6 o(i), 0 6 i, j 6 K, i 6= j .

Le processus (OK+1
n )n>0 sort toujours de l’ensemble W∗ \ TK+1 par l’état oK+1

exit .
Si le processus (OK+1

n )n>0 est issu d’un point de W∗ \ TK+1, jusqu’au temps de
sortie de W∗ \ TK+1, la dynamique de (OK+1

n (0), . . . , OK+1
n (K))n>0 est celle d’une

chaîne de Markov. Notons par (ZK+1
n )n>0 une chaîne de Markov à valeurs dans

DK+1 = { z ∈ NK+1 : z0 + · · ·+ zK 6 m } ,

issue du point zK+1 = (1,m− 1, 0, . . . , 0), ayant pour matrice de transition :

• Pour 0 6 i 6 K et 0 < z0 + · · ·+ zK < m,

p(z, z+ ei) =

m−

K∑
l=0

zl

m
(
(σ− 1)z0 +m

)
×

(
σz0M

K+1
H (0, i) +

K∑
l=1

zlM
K+1
H (l, i) +

(
m−

K∑
l=0

zl

)
MK+1
H (K+ 1, i)

)
.

• Pour 0 6 i 6 K et 1 6 zi ,

p(z, z− ei) =
zi

m
(
(σ− 1)z0 +m

)×(σz0

(
1 −

K∑
h=0

MK+1
H (0, h)

)

+

K∑
l=1

zl

(
1 −

K∑
h=0

MK+1
H (l, h)

)
+

(
m−

K∑
l=0

zl

)(
1 −

K∑
h=0

MK+1
H (K+ 1, h)

))
.
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• Pour 0 6 i, j 6 K, i 6= j et 1 6 zi ,

p(z, z− ei + ej) =
zi

m
(
(σ− 1)z0 +m

)
×

(
σz0M

K+1
H (0, j) +

K∑
l=1

zlM
K+1
H (l, j) +

(
m−

K∑
l=0

zl

)
MK+1
H (K+ 1, j)

)
.

Les autres coefficients non diagonaux de la matrice de transition sont nuls. Les
coefficients diagonaux sont choisis de sorte que la matrice soit stochastique, i.e.,
la somme de chaque ligne vaut 1.

Notre but est de répliquer la dynamique de (OK+1
n (0), . . . , OK+1

n (K))n>0 dans
l’ensemble W∗ \ TK+1. Dans cette dynamique, les probabilités de transition

p(z, z ′) avec z0 = 0 ,
p(z, z ′) avec z0 = 1 et z ′0 = 0 .

ne jouent aucun rôle. Si nous ne modifions pas les autres probabilités de tran-
sition, nous pouvons choisir ces probabilités à notre guise, sans changer la dy-
namique dans W∗ \ TK+1. Nous allons le faire de la manière suivante, si la co-
ordonnée 0 veut passer de 1 à 0, nous obligeons le processus à sauter automa-
tiquement vers (0, . . . , 0). Puis, quand le processus est en (0, . . . , 0) il saute vers
(1,m − 1, . . . , 0) avec probabilité 1. Ainsi, nous obtenons une nouvelle matrice
de transition pK+1

• Pour z ∈ DK+1 tel que z0 = 1,

pK+1(z, (0, . . . , 0)
)
= p(z, z− e0) +

K∑
i=1

p(z, z− e0 + ei) ,

pK+1(z, z ′) = 0 si z ′ 6= (0, . . . , 0) .

• Pour z ∈ DK+1 tel que z0 = 0,

pK+1(z, (1,m− 1, . . . , 0)
)
= 1 ,

pK+1(z, z ′) = 0 si z ′ 6= (1,m− 1, . . . , 0) ,

et PK+1(z, z ′) = p(z, z ′) pour les z, z ′ ∈ DK+1 restants.
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17.6 Bornes sur la mesure invariante

Notons par µ`O, µO, µK+1
O les mesures de probabilité invariantes des processus

(O`n)n>0, (On)n>0, (OK+1
n )n>0. Soit νK la mesure image de µO par l’application

o ∈ Pm`+1 7−→
1
m

(
o(0) + · · ·+ o(K)

)
∈ [0, 1] .

Pour toute fonction f : [0, 1]→ R,∫
[0,1]

f dνK =

∫
Pm`+1

f

(
o(0) + · · ·+ o(K)

m

)
dµO(o)

= lim
n→∞E

(
f

(
On(0) + · · ·+On(K)

m

))
.

Fixons f : [0, 1] → R une fonction croissante telle que f(0) = 0. Grâce à la
proposition 17.2.2 nous avons l’inégalité suivante :

∀n > 0 f

(
O`n(0) + · · ·+O`n(K)

m

)
6 f

(
On(0) + · · ·+On(K)

m

)
.

Puis, grâce à la proposition 17.4.6,

∀n > 0 f

(
On(0) + · · ·+On(K)

m

)
6 f

(
OK+1
n (0) + · · ·+OK+1

n (K)

m

)
.

Nous prenons les espérances et nous envoyons n vers l’∞, et nous obtenons∫
Pm`+1

f

(
o(0) + · · ·+ o(K)

m

)
dµ`O(o)

6
∫
[0,1]

f dνK 6∫
Pm`+1

f

(
o(0) + · · ·+ o(K)

m

)
dµK+1

O (o) .

Nous cherchons ensuite des estimées sur les intégrales ci-dessus. La stratégie
est la même pour les intégrales inférieure et supérieure. Soit θ un symbole
représentant K + 1 ou ` et étudions la mesure de probabilité invariante µθO.
Pour le processus (Oθn)n>0, les états dans Tθ sont transitoires et les états dans
N ∪

(
W∗ \ Tθ

)
forment une classe de récurrence. Nous appliquons le résultat

de renouvellement de la proposition 10.3.1 au processus (Oθn)n>0 restreint à
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N ∪
(
W∗ \ Tθ

)
, à l’ensemble W∗ \ Tθ, à la distribution d’occupation oθexit et à

la fonction o 7→ f
((
o(0) + · · ·+ o(K)

)
/m
)
. Soient

τ∗ = inf
{
n > 0 : Oθn ∈W∗

}
,

τ = inf
{
n > τ∗ : Oθn = oθexit

}
.

Nous avons alors∫
Pm`+1

f

(
o(0) + · · ·+ o(K)

m

)
dµθO(o) =

E

( τ−1∑
n=0

f

(
Oθn(0) + · · ·+Oθn(K)

m

) ∣∣∣Oθ0 = oθexit

)
E
(
τ |Oθ0 = oθexit

) =

E

( τ∗−1∑
n=0

f

(
Oθn(0) + · · ·+Oθn(K)

m

) ∣∣∣Oθ0 = oθexit

)
E
(
τ |Oθ0 = oθexit

)

+

E

( τ−1∑
n=τ∗

f

(
Oθn(0) + · · ·+Oθn(K)

m

) ∣∣∣Oθ0 = oθexit

)
E
(
τ |Oθ0 = oθexit

) .

Tant que le processus (Oθn)n>0 est dans W∗ \Tθ, la dynamique des coordonnées
(Oθn(0), . . . , Oθn(K))n>0 est la même que celle de la chaîne de Markov (Zθn)n>0

définie à la fin des sections 17.3 et 17.5. Supposons que (Zθn)n>0 est issue de zθ,
où zθ est le point de DK+1 donné par

z` = (1, 0, . . . , 0) zK+1 = (1,m− 1, 0, . . . , 0) .

Soit τ0 le premier temps où la coordonnée 0 s’annule, i.e.

τ0 = inf
{
n > 0 : Zθn(0) = 0

}
.

Comme le processus (Oθn)n>0 entre toujours dans W∗ \ Tθ par le point oθenter, La
loi du temps τ0 est la même que la loi de τ − τ∗ pour le processus (Oθn)n>0 issu
de oθexit. Nous en déduisons que

(
(Oθn(0), . . . , Oθn(K)), τ∗ 6 n 6 τ

)
et
(
Zθn , 0 6

n 6 τ0
)

ont même loi. Il s’en suit que,

E
(
τ− τ∗

∣∣Oθ0 = oθexit

)
= E

(
τ0
∣∣Zθ0 = zθ

)
,
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E

( τ−1∑
n=τ∗

f

(
Oθn(0) + · · ·+Oθn(K)

m

) ∣∣∣Oθ0 = oθexit

)
=

E

( τ0−1∑
n=0

f

(
Zθn(0) + · · ·+ Zθn(K)

m

) ∣∣∣Zθ0 = zθ
)

.

Nous pouvons alors réécrire la formule pour la mesure de probabilité invariante
µθO de la manière suivante :

∫
Pm`+1

f

(
o(0) + · · ·+ o(K)

m

)
dµθO(o) =

E

( τ∗−1∑
n=0

f

(
Oθn(0) + · · ·+Oθn(K)

m

) ∣∣∣Oθ0 = oθexit

)
E
(
τ∗ |Oθ0 = oθexit

)
+ E
(
τ0 |Z

θ
0 = zθ

)

+

E

( τ0−1∑
n=0

f

(
Zθn(0) + · · ·+ Zθn(K)

m

) ∣∣∣Zθ0 = zθ
)

E
(
τ∗ |Oθ0 = oθexit

)
+ E
(
τ0 |Z

θ
0 = zθ

) .

Le processus (Zθn)n>0 entre toujours dans l’ensemble {z ∈ DK+1 : z0 > 1}
par l’état zθ, et il sort toujours de l’ensemble {z ∈ DK+1 : z0 > 1} par l’état
(0, . . . , 0). Afin de réécrire la formule précédente en fonction de la mesure de
probabilité invariante du processus (Zθn)n>0, nous appliquons le résultat de
renouvellement de la proposition 10.3.1 au processus (Zθn)n>0, à l’ensemble
{z ∈ DK+1 : z0 > 1} , au point 0 et à l’application z 7→ f

(
(z0+ · · ·+zK)/m

)
. Posons

τ1 = inf
{
n > 0 : Zθn(0) > 1

}
,

τ ′0 = inf
{
n > τ1 : Z

θ
n = 0

}
,

et soit νθ la mesure de probabilité invariante du processus (Zθn)n>0. Nous avons

∫
DK+1

f
(z0 + · · ·+ zK

m

)
dνθ(z) =

E

( τ ′0−1∑
n=0

f

(
Zθn(0) + · · ·+ Zθn(K)

m

) ∣∣∣Zθ0 = 0
)

E
(
τ ′0 |Z

θ
0 = 0

) .



236 Chapitre 17. Bornes stochastiques

Puisque p(0, zθ) = 1, nous pouvons réécrire, grâce à la propriété de Markov,∫
DK+1

f
(z0 + · · ·+ zK

m

)
dνθ(z) =

E

( τ0−1∑
n=0

f

(
Zθn(0) + · · ·+ Zθn(K)

m

) ∣∣∣Zθ0 = zθ
)

1 + E
(
τ0 |Z

θ
0 = zθ

) .

Nous pouvons finalement exprimer la mesure de probabilité invariante µθO en
fonction de νθ :∫

Pm`+1

f

(
o(0) + · · ·+ o(K)

m

)
dµθO(o) = (I2)

E

( τ∗−1∑
n=0

f

(
Oθn(0) + · · ·+Oθn(K)

m

) ∣∣∣Oθ0 = oθexit

)
E
(
τ∗ |Oθ0 = oθexit

)
+ E
(
τ0 |Z

θ
0 = zθ

)
+

1 + E
(
τ0 |Z

θ
0 = zθ

)
E
(
τ∗ |Oθ0 = oθexit

)
+ E
(
τ0 |Z

θ
0 = zθ

) ∫
DK+1

f
(z0 + · · ·+ zK

m

)
dνθ(z) .

Nous essayerons ensuite d’estimer chacun des termes du membre de droite de
l’identité (I2).



Chapitre 18

Récurrence et estimées

Dans ce chapitre nous estimons la valeur de l’intégrale∫
DK+1

f
(z0 + · · ·+ zK

m

)
dνθ(z) .

Nous supposons tout le long de ce chapitre que σe−a > 1 (le cas σe−a < 1 sera
traité de manière différente). Soit ρ le point de [0, 1]K+1 donné par :

ρk = (σe−a − 1)
ak

k!

∑
i>0

ik

σi
0 6 k 6 K .

Soit f : [0, 1]→ R une fonction continue, croissante et nulle en 0. Nous considé-
rons le régime asymptotique

`→ +∞ , m→ +∞ , q→ 0 ,

`q→ a ,
m

`
→ α .

Notre but est de montrer que dans ce régime nous avons à la limite

lim
`,m→∞,q→0
`q→a, m

`
→α

∫
DK+1

f
(z0 + · · ·+ zK

m

)
dνθ(z) = f(ρ0 + · · ·+ ρK) .

Pour montrer la convergence de la mesure de probabilité invariante νθ, nous
cherchons d’abord des estimations sur la chaîne de Markov (Zθn)n>0. Pour allé-
ger la notation nous enlevons le θ et nous écrivons simplement (Zn)n>0. Défi-
nissons pour 0 6 k 6 K et pour δ > 0,

Uk(δ) =

{
z ∈ DK+1 :

∣∣∣ zi
m

− ρi

∣∣∣ < δ, 0 6 i 6 k

}
.
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Définissons aussi pour 0 6 k 6 K les temps d’arrêt

τ∗k = inf
{
n > 0 : Zn ∈ Uk(δ)

}
,

τk = inf
{
n > 0 : Zn 6∈ Uk(2δ)

}
.

Nous allons montrer le résultat suivant :

Théorème 18.0.1. Soit δ > 0. Pour tout 0 6 k 6 K, il existe des réels strictement
positifs αk, α ′k, βk, β ′k (qui dépendent de δ), tels que pour `,m suffisamment grands et
q suffisamment petit nous avons :

• Pour tout z ∈ DK+1,

P
(
τ∗k > mαk

∣∣Z0 = z
)
6 exp(−α ′km) .

• Pour tout z ∈ Uk(δ),

P
(
τk 6 exp(βkm)

∣∣Z0 = z
)
6 exp(−β ′km) .

Nous allons faire la preuve par récurrence sur k. Décrivons tout d’abord la stra-
tégie de la preuve. Par définition de Uk(δ), nous avons

U0(δ) ⊇ U1(δ) ⊇ · · · ⊇ UK(δ) .

De plus, pour décider si le processus (Zn)n>0 est dans Uk(δ) il suffit de re-
garder les coordonnées Zn(0), . . . , Zn(k). Par construction, la dynamique de la
coordonnée Zn(k) ne dépend pas des coordonnées k + 1, . . . , K. Le cas k = 0 se
réduit à étudier des chaînes de naissance et mort très similaires à celles étudiées
dans [10]. Supposons le résultat démontré au rang k − 1. Nous construisons
des chaînes de naissance et mort pour borner stochastiquement la dynamique
du processus (Zn(k))n>0 dans l’ensemble Uk−1(δ). Ces chaînes de naissance et
mort peuvent être étudiées comme celles du cas k = 0. Pour rendre rigoureuse
cette stratégie nous allons d’abord vérifier que pour tout 0 6 k 6 K, le processus
(Zn(k))n>0 ne dépend pas des coordonnées k + 1, . . . , K. Prenons donc k dans
{0, . . . , K}, z un point de DK+1, et calculons les expressions

P
(
Zn+1(k) = zk + 1 |Zn = z

)
= p(z, z+ ek) +

∑
i:i 6=k

p(z, z+ ek − ei) ,

P
(
Zn+1(k) = zk − 1 |Zn = z

)
= p(z, z− ek) +

∑
i:i 6=k

p(z, z− ek + ei) .
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Pour le processus inférieur (Z`n)n>0 nous avons

p`(z, z+ ek) +
∑
i:i 6=k

p`(z, z+ ek − ei) =

m− zk

m
(
(σ− 1)z0 +m

) ×(σz0MH(0, k) +
k∑
l=1

zlMH(l, k)

)
,

p`(z, z− ek) +
∑
i:i 6=k

p`(z, z− ek + ei) =
zk

m
(
(σ− 1)z0 +m

)
×

(
σz0
(
1 −MH(0, k)

)
+

k∑
l=1

zl
(
1 −MH(l, k)

)
+m−

k∑
l=0

zl

)
.

Ces quantités ne dépendent pas de zk+1, . . . , zK. Pour le processus supérieur
(ZK+1
n )n>0 nous avons

pK+1(z, z+ ek) +
∑
i:i 6=k

pK+1(z, z+ ek − ei) =
m− zk

m
(
(σ− 1)z0 +m

)
×

(
σz0MH(0, k) +

k∑
l=1

zlMH(l, k) +

(
m−

k∑
l=0

zl

)
MH(k+ 1, k)

)
,

pK+1(z, z− ek) +
∑
i:i 6=k

pK+1(z, z− ek + ei) =

zk

m
(
(σ− 1)z0 +m

)(σz0
(
1 −MH(0, k)

)
+

k∑
l=1

zl
(
1 −MH(l, k)

)
+

(
m−

k∑
l=0

zl

)(
1 −MH(k+ 1, k)

))
.

Comme dans le cas du processus inférieur, les deux expressions ne dépendent
pas des coordonnées zk+1, . . . , zK. Définissons pour k ∈ {0, . . . , K},

M`
H(`, k) = 0, MK+1

H (K+ 1, k) = MH(k+ 1, k).

Avec ces nouvelles valeurs nous pouvons écrire les probabilités de transition



240 Chapitre 18. Récurrence et estimées

précédentes pour le processus (Zθn)n>0 de la manière suivante :

pθ(z, z+ ek) +
∑
i:i 6=k

pθ(z, z+ ek − ei) =
m− zk

m
(
(σ− 1)z0 +m

)
×

(
σz0MH(0, k) +

k∑
l=1

zlMH(l, k) +

(
m−

k∑
l=0

zl

)
Mθ
H(θ, k)

)
,

pθ(z, z− ek) +
∑
i:i 6=k

pθ(z, z− ek + ei) =

zk

m
(
(σ− 1)z0 +m

)(σz0
(
1 −MH(0, k)

)
+

k∑
l=1

zl
(
1 −MH(l, k)

)
+

(
m−

k∑
l=0

zl

)(
1 −Mθ

H(θ, k)
))

.

Nous examinons d’abord le cas k = 0. Nous faisons ensuite le pas de récurrence.

18.1 Le cas k = 0

Nous regardons ici le cas k = 0. Le processus (Zn(0))n>0 est une chaîne de nais-
sance et mort à valeurs dans l’espace { 0, . . . ,m } et de probabilités de transition

P
(
Zn+1(0) = 1

∣∣Zn(0) = 0
)
= 1 ,

P
(
Zn+1(0) = i+ 1

∣∣Zn(0) = i) =
m− i

m
(
(σ− 1)i+m

)
×
(
σiMH(0, 0) + (m− i)Mθ

H(θ, 0)
)
, 0 < i < m ,

P
(
Zn+1(0) = i− 1

∣∣Zn(0) = i) =
i

m
(
(σ− 1)i+m

)
×
(
σi
(
1 −MH(0, 0)

)
+ (m− i)

(
1 −Mθ

H(θ, 0)
))
, 0 < i 6 m.

Nous donnons ensuite quelques formules explicites pour les chaînes de nais-
sance et mort. Ces formules sont classiques, elles peuvent être trouvées en ap-
pliquant les formules générales pour les chaînes de Markov à espace d’états fini
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([38]). Soit (Xn)n>0 une chaîne de naissance et mort à valeurs dans l’espace fini
{ 0, . . . ,m } de probabilités de transition

P
(
Xn+1 = i+ 1

∣∣Xn = i
)
= δi , 0 6 i < m ,

P
(
Xn+1 = i− 1

∣∣Xn = i
)
= γi , 0 < i 6 m .

Nous définissons

π(0) = 1 , π(i) =
δ1 · · · δi
γ1 · · ·γi

, 0 < i < m .

Pour tout sous–ensemble E de { 0, . . . ,m }, nous définissons le temps τ(E) d’en-
trée dans E,

τ(E) = inf
{
n > 0 : Xn ∈ E

}
.

Soit a un point dans {1, . . . ,m}. Nous avons la formule suivante pour le temps
d’atteinte de a en partant de 0 :

E
(
τ({a})

∣∣X0 = 0
)
=

a−1∑
i=0

a−1∑
j=i

1
δi

π(i)

π(j)
.

Soit maintenant a un point dans { 0, . . . ,m−1 }. Nous avons la formule suivante
pour le temps d’atteinte de a en partant dem :

E
(
τ({a})

∣∣X0 = m
)
=

m∑
i=a+1

i−1∑
j=a

1
δi

π(i)

π(j)
.

Soient a < i < b trois points dans { 0, . . . ,m }. Nous avons les formules suivantes
pour le point d’entrée dans {a, b} :

P
(
Xτ({a,b}) = a

∣∣X0 = i
)
=

b−1∑
j=i

1
π(j)

b−1∑
j=a

1
π(j)

,

P
(
Xτ({a,b}) = b

∣∣X0 = i
)
=

i−1∑
j=a

1
π(j)

b−1∑
j=a

1
π(j)

.
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Nous allons utiliser ces formules pour étudier les chaînes de naissance et mort
(ZK+1
n (0))n>0 et (Z`n(0))n>0. Le processus (ZK+1

n (0))n>0 est la chaîne de nais-
sance et mort supérieure étudiée dans [10]. Le processus (Z`n(0))n>0 est une
chaîne de naissance et mort encore plus simple que la chaîne de naissance et
mort inférieure considérée dans [10]. En tout cas, l’analyse des chaînes de nais-
sance et mort de [10] reste valable pour le processus (Zn(0))n>0. Nous repro-
duisons les points les plus importants de cette analyse. Pour alléger la notation
nous prenons (Xn)n>0 = (Zθn(0))n>0. Le processus (Xn)n>0 est une chaîne de
naissance et mort à valeurs dans l’espace { 0, . . . ,m } de probabilités de transi-
tion

δ0 = 1 ,

δi =
σi(m− i)MH(0, 0) + (m− i)2Mθ

H(θ, 0)
m(σi+m− i)

, 1 6 i 6 m− 1 ,

γi =
σi2
(
1 −MH(0, 0)

)
+ i(m− i)

(
1 −Mθ

H(θ, 0)
)

m(σi+m− i)
, 1 6 i 6 m .

Nous allons d’abord estimer les produits π(i). Commençons par étudier le rap-
port δi/γi. Nous avons

∀ i ∈ {1, . . . ,m− 1}
δi

γi
= φ

(
MH(0, 0),MH(θ, 0),

i

m

)
,

où φ : ]0, 1]× [0, 1[× ]0, 1[−→ ]0,+∞[ est la fonction donnée par

φ(β, ε, ρ) =
(1 − ρ)

(
σβρ+ (1 − ρ)ε

)
ρ
(
σ(1 − β)ρ+ (1 − ρ)(1 − ε)

) .

Pour étudier les produits π(i) il suffit de savoir si la valeur de φ est plus grande
ou plus petite que 1. L’équation φ(β, ε, ρ) = 1 se met sous la forme

(σ− 1)ρ2 + (1 − σβ+ ε)ρ− ε = 0 .

Cette équation a une racine positive, donnée par

ρ(β, ε) =
1

2(σ− 1)

(
σβ− 1 − ε+

√
(σβ− 1 − ε)2 + 4ε(σ− 1)

)
.

Nous avons donc

φ(β, ε, ρ) > 1 si ρ < ρ(β, ε) ,

φ(β, ε, ρ) < 1 si ρ > ρ(β, ε) .



18.1. Le cas k = 0 243

Cela entraîne que

1 6 i 6 j 6 bρ(β, ε)mc =⇒ π(i) 6 π(j) ,

bρ(β, ε)mc 6 i 6 j 6 m =⇒ π(i) > π(j) .

Nous en déduisons que le produit π(i) est maximal pour i = bρ(β, ε)mc :

max
16i6m

π(i) = π
(
bρ(β, ε)mc

)
.

Nous avons par ailleurs

MH(0, 0) = (1 − q)` ,

MK+1
H (K+ 1, 0) = (1 − q)`−1 q

κ− 1
, M`

H(`, 0) = 0 .

Nous supposons que

`→ +∞ , m→ +∞ , q→ 0 ,

avec de plus
`q→ a ∈ ]0,+∞[ .

Nous avons alors

lim
`→∞,q→0
`q→a

MH(0, 0) = exp(−a) ,

lim
`→∞,q→0
`q→a

MK+1
H (K+ 1, 0) = lim

`→∞,q→0
`q→a

M`
H(`, 0) = 0 .

Le résultat suivant, donne des estimées de grandes déviations pour les produits
π(i).

Proposition 18.1.1. Soit a ∈ ]0,+∞[ . Pour ρ ∈ [0, 1], nous avons

lim
`,m→∞

q→0, `q→a

1
m

lnπ(bρmc) =

∫ρ
0

lnφ(exp(−a), 0, s)ds .

La preuve détaillée se trouve dans [10]. Nous définissons, pour σe−a > 1,

ρ0 = ρ
(

exp(−a), 0
)
=
σe−a − 1
σ− 1

.
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Comme φ(e−a, 0, s) > 1 pour s < ρ0 et φ(e−a, 0, s) < 1 pour s > ρ0, la fonction

ρ 7→
∫ρ

0
lnφ(e−a, 0, s)ds

est croissante sur ]0, ρ0[ , décroissante sur ]ρ0, 1[ , et maximale pour ρ = ρ0. Le
point ρ0 est la limite du point ρ(MH(0, 0),MH(θ, 0)) quand `,m → ∞, q → 0
et `q → a. Nous utilisons les résultats précédents pour obtenir des estimations
pertinentes sur la chaîne de naissance et mort (Xn)n>0. Nous cherchons d’abord
des estimées sur le temps d’entrée dans un voisinage de ρ0. Définissons pour
δ > 0

V0(δ) =
{
x ∈ { 0, . . . ,m } :

∣∣∣ x
m

− ρ0

∣∣∣ < δ} .

Soit τ
(
V0(δ)

)
le temps d’entrée dans V0(δ),

τ
(
V0(δ)

)
= inf

{
n > 0 : Xn ∈ V0(δ)

}
.

Nous allons démontrer le résultat suivant.

Proposition 18.1.2. Soit δ > 0. Il existe des réels strictement positifs α0, α
′
0 (qui

dépendent de δ), tels que pour `,m suffisamment grands et q suffisamment petit,

∀ x ∈ { 0, . . . ,m } P
(
τ(V0(δ)) > m

α0
∣∣X0 = x

)
6 exp(−α ′0m) .

Démonstration. Par monotonie il suffit de faire la preuve pour x = 0 et x = m.
Soient b et c les extrémités de l’intervalle V0(δ),

b = b(ρ0 − δ)mc+ 1 , c = b(ρ0 + δ)mc .

Grâce aux formules données précédemment nous avons

E
(
τ
(
V0(δ)

) ∣∣X0 = 0
)
= E

(
τ({b})

∣∣X0 = 0
)
=

b−1∑
i=0

b−1∑
j=i

1
δi

π(i)

π(j)
.

Pour `,m assez grands et q assez petit, le point ρ̃ = ρ(MH(0, 0),MH(θ, 0)) est
dans V0(δ) et de plus b 6 ρ̃ 6 c. Comme les produits π(i) sont croissants sur
{1, . . . , ρ̃− 1}, nous voyons que

1 6 i 6 j 6 b− 1 =⇒ π(i)

π(j)
6 1 .

De plus, pourm > 1,

∀ i ∈ { 0, . . . ,m− 1 } δi >
MH(0, 0)
m2 .
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Il s’ensuit que,

E
(
τ
(
V0(δ)

) ∣∣X0 = 0
)
6

1
MH(0, 0)

m4 .

Soit α > 4. Par l’inégalité de Markov,

P
(
τ
(
V0(δ)

)
> mα

∣∣X0 = 0
)
6

1
MH(0, 0)

m−(α−4) .

Nous allons maintenant estimer pour k > 1

P
(
τ
(
V0(δ)

)
> kmα

∣∣X0 = 0
)

.

Nous décomposons selon les états possibles au temps (k− 1)mα :

P
(
τ
(
V0(δ)

)
> kmα

∣∣X0 = 0
)
=∑

x<b

P
(
X(k−1)mα = x, τ

(
V0(δ)

)
> (k− 1)mα, τ

(
V0(δ)

)
> kmα

∣∣X0 = 0
)

=
∑
x<b

P
(
X(k−1)mα = x, τ

(
V0(δ)

)
> (k− 1)mα

∣∣X0 = 0
)

× P
(
τ
(
V0(δ)

)
> kmα

∣∣X0 = 0, X(k−1)mα = x, τ
(
V0(δ)

)
> (k− 1)mα

)
.

Or, par la propriété de Markov, et grâce la monotonie du modèle,

P
(
τ
(
V0(δ)

)
> kmα

∣∣X0 = 0, X(k−1)mα = x, τ
(
V0(δ)

)
> (k− 1)mα

)
= P

(
τ
(
V0(δ)

)
> kmα − (k− 1)mα

∣∣X0 = x
)

6 P
(
τ
(
V0(δ)

)
> mα

∣∣X0 = 0
)
6

1
MH(0, 0)

m−(α−4) .

Donc, pour tout k > 1,

P
(
τ
(
V0(δ)

)
> kmα

∣∣X0 = 0
)
6

1
MH(0, 0)

m−(α−4)P
(
τ
(
V0(δ)

)
> (k− 1)mα

∣∣X0 = 0
)

.

Nous itérons ce procédé pour les temps (k − 2)mα, . . . , 2mα,mα et nous obte-
nons

P
(
τ
(
V0(δ)

)
> kmα

∣∣X0 = 0
)
6

(
1

MH(0, 0)
m−(α−4)

)k
= exp

(
− k
(
(α− 4) lnm+ lnMH(0, 0)

))
.
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Choisissons donc α0 > 5 et soitm0 suffisamment grand pour avoir

(α0 − 4) lnm0 + lnMH(0, 0) > 0 .

Nous obtenons le résultat voulu en prenant α ′0 = (α0 − 4) lnm0 + lnMH(0, 0)
et k = m. La preuve pour l’état initial X0 = m est similaire.

Nous cherchons ensuite des estimées sur le temps de sortie d’un voisinage de
ρ0. Soit δ > 0. Soit τ

(
V0(2δ)c

)
le temps de sortie de l’ensemble V0(2δ),

τ
(
V0(2δ)c

)
= inf

{
n > 0 : Xn 6∈ V0(2δ)

}
.

Nous allons démontrer le résultat suivant :

Proposition 18.1.3. Soit δ > 0. Il existe des réels strictement positifs β0, β
′
0 (qui

dépendent de δ), tels que pour `,m suffisamment grands et q suffisamment petit

∀ x ∈ V0(δ) P
(
τ
(
V0(2δ)c

)
< exp(β0m)

∣∣X0 = x
)
6 exp(−β ′0m) .

Démonstration. Soit t > 0 et regardons d’abord la valeur de

P
(
τ
(
V0(2δ)c

)
6 t

∣∣X0 = x
)

.

Soit θ le dernier temps avant τ
(
V0(2δ)c

)
où le processus (Xn)n>0 est dans V0(δ),

i.e.,
θ = max

{
n < τ

(
V0(2δ)c

)
: Xn ∈ V0(δ)

}
.

Soient b et c les extrémités de l’intervalle V0(δ),

b = b(ρ0 − δ)mc+ 1 , c = b(ρ0 + δ)mc .

Également, soient b ′ et c ′ les extrémités de l’intervalle V0(2δ),

b ′ = b(ρ0 − 2δ)mc+ 1 , c ′ = b(ρ0 + 2δ)mc .

Pour `,m assez grands et q assez petit nous avons

P
(
τ
(
V0(2δ)c

)
6 t

∣∣X0 = x
)
=
∑
n<t

P
(
θ = n, τ

(
V0(2δ)c

)
6 t

∣∣X0 = x
)

=
∑
n<t

(
P
(
θ = n,Xn+1 = b− 1, τ

(
V0(2δ)c

)
6 t

∣∣X0 = x
)

+ P
(
θ = n,Xn+1 = c+ 1, τ

(
V0(2δ)c

)
6 t

∣∣X0 = x
))

.
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Considérons le premier terme dans la parenthèse. Par la propriété de Markov,
nous avons

P
(
θ = n,Xn+1 = b− 1, τ

(
V0(2δ)c

)
6 t

∣∣X0 = x
)

= P
(Xn = b, Xn+1 = b− 1, τ

(
V0(2δ)c

)
6 t

Xr 6∈ V0(δ) pour n < r 6 τ
(
V0(2δ)c

) ∣∣∣X0 = x
)

6 P
(Xr 6∈ V0(δ) pour r 6 τ

(
V0(2δ)c

)
τ
(
V0(2δ)c

)
6 t− n− 1

∣∣∣X0 = b− 1
)

6 P
(
Xτ(V0(2δ)c∪{b}) ∈ V0(2δ)c

∣∣X0 = b− 1
)
=

P
(
Xτ({b ′−1,b}) = b

′ − 1
∣∣X0 = b− 1

)
.

Nous utilisons la formule donnée au début de la section pour écrire

P
(
Xτ({b ′−1,b}) = b

′ − 1
∣∣X0 = b− 1

)
=

1
π(b− 1)
b−1∑
i=b ′−1

1
π(i)

.

Donc,

P
(
Xτ({b ′−1,b}) = b

′ − 1
∣∣X0 = b− 1

)
6
π(b ′ − 1)
π(b− 1)

.

Soit ε > 0 et soient `,m assez grands et q assez petit de façon que∣∣∣∣ 1
m

lnπ(b− 1) −
∫ρ0−δ

0
lnφ(e−a, 0, s)ds

∣∣∣∣ < ε

2
,∣∣∣∣ 1

m
lnπ(b ′ − 1) −

∫ρ0−2δ

0
lnφ(e−a, 0, s)ds

∣∣∣∣ < ε

2
.

Nous avons alors

π(b ′ − 1)
π(b− 1)

= exp
(
m
( 1
m

lnπ(b ′ − 1) −
1
m

lnπ(b− 1)
))

6

exp
(
m
(
−

∫ρ0−δ

ρ0−2δ
lnφ(e−a, 0, s)ds+ ε

))
.

La fonction

ρ 7→
∫ρ

0
lnφ(e−a, 0, s)ds
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est croissante sur ]0, ρ0[ . Donc,∫ρ0−δ

ρ0−2δ
lnφ(e−a, 0, s)ds > 0 .

Choisissons ε tel que

ε <

∫ρ0−δ

ρ0−2δ
lnφ(e−a, 0, s)ds .

Alors si nous prenons

β1 =

∫ρ0−δ

ρ0−2δ
lnφ(e−a, 0, s)ds− ε ,

nous avons β1 > 0 et

P
(
θ = n,Xn+1 = b− 1, τ

(
V0(2δ)c

)
6 t

∣∣X0 = x
)
6 exp(−β1m) .

Nous faisons un travail similaire pour le terme

P
(
θ = n,Xn+1 = c+ 1, τ

(
V0(2δ)c

)
6 t

∣∣X0 = x
)

et nous obtenons un β2 > 0 tel que

P
(
θ = n,Xn+1 = c+ 1, τ

(
V0(2δ)c

)
6 t

∣∣X0 = x
)
6 exp(−β2m) .

Il s’ensuit que

P
(
τ
(
V0(2δ)c

)
6 t

∣∣X0 = x
)
6 t

(
exp(−β1m) + exp(−β2m)

)
.

Soit β0 < min(β1, β2). Nous avons donc

P
(
τ
(
V0(2δ)c

)
6 exp(β0m)

∣∣X0 = x
)
6 2 exp

(
− min(β1 − β0, β2 − β0)m

)
.

En choisissant, pourm0 suffisamment grand,

β ′0 = min(β1 − β0, β2 − β0) −
1
m0

ln 2

nous obtenons le résultat voulu.
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18.2 L’étape de récurrence

Soit k ∈ {1, . . . , K}. Dans cette section nous supposons que le résultat du théo-
rème 18.0.1 est vrai au rang k − 1 et nous démontrons que le résultat reste vrai
au rang k. Soient δ, δ ′ > 0. Rappelons que pour k ∈ { 0, . . . , K } le sous–ensemble
Uk(δ) de DK+1 est défini par

Uk(δ) =
{
z ∈ DK+1 :

∣∣∣ zi
m

− ρi

∣∣∣ < δ 0 6 i 6 k
}

.

Posons

τ∗k−1 = inf
{
n > 0 : Zn ∈ Uk−1(δ

′)
}
,

τk−1 = inf
{
n > 0 : Zn 6∈ Uk−1(2δ ′)

}
.

Soient aussi

τ∗k = inf
{
n > 0 : Zn ∈ Uk(δ)

}
,

τk = inf
{
n > 0 : Zn 6∈ Uk(2δ)

}
.

Nous allons montrer qu’il existe αk, α ′k, βk, β
′
k des réels strictement positifs tels

que, pour `,m suffisamment grands et q suffisamment petit,

∀ z ∈ DK+1 P
(
τ∗k > mαk

∣∣Z0 = z
)
6 exp(−α ′km) ,

∀ z ∈ Uk(δ) P
(
τk 6 exp(βkm)

∣∣Z0 = z
)
6 exp(−β ′km) .

Par l’hypothèse de récurrence, il existe αk−1, α
′
k−1, βk−1, β

′
k−1 des réels stricte-

ment positifs tels que, pour `,m suffisamment grands et q suffisamment petit,

∀ z ∈ DK+1 P
(
τ∗k−1 > m

αk−1
∣∣Z0 = z

)
6 exp(−α ′k−1m) ,

∀ z ∈ Uk−1(δ
′) P

(
τk−1 6 exp(βk−1m)

∣∣Z0 = z
)
6 exp(−β ′k−1m) .

Soient z0 un point dans DK+1 et α > αk−1. Nous avons

P
(
τ∗k > mα

∣∣Z0 = z
0) = P

(
τ∗k−1 > m

αk−1 , τ∗k > mα
∣∣Z0 = z

0)
+ P
(
τ∗k−1 < m

αk−1 , τ∗k > mα
∣∣Z0 = z

0) .

Or, par l’hypothèse de récurrence, le premier terme dans la somme est majoré
par la quantité exp(−α ′k−1m). Il reste à étudier le deuxième terme. Par la pro-
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priété de Markov, nous avons

P
(
τ∗k−1 < m

αk−1 , τ∗k > mα
∣∣Z0 = z

0)
=

∑
n<mαk−1

z∈Uk−1(δ ′)

P
(
τ∗k−1 = n,Zn = z, τ∗k > mα

∣∣Z0 = z
0)

=
∑

n<mαk−1

z∈Uk−1(δ ′)

P
(
τ∗k−1 = n,Zn = z

∣∣Z0 = z
0)P(τ∗k > mα − n

∣∣Z0 = z
)

.

Soit m suffisamment grand pour que mα −mαk−1 < exp(βk−1m) . Alors, pour
n < mαk−1 ,

P
(
τ∗k > mα − n

∣∣Z0 = z
)
6 P

(
τ∗k > mα −mαk−1

∣∣Z0 = z
)

= P
(
τk−1 6 exp(βk−1m), τ∗k > mα −mαk−1

∣∣Z0 = z
)

+ P
(
τk−1 > exp(βk−1m), τ∗k > mα −mαk−1

∣∣Z0 = z
)

.

Toujours par l’hypothèse de récurrence, le premier terme dans la somme est
majoré par exp(−β ′k−1m). Pour le deuxième terme nous avons

P
(
τk−1 > exp(βk−1m), τ∗k > mα −mαk−1

∣∣Z0 = z
)

6 P
(
τk−1 > m

α −mαk−1 , τ∗k > mα −mαk−1
∣∣Z0 = z

)
6 P

(
τ∗k > mα −mαk−1

∣∣ τk−1 > m
α −mαk−1 , Z0 = z

)
= P

(
τ∗k > mα −mαk−1

∣∣Z0 = z, Zn ∈ Uk−1(2δ ′), 0 6 n 6 mα −mαk−1
)

.

Puisque

Uk(δ) =
{
z ∈ DK+1 :

∣∣∣ zi
m

− ρi

∣∣∣ < δ 0 6 i 6 k
}
,

afin de montrer le résultat, il nous suffira d’étudier le processus (Zn(k))n>0

lorsque la chaîne de Markov (Zn)n>0 est dans Uk−1(2δ ′). C’est également le
cas pour le temps de sortie d’un voisinage de (ρ0, . . . , ρk). En effet, prenons z0

un point dans Uk(δ) et β < βk−1, nous avons

P
(
τk 6 exp(βm)

∣∣Z0 = z
0) =

P
(
τk−1 6 exp(βk−1m), τk 6 exp(βm)

∣∣Z0 = z
0)

+ P
(
τk−1 > exp(βk−1m), τk 6 exp(βm)

∣∣Z0 = z
0) .



18.3. Bornes stochastiques pour (Zn(k))n>0 251

Or, par l’hypothèse de récurrence, le premier terme dans la somme est borné
par la quantité exp(−β ′k−1m). Pour le deuxième terme, nous avons

P
(
τk−1 > exp(βk−1m), τk 6 exp(βm)

∣∣Z0 = z
0)

6 P
(
τk−1 > exp(βm), τk 6 exp(βm)

∣∣Z0 = z
0)

6 P
(
τk 6 exp(βm)

∣∣Z0 = z
0, τk−1 > exp(βm)

)
= P

(
τk 6 exp(βm)

∣∣Z0 = z
0, Zn ∈ Uk−1(2δ ′) 0 6 n 6 exp(βm)

)
.

Dans ce cas aussi, il suffit d’étudier le processus (Zn(k))n>0 lorsque la chaîne de
Markov (Zn)n>0 est dans Uk−1(2δ ′). Plus précisément, nous devons montrer le
résultat suivant.

Proposition 18.2.1. Soient δ, δ ′ > 0. Il existe αk, α ′k, βk, β ′k des réels strictement
positifs tels que, pour `,m suffisamment grands et q, δ ′ suffisamment petits,

• Pour tout z dans Uk−1(δ
′),

P
(
τ∗k > mαk

∣∣Z0 = z, Zn ∈ Uk−1(δ
′), 0 6 n 6 mαk

)
6 e−α

′
km .

• Pour tout z dans Uk−1(δ
′) ∩Uk(δ),

P
(
τk 6 eβkm

∣∣Z0 = z, Zn ∈ Uk−1(δ
′), 0 6 n 6 eβkm

)
6 e−β

′
km .

18.3 Bornes stochastiques pour (Zn(k))n>0

Si nous conditionnons par rapport au processus
(
Zn(0), . . . , Zn(k− 1)

)
n>0, le

processus
(
Zn(k)

)
n>0 de la k–ième coordonnée peut être vu comme un pro-

cessus de naissance et mort dont les probabilités de transition dépendent du
temps.

Nous allons construire un processus (Xn)n>0 dont la loi conditionnelle sachant
les trajectoires

(
Zn(0)

)
n>0, . . . ,

(
Zn(k− 1)

)
n>0 est la même que celle de la co-

ordonnée
(
Zn(k)

)
t>0, et nous allons réaliser un couplage entre ce processus

(Xn)n>0 et deux chaînes de naissance et mort, une chaîne inférieure (XLn)n>0 et
une chaîne supérieure (XUn )n>0. Le couplage n’est opérationnel que lorsque la
chaîne (Zn)n>0 est dans Uk−1(δ

′). Mais justement, pour obtenir les estimation
voulues, il suffit de regarder la chaîne (Zn)n>0 dans Uk−1(δ

′). Nous définis-
sons d’abord des applications δi, γi : [0, 1]k × { 0, . . . ,m } −→ { 0, . . . ,m }, pour
i ∈ { 0, . . . , K }, par les formules suivantes. Soit x = (x0, . . . , xk−1) ∈ [0, 1]k



252 Chapitre 18. Récurrence et estimées

• Nous posons δm(x) = 0 et pour 0 6 i < m,

δi(x) =
1 − i/m

(σ− 1)x0 + 1

(
σx0MH(0, k) +

k−1∑
l=1

xlMH(l, k)

+
i

m
MH(k, k) +

(
1 −

k−1∑
l=0

xl −
i

m

)
MH(θ, k)

)
.

• Nous posons γ0(x) = 0 et pour 0 < i 6 m,

γi(x) =
i/m

(σ− 1)x0 + 1

(
σx0
(
1 −MH(0, k)

)
+

k−1∑
l=1

xl
(
1 −MH(l, k)

)
+
i

m

(
1 −MH(k, k)

)
+
(

1 −

k−1∑
l=0

xl −
i

m

)(
1 −MH(θ, k)

))
.

Les probabilités de transition pour le processus (Zθn(k))n>0 sont données par :
pour z = (z0, . . . , zK) ∈ DK+1 \ { 0 } et i = zk,

P
(
Zt+1(k) = i+ 1

∣∣Zt = z) = δi

(z0

m
, . . . ,

zk−1

m

)
,

P
(
Zt+1(k) = i− 1

∣∣Zt = z) = γi

(z0

m
, . . . ,

zk−1

m

)
.

Il est difficile de réaliser un couplage en utilisant le processus (Zθn(k))n>0. Afin
de réaliser notre couplage, nous allons construire un processus (Xn)n>0 qui a
même loi que (Zθn(k))n>0, conditionnellement à

(
Zn(0), . . . , Zn(k−1)

)
n>0. Nous

définissons une application

C : [0, 1]k × { 0, . . . ,m }× [0, 1] −→ [0, 1]

en posant pour x ∈ [0, 1]k, i ∈ { 0, . . . ,m } et u ∈ [0, 1],

C(x, i, u) = i− 1u<γi(x) + 1u>1−δi(x) .

L’application C est définie de sorte que si U est une variable aléatoire de loi
uniforme sur l’intervalle [0, 1], alors pour x ∈ [0, 1]k et i ∈ { 0, . . . ,m },

P
(
C(x, i, U) = i+ 1

)
= δi(x), P

(
C(x, i, U) = i− 1

)
= γi(x) .

Lemme 18.3.1. Pourm suffisamment grand l’application C est croissante par rapport
à l’argument i :

∀ x ∈ [0, 1]k ∀ i, j ∈ { 0, . . . ,m } ∀u ∈ [0, 1]
i 6 j =⇒ C(x, i, u) 6 C(x, j, u) .
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Démonstration. Il suffit de montrer le résultat pour j = i+ 1. Nous avons

C(x, i+ 1, u) − C(x, i, u) =

1 −
(
1u<γi+1(x) − 1u<γi(x)

)
+
(
1u>1−δi+1(x) − 1u>1−δi(x)

)
.

Cette quantité est négative si et seulement si

γi(x) < u < γi+1(x) et 1 − δi(x) < u < 1 − δi+1(x) .

Ceci n’est possible que si δi(x) + γi+1(x) > 1. Cependant, si nous posons y ∈
[0, 1] et i = bymc, nous voyons que

lim
m→∞ δi(x) + γi+1(x) =

1
(σ− 1)x0 + 1

(
σx0

(
(1 − y)MH(0, k) + y

(
1 −MH(0, k)

))
+

k−1∑
l=1

xl

(
(1 − y)MH(l, k) + y

(
1 −MH(l, k)

))
+ y
(
(1 − y)MH(k, k) + y

(
1 −MH(k, k)

))
+
(

1 −

k−1∑
l=0

xl − y
)(

(1 − y)MH(θ, k) + y
(
1 −MH(θ, k)

)))
.

Or, si u ∈ ]0, 1[ et v ∈ [0, 1], nous avons

u(1 − v) + (1 − u)v < 1 − v+ v = 1 .

La limite précédente est alors strictement plus petite que 1. Donc, pourm assez
grand,

δi(x) + γi+1(x) 6 1 .

Soit (Un)n>1 une suite de variables aléatoires indépendantes et identiquement
distribuées, de loi uniforme sur l’intervalle [0, 1]. Nous définissons un processus
(Xn)n>0 à valeurs dans { 0, . . . ,m } à l’aide du processus (Zn)n>0 et de la suite
(Un)n>1. Soit z ∈ DK+1 \ {0} le point de départ du processus (Zn)n>0. Nous
posons X0 = zk et

∀n > 1 Xn = C

(
Zn−1(0)
m

, . . . ,
Zn−1(k− 1)

m
,Xn−1, Un

)
.
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Conditionnellement aux trajectoires
(
Zn(0)

)
n>0, . . . ,

(
Zn(k− 1)

)
n>0, les proces-

sus (Xn)n>0 et (Zn(k))k>0 ont même loi.

Nous construisons ensuite une chaîne de naissance et mort inférieure (XLn)n>0

et une chaîne de naissance et mort supérieure (XUn )n>0 pour borner stochasti-
quement le processus (Xn)n>0 lorsque (Zn)n>0 est dans Uk−1(δ

′). Pour δ ′ > 0,
soitWk−1(δ

′) le sous–ensemble de [0, 1]k défini par

Wk−1(δ
′) =

{
x ∈ [0, 1]k : |xi − ρi| < δ

′, 0 6 i < k
}

.

Remarquons que

Wk−1(δ
′) ∩ Zk

m
= Uk−1(δ

′) .

Soit (XLn)n>0 une chaîne de naissance et mort à valeurs dans { 0, . . . ,m } de pro-
babilités de transition

δLi = min{ δi(x) : x ∈Wk−1(δ
′) } , 0 6 i 6 m,

γLi = max{γi(x) : x ∈Wk−1(δ
′) } , 0 6 i 6 m .

Également, soit (XUn )n>0 la chaîne de naissance et mort à valeurs dans l’en-
semble { 0, . . . ,m } avec probabilités de transition

δUi = max{ δi(x) : x ∈Wk−1(δ
′) } 0 6 i 6 m,

γUi = min{γi(x) : x ∈Wk−1(δ
′) } 0 6 i 6 m .

Vérifions que les processus (XLn)n>0 et (XUn )n>0 sont bien définis, i.e.,

∀ i ∈ { 1, . . . ,m− 1 } δLi + γ
L
i 6 1 et δUi + γUi 6 1 .

Soit xi ∈Wk−1(δ
′) un point qui maximise la fonction γi(x). Nous avons

δLi + γ
L
i = δLi + γi(xi) 6 δi(xi) + γi(xi) 6 1 .

De manière analogue, si x ′i ∈ Wk−1(δ
′) est un point qui maximise la fonction

δi(x), nous avons

δUi + γUi = δi(x
′
i) + γ

U
i 6 δi(x

′
i) + γi(x

′
i) 6 1 .

Ainsi les chaînes de naissance et mort (XLn)n>0, (XUn )n>0 sont bien définies.
Nous construisons ensuite un couplage pour pouvoir comparer les processus
(Xn)n>0, (XLn)n>0, (XUn )n>0. Nous définissons des applications

CL, CU : { 0, . . . ,m }× [0, 1] −→ [0, 1]
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pour coupler les mécanismes de transition des processus (XLn)n>0 et (XUn )n>0.
Soient i dans { 0, . . . ,m } et u dans [0, 1]. Nous posons

CL(i, u) = i− 1u<γLi + 1u>1−δLi
,

CU(i, u) = i− 1u<γUi + 1u>1−δUi
.

Les applications CL, CU sont définies de sorte que siU est une variable aléatoire
de loi uniforme sur l’intervalle [0, 1], alors

P
(
CL(i, U) = i+ 1

)
= δLi et P

(
CL(i, U) = i− 1

)
= γLi ,

P
(
CU(i, U) = i+ 1

)
= δUi et P

(
CU(i, U) = i− 1

)
= γUi .

Par construction des probabilités de transition δLi , γ
L
i , δ

U
i , γ

U
i , nous voyons que

l’application CL est en–dessous de l’application C et que l’application CU est
au–dessus de l’application C au sens suivant :

∀ x ∈Wk−1(δ
′) ∀ i ∈ { 0, . . . ,m } ∀u ∈ [0, 1]

CL(i, u) 6 C(x, i, u) 6 CU(i, u) .

Nous définissons les processus (XLn)n>0, (XUn )n>0 à l’aide de la suite de variables
aléatoires (Un)n>1 comme suit. Soit a ∈ { 0, . . . ,m } le point de départ des pro-
cessus. Nous prenons XL0 = XU0 = a et

∀n > 1 XLn = C(XLn−1, Un) , XUn = C(XUn−1, Un) .

Soit τ le temps de sortie de l’ensemble Uk−1(δ
′) :

τ = inf{n > 0 : Zn 6∈ Uk−1(δ
′) } .

Proposition 18.3.2. Pour tout z ∈ Uk−1(δ
′), si Z0 = z et XL0 = X0 = X

U
0 = zk, alors

∀n ∈ [0, τ], XLn 6 Xn 6 XUn .

Démonstration. Nous allons montrer l’inégalité par récurrence sur n ∈ N. Pour
n = 0 nous avons bien X0 = XL0 = XU0 = zk. Supposons que l’inégalité est vraie
au temps n < τ, c’est à dire que XLn 6 Xn 6 XUn et que Zn(0)/m, . . . , Zn(k −

1)/m sont tous dansWk−1(δ
′). Nous avons

XLn+1 = CL(XLn, Un+1
)
,

Xn+1 = C

(
Zn(0)
m

, . . . ,
Zn(k− 1)

m
,Xn, Un+1

)
,

XUn+1 = CU
(
XUn , Un+1

)
.
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Par le lemme 18.3.1 et l’hypothèse de récurrence , nous obtenons

C

(
Zn(0)
m

, . . . ,
Zn(k− 1)

m
,XLn, Un+1

)
6 C

(
Zn(0)
m

, . . . ,
Zn(k− 1)

m
,Xn, Un+1

)
6

C

(
Zn(0)
m

, . . . ,
Zn(k− 1)

m
,XUn , Un+1

)
.

L’application CL est en–dessous de l’application C et l’application CU est au–
dessus de l’application C, donc,

CL(XLn, Un+1
)
6 C

(
Zn(0)
m

, . . . ,
Zn(k− 1)

m
,XLn, Un+1

)
,

CU
(
XUn , Un+1

)
> C

(
Zn(0)
m

, . . . ,
Zn(k− 1)

m
,XUn , Un+1

)
.

Nous combinons les inégalités précédentes et nous obtenons ainsi l’inégalité au
temps n+ 1 :

XLn+1 6 Xn+1 6 XUn+1 .

Soit δ > 0 et définissons

Vk(δ) =
{
i ∈ { 0, . . . ,m } :

∣∣∣ i
m

− ρk

∣∣∣ < δ} .

Soient aussi

τL(Vk(δ)) = inf
{
n > 0 : XLn ∈ Vk(δ)

}
,

τL(Vk(2δ)c) = inf
{
n > 0 : XLn 6∈ Vk(2δ)

}
,

τU(Vk(δ)) = inf
{
n > 0 : XUn ∈ Vk(δ)

}
,

τU(Vk(2δ)c) = inf
{
n > 0 : XUn 6∈ Vk(2δ)

}
.

Soit δ > 0. Nous allons utiliser le résultat suivant pour finir la démonstration
du théorème 18.0.1.

Proposition 18.3.3. Soit δ > 0. Il existe αk, α ′k, βk, β ′k des réels strictement positifs
(dépendant de δ), tels que pour `,m suffisamment grands et q, δ ′ suffisamment petits



18.4. Chaînes de naissance et mort 257

• Pour tout i ∈ { 0, . . . ,m },

P
(
τL(Vk(δ)) > m

αk
∣∣XL0 = i

)
6 exp(−α ′km) ,

P
(
τU(Vk(δ)) > m

αk
∣∣XU0 = i

)
6 exp(−α ′km) .

• Pour tout i ∈ Vk(δ),

P
(
τL(Vk(2δ)c) 6 exp(βkm)

∣∣XL0 = i
)
6 exp(−β ′km) ,

P
(
τU(Vk(2δ)c) 6 exp(βkm)

∣∣XU0 = i
)
6 exp(−β ′km) .

La preuve est la même pour les deux processus, par commodité nous allons
travailler avec le processus (XLn)n>0.

18.4 Chaînes de naissance et mort

Nous étudions ici la dynamique du processus (XLn)n>0. Pour alléger l’écriture
nous enlevons le L des notations dans toute cette section. Cherchons d’abord
les points x deWk−1(δ

′) qui réalisent les valeurs δLi et γLi . Comme

∀ l ∈ { 1, . . . , k− 1 } MH(l, k) >MH(θ, k) ,

nous voyons que δi(x0, . . . , xk−1) est croissante en les variables x1, . . . , xk−1, et
γi(x0, . . . , xk−1) est décroissante en x1, . . . , xk−1. Il s’ensuit que pour tout i ∈
{ 0, . . . ,m },

δi = min
x0:|x0−ρ0|6δ ′

δi(x0, ρ1 − δ
′, . . . , ρk−1 − δ

′) ,

γi = max
x0:|x0−ρ0|6δ ′

γi(x0, ρ1 − δ
′, . . . , ρk−1 − δ

′) .

Pour étudier le comportement par rapport à x0, nous dérivons :

∂δi(x0, . . . , xk−1)

∂x0
=

1 − i/m(
(σ− 1)x0 + 1

)2

(
σ
(
MH(0, k) −MH(θ, k)

)
− (σ− 1)

k−1∑
l=1

xl

(
MH(l, k) −MH(θ, k)

)
− (σ− 1)

i

m

(
MH(k, k) −MH(θ, k)

))
,
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∂γi(x0, . . . , xk−1)

∂x0
=

i/m(
(σ− 1)x0 + 1

)2

(
− σ
(
MH(0, k) −MH(θ, k)

)
+

(σ− 1)
k−1∑
l=1

xl

(
MH(l, k) −MH(θ, k)

)
+ (σ− 1)

i

m

(
MH(k, k) −MH(θ, k)

))
.

Nous voyons que le signe des dérivés partielles de δi(x) et γi(x) par rapport à
x0 ne dépend pas de x0. Les variables x1, . . . , xk−1 étant fixées, les fonctions δi(x)
et γi(x) sont monotones vis à vis de x0. De plus, les dérivées partielles de δi(x)
et γi(x) par rapport à x0 ont des signes opposés et

∂δi(x0, . . . , xk−1)

∂x0
= 0 ⇐⇒ ∂γi(x0, . . . , xk−1)

∂x0
= 0

⇐⇒ σ
(
MH(0, k) −MH(θ, k)

)
− (σ− 1)

k−1∑
l=1

xl

(
MH(l, k) −MH(θ, k)

)
− (σ− 1)

i

m

(
MH(k, k) −MH(θ, k)

)
= 0 .

Nous supposons que

`→ +∞ , m→ +∞ , q→ 0 ,

de sorte que
`q→ a ∈ ]0,+∞[ .

Nous avons alors

lim
`→∞,q→0
`q→a

MH(l, k) =


ak−l

(k− l)!
e−a si l 6 k ,

0 si l = θ .

Pour ` assez grand et q assez petit, le coefficient MH(l, k) −MH(θ, k) est stric-
tement positif. Comme l’équation ci–dessus est linéaire en i, nous obtenons
la conclusion suivante. Il existe une valeur i∗ ∈ { 0, . . . ,m }, qui dépend de
m,ρ1, . . . , ρk−1, δ

′, telle que :

• Si 0 6 i 6 i∗, la fonction δi(x0, ρ1 − δ
′, . . . , ρk−1 − δ

′) est décroissante en x0, la
fonction γi(x0, ρ1 − δ

′, . . . , ρk−1 − δ
′) est croissante en x0, et

δi = δi(ρ0 + δ
′, ρ1 − δ

′, . . . , ρk−1 − δ
′) ,

γi = γi(ρ0 + δ
′, ρ1 − δ

′, . . . , ρk−1 − δ
′) .
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• Si i∗ < i 6 m, la fonction δi(x0, ρ1 − δ
′, . . . , ρk−1 − δ

′) est croissante en x0, la
fonction γi(x0, ρ1 − δ

′, . . . , ρk−1 − δ
′) est décroissante en x0, et

δi = δi(ρ0 − δ
′, ρ1 − δ

′, . . . , ρk−1 − δ
′) ,

γi = γi(ρ0 − δ
′, ρ1 − δ

′, . . . , ρk−1 − δ
′) .

Nous étudions maintenant les produits π(i) définis par

π(0) = 1 , π(i) =
δ1 · · · δi
γ1 · · ·γi

, 1 < i < m .

Afin d’estimer les produits π(i), nous commençons par étudier pour x dans
Wk−1(δ

′) le rapport δi(x)/γi(x). Pour 0 < i < m, nous avons

δi(x)

γi(x)
= φ

(
MH(0, k), . . . ,MH(k, k),MH(θ, 0), x0, . . . , xk−1,

i

m

)
,

où φ : ]0, 1]k+1 × [0, 1[× ]0, 1[k× ]0, 1[−→ ]0,+∞[ est la fonction donnée par :

∀β ∈ ]0, 1]k+1 ∀ ε ∈ [0, 1[ ∀ x ∈ ]0, 1[k ∀ ρ ∈ ]0, 1[

φ(β, ε, x, ρ) =

(1 − ρ)

(
σx0β0 +

k−1∑
l=1

xlβl + ρβk +
(

1 −

k−1∑
l=0

xl − ρ
)
ε

)

ρ

(
σx0(1 − β0) +

k−1∑
l=1

xl(1 − βl) + ρ(1 − βk) +
(

1 −

k−1∑
l=0

xl − ρ
)
(1 − ε)

) .

Pour étudier les produits π(i) nous souhaitons savoir quand la valeur de φ est
plus grande ou plus petite que 1. L’équation φ(β, ε, x, ρ) = 1 est une équation
linéaire en ρ qui a pour solution

ρ(β, ε, x) =

σx0β0 +

k−1∑
l=1

xlβl +
(

1 −

k−1∑
l=0

xl

)
ε

(σ− 1)x0 + 1 − βk + ε
.

Nous avons donc

φ(β, ε, x, ρ) > 1 si ρ < ρ(β, ε, x) ,

φ(β, ε, x, ρ) < 1 si ρ > ρ(β, ε, x) .
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De plus, la fonction φ(β, ε, x, ρ) est continue et croissante en les variables β, ε.
Soit ψ : ]0, 1]k+1 × [0, 1[× ]0, 1[−→ ]0,+∞[ la fonction donnée par :

∀β ∈ ]0, 1]k+1 ∀ ε ∈ [0, 1[ ∀ ρ ∈ ]0, 1[

ψ(β, ε, ρ) =

 φ
(
β, ε, ρ0 + δ

′, ρ1 − δ
′, . . . , ρk−1 − δ

′, ρ
)

si ρ 6 i∗/m ,

φ
(
β, ε, ρ0 − δ

′, ρ1 − δ
′, . . . , ρk−1 − δ

′, ρ
)

si ρ > i∗/m .

Le résultat suivant donne des estimées de grandes déviations pour les produits
π(i).

Proposition 18.4.1. Soit a ∈ ]0,+∞[ . Pour ρ ∈ [0, 1], nous avons

lim
`,m→∞

q→0, `q→a

1
m

lnπ(bρmc) =

∫ρ
0

lnψ
(
e−a

ak

k!
, . . . , e−a, 0, s

)
ds .

Démonstration. Soit ρ ∈ [0, 1]. Pourm > 1, nous avons

1
m

lnπ(bρmc) =
1
m

bρmc∑
i=1

lnψ
(
MH(0, k), . . . ,MH(k, k),MH(θ, k),

i

m

)
.

Soit ε > 0 tel que

ε < min
06l6k

e−a
al

l!
.

Pour `,m suffisamment grands et q suffisamment petit, nous avons∣∣∣MH(l, k) − e
−a ak−l

(k− l)!

∣∣∣ < ε 0 6 l 6 k ,

0 < MH(θ, k) < ε .

De plus, comme l’application φ est monotone vis–à–vis des deux premières va-
riables,

1
m

bρmc∑
i=1

lnψ
(
e−a

ak

k!
− ε, . . . , e−a − ε, 0,

i

m

)
6

1
m

lnπ(bρmc) 6

1
m

bρmc∑
i=1

lnψ
(
e−a

ak

k!
+ ε, . . . , e−a + ε, ε,

i

m

)
.
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Nous reconnaissons des sommes de Riemann. En faisant tendre `,m vers l’∞ et
q vers 0, nous obtenons

lim inf
`,m→∞

q→0, `q→a

1
m

lnπ(bρmc) >
∫ρ

0
lnψ

(
e−a

ak

k!
− ε, . . . , e−a − ε, 0, s

)
ds ,

lim sup
`,m→∞

q→0, `q→a

1
m

lnπ(bρmc) 6
∫ρ

0
lnψ

(
e−a

ak

k!
+ ε, . . . , e−a + ε, ε, s

)
ds .

Nous envoyons ε vers 0 et nous obtenons le résultat cherché.

Définissons

ρ− = min
{
ρ(e−a

ak

k!
, . . . , e−a, 0, ρ0 + δ

′, ρ1 − δ
′, . . . , ρk−1 − δ

′),

ρ(e−a
ak

k!
, . . . , e−a, 0, ρ0 − δ

′, ρ1 − δ
′, . . . , ρk−1 − δ

′)
}
,

ρ+ = max
{
ρ(e−a

ak

k!
, . . . , e−a, 0, ρ0 + δ

′, ρ1 − δ
′, . . . , ρk−1 − δ

′),

ρ(e−a
ak

k!
, . . . , e−a, 0, ρ0 − δ

′, ρ1 − δ
′, . . . , ρk−1 − δ

′)
}

.

Nous avons alors

ψ
(
e−a

ak

k!
, . . . , e−a, 0, s

)
> 1 pour s < ρ− ,

ψ
(
e−a

ak

k!
, . . . , e−a, 0, s

)
< 1 pour s > ρ+ ,

et la fonction

ρ 7→
∫ρ

0
lnψ

(
e−a

ak

k!
, . . . , e−a, 0, s

)
ds

est croissante sur ]0, ρ−[ et décroissante sur ]ρ+, 1[ . De plus, lorsque δ ′ tend
vers 0, les points ρ− et ρ+ convergent vers ρk :

lim
δ ′→0

ρ− = lim
δ ′→0

ρ+ = ρk .

Définissons

r− =

min
{
ρ(MH(0, k), . . . ,MH(k, k),MH(θ, k), ρ0 + δ

′, ρ1 − δ
′, . . . , ρk−1 − δ

′),

ρ(MH(0, k), . . . ,MH(k, k),MH(θ, k), ρ0 − δ
′, ρ1 − δ

′, . . . , ρk−1 − δ
′)
}
,
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r+ =

max
{
ρ(MH(0, k), . . . ,MH(k, k),MH(θ, k), ρ0 + δ

′, ρ1 − δ
′, . . . , ρk−1 − δ

′),

ρ(MH(0, k), . . . ,MH(k, k),MH(θ, k), ρ0 − δ
′, ρ1 − δ

′, . . . , ρk−1 − δ
′)
}

.

Nous avons donc

1 6 i 6 j 6 r−m =⇒ π(i) 6 π(j) ,

r+m 6 i 6 j 6 m =⇒ π(i) > π(j) ,

et la situation est plus délicate entre r−m et r+m. Or, quand `,m→∞, q→ 0 et
`q→ a, nous avons

lim
`,m→∞

q→0, `q→a

r− = ρ− , lim
`,m→∞

q→0, `q→a

r+ = ρ+ ,

Nous cherchons ensuite des estimées sur le temps d’entrée dans un voisinage
de ρk. Prenons δ > 0 et définissons

Vk(δ) =
{
x ∈ { 0, . . . ,m } :

∣∣∣ x
m

− ρk

∣∣∣ < δ} .

Soit τ(Vk(δ)) le temps d’entrée dans Vk(δ),

τ(Vk(δ)) = inf
{
n > 0 : Xn ∈ Vk(δ)

}
.

Nous allons démontrer le résultat suivant

Proposition 18.4.2. Soit δ > 0. Ils existe réels strictement positifs αk, α ′k (qui dé-
pendent de δ) tels que pour `,m suffisamment grands et q, δ ′ suffisamment petits,

∀ x ∈ { 0, . . . ,m } P
(
τ(Vk(δ)) > m

αk
∣∣X0 = x

)
6 exp(−α ′km) .

Démonstration. Par monotonie il suffit de faire la preuve pour x = 0 et x = m.
Soient b et c les extrémités de l’intervalle Vk(δ),

b = b(ρk − δ)mc+ 1 , c = b(ρk + δ)mc .

Grâce aux formules de la section 18.1, nous avons

E
(
τ(Vk(δ))

∣∣X0 = 0
)
= E

(
τ({b})

∣∣X0 = 0
)
=

b−1∑
i=0

b−1∑
j=i

1
δi

π(i)

π(j)
.
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Pour `,m suffisamment grands et q, δ ′ suffisamment petits, le point r− est dans
Vk(δ), et aussi b 6 r−. Comme les produits π(i) sont croissants sur l’intervalle
{1, . . . , br−mc}, nous obtenons que si 1 6 i 6 j 6 b− 1, alors

π(i)

π(j)
6 1 .

De plus, pourm > 2,

∀ i ∈ { 0, . . . ,m− 1 } δi >
σ(ρ0 − δ

′)MH(0, k)
m
(
(σ− 1)(ρ0 + δ) + 1)0

) >
c

m
,

pour une constante c strictement positive qui dépend de k, δ ′ mais pas de m. Il
s’ensuit que

E
(
τ(Vk(δ))

∣∣X0 = 0
)
6 cm4 .

Soit α > 4, l’inégalité de Markov entraîne

P
(
τ(Vk(δ)) > m

α
∣∣X0 = 0

)
6 cm−(α−4) .

Nous développons l’expression

P
(
τ(Vk(δ)) > m

α+1
∣∣X0 = 0

)
comme dans la preuve de la proposition 18.1.2 et nous obtenons

P
(
τ(Vk(δ)) > m

α+1
∣∣X0 = 0

)
6

(
cm−(α−4)

)m
= exp

(
−m

(
(α− 4) lnm− ln c

))
.

Choisissons αk > 5 et soitm0 suffisamment grand pour avoir

(αk − 4) lnm0 − ln c > 0 .

Nous choisissons α ′k = (αk − 4) lnm0 − ln c et nous obtenons le résultat voulu.
La preuve pour l’état initial X0 = m est similaire.

Nous cherchons ensuite des estimées sur le temps de sortie d’un voisinage de
ρk. Soit δ > 0. Soit τ(Vk(2δ)c) le temps de sortie de l’ensemble Vk(2δ) :

τ(Vk(2δ)c) = inf
{
n > 0 : Xn 6∈ V

}
.

Nous allons démontrer le résultat suivant :
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Proposition 18.4.3. Soit δ > 0. Il existe réels strictement positifs βk, β ′k (qui dé-
pendent de δ) tels que pour `,m suffisamment grands et q, δ ′ suffisamment petits

∀ x ∈ Vk(δ) P
(
τ(Vk(2δ)c) < exp(βkm)

∣∣X0 = x
)
6 exp(−β ′km) .

Démonstration. Soit t > 0 et regardons d’abord la valeur de

P
(
τ(Vk(2δ)c) 6 t

∣∣X0 = x
)

.

Soit θ le dernier temps avant τ(Vk(2δ)c) où le processus (Xn)n>0 est dans Vk(δ),
i.e.,

θ = max
{
n < τ(Vk(2δ)c) : Xn ∈ Vk(δ)

}
.

Soient b et c les extrémités de l’intervalle Vk(δ),

b = b(ρk − δ)mc+ 1 , c = b(ρk + δ)mc .

Également, soient b ′ et c ′ les extrémités de l’intervalle Vk(2δ),

b ′ = b(ρk − 2δ)mc+ 1 , c ′ = b(ρk + 2δ)mc .

Pour `,m assez grands et q assez petit, nous avons

P
(
τ(Vk(2δ)c) 6 t

∣∣X0 = x
)
=
∑
n<t

P
(
θ = n, τ(Vk(2δ)c) 6 t

∣∣X0 = x
)

=
∑
n<t

(
P
(
θ = n,Xn+1 = b− 1, τ(Vk(2δ)c) 6 t

∣∣X0 = x
)

+ P
(
θ = n,Xn+1 = c+ 1, τ(Vk(2δ)c) 6 t

∣∣X0 = x
))

.

Développons le premier terme dans la parenthèse. Par la propriété de Markov,
nous avons

P
(
θ = n,Xn+1 = b− 1, τ(Vk(2δ)c) 6 t

∣∣X0 = x
)

= P

(
Xn = b, Xn+1 = b− 1, τ(Vk(2δ)c) 6 t,
Xr 6∈ Vk(δ) pour n < r 6 τ(Vk(2δ)c)

∣∣∣∣X0 = x

)
6 P

(
Xr 6∈ Vk(δ) pour r 6 τ(Vk(2δ)c), τ(Vk(2δ)c) 6 t− n− 1

∣∣X0 = b− 1
)

6 P
(
Xτ(Vk(2δ)c∪{b}) ∈ Vk(2δ)c

∣∣X0 = b− 1
)

= P
(
Xτ({b ′−1,b}) = b

′ − 1
∣∣X0 = b− 1

)
.
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Nous utilisons maintenant la formule donnée dans la section 18.1 pour écrire

P
(
Xτ({b ′−1,b}) = b

′ − 1
∣∣X0 = b− 1

)
=

1
π(b− 1)
b−1∑
i=b ′−1

1
π(i)

.

Nous en déduisons que

P
(
Xτ({b ′−1,b}) = b

′ − 1
∣∣X0 = b− 1

)
6
π(b ′ − 1)
π(b− 1)

.

Soit ε > 0 et soient `,m assez grands et q assez petit de sorte que∣∣∣∣ 1
m

lnπ(b− 1) −
∫ρk−δ

0
lnψ

(
e−a

ak

k!
, . . . , e−a, 0, s

)
ds

∣∣∣∣ < ε

2
,∣∣∣∣ 1

m
lnπ(b ′ − 1) −

∫ρk−2δ

0
lnψ

(
e−a

ak

k!
, . . . , e−a, 0, s

)
ds

∣∣∣∣ < ε

2
,

Nous avons donc

π(b ′ − 1)
π(b− 1)

= exp
(
m
( 1
m

lnπ(b ′ − 1) −
1
m

lnπ(b− 1)
))

6

exp
(
m
(
−

∫ρk−δ
ρk−2δ

lnψ
(
e−a

ak

k!
, . . . , e−a, 0, s

)
ds+ ε

))
.

La fonction

ρ 7→
∫ρ

0
lnψ

(
e−a

ak

k!
, . . . , e−a, 0, s

)
ds

est croissante sur ]0, ρ−[ . Or, ρ− converge vers ρk lorsque δ ′ tend vers 0. En
prenant δ ′ assez petit, nous avons ρk − δ < ρ−, donc∫ρk−δ

ρk−2δ
lnψ

(
e−a

ak

k!
, . . . , e−a, 0, s

)
ds > 0 .

Choisissons ε tel que

ε <

∫ρk−δ
ρk−2δ

lnψ
(
e−a

ak

k!
, . . . , e−a, 0, s

)
ds .

Alors si nous prenons

β1 =

∫ρk−δ
ρk−2δ

lnψ
(
e−a

ak

k!
, . . . , e−a, 0, s

)
ds− ε ,
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nous avons β1 > 0 et

P
(
θ = n,Xn+1 = b− 1, τ(Vk(2δ)c) 6 t

∣∣X0 = x
)
6 exp(−β1m) .

Nous faisons un développement similaire pour le terme

P
(
θ = n,Xn+1 = c+ 1, τ(Vk(2δ)c) 6 t

∣∣X0 = x
)

et nous obtenons un β2 > 0 tel que

P
(
θ = n,Xn+1 = c+ 1, τ(Vk(2δ)c) 6 t

∣∣X0 = x
)
6 exp(−β2m) .

Finalement,

P
(
τ(Vk(2δ)c) 6 t

∣∣X0 = x
)
6 t

(
exp(−β1m) + exp(−β2m)

)
.

Soit βk < min(β1, β2). Nous avons donc

P
(
τk(V(2δ)c) 6 exp(βkm)

∣∣X0 = x
)
6 2 exp

(
− min(β1 − βk, β2 − βk)m

)
.

En choisissant, pourm0 suffisamment grand,

β ′k = min(β1 − βk, β2 − βk) −
1
m0

ln 2

nous obtenons le résultat voulu.



Chapitre 19

Convergence

Dans cette section nous montrons, dans le cas σe−a > 1, la convergence de la
mesure de probabilité invariante νθ vers la masse de Dirac en ρ. Soit σe−a > 1.
Soit ρ le point de [0, 1]K+1 donné par :

ρk = (σe−a − 1)
ak

k!

∑
i>1

ik

σi
.

Nous considérons le régime asymptotique

`→ +∞ , m→ +∞ , q→ 0 ,

`q→ a ,
m

`
→ α .

Théorème 19.0.4. Pour toute fonction f : [0, 1] → R continue, croissante et nulle en
0 , nous avons

lim
`,m→∞,q→0
`q→a, m

`
→α

∫
DK+1

f
(z0 + · · ·+ zK

m

)
dνθ(z) = f(ρ0 + · · ·+ ρK) .

Démonstration. Soit δ > 0 et définissons

UK(δ) =
{
z ∈ DK+1 :

∣∣∣zk
m

− ρk

∣∣∣ < δ, 0 6 k 6 K
}

.

Nous définissons deux suites de temps d’arrêt (Tn)n>0 et (T∗n)n>1. Posons T0 = 0
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et soient

T∗1 = inf
{
n > 0 : Zn ∈ UK(δ)

}
, T1 = inf

{
n > T∗1 : Zn 6∈ UK(2δ)

}
,

...
...

T∗i = inf
{
n > Ti−1 : Zn ∈ UK(δ)

}
, Ti = inf

{
n > T∗i : Zn 6∈ UK(2δ)

}
,

...
...

D’après le théorème ergodique pour les chaînes de Markov, nous avons

∫
DK+1

f
(z0 + · · ·+ zK

m

)
dνθ(z) = lim

t→∞
1
t
E

( t−1∑
i=0

f

(
Zi(0) + · · ·+ Zi(K)

m

))
.

Soit t > 0. Nous décomposons cette dernière somme à l’aide des suites de temps
d’arrêt (Ti)i>0 et (T∗i )i>1 :

t∑
n=0

f

(
Zn(0) + · · ·+ Zn(K)

m

)
=

∑
i>1

T∗i∧t−1∑
n=Ti−1∧t

f

(
Zn(0) + · · ·+ Zn(K)

m

)

+
∑
i>1

Ti∧t−1∑
n=T∗i∧t

f

(
Zn(0) + · · ·+ Zn(K)

m

)
,

où le symbole ∧ représente le minimum de deux quantités. La fonction f est
continue, croissante et nulle en 0. Soit ε > 0 et choisissons δ suffisamment petit
pour que

∀ z ∈ UK(δ)
∣∣∣∣f(z0 + · · ·+ zK

m

)
ds − f(ρ0 + · · ·+ ρK)

∣∣∣∣ < ε

2
.

Nous avons alors∣∣∣∣E( t−1∑
n=0

f

(
Zn(0) + · · ·+ Zn(K)

m

))
− tf(ρ0 + · · ·+ ρK)

∣∣∣∣ 6∑
i>1

2f(1)E
(
T∗i ∧ t− Ti−1 ∧ t

)
+
tε

2
.
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Nous étudions ensuite l’expression∑
i>1

(
T∗i ∧ t− Ti−1 ∧ t

)
.

Définissons
N(t) = max

{
i > 0 : Ti 6 t

}
.

nous avons∑
i>1

(
T∗i ∧ t− Ti−1 ∧ t

)
6

N(t)∑
i=1

(
T∗i − Ti−1

)
+
(
t− TN(t)

)
.

Nous étudions ensuite la variable aléatoireN(t). Soient j ∈ N et z ∈ DK+1. Nous
cherchons des estimées sur la valeur de

P
(
N(j exp(αm)/2) > j

∣∣Z0 = z
)

.

Par définition de N(t), nous avons

N(t) > i ⇐⇒ Ti 6 t .

De plus,
Ti = T1 + (T2 − T1) + · · ·+ (Ti − Ti−1) .

Définissons pour i > 1,

Yi = Ti − Ti−1 ,

Y∗i = Ti − T
∗
i .

Nous définissons aussi pour j > 1,

Sj =

j∑
i=1

Yi .

Nous voyons donc que

P
(
N(j exp(αm)/2) > j

∣∣Z0 = z
)
= P

(
Sj 6 j exp(αm)/2

∣∣Z0 = z
)

.

Par le théorème 18.0.1, il existe des réels strictement positifs α et α ′ tels que,
pour tout i > 1,

P
(
Yi 6 exp(αm)

∣∣Z0 = z
)
6 P

(
Y∗i 6 exp(αm)

∣∣Z0 = z
)

=
∑

z ′∈UK(δ)

P
(
Y∗i 6 exp(αm)

∣∣Z0 = z, ZT∗i = z
′)P(ZT∗i = z ′ ∣∣Z0 = z

)
=

∑
z ′∈UK(δ)

P
(
T∗1 6 exp(αm)

∣∣Z0 = z
′)P(ZT∗i = z ′ ∣∣Z0 = z

)
6 exp(−α ′m) .
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Définissons les variables aléatoires de loi Bernoulli suivantes :

∀ i > 1, εi = 1Y∗i6exp(αm) .

Nous voyons que si Sn 6 n exp(αm)/2, alors il existe au moins n/2 indices
dans { 1, . . . , n } tels que Y∗i < Yi 6 exp(αm). Donc,

Sj 6
j exp(αm)

2
=⇒ ε1 + · · ·+ εj >

j

2
.

Ainsi,

P
(
N
(
j exp(αm)/2

)
> j
∣∣∣Z0 = z

)
=

P
(
Sj 6 j exp(αm)/2

∣∣∣Z0 = z
)

6

P
(
ε1 + · · ·+ εj > j/2

)
.

Par l’inégalité de Chebyshev exponentielle nous avons, pour λ > 0

P
(
ε1 + · · ·+ εj > j/2

)
6 exp

(
− λ/2 + lnE

(
exp(λε1/j) · · · exp(λεj/j)

))
.

Or, comme les variables aléatoires ε1, . . . , εj−1 sont mesurables par rapport à la
filtration générée par

(
Zn, 0 6 n 6 τ∗j

)
,

E
(

exp(λε1/j) · · · exp(λεj/j)
)

= E
(
E
(

exp(λε1/j) · · · exp(λεj/j) |Zn, 0 6 n 6 τ∗j
))

= E
(

exp(λε1/j) · · · exp(λεj−1/j)E
(

exp(λεj/j) |Zn, 0 6 n 6 τ∗j
))

.

Par la propriété de Markov forte, nous avons pour l’espérance conditionnelle

E
(

exp(λεj/j) |Zn, 0 6 n 6 τ∗j
)
= E

(
exp(λε1/j) |Z0 = Zτ∗j

)
.

Or, pour tout z ′ dans UK(δ),

E
(

exp(λε1/j) |Z0 = z
′) 6 exp

(
− α ′m+

λ

j

)
+ 1 − exp(−α ′m) ,

d’où,

E
(

exp(λε1/n) |Z0 = Zτ∗j
)
6 exp

(
− α ′m+

λ

j

)
+ 1 − exp(−α ′m) .
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Nous itérons ce procédé et nous obtenons

E
(

exp(λε1/j) · · · exp(λεj/j)
)
6

(
exp

(
− α ′m+

λ

j

)
+ 1 − exp(−α ′m)

)j
.

Nous faisons le changement de variable λ→ jλ pour obtenir

P
(
ε1 + · · ·+ εj > j/2

)
6 exp

(
− j
(
λ/2 − ln

(
exp(−α ′m+ λ) + 1 − exp(−α ′m)

)))
6

exp
(
− jΛ∗(1/2)

)
,

où Λ∗(t) est la transformée de Cramér de la loi de Bernoulli de paramètre
p = exp(−α ′m) :

Λ∗(t) = sup
λ>0

(
λt− lnE

(
exp(λBer(p))

))
.

La fonction Λ∗(t) se met sous la forme

Λ∗(t) = t ln
t

p
+ (1 − t) ln

1 − t

1 − p
.

Nous voyons donc que dans notre cas,

Λ∗(1/2) =
1
2

ln
exp(α ′m)

2
+

1
2

ln
exp(α ′m)

2(exp(α ′m) − 1)
> c(m) ,

où c(m) est une constante positive qui dépend de m mais pas de j. Il s’ensuit
que, pourm suffisamment grand,

∀ j > 1 P
(
N
(
j exp(αm)/2

)
> j
∣∣∣Z0 = z

)
6 exp

(
− jc(m)

)
,

où pour m suffisamment grand, c(m) est une constante positive qui dépend
de m mais pas de j. Soit t > 0. Nous cherchons une borne supérieure pour
l’espérance

E

(N(t)∑
k=1

(
T∗k − Tk−1

)
+
(
t− TN(t)

))
.
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Puisque la somme dans la parenthèse ne peut pas dépasser la valeur t, nous
avons pour j > 1

E

(N(t)∑
k=1

(
T∗k − Tk−1

)
+
(
t− TN(t)

))
6

E

((N(t)∑
k=1

(
T∗k − Tk−1

)
+
(
t− TN(t)

))
1N(t)<j

)
+ tP

(
N(t) > j

)
.

Soit

jt = min
{
j ∈ N : t 6

j exp(αm)

2

}
.

Grâce à l’étude de la variable aléatoire N(j exp(αm)/2), en prenant j = jt, nous
voyons que le deuxième terme est borné par

jt

2
eαmP

(
N(jte

αm/2) > jt
)
6
jt

2
exp(αm− jtc(m)) ,

qui tend vers 0 quand t tend vers l’∞. Par ailleurs, pour le premier terme, nous
avons grâce au théorème 18.0.1

E

((N(t)∑
k=1

(
T∗k − Tk−1

)
+
(
t− TN(t)

))
1N(t)<jt

)

6 E

( jt+1∑
k=1

(
T∗k − Tk−1

))
=

jt+1∑
k=1

E
(
T∗k − Tk−1

)
6 (jt + 1)mα .

Finalement, nous combinons les inégalités précédentes et nous obtenons, pour
m suffisamment grand, et pour tout t > 0,

1
t
E

(∑
n>1

(
T∗n ∧ t− Tn−1 ∧ t

))
6

2
jt exp(αm)

(
jt + 1

2
exp(αm− jtc(m)) + (jt + 1)mα

)
.

Quand t tend vers l’∞, cette expression tend vers 2mα/ exp(αm), qui tend vers
0 avec m. Donc, pour m assez grand, il existe tm > 0 tel que pour tout t > tm,
nous avons∣∣∣∣∣1tE

( t∑
n=0

f
(Zn(0) + · · ·+ Zn(K)

m

))
− f(ρ0 + · · ·+ ρK)

∣∣∣∣∣ < ε .
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Et donc,

lim
`,m→∞,q→0
`q→a, m

`
→α

∫
DK+1

f
(z0 + · · ·+ zK

m

)
dνθ(z) = f(ρ0 + · · ·+ ρK) .





Chapitre 20

Cas neutre

Reprenons la formule (I2) de la fin de la section 17.6. Rappelons que le temps
de découverte de la master sequence, τ∗, est défini par :

τ∗ = inf
{
n > 0 : Oθn ∈W∗

}
= inf

{
n > 0 : On ∈W∗

}
.

Le temps τ∗ a été étudié en détaille dans [10], qui a obtenu le résultat suivant
(propositions 10.3 et 10.6 dans [10]) :

Théorème 20.0.5. Pour tout o ∈ Pm`+1 \W
∗, nous avons :

lim
`,m→∞

q→0, `q→a

1
`

lnE
(
τ∗ |O0 = o

)
= ln κ .

Dans le cas σe−a > 1, ce théorème et les estimations obtenues dans le chapitre
précédent suffisent pour déduire la convergence :∫

Pm`+1

f

(
o(0) + · · ·+ o(K)

m

)
dµθO(o) −→ ρ0 + · · ·+ ρK .

Pour compléter notre théorème principal, il nous resterait à montrer que dans
le cas σe−a < 1, nous avons la convergence∫

Pm`+1

f

(
o(0) + · · ·+ o(K)

m

)
dµθO(o) −→ 0 .



276 Chapitre 20. Cas neutre

Puisque la fonction f(o(0) + · · · + o(K))/m ne vaut pas 0 sur l’ensemble des
distributions neutres N, des estimations supplémentaires sont nécessaires : il
suffit de montrer que le temps passé par le processus (Oθn)n>0 dans l’ensemble{

o ∈ Pm`+1 : o(0) = 0 et o(1) + · · ·+ o(K) > 1
}
,

est négligeable par rapport au temps passé par le processus (Oθn)n>0 ailleurs
dans la phase neutre. Pour ce faire, nous allons nous servir de l’identité (I1)

obtenue à la fin de la section 17.1.3 :∫
Pm`+1

f

(
o(0) + · · ·+ o(K)

m

)
dµθO(o) = (I1)

1 + Eπ(τ0)

E
(
τ∗K |O

θ
0 = oθexit

)
+ Eπ(τ0)

∫
DK+1

f
(z0 + · · ·+ zK

m

)
dνθ(z) .

Nous rappelons que les temps τ∗K et τ0 ci–dessus sont définis par :

τ∗K = inf
{
n > 0 : Oθn ∈W∗K

}
,

τ0 = inf
{
n > 0 : Zθn = 0

}
,

où cette fois–ci, les chaînes de Markov (Zθn)n>0 sont celles construites par la
première approche, dans la section 17.1.1. Le reste de ce chapitre est dédié à
estimer le temps de découverte τ∗K et le temps de persistance τ0.

20.1 Estimation du temps de découverte

Commençons par estimer E
(
τ∗K
∣∣Oθ0 = oθexit

)
. Soit o une distribution d’occupa-

tion n’ayant aucun chromosome dans les classes 0, . . . , K. Issus de l’état o, les
trois processus (On)n>0, (O`n)n>0, (OK+1

n )n>0 ont la même dynamique jusqu’au
temps τ∗K. Il suffit donc d’estimer l’espérance de τ∗K pour le processus d’occupa-
tion original (On)n>0. Nous allons montrer le résultat suivant :

Proposition 20.1.1. Pour tout o ∈ NK, nous avons

lim
`,m→∞,q→0
`q→a, m

`
→α

1
`

lnE
(
τ∗K
∣∣O0 = o

)
= ln κ .
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Démonstration. Soit τ∗ le temps de découverte de la master sequence, i.e.,

τ∗ = inf
{
n > 0 : On(0) > 1

}
.

Évidemment, τ∗ > τ∗K. Grâce au théorème 20.0.5, nous déduisons la borne su-
périeure pour le temps de découverte τ∗K ; pour tout o ∈ NK,

lim sup
`,m→∞,q→0
`q→a, m

`
→α

1
`

lnE
(
τ∗K
∣∣O0 = o

)
6 ln κ .

Il ne reste qu’à montrer la borne inférieure. Pour ce faire, nous allons suivre la
stratégie employée dans [10] pour estimer le temps de découverte de la master
sequence. Nous allons travailler avec le processus distance (Dn)n>0. Par abus
de notation, nous posons

NK =
{
d ∈ { 0, . . . , ` }m : d(i) > K, 1 6 i 6 m

}
,

W∗K =
{
d ∈ { 0, . . . , ` }m : ∃i ∈ { 1, . . . ,m } tel que d(i) 6 K

}
.

Soit
τ∗K = inf

{
t > 0 : Dt ∈W∗K

}
.

La loi du temps de découverte τ∗K est la même pour le processus distance et
pour le processus d’occupation. Pour b ∈ { 0, . . . , ` }, nous notons par (b)m le
vecteur colonne dont toutes les entrées sont b :

(b)m =

b...
b

 .

Nous ne travaillons que dans le paysage à un pic. Ainsi, par le corollaire 16.2.6,
le processus distance (Dn)n>0 restreint à NK est monotone, et nous avons

∀d ∈ NK E
(
τ∗K
∣∣D0 = d

)
> E

(
τ∗K
∣∣D0 = (K+ 1)m

)
.

Nous supposons que le processus distance est issu du point (K + 1)m et nous
allons estimer l’espérance

E
(
τ∗K
∣∣D0 = (K+ 1)m

)
.

Nous commençons par donner quelques résultats extraits de [10]. Notons par
B la loi binomiale de paramètres ` et 1 − 1/κ.
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Lemme 20.1.2. Pour b 6 `/2, nous avons

1
κ`

(
`

2b

)b
6 B(b) 6

`b

κ`−b
.

Démonstration. Soit b 6 `/2. Alors

B(b) =

(
`

b

)(
1 −

1
κ

)b(1
κ

)`−b
>

(
`

b

)
1
κ`

>
(`− b)b

bb
1
κ`

>

(
`

2b

)b 1
κ`

.

La majoration de B(b) est immédiate.

Lemme 20.1.3. Pour ρ ∈ [0, 1], nous avons

lim
`→∞

1
`

lnB(bρ`c) = −(1 − ρ) ln
(
κ(1 − ρ)

)
− ρ ln

κρ

κ− 1
.

Démonstration. Nous écrivons

lnB(bρ`c) = ln
` · · · (`− bρ`c+ 1)

1 · · · bρ`c
+ (`− bρ`c) ln

1
κ
+ bρ`c ln

(
1 −

1
κ

)
=

bρ`c−1∑
k=0

ln
(

1 −
k

`

)
−

bρ`c∑
k=1

ln
k

`
+ (`− bρ`c) ln

1
κ
+ bρ`c ln

(
1 −

1
κ

)
.

Nous reconnaissons des sommes de Riemann pour les fonctions ln(1−x) et ln x,
donc

lim
`→∞

1
`

lnB(bρ`c) =

∫ρ
0

ln
1 − x

x
dx+ (1 − ρ) ln

1
κ
+ ρ ln

(
1 −

1
κ

)
.

Nous finissons la preuve en faisant l’intégration.

Le lemme suivant est une variation du lemme 10.15 de [10]. La démonstration
est la même et nous l’omettons.

Lemme 20.1.4. Pour b ∈ {K+ 1, . . . , ` }, nous avons

∀n > 0 P
(
τ∗K 6 n |D0 = (b)m

)
6 nm

B(0) + · · ·+B(K)

B(b)
.
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Nous démontrons ensuite la borne inférieure pour le temps d’atteinte τ∗K :

lim inf
`,m→∞,q→0
`q→a, m

`
→α

1
`

lnE
(
τ∗K
∣∣D0 = (K+ 1)m

)
> ln κ .

Soit E l’événement

E =
{
∀n 6 m`3/4 ∀ l 6 ln ` Un,l > p/κ

}
.

Si l’événement E se produit, alors jusqu’au temps m`3/4, aucun événement de
mutation dans le processus (Dn)n>0 ne peut créer un chromosome qui soit dans
une des classes 0, . . . , K. En effet, sur E,

∀b ∈ {K+ 1, . . . , ` } ∀n 6 m`3/4

MH(b,Un,1, . . . , Un,`) > MH(K+ 1, Un,1, . . . , Un,`)

> K+ 1 +
∑̀
l=K+2

1Un,l>1−p(1−1/κ) > K+ 1 .

Donc, sur l’événement E, nous avons τ∗K > m`3/4. La probabilité de E est

P(E) =
(

1 −
p

κ

)m`3/4 ln `
.

Soit ε > 0. Nous supposons que le processus est issu de (K + 1)m et nous esti-
mons la probabilité

P
(
τ∗K > κ

`(1−ε)) > P
(
τ∗K > κ

`(1−ε), E
)

> P
(
∀ t ∈ {m`3/4, . . . , κ`(1−ε) } Dt ∈ NK, E

)
=
∑
d∈NK

P
(
∀ t ∈ {m`3/4, . . . , κ`(1−ε) } Dt ∈ NK, Dm`3/4 = d, E

)
>

∑
d>(ln `)m

P
(
∀ t ∈ {m`3/4, . . . , κ`(1−ε) } Dt ∈ NK |Dm`3/4 = d, E

)
× P(Dm`3/4 = d, E) .

(
Σ1
)

Nous utilisons la propriété de Markov, et nous obtenons

P
(
∀ t ∈ {m`3/4, . . . , κ`(1−ε) } Dt ∈ NK |Dm`3/4 = d, E

)
= P

(
∀ t ∈ { 0, . . . , κ`(1−ε) −m`3/4 } Dt ∈ NK |D0 = d

)
= P

(
τ∗K > κ

`(1−ε) −m`3/4 |D0 = d
)

> P
(
τ∗K > κ

`(1−ε) |D0 = d
)

.
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Dans le cas neutre, le processus distance est monotone (corollaire 16.2.6). Donc,
pour tout d > (ln `)m,

P
(
τ∗K > κ

`(1−ε) |D0 = d
)
> P

(
τ∗K > κ

`(1−ε) |D0 = (ln `)m
)

.

Ainsi l’inégalité (Σ1) devient

P
(
τ∗K > κ

`(1−ε)) >

P
(
τ∗K > κ

`(1−ε) |D0 = (ln `)m
)
P
(
Dm`3/4 > (ln `)m, E

)
.
(
◦
)

Grâce à la monotonie du processus distance, nous avons

P
(
Dm`3/4 > (ln `)m, E |D0 = (K+ 1)m

)
>

P
(
Dm`3/4 > (ln `)m, E |D0 = (1)m

)
.

Nous avons aussi l’estimée suivante (section 10.5 de [10]) :

P
(
Dm`3/4 > (ln `)m, E |D0 = (1)m

)
>

(
5
)

(
1 −m exp

(
−

1
3
(ln `)2

))(
1 −

p

κ

)m`3/4 ln `
.

Nous estimons ensuite

P(τ∗K > κ
`(1−ε) |D0 = (ln `)m) .

Soit ε ′ > 0 et soit `κ = `(1 − 1/κ). Nous avons

P
(
τ∗K > κ

`(1−ε)
∣∣D0 = (ln `)m

)
= P

(
τ∗K > m`

2, Dt ∈ NK pourm`2 6 t 6 κ`(1−ε)
∣∣D0 = (ln `)m

)
=
∑
d∈NK

P
( τ∗K > m`

2, Dm`2 = d

Dt ∈ NK pourm`2 6 t 6 κ`(1−ε)

∣∣∣D0 = (ln `)m
)

>
∑

d>(`κ(1−ε ′))m
P
(
Dt ∈ NK pourm`2 6 t 6 κ`(1−ε)

∣∣ τ∗K > m`2, Dm`2 = d
)

× P
(
τ∗K > m`

2, Dm`2 = d
∣∣D0 = (ln `)m

)
.

(
Σ3
)

Par la propriété de Markov, et grâce à la monotonie du processus (Dt)t>0, nous
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avons pour d > (`κ(1 − ε ′))m,

P
(
Dt ∈ NK pourm`2 6 t 6 κ`(1−ε)

∣∣ τ∗K > m`2, Dm`2 = d
)

= P
(
∀ t ∈ { 0, . . . , κ`(1−ε) −m`2 } Dt ∈ NK

∣∣D0 = d
)

= P
(
τ∗K > κ

`(1−ε) −m`2
∣∣D0 = d

)
> P

(
τ∗K > κ

`(1−ε)
∣∣D0 = d

)
> P

(
τ∗K > κ

`(1−ε)
∣∣D0 = (`κ(1 − ε ′))m

)
.

La formule (Σ3) devient donc

P
(
τ∗K > κ

`(1−ε)
∣∣D0 = (ln `)m

)
> P

(
τ∗K > κ

`(1−ε)
∣∣D0 = (`κ(1 − ε ′))m

)
× P

(
τ∗K > m`

2, Dm`2 > (`κ(1 − ε ′))m
∣∣D0 = (ln `)m

)
.

(
♥
)

Estimation de P(τ∗K > m`
2, Dm`2 > (`κ(1− ε ′))m |D0 = (ln `)m) . Nous écrivons

P
(
τ∗K > m`

2, Dm`2 > (`κ(1 − ε ′))m
∣∣D0 = (ln `)m

)
>

(
\
)

P
(
Dm`2 > (`κ(1 − ε ′))m

∣∣D0 = (ln `)m
)
− P
(
τ∗K 6 m`2

∣∣D0 = (ln `)m
)

.

Pour contrôler le dernier terme, nous utilisons l’inégalité du lemme 20.1.4 avec
n = m`2 et b = ln ` :

P
(
τ∗K 6 m`2 |D0 = (ln `)m

)
6 (m`)2B(0) + · · ·+B(K)

B(ln `)
.

Par le lemme 20.1.2, nous avons

B(0) + · · ·+B(K)

B(ln `)
6

1 − (`κ)K+1

1 − `κ

(2 ln `
`

)ln `
,

d’où

P
(
τ∗ 6 m`2 |D0 = (ln l)m

)
6 (m`)2 1 − (`κ)K+1

1 − `κ

(2 ln `
`

)ln `
.

(
[
)

Pour l’autre terme nous utilisons une estimée de la section 10.5 de [10] : il existe
une constante c(ε ′) > 0 telle que pour ` suffisamment grand, nous avons

P
(
Dm`2 > (`κ(1 − ε ′))m

∣∣D0 = (ln `)m
)

> 1 −m exp
(
−

1
2
c(ε ′)`

)
.
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Cette inégalité et les estimées (\) et ([) entraînent que

P
(
τ∗K > m`

2, Dm`2 > (`κ(1 − ε ′))m
∣∣D0 = (ln `)m

)
>

(
♣
)

1 −m exp
(
−

1
2
c(ε ′)`

)
− (m`)2 1 − (`κ)K+1

1 − `κ

(2 ln `
`

)ln `
.

Estimation de P(τ∗K > κ`(1−ε) |D0 = (`κ(1 − ε ′))m) . Nous utilisons d’abord
l’inégalité du lemme 20.1.4 avec n = κ`(1−ε) et b = `κ(1 − ε ′) :

P
(
τ∗K 6 κ`(1−ε)

∣∣D0 = (`κ(1 − ε ′))m
)
6 κ`(1−ε)m

B(0) + · · ·+B(K)

B(`κ(1 − ε ′))
.

Pour ε ′ assez petit, par les estimées de grandes déviations du lemme 20.1.3,
nous voyons qu’il existe c(ε, ε ′) > 0 tel que, pour ` suffisamment grand,

P
(
τ∗K 6 κ`(1−ε)

∣∣D0 = (`κ(1 − ε ′))m
)
6 exp(−c(ε, ε ′)`) .

(
♠
)

Nous injectons les inégalités (♣) et (♠) dans (♥) et nous obtenons

P
(
τ∗K > κ

`(1−ε)
∣∣D0 = (ln `)m

)
>
(

1 − exp(−c(ε, ε ′)`)
) (

4
)

(
1 −m exp

(
−

1
2
c(ε ′)`

)
− (m`)2 1 − (`κ)K+1

1 − `κ

(2 ln `
`

)ln `
)

.

À l’aide des inégalités (◦), (5), (4), nous concluons que, pour ` suffisamment
grand,

P
(
τ∗K > κ

`(1−ε)
∣∣D0 = (K+ 1)m

)
>(

1 −m exp
(
−

1
3
(ln `)2

))(
1 −

p

κ

)m`3/4 ln `(
1 − exp(−c(ε, ε ′)`)

)
×
(

1 −m exp
(
−

1
2
c(ε ′)`

)
− (m`)2 1 − (`κ)K+1

1 − `κ

(2 ln `
`

)ln `
)

.

De plus, grâce à l’inégalité de Markov,

E
(
τ∗K |D0 = (K+ 1)m

)
> κ`(1−ε) P

(
τ∗K > κ`(1−ε)

∣∣D0 = (K+ 1)m
)

.

Nous en déduisons que

lim inf
`,m→∞,q→0
`q→a, m

`
→α

1
`

lnE
(
τ∗ |D0 = (K+ 1)m

)
> (1 − ε) ln κ .

Nous envoyons ε vers 0 et nous obtenons la borne inférieure voulue.
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20.2 Estimation du temps de persistance

Nous allons maintenant estimer l’espérance Eπ(τ0). Rappelons que le temps τ0

est défini par :
τ0 = inf

{
n > 0 : Zθn = 0

}
,

où (Zθn)n>0 sont les chaînes de naissance et mort construites par notre pre-
mière approche dans la section 17.1.3. Si le processus (Oθn)n>0 est issu de la
distribution d’occupation oθexit, et le processus (Zθn)n>0 a pour distribution ini-
tiale la distribution π, alors le processus

(
(Oθt (0), . . . , Oθt (K)), τ∗K 6 t 6 τK

)
et(

Zθt , 0 6 t 6 τ0
)

ont même loi. En particulier, nous avons

Eπ(τ0) = E
(
τK − τ∗K |O

t
0 = oθexit

)
.

Pour tout sous–ensemble E de Pm`+1, nous définissons le temps τ(E) d’entrée
dans l’ensemble E :

τ(E) = inf
{
t > 0 : Oθt ∈ E

}
.

La chaîne de Markov (Oθn)n>0 entre toujours dans l’ensemble W∗ par un des
états (oθi , 0 6 i 6 K). Grâce à la monotonie du processus (Oθn)n>0, nous avons

E
(
τ(NK) |O

θ
0 = oθK

)
6 E

(
τK − τ∗K |O

θ
0 = oθexit

)
6 E

(
τ(NK) |O

θ
0 = oθ0

)
.

Soit ψ : ]0,+∞[→ [0,+∞] la fonction définie par ψ(a) = 0 si a > lnσ et

∀a < lnσ ψ(a) =
σ(1 − e−a) ln

σ(1 − e−a)

σ− 1
+ ln(σe−a)

(1 − σ(1 − e−a))
.

Proposition 20.2.1. Pour tout i ∈ { 0, . . . , K }, nous avons

lim
`,m→∞,q→0
`q→a, m

`
→α

1
m

lnE
(
τ(NK) |O

θ
0 = oθi

)
= ψ(a) .

Démonstration. Soit o ′ = (1,m−1, 0, . . . , 0). Par la proposition 17.1.1, nous avons
pour tout i ∈ { 0, . . . , K }

E
(
τ(NK) |O

`
0 = o

`
K

)
6 E

(
τ(NK) |O

θ
0 = oθi

)
6 E

(
τ(NK) |O

K+1
0 = o ′

)
.

Nous allons montrer d’abord la borne inférieure :

lim inf
`,m→∞,q→0
`q→a, m

`
→α

1
m

lnE
(
τ(NK) |O

`
0 = o

`
K

)
> ψ(a) .
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En effet nous avons

E
(
τ(NK) |O

`
0 = o

`
K

)
>

E
(
τ(NK) |O

`
0 = o

`
K, O

`
1 = o

`
0

)
P
(
O`1 = o

`
0 |O

`
0 = o

`
K

)
.

D’une part, nous avons grâce à la propriété de Markov et à la monotonie du
processus

E
(
τ(NK) |O

`
0 = o

`
K, O

`
1 = o

`
0

)
> 1 + E

(
τ(NK) |O

`
0 = o

`
0

)
.

Puisque τ(NK) > τ(N), nous avons grâce à l’estimée sur le temps τ(N) (corol-
laire 9.2 de [10]),

lim inf
`,m→∞,q→0
`q→a, m

`
→α

1
m

lnE
(
τ(NK) |O

`
0 = o

`
0

)
>

lim inf
`,m→∞,q→0
`q→a, m

`
→α

1
m

lnE
(
τ(N) |O`0 = o

`
0

)
> ψ(a) .

D’autre part, nous avons

P
(
O`1 = o

`
0 |O

`
0 = o

`
K

)
=

1
m2

(
MH(K, 0) + (m− 1)MH(`, 0)

)
>

1
m2MH(K, 0) =

1
m2

(
1 − p

(
1 −

1
κ

))`−K(p
κ

)K
.

Ceci entraîne que

lim inf
`,m→∞,q→0
`q→a, m

`
→α

1
m

lnP
(
O`1 = o

`
0 |O

`
0 = o

`
K

)
> 0 .

Nous combinons les inégalités précédentes et nous obtenons le résultat voulu :

lim inf
`,m→∞,q→0
`q→a, m

`
→α

1
m

lnE
(
τ(NK) |O

`
0 = o

`
K

)
> ψ(a) .

Nous démontrons ensuite la borne supérieure

lim sup
`,m→∞,q→0
`q→a, m

`
→α

1
m

lnE
(
τ(NK) |O

K+1
0 = o ′

)
6 ψ(a) .
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Pour alléger la notation, nous désignons par Po et Eo les probabilités et espé-
rances pour le processus (OK+1

n )n>0 issu de la distribution d’occupation o. Soit
o ′′ la distribution donnée par o ′′ = (0,m, 0, . . . , 0). Puisque τ(NK) > τ(N), nous
avons

Eo ′
(
τ(NK)

)
= Eo ′

(
τ(N)

)
+ Eo ′

(
τ(NK) − τ(N)

)
.

Or, grâce à la propriété de Markov forte et à la monotonie du processus

Eo ′
(
τ(NK) − τ(N)

)
=
∑
o∈N

Eo
(
τ(NK)

)
Po ′
(
τ(N) = o

)
6
∑
o∈N

Eo ′′
(
τ(NK)

)
Po ′
(
τ(N) = o

)
= Eo ′′

(
τ(NK)

)
.

Nous développons cette espérance :

Eo ′′
(
τ(NK)

)
= Eo ′′

(
τ(W∗ ∪NK)

)
+ Eo ′′

(
τ(NK) − τ(W

∗ ∪NK)
)

.

Or,

Eo ′′
(
τ(NK) − τ(W

∗ ∪NK)
)

=
∑
o∈W∗

Eo
(
τ(NK)

)
Po ′′
(
τ(W∗ ∪NK) = o

)
6
∑
o∈W∗

Eo ′
(
τ(NK)

)
Po ′′
(
τ(W∗ ∪NK) = o

)
= Eo ′

(
τ(NK)

)
Po ′′
(
τ(W∗) < τ(NK)

)
.

Donc,

Eo ′′
(
τ(NK)

)
6 Eo ′′

(
τ(W∗ ∪NK)

)
+ Eo ′

(
τ(NK)

)
Po ′′
(
τ(W∗) < τ(NK)

)
.

Nous en déduisons que

Eo ′
(
τ(NK)

)
6

1
Po ′′
(
τ(NK) < τ(W

∗)
)(Eo ′(τ(N)

)
+ Eo ′′

(
τ(W∗ ∪NK)

))
.

Ensuite nous estimons les trois termes du membre de droite de cette formule.
Pour la première espérance nous utilisons l’estimée pour le temps de persis-
tance de la master sequence (corollaire 9.2 de [10]) et nous obtenons :

lim sup
`,m→∞,q→0
`q→a, m

`
→α

1
m

lnEo ′
(
τ(N)

)
6 ψ(a) .
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Pour borner inférieurement la probabilité du dénominateur, nous utilisons les
estimées du temps de découverte τ∗K. Sur l’événement

E =
{
∀n 6 m`3/4 ∀ l 6 ln ` Un,l > p/κ

}
,

si Dm`3/4 > (ln `)m, nous avons nécessairement τ(NK) < τ(W∗). D’où

Po ′′
(
τ(NK) < τ(W

∗)
)
> P

(
Dm`3/4 > (ln `)m, E |D0 = (1)m

)
>(

1 −m exp
(
−

1
3
(ln `)2

))(
1 −

p

κ

)m`3/4 ln `
.

Il ne reste qu’à estimer l’espérance Eo ′′
(
τ(W∗ ∪ NK)

)
. Estimons d’abord pour

n > 0 la probabilité Po ′′
(
τ(W∗ ∪NK) > n

)
. Nous avons,

Po ′′
(
τ(W∗ ∪NK) > n

)
=∑

o∈W∗K\W∗
Po ′′
(
τ(W∗ ∪NK) > n,O

K+1
n−1 = o, τ(W

∗ ∪NK) > n− 1
)

=
∑

o∈W∗K\W∗
Po ′′
(
τ(W∗ ∪NK) > n |OK+1

n−1 = o, τ(W
∗ ∪NK) > n− 1

)
× Po ′′

(
OK+1
n−1 = o, τ(W

∗ ∪NK) > n− 1
)

.

Grâce à la propriété de Markov et à la monotonie du processus, nous avons
pour tout o ∈W∗K \W∗,

Po ′′
(
τ(W∗ ∪NK) > n |OK+1

n−1 = o, τ(W
∗ ∪NK) > n− 1

)
=

Po
(
τ(W∗ ∪NK) > 1

)
= 1 − Po

(
τ(W∗ ∪NK) = 1

)
6 1 − Po

(
τ(W∗) = 1

)
6 1 − P

(
τ(W∗) = 1 |OK+1

0 = oK+1
K

)
6 1 −

MH(K, 0)
m2 .

D’où

Po ′′
(
τ(W∗ ∪NK) > n

)
6
(

1 −
MH(K, 0)
m2

)
Po ′′
(
τ(W∗ ∪NK) > n− 1

)
.

Nous itérons cette inégalité et nous obtenons

Po ′′
(
τ(W∗ ∪NK) > n

)
6
(

1 −
MH(K, 0)
m2

)n
.
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Enfin,

Eo ′′
(
τ(W∗ ∪NK)

)
=
∑
n>0

Po ′′
(
τ(W∗ ∪NK) > n

)
6
∑
n>0

(
1 −

MH(K, 0)
m2

)n
=

m2

MH(K, 0)
=

m2(
1 − p

(
1 −

1
κ

))`−K(p
κ

)K .

Nous combinons les inégalités précédentes et nous obtenons le résultat voulu.





Chapitre 21

Fin de la démonstration du résultat
principal

Nous utilisons ici les estimations développées dans les trois chapitres précé-
dents, pour finir la démonstration du théorème 15.3.1 :

Soit ψ : ]0,+∞[→ [0,+∞] la fonction définie par ψ(a) = 0 si a > lnσ et

∀a < lnσ ψ(a) =
σ(1 − e−a) ln

σ(1 − e−a)

σ− 1
+ ln(σe−a)

(1 − σ(1 − e−a))
.

Théorème 21.0.2. Nous supposons que

`→ +∞ , m→ +∞ , q→ 0 ,

et que
`q→ a ∈]0,+∞[ ,

m

`
→ α ∈ [0,+∞] .

Nous avons la dichotomie suivante :

• Si αψ(a) < ln κ, alors pour tout k > 0, la mesure νθk converge vers la masse de
Dirac au point 0 :

∀ ε > 0 νθk
(
[0, ε]

)
→ 1 .

• Si αψ(a) > ln κ, alors pour tout k > 0, la mesure νθk converge vers la masse de
Dirac au point ρ∗k :

∀ ε > 0 νθk
(
[ρ∗k − ε, ρ

∗
k + ε]

)
→ 1 .
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Nous traitons d’abord le cas sous–critique et finalement le cas sur–critique.

21.1 Le cas sous–critique

Nous traitons le cas sous–critique à l’aide de l’identité (I1) obtenue à la fin de la
section 17.1.3 :∫

Pm`+1

f

(
o(0) + · · ·+ o(K)

m

)
dµθO(o) = (I1)

1 + Eπ(τ0)

E
(
τ∗K |O

θ
0 = oθexit

)
+ Eπ(τ0)

∫
DK+1

f
(z0 + · · ·+ zK

m

)
dνθ(z) .

D’après les asymptotiques obtenues dans le chapitre 20 (proposition 20.1.1 et
proposition 20.2.1), nous concluons que pour α ∈ [0,+∞[ ou α = +∞,

lim
`,m→∞,q→0
`q→a, m

`
→α

Eπ
(
τ0
)

E
(
τ∗K |O

θ
0 = oθexit

) =

{
0 if αψ(a) < ln κ

+∞ if αψ(a) > ln κ

En particulier, si αφ(a) < ln κ, nous avons

lim
`,m→∞,q→0
`q→a, m

`
→α

∫
Pm`+1

f
(o(0) + · · ·+ o(K)

m

)
dµθO(o) = 0 .

21.2 Le cas sur–critique

Nous traitons le cas sous–critique à l’aide de l’identité (I2) obtenue à la fin de la
section 17.6 :∫

Pm`+1

f

(
o(0) + · · ·+ o(K)

m

)
dµθO(o) = (I2)

E

( τ∗−1∑
n=0

f

(
Oθn(0) + · · ·+Oθn(K)

m

) ∣∣∣Oθ0 = oθexit

)
E
(
τ∗ |Oθ0 = oθexit

)
+ E
(
τ0 |Z

θ
0 = zθ

)
+

1 + E
(
τ0 |Z

θ
0 = zθ

)
E
(
τ∗ |Oθ0 = oθexit

)
+ E
(
τ0 |Z

θ
0 = zθ

) ∫
DK+1

f
(z0 + · · ·+ zK

m

)
dνθ(z) .
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Les temps τ∗ et τ0 coïncident avec le temps de découverte de la master sequence
et le temps de persistance de la master sequence de [10]. En particulier, nous
avons les estimées suivantes :

lim
`,m→∞

q→0, `q→a

1
`

lnE
(
τ∗ |Oθ0 = oθexit

)
= ln κ ,

lim
`,m→∞

q→0, `q→a

1
m

lnE
(
τ0 |Z

θ
0 = zθ

)
= ψ(a) ,

Nous en déduisons que

lim
`,m→∞,q→0
`q→a, m

`
→α

E
(
τ0 |Z

θ
0 = zθ

)
E
(
τ∗ |Oθ0 = oθexit

) =

{
0 si αψ(a) < ln κ ,

+∞ si αψ(a) > ln κ .

Ceci achève la démonstration du théorème principal 15.3.1.





Chapitre 22

Le principe de grandes déviations

Le résultat du chapitre précédent ne concerne que le paysage à un pic. Nous
voudrions maintenant étudier le modèle de Moran pour des paysages de fitness
plus généraux. Une des propriétés clé dans l’étude du modèle de Moran avec le
paysage à un pic est la monotonie du processus. Or, cette monotonie est perdue
lorsque l’on considère un paysage de fitness plus général. Soient σ > η > 1 et
considérons par exemple la fonction de fitness donnée par :

∀u ∈ A` f(u) =


σ si u = w∗ ,

η si d(u,w∗) = 1 ,
1 sinon .

Soient o, o ′ ∈ Pm`+1 les distributions d’occupation suivantes :

o = (1,m− 1, 0, . . . , 0) , o ′ = (1, 0, . . . , 0,m− 1) .

Nous avons o � o ′, cependant, en faisant un pas du processus d’occupation,
la première population a plus de chances d’éliminer la master sequence que la
deuxième. Il n’est donc pas possible de construire un couplage pour garantir
la monotonie du processus d’occupation. Nous sommes donc obligés de déve-
lopper des méthodes plus robustes afin d’étudier des fonctions de fitness plus
générales. Au vu de nos résultats pour le modèle d’Eigen dans la partie I, nous
cherchons maintenant à étudier le modèle de Moran pour des fonctions de fit-
ness dépendantes de la classe de Hamming, et constantes à partir d’un certain
rang. Nous supposons tout au long de ce chapitre que la fonction de fitness
f : A` −→ R+ est une fonction strictement positive vérifiant :
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• Il existe une séquence, notée w∗ et appelée master sequence, de fitness maxi-
male, i.e.,

f(w∗) > max
{
f(u) : u ∈ A` \ {w∗}

}
.

• La fonction de fitness f respecte les classes de Hamming vis–à–vis de la master
sequence, i.e., pour tout u, v ∈ A`,

dH(u,w
∗) = dH(v,w

∗) =⇒ f(u) = f(v) .

• Il existe K > 0 tel que, pour des génotypes dans des classes de Hamming
supérieures à K, la fitness vaut 1, i.e., pour tout u ∈ A`,

dH(u,w
∗) > K =⇒ f(u) = 1 .

Dans le chapitre précédent, nous avons travaillé presque exclusivement avec
le processus de Moran normalisé, car le processus de Moran normalisé était
monotone, alors que le processus original ne l’était pas. Or, dans ce chapitre,
nous n’avons plus d’espoir d’avoir un processus monotone, nous choisissons
donc de travailler directement avec le processus de Moran original, ce qui est, à
priori, un choix plus naturel. Tout au long de ce chapitre, (Xn)n>0 représente le
processus de Moran original, et (Dn)n>0, (On)n>0 sont les processus de distance
et d’occupation dérivés du processus original (Xn)n>0.

22.1 Principe de grandes déviations

L’objectif de cette section est de montrer un principe de grandes déviations tra-
jectoriel pour le processus d’occupation (On)n>0 associé au processus de Moran
non normalisé. Le processus d’occupation (On)n>0 est une chaîne de Markov à
valeurs dans Pm`+1 et de matrice de transition pO donnée par :

∀o ∈ Pm`+1 ∀ i, j ∈ { 0, . . . , ` } i 6= j

pO(o, o− ei + ej) =
1
λm

o(i)
∑̀
h=0

o(h)fH(h)MH(h, j) .

Soit τ = 1/m. Soit k > K et définissons les processus X, Y par :

X(t) =
1
m
Obt/τc , t > 0 ,

Y(t) =
(
X0(t), . . . ,Xk(t)

)
, t > 0 .
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Les espaces d’états des processus X et Y sont respectivement :

Σ`+1 =
{
x ∈ {0, 1/m, . . . , 1}`+1 : x0 + · · ·+ x` = 1

}
,

∆k+1 =
{
x ∈ {0, 1/m, . . . , 1}k+1 : x0 + · · ·+ xk 6 1

}
.

Puisque notre objectif est de faire tendrem vers l’infini, nous posons :

S`+1 =
{
x ∈ [0, 1]`+1 : x0 + · · ·+ x` = 1

}
,

Dk+1 =
{
x ∈ [0, 1]k+1 : x0 + · · ·+ xk 6 1

}
.

Remarquons que Σ`+1 et ∆k+1 sont des sous–ensembles de S`+1 et Dk+1. Soit
πk : S`+1 −→ Dk+1 l’application de projection définie par :

∀ x ∈ S`+1 πk(x) = (x0, . . . , xk) .

La dynamique du processus Y n’est pas markovienne, car pour déterminer les
sauts du processus Y nous avons besoin de connaître des coordonnées du pro-
cessus X que nous n’avons pas incluses dans la définition de Y. Notons par
(ei)06i6k la base canonique de Rk+1 indexée par 0, . . . , k au lieu de 1, . . . , k + 1.
Soit V l’ensemble des vecteurs de Rk+1 associés aux possibles directions des
sauts du processus Y :

V =
{
− ei : 0 6 i 6 k

}
∪
{
ej : 0 6 j 6 k

}
∪
{
− ei + ej : 0 6 i, j 6 k, i 6= j

}
.

Nous définissons les quantités suivantes : pour tout x ∈ S`+1 et 0 6 i, j 6 k,

Cx(−ei) =
1
λ
xi
∑

06h6`

xhfH(h)

(
1 −

∑
06l6k

MH(h, l)

)
.

Cx(ej) =
1
λ

(
1 −

∑
06l6k

xl

) ∑
06h6`

xhfH(h)MH(h, j) .

Cx(−ei + ej) =
1
λ
xi
∑

06h6`

xhfH(h)MH(h, j) .

Les processus X et Y sont des processus càdlàg qui sautent dans des instants
multiples de τ. Les quantités que nous venons de définir correspondent aux
probabilités de transition du processus Y sachant le processus X, c’est–à–dire :
pour tout x ∈ Σ`+1 et v ∈ V,

P
(
Y(τ) = πk(x) + v/m

∣∣X0 = x
)
= Cx(v) ,
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Rappelons que quand

`→ +∞ q→ 0 `q→ a ∈]0,+∞[ ,

les probabilités de mutationMH(i, j) tendent vers :

∀ i, j > 0 MH(i, j) → M∞(i, j) =

 e−a
aj−i

(j− i)!
si i 6 j ,

0 si i > j .

Puisque la fonction fH est constante et égale à 1 à partir de K, et que nous avons
pris k > K, les quantités Cx convergent vers les quantités C∞πk(x) données par :
pour tout y ∈ Dk+1 et 0 6 i, j 6 k,

C∞y (−ei) =
1
λ
yi

( ∑
06h6k

yhfH(h)

(
1 −

∑
h6l6k

e−a
al−h

(l− h)!

)
+ 1 −

∑
06h6k

yh

)
,

C∞y (ej) =
1
λ

(
1 −

∑
06l6k

yl

) ∑
06h6j

yhfH(h)e
−a aj−h

(j− h)!
,

C∞y (−ei + ej) =
1
λ
yi
∑

06h6j

yhfH(h)e
−a aj−h

(j− h)!
.

Le processus Y peut donc être considéré comme "asymptotiquement marko-
vien". Soit G∞ : Dk+1 × Rk+1 −→ R la fonction définie par :

G∞(y; z) = ln
(

1 +
∑
v∈V

C∞y (v)(evz − 1)
)
,

et soit H∞ : Dk+1 × Rk+1 −→ R+ la transformée de Fenchel–Legendre de la
fonction G∞(y, ·) :

H∞(y;u) = sup
z∈Rk+1

(
u · z−G∞(y; z)

)
,

où u · z représente le produit scalaire dans Rk+1. Soit T > 0 et soit φ : [0, T ] :−→
Dk+1 une fonction. Nous définissons l’action IT (φ) de la trajectoire φ par :

IT (φ) =

∫T
0
H∞(φ(t), φ ′(t))dt ,

si la fonction φ est absolument continue et l’intégrale converge ; nous posons
IT (φ) = +∞ sinon. Soit ρ > 0, nous définissons l’ensemble ρ–réduit de Dk+1

par :
Dk+1
ρ =

{
y ∈ Dk+1 : d(y, (Dk+1)c) > ρ

}
.



22.1. Principe de grandes déviations 297

Pour un point y0 ∈ Dk+1
ρ et η > 0, notons par Φy0;T (η) l’ensemble des trajec-

toires φ dans Dk+1
ρ issues du point y0 et dont l’action est inférieure ou égale à η,

i.e.,
Φy0;T (η) =

{
φ : [0, T ] −→ Dk+1

ρ : φ(0) = y0 et IT (φ) 6 η
}

.

Nous notons par d la distance euclidienne dans Rk+1, et nous notons par dT
la distance du supremum entre deux trajectoires sur l’intervalle [0, T ], i.e., pour
φ,ψ : [0, T ] −→ Rk+1,

dT (φ,ψ) = sup
06t6T

d
(
φ(t), ψ(t)

)
.

Soit Tρ le temps de sortie du processus Y de l’ensemble Dk+1
ρ , i.e.,

Tρ = inf
{
t > 0 : Y(t) 6∈ Dk+1

ρ

}
.

Nous considérons le processus (Yρ(t), t > 0) arrêté au temps Tρ :

∀ t > 0 Yρ(t) = Y(t∧ Tρ) .

Théorème 22.1.1 (PGD). Nous avons le résultat suivant :

Borne inférieure. Pour tout δ, γ, ρ, η0, T > 0 avec ρ > δ, asymptotiquement,

P
(
dT (Y,φ) < δ

∣∣∣Y(0) = y0
)

> exp
(
−m(IT (φ) + γ)

)
,

uniformément sur tout y0 ∈ Dk+1
ρ , et sur tout φ ∈ Φy0;T (η0).

Borne supérieure. Pour tout δ, γ, ρ, η0, T > 0, asymptotiquement,

P
(
dT
(
Yρ, Φy0;T (η)

)
> δ

∣∣∣Yρ(0) = y0
)

6 exp
(
−m(η− γ)

)
,

uniformément sur y0 ∈ DK+1
ρ et η 6 η0.

Le reste du chapitre est dédié à la preuve de ce principe de grandes dévia-
tions. Nous introduisons d’abord les éléments nécessaires pour la preuve. En-
suite nous démontrons la borne inférieure et finalement la borne supérieure.
La preuve est exactement la même pour tout k > K. Nous faisons donc la
démonstration dans le cas k = K seulement. La démonstration est une géné-
ralisation du théorème de Cramér dans Rd, et repose sur des idées dévelop-
pées par Wentzell [82, 83, 84]. Nous ne pouvons pas appliquer directement
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les résultats de Wentzell pour plusieurs raisons. D’une part, Wentzell consi-
dère des familles de processus de Markov qui dépendent d’un seul paramètre
(équivalent à notre m), alors que nous considérons un régime asymptotique
plus compliqué. D’autre part, les hypothèses de Wentzell ne sont pas vérifiées
par notre famille de processus. Une autre différence importante est le fait que
notre processus Y n’est pas markovien, mais plutôt "asymptotiquement mar-
kovien". Nous sommes donc obligés de faire toute la démonstration du théo-
rème de grandes déviations. Nous commençons par introduire la transformée
de Fenchel–Legendre d’une fonction ainsi que la log–Laplace et la transformée
de Cramér d’une variable aléatoire, qui sont des objets centraux dans la preuve
du théorème de Cramér dans Rd. Nous introduisons ensuite les généralisations
de ces objets au cas des processus : le cumulant conditionnel et la transformée
de Cramér généralisée. Avant de passer à la partie finale de la preuve, nous
donnons les estimations nécessaires sur le cumulant et sur sa transformée de
Fenchel–Legendre. Nous faisons ensuite la démonstration de la borne inférieure
du principe de grandes déviations, et nous finissons en démontrant la borne su-
périeure.

22.2 Outils

Nous introduisons ici les outils de base dont nous aurons besoin pour montrer
le principe de grandes déviations 22.1.1.

22.2.1 Transformée de Fenchel–Legendre

Nous introduisons maintenant la transformée de Fenchel–Legendre d’une fonc-
tion convexe semicontinue inférieurement. Nous donnons sans preuve les pro-
priétés les plus pertinentes pour la suite. Les résultats de cette section peuvent
être trouvés dans la section 26 du livre de Rockafellar [64]. Soit d > 1 et soit
G : Rd −→ ]−∞,+∞] une fonction convexe semicontinue inférieurement. Nous
supposons queG n’est pas identiquement égale à +∞. La transformée de Fenchel–
Legendre H : Rd −→ ] −∞,+∞] de G est définie par la formule :

∀u ∈ Rd H(u) = sup
z∈Rd

(
z · u−G(z)

)
,
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où z · u représente le produit scalaire dans Rd. La fonction H est à nouveau
convexe et semicontinue inférieurement. De plus, la transformée de Fenchel–
Legendre de H est G, i.e.,

∀ z ∈ Rd G(z) = sup
u∈Rd

(
z · u−H(u)

)
.

Proposition 22.2.1. Nous avons les propriétés suivantes :

• Si G(z) < +∞ pour tout z ∈ Rd, alors

lim
|u|→∞

H(u)

|u|
= +∞ .

• Si H est différentiable en u ∈ Rd, alors

H(u) = ∇H(u) · u−G
(
∇H(u)

)
.

• Si de plus G est différentiable en z = ∇H(u), alors

∇G
(
∇H(u)) = u .

• Si la fonction G est k > 2 fois différentiable en z ∈ Rd et la matrice des dérivées
secondes

(
∂2G/∂zi∂zj, 1 6 i, j 6 d

)
est non dégénérée en z, alors la fonction H est k

fois différentiable en∇G(z) et

∂2H

∂ui∂uj

(
∇G(z)

)
=

(
∂2G

∂zi∂zj
(z)

)−1

, 1 6 i, j 6 d .

22.2.2 La log–Laplace

Soit d > 1. Soit µ une loi de probabilité à support fini sur Rd vérifiant µ({0}) > 0.
Il existe donc un ensemble fini V de vecteurs non nuls de Rd, et des constantes
0 < C(v) < 1, pour v ∈ V , tels que

µ =
∑
v∈V

C(v)δv +

(
1 −
∑
v∈V

C(v)

)
δ0 .

Soit X une variable aléatoire de loi µ et soit G : Rd −→ R sa log–Laplace, i.e.,

∀ z ∈ Rd G(z) = lnE
(
ez·X

)
= ln

(
1 +
∑
v∈V

C(v)
(
ez·v − 1

))
.
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Proposition 22.2.2. La fonction G a les propriétés suivantes :

• La fonction G est convexe et analytique.

• Si de plus l’ensemble de vecteurs V engendre Rd, la fonction G est strictement
convexe.

Démonstration. La fonction G est évidemment analytique. La convexité découle
de l’inégalité de Hölder. En effet, pour tout y, z ∈ Rd et pour tout t ∈ [0, 1],

G
(
ty+ (1 − t)z

)
= lnE

(
(ey·X)t(ez·X)1−t

)
6 ln

(
E(ey·X)tE(ez·X)1−t

)
= tG(y) + (1 − t)G(z) .

Dans l’inégalité de Hölder, nous avons égalité si et seulement si il existe des
nombres strictement positifs α,β tels que αey·X = βez·X presque sûrement.
Puisque µ({0}) > 0, nous en déduisons que α = β. Or, ey·X = ez·X presque
sûrement si et seulement si

∀ v ∈ V y · v = z · v ,

et vu que V engendre Rd, nous en déduisons que y = z, d’où la convexité stricte
de la fonction G.

22.2.3 Entropie relative

Soit µ une loi de probabilité à support fini sur Rd, et appelons V le support de
µ. Pour toute loi de probabilité ν sur Rd, nous définissons l’entropie relative de
ν par rapport à µ par :

L(ν |µ) =


∑
v∈V

ν(v) ln
ν(v)

µ(v)
si ν << µ ,

+∞ sinon .

Dans cette définition, nous supposons que 0 ln 0 = 0.

Lemme 22.2.3. Pour toute loi de probabilité ν sur Rd, l’entropie relative L(ν |µ) est
positive. De plus, L(ν |µ) = 0 si et seulement si ν = µ.
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Démonstration. Soit ν une loi de probabilité sur Rd à support inclus dans V (au-
trement le résultat est trivial). Pour tout x > 0 nous avons x ln x > x − 1, avec
égalité si et seulement si x = 1. Nous en déduisons que :∑

v∈V

ν(v) ln
ν(v)

µ(v)
=
∑
v∈V

µ(v)
ν(v)

µ(v)
ln
ν(v)

µ(v)
>
∑
v∈V

µ(v)

(
ν(v)

µ(v)
− 1
)

= 0 ,

avec égalité si et seulement si ν(v)/µ(v) = 1 pour tout v ∈ V .

Lemme 22.2.4. Pour toute loi de probabilité ν sur Rd, nous avons :

L(ν |µ) = sup
{ ∫

Rd
f(x)ν(dx) − ln

∫
Rd
ef(x)µ(dx)

}
,

où le supremum est pris sur toutes les fonctions f : Rd −→ R bornées.

Démonstration. L’égalité est évidemment vraie pour des mesures ν n’étant pas
absolument continues par rapport à µ. Supposons donc que ν << µ, et soit
f : Rd −→ R une fonction bornée. Le logarithme étant une fonction concave,
nous avons :∫

Rd
f(x)ν(dx) − L(ν |µ) =

∑
v∈V

f(v)ν(v) −
∑
v∈V

ν(v) ln
ν(v)

µ(v)
=

∑
v∈V

ν(v) ln
(
ef(v)

µ(v)

ν(v)

)
6 ln

(∑
v∈V

µ(v)ef(v)
)

= ln
∫
Rd
ef(x)µ(dx) .

Nous en déduisons que

L(ν |µ) > sup
f

{ ∫
Rd
f(x)ν(dx) − ln

∫
Rd
ef(x)µ(dx)

}
.

Soit f : Rd −→ [−∞,+∞[ la fonction définie par :

∀ x ∈ Rd f(x) =

 ln
ν(x)

µ(x)
si x ∈ V ,

0 sinon .

La fonction f est bien bornée, et vérifie :

L(ν |µ) =

∫
f(x)ν(dx) − ln

∫
ef(x)µ(dx) ,

ce qui conclut la preuve.
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Lemme 22.2.5. Pour toute fonction bornée f : Rd −→ R, nous avons :

ln
∫
Rd
ef(x)µ(dx) = sup

{ ∫
Rd
f(x)ν(dx) − L(ν |µ)

}
,

où le supremum est pris sur toutes les mesures de probabilité ν absolument continues
par rapport à µ.

Démonstration. Soit f : Rd −→ R une fonction bornée et soit ν une mesure de
probabilité absolument continue par rapport à µ. Comme dans la preuve du
lemme précédent, nous avons :∫

Rd
f(x)ν(dx) − L(ν |µ) 6 ln

∫
Rd
ef(x)µ(dx) .

Nous en déduisons que

ln
∫
Rd
ef(x)µ(dx) > sup

ν

{ ∫
Rd
f(x)ν(dx) − L(ν |µ)

}
.

Pour réaliser l’égalité, nous définissons la mesure ν de support V par :

∀ v ∈ V ν(v) =
µ(v)ef(v)∑

v∈V

µ(v)ef(v)
,

ce qui conclut la démonstration du lemme.

22.2.4 Transformée de Fenchel–Legendre de la log–Laplace

Comme dans la section 22.2.2, nous considérons une loi de probabilité µ de
support fini sur Rd vérifiant µ({ 0 }) > 0 et X une variable aléatoire de loi µ. Soit
G(z) la log–Laplace de X :

G(z) = ln
(

1 +
∑
v∈V

C(v)(ev·z − 1)
)

.

Nous considérons maintenant la transformée de Fenchel–Legendre de la fonc-
tion G :

∀u ∈ Rd H(u) = sup
z∈Rd

(
u · z−G(z)

)
.
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Théorème 22.2.6. La fonction H vérifie :

H(u) = inf
{
L(ν |µ) :

∫
Rd
xν(dx) = u

}
.

Démonstration. Notons par ν la moyenne d’une mesure ν, i.e., ν =
∫
xν(dx).

D’après le lemme 22.2.5, nous avons, pour tout z ∈ Rd :

−G(z) = − ln
∫
Rd
ex·zµ(dx) = inf

ν

{
L(ν |µ) − z · ν

}
.

Donc, pour tout u ∈ Rd :

H(u) = sup
z∈Rd

(
u · z+ inf

ν

{
L(ν |µ) − z · ν

})
= sup
z∈Rd

inf
ν

{
L(ν |µ) − z · (ν− u)

}
.

Puisque pour tout v 6= u, nous avons supz{ z ·(v−u) } = +∞, nous en déduisons
que :

inf
ν

sup
z∈Rd

{
L(ν |µ) − z · (ν− u)

}
= inf

{
L(ν |µ) : ν = u

}
.

Il suffit donc de justifier l’échange entre sup et inf dans la formule précédente.
Nous le faisons à l’aide du théorème minimax.

Théorème 22.2.7. Soient X, Y deux espaces vectoriels. Soit A un ensemble compact de
X et soit f : A× Y −→ R une fonction vérifiant :
• Pour tout y ∈ Y l’application x 7→ f(x, y) est convexe et semi–continue inférieure-
ment.
• Pour tout x ∈ A l’application y 7→ f(x, y) est concave.
Nous avons alors :

inf
x∈A

sup
y∈Y

f(x, y) = sup
y∈Y

inf
x∈A

f(x, y) .

Ce théorème est dû à Ky Fan [34]. Pour toute mesure ν et tout z ∈ Rd nous
posons f(ν, z) = L(ν |µ) − z · (ν− u). Il s’agit de montrer que

sup
z∈Rd

inf
ν
f(ν, z) = inf

ν
sup
z∈Rd

f(ν, z) .

L’entropie n’étant finie que pour des mesures de probabilité ν absolument conti-
nues par rapport à µ, nous voyons qu’il suffit de considérer dans les infimum
précédents les mesures ν << µ. Puisque µ est à support fini V ∪ {0}, l’en-
semble de mesures ν peut être identifié avec le simplexe S|V |+1, qui est un sous–
ensemble compact de R|V |+1. Pour tout z ∈ Rd, la fonction ν 7→ f(ν, z) est le
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supremum de fonctions affines de ν (lemme 22.2.4), elle est donc convexe et
semi–continue inférieurement. Pour tout ν << µ, la fonction z 7→ f(ν, z) est une
fonction affine, et donc concave. Nous pouvons alors conclure la démonstration
grâce au théorème minimax.

Notons par Conv(V) l’enveloppe convexe de l’ensemble V :

Conv(V) =

{ ∑
v∈V

α(v)v : α(v) > 0 et
∑
v∈V

α(v) = 1
}

.

L’ensemble Conv(V) est fermé.

Proposition 22.2.8. La fonction H vérifie les propriétés suivantes :

• La fonction H est finie sur Conv(V) et infinie ailleurs.

• La fonction H est analytique sur int(Conv(V)).

• La valeur H(u) vaut zéro si et seulement si u = E(X), où X est une variable aléatoire
de loi µ.

Démonstration. La première affirmation est une conséquence du théorème pré-
cédent. La deuxième affirmation découle du théorème 26.5 dans [64]. La troi-
sième affirmation résulte du théorème précédent et du lemme 22.2.3.

22.2.5 Transformée de Cramér

Soit X une variable aléatoire discrète sur Rd et soit G sa transformée de Laplace
logarithmique. Pour z ∈ Rd, définissons la variable aléatoire π(z) par :

π(z) = exp
(
z · X−G(z)

)
.

La variable aléatoire π(z) a pour espérance 1. Nous pouvons donc définir une
nouvelle mesure de probabilité Q par :

dQ = π(z)dP .

La mesure de probabilitéQ est appelée la transformée de Cramér de la loi de X.
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Proposition 22.2.9. Sous la mesure de probabilité Q, nous avons, pour tout i, j dans
{ 1, . . . , d } :

EQ(X) = ∇G(z) , covQ(Xi, Xj) =
∂2G

∂zi∂zj
(z) .

Démonstration. Pour tout i ∈ { 1, . . . , d }, nous avons :

∂G

∂zi
(z) =

EP(Xie
z·X)

EP(ez·X)
= EP(Xiπ(z)) = EQ(Xi) .

Également, pour tout i, j ∈ { 1, . . . , d } :

∂2G

∂zi∂zj
(z) =

EP(XiXje
z·X)

EP(ez·X)
−
EP(Xie

z·X)EP(Xje
z·X)

EP(ez·X)2 =

EP(XiXjπ(z)) − EP(Xiπ(z))EP(Xjπ(z)) =

EQ(XiXj) − EQ(Xi)EQ(Xj) = CovQ(Xi, Xj) ,

comme voulu.

22.2.6 Le cumulant conditionnel

Les outils que nous avons définis jusqu’à présent, nous les avons définis pour
une loi à support fini dans Rd quelconque. Nous reprenons maintenant notre
processus (Y(t))t>0, et nous définissons quelques outils additionnels, cette fois–
ci, spécifiques au processus. Définissons la fonction G : S`+1 × RK+1 −→ R par :

∀ x ∈ S`+1 ∀ z ∈ RK+1 G(x; z) = ln
(

1 +
∑
v∈V

Cx(v)(e
v·z − 1)

)
.

Conditionnellement à X(0) = x, l’incrément Y(τ) − Y(0) a pour log–Laplace la
fonction G(x; z/m), c’est–à–dire :

∀ x ∈ Σ`+1 ∀ z ∈ RK+1 lnE
(
ez·(Y(τ)−Y(0))

∣∣∣X0 = x
))

= G(x; z/m) .

Nous appelons la fonction G(x; ·/m) le cumulant conditionnel du processus Y. La
proposition suivante résume les propriétés les plus importantes du cumulant :
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Proposition 22.2.10. Pour tout x ∈ S`+1, comme fonction de z ∈ RK+1, la fonction
G(x; z) vérifie les propriétés suivantes :

• La fonction G(x; z) est convexe et continue.

• G(x; 0) = 0 et pour tout z ∈ RK+1, G(x; z) < +∞ .

• La fonction G(x; z) est analytique et la matrice des dérivées secondes est définie posi-
tive.

La proposition suivante résume les propriétés les plus importantes du cumulant
en relation avec les incréments du processus Y :

Proposition 22.2.11. Soit x ∈ Σ`+1 et soient i, j ∈ { 0, . . . , K }. Nous avons :

E
(
Yi(τ) − Yi(0)

∣∣∣X0 = x
)

=
1
m2

∂G

∂zi
(x; 0) ,

cov
(
Yi(τ) − Yi(0), Yj(τ) − Yj(0)

∣∣∣X0 = x
)

=
1
m

∂2G

∂zi∂zj
(x; 0) .

Les propositions 22.2.10 et 22.2.11 sont des conséquences directes des propriétés
de la log–Laplace et de la transformée de Cramér (cf. les sections 22.2.2 et 22.2.5).

22.2.7 La transformée de Cramér généralisée

Les processus X, Y sont des processus constants par morceaux qui sautent dans
des instants multiples de τ. Soient t1 < t2 deux multiples positifs de τ, et notons
par [[t1, t2]] l’ensemble de multiples de τ dans l’intervalle [t1, t2]. Soit (Ft)t>0

la filtration générée par le processus (X(t))t>0 et soit (Z(t))t>0 un processus
adapté à la filtration (Ft)t>0. Posons :

π(t1, t2) = exp

( ∑
t∈[[t1,t2−τ]]

Z(t) ·
(
Y(t+ τ) − Y(t)

)
−
∑

t∈[[t1,t2−τ]]

G
(
X(t);Z(t)/m

))
.

Lemme 22.2.12. Le processus π(0, t)t=0,τ,... est une martingale vis–à–vis de la filtra-
tion (Ft)t=0,τ,....
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Démonstration. Soit t un multiple de τ. Nous avons :

E
(
π(0, t+ τ)

∣∣Ft) = π(0, t)E
(
π(t, t+ τ)

∣∣Ft) =

π(0, t)E
(
eZ(t)·(Y(t+τ)−Y(t))

∣∣∣Ft)e−G(X(t);Z(t)/m) .

Or, G(·; ·/m) étant le cumulant conditionnel du processus Y, nous avons

lnE
(
eZ(t)·(Y(t+τ)−Y(t))

∣∣∣Ft) = G(X(t);Z(t)/m) ,

ce qui donne le résultat voulu.

Soit maintenant T > 0, soit z : [0, T ] ×DK+1 −→ RK+1 une fonction mesurable,
et introduisons la fonctionnelle π associée à

(
z(t, Y(t))

)
06t6T , donnée par

∀ t ∈ [[0, T ]] π(0, t) = exp

( ∑
t∈[[0,t−τ]]

z(t, Y(t)) ·
(
Y(t+ τ) − Y(t)

)
−

∑
t∈[[0,t−τ]]

G
(
X(t); z(t, Y(t))/m

))
.

Pour tout x0 ∈ Σ`+1, nous notons Px0 la loi du processus Y sachant que X0 = x0.
La transformée de Cramér généralisée associée à la fonction z(t, y) consiste à
remplacer la mesure Px0 par la mesure Pz

x0 définie par : pour tout A ∈ FT ,

Pzx0(A) = Ex0(1Aπ(0, T)) .

D’après le lemme précédent, Pz
x0 est bien une mesure de probabilité.

22.3 Bornes supplémentaires

Nous donnons ici quelques bornes supplémentaires que nous utiliserons dans
la démonstration du PGD.

22.3.1 Les probabilités Cx

Nous montrons maintenant qu’asymptotiquement, les quantités Cx sont mino-
rées par une constante strictement positive, uniformément sur x ∈ S`+1 tel que
πK(x) ∈ DK+1

ρ .
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Lemme 22.3.1. Soit ρ > 0. Il existe c > 0 tel que, pour `, 1/q assez grands et `q assez
proche de a, et pour tout x ∈ S`+1 vérifiant πK(x) ∈ DK+1

ρ ,

∀ v ∈ V Cx(v) > c , 1 −
∑
v∈V

Cx(v) > c .

Démonstration. Soit ρ > 0 assez petit pour que

∀ k ∈ { 0, . . . , K+ 1 } e−a
ak

k!
− ρ > 0 .

Posons

c = min
06k6K+1

ρ2fH(0)
(
e−a

ak

k!
− ρ
)

.

Pour `, 1/q assez grands et `q assez proche de a,

∀ j ∈ { 0, . . . , K+ 1 } MH(0, j) > e−a
aj

j!
− ρ .

Soit x ∈ S`+1 tel que π(x) ∈ DK+1
ρ . Pour tout i ∈ { 0, . . . , K }, nous avons :

Cx(−ei) = xi
∑

06h6`

xhfH(h)

(
1 −

∑
06t6K

MH(h, t)

)
> ρ2fH(0)MH(0, K+ 1) > ρ2fH(0)

(
e−a

aK+1

(K+ 1)!
− ρ
)

> c .

Également, pour tout j ∈ { 0, . . . , K } :

Cx(ej) =

(
1 −

∑
06t6K

xt

) ∑
06h6`

xhfH(h)MH(h, j) > ρ2fH(0)MH(0, j) > c .

De même, pour tout i, j ∈ { 0, . . . , K } tels que i 6= j :

Cx(−ei + ej) = xi
∑

06h6`

xhfH(h)MH(h, j) > ρ2fH(0)MH(0, j) > c .

Finalement :

1 −
∑
v∈V

Cx(v) > Cy(−e0 + e0)

> xi
∑

06h6`

xhfH(h)MH(h, 0) > ρ2fH(0)MH(0, 0) > c ,

comme voulu.
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Les quantités Cx convergent vers les quantités C∞πK(x). Nous montrons mainte-
nant que cette convergence a lieu uniformément sur x ∈ S`+1. Dans l’énoncé du
résultat qui suit, ainsi que dans sa démonstration, le symbole "→" représente la
limite quand `, 1/q tendent vers l’infini et `q tend vers a.

Lemme 22.3.2. Pour tout v ∈ V,

Cx(v) → C∞πK(x)(v) ,
uniformément sur x ∈ S`+1.

Démonstration. D’après le lemme 4.4.2 de la partie I, pour tout k > 0, les pro-
babilités MH(k + i, k) convergent vers 0, uniformément par rapport à i > 1. Il
existe donc une suite ε = ε(`, q) vérifiant ε→ 0 et

∀ k ∈ { 0, . . . , K } ∀ i > 1 MH(k+ i, k) < ε ,

∀ i ∈ { 0, . . . , K } ∀ j ∈ { i, . . . , K }
∣∣∣MH(i, j) − e

−a aj−i

(j− i)!

∣∣∣ < ε .

Donc, pour i ∈ { 0, . . . , K },∣∣Cx(−ei) − C∞πK(x)(−ei)∣∣ =
xi
∑

06h6K

xhfH(h)

( ∑
06t6h−1

MH(h, t) +
∑
h6t6K

∣∣∣MH(h, t) − e
−a at−h

(t− h)!

∣∣∣)
+ xi

∑
K+16h6`

xh
∑

06t6K

MH(h, t) 6 fH(0)(K+ 1)ε ,

qui tend vers 0 uniformément sur x ∈ S`+1. Également, pour tout j ∈ { 0, . . . , K },∣∣Cx(ej) − C∞πK(x)(ej)∣∣ = (1 −
∑

06t6K

xt

)∑
06h6j

xhfH(h)
∣∣∣MH(h, j) − e

−a aj−h

(j− h)!

∣∣∣
+

(
1 −

∑
06t6K

xt

) ∑
j+16h6`

xhfH(h)MH(h, j) < fH(0)ε ,

qui tend vers 0 uniformément sur x ∈ S`+1. Finalement, pour tout i, j dans
{ 0, . . . , K },∣∣Cx(−ei + ej) − C∞πK(x)(−ei + ej)∣∣ = xi

∑
06h6j

xhfH(h)
∣∣∣MH(h, j) − e

−a aj−h

(j− h)!

∣∣∣
xi
∑

j+16h6`

xhfH(h)MH(h, j) < fH(0)ε ,

qui tend vers 0 uniformément sur x ∈ S`+1.
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22.3.2 Convergence uniforme de G et de ses dérivées

Comme dans la section précédente, le symbole "→" représente la limite quand
`, 1/q tendent vers l’infini et `q tend vers a.

Proposition 22.3.3. Soit K ⊂ RK+1 un ensemble compact. Les convergences suivantes
ont lieu uniformément sur x ∈ S`+1 et z ∈ K :

G(x; z) → G∞(πK(x), z) ,
∀ i ∈ { 0, . . . , K }

∂G

∂zi
(x; z) → ∂G∞

∂zi
(πK(x), z) ,

∀ i ∈ { 0, . . . , K }
∂2G

∂zi∂zj
(x; z) → ∂2G∞

∂zi∂zj
(πK(x), z) .

Démonstration. Définissons d’abord les fonctions auxiliaires G̃, G̃∞ par :

∀ x ∈ S`+1 ∀ z ∈ RK+1 G̃(x; z) =
∑
v∈V

Cx(v)(e
v·z − 1) ,

∀y ∈ DK+1 ∀ z ∈ RK+1 G̃∞(y; z) =
∑
v∈V

C∞y (v)(ev·z − 1) .

Lemme 22.3.4. Les convergences suivantes ont lieu uniformément sur x ∈ S`+1 et
z ∈ K :

G̃(x; z) → G̃∞(πK(x); z) ,
∀ i ∈ { 0, . . . , K }

∂G̃

∂zi
(x; z) → ∂G̃∞

∂zi
(πK(x); z) ,

∀ i,∈ { 0, . . . , K }
∂2G̃

∂zi∂zj
(x; z) → ∂2G̃∞

∂zi∂zj
(πK(x); z) .

Démonstration. D’après le lemme 22.3.2, quand `, 1/q tendent vers l’infini et `q
tend vers a, les quantités Cx(v) convergent vers les quantités C∞πK(x)(v), unifor-
mément sur x ∈ S`+1. Il existe donc une suite ε = ε(`, q) qui tend vers 0 quand
`, 1/q tendent vers l’infini et `q tend vers a vérifiant

∀ v ∈ V
∣∣Cx(v) − C∞πK(x)(v)∣∣ < ε ,

uniformément sur x ∈ S`+1. Nous avons donc, pour tout x ∈ S`+1 et z ∈ K :∣∣G̃(x; z) − G̃∞(x; z)
∣∣ 6 ∑

v∈V

∣∣Cx(v) − CπK(x)(v)∣∣∣∣ev·z − 1
∣∣ < |V| ε sup

z∈K,v∈V

∣∣ev·z − q∣∣,



22.3. Bornes supplémentaires 311

qui tend vers 0 uniformément sur x ∈ S`+1 et z ∈ K. Les affirmations sur les
dérivées de G̃ se démontrent de façon similaire.

Remarquons maintenant que si X est une variable aléatoire à valeurs dans RK+1

de loi ∑
v∈V

C∞y (v)δv +
(

1 −
∑
v∈V

C∞y (v)
)
δ0 ,

alors,
1 + G̃∞(x; z) = E(ez·X) > 0 .

Puisque 1 + G̃∞(x; z) est une fonction continue de x et z, elle atteint son infi-
mum, c, sur l’ensemble compact S`+1 × K, et c est strictement positif. Puisque
G̃ converge vers G̃∞, uniformément sur x ∈ S`+1 et z ∈ K, il existe une suite
ε = ε(`, q) qui tend vers 0 avec `, q et telle que pour tout x ∈ S`+1 et z ∈ K,∣∣∣∣G̃(x; z) − G̃∞(πK(x); z)

1 + G̃∞(πK(x); z)
∣∣∣∣ 6

∣∣G̃(x; z) − G̃∞(πK(x); z)∣∣
c

< ε .

Le logarithme étant une fonction monotone, nous en déduisons que :

∣∣G(x; z) −G∞(πK(x); z)∣∣ = ∣∣∣∣ ln(1 +
G̃(x; z) − G̃∞(πK(x); z)

1 + G̃∞(πK(x); z)
)∣∣∣∣

< max
(

ln(1 + ε),− ln(1 − ε)
)

.

cette quantité tend vers 0 uniformément sur x ∈ S`+1 et z ∈ K. Fixons mainte-
nant i ∈ { 0, . . . , K } et dérivons G par rapport à zi :

∂G

∂zi
(x; z) =

(
1 + G̃(x; z)

)−1 ∂G̃

∂zi
(x; z) .

L’expression pour la dérivée de G∞ est similaire. Nous avons donc :∣∣∣∣∂G∂zi (x; z) −
∂G∞
∂zi

(πK(x); z)
∣∣∣∣ 6 (

1 + G̃(x; z)
)−1(1 + G̃∞(πK(x); z))−1

×
∣∣∣∣∂G̃∂zi (x; z)

(
1 + G̃∞(πK(x); z))− ∂G̃∞

∂zi
(πK(x); z)

(
1 + G̃(x; z)

)∣∣∣∣ .
Par convergence uniforme, il existe une constante strictement positive C, mi-
norant les fonctions 1 + G̃ et 1 + G̃∞ uniformément sur S`+1 × K. Nous avons
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donc,∣∣∣∣∂G∂zi (x; z) −
∂G∞
∂zi

(πK(x); z)
∣∣∣∣ 6 1

C2

(∣∣∣∣∂G̃∂zi (x; z) −
∂G̃∞
∂zi

(πK(x); z)
∣∣∣∣

+

∣∣∣∣∂G̃∂zi (x; z)G̃∞(πK(x); z) − ∂G̃∞
∂zi

(πK(x); z)G̃∞(πK(x); z)
∣∣∣∣

+

∣∣∣∣∂G̃∞∂zi (πK(y); z)G̃∞(πK(x); z) − ∂G̃∞
∂zi

(πK(x); z)G̃(x; z)
∣∣∣∣
)

.

Les fonctions G̃∞ et ∂G̃∞/∂zi sont continues, elles sont donc bornées par une
constante C sur le compact DK+1 × K. Nous concluons grâce à la convergence
uniforme de G̃ et ce ses dérivées. L’affirmation sur les dérivées secondes de G
se démontre d’une façon similaire.

Corollaire 22.3.5. Les fonctions G,G∞ et ses dérivées premières et secondes sont uni-
formément bornées sur x ∈ S`+1 (ou x ∈ DK+1 dans le cas de G∞) et z ∈ K.

22.3.3 La fonction G∞ et sa transformée de Fenchel–Legendre

Rappelons que la fonction G∞ : DK+1 × RK+1 −→ R est définie par :

∀y ∈ DK+1 ∀ z ∈ RK+1 G∞(y; z) = ln
(

1 +
∑
v∈V

C∞y (v)(ev·z − 1)
)

.

Lemme 22.3.6. La fonction G∞(y; z) est uniformément continue en y ∈ DK+1
ρ , uni-

formément sur z ∈ RK+1.

Démonstration. Nous avons, pour tout y, y ′ ∈ DK+1 et z ∈ RK+1 :

G∞(y; z) −G∞(y ′; z) = ln
(

1 +
∑
v∈VC

∞
y (v)(e

v·z − 1)
1 +
∑
v∈VC

∞
y ′(v)(e

v·z − 1)

)
= ln

(
1 +

∑
v∈V(C

∞
y (v) − C

∞
y ′(v))(e

v·z − 1)
1 +
∑
v∈VC

∞
y ′(v)(e

v·z − 1)

)
.

Pour démontrer le lemme, il suffit de voir que pour tout ε > 0 il existe δ > 0 tel
que pour tout y, y ′ ∈ DK+1

ρ et z ∈ RK+1,

|y− y ′| < δ =⇒
∣∣∣∣
∑
v∈V(C

∞
y (v) − C

∞
y ′(v))(e

vz − 1)
1 +
∑
v∈VC

∞
y ′(v)(e

vz − 1)

∣∣∣∣ < ε .
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Nous réécrivons z sous la forme z = λu, avec |u| = 1. Soit V(u) le sous–ensemble
des vecteurs v ∈ V maximisant le produit vu et prenons v∗ ∈ V(u). Nous avons
alors :∣∣∣∣
∑
v∈V(C

∞
y (v) − C

∞
y ′(v))(e

v·z − 1)
1 +
∑
v∈VC

∞
y ′(v)(e

v·z − 1)

∣∣∣∣ 6∑
v∈V |C∞y (v) − C∞y ′(v)|(e(v−v∗)·uλ + e−v∗·uλ)(

1 −
∑
v∈VC

∞
y ′(v)

)
e−v

∗·uλ +
∑
v∈VC

∞
y ′(v)e

(v−v∗)·uλ .

La quantité e(v−v∗)·uλ + e−v∗·uλ est majorée par 2, et le numérateur est minoré
par la somme

∑
v∈V(u)C

∞
y ′(v). Nous avons donc,∣∣∣∣

∑
v∈V(C

∞
y (v) − C

∞
y ′(v))(e

v·z − 1)
1 +
∑
v∈VC

∞
y ′(v)(e

v·z − 1)

∣∣∣∣ 6 2

∑
v∈V |C∞y (v) − C∞y ′(v)|∑

v∈V(u)C
∞
y ′(v)

.

Les coefficients C∞y (v) sont minorés par une constante strictement positive sur
l’ensemble y ∈ DK+1

ρ . De plus, les coefficients C∞y (v) sont des fonctions absolu-
ment continues de y ∈ DK+1

ρ . Il suffit donc de prendre δ assez petit pour que

|y− y ′| < δ =⇒ sup
V ′⊂V

2

∑
v∈V |C∞y (v) − C∞y ′(v)|∑

v∈V ′ C
∞
y ′(v)

< ε ,

et la démonstration est achevée.

Considérons maintenant la fonction H∞ : DK+1 × RK+1 −→ RK+1, transformée
de Fenchel–Legendre de G∞ :

∀y ∈ DK+1 ∀u ∈ RK+1 H∞(y;u) = sup
z∈RK+1

(
u · z−G∞(y; z)

)
.

Remarque 22.3.7. D’après le lemme 22.2.8, pour tout y ∈ int(DK+1), la fonction
H∞(y;u) est finie pour u ∈ Conv(V) et infinie ailleurs. Si de plus, u ∈ int(Conv(V)),
la fonction H∞(y;u) est analytique en u.

Le comportement de la fonctionH∞ pour y sur le bord de DK+1 est plus délicat ;
heureusement, nous ne serons pas concernés par ce cas.

Corollaire 22.3.8. Soit ρ > 0. La fonction H∞(y;u) est uniformément continue en
y ∈ DK+1

ρ , uniformément sur u ∈ RK+1.
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Démonstration. Soit ε > 0. Par le lemme précédent, il existe δ > 0 tel que pour
tout y, y ′ ∈ DK+1

ρ et pour tout z ∈ RK+1 nous avons :

|y− y ′| < δ =⇒
∣∣G∞(y; z) −G∞(y ′; z)∣∣ < ε .

Alors, pour tout y, y ′ ∈ DK+1
ρ et pour tout u ∈ RK+1, si |y− y ′| < δ,

H∞(y;u) = sup
z∈RK+1

(
uz−G∞(y; z)

)
> sup
z∈RK+1

(
uz−G∞(y ′; z))− ε = H∞(y ′;u) − ε .

Nous échangeons y et y ′ dans l’inégalité précédente et nous obtenons le résultat
voulu.

22.3.4 La fonctionnelle d’action

Dans cette section, nous donnons quelques propriétés de la fonctionnelle d’ac-
tion IT . Définissons d’abord la fonction G

∞
: RK+1 −→ R par :

∀ z ∈ RK+1 G
∞
(z) = 0 ∨ sup

y∈DK+1
ρ

G∞(y; z) .

La fonction G
∞

est construite de sorte que G
∞
> 0 pour tout z ∈ RK+1, et

∀y ∈ DK+1
ρ ∀ z ∈ RK+1 G∞(y; z) 6 G

∞
(z) .

De plus, la fonctionG
∞

est convexe et finie. Nous pouvons donc définir sa trans-
formée de Fenchel–Legendre :

∀u ∈ RK+1 H∞(u) = sup
z∈RK+1

(
u · z−G∞(z)) .

La fonction H est aussi convexe et positive, elle vérifie de plus :

∀y ∈ DK+1
ρ ∀u ∈ RK+1 H∞(u) 6 H∞(y;u) .

En particulier, la fonction H∞ est finie sur l’ensemble Conv(V).

Lemme 22.3.9. Soit T > 0. La fonctionnelle d’action IT vérifie les propriétés suivantes :

• Pour tout η > 0, l’ensemble des fonctions φ : [0, T ] −→ DK+1
ρ vérifiant IT (φ) 6 η

est absolument équicontinu.
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• La fonctionnelle d’action est semicontinue inférieurement vis–à–vis de la convergence
uniforme.

• Pour tout η, ρ > 0, l’ensemble

ΦT (η) =
⋃

y∈DK+1
ρ

Φy;T (η) =
{
φ : [0, T ] −→ DK+1

ρ : IT (φ) 6 η
}

est compact vis–à–vis de la convergence uniforme.

Démonstration. Les fonctions φ : [0, T ] −→ DK+1
ρ vérifiant IT (φ) 6 η sont abso-

lument continues par définition de IT . Il suffit donc de montrer que les dérivées
de ces fonctions sont uniformément intégrables. En effet, pour tout ensemble
fini d’intervalles disjoints [t1, t

′
1], . . . , [tn, t ′n] dans [0, T ], grâce à la continuité ab-

solue de φ, nous avons∑
16i6n

∣∣φ(t ′i) − φ(ti)∣∣ 6 ∑
16i6n

∫ t ′i
ti

∣∣φ ′(s)∣∣ds .

Or, par uniforme intégrabilité, pour tout ε > 0 il existe δ > 0 tel que si
∑

(t ′i −

ti) < δ, alors cette dernière quantité est inférieure à ε, uniformément surφ. Pour
montrer l’uniforme intégrabilité des dérivées, nous remarquons que, d’après la
proposition 22.2.1, la fonction H∞ vérifie

lim
|u|→∞

H∞(u)
|u|

= ∞ .

Nous avons aussi, par définition de H∞,∫T
0
H∞(φ ′(s))ds 6

∫T
0
H∞(φ(s);φ ′(s))ds 6 η .

Soit ε > 0 et choisissons R > 0 assez grand pour que, pour tout u ∈ RK+1 avec
|u| > R,

|u|

H∞(u) <
ε

2η
.

Alors,∑
16i6n

∫ t ′i
ti

∣∣φ ′(s)∣∣ds 6
∑

16i6n

∫ t ′i
ti

∣∣φ ′(s)∣∣1{|φ ′(s)|6R} ds+

∑
16i6n

∫ t ′i
ti

|φ ′(s)|

H∞(φ ′(s))H∞(φ ′(s))1{|φ ′(s)|>R} ds 6 R
∑

16i6n

(t ′i − ti) +
ε

2
.
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Nous concluons en prenant δ = ε/2R.

Nous démontrons maintenant la semicontinuité inférieure de la fonctionnelle
d’action. Soit φn : [0, T ] −→ DK+1

ρ une suite de fonctions convergeant uniformé-
ment vers φ : [0, T ] −→ DK+1

ρ . Nous allons démontrer que :

lim inf
n→∞ IT (φn) > IT (φ) .

Quitte à extraire une sous–suite, il suffit de considérer le cas où IT (φn) converge
et

lim
n→∞ IT (φn) = η < ∞ .

Cette convergence entraîne l’existence d’une constante positive C telle que

∀n > 1 IT (φn) 6 C .

La suite de fonctions (φn) est donc équicontinue. Nous en déduisons la conti-
nuité absolue de la fonction φ. En effet, pour tout ε > 0, il existe δ > 0 tel
que si [t1, t

′
t], . . . , [tk, t ′k] sont des sous–intervalles disjoints de [0, T ] tels que∑

16i6k |t
′
i − ti| < δ, alors pour tout n > 0,∑

16i6k

∣∣φn(t ′i) − φn(ti)∣∣ < ε .

Un passage à la limite dans cette inégalité permet de conclure la continuité ab-
solue de la fonction φ. Soit maintenant ε > 0 quelconque, et choisissons h, δ > 0
tels que :

∀y, y ′ ∈ DK+1
ρ |y− y ′| < δ =⇒

∣∣H∞(y;u) −H∞(y ′;u)∣∣ < ε ,

∀ s, t ∈ [0, T ] |s− t| < h =⇒
∣∣φn(s) − φn(t)∣∣∨ ∣∣φ(s) − φ(t)∣∣ < δ .

Remarquons que le choix de δ est uniforme en u grâce au corollaire 22.3.8, et
le choix de h est uniforme en n grâce à l’équicontinuité de la suite (φn). Soit
maintenant 0 = t0 < t1 < · · · < tk = T une partition de l’intervalle [0, T ] de pas
maximal plus petit que h. Alors, pour tout n > 1,

IT (φn) =

∫T
0
H∞(φn(t);φ ′n(t))dt >

k−1∑
i=0

∫ ti+1

ti

H∞(φn(ti);φ ′n(t))dt− εT .

Or, par l’inégalité de Jensen,

k−1∑
i=0

∫ ti+1

ti

H∞(φn(ti);φ ′n(t))dt >
k−1∑
i=0

(ti+1−ti)H
∞(φn(ti); φn(ti+1) − φn(ti)

ti+1 − ti

)
.
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Nous faisons tendre n vers l’infini, et nous obtenons, grâce à la semicontuinuité
inférieure de H∞ :

η+ εT >
k−1∑
i=0

(ti+1 − ti)H
∞(φ(ti); φ(ti+1) − φ(ti)

ti+1 − ti

)
.

Nous utilisons encore la continuité uniforme de H∞ dans le premier argument,
pour déduire que cette dernière somme est minorée par :

k−1∑
i=0

∫ ti+1

ti

H∞
(
φ(t);

φ(ti+1) − φ(ti)

ti+1 − ti

)
dt− εT .

Soit ψ : [0, T ] −→ DK+1
ρ la fonction constante par morceaux égale à (φ(ti+1) −

φ(ti))/(ti+1 − ti) dans l’intervalle [ti, ti+1[ . Nous avons obtenu la relation∫T
0
H∞(φ(t);ψ(t))dt 6 η+ 2εT .

Quand h tend vers 0, ψ(t) converge vers φ ′(t) pour presque tout t ∈ [0, T ].
Puisque la fonction H∞ est semicontinue inférieurement, nous avons, presque
pour tout t,

H∞(φ(t);φ ′(t)) 6 lim inf
h→0

H∞(φ(t);ψ(t)) .

La fonction H∞ étant positive, par le lemme de Fatou,

IT (φ) =

∫T
0
H∞(φ(t);φ ′(t))dt 6 lim inf

h→0

∫T
0
H∞(φ(t);ψ(t))dt 6 η+ 2εT .

Nous faisons tendre ε vers 0 et nous obtenons le résultat voulu. Finalement,
nous montrons la compacité de l’ensemble

ΦT (η) =
⋃

y∈DK+1
ρ

Φy;T (η) =
{
φ : [0, T ] −→ DK+1

ρ : IT (φ) 6 η
}

.

La précompacité est obtenue grâce au théorème d’Ascoli–Arzela, vu que l’en-
semble est équicontinu. Puis la semicontinuité inférieure de la fonctionnelle
d’action entraîne que l’ensemble est fermé.

Nous étudions ensuite les trajectoires qui minimisent l’action IT . Nous définis-
sons la fonction b : DK+1 −→ RK+1 ainsi :

∀ 0 6 k 6 K ∀ x ∈ DK+1

bk(x) =
1
λ

∑
06h6k

xhf(h)e
−a ak−h

(k− h)!
−

1
λ
xk

( ∑
06h6K

xh
(
f(h) − 1

)
+ 1
)

.
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Nous montrons ensuite que la fonction IT s’annule pour les trajectoires φ qui
sont solutions du système d’équations différentielles x ′(t) = b(x(t)).

Corollaire 22.3.10. La fonctionnelle IT satisfait les propriétés suivantes :

• La fonctionnelle IT (·) atteint son infimum sur tout ensemble fermé de trajectoires
φ : [0, T ] −→ DK+1

ρ .

• Nous avons IT (φ) = 0 si et seulement si φ est une solution du système x ′(t) =

b(x(t)).

Démonstration. La première affirmation découle du lemme précédent ; en effet
considérons un ensemble fermé F de trajectoires φ : [0, T ] −→ DK+1

ρ , et suppo-
sons que I∗ = inf

{
IT (φ) : φ ∈ F

}
< +∞ (autrement l’affirmation est triviale).

Il existe donc une suite (φn)n>1 de trajectoires de F telle que In = IT (φn) dé-
croit vers I∗. Quitte à extraire une sous–suite, la suite (φn)n>1 converge vers
une trajectoire φ∗ ∈ F telle que IT (φ∗) = I∗.

Démontrons maintenant la deuxième affirmation. Rappelons que la fonction
H(y;u) est la transformé de Fenchel–Legendre de la log–Laplace G(y; z) de la
loi

µ =
∑
v∈V

C∞y (v)δv +
(

1 −
∑
v∈V

C∞y (v)
)
δ0 .

Par le lemme 22.2.3, nous avons que H(y;u) = 0 si et seulement si u = E(X), où
X est un vecteur aléatoire de loi µ. Calculons donc cette espérance. Les coeffi-
cients C∞y (v) sont donnés par : pour tout y ∈ DK+1 et 0 6 i, j 6 K,

C∞y (−ei) =
1
λ
yi

( ∑
06h6K

yhfH(h)

(
1 −

∑
h6l6K

e−a
al−h

(l− h)!

)
+ 1 −

∑
06h6K

yh

)
,

C∞y (ej) =
1
λ

(
1 −

∑
06l6K

yl

) ∑
06h6j

yhfH(h)e
−a aj−h

(j− h)!
,

C∞y (−ei + ej) =
1
λ
yi
∑

06h6j

yhfH(h)e
−a aj−h

(j− h)!
.
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Nous avons donc, pour k ∈ { 0, . . . , K },

E(Xk) = C∞y (ek) + ∑
i:i 6=k

C∞y (−ei + ek) − C∞y (−ek) − ∑
J:j6=k

C∞y (−ek + ej) =

1
λ
(1 − yk)

∑
06h6j

yhfH(h)e
−a aj−h

(j− h)!
−

1
λ
yk

( ∑
06h6K

yhfH(h) + 1
)

= bk(y) .

Nous en déduisons que si φ est une solutions du système x ′(t) = b(x(t)), alors
IT (φ) = 0. Inversement, si IT (φ) = 0, alors φ ′(t) = b(φ(t)) pour presque tout
t ∈ [0, T ]. Comme de plus φ est absolument continue, nous avons, pour tout
t ∈ [0, T ],

lim
h→0

φ(t+ h) − φ(t)

h
= lim
h→0

1
h

∫ t+h
t

b(φ(s))ds = b(φ(t)) .

Nous voyons donc que φ est dérivable pour tout t ∈ [0, T ] et qu’elle est solution
de l’équation φ ′(t) = b(φ(t)).

22.4 Borne inférieure du PGD

Soient δ, γ, ρ, η, T > 0 avec ρ > δ. Notre but est de démontrer que, asymptoti-
quement,

P
(
dT (Y,φ) < δ

∣∣∣Y(0) = y0
)

> exp
(
−m

(
I0,T (φ) + γ

))
,

uniformément sur y0 ∈ DK+1
ρ etφ ∈ Φy0;T (η). Fixons donc δ, γ, ρ, η, T > 0. Nous

définissons la distance dτT entre deux trajectoires [0, T ] −→ DK+1 par :

dτT (φ,ψ) = sup
t=0,τ,...,bT/τcτ

∣∣φ(t) −ψ(t)∣∣ .
Pour tout x0 ∈ S`+1, nous notons par Px0 la loi du processus (X(t))t>0 sachant
X(0) = x0. Également, nous notons par Ex0 l’espérance associée. Soient y0 ∈
DK+1
ρ , x0 ∈ S`+1 tels que πK(x0) = y0 et φ : [0, T ] −→ DK+1

ρ une trajectoire
vérifiant φ(0) = y0 et I0,T (φ) 6 s0. Comme φ est absolument continue, Pour m
assez grand, nous avons

Px0

(
dT (Y,φ) < δ

)
> Px0

(
dτT (Y,φ) < δ/2

)
.
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De plus, d’après le lemme 22.3.9, l’inégalité est vraie uniformément sur x0 ∈
π−1
K (DK+1

ρ ) et φ ∈ Φy0;T (η). Nous allons donc démontrer que, asymptotique-
ment,

Px0

(
dτT (Y,φ) < δ

)
> e−m(I(φ)+γ) ,

uniformément sur x0 ∈ π−1
K (DK+1

ρ ) et φ ∈ Φy0;T (η).

Pour alléger les notations, nous enlevons désormais les indices τ et T et nous
notons la distance dτT tout simplement par d. Également, nous enlevons l’indice
T dans la fonctionnelle d’action. Nous allons d’abord faire la preuve pour des
trajectoires φ vérifiant l’hypothèse suivante :

Hypothèse (H). Il existe un compact K ′ ⊂ int
(
Conv(V)

)
tel que φ ′(t) ∈ K ′

pour tout t ∈ [0, T ].

Sous cette hypothèse, la fonctionH∞(y;u) est dérivable par rapport à u au point
φ ′(t) pour tout y ∈ DK+1

ρ et t ∈ [0, T ] (remarque 22.3.7). Nous en déduisons
l’existence d’un deuxième compact K ⊂ RK+1 tel que

∀y ∈ DK+1
ρ ∀ t ∈ [0, T ] ∇uH∞(y;φ ′(t)) ∈ K .

Malheureusement, le processus Y ne reste pas forcément à l’intérieur de l’en-
semble DK+1

ρ , et lorsqu’il touche le bord de DK+1, la fonction H∞ peut être in-
finie. Pour surmonter cette difficulté, nous allons construire un processus auxi-
liaire, avec la même dynamique que le processus Y dans le triangle réduit DK+1

ρ ,
mais cette fois–ci, défini partout dans l’espace RK+1.

Processus auxiliaire. Nous construisons maintenant un processus auxiliaire à
valeurs dans ZK+1/m, que nous notons par (Ỹ(t))t=0,τ,.... Nous supposons, sans
perte de généralité, que ρ − δ > 0 et nous prenons ρ tel que 0 < ρ < (ρ −

δ)/2. Sur l’ensemble (ZK+1/m) ∩DK+1
ρ , le processus Ỹ a la même dynamique

que le processus Y, et en dehors de cet ensemble, le processus Ỹ évolue selon
une marche aléatoire symétrique standard. Plus précisément, pour tout t > 0 et
pour tout v ∈ V

P
(
Ỹ(t+ τ) = Ỹ +

v

m

∣∣∣X(t)) = CX(t)(v) , si πK(X(t)) ∈ DK+1
ρ ,

P
(
Ỹ(t+ τ) = Ỹ +

v

m

∣∣∣X(t)) =
1

|V|+ 1
, sinon .

Nous définissons les fonctions G̃, H̃, G̃∞, H̃∞ associées au processus Ỹ, qui sont
les analogues des fonctionsG,H,G∞, H∞ associées au processus Y. Remarquons



22.4. Borne inférieure du PGD 321

que la proposition 22.3.2 et le corollaire 22.3.5 restent vrais pour les fonctions
G̃, G̃∞. Évidemment, pour tout φ ∈ Φy0,T (η) :

Px0

(
d(Y,φ) < δ

)
= Px0

(
d(Ỹ, φ) < δ

)
,

reste vrai jusqu’au temps de sortie inclus. Nous pouvons donc travailler avec le
processus Ỹ au lieu du processus Y pour prouver notre estimée.

Nous posons, pour tout t ∈ [0, T ] et y ∈ RK+1 :

z(t, y) = m∇uH̃∞(y;φ ′(t)) .

Puisque φ vérifie l’hypothèse (H), nous avons bien

∀y ∈ RK+1 ∀ t ∈ [0, T ]
z(t, y)

m
∈ K .

Introduisons la transformée de Cramér généralisée associée à z, comme dans la
section 22.2.7.

π(0, T) = exp
( T−τ∑
s=0

z
(
s, Ỹ(s)

)(
Ỹ(s+ τ) − Ỹ(s)

)
−

T−τ∑
s=0

G̃
(
X(s);

z
(
s, Ỹ(s)

)
m

))
.

La mesure de probabilité Pz
x0 est absolument continue vis–à–vis de Px0 , et a une

densité strictement positive π(0, T). Nous en déduisons que la mesure de proba-
bilité Px0 est absolument continue vis–à–vis de Pz

x0 avec densité π(0, T)−1. D’où

Px0

(
d(Ỹ, φ) < δ

)
= Ezx0

(
1
{d(Ỹ,φ)<δ}π(0, T)

−1
)

.

Nous allons d’abord minorer la probabilité de l’événement {d(Ỹ, φ) < δ }, et
nous allons ensuite majorer la densité π(0, T). Nous avons

Pzx0

(
d(Ỹ, φ) < δ

)
> 1 − Pzx0

(
d(Ỹ, φ) > δ

)
.

Définissons les processus Yz et Y∞,z ainsi : pour tout t = 0, τ, . . . ,

Yz(t) = Ỹ(0) +
1
m

t−τ∑
s=0

∇zG̃
(
X(s);

z
(
s, Ỹ(s)

)
m

)
,

Y∞,z(t) = Ỹ(0) +
1
m

t−τ∑
s=0

∇zG̃∞
(
Y(s);

z
(
s, Ỹ(s)

)
m

)
.
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Nous avons

Pzx0

(
d(Ỹ, φ) > δ

)
6 Pzx0

(
d(Ỹ, Yz) > δ/3

)
+

Pzx0

(
d(Yz, Y∞,z) > δ/3

)
+ Pzx0

(
d(Y∞,z, φ) > δ/3

)
.

Il s’agit maintenant de contrôler les trois termes de droite de cette inégalité.

Lemme 22.4.1. Le processus (Ỹ(t) − Yz(t))t=0,τ,... est une martingale vis–à–vis de la
tribu (Ft)t=0,τ,... et de la mesure de probabilité Pz

x0 .

Démonstration. Il suffit de montrer que, pour tout t = 0, τ, . . . ,

Ezx0

(
Ỹ(t+ τ) − Ỹ(t) −

1
m
∇zG̃

(
X(t);

z
(
t, Ỹ(t)

)
m

) ∣∣∣∣∣Ft
)

= 0 .

Puisque π(0, t) est Ft–mesurable, il suffit de montrer que

Ex0

((
Ỹ(t+ τ) − Ỹ(t)

)
π(t, t+ 1)

∣∣∣Ft) =
1
m
∇zG̃

(
X(t);

z
(
t, Ỹ(t)

)
m

)
.

Or, sachant Ft, la log–Laplace de l’incrément Ỹ(t + τ) − Ỹ(t) est donnée par
G̃(X(t); ·/m). Par le lemme 22.2.9, nous obtenons le résultat voulu.

Par l’inégalité de Doob,

Pzx0

(
d(Ỹ, Yz) > δ/3

)
6
(3
δ

)2
Ezx0

(∣∣Ỹ(T) − Yz(T)∣∣2)
6
(3
δ

)2 K∑
h=0

Ezx0

((
Ỹh(T) − Y

z
h(T)

)2
)

.

Pour chaque h dans { 0, . . . , K }, nous décomposons le carré dans l’espérance
comme suit :

∣∣Ỹh(T) − Yzh(T)∣∣2 =

T−τ∑
s=0

∣∣∣∣Ỹh(s+ τ) − Ỹh(s) − 1
m

∂G̃

∂zh

(
X(s);

z
(
s, Ỹ(s)

)
m

)∣∣∣∣2
+ 2

∑
06s<t6T−τ

(
Ỹh(s+ τ) − Ỹh(s) −

1
m

∂G̃

∂zh

(
X(s);

z
(
s, Ỹ(s)

)
m

))

×
(
Ỹh(t+ τ) − Ỹh(t) −

1
m

∂G̃

∂zh

(
X(t);

z
(
t, Ỹ(t)

)
m

))
.
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Nous prenons les espérances conditionnelles par rapport à Fs dans l’expression
précédente. Par le lemme précédent, les termes croisés sont d’espérance nulle.
Pour la somme des carrés, nous raisonnons comme dans le lemme précédent, et
nous appliquons à nouveau le lemme 22.2.9, pour déduire que

Ezx0

((
Ỹh(s+ τ) − Ỹh(s) −

1
m

∂G̃

∂zh

(
X(s);

z
(
s, Ỹ(s)

)
m

)
τ

)2
∣∣∣∣∣Fs
)

=
1
m2

∂2G̃

∂z2
h

(
X(s);

z
(
s, Ỹ(s)

)
m

)
.

Par l’hypothèse (H), z(s, Ỹ(s))/m reste dans un compact K pour tout temps s =
0, τ, . . . , T − τ. Nous pouvons donc utiliser le corollaire 22.3.5 pour en déduire
qu’il existe une constante C > 0 telle que

Pzx0

(
d(Ỹ, Yz) > δ/3

)
6
(3
δ

)2
(K+ 1)T

C

m
.

Cette quantité tend vers 0 quand m tend vers l’infini. Nous majorons mainte-
nant la probabilité de l’événement

d(Yz, Y∞,z) > δ ′/3 .

Nous avons, pour tout t > 0,∣∣Yz(t) − Y∞,z(t)∣∣ 6
t−τ∑
s=0

∣∣∣∣∇zG̃(X(s); z
(
s, Ỹ(s

)
)

m

)
−∇zG̃∞

(
Y(s);

z
(
s, Ỹ(s)

)
m

)∣∣∣∣τ .

Vu que Y(s) = πK
(
X(s)

)
pour tout s = 0, τ, . . . et que z(s, Ỹ(s))/m ∈ K pour

tout s = 0, τ, . . . , T , nous pouvons utiliser la proposition 22.3.3 pour en déduire
que, asymptotiquement, ∣∣Yz(t) − Y∞,z(t)∣∣ 6 δ/3 .

Finalement, grâce au choix de z, et d’après la proposition 22.2.1, nous voyons
que

Y∞,z(t) = Ỹ(0) +
t−τ∑
s=0

∇zG̃∞
(
Y(s);

z
(
s, Ỹ(s)

)
m

)
τ = φ(0) +

t−τ∑
s=0

φ ′(s)τ .
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La continuité absolue de φ entraîne que, pourm assez grand,∣∣Y∞,z(t) − φ(t)∣∣ < δ/3 .

Nous concluons que, asymptotiquement,

Pzx0

(
d(Ỹ, φ) < δ

)
→ 1 .

Pour compléter la démonstration de la borne inférieure du PGD, nous allons
majorer la densité π(0, T). Il suffit de majorer la densité π(0, T) sur l’événement
{d(Ỹ, φ) < δ }, et justement sur cet événement, Y = Ỹ. Nous pouvons donc de
nouveau travailler avec le processus original Y. Nous avons

π(0, T) =

exp

(
T−τ∑
t=0

z(t, Y(t))
(
Y(t+ τ) − Y(t)

)
−m

T−τ∑
t=0

G

(
X(t);

z(t, Y(t))

m

)
τ

)
.

L’argument dans l’exponentielle est égal à

T−τ∑
t=0

z(t, Y(t))

((
Y(t+ τ) − Y(t)

)
−∇zG

(
X(t);

z(t, Y(t))

m

)
τ

)

+

T−τ∑
t=0

z(t, Y(t))

(
∇zG

(
X(t);

z(t, Y(t))

m

)
τ−∇zG∞

(
Y(t);

z(t, Y(t))

m

)
τ

)

+

T−τ∑
t=0

(
z(t, Y(t))∇zG∞

(
Y(t);

z(t, Y(t))

m

)
τ−mG∞

(
Y(t);

z(t, Y(t))

m

)
τ

)

+

T−τ∑
t=0

(
mG∞

(
Y(t);

z(t, Y(t))

m

)
τ−mG

(
X(t);

z(t, Y(t))

m

)
τ

)
.

Nous allons majorer une par une chacune de ces quatre lignes.

Ligne 1. Pour tout t = 0, τ, . . . , nous posons

η(t) =

T−τ∑
t=0

z(t, Y(t))

((
Y(t+ τ) − Y(t)

)
−∇zG

(
X(t);

z(t, Y(t))

m

)
τ

)
.

Lemme 22.4.2. Le processus (η(t))t=0,τ,... est une martingale vis–à–vis de (Ft)t=0,τ,...

et de la mesure de probabilité Pz
x0 .
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Démonstration. Il suffit de montrer que, pour tout t = 0, τ, . . . , nous avons

Ezx0

(
z(t, Y(t))

((
Y(t+ τ) − Y(t)

)
−∇zG

(
X(t);

z(t, Y(t))

m

)
τ

) ∣∣∣∣∣Ft
)

= 0 .

Puisque z(t, Y(t)) est mesurable par rapport à Ft, nous pouvons le sortir de
l’espérance conditionelle. Comme nous l’avons déjà vu dans la démonstration
du lemme 22.4.1, l’espérance conditionnelle qui reste est nulle.

Par le théorème de Kolmogorov pour les martingales, pour tout ε > 0,

Pzx0

(
|η(t)| > ε

)
6 ε−2Ezx0

(
|η(T)|2

)
.

Nous décomposons le carré dans l’espérance comme suit :

|η(T)|2 =

T−τ∑
s=0

z(s, Y(s))2
(
Y(s+ τ) − Y(s) −∇zG

(
X(s);

z(s, Y(s))

m

)
τ

)2

+
∑

06s<t6T−τ

z(s, Y(s))

(
Y(s+ τ) − Y(s) −∇zG

(
X(s);

z(s, Y(s))

m

)
τ

)
× z(t, Y(t))

(
Y(t+ τ) − Y(t) −∇zG

(
X(t);

z(t, Y(t))

m

)
τ

)
.

Nous prenons les espérances conditionnelles par rapport à Fs dans cette expres-
sion. Par le lemme précédent, les termes croisés sont d’espérance nulle. Chaque
terme dans la somme des carrés s’écrit

K∑
i,j=0

(
Yi(s+ τ) − Yi(s) −

∂G

∂zi

(
X(s);

z(s; Y(s))
m

)
τ

)
×
(
Yj(s+ τ) − Yj(s) −

∂G

∂zj

(
X(s);

z(s; Y(s))
m

)
τ

)
zi(s, Y(s))zj(s, Y(s)) .

Or, z(s, Y(s)) est mesurable par rapport à Fs, et sachant Fs, la log–Laplace de
l’incrément Y(s + τ) − Y(s) est G(X(s); ·/m). Donc, d’après le lemme 22.2.9, en
prenant l’espérance conditionnelle par rapport à Fs dans l’expression ci–dessus,
nous obtenons

K∑
i,j=0

∂2G

∂zi∂zj

(
X(s);

z(s, Y(s))

m

)
zi(s, Y(s))

m

zj(s, Y(s))

m
.
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Par l’hypothèse (H), z(s, Y(s))/m reste dans le compact K pour tout temps s =
0, τ, . . . , T . Nous pouvons donc utiliser le corollaire 22.3.5 pour en déduire que
chaque terme de la somme ci–dessus est borné par une constante positive C.
Cela entraîne que

Pzx0

(∣∣η(T)∣∣ > ε) 6 ε−2(K+ 1)2TC .

En prenant ε = mγ/4, nous concluons que avec probabilité qui tend vers 1,

|η(T)| < mγ/4 .

Ligne 2. Vu que z(s, Y(s))/m reste dans le compact K pour tout s = 0, τ, . . . , T ,
et qu’en plus ∇zG(x; z) → ∇zG∞(πK(x); z) uniformément sur S`+1 × K, pour
tout ε > 0, asymptotiquement,

T−τ∑
s=0

z(s, Y(s))

(
∇zG

(
X(s);

z(s, Y(s))

m

)
−∇zG∞

(
Y(s);

z(s, Y(s))

m

))
τ

6 m
(

sup
z∈K

|z|
)
Tε ,

avec probabilité 1. En prenant ε assez petit, nous concluons que, avec probabi-
lité 1, asymptotiquement, la ligne 2 est majorée parmγ/4.

Ligne 3. Rappelons que notre choix de z a été : pour tout t ∈ [0, T ] et y ∈ RK+1,

z(t, y) = m∇uH̃∞(y;φ ′(t)) .

Or, pour tout y ∈ DK+1
ρ , nous avons H̃∞(y; ·) = H∞(y; ·). Puisque sur l’évé-

nement {d(Y(s), φ(s)) < δ }, nous avons aussi Y(s) ∈ DK+1
ρ , nous concluons,

d’après la proposition 22.2.1, que

T−τ∑
t=0

(
z(t, Y(t))∇zG∞

(
Y(t);

z(t, Y(t))

m

)
τ−mG∞

(
Y(t);

z(t, Y(t))

m

)
τ

)

= m

T−τ∑
t=0

H∞(Y(s);φ ′(s))τ .

Or, sur l’événement d(Y(s), φ(s)) < δ, en prenant δ assez petit, par la continuité
uniforme de H∞ dans le premier argument, nous avons

T−τ∑
t=0

H∞(Y(s);φ ′(s))τ 6
T−τ∑
t=0

H∞(φ(s);φ ′(s))τ+ γ/8 .
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Puisque φ est absolument continue, asymptotiquement, nous avons que l’ex-
pression précédente est majorée par∫T

0
H∞(φ(s);φ ′(s))ds+ γ/4 .

Nous concluons que, asymptotiquement, avec probabilité qui tend vers 1, la
ligne 3 est majorée par

m

( ∫T
0
H∞(φ(s);φ ′(s))ds+ γ/4

)
.

Ligne 4. Vu que z(s, Y(s))/m reste dans le compact K pour tout s = 0, τ, . . . , T ,
d’après la proposition 22.3.3, pour tout ε > 0, asymptotiquement,

T−τ∑
t=0

(
G∞
(
Y(t);

z(t, Y(t))

m

)
τ−G

(
X(t);

z(t, Y(t))

m

)
τ

)
6 Tε ,

avec probabilité 1. Nous concluons que, pour ε assez petit, asymptotiquement,
avec probabilité 1, la ligne 4 est majorée parmγ/4. Ceci achève la démonstration
de la borne inférieure du PGD pour des trajectoires φ vérifiant l’hypothèse (H).
Il s’agit maintenant d’étendre le résultat à toute trajectoire φ telle que I(φ) < η.

Étant donnée une partition 0 = t0 < t1 < · · · < tk = T de l’intervalle [0, T ], nous
considérons la ligne polygonale L : [0, T ] −→ DK+1

ρ passant par les points

(t0, φ(t0)), (t1, φ(t1)), . . . , (tk, φ(tk)) .

Le pas maximal de la partition est la longueur du plus grand intervalle [ti, ti+1].

Lemme 22.4.3. Pour tout ε > 0, il existe h > 0 tel que, pour tout partition de pas
maximal inférieure à h, pour tout φ vérifiant I(φ) 6 η,

dT (L,φ) < ε , I(L) 6 I(φ) + ε .

Démonstration. Soit ε > 0. Par équicontinuité (lemma 22.3.9), il existe h1 > 0 tel
que, pour toute partition de pas maximal inférieur à h1, dT (L,φ) < ε. Soient
h2, δ

′ > 0 tels que :

∀y, y ′ ∈ DK+1
ρ ∀u ∈ RK+1

|y− y ′| < δ ′ =⇒ |H∞(y;u) −H∞(y ′;u)| < ε

2T
,

∀ s, t ∈ [0, T ] |s− t| < h2 =⇒ |φ(s) − φ(t)| < δ ′ .
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Remarquons que le choix de δ ′ est uniforme en u grâce au corollaire 22.3.8, et le
choix de h2 est uniforme enφ tel que I(φ) < η par équicontinuité. Par l’inégalité
de Jensen, nous avons :

k−1∑
i=0

(ti+1 − ti)H
∞(φ(ti); φ(ti+1) − φ(ti)

ti+1 − ti

)
6

k−1∑
i=0

∫ ti+1

ti

H∞(φ(ti);φ ′(t))dt 6
∫T

0
H∞(φ(t);φ ′(t))dt+ ε

2
.

Or,
∀ i ∈ { 0, . . . , k− 1 } sup

ti6t6ti+1

|L(t) − L(ti)| < δ ′ .

Donc,

I(L) =

∫T
0
H∞(L(t);L ′(t))dt =

k−1∑
i=0

∫ ti+1

ti

H∞
(
L(t);

φ(ti+1) − φ(ti)

ti+1 − ti

)
dt

6
k−1∑
i=0

(ti+1 − ti)H
∞(φ(ti); φ(ti+1) − φ(ti)

ti+1 − ti

)
+
ε

2
.

Nous combinons ces deux inégalités et nous obtenons le résultat voulu.

Soit ε > 0 et soit h associé à ε par le lemme précédent. Considérons les approxi-
mations polygonales L des fonctions φ telles que I(φ) < η, construites à partir
des partitions de [0, T ] de pas maximal inférieur à h. Puisque I(L) < η + ε, en
particulier les trajectoires L vérifient L ′(t) ∈ int(Conv(V)) (autrement l’action
ne serait pas finie). Cependant, les dérivés L ′(t) ne restent pas forcément dans
un compact K ′ ∈ int(Conv(V)). Soit κ > 0 et considérons les lignes polygonales
Lκ définies par

∀ t ∈ [0, T ] Lκ(t) = κL(0) + (1 − κ)L(t) .

L’ensemble des lignes polygonales Lκ vérifient l’hypothèse (H). De plus, pour
κ assez petit, d(L, Lκ) < ε, uniformément sur l’ensemble des lignes polygonales
L en question. En effet, pour tout t ∈ [0, T ],

|L(t) − Lκ(t)| 6 κ|L(0)|+ κ|L(t)| 6 2κ .
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Nous estimons maintenant l’action d’une ligne polygonale Lκ. Au vu de la
convexité de la fonction H∞, nous avons

I(Lκ) =

∫T
0
H∞(Lκ(t);L ′κ(t))dt =

∫T
0
H∞(Lκ(t); (1 − κ)L ′(t))dt

6 κ

∫T
0
H∞(Lκ(t); 0)dt+ (1 − κ)

∫T
0
H∞(Lκ(t);L ′(t))dt .

La première intégrale est bornée par

κT sup
y∈DK+1

ρ

H∞(y; 0) .

Pour κ assez petit, d’après le lemme précédent, la deuxième intégrale est bornée
par

I(φ) + 2ε .

Finalement, puisque Lκ vérifie l’hypothèse (H), nous pouvons utiliser la borne
inférieure des grandes déviations pour conclure que, pour ε < δ/3 ∧ γ/3,

Px0

(
d(Y,φ) < δ

)
> Px0

(
d(Y, Lκ) < δ/3

)
> e−m(I(φ)+γ) .

22.5 Borne supérieure du PGD

Soit ρ > 0 et définissons

Tρ = inf
{
t > 0 : Y(t) 6∈ DK+1

ρ

}
.

Nous considérons le processus (Yρ(t), t > 0) défini par

∀ t > 0 Yρ(t) = Y(t∧ Tρ) .

Rappelons que notre objectif est de démontrer le résultat suivant : pour tout
δ, γ, η0, T > 0, asymptotiquement,

P
(
dT
(
Yρ, Φy0(η)

)
> δ

∣∣∣Y(0) = y0
)

6 exp
(
−m(η− γ)

)
,

uniformément sur y0 ∈ DK+1
ρ et η 6 η0. Nous construisons d’abord une approxi-

mation polygonale (L(t))t>0 du processus Yρ. Soit N > 1 et posons ∆t = T/N.
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Nous approximons le processus Yρ par la ligne polygonale L(t)t>0 passant par
les points :

(0, Yρ(0)), (∆t, Yρ(∆t)), . . . , (T, Yρ(T)) .

Soit δ ′ < δ/2 et introduisons les événements suivants :

A(i) =

{
sup

i∆t6t6(i+1)∆t
|Y(t) − Y(i∆t)| < δ ′

}
, 0 6 i 6 N− 1 .

Si tous les événements A(i) sont réalisés, nous avons d(Yρ, L) < δ. C’est–à–
dire, que si tous les événements A(i) sont réalisés, et que nous avons en plus
d(Yρ, Φy0(η)) > δ, alors L 6∈ Φy0(η). Il s’ensuit que, pour tout x0 ∈ S`+1 vérifiant
πK(x

0) ∈ DK+1
ρ ,

Px0

(
d(Yρ, ΦπK(x0)(η)) < δ

)
6

Px0

(N−1⋃
i=0

A(i)c
)
+ Px0

(N−1⋂
i=0

A(i), L 6∈ ΦπK(x0)(η)

)
.

La première probabilité est majorée par

Px0

(N−1⋃
i=0

A(i)c
)

6 N sup
x∈S`+1

Px

(
sup

06t6∆t
|Y(t) − πK(x)| > δ

′
)

.

Lemme 22.5.1. Pour tout x0 ∈ S`+1, nous avons

Px0

(
sup

06t6∆t
|Y(t) − πK(x

0)| > δ ′
)

6

2 sup
x∈S`+1

sup
06t6∆t

Px
(
|Y(t) − πK(x)| > δ

′/2
)

.

Démonstration. Soit τ le temps d’arrêt défini par

τ = inf
{
t > 0 : |Y(t) − πK(x

0)| > δ ′
}
∧ ∆t .

Nous avons

Px0

(
sup

06t6∆t
|Y(t) − πK(x

0)| > δ ′
)

6 Px0

(
|Y(∆t) − πK(x

0)| > δ ′/2
)

+ Px0

(
|Y(∆t) − Y(τ)| > δ ′/2

)
.
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Or, par la propriété de Markov forte,

Px0

(
|Y(∆t) − Y(τ)| > δ ′/2

)
6 sup

x∈S`+1

sup
06t6∆t

Px
(
|Y(t) − πK(x)| > δ

′/2
)

.

ce qui donne le résultat voulu.

D’après le lemme précédent, nous avons

Px0

(N−1⋃
i=0

A(i)c
)

6 2N sup
06t6∆t

sup
x∈S`+1

Px

(
|Y(t) − πK(x)| > δ

′/2
)

.

Par l’inégalité de Chebyshev exponentielle, pour tout α > 0,

Px
(
|Y(t) − πK(x)| > δ

′/2
)
6 e−mαδ

′/2
∑

σ∈{−1,+1}K+1

Ex

(
emασ(Y(t)−πK(x))

)
.

Par le lemme 22.2.12, la variable aléatoire suivante a espérance égale à 1 :

exp
( bt/τcτ−τ∑

s=0

mασ
(
Y(s+ τ) − Y(s)

)
−m

bt/τcτ−τ∑
s=0

G(X(s);ασ)τ
)

.

Par le corollaire 22.3.5, il existe une constante C(α) > 0 dépendante de α telle
que pour 1/`, q, |`q− a| assez petits,

sup
{
G(x;ασ) : x ∈ S`+1, σ ∈ {−1, 1}K+1 } < C(α) .

Il s’ensuit que, pour tout σ ∈ {−1, 1}K+1,

Ex

(
emασ(Y(t)−πK(x))

)
= Ex

(
emασ(Y(bt/τcτ)−πK(x))

)
6 eC(α)mt .

Nous concluons donc que

Px0

(N−1⋃
i=0

A(i)c
)

6 2K+2N exp
(
−m(αδ ′/2 − C(α)∆t)

)
.

Nous choisissons maintenant α = 4η0/δ
′ et ∆t tel que C(α)∆t 6 η0. Le terme

de droite de cette inégalité est donc asymptotiquement négligeable vis–à–vis de
exp(−m(η− γ)). Nous procédons maintenant à la majoration de la probabilité

Px0

(N−1⋂
i=0

A(i), L 6∈ ΦπK(x0)(η)

)
.
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Nous utilisons à nouveau l’inégalité de Chebyshev exponentielle. Nous avons

Px0

(N−1⋂
i=0

A(i), L 6∈ ΦπK(x0)(η)

)
= Px0

(N−1⋂
i=0

A(i), I(L) > η

)
6 e−mηEx0

(
1⋂N−1

i=0 A(i)e
mI(L)

)
.

Il s’agit maintenant de borner l’action de la ligne polygonale L. Fixons ε > 0 et
soit δ ′ assez petit pour que pour tout y, y ′ ∈ DK+1

ρ et pour tout u ∈ RK+1,

|y− y ′| < δ ′ =⇒
∣∣H∞(y;u) −H∞(y ′;u)∣∣ < ε .

Si tous les événements A(i) sont réalisés, nous pouvons borner l’action de la
ligne polygonale L ainsi :

I(L) =

N−1∑
i=1

∫ (i+1)∆t

i∆t

H∞
(
L(t);

Yρ
(
(i+ 1)∆t

)
− Yρ

(
i∆t
)

∆t

)
dt

6 ∆t

N−1∑
i=1

H∞
(
Yρ(i∆t);

Yρ
(
(i+ 1)∆t

)
− Yρ

(
i∆t
)

∆t

)
+ εT .

Nous en déduisons que :

Px0

(N−1⋂
i=0

A(i), L 6∈ ΦπK(x0)(η)

)
6 e−m(η−εT)Ex0

(
1⋂N−1

i=0 A(i)

×
N−1∏
i=0

exp
(
m∆tH∞(Yρ(i∆t); Yρ((i+ 1)∆t) − Yρ(i∆t)

∆t

)))
.

Par la propriété de Markov appliquée dans les instants ∆t, 2∆t, . . . , (N − 1)∆t,
nous voyons que l’espérance de la formule est inférieure à(

sup
y∈DK+1

ρ

Ey

(
1A(0) exp

(
m∆tH∞(y;

Yρ(∆t) − y

∆t

))))N
.

Nous remarquons que sur l’événement A(0), |Yρ(∆t) − y| < δ ′. De plus,

Yρ(τ) − y ∈ 1
m

Conv(V) =⇒ Yρ(∆t) − y ∈ ∆tConv(V) .
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Lemme 22.5.2. Soient ε > 0 et y ∈ DK+1
ρ . Il existe n > 1 et z0, . . . , zn ∈ RK+1 tels

que :

∀u ∈ U =
{
u ∈ RK+1 : |u| 6 δ ′/∆t

}
∩ Conv(V)

H∞(y;u) 6 max
06i6n

(
uzi −G∞(y; zi)

)
+ ε ,

où les vecteurs z1, . . . , zn dépendent de y, mais le nombre de vecteurs n dépend seule-
ment de ε.

Avant de donner la démonstration, nous finissons la preuve de la borne supé-
rieure des grandes déviations à l’aide du lemme. Soit y ∈ DK+1

ρ . Sur l’événement
A(0), nous avons bien

Yρ(∆t) − y

∆t
∈ U .

Nous pouvons donc appliquer le lemme pour en déduire que

Ey

(
1A(0) exp

(
m∆tH∞(y;

Yρ(∆t) − y

∆t

)))
6

em∆tεEy

(
1A(0) exp

(
m max

06i6n

(
(Yρ(∆t) − y)zi − ∆tG∞(y; zi)

)))
6

em∆tε
∑

06i6n

Ey

(
1A(0) exp

(
m
(
(Yρ(∆t) − y)zi − ∆tG∞(y; zi)

)))
.

Observons ensuite que, pour tout t ∈ [0, ∆t], avec tmultiple de τ, nous avons

(Y(t) − y)zi − tG∞(y; zi) =
t−τ∑
s=0

(Y(s+ τ) − Y(s))zi −

t−τ∑
s=0

G(X(s); zi)τ

+

t−τ∑
s=0

(
G(X(s); zi) −G∞(Y(s); zi))τ

+

t−τ∑
s=0

(
G∞(Y(s); zi) −G∞(y; z)

)
τ .

Asymptotiquement, la deuxième ligne est plus petite que tε/2 grâce à la pro-
position 22.3.3. Sur l’événement A(0), il en est de même de la troisième ligne,
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grâce à la continuité uniforme de G∞. Nous avons donc

Ey

(
1A(0)e

m

(
(Yρ(∆t)−y)zi−∆tG∞(y;zi)

))
6

emε∆t sup
t∈[[0,∆t]]

Ey

(
exp

( t−τ∑
s=0

(Y(s+ τ) − Y(s))mzi −

t−τ∑
s=0

G(X(s); zi)
))

.

Or, cette dernière espérance vaut 1 pour tout t ∈ [[0, ∆t]]. Nous concluons que

Px0

(N−1⋂
i=0

A(i), L 6∈ ΦπK(x0)(η)

)
6 (n+ 1)Ne−m(η−3εT) .

Ceci achève la démonstration de la borne supérieure des grandes déviations.
Nous procédons maintenant à la démonstration du lemme 22.5.2.

Démonstration. Soit ε > 0. Remarquons d’abord qu’il existe h > 0 tel que

∀y ∈ DK+1
ρ ∀u, u ′ ∈ U |u− u ′| < h

∣∣H∞(y;u) −H∞(y;u ′)
∣∣ < ε .

En effet, d’après le corollaire 22.3.8, la fonction H∞ est uniformément continue
en y, uniformément sur u ∈ RK+1. Il existe donc un recouvrement ouvert fini
V1, . . . , Vn ′ de DK+1

ρ tel que, pour tout 1 6 i 6 n ′ et pour tout y, y ′ ∈ Vi,∣∣H∞(y;u) −H∞(y ′;u)∣∣ < ε

2
,

uniformément sur u ∈ U. Choisissons pour tout 1 6 i 6 n ′ un représentant yi ∈
Vi. La fonction H∞(y;u) est aussi uniformément continue en u sur l’ensemble
compact U. Pour 1 6 i 6 n ′, il existe hi > 0 tel que, pour tout u, u ′ ∈ U,

|u− u ′| < hi =⇒
∣∣H∞(yi;u) −H∞(yi;u ′)∣∣ < ε

2
.

Nous concluons en prenant h 6 min{hi : 1 6 i 6 n ′ }. Considérons maintenant
U1, . . . , Un un recouvrement ouvert de U dont chaque ensemble a un diamètre
inférieur à h/3, et choisissons pour tout 1 6 i 6 n un représentant ui ∈ Ui.
Remarquons ici que le choix de n est indépendant de y. Fixons y ∈ DK+1

ρ et
définissons, pour k > 0, l’ensemble U(k) par

U(k) =
{
u ∈ U : H∞(y;u) 6 kε

}
.
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Les ensembles emboîtés U(k) sont convexes et vérifient

d
(
U(k), U \U(k+ 1)

)
> h .

Nous allons nous servir des représentants ui dans chaque bandeU(k+1)\U(k)
pour définir des zi tels que l’inégalité

H∞(y;u) 6 max
16i6n

(
uzi −G∞(y; zi)

)
+ ε

soit vraie pour tout u ∈ U(k + 2) \ U(k + 1). Fixons k > 0, et considérons le
h/3–voisinage de l’ensemble U(k) :

Uh/3(k) =
{
u ∈ U : d(u,U(k)) 6 h/3

}
.

Remarquons que tout comme U(k), l’ensemble U(k)h/3 est aussi convexe. Soit
Ek l’ensemble des vecteurs ui présents dans la bande U(k+ 1) \Uh/3(k), et soit
ui un des représentants dans Ek. Puisque l’ensemble U(k) est convexe, il existe
un hyperplan, uz = d, tangent à U(k) et séparant le point ui de l’ensemble
U(k). D’un côté de l’hyperplan nous avons le point ρ∗ qui vérifie H∞(y; ρ∗) <
+∞, et de l’autre nous avons le point ui, qui vérifie aussi H∞(y;ui) < +∞.
Remarquons que nous avons de plus

inf
{
H∞(y;u) : zu = d

}
= kε ,

et que l’infimum est atteint au moins en un point ũi appartenant à l’intersection
entre l’hyperplan et l’ensemble U(k), en particulier ũi ∈ int(U). Alors il existe
une constante c telle que pour tout u ∈ RK+1,

H∞(y;u) > c(zu) − cd+ kε = (cz)u−G∞(y; cz) .

En effet, d’après le théorème 37.3 de [64], nous avons

kε = inf
z·u=d

H∞(y;u) = inf
z·u=d

sup
z ′∈Rd

(
u · z ′ −G∞(y; z ′)

)
= sup
z ′∈Rd

inf
z·u=d

(
u · z ′ −G∞(y; z ′)

)
.

Cette dernière quantité vaut −∞ si z ′ n’est pas de la forme z ′ = c ′z, avec c ′ ∈ R.
Il s’ensuit que

kε = sup
c ′∈R

(
c ′d−G∞(y; c ′z)

)
.
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Or, puisque ũi ∈ int(U), le supremum précédent est atteint, en un point c ∈ R.
Nous prenons zi = cz. Il s’ensuit que

G∞(y; zi) = ziũi − kε .

Remarquons que pour u ∈ U(k) :

kε > H∞(y;u) > ziu−G∞(y; zi) = zi(u− ui) + kε .

Donc, si u ∈ U(K), alors ziu 6 d. En appliquant ce même procédé à tous les
vecteurs dans Ek, nous voyons que l’ensemble des hyperplans obtenus séparent
les ensembles U(k) et U \ U2h/3(k), car tout point u dans la frontière de U \

U2h/3(k) est à distance plus petite que h/3 de l’un des vecteurs de Ek. Nous en
déduisons que tous les points dansU\U(k+1) sont séparés desU(k), i.e., pour
tout u ∈ U \U(k+ 1), il existe au moins un ui ∈ Ek tel que

ziu > ziui = kε+G∞(y; z) .

En particulier, pour tout u ∈ U(k + 2) \ U(k + 1) il existe au moins un ui ∈ Ek
tel que

H∞(y;u) −
(
ziu−G∞(y; zi)

)
< (k+ 2)ε− kε = ε .

Nous prenons tous les zi ainsi construits, et nous rajoutons le vecteur z0 = 0
pour que le résultat soit vérifié par les vecteurs dans U(1) aussi. L’ensemble de
tous ces vecteurs zi donne le résultat voulu.



Chapitre 23

Sortie d’un domaine

Soit D ⊂ DK+1
ρ un domaine fermé dont la frontière ∂D est une courbe de classe

C∞. L’objectif de ce chapitre est d’estimer le temps moyen de sortie du domaine
D pour le processus (Y(t))t>0. Pour cela nous allons nous servir du principe
de grandes déviations 22.1.1 obtenu dans le chapitre précédent, et nous allons
suivre la stratégie proposée par Freidlin et Wentzell dans [38]. Tous les résultats
de ce chapitre se généralisent à un nombre de coordonnées supérieure à K + 1,
mais par simplicité, nous les formulons seulement pour les premières K + 1
coordonnées.

23.1 Perturbation aléatoire d’un système d’EDO

Le processus stochastique (Y(t))t>0 peut être vu comme une perturbation aléa-
toire du système d’équations différentielles x ′(t) = b(x(t)) où

∀ 0 6 k 6 K ∀ x ∈ DK+1

bk(x) =
1
λ

∑
06h6k

xhf(h)e
−a ak−h

(k− h)!
−

1
λ
xk

( ∑
06h6K

xh
(
f(h) − 1

)
+ 1
)

.

Nous commençons par faire quelques remarques sur ce système d’équations.
Pour x ∈ RK+1 et δ > 0, nous notons par B(x, δ) la boule ouverte de centre x
et de rayon δ. Soit (xx(t))t>0 la solution du système d’équations avec condition
initiale x(0) = x. Alors la trajectoire changée de temps (xx(λt))t>0 est une so-
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lution du système d’équations (S∞) considéré dans le chapitre 5. Il est facile de
voir, par exemple à l’aide du lemme de Gronwall, que les trajectoires (xx(t))t>0

dépendent de façon continue de la condition initiale x, i.e., pour tout ε, t > 0, il
existe δ > 0 tel que

|x− y| < δ ⇒ |xx(t) − xy(t)| < ε .

Soit ρ∗ = (ρ∗0 , . . . , ρ∗K) la projection sur les K + 1 premières coordonnées de
la distribution de quasi–espèce autour de 0 associée au système (SfH) (cf. le
chapitre 5). Par le théorème 5.5.1, la solution stationnaire ρ∗ est stable dans
l’ensemble compact DK+1

ρ . Soient ε < ε ′ tels que pour toute condition initiale
x ∈ B(ρ∗, ε), la trajectoire xx(t) reste toujours dans la boule B(ρ∗, ε ′). Considé-
rons, pour tout x ∈ DK+1

ρ , le temps d’entrée dans la boule B(x, ε) :

T(x) = inf
{
t > 0 : xx(t) ∈ B(ρ∗, ε)

}
.

Grâce au théorème 5.5.1, nous savons que T(x) < +∞ pour tout x ∈ DK+1
ρ .

Puisque la trajectoire xx(t) dépend de manière continue de x, la fonction T(x)
est sémicontinue supérieurement, et elle atteint donc son maximum dans l’en-
semble compact DK+1

ρ , que nous appelons Tε. De plus, la trajectoire xx(t) reste
toujours à l’intérieur de l’ensemble DK+1. En effet, pour tout k > 0, nous avons,

bk(x) >
1
λ
xk
(
fH(k)e

−a − fH(0)
)
,

ce qui entraîne que pour tout t > 0,

xxk(t) > xk exp
(
t(fH(k)e

−a − fH(0)) > 0 .

Considérons pour chaque x ∈ DK+1
ρ la fonction

δ(x) = inf
{
d
(
xx(t), ∂DK+1) : t > 0

}
.

L’infimum précédent ne peut être réalisé que pour t ∈ [0, Tε]. Nous en dédui-
sons que δ est une fonction continue de x, et qu’elle atteint son minimum δρ > 0
sur l’ensemble compact DK+1

ρ .

23.2 Résultats supplémentaires

Nous donnons ici quelques lemmes utiles pour la suite. Ces résultats peuvent
être trouvés dans [38], chapitre 4, pour des perturbations gaussiennes des sys-
tèmes d’équations. Nous formulons sans démonstration les équivalents dans
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notre cas ; les démonstrations sont très similaires à celles de [38] et reposent sur
le principe de grandes déviations 22.1.1, ainsi que sur les remarques de la sec-
tion précédente. Dans la suite, nous utilisons la notation Px, Ex pour dénoter les
probabilités et espérances associées au processus (Y(t))t>0 partant du point x,
et nous supposerons implicitement que x est un point de l’ensemble ∆K+1. Soit
D ⊂ int(DK+1

ρ ) un ensemble fermé dont la frontière est une courbe de classe
C∞. D’après les remarques de la section précédente, nous pouvons supposer
que ρ est assez petit pour que toute trajectoire (xx(t))t>0 issue d’un point x ∈ D
reste toujours dans l’ensemble DK+1

ρ . À l’aide du principe de grandes déviations
et du corollaire 22.3.10, nous déduisons la loi des grands nombres trajectorielle
pour le processus (Y(t))t>0 : pour tout x ∈ D, nous avons,

lim
`,m→∞,q→0
`q→a, m

`
→α

Px

(
dT (Y(t), x

x(t)) > δ
)

= 0 ,

uniformément sur x ∈ D. Cela signifie que, si le point ρ∗ n’appartient pas à
l’ensembleD, le temps de sortie deD est fini avec très grande probabilité. Nous
allons donc supposer que ρ∗ ∈ int(D).

Soit ε > 0 assez petit pour que B(ρ∗, ε) ⊂ int(D). Définissons le temps τε de
sortie de l’ensemble D \ B(ρ∗, ε) pour le processus (Y(t))t>0 :

τε = inf
{
t > 0 : Y(t) 6∈ D \ B(ρ∗, ε)

}
.

Lemme 23.2.1. Pour tout ε > 0, nous avons :

• Il existe a, T0 > 0 tels que, pour toute trajectoire φ : [0, T ] −→ D \ B(ρ∗, ε),

∀ T > T0 IT (φ) > a(T − T0) .

• Il existe c, T0 > 0 tels que, pourm assez grand et pour tout x ∈ D \ B(ρ∗, ε),

∀ T > T0 Px(τε > T) 6 e−mc(T−T0) .

La fonctionnelle d’action IT peut être généralisée pour mesurer l’action des
courbes φ définies sur des intervalles de temps différents de [0, T ]. En effet, soit
φ : [T1, T2] −→ DK+1

ρ une courbe avec −∞ 6 T1 < T2 6 +∞. Nous définissons
l’action IT1T2(φ) de la courbe φ par :

IT1T2(φ) =

∫T2

T1

H∞(φ(t);φ ′(t))dt .
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Nous définissons le quasi–potentiel associé à l’action I par : pour tout x, y ∈
DK+1
ρ ,

V(x, y) = inf
{
IT1T2(φ) : φ(T1) = x,φ(T2) = y,−∞ 6 T1 < T2 6 +∞} .

Le quasi–potentiel vérifie V(x, y) > 0. De plus, V(ρ∗, ρ∗) = 0 et V(ρ∗, x) est une
fonction continue en x. Prenons

V0 = min
x∈∂D

V(ρ∗, x) .

Lemme 23.2.2. Pour tout x ∈ B(ρ∗, ε) et d > 0, il existe h, T0 > 0 et une trajec-
toire φx : [0, T0] −→ DK+1

ρ satisfaisant : φx(0) = x, il existe T(x) < T0 tel que
d
(
φx(T(x)), D

)
> h, φx(t) ne rentre pas dans la boule B(ρ∗, ε/2) une fois qu’elle est

sortie de B(ρ∗, ε), et IT(x)(φx) < V0 + d.

23.3 Temps de sortie

Nous énonçons maintenant le résultat principal de ce chapitre. SoientD ⊂ D ′ ⊂
int(DK+1

ρ ) des ensembles fermés dont les frontières sont des courbes de classe
C∞. Nous supposons que ρ∗ ∈ int(D), et que pour tout x ∈ D, la solution du
système x ′(t) = b(x(t)) avec condition initiale x(0) = x reste dans D ′ pour tout
t > 0. Nous définissons le temps de sortie deD ′ pour le processus (Y(t))t>0 par

τ(D ′) = inf
{
t > 0 : Y(t) 6∈ D ′

}
.

Théorème 23.3.1. Pour tout x ∈ D, nous avons

lim
`,m→∞,q→0
`q→a, m

`
→α

1
m

lnEx
(
τ(D ′)

)
= min
y∈∂D

V(ρ∗, y) = V0 .

Démonstration. Tout le long de cette démonstration, par asymptotiquement nous
voulons dire : pour m, ` assez grands, q assez petit, `q assez proche de a et
m/` assez proche de α. Nous commençons par montrer que, pour tout d > 0,
asymptotiquement,

1
m

lnEx
(
τ(D ′)

)
< V0 + d .

D’après les remarques dans la section 23.1, nous pouvons choisir ε, T1 > 0
tels que toutes les trajectoires (xx(t))t>0 avec condition initiale x ∈ D rentrent
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dans l’ensemble B(ρ∗, ε/2) avant le temps T1, et ne sortent plus de l’ensemble
B(ρ∗, ε/2) après le temps T1. D’après le lemme précédent, nous pouvons aussi
choisir h, T2 > 0 tels que, pour tout point x ∈ B(ρ∗, ε), il existe une trajectoire
(φx(t))t>0 vérifiant : d

(
φx(T(x)), D ′) > h avec T(x) 6 T2, φx(t) ne rentre pas

dans la boule B(ρ∗, ε/2) après être sortie de B(ρ∗, ε), et IT(x)(φx) < V0 + d/2.
Nous choisissons de plus ε assez petit pour que B(ρ∗, 2ε) ⊂ int(D). Grâce au
principe de grandes déviations 22.1.1, nous avons : pour tout y ∈ B(ρ∗, ε),

Py

(
dT(y)

(
Y(t), φy(t)

)
< h

)
> exp

(
−m

(
IT(y)(φ

y) + d/2
))

> e−m(V0+d) .

Puisque d
(
φy(T(y)), D ′

)
> 0, nous avons

Py
(
τ(D ′) < T2

)
> Py

(
τ(D ′) < T(y)

)
> e−m(V0+d) .

Nous notons par τε le temps d’entrée dans la boule B(ρ∗, ε) :

τε = inf
{
t > 0 : Y(t) ∈ B(ρ∗, ε)

}
.

Soit x ∈ D, par la propriété de Markov forte, asymptotiquement,

Px
(
τ(D ′) < T1 + T2

)
> Ex

(
1τε<TPY(τe)(τ(D

′) < T2)
)

> Px(τε < T1)e
−m(V0+d) >

1
2
e−m(V0+d) ,

où la dernière inégalité a été obtenue grâce à la loi des grands nombres tra-
jectorielle pour le processus (Y(t))t>0 (section précédente). Nous décomposons
l’espérance Ex(τ(D ′)) grâce à la propriété de Markov :

Ex
(
τ(d)

)
6
∑
n>0

(n+ 1)(T1 + T2)Px
(
n(T1 + T2) < τ(D

′) < (n+ 1)(T1 + T2)
)

= (T1 + T2)
∑
n>0

Px
(
τ(D ′) > n(T1 + T2)

)
6 (T1 + T2)

∑
n>0

(
1 − min

y∈D
Py
(
τ(D ′) 6 T1 + Te

))n
= (T1 + T2)

(
min
y∈D

Py
(
τ(D ′) 6 T1 + Te

))−1
6 2(T1 + T2)ε

m(V0+d) .

Donc, asymptotiquement,

1
m

lnEx
(
τ(D ′)

)
< V0 + d .
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Nous démontrons maintenant que, asymptotiquement,

1
m

lnEx
(
τ(D ′)

)
> V0 − d .

Soit U = B(ρ∗, ε/2)∪ (DK+1
ρ \D ′). Nous définissons les suites de temps d’arrêts

suivantes : soit τ∗0 = 0 et prenons

τ1 = inf
{
t > τ∗0 : Y(t) 6∈ B(ρ∗, ε)

}
, τ∗1 = inf

{
t > τ1 : Y(t) ∈ U

}
,

...
...

τi = inf
{
t > τ∗i−1 : Y(t) 6∈ B(ρ∗, ε)

}
, τ∗i = inf

{
t > τi : Y(t) ∈ U

}
,

...
...

Considérons le processus (Zn)n>0 à valeurs dans U défini par

∀n > 0 Zn = Y(τ∗n) .

Nous notons par Γ la bande B(ρ∗, 2ε) \ B(ρ∗, ε). Remarquons que pour m assez
grand, si Y(τ∗n) ∈ B(ρ∗, ε/2), alors Y(τn+1) ∈ Γ . Pour toutn > 0 et x ∈ B(ρ∗, ε/2),
nous avons

P
(
Zn+1 ∈ DK+1

ρ \D ′
∣∣∣Zn = x

)
6 max

y∈Γ
Py
(
τ∗1 = τ(D ′)

)
= max

y∈Γ

(
Py
(
τ∗1 = τ(D ′) < T

)
+ Py

(
τ∗1 = τ(D ′) > T

))
.

D’après le lemme 23.2.1, pour T assez grand,

Py
(
τ∗1 = τ(D ′) > T

)
6

1
2
e−m(V0−h) .

Nous estimons ensuite la première des probabilités dans la somme. Il découle
de la définition du quasi–potentiel que, pour ε suffisamment petit, les trajec-
toires (Y(t))06t6T vérifiant τ∗1 = τ(D ′) < T , sont à distance positive de l’en-
semble {

φ : [0, T ] −→ DK+1
ρ : φ(0) = y, IT (φ) < V0 − h/2

}
.

Nous déduisons du principe de grandes déviations que, asymptotiquement,

Py
(
τ∗1 = τ(D ′) < T

)
<

1
2
e−m(V0−h) .

Il s’ensuit que

P
(
Zn+1 ∈ DK+1

ρ \D ′
∣∣∣Zn = x

)
6 e−m(V0−h) .
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Soit N le premier temps de sortie de l’ensemble D ′ pour le processus (Zn)n>0 :

N = inf
{
n > 0 : Zn 6∈ D ′

}
.

Grâce à l’inégalité précédente, nous avons, pour tout x ∈ B(ρ∗, ε) et n > 1,

Px
(
N > n

)
>
(

1 − e−m(V0−h)
)n−1

.

Puisque τ(D ′) = (τ∗1 −τ
∗
0)+ · · ·+(τ∗N−τ∗N−1), nous pouvons réécrire l’espérance

de τ(D ′) sous la forme

Ex
(
τ(D ′)

)
=
∑
n>1

Ex
(
1N>n(τ

∗
n − τ∗n−1)

)
.

Nous utilisons la propriété de Markov forte pour minorer les espérances dans
la somme :

Ex
(
1N>n(τ

∗
n − τ∗n−1)

)
> Ex

(
1N>n(τ

∗
n − τn)

)
> Px

(
N > n

)
inf
x∈Γ

Ex
(
τ∗1
)

.

Ce dernier infimum est minoré par une constante positive t1, qui ne dépend pas
dem, car les solutions du système d’équations x ′(t) = b(x(t)) passent un temps
positif pour aller de Γ à la boule B(ρ∗, ε/2). Nous mettons ensemble toutes les
estimations obtenues précédemment et nous obtenons

Ex
(
τ(D ′)

)
> t1

∑
n>1

min
z∈B(ρ∗,ε/2)

Pz
(
N > n

)
> t1

∑
n>1

(
1 − e−m(V0−h)

)n−1
= t1e

m(V0−h) .

Ceci entraîne le résultat voulu pour x ∈ B(ρ∗, ε/2). Pour x ∈ D, nous utilisons
le fait que Px(τ(D ′) > τ∗1) tend vers 1 asymptotiquement. Donc,

Ex
(
τ(D ′)

)
= Ex

(
1τ(D ′)>τ∗1τ(D

′)
)
> Ex

(
1τ(D ′)>τ∗1EY(τ∗1)(τ(D

′))
)

> t1e
m(V0−h)Px

(
τ(D ′) > τ∗1

)
>
t1

2
em(V0−h)Px

(
τ(D ′) > τ∗1

)
.

Ceci entraîne le résultat voulu.





Chapitre 24

Disparition de la quasi–espèce pour
le paysage à un pic

Dans le cas du paysage à un pic, asymptotiquement, la dynamique du nombre
de master sequences ne dépend pas des autres coordonnées. Nous pouvons
donc travailler en une dimension, ce qui fait possible le calcul explicite de la
fonctionnelle d’action et du quasipotentiel. Nous allons utiliser cet avantage
pour décrire la disparition de la quasi–espèce. Tout le long de ce chapitre, nous
supposons que fH : N −→ R+ est la fonction de fitness du paysage à un pic :

∀ k > 0 fH(k) =

{
σ si k = 0 ,
1 si k > 1 ,

où le paramètre σ > 1 représente l’avantage sélectif de la master sequence.

24.1 Calcul de la fonctionnelle d’action

Dans le cas du paysage à un pic, le principe de grandes déviations 22.1.1 est
vrai avec k = 0. Pour k = 0, le processus (Y(t))t>0 est unidimensionnel, et ne
peut sauter qu’à gauche ou à droite. Les probabilités asymptotiques de sauter
à gauche ou à droite, C∞y (−e0) et C∞y (e0), que nous notons par la suite g(y) et
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d(y), sont données par : pour tout y ∈ [0, 1],

g(y) =
1
λ
y
(
yσ(1 − e−a) + 1 − y

)
,

d(y) =
1
λ
(1 − y)yσe−a .

Soit G∞(y; z) la log–Laplace d’une variable aléatoire de loi

µ = g(y)δ−1 + d(y)δ1 +
(
1 − g(y) − d(y)

)
δ0 .

Nous avons, pour tout y ∈ [0, 1] et pour tout z ∈ R,

G∞(y; z) = ln
(
1 − g(y) − d(y) + g(y)e−z + d(y)ez

)
.

Nous calculons maintenant la transformée de Fenchel–Legendre H∞(y;u) de la
fonction G∞(y; z), pour y ∈]0, 1[. Par commodité, durant le calcul, nous omet-
tons l’argument y dans g(y) et d(y). Nous savons que, pour tout u dans l’en-
semble ]−∞,−1[∪ ]+1,+∞[ , la fonction h∞(y;u) vaut l’infini. Soit u ∈ ]−1, 1[
et essayons de résoudre l’équation

d

dz
G∞(y; z) = u .

Nous dérivons la fonction G∞(y; z) par rapport à z et nous obtenons l’équation

−ge−z + dez

1 − g− d+ ge−z + dez
= u .

La seule solution de cette équation est donnée par

z(u) = ln
(1 − g− d)u+

√
(1 − g− d)2u2 + 4gd(1 − u2)

2d(1 − u)
.

Nous avons alors
H∞(y;u) = uz(u) −G∞(y; z(u)) .

Nous procédons maintenant au calcul de G∞(y; z(u)). D’une part, nous avons

ge−z(u) = g
2d(1 − u)

(1 − g− d)u+
√
(1 − g− d)2u2 + 4gd(1 − u2)

.

Nous multiplions le numérateur et le dénominateur par le conjugué du déno-
minateur pour obtenir

ge−z(u) = g
2d(1 − u)

(
(1 − g− d)u−

√
(1 − g− d)2u2 + 4gd(1 − u2)

)
−4gd(1 − u2)

= −
(1 − g− d)u−

√
(1 − g− d)2u2 + 4gd(1 − u2)

2(1 + u)
.
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D’autre part, nous avons

dez(u) = d
(1 − g− d)u+

√
(1 − g− d)2u2 + 4gd(1 − u2)

2d(1 − u)

=
(1 − g− d)u+

√
(1 − g− d)2u2 + 4gd(1 − u2)

2(1 − u)
.

Nous combinons ces deux expressions et nous obtenons

1 − g− d+ ge−z(u) + dez(u) =

1 − g− d+
(1 − g− d)u2 +

√
(1 − g− d)2u2 + 4gd(1 − u2)

1 − u2

=
1 − g− d+

√
(1 − g− d)2u2 + 4gd(1 − u2)

(1 − u2)
.

Nous concluons que, pour tout y ∈]0, 1[ et u ∈ ]−1, 1[ , la valeur deH∞(y;u) est
donnée par :

H∞(y;u) =

u ln
(1 − g(y) − d(y))u+

√
(1 − g(y) − d(y))2u2 + 4g(y)d(y)(1 − u2)

2d(y)(1 − u)

− ln
(

1 − g(y) − d(y) +
√

(1 − g(y) − d(y))2u2 + 4g(y)d(y)(1 − u2)

(1 − u2)

)
.

En outre, nous avons, pour tout y ∈ ]0, 1[,

H∞(y;−1) = − lng(y) et H∞(y; 1) = − lnd(y) .

Sous les conventions 0 ln 0 = 0 ln(0/0) = 0, nous pouvons réécrire l’expression
de H∞(y;u) comme suit : pour tout y ∈ ]0, 1[ et u ∈ [−1, 1],

H∞(y;u) =

1 + u

2
ln

(1 − g(y) − d(y))u+
√

(1 − g(y) − d(y))2u2 + 4g(y)d(y)(1 − u2)

2d(y)(1 + u)
+

1 − u

2
ln

−(1 − g(y) − d(y))u+
√

(1 − g(y) − d(y))2u2 + 4g(y)d(y)(1 − u2)

2g(y)(1 − u)

+ (1 + u) ln(1 + u) − (1 − u) ln(1 − u)

− ln
(
1 − g(y) − d(y) +

√
(1 − g(y) − d(y))2u2 + 4g(y)d(y)(1 − u2)

)
.
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Nous pouvons bien vérifier que, pour tout y ∈]0, 1[,

H∞(y;d(y) − g(y)) = 0 .

Soit φ : [0, T ] −→ [ρ, 1 − ρ]. L’action I(φ) de la trajectoire φ est donc donnée par

I(φ) =

∫T
0

(
1 + φ ′(t)

2
ln

(1 − g(φ(t)) − d(φ(t)))φ ′(t)

2d(φ(t))(1 + φ ′(t))

+

√
(1 − g(φ(t)) − d(φ(t)))2φ ′(t)2 + 4g(φ(t))d(φ(t))(1 − φ ′(t)2)

2d(φ(t))(1 + φ ′(t))

+
1 − φ ′(t)

2
ln

−(1 − g(φ(t)) − d(φ(t)))φ ′(t)

2g(φ(t))(1 − φ ′(t))2g(φ(t))(1 − φ ′(t))

+

√
(1 − g(φ(t)) − d(φ(t)))2φ ′(t)2 + 4g(φ(t))d(φ(t))(1 − φ ′(t)2)

2g(φ(t))(1 − φ ′(t))

+ (1 + φ ′(t)) ln(1 + φ ′(t)) − (1 − φ ′(t)) ln(1 − φ ′(t))

− ln
(

1 − g(φ(t)) − d(φ(t))

+
√

(1 − g(φ(t)) − d(φ(t)))2φ ′(t)2 + 4g(φ(t))d(φ(t))(1 − φ ′(t)2)
))
dt .

24.2 Calcul du quasi–potentiel

Nous donnons ici une expression explicite pour le quasi–potentiel V(ρ∗, x). Soit
ρ > 0. Nous rappelons que le quasi–potentiel V(ρ∗, x) est défini pour tout x ∈
[ρ, 1 − ρ] par

V(ρ∗, x) = inf
{
IT1T2(φ) : φ(T1) = ρ

∗, φ(T2) = x,−∞ 6 T1 < T2 6 +∞} .

Nous rappelons que ρ∗ = (σe−a−1)/(σ−1). Définissons pour tout x ∈ [ρ, 1−ρ]
la quantité U(x) par

U(x) =

∫x
ρ∗

ln
(
g(y)

d(y)

)
dy =

∫x
ρ∗

ln
(
yσ(1 − e−a) + 1 − y

(1 − y)σe−a

)
dy .

Nous remarquons que, pour tout y ∈ [ρ, 1 − ρ],(
yσ(1 − e−a) + 1 − y

(1 − y)σe−a

) ′
=
σ2e−a(1 − e−a)(
(1 − y)σe−a

)2 > 0 .
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La fonction g(y)/d(y) est donc strictement croissante sur [ρ, 1 − ρ]. De plus,

g(ρ∗)

d(ρ∗)
=

(σe−a − 1)σ(1 − e−a)

σ− 1
+
σ− σe−a

σ− 1
(σ− σe−a)σe−a

σ− 1

= 1 .

Nous concluons que U(ρ∗) = 0 et pour tout x ∈ [ρ, ρ∗[∩ ]ρ∗, 1 − ρ], U(x) > 0. De
plus, pour tout x ∈ [ρ, 1 − ρ],

G∞(x;U ′(x)) = ln
(

1 − g(x) − d(x) + g(x)
d(x)

g(x)
+ d(x)

g(x)

d(x)

)
= 0 .

La fonction U(x) est en effet le quasi–potentiel.

Théorème 24.2.1. Pour tout x ∈ [ρ, 1 − ρ], nous avons

V(ρ∗, x) = U(x) .

De plus, l’infimum dans la définition du quasi–potentiel V(ρ∗, x) n’est atteint que pour
les trajectoires φ : [−∞, T2] −→ [ρ, 1 − ρ], T2 < +∞, vérifiant{

φ ′(t) = g(φ(t)) − d(φ(t)) ,

φ(T2) = x .

Démonstration. Soit x ∈ [ρ, 1 − ρ]. Soient −∞ 6 T1 < T2 6 +∞ et φ : [T1, T2] −→
[ρ, 1 − ρ] une trajectoire vérifiant φ(T1) = ρ∗ et φ(T2) = x. D’après la définition
de la transformée de Fenchel–Legendre, pour tout y ∈ [0, 1], u ∈ R et z ∈ R,

H∞(y;u) > uz−G∞(y; z) .

Donc, pour tout t ∈ [T1, T2],

H∞(φ(t);φ ′(t)) > φ ′(t)U ′(φ(t)) −G∞(φ(t);U ′(φ(t))) = φ ′(t)U ′(φ(t)) .

Nous en déduisons que

IT1T2(φ) =

∫T2

T1

H∞(φ(t);φ ′(t))dt >
∫T2

T1

φ ′(t)U ′(φ(t))dt = U(x) .

Nous concluons que

∀ x ∈ [ρ, 1 − ρ] V(ρ∗, x) > U(x) .
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Nous montrons maintenant que l’infimum est atteint. Soit T2 < +∞ et soit φ :

[−∞; T2] −→ R une solution du problème :{
φ ′(t) = g(φ(t)) − d(φ(t)) ,

φ(T2) = x .

Pour tout y ∈ [ρ, 1 − ρ], nous avons{
g(y) − d(y) < 0 si y < ρ∗ ,

g(y) − d(y) > 0 si y > ρ∗ .

Nous en déduisons que, pour tout t ∈ [−∞, T2], φ(t) ∈ [ρ, 1 − ρ]. De plus,
puisque φ ′(t) = g(φ(t)) − d(φ(t)), la solution de l’équation

d

dz
G∞(φ(t); z) = φ ′(t)

est justement U ′(φ(t)), ce qui entraîne que

H∞(φ(t);φ ′(t)) = φ ′(t)U ′(φ(t)) −G∞(φ(t);U ′(φ(t))) = φ ′(t)U ′(φ(t)) .

Nous en déduisons que, pour tout t ∈ [−∞, T2], nous avons

d

dt
U(φ(t)) = U ′(φ(t))φ ′(t) = H∞(φ(t);φ ′(t)) .

Cette dernière quantité est strictement positive pour tout t vérifiant φ(t) 6= ρ∗.
En effet,H∞(x;u) > 0 et vaut 0 si et seulement si u = d(x)−r(x). Or, siφ(t) 6= ρ∗,
alors

φ ′(t) = g(φ(t)) − d(φ(t)) 6= d(φ(t)) − g(φ(t)) .

La trajectoire φ est monotone, croissante si x > ρ∗ et décroissante si x < ρ∗.
En particulier, la limite limt→−∞U(φ(t)) > 0 existe et est finie. Supposons que
φ(−∞) 6= ρ∗. Alors il existe ε > 0 tel que, pour tout t ∈ ]−∞, T2], |φ(t)−ρ∗| > ε.
Nous en déduisons qu’il existe δ > 0 tel que, pour tout t ∈ ] −∞, T2],

d

dt
U(φ(t)) = H∞(φ(t);φ ′(t)) > δ ,

ce qui est en contradiction avec le fait que la limite limt→−∞U(φ(t)) > 0 est
finie. Nous calculons maintenant l’action de la trajectoire φ. Nous avons,

IT1T2(φ) =

∫T2

T1

H∞(φ(t);φ ′(t))dt
=

∫T2

T1

d

dt
U(φ(t))dt = U(φ(T2)) −U(φ(T1)) = U(x) .
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Pour finir, nous montrons que l’infimum dans V(ρ∗, ε) n’est réalisé que pour les
trajectoires φ : [−∞, T2] −→ [−ε, ε], T2 <∞ vérifiant{

φ ′(t) = g(φ(t)) − d(φ(t)) ,

φ(T2) = ε .

En effet, soit φ : [T1, T2] −→ [ε, 1− ε] une trajectoire telle que φ(T1) = ρ
∗, φ(T2) =

ε, et IT1T2(φ) = V(ρ∗, ε). Nous avons :

V(ρ∗, ε) = U(ε) =

∫T2

T1

d

dt
U(φ(t))dt .

Nous en déduisons que

IT1T2(φ) =

∫T2

T1

H∞(φ(t);φ ′(t))dt =

∫T2

T1

d

dt
U(φ(t))dt .

Or, comme nous avons vu dans la démonstration du théorème précédent, pour
tout t ∈ [T1, T2],

H∞(φ(t);φ ′(t)) > U ′(φ(t))φ ′(t) =
d

dt
U(φ(t)) .

Puisque G∞(φ(t), U ′(φ(t))) = 0 Nous en déduisons que, presque pour tout t ∈
[T1, T2],

H∞(φ(t);φ ′(t)) = U ′(φ(t))φ ′(t) −G∞(φ(t), U ′(φ(t))) .

Autrement dit, la trajectoire φ satisfait

φ ′(t) =
d

dz
G∞(φ(t);U ′(φ(t))) = g(φ(t)) − d(φ(t)) .

Ceci achève la démonstration du théorème.

24.3 Trajectoire de disparition de la
quasi–espèce

Considérons maintenant le processus (Y(t))t>0, et définissons, pour ε > 0, les
temps

Tε = inf
{
t > 0 : Y(t) < ε

}
,

θε = sup
{
t 6 Tε : Y(t) > ρ

∗ − ε
}

.



352 Chapitre 24. Disparition de la quasi–espèce

Pour tout x ∈ [ε, 1 − ε], soit (φx(t))t>0 la solution de l’équation différentielle{
φ ′(t) = g(φ(t)) − d(φ(t)) ,

φ(0) = x .

Théorème 24.3.1. Pour tout δ > 0, et pour tout x > ε, nous avons

lim
`,m→∞,q→0
`q→a, m

`
→α

Px

(
sup

θε6t6Tε

∣∣Y(t) − φρ∗−ε(t− θε)∣∣ > δ) = 0 .

Avant de procéder à la démonstration, nous formulons trois lemmes prépara-
toires.

Lemme 24.3.2. Il existe une constante L > 0 telle que, pour tout x, y ∈ DK+1
ρ , il existe

une fonction continue et dérivable φ : [0, t] −→ DK+1
ρ vérifiant φ(0) = x, φ(T) = y,

T = |x− y| et
IT (φ) 6 L|x− y| .

Démonstration. Considérons la fonction φ : [0, T ] −→ DK+1
ρ donnée par

∀ t ∈ [0, T ] φ(t) = x+ t
y− x

|y− x|
.

La fonction φ vérifie φ(0) = x et φ(T) = y. De plus, pour tout t ∈ [0, T ],

φ ′(t) =
y− x

|y− x|
∈ Conv(V) .

Nous prenons
L = sup

y∈DK+1
ρ

u∈Conv(V)

H∞(y;u) ,

et nous obtenons le résultat voulu.

Soit C > 0 assez grande telle que, pour tout x ∈ [ρ∗ − ε− δ/C, ρ∗ − ε+ δ/C],

sup
t>0

∣∣φx(t) − φρ∗−ε(t)∣∣ < δ/4 .

Considérons l’ensembleΦ des trajectoires

Φ =
{
φ : [0, T ] −→ [ε, 1 − ε], φ ′(t) = g(φ(t)) − d(φ(t)), T > 0

}
.
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Il existe d > 0 tel que, pour tout T > 0 et pour tout trajectoire φ : [0, T ] −→
[ε, 1 − ε] vérifiant φ(0) = ρ∗, φ(T) = ε et dT (φ,Φ) > δ/C, nous avons

IT (φ) > V(ρ
∗, ε) + d .

Soit γ = d/(5L)∧ δ/C. Nous définissons le temps d’arrêt τ par

τ = inf
{
t > 0 : Y(t) > ρ∗ − γ/2 ou Y(t) < ε

}
.

Lemme 24.3.3. Pour tout x ∈ [ρ∗ − γ, ρ∗ − γ/2], nous avons, pourm assez grand,

Px
(
Y(τ) < ε

)
> e−m(V(ρ∗,ε)+d/3) .

Démonstration. Soit x ∈ [ρ∗−γ, ρ∗−γ/2] et considérons la trajectoire (φx(t))t>0

solution de l’équation différentielle :{
φ ′(t) = g(φ(t)) − d(φ(t)) ,

φ(0) = x .

La trajectoire φ converge vers 0, il existe donc T > 0 tel que φx(T) = ε. De
plus, la trajectoire (φ(t))06t6T vérifie IT (φ) 6 V(ρ∗, ε). Par le lemme précédent,
il existe une trajectoire (φ1(t))06t6T1 , T1 > 0, vérifiant φ1(0) = ε, φ1(T1) = ε ′

et IT1(φ
1) < d/6, pour ε ′ < ε assez proche de ε. Soit (φ̃(t))06t6T+T1 la trajec-

toire obtenue par concaténation des trajectoires φx et φ1. La trajectoire φ̃ vérifie
φ̃(0) = x, φ̃(T + T1) = ε ′ et IT+T1(φ̃) 6 V(ρ∗, ε) + d/6. Nous avons, d’après le
principe de grandes déviations 22.1.1, pourm assez grand,

Px
(
Y(τ) < ε

)
> Px

(
dT+T1(Y, φ̃) < (ε− ε ′)/2

)
> e−m(V(ρ∗,ε)+d/6+d/6) ,

comme voulu.

Lemme 24.3.4. Pour tout x ∈ [ρ∗ − γ, ρ∗ − γ/2], nous avons

Px

(
Y(τ) < ε, sup

θε6t6Tε

∣∣Y(t) − φρ∗−ε(t− θε)∣∣ > δ) 6 e−m(V(ρ∗,ε)+2d/3) .

Démonstration. Grâce au lemme 23.2.1, il existe T > 0 tel que

Px(τ > T) 6 e−m(V(ρ∗,ε)+d) .

Il suffit donc de majorer la probabilité

Px
(
τ 6 T, Y(τ) < ε, sup

θε6t6Tε

∣∣Y(t) − φρ∗−ε(t− θε)∣∣ > δ) .
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Soit φ : [0, T ] −→ [ε, 1 − ε] une trajectoire et définissons

tγ = inf
{
t > 0 : φ(t) = ε+ γ/2

}
∧ T .

Nous montrons maintenant que toute trajectoire φ : [0, T ] −→ [ε, 1 − ε] telle que

φ(0) ∈ [ρ∗ − γ, ρ∗ − γ/2], dtγ((φ)06t6tγ , Φ) > δ/C, IT (φ) 6 V(ρ
∗, ε) + 0.65d,

vérifie nécessairement tγ = T . En effet, soit φ : [0, T ] −→ [ε, 1 − ε] une telle tra-
jectoire et supposons par l’absurde que tγ < T . Alors la trajectoire φ restreinte à
l’intervalle [0, tγ] vérifie I0tγ(φ) < V(ρ∗, ε) + 0.65d. D’après le lemme 24.3.2,
il existe une trajectoire φ1 : [0, T1] −→ [ε, 1 − ε], T1 > 0, vérifiant φ1(0) =

ρ∗, φ1(T1) = φ(0) et I0,T1(φ
1) 6 0.2d. De même, il existe une trajectoire φ2 :

[0, T2] −→ [ε, 1 − ε], T2 > 0, vérifiant φ2(0) = φ(tγ), φ2(T2) = ε et I0,T2(φ
2) 6

0.1d. Nous construisons une trajectoire φ̃ : [0, T1 + tγ + T2] par concaténation
des trajectoires φ1, φ restreinte à [0, tγ], et φ2. La trajectoire φ̃ vérifie φ̃(0) = ρ∗,
φ̃(T1 + tγ + T2) = ε,

dT1+tγ+T2

(
φ̃,ΦT1+tγ+T2

)
> δ/C et IT1+tγ+T2(φ̃) < V(ρ

∗ε) + d ,

ce qui est absurde vu le choix de d. Pour x ∈ [ε, 1 − ε], T > 0 et η > 0, nous
appelons Φx,T (η) l’ensemble des trajectoires φ : [0, T ] −→ [−ε, ε] issues de x et
ayant une action inférieure à η. Supposons maintenant que

dT
(
Y,Φx,T (V(ρ

∗, ε) + 0.65d)
)
< γ/2 .

Alors il existe φ ∈ Φx,T (V(ρ∗, ε) + 0.65d) à distance inférieure à γ/2 de Y. Soit
le temps tγ associé à la trajectoire φ est égal à T , et dans ce cas, les événements
τ 6 T, Y(τ) < ε ne sont pas réalisés tous les deux. Soit les événements τ 6
T, Y(τ) < ε sont réalisés, et dans ce cas, tγ < T et dtγ((φ)06t6tγ , Φ) 6 δ/C. À
l’aide de l’inégalité triangulaire, nous en déduisons qu’il existe x ∈ [ρ∗ − ε −

δ/C, ρ∗ + ε+ δ/C] tel que

sup
θε6t6Tε

∣∣Y(t) − φx(t− θε)∣∣ 6 δ/2 .

Nous avons alors
sup

θε6t6Tε

∣∣Y(t) − φρ∗−ε(t− θε)∣∣ 6 δ .

Nous concluons que

Px
(
τ 6 T, Y(τ) < ε, sup

θε6t6Tε

∣∣Y(t) − φρ∗−ε(t)∣∣ > δ)
6 Px

(
dT
(
Y,Φx,T (V(ρ

∗, ε) + 0.65d)
)
> γ/2

)
6 exp

(
−m(V(ρ∗, ε) + 2d/3)

)
,

comme voulu.
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Démonstration du théorème. D’après les deux lemmes précédents, pour tout x ∈
[ρ∗ − γ, ρ∗ − γ/2], nous avons,

Px

(
Y(τ) < ε, sup

θε6t6Tε

∣∣Y(t) − φρ∗−ε(t)∣∣ > δ) 6 Px
(
Y(τ) < ε

)
e−md/3 .

Nous introduisons les suites de temps d’arrêts suivantes : soit τ∗0 = 0 et prenons

τ1 = inf
{
t > τ∗0 : Y(t) < ρ∗ − γ

}
,

τ∗1 = inf
{
t > τ1 : Y(t) < ε ou Y(t) > ρ∗ − γ/2

}
,

...
τi = inf

{
t > τ∗i−1 : Y(t) < ρ

∗ − γ
}
,

τ∗i = inf
{
t > τi : Y(t) < ε ou Y(t) > ρ∗ − γ/2

}
,

...

et soit N le temps :
N = inf

{
n > 0 : Y(τ∗n) < ε

}
.

Nous avons donc,

Px

(
sup

θε6t6Tε

∣∣Y(t) − φρ∗−ε(t)∣∣ > δ)
=
∑
n>1

Px

(
N = n, sup

θε6t6Tε

∣∣Y(t) − φρ∗−ε(t)∣∣ > δ)
=
∑
n>1

Ex

(
1Y(τ∗1)>ρ∗−γ/2, . . . , 1Y(τ∗n−1)>ρ

∗−γ/2,

PY(τn)
(
Y(τ) < ε, sup

θε6t6Tε

∣∣Y(t) − φρ∗−ε(t)∣∣ > δ))
6
∑
n>1

Ex

(
1Y(τ∗1)>ρ∗−γ/2, . . . , 1Y(τ∗n−1)>ρ

∗−γ/2, 1Y(τ∗n)<ε
)
e−md/3 = e−md/3 .

Soit maintenant x ∈ [ε, 1]. Nous avons

Px

(
sup

θε6t6Tε

∣∣Y(t) − φρ∗−ε(t)∣∣ > δ) 6

Px
(
Y(τ) < ε

)
+ Px

(
Y(τ) > ρ∗ − γ/2, sup

θε6t6Tε

∣∣Y(t) − φρ∗−ε(t)∣∣ > δ) .

Pour tout x > ρ∗ − γ/2, la première probabilité vaut 0, et pour x ∈ [ε, ρ∗ −

γ/2], d’après la loi des grands nombres trajectorielle que nous avons déduit du
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corollaire 22.3.10, la première probabilité tend vers 0. Grâce à la propriété de
Markov forte appliquée au temps

τ ′ = inf
{
t > 0 : Y(t) ∈ [ρ∗ − γ, ρ∗ − γ/2]

}
,

nous concluons que

Px

(
Y(τ) > ρ∗ − γ/2, sup

θε6t6Tε

∣∣Y(t) − φρ∗−ε(t)∣∣ > δ) =

Ex

(
1Y(τ)>ρ∗−γ/2PY(τ ′)

(
sup

θε6t6Tε

∣∣Y(t) − φρ∗−ε(t)∣∣ > δ)) .

Nous avons montré précédemment que cette dernière quantité tend vers 0.
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Conclusion

Nous avons montré que dans le cas du paysage à un pic, le modèle de Moran
présente un phénomène de seuil d’erreur et une distribution de quasi–espèce.
De plus, la distribution de la quasi–espèce pour le modèle de Moran est la même
que pour le modèle d’Eigen, Q(σ, a).

Comme pour le modèle de Wright–Fisher, l’étude du processus de Moran met
en évidence l’impact de la taille de la population dans la quasi–espèce. Afin de
pouvoir créer une quasi–espèce, la taille de la population doit être assez grande.
La courbe critique exprimant cette condition n’a pas la même expression que la
courbe critique pour le modèle de Wright–Fisher. Ceci montre que le seuil d’er-
reur dans les modèles à population finie, est sensible au mécanisme de produc-
tion.

Nous avons en outre développé un principe de grandes déviations afin de trai-
ter le cas des fonctions de fitness dépendants de la classe de Hamming. Comme
application du principe de grandes déviations nous avons montré que le temps
moyen que le modèle de Moran reste près de la distribution de la quasi–espèce
est d’ordre exponentiel en la taille de la population, non seulement dans le cas
du paysage à un pic, mais aussi pour des paysages de fitness dépendants de la
classe de Hamming et constants à partir d’un certain rang. Nous avons aussi
exploité le principe de grandes déviations pour décrire la trajectoire de dispari-
tion de la quasi–espèce dans le cas du paysage à un pic. Ces applications nous
donnent une aperçu de l’utilité du principe de grandes déviations. Nous espé-
rons pouvoir nous en servir de ce principe de grandes déviations pour obtenir
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nombreux d’autres résultats intéressants.



Annexe A

Lemmes sur les équations
différentielles linéaires

Nous donnons ici quelques lemmes sur les équations différentielles linéaires, et
sur leur comportement asymptotique en temps long.

Lemme A.1. Soient α : [0,+∞[−→ [0,+∞[ et β : [0,+∞[−→ R des fonctions
Lipschitz et soit (z(t), t > 0) la solution de l’équation différentielle

z ′(t) = α(t) + β(t)z(t) .

Si z(0) > 0 alors z(t) > 0 pour tout t > 0.

Démonstration. La trajectoire (z(t), t > 0) est continue. S’il existe t∗ > 0 tel que
z(t∗) = 0, alors

z ′(t∗) = α(t∗) > 0 ,

et donc z(t) > 0 pour tout t > 0.

Lemme A.2. Soient α, α̃ : [0,+∞[−→ [0,+∞[ et β, β̃ : [0,+∞[−→ R des fonctions
Lipschitz vérifiant

∀ t > 0 , α(t) 6 α̃(t) , β(t) 6 β̃(t) .

Soient (y(t), t > 0) et (z(t), t > 0) les solutions des équations différentielles

y ′(t) = α(t) + β(t)y(t) , z ′(t) = α̃(t) + β̃(t)z(t) .

Si z(0) > y(0) > 0 alors z(t) > y(t) pour tout t > 0.
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Démonstration. Nous avons

z ′(t) − y ′(t) = α̃(t) − α(t) + (β̃(t) − β(t))z(t) + β̃(t)(z(t) − y(t)) .

D’après le lemme précédent, z(t) > 0 pour tout t > 0. Et donc, en appliquant
encore le lemme précédent, z(t) − y(t) > 0 pour tout t > 0.

Lemme A.3. Soient α,β : [0,+∞[−→ [0,+∞[ des fonctions Lipschitz, et supposons
qu’il existe α∗, β∗ ∈ ]0,+∞[ tels que

lim
t→∞α(t) = α∗ , lim

t→∞β(t) = β∗ .

Soit (y(t), t > 0) la solution de l’équation différentielle

y ′(t) = α(t) − β(t)y(t) .

Alors, pour toute condition initiale y(0) ∈ R,

lim
t→∞y(t) =

α∗

β∗
.

Démonstration. Soit ε > 0 tel que α∗− ε, β∗− ε > 0. Soit T > 0 assez grand pour
que

∀ t > T , |α(t) − α∗| < ε , |β(t) − β∗| < ε .

Soient (y(t), t > 0) et (y(t), t > 0) les solutions des équations différentielles

y ′(t) = (α∗ − ε) − (β∗ + ε)y ′(t) , y ′(t) = (α∗ + ε) − (β∗ − ε)y ′(t) ,

avec y(0) = y(0) = y(T). D’après le lemme précédent, pour tout t > 0,

y(t) 6 y(T + t) 6 y(t) .

Or, y(t) et y(t) convergent :

lim
t→∞y(t) =

α∗ − ε

β∗ + ε
, lim

t→∞y(t) =
α∗ + ε

β∗ − ε
.

Nous en déduisons que

α∗ − ε

β∗ + ε
6 lim inf

t→∞ y(t) 6 lim sup
t→∞ y(t) 6

α∗ + ε

β∗ − ε
.

Nous faisons tendre ε vers 0 et nous obtenons le résultat voulu.
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Lemme A.4 (Gronwall). Soit T > 0, et soit f(t), t ∈ [0, T ], une fonction positive qui
vérifie l’inégalité suivante : il existe C,α > 0 tels que

∀ t ∈ [0, T ] , f(t) 6 C+ α

∫ t
0
f(s)ds .

Alors pour tout t ∈ [0, T ],
f(t) 6 Ceαt .

Démonstration. Nous avons par hypothèse

αf(t)

(
C+ α

∫ t
0
f(s)ds

)−1

6 α .

Nous intégrons des deux côtés pour obtenir

ln
(
C+ α

∫ t
0
f(s)ds

)
− lnC 6 αt .

D’où

f(t) 6 C+ α

∫ t
0
f(s)ds 6 Ceαt ,

comme voulu.





Annexe B

Lumping

Soit E un ensemble fini ou dénombrable, et soit (Xn)n>0 une chaîne de Markov
à valeurs dans E de matrice de transition p. Le résultat de "lumping" classique
permet de réduire la taille de l’espace d’états de la chaîne de Markov (Xn)n>0.
Ce résultat peut être trouvé dans la section 6.3 du livre de Kemeny et Snell [50],
formulé et démontré pour des chaînes de Markov à espace d’états fini. La dé-
monstration pour les chaînes de Markov à espace d’états dénombrable est lit-
téralement la même. Soit (E1,E2, . . . ) une partition finie ou dénombrable de E.
Définissons la fonction f : E −→ { 1, 2, . . . } par

∀ x ∈ E , f(x) =
∑
k>1

k1x∈DK+1 .

Nous disons que la chaîne de Markov est réductible vis–à–vis de la partition
(E1,E2, . . . ), si pour toute distribution initiale π de X0, le processus

(
f(Xn)

)
n>0

est une chaîne de Markov à valeurs dans { 1, 2, . . . }, dont les probabilités de tran-
sition ne dépendent pas de π.

Théorème B.1 (Lumping). La chaîne de Markov est réductible vis–à–vis de la parti-
tion (E1,E2, . . . ) si et seulement si la condition suivante est satisfaite :

∀ i, j ∈ { 1, 2, . . . } ∀ x, y ∈ Ei
∑
z∈Ej

p(x, z) =
∑
z∈Ej

p(y, z) .

Si la condition du théorème est vérifiée, nous notons p̃(i, j) la valeur commune
des sommes ci-dessus. Le processus

(
f(Xn)

)
n>0 est donc une chaîne de Markov

à valeurs dans { 1, 2, . . . } de matrice de transition p̃.
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Résumé. Le concept de quasi–espèce, introduit par Manfred Eigen dans les an-
nées 70, décrit l’état d’équilibre d’une population subissant des forces de muta-
tion et sélection. La plupart de modèles classiques présentant un phénomène de
quasi–espèce sont déterministes et considèrent une population de taille infinie.
L’objectif de cette thèse est d’étudier plusieurs modèles stochastiques, dont la
taille de la population est finie, afin de montrer que le phénomène de la quasi–
espèce est aussi présent dans ces modèles comme dans le modèles détermi-
nistes. Nous étudions en détail les modèles de Galton–Watson, Wright–Fisher
et Moran. Nous confirmons que les trois modèles présentent un phénomène de
quasi–espèce, et que la distribution de la quasi–espèce est la même pour les
trois modèles, ainsi que pour le modèle original d’Eigen. De plus, nous décri-
vons explicitement la distribution de cette quasi–espèce pour le paysage à un
pic, ainsi que pour des fonctions de fitness qui ne dépendent que de la distance
de Hamming au génotype le plus adapté.

Abstract. Manfred Eigen introduced the concept of quasispecies in the early
70s, in order to describe the steady–state distribution of a population subject to
mutation and selection forces. Most classical models showing a quasispecies
phenomenon are deterministic and deal with a population of an infinite size.
The aim of this thesis is to study several stochastic and finite–population mod-
els, and to show that a quasispecies phenomenon arises in these models too. We
study in detail the Galton–Watson, Wright–Fisher and Moran models. We con-
firm that a quasispecies phenomenon is present in the three models, and that
the distribution of this quasispecies is common to all three models as well as to
Eigen’s original model. Moreover, we describe explicitly the distribution of the
quasispecies for the sharp peak landscape, as well as for fitness functions which
depend only on the Hamming distance to the fittest genotype.


