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Résumé : Le concept de quasi—espece, introduit par Manfred Eigen dans les an-
nées 70, décrit 1’état d’équilibre d"une population subissant des forces de mu-
tation et de sélection. La plupart des modeles classiques présentant un phé-
nomene de quasi-espeéce sont déterministes et considerent une population de
taille infinie. L'objectif de cette theése est d’étudier plusieurs modeles stochas-
tiques, dont la taille de la population est finie, et de montrer que le phénomene
de la quasi—espece est aussi présent dans ces modéles. Nous étudions en détail
les modeles de Galton-Watson, Wright-Fisher et Moran. Nous confirmons que
les trois modeles présentent un phénomene de quasi—-espece, et nous trouvons
que la distribution de la quasi—espéce est la méme pour les trois modeles, ainsi
que pour le modeéle original d’Eigen. De plus, nous décrivons explicitement la
distribution de cette quasi—espece pour le paysage a un pic, ainsi que pour des
fonctions de fitness qui ne dépendent que de la distance de Hamming au géno-
type le plus adapté.

Title: The distribution of the quasispecies for a finite population
Keywords: quasispecies, Eigen, Moran, Wright-Fisher, Galton—-Watson.

Abstract: Manfred Eigen introduced the concept of quasispecies in the early
70s, in order to describe the steady—state distribution of a population subject to
mutation and selection forces. Most classical models showing a quasispecies
phenomenon are deterministic and deal with a population of an infinite size.
The aim of this thesis is to study several stochastic and finite-population mod-
els, and to show that a quasispecies phenomenon arises in these models too.
We study in detail the Galton—-Watson, Wright-Fisher and Moran models. We
confirm that a quasispecies phenomenon is present in the three models, and we
tind that that the distribution of this quasispecies is common to all three models
as well as to Eigen’s original model. Moreover, we describe explicitly the dis-
tribution of the quasispecies for the sharp peak landscape, as well as for fitness
functions which depend only on the Hamming distance to the fittest genotype.
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Chapitre 1

Introduction

Dans les années 70, Manfred Eigen propose un modele mathématique afin de
décrire I’évolution d’une population de macromolécules prébiotiques [28]]. Les
macromolécules sont classées selon leur génotype, et ’évolution est guidée par
deux forces principales : la sélection, qui permet a certains génotypes de se re-
produire plus fréquemment que d’autres, et la mutation, qui permet, lors d"une
reproduction, de changer de génotype. Les concentrations des différents géno-
types évoluent selon un systeme d’équations différentielles.

Le modele d’Eigen présente deux phénomenes d’importance. Le premier, un
phénomene de transition de phase pour le taux de mutation : il existe un taux
de mutation critique séparant un régime de désordre d'un régime ordonné, ce
taux de mutation critique étant appelé le seuil d’erreur. Le deuxiéme, une dis-
tribution de quasi—espece : dans le régime ordonné, la population a 1’équilibre
contient une concentration positive du génotype le plus adapté, ainsi qu'un
nuage de mutants qui différent du génotype principal de quelques mutations.

Ces phénomenes de seuil d’erreur et de quasi-espéce ont fait du modele d’Ei-
gen un modéle fondamental, non seulement pour modéliser des populations
prébiotiques, mais aussi pour modéliser des populations de bactéries, de virus
et méme de cellules cancéreuses. Cependant, pour des génomes comme ceux
des virus ou des bactéries, le nombre de génotypes qui pourraient potentielle-
ment se former excede largement la taille de toute population viable. Le modele
d’Eigen est bati avec les concentrations des différents génotypes, ce qui équi-
vaut a considérer une population de taille infinie. Ce cadre ne permet donc pas
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d’évaluer I'impact de la taille de la population dans le seuil d’erreur et dans la
distribution de la quasi—espece.

L'objectif de cette thése est d’étudier différents modeles pour I’évolution d"une
population finie, afin de comprendre I'impact de la taille de la population dans
la distribution de la quasi—espece. Les modeles étudiés sont trois des modeles
mathématiques les plus célebres en génétique des populations : le modele de
Galton-Watson, le modele de Wright-Fisher, et le modele de Moran. Dans un
régime asymptotique adéquat, les trois modéles présentent un phénomene de
transition de phase [10} 11, [19], sous une forme différente pour chaque modele.
Néanmoins, nous montrons que, quand une quasi—espéce est formée, la distri-
bution de la quasi—espece est la méme dans les trois modeles, et c’est la distri-
bution prédite dans le modele d’Eigen. En outre, nous trouvons une formule
explicite pour la distribution de la quasi—espéce.

Les parties II, III et IV de la thése étudient les modéles de Galton-Watson,
Wright-Fisher et Moran, respectivement. Les trois modéles sont intimement liés
au modele d’Eigen, et une étude détaillée du modele d’Eigen, intéressante en
soi, est aussi nécessaire pour une meilleure compréhension des autres modeles.
Cette étude fait 1’objet de la partie I. Dans le reste de cette introduction, nous
présentons d’abord I'état de I'art du sujet, nous discutons ensuite les différents
résultats obtenus au cours de la these, et nous finissons avec une bréve conclu-
sion.

1.1 Ftat de l'art

Méme si le concept était déja présent dans 1’article d'Eigen de 1971 [28], le terme
de quasi-espece ne parut que dans la série d’articles The hypercycle, écrite par
Manfred Eigen et Peter Schuster [31} 132} 33]. Avant la série d’articles d’Eigen et
Schuster, le systéme d’équations différentielles d’Eigen avait déja attiré 1’atten-
tion de plusieurs chercheurs. Ainsi, Thompson et McBride [78], et de maniere
indépendante Enns, Jones et Rangnekar [49], trouverent des solutions exactes
pour le systeme d’Eigen. Une excellente synthése du développement de la théo-
rie de la quasi—espece jusqu’a la fin des années 80 est réalisée par Eigen, McCas-
ckill et Schuster dans [30].

Le traitement mathématique du modele d’Eigen évolue ensuite grace a l'intro-



1.1. Etat de l’art 21

duction des techniques de la mécanique statistique dans son étude. Les pre-
miers travaux dans cette direction sont ceux de Leuthdusser [53,/54], qui établit
un lien entre le modele d’Eigen et un modéle d’Ising. L'interprétation du seuil
d’erreur comme un phénomeéne de transition de phase [77] a incité plusieurs
physiciens et mathématiciens a contribuer au développement de la théorie de
la quasi-espece, comme indiqué dans [4].

En méme temps que les premiers développements théoriques sur la quasi-
espeéce, du coté expérimental, Esteban Domingo et ses collaborateurs [24, 25| 26],
ainsi que John Holland et ses collaborateurs [44)] 145], observent une variabilité
génomique treés importante dans des populations de virus d’ARN aussi bien
in vivo que in vitro. Des observations similaires ont été faites par de nombreux
autres chercheurs, notamment par Biebricher [6]. Le concept de quasi—espece
dépasse ainsi le cadre de I’évolution moléculaire et devient un objet central dans
la compréhension des populations virales.

Une fois le lien entre le développement théorique du modele de quasi—espece
et I’observation d"une grande variabilité dans des populations de virus d’ARN
établi, il est naturel de s’interroger sur le role du seuil d’erreur dans des popula-
tions de virus. Le fait que de nombreux virus d’ARN ont des taux de mutation
a peine en—dessous du seuil d’erreur [21}, 27, 52} [79] fait largement consensus.
Cette constatation a donné lieu a de nombreuses stratégies thérapeutiques, no-
tamment contre le virus du VIH [2,43|, 55| 79] et d’autres virus [15,80]. Ces stra-
tégies sont basées sur l'idée de catastrophe d’erreur [29]; il s’agit de monter ar-
tificiellement le taux de mutation du virus afin de traverser le seuil d’erreur, de
sorte que I'information génétique pertinente est perdue aprés quelques généra-
tions, et le virus meurt. Il est aussi postulé quun comportement similaire guide
I’évolution de certaines bactéries [8] et méme des cellules cancéreuses [37, 75].

Deux des caractéristiques principales du modele d’Eigen sont sa nature déter-
ministe (il s’agit d'un systeme d’équations différentielles) et la considération
d’une population infinie. Ces caractéristiques, bien que naturelles pour modé-
liser une population prébiotique, deviennent assez irréalistes a 1’heure de mo-
déliser des populations d'individus plus complexes comme les virus [85]. En
effet, le nombre de génomes qu'un virus pourrait potentiellement former dé-
passe largement la taille de toute population viable. En outre, il est reconnu que
des effets aléatoires jouent un role important dans I’évolution des populations
d'une certaine complexité. Il est donc important pour la théorie de la quasi-
espece de développer et d’étudier des modeéles a population finie, aléatoires, ot
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les concepts de seuil d’erreur et de quasi—espece sont présents [30, 185]].

Plusieurs travaux ont poursuivi la tache de proposer des modeles aléatoires al-
ternatifs au modéle d’Eigen. Un des premiers travaux dans ce sens est celui de
Demetrius, Schuster et Sigmund [19], qui utilisent un processus de branche-
ment avec un comportement asymptotique similaire au modele d’Eigen. Mc-
Caskill [56] introduit un processus de Markov dont les taux de transition sont
donnés par le systeme d’Eigen. Nowak et Schuster [61] se servent d"un proces-
sus de naissance et mort markovien pour donner une version stochastique du
modele d’Eigen dans le paysage a un pic. Alves et Fontanari [1] étudient la dé-
pendance du seuil d’erreur vis—a—vis de la taille de la population dans le cas
du paysage a un pic. Saakian, Deem et Hu [67] calculent la variance de la fit-
ness moyenne dans un modéle a population finie pour approximer le modele
d’Eigen par le modeéle a population finie. D’autres travaux ont aussi été réalisés
par Deem, Mufioz et Park [63], Musso [60], Dixit, Srivastava et Vishnoi [20], ou
Weinberger [81].

La plupart des travaux précédents utilisent le modele d’Eigen comme point de
départ et essaient de construire des modeles a population finie qui convergent
vers le modeéle d’Eigen en grande population. Nous explorons une voie alter-
native : nous partons des modeles mathématiques classiques en génétique des
populations, et nous montrons que, dans un certain régime asymptotique, un
phénomene de seuil d’erreur a lieu, et une quasi—espéce est créée. Nous décou-
vrons ainsi des liens parfois inattendus entre les modeles classiques en géné-
tique des populations et le modele d’Eigen. Ceci va dans le sens des affirma-
tions de Wilke [85] sur la compatibilité entre la théorie de la quasi—espece et la
génétique des populations classique. De plus, nous décrivons via une formule
explicite la distribution de la quasi—espece pour plusieurs paysages de fitness
différents. Nous résumons nos résultats dans les sections suivantes.

1.2 Cadre

Afin de rendre I'exposition des résultats principaux plus claire, nous allons les
introduire dans un cadre légerement plus simple que dans le reste de la these.
Ce cadre est commun a tous les modeles que nous étudions.

L’ensemble des génotypes est donné par 'hypercube { 0,1 }* de dimension { > 1,
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et est naturellement muni de la distance de Hamming :
Vu,ve{0,1}* dn(u,v) = card {1 <1< :u(l) #v(1) }.

Nous considérons une fonction de fitness f : {0,1} — R™, et nous suppo-
sons que les mutations arrivent lors des reproductions, indépendamment avec
probabilité q €10, 1[, i.e., le génotype u mute vers le génotype v avec probabilité

M(u) v) — qu (u,v) (1 _ q)e_dH (u,v) .
Nous allons surtout considérer deux types de fonctions de fitness :

Paysage a un pic. Il existe un génotype w* € {0,1}!, appelé master sequence,
ayant fitness o > 1. Tous les autres génotypes ont fitness 1. La fonction de fitness
est donc donnée par

vue{0,1), faw =4 o T "7
1 si uF#wk.

Paysage de fitness dépendant de la classe de Hamming. Il existe un génotype
privilégié w* € {0,1}!, appelé master sequence, ayant fitness maximale (stricte-
ment), et

Vu,ve{0,1} dy(u,w*) = dy(v,w*) = f(u) = f(v).

Tous les génotypes a une distance donnée d de la master sequence forment la
classe de Hamming d.

1.3 Lemodele d’Eigen

Nous notons par x,(t) la concentration du génotype v dans la population au
temps t. Dans le modele d’Eigen, les concentrations x, (t) évoluent selon le sys-
teme d’équations différentielles

() x() =D xuOFWM,v) —x(t) ) xu(t)f(w), ve{0,1}.
ue{0,1}¢ ue{0,1}¢

Ce systéme d’équations différentielles fut proposé par Eigen [28], qui I'étudia
plus en détail dans le cas du paysage a un pic. Il étudia notamment le compor-
tement du systéeme quand la longueur des chaines { tend vers l'infini, et c’est
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ainsi qu’il découvrit les phénomenes de seuil d’erreur et de quasi—espece. Ces
phénomenes apparaissent a 1'équilibre, et différents chercheurs ont étudié les
solutions stationnaires de ().

Le systeme (), sans considérer le régime asymptotique en chaine longue, a été
étudié par plusieurs auteurs [5, 48,49, 76, [78]]. Le résultat le plus significatif dans
ces travaux est le suivant.

Théoréme 1.3.1. Le systeme d’Eigen (x) admet une unique solution stationnaire x*.
De plus, pour toute condition initiale, la solution du systeme d’Eigen converge vers x*.

Nous montrons ce résultat dans la section[3.3/a 1’aide du théoréme de Perron-
Frobenius. Remarquons que dans le cas du systeme (x), il n'y a pas de formule
explicite connue pour la solution stationnaire unique du théoréme. Afin de re-
trouver les phénomenes de seuil d’erreur et de quasi—espéce, nous étudions
ensuite le systeme (x) quand la longueur du génome tend vers l'infini. Le cas
le plus simple possible est celui du paysage a un pic, que nous traitons dans le
chapitre[d Dans le chapitre[5}, nous généralisons les résultats du chapitre[da des
fonctions de fitness qui dépendent de la classe de Hamming. Mais pourquoi
étudier des paysages de fitness qui dépendent de la classe de Hamming? La
distribution de la quasi-espece, telle qu’'Eigen l’avait décrite, est une distribu-
tion contenant une concentration positive de la master sequence, et un nuage de
mutants proches de la master sequence (au sens de la distance de Hamming).
Quand la longueur du génome { tend vers l'infini, le nombre de génotypes a dis-
tance de Hamming 1 de la master sequence tend aussi vers l'infini, et si nous re-
gardons la concentration d'un tel génotype, cette concentration tend vers 0. Or,
si tous les génotypes a distance 1 de la master sequence partagent une méme
titness, nous pouvons les regrouper et étudier la concentration de la classe 1
entiére, qui cette fois—ci est positive. L'outil principal qui nous permet de re-
grouper les différents génotypes dans des classes de Hamming est donné par le
lemme suivant.

Lemme 1.3.2. Soient b,c € {0,...,0} et soit u € {0,1}" un génotype dans la classe
de Hamming b. La somme
> M)

ve{0,11}¢
dy (v,w*)=c

ne dépend pas de w dans la classe de Hamming b, c’est une fonction de b et ¢ seulement,
que nous notons My (b, c). Le coefficient My, (b, c) est donné par

My (b,c) = P(b+Bin({—b,q) — Bin(b,q) =¢).
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Ce lemme nous permet de dériver un nouveau systeme d’équations différen-
tielles d’apres le systéme d’Eigen original (). En effet, pour toute classe de
Hamming k € {0,...,{}, appelons x; (t) la somme des concentrations des géno-
types dans la classe k :

xe(t) = ) xult).

ue{0,1}¢
dny (un*]:k

Egalement, notons par fy(k) la valeur de la fonction de fitness, commune a
tous les génotypes dans la classe k. Les concentrations x,(t) évoluent selon le
systeme d’équations différentielles suivante :

4 4

(8) Xt =) xiOfuOMui,k) —x(t) Y xi(tfu(d), 0<k<L.
i=0 i=0

L'objectif des chapitres {4f et [5| est d’étudier ce systéme quand la longueur des
génotypes tend vers 'infini et le taux de mutation tend vers 0. Plus précisément,
nous considérons le régime asymptotique

{— oo, q—0, fq — a €]0,4o0] .

Nous obtenons alors un noyau de mutation limite donné par : pour tout b,c > 0,

ac b

et i b<c

My(b,c) = lim My(b,c) = c—b)! ’

{—00, q—0 .
tqg—a 0 si b>c.
Nous obtenons aussi le systeme d’équations limite
k ak_i 00
(8)  Xi(t) = ;xi(t)mme—“ e ;xi(t)mm, k>0.

Nous nous intéressons principalement a trois aspects de ce systeme : ses solu-
tions stationnaires, leur stabilité, et la relation avec le systeme (8). Dans le cas
du paysage a un pic (chapitre ), nous retrouvons le phénomene de transition
de phase prédit par Eigen. En outre, nous trouvons une formule explicite pour
la distribution de la quasi—espece.

Proposition 1.3.3. Si oe™® < 1, le systeme d’Eigen infini (8.,) n’a qu'une solution
stationnaire :
Xx = 0, k>0.
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Si oe™® > 1, le systeme d'Eigen infini a deux solutions stationnaires, la solution iden-
tiguement nulle et

ot’

°
I
B
o
I
=
|
~
WV
o

La formule ci-dessus définit une distribution de probabilité sur les entiers po-
sitifs, que nous appelons la distribution de la quasi-espece.

Définition 1.3.4. Nous disons qu’une variable aléatoire Y suit la distribution de la
quasi—espece de parametres o, a, notée Q(o, a), si

WV
o

P(Y=k) = (e °— %ZL K

Nous regardons ensuite la convergence des trajectoires. Nous montrons qu’au-—
dessus du seuil d’erreur toutes les solutions de (8,) convergent vers 0, et qu’en—
dessous du seuil d’erreur, toute solution (x(t))¢>o du systeme (8,) vérifiant
Xo(0) > 0 converge vers p*. Pour compléter le chapitre 4, nous montrons que,
si les conditions initiales convergent, les solutions du systeme (8) convergent
vers les solutions du systeme infini (8., ). Nous montrons aussi que le seul point
stationnaire du systeme (8§) converge vers 0 si ce™ ¢ < 1, et vers p* si ce™ ¢ > 1.

Nous généralisons ces résultats aux paysages de fitness dépendants de la classe
de Hamming dans le chapitre 5l Nous donnons d’abord un résultat permettant
de retrouver la fonction de fitness a partir de la distribution de la quasi-espéce,
ou par distribution de quasi—espéece nous entendons une solution stationnaire
(i )k>0 non—négative du systeme (8,) vérifiant x5 > 0et 3 , o xz = 1.

Théoreme 1.3.5. Supposons que (x; )0 est une quasi—espéce. Alors,

0) &
(_
2

Vk>1  fuk) =

Ensuite nous obtenons les phénomenes de seuil d’erreur et de quasi—espece
pour des fonctions de fitness qui dépendent de la classe de Hamming.

Théoréme 1.3.6. Nous avons :
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o Si fy(0)e=® > limsup, ., fu(n), alors il existe une distribution de quasi-espece,
donnée par

. —1

. _ a'™fy (0) (i)

XO_( hZ>o fulin) Kllh(it—it—l)!(fH(O)—mmn) !
O=ip<---<in

oit le produit vide est égal a 1, et pour tout k > 1, nous avons

h

fr(ie)
o e H = )
M T LK) 8 K;gk Z atn H frl(ie)
O=to<<in=k = fr(in) 1Zish (e — L)' (fr(0) — fr(ie))

O=ip<---<in

e Si fy(0)e™® < liminf, ,o fr(n), alors il n’existe pas de distribution de quasi—
espece.

Nous voyons que le phénomene de transition de phase ne dépend que de la
titness de la master sequence et du comportement de la fonction de fitness a
I'infini. Nous obtenons, comme pour le paysage a un pic, une formule explicite
pour la distribution de la quasi—espéce. Cette formule est d"une grande richesse
combinatoire, et peut étre exprimée notamment a 1'aide des coefficients up-
down. Soit 0 = (0(1),...,0(n)) une permutation de {1,...,n}. La signature de
Niven associée a o est la suite (q1,...,qn_1) € {—1,+1}" ! telle que

vie{l,...,n—1}  qi(o(i+1)—0c{i) >0.

Définition 1.3.7. Soientn > 1,0 < h<net0 =1 < i1 < --- < i, < n. Le
coefficient up—down
ool
iy 11y .oy in

est le nombre de permutations de{1,...,n }ayant la signature de Niven (q1, ..., qn_1)
donnée par

1 siie{iy,...,in},

VIE{l,,TL—l} qlz{ _q sinon

Pour k > 1, écrivons yi = x§/x;. Nous avons I'expression suivante pour les yj.
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Théoréme 1.3.8. Pour tout k > 1, nous avons

L a1 o) { k }th“t)
Y = k!(EfH(O)—fHU) Ogék 0, Eme)
O=ip<--<in<k

Pour des fonctions de fitness constantes a partir d'un certain rang, nous pou-
vons méme exprimer les yj en fonction de la quasi-espece pour le paysage a un

pic.
Théoréme 1.3.9. Supposons qu’il existe un entier N > 0 tel que la fonction de fitness
fn : N — R* vérifie

Alors, pour tout k > N,
Pt 2 5P\ 50 — () Fral0) — 1

) — 1l fr(ie)
<1+Z Z H<]—1t) (O)_fH(it)>.

h=1 0=ip<---<ip<j t=1

Nous complétons le chapitre[5|avec les analogues des résultats du chapitre 4 sur
la stabilité des solutions stationnaires du systeme (8.,) et la convergence des
trajectoires solutions de (8) vers les solutions de (8 ), ainsi que la convergence
de la solution stationnaire de (8) vers celle de (S,,).

1.4 Le modeéle de Galton—Watson

Proposé par Galton et Watson pour étudier I’extinction des noms de famille
au sein de la noblesse anglaise [39], le modele de Galton—-Watson est 1'un des
premiers modéles mathématiques pour I'évolution d'une population finie. Le
processus de Galton—-Watson est mathématiquement tres riche, et a donné lieu a
de nombreuses recherches. D’excellents livres y sont consacrés, par exemple [3,
42, 147]. Le lien entre le processus de Galton—-Watson et le modele d’Eigen a été
exploré par Demetrius, Schuster et Sigmund dans [19].
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Le modele de Galton—-Watson possede de nombreuses versions. Nous considé-
rons dans la partie II un processus de Galton-Watson a plusieurs types, avec
mutation et sélection. Il s’agit d"un processus de Markov a temps discret

Xn = (Xn(0)y.., X (D)), m>0.

La quantité X, (k) compte le nombre d’individus appartenant a la classe de
Hamming k a la génération n. A chaque génération n, chaque individu donne
naissance a un nombre aléatoire d’enfants, distribué selon une variable aléatoire
de Poisson de parametre la fitness de l'individu, indépendamment des autres
individus et du passé du processus. Ensuite, chaque enfant mute selon le noyau
de mutation My, et I’ensemble des enfants apres mutation forme la génération
n+1.

Le processus de Galton—-Watson est construit et étudié de fagon formelle a 1’aide
des fonction génératrices. Pour x € N1 et 0 < k < ¢, nous définissons la pro-
babilité p*(x) qu’un individu dans la classe k donne naissance & un ensemble
d’enfants distribué selon le vecteur x :

¢

pr(x) = e MOy T T

h=0

MH (k-) h)X(h)
x(h)! '

Définissons, pour k € {0,...,L}ets € [0,1]*"},

¢

g (s) = Y P ]s.

xENE+1 1=0

Le mécanisme de transition du processus (X,)n>o est donné par : pour tout
n > 0etx € N1 si X,, = x, alors X,,1 est la somme de |x|; vecteurs aléatoires
indépendants ; dans cette somme, pour chaque k € {0,...,{}, x(k) vecteurs ont
pour fonction génératrice g*. L'état 0 est bien stir un état absorbant. Quand le
processus (X, )n>o n'est pas absorbé, nous disons qu’il survit.

Considérons la fonction de fitness du paysage a un pic :

o si k=0
Vk €{0,...,¢ fulk) = ’
{ ) ) }) H( ) { 1 Slk)l

Le résultat principal du chapitre [7|est le suivant.
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Théoréme 1.4.1. Le processus de Galton—Watson (X, )n>o a une probabilité positive
de survie. Conditionné a la survie :
e Sioe < 1,alors

. . X (k)
Vk >0 1 1 = 0.
e%if{}ﬁo nl_r>r010 Xn(0) + -+ X, (0)
{q—a
e Sioe * >1,alors
. . Xn (k) _ ak ik
Vk >0 1 1 - a_—§ .
f%oil:rcllﬂo nl—r>r010 Xn(0)+ -+ X, (0) (oe )k! ; ot
{g—a i>

La démonstration de ce théoréme est faite en deux parties. D’abord, suivant les
lignes de [19], nous montrons que la limite

lim Xn ()
7500 X (0) 4+ X [0

converge vers la seule solution stationnaire du systeme d’Eigen (fini) associé.
Nous utilisons ensuite les résultats de la section 4.4| pour montrer la conver-
gence de la deuxieme limite. Nous complétons le chapitre [7] avec le résultat
analogue pour des paysages de fitness dépendants de la classe de Hamming.

Remarquons que dans le modéle de Galton—-Watson, quand nous conditionnons
le processus a la survie, la population croit exponentiellement. La fagon dont
nous avons pris les limites dans le théoreme, entraine que, avant de prendre
la deuxiéme limite, la taille de la population est déja infinie. Le processus de
Galton-Watson ne permet donc pas de mesurer I'impact de la taille de la po-
pulation dans 1'émergence d"une quasi—espece. Il constitue tout de méme un
premier pas pour montrer la validité du modele d’Eigen pour des populations
tinies, surtout s’il s’agit de populations dans leurs premiéres générations, car
elles ont tendance a croitre exponentiellement.

1.5 Le modele de Wright-Fisher

Dans les années 30, Fisher [36] et Wright [86] proposent un modele pour étudier
la variation d’un alléle dans une population finie. Le modele de Wright-Fisher
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est probablement le modele mathématique le plus célebre en génétique des po-
pulations. Contrairement au modele de Galton-Watson, il s’agit d'un modele
dans lequel la taille de la population reste constante au cours du temps.

Le modele de Wright-Fisher original peut étre étendu pour intégrer plusieurs
types différents, la sélection et la mutation. Le processus de Wright-Fisher que
nous considérons dans la partie III est une chaine de Markov

Xn = (Xa(0),...,Xn(0)), m=0.

La quantité X, (k) compte le nombre d’individus appartenant a la classe de
Hamming k a la génération n. Notons par m > 1 la taille de la population.
Puisque la taille de la population m reste constante au cours du temps, le vec-
teur (X, )n>o est un élément de 1'espace

Py = {(x(0),...,x(0)) € N1 :x(0) + -+ +x(0) :m}.

Dans ce modele, le mécanisme de transition d’une génération a la suivante se
décompose en deux étapes. D’abord, nous échantillonnons avec remise m chro-
mosomes de la population actuelle X,,. L’échantillonnage est fait a I’aide de la
fonction de fitness fy. Puis, chaque chromosome échantillonné mute selon la
loi donnée par la matrice de mutation M. L'ensemble des m individus apres
mutation forme la génération n + 1. Il s’agit donc d’'un modele dans lequel les
différentes générations ne se superposent pas. La matrice de transition p du
processus de Wright-Fisher est donnée par

"o Zke{o,...,e}X(k)fH(k)MH(k»h) X
piox) = 11 ( T oence (W fu(n) |

Le processus de Wright-Fisher est une chaine de Markov ergodique, il admet
donc une unique mesure de probabilité invariante. Nous nous intéressons aux

quantités
lim E(Xn(k)> ,
m

!/ m
vVx,x" € Py
0<h<e

n—oo

qui sont bien définies grace a I’ergodicité de la chaine de Markov. Puisque nous
avons un nouveau parametre dans notre modeéle, la taille de la population m,
nous sommes amenés a considérer un nouveau régime asymptotique tenant
compte de ce nouveau parametre. Le régime asymptotique que nous regardons
est

{ — 400, m — +o00, q—0,

(q — a €0, +ool %1—>cx€ [0, +o00] ,



32 Chapitre 1. Introduction

Nous ne considérons que le paysage a un pic. Notons par I(p,t) la fonction
de taux gouvernant le principe de grandes déviations de la loi binomiale de
parametre p € [0,1], i.e,,

Vte 0,1  I(p,t) = tln%+(1—t)1n11:.

Nous définissons, pour a € ]0, 4+o0[,

oe *—1 si oe ¢ >1
prla) =4 o1 !

0 si oe”* <1,

-1
0pPx _a Px+1
= infinf (——— I a ==
11)( %gNln { ZO < o—1 pk‘f“l)Yk) + Yk <€ ) Vi )
p(0) = p*(a), pr =0, px, Yk € [0,1] pour 0 < k < 1} -

Théoréme 1.5.1. Nous avons la dichotomie suivante :

e Siay(a)<In2, alors

Yk >0 lim lim E(Xn(k)> = 0.
¢,m—00,q—0 n—o0 m
(’,q—)a,%—nx
e Siay(a)>1In2, alors
Xn k k +k
vk >0 lim  lim E(J) R | i w
¢,m—00, q—0 N—00 m k! 4= ot
Zq%a,%%a i>1
De plus, dans les deux cas,
Vk>0 lim lim Var(xn(k)) = 0.
¢,m—o00,q—0 n—o0 m

tq—a, o

L’idée dutiliser le modele de Wright-Fisher pour retrouver un phénomene de
seuil d’erreur et une distribution de quasi—-espece vient de [11]. Dans [11], Cerf
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démontre qu’il existe une courbe (la courbe cp(a) = In2 du théoréme) sépa-
rant un régime de désordre d'un régime ordonné. Dans le régime de désordre,
la concentration de la master sequence tend vers 0, tandis que dans le régime
ordonné, la concentration de la master sequence tend vers (ce™* —1)/(o0 —1).
Nous étendons le résultat de [11] a toutes les classes de Hamming k > 0. La dé-
monstration repose sur des arguments de couplage et de monotonie, et utilise
la théorie développée par Freidlin et Wentzell pour des perturbations aléatoires
de systemes dynamiques [38].

1.6 Le modéle de Moran

Dans la quatrieme et derniére partie de la these, nous étudions le modele de
Moran. C’est une modification du modele de Wright-Fisher, introduite par Mo-
ran [57] dans les années 50, qui permet de modéliser des générations qui se
superposent. De méme que dans le modéle de Wright-Fisher, dans le modéle
de Moran la taille de la population est finie et reste constante au cours de I'évo-
lution de la population.

Nous considérons un modeéle de Moran a plusieurs types, avec sélection et mu-
tation. Le processus de Moran est une chaine de Markov a temps discret

Xn = (Xn(0),...,Xn(0)), 10,

a valeurs dans P ;. Soit A > fi;(0). Le mécanisme de transition pour passer de
Xn & X1 est le suivant : un individu est choisi dans la population X,, unifor-
mément au hasard, supposons qu’il appartienne a la classe k. Avec probabilité
1—f1(k)/A, rien ne se passe, et X,,.1 = X;,. Avec probabilité fi;(k)/A, l'individu
choisi se reproduit, son enfant mute selon le noyau My, et remplace un indi-
vidu dans la population X,,, choisi uniformément au hasard. Nous notons par
(ei)o<i<e la base canonique de R'*!, indexée par 0,...,L au lieude 1,...,{ + 1.
Les seuls changements autorisés dans le processus de Moran sont du type

X — X—e t+egj, 0<1i,j<UL.
La matrice de transition du processus est donnée par

Vx € PR, Vi,je{0,...,0} i#]

p(x,x—ei+e) = % Zx(h)fH(h)MH(h>j)-
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Les autres coefficients non diagonaux de la matrice de transition sont nuls. Les
coefficients diagonaux sont choisis de sorte que la matrice soit stochastique, i.e.,
la somme de chaque ligne vaut 1. Le processus de Moran est une chaine de
Markov ergodique, il admet donc une unique mesure de probabilité invariante.
Comme dans le processus de Wright-Fisher, nous nous intéressons aux quanti-

tés
lim E(X“(k)> ,
m

n—oo

qui sont bien définies grace a 1’ergodicité de la chaine de Markov. Nous consi-
dérons encore le régime asymptotique

{ — 400, m — +o00, q—0,
tq — a €0, +ool %1—>oc€ [0, +o00] .

Supposons d’abord que f} est la fonction de fitness du paysage a un pic. Soit
P :RT - R" U{+o0}la fonction définie par

ot _ea)ln"“——i_‘”ﬂn(oe“)
Va<Ilno  YP(a) = (1_58: e ) )

et{(a) =0si a > Ino. Nous avons le résultat suivant.

Théoréme 1.6.1. Nous avons la dichotomie suivante :

e Siay(a)<In2, alors

Xn(k
Vk>0 lim lim E( (
¢,m—o00,q—0 n—o0 m
tq—a, o

~_
I
(@)

e Siay(a)>In2, alors

Xn k k +k
vk >0 lim  lim E(J) —(ce -1y =
¢,m—o0,q—0 M—o00 m k! 4 ot
tq—a, %—wc il
De plus, dans les deux cas,
Xn(k
Yk >0 lim lim Var( ( )) =0.

¢,m—o00,q—0 n—o0 m

tq—a, o
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L'idée d’utiliser le modele de Moran pour retrouver un phénomene de seuil
d’erreur et une distribution de quasi—espéce vient de [10]. Dans [10], Cerf dé-
montre qu’il existe une courbe (la courbe x\p(a) = In2 du théoreme) séparant
un régime de désordre d’un régime ordonné. Dans le régime de désordre, la
concentration de la master sequence tend vers 0, tandis que dans le régime or-
donné, la concentration de la master sequence tend vers (ce™® —1)/(0 — 1).
Nous étendons le résultat de [10] a toutes les classes de Hamming k > 0. La dé-
monstration est basée sur des arguments de couplage et de monotonie, ainsi que
sur un argument de récurrence sur les coordonnées qui nous permet de traiter
chaque coordonnée comme une chaine de naissance et mort markovienne.

Nous considérons ensuite des paysages de fithess constantes a partir d'un cer-
tain rang K > 0, i.e., des fonctions de fitness vérifiant :

fH(0)> max fH(k), fH(K)#l, VkG{K+1,,€} fH(k):l

1<k<e

Sous cette hypothese, nous développons un principe de grandes déviations tra-
jectoriel pour le processus de Moran. Soit k > K et définissons le processus

(Ye)t>o par:
Yy = nll(xLth (0)y.., Xpemy(K)),  t=0.
L’espace d’états du processus (Y )¢>o est:
AT ={y e{0,1/m,.. 1) iyp+ -y <1}
Puisque notre objectif est de faire tendre m vers l'infini, nous introduisons

DM = {xe[0, 1" ixg+ - +x <1},

Soit V I'ensemble des vecteurs de R*"! associés aux possibles directions des

sauts du processus (Y) >0 :
V={—-e:0<i<k}U{e:0<j<k}U{ —ei+e: ki#j}.

Définissons les quantités suivantes : pour touty € D*! et 0

Cyl—ei) = %Ui< Z Ynfu(h (1— Z e )+1— Z yh>

0<hgk h<l<k 0<hgk
[e%e] 1 —a aj_h
Cr(e) = X(l_ > yl) Z.yth(h)e G

0<1<k 0<hgj

1
Cy(—ei+e) = NYi Z Ynfr(h)e

0<h<]

G—nt
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Les quantités C, (v) correspondent aux probabilités de transition asymptotiques
pour le processus (Y)>o quand { tend vers l'infini, q tend vers 0 et {q tend vers
a. Soit G® : D¥H1 x R¥*1 — R la fonction définie par

G®(y;z) = In (1 + Z Cyv)(e”* — 1)) ,
vev

ol v - z représente le produit scalaire dans R**!. Soit H* : D*+1 x R — R*
la transformée de Fenchel-Legendre de la fonction G*(y, ) :

H®(y;u) = sup (u-z—G™(y;z)).

z€Rk+1

Soit T > 0 et considérons une trajectoire ¢ : [0, T — D**!. Nous définissons
I'action It (¢) de la trajectoire ¢ par

)
L(d) = J H=($ (1), ¢'(1)) dt,

0

si la fonction ¢ est absolument continue et 1'intégrale converge ; nous posons
I+(¢) = 4oo sinon. Nous notons par d la distance euclidienne dans R*"!, et
nous notons par dy la distance du supremum entre deux trajectoires sur l'inter-
valle [0, T], i.e., pour ¢, : [0, T] — R*,

dr(d, ) = sup d(d(t),W(t)).

0<t<T
Soit p > 0, nous définissons I’ensemble p-réduit de D*! par
®k+1 — {U c @k—!—l d(y, @k—!—l p}

et nous posons Af*! = AN DETL. Pour un point y° € DE*! et n > 0, notons
par @ o.+(1) 'ensemble des trajectoires ¢ dans D™ issues du point y° et dont
'action est inférieure ou égale an, i.e.,

Qyor(M) = {¢:[0,T] — DE™: d(0) =y et It(dp) <7 }.
Soit T, le temps de sortie du processus (i) de I’ensemble DE*, i.e.,
T, =inf{t>0:Y(t) g D5 }.
Nous considérons le processus (Y°(t),t > 0) arrété au temps T, :

Vt>0  YP(t) = YHAT,).
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Théoreme 1.6.2 (PGD). Nous avons le résultat suivant :

Borne inférieure. Pour tout 8,v, p,no, T > 0 avec p > o, asymptotiquement,

P(dr(Y,6) < 8| Y(0) =y°) > exp (—m(Ir() +7)),

uniformément sur tout y° € AX™, et sur tout ¢ € @yo1(no).

Borne supérieure. Pour tout 8,7y, p,no, T > 0, asymptotiquement,
P(ar(Y?, ®yor(m) > 8| ¥°(0) = y*) < exp (—min—v)),

uniformément sur y° € AST et n < .

Ce principe de grandes déviations est présenté et démontré dans le chapitre
Le résultat est inspiré de la théorie développée par Freidlin et Wentzell pour des
perturbations aléatoires de systemes dynamiques [38]. Des résultats de méme
nature peuvent étre trouvés dans plusieurs travaux dus a Wentzell [82} 183, 184].
Notre situation differe du cadre traité dans les références données par plusieurs
aspects : nous considérons un régime asymptotique qui méle plusieurs para-
metres, au lieu d’un seul, et nous considérons un processus qui n’est pas mar-
kovien, mais seulement « asymptotiquement markovien ». De plus, notre pro-
cessus est a valeurs dans un espace avec bord. Au vu de toutes ces particularités,
nous avons opté pour démontrer le principe de grandes déviations dans le cas
concret que nous traitons. Méme si plusieurs détails changent, les idées de la
démonstration restent les mémes que dans les travaux de Wentzell. La borne
inférieure des grandes déviations est démontrée a 1’aide d'un changement ex-
ponentiel de mesure. La probabilité que nous voulons estimer est trés grande
sous la nouvelle mesure, qui a une densité sous forme exponentielle vis—a—vis
de I’ancienne mesure, la difficulté est donc ramenée au controle de I’argument
de I'exponentielle donnant la densité. Pour montrer la borne supérieure, nous
approximons la trajectoire du processus par une trajectoire linéaire par mor-
ceaux, et nous montrons qu’il est trées improbable que cette trajectoire soit loin
des trajectoires de petite action.

Les seules trajectoires ¢ telles que ’action I1(¢) vaut 0 sont les solutions du sys-
teme d’Eigen limite (8 ). Il s’ensuit que le processus (Yy)i>o suit les solutions
du systeme (8.,) avec tres grande probabilité. Nous exploitons ce fait dans le
chapitre 23| pour estimer le temps moyen de sortie d'un domaine ouvert conte-
nant la distribution de la quasi-espece (x})o<i<k.- Ce temps moyen est d’ordre
exponentiel en la taille de la population m.
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Pour finir, nous revenons au cas du paysage a un pic dans le chapitre 24| Dans
ce cas, la dynamique du nombre de master sequences est "asymptotiquement
markovienne", et nous pouvons appliquer le principe de grandes déviations en
une dimension. Cela rend possible le calcul de la fonctionnelle d’action ainsi
que du quasi—potentiel associé. Ceci nous permet de décrire la trajectoire de
disparition de la quasi—espece.

1.7 Conclusion et perspectives

Nous avons étudié les modeles de Galton-Watson, Wright-Fisher et Moran avec
l'objectif de retrouver un phénomene de transition de phase et une distribution
de quasi-espece. Nous avons vu que les trois modeles présentent un phéno-
mene de transition de phase, et que dans les modeles a population constante,
Wright-Fisher et Moran, cette transition de phase fait intervenir la taille de la
population. Méme si la transition de phase se présente sous une forme diffé-
rente en fonction du modele, quand une quasi—espece est créée, la distribution
de cette quasi—espece est la méme pour les trois modeéles, et coincide aussi avec
la distribution de la quasi-espece pour le modele d’Eigen.

L’obtention d"une formule explicite pour la distribution de la quasi—espece dans
le cas du paysage a un pic nous a menés a la recherche de formules explicites
pour des paysages de fitness plus généraux. Ainsi, nous avons réussi a obte-
nir, pour le modéle d’Eigen, une formule explicite pour tout paysage de fitness
dépendant de la classe de Hamming.

En ce qui concerne le modele de Moran, nous espérons retrouver 1’analogue du
théoreme pour des paysages de fitness dépendants de la classe de Ham-
ming et constants a partir d'un certain rang, a ’aide du principe de grandes
déviations. Nous espérons aussi pouvoir faire de méme pour le processus de
Wright-Fisher.

1.8 Publications

Les résultats obtenus pendant le déroulement de cette these ont donné lieu a
plusieurs articles de recherche. Les résultats du chapitre |5 concernant les dif-
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térentes formules combinatoires pour la distribution de la quasi—espece sur
des fonctions de fitness qui dépendent de la classe de Hamming ont été pu-
bliés dans [13]. Le résultat principal pour le processus de Galton-Watson sur
le paysage a un pic (chapitre [/) a été publié dans [18]]. Le résultat principal de
la partie III sur le modele de Wright-Fisher a été publié dans l'article [17]. La
note [16] montre la convergence du modele de Moran vers le modele d’Eigen
(section[I5.5), et le résultat principal concernant le modele de Moran et le pay-
sage a un pic, contenu dans les chapitres a été publié dans [14]. Enfin,
l'article [12] présente différentes représentations probabilistes de la distribution
de la quasi—espéce. Les résultats de ce dernier article sont liés au sujet de cette
thése, cependant ils sont plus éloignés des modeles a population finies traités
ici; nous avons donc décidé de les omettre.






Premiere partie

Le modele d’Eigen






Chapitre 2

Introduction

Selon la théorie initiée par Oparin [62] et Haldane [41] dans les années 20,
les premieres formes de vie sur terre ont dues étre des macromolécules d"une
grande simplicité. Avec cette considération en téte, Manfred Eigen se lance dans
les années 70 dans la construction d'un cadre théorique afin de mieux com-
prendre les premieres étapes de la vie terrestre [28]. Une petite partie de son
travail porte sur la modélisation mathématique de 1’évolution d'une popula-
tion de macromolécules. La simplicité de ces macromolécules permet de décrire
I’évolution d"une telle population par des réactions cinétiques et chimiques, a
partir desquelles Eigen dérive un systeme d’équations différentielles. Il s’agit
d’un systeme décrivant 1’évolution d"une population sous deux forces princi-
pales : sélection et mutation.

Le systeme d’Eigen est 1'un des premiers modeles biologiques a présenter un
phénomene de transition de phase. En effet, quand les macromolécules sont
longues, il existe un taux de mutation critique au-dessus duquel l'information
génétique est perdue apres quelques générations. Le taux de mutation critique
est aussi appelé le seuil d’erreur. Le modéle d’Eigen présente un deuxiéme phé-
nomene d’importance : la quasi-espéce. Pour des taux de mutation en—dessous
du seuil d’erreur, une population a 1’équilibre contient une concentration posi-
tive de la macromolécule la plus adaptée, la master sequence, ainsi qu'un nuage
de mutants qui different de la master sequence de quelques mutations. Contrai-
rement au cas d"une espece « pure », il s’agit ici d"une population dans laquelle
la master sequence peut étre présente avec une concentration faible, et le nuage
de mutants acquiert une énorme importance.
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Manfred Eigen

L’efficacité des distributions de quasi—espéece pour décrire des populations de
virus a attiré une grande attention sur le modele d’Eigen [22} 23] 169, et la pos-
sible existence d'un seuil d’erreur pour des populations de virus a donné lieu
a de nombreuses recherches pour induire une catastrophe d’erreur dans des
populations de virus, afin de combattre diverses maladies virales 79].
La définition du modele d’Eigen est remarquablement simple, cependant son
analyse mathématique est ardue. Les deux questions principales qui se posent
sont, la localisation du seuil d’erreur, et la description de la distribution de la
quasi—espece. Notamment, nous voudrions trouver la concentration de la mas-
ter sequence et des différents mutants dans une population a I’équilibre.

Nous ne sommes pas les premiers a nous intéresser a ces questions. Un des
premiers travaux sur le sujet est di a Eigen lui méme, McCaskill et Schus-
ter [30]. Dans ce travail, on s’apercoit déja que la description de la distribution
de la quasi—espéce n’est pas en général une tache simple. En effet, une telle
description n’est possible qu’apres avoir fait certaines approximations ou sim-
plifications dans le modele. Thompson et McBride [78], ainsi que Jones, Enns
et Rangnekar et Swetina et Schuster [76], réussissent a linéariser le systéme
d’équations différentielles d’Eigen. Ils se servent ensuite de cette linéarisation
pour caractériser la distribution de la quasi-espéce comme le vecteur propre
associé a la plus grande valeur propre de la matrice du systeme linéarisé. Les
solutions ainsi obtenues recoivent le nom de solutions exactes. Des solutions
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exactes pour des paysages de fitness particuliers ont aussi été obtenues par
d’autres moyens par Saakian et Hu [68], Saakian [65], ou Saakian, Biebricher
et Hu [66]. Egalement Novozhilov et Semenov [71), 72] et Bratus, Novozhilov et
Semenov [7,70] obtiennent des résultats plus concrets pour des choix particu-
liers de paysages de fitness et de noyaux de mutation.

Le contenu de cette premiere partie est une synthese des résultats déja connus
pour le modéle d’Eigen, et de notre contribution au sujet. Nous commengons
par introduire le modele dans le chapitre 3, avec quelques considérations pré-
liminaires. Nous montrons ensuite comment linéariser le systeme pour obtenir
les premieres représentations de la distribution de la quasi—espéce, suivant les
lignes des travaux [49, 76, [78]. Finalement, nous présentons le régime asympto-
tique permettant de retrouver le seuil d’erreur. Ce régime asymptotique donne
lieu a un systeme d’équations différentielles infini, qui sera 1’objet d’étude prin-
cipal des chapitres 4 et[5] Dans le chapitre [ nous considérons le cas du paysage
de fitness a un pic, c’est-a—dire, un seul génotype plus adapté dans un paysage
neutre. Sous cette hypothese, nous obtenons une formule explicite pour la dis-
tribution de la quasi—espece. Nous justifions aussi le passage a la limite. Dans le
chapitre 5 les résultats du chapitre ] sont généralisés a des paysages de fitness
plus généraux : ceux qui attribuent la méme fitness a tous les génotypes qui
different de la master sequence d’un méme nombre de mutations.






Chapitre 3
Généralités

3.1 Le modele

Le modele d’Eigen a pour but de modéliser 1’évolution au cours du temps d'une
population de macromolécules. Nous allons d’abord introduire tous les élé-
ments nécessaires pour pouvoir définir le modele.

Les génotypes. Soit A un alphabet fini de cardinal k > 2 . Nous identifions les
macromolécules ou individus avec des chaines de longueur £ > 1 sur l'alpha-
bet A et nous appelons une telle chaine un génotype. L'espace des génotypes
est donc A' . Des choix typiques pour A sont ’ensemble des 20 aminoacides
pour des protéines, { A, T, G, C } pour des séquences d’ADN, ou { 0,1 } pour des
séquences binaires.

La sélection. La sélection est donnée par un paysage de fitness, i.e., une fonction
f: A" — RY.

Pour une séquence donnée u € A', sa fitness f(u) représente le taux auquel un
individu ayant le génotype u se reproduit. Une fonction constante f correspond
a un paysage de sélection neutre, ot tous les individus se reproduisent au méme
taux. Le paysage non neutre le plus simple auquel nous pouvons penser est le
paysage d un pic, i.e., tous les génotypes ont le méme taux de reproduction sauf
un génotype privilégié w* € A, appelé la master sequence, qui a un taux de
reproduction supérieur a tous les autres génotypes. Soit o > 1, la fonction de
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titness f du paysage a un pic est donnée par

Vued!, fw =4 7 STHTWo
1 siu#w*.

Les mutations. Lors d"une reproduction, une nouvelle chaine est créée par ré-
plication du génome du parent, cependant, des erreurs peuvent arriver au cours
de la réplication, c’est ce qu’on appelle les mutations. Nous supposons que les
mutations arrivent indépendamment au hasard sur chaque site de la chaine,
avec probabilité q € [0, 1]. Quand une mutation se produit sur un site particu-
lier, la lettre est remplacée par une des k — 1 lettres restantes dans ’alphabet,
choisie uniformément au hasard. Nous pouvons coder le mécanisme de mu-
tation dans un noyau M : A* x A* — [0,1] ainsi : pour tout u,v € A, la
probabilité M (u,v) de transformer le génotype u en v par mutation est

14
q
M(LL,V) = H (K — 11u(i);£v(i) + (1 - q)lu(i)_v(i)) .

La distance de Hamming. L'espace des génotypes A' est muni de la distance
de Hamming dy, qui mesure le nombre de digits différents entre deux chaines,
ie, pouru,v e Al

Par exemple,
dy(01101,01011) = 2 et du(AATGTT,CATGCC) = 3.

Le noyau de mutation M peut étre réécrit en utilisant la distance de Hamming :
pour tout u,v € A¢,

_ q dn o) - L—dn (u,v)
R (1-a) .

Le modeéle d’Eigen. Nous considérons une population infinie d’individus dont
les génotypes sont décrits par les éléments de A‘, la composition de la popu-
lation évolue au cours du temps. Pour v € A, notons x,(t) la concentration
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d’individus ayant le génotype v dans la population au temps t. L’évolution des
concentrations x, (t) est gouvernée par le systeme d’équations différentielles

xo(t) = ) xuFfWM,v) —x, (1) Y x (Of(w),  veAl.

uecAt ueAt

C’est le modele d’Eigen. Le premier terme dans I"équation correspond a la créa-
tion d’individus avec génotype v, le deuxieme terme correspond a la destruction
d’individus avec génotype v. Posons

o) = ¥ xult)f(w).

ueAt

La quantité ¢(t) est la fitness moyenne de la population au temps t, et elle corres-
pond a la création totale de chaines au temps t. Remarquons que si la concen-
tration totale de la population au temps t est égalea 1, i.e.,

Z Xv(t) = 1)

veAl

elle le sera aussi pour tout s > t. En effet, comme le noyau de mutation M
est une matrice stochastique, en sommant sur toutes les équations du systeme
d’Eigen, nous obtenons

> x(t) =0.

veAl
Nous allons toujours supposer que la concentration totale de la population est
égale a 1.

Remarque 3.1.1. Le modele d’Eigen peut se généraliser naturellement dans le cadre
suivant : € est un ensemble fini, f est une fonction de € dans R* et M est une matrice
stochastique sur E.

3.2 Le modele pour les classes de Hamming

L'espace d’états du modele d’Eigen est le simplexe de dimension k! — 1. C’est
un espace peu adapté a notre étude a cause de sa grande dimension et de 1’ab-
sence d"un ordre naturel. Afin de réduire la taille de I'espace d’états, nous allons
regrouper les chaines dans des classes de Hamming vis—a—vis d"une séquence
de référence. Dans le cas du paysage de fitness a un pic, le choix de la séquence
de référence est évident, nous choisissons la master sequence, w*.
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Classes de Hamming. Soit | € {0,...,¢}, nous disons que le génotype u € A'
appartient a la classe de Hamming 1 s’il est a distance 1 de la master sequence,
ie,sidy(u,w*) =1

Dans la section précédente, nous avons défini le modele d’Eigen pour une fonc-
tion de fitness f : A — R™ quelconque. Nous ne considérons par la suite que
des fonctions de fitness qui respectent les classes de Hamming, c’est a dire, des
fonctions de fitness telles que, pour tout u,v € A°,

dp(u,w*) = dy(vyw*) = f(u) = f(v).

Soit f : A — R une fonction de fitness vérifiant cette hypothese. Nous pou-
vons alors définir une nouvelle fonction fy : {0,...,£} — R* de la maniere
suivante : pour l € {0, ..., {}, nous posons fi(1) égale a la valeur de f commune
a tout u dans la classe de Hamming 1.

La fonction de fitness du paysage a un pic respecte les classes de Hamming. La
fonction fyy associée est donnée par

o sil=0
v1ie{0,...,¢ fr(l) = ’
{> ) }) H() { 1 511<1<€

Le noyau de mutation M se factorise aussi a travers les classes de Hamming.

Lemme 3.2.1. Soient b,c € {0,...,L} et soit w € A un génotype dans la classe de
Hamming b. La somme
> M)

veAt
dy (viw*)=c
ne dépend pas de w dans la classe de Hamming b, c’est une fonction de b et c seulement,
que nous notons My (b, c). Le coefficient My, (b, c) est donné par

O L

0<k<l—b
0<1<b
b+k—1l=c

Démonstration. Le génotype u étant dans la classe de Hamming b, il differe
exactement de b digits de la master sequence. Soient 1 € {0,...,b} et k €
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{0,...,£ —b}. Parmi les b digits différents de la master sequence, la probabi-
lité que exactement 1 digits mutent pour devenir égaux a ceux de la master

sequence est
b 3 b—1
(1)(&1) (1_Ki1) ‘

Egalement, parmi les £ — b digits égaux a la master sequence la probabilité que
exactement k changent et deviennent différents de ceux de la master sequence

est (—1
- k(1 __ 4\l—k
( K )q (I—q)".

Nous obtenons le résultat voulu en sommant les produits des deux probabilités,
sur tous les 1, k qui vérifient la contrainte b+ k —1 =c. O

Remarque 3.2.2. Soient b,c € {0,...,L}, soit X une variable aléatoire de distribution
Bin(b, q/(k — 1)) et soit Y une variable aléatoire de loi Bin({ — b, q), avec X et Y
indépendantes. Alors,

My (b,e) = P(b—X+Y=c¢).

Nous avons obtenu un nouvel espace d’états, I'espace des classes de Hamming
{0,...,2}, une nouvelle fonction de fitness fy : {0,...,£} — R*, et un nouveau
noyau de mutation My : {0,...,0} x {0,...,£} — [0,1]. Pour k € {0,...,{},
nous notons xy (t) la concentration des chaines dans la classe de Hamming k au
temps t. Les concentrations x(t) obéissent au systeme d’équations

4 14
(8)  x(t) =) xi(OfuOMulik) —x(t) Y xi(t)fu(d), 0<k<L.

i=0 i=0

Dans la section suivante, nous étudions un modele d’Eigen plus général dont
les résultats s’appliquent au systéme (8). Le reste du chapitre est consacré a
étudier le systeme (§) dans un régime asymptotique particulier.

3.3 Solutions stationnaires et stabilité

Comme nous l'avons dit dans la remarque le modele d’Eigen peut étre
défini de maniere plus générale pour un ensemble fini de génotypes &, une
fonction de fitness f : £ — R et un noyau de mutation M sur €. Nous faisons
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ici un petit parenthese pour étudier ce modele généralisé. Nous supposons que
I’ensemble € a cardinal N > 2 et nous identifions € avec 'ensemble {1,..., N},
nous parlons alors du i-éme génotype, pour 1 < i < N. Le systeme d’équations
d’Eigen général s’écrit ainsi :

N
() X)) =) xOFOMEK) —x()d(t), T<k<N,
i=1

ou ¢(t) représente la fitness moyenne de la population au temps t,

N
o) = ¥ xi(Vf(i).
i=1

Soit 8N le simplexe a N coordonnées :
SN = {XG [0,1]N X1+ XN :1}

Pour tout x° € 8N, la solution de (*) avec condition initiale x(0) = x° reste
toujours dans 8", cela peut étre vérifié en sommant sur toutes les équations du
systeme ().

Scaling. Le systeme (x) vérifie la propriété de scaling suivante : étant donnée
une fonction de fitness f : {1,...,N} — R™ et une constante ¢ > 0 nous pou-
vons définir une nouvelle fonction de fitness cf : N — R* par

Vk >0, (cf)(k) = cf(k).

La trajectoire (x(t),t > 0) est solution du systeme (x) associé a cf si et seule-
ment si (x(ct),t > 0) est solution du systeme (x) associé a f. Autrement dit,
multiplier toutes les fitness par ¢ correspond a accélérer le temps d’un facteur
c. En particulier, les solutions stationnaires du systeme () sont invariantes par
le changement f — cf.

Nous définissons la matrice (W(i,})),_. i< Par

V1>J€{1>)N}) W(l))) :f(l)Mh)))
Nous faisons I'hypothese suivante sur la matrice W :

Hypothése. La matrice W a toutes ses composantes strictement positives.
Sous cette hypothese, le théoréme de Perron-Frobenius peut s’appliquer a la
matrice W :
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Théoréme 3.3.1 (Perron-Frobenius.). Soit A une matrice carrée ayant tous ses co-
efficients strictement positifs. Il existe un nombre réel positif A vérifiant les propriétés
suivantes :

e La valeur A est une valeur propre simple de A, et toute autre valeur propre de A a un
module strictement inférieur a A.

o [l existe un vecteur propre w de A, associé i A, ayant toutes ses composantes stricte-
ment positives.

La démonstration du théoreme de Perron-Frobenius peut étre trouvé dans [73].
Le théoreme est vrai pour les vecteurs propres a gauche comme pour les vec-
teurs propres a droite. Rappelons que v est un vecteur propre généralisé de rang
k > 1 de la matrice A associé a la valeur propre y, si

(A—uD*v =0 et (A—pul)*tv #£0.
Nous avons le résultat suivant :

Lemme 3.3.2. Soit A une matrice carrée ayant tous ses coefficients strictement posi-
tifs. Tout vecteur propre généralisé de A ayant toutes ses composantes positives, est un
multiple du vecteur propre de Perron—Frobenius.

Démonstration. Soit v un vecteur propre généralisé (a droite) de rang k > 1 de
A, associé a la valeur propre , ayant toutes ses composantes positives, avec au
moins une composante non nulle. Soit A la valeur propre de Perron-Frobenius
de A et soit u le vecteur propre a gauche associé. Alors

WA —pl) = (A —p)itu.
Nous en déduisons que
0 = "wA—ul*v = A—p)*(tu)v.

Or, puisque u a toutes ses coordonnées strictement positives, ‘uv > 0 et donc
A = . Puisque A est une valeur propre simple, le sous—espace propre généralisé
associé a A est de dimension 1, et nous concluons que v est multiple du vecteur
propre a droite de Perron—Frobenius de A. O

Soit A la valeur propre associée a la matrice W par le théoreme de Perron-
Frobenius et soit u le vecteur propre unitaire de W ayant toutes ses composantes
strictement positives. Nous avons le théoreme suivant :



54 Chapitre 3. Généralités

Théoréme 3.3.3. Le vecteur u est le seul point stationnaire du systeme d’équations
() dans le simplexe 8N. En outre, pour tout x° € 8N, la solution (x(t))>o de (*) avec
condition initiale x° converge vers w quand t tend vers l'infini.

Démonstration. Une solution stationnaire de (x), x € 8V, satisfait le systeme
d’équations

N
0 =) xf(UM(ik) —xedp(x), 1<k<N.
i=1

Ce systéme peut se réécrire sous forme matricielle : 'xW = *x¢(x), avec,

N N N
b(x) =Y xif(d) = ) xf(OME)) = > xW(i,j).
i=1

L,j=1 L,j=1

Ainsi, six € 8N est une solution stationnaire de (x), alors x est un vecteur propre
unitaire de W ayant toutes ses composantes positives et ¢(x) est une valeur
propre de W. L'unicité d’une telle solution découle du théoréme de Perron-
Frobenius. Pour démontrer l'existence, nous prenons A la valeur propre de W
donnée par le théoreme de Perron-Frobenius, et u le vecteur propre unitaire
associé. Nous remarquons que A vérifie I’équation

N
A= Z uiw(i)j))

i,j=1

et donc x = u € 8N est bien une solution stationnaire de (). Nous démontrons
ensuite que toute solution de (*) converge vers u. Pour cela nous effectuons le
changement de variables suivant :

t
ult) = xaltjexp ([ olsias), 1<,
0
Ce changement de variables rend le systeme linéaire, en effet,

N
yi(t) = Y yi®W(E,kK), 1<k<N,

i=1

ce qui s’écrit sous forme matricielle 'y’ = 'yW. Remarquons que pour retrou-
ver (x(t))i>o a partir de (y(t))i>o, il suffit de prendre

Yi(t)
yi(t) + - +yn(t)’

xie(t) = 1<k<N,
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En effet, cela se voit en sommant sur k dans la formule de changement de va-
riables, ce qui donne

N t
Zyk(t) = exp (J d)(s)ds) )

k=1 0

Il existe une matrice de changement de base P qui nous permet de passer de la
matrice W a sa forme canonique de Jordan réelle :

A0 --- 0
—~ 0

PWP ! = W =

0

ou A est la valeur propre donnée par le théoréeme de Perron-Frobenius et | une

matrice de Jordan réelle. Remarquons que la premiere ligne de la matrice P, que
nous appelons P(1, -), est un vecteur propre de W associé a A, i.e.,

Nous faisons encore un changement de variables : nous posons ‘z = ‘yP—.
Alors, z vérifie le systeme d’équations différentielles 'z’ = 'zW, dont la solu-
tion est donnée par

e’ 0 0 z1(0)

(t) = 0 2,(0)
T e/t L

0 zn (0)

ol e/t est la matrice exponentielle définie par :

TL.tTl
£ _ J
€ _Z n!

n>0

Puisque toute valeur propre de la matrice | est en valeur absolue strictement
plus petite que A (par le théoreme de Perron-Frobenius), nous avons pour la
norme d’opérateur || - || associée a la norme euclidienne de R :
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Nous avons défini le vecteur z par 'z = 'yP~!, ceci entraine notamment que
z1(0) # 0. En effet, nous pouvons exprimer le vecteur y(0) comme combinaison
linéaire des lignes de la matrice P :

ty(o) = C1P(1, ) +ee Tt CNP(N> ) )
avec cq,...,cn € R. Nous en déduisons que
z1(0) = "y(0)P'(-,1) = ¢1.

Or, les lignes de P sont des vecteurs propres généralisés de W, et d’apres le
lemme le sous—espace engendré par P(2,-),...,P(N,-) ne contient pas le
simplexe 8N. Comme y(0) = x(0) € 8N, nécessairement ¢; # 0. Puisque z;(0) #
0,

N

lim k(t):o, 2<k<N.
tooo 71 (t)

Vu que *y(t) = *z(t)P, il s’ensuit que, pour tout k € {1,...,N},

t
lim x(t) = lim Y(t)
t—o00 t—o00 yl(t) + o4+ yn(t)
> z(tP(, k)
_ Iim 1<igN _ P(LK) ”
= - = uy,
e Y Z(WPE) e,
1<i,j<N ZP(l)))
j=1
ouu = (uy,...,uyn) est le vecteur de Perron-Frobenius normalisé de W. C’est
ce qu'il fallait démontrer. O

Le résultat que nous venons de démontrer s’applique au systeme d’Eigen ori-
ginal défini dans la section ainsi qu’au systeme d’Eigen pour les classes de
Hamming défini dans la section sous I’hypothése que les fonctions de fit-
ness associées soient strictement positives. Le théoréme peut étre généralisé a
des matrices W avec des coefficients nuls sous 'hypothéese qu’elle soient irré-
ductibles : une matrice carrée W est irréductible si pour tout pair d’indices 1, j il
existe un nombre naturel m = m(i,j) tel que I'élément W™ (i,j) est strictement
positif. Les résultats du théoreme apparaissent déja dans plusieurs articles
dans la littérature sur le modele d’Eigen, notamment dans [5] 48, 149), [78].
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3.4 Régime asymptotique

Revenons au modele d’Eigen pour les classes de Hamming introduit dans la
section[3.2]:
i ¢
() (1) =) xOfuOMuli k) —x(t) )_xi(fu(i), 0<k<L.

i=0 i=0

Les résultats de la section précédente s’appliquent au systeme (§). Pour voir
apparaitre un phénomene de seuil d’erreur, nous étudions le systeme (8) quand
la longueur du génome { tend vers l'infini et la probabilité de mutation q tend
vers 0. Plus précisément, nous considérons le régime asymptotique suivant :

{— oo, q—0, lq — a €]0,4o0f .

Dans la suite, quand nous disons qu'un résultat est vrai asymptotiquement, cela
veut dire qu'il est vrai pour { assez grand, q assez petit et {q assez proche de a.

Fonction de fitness limite. Pour que le régime asymptotique précédent ait du
sens, nous supposons que, pour chaque ¢ > 1, la fonction fy : {0,...,{} — R*
est la restriction a I'espace {0, ..., { } d'une fonction f,, : N — R™.

Le cas du paysage a un pic peut étre étudié dans ce cadre en considérant la
fonction f, : N — R" donnée par

i k=0
Vk>0 fok) =4 ° % ’
1 sik>1.

Noyau de mutation limite. Soient b,c € N et £ > b, c. Soit X une variable aléa-
toire de loi binomiale de parametres b et q/(k — 1), soit Y une variable aléatoire
de loi binomiale de parametres { — b et q. Supposons que X et Y sont indépen-
dantes. D’apres la remarque 3.2.2}

Myu(b,c) = P(—=X+Y=c—b).

Asymptotiquement, P(X = 0) tend vers 1, et Y tend vers une variable aléatoire
de loi de Poisson de parametre a. Donc, pour tout b,c > 0,

si b<c
lim My(b,c) = (c—b)! ’
{—00,q—0 .
tq—a 0 si b>c.
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Nous notons M, ce noyau limite.
Systeme d’Eigen limite. Nous nous intéressons donc au systeme d’équations
limite suivant :

k k—

0l Y xlbfal), k>0,
) i=0

(k—1i

Dans les sections suivantes, nous étudions les solutions stationnaires et la sta-
bilité des trajectoires pour ce systeme, d’abord pour le paysage a un pic, puis
pour des fonctions de fitness plus générales.



Chapitre 4

Le paysage a un pic

4.1 Solutions stationnaires

Nous étudions dans ce chapitre le systeme d’Eigen limite (8,) introduit dans
la section précédente, dans le cas du paysage a un pic, c’est-a—dire, quand la
fonction fo, : N — R™ est donnée par :

i k=0
VK0 folk) =4 o ST
1 si k>1,

ou o > 1. La fitness moyenne de la population dans ce cas peut étre réécrite
ainsi :

G(t) = ) x(t)fulk) = (00— 1)xp(t) +1.
k=0
De méme, en remplacant f,, par la fonction du paysage a un pic, le systeme

d’Eigen infini se réécrit ainsi :

(5;0) k k ak—t

Nous cherchons d’abord les solutions stationnaires du systeme. Nous avons le
résultat suivant :
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Proposition 4.1.1. Si oe™® < 1, le systeme d’Eigen infini n’a qu'une solution sta-
tionnaire :
Xk = 0, k > 0.

Si oe™® > 1, le systeme d'Eigen infini a deux solutions stationnaires, la solution iden-
tiguement nulle et

ik

k4ot
i=1

k o0
* —a a
P = (oe “ —1)

Démonstration. Les solutions stationnaires du systeme vérifient

0 = oxpe” * —xop(x) = xo(0e™* — d(x)),

k k k—i
a a
0 =oxe “"—+ ) xe “———
RN ; k=1
Supposons d’abord que oe™® < 1. Puisque ¢(x) = (0 — 1)xg +1 > 1 nous
concluons, d’apres la premiére équation, que dans ce cas xy = 0. Nous vérifions
par récurrence que xx = 0 pour tout k > 1. Supposons ensuite que oe™ ¢ > 1.
D’apres la premiere équation, nous concluons que soit xo = 0, soit ¢(x) = oe™ ¢,
et dans ce cas, en remplagant ¢(x) = (0 — 1)x¢ + 1, nous avons

oe ¢ —1
Xg = ———
o—1

Nous pouvons maintenant résoudre le reste des équations par récurrence. Pour
la condition initiale xo = 0, il est clair que x = 0 pour tout k > 1. Pour la
condition initiale xg = (ce™* —1)/(0 — 1), nous remplagons ¢(x) = oe™ dans
le systeme et nous obtenons

ak k ak—t
OZO-XOH—’_;Xim_O-Xk) k>1

Nous allons résoudre cette relation de récurrence par la méthode des fonctions
génératrices. Posons

g(X) = Z xi X<
k=0

Alors

. o k ak—i
g(X)eX = é <iZ_OXi(k—i)!>Xk'
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Or, d’apres la relation de récurrence,

k s
ak i
E X — =
_ Yk —1)!
i=0
Nous en déduisons que

g(X)e** = og(X) — (o — 1)xpe®X.

Et en remplacgant x) = (ce™* —1)/(0 — 1), nous obtenons

eaX/O. 00 eaiX
X) = ) = -1
GiX) = (oo V=i = (e =1 )
_a = 1« (ai)® _a = ak [« ik
SCERIDIED S ST 3 O
i1 9 %o k=0 i=1
Nous concluons que
ak & ik
Xk:(o_e_a—l)g F) kZO,
ti=1
comme voulu. O

Avant de continuer avec I'étude du systeme (85P), nous allons faire une petite
parenthese pour analyser le point stationnaire (p})i>o-

4.2 La distribution de la quasi-espece

Dans cette section, nous supposons que ce~ ¢ > 1, et nous notons par (py)k>o0
le point stationnaire non trivial du systeme limite d’Eigen (85 ) obtenu dans la
proposition précédente. Dans la démonstration, nous avons obtenu la relation

eaX/O.

X) = X8 = (oeT 1) ———.
9(X) kZ_Opk (oe )1_eax/0

En particulier, g(1) =1, et

Sei=1

k>0
Nous pouvons donc définir une distribution de probabilité a partir du point
stationnaire (p; )k >o0-
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Définition 4.2.1. Nous disons qu’une variable aléatoire Y suit la loi de la quasi—espece
de parameétres o, a, notée Q(o, a), si

o -k

P(Y=k) = (oe” —1)ﬁ;;, k> 0.

Calculons 'espérance et la variance de la distribution Q(o, a). Réécrivons la
fonction génératrice sous la forme

1
X) = ¥ X< = (oo —1)———.
= oe X —1

Les deux premieres dérivées de g sont

ocae X

g'(X) = (oe™* — 1)ma

0" (X) = (ce™® —1)(ca’e”*X)(oce X +1)
(oe—aX —1)3 '
Nous obtenons alors
. oae ¢
= kak =g'(1) = e a1’
k>0
cae ¢
=) Kpp =g"(1)+9'(1) :m((a+1)oe_“+a—l),
k=0

cae “(oce *4+a—1)

Var(Y) = E(Y) —E(V)* = — =y

Les figures 4.T| et 4.2 représentent graphiquement la fréquence de la master se-
quence et des 10 premieres classes de Hamming en fonction de a, pour o =5 et
o = 1000000.

Formules alternatives. Nous avons donné 'expression suivante pour la distri-
bution de la quasi-espece :

ok = (o Z% k
i>1

WV
o
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06

0.4 =

master sequence

class 1

class 2

class 3

class 4

class 5

class 6

class 7

class 8

class 9

class 10

FIGURE 4.1 — Fréquence de w* et des 10 premieres classes pour o = 5.

Nous pouvons réécrire cette formule a 1’aide du polylogarithme, ou fonction de

Jonquiere, qui est défini pour tout s € Ret [z| < 1 par

P

Lz =) =

00
i=1

=

Avec cette notation,

. a ak . 1
P = (Ge —1)ELl_k<E), k

Posons maintenant s = 1/0, nous avons la relation

S

> -

i>1

1—

S .

>

0.
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1
T

master sequence
class 1

class 2

08 = class3 B
class 4
class 5
class6 @————

0.6 - -
class 7
class 8
class 9

04 r class 10

0.2 = —

FIGURE 4.2 — Fréquence de w* et des 10 premieres classes pour o = 10°.

Nous dérivons et nous multiplions par s les deux cdtés successivement pour
obtenir :

I

S

ZiZSi = m(l‘{‘S},

- s
Zl3s = m(1+43+32),

Y st = (1 1ls 4 1182 + 5.
= (1—s)°

Les nombres apparaissant dans les polyndmes de droite sont les nombres eu-
lériens. Pour k > 1 et 0 < 1 < k, le nombre eulérien E(k,1) est le nombre de
permutations de {1, ..., k } ayant exactement i montées, c’est-a—dire, i éléments
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supérieurs a 1’élément précédent. En général, nous avons l'identité
I DILUELN L)
i1

ce qui donne, pour tout k > 0:

G T kHZEkl -t

4.3 Convergence des trajectoires

Apres cette parenthése sur la distribution de la quasi—espéce, nous reprenons
I’étude du systeme d’Eigen limite :

x4(t) = oxp(t)e™® —xo(t)b(t),
(S;f) k k k—i

X (1) = oxo(t) Tre 0+ ) Xt et —x(Ub(t), k> 1.
R |

Nous nous intéressons dans cette section au comportement asymptotique des
solutions du systeme (8P ). Nous avons le résultat suivant.

Théoreme 4.3.1. Soit (x(t),t > 0) une solution de (85?).

e Sioe * < 1,alors
llka(t) :O, k}()

t—o0

eSioce “>1,
— s0it xo(0) = 0 et alors xo(t) = 0 pour tout t > 0 et

lim xi(t) =0, k>1,

t—o0

— soit xg(0) > 0 et alors

I
=)
o
o]
|
=
|
\
(@]

lim () = px K 2= ot
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Démonstration. Nous allons étudier seulement le cas ce ¢ > 1, x¢(0) > 0 (les
démonstrations dans les autres cas sont similaires ou plus simples). Commen-
¢ons par étudier la premiere coordonnée x,(t). Rappelons que, puisque nous
travaillons avec le paysage a un pic, la fithess moyenne se réécrit sous la forme
d(t) = (0 —1)xo(t) + 1. Nous devons donc étudier 1'équation différentielle

x5(t) = xo(t)(oe™* — (o —1)xo(t) — 1).
L’équation
xo(oe ¢ —(0—1)xg—1) =0

a pour racines les points 0 et p;. Evidemment, si x¢(0) = Pg, nous avons xo(t) =
py pour tout t > 0. Supposons donc que x¢(0) # p;. Grace a 1’'équation dif-
térentielle, nous voyons que la dérivée de la trajectoire x((t) est positive sur
I'ensemble { t : xo(t) €10, pj[ }, et négative sur I'ensemble { t : xo(t) € 1pg, 1] }.
Supposons que x,(0) est dans 0, p;[ (la preuve pour le cas x(0) €lpg, 1] est si-

milaire). Les solutions de 'équation différentielle sont continues et ne peuvent
pas s’intersecter, ce qui implique que

Vt>0 xo(t) €10, pyl.

En particulier, x)(t) > 0 pour tout t > 0 et x((t) est une trajectoire strictement
croissante. De plus, elle est bornée par pj, donc elle a une limite

Xo = lim xg(t).
t—o0

Nous allons montrer que Xy = p;j. Par le théoreme des accroissements finis, pour
toutt > 0, il existe & dans Jt, t 4 1[ tel que

xo(t+1) = xo(t) +xo(t +1) —x0(t) = xo(t) +x4(&) .
Nous faisons tendre t vers 1’co et nous obtenons

lim x}(&) = 0.

t—o0
Par ailleurs,
Xo(&) = x0(&)(0e™ — (0 —1)xo(&) — 1),
d’ot, en passant a la limite,

Xo(oe *—(c—1)x—1) = 0.

Puisque Xy > x0(0) > 0, nécessairement X, = pj. Remarquons que pour toute
condition initiale, la trajectoire (xo(t))¢>o est Lipschitz.
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Nous faisons ensuite la preuve par récurrence. Soit k > 1 et supposons que le
résultat est démontré jusqu’au rang k —1:

lim (XO(t)>"')Xk—l(t)) = (p(ﬂ;»---)p]yifl)-

t—o0

Supposons de plus que les trajectoires (xo(t))¢>o, - - -, (Xx—1(t))¢>0 sont Lipschitz.
La k-iéme équation du systéme d’Eigen infini est :

k k k—i
XL(t) = xo(t)oe*a% + ;xi(t)e“ Uf— 5 — (1) (0 — Dxo(t) +1).
Posons
ak k—1 ak—t
1) = xo(t)e "5y + 3 x5

B(t) = (o—1)xe(t) +1—e .

Alors x; (t) = (t) — B(t)xk(t), ot x et 3 sont des fonctions Lipschitz, positives
et convergentes quant t tend vers l'infini. En particulier (xy(t))¢>o est Lipschitz.
Les limites de «(t) et 3(t), que nous notons * et 3*, vérifient

o* 1 a k—1 ak-i
B (o—1pr+1—e¢a|P0€ H+Zpi(k—i)z '
0 1

En remplagant pj par sa valeur dans le dénominateur, nous constatons que
o*/B* est donné par la méme formule que pj dans la relation de récurrence
de la distribution de la quasi—espece. Nous concluons (annexe |A)) que

*
*

lim x (t) x Pk

t—o0 - E

comme voulu. 0

4.4 Convergence des systémes

Considérons le systeme d’Eigen pour les classes de Hamming avec le paysage
a un pic (8°?) donné par : pour k € {0,..., ¢},

¢
X (1) = Xo()oMu(0,k) + ) xi(t)Mn(i, k) —xic(t) (0 — Dxo(t) +1).
i=1
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Nous avons démontré dans la section [3.3| que ce systeme d’équations différen-
tielles n"admet qu'une seule solution stationnaire u = (uy)o<k<e, €t que toute
solution du systeme (8°P) converge vers u, indépendamment de la condition
initiale. Quand nous regardons le régime asymptotique

{— oo, q—0, {q — a €]0,+o0[,

nous obtenons le systéeme d’équations limite (83”). Dans les sections 4.1] et
nous avons vu que le systeme d’équations (83”) n’admet qu'un seul point sta-
tionnaire, 0, quand oe™® < 1, et admet deux points stationnaires, 0 et p* =
(p%)x=0, quand oe™® > 1. De plus, quand oe™“ < 1, toutes les solutions du sys-
téme infini convergent vers 0, et quand ce™“ > 1, toutes les solutions du sys-
teme infini convergent : vers 0 si la condition initiale vérifie x,(0) = 0, et vers p*
si la condition initiale vérifie xo(0) > 0. Mais dans quel sens le systeme d’Eigen
pour les classes de Hamming (8°P) converge-t-il vers le systéeme infini (837) ?
Dans cette section, nous démontrons que les solutions du systeme d’Eigen pour
les classes de Hamming convergent vers les solutions du systeme infini. Nous
démontrons aussi que la solution stationnaire du systeme fini converge vers
une solution stationnaire du systeme infini. Nous allons d’abord montrer deux
lemmes qui nous seront utiles par la suite. Nous définissons une application

My :{0,..., 0} x [0,1]* = {0,...,¢}

en posant

Vbe{0,...,8} Yu,...,u; € [0,1]°

b 4
MH(b>u1>---,u€):b_Zluk<q/(K71)+ Z 1u.k>1—q-
k=1

k=b+1

L’application My, est définie de sorte que, si Uy, ..., U, sont des variables aléa-
toires indépendantes de loi uniforme sur 'intervalle [0, 1], alors pour tout b dans
{0,...,€}, laloi de My (b, Uy, ..., U,) est donnée par la ligne de la matrice My
associée a b, i.e.,

\V/CE{O,...,E} P(MH(b,ul,...,U.e):C> = MH(b,C).

Lemme 4.4.1. Si q € [0,1—1/kl, I'application My, est croissante vis—i—vis de la classe
de Hamming, i.e.,

Vb,ce{0,...,0} Yuy,...,u € [0,1]

b<ce = MH(b)ub---)u() < MH(C>u1)--->u€)-
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Démonstration. Soient 0 < b < ¢ < L. Le résultat est évidemment vrai dans le
cas b = c. Supposons donc b < c. Nous avons, par définition de 1'application
MH/

Cc

MH(Cyub---)u(’,)_MH(bauly---yuZ) =c—b— Z <1uk>1—q +1uk<q/(|<71)>-

k=b+1

Puisque q € [0,1 — 1/k], dans chaque paire d’'indicatrices dans la somme, les
deux ne peuvent pas étre strictement positives simultanément. Donc la somme
vaut au plus ¢ — b, ce qui démontre le lemme. O

Lemme 4.4.2. Pour tout k > Qet i > 1, la probabilité de mutation My (k + 1, k) tend
vers 0 asymptotiquement, uniformément sur i > 1.

Démonstration. Soient Uy,..., U, des variables aléatoires indépendantes de loi
uniforme sur 'intervalle [0, 1]. Par le lemme précédent, nous avons, pour k > 0
eti>1,

k
Miu(k+1,k) < ) Mul(k+1,1) = P(Mu(k+1, Uy, ..., Up) < k)
1=0
k
< PMu(k+1,Us,...,U) <k) = ) Mu(k+1,1).
1=0

Cette derniere somme ne dépend plus de i > 1 et tend vers 0 asymptotique-
ment. [

Théoréme 4.4.3. Soit (x(t))(>0 une solution du systeme d’Eigen pour les classes de
Hamming (8°P) et soit (x*°(t))¢>0 une solution du systeme d’Eigen infini (85?). Sup-
posons que I'on a la convergence des conditions initiales :

Yk >0, e—><1><i>nc}—>o x1(0) = xx(0).
Zq;a

Alors pour tout T > 0 et pour tout k > 0,

lim sup |xi(t) —x(t)] = 0.
{—o00, q—0 0<t<T
{q—a
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Démonstration. Nous allons démontrer le théoreme par récurrence. Soit ¢ > 0 et
montrons d’abord qu’asymptotiquement,

sup [xo(t) —x°(t)] < e.
0<t<T

Nous avons, pour tout t > 0,

t 14
01+ [ (als)oMu(0,0)+ 3 xu(sIMuli0) = xa(s) (o~ Tl +1) ) .

k=1

De méme, pour tout t > 0,

<X8°(S)O‘MOO(O,O) —x2(s) (0 — 1x(s) + 1))ds.

Soit & > 0. Asymptotiquement, par le lemme pour tout s > 0,

¢
2 xk(s)Mn(k,0) Zxk <
k=1

Nous avons aussi la convergence des conditions initiales, d’ot, asymptotique-
ment,
Xo(0) —x5°(0)] < 8.

Dongc, pour tout t € [0, T},

t

xolt) — xP(1)] < 6(1+T)+J

(bals)oMn(0,0) = x5 (s)0M (0,0)

+ (0= 1)fxols)? =X (5] + [xols) = x(s)] ) ds.
Or, asymptotiquement, [M(0,0) — M (0,0)| < 9, et
x0(s)* = x3°(s)?] = |(x0(s) +x3°(s)) (x0(s) — x3°(s))] < 2|x0(s) —x3°(s)].
Nous en déduisons que, pour tout t € [0, T],
t
xolt) — X (1)) < 6(1+(1+0)T)+(30—1)L [xo(s) — x(s)|ds.

Par le lemme de Gronwall, pour tout t € [0, T],

xo(t) = x(t)] < 814+ (1+0)T)eB It < §5(14 (14 0)T)eBPo VT,
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Nous choisissons § < ¢(1+ (1+ 0)T) e~ =T et nous concluons, qu’asymp-
totiquement,

sup [xo(t) —x°(t)] < €.
0<t<T

Soit maintenant k > 1 et supposons que le résultat du théoreme est vrai pour
tout 0 < i< k—1.Soit ¢ > 0 et montrons qu’alors, asymptotiquement,

sup [xi(t) —xp(t)] < e.
0<t<T

Nous avons, pour tout t > 0,

!
(XO(S)GMH(O, k) + Z X ($)Mu (i, k) — xk(s) ((0—1)xo(s) + 1)) ds.

0 i=1

De méme, pour toutt > 0,

t k

xf(OH—JO (XSO(S)GMOO(O, k)+Z X% (8) Moo (1, k) —x2 () ((0—1)x3°(s)+1)) ds.
i=1

Soit & > 0. Asymptotiquement

vie{0,...,k}, My (i, k) = Moo (i, k)| < 8,
Vie{k+1,...,0}, Mnu(i,k) <3,
Vs e [0,T], Orgieﬁ‘xi(s) —x2(s)| < 8,

1 (0) —=x2(0)] < 6.

Nous en déduisons qu’asymptotiquement, pour tout t € [0, T],

t

ae(t) — x2(1)] < 5Cy + C, L xals) — x(s)|ds,

ou Cy, C; sont des constantes positives qui ne dépendent ni de ¢ ni de . Nous
concluons a l'aide du lemme de Gronwall, en choisissant 6 < eCl_le_Czt. [l

Théoreme 4.4.4. Soit u = (uy)o<k<e 12 solution stationnaire unique du systéme d’Ei-
gen pour les classes de Hamming (8°P).
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eSioce ¢ <1,

vk >0, Iim ux =0.
£—00, q—0
{g—a
e Sioce ¢ >1,
ak ik
vk >0, lim w =xg = (ce*—1)— —
¢—00, q—0 k! 4= ot
{g—a izl

Démonstration. Définissons la matrice (W(i,j),0 < 1i,j < {) par:
Vi, j €{0,...,{}, W(i,j) = fu(i)Mu(i,j) .

Le vecteur unitaire u vérifie I'équation

N
o~

¢
owe = ) wW(ik), 0<k
i=0
ou encore sous forme matricielle, p*u = *uW, ot
¢
¢ = ZuifH(i) = (0—1Dug+1.
i=0

En particulier, ¢ €]1,0[. La valeur ¢ est aussi la valeur propre maximale de
la matrice W (théoreme (3.3.3). Quitte a extraire une sous—suite, nous pouvons
supposer l'existence des limites suivantes :

¢* = Ilim ¢, uy = lim w, k=>=0.
{—00, q—0 {—00, q—0
{q—a {q—a

D’apres la premiere équation du systeme ¢*u = *uW, nous avons

LL()GMH(0,0) < (I)LLO < UOGMH(O,O) + max MH(l,O) .

1<t

Puisque ¢ > 1, et qu’en plus My(0,0) converge vers e~ ¢, nous concluons que
¢* > max{1, oe”“}. Remarquons que

(I) = (0—1)UO+1
En passant a la limite dans les deux formules précédentes,

o' = (c—Dui+1, ¢u = woe °.
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Puisque ¢* > max{1, oe™“}, nous concluons que :
eSice “ <1, alors ¢* =1etuj =0.

eSioe “ >1,alors

_ oe ¢ —1
¢" = oe ¢ et U = —————
o—1

De méme, d’apres la k-ieme équation du systeme ¢pu' = u*W, nous avons

k
woMu(0,k) + ) uiMpu(i k) < duy <
i=1
k
woMu(0,k) + ) uiMnul(i k) + max My(i, k).

k<i
i=1 =

En passant a la limite, nous obtenons la relation de récurrence

k k k—i

* —a * 7aa_ * _—a a
woe " = ugoe " +Zuie e k>1.
i=1

Nous concluons que si ce~ ¢ < 1, alors uf = 0 pour toutk > 0, etsi ce™* > 1,
q k P

alors uj = p¥, pour tout k > 0. O

Nous avons donc montré les convergences suivantes :

e Pour oe™® < 1, soient x(t) et x*(t), des solutions du systéme d’Eigen fini et
infini respectivement. Sil’on a la convergence des conditions initiales x(0) vers
x>°(0), alors pour tout k > 0,

t—> o
Xk (t) ————— wk

{—00, q—0 {—00, q—0
{q—a {g—a

xP(t) ——=2 0

e Pour oe™® > 1, soient x(t) et x*(t), des solutions du systéeme d’Eigen fini et
infini respectivement, avec x°(0) > 0. Si I'on a la convergence des conditions
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initiales x(0) vers x*(0), alors pour tout k > 0,

t— o0
X (t) ———— Uk

€—00, q—0 £—00,q—0
{q—a {g—a

xX2(t) — = ot

Dans les sections qui suivent, nous étendons les résultats obtenus pour le pay-
sage a un pic a des fonctions de fitness f, : N — R* plus générales.



Chapitre 5

Le cas général

5.1 Solutions stationnaires : premiéres
considérations

Dans cette section, nous notons la fonction de fitness f, simplement par f, pour
alléger les notations. Soit f : N — R*. Nous considérons le systeme d’équa-
tions différentielles

k s
) ak i

(k—1)!

S0 Y (0D, k>0,
i=0

et nous nous intéressons aux solutions stationnaires du systeme. Nous présen-
tons d’abord quelques remarques et lemmes qui justifient notre analyse ulté-
rieure. Nous établissons aussi un résultat qui permet de calculer le paysage de
fitness qui régit le systeme (8,), lorsque 1’on connait les concentrations des dif-
térentes classes a I’équilibre.

Scaling. Remarquons d’abord que, tout comme le systeme d’Eigen général in-
troduit dans la section le systéme d’équations (8.,) vérifie la propriété de
scaling. C’est-a—dire qu'un changement dans la fonction de fitness du type
f — cf, pour ¢ > 0, équivaut a une accélération du temps t — ct. En par-
ticulier, les solutions stationnaires du systeme sont les mémes pour tous les
multiples d"une méme fonction de fitness cf, ¢ > 0.

Puisque nous voulons trouver les solutions stationnaires du systeme d’équa-
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tions différentielles précédent, nous cherchons a résoudre le systeme d’équa-
tions

k

(8¢) 0= inf(i)e*a

i=0

ak—i 0
——x ) xf(i), k>0.
(k —1)! —

Comme précédemment, nous dénotons par ¢(x) la fitness moyenne :
b(x) =D xfi).
i=0

Nous supposons que la fonction de fitness a sa valeur maximale en 0, i.e., nous
faisons I’hypothese suivante :

Hypothese J{. Nous supposons que la fonction f vérifie f(0) > f(k), k > 1.

Nous disons que (xy )x>o est une distribution de quasi—espéce autour de 0 si elle
est solution du systeme (8¢), si tous les xy sont positifs ou nuls, et si elle vérifie
de plus
xo > 0 et Z X =1.
k>0

Notre objectif principal est de trouver des solutions stationnaires de (8¢) qui
sont des distributions de quasi—espece autour de 0, pour des fonctions de fit-
ness vérifiant I’hypothese J{. L'hypothese I est justifiée pour les raisons sui-
vantes. D’abord, la classe de Hamming 0 correspond a la master sequence (le
génotype le plus adapté). Ensuite, toute solution stationnaire (non négative et
unitaire) de (84) pour une fonction de fitness g quelconque est une distribution
de quasi—espece autour de 0 pour une fonction de fitness f qui vérifie ’hypo-
these (. Nous détaillons ce dernier point dans les deux lemmes ci—dessous. Soit
g : N — R" une fonction de fitness quelconque (ne vérifiant pas forcément
I'hypothese KH).

Définition 5.1.1. Soit K > 0, nous appelons (xy)x>o une distribution de quasi-
espece autour de K associée a g si elle est une solution de (84), telle que tous les xy
sont positifs ou nuls et

XOZ"~:XK,1:O<XK et Zszl.
k>K

Lemme 5.1.2. Soit K > 0, et définissons f : N — R par

Vk>0  f(k) = g(K+k).
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La suite (xy)x>o est une distribution de quasi—espece autour de K associée a g si et
seulement si la suite (xk i )i>0 est une distribution de quasi—espece autour de 0 associée
af.

Démonstration. Soit (xx)x>o une distribution de quasi-espece autour de K asso-
ciée a g. Puisque xg = - - - = xx_1 = 0, pour tout k > K, nous avons

a

k k—i
0 = ing(i)e’a(k_ i —kaxig(i).
i=K LA i>K

Nous posons j = k — K et h = i — K dans la formule précédente et nous voyons
que, pour toutj > 0,

j i h
a)
0= Z xk+ng(K+ h)efam — XK+ Z xk+ng(K+h)
h=0 ) ’ h>0
j a—h
= Z XK+hf(h)€_am — XK+j Z xk+nf(h).
h=0 ) ) h>0

Par conséquent, la suite (xk.j)j>o0 est une distribution de quasi-espece autour
de 0 associée a f. L'implication réciproque se démontre de maniere similaire. [

Lemme 5.1.3. Soit K > 1 tel que
g(K) > max g(k).

0<k<K

Alors, pour k dans {0, ..., K—1}, il n’existe pas de distribution de quasi—espeéce autour
de k associée a g.

Démonstration. Supposons que (xx)x>o est une solution de (84). Soit k dans
{0,...,K—1} et supposons de plus que xg = --- = xx_1 = 0 et x, > 0. Nous
allons montrer que si xx41 > 0,...,xxk_1 = 0, alors nécessairement xx < 0.
D’un c6té, si nous écrivons la k-ieme équation de (84), nous en déduisons que
d(x) = g(k)e™®. D’un autre cdté, si nous écrivons la K-ieme équation du sys-
téeme (84), nous voyons que

K—j

1 K1 o a
% g gmes 2 90

Vu que g(k) < g(K), si xx > 0 et xx41,...,Xk—1 = 0, nécessairement xx < 0.
Nous en déduisons qu’il n’existe pas de distribution de quasi—espece autour de
k associée a g. ]
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Les lemmes précédents justifient I’hypothese H sur la fonction de fitness f, et
motivent aussi la recherche des distributions de quasi—espece autour de 0 asso-
ciées a f. Dorénavant, nous supposons toujours que f vérifie ’hypothese H et
nous ne nous intéresserons qu’aux distributions de quasi—espéce autour de 0.
Si (xk)k>o0 est une distribution de quasi—espéece autour de 0 associée a f, et s’il
n'y a pas de confusion possible, nous dirons simplement que (xi)i>o est une
quasi-espeéce. Ainsi, une quasi—espece est une solution de (8¢) telle que

x>0, Vk>0x2>0, > x=1.
k>0

I est important de noter que, si (xy)r>o est une quasi—espece, d’apres la pre-
miére équation du systéme (8¢), nous avons ¢(x) = f(0)e™“. Cela entraine no-
tamment que toutes les classes ont une concentration strictement positive dans
la quasi—espece. En effet, pour k > 1, d’aprés la k-ieme équation de (8¢),

k—i.

= b —f eaZ xfe a

Puisque xg > 0, que ¢(x) = f(0)e™® et que par I'hypothése J(, nous avons
f(0) > f(k), nous en déduisons que xx > 0 pour tout k > 1. Cette remarque
est particulierement importante, car elle nous permet d’exprimer les fitness des
différentes classes en fonction des concentrations dans la quasi—espece :

Théoreme 5.1.4. Supposons que (xy )0 est une quasi—espéce. Alors,

L’'intérét de ce résultat réside dans ses applications potentielles. En effet, dans
les expériences pratiques, nous pouvons mesurer les concentrations des diffé-
rents génotypes et nous essayons d’en déduire le paysage de fitness. Les tech-
niques actuelles permettent méme de séquencer des populations de virus in
vivo, et le modéle de quasi—espéce est un des outils principaux pour inférer les
paysages de fitness a partir de données expérimentales [69].

Démonstration. Nous faisons la preuve par récurrence. Puisque (xy)x>o est une
quasi—espece, en particulier, xo > 0 et ¢(x) = f(0)e™“. Apres une petite mani-
pulation algébrique, nous obtenons

f(k):1<xkf ZXJ ) k>1.
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En particulier, pour k =1,

f(0
1) = " — ).
X1
Dong, la formule est vraie pour k = 1. Fixons maintenant k > 1 et supposons
que la formule est vraie jusqu’au rang k — 1. En remplagant f(1),...,f(k — 1)

dans la formule ci-dessus, nous obtenons

j=0 h=0
Fixons i € {1,...,k} et cherchons le coefficient de x_; dans I'expression ci-
dessus; il est égal a
h k=i h ,i—h i
a a a a a
- Z (_1)h_| Y Z (_1)h_| ' = (D
. h! (k—j)! , h! (i—h)! il
0<h<j<k 0<h<i
j—h=k—i
Le théoreme est donc démontré. O

Revenons maintenant a notre objectif principal : chercher des quasi—especes as-
sociées a une fonction de fitness f connue. Nous cherchons donc une formule
d’inversion de la formule précédente. Puisque nous nous intéressons aux solu-
tions du systeme (8¢) vérifiant xo > 0, nous remplagons ¢(x) par f(0)e™® dans
(8¢) et nous obtenons une relation de récurrence pour la suite (xx)x>o. Nous
cherchons d’abord a résoudre la relation de récurrence avec condition initiale
égaleal:
Yo = 1)

k—1 K—j

%) 1
I TR0y = (k) %Ulfb)(k_j)!, k>1.

Une fois que nous aurons la solution de la relation de récurrence (R), nous pour-
rons décider de l’existence d'une quasi—espece grace au lemme suivant, et, le cas
échéant, retrouver la quasi—espece a partir de la solution de (R).

Lemme 5.1.5. Soit (yx)x>o la solution de la relation de récurrence (R).
e Si la série de terme général Y\ converge, il existe une unique quasi—espéce (Xi)x>o
autour de 0, donnée par :

—1
Xp = (Zyk> y Xk = XoYx, k>1

k>0

e Si la série de terme général y diverge, il n’existe pas de quasi—espece autour de 0.
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Démonstration. La premiere assertion du lemme est évidente. Pour démontrer
la deuxieme, il est suffisant de remarquer que, si (xx)x>o est une distribution de
quasi—espece, alors la suite (yx)i>o définie par la relation yi, = xi/xp, k > 0,
vérifie la relation de récurrence (R), ce qui entraine la convergence de la série
de terme général yy. O

5.2 Deux formules pour la solution de (R)

Nous donnons ici deux formules explicites différentes pour la suite (yx)x>o-
La premiere formule exprime les valeurs (yi)x>1 en fonction des fitness et des
coefficients multinomiaux.

Théoreme 5.2.1. Pour tout k > 1,
_atfo) 5 K! ﬁ i
I W) (1 —0)! (i —11)! - 1410 —fu

(ih —1
1<h<k n = ino1) t=1
O:io<-~~<ih:k

Démonstration. D’apres la relation de récurrence (), nous avons :

k—1 K—j

yi (F(0) = £(K)) = > yyf(j)—

Zo = Yo, 9(0) = f(O),
5 = Y (+(0)  £(7) 9(j) = f(o)ﬂj)ﬂ]), j>1

La relation de récurrence se réécrit alors

En itérant cette formule, nous obtenons, pour tout k > 1,

k—1 1 h
zi = z0g(0 (k,+Z Z Wi =) (k=1 'Hglt)

h=1 1<i;<---<in<k n) t=1
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En multipliant tout par g(k), la formule se réécrit ainsi :

k
gl = 2090y Y S — TS

i — 1) - (i —
h=1 1<ij< - <ip=k iz =)t (in =)l g

Nous remplacgons zy, zx et g(0), - - -, g(k — 1) par leur valeur et nous obtenons la
formule voulue. O

Corollaire 5.2.2. II existe une quasi—espece autour de 0 si et seulement si :

atr f(ie)
2 2 g llg (F(0) — f(0)) o

1 — 1eoq)!
h>11<ii<--<in 1<t<h bt 1)

Démonstration. Nous sommons sur Yy, pour k > 1, dans la formule du théoréme
et nous échangeons l'ordre des sommes pour obtenir la formule du corollaire.
Nous concluons grace au lemme O

Coefficients up—down. La suite (yi)x>1 s’exprime en fonction des coefficients
up—down [74], que nous définissons ici. Soit o = (0(1),...,0(n)) une permuta-
tionde{1,...,n}. Lasignature de Niven associée a o est la suite (q1,...,qn_1) €
{—1,+1}1"! telle que,

vie{l,...,.n—1} qi(c(i+1)—o(i)) > 0.

Autrement dit, q; vaut +1si o(i+ 1) > o(i) et gq; vaut —1 si o(i + 1) < ofi).
Par exemple, la signature de Niven associée a la permutation (3,1, 5,6, 2,4) est
(—1,41,+1, —1, +1). Etant donnée une signature de Niven, nous pouvons nous
demander combien il existe de permutations ayant cette signature. Ces nombres
sont donnés par les coefficients up—down.

Définition 5.2.3. Soient n > 1,0 < h<net0 =1 < i1 < --- < 1ip < n. Le
coefficient up—down
oo o)
iy 11y ooy in

est le nombre de permutations de{1,...,n }ayant la signature de Niven (q1, ..., qn—1)
donnée par

1 siie{iy,...,in},

VIG{l,,TL—l} qlz{ .
-1 sinon .
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Théoréme 5.2.4. Pour tout k > 1, nous avons

a (7 (0
o E<H f((»—f(j))

j=1

Z { k } H f(i¢)
oG Uoyeoyin) 5 £(0)
0=ip<---<in<k

Démonstration. Nous reprenons la formule obtenue dans le théoréme précédent,
en utilisant H;‘ 1 (f (0)—f (j)) comme dénominateur commun, nous obtenons
ainsi

Yk = 7 X
k! (f(0) — £(j))
1<j<k
5 K TTe0 T (H0)— )
A A A A A 1 — .
R CTE PN T L ¥ 4 ]
I<iy1<---<ip=k j#il,...,ih

L’expression dans la deuxieme ligne est un polynome homogene de degré k
dans les variables f(0),...,f(k). A chaque h € {1,...,k}etchaque 1 < {; <

- < ip = k correspond le mondme f(0)* "f(i;)---f(in). Nous calculons le
coefficient de chacun de ces mondmes et nous concluons que

ak £(0)/f(k _ '
Ye =30 R : > (0 (A) - (i)
' H (f(O) _f(J)) 1<h<k
1<k 1< < <ip=k
<Y K
1<t<h i1'1!(11'2 _ih)!"- (ljt _ijt,l)-

1< <je=h

Or, d’apres [9], nous savons que

k k!
. . = e — — .
{0>11>--->1h—1} Z ‘le!(lh_ljl)!...(ljt_‘thfl)!

1<t<h
1< <ji=h
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Nous remplagons dans la formule précédente, et puisque i, = k nous obtenons :

& £(0)/f(k) L 5
Y =30 . f(0) (i) . .
kt H (f(O) - f())) 1<£k g O, y.eeylh—1
1<j<k 1I<ii<---<ip=k
SR T D S 0 T A
ke 1<k f(0) — £(3) 1<h<k  t=1 loy- -y in

0=ip<---<ip<k

Ce qui conclut la démonstration du théoreme. O

5.3 Fonctions de fitness constantes
a partir d’un certain rang

Nous considérons dans cette section des fonctions f constantes a partir d"une
certaine valeur N. Nous montrons que, pour de telles fonctions, la suite (yi)k~n
s’exprime en fonction des valeurs (qi)x>o de la quasi—espece pour le paysage a
un pic, données par

ak ik
qx = (f(0)/c— 1)ﬂ ; F0)/0)

Rappelons que (qx)ik>o est la solution de la relation de récurrence (R) pour la
fonction (f(0),c,c,...),ou0 < ¢ < f(0).

Théoreme 5.3.1. Supposons qu'il existe un entier N > 0 et une constante ¢ > 0 tels
que la fonction f : N — R* vérifie

f(N) # ¢ et Vk>N f(k) =

Alors, pour tout k > N,
N .
B a f(5) c
o qﬁ; j! q"’(f(m —f()  f(0) —c)

j—1 h .
) — W1 (i)
(ex 2 H0E mm)

=ip<---<in<j
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Avant de procéder a la preuve, nous donnons quelques résultats intermédiaires.
Nous introduisons d’abord quelques notations. Pour un paysage de fitness f et
k > 0, nous définissons le paysage de fitness f'*) obtenu en décalant de k vers
la gauche les fitness des classes et en conservant la fitness de la classe 0, ce qui
donne donc

00 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

Pour un paysage de fitness f, et k > 0, nous appelons (yx(f))k>1 la solution
de la relation de récurrence (R) pour le paysage de fitness f. Nous allons com-
mencer par établir le lemme suivant, qui exprime la valeur yi(f) en fonction de

Yi1 (FH) o ya (F1),

Lemme 5.3.2. Pour tout k > 2, nous avons :

ak  £(0) —d f()

vl = 3550 =0 2= i) —rp v )

j=1
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Démonstration. Nous partons de l'identité obtenue dans le théoreme

Cd* f(0) K! tf()
Uk(f)—gm(” 2 Wi — )l (K ')!Hf(o)—f(it)>’

I<h<k
I<ii<-<ipn<k

et nous décomposons la somme selon la valeur du premier indice :

k! . f(i) _ f(iy)
K%k !z — i)l (k=) [ f(0) — (i) 4= (0) — f(iy)
1<iy<-<ipn<k

k! k! t f(i)
(h'(k—h)' * Z Wl — i) (k—1ip)! H (0) —fﬁt)) .

2<h<k—1y
1 <ip<---<ip<k

Nous faisons les changements d’indices suivants :

j =1, h'=h-1, t'=t—1,

./ . . ./ . .
1 = 11—, ceey L = h—14.

Remarquons qu’en particulier nous avons f(iy/) = f(il, + i) = fU)(il,). L'ex-
pression précédente devient :

k—1

f(i)
;J' k—)H£(0) — £(5)
(k — 1t,
X (H > i{!(iﬁ—i{)!--- —J—lh, vH (1;,))'

1<h/<k—j
1<ij<-<if <k—j

Vu que f(0) = f0)(0) et f(k) = fU)(k—j) pour toutj € {1,...,k—1}, en enlevant
les ' des indices, nous trouvons

_ a0 —d () ak™l £0)(0)
vl = Wer;J'_!1°(O)—1C(]') =3 0 (0) — £0) (k —j)
(k_j)! f(i)(it)
X <l+ mgk—j il — i)t (ke —j — tn)! Ef(“(O)—fmm))'

I<iyi<-<ip<k—j
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Or, par le théoreme

. ok f(]')(())
Y (7)) = (k=) 00 (0) — f0) (k —j) |

k—j . o
(k —j)! fm(lt)
(HZ 2 o B (s ey Hfm(O)—fmm))'

h=11<ij< - <in<k—j

Nous concluons en remplacant dans la formule précédente. O

Soit f : N — R™ une fonction de fitness telle qu'il existe N > 0 et une constante
¢ > 0 vérifiant
f(N) # ¢ et Vk>N f(k) =

Supposons que (yi(f)), ., est une solution de la relation de récurrence (R) pour
la fonction f. Nous voulons montrer que, pour tout k > N,

£3) c
- q“+Z !q“ ( )—f(j)‘f(m—c)

<1+Z > H ( ;j;)%) ’

h=1 0=ig<---<ipn<j t=1

ol (gk)k>o est la solution de la relation de récurrence (R) pour le paysage de
titness a un pic (f(0),c,c,...), ie,
K Sk

a 1
qe = (f(O)/c—l)ﬁi;W, k>1.

Avant de faire la preuve du théoréme nous introduisons une notation afin
de réécrire plus simplement la formule a démontrer. Pour une fonction de fit-
ness f et 1 > 1 nous notons

B (i)
LoD H(l—u> 0)— )

h=10=ip<i1<---<ip<l t=1

Lemme 5.3.3. Les coefficients Ci, 1 > 2, vérifient la relation de récurrence

_1+Z(> ])cl S (F0)y,
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Démonstration. Soiti > 2. Pourj € {1,...,i—1},

By i1 h 1—j)— Ll (G + 1)
Coitt=1+3 > TI0 W ) fo—foa

h=1 0=l<li<--<lh<i—j t=1

Nous remplagons C;_(f1)), ..., C;(f!"1)) dans la formule précédente, nous fai-
sons le changement d’indices suivants :

hW=h+1, j=1i, Jj+h=1, .op, J+ln=1iw,

nous échangeons 1'ordre des sommes et nous obtenons la formule voulue pour
Ci(f). O

Preuve du théoreme[5.3.11 Nous allons faire la preuve par récurrence sur N. Sup-
posons d’abord que N = 1 et soit k > 2. Alors toutes les fonctions de fitness fU,
j = 1, sont égales a la fonction de fitness du paysage a un pic. Donc, d’apres le

lemme :

< f(0 ;
yk(f) = %f(oglcq0+ (O)( j e 1+Z 0y — ¢ T

Or, la séquence (qy)i>o vérifie la relation de récurrence (R) pour la fonction
(f(0),c,c,...), i€,

1 ak ! oY
> = il 2 S a ).
V=1 qx f(O)—C(k! 1:(O)_'—Cj_1 j! qk))

Il s’ensuit que

B f(1) c
Yilf) = dh a(f(O) —f(1)  f0)— c)qk‘l'

Le cas N = 1 est donc établi. Soit maintenant N > 2 et supposons que la formule
du théoreme est vraie jusqu’au rang N — 1. Soit k > N. D’une part, pour
toutj > N, la fonction de fitness fU) est égale a la fonction du paysage a un pic,
donc yx_j(f0)) = qx_; pour toutj € {1,...,N}. D'autre part, (N +1) = --- =
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f(k) = c. Nous avons alors, par le lemme

a*  f(0) «d 1) .
- "\ = (fO)
0D = o) - 2t o) )
1 ak - o c AR
N f(O)—c(F”OHC;1 j_!q‘”) = & 3
N .
o f(j) (
+) = ~5(f0)
25— o)
N N
¢ a a  f(j) G5)
Par hypothése de récurrence, pour toutj € {1,...,N }, nous avons
gl ()
- fOI(1) c )
(£0)y = . —_ . _ ()
yk*](f ) ) - qk*] + ; U qk*Jfl <f(])(0) . f(])(l) f(])(O) - C) Cl(f ) )

_ o f+1) —— ) (o)
= qx—j + ; Fqkil(f(o) —fG+1 B f(0) — C) ' .

Nous remplagons yi n(fN)),...,yx_1(f!)) dans la formule donnant y; (f) et

nous obtenons

f) = c a A o ()
ul) = o= g 159 L Sy )

« +NZ_JC‘_1 ( fG+Y __ c )C(fm)
B w TN\ Fo =1y f0)—c/) '

Fixons i € {1,...,N}. Le coefficient de qx_; dans le développement de y(f)
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sera donc égal a :

at (1) c
i\ f0)—f(i) f(0)—c

o fG) ot/ fG+1) c i)
i Z j_!f(o)_f(j)i(f(())—f(j_F[) _f(o)_c)cl(f) )

1SN
1<I<N—j
1=
at/  f(i) c > = (1) £(3) _
= 7 N 1+ ) == Gy (F9))
u <f(0)—f(1) f(0) —c ( ; i) f(0)—f(G)
Nous concluons grace au lemme[5.3.3| O

Remarque 5.3.4. Le résultat reste vrai pour des fonctions de fitness qui s’annulent a
partir d’'une certaine valeur N > 1. Le seul changement a faire est de remplacer c par
0 dans la formule et la suite (qx)x>o par la solution de (R) associée a la fonction de
fitness (£(0),0,0,...), i. e., par px, = a®/k!.

5.4 Seuil d’erreur

Nous donnons ici une condition assurant I’existence de la quasi-espéce. Rappe-
lons que nous disons que (xx )x>o est une distribution de quasi—espece autour de
0, si, en plus de satisfaire le systéme (8¢), x¢ est strictement positif et la somme
des xy vaut 1.

Corollaire 5.4.1. Nous avons :

e 5i f(0)e™® > limsup, . f(n), alors la série de terme général yy converge, et il
existe une quasi—espece autour de 0.

e Sif(0)e™® < liminf, _, f(n), alors la série de terme général y, diverge, et il n’existe
pas de quasi—espece autour de 0.

D’apres ce corollaire, nous voyons que le phénomeéne de seuil d’erreur observé
par Eigen est présent pour les fonctions de fitness f qui vérifient '’hypothese
H. De plus, le seuil d’erreur ne dépend que de la fitness f(0) de la master
sequence, du parametre a, et du comportement limite de la fonction de fit-
ness. Pour a > 0 et f une fonction de fitness vérifiant I’hypothése 3 ainsi que
f(0)e=¢ > limsup, ,  f(n), nous pouvons donc définir une distribution de pro-
babilité :
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Définition 5.4.2. Nous disons qu’une variable aléatoire Y suit la loi de la quasi—espece
généralisée de parametres f et a, notée QG(f, a), si

ﬁ (i)
a*1(0) e -
PV=K = g “an (i) |
W5 2w L memo

I<ii<<in

Nous démontrons deux lemmes avant de faire la preuve du corollaire. Soient
f,g: N — R, deux fonctions de fitness vérifiant f(0) = g(0) et

Vk>1  f(k) > g(k).
Alors, pour tout k > 1, nous avons

ak—J

. 1 e
=10 2 Y G 2 gm0 & Y9 e

Si nous définissons (Y (f))k>o0 et (Yk(g))k>o comme les solutions des relations
de récurrence (R) correspondant aux fonctions f et g, nous voyons par récur-
rence que, pour tout k > 0, yi(f) > yx(g). Nous avons obtenu le lemme sui-
vant :

Lemme 5.4.3. Soient f,g: N — R™ deux fonctions de fitness vérifiant £(0) = g(0)
et pour tout k > 1, f(k) > g(k). Alors, pour tout k > 0, yi (f) = yk(9g).

Soit maintenant N > 1,¢ > 0, 0 > cet gy : N — R™ Ia fonction de fitness
définie par :

o sik=0,
vk >0, gn(k) = 0 sil<k<N,
c siN+1<k.

Nous avons le résultat suivant :

Lemme 5.4.4. La série de terme général Y\ (gn) converge si et seulement si ce™ > c.
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Démonstration. Nous savons que le résultat est vrai pour la fonction de fitness
du paysage a un pic, i.e., pour N = 0. Par le lemme de comparaison si
oe” ¢ > ¢, la série de terme général yy(gn) converge. Il nous reste a voir I'im-
plication réciproque. Supposons donc que oe™ ¢ < c. Par le lemme nous
savons que la convergence de la série de terme général y, (gn) est équivalente a
'existence d"une quasi—espece pour la fonction de fitness gn. Montrons qu’une
telle quasi—espece ne peut pas exister si ce™“ < c. Par 'absurde, supposons
qu’une telle quasi—espece (xi)x>o existe. Elle vérifie alors :

X0>0, Zxkzl,

k>0
b = oxp+c Z Xk
k>N
0= XO(Ge a_d)))
ak
OZXOGge_a—Xk(I), 1<k<N
En particulier ¢ = ce % et x, = x9a*/k! pour toutk € {1,...,N}. Il s’ensuit que

Nk
ge ¢ — d) — O'X0+C(1_(X0+"'+XN)) = (G—CZ%)X0+C.
k=0

Posons
Nk
tn(a) = ) o
k=0

Nous concluons que x, est donné par la formule

oe *—c¢

Xg = ———.
0 o—ctn(a)

Notons par a* la seule solution positive de 'équation ctn (a) = o. Puisque I'ex-
pression obtenue pour xy n’est pas strictement positive quand a appartient a
(In(o/c), a*[, une quasi—espece ne peut pas exister quand a est dans cet inter-
valle. Si par contre a > a*, nous avons

oe “tn(a) —ctn(a)
o—ctn(a)

X+ XN = tN(a)xo =

Or, tn(a) < e?, ce quiimplique que I'expression précédente est strictement plus
grande que 1. Une quasi—espéce ne peut donc pas exister sia > a* non plus. [



92 Chapitre 5. Le cas général

Démonstration du corollaire. D’apres le lemme afin de démontrer le corol-
laire il suffit de montrer que si f(0)e™® > limsup, , f(n), la série de
terme général yy(f) converge, et diverge si f(0)e™ < liminf,,_,,, f(n). Nous
montrons d’abord que si f(0)e™ > limsup, . f(n) la série de terme général
yx(f) converge. Pour cela supposons d’abord que la fonction de fitness f est
constante égale a ¢ a partir d'une certaine valeur N > 0. Nous pouvons alors
appliquer le théoreme et nous avons donc

e _qk+Z 'q“ J( f(—j)f(j)_f(O)C—c)Ci(f)-
Il s’ensuit que
N
Zyk(f) = Zyk(f) + Z qx
k=20 k=0 k>N
- o f(j) c
_+§;ﬁ<é%qkO<ﬂM—#UY_ﬂm_C)Q”V

Or, la série de terme général gy converge si f(0)e™® > c. Quand la fonction

f: N — R™ n’est pas constante a partir d’un certain rang, nous posons

c™ = limsup f(n).

n—o0

Soit ¢ > 0, il existe N > 0 tel que pour tout k > N, f(k) < c* + ¢. Définissons la
fonction fN : N — R, par:

f(k) si0<k<N
Vk>0 (k) = k) si0 ’
c®+e¢e sik>N,

et soit (yx(fN))i=o la solution de la relation de récurrence (R) correspondant
a fN. Pour ¢ suffisamment petit, fN(0)e™® > ¢ + ¢. Puisque N est constante
égale a ¢ + ¢ a partir de la valeur N, la série de terme général y (f) converge.
D’apres le lemme de comparaison il en est de méme de la série de terme
général yi (f). Nous montrons ensuite que si f(0)e™ ¢ < liminf,,_, f(n), alors la
série de terme général y, diverge. Définissons la fonction fn : N — R™ par:

f(0) sik=0,
Vk >0 fn(k) = 0 sil<k<N,
Coo —€ sSik >N,
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et soit (Yx(fn))x>o0 la solution de la relation de récurrence (R) correspondant a

fn. Pour ¢ suffisamment petit, fN(0)e ¢ < ¢® — ¢. Au vu du lemme la

série de terme général yi (f) diverge. D’apres le lemme de comparaison
il en est de méme de la série de terme général y(f). O

5.5 Convergence des trajectoires

Soit f : N — R™. Nous considérons le systeme d’Eigen infini :

(8x) xit) = Y xilt)f(i)e - —= —x(t) Y xi(0f(i), k>0.

Comme dans la section précédente, nous supposons que f(0) > f(k) pour tout
k > 1. Nous supposons de plus que la fonction f converge et nous appelons
¢ > 0 sa limite. Nous créons une séquence (k;)i>o de maniere récurrente : nous
posons kg = 0si f(0)e™* > c et kg = oo sinon. Pour i > 1, nous définissons k;

par:
ki = inf{k > ki 1:f(k)e ® >cetf(k) > f(k+j),j >1}.

Au vu du corollaire et des lemmes le systeme d’équations (8.,)

a autant de solutions stationnaires qu’il y a d’éléments finis dans la séquence
(ki)i>1. Rappelons que nous ne considérons que des solutions stationnaires
(X )x>0 Vérifiant Zk>0 xx = 1 (a 'exception de la solution identiquement nulle).
A chacune de ces valeurs k;, nous associons la solution stationnaire (x}()@O cor-
respondante, qui vérifie :
Xg == X1 = 0 < xq,

Bien stir, si ki = oo, la solution stationnaire associée est la solution identique-
ment nulle. Nous avons le résultat suivant :

Théoréme 5.5.1. Soit (x(t))>o une solution du systeme (8o,). Pour tout k > 0 et
pour touti > 1,

lim % (t) = x&
t—o0

si et seulement si la condition initiale vérifie

XO(O) = = Xk, (O) =0 et k~,IlllEll<x<k< Xk(O) > 0.
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Démonstration. Nous allons seulement démontrer que si kg = 0 et x¢(0) > 0,
alors pour toutk >0,

lim x (1) = x& = x{
00 k( ) k k)

ol (x§)x>o0 est la solution stationnaire de (8.,) associée a 0, i.e., la distribution
de quasi—espece autour de 0 associée a f. Le reste du théoréme se démontre de
fagon tres similaire. Remarquons d’abord que si xo(0) > 0, alors x¢(t) > 0 pour
tout t > 0. En effet, puisque ¢(t) < f(0),

Xo(t) = xo(t)f(0)e™ ¢ —xo(t)p(t) > xo(t)f(0)(e * —1).
Ceci entraine que
Xo(t) = x0(0)e FO0=et 5 0 t>0.

Nous pouvons donc faire le changement de variables suivant : pour tout k > 0,
nous posons Yy (t) = xi(t)/xo(t). En dérivant, nous obtenons le systeme d’équa-
tions différentielles

k k—1i

a
- —a >1.

Le changement de variables nous a permis de rendre le systéme linéaire. Nous
allons montrer par récurrence que pour tout k > 0, yx(t) converge vers yi
quand t tend vers l'infini, ot (yj )x>0 est la solution de la relation de récurrence
(R) de la section précédente. Pour k = 0 le résultat est évident, vu que yo(t) =1
pour tout t > 0. Soit k > 1 et supposons maintenant que y;(t) tend vers y; pour
touti e {0,...,k—1}. Nous avons

k-1 k—1
vil(t) = ;Oyl(t)fme““f_ g1~ (F0) = F(k) ey (1)

Nous en déduisons que (annexe|A) :

. 15
lim yi(t) = m%uﬁh)

ak*i .
_1)' _yk'

(k

Ceci termine la récurrence. Il nous reste a montrer que

lim xo(t) = xg.
t—o00
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Nous avons :

~ -1 © —1
xo(t) = (Zw(ﬂ) et X = (Zui@) -
k=0 k=0

Nous montrons d’abord la convergence dans le cas des fonctions de fitness
constantes a partir d'un certain rang, et nous étendons ensuite le résultat au
cas général. Supposons donc qu’il existe N > 0 tel que la fonction fitness est
constante égale a c poour tout n > N. Dans ce cas, La fitness moyenne ¢(t)
s’exprime en fonction de xo(t),...,xn(t) :

o) = Y xl0)(f(k)—c) +e = x(t) Y ylt)(f(k) —¢) +c.

0<k<N 0<k<N

Il en est de méme de la fitness moyenne limite ¢* :

o= ) x(f(k)—c)+c=x Y  yilf(k)—c)+c.

0<k<N 0<k<N
Or, ¢* = f(0)e~ . Nous en déduisons que

Y il —c) = fe™=c .

X*
0<k<N 0

Posons :

alt) = ) ye(t)(f(k) —c),

0<k<N

o« = ) yilf(k)—c),
0<k<N

B = f(0)e *—c.

L’équation différentielle pour x¢(t) se réécrit ainsi :

x5(t) = xo(t) (B —xo(t)x(t)) .

Nous allons demontrer que x((t) converge vers 3/x* = xj. Soit ¢ > 0 tel que
a* —e >0, etsoit T > 0 assez grand pour que

V> T l(t) — o] < €.
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Alors, pour tout t > T, la dérivée x(t) est strictement positive sur ]0, 3 /(o* +¢)]
et strictement négative sur |3 /(«* —¢), 1]. Nous en déduisons qu’il existe T; > T
tel que

oc*[i- € < xolt) < oc*B— e’

Nous faisons tendre ¢ vers 0 et nous obtenons la convergence de xy(t) vers x;.
Cela entraine notamment la convergence :

lim } wilt) = ) i

k>0 k>0

Vt> Ty

Si f n’est pas constante a partir d'un certain rang, nous choisissons ¢ > 0 tel que
f(0)e* > c+eetN > 0tel que

¥Yn >N fln) < c+e.
Soit fn : N — R™ la fonction définie par :

f(n) si <N,

c+e¢ si n>N.

Considérons le systeme d’équations différentielles
k—i

d S~ z(t)fn(0)e "

2 (t) = Z Zi(t)fN(i)efam

0<igN
Vu que f < fy et que f(0) = N (0), siyk(0) <z (0) pour tout k > 0, nous avons,
grace au lemme([A.2)

De plus, puisque fn est constante & partir d'un certain rang, la serie de terme
général z, (t) converge vers la série de terme général z;. Nous concluons qu’il
en est de méme de la série de terme général yy (t), comme voulu. O

5.6 Convergence des systemes

Considérons le systeme d’Eigen pour les classes de Hamming :

¢

(8) Xt =D x(FDMuli k) —x(t)b(t), 0<k<L,
i=0
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Sous I'hypothése que la fonction f est strictement positive, nous avons démon-
tré que le systeme d’équations différentielles (§) n"admet qu'une seule solution
stationnaire u = (uy)o<k<¢, et que toutes les solutions du systéeme convergent
vers u. Quand nous regardons le régime asymptotique

{ — oo, q—0, {q — a €]0,+o0[,

nous obtenons le systeme d’équations limite (S,). Nous supposons, comme
dans la section précédente, que f(0) > f(k) pour tout k > 1. Nous supposons
de plus que la fonction f est strictement positive et qu’elle a une limite en +oo,
que nous notons ¢ > 0. Nous montrons maintenant que, sous ces hypotheses,
les solutions du systeme d’Eigen pour les classes de Hamming (8) convergent
vers les solutions du systeme infini (8,). Nous démontrons aussi que la so-
lution stationnaire du systéme fini converge vers une solution stationnaire du
systeme infini.

Théoréme 5.6.1. Soit (x(t))(>0 une solution du systeme d’Eigen pour les classes de
Hamming (8) et soit (x*°(t))i>o une solution du systeme d’Eigen infini (8,). Suppo-
sons que I'on a la convergence des conditions initiales :

Vk >0, lim  x(0) = x¥°(0).

{—o00, q—0
{q—a

Alors, pour tout T > 0 et pour tout k > 0,
lim sup |xi(t) —x7(t)] = 0.

{q—a

Démonstration. Soient ¢, > 0 et soit N assez grand pour que
Yn >N, If(n) —c| < 6.

Nous allons montrer que, pour tout n > N, asymptotiquement,
D halt) xRt < e
k=0
Nous avons, pour toutk > Oett > 0,
t ¢
xi(t) = x(0) +J <in(5)f(i)MH(ia k) —xk(5)¢(8)> ds,
0 \i=0
t k
() = xE(0)+ | ( =(s)
0 \i=o

1

X (s)f(1)Muo (1, k) —xf(s)d)oo(s)) ds.
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Soit n > N. Asymptotiquement, pour tout k € {1,...,n},
vie{0,...,k}, My (i, k) — Moo (i, k)| < 5,
Vie{k+1,...,0}, Mu(i, k) < 9,
[xi(0) —x2(0)] < 3.

De plus, pour tout t > 0,

N 4
'cb(t)—Zxk(t)(f(k)—c)—c = Y x(f(k)—c)| <3,
k=N+1
Zxk J—c)—c|=| > xX(W(f(k)—c)| <5
k>N+1

Nous en dedulsons que, pour tout t € [0, T],

xic(t) —x(t)

< xk(0) =x2(0) 1+

k
3 [ htsmiMut k) = (s M s+

t

X (s) My i, k)ds+J xic(s)p(s) — x ()™ (s)lds

k
< 5+Zf(i)Mm(i,k)J Ixi(s) —x°(s)|ds + f(0)To + 2f(0)Td+

N t

Z If(1) — c| Jo I (s)xi(s) —xT(s)x$°(s)|ds + CJ Ixk(s) —x3(s)lds + 2T6.

i=0 0

= [xi(s)xi(s) = xi(s)x{7(s) + xu(s)x°(s) — %7 (s)x°(s)]
< Pxils) = x(s)[ 4 [xis) — % (s)].

En appelant C le maximum des [f(i) — c[ pour 1 <1i < N, il vient

X (t) —xp ()] < 6(1 +2(f(0) + D)T)+

Zf L xi(s) — x°(s)lds+

t

(C(N+1) +C)J
0

Xk (s) —x%(s |ds—|—CZJ Ixi(s (s)|ds.
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Nous sommons pour 0 < k < n et nous obtenons

Z'Xk —xP ()] < 8(n+1)(1+2(f(0)+1)T)+

> fl0 (ZM 1k>JM) X2 (s)|ds+

l_

> (C(N+1)+ )Jlxk(S)—X?(SJIder
k=0

0
m+1) CZJ Ixi(s) —x{°(s)|ds.

Nous concluons que

lek —xp ()] < 6C1+C2J (Z|xk —xy (s |>ds,

ou Cy, C; sont des constantes positives qui ne dépendent ni de £ ni de q. Nous
concluons a 'aide du lemme de Gronwall, en choisissant § < ¢C; e~ 2t O

Proposition 5.6.2. Soit u = (uy)o<k<e la solution stationnaire unique du systeme
d’Eigen pour les classes de Hamming (8).

e Sif(0)e * <,
Vk >0, Iim wux =0.
£—00, q—0
{g—a

e S5if(0)e ® >,

vk >0, lim  ux = xg,
{—00, q—0
{g—a

olt (X )k>o0 est la quasi—espece autour de 0 associée a la fonction f.

Démonstration. Définissons la matrice (W(i,j),0 < 1i,j < {) par:
Vi,jE{O,...,e}, W(l)J) = f(l)MH(lv])

Le vecteur u vérifie I'équation

N
o~

L
owe = ) wW(ik), 0<k
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4
b =) wf(i),
i=0

est aussi la valeur propre maximale de la matrice W. En particulier, ¢ €]0, of.
Quitte a extraire une sous—suite, nous pouvons supposer l’existence des limites
suivantes :

¢* = Ilim o, u, = lim ug, k=>=0.
{—00,q—0 {—00,q—0
{g—a {q—a

D’apres la k-ieme équation du systeme ¢pu' = u"W, nous avons que

k k
D wif(Mu(i k) < du < ;uif(i)MH(i, k) + £(0) max My(i, k).

<it
1i=0 =

En particulier, d’apres 'inégalité de droite avec k = 0, nous obtenons en divi-
sant par ug et en passant a la limite que ¢* > f(0)e™ . En passant a la limite
nous obtenons le systeme d’équations

ak—i

(k—1)1’

k
bup = ) ujf(iJe® k>0.
i=0

En particulier ¢*u; = ujf(0)e . Puisque la somme des composantes du vec-
teur (uy)i>o vaut 1, la suite (uy)y>o vérifie

Zu]"< < 1.

=
Nous avons montré dans la section 5.1{ que ce systéme n’admet que la solution
triviale u;, = 0 quand f(0)e™® < c. Par contre, si f(0)e™® > ¢, nous voyons que
forcément uj > 0 : en effet, si K est le premier indice k > 0 tel que uj > 0, nous
déduisons des inégalités ci-dessus que

¢* < f(Kje™® < f(0)e™ ",

en contradiction avec le fait que ¢* > f(0)e™“. De méme, si uj = 0 pour tout
k > 0, alors en prenant N assez grand tel que, pour toutn > N, [f(n) —c| < ¢,
nous en déduisons que

¢ N

N

k=0 k=0 k=0
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Ceci entraine que ¢* < ¢+ ¢, ce qui, pour ¢ assez petit, est en contradiction avec
¢* > f(0)e <. Donc uj > 0 et ¢* = f(0)e™ . En sommant sur k > 0 dans le
systéme d’équations, nous voyons qu’on a bien

G* Y up =) upf(k) = ¢*.

k>0 k>0

Donc (uj ) k>0 est unitaire, et c’est bien la distribution de quasi—espéce autour de
0 associée a la fonction de fitness f. O

Nous avons donc montré les convergences suivantes :

e Pour f(0)e™® < ¢, soient x(t) et x*°(t), des solutions du systeme d’Eigen fini
et infini respectivement. Si 1’on a la convergence des conditions initiales, alors,
pour tout k > 0,

t— o0

X (t) ————— Wk

£—o00, q—0 {—00,q—0
{q—a {q—a

X2(t) _t—=oo 0

e Pour f(0)e™® > c, soient x(t) et x*°(t), des solutions du systeme d’Eigen fini
et infini respectivement, avec x°(0) > 0. Si l’on a la convergence des conditions
initiales, alors, pour tout k > 0,

t— o0
Xk (t) —————— u

{—o00, q—0 {—00,q—0
(q—a {g—a

t
Xio (t) & X;‘;






Chapitre 6

Conclusion

Nous avons présenté et étudié en détail le modéle d’Eigen. Les caractéristiques
les plus remarquables de ce modéle sont, d'une part, le phénomene de seuil
d’erreur pour le taux de mutation, et d’autre part, la distribution de quasi-
espece pour des taux de mutation sous—critiques.

Méme si I’objectif principal du modele d’Eigen est de décrire 1’évolution d'une
population prébiotique, le seuil d’erreur pour le taux de mutation et la distribu-
tion de quasi—espece sont des phénomeénes présents dans des populations plus
complexes. Les prédictions du modele d’Eigen s’appliquent particulierement
bien aux populations de virus [22,23]. Cependant, les virus sont bien plus com-
plexes que les organismes prébiotiques, notamment le nombre de génotypes
possibles dépasse largement la taille de toute population viable [30, 85]. Ceci
est une caractéristique essentielle des populations de virus que le modele d’Ei-
gen ne prend pas du tout en compte (la taille de la population est infinie alors
que la longueur du génome ne 1’est pas). C’est ce point qui a valu le plus de
critiques a l'application du modele d’Eigen en virologie [46]. En outre, la des-
cription de I'évolution d'une population basée sur des équations issues de la
cinétique chimique n’est plus possible pour des individus d’une certaine com-
plexité.

I est donc souhaitable d’étudier des modeles a population finie, aléatoires, afin
de retrouver un phénomeéne de seuil d’erreur pour le taux de mutation et une
distribution de quasi-espece. Dans ce but, dans les parties suivantes, nous al-
lons étudier les trois modeles mathématiques les plus célebres en génetique des
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populations : le modele de Galton-Watson, le modele de Wright-Fisher, et le
modele de Moran. Nous allons considérer, pour ces trois modeles, le méme
cadre que celui que nous avons utilisé pour le modéle d’Eigen, c’est-a—dire,
la méme structure des génotypes, et le méme mécanisme de reproduction et de
mutation. Egalement, nous allons nous intéresser au régime asymptotique

{— o0, q—0, {q — a.

Nous ferons simultanément tendre la taille de la population vers 1'infini afin
de mettre en évidence un phénomene de seuil d’erreur et une distribution de
quasi—-espece.

Systémes d’équations différentielles

Dans la suite du texte, nous faisons souvent référence aux différents systémes
d’équations différentielles que nous avons introduits dans cette premiere partie.
Afin de faciliter la tache du lecteur, nous listons tous ces systemes ici. Le systéme
d’Eigen dans la forme la plus générale est

N
(+)  x(t) = D) x(@FOM(L k) —x(t)d(t), 1<k<N,
i=1

ott les génotypes sont numérotés de 1 a N, f : {1,...,N} — R™ est une fonc-
tion de fitness quelconque et (M(i, k))i<i k<N est une matrice stochastique. Le
systeme original d’Eigen est :

() = ) xuOfFWM,v) —x(t) ) xu()f(w),  veAl,

ueAt ueAt

ou f : AY — RT est une fonction quelconque et le noyau de mutation est
donné par M(w,v) = (q/(k — 1))dnwv)(1 — q)~dnlwv) G4 existe une master
sequence et la fonction de fitness a la méme valeur sur tous les génomes a la
méme distance de la master sequence, nous obtenons le systeme sur les classes
de Hamming,
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Ici, fy : {0,...,} — R* représente la fonction de fitness induite sur les classes
et le noyau de mutation sur les classes est donné par

My (i, k) = P(i—Bin(i,1/(k — 1)) + Bin(t —i,q) = k).

Quand la longueur des chaines tend vers 1'infini, la probabilité de mutation tend
vers 0 et {q tend vers a, le systeme (8) converge vers un systéme infini. Dans le
cas du paysage a un pic, ce systéme infini est

xo(t) = oxo(t)e™ —xo(t)d(t),

ak & k—i
xi(t) = oxo(t)e @7+ ) xit)e
o=

(853

(e ¢]

a
(k—1)!

—xk(to(t), k=1,

ol 0 > 1 représente 'avantage sélectif de la master sequence, et $(t) = (o —
1)x(t)+1 estla fitness moyenne de la population au temps t. Dans le cas général
des fonctions de fitness qui dépendent de la classe de Hamming, le systeme (8)
converge vers

k k—1 0

(8c) X (1) = ;Xi(t)fH(i)eah —

ot cette fois—ci f est une fonction de N dans R™.






Deuxieme partie

Le modeéle de Galton—Watson






Chapitre 7

Le modeéle de Galton—Watson

7.1 Introduction

Le modeéle de Galton-Watson est 1'un des plus célebres modeles pour décrire
I’évolution au cours du temps d"une population finie. Afin d’étudier 1'extinc-
tion des noms de famille au sein de la noblesse anglaise, le modele fut proposé
par Francis Galton dans les années 1870, et étudié ensuite en détail par Henry
William Watson [39]. Le modele fut longtemps oublié jusqu’a sa reprise par Fi-
sher [35], et Haldane [40], qui, I'appliquerent avec succes a des problemes en
génétique des populations, comme par example, I’évolution d’'un nouveau mu-
tant dans une population.

Le modele de Galton-Watson considere une population évoluant génération
par génération. A chaque génération, chaque individu présent dans la popula-
tion donne naissance a un nombre aléatoire d'individus, indépendamment des
autres individus présents dans la population, et indépendamment du passé du
processus. La loi décrivant le nombre de naissances par individu est fixée et
commune a tous les individus et générations. Il s’agit d’'un modéle avec une
taille de population variable et dont les générations ne se superposent pas.

Dans le modele de Galton—-Watson initial, tous les individus sont identiques.
Or, le modeéle se généralise facilement pour intégrer des types d’individus dif-
térents, il est alors appelé processus de Galton—-Watson a plusieurs types [42].
Ainsi, le modele de Galton—-Watson est rendu compatible avec le cadre du mo-
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Francis Galton et Henry William Watson

dele d’Eigen : un nombre fini de génotypes, une fonction de fitness et un noyau
de mutation.

L’'idée d’utiliser un processus de Galton—-Watson comme version stochastique
du modele d’Eigen a déja été mise en oeuvre avec succes par Demetrius, Schus-
ter et Sigmund [19], puis généralisée par Antoneli, Bosco, Castro et Janini avec
trois types différents de mutation : neutres, déléteres, et avantageuses. Nous al-
lons nous placer plutdt dans le cadre original de : Les auteurs de consi-
derent un nombre fini de génotypes avec une fonction de fitness et un noyau
de mutation générales, et étudient la distribution des types quand la généra-
tion du processus de Galton—-Watson tend vers l'infini. Ils montrent que cette
distribution est la méme que la seule solution stationnaire du systeme d’Eigen
associé.

Notre objectif est de retrouver les formules explicites pour les différentes dis-
tributions de quasi—espece, comme dans la partie I, pour cela, il est nécessaire
de faire un passage a la limite adéquat car nous ne pouvons pas appliquer le
résultat de [19] directement. Nous allons d’abord définir le modele de Galton—
Watson a plusieurs types, et introduire I'outil principal pour son étude : les fonc-
tions généatrices. Nous regrouperons ensuite les différents génotypes dans des
classes de Hamming, et nous construirons un nouveau processus de Galton—
Watson, cette fois—ci avec un nombre de types bien plus petit. Nous montrerons
aussi le lien avec le modéle d’Eigen, et pour finir, nous retrouverons les formules
pour les différentes distributions de quasi—espece.
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7.2 Le modéle

Puisque notre objectif est de retrouver un phénomeéne de seuil d’erreur et une
distribution de quasi—espéece pour le modele de Galton-Watson, nous reprenons
le cadre introduit dans la section 3.1 pour le modele d’Eigen. Nous considérons
donc des individus dont les génotypes sont des chaines de longueur { > 1 sur
un alphabet fini A de cardinal k > 2. Nous nous donnons également une fonc-
tion de fitness f : A* — R, et nous supposons que les mutations arrivent indé-
pendamment au hasard sur chaque site de la chaine avec probabilité q <10, 1[.
La matrice de mutation (M(u,v),u,v € A") est donc donnée par :

q dH (‘LL,V)
M(u,v) = (K_l) (1_q)27dH(u,v)) u,VGAe.
Comme dans la partie précédente, di(u, V) représente la distance de Hamming
entre u et v, i.e., le nombre de digits ot les deux chaines different. Le processus
de Galton—Watson a plusieurs types est une chaine de Markov a valeurs dans N*',

Xn = (Xn(u)ue A'), n>0.

Pour chaque u € A' et n > 0, la quantité X,,(u) représente le nombre de co-
pies de u présentes dans la population a la génération n. A chaque généra-
tion, chaque individu de la population a un nombre d’enfants distribué selon
une variable aléatoire de Poisson de parametre sa fitness, indépendamment des
autres individus de la population et du passé du processus. Puis chaque en-
fant mute selon le noyau de mutation M. La nouvelle génération est formée par
I’ensemble des enfants apres mutation.

Fonctions génératrices. Le processus de Galton—-Watson décrit ci-dessus est clas-
siquement étudié en utilisant des fonctions génératrices, qui servent aussi a dé-
crire formellement le mécanisme de transition du processus. Soit u € A et soit
g* : [-1,1"° — R la fonction définie par :

vsel-L, 1Y gis) = Y p(m) [ s,
renAt veAl
ou p*(r) est la probabilité qu'un individu avec génotype u ait r(v) enfants avec
génotype v, pour chaque v € A'; cette probabilité est donnée par une multino-
miale dont le parametre est régi par une loi de Poisson :

M(u,v) ™)

VreNA pt(r) = e "™ I ol

veAl
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Ici | - |; représente la norme 1 du vecteur 7, i.e., la somme de ses éléments.
Pour une population X, formée par un seul individu u € At X; est un vec-
teur aléatoire ayant par fonction génératrice g*. En général, pour toutn > 0,
siX, =71 ¢€ N4 alors Xn+1 est la somme de |r|; vecteurs aléatoires indépen-
dants; dans cette somme, pour chaque u € A*, r(u) vecteurs ont pour fonction
génératrice g*. Le vecteur nul 0 est absorbant.

Remarque 7.2.1. Le processus de Galton—-Watson a plusieurs types peut étre défini de
maniere plus générale pour n’importe quel ensemble fini ou dénombrable &, fonction de
fitness f : € — R, et matrice stochastique M : € x &€ — [0, 1].

7.3 Le processus d’occupation

Comme pour le modeéle d’Eigen, notre but est d’étudier le processus de Galton-
Watson dans le régime asymptotique

= oo q—0 g — a €]0,00[,

afin de faire apparaitre un phénomene de seuil d’erreur et une distribution de
quasi-espece. Nous supposons donc qu’il existe un génotype w* € A* de fitness
maximale, et que la fonction de fitness f : A® — R respecte les classes de
Hamming vis a vis de w*. Le génotype w* est appelé master sequence. Ainsi,
nous supposons qu'il existe une fonction fyy : N — R* vérifiant I’hypothese 3
de la partie précédente (fi;(0) > f(k) pour tout k > 1) telle que

Vue At f(u) = fu(duy(u,w)).
Nous construisons maintenant un processus d’occupation

(On)n>0 — (On(o)) ceey On“))n}O)

a partir du processus de Galton-Watson (X, )n>o. La quantité O,, (1) représente
le nombre d’individus dans la population X,, qui sont a distance de Hamming
1l de la master sequence. Pour ce faire, nous utilisons la technique classique de
lumping (annexe . Notons par €, la classe de Hamming 1, i.e., 'ensemble de sé-
quences de A" qui sont a distance | de la master sequence. Soit O : NAY — NtH
I'application qui a chaque population r € N4* associe la distribution d’occupa-
tion correspondante :

YreNY vie{o,..., 0}  0mL) = > r(w).

uely
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Le processus d’occupation (O )n >0 est défini par :
Vn=>0 On = 0(Xy).

Nous allons vérifier que le processus d’occupation est aussi un processus de
Galton—-Watson. Soient k € {0,...,{}, u € Cy, et o0 € N**1. Nous avons

fu rl M(’)T(VJ
Zp Ze |H‘:(—\:’)l

renAt renAt veAl

O(r)=o0 O(r)=o0
— e fulk \0\1 Z H

reNt’ veal

O(r)=o0
Puisque la matrice de mutation respecte les classes de Hamming (lemme ,
nous pouvons décomposer la somme et le produit a 1’aide des classes de Ham-
ming :

M Ry (Dl LA B LU
renAl veAat 1=0 teNCl  vEC 1=0 o(l)!
O(r)=o0 [tli=o0(1)
Soit .
My (k, 1) M
H (k) lo] H™
-y g T Mo
rGNA 1=0 O(l)'
O(r)=o0

Puisque cette expression ne dépend de u qu’a travers k, la somme

> PXan=rIXa=1)

r/eNt+1
O(r’)=o0'

ne dépend de r qu’a travers o = O(r). Donc, d’apres le théoreme de lumping
dans l'annexe B} le processus (On)n>0 est une chaine de Markov. Définissons,
pour k € {0,...,{}ets € [0,1]*,

4
> PO s

oeNt+1 1=0

Le processus (On)n>o est un processus de Galton-Watson a { + 1 types, le mé-
canisme de transition étant donné par : pour toutn > 0 et o € N1, si O,
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alors O, 1 est la somme de |o|; vecteurs aléatoires indépendants; dans cette

somme, pour chaque k € {0,...,£}, o(k) vecteurs ont pour fonction génératrice
3

g~.
Dans les sections qui suivent nous étudions le processus d’occupation (On)n>0
dans le régime asymptotique

{— o0 q—0 (g — aecl0,o00[,

et nous montrons comment le phénomene de seuil d’erreur et la distribution de
quasi—-espeéce apparaissent. Avant de passer a I'étude asymptotique du modele,
nous étudions le processus de Galton—-Watson a plusieurs types, dans un cadre
plus général, afin de révéler le lien entre le modéle d’Eigen et le modéle de
Galton-Watson.

7.4 Lien avec le modele d’Eigen

Nous considérons ici le modele d’Eigen généralisé et le processus de Galton-
Watson associé (remarque pour présenter le lien entre les deux. Considé-
rons donc un ensemble fini de génotypes &, une fonction de fitness f: £ — R*
et un noyau de mutation M : € x &€ — [0, 1] (le noyau M est une matrice sto-
chastique). Comme dans la section 3.3| de la premiére partie, nous identifions &
avec 'ensemble {1,...,N}, ou N > 2 est le cardinal de &, et nous parlons de
i—eéme génotype. Nous rappelons que le systeme d’Eigen s’écrit ainsi :

N N
() x(t) =) x(OFOM(, k) —xl(t) ) xi(Of(i), 1<k<N.
i=1

i=1

Les solutions stationnaires de (x) et leur stabilité ont été étudiées dans la sec-
tion[3.3|de la partie 1. Nous pouvons également définir un processus de Galton-
Watson (Z,,)n>o a partir de I'ensemble de génotypes {1,..., N}, la fonction de
fitness f et le noyau de mutation M. En effet, pour chaque k € {1,..., N}, défi-
nissons la fonction g~ : [-1,1] — R par:

Vse LN, gfs) = Y pSs) [] s,

reNN 1<i<N
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ol p*(s) est la probabilité qu’un individu avec génotype k ait v(i) enfants avec
génotype i, pour1 <i < N,ie,

- M(k, i)™
k — (k) 7] | | M St It
1<igN

Pour une population Z, formée par un seul individu ayant le génotype k, Z;
est un vecteur aléatoire ayant pour fonction génératrice g*. En général, pour
toutn > 0,si Z, =1 € NV, alors Z,,; est la somme de [r|; vecteurs aléatoires
indépendants ; dans cette somme, pour chaque k € {1,..., N}, r(k) vecteurs ont
pour fonction génératrice g*. Le vecteur nul 0 est absorbant.

Nous étudions maintenant le processus (Z,,)n>o a l'aide de la théorie classique
des processus de branchement [42]. L'étude du processus de Galton-Watson
(Zn)n>o0 repose en grande partie sur 1'étude de la matrice moyenne associée.
La matrice moyenne W de (Z,,)n>0 a pour coefficients les espérances W(i,j) du
nombre d’individus avec génotype j dans la premiére génération, lorsque le
processus commence avec un individu du type 1, pour 1 < i,j < N. La matrice
moyenne est donc donnée par :

VI>J€{1>>N}> W(la)) :f(l)M(la))

Remarquons ici qu’il s’agit de la matrice W qui est au coeur de I'étude du sys-
téme d’Eigen (x) (cf. la section 3.3 de la partie I). Comme pour le modele d’Ei-
gen, nous supposons que la matrice W vérifie I'hypothese suivante :

Hypothése. La matrice W a toutes ses composantes strictement positives.

Sous cette hypothese, le théoréme de Perron-Frobenius s’applique a la matrice
W : il existe une unique valeur propre maximale A et un unique vecteur propre
positif et unitaire u associé a A. D’apres la théorie générale des processus de
Galton-Watson a plusieurs types (chapitre II, théorémes 7.1 et 9.2 dans [42]),
nous avons :

Théoreme 7.4.1. Si A < 1, la population s’éteint presque sfirement. Si A > 1, la
population a une probabilité positive de survie, et conditionnée a la survie, nous avons :

lim Zn (k)

_ 1<k<N.
noeo Zn() 4+ Zo(N)

La valeur propre A représente la fithess moyenne d’une population distribuée
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selon le vecteur u :

Le théoreme reste vrai pour des matrices W avec des éléments positifs ou nuls,
sous I’hypothese que la matrice W soit primitive.

Scaling. Soit ¢ > 0 et considérons l'effet du changement f — cf dans la fonc-
tion de fitness. Appelons W la matrice moyenne du processus (Z,,)n>o associé
a la fonction de fintess cf et soient A et it la valeur propre et le vecteur propre
associés a W par le théoreme de Perron-Frobenius. Nous avons W = cW, ce qui
entraine notamment que A = cA et L = u. Nous en déduisons donc que pour
toute fonction de fitness f, en prenant ¢ > 1/A, le processus (Z,,)n>o associé a
la fonction de fitness cf a une probabilité positive de survie, et conditionné a la

survie
lim Zn (k)
n Zo(1) 4+ Zn(N)

Corollaire 7.4.2. Soit (x¢)¢>0 une solution du systeme d’Eigen () associé a la fonction
de fitness f. Soit (Z+)n>o le processus associé a la fonction de fitness cf, avec ¢ >
1/A, conditionné a la survie. Alors (x(t))i>o et (Zn)n>o ont le méme comportement
asymptotique :

:uk) 1<k<N

Z,(K) . B
M A Tz it =,

N
o~
N
z

7.5 La quasi—espéce pour le processus de
Galton-Watson

Les résultats de la section précédente s’appliquent au processus de Galton-
Watson (X;,)n>0 ainsi qu'au processus d’occupation (O )n >0, sous I'hypothese
que la matrice moyenne associée soit primitive. En particulier, les résultats de
la section précédente s’appliquent a la fonction de fitness du paysage a un pic
fsp :{0,...,{} — R™, donnée par :

fo(k) = o sik=0,
PR 1 sik>1.

Le parametre o > 1 représente 'avantage adaptatif de la master sequence. Soit
W, la matrice moyenne du processus (O )n>o pour le paysage a un pic, soient
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Asp et ugy la valeur propre et le vecteur propre associés a Wi, par le théoreme
de Perron-Frobenius. Rappelons que la valeur propre A, représente la fitness
moyenne d'une population distribuée selon le vecteur unitaire sy, :

D U (K)fp(k) = 0uep(0) + 1 — gy (0).

o<kl

Notamment A, > 1. D’apres cette remarque et la proposition de la partie
I, nous avons le résultat suivant :

Théoréme 7.5.1. Le processus d’occupation (On)n>o a une probabilité positive de sur-
vie. Conditionné a la survie :
esioe ¢ < 1,alors

On (k)
Yk >0 lim i = 0.
(500,40 nroo O (0) + -+ + On (0)
{g—a
esioe ¢ >1,alors

, , On (k) ‘1 i
Yk >0 1 1 = UK =t

A A, O+ 4 0n ¢ U ; ‘
{g—a =

Nous voyons apparaitre, dans le terme de droite de cette formule, la concentra-
tion de la k-ieme classe de Hamming dans la distribution de la quasi—espece
Q(0, a) (cf. 1a section 4.2).

Corollaire 7.5.2. Le processus original (X, )n>o a une probabilité positive de survie.
Conditionné a la survie :
esioe ¢ < 1,alors

Vk >0 lim lim Z Xn
{—00,q—0 N—oo |X l1
eq*)a uely
esioe > 1,alors
ak ik
Vk>0 lim lim Xn e “—1)— —.
- {—00, q—0 N—c0 ’X ’1 Z ) k! Z ot
Eq—)(l ue@k l;l

Pour des fonctions de fitness fi; : N — R™ différentes de la fonction du pay-
sage a un pic, outre I'hypothese J{ nous supposons que :
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e La matrice moyenne W du processus (Z,)n>o associée a la fonction fy; est
primitive.

e La valeur propre A associée a W par le théoreme de Perron-Frobenius est
strictement supérieure a 1.

e La fonction de fitness f;(n) converge quand n tend vers l'infini ; nous notons
par L la limite.

Remarquons que, d"apres la discussion sur le scaling dans la section précédente,
si A < 1 nous pouvons faire le changement f,; — cfy dans la fitness, avec
c > 1/A. Sous ces hypotheses, d’apres la proposition de la partie I, nous
avons le résultat suivant :

Théoreme 7.5.3. Le processus d’occupation (Or )n>o a une probabilité positive de sur-
vie. Conditionné a la survie :
esify(0)e @ <L, alors

. . O, (k)
vk >0 1 1 = 0.
z%og%%o nl—]:>r010 On(O) + -+ On(e)
{q—a
osify(0)e 2 > L, alors
O, (k)
k> li li = Xy
v 0 £—>o<13frc}—>0 nl—l;Iolo @) (O) +--- On(e) e
{q—a

ot x;. est la concentration de la k—ieme classe de Hamming dans la distribution de la
quasi—espece généralisée QG (fy, a) (cf. la définition[5.4.2).

Corollaire 7.5.4. Le processus original (Xy,)n>o a une probabilité positive de survie.
Conditionné a la survie :
esify(0)e @ < L, alors

Vk >0 lim lim E Xn
{—o00,q—0 n—o0 |Xn|1
(q—a ueCy

esify(0)e > L, alors

1
Vk>=0 lim lim
t—o00, q—0 n—oo | Xp|q
{q—a

Xn(u) = xg.
ueey



7.6. Conclusion 119

7.6 Conclusion

Nous avons considéré un processus de Galton—-Watson a plusieurs types dans
un cadre analogue au cadre du modele d’Eigen, et nous avons réussi a retrouver
le phénomene de seuil d’erreur et les différentes distributions de quasi—espece,
comme dans la partie I. Méme si les résultats obtenus marquent un premier pas
pour justifier l'utilisation des concepts de seuil d’erreur et de quasi—espece pour
des populations finies, les résultats sont peu surprenants et en partie insatisfai-
sants.

Peu surprenants car 1’objet central dans I’étude du processus de Galton-Watson
est la matrice W = fM, avec sa valeur propre maximale et vecteur propre as-
socié. Ces objets jouaient déja un role centrale dans le cas du modéle d’Eigen.
Insatisfaisants, car nous ne pouvons pas mesurer 'impact de la taille de la po-
pulation avec ce modéle. En effet, la croissance exponentielle de la population
fait que la taille de la population dépasse le nombre fini de génotypes apres
quelques générations, ce qui était justement ce que nous voulions éviter (cf. le
chapitre|6).

Pour surmonter cette difficulté, nous considérons ensuite les modele de Wright-
Fisher et le modele de Moran, qui, a la différence du processus de Galton-
Watson, sont des modéles avec une taille de population constante. Cela nous
permettra de mieux comprendre le role joué par la taille de la population.






Troisiéme partie

Le modele de Wright-Fisher






Chapitre 8

Introduction

Imaginons maintenant une population finie d'individus haploides, et intéres-
sons nous a un gene concret de son génome, qui peut présenter deux alleles
a ou A. Le modele proposé indépendamment par Ronald Fisher [36] et Sewall
Wright [86] étudie la variation de la proportion des alleles quand la popula-
tion évolue. Dans le modele de Wright-Fisher, la taille de la population, m, est
constante au cours du temps. Pour passer d'une génération a la suivante, nous
tirons m individus au hasard, avec remise, de la population courante, que nous
appelons les enfants, et qui forment la nouvelle génération. Il s’agit donc d"une
évolution ot les différentes générations ne se superposent pas. Pour introduire
la sélection dans le modele, le tirage au hasard est fait en fonction de la fitness
de chaque individu, et pour introduire les mutations, chaque enfant mute selon
le noyau de mutation voulu. Le modele de Wright-Fisher s’étend naturellement
a une population avec un nombre fini quelconque de types.

Suivant les lignes proposées par Cerf dans [11]], nous allons considérer le mo-
dele de Wright-Fisher dans le méme cadre que le modéle d’Eigen : un nombre
fini de types avec une fonction de fitness et un noyau de mutation. Le modéle de
Wright-Fisher décrit ci-dessus donne naissance a une chaine de Markov. Sous
des hypothéses raisonnables sur le paysage de fitness et le noyau de mutation,
la chaine de Markov de Wright-Fisher est ergodique, et nous pouvons donc
nous intéresser a la distribution des types quand le nombre de générations tend
vers l'infini ('analogue des solutions stationnaires du systeme d’équations dif-
térentielles d’Eigen). L'étude du processus de Wright-Fisher est nettement plus
difficile que celle du processus de Galton-Watson, car la population constante
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Ronald Fisher et Sewall Wright

introduit un couplage entre les différents individus. Nous allons donc nous
concentrer sur le cas le plus simple : celui du paysage a un pic.

Pour retrouver un phénomene de seuil d’erreur et une distribution de quasi-
espece, il ne suffit pas cette fois—ci de considérer le régime asymptotique du
modele d’Eigen et du modele de Galton-Watson (cf. la section B.4). En effet,
la présence d’'un nouveau parametre, la taille de la population, nous oblige a
concilier le régime asymptotique du modele d’Eigen et la limite des grandes
populations; la fagon la plus naturelle de procéder est de considérer que la lon-
gueur du génome et la taille de la population sont du méme ordre. Ainsi, Cerf
obtient une courbe critique séparant un régime de désordre et un régime de
quasi—-espece [11]]. Il obtient aussi la concentration de la master sequence dans
le régime de quasi—espéce, qui coincide avec la concentration de la master se-
quence pour le modele d’Eigen associé. L'objectif de cette partie est de montrer
qu’il en est de méme pour les concentrations des autres classes de Hamming.

Nous pouvons distinguer deux comportements radicalement différents dans
le processus de Wright-Fisher : quand la master sequence est présente dans
la population et quand elle ne l'est pas. En effet, si la master sequence n’est
pas présente dans la population, la population est neutre, et le processus de
Wright-Fisher dédie son temps a explorer 1’espace d’états de maniere aléatoire.
Le temps moyen pour retrouver la master sequence, le temps de découverte, est
alors de l'ordre de la taille de 'espace d’états. Inversement, si la master se-
quence est présente dans la population, et si sa fitness est assez grande, elle
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met tres longtemps a disparaitre de la population, le temps moyen pour cette
disparition est appelé le temps de persistance. La comparaison entre le temps de
découverte et le temps de persistance donne lieu a la courbe critique mention-
née. Pour retrouver les concentrations des différentes classes dans la distribu-
tion de la quasi-espece, il suffit donc de se concentrer sur la région sur—critique,
et sur la dynamique du processus quand la master sequence est présente dans
la population.

Dans le premier chapitre, nous présentons le processus de Wright-Fisher, nous
énongons le résultat principal de cette partie, et nous donnons quelques résul-
tats de [11] utiles pour la suite. Une des principales difficultés est que la taille
de 'espace d’états croit avec la longueur des genotypes (il y a de plus en plus
de classes de Hamming). Pour surmonter cette difficulté, nous bornons ensuite
la chaine de Markov de Wright-Fisher par d’autres chaines de Markov plus
simples, dont 1'espace d’états ne croit pas, méme si la longueur du génome
grandit. Le chapitre final porte sur I’étude de ces chaines de Markov simplifiées.
Dans le régime asymptotique que nous allons considérer, les trajectoires de ces
chaines de Markov se concentrent sur des trajectoires déterministes, données
par un systeme dynamique. Le systeme dynamique en question est une version
discrete du systéme d’équations d’Eigen, et les points fixes du systeme dyna-
mique coincident avec les solutions stationnaires du systéme d’Eigen. Nous
avons donc deux points fixes, 0 et p*, out p* représente la distribution de la
quasi—-espece :

(lk ik
Vk>0  pf = (oe*a—1)gzg.
i1
De plus, le point fixe p* attire toutes les trajectoires avec une condition initiale
ayant la coordonnée 0 strictement positive. L'enjeu est de montrer que la me-
sure invariante des chaines de Markov simplifiées se concentre autour de p*. Le
probleme est que la mesure invariante est une fonction de toute la trajectoire du
processus; les chalnes étant ergodiques, elles sont ramenées prés du point fixe
0 une infinité de fois et elles pourraient y rester longtemps. Nous nous inspi-
rons de la théorie de Freidlin et Wentzell pour des perturbations aléatoires de
systémes dynamiques [38] pour contrdler les excursions des chaines de Markov
en dehors d"un voisinage de p* , et nous montrons ainsi que la longueur et la
fréquence de ces excursions deviennent asymptotiquement négligeables.






Chapitre 9

Modele et résultats

Dans ce chapitre, nous introduisons le modele de Wright-Fisher qui sera 1'ob-
jet de notre étude. Ensuite nous énongons le résultat principal. Pour finir nous
rappelons quelques outils de [11] dont nous aurons besoin au cours du texte.

9.1 Le modéle

Puisque notre objectif est de retrouver un phénomeéne de seuil d’erreur et une
distribution de quasi—espece pour le modéle de Wright-Fisher, nous reprenons
le cadre introduit dans la section [3.1| pour le modele d’Eigen. Nous considé-
rons donc des individus dont les génotypes sont des chaines de longueur { > 1
sur un alphabet fini A de cardinal k > 2. Nous nous donnons également une
fonction de fitness f : AY — RT, et nous supposons que les mutations ar-
rivent indépendamment au hasard sur chaque site de la chaine avec probabilité
q €]0,1[. La matrice de mutation (M(u,v),u,v € A") est donc donnée par :

dH(uyV)
M) = (L) gt uveat,

Comme précédemment, di;(u, V) représente la distance de Hamming entre u et
v,i.e., lenombre de digits o1 les deux chaines different. La taille de la population
est finie, nous la notons par m > 1. La taille de la population reste constante au
cours de l’évolution. Une population x est donc un élément de l'espace (A4)™.
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Nous construisons une fonction de sélection F : A x (Ae) ™ [0,1] & partir de f
comme suit :

[4 eym — .
Vue Al vxe (A% Flu,x) = oo > Lew—u

Dans ce modele, le mécanisme de transition d’une génération a la suivante se
décompose en deux pas. D’abord, nous échantillonnons avec remise m chromo-
somes de la population actuelle. L’échantillonnage est fait a ’aide de la fonction
de sélection F. Puis, chaque chromosome échantillonné mute selon la loi don-
née par la matrice de mutation. Le modéle de Wright-Fisher est une chaine de
Markov (X, )nen d’espace d’états (A“) ™ et de matrice de transition

YneN Vxye (AH)™

P(Xn+1 :y|Xn :X) = H < Z F(u>X)M(u)y(i))> .

1<i<m \ueAt

Ergodicité. Si la fonction de fitness f : A* — R est strictement positive, le pro-
cessus que nous venons de décrire est ergodique. Nous voulons retrouver une
distribution de quasi—espece pour le modéle de Wright-Fisher. Comme nous
avons bien observé pour le modéle d’Eigen dans la partie I que la distribution
de quasi-espéce apparait dans un état d’équilibre, nous allons supposer que
toutes les fitness sont strictement positives.

Hypothese. La fonction de fitness f : A' — R est strictement positive.
Sous cette hypothese, le processus de Wright-Fisher est ergodique.

Régime asymptotique. Le but des sections qui suivent est d’étudier le modéle
de Wright-Fisher dans le régime asymptotique

{ — +o0, m — +00, q—0,
g — a €]0,4+o0[ , T%L—>oc€[0,+oo],

afin de montrer I’existence d’'un phénomene de seuil d’erreur et d"une distribu-
tion de quasi—espece.
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9.2 Résultat principal

Nous ne considérons que le paysage a un pic. Soit o > 1. Il existe une séquence,
notée w* et appelée master sequence, telle que la fonction de fitness est donnée

par

Vue A f(u) = _
o s u=w".

{ 1 siu#w*,

Soit x une population dans (Ae)m. Fixons k > 0 un entier. Nous nous intéres-
sons au nombre N¥*(x) de chromosomes dans la population x a distance k de la
master sequence :

N¥(x) = card {i:1<i<m, du(x( =k}.

Notons par I(p, t) la fonction de taux gouvernant le principe de grandes dévia-
tions de la loi binomiale de parametre p € [0,1], i.e.,

vte 0,1 I(p,t) = thn S (1—t)nt—t
p I-p

Nous définissons, pour a € ]0, 4+o0[,

oe "1 si oe ¢ >1
p*(a) = o—1 ’

0 si oe”* <1,

P(a) = mf mf{ i I(#;k“,yk) +yk1<ea, %) :
p(0) = p*(a), pr =0, px, Y« € [0,1] pour 0 < k < l} :
Théoreme 9.2.1. Nous avons la dichotomie suivante :
e Siay(a)<Ink,alors

1
vk >0 lim  lim E<—Nk(Xt)> —0.
¢,m—o00,q—0 t—o0 m
tq—a, o
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e Siay(a)>Ink,alors

vk >0 lim  lim E(lNk(x )) — of = ( *a—l)a—k > ©
- ¢,m—o0,q—0 t—o0 m t = P = o€ k! ‘ ot '
2q—>a,%—>o¢ izl
De plus, dans les deux cas,
1
vk >0 lim  lim Var(—Nk(Xt)> —0.
¢,m—o00,q—0 t—o0 m

tq—a, o

Donnons d’abord quelques idées de preuve pour le résultat principal. Le pro-
cessus de Wright-Fisher (X,,)n>0 nest pas trés maniable, car son espace d’états
est énorme et n’est muni d’aucun ordre naturel. Dans le méme esprit que pour
le processus de Galton-Watson le premier pas sera donc de réduire l'es-
pace d’états du processus et d’en dériver un processus plus simple, le processus
d’occupation (On)n>o. Le processus d’occupation ne garde que l'information
pertinente, i.e., le nombre d’individus dans chaque classe de Hamming. Le pro-
cessus d’occupation est encore une chaine de de Markov, qui a la vertu d’étre
plus simple que le processus original, et dont I'espace d’états est muni d'un
ordre naturel. C’est 1’existence de cet ordre qui nous permettra de comparer le
processus d’occupation avec des chaines de Markov encore plus simples.

Nous fixons ensuite K > 0 et nous étudions la concentration des individus dans
la K-ieme classe de Hamming. Pour cela, nous démarrons le processus d"une
distribution d’occupation n’ayant aucun individu dans les classes 0,...,K, et
nous estimons le temps moyen que le processus met a trouver un individu dans
les classes 0,...,K, c’est ce que nous appelons le temps de découverte. Egale-
ment, nous démarrons le processus d'une distribution ayant des individus dans
les classes 0,...,K, et nous estimons le temps moyen qu’il faut pour que tous
les individus dans les classes 0, ..., K disparaissent, c’est ce que nous appelons
le temps de persistance. Asymptotiquement, quand x\p(a) < Ink, le temps de
persistance devient négligeable par rapport au temps de découverte, tandis que
quand oap(a) > Ink, c’est le temps de découverte qui dévient négligeable par
rapport au temps de persistance. Ce fait suffit déja a démontrer la premiére as-
sertion du théoreme Pour le cas K = 0, ceci a été démontre dans [11]. Pour
le cas général K > 0, le traitement est le méme que pour le cas K = 0, et la
démonstration n’apporte aucune contribution a la compréhension du modele.
Nous allons donc admettre ce fait et nous allons nous concentrer sur le cas plus
intéressant ccp(a) > In k.
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Pour traiter le cas ocp(a) > Ink, nous construisons un couplage, afin de com-
parer le processus d’occupation avec des processus plus simples. Les proces-
sus simplifiés seront des chaines de Markov qui répliqueront la dynamique
des classes de Hamming 0, ..., K seulement. Ces chaines de Markov peuvent
étre vues comme des perturbations aléatoires d'un méme systéeme dynamique
avec deux points fixes : un point fixe instable en 0 et un point fixe stable en p*.
Nous utiliserons la théorie développée par Freidlin et Wentzell [38], ainsi que
quelques estimations utiles de [11], pour montrer que les processus perturbés
passent la plupart de leur temps prés du point fixe stable p*, ce qui permettra
de montrer que les mesures de probabilité invariantes des processus perturbés
se concentrent autour de p*.

9.3 Lumping

L'espace d’états du processus de Wright-Fisher (A*)™ n’est pas toujours tres
maniable. Il y a deux fagons naturelles de le réduire. L'idée, dans les deux cas,
est de ne plus regarder chaque génotype mais seulement les classes de Ham-
ming. Nous construisons ainsi deux processus. Le premier processus remplace
le génotype de chaque individu par la classe de Hamming auquel il appartient,
nous 'appelons processus de distance. Le deuxiéme processus compte le nombre
d’individus dans chaque classe de Hamming, nous 'appelons processus d’oc-
cupation. L'outil clé pour cette construction est le lemme de lumping pour des
chaines de Markov (cf. 'annexe [B). Nous formalisons ces idées dans les lignes
qui suivent. Soit H : A* — {0,...,¢} I'application qui a chaque génotype u
associe sa classe de Hamming vis—a—vis de la master sequence :

Vue A Hu) = du(u,w?).

La fonction de fitness f : A' — R* du paysage a un pic respecte les classes
de Hamming. Nous pouvons donc définir une nouvelle fonction de fitness fy :
{0,...,{} — R* en posant fy;(k) égale a la valeur commune de f(u) pour u
dans la classe de Hamming k :

o sik=0
Vke{0,...,¢ fu(k) = ’
{ J nik) { 1 sik>1.

D’apres le lemme le noyau de mutation respecte aussi les classes de Ham-
ming. Nous en dérivons un noyau de mutation (MH (b,c),0 < b,c < €), donné
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par:
_ E=b\ (DY 0 ek 9 \Y(;__9 \"
Mu(b,c) = Z (k )(l)q (1-q) <K—1) (1 |<—1> '
0<k<e—b
0<1<b
b—1l+k=c

Processus de distance. Nous définissons ensuite une fonction vectorielle H :
(AHY™ — {0,...,}" par:

x(1) H(x(1)
Vx = : e (AH™ H(x) = :
x(m) H(x(m))

Nous définissons le processus de distance (D )n>o par
Vyn=>0 D, = H(X,).

Le processus de distance est un processus de Markov, ce qui se voit d’apres le
théoreme de [umping B.1|et la proposition suivante :

Proposition 9.3.1. La matrice de transition p du modele de Wright—Fisher (Xn)n>o
vérifie :

Vee{0,....,0}™ Vx,ye (AY™

La démonstration est similaire a celle de la section Nous concluons grace
au théoreme de lumping que le processus de distance (D, )n>0 est un pro-
cessus de Markov. L'espace d’états du processus de distance est{0,...,£}™ etla
matrice de transition py est donnée par :

Vd,ec{0,... 0™

B f(d(3))Mu(d(), efi))
puldre) = 1] (12 fH(de+-~+fH(d(mn)'
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Processus d’occupation.

Notons P} I'ensemble des partitions ordonnées de 'entier m en au plus ¢ + 1
parties :

Py = {(0(0),...,0(0)) e N :0(0)+---+0(f) =m}.

Nous interprétons ces partitions comme des distributions d’occupation. La par-
tition (0(0),...,0({)) correspond a une population qui a exactement o(l) chro-
mosomes a distance 1 de la master sequence, pour L € {0,...,{}. Soit O I'appli-
cation qui a chaque population x € (A')™ associe la distribution d’occupation
correspondante :

Vke{0,...,0} 0K = > Ty«
1<i<m
Nous définissons le processus d’occupation (On)n>o par:

Vyn>0 On = 0(Xy).

Le processus d’occupation peut également étre obtenu a partir du processus
distance. En effet, nous définissons 'application Oy : (AY)™ — P, par:

vde (A9™ Vke{0,...,t}  On(d(k) = >  lag-x-
1<i<m

Nous avons dong,
Vxe (AH™  0x) = On(H(x)).

La démonstration de ce résultat est similaire a celle de la section|7.3] Nous pou-
vons donc appliquer le théoréme de lumping [B.1| pour conclure que le proces-
sus (On)n>o est bien un processus de Markov. L'espace d’états du processus de
Markov (On)n>o est P{,, et la matrice de transition po est donnée par :

/ gym / =
Vo,o" € Py pol(o,0) Zoghgeo(h)f‘*(h)

0<h<t

9.4 Couplage et monotonie

Cette section est un résumé de la section 5 de [11]. Nous reproduisons sans
démonstration les points les plus importants pour la suite du texte.
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Nous construisons tous nos processus dans un grand espace de probabilité
(Q, F, P) ayant les variables aléatoires indépendantes suivantes, toutes avec loi
uniforme sur l'intervalle [0, 1] :

uvy, n>1, 1<i<m, 1<j<{,

Sty m>1, 1<i<m
Nous posons
1 1,1 1,0
stoount o.oooub
Vyn>1 R, = : : :
1 Ni
smouym! ... oym

La matrice aléatoire R,, sert a accomplir le n—-iéme pas de la chaine de Markov
(Xn)n>o. Par construction, la suite (R, )n>1 est une suite de matrices aléatoires
indépendantes et identiquement distribuées a valeurs dans 1’'espace R des ma-
trices de taille m x (£ + 1) avec coefficients dans [0, 1].

Mutation. Pour coupler le mécanisme de mutation, nous définissons une appli-
cation
My :{0,...,0} x [0,1]* = {0,...,¢}.

Nous posons

Vb e{0,...,0} Yuy,...,u, € [0,1]"

b J4
Mu (b, uq, ... ug) :b_Zluk<q/(K71)+ Z 1uk>1—q-
k=1 k=b+1

L’application My est définie de sorte que si Uy, ..., U, sont des variables aléa-
toires indépendantes et uniformes sur l'intervalle [0,1], alors pour tout b €
{0,...,€}, laloi de My (b, Uy,...,U,) est donnée par la ligne de la matrice My
associée a b, i.e.,

\V/CE{O,...,E} P(MH(b,ul,...,Ue):C) = MH(b,C).

Sélection pour le processus distance. Nous définissons une application

Sy :{0,..., ™ x [0,1] —{1,...,m}.
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Pour d € {0,...,L}™ et pour s € [0,1[, nous définissons 8(d,s) = iouiestle
seul indice dans {1,...,m} tel que

fuldd) +--+fldi-1)) = fuldd)+---+fuldi)
fru(d(1) + -+ fu(d(m)) = fr(d(1) + -+ fu(d(m))
L’application 8 est définie de sorte que si S est une variable aléatoire de loi

uniforme sur l'intervalle [0, 1], alors pour tout d € {0,...,£}™, laloi de 81(d,S)
est donnée par

fr(d(i))
fu(d(1) + -+ fu(d(m))

vie{l,....m} P(8u(d,S)=1i) =

Couplage pour le processus distance. Nous définissons une application
Wi {0, , ™" x R —{0,...,0}™.

pour coupler le processus distance avec différentes conditions initiales. L'appli-
cation ¥y, est définie par

Vre®R vdelo,... 0™
MH(d(SH(d,T(l,1))),T(1,2),...,T(1,€+1))
Yu(d,r) = :

My (d(8n(d, r(m, 1)), 1(m,2),...,7(m,{ + 1))

Soit d € {0,...,£}™ le point de départ du processus. Nous construisons le pro-
cessus distance (D )n>o en prenant Dy = d et

Vn = 1 Dn = WH (anl)Rn) .

Le processus (Dy,)n>o est une chaine de Markov issue de d et de matrice de
transition py.

Sélection pour le processus d’occupation. Nous définissons une application
8o : Py x [0,1] — {0,...,L}. Pour 0o € Py}, et s € [0,1[, nous définissons
8o(0,s) =lou lestle seul indice dans {0, ..., ¢} tel que

0(0)fH(0) +---+o(l=1)fu(l1—1) <s 0(0)fu(0) +-- -+ o(V)fu(l)
0(0)fu(0) +--- 4+ o()fu (L) h 0(0)fr(0) 4+ -+ +o(O)fu(€)

L’application 8¢ est définie de sorte que si S est une variable aléatoire uniforme
sur l'intervalle [0, 1], alors pour tout o € P, la loi de 8¢ (0, S) est donnée par

o(l) fu(l)

v1e{0,...,t}  P(80(0,8)=1) =
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Couplage pour le processus d’occupation. Nous définissons une application
Yo : Pty x R — P pour coupler le processus d’occupation avec différentes
conditions initiales. Nous définissons 1’application ¥ comme suit :

VreR Voe P,

My (d(8n(d,r(1,1))),7(1,2),...,7(1,0+ 1))
Yo(o,1) = On :
My (d(8n(d, r(m, 1)), 7(m,2),...,7(m, ¢+ 1))

Soit o € Pt le point de départ du processus. Nous construisons le processus
d’occupation (On)n>o en prenant Oy = o et

Vn = 1 On = \yo (Onfl,Rn) .

Le processus (On)n>o est une chaine de Markov issue de o et de matrice de
transition po.

Monotonie. L'espace { 0,. .., {}™ est naturellement muni d"un ordre partiel :
d<e <+« Vie{l,....m} d(i) <e(i).

Par le lemme 'application My est croissante vis-a-vis de la classe de
Hamming, i.e.,

Vb,c€{0,...,4} Vuy...,u, €[0,1]

b<c = Mulbyuy,...oug) < Myley,ugy...,ug).

Lemme 9.4.1. Dans le cas neutre o = 1, 'application Sy est croissante vis—a—vis de
la classe de Hamming, i.e.,

Vd,ee{0,..., 0™ Vsel0,1] d<e = d(8u(d,s)) < e(Sule,s)).

Lemme 9.4.2. Dans le cas neutre o = 1, l'application Wy, est croissante vis—a—vis des
distances, i.e.,

Vd,ee{0,...,0}™ VreR, d<e = WYyu(d,r) < Yu(er).

Corollaire 9.4.3. Dans le cas neutre o = 1, le processus distance (D )n>o est mono-
tone.
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Nous définissons un ordre < dans l'espace Py}, comme suit. Soient 0,0’ deux
distributions d’occupation. Nous disons que o est inférieure ou égale a o, et
nous écrivons o < o/, si

Vi<t  o(0)4---+o(l) < o'(0)+---+0'(1).
L’application 8¢ est décroissante vis—a—vis de la distribution d’occupation, i.e.,
Vo,0' € Pt Vs e[0,1] o0=<0 = 8plo,s) = 8p(0ys).

Lemme 9.4.4. L'application Vo est croissante vis—a—vis de la distribution d’occupa-
tion, i.e.,

Vo,0' € Pl VreR o=x0o" = WYo(o1) = ¥o(o',7).

Corollaire 9.4.5. Le processus d’occupation (O )n>o est monotone.

9.5 Convergence vers un modele de Moran

Afin de donner un argument heuristique de notre résultat principal, nous fai-
sons ici une petite parenthése pour donner un résultat du type loi des grands
nombres pour le processus de Wright-Fisher. Nous le faisons dans un cadre plus
général que celui que nous avons introduit ci-dessus. Nous considérons 1'en-
semble de génotypes {1,..., N}, une fonction de fitness f : {1,...,N} — R*,
et un noyau de mutation (M(i,j),1 < i,j < N). Nous notons par m la taille
de la population. A chaque population x € {1,..., N }™, nous pouvons associer
une distribution d’occupation z, = (z«(1),...,zx(N)) par:

m
Yk >0 z (k) = Z 1i)=x
im1

et une fitness moyenne ¢(x) par :

N
b(x) = ) f(k)z(k).
k=1

Le processus de Wright-Fisher est la chaine de Markov (X, )n >0 a valeurs dans
{1,...,N}™ et de matrice de transition p donnée par :

N y(i)
Yoy e{l. NI pivy) = ] (ZMM(KU) :

1<igm
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Soit (Zn)n>0 = (zx,,/M)n>0 le processus d’occupation normalisé associé au pro-
cessus de Wright-Fisher. Soit 8™ le simplexe a N coordonnées :

8N = {uG 0, 10N :ug + - - - +upn :1},
et définissons I'application F: 8N — 8N par:

fliw

Vues8™N Vke{l,....N}  Flu) =
¢ ) Zlghgw f(h)un

M(i, k).

Nous avons le résultat suivant :

Théoréeme 9.5.1. Soit & > 0. Pour tout u € 8N :

lim P<|Zl—F(u)| >6‘ZO= %) — 0.

m—00

Nous en déduisons immédiatement le résultat suivant.

Corollaire 9.5.2. Soient 8, T > 0. Pour tout u € 8N :

lim P( sup \Zn—z(n)\>6‘zoz%> =0,

m—00 0<n<T

ot (z(n))n>o est la trajectoire donnée par le systeme dynamique z(0) = wet z(n) =
Fzin—1)),n>1

Le systeme dynamique apparaissant dans ce résultat est une version discréte
du modele d’Eigen, et avait déja été proposé par Moran comme modele d’évo-
lution d"une population avec sélection et mutation [58, 59]. Nous procédons
maintenant a la démonstration du théoreme.

Démonstration. Soient d > 0 etu € 8N. Nous avons :

Mz

P(1Z1 = F(wl > 8) = P( 1Z4(k) = Fe(w)P >52>

~
I

1

<

P(1Z1(k) — F(w)] > 8/VN)

M z

1

k=
< P(1Zi(k) — E(Z1(K)] > §/2V'N) + P(IE(Z4(k)) — Fie(w)] > 8/2VN)
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Or, la variable aléatoire Z, (k) est donnée par :

1 m
Zi(k) = n_lzlxl(i):k-
o1

Les variables aléatoires Y; = 1x,(i)=k, 1 < 1 < m sont des variables aléatoires
indépendantes et identiquement distribuées, de loi de Bernoulli de parametre
px = F(lum]/m). Nous avons donc E(Z;(K)) = px et Var(Z;(k)) = px(l —
Px)/m. Quand m tend vers l'infini, la premiere des probabilités de droite dans
la formule ci—-dessus tend vers 0 grace a 1'inégalité de Chebyshev. La deuxieme
tend aussi vers 0 car pyx converge vers Fy(u) quand m tend vers 'infini. O






Chapitre 10

Bornes stochastiques

Dans cette section, nous construisons un processus inférieur (O, ),,>o et un pro-
cessus supérieur (OX*1),, - pour borner stochastiquement le processus d’occu-
pation (On)n>o, i.e., pour tout o € PP, si Of = Og = Og“ = o, alors

Yn>0 0f <0, < Ok,

Les processus (0% )n>o et (OX*1), 5 auront la vertu d’étre plus simples que le
processus (Oyn)n>o, tout en gardant I'information pertinente sur la dynamique
des coordonnées 0, . .., K.

10.1 Processus inférieur et supérieur

Décrivons de maniére informelle la dynamique du processus inférieur. Soit K <
(. Lorsque la master sequence n’est pas présente dans la population, le pro-
cessus (Of)n>o évolue exactement comme le processus originel (O, )n>o. Des
qu’'une master sequence apparait, tous les chromosomes dans les classes K +
1,...,{sont envoyés dans la classe de Hamming (. Tant que la master sequence
est présente dans la population, tout chromosome qui mute vers les classes
K +1,...,{ est directement envoyé a la classe {. La dynamique du processus
supérieur est similaire, sauf que nous remplagons la classe de Hamming { par
la classe K + 1. Nous formalisons cette construction dans le reste de la section.
Nous définissons deux applications 7, mx 1 @ Py, — PP, en posant pour
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oc Py,

m(o) = (0(0),...,0(K),0,...,0,m—(0(0) +-- -+ o(K))),
mk41(0) = (0(0),...,0(K),m—(0(0) + - -- + 0(K)),0,...,0) .

Evidemment,
Voe Py me(0) = 0o =X mk41(0).

Notons par W* I'ensemble des distributions d’occupation ayant au moins une
master sequence, c’est-a—dire,

W ={oe®P :00) =1},

et soit N 1'ensemble des distributions d’occupation n’ayant aucune master se-
quence, c’est-a—dire,
N={oeP :0(0)=0}.

Définissons :
Oler = (1,0,...,0,m —1), oy = (0,...,0,m),
Ogntelr:(maoa-”)o)) 0:;;:1 = (0,m,0,...,0).

Les distributions d’occupation ol et ol sont les minima absolus des en-

sembles W* et N. Les distributions o et 05! sont les maxima absolus des
ensembles W* et N. Soit Wo 1’application de couplage définie dans la section[9.4]
Nous définissons une application inférieure Y en posant pour o € P, et

reR,

Yo(o,T) sioeNetW¥o(o,r) & W*
W (o,1) 0% e sio € NetW¥o(o,1) € W*
) .
e (Wo(me(o),r)) sio € W*etWo(m(o),r) €N
Oexit sio € WetWo(me(o),r) e N

Egalement, nous définissons une application supérieure ¥{*! en posant pour
oc Pl etreR,

Yo(o,T) sioe Net¥Yo(o,r) &€ W*
YKo 1) — ok+l sio € NetWo(o,1) € W*
) - .
k1 (Yo (mk41(0),1))  sio € W* et Wo(mki1(0),1) € N
ol H sio € W*et ¥y (mxiq(0),7) €N
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Le lemme entraine que l'application ¥, reste en—dessous de 1’application
Yo et I'application Wt reste au-dessus de 'application ¥ au sens suivant :

Voe P, VreR Y8 (o,1) = Wolo,1) < WEH (0,1).

Nous définissons un processus inférieur (0! )n>o et un processus supérieur
(OX+1),.50 a l'aide d'une suite i.i.d. (R, )n>1 et des applications V§ et Y. Soit
o € P, le point de départ des processus. Nous posons Of = Of ™' = o et

vn>1 Oy =V¥5(0L ,Ra),  OF"' =¥ (O, Ry).

Proposition 10.1.1. Supposons que les processus (O )ns>o, (On)nso et (OX™1), 150,
sont issus d'une méme distribution d’occupation o. Nous avons alors

Yn>0 0f <0, < Ok,

Démonstration. Nous allons montrer 'inégalité par récurrence sur n € N. Pour
n = 0 nous avons bien Oy = Of = OX™(0) = o. Supposons que I'inégalité est
vraie au temps n € N, c’est-a—dire que OfﬂL < 0, =< OE“. Nous avons

O$l+l = \P% (Ofm Rn+1) y
On+1 = Yo (OTI) Rn+l) )

K+1 _ wK+1 K+1

Par le lemme et I’hypothese de récurrence nous obtenons
WO (Ofw Rn+1) = WO (On) Rn+1) = WO (OTI‘(L+1) Rn+1) .

L’application ¥} est en—dessous de l'application Yo, et I'application ¥t est
au—dessus de 'application ¥, donc,

\y?) (Oﬁ> Rn+1) = lyO (Ofw Rn+1) )
Yo (ORt Rup1) 2 WG (OR, Ruya)

n

Les inégalités précédentes donnent bien 0%, ; < O,y < OXTL O

10.2 Dynamique des processus bornants

Nous étudions ici les dynamiques des processus (0% )n>o et (OX1), 5, dans
W*. Les calculs sont les mémes pour les deux processus. Soit © un symbole
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représentant K + 1 ou { et notons par (0%), >0 le processus correspondant. Pour
le processus (0%),,50, les états dans 1’ensemble

T° = {0€ PP :0(0) >1eto(0)+ - +o0(K)+0(0) <m}

sont transitoires, et les états dans N U (W* \‘3'9) forment une classe de récur-
rence. Nous observons le mécanisme de transition du processus restreint a 1'en-
semble W* \ 7°. Puisque

W\ T ={o€ P, :0(0) >1eto(0)+- +o0(K)+o0(8) =m},

un état dans W* \ 79 est totalement déterminé par les nombres d’occupation
des classes 0,...,K. Ainsi, dés que le processus (0%),>o est issu d’un point
de W*\ 79, la dynamique de (O5(0), ..., 03 (K)), ., est markovienne jusqu’au
temps de sortie de W* \ 7°. Notons (Z2),> la chaine de Markov a espace
d’états

D = {ze Nz 4z <m},

ayant pour matrice de transition : pour z,z’ € DX,
®Sizy,zp>1,

V=0 P(Z3.,=2'|Z3=2) =
P((0%.4(0),..., 09,4 (K)) =2’

eSiz=(0,...,0),

(08(0),...,08(K)) :z).

Les autres coefficients non diagonaux de la matrice de transition sont nuls. Les
coefficients diagonaux sont choisis de sorte que la matrice soit stochastique, i.e.,
la somme de chaque ligne vaut 1. Notons par p®(z,z’) la probabilité de tran-
sition précédente et calculons sa valeur. Nous introduisons d’abord quelques
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notations. Pour tout d > 1 et tout v € R¢ nous notons par |[v|; la norme 1 du
vecteur v :

h = il +---+val.

Pour une matrice carrée M € RY, et i € {1,...,d}, nous notons par M(i,-) ou
M,;. la i-eéme ligne de M, et par M(:,1) ou M.; la i-éme colonne de M. Nous
notons aussi par [MJ; la norme 1 de M dans R4

d

M = > Myl

L,j=1

Nous disons qu’un vecteur s € D¥*! est compatible avec un autre vecteur z €
DX+ et nous écrivons s ~ z, si

zZi)=0 = s(i)=0 Vie{0,...,K},
Izi =m = [sjy =m.

Nous disons qu'une matrice b € N (K+1)2

D*+1 et nous écrivons b ~ (s, z’) si

est compatible avec les vecteurs s,z €

vie{0,...,K} [b(i,)h <si  and  [b(D)h < z{.

Finalement nous définissons, pour i € {0,...,K}U{0}, le vecteur My (i) € D¥*!

par:
Myp(i) = (MH(i»O)> R MH(vi)) .

Soient z,z" € D*'! tels que zp,z, > 1. Ensuite nous utilisons la définition du
mécanisme de transition de (02),,~ pour calculer la valeur de p®(z,z’) :

PG(Z)Z,) = Z Z pe(zas)b>zl)>
)

s~z b~(s,z’
ou p(z,s,b,z’) est la probabilité que, sachant Z8 =z :

e pour i € {0,...,K}, s; individus de la classe i sont séléctionnés, et m — |s|;
individus de la classe 0 sont sélectionnés. La probabilité de cet événement est
donnée par :

m! (O-ZOJSOZfl .. 'ZSKK(m _ |Z|1)mf|5|1
X m
so! - s!(m —s|)! ((G—l)zo+m)
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e pour i,j € {0,...,K}, by individus mutent de la classe i vers la classe j, et
s; — [b(i, -)|; individus mutent de la classe i vers la classe 0. Pouri € {0,...,K},
la probabilité de cet événement est donnée par :

Si!
big! - - 'biK!(Si - |b(i> ‘)|1)!

X MH(i)O)bio - MH(i, K)biK(l _ |MH(i)|1)sif|b(i,-)|1 ’

e pourj €{0,...,K}, zj — |b(+,j) individus mutent de la classe de Hamming 6
vers la classe j, et m — [s|; — [z/[; + |bl; individus de la classe 6 ne mutent vers
aucune des classes {0, ...,K}. La probabilité de cet événement est donnée par :

(m —sy)!
(zg = b(-,0)[1)!- - - (zi — o+, K)[1)!(m — [s]y — 2’} 4 [b]1)!

X My (0, O)Zé_‘b("o)h - Mu(0, K)Z{(—\b('»K)h (1— |MH(9)|)m_|sll_|2/h+|bh .

Enfin,
! (0z9)%0z]" -+ g (m — 2y )™ sk
0 b A m 0 1 K
PBs o) = T (0- Dz m)m
K
si!
: Mii(i,0)%0 - My (1, K)P (1 — [Myg (1)) 1P
Ebm!"'bikl(si—\bi-h)!X n(1,0) (i, K)o My (1))

" (m —[s|y)!
(zy—10.0h)! - (zk — b)) (m — [sh — [zl +[bly)!

x My (8,0)70 b0l ... My (0, K)ol (1 — [Myy (0) )™ Ish =12/l bh

10.3 Bornes sur la mesure invariante

Notons par uh, 1o, ug™ les mesures de probabilité invariantes des processus
(O8)n>0, (On)nso, (OXF1), 0. Soit v la mesure image de po par 1'application

0(0) +---+o(K) c
m

0€ PR, — [0,1].
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Pour toute fonction g : [0,1] — R,

dve =
J[O,l]g Ve Jﬂ’?}Hg
= lim E(g .

n—o0 m

(0(0) + m + o(K)) dio (o)

Fixons g : [0,1] — R une fonction croissante telle que g(0) = 0. Nous avons
(grace a la proposition (10.1.1)) les inégalités suivantes. Pour toutn > 0,

04(0) + -+ + O (K)
o(HH )

<9

(On(O) +-+ On(K))

m

<

0%1(0) +---+0§“(K))
o = .

Nous prenons l'espérance, nous envoyons 1 vers 1’0o, et nous obtenons

o(0) +--- +o(K) 0
JTP?L 9( - ) duo (o)

< J gdvg <
[0,1]

(0(0)+---

m

duSt (o).

+0(K))
g

be,

Nous cherchons ensuite des estimations sur les intégrales ci-dessus. La straté-
gie est la méme pour les intégrales inférieure et supérieure. Soit 0 un symbole
représentant K 4+ 1 ou {. Nous étudions la mesure de probabilité invariante u).
Pour le processus (02),,>, les états dans T° sont transitoires et les populations
dans N'U (W* \ 7°) forment une classe de récurrence. Nous appliquons ensuite
un résultat de renouvellement, que nous donnons ci—dessous, afin d’exprimer
la mesure de probabilité invariante u° en fonction du processus (Z9),,>0. Soit
(Xn)n>o une chaine de Markov discrete a valeurs dans l'espace d’états fini E.
Supposons que (X, )n>o est ergodique et soit 1 sa mesure de probabilité inva-
riante.

Proposition 10.3.1. Soient W* un sous—ensemble de € et e un point dans €\ ' W*. Soit
f une fonction de € dans R. Soient

™ =inf {n>0:X, €W}, T=inf {n>1":X,=e}.
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Nous avons

Démonstration. Définissons deux suites de temps d’arrét, (T )ik>1 et (Tx)x>o. Po-
sons 19 = 0 et

7 =inf {n>0:X, €W}, H=inf{n>1:X,=¢e},

T =inf {n>mcq: Xy €W} T = inf {n > Xn=¢e},

Par la propriété de Markov forte, les excursions
(Xn>Tk<n<Tk+l>) k>1)
sont indépendantes et identiquement distribuées. En particulier, la suite

(Tk+1 - Tk) K>1

est une suite de variables aléatoires i.i.d.. La loi de chacune des variables aléa-
toires (Ti41 — Tk ) est laméme que la loi du temps d’arrét 1; quand le processus
(Xn)n>o estissu de e. Pour k > 1, nous décomposons T comme la somme

k—1
T = T1 + E Thi1 — Th) -
h=1

Puisque l'espace d’états € est fini et que la chaine de Markov (X, )n>0 est ergo-
dique, le temps d’arrét T; est fini avec probabilité 1, et donc intégrable. La loi
des grands nombres classique entraine que

lim — = E.(1y) avec probabilité 1.

Si le processus (Xy)n>o est issu de e, les temps d’arrét 17, T; satisfont 17 > 1,
Ty > 2, en particulier, I'espérance E.(T;) est strictement positive, d’ou

klim T = +00 avec probabilité 1.
— 00
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Nous définissons ensuite
VYn >0 Kn) =max {k>0:1e <n}.

Nous voyons que, avec probabilité 1, K(n) est fini pour toutn > 0. Par définition
de K(n), nous avons

Vn=>0 Tkn) S T < TK(n)+1)
De plus, comme Ty < 400 pour tout k, nous avons

lim K(n) = 400 avec probabilité 1.

n—oo

L'inégalité précédente peut alors s’écrire sous la forme :

k) o M TR Kn)+1
K(n) = Kn) =~ Kn)+1 Kn) -

Nous faisons tendre n vers 1'co et nous concluons que

lim Kn) _ 1
n—oo M B Ee(Tl)

avec probabilité 1.

Nous supposons que le processus (X, )n>o estissu de e. Soit f une fonction de €
dans R. Par le théoreme ergodique pour les chaines de Markov, nous avons

lim E.(f(X,)) = lim lif(xs).

n—oo n—oo M

Nous décomposons la derniere somme comme suit :

n

K(n) t—1
Zf(xs) = Z Z f(Xs) + Z f(Xs))

s=0 k=1 s=Tx_1 S=TK(n)
La somme
Tk—l
Nk - E f(Xs)
S=Tk—1

est une fonction déterministe de ’excursion (Xm T < n < Tk), donc les
variables aléatoires (N, k > 1) sont i.i.d.. Nous appliquons la loi des grands
nombres classique et nous obtenons

=
3

(n)
1
Iim —— Ny = E¢(Nyq) avec probabilité 1.
n—o00 K(n) 1

~
I
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Nous écrivons

n K(n) n
1 K(n) 1 1
- f(Xs) = N — f(Xs
n Z0 ( ) n § K(TL) ; * ! n Z( ) ( )
s= = S=TK(n

Nous avons

1 n
‘E > fX)

S=TK(n)

1
< (sup |f|>—(TK(n)+1 —TK(n))
o1 /M

) K(n) (K(n) +1 Txm)+1 TK(n)> )

< (sup f| Kn) Kmn)+1 K(n)

[0,1]

qui tend vers 0 avec probabilité 1 quand n tend vers I'co. Nous concluons que

1 n
1}1—{20 - % f(Xs) = E.(0) avec probabilité 1.
Ceci entraine le résultat voulu. O

Nous appliquons le résultat de renouvellement a la chaine de Markov (09),,>¢
restreinte a N U (W* \ ’J‘e), a 'ensemble W* \ 79, a la distribution d’occupation
09 et a la fonction o — g((0(0) + - - - + o(K))/m). Soient

T =inf{n>0:00eW}, T=inf{n>7":0)=00;]}.

Nous avons alors

(0(0)+~--

dud (o) =

* 0 0
E<Zg<on(0) + m+onm<))
n=0

E(T| Og = ngit)

m

J g + o(K))
Pl

e __ 0
OO - Oexit>

Tant que le processus (0%),, > est dans W*\ 79, la dynamique des coordonnées
(0%2(0),...,09%(K))n>0 est la méme que celle de la chaine de Markov (Z9),,>¢
définie a la fin de la section précédente. Supposons que (Z9),,5¢ est issue de z°,
ot z° est le point de D**! donné par

zt = (1,0,...,0), 2t = (m,0,...,0).
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Soit T; le premier temps ot la coordonnée 0 du processus (Z2 ), >0 s’annule, i.e.,
0 n /0

To = inf {n}O:Zg(O) =O}.
Comme le processus (09),, > entre toujours dans W* \ T° par le point 02, la
loi du temps 1) est la méme que la loi de T — t* pour le processus (09 )5 issu
de 02 Nous en déduisons que ((02(0),...,0%(K)), T < n < 1) et (22,0 <

n < TO) ont méme loi. Il s’ensuit que

E(t—1"

i 0%(0)+---+09(K
E(Zg( 5(0) + +n())

m

08 = 0%,) = E(t]Z8 =2°),

exit

0 __ .0 _
OO - Oexit) -

= (Z5(0)+---+Z8(K
E(Zg( HURSHED - ))

n=0

Nous pouvons alors réécrire la formule pour la mesure de probabilité invariante
1 de la maniére suivante :

(0ol g

E(Z 9(03(0) + - + og(K)) 08 onit>
n=0

E(T°|10§ = 0g) + E(T01Z§ =2°)

exit

2 (7900)+ -+ Z9(K
E(Zg( 8(0) + -+ 23 ))
n=0

g9
ba,

m

Zy = ze>

E(T 10§ = 0d) + E(T01Z§ =2°)

_|_

Nous essayerons ensuite d’estimer chacun des termes du membre de droite de
cette formule.

10.4 Comparaison avec la master sequence

Les processus que nous avons construits sont stochastiquement dominés par les
processus d’occupation inférieur et supérieur (O )n>o, (OKT1) 50 avec K = 0.
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Appelons (6©!) >0 et (B ),>0 les processus d’occupation inférieur et supérieur
avec K = 0. Pour un processus stochastique (X )n>o a valeurs dans P}, nous
définissons le temps de sortie de I'ensemble W* pour le processus (Xn)n>o
comme suit :

T(X) = 1nf{n 0: Xy, EN}

Soit 0 € W* le point de départ des processus (0% )n>o, (OX )50, (O )nso et
(©!)n>0. Nous avons

vne{0,...,t®H} 0 < 0! <okt <@,
Yne{0,...,7(0O*1)} oK+1<@1.

En particulier, pour tout o € W*,

<
< E(1(0*Y) |©§ =0) < E(T(O®") |©f=0).

De plus, la relation entre les processus © et O est naturellement conservée par
les chaines de Markov correspondantes. Soient (Z Jnso et (Z Jn>0 les chaines
de Markov obtenues a partir des processus (0! ),>0 et (O ),>0. Les chaines
de Markov (Z Jn>o0, (Z1 )ns>o répliquent la dynamique des processus (©% )n>o,
(©1)n>0 dans W*, de méme que les chaines (Z¢)n>o, (ZX1) 150 répliquent la
dynamique des processus (0% )n>0, (OX*1), 5o dans W*. Nous pouvons donc
étendre le couplage existant entre les différents processus d’occupation aux
chaines de Markov (Zfl)n%), (Z}l)n>o, (Z ) ns0, (ZXT1)150. Pour un processus
stochastique (X )n>o a valeurs dans DX+ nous définissons le temps de sortie
de l'ensemble {z € D¥*!: z5 > 1} pour le processus (X, )n>o comme suit :

TX) =inf{n>0:X,(0)=0}.
Nous obtenons les relations suivantes :

vne{o...,t(zHY} z% < z%0) < zK*Y0) < 7L,
Vvnel{o,...,t(z"N}  zKY0) < ZL.

Les chaines de Markov (Z"' Jn>o et (Z Jn>0 ont été étudiées en détail dans [11].
Grace aux inégalités précédentes, la plupart des estlmatlons asymptotiques dé-
veloppés dans [11] pour les chaines de Markov (Z (  )nso et (Z1)n>o restent va-
lables pour les processus (Z¢(0))n>0 et (ZXF1(0)) 0.



Chapitre 11

Chaines de Markov

Nous étudions dans cette section les chaines de Markov (Z ).~ et (ZX™),, 0.
Les calculs sont les mémes pour les deux processus, soit donc 6 un symbole
représentant { ou K + 1 et étudions la chaine de Markov (Z?2),,~,. Nous allons
faire des estimations dans le régime asymptotique

{ — 400, m — +o0, q—0, g — a €]0,+o0f .

Nous dirons qu'une propriété est vraie asymptotiquement si elle est vraie pour
{, m assez grands, q assez petit et {q assez proche de a.

11.1 Grandes déviations pour la matrice de
transition

Nous définissons 1'ensemble Dy C R¥*! par
Dk = {reR"!:ir>0,...,/ck >0andrg+---+rc <1},
Pour p, t € Dk nous définissons Ik (p,t) comme suit :

1—|th
1—Iph

K
t
Ik(p,t) = )_teln =+ (1—[th)In
k=0 Pk

Par convention, 0In(0/0) = 0. L'application I(p, -) est la fonction de taux gou-
vernant les grandes déviations d’une distribution multinomiale de parametres
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n et po, ..., pk. Nous avons I'estimation suivante pour les coefficients multino-
miaux.

Lemme 11.1.1. Soientn > N > 1et iy,...,in € Ntelsquei; +--- 4+ in = n. Nous
avons

N .
n! . i
IHW—F Eﬁ 1k111; <Nlnn+2N

Démonstration. Soit, pour n € N, $(n) = Inn! —nlnn + n. Nous avons

I
ln# =nlnn—n+¢n

, , 1k1nik—ik+d>(ik))
11 1IN-

N
:—Zlkln—+d> ZCP
k=1

I\/]z

k=1

Puisque 1 < ¢(n) < Inn + 2 pour tout n > 1, nous concluons que
N

N(nn + 2) )= > di) < Inm+2-N,
k=1

ce qui entraine 1'inégalité cherchée. O

Nous définissons une fonction h : Dy — Dy en prenant, pour tout r € Dy,

1

" e

(OTgy T1y. ..y TK) .

Nous définissons aussi une fonction I; : Dx x Dk x [0, 1] (K+D)? o Py — [0, +00]
en prenant, pourr,&,t € Dx et § € [0, 1)(K+1)?

Le(r, & B, t) = Tx(h(r) +ZakIK(MH( )& Bk, )

+ (1—|a|1)1K(MH( )y (1= 18l (to — 1B( Ol ti = IB(- KII) )
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Nous prenons le logarithme dans 1’expression de p® que nous avons donnée a
la fin de la section Nous avons, pour tout z,z’,s € DK+! et b € N(K+1)?,

K
Inp®(z,s,b,z') = —mlg <h<%>,%> — ZskIK(MH(k),sglb(k,-))
k=0
— (m —Ish) i (M (), (m — Is) ™ (zg — 1o, 0}, .., 2k — o[-, K] )

z

+ ®(z,s,b,z') = —m1g< , + ®(z,s,b,2).

s b z

m’ m’m’m
Le terme d’erreur @(z, s, b, z’) satisfait, pour tout m > 1,

Vz,z';s € DK Vb e NKTU° | d(z,5,b,2')| < C(K)(Inm+1),

out C(K) est une constante qui dépend de K mais ne dépend pas de m. Rappelons
qu’asymptotiquement, nous avons pour tout i,j > 0,

a1
. .. e sii<j
lim My(i,j) = (G—1)! )
{—00,q—0 .. .
tg—a 0 sii>].

Définissons, pour tout i,j € N,

Moo(laJ) - Zagn(}ﬁo MH(i»j)a
Zq)—>a

et pour k € {0,...,K}U{6}, soit M (k) le vecteur de Dx donné par
Moo(k) = (Moo(k) 0)) SRR Moo(k> K)) .

Pour t € Dy, nous appelons B(t) le sous—ensemble de [0, 1] (K+1)? des matrices
triangulaires supérieures 3 telles que 3(0,k) + --- + B(K,k) = tx pour tout

kel{0,...,K} ie.,
B(t) = {B € 0,115V B(1,)) =0,i>] et IB(,k)h =te, 0 <k < K}.
Pourt,&,t € Dy et B € [0,1]%+1)* nous obtenons

IK(rvaaﬁyt) si ﬁEB(t),

t—00,q—0 +00 sinon,

{q—a

lim IE(T» E») B»t) = {
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ot la fonction Ik (1, &, 3, t) est donnée par

Tk (r, & By t) = +Zakh< k), & "Bk, ) -

Nous définissons une fonction V; : Dx x Dy — [0, oo] en prenant, pour r,t € Dy,
Vl(r»t) - ll'lf{ IK(ra E,, B)t) : Ev S DK) B € B(t) } .

Proposition 11.1.2. Les probabilités de transition de la chaine de Markov (Z2),>0
vérifient le principe de grandes déviations gouverné par Vi : pour tout sous—ensemble
U, U’ de Dy et pour tout p € U, nous avons, pour tout n > 0,

—inf{Vi(p,t):teu’}

. . 4 0 o
< E,hllgnoc},r}qfaO mlnP(Z L €mU’|ZY = [pm])
{g—a

) 1
< limsup —In sup P(Z?lﬂ e mu’ ‘ Z8 = Z)
¢,m—o00,q—0 M zemU
{g—a

< —inf{Vi(r,t) :re Ut e U},

ol meJ = (LpOmJ)"'? LmeJ)'

Démonstration. Nous commencons par démontrer la borne supérieure. Soient
U, U’ deux sous—ensembles de Dy et soit z € mU. Pour toutn > 0,

P(ZoemUW(Zd=2)= >  p°zz)
z'emu’/NDK+1

= Z Zszsbz)

z’eémUu’/NDK+1 s~z b~

Grace aux estimations développées pour le coefficient p®, nous avons, pour tout
m>=1,

supuP(Ze+1 e mu’|Z% =z)
zem
M max {p°(z,s,b,z) :zeml, s~z, 2/ € mU, b~ (s,2/) } <
b
mC(K)exp<—mmin{1g<n£1 TTiL s %) :

zemlU, s~z z/ € mU’, b~(s,z/)}>,

<m
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ot C(K) est une constante qui dépend de K mais ne dépend pas de m. Pour
chaque m > 1, soient zp,, Sm, 2., € D1, by € {0,...,m}X+D’ trois termes
qui réalisent le minimum précédent. Les ensembles D et [0, 1] étant compacts,
quitte a extraire une sous—suite, nous pouvons considérer que quand m — oo,

Zm Sm bm z!
— E,, _ B ) =

— t.

Nous observons ensuite 1’expression

N

/

. Zm Sm Dm

lim sup —I(<—,—,—,—m .

¢, m—o0, q—0 m m m m
{q—a

Si B n’est pas une matrice triangulaire supérieure, ou si [B(-,j)li # t; pour un
desj € {0,...,K}, la limite est —oo. Nous n’avons besoin de considérer que le
cas ou 3 est triangulaire supérieure et |3(-,j)l; = t; pour toutj € {0,...,K}.
Dans ce cas, nous avons

. Zm Sm Dm Zm
limsup —I¢(—,—,—,—
£, m—s00, —0 m m' m’'m
{q—a

K
< _IK (h(p)) E») - Z EkIK (Moo(k)» Silﬁ(k, )) :
k=0
Ce qui entraine la borne supérieure du principe de grandes déviations :

1
limsup —In sup P(Z3,, e mU’'|Z) =z)
¢, m—o0, q—0 m zemUu
{q—a

< —inf{Ix(r,& B, t):re U, &€ Dy, p e B(t), telU'}.

Montrons ensuite la borne inférieure. Pour tout d > 1 et v € RY, nous définis-
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sons |v] = (|vo],...,|va]). Soient &, t € Dy et soit p € B(t). Nous avons

P(Z3 1 = [tm] | Z3 = [pm]) > p®([pm], [Em], [pm], [tm])
> m K exp (_ mIg(meJ, LEmJ) U?’mj) [tm | ))

m m m m

>1n(xmeq3<_nﬂk(h(mnu))mm4)

m m

— kZ: Exlk (MH(k)’ %) — (m— |L&m] |1>

)mmyﬂwummmf~¢erwmummm>>.

m—HEmHl

X IK (MH(G

Ou, a nouveau, C(K) est une constante qui dépend de K mais ne dépend pas de
m. Nous prenons le logarithme et nous envoyons m et { vers 'co et q vers 0.
Nous obtenons,

. 1 0 0
Aminf | InP(Zy = [tm] |2, = lem]) > —Ik(p & B Y).
{g—a

De plus, sit € U, pour m assez grand, [tm | appartient a mUl. Donc,

o 1 0 0
K,n111i>nool,l}qf—>0 TT_l InP(Zn+1 emu ‘ Zn = meJ) > _IK(p) E») B)t) .
{g—a

Nous optimisons sur &, 3, t et nous obtenons la borne inférieure du principe de
grandes déviations :

. 1 0 o _
&TT{]inog,I}:]f—)O m lnP(ZnH e mu ’ L, = mej)
{g—a

P _inf{IK(p)Ev»B)t) : E,E DK)B € ‘B(t)at € u}

]

Une démonstration similaire montre que les probabilités de transition de 1 pas
vérifient aussi un principe de grandes déviations. Pour | > 1, nous définissons
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une fonction Vi sur Dx x Dy ainsi :

1-1

Vi(r,t) = inf{ ZIK(pk)Eﬂo By Prr1) :
K=0
po =T, pr =1, px, & € Di, Px € B(t) pour 0<k<l}.

Corollaire 11.1.3. Pour 1 > 1, la probabilité de transition de | pas de (Z%),,>o vérifie
le principe de grandes déviations gouverné par Vi : pour tout sous—ensemble U, U’ de
Dy, pour tout p € U, nous avons, pour tout n > 0,

—inf{Vl(p,t) :teU’}

1
< s : = 0 / 0 —
< E,Trllgrlool,r}]f—)O mlnP(ZTL+1 emu’|Z) = [pm])
{q—a
1
< limsup —In sup P(Z),, € mU’'|Z) =z)
¢,m—00,q—0 M zemu
{g—a

< —inf{Vi(r,t):rel, tel }

Nous cherchons ensuite les zéros de la fonction de taux I (1, &, B, t). Nous avons
que

Ix(r,&,Byt) = 0 <= & = h(r) et i[5(k,~) = Mg (k) pour 0 <k < K.

Ex
Définissons une fonction F = (Fy,...,Fx) : Dx — Dk en prenant, pour r € Dk
etk €{0,...,K},
Kk ak*l
Fulr) = )_hne™* 5 —;

La chaine de Markov (Z?%),,>¢ peut étre considérée comme une perturbation du
systeme dynamique associé a I'application F :

2% € Dy, Vn>1 z" = F@z"}).
Nous rappelons que, pour r € Dy,

1
h(r) = m(mme oy TR
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Nous pouvons donc réécrire, pour k € {0,...,K},

e @ ak L
Fe(r) = ——— (= Y
) (0—1)r0+1(k!m°+;(k—i)lr)
Soit p* le point de Dk donné par :
. a Clk .'Lk
vk e{0,...,K} pr = (oe —1)Hi;g,

Proposition 11.1.4. Nous avons la dichotomie suivante :
e si oe” ¢ < 1, la fonction F admet un seul point fixe, 0, et (z™)n >0 converge vers 0.

e sioe ® > 1, la fonction F admet deux points fixes, 0 et p*. Si z§ = 0, la suite (™) nen
converge vers 0, et si z) > 0, la suite (z™)n e converge vers p*.

Démonstration. Pour k € {0,...,K}, la fonction Fy(r) est une fonction des pa-
rametres 1y, ..., Tk seulement. Nous pouvons donc résoudre par récurrence le
systeme d’équations

Fr(r) = 0 <k<K.

En effet, pour k = 0 nous avons

oe %1y
F =
o) = D 11
L’équation Fy(r) = 19 a deux solutions : 1 = 0 et o = pj. Pour k dans { 1,...,K},

nous avons

_a k Kk k—i

e a a
Fe(r) = — S (& B
(7] (o—1)r0+1(k!m°+;(k—i)!r)

Dong, Fy (1) = 1y si et seulement si

e—a ak k—1 ak—i
T o Irp+1—ea (E‘m*; (k—i)!)'

Nous obtenons une relation de récurrence. Pour la condition initiale 1y = 0, la
solution est 1, = 0 pour tout k € {0,...,K}, et pour la condition initiale vy = pg,
la solution est r, = pj pour tout k € {0,...,K}, comme nous pouvons le voir
dans la section
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Il ne reste qu’a montrer la convergence. Nous ne la montrerons que dans le cas
oe > 1,z) > 0. Les preuves des cas restants sont similaires ou plus simples.
Nous allons faire la preuve par récurrence sur les coordonnées. Puisque la fonc-

tion Fy(r) = oe %ry/((0 — 1)rg + 1) est croissante et concave en 1y, la suite
(2™(0))n>0 est monotone et converge vers pg;. Soit k € {1,...,K} et supposons
que

T{i_r)r;o(zg, s ’Z’]T;—l) = (pS> KRR p]ifl) .

Soit € > 0. Nous définissons deux fonctions F, F : [0,1] — [0, 1] en posant, pour
p€0,1],

e @ ak N
F(p) = —o(p; — P —
e ¢ ak N
F(p) =
(p) (0—1)(03—£)+1(k' (pg +€) +; pl+8)+p)
Par 'hypothese de récurrence, il existe N € N tel que pour toutn > Neti €
{0,...,k =1}, [pl* — pi| < &. Nous avons donc, pour tout n > N et pour tout
p € [0,1],

F(p) < Fulpg,--- 0k 1,0) < Flp).
Nous définissons deux suites, (z")n>n et (Z™)n>n, en posant zN = ZN = zt et

pour n > N
= Y, ).

F
Ainsi, pour tout n > N, nous avons z" < z}' < z". Puisque F(p) et F(p) sont
des polyndmes de premier degré, et que pour ¢ assez petit leurs coefficients
principaux sont plus petits que 1, les séquences (z")n>n et (Z)n >N convergent
vers les points fixes des fonctions F et F, qui sont donnés par :

. e ¢ ak k—1 ak—t .
P, = <—0(po )+ . (pi—£)>,

(c—1)(pj+€e)+1—ea\ K — (k —1)!
of = e’ akc( *+e)+k71 at (X +¢)
Pk T Do —e) +1—ea\ kP e '
Nous faisons tendre ¢ vers 0 et nous voyons que
—a k k—1 k—1
e a a
lim z" — x) — o
ne T (o 1)pr +1— (k’ o0 +;(k—i)zpl> Pics

ce qui conclut le pas de récurrence. O
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Nous étudions ensuite la fonction de taux V, que nous définissons en posant,
pour s, t € Dy,

1-1

Vis,t) = infVils,t) = infinf { RN

2

Po =S8, pL =1, px, &k € Dk, Px € B(tk) pour 0<k<1}-

Lemme 11.1.5. Supposons que oe~“ > 1. Pour s,t € Dy, nous avons V(s,t) = 0 si
et seulement si

o il existe L > 1 tel que t = F'(s),

eous(0)=0ett=(0,...,0),

eo0us(0) >0ett=p"

Démonstration. Soient s,t deux éléments de I'ensemble Dy tels que V(s,t) = 0.

Pour chaque n > 1, soit (pf, & By - - - Pi(n)) une suite de longueur l(n) telle
que py =, p‘f(n) =tet

1(n)—1

Z IK(p?) ?) ?)p{lJrl) <
i=0

1
o
Si la suite (1(n))n>1 est bornée, nous pouvons extraire une sous—suite

d(m) b)) pd(n) b(n)
(po n»‘io Tl>[~)’0 n""’pl(d?(n)))

telle que l($p(n)) = L ne dépend pas de n, et pour tout k € {0,...,1 —1}, les
limites suivantes existent :

lim p?™ = pr,  lim £2™ =&, lim P = B,.
n—o00 n—oo n—oo

L’application Ix étant semi—continue inférieurement,

Vk e{0,...,1 -1} Ik (pxy Exy Biy Pr+1) = 0.

Il s’ensuit que
Vke{0,...,1=1}  pi = F¥(py).
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Puisque py = s et p; = t, nous concluons que t = F'(s). Supposons ensuite
que la suite (1(n))n>o n’est pas bornée. Par le procédé diagonal de Cantor, nous
pouvons extraire une sous-suite

$(n) ¢d(n) pd(n) $(n)
(po )Evo af?’o a---»pl(q)(n)))
telle que, pour tout k > 0, les limites suivantes existent :

lim pf™ =pe,  lm g™ =&, lim BT = By
n—o00 n—o00 n—oo

L’application Ik est semi—continue inférieurement, nous avons donc

Vk >0 Ik (Pxy &Exy Biy Pr+1) = 0.

Il s’ensuit que
k>0 pi = F(po).

Supposons d’abord que s(0) > 0, et montrons que alors t = p*. Soit B* €
[0, 1]%+1” a matrice triangulaire supérieure donnée par :

Nous avons I(p*, F(p*), 3*, p*) = 0. Par continuité, il existe un voisinage U de
p* tel que

Vpeu vl(p*)p) < IK(p*)F(p*)>B*)p) < E.
Comme s(0) > 0, la suite (F“(s))n>0 converge vers p*, et il existe h > 1 tel que
F'(s) € U. En particulier,

lim p?™ = p, = F'(s) € U,

n—o0

d’ou, pour n assez grand, p> (™) est dans U, ce qui entraine

* * n n 1
V(p*,t) < Va(p*, o2 ™) + V(e ™ 1) < et

Nous faisons n — oo et ¢ — 0 et nous obtenons V(p*,t) = 0. Soient 5,y > 0 tels
que d < y/o et soit

K
V =1p*(0) = 8,p%(0) + 8[ x [ [1p* (k) —v,p" (k) +vI .
k=1
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Soit & l'infimum
X = ll’lf{ IK(pO> E»O) BO) pl) “Po € v) EO € DK) BO € [O> 1](K+1)2) P1 g V} :

L'ensemble V x Dy x [0, 1] (K+D? o (Dy \ V) est compact par semi—continuité
inférieure, il existe (pg, &%, BE, p3) € V x Dy x [0, 11K 5 (Dy \ V) tel que

X = IK(pS)aga BS) pT) .

Soit p € V et montrons que F(p) € V. La fonction F, est croissante et continue,

donc
Fo(p) € [Fo(p™(0) — &), Fo(p™(0) +3)].

De plus, nous avons
p*(0) — & < F(p*(0) —8) < F(p*(0) +8) < p*(0)+5.

Dong, Fo(p) €]p*(0) — 8, p*(0) + 8[. Soitk € {1,...,K}, nous avons

e ¢ ak . a_i
(0_1)(p*(0)+5)+1(v 0= +; _”)
< F(p) <
e—a ak . koogkti »
T 0481+ 3 Gte (0 +7)).
Puisque p* (k) vérifie la relation de récurrence
) e—a ak koogki »
oK = o (e 0+ e ).

et que 8 < v/0, les inégalités précédentes se mettent sous la forme

(0-_11?*( ) p*(k)—

v

(o —1)(p*(0) +8) +1 (oc—1)(p*(0) +08) +1
< Felp) <

(0 —1)p*(0) +1

(0—1)(p*(0) —3) +1

Y
(0 —1)(p*(0) =) +1°

p" (k) +
Ce qui entraine que, pour 0 assez petit,

p*(k) —v < Flp) < p"(k)+v.
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Enfin, F(V) C V. Nous concluons que p* # F(p*(0)) et o« > 0. C’est-a—dire que
toute suite (po, &o, Po, - - -, p1) telle que

1

peEV et > Iklpk, & Biyprst) < a
k=0

reste dans V. En particulier, tout point t satisfaisant V(p*,t) = 0 appartienta V.
Nous faisons 8,y — 0 et nous obtenons que t = p*.

Supposons finalement que s(0) = 0 et montrons que t = (0,...,0). Sip € D est
tel que p(0) > 0, pour tout & € Dy et B € [0,1]%*, nous avons Ik (s, &, B, p) =
+o00. Dong, toute suite (pg, &9, o, - - ., P1) Vérifiant py = s et

-1

D Tklprs &y Bry Prer1) < 400

k=0
doit aussi vérifier py(0) = 0 pour tout k € {0,...,1}. Nous concluons que, né-
cessairement, t(0) = 0. Il nous reste a montrer que t(1) = --- = t(k) = 0. Soit

¢ > 0. Nous avons Ix(0,0,0,0) = 0. Par continuité, il existe un voisinage U de
(0,...,0) tel que

vPeu Vl(oyp) < IK(0>0>0)p) < €.

Comme s(0) = 0, d’apres la proposition précédente, la suite (F™(s))n>o tend
vers (0,...,0), etil existe h > 1 tel que F*(s) € U. En particulier,

lim p?™ = p, = F*(s) € U,

n—o0

d’ou, pour n assez grand, p> ™) est dans U, ce qui entraine
1
V(0,8) < Va0, 07 ™) + Vo™, 1) < et

Nous faisons tendre n vers l'infini et ¢ vers 0 et nous obtenons V(0,t) = 0. Le
résultat t = 0 découle d'un argument similaire a celui qui nous a permis de
montrer que t = p* dans le cas s(0) > 0. O

11.2 Concentration autour de p*

Dans cette section, nous montrons que, quand oe™“ > 1, asymptotiquement, la
chaine de Markov (Z?),,>¢ se concentre autour du point p*. Expliquons d’abord
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l'idée de la preuve. La chaine de Markov (Z%),> est une perturbation du sys-
téme dynamique associé a I'application F. L'application F a deux points fixes,
(0,...,0) et p*. Le bassin d’attraction de (0,...,0) est I'ensemble D = {r €
Dy : v(0) = 0}, et le bassin d’attraction de p* est 'ensemble Dy \ D. D’abord
nous estimons le temps de sortie d"un voisinage de I’ensemble D ; nous compa-
rons la chaine de Markov (Z9),,>¢ avec les chaines de Markov dans [11] et nous
utilisons les estimations développées dans [11] pour conclure que le processus
(Z%)n>0 quitte le voisinage de 1’'ensemble D dans un nombre logarithmique de
pas avec une probabilité raisonnable. Puis nous estimons le temps que le pro-
cessus (Z%),>0 passe en dehors des voisinages de D et p*; le processus tend a
suivre les trajectoires discretes données par le systéme dynamique, nous ver-
rons donc que, avec trés grande probabilité, en un nombre fini de pas, le pro-
cessus rentre dans un voisinage de D ou de p*. Ces estimations, avec le principe
de grandes déviations pour la matrice de transition de (Z2),,~¢ que nous avons
démontré dans la section précedente, suffiront pour montrer que la mesure de
probabilité invariante du processus (Z% ).~ converge vers la masse de Dirac en

p*.
Pour simplifier la notation, nous enlevons l'indice 6 dans la suite, et nous le
mettons la ot il est absolument nécessaire. De plus, nous notons par P, et E,
les probabilités et espérances lorsque 1'état initial est z € D**1. Tout au long de
cette section, nous supposons que oe™ ¢ > 1.

Définissons

Dy = {reDx:0<1(0)<5}.

Lemme 11.2.1. Pour tout & > 0, il existe ¢ > 0, dépendant de o, tel que, asymptoti-
quement, pour tout zy € DK+ tel que zy(0) > 1, nous avons

1

on(zl(o) > O»'~'>Z|_clnmj—1(0) > O»ZLclnmJ S m(DK \D_é)) = elhm ®
m

Démonstration. Soit (Zf)@o la chaine de Markov inférieure dans [11]. Soit T le

premier temps ot le processus (Z!)>o s’annule :

T:inf{t}O:Zt:O}.
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D’apres les remarques dans la section nous avons

on (Z](O) > 0) SRR Z\_clnmj—l(o) > 0) Zl_clnmj € m(gK \D_é)) =
P.,(Z1(0) > 0,...,Z|ctnmj-1(0) > 0,Z|cinm| € m(Dx \ Ds), > |cInm])
> Pl (Zl > 0) ) ZLclnmjfl > O) ZLclnmj > m(p*(O) - 6)) .
Grace au lemme 7.7 dans [11], cette derniere probabilité est bornée inférieure-

ment par 1/m¢"™, ce qui donne le résultat voulu. O

Ensuite nous estimons la longueur d’une excursion du processus (Z9),,>o en
dehors des voisinages de D et p*. Pour p € Dk et &6 > 0, nous définissons le
d-voisinage de p par

U(p,8) = {reDx:Ir—pl<d}.

Lemme 11.2.2. Pour tout & > 0, il existe h > 1 et ¢ > 0, dépendant de §, tels que,
asymptotiquement, pour tout v € Dy avec vo > §, nous avons

Plrm) (Z1(0) > 0,...,Zn_1(0) > 0,Zn € mU(p*,8)) > 1 —exp(—cm).

Démonstration. Soit & > 0 et définissons I'ensemble X par
K={reD:rg=>06}.

Pour tout r € X il existe un entier positif h, > 0 tel que F'r(r) € U(p*,§/4). Par
continuité de l'application F, pour tout r € X, il existe aussi des réels positifs
8gy ..., 07, tels que &g,...,0; < 8/2et

Vk€{0,...,h } F(U(F(r),8} 1)) € U(F*(r),8;/2).

La famille { U(r,8)) : r € K} forme un recouvrement par des ouverts de I'en-
semble X ; puisque X est un ensemble compact, nous pouvons extraire un sous—
recouvrement fini, i.e., il existe N € Netry,...,mn € K tels que

N
K C Uy = |JUlrn,5).

n=1
Soit h = max{h,, : 1 <i < N} Pourn € {1,...,N}, nous prenons des réels
positifs 81" _4,..., 8" vérifiant, comme avant,

Vke{h, +1,...,h}  FUF(ra),82,)) C U(F¥(rn),8:"/2).
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Définissons

N
Vke{l,....h—1} Uy = U(F* (1), 81) .
k

n=1

Nous avons, pour tout r € X,

PLmrJ (Zl(O) > 0,...,Zh_1(0) > 0, Zh € mU(p*,é)) >
PLmrJ (Vk S {1,,}1} Zy € muk) .

Passons au complémentaire :

Plm (I €{1,...,h—1} Zy(0) =0 or Zy & mU(p",5))
< Prmj(Fk €{1,...,h} Zi & mly)
< Z PLmrJ (Zl emlUy,...,Zx 1 € mUy_q1,Zx ¢ muk)

1<k<h

< Z Z Plrm] (Zk—l =z, & muk)

I<k<h zemUy 4

< Z Z Pz (Zk g mUk)PerJ (Zk,1 = Z)

1<k<h zemUy 4

< Z max { P,(Z; ¢ mUy) :z € mUy_4 }.

1<k<h

Le principe de grandes déviations de la proposition [11.1.2| entraine que, pour
toutk € {1,...,h},

. 1
limsup —In max P, (Z1 ¢ muk) <
()m_>00’ q_>0 m ZEmUk_l
tg—a

—inf{I(r,&,[S,t) :Teuk—h E»€®> B GB(t)>t¢uk}-

Pour tout r € Uy_1, nous avons F(r) € Uy, 'infimum précédent est donc stric-
tement positif. Puisque h est fixé, nous concluons que

1
limsup —InPpy (Elk e{l,....hn—1} Zy =0 or Z, ¢ mU(p*,é)) <0,
¢,m—o0, q—0 m
{q—a

ce qui entraine le résultat voulu. O
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Corollaire 11.2.3. Soit & > 0. Il existe h > 1, ¢ > 0, dépendants de o, tels que,
asymptotiquement, pour tout € D \ (Ds UU(p*, 8)) et pour tout n > 0, nous avons

Plrm)(Ze € D \ (Ds UU(p*,8)) pour 0 <t <n) < exp <— cmL%J) .

Démonstration. Soit & > 0. Soit C = Dy \ (Ds UU(p*,d)). Soitr € C, et soient h >
1etc > 0 comme dans le lemme précédent. Nous divisons l'intervalle {0,...,n }
en sous—intervalles de longueur h, et nous utilisons 'estimée du lemme
sur chaque sous—intervalle. Soit i > 0, grace a la propriété de Markov,

Plrm)(Ze € C pour 0 <t < (i+1)h)
= Y Plm(Zie C pour 0<t < (i+1)h, Zin =2)

zeC

= ZPL”“J (Zt € C pour 0 <t <ih, Zin :z)
zeC
x P,(Z, € C pour 0<t<h)

< ZPLTmJ (Zt € C pour 0 <t<ih, Zin = Z)
zeC
X PZ(Z1(O) > 0,...,Zh,1(0) >0,Zn € mU(p*,é))
< Plrm(Z¢ € C pour 0 < t < ih)exp(—cm).

Nous itérons cette inégalité et nous obtenons :
Vi>0 Plrm] (Zt € C pour 0<t< ih) < exp(—cmi).

Nous finissons en prenant i = [n/h/|. O

Soit g : [0, 1] — [0, 1] une fonction continue, croissante et nulle en 0.

Proposition 11.2.4. Pour tout z° € D**! gvec z) > 1, nous avons

E(Z g(zn(o) + m + Z(K) ’Zo _ Zo))

n=0

lim
¢, m—>00, q—0 E(t9|Zg = 29)
{q—a

= glpg + -+ pk)-

Démonstration. Soit ¢ > 0. La fonction g étant continue, il existe 6 > 0 tel que

< €.

VpeUp*,28)  |glpo+--+px)—glpy+ - +pk)
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Nous définissons une suite de temps d’arrét pour controler les excursions de la
chaine de Markov (Z,,)n>0 en dehors de U(p*, ). Prenons Ty = 0 et

Ly : Z
T =infn >0: - e U(p*,d)} T =infin > T : — ¢ U(p*,20)}

To=infn > T 2N U, s) T = infln > T 2N ¢ U(p*,25)

Nous avons donc

> 9(2“(0) i — - Z”(K)) —g(p5+ -+ pk)T0 =
n=0

T Ato—1

k>1 n:Tk,I/\TO
Tk/\To—l

Yy (g<zn(0)+.1;1.+zn(l<)>_g(p3+_..+p;))'

k21 n=T; N1

En prenant des valeurs absolues,

To

> 9(2“(0) i — +Z“(K)) —glps+ -+ PR)T0

n=0

<
2g(1) ) (Te Ato—Te1 ATo) + €To -
k>1
Il nous reste a contrdler la somme. Définissons, pour n > 0,
Nn) =max{k>1:Tc1<n}.

Nous réécrivons la somme comme suit :

N (o)
Z(T;/\TO_kal/\TO) = (T]j/\To—kal).

k>1 1

—

~
I

Soitn > 0 et définissons le temps t}}, par :

th = exp (m(V(p*,0) +n)),
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ot V est la fonction de taux gouvernant la dynamique de la master sequence
(cf. [11]), i.e., pour tout x,y € [0,1],

1-1

Vix,y) = %1;1{inf{ D To(pry £k By Pres) ¢
- k=0

Po =S, PpL =1, px, &k € Do, Px € B(tk) pour Oékél}-

Nous décomposons la somme précédente ainsi :

N (7o) N (7o)
(e Ao —Tier) < Lo+ Loeey D (TeAT—Tia).
k=1 k=1

Soit z° € DX avec z) > 1. Puisque les estimées sont les mémes pour toute

condition initiale, nous n’écrivons plus le point de départ dans la suite : les pro-
babilités et espérances correspondent toutes au point initial z°, sauf mention
contraire. Nous prenons l’espérance dans les inégalités précédentes et nous ob-
tenons

n=0

<

~

m

N (To

)
EE(T()) + 29(1)E(110>t21”f0) + 29(1)E <1T0<t?n (Tl: A\ To — Tkl)) .

k=1

Nous savons, grace aux estimées de la section 7.3 de [11], que

lim E(lg-e o) = 0.

m—o0 m

Pour controdler le dernier terme nous donnons d’abord une borne supérieure
pour N.

Lemme 11.2.5. Il existe ¢ > 0, dépendant de 5, tel que, asymptotiquement,
K

Vk,n =0 P(N(n) > k) < %exp(—cmk).

Démonstration. Pour k > 0, nous définissons

Sk = sup{Ty <n<Ty:Z, € mU(p*38) }.
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Pour k,n > 0, nous avons :

PINM)>k) =P(Te<n) = > Pl =t,Sc=s5Te=t).

t*<s<t<n

Soient h > 1 et ¢ > 0 comme dans le corollaire [11.2.3] Pour t* et s fixés, nous
séparons la somme sur t en deux morceaux :

Y PM=t,S=sT=t)= > -+ >
tis<t<n tit>s+h+1 tis<t<s+h+1

Nous étudions d’abord la premiere somme, quand t > s +h+1. Conditionnons
par rapport a I’état du processus au temps s + 1 :

Z R— Z P(T]j:t*,skZS,Zs+1:Z,Tk:t>

t:it>s+h+1 t:it>s+h+1
zemU(p*,28)\mU(p*,5)
T* =t*, Zooy = 2, Zi & mU(p*,26)
< P k y L£s+1 y &t ) _
Z <Zs+1) o ')Zt—l € mu(p*>26) \TTLU(&)

t:it>s+h+1
zemU(p*,28)\mU(p*,5)

> PuZegay--, Zio € mU(p",28) \ mU(p*, 8), Z, & mU(p*,25))

t:it>s+h+1
zemU(p*,28 \mU(p*,5)

x P(Ty =t Zgy1 =12) .
PourO<s<mnett>s+h+1,

PZ(ZSﬁLl)"')Zt*l € mU(p*,Zé) \mU(p*,(S), Zt g mU(p*,ZZS))
< P.(Z, € Dk \ (Ds UU(p*,8)) pour s+1<r<t—1)

<o (en]'57)
y < (télexp(_cmEJ»P(T;:t*).

t:it>s+h+1
Nous controlons ensuite la deuxiéme somme. Conditionnons selon l’état du
processus au temps s :

Z e = Z P(Ty =t Sx=s,Z; =2z, Ty =t)

tis<t<s+h+1 tis<t<s+h+1
zemU(5)

< > PAZegmU(pt,28))P(Ty =17, Zy =z).
tis<t<s+h+l1
zemUu(d)

Dong,
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Grace au principe de grandes déviations du corollaire [11.1.3} pour tout t €
{1,...,h+1}et pour tout z € mU(p*,d),

1
limsup —InP,(Z; & mU(p*,28))
¢,m—o0, q—0 m
{g—a

< —inf { Vi(p, 1) 1 p € p*, U(8), r & U(p*,25) } .

Par compacité, I'infimum est atteint, soient p et ¥ deux éléments pour lesquels
I'infimum est atteint. Comme F(p) € U(p*,d), T n’est pas un itéré de p par F,
et 'infimum précédent est nécessairement positif. Nous concluons qu’il existe
¢’ > 0, dépendant de o, tel que, asymptotiquement,

> < exp(—c¢m)P(Ty =t7).

tis<t<s+h+1

Prenons ¢’ > 0 tel que, asymptotiquement,

Zexp (—cm{%J) +exp(—c'm) < exp(—c”m).

t>h

Nous avons donc, pour tout n,k > 0

P(Te<n) < ) exp(—c"m)P(T; =t7)

t*<s<n
< Z exp(—c"m)P(T; <s) < Z exp(—c"m)P(Tx_1 < s).
s<n s<n

Nous itérons cette inégalité et nous obtenons

K
n
P(Tx <n) < Z exp(—c"”mk) < Hexp(—c”mk).
<< -<nr_1<n
Ce qui conclut la démonstration. O

Nous estimons ensuite le terme

N (7o)
E <1T0<t21 Z (Te Ato— Tkl)) -

k=1
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Par l'inégalité de Cauchy-Schwarz, nous avons

N (7o)
E (1%; > (TiAT- nn) = Y E(Loca Irento) (Te Ao — Tiet))
k>1

1/2 1/2

K—1
< Z P(to < th, N(t0) = k) ""E(Lien(r) (Tg Ao — Txe1)?)

k>0
< Y P(N(L) = K)E (Leane) (TE ATo— Tie1)2)

k>1

Sil < k < N(19),alors 1 < tpetZy,_,(0) > 0. Grace a la propriété de Markov,

E(Lkenieo) (TE ATo — Tiet)?)
- Z E(lkéN(To)(le Ao —Ti 1) | Ly, = Z) X P(Zm1 = Z)

2€DK+1:29>1
* 2
<) E(TAWP)P(Zrn, =2).
z€DK+1:z5>1
Maintenant nous cherchons une borne supérieure pour le temps T /\ 7, si la
chaine est issue de z € DX+ avec zg > 1.

Lemme 11.2.6. Supposons que oe~* > 1. Pour tout & > 0, il existe h > 1,¢c > 0,
dépendants de §, tels que, asymptotiquement, pour z € D™ avec zg > 1,

1/2
mclnm :

PZ(ZLclnmJ+h S mU(p*,é)) >

Démonstration. Grace au lemme [11.2.1} il existe ¢ > 0, tel que, asymptotique-
ment, pour tout z € DX*! avec zo =1,

1
mclnm :

De méme, grace au lemme|11.2.2} il existe h > 1 et ¢’ > 0, tels que, asymptoti-
quement, pour tout z’ € D*™ avec zj > §m,

P./(Zn € mU(p*,8)) > 1—exp(—c'm).

Pz(ch]nmJ (O) > 6m) =

Nous avons donc

PZ(ZLclnmJJrh € mU(p*,é))
P PZ(ZLclnmJ (0) > 6m) ZLclnmJ+h € mU(p*,é)) =

Z Pz’(zh € mU(p*, 6))Pz (ZLclnmJ = Z/) 2 (1 - eXP(—C/m))

z':zp>2dm

1
mclnm’
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ce qui entraine le résultat voulu. O

Corollaire 11.2.7. Pour tout & > 0, il existe h > 1, ¢ > 0, dépendants de 6, tels que,
asymptotiquement, pour tout z € D* qvec zg > 1,

1/2 \"
VTL>0 PZ(TF/\T()}n(LClnmJ—’_h)) < <1_mc/lnm> ’

La preuve est similaire a celle du corollaire(11.2.3, Grace au corollaire précédent,
asymptotiquement, pour tout z € D**! avec zg > 1,

vk
. . 1/2 \J_clnmj—!—kJ
Ez((Tl /\T0)2) - ZPZ(Tl NTo 2 \/E) S (1 o mclnm) ’
k>1 k=1
Posons 1/9
oc:1—+, t=[clnm]|+h.
mC nm

Nous avons :

o0
Z(XL\/E/U < Z(X\/E/tfl < J o3/ 4y
k>1 k>1 0

t2 (&9 2t2
x(ln )2 J, o(In o)?

Donc, asymptotiquement, pour tout z € D¥*! avec zg > 1,
E.((Tf A1o)?) < mPhhm,
Alors, pour tout k > 1,
E(Tken(ey) (Tg Ao — Tieep)?) < mienm,

Nous en déduisons 1'inégalité suivante :

N (7o)
E<]‘T0<t?n (T; /\TO _Tk—l>) < Z (m?;clnm)l/ZP(N (t?n) > k)l/Z

k>0

0
3clnm n (t?n)k 2
<m th exp(—cem/3) + Z (T exp(—cmk))

k>th exp(—cm/3)

N

mcinm (t‘,}1 exp(—ecm/3) + Z exp <]§< — cm%)) )

k>0
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La derniere inégalité a été obtenue grace au fait que k! > (k/e)*. Nous choisis-
sons 1 tel que 0 <m < ¢/3. D’aprés I'inégalité précédente :

1 N (7o)
limsup —InE (110@1;“ (Te Ao — Tkl))

£, m—o0, q—0 m k=1
{q—a

< max (V(p"(0),0) +n—3) < V(p(0),0),

ot V est la fonction de taux gouvernant la dynamique de la master sequence.
Ceci entraine le résultat voulu. O
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Fin de la démonstration

La premiere affirmation dans le théoreme a été démontrée dans [11] pour
le cas de la master sequence, K = 0. La démonstration pour le cas K > 1 ne
requiert pas de nouvelles idées ni ne nous aide a mieux comprendre le modeéle;
c’est une généralisation directe du cas K = 0. Nous nous concentrons donc sur la
deuxiéme affirmation du théoréme Supposons que cip(a) > In k. Comme
nous pouvons voir dans [11], et grace aux résultats de comparaison de la sec-
tion nous avons les estimations suivantes : Va € ]0, +oo[, V& € [0, +00],

. 1 0 0 \/

lim —InE(1]Zy = zZenier) = VI(p*,0),
¢,m—o0,q—0 1M
tq—a, =

1
. * o __ .0
limsup - InE(t"|Of =o0q) < Ink.
¢, m—o00,q—0
tq—a, =

Dongc, puisque nous étudions le cas op(a) > Ink,

. E(to|Z§ = 2°

lim (To| Oe eréter) — 4o0.
t,;m—o0,q—0 E(T*[Of = 0gy)

{g—a, =

D’une part, vu que g est une fonction bornée, nous avons que

-1
E( 5 g(m«;ﬂm)

n=0

lim =
¢,m—o00, q—0 E(T* | 08 = ngit) + E(TO | ZS’ = gnter)
{g—a, F =
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D’autre part, d’apres la proposition|11.2.4) nous avons aussi

-1
E X |Z'?L|1 ZG _ .0
Z 9 m 0 = Zenter

n=0
t,m—00,q—0 E(T*| OS’ = ngit) + E(To/ Zg = Zgnter)
{g—a, =

= glpg + -+ Pk

Nous revenons a la formule de la fin de la section et nous voyons que ces
deux limites suffisent a achever la démonstration du théoréeme
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Conclusion

Nous avons montré que dans le cas du paysage a un pic, le modele de Wright-
Fisher présente un phénomene de seuil d’erreur et une distribution de quasi-
espece. De plus, la distribution de la quasi—espece pour le modéle de Wright-
Fisher est la méme que pour le modele d’Eigen, Q(o, a).

L’étude du processus de Wright-Fisher met en évidence I'impact de la taille de
la population dans la quasi—espece. Nous voyons que la taille de la population
joue un role important dans I’émergence d"une quasi—-espece. En effet, le modele
d’Eigen prédit la création d'une quasi—espeéce des que la condition ce™“ > 1 est
satisfaite. Dans le modele de Wright-Fisher, la condition ce™® > 1 est nécessaire
mais n’est pas suffisante pour la création d'une quasi—espece, il faut en plus
que la taille de la population soit assez grande. Cette condition supplémentaire
vient du fait que, dans le processus de Wright-Fisher, 1’avantage sélectif de la
master sequence doit faire face a la dérive génétique, une dimension qui était
totalement absente dans le modele d’Eigen.

Quand la taille de la population est suffisamment grande, et qu'une quasi-
espeéce se crée, la distribution de cette quasi-espece est la méme que dans le
modele d’Eigen. Ceci montre que les prédictions du modéle d’Eigen sont tres
robustes, et que les phénomenes de seuil d’erreur et de quasi—espece restent va-
lables pour des populations finies, tout en faisant attention a ce que la taille de
la population ne soit pas trop petite.

Le modele de Wright-Fisher est un modele dans lequel les générations ne se su-
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perposent pas. Cela est parfois utile pour modéliser par exemple des individus
avec des cycles de vie trés précis. Cependant, nous nous intéressons souvent a
des situations ot les différentes générations cohabitent ensemble pendant long-
temps, et ot les reproductions arrivent de maniere plus aléatoire. L'étude de
cette différence qualitative dans la reproduction, et sa relation avec le phéno-
mene de seuil d’erreur et de quasi—espece sera I'objet de la partie suivante.



Quatrieme partie

Le modeéle de Moran






Chapitre 14

Introduction

En 1958, Patrick Moran modifie le processus de Wright-Fisher afin de permettre
des générations qui se superposent [57]. Tout comme dans le modeéle original de
Fisher et Wright, le modele de Moran considére une population de m génes avec
deux alleles possibles, a et A. Par contre, cette fois—ci, a chaque pas de temps
un seul individu est sélectionné pour se reproduire, et son enfant remplace un
individu pris uniformément au hasard dans la population courante. La sélection
est faite en fonction de la fitness des individus, et I'enfant produit peut muter
avant de remplacer quelqu'un dans la population.

Le modeéle de Moran se généralise facilement & un nombre fini quelconque de
types. Nous allons utiliser le modéle de Moran avec le cadre introduit par Ei-
gen, afin de retrouver un phénomene de seuil d’erreur et de quasi—espece. Tout
comme dans le modele de Wright-Fisher, le processus de Moran est une chaine
de Markov ergodique, et nous nous intéressons a la concentration des diffé-
rentes classes de Hamming quand le nombre de générations tend vers I'infini.
Egalement, la taille de la population constante introduit un couplage entre les
différents individus qui rend 1’étude du processus de Moran bien plus difficile
que I'étude du modele de Galton—Watson.

Nous allons considérer le méme régime asymptotique que pour le processus de
Wright-Fisher, comme dans [10]. Ainsi, Cerf obtient une courbe critique sépa-
rant un régime de désordre d"un régime de quasi—espece [10]. Il obtient aussi la
concentration de la master sequence dans le régime de quasi-espece, qui coin-
cide avec la concentration de la master sequence pour le modele d’Eigen associé.
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Patrick Moran

L’objectif de cette partie est de montrer qu'il en est de méme pour les concen-
trations des autres classes de Hamming.

Nous pouvons distinguer deux comportements radicalement différents dans le
processus de Moran : quand la master sequence est présente dans la popula-
tion et quand elle ne l'est pas. En effet, si la master sequence n’est pas présente
dans la population, la population est neutre, et le processus de Moran dédie
son temps a explorer l'espace d’états de maniere aléatoire. Le temps moyen
pour retrouver la master sequence, le temps de découverte, est alors de 1’ordre
de la taille de I'espace d’états. Inversement, si la master sequence est présente
dans la population, et si sa fitness est assez grande, elle met trés longtemps ‘a
disparaitre de la population, le temps moyen pour cette disparition est appelé
le temps de persistance. La comparaison entre le temps de découverte et le temps
de persistance donne lieu a la courbe critique mentionnée. Pour retrouver les
concentrations des différentes classes dans la distribution de la quasi—espece, il
suffit donc d’étudier la région sur—critique et la dynamique du processus quand
la master sequence est présente dans la population.

Dans le premier chapitre, nous présentons le processus de Moran, nous énon-
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cons le résultat principal de cette partie, et nous donnons quelques résultats
de [10] utiles pour la suite. Comme dans le modele de Wright-Fisher, une des
principales difficultés est que la taille de I’espace d’états croit avec la longueur
des génotypes (il y a de plus en plus de classes de Hamming). Pour surmon-
ter cette difficulté, nous bornons ensuite la chaine de Markov de Moran par
d’autres chalnes de Markov plus simples, dont I'espace d’états ne croit pas,
méme si la longueur du génome grandit (chapitre [17). Ces chaines de Mar-
kov simplifiées sont étudiées au chapitre (18| Dans le régime asymptotique que
nous allons considérer, les trajectoires de ces chaines de Markov se concentrent
sur des trajectoires déterministes, données par un systeme d’équations diffé-
rentielles. Le systeme d’équations en question s’obtient a partir du systeme
d’équations d’Eigen par un changement de temps, et a donc les mémes solu-
tions stationnaires que le systéme d’Eigen. Nous avons donc deux solutions
stationnaires, 0 et p*, ol1 p* représente la la distribution de la quasi—espece :

ak — ik
* —a _ _ _
vk >0 pr = (oe ”k!Z(ﬁ'
i>1

De plus, la solution p* attire toutes les trajectoires avec une condition initiale
ayant la coordonnée 0 strictement positive. L'objectif est de montrer que la me-
sure invariante des chaines de Markov simplifiées se concentre autour de p*
(chapitre[19). Le probleme est que la mesure invariante est une fonction de toute
la trajectoire du processus; les chaines étant ergodiques, elles sont ramenées

prés du point fixe 0 une infinité de fois et elles pourraient y rester longtemps.

Méme si la problématique et les résultats sont tres similaires au cas du modele
de Wright-Fisher, le traitement est différent. En effet, le processus de Wright-
Fisher converge vers un systeme dynamique a temps discret, tandis que le pro-
cessus de Moran converge vers une équation différentielle. Le systeme d’équa-
tions limite a une forme triangulaire, c’est-a—dire, qu’asymptotiquement, la dy-
namique de chaque coordonnée ne dépend que d’elle-méme et des coordon-
nées précédentes. De plus, cette dynamique est une dynamique de naissance
et mort. Ainsi, nous réussissons a construire des chaines de naissance et mort
markoviennes pour borner la dynamique des différentes coordonnées, que nous
pouvons ensuite étudier grace a des formules explicites déja existantes dans la
littérature.






Chapitre 15

Modele et résultats

Dans ce chapitre, nous introduisons le modele de Moran qui sera ’objet de notre
étude. Ensuite nous énongons le résultat principaux de cette partie. Pour finir,
nous donnons les outils principales dont nous aurons besoin.

15.1 Le modéle

Puisque notre objectif est de retrouver un phénomeéne de seuil d’erreur et une
distribution de quasi—espece pour le modéle de Moran, nous reprenons le cadre
introduit dans la section3.T|pour le modele d’Eigen. Nous considérons donc des
individus dont les génotypes sont des chaines de longueur { > 1 sur un alphabet
fini A de cardinal k > 2. Nous nous donnons également une fonction de fitness
f: A' — RT, et nous supposons que les mutations arrivent indépendamment
au hasard sur chaque site de la chaine avec probabilité q €10, 1[. La matrice de
mutation (M(u,v),u,v € A*) est donc donnée par :

dH(uyV)
M) = (L) et wveat,

Comme précédemment, di;(u, V) représente distance de Hamming entre u et v,
i.e., le nombre de digits ot1 les deux chaines different. La taille de la population
est finie, et nous la notons par m > 1. La taille de la population reste constante
au cours du temps.
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Dynamique. De fagon informelle, le modele de Moran évolue ainsi : les m in-
dividus dans la population se reproduisent dans de temps aléatoires, plus ou
moins souvent, en fonction de leur fitness. Deux reproductions ne peuvent pas
avoir lieu au méme instant. Lorsqu'un individu se reproduit, il crée un enfant
qui mute selon le noyau de mutation M. Finalement, I’enfant remplace un in-
dividu choisi uniformément au hasard dans la population. Il s’agit bien d"une
dynamique markovienne, c’est a dire, qu’a chaque instant, I’évolution future du
processus ne dépend du passé qu’a travers 1’état courant de la population. Nous
utiliserons donc un processus de Markov pour décrire le modele de Moran.

Transformations possibles. Dans le modele de Moran, les seules transforma-
tions possibles dans une population consistent a remplacer un chromosome de
la population par un nouveau chromosome. Pour une population x € (A%)™,
etpourj € {1,...,m}, u € A%, nous notons par x(j + u) la population x dans
laquelle le j—eme chromosome x(j) est remplacé par u :

x(j+u) = u

Le modele de Moran classique peut étre défini aussi bien en temps continu
qu’en temps discret.

Temps discret. Le modele de Moran en temps discret est une chaine de Markov
(Xn)n>o, d’espace d’états (A"’) ™ et matrice de transition p donnée par :

vxe (A" Viell,...,m} Vue A\ {x(j)}
p(xx(j ) = — Z f(x(1))M(x(1),u),

out A est un nombre réel supérieur au maximum de la fonction fitness f :
A > max{f(u):ue A'}.

Les autres coefficients non diagonaux de la matrice de transition sont nuls. Les
coefficients diagonaux sont choisis de sorte que la matrice soit stochastique,
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i.e., la somme de chaque ligne vaut 1. Le mécanisme de transition pour passer
de X, a X4 est le suivant : le i-éme individu est choisi dans la population
Xy, uniformément au hasard. Avec probabilité 1 — f(X,,(i))/A rien ne se passe,
et X1 = X,.. Avec probabilité f(X,,(1))/A l'individu choisi se reproduit, son
enfant mute selon le noyau M, et remplace un individu dans la population X,,,
choisi uniformément au hasard.

Temps continu. Le modele de Moran en temps continu est un processus de
Markov (X¢)¢>0, d’espace d’états (Ae)m/ et générateur infinitésimal donné par :
pour toute fonction ¢ : (A*)™ — R et pour tout x € (A4)™,

Jm %(E((P(Xt) [ Xo = x) — (p(x)) —
Z Z f(x(1))M(x(i), u) ((p(x(] — LL)) _ (P(X))

1<i,j<m ueA!

La dynamique du processus (X;)¢>o est gouvernée par une horloge exponen-
tielle de parametre Am%. Quand l'horloge sonne, la population change selon
le méme mécanisme de transition que la chaine de Markov (Xy)n>o. Dans le
modele en temps continu, le méme générateur es obtenu si 1'on suppose que
chaque individu x(i) dans la population x a une horloge exponentielle associée,
de parametre f(x(i))m, et que les horloges sont indépendantes. Lorsqu’une hor-
loge sonne, I'individu correspondant se reproduit, mute selon le noyau M et
remplace un individu choisi uniformément au hasard dans la population x.

Ergodicité. Si la fonction de fitness f : A' — R est strictement positive, les
processus que nous venons de décrire sont ergodiques. Puisque nous voulons
retrouver une distribution de quasi-espéce pour le modele de Moran, et que
comme nous avons bien observé pour le modele d’Eigen dans la partie I, la
distribution de quasi—-espece apparait dans un état d’équilibre, nous allons sup-
poser que toutes les fitness sont strictement positives.

Hypothese. La fonction de fitness f : A* — R* est strictement positive.

Sous cette hypothese, le processus de Moran en temps discret, et le processus
de Moran en temps continu sont des processus ergodiques. De plus, les deux
processus ont la méme mesure invariante.

Régime asymptotique. Le but des sections qui suivent est d’étudier ces modeles
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dans le régime asymptotique

{ — 400, m — +o00, q—0,
{q — a €10, +ool n%—>oc€ [0, +oo] ,

afin de montrer I'existence d’'un phénomeéne de seuil d’erreur et d"une distribu-
tion de quasi—espéce.

15.2 Résultat principal

Nous ne considérons que le paysage a un pic. Soit o > 1. Il existe une séquence,
notée w* et appelée master sequence, telle que la fonction de fitness est donnée

par

Vue Al flu) = ¢ s?u:w ’
1 siu # w*.

Soit x une population dans (Ae)m. Fixons k > 0 un entier. Nous nous inté-
ressons au nombre N¥*(x) de chromosomes dans la population x a distance de
Hamming k de la master sequence :

N¥(x) = card {i:1<i<m, du(x(i),w*) =k}.
Soit P : R™ — R* U {400} la fonction définie par

o(1— e‘“)lnM
o—1

(1—0o(1—e"%))

et{(a) = 0si a > Ino. Nous allons démontrer le résultat suivant :

+In(oe™¢)

Va<lno P(a) =

Théoréme 15.2.1. Nous avons la dichotomie suivante :

e Siay(a)<Ink,alors

vk >0 lim  lim E(lNk(xt)> —0.
¢, m—o0,q—0 t—oo0 m
tq—a, o
e Siay(a)>Ink,alors
. . ]- x % _a Clk ik
vk>0  lim o lim E(n—lN (xt)) = i = (oe =137 ) .

tq—a, o
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De plus, dans les deux cas,

1
vk >0 lim  lim Var(—Nk(Xt)> —0.
¢,m—o0,q—0 t—o0 m
tq—a, o

15.3 Modeéeles normalisés

Dans les modeles de Moran discret et continu décrits dans la section le taux
de reproduction total dans la population varie en fonction de la composition de
la population. Introduisons la fitness moyenne ¢ (x) d’une population x € (A*)™:

f(x(1)) + -+ f(x(m))
- .

d(x) =

Les reproductions arrivent plus souvent dans une population avec une fitness
moyenne forte que dans une population avec une fitness moyenne faible. Or,
nous pouvons également définir des processus de Moran normalisés, en impo-
sant que le taux de reproduction total de toute population soit constant et égal
a 1, ce qui peut étre utile. En temps discret, le processus de Moran normalisé est
la chaine de Markov (X, )n >0 a valeurs dans (AE) ™ de matrice de transition

Vxe (AY™ Vje{l,...,m} VYue A"\{x(j)}

P(X>X(j <—u)) = %

Les autres coefficients non diagonaux de la matrice de transition sont nuls. Les
coefficients diagonaux sont choisis de sorte que la matrice soit stochastique, i.e.,
la somme de chaque ligne vaut 1. En temps continu, le processus de Moran
normalisé est le processus de Markov (X;)>o & valeurs dans (A%)"" et ayant
générateur infinitésimal L donné par : pour toute fonction ¢ : (Af)m — Ret
pour tout x € (AY)™,

Lot = 3 3 PRI (x5 e wl) — o).

X
1<i,j<m ue Al

Tout comme pour le modéle de Moran classique, le processus de Moran discret
normalisé et le processus de Moran continu normalisé ont la méme mesure de
probabilité invariante. Nous montrons maintenant que le théoreme [15.2.1] est
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vrai pour le processus original (i.e. non normalisé) si et seulement si il est vrai
pour le processus normalisé. Mais d’abord nous énongons un théoreme plus
fort que le théoréme principal Appelons (X% )n>o le processus de Moran
discret original et (XB),, 5o le processus de Moran discret normalisé. Soit 8 un
symbole représentant « ou . Appelons également u® la mesure de probabilité
invariante du processus (X2 ), >0. Pour k > 0 notons par v{ la mesure image de
n9 par l'application

€ (AY™ — TNF(x) € [0,1].
m

Posons, pour k > 0:

ak ik
—_— 70‘ —_— — —
i>1
Nous avons le résultat suivant :
Théoréme 15.3.1. Nous supposons que
{ — 400, m — +o0, q—0,
et que
m
lq — a €]0, +ool[, — — € [0,+00].

¢
Soit P : R™ — R* U{+o0} la fonction définie dans la section précédente. Nous
avons :

e Siax(a) < Ink, alors pour tout k > 0, la mesure v{ converge vers la masse de
Dirac au point 0 :
Ve>0  vp([0,¢]) — 1.

)
o Siax(a) > Ink, alors pour tout k > 0, la mesure v{ converge vers la masse de
Dirac au point py; :

Ve>0  vi(lpf—¢,pp+¢l) — 1.

Le reste de cette partie est dédié a démontrer ce théoreme, plutot que le ré-
sultat principal Ce théoréme avec 0 = « entraine le théoréme princi-
pal Nous allons démontrer ce théoreme pour le modele de Moran norma-
lisé (XB) >0, car le modele de Moran normalisé nous permet d’utiliser des argu-
ments de couplage et de monotonie qui rendent la démonstration plus élémen-
taire que dans le cas général. Nous montrons maintenant que le théoreme
est vrai pour le modéle de Moran original, si et seulement si il est vrai pour le
modele de Moran normalisé.
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Proposition 15.3.2. Le théoreme|15.3.1|est vrai pour le modele de Moran originale (i.e.
avec © = o), si et seulement si il est vrai pour le modéle de Moran normalisé (i.e. avec

0=p)

Démonstration. Pour 6 égal a o ou B, appelons p® la matrice de transition du
processus (X% ), >0. La mesure de probabilité uP est la seule solution du systéeme
d’équations

Vx € (A()m Z uP yX) .

ye(An™
Nous pouvons réécrire ce systeme ainsi :
g\ m
Vx e (A x) Y PPy = ) wPyptly,x).
ye ‘;{f ye[ie)m
yFx Y#x

Les matrices de transition pP et p* vérifient la relation :

Vx,ye (A", x#vy, P (xy) = @pﬁ(w)-

D’ou,
m B(Xp\ HB(U)A
v Af H [ _ 2 .
A TP L R
y#x y#X

L’'unicité de la mesure de probabilité invariante u* entraine que

P (x)/bl)
> 1P)/o)

ye(AahH™

m

Vx € (AY) u*(x) =

Puisque nous travaillons avec le paysage a un pic, la fithess moyenne ¢ (x) peut
se réécrire aisi :
d(x) =14 (0—1)=N°(x).

Pour 6 = «, § et k > 0 nous notons par v§ I'image de la mesure p° par l'appli-

cation

€ (AY™ — TNF() € [0,1].
m
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Nous pouvons donc réécrire

uPly) 1P (y)
2 dly) 2 14 (0 —1)N°(y)/m

ye(Aaym ye(Aan™

= J (1+ (G—l)to)_ld\/g(to).
[0,1]K+1

Nous posons, pour tout k > 0,
Vte 0,1 B(t) = (1+(o—1ty) .

Alors, pour k > 0 et g : [0,1] — R une fonction quelconque, nous avons

J[O,l] gdvic = T%E{}OE(Q(%NK(X%‘))) - i Z 9<%Nk(x)> ur(x) =

c(Al)™
NE(x)\ b (x)
Xeé)m‘]( ) o Jg(t)ﬁ(t)dv,e(t)
ub(y) - Oavb (¢
P by Jpoavi

Nous considérons maintenant le régime asymptotique du théoreme Par
le théoreme sauf sur la courbe critique c\p(a) = In k, les mesures de pro-
babilité vP convergent vers des masses de Dirac. En vu du dernier calcul, il en
est de méme de les mesures de probabilité v, et les masses de Dirac coincident.
Un argument similaire montre I'implication réciproque. O

Dorénavant, nous ne travaillons que avec le processus de Moran normalisé.

15.4 Lumping

De méme que pour le modéle de Wright-Fisher dans la partie précédente, nous
voudrions réduire I'espace d’états du processus de Moran, (AY)™, afin de le
rendre plus maniable. Dans le méme esprit que pour le processus de Wright-
Fisher dans la section nous dérivons ici un processus de distance et un
processus d’occupation a partir du processus de Moran normalisé. Méme si

BN

les détails sont similaires a ceux de la section [9.3, nous les incluons ici car
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cela nous permet de fixer quelques notations importantes pour la suite. Soit
H: A" — {0,..., ¢} 'application qui a chaque génotype u l’associe sa classe de
Hamming vis—a—vis de la master sequence :

Vue Al H(u) = dy(u,w*).

La fonction de fitness f : A' — R* du paysage a un pic respecte les classes
de Hamming. Nous pouvons donc définir une nouvelle fonction de fitness fy :
{0,...,£} — R™" en posant fy;(k) égale a la valeur commune de f(u) pour u
dans la classe de Hamming k :

o sik=0
vk e{0,...,¢ fru(k) = ’
{ ) ) } H( ) { 1 sik > 1.
D’apres le lemme le noyau de mutation respecte aussi les classe de Ham-
ming. Nous en dérivons un noyau de mutation (MH (b,c),0 < b,c < €), donné

par:

it = 3 (5°)(Fern-a () (- )

0<k<l—b
0<1<b
b—l+k=c

Processus de distance. Nous définissons ensuite une fonction vectorielle H :
(AH™ — {0,...,L}™ par:

x(1) H(x(1))
Vx = Pl eAHY™  HKx) = :
x(m) H(x(m))
Nous définissons le processus de distance (D, )n>0 par

Vn >0 D, = H(X,).

Le processus de distance est un processus de Markov, ce qui se voit d’apres le
théoreme de lumping[B.1]et la proposition suivante :

Proposition 15.4.1. La matrice de transition p du processus de Moran (X, )n>o véri-
fie :
Vee{0,...,0}™ Vxye (AHY™
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La démonstration est similaire a celle de la section Nous concluons grace
au théoreme de lumping que le processus de distance (D, )n>o est un pro-
cessus de Markov. L'espace d’états du processus de distance est {0, ...,£}™ etla
matrice de transition py est donnée par :

vde{0,...,00™ Vje{l,...,m} Vbe{0,....,0}\{d()}

pr(d,d(j + b)) =

Processus d’occupation. Nous définissons I'ensemble P, des partitions or-
données de I'entier m dans au plus { + 1 parties :

Py = {(0(0),...,0(8)) e N 1:0(0)+---+0(() = m}.

Nous regardons ces partitions comme distributions d’occupation. La partition
(0(0),...,0(f)) correspond a une population ot o(k) individus appartiennent a
la classe de Hamming k. Soit O I'application qu’a chaque population x € (A)™
associe la distribution d’occupation correspondante :

Vke{0,...,0} 0K = > Ty«
1<i<m
Nous définissons le processus d’occupation (O )n>o par:
Vn=>0 On = 0(Xy).
Le processus d’occupation peut également étre obtenu a partir du processus
distance. En effet, nous définissons I'application Oy : (AY)™ — P, par :
Vde (A9™ Vke{0,...,t}  On(d(k) = Y  lag—«-
1<ism
Nous avons dong,
Vxe (AH™  0Ox) = On(H(x)).

Les seuls changements acceptés pour le processus (On)n>o sont les change-
ments du type
(0] — o—ei+e]~, Ogl»]ge)

ol (ex)ock<e représente la base canonique de R*™!, indexée par 0, ..., ¢ au lieu
de 1,...,¢ + 1. Pour une distribution d’occupation o € P, et i,j € {0,...,{}
nous utilisons souvent la notation

o(i—j) =o0—ei+e.
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Proposition 15.4.2. La matrice de transition py du processus de distance (D )n>o
vérifie :

Yoe P, Vdeel{0,..., 0"
OH(d) = OH(e) — Z pH(d,f) = Z pH(e,f).

fe{o,..,0 ;M fe{0,..,0 1™
Oy (f)=o0 O (f)=o0

La démonstration de ce résultat est similaire a celle de la section[7.3] Nous pou-
vons donc appliquer le théoréeme de lumping [B.1] pour conclure que le proces-
sus (On )n>o0 est bien un processus de Markov. L'espace d’états du processus de
Markov (On)n>o est P{ 4, et la matrice de transition po est donnée par :

Voe Py, Vi,je{0,...,0} i#j

po(o,0—ei+¢5) =

Mesures de probabilité invariantes Fixons k > 0. Notre but est d’estimer la loi
vy décrivant la fraction de chromosomes qui sont dans la classe de Hamming
k dans une population a 1'équilibre. La mesure de probabilité vy est une me-
sure de probabilité sur l'intervalle [0, 1] qui satisfait les identités suivantes. Pour
toute fonction g : [0,1] — R,

Jo 90 = B ECo(N06)) = 9 (GNH01) i),

ol p est la mesure de probabilité invariante du processus (X )n >0 et N¥(x) est le
nombre de chromosomes dans la population x qui sont a distance k de la master
sequence :

N¥(x) = card {i:1<i<m, du(x(i),w*) =k}.

Le nombre N¥(x) peut étre exprimé en fonction de H(x) :
Vxe (A9™  N¥x) = N{(H(x)),
ot N¥, est la fonction donnée par

vde{0,...,™ Nj(d) = card{i:1<i<m,d(i)=k}.
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Soit pyy la mesure de probabilité invariante du processus (D, )n>0. Nous avons
pourd €{0,...,¢}™,
up(d) = lim P(Dn, =d) = lim P(H(X,) = d)
n—oo n—oo
= lim P(X, e H '(d)) = pn(H '(d)).

n—oo

Il s’ensuit que, pour toute fonction g : [0, 1] — R,

J[O,l] 9dvic = J(Ae)m g(nllNk(X)) dp(x)
m 9(%1\1’}3(}1{(@)) du(x)

Juas

:LO o <1Nk(d)>duH(d).

De maniere analogue, la mesure de probabilité invariante o de la chaine de
Markov (O )n>o satisfait pour toute fonction g : [0,1] — R l'identité

J[o,l] gdvic = Jﬂ)ﬂl 9(%) dpo(o).

15.5 Convergence vers le modele d’Eigen

Afin de donner un argument heuristique de notre résultat principal, nous don-
nons ici un résultat du type loi des grandes nombres pour le processus de Mo-
ran. Nous le faisons dans un cadre plus général que celui introduit ci-dessus.
Nous considérons 1'ensemble de génotypes {1,..., N}, une fonction de fitness
f:{1,...,N} — R*, et un noyau de mutation (M(i,j))i<i,j<~n. Notons par m
la taille de la population. Le processus d’occupation de Moran associé au cadre
que nous venons d’introduire est une chaine de Markov (X, )n >0 a valeurs dans

PU ={zeNV:z(1)+ - +z(N) =m},
et de matrice de transition p donnée par :

VzePL Vi,je{l,...,N} 1#j

plz,z—ei+e5) =

N
Z (hyj),
h=1

] ‘
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ouA > max{f(h):1 < h<N}let(e)i<icn représente la base canonique de RM.

Rappelons que dans ce contexte, le modele d’Eigen est donné par le systeme
d’équations différentielles :

1<igN 1IN
Soit 8N le simplexe a N coordonnées :

SN ={xel0, 1N :ix; 4+ +xn=1}.
Nous allons montrer le résultat suivant :

Théoreme 15.5.1. Soit (X, )n>0o le processus d’occupation du modele de Moran décrit
ci—dessus. Supposons qu’on a la convergence des conditions initiales vers x° € SN :

lim —DCO = XO y
m—oo TN

et soit (x(t))¢>o la solution du systeme d’équations différentielles (8) avec condition
initiale x(0) = x°. Alors, pour tout 8, T > 0 nous avons

1
lim P( sup | —X|[Amt —x(t)‘ > 6) =0.
m—00 0<t<T m

Ce théoréme résulte d"une application directe du théoréme 4.7 dans [51]. Afin
de montrer ce résultat, nous allons d’abord présenter le théoreme 4.7 dans [51],
et nous montrerons ensuite que toutes les hypotheses nécessaires pour appli-
quer le théoreme sont vérifiées dans notre cas.

Convergence d'une famille de chaines de Markov. Soit d > 1 et soit E un sous
ensemble borélien de R?. Soit ((XT)n>0,m > 1) une séquence de chaines de
Markov a valeurs dans E,, C E et matrices de transition (p™(x,y))x,ycE,,.. Soit
F:RY — R? et considérons le systeme d’équations différentielles

x{(t) = Fi(x(t)), 1<i<d.

Le théoreme 4.7 dans [51] donne une série de conditions suffisantes sous les-
quelles la suite de chaines de Markov (X™),>1 converge vers une solution
du systéme d’équations différentielles ci-dessus. Le résultat original dans [51]
est formulé pour le cas plus général des chaines de Markov a espace d’état
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continu. Nous modifions la notation de [51] afin de la rendre plus adaptée a
notre cas particulier. Le théoreme 4.7 dans [51]] peut étre appliqué si les hypo-
theses suivantes sont vérifiées. Il existe des suites de nombres positives (otm )m>1
et (em)m>1 telles que

1. lim &, =0 et lim ¢, =0.
m—o00 m—00

2. sup sup O Z ly —x[p™(x,y) < oo.

m>1 x€Ey, YEEm

3. Mim sup o )y —xipTloy) =0,
m yeEm:‘H_X‘>5m

Nous définissons, pour m > 1, F™(x) = o Z (y—x)p™(x,y).

yekn
4. lim sup [F™(x)—F(x)| =0.
Mmoo | g
5. Il existe une constante M telle que
VX)QEE) |F(X)_F(U)| < M|X_y|

Théoréme 15.5.2 (Kurtz). Si les conditions 1-5 sont satisfaites, et que I'on a de plus
la convergence des conditions initiales

lim X' =x°,
m—o00

alors, pour tout 6, T > 0, nous avons

lim P( sup {X‘f;mt] —x(t)| >6) =0.

m—»co 0<t<T

Démonstration du théoreme[[5.5.11 Soit (X )n>o le processus d’occupation asso-
cié au modele de Moran introduit au début de la section. Nous voudrions ap-
pliquer le théorémeé la suite de chaines de Markov ((f)Cn /M) >0, M = 1).
Nous avons juste a trouver les bonnes suites (X )m>1 et (em)m>1 et & vérifier
que les conditions 1-5 sont satisfaites dans notre cas. Pour m > 1, soit &,,, = Am
et e,y = 2/m. Les suites (ot )m>1 et (€m)m>1 Vérifient la condition 1. Pour voir
qu’elles vérifient également la condition 2, nous remarquons que, pour z € P,

z z e, e V2
> mm e = X |- e —ecre) < S0

2'ePT 1<i,i <N
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D’ou

/
sup sup ot Z ‘Z——%‘p(z,z’) < AW2 < oo,

m21 zePy Z2'EPT

et la condition 2 est donc vérifiée. Puisque p(z,z’) > 0 si et seulement si [z—z'| <
V2, pour tout m > 1 etz € P{* |, nous avons

E — = —‘p z,z') = 0.
Z’GTQI|Z’*Z|>mEm

Nous en déduisons que la condition 3 est aussi satisfaite. Soit F : RN — RN la
fonction définie par

Vke{l,...,.N}  ¥xeRN

D afOMAK) —x ) xf())

1<i<N (S

Toutes les dérivées partielles de F étant bornées sur le simplexe 8™, F est une
fonction Lipschitzienne sur 8N, i.e., la condition 5 est vérifiée. Pour finir, nous
calculons, pour m > 1 et x € P{}/m, la valeur de F™(x). Par définition,

z
F™(x) :AmZ (a—x> mx, z) —AZ —ei + e;)p(mx, mx — e; + €5 .
zePQ 1<1,j<N
Dong, pour k € {1,..., N}, nous avons

Fr(x) = A Z p(mx,mx —e; +ex) —A Z p(mx, mx — ex + €;)
itk itk

= > % ) 5fIMGK = 3 ) xfIM

itk 1N Ak 1<GEN

Puisque x; + - - - + xn = 1 et que la matrice M est stochastique,

) = (T=xd Y xfMG, k) —xc ) xf( M(j, 1))
1<EN 1<EN
> MG K) —x Y sf()
IS IS

Dong, la fonction F™ coincide avec la fonction F sur 1’ensemble P{/m, ce qui
entraine que la condition 4 est satisfaite. Puisque les 5 conditions sont vérifiées,
nous pouvons appliquer le théoréme de a la suite de chaines de Markov
((f)Cn /M)n>0, M = 1) et nous obtenons le résultat voulu. O
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15.6 Heuristiques

Définissons, pour k > 0
. 1k , 1
or = lim E(—N (xn)) — lim E(—On(k)).
n—o00 m n—o00 m

Nous nous intéressons au comportement des quantités p, quand 1’on considere
le régime asymptotique :

{ — 400, m — +o00, q—0,
{q — a €10, +ool %1—>oc€ [0, +oo) .

Le résultat de la section précédente montre que le modele de Moran converge
vers le modele d’Eigen, dans la limite de grande population. Comme nous
avons vu dans la partie I, quand

{ — 400 q—0 g — a €]0,+o0l,

le modele d’Eigen converge vers un systeme d’équations limite (8,) avec les
caractéristiques suivantes :

e Si oe™® < 1leseul point stationnaire du systéme (8,) est (0,0, ... ) et toutes les
solutions (x(t))¢>o de (8 ) convergent vers (0,0,...) quand t tend vers l'infini.

e S5i oe”® > 1 le systeme (8.,) admet deux points stationnaires, 0 et le point
(p%)k>0 du théoreme (15.3.1] Toute solution (x(t))¢>o de (8« ) Vérifiant x¢(0) > 0
converge vers (p})i>o quand t tend vers l'infini.

Nous espérons donc que quand ce™ ¢ < 1, les quantités py convergent vers 0.
Si oe™® > 1, le comportement asymptotique du processus (O, )n >0 est plus dé-
licat. Si la taille de la population est assez grande, ce qui est exprimé dans la
condition ep(a) > Ink sur l'intervalle [0,In o[, la master sequence est trou-
vée assez souvent et le systeme déterministe guide le processus (On)n>o vers
(p%)x=0 assez souvent, dans ce cas les quantités py convergent vers p;y. Par
contre, si la taille de la population n’est pas assez grande, la master sequence
n’est pas trouvée assez souvent, et le processus (On)n>o n'est pas porté pres
du point stationnaire (p})x>o assez souvent. Il passe plutdt son temps a ex-
plorer I'espace d’états loin de la master sequence. Dans ce cas les quantités py
convergent vers 0. Nous formalisons ces idées dans le prochain chapitre.



Chapitre 16

Couplage et monotonie

Cette section est un résumé de la section 7 de [10], nous reproduisons les points
les plus importants pour la suite du texte, mais nous ne donnons pas les dé-
monstrations des résultats.

16.1 Couplage

Nous construisons tous nos processus dans un grand espace de probabilité.
Considérons un espace de probabilité (Q,JF,P) ayant les variables aléatoires
indépendantes suivantes :

e une suite de variables aléatoires ]J,,, n > 1, de loi uniforme a valeurs dans
I'ensemble {1,...,m}.

e une famille de variables aléatoires U,, 1, n > 1, 1 < 1 < ¢, de loi uniforme sur
I'intervalle [0, 1].

e une suite de variables aléatoires S,,, n > 1, de loi uniforme sur l'intervalle
[0, 1].

Nous posons
vyn>1l Ry = (Sn,JnyUngy .oy Uny).
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Le vecteur aléatoire R, sert a accomplir le n—-iéme pas de la chaine de Markov
(Xn)n>o. Par construction, la suite (R,,)n>1 est une suite de vecteurs aléatoires
indépendants et identiquement distribués a valeurs dans

R =1[0,1 x{1,...,m} x [0,1]°.

Nous définissons d’abord deux applications My et 8y pour coupler les méca-
nismes de mutation et de sélection.

Mutation. Nous définissons une application
My :{0,...,0} x [0,1]* = {0,...,¢}
en posant

Vbe{0,...,8} Vu,...,u; € [0,1]°

b ¢
MH(byulw")u@) :b_Zluk<q/(K—1) + Z 1uk>17q-
k=1 k=b+1

L’application My est définie de sorte que si Uy, ..., U, sont des variables aléa-
toires indépendantes et uniformes sur l'intervalle [0, 1], alors pour tout b €
{0,...,€}, laloi de My(b, Uy, ..., U,) est donnée par la ligne de la matrice My
associée a b, i.e.,

\VICE{O,...,Q} P(MH(b,ul,...,U({):C> = MH(b,C).

Sélection pour le processus distance. Nous définissons une application
Sn:{0,...,0}™ x [0,1] = {1,...,m}.

Pour d € {0,...,L}™ et pour s € [0,1[, nous définissons 8;(d,s) =ioltiestle
seul indice dans {1,..., m} tel que

fuldd) +--+fldi-1)) = fuldd)+---+fuldi)
fu(d(1)) +--- +fuld(m)) fr(d(1)) + -+ fuld(m))

L’application 8y est définie de sorte que si S est une variable aléatoire de loi
uniforme sur 'intervalle [0, 1], alors pour tout d € {0,...,¢}™, la loi de 814(d, S)
est donnée par

fr(d(i))

vie{l,...,m}  P(8u(d,S)=1) = fr(d(1)) + -+ fu(d(m))
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Couplage pour le processus distance. Nous définissons une application
Oy {0,..., 0} xR—={0,...,0}™

pour coupler le processus distance avec différents fonctions de fitness et proba-
bilités de mutation. L'application @ est définie par

Vr = (s,j,Uy...,ug) € R, Vde{0,...,0}™,
@H(d,T) = d(] <_MH(d(SH(dys)))ul)---»uf))-

Soit d € {0,...,£}™ le point de départ du processus. Nous construisons le pro-
cessus distance (Dy,)n>o en prenant Dy = d et

Vn>1 Dyp = O®y(Dn1,Rn).

Le processus (D )n>o est une chaine de Markov issue de d et de matrice de
transition py.

Sélection pour le processus d’occupation. Nous définissons une application
So 1 Py x [0,1] = {0,...,L}.

Pour o € P{i; et s € [0,1[, nous définissons §p(0,s) = 1 ol L est le seul indice
dans {0,...,¢}tel que

0(0)f(0) + - -+ o(O)f(0) h 0(0)fH(0) + -+ o(O)fu(0)

L’application §¢ est définie de sorte que si S est une variable aléatoire uniforme
sur l'intervalle [0, 1], alors pour tout o € P4, la loi de 8¢ (0, S) est donnée par

o(l) fy(l)

v1e{0,...,t} P(So(O)S) :l) = 0(0)fu(0) + -+ o(O)fu(0)

Couplage pour le processus d’occupation

Nous définissons une application

pour coupler le processus d’occupation avec différentes conditions initiales et
différents parametres o et q. Nous définissons 1’application @ comme suit.
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Soit 1 = (s,j, u1,...,u¢) € R.Soit o € P4, prenons | = 8§ (o, s) et soit k le seul
indice dans{0,..., ¢} tel que

o0)+---+ok—1) <j <o(0)+---+o0(k).
Nous définissons 'application @ par
Qo(0,1) = o(k = Mu(lugy...,up)) .

Soit 0 € P}, le point de départ du processus. Nous construisons le processus
d’occupation (O )n>o en posant Oy = o et

Vn > 1 On = (Do(onfl,Rn) .

Le processus (O )n>o est une chaine de Markov issue de o et de matrice de
transition po.

16.2 Monotonie

L’espace {0, ..., {}™ est naturellement muni d"un ordre partiel :
d<e <« Vie{l,....m} d(i) <e(i).

Lemme 16.2.1. L'application My est croissante vis—a—vis de la classe de Hamming,
ie.,

Vb,ce{0,...,0} Yuy,...,ue € [0,1]
b<c = J\/[H(b,ul,...,ue) < MH(C,ul,...,LLg).

Lemme 16.2.2. Dans le cas neutre 0 = 1, l'application 8y est croissante vis—i—vis de
la classe de Hamming, i.e.,

Vd,eec{0,...,L}™ Vsel0,1]
d<e = d(Su(d,s)) < e(Snles)).

Lemme 16.2.3. Dans le cas neutre o = 1, l'application @y est croissante vis—a—vis
des distances, i.e.,

Vd,ee{0,...,0}™ VreR, d<e = 0oy(d,r) < Dyle,r).
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Nous définissons un ordre dans l'espace < dans P{}; comme suit. Soient 0 =
(0(0),...,0(f)) et o’ = (0’(0),...,0'(£)) dans P77 ;. Nous disons que o est infé-
rieur ou égale a o’, et nous écrivons o < 0/, si

Vi<t o(0)+---+o0o(l) < o'(0)+---+0'(1).

Lemme 16.2.4. Dans le cas du paysage a un pic, I'application 8o est décroissante vis—
a—vis de la distribution d’occupation, i.e.,

Vo,0' € Pt Vs el[0,1] o0=<0 = 8plo,s) = 8p(oys).

Lemme 16.2.5. Dans le cas du paysage a un pic, I'application @ g est croissante vis—
a—vis de la distribution d’occupation, i.e.,

Vo,0' € Pt; VreR 0o = ®@p(o,1) X DPp(o',7).

Corollaire 16.2.6. Dans le cas neutre o0 = 1, le processus distance (D, )n >0 est mono-
tone.

Corollaire 16.2.7. Dans le cas du paysage a un pic, le processus d’occupation (On)n>o
est monotone.






Chapitre 17

Bornes stochastiques

L’objectif de cette section est de construire un processus inférieur (0% ) >0 et un
processus supérieur (OX*1), - satisfaisant

Yyn>0 0f <0, =< 0Ok,
Les processus (0% )n>o et (OXT1) 5o auront la vertu d’étre plus simples que le

processus (On)n>o, tout en gardant l'information pertinente sur la dynamique
des coordonnées 0, . .., K.

17.1 Premiere approche

Afin de construire les processus inférieur et supérieur, nous imitons ici l’ap-
proche suivie dans le cas du processus de Wright-Fisher (chapitre[I0).

17.1.1 Processus inférieur et supérieur

Nous allons construire un processus inférieur (0% ), >0 et un processus supé-
rieur (OX*1), 5 satisfaisant

Yn>0 OYf <0, =< 0Kk,
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Décrivons de maniere informelle la dynamique du processus inférieur. Tant
qu’il ny a aucun individu dans les classes de Hamming 0, ..., K, le processus
(0% )n>0 évolue exactement comme le processus original (O, ) >o. Dés que nous
trouvons un individu dans une des classes 0, .. ., K, tous les chromosomes dans
les classes K + 1, ..., { sont envoyés dans la classe de Hamming {. Tant qu’il y a
des individus dans les classes 0, ..., K, si un chromosome mute vers les classes
K+ 1,...,¢ il est directement envoyé dans la classe {. La dynamique du pro-
cessus supérieur est similaire, sauf que nous remplagons la classe de Hamming
{ par la classe K + 1. Définissons deux applications 7t¢, k41 @ Py, — Py en
posant pour o € Py, etl € {0,...,{}

o(l) si0 < 1<K,
m(o)(l) = 0 siK<l<{,
m—(o(0)+---+0(K)) sil=¢,

et de fagon similaire,

o(l) si0 <1<K,
mik41(0) (1) = m—(0(0) +---+0o(K)) sil=K+1,
0 siK+2<1<H(.
Evidemment,
Voe P, me(0) = 0o =X mk41(0).

Notons par W l'ensemble des distributions d’occupation ayant au moins un
individu dans une des classes de Hamming 0, ..., K, c’est a dire,

Wi = {oe P :0(0)+---+0o(K) =1},

et soit Nx l'ensemble des distributions d’occupation n’ayant aucun individu
dans les classes de Hamming 0,. .., K, c’est a dire,

Nk = {06?&1:0(0)+---+0(K):0}.

Soit @ I'application de couplage définie dans la section Nous définissons
une application inférieure @ en prenant pour o € PJ*; etr € R,

®o(o,71) sio € Nx et @p(o,1) € Wi,
CDeo(o,r) = m((DO(o,r)) sio € Ng et Pp(o,1) € Wi,
e (@o(me(0),1)) sio € Wy.
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Egalement, nous définissons une application supérieure ®*! en prenant pour
oc Pl etreR,
®o(o,71) sio € Nx et @p(o,1) & Wi,
o5 (0,1) = mk+1(Po(0,T)) sio € Nx et ®p(o,1) € Wi,
k1 (Do (m41(0), 1)) sio € Wi.
Grace au lemme nous voyons que 'application @ reste en—dessous de

l'application @ et 'application @' reste au-dessus de I'application @ au
sens de l'ordre de P, i.e.,

VreR VoePr, D5(o,1) X Polo,1) = OF(0,7).

Nous définissons un processus inférieur (O%)n>o et un processus supérieur
(OK+1), .50 a l'aide d’une suite ii.d. (Ry)n>1 et des applications @ et ™.

Soit 0 € P, le point de départ du processus. Nous prenons Of = OK+1 =oet
Vn>1l 0O} = 05(05 ,Rn),  OF™ = OF (O8], Ry).

Proposition 17.1.1. Supposons que les processus (0% )n>0, (On)nso, (0K 1),150,
sont issus d'une méme distribution d’occupation o. Nous avons alors

Yn>0 0f <0, < Ok,

Démonstration. Nous allons montrer 'inégalité par récurrence sur n € N. Pour
n = 0 nous avons bien Oy = O§ = O™ = 0. Supposons que I'inégalité est vraie
au temps t =n € N, c’est a dire que OfL =< 0, < OK*!. Nous avons
¢ (0!
On+1 = q)O(On) Rn+1) )
On+l = q)O(On) Rn+1) )
K+1 K+1(K+1
Onil = (DO+ (On+ >Rn—|—1) .

Par le lemme [16.2.5|et 'hypothese de récurrence nous obtenons
CDO(OfanJrl) j (DO(On) Rn+1) j (D (OK n+1)

L'application @} est en—dessous de I'application ®¢ et 'application @ est
au—dessus de 'application @, donc,

(DeO (Of1>RTL+1) = ®O<O£1)Rn+l) )
q)O (O]T(L_H» Rn+1) j q)é_'_l (OE_H) Rn+1) .
Nous combinons les inégalités précédentes et nous obtenons

K+1
On—H = Ony1 = On+1
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17.1.2 Dynamique des processus bornants

Ensuite nous étudions les dynamiques des processus (0% )0 et (OX*1),50
dans Wg. Les calculs sont les mémes pour les deux processus. Soit 6 un symbole
représentant K + 1 ou { et notons par (O%),, > le processus correspondant. Pour
le processus (09),,>0, les états dans I'ensemble

Tk = {oeP;:0(0)+---+0(K)=1eto(0)+---+0(K)+0(8) <m}

sont transitoires, et les états dans Nx U (WT< \‘J'ﬁ) forment une classe de ré-
currence. Nous observons le mécanisme de transition du processus restreint a
Wi \ T%. Puisque

Wi \Tg ={o€ PP :0(0)+---+0(K)=1eto(0)+--+0(K)+0(6) =m},

un état dans Wi \ T2 est totalement déterminé par les nombres d’occupation
des classes 0,...,K. Pour i € {0,...,K}, soit of la distribution d’occupation
ayant un chromosome dans la classe de Hamming i et m — 1 chromosomes
dans la classe 0 :

1 sil=1,
v1e{0,....,£} o) =<m—-1 sil=0,
0 sinon.

Le processus (09),,5¢ entre toujours dans ’ensemble Wi \ T par un des états

0,1 € {0,...,K}. Nous notons par (e;)oci<k la base canonique de R**! in-
dexée par 0,...,K au lieu de 1,...,K 4 1. Les seules transitions possibles pour
les classes de Hamming {0,...,K} du processus (0%),>o issu d’un point de

Wi\ TR, sont

(0(0))>O(K)) — (0(0))30(]()) + €
siof0)+---+0(K)<m, 0<i<K,

(0(0)y...,0(K)) — (0(0),...,0(K)) —e;i + ¢
si 1<o(i), 0<1i,j

N
~
,—I

N
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Soit 02, la distribution d’occupation ayant m chromosomes dans la classe de
Hamming 0 :

m sil=20,
v1ie{o,...,¢} ogit(l) = { .
0 sinon.

Le processus (0%),,>0 sort toujours de I'ensemble Wi, \ T9 par I’état 0f, ;.. Ainsi,
des que le processus (02),>¢ est issu d’un point de Wi \ 77, la dynamique
de (02(0),...,08%(K))n>o est celle d"une chaine de Markov, jusqu’au temps de
sortie de Wi \ T2. Soit (Z2),,>0 une chaine de Markov a valeurs dans

DX = {ze Nf o zo 4+ 42z <m},
ayant pour matrice de transition :

ePour0<i<Ket0<zg+---+2zg <m,

K

ney s

Pl =z belZi=2) = Lo

K K
X (O‘ZOMH(O,i) + ) ziMu(l i) + (m - zl> MH(G,i)> :

ePour0 <i<Ketl <z,

P(ZY,,=z—e|Z) =2) =

Zi K
m((o0—1)zg +m) 8 (GZO (1 Z M

0

ML)
+izl<1—ZMth) (m izl)( iMH(eah)>)-

1=1 = 1=0

ePour0<i,j <K i#jetl <z,

Zi
m((o—1)zg+m)

K K
X <UZOMH(0>j) + ZZIMH(l>j) + <m— ZZI> MH(GJ)) .

1=1 1=0

P(ZY =z—ei+¢lZ) =2) =
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Nous avons intentionnellement laissé indéfinies les probabilités de transition
partant de l'état (0,...,0). Elles ne jouent aucun role pour répliquer la dyna-
mique du processus (0%),>0 dans Wi \ T%. Nous préciserons les probabilités
de transition partant de l'état (0, ...,0) un peu plus tard, en les choisissant de la
maniere la plus opportune. Les autres coefficients non diagonaux de la matrice
de transition sont nuls. Les coefficients diagonaux sont choisis de sorte que la
matrice soit stochastique, i.e., la somme de chaque ligne vaut 1.

17.1.3 Bornes sur la mesure invariante

Notons par uh, o, ug™ les mesures de probabilité invariantes des processus
(08 )n>0, (On)nso, (OXH1), 0. Soit v la mesure image de po par 'application

0(0) + -+ o(K) c

oe P — - 0,1].
Pour toute fonction f: [0,1] — R,
0 K
J fdve :J f(o( )+ +of ))duo(o)
[0,1] Py m

Fixons f : [0,1] — R une fonction croissante telle que f(0) = 0. Nous avons
—grace a la proposition (17.1.1— les inégalités suivantes. Pour tout n > 0,

f(0£(0)+---+0£(1<))
m
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Nous prenons l'espérance, nous envoyons n vers 1’co, et nous obtenons

f(o(O)-l—---

m

+ O(K)> du
Jﬂ)ﬂl Ho (o)

< J fdvk <
(0,1]

(0(0)+--~

m

f duSt (o).

J + o(K))
P

Nous cherchons ensuite des estimées sur les intégrales ci-dessus. La stratégie
est la méme pour les intégrales inférieure et supérieure. Soit © un symbole re-
présentant K + 1 ou {. Nous étudions la mesure de probabilité invariante pd.
Pour le processus (02),,>, les états dans TY sont transitoires et les populations
dans Ny U (Wi \ 7%) forment une classe de récurrence. Nous appliquons le ré-
sultat de renouvellement (proposition au processus (0%),,> restreint a
N U (Wi \T%), a I'ensemble Wi \ 7%, a la distribution d’occupation 0, et a
la fonction o f((o(O) + -+ o(K))/m). Soient

T =inf {n>0:00 € Wi },
=

_ = * . MO _ 0
T = inf {n > 1} :0) =00 }.

Nous avons alors

<0(0)+--~

m

f

b,

Tk—1
E( Y f(oﬁ(0)+.1;1.+og(1<)) ‘og :ngﬂ)

E(tk | Of = 004)

exit

Soit 7o la distribution d’entrée du processus (09),,>¢ dans W}, lorsque Of =
e .
Ouits 1€,
Voe P, To(0) = P(O?r; =0|0g = ngit) :
Puisque le support de mp est {o; : 0 < i < K}, nous pouvons définir une
distribution 7 sur D¥*! comme suit :

m(e;) = mo(04) pour 0 <i<K,

n(z) =0 pour z # eg, ..., ex.
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Lorsque le processus (02),,>¢ est dans I'ensemble Wi, \ 7%, la dynamique du
processus (02(0),...,0%(K))n>o est la méme que celle de la chaine de Mar-
kov (Z%),o définie a la fin de la section[17.1.2] Supposons que (Z2)n>9 a pour
distribution initiale la distribution 7, et notons par P, et E les probabilités et
espérances par rapport a cette condition initiale. Soit Ty le temps d’atteinte de
l'origine 0 dans D¥ ', i.e.,

T =inf {n>0:Z)=0}.

La loi du temps 1) est la méme que la loi de 1x — 1%, i.e., la loi du temps de sortie
de Wi \ 7§ apres 1. Nous en déduisons que le processus (28,0 <n < 19— 1)
et ((0%(0),...,05(K)), Tk <n < 1k — 1) ont méme loi. Donc,

Tk—1
E< 3 f<o?1(o)+.];1.+oﬁ(l<)> ‘og :ngit) _

¥
Tlf’(.'K

De plus, grace a la propriété de Markov,

E(tk — T |Of = 080) = Ex(To).

exit

La formule pour la mesure de probabilité invariante u) se met alors sous la
forme

0(0) + - + o(K) B
melf< m )du%(o) h

Eﬂ(“’if(zg(m +...+zg(K)))

m

n=0

E(tk 10§ = 05) + Ex(T0)

Pour pouvoir réécrire cette formule en fonction de la mesure de probabilité in-
variante du processus (Z2),, >0, nous allons appliquer le résultat de renouvelle-
ment (proposition[10.3.1) au processus (Z% )0, a I'ensemble D¥*1\ {0}, au point
0 et a 'application z — f((zo + - - - + zx ) /m). Définissons

0:Zy #0},
TllzGZO},

n

T =inf {n>
T =inf {n>
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et soit v® la mesure de probabilité invariante du processus (Z9),,>, . Nous avons

Zp+ -tz
J]D)K+1f< : m K) d°(z) =

Z f(zg(m + .1;1.+Z?1(K)) ’ZS’ :0)

E(t1Z5 =0)

Nous n’avons pas encore choisi les probabilités de transition de la chaine de
Markov (Z9), >0 partant de 0. Un choix commode est le suivant :

Vz e DXL P(Z0,,=21Z% =0) = n(z).

Avec ce choix, vu que 7(0) = 0, grace a la propriété de Markov, nous pouvons
écrire la formule pour la mesure de probabilité invariante v® de la maniere sui-

vante :
Tl 0 .1 79(K
Eﬂ(zf<zn(0)+ + 73 ))ds)
J (T 4o () = =t
DKJF] m 1+E7I(TO)

Nous pouvons finalement exprimer la mesure de probabilité invariante pg en
fonction de v? :

Jo f(O(O) +-1;1.+0(K)> 4 (0) = o
£+1
1+ En(To) Zo+ -2k e
E(T*K | Og = ngit) + Ex(T0) J]DKJA f( m )d\/ (z).

Il s’agit maintenant d’estimer chacun des termes de droite dans I'identité J.
L'enjeu principal est d’estimer l'intégrale. Le processus (Z2 ), >0 est une chaine
de Markov, dépendante de la densité, c’est-a—dire que, quand la taille de la popu-
lation tend vers l'infini, la dynamique de la chaine de Markov approche celle
d"une trajectoire déterministe. Cette trajectoire déterministe est une solution (a
un changement de temps pres, di a notre choix du modele de Moran normalisé)
du systeme d’Eigen (cf. la section [I5.5). Asymptotiquement, le modele d’Eigen
acquiert une forme triangulaire :

X (1) = Y x®fIMuhK) =l (0= Dx(t)+1),  k>0.

0<h<k
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Il s’est avéré assez difficile de travailler avec les processus (Z9),,>o définis ci—
dessus, car il faut considérer toutes les coordonnées en méme temps. C’est pour
cela que, inspirés de la forme triangulaire du systeme, nous avons développé
des nouveaux processus inférieur et supérieur, avec une propriété supplémen-
taire : la coordonnée k du processus ne dépend pas de la dynamique des co-
ordonnées supérieures a k. Ceci nous permettra d’estimer 1'intégrale ci—dessus
par un argument de récurrence sur les coordonnées. Nous allons tout de méme
nous servir plus tard de l'identité J;, pour montrer que, dans le cas ce™“ < 1,
la mesure v® tend vers la masse de Dirac en 0. Dans le reste de la section, nous
construisons les processus inférieur et supérieur raffinés afin de pouvoir mieux
traiter le cas oe™¢ > 1.

17.2 Le processus inférieur

Nous construisons d’abord le processus inférieur (O ),,>o. Pour commencer,
décrivons de maniére informelle la dynamique du processus inférieur. Lorsque
la master sequence n’est pas présente dans la population, le processus (0%, ) >0
évolue exactement comme le processus original (O )n>o. Dés qu’une master se-

quence apparait, tous les chromosomes dans les classes K+1,.. ., { sont envoyés
dans la classe de Hamming (. Tant que la master sequence est présente dans la
population, tout chromosome qui mute vers les classes K + 1, ..., { est directe-

ment envoyé dans la classe {. De plus, tout chromosome qui mute d"une classe
de Hamming vers une classe inférieure est aussi envoyé dans la classe {. Pour
rendre rigoureuse cette construction, nous allons d’abord modifier I’application
@ définie dans la section [16|et construire une application @,. Nous réalisons
ensuite le couplage grace a une nouvelle application

Soit v = (s,1,j,u1,...,ug) € R. Soit o € Py};. Prenons 1 = 8¢ (0, s) et soit k le
seul indice dans {0, ..., {} tel que

o(0)+---4+o(k—1) <j < o(0)+---+o(k).
L’application @ est définie par :

ok = ¢) si My (Lug, ... ue) < 1,
90(0>r) =

o(k = My (l,ug,...,ug)) sinon.
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A partir de cette construction, il est clair que
VreR VoePH, Dy(o0,7) X Dp(o,71).

Soit mp : PP, — Py, Vapplication définie par : pour tout o € Py, et l €
{0,...,t},
o(l) si0 < 1<K,
me(o)(l) = 0 siK<l<d,
m— (0(0) +---+ o(K)) sil==¢.

Cette application vérifie
Voe Py (o) < 0.

Notons W* I’ensemble des distributions d’occupation ayant au moins une mas-
ter sequence, i.e.,
W ={oeP,:00) >1},

et notons N l'ensemble des distributions d’occupation n’ayant aucune master
sequence, i.e.,
N={oe?P :0(0)=0}.

Définissons

o! (0,...,0,m), ol.. = (1,0,...,00m—1).

exit — enter

Nous définissons une application inférieure @¢, en prenant pour o € P, et
reR,

®p(o,71) sioeN et Op(o,1) & W*
. 0L ier sioeN et ®p(o,1) € W
CDO(O)r) = .
1 (@ (11 (0), 7)) sio € W* et ®g(m(0),1) €N
ol sio € W* et ®y(m(0),7) €N

Vérifions que I’application @ reste en—dessous de I'application ®o au sens de
I'ordre de Py ;.

Proposition 17.2.1. Pour tout v € R et pour tout o € Py,

(Dg(oﬂ‘) j (DO(O>T)~
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Démonstration. Soient T € R et o € P} ;. Nous considérons les cas suivants :
eSio e NetDg(o,r) € W*, alors
®§(0,1) = Do(o,7).

eSio e NetDg(o,r) € W*, nous avons

¢

(Df)(o,r) = Oenter et ®o(o,7)(0) =1,

nous déduisons l'inégalité voulue du fait suivant :

Yo € Py, avec o(0) =1, ot . <o.

enter

eSio € W et Dy(me(o), 1) & N, comme l'application @ reste en dessous de
I'application @,
Do (me(o), 1) = Oo(me(o),1).

Comme de plus m¢(0) < o, et que ¢ est monotone, nous concluons que
m (@ (m(0),1)) 2 Vo (me(0),1) = o(me(0),T) = Poo,).

e Sio e W*et ®y(m(0),r) € N, nous avons @ (0) = o’ et nous remarquons
que pour tout o € P, 0, < 0.

exit
Nous concluons donc que pour tout o € Py et pour tout r € R,
@5 (0,1) < Do (0,1).

O

Nous définissons un processus inférieur (O%)0 a I’aide d’une suite de vecteurs
aléatoires i.i.d. (Ry)n>1 et de application @§,. Soit o € P, le point de départ
du processus. Nous prenons Of = o et

vn>1 O} = ©5(0f 1, Rn).

n—1

Proposition 17.2.2. Supposons que les processus (O ) n>o, (On)n>o, sont issus d'une
méme distribution d’occupation o. Nous avons alors

Yn>0 0OY < 0,.

La démonstration est similaire a celle de la proposition|(17.1.1
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17.3 Dynamique du processus inférieur

Nous étudions maintenant la dynamique du processus inférieur (O% ).~ dans
W*. Pour le processus (0! )n>o, les états de 'ensemble

T ={oe P :0(0) >1eto(0)+ -+ o0(K)+o(l) <m}

sont transitoires, et les états dans N U (W* \ ‘Te) forment une classe de récur-
rence. Nous observons le mécanisme de transition du processus restreinte a
W\ T¢. Puisque

W\ T = {069’}11:0(0)>1eto(0)+---+o(K)—|—o(€):m},

un état dans W* \ T* est totalement déterminé par les nombres d’occupation des
classes 0,...,K. Le processus (0OY,),>o entre toujours dans I'ensemble W* \ T¢
par l'état 0’,.,. Pour i € {0,...,K}, notons par (e;)o<i<k la base canonique de
R** indexée par0,...,Kaulieude1,...,K+ 1. Les seules transitions possibles
pour les classes de Hamming 0, ..., K du processus (0!, ),,>0 issu d’un point de

W\ T* sont

(0(0))>0(K)) — (0(0))-")0(]())_61

(0(0),...,0(K)) — (0(0),...,0(K)) +e;
si 0(0)+---+o(K)<m—-1, 0<i<K,

(0(0)y...,0(K)) — (0(0),...,0(K)) —ei+ g
si 1<o(i), 0<i,j<K, i#j.

Le processus (0! ), >0 sort toujours de I’ensemble W* \ T* par I’état ol ;. Si le
processus (0! )n>o est issu d’un point de W* \ 7!, la dynamique du processus
(04(0),..., 0% (K))nso est celle d'une chaine de Markov, jusqu’au temps de sor-

tie de W* \ 7. Soit (Z¢),>0 une chaine de Markov a valeurs dans
DK = {ze N zg + - 4 2 <m ),

issue du point z* = (1,0,...,0), ayant pour matrice de transition :
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K
m—Zzl i
plz,z+e;) =0 x | 0zgMp (0,1) +ZleH(l i) ].
’ m((o —1)zg +m) B ’
ePour0<i<Ketl <z,
(z,z—ey) Zi X
pis Y o m((0—1)zg+m)

K K K

(czo(l—ZMH(O,h)) +Zzl(1—ZMH(l,h)) +m—Zz1>
h=0 1=1 h=1 1=0

Zi %
m((o—1)zo +m)

Les autres coefficients non diagonaux de la matrice de transition sont nuls. Les
coefficients diagonaux sont choisis de sorte que la matrice soit stochastique, i.e.,
la somme de chaque ligne vaut 1.

j
plz,z—ei+e5) = GZOMH(O,j)JrZleH(l,j)).

1=1

Notre but est de répliquer la dynamique du processus (0% (0),...,0%(K))n>o
dans I’ensemble W* \ T*. Dans cette dynamique, les probabilités de transition

p(z,z') avec zy=0,

plz,z') avec zg=1letz)=0.

ne jouent aucun role. Tant que nous ne modifions pas les autres probabilités de
transition, nous pouvons choisir ces probabilités comme nous voulons. Nous
allons le faire de la manieére la plus opportune. Si la coordonnée 0 passe de 1 a 0,
nous obligeons le processus a sauter directement sur (0, ...,0). De plus, quand
le processus est en (0, ...,0) il saute vers (1,0,...,0) avec probabilité 1. Ainsi,
nous obtenons une nouvelle matrice de transition p* :

e Pour z,z’ € DX aveczg =1etz), =0,

K
p(l(z) (0>>0)) = ]D(Z,Z—eo) +ZP(Z>Z_60+61))
i=1

pt(z,2) =0 si z' #(0,...,0).
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e Pour z,z’ € DXl aveczy =0,

pf‘(Z,(l,O,...,O)) =1,
pl(z,2) =0 si z' # (1,0,...,0).

etp'(z,z') = p(z,z’) pour les z,z' € D**! restants.

17.4 Le processus supérieur

Nous construisons maintenant un processus supérieur (OX"');,>o. Pour com-
mencer, décrivons de maniere informelle la dynamique du processus supérieur.
Lorsque la master sequence n’est pas présente dans la population, le processus
(OK*1) 150 évolue exactement comme le processus original (O, ), >0. Des qu’une
master sequence apparait, tous les chromosomes dans les classes K+1, ..., { sont
envoyés dans la classe de Hamming K + 1. Lorsque la master sequence est pré-
sente dans la population, tout chromosome qui mute vers les classes K+1, ..., ¢
est directement envoyé dans la classe K + 1. De plus, pour tout ¢ < b la pro-
babilité de mutation de la classe de Hamming b vers la classe de Hamming c
est fixée égale a My (c + 1, c). Pour rendre rigoureuse cette construction, nous
allons d’abord modifier les probabilités de mutation (M (b,c),0 < b,c < ()
pour définir les probabilités de mutations associées au processus (OX*1), .
Nous définissons pour tout b € {0,...,K+1}etc €{0,...,},

Muy(c+1,c¢c) si0<c<b
MiP(byc) = My (b, c) si b<c<K
0 sice{K+2,...,0}

Le coefficient MI{™! (b, K + 1) est ajusté pour que la somme de ligne fasse 1, i.e.,
nous posons, pour b € {0,...,K+1}

K
MET (b, K+1) =1-> M{{T(bh) =
h=0

Pour tout b € {K +2,...,¢},
Vee{0,...,00 M b,c) = My(b,c).
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Nous devons vérifier que (M} (b,c),0 < b,c < ) est une matrice stochas-
tique, i.e., que toutes les entrées de la matrice sont positives ou nulles et que la
somme de chaque ligne vaut 1. Puisque (M (b, c),0 < b, ¢ < {) est déja une ma-
trice stochastique, ces conditions sont satisfaites pour les lignes M| (b,-), b €
{K+2,...,¢} En ce qui concerne les K+ 2 premieres lignes, il reste a vérifier que
le coefficient MI{™! (b, K + 1) est positif ou nul, i.e., que pour b € {0,..., K+ 1},

o

—1 K
Mu(h+1,h) + ) Mu(bh) < 1.

0 h=b

=
I

Nous étudions le régime asymptotique

{ — 400, m — +o00, q—0,
m
ﬂq—)a, T-)(X.

Il suffit donc de vérifier I'inégalité précédente pour ¢, m assez grands et q assez
petit. Nous avons les limites suivantes pour les probabilités de mutation :

0 si0<c<b,
Vb,c>0 Iim My(b,c) = c—b
! {,m—c0 H( ’ ) a e ¢ si0<b<ec.
q—0,lg—a (C—b)!

Il s’ensuit que

b—1 K
Jim > Mu(h+1,h)+ ) My(bh) =
q—0,¢{q—a h=0 h=b

~
|

. ﬂe_a — ba_ke_a < 1
(h—b)! N k! '

h=b

i
o

Nous en déduisons que, pour {, m assez grands et q assez petit, la matrice
(MK (b, c),0 < b, c < {) est bien une matrice stochastique. Nous construisons
alors des applications

My, MI{0,..., 0} x [0,1] —{0,..., L}

pour coupler les mécanismes de mutation des processus (On)nso, (OX1),150,
ce qui permettra de les comparer. Soient b € {0,...,{} et u € [0,1]. Nous défi-
nissons M/, (b, u) comme le seul indice ¢ € {0,...,{} satisfaisant

Mu(,0) + -+ Mu(b,c—1) < u < Mpu(b,0) +---+Mp(b,c).
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Egalement, nous définissons Mﬁ“(b,u) comme le seul indice ¢ € {0,...,{}
satisfaisant

M (0,0) + - + M (b,e —1) < u < MTT(0,0) + -+ + MiT (b, c).
Lemme 17.4.1. L'application M, est plus grande que I'application MI{™?, i.e.,

Vbe{0,...,8} Vuel01] M, (byw) > M (b,u).

Démonstration. La construction de la matrice (M (b, ¢),0 < b, c < {) entraine
que, pour tout b, c € {0,...,{}, nous avons

D Mu(b,h) < 3 M (b,h).
h=0 h=0
Cette inégalité entraine le résultat voulu. O

Nous avons en plus le résultat suivant :

Lemme 17.4.2. L'application M, est croissante par rapport au premier arqument, i.e.,
Vb,ce€{0,...,£} Vuel0,1] b<c = M{(b,u) <M{(c,u).
Démonstration. Considérons l’application
My :{0,...,0} x [0,1]* = {0,...,¢}
définie dans la section 16| par

Vb e{0,...,0} Yuy,...,u, € [0,1]"

b ¢
Mu(byugy..yug) =b— ) 1y cp/c + Z Ly s1—p—1/x) -
k=1 k=b-+1
L’'intérét de cette application réside dans le fait suivant : si Uj,..., U, sont des

variables aléatoires indépendantes de loi uniforme dans l'intervalle [0, 1], alors
pour tout b € {0,...,¢}, la loi de My(b,U,...,U,) est celle de la ligne de la
matrice de mutation My associée a b, i.e.,

Vee{0,...,8}  P(Mu(b,Uy,...,U) =c) = My(b,c).
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De plus, par le lemme I'application My est croissante par rapport au pre-
mier argument, i.e., pour tout b,c € {0,...,{}etuy,...,ue € [0,1],

b<c = MH(b)ul)--->u€) < MH(C)ul)--->u€)-

Soient a,b,h € {0,...,{}avec a < b et soient Uy,..., U, des variables aléatoires
indépendantes de loi uniforme sur l'intervalle [0, 1]. Alors, par les propriétés de
I'application My,

MH(a30)+"'+MH(a>h) = P(MH(a)u1>---)u€) gh) >
+

P(My(b,Uy,..., Up) <h) = My(b,0) + -+ My(b,h).

Nous obtenons ainsi le résultat voulu. O

Définissons
R = [0,1] x{0,...,£} x [0,1].

Nous construisons maintenant des applications de couplage
q)/o)ao . :])?_1._1 X RI — :P?_l._l .

Soit r = (s,j,u) € R'. Soit o € Py, prenons 1 = 8§p (o, s) et soit k le seul indice
dans {0, ..., {} satisfaisant

o0)+:--+ok—1) <j < o0)+---+o0o(k).
Nous définissons les applications @, et @ par :
@4 (0,1) = ok — M (L,u)),
Do(o,1) = ok = MG (L) .
Le lemme entraine que
VreR' VoePl, ®5(0,1) < Do(o,7).

Nous supposons que notre espace de probabilité (Q, JF, P) contient en plus une
suite i.i.d. de vecteurs aléatoires (R; )n>1 a valeurs dans R’, indépendante des
variables aléatoires définies au début de la section[16] Nous construisons le pro-
cessus (On)n>o al’aide d'une suitei.i.d. (R} )n>1 a valeurs dans R’. Soit o € P,
le point de départ du processus, nous posons Oy = o et

Yn>1 O, = ®,(0n_1,R).

La monotonie du processus (O )n>o découle du résultat suivant :
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Lemme 17.4.3. L'application de couplage ®(, est croissante par rapport a la distribu-
tion d’occupation, i.e.,

Vo,0' e Pt VreR o0=x0o" = @;5(o,r) 2 DH(0,1).

Démonstration. Soit r = (s,j,u) € R’ et soient 0,0’ € P tels que o =< o’.
Prenons 1l = 8p(0,s),l" =8p(0’, s) et soient k, k' les seuls indices dans {0, ..., {}
satisfaisant

o(0)+---+o(k—1)

(0) +---+o(k),
0'(0)+---+0'(k'—1) "(0) +-

<j<o
<j<o - 4o0'(k').
Puisque o < o/, nous avons k > k'. posons aussi

b =M (Lu), b’ =M (U,u).

Par le lemme (16.2.4, | > 1/, donc, grace au lemme(17.4.2, b > b’. Nous compa-
rons finalement

®5(0,1) = o(k = b), ®5(0'y7) = o' (K = b').

a l'aide du lemme|[17.4.4| ci—-dessous.

Lemme 17.4.4. Soient 0,0’ € Py, k, k/,b,b" € {0,...,£}. Sio = 0o/, k > k' et
b > b/, alors
ok =+ b) <o (k' =1b).

Démonstration. Soit h € {0,...,¢}. Nous avons

Comme o < o/, nousavons o(0)+---+o(h) < 0’(0)+---+0'(h). Deplusb > b’,
d’ott 1b<h < 1v/<n. Le probleme est dans la fonction 1y <. Nous considérons les
cas suivants :

e k < h. Alors

(O)++O/(h)—1+1b<h

0(0) +---4+o(h) —lxch + lo<n < 0
< 0/(0) + -+ Ol(h) — 1k/<h + 1b/<h .
e k' < h < k. Nous avons par définition de k, k’,

0(0)+---+o0o(h) <j <0'(0)+---+0'(h)
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d’out
0(0) +---+o(h) <o'(0) +---+0'(h) 1.

Nous en déduisons que

0(0) + te + O(h) + 1b<h < 0/(0) + et + O/(h) - 1k/<h + 1b’<h'

e h < k'. Alors
0(0)+---+o(h)+1pcn < 0'(0)+---4+0'(h) +1pcn.
Dans chacun des cas nous avons
ok =+b)0)+---4+o0o(k—=Db)(h) < o'(k"=>b)(0)+---+0'(k' = b)(h).

O
nous concluons que @, (o,1) = ®;(0’, 1) comme annoncé. O

Nous construisons ensuite le processus supérieur (OX*1), >o. Définissons 1’ap-

plication 7tx 41 : P{ty — P, par : pour touto € Py etl e {0,...,0}
o(l) si0 < 1<K,
mk1(0)(l) = m—(0(0)+---+o0(K)) sil=K+1,
0 siK+2<1<UL.

Cette application vérifie
Voe P, 0 = 7g41(0).

Notons W* I’ensemble des distributions d’occupation ayant au moins une mas-
ter sequence, i.e.,
W ={oeP,:00)>1},

et notons N l’ensemble des distributions d’occupation n’ayant aucune master
sequence, i.e.,
N={0oeP’ :0(0)=0}.

Posons

oki! = (0,m,0,...,0), okt = (1,m—1,0,...,0).
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(e . . . s . K+1 m
Nous définissons une application supérieure ® 5" en posant pour o € P, et
re R,

®,H(o,1) sioeN et ®j5(o,1) & W*

oK (0,1) = Oenter B sioe N et CD_é)(o,r) € W
Tk+1(Po(mk41(0), 1)) sio € W* et Dp(mx1(0),1) €N
ol sio € W et Dg(mg,1(0),1) €N

Vérifions que I'application @ reste au—dessus de 'application @/, au sens de
I'ordre de P} ;.

Proposition 17.4.5. Pour tout v € R’ et pour tout o € P,

Dp(0,1) = @5 (o,7).

Démonstration. Soientr € R" et o € Py ;. Nous regardons les cas suivants
eSioeNet®y(o,1) & W¥, alors

®5(o0,1) = OK(o,7).
eSio e Net®y(o,1) € W¥, nous avons

D50,1)(0) =1 et  ®K(o,1) = oKil.

Nous déduisons l'inégalité voulue du faite suivant :

Vo e P, avec o(0) =1, o < oftl,

eSio e W et Dg(mki1(0),1) € N, comme I'application @, reste au dessus de
I'application @, nous avons

@, (1 41(0),1) = Do(7K41(0),1).

Comme de plus mx41(0) < o, et que ¢ est monotone, nous concluons que
Dy(0,1) = MKy (60(7ﬁ<+1(0)> T)) :

e Sio € W, et ®o(mk 1(0),1) € N, nous montrons comme dans le point précé-
dent que

(D/(O,T) = ®O(NK+1(0)>T))
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K+1
exit

ce qui entraine que @ (0,7) € N. De plus, @5 (0, 7) = oK' et nous concluons

en remarquant que pour tout o € N, 0 < o}

exit *
Enfin, pour tout o € P} et pour toutr € R/,
®5(o0,1) = D5 (0,71).

O

Nous définissons un processus supérieur (OX*1),,5y a 'aide d’une suite i.i.d.
(Rl )ns>1 € R’ et de I'application @™ . Soit o € P, le point de départ du
processus. Nous prenons OX ™! = o et

vyn>1 O = 0§ (05, R)).

n—1

Proposition 17.4.6. Supposons que les processus (On)nso et (OXF1) 50 sont issus
d’une méme distribution d’occupation o. Nous avons alors

Vyn>0 0, < 0K,

La démonstration est la méme que celle de la proposition (17.1.1

17.5 Dynamique du processus supérieur
Ensuite nous étudions la dynamique du processus supérieur (OX*1), -, dans
W*. Pour le processus (OX™1),,>0, les états

T = {oePt,:0(0)>1eto(0)+ --+0o(K)+o(K+1)<m}

sont transitoires, et les états dans N U (W* \ ‘TK“) forment une classe de ré-
currence. Nous étudions le mécanisme de transition du processus restreint a
W+ \ TXHL, Puisque

WN\T = {oe P :0(0) >1eto(0)+---+0(K)+o(K+1) =m},

un état dans W* \ TK*! est totalement déterminé par les nombres d’occupa-
tion des classes 0, ..., K. Le processus (OX 1), 5 entre toujours dans I'ensemble
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W\ TK+1 par I'état o5 Les seules transitions possibles pour les classes de
Hamming {0, ..., K} du processus (OK*1) 50 issu d’un point de W* \ T%*1 sont

(0(0),...,0(K))  — (0(0),...,0(K)) —e;

(0(0),...,0(K)) — (0(0),...,0(K)) — e + e
si 1<o(i), 0<i,j<K, 1i#j.

Le processus (OX*1),54 sort toujours de 'ensemble W* \ TX+1 par I'état o}

exit

Si le processus (OX*1), 5 est issu d’un point de W* \ 7! jusqu’au temps de
sortie de W* \ 7%, la dynamique de (OX*1(0),..., 0K (K)), > est celle d'une
chaine de Markov. Notons par (ZX*1),,5 une chaine de Markov a valeurs dans

DX = {ze N zo 4+ 4z <m},
issue du point zK*! = (1,m — 1,0,...,0), ayant pour matrice de transition :
1Y ) yUy ey y p

ePour0<i<Ket0<zy+---+2zgk <m,

K

plz,z+e) =

K K
X (azOMﬁ“(o, i)+ Z oM (L) + (m - Z zl) M (K + 1, i)) .

1=1 1=0

ePour0 <i<Ketl <z,

K
_ Zi _ K+1
p(z,z—ei) - m((0_1)20+m)x(620(1 ZMH (O)h))
K K

h
K K
+ZZI(1_ZM5+1(1,M> + (m_le> 1_ZMﬁ+1(K+1)h))> :
1=1 h=0
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ePour0<i,j<K i#jetl <z,

Zi
m((o— 1)z +m)

K K
X (onME“(o,j) +) aME (L)) + (m - Zzl) M (K + 1,3')) :

1=1 1=0

plz,z—ei+¢j) =

Les autres coefficients non diagonaux de la matrice de transition sont nuls. Les
coefficients diagonaux sont choisis de sorte que la matrice soit stochastique, i.e.,
la somme de chaque ligne vaut 1.

Notre but est de répliquer la dynamique de (OX*1(0),..., 0K (K))n>o dans
’ensemble W* \ T%*!. Dans cette dynamique, les probabilités de transition

p(z,z') avec zy=0,

plz,z') avec zg=1letz)=0.

ne jouent aucun role. Si nous ne modifions pas les autres probabilités de tran-
sition, nous pouvons choisir ces probabilités a notre guise, sans changer la dy-
namique dans W* \ TX+1 Nous allons le faire de la maniere suivante, si la co-
ordonnée 0 veut passer de 1 a 0, nous obligeons le processus a sauter automa-
tiquement vers (0,...,0). Puis, quand le processus est en (0, ..., 0) il saute vers
(1, m—1,...,0) avec probabilité 1. Ainsi, nous obtenons une nouvelle matrice
de transition p**!

e Pourz € DX tel que z =1,

pK+l(Z) (0»>O)) = p(Z)Z_eO) +ZP(Z>Z_60+61))
p*t(z,2) =0 si z/ #(0,...,0).

e Pour z € D! tel que zp =0,

P (z, (1, m—1,...,0)) =1,
p*(z,2) =0 siz' #(1,m—1,...,0),

et PX*1(z,2') = p(z,z') pour les z,z" € DX restants.
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17.6 Bornes sur la mesure invariante

Notons par puf, 1o, 1" les mesures de probabilité invariantes des processus
(08 )n>0, (On)nso, (OXF1), 0. Soit v la mesure image de po par 'application

0ePl, — H(o(0)+-~-+o(K)) € [0,1].

Pour toute fonction f: [0,1] — R,

J fdve :J f(o(O)+-~-+o(K)) dito (o)
[0,1] i m

+1

~ lim E<f(0n(0) + On(K))) ‘
n—oo m

Fixons f : [0,1] — R une fonction croissante telle que f(0) = 0. Grace a la
proposition|17.2.2lnous avons 'inégalité suivante :

m h m '

Yn>0 f(

Puis, grace a la proposition|17.4.6

0.(0) +---+On(K)> < f<0§+1(0) +---+O‘§“(K))
m = m '

Yn >0 f(

Nous prenons les espérances et nous envoyons n vers 'co, et nous obtenons

0)+--- K
[ T2 dug o)

€+1

< J fd‘\/]( <
[0,1]

(0(0)+---

m

f duSt (o).

J' + o(K))
P

Nous cherchons ensuite des estimées sur les intégrales ci-dessus. La stratégie
est la méme pour les intégrales inférieure et supérieure. Soit 6 un symbole
représentant K + 1 ou { et étudions la mesure de probabilité invariante png.
Pour le processus (Oﬁ)n>o, les états dans T° sont transitoires et les états dans
NU (W*\ 79) forment une classe de récurrence. Nous appliquons le résultat
de renouvellement de la proposition au processus (0%),>, restreint a
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NU (W*\T9), a 'ensemble W* \ 79, a la distribution d’occupation oS et a
la fonction 0 +— f((0(0) 4 - - - + 0(K))/m). Soient

T =inf {n>0:00 e W},
T =inf {n>1":0) = ol
Nous avons alors
o(0)+---+o0o(K
IR CLESE C) PN
fpul m
! 0 0
E( 1:<on(o)+ +O“(K)>\og:ogit)
n=0 m .
E(T| Og = ngit)
T —1
0%(0) +---+ 02 (K)
E f n n ) G: G.
(nZ_O ( m ) OO Oex1t>
E(T| Og = OSXit)
T—1
0%(0)+---+0%(K)
E _[: n n ‘OG: 9.
(n;* ( m ) 0 Oex1t)
+ — }
E(T| Og = ngit)

Tant que le processus (0%),, > est dans W*\ 79, la dynamique des coordonnées
(02(0),...,0%(K))ns0 est la méme que celle de la chaine de Markov (Z%),¢
définie  la fin des sections[17.3]et[17.5] Supposons que (Z8),,> est issue de z°,
ot z° est le point de D* ! donné par

2t =(1,0,...,0) %' =(1,m—1,0,...,0).
Soit 1) le premier temps ott la coordonnée 0 s’annule, i.e.
T =inf {n>0:Z%(0)=0}.

Comme le processus (09 ),,>¢ entre toujours dans W* \ T° par le point 0¢ ..., La

loi du temps 1) est la méme que la loi de T — t* pour le processus (09),,>¢ issu
de 02 Nous en déduisons que ((0%(0),...,0%(K)), T < n < 1) et (22,0 <
n < To) ont méme loi. Il s’en suit que,

E(t—1"

09 = 0%,) = E(t] 28 =2,

exit
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= [/02(0)+---+ 08
() )
To—l

n=0

Nous pouvons alors réécrire la formule pour la mesure de probabilité invariante
1 de la maniere suivante :

dud (o) =

' /0%(0)+ -+ 0°
E(nZ_Of( m ) ’OO :Oex1t>

E(T°|10§ = 085) + E(T0|Z§ =2°)

T9—1
E( 5 f(zg(m o +zg(1<)) - Ze)

n=0

E(T"|0§ = 0o) + E(T01Z§ =2°)

J -~+0(K)>
P

Le processus (Z%),> entre toujours dans l'ensemble {z € D*! : z5 > 1}
par l'état z°, et il sort toujours de I'ensemble {z € D¥* : z; > 1} par 'état
(0,...,0). Afin de réécrire la formule précédente en fonction de la mesure de
probabilité invariante du processus (Z%), >0, nous appliquons le résultat de
renouvellement de la proposition au processus (Z9),>o, & 'ensemble
{ze DX1:z5 > 1}, aupointOeta l’apphcatlonz — f((zo+ +ZK)/m) Posons

T =inf {n>0:Z25(0)>1},
T =inf{n>1:2Z%=0},

et soit v°® la mesure de probabilité invariante du processus (Z2),,>o. Nous avons

Zp+ -+ Z
J]D)K+1f< : m K) dv°(z) =

5 f<23(0) +-1;1~+Z?1(K)) 22 -0)
0

E(t1Z5 =0)
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Puisque p(0,z°) = 1, nous pouvons réécrire, grace a la propriété de Markov,

Zo+ -tz
J]D)K+1 f( m K) dvo(z) =
1

E( 0— f(zg(o)+...+zg(l<)> ‘zg :Ze)
0

m

n=

1+E(T0|ZS ZZG)

Nous pouvons finalement exprimer la mesure de probabilité invariante p@ en
fonction de v° :

<0(0)+~~~+0(K)>
m

f dud (o) = (J2)

T —1
E(Zf<og(0)+...+og(l<)) )og .0 >

be,

exit
m
n=0

E(t"|Of = 09) + E(T01Z§ = 2°)

exit

1+ E(t0Z) =2°) J Zo4 2N L g
E(T*|Og:OG )-i-E(To]Zg:Ze) DK+ < m )dV (z).

exit

Nous essayerons ensuite d’estimer chacun des termes du membre de droite de
I'identité (J,).



Chapitre 18

Récurrence et estimées

Dans ce chapitre nous estimons la valeur de l'intégrale

Zp+ - +2z
Jen (2 )ava)

Nous supposons tout le long de ce chapitre que ce™® > 1 (le cas ce™® < 1 sera
traité de maniere différente). Soit p le point de [0, 11! donné par :

k sk

a i
k! ot
i>0

pr = (oe “—1) 0<k<K.
Soit f : [0,1] — R une fonction continue, croissante et nulle en 0. Nous considé-
rons le régime asymptotique

{ — +o00, m — +o00, q—0,

m
{q — a, 7—>o¢.

Notre but est de montrer que dans ce régime nous avons a la limite

. Zo+ -tz
lim J P2 a0 (z) = g+ -+ o).
¢,m—o00, q—0 JPK-+1 m
tq—a, o
Pour montrer la convergence de la mesure de probabilité invariante v°, nous
cherchons d’abord des estimations sur la chaine de Markov (Z9),,>¢. Pour allé-
ger la notation nous enlevons le 6 et nous écrivons simplement (Z,, ), >. Défi-
nissons pour 0 < k < Ket pour d >0,

Zi

Uk (8) = {ZEDK+1I = —p
m

<&O<i<k}.
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Définissons aussi pour 0 < k < K les temps d’arrét

T = inf{n>0:Z, € Ug(d) },
T = inf{n>0:Z, ¢ Uy(20) }.

Nous allons montrer le résultat suivant :

Théoréme 18.0.1. Soit 6 > 0. Pour tout 0 < k < K, il existe des réels strictement
positifs x, o, B, By (qui dépendent de d), tels que pour £, m suffisamment grands et
q suffisamment petit nous avons :

e Pour tout z € DX+,
P(tp > m* | Zy=2z) < exp(—aym).
e Pour tout z € Uy (0),

P(tk < exp(Bxm) | Zo =2z) < exp(—Bim).

Nous allons faire la preuve par récurrence sur k. Décrivons tout d’abord la stra-
tégie de la preuve. Par définition de Uy (), nous avons

Wp(d) 2 Uy(d) 2 --- D Uk(9).

De plus, pour décider si le processus (Z,)n>o est dans Uy (d) il suffit de re-
garder les coordonnées Z,,(0),...,Z, (k). Par construction, la dynamique de la
coordonnée Z,, (k) ne dépend pas des coordonnées k + 1,...,K. Le cas k = 0 se
réduit a étudier des chaines de naissance et mort trés similaires a celles étudiées
dans [10]. Supposons le résultat démontré au rang k — 1. Nous construisons
des chaines de naissance et mort pour borner stochastiquement la dynamique
du processus (Z, (k))n>o dans I'ensemble U,_1(5). Ces chaines de naissance et
mort peuvent étre étudiées comme celles du cas k = 0. Pour rendre rigoureuse
cette stratégie nous allons d’abord vérifier que pour tout 0 < k < K, le processus
(Zn(k))n>0 ne dépend pas des coordonnées k + 1,..., K. Prenons donc k dans
{0,...,K}, zun point de D* ", et calculons les expressions

P(Znsa(k) =z +11Zn =z) = plz,z+ex) + Z plz,z+ex —ei),
ik

P(Znsa(k) =z —11Zn =2) = plz,z— &) + Z plzy,z—ex + ).
Ak
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Pour le processus inférieur (Z!),,>o nous avons

Pz, z+ex) + Z plz,z+ex —e) =
{izk

k
m — Zyx
m((o— Dz +m) ("ZOMH(O»M +;7~1MH(1,1<)> :

Zx
m((G— 1)zg + m)

pl(z,z—ex) + Z pl(z,z—ex +e;) =

ik
K K
X (Gzo(l — Myu(0,%)) + Zzl(l — Mu(1,k)) +m—Zz1) .
=1 1=0
Ces quantités ne dépendent pas de zy.1,...,zx. Pour le processus supérieur

(ZK*t1), 50 nous avons

m — Zyx
m((o— 1)z + m)

Pz, 2+ e) + Z Pz, z+ e —e) =
{izk

k k
X (O'ZQMH(O, k) + ZZ[MH(],, k) + (m— Zl) Mu (k + 1,k)> s
=1 1=0

Pz z—e)+ ) plzz—et+e) =

itk
K
m((o —Z1];Zo +m) <GZO(1 — Mu(0,K)) + ; 2 (1 =Mu(l, k)
K
+ (m— ZZ[) (1 — Mu(k + 1>k))> :
1=0

Comme dans le cas du processus inférieur, les deux expressions ne dépendent
pas des coordonnées zy 1, ..., zx. Définissons pour k € {0, ..., K},

M (6, k) = 0, M (K +1,k) = My (k+1,k).

Avec ces nouvelles valeurs nous pouvons écrire les probabilités de transition
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précédentes pour le processus (Z9),,>o de la maniére suivante :

m — Zyg
m((o—1)zg + m)

p°(z,z 4 ex) + Z Pz, z+ex —ey) =

ik
k k
X (GZOMH(O, k) + Z ziMy (L k) + (m— ZZl> M%(G,k)) s
1=1 1-0
p°(z,z —ex) + Z p(z,z—ex +ey) =
£k
k
Zy
(o= Dm+m) <020(1 — My (0,k)) + ;zl(l — Mu(1,k))
k
+ (m— ZZ[) (1—- M%(@,k))) .
1=0

Nous examinons d’abord le cas k = 0. Nous faisons ensuite le pas de récurrence.

181 Lecask =0

Nous regardons ici le cas k = 0. Le processus (Z, (0))n >0 est une chaine de nais-
sance et mort a valeurs dans l’espace {0, ..., m } et de probabilités de transition

P(Zni1(0) =1] Z4(0) =0) =1,

m—1i
m((c—1)i+m)

X (criMH(O,O) + (m—i)MeH(e,O)) . 0<i<m,

P(Znia(0) =i+1]Z,(0) =1) =

i
m((c—1)i+m)

P(Zni1(0) =1—1]Zy(0) =1) =

X (cri(l — Mu(0,0)) + (m—1)(1— MGH(e,O))) . 0<i<m

Nous donnons ensuite quelques formules explicites pour les chaines de nais-
sance et mort. Ces formules sont classiques, elles peuvent étre trouvées en ap-
pliquant les formules générales pour les chaines de Markov a espace d’états fini
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([38]). Soit (X )n>o0 une chaine de naissance et mort a valeurs dans l'espace fini
{0,...,m} de probabilités de transition

P(Xns1=i+1| Xy =1) = &, 0<i<m,
P(Xns1=1—1]Xn =1) = vy, 0<i<m.

Nous définissons

5y -84 _
n0)=1, 7w(i) == , O0<i<m.
Y1 v
Pour tout sous—ensemble E de {0,..., m}, nous définissons le temps T(E) d’en-

trée dans E,
T(E) = inf{n>0:X, € E}.

Soit a un point dans {1, ..., m}. Nous avons la formule suivante pour le temps
d’atteinte de a en partant de 0 :

a—1 a—

E(tl{a)) [Xo=0) = }_

i=0 j=i

1l
o (j)

Soit maintenant a un point dans {0, ..., m—1}. Nous avons la formule suivante
pour le temps d’atteinte de a en partant de m :

m i—1
E(rla) [Xo=m) = ¥ lﬂ

dim
i=a+1lj=a i J

Soient a < i < b trois points dans {0, ..., m }. Nous avons les formules suivantes
pour le point d’entrée dans {a, b} :

S
L

R H
\_/‘

2

-
[l
o

P(Xt(a,ppy = @ | Xo=1) = ;

S
L

™
£

|
= 0

o
|

™
£

Il
o

P(Xz({appy =b| X0 =1) =

S
L

b
—.
—

Il
o
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Nous allons utiliser ces formules pour étudier les chaines de naissance et mort
(ZXH1(0))ns0 et (ZE(0))nso. Le processus (ZXT1(0)),,>0 est la chaine de nais-
sance et mort supérieure étudiée dans [10]. Le processus (Z¢(0))n>o est une
chaine de naissance et mort encore plus simple que la chaine de naissance et
mort inférieure considérée dans [10]. En tout cas, I’analyse des chaines de nais-
sance et mort de [10] reste valable pour le processus (Z,,(0))n>0. Nous repro-
duisons les points les plus importants de cette analyse. Pour alléger la notation
nous prenons (X, )n>o = (Z%2(0))n>0. Le processus (Xn)n>o est une chaine de

naissance et mort a valeurs dans l'espace {0,..., m} de probabilités de transi-
tion
& =1,
o ERVIVE
5 — oi(m—1)Mu(0,0) + (m —1) MH(B,O)’ l<i<m—1,

m(oi+m—1i)
0i*(1 = My(0,0)) +i(m —1)(1 — M};(6,0))
m(oi+m—1i)

Yi = , I1<i<m.

Nous allons d’abord estimer les produits 7(i). Commengons par étudier le rap-
port 8;/vi. Nous avons

5 i
vie{l,...,m—1 2 — ¢<MH(0,0),MH(9,0),1),
Yi m

ou ¢ :]0,1] x [0,1[ x]0,1[— ]0, +00[ est la fonction donnée par
(1—p)(oBp+ (1—pe)
p(a(1—=Blp+(1—p)(1—c¢))"

Pour étudier les produits 7t(i) il suffit de savoir si la valeur de ¢ est plus grande
ou plus petite que 1. L'équation ¢ (3, ¢, p) = 1 se met sous la forme

(b(B»E) p) =

(c—1)p*+(1—o0Pf+e)p—e = 0.

Cette équation a une racine positive, donnée par

p(B,e) = (05—1—£+\/(0[3—1—5)2+4£(G—1)>.

2(0—1)

Nous avons donc

d(Bye,p)>1 si p<p(B,e),
d(Bye,p) <1 si p>p(Pye).
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Cela entraine que
()
(3)

—

1<i<j< (B, e)m] = m(i) < y
= .

T
us

—

Nous en déduisons que le produit 7t(1) est maximal pour i = [p(f3,e)m] :

max 7t(i) = 7([p(B,e)m]).

1I<i<m
Nous avons par ailleurs

MH(O)O) = (1 - q)e)

MET(K+1,0) = (1—a) ==, M(6,0) = 0.

Nous supposons que
{ — +o0, m — +00, q—0,

avec de plus
g — a €]0,4+o0f.

Nous avons alors

lim My(0,0) = exp(—a),

{—00, q—0

{g—a
lim MKTH(K+1,00 =  lim MY((,0) = 0.
{—00,q—0 {—00,q—0
{g—a tg—a

Le résultat suivant, donne des estimées de grandes déviations pour les produits
m(1).

Proposition 18.1.1. Soit a €]0,+oo[. Pour p € [0, 1], nous avons

1 o

lim —Inn([pm]) = J In ¢(exp(—a),0,s) ds.
Z,m—)oo m 0

q—0,{q—a

La preuve détaillée se trouve dans [10]. Nous définissons, pour oe™“ > 1,

oe *—1

po = p(exp(—a),0) = —
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Comme ¢p(e™“,0,s) > 1 pour s < pyet p(e”%,0,s) < 1pours > py, la fonction

[
> J Indp(e “,0,s)ds
0

est croissante sur ]0, po[, décroissante sur ]py, 1[, et maximale pour p = p,. Le
point pg est la limite du point p(My;(0,0), M(6,0)) quand ¢, m — oo, q — 0
et {qg — a. Nous utilisons les résultats précédents pour obtenir des estimations
pertinentes sur la chaine de naissance et mort (X;,)n>0. Nous cherchons d’abord
des estimées sur le temps d’entrée dans un voisinage de p,. Définissons pour
>0

X
Vo(d) = {xE{O,...,m}: ‘——po‘ < 6}.
m
Soit T(Vy(8)) le temps d’entrée dans V;(5),
T(Vo(8)) = inf{n >0:X, € Vy(8) }.
Nous allons démontrer le résultat suivant.

Proposition 18.1.2. Soit & > 0. I existe des réels strictement positifs &g, &g (qui
dépendent de 5), tels que pour {, m suffisamment grands et q suffisamment petit,

vx e€{0,...,m} P(T(Vo(8)) = m™ | Xy =x) < exp(—ofm).

Démonstration. Par monotonie il suffit de faire la preuve pour x = 0 et x = m.
Soient b et ¢ les extrémités de l'intervalle V;(9),

b = [(po—08)m|+1, c = [(po+d)m].

Grace aux formules données précédemment nous avons

b—1b—
E(T(Vo(8)) [Xo=0) = E(t({b}) [Xo=0) = }_ Z 51
i=0 j=i

Pour £, m assez grands et q assez petit, le point p = p(M(0,0), M;(6,0)) est
dans V;(d) et de plus b < p < c¢. Comme les produits 7(i) sont croissants sur
{1,...,p — 1}, nous voyons que

:1

i)
()

:1

1<i<j<b—1= — < 1.
De plus, pour m > 1,

Vie{0,....m—1} & >
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I s’ensuit que,

E(T(Vo(8)) | Xo=0) <

Soit o > 4. Par I'inégalité de Markov,

P(t(Vo(8)) > m*|Xo =0) < L e

Nous allons maintenant estimer pour k > 1
P(t(Vo(8)) > km™|X, =0).
Nous décomposons selon les états possibles au temps (k — 1)m

P(t(Vo(8)) = km*| X, =0)
D P(Xpenme =%,T(Vo(8)) = (k—1)m™,t(Vo(8)) = km* | X, = 0)

x<b

= Y P(Xp—nme =%1(V(8)) = (k—1)m™| X, =0)

x<b

P(t(Vo(8)) = km*|Xo =0, X(—1)me =%, T(Vo(8)) = (k —1)m%).

Or, par la propriété de Markov, et grace la monotonie du modele,

P(T(Vo(8)) = km*| Xo = 0, X(x—1)me = %, T(Vo(8)) = (k —1)m%)
= P(1(Vo(8)) = km* — (k —1)m* | Xo = x)

1
< P(T<Vo(5)) > mY } Xo = 0 < ()
)
Dong, pour tout k > 1,

P(T(Vo(8)) = km*|Xo =0) <

1
TP (1(Vo(8 k—1)m*|Xo =0
MH(O,O)m (T( ol )) ( | 0 )
Nous itérons ce procédé pour les temps (k — 2)m*=,...,2m*, m* et nous obte-

nons

k
P(t(Vo(8)) = km® | Xo = 0) < (mm“‘“)

= exp (— k((a—4)Inm +1n My (0,0)) ).
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Choisissons donc oy > 5 et soit my suffisamment grand pour avoir
(g —4)Inmy +InMy(0,0) > 0.

Nous obtenons le résultat voulu en prenant «; = (g — 4) Inmgy + In My4(0,0)
et k = m. La preuve pour l'état initial Xy = m est similaire. O
Nous cherchons ensuite des estimées sur le temps de sortie d'un voisinage de
po. Soit & > 0. Soit T(V,(28)¢) le temps de sortie de I’ensemble V(23),

T(Vo(28)¢) = inf{mn >0: X, & Vp(26) }.
Nous allons démontrer le résultat suivant :

Proposition 18.1.3. Soit & > 0. Il existe des réels strictement positifs o, B, (qui
dépendent de 8), tels que pour £, m suffisamment grands et q suffisamment petit

Vx € Vy(6) P(T(Vo(28)¢) < exp(Bom) | Xo =x) < exp(—Bim).

Démonstration. Soitt > 0 et regardons d’abord la valeur de
P(t(Vo(28)°) <t|Xo=x).

Soit 0 le dernier temps avant T(Vo(Zé)c) otl le processus (X, )n>o est dans Vy(5),
i.e.,
0 = max {n <t(Vp(25)°) : Xn, € Vo(8) }.

Soient b et ¢ les extrémités de 'intervalle V,(6),
b = [(pp—8)m|+1, c = [(po+d)m].
Egalement, soient b’ et ¢’ les extrémités de 'intervalle V{(205),
b’ = [(po—28)m] +1, ¢’ = |(po+25)m].

Pour {, m assez grands et q assez petit nous avons

P(T(Vo(20)°) < t|Xo=x) = > P(0=n,1(Vo(28)°) <t|Xp=x)
:Z(P(Gzn,XnH:b—l T(Vo(25)°) < t[Xo =)

P(O =1, Xni1 = ¢+ 1,7(Vo(20)) < t[Xo =)



18.1. Lecask =0 247

Considérons le premier terme dans la parentheése. Par la propriété de Markov,
nous avons

P(0=n,Xni1 =b—1,7(Vo(20)°) < t|Xo=x)

o Xn=b,Xn1 =b—1,7(V(28)°) < t|,
- P( X; & Vo(8) pour n < v < 1(Vp(28)¢) ‘ Xo = X)

< p(Xr Z Vo(8) pour T < T(Vo(28)°)
<P T(Vo(26)) <t—n—1

< P(Xe(vp(2s)euiv)) € Vo(28)° [Xo =b—1) =
P(Xero—1,on =b' —1[Xg=b—1).

onb—1>

Nous utilisons la formule donnée au début de la section pour écrire

1
mlb—1
P(Xe(or—1,onp =b =1[Xo=b—1) = —— 1)
Lo )
Dong,

(b’ —1)
P(Xe(tor1on =b' —1[Xg=b—1) < ———.

( ({b’'—1,b}) ’ 0 ) b —1)

Soit € > 0 et soient {, m assez grands et q assez petit de fagcon que

1 Po—38 13
‘—lnﬂ(b—l)—J Inp(e “,0,s)ds| < =,

m 0 2

1 po—28 €
‘—Inﬂ(b’—l)—J Indp(e %,0,s)ds| < =.

m 0 2

Nous avons alors

b’ —1 1 1
7;(“)—_1)) = exp (m(alnﬂ(b’_l) — alnrt(b—l))) <
on (- )

La fonction

P
P J Inp(e ,0,s)ds
0
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est croissante sur ]0, po[. Dong,

po—5
J Indp(e *,0,s)ds > 0.

pPo—28

Choisissons ¢ tel que

po—3&
€ < J Inp(e “,0,s)ds.

pPo—28

Alors si nous prenons

po—?&
B = J Inp(e “,0,s)ds — ¢,

Po—28

nous avons 31 > 0O et

P(B=n,Xn1=b—1,1(V(28)°) <t]|Xg=x) < exp(—B1m).
Nous faisons un travail similaire pour le terme

P(B=n,Xni1=c+1,7(V(28)) <t|Xo =x)

et nous obtenons un 3, > 0 tel que

PO =n,Xn1=c+1,7(V(28)) <t|Xo=x) < exp(—Bom).
Il s’ensuit que

P(t(Vo(28)¢) <t|Xo=x) < t(exp(—Blm) + exp(—[&zm)> .
Soit By < min(p1, B2). Nous avons donc
P(t(Vo(28)¢) < exp(Bom) | Xo =x) < 2exp (—min(By — Bo, B2 — Bo)m).

En choisissant, pour m, suffisamment grand,

1
By = min(B1 — Po, B2 — Bo) — Elnz

nous obtenons le résultat voulu. ]
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18.2 L’étape de récurrence

Soit k € {1,...,K}. Dans cette section nous supposons que le résultat du théo-
réeme est vrai au rang k — 1 et nous démontrons que le résultat reste vrai
au rang k. Soient §, 6’ > 0. Rappelons que pour k € {0,...,K}le sous—ensemble
Uy (8) de D**! est défini par

Uy (8) = {zeDK“: 2ol <s ogigk}.
m
Posons
T =inf{n>0:Z, € Ux4(8) },
T = inf{n>0:Z, & Up_1(28") }
Soient aussi
T, = inf{n}O A Euk(é)},
T = inf{n>0:Z, & Uy(20) }

Nous allons montrer qu’il existe oy, x;, B, B, des réels strictement positifs tels
que, pour {, m suffisamment grands et q suffisamment petit,

m | Zg =z) < exp(—agm),

Vze D P(tg >
« <exp(Bim) | Zg =z) < exp(—Bim).

Vz e Ug(d) P(t

Par 'hypothese de récurrence, il existe o1, 1, Pr—1, Br_; des réels stricte-
ment positifs tels que, pour {, m suffisamment grands et q suffisamment petit,

vzeD Pty >m™ | Z =2) < exp(—ag_ym),
VzeUs(8) Pt <exp(Beam)|Zo=2) < exp(—Bl_,m).

Soient z° un point dans D**! et « > o 1. Nous avons

P(T;‘; > m< | Ly = ZO) — P(Tlt—l > mockfl),r]t > m® | Zy = ZO)

+P(Ti_; < m® 1 > m® ‘ Zy,=12").

Or, par I'hypothése de récurrence, le premier terme dans la somme est majoré
par la quantité exp(—«a_,;m). Il reste a étudier le deuxieme terme. Par la pro-
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priété de Markov, nous avons

P(Ti_y < m* ' 15 > m™|Zy =2°)

0

= > Pt =n,Zn=2z,15 >m*| Zy =2)
n<m%k-1
z€Uy1(8")

Z P(tii=n,Zn=2z|Zy=2")P(ti, >m*—n|Zy=2).
n<m%k-1
z€Uy1(8')

Soit m suffisamment grand pour que m* — m®1 < exp(Bx_1m). Alors, pour
n < m*-1,

P(T]i)m“—n‘zgzz) < P(tf > m& —m* ‘Zozz)
= P(kal < exp(Br—1m), T = m* — mo! }Zo = Z)

+ P11 > exp(Bx_im), Tp = m™ — m*1| Zy = z).

Toujours par I'hypothése de récurrence, le premier terme dans la somme est
majoré par exp(—f;_,m). Pour le deuxiéme terme nous avons

P(tk—1 > exp(Broim), Tp = m* —m* 1 | Zg = z)
< P(thor > m®* —m* ', 1) > m* —m* | Zy =2z)
@

< P(T}’; > m* — m*x1 ‘Tk,l >m* —m*1 Zy = z)
m

= P(T]*( 2 a_m“k_l {ZOZZ) Zn Guk_1(26/), Ogngmo‘_m“k—l)_
Puisque
Uk(5):{Z€DK+1;TZTiL—pi < Ogigk},

afin de montrer le résultat, il nous suffira d’étudier le processus (Z.,(k))n>o
lorsque la chaine de Markov (Z,)n>o est dans Uy_;(25’). C’est également le
cas pour le temps de sortie d’un voisinage de (py, ..., px). En effet, prenons z°
un point dans Uy (8) et p < fx_1, nous avons

P(tk < exp(Bm)|Z,=2") =
P (-1 < exp(Br_1m), T < exp(pm) | Zg =2°)
+ P(’fk—l > exp(Br—1m), T < exp(pm) ‘ Zy = ZO) .
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Or, par I'hypotheése de récurrence, le premier terme dans la somme est borné
par la quantité exp(—f4_,;m). Pour le deuxiéme terme, nous avons

P(Ti_1 > exp(Br_1m), Tx < exp(Bm) | Zy = 2°)
< P11 > exp(Bm), T < exp(pm) | Zy = 2°)
< Pt < exp(Bm) | Zo =2° 11 > exp(pm))
= P(tx <exp(Bm) | Zy=2", Z, € Ux_1(28") 0 < n < exp(Bm)).

Dans ce cas aussi, il suffit d’étudier le processus (Z,,(k))n>0 lorsque la chaine de
Markov (Z,,)n>0 est dans Uy_1(28’). Plus précisément, nous devons montrer le
résultat suivant.

Proposition 18.2.1. Soient 5,8’ > 0. Il existe o, &y, P, Py des réels strictement
positifs tels que, pour {, m suffisamment grands et q, &' suffisamment petits,

e Pour tout z dans Uy_1(87),
P(th > m™|Zy =2, Zn € Ux1(8), 0<n<m™) < e ™™,
e Pour tout z dans Uy_1(86") N Uy (d),

Pty < ePrm ‘ Zo=1z, Zn € Ux_1(8'), 0<n<eP™) L e Pim,

18.3 Bornes stochastiques pour (Z,,(k))n>0

Si nous conditionnons par rapport au processus (Zn(0),...,Zn(k—1)) _, le
processus (Zn(k)) ., de la k-iéme coordonnée peut étre vu comme un pro-
cessus de naissance et mort dont les probabilités de transition dépendent du
temps.

Nous allons construire un processus (X, )n>o dont la loi conditionnelle sachant
les trajectoires (Z,(0)) PTIT (Zn(k— 1))n>0 est la méme que celle de la co-
ordonnée (Zn(k)),,, et nous allons réaliser un couplage entre ce processus
(Xn)n>o et deux chaines de naissance et mort, une chaine inférieure (X% ), >0 et
une chaine supérieure (XY),,>o. Le couplage n’est opérationnel que lorsque la
chaine (Z,,)n>0 est dans Uy_;(8’). Mais justement, pour obtenir les estimation
voulues, il suffit de regarder la chaine (Z,,)n>o dans Uy_1(8’). Nous définis-
sons d’abord des applications &;,7v; : [0,1]% x {0,...,m} — {0,...,m}, pour
i1 €{0,...,K}, par les formules suivantes. Soit x = (xo,...,xx_1) € [0,1]*
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e Nous posons o, (x) =0etpour 0 <i<m,

8i(x) = % (GXOMH(O) k) + ]:ZIXLMH(L k)
i s i
+ =Myl 1) + (1- éxl - n—l)MH(e,k)) .
e Nous posons Yo(x) =0etpour 0 <i<m,
. k—1
Yi(x) = w_‘{% (cx0(1 —Mu(0,K) + Y xa(1—Mu(L,k)

1=1
. k—1 .
+ %(1 — Mk, k) + (1 - ;OXL - n%) (1— MH(G,k))) .

Les probabilités de transition pour le processus (Z2 (k))n>o sont données par :
pour z = (zg,...,zx) € D\ {0} eti=z,

P(Zena(k) =i+1]Z =2) = 5(%2“?:1)
P(Zep(k) =i—1]Z =2) = V(%%)

Il est difficile de réaliser un couplage en utilisant le processus (Z9 (k)),>o. Afin
de réaliser notre couplage, nous allons construire un processus (X, )n>o qui a
méme loi que (Z9 (k))n>o, conditionnellement a (Z,,(0),..., Zn(k—l))n>0. Nous
définissons une application

C:[0,11* x{0,...,m} x [0,1] — [0,1]
en posant pour x € [0,1]%,1 € {0,...,m}etu € [0,1],
Clxyiu) = i—Tyey ) + lus1-s,(x) -

L’application C est définie de sorte que si U est une variable aléatoire de loi
uniforme sur l'intervalle [0, 1], alors pour x € [0,1]* eti €{0,...,m},

P(C(Xalyu) :1+1) = 51(X)) P(C(X,I,U) = l_1) = vi(x).

Lemme 18.3.1. Pour m suffisamment grand l'application C est croissante par rapport
al'arqument i :

Vx € [0,1]% Vvi,je{0,...,m} Vuel0,1]
1<j = C(x,i,u) < C(x,j,u).
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Démonstration. 11 suffit de montrer le résultat pour j =i+ 1. Nous avons
Clx,i+1,u) — C(x,i,u) =
1= (Lucyinm = Lusyi) + (Lusi-si00 = Lus1-si00) -
Cette quantité est négative si et seulement si
Yilx) <u<vyipi(x) et 1T—=358i(x) <u<1—20i11(x).

Ceci n’est possible que si 8i(x) + vi+1(x) > 1. Cependant, si nous posons y €
[0,1] et i = |[ym], nous voyons que

lim 8;(x) +vit1(x) =

m—o00
1

(o—Dxo+1 (GXo(ﬂ —yIMu(0,k) +y(1— MH(O,k)))

k—1
+ 3 a1 —yMuL,K) +y(1 - Mu(L, k)
1=1
+y((1=y)Mu(kK) +y(1— Mu(k k)
k—1
(1= X ) (1= 9Mule ) +y(1 - Malo k) )
1=0

Or,siu €]0,1[ etv € [0, 1], nous avons
ul—v)+(1—-uyv<l—v+4+v=1.

La limite précédente est alors strictement plus petite que 1. Donc, pour m assez
grand,
8i(x) +vir(x) < 1.

]

Soit (U, )n>1 une suite de variables aléatoires indépendantes et identiquement
distribuées, de loi uniforme sur l'intervalle [0, 1]. Nous définissons un processus
(Xn)n>o a valeurs dans {0,...,m} a l'aide du processus (Z,)n>¢ et de la suite
(Un)n>1. Soit z € D**1\ {0} le point de départ du processus (Z,)n>o. Nous
posons Xy = zy et

Zn (0 Zno1(k—1
Vvn>1 X, = C< i ),..., i ),Xn_l,un).
m m
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Conditionnellement aux trajectoires (Z,,(0)) (Zn(k—1))

sus (Xn)n>o et (Zn(k))k>o ont méme loi.

les proces-

n=0 ) n>0’

Nous construisons ensuite une chaine de naissance et mort inférieure (X5),>0
et une chaine de naissance et mort supérieure (X} ),>¢ pour borner stochasti-
quement le processus (X, )n>o lorsque (Z,,)n>o est dans Uy_1(8’). Pour &’ > 0,
soit Wy._1(8') le sous—ensemble de [0, 1] défini par

Wi 1(8) = {x € 0,1]*: [x; —ps| < &', 0<i<k}.
Remarquons que
Wi1(8) N — = Uk ().
m

Soit (XL ), >0 une chaine de naissance et mort a valeurs dans {0, ..., m} de pro-
babilités de transition

6L = min{&;(x) : x € Wi_1(8") 1,

1

vi = max{yi(x):x € Wx_1(8)},

0<1
0

//\ //\
//\ //\

m?
i<m

Egalement, soit (X} ),>o la chaine de naissance et mort a valeurs dans l’en-

semble {0, ..., m} avec probabilités de transition
5t = max{d;(x) : x € Wy _1(8")} 0<ig<m,
YU = min{yi(x) : x € Wi_1(8') ) 0<i<m.

Vérifions que les processus (XL) >0 et (XY), >0 sont bien définis, i.e.,
vie{l,...,m—1} 8t+vyF <1 et &'+vy <1,
Soit x; € Wy_1(8') un point qui maximise la fonction y;(x). Nous avons
Or +vi = 8 +vilxi) < 8ilxi) +vilxi) < 1.

De maniere analogue, si x; € Wy_1(8’) est un point qui maximise la fonction
di(x), nous avons

S 4+ vt = &ilx) + v < Silx]) +vilx]) < 1.

Ainsi les chaines de naissance et mort (XL), >0, (XY )0 sont bien définies.
Nous construisons ensuite un couplage pour pouvoir comparer les processus
(Xn)nz0, (XE)nso0, (XH)ns0. Nous définissons des applications

ct,cY:{o0,...,m} x[0,1] — [0,1]
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pour coupler les mécanismes de transition des processus (XL ), >0 et (XY) 0.
Soient i dans {0,...,m} et u dans [0, 1]. Nous posons
CL(ia u) =1i-— 1u<y{- + 1u>1—6iL )
Cu(i) u) =i— 1u<y}'l + 1u>172">{i .
Les applications Ct, CY sont définies de sorte que si U est une variable aléatoire
de loi uniforme sur 'intervalle [0, 1], alors
P(CH(L,U) =i+1) =87 et P(CY(L,U)=i-1) =i,
P(CH(i,Uu)=i+1) =& et P(CYE,UW=1i—-1) =~{.

Par construction des probabilités de transition &}, vF, 5, v, nous voyons que

'application C" est en—dessous de 1'application C et que I'application CY est
au—dessus de 'application C au sens suivant :

VXGkal(él) Vle{(),,m} VuG[O,l]
Ch(i,u) < Clx,i,u) < CH(i,u).
Nous définissons les processus (X% )n>o, (XY )n>o a I’aide de la suite de variables

aléatoires (U, )n>1 comme suit. Soit a € {0,..., m}le point de départ des pro-
cessus. Nous prenons X§ = X§' = a et

vn>1 XL =cCc(xt U, XY =cxt¢,u,).

n

Soit T le temps de sortie de 'ensemble Uy (8') :
T=inf{n>0:Z, & U 1(5')}.
Proposition 18.3.2. Pour tout z € Uy_1(8'), si Zg = z et X5 = Xo = X' = zy, alors

vn e [0,1], XE< X, < XU

Démonstration. Nous allons montrer 'inégalité par récurrence sur n € N. Pour
n = 0 nous avons bien Xp = X§ = X§' = zy. Supposons que 'inégalité est vraie
au temps n < T, cest a dire que X5 < X,, < XY et que Z,(0)/m,...,Z,(k —
1)/m sont tous dans Wy,_1(8’). Nous avons

XIF_L—O—]. = CL(Xl_nun—i—l))

Z,(0 Zn,(k—1
Xn+1:C( ( )>---> ( )>Xn)un+1))

m m
Xig = CH (XY, Upya) .
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Par le lemme(18.3.1| et 'hypothése de récurrence , nous obtenons

C(Zn(O)) ) Zn(k_ 1))Xl~wun+1)
m

m
Z,(0 Ly(k—1
C( ( )>---a ( )>Xn>un+1> <
m m

C(Zn(O))‘-wzn(k_ 1),XE>Un+1) .
m

<

m

L'application C" est en—dessous de l'application C et 'application C" est au-
dessus de l'application C, donc,

Z,(0 Zn(k—1
C (X un+1) =X C( ( ))---) ( )>Xk)un+1)>
m m
AN Zn(k—1
Cu(Xg)unJrl) > C( (O)w'-» ( )>Xrlfaun+1)-
m m

Nous combinons les inégalités précédentes et nous obtenons ainsi l'inégalité au
tempsn +1:

Soit & > 0 et définissons

Vi (5) = {ie{O,...,m}:)%—pk‘ <6}.

Soient aussi

TH(Vk(8)) = inf{n >0:X}; € Vi(3) },
T (Vi(28)¢) = inf{n > 0: X} & Vi (28) },

™(Vi(8)) = inf{n>0:X} € V(5) },

(Vi(28)¢) = inf{n > 0: X} & Vi(28) }.

Soit &6 > 0. Nous allons utiliser le résultat suivant pour finir la démonstration
du théoréme|(18.0.1

Proposition 18.3.3. Soit 6 > 0. I existe oy, &y, B, By, des réels strictement positifs
(dépendant de §), tels que pour £, m suffisamment grands et q,d’ suffisamment petits
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e Pour touti € {0,...,m},

P(TH(Vi(8)) = m™ | X5 =1) < exp(—am),
P(T"(Vi(8)) = <

e Pour tout i € Vi (9),

La preuve est la méme pour les deux processus, par commodité nous allons

: L
travailler avec le processus (X}, )n>o-

18.4 Chaines de naissance et mort

Nous étudions ici la dynamique du processus (X} )n>o. Pour alléger 1’écriture
nous enlevons le L des notations dans toute cette section. Cherchons d’abord

les points x de Wy_1(8’) qui réalisent les valeurs 8- et y-. Comme

Vie{l,....k—1}  Mu(Lk) = Mu(0,k),

nous voyons que di(xo,...,Xk_1) est croissante en les variables xi,...,x;_1, et
Yi(xoy...,Xk—1) est décroissante en x1,...,xx_1. Il s’ensuit que pour tout i €
{0> SRR m}/
. ! !
oy = min 6i(XO)pl_éw"')pkfl_é))
x0:x0—pol <O’
/ /
Yi = max  yi(xo,p1 —08'y...yp1 —8').

X0:/xp—pol<O’

Pour étudier le comportement par rapport a xy, nous dérivons :

00:(X0y -+ -y Xk—1) _ 1—i/m ( Mu(0,k) — My (0, k
axo ((G_l)xo+1)2 G( H() ) H( ) ))

—1

~

(0= Y (Mu(1,1) = Mu(8,19) — (0~ 1) = (Mu(k, k) - MH(e,k))) ,

1=1
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0vi(Xoy .-y Xi—1) i/m _ _
o _((0—1)x0+1)2< G<MH(O’k) MH(e’k)>+

k—1
(o= 1) % (Malt, k) = Mu(©,11) + (0= 1:% (Mulk ) = Mu(0,5)) ).
1=1

Nous voyons que le signe des dérivés partielles de d;(x) et yi(x) par rapport a
X ne dépend pas de x(. Les variables x4, . .., xi_1 étant fixées, les fonctions 8;(x)
et yi(x) sont monotones vis a vis de xy. De plus, les dérivées partielles de 5;(x)
et yi(x) par rapport a xo ont des signes opposés et

00:(X0y -+ +y Xk—1) N OYilX0y -y Xi—1) _ 0
6x0 ax0
k—1
— G(MH(O,k)—MH(G,k)> —(o—1) XL(MH(I K) — My (6, k))

1
—(o—1) (MHkk) MH(E)k)> 0.

3|~r

Nous supposons que
{— 400, m — 400, q—0,

de sorte que
g — a €]0,+o0l.

Nous avons alors

ak—l
e sil<k
Clim MLk = ¢ (k=1 ot ’
Ttasa 0 sil=89.

Pour { assez grand et q assez petit, le coefficient My (1, k) — My (0, k) est stric-
tement positif. Comme I'équation ci-dessus est linéaire en i, nous obtenons
la conclusion suivante. Il existe une valeur i* € {0,...,m}, qui dépend de
m, p1,...,Pk—1, 0, telle que :

¢ Si 0 <1< i* lafonction 8;(xg, p1 — &’..., pr_1 — &’) est décroissante en x, la
fonction y;(xg, p1 — 8',..., px_1 — &’) est croissante en xy, et

6i — 6i(p0+6/>pl_6/»"'>pk71_6/)>
Yi = Yilpo+0,p1—0,...,pk_1—0).
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e Sii* < 1 < m, la fonction 8;(xg, p1 — 8',...,px_1 — &) est croissante en xy, la
fonction y;(xg, p1 — 8',..., px_1 — &’) est décroissante en xy, et

di = 51(00—5/>pl—5/>--->pk—1—5/)a
Yi = Yilpo—0",p1—0,...,pxk1—0).

Nous étudions maintenant les produits 7t(i) définis par

5y -84 .
n(0) =1, (i) = ! , l<i<m.
Yio v

Afin d’estimer les produits 7(i), nous commengons par étudier pour x dans
Wi—1(8') le rapport 8i(x)/vi(x). Pour 0 < i < m, nous avons

di(x)
Yil(x)

i
:d)(MH(O»k)»-“)MH(k>k))MH(G»O))XO)”-’kal’_))
m
ot ¢ :10, 111 x [0,1[ x]0,1[*x ]0,1[ —> 10, 4+-00[ est la fonction donnée par :
VB €l0, 1] Vee[0,1] Vxe€lo, 1 Vpelo,1]
¢(B>€)X>p) =
k-1 k-1
(1—0p) (Uxoﬁo + ) xiBu+pPi+ (1 -) - p>£)
1=1 1=0

k—1

k—1 :
p(m(l —Bo)+ > x(l— B +p(l— B+ (1= x—p)(1— e))
1=1 1=0

Pour étudier les produits 7t(i) nous souhaitons savoir quand la valeur de ¢ est
plus grande ou plus petite que 1. L'équation ¢(f3, ¢, x,p) = 1 est une équation
linéaire en p qui a pour solution

k—1 k—1
O'X()Bo + ZXLBL + <1 — ZX1>£
1=1 1=0

p(B,&x) = (c—Dxo+1—Px+¢

Nous avons donc

¢(B)€?X)p)>1 Si p<p([‘)))£)x)7
d(B,e,x,p) <1 si p>p(P,ex).
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De plus, la fonction ¢ (3, €, x, p) est continue et croissante en les variables f3, ¢.
Soit 1 :]0,1]% x [0,1[ x ]0,1[ —]0, +oo[ la fonction donnée par :

VB e]0,1]*" Vee[0,1] Vp €]0,1]

11)([5 ) d) B>€>p0+6,>pl_6/)-"apk—1_5/)p Sipgi*/m>
£,p) = . .
’ d(Byeypo—0yp1 =0 . k1 —08yp) sip>i*/m.

Le résultat suivant donne des estimées de grandes déviations pour les produits
m(1).

Proposition 18.4.1. Soit a €]0,+oo[. Pour p € [0, 1], nous avons

k

. 1 ° —a @ —a
Z,lrllriloo alnn([pmj):Llntb(e H,...,e ,0,s>ds.

q—0,fq—a

Démonstration. Soit p € [0,1]. Pour m > 1, nous avons

lom]

%mmmN == Zl 1n1|)<MH(O,k),...,MH(k,k),MH(G,k),n%).

Soit ¢ > 0 tel que
!
. .0
€ < min e ¢—.
o<k U

Pour {, m suffisamment grands et q suffisamment petit, nous avons
ak—L
(k—1)!

0 < Mu(0,k) < ¢.

Mu(Lk) —e @ <e 0<1<k,

De plus, comme l'application ¢ est monotone vis—a—vis des deux premiéres va-
riables,

Lom]
1 _.ak N i
—E ln1p<e o € ..., € 8,0,—)
i=1
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Nous reconnaissons des sommes de Riemann. En faisant tendre ¢, m vers 1’co et
q vers 0, nous obtenons

P k
%Hn?gg %lnﬂ([pmj) > J lnll)(e’a% —&...,e *—¢g,0, s) ds,
q—£0,€q—>a 0 .
li L) < [ L —a
;r?liuoop - n7([pm|) < L ntl)(e ﬂJrs,...,e +£,£,s) ds.
q—0,fg—a
Nous envoyons ¢ vers 0 et nous obtenons le résultat cherché. O
Définissons
ak
p = min { p(eiaga AR eia)()) Po + 6/5 P1— 6/> ceey Pr—1— 6/)5
! .
p(e_agw ce e—a)o) Po — 5/> P1— 61) <oy Pr—1 — 61) } )
ak .
p+ = InaX { p(eiag> SRR eia>0> Po + 6/) P1— 6,» ceey Pr—1— 6,)>
! .
p(eiag> SRR eiaaoa Po — 6/> P1— 6/) ce oy Pr—1 — 6/) } .

Nous avons alors

K

1|)<e_a%,...,e_“,0, s) > 1 pour s <p ,
o~

1|)<e’ag,...,e’“,0, s> <1 pour s >p*,

et la fonction .

e a
—a
pHJ'O ln1b<e SRR
est croissante sur ]0,p~[ et décroissante sur ]p™,1[. De plus, lorsque &’ tend
vers 0, les points p~ et p* convergent vers py :

e’“,O,s) ds

lim p~ = lim p* = px.
lim p~ = lim p* = py

Définissons

T =
mln{ p(MH(O» k)) RS MH(ka k)) MH(eak)) Po + 5/> P1— 6/) <oy Pr—1 — 6/)>
p(MH(O) k)) ceey MH(k) k)» MH(G)k)y Po — 6/) P1— 6/>- <oy Pr—1— 6/) } )
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rt =

max { p(MH(Oa k)w L) MH(k> k)) MH(e>k)> Po + 6,3 P1— 6/) <oy Pr—1 — 5/))
p(MH(Oa k)) SRR MH(k» k)) MH(e)k)> Po — 6/7 P1 — 6/> ceey Pr—1 — 5/) } .

Nous avons donc

m = (1)

1 T
* <m — (1)

3 A

N T
- //\

J<
T <)

et la situation est plus délicate entre T m et r*m. Or, quand ¢, m — oo, q — O et
{q — a, nous avons

im v =p, lim 17 =p",
£,m—o00 £, m—o0
q—0,lg—a q—0,{q—a

Nous cherchons ensuite des estimées sur le temps d’entrée dans un voisinage
de px. Prenons 6 > 0 et définissons

Vi (5) = {xe{O,...,m}: ‘%—pk‘ < 5}.
Soit T(Vi(0)) le temps d’entrée dans Vi (5),
T(Vi(8)) = inf{n >0:X, € Vi(8) }.
Nous allons démontrer le résultat suivant

Proposition 18.4.2. Soit & > 0. Ils existe réels strictement positifs xy, o (qui dé-
pendent de d) tels que pour £, m suffisamment grands et q, " suffisamment petits,

Vx €{0,...,m}  P(t(Vk(8)) > m™ | Xo =x) < exp(—oym).

Démonstration. Par monotonie il suffit de faire la preuve pour x = 0 et x = m.
Soient b et ¢ les extrémités de l'intervalle Vi (9),

b = [(pxk—08)m|+1, c = |(px+8)m].

Grace aux formules de la section[18.1], nous avons

c‘
,_.

bl1

d;

j=i

:1

(1)
(j)

E(T(Vi(8)) [ Xo =0) = E(t({b}) | Xo =0)

I
=)
:1

i
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Pour ¢, m suffisamment grands et q, 8’ suffisamment petits, le point r~ est dans
Vi (8), et aussi b < r~. Comme les produits 7t(i) sont croissants sur l'intervalle
{1,...,[r~m]}, nous obtenons que si1 <i<j <b—1,alors

De plus, pour m > 2,

olpy — 8 )Mu(0,k)

Vie(0m—1) &> Cr P ST 2

pour une constante c strictement positive qui dépend de k, 8’ mais pas de m. I
s’ensuit que
E(T(Vk(8)) | Xo=0) < cm®.

Soit « > 4, I'inégalité de Markov entraine
P(t(Vi(8)) > m*|Xo=0) < em *7¥.
Nous développons l'expression
P(t(Vk(8)) = m**!| X, =0)

comme dans la preuve de la proposition |18.1.2|et nous obtenons

P(T(Vi(8)) = m** | Xo =0) < (cm(“4))m
= exp (—m((oc—4) lnm—lnc)> .
Choisissons & > 5 et soit my suffisamment grand pour avoir
(o —4)Inmy —Inc > 0.
Nous choisissons «;, = (o —4) In my — In ¢ et nous obtenons le résultat voulu.

La preuve pour l'état initial Xy = m est similaire. O

Nous cherchons ensuite des estimées sur le temps de sortie d"un voisinage de
Pk. Soit & > 0. Soit T(Vi(28)€) le temps de sortie de 'ensemble Vi (29) :
T(Vi(28)¢) = inf{n>0: X, €V }.

Nous allons démontrer le résultat suivant :
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Proposition 18.4.3. Soit 5 > 0. Il existe réels strictement positifs B, By (qui dé-
pendent de 8) tels que pour {, m suffisamment grands et q, 8’ suffisamment petits

Vx € Vi(d) P(T(Vk(ZZS)C) < exp(pyxm) |X0 = x) < exp(—pLm).

Démonstration. Soit t > 0 et regardons d’abord la valeur de
P(T(Vi(28)) < t]Xo =x).

Soit 0 le dernier temps avant T(Vy(26)¢) ott le processus (X, )n>o est dans Vi (8),
ie.,
0 = max{n < T(Vi(20)€) : Xiy € Vi (d) } .

Soient b et ¢ les extrémités de l'intervalle Vi (),

b = [(px—0d)m] +1, c = [(px+d)m].

Egalement, soient b’ et ¢’ les extrémités de 'intervalle V. (26),

b’ = |(px—28)m] +1, ¢/ = |(px +28)m].

Pour {, m assez grands et q assez petit, nous avons

P(T(Vi(28)) < t|Xo=x) = > P(0=n,1(Vi(25)) <t|Xp=x)

n<t

=Y (PO =1 Xnu1 =b—1,7(Vi(20)) < t| Xo =)

n<t

+P(0 =n, Xnp1 = c+1,7(Vie(25)¢ t|X0—x)>

Développons le premier terme dans la parenthese. Par la propriété de Markov,
nous avons
P(6=m,Xn11=b—1,7(Vi(25)°) < t|Xo =x)
Xn :b Xn+1 =b-1 T(Vk(26)c) t,
P Xo =X
Xy & Vi (8) pour n < r < (Vi (26)¢)
P(X: & Vi(8) pour 1 < T(Vi(28)),T(Vi(28)¢) < t—m—1|Xo =b —1)
< P(X (Vi (28)cU{b}) & Vk(26) XO =b— 1)
_P(X {bllb} /—1}X0:b_1)
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Nous utilisons maintenant la formule donnée dans la section pour écrire

1
m(b—1
P(Xe(o—1,onp =b =1[Xo=b—1) = —— 1)
i=b’'—1 ﬂ(l)
Nous en déduisons que
(b’ —1)
P(Xe(or— =b'—1{Xo=b—-1) <
( ({b’—1,b}) ‘ 0 ) (b —1)
Soit ¢ > 0 et soient {, m assez grands et q assez petit de sorte que
1 pr—2> 7aak . c
‘n_llnﬂ(b_l)_Jo 1n1|)<e DT ,0,s>ds <§,
1 pr—28 7aak . c
‘n—llnn(b’—l) —JO 1n1|)<e e ,o,s> ds| < 3,
Nous avons donc
b’ —1 1 1
% = exp (m(n—1 Inmt(b’ —1) — alnﬂ(b — 1))) <
pr—90 ak
exp (m(—J lntl)(e_a—l,...,e_a,o,s> ds+e)) .
P25 k!
La fonction
p ak
p— J lnll)(e_“—', ey e‘“,O,s) ds
0 k!

est croissante sur ]0,p [. Or, p~ converge vers py lorsque &’ tend vers 0. En
prenant 8’ assez petit, nous avons pxy — & < p—, donc

ka_é In (e’a d

_) DECENY
P25 Kt

K
,e"ﬂO,s) ds > 0.

Choisissons ¢ tel que

k

pPrx—5 a
e < J ln1])<e_aﬁ,...,e_a,0, s) ds.
pr—28 :

Alors si nous prenons
K

B = kaé 1n1|)<e’a%,...,e’“,0, s) ds — e,

pr—2%
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nous avons 31 > 0 et

P(6=m,Xns1 =b—1,7(V(28)¢) < t|Xo =x%) < exp(—B1m).
Nous faisons un développement similaire pour le terme

P(6=n,Xn1=c+1,7(Vi(20)°) < t]| X =x)

et nous obtenons un 3, > 0 tel que

P(6 =1, Xns1 =c+1,1(Vi(28)¢) < t|Xo =x) < exp(—Bom).
Finalement,

P(T(Vk(28)¢) < t]|Xo=x) < t(exp(—ﬁlm) + exp(—Bzm)) )
Soit Bx < min(f1, f2). Nous avons donc
P(tk(V(28)) < exp(Brm) | Xo =x) < 2exp (— min(B1 — Bx, B2 — Bx)m).

En choisissant, pour m, suffisamment grand,

Br = min(B1 — Pk, P2 — Br) — mioan

nous obtenons le résultat voulu. O



Chapitre 19

Convergence

Dans cette section nous montrons, dans le cas ce™ > 1, la convergence de la
mesure de probabilité invariante v° vers la masse de Dirac en p. Soit e ¢ > 1.
Soit p le point de [0, 1]%"! donné par :

k sk

(e LY L

pr = (oe 1)k! g

i>1
Nous considérons le régime asymptotique
{ — 400, m — +o0, q—0,
m

{q — a, — = .

¢

Théoreme 19.0.4. Pour toute fonction f : [0,1] — R continue, croissante et nulle en
0, nous avons

. zo+---+z
lim J f(—o K)dve(z) = f(po+ -+ px).
¢,m—o00,q—0 JPK+1 m

tq—a, o

Démonstration. Soit 6 > 0 et définissons
Uy (5) = {zeDK“:)%—pk) <5, ogkgK}.

Nous définissons deux suites de temps d’arrét (T, )n>o et (T,;)n>1. Posons Ty =0
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et soient

T =inf {n>0:Z, € Uk(3) }, T =inf {n>T:Z, & Ux(23) },

T'=inf{n>T1:Z,€eUk(8)}, Ti=inf{n>T;:Z,¢&Ux(208)},

1

D’apres le théoreme ergodique pour les chaines de Markov, nous avons

Zod -tz 1S /700 4+ Zi(K)
LDKH]C< - K)d\/e(z) :tlggo ¥E<Zf( - >)

i=0

Soitt > 0. Nous décomposons cette derniére somme a l'aide des suites de temps
d’arrét (Ti)i>O et (T{k)i>1 .

5 f(Zn(O) + & + Zn(K)> _

n=0

T At—1

Z,0)+ -+ Z,(K)
> o o Sal9)

i1 n=Ti 1At

T At—1

Z,(0)+ -+ Z,(K)
DN = ),

i>1 n=TrAt

ol le symbole A\ représente le minimum de deux quantités. La fonction f est
continue, croissante et nulle en 0. Soit ¢ > 0 et choisissons 6 suffisamment petit
pour que

Zo+ -+ Zx
m

<

N ™

>d5—f(Po+"'+pK)

Vz e Ug(8) ‘f(

Nous avons alors

t—1
’E(Zf(zn(o) i m+ Z“(K)>) — tf(po+ -+ + px)

n=0

<

D 2A(DE(TF At—Tig At) + te.

. 2
i>1
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Nous étudions ensuite I’expression

> (MAt=TiaAt).

i>1

Définissons
N(t) = max{i}O:Ti gt}.
nous avons
N(t)
Y (MAt=TgAt) < Y (TT=Tia) + (t—Ta)-
i>1 i=1

Nous étudions ensuite la variable aléatoire N(t). Soientj € N et z € D**!. Nous
cherchons des estimées sur la valeur de

P(N(j exp(am)/2) > j ! Zy = z) .
Par définition de N(t), nous avons
N(t) >i < T; <t.
De plus,
=T+ (TL-—T)+ -+ (Ti—Tia).

Définissons pour i > 1,

Yi = Ti —Tigq,

Yi =T, —T;.

Nous définissons aussi pour j > 1,

Nous voyons donc que

P(N(j exp(am)/2) >j ‘ Zy= z) = P(S]- <jexp(am)/2 | Zy = z) .
Par le théoreme il existe des réels strictement positifs « et «’ tels que,
pour touti > 1,

P(Y; < explam)|Zy=z) < P(Y; <explam)|Z,=z)
— Z P(Y{‘ < exp(am) |Zo =z, 21 = z’)P(ZT; =z | Zy = z)
z'eUy(8)
— Z P(T; < exp(am) ‘ Zy=2'\P(Zy =2’ | Zy=1z)
z'eUy(8)

< exp(—a'm).
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Définissons les variables aléatoires de loi Bernoulli suivantes :
Vi P 1) & = 1Yi*<exp(ocm) .

Nous voyons que si S,, < nexp(am)/2, alors il existe au moins n/2 indices
dans{1,...,n}tels que Y; < Y; < exp(am). Donc,

< jexp(am)

S5 >

= g +--t+¢& =2 %
Ainsi,
P(N (jexp(am)/2) > ‘ Zo = z) -
P<Sj <jexp(am)/2 ‘ Zy= z) <
P(El—i—---—i—sj >j/2>-
Par I'inégalité de Chebyshev exponentielle nous avons, pour A > 0

p(el Fo g ;j/Z) < exp (—)\/Z—HnE(exp()\sl/j)...exp(Asj/j))>.

Or, comme les variables aléatoires ¢;, ..., £;_; sont mesurables par rapport a la
filtration générée par (Z,, 0 <n < T}),

E(exp(Aer/j) - -exp(Ae;/j))
= E(E(exp(}\gl/j) - exp(Ag;/j) | Zn, 0 <M < TJ*))

= E<exp(7\81/j) . -exp(?\ej_1/j)E(eXp(7\£j/j) |Z,, 0 <n< TT)) )
Par la propriété de Markov forte, nous avons pour l’espérance conditionnelle
E(exp(Ae;/j) [ Zn, 0<n < 1)) = E(exp(Aer/j) 1 Zo = ZT;) .
Or, pour tout z" dans U (),
E(exp(?\sl/j) | Zy = z') < exp ( —o'm+ ?) +1—exp(—a'm),
d’ot,

E(exp(Aer/n)|Zy = ZT;) < exp (— o’'m + ?) +1—exp(—a’'m).
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Nous itérons ce procédé et nous obtenons

A j
E(exp(Aer/j) - -exp(Ae/j)) < (exp (— o'm + ;) +1— exp(—cx’m)) .
Nous faisons le changement de variable A — jA pour obtenir

P(el+-~-+.~sj 2]’/2)
< exp <—j<?\/2 —In (exp(—a'm+A)+1— exp(—oc’m)))) <
exp(—J/\*(l/Z))»

ou A*(t) est la transformée de Cramér de la loi de Bernoulli de parametre
p =exp(—a'm):

A*(t) = sup (At—lnE(exp(ABer(p)))).

A0

La fonction A*(t) se met sous la forme

A(t) = tin S+ (1— it
p I-p
Nous voyons donc que dans notre cas,
1. exp(le’'m) 1 exp(a’m)
AN (1/2) = sIn—————+ = > ,
(1/2) 2 n 2 +ZInZ(exp(oc’m)—l) c(m)

ol c(m) est une constante positive qui dépend de m mais pas de j. Il s’ensuit
que, pour m suffisamment grand,

Vi>1 P(N(jexp(ocm)/Z) 2]”Z0:z> < exp (—je(m)),
ou pour m suffisamment grand, c(m) est une constante positive qui dépend

de m mais pas de j. Soit t > 0. Nous cherchons une borne supérieure pour
I'espérance

z

(t)
E( (T —Te) + (t— TN(t))) .
k=1
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Puisque la somme dans la parenthese ne peut pas dépasser la valeur t, nous
avons pourj > 1

N(t)

E( (Ty — Teen) + (t— T ))<

E((

z
=

(t)

(T,l‘ —Tk—l) + (t—TN(t)))lN(t)<i> + tP(N(t) > J) '

i

1
Soit

jexp(am) }
— I
Grace a I'étude de la variable aléatoire N(j exp(am)/2), en prenant j = j, nous
voyons que le deuxieme terme est borné par

jt:min{jeN:tg

e mP(N(je*™/2) > 1) < % exploam —jic(m)),

qui tend vers 0 quand t tend vers 1’co. Par ailleurs, pour le premier terme, nous

avons grace au théoreme [18.0.1

z

(t)

E(( D (T—Ta) + (t—TN(tJ)>1N(t)<jt)
K—1
jt+1 t+l
<E(Z(T£—Tk1) ZE —Te1) < Ge+1m

k=1

Finalement, nous combinons les inégalités précédentes et nous obtenons, pour
m suffisamment grand, et pour tout t > 0,

%E(Z(T;At—TnlAt))

n>1
2 jo+1
T jrexplom) | 2

exp(am —jc(m)) + (¢ + 1)m°‘) .

Quand t tend vers oo, cette expression tend vers 2m®/ exp(am), qui tend vers
0 avec m. Donc, pour m assez grand, il existe t,, > 0 tel que pour toutt > t,,,
nous avons

1
_E(

0

< €.
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Et donc,

. Zo+ -+ 2k
lim B —
¢, m—o0, q—0 JK+1 m

tq—a, F—o

)dve(z) = f(po+ -+ px)-






Chapitre 20

Cas neutre

Reprenons la formule (J;) de la fin de la section Rappelons que le temps
de découverte de la master sequence, T, est défini par :

T =inf{n>0:0,eW} =inf{n>0:0, e W}.

Le temps t* a été étudié en détaille dans [10], qui a obtenu le résultat suivant
(propositions 10.3 et 10.6 dans [10]) :

Théoreme 20.0.5. Pour tout o € P, \ W*, nous avons :

. 1 .
2,111?300 ZIHE(T |0g =0) = Ink.
q—0,fg—a

Dans le cas oe™® > 1, ce théoreme et les estimations obtenues dans le chapitre
précédent suffisent pour déduire la convergence :

(0(0)+-~-+0(K))

m

f du%(o) —  po+ -+ px.-

b,

Pour compléter notre théoréme principal, il nous resterait a montrer que dans
le cas oe™“ < 1, nous avons la convergence

1C(o(o)+--~+o(1<)>

m

J dueo(o) — 0.
P
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Puisque la fonction f(o(0) + --- + o(K))/m ne vaut pas 0 sur 'ensemble des
distributions neutres N, des estimations supplémentaires sont nécessaires : il
suffit de montrer que le temps passé par le processus (0% ),,~¢ dans ’ensemble

{o€eP:0(0)=0 et o(l)+ ---+o0(K)=1},

est négligeable par rapport au temps passé par le processus (0%), >, ailleurs
dans la phase neutre. Pour ce faire, nous allons nous servir de l'identité (J;)
obtenue a la fin de la section :

£+1
L+ Ex(To) Zo+ 2K e
E(T}Z | Og = ngit) + E(70) JDK+1 f( m >dV (z).

Nous rappelons que les temps Ty et Ty ci-dessus sont définis par :

T =inf {n>0:0) € W },
T =inf {n>0:Z% =0},

n —

ou cette fois—ci, les chaines de Markov (Z9),,>¢ sont celles construites par la
premiere approche, dans la section [17.1.1] Le reste de ce chapitre est dédié a
estimer le temps de découverte Ty et le temps de persistance .

20.1 Estimation du temps de découverte

Commengons par estimer E (1} | Of = 0%;). Soit o une distribution d’occupa-
tion n’ayant aucun chromosome dans les classes 0, ..., K. Issus de 1’état o, les
trois processus (On)nzo0, (04 )nso0, (OXF1) 5 ont la méme dynamique jusqu’au
temps T%. Il suffit donc d’estimer 1'espérance de T pour le processus d’occupa-

tion original (O )n>0. Nous allons montrer le résultat suivant :

Proposition 20.1.1. Pour tout o € N, nous avons

) 1

lim - InE(tk|Op=0) = Ink.
¢,m—o0, q—0 L
tq—a, o
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Démonstration. Soit T* le temps de découverte de la master sequence, i.e.,
T =inf{n>0:0,(0)>1}.

Evidemment, ™ > tj. Grace au théoreme [20.0.5, nous déduisons la borne su-
périeure pour le temps de découverte T ; pour tout o € N,

1
lim sup ZlnE(T"f( Op=0) < Ink.

¢,m—o00, q—0
tq—a, o

Il ne reste qu’a montrer la borne inférieure. Pour ce faire, nous allons suivre la
stratégie employée dans [10] pour estimer le temps de découverte de la master
sequence. Nous allons travailler avec le processus distance (Dy)n>o. Par abus
de notation, nous posons

N = {de{0,...,¢}™:d(i) >K, 1<i<m},
Wi = {de{0,...,0)™:Fie{l,.... m}telque d(i) <K }.
Soit
T = inf{t>0:Dy € Wi }.

La loi du temps de découverte T est la méme pour le processus distance et
pour le processus d’occupation. Pour b € {0,...,{}, nous notons par (b)™ le
vecteur colonne dont toutes les entrées sont b :

b
(b)™ = |
b
Nous ne travaillons que dans le paysage a un pic. Ainsi, par le corollaire 16.2.6

le processus distance (D, )n >0 restreint a Nx est monotone, et nous avons

VdENK E(T;

Dy=d) > E(7x

Do = (K+1)™).

Nous supposons que le processus distance est issu du point (K 4+ 1)™ et nous
allons estimer 1'espérance

E(t}

Do = (K+1)™).

Nous commengons par donner quelques résultats extraits de [10]. Notons par
B la loi binomiale de parametres { et 1 — 1/k.
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Lemme 20.1.2. Pour b < {/2, nous avons
1/0\° ¢°
— | = < B(b .
K¢ (Zb) (b) k{—b
Démonstration. Soit b < £/2. Alors

¢ 1\b 1\t N1 . (t—b)P1 e\" 1
Blb) = (b)(l—;) (o) = (b)_ 2 Tor W 7 (E) PR

La majoration de B(b) est immédiate. H

N

Lemme 20.1.3. Pour p € [0, 1], nous avons

lim 7 InB((pt]) = (1 p)In (x(1—p)) —pln P

Démonstration. Nous écrivons

(- (t—[pt]+1)

InB(|pl]) = In +(€—LPEJ)IHE+LPU ln(l—%)

1---[pt]

Lot =1 Let]
k k 1 .
_ kz_o 1n(1—z)—;mEHE—Lpu)lnEJFmen(l_z)_

Nous reconnaissons des sommes de Riemann pour les fonctions In(1—x) et Inx,
donc

p _
lim %lnB(LpRJ) :J ln1 de—i—(l—p)ln%—kpln(l—%).

Nous finissons la preuve en faisant l'intégration. O

Le lemme suivant est une variation du lemme 10.15 de [10]. La démonstration
est la méme et nous I’'omettons.

Lemme 20.1.4. Pourb € {K+1,...,{}, nous avons

¥Yn >0 P(tg <n|Do=(b)™) < nm
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Nous démontrons ensuite la borne inférieure pour le temps d’atteinte tj :

. 1

liminf -
¢, m—o0, q—0 ¢
tq—a, o

InE(tk [ Do=(K+1)™) > Ink.

Soit € I'événement
& = {Vn<m€3/4 Vi<Int Un.>p/k}.

Si I'événement € se produit, alors jusqu’au temps m*/4, aucun événement de
mutation dans le processus (D, ) >0 ne peut créer un chromosome qui soit dans
une des classes 0, ..., K. En effet, sur &,

Vbe{K+1,...,8} ¥Yn<me/*

MH(b>un‘1) .- ->un,€) 2 MH(K + 1>un,1>- . -)un,f)
[4

> K414+ Y lu,s1-pa-ye > K+1.
1=K+2

Dong, sur I’événement &, nous avons Ty > me3/4 La probabilité de € est
) me3/41Ine

CHE

Soit ¢ > 0. Nous supposons que le processus est issu de (K + 1)™ et nous esti-
mons la probabilité

Pty > k') > Pt > 79 €)
> P(Vt e me4, ... 0= D, e Ny, 8)

- P(vte{me4. . k=) D, e Nk, D,.ps=d, 8)

\Y
-
—

Ve (me4 . k) Dye Ng | Do = d, 8)
X P(Dmga/4 = d, 8) . (1‘:1)
Nous utilisons la propriété de Markov, et nous obtenons

P(Vt e (me4 .. k=91 D e Ng|Dpps = d, e)

- P(Vt €10,...,k0-9) _m¥4) D, € Nx|Dg = d)
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Dans le cas neutre, le processus distance est monotone (corollaire (16.2.6). Donc,
pour toutd > (In¢)™,

P(ty > k' Dy =d) > P(tg > k""" Dy = (InO)™).
Ainsi I'inégalité (X;) devient

P(tg > Kz(l’”) >
P(ti > k" Dy = (InO)™) P(Dyppse = (InO)™, €). (o)

Grace a la monotonie du processus distance, nous avons

P(Dpps = (InO™, €Dy = (K+1)™) >
P(Dpps = (InO™, E|Dy = (1)™).

Nous avons aussi I’estimée suivante (section 10.5 de [10]) :

P(Dpers = (InO™, €|Dg = (1)™) > (v)
(1-mexp (— Lomep)) (1-B)""

K
Nous estimons ensuite

P(ty > k19| Dy = (InO™).

Soit ¢/ > 0 et soit {, = (1 —1/k). Nous avons

P(’t’{< > gti—¢) ‘Do = (lnﬂ)m>
— P(TT( > me?, D, € Ng pour me <t < k-8 ‘ Dy = (ln(%)m>

. ZP( ’[,'T<>m€2,Dmgz=d
- D, € Nx pour m{% < t < kt1-¢)

Dy = (1ne)m)
deNg

> Z P(Dt € Nk pour me <t < k=9 ‘T*K > mﬂz, Do = d)

X P(T*K >me, Dy = d| Dy = (1ne)m) : (£3)

Par la propriété de Markov, et grace a la monotonie du processus (D) >0, nous
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avons pour d > (£, (1 —¢’))™,

P(Dt € Ny pour me* <t < k"9 |15 > mf? D, = d)
_ P(VtE{O,...,K"'“_” —m®} D, eNK\Dozd)
= Pt >k —m|Dy = d) > P(mi >« Dy = d)
> Pty >« | Do = (6 (1—€))™).

La formule (X3) devient donc

Ptk > " Dy =(In0)™) > P(ti > k| D = (4 (1 — )™
K

X P(T*K >me Dy > (0 (1—¢)™ | Dy = (1n€)m) )
Estimation de P(t}, > m{% D2 > (L (1—¢’))™ | Dy = (In¢)™) . Nous écrivons

P(tk > me, Dy > (61— €)™ | Do = (InO™) > (1)
P(Dng > (0e(1— €)™ | Do = (1ne)m> _ P(T*K <me|Dy = (1ne)m) .
Pour contrdler le dernier terme, nous utilisons I'inégalité du lemme 20.1.4/avec
n=mletb=Inl:

»B(0) + -+ B(K)

P(tk <MDy = (In)™) < (md) B(Ine)

Par le lemme[20.1.2) nous avons

B(0)+ - +B(K) _ 1 (1)< <21ne>1ne
B(lnt) S 1—(k ¢ ’

d’ou

,1— (ex)*Ht <21n€)1n"f.

* < 2 — m <
P(t" < m?| Do = (In)™) < (ml) - 0

()

Pour I'autre terme nous utilisons une estimée de la section 10.5 de [10] : il existe
une constante c(e’) > 0 telle que pour { suffisamment grand, nous avons

P(Dmgz > (L(1—€"))™| Dy = (lnﬂ)m> > 1—mexp(— %c(e’)ﬂ) .
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Cette inégalité et les estimées (4) et (b) entrainent que

P(tk >me Dy > (61— €)™ Do = (O™) > (#)

1 — (€x)K+t <21n(8)1n‘Z
1—{k ¢ '

Estimation de P(ty > «*~¢)|Dy = ({.(1 — ¢’))™). Nous utilisons d’abord
l'inégalité du lemme[20.1.4lavecn = k'1=¢) et b =€, (1 —¢') :

B(0) + -+ + B(K)
B(lc(1—¢")

Pour ¢’ assez petit, par les estimées de grandes déviations du lemme [20.1.3
nous voyons qu’il existe c(¢, ') > 0 tel que, pour { suffisamment grand,

P(tk <" Do = (Le(1—€))™) < expl—cle,e)l).  (4)
Nous injectons les inégalités (&) et (M) dans () et nous obtenons
P<TT< > k17| Dy = (lnﬂ)m) > (1 —exp(—c(e, s’)B)) (L)

(1 — mexp ( — %C(gl)f) _ (m€)21 - (eK)K+1 <2h’1€>ln2> .

1—mexp (— %c(e’)ﬂ) — (me)?

Pt < "9 Do = (4e(1—e))™) < k' m

1— Ik L

A l'aide des inégalités (o), (v/), (A), nous concluons que, pour { suffisamment
grand,

P(T?‘( S gl1-e) | Do = (K+1) )

<1 — mexp <— % In{) 2)) ( ) e3/41ne<1 —exp(—c(e, s’)ﬂ))

1— ()% /21n 0y Int
<1_meXp( 00 — (mb)* 1(—Ke).< (=) )

De plus, grace a I'inégalité de Markov,

E(T*K|D0 — (K + 1)*“) > li-e P(T*K > k=) | Dy = (K + 1)*“) .

Nous en déduisons que

lim inf —lnF_(T | Dy = (K—l—l)m) > (1—¢)Ink.
¢, m—o0, q—> {
{q—a, e%oc

Nous envoyons ¢ vers 0 et nous obtenons la borne inférieure voulue. O
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20.2 Estimation du temps de persistance

Nous allons maintenant estimer 'espérance E(71y). Rappelons que le temps 1,
est défini par :
T =inf {n>0:Z) =0},

ot (Z%),>o sont les chaines de naissance et mort construites par notre pre-
miere approche dans la section Si le processus (0%),>o est issu de la
distribution d’occupation 0f;, et le processus (Z2 ), a pour distribution ini-
tiale la distribution 7, alors le processus ((O?(0),...,0{(K)), Ty <t < 1) et
(29,0 < t < 1) ont méme loi. En particulier, nous avons

Ex(To) = E(t — Tk | Op = o) -

Pour tout sous—ensemble E de P, nous définissons le temps T(E) d’entrée
dans I’ensemble E :
T(E) =inf{t>0:0{ €E}.

La chaine de Markov (09),,5 entre toujours dans ’ensemble W* par un des
états (09,0 < 1 < K). Grace a la monotonie du processus (02),,>0, nous avons

E(T(Nk) 10§ = 0g) < E(tk — T 10§ = 05) < E(T(Nk)|O§ = o).

exit

Soit Y :]0, +o00[— [0, +0o0] la fonction définie par P(a) =0sia > Inoet

1 _ —a
o(1—e %) In % +In(oe®)
\ 1 = —
a<lno UP(a) A oll_c )
Proposition 20.2.1. Pour tout i € {0, ..., K}, nous avons

: 1 o _ 0\ _
E,m—l>lcg,1q—>0 alnE(T(NK) 10§ =0f) = P(a).
tq—a, o

Démonstration. Soito’ = (1, m—1,0,...,0). Par la proposition|17.1.1, nous avons
pour tout i € {0,...,K}

E(T(Nk) | 0 = ofg) < E(T(NK) | 0 = o?) < E(T(Nk) | Optt = o).
Nous allons montrer d’abord la borne inférieure :

. . 1 e _ e
1]‘)1111131001?(1420 - InE(t(Nk)|Og = ok) = P(a).
Zq%a,%—mc
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En effet nous avons
E(T(Nk) O = of) >
E(t(Nk)|O§ = ok, Of = 0§)P(Of = of | Of = o) -

D’une part, nous avons grace a la propriété de Markov et a la monotonie du
processus

E(T(Nk)|O§ = ok, 0f =0f) = 1+ E(t(Nk)|O§ = o).
Puisque T(Nk) > t(N), nous avons grace a 'estimée sur le temps T(N) (corol-

laire 9.2 de [10]),

1
liminf —InE(t(Ng)|0f=0f) >
¢, m—o0,q—0 1M ( ( K)| 0 0> =
tq—a, F—o

e 1 ¢ ¢
— — > .
Mlg_rgol,r}]f_}o InE(t(N)|Og = 05) = W(a)
tq—a, o

D’autre part, nous avons

P(Of = 0§10§ =0k) = — (Mu(K,0) + (m—1)My((,0))

Ceci entraine que

L 1
liminf —InP(Of =o05|0f=o0g) > 0.
¢,m—o0,q—0 M

tq—a, o

Nous combinons les inégalités précédentes et nous obtenons le résultat voulu :

.. 1 ¢ ¢
- = >
. lll’l’ll)ILf . lnE(T(NK) | Og OK) > P(a).
{q—a, TL—NX

Nous démontrons ensuite la borne supérieure

1
limsup —InE(t(Nk) |05 =0') < P(a).
¢,m—o00, q—0
tq—a, o
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Pour alléger la notation, nous désignons par P, et E, les probabilités et espé-
rances pour le processus (OX*1),,5 issu de la distribution d’occupation o. Soit
0" la distribution donnée par o” = (0, m,0,...,0). Puisque t(Nx) > T(N), nous
avons

Eo (T(Nk)) = Eor(T(N)) + Eor (T(Nk) — T(N)) .

Or, grace a la propriété de Markov forte et a la monotonie du processus

Eo (TNk) = T(N)) = ) Eo(T(Nk))Por (T(N) = 0)
0N

Nous développons cette espérance :
Eor (T(NK)) = Eon (T(W* U NK)) + Eor (T(NK) —Tt(W* U NK)> .
Or,
Eo// (T(NK) — T(W* U NK))
= Z Eo (T(NK))PO// (T(W* U NK) = O)
< D) Eo(T(NK))Por (T(W* UNK) = o)
= EO/(T(NK))PO// (T(W*) < T(NK)) .
Dong,
Eor (T(Nk)) < Eor (T(W* UNK)) + Eor (T(NK)) Por (T(W*) < T(Nk)) .

Nous en déduisons que

1

Eor (T(Nk)) < Por (T(Nk) < T(W"))

(EO, (T(N)) + Eor (T(W* U NK))) .

Ensuite nous estimons les trois termes du membre de droite de cette formule.
Pour la premiere espérance nous utilisons 1'estimée pour le temps de persis-
tance de la master sequence (corollaire 9.2 de [10]) et nous obtenons :

1
limsup —InEq (T(N)) < P(a).
¢, m—o00, q—0
eq—m,%q—wc



286 Chapitre 20. Cas neutre

Pour borner inférieurement la probabilité du dénominateur, nous utilisons les
estimées du temps de découverte ty. Sur I'événement

E={vn<ml* vi<Inl Un,>p/k},

7

si D, 34 = (In€)™, nous avons nécessairement t(Nyx) < t(W*). D’ol1
mé

Por (TNk) <T(W?)) > P(Dypps > (InO™, €Dy = (1)) >
(1-mexp (— Lomep)) (1-B)""

K

Il ne reste qu’a estimer l’espérance E,»(t(W* U Nx)). Estimons d’abord pour
n > 0 la probabilité P,~ (T(W* UNk) > n). Nous avons,

POI/ (T(W* U NK) > n) =
D> Por(T(WrUNK) >n, 05F] =0, (W UNx) >n—1)
0EWL\ W
— Z Por (T(W* UNK) > n| 05 = 0, (W UNk) >n —1)
o€ Wi \'W+
X POH(OKi% = O,T(Vv)'< U NK) >n— 1) .

n

Grace a la propriété de Markov et a la monotonie du processus, nous avons
pour tout o € Wi \ W~,

Por (T(W* UNK) >n|ON ] =0, TW*UNg) >n—1) =
Po(T(W*UNK) >1) = 1—P,(t(W*UNk) =1)
< 1—Po(t(W)=1) < 1—P(x(W*) =1|05*" = og™)
<1 MHn(lli,O).
Dot

MH (K> 0)

Por (T(WF UNK) >1n) < (1 —

)PO//(T(W* UNg) >n—1).

Nous itérons cette inégalité et nous obtenons

MH(K,O)>“.

Por(T(W' UN) > m) < (1- =13
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Enfin,

Eor (T(W* U NK)> = Z Por (T(W* UNg) > TL)

n>0
My (K, 0)y " 2 2
A LR e o

Nous combinons les inégalités précédentes et nous obtenons le résultat voulu.
[






Chapitre 21

Fin de la démonstration du résultat
principal

Nous utilisons ici les estimations développées dans les trois chapitres précé-
dents, pour finir la démonstration du théoreme|15.3.1|:

Soit P :]0, +o00[— [0, 400] la fonction définie par Y(a) =0sia > Inoet

o(l—e™ 9

o(l—e %) In + In(oce™ )

—1
1 = £
Va<Ino P(a) Aol _c )
Théoréme 21.0.2. Nous supposons que

{ — 400, m — +o0, q—0,
et que

m
{q — a €]0, +ool[, — = € [0,+o0].

¢
Nous avons la dichotomie suivante :
e Siay(a) < Ink, alors pour tout k > 0, la mesure v converge vers la masse de

Dirac au point 0 :
Ve>0  vi([0,¢]) —

e Six(a) > Ink, alors pour tout k > 0, la mesure v{ converge vers la masse de
Dirac au point py, :

Ve>0  vi(lpf—¢,pp+el) — 1.
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Nous traitons d’abord le cas sous—critique et finalement le cas sur—critique.

21.1 Le cas sous—critique

Nous traitons le cas sous—critique a 'aide de I'identité (J;) obtenue a la fin de la

section :

Jﬂ)m f<o(0)+-1;1.+0(K)> a1l (o) = .
£+1
L Exln) Zo 2K o
E(Tk [0g = 0gt) + Ex(To) J]D)K+1f< m )dv (2).

D’apres les asymptotiques obtenues dans le chapitre 20| (proposition 20.1.1] et
proposition 20.2.1), nous concluons que pour « € [0, +oco[ ou & = +o0,

E(T0) B 0 ifa(a) <Ink
=

¢, m—»c0, q—0 E(T’{; |08 =02, +o0o if aP(a) >1Ink
tq—a, F—o

En particulier, si « ¢(a) < In k, nous avons

(0(0)+---

m

. lim J f
ym—o0, q—0 JPpm
tq—a, o t+1

+0(K)>

21.2 Le cas sur—critique

Nous traitons le cas sous—critique a l'aide de l'identité (J,) obtenue a la fin de la

section[17.6l:
<o(0) + .-

m

-1
E( Z f(of{(O) + m+ Oﬂ(K)) ’OS _ ngﬂ>

n=0

E(T°|10§ = 05) + E(T0|Z§ =2°)

exit

1+E(m|Z5 =2°) Zo+ -+ ZKY -
E(T*|Og = oY )+E(To|Zg :Ze) JDKHf( - >dv (z).

f dud (o) = (J2)

J + o(K))
P

exit
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Les temps 1 et 19 coincident avec le temps de découverte de la master sequence
et le temps de persistance de la master sequence de [10]. En particulier, nous
avons les estimées suivantes :

1
. * 0 _ .0 _
€}1}LIE>100 EIHE(T 10§ = 0g) = Ink,
q—0,{q—a

1
lim —InE(wlZ) =2°%) = Y(a),
{,m—o0 M
q—0,{q—a

Nous en déduisons que

t,m—o0,q=0 E(T°] Of = 00, +oo siaP(a) >Ink.
tq—a, o

E(tlZ§ =2°) 0 siay(a)<lnk,
=

Ceci acheve la démonstration du théoreme principal|15.3.1






Chapitre 22

Le principe de grandes déviations

Le résultat du chapitre précédent ne concerne que le paysage a un pic. Nous
voudrions maintenant étudier le modele de Moran pour des paysages de fitness
plus généraux. Une des propriétés clé dans I'étude du modele de Moran avec le
paysage a un pic est la monotonie du processus. Or, cette monotonie est perdue
lorsque 'on considere un paysage de fitness plus général. Soient ¢ > 1 > 1 et
considérons par exemple la fonction de fitness donnée par :

si u=w",
Vue A flu) = n si d(u,w*) =1,
1 sinon.

Soient 0,0’ € P, les distributions d’occupation suivantes :
o= (1,m-1,0,...,0), o’ =(1,0,...,0,m—1).

Nous avons o > o, cependant, en faisant un pas du processus d’occupation,
la premiere population a plus de chances d’éliminer la master sequence que la
deuxiéme. Il n’est donc pas possible de construire un couplage pour garantir
la monotonie du processus d’occupation. Nous sommes donc obligés de déve-
lopper des méthodes plus robustes afin d’étudier des fonctions de fitness plus
générales. Au vu de nos résultats pour le modéle d’Eigen dans la partie I, nous
cherchons maintenant a étudier le modele de Moran pour des fonctions de fit-
ness dépendantes de la classe de Hamming, et constantes a partir d"un certain
rang. Nous supposons tout au long de ce chapitre que la fonction de fitness
f: AY — R™ est une fonction strictement positive vérifiant :
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o ] existe une séquence, notée w* et appelée master sequence, de fitness maxi-
male, i.e.,
f(w*) > max { f(u):u € A" \{w*}}.

e La fonction de fitness f respecte les classes de Hamming vis—a—vis de la master
sequence, i.e., pour tout u,v € At

dy(u,w*) = dy(vyw*) = f(u) = f(v).

o Il existe K > 0 tel que, pour des génotypes dans des classes de Hamming
supérieures a K, la fitness vaut 1, i.e., pour tout u € A,

dp(u,w*) > K = f(u) =1.

Dans le chapitre précédent, nous avons travaillé presque exclusivement avec
le processus de Moran normalisé, car le processus de Moran normalisé était
monotone, alors que le processus original ne 'était pas. Or, dans ce chapitre,
nous n’avons plus d’espoir d’avoir un processus monotone, nous choisissons
donc de travailler directement avec le processus de Moran original, ce qui est, a
priori, un choix plus naturel. Tout au long de ce chapitre, (X,,)n >0 représente le
processus de Moran original, et (D, )n>0, (On )n>0 sont les processus de distance
et d’occupation dérivés du processus original (Xy )n>o-

22.1 Principe de grandes déviations

L’objectif de cette section est de montrer un principe de grandes déviations tra-
jectoriel pour le processus d’occupation (O, )n >0 associé au processus de Moran
non normalisé. Le processus d’occupation (O )n >0 est une chaine de Markov a
valeurs dans P} | et de matrice de transition po donnée par :

Voe P, Vi,je{0,...,0} i#j

4
Po(0,0 —ec+e) = 1 0(i) Y o) fiu(hIMy(h,j).
h=0

Soit T = 1/m. Soit k > K et définissons les processus X, Y par :

1
X(t) = HOL’(/TJ y t=>0,

Y(t) = (Xo(t),..., Xi(t), t

WV
o
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Les espaces d’états des processus X et Y sont respectivement :

I = {xe{0,1/m,..., 1} ixg+ - +x =1},
A = {xef0,1/m,..., 1 ixog+ - +x <1}

Puisque notre objectif est de faire tendre m vers l'infini, nous posons :

gt — {xe [0,1]“1:x0—|—---—|—xg:1}
DM = {xe [0, ixg+ - +x <1},

Remarquons que ™ et A*™! sont des sous—ensembles de §**! et D*1. Soit
. : 81— D**1 Japplication de projection définie par :

Vx e 8ttt T (X) = (Xoy ...y XK ) -

La dynamique du processus Y n’est pas markovienne, car pour déterminer les
sauts du processus Y nous avons besoin de connaitre des coordonnées du pro-
cessus X que nous n‘avons pas incluses dans la définition de Y. Notons par
(ei)o<i<k la base canonique de R*™! indexée par 0,...,k au lieude 1,...,k + 1.
Soit V I'ensemble des vecteurs de R*"! associés aux possibles directions des
sauts du processus Y :

V= {—e:0<i<k}u{e0<i<k}Uf —eite0<ij<hizi).

Nous définissons les quantités suivantes : pour tout x € §let0<1,j <k,

Cy(—ei) = %Xi Z xnfH(h) (1— Z MH(h»U)-

0<hge 0<igk
1 .
Cxlej) = X(l— > xl) 2 xnfu(WMu(h,j).
0<1<k 0<hge

1 .
Cx(—ei+e) = 3X Z Xnfu ()M (h,j).

0<h<e

Les processus X et Y sont des processus cadlag qui sautent dans des instants
multiples de 1. Les quantités que nous venons de définir correspondent aux
probabilités de transition du processus Y sachant le processus X, c’est-a—dire :
pour toutx € Ll etv eV,

P(Y(1) = m(x) +v/m|Xo = x) = Cy(v),
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Rappelons que quand
{ — 400 q—0 {q — a €]0, +ool,

les probabilités de mutation My (i,j) tendent vers :

Vi,i>0 Mu(ij) = Mal(ij) = (G —1)!
0 si 1>).
Puisque la fonction f} est constante et égale a 1 a partir de K, et que nous avons

pris k > K, les quantités Cy convergent vers les quantités C7? | données par :
pour touty € D* et 0 < i,j <k,

h
> Uth(h)(l— D eaaa_h)!)+1— D Uh)»

0<hgk hgigk 0<hsgk

1
Cy(—ei) = XUi(

"

C;o(e]-) = %(1— Z yl) Z yth(h)efa(j_h)!»

0<1<k 0<h<j

adh
G—h)!

1
Cy(—ei+e) = Ut > ynfu(h)e™®

0<h<]

Le processus Y peut donc étre considéré comme "asymptotiquement marko-
vien". Soit G® : D**! x R*! — R la fonction définie par :

G®(y;z) = In (1 +Y Crv)(e= - 1)) :
vev
et soit H* : D* x R* — R* la transformée de Fenchel-Legendre de la
fonction G*(y, ) :
H®(y;u) = sup (u-z—G™(y;z)),
ZeRk+1

ol u - z représente le produit scalaire dans R**1, Soit T > 0 et soit ¢ : [0, T] :—
D¥+1 une fonction. Nous définissons I'action I1(¢) de la trajectoire ¢ par :

T
Irig) = | H=(o(t, /(1) dt,
0
si la fonction ¢ est absolument continue et 1'intégrale converge ; nous posons
I+(¢) = +oo sinon. Soit p > 0, nous définissons ’ensemble p-réduit de D**!
par:
@E—l—l — {y c ®k+1 . d(y) (1Dk+1)c) > } )
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Pour un point y° € D‘g“ etn > 0, notons par @o,1(n) I'ensemble des trajec-
toires ¢ dans D5+ issues du point y° et dont I'action est inférieure ou égale an,
ie.,

Qyor(M) = {¢:[0,T] — D™ : d(0) =y et It(dp) <n }.

Nous notons par d la distance euclidienne dans R**?!, et nous notons par dr
la distance du supremum entre deux trajectoires sur l'intervalle [0, T], i.e., pour
¢, : [0, T] — RFH,

dr(d, ) = sup d(d(t),W(t)).

0<t<T
Soit T, le temps de sortie du processus Y de I'ensemble D™, ie.,
T, =inf{t>0:Y(t) g D5 }.
Nous considérons le processus (Y°(t),t > 0) arrété au temps T, :
Vt>0  YP(t) = Y(tAT,).
Théoreme 22.1.1 (PGD). Nous avons le résultat suivant :

Borne inférieure. Pour tout 8,7y, p,no, T > 0 avec p > 9, asymptotiquement,

P(dr(Y,0) < 8| Y(0) =1°) > exp (—m(lr(¢) +7)),
uniformément sur tout y° € DKM, et sur tout ¢ € D yo1(Mo).

Borne supérieure. Pour tout 8,7y, p,no, T > 0, asymptotiquement,
P(dr(Y?, @ yor(n) > & ‘ Y?(0) = y°) < exp (—min—7)),

uniformément sur y° € D5+ et n <.

Le reste du chapitre est dédié a la preuve de ce principe de grandes dévia-
tions. Nous introduisons d’abord les éléments nécessaires pour la preuve. En-
suite nous démontrons la borne inférieure et finalement la borne supérieure.
La preuve est exactement la méme pour tout k > K. Nous faisons donc la
démonstration dans le cas k = K seulement. La démonstration est une géné-
ralisation du théoreme de Cramér dans R¢, et repose sur des idées dévelop-
pées par Wentzell [82, 183, 84]. Nous ne pouvons pas appliquer directement
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les résultats de Wentzell pour plusieurs raisons. D'une part, Wentzell consi-
dere des familles de processus de Markov qui dépendent d’un seul parametre
(équivalent a notre m), alors que nous considérons un régime asymptotique
plus compliqué. D’autre part, les hypothéses de Wentzell ne sont pas vérifiées
par notre famille de processus. Une autre différence importante est le fait que
notre processus Y n’est pas markovien, mais plutot "asymptotiquement mar-
kovien". Nous sommes donc obligés de faire toute la démonstration du théo-
réeme de grandes déviations. Nous commengons par introduire la transformée
de Fenchel-Legendre d’une fonction ainsi que la log-Laplace et la transformée
de Cramér d’une variable aléatoire, qui sont des objets centraux dans la preuve
du théoreme de Cramér dans R%. Nous introduisons ensuite les généralisations
de ces objets au cas des processus : le cumulant conditionnel et la transformée
de Cramér généralisée. Avant de passer a la partie finale de la preuve, nous
donnons les estimations nécessaires sur le cumulant et sur sa transformée de
Fenchel-Legendre. Nous faisons ensuite la démonstration de la borne inférieure
du principe de grandes déviations, et nous finissons en démontrant la borne su-
périeure.

22.2 Outils

Nous introduisons ici les outils de base dont nous aurons besoin pour montrer

le principe de grandes déviations 22.1.1

22.2.1 Transformée de Fenchel-Legendre

Nous introduisons maintenant la transformée de Fenchel-Legendre d"une fonc-
tion convexe semicontinue inférieurement. Nous donnons sans preuve les pro-
priétés les plus pertinentes pour la suite. Les résultats de cette section peuvent
étre trouvés dans la section 26 du livre de Rockafellar [64]. Soit d > 1 et soit
G:RY —] — 00, +00] une fonction convexe semicontinue inférieurement. Nous
supposons que G n’est pas identiquement égale a +oo. La transformée de Fenchel—
Legendre H : RY —] — 0o, +00] de G est définie par la formule :

Vu e R4 H(u) = sup (z-u—G(z)),

z€R4
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ol z - u représente le produit scalaire dans R%. La fonction H est a nouveau
convexe et semicontinue inférieurement. De plus, la transformée de Fenchel-
Legendre de Hest G, i.e.,

Vz e R G(z) = sup (z-u—H(u)).

ucRd

Proposition 22.2.1. Nous avons les propriétés suivantes :

e Si G(z) < +oo pour tout z € RY, alors

e Si H est différentiable en u € RY, alors
H(u) = VH(u) - u— G(VH(u)).
e Side plus G est différentiable en z = VH(u), alors
VG(VH(U.)) =u.

e Si la fonction G est k > 2 fois différentiable en z € R? et la matrice des dérivées
secondes (aZG /0z;0z;,1 < i,j < d) est non dégénérée en z, alors la fonction H est k
fois différentiable en VG(z) et

92H 22G -1
G — 1<ij<d.
du; 0y (V6(2) (aziazj (Z)) ’ ")

22.2.2 Lalog-Laplace

Soit d > 1. Soit p une loi de probabilité a support fini sur R¢ vérifiant pu({0}) > 0.
11 existe donc un ensemble fini V de vecteurs non nuls de R4, et des constantes
0 < C(v) <1, pourveV,tels que

w=) CWvs + (1 -y C(v))éo.
veVv vev
Soit X une variable aléatoire de loi p et soit G : R — R sa log-Laplace, i.e.,

Vz e R4 G(z) = lnE(eZ‘X) = In <1+ZC(V)(eZ"’—1)> .

veVv
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Proposition 22.2.2. La fonction G a les propriétés suivantes :
e La fonction G est convexe et analytique.
e Si de plus I'ensemble de vecteurs V engendre RY, la fonction G est strictement

conoexe.

Démonstration. La fonction G est évidemment analytique. La convexité découle
de I'inégalité de Holder. En effet, pour tout y,z € RY et pour tout t € [0, 1],

G<ty +(1— t)z) = h’lE((eU'X)t(ez.x)l_t)

<lIn (E(ey'x)tE(ez-x)H) — tG(y) + (1 —t)G(2).
Dans 1'inégalité de Holder, nous avons égalité si et seulement si il existe des
nombres strictement positifs «, B tels que xeV* = Be** presque slirement.

Puisque u({0}) > 0, nous en déduisons que « = B. Or, e¥* = e** presque
stirement si et seulement si

VveV Yy-v=2z-v,

et vu que V engendre R4, nous en déduisons que y = z, d’ot1 la convexité stricte
de la fonction G. O

22.2.3 Entropie relative

Soit p une loi de probabilité a support fini sur R¢, et appelons V le support de
1. Pour toute loi de probabilité v sur R?, nous définissons 'entropie relative de
v par rapport a y par :

v(v)In —= si v<<uyu,
Livin) = S vev mv)

+00 sinon.

Dans cette définition, nous supposons que 0In0 = 0.

Lemme 22.2.3. Pour toute loi de probabilité v sur R, I'entropie relative L(v | ) est
positive. De plus, L(v | ) = 0 si et seulement si v = L.
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Démonstration. Soit v une loi de probabilité sur R a support inclus dans V (au-
trement le résultat est trivial). Pour tout x > 0 nous avons xInx > x — 1, avec
égalité si et seulement si x = 1. Nous en déduisons que :

v(v) v(v), v(v) (v(v) >
v(v)In — > v)|——1) =0,
20 = 2 ubigingey 2 2k ()
avec égalité si et seulement si v(v)/u(v) = 1 pour toutv € V. O

Lemme 22.2.4. Pour toute loi de probabilité v sur R¢ nous avons :

L(v|u) = sup { JRd f(x)v(dx) —In JRd e u(dx) } ,

oit le supremum est pris sur toutes les fonctions f : RY —s R bornées.

Démonstration. L'égalité est évidemment vraie pour des mesures v n’étant pas
absolument continues par rapport a p. Supposons donc que v << p, et soit
f : RY — R une fonction bornée. Le logarithme étant une fonction concave,
nous avons :

viv)
|| roovian ~Liviw = 2_fOIvi) = ) _viv)in oy =
Z V(V) In <ef(v) ) (Z }‘L ) — an ef(X)u(dX) .
veVv veV R4

Nous en déduisons que

L(v|u) > sup { JRd f(x)v(dx) — anRd e (dx) } .

£

Soit f : RY — [—o0, +00] la fonction définie par :

In M si xeV,
Vx € R4 f(x) = (x)
0 sinon.

La fonction f est bien bornée, et vérifie :

L(viu) = Jf(x)v(dx) — an e ™ pn(dx),

ce qui conclut la preuve. O
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Lemme 22.2.5. Pour toute fonction bornée f : RY — R, nous avons :

In L@ ef™u(dx) = sup { JRd f(x)v(dx) — L(v]|u) } ,

oit le supremum est pris sur toutes les mesures de probabilité v absolument continues
par rapport a .

Démonstration. Soit f : RY — R une fonction bornée et soit v une mesure de
probabilité absolument continue par rapport a p. Comme dans la preuve du
lemme précédent, nous avons :

d

J f(x)v(dx) —L(v|u) < an e ™ p(dx).
Rd R

Nous en déduisons que

v

In JRd e"™u(dx) > sup { JRd f(x)v(dx) —L(v|u) } .

Pour réaliser 1'égalité, nous définissons la mesure v de support V par :

f(v)
VveV v(v) = ke ,
p(v)e’™

vev

ce qui conclut la démonstration du lemme. O

22.2.4 Transformée de Fenchel-Legendre de la log-Laplace

Comme dans la section nous considérons une loi de probabilité u de
support fini sur R¢ vérifiant u({0}) > 0 et X une variable aléatoire de loi p. Soit
G(z) la log-Laplace de X :

G(z) = In (1 + > Cv)(ev*— 1)) .

vev

Nous considérons maintenant la transformée de Fenchel-Legendre de la fonc-
tion G :
VueRY H(u) = sup (u-z—G(z)).

zeRd
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Théoréme 22.2.6. La fonction H vérifie :

H(u) = inf{ L(v|w): JRd xv(dx) =u } .

Démonstration. Notons par v la moyenne d'une mesure v, i.e,, v = fxv(dx).
D’apres le lemme [22.2.5, nous avons, pour tout z € R¢:

—G(z) = —an e *u(dx) = inf{L(vIu)—z-V}.
Rd v
Dong, pour tout u € R9 :

H(u) = sup (u-z+inf{L(v!u) —z-V}) = supinf{L(v|p)—z-(V—u)}.
z€R4 M zeRd Y
Puisque pour tout v # u, nous avons sup_{ z- (v—u) } = +00, nous en déduisons
que:
infsup {L(vIp)—z- (vV—u)} = inf{L(vIp:V=u}.
Y zeRrd

II suffit donc de justifier I'échange entre sup et inf dans la formule précédente.
Nous le faisons a 1’aide du théoréme minimax.

Théoreme 22.2.7. Soient X, Y deux espaces vectoriels. Soit A un ensemble compact de
Xet soit f: A x Y — R une fonction vérifiant :
e Pour tout y € Y l'application x — f(x,y) est convexe et semi—continue inférieure-
ment.
e Pour tout x € A l'application y — f(x,y) est concave.
Nous avons alors :

inf sup f(x,y) = sup inf f(x,y).

XEA yey yey x€e
Ce théoreme est dtt a Ky Fan [34]. Pour toute mesure v et tout z € RY nous
posons f(v,z) = L(v|u) —z- (v —u). Il s’agit de montrer que

sup inf f(v,z) = inf sup f(v,z).
zeRd Y Y zcRd

L’entropie n’étant finie que pour des mesures de probabilité v absolument conti-
nues par rapport a p, nous voyons qu’il suffit de considérer dans les infimum
précédents les mesures v << p. Puisque p est a support fini V U {0}, I'en-
semble de mesures v peut étre identifié avec le simplexe §/VI*1, qui est un sous—
ensemble compact de R'VI*1. Pour tout z € RY, la fonction v +— f(v,z) est le



304 Chapitre 22. Le principe de grandes déviations

supremum de fonctions affines de v (lemme 22.2.4), elle est donc convexe et
semi—continue inférieurement. Pour tout v << y, la fonction z — f(v, z) est une
fonction affine, et donc concave. Nous pouvons alors conclure la démonstration
grace au théoreme minimax. O

Notons par Conv(V) I'enveloppe convexe de I'ensemble V :

Conv(V) = { Z ax(v)v i x(v) >0 et Z x(v) =1 }

vev vev
L'ensemble Conv(V) est fermé.
Proposition 22.2.8. La fonction H vérifie les propriétés suivantes :
e La fonction H est finie sur Conv (V) et infinie ailleurs.
e La fonction H est analytique sur int(Conv(V)).
e La valeur H(u) vaut zéro si et seulement si w = E(X), ot X est une variable aléatoire

de loi .

Démonstration. La premiere affirmation est une conséquence du théoreme pré-
cédent. La deuxiéeme affirmation découle du théoreme 26.5 dans [64]. La troi-
siéme affirmation résulte du théoreme précédent et du lemme[22.2.3 O

22.2.5 Transformée de Cramér

Soit X une variable aléatoire discrete sur R¢ et soit G sa transformée de Laplace
logarithmique. Pour z € R4, définissons la variable aléatoire 7t(z) par :

n(z) = exp (z-X—G(z)).

La variable aléatoire 7t(z) a pour espérance 1. Nous pouvons donc définir une
nouvelle mesure de probabilité Q par :

dQ = m(z)dP.

La mesure de probabilité Q est appelée la transformée de Cramér de la loi de X.
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Proposition 22.2.9. Sous la mesure de probabilité Q, nous avons, pour tout i,j dans

{1,...,d}:
Eo(X) = VG(z) covo (X, X;) = G (z)
Q N ’ QUL A 0z;0z;
Démonstration. Pour touti € {1,...,d}, nous avons:
0G EP(XiGZ'X)
= = = E Xi = E 1) .
5.9 = Feex) = EpOXG(z) = Eq(X)

Egalement, pour touti,j € {1,...,d}:

06 ) = EXiXe) | Ep(XieX)Ep(Xpe)
020z Eple=X) Ep(e=X)?2 a
Ep(XiXjm(z)) — Ep(Ximt(2))Ep (Xjm(2)) =

EQ(Xin) — EQ(XI)EQ(X]) = COVQ(Xi,Xj) y

comme voulu. O

22.2.6 Le cumulant conditionnel

Les outils que nous avons définis jusqu’a présent, nous les avons définis pour
une loi a support fini dans R? quelconque. Nous reprenons maintenant notre
processus (Y(t))>o, et nous définissons quelques outils additionnels, cette fois—
ci, spécifiques au processus. Définissons la fonction G : ™! x R**! —; R par:

Vx € 81 vz e Rk G(x;z) = In <1—|—ZCX(V)(6V'Z—1)> .

vey

Conditionnellement a X(0) = x, I'incrément Y(t) — Y(0) a pour log-Laplace la
fonction G(x;z/m), c’est-a—dire :

Vx € I vz e RXH 1nE(ez'(Y(T)’Y(O)) ‘ Xo = x)> = G(x;z/m).

Nous appelons la fonction G(x; -/m) le cumulant conditionnel du processus Y. La
proposition suivante résume les propriétés les plus importantes du cumulant :
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Proposition 22.2.10. Pour tout x € 8**1, comme fonction de z € R**1, la fonction
G(x; z) vérifie les propriétés suivantes :

e La fonction G(x; z) est convexe et continue.
e G(x;0) = 0 et pour tout z € R**1, G(x;z) < +o00.

e La fonction G(x; z) est analytique et la matrice des dérivées secondes est définie posi-
tive.

La proposition suivante résume les propriétés les plus importantes du cumulant
en relation avec les incréments du processus Y :

Proposition 22.2.11. Soit x € L' et soient i,j € {0,...,K}. Nous avons :

E(Yi(ﬂr) —Y,(0) ] %o :x> _ n112 gf (x;0),
2
cov(Yi('t) —Y4(0),Y; (1) —Y]-(O)’xo :x) _ %%(X;O).
10Zj

Les propositions[22.2.10|et[22.2.11|sont des conséquences directes des propriétés
delalog-Laplace et de la transformée de Cramér (cf. les sections|22.2.2|et[22.2.5).

22.2.7 Latransformée de Cramér généralisée

Les processus X, Y sont des processus constants par morceaux qui sautent dans
des instants multiples de T. Soient t; < t, deux multiples positifs de T, et notons
par [[t;, t2]] I'ensemble de multiples de T dans l'intervalle [t;, t5]. Soit (F¢)io0
la filtration générée par le processus (X(t))i>o et soit (Z(t))¢>o un processus
adapté a la filtration (F¢)>o. Posons :

ni(ty, ty) = exp < Z Z(t) - (Y(t+ 1) — Z G(X /m))
te(lty,tr—ll tE[[tbtz T]]

Lemme 22.2.12. Le processus 7(0,t)¢—o x,.. est une martingale vis—a—vis de la filtra-
tion (?t)t:O,T,...-
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Démonstration. Soit t un multiple de 1. Nous avons :
E(n(0,t + 1) |F¢) = (0, )E(n(t, t + 1) | Fe) =
7(0, t)E (ezm-(v(tm—v(tn ‘ gt> e—G(X(;Z(t)/m)
Or, G(+;-/m) étant le cumulant conditionnel du processus Y, nous avons
1nE<eZ(t>-(Y“+T>*Y“” ) fft) — G(X(t); Z(t)/m),

ce qui donne le résultat voulu. O

Soit maintenant T > 0, soit z : [0, T] x DX*! — R¥+! une fonction mesurable,

et introduisons la fonctionnelle 7t associée a (z(t, Y(t) )) o<i<7, donnée par

vt e [[0,T]] 7(0,t) = exp ( Z z(t, Y(1) - (Y(t+ 1) = Y(t))—

tell0,t—rl]
> G(x(t);z(t,v(t))/m)> :
te[[0,t—]]

Pour tout x° € Z**1, nous notons P, la loi du processus Y sachant que Xy = x0.
La transformée de Cramér généralisée associée a la fonction z(t,y) consiste a
remplacer la mesure P,o par la mesure PZ, définie par : pour tout A € Jr,

PalA) = Ba(1am(0, T)).

D’apres le lemme précédent, PZ, est bien une mesure de probabilité.

22.3 Bornes supplémentaires

Nous donnons ici quelques bornes supplémentaires que nous utiliserons dans
la démonstration du PGD.

22.3.1 Les probabilités C,

Nous montrons maintenant qu’asymptotiquement, les quantités C, sont mino-
rées par une constante strictement positive, uniformément sur x € 8! tel que
mk(x) € DEFH
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Lemme 22.3.1. Soit p > 0. Il existe ¢ > 0 tel que, pour {,1/q assez grands et {q assez
proche de a, et pour tout x € 8“1 vérifiant mx (x) € DE,

YveV  Cv) =c, 1-) Cv) > ¢

vev

Démonstration. Soit p > 0 assez petit pour que

ak
VkE{O,,K‘f—l} e_aﬁ—p>0
Posons
c = min p*fy(0) (e“a—k— )
= 0<k<KA+1 P TH K P

Pour {,1/q assez grands et {q assez proche de a,

. . e
vie{0,...,K+1} My (0,j) > e j—'—p.

Soit x € 8*! tel que 7t(x) € D™, Pour tout i € {0,...,K}, nous avons :
—e)) =xi ) xnfu(h) (1 - MH(h»t))
0<hge 0<t<K

aK+l

(K+1)!—p) ZC.

> P*Fu(0Mu(0,K+1) > p*fu(0)(e
Egalement, pour toutj € {0,...,K}:

Cx(ey) = (1— Z > Z xnfr(h)Mu(hyj) > p*f(0)Mu(0,j) > ¢

0<t<K 0<h<e

De méme, pour tout i,j € {0,...,K} telsque i #j:

Cy(—ei+e5) = x¢ Z xnfr(RM)Mp(hyj) = p*fu(0)My(0,j) > ¢

0<hge
Finalement :
1-> Culv) = Cyl—eo+ ep)
veV

> X4 Z xnfr(M)Myi(h,0) > p*f11(0)M4(0,0) > c,

comme voulu. ]
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Les quantités Cy convergent vers les quantités C ,. Nous montrons mainte-
nant que cette convergence a lieu uniformément sur x € §*1. Dans l’énoncé du
résultat qui suit, ainsi que dans sa démonstration, le symbole "—" représente la
limite quand ¢, 1/q tendent vers l'infini et {q tend vers a.

Lemme 22.3.2. Pour toutv €V,
Ci(v) = CX x) V),

uniformément sur x € §*+1.

Démonstration. D’apres le lemme de la partie I, pour tout k > 0, les pro-
babilités My (k + i, k) convergent vers 0, uniformément par rapportai > 1.1l
existe donc une suite ¢ = ¢({, q) vérifiant ¢ — O et

Vke{0,...,K} Vi>1 Mulk+ik) < e,

j—i
viefo,...,K} Vjeli,...,K} ’MH(i,j)—e_“(],a_i)" <¢
Dong, pour i € {0,...,K},
|C(—ei) — CX ) (—ed)| =
t—h
w Y thH(h)( Y Maht+ Y [Muhy e“(t_h)!()
0<h<K 0<t<h—1 h<t<k
+ X4 Z Xh Z MH(hat) < fH(O)(K+1)5>
K+1<h<t  0<t<K
qui tend vers 0 uniformément sur x € 8*1. Egalement, pour toutj € {0,...,K},
L @
|Culleg) — C3 ()] = (1— > xt) >t Mu(h) e oy
0<t<K 0<hgj ) )
+ <1— > xt) > xnfu(MMu(h,j) < fu(0)e,
0<t<K j+1<h<e

qui tend vers 0 uniformément sur x € 8“"'. Finalement, pour tout i,j dans
{0,...,K},

. "
|Cul—ei+e) = Cx o (—ei+ )| = xi ) thH(h)‘MH(hﬂ]) — efa(. Y
0<hs] ) ’
xi ) xnfr(WMn(hj) < fu(0)e,
j+1<h<e

qui tend vers 0 uniformément sur x € 8. O
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22.3.2 Convergence uniforme de G et de ses dérivées

Comme dans la section précédente, le symbole "—" représente la limite quand
¢,1/q tendent vers l'infini et {q tend vers a.

Proposition 22.3.3. Soit X C R¥"! un ensemble compact. Les convergences suivantes
ont lieu uniformément surx € 8" etz € K :

G(x;z) — G™(mk(x),2),

) 0G 0Gx®
vie{0,...,K} —(x;z) — (1t (%), 2)
aZi aZi
0°G 02G®
i ..., K ; .
VIE(0, K] i foz) o o (), 2

Démonstration. Définissons d’abord les fonctions auxiliaires G, G* par :

¥x eS8 VzeR*!  G(xz) = ) Cev)(e"*—1),

veyv

Vye DT Vze RN G®(yz) = ) CP(v)(e"F—1).

vev

Lemme 22.3.4. Les convergences suivantes ont liew uniformément sur x € 8! et
zeX:

G(x;z) — G®(mk(x);2),

2G G

vie{o,...,K} (x;z) — (7x (x); 2)
621 aZaL
, 02G 2G>
Vi, e{0,...,K} 5202, (x;z) — 3207, (1t (x); z) .

Démonstration. D’apres le lemme 22.3.2, quand {,1/q tendent vers I'infini et {q
tend vers a, les quantités C,(v) convergent vers les quantités C ., (v), unifor-

mément sur x € 81, Il existe donc une suite ¢ = ¢(¢, q) qui tend vers 0 quand
{,1/q tendent vers l'infini et {q tend vers a vérifiant

YveV |Cx(v)—C$[°K(X)(v)‘ < €,
uniformément sur x € 8§**1. Nous avons donc, pour tout x € 8" etz € K :

‘é(X;Z)—ém(X;Z)‘ < Z‘Cx(v)—Cm((x)(v)”e“'z—l‘ < Vlesup |e"*—q],

vev zeX,veV
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qui tend vers 0 uniformément sur x € 8! et z € XK. Les affirmations sur les
dérivées de G se démontrent de fagon similaire. O

Remarquons maintenant que si X est une variable aléatoire a valeurs dans R**!

de loi
Y Crv 5+(1—Zc0° )50,

vev vev

alors, B
14+ G*®(x;z) = E(e*X) > 0.

Puisque 1 + G ®(x;z) est une fonction continue de x et z, elle atteint son infi-
mum, ¢, sur 'ensemble compact §'™! x X, et c est strictement positif. Puisque
G converge vers G, uniformément sur x € $"*! et z € X, il existe une suite
¢ = €({, q) qui tend vers 0 avec {, q et telle que pour tout x € 8"l etz € X,

G(xz) = G*(mx(x);z) | _ [G(x;z) — G*(mk (x);2)|
1+ G (g (x); 2) c

< €.

Le logarithme étant une fonction monotone, nous en déduisons que :

|G(x;2) — G®(mk (x); 2)| =

G(x;z) — G*(mk (x);2) )\
1+ éoo(m((x);z)
< max (In(1+¢),—In(1—¢)).

In (1+

cette quantité tend vers 0 uniformément sur x € 8! et z € X. Fixons mainte-

nanti € {0,...,K} et dérivons G par rapport a z; :
oG ~ 190G
. — 1 . . X
22, (x;2) = (1+G(x;2)) 2, (x;2)

L’expression pour la dérivée de G* est similaire. Nous avons donc :

52.062) = S (mex)z)| < (14 Gxz) (14 G (o)
X gi (x;2) (1 + G®(my(x);2)) — aa(zo (mc(x);2) (14 G(x;2)) |-

Par convergence uniforme, il existe une constante strictement positive C, mi-
norant les fonctions 1+ G et 1 + G* uniformément sur 8**! x K. Nous avons



312 Chapitre 22. Le principe de grandes déviations

donc
S - ezl < é('g—i(x;z)— o, (el
+ gG (x;2)G™(my (x); 2) — aGw(ﬂK(X)}Z)ém(WK(X)?Z)
Zi aZi
|G ety 208 Imlx)2) — G216 2 ) -

Les fonctions G® et 9G™ /0z; sont continues, elles sont donc bornées par une
constante C sur le compact D¥*1 x K. Nous concluons grace a la convergence
uniforme de G et ce ses dérivées. Laffirmation sur les dérivées secondes de G
se démontre d’une fagon similaire. O

Corollaire 22.3.5. Les fonctions G, G™ et ses dérivées premieres et secondes sont uni-
formément bornées sur x € 8! (ou x € D**! dans le cas de G*) et z € K.

22.3.3 La fonction G* et sa transformée de Fenchel-Legendre

Rappelons que la fonction G : DX+ x R — R est définie par :

Vy e D vz e R G®(y;z) = In (1 - Z Cy(v)(e”® — 1)) )

vev

Lemme 22.3.6. La fonction G™®(y;z) est uniformément continue en y € D51, uni-
formément sur z € R*H1,

Démonstration. Nous avons, pour tout y,y’ € DX etz € RK1:

143 0y CTV)(e¥ —1))
143 o CoW)(es — 1)
_ Zvev(C‘{f(V) —C{’,"/(V))(ev'z—l))
=In (1 + 153 oy Cov) (e — 1) .

Pour démontrer le lemme, il suffit de voir que pour tout ¢ > 0 il existe & > 0 tel
que pour touty,y’ € Di*! etz € R*,

‘Zvev — Cy(v))(e "2—1)’
1+ ZVEV < (v)(evz —1)

G*(y;z) —G*(y;z) = In <

y—y'l < b —

< €.
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Nous réécrivons z sous la forme z = Au, avec [u| = 1. Soit V(u) le sous—ensemble
des vecteurs v € V maximisant le produit vu et prenons v* € V(u). Nous avons
alors :

Zev(CFM) — (e —1)|
T+ ey CEW)(e=—1) |
3 e |C2(v) — C (v)](elv=ysuh 4 gmviud)
(1= ey Co (V)e ™V A+ 3 ey C (v)elv—viu '

La quantité eV=V*)UA 4 e~V UA est majorée par 2, et le numérateur est minoré
o0
par lasomme } v, Cy’(v). Nous avons donc,

5 en(Cp) = CpM(E = 1) _ 5oy IC3() = Cv)
1+ ZVGV CSO/ (v)(ev-z - 1) h ZVGV(LL) CZ‘O’ (V)

Les coefficients C77(v) sont minorés par une constante strictement positive sur
'ensemble y € D5, De plus, les coefficients C*(v) sont des fonctions absolu-
ment continues de y € D5 ™. Il suffit donc de prendre & assez petit pour que

2 e ICy(v) = C (v
y—y'l<8s& = sup2 T
V’va Z\)EV’ Cy/(\))

< e,

et la démonstration est achevée. O

Considérons maintenant la fonction H® : DX+1 x RX+1 — RX*! transformée
de Fenchel-Legendre de G* :

Vy e DX vu e R H®(y;u) = sup (u-z—G™(y;z)).

z€cRK+1

Remarque 22.3.7. D’apres le lemme 22.2.8, pour tout y € int(D**1), la fonction
H>(y;u) est finie pour uw € Conv(V) et infinie ailleurs. Si de plus, u € int(Conv(V)),
la fonction H*(y; u) est analytique en .

Le comportement de la fonction H* pour y sur le bord de D¥*! est plus délicat;
heureusement, nous ne serons pas concernés par ce cas.

Corollaire 22.3.8. Soit p > 0. La fonction H*(y;u) est uniformément continue en
y € DX, uniformément sur uw € R
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Démonstration. Soit ¢ > 0. Par le lemme précédent, il existe & > 0 tel que pour
touty,y’ € D5+ et pour tout z € R“"! nous avons :

y-yl<s = |G=(y;2) — G®(y';2)| < e.
Alors, pour tout y,y’ € DE*! et pour tout u € R*, si [y —y'[ < 3,

H®(y;u) = sup (uz—G™(y;z))

zeRK+1

> sup (uz—G™®(y;z)) —e = H®(y ;u) —e.

zeRK+1

Nous échangeons y et y’ dans l'inégalité précédente et nous obtenons le résultat
voulu. O

22.3.4 La fonctionnelle d’action

Dans cette section, nous donnons quelques propriétés de la fonctionnelle d’ac-
tion It. Définissons d’abord la fonction G : R¥*! — R par :

Vz e R¥*! G (z) =0V sup G™(y;z).

yeDgt!

La fonction G est construite de sorte que G > 0 pour tout z € R**, et

Vye D5 Vze R G=(y;z) < G (2).

De plus, la fonction G est convexe et finie. Nous pouvons donc définir sa trans-
formée de Fenchel-Legendre :

—=00

VueR*  H®u) = sup (u-z—G (z)).

z€RK+1

La fonction H est aussi convexe et positive, elle vérifie de plus :
K+1 K+1 o0 00 (1.
Vye D VueR®™ H”(u) < H®(y;u).
En particulier, la fonction H™ est finie sur I'ensemble Conv(V).

Lemme 22.3.9. Soit T > 0. La fonctionnelle d’action It vérifie les propriétés suivantes :

e Pour tout | = 0, l'ensemble des fonctions ¢ : [0, T] — D‘;“ vérifiant It(p) <
est absolument équicontinu.
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e La fonctionnelle d’action est semicontinue inférieurement vis—a—vis de la convergence
uniforme.

e Pour toutn, p > 0, l'ensemble

orm) = | @yr) = {60, — DE: () <n}

y€®§+l

est compact vis—a—vis de la convergence uniforme.

Démonstration. Les fonctions ¢ : [0, T] — DE*! vérifiant I (¢) < n sont abso-
lument continues par définition de Iy. Il suffit donc de montrer que les dérivées
de ces fonctions sont uniformément intégrables. En effet, pour tout ensemble
fini d’intervalles disjoints [t1, t{],..., [tn, t,] dans [0, T], grace a la continuité ab-
solue de ¢, nous avons

t!

> el —ow) < Y| foslds.

1<ign 1<ign Yt

Or, par uniforme intégrabilité, pour tout ¢ > 0 il existe 5 > 0 tel que si ) (t{ —
ti) < §, alors cette derniere quantité est inférieure a ¢, uniformément sur ¢. Pour
montrer 'uniforme intégrabilité des dérivées, nous remarquons que, d’apres la
proposition la fonction H* vérifie

. H¥(u)
lim =
lul—oo Ul

Nous avons aussi, par définition de H*,
T

g
Jﬂﬂwmms<ijmw¢%mh<m

0 0

Soit ¢ > 0 et choisissons R > 0 assez grand pour que, pour tout u € R*™ avec
ul >R,

lul €
H*(w) ~ 2n°
Alors,
t] t/
> J [d'(s)]ds < J &/ (8)[Lgr(s)1<r) s+
1<ign Vb 1<ign vl

Z J: %HW((@(S”I{@'(S)N@ ds <R Z (t{—ti)—}—%

1<ign
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Nous concluons en prenant & = ¢/2R.

Nous démontrons maintenant la semicontinuité inférieure de la fonctionnelle
d’action. Soit ¢, : [0, T] — DE*! une suite de fonctions convergeant uniformé-
ment vers ¢ : [0, T] — D';“. Nous allons démontrer que :

liminfIt(bn) > I+(d).

n—oo

Quitte a extraire une sous-suite, il suffit de considérer le cas ou I+ (¢, ) converge
et

lim I+(dn) =1 < c©.
n—oo
Cette convergence entraine 1’existence d"une constante positive C telle que
Vynz=1  Ir(dn) < C.

La suite de fonctions (¢, ) est donc équicontinue. Nous en déduisons la conti-
nuité absolue de la fonction ¢. En effet, pour tout ¢ > 0, il existe & > 0 tel
que si [ty,t{],..., [tx, t;] sont des sous—intervalles disjoints de [0, T] tels que
Zlgigk 't{ — ti] < §, alors pour toutn >0,

Z }Cbn(t{) - d)n(ti)| < E.
1<igk
Un passage a la limite dans cette inégalité permet de conclure la continuité ab-
solue de la fonction ¢. Soit maintenant ¢ > 0 quelconque, et choisissons h, 6 > 0
tels que :

Vy,y' e DET y—vyl<d = |[H®(yuw —H*@Yu)| <,
Vs, t€[0,T]  Is—tl<h = |bn(s)— du(t)|V|d(s)—d(t)]| < 5.

Remarquons que le choix de 6 est uniforme en u grace au corollaire et
le choix de h est uniforme en n grace a I'équicontinuité de la suite (¢, ). Soit
maintenant 0 =ty < t; < --- < tx = T une partition de l'intervalle [0, T] de pas
maximal plus petit que h. Alors, pour toutn > 1,

T k=1 oty
[r(n) = | Ho(0nley 0101 dt > 3 | 7 HE(@n (1) 0} () dt—eT.
i=0 vt

Or, par I'inégalité de Jensen,

k—1

> [ e eattionmar > ¥ (t—tn ("’“(m;

i=0 v

~
—

P (tiv1) — (bn(ti)) '

tivi—t

Il
<}

i
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Nous faisons tendre n vers l'infini, et nous obtenons, grace a la semicontuinuité
inférieure de H*® :
k-1

R M e s

P—” tivi— 4

Nous utilisons encore la continuité uniforme de H* dans le premier argument,
pour déduire que cette derniere somme est minorée par :

k—1

i Jtm . (‘Mt); $(tiv1) — (b(ti)) dt —eT.

ot tivi— 14

Soity : [0, T] — @‘;“ la fonction constante par morceaux égale a (d(ti11) —
&(ty))/(ti 1 — ty) dans l'intervalle [t;, t;(1[. Nous avons obtenu la relation

!
J H(¢(t); W(t) dt < 1+ 26T

0

Quand h tend vers 0, P(t) converge vers ¢'(t) pour presque tout t € [0, T].
Puisque la fonction H* est semicontinue inférieurement, nous avons, presque
pour tout t,

HZ($(t);$'(1)) < HminfH*(d(t);¥(t)).

h—0
La fonction H* étant positive, par le lemme de Fatou,

T T
Li(¢) = L HE((1); /(1)) dt < liminf JO H(¢(1); W(t) dt < 1+ 26T

Nous faisons tendre ¢ vers 0 et nous obtenons le résultat voulu. Finalement,
nous montrons la compacité de I'ensemble

U @urt) = {0:0,T1 — DE Ir() <n |-
yeDk

La précompacité est obtenue grace au théoréme d’Ascoli-Arzela, vu que I’en-
semble est équicontinu. Puis la semicontinuité inférieure de la fonctionnelle
d’action entraine que 1’ensemble est fermé. O

Nous étudions ensuite les trajectoires qui minimisent 1’action Iy. Nous définis-
sons la fonction b : DX — R¥*! ainsi :

V0 <k<K vXe®K+1

Z xnf(h __ ( D> xn(f )+1)

0<h<k 0<hgK
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Nous montrons ensuite que la fonction Iy s’annule pour les trajectoires ¢ qui
sont solutions du systéme d’équations différentielles x'(t) = b(x(t)).

Corollaire 22.3.10. La fonctionnelle Iy satisfait les propriétés suivantes :

e La fonctionnelle 11 (-) atteint son infimum sur tout ensemble fermé de trajectoires
¢ : [0, T] — DK

e Nous avons It(¢) = 0 si et seulement si ¢ est une solution du systeme x'(t) =
b(x(t)).

Démonstration. La premiere affirmation découle du lemme précédent; en effet
considérons un ensemble fermé F de trajectoires ¢ : [0, ] — DE+!, et suppo-
sons que I* = inf{ It(d): b €F } < 400 (autrement l'affirmation est triviale).
Il existe donc une suite (¢, )n>1 de trajectoires de F telle que I™ = Iy(y,) dé-
croit vers I*. Quitte a extraire une sous-suite, la suite (¢ )n>1 converge vers
une trajectoire ¢* € F telle que It (d*) =I*.

Démontrons maintenant la deuxiéme affirmation. Rappelons que la fonction
H(y;u) est la transformé de Fenchel-Legendre de la log-Laplace G(y;z) de la

loi

w=>Y CrW)5,+ (1 -y C;o(v))zso.

veyv vev

Par le lemme 22.2.3) nous avons que H(y;u) = 0 si et seulement si u = E(X), ou
X est un vecteur aléatoire de loi p. Calculons donc cette espérance. Les coeffi-
cients C3°(v) sont donnés par : pour touty € D**' et 0 < i,j <K,

l-h

D Uth(h)(l— > eaﬁ)+1— > yh)»

0<h<K h<IKK 0<h<K

o 1
Cy (—ei) = XUi(
ad—h

Cyle) = %(1— Z yl) Z yth(h)efa(j_h)!a

0<1<K 0<h<j

a—h
G—h)t

1 —a
Cy(—ei+e) = ~yi ) ynfu(hle

A .
0<hsj
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Nous avons dongc, pour k € {0,...,K},

E(Xi) = CPlen) + ) CP(—eite) —CP(—e) — ) CP(—en+¢) =
itk J:j£k

o fufnee @] fu(h)+1) = b

31—y > ynfu(hle m—xyk( > ynfulh) + > = bx(y).

0<h<j 0<h<K

Nous en déduisons que si ¢ est une solutions du systéme x’(t) = b(x(t)), alors
I+($) = 0. Inversement, si I1(¢$p) = 0, alors ¢'(t) = b(P(t)) pour presque tout
t € [0, T]. Comme de plus ¢ est absolument continue, nous avons, pour tout
t e [0,T],

h—0 h h—0 h

Nous voyons donc que ¢ est dérivable pour tout t € [0, T] et qu’elle est solution
de I’équation ¢'(t) = b(P(t)). O

22.4 Borne inférieure du PGD

Soient §,v,p,n, T > 0 avec p > 6. Notre but est de démontrer que, asymptoti-
quement,

P(dT(Y,(b) <& ( Y(0) = yo) > exp ( —m(Io,r() +v)) ;

uniformément sury’ € D5 et g € @ yo,r(n). Fixons donc 3,7y, p,n, T > 0. Nous
définissons la distance df entre deux trajectoires [0, T — D**! par:

di(d, ) = sup | d(t) —(t)].

t=0,7,...,|T/T]T

Pour tout x° € 8**1, nous notons par P,, la loi du processus (X(t))>o sachant
X(0) = x°. Egalement, nous notons par E,s I’espérance associée. Soient y° €
DX, X0 € 8 tels que mk(x%) = y’ et ¢ : [0,T] — DK™ une trajectoire
vérifiant $(0) = y® et Iy 7(d) < sp. Comme ¢ est absolument continue, Pour m
assez grand, nous avons

Po(dr(Y,d) < 8) = Po(dF(Y,d) < 8/2).
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De plus, d’aprées le lemme l'inégalité est vraie uniformément sur x° €
TtEl('D]g+ Det¢ ¢ ®0,7(n). Nous allons donc démontrer que, asymptotique-
ment,

Pa(dF(Y, ) < §) > e U@V

uniformément sur x° € ' (DK) et ¢ € @ o+ ().

Pour alléger les notations, nous enlevons désormais les indices T et T et nous
notons la distance d¥ tout simplement par d. Egalement, nous enlevons l'indice
T dans la fonctionnelle d’action. Nous allons d’abord faire la preuve pour des
trajectoires ¢ vérifiant I'hypothese suivante :

Hypothese (3{). Il existe un compact X' C int(ConV(V)) tel que ¢'(t) € X’
pour tout t € [0, T].

Sous cette hypothese, la fonction H*(y; u) est dérivable par rapport a u au point
¢’(t) pour touty € D5 et t € [0, T] (remarque 22.3.7). Nous en déduisons
I’existence d’un deuxiéme compact X C R**! tel que

Vye D5 Vte(0,T] V. H®(y; d'(1)) € K.

Malheureusement, le processus Y ne reste pas forcément a l'intérieur de 1'en-
semble D1, et lorsqu'il touche le bord de D¥*!, la fonction H® peut étre in-
finie. Pour surmonter cette difficulté, nous allons construire un processus auxi-
liaire, avec la méme dynamique que le processus Y dans le triangle réduit Df**,
mais cette fois—ci, défini partout dans l'espace R* "1,

Processus auxiliaire. Nous construisons maintenant un processus auxiliaire a
valeurs dans Z¥ ! /m, que nous notons par (\N((t) )t=0,x,... Nous supposons, sans
perte de généralité, que p — & > 0 et nous prenons p tel que 0 < p < (p —
8)/2. Sur I'ensemble (Z**!1/m)nN @'p(“, le processus Y a la méme dynamique
que le processus Y, et en dehors de cet ensemble, le processus Y évolue selon
une marche aléatoire symétrique standard. Plus précisément, pour tout t > 0 et
pour toutv € V

P(?(tﬂ) :V+n11 ‘DC(t)) = Ca(v),  si m(X(t)) € DK,
1

P(\?(t—k’t):\?—i—%‘ﬁqt)) = Wl sinon.

Nous définissons les fonctions G, H, G*, H* associées au processus Y, qui sont
les analogues des fonctions G, H, G*, H* associées au processus Y. Remarquons
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que la proposition [22.3.2| et le corollaire 22.3.5 restent vrais pour les fonctions
G, G*. Evidemment, pour tout ¢ € O () :

Pxo(d(Y,cb) < 5) - Pxo(d(iq;) < 5) ,

reste vrai jusqu’au temps de sortie inclus. Nous pouvons donc travailler avec le
processus Y au lieu du processus Y pour prouver notre estimée.

Nous posons, pour tout t € [0, T] ety € R :
z(ty) = mVLH=(y; ¢'(1)).
Puisque ¢ vérifie '’hypothese (), nous avons bien

z(t,y)
m

e XK.

Vy e R vte[0,T]

Introduisons la transformée de Cramér généralisée associée a z, comme dans la

section22.2.71

IS v v S = ~ z(s,\?(s))
m(0,T) = exp (Z 2(s, Y(s)) (Vls + 1) = Y(s) = }_ G(x(s); == ))
s=0 s—0

La mesure de probabilité PZ, est absolument continue vis-a-vis de P, et a une
densité strictement positive 7t(0, T). Nous en déduisons que la mesure de proba-
bilité P,o est absolument continue vis-a-vis de PZ, avec densité 7(0, T)~L. D'ou

P@(d(?, CI)) < 6) = Eio <1{d(\?,¢)<5}ﬂ(0’ T)71> .

Nous allons d’abord minorer la probabilité de 1’événement {d(\?, d) < 0}, et
nous allons ensuite majorer la densité 7t(0, T). Nous avons

S(A(Y, b)) < 8) = 1—P%(dA(Y,d) > 6).

Définissons les processus Y* et Y># ainsi : pour tout t =0, T,.. .,

S 1 - .Z(S,V(SD
V(1) = Y(0) + n—1;%@(%(5), T)

Y®2(t) = Y(0) + % > V.G (Y(s); M) .
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Nous avons
2 (d(Y, ) = 8) < PA(d(Y,Y?) > 8/3)+
Z0(d(YZ,Y%) > §/3) + P4 (A(Y™, ¢) = 6/3).
Il s’agit maintenant de controler les trois termes de droite de cette inégalité.

Lemme 22.4.1. Le processus (\7(’() — Y#(t))=o,x,.. est une martingale vis—a—vis de la
tribu (Fy)i—o,x,.. et de la mesure de probabilité PZ,.

Démonstration. 11 suffit de montrer que, pour toutt =0, 1,...,

§o<?(t+1)—\7( )—lv G(x( ); M) :ﬂ) = 0.

m
Exo<(\7(t+T) —Y(t))m(t, t +1) ‘ Sft) _ %VZG (X(t); z(t,l(t))) .

Puisque 71(0, t) est Fy—mesurable, il suffit de montrer que

Or, sachant ¥, la log-Laplace de l'incrément \7(’( + 1) — ?(t) est donnée par
G(X(t);-/m). Par le lemme[22.2.9, nous obtenons le résultat voulu. ]

Par l'inégalité de Doob,
o(an vz 008) < (5) v (VM- ver)
K
< (3) ZEa((m—vim)?).
h=0

Pour chaque h dans {0,...,K}, nous décomposons le carré dans l'espérance
comme suit :

2

Y 5 |5 S 109G Y
V(M =¥ = 3 Yh(S+T)—Yh(S)_Ha_z}L(DC(s);w>

_ v
+2 Z< ( (s+71)— (s)—%?—i(%(s);@))
X (\N(h(t + 1) — Yu(t) — 106 (:xm; M)) .

mozy m
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Nous prenons les espérances conditionnelles par rapport a ¥ dans 1’expression
précédente. Par le lemme précédent, les termes croisés sont d’espérance nulle.
Pour la somme des carrés, nous raisonnons comme dans le lemme précédent, et
nous appliquons a nouveau le lemme pour déduire que

G v 2
e (Tt 0t - 228 (a1 2T )Y | )

m 0zy m
2 Y
126 (0 2 VE)Y
m?2 9z}, m

Par I'hypothese (J(), z(s, \7(3) )/m reste dans un compact X pour tout temps s =
0,7,...,T— 1. Nous pouvons donc utiliser le corollaire 22.3.5| pour en déduire
qu’il existe une constante C > 0 telle que

io(d(V,Y") 26/3> < <§)2(K+1)T%.

Cette quantité tend vers 0 quand m tend vers I'infini. Nous majorons mainte-
nant la probabilité de I'événement

d(Y#,Y*>*) > 8'/3.
Nous avons, pour toutt > 0,

[Y#(t) — YOF (t)| <

> Vﬁ(ﬂs);z(s’—l(s))) ~ V.G (Y(s);—z<s’nYl(s))) T.
s=0

Vu que Y(s) = mx(X(s)) pour tout s = 0,7,... et que z(s,Y(s))/m € K pour
tout s =0, T,..., T, nous pouvons utiliser la proposition 22.3.3| pour en déduire
que, asymptotiquement,

[Y2(t) — Y2 ()| < 8/3.

Finalement, grace au choix de z, et d’aprés la proposition 22.2.1, nous voyons
que

m

Y2 (t) = Y(0) +ivzé°° (Y(S);M)T = $(0) +id)’(s)’c.
s=0
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La continuité absolue de ¢ entraine que, pour m assez grand,
Y2 (t) — d(t)| < 8/3.
Nous concluons que, asymptotiquement,
5(A(Y, b)) < 8) — 1.

Pour compléter la démonstration de la borne inférieure du PGD, nous allons
majorer la densité 7t(0, T). Il suffit de majorer la densité 7t(0, T) sur I'événement
{ d(?, ¢) < 0}, et justement sur cet événement, Y = Y. Nous pouvons donc de
nouveau travailler avec le processus original Y. Nous avons

7-[(0>T) =
Tt T—7
exp ( Z z(t, Y(£)) (Y(t+ 1) = Y(t)) —m Z G <X(t),' Z(t,—nYl(t))>T> .
t=0 =
L’argument dans 1’exponentielle est égal a
T—7
tZ_O z(t, Y(t)) ((Y(t +1)—Y(t)) — V.G (x(t); z(t,l(t)))1>
T—71
+ 3 2L, Y(1) (vze (x(t); Z“—Y“”) V.G (Y(t); 2(t, Y“”)T>
t=0 m m
T—7
+ > (z(t, Y(t))V,G® <Y(t); M) MG (Y(t); z(t, Y(t)) ) T)
t=0 m m

T—7
+ ; <mG°° (Y(t); W)T —mG (xm; Z(t—ni(m)x) :

Nous allons majorer une par une chacune de ces quatre lignes.

Ligne 1. Pour tout t =0, 7,..., nous posons

S 24, Y(1)
n(t) = tZ_O z(t, Y(t)) ((Y(t +1) - Y(t)) - V.G (f)C(t), T)T :

Lemme 22.4.2. Le processus (1(t))i—o,~,.. est une martingale vis—a—vis de (Ft)—o,x,...
et de la mesure de probabilité P%,.
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Démonstration. 11 suffit de montrer que, pour tout t =0, 1,..., nous avons

(Z(t,w(mw V(o) - 7.6 iy YD) ) gt) o,

m
Puisque z(t,Y(t)) est mesurable par rapport a F, nous pouvons le sortir de
I'espérance conditionelle. Comme nous l'avons déja vu dans la démonstration
du lemme 22.4.1} 'espérance conditionnelle qui reste est nulle. O

Par le théoreme de Kolmogorov pour les martingales, pour tout ¢ > 0,

(0l > €) <L (n(MP).

Nous décomposons le carré dans 1’'espérance comme suit :

m

+ Z z(s,Y(s))(Y(s+T) —Y(s) - V.G (X(s);Z(S’Y(S)))T>

m
0<s<t<T—7

T—7 )
(M = ZZ(S’Y(S”Z(Y(S +1) = Y(s) ~ V.G (DC(S);—Z(S’Y(S))>T>
s=0

z(t,Y(t
x z(t, Y(t)) (Y(t +1)—Y(t) - V.G (X(t); %) T) .
Nous prenons les espérances conditionnelles par rapport a F dans cette expres-
sion. Par le lemme précédent, les termes croisés sont d’espérance nulle. Chaque
terme dans la somme des carrés s’écrit

K

0G z(s;Y(s))
> (Yi(s +1) = Yi(s) — o (X(s), T)T)

lv]:0
S_S <x(5); z(s,_Y(s))) T) zi(s,Y(s))zj(s,Y(s)).
j

m

X (Yj(s + 1) —Yj(s)

Or, z(s,Y(s)) est mesurable par rapport a J5, et sachant Jy, la log-Laplace de
I'incrément Y(s 4+ 1) — Y(s) est G(X(s);-/m). Donc, d’apres le lemme en
prenant I’espérance conditionnelle par rapport a J; dans I'expression ci-dessus,
nous obtenons

K

26 EEERCIEREIETVE

5 02;0z; " m m m

1,
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Par I'hypothese (H), z(s, Y(s))/m reste dans le compact X pour tout temps s =
0,T,...,T. Nous pouvons donc utiliser le corollaire pour en déduire que
chaque terme de la somme ci—dessus est borné par une constante positive C.
Cela entraine que

2(Inm] =€) < e 2K+ 1PTC,

En prenant ¢ = my/4, nous concluons que avec probabilité qui tend vers 1,

m(T)| < my/4.

Ligne 2. Vu que z(s, Y(s))/m reste dans le compact X pour tout s = 0,7,...,T,
et qu'en plus V.G(x;z) — V.G®(7k(x);z) uniformément sur 8! x X, pour
tout ¢ > 0, asymptotiquement,

T—7

Y 205, Y(s)) (VZG (s =2 ) w6 (v z(s,Y(s)))>T
m m

s=0

< m(suplzl)Te,
zeX

avec probabilité 1. En prenant ¢ assez petit, nous concluons que, avec probabi-
lité 1, asymptotiquement, la ligne 2 est majorée par my/4.

Ligne 3. Rappelons que notre choix de z a été : pour tout t € [0, T] ety € R*H],

z(t,y) = MV H*(y; '(1)).

Or, pour tout y € D"f“, nous avons H® (y;-) = H®(y;-). Puisque sur 1'évé-
nement { d(Y(s),d(s)) < &}, nous avons aussi Y(s) € D'g“, nous concluons,
d’apres la proposition 22.2.1), que

T—1
> (z(t, Y(t) V.G <Y(t); wy . (Y(t); z(t,v(t)))T>

t—0
T—7
= mZ H®(Y(s); d'(s)).
t=0

Or, sur I'événement d(Y(s), d(s)) < §, en prenant  assez petit, par la continuité
uniforme de H* dans le premier argument, nous avons

T—1

T—7
D> HE(Y(s);d'(s))T < D HZ(d(s); d'(s))T+v/8.
t=0

t=0
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Puisque ¢ est absolument continue, asymptotiquement, nous avons que 1'ex-
pression précédente est majorée par

T
J H=((s); &’ (s)) ds + /4.

0

Nous concluons que, asymptotiquement, avec probabilité qui tend vers 1, la
ligne 3 est majorée par

.
m<J H® (¢ (s); '(s)) ds +y/4) )

0

Ligne 4. Vu que z(s, Y(s))/m reste dans le compact X pour tout s = 0,1,...,T,
d’apres la proposition 22.3.3, pour tout ¢ > 0, asymptotiquement,

T—7
5 (Gm (Y(t); =(t V(t) ) G (m; 2(t, nyl(t)))T> e,

t=0

avec probabilité 1. Nous concluons que, pour ¢ assez petit, asymptotiquement,
avec probabilité 1, 1a ligne 4 est majorée par my/4. Ceci achéve la démonstration
de la borne inférieure du PGD pour des trajectoires ¢ vérifiant I'hypothese (7).
Il s’agit maintenant d’étendre le résultat a toute trajectoire ¢ telle que I($p) <n.

Etant donnée une partition 0 =ty < t; < --- < tx = T de l'intervalle [0, T], nous
considérons la ligne polygonale L : [0, T] — D! passant par les points

(to, d(to)), (t1, d(t1)), ..., (ti, (L)) .

Le pas maximal de la partition est la longueur du plus grand intervalle [t;, ti;1].

Lemme 22.4.3. Pour tout ¢ > 0, il existe h > 0 tel que, pour tout partition de pas
maximal inférieure a h, pour tout e vérifiant I(p) <,

dT(L)(b) <g, I(L) < I(d)) +eE.

Démonstration. Soit ¢ > 0. Par équicontinuité (lemma [22.3.9), il existe hy > 0 tel
que, pour toute partition de pas maximal inférieur a h,, dr(L, $) < e. Soient
hy, 8 > 0 tels que :

Vy,y' € D51 Vue R
y—yl <d = [H®yu)-H[Y u)l < =
Vs, t e [0,T] s—tl < hy, = |d(s)—d(t)] < &
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Remarquons que le choix de &’ est uniforme en u grace au corollaire22.3.8| et le
choix de h; est uniforme en ¢ tel que I($p) < 1 par équicontinuité. Par I'inégalité
de Jensen, nous avons :

k—1
tiv1) — Pty
(=t (o), L =20 ) o
P—” tiyi—t
k—1 tip T £
| e e < | He o) a5
i=0 vt 0
Or,
vie{0,...,k—1} sup |L(t) —L(ty)] < &'.
ti<t<ting
Donc,
! S dlti1) — blt)
IL=JH°°Lt;I_’t dt = J H°°<I_t; AR l)dt
(L) . (Lt L' (1) %ti (t) r—
v dltin) —d(t)) ¢
< i1 — t)H ) =.
Y (bt (ote); 2t 20T 2
Nous combinons ces deux inégalités et nous obtenons le résultat voulu. O

Soit € > 0 et soit h associé a ¢ par le lemme précédent. Considérons les approxi-
mations polygonales L des fonctions ¢ telles que I($) < 1, construites a partir
des partitions de [0, T] de pas maximal inférieur a h. Puisque I(L) < 1+ ¢, en
particulier les trajectoires L vérifient L'(t) € int(Conv(V)) (autrement 1’action
ne serait pas finie). Cependant, les dérivés L’(t) ne restent pas forcément dans
un compact K’ € int(Conv(V)). Soit k > 0 et considérons les lignes polygonales
L définies par

Vte [0,T] L.(t) = kL(0) + (1 —«)L(t).

L’ensemble des lignes polygonales L, vérifient '’hypothese (J{). De plus, pour
k assez petit, d(L, L¢) < ¢, uniformément sur I'ensemble des lignes polygonales
L en question. En effet, pour tout t € [0, T],

IL(t) — Le(D)] < «IL(O)] + k[L(Y)] < 2k.
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Nous estimons maintenant 1’action d’une ligne polygonale L. Au vu de la
convexité de la fonction H*, nous avons

T T
(L) = | ML L) de = | HRL(0; (1 - L) de

0 0
T

.
< KJ H*®(L.(t);0) dt+(1—|<)J H*(L(t); L'(t)) dt.
0 0

La premiére intégrale est bornée par

kT sup H>(y;0).

UEBE-H

Pour k assez petit, d’apres le lemme précédent, la deuxiéme intégrale est bornée

par
I(}) + 2¢.

Finalement, puisque L vérifie I'hypothese (J), nous pouvons utiliser la borne
inférieure des grandes déviations pour conclure que, pour ¢ < 8/3 A vy/3,

Pxo<d(Y,d)) < 5) > Pxo<d(Y,L,<) < 5/3) > e mI@)+Y)

22.5 Borne supérieure du PGD

Soit p > 0 et définissons
T, =inf{t>0:Y(t) g D5 }.
Nous considérons le processus (Y°(t),t > 0) défini par
Vt>0 YP(t) = YtAT,).

Rappelons que notre objectif est de démontrer le résultat suivant : pour tout
d,v,Mo, I > 0, asymptotiquement,

P(dr (Y, @y(m) > 8| Y(0) = 4°) < exp (—m(n—v),

uniformément sury® € D! etn < 1o. Nous construisons d’abord une approxi-
mation polygonale (L(t))¢>o du processus Y?. Soit N > 1 et posons At = T/N.



330 Chapitre 22. Le principe de grandes déviations

Nous approximons le processus Y par la ligne polygonale L(t)¢>( passant par
les points :
(0,Y?(0)), (At, YP(AL)), ..., (T, YO(T)).

Soit &’ < 6/2 et introduisons les événements suivants :

Al) = { sup |Y(t)—Y(iAt)|<6'}, 0<ig<N-1.

ALt (i+1)At

Si tous les événements A(i) sont réalisés, nous avons d(Y?,L) < 6. C'est-a—
dire, que si tous les événements A(i) sont réalisés, et que nous avons en plus
d(Y?, @ 0(n)) > 5, alors L & @ o(n). Il s’ensuit que, pour tout x° € 8™ vérifiant
ik (x?) € DEHY,

Pxo(d(Yp> (Dm((xo)(n)) < 5) <

N—-1
PX[)( U A(i)c) +PX0(
i=0

La premiere probabilité est majorée par

N—-1

M AL ¢ @qu(n)) |

i=0

N-1
Pxo( U A(i)°> < N sup Px( sup |Y(t) — e (x)] > 6/>.
i=0

x€8t+l 0<t<AL

Lemme 22.5.1. Pour tout x° € 8“1, nous avons

PXO( sup IY(t)—nK(x0)|>6’) <

0<t<AL

2 sup sup Py(IY(t) — 7k (x)]| > 5/2).

xe8HH10St<AL

Démonstration. Soit T le temps d’arrét défini par
T =inf{t>0:[Y(t) - (x")| > 8" } A At.

Nous avons

Pxo< sup [Y(t) — 7 (x9)] >5') < Pxo<|Y(At)—7IK(x0)| >5'/2>

0<t<AL

+ P (IY(AY ~ Y(1)| > /2).
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Or, par la propriété de Markov forte,

Pxo<|Y(At)—Y(T)!>6’/Z> < sup sup P, (IY(t) —mx(x)| > 5'/2).

x€8+1 0StSAL

ce qui donne le résultat voulu. O

D’apres le lemme précédent, nous avons
N-1
PX0< U A(i)°> < 2N sup sup PX<IY(t) — e (x)] > 5'/2).
izo 0<t<AL xeStH

Par I'inégalité de Chebyshev exponentielle, pour tout « > 0,

P, (‘Y(t) — ¢ (X)| > 6//2> < efmocé//Z Z E, (emocG(Y(t)*TtK(X)J> )

oe{—1,+1}K+1
Par le lemme [22.2.12} la variable aléatoire suivante a espérance égalea 1 :

[t/T]Tt—"7 [t/T]T—7T

exp( Z mao(Y(s+1) —Y(s)) —m Z G(:X:(S),'OCO‘)T).
s=0 s=0

Par le corollaire 22.3.5] il existe une constante C(x) > 0 dépendante de « telle
que pour 1/{, q,|{q — al assez petits,

sup{ G(x;a0) : x € 8" o e (-1, 1} } < C(«).
Il s’ensuit que, pour tout o € {—1,1}* "1,

Ex(emoccr(Y(t)—TtK(x))> _ EX(emocO'(Y(Lt/TJT]—T[K(X])> < eClamt

Nous concluons donc que
N-1
Pxo( U A(i)c) < 2°PNexp (— m(ad’/2 — C(x)At)) .
i=0

Nous choisissons maintenant &« = 4n,/6" et At tel que C(x)At < 1. Le terme
de droite de cette inégalité est donc asymptotiquement négligeable vis-a—vis de
exp(—m(n — v)). Nous procédons maintenant a la majoration de la probabilité

N-—-1
Pxo( () AG),L ¢ @m(XO)(n)) :

i=0
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Nous utilisons a nouveau l'inégalité de Chebyshev exponentielle. Nous avons

N-—1 N—-1
Px0< ﬂ A(1)>L ¢ q)nK(xo)(n)) = Pxo( ﬂ A(l)) I(L) > Tl)
i=0 i=0

_ (L)
< e ™E (10?101A(i)em ) .

I s’agit maintenant de borner 1’action de la ligne polygonale L. Fixons ¢ > 0 et
soit &’ assez petit pour que pour tout y,y’ € D! et pour tout u € R**,

ly—vy'| < &’ - |H°°(y;u)—H°°(y’;u)| < €.

Si tous les événements A(i) sont réalisés, nous pouvons borner l'action de la
ligne polygonale L ainsi :

N-1  (i+1)At P((i —_ve(i
I(L) = J - H°°<L(t);Y ((H”AA? Y (lAt)) at

o1 Jiat

sy . YP([A+1)AL) — YP(iAt)
t At ) +eT.

Nous en déduisons que :

N—1
PX0< ﬂ A(i),L & @nK(XO)(nO < e ™—ENE (10%1}\(”
i=0

N—-1
x [T exp (mAtHoo (Yo (iav);

i=0

YP((i 4 1)At) — YP(iAt)
).

Par la propriété de Markov appliquée dans les instants At, 2At,..., (N — 1)At,
nous voyons que l’espérance de la formule est inférieure a

N
(1.5 e (e 1529)))

ye®l§+1

Nous remarquons que sur I'événement A(0), [YP(At) —y| < &'. De plus,

1
YP(t)—y € n—1ConV(\7) =  YP(At) —y € AtConv(V).
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Lemme 22.5.2. Soient € > 0 ety € D5 Il existen > 1et 2°,...,2" € R¥*! tels
que :

VueU={ueR"": |u<8§/At} NConv(V)
H®(y;u) < max (uz'— G™(y;z")) +¢,

s

oit les vecteurs z', ..., z"™ dépendent de y, mais le nombre de vecteurs n dépend seule-
ment de e.

Avant de donner la démonstration, nous finissons la preuve de la borne supé-
rieure des grandes déviations aI'aide du lemme. Soity € D5*!. SurI'événement

A(0), nous avons bien

YP(AL) —y
—a %

Nous pouvons donc appliquer le lemme pour en déduire que

YP(At) —
e o :5070) )

emAteE (1A(O) exp (m max ((YP(At) —y)z' — AtGm(y;zi)))> <

0<isn

emAte Z E, (1A(0) exp (m((Yp(At) —y)zt — AtGOO(y}zi))>) .

o<isn

Observons ensuite que, pour tout t € [0, At], avec t multiple de T, nous avons

(Y(t) —y)zt —tG™®(y;z") =

i(Y(s +1)—Y(s))z" — i G(X(s);z")T
s=0 s=0
+ 3 (Gx(s);2Y) — G=(Y(s);2Y))r
s=0
+ 3 (6=(Y(s);2") — G=(y;2) ).
s=0

Asymptotiquement, la deuxiéme ligne est plus petite que te/2 grace a la pro-
position 22.3.3] Sur 1’événement A(0), il en est de méme de la troisieme ligne,
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grace a la continuité uniforme de G*. Nous avons donc
E, (1A(O]em((YO(At)—y)zi—AtGw(y;zi))) <

emeAt sup E, <exp (E(Y(s +1) —Y(s))mz' — i G(X(S);Zi)>) )
s=0

te[[0,At]] s=0

Or, cette derniere espérance vaut 1 pour tout t € [[0, At]]. Nous concluons que

N—-1
PXO( ﬂ Ah)) L QI (DT[K(XOJ(T])) < (Tl + 1)Ne—m(n—35T) .
i=0

Ceci acheve la démonstration de la borne supérieure des grandes déviations.
Nous procédons maintenant a la démonstration du lemme [22.5.2
Démonstration. Soit ¢ > 0. Remarquons d’abord qu'’il existe h > 0 tel que

Yy € D];“ Vuu el jJu—u|<h ‘Hw(y;u) — Hoo(y;u’)‘ < €.

En effet, d’apres le corollaire 22.3.8} la fonction H* est uniformément continue

en Yy, uniformément sur u € RX+1 11 existe donc un recouvrement ouvert fini

Vi, ..., Voo de D tel que, pour tout 1 < i< n' et pour touty,y’ € V;,
[H®(y;u) — H®(y;u)| <

b

N o

uniformément sur u € U. Choisissons pour tout 1 < i < n/ un représentant y* €
V;. La fonction H*(y; u) est aussi uniformément continue en u sur 1’ensemble
compact U. Pour 1 < i < n’, il existe ht > 0 tel que, pour tout u,u’ € U,

u—u| <h' = [H*@y5u) - H*(y5u)| <

N| o™

Nous concluons en prenant h < min{ h': 1 < i < n’}. Considérons maintenant
Uy,..., U, un recouvrement ouvert de U dont chaque ensemble a un diametre
inférieur a h/3, et choisissons pour tout 1 < i < n un représentant ul € U;.
Remarquons ici que le choix de n est indépendant de y. Fixons y € Df*! et
définissons, pour k > 0, I'ensemble U(k) par

U(k) = {ueU:H®(y;u) < ke }.
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Les ensembles emboités U (k) sont convexes et vérifient
d(U(k),u\Uk+1)) > h.

Nous allons nous servir des représentants u' dans chaque bande U(k+1)\ U(k)
pour définir des z' tels que l'inégalité
H¥(y;u) < max (uz! — G=(y;zY)) + ¢

soit vraie pour tout u € U(k + 2) \ U(k + 1). Fixons k > 0, et considérons le
h/3-voisinage de I’ensemble U(k) :

Unss(k) = {uel:d(u,Uk) <h/3}.

Remarquons que tout comme U(k), I'ensemble U(k)y /3 est aussi convexe. Soit
&x 'ensemble des vecteurs u' présents dans la bande U(k + 1) \ Uy, 3(k), et soit
u' un des représentants dans €. Puisque ’ensemble U(k) est convexe, il existe
un hyperplan, uz = d, tangent a U(k) et séparant le point u' de ’ensemble
U(k). D'un c6té de I'hyperplan nous avons le point p* qui vérifie H*(y; p*) <
+00, et de 'autre nous avons le point u', qui vérifie aussi H®(y;u') < +oo.
Remarquons que nous avons de plus

inf { H®(y;u) :zu=d} = ke,

et que l'infimum est atteint au moins en un point u* appartenant a l'intersection
entre 'hyperplan et 'ensemble U(k), en particulier u* € int(U). Alors il existe
une constante c telle que pour tout u € R**1,

H*(y;u) > c(zu) —cd + ke = (cz)u— G*®(y;cz).

En effet, d’apres le théoreme 37.3 de [64], nous avons

ke = inf H®(y;u) = inf sup (u-z'—G®(y;z'))
z-u=d Z’u:dz/ng
= sup inf (u-z’'—G™(y;z)).

Z/€Rd Z U=
Cette derniere quantité vaut —oo si z’ n’est pas de la forme z’ = ¢’z, avec ¢’ € R.
Il s’ensuit que

ke = sup (c'd— G™®(y;c'z)).

c’eR
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Or, puisque u' € int(U), le supremum précédent est atteint, en un point ¢ € R.
Nous prenons z' = cz. Il s’ensuit que

G®(y;z') = z'u' —ke.
Remarquons que pour u € U(k):
ke > H®(y;u) > z'u— G®(y;z') = z'(u—u') + ke.

Dong, si u € U(K), alors z'u < d. En appliquant ce méme procédé a tous les
vecteurs dans €y, nous voyons que l'ensemble des hyperplans obtenus séparent
les ensembles U(k) et U \ U,p/3(k), car tout point u dans la frontiere de U \
Usn 3(k) est a distance plus petite que h/3 de 'un des vecteurs de €. Nous en
déduisons que tous les points dans U\ U(k+ 1) sont séparés des U(k), i.e., pour
toutu € U\ U(k + 1), il existe au moins un u* € &y tel que

ziu > z'ut = ke + G®(y;z).

En particulier, pour tout u € U(k + 2) \ U(k 4 1) il existe au moins un u* € &y
tel que
H>™(y;u) — (Ziu— Gm(y;zi)) < (k+2)e—ke = ¢.

Nous prenons tous les z*' ainsi construits, et nous rajoutons le vecteur z° = 0
pour que le résultat soit vérifié par les vecteurs dans U(1) aussi. L'ensemble de
tous ces vecteurs z* donne le résultat voulu. O



Chapitre 23

Sortie d’un domaine

Soit D C D5 un domaine fermé dont la frontiere 9D est une courbe de classe
C*. L’objectif de ce chapitre est d’estimer le temps moyen de sortie du domaine
D pour le processus (Y(t))¢>o. Pour cela nous allons nous servir du principe
de grandes déviations obtenu dans le chapitre précédent, et nous allons
suivre la stratégie proposée par Freidlin et Wentzell dans [38]]. Tous les résultats
de ce chapitre se généralisent a un nombre de coordonnées supérieure a K 41,
mais par simplicité, nous les formulons seulement pour les premieres K + 1
coordonnées.

23.1 Perturbation aléatoire d’un systéme d’'EDO

Le processus stochastique (Y(t))¢>o peut étre vu comme une perturbation aléa-
toire du systeme d’équations différentielles x'(t) = b(x(t)) out

VO<k <K Vxe DK
k—h

br(x) = = Z th(h)ea(ka_ Y —%xk( Z xh(f(h) —1) +1).

0<h<k 0<hgK

Nous commengons par faire quelques remarques sur ce systeme d’équations.
Pour x € R**1 et § > 0, nous notons par B(x, §) la boule ouverte de centre x
et de rayon 0. Soit (x*(t)) >0 la solution du systéeme d’équations avec condition
initiale x(0) = x. Alors la trajectoire changée de temps (x*(At))>o est une so-
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lution du systeme d’équations (8,,) considéré dans le chapitre 5| Il est facile de
voir, par exemple a I'aide du lemme de Gronwall, que les trajectoires (x*(t))¢>0
dépendent de facon continue de la condition initiale x, i.e., pour tout ¢,t > 0, il
existe & > 0 tel que

x—yl <& = x(t)—xY(t)| < e.

Soit p* = (pf,...,Px) la projection sur les K + 1 premieres coordonnées de
la distribution de quasi—espece autour de 0 associée au systeme (8¢,) (cf. le
chapitre [5). Par le théoreme la solution stationnaire p* est stable dans
'ensemble compact Di*'. Soient ¢ < ¢’ tels que pour toute condition initiale
x € B(p*, ¢), la trajectoire x*(t) reste toujours dans la boule B(p*, ¢’). Considé-
rons, pour tout x € D5+, le temps d’entrée dans la boule B(x, €) :

T(x) = inf {t > 0:x*(t) € B(p*,¢) }.

Grace au théoreme nous savons que T(x) < 4oo pour tout x € D+
Puisque la trajectoire x*(t) dépend de maniere continue de x, la fonction T(x)
est sémicontinue supérieurement, et elle atteint donc son maximum dans l'en-
semble compact D™, que nous appelons T.. De plus, la trajectoire x*(t) reste
toujours a l'intérieur de 1’ensemble DK+1 En effet, pour tout k > 0, nous avons,

b(x) > %Xk(fH(k)e_a — f1(0)),

ce qui entraine que pour tout t > 0,
xg(t) = xiexp (t(fu(k)e ™ —f(0)) > 0.
Considérons pour chaque x € D5 la fonction
5(x) = inf{d(x*(t),0D*"):t>0}.

L'infimum précédent ne peut étre réalisé que pour t € [0, T¢]. Nous en dédui-
sons que b est une fonction continue de x, et qu’elle atteint son minimum 6, > 0
sur I’ensemble compact D5,

23.2 Résultats supplémentaires

Nous donnons ici quelques lemmes utiles pour la suite. Ces résultats peuvent
étre trouvés dans [38], chapitre 4, pour des perturbations gaussiennes des sys-
témes d’équations. Nous formulons sans démonstration les équivalents dans
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notre cas ; les démonstrations sont tres similaires a celles de [38] et reposent sur
le principe de grandes déviations ainsi que sur les remarques de la sec-
tion précédente. Dans la suite, nous utilisons la notation Py, E pour dénoter les
probabilités et espérances associées au processus (Y(t))i>o partant du point x,
et nous supposerons implicitement que x est un point de ’ensemble AX*1. Soit
D C int(D‘;“) un ensemble fermé dont la frontiére est une courbe de classe
C>. D’apres les remarques de la section précédente, nous pouvons supposer
que p est assez petit pour que toute trajectoire (x*(t))>o issue d'un point x € D
reste toujours dans ’ensemble DX*1. A I'aide du principe de grandes déviations
et du corollaire nous déduisons la loi des grands nombres trajectorielle
pour le processus (Y(t))>o : pour tout x € D, nous avons,

o dim PX(dT(Y(t),x (1) > 5) — 0,
tq—a, PF—o

uniformément sur x € D. Cela signifie que, si le point p* n’appartient pas a
I’ensemble D, le temps de sortie de D est fini avec trés grande probabilité. Nous
allons donc supposer que p* € int(D).

Soit ¢ > 0 assez petit pour que B(p*,¢) C int(D). Définissons le temps T, de
sortie de 'ensemble D \ B(p*, ¢) pour le processus (Y(t))¢>o:

T =inf{t>0:Y(t) ¢ D\ B(p*e) }.
Lemme 23.2.1. Pour tout ¢ > 0, nous avons :

o Il existe a, Ty > O tels que, pour toute trajectoire ¢ : [0, T| — D \ B(p*, ¢),
VT>T0 IT(d)) > a(T—To)

o [l existe ¢, Ty > 0 tels que, pour m assez grand et pour tout x € D \ B(p*, ¢),

VT >T Pu(te > T) < e meT=To)

La fonctionnelle d’action It peut étre généralisée pour mesurer 1'action des
courbes ¢ définies sur des intervalles de temps différents de [0, T]. En effet, soit
¢: ML — DE“ une courbe avec —oco < T; < T, < +o00. Nous définissons
I'action I+,1,(¢$) de la courbe ¢ par:

T,

Lrr() = j H=($(1); /(1) dt.

T
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Nous définissons le quasi—potentiel associé a 'action I par : pour tout x,y €
DKA+1
o] 4

V(XJJ) - ll’lf{ IT]Tz(d)) : d)(Tl) :X)d)(TZ) =Y,— < Tl < TZ < +OO}

Le quasi—potentiel vérifie V(x,y) > 0. De plus, V(p*, p*) = 0 et V(p*, x) est une
fonction continue en x. Prenons

Vo = ){2%% V(p*,x) .
Lemme 23.2.2. Pour tout x € B(p*,¢) et d > 0, il existe h, Ty > 0 et une trajec-
toire o : [0, To] — DET! satisfaisant : $*(0) = x, il existe T(x) < To tel que
d(c])"(T(x)), D) > h, $*(t) ne rentre pas dans la boule B(p*, e /2) une fois qu’elle est
sortie de B(p*, €), et It(x)(d*) < Vo + d.

23.3 Temps de sortie

Nous énongons maintenant le résultat principal de ce chapitre. Soient D C D’ C
int(@‘;“) des ensembles fermés dont les frontieres sont des courbes de classe
C*. Nous supposons que p* € int(D), et que pour tout x € D, la solution du
systéme x'(t) = b(x(t)) avec condition initiale x(0) = x reste dans D’ pour tout
t > 0. Nous définissons le temps de sortie de D’ pour le processus (Y(t))¢>o par

©D') =inf{t>0:Y(t)¢D’}.

Théoréme 23.3.1. Pour tout x € D, nous avons

. 1 , o
i InBy(T(DY) = min V(e",y) = Vo
tq—a, o

Démonstration. Tout le long de cette démonstration, par asymptotiquement nous
voulons dire : pour m,{ assez grands, q assez petit, {q assez proche de a et
m/{ assez proche de x. Nous commengons par montrer que, pour tout d > 0,
asymptotiquement,

llnEx(’t(D’)) < Vo +d.
m

D’apres les remarques dans la section nous pouvons choisir ¢,T; > 0
tels que toutes les trajectoires (x*(t))¢>¢ avec condition initiale x € D rentrent
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dans 'ensemble B(p*, ¢/2) avant le temps Ty, et ne sortent plus de I'ensemble
B(p*, e/2) apres le temps T;. D’aprés le lemme précédent, nous pouvons aussi
choisir h, T, > 0 tels que, pour tout point x € B(p*, ¢), il existe une trajectoire
(d*(1)) >0 Vérifiant : d(d)X(T(x)),D’) > havec T(x) < T,, $*(t) ne rentre pas
dans la boule B(p*, e/2) apres étre sortie de B(p*, €), et Itx)(d*) < Vo + d/2.
Nous choisissons de plus ¢ assez petit pour que B(p*,2¢) C int(D). Grace au
principe de grandes déviations nous avons : pour touty € B(p*, ¢),

Py (drey) (Y(0,9¥(1) <) > exp (= m(lry) (04) +d/2)) > e ™M),
Puisque d($Y(T(y)),D’) > 0, nous avons
Py(t(D') < T) = Py(t(D) < T(y)) > e ™Mt
Nous notons par T, le temps d’entrée dans la boule B(p*, ¢) :
T =inf{t>0:Y(t) € B(p*¢)}.
Soit x € D, par la propriété de Markov forte, asymptotiquement,

Pe(t(D) <T1+T) > Ex(le,<1Py(x) (T(D’) < o))

1
2 Px(Te < Tl)efm(vo+d) 2 Eefm(VOer))

ou la derniere inégalité a été obtenue grace a la loi des grands nombres tra-

jectorielle pour le processus (Y(t))¢>o (section précédente). Nous décomposons
I'espérance E«(t(D’)) grace a la propriété de Markov :

Ee(t(d) < ) (m+ DM+ T)P(n(M+T) <t(D) < (n+1)(Ti + T»))

n>0
= (M +T)) P (t(D)>n(Ti + 1))
n=>0
< (M +T) nZZO (1 ~min P, (1(D') < Ty + Te)>

-1
= (T +T2)<minPy (D) < T +Te)> < 2Ty + Ty)emVord)
yeD

Donc, asymptotiquement,

llnEx(’t(D’)) < Vo +d.
m
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Nous démontrons maintenant que, asymptotiquement,
1
—InE,(t(D")) > Vo —d.
m

Soit U = B(p*,e/2) U (@';“ \ D). Nous définissons les suites de temps d’arréts
suivantes : soit T; = 0 et prenons

T = inf {t >} :Y(t) € B(p*, ¢€) }, i =inf {t>7:Y(t)eU},

To=inf {t>T{,:Y(t)€B(p%e)}, T =inf{t>Ti:Y(t)eU},

Considérons le processus (Z,)n>o a valeurs dans U défini par
Vn>0 Zn, =Y(1}).

Nous notons par I' la bande B(p*,2¢) \ B(p*, ¢). Remarquons que pour m assez
grand, si Y(t},) € B(p*, e/2),alors Y(Ttn41) € I'. Pour toutn > Oetx € B(p*,¢/2),
nous avons

P(an € DX\ D/

Z, =x) < maxPy(t; = (D’
x) < maxPy (1 = 7(D")

= max (Py (t; = 1(D') < T) + Py (1] = 1(D') > T)).

D’apres le lemme[23.2.1} pour T assez grand,

Py(tf = 1(D)=T) < %e—m(VO—h).

Nous estimons ensuite la premiére des probabilités dans la somme. Il découle
de la définition du quasi—potentiel que, pour ¢ suffisamment petit, les trajec-
toires (Y(t))o<t<T Vérifiant 17 = t(D’) < T, sont a distance positive de 'en-
semble

{$:00,T] — D5 : $p(0) =y, I1(dp) < Vo—h/2}.

Nous déduisons du principe de grandes déviations que, asymptotiquement,
1
P, (Ti‘ =1(D’) < T) < Ee_mwo_h) .
Il s’ensuit que

P(an € DK\ D’

Z, = x) < e MM
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Soit N le premier temps de sortie de 'ensemble D’ pour le processus (Z,, )n>o :
N=inf{n>0:Z,¢D'}.

Grace a I'inégalité précédente, nous avons, pour tout x € B(p*,e)etn > 1,
n—1
PNZn) > (1—emMm) o

Puisque 1(D’) = (17 —75) +- - -+ (T8 —TX_1), hous pouvons réécrire 'espérance
de t(D’) sous la forme

Eo(t(D") = > Ex(InsalTh —Th))-
n>1

Nous utilisons la propriété de Markov forte pour minorer les espérances dans
la somme :

Ex(1N>n(T; _Tilfl)) Z Ex(1N2n(T; _Tn)) = PX(N > T'L) irellﬁ EX (TT) .

Ce dernier infimum est minoré par une constante positive t;, qui ne dépend pas
de m, car les solutions du systeme d’équations x’(t) = b(x(t)) passent un temps
positif pour aller de I" a la boule B(p*, ¢/2). Nous mettons ensemble toutes les
estimations obtenues précédemment et nous obtenons

E, (t(D’ in _ P,(N>
(t(D") >h) g, (N>n)

n—1
2 tl Z (1 — e_m(vﬂ_h)> = tlem(Vo—h] .
n>1

Ceci entraine le résultat voulu pour x € B(p*, e/2). Pour x € D, nous utilisons
le fait que Py (T(D’) > T7) tend vers 1 asymptotiquement. Donc,

Ex(T1(D) = Ex(le(p=r: (DY) = Ex(lrpy>r By (T(D')))

t
> tie™Vo NP (1(D') > 17) > Elem(VO_h]PX(T(D’) >T7).

Ceci entraine le résultat voulu. O






Chapitre 24

Disparition de la quasi-espeéce pour
le paysage a un pic

Dans le cas du paysage a un pic, asymptotiquement, la dynamique du nombre
de master sequences ne dépend pas des autres coordonnées. Nous pouvons
donc travailler en une dimension, ce qui fait possible le calcul explicite de la
fonctionnelle d’action et du quasipotentiel. Nous allons utiliser cet avantage
pour décrire la disparition de la quasi—espéce. Tout le long de ce chapitre, nous
supposons que f : N — R™ est la fonction de fitness du paysage a un pic :

ol le parametre o > 1 représente 1’avantage sélectif de la master sequence.

24.1 Calcul de la fonctionnelle d’action

Dans le cas du paysage a un pic, le principe de grandes déviations est
vrai avec k = 0. Pour k = 0, le processus (Y(t))>o est unidimensionnel, et ne
peut sauter qu’a gauche ou a droite. Les probabilités asymptotiques de sauter
a gauche ou a droite, Cy’(—eo) et C‘;o(eg), que nous notons par la suite g(y) et
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d(y), sont données par : pour touty € [0, 1],

g(y) = %y(yo(l —e %) +1-vy),

aly) = 51 —ylyoe .

Soit G*(y; z) la log-Laplace d"une variable aléatoire de loi

n= g(y)d_1+d(y)s: + (1—gly) —d(y))d.

Nous avons, pour tout y € [0,1] et pour tout z € R,

G®(y;z) = In(1—g(y) —d(y) + glyle >+ d(y)e?).

Nous calculons maintenant la transformée de Fenchel-Legendre H*(y; u) de la
fonction G*(y; z), pour y €0, 1[. Par commodité, durant le calcul, nous omet-
tons I'argument y dans g(y) et d(y). Nous savons que, pour tout u dans 'en-
semble | —oo,—1[U]+1,4+00[, la fonction h*°(y; u) vaut l'infini. Soituw € | —1, 1]
et essayons de résoudre 1'équation

d
d—ZG‘>o (y;z) = u.
Nous dérivons la fonction G*(y; z) par rapport a z et nous obtenons 1’équation
—ge %+ de*

1—g—d+ge=+de*
La seule solution de cette équation est donnée par
(1—g—du++/(1—g—d)2u?+4gd(1—u?)
2d(1 —u)

z(u) = In

Nous avons alors
H*(y;u) = uz(u) — G™(y; z(u)).
Nous procédons maintenant au calcul de G*(y; z(u)). D’une part, nous avons
2d(1 —u)
(1—g—du+/(1—g—d)2+4gd(1—1?)
Nous multiplions le numérateur et le dénominateur par le conjugué du déno-
minateur pour obtenir

—z(u)

ge =9

2d4(1 - u) ((1 —g—dju—/I—g—d2uZ+4gd(l— u2)>
—4gd(1 —u?)
(1—g—du—+/(1—g—d)2u?+4gd(1—u?)
2(14+u)
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D’autre part, nous avons

(1—g—du++/(1—g—d)?u?+4gd(1 —u?)
2d(1 —u)
 (1—=g—du+ V(1 —g—d)2u?+4gd(1—u?)
N 2(1—u) '

de*™ =d

Nous combinons ces deux expressions et nous obtenons

1—g—d+ge =™ +de*™ =
(1—g—d)u’++/(1—g—d)2u?+4gd(1—u?)
1—u?
1—g—d+/(1—g—d)*u?+4gd(1—u?)
a (1—u?) '

l—-g—d+

Nous concluons que, pour touty €]0,1[etu €] —1,1[, la valeur de H*(y; u) est
donnée par :

H*(y;,u) =
uln(l—g(y)—d(y))wr V(1 —g(y) —d(y))?u? +4g(y)d(y)(1 —u?)
2d(y)( —u)
1 (1—9 )+ VT 9ly d(y))2u2+4g(y)d(y)(1—uz))
! 1—u?) '

En outre, nous avons, pour touty €10, 1],
H®(y;—1) = —Ing(y) et H*(y;1) = —Ind(y).

Sous les conventions 0In0 = 01In(0/0) = 0, nous pouvons réécrire 1’expression
de H*(y; u) comme suit : pour touty €]0,1[ etu € [-1,1],

H®(y;u) =
T+u (1—9(9)—d(y))u+¢1—9( ) — d(y))?u? +4g(y)d(y) (1 — u?)
2 2d(y)(1 +u)
1-u, —(1—gly)—d u+\/1—9(y) d(y))?u? + 4g(y)d(y) (1 —u?)
2 2g(y)(1—u)
(1—|—u]ln(1+u) (1—u)In(1—u)
—In(1—g(y) —dy) + /(1 —gly) — d(y))?u2 + 4g(y)d(y) (1 —u?))
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Nous pouvons bien vérifier que, pour touty €]0, 1],

H*(y;d(y) —gly)) = 0.

Soit ¢ : [0, T] — [p, 1 — p]. L'action I(¢) de la trajectoire ¢ est donc donnée par

T14+d'(t), (1—g(dt) —d(d(t))d'(t)
He) = | ( 2 N a1+ (1)
N V(1= g(b(t) — d(d(1))2' (1) +4g(d(t))d(d (1) (1 — ¢’ (1)?)
2d(¢p(1))(1+ ¢’(t))
+1—d>’(t) In —(1—=g(d(t)) —d(d(t)))d'(t)
2 2g(d(t)) (1 —¢’(1))2g(d(t)) (1 — P'(1))
n V(1= g(b(t) — d(d(1))2' (1) +4g(d(t))d(d (1) (1 — ¢’ (t)?)
2g(d(t)) (1 —P'(1)
— ¢’

24.2 Calcul du quasi—potentiel

Nous donnons ici une expression explicite pour le quasi—potentiel V(p*, x). Soit
p > 0. Nous rappelons que le quasi-potentiel V(p*,x) est défini pour tout x €
[p,1— p] par

V(p*,x) = inf{ I, (¢) : ¢(T1) = p", b(T2) =x,—00 < Ty < T, < +00 |

Nous rappelons que p* = (ce™*—1)/(o—1). Définissons pour tout x € [p,1—p]
la quantité U(x) par

[ g(y) [ yo(l—e %) +1—y
u(X) N Jp* ln (T‘J)) dy B J'p* ln( (1_9)0-670’ ) dy

Nous remarquons que, pour touty € [p,1 —p],

(yo(l —e Y9 +1 —y) / _ ol f(l—e?)
(1—y)oe @ (& _y)o-e—a)z

> 0.
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La fonction g(y)/d(y) est donc strictement croissante sur [p, 1 — p]. De plus,

(ce *—1)o(l—e *) o—o0e °
. o—1 o—1 1
(0 —oe %)oe ¢ -
o—1

Nous concluons que U(p*) = 0 et pour tout x € [p, p*[N]p*, 1 — p], U(x) > 0. De
plus, pour tout x € [p,1—p],

— 4+ d(x)
g9

G=(;W(x) = In (1 ~ 00— A0 + g0 4 983) 0.

La fonction U(x) est en effet le quasi—potentiel.

Théoreme 24.2.1. Pour tout x € [p,1 — pl, nous avons

V(p*,x) = U(x).

De plus, l'infimum dans la définition du quasi—potentiel V(p*,x) n’est atteint que pour
les trajectoires ¢ : [—oo, To] — [p, 1 — pl, T, < +o0, vérifiant

Démonstration. Soit x € [p,1 — pl. Soient —co < Ty < T, <+ et : [T1, ] —

[p, 1 — p] une trajectoire vérifiant ¢(T;) = p* et $(T,) = x. D’apres la définition

de la transformée de Fenchel-Legendre, pour touty € [0,1],u € Retz € R,
H®(y;u) > uz— G*(y;z).

Dong, pour tout t € [Ty, T,

H®(¢p(t); ¢'(t) =

= ¢’ (U ($(1)
Nous en déduisons que
T, T,
Inn(¢) = L H®(b(t); ¢’ (1)) dt > L &’ (VU (b(t)) dt = U(x)

Nous concluons que

Vx € [p,1—p] V(p*,x) > U(x).
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Nous montrons maintenant que l'infimum est atteint. Soit T, < +o0 et soit ¢ :
[—00; T,] — R une solution du probleme :

¢'(t) = gl(d(t)) —d(d(t)),
¢(T2) = x.

Pour tout y € [p,1 — p], nous avons

{ gly)—dy) <0 si y<p*,
gly)—dy)>0 si y>p.

Nous en déduisons que, pour tout t € [—oo,T2], $(t) € [p,1 — pl. De plus,
puisque ¢’ (t) = g(d(t)) — d(P(t)), la solution de I'équation
d

EG("’(d)(t);Z) = ¢'(t)

est justement U'(P(t)), ce qui entraine que

H®(d(1); ¢'(1) = ' (DU (d(1)) — G (b(t); U (d(1)) = ' (DU (d(1)).
Nous en déduisons que, pour tout t € [—o0, T,], nous avons

%U(d)(t)) = U (p(t)d'(t) = HX(d(t);d'(1)) .
Cette derniére quantité est strictement positive pour tout t vérifiant ¢(t) # p*.
En effet, H*(x; u) > 0 et vaut 0 si et seulement siu = d(x)—7r(x). Or, si d(t) # p*,
alors

$'(t) = g(d(t)) — d(d(t)) # d(d(t) — g(db(t)).
La trajectoire ¢ est monotone, croissante si x > p* et décroissante si x < p*.
En particulier, la limite lim_, ., U($(t)) > O existe et est finie. Supposons que
d(—o0) # p*. Alors il existe € > 0 tel que, pour tout t €] —o0, To], [p(t) —p*| > «.
Nous en déduisons qu’il existe > 0 tel que, pour tout t €] — oo, T2,

d

U = H®(¢p(t); ¢/ (L) > 8,

ce qui est en contradiction avec le fait que la limite lim;_, o, U(¢$(t)) > O est
tinie. Nous calculons maintenant I’action de la trajectoire ¢. Nous avons,

T

huﬂ¢)==J H* (¢ (1); ¢'(1)) dt

T

T
:j LUB(D) dt = U(T) ~ UGT) = UG).
T
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Pour finir, nous montrons que l'infimum dans V(p*, ¢) n’est réalisé que pour les
trajectoires ¢ : [—o0, To] — [—¢, €], T, < oo vérifiant
¢'(t) = g(d(t)) —d(d(t)),
$(T2)

En effet, soit ¢ : [Ty, T,] — [e, 1 — €] une trajectoire telle que ¢(T1) = p*, $(T2) =
¢, et It1,(d) = V(p*, ¢e). Nous avons :

€.

Vi'e) = Ule) = | fulel)ar
Nous en déduisons que
T T d
() = | H(0(0;0'(0) at = |~ FUle(0) de.

Or, comme nous avons vu dans la démonstration du théoréme précédent, pour
toutt & [Tl, TQ],
d

H®($(1); (1) = W (d(t)d'(t) = UMW)

Puisque G (¢(t), U ($(t))) = 0 Nous en déduisons que, presque pour tout t €
[Tl) TZ]/

H? ((t); ¢'(1)) = W(b(1)d'(t) — G (d(t), U'(d(t))).

Autrement dit, la trajectoire ¢ satisfait

d'(t) = d%G""(dJ(t);U’(d)(t))) = g(p(t)) —d(d(t)).
Ceci acheve la démonstration du théoréme. O

24.3 Trajectoire de disparition de la
quasi—espece

Considérons maintenant le processus (Y(t))¢>o, et définissons, pour ¢ > 0, les
temps

To=inf{t>0:Y(t) <e},

0. = sup{the 1 Y(t) >p*—£}.
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Pour tout x € [e,1 — €], soit (™ (t))¢>o la solution de I"équation différentielle

$(0) =

Théoréme 24.3.1. Pour tout & > 0, et pour tout x > €, nous avons

{ d'(t) = gld(t) — d(db(t)),
xX.

lim PX< sup ‘Y(t) — P T (t— 9£)| > 6) = 0.
¢,m—o0, q—0 0. <t<T,
tq—a, o

Avant de procéder a la démonstration, nous formulons trois lemmes prépara-
toires.

Lemme 24.3.2. Il existe une constante L > 0 telle que, pour tout x,y € D'g“, il existe
une fonction continue et dérivable ¢ : [0,t] — DK vérifiant $(0) = x, (T) =y,
T=I|x—ylet

I+($) < Uk —yl.

Démonstration. Considérons la fonction ¢ : [0, T] — @‘;H donnée par

y—X

Vtel0,T]  ¢t) = x+t .
ly —x|

La fonction ¢ vérifie $(0) = x et $(T) =y. De plus, pour tout t € [0, T],

¢'(t) = y—x € Conv(V).
ly —x|

Nous prenons
L= sup H¥yu,
ye'DléJrl
ueConv (V)
et nous obtenons le résultat voulu. O

Soit C > 0 assez grande telle que, pour tout x € [p* —e —8/C,p* — e + 8/C],

sup | (t) — ¢* ~(1)| < 5/4.

0

Considérons 'ensemble @ des trajectoires

O ={¢:00,T] — [e,1—¢l,d'(t) = g(b(t)) —d($(1)), T>0}.
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Il existe d > O tel que, pour tout T > 0 et pour tout trajectoire ¢ : [0, T] —
le, 1 — g] vérifiant ¢(0) = p*, ¢(T) = e et d1 (b, @) > 5/C, nous avons

Ir(¢) = V(p* e) +d.
Soit y = d/(5L) /A 6/C. Nous définissons le temps d’arrét T par
T=inf{t>0:Y(t)>p*—v/2 ou Y(t)<e}.
Lemme 24.3.3. Pour tout x € [p* — vy, p* —v/2], nous avons, pour m assez grand,

Po(Y(1) <¢) = e m(V(pTe)+d/3)

Démonstration. Soit x € [p* —7, p* —7v/2] et considérons la trajectoire ($*(t))¢>0
solution de I'équation différentielle :

¢'(t) = g(d(t)) —d(d(t)),
é(0) = x.

La trajectoire ¢ converge vers 0, il existe donc T > 0 tel que ¢*(T) = €. De
plus, la trajectoire ($(t))o<i<t Vérifie It(d) < V(p*, €). Par le lemme précédent,
il existe une trajectoire (¢! (t))oci<t,, Tt > 0, vérifiant $1(0) = ¢, ¢p1(Ty) = ¢’
et I1,(¢!) < d/6, pour ¢/ < ¢ assez proche de ¢. Soit ((T)(t))o<t<T+Tl la trajec-
toire obtenue par concaténation des trajectoires ¢* et ¢'. La trajectoire $ vérifie
$0)=x ¢(T+Ty) = ¢ et IT+T1(CT)) < V(p*, e) + d/6. Nous avons, d'apres le
principe de grandes déviations pour m assez grand,

P (Y(T) <€) = Po(dryn (Y, d) < (e —€/)/2) > e mVlpheltd/6rd/e)
comme voulu. ]

Lemme 24.3.4. Pour tout x € [p* —y, p* — /2], nous avons

Px (Y(T) < &, sup }Y(t) — q)p*_e(t — 95)‘ > 5) < e~ m(V(p*e)+2d/3)
0, <t<Te

Démonstration. Grace au lemme[23.2.1} il existe T > 0 tel que
Pe(t>T) < e mtViehertd)
Il suffit donc de majorer la probabilité

Po(t<T,Y(1)<e, sup |Y(t)—¢® (t—0.)|>3).

0. <t<T,
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Soit ¢ : [0, T] — [e,1 — €] une trajectoire et définissons

ty =inf{t>0:¢(t) =e+v/2} AT.
Nous montrons maintenant que toute trajectoire ¢ : [0, T] — [e,1 — €] telle que
(0) € I —v,0" = v/2, du, ((dlocrcr,, @) > 8/C, Ir(d) < V(p",€) +0.65d,

vérifie nécessairement t, = T. En effet, soit ¢ : [0, T] — [e,1 — €] une telle tra-
jectoire et supposons par l’absurde que t, < T. Alors la trajectoire ¢ restreinte a
lI'intervalle [0,t,] vérifie I, (¢) < V(p*,e) + 0.65d. D’apres le lemme [24.3.2
il existe une trajectoire ¢! : [0, T}] — [e,1 — €], Ty > 0, vérifiant ¢p'(0) =
p*, d1(T1) = ¢(0) et Ip.1,(d') < 0.2d. De méme, il existe une trajectoire ¢? :
0, T,] — [e,1—¢l, T, > 0, vérifiant $?(0) = b(t,), $*(T2) = e et I 1,(d?) <
0.1d. Nous construisons une trajectoire $:[0,T; + ty, + T] par concaténation
des trajectoires ¢!, ¢ restreinte a [0, t, ], et $%. La trajectoire E[V) vérifie 5(0) = p*,
¢(h+t,+T) =g,

dr e+, ((T)) ®T1+ty+T2) >06/C et IT1+tY+T2((T)) <V(p“e) +d,

ce qui est absurde vu le choix de d. Pour x € [¢,1 —¢], T > O etn > 0, nous
appelons @ 1(n) 'ensemble des trajectoires ¢ : [0, T] — [—¢, €] issues de x et
ayant une action inférieure a 1. Supposons maintenant que

dr (Y, @, r(V(p* ¢) +0.65d)) < v/2.

Alors il existe ¢ € O, 1(V(p*, e) + 0.65d) a distance inférieure a y/2 de Y. Soit
le temps t, associé a la trajectoire ¢ est égal a T, et dans ce cas, les événements
T < T,Y(1) < € ne sont pas réalisés tous les deux. Soit les événements T <
T,Y(t) < € sont réalisés, et dans ce cas, t, < T et d¢, ((¢)ocist,, @) < 8/C. A
I'aide de l'inégalité triangulaire, nous en déduisons qu’il existe x € [p* — ¢ —
5/C,p* + ¢+ 8/C] tel que

sup |Y(t) — o (t— 95)} < 6/2.

0.<t<Te

Nous avons alors
sup |Y(t)—¢° (t—0.)] < 5.

Oe<t<Te
Nous concluons que

Po(t<TY(1)<¢, sup |Y(t)—® °(t)] >9)

eegtha
< P(@r(Y, @ur(VIp" €) +0650) >7/2)
< exp (—m(V(p* ¢e) +2d/3)),

comme voulu. ]
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Démonstration du théoréeme. D’apres les deux lemmes précédents, pour tout x &
[p* — 7, p* —v/2], nous avons,

Py (Y(T) <¢g, sup ‘Y(t) _ q)p*_e(t)‘ > 5) < PX(Y(T) < E)e—md/B.

0e<t<Te

Nous introduisons les suites de temps d’arréts suivantes : soit 7; = 0 et prenons

T = inf{t>TS:Y(t)<p*—'Y}a
T =inf {t>7:Y(t)<eouY(t) >p"—v/2},

T =inf {t> T, :Y(t) <p*—v},
=inf {t>T1:Y(t)<eouY(t)>p"—vy/2},

et soit N le temps :
N =inf{n>0:Y(t}) <e}.

Nous avons dong,

PX< sup |Y(t)—¢p*’£(t)|>6)

0. <t<Te

= ZPX <N =7, sup ‘Y(t) — d)p*""'(t)‘ > 5)

n>1 Oe<t<Te

=) E, <1Y(Tr)>p*—w2> o Iy )ser—y/2)
n>1

Pyien) (Y(T) <&, sup [Y(t)—* (1) > 6))

0. <t<Te

<) K <1Y(Tr)>p*—wz>---»1Y(r:;,1)>p**wz>1Y(T;><e)e‘md/3 =e ™3,
n>1

Soit maintenant x € [e, 1]. Nous avons

Pe( sup |Y(0) =P (1)) > 8) <

0. <t<T,

P, (Y(T) < e) + Py (Y(T) > p* —v/2, sup ‘Y(t) — cl)"*’a(tﬂ > 6> .

0. <t<Te

Pour tout x > p* —v/2, la premiere probabilité vaut 0, et pour x € [e,p* —
v/2], d’apres la loi des grands nombres trajectorielle que nous avons déduit du
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corollaire [22.3.10} la premiere probabilité tend vers 0. Grace a la propriété de
Markov forte appliquée au temps

v =inf{t>0:Y(t) € [p*—v,p" —v/2 },

nous concluons que

Py (Y(T) > p* —v/2, sup }Y(t) — d)p**s(t)‘ > 6) =

0. <tTe

EX<1Y(T)>O*,W2PY(T,)( sup ‘Y(t)—¢p*’5(t)]>5>>.

0. <t<Te

Nous avons montré précédemment que cette derniére quantité tend vers 0. [
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Conclusion

Nous avons montré que dans le cas du paysage a un pic, le modele de Moran
présente un phénomene de seuil d’erreur et une distribution de quasi—espece.
De plus, la distribution de la quasi—espéce pour le modéle de Moran est la méme
que pour le modele d’Eigen, Q(o, a).

Comme pour le modele de Wright-Fisher, 'étude du processus de Moran met
en évidence I'impact de la taille de la population dans la quasi—espéce. Afin de
pouvoir créer une quasi—espece, la taille de la population doit étre assez grande.
La courbe critique exprimant cette condition n’a pas la méme expression que la
courbe critique pour le modeéle de Wright-Fisher. Ceci montre que le seuil d’er-
reur dans les modeles a population finie, est sensible au mécanisme de produc-
tion.

Nous avons en outre développé un principe de grandes déviations afin de trai-
ter le cas des fonctions de fitness dépendants de la classe de Hamming. Comme
application du principe de grandes déviations nous avons montré que le temps
moyen que le modele de Moran reste pres de la distribution de la quasi—espece
est d’ordre exponentiel en la taille de la population, non seulement dans le cas
du paysage a un pic, mais aussi pour des paysages de fitness dépendants de la
classe de Hamming et constants a partir d’un certain rang. Nous avons aussi
exploité le principe de grandes déviations pour décrire la trajectoire de dispari-
tion de la quasi-espece dans le cas du paysage a un pic. Ces applications nous
donnent une apercu de 1'utilité du principe de grandes déviations. Nous espé-
rons pouvoir nous en servir de ce principe de grandes déviations pour obtenir
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nombreux d’autres résultats intéressants.



Annexe A

Lemmes sur les équations
différentielles linéaires

Nous donnons ici quelques lemmes sur les équations différentielles linéaires, et
sur leur comportement asymptotique en temps long.

Lemme A.1. Soient « : [0,+o00[ — [0,+o0[ et B : [0,+o00[— R des fonctions
Lipschitz et soit (z(t),t > 0) la solution de I'équation différentielle

z'(t) = «(t) + B(t)z(t).
Siz(0) > Oalors z(t) > 0 pour tout t > 0.

Démonstration. La trajectoire (z(t),t > 0) est continue. S'il existe t* > 0 tel que
z(t*) =0, alors

et donc z(t) > 0 pour tout t > 0. H

Lemme A.2. Soient «, & : [0, +00[ — [0, +ool et B,E : [0, +o00[ — R des fonctions
Lipschitz vérifiant

Soient (y(t),t > 0) et (z(t),t > 0) les solutions des équations différentielles

y'(t) = aft) + Blty(t),  2'(t) = &t) + B(t)z(t).
Siz(0) > y(0) > Oalors z(t) > y(t) pour tout t > 0.
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Démonstration. Nous avons

2/(t) —y'(t) = &(t) — «(t) + (B(t) — B(1)z(t) + B(t)(z(t) —y(t).

D’aprés le lemme précédent, z(t) > 0 pour tout t > 0. Et donc, en appliquant
encore le lemme précédent, z(t) —y(t) > 0 pour tout t > 0. ]

Lemme A.3. Soient «, 3 : [0, +00[ — [0, +ool des fonctions Lipschitz, et supposons
qu’il existe «*, 3* €10, +ool tels que

lim x(t) = «*, Iim B(t) = B*.

t—o0 t—o0

Soit (y(t),t > 0) la solution de I'équation différentielle

Alors, pour toute condition initiale y(0) € R,

. x
fim vlv) = 5.

Démonstration. Soit € > 0 tel que &* —¢,3* —e > 0. Soit T > 0 assez grand pour
que
Vt>T, l(t) — | < €, IB(t) —B* < €.

Soient (y(t),t > 0) et (y(t),t > 0) les solutions des équations différentielles

y'(t) = (" —e)=(B"+ey'(t), F'(t) = (" +&)—(B"—)Y'(1),

avec y(0) =y(0) = y(T). D’apres le lemme précédent, pour tout t > 0,

yt) < y(T+1t) < gt).

Or, y(t) et y(t) convergent :

: o —¢ . X"+ €
lim y(t) = B rc’ lim y(t) = B¢
Nous en déduisons que
¢ < liminfy(t) < limsupy(t) < “te
B*+¢ Myt s t_mpy S pBr—¢

Nous faisons tendre ¢ vers 0 et nous obtenons le résultat voulu. ]
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Lemme A.4 (Gronwall). Soit T > 0, et soit f(t), t € [0, T], une fonction positive qui
vérifie I'inégalité suivante : il existe C, « > 0 tels que

t

Vtelo,T], f(t) < C—I—ocJ f(s)ds.
0

Alors pour tout t € [0, T],
f(t) < Ce*t.

Démonstration. Nous avons par hypothése
t —1
of(t) (C—f—O(J f(s)ds) < «.
0
Nous intégrons des deux cdtés pour obtenir

t
In (C—I—ocj f(s)ds) —InC < «t.

0

t

f(t) < C+ocJ f(s)ds < Ce*',
0

comme voulu. O






Annexe B
Lumping

Soit € un ensemble fini ou dénombrable, et soit (X;,)n>o une chaine de Markov
a valeurs dans € de matrice de transition p. Le résultat de "lumping" classique
permet de réduire la taille de 'espace d’états de la chaine de Markov (Xy, )n>o0.
Ce résultat peut étre trouvé dans la section 6.3 du livre de Kemeny et Snell [50],
formulé et démontré pour des chaines de Markov a espace d’états fini. La dé-
monstration pour les chaines de Markov a espace d’états dénombrable est lit-
téralement la méme. Soit (€1, &y, ... ) une partition finie ou dénombrable de £.
Définissons la fonction f: € — {1,2,...} par

Vx e &, f(x) = Z klxeDK+1 .

k>1

Nous disons que la chaine de Markov est réductible vis—a—vis de la partition
(€1, Ey...), si pour toute distribution initiale 7 de X, le processus (f (Xn))n>o
est une chalne de Markov a valeurs dans { 1,2, ...}, dont les probabilités de tran-
sition ne dépendent pas de 7.

Théoréme B.1 (Lumping). La chaine de Markov est réductible vis—a—vis de la parti-
tion (€1, Ea,...) si et seulement si la condition suivante est satisfaite :

Vi,j e{1,2,...} Vx,ye& Zp(x,z) = Zp(y,z).

ZGEJ' ZE(C',j

Si la condition du théoréme est vérifiée, nous notons p(i,j) la valeur commune
des sommes ci-dessus. Le processus (f (Xn))n>0 est donc une chaine de Markov
a valeurs dans {1, 2,...} de matrice de transition p.
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Résumé. Le concept de quasi—espece, introduit par Manfred Eigen dans les an-
nées 70, décrit 'état d’équilibre d"une population subissant des forces de muta-
tion et sélection. La plupart de modeles classiques présentant un phénomeéne de
quasi—espéce sont déterministes et considérent une population de taille infinie.
L’objectif de cette thése est d’étudier plusieurs modeles stochastiques, dont la
taille de la population est finie, afin de montrer que le phénomene de la quasi-
espece est aussi présent dans ces modeles comme dans le modeles détermi-
nistes. Nous étudions en détail les modeles de Galton—-Watson, Wright-Fisher
et Moran. Nous confirmons que les trois modeles présentent un phénomene de
quasi—espece, et que la distribution de la quasi—espece est la méme pour les
trois modeles, ainsi que pour le modele original d’Eigen. De plus, nous décri-
vons explicitement la distribution de cette quasi—espéce pour le paysage a un
pic, ainsi que pour des fonctions de fitness qui ne dépendent que de la distance
de Hamming au génotype le plus adapté.

Abstract. Manfred Eigen introduced the concept of quasispecies in the early
70s, in order to describe the steady-state distribution of a population subject to
mutation and selection forces. Most classical models showing a quasispecies
phenomenon are deterministic and deal with a population of an infinite size.
The aim of this thesis is to study several stochastic and finite-population mod-
els, and to show that a quasispecies phenomenon arises in these models too. We
study in detail the Galton—-Watson, Wright-Fisher and Moran models. We con-
tirm that a quasispecies phenomenon is present in the three models, and that
the distribution of this quasispecies is common to all three models as well as to
Eigen’s original model. Moreover, we describe explicitly the distribution of the
quasispecies for the sharp peak landscape, as well as for fitness functions which
depend only on the Hamming distance to the fittest genotype.



