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INTRODUCTION GENERALE

Les travaux de cette thése s’inscrivent dans le cadre de la recherche et du développe-
ment des lois de comportement des matériaux caoutchouteux. Un intérét particulier est
porté au comportement hyperélastique non-linéaire, isotrope et incompressible de ces

matériaux dans le cadre de réponses en grandes déformations et grands déplacements.

En postulant I'existence du potentiel d’énergie libre de Helmholtz exprimé en fonction du
gradient de déformation et défini par unité de masse, on établit la loi de comportement a
partir des inéquations de Clausius-Duhem. Le développement de la loi de comportement
hyperélastique nécessite la maitrise préalable de la densité d’énergie de déformation qui
peut étre déterminée par une approche moléculaire ou par une approche phénoménolo-
gique. Les densités moléculaires sont construites a partir de I'analyse microscopique du
réseau de chaines polymériques. Les densités sont développées en intégrant des consi-
dérations physiques, traitées soit par une distribution Gaussienne [6, 76} [80, [148], soit
par une distribution non-Gaussienne [5, 138, 40, 42| 149, 65 [76, (90, 91| (100} 106, (152,
158, [164]. Quant aux densités phénoménologiques, le matériau est considéré comme
une boite noire dont on ignore le fonctionnement a I'échelle microscopique et dont on

essaye de reproduire le comportement a I'échelle macroscopique.
Les densités phénoménologiques sont obtenues de deux maniéeres différentes :

e la premiére maniere consiste a déterminer une expression mathématique sous
forme de séries polyn6miales ou puissances (écrites en fonction des valeurs propres
ou des invariants du tenseur de déformation), reproduisant au mieux les données
expérimentales [20} 29, 107,114,116, 137,153, [165] ;

e la deuxiéme maniére consiste a déterminer directement une forme analytique re-
produisant les observations expérimentales des dérivées de la densité d’énergie
par rapport aux deux premiers invariants principaux du tenseur de déformation

[15, 55,157, 164, [70, 193, 130, [167].



2 CHAPITRE 0. INTRODUCTION GENERALE

Compte tenu du nombre élevé de modéles développés dans la littérature [3, 23] 37, 71,
72,173, 83| 192], [166], il n’est pas toujours facile de sélectionner le modeéle approprié cor-
respondant a un matériau donné. De surcroit, malgré la trés grande diversité de modéles
disponibles, il n’est pas simple, voire dans certains cas impossible, de choisir le modéle
qui décrira le mieux le comportement du matériau pour une large gamme de sollicita-
tions [54] [144] [156]. Pour remédier a cette situation, une formulation possible consiste a
combiner les approches moléculaire et phénoménologique. On obtient ainsi des modeles
que nous qualifierons d’hybride. En particulier, nous proposons dans ce mémoire une

nouvelle densité d’énergie superposant quatre parties :

e une partie liée a I'hypothése des déformations affines observée par le raidissement
final de certaines chaines macromoléculaires des élastomeéres. Cette partie est clas-
sique et est obtenue en utilisant la probabilité non-Gaussienne ou de Langevin [5].
Nous lui apportons cependant une modification concernant I'approximation de la
fonction de Langevin inverse, modification qui sera détaillée ultérieurement ;

e une partie liée a la contrainte d’entrelacement des chaines macromoléculaires ob-
servée lors du phénoméne de cristallisation. Cette partie est classique et est mo-
délisée par une fonction logarithme provenant de I'énergie phénoménologique de
Gent-Thomas [53] ;

e une partie liée a la contrainte des chaines présentant des déformations non-affines
[90Q]. Cette partie constitue une contribution originale. Elle est modélisée par une
fonction Gaussienne qui s’exprime sous forme intégrale.

e une partie, qualifiée de volumique, permet de gérer de maniére classique [117,[118]

la contrainte d’incompressibilité.

Ce mémoire de thése s’organise en trois chapitres.

Le premier chapitre est consacré a I'état de I'art sur la modélisation du comportement
des matériaux caoutchouteux. Dans un premier temps, I'origine, les différents compor-
tements mécaniques (comportements statique et dynamique, et endommagement) des
caoutchoucs sont présentés. Dans un deuxieme temps, les tenseurs de déformations et
de contraintes sont étudiés dans le cadre de la mécanique des milieux continus en grande
déformation. Létude de ces grandeurs permet de construire la loi de comportement hy-

perélastique en tenant compte des propriétés d’élasticité, de non dissipation d’énergie



et de quasi incompressibilité. Par la suite, la loi de comportement est appliquée aux cas
de sollicitations simples comme la traction uniaxiale, la traction équibiaxiale et biaxiale,
le cisaillement pur et le glissement simple. Les lois de comportement étant intimement
liées a la densité d’énergie de déformation, une revue des densités les plus usuelles est
effectuée. Enfin, en partant du constat qu’il existe un nombre élevé de densités d’éner-
gie hyperélastique dans la littérature, nous proposons des critéres de sélection de ces
densités. Plusieurs de ces critéres ont été reportés dans [1), 54, 70, [156] et sont listés

ci-aprés :

couvrir 'ensemble du domaine de déformation ;

prédire tous les modes de déformations et ce avec les mémes parametres ;

vérifier les conditions de stabilité thermodynamique ;

vérifier les observations expérimentales de Rivlin-Saunders [137] et Treloar [150] ;

prédire la courbe de Mooney [107].

Le deuxieme chapitre est consacré a la mise au point d’'un modéle hyperélastique iso-
trope original constitué par la superposition de quatre densités d’énergie. Les deux
premiéres tirent partie des atouts respectifs des approches moléculaire et phéno-
ménologique et, parmi un certain nombre de densités disponibles dans la littérature

[5. 16, 15] 29, 49| 55, 183], 190, (107, [116], notre choix s’est porté :

e sur la densité du modele 8-chaine d’Arruda et Boyce [5, [23] pour la densité molécu-
laire, ce qui permet de modéliser la contrainte de raidissement final ;

e sur une formulation logarithmique classique [15] 55 164!, 192, 193], [130] pour la densité
phénoménologique, ce qui permet de représenter de maniere satisfaisante sur le

plan physique les contraintes d’entrelacement des chaines macromoléculaires.

Le modéle 8-chaine d’Arruda et Boyce incluant dans sa formulation I'inverse de la fonction
de Langevin, le paragraphe de ce deuxiéme chapitre est consacré a I'introduction
d’'une nouvelle approximation de cette fonction inverse qui ne possede pas d’expression

littérale connue. Parmi les techniques d’approximations les plus utilisées, on peut citer :

¢ les approximations basées sur des fonctions rationnelles et notamment les approxi-
mants de Padé. Lavantage de ce type d’approximation est un comportement asymp-

totique trés satisfaisant au voisinage de 1 sachant que la fonction inverse prend sa
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source dans lintervalle [0, 1[ pour les applications qui nous intéressent. Dans ce
contexte, plusieurs approximations ont été proposées respectivement par Treloar
[149], Cohen [33] et Puso [131];

e les approximations basées sur un développement de Taylor [77),[150] qui bénéficient
d’une bonne précision pour les faibles valeurs d’abscisses. Cependant, ltskov et al.
[77] ont récemment montré que 115 termes dans le développement de Taylor étaient

nécessaires pour obtenir une prédiction raisonnable dans lintervalle [0, 0.95].

Afin d’obtenir une précision élevée sur tout I'intervalle [0, 1[, nous avons décidé de partir
sur la base de I'approximation de Cohen ('une des plus employées dans la littérature)
et de modéliser le résidu entre cette approximation et les valeurs exactes de la fonction
inverse de Langevin (approach-in-stages method [12]). Le résidu est ainsi évalué dans un
premier temps par une fonction puissance puis, dans un deuxieme temps, par une fonc-
tion polynomiale. Cette approche en deux étapes permet d’obtenir deux termes correctifs
a ajouter a la fonction de Cohen. En procédant de cette maniére, on établit que I'erreur
relative maximale au terme des deux étapes passe de 4.94% pour I'approximation de
Cohen a 0.046% pour la nouvelle approximation. A notre connaissance, cela fournit 'une
des meilleures précisions possibles a ce jour pour une formulation littérale de la fonction
inverse de Langevin. Cette nouvelle approximation de la fonction de Langevin inverse a
fait 'objet d’'une publication dans une revue internationale [113]. Il s’agit de la premiéere

contribution scientifique originale de ce travail de thése.

Une étude comparative entre les prédictions du modele constitué de la superposition des
densités d’énergie moléculaire et phénoménologique et les données expérimentales de
Treloar [150] et de Yeoh et Fleming [166] est ensuite menée dans le cas d’'une déforma-
tion homogéne de type traction-compression uniaxiale. Cette étude prouve la nécessité
d’inclure une troisiéme densité d’énergie dont on montrera qu’elle adopte un profil Gaus-
sien. Cette densité supplémentaire permettra de faire le rapprochement avec I'hypothése
des déformations non-affines présentée par Kroon [90]. Une quatriéme densité est enfin
introduite sur des bases classiques [118] afin de gérer I'incompressibilité du matériau.
Le modéle final qui en résulte, du fait qu’il combine quatre densités d’énergie de nature
tres différente, sera qualifié d’hybride. Il s’agit de la deuxiéeme contribution scientifique
originale de ce travail de thése. Une étude comparative entre ce modele et des données

expérimentales concernant des essais en traction-compression uniaxiale et biaxiale ainsi



gue des essais en cisaillement pur et simple [5, 93] (114,115 (150, [166] a été effectuée.
Cette étude est complétée par la confrontation du nouveau modele avec les criteres de
sélection présentés précédemment. Ces différentes confrontations permettent d’établir la

pertinence du modele hybride proposé.

Le troisiéme chapitre traite de la formulation éléments finis utilisée pour 'implémenta-
tion de la loi de comportement non-linéaire du modele hybride. Pour I'implémentation
numérique, le choix s’est porté sur une discrétisation en formulation Lagrangienne totale
avec la méthode itérative de Newton-Raphson [10, 17, 36, [168]. Cette méthode itérative
consistant & approcher le probléme initial non-linéaire par une succession de systemes
linéarisés, le tenseur tangent d’élasticité du quatriéme ordre doit étre calculé. Le calcul
de ce tenseur se fait en exprimant I'’énergie de déformation sous une forme découplée a
savoir une partie volumique et une partie isochore [68, [69]. Cette formulation découplée
est ensuite appliquée au cas du modeéle hybride. Les calculs tensoriels qui en résultent,
assez longs et fastidieux, permettent de déterminer les modules tangents. Il s’agit de la
troisieme contribution originale de ce travail de thése.

Les modules tangents ont été ensuite implémentés dans le code de calcul aux éléments
finis FER (Finite Element Research). Il s’agit d’'un code universitaire développé par le
groupe MDS (Modélisation en Dynamique des Structures) du Laboratoire de Mécanique
et d’Energétique d’Evry (LMEE). Il est spécialisé dans la simulation des problémes de
mécanique du solide impliquant du contact et de I'impact entre solides déformables et
non déformables [43] 44, [123]. Au terme de ce chapitre, une simulation numérique est
effectuée pour un test homogéne en traction-compression uniaxiale pour lequel on dis-
pose d’une solution de référence. Les résultats de la simulation permettent de valider le
modéle numérique implémenté par comparaison avec la solution de référence. En com-
plément de cette validation, un exemple numérique en déformation non homogéne est

présenté.
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Le caoutchouc, encore appelé élastomére, appartient a la famille des polymeéres. Leur
possibilité de subir de grandes déformations et leur capacité a amortir les vibrations les
destinent a de nombreuses applications par exemple dans le transport automobile, aé-
rien et ferroviaire (systéemes d’amortissement), le domaine biomédical (prothése, implant
mammaire) ou le génie civil (joint d’étanchéité, gaines isolantes). Ce chapitre est consa-
cré a la présentation de la structure, des propriétés physicochimiques et des différents

types de comportement que revét le caoutchouc. Il est structuré en quatre sections :

La section traite de la constitution, de la description et des propriétés physicochi-
miques des matériaux caoutchouteux ainsi que des types de sollicitations qui leurs sont

généralement appliqués.

La section rappelle les fondamentaux de la mécanique des milieux continus appliquée
aux grandes déformations [32, /58, 118]. Ces rappels portent sur I'étude des tenseurs de
déformation et de contrainte, ainsi que sur les propriétés d’isotropie et d'incompressibilité

des élastomeéres.

La section est consacrée aux lois de comportement hyperélastiques en se basant sur
les propriétés spécifiques des élastomeres. En particulier, nous rappelons qu’'un compor-
tement hyperélastique est défini en négligeant I'effet thermique et la dissipation interne
de I'énergie dans les inégalités de Clausius-Duhem. Sur cette base, les lois de compor-
tement des essais de traction uniaxiale, équibiaxiale, de cisaillement pur et simple sont
développées. Nous catégorisons ensuite les lois de comportement par leurs approches
moléculaires ou phénoménologiques. Enfin, un inventaire non exhaustif est effectué en
classifiant 25 des modéles les plus connus [5] [11],[13] (15} 20} 29, 55, 57, [64. [78 [79] [81],
83,190, 92| (107, 114, 116, 117, (130, [153] 165} [166]. Cette classification est opérée en
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distinguant les modeles moléculaires et les modéles phénoménologiques. En complé-
ment de cette classification, on pourra consulter utilement I'article de Verron et al. [156]
dans lequel une étude comparative est opérée sur 20 modeéles, en considérant comme
critere la capacité de ces modeles a identifier les paramétres matériaux et a corréler un

ensemble de données expérimentales avec ces parametres.

Enfin, la section est consacrée a la problématique de notre étude c’est a dire la pro-
position d’'une nouvelle loi de comportement qui englobe les approches moléculaires et
phénoménologiques dans un seul modéle. En effet I'élaboration de modeles hyperélas-
tiques est généralement effectuée a I'aide de deux méthodologies distinctes (moléculaire
et phénoménologique). Il est donc utile de disposer de critéres de sélection qui permet-
tront d’identifier les modéles les plus performants pour chacune de ces deux catégories et
de les intégrer dans une approche unifiée. Ces critéres, au nombre de cing (domaine de
déformation, prédiction des sollicitations mécaniques, stabilité thermodynamique, obser-
vation expérimentales et courbe de Mooney) sont explicités dans les paragraphes [1.4.1]
aff4.5

1.1/ LE CAOUTCHOUC

1.1.1/ LES TYPES DE CAOUTCHOUC

Le caoutchouc est constitué de longues chaines moléculaires reliées entre elles par
des enchevétrements de noeuds. La présence des chaines carbonées dans la structu-
ration chimique de ces matériaux provoque un comportement hautement non-linéaire
[35] 46, 96]. Le caoutchouc devient thermoplastique pour des déformations de 600 a
1000% d’allongement. Il posséde par ailleurs une grande plage thermique d’utilisation,
entre -50° et 150° C environ. Il est enfin amortissant ou résilient c’est a dire capable
d’absorber de I'énergie due aux chocs. Dans le langage courant, le terme caoutchouc

recouvre a la fois le caoutchouc naturel et les caoutchoucs synthétiques.

1.1.1.1/ LE CAOUTCHOUC NATUREL

Le caoutchouc naturel est obtenu a partir du latex sécrété par les végétaux comme I'hé-

véa, le guayule, le Ficus elastica et le Castilloa ulei. A titre d’exemple, la Figure
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présente un morceau de caoutchouc naturel avant vulcanisation.

FIGURE 1.1 — Caoutchouc naturel [34]

Le latex est un liquide blanchétre extrait de I'écorce de I'arbre par incision de celle-ci. Il
contient environ 40% de caoutchouc dans I'eau et un faible pourcentage de protéines,
de sels minéraux, d’acides gras et de glucides. |l est trés instable et il est obtenu par
évaporation de 'eau et par coagulation. Les premieres méthodes de stabilisation du ca-
outchouc étaient opérées par enfumage, par ébullition ou en le mélangeant avec des
végétaux composés d’acides et de sels organiques. A ce jour, le caoutchouc est obtenu
a partir de I'évaporation ou de la coagulation en utilisant des acides (acide acétique, acide

formique). Sa conservation a I'état liquide est assurée par de 'ammoniaque.

Le caoutchouc naturel est un polymeére linéaire dénommé « cis-1,4-polyisoprene », de
formule brut (CsHsg), et donc la formule semi-développée est illustrée par la Figure
C’est un hydrocarbure insaturé de par les doubles liaisons carbone-carbone et formé de
longues chaines macromoléculaires enchevétrées. Les enchevétrements permettent le
retour a I'état initial aprés étirement. Pendant I'extension, les chaines macromoléculaires
sont étirées, et s’orientent dans le sens de la traction (Figure [1.3) et forment des zones

cristallines.

-CH,- C=CH - CH;, -
CH; n

FIGURE 1.2 — Formule semi-développé du cis-1,4-polyisopréene.
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a) b)
Liens
réticulés

I

“‘WU

FIGURE 1.3 — Chaines moléculaires réticulées d’'un polymére a) en l'absence de
contrainte, et b) durant une déformation élastique résultant de I'application d'une
contrainte de traction [28].

A I'état brut, le caoutchouc n’est pas résistant au fluage sous contrainte. Pour amélio-
rer ses propriétés, il est vulcanisé c’est a dire malaxé avec du soufre puis chauffé. La
molécule de caoutchouc est donc réticulée par pontage des chaines d’atomes de soufre
comme l'indique I'équation bilan de la Figure [1.4] Le soufre réagit au niveau des doubles
liaisons C=C, créant ainsi des noeuds de réticulation. Cette réaction avec le souffre per-
met de réduire le taux d’oxydation du caoutchouc et d’améliorer ainsi sa résistance au
frottement. Mais méme aprés la vulcanisation, le caoutchouc contient toujours une pro-
portion importante de liaisons doubles. Lopération de vulcanisation est irréversible et
améliore la résistance thermique du caoutchouc, en supprimant sa thermo plasticité. La
vulcanisation améliore en plus la force de cohésion, I'élasticité, et empéche le suinte-
ment. Elle rend le caoutchouc non plastique, faiblement rémanent, quasi-insoluble et non
auto-soudant. Le soufre peut étre remplacé par le chlorure de soufre, le sélénium, le

polynitrobenzéne, les peroxydes organiques ou les quinones pour la vulcanisation [28].

HOH 1K HCH, 1K
=it —C—C—C—C—
H H H ‘ ‘ H

+(min)S— ) (5),
oy 1) L%
—C—C=C—C— —C—C—C—C—
HCH, H N i ulq i

FIGURE 1.4 — Réaction intervenant pendant la vulcanisation [28]
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1.1.1.2/ LES CAOUTCHOUCS SYNTHETIQUES

Les pénuries du caoutchouc naturel découlant des premiére et seconde guerres mon-
diales marquent le début du développement des caoutchoucs synthétiques. Dans les an-
nées 1909, Holfmann a produit le methylisopréne, mettant ainsi sur pied le premier caou-
tchouc synthétique [52]. Par la suite la copolymérisation du butadiéne a permit d’obtenir
le Buna (désignant I'association du butadiéne et le natrium). Ne parvenant pas a obtenir
de l'isopréne synthétique, les recherches se sont portées sur le butadiéne. Du méme pro-
cédé est alors né le styréne-butadiene (SBR, Styréne Butadiene Rubber), au début des
années 1930. Tous ces caoutchoucs de synthése ne sont pas constitués de polymeéres
stéréo réguliers comme I'est le caoutchouc naturel. Les méthodes catalytiques de Ziegler
et Natta [112] permettent dans les années 1960, d’obtenir des matériaux comme le poly-
butadiéne (BR, Butadiene Rubber), le poly-isoprene (IR, Isoprene Rubber) et le polymeére
éthylene-propylene (EPM, Ethylene-Propylene-Monomer et EPDM, Ethylene-Propylene-

Diene-Monomer), qui ont une configuration similaire a celle du caoutchouc naturel.

1.1.2/ SOLLICITATIONS MECANIQUES DES ELASTOMERES

Nous traitons dans ce paragraphe des différents types de comportements rencontrés a
I'échelle macroscopique lorsque les élastoméres sont soumis a des sollicitations méca-
niques. Il s’agit du comportement du matériau en régime quasi statique avec des lois
élastiques non-linéaires, du comportement endommageable (effet Mullins, cristallisation,
fatigue), du comportement dynamique (viscoélasticité, effets Payne et de Fletcher-Gent)
et de 'amplification des déformations due a I'hétérogénéité des constituants d’'un maté-

riau caoutchouteux.

1.1.2.1/ COMPORTEMENT STATIQUE : ELASTICITE DES ELASTOMERES

Le comportement statique des élastoméres non dissipatifs est communément modélisé
par une loi qui est qualifiée d’hyperélastique. La détermination de cette loi se fait par le

biais d’'une énergie de déformation généralement notée W.

Le caoutchouc naturel réticulé contient des chaines macromoléculaires liées entre elles

par des nceuds de réticulations et qui forment un réseau tridimensionnel. Lassemblage
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des chaines étant aléatoire et désordonné, une approche statistique permet de décrire
la position la plus probable de la chaine. Lénergie de déformation est directement liée
a la variation de I'entropie du réseau de chaines. Des éléments thermodynamiques per-
mettent de montrer que la réponse est composée des contributions de la variation de
I'énergie interne et de la variation de I'entropie [151]. La Figure permet d’observer
que la contribution de I'entropie est trés importante par rapport a celle de I'énergie in-

terne.

i Effort total /

#

/;" - Contribution entropique
P

s

Effort (K g.cm 2
X
AY

V4 Contribution de la variation de I'énergie interne

S

Elongation (%)

FIGURE 1.5 — Contribution de I'entropie et de I'énergie interne par rapport au travail ex-
terne de l'effort total [151]

Le réseau tridimensionnel de I'élastomére se déforme de fagon réversible et la force mo-
Iéculaire de rappel due a la diminution de I'entropie (c’est-a-dire la diminution du nombre
de conformations possibles) est a 'origine du retour a la forme initiale. En état non dé-
formé, l'orientation et la distribution des chaines macromoléculaires sont désordonnées
et aléatoires. Chacune est repliée sur elle-méme au repos. Sous sollicitation, le désordre
des chaines décroit et on obtient un arrangement orienté. Une analyse basée sur un
calcul statistique permet de déterminer cette entropie (mesure du désordre) du réseau
de chaines. On parle d’élasticité entropique dans la littérature. Les premiers développe-
ments de la théorie statistique de I'élasticité des caoutchoucs ont été menés par Meyer
en 1935 [103], Kuhn et Guth en 1942 [91], James et Guth en 1943 [78], Treloar en 1944
[148], Flory en 1944-1946 [48] et Ishiara et al. en 1951 [76].

Dans les années 1940, Mooney [107] propose un modele avec une approche phéno-

ménologique. Cette approche est présentée par Treloar en 1975 [151] comme « ayant
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l'objectif plus limité (que I'approche moléculaire) de décrire les propriétés mécaniques du
caoutchouc a l'aide d’un cadre mathématique bien défini sans se soucier des interpréta-
tions moléculaires ». Dés lors, plusieurs modeles d’énergies phénoménologiques ont été
proposeés [3, 16, 29| 55, 64,193, [114), 117, [165].

1.1.2.2/ COMPORTEMENT ENDOMMAGEABLE

Un comportement endommageable est par nature irréversible. Leffet Mullins, la cristal-
lisation sous contrainte et la fatigue entrent dans la catégorie des phénomeénes irréver-
sibles généralement observés lors de la sollicitation des élastoméres. Il est a noter que
ces effets ne seront pas considérés dans ce mémoire ou on se limitera aux plages de

sollicitation correspondant a des déformations réversibles.

Effet Mullins
Leffet Mullins correspond a une variation de rigidité en fonction de I'histoire de défor-
mation [111]. Il se manifeste par une perte de rigidité pendant la phase de décharge, ce

qui a pour effet 'apparition d’'une déformation rémanente (Figure [1.6).

N

Chargement

Déchargement

Contraintes (MPa)

o — Elongation rémanente

Elongations

v

FIGURE 1.6 — Observation de I'effet Mullins lors d’un essai de traction avec un mode de
chargement et de déchargement.

Les zones du matériau pauvres en charges sont principalement déformées ce qui aug-
mente localement la contrainte [109, [110]. Plusieurs considérations ont été prises en

compte dans la littérature pour analyser I'effet Mullins. On peut I'associer a un endom-
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magement des liaisons entre les chaines [24) 25], a une rupture des liaisons a faible
énergie [67, 199, [111] ou l'interpréter de maniére phénoménologique sans se soucier du
comportement micromécanique [2, 59, [105]. Leffet Mullins peut également étre expliqué
en considérant le glissement des chaines macromoléculaires au niveau de la surface de

charges [21}, 137,159, [104], [108].

Cristallisation

Lorsque un élastomére est sollicité jusqu’a un certain niveau d’étirement, on ob-
serve des répartitions sous forme cristalline. Il s’agit d’édifices tridimensionnels ordonnés
pouvant occuper une portion significative du volume du matériau. Cette phase cristal-
line coexiste avec une phase amorphe. Méme si le phénoméne de cristallisation sous
contraintes de ce matériau est encore mal connu, certains travaux apportent un éclai-

rage sur ce phénomeéne [95] (98| [147].

Fatigue

Lendommagement sous chargement cyclique est un phénoméne ayant lieu dans les
élastomeéres chargés. La propagation de ce type d’endommagement influe sur la durée
de vie du matériau. Lendommagement par fatigue des élastoméres chargés lors d’'un
chargement cyclique regroupe des mécanismes de concentration de contraintes, de ca-
vitation, de coalescence (accumulation des particules de noirs de carbone) et de propa-
gation de fissures. Parmi les travaux menés sur la fatigue des élastomeres chargés sous

sollicitation cyclique, on peut citer : |4, 101} 132, 140].

1.1.2.3/ COMPORTEMENT DYNAMIQUE

Parmi les comportements observés lors de sollicitations dynamiques, on peut mentionner
le comportement viscoélastique, I'effet Payne et I'effet Fletcher-Gent. Ces trois types de
comportement dynamique sont décrits dans les sections qui suivent. Mais, comme nous
considérons un régime quasi-statique dans ce mémoire, aucun de ces trois types ne sera

pris en compte dans le modéle hyperélastique qui sera proposé dans le second chapitre.

Comportement viscoélastique

Les élastomeres sont souvent utilisés dans le domaine antivibratoire pour leur aptitude



1.1. LE CAOUTCHOUC 15

a dissiper de I'énergie. Ce processus se traduit par une augmentation de la température
sous chargement adiabatique. Ainsi, en chargement dynamique, les élastoméres ont un
comportement élastique caractérisé par un module d’origine entropique et un comporte-
ment visqueux plus ou moins visible caractérisé par une viscosité. Lassociation de ces
deux réponses donne un comportement viscoélastique non-linéaire. Le partage entre la
réponse élastique et visqueuse dépend étroitement de la fréquence de sollicitation et de
la température. Lassociation de la viscosité et de I'élasticité se traduit par le phénoméne
de fluage sous déformation constante [3|, [160] et d’hystérésis sous déformation cyclique

[19, 53].

Effet Payne

Leffet Payne, étudié dans le domaine vibratoire, est interprété comme le processus de
rupture du réseau de charges (c’est-a-dire le réseau de particules solides introduites dans
le caoutchouc lors de la vulcanisation) ou par des mécanismes de frottement mis en jeu
a l'interface charge-matrice [121]. La Figure montre un plateau caoutchoutique aux
faibles déformations puis une diminution du module dynamique E’ avec 'augmentation
de la déformation [87, [157]. Cette décroissance est associée a un maximum du module
de perte (Figure (b)) traduisant une dissipation d’énergie d’autant plus grande que la

décroissance de E’ est forte.
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FIGURE 1.7 — Analyse de I'effet de Payne - évolution de propriétés mécaniques en fonc-
tion du niveau de déformation pour un élastomere SBR renforcé en silice [87].

Leffet Payne s’amplifie lorsqu’on augmente le taux de particules dans la matrice [66 [133].

Kraus décrit ce phénoméne en considérant un taux de rupture dans le réseau de charge
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proportionnel au nombre de contact entre particules [89].

Effet Fletcher-Gent

Il s’agit d’un effet observé par Fletcher et Gent [47] sur l'influence de la fréquence de
sollicitation sur la loi de comportement. Ces deux auteurs ont constaté que la rigidité et la
dissipation d’énergie du matériau augmentent avec la fréquence. Cet effet a également

été étudié par d’autres auteurs dont Martinez [102] ainsi que Bukamel [26]. Il est illustré

par la Figure

Contrainte (MPa)

Déformation

FIGURE 1.8 — Influence de la fréquence de sollicitation [26]

1.1.2.4/ LAMPLIFICATION DES DEFORMATIONS

A partir des travaux d’Einstein portant sur I'étude de particules en suspension dans un
liquide [41], il est démontré que la présence de noirs de carbone dans la matrice caou-
tchouteuse provoquent des amplifications de déformations par effet composite. La Figure
[1.9/ met en relation le déplacement macroscopique / du matériau en fonction du dépla-
cement I,, lié a la matrice et du déplacement /., des charges de carbone. Les charges
étant rigides devant la matrice élastomérique, A., = l.n/locn €St égal a un. La loi de com-
portement de la matrice étant connue, trouver le comportement du matériau revient a
connaitre les élongations réelles A,,, = lua/loma de la matrice en fonction de I'élongation
macroscopique A = I/l du matériau chargé et du taux volumique de charge v. Il faut no-

ter que, si I, est inférieur a I, A, est en revanche supérieur a 4, d’ou 'amplification des
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déformations.
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FIGURE 1.9 — Phénoméne d’amplification de déformation

Kilian et al. [86] ont alors proposé un modéle tenant compte de cette théorie, ce qui a
permis de reproduire avec une bonne précision la tendance du matériau a se renforcer

en fonction du taux de charges.

1.1.3/ CONCLUSION

Dans ce paragraphe nous avons traité de notions générales de chimie et de phy-
sique relatives aux matériaux élastomeéres, en évoquant notamment la complexité des
liaisons et des mécanismes intervenant pendant la déformation de ces matériaux. Les
propriétés de grandes déformations et de dissipation d’énergie rendent la modélisation
mathématique des élastomeéres trés complexe. Lhypothése d’'un comportement de type
hyperélastique est généralement admise pour modéliser le comportement non-linéaire
en quasi-statique, ce qui constitue le cadre de ce mémoire. La théorie de la mécanique
des milieux continus constitue donc un préalable a I'’étude des lois de comportement

hyperélastiques, préalable qui est présenté au paragraphe suivant.

1.2/ MECANIQUE DES MILIEUX CONTINUS EN GRANDES DEFOR-

MATIONS

En mécanique des grandes déformations, il est important de distinguer la configuration
initiale de la configuration déformée [51), 58] puisqu’elles induisent des évaluations diffé-
rentes des contraintes et des déformations, contrairement au cadre défini par I'’hypothese
des petites perturbations. On rappellera notamment comment s’opérent les transforma-

tions de volume et de surface, comment se calculent les déformations et les contraintes,
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comment s’établissent les équations d’équilibre, en quoi consiste le principe d’indiffé-
rence matérielle et, enfin, le rble de la thermodynamique et en particulier I'inégalité de

Clausius Duhem, pour décrire un comportement hyperélastique.

1.2.1/ DESCRIPTION DU MOUVEMENT.

On considére un solide déformable constitué d’'un ensemble de points matériels dans
I'espace (Figure [1.10). On distingue deux configurations spatiales :
¢ la configuration Eulérienne ou actuelle dans laquelle le point p du solide C; est repéré
par la coordonnée eulérienne x a l'instant 7;
e la configuration Lagrangienne ou initiale dans laquelle le point py du solide Cy est

repéré par la coordonnée lagrangienne X a l'instant initial.

FIGURE 1.10 — configuration initiale et déformée.

La transformation du solide déformable, qui occupe dans la configuration initiale le volume
Cy et le volume C, dans la configuration actuelle, est décrite par une application bijective
7 mettant en correspondance chaque position initiale X € Cy avec une position actuelle

x € C;.
x = 7(X) (1.1)

Le vecteur U qui lie x a X est appelé le vecteur déplacement :

UX)=x-X (1.2)

Ce qui permet d’introduire le tenseur gradient des déformations de la maniére suivante :

ox ou
F=—= — .
X I+6X (1.3)
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1.2.1.1/ TRANSFORMATION D’UN ELEMENT DE VOLUME

Le volume déformé dv € C(r) est lié a I'élément de volume de la configuration initiale
dV € Cy par le Jacobien J de la transformation, représentant le déterminant du tenseur

gradient de déformation F :
dv=JdV, avec J=det(F) (1.4)

Notons que I'application x étant bijective, son Jacobien J est non nul. Il est méme stricte-
ment positif comme rapport de deux volumes élémentaires. La relation (1.4) est encore

appelée conservation de la masse en coordonnée lagrangienne.

1.2.1.2/ TRANSFORMATION D'UN ELEMENT DE SURFACE

Un élément de surface dS de normale N en configuration de référence (Figure(1.11) est

lié & la surface déformée ds de normale n par la formule de Nanson [32, 18] :

dsn = JF T N.dS (1.5)

—a

FIGURE 1.11 — Transformation d’un élément de surface.

Il est facile de voir que I'équation (1.5) peut se formuler de maniére équivalente par :

F N

- - 1.
T IFTN| (16)
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1.2.2/ DESCRIPTION DES DEFORMATIONS.

On introduit les tenseurs de déformations classiques de Cauchy-Green droit C et de

Cauchy-Green gauche B par :
C=F'F;, B=FF' (1.7)

Comme la matrice F est inversible, les matrices B et C le sont aussi. De plus, il est facile

de vérifier que B et C sont définies positives.

Afin de disposer d’'un tenseur des déformations nul lorsque le corps est au repos (c’est-a-
dire avec un déplacement nul, ce qui induit que F vaut 'identité d’apres (1.3)), on introduit

le tenseur des déformations de Green-Lagrange E :
1
E:E(C—I) (1.8)

Notons que si on développe E a partir de (1.3) et (1.7), et que I'on néglige le terme

quadratique, on obtient le tenseur de déformation linéarisé classique :

1(ou (oU\"
=-|=+|= 1.
¢ 2(ax+(ax)] (1-9)
Notons enfin gqu’il existe d’autres tenseurs de déformation, moins usités, comme par

exemple celui d’Euler-Almansi [69)] :

A=-(1-B7") (1.10)

N =

1.2.3/ DESCRIPTION DES CONTRAINTES.

Si on considére un solide déformable séparé en deux sous domaines (Figure[1.12), I'équi-
libre impose I'existence de forces internes élémentaires df a la frontiére des deux sous
domaines. Ces forces élémentaires, exprimées en Newton, sont reliées aux pressions t
(exprimées en Pascal) par :

df = tds (1.11)

Lun des résultats fondamental de la mécanique des milieux continus stipule une dépen-

dance linéaire de t par rapport a la normale extérieure n du domaine étudié en configu-
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ration actuelle :

t=con (1.12)

ou o est le tenseur symétrique des contraintes généralisées de Cauchy d’ordre deux.

A J

FIGURE 1.12 — Efforts internes.

A partir des équations (1.11) et (1.12), on exprime I'effort exercé sur la surface élémen-

taire ds par :

df = o.n.ds (1.13)

La force élémentaire df de la configuration actuelle de I'équation (1.13) peut étre liée a

I'élément de surface dS de la configuration initiale :
df = T.dS =P.N.dS (1.14)

Le vecteur T représente le vecteur de contrainte de Piola-Kirchhoff ou de Boussinesq.
Il mesure la force par unité de surface définie dans la configuration initiale et agit sur la
configuration actuelle. Le tenseur P associé représente le premier tenseur des contraintes
de Piola-Kirchhoff. En combinant les équations et avec la formule de Nanson
(1.5), on relie le premier tenseur de Piola-Kirchhoff P au tenseur de Cauchy o :

P=JoF T (1.15)

Le tenseur de contrainte peut également étre entierement déterminé en configuration

initiale. I suffit de transporter I'incrément de force df agissant sur le volume actuel vers la



22 CHAPITRE 1. ETAT DE LART

configuration de référence non déformée :
dfy = F~L.df (1.16)

Dans I'équation (1.16), 'incrément de force df,, qui n’a aucune signification physique, est
supposé agir sur la surface initiale dS. Il s’exprime en fonction du second tenseur des
contraintes de Piola-Kirchhoff S :

dfy = SN.dS (1.17)

Le tenseur S est symétrique et purement Lagrangien. La relation liant le tenseur de Cau-

chy o et le second tenseur de Piola-Kirchhoff S s’obtient en combinant les équations

([{5), (-13), ({-16) et (I77) :

o= ;FSFT (1.18)

1.2.4/ EQUATIONS D’EQUILIBRES.

Les équations d’équilibre d’un milieu continu expriment la conservation de la quantité de
mouvement de ce milieu. Dans le cadre des grandes déformations, elles adoptent une
forme différente suivant les configurations dans lesquelles on les exprime. En configura-

tion déformée Q, elles impliquent la divergence Eulérienne div :

divox,0)+pxDfx,0)=px,Dix1, VYxeQ, Vi (1.19)
avec .
dive (x,1) = 27 %0 (1.20)
ox

Le terme div o représente la contribution des forces internes a I'équilibre dynamique du
milieu. Le terme volumique pf représente typiquement les efforts gravitationnels, p étant

la masse volumique en configuration déformée :

dm

== (1.21)

Je

dm représentant une variation élémentaire de masse.

Quant au terme pii, il concerne les quantités d’accélération.

En configuration non déformée Q, les équations s’expriment de maniére équivalente
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avec un formalisme assez proche :

DivP (X, 1) +po X, ) E X, ) = po X, il (x,0), VXeQy Vit (1.22)

Lopérateur Div P représente cette fois ci la divergence Lagrangienne appliquée au pre-

mier tenseur des contraintes de Piola-Kirchoff :

. oP(X,1)
DivP(X,?) = 1.23
ivP (X, 1) X ( )
po représente la masse volumique en configuration non déformée :
dm
= — 1.24
Lo Ve ( )

La résolution de I'équation aux dérivées partielles (1.19) ou (1.22) (selon que I'on tra-
vaille en configuration déformée ou en configuration de référence) ne peut se faire qu’a

condition :

1. de lui adjoindre des conditions aux limites de type Dirichlet (blocage de degrés
de liberté en déplacement sur les parties appropriées de la frontiere du domaine
d’étude) et des conditions de Neumann associées au chargement appliqué a des

parties complémentaires de la frontiere du domaine ;

2. dexprimer la relation qui lie contrainte et déformation via une loi qui exprimera le

comportement du matériau.

Le premier point est classique et trouve facilement sa traduction dans le cadre d’une

implémentation éléments finis. Le second point fait I'objet des paragraphes qui suivent.

1.2.5/ PRINCIPE DE LUINDIFFERENCE MATERIELLE.

La loi de comportement permet de relier le tenseur des contraintes a un instant donné au
tenseur des déformations au méme instant et en tout point du matériau. Pour un milieu
élastique, le tenseur des contraintes de Cauchy s’écrit comme une fonction du tenseur
gradient des déformations F :

o =G (F) (1.25)
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Le principe d’indifférence matérielle impose que, dans la méme configuration, la fonc-
tionnelle G doit étre invariante pour tout changement de repéere orthonormé. En d’autres
termes, si on considére un tenseur orthogonal de changement de base P, le principe

d’indifférence matérielle est vérifié pour la fonctionnelle G si et seulement si :
G (PF) = PG (F)P" (1.26)

On pourra trouver plus de détails sur cette notion d’indifférence matérielle dans la thése
de A.T. Ta [145].

1.2.6/ THERMODYNAMIQUE DES MILIEUX CONTINUS.

Linsertion des concepts thermodynamiques dans la mécanique des milieux continus est
liée au couplage entre les effets mécaniques et les effets thermiques rencontrés dans de
nombreux problémes technologiques. A partir du bilan de I'énergie mécanique et ther-
mique d’un systéme (premier principe de la thermodynamique) et de l'inégalité fonda-
mentale du bilan de I'entropie (second principe de la thermodynamique), les inégalités

de Clausius-Duhem sont obtenues pour différentes configurations :

. , .GradT . . . .
Dy = —po (‘P - ST) _QGrad? 4 ¢ >0 en configuration mixte
. . .GradT . . T
@) = —po (\P - ST) _QGradl o ¢ >0 en configuration initiale (1.27)
. , .GradT , .
®=—p(¥-ST)- 4o s D>0 en configuration actuelle

ou @, et @ représentent respectivement la dissipation énergétique en configuration ini-
tiale et en configuration actuelle; ¥ est I'énergie libre spécifique de Helmoltz; Q et q
représentent les vecteurs flux de chaleur; T est la température absolue et S I'entropie.

Lénergie de déformation par unité de volume initial s’écrit :
W = po¥ (1.28)

Les inégalités de Clausius-Duhem du systéme (1.27) constituent un outil de construction
des lois de comportement. Cette construction consiste a écrire I'énergie libre spécifique
en fonction des variables introduites pour représenter les phénomenes observés. Ainsi,

pour construire une loi de comportement, on doit :
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e définir des variables d’état. En effet 'axiome de I'état local postule que I'état du ma-
tériau est entierement défini par la connaissance a un instant donné des valeurs des
variables observables (température, déformations F, E ou B suivant la description
privilégiée) et des variables internes qui sont introduites pour décrire des phéno-
ménes complexes tels que la dissipation et 'endommagement ;

e postuler I'existence d’'une fonction d’énergie thermodynamique W qui dépend des
variables observables et des variables internes. C’est de ce potentiel d’énergie que
dérive la loi de comportement;

e postuler 'existence d’'un pseudo potentiel de dissipation @ fonction des variables de

flux pour décrire I'évolution des variables associées aux processus dissipatifs.

Lensemble de ces hypothéses conduit a un systéme d’équations dont la résolution donne
I'écriture des lois de comportement. On déduit en particulier des équations (1.27) que le
second tenseur des contraintes de Piola-Kirchhoff S dérive de la fonction énergie de

déformation W :
oW

S= =
JE

(1.29)

Ce résultat est obtenu en considérant que la dissipation interne d’énergie est nulle (ma-
tériau élastique) et en négligeant les effets thermiques (évolution isotherme ou adiaba-

tique).

Tout le probléme de la modélisation des phénomeénes hyperélastiques réside donc dans

la détermination analytique de cette fonction énergie de déformation W.

1.3/ ETUDE DU COMPORTEMENT HYPERELASTIQUE

Un matériau est dit élastique si le tenseur des contraintes de Cauchy a un instant ¢ dé-
pend uniquement de I'état de déformation a ce méme instant (hypothése de Cauchy). Il
est considéré comme hyperélastique si, en plus, on considére un état de grande défor-
mation. Green [39, [118] suppose I'existence d'une fonction densité d’énergie W définie
par I'expression de I'équation (1.28). Cette densité d’énergie est indispensable pour mo-

déliser le comportement des matériaux hyperélastiques.

Gréace au principe d’objectivité (encore appelé principe d’indifférence matérielle, cf. para-

graphe|1.2.5), il est possible de montrer que la densité d’énergie W (qui dépend originel-
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lement de F d’aprés (1.25)) est en fait une fonction de C = F”F. Cela signifie que W est
aussi une fonction du tenseur de déformation E d’apres la relation (1.8), ce que traduit
I'équation (1.29). Dans le cas d’un matériau isotrope (c’est-a-dire possédant les mémes
propriétés dans toutes les directions), I'énergie peut de surcroit étre exprimée en fonction
des trois invariants principaux du tenseur de Cauchy-Green C (ou des invariants de B qui
a les mémes que ceux de C) :

W=WU, b Ix) (1.30)
=tr(C); I = %[m (€)= 1r(C?)]: I = det (C) (1.31)

ou [; i = 1,2,3 représentent les invariants de C et de B.

Le second tenseur des contrainte de Piola-Kirchhoff S défini par I'équation (1.29) s’écrit

alors :

3
oW al;
S = 2—= Z 30, 5C (1.32)

Les dérivations des invariants I; par rapport au tenseur de Cauchy-Green droit C consti-

tuent un calcul classique [32] :

ol ah ar _
Loy nI- - .
ac b gc=h-CG Fc=h c” (1.33)

En remplagant (1.33) dans I'équation (1.32), on obtient :

oW AW\ oW oW
2 il .
S = [( G h 512) L Cr gL C ] (1.34)

Le tenseur des contraintes de Cauchy est obtenu en remplagant (1.34) dans I'équation
(1.18) :

2 |{0W ow ow ow
== +1— — B>+ 5—1I 1.
d [( an, ! 612) oL " o ] (1.35)
A noter que, si on considére le théoréme de Cayley-Hamilton :
B’ -IB2+LB-LI=0 = B?>=IB-LI+5LB"! (1.36)

on obtient la forme équivalente de (1.35) suivante :

oW OW\. aw._ oW
b2 12 1+ &g - ;20! 1.37
7= [(2312 3513) o an (1.37)



1.3. ETUDE DU COMPORTEMENT HYPERELASTIQUE 27

1.3.1/ CONDITION D'INCOMPRESSIBILITE.

La déformation des matériaux caoutchouteux se fait a volume pratiguement constant, ce
qui traduit la conservation du volume au cours de la déformation. Cette propriété est prise
en compte en considérant que le Jacobien J du tenseur gradient de déformation F est
égalaun:

J =det(F) =1 (1.38)

Les déformations qui conservent le volume du solide n’étant pas entierement libres, la
cinématique de telles déformations sont soumises a certaines restrictions. On parle de
liaisons internes. Pour tenir compte de ces liaisons, il faut ajouter a la forme générale de
la loi de comportement une contrainte a priori indéterminée sous la forme d’une pression

hydrostatique p jouant le r6le d’'un multiplicateur de Lagrange :
oc=yF)-pl (1.39)

Laménagement des équations (1.34) et (1.35), en tenant compte de la formulation (1.39)
et en supposant que W ne dépend que de I; et I, s’écrit :

e en configuration de référence

oW oW\ oW o
=2||== + == |1- == - 1.40
s =2 G+ 1= el e (40

e en configuration actuelle

ow ow ow
=2|{=— +I,— |B - —B?| - pI 1.41
7 [(all " 1612) ol } P (1.41)
ce qui peut encore s’écrire, en utilisant (1.37) :
ow ow_ oW
=2|—B+hL—I-—B!|-pI 1.42
d [611 By T2 TA ] b (1.42)

Notons pour finir que, lorsque I'énergie de déformation est exprimée en fonction des
valeurs propres du tenseur gradient de déformation F, les composantes du tenseur de

Cauchy sont déterminées par la relation suivante [69, [118]

ow :
o= /lia_/li —-p avec i=1,2,3 (1.43)
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1.3.2/ APPLICATION A DIFFERENTS CAS DE SOLLICITATION

Dans cette partie, on va s’intéresser a différents types de sollicitation conduisant a des
déformations homogénes. Cela signifie que le déplacement dépend des variables spa-
tiales de maniére affine, ce qui fournit des tenseurs de déformations et de contraintes
constants en espace. Les déformations homogénes sont intéressantes a étudier car
elles correspondent a des conditions classiques d’expérimentation. Elles permettent ainsi
d’identifier les paramétres matériau en corrélant les calculs théoriques aux mesures ex-
périmentales. Elles permettent en outre d’exhiber des solutions analytiques qui sont utiles

pour valider des solutions numériques par éléments finis.

1.3.2.1/ TRACTION ET COMPRESSION UNIAXIALE.

La sollicitation en traction uniaxiale consiste a étirer suivant une direction une face d’une
eprouvette de section carré comme l’illustre la Figure Les autres facettes libres de

I'éprouvette ne subissent pas d’effort extérieur et sont en état de contraintes nulles.
k| X3

X2

[

X1

1/&1

FIGURE 1.13 — Sollicitation en traction uniaxiale.

<~
1V

Dans le repeére lie a I'éprouvette et suivant la direction d’extension, les élongations prin-

cipales dans ce mode de sollicitation s’écrivent :

Al=4, A=1A (1.44)

En tenant compte de I'incompressibilité (1, = A3 = 1/ V), la matrice F du tenseur gradient
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de déformation s’écrit :

A 0 0
F=(0 1/Vva 0 (1.45)
0 0 1/Va

On déduit le tenseur de Cauchy-Green gauche B a partir du tenseur gradient de défor-

mation de I'équation (1.45) :

2 0 0 240 0
B=FF' =| o /A4 0 = B>=| o 12 0 (1.46)
0 0 1/a 0 0 1/22

Les invariants définis a I'équation (1.31) s’écrivent alors dans le cas de la traction uni-
axiale :
2 1

L=2+% h=—+24 L=1 1.47

1 + 1 2= 0 3 ( )

En remplacant les tenseurs B et B? de I'équation (1.46) et les invariants de I'équation

(1.47) dans I'’équation (1.41), on obtient les trois composantes o, o, et o3 du tenseur

des contraintes de Cauchy qui est diagonal dans ce cas :

0 2 0W 1 ow
i 2( + /l)

oW
=2 — + 40— — p; =oy=— +2[= —
1 P2 == T\ T e

a0 A p (1.48)

Compte tenu des conditions de chargement sur les faces libres d’effort, les composantes
o et o3 du tenseur o sont égales a zero, ce qui permet de déterminer p a partir de la
seconde égalité de I'équation (1.48). En remplagant p dans I'expression de o1, on obtient

la loi de comportement pour un cas de chargement uniaxial homogene :

1\[oW 10w
=2(2-=|[—+==— 1.49
o1 ( /l)(811+/1812) (1.49)
En compression uniaxiale, la forme analytique de la loi de comportement demeure la
méme que pour la traction uniaxiale (équation (1.49)). La différence se situe au niveau

de I'élongation A qui est compris entre 0 et 1.
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1.3.2.2/ TRACTION BIAXIALE

La traction biaxiale consiste a étirer un échantillon simultanément dans deux directions,

tandis que la troisieme direction est libre. La sollicitation en traction biaxiale est illustrée

sur la Figure

A

X2
A,

X1

(S |

",
"\,

1

1

1
-

.
N,

aa, X3

FIGURE 1.14 — Sollicitation en traction biaxiale.

En considérant la condition d'incompressibilité, le tenseur gradient des déformations F

s’écrit alors :
A1 O 0
F=| 0 2 0 (1.50)
0 0 A4'A4!

On en déduit le tenseur de Cauchy-Green gauche B :

2 0 0 A0 0
B=FF'=| 0 2 0 = B’=|0 2 0 (1.51)
-27- -4 7-4
0 0 4247 0 0 A%

Les invariants définis par I'équation (1.31) s’écrivent alors dans le cas de la traction
biaxiale :
L=2+23+

1
b:ﬂﬁ?ﬁﬁ+z? L=1 (1.52)

22°
A4 4

En reportant les tenseurs B et B? de I'équation (1.51) et les invariants de I'équation (1.52)

dans I'équation (1.41), on obtient les trois composantes o, o, et o3 du tenseur des
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contraintes de Cauchy qui s’écrit dans ce cas de maniére diagonale :

_ BW 2 -23-2 ow 2
0'1—2_6—Il+(/12+/11 12)6—12 2-p
_ oW 2 2,0V
0'2—270—114-().14-/11 /12)8—12 /lz—p (153)
_, |V 2, 2 \W 2,0
03_2>a—11+(/11+42)6—h]11 5r-p

En faisant 'hypothese classique de contrainte plane o3 = 0, on déduit le multiplicateur p
de la troisieme équation de (1.53) :

oW W] .-
p= 2[5_11 + (13 + 1) 8—12] 72052 (1.54)

En reportant le p obtenu dans les deux premieres équations de (1.53), on obtient :

1 ow ow 1 ow ow
=2| 22 - — || — + 22—|; =22 - — ||+ 2P — 1.55
ni =2 wg)(«m”a@) =2l wg)(azl*la@ (159

Dans le cas d’une traction équibiaxiale, I'étirement est le méme dans les deux directions,

C'est-a-dire que A, = 1,. A partir de 'équation (1.55), cette particularité implique :

1)(owW ow
0'1:0'2:2(/1%—/1—‘1‘)(8—]14‘/1%6—12) (156)

1.3.2.3/ CISAILLEMENT PUR

Le cisaillement pur correspond a un essai de traction uniaxiale en déformation plane

comme illustré sur la Figure[1.15]

X2

X1

[ x
29 :

FIGURE 1.15 — Sollicitation en cisaillement pur.



32 CHAPITRE 1. ETAT DE LART

Les élongations principales dans ce mode de sollicitation s’écrivent :

Ai=4, L=1 A=A (1.57)

Le tenseur gradient de déformation F s’écrit :

10 0
F={01 0 (1.58)
0 0 a!

On déduit le tenseur de Cauchy-Green gauche B a partir du tenseur de déformation de

I'équation (1.58) :

20 0 220 0
B=| 0 1 0 = B*=| 0 1 o0 (1.59)
0 0 A2 0 0 a*

Les trois invariants tels que définis a I'équation (1.31) pour ce mode de sollicitation de-
viennent :

1
11=12=1+12+ﬁ;

L=1 (1.60)
En remplacant les expressions des tenseurs B et B de I'équation (1.59) et des invariants
de I'équation (1.60) dans I'équation (1.41)), on obtient les trois composantes du tenseur

des contraintes de Cauchy en cisaillement :

oW K114
=22 — 4+ 2(1+ 22— -
ol A ol + ( +/1)812 p

)14 1 oW
=2— +2[—= + 22| — -

o A, + (42+ )512 p (1.61)

o _Ea_W_'_ 1+l a_W_
3T 2 2lon ?

Lhypothese des contraintes planes nous permet d’écrire :

(1.62)

=0 o p=26W 2(1 1)8W

e + — | —
A2 01 %) on

En reportant I'équation (1.62) dans les deux premiéeres égalités de I'équation (1.61), on
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obtient les composantes o et o, du tenseur de contrainte de Cauchy :

1\(oW oW 1)\[{oW ow
— R | IR = - = 227
m=2(e- )G ) e=2(i- g5 e Rg) e

1.3.2.4/ GLISSEMENT SIMPLE

Lessai de glissement simple est illustré sur la Figure[1.16]:

_______

FIGURE 1.16 — Sollicitation en glissement simple.

Le tenseur gradient de déformation pour ce mode de sollicitation s’écrit :

1 v O
F={01 0 (1.64)
0 0 1

ou vy représente I'angle de glissement.

Le tenseur de Cauchy-Green gauche B est déduit de I'expression de I'équation (1.64) :

1+)/2 vy 0 (1+72)2+72 y(2+y2) 0
B= % 1 0 = B’-= y(2 + yz) 1+ 72 0 (1.65)
0 0 1 0 0 1

Contrairement aux trois cas de sollicitation traités précédemment, on remarque que les
matrices F, B et B> ne sont plus diagonales. Les trois invariants du tenseur de Cauchy-
Green s’écrivent :

L=h=3+y% L=1 (1.66)

En remplacant les expressions des équations (1.65) et (1.66) dans I'équation (1.41), on
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obtient les composantes du tenseur de contrainte de Cauchy en glissement simple :

o =2 (1+y2)%‘:+(2+y2)%}:]—p

0'2=2>6—W+ a—W]—p
O oh (1.67)
ow 2 OW

o3 =2 a—ll+(2+7)a—lz]—p
[ow oW

0'3—28—11+a—12}7

Ainsi, contrairement aux trois cas traités précédemment, du fait que les déformations
sont non diagonales, on voit apparaitre une contrainte de cisaillement o1, non nulle. En
utilisant une hypothése de contrainte plane (par rapport a la direction perpendiculaire au
plan de cisaillement), on déduit le multiplicateur de Lagrange p de la troisieme équation

de (1.67) :

_[ow o\ OW
p—2[all +(2+y)812] (1.68)

En reportant p dans les deux premieres équations de (1.67), on obtient facilement :
ZaW ) Za_W

o1 =2y"—; o02=-2y 612;

ow oW
1.69
| e

012=021=27(6—11+6—12

Finalement, comme on vient de le voir, au travers des divers exemples traités, la connais-
sance du comportement d’un matériau hyperélastique revient a connaitre la fonction den-
sité d’énergie W. La discussion sur la détermination de cette densité (comment I'établir ?
comment la valider ? comment discriminer les différentes densités entre elles ?) fait I'objet

de la fin de ce premier chapitre.

1.3.3/ ETUDE DE LA DENSITE D’ENERGIE.

Meyer et Ferri ont montré que I'élasticité des caoutchoucs est essentiellement entropique
[82], [103] [150]. lls ont effectué des essais de traction uniaxiale de I'ordre de 350% de
déformation sur du caoutchouc faiblement vulcanisé en faisant varié la température. lls

ont conclu a la proportionnalité de I'effort avec la température :

f(T)=aT (1.70)
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f représente l'effort de traction, T la température et « le coefficient de dilatation ther-
mique.
D’autre part, la relation thermodynamique liant I'effort f exercé sur une éprouvette a

I'énergie interne U, a I'entropie S et a la température T s’écrit [137] :

~(-12)

La coordonnée z représente la direction suivant laquelle s’exerce I'effort de traction f.

La contribution de I'énergie interne U de I'équation peut étre considérée comme
négligeable comme cela est illustré sur la Figure (paragraphe [1.1.2.1). Ainsi, a partir
de I'équation (1.71), on écrit la variation de I'énergie de déformation AW en fonction de la

variation d’entropie AS par unité de volume non déformé :
AW = fAz = —TAS (1.72)

On constate a partir des équations et que le coefficient de dilatation ther-
mique « est égal a 'opposé de la variation d’entropie par rapport au déplacement.

Pour déterminer une expression analytique du potentiel élastique W, trois approches sont
généralement utilisées :

e I'approche microscopique ou micro-mécanique ou encore moléculaire [146, [151] qui
prend explicitement en compte la nature des atomes et leurs agencements au sein
du matériau ;

e |'approche prenant en compte des hypothéses de périodicité d’un volume représen-
tatif du matériau hétérogene [56, [88]. Cette approche est souvent utilisée pour les
propriétés homogénes équivalentes des composites et se base sur la théorie de
’'homogénéisation [18],[142]. Elle est qualifiée de minimécanique dans la thése de A.
Ould Eyih [120] ;

e I'approche macroscopique ou phénoménologique qui donne une expression analy-
tique des fonctions W, décrivant le mieux possible les phénoménes observés sans
se préoccuper d’'une quelconque explication physique [107), (137, [150]. Cette philo-
sophie se situe a 'opposé des deux précédentes approches qui cherchent a trouver
une explication physique aux phénomeénes observés avec des paramétres liés a la

géométrie, a la morphologie et a la nature du matériau sollicité.
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Dans la suite de ce mémoire, nous nous intéresserons successivement aux approches
moléculaire et phénoménologique généralement utilisées dans le cadre de la modélisa-

tion des matériaux élastoméres.

1.3.3.1/ APPROCHE MOLECULAIRE

Les formulations moléculaires de I'élasticité des caoutchoucs utilisent deux fonctions de
distributions :
o la fonction de distribution Gaussienne ;

e la fonction de distribution non-Gaussienne ou de Langevin.

Distribution Gaussienne

En théorie Gaussienne [91],[150], on considére qu’une chaine est composée de n chai-
nons de méme longueur L. La rotation entre les chainons voisins étant libre, chaque
liaison peut pivoter de maniére a ce que la direction de la chaine change a chaque chai-
non [91]. La distance entre les extrémités de la chaine est en moyenne L+/n avec n le
nombre de segments de monomeéres de longueur L. En supposant fixée une extrémité
de la chaine a l'origine du repére cartésien, I'autre point peut se mouvoir de maniéere
aléatoire dans I'espace. Repérer ce point devient un probléme de probabilité dont la solu-
tion en premiere approximation est évaluée par une fonction de distribution Gaussienne

[91],[100, [150] qui prend la forme suivante :

3
p(r) = (%) exp (—b2r2) (1.73)
avec .
3
2 _ 2 _ .2 2 2
b = L2 et r=x"+y+z (1.74)

Les coordonnées spatiales eulériennes du point libre sont x,y et z et r représente la
distance entre les extrémités de la chaine dans la configuration actuelle. La chaine étant

complétement libre, I'entropie est donnée par I'équation de Boltzmann [69, [74] :

S =kgln[p(r)] (1.75)
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ou kp représente la constante de Boltzmann.

En remplagant la fonction de probabilité de I'équation (1.73) puis b et r (cf. équation

(1.74)) dans I'équation (1.75), I'entropie se réécrit :
b\ L, 3 V2 3
S:kB{lnl(ﬁ)l—br}:k{ln (2mL2) -3 (F*+)*+2) (1.76)

La théorie Gaussienne permet de construire la densité d’énergie a partir de deux hypo-

theses :
¢ les points de jonctions entre les chaines restent fixes c’est-a-dire que les chaines
glissent mais les nceuds d’enchevétrements sont fixes ;
e |la déformation macroscopique se répercute a I'échelle microscopique dans les

mémes proportions sur tous les segments entre liaisons (déformations affines).

Ces hypothéses permettent de mettre en relation les coordonnées spatiales lagran-

giennes (xo, yo0,20) €t celles eulériennes (x,y,z) :

x=Axo; y=Ayo, z=A320 (1.77)

ou 4; (i=1,2,3) représentent les valeurs propres du tenseur gradient de déformation.

La variation d’entropie de la chaine entre I'état initial et I'état actuel s’obtient en prenant
en compte I'équation (1.77) dans I'équation (1.76) :

AS = ASo—AS; = —23"52 (A -1) g+ (B -1)y5+(B-1)5) (1.78)

Le réseau de chaines contient N, groupes et N, chaines. La variation d’entropie de
chaque groupe de N, chaines s’écrit :
3k &
— o _ 8B (2 _ 2 _ 2
AS,= > AS;, = o (3-1) >, + (31 Zylp 2-1 Zz,p (1.79)

i=1 i=1

Les directions étant équiprobables, on pose :

N, N,
1 N,—
2 2 2 2 P
X;, = E Yip = E Gp=3 Iy = —rl.zp (1.80)
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ol On a posé :

2.

A (1.81)

2 _ .2 2
Fip = Xip T Vip +2 ip

En tenant compte de la simplification de I'équation (1.80) dans I'’équation (1.79), la
variation d’entropie se réduit a :
kg -

Npr2 (43 + 3 + 23 - 3) (1.82)

ASp:_2nL2 Pip

On suppose enfin que toutes les chaines d’'un groupe possédent la méme longueur :

2 = nl? (1.83)

ip

En reportant I'équation (1.83) dans I'équation (1.82), et en faisant la sommation sur tous
les groupes qui forment le réseau, on obtient :
Ng 1 Ng
AS = ' AS, :—EkBN(A$+A§+A§—3) avec N= )N, (1.84)
p=1 p=1
Dans le cas des déformations isothermes, I'énergie libre de Helmoltz s’obtient en rem-
placant I'expression de I'’équation (1.84) dans celle de I'équation (1.72) :

1
W = > NksT (4 + 33 +43-3) (1.85)

Le modéle d’énergie issue de la distribution Gaussienne définie par I'équation (1.85) est
aussi appelé modele néo-Hookéen. Cette fonction d’énergie dépend d’un seul parametre
matériau u = NkpT représentant le module de cisaillement. En terme de prédiction, c’est
un modele indiqué pour des niveaux de déformations tres modérés. Cependant, pour
des modélisations nécessitant une grande précision dans une gamme variée et étendue
des déformations, les simplifications introduites pour le traitement d’'un réseau de chaines
sont trop grossiéres. La théorie non-Gaussienne décrite ci-aprés est alors mieux indiquée

pour tenir compte de la déformation limite des chaines.

Distribution non-Gaussienne.
En grande déformation, les chaines du réseau sont de plus en plus déroulées et il de-

vient nécessaire d’introduire une distribution plus raffinée que la distribution Gaussienne
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pour analyser les propriétés du réseau. Ainsi, pour une chaine, Kuhn et al. [91], en tenant
compte de la distribution des angles de liaisons entre les chainons de chaque chaine du

réseau, ont proposé I'utilisation de la densité de probabilité p (r) suivante :

p(r) =exp {c1 -N [éﬁc + ln(sirﬁlcﬁc)}} (1.86)

ou c; est une constante et g, est I'angle d’orientation des chaines défini par :

1
coth ﬁc - E = E (1 87)

Les symboles sinh et coth représentent respectivement le sinus et la cotangente hyperbo-

lique. En introduisant la fonction de Langevin £ :

L(B:) = cothf,. — ,Bi (1 88)

I'équation (1.87) peut se reformuler de la maniére suivante :
r
L(B)=— (1.89)
nL

[l découle de I'équation (1.89) que B, peut s’exprimer avec la fonction inverse de Langevin
L

Be=L"! (é) (1.90)

avec nL qui représente la limite d’extensibilité des chaines macromoléculaires et qui tra-
duit la valeur maximale que peut prendre r.

Etant donné que I'entropie de la chaine est proportionnelle au logarithme de la densité
de probabilité p (r) (équation de Boltzmann (1.75)), il résulte en remplacant I'expression

de I'équation (1.86) dans (1.75) puis dans (1.72) que la variation de la densité d’énergie
s’écrit :

AW=NkBT[/lCﬂC_ﬁ“’ +ln('BC Sinhﬁ“’)] (1.91)

\/ﬁ :Bco Sinhﬁc

ou A, représente I'élongation moyenne des chaines d’un groupe :

Ao = (1.92)
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et B.o représente la valeur initiale de I'angle :

=L i) 1.93
Buo = L (ﬁ (1.93)

La théorie non-Gaussienne est appliquée au développement statistique des réseaux de
chaines ayant des déformations affines. C’est ainsi que, suivant leur degré de complexité,
plusieurs modéles ont été proposés [5, 148|176, 78, [122],[152,[163]. Les modeles a chaines
idéales [5], encore appelés modeles a réseau affine ("phantom part" en anglais), pré-
sentent des difficultés de prédiction a des niveaux modérés de sollicitation. Ces difficul-
tés proviennent de la non prise en compte de I'enchevétrement des chaines entre elles,
cet enchevétrement (ou entrelacement) empéchant les chaines de se mouvoir librement.
Ainsi, plusieurs modéles [2, 6, 42| 148,149, 50, [84, 85] ont été construits en combinant la
contribution du réseau affine W, avec une contribution due a I'entrelacement des chaines
du réseau W. :

W = Wy, + W, (1.94)

Comme exemple de modeéle exprimé sous la forme de I'équation (1.94), le modéle de
Flory et Erman [48| 49, 50], encore appelé modéle a jonctions des contraintes, tient
compte des points de jonctions entre les chaines. Cela contraint ces chaines a se dé-

placer dans un voisinage réduit du fait de la présence d’autres chaines (cf. Figure[1.17).

FIGURE 1.17 — Jonctions des contraintes [49]

La partie affine W,, de ce modéle correspond au modele néo-Hookéen décrit par I'équa-
tion (1.85) et la partie liée aux contraintes d’entrelacements du réseau s’écrit :
1

3
We = 5 NksT Z [Bi + D; —In(B; + 1) — In(D; + 1)] (1.95)
i=1
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avec :
, -1 A7
Bi=K———, et D=

, LB (1.96)
(/llz + K)2 k

ou « est un parametre lié¢ a la fluctuation des contraintes.

Le modéle 8-chaines [5] est quant a lui basé sur la disposition des chaines du centre vers
les huit sommets d’un cube (cf. Figure [1.18). Chaque chaine contribue proportionnelle-
ment a la déformation, ce qui permet de relier I'élongation de chaque chaine au premier
invariant de déformation. Ce modéle 8-chaines améliore les modéles 3 et 4 chaines que
I'on peut consulter par ailleurs dans la littérature [48, 78| [152]. Sa fonction densité d’éner-

gie s’écrit en généralisant I'équation (1.91) au cas de n chaines :

—c /lcﬁc - Bco ﬁc Sinh,Bco
8=ch _ NkpTn |2 _E© et A )
w NkgTn N7 +In Boo Sinh . (1.97)
avec ) ) 5
A. AT+A5+ A 1
=L )y B 1.
po-rt(e) TR (1.98

(a) (b)
4 (e)

FIGURE 1.18 — Modéle 8-chaines : configuration : (a) non-déformée, (b) tension uniaxiale,
(c) tension biaxiale [S].

Le calcul des contraintes associées au modéle 8-chaines s’opére en reportant I'équation

(1.97) dans I'équation (1.43) :

aw8—ch
odch =

LT H

—p (1.99)

Le calcul de la dérivée de la densité d’énergie donne a partir de (1.97) :

8—ch .
ow Pe Ac e 0Ac . smh,&.i( Be )] (1.100)

= NikyTn|2e 2e.
o BB Y T NnoA T B a4 \sinhp.

Or, en développant la dérivée, et grace a la définition (1.88) de la fonction de Langevin, il
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est facile de montrer que :

L(Be) (1.101)

sinhBe 0 [ B |\ _ 9B
Be OA; \sinhB.] A

On reporte (1.101)) dans (1.100) et on utilise (1.98) :

QWB—ch ABe [ Ae Be 0. A,
—o— = NkTn| ==\ — = LB | + —=—~| = NksT Vnp 1.102
a1 Nk n[(%(\/ﬁ L(ﬂ))’L\/ﬁaﬂi] NkgT \np o (1.102)
On dérive enfin A, par rapport & A; & partir de (1.98) :
e 14
=2 1.1
A~ 3 A (1.103)

En combinant les équations (1.98), (1.99), (1.102) et (1.103), on obtient la loi de compor-

tement du modele d’Arruda et Boyce [23] :

8—ch _ M ’11'2 “1f Ae
g, ¢ =§\/ﬁ/l—.£ (%)—p (1104)

ou on a posé u = NkgT.

Il a été démontré [156] que ce modele donne des simulations satisfaisantes la ou les

modeéles trois chaines et quatre chaines sont plus approximatifs.

Sur la base de la superposition donnée par I'équation (1.94), Boyce et Arruda ont associé
le modele 8-chaines (équation (1.97)) a la partie liée aux contraintes d’entrelacements du
modeéle de Flory-Erman de I'équation (1.95). Cette association a permis d’améliorer les
prédictions pour les déformations modérées ainsi qu’en cisaillement mais un peu moins

en traction équibiaxiale [23].

Récemment Kroon a proposé une nouvelle formulation associant trois densités d’énergie
différentes [90]. Il considére que les chaines se déforment en restant confinées dans un
tube formé par les réseaux voisins [40], 65| [81]. Ainsi, les chaines se déformant propor-
tionnellement au tube ont une déformation affine et les autres une déformation non-affine.
La troisieme énergie est liée a I'entrelacement des chaines entre elles. Le modéle s’écrit

de la maniére suivante en fonction des invariants I; et I, :

3 Ac Be
W= Ccn[ \/ﬁﬁc +1n (—sinhﬁc)

+ Cue (B = 1) + Coonnv = p(J = 1) (1.105)
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avec A, I'’élongation moyenne des chaines ayant une déformation affine et 4, I'’élongation

moyenne des chaines ayant une déformation non-affine. Notons que :

Y R
Aedne = 3’ V= 3 (1.106)

a,n,Cq,Cp. et C.,, sontdes paramétres matériau, p étant le multiplicateur de Lagrange

qui permet de gérer 'incompressibilité.

1.3.3.2/ APPROCHE PHENOMENOLOGIQUE

En général les fonctions d’énergie phénoménologique sont des fonctions algébriques, de
type polynémial ou puissance, ou des fonctions analytiques transcendantes comme des

exponentielles ou des logarithmes.

Développement par les fonctions algébriques.
Le premier modele polynomial a été proposé par Mooney [107]. Il s’exprime en fonction
des invariants I, et I, :
W = Cio(l; = 3) + Co1(lr — 3) (1.107)

Le modeéle de I'équation (1.107) a été généralisé par Rivlin en I'écrivant sous la forme
d’'une série polynomiale infinie [135, [136]. Cette série s’exprime en fonction des trois

invariants du tenseur des déformations de Cauchy-Green :

W= i Cij(ly = 3)'(L = 3) (I3 - 1)* (1.108)
(i, ,k)=(0,0,0)

ou C;j est 'ensemble des parameétres matériau. Coy est pris égal a zéro pour satis-
faire la condition qui veut qu’'une densité d’énergie soit nulle pour un matériau au repos
L =L =3, 5L=1).
De nombreux modéles disponibles dans la littérature sont des troncatures a différents
degrés de I'équation [20] 79,165, 166].
Lun des premiers modeles écrits sous la forme de fonctions puissances est celui proposé
par Valanis et Landels [153]. La fonction énergie s’écrit comme la somme de fonctions w;

impliquant séparément chaque élongation principale A; du tenseur gradient de déforma-
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tion :
W =wi(d1) + wa(d2) + w3(43) (1.109)

Dans la méme logique de I'’équation (1.109), nous avons le modele d’Ogden [116, [119]

qui s’écrit :

=

N
W= L(afr+ a5+ 25 - 3) (1.110)

p=1

"U

Les parametres matériau u, et «, sont définis de telle sorte que le produit y,a,, soit posi-
tif.

En pratique, les modeles écrits en fonction des élongations A; posent des difficultés liées
aux variations d’expressions avec le mode de sollicitations. En outre, leurs implémen-
tations éléments finis nécessitent une attention particuliere, notamment pour gérer cor-
rectement les cas particuliers de valeurs propres double ou triple [126]. Par ailleurs, des
lois puissances, dans le méme esprit que I'équation (1.110), ont été proposées en rem-
placant les valeurs propres par les invariants principaux du tenseur des déformations de
Cauchy-Green [11, 13} 29, [114]. Ce type de lois permet de réduire le nombre de terme

de la série polynomiale de Rivlin qui est donnée par I'équation (1.108).

Développement par les fonctions analytiques
lls s’agit des modéles exprimés par des fonctions exponentielles ou logarithmiques. Le
choix de la forme se fait de maniére intuitive a partir des observations expérimentales du
comportement des dérivées de I'énergie par rapport aux invariants [137]. En effet, il est
expérimentalement établi que :
° (ZL‘I/ est une constante indépendante de I; et I, pour I; < 12, et devient exponentiel-
lement croissante par rapport a 7; pour I; > 12 [150] ;
. ZTWZI est indépendante par rapport a I; mais est une fonction décroissante par rapport
an[137].
Les énergies de déformation construites a partir de ces observations expérimentales
s’expriment généralement en fonction des invariants du tenseur des déformations de
Cauchy-Green. Le potentiel d’énergie est choisi comme la somme d’intégrales de deux

fonctions indépendantes f (u) et g (u) :

1)

143
W, L) = f(u)du+f g () du (1.111)
3 3
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En dérivant I'équation (1.111), on obtient :

ow ow

a—ll=f(11), 8—12=g(12) (1.112)

A partir de I'équation , Les fonctions f(1;) et g(I>) sont choisies de maniére a
satisfaire les observations expérimentales. Plusieurs modéles ont ainsi été déterminés
[15/ 16,5557, 64,192, 93, [130]. A titre d’exemples, nous explicitons ci-aprés les modéles
de Pucci-Saccomandi [130] et de Beda [15] :

- modeéle de Pucci-Saccomandi [130]

La densité d’énergie du modéle de Pucci-Saccomandi adopte la forme suivante :

__HK _h-3 (1_2)
W= 2Jmln(l T )+Kln 3 (1.113)

ou u, J,, et K sont les paramétres matériau du modeéle.

En reportant I'équation (1.113) dans (1.112), on obtient :

e udy,
AU oI,  2UJn+3-1) (1.114)
oW K
L)= 22 -2 1.11
gh) oL - b ( 5)

On remarque que, d’'apres I'équation (1.114), f(1;) est une fonction croissante qui tend
vers une asymptote verticale en J,, + 3. Quant a la fonction g (/;) associée a I'équation
(1.115), elle est décroissante. Signalons que le comportement asymptotique de f(1;) a
permis a Verron et al. [155] de déterminer des relations entre, d’une part les parametres
u et J,, du modele de Gent [57] qui correspond au premier terme de I'équation (1.113), et,
d’autre part, les parametres u = NkgT et n du modéle d’Arruda-Boyce (équation (1.97)). II
apparait ainsi des connexions entre le modéle phénoménologique de Gent et le modeéle

moléculaire d’Arruda-Boyce [22, [70, [71].

- modele de Beda [15]

Lexpression du modéle de Beda est donnée par :

M Cp0 ye)
W:Z—(Il—3)p+K1n(—) (1.116)
=1 P 3
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ou Cpo, M et K sont les paramétres matériau du modele.

On remarque que la dépendance de ce modéle par rapport a I, est la méme que celle
du modéle de Pucci-Saccomandi (cf. équation (1.113)). La fonction g(/») est donc la
méme que celle du modele de Pucci-Saccomandi (équation (1.715)). La dépendance
par rapport a I; differe en revanche et en reportant I'équation dans (1.112), on

obtient :

ow

M
) =50 = ), Cpoth =3 (1.117)
p=1

On note que la fonction f (1;) est un polynéme croissant puisque I, est supérieur ou égal a
3 (cf. annexe [A]de ce mémoire). Cependant, contrairement & la fonction f du modéle de
Pucci-Saccomandi (équation (1.114)), ce polyndme ne présente pas de comportement
asymptotique pour une valeur donnée de I,. Enfin, il est a remarquer que le modéle de
Beda fournit, dans certaines situations, des résultats proches de ceux obtenus avec le

modele de Pucci-Saccomandi [15].

A ce stade, nous pouvons donc conclure qu'il existe une trés grande diversité d’ap-
proches pour aborder la problématique de la modélisation du comportement des
matériaux hyperélastiques isotropes. Cette diversité peut étre catégorisée en deux
grandes familles : les approches moléculaires et les approches phénoménologiques.
Sans prétendre a I'exhaustivité, la Figure constitue une tentative pour répertorier
les modeles les plus connus dans ces deux familles. On remarque a cet égard que
I'approche phénoménologique est plus prolifique que I'approche moléculaire. Ceci étant,
compte tenu de cette grande diversité, se pose la question du choix d’'un modéle par
rapport a un autre. Pour tenter de répondre a cette question, la section suivante propose
des criteres pouvant servir a guider le choix d’'une densité d’énergie. Sur ce sujet, on
pourra aussi consulter utilement [156] qui propose une classification en fonction de
la capacité d’'un modéle a corréler les données d’essai avec les mémes parametres

matériau.
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FIGURE 1.19 — Quelques modeles hyperélastiques isotropes standards

1.4/ CRITERES DE SELECTION D’UNE DENSITE

Les constats établis en fin de section précédente conduisent a se poser la question de
I'approche a choisir (moléculaire ou phénoménologique) ainsi que celle de la sélection du
modéle adéquat pour traiter un probleme hyperélastique donné (en termes de matériau,
de géométrie, de conditions aux limites et de chargement). Compte tenu des multiples
travaux de comparaison de modéles hyperélastiques qui ont été menés dans la littérature
[1. 54, 70, 155} [156], nous proposons les cing criteres de sélection suivants :

e couvrir 'ensemble du domaine de déformation des matériaux hyperélastiques ;

e prédire tous les modes de déformations avec les mémes parametres matériau ;

o vérifier les conditions de stabilité thermodynamique ;

o Vérifier les observations expérimentales de Rivlin-Saunders et Treloar;

e prédire la courbe de Mooney.

Ces cinq critéres sont examinés en détail dans les sections qui suivent.
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1.4.1/ DOMAINE DE DEFORMATION

Il est expérimentalement établi qu’'un matériau hyperélastique peut se déformer a plus
de 700% de sa dimension initiale [15, (165]. Dans la littérature, en dehors des modéles
partiels, qui ne sont valables que pour les déformations modérées, comme le modéle de
Mooney [107], le modele de Gent-Thomas [55] ou le modéle de Nunes [114], tous les
autres modeles sont susceptibles de reproduire la forme en « S » caractéristique de la
réponse d’un caoutchouc. Ce premier critére ne permet donc d’écarter que les modéles
partiels évoqués ci-dessus, si tant est que les déformations étudiées soient d’un niveau

assez élevé.

1.4.2/ PREDICTION DES SOLLICITATIONS MECANIQUES

Le premier objectif d’'une modélisation est de fournir des éléments prédictifs permettant
d’anticiper le comportement d’'un matériau en fonctionnement, sans avoir recours sys-
tématiquement aux essais, la plupart du temps longs et colteux. Un modéle bien éla-
boré doit bien entendu posséder des paramétres matériaux qui soient opérationnels pour
I'ensemble des modes de sollicitation considérés. Lidentification de ces paramétres ma-
tériaux se raméne généralement a I'écriture d’'un probleme de minimisation de I'écart
entre les données expérimentales et les valeurs obtenues analytiquement ou numérique-
ment [156]. Les modeles ayant une dépendance linéaire par rapport aux parameétres du
matériau conduisent a l'utilisation de la méthode des moindres carrés classique [168].
Les autres nécessitent la mise en ceuvre de méthodes non-linéaires comme celle pro-
posée par Beda-Chevalier [12]. On peut également noter a ce sujet que Harb et al.
[60, 61) 162] ont récemment proposé, dans le domaine de I'hyperélasticité anisotrope
appliquée a la biomécanique, une méthode hybride combinant un calcul analytique au
sens des moindres carrés ordinaires pour les paramétres ayant une dépendance linéaire
et un algorithme génétique pour les paramétres avec dépendance non-linéaire. Cepen-
dant, la stratégie d’identification ne conduit pas nécessairement a I'existence d’un jeu de
parameétres optimal et les jeux optimaux peuvent aussi ne pas étre uniques. Pour limi-
ter ce probleme, certains auteurs ont montré I'importance de combiner plusieurs types
de sollicitation expérimentale, en sommant les écarts avec la théorie obtenus sur plu-

sieurs essais [14, [119][144]. La détermination des paramétres est une opération clé dans
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la modélisation qui peut étre complétée par des conditions de stabilités (voir paragraphe
suivant), ce qui permet de faire un tri parmi les jeux de paramétres identifiés. Cela permet

aussi de réduire les plages de variation des valeurs prises par ces parametres.

1.4.3/ STABILITE THERMODYNAMIQUE

Les inégalités de Baker-Ericksen [7], qui stipulent que la plus grande contrainte principale

est associée a la plus grande déformation principale, se traduisent par :

a_Wz(); 3W>

— 20 1.118
ol o ( )

Ces inégalités sont consistantes avec les observations empiriques relevées dans [138].
Elles introduisent des restrictions qui vont porter sur le signe des différents parameétres

matériaux du modéle ou sur une combinaison de ces parameétres.

Par ailleurs, pour un matériau au repos, le déplacement est nul, ce qui induit que :
u=0 = F=C=B=1 = 1121223; 1321 (1119)

Comme les contraintes doivent aussi étre nulles si le matériau est au repos, on obtient

en reportant (1.119) dans (1.42) :
ow oW
2— H+4—@3,3,1)-p=0 1.120
o, (3,3, D)+ 612( )—p ( )

Enfin, la densité d’énergie de déformation d’'un matériau au repos doit naturellement étre
nulle :

W3,3,1)=0 (1.121)

En conclusion, on considérera qu’'un modele respecte les conditions de stabilité thermo-
dynamique s’il vérifie les équations (1.120) et (1.121) ainsi que les inéquations (1.118).

1.4.4/ OBSERVATIONS EXPERIMENTALES

Il s’agit d’'observations expérimentales reportées dans la littérature [137, 149, [150] sur le
comportement des dérivées de I'énergie de déformation par rapport aux invariants I; et

I,. Ces observations ont été commentées dans le paragraphe [1.3.3.2|de ce mémoire et



50 CHAPITRE 1. ETAT DE LART

on les rappelle ici :

ow . . .
* oI est une constante indépendante de I, et I, pour I, < 12, et devient exponentiel-
1
lement croissante par rapport a 7; pour I; > 12 [150] ;
ow . . . . L
T est indépendante par rapport a I; mais est une fonction décroissante par rapport

2
a b, [137).

Plusieurs modéles d’énergie ont été élaborés sur cette base [29, [64, (92, [93]. On peut
donc considérer comme étant un critére valable que de vouloir construire, ou sélectionner,

un modele consistant avec ces observations.

1.4.5/ COURBE DE MOONEY

La courbe de Mooney s’obtient en transformant la loi de comportement de traction uni-

axiale de I'équation (1.49) :

o ow 10w
- ==+ = 1.122
=2 1) (1122
A
On introduit alors la fonction @ définie par :
o(l)- < 1.123
il 1 (1.123)

P ——
7

Cette fonction q)(%) est appelée la contrainte réduite. Elle est trés sensible a la transition
entre la traction et la compression car le numérateur et le dénominateur tendent tous
les deux vers zéro quand I'élongation A tend vers un. La transition est obtenue par un

passage a la limite :

(1) =£i—r>r}[/12 ll (1.124)

La courbe associée a la fonction ® définie par I'équation est trés souvent réferen-
cée dans la littérature sous le terme de courbe de Mooney [15] 163,183,186, 107, 150, (166,
167]. Cette courbe, qui permet de visualiser la transition entre les sollicitations en traction
et en compression, est trés sensible au niveau de cette transition. Il s’agit donc d’un outil
efficient pour discriminer entre eux des modeéles qui apparemment donnent des résultats
similaires pour des courbes classiques de type contraintes-élongations. On peut obser-

ver cette propriété avec trois modéles de la littérature qui donnent des résultats similaires
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dans le cadre de courbes contraintes-élongations classiques (Figure [1.20[a)) alors que
de grandes différences apparaissent avec la courbe de Mooney (Figure [1.20(b)). Ces
trois modeles sont les modéles de Beda 2005 [13], de Beda 2007 [15] et de Yeoh et Fle-
ming [166]. On constate que les trois modéles corrélent parfaitement les données d’essai
de Yeoh et Fleming si on s’arréte aux courbes contraintes-élongations classiques. On ob-
serve par contre une dispersion beaucoup plus forte si on considére la courbe de Mooney,
ce qui permet de tirer les enseignements suivants :
¢ |le modéle de Beda 2007 est le meilleur des trois modéles en terme de prédiction,
¢ les modeéles de Beda 2005 et de Yeoh-Fleming ne fournissent une prédiction satis-
faisante que pour les grandes valeurs de tension (c’est-a-dire pour A grand devant
un, autrement dit 1 petit devant un). Lune des raisons de ce constat est liée au fait
qgue les modeles de Beda 2005 et de Yeoh-Fleming présentent un comportement
asymptotique associé a la fonction ® au voisinage de la valeur de transition 2 = 1.

C’est cela qui expligue les deux pics observés sur la Figure b).

4 (a) 0.7 (®)
2 . »—W% 0.65
esccal

- 0 0.6
HE 2 #  données expérim entales HE 0.55 -
- (Y eoh-Fleming) L=
T o4 Beda 2007 = 05 -

% - = -Yech-Fleming (modéle) 0.45

Beda 2003
-8 ; ; T T Y 0.4 T T T Y
0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4
) 1/h

FIGURE 1.20 — (a) courbe contrainte-élongation ; (b) courbe de Mooney.

De plus, nous observons que la courbe de Mooney des données de Yeoh et Fleming
de la Figure [1.20] (b) présente trois extrema permettant de délimiter quatre domaines de
comportement :

e Si % € }O, /li“[ (ou %” représente I'abscisse du premier minimum local de @), on est
dans le domaine du raidissement final en traction. Linvariant 7; peut étre considéré
comme le plus influant dans cet intervalle car il est connu que les modeles dépendant
de linvariant I; sont appropriés pour la modélisation de trés grandes déformations

[71], 190, [130].
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| 1 1 .1 . , . .
e Si — € |—, —| (ou — représente I'abscisse du maximum local de ®), on est dans
A |An A An

le domaine des déformations modérées de traction. La zone de transition entre la

traction et la compression y est incluse et la loi de comportement peut s’écrire en
fonction des invariants I; et I,. Dans ce domaine, la loi de comportement est forte-
ment influencée par les contraintes d’entrelacement des chaines macromoléculaires
et des contraintes liées a la matrice caoutchouteuse.

e Si 1 € ]i L[ (ou € représente I'abscisse du deuxiéme minimum local de @), on

A A Ap An

est dans le domaine de compression. Dans cette zone, les chaines macromolécu-
laires se tassent. Ainsi, comme dans le premier domaine, I'invariant I; est le plus
influent.

e Au dela de % progressivement, on assiste a I'écrasement du matériau donc a une

2
rupture des chaines macromoléculaires.

De ce fait, les extrema de la courbe de Mooney constituent des données caractéristiques

d’une loi de comportement. lIs peuvent étre déterminés analytiquement en résolvant :

oo

Beda, a partir du modéle de Gent-Thomas [55], a résolu analytiguement I'équation

(1.125) pour obtenir I'abscisse du maximum [15] :

1
— = V4=1587 (1.126)
An

Cette valeur est trés proche de la valeur de 1.5 obtenue a partir des données expéri-
mentales de Yeoh et Fleming [63], ce que confirme la Figure (b). La détermination
analytiqgue des extrema, lorsqu’elle est possible, peut ainsi servir d’élément de contrble

pour valider un modeéle hyperélastique.
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En conclusion, on a vu que les approches combinant les modéles moléculaire et phé-
noménologique, telle que décrite par I'équation (1.94), présentaient généralement des
difficultés de prédiction pour les essais multiaxiaux comme la traction équibiaxiale
[15]122] 23, 49, 164, 193] [138]. Pour améliorer cette situation, Kroon [90] a récemment pro-
posé I'ajout d’'une densité supplémentaire W, représentant I'énergie liée a la contrainte

des chaines ayant des déformations non-affines :
W=Wo+ Wt Wy (1.127)

Le chapitre suivant est consacré au développement d’'un nouveau modéle hyperélastique
isotrope élaboré sur la base de I'équation (1.127). La densité W, proposée combinera
une formulation Gaussienne avec une expression intégrale. Il s’agit d’'une contribution
originale. Le modéle obtenu sera validé a partir des cinq critéres proposés dans le para-
graphe[1.4]de ce chapitre ainsi qu'avec des confrontations avec des mesures expérimen-

tales.






2

CONSTRUCTION DU MODELE HYBRIDE

Ce chapitre focalise sur la construction d’'une nouvelle densité d’énergie de déformation
isotrope et incompressible qui combinera de maniére hybride plusieurs contributions afin

de tirer le meilleur partie des différentes approches disponibles dans la littérature.

Les modéles hyperélastiques sont généralement déterminés a partir de la statistique des
chaines macromoléculaires ou bien alors de maniére phénoménologique. Les modeles
fondés sur I'approche moléculaire apportent des explications sur les phénoménes entrant
en jeu lors de la déformation du réseau de chaines macromoléculaires. Ces modéles sont
basés sur la mécanique statistigue Gaussienne (énergie de déformation de neo-Hooke
déduite de la loi de probabilité Gaussienne [78,[79, 80l [161]) ou alors sur des approches
non-Gaussienne permettant d’expliquer le phénomeéne de raidissement final et de limite

d’extensibilité des chaines macromoléculaires [5, 138, 63}, 90|, [91] 106, 144, [156].

Dans le cadre des approches non-Gaussienne, I'énergie de déformation des chaines ma-
cromoléculaires est déduite de la loi de probabilité de Langevin [91]. Flory et Erman [48],
Ball et al. [6], Van Der Waals [84] et Heinrich et al. [65] ont pour leur part développé des
énergies de déformations en prenant en considération les contraintes d’entrelacements
des chaines macromoléculaires du matériau. Ainsi I'énergie de déformation peut s’écrire
en deux partie [49] :

¢ la partie liée au raidissement final des chaines macromoléculaires encore appelée

"phantom part" en anglais ;

e la partie liée aux contraintes d’entrelacements des chaines de macromolécules.

Récemment, pour compléter la forme de I'énergie proposée par Flory et Erman, Kroon

[90Q] a stipulé I'existence d’'une disparité de degré d’étirement des chaines macromolécu-

55
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laires. Il définit ainsi une troisieme partie de I'énergie de déformation, liée aux contraintes

des chaines ayant des étirements différents a celles soumises au raidissement final.

De maniere concomitante, des modéles phénoménologiques ont été développés sur la
base de I'observation du comportement macroscopique [1, 13, 11, 13, [15, [20} [29] 55/ |83,
92,1114} 117,130, 165, 167].

Dans ce contexte, nous proposons un nouveau modéle de déformation des matériaux
caoutchouteux en tirant partie a la fois de I'approche moléculaire et de I'approche phéno-
ménologique. Ce modele original se base sur le modele 8-chaines d’Arruda et Boyce [5]
pour modéliser le raidissement final et associe :
e |'énergie de la contrainte des chaines ayant un étirement non-affine modélisée par
une fonction de forme Gaussienne avec une formulation intégrale ;
e |'énergie de la contrainte d’entrelacement des chaines modélisée par une fonction

logarithmique.

Ce nouveau modéle original peut étre considéré comme hybride puisqu’il releve des deux
approches (moléculaire et phénoménologique). Il comporte six parameétres rhéologiques.
Ces paramétres sont identifiés a partir d’'un calcul de minimisation entre des résultats

théoriques issus de la loi de comportement et des données expérimentales.
Ce chapitre est structuré en trois sections.

Dans la section nous discutons du choix entre I'énergie des contraintes d’entrelace-
ments de Gent et Thomas [55] (énergie phénoménologique) et celle proposée par Flory

et Erman [49] (énergie moléculaire).

La section 2.2 est consacrée a la mise au point d’'un modéle hyperélastique isotrope ori-
ginal constitué par la superposition de trois densités d’énergie. La premiére est la densité
d’énergie phénoménologique de Gent et Thomas présentée dans la section préce-
dente. La deuxieme densité d’énergie est le modele moléculaire 8-chaines proposé par
Arruda-Boyce [5] qui permet de représenter les contraintes de raidissement final des
chaines moléculaires avec une disposition des chaines allant du centre d’'un cube vers
les 8 sommets de ce cube. Ce modéle 8-chaines incluant dans sa formulation I'inverse de
la fonction de Langevin, le paragraphe [2.2.2 est consacré a l'introduction d’une nouvelle
approximation de cette fonction, ce qui a fait I'objet d’'une publication dans une revue inter-

nationale [113]. La troisieme densité d’énergie est phénoménologique en ce sens qu’elle
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a éte établie sur la base de I'observation de courbes expérimentales macroscopiques.
Elle a été congue pour corriger le résidu résultant de I'utilisation des deux précédentes
densités dans un cas de traction-compression uniaxiale [166]. On montre en particulier
que cette troisiéme densité conduit a des contraintes de forme Gaussienne (paragraphe
2.2.3), que les paramétres matériaux qui lui sont associés peuvent étre identifiés et qu’en-
fin il est possible de la généraliser par une forme intégrale a partir de I'essai de traction-
compression uniaxiale particulier qui a permis de la construire (paragraphe [2.2.5). Il est
a noter que, pour les applications numériques, une quatriéme densité d’énergie sera
rajoutée ultérieurement (troisieme chapitre de ce mémoire) afin de tenir compte de la

contrainte d’incompressibilité.

La section[2.3|est quant a elle consacrée a la validation du nouveau modele hybride que
nous proposons. Cette validation est effectuée a I'aune des cinq critéres de sélection
développés a la section [1.4]du chapitre [T|précédent. Les résultats analytiques provenant
du modeéle hybride sont ensuite comparés avec succeés a des données expérimentales
en traction uniaxiale et équibiaxiale, en cisaillement pur, en compression uniaxiale et en

glissement simple [5, (115,148, [166].

2.1/ CHOIX DE LENERGIE D’ENTRELACEMENT.

En raison des difficultés de prédiction du modele 8-chaines en sollicitation équibiaxiale,
Boyce et Arruda en 2000 [23] ont apporté des améliorations a ce modéle en lui associant
I'énergie des contraintes d’entrelacement de Flory-Erman [49]. Lexpression finale de la
densité d’énergie du modéle de Boyce-Flory est donnée par I'équation avec :
e la partie W, liée au raidissement des chaines macromoléculaires ayant pour ex-
pression le modéle 8-chaines défini par I'équation (1.97) ;
e la partieW, liée aux contraintes d’entrelacement des chaines macromoléculaires

avec pour expression le modéle de Flory-Erman défini par I'équation (1.95).

Cependant, de nombreux auteurs [15] 55} 164, 192, 93, [130] utilisent une formulation loga-

rithmique comme énergie des contraintes d’entrelacements :

W, = Kln(;—z) 2.1)
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La suite de ce paragraphe a pour objectif de justifier le choix dans notre modéle de
'expression (2.1) comme énergie des contraintes d’entrelacements. Nous allons a cet
effet étudier le comportement de cette énergie dans le cas d’'un chargement uniaxial. En
injectant I'équation dans la loi de comportement uniaxiale définie par I'équation
, nous obtenons en particulier :

. 2(/12 ~ 1)[(aw,,h .\ l&th) . (8WC N 18WC)] (2.2)

A\ o A an ol, ' 1 dh

Pour simplifier I'expression (2.2), on peut exprimer les contraintes uniquement en fonction

de A grace a une dérivation en cascade :

Wy OW W,y 01
oh_ OWon 0Ly OWpn OF2 (2.3)
o1~ ol o1 L oa

Soit encore, en utilisant I'expression (1.47) des deux premiers invariants dans le cas

particulier d’une traction uniaxiale :

OWpn  OWpp, 2\ OWpy 2\ 2(, 1\[OWp 10Wpy,
= 20— =+ —L2-=|=2(2-= - 2.4
ax o ( 12)+ o \“~x) T2\ T )an T aan (24)

En utilisant le méme procédé de dérivation, on obtient une expression similaire a (2.4)

c

04

pour

oW, 2(, 1\[(oW. 18W,
e _ 2o 2)(Le , 220 25
a1 "2 (ﬂ a)( an 2 612) (2.5)

En reportant (2.4) et (2.5) dans (2.2), on obtient la forme simplifiée annoncée des

contraintes qui ne dépend que de A :

oW .
o= /l( Phy 8W°) (2.6)

ar | o

Sur la base de I'équation (2.6), le tenseur des contraintes de Cauchy peut s’écrire comme
la somme de la contrainte de raidissement des chaines macromoléculaires o, et de la

contrainte d’entrelacement des chaines macromoléculaires o :

ath /1(9WC
5 Oc =
01 04

(2.7)

C=0p+0oe;, opp=4
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La contrainte d’entrelacement o, du modele moléculaire de Flory-Erman définie par
I'équation (1.95) s’écrit alors :

o = We _ NkgT [dB( B \ dBy( By \ dBs( By
¢ A 2 dA\1+B;] di\1+B,) di\1+B; 2.8)
,dDi( Dy \ dDy( Dy \ dDs( Ds '
da 1+D1 da 1+D2 da 1+D3
avec :
2-1 2 11 B
Bl =1 ——, =SB, B=B3=kK21—, D2:D3:/l—2 (2.9)
(4> +«) (/ll+/<) K
et .
dﬂzk22/l(l<+2_/l) dD; =/_1 2Bl+/ldﬂ
da 2+~ dl da
(2.10)

e R, - —
3 b
dAa dAa 2 (% " K) da daAa Ak

dB, dB3_ 2%_/(_2 dDz_dD3_ 1 (dB, B
da A

Pour sa part, la contrainte d’entrelacement du modele phénoménologique défini par

I'équation (2.1) adopte une forme beaucoup plus simple :

oW, 1\ K
c=Ad——=2|1-—=|— 2.11
7= ( /12)12 2.11)

Les prédictions des contraintes décrites par les équations et sont tracées sur
la Figure (2.). Les paramétres rhéologiques NkgT = 0.68MPa, k = 0.55 et K = 0.3MPa
[15] [23] correspondent a ceux des données expérimentales du caoutchouc de Treloar
[148].

0.8
% (®)
2 0.15
0.1
_ ——contrainte de Flory-Erman 0.05 .|| —contrainte de Gent-Thomas
0.1 de l'équation (2.8) ' de l'équation (2.11)
0 : 0 . . : :
0 50 100 150 200 1 2 3 4 5 6 7
A A

FIGURE 2.1 — Contrainte d’entrelacement du tenseur de Cauchy.
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On remarque que les deux courbes présentent des tendances similaires avec des
contraintes croissantes avec I'élongation. On note également un comportement asymp-
totique lorsque 4 tend vers l'infini. En exploitant I'équation (2.71), ainsi que I'expression
de linvariant I, il est facile d’établir que I'asymptote horizontale associée au mo-

dele de Gent-Thomas est caractérisée par le parametre K :

1\ K -
lim [2(4--)-]: lim [2—2& Klzl( (2.12)
A—+co A2 I A—>+00
Pour ce qui concerne le modéle de Flory et Erman, le calcul du comportement asympto-
tique est un peu plus complexe a réaliser. Il faut en effet réaliser un calcul asymptotique
sur chacune des six composantes de I'équation (2.8). En isolant les termes dominants, il

n’est pas tres difficile, mais assez fastidieux, de montrer que :

2225 -
PR TICN ITTIES I

o[22 2 ) -
AET&A[%(IfZDZ)]=Al—i>rfm/l[%(lf3l)3)}=0 (2.16)

Si on les reporte dans I'équation (2.8), on conclut de ces passages a la limite, que :

lim o = NkgT (2.17)

A—+00

Létude comparative illustrée par la Figure montre gqu’il n’existe pas d’argument phy-
sique pour choisir un modéle plutét qu’un autre. Cependant, le modéle de Gent et Tho-
mas est un peu plus simple algébriquement, comme I'a prouvé le calcul du comportement
asymptotique qui vient d’étre réalisé. Léquation résultant de la densité d’énergie
phénoménologique définie par la formule sera donc choisie comme la contrainte

d’entrelacement du modele hybride que nous proposons.
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2.2/ MODELE HYBRIDE

Aprés avoir porté notre choix sur I'expression de I'énergie d’entrelacement définie par
I'équation (2.1), nous procédons dans ce paragraphe étape par étape a la détermination
de I'expression de la densité d’énergie liée a la contrainte non-affine, pour au final définir

I'expression compléte du modele hybride.

Dans un premier temps, nous exprimons la contrainte de raidissement final avec la fonc-
tion inverse de Langevin. Cette fonction n’ayant pas d’expression littérale connue, il est
nécessaire d’en introduire une approximation. De nombreuses approximations existent
dans la littérature [33, [77, 131}, [149, [151] mais avec des précisions inégales qui peuvent
atteindre jusqu’a 5% d’erreur. Afin d’obtenir une précision supérieure, nous avons décidé
de proposer une nouvelle approximation extrémement précise. Pour cela, nous avons
modélisé le résidu entre I'approximation de Cohen [33] et les valeurs exactes de la fonc-
tion inverse de Langevin, ces dernieres étant calculées par symétrie de la fonction de
Langevin par rapport a la premiere bissectrice du plan. Lapproximation de Cohen est en-
suite corrigée grace a la modélisation du résidu proposée. Cette technique de correction
par résidu est utilisée de maniére itérative, et ce a deux reprises. Cela permet au final
de gagner un facteur 100 sur la précision de I'approximation de la fonction de Langevin

inverse originellement proposée par Cohen.

Dans un deuxieme temps, la loi de comportement superposant les densités et
est comparée a des données expérimentales en traction uniaxiale. Lanalyse du ré-
sidu montre la nécessité d’introduire un correctif et on établit que ce dernier adopte un
profil Gaussien.

C’est donc au final la superposition d’'une troisieme densité de nature Gaussienne avec
les densités d’entrelacement et de raidissement final qui permet d’obtenir des corréla-
tions d’excellente qualité avec I'expérience. Le modele qui en résulte est fortement hy-
bride puisqu’il est constitué par la superposition de trois densités de nature différente. I

constitue I'une des originalités de ce mémoire.

2.2.1/ CONTRAINTE DU RAIDISSEMENT FINAL.

Cette contrainte est déterminée en considérant le modele 8-chaines d’Arruda et Boyce

[5, 23] défini par la densité d’énergie (1.97). En traction uniaxiale, en utilisant I'équation
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(2.2), on obtient :

cactfe-Ee

ou u, qui représente le module de cisaillement, est égal a NkgT'. A. est défini par I'équation
et n représente le nombre de chaines par unité de volume. £~! est la fonction in-
verse de Langevin qui ne possede pas d’expression littérale connue a ce jour et a souvent
été approchée par des fonctions rationnelles [33, 131 [151] ou par des développements
de Taylor [77,/149]. Ces approximations fournissent cependant des qualités de précision
inégales. Lune des approximations les plus utilisées demeure celle proposée par Cohen
sur la base des approximants de Padé [113]. Dans ce travail de these, nous proposons
une nouvelle approximation trés précise de £~ en corrigeant 'approximation de Cohen
grace a une modélisation de son résidu. Cette technique de correction par modélisation

du résidu est présentée en détail dans le paragraphe suivant.

2.2.2/ NOUVELLE APPROXIMATION DE LA FONCTION INVERSE DE LANGEVIN.
2.2.2.1/ INTRODUCTION
On rappelle que la fonction de Langevin £ est définie par (cf. équation (1.88)) :
1
L (x) = coth(x) — — (2.19)
X

ou coth est la fonction cotangente hyperbolique.
La courbe de la fonction inverse de Langevin £~! peut se construire en exploitant la
propriété suivante :

(x,y = L(x)) € a la courbe représentative de £ &
(2.20)

(v.x= L7 () € & la courbe représentative de L'

Cette propriété (2.20) est illustrée par la Figure [2.2| ol la courbe représentative de £~

est la courbe symétrique de L par rapport a la droite y = x.

Lune des approximations les plus utilisées dans la littérature étant celle proposée par
Cohen [33], nous avons décidé de partir sur cette base pour construire une nouvelle

approximation de la fonction inverse de Langevin. La formule approchée proposée par
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Cohen est basée sur I'approximation (3,2) de Padé :

3 2
L0 =y - 2.21)
~y

fonction Langevin

¥y 5
: === fonction inverse de Langevin
h y=x
4 I
I
]
I

(=]

FIGURE 2.2 — Courbes représentatives de la fonction de Langevin et de son inverse.

2.2.2.2/ PREMIERE AMELIORATION DE LA FORMULE DE COHEN.

On peut remplacer I'approximation de la formule de Cohen décrite par I'équation (2.21)

par une €galité stricte en introduisant la fonction erreur © :

-1 3-)°
L (y)=y1_y2 +0(y) (2.22)
-1 3 —y2
OW=L"0) - )’1_—))2 (2.23)

La courbe de cette fonction erreur est représentée sur la Figure [2.3(a). On remarque
qu’elle adopte la forme d’une fonction puissance ou exponentielle. Notre choix s’est porté
préférentiellement sur la fonction puissance car elle est facilement intégrable dans le
cadre du développement de modéles hyperélastiques. On remarque également (Figure
2.3(b)) la dépendance affine de la courbe bi-logarithmique de |® (y)| en fonction de y.

Cela confirme le fait que © (y) peut prendre la forme d’une fonction puissance :

—0() ~ay" (2.24)
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0 - )]
0 i
2
, 01 4
Z 02 6 -
g g -
£ 03 & sse Q) (équation 223) o
04 L équation (2.24) avec a=1/2 et o=10/3 ‘ 2 ®ee In(-08(y)
' - 10(0.5)+10/3 In(y)
0,5 | ; | | L -4 : >
0 02 04 0.6 0.8 1 - 3 2 -1 0
v In(y)

FIGURE 2.3 — Erreur absolue de la formule de Cohen. (a) : forme puissance de l'erreur.
(b) : forme affine du logarithme de l'erreur.

Les coefficients a et a de I'équation (2.24) ont été identifiés avec la méthode des moindres
carrés de maniére a s'ajuster au mieux avec l'erreur © (y) :a = 1 et = 2. La formule de
Cohen peut par conséquent étre améliorée en utilisant (2.22) et 'approximation (2.24) de
lerreur :

_ 3-y 1
Ty) =y — 103 2.25
L7 T (2.25)

Lerreur relative commise sur I'évaluation de la fonction de Langevin inverse en utilisant
I'équation (2.25) est tracée sur la Figure (a). On note une amélioration notable par
rapport a I'approximation de Cohen, avec notamment un pic maximum d’erreur relative
de 0.77% contre 4.94%. La fonction inverse de Langevin, I'approximation de Cohen
et 'approximation que nous proposons sont tracées toutes les trois sur la Figure
(b) dans lintervalle [0.65,0.85], c’est-a-dire au voisinage de l'erreur relative maximale
relevée pour la formule de Cohen. On note une amélioration sur tout I'intervalle considéré
et une excellente corrélation avec le tracé de la fonction inverse de Langevin, ce tracé

étant effectué en exploitant la propriété (2.20).
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Lh

= = gpproximation de Cohen (équation 2

y3y)
-~ 6.5 - i 1w A 3 i 272
v e+ premiére amélioration (équation 2.25) N . fonct10f1 inverse de Langex'm (Elq'llﬁ:c;n 220) , ’
4] v \ 6 -| — — approximation de Cohen (équation 2.21)
, 4 \ <z |**° premiére amélioration (quation 2.25)
=3 / \ d:
= @ 7 \ -
= 2 ’ \ w45
- < \ 4
1 -7
5 _-" 35
0 n-ru'iu"........ ...-t ey 3
1 : [treeeert : 523 : : : >
0 0.2 04 0.6 0.8 1 0.65 0.7 0,75 0.8 0.85
¥ v

FIGURE 2.4 — (a) : erreurs relatives. (b) : comparaison avec les valeurs exactes de la
fonction inverse de Langevin aux voisinage de I'erreur relative maximale.

2.2.2.3/ SECONDE AMELIORATION DE LA FORMULE DE COHEN.

Lobjectif de ce paragraphe est d’essayer de réduire encore I'erreur commise avec I'ap-
proximation introduite par I'équation en utilisant la méme technique que celle em-
ployée pour la premiére amélioration. A cet effet, un développement similaire a celui de
la section précédente est effectué en partant sur I'approximation définie par I'équation

(2.25) et en introduisant une seconde erreur absolue @' :

3 - 2 1 ’
Ly =y - 1 e () (2.26)
1-y> 2
' -1 3y 1 53
OM=L"© _yl——yz + 5y (2.27)

Cette nouvelle erreur absolue ©’ est représentée sur la Figure Il'y apparait clairement
que @ posséde trois racines en y = 0, y = 0.76 et y = 1, ainsi qu’un maximum local en
y = 0.6 et un minimum local en y = 0.89. Il faut cependant noter que la racine égale a
1 s’entend au sens d’une limite puisque ni la fonction inverse de Langevin, ni le second
terme de I'équation (2.27), ne sont définis en y = 1 (ils tendent tous les deux vers l'infini
au voisinage de 1). Suite & ces différentes observations, nous suggérons d'utiliser le

polynéme de degré trois suivant pour approcher @ :

P(y)=by(y—-0.76)(y~-1) (2.28)
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0,02 -
0,015 [ TR 1<___ (0.6, 0.017)
0.01 A

i 0.76, O
0,005 - ; 0189

1hsolue

e bomnoee- (0.89, -0.022)
0,005 -

0.01 - ©' () (équation 2.27) |
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BITEL

-0.015
€024 R
-0.025

FIGURE 2.5 — erreur absolue apres la premiére amélioration de la formule de Cohen.

On peut noter que le dernier terme de P, qui s’annule pour y égal a 1, n’apportera aucune
correction a I'approximation de Cohen au voisinage de 1. Cette propriété est bénéfique
parce que la formule de Cohen est réputée donner une excellente approximation du com-
portement asymptotique de £~' quand y tend vers 1. La prise en compte de P comme
terme correctif supplémentaire n’apportera ainsi aucune perturbation au voisinage de 1.
Le coefficient b est calculé pour sa part de maniére a faire coincider au mieux les valeurs
des minimum et maximum locaux de @ et de P. Il est obtenu & partir de la minimisation

de la fonction quadratique f suivante :
f(b) = [P(0.6) — 0.017]> + [P (0.86) + 0.022]* (2.29)

La dérivée de f par rapport a b s’annule pour une valeur de b égale a 0.57. Cependant
si on reporte cette valeur dans I'équation (2.28), on observe que le polynéme cubique P
donne une prédiction assez médiocre de @' (y) (Figure. Pour remédier a ce probleme,
et améliorer la qualité de I'approximation tout en conservant la méme approche, nous
avons augmenté le degré du polynédme P en remplagant le mondme y dans I'équation

(2.28) par une fonction puissance y” :

00 =bPy-0.76)(y-1) (2.30)

En donnant ainsi plus de flexibilité au modele, grace a l'introduction du paramétre supplé-
mentaire qu’est I'exposant 3, on peut espérer aboutir a une meilleure approximation de

I'erreur ®". Cet exposant est calculé de maniére & faire coincider au mieux la position des
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minimum et maximum locaux de ® et de Q. On rappelle que les maximum et minimum
locaux de ® sont respectivement situés en y = 0.6 et y = 0.89 (Figure [2.5). Pour obtenir

la meilleur correspondance possible, on dérive d’abord Q :

0 (y) = by#! [(,8+2)y2— 1.76 (8 + 1)y+0.76/3] (2.31)

Les deux racines y* et y~ qui annulent Q" sont calculées par :

1768+ 1)+ VA

Y (B) 2G+2) (2.32)
ou le discriminant A est donné par :
A =B+ 1)?(1.76)* - 48 (B +2)0.76 (2.33)

Il est facile de montrer que ce discriminant est strictement positif, et ce quelle que soit
la valeur prise par le paramétre B. Les racines définies par I'équation sont donc
toujours réelles. Pour chercher la valeur optimale de 8, nous minimisons la fonction ob-
jectif mesurant I'écart quadratique entre les racines de Q' données par I'’équation (2.32)
et celles de @ (y) :

min obj = [y* (8) — 0.89]* + ([y~ (8) — 0.6]* (2.34)

En utilisant la méthode des moindres carrées pour réaliser la minimisation, on obtient une
valeur optimale de g égale a 5.134. Pour simplifier la présentation, nous avons retenu une
valeur arrondie a 5 pour 8. Le coefficient b est des lors calculé de la méme maniére que
pour le cas de I'équation en remplagant P par Q. Nous avons obtenu une valeur de
b égale a 2.94 et, a nouveau pour simplifier la présentation, nous avons retenu une valeur
arrondie égale a 3. La deuxiéme erreur @ (y) peut ainsi &tre approchée par un polynéme

de degré 7 dont I'expression est trés simple :
O (M=0(=3r-076)(-1 (2.35)

On observe sur la Figure[2.6une excellente corrélation entre 'erreur ©' et son approxima-
tion polynomiale (2.35). On peut donc reporter I'équation (2.35) dans (2.26)) afin d’obtenir
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une approximation encore plus précise de la fonction inverse de Langevin :

. 3-y* 1

L0 =y 7 43 (=076 (- 1) (2.36)
0,06 - pme ®* s @ (y)(équation 2.27)
0.05 - L’ S~ - - -P@) (équation 2.28)
0,04 - L/ N Q(y) (équation 2 35)

E 003 | N

£omy vasles

= 001 -/ S

g ! oa” N

E 0 Jeossssest N .
_[]=O] . -4.“ - .
0,02 - ¥
0,03 :

0 0.2 04 0.6 0.8 1

FIGURE 2.6 — Prédiction de ® par des polynémes de degré 3 (P (y)) et de degré 7 (Q (y)).

La courbe de I'erreur relative entre les valeurs exactes de la fonction inverse de Langevin
(déterminées grace a la propriété (2.20)) et 'approximation définie par I'’équation (2.36)
est tracée sur la Figure (a). On observe une diminution trés sensible de I'erreur due
a I'apport de la deuxieme amélioration de la formule de Cohen, I'erreur relative maximale
passant en effet de 4.94% pour I'approximation de Cohen a 0.072% avec la deuxiéme
amélioration. Il est néanmoins possible d’améliorer encore cette précision en généralisant

I'expression de I'approximation (2.36) de la maniére suivante :

3 2
L_l(y)zyl_iz +ay” +byP (y - 0.76) (y — 1) (2.37)
Lidée est de conserver la structure générale de I'’équation (2.36) (qui marche bien) en lui
conférant plus de souplesse grace a quatre parametre réels a, b, a et 8. Ces paramétres
pourront étre identifiés en une seule étape d'optimisation, ce qui devrait permettre de
mieux échantillonner I'espace des solutions optimales possibles. Lidentification simulta-

née de ces quatre paramétres est réalisée au paragraphe suivant.
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FIGURE 2.7 — (a) : erreurs relatives de I'approximation de Cohen, premiére et seconde
améliorations ; (b) : zoom sur la seconde amélioration.

2.2.2.4/ OPTIMISATION DES PARAMETRES EN UNE ETAPE.

Les paramétres a, b, @ et B de I'équation (2.37) sont identifiés en minimisant la fonction ob-

jectif suivante qui mesure I'écart quadratique moyen entre la fonction de Langevin inverse

et son approximation (2.37) :

3—y2 o
Tt + by (y-0.76) (y — 1)
Zy|l- —1
L)
in obj = . . ~ 2.38
ar,}Jl,lar,lﬁO / nombre de valeurs de y échantillonné ( )

Le nombre de valeurs de y échantillonné dans a été pris égal a 2000. En utilisant
la méthode de minimisation par moindres carrés, on obtient a = —0.488, @ = 3.243,b =
3.311,8 = 4.789. Lexpression de l'approximation de la fonction inverse de Langevin
se réécrit alors :

3—y2

i 0.488y**" +3.311y*7% (y = 0.76) (y — 1) (2.39)
-y

L=y

Si on utilise la fonction objectif pour évaluer I'erreur commise sur 'approximation
de la fonction de Langevin inverse, on obtient 1.70823E% avec I'équation (2.39) au
lieu de 1.033E~Y7 avec I'équation (2.36), soit un gain d'un facteur égal environ a 10.
Si on raisonne en termes d’erreur relative maximale, I'utilisation de I'approximation de
I'équation a la place de celle de I'équation améliore la corrélation de 0.072%
a 0.046%, comme cela est illustré sur la Figure
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0.08 -~ == optimisation en deux étapes (équation 2.36)
T optimisation en une étape‘géquaricrn 2.39)
0,07 - Py

%U:Dlﬁ - ) \
o 0,05 - e / \

FIGURE 2.8 — erreurs relatives entre la fonction inverse de Langevin et les deux approxi-

mations des équations (2.36) et (2.39).

La Figure montre dans différents intervalles la correction apportée a I'approximation
de Cohen. On remarque que I'amélioration est particulierement significative dans l'inter-

valle [0.65,0.85] dans lequel I'approximation de Cohen atteint la valeur maximale de son
erreur (Figure[2.9] (c)).

Pour terminer ce paragraphe, il faut relever que la fonction inverse de Langevin est une
fonction impaire. Cet aspect n'a pas été pris en compte puisque I'usage de la fonction
inverse de Langevin se limite a I'intervalle [0, 1[ dans le cadre de la mécanique. Cepen-
dant, I'approximation que nous proposons peut sans probleme se généraliser a
lintervalle 1-1, 1[. Il suffit pour cela d’adapter les termes en puissance de la maniére

suivante :

- 3-y?
OES i 5 = 0488yy** + 3311y (b - 0.76) (b1 - D (2.40)
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FIGURE 2.9 — comparaison de la fonction inverse de Langevin avec I'approximation de
I'équation (2.39) et celle de Cohen.

2.2.3/ DENSITE D’ENERGIE GAUSSIENNE.

A ce stade du mémoire, on rappelle la stratégie qui a été mise en place pour construire
un modele hybride efficient :

e nous avons sélectionné I'énergie d’entrelacement logarithmique de Gent-Thomas
définie par I'équation (2.1) (paragraphe [2.1) ;

e nous avons sélectionné I'énergie de raidissement final 8-chaines d’Arruda et Boyce
définie par I'équation (1.97). Cette énergie fait intervenir la fonction inverse de Lan-
gevin (paragraphe[1.3.3.) ;

e nous avons élaboré une nouvelle approximation originale et précise de la fonction

de Langevin inverse (paragraphe[2.2.2).

Dans ce paragraphe, nous nous proposons d’associer les contraintes d’entrelacement
et de raidissement final associées aux densités et et de les comparer aux
données expérimentales obtenues en traction uniaxiale par Treloar [148] et par Yeoh-
Fleming [166]. Lanalyse du résidu montrera la nécessité d’introduire un correctif que I'on

modélisera par une densité Gaussienne.
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En reportant les expressions des équations (2.11) et (2.18) dans I'équation (2.7), on

—2(12——)[23/_ (\/E)U_IZ] (2.41)

La fonction £~! de I'équation (2.41) sera calculée grace a I'approximation (2.40) que

obtient :

nous avons élaborée précédemment. Par ailleurs, la contrainte (2.41) peut étre réécrite

de maniére équivalente en utilisant la contrainte réduite @ :

e R IS
A

Cette contrainte réduite permet de tracer la courbe de Mooney [107] qui posséde de
multiples avantages :
e il s’agit d’'une courbe trés sensible a la variation d’élongation. Elle permet donc de
différencier plus facilement les différents modeles que I'on souhaiterait comparer ;
e clle est trés utilisée pour la validation des modéles hyperélastiques [15, 163, 183, 186,
167];
e la courbe de Mooney donne la possibilité d’investiguer finement la phase de transi-

tion entre un chargement en traction et un chargement en compression.

Les parametres matériaux u,n et K de la loi de comportement (2.41) seront déterminés
en minimisant la différence quadratique entre la contrainte réduite ®, calculée numéri-
quement a partir du modeéle, et la contrainte réduite ®.,, calculée a partir des mesures

expérimentales de contraintes :

1 2
(Dexp - (D(Z)
min obj = - 7

min 4 Doy (2.43)

La sommation dans I'équation porte sur chacune des élongations associées a un

point de mesure expérimentale. Les données expérimentales sont celles obtenues par :

e Yeoh et Fleming dans le cadre de la traction et de la compression uniaxiale d’'une
éprouvette obtenue a partir de caoutchouc naturel vulcanisé [166]

e Treloar en traction uniaxiale d’'une éprouvette réalisée a partir de caoutchouc naturel

vulcanisé avec 8% de soufre [148].
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Les valeurs des parametres obtenues sont regroupées dans le Tableau

Parameétres matériaux u(MPa) | n(-) | K(MPa)
Données de Yeoh-Fleming | 0.3805 | 15.13 0.26
Données de Treloar 0.2662 | 2494 | 0.2687

Tableau 2.1 — Parametres matériaux de la loi de comportement (équation [2.42) évalués
a partir des données de Yeoh-Fleming [166] et de Treloar [148].

La comparaison entre les prédictions de la loi de comportement (2.42) (calculées avec
les parametres matériaux répertoriés dans le Tableau|2.1) et les données expérimentales

de Yeoh-Fleming et de Treloar est représentée sur la Figure

q — —
0.65 (a) 0.9 ®)
0.8 - ,
06 + données de Treloar
: 0.7 - ——prédiction (équation 2.42)
= = 06 -
& 055 s
S < 05 -
0.5 0.4 -
- + données de Yeoh-Fleming 0.3 -
—— prédicti 3 jon 2.42 )
045 prédiction (équation 2.42) 02 .
0 1 2 3 4 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
1k 1

FIGURE 2.10 — Prédiction de la contrainte réduite de I'équation (2.42) pour les données
de Yeoh-Fleming (a) et de Treloar (b).

On peut observer que les prédictions obtenues a partir de I'équation présentent
des difficultés relativement minimes de corrélation avec les données de Treloar en trac-
tion, particulierement a proximité du minimum de la courbe. On remarque par contre
une différence plus notable avec les données de Yeoh-Fleming en trés grande compres-
sion. Pour résoudre ces difficultés de corrélation avec les essais, nous allons corriger le
modéle en se basant sur une approche par étape [12] et en analysant au préalable le

comportement du résidu © (1) :
of!] - r-a1) o

ot @ (1) est définie par (2.42).

Le résidu défini par I'équation (2.44) est représenté sur la Figure pour les données
de Yeoh-Fleming (Figure (a)) et pour les données de Treloar (Figure [2.11] (b)). Dans
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un cas comme dans l'autre, on remarque que l'allure du résidu ® prend la forme d’'une
exponentielle Gaussienne (plus précisément l'inverse d’'une exponentielle Gaussienne).
Il apparait alors naturel d’adopter la fonction f suivante pour approcher au mieux le com-

portement de © :
2

1
1 (1) 1°°¢
@(Z) =~ f(i) = —-nexp|— T (245)

ou n, ¢ et & représentent respectivement I'amplitude maximale, I'abscisse du minimum de
la Gaussienne et la variance de f. Ces trois nouveaux coefficients ont été identifiés par
moindres carrés en minimisant la différence quadratique entre © et f (Tableau [2.2). En
observant le Figure [2.71], on remarque que les valeurs obtenues pour ¢ correspond bien

a la position du minimum de f avec ¢ = 2.741 pour les données de Yeoh-Fleming (Figure
2.11](a)) et ¢ = 0.365 pour les données de Treloar (Figure [2.11] (b)).

0.02 - ¢ O (équation 2.44) données 0.04 - ¢ O (équation 2.44) données
« N de Yeoh-Fleming : . de Treloar
o * %, =1 (équation 2.45) 0.03 - 4 —f( équation 2.45)
03¢ 002 +
T *, %
= 0.02 = 0.01 - +* .
2 2 0- ®
£ 0,04 - £ 0.01 - * + ¢
E £ 002 - *e
0,06 - 0,03 -
0,04 - b4
0,08 0,05 .
0 1 2 3 4 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
1 1

FIGURE 2.11 — Modélisation du résidu par une fonction Gaussienne.

Paramétres matériaux n(MPa) | £(-) | £(-)
Données de Yeoh-Fleming | 0.081 | 2.741 | 0.813
Données de Treloar 0.029 | 0.365 | 0.087

Tableau 2.2 — Parametres matériaux de I'équation (2.45) évalués a partir des données de
Yeoh-Fleming et de Treloar.

La prédiction du résidu par la fonction Gaussienne de I'équation permet lintro-
duction d’'une meilleure approximation des données expérimentales que celle fournie par
I'équation ;

Dpp =P+ Dy, —P=D+O =D+ f (2.46)
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A partir des équations (2.42), (2.45) et (2.46), il est alors possible d’introduire une nouvelle

contrainte réduite plus précise :

Y DS - 7ol (L) DS RS (2.47)
(0= =2l ()

/12_1 6/16 ‘/ﬁ

A

2.2.4/ QOPTIMISATION EN UNE ETAPE DES PARAMETRES MATERIAUX.

A linstar de ce qui a été pratiqué pour 'approximation de la fonction de Langevin inverse
(paragraphe [2.2.2.4), on peut identifier d’'un seul tenant les six parameétres matériau de
la loi de comportement plutét que de procéder en deux étapes comme cela vient
d’étre fait (c’est-a-dire d’abord u, n et K, cf. Tableau puis ensuite n, £ et &, cf. Tableau
[2.2). Cela ne peut a priori qu’améliorer la qualité prédictive du modéle. Pour identifier les
six parametres u,n, K,n,¢ et & contenus dans I'équation (2.47), le probleme d’optimisa-
tion est a nouveau résolu mais en prenant cette fois pour ® I'expression ala
place de (2.42). La fonction objectif est minimisée en utilisant I'algorithme de Levenberg-
Marquadt [129]. Les parameétres identifiés sont présentés dans le Tableau En com-
paraison avec les valeurs de parametres obtenus précédemment en deux étapes (voir
Tableaux [2.1]et[2.2), on peut noter une Iégere modification des parametres matériaux re-
latifs aux données de Yeoh-Fleming et un changement plus significatif pour ceux relatifs

aux données de Treloar.

Parameétres matériaux u(MPa) | n(=) | K(MPa) | n(MPa) | {(-) | £(-)
Données de Yeoh-Fleming | 0.379 14.9 0.295 0.096 | 2.708 | 1.132
Données de Treloar 0.3579 | 27.66 | 0.1266 0.1011 | 0.319 | 0.327

Tableau 2.3 — Parameétres matériaux de la loi de comportement de I'équation (2.47) éva-
lués a partir des données de Yeoh-Fleming et de Treloar.

La Figure montre la corrélation entre la prédiction de la loi décrite par I'équation
et les données expérimentales de Yeoh-Fleming et de Treloar. La tres bonne
qualité des résultats (a comparer avec les résultats plus médiocres de la Figure
démontre 'amélioration importante apportée par I'équation par rapport a I'équation
(2.42). Cette amélioration des résultats provient de I'ajout du terme Gaussien décrit
par I'équation (2.45). Ce terme sera donc a prendre en considération dans le nouveau

modeéle hybride que nous cherchons a construire, en complément des contraintes



76 CHAPITRE 2. CONSTRUCTION DU MODELE HYBRIDE

d’entrelacement et de raidissement final déja présentes. Les dernieres étapes de
construction de ce modele, et notamment la détermination de la densité d’énergie
associée aux contraintes théoriques que nous avons déterminées, sont décrites dans le

paragraphe qui suit.

0.65 ¢ données de Yeoh-Fleming 0.8 - + données de Treloar
4 ”—équation (2.47) avec les 07 - = équation (2.47) avecles
06 - s parameétres du Tablean 2.3 : parameétres du Tablean 2.3
— - 1 — 06
S 055 305 ®
~ 1 =y
B 04 -
0.5
0.3
045 0.2 .
0 1 2 3 4 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
1/ 1%

FIGURE 2.12 — Comparaison des données expérimentales de Yeoh-Fleming (a) et de
Treloar (b) avec la prédiction de la contrainte réduite de I'équation (2.47).

2.2.5/  NOUVEAU MODELE HYBRIDE.

Sur la base des calculs réalisés aux deux paragraphes précédents, nous proposons une
nouvelle loi de comportement hybride qui se traduit par 'apport de I'équation (2.47). A
ce stade, il faut noter que la contrainte qui en résulte, et qui est donnée ci-aprés, n’est

valable que dans le cadre de 'essai de traction-compression dont elle est issue :
> Y juvn [ A K n 1 ¢
o=2(1"-- E—L — |+ — - zexp|-|— (2.48)

En établissant un parallele avec la théorie des contraintes non-affines proposée par
Kroon [90], il apparait naturel de considérer la contrainte additionnelle (qui revét une
forme exponentielle Gaussienne) comme une contrainte non-affine. Le modéle de Kroon
(cf. équation (1.105)) présente en effet un terme non-affine sous la forme d’une fonction

puissance, assez proche dans 'esprit de la fonction exponentielle que nous préconisons.
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La contrainte non-affine associée a notre modéle sera donc notée o, :
_ 2 A
Ong = —n|A° = =]exp|-| —— (2.49)

Les trois questions qui se posent alors sont les suivantes :
1. Quelle densité d’énergie W, peut étre associée a la contrainte non-affine o, ?

2. Comment valider le modéle hybride que nous proposons sur d’autres configurations

que celle qui a servi a I'établir ?

3. Si cette densité d’énergie W,, peut étre exhibée, comment I'’étendre au cas général
sachant que la contrainte (2.49) dont elle est issue n’est valable que dans le cas

d’'un chargement uniaxial ou A représente I'élongation ?

La réponse a la premiéere question est assez simple. Il suffit en effet d’établir un paralléle
avec la formulation de I'équation dans laquelle le tenseur des contraintes de Cauchy
s’écrit comme la somme de la contrainte de raidissement des chaines macromoléculaires
et de la contrainte d’entrelacements des chaines macromoléculaires. Sur le méme prin-
cipe, la contrainte non-affine o, constitue un troisieme terme additionnel qui, grace a

I'équation (2.49), peut étre reliée a une densité d’énergie non-affine W, par :

2
OWa 1 1 1-¢
M TR ””“:"7[1 (s‘?)exp[_[ ¢ ]

La borne inférieure de l'intégrale (2.50) a été choisie égale a un de sorte a ce que la

ds (2.50)

densité d’énergie W, soit nulle lorsque I'élongation A prend la valeur 1 (pas de déforma-
tion). On note par ailleurs que le terme a intégrer dans ne possede a priori pas
de primitive connue. On laisse donc la densité d’énergie sous une forme intégrale, ce
qui ne pose pas de problémes spécifiques. On remarque enfin que la forme Gaussienne
de I'exponentielle offre des similarités avec des densités d’énergie standards utilisées
pour modéliser les tissus biologiques en hyperélasticité anisotrope [68]. Ceci étant dit,
a ce stade, il est difficile de savoir si cette observation trouve sa source dans des liens

physiques profonds ou si cela procéde simplement d’un hasard anecdotique.

La réponse a la seconde question, relative a la validation du modéle hybride, est apportée
au paragraphe [2.3|qui suit.
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La réponse a la troisieme question (comment généraliser au cas tridimensionnel la den-
sité unidimensionnelle (2.50)) est plus complexe a traiter. La formule n'a en effet
qu’une portée limitée en I'état puisqu’elle s’exprime en fonction d’un parameétre d’élonga-
tion A qui n'a de sens qu’en traction-compression. Pour le cas général, on rappelle que

les contraintes de Cauchy résultent de I'application de I’équation (1.42) :

oW, W, OW,
wa = 2| =B+ Lh——1- —"B™| - pI 2.51
o an > 2 on o P @51)

La question qui se pose est de relier le cas général donné par cette équation au cas
particulier de la traction-compression qui s’exprime par le biais de I'équation (2.49). Pour
établir cette connexion, on remarque d’abord que la contrainte non-affine compléte la
contrainte de raidissement final qui ne dépend que de I, ainsi que cela a été observé dans
[90]. Nous pouvons donc considérer W,, comme une fonction dépendante uniquement
de l'invariant 7;. En utilisant I'expression du tenseur des déformations de Cauchy-
Green B, I'équation se simplifie :

d na
212—E1—(h)-p 0 0
ah 2 dW,,)
= 0 2Tl oy - 0 2.52
o 1 dl, (1) )4 . ( )
0 0 =—=() -
2 dl, (I)-p

Les conditions de bord libre en traction-compression uniaxiale permettent de calculer le

multiplicateur de Lagrange p :
2dWy,

T 174l

p (1) (2.53)

On en déduit la contrainte de traction-compression :

1 n
Ona = 2(/12 - Z) d;I/la (11) (254)

En égalant les équations (2.49) et (2.54), on obtient :

dw, Loy
e ool (] s
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Enfin, on connait I'expression de I; en fonction de A (cf. équation (1.47)). D’ou :

AW (P +3) g Loy
d—ll = —5 exXp [— (T] (256)
-1 2
dW,e 7 (s'@w) ¢
& W =-5exp _[f (2.57)
ou on a poseé :
u=g(/l)=/12+§ e A1=g'w (2.58)
On intégre I'équation :
[ -1 -1 — :
Wa (I1) = —Qf exp|— M du (2.59)
23 3

La borne inférieure de l'intégrale a été prise égale a 3 de telle sorte que la densité d’éner-
gie soit nulle si le matériau est au repos. En effet, si le matériau est au repos, le tenseur
des déformations de Cauchy-Green a gauche B est égal a I'identité et sa trace I; vaut 3.
Par ailleurs, afin que la densité d’énergie définie par I'équation (2.59) soit complétement
déterminée, il est nécessaire de calculer g~! (u), c’est-a-dire la fonction inverse de g qui
est définie par I'équation (2.58). Ce calcul est réalisé dans I'annexe [B|de ce mémoire. I

permet d’écrire la densité d’énergie non affine sous la forme suivante :

; (65" @) " —¢)
Wy = -1 f exp|—| 27 2 (2.60)
25 &

ol la fonction ¢! (u) est définie explicitement par 'équation (B.11) de I'annexe [B]

Léquation (2.60) constitue une généralisation de la densité d’énergie non-affine intro-
duite par I'équation et recouvre ainsi la loi unidimensionnelle qui a été établie dans
les paragraphes précédents en lien avec des données expérimentales. Au final, toutes les
observations effectuées dans ce paragraphe nous permettent de proposer un modéle hy-
bride combinant le modele 8-chaines d’Arruda et Boyce avec une énergie Gaussienne re-
présentant I'énergie des contraintes non-affines et avec une énergie phénoménologique

pour la contrainte d’entrelacement des chaines de macromolécules contenues dans la
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matrice caoutchouteuse :

/lc ¢~ Pco
W:pn[M +ln(

n 2

Besinh S i (8_1 (u))_l ¢
c co )] nf exp |- 2
3

2
53
Beo Sinh B, ) ¢ ] du+Kln(?) (2.61)

Afin de valider la loi de comportement associée a la densité (2.61), il est nécessaire
d’effectuer des comparaisons avec des données expérimentales autres que celles ayant
servi a établir cette loi. Cela fait 'objet du paragraphe suivant. Ces comparaisons seront
réalisées dans des cas de charges simples permettant d’exhiber des solutions analy-

tiques.

2.3/ VALIDATION DU MODELE HYBRIDE

Cette section est consacrée a la validation du modéle hybride, a partir de la comparai-
son des résultats analytiques du modeéle théorique avec des données expérimentales
extraites de la littérature [5), [115] [148| [166]. Les comparaisons seront également réali-
sées avec le modéle moléculaire 8-chaines d’Arruda et Boyce (équation (1.97)) [5], et le
modéle phénoménologique de Pucci et Saccomandi (équation (1.113))[130], ce qui per-
mettra de jauger I'apport du modéle hybride relativement a deux modéles déja connus et
éprouvés. Enfin, le modeéle hybride sera passé au crible des cinq critéres présentés au

premier chapitre (section[1.4).

2.3.1/ DONNEES EXPERIMENTALES

Les données expérimentales utilisées dans cette section sont issues de la littérature. |l
s’agit :

e des données de Treloar [148], obtenues a partir des essais d’extensions uniaxiale,
équibiaxiale et de cisaillement pur sur des éprouvettes élaborées a base de caou-
tchouc naturel vulcanisé au noir de carbone ;

e des données de Yeoh et Fleming [166] obtenues a partir des essais de traction et
compression uniaxiales sur des éprouvettes élaborées a base de caoutchouc naturel
vulcanisé au soufre associé a un accélérateur (N-cyclohexyl-2 benzithiazolesulfena-

mide) ;
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e des données d’Arruda et Boyce [5] obtenues a partir des essais de compression sur
des éprouvettes élaborées a base d’élastoméres en silicone;

e des données de Nunes et Moreira [115], obtenues a partir des essais de cisaille-
ment simple (glissement) sur des éprouvettes élaborées a base d’adhésif de silane
(Flextec FT 101).

2.3.2/ LOIS DE COMPORTEMENT

On introduit dans ce paragraphe les formules analytiques des contraintes pour les cas de
charge suivants :

e traction-compression uniaxiale ;

traction équibiaxiale ;

cisaillement pur;

glissement simple ;

et pour les modéles suivants :
e modele 8-chaines d’Arruda et Boyce [5] ;
e modéle de Pucci et Saccomandi [130] ;

e modéle hybride.

C’est au travers de ces différentes combinaisons de cas de charge et de modéles que
nous allons opérer la validation du modéle hybride. On utilisera a cet effet les densités
d’énergie définies par les équations (1.97), (1.113) et (2.61) ainsi que les lois de com-
portement en traction et compression uniaxiale (1.49), en traction équibiaxiale (1.56), en

cisaillement pur (1.63) et en glissement simple (1.69).

2.3.2.1/ LOIS DE COMPORTEMENT D’ARRUDA ET BOYCE

— Traction-compression uniaxiale

_H (g N\ A
o1 =3 (1 A) L (\/ﬁ) (2.62)
— Traction équibiaxiale
ok I\ A A
Ol =09 = 3 (/l /14) X L (\/ﬁ) (2.63)
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— Cisaillement pur

m=5le-w)ie ()

— Glissement simple

_p N A
0'12—37/lc£ (\/ﬁ)

(2.64)

(2.65)

La contrainte réduite en traction-compression uniaxiale se déduit de la loi de comporte-

ment (2.62) :
Dl ()

/12_1_3/10 \/ﬁ
A

2.3.2.2/ LOIS DE COMPORTEMENT DE PuccCIl ET SACCOMANDI

— Traction-compression uniaxiale

(g Jn K
P | -
1 ( /1)(2],,1—11+3 112)

— Traction équibiaxiale

1\(u I K
= =2 /12—— T
1= ( a4)(2 In—L+3 "1

— Cisaillement pur
1 M I K
=2 -S| [E—2—+—
71 ( /12)(21,11—11 13 12)

— Glissement simple

H_Jn K
2Jm—11+3 12

012=27’(

(2.66)

(2.67)

(2.68)

(2.69)

(2.70)

La contrainte réduite en traction-compression uniaxiale se déduit de la loi de comporte-

ment (2.67) :

O _(E I K
1~ \27, -1 +3 " an

(2.71)
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2.3.2.3/ LoOIs DE COMPORTEMENT DU MODELE HYBRIDE

— Traction-compression uniaxiale

-1 I _1_
=2l ) %gi_l(g)_gexp_[MJ L.

— Traction équibiaxiale

-1 I -1 _
ol =0n = 2(12 - i) ‘é ‘/ﬁzz—‘ (i) ~Texp —[MJ pLLS (2.73)

-1
YA Ry R W N (G Iy s
sl R () Lol (L LK g
— Glissement simple
Vi (& w) ' -¢)
_o IR (A ) w82 T TE K
o1 =2y 6/1c£ (\/ﬁ) > €XP [ z ] +I2 (2.75)

La contrainte réduite en traction-compression uniaxiale se déduit de la loi de comporte-

ment(2.72) :

K
+ _
Al

2
-1 I _1_
T o () Do —[—(g2 W) -¢ (2.76)

&

Sur la base de ces lois de comportement, les parameétres rhéologiques doivent étre identi-
fiés de maniére a satisfaire 'ensemble des tests d’'un matériau donné. Cette identification

est opérée au paragraphe suivant.

2.3.3/ IDENTIFICATION DES PARAMETRES RHEOLOGIQUES

Les parameétres rhéologiques (encore appelés paramétres matériau) sont ajustés en mi-

nimisant une fonction objectif qui s’exprime comme la somme moyennée des écarts qua-
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dratiques entre les valeurs mesurées et les valeurs analytiques calculées :

, 2
obj = min ?il [(T;k — i q)]
/= q m

(2.77)

ou m représente le nombre de points de mesures, o la contrainte mesurée et o; la
contrainte calculée. o; dépend des élongations mesurées A* ainsi que du vecteur q conte-
nant 'ensemble des paramétres matériau de la loi de comportement. Pour minimiser la
fonction objectif (2.77), nous avons opté pour 'algorithme de Levenberg-Marquardt [129]
qui est disponible dans la bibliothéque d’optimisation « Optimtool » du logiciel MatLab.
Huit jeux de paramétres rhéologiques différents seront identifiés (cf. Tableaux
puisque trois modéles seront concernés (Arruda-Boyce, Pucci-Saccomandi et

hybride) ainsi que trois matériaux différents (Treloar, Yeoh-Fleming et Nunes-Moreira).

2.3.4/ RESULTATS ET DISCUSSIONS
2.3.4.1/ COMPARAISON AVEC LES DONNEES DE TRELOAR [[148]

Les parametres rhéologiques associés aux lois de comportement d’Arruda et Boyce, de
Pucci et Saccomandi et du modele hybride sont calculés dans ce paragraphe a partir des
données d’essai en traction uniaxiale de Treloar [148]. La fonction objectif de I'équation
est minimisée en utilisant les contraintes calculées a partir des équations et
(2.67). Les valeurs des parametres ainsi obtenues sont regroupées dans le Tableau

Les parametres du modéle hybride ont déja été calculés précédemment (cf. Tableau[2.3).

Parameétres u(MPa) | n(=) | Ju(-) | K(MPa)
Arruda-Boyce 0.31 26.83 - -
Pucci-Saccomandi 0.262 - 84.57 0.295

Tableau 2.4 — Paramétres rhéologiques du caoutchouc testé par Treloar [148]

En remplagant les valeurs des paramétres contenus dans les Tableaux [2.3| et [2.4] dans

les lois de comportement (2.62)-(2.76) développées au paragraphe|2.3.2, nous obtenons
les courbes de la Figure[2.13]

On remarque tout d’abord que les trois modeles corrélent parfaitement les données d’es-
sai en traction uniaxiale (Figure (a)), ce qui est logique puisque les paramétres

rhéologiques ont été déterminés a partir de ces données d’essai. Les courbes de Moo-
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ney (Figure[2.13] (b)) permettent cependant de nuancer ce constat puisqu’elles mettent a
jour des différences qui n’étaient pas perceptibles auparavant. Nous constatons en parti-
culier que le modéle moléculaire d’Arruda-Boyce est excellent pour le raidissement final a
trés grandes déformations (0 < 1/4 < 0.3) mais qu’il diverge nettement des données d’es-
sai pour des déformations plus modérées (1/4 > 0.3). Nous pouvons €galement observer
une trés légere difficulté de prédiction du modele de Pucci-Saccomandi au niveau du mi-
nimum de la courbe de Mooney. Si on considére les courbes de Mooney, c’est donc le
modéle hybride qui fournit la meilleure prédiction. On remarque ensuite que les trois mo-
deles donnent des prédictions extrémement satisfaisantes dans le cas du cisaillement pur
(Figure 2.13|(c)). Dans le cas de la traction équibiaxiale (Figure [2.13](d)), les tendances
sont correctement décrites par les modéles d’Arruda-Boyce et de Pucci-Saccomandi et
le modele hybride coincide parfaitement avec les données d’essai. C’est un point notable
car le cisaillement pur et la traction équibiaxiale ne sont pas des cas de charge qui ont été
impliqués dans l'identification des paramétres rhéologiques. Au final, le modéle hybride

permet d’obtenir la meilleure corrélation avec I'ensemble des données de Treloar.

7 5.+ données de Treloar 0.9 - + données de Treloar
6 - Armda et Boyce (equation 2.62) 0ogd Arruda et Boyce (Equation 2.66)
P Pucci et Saccomandi (équation 2.67) == +Pucci et Saccomandi (équation 2.71)
=" modzle hybride (équation 2.72) 0.7 - . e
= 4 qu = modéle hybride (équation 2.76)
34 nE 0.6 -
<3 = 0.5 -
6 =
2 0=4 -
1 03 -
0 - 0.2 : : : :
rz 3 45 6 7 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
A 1/
2.5 5 + données de Treloar 3, ¢ donnéesde Treloa:t: N
----- Armuda et Boyce (équation 2.64) . T Amlfja et Boyce (eqluat'mn 7'631
2 {— Pucci et Saccomandi (équation 2.69) - 2.3 “|==Pucci et Saccomandi (équation 2 68)
El < modéle hybride (équation 2.74) 222 ? f 2
g/ - % 1_5 —
tad e
6 B o1-
0.5 -
0 .
5 1 2 3 4 5
* )

FIGURE 2.13 — Comparaison des lois de comportement d’Arruda-Boyce, de Pucci-
Saccomandi et du modéle hybride par rapport aux données de Treloar [148] : (a) traction
uniaxiale ; (b) courbe de Mooney ; (c) cisaillement pur; (d) traction équibiaxiale.
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2.3.4.2/ COMPARAISON AVEC LES DONNEES DE YEOH-FLEMING [166].

Les parametres rhéologiques associés aux lois de comportement d’Arruda et Boyce, de
Pucci et Saccomandi et du modele hybride sont calculés dans ce paragraphe a partir des
données d’essai en traction-compression uniaxiale de Yeoh et Fleming [166]. La fonction
objectif est donc minimisée en calculant les contraintes a partir des équations
et (2.67). Les valeurs des paramétres rhéologiques optimaux sont regroupées dans

le Tableau Les paramétres du modéle hybride ont été déja calculés précédemment

(cf. Tableau [2.3).

Parameétres u(MPa) | n(-) | J,(-) | K(MPa)
Arruda-Boyce 0.494 37 - -
Pucci-Saccomandi 0.39 - 57 0.265

Tableau 2.5 — Parameétres rhéologiques du caoutchouc testé par Yeoh et Fleming [166]

En remplagant les valeurs de ces parameétres dans les lois de comportement (2.62),

(2.66), (2.67), (2.71), (2.72) et (2.76) développées au paragraphe |2.3.2, nous obtenons

les courbes présentées sur la Figure [2.14]

+ données de Yeoh et Fleming
= = = Armuda et Boyce (équation 2.66)
0.65 - (b) = Pucci et Saccomandi (équation 2.71)

modele hybride (équation 2.76 )

b 06 - N
= + données de Yeoh et Fleming =5 035
< 3 - = = = Arruda et Bovce (équation 2.62) ; +
v < = Pucci et Saccomandi (équation 2.67) 054 + F=-=-—-—————"=77

. modele hybride (équation 2.72)

-7 T T T T > 0.45 .

0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4
A 1/

FIGURE 2.14 — Comparaison des lois de comportement d’Arruda-Boyce, de Pucci-
Saccomandi et du modeéle hybride par rapport aux données de Yeoh et Fleming [166] :
(a) traction et compression uniaxiale ; (b) courbe de Mooney.

Logiquement, les trois modeles corrélent parfaitement les données d’essai en traction-
compression uniaxiale (Figure (a)) puisque les parameétres rhéologiques ont été
identifiés sur la base de cet essai. En revanche, les courbes de Mooney font apparaitre

une trés grande disparité (Figure [2.14] (b)). Le modele de Pucci-Saccomandi n’appa-



2.3. VALIDATION DU MODELE HYBRIDE 87

rait notamment valable qu’en traction et pour les compressions modérées. Le modele
8-chaines d’Arruda-Boyce prédit pour sa part a nouveau excellemment le raidissement
final en traction uniaxiale. Mais il diverge trés nettement pour les tractions modérées et
en compression. Pour ce qui le concerne, le modele hybride fournit une excellente corré-

lation dans toute la plage de chargement, tant en traction gu’en compression.

2.3.4.3/ COMPARAISON AVEC LES DONNEES DE NUNES ET MOREIRA [115].

Les paramétres rhéologiques associés aux lois de comportement d’Arruda-Boyce, de
Pucci-Saccomandi et du modéle hybride sont calculés dans ce paragraphe pour I'élasto-
mere testé par Nunes et Moreira en glissement simple [115]. La fonction objectif
est donc minimisée en utilisant les contraintes calculées a partir des équations (2.65),
et (2.75). Les valeurs des paramétres optimaux sont regroupées dans le Tableau

Parameétres u(MPa) | n(=) | Ju(=) | K(MPa) | n(MPa) l £

Arruda-Boyce 0.37 46.51 - - - - -

Pucci-Saccomandi | 0.252 - 139.53 0.473 - - -
Modeéle hybride 0.26 46.50 — 0.444 0.734 0.378 | 0.272

Tableau 2.6 — Parameétres rhéologiques de I'élastomere testé par Nunes et Moreira [115]

En remplagant les valeurs de ces paramétres dans les équations (2.65), (2.70) et (2.75),

nous obtenons les courbes présentées sur la Figure Ces courbes montrent une
trés bonne corrélation de la loi de comportement de Pucci et Saccomandi et du modéle
hybride avec un écart quadratique moyen de 1.67.10™* pour le premier et de 1.57.107*
pour le second. On constate en revanche que la loi de comportement d’Arruda et Boyce

présente un résultat trés approximatif pour ce matériau et ce mode de sollicitation.
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1.8 - & données de Nunes et Moriera
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FIGURE 2.15 — Comparaison des lois de comportement d’Arruda-Boyce, de Pucci-
Saccomandi et du modéle hybride par rapport aux données en glissement simple de
Nunes et Moreira [115].

2.3.5/ VALIDATION DU MODELE HYBRIDE A PARTIR DE CINQ CRITERES

On se propose dans ce paragraphe de passer en revue les cing criteres qui ont été
énoncés au paragraphe [1.4] du premier chapitre et d’étudier si le modéle hybride est en

conformité avec ces criteres.

2.3.5.1/ DOMAINE DE DEFORMATION

Nous avons vu au paragraphe [2.3.4.7] que le modéle hybride permettait de prédire par-
faitement les données d’essai en traction uniaxiale de Treloar [148], et ce jusqu’a 700%
d’élongation (cf. Figure[2.13](a)). On a fait un constat de méme nature (500% d’élongation
avec les données d’essai de Yeoh et Fleming [166], au paragraphe 2.3.4.2] (Figure 2.14]
(a)). Dans les deux cas, on a également relevé une trés bonne capacité a représenter le
comportement des matériaux testés pour des compressions élevées. Le modele hybride
a donc fait la preuve de son efficacité a couvrir une trés large gamme de niveaux de

déformation.

2.3.5.2/ PREDICTION DES TYPES DE SOLLICITATION

On rappelle qu’'un modele cohérent et consistant avec la physique se doit de produire

un jeu de parametres rhéologiques invariant avec le mode de sollicitation appliqué a un
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matériau donné. On a vu que le modéle hybride remplissait cette condition (paragraphe
2.3.4.1) puisque le méme jeu de parametres permettait de prédire correctement le com-
portement d’'un caoutchouc naturel vulcanisé au noir de carbone, a la fois pour un essai
en traction uniaxiale, pour un essai en cisaillement pur et pour un essai en traction équi-

biaxiale (Figure [2.13).

Un bon modéle doit également étre capable de rendre compte des tendances méme
lorsque les mesures expérimentales présentent un profil chaotique. Le modéle hybride a
manifestement cette capacité comme le prouve la comparaison de la courbe de Mooney
(Figure[2.16] (b)) avec les données d’essai d’Arruda et Boyce [5]. Cette courbe de Mooney
montre en effet de nombreux changements de pente avec de brusques variations. Les
parametres rhéologiques du modeéle hybride permettant de fournir une représentation

correcte de ces variations sont fournis dans le Tableau

Parameétres u(MPa) | n(-) | K(MPa) | n(MPa) 4 &
Modeéle hybride 0.117 9.03 1.284 0.717 1.554 | 2.116

Tableau 2.7 — Paramétres rhéologiques du modele hybride identifiés avec I'essai d’Arruda
et Boyce [5]

Les données d’essai d’Arruda et Boyce correspondent a de la compression uniaxiale
pour laquelle on a vu (cf. paragraphe que des modeles plus conventionnels que
le modeéle hybride éprouvaient des difficultés a corréler de maniere satisfaisante les me-
sures. Cela s’explique par la forte dispersion de ces mesures qui apparait de maniere

significative avec les courbes de Mooney.
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FIGURE 2.16 — Comparaison du modeéle hybride avec les données de compression uni-
axiale d’Arruda et Boyce [9] : (a) courbe contraintes-élongations ; (b) courbe de Mooney
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2.3.5.3/ STABILITE THERMODYNAMIQUE DU MODELE HYBRIDE.

On a vu que les inéquations empiriques (1.118) de Baker-Ericksen impliquaient que les
dérivées "W et "W sont positives. Dans le cas particulier du modeéle hybride, on obtient

ces deux derlvees a partir de I'équation (2.61). La dérivée par rapport a 7; donne :

, L
oW _ Afe =Beo _\ (BesinhBe,\| n d | (1 (') -¢
ar, 1" E[ Vi +ln(ﬁw sinhﬁc)] 24l ﬂ P~ ‘ du
y (") —¢)
=u Be di ﬁdﬁ idﬁc _ Be _n _ 2 U -
[\/_dll T ndl T podl  dl COthﬁ"] 2 P £ ]

2

-1
C(Bedle [ .\ (&'an) -¢
_’un{\/ﬁdll +[\/ﬁ (coth,BL ﬁc)] dI]}_ECXp _[—f

(2.78)
La dérivée de A, par rapport a I; est calculée a partir de (1.98) :
da, 1
= 2.7
dly 64, (2.79)
On peut également déduire de (1.98) que :
Ae = L(B.) = coth3 1 (2.80)
N © B '
Au final, en considérant les expressions de (2.79) et de (2.80) dans (2.78), on obtient :
(" )" -¢)
g ) -¢
oW _u ‘/_L“ T exp|| 22— (2.81)
ol 6 A \/ﬁ 2 &
Le calcul de la dérivée de W par rapport a I, est beaucoup plus facile a réaliser :
ow K
— = — 2.82
on I ( )

La FigureW( ) montre clairement que est positif pour I; supérieur ou égal a 3, ce
qui prouve la premiére inégalité (1.118). On se limite au cas ou /; est supérieur ou égal a
3 car on a démontré que cette condition était toujours satisfaite pour un matériau incom-
pressible (Annexe [A). Léquation (2.82) montre par ailleurs que le paramétre rhéologique

K doit étre positif pour que jw le soit. On observe que c’est bien le cas pour tous les
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exemples que nous avons traité avec le modele hybride (Tableaux et2.7).

Une autre condition de stabilité vue au paragraphe [1.4.3] qui se traduit par I'équation
(1.120), exige une contrainte nulle en I'absence de sollicitation. En appliquant cette condi-

tion au modele hybride (équation (2.61)), on obtient :

-1 -1 _ 2
H \/ﬁ‘[:—l (%) —nexp|- [—(g2 (3;) {] + 4TK -p=0 (2.83)

ou la valeur de g;l (3) est obtenue a partir de I'équation de I’annexe :
g;l (3) =2cos (% arccos (—1) + 4;) =1 (2.84)
En reportant dans (2.83), il vient :
p=5%@£4(1

o

2
1-¢ 4K
-—=] |+ = 2.85
) } 3 (289)
Le multiplicateur de Lagrange p, calculé dans la situation ou le matériau est au repos,

permet donc de prendre en compte la condition de contrainte nulle dans cette situation.

La derniére condition (équation [1.121) a prendre en considération stipule que la densité
d’énergie doit étre nulle pour un matériau au repos. Le modéle hybride satisfait bien cette
condition puisque, d’aprés I'équation (2.61) :

2

_ 3 ) -
W(3,3,1):ﬂn['80—\/ﬁ'&)+ln(l)}—g£exp —[%] du+KIn(1) =0 (2.86)

2.3.5.4/ OBSERVATIONS EXPERIMENTALES DU MODELE HYBRIDE

On rappelle (cf. paragraphe que plusieurs observations expérimentales reportées
dans la littérature par Rivlin et Saunders et Treloar [137, [150] ont établi que :
° g%’ est une constante indépendante de I, et I, pour I; inférieur a 12 et croit expo-
nentiellement pour I, supérieur a 12;

. ‘3% ne dépend pas de I, et est une fonction décroissante de 1.

La Figure [2.17| permet d’observer que le comportement des dérivées 2% et 2% est en
ol ol

conformité avec les observations de Rivlin-Saunders et Treloar.
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FIGURE 2.17 — Comportement des dérivées du modéle hybride par rapport aux invariants
ILieth: (a) gTV‘I/, (b) ZTVZ

2.3.5.5/ COURBE DE MOONEY DU MODELE HYBRIDE.

On a établi aux paragraphes [2.3.4.1] [2.3.4.2 et [2.3.5.2| que le modele hybride prédisait

trés efficacement le comportement d’'un matériau avec les courbe de Mooney (Figures

[2.13(b), [2.14(b) et [2.16] (b)). Cela procede de la logique puisque le terme phénoméno-

logique original que nous avons proposé, basé sur une densité de forme Gaussienne
intégrale, a été introduit dans le modéle hybride afin de corréler au mieux ces courbes de
Mooney. Par ailleurs, il a été rappelé au paragraphe [1.4.5| que les extrema de la courbe
de Mooney constituaient des données caractéristiques d’'une loi de comportement. Ces
extrema sont déterminés en cherchant les zéros de la dérivée de la fonction de Mooney
(équation (1.125)), dérivée qui est calculée par rapport a I'inverse de I'élongation. On

dérive donc la contrainte réduite du modéle hybride a partir de I'’équation (2.76) :

(' an) ¢
£

2
K

+ JES—
Al

d %x/ﬁrl(ﬂc)_ =0 (2.87)

a1 )6 A iV

n
2ex

Léquation (2.87) est non linéaire en % On cherche ses zéros en utilisant la fonction

« fzero » du logiciel MatLab, fonction qui combine la méthode par dichotomie, la méthode
de la sécante et la méthode d’interpolation quadratique inverse [27]. Les trois valeurs
d’extrema pour les données de Yeoh-Fleming et de Treloar ont été calculées avec cette
fonction « fzero ». Les résultats sont reportés dans le Tableau Lobtention de ces trois
valeurs signifie que le modéle hybride est un modéle complet en ce sens qu'il est capable

de reproduire les quatre domaines de déformation présentés au paragraphe : rai-
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dissement final en traction, déformations modérées en traction, transition entre traction

et compression et enfin compression.

LAn | 1/, | 1/Ap
Données de Yeoh-Fleming | 0.397 | 1.417 | 3.014
Données de Treloar 0.35 | 1.642 | 5.927

Tableau 2.8 — Valeurs des extrema de la courbe de Mooney (2.76).
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CONCLUSION.

Ce chapitre a été consacré a la construction d’'une nouvelle densité d’énergie hyperéla-
tique isotrope. Cette densité a été développée en considérant I'’hypothése proposée par
Flory et Erman [48| [49], complétée par Kroon [90], sur les contraintes dominantes qui
régissent le comportement des élastomeres :
¢ la contrainte d’entrelacement des chaines macromoléculaires ;
e la contrainte de raidissement final des chaines macromoléculaires (contrainte des
déformations affines des chaines) ;

e |a contrainte liée aux déformations non-affines d’autres chaines macromoléculaires.

La premiere partie de ce chapitre a été consacrée au choix de I'énergie d’entrelacement.
Une étude comparative a notamment été réalisée entre la loi de comportement de I'éner-
gie d’entrelacement moléculaire proposée dans [49] et |a loi de comportement phénomé-
nologique développée dans [15] 55| 64, [130]. Les résultats de cette étude comparative
montrent que les deux lois de comportement sont réalistes mais que la contrainte d’en-
trelacement phénoménologique (équation (2.11)) est la plus simple a utiliser d’'un point
de vue algébrique. C’est donc la densité d’énergie phénoménologique définie par I'équa-
tion qui a eté choisie comme énergie de la contrainte d’entrelacement du modele
hybride.

La deuxiéme partie de ce chapitre a porté sur les densités d’énergie liées aux déforma-
tions affines et non affines. Pour ce qui concerne les déformations affines, nous avons
choisi le modele 8-Chaines [5] qui permet de représenter la contrainte de raidissement
final. Lexpression de cette contrainte faisant intervenir la fonction inverse de Langevin,
une nouvelle approximation extrémement précise de cette fonction a été proposée. Cette
approximation est obtenue en modélisant le résidu entre I'approximation de Cohen [33]
et les valeurs exactes de la fonction inverse de Langevin. La nouvelle approximation a

permis de gagner un facteur 100 sur la qualité de 'approximation.

Des comparaisons avec des données expérimentales en traction-compression uniaxiale
[150l [166] ont cependant démontré que le modele 8-chaines combiné avec I'énergie
d’entrelacement n’était pas suffisamment précis pour obtenir une corrélation satisfaisante
avec des mesures exprimées en terme de courbe de Mooney. Nous avons donc analysé

et modélisé le résidu, ce qui a permis d’introduire un correctif adoptant un profil Gaussien
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sous forme intégrale (2.60). Ce correctif permet de représenter l'influence des déforma-
tions non affines. Lexpression Gaussienne a été obtenue en étendant au cas général la
modélisation du résidu qui a été réalisée dans le cas particulier d’'un essai de traction-
compression (2.50). La superposition d’'une troisieme densité de nature Gaussienne in-
tégrale avec les densités d’entrelacement et de raidissement final permet d’obtenir notre

modeéle original que nous avons qualifié d’hybride.

La troisieme partie de ce chapitre a été consacrée a la validation de ce modéle hybride. I
s’est notamment révélé trés performant pour plusieurs types de sollicitations homogénes :
traction et compression uniaxiale, traction équibiaxiale, cisaillement pur et glissement
simple [5], [115] (148, [166]. Dans ces différentes situations, le modéle hybride fournit en
effet des résultats plus cohérent avec les mesures, si on raisonne en terme de courbe de
Mooney, que les modeles traditionnels de la littérature. Le modele hybride a également
été validé en jaugeant sa capacité a satisfaire les cing criteres de sélection qui ont été

introduits au paragraphe [1.4]du premier chapitre.

Compte tenu des trés bonnes performances qu'’il présente en terme de représentativité
du comportement des matériaux caoutchouteux, nous avons implémenté le modele hy-
bride présenté dans ce chapitre dans un code de calcul aux éléments finis. Tous les
calculs tensoriels préludant a I'implémentation sont présentés dans le chapitre qui suit

ainsi que les premiers résultats numériques que nous avons obtenus.






3

ANALYSE NUMERIQUE DU MODELE

HYBRIDE

Ce troisiéme et dernier chapitre traite de I'implémentation éléments finis du modéle hyper-
élastique hybride présenté au chapitre précédent dans le code de calcul FER (Finite Ele-
ment Research). FER est un code de calcul universitaire développé par le groupe MDS
(Modélisation en Dynamique des Structures) du Laboratoire de Mécanique et d’Energé-
tigue d’Evry (LMEE). Il est spécialisé dans le traitement des problémes de mécanique
par la méthode des éléments finis, notamment pour ce qui concerne les phénoménes
d’'impact et de contact [30, 31, (127, [128]. Il est a noter que nous avons utilisé dans le
logiciel FER la méthode de pénalisation pour prendre en compte la contrainte d’incom-
pressibilité. C’est la raison pour laquelle nous avons introduit dans le modeéle hybride une
qguatrieme densité d’énergie qui remplace le multiplicateur de Lagrange utilisé dans les

deux chapitres précédents.
Ce chapitre est structuré en trois sections.

La section décrit la formulation variationnelle qui est basée sur des considérations
énergétiques et qui est généralement utilisée dans les codes de calcul pour 'implémen-
tation de lois de comportement non-linéaires. Pour I'implémentation numérique de ces
lois, le choix s’est porté sur une discrétisation en formulation Lagrangienne totale. Le
principal intérét d’'une approche en Lagrangien total est que la configuration initiale reste
constante, ce qui permet de simplifier les calculs [162]. Le probléme a résoudre étant for-
tement non-linéaire, la méthode itérative de Newton-Raphson est utilisée. Cette méthode
revenant a trouver de maniére itérative les solutions du systéeme linéarisé, la détermina-

tion du tenseur tangent d’élasticité est nécessaire.

97
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La section est consacrée au calcul de ce tenseur tangent d’élasticité. Le dévelop-
pement de ce tenseur passe par le calcul tensoriel des dérivées premieres et secondes
de I'énergie de déformation par rapport au tenseur de déformation de Green-Lagrange.
Lénergie de déformation est exprimée sous une forme découplée avec une partie volu-
mique et une partie isochore afin de gérer de maniére optimale, sur le plan numérique, la
condition d’incompressibilité [68, 169, [159]. Cette formulation découplée est ensuite appli-
quée au modele hybride que nous avons développé au chapitre [2. Nous développerons
notamment, par des calculs tensoriels assez longs et fastidieux, les expressions des ten-
seurs tangents (du second et du quatrieme ordre) qui seront implémentés dans FER.
Comme la densité hybride inclue quatre termes, il est difficile d’avoir au final une vue
d’ensemble sur les calculs réalisés qui sont assez nombreux. C’est pourquoi une syn-
thése des résultats principaux qui sont indispensables a I'implémentation éléments finis
a été réalisée dans les Tableaux[3.1let[3.2

La section est dédiée a la présentation du logiciel FER et a la validation de I'implé-
mentation du modeéle hybride dans ce logiciel. Cette validation a été réalisée par com-
paraison entre résultats numériques et solution analytique de référence obtenue dans le
cas d’'une traction-compression uniaxiale homogéne. Cette section s’acheve par la pré-
sentation d’'un exemple numérique qui concerne une sollicitation en traction-compression

non homogeéne.

3.1/ GENERALITES

Limplémentation dans les codes de calculs éléments finis passe par le choix de la mé-
thode d’approximation. Il en existe plusieurs qui ont au final le méme objectif qui est
de remplacer un probléme mathématique défini sur un milieu continu (équations diffé-
rentielles, équations aux dérivées partielles ou équations intégrales) par un probléme
discret (équations matricielles) de dimension finie et résolu numériquement. Parmi toutes
ces méthodes d’approximation, on peut en particulier citer :
¢ la méthode des résidus pondérés ou d’annulation d’erreur qui utilise comme point
de départ les équations locales, les équations différentielles définies sur l'intérieur
du domaine, et les conditions aux limites du probleme définies sur les frontieres du

domaine [36] ;
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¢ la méthode variationnelle qui a pour point de départ une formulation mathématique

basée sur des considérations énergétiques [168].

Nous utiliserons dans le cadre de ce travail le principe des travaux virtuels qui est une
méthode variationnelle. Pour I'implémentation numérique, nous proposons une discréti-
sation éléments finis en formulation Lagrangienne totale [10, (17,36 124, 127,141, [168].
Contrairement au Lagrangien actualisé, qui assemble la matrice de raideur tangente sur
la configuration actuelle, la méthode du Lagrangien total utilise la configuration de réfeé-
rence. Chacune de ces deux méthodes possede ses avantages respectifs. La formulation
Lagrangienne actualisée est plus efficace d’un point de vue informatique [9] car elle ne
prend pas en compte la matrice initiale de déplacement. Mais avec la formulation Lagran-

gienne totale, la configuration initiale reste constante, ce qui simplifie les calculs [162].

Le tenseur de déformations de Green-Lagrange inclut une partie linéaire et une partie

non-linéaire fonction des déplacements nodaux u :

E=

BL+ %BNL (ll)]ll (31)

ou B, est le tenseur reliant la partie linéaire des déformations aux déplacements nodaux
et By, (u) est le tenseur reliant les termes quadratiques non-linéaires des déformations

aux déplacements nodaux. La différentielle de I'équation (3.1) donne :
oE = [B; + By, (w)] 6u (32)
D’aprés le principe des travaux virtuels :

oW = S6EdVy — F. ou (3.3)
Vo

ou V, est le volume du corps dans la configuration de référence et F,,; le vecteur des

forces extérieures. En remplagant I'expression de I'équation (3.2) dans celle de I'équation

(3.3), on obtient :

oW = S[B. +Byr(w)]oudVy —F.ou = (Fiy — Fexr) Su (3.4)
Vo
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ou le vecteur des forces intérieures est défini par :

Fini = S[Bz + By (w)]dVy (3.9)
Vo

Comme 6u est arbitraire et la variation d’énergie nulle, on déduit de I'équation (3.4) :
Fint = Fexy =0 (36)

Pour résoudre le probléeme non-linéaire posé a I'équation (3.6), la méthode itérative de
Newton-Raphson est indiquée. Cette méthode revient a trouver de maniére itérative les

solutions du systéme linéarisé suivant :

K;Au=F,, - F

| . int (37)
ut! =ud' + Au

ol i représente l'itération connue et i + 1 l'itération a calculer. K/, est le tenseur de raideur
tangente actualisée a chaque itération, Au est I'incrément des déplacements nodaux et

F est le vecteur des forces internes supposé connu a l'itération i. Le tenseur de raideur

nt

tangent est obtenu en dérivant les forces internes par rapport a u en partant de I'équation

(3.9) :

4S oB
:fvo [% (BL+BNL(u))+S%(u) dVo (3.8)

— aFim

K
T ou

Par ailleurs, la différentielle du second tenseur de Piola-Kirchhoff S nous permet d’obtenir

'incrément de contrainte en fonction de I'incrément de déformation a partir de (1.29) :

W

oS
OE?

SE (3.9)

Ce qui nous permet d’introduire le tenseur tangent d’élasticité d’ordre 4 utilisé dans la

linéarisation :
PwW oS
=25 - 3E (3.10)

Compte tenu de la relation (1.8) qui lie E a C, I'’équation (3.10) s’écrit encore de maniere

équivalente :
2
ow = 2—6S (3.11)

D=4
oC? oC
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Soit encore en reportant I'expression de I'équation (3.2) dans celle de I'équation (3.9) :
oS = D[BL +BNL (ll)] ou (312)

En remplagant 28 par I'équation (3.12) dans le tenseur de raideur tangent (équation (3.8)),

on peut réécrire ce tenseur en fonction du tenseur tangent d’élasticité D :

Ky = f B/ DB.dV, + S%d%
Yo Yo (3.13)

+ f (B[ DBy, + B, DB, + B, DBy.)dVy
Vo

Le premier terme de I'expression de I'équation (3.13) représente la matrice de raideur
élastique, le second terme la matrice de rigidité géométrique (ou matrice de raideur ini-

tiale en contrainte) et le troisieme la matrice de raideur initiale en déplacement.

On voit donc que la détermination du tenseur tangent d’élasticité D est capitale pour la
mise en place d’'une implémentation éléments finis. Ce tenseur tangent est calculé dans

le paragraphe suivant.

Par ailleurs, dans la suite de ce chapitre, on va manipuler a de nombreuses reprises des
tenseurs d’ordre 2 et 4. Les opérateurs qui vont agir sur ces tenseurs sont nombreux et

classiques. lls sont rappelés dans I'annexe [C|de ce mémoire.

3.2/ TENSEUR TANGENT D’ELASTICITE

Pour simplifier 'implémentation éléments finis et optimiser les performances numériques
avec les modéles hyperélastiques, I'énergie de déformation s’exprime sous une forme

découplée séparant la partie volumique de la partie isochore [68, 169, [159] :
W (C) = W' (J) + W (C) (3.14)

ou C représente le tenseur réduit de Cauchy-Green a droite. Ce tenseur est obtenu en

découplant la réponse du matériau en une partie volumique et une partie isochore [159] :

F = F'F (3.15)
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ol la partie volumique F**! est définie par :
Fl = J'31 (3.16)
Le déterminant de cette partie volumique vaut J. La partie isochore F est donnée par :
F=J'3F (3.17)

Son déterminant vaut 1. On déduit de (3.17) que le tenseur réduit des déformations de

Cauchy-Green droit C s’exprime en fonction de C par :
C=FF=J2FF=J2C (3.18)

On en conclut que les invariants réduits associés & C sont liés a ceux de C par :

I =1 (C) =772 =171 (3.19)

T = {[tr (©)] - (Ez)} = 7B = 1P (3.20)

N =

3.2.1/ CALCUL DU SECOND TENSEUR DE PIOLA-KIRCHHOFF

A partir de I'équation (3.14), le second tenseur de Piola-Kirchhoff défini par I'équation

(1.32) s’écrit désormais sous une forme découplée :

AW dJ W 8C :
=2 - = Quol iso 3.21
S a7 aC " e ac) STHS (3-21)
ol on a pose :
dw'lar W™ 4C
Svol =2 == iso _ o = 3.22
dJ 0C oCc 0C ( )
On remarque tout d’abord en utilisant (1.33) que :
L) 1an 1
0 —( : )——‘93 _lpet= Lo (3.23)

aC _ aC 2J9C 2J° 2
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Commencgons par calculer le tenseur S*° en déterminant, a I'aide de I'équation (3.23), la

dérivée du tenseur C par rapport a C :

c 0(J23C -2/3
7€M jantC oy

oC ~  oC aC aC

=J23 (n— %C@C“) (3.24)

ou l'opérateur ® et le tenseur IT sont définis respectivement par les équations (C.1) et

(C.7) de 'annexe [C]
On conclut en utilisant (3.22) et (3.24) :

S =8:PT=P:S (3.25)

ou le tenseur S d’ordre 2 est défini par :

S= 25W—(E) (3.26)
aC

PP est le tenseur du quatrieme ordre correspondant au calcul de I'équation (3.24) :
1 1
P=Jg?23 (11 - gc—1 ® c) o Pr=y23 (11 -3Ce C‘l) (3.27)

Le produit doublement contracté (:) est défini par I'équation (C.3) de 'annexe[C|

On remarque, en comparant (3.27) avec (3.24), que :

% _pT (3.28)

On s'intéresse maintenant au calcul de $*. En se servant de (3.22) et de (3.23), le

résultat pour le calcul de S est immédiat :

dWV(Jl
vol _ -1
" = J—dj C (3.29)
On récapitule avec (3.21)), (3.25) et (3.29) :
dW\/ol » <
S=J 77 C ' +P:S (3.30)

Le calcul du tenseur S, qui apparait dans (3.30) et qui est défini par (3.26), s’obtient

classiqguement en utilisant les invariants réduits 7, et I, définis par les équations (3.19)
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et (3.20). En supposant que W*° dépend de ces deux invariants réduits, on obtient, en

suivant la méme démarche que pour I'équation (1.34) :

S = — + /| — I- —C
ol ol ol

= 2[(8W- —8W) W™ —} (3.31)

3.2.2/ APPLICATION AU MODELE HYBRIDE

Pour prendre en compte I'incompressibilité dans le modéle défini au chapitre précédent
par I'équation (2.61), on lui adjoint une densité volumique avec un comportement para-
bolique comme cela a été suggéré dans [117] :

Wl = # |77+ 9Im ) -1] (3.32)

ou 2/d représente le module d'incompressibilité et ¢ est un paramétre réel. Dans cette

étude, nous choisissons ¥ = -2 comme préconisé par Simo et Mieche dans [143].

La partie isochore de la densité d’énergie hybride correspond a I'équation (2.61) dans

laquelle on a remplacé les invariants classiques par les invariants réduits :

i zCBc _Bco Bc Sinhﬁco
wise = InlZ s
#n[ Vi n(ﬁw sinhﬁc)]
i P 3.33
n I (ggl (l/l)) 1 _4 d Kl 72 ( )
—EL exp|— e u+Kln 3
avec .
y T LIN el (V3

L=13: Be=L (\/ﬁ] (3.34)

Une implémentation éléments finis nécessite de pouvoir calculer le second tenseur des
contraintes de Piola-Kirchhoff a partir de la dérivée de la densité d’énergie. Concréte-

. ipr 5 , . vol | .
ment, dans notre cas, cela signifie qu'’il est nécessaire de calculer "ZV—J a partir de (3.32)

et 3;% et 53’% a partir de (3.33). Les résultats seront ensuite reportés dans (3.31) et
1 2
dans (3.30).

Un calcul différentiel élémentaire permet d’obtenir :

dWV()l _ 1

dJ d

( 1)- o _K (3.35)

I e, I
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Le calcul de %WT s’obtient simplement en remplagant A par A, 8. par . et I; par I; dans
1

les équations (2.80) et (2.81).

OW™® - 7 (&' (il))_l -¢
pa 67, > e [— (3.36)

3.2.3/ TENSEUR TANGENT D’ELASTICITE

Pour calculer le tenseur tangent d’élasticité, on combine (3.11) avec (3.21)), ce qui permet

d’obtenir une décomposition avec une partie volumique et une partie isochore :

6svol asiso vol ‘o
]D>_2( 3C + 8C)_D +D (3.37)
avec .
asvol ) asis()
vol _ . IS0 _
D _2(‘)C ;D 28C (3.38)

Le tenseur volumique d’élasticité D" est développé en remplagant I'expression (3.29)

dans (3.38) :

vol vol vol vol -1
]D)VOI:Qi(JdW C_l)—Z[ﬂdW c! +]i(dW )C—] +JdW 0C ]

oC dJ TlaC dJ oC\ dJ d] 0oC
vol 2 yx7vol vol -1
_2[dW 0T i, WO AW OC ]

47 oc- T'Ta; ac 4] oC

(3.39)

La dérivée de C~! par rapport a C est un calcul standard [68}, 105, [126] dont on donne ici

juste le résultat :
aCc™!

o —-Cloc! (3.40)

ou l'opérateur © est défini par I'équation (C.4) de I'annexe [C]

La prise en compte des équations (3.23) et (3.40) dans (3.39), permet finalement d’écrire

la partie volumique du tenseur d’élasticité :

vol 2 yy7vol vol
D = J(dW S gt - 2J—d:’]

-1 -1
7 e c'ocC (3.41)

Le tenseur isochore d'élasticité D**° est quant a lui calculé en remplagant I'expression
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(3.25) dans (3.38) : B
a(P : s)
(3.42)

Diso =2
oC

En remplagant I'expression (3.27) de P dans (3.42), on obtient :

Dise :2i J23 l'[—lC‘1®C : S
aC 3
1 aJ 23 d 1 (3.43)
_ _ 1 . Q -2/3 9 e .Q
_2[(11 3c ®C).S]® °C +2J ac[(n 3(: ®C).S]

Le premier terme du tenseur I'* est calculé en utilisant successivement (3.23), (3.27) et

(3.25) :

1 | 8773 2 1 - 2.
2|(m-<c™! : =-Z VP m--Cc'eC|: S|eC™! = -Z8"eC™" (3.44
[( 3C ®C) S]@ 5C 3[J 3C ® ® 3 ® ( )

Le second terme de D™’ est développé en se servant de I'équation (C.5) de I’annexe:

d 1 - d - 1 ~] aC
2B |- -C! :S|=20PF={n:S--(C! : D —
2J ac[( 3C ®C) s] J aé[ S 3(C ®C) s} °C
r _ — 3.45
| B _10(E9e)) e OO
oC 3 aC oC
. . - . 5(§: C) C!
Dans I'équation (3.45)), il est nécessaire d’expliciter I'expression Y :
a((S: c)c! a(S:c)  _ -1
M=C_l®g+(SIC)£
oC oC oC | (3.46)
=C'® c:£+§:£}+(§:c)ac . %€
aC aC aC  5C
La dérivée de C par rapport & C s’obtient a partir de (3.18) :
€ _ pru (3.47)
oC

En reportant ce résultat dans I'équation (3.46)), ainsi qu’en utilisant I'équation (3.40) qui
donne la dérivée de C~! par rapport & C, on obtient :

N _
A 9C) (5 E) ) —c'ec: B prcte5o pr (S:¢c)cloc! (3.48)
aC oC
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On remplace (3.48) dans (3.45) :

_ S oC 2 S oC
2073 — 9 [(H—%C*@C):S} :2J_2/3§ : —C——J_2/3C_1®C:—§:—C

oC gc oC 3 oc 0C (3.49)
2 = ac 2 _, aC
-3C @S —o+ (s c)c oC’! o6

Pour simplifier (3.49), on utilise (3.28), (3.25) et on introduit le tenseur réduit d’élasticité

du quatrieme d’ordre :

5298 (3.50)
aC
On obtient alors :
2J73 — 0 Im- lc—1 ®C|:S|=73D c ®C:D c ® S
oC 3 3 3

, (3.51)
+3(8:¢)ctoc P

Afin de simplifier encore (3.51), on s’intéresse aux premier et dernier termes. En particu-

lier, en utilisant (C.5) de I'annexe[Clet (3.27) :

J-2/3( 3c ®C: D) 1-2/3(n lc-1®c) D:P'=P:D: P’ (3.52)

3
Pour ce qui concerne le dernier terme de (3.51), on utilise les équations (C.2) et (C.5) de
I'annexe[C|et a nouveau (3.27) :

_ 1

%(s:c)c—lec— Pl = 31—2/3Tr(sc)c oC™! ( —§C®C‘1)
X 1 (3.53)

:§Tr(r2/3§c) (C—‘ oC! - gc—1 oC™: C®c—1)

Par un calcul tensoriel un peu fastidieux, mais assez simple a réaliser, on peut montrer
que :
c'loc!l:coc!'=-C'eC’! (3.54)

On reporte (3.54) dans (3.53) :

2 Q. -1 -1, T_2 -2/3Q, -1 -1 1 -1 -1
g(s.c)c oC!:P —gTr(J sc){cloc +3C"eC (3.55)
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On conclut en remplacant (3.52) et (3.55) dans (3.51) :

1 S = 2 :
21—2/3% [(H - §C‘1 ® C) : S] =P:D: P’ - §C“ ® S
(3.56)

2 -2/3¢, -1 -1 1 -1 -1
+3Tr(J sc)(c oC'+:CleC

Finalement, on obtient le tenseur isochore D**° du quatriéme ordre en reportant les équa-

tions (3.44) et (3.56) dans (3.43) :

D =P:D: P’ + %Tr (/727°sc) (C‘1 oC!' - %C‘l ® C‘l)
X (3.57)
-1 iso iso -1
-3 (C ®8* +8* e C )

Cette formule est générale (elle est valable pour n’importe quelle loi de comportement
hyperélastique isotrope incompressible) et classique. Elle correspond a des résultats que

I'on peut trouver par exemple dans [68] [159].

Pour obtenir I'expression définitive de D', il suffit d’expliciter I'expression du tenseur
réduit d'élasticité du quatriéme ordre D qui apparait dans le premier terme de (3.57).

Cette expression est calculée dans le paragraphe qui suit.

3.2.4/ TENSEUR D’ELASTICITE REDUIT DU QUATRIEME ORDRE

Pour des raisons de simplification d’écriture, on introduit les notations suivantes :

aWiso ' §§0 B
or, Y

C’)Wiib‘f’ §2Wiso
o1,  olol;’

iso _
i

i,j=1,2 (3.58)

En utilisant la notation (3.58), le second tenseur réduit de Piola-Kirchhoff S de I'équation

s'écrit :
S=2 [(W{S" +1 Wé"")l - Wé""f] (3.59)

Le tenseur D s’obtient en remplagant ) dans (3.50) :

D=4

awiso 67 ) _ awiso _ awiso ) (96
1o T 1,8 o M)

—+ —W —
oC oC oC oC oC
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Sachant qu’on a supposé que W dépend des deux invariants I; et I, (cf. équation

(3.31)), on obtient, en utilisant la regle de dérivation en cascade :

— oW o1, oW oL, Al .., - OWEC Al - OWE 6,
D=4(I® —— + — —_+—_W2 +/ | ——+ | ——
ol, o0C ol, oC o0C ol; o6C ol, o6C (3.61)
E)Wi 50 57 an 50 87 ) (96 :
- _2 C®—_l— _2 C®—_2—W§S0—_
ol oC ol oC oC

Par ailleurs, on obtient pour les invariants réduits I; et I, les mémes régles de dérivation

que pour les invariants I; et I, (cf. équation (1.33) :

)i I, -
oh _y, %L _7y_C (3.62)
oC oC
De plus, d’apres I'équation (C.7) de I'annexe[C]:
= -n (3.63)
Enfin, pour des raisons évidentes de symétrie :

Wi = wi? (3.64)

On reporte (3.62), (3.63) et (3.64) dans (3.61) :

D=4 [(Wﬁ“ T+ 2T WS + WS 4 ﬁwgf) 101- (Wi +,Wiy)(Col+1eC)

(3.65)
+WiyCe C - wivn]|
Afin de simplifier I'écriture de I, on introduit les notation suivantes :
5 =4(Wiy + 2L Wiy + Wit TiWAY ): 5= 4 (Wi + Tiwiy)
(3.66)
53 = 4W5'520; 54 = —4Wém
donc :
5:511®1+52(I®E+E®I)+536®E+54l'[ (3.67)

A ce stade, avant de traiter le cas particulier du modéle hybride, il est nécessaire de
récapituler les principaux résultats tensoriels obtenus dans le cas général, les calculs

ayant été particulierement nombreux. On rappelle notamment (équation (3.37)) que le
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calcul du tenseur d’élasticité tangent du quatrieme ordre D nécessite le calcul du tenseur
volumique tangent D' ainsi que le calcul du tenseur tangent isochore D'*°. Le tenseur

7 y 7 . . 7 . . s vol
D" est calculé par I'équation (3.41), ce qui nécessite de connaitre les dérivées %

et dZVJVJ”l. Pour sa part, D™ s’exprime en fonction du tenseur réduit du quatriéme ordre D
(équation (3.57)) qui vient d’étre déterminé via la formule (3.67). Il fait intervenir (équation
(3.66)) les dérivées Wise, Wi, Wi’ et Wi, Le paragraphe suivant est consacré au calcul
de ces 6 dérivées dZ,V—JV”l, % Wise, Wiy, Wi et Wi dans le contexte particulier du

modele hybride que nous proposons.

3.2.5/ APPLICATION AU MODELE HYBRIDE

La dérivée premiére de W" par rapport a J a déja été calculée grace a I'équation (3.35).

On en déduit la dérivée seconde :

42 d

A 1
(1 + J2) (3.68)

Le calcul des dérivées premieres Wi et W5** a déja été realisé (cf. équations (3.35) et

(3.36)). On en déduit les dérivées secondes :

— Calcul de Wit
D’aprés (3.36) :

150 /’l \/ﬁ dB 4 B C dzc

Wll :g_— —— T = —=

A. \dI, A.dI

e T

avec 8, = L7! (f—ﬁ) approché selon la formule proposée dans [113] :

On rappelle (équation (2.39)) que les paramétres numériques permettant d’approcher

Ac
i

la fonction de Langevin inverse L‘l( ) ont été calculés dans le paragraphe |2.2.2.4]:
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a=-0488, @ =3.243, b=3.311 et g =4.789.

En utilisant le résultat de la dérivée de 1. par rapport & I; que I'on déduit directement

de I'équation (2.79) :

dilc =— (3.71)
dl; 64,
on en déduit la dérivée de B, par rapport & I :
- |4
Ac
34+ — a—
. 1 («/ﬁ) (ac ) 1
= —= ; taa|—
dl, 6/10\/7_1 1 2 \/ﬁ
1—(—”) (3.72)
\n
—1

+b( \Z/%)ﬁ B + 2)( irj ~1.76(B+ 1) (%) + 0.76,8]}

Quant a la dérivée de g;' (71) par rapport a I, elle s’obtient facilement & partir de

I'équation (B.11) de I'annexe [B|:

d i~ f3 1 1 27| 4n
— g, (l1)|= /== cos|zarccos|— _ [— |+ =
+ 3 i {1 rccos( 27] + 41
sin | = a - =+ =
7 -271 |3 ) 3

Le report des équations (3.71), (3.72) et (3.73) dans (3.69) permet de connaitre com-

pletement Wi°. Il est par ailleurs & noter que la formule (3.73) n’est pas définie lorsque

(3.73)

I; vaut 3, c’est-a-dire lorsque le matériau est au repos. Pour traiter numériquement
cette singularité, l'initialisation des itérations de Newton-Raphson est réalisée avec

une valeur artificiellement trés grande de Wis’.

— Calcul de Wiy etde Wi¥
Les calculs sont immédiats d’apres (3.35) :
K

Wiy = —= (3.74)

I

Wi =0 (3.75)
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Les expressions indispensables a une implémentation éléments finis du modéle hybride
que nous proposons sont synthétisées dans les Tableaux et[3.2] Ces deux tableaux
résument 'ensemble des calculs tensoriels qui ont été effectués dans ce chapitre. Les
formules correspondants a ces calculs ont été implémentées dans le code universitaire

FER (Finite Element Research) selon 'organigramme de la Figure [3.1

1) Lire les données : maillage, propriétés matérielles, conditions aux limites...

P

2) Pour chaque pas de charge. <€

3) Déterminer les forces extérieures
4) Pour chaque itération de Newton-Raphson €

5) Calculer la matrice de raideur tangente K1 (équation 3.13) et le vecteur des
forces résiduelles Fo.e — F, de I’équation (3.7)

6) Modifier K& et Foyp — Fiim pour tenir compte des conditions aux limites

7) Résoudre K%Au = Foyt — Ff;tt

8) Actualiser le déplacement u‘*! = u‘ + Au

9) Tester le critére de convergence basé sur F,,; — F;,, ou Au.

S’il n’est pas satisfait, aller en 4) <

10) Récupérer les déplacements nodaux des éléments
11) Calculer les contraintes et les déformations pour chaque élément
12) Mettre a jour le compteur d’itérations sur le chargement.

Si le chargement total n’est pas atteint, aller en 2) <

FIGURE 3.1 — Implémentation de 'algorithme de Newton-Raphson dans FER [124].

Aprés une présentation du logiciel FER au début du paragraphe suivant, le modéle nu-
mérique ainsi implémenté fait I'objet d’'une validation par une étude comparative entre

résultats numériques et analytiques dans un cas de déformation homogene.
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3.3/ IMPLEMENTATION DU MODELE HYBRIDE DANS LE CODE FER

3.3.1/ PRESENTATION DE FER

Le logiciel universitaire FER (Finite Element Research) est développé par I'équipe MDS
(Modélisation en Dynamique des Structures) du Laboratoire de Mécanique et d’Energé-
tique d’Evry (LMEE). La plateforme de ce logiciel aux éléments finis dispose des possibi-
lités de simulations suivantes :
e calcul statique ou dynamique ;
e lois de comportement en élasticité linéaire ou en hyperélasticité non-linéaire ;
e calcul multiphysique : mécanique du solide, mécanique des fluides, thermique, bio-
mécanique ;
e problémes 2D ou 3D ;
e contact avec ou sans frottement entre plusieurs solides déformables ou rigides par
la méthode du bi-potentiel ;
e dynamique rapide avec impact ;

e pré et post processeur intégrés.

Le code FER est principalement écrit en C++ suivant un modele de programmation
orienté objet. Ses sous-programmes de calcul sont codés en FORTRAN et font appel,
dans un soucis de performance, les librairies mathématiques optimisées BLAS et LA-
PACK [43| 144]. Plusieurs travaux d’'implémentation ont déja été menés dans le passé
dans le domaine de I'hyperélasticité avec les modéles suivants : Blatz-Ko [123], 3é [154],
Yeoh [134], Ogden [126] et HGO [127]. Ces implémentations permettent de réaliser des
simulations dynamiques (http ://Imee.univ-evry.fr/ feng/Ferview.html) illustrées sur la Fi-
gure avec le couplage de non linéarités locales (contact et impact) avec des non

linéarités matérielles modélisées par la loi hyperélastique d’Ogden.

Il est également possible de développer sur FER la simulation d’'un aplatissement de
particule en fusion, dans le cadre de probléme dynamique couplé au phénoméne de
transfert. La Figure [3.3]illustre une variation des champs de vitesse au cours de ce phé-
nomene. Cela illustre la capacité de FER a réaliser du couplage entre mécanique du
solide, mécanique des fluides et thermique en incluant du contact et de la dynamique

rapide avec impact.
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FIGURE 3.2 — Contact et impact d’une balle en caoutchouc dans un entonnoir rigide [45].

l |l| - N

0.000 psec 0.045 psec 0.000 psec 0.045 piec

0079 psec 0.236 paec 0079 e 0.236 pec

-

0393 psec

SIMEF 1.0
velooity 1

P

0292 paec

FIGURE 3.3 — Iso-valeur des champs de vitesse au cours de I'aplatissement d’'une parti-
cule en fusion (http :/Imee.univ-evry.fr/feng/FerDrop.html).

3.3.2/ VALIDATION DE LIMPLEMENTATION DU MODELE HYBRIDE DANS FER

Ce paragraphe est consacré a la validation du modele hyperélastique hybride implémenté
dans FER. Pour cela, nous avons considéré un test homogéne de traction-compression
uniaxiale avec les conditions aux limites illustrées sur la Figure [3.4, En particulier, on
impose un déplacement sur la face avant du cube, ce qui permet de faire varier I'élonga-
tion 2, de 0 exclus a 5. Lintérét de ce test est qu'’il permet de calculer analytiquement les
contraintes associées au modéle hybride (équation (2.72)). Ces contraintes serviront de
valeur de référence pour valider le calcul numérique effectué avec FER. Les paramétres
matériau du modele ont été choisis conformément aux valeurs identifiés des données

expérimentales de Yeoh-Fleming, contenues dans le Tableau [2.3]
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FIGURE 3.4 — Cube en traction-compression uniaxiale.

La Figure représente la courbe analytique de référence et les résultats numériques
obtenus avec FER. On constate une corrélation parfaite entre la théorie et les résultats

numeériques, ce qui valide I'implémentation du modéle hybride dans FER.

To oo résultat anal ytique (équation 2.72
14 J===résultat numérique (FER)

FIGURE 3.5 — Comparaison théorie-numérique.

Pour tester la robustesse de ce modele numérique, un cas de sollicitation non-homogene
en ftraction a été traité, en considérant une éprouvette rectangulaire de dimension
10x3x0.5 mm (Figure [3.6). La partie inférieure de I'éprouvette est encastrée et la
partie supérieure est soumise a un déplacement imposé qui varie de 0 a 3.96 mm. La
simulation a été réalisée avec un maillage composé de 3200 éléments brique cubique et
de 4305 nceuds (Figure [3.6/(a)). La Figure [3.6] (b) présente la distribution des contraintes
de Von Mises sur I'éprouvette déformée. On peut observer une distribution radiale
symétrique des contraintes au centre de I'éprouvette ce qui rend compte de l'isotropie
du modéle hybride. Cette distribution est particulierement visible sur la Figure (c) ou
on a fixé a 0.9 MPa la valeur maximum de la table des couleurs. On observe par ailleurs

la diminution de la surface de la section qui compense I'allongement de I'éprouvette,
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permettant ainsi de conserver le volume, ce qui est conforme a la nature incompressible

du modele hybride.

Contrainte de Von Mises (MPa)
4.0568.004

1 A87e.001
37652001
5 B&2e.001
7 5752.001
9 467e-001
1135000
1.3250+000
151524000
1 T04e+000
18534000
2.082e+000
2.272e+000

2461e+000

2.650e+000

2835000

FIGURE 3.6 — Simulation FER (a)- maillage non-déformé (b)- contraintes de Von Mises
sur le maillage déformé (c) - contraintes de Von Mises avec changement de la table des
couleurs.
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CONCLUSION.

Ce chapitre a été consacré a I'implémentation éléments finis du modeéle hybride dans le
code de calcul universitaire FER. Le tenseur tangent d’élasticité du quatriéme ordre a
été calculé et intégré dans I'algorithme de Newton-Raphson implémenté dans FER. Le
modéle numérique obtenu a été validé a I'aide d’'un exemple classique de chargement
homogeéne en traction-compression uniaxiale pour lequel on dispose d’une solution ana-
lytique de référence. Afin de tester les capacités de notre modele dans des situations de
chargement plus complexes, une simulation 3D a été également réalisée sur une éprou-

vette rectangulaire soumise a un chargement non-homogene de traction.






CONCLUSION GENERALE ET

PERSPECTIVES.

Lobjectif de ce travail de recherche était d’apporter une contribution a la modélisation du
comportement hyperélastique de matériaux de type caoutchouc présentant des caracté-

ristiques isotrope et incompressible.

Létude bibliographique et I'état de I'art (premier chapitre du mémoire) ont permis de rap-
peler les aspects constitutifs et les divers comportements liés aux matériaux caoutchou-
teux, a savoir les comportements statique, endommageable et dynamique. Notre travalil
s’est focalisé sur le comportement statique. L'état de I'art a permis d’établir cinq critéres
d’appréciation des performances des matériaux hyperélastiques :

e couvrir 'ensemble du domaine de déformation ;

prédire tous les modes de déformations avec les mémes paramétres matériau ;

vérifier les conditions de stabilité thermodynamique ;

vérifier les observations expérimentales de Rivlin-Saunders et Treloar ;

prédire la courbe de Mooney.

Un nouveau modele hyperélastique hybride, vérifiant ces cinq criteres, a été proposé
dans le second chapitre du mémoire. Ce modeéle hybride a été construit sur la base des
postulats de Flory et Erman [48,149] complétés ultérieurement par Kroon [90]. Les points

clés a prendre en considération sont :

1. la contrainte d’entrelacement des chaines macromoléculaires ;

2. la contrainte de raidissement final des chaines macromoléculaires (contrainte des

déformations affines des chaines) ;

3. lacontrainte liée aux déformations non-affines d’autres chaines macromoléculaires.

Les deux premieres contraintes ont été modélisées a partir des approches phénoméno-

logique et moléculaire. Pour la densité d’énergie phénoménologique, nous avons choisi

121
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une formulation logarithmique classique [15, 55} 164, 192} 93| [130]. Pour la contrainte de
raidissement final, le modele moléculaire 8-chaines d’Arruda et Boyce [5] 23] a été consi-
déré.

Lexpression du modele moléculaire 8-chaines dépend cependant de la fonction inverse
de Langevin qui n’a pas d’expression littérale connue. Une approximation a donc été
proposée sur la base de I'approximation de Cohen en utilisant la technique « approach-
in-stages method » [12]. Cette approche en deux étapes a permis d’ajouter deux termes
correctifs a la fonction de Cohen et a fait passer I'erreur relative maximale de 4.94% a
0.046% [113].

Une étude comparative entre les prédictions du modéle constitué de la superposition
des densités d’énergie moléculaire et phénoménologique et les données expérimentales
de Treloar [148] et de Yeoh-Fleming [166] a enfin démontré la nécessité de prendre en
compte une troisieme densité d’énergie originale qui adopte un profil Gaussien et une
forme intégrale. Le modéle final est donc une combinaison de trois densités d’énergie
de nature trés différente, d’ou I'appellation de modéle hybride. Pour 'implémentation élé-
ments finis, et afin de tenir compte de I'incompressibilité, une quatrieme densité standard

[143] a également été rajoutée au modéle.

La conformité du modéle hybride avec les cinq critéres d’appréciation exhibés au chapitre
ainsi que des comparaisons théorie-expérience, ont permis d’établir la pertinence de
ce modeéle. Il a donc fait I'objet d’'une implémentation éléments finis dans le code de calcul
FER. Il s’agit d’'un code universitaire développé au sein du Laboratoire de Mécanique de
I'Université d’Evry. Pour réaliser cette implémentation, le tenseur tangent d’élasticité du
quatriéme ordre doit étre calculé. Ce tenseur est obtenu en linéarisant la loi de compor-
tement. Il s’exprime donc a partir de la dérivée seconde de la fonction densité d’énergie
par rapport au tenseur de déformation de Green-Lagrange. Tous les calculs tensoriels
associés a la déetermination des modules tangents sont effectués dans le chapitre 3| de
ce mémoire. Leurs implémentations éléments finis dans le code de calcul FER y est expli-
cité en détail. Deux exemples numériques sont ensuite abordés. Le premier concerne un
test homogéne de traction-compression uniaxiale. |l montre une corrélation parfaite entre
les calculs éléments finis et une solution analytique de référence. Le second exemple
traite le cas d’'une déformation non homogene en traction d’'une éprouvette de section

rectangulaire.
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En termes de perspectives, dans la continuité de ces travaux, plusieurs directions peuvent

étre explorées :

o Tester le modéle hybride dans d’autres cas de chargements non-homogénes comme
un chargement en traction-torsion pour lequel on dispose de solution de référence
[94].

e Traiter un cas numérique complexe avec le modéle hybride, impliquant par exemple
du contact et de I'impact puisque le logiciel FER est spécialisé dans ce domaine.

o Etudier la possibilité de régulariser la singularité a 'origine sur la dérivée seconde de
la densité d’énergie, singularité qui a été signalée au paragraphe [3.2.5 du chapitre
Bl

e Lextension de la densité d’énergie non affine d’un cas uniaxial particulier au cas gé-
néral a été réalisée en opérant un choix parmi deux solutions possibles (cf. Annexe
[B). Ce choix a été argumenté en rappelant que le principal intérét de la densité non
affine était d’apporter une correction dans le domaine de la compression uniaxiale.
Une investigation intéressante a mener serait de combiner la solution en compres-
sion avec la solution en traction. Une combinaison astucieuse de ces deux solutions

serait en effet peut étre a méme de résoudre la singularité précédemment citée.
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A

PROPRIETE SUR LE PREMIER

INVARIANT DE C : I} = Tr(C)

Lobjet de cette annexe est d’établir un résultat technique sur la trace I, du tenseur des
déformations de Cauchy-Green a droite C. Ce résultat prouve que I, est supérieur ou

égal a 3 dans le cas ou le matériau est considéré comme incompressible.

En effet, I; étant la trace de C, on a en régime incompressible :

1
L=+ L+ 3=+ +—— (A1)
A

les A; étant les valeurs propres de C, valeurs propres qui sont positives.

On introduit alors une fonction P de A;, paramétrée par A, :

1
PA)=4++— A.2
() =4 + A i (A.2)
Il est facile de vérifier que P est croissante pour 1; supérieur a ﬁ et décroissante sinon.
Par ailleurs, on a :
1 2
P(—) =h+— (A.3)
Vi Vi

Notons Q cette fonction de A,. Par une étude de fonction triviale (Figure [A.1), on prouve
facilement que :

1
-p(— 0 A4
0 (12) P(\//l_z)23 YA, > (A.4)
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.

FIGURE A.1 — Courbe de la fonction Q (1,).

On en déduit que (Figure[A.2) :

1
P(/ll)=/11+/12+—23 YA >0 VA, >0 (A5)
A1 Ay
}r:
1 7] ..-....-'-'.
Pl—=)=0() =3 —> = , —_---
Ve - b
NSl ——y=P(.D)
? | ——=y=Al+h2
) |
i A
1 1
N

FIGURE A.2 — Courbe de la fonction P (1;).



B

(GENERALISATION DE LA DENSITE

D’ENERGIE NON AFFINE

Lobjectif de cette annexe est de calculer l'inverse de la fonction g définie par I'équa-
tion (2.58). On rappelle que cette fonction apparait lorsque 'on étend au cas général la
densité d’énergie non affine que I'on a exhibé dans le cas d’'une traction-compression
uniaxiale (paragraphe 2.2.5).

On remarque d’abord que, d’un point de vu mécanique, les élongations sont strictement
positives (1 > 0), sans quoi on aurait apparition de longueur, de surface ou de volume
négatif [125]. On se restreint donc a une étude sur l'intervalle 10, +co[. La fonction g (1)
n’est cependant pas monotone, et donc pas bijective, sur cet intervalle (Figure [B.1). En
effet, pour une valeur donnée u, de u, on remarque qu'’il existe deux valeurs de A (no-
tées g5' (u,) et g5' (u,) sur la Figure qui lui correspondent en abscisse. La fonction
g est par contre bijective sur chacun des intervalles ]0, 1] et [1, +co[ pris séparément. Le
premier intervalle correspond a de la compression et le second a de la traction. Nous
allons donc déterminer la fonction réciproque de g sur chacun de ces deux intervalles.

Pour commencer, on déduit facilement de I'équation (2.58) que :

[ @] —u[s" @]+2=0 avec u=3 (B.A1)

Léquation du troisieme degré peut étre résolue par la méthode de Cardan [8, [126].
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—_— = g(A)

u,

CACORS! 90" (up)

FIGURE B.1 — Courbe de la fonction g (1) (équation (2.58))
Ainsi, en posant p = —u et g = 2, le discriminant A de I'équation s'écrit :
u\3
A=-(4p® +274") = 108 [(3) = 1] (B.2)

On constate que A est positif pour tout u > 3. Ainsi, d’apres les formules de Cardan, les

trois solutions de I'équation (B.1) se mettent sous la forme :

R u 1 27\ 2krm _
g w)=2 \/;cos [§ arccos [— 5] + R k=0,1,2 (B.3)
ou plus simplement :
R u 2kr 1 27
g W) =2 \/;cos (6 + T) 0= 3 arccos (— = (B.4)

ou l'indice k permet de distinguer les trois racines de I'équation polynomiale cubique.

On remarque tout d’abord que :

27 T

u>3 = arccos(— —]E[—,T(] = Qe[ﬂ ﬂ]

©3 (B.5)

u3 2

Nous allons ensuite analyser les solutions g;' (1), g;' () et g;' (u) en fonction des

valeurs de k :
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1. k=0:
Léquation (B.4) se réduit a :

gal () =2 \/gcose (B.6)

A partir de 'encadrement (B.5) de 6, nous en déduisons :

Scosé)sg = \/gggal(u)gx/ﬁ (B.7)

| =

Linégalité (B.7) permet de conclure que, pour tout u > 3, la racine g;' (1) est su-

périeure ou égale a un. Elle correspond donc a un chargement en traction. Elle

s’exprime a partir de (B.4) et :

Ly =2 " cos| - _JZ
& (u)—Z\/gcos[3 arccos[ ”3” (B.8)

Lexpression de I'équation s'écrit :

1oy =2 |4 2
g1 (u)—2\/;cos(9+ 3) (B.9)

Or d’apres I'encadrement (B.5) de 6 :

2. k=1:

—1£cos(9+23—ﬂ)s—§ = —2\/g$gl_l(u)$—\/ﬁ (B.10)

Linégalité permet de conclure que la racine gl_l (u) est négative, ce qui ne
correspond pas a une solution physiquement admissible.

3. k=2:
L'équation s'écrit :

' (u):Z\/gcos(0+ 43—”) (B.11)

Le tracé de la courbe associée a la fonction ggl (u) (Figure t montre que la racine

g;l (u) correspond a de la compression.

[l apparait donc, en raison du fait que g n’est pas inversible sur ]0, +o[, que deux solutions

sont candidates. La premiére (équation (B.8)) correspond a de la traction et la seconde
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(équation (B.11)) correspond a de la compression. Il faut donc choisir 'une de ces deux
solutions possibles. Pour que ce choix soit le plus pertinent possible, on remarque d’abord

(Figures[2.10(a) et[2.12| (a)) que l'influence de I'énergie Gaussienne W, est plus impor-

tante dans le domaine de la compression (1~! > 1) que dans celui de traction. Le choix

de la solution ggl (u) défini par I'équation (B.11) s’impose ainsi naturellement.

1.2 3

1 —
—_— A= gy ()

0.8 -
5. 0.6 -

0.4 -

FIGURE B.2 — Courbe de la fonction g;' () (équation (B.11))
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QUELQUES REGLES DE CALCUL

TENSORIEL DE BASE

Lobjectif de cette annexe est de rappeler quelques regles élémentaires de calcul tensoriel
utiles en mécanique. Ces régles sont utilisées de maniére intensive dans le chapitre
de ce mémoire, notamment pour le calcul des tenseurs tangents d’ordre 2 et 4. Pour
une revue plus compléte du calcul tensoriel dans le cadre de la mécanique des milieux

continus, on pourra consulter utilement [139].
Dans cette annexe, on adoptera la convention de sommation sur l'indice répéte.

— Le produit tensoriel classique ® est défini par :
(C®D);j = CijDy (C.1)

— Le double produit contracté : est défini différemment selon I'ordre des tenseurs concer-
nés :

C:D= C,‘ij,' =Tr (C . D), (A . B)ijkl = Aiququkl (CZ)
(A:O)yj=AijuCr;  (C: A)jj = CyAp; (C.3)

— Lopérateur © est défini par :

(CoD);y = (Ciijl + Cilek) (C.4)

| —

ou A et B représentent des tenseurs d’ordre 4 et C et D des tenseurs d’ordre 2.

Les propriétés suivantes sont des propriétés classiques entre opérateurs :
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C=I0:C; A=II:A; (C®D):E=CD:E)=(E:D)C (C.5)

ou ITI est un tenseur du quatriéme ordre défini par un produit de symboles de Kronecker.
ijkr = 6ikdji (C.6)

Enfin, on remarque que :

(9C,]
—L=6pdy = —==0I :
aCy aC ©7)
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Résumeé :

Les travaux de cette thése ont porté sur le développement d’une nouvelle loi de comportement hyperélastique, isotrope et incompressible
permettant de modéliser les matériaux caoutchouteux en grande déformation et en grand déplacement. Cette nouvelle loi combine une
approche moléculaire et une approche phénoménologique, ce qui permet de couvrir un spectre large de sollicitations. Elle est constituée
par la superposition de quatre termes:

e un terme lié a la contrainte d’entrelacement des chaines macromoléculaires observée avec le phénomeéne de cristallisation. Ce terme
est modélisé par une fonction logarithme provenant de I'énergie phénoménologique de Gent-Thomas;

e un terme lié a I'hypothése des déformations affines observées avec le raidissement final de certaines chaines macromoléculaires des
élastomeres. Ce terme provient de la probabilité non-Gaussienne de Langevin. Nous I'avons modélisé par la loi moléculaire 8-chaines
d’Arruda-Boyce avec un aménagement qui consiste a utiliser une approximation originale de la fonction de Langevin inverse;

e un terme lié a la contrainte des chaines ayant des déformations non-affines. Ce terme est modélisé par une fonction Gaussienne sous
forme intégrale. Il s’agit d’'une contribution originale de ce travail de thése;

e une partie volumique standard permettant de prendre en compte I'incompressibilité du matériau.

Les deux principales originalités de la thése concernent donc I'élaboration d’'une approximation inédite de la fonction de Langevin inverse
ainsi que la construction d’un nouveau modeéle hyperélastique isotrope, hybride et incompressible.

Afin d’étudier la pertinence du modéle proposé, des comparaisons ont été réalisés avec plusieurs jeux de données expérimentales
disponibles dans la littérature. Ces comparaisons ayant été couronnées de succes, I'implémentation numérique du modele que nous
proposons a été effectuée dans le code universitaire aux éléments finis FER.

Mots-clés :  Elastoméres. Grandes déformations. Hyperélasticité. Implémentation Eléments Finis

Abstract:

This thesis concerns the development of a new incompressible isotropic hyperelastic behavior law allowing the modeling of rubber
materials with large strain and large displacement. This new law mixes a molecular approach with a phenomenological one and therefore
covers a wide range of loading. It has been built by a sum over four terms:

e a term related to the interleaving macromolecular chains observed with the crystallization phenomenon. This term is modeled by a
logarithmic function coming from the phenomenological energy of Gent-Thomas,

e aterm related to the assumption of affine deformations observed with the final stiffening of a part of macromolecular elastomeric chains.
This term comes from the non Gaussian probability of Langevin. We have modeled it by the 8-chains molecular law of Arruda-Boyce
but with an original approximation of the inverse of the Langevin function,

e aterm related to the stress occurring with non affine strains. This term has been modeled by a Gaussian function adopting an integral
form. This is one of the original contribution of this thesis work,

e a classical volumetric term taking into account the incompressibility of the material.

The two main originalities of the thesis are therefore the introduction of a new approximation of the inverse of the Langevin function and
the development of a new hyperelastic energy density which is isotropic, incompressible and hybrid.
In order to study the efficiency of the proposed model, comparisons were made with several experimental data available in the literature.

These comparisons have been successful and we have implemented our model in the university finite element software FER.

Keywords: Rubber-like material. Large strain. Hyperelasticity. Finite Element implementation.
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