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Analyse mathématique et calibration de modéles de croissance
tumorale

Résumé : Cette thése présente des travaux sur 1’étude et la calibration de modéles d’équations
aux dérivées partielles pour la croissance tumorale.

La premiére partie porte sur ’analyse d’un modéle de croissance tumorale pour le cas de
métastases au foie de tumeurs gastro-intestinales (GIST). Le modéle est un systéme d’équations
aux dérivées partielles couplées et prend en compte plusieurs traitements dont un traitement
anti-angiogénique. Le modéle permet de reproduire des données cliniques. La premiére partie
de ce travail concerne la preuve d’existence/unicité de la solution du modéle. La seconde partie
du travail porte sur I’étude du comportement asymptotique de la solution du modéle lorsqu’un
parameétre du modéle, décrivant la capacité de la tumeur & évacuer la nécrose, converge vers 0.
La seconde partie de la thése concerne le développement d’un modéle de croissance pour des
sphéroides tumoraux ainsi que sur la calibration de ce modéle & partir de données expérimentales
in vitro. L’objectif est de développer un modéle permettant de reproduire quantitativement la
distribution des cellules proliférantes & I'intérieur d’un sphéroide en fonction de la concentration
en nutriments. Le travail de modélisation et de calibration du modéle a été effectué a partir de
données expérimentales permettant d’obtenir la répartition spatiale de cellules proliférantes dans
un sphéroide tumoral.

Mots-clés : modélisation mathématique, croissance tumorale, équations aux dérivées partielles,
sphéroides tumoraux, calibration de modéle, traitement de données expérimentales.

Mathematical analysis and model calibration for tumor growth
models

Abstract : In this thesis, we present several works on the study and the calibration of partial
differential equations models for tumor growth.

The first part is devoted to the mathematical study of a model for tumor drug resistance in
the case of gastro-intestinal tumor (GIST) metastases to the liver. The model we study consists
in a coupled partial differential equations system and takes several treatments into account,
such as a anti-angiogenic treatment. This model is able to reproduce clinical data. In a first
part, we present the proof of the existence/uniqueness of the solution to this model. Then, in a
second part, we study the asymptotic behavior of the solution when a parameter of this model,
describing the capacity of the tumor to evacuate the necrosis, goes to 0.

In the second part of this thesis, we present the development of model for tumor spheroids growth.
We also present the model calibration thanks to in vitro experimental data. The main objective
of this work is to reproduce quantitatively the proliferative cell distribution in a spheroid, as a
function of the concentration of nutrients. The modeling and calibration of this model have been
done thanks to experimental data consisting of proliferative cells distribution in a spheroid.

Keywords : mathematical modeling, tumor growth, partial differential equations, tumor sphe-
roids, model calibration, experimental data processing.
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Chapitre 1

Introduction générale

Avec I'augmentation de 'espérance de vie et I'évolution de nos modes de vie et de notre
environnement, le cancer est devenu une des problématiques majeures de santé publique. Le
cancer est a lorigine d’environ un décés sur sept dans le monde. C’est la deuxiéme cause de
mortalité dans les pays développés (aprés les maladies cardio-vasculaires) et la troisiéme dans les
pays en voie de développement (aprés les maladies cardio-vasculaires et les maladies infectieuses et
parasitaires) [5]. En France métropolitaine, I'incidence (nombre de nouveaux cas) a été estimée
a environ 385 000 (174 000 femmes et 211 000 hommes) en 2015 et le nombre de décés dus au
cancer a été estimé a 149 500 (65 400 femmes et 84 100 hommes) cette méme année [60]. Les
principaux sites touchés par le cancer sont le sein, le colon-rectum et le poumon chez la femme et
la prostate, le poumon et le célon-rectum chez 'homme. Une tumeur se forme lorsque des cellules
ont acquis des mutations leur permettant d’échapper aux systémes de régulation naturels et se
mettent a proliférer anormalement [55]. En général, la plupart des tumeurs sont bénignes et sont
rapidement évacuées par le systéme immunitaire. Malheureusement, dans certains cas, les tumeurs
peuvent devenir malignes et peuvent également acquérir un caractére invasif : elles sont capables
d’envahir les tissus voisins voire d’envahir d’autres organes en traversant le systéme vasculaire,
formant alors ce que 'on appelle des métastases. Les métastases sont la cause d’environ 90%
des décés dus au cancer [52].

De nombreux progrés ont été effectués, tant au niveau biologique, avec une meilleure compré-
hension des phénoménes en jeu, qu’au niveau clinique, avec une amélioration des traitements
disponibles mais aussi des méthodes d’imagerie médicale permettant un meilleur suivi des patients.
Néanmoins, il reste encore de nombreux progrés a faire. En effet, pour certains cancers, comme
les cancers du foie, du pancréas et du poumon, le taux de survie a 10 ans est inférieur & 10% [39].
Gréace aux progrés effectués en matiére d’acquisition de données, aussi bien pour ’acquisition
de données expérimentales que pour les données cliniques, il est possible d’accéder & de plus en
plus de données quantitatives et ces données sont de plus en plus riches et précises. Ainsi, en
couplant ces données avec la modélisation mathématique, il est possible d’apporter de nouvelles
réponses aidant a la compréhension des mécanismes biologiques du cancer. Dans cette thése,
nous nous sommes intéressés a plusieurs aspects de la modélisation du cancer. Aprés une section
de présentation des principaux mécanismes du cancer et des traitements disponibles, suivie
d’une section sur la modélisation mathématique de la croissance tumorale, nous présentons en
Section les objectifs et le plan général de cette thése.
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12 Chapitre 1. Introduction générale

1.1 Les principaux mécanismes du cancer et les modes de traite-
ment disponibles

Le cancer est dii & des mutations génétiques des cellules qui leur conférent la capacité de proliférer
de maniére incontrdlée [55]. Dans cette section nous commengons par présenter le fonctionnement
normal du cycle cellulaire et les mécanismes permettant de le réguler. Au paragraphe suivant, nous
détaillons les principales caractéristiques du cancer [55]. Au paragraphe nous expliquons
les différentes étapes de la maladie. Le paragraphe [1.1.4] donne un aper¢u des méthodes de
traitements disponibles.

1.1.1 Le cycle cellulaire et sa régulation

Une tumeur étant un amas de cellules qui proliférent de maniére incontrélée, nous commencons
par rappeler le fonctionnement du cycle de la division cellulaire (voir Figure . En effet,
c’est notamment un déréglement du cycle cellulaire et des systémes le régulant qui permet au
cellules tumorales une prolifération illimitée. Chez 'Homme, la durée moyenne du cycle cellulaire
est d’environ 24h (cela peut varier d’un individu & 'autre mais aussi pour les cellules d’un
méme individu). Le cycle cellulaire est constitué de 4 phases : les 3 phases Gi, S et Gy, formant
I'Interphase, phase au cours de laquelle la cellule va doubler de taille (tout en assurant les
fonctions pour lesquelles elle a été programmée), afin de préparer la quatriéme phase qu’est la
mitose, la division de la cellule en deux cellules identiques.

— La phase G (gap 1, phase intermédiaire), qui dure en moyenne 11h, est la premiére étape
du cycle cellulaire. Lors de cette phase la cellule augmente en volume et synthétise des
protéines nécessaires a la réplication de ’ADN.

— La Synthése (phase S), est la phase au cours de laquelle a lieu la réplication de '’ADN
grace & I’ADN polymérase. La synthése dure environ 8h.

— La phase Gy (gap 2) est la phase qui démarre lorsque la réplication de I’ADN est compléte.
Au cours de cette phase, qui dure environ 4h, la cellule continue de grandir et synthétise
des protéines qui sont nécessaires a la mitose.

— La Mitose, d’'une durée d’environ 1h, est la derniére phase du cycle cellulaire, elle se divise
elle-méme en plusieurs étapes.

— La Prophase, au cours de laquelle les chromosomes (formés de deux chromatides) se
condensent et se séparent et I’enveloppe du noyau se dissout.

— La Métaphase : les chromosomes s’alignent sur le plan équatorial de la cellule.

— Lors de I’Anaphase, les chromatides sceurs se séparent et migrent vers deux extrémités
opposées de la cellule.

— La Télophase, une enveloppe nucléaire se forme & chacune des deux extrémités de la
cellule, puis la cellule se divise en deux.

En général, a I'age adulte, les cellules ne se divisent que de maniére occasionnelle, lorsque cela est
nécessaire, par exemple pour remplacer des cellules mortes ou bien en cas de blessure. La plupart
des cellules sont ainsi principalement en phase Gg, une phase de quiescence au cours de laquelle
les cellules sont métaboliquement actives mais ne proliférent pas sauf si un signal extra-cellulaire
appelle & la prolifération. Pour qu'une cellule effectue un cycle complet et s’engage dans le cycle
cellulaire, elle doit passer un certain nombre de points de controle.

— Le point de restriction est un point de controle qui a lieu a la fin de la phase G1, au
cours duquel la cellule vérifie la présence de facteurs de croissance extérieurs. La cellule
vérifie également que son matériel génétique n’a pas été altéré (par irradiation par exemple).
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FIGURE 1.1 — Schéma du cycle cellulaire. Source : http://www.futura-sciences.com

Si la cellule est dans les bonnes conditions pour la synthése de ’ADN;, elle va alors passer
en phase S, sinon elle passe en phase de quiescence Gg.

— Au cours de la synthése de ’ADN, il y a un point de contréle pour vérifier qu’il n’y a pas
de dommage 4 ’ADN.

— Le point de controle G /M, est un point de contréle qui a lieu a la fin de la phase Go,
juste avant la mitose. La cellule controle I'intégrité des chromosomes qui ont été répliqués
en phase S. Elle vérifie que le génome a été complétement et correctement répliqué, qu’il
n’y a pas eu d’altération de 'ADN et tente de réparer d’éventuels dommages.

— Lors de la métaphase, I’étape d’alignement des chromosomes durant la mitose, il y a
également un point de controdle pour vérifier que les chromosomes sont bien alignés.

Ces points de controle permettent de réguler la prolifération en empéchant l’avancement dans
le cycle lorsque les conditions ne sont pas réunies et lancent le processus d’apoptose, la mort
cellulaire programmeée, si nécessaire. Ces mécanismes permettent notamment de s’assurer que les
altérations du code génétique ne se propagent pas. Un déréglement de ce systéme de contrdle
peut conduire a la formation d’une tumeur : les cellules affectées par ce déréglement proliférent
alors de maniére incontrolée, propageant ainsi les mutations qu’elles ont acquises.

1.1.2 Les principales caractéristiques du cancer

Comme nous 'avons vu, les cellules normales sont capables de réguler leur prolifération. L’appari-
tion de mutations lors de la division cellulaire permet aux cellules d’acquérir des caractéristiques
qui sont propres au cancer. Dans leur article [54], Hanahan et Weinberg ont établi les principales
caractéristiques du cancer (voir la Figure .

Emission soutenue de signaux de prolifération. Les tissus normaux contrdlent la produc-
tion et ’émission de signaux de prolifération qui vont inciter les cellules & entrer dans le cycle
cellulaire. Les cellules cancéreuses sont quant a elles capables d’émettre des signaux de proliféra-
tion afin d’appeler & la production de facteurs de croissance pour maintenir une prolifération
continue.
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FIGURE 1.2 — Les principales caractéristiques du cancer. Source : [55]

L’échappement aux inhibiteur de croissance. Afin de pouvoir proliférer, les cellules can-
céreuses doivent également étre capables d’échapper aux mécanismes qui limitent la prolifération :
les suppresseurs de tumeur. Les deux principaux suppresseurs de tumeur sont les génes codant
les protéines Rb et p53. Ces deux protéines sont capables de bloquer le cycle cellulaire lorsque
les conditions ne sont pas suffisantes pour aller plus loin dans le cycle cellulaire. La protéine Rb,
qui agit lors du point de restriction, traduit principalement des inhibitions résultant de signaux
extérieurs a la cellule, tandis que la protéine p53, dont ’action a lieu lors de plusieurs points de
contréle comme par exemple lors du point de contréle de la synthése de ’ADN, permet d’arréter
le cycle cellulaire en cas d’altération génétique. Une mutation des génes codant ces protéines
peuvent désactiver leur role inhibiteur. Par exemple, la mutation du géne codant la protéine p53
est laltération génétique la plus commune dans les cancers humains [100].

La résistance a la mort cellulaire. L’apoptose est le phénoméne de mort cellulaire pro-
grammée, au cours duquel la cellule se contracte pour étre éliminée naturellement. Les cellules
tumorales sont capables d’échapper a ’apoptose & travers différents mécanismes. Un de ces
mécanismes est la perte de la fonctionnalité p53, la p53 conduisant & ’apoptose en cas d’altération
génétique. Les cellules tumorales sont également capables d’émettre des régulateurs ou des signaux
de survie qui vont annuler les facteurs conduisant & I’apoptose. Au lieu de mourir par apoptose,
la plupart des cellules tumorales ont tendance & mourir par nécrose. La nécrose est la mort
d’une cellule par explosion. Elle peut étre engendrée aussi bien par I’hypoxie que par l'effet d’'un
traitement. La mort d’une cellule par nécrose peut induire I’émission de signaux pour recruter
les cellules inflammatoires du systéme immunitaire. Ces cellules inflammatoires vont s’occuper de
la destruction des débris de la cellule mais aussi de la réparation du tissu environnant. De fait,
les cellules inflammatoires vont favoriser la prolifération, ainsi que les phénoménes d’angiogenése
et d’invasion (décris dans la suite). Il est également possible que les cellules mortes par nécrose
rejettent des facteurs de régulation qui vont promouvoir la prolifération localement. Ainsi, la
présence de nécrose n’est pas toujours bénéfique.

La réplication a l’infini. Lors de la division cellulaire, une partie non codante de ’ADN,
située a son extrémité et formée par les téloméres, se raccourcit. Ainsi, le nombre de divisions
successives que peut effectuer une cellule normale est limité par la quantité de téloméres dont elle
dispose. Une enzyme, la télomérase, permet d’ajouter des téloméres aux extrémités de ’ADN.
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Gréace a une production élevée de télomérase, les cellules cancéreuses sont capables de se répliquer
de maniére infinie.

L’angiogenése. Pour se diviser, les cellules ont besoin d’un apport en oxygéne et nutriments.
Lorsque la tumeur a atteint une taille élevée et que la vascularisation n’est plus suffisante pour
assurer ’apport nécessaire a la croissance de la tumeur, les cellules tumorales sont capables
d’émettre des signaux, par exemple un signal VEGF (Vascular Endothelial Growth Factor),
afin d’induire le phénoméne d’angiogenése (voir Figure . Le processus d’angiogenése, la
création de vaisseau sanguins a partir des cellules endothéliales, les cellules recouvrant la
paroi intérieure des vaisseaux sanguins, est un phénomeéne parfaitement naturel, par exemple
lors du développement embryonnaire, mais c’est un processus pathologique primordial dans le
développement des tumeurs et donc une cible thérapeutique importante [36} 37].

Blood Vessel Overgrowth on Cell

Tumar VEGF increases Tumor has increased
secretes VEGF blood wesseal blood supply
expression and
movemeant to tumeor

Blood wassal

FIGURE 1.3 — Processus d’angiogenése. Source : https://www.lungevity.org

L’invasion et le processus métastatique. Suite au processus d’angiogenése, lorsque la
tumeur bénéficie de sa propre vascularisation, certaines cellules de la tumeur sont capables de
s’en détacher et de pénétrer dans le systéme sanguin. En général, de telles cellules sont éliminées
par le systéme immunitaire mais il peut arriver que des cellules arrivent & s’installer dans un
nouvel organe, formant ainsi une métastase (voir la Figure . Les organes les plus vascularisés,
tels que le poumon et le foie par exemple, sont les organes les plus touchés par les métastases.

En 2011, Hanahan et Weinberg ont ajouté deux nouvelles caractéristiques, dites "caractéristiques
émergentes" aux six caractéristiques déja évoquées dans leur article de 2000 [55].

La reprogrammation du métabolisme énergétique. Les cellules tumorales sont capables
de modifier leur besoin en nutriments et oxygéne afin de s’adapter & leur environnement.

La résistance au systéme immunitaire. Les cellules cancéreuses sont capables de ne pas
étre détectées par le systéme immunitaire ou bien de résister a leur destruction par le systéme
immunitaire.


https://www.lungevity.org
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FIGURE 1.4 — Dissémination des métastases. Source : [58]

1.1.3 Les étapes de la maladie
Au cours de son développement, la maladie passe par plusieurs phases intermédiaires.

1. La phase avasculaire est la premiére étape de la croissance tumorale. Au cours de cette
étape, qui démarre dés 'apparition de la premiére cellule tumorale, la tumeur croit en
consommant les nutriments et 'oxygéne qui arrivent par diffusion depuis les capillaires
voisins. A partir d’une certaine taille, la zone centrale de la tumeur n’a plus accés aux
nutriments, qui sont consommeés par les cellules en périphérie de la tumeur. Il se forme
alors une zone de quiescence, composée de cellules au repos, voire un cceur de nécrose,
composé de cellules morte par nécrose.

2. Lorsque la tumeur a atteint une taille élevée, celle-ci ne peut plus continuer sa croissance
sans un apport supplémentaire en nutriments [38]. Pour pouvoir continuer sa croissance, la
tumeur enclenche alors le processus d’angiogenése afin d’acquérir sa propre vascularisation.
C’est la phase vasculaire.

3. La phase métastatique débute lorsque la tumeur commence a disséminer des métastases
dans 'organisme.

1.1.4 Différents modes de traitement de la maladie

L’objectif des travaux de 1’équipe MONC étant de pouvoir modéliser I'effet des traitements sur
les tumeurs, comme c’est le cas dans le modeéle étudié en Partie [[ nous présentons ici une liste,
non exhaustive, des traitements disponibles [40, 59, [60].

La chirurgie

La chirurgie est le premier mode de traitement considéré. Elle est réalisée lorsqu’elle est possible.
En plus de la chirurgie traditionnelle, il existe d’autres méthodes pour éliminer la tumeur, par
exemple la chirurgie par radiofréquence qui permet de détruire la tumeur par la chaleur ou
au contraire la cryochirurgie qui consiste & appliquer un froid intense pour détruire la tumeur.
Si la tumeur est trop grosse ou mal située, la chirurgie ne peut étre effectuée et il faut alors
passer & d’autres modes de traitement. Il arrive également que la chirurgie (traditionnelle) soit
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a lorigine de la dissémination de métastases [97]. La chirurgie est souvent associée a d’autres
modes de traitement, comme la radiothérapie ou la chimiothérapie (présentées dans la suite). Ces
traitements peuvent étre réalisés avant I'opération (on parle alors de traitements néo-adjuvants
ou préopératoires) afin de réduire la taille de la tumeur pour en permettre ’ablation. Il est
également possible des les prescrire aprés la chirurgie, on parle alors de traitements adjuvants
(ou post-opératoires), afin de s’assurer d’éliminer des cellules tumorales qui auraient pu ne
pas avoir été éliminées lors de la chirurgie.

Les traitements locaux

La radiothérapie. Cela consiste & utiliser des radiations ionisantes qui cassent les brins d’ADN
de la cellule, entrainant la mort cellulaire.

L’électroperméabilisation ou électroporation. Cela consiste a appliquer un champ élec-
trique & ’aide d’électrodes placées dans une zone ciblée. L’application d’un champ de forte intensité
sur une longue période permet de détruire les cellules, on parle alors d’électropermeéabilisation
irréversible. En appliquant un champ de plus faible intensité et/ou sur une période plus courte,
il est également possible de perméabiliser la membrane des cellules pour facilité I’entrée de
molécules dans les cellules, telles que des médicaments mais aussi des molécules d’ADN, on parle
alors d’électropermeéabilisation réversible. La modélisation de ’électroporation a fait I'objet
de la thése de Michael Leguebe [63, [69, [70].

Les traitements systémiques

La chimiothérapie. C’est 'administration (soit par intraveineuse ou sous la forme de compri-
més) de molécules qui s’attaquent aux cellules se divisant rapidement. Ainsi, elles s’attaquent
aux cellules tumorales mais malheureusement également aux cellules a renouvellement rapide de
lorganisme, comme les cellules des cheveux, les globules rouges, les globules blancs, les plaquettes
et les cellules de I'estomac, induisant alors des effets secondaires non négligeables.

Les thérapies ciblées. Elles consistent a utiliser des molécules qui ciblent des voies molé-
culaires propres aux cellules tumorales. Ces thérapies peuvent étre réparties en plusieurs familles :
les anticorps, qui bloquent une molécule précise a la surface de la cellule et les inhibiteurs, qui
bloquent une voie moléculaire particuliére & I'intérieur de la cellule. Nous citons par exemple les
inhibiteurs de tyrosine kinase (TKI) qui inhibent la tyrosine kinase (TK), une enzyme
responsable de réactions intervenant dans la prolifération cellulaire. Certaines thérapies ciblées
peuvent également avoir un effet anti-angiogénique, c’est-a-dire qu’elles peuvent bloquer la
formation de nouveaux vaisseaux sanguins.

L’immunothérapie

L’immunothérapie consiste a utiliser le systéme immunitaire pour combattre les cellules tumorales.
Parmi les méthodes d’immunothérapie, nous pouvons disctinguer I'immunothérapie non
spécifique qui consiste a stimuler le systéme immunitaire global par des molécules de la famille
des cytokines, comme l'interféron ou l'interleukine 2. L’inconvénient de cette méthode est qu’elle
ne cible pas uniquement les cellules tumorales, ce qui induit des effets secondaires comme des
nausées ou de la fievre. Un second type d’immunothérapie est la vaccinothérapie dont le
principe est d’éduquer le systéme immunitaire a reconnaitre des antigénes propres aux cellules
tumorales afin de reconnaitre et d’attaquer ces cellules tumorales (remarque : il est également
possible d’utiliser des vaccins & titre préventif, notamment en utilisant des vaccins contre des
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infections virales qui sont & l'origine de certains cancers, comme ’hépatite B qui peut étre a
Iorigine du cancer du foie ou un certain papillomavirus qui peut étre a I'origine du cancer du col
de l'utérus).

1.2 La modélisation mathématique du cancer

Face a la complexité des phénoménes en jeu dans le développement du cancer, la modélisation
mathématique peut permettre d’améliorer la compréhension de ces phénoménes, notamment
grace a l'explosion de la quantité de données disponibles, aussi bien au niveau expérimental
qu’au niveau clinique, avec le développement et I’amélioration des données d’imagerie disponibles
(IRM, CT-scan, PET-scan, etc.). L'intérét de la modélisation au niveau biologique est de pouvoir
développer de nouvelles théories biologiques et de les confronter aux données, comme par
exemple les cultures de sphéroides tumoraux [23, [34] [72] 89, [101]. En clinique, la modélisation
peut permettre de proposer de nouvelles cibles de traitement, prédire 1’évolution de la maladie
ou bien aider & la personnalisation du traitement.

Nous présentons dans cette section un apercu de la modélisation mathématique de la croissance
tumorale. Nous nous limitons ici & la modélisation de tumeurs solides. Pour une revue de la
modélisation mathématique de la croissance tumorale nous renvoyons le lecteur aux articles
[3, [8]. Les premiers modéles qui permettent de modéliser la croissance tumorale sont les modéles
basés sur des équations différentielles, les modéles EDO. Les modéles d’équations différentielles
permettent de décrire I’évolution temporelle de la masse ou du volume d’une tumeur. Pour
une revue des modéles EDO, nous renvoyons le lecteur a [11]. L’un des premiers travaux de
modélisation de tumeurs solides est le travail de Mayneord [75], dans lequel I'auteur montre qu’il
faut nécessairement que la prolifération n’ait lieu que sur une région en périphérie de la tumeur,
dont I’épaisseur diminue au cours du temps, pour pouvoir expliquer la croissance linéaire observée
sur des tumeurs implantées sur une population de rats. Le modéle le plus connu pour modéliser
I’évolution du volume d’une tumeur et qui permet d’observer un ralentissement de la croissance
tumorale est le modéle de Gompertz. Ce modéle a été développé pour décrire ’évolution d’une
population humaine [48], mais il a par exemple été utilisé pour la modélisation de la croissance
de tumeur du sein [79]. Le modéle peut s’écrire sous la forme suivante :

dVv K
E = CLVIH (V) 5

ol V est le volume de la tumeur. Le paramétre K est la taille maximale que peut atteindre
la tumeur dans un environnent donné. Il permet de prendre en compte la quantité limitée de
ressources disponibles dans I’environnement pour expliquer un ralentissement de la croissance. Si
les modéles EDO permettent de capturer I’évolution de 'aire tumorale ou du volume tumoral, ils
ne permettent pas d’'inclure les effets spatiaux, comme par exemple 'hétérogénéité tumorale, qui
sont observés aussi bien sur des données expérimentales qu’en clinique. Pour cela, de nombreux
modéles spatiaux ont été développés. Les modéles spatiaux peuvent se distinguer en deux
catégories :

— les modeéles discrets,
— les modéles continus.

Nous présentons dans la suite une revue des ces différents types de modéles. Des revues et
comparaisons entre les modéles discrets et les modéles continus peuvent se trouver dans la
littérature [0} 201 [86], Q0.
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1.2.1 Les modéles discrets

Les modéles discrets consistent a décrire le comportement des cellules individuellement. Parmi
les modéles discrets, nous pouvons distinguer deux sous-familles de modéles : les modéles discrets
sur grille et les modéles agent-centrés. Pour une revue de tels modéles, nous renvoyons le lecteur
aux articles [62], [84].

Modéles sur grille (on lattice models). Dans ce type de modéles, ’espace est découpé en
plusieurs cases, appelées sites (ou cellules, a distinguer des cellules biologiques) formant ainsi une
grille ou un réseau. Un certain nombre de régles permettent de faire passer une case d’un état a un
autre & chaque pas de temps, en fonction des ses interactions avec les cases voisines. Les modéles
discrets sur grille présentent 'avantage d’étre faciles a& implémenter et & modifier. Néanmoins,
dans ces modéles, les déplacements, les positions et les formes des cellules sont imposés par la
forme de la grille. Les modéles d’automates cellulaires, dans lesquels chaque case correspond
a une cellule biologique, sont des modéles discrets sur grille trés utilisés pour la modélisation de
cellules biologiques [I]. Nous citons par exemple les travaux de Dormann et Deutsch [30] 32] et
d’Anderson et al. [7]. 11 existe également un autre type de modeéles discrets sur grille, les modéles
de Potts cellulaires [T, 9], dans lesquels les individus modélisés peuvent cette fois occuper
plusieurs cases, ce qui permet de prendre en compte par exemple la déformation des cellules.

Modéles agent-centrés (agent-based models ou off-lattice models). Contrairement aux mo-
déles sur grille, dans ce type de modéle, les individus, également appelés agents, sont représentés
par des objets individuels et leurs propriétés peuvent étre définies indépendamment. Dans ce
type de modéles, les individus ont généralement une forme sphérique, c’est le cas par exemple
dans les travaux de Galle et al. [44] et Drasdo et al. [33] [34]. Dans certains modéles, les objets
peuvent également se déformer en fonction de leurs interactions [89]. L’avantage de ce type de
modéles est de pouvoir prendre en compte la modification de la forme et de la taille des cellules.

L’avantage des modéles discrets est de permettre de modéliser les cellules, leurs interactions et
leurs changements d’états individuellement, ce qui les rend trés adaptés a la comparaison des
simulations de ces modéles avec des données de cultures de cellules, notamment pour les cultures
de cellules en 3D comme les cultures de sphéroides. Cependant, & cause de leur coiit de calcul
important, I'utilisation des modéles discrets est moins adaptée a la modélisation d’un trés grand
nombre de cellules que les modéles continus.

1.2.2 Les modéles continus

Les modeéles continus spatiaux sont basés sur des équations aux dérivées partielles (EDP)
décrivant 1’évolution spatio-temporelle de différentes populations de cellules, en considérant leur
densité. L’intérét de tels modéles est qu’ils permettent de modéliser la tumeur & 1’échelle du tissu
tout en prenant en compte I’hétérogénéité spatiale observée en clinique sur les images médicales.
Ainsi, ces modéles sont plus adaptés pour la modélisation de tumeurs & des étapes avancées de
leur croissance. Les modéles continus sont aussi bien utilisés pour modéliser la croissance de
tumeurs dans le stade avasculaire [23], [94] 85, 102, 103] que le phénoméne d’angiogenése et le
stade vasculaire [13, 25| [74].

Parmi les modéles continus, nous pouvons distinguer deux grandes sous-familles de modéles, en
fonction de leur fagon de modéliser le mouvement des cellules.
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FIGURE 1.5 — Mouvement passif des cellules induit par la prolifération cellulaire. Source : [27].

La premiére famille de modéles est basée sur des équations de réaction-diffusion, dont 1’équation
pour une densité de cellules tumorales donnée par P s’écrit sous la forme suivante :

0P+ V - (—=DVP) = termes de création — termes de mort, (1.1)

ou D est la diffusivité du milieu. Dans ce type de modeéles, le terme de diffusion V - (—=DV P)
suppose que les cellules ont un mouvement actif. Ce type de modéles est plutot adapté aux
tumeurs primaires et notamment pour les tumeurs invasives comme les glioblastomes, qui ne
présentent pas de front tumoral net [45] [96].

La deuxiéme famille de modéles est basée sur des équations de transport et se présente sous la
forme suivante :

0P+ V - (vP) = termes de création — termes de mort, (1.2)

ol P est une densité de cellules tumorales et v leur vitesse de déplacement. Ces modéles
permettent de modéliser les tumeurs présentant un front bien net, comme c’est le cas pour les
métastases, puisque les cellules des métastases proviennent d’un autre organe et sont donc de
nature différente de celles du tissu environnant. Dans ces modéles, le mouvement des cellules est
supposé étre un mouvement passif induit par la prolifération cellulaire, comme expliqué par la
Figure : lorsqu’une cellule se divise en deux cellules filles, les deux cellules filles vont pousser
les cellules voisines, générant un mouvement passif global & I'intérieur de la tumeur. Pour la
résolution de ces modéles, il est nécessaire de faire une hypotése sur la vitesse v dans I’équation
précédente. Une des hypothéses les plus courantes est 1'utilisation d’une loi de Darcy [4], ce qui
revient & voir le milieu extra-cellulaire (la matrice extra-cellulaire) comme un milieu poreux.
D’autres hypothéses peuvent étre étudiées [15].

Parmi ces modéles, il est possible de distinguer deux approches différentes pour modéliser les
interfaces entre les différentes populations de cellules [42]. L’approche des modéles a frontiére
libre consiste a considérer que chaque population de cellules occupe un domaine qui lui est
propre, la frontiére entre chacune de ses populations étant alors une des inconnues du modéle
[24, 26, [43], BT]. L’approche des modéles basés sur la théorie des mélanges est de considérer que
les différentes populations de cellules sont présentes en tout point de I'espace mais avec des
proportions différentes [21].

Remarque 1.2.1. Nous n’avons pas traité ici de la modélisation mathématique du processus
d’invasion métastatique. Celle-ci a fait l'objet de la thése d’Etienne Baratchart [9, [10]. Nous
renvoyons le lecteur a [92] pour une revue de la modélisation du processus métastatique.
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1.3 Objectifs et plan de la thése

Les travaux présentés dans ma thése sont répartis en deux parties distinctes, représentant deux
facettes de la modélisation mathématique de la croissance tumorale : I’analyse mathématique
d’un modéle pour la croissance tumorale et la calibration d’'un modéle & partir de données
expérimentales in vitro. Au cours de cette thése, effectuée dans le cadre de I’équipe de recherche
MONC, mes choix de modélisation ont été influencés par ce groupe de recherche : dans les
modéles sur lesquels j’ai travaillé, la dynamique des cellules tumorales est modélisée par des
équations de transport sur différents types de populations de cellules, comme par exemple des
cellules proliférantes, des cellules quiescentes ou de la nécrose, sous ’hypothése que ces cellules ont
un mouvement passif induit par la prolifération cellulaire [I3], [85] (comme décrit en Figure .
Les deux principaux objectifs de ma thése peuvent se résumer ainsi :

1. Le premier objectif de la thése est de faire une analyse mathématique d’un modéle générique
de croissance de métastase soumise & deux types de traitements.

2. Le second objectif de ma thése est de développer un modéle pour la croissance de culture de
cellules tumorales en 3D, les sphéroides tumoraux, et de proposer une méthode de calibration
de ce modéle a partir de données expérimentales. En effet, du fait de la complexité du
modéle développé dans le cadre de ces travaux, la calibration de ce modéle représente une
étape importante de la modélisation. L’intérét des travaux présentés ici est de permettre
la calibration des paramétres liés & la croissance libre de sphéroides tumoraux sans avoir
& modéliser d’autres phénomeénes, comme la mécanique des sphéroides ou bien l'effet de
traitements. Le travail de cette partie a été effectué dans le cadre du projet MIMMOSA
labellisé plan cancer dont 'objectif est d’améliorer la compréhension de la croissance de
tumeurs solides aux premiers stades de leur croissance.

Ma theése se décompose alors en deux parties. La partie [I] présente les travaux réalisés pour
'analyse mathématique d’un modéle de croissance de tumeurs. La Partie [[I] présente les travaux
réalisés dans le but de développer un modéle pour la croissance de sphéroides tumoraux.

1.4 Résumé de la Partie

La Partie[[] est constituée d'un seul chapitre, le Chapitre 2] Ce chapitre consiste en un article qui
est actuellement en cours d’évaluation. Dans cet article, nous effectuons une analyse mathématique

d’un modéle pour la résistance aux traitements de métastases au foie de tumeurs gastro-intestinales
(GIST).

1.4.1 Présentation du modéle

Le modéle que nous avons étudié est présenté dans [68]. C’est un modéle d’équations aux dérivées
partielles pour la croissance de métastases de GIST soumises & deux thérapies ciblées différentes,
il est basé sur le modéle de Billy et al. [13]. Dans ce modéle, nous considérons les densités de
cellules pour différentes populations de cellules. Nous notons P la densité de cellules tumorales
proliférantes et S la densité de cellules saines. Dans le modéle, la prolifération engendre une
pression II dont le gradient v déplace les cellules. Afin de modéliser 'effet du traitement, nous
considérons deux thérapies ciblées différentes.

— Nous notons 7; le premier traitement (Imatinib), c’est un inhibiteur de tyrosine kinase
qui réintroduit 'apoptose dans le cycle cellulaire. Son effet est modélisé ici par un effet
cytotoxique. Nous quantifions son effet par un parameétre py qui est une fonction dont le
support est l'intervalle de temps sur lequel le traitement est appliqué;
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— nous notons 7z, le second traitement (Sunitinib), c’est aussi un inhibiteur de tyrosine kinase
qui réintroduit ’apoptose dans le cycle cellulaire. Ce traitement posséde également un effet
anti-angiogénique. Nous quantifions son effet cytotoxique par un paramétre uo et son effet
anti-angiogénique par un parameétre o qui sont des fonctions dont le support est I'intervalle
de temps sur lequel le traitement est appliqué.

Pour modéliser la résistance des cellules tumorales a ces deux traitements, les cellules proliférantes
sont décomposées en 3 populations distinctes :

— la premiére population, dont la densité est notée P; est constituée des cellules tumorales
qui sont sensibles aux deux traitements 77 et T ;

— la deuxiéme population, de densité P, est constituée des cellules qui sont résistantes au
M )
premier traitement mais sensibles au second traitement ;

— enfin la troisiéme population, de densité Ps, est constituée des cellules qui sont résistantes
aux deux traitements.

Ainsi la densité de cellules proliférantes vérifie :

P=P + P, + Ps.

Il est reconnu que ce sont des mutations qui vont conférer aux cellules tumorales la résistance
a ces deux traitements. Comme le modéle est destiné a étre utilisé sur des données issues de
scanners de patients, le temps initial considéré n’est bien évidemment pas la date d’apparition de
la tumeur. Ainsi, nous supposons dans le modeéle que les 3 populations décrites ci-dessus sont
déja présentes au moment du premier examen. Sous l'effet des traitements ou de ’hypoxie, des
cellules tumorales peuvent étre amenées & mourir et a former de la nécrose, dont nous notons
la densité N et nous supposons que cette nécrose est évacuée par l'organisme avec un temps
caractéristique 7.

Pour modéliser le phénoméne d’angiogenése, nous considérons une variable M qui représente a
la fois la concentration en nutriments et oxygéne mais aussi la vascularisation. Cette variable
controle le taux de prolifération des cellules tumorales, noté 1 (M), ainsi que leur taux de mort
par hypoxie, noté vo (M) (pour 71 et 72, nous considérons des fonctions de type sigmoide dont un
exemple de formule est donné dans 'article présenté au Chapitre . Nous faisons I’hypothése que
la vascularisation est apportée depuis le tissu sain en direction de la tumeur, proportionnellement
a un signal de VEGF, noté &, qui est émis par les cellules sous hypoxie, représentées par la
fraction ~o(M)P, afin de générer la production de nouveaux vaisseaux sanguins nécessaires a la
survie de la tumeur.

En considérant un domaine ouvert régulier Q de Iespace R? (avec d = 2,3) et en notant S sa
frontiére et n la normale extérieure sur 0f2, le modéle que nous avons étudié peut alors s’écrire
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de la maniére suivante :

) = 2(M))P1 — (p1 + p2) M Py,
) = 72(M)) Py — pa M P,

(1.3a)
(1.3b)
) — 72(M))Ps, (1.3¢)
(1.3d)
(1.3¢)

S EE

=7(M)(Pr+ P+ P3)+ i MP;
+ peM (P + P,) = (1/7)N,

\ P=P,=P3=1-S=N=0, siv-n<0surdf (1.3f)
. V-v=m(M)(P+ P+ Ps) (1.3g)
— (17N,
) v = — kVIL, (1.3h)
‘ Ipq =0,
M — AM +V - (MEVP) = —nMP + CoS(1 — M), (1.31)
{ Moo =1,
hé=a Qm(P—VQ(Pl—i—PQ))d:c—)\&, (1.3j)

avec conditions initiales pour Pi, P», P3, N, S, M et £.

Les résultats des travaux présentés dans la thése de Guillaume Lefebvre [67] et dans l'article [68]
montrent que le modéle est capable de reproduire ’évolution de l'aire tumorale mais également
I'hétérogénéité tumorale observée sur les scanners (voir Figure tirée de la thése de Guillaume
Lefebvre [67]).

1.4.2 Reésultats

[’analyse mathématique du modéle présenté a la section précédente a conduit a la rédaction de
Particle (actuellement en cours d’évaluation) qui fait 'objet du Chapitre [2| Le premier résultat
qui est exposé dans cet article est la preuve d’existence et d’unicité locales de la solution lorsque
la tumeur initiale est a support compact dans le domaine d’étude. Cette preuve permet de
mettre en avant les difficultés soulevées par les couplages entre les différentes inconnues du
modéle, notamment le couplage entre les équations sur les densités de cellules et I’équation sur
la vascularisation. La preuve repose principalement sur des estimations non linéaires dans des
espaces de Sobolev d’ordre élevé et sur une méthode de point fixe de Banach. Bien que la preuve
ait été effectuée sur le modéle de métastases de GIST que nous avons présenté, cette preuve est
suffisamment générale pour étre applicable a différents modéles dont la structure est similaire. Le
second résultat présenté dans l'article est la convergence de la solution du modéle avec nécrose
vers la solution d’un modéle sans nécrose lorsque le paramétre de temps d’évacuation de la
nécrose tend vers zéro. Le modéle sans nécrose correspondant au modéle s’écrit sous la
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FIGURE 1.6 — Evolution spatiale de la métastase hépatique d’un patient sur une série de scanners.
Les figures et les légendes sont issues de la thése de Guillaume Lefebvre [67]. (a) : Aire tumorale.
Chaque point représente 'aire de la tumeur mesurée sur les scanners et la ligne verte représente
la résultat numérique du modéle. Les lettres font référence aux scanners montrés sur la droite.
Les symboles @ représentent les tumeurs hétérogénes, o les tumeurs plutét homogénes et o les
tumeurs pour lesquelles il est difficile de détecter sur le scanner un aspect hétérogéne ou homogéne
dominant. L’ITmatinib correspond au traitement 77 et le Sunitinib correspond au traitement 75.

(b) et (c) : Comparaison entre les scanners et les simulations numériques du modéle au jour 406
(b) et au jour 776 (c).

forme suivante :

( OPL+ V- (vP) = (mi(M) = 72(M)) Py = (1 + p2) M Py, (1.4a)
Py +V - (VPy) = (m(M) —v2(M)) Py — uaM Ps, (1.4b)
4 O Ps+V - (VP3) = (v1(M) — ~v2(M)) Ps, (1.4c)
0,5 +V - (vS) =0, (1.4d)
\ PP=P=P;=1-5=0, siv-n<0surdf
( Vev=(m(M)—=y(M)(P+ P+ Ps) (1.4e)
{ — M Py — pa M (P + P),
v = — kVIIL, (1.4f)
' Moo = 0,
DM —AM £V - (MEVP) = —nMP + CoS(1 — M), (1.4g)
{ Moo =1,
0 = « 22(M) (P — (P + P))dx — A, (1.4h)
o max 1y

avec conditions initiales pour Pi, P>, P3, S, M et &.

L’intérét de ce résultat de convergence est que, dans le cas d’une application clinique d’un tel
modeéle, il est possible d’utiliser un seul modéle, le modéle avec nécrose, pour pouvoir décrire
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deux comportements qualitatifs différents, la présence et I’absence de nécrose.

Heuristique de la preuve d’existence et d’unicité de la solution

La principale difficulté de la preuve d’existence et d’unicité provient des nombreux couplages
entre les différentes inconnues du modéle. Les différents couplages qui interviennent dans le
modele sont résumés en Figure [I.7] De maniére simplifiée, un couplage entre 3 inconnues X, Y’
et Z (pouvant représenter une densité de cellule, la vascularisation, la vitesse de déplacement des
cellules ou bien le signal VEGF dans notre cas) peut s’écrire sous la forme suivante :

X = f(V, 2), (1.5)
Y :g(Xv Z)u
Z =h(X,Y),

c’est-a~dire que I'inconnue X est la solution f(Y, Z) d’une équation qui dépend de Y et Z (de
méme Y dépend de X et Z et Z dépend de X et Y'). Le probléme que nous cherchons & résoudre
est de trouver le triplet (X,Y, Z) tel que

(X,Y,2) = o(X,Y, Z) = (f(Y, 2),9(X, Z), h(X,Y)), (1.8)

c’est-a-dire que nous cherchons un triplet (X,Y, Z) qui est un point fixe de I’application ¢. Méme
lorsque la résolution des équations , et (1.7) individuellement est relativement simple,
le probléme se pose lorsqu’il s’agit de résoudre le systéme couplé , notamment lorsque les
dépendances entre les inconnues X, Y et Z sont non linéaires, comme c’est le cas dans notre
modeéle. Pour surmonter cette difficulté, nous avons utilisé une méthode de point fixe de Banach.
Le théoréme du point fixe de Banach permet en effet d’assurer I'existence et 1'unicité d’un point
fixe de I'application ¢ dans un espace complet € lorsque ¢ est stable et contractante (ou bien
lorsqu’une itérée de ¢, ¢* pour k > 1 est contractante) dans cet espace £. Ce théoréme assure
également que toute suite récurrente (X,,Y,, Z,) définie sous la forme suivante :

(Xo, Yo, Z0) € €, (1.9)
(Xn+17Yn+17 Zn+1) == ¢(Xn7Yn7 Zn)u pour n S N7 (11())

converge vers 'unique solution dans £ de I’équation lorsque n tend vers +oo. L’intérét de
passer par la construction d’une telle suite est d’utiliser le fait que la construction de ¢(X,,, Y, Z,)
est déja connue. En effet pour chacune des inconnues du modéle, nous utilisons des résultats
classiques qui assurent l'existence et 'unicité de la solution a I’équation satisfaite par cette
inconnue. La partie la plus importante du travail préliminaire & la preuve consiste a trouver le
bon espace de fonctions £ & utiliser pour pouvoir appliquer le théoréme du point fixe de Banach.
Du fait des couplages et de la nature des équations qui interviennent dans le modéle (un systéme
d’équations hyperboliques, une équation elliptique, une équation parabolique et une équation
différentielle), chaque type d’inconnue (les densités de cellules, la vitesse, la vascularisation et le
signal VEGF) appartient & un espace de fonctions qui lui est propre.

Toute la partie qui permet de définir le bon espace de fonctions £, ainsi que les estimations sur
les inconnues font 'objet d’une section de résultats préliminaires dans l'article. Pour cette partie,
deux difficultés principales sont apparues.

— La premiére difficulté rencontrée est la présence du terme négatif d’évacuation de la nécrose
—(1/7)N dans 'équation sur la divergence de la vitesse v. Ce terme implique que la vitesse
peut éventuellement étre dirigée vers l'intérieur du domaine, notamment a la frontiére,
ce qui nous oblige & imposer une condition au bord du domaine. La condition imposée
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nécessite de s’assurer que la tumeur (le support des fonctions P;, P», P3 et N) n’atteint
pas le bord du domaine jusqu’au temps final d’existence de la solution 7T'. En effet, toutes
les estimations obtenues reposent sur la propriété que la tumeur n’atteint pas le bord du
domaine. Afin d’obtenir cette propriété, il est nécessaire de prendre une certaine marge de
sécurité, c’est-a-dire de considérer un temps d’existence suffisamment court pour que la
tumeur n’atteigne pas le bord du domaine. Cela fait apparaitre une condition sur le temps
final d’existence de la solution 7" sous la forme

VTIvl < ¢, (1.11)

ou C' est une constante qui dépend du domaine d’étude et des conditions initiales et ||v/||
est la norme de la vitesse dans un certain espace de fonctions (défini dans I'article).

— La seconde difficulté rencontrée lors de I'étude du modéle est la présence du terme
V - (M¢V P) dans 'équation sur la vascularisation M. Ce terme, qui modélise la création
de vaisseaux sanguins en direction des cellules proliférantes, est celui qui a soulevé le plus
de difficultés pour obtenir les bonnes estimations sur la régularité de la solution. En effet,
la présence du gradient de prolifération VP induit une perte de régularité spatiale sur la
vascularisation M. Sans le terme de diffusion AM, il était impossible d’obtenir la régularité
suffisante pour conclure la preuve d’existence. La présence du terme de diffusion permet
d’obtenir cette régularité, mais nécessite de pouvoir propager des estimations plus fines
entre les différentes inconnues du modeéle.

Heuristique de la preuve du comportement asymptotique du modéle

Une fois prouvées l'existence et I'unicité de la solution pour les modéles avec et sans nécrose
(les deux preuves reposant exactement sur les mémes idées), il est alors possible d’étudier le
comportement de la solution du modéle avec nécrose lorsque le paramétre de temps d’évacuation
de la nécrose 7 tend vers 0. La principale difficulté de la preuve que la solution du modéle avec
nécrose converge vers la solution du modéle sans nécrose provient de ’estimation sur le temps
d’existence T' donnée par l'inégalité . En effet, d’aprés ’équation sur la vitesse v
dans le modeéle avec nécrose, la norme de la vitesse est a priori dépendante de (1/7). Du fait
de l'inégalité , rien ne garantit que le temps T' d’existence de la solution ne converge pas
vers 0 lorsque 7 tend vers 0. Cela impliquerait que le passage a la limite ne serait valable que
pour T'= 0. Sous I’hypotheése que la condition initiale pour la nécrose Ny est majorée par C/7,
ot C est une constante indépendante de 7 (mais qui dépend des autres paramétres du modéle),
'utilisation de 1’équation satisfaite par N permet d’obtenir que (1/7)N est borné dans le
bon espace, ce qui garantit que le temps d’existence de la solution est minoré indépendamment
de 7 par un temps 7. Ce résultat permet alors d’effectuer le passage a la limite. Néanmoins, la
preuve nécessite une hypothése un peu plus forte sur la condition initiale pour la nécrose. Il
faut en effet supposer que (1/+/7)Ny tend vers 0 quand 7 tend vers 0T pour pouvoir conclure la
preuve.

1.5 Résumé de la Partie [II

Dans la Partie [T} nous présentons un travail qui a été effectué en collaboration avec I’équipe
IP3D du laboratoire ITAV & Toulouse. L’objectif de ce travail est de développer un modéle
d’équations aux dérivées partielles permettant de reproduire des données de cultures de cellules
tumorales en 3D, les sphéroides tumoraux. Ce modéle a été développé grace a l'utilisation
de données spatio-temporelles sur les sphéroides : pour différentes dates, nous disposons de la
répartition de cellules proliférantes au sein d’une coupe 2D de plusieurs sphéroides. Ces données
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conditions initiales : P o, P 0, P30, S50, No
conditions aux limites : Py = Po=P3=1—8 = N = 0 sur 0f)

condition condition
. i aux limites :
initiale : &g e

o

signifie que b dépend de a

condition initiale : M
condition aux limites : M = 1 sur 92

FIGURE 1.7 — Résumé des dépendances entre les inconnues du modeéle (|1.3)).

ont été obtenues pour deux lignées cellulaires différentes et, pour chacune de ces lignées, deux
concentrations en oxygéne/facteur de croissance différentes ont été utilisées, permettant ainsi
de prendre en compte cette concentration dans la modélisation. La Partie [[I se décompose en 4
chapitres.

Dans le Chapitre [3], aprés une introduction sur les sphéroides tumoraux, nous présentons en
détail la forme générale des données sur lesquelles nous avons travaillé, ainsi que la méthode
expérimentale qui a été employée par nos collaborateurs pour les obtenir.

Dans le Chapitre [} nous commencons par présenter le modéle que nous avons développé a partir
de ces données. La modélisation effectuée tient compte de la symétrie radiale présente dans
les données. Comme les données permettent de distinguer deux types de cellules, les cellules
proliférantes et les cellules quiescentes, le modéle prend en compte ces deux types de cellules.
Nous notons alors P la densité de cellules proliférantes et () la densité de cellules quiescentes.
Nous supposons que les cellules proliférantes proliférent avec un taux ~o(C) et deviennent
quiescentes avec un taux 7, (C'), ces taux dépendant tous deux de C|, la concentration locale en
oxygene/facteur de croissance. Comme pour le modéle étudié en Partie [I, nous supposons que les
cellules se déplacent a une vitesse v induite par la prolifération cellulaire. Nous notons S(t) le
domaine délimitant le sphéroide au temps ¢, c’est-a-dire la boule de centre 0 et de rayon R(t),
le rayon du sphéroide au temps t. Nous faisons également ’hypothése que le milieu est saturé,
c’est-a-dire qu’il n’y a que les cellules proliférantes et quiescentes dans le milieu. Cela se résume
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a I'équation de saturation P(t,r) + Q(t,x) = 1s)(x), pour tout temps ¢ et toute position x
de I'espace, ou 1g(;) est la fonction indicatrice du sphéroide (valant 1 dans le sphéroide, 0 en
dehors). Cette équation de saturation permet alors d’obtenir ’équation sur la divergence de la
vitesse v & partir des équations sur P et (). Le modéle s’écrit alors sous la forme suivante :

P+ V- (vP)=~(C)P —y(C)P, (1.12)
Q+ V- (vQ) =m(C)P, (1.13)
V.-v=(C)P, (1.14)
—AC = —aPC, (1.15)

avec des conditions initiales pour le rayon initial du sphéroide Ry et la densité initiale de cellules
proliférantes Py (on impose ensuite Qg = 1 5(0) — Py) et des conditions aux limites. Nous réécrivons
ensuite ce modéle en coordonnées radiales relatives, en considérant la position radiale r, la variable
r valant 0 au centre du sphéroide et 1 a sa surface. L’écriture du modéle en coordonnées radiales
relatives présente plusieurs avantages :

— Tout d’abord cette écriture permet d’obtenir une formule explicite sur le rayon du sphéroide.

— L’utilisation de ces coordonnées fait intervenir une vitesse radiale relative v dont la formule
est également explicite.

La suite du Chapitre [f] est dédiée a certaines propriétés du modéle qui nous ont été utiles dans
la suite de notre travail, notamment pour 1’étape de calibration du modéle. Enfin, & la fin de
ce chapitre, nous présentons la méthode numérique que nous avons employée pour faire des
simulations du modéle.

La Chapitre [f]est le chapitre principal de cette partie. Dans ce chapitre, nous présentons comment
nous avons intégré les données expérimentales disponibles a notre modéle afin d’en calibrer les
paramétres. Aprés un premier travail sur des données pré-traitées, nous avons utilisé les données
brutes, constituées de la distance des cellules par rapport a la surface du sphéroide et de leur état
proliférant /quiescent. La méthode de traitement des données que nous avons utilisée est similaire
a celle employée par nos collaborateurs mais est plus adaptée a la réécriture du modéle en
coordonnées radiales relatives. Pour la calibration des paramétres du modéle, la méthode utilisée
tient compte a la fois des avantages que conférent I’écriture du modéle en coordonnées radiales
relatives mais aussi de simplifications du modéle qui ont été effectuées suite & des premiéres
comparaisons des simulations avec les données expérimentales. Grace a cette méthode, il est
possible d’estimer deux des paramétres du modéle directement & partir des données, sans faire
de simulation du modéle. L’estimation des paramétres restants est effectuée par une méthode de
Monte Carlo : les valeurs des paramétres sont tirées aléatoirement et les valeurs des paramétres
permettant de reproduire le mieux les données expérimentales sont conservées. L’algorithme
de calibration fait ensuite appel & une fonction d’optimisation, initialisée avec les valeurs des
paramétres précédemment obtenues, afin d’obtenir les paramétres optimaux pour reproduire
les données. Nous présentons en fin de chapitre les résultats de la calibration du modéle sur
les différents jeux de données dont nous disposons ainsi qu’une étude de la sensibilité de notre
modéle par rapport aux deux paramétres qui ont été initialisés par une méthode de Monte Carlo.

Les résultats de la calibration montrent que le modéle est capable de reproduire qualitativement
les données expérimentales. Néanmoins, deux problémes ont été mis en avant :

— lors de ’étape de calibration du modéle, il est apparu que deux paramétres du modéle sont
difficilement identifiables : le long d’une courbe reliant ces deux paramétres, la solution du
modéle varie trés peu;
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— en observant les valeurs des paramétres obtenus dans le cas d’expériences effectuées dans
deux conditions différentes pour la méme lignée cellulaire, nous avons remarqué que le
taux de prolifération doit étre plus élevé dans I'expérience pour lesquelles les cellules ont
été privées de facteur de croissance. Ce résultat contre-intuitif nous a conduit & étudier
plusieurs pistes pouvant expliquer le phénoméne observé et nous a poussé & observer plus
en détails les données. Le Chapitre [6] présente les différentes pistes qui ont été étudiées
ainsi que 'analyse des images brutes de sphéroides. Les données d’images de sphéroides
sont extrémement riches, les résultats montrent qu’il reste des choses & comprendre pour
pouvoir les exploiter quantitativement.

1.6 Perspectives

Au cours de cette thése, j’ai eu la chance de pouvoir m’intéresser a deux aspects de la modélisation
mathématique en biologie. D’une part, ’étude mathématique du modeéle présenté en Partie []|
a montré que la modélisation de phénoménes complexes comme la croissance tumorale peut
amener au développement de modéles dont ’analyse mathématique n’est pas triviale mais
également que des résultats théoriques comme ’étude du comportement asymptotique d’un
modéle peuvent avoir un intérét du point de vue de la modélisation et de la compréhension
du comportement qualitatif d’'un modéle. D’autre part, le développement et la calibration
du modele présenté en Partie [[] a montré que la calibration de modeéles a partir de données
expérimentales nécessite une compréhension précise des phénomeénes biologiques mis en jeu
mais également des expériences mises en place pour les observer. Ainsi, il est apparu que le
traitement des données expérimentales nécessite une attention particuliére afin de s’assurer de la
cohérence entre les hypothéses d’'un modéle et les données expérimentales. Afin d’améliorer le
processus de modélisation, il apparait donc nécessaire d’envisager a ’avenir une collaboration
plus poussée avec les biologistes, afin d’améliorer les hypothéses de modélisation mais également
I'intégration des conditions expérimentales & la modélisation. Pour cela, il serait intéressant de
participer en amont au design des expériences mais également de tester de nouvelles hypothéses
en discutant de nouvelles expériences. Les travaux présentés en Partie [[I] montrent que les
expériences de cultures de sphéroides tumoraux sont un outil important pour la compréhension
de la biologie des micro-tumeurs, notamment grace aux techniques d’imagerie qui permettent
d’obtenir une information spatiale sur 1’état des cellules composant un sphéroide. Une fois que la
modélisation de la croissance libre sera assez développée, il pourrait étre intéressant d’incorporer
au modéle de nouveaux phénomeénes, comme par exemple 'effet de drogues sur la croissance et
la structure spatiale d’un sphéroide, notamment en étudiant le développement d’une nécrose au
centre du sphéroide ou ’apparition de régions plus ou moins sensibles aux traitements, mais
également 1’étude de la mécanique des sphéroides, afin de pouvoir améliorer la compréhension
du développement de tumeurs dans les tissus et ainsi d’approcher au mieux les conditions dans
lesquelles évoluent les tumeurs chez le patient. A partir d’'un modéle complet pour la croissance
de sphéroides, il pourrait étre intéressant de confronter un tel modeéle & des données issues de
sphéroides obtenus a partir de biopsies de patients, afin d’essayer de développer un protocole
permettant d’obtenir des informations qualitatives sur la tumeur d’un patient, comme par exemple
Pagressivité tumorale, la sensibilité des cellules & différents traitements, afin de pouvoir apporter
une aide au diagnostique médical.
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Premiére partie

Analyse mathématique d’un modéle
pour la résistance aux traitements
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Introduction

Les GIST, tumeurs stromales gastro intestinales, sont des tumeurs qui se développent principa-
lement a partir de la paroi de 'estomac ou de l'intestin gréle. Leur incidence est d’environ 15
nouveaux cas par million d’habitant par an [78], soit environ 900 nouveaux cas par an en France.
Les GIST métastasent principalement dans le foie [28]. Pour traiter les GIST, les médecins ont
recourt & des thérapies ciblées basées sur des inhibiteurs de tyrosine kinase (TKI). En général,
le traitement de premiére ligne utilisé est 'Imatinib. L’utilisation de I'Imatinib a permis la
progression de la survie médiane des patients. Cependant, des mutations génétiques peuvent
conférer une résistance tumorale a4 'Imatinib. Dans ce cas, le Sunitinib, qui est un inhibiteur de
tyrosine kinase ayant également un effet anti-angiogénique, est utilisé en seconde ligne [14].

Dans cette partie, constituée d’un seul chapitre, nous présentons I'analyse mathématique d’un
modéle de croissance tumorale pour les métastases au foie de tumeurs GIST. Le modéle étudié a
été développé dans le cadre de la thése de Guillaume Lefebvre [67]. L’analyse mathématique que
nous avons effectuée a abouti & deux résultats. Le premier résultat est la preuve de 'existence et
de 'unicité de la solution de ce modéle. Dans le modéle étudié, nous considérons un compartiment
de nécrose, composé des cellules mortes, aussi bien sous l'effet de I’hypoxie que suite au traitement,
et nous supposons que cette nécrose est évacuée avec un temps caractéristique. Le second résultat
de notre analyse est que la solution du modéle avec nécrose converge vers la solution d’un modéle
équivalent sans nécrose lorsque le taux d’évacuation de la nécrose tend vers zéro. Ces travaux ont
fait I'objet d’un article, actuellement en cours d’évaluation.
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Chapitre 2

Mathematical study and asymptotic
analysis of a model for tumor drug
resistance

Article submitted jointly with T. Colin and C. Poignard.

2.1 Introduction

The impact of mathematical modeling in biology has increased dramatically during the last two
decades. Particularly in oncology, the increase of biological knowledge combined with the data
obtained by invasive and non invasive techniques makes it possible to elaborate more and more
accurate models of tumor growth and to study the impact of treatments.

Several kinds of mathematical models for solid tumor growth have been developed over the last
few decades. Among them, we can find discrete models or models based on ordinary differential
equations (ODE models) or partial differential equations (PDE models). ODE models describe
the time evolution of areas or masses of tumors but they account neither for the spatial behavior
of the tumor nor for the spatial heterogeneity. Discrete models like cellular automata and
agent-based models [33] make it possible to reproduce the growth at the cell-scale but cannot
describe the cancer evolution at the organ level. Even though global PDE models at the organ
level do not describe the cancer process at the cell scale, they seem adequate for accounting for
both time and spatial behavior of the tumor at the macro scale. In this work, we attend to study
clinical cases through medical imaging. There is a huge literature concerning the modeling of
solid tumor growth with or without treatments and it is impossible to give an extensive list here.
However, the reader can refer to [22] [42] (56, [87, [T03] for PDE-type models and their mathematical
analysis. Models based on reaction-diffusion equations are used to describe the active motion
of tumor cells in the case of invasive tumors (see [45] or [96]). Models based on mass balance
equations on cell densities are used when the growth is only a consequence of cell proliferation.
Roughly speaking, on one hand, primary tumors are composed of degenerate cells of the host
organ. These cells are in their original environment and it is hard to determine precisely the
boundary of the tumor. On the other hand, metastases are composed of cells that come from
a different tissue than the host organ. They are more regular, with sharp interfaces. These
interfaces can be described using free boundary methods [24], 26], 43], [82] or multiphase mixtures
[21], which consider both cell densities and extracellular matrix [83] 98]. The model we study
comes from [I3] and is based on mass balance equations. It describes the spatial heterogeneity
as a mixture of several cell populations. For the closure of the model, we assume that the tumor
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36 Chapitre 2. Mathematical study and asymptotic analysis

behaves like a fluid in a porous media and we assume Darcy’s law for the velocity field [4]. Other
models like visco-elastic laws were also studied in [I5]. These models may account for more
complex phenomena, but their complexity is too high for clinical applications while Darcy’s law
is sufficient as a first approximation to address some clinical cases [25].

In [68], a model for GIST liver metastases has been studied numerically. This model, based on
mass balance equations, enables to explain the tumor evolution observed on clinical images of
metastases treated with two targeted therapies. It is well known that mutations will lead to
the creation of tumor cells which are resistant to cytotoxic drugs. At the time being, it is not
possible to know when such mutations may appear since this may depend on several parameters
(such as treatment time, patient variability, external conditions). Therefore, it has been assumed
in [68] that different populations of cells co-exist at the initial time of the model. We emphasize
that this assumption is meaningful for clinical application since when the tumor is detected, it is
very probable that mutations have already occurred. Other models for drug resistance can be
studied, by considering that the transition from sensitive to resistant to a treatment is continuous
[73]. One of the features of the model of [6§] is that it describes the necrosis. Such a necrosis
is composed of cells that die because of drugs or hypoxia (the lack of oxygen/nutrients). This
necrosis is evacuated at a given rate 1/7. Such a necrotic compartment is also important for
other kinds of tumors. For example, thyroid metastases to the lung (Figure a) or meningioma
(Figure [2.1]b), in which few necrotic tissue is visible, and glioblastoma (Figure [2.1}d), a kind of
tumor much more aggressive, the parts of which may contain only necrotic tissues. In contrast,
compared to these tumors, the necrotic cells of GIST metastases to the liver (Figure [2.1lc) are
more diffuse inside the tumor.

Figure 2.1 — a) metastasis to the lung!, b) brain meningioma?, ¢) GIST metastasis to the liver!,

d) brain glioma3.

Once the model has been mathematically written, the main objective of this paper is to study
the well-posedness of the model [68] and to study its asymptotic behavior for small 7.

The outline of the paper is the following one. In Section we briefly present the model. The
model will be considered in a bounded domain in the case of dimension 2 or 3 in space. Then we
present the model without necrosis which will be proved to be the limit model when the necrosis
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is immediately evacuated. In Section [2.3] we state the main results. Section [2.4]is devoted to
preliminary results required for Sections 2.5 and These results use classical estimates for
hyperbolic, elliptic and parabolic equations. In Section [2.5] we prove the well-posedness of the
model. The proof is based on a fixed-point method. Finally we perform the asymptotic analysis
7 — 0 in Section [2.6] As it will be shown here after, it is a singular perturbation problem. The
interesting fact is that, thanks to our analysis, we can describe the tumor growth evolution under
treatment continuously with respect to 7.

2.2 The model

In this section we present the model of Lefebvre et al. provided in [68]. This model describes
the evolution of three cancer cell’s populations subjected to two different treatments. The first
treatment 7 is a specific tyrosine kinase inhibitor (TKI), which has a cytotoxic effect in clinic.
The second treatment 72 is a multi-targeted TKI, with both cytotoxic and anti-angiogenic effect.
P, stands for the density of the proliferative cells which are assumed to be sensitive to both
treatments 71 and 72, while P, denotes the density of proliferative cells which are assumed to be
resistant to 71 and sensitive to 75. The density of cells that are affected neither by 71 nor 7Ty are
denoted by Ps. The nutrient (and oxygen) supply, coming from the healthy tissue, denoted by
M, drives the proliferative rate 1 (M) — v2(M) of the three cancer cell species, where 1 and 72
are positive functions, standing respectively for the proliferative rate and the death rate due to
hypoxia. In [68], they set

1+ tanh (K (M — Mpyp))
= 5 ,

1= tanh (Ko (M — Mpyyp))

’Yl(M) 2 )

y2(M)

(2.1)

where Ko, K are coefficients and M}, is the hypoxia threshold.

The treatments efficiency is described thanks to the smooth functions of time py and po, which
stand for the cytotoxic effect of treatments 71 and 73 respectively. We assume that the absorption
is proportional to the rate of nutrient/oxygen.

When the cells die because of the treatment or hypoxia, they enter to a necrotic phase, whose
density is denoted by N. The necrotic compartment is assumed to be evacuated at the rate 1/7
where 7 is the characteristic evacuation time.

S is the density of the healthy cells, which do not divide, since their metabolism is slow compared
to the metabolism of proliferative cells.

The tumor grows at a speed v whose divergence is obtained thanks to the saturation assumption:

P+PR+Ps+N+S=1. (2.2)

The factor £ is introduced in order to account for the VEGF signal produced by the tumor
cells to involve angiogenesis (see [30]). It is assumed to be global at any time and proportional

to the number of cells dying by hypoxia, which are the fraction %(Pl + P> + P3). There
exist more complex models of tumor-induced angiogenesis [6]. The smooth function of time v
stands for the anti-angiogenic effect of treatment 75 and can be for example regularization of the
time-characteristic function of treatment 75. The parameter A is the coefficient of absorption of
this signal by the organism.

For further explanations on the model, see [13] [68].
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For the sake of clarity, we introduce the following notations, which make it possible to write the
problem in a factorized way.

Notation 2.2.1. For any o € R", 8 € R? we denote by
(a® B)ij = aify, fori=1,...,n,j=1,...,d,
Vi(aep)=(V-pBa+(6-V)a.

The vector u stands for (Py, Py, P3,S)t and we denote by v(M) := v (M) — v2(M). Now we
define

V(M) = (p1 + p2) M 0 0 0
A(M) = 0 e
0 0 0 0
b(M) := (y1(M), (M), 71 (M), 0)",
d(M) := (y2(M) + (1 + p2) M, 72 (M) + oM, ~2(M),0)",
p:=(1,1,1,0),
p172 = (1,1,0,0)t,
s:=(0,0,0,1)",

and we denote by n the outward normal to 0, where Q is a bounded domain in R? or R3.

The model of Lefebvre et al. can be written as

ou+V-(u®v)=A(M)u, (2.3a)
u=s, if v.n <0 on 01, (2.3b)
N +V.-(VvN)=d(M)-u—-(1/7)N, (2.3¢)
N =0, if v-n <0 on 012, (2.3d)
V.-v=b(M) -u-(1/7)N, (2.3e)
v = —kVII, (2.3f)
Ipa = 0, (2.3g)
oM — AM +V - (MEV(p-u)) =—nMp-u+ Cps-u(l — M), (2.3h)
M|aq =1, (2.3i)
ge=o [ M ) ude e, (23)
Q maxy2

with initial conditions for u, N, M and &.
For tumors without necrosis, similar considerations lead to the following model:

du+V-(u®v)=AM)u, (2.4)

u=s, if v.n <0 on 01, (2.4b)

Vv = (b(M)—d(M))-u, (2.4¢)

v = —kVII, (2.4d)

T|p0 = 0, (2.4e)

oM — AM +V - (MEV(p-u)) =—nMp-u+ Cps-u(l — M), (2.4f)
M|sa =1, (2.4g)

ge=o [ M ) ude 26 (241)

Q maxy2
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Note that we impose homogeneous Dirichlet condition on the pressure II, which implicitly states
that the tumor growth has no influence on the tissue far from the tumor location.

2.3 Main results and interpretation

In this paper we prove the local existence and uniqueness of the solution to the problems ([2.3)
and (2.4), under appropriate assumptions on the initial data and the boundary, as well as the
asymptotic behavior of the solution to (2.3) when 7 — 0.
In our study, we work in a d = 2 or 3 dimensional domain denoted by €. For the spatial regularity,
we use the algebra structure of Sobolev space H*(2) for s large enough.
Hypothesis 2.3.1. Throughout the paper, the following hypothesis hold:

— the domain Q is a bounded domain in R? or R? with C*° boundary,

— the rates y1 (M) and y2(M) are non-negative and smooth functions (this is the case for the
examples given by ([2.1)) ),

— the parameters p1, po and vo are smooth non-negative functions of time, such as reg-
ularization of the time-characteristic functions of treatment Ti, T2 and we assume that
vy €[0,1],

— the parameters k, n, Cy, a and A are non-negative.
Before stating the Theorems, we introduce the following notations:

Notation 2.3.2. The solution of each equation belongs to specific space:

— forany T > 0, p € [1,400] and s > 0, we denote by LY.; H® the space LP(0,T; H*())
endowed with the norm

lelle,ms = lellorms ), Ve € L H?,

for the sake of clarity, for u € LP(0,T; H*(Q2))" we denote by HuHL%;HS the norm of u
components by components,

— for any T > 0, p1,p2 € [1,+00] and s1,s2 > 0, we denote by Lt H5' N LE?: H®2 the space
LP1(0, T H**(Q)) N LP2(0,T; H2(Y)) endowed with the norm

HSOHL’;;HSmL?;HSz = HQOHLZ};HSl + HSOHL‘;‘Z;HSm Vo € LI;};HSI N LZJ)“Q;HS27
— for any s > 1, we denote by E5 the space H*(Q)* x H*71(Q) x R endowed with the norm:
[(ao, Mo, €o)lles == l[aollers + [[Moll -1 + [0, V(uo, Mo, &) € &,

— for any T > 0 and s > 1, we denote by E5 the space (L; H%)* x L2; H® N LYY; H*~1 x
C°([0,T)) endowed with the norm:

10, M, 8) g 2= lallzsgers + 1Mz ozt + leller V(0 ME) € &,

— for any T > 0 and s > 0, we denote by 5%’3 the space (L%F;HS)4 X L%;HS x L2(0,T)
endowed with the norm:

27
H<u7 M7£)ng2;5 = HuHL%;Hs + HMHL%,HS + H£HL2(O,T)7 V(u, M7 g) S STS'

Then the local existence and uniqueness result is the following:
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Theorem 2.3.3 (Well-posedness of problems (2.3)) and (2.4)). Assume the hypotheses hold.
Let s > 3.
(i) Let T >0, (ug, Mo, &) € & and No € H*(Q2) satisfying the boundary conditions. Let us
assume that the cells densities ug = (P10, Pao, P30, 50)" and Ny satisfy
— Pio, Py, P3p, and Ny are compactly supported in €2,
— P1o, P20, P3,0,50, No > 0,
— Pio+ P+ P3p+ No+ Sy =1.
There exist R > ||(ug, Mo, &o)lles + [[Nollzs and a mazimal time of existence T™ > 0 such
that the problem ([2.3) has a unique solution ((u, M, &), v, N) in E5, x L& HSTL N LY, HS x
L3 H?. This solution satisfies
(a) [[(u, M, &)lles, + NlLge;ms < R,
(b) w,N,v € CO[0, T}, H*~1(Q)), M € CO((0,T7]; H*->(Q), £ € C}((0,77),
(c) the cell densities u = (Py, P2, P3,S)" and N satisfy
— forallt <T7, Pi(t,-), Pa(t,-), P3(t,-), N(t,-) are compactly supported in 2 (i.e
the tumor does not hit the boundary),
— P1>P27P3757N > 07
— P1+P2+P3+N+S:1
(ii) Let (ug, Mo,&) € & satisfying the boundary conditions. Let us assume that the cells
densities ug = (P10, P20, P3,0,50)" satisfy
— Pig, Py, P3o are compactly supported in €0,
— P1o, P20, P3,0,50 > 0,
— Pio+ P+ P3p+ Sy = 1.
There exist R > ||(uo, Mo,&o)lls; and a mazimal time of existence T > 0 such that the
problem (2.4)) has a unique solution ((u, M, §),v) in E5 x La; H¥T'N L HS. This solution
satisfies
(a) [[(u,M,&)|le; < R,
() w,v € CO0, T); H*(2)), M & ([0, T); H*-2(2)), € & C'([0,T)),
(c) the cell densities u = (Py, Py, P3,S) satisfy
— forallt <T, Pi(t,-), Pa(t,-), Ps(t,-) are compactly supported in 0 (i.e the tumor
does not hit the boundary),
— PlaP27P3as > 07
— P1+P2—|—P3—|-S:1.
Remark 2.3.4. For the sake of simplicity, we prove the theorem for s integer such that s > 3,

then interpolation give the result for any real s > 3. The only hypothesis needed is that s > d/2+1
(which implies that the embedding H5~*(Q) — L*>(Q) is continuous).

Remark 2.3.5 (Continuity with respect to initial conditions). Under the assumptions of Theo-
rem we have
(i) Let 7 > 0. Fori = 1,2, let X()J‘ = (uoﬂ"M()’i,f(),i) S 58 and NO,i S HS(Q) as in
Theorem and assume that these initial conditions Xo;, No; are bounded by R > 0.
Let ((u;, M;, &), vi, N;) be the solution to problem with initial conditions g, Mo i, €o,i
and Ny ;. Denote by X; the vector (u;, M;,&;). Then there exists Cp > 0 such that
(X1, v1, N1) — (X2, v, Nz)\|§;¢—1xL2TT;stL2TT;HS_1

< Crll(Xor, Noa) = (Xo2, No)llgs1 . es-
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(i1) Fori = 1,2, let Xo; := (ug; Mo, &0:) € & as in Theorem and assume that
these initial conditions Xo; are bounded by R > 0. Let ((u;, M;,&;),vi) be the solution to
problem (2.4) with initial conditions ug;, Mo, &oi. Denote by X; the vector (u;, M;,&;).
Then there exists Cr > 0 such that

2 1
&

2
(X0, v1) = (X2, v2)as, o < Crll X = Xoz
The second result states that, if the initial data are well-prepared, the solution to problem ([2.3))
converges to the solution to problem ([2.4) when 7 — 0:

Theorem 2.3.6 (Asymptotic behavior). For any 7 > 0, let uj, Nj, Mj and & be as in

Theorem . Let ug, My and & be as in Theorem. Assume that

1

— 1 R NT s :0
lim, ﬁll olle ;

— lim (uf, MJ, &) = (g, Mo, &) in £
=0T

Then there exists T > 0 (independent of T) such that

— for any T > 0, the problem (2.3) has a unique solution on [0,T] denoted by
(0™, M7,£7),v",NT) and the problem (2.4)) has a unique solution on [0,T] denoted by
((u,M,€),v),

— there exists C' > 0 such that for any T > 0 small enough

1 1
WHNTHL?;HS + ;HNTHL?T;HS <C,

— lm ((u”, M7, €7),v7) = (u, M, &,v) in E2°7" xL3; H?.

T—0t

2.4 Preliminary results

Throughout the paper, we consider d = 2,3 and s > 3. In this section, we prove estimates for
the two models we study. The key argument to obtain these estimates is that if the initial data
for P, P>, P3, N have compact support in €2, then any solution to or is compactly
supported. One can obtain a priori estimates on the system using non linear estimates in high
order Sobolev spaces (similarly to non linear hyperbolic systems, see [2]) and usual parabolic
estimates for M. The strategy is therefore to construct a suitable mapping such that this property
remains true. In a first step, we start to define the operators which give the solution of each
equation and we construct the mappings on which we apply the fixed-point strategy.

Definition 2.4.1. We consider the following operators

— V: f—— v, where v is the solution to

Vv = f, (in Q)
v = —kVII, (inQ) (2.5)
II = 0, (on 0Q2)

— U : (ug,v, M) — u, where u is the solution to

ou+V-(u®v) = A(M)u, (in Q)
u = s, (if v-n <0 on 00) (2.6)
u|t:0 = Uy, (m Q)
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— N : (No,ug,v,M,7) — N, where N is the solution to

OWN+V-(vN) = d(M)-u—(1/7)N, (in Q)
N = 0, (if v.n <0 on 0Q) (2.7)
Nl=o = No, (in Q)

with w :=U(ug, v, M).
— M : (My,u,§) — M, where M is the solution to

oM — AM+V - (MEV(p-u)) = —nMp-u+Cps-u(l—M), (on§)
Mlpo = 1, (2.8)
M|t=0 — M07

— E: (&, u, M) — &, where £ is the solution to

_ 2M) ade —
0§ = « Qmaxyg(p 1op1,2) - udx — A, (2.9)

Eli=o = &o.

To apply the fized-point strategy for problem (2.3)), we define the operator ® as follows: for any
Xo := (ug, Mo, &), No and X := (u, M,&), N, we define

(X,N) = ‘I)((Xa N)v (XO,N()),T),

where X := (i, M, ) with

i := U(ug, V(b(M) -u— (1/7)N), M),

N := N (Ny,ug, V(b(M) -u — (1/7)N), M),
M = M(Mp,u,§),

€ = E(é0,u, M),

To apply the fized-point strategy for problem (2.4)), we define the operator ¥ as follows: for any
Xo := (ug, Mo, &) and X := (u, M,§), we define

X = U(X, Xo),

where X = (1, M, ) with

u:=U(ug, V((b(M) — d(M)) - u), M),
M := M (Mo, u, ),

é: E(&OvuvM)'

In order to prove the well-posedness of problems ([2.3) and (2.4)), we use the facts that
— if it exists, the solution to ([2.3)) satisfies (X7, N7) = ®((X7,N7), (Xo, No), 7),
— if the solution to (2.4) exists, it satisfies X = U (X, Xj).

It is crucial to exhibit the stability and contraction properties of the operators ® and ¥. Such
properties will be deduced after analysis of the operators V,U,N', M and Z.
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2.4.1 Estimates for operator V

Since 2 is smooth, the following estimates on V are consequences of classical results for linear
elliptic equations that can be found in [17]. For the sake of conciseness, the proof of the following
property is left to the reader.

Proposition 2.4.2 (Estimates for V). Let s’ < s, p € [1,400| and f € LE; H® be given. Then
the solution v to (2.5) belongs to L%; H¥+L and satisfies

IvII7 < CIfl}

Lh Hs'+1 = Lh:Hs""

Moreover, if f € C°([0,T]; H*~2(2)) then v € C°([0,T]; H*1(%2)).

2.4.2 Estimates for operators U, N

Let ug € H*(Q)*, Ny € H*(Q), v € (L2; H**1)? and M € L2; H® be given. We consider u and
N the solutions to and . In order to derive explicit formulas for u and N, we use the
characteristic method. The difficulty lies in the fact that V - v is not necessarily non-negative
and thus we must be able to move forward and backward along the characteristic curves. We use
the assumption that ug —s (where s = (0,0,0,1)%) and Ny are compactly supported in Q and we
choose T so that the tumor does not reach the boundary 0€2. More precisely we introduce the
following domains:

Definition 2.4.3. Let Qg be an open set compactly embedded in Q2 and assume that supp(ug —
s) Usupp(No) C Qo. For i =1,2,3, we define the open domain Q; (see Figure[2.2) by
Q= {z € Q, d(z,Q) < i d(09,Q)Y,  fori=1,2,3.

In order to prevent that characteristic curves go out of 2 we assume in the following that T is
small enough such that

1
V||Vl 2,01 < 7 409, 0). (2.10)
The upper bound ([2.10) on T ensures that
— The characteristic curves are well-defined for any t,¢ € [0,T] and = € Q3 by

{at,:z(t’,t,x) = vt z(t,t,z)),

z(t,t,x) = =,

— For i = 0,1, 2, the characteristic curves coming from €2; at t = 0 stay in ;41 for any t < T
Indeed for any ¢,¢' € [0,T] and z € Q9, we have

. t—t|1
() — 2 < V]t ]IVl gz e < \/’ - ‘4 (89, Qo).

Thanks to the change of coordinates along the characteristic curves, we can come back from (23
to €y and obtain the following explicit formulas for the solutions to (2.6 and (2.7) in Qo:

V(t,z) € [0,T] x O,
u(t,z) = exp /0 (AQM) =V -3) (¢ 2(¢ 1, 2))di o (30, 1,2)), (2.11)
N(t2) = exp —/0 (Vv %)(t’,i(t’,t,:):))dt’)No(:i(O,t, )

) . (2.12)
+/0 exp ( —/t/ (V-v+ %)(t”,i(t”,t,:r))dt”) (A(M) -u)(t',Z(t, t,2))dt'.

This leads to the following property:
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[ Qo is such that

supp(ug — s) U supp(Ng) CC Qo,

L1y satisfies

U (supp(p-u(t,-))Usupp(N(t,-))) CC O,
t€[0,T]

] Q2 is such that u and N have explicit for-
mula in Q5 and satisfy

U supp(u(t,-) —s) CC Qq,
te[0,7)

: characteristic curves are defined in Q3.

Figure 2.2 — The domains defined for the characteristic method

Proposition 2.4.4. Let ug € H*(Q)*, Ny € H*(Q), v € (L2; H*™)? and M € L%; H®. Assume
the 3 following facts:
(i) Ny and the components of ug are non-negative,
(ii) supp(ug — s) Usupp(Nyg) is compactly embedded in Q,
(ii) |J supp((V-v)(t,-)) is compactly embedded in €.
t€[0,T
Then u :=U(ug, v, M) and N := N (Ng,ug, v, M, 7) satisfy
(i) N and the components of u are non-negative,
(i) U (supp(p -u(t,-)) Usupp(NV(t, ))) is compactly embedded in 2y,
t€[0,T

(isi) |J supp(u(t,-) —s) is compactly embedded in Q.
te[0,7)

Remark 2.4.5. The property that | (supp(p-u(t, -)) Usupp(N (¢, ))> is compactly embedded
t€[0,T]
in Q1 implies the 2 followings points:

— U (supp((v -V(b(M) - -u-—(1/7)N)(t, ))) is compactly embedded in 0y,
te[0,7)

— U <supp((V “V((b(M) —d(M)) -u)(t, ))) is compactly embedded in 1,
t€[0,T

which will be useful for the fized point in Section[2.5

Proof. The property that the components of u are non-negative is a consequence of assumption
on uy and explicit formula . Then since d(M) - u is non-negative, explicit formula
and assumption on Ny lead to the property that Ny is non-negative.

Denote by Koy C € the compact supp(ug — s) U supp(Ny) and denote by K1 C €1 a compact
such that
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— U (supp((V-¥)(t.))) € K.
t€[0,T]
— {2 €9, d(z,Ko < 1 d(09,90)} C K1
We consider also Ko the compact {x €Q, d(z,Ky) < % d(09, Qo)} C Qs.
Let us focus on (2.11)). For any ¢ € [0,7] and = € Q9 \ K1, assumption (2.10) on T ensures that
uo(z(0,t,x)) =s. The fact that A(M)s = 0, which implies that exp(A(M))s = s, leads to

t
u(t,z) = exp (/ —(V- v)(t',:i(t',t,x))dt')s, for any t € [0,7] and =z € Q9 \ K1, (2.13)
0

and we obtain that p - u(¢,-) = 0in Qs \ K; for any ¢ € [0, 7.

Since (', t,x) € Q\ Ky for any ¢, ¢’ € [0,T] and = € Q9 \ K2, we deduce from the above formula
that u(¢,-) =s in Qg \ Ky for any ¢ € [0, 7.

From the explicit expressions for N and u respectively given in (2.12) and (2.11]), we deduce that
d(M) -u(t',z(¢',t,z)) =0 for any ¢, € [0,T] and = € Q9 \ K;. Since No(£(0,t,2)) = 0 for any
t €[0,7] and z € Q3 \ K1, we conclude that N(¢,-) =0 in Q9 \ K;.

In conclusion, the solutions u and N given by the characteristic method in €2y satisfy u = s
and N = 0 in a neighborhood of Q5. Thanks to equations and , u can be smoothly
extended by u = s in 2\ Q9 and N can be smoothly extended by N = 0 in 2\ Qy. This concludes
the proof of the Proposition.

O]

The following Lemma gives estimates on 92"V - (vu)02'u in terms of ||u||gm for u € H™(Q):

Lemma 2.4.6. Let s' > d/2 and K € R be given. Let m € N such thatm < s'. Letv € H¥t1(Q).
We assume that u € H™(Q) is such that u = K in a neighborhood of OS), therefore O%u|aq = 0 for
any 1 < k < m, where (9]; denotes any partial derivative of order k. Then the following estimate

holds:

/ OV - (vu)oy'u
Q

where 6y, 0 s the Kronecker delta equal to 1 for m = 0 and equal to 0 elsewhere.

< OVl ggorsr (K260 + l|ull3m)

Proof. In the proof, we use the Gagliardo-Nirenberg interpolation inequality that can be found
in [2]. We start by applying Leibniz formula on the left-hand side

‘ /Q&TV . (Vu)(?;”u‘ < ki:ocfn‘ /QV ) (8§V8;n_ku)8;"u ’

Tk
*Im

— Ifk=0,

1= [ voworwore= [ (V@ [ vo5v(@re?),

Q

then integrate by parts the second integral to obtain successively

I%:A(V~v)(6$u)2+; <K25m,o/mv-nda—/gz(v.v)(a;nu)‘ﬁ’),

- ;/Q(V V) (K200 + (97u)?).

Thanks to the continuous embedding H* () < L>°(2) we infer

10| < ClIvllygorir (K280 + |[ul3m) -



46 Chapitre 2. Mathematical study and asymptotic analysis

— If1 <k <m, Iﬁl can be rewritten as

I = /Q (v-a;;v) ARy /Q okv . v (a;n—’fu) .

11 12

Let first estimate I;.
(i) If m > 2 and k = m:

(| < IV - 07| palull oo (|07 ull 2,
and we use the continuous embedding H™ — L to obtain
L] < Vgt [l Fm
(ii) Otherwise I; satisfies
|0 <V - 05w pa |07 Full pa |07 ]| 2,
Gagliardo-Nirenberg inequality and using the fact that s’ + 1 > 3 lead to
L] < Vgt [l Fm

Then we focus on Is.
(i) Ifk=1:
L] < |02 Loo V(85" )| L2107 ul 2,

here again the embedding H?(£2) < L>(£) and the fact that s’ + 1 > 3 lead to
| Ia| < ||Vl gt [l Fm
(ii) Otherwise, for k > 2, I, satisfies
|L2| < 105V | pall V(O ) | a 105 2
Gagliardo-Nirenberg inequality leads to

[ Lo| < [Vl g ull -

O]

The previous Lemma makes it possible to prove the following estimate on the solution to scalar

advection equation ([2.14):

Proposition 2.4.7. Let K € R, up € H*(?), v € (L%;Hsﬂ)d, a,bi,by € L2 H®. Letu be a

solution to
Ou+ V- (vu) = au+ by + b,

dhmo = o, (2.14)

ulpgn = K, ifv-n <0 on 0N

and assume that u = K in a neighborhood of Q. Then for all 8 € N such that d/2 < s’ < s, we

have
Il gy < (ol + OVT (K2 IV g s + b1l e ) + 25 1)

x exp (CT + CVT(IV| 3. ggorr + lall g o + 101l 2,)) -

(2.15)
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Remark 2.4.8. A priori, by and by play the same role. However for stability of the operator N
and the contraction of U and N, it is important to discriminate their roles. More precisely, the
term ||b2”L%.Hsl does not appear in the exponential term in (2.15)), which will be crucial in the
following.

Proof. Let m € N, m < &', apply the derivative 92" to (2.14]) (where 92" denotes any partial
derivative of order m), multiply by 07'u and integrate over €. First observe that since H ' is an
algebra, we have

< HCLUHHS'HU”HS/,

‘/ 07 (au)0y ' u
Q

< Clall g llull,.-

Then we have

< 10ull o lell o

‘/ amby O™y
Q
< bl o (1 4[|l 300,

and similarly
1
[ ool < S1bal + lulfy).

By summing the above inequalities, thanks to Lemma [2.4.6] we obtain straightforwardly

Oellull e < C[ (L vl g+ llall e+ 10l gror) 7

+ K2Vl g + o1l + 2]

then integrating between time 0 and ¢ < T and applying Gronwall’s inequality lead to the
result. O

Thanks Proposition 2.4.7 we deduce the stability and contraction of the operators ¢ and N.

Proposition 2.4.9 (Estimate for U, N'). Operators U and N satisfy the following properties:

(i) (Stability) Let ug € H*(Q)*, Ny € H5(Q), v € (L2 H™) N (L% H*)? and M €
L2T; H°NLTF; H*™1 satisfying the assumptions of Proposition m Then u :=U(ug, v, M)
satisfies

lalZirre < (luollye + CVTIVIzg 01 ) exp (CVT(IVI g gres + 1M 13,57-))
and N := N (Ng,ug, v, M, T) satisfies

1N it < (N0l + VTVl g s + Illigesnrs 1M 22,57-) )

exp (CVT(IV| g ares + Il gt 1M 2,124) ) -

moreover u, N € CO([0, T]; H5~1((2)).
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(i1) (Contraction) Fori = 1,2, letug;, Noi, Vi, M; be as previously and let v; := U (ug 4, vi, M;)
and N; := N (No i, w04, v, M;, 7). Assume there exists R > 0 such that

[(wi, My, &) lles. + || NillLge,ms < R,
then we have

Jur = w2l ot < Cr(Jluos — w0z )y
v = volllg e + 1M1 = MallEy o),
and
1Ny = Mol ot < Cr (1IN0 = Noalldre-s + IIvi = vall2s .

M = Mol ey + oy = a2 s )

Proof. (i) We apply Proposition With s’ = s, by and by identically null. For 1 < i < 4, let
u be the i component of u and a equals to the i*" diagonal component of A(M) (recall
that A(M) is diagonal) and apply Proposition to obtain the estimate for u.
Apply Proposition with s’ = s, b equals to d(M) - u, a and by identically null leads
to the estimate for N[

To prove the time continuity, the assumptions on v and M and equation imply that
Ou belongs to (L$®; H* 19 By integrating d;u between t; and ty (with 0 < t; <ty < T)
and using the fact that ug € H*(f2), we obtain that u € C°([0, T]; H*~1(Q)) (even Lipschitz
continuous). The same result holds for N.

(ii) Let uj,ug be as in Proposition then u; — uy satisfies the following equation:

615(111 — LIQ) + V- ((u1 — UQ) &® Vl) = A(Ml)(ul — lIQ)
= V- (uz ® (v1 — v2)) + (A(M1) — A(M2))us.
For 1 < i < 4, we apply Proposition with ¢ = s — 1, v = vy, u equals to the it"
component of u; — ug, a equals to the i diagonal component of A(My), by identically
null and by equals to the i component of —V - (ug ® (vi — v2)) + (A(M7) — A(Ms))us.
Observing that

IV (w2 @ (vi = v2)) [[fer < [lua ® (vi = vo)lls,
< Oljuz|lps[lvi = val7s,

< Cgllvi = valli,
and integrating between time 0 and T', we obtain
IV (w2 ® (vi = v2)) 72, o1 < Crllvi = vall72 .-
Similarly, we get the following estimate on A(M;) — A(Ms):

I(AQML) — A(Ma)) 2|72 s < Cr[IM: — M2H%2T;Hsfl-

1. Note that the linear term —(1/7)N in equation (2.7) is easy to handle: it provides a constant e~*/™ < 1 for
any 0 <t <T.
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Then we apply Proposition [2.4.7] to obtain

s = ol e < (o = woalFes + Cr (Ive = Vall3a o + 1M1 = Mal25 01 ) )

X exp (CT—}—CR\/T).

Finally, since T' is bounded by some arbitrary constant, we have proved the estimate on

u; — uo.
We use the same ideas to get the estimate on N; — No.
O
2.4.3 Estimate for M
To prove estimates on M, we start to prove estimates on the following equation:
815M—AM—|—V (WlM—l-WQ) = aM+b,
Mo = 0, (2.16)

M=o = My,

where M, satisfies the boundary condition, w1, we and b are compactly supported in 2. The
estimates on M make it possible to prove stability and contraction estimates on M. To prove
estimate on M , we build M by a Galerkin approximation using the eigenvalues of the operator
(—A) endowed with the Dirichlet boundary conditions. This makes it possible to assume in the
next computations that for any k£ € N, (—A)kM = 0 on the boundary (we can also see this
from the equation satisfied by M ). In order to prove the estimate on M, we need the following
Lemma:

Lemma 2.4.10. Let MO € H"YQ). Letwy € (L3, H 1) a € L2, H L andwy € (L3 L?)4 b €
L%; L?. Assume that Mo|po = 0 and that w1, wy and b are compactly supported in Q. Then the

solution M to (2.16)) satisfies
i) for any k € N, such that 2k +1 < s and wo € (L2; H**)? b e LZ: H** we have
T T

Oull (= N3 + 1~ A)PV I 22 < C[[[wal 3 + 16120

+ (L4 Wil o + llallFer) 1(=2)FM][72 |,
(2.17)

(ii) for any k € N, such that 2k +2 < s and wy € (L%;szﬂ)d,b € L%;H%H, we have

Ol (—A)VMI[F2 + [I(=2) 1M |72 < C[IIWZ‘II?{%H + bl

(1 1wt + llallgems) 19(=2)F N 132 ).
(2.18)

Proof. We first prove the result for k£ = 0 since it uses different estimates than general case.
— For k£ =0.
To prove (2.17), multiply the equation (2.16) by M and integrate by parts:

1. - - - -
§8t||MH%2 + VM3, < ‘/ (Wi M + wy) - VM‘ +
QO

/Q(az\Zler)M‘.
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Using Young’s inequality leads to

1 ~ ~ 1 ~ .
SO + VL7 < 5 (Iwidd +wo)l[F + VAT
lad I + 17152 + 15132 + 117152 )
then we use the continuous embedding H?(€2) — L>(2) for wy and get (2.17) for k = 0.

To prove (2.18), we apply the operator (—A) to (2.16), multiply by M and integrate by
parts:

1 5 . 5 .
OV + AT < | [ 9 (w4 wa)) ANT| +
Q

/V(aM+b)-VM’.
Q
Using Young’s inequality leads to

1 ~ ~ 1 - -
SOV + AN < 5 (IV - (w1l +wa))lFs + | AN
IV (@D 3 + Vb3 + 2 VAT3:)
Observe that

IV (wid)|| 2 < [|(V - w1) M| 2 + [[wi - VM| 2,
< V- w)llpal Ml[pa + [[wy - VM| 2,

using Gagliardo-Nirenberg inequality for the first term and the continuous embedding
H?(Q) — L>®(RQ) for the second term leads to

IV - (wiM)|| 2 < Cllwil g2 |V M| 2,
The same idea applied on V(aM ) makes it possible to infer
IV (aM)| 2 < Clall g2 VM| 2.

For k > 1.
To prove (2.17), apply (—A)* to (2.16), multiply by (—A)¥M and integrate by parts:

30U (-1 MY + 1A TMIE < | [ (-804 w)) - (~2)9 ]
Q
+

/ (—A)’“(aMer)(—A)k]\Z/'.
Q
Using Young’s inequality leads to

1 ~ ~ 1 ~ ~

SON(=A)E N + (=AY N2 < 5 (I1(=A) (Wil +wa)) |32 + [|(~A) VT2
+ (=AY (@) 22 + | (~A) 23
(=8Bl + (~A) A3 )

then use the fact that H?*(Q) is an algebra to deduce ([2.17).
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To prove (2.18), apply (—A)**+! to (2.16), multiply by (—A)*M and integrate by parts:

1 ~ -
SO (D). + [[(~ AV 10T, < \ [ (=89 - T+ wa)) (- A)’““M\

/ (=AY (aM +b) - (- A)’“VM‘ .
Q
Using Young’s inequality leads to

1 ~ ~ 1 ~ ~
SON(=A) VL2 + (=AY 22 < 5 (I~ Q) - (Wil +wa)) |32 + (=AY 312
+11(=8) V(@) 32 + | (~2) VAT
| (=2 VbEe + (—A) VT3 )

then use the fact that H***1(Q) is an algebra to obtain (2.18).
O

The previous Lemma leads to the following Proposition, which makes it possible to prove estimates

on M:

Proposition 2.4.11. Under the assumption of Lemma for any s' € N such that s’ < s,
we have the following estimates

1312 s < (1ol + Ol s + 18125 )

2 2 (2.19)
X exp [C (T + HW1HL2T;HS_1 + Ha||L%;Hs_1)} .

T2 T2 2 2
HMHL%;Hs’ < ||MOH o1 T C{HWQHL%;Hs’—l + ||bHL%;Hs’—1 (2 20)
(T4 1wl e+ lallE e o ) 12 s

Proof. We use Lemma [2.4.10 and the facts that for k& € N, ||M||L2 + [|(=A)*M || 12 is equivalent
to || M||g2r and | M| 2 + [|[(=A)*VM]|| 12 is equivalent to || M| g

— If & = 2m + 1, with m € N*, we apply - ) for k =0 and k£ = m and sum them.
— If & =2m + 2, m € N*, we apply (2.17) for k£ = 0 and (2.18) for k¥ = m and sum them.

Theses calculations lead to the following estimates:

OV s + N2, < C [ wal s + 012y
, , . (2.21)
(1 Wl + o) 17120

We start by omitting the term ||M||%. > 0 and we integrate between time 0 and ¢ < T. Applying

Gronwall’s inequality leads to (2.19). To prove (2.20)), we go back to (2.21)), integrate between

time 0 and 7" and omit the term || M (T, -)||§{S,71.

O

Now we can prove the main estimates on operator M:

Proposition 2.4.12. Operator M satisfies the following properties:
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(i) (Stability) Let My € H*"1(Q) such that My = 1 on 0Q. Let u € (L; H*)* such that
p - u is compactly supported in €, where p = (0,0,0,1)t. Let ¢ € C°([0,T]). Then
M = M(My,u,§) satisfies

1M1 gros < 1+ (IMol3es + CT(ulEe,1ze + N€11%))
xexp [CT (1+ [[ullg e + 1€11%)]

10125 e <1+ IMol3pe-s + OT e e + I1€11%

(1l e+ 02 ) 1M1 o)

Furthermore M belongs to C°([0,T]; H¥~2(£)).
(i1) (Contraction) For i = 1,2, let My ;,u;,& be as previously and let M; = M(Mp;,u;,&;).
Assume there exists R > 0 such that

||(u17MZa§l)||5% S Ra
then we have

My — Mal|7 2 1eer < Cr( 1Mo — Mol Fre—2 + llar — w72 poms + 161 — &2[l72 )
T T T

Proof. (i) The proof is a consequence of Proposition [2.4.11| with s’ = s and

M:=1-M,

M(] =1- M(),

W1 = fV(p ’ 11),

Wo 1= Wi,
a:=—(np+ Cos) - u,
b:=np-u.

(ii) We consider
M = My — Mo,

My := Mo — My,

w1 =6 V(p-w),

wy = —((GV(p-w) - &V(p - u2))Ma),
a:=—(np+ Coys) - uy,
b:=—(np+ Cos) - (u; —ug) My +np - (u; — ug),

and we apply Proposition with s/ = s — 1. Assumptions and equation leads to
1My = Mo Zec ro2 < (Mo = Mozl + Crlwn — 2|72 o + 161 — &2172))
x exp(CrT),
then from we infer
IMy = M2 o s < 1Mo = Moalems + Cr |l = w2 s + 61 = &1,
+T|M — MQH%%O;HS—Q]?

this ends the proof since T is bounded by some arbitrary constant.
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2.4.4 Estimates for =

Estimates on = are consequences of Gronwall’s inequality:

Proposition 2.4.13. Operator = satisfies the following properties:

(i) (Stability) Let & € R. Let u € (L%; H*)? and M € L2;H®. Then & = Z(&,u, M)
satisfies

€l < (161 + CTlful3 .1, ) exp(CT),

where C' > 0 depends only on o, ||2]|cc-

(i1) (Contraction) For i =1,2, let & ;,u; and M; be as previously and let & = =(§o4, Wi, M;).
Assume there exists R > 0 such that

(i, Mi, &)les. < R,
then we have
16 — &lI%, < CR(|§0,1 — oo + [lur — UQH%%;LI + [|My — M2||%2T;L1)’
where Cr > 0 depends only on «, ||12]|e and R.

Proof. Multiply by £ the equation satisfied by & and apply Young’s inequality:

()¢

integrate over time and apply Gronwall’s inequality to obtain the estimate for £&. The estimate
for & — & follows the same line.

%ag? <C “a,

O]

2.5 Local existence and uniqueness for problems (2.3) and (2.4

Let us summarize the stability estimates for the operators U,N,V, M and Z. Thanks to
Proposition 2.4.4] and Remark 2.4.5] starting from ug —s, Np, p-u, u —s and N compactly
supported in Q, we observe that the solutions @ and N defined by operators ® or ¥ are also
compactly supported in 2 and stay in the same compact. We get straightforwardly

Proposition 2.5.1 (Stability estimates for ® and V). For i = 0,1,2, let §; be as in Defini-
tion[2.4.3 Operators ® and ¥ satisfies the following estimates:
(1) Let Xo := (ug, Mo, &) € & and Ny € H*(Q) such that supp(ug—s)Usupp(Ny) is compactly
embedded in .
There exist R > || Xollgg + [|Nollgs and T{ > 0 depending only on R and the parameters of
the model (such as y1,%2,...) such that for any X := (u, M,§) € 8317 and N € Lir; H?
satisfying
— U (Supp(p ~u(t,-)) Usupp(N(t, ))) is compactly embedded in Q1
te[0,7)

— |J supp(u(t,-)) —s) is compactly embedded in Qo,
te[0,7)

—u(t=0,")=ug, N(t=0,-) = No, M(t = 0,-) = My, &(t = 0) = &,
o HXHg%f + INllLee s < R,

o
T’
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therefore (X, N) := ®((X,N), (Xo, No),7) satisfies

— U (supp(p -u(t,)) U supp(N(t, ))) is compactly embedded in Q,
t€[0,T

— U supp(ua(t,-)) —s) is compactly embedded in g,
t€[0,T]

— X ez, + IN|zz s < R.

o
T’

(i1) Let Xo := (ug, Mo, &o) € & such that supp(ug — s) is compactly embedded in €.
There exist R > || Xo|les and Ty > 0 depending only on R and the parameters of the model
(such as v1,72,...) such that for any X = (u, M,§) € &7, satisfying

— U supp(p-ult,-)) is compactly embedded in 2y,
t€[0,T]

— |J supp(u(t,-)) —s) is compactly embedded in Qs,
t€[0,T]

T u(tzoﬂ) :u[),M(tZO,-) :M07§(t:0) 2507
— [ Xlles, <R,

we deduce that X = W(X, Xq) satisfies
(t

— U supp(p-ult,-)) is compactly embedded in )y,
t€[0,T]

— |J supp(u(t,-)) —s) is compactly embedded in Qs,
te[0,7)

— |IX \8,;1 <R.

Remark 2.5.2. The final time T{ dependence on T is due to (2.10) and Proposition since
the speed defined by ® satisfies

1
V3 1 < C(IDOD) w3 70+ ~ IV 13,000 )-
Then Propositz'on requires that C\ﬁHVHL%;HSH s small enough to obtain
[allLgearss [N || Lge:ms < R.

Now we summarize the contraction estimates on U, N, M and Z:

Proposition 2.5.3 (Contraction estimates for ® and ¥). ® and U satisfy the following contrac-
tion estimates:

(i) Fori=1,2, let Xo;, Nos, R, T] and X;, N; as in Proposition and denote
(X, N;) := ®(((X;, N;), (Xo,i, Noyi), 7), (Xo,i, Noyi), 7).
Then for all T <17, one has

1(X1, N1) — (X, Nz)!!i;,s—lezT;Hs_l < CR(H(Xo,la No) = (Xo2, Noo)llgs1, gro-s

+ T, 1) = (X, No 22t g )

(2.22)
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(i1) Fori=1,2, let Xo;, R, T\ and X; as in Proposition and denote

Xi = V(V(X;, Xo,), Xo0,i)-
Then for oll T < Ty, one has
| X1 — Xszz,s_l < CR(HXO,l - XO,QH?s—l +T)X, — X2|!§2,s_1). (2.23)
T 0 T
Therefore, taking Xo1 = X2 = Xo and Ng1 = No2 = Ny in the previous Proposition leads to
the following result:
Corollary 2.5.4. Operators ® and ¥ satisfy
(i) Under the assumptions of Proposition there exists 0 < T <T7 such that
Ao : <X7 N) — (ID((Xv N)? (X07 NU)7T)7

1s such that Aé 1s a contraction in the set

Eny = {(X, N) € €7 x Lig H such that | X lleg, + | N |z e < R)}

77
endowed with the usual norm on 5%5_1 X LQTQT; Hs 1,
(i) Under the assumptions of Proposition there exists 0 < Ty < Ty such that

A\p X — \I/(X,XQ),

is such that A?I, 18 a contraction in the set

Eny = {(u, M, €) € &, such that ||X]|g;, < R)}

) 2,5—1
endowed with the usual norm on ET;S .

Remark 2.5.5. The dependence of the final time T35 on T is the same as in Proposition [2.5.1]
Thanks to Proposition and Corollary [2.5.4] we can prove Theorem [2.3.3

Proof of Theorem[2.3.3. We consider T' = Ty and the set £x, endowed with the usual norm
on the Banach space (L%; H*™1)* x L2; H*=! x L?(0,T) x L2; H*~'. Since the closed unit
ball in L%;H % is compact in the weak topology and the closed unit balls in L3; H s=1 and
in LYF; H® are compact in the weak* topology [17], we get that £x, is a closed subspace of
(L3; H=Y)4 < LZ; H1 x L2(0,T) x L2; H*~!. Then we apply the contraction mapping theorem
in £y, to obtain the existence and uniqueness of the fixed point (X * NP e Eny to Agb. Then
applying Ag to AZ(X®, N®?) = (X%, N?) leads to the existence and uniqueness of the fixed point
(X?,N?) to Ao.

Propositions [2.4.9| and [2.4.12|lead to the time continuity of u and M stated in Theorem
Then from Propositions [2.4.2] and [2.4.13]| we infer the time continuity of v and &.

By construction of the solution, we get

P,,P,,P3,N,S >0, where (Pj, Py, P3,5)" :=u.

In conclusion, the saturation P + P» + Ps+ N + .5 = 1 is a consequence of equation satisfied by
P+ P, + P3+ N + S obtained by summing the equations on Py, P>, P3, N and S and Gronwall’s
inequality.
The exact same reasoning holds for Ay.

O

Remark 2.5.6. Remark is a consequence of Theorem[2.3.3 and Proposition assuming
that CrT < % i Proposition .
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2.6 Limit when 7 — 0

The goal of this section is to prove Theorem m which is the asymptotic behavior of model ([2.3])
for 7 — 0" towards model (2.4).
In the previous section, the time of existence T' > 0 depends a priori on the norm of v, which

depends itself on 7 thanks to (2.3€]). More precisely, if we look at the proof of existence, we can
see that this time depends only on ||v|| 2;ms+1- Note that according to Remark this norm

could blow up when 7 — 07. Our first goal consists in finding a bound to ensure that the time
of existence does not depend on 7. In the last subsection, we perform the asymptotic analysis to

get the convergence of model (2.3]) to model ([2.4)).

2.6.1 TUniform bound on the final time of existence

Let 7 > 0 be given. Let u, M, v and N as in Theorem According to Remark v

satisfies .
Mlsgoness <€ (IDOD - wlzgre + 21Vl ) (2.24)

The right-hand side blows up as 7 — 07. The goal of the following results is to prove more
precise estimates. First let us prove the next Lemma:

Lemma 2.6.1. Under the assumptions of Theorem N satisfies the following inequality:
1 ! ? T 1
SNz )+ (CINlgne ) < OVT (1D - ull e+ IV
1 2
X | —=||N||pee.Hs 2.25
(T2l (2.25)

1 2
2
O - ulZ .+ <ﬁ|rNo|rHs) |

where C does not depend on T.

Proof. We consider the equation satisfied by ﬁ:
\/F
N N d(M)-u 1N
o | — Nv—=])=———F—— = —= 2.26
() () -2 () (220

Let m € N such that m < s. Apply 92" to (2.26)), multiply by 97*(1/1/7)N and apply Lemmam
to OV - (v(1/4/T)N)OT(1/+/T)N, sum over m < s and use (2.24). This leads to

L (%HNHHs)z <0 (1600wl + (F1V1) ) (\%”N”mf

w0l wl (Livi) -2 (L)

Applying Young’s inequality, we obtain for almost any time ¢ € [0, T7:

L (%HNHHS)Q < () ulle + (11857 ) ) (\;HNHHS)Q

1 1/1 2\ 1/1 ’
. (CQHd(M) e+ 2 (N ) -2 (N0
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then integrate between time 0 and ¢ and take the supremum for ¢ € [0, 7] to obtain

1 A 2 1
(8l ) o+ (30030 ) < € (IBOD -l + 21Ny )

1 2
< (Nl

1 2
. 2 — s
+ClA(M) - ul[s s + <\EHN0HH) ;

and estimate the L%ﬂ—norm by the L%—norm to conclude the proof.

O
The previous Lemma makes it possible to prove the following result:
Lemma 2.6.2. Assume the assumptions of Theorem hold. Denote by
Y1 = [[allge; s,
Yo i= /1M geigzems + 1M1 e,
Y3 = [[€]lco;
Ya 1= \ (VDN agesne)? + (/DN 1)
ThenY := (Y1, Y2,Y3,Yy) satisfies the following estimates
Y2 < F(T,Y), i=1,---,4, (2.27)

where
FT,Y) = (JJuollf + CVT (V1Ys +Y3) ) exp (CVT (V1Y +73))
B (T,Y) = [1+ (|Mo|3e-1 + CT (Y2 +Y3)) exp (CT (1 + Y2 + Y3))]
X [L+CT (L+ Y2 +Y)] + 1+ | Mo|%er + CT (Y2 + Y3,
F3(T,Y) = [&* + CTY{ exp (CT),
1 2
Fy(T,Y)=C [\/fyf (V1Y +Yy) + Fl(T,Y)ZFQ(T,Y)Q] + (ﬁuNost> .

Proof. The estimates on Y2, Y2 and Y32 are simply consequence of stability estimates on U, M
and = given by Proposition [2.4.9] [2.4.12| and [2.4.13] For the estimates on Y2, the estimate (2.25)

leads to
2
!NOHHs) ,

1
Y2 <O VIYVE (ViYs + i) + Y2VE] + <ﬁ|
and we use (2.27) to bound Y2V by Fi(T,Y)?Fy (T, Y)>.
t

Now we can prove that, for T' small enough, Y is uniformly bounded with respect to 7. For any
R > 0 one has

[l [+, if i =1,
2(1 + || Mo|136-1), if i =2,
TIE{)& Fi(T, (R, R, B, R)) = q |, if i = 3,

2
(2cruo||%{s<1+||MoH%Is-l> |No||Hs> =4

+L|
\/7_
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Assume there exists C' > 0 such that

1 2
v 0 —|Nollgs | <C
r >0, (Fehale) <c,

then we take R = \/2 max ([|uol[7rs, 2(1 + [|Moll37s-1), [€0]%, 2C [wol|3s (1 + || Mo[3s-1) + C and
we obtain that there exists 7' > 0, which depends only on R, such that YZ-Q < R?for1<i<4.
We thus have proved the following result

Proposition 2.6.3. Assume the assumptions of Theorem hold. If there exists C' >0
such that

1 2
||No|rHs) <.
:

V1 >0, gl 3s + || Mol %e—1 + |€0]* + (\f

then there exists R > 0 and T > 0 such that

1

2 2
1
Nl )+ (FINlgene ) < R,

||u||%%°;HS < R27
112 e gy s + M 25 e < B2,

€113 < R%.

V1 >0, (

Therefore the time of existence of the solution to (2.3|) is independent of T.

In order to finish the asymptotic analysis, we also need estimates on the time derivative of u, M,
& and N:

Corollary 2.6.4. Under the assumptions of Proposition[2.6.3, there exists Cr > 0, such that
for any T > 0 small enough

(i) 103y < Cr,
(i1) 10MI2; oy < Cr
(ii) €% < C,

R 1 2
(iv) |ON|2s s < C (T+ (WHNOHHS) )

Proof. and are consequences of equations (12.3al), (2.3j) and Proposition [2.6.3
To prove , differentiate in time equation (2.3hl) and apply Proposition [2.4.11| with s’ = s — 1

and

M = atM,
MO = 0,
W1 = EV(p : u)v

Wo = M@twl,
a:= —(np + Cos) -,
b:= 0i(np - u) + Mda.

Then Proposition and previous estimates on dyu and 9;¢ leads to (ii)]
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To prove we denote by N := §,N, then N satisfies
AN + V- (vIV) = V- (O N) + 3, (d(M) -m) - %N.
Applying Lemma [2.4.6] leads to
¥ s < Ol = 2| 19T + € (1ol ¥l + 104 @A) ) o) ¥
Thanks to equation and Proposition we have the following estimates

1
Mspone < Ce (142 ). (2.99)

and for almost any ¢ € [0, T7:
1 ~
Jorvlae1¥1e < Cr (106 (b)) s + =1 )
these estimates lead to
1, -~ 1 1 -
S < (O (14 ) = 2| 1R
+ Cr (10 (b(M) - ) || grs—1 + (|0 (A(M) - ) [ grs=1) [| N || zrs-1-

Apply Young’s formula to Cg ([|0; (b(M) - u) || gs—1 + (|0 (A(M) - u) || grs—1) |N || ggs—1, then for 7
small enough, N satisfies the following estimate:

N 1 -
IN|[Frs1 + ;IINH%H < Cr ([0 (M) - 0) [Fre—s + 10 (A(M) - 1) [[3e-1) -

Integrate the previous estimate between time 0 and time ¢ and take the supremum for ¢ € [0, T
to obtain

N 1 - N
IV 170 g1 + ;HNH%QT;HH < IN(0, ) I35

+ Cr (110 (D) - w) |25 o + 100 (@A) - w) |25 71)

Thanks to Proposition 2.6.3 and previous estimates on d;u and 0; M, there exists Cr > 0 such
that for any 7 > 0 small enough

. 1 - .
INIZge o1 + ~IIN 7z 71 < IN(O, ) 371 + Chr (2.29)
We focus on the term |[N(0,-)||%,-1. Thanks to (2.3d), N(0,-) satisfies
- 1
N(O, ) + V- (V(O, )N()) = d(M()) -Uug — ;No,
then we have the following estimate
- 1
IN O, zrs=1 < ClIv(O, )l zz= | Noll rz= + Cll Mol o1 l[wol| rs-1 + —[|Noll s
Thanks to (2.28]), we have
- 1
¥ 0. < Cr (1+ TNl ).

then multiply (2.29) by 7 and omit the non-negative term HNH%;‘?;HS* to obtain

. 1
INII72, o1 < Cr (r + T||N0|y%15) : (2.30)
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2.6.2 The limit case 7 tends to 0

Proposition makes it possible to pass to the limit when 7 — 0™ and implies also that N
converges to 0 in L3°; H®. However the assumption that (1//7)||No||zs < C is not sufficient to
prove the convergence of the whole solution ((u”, M7,£7),v", N7). We need to suppose that
(1/v/7)INoll s — 0 when 7 — 07 to get Theorem Actually the following Lemma ends the
proof of Theorem [2.3.6

Lemma 2.6.5. For any 7 > 0, let XJ, N§, Xo be as in Theorem[2.3.3 and Theorem[2.5.6 and
denote by

— (X7, N7) the solution to (X",N7) = ®((X",N7),(XJ,Nj), 1),
— X the solution to X = VU (X, Xj).
Then lim || X7 — X||?,._, = 0.
T—0t &r

Proof. Assumptions and Proposition ensures that there exists R > 0 (depending only on
X{, N§ and Xj) such that for any 7 >0, X7, (1/7)N7 and X are bounded by R.

Denote by (u”, M7,£7) := X™ and by (u, M,§) := X. Remind the contraction estimates on
U, M and =:

07—l g rs1 < ORT (0§ — o3y + 87 = VI e + M7 = M5 o),
IM7 = M2 o s < Cr(IMG = Moll3es + ™ = w2, s + €7 = €112, ),
€ ~ €12, < CT (165 — &of? + ™ = wly 4o + M7 = M3, 1. ).
We need to find an estimate on v7 — v. Observe that

vi—v=V(b(M) u" - (1/7)N7) = V((b(M) - d(M)) - u),
=V((b(M7) —=d(M7))-u” — (b(M) —d(M)) -u) + V(A(M") - u” — (1/7)N7),

then we obtain the following estimate:

IV = VI e < (7 = g g+ 17 = M s 7).

where €7 = [|[d(M7) -u” — (1/T)NT||2LQ _rs—1- Thanks to Proposition [2.6.3| and Corollary [2.6.4
T
and using the fact that (1/4/7)||No|lzzs — 0, we obtain

HatNTHiQT;Hs,l + V- (VTNT) yﬁ%;HH =0,

lim

T—01

then equation ([2.3c|) ensures that lim+ e” =0.
7—0

Making a summary of previous estimates (for M”™ — M, use the estimates on u” — u and ™ — ¢
to obtain the 7" term) leads to

1X7 = X|201 < Cr(11XG = XolZes + TIXT = X||2oms +7)),
T 0 T
then we assume that CrT < % to get
17 = X 2a.m1 < Cr (115 = XolZs +27),

this conclude the proof of the Lemma.
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2.7 Conclusion

A constructive proof of the solution to our model has been derived. The main idea of the proof
was that the tumor remains compactly supported in the domain of interest up to a given time.
We proved that the minimum time for well-posedness can be bounded independently of the
characteristic time 7 of necrosis evacuation. This made it possible to prove that our model is
consistent with the model without necrosis, which means that the solution to the model without
necrosis is given as the limit of solutions for 7 goes to 0. This result ensures that our model can
describe continuously both situation with or without necrosis.
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Conclusion de la Partie [

Le travail présenté dans cette partie montre que le développement de modéles mathématiques
pour la croissance tumorale peut amener a la construction de modéles pour lesquels 'existence et
I'unicité de la solution n’est pas un probléme trivial. Le principal intérét de notre étude réside
cependant dans notre second résultat. En effet, la preuve que la solution de notre modéle converge
vers la solution d’un modéle similaire sans nécrose lorsque le temps d’évacuation de la nécrose
tend vers zéro posséde un intérét pratique non négligeable. Cette preuve permet de justifier que
le modele étudié ici est utilisable aussi bien dans le cadre de tumeurs présentant de la nécrose que
pour des tumeurs sans nécrose. Dans I’hypothése d’une application clinique future de ce modéle,
cela permettrait d’appliquer ce modéle & des cas cliniques différents sans avoir & en modifier les
équations, et donc le code de calcul permettant d’obtenir des simulations du modéle.
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Deuxiéme partie

Calibration d’'un modéle pour la
croissance de sphéroides tumoraux
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Introduction

Le travail présenté dans cette partie s’inscrit dans les cadre du projet MIMMOSA labellisé au
Plan Cancer. Le projet MIMMOSA a pour objectif d’acquérir une meilleur compréhension des
mécanismes biologiques mis en jeu dans la croissance de micro-tumeurs, grace & 1’étude de la
prolifération cellulaire et des propriétés mécaniques observées sur des cultures de cellules en 3D,
les sphéroides. Ce projet a été effectué en collaboration avec I’équipe IP3D du laboratoire de
biologie ITAV & Toulouse. L’équipe IP3D a développé et mis en place les expériences de cultures
de sphéroides et s’est également occupée du traitement des images obtenues a partir de ces
cultures.

Dans le cadre de ce projet, ’objectif du travail effectué au cours de cette thése est de développer
un modéle mathématique pour la croissance libre de sphéroides tumoraux et de le confronter aux
données expérimentales produites par nos collaborateurs afin de le calibrer, c’est-a-dire d’estimer
les valeurs des paramétres du modeéle qui permettent de reproduire au mieux les données
expérimentales. Le modéle développé ici doit étre capable de prendre en compte 'influence
du micro-environnement et de décrire précisément la distribution des cellules proliférantes et
quiescentes & l'intérieur d’un sphéroide en fonction de la concentration en nutriments/oxygéne.
L’intérét de ce travail est d’obtenir les paramétres biologiques caractéristiques a la croissance
libre de sphéroides, comme par exemple le taux de prolifération des cellules tumorales. En effet,
le modéle développé ainsi que les paramétres de croissance obtenus dans cette thése serviront de
base au développement d’un modéle plus complexe, visant & modéliser les propriétés mécaniques
des sphéroides tumoraux. Le développement de ce modéle mécanique fait I'objet du post-doctorat
de Guillaume Dechristé et est basé sur les résultats du présent travail.

Cette partie est décomposée en 4 chapitres. Le Chapitre [3] constitue une introduction générale
sur les sphéroides tumoraux et une description des données sur lesquelles nous avons travaillé.
Au Chapitre [4, nous décrivons le modeéle que nous avons développé ainsi que son implémentation
numérique. Le Chapitre [5| est le coeur du travail de cette partie : dans ce chapitre, nous présentons
la méthode qui a été employée pour intégrer les données expérimentales dans notre modéle
ainsi que la méthode de calibration qui a permis d’obtenir les paramétres de notre modéle et
de reproduire les données disponibles. Les résultats présentés dans ce chapitre on révélé qu’il
est nécessaire de revenir a une étude plus approfondie des données brutes. Nous présentons au
Chapitre [6] cette étude des données.
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Chapitre 3

Introduction sur les sphéroides
tumoraux

Dans ce court chapitre divisé en deux sections, nous commencons par établir en premiére
section les avantages que présentent les expériences de culture de sphéroides dans le cadre de la
compréhension de la biologie des cellules tumorales. Puis nous présentons a la section suivante
la forme des données expérimentales sur lesquelles nous avons travaillé dans le cadre du projet
MIMMOSA.

3.1 Le développement d’expériences de sphéroides tumoraux

3.1.1 Un intermédiaire entre les expériences de cultures cellulaires en 2D et
les expériences in vivo

Du fait de leur structure spatiale, les cultures de sphéroides constituent un modéle biologique
intermédiaire entre les cultures de cellules en 2D dans des boites de Petri et les modéles animaux.
Les expériences de sphéroides permettent de reproduire de facon réaliste la croissance d’une
tumeur au stade avasculaire et notamment ’hétérogénéité observée au sein d’une tumeur [57].
En effet, certains mécanismes présents dans les tissus ne sont pas exprimés dans les cultures de
cellules 2D [80]. Par exemple, dans le cas d’expériences avec apport permanent de nutriments
et d’oxygéne, la croissance des cultures de cellules 2D est exponentielle et illimitée tandis que
pour les sphéroides, la limitation de ’apport en nutriments et oxygéne, due a la diffusion a
I'intérieur des sphéroides, permet d’observer une saturation naturelle de leur croissance [38].
Cette limitation de la croissance n’est possible que par 'apparition d’une couronne de cellules
proliférantes en surface ainsi que des cellules en phase quiescente, voire d’un coeur nécrosé, au
centre du sphéroide. Les expériences de sphéroides permettent ainsi de simuler les changements du
micro-environnement d’une tumeur lors des premiers stades de sa croissance, ainsi que ’apparition
de nouveaux phénotypes, tels que 'apparition de cellules quiescentes ou d’une nécrose suite a
la diffusion limitée des nutriments et de 'oxygéne au centre du sphéroide [41, 05]. Un autre
avantage de la culture de sphéroides est que les modéles biologiques de croissance de sphéroides
sont capables de reproduire le phénoméne de résistance multicellulaire, composée a la fois d’une
résistance de contact cellule-cellule et cellule-matrice extra-cellulaire, et d’une résistance inhérente
a la structure d’un sphéroide : perméabilité du sphéroide, inhibition de ’apoptose, présence de
cellules quiescentes et d’un coeur nécrosé [29]. Enfin, il a également été observé que, contrairement
aux cultures 2D, 'expression et la fonction des génes sont préservées dans le cas de sphéroides
tumoraux et sont plus proches des profiles observés chez les patients [53] [71].
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3.1.2 Un outil pour ’évaluation de nouvelles thérapies

Afin d’étudier de nouvelles thérapies, il est nécessaire de commencer par une premiére phase
d’évaluation sur des cultures de cellules. Cependant ’évaluation de traitements sur des cultures de
cellules 2D n’est pas suffisante. En effet, du fait des différences de comportement entre les cultures
2D et les sphéroides, certains traitements perdent de leur efficacité dans un environnement 3D
[57]. Grace a I’évaluation de drogues sur des sphéroides, il est ainsi possible de faire une premiére
sélection des drogues potentiellement efficaces, avant les études sur des animaux et les études
cliniques, permettant ainsi de réduire 'utilisation d’animaux pour les tests et de limiter les cotits
de telles études [16, [65, 80].

3.1.3 Vers une personnalisation des traitements

La culture de sphéroides tumoraux & partir de cellules issues de biopsies de patients est d’un
grand intérét pour le développement de traitements personnalisés. En effet, comme nous ’avons
soulevé au paragraphe le profil génétique d’une tumeur d’un patient est préservé dans le
cadre de cultures de sphéroides tumoraux. Dans [64], il a par exemple été montré, a partir de la
culture de sphéroides issus de biopsie, que la sécrétion d’un niveau élevé de certaines cytokines
(molécules de signalisation cellulaire synthétisées par le systéme immunitaire) est prédictive de la
rechute dans le cas du cancer des voies aérodigestives supérieures (ou cancer de la téte et du cou).

3.2 Les données expérimentales disponibles

Le travail présenté dans les chapitres suivants repose sur 'utilisation de données expérimentales
de croissance de sphéroides qui nous ont été fournies par nos collaborateurs de 1’équipe IP3D du
laboratoire ITAV & Toulouse. Dans la suite, nous détaillons la procédure expérimentale employée
ainsi que le format des données dont nous disposons, cette procédure est également décrite
dans [66]. Pour une revue de différentes méthodes expérimentales pour la culture de sphéroides,
nous renvoyons le lecteur a l'article de Lin et Chang [71]. Dans le paragraphe suivant, nous
commengons par expliquer les méthodes de marquage qui permettent d’obtenir des informations
sur I’état des cellules dans un sphéroide. Puis, dans un second paragraphe, nous détaillons la
méthode expérimentale générale qui a été utilisée pour 'obtention des sphéroides. Enfin, dans
un dernier paragraphe, nous décrivons les différentes données dont nous avons disposé pour faire
le travail de modélisation qui sera présenté aux chapitres suivants.

3.2.1 L’utilisation de marqueurs pour obtenir des informations quantitatives
sur les sphéroides tumoraux

L’intérét d’une culture de cellules est de pouvoir obtenir des informations quantitatives sur les
cellules la composant. En effet, grace a l'utilisation de marqueurs, il est notamment possible de
quantifier & la fois les cellules d’un sphéroide et certains états des cellules voire de déterminer la
position des cellules dans le cycle cellulaire. Nous présentons dans la suite quelques marqueurs
permettant d’obtenir ce type d’information sur les cellules, en nous focalisant sur les marqueurs
qui ont été utilisés pour les données sur lesquelles nous avons travaillé.

Marqueurs pour les noyaux

Différents marqueurs peuvent étre utilisés pour quantifier les cellules dans une culture de cellules.
C’est le cas par exemple du DAPI. Le DAPI est un marqueur fluorescent capable de se lier aux
bases adénine (A) et thymine (T) de PADN. Il permet ainsi de visualiser les noyaux des cellules
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dans les cultures cellulaires. Ce marqueur est peu utilisé pour les cellules vivantes car il pénétre
difficilement dans la cellule mais est trés efficace pour les cellules fixées [104], c’est-a-dire les
cellules dont le métabolisme a été interrompu. C’est ce marqueur qui a été utilisé pour obtenir les
données sur lesquelles sont basés les travaux présentés ici. D’autres marqueurs peuvent également
étre utilisés, nous citons notamment le marqueur Hoechst, qui a par exemple été utilisé pour le
marquage des noyaux dans [61].

Marqueurs de prolifération

Afin de pouvoir modéliser la croissance tumorale et/ou U'effet de traitements, il est intéressant de
pouvoir quantifier la prolifération des cellules. En utilisant des marqueurs qui ne sont incorporés
que dans les phases avancées du cycle cellulaire, par exemple lors de la synthése, il est possible
de différencier les cellules en prolifération des autres cellules.

Pour quantifier les cellules en phase S du cycle cellulaire, plusieurs méthodes reposent sur
I'utilisation de molécules analogues & la thymidine. Nous citons par exemple 'utilisation de la
[*H]thymidine, du BrdU (5-bromo-2’-deoxyuridine) et de 'EAU (5-ethynyl-2’-deoxyuridine)
[19] [88]. En effet, la thymidine est une molécule exclusivement utilisée lors de la synthése de
I’ADN. En utilisant des molécules qui sont incorporées & la place de la thymidine, il est ainsi
possible de marquer les cellules lorsqu’elles passent par la phase de synthése. Une fois incorporées
par ’ADN, ces molécules restent dans celui-ci et sont transmises aux cellules filles aprés 'étape de
division cellulaire, permettant ainsi d’observer les cellules qui ont au moins passé une fois I’étape
de synthése entre I'injection des molécules et la mesure. Pour pouvoir détecter ces molécules, il
faut ensuite utiliser une méthode, appelée chimie "click", qui consiste & fixer un acide fluorescent
sur la molécule analogue a la thymidine (voir Figure .

k4 A4
’ V.
0
NH Incorporated % Click reaction , N py
> into DNA [_ -+ ( -~ Cufl) (’ N
> . ] — —_— \
HO
0O
S

0 = Alexa Fluor 488 dye

FIGURE 3.1 — Principe de la détection de la prolifération avec ’EAU. Lors de la syntheése de
I’ADN, la cellule incorpore 'EdU a la place de la thymidine. L’utilisation d’un acide fluorescent
(par exemple Alexa Fluor 488 ici) qui se fixe & la molécule EAU permet alors de la détecter.
Source : [19].

Tandis que marquage avec la [*H|thymidine posséde plusieurs inconvénients, notamment du fait
de la radioactivité de la [*H|thymidine, de la faible résolution du marquage et surtout de la
longue durée de détection, le BrdU présente ’avantage d’étre plus rapide et moins toxique pour
les cellules. Néanmoins 'utilisation du BrdU est moins intéressante que celle de 'EdU. En effet,
contrairement au BrdU, 'utilisation de I’EAU ne nécessite pas de dénaturation de ’ADN pour sa
détection avec la chimie "click" et permet de mieux préserver la structure de la cellule. L’EdU
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peut ainsi étre utilisé sur de plus longues durées que le BrdU, ce qui permet de notamment de
I'utiliser sur toute la durée d’un cycle cellulaire, de 'ordre de 24 heures, afin de pouvoir capturer
toutes les cellules qui ont fait un cycle cellulaire complet, et qui sont donc passées au moins une
fois par la phase S. C’est ce principe qui a été utilisé pour obtenir les données de prolifération &
I’aide du marquage & 'EAU dont nous disposons.

Remarque 3.2.1. L’utilisation des marqueurs précédents est basée sur le fait que les molécules
en jeu sont tres proches de la molécule de thymidine dont la formule chimique est 5-methyl-2’-
deoxyuridine. En effet la formule chimique du BrdU est 5-bromo-2’-deoxyuridine et celle de ’EdU
est 5-ethynyl-2’-deoxyuridine.

D’autres marqueurs peuvent étre utilisés pour quantifier les cellules dans différentes phases du
cycle cellulaire, c’est le cas par exemple du marqueur Fucci rouge qui marque les cellules en
phase Gj et du Fucci vert qui marque les cellules en phase S et Ga [66]. Nous citons également
I'utilisation de 'antigéne Ki67. Il est reconnu que 'antigéne Ki-67 est exprimé lors des phases
G1, S, G2 et M, mais pas en phase Gg [46]. Ainsi en utilisant un anticorps associé a ’antigéne
Ki-67, il est possible de quantifier les cellules qui ne sont pas en phase Gg du cycle cellulaire.
Ce marqueur a notamment été utilisé par nos collaborateurs dans [66] mais également dans le
travail de Jagiella et al. [61].

3.2.2 Procédure expérimentale

Au début de I'expérience, 500 cellules sont placées au fond d’une éprouvette contenant 100 uL
d’un milieu riche en facteur de croissance (EGF, pour Endothelial Growth Factor), et sont
ensuite centrifugées. Le sphéroide se forme au bout de 48h environ, c’est cette date qui sert de
référence et est dénotée par JO dans les expériences. Les premiéres mesures de prolifération avec
les marqueurs DAPI et EdU sont effectuées a J1, soit 3 jours aprés le début de I'expérience.

Afin d’obtenir les images en intensité des marqueurs DAPI et EAU, les sphéroides sont prélevés
a une date j et les deux marqueurs sont injectés. Aprés 24h, les sphéroides sont fixés avec du
formol pour interrompre le métabolisme des cellules. Puis une section 2D est effectuée pour
obtenir la coupe de plus grande dimension et d’épaisseur 5 um. C’est cette coupe qui est imagée
et permet d’obtenir, en 2D, la répartition des cellules proliférantes & l'intérieur du sphéroide
(voir Figure . Ainsi cette procédure ne permet pas de suivre un sphéroide au cours du temps,
puisque celui-ci est détruit pour ’obtention de la mesure.

3.2.3 Description des données disponibles

L’analyse a été effectuée sur des données issues du traitement des images brutes. A partir des
images DAPI et EAU (Figure , les noyaux des cellules avaient déja été contourés et le décompte
des noyaux marqués a 'EAU avaient déja été effectués a I'aide du logiciel Cellomics Scan (logiciel
commercial associé¢ a 1’équipement d’analyse en High Content Screening (HCS) Cellomics®,
Thermofisher). Les données qui nous ont été transmises se présentent sous la forme d’un tableau
contenant, pour chaque sphéroide :

— la liste des distances des cellules a la surface du sphéroide,
— la liste des états positifs/négatifs & 'EdU pour chacune des cellules du sphéroide.

Nous présentons en Figure [3.3| un schéma du format des données dont nous disposons pour 10
sphéroides de I'expérience CAPAN-2 controle au jour J5 ('expérience CAPAN-2 controle est
décrite au paragraphe suivant).
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FI1GURE 3.2 — Visualisation de la répartition des cellules proliférantes sur une coupe 2D d’un
sphéroide de cellules de la lignée CAPAN-2 aprés 24h d’incorporation du marqueur EAU (en
rouge). Les noyaux, marqués au DAPI, sont représentés en bleu. Image tirée de [66]. a) Petit
sphéroide (aprés 1-2 jours de croissance). b) Gros sphéroide (aprés 4-5 jours de croissance).
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FIGURE 3.3 — Représentation des données disponibles pour 10 sphéroides de 'expérience CAPAN-
2 controle au jour J5. Pour chaque sphéroide 4, sont représentées en ligne i les positions des
noyaux marqués au DAPI (barres bleues, positionnées en partie supérieure de la ligne i) ainsi
que les positions des noyaux marqués a 'EdU (barres rouges, positionnées en partie inférieure de
la ligne 7).

Pour ce travail, nous avons utilisé les données de croissance de sphéroides issues de 2 lignées
cellulaires différentes. Pour chacune de ces lignées cellulaires, nous avons eu accés a des données
réalisées dans deux conditions différentes. Nous présentons aux paragraphes suivants ces différentes
données.

Données de sphéroides de la lignée cellulaire CAPAN-2

La lignée cellulaire CAPAN-2 est une lignée de cellules tumorales pancréatiques humaines. Pour
cette expérience, deux conditions expérimentales ont été étudiées, & deux concentrations en
EGF différentes. Lors de la phase de formation des sphéroides, ceux-ci ont été placés dans des
conditions d’abondance en EGF, a 20 ng/mL, afin de limiter I’apparition de cellules quiescentes.
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Puis & JO, tous les sphéroides ont subi 3 lavages de 5 minutes avec une solution saline (PBS) a
37°C. Ensuite les sphéroides ont été partagés en deux groupes.

— Pour le premier groupe, appelé CAPAN-2 contréle dans toute la suite de cette étude,
les sphéroides ont été placés dans un milieu réinitialisé a ’identique de celui du début de
I’expérience.

— Pour le second groupe, appelé CAPAN-2 quiescent dans la suite, les sphéroides ont été
placés en condition minimale de concentration en EGF, afin d’observer ’apparition du
gradient de prolifération tout en prévenant I’apparition de nécrose.

Pour cet ensemble d’expériences, les sphéroides ont été suivis sur 7 jours aprés JO avec des
mesures chaque jour entre J1 et J7. Du fait des contraintes imposées par l'expérience, aucune
mesure n’a été effectuée a J6 pour ces données.

En plus des données de répartition des cellules proliférantes a 'intérieur des sphéroides, nous
disposons également des données de croissance libre de sphéroides soumis aux méme conditions
expérimentales que pour les sphéroides des groupes CAPAN-2 controle et CAPAN-2 quiescent.
Ces données ne sont constituées que des informations de volume des sphéroides mais ont ’avantage
d’étre continues en temps : les sphéroides ont été laissés dans les mémes conditions expérimentales
de JO a J7, sans intervention. Nous verrons également au Chapitre [f] Section [5.4.1] que ces données
sont moins bruitées que les données de volume des sphéroides ayant été fixés pour obtenir les
images.

Données de sphéroides de la lignée cellulaire HCT-116
La lignée cellulaire HCT-116 est constituée de cellules du colon. Dans le cadre de ce travail, deux
conditions expérimentales différentes ont été étudiées.

— Dans un premier cas, les sphéroides ont été mis dans un milieu avec une concentration en
oxygene de 21%, correspondant a la concentration a ’air libre ;

— Dans un second cas, les sphéroides ont été placés dans un milieu avec une concentration en
oxygene de 5%, ce qui correspond & la concentration qui est observée dans les tissus.
Pour ces deux groupes, les sphéroides ont été suivis sur 6 jours aprés JO avec des mesures a J3 et

J6.



Chapitre 4

Un modeéle mathématique pour la
croissance de sphéroides tumoraux

L’objectif de ce chapitre est de développer un modéle qui permette de reproduire le gradient de
prolifération qui est observé dans les données expérimentales présentées au Chapitre précédent.
Pour cela, le modéle que nous allons développer doit présenter plusieurs caractéristiques :

— le modéle doit prendre en compte deux types de cellules : les cellules proliférantes, celles qui
sont positives au marqueur EAU, ainsi que les cellules quiescentes, celles qui sont négatives
au marqueur EdU,

— puisque nous disposons d’une information spatiale, la distribution de cellules proliférantes
et quiescentes a 'intérieur d’un sphéroide, le modéle doit étre spatial,

— les expériences ayant été réalisées dans différentes conditions de concentration pour 'EGF
et I'oxygeéne, le modéle doit dépendre de cette concentration en EGF /oxygéne.

Nous commencons par décrire le modéle que nous allons utiliser dans la section suivante. Du
fait de I'invariance par rotation des expériences de croissance de sphéroide, nous présentons en
Section [£.2] une réécriture du modeéle en coordonnées radiales. La Section [4.3] est consacrée a
I’étude de quelques propriétés mathématiques du modeéle qui nous seront utiles par la suite. Enfin
nous présentons en Section la méthode numérique utilisée pour effectuer des simulations du
modéle ainsi que quelques premiers résultats de simulation.

4.1 Description du modéle

Comme nous disposons de données discrétes, avec des informations cellule par cellule, il pourrait
étre intéressant de développer un modéle discret, par exemple un modéle de type agent. En
effet ce type de modéles est trés adapté pour des cultures de cellules, notamment parce qu’ils
permettent de modéliser directement les différentes populations de cellules qui sont observables
dans les cultures de cellules. Néanmoins, le travail présenté ici s’inscrit dans le projet plus général
de I'équipe MONC qui est de modéliser la croissance de tumeurs chez le patient. Par conséquent,
nous avons décidé de développer un modéle d’équations aux dérivées partielles qui reprend les
idées de base de [85].

Pour un sphéroide tumoral, nous notons R(t) son rayon a la date ¢ et notons S(t) le domaine
qu’il occupe dans l'espace. Dans les données, nous disposons des informations de distribution

spatiale de deux types de cellules :

75
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— nous appelons cellules proliférantes, les cellules dont le marquage & 'EdU est positif et
nous notons P(t,x) € [0,1] leur densité a I'instant ¢ & la position z,

— nous appelons cellules quiescentes, les cellules (visibles grace au marquage DAPI) qui ne
présentent pas de marquage EAU et nous notons Q(t, z) € [0, 1] leur densité a l'instant ¢ a
la position z.

FIGURE 4.1 — Représentation schématique d’un sphéroide comportant une couronne proliférante
avec P = 0.7 en gris foncé et un cceur quiescent au centre avec P = 0.3 en gris clair.

Nous faisons 'hypothése que les cellules proliférantes proliférent a un taux ~vo(C(t, x)), pouvant
dépendre de la concentration locale en facteur de croissance (EGF) et en oxygéne, notée C(t,x).
Si cette concentration vient & diminuer, par exemple au centre du sphéroide lorsque les cellules
en périphérie du sphéroide ont consommé tout le facteur de croissance et ’oxygéne disponibles,
les cellules en condition d’hypoxie vont passer de 1’état proliférant a ’état quiescent, dans lequel
elles arrétent leur prolifération. Nous notons 1 (C(t, x)), ce taux de passage en quiescence. Pour
le choix des fonctions g et 71, nous considérons des fonctions sigmoides. Nous présentons au
Chapitre [5] le choix que nous avons retenu pour la calibration du modéle.

De la méme fagon que pour le modele étudié au Chapitre [2] nous faisons 'hypothése que le
mouvement des cellules est un mouvement passif induit par la prolifération cellulaire. Nous
notons v(t,x) la vitesse de transport passif des cellules. Ainsi en effectuant un bilan de masse,
nous obtenons les équations suivantes sur les densités de cellules P et Q) :

P +V - (vP) = 7(C)P — 1 (C)P, (4.1)
XQ+V - (vQ) =n(C)P. (4.2)

Nous faisons ’hypotheése que le volume des cellules est constant (en temps et en espace) et que le
sphéroide n’est constitué que de cellules proliférantes ou quiescentes, ce qui conduit a 'hypothése
de saturation suivante :

P(t,z) + Q(t, z) = 154 (), pour tout ¢, z, (4.3)
ot 15 est la fonction indicatrice du sphéroide (valant 1 dans le sphéroide, 0 en dehors).

Remarque 4.1.1. Nous pourrions également considérer que, sous une certaine concentration
en EGF et oxygene, les cellules meurent et forment alors de la nécrose, comme dans le modéle
de croissance de GIST étudié au Chapitre[d Néanmoins, les conditions expérimentales ont été
choisies de sorte a ce que cet effet ne se produise pas. Nous pouvons constater l’absence de ceeur
nécrotique méme apres 7 jours de mise en quiescence (voir la Figure .
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FIGURE 4.2 — Canal DAPI (marqueur pour les noyaux) d’un sphéroide aprés 7 jours de mise en
quiescence.

En sommant les équations (4.1)) et (4.2)) et en utilisant 'équation de saturation précédente, nous
en déduisons une équation sur la divergence de la vitesse de transport des cellules :

Vv = 0(C)P. (4.4)

Pour la concentration en EGF et en oxygéne, nous utilisons une équation de diffusion stationnaire
avec un terme de consommation par les cellules proliférantes, supposé proportionnel & la densité
de cellules proliférantes locale et & la concentration en EGF et oxygéne locale (d’autres hypothéses
sur le taux de consommation peuvent étre étudiées [49] [77]) :

1
C

ol « est un paramétre de consommation de 'EGF et de 'oxygéne par les cellules proliférantes et
Rc = 100pm, (4.6)

un rayon caractéristique utilisé pour adimensionner « (dans les données, 'ordre de grandeur
des rayons des sphéroides est de 100um). Nous supposons que la concentration a I'extérieur du
sphéroide est constante égale au paramétre Cj.

Remarque 4.1.2. Afin de pouvoir calibrer les paramétres du modéle, nous avons divisé I’équation
de diffusion par la constante de diffusion. Plus précisément, a est en réalité le rapport entre la
consommation de ’EGF /oxygéne et la constante de diffusion de I’EGF /oxygéne.

4.2 Réécriture du modéle en coordonnées radiales

Dans cette section, nous utilisons ’hypothése d’invariance par rotation pour écrire le modéle en
coordonnées radiales, ce qui nous permet d’obtenir une expression simplifiée du modéle.

Nous commengons par définir les notations qui nous seront utiles pour effectuer les calculs
intermédiaires.

Notations 4.2.1. Pour tout t > 0 et x € S(t), nous notons

_ =]
r(t,x) = m,
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la coordonnée radiale normalisée (r = 0 au centre du sphéroide, r = 1 a la surface). Sous
U’hypotheése d’invariance par rotation, nous pouvons alors définir, pour tout t,x :

a(t,r(t,z)) = u(t,x), pour u une inconnue du modéle parmi P,Q,v,C.
Nous appelons v la composante radiale de la vitesse v, invariance par rotation implique :
vV = ve,.

En utilisant ces notations, nous pouvons alors réécrire les équations du modéle en coordonnées
radiales. Nous commencons par obtenir une formule explicite pour le rayon du sphéroide.

4.2.1 Formule explicite pour le rayon du sphéroide

Soit V(t) = (4/3)7R(t)? le volume du sphéroide S(¢) de rayon R(t), I'’équation de saturation
P+ Q = 15 implique

V(t):/s(t)lz/s(t)P+Q,

en dérivant par rapport au temps l’expression précédente le long du domaine mobile S(t), les

équations (4.1)) et (4.2]) sur P et @ donnent
o) = [ ()P
S(t)

En utilisant les coordonnées radiales normalisées r (¢, z) = ||z||/R(t) dans la précédente intégrale,
nous obtenons ’équation suivante (sous ’hypothése d’invariance par rotation)

O <;17rR(t)3> = 47 R(t)? /01 Yo(C)Pr2dr,

cette équation permet d’obtenir ’équation différentielle suivante pour le rayon

1
R(t) = R(t) /0 ~o(C) Prdr.

Ainsi, nous obtenons une expression explicite du rayon du sphéroide :

R(t) = R(0) exp ( /0 t /0 1 70(C~')I5r2drds> : (4.7)

Cette expression du rayon permet de s’affranchir de I'inconnue Q, qui s’obtient & partir du rayon
R et de I'inconnue P grace a I’équation de saturation (4.3)).
4.2.2 Equation simplifiée pour la densité de cellules proliférantes

Nous allons maintenant chercher une équation pour P. Pour tout (¢,z), P(t,z) satisfait 'équation
suivante :

QP(t,x) = % (P(t,r(t,x))) :

= 8tp(t, T(t, Q?)) + T’g((tt)) arp(tv T(t7 .%')),
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R(t)
R(t)
Nous réécrivons ensuite le terme d’advection de la fagon suivante :

car Oyr(t,x) =r

en utilisant la formule sur la divergence de v, nous obtenons

Puis, en remarquant que

1 =
Vr(t,x) = CIER

nous obtenons par composition

VP(t,x) = Rtt)uiuﬁrp(t,r(t,x)).

Enfin en utilisant le fait que la vitesse est radiale, nous en déduisons

~ - 1 ~
V- (v(t,z)P(t,x)) = v0(C(t, z))P(t,r(t,x))* + o(t, r(t, x))%&.P(t, r(t,z)).
En sommant les deux équations précédentes et en utilisant I'équation (4.1) pour P, nous obtenons
une équation pour P(t,7(t,x)) pour tout (¢, z). Nous en déduisons alors I’équation suivante pour

P(t,r) pour tout (t,r) :

o(t,r) — rR'(t)

8t15(t,r) -+ R(t)

0,;P(t,r) =0(C(t,r)P(t,r)(1 — P(t,r)) = n(C(t,r)P(t,r).

4.2.3 Formule explicite pour la vitesse

En réécrivant ’équation pour V - v en coordonnées radiales, nous obtenons ’équation suivante
pour la vitesse radiale v :

Rtt):zar(r%(t’ r)) =0(C(t,7))P(t,7),

par intégration de ’équation précédente entre 0 et 7 > 0 (en remarquant que l'invariance par
rotation implique une condition aux limites de Neumann au centre ©(t,0) = 0), nous obtenons
une formule explicite pour la vitesse radiale o :

B(t,r) = T‘; /0 Co(CL 7)) Pt 7).

En notant

() = /0 " o(C(t 7)) P(L, F)PdF,

on en déduit que la vitesse qui apparait dans ’équation pour P, obtenue précédemment, est
donnée par la formule suivante :

W = 712 (I(t,r)—rI(t,1)). (4.8)
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4.2.4 Formulation du modéle en coordonnées radiales

Dans la suite, pour simplifier les notations, nous confondons P avec P, C' avec C et nous notons
v la nouvelle vitesse (0 —rR’)/R. En résumant les calculs précédents, nous pouvons alors réécrire
le modéle en coordonnées radiales.

Proposition 4.2.2. Sous l’hypothése d’invariance par rotation, le modele présenté en Section[{.]
est équivalent au modéle suivant, écrit en coordonnées radiales :

(1) = /0 " o(C(t F) Pt ), (4.92)

R(t) = Roexp ( /0 I 1)4{) , (4.9b)

atP—FUaTP :’yo(C)P(l —P) —71(C)P, (49C)
o(t,r) = %2 (I(t,r) — P31(t,1)) , (4.94)

2
71287«(7“28,@') = —« <}J;C> PC, (4.9¢)
C(t,1) = Cy, (4.91)
arc(tv 0) = 07 ( 9g>

avec conditions initiales R(0) = Ry et P(0,r) = Py(r) pour tout r.

Remarque 4.2.3. La vitesse v qui apparait dans I’équation de transport étant nulle aux bords,
aucune condition de bord sur la densité de cellules proliférantes n’est nécessaire.

Cette écriture du modéle présente plusieurs avantages.

— Pour la croissance libre du sphéroide, il n’est pas nécessaire de faire d’hypothése sur la
mécanique du sphéroide pour obtenir la vitesse de transport passif des cellules. L’intérét est
de pouvoir calibrer uniquement les paramétres de croissance sur des données de croissance
sans a priori mécanique ;

— Le domaine d’étude est limité a l'intérieur du sphéroide, ce qui a un intérét pratique lors
des simulations numériques ;

— L’expression du rayon permet d’avoir une intuition qualitative du comportement du modéle
en fonction de la densité de cellules proliférantes et du taux de prolifération. De plus,
comme cette formule ne fait intervenir que des variables qui sont observées dans les données,
le rayon et la densité de cellules proliférantes, ainsi que le taux de prolifération ~o(C), cela
nous donne une piste pour calibrer la fonction vo(C'). Ceci sera utilisé lors de la calibration
du modéle au Chapitre

4.3 Propriétés du modéle

Dans cette section, nous présentons plusieurs propriétés de la solution du modéle. Ces propriétés
nous seront utiles dans la suite de I’étude. Si certaines des propriétés que nous allons établir ont
un intérét du point de vue de la modélisation, les autres propriétés nous seront utiles pour la
mise en place des simulations numériques mais aussi pour ’estimation des paramétres du modéle.
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4.3.1 Propriétés sur la densité de cellules P

Dans cette sous-section, nous établissons des propriétés sur la densité de cellules proliférantes P.
Les deux premiéres propriétés ont un intérét pour la modélisation et permettent d’en déduire
les propriétés sur les autres inconnues du systéme. La troisiéme propriété a un intérét pour
I’estimation des paramétres du modéle, en effet elle donne une formule explicite de la densité de
cellules a la surface du sphéroide en fonction de deux parameétres, vo(Cp) et v1(Cp).
Proposition 4.3.1. Soit P la solution de l’équation , alors P vérifie :
1. (P est une densité) Si v1 > 0 et Py € [0,1] alors pour tout t > 0,7 € [0,1], on a
P(t,r) € [0,1];
2. (P est croissant en espace) Sous les hypothéses suivantes :
— 7% =0,
— N <0,
— Oy Po(r) > 0 pour tout r € [0,1],
— 0,C(t,r) >0 pour tout t > 0,r € [0,1],
alors 9, P(t,r) > 0, pour tout t > 0,7 € [0,1] ;
3. (Expression explicite de P(t,1)) La densité de cellules proliférantes a la surface du sphéroide
est donnée par

e(70(Co)—71(Co))t

C _
14+ m (e(’YO(CO) v1(Co))t _ 1) Po(l)

P(t,1) = Py(1). (4.10)

Démonstration. 1. Notons
f(P) =%(C)P(1 = P)—m(C)P,

le terme source dans 1'équation (4.9¢). Comme f(0) =0 et f(1) <0, si Py € [0,1], alors en
se placant le long des courbes caractéristiques définies par v, on en déduit que pour tout
t>0,r €0,1], P(t,r) reste dans [0, 1].

2. En dérivant en espace I’équation (4.9¢|) satisfaite par P, nous obtenons ’équation suivante
sur 0, P :
8,(8,P) + v, (9, P) = ( — 90 +(C)(1 - 2P) — 71(0))37?
+7(C)0,CP* — 41(C)0,CP,

d’aprés les hypothéses sur v(C'),v1(C) et sur C, nous obtenons l'inégalité différentielle
suivante :

00P) +v0,(0,P) > (= 00 +70(C)(1 = 2P) = 1(C)) 0, P
Ainsi si 9,.Py > 0, alors en se placant le long des courbes caractéristiques définies par v, on

en déduit que pour tout ¢t > 0,7 € [0,1], 9, P(t,r) > 0.

3. En remarquant que v(¢,1) = 0 pour tout ¢ > 0 (conséquence de 'équation (4.9d))), comme
C(t,1) = Cp pour tout temps ¢, on obtient que P(¢,1) est solution de I’équation logistique
suivante

OpP(t,1) = 70(Co) P(t, 1)(1 = P(t, 1)) =11 (Co) P(t, 1),

dont la solution est donnée par (4.10)).



82 Chapitre 4. Un modéle pour les sphéroides tumoraux

Remarque 4.3.2. La formule (4.10) permet d’en déduire certaines propriétés qualitatives du
modéle.

1. Siv0(Cp) > v1(Co) > 0, alors P(t,1) = 1 —71(Co)/70(Ch).
Si 0 < v(Co) < 71(Cy), alors P(t,1) = 0.

2. Supposons que les fonctions vo(C) et v1(C) sont des constantes en temps et en espace (ceci
est vrai lorsque a = 0 par exemple, puisque C' est alors constante égale a Cy), respectivement
égales & o et y1, et que la condition initiale Py est également constante en espace. Alors, en
réécrivant I'équation (4.9¢) a l'aide des courbes caractéristiques associées a la vitesse v, nous
pouvons montrer que la distribution de cellules proliférantes P reste constante en espace
et que la formule (4.10)) se généralise a P(t,r) pour tout r. Ceci nous permet d’obtenir la
formule suivante pour le rayon :

(6(70—71)75 _ 1) > 3

R(t) = R() (1 + ’)/()PQ
%M

Cette formule nous montre que, dans ce cas trés simplifié, le modéle est capable de reproduire
3 types de croissance avec seulement deux paramétres, g et y1 :

— une croissance exponentielle si vy > 71,
— une croissance linéaire (pour le volume) si yo = V1,

— une croissance logistique si yg < V1.

4.3.2 Propriétés sur la concentration C'

Nous donnons un encadrement de la concentration en facteur de croissance/oxygéne, connaissant
un encadrement de la densité de cellules proliférantes. Cette propriété permet non seulement
de garantir la propriété que la concentration C est positive mais également d’en déduire que
0,C > 0, ce qui permet d’obtenir les hypothéses de la Proposition et ainsi d’en déduire que
o-P > 0.

Proposition 4.3.3 (Principe du maximum pour C). Soit P tel que pour toutt > 0 et r € [0,1],
P(t,r) € [0,1]. Pour tout t > 0, on note
Proin(t) = rrerf(iﬁ] P(t,r),

P (1) = P(t,r).
(t) Jmax (t,r)

Pour m € {min, max}, on note Cp,, la solution de I’équation

R \2
—ACpm + « <> Pmem =0,
R¢

Cp,,|lr=1 = Cy,
8’!‘CPm ‘r:O = Oa

alors on a

~+

C, Sinh (r osz(t)%C)>

1. Cp,, (t,r) = — ,
T sinh( aPm(t)%éU

2. Cp,..(t,r) <C(t,r) < Cp

m

W (t,7) pour tout t,r (en particulier C > 0).
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Démonstration. 1. Nous cherchons la solution de I’équation sous la forme d’une série entiére :
Cp,(t,1) = cnlt)r™.
neN

A partir de I’équation vérifiée par Cp, , nous obtenons alors la formule de récurrence
suivante :

B R(t)\? 1
Vn € N, Cnt2(t) = aPpy(t) < Re ) CFBES) en(t),

puis les conditions aux limites permettent d’obtenir la formule explicite pour Cp,, .

2. Nous ne prouvons que la premiére inégalité Cp, . < C, la preuve de la seconde inégalité
étant similaire. Posons
b=C—-Cp,..»

alors b satisfait ’équation suivante

R\? R \?
—Ab ) Py= Cp. . (Puyax — P) > 0.

En multipliant la précédente inégalité par b~ = min(b,0) < 0 et en intégrant par parties,

nous obtenons
R\2
/|Vb—|2 + o (> P2 <o0.
R¢

Ainsi b~ est constant en espace, identiquement égal a b~ (1) = 0, ce qui implique que
C>Cp,..-
O

La positivité de C obtenue dans la Proposition précédente permet d’obtenir le Corollaire suivant.

Corollaire 4.3.4. Si P(t,r) > 0 pour toutt > 0,r € [0,1], alors la solution C' de I’équation (4.9¢))
vérifie 0,C(t,r) > 0 pour tout t,r.

Démonstration. C’est une conséquence directe de I’équation (4.9¢]) intégrée entre 0 et r > 0 :

1 R\?% 7
O = —a| - PCFdR > 0.
o,C T2a<RC>/o Crdr >0

O]

Couplé au point [I] de la Proposition [£.3.1] ce Corollaire a pour conséquence immédiat le point [2]
de la Proposition Ainsi, si les conditions initiales et les fonctions g et v vérifient les
hypotheéses de la Proposition [£.3.1] alors les conclusions des Propositions [£.3.1] et [4:3-3] sont
vérifiées. Les résultats de ces deux Propositions et du Corollaire précédent nous permettent alors
de démontrer la propriété sur la vitesse présentée au paragraphe suivant.

4.3.3 Propriété sur la vitesse relative v

Dans ce paragraphe, nous donnons un encadrement de la vitesse relative d’advection des cellules
proliférantes. Cet encadrement permet de donner une estimation de la condition de stabilité qui
apparaitra pour les simulations numériques.
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Proposition 4.3.5. Si(C)P >0 et 0,(7(C)P) > 0 pour tout t,r. Alors la vitesse relative v
satisfait l'inégalité suivante pour tout t > 0,r € [0,1] :

B @ " Bo(C )P V=8 < 9(r) (€l )P V=4 < o(tr) <0, (4.11)
ot la fonction g est définie par :
r(l—r3
g(r) = —(13)- (4.12)

En particulier v =0 lorsque la fonction ~y(C)P est homogéne en espace.

Démonstration. Réécrivons 1'équation (4.9d)) sous la forme suivante

o(t,r) = 5 [ =) (8 7) + () — 1, 1)

Le terme 72v(t, ) est donc une combinaison convexe entre I(t,r) et (I(t,r)—I(t,1)). En utilisant
I'hypothése que vo(C(t,-))P(t,-) est une fonction positive et croissante par rapport a r, nous
déduisons les encadrements suivants pour I(t,r) et (I(¢t,r) — I1(t,1)) :

T3 r

?(VO(C)P)@;O) < I(t, T) < ?(’YO(C)P)(L ’f‘),

(WO(C)P)(t, 1) < I(t,T‘) *I(t, 1) < 71 —3?"

w

1—73 3

3

((C)P)(t,7),

ainsi en multipliant par (1 —73) > 0 'encadrement sur I(¢,7) et par > > 0 ’encadrement sur
I(t,r) —I(t,1) et en sommant les deux encadrements, nous obtenons ’encadrement suivant sur
v

r(l— T3)

3 [’YO(C(t7 '))P(tv )]ri(l) < U@ﬂ") < 0.

s

Puis, une simple étude de fonction nous permet d’obtenir que le minimum de la fonction g est
4
atteint en r, = (1/4)% et vaut — (1/4)3. O

Remarque 4.3.6. Les profils de vitesse pour différentes formes de la fonction ~o(C)P sont
donnés en Figure[{.5 Nous pouvons remarquer que la vitesse minimale donnée par est
atteinte lorsque la fonction vo(C)P est une fonction échelon dont le point de discontinuité est
situé en ry = (1/4)% De maniére générale, lorsque vo(C)P est une fonction échelon, la vitesse
associée coincide avec la fonction g au point de discontinuité et est minimale en ce point. La
minoration de la vitesse par la fonction g dans la formule (4.11)) est donc optimale.

4.4 Simulations numériques

Dans cette section, nous commencgons par décrire la méthode numérique employée pour réaliser
des simulations de notre modéle. Toutes les simulations numériques ont été réalisées avec le
logiciel Scilab. Ces simulations permettront par la suite de comparer le modéle aux données
expérimentales disponibles. En fin de section, nous présentons des premiers résultats de simulations
pour différentes valeurs des paramétres.
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FIGURE 4.3 — Tracé de différentes vitesses v; et de la fonction g définie par (4.12) (& gauche)
pour différentes formes f; de vo(C)P (& droite).

4.4.1 Meéthode numérique pour la simulation

Dans cette sous-section, nous présentons la méthode numérique utilisée pour obtenir des simula-
tions. Grace a I’écriture du modéle en coordonnées radiales normalisées présentée en Section [£.2]
nous pouvons réduire le domaine de calcul en espace a celui délimité par le sphéroide. La discré-
tisation en espace a été effectuée par différences finies avec J points sur le segment [0, 1] (ce qui
donne J — 2 points intérieurs), nous considérons :

rj = (j —1)or, pour j =1,...,J, (4.13)

ou le pas d’espace dr est donné par :

= — . 4.14
or 71 (4.14)

Pour la discrétisation en temps, nous utilisons un pas de temps variable 6t™ et nous notons
n—1
tr=>"atk. (4.15)
k=1

Le choix de ce pas de temps sera explicité aprés la présentation des schémas utilisés pour résoudre
les différentes équations du modele (4.9)).

Définition 4.4.1. Pour chaque inconnue u du modeéle, nous notons uy l'approzimation de
u(t",rj).

Calcul de l’intégrale I et de la vitesse v

Pour le calcul de I(¢,r), nous avons choisi d’utiliser une méthode qui permet de conserver les
inégalités satisfaites par la vitesse théorique, notamment que cette vitesse est négative.
Pour cela nous avons décidé d’utiliser la méthode du point milieu, en approchant le point milieu
de la fonction r — ~o(C)P par :

20(CF41) Py +0(CF) PP
2 )

0(Cla/2) P12 = pour j =1,...,J -1
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Ti+1

On approche alors I'intégrale / 70(C) P#2dF par la formule suivante

T

’70(0?+1)P]n+1 + 'YO(CJn)Pjn T?+1 - T?
2 3 ’

Tj+1 9
/ 2o(C)PRdF ~

i
Puis nous calculons I’ de la facon suivante :

—1 n
— 0(C )P+ 0 (CHPR ., — 1

n __ J
m=>y" 5 I (4.16)

k=1

Le principal intérét d’utiliser cette méthode, plutét que la méthode des trapézes, est de conserver
la propriété que la vitesse numérique v;?, définie par

o = 5 (I —r30)). (4.17)

J 2 J
vérifie 'inégalité discrétisée, la preuve de cette inégalité discrétisée étant d’ailleurs I’analogue
discréte de la preuve de 'inégalité . Un second avantage est d’avoir une formule exacte
lorsque la fonction P est constante en espace. En effet, le polynome v Pr? étant alors d’ordre
2, la formule des trapézes appliquée a la fonction o Pr? n’est plus exacte contrairement a la
formule (4.16]).

Calcul du rayon R
A partir des valeurs de I}L*l et du rayon R"™!, nous calculons le rayon R" a l'aide de la
formule (4.9b)), en approchant I'intégrale en temps par la méthode des rectangles a gauche.

Calcul de la concentration C

Pour le calcul de la concentration en facteur de croissance/oxygéne, nous utilisons une discré-
tisation de 'opérateur C' — —%2&(730) par différences finies, ce qui donne la matrice non
symétrique suivante :

2 ai" 0
ay 2 ag
N
=53 a; a; , (4.18)
- +
aj_3 2 aj_g
0 ay o 2

s+ . . -_ . .

ouaj =—(1—-1/j)eta; =—(1+1/j). En posant :
T Cg,...,J—1 = (C3,... 7C§'L—1)t7
— diag(Py, ..., P} ;) la matrice diagonale & coefficients diagonaux les Py, ..., P} _,,
— b= (07"'70700)t7

nous devons alors résoudre I’équation matricielle suivante :

n\ 2 +
R . n n n aj_g
<A + « (1%0) dzag(PQ sy PJ_1)> 02?_“7(]_1 = —Wb, (419)
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ot le second membre de I’équation correspond & la condition de bord C(¢,1) = Cj.
La résolution du systéme linéaire (4.19) est effectuée par la méthode LU avec un calcul des

N2
facteurs LU de la matrice | A + « (%) diag(Py, ..., P}L_l)> a chaque pas de temps. Malgré le

cofit de calcul des facteurs LU, cette méthode s’est avérée plus rapide, en Scilab, que 1'utilisation
de l'opérateur d’inversion de Scilab.

Puis pour les valeurs de C aux bords, nous utilisons une approximation & ’ordre 2 de la condition
de Neumann en r =0 :

n 1 n n
Cr = §(402 - C3), (4.20)

et imposons la condition de Dirichlet C? = Cy en r = 1.

Calcul de la densité P

Pour le calcul de la densité de cellules proliférantes P, nous utilisons une méthode de splitting a
Pordre 1 (splitting de Lie) avec un schéma décentré amont explicite pour la partie advection et
une méthode d’Euler semi-implicite pour le terme source. Plus précisément, nous commengons
par résoudre la partie advective de ’équation par un schéma décentré amont explicite :

nx _ pn n._ _ pn
b b + Pl — P -0 (4.21)
St J+1/2 Sr ’ :
ol v;.:l /2 est une approximation de la vitesse en ;1o donnée par :
vl 4 o
- _ J+l
v;?+1/2 =5 (4.22)

avec vl donnée par (4.17)) et (4.16)). Nous calculons ensuite C"™* en résolvant

(A + < Ro > diag(Py a"'vPJ—l)) Gy 1=~ (;]7422 b,

en utilisant les conditions de Dirichlet en r = 1 et de Neumann en r = 0. Enfin, nous résolvons la
partie avec second membre de I’équation (4.9c) par la formule semi-implicite suivante

n—+1 *
BBy
otn
Remarque 4.4.2. L’intérét d’utiliser une méthode semi-tmplicite pour le terme source est de
s’affranchir d’une condition de stabilité qui dépend des paramétres de la fonction 1 (C). En effet,

st nous effectuons la résolution de l’équation sur P avec terme source de facon explicite, nous
sommes amenés a calculer P;"H a Uaide de la formule suivante

= 0(CJ*) PP (1 — PP — g (O ) PP, (4.23)

PTZ+1 _ pn+*
(OB (L - P - (G P

Afin de conserver la positivité de P;”rl, la condition de stabilité suivante apparait

6t" supy1(C7™) < 1.
j

Or, lorsque nous avons effectué un parcours de l’espace des parameétres, nous nous sommes apercus
d’un probléeme d’identifiabilité des paramétres de modele (ce probléme est présenté au Chapitre @
Section : le parameétre influencant le maximum de la fonction 1 peut devenir arbitrairement
grand et la valeur du pas de temps 0t" peut alors devenir relativement petite, ce qui induit un
temps de calcul trop élevé.
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Condition de stabilité

Pour la résolution numérique de I’équation de transport, le pas de temps §t™ doit satisfaire la

condition de stabilité suivante

ot n< (4.24)
——Supv; < L. .
(57“ 7 J

Il est également possible de considérer un pas de temps constant dt, 'estimation sur la vitesse
donnée par I'inégalité (4.11]) nous donne alors la condition de stabilité suivante :

% <i>3 10(Co) < 1. (4.25)

Algorithme de simulation du modéle

Pour résoudre tout le systéme, nous procédons comme suit.

1. Initialisation

Connaissant Ry et Py :
— Nous calculons C]Q, pour j=1,...,J.
— Puis nous en déduisons les valeurs de I? et de fu?, pour j=1,...,J.
2. Boucle en temps

— mnous mettons a jour 6t" a l'aide de la condition de stabilité, puis nous définissons
= g b,

— nous calculons R*t! a partir de 17,

— nous en déduisons Pf“,

— cela nous permet d’obtenir les valeurs de C;-L'H, de I;L'H et de v}‘“.
L’algorithme présenté est alors d’ordre 1 en temps et en espace. En effet 'utilisation de ’approxi-
mation de C"*! par O™ dans la méthode de résolution semi-implicite donnée par I'équation (4.23))
ne permet pas d’obtenir d’ordre supérieur & 1 en temps. Les courbes de convergence sont données
en Figure p. [02 avec des simulations du modéle.

Remarque 4.4.3. Pour obtenir un ordre supérieur, il faudrait utiliser une méthode de splitting
a Uordre 2 et la combiner avec une résolution implicite a l’ordre 2 en temps pour la résolution
de l’équation avec terme source (et un schéma a l'ordre 2 en temps et en espace pour la
partie advection de l’équation ) Du fait de la présence de la concentration C dans le terme
source de I’équation sur P, cela nécessiterait de résoudre un grand nombre de fois I’équation sur la
concentration pour résoudre ’équation implicite sur P, ce qui augmenterait grandement le temps
de calcul, faisant ainsi perdre lintérét de départ de la mise en place de la méthode semi-implicite.
Néanmoins, une fois le parcours de l'espace des paramétres effectué et le probleme lié auz grandes
valeurs de la fonction 1 (C) éliminé, il pourrait étre intéressant d’envisager de passer a l'ordre 2
en utilisant un schéma explicite en temps. En effet, le calcul de la concentration C' et de l'intégrale
I étant déja a lordre 2 (et donc le calcul de la vitesse v également), il ne reste plus qu’a utiliser
une méthode a l'ordre 2 pour la résolution de l’équation différentielle sur le rayon R et I’équation
de transport sur P.
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4.4.2 Exemples de simulations du modéle

Nous présentons ici quelques simulations du modéle. Pour ces simulations, nous utilisons des
fonctions sigmoides définies par des tangentes hyperboliques pour les fonctions g et 41 :

0(C) = 3o tanh(Kéo — Chw)) (4.26)
4(C) = oy L7 K (C = Ciy) )

2 )
ot K est une constante de raideur et Cj,, un seuil d’hypoxie. D’autres choix de fonctions peuvent
étre faits, comme par exemple les formules de Michaelis-Menten utilisées dans [102] :

C o
Yo( )—VOW7
cm
C) = l—o—m——— -
71(C) 71< g %;71+Cm1>

Les simulations sont présentées a la Figure [£.4] et nous permettent d’observer différents types de
croissance que le modéle est capable de reproduire :

— une croissance exponentielle sans gradient de prolifération (Simulation 1),
— une croissance linéaire, avec un gradient de prolifération (Simulation 2),

— une croissance de type logistique, en condition de quiescence (Simulation 3).
Nous pouvons déja remarquer que les formules (4.26)) et (4.27) pour vo(C) et 71(C) ne sont

pas optimales. En effet, si nous souhaitons que la densité de cellules proliférantes a la surface
P(t,1) ne soit pas toujours égale a 1, comme c’est le cas dans les données expérimentales (voir le
Chapitre [f] Section [5.4)), d’aprés I'équation ([4.10)), il est nécessaire d’avoir 7o(Co) < 71(Co). Pour
obtenir ceci avec les formules (4.26) et (4.27), nous devons avoir un Cp,, relativement proche
de Cp, ce qui implique alors que la fonction (C') devient rapidement négligeable devant la
fonction 1 (C) pour C < Cy. Ceci a pour effet de limiter la croissance trop rapidement. Comme
nous pouvons le voir sur la Simulation 3 de la Figure [£.4] nous avons dii diminuer la constante
de raideur K pour que la fonction vo(C) ne soit pas trop petite devant 1 (C) pour C < Cj.
Pour résoudre ce probléme, il est envisageable d’utiliser un paramétre supplémentaire, soit en
considérant des seuils d’hypoxie Chyp o et Chyp,1 différents pour g et 1, soit en ajoutant une
constante a la fonction 71 (C), de sorte qu’elle ne soit pas nulle en Cjy, méme avec un seuil
d’hypoxie petit devant Cjy. Nous présentons au chapitre suivant les formules que nous avons
retenues pour les fonctions vo(C) et v1(C) et qui permettent d’obtenir de meilleurs résultats, par
comparaison avec les données expérimentales.

Nous tracons également en Figure la courbe de convergence pour les 3 simulations de la
Figure Pour chaque simulation, nous notons R,.¢, Prcf et Cyes les résultats des simulations
au temps ¢ = 6 pour un nombre de points Jy.r = 1+ 213 Puis pour chaque valeur de J de 14 2°
a 14 2'2 nous notons R, P et C les résultats des simulations au temps t = 6. Pour toutes les
simulations, nous avons utilisé la condition de stabilité . Nous notons ensuite :

|R — Ryeyl
Rref ’

errp =

Ierreur relative sur le rayon,
errp = ||P — Prefll2,
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I'erreur 12 sur la distribution de cellules proliférantes, calculée sur la discrétisation avec J points

et
errc = ||C = Cref|l2,

'erreur [2 sur la concentration en nutriments/oxygéne, calculée sur la discrétisation pour J
points.
Enfin lerreur a la date t = 6 est définie de la fagon suivante :

err = errg +errp + errc. (4.28)

Dans la suite du travail, aux Chapitres 5] et [6] nous avons fixé le nombre de points de discrétisation

en espace a
J =101, (4.29)

et donc

§r = 0.01. (4.30)

En effet, il est apparu inutile de chercher & atteindre une précision plus élevé lorsque nous
comparons les simulations aux données.
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FIGURE 4.4 — Résultats de simulations du modéle pour différentes valeurs des paramétres

avec Y9(C) et v1(C) donnés par les équations (4.26]) et (4.27), R(t = 0) = Ry = 150um et
P(t=0,r)=PFPy(r)=1.
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FIGURE 4.5 — A gauche : courbe de convergence pour les Simulations 1, 2 et 3 de la Figure
A droite : pente de la régression linéaire entre log(dr) et log(err) et coefficient de corrélation
associé.



Chapitre 5

Utilisation de données expérimentales
de sphéroides tumoraux pour la
calibration du modéle

La forme générale du modéle qui a été présentée au chapitre précédent est basée sur I'observation
des données expérimentales fournies par nos collaborateurs du laboratoire ITAV a Toulouse. Dans
ce chapitre, nous présentons la procédure qui a été employée pour calibrer ce modéle a 1'aide des
données disponibles.

Dans une premiére section, nous détaillons la méthode que nous avons utilisée pour comparer les
données aux solutions numériques de notre modéle. La méthode employée ici est basée sur la
premiére forme des données que nous avons recue. Puis, dans une seconde section, nous présentons
les simplifications du modéle que nous avons effectuées suite aux premiéres confrontations entre
notre modéle et les données. La Section est quant & elle consacrée a la description de notre
algorithme de calibration du modéle a partir des données et est suivie, en Section [5.4] d’une
présentation des résultats des simulations sur les différents jeux de données qui ont été présentés
au Chapitre [3] La derniére section, la Section discute de I’étude de la sensibilité de notre
modéle par rapport & deux de ses paramétres.

5.1 Meéthode utilisée pour le traitement des données

Afin de pouvoir reproduire les résultats expérimentaux, il est nécessaire de choisir une méthode
de comparaison entre les simulations de notre modéle et les données observées. Nous rappelons
que du fait de la procédure expérimentale employée pour obtenir les données de sphéroides,
les données dont nous disposons ne sont pas continues en temps (voir Chapitre [3| Section .
Cependant, puisque chaque expérience est reproduite une dizaine & une vingtaine de fois pour
chaque date, le travail de calibration du modéle a été effectué en considérant la moyenne des
données sur les échantillons disponibles & chaque date et il a été supposé que cette moyenne est
continue en temps. Il pourrait étre intéressant d’envisager une approche différente a I’avenir.

Nous commengons par définir le rayon moyen a partir des données que nous possédons. Pour
cela, nous définissons tout d’abord quelques notations.

Définition 5.1.1. Pour chaque sphéroide et chaque cellule i de ce sphéroide, nous notons d; la
distance de la cellule i par rapport & la surface du sphéroide. Nous faisons alors lapprozimation
que le rayon du sphéroide R est la distance a la surface la plus grande plus le rayon moyen d’une

93
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cellule (les distances étant calculées en utilisant les centres des cellules) :

R= max d; + Rceltule, (5.1)

0t Reeqpuie est le rayon moyen d’une cellule (environ 20um pour la lignée CAPAN-2 et 15um
pour la lignée HCT-116). Cela revient a faire I’hypothése que le centre du sphéroide se trouve
au centre de la cellule dont la distance a la surface est la plus élevée. Pour chaque cellule i d’un

sphéroide, nous notons alors
max dj — di
di=—1——€10,1], 5.2
= g €01 (52)
J

sa distance par rapport au centre du sphéroide, normalisée. Ainsi la cellule qui a la distance au
centre la plus €élevée se retrouve en position centrale (d; =0).

Nous pouvons alors définir le rayon moyen :

Définition 5.1.2. Nous définissons le rayon moyen des données RP (t) comme étant la moyenne
des rayons sur tous les sphéroides ayant servi a la mesure a la date t.

Pour le calcul des densités de cellules proliférantes, nous utilisons la structure des données
expérimentales telle que nous I’avons présentée a la Figure 3.3 p. [73] Pour cela nous regroupons
les cellules de chaque sphéroide en différentes classes Ly, pour k > 1, en fonction des distances
des cellules a la surface du sphéroide. Puis & partir de la liste des états proliférants/quiescents
des cellules, nous calculons la proportion de cellules proliférantes dans chaque classe de cellules

(voir la Figure [5.1]).

Définition 5.1.3. Pour un sphéroide et k > 1, nous notons #Pr,, resp. #Qr,, le nombre de
cellules proliférantes, resp. quiescentes, qui se trouvent dans la classe Ly du sphéroide. Nous
notons alors ]_DLk, la proportion de cellules proliférantes dans la classe Ly du sphéroide, donnée
par

#Pr,

P, — e
b WP, + #Q5,

(5.3)

L Lo Ls
— o o 11|

| noyau
icellule EAU positive

0 50 100 150 200 250
distance a la surface (en um)

FIGURE 5.1 — Décomposition des données d’une coupe 2D d’un sphéroide en classes de distances
par rapport & la surface (a gauche) puis calcul des proportions de cellules proliférantes sur chaque
classe (a droite).

Enfin nous effectuons la moyenne de ces proportions sur les sphéroides indépendants placés dans
les mémes conditions expérimentales.
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Définition 5.1.4. Pour k > 1 et t > 0, nous définissons la proportion moyenne de cellules
proliférantes dans la classe Ly a la date t, notée ﬁfk (t), comme étant la moyenne des proportions

Py, sur tous les sphéroides ayant servi a la mesure 4 la date t.

k

Il nous faut maintenant définir de maniére précise la décomposition d’un sphéroide en classes Ly.
Au cours de ce travail, nous avons étudié trois définitions différentes pour les classes L. Nous
présentons dans la suite ces différentes méthodes et expliquons le choix que nous avons retenu.

5.1.1 Choix d’une méthode pour intégrer les données de prolifération

Nous commencons par présenter les trois méthodes qui ont été étudiées pour le calcul des
proportions de cellules proliférantes.

Meéthode 1

Cette premiére méthode est celle qui avait été employée par nos collaborateurs lors d’un premier
traitement des données et qui a servi a I’étude présentée dans [66]. C’est également la premiére
version des données qui nous a été fournie, avant que nous ayons accés aux listes des positions
des cellules par rapport a la surface du sphéroide ainsi que de leur état proliférant /quiescent.

Pour chaque sphéroide, nous fixons la taille des classes & § := 40um, chaque classe Lj, pour
k > 1, étant constituée des cellules dont la distance a la surface est comprise entre (k — 1) et
kd. Les premiéres données qui nous ont été fournies se présentaient sous la forme d’un tableau a
deux entrées contenant pour chaque sphéroide et chaque classe de distances Ly, la proportion de
cellules proliférantes. La Figure donne une représentation de ce type données dans le cas de
deux sphéroides fictifs de rayons différents.

1 n 1
s
=
£
- 10.8 & 0.8F *
g --.- --------
10.6 o 0.6 - fmmmm-
= —
104 € 04|
=
9
{02 %5 02
o8
2
o}
0 40 80 120 160 0 0.25 0.5 0.75 1
(a) distance a la surface (en um) (b) distance au centre normalisée

1 sphéroide 1 3 sphéroide 2 7775 moyenne

FIGURE 5.2 — Explication du calcul de proportion de cellules proliférentes par la Méthode 1 avec
d = 40pm pour une population de 2 sphéroides (fictifs) indépendants issus des mémes conditions
expérimentales. Le sphéroide 1 a un rayon de 120pum et le sphéroide 2 un rayon de 160um. A
partir des proportions calculées dans chaque classe de distance & la surface, nous normalisons les
histogrammes obtenus pour les tracer en fonction des distances au centre normalisées, puis nous
calculons la moyenne de ces histogrammes normalisés.
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L’intérét de cette premiére méthode est qu’elle permet d’étudier 'information spatiale absolue
en pm, comme présenté dans [66]. Néanmoins, pour notre application, cette méthode présente
deux inconvénients :

1. en profondeur, lorsque ’on se rapproche du centre du sphéroide, ’aire des classes d’épaisseur
0 étant réduite, elles contiennent peu de cellules. Ceci engendre une imprécision plus élevée
sur les calculs de proportion de cellules proliférantes vers le centre du sphéroide, ce qui
est d’autant plus problématique que la région centrale est la région d’intérét, puisque c’est
dans cette région que le gradient de prolifération apparait ;

2. Du fait de la variabilité de la taille des sphéroides qui est observable a la Figure le
nombre de classes varie d’un sphéroide a un autre, comme présenté en Figure [5.2a] Se
pose alors la question de la fagon de calculer des proportions moyennes sur les différents
sphéroides d’une méme expérience. En effet, si nous calculons les moyennes sur chaque
classe Ly, les sphéroides les plus petits ne contiennent alors aucune cellule dans les classes de
distances a la surface les plus grandes et n’apparaissent donc pas dans le calcul de la moyenne
pour ces classes. Ainsi pour chaque classe, le nombre d’individus utilisés pour le calcul de
la moyenne varie et surtout il diminue pour les classes correspondant a la région centrale
du sphéroide. Pour calculer les moyennes, nous avons décidé de normaliser les histogramme
obtenus pour chaque sphéroide, en fonction des distances au centre normalisées, puis
d’effectuer la moyenne sur les histogrammes ainsi obtenus, comme présenté en Figure

CAPAN-2 controle CAPAN-2 quiescent
T T T T
300 | i | 250 -
+

T 250} H 1=
= = 200 .
i~ + 1 ae

200 |- % & .

150 | + | | 4 190r + | | N

1 3 5 1 3 5 7
jour jour

FIGURE 5.3 — Tracé des données de rayon pour la lignée CAPAN-2 obtenus & partir de la
formule (5.1)).

Aprés des premiers travaux sur les données sous la forme présentée en Figure nous avons eu
accés aux données brutes que nous utilisons actuellement, contenant les distances a la surface et
I’état proliférant/quiescent de chaque cellule. Ceci nous a permis de comparer cette premiére
méthode de traitement des données a deux autres méthodes.

Méthode 2

Pour éliminer le premier inconvénient de la Méthode 1, nous avons pensé & construire des classes
non plus d’épaisseur absolue constante  mais en considérant des classes constituées d’'un nombre
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fixe N¢ de cellules. Plus précisément, aprés avoir ordonné les cellules par distance & la surface
croissante, nous définissons chaque classe Ly, pour k > 1, comme étant constituée des cellules
indexées de (kK — 1)N¢ + 1 & kN¢ (a part pour la derniére classe, qui peut contenir un nombre
de cellules supérieur & N¢). Cette méthode permet d’adapter la dimension spatiale de la classe
en fonction de la quantité d’information présente localement. Cependant cette méthode présente
toujours le deuxiéme inconvénient lié & la variabilité de la taille des sphéroides et nécessite
également de normaliser les histogrammes avant d’effectuer les calculs de moyenne.

Méthode 3

Afin de supprimer la variabilité dans la définition des classes, nous avons étudié une définition
des classes directement & partir des distances normalisées, définies par 1’équation (5.2]).

Définition 5.1.5. Soit K > 1. Nous considérons une subdivision irréguliere r1 == 0 < 19 <
<o <rr1 =1 du segment [0,1]. Pour k =1,..., K, nous définissons la classe
L == [k, Tkt (5.4)

contenant les cellules dont la distance au centre normalisée d;, définie par l’équation (5.2)), est
comprise entre 1y €t Tgi1.

Ainsi, nous obtenons une définition unique des classes pour tous les sphéroides. De plus, chacune
des classes ainsi définies contient des informations de tous les sphéroides d’une expérience donnée.
Nous pouvons également remarquer qu’en procédant de cette maniére, nous nous rapprochons de
la structure du modéle, écrit en coordonnées radiales normalisées, ce qui a un intérét pratique
non négligeable lorsque nous nous intéressons a la comparaison des données expérimentales aux
simulations numériques (voir le paragraphe suivant). Enfin, I'intérét de prendre une subdivision
irréguliére est de pouvoir adapter 1’épaisseur des classes de sorte a avoir un nombre de cellules
suffisamment élevé pour chaque classe, ceci permettant d’améliorer ’estimation des proportions
de cellules proliférantes au centre du sphéroide.

Néanmoins, en utilisant cette méthode nous perdons 'information spatiale absolue sur la distri-
bution des cellules proliférantes en fonction de la distance a la surface absolue en um.

Comparaison des méthodes

Afin de choisir la méthode la plus adaptée, nous avons comparé les trois méthodes sur un des
jeux de données qui étaient disponibles. Nous présentons en Figure les résultats obtenus
pour 'expérience CAPAN-2 contréle. Nous avons procédé au calcul de proportions de cellules
proliférantes dans plusieurs cas.

— Pour la Méthode 1, nous avons utilisé des classes de taille absolue § = 40um, comme utilisé
dans [66], puis nous avons également considéré le cas § = 80um;

— Pour la Méthode 2, nous avons utilisé des classes & No = 40 cellules et No = 80 cellules;;

— Pour la Méthode 3, nous avons utilisé les classes normalisées d’extrémités les points
{0,0.20,0.34,0.46,0.58,0.68,0.84, 1}. Ce choix de définition des classes a été effectué de
maniére empirique, de sorte & obtenir un résultat assez proche de ceux de la Méthode 1
avec 6 = 40um et de la Méthode 2 avec No = 40 cellules tout en conservant un nombre
raisonnable de cellules par classe.

Les résultats de cette comparaison sont donnés en Figure [5.4 Nous constatons que s’il est
important de prendre des classes contenant suffisamment de cellules pour calculer des proportions
sur un nombre d’individus suffisant, nous risquons de ne pas pouvoir capturer le gradient de
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prolifération lorsque nous prenons des classes avec trop d’individus. En effet, nous pouvons
observer que dans les cas de la Méthode 1 avec § = 80um et de la Méthode 2 avec Ng = 80
cellules, nous avons trop lissé les données, en considérant des classes trop peuplées, et nous ne
pouvons pas observer précisément le gradient de prolifération présent a J7 (voir la Figure .

Choix de la méthode retenue

Suite & ces résultats, nous avons choisi d’utiliser la Méthode 3 avec des classes normalisées
d’extrémités les points

{0,0.20,0.34,0.46, 0.58,0.68,0.84, 1} (5.5)

En effet, cette méthode permet d’obtenir des résultats similaires aux deux autres méthodes
étudiées, la Méthode 1 avec § = 40um et la Méthode 2 avec No = 40 cellules, tout en étant plus
pratique & comparer aux simulations numériques du modéle, comme nous allons le voir dans la
section suivante.

5.1.2 Calcul de ’écart entre les données et les simulations du modéle

Maintenant que nous avons défini la méthode que nous utilisons pour le traitement des données
de rayon et de prolifération, nous allons établir la relation entre ces données et la sortie des
simulations numériques de notre modéle. Cette relation permettra ensuite de définir la fonction
d’écart entre les données et les simulations.

La relation entre les données sur le rayon et les rayons des simulations étant directe, nous
commengons par définir la fonction d’erreur entre les données et les simulations pour le rayon :

Définition 5.1.6. En notant T [’ensemble des dates des mesures expérimentales, nous définissons
lerreur des moindres carrées pour le rayon par

RD(#) — RS 2
ER = Z <(2D(t)(t)> R (5.6)

teT

ot RP(t) est donné par la Déﬁmtion et RS(t) est le résultat de la simulation du modéle
la date t.

Afin de pouvoir définir I’erreur entre les données et les simulations pour la densité de cellules
proliférantes, nous devons tout d’abord établir la relation entre les proportions de cellules
proliférentes observées dans les données et la densité de cellules proliférantes issue de nos
simulations.

Proposition 5.1.7. Soient t et 0 < rp < rg11 < 1 pour k > 1. Nous notons Pr,(t) la proportion
de cellules proliférantes dans la classe Ly = [rg,rp+1] d’une coupe 2D d’un sphéroide a la date t
issu des simulations de notre modeéle. Alors cette proportion est donnée par

_ 9 Tkl
Pr(t) = / Pt r)rdr. (5.7)
Tea1 = Tk JIry,

Démonstration. Soit Ap, respectivement Ag, 'aire occupée par une cellule proliférante, respecti-
vement quiescente. Nous supposons que ces aires sont constantes au cours du temps et en espace.
Nous notons #Pp, (t), resp. #Qr, (t), le nombre de cellules proliférantes, resp. quiescentes, qui
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FIGURE 5.4 — Comparaison des différentes méthodes de calcul des proportions moyennes de
cellules proliférantes pour les données CAPAN-2 controle.
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se trouvent dans la classe Ly a la date t. Alors I’aire occupée par les cellules proliférantes dans la
classe Ly = [rk, rg+1] est donnée par

27 Tk4+1
Ap#Pr, (1) / / P(t,r)rdrdf,

Tk+1
= 27r/ P(t,r)rdr,
T

k

et 'aire totale occupée par les cellules proliférantes et quiescentes est donnée par

27 Tk+4+1
Ap#Pr, (1) + Ag#Qr, (1) / / 1 rdrdd,

’f‘ — 7"

k+1 k

= 27]'7
2

Ainsi en calculant le rapport de l'aire occupée par les cellules proliférantes sur I'aire occupée par
toutes les cellules, nous obtenons :

# P, (t) B 2 Tkt1
#P1,(0) + (Aa/AP)#QL ()~ s — 1 [ P

Sous 'hypothése que les cellules proliférantes et les cellules quiescentes ont la méme aire moyenne

Ag = Ap, nous retrouvons bien que le membre de gauche de la précédente égalité satisfait la

formule (5.3) permettant de définir les proportions de cellules proliférantes dans la classe L.
O

Remarque 5.1.8. Une étude a été effectuée dans le cas o nous supposions que l’aire moyenne
d’une cellule proliférante est différente de ’aire moyenne d’une cellule quiescente. Cette étude
est présentée au Chapitre [§ Section [6.3 et montre que Uhypotheése que les cellules proliférantes et
quiescentes ont la méme taille est réaliste.

Nous pouvons alors définir I'erreur entre les données expérimentales et les simulations numériques
pour les densités de cellules proliférantes de la maniére suivante :

Définition 5.1.9. Soient K > 1 etr; :=0<ry < --- <rg <rgqy1:=1. Pourk=1,...|K
posons Ly := [rg,rg+1] et notons T l’ensemble des dates des mesures expérimentales. Nous
définissons ’erreur des moindres carrés pour les densité de cellules par

=

epi= > = Z(PLk Fik(t))z, (5.8)

tel k: 1

—D . . ‘ =
ou Py (t) est donné par la Définition |5.1.4| appliquée aux mesures expérimentales et Pik (t) est
donné par l'équation (5.7) appliquée a la densité obtenue par simulation.

Nous pouvons maintenant définir 'erreur totale, qui permettra par la suite de comparer les
résultats des simulations aux données expérimentales.

Définition 5.1.10. Nous définissons l’erreur totale entre les données et les simulations par
€:=¢crp+ep, (5.9)

ot eg est donné par la Définition et ep est donné par la Définition[5.1.9.
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5.2 Réduction du nombre de paramétres du modéle

Afin de reproduire les données expérimentales, il va nous falloir estimer les différents paramétres
du modéle. Nous commencons par énumérer les différents paramétres qui interviennent dans le

modele (4.9) :

— les fonction vy(C) et v1(C) que nous supposons paramétrées par N, paramétres (ces
fonctions pouvant partager des paramétres),

— le paramétre o de consommation du facteur de croissance EGF et de 'oxygéne par les
cellules proliférantes,

— la concentration en EGF et oxygéne dans le milieu extérieur au sphéroide, notée Cj.

Cela fait en tout IV, + 2 parameétres. Par exemple, dans le cas des formules et p.
pour Yo(C) et v1(C'), nous obtenons un total de 6 paramétres si nous supposons que les fonctions
70(C) et 71 (C) partagent les paramétres de raideur K et de seuil d’hypoxie Cly,. Comme nous
I'avons vu a la Section [£.4] du Chapitre [4] il peut étre nécessaire de prendre des seuils d’hypoxie
distincts pour les deux fonctions ou bien d’ajouter d’autres parameétres, ce qui porte & au moins 7
le nombre de paramétres. Avec autant de parameétres, il est plus facile de reproduire les données
mais ’estimation des paramétres permettant de reproduire les données peut s’avérer difficile.
En effet, il n’est pas impossible que certains des paramétres n’aient que peu d’influence sur le
résultat des simulations. Pour éviter cela, nous avons alors décidé de démarrer notre étude en
réduisant le nombre de paramétres du modéle, quitte a en rajouter éventuellement par la suite,
si les simulations ne sont pas capables de reproduire les données. Comme nous le verrons dans la
Section @, les paramétres que nous avons retenus permettent de reproduire qualitativement
les données expérimentales mais soulévent déja de nouvelles questions. Nous présentons dans la
suite les hypothéses que nous avons faites pour réduire le nombre de parameétres du modéle.

5.2.1 Adimensionnement du modéle

Avant de réduire le nombre de parameétres, nous effectuons un adimensionnement du modéle.
Pour cela, nous introduisons les variables sans dimension :

t=t/tc, R(t) = R(t)/lc, o(t,r) = too(t,r), C(t,r) = C(t,r)/C,

oll to est un temps caractéristique (par exemple nous pouvons considérer tc = 1 jour, qui est
le temps caractéristique de la division d’une cellule) et I une longueur caractéristique (il est
possible de choisir I = Rc = 100um, Uordre de grandeur des rayons des sphéroides). Nous
posons également

RO = RO/ZC> 'YO(CA') = tC”YO(C)a 771(0) = tC’Yl(C)a j(fa T) = tCI(t7T)'
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Avec ces nouvelles notations, le modéle peut se réécrire sous la forme adimensionnée suivante :

A T A A

I(t,r) = / Yo(C(£, 7)) P(t, 7)i2dF, (5.10a)
0

R(i) = Byexp < /0 i 1)d£) , (5.10b)

9;P +90,P = 5o(C)P(1 — P) — 71(C)P, (5.10c)

"2 1 /. A
o) = = (1) = *1(E. 1)), (5.10d)

~ 2
1, o A R\ -

—T—28T(r 0,C) = —«a <R0> PC, (5.10e)
C(i,1) =1, (5.10f)
9,C(t,0) =0, (5.10g)

Ainsi, en effectuant I’adimensionnement du modéle, les équations restent inchangées, seules la
condition aux limites pour la concentration et la définition des fonctions vy et v; sont affectées
par ce changement d’échelle. En effet, si nous reprenons la formule de vo(C) définie en (4.26)) :

1 + tanh(K(C — Chyp))
2 Y

7(C) =0
cette formule peut se réécrire sous la forme suivante

1+ tanh (COK (C% — C%”))
2 b

7(C) =0

et donc le taux de prolifération adimensionné vérifie

1+ tanh (COK (c _ %z;p))
5 .

70(C) = tevo

Ainsi les 3 parameétres Cp, K et Cjy, sont liés entre eux et la fonction ')70((3’) ainsi définie ne
dépend en fait que des 2 parameétres CoK et Ch,p/Co et du paramétre vy. Dans la suite, nous
utilisons la variable adimensionnée C' = C /Co, que nous notons toujours C' pour simplifier les
notations. Ce choix d’adimensionner C' n’a d’influence que sur les paramétres des fonctions =g et
~1, et ne doit pas avoir, a priori d’influence sur le paramétre a. Le fait d’adimensionner C' par
le paramétre Cy pourrait sembler arbitraire, en effet ce parameétre est le facteur sur lequel nos
collaborateurs ont influé lors des différentes expériences. Ainsi, nous nous attendons a ce que les
valeurs des autres parameétres des fonctions vo(C) et ~v1(C) varient en fonction des conditions
expérimentales. En effet, en prenant exemple sur le paramétre Ch,),/Co dans la formule ci-dessus,
nous pouvons nous attendre a ce que la valeur de C,,/Co soit plus petite dans le cas d’une
expérience ou la concentration en facteur de croissance et/ou oxygéne est élevée tandis que ce
parameétre Ch,,,/Co aura une valeur plus élevée dans le cas d’une expérience de mise en hypoxie.
Néanmoins, comme le paramétre Cy de notre modéle peut prendre en compte différents éléments
(nutriments, oxygene, facteur de croissance), nous ne pouvons garantir qu’il y a un lien direct
entre ce paramétre et la concentration expérimentale en EGF et/ou oxygéne. Il semble donc trés
idéaliste de vouloir mesurer directement ce paramétre a partir des données.
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5.2.2 Choix de prendre une fonction constante pour -

Afin de choisir une forme plus simple que la formule (4.26]) pour la fonction ~o(C'), nous avons
eu l'idée d’utiliser la formule explicite pour le rayon donnée & I’équation . En effet, cette
formule a I’avantage de ne dépendre que de la fonction vo(C) et d’inconnues qui sont disponibles
dans les données expérimentales :

— le rayon R(t) a différentes dates ¢,
— la distribution de cellules proliférantes P(t,r) a différentes dates ¢.

Nous avons alors décidé de commencer notre étude en supposant que le taux de prolifération
des cellules proliférantes est constant quel que soit la concentration en EGF /oxygéne dans le
sphéroide

Y(C) := 0 = constante. (5.11)

Ceci permet d’obtenir la valeur du paramétre -y directement & partir des données et de la formule
suivante :

R(t) = exp (70 /0 t /O 1 P(f,r)rzdrdt~> R, (5.12)

Remarque 5.2.1. Le paramétre constant vy peut étre vu comme la moyenne en temps et en
espace de la fonction (t,r) — v0(C(t,r)) si celle-ci n’est pas constante. En effet le théoréme de
la moyenne nous dit que pour toutes fonctions f, g réelles, continues sur le segment [a,b] (a < b),
avec g de signe constant sur [a,b], il existe un réel ¢ € |a,b[ tel que

[ st = s [ gwae

Dans notre cas il faudrait appliquer deuz fois ce résultat (une fois en espace et une fois en temps)
auz fonctions f : (t,7) — 70(C(t,7)) et g: (t,7) — P(t,r)r? (qui sont continues en temps et
en espace st les données initiales sont assez réqulieres, la preuve de la régularité étant plus simple
que ’¢tude du modele présenté au Chapitre @

5.2.3 Choix de la fonction ~,(C)

La fonction v1(C), qui modélise le taux de passage en quiescence des cellules proliférantes, est la
fonction principale que nous cherchons a modéliser dans notre étude. En effet c’est ce taux de
passage en quiescence qui gouverne la distribution de cellules proliférantes dans notre modéle.

Avant de déterminer une expression de ce taux de passage en quiescence, nous commengons par
remarquer que les propriétés et ’expression du modéle permettent d’obtenir, une nouvelle fois, un
des paramétres de la fonction 1 (C') a partir des données expérimentales. En effet, comme nous
I'avons présenté dans I’étude du modeéle au Chapitre [ nous disposons d’une formule explicite
pour la densité de cellules proliférantes a la surface du sphéroide P(¢,1). Cette formule, donnée
par I’équation p ne dépend que de deux paramétres vy et v1(Cp). Il est alors possible
de déduire la valeur du paramétre ;1 (Cp) directement & partir des données expérimentales de
prolifération, du parameétre -y précédemment obtenu et de I’équation . Cette idée nous
suggeére d’exprimer 7, (C') sous la forme suivante

71(C) =11.,00 + f(C = Co), (5.13)

ot f est une fonction vérifiant f(0) = 0, de telle sorte que v1(Cp) = 1,¢,-
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FIGURE 5.5 — Données de distributions de cellules proliférantes pour 'expérience CAPAN-2
controle a J5 et J7.

Pour les premiéres simulations, nous avons commencé les comparaisons du modéle avec les
données des expériences CAPAN-2 controle.

Une premiére remarque qui apparait lorsque nous observons les données est que, méme dans
ce cas d’expérience ot la concentration en facteur de croissance est élevée, il y a une fraction
non négligeable de cellules quiescentes a la surface du sphéroide (voir Figure . Le paramétre
1,0, e peut donc étre nul dans ce cas-ci. En utilisant une formule sous la forme (p. ,
nous n’arrivions pas & reproduire la forme de plateau observée au voisinage de la surface du
sphéroide a J7 (voir Figure a droite), tout en ayant v; ¢, > 0. En effet, pour avoir v; ¢, > 0
avec une fonction de la forme donnée par , cela impose que Cy se trouve dans la moitié de
gauche de la fonction sigmoide. Or, nous avons constaté sur plusieurs simulations que pour que
la distribution de cellules proliférantes ait une forme de plateau au voisinage de la surface, il
fallait que la fonction C' +—— 71 (C) ait elle-méme une forme de plateau au voisinage de Cy (voir
Figure . Pour obtenir ceci, il faudrait au contraire que Cy se trouve dans la moitié de droite
de la sigmoide, c’est-a-dire la zone correspondant au pied de la sigmoide. Une fagon d’obtenir
une forme de plateau serait donc d’ajouter un paramétre a la fonction sigmoide : la valeur non
nulle 1 min du pied de la sigmoide. Il faudrait alors utiliser une fonction sigmoide a 4 parameétres
sous la forme suivante :

1 — tanh (K (C' — Chyp))

71(C) = ¥1,min + (71,max — ¥1,min) 5 . (5.14)

Nous avons également observé sur ces mémes simulations que le profil de la fonction r —
v (C(t,r)) est similaire au profil de la fonction r — 1 — P(¢,r) (voir Figures et au
temps ¢ = 7). De plus, dans ces simulations, I'intervalle sur lequel la concentration C' se trouve
en pratique correspond a la moitié de droite de la fonction sigmoide (Figure . En effet, du
fait de la condition de Neumann en r = 0 pour la concentration, la fonction r — C(t,r) est
plate au voisinage de r = 0. Ainsi par composition, la fonction r —— 71 (C(t,7)) est également
plate au voisinage de r = 0 (Figure . Il ne semble donc pas nécessaire de chercher a utiliser
une fonction C'+—— v1(C) ayant une forme de plateau pour les concentrations minimales.

Nous avons alors testé des fonctions reproduisant la partie de droite d’une sigmoide, ce qui nous
a amenés a essayer des fonctions sous la forme :

C— Y1,Co —|—a(C’— Co)m,
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FIGURE 5.6 — Profils de v,(C) et P pour vy = 0.4 constant, « = 2 et 7;(C) donné par la
formule (4.27)) avec v1 = 0.9, K = 5 et 3 valeurs distinctes de Cj,)p. Les conditions initiales sont
R(t=0)= Ry = 150um et P(t =0,r) = Py(r) = 1.

ce qui permet de réduire le nombre de paramétres a 3 au lieu des 4 utilisés dans la formule ([5.14)).
De plus, cette formule a 'avantage d’étre directement sous la forme générale ((5.13)).

Aprés plusieurs essais, nous avons décidé de fixer le paramétre m a m = 6 car cette valeur permet
d’obtenir les profils de distribution de cellules proliférantes qui sont observés dans les données.
Nous nous sommes donc arrétés sur la formule suivante :

’)/1(0) = 71,Co + a(C — C())G. (5.15)

L’intérét de cette formule, obtenue empiriquement, est qu’avec seulement 2 parametres, v1,c, et a,
nous obtenons un profil de 71 (C') qui correspond aux critéres énoncés ci-dessus (voir Figure |5.7)).

Remarque 5.2.2. Du fait de notre choix d’imposer Co = 1, la valeur de v1 ¢, sera dépendante
des conditions expérimentales. En effet c’est la concentration extérieure qui varie d’une expérience
a Uautre.



106 Chapitre 5. Calibration du modéle

11(C) =.¢0 + a(C — Cp)®
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FIGURE 5.7 — Forme de la fonction v;(C) retenue pour les simulations

5.3 Algorithme de calibration du modéle

Suites aux modifications apportées & la section précédente, le modeéle actuel est constitué de
seulement 4 parametres : le taux de prolifération g, les 2 parameétres 71 ¢, et a du taux de
passage en quiescence et «, le taux de consommation du facteur de croissance et de I'oxygéne par
les cellules proliférantes. Nous présentons ici ’algorithme qui a été utilisé pour la calibration des
paramétres du modéle. L’algorithme tire avantage des particularités du modéle lorsqu’il est écrit
en coordonnées radiales normalisées. En effet, grace a cette réécriture du modéle, nous pouvons
estimer les valeurs de 2 paramétres directement & partir des données :

— la valeur du parameétre g peut étre obtenue & partir de la formule explicite du rayon donnée
a I'équation (4.9bf) et des données de rayon et de prolifération disponibles,

— la valeur du paramétre 7, ¢, peut étre obtenue a l’aide la formule explicite de la densité de
cellules proliférantes a la surface du sphéroide donnée par I’équation (4.10]), en utilisant la
valeur de =y obtenue par la formule sur le rayon ainsi que les données de prolifération.

Nous donnons dans la suite une description détaillée de l'algorithme, dont un schéma plus
synthétique est présenté en Figure [5.8

5.3.1 Construction des conditions initiales a partir des données

. . —D .
Nous supposons déja construits R (t) et Py () pour les différentes dates ¢ et les classes Ly,
comme définis en Section [5.1] Nous commengons par définir les conditions initiales & partir des
données disponibles.

— Nous posons Ry := RP(0).
— Pour tout t > 0 et r € [0, 1], nous construisons

PP(t,r) = ka (1), pour k tel que r € L. (5.16)

Cela revient a supposer que la distribution de cellules proliférantes obtenue dans les données
expérimentales est constante sur chaque classe L, donnée par la Définition [5.1.5] et égale

a la valeur ka (t) donnée par la Définition [5.1.4

— Nous initialisons Py(r) := PP(0,r) pour tout ¢ et 7.
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5.3.2 Initialisation des paramétres du modéle

Afin de pouvoir utiliser par la suite une méthode d’optimisation, comme une méthode de gradient,
nous commengons par déterminer une premiere estimation des parameétres optimaux o, v1,c,, @
et a.

Initialisation du paramétre

Nous commengons par estimer une premiére valeur de 7o, que nous notons 7§, a partir de la
formule (4.9b)) et des données disponibles. Pour cela nous notons

R(t) — Rogexp (70 f(f Mp(f)df)

R R, Mp) := 5.17
(707 ) P) Z R(t) ’ ( )
teT\{0}
out Mp est donnée par
1
Mp(t) = / P(t,r)r?dr, (5.18)
0
et nous cherchons
7§ = argmin R(y0, RP, Mpp), (5.19)

ott PP est défini par . Pour cela nous utilisons la méthode de Newton. Pour les calculs
d’intégrales en temps, nous utilisons les données de prolifération aux dates ¢ disponibles et
approchons l'intégrale par la méthode des trapézes. Cette premiére approximation de g est peu
précise mais permet de démarrer l'algorithme.

Initialisation de v ¢,

Aprés avoir calculé 78 , nous en déduisons une premiere approximation de 71 ¢,, notée '7?,0()’ en
utilisant la formule explicite de P(¢,1) donnée a ’équation (4.10]). Pour ce faire, nous notons

2
(Yo—"1,09)t
e .Co
P 0. P) = Y | P(t,1) - - — M| . (520
teT\{0} Lt s (o —1) R)
et nous cherchons
’y?aco = argminP(fyLCO’fyg’PD)’ (521)

avec une méthode de Newton.

Initialisation de a et «

En utilisant les paramétres 78 et ’y? Co obtenus, nous estimons une premiére approximation des
paramétres a et a, notées a¥ et a’. Nous définissons alors

(ao, ao) = arg min 5(78, 'y%co, a, ), (5.22)

a,a

ol € est donné par la Définition Pour 'estimation du couple optimal a®, a®, nous utilisons
la méthode de Monte Carlo, qui consiste a effectuer les simulations pour un grand nombre de
couples (a, @) tirés aléatoirement avec une distribution uniforme dans des intervalles déterminés
empiriquement. Dans notre cas, 10 000 couples ont été utilisés. L’intérét d’utiliser la méthode de
Monte Carlo est que cette méthode est facilement parallélisable.
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Remarque 5.3.1. Lors d’un premier travail, nous avions effectué des simulations de Monte
Carlo en parcourant de maniére aléatoire l’espace des parameétres, en limitant [’espace autour de
parametres qui avaient €té trouvés a la main. Néanmoins, suite & un probléeme d’identifiabilité
entre les paramétres a et o, qui sera présenté a la Section nous avons décidé de parcourir
une discrétisation cartésienne (en échelle logarithmique) de l’espace des parametres.

5.3.3 Optimisation de la fonction d’erreur ¢

Une fois les paramétres initiaux 78, 7?,007 a® et a® obtenus, nous utilisons la fonction d’optimisation
optim du logiciel Scilab. Cette fonction repose sur I'utilisation d’un algorithme de type quasi-
Newton, l'algorithme BFGS [I8], 35, [47], 03]. Cette étape d’optimisation est relativement rapide,
de ordre de 1 & 2 minutes, par rapport a ’étape d’initialisation des parameétres, du fait du
parcourt de ’espace des paramétres pour a et «a, qui dure environ 1 heure pour tester 10 000
couples (a, a).

Remarque 5.3.2. La premiere méthode employée pour la calibration consistait a répéter I’étape
d’initialisation présentée au paragraphe précédent :

— apres Uétape de recherche de a® et o, nous stockions la valeur des rayons Rs(t), des
densités PS(t,-) ainsi que les intégrales Mps(t) pour t € T de la meilleure simulation ;

— nous calculions ensuite

1¢ := argmin R (o, RP, Mps),
Yo

1 o : 1 Dy,
71,6’0 ‘= arg mlnp(71,007707 P )a
Y1,Co

— puis nous utilisions de nouveau la méthode de Monte Carlo pour estimer

(a',a') = argmine(y5, 7,¢,» @ ).

a,o

Nous répétions ces étapes jusqu’a convergence des parameétres yo et y1,c, ou apres 20 itérations.
L’intérét de calculer le nouveau 76, a partir des intégrales Mps étant d’avoir une estimation plus
fine de ces intégrales, puisque nous pouvons utiliser toutes les valeurs des simulations aux temps
intermédiaires. Néanmoins cette méthode s’est avérée bien trop cotteuse, puisqu’il fallait répéter
plusieurs fois la recherche des parameétres a et « par la méthode de Monte Carlo. De plus, cette
méthode ne permettait pas de converger assez vite vers 'optimum obtenu par la fonction optim de

Scilab.

5.4 Reésultats des simulations

Nous présentons ici les résultats de la calibration du modéle pour les différentes expériences qui
ont été présentées au Chapitre [3| Section [3.2]

5.4.1 Simulations pour les données CAPAN-2

Ces données sont les plus riches, en effet nous disposons de 6 dates de mesures et pour chaque
point de mesure nous disposons des informations spatiales de distribution de cellules proliférantes
de 15 & 20 sphéroides.
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Traitement des données

— construction de R (t), ﬁfh (t) et PP(t,r),
— calcul de Mpn(t),
— construction des conditions initiales Ry = RP(0)
et P() = /P 2 (0)
\

Initialisation des paramétres

— initialisation de 7) = arg min R(vo, R, Mpp),
0
— initialisation de ~! co = argmin P (y1,¢y, 7, PP),
’ 71,Cq
— initialisation de (a’, a?) = argmine(y, Y Co» @ ) Dar
(a,0) ’

la méthode de Monte Carlo.

Y
Optimisation
Utilisation d’un algorithme d’optimisation initialisé avec
(78’ rﬁ),c’oa a’Oa aO)‘
Y

Sortie

. . t _opt
— paramétres optimaux (5", vy'e, , a%*, %),

— résultats de la simulation optimale RS, PS ,Fik.

FI1GURE 5.8 — Algorithme d’estimation des parameétres du modéle & partir des données.

Nous avons commencé les premiéres simulations en utilisant uniquement les données des sphéroides
ayant été marqués puis imagés, en calculant les rayons de ces sphéroides a I’aide de la formule (/5.1)).
Sur la Figure , nous pouvons remarquer que les rayons calculés de cette maniére (losanges
bleus vides) sont assez bruités et présentent une dynamique assez particuliére. Par exemple, sur
les données CAPAN-2 controle, nous observons que les sphéroides ont une croissance légérement
ralentie entre le jour 1 et le jour 2, puis que cette croissance semble étre accélérée entre les jours 2
et 4. De plus, nous pouvons observer une saturation de la taille des sphéroides CAPAN-2 controle
au jour 7, voire ce qui semble étre une décroissance des sphéroides CAPAN-2 quiescent au jour
7. En comparant les rayons obtenus avec ceux de sphéroides placés dans les mémes conditions
expérimentales mais n’ayant pas été marqués ni imagés (Figure losanges rouges pleins), nous
pouvons observer que ces phénomeénes ne sont pas présents. Ces phénoménes sont certainement
la conséquence de la prise de mesure des densités de cellules proliférantes. En effet, cette mesure
est invasive et le résultat obtenu peut étre perturbé par plusieurs effets :

— le ringage des sphéroides;
— le changement de milieu pendant les 24h d’incorporation des marqueurs;

— Dlincorporation des marqueurs DAPI et EAU. Le marqueur EAU est reconnu pour avoir
un effet toxique pour certains types de cellules, notamment pour de longues périodes
d’incorporation [31I]. Cet effet pourrait avoir lieu pour les cellules CAPAN-2;

— selon nos collaborateurs de 'ITAV, la fixation des sphéroides induit une rétractation de
ceux-ci, cette rétractation est observable sur les données, mais d’autres raisons peuvent
expliquer que nous sous-estimons les rayons en utilisant les images DAPI, notamment
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I'hypothése qui a été faite pour justifier l'utilisation de la formule (5.1)).

Il ne faut pas oublier non plus que nous avons effectué des approximations lorsque nous avons
calculé les rayons en utilisant les données de distances des cellules a la surface avec la formule .
Ainsi nous avons eu du mal a obtenir des bons résultats pour reproduire les rayons calculés en
utilisant les sphéroides qui ont servi pour les mesures de distribution de cellules proliférantes.

CAPAN-2 controle CAPAN-2 quiescent

T T T T T
+

3007 | A25o +é % 7

—{B—i++

B S
= = 200 [ .
& &= % ~ %
200 %% + & .
: 150 1
| | | | | | | |
1 3 5 7 1 3 5 7
jour jour
¢ rayons des sphéroides non marqués

orayons calculés & partir des sections 2D des sphéroides marqués

FIGURE 5.9 — Tracé des données de rayon pour la lignée CAPAN-2.

Pour les simulations finales, nous avons par la suite utilisé les données de prolifération combinées
aux données de rayon de sphéroides soumis aux mémes conditions expérimentales mais dont la
croissance n’a pas été interrompue. L’utilisation de ces données de rayon présente deux avantages :

— les sphéroides ne sont pas perturbés par I'acquisition des mesures de rayon, ce qui réduit
globalement la variabilité sur ces données;

— les données sont longitudinales : les sphéroides ont été suivis sur I’ensemble de ’expérience,
contrairement aux sphéroides qui ont servi aux mesures de prolifération, qui ont été détruits
a chaque mesure. Un avantage non négligeable est que ces données sont continues en temps.

Nous présentons aux Figures et les résultats de ces simulations.

Ces premiers résultats montrent que le modéle est capable de reproduire qualitativement les
données disponibles. Nous pouvons également remarquer la difficulté a reproduire précisément
les données de densité de cellules proliférantes dans le cas des données CAPAN-2 quiescent. En
effet, pour arriver a se rapprocher des valeurs de la densité de cellules proliférantes a la surface
(la classe L7 = [0.84,1] de la Figure aux jours 3 & 7, le modeéle a dii sous-estimer la valeur
de cette densité au jour 2.

5.4.2 Simulations pour les données HCT-116

Les résultats des simulations pour les données de croissances de sphéroides HCT-116 sont donnés
en Figure [5.12] Pour ces deux expériences, nous ne disposons de mesures que pour 2 dates
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FIGURE 5.10 — Résultats des simulations pour I'expérience CAPAN-2 controle.
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différentes, ce qui explique l'erreur trés faible que nous obtenons sur le rayon (voir Figure
I'erreur sur le rayon er est de 'ordre de 10~7). De plus, nous ne possédons que les données de
sections de sphéroides ayant été marqués au DAPI et & 'EdU. Nous pouvons remarquer qu’il y a
une grande variabilité sur les données de distribution de cellules proliférantes.
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(b) Expérience HCT-116 avec 5% Os.

FIGURE 5.12 — Résultats des simulations pour les expériences HCT-116.
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5.4.3 Conclusion sur les résultats des simulations

Les résultats des simulations montrent que le modéle est capable de reproduire assez bien les
données expérimentales avec les 4 paramétres que nous nous sommes donnés. Néanmoins, en
étudiant plus en détail ces résultats, les simulations ont soulevé deux problémes.

— Dans un cas expérimental, lors de 1’étape de recherche des paramétres a et «, nous nous
sommes apergus que ces deux paramétres ne sont pas identifiables dans ce cas. En effet,
le long d’une courbe reliant a et «, les simulations du modéles sont relativement proches
entre elles et la fonction € d’écart entre les simulations et les données varie trés peu le long
de cette courbe. L’étude de ce probléme est présentée a la section suivante.

— En comparant les valeurs des paramétres 7y obtenus entre les deux expériences CAPAN-2
controle et CAPAN-2 quiescent nous avons observé que ces valeurs suggérent que les cellules
proliférantes de I’expérience de mise en quiescence CAPAN-2 quiescent doivent proliférer
plus vite que les cellules de 'expérience contréle pour pouvoir justifier de I'augmentation
de volume des sphéroides. Ce probléme fait 'objet du Chapitre [6}

5.5 Vers I’étude de I’identifiabilité des paramétres

Lorsque que nous avons cherché & calibrer le modéle pour les données expérimentales CAPAN-2
controéle, nous nous sommes apercus que la méthode de Monte Carlo convergeait trés lentement
vers un couple de paramétres (a®,a) lors de I'étape d’initialisation des paramétres a et a. Pour
visualiser cela, nous avons effectué les simulations sur un maillage cartésien de ’espace des
parameétres (a, ) en échelle logarithmique, pour « allant de 107! & 103 et @ variant de 1073 &
10°. Puis en tragant la surface représentant I'erreur &(vy, fy?,co, a,«) en fonction des paramétres
a et «a, en échelle logarithmique pour a et «, nous avons constaté que cette fonction d’erreur

présente une vallée au fond de laquelle Uerreur entre les simulations et les données varie peu (voir

la Figure [5.13]).

Puis nous avons comparé les simulations du modéle pour plusieurs points dans cette vallée. Les
résultats sont présentés a la Figure Le point X correspond au point (78,7(1]’00,@0,040)
défini dans l'initialisation de notre algorithme de calibration présenté a la Section [5.3] aprés
estimation des parameétres a’ et a¥ par la méthode de Monte Carlo. Nous pouvons remarquer que
pour les trois simulations présentées les courbes de rayon sont presque confondues. Concernant les
densités de cellules proliférantes, les trois simulations présentent des résultats similaires et, suivant
les points de mesure, I'une ou 'autre des simulations est plus proches des données expérimentales.
Au final, il n’est pas possible de déterminer la simulation la plus proche des données.

Nous avons ensuite comparé ces résultats a ceux obtenus pour 'expérience CAPAN-2 quiescent
en Figure [5.14b] Dans le cas de 'expérience CAPAN-2 quiescent, nous remarquons également la
présence d’une vallée (Figure a gauche). Pour tracer les vallées en vue de dessus (Figure
a gauche), nous avons utilisé la méme méthode : nous avons tronqué l'erreur € en considérant
min(e, 1.5 mine) afin de pouvoir visualiser le fond la vallée. Nous pouvons observer que la pente
au fond de la vallée pour I'expérience CAPAN-2 quiescent est plus élevée que dans le cas de
I'expérience CAPAN-2 controle. En effet, la valeur de lerreur e, présentée au Tableau [5.1] varie
plus entre X© et les autres simulations dans le cas CAPAN-2 quiescent, aussi bien en valeur
absolue qu’en valeur relative. De méme, en comparant des simulations, nous remarquons que la
simulation X° se démarque un peu plus des simulations X! et X2, bien que la différence reste
assez faible. En conclusion, le probléme d’identifiabilité des paramétres a et « est présent dans
les deux expériences, mais il est plus prononcé dans le cas de 'expérience CAPAN-2 controle.
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FIGURE 5.13 — Tracé de l'erreur 5(78,7?’00,(1,@) en fonction de a et a pour 7 = 0.367 et
7(1)700 = 0.144 pour les données CAPAN-2 controle.

Nous avons également étudié le cas des expériences HCT-116 mais nous ne présentons pas les
résultats ici. Dans ces deux expériences, la vallée est aussi présente mais la simulation X° se
démarque vraiment des autres simulations.

| [ [ v [wal a [ o | e | ex [ e |
X0 142 | 285 | 0123 | 6.19e2 ] 6.14e2
CAPAN2 "X 0.367 | 0.144 [ 85005 | T45c1 | 0.195 | 6.32-2 | 6.460-2
X? 599 | 5.86e-1 | 0126 | 6.24e-2 | 6.36e-2
XY 2.60 | 1.83el | 8.14e-2 | 2.56e-2 | 5.57e-2
ont | X7 0500 | 0.812 [ 2:85¢6 | 5.86c-1 | 8.78-2 | 2.100-2 | 6.68¢-2
X? 242 | 376 | 8.55e2 | 2.14e2 | 6.41e-2

TABLE 5.1 — Valeurs des paramétres et de la fonction d’erreur € pour les différentes simulations

présentées en Figure

Afin de trouver une explication a ce phénomeéne, nous énumérons les principales différences
observables entre les expériences dans le Tableau

Nous remarquons que ce qui caractérise les données expérimentales de la manipulation CAPAN-2
controle sont :

1. un rayon qui croit linéairement avec un gradient de prolifération peu présent pendant une
longue période,

2. les valeurs de a et a obtenues se trouvent dans la partie de ’espace des paramétres ol «
est de l'ordre de 'unité.
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FIGURE 5.14 — Résultats des simulations pour différentes valeurs de « et a le long de la vallée
pour l'expérience CAPAN-2 controle (a) et CAPAN-2 quiescent (b). A gauche : tracé de la vallée,
X0 correspond au couple (a”, a®) défini par la formule Les valeurs des paramétres pour XY,
X' et X2 sont données au Tableau
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CAPAN-2 CAPAN-2 HCT-116 HCT-116

controle quiescent 21% O4 5% O
croissance du | linéaire sigmoidale non significative | non significative
rayon (2 dates) (2 dates)
gradient de pro- | faible au dé- | présent dés le | présent dés le dé- | présent dés le dé-
lifération but début but but
a’ 1.42 2.60 1.05 0.774
ad 2.85 1.83el 1.52el 2.66el

TABLE 5.2 — Comparaison entre les différentes expériences

Le premier point est en accord avec le modéle tel que nous I'avons écrit. En effet, aussi bien dans
le modéle, a travers la formule du rayon (4.9b]), que dans les données observées, c’est la présence
de ce gradient de prolifération qui permet d’obtenir une saturation du rayon.

En nous basant sur les remarques précédentes, nous pouvons étudier le comportement du modéle
dans les conditions qui interviennent dans ’expérience CAPAN-2 controle. Comme nous 'avions
soulevé & la Remarque |4.3.2) dans le cas limite ot o = 0, le modéle ne dépend plus que de deux
parametres vy et y1,c,. De plus, dans le cas limite ou le gradient de prolifération est nul, c’est-a-
dire lorsque la densité de prolifération est homogéne en espace égale & P(t), la Proposition m
(p. donne une formule explicite pour la concentration. Nous obtenons alors une formule
pour v1(C(t,r)) en fonction de ¢, r, du rayon, de la densité P(t) et du paramétre . En étudiant
le comportement de cette expression de v1(C(¢,r)) lorsque le paramétre «v est trés petit, nous
obtenons la Proposition suivante.

Proposition 5.5.1. Soit v1(C) = 71,¢, + f(C — Cp), avec f(0) = 0. Soit k > 1 tel que pour tout
m<k—1, ona f™0)=0 et f*(0)#0. Si la densité de cellules proliférantes est homogéne

P(t,r) = P(t), pour tout t,r,

alors la fonction v, vérifie

(%c§+(>«aP@xRayRch+ﬂ.

w-nmmmmeYﬂWm
3! k!

%@@m=%m+(

Démonstration. En utilisant la Proposition et 'hypotheése que P(t,r) = P(t) pour tout ¢, r,
nous pouvons réécrire la fonction C(t,7) — Cy de la maniére suivante :

sinh (7/aP(t)(R(t)/Rc)?
Cr oy (15 VAPOEORCR)

rsmh<¢aP@xRuyRoy)

or, en posant u := /aP(t)(R(t)/Rc)?, nous avons le développement limité suivant, pour u au
voisinage de 0O :

1 sinh (ru) R P 4
Co(rsu’lh(u)1>_ 31 COU +O(U), (U*)O),

puis nous concluons la démonstration par composition avec le développement limité de la fonction

1. 0
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Conséquence : Lorsque le paramétre « est petit et que la densité de cellule proliférantes est
homogeéne en espace, le modéle dépend principalement des parameétres 7o, v1,¢, et de

FM(0)
Kl

e

Ainsi, dans notre cas d’étude, avec Cy fixé égal & 1, nous obtenons que le terme dominant dans
Pexpression de v1(C(t,7)) s’écrit sous la forme suivante :

6
s (T DPORORSY

ce qui laisse suggérer que le modéle ne dépend que du paramétre aa® dans le cas ol v est petit
et que la densité de cellules proliférantes est homogéne en espace. Méme si la distribution de
cellules proliférantes n’est pas réellement homogéne dans notre cas, nous avons tout de méme
effectué une régression linéaire entre log(a(a)) et log(a) dans la partie linéaire de la vallée (pour
a inférieur & 1), o a(«) est défini par

a(a) = arg min (o, ¥1,¢, @, ).
a

Les résultats de cette régression linéaire sont présentés au Tableau [5.3]et montrent que 'estimation
que a est proportionnel 4 a6 est assez réaliste.

pente de la droite log(a) | coefficient de
en fonction de log(a) corrélation
CAPAN-2 controle -5.38 - 0.9993
CAPAN-2 quiescent - 5.77 -0.9993
HCT116 21% O, - 5.62 - 0.9990
HCT116 5% Oq -5.75 - 0.9991

TABLE 5.3 — Résultats de la régression linéaire entre log(a) et log(a) le long de la vallée pour «
inférieur & 1 et a(a) = arg mine(o, y1,¢q, @, ).
a

Conclusion

Cette premiére étude suggére que 'influence du second paramétre de la fonction ~;1(C), le
paramétre a, est fonction de la valeur du paramétre « :

— lorsque « est plus grand que 1, les deux parameétres a et a semblent bien avoir une influence
sur la solution du modéle,

— lorsque « est petit devant 1, il semble que seul le paramétre aa® (ou f(k)(O)ozk dans le
cadre plus général de la Proposition [5.5.1)) ait une influence sur les simulations du modéle,

— lorsque o = 0, le paramétre a n’a plus du tout d’influence (puisque la concentration C' est
alors homogéne dans le sphéroide, égale a Cj)).

Il pourrait étre intéressant de faire une étude mathématique de ce phénomeéne, seulement observé
qualitativement ici, mais nous avons décidé de concentrer nos efforts sur une autre question
soulevée par les résultats de notre modéle, ’étude de cette question faisant I’objet du chapitre
suivant.



Chapitre 6

Discussion : un retour aux données
brutes est nécessaire

Les résultats du chapitre précédent montrent que le modéle présenté au chapitre [4] est capable
de reproduire les données disponibles de maniére assez précise. Néanmoins, en observant plus
attentivement les valeurs des paramétres qui ont permis d’obtenir les simulations (aprés avoir
admis le probleme d’identifiabilité des paramétres présenté en Section , nous avons constaté
une incohérence entre les valeurs du taux de prolifération 7y obtenues aux deux expériences sur
les cellules de la lignée CAPAN-2.

Afin de mettre en avant le probléme observé sur le paramétre g, nous commengons par rappeler
les valeurs des parameétres obtenus pour chacune des expériences dans le Tableau

| [ 0 [ na [ a | o |
CAPAN-2 controle 0.369 | 0.158 6.57 1.65
CAPAN-2 quiescent | 0.663 | 0.821 2.11 | 3.47el

HCT-116 21% Oq 0.639 | 4.84e-2 | 1.04 | 1.70el
HCT-116 5% Oq 0.318 | 5.92e-2 | 0.804 | 2.79el

TABLE 6.1 — Résumé des paramétres obtenus pour les différentes expériences.

En comparant les résultats entre les deux expériences de chaque lignée cellulaire, nous pouvons
remarquer que les valeurs des paramétres sont relativement différentes d’une expérience a l'autre.
Dans la plupart des cas, cela ne pose pas de probléme et nous pouvions nous y attendre a ’avance.
En effet, comme nous ’avions fait remarquer lorsque nous avons effectué le choix arbitraire de
normaliser Cy & 1 (Section , nous nous attendions a ce que la valeur des paramétres a et
1,0, varie d’'une expérience a 'autre, du fait que les conditions expérimentales imposaient des
concentrations extérieures différentes. De méme, comme nous avons fait le choix de considérer un
taux de prolifération constant 7y, nous pouvions imaginer obtenir des valeurs différentes de ce
paramétre, dans le cas ol cette approximation s’avérerait trop grossiére. Néanmoins, s’il peut
paraitre intuitif que le taux de prolifération varie en fonction de la concentration en facteur de
croissance et oxygene, il semble logique que le paramétre 7y, vu comme la moyenne en temps et
en espace du taux de prolifération, diminue lorsque cette concentration diminue, comme c’est
le cas lorsque nous comparons les expériences HCT-116 avec 21% d’oxygeéne et HCT-116 avec
5% d’oxygene. Cependant, nous constatons que ce n’est pas le cas lorsque nous comparons les
expériences CAPAN-2 controle et CAPAN-2 quiescent.

119
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Remarque 6.0.2. Nous constatons également que le paramétre o semble varier d’une expérience
a Uautre. Ceci remet en question ’hypothése que la consommation en facteur de croissance/oxygéne
est proportionnelle a la concentration en facteur de croissance/oxygeéne et a la densité de cellules
proliférantes. Il pourrait étre envisageable d’étudier une dépendance mon linéaire entre cette
consommation et la concentration C ainsi que la densité de cellule proliférantes P. Cette variation
pourrait également étre due au fait que seul l’effet de la concentration a été pris en compte dans
le taux de passage en quiescence 1. Ce taux pourrait dépendre d’autres facteurs (comme par
exemple la pression locale, qui dépend elle-méme du rayon du sphéroide).

6.1 Etude du taux de prolifération

Les valeurs du paramétre 7 obtenues entre les expériences CAPAN-2 controle et CAPAN-2
quiescent semblent contraires a notre intuition. En effet, ces résultats suggérent que les cellules
proliférantes de 'expérience CAPAN-2 quiescent, bien que soumises & des conditions d’hypoxie,
proliférent environ deux fois plus vite que les cellules proliférantes de 1’expérience CAPAN-2
controdle. Plus précisément, nous comparons en Figure [6.1] I’évolution du rayon avec I’évolution
de la masse de cellules proliférantes Mpp, définie par en utilisant I’approximation de la
densité de cellules proliférantes PP définie par .

300 [ N .
¢ . . .
. 0.2} . R .
Q ¢ o ; 1
i .o 0.1} 8
¢
- ] ¢
200 $ o
! ! ! ! 0 ! ! ! ol
1 3 5) 7 1 3 ) 7
jour jour

+ CAPAN-2 controle
¢ CAPAN-2 quiescent

FIGURE 6.1 — Comparaison entre la courbe d’évolution du rayon (& gauche) et la courbe d’évolution
de la masse proliférante (a droite) Mpp calculée avec la formule (5.18) pour les données CAPAN-2
controle et CAPAN-2 quiescent.

Sur la période du jour 1 au jour 4, nous remarquons que la masse de cellules proliférantes chute
trés rapidement dans le cas de 'expérience CAPAN-2 quiescent alors que le rayon croit de maniére
linéaire sur cette période. Nous rappelons que dans notre modéle la masse de cellules proliférantes
Mp donne la variation du rayon (nous avons R/(t) = voMp(t)R(t)). Cette observation suggere
que I’hypothése que 7y est constante n’est pas trés réaliste mais surtout cela implique que ~g
doit augmenter au cours du temps pour compenser la diminution de la masse proliférante qui
est observée dans le cas de 'expérience CAPAN-2 quiescent. Pour étudier cela, nous pouvons
de nouveau utiliser la formule pour le rayon pour en déduire quelle valeur de vy permet
de satisfaire la formule (4.9b)) aux différentes dates disponibles dans les données. Nous avons
tracé en Figure la forme que devrait prendre le paramétre vy en supposant que ce taux
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de prolifération est constant sur les intervalles de temps délimités par les dates des données
expérimentales. Pour cela, nous utilisons la formule suivante :

log(Ré (tjt1)/RP(t)))
/ " Mpo(t)dt

J

W [t tj1] = (6.1)

ot les t; correspondent aux dates des données expérimentales. Cela revient & calculer la valeur
moyenne de 7g sur 'intervalle [t;,%;41]. La forme obtenue pour fyOD dans le cas de 'expérience
CAPAN-2 quiescent confirme bien qu’il faut une augmentation de 7 entre les jours 2 et 4 pour
compenser la diminution de la masse de cellules proliférantes et observer une croissance linéaire
du rayon. Ce résultat ne semble pas intuitif puisque dans cette expérience, les cellules sont en
conditions d’hypoxie et doivent plutot ralentir leur prolifération.

1 CAPAN-2 controle
1r 1|3 CAPAN-2 quiescent
T 08f .
—
=
S
Z 0.6 T
e
041 .
0.2 .
1 3 5 7
jour

FIGURE 6.2 — Tracé de 4 (défini par la formule (6.1))) au cours du temps.

Remarque 6.1.1. La Figure[6.Z, montre également que le tauz de prolifération dans l’expérience
CAPAN-2 contréle doit diminuer au cours du temps. Ce résultat est plutdt intuitif et remet
en question notre hypothése de simplification que le taux de prolifération ne dépend pas de la
concentration en facteur de croissance, bien que cette hypothése ait malgré tout conduit o d’assez
bons résultats. En effet, si le taux de prolifération augmente avec la concentration locale en
facteur de croissance, alors ce tauz de prolifération devient plus faible o lintérieur du sphéroide,
notamment lorsque le sphéroide augmente de taille. Ainsi, le paramétre ’yOD(t), pouvant étre
vu comme la moyenne en espace et en temps (entre le temps initial et le temps t) du taux de
prolifération, a tendance a diminuer lorsque le sphéroide augmente de taille. Néanmoins, modifier
la formule de vy pour que vy dépende de la concentration C' ne changera pas le résultat que la
moyenne (en temps et en espace) de vy est plus grande dans ’expérience CAPAN-2 quiescent que
dans lexpérience CAPAN-2 controle.

Bien que ce probléme ait été soulevé par notre modéle, & travers la formule explicite pour le

rayon
t 1

R(t) = Ry exp </ / vP(t, r)errdf> ,
0o Jo

il reléve malgré tout d’une incompatibilité entre la masse de cellules proliférantes observée
et augmentation de volume mesurée. Cela nous améne & formuler la conclusion temporaire
suivante :
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Conclusion des premiers résultats de simulation : si ’hypothése que seules les cellules
marquées & ’EdU proliférent est vraie, alors les données expérimentales suggérent que les cellules
proliférantes de la lignée CAPAN-2 proliférent plus rapidement dans des conditions d’hypoxie
que les cellules proliférantes de cette lignée dans un milieu riche en EGF.

Nous sommes alors dans I’'un des deux cas suivants :

— Soit la modélisation de la relation entre les cellules proliférantes et celles marquées a ’'EAU
n’est pas suffisamment précise;

— Soit les cellules CAPAN-2 deviennent effectivement plus agressives lorsqu’elles sont soumises
& des conditions d’hypoxie. En effet, les cellules de ’adénocarcinome du pancréas sont
reconnues pour s’adapter & I’hypoxie et devenir trés agressives en condition d’hypoxie. La
pression sélective engendrée par les conditions d’hypoxie dans lesquelles se développent
ces tumeurs favorise la survie des cellules qui sont capables de résister & des conditions
d’hypoxie et induit également des changements dans le métabolisme des cellules tumorales,
changements qui favorisent ’agressivité tumorale [50] [51], 99]. Néanmoins la présence de cet
effet est discutable dans notre cas, il semble peu probable que ce phénoméne soit observable
sur la courte durée de 'expérience, de l'ordre d’une dizaine de jours avec 7 jours des mise
en hypoxie.

Nous avons commencé par vérifier que le probléme observé ne provient pas de la quantification
des cellules proliférantes. Pour cela nous avons discuté de plusieurs pistes.

— La premiére piste que nous avons étudiée est de remettre en question notre hypothése de
modélisation selon laquelle une cellule proliférante et une cellule quiescente occupent le
méme volume.

— La seconde piste étudiée est I’analyse du choix d’un seuil de détection des cellules marquées
a P’EdU, afin de mesurer 'impact du choix de ce seuil sur la quantification des cellules
proliférantes.

Nous avons également discuté d’une troisiéme piste, la toxicité du marqueur EAU. Le marqueur
EdU est reconnu pour avoir un effet toxique pour certains types de cellules, notamment pour de
longues périodes d’incorporation [3I]. Cet effet pourrait avoir lieu pour les cellules CAPAN-2.
Une hypothése pour justifier de la variation des taux de prolifération obtenus pour la lignée
CAPAN-2 est que 'EdU pourrait avoir une toxicité plus importante pour les cellules les plus
proliférantes, dans le cas CAPAN-2 controéle par exemple, tandis que cet effet pourrait étre moins
important pour les cellules proliférantes qui ne sont pas en condition optimale de prolifération,
dans le cas de 'expérience CAPAN-2 quiescent. Cette hypothése implique qu’il y aurait une perte
de cellules plus importante pour I'expérience CAPAN-2 contréle que pour I'expérience CAPAN-2
quiescent. Néanmoins, n’ayant actuellement pas de méthode pour quantifier cette toxicité, nous
avons concentré nos efforts sur les deux premiéres pistes présentées ci-dessus.

Nous commencons par présenter I'étude de la premiére piste en section suivante. Puis, en
Section nous effectuons une analyse des images brutes des sphéroides CAPAN-2 pour étudier
notre seconde piste.

6.2 Etude de I’hypothése d’un volume différent pour les cellules

proliférantes

Une idée qui est apparue lorsque nous avons constaté le probléme sur le taux de prolifération
Yo est que toutes les simulations étaient basées sur 'hypothése que les cellules proliférantes et
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les cellules quiescentes ont le méme volume moyen. Nous avons alors remis en question cette
hypothése et étudié ce que cela modifierait. En notant Vp le volume d’une cellule proliférante et
Vg le volume d’'une cellule quiescente, nous définissons :

_ Vo

la rapport moyen entre le volume d’une cellule quiescente sur le volume d’une cellule proliférante.
Nous supposons que ce rapport est constant en espace et au cours du temps. Comme une cellule
proliférante a au maximum deux fois la taille d’une cellule quiescente, nous avons € [1/2,1].
En réécrivant les équations de bilan de matiére du modéle et (p- [76)), nous arrivons
aux équations suivantes :

WP+ V- (vP) =(C)P —n(C)P,
%(BQ) + V- (vBQ) =n(C)P,

la quantité de cellules quiescentes étant donnée par 5@Q. De la méme maniére, I’équation de
saturation (4.3) devient alors :
P+p5Q =1

Ainsi, pour ce qui est du modéle, cela revient & remplacer () par SQ dans les équations, ce qui ne
change pas la réécriture du modéle en coordonnées radiales donnée par . Notre modéle n’est
donc pas modifié si nous modifions la valeur de 3. Cependant, si nous revenons sur la maniére
de décompter les cellules proliférantes que nous avons utilisée dans le Chapitre [5], nous avions
soulevé dans la preuve de ’équation (p. le fait que nous utilisions I’hypothése que les
cellules proliférantes et quiescentes ont la méme aire. En effet, lors de la preuve nous avons abouti
sur la formule suivante :

#Pp, (1) + (AQ/Ap)#QL,(t) 1}, —1}

#Pr, (1) 2 /er P(t,r)rdr.

Tk

en notant #Pr, (t) et #Qr,(t) le nombre de cellules proliférantes, respectivement quiescentes
dans la classe Ly, a la date t. En divisant I’équation précédente par #Pr, (t) + #Qr,(t) et en
notant toujours Pr, la proportion de cellules proliférantes définie par (p. , nous obtenons
que la relation doit étre remplacée par la relation suivante

P (1) Y
— = P(t,r)rdr, 6.3
BB (L= BP0 =t T 03

en remarquant que Ag/Ap = 5%/3 et que

#Qr (1)
#PrL, (1) + #Qr, (1)

=1-Pp,(t).

Conclusion : Sous I’hypothése que le rapport du volume d’une cellule quiescente sur le vo-
lume d’une cellule proliférante est donné par 3, cela revient a remplacer la densité de cellules
proliférantes dans les données ?fk (t) par

PL.(t)
B2/3 + (1 — B2/3)PY (1)

: (6.4)

dans toute la méthode de calibration du modéle présentée au Chapitre
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Remarque 6.2.1. En remplacant FLD]C (t) par la formule (6.4), la nouvelle densité calculée est

alors toujours supérieure a ka (t) lorsque 5 < 1, nous nous attendons donc a obtenir des valeurs
du parameétre vo plus petit lorsque B8 diminue (puisque la croissance du rayon est proportionnelle
a ’y()P).

Nous avons effectué des simulations pour deux valeurs de § différentes de 1 :

— [ = 1/1.45. Cette valeur nous a été proposée par nos collégues de 'ITAV. En effet, en
considérant le volume moyen d’une cellule sur la durée du cycle cellulaire, au cours duquel
la cellule passe du volume Vg d’une cellule quiescente & environ 1.9V juste avant la mitose,
nous pouvons supposer qu’'une cellule proliférante a un volume moyen de 1.45Vg ;

— [ =1/2, qui est la valeur minimale que le paramétre puisse atteindre (si nous supposons
qu’une cellule proliférante a toujours le volume de deux cellules quiescentes, ce qui est bien
entendu irréaliste).

Les résultats des paramétres optimaux obtenus pour les différentes valeurs de [ et les expériences
CAPAN-2 controle et CAPAN-2 quiescent sont donnés au Tableau

’ ‘ CAPAN-2 H Yo ‘ Y1,Co ‘ a ‘ o ‘ € ‘ ER ‘ Ep
B=1 controéle 0.369 | 0.158 | 6.57 | 1.65 0.122 | 5.97e-2 | 6.22e-2
quiescent || 0.663 | 0.821 | 2.11 | 3.47el | 7.27e-2 | 2.58e-2 | 4.68e-2
B =1/1.45 controle 0.340 | 0.126 | 4.86 | 1.60 0.122 | 6.10e-2 | 6.12e-2
quiescent || 0.608 | 0.748 | 1.83 | 3.40el | 7.66e-2 | 2.53e-2 | 5.13e-2
B=1/2 controéle 0.319 | 0.104 | 3.82 | 1.57 0.122 | 6.21e-2 | 6.00e-2
quiescent || 0.566 | 0.691 | 1.65 | 3.31lel | 8.07e-2 | 2.50e-2 | 5.57e-2

TABLE 6.2 — Valeurs des paramétres et de la fonction d’erreur € pour différentes valeurs de 3
pour les expériences CAPAN-2 controle et CAPAN-2 quiescent.

Les résultats montrent que le fait de modifier 8 réduit trés peu I'écart entre les valeurs des
paramétres 7y obtenus et ne permet pas non plus d’améliorer I’erreur par rapport aux données,
méme lorsque nous utilisons la valeur minimale de . Ainsi I’hypothése que S est plus petit
que 1 ne semble pas capable d’expliquer a elle seule la différence constatée entre les taux de
prolifération.

Nous avons également tracé en Figure I’aire moyenne occupée par une cellule au cours du
temps, en définissant cette aire moyenne par la formule suivante

T R?

A = =2
C ch

(6.5)

ol N¢ est le nombre de cellules dans la coupe 2D du sphéroide et R le rayon du sphéroide calculé
par la formule (j5.1)).

Nous constatons que ’aire moyenne occupée par une cellule dans le cas de I'expérience CAPAN-2
controle, dans laquelle il y a plus de cellules proliférantes, ne semble pas supérieure & 'aire
moyenne occupée par une cellule dans I'expérience CAPAN-2 quiescent, dans laquelle il y a
peu de cellules proliférantes. Nous pouvons également remarquer que cette aire moyenne semble
augmenter au cours du temps.

Remarque 6.2.2. Sur la Figure nous remarquons que l’aire calculée par la formule (6.5)
donne une aire moyenne d’environ 300um?, ce qui correspond a un rayon moyen de l'ordre de
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FIGURE 6.3 — Aire occupée par une cellule d’un sphéroide pour les données CAPAN-2, calculée
par la formule (6.5).

10pum. Ce rayon est inférieur au rayon moyen d’une cellule CAPAN-2, qui est de [’ordre de
20pum, comme nous l'avons utilisé a la formule (5.1]) p. . Cette différence s’explique par le fait
que les cellules ne sont que partiellement présentes sur une coupe 2D d’épaisseur 5 um.

6.3 Analyse des images de sphéroides

Le travail de calibration du modéle qui a été présenté au Chapitre 5| est basé sur les données de
distribution de cellules proliférantes issues du pré-traitement des images brutes des sphéroides,
comme présentées au Chapitre [3| Aprés avoir étudié la piste exposée en section précédente, nous
avons décidé de considérer une nouvelle hypothése : le marqueur EAU pourrait ne pas étre exprimé
par toutes les cellules proliférantes ou bien avec une intensité trés faible pour certaines cellules
proliférantes, ce qui pourrait induire une sous-estimation du nombre de cellules proliférantes.

Dans la suite de cette section, nous étudions les images brutes obtenues aprés incorporation des
marqueurs DAPI et EAU. Nous rappelons que ces images sont des images 16-bit en niveaux de
gris. Sur ces images, les intensités en niveaux de gris prennent toutes leurs valeurs dans l'intervalle
[100, 4000] (aussi bien pour les images DAPI que les images EAU). Nous avons renormalisé les
images de sorte a ce que les intensités soient comprises dans [0, 1] : pour chaque image, la valeur
d’intensité 100 a été ramené a 0 et la valeur d’intensité 4000 a 1.

Dans toute la suite de cette section, nous effectuons I’étude des images sur deux sphéroides des
expériences CAPAN-2 & J2.

Définition 6.3.1. Nous appelons S1 le sphéroide de l’expérience CAPAN-2 controle a J2 et Sy
le sphéroide de ’expérience CAPAN-2 quiescent a J2 que nous allons étudier dans la suite de
cette section.

Au paragraphe suivant, nous effectuons des premiéres observations sur les images des marqueurs
DAPI et EAU pour ces deux sphéroides, tandis qu'une étude plus approfondie sera effectuée du
paragraphe [6.3.2] au paragraphe [6.3.4] Dans toute la suite, a chaque fois que nous comparons
les 2 sphéroides, les images des sphéroides sont exactement a la méme échelle (les images de
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bases font 900 pixels par 900 pixels, chaque pixel ayant pour dimension 0.512 pm). Les travaux
présentés aux paragraphes suivants ont été effectués avec le logiciel Matlab, qui permet a la fois
de lire les images 16-bit et propose surtout de nombreuses fonctions de traitement d’image qui
nous ont été utiles.

6.3.1 Premiéres remarques sur les images

Nous présentons en Figure [6.4] les images DAPI et EAU pour le sphéroide S; et en Figure [6.5] les
images pour le sphéroide Ss.

Nous constatons que les images obtenues avec le marqueur DAPI (Figures (a) et (a)) sont
plus contrastées que celles correspondant au marqueur EAU (Figures (b) et (b)). Si nous
regardons les histogrammes des images DAPI (en (c)) et EAU (en (d)), nous pouvons remarquer
les faits suivants :

— pour les images DAPI, il semble y avoir deux distributions pour les pixels : la premiére,
centrée au voisinage de la valeur 0, correspondant aux pixels du fond et la seconde, centrée
au voisinage de 0.4, correspondant aux pixels marqués au DAPI;

— pour les images EdU, la distribution centrée en la valeur 0, correspondant aux pixels du
fond est toujours bien présente, cependant les pixels marqués & ’'EdU ne semblent pas
étre distribués autour d’une valeur moyenne de maniére aussi claire que pour le marquage
DAPI. I est possible que la valeur moyenne des intensités des pixels marqués a I'EdU soit
située trop proche de la valeur 0 prise par le fond de 'image.

Ces premiéres observations suggérent que la détection des cellules proliférantes a 'aide du
marquage EdU est plus sensible que la détection des noyaux avec le marquage DAPI. Il pourrait
étre intéressant de faire une étude plus précise des histogrammes, comme effectuée dans la thése
de Guillaume Lefébvre [67], afin de pouvoir déterminer les distributions de pixels correspondant
aux marquage DAPI et EAU. Si il semble qu’une distribution de type gaussienne pourrait convenir
pour les pixels du marquage DAPI, cela est moins évident pour les pixels du marquage EAU.

Suite & ces premiéres remarques, nous avons commencé a étudier I'impact du choix d’un seuil de
détection pour les marqueurs DAPI et EAU. Pour cela nous avons représenté en Figure (e) et
(f) et en Figure (e) et (f) les images résultant d’une méthode de détection par seuil : pour
chaque sphéroide, chaque image DAPI, respectivement EdU, et chaque seuil d’intensité, nous
attribuons la valeur 1 (en noir sur les images) aux pixels dont l'intensité dans I'image DAPI,
respectivement EdU, est supérieure a ce seuil et nous attribuons la valeur 0 (en blanc sur les
images) aux autres pixels. Pour le marquage DAPI, nous pouvons observer qu’a partir d'un seuil
supérieur a 0.06, 'image obtenue aprés application du seuil varie peu lorsque nous augmentons
ce seuil jusqu’a 0.18, ce qui suggére que la quantité de noyaux observée n’est pas trés sensible au
choix d’un seuil, si nous utilisons une méthode de détection basée sur un seuil d’intensité. Au
contraire, pour le marquage EdU, le décompte des cellules EAU positives semble plus sensible au
choix du seuil. En effet, nous observons une variation de 'image seuillée plus importante quand
nous augmentons le seuil d’'intensité d’EdU. Par exemple, dans le cas du sphéroide quiescent (voir
Figure (f)), en prenant un seuil supérieur a 0.09, les cellules centrales du sphéroide quiescent
ne sont plus considérées comme EdU positives et le décompte final des cellules EAU positives est
bien inférieur au décompte obtenu avec un seuil de 0.03. En conclusion, pour la détection des
cellules EAU positives par une méthode basée sur un seuil d’intensité pour le marquage EdU, il
semble que le choix de ce seuil de détection ait une grande influence sur le résultat.

Remarque 6.3.2. Le sphéroide quiescent semble bien avoir une densité de cellules plus importante
que le sphéroide contréle (ce qui semble contradictoire avec les résultats de la Figure . Ainsi, le
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FIGURE 6.4 — Image du canal DAPI (a), respectivement EAU (b) et histogramme du canal DAPI
(c), respectivement EdU (d) pour le sphéroide & (CAPAN-2 controle a J2). Sur les images,
les intensités maximales sont en noir. Résultats pour différentes valeurs du seuil pour le canal
DAPI (e), respectivement EAU (f) : pour chaque seuil, un pixel est considéré positif (pixel de
couleur noir) au marqueur DAPI, respectivement EdU, si son intensité dans I'image originale est

supérieure & ce seuil.
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0 wn T T T
o ©
5 5
o8 4 | o8 |
o 10 o 10
< <
® ®
2 107 1 2 107 1
g g
8 0 8 0
10 0 025 05 07 1 10 0 025 05 075 1
intensité intensité
(¢) Histogramme image DAPI (d) Histogramme image EAU

P é e
& . o
et Lt

N “rogs? N Y
e 4 RO

seuil EAU = 0.03 seuil EAU = 0.06

seuil EAU = 0.09 seuil EAU = 0.12
seuil DAPI = 0.15 seuil DAPT = 0.18 seuil EAU = 0.15 seuil EAU = 0.18
(e) Tests de différents seuils pour le marquage (f) Tests de différents seuils pour le marquage
DAPI EdU

FIGURE 6.5 — Image du canal DAPI (a), respectivement EdU (b) et histogramme du canal DAPI
(¢), respectivement EAU (d) pour le sphéroide So (CAPAN-2 quiescent a J2). Sur les images,
les intensités maximales sont en noir. Résultats pour différentes valeurs du seuil pour le canal
DAPI (e), respectivement EAU (f) : pour chaque seuil, un pixel est considéré positif (pixel de
couleur noir) au marqueur DAPI, respectivement EdU, si son intensité dans I'image originale est
supérieure & ce seuil.
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sphéroide quiescent semble méme avoir plus de cellules que le sphéroide controle (nous rappelons
que les 2 images sont a la méme échelle). Ce phénomeéne est plutdt représentatif de ce que nous
observons pour les sphéroides a J2.

6.3.2 Segmentation des images de sphéroides

Les premiéres observations que nous avons faites sur les images DAPI et EAU nous ont conduit a
étudier un peu plus précisément 'effet du choix d’un seuil sur le calcul des distributions de cellules
proliférantes. Pour cela, nous nous sommes inspirés de la méthode de segmentation expliquée
dans Darticle de Jagiella et al. [61]. Nous reprenons également un certain nombre de notations
utilisées dans cet article. La méthode que nous avons employée est constituée de deux étapes :

— la segmentation des noyaux a partir des images du marqueur DAPI;
— le décompte des noyaux proliférants & partir des images du marqueur EdU.

Avant d’effectuer ces deux étapes, nous commencons par appliquer un certain nombre de fois un
filtre médian aux images brutes (le filtre médian a été appliqué 10 fois dans notre cas) a l'aide de
la fonction medfilt2 disponible dans Matlab. Le filtre médian que nous avons utilisé consiste a
remplacer la valeur d’intensité de chaque pixel par la valeur médiane sur I’ensemble constitué de
ce pixel et des 8 pixels voisins. L’intérét du filtre médian est de lisser I'image en éliminant les
pixels aberrants. Contrairement & un filtre gaussien, qui lisse 'image mais également les contours
des objets de I'image, le filtre médian permet d’en conserver les contours. Nous définissons alors
les images obtenues aprés utilisation des filtres médians.

Définition 6.3.3. Pour un sphéroide, nous notons IPAP1(z,y) € [0, 1], respectivement ¥V (z, ),
Vintensité du pivel de coordonnées (x,y) € N? dans l’image du marqueur DAPI, respectivement
dans limage du marqueur EdU, apres application des filtres médians.

Segmentation des noyaux

Pour la segmentation des noyaux, nous commencons par appliquer une méthode de seuil & 'image
IPAPI hour en éliminer le fond.

Définition 6.3.4. Pour un seuil de détection iPAPT € [0,1], nous définissons l’image seuillée

—=DAPI
I par

—DAPI IDAPI(% y)7 si IDAPI(a?,y) > Z-DAPI,
177 (z,y) = {

0, stnon,
o IPAPT est donnée par la Définition .

Ensuite, nous appliquons I’algorithme watershed, ou algorithme de segmentation par ligne de
partage des eaux, a I'image 1 — TDAPI, grace a la fonction du méme nom disponible dans Matlab.
Le principe de 'algorithme watershed est de considérer une image 2D comme une surface, pour
laquelle les régions d’intensité minimale forment des bassins, comme présentés sur la Figure
Ces bassins sont alors remplis d’eau continuellement jusqu’a ce que les eaux des différents bassins
se rencontrent, délimitant ainsi les contours séparant chaque bassin. La fonction watershed de
Matlab attribue a chaque zone contourée une valeur entiére et renvoie une image dont la valeur en
chaque pixel est égale a l'indice de la zone a laquelle appartient le pixel. L’algorithme watershed
a été proposé pour la premiére fois dans [12], la fonction Matlab que nous avons utilisée est basée
sur la version de 'algorithme proposée par Fernand Meyer [76].
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) . . API
FIGURE 6.6 — Représentation de 'image 1 — I comme une surface.

Définition 6.3.5. Nous définissons

wDAPI . (

z,y) € N> 5 wP(z,y) € N,

limage obtenue aprés application de ’algorithme watershed de Matlab a ['image 1 — oAt
ﬁ

. =DAPI . o
ou I est donnée par la Définition
wPAPL(

. Pour chaque entier N > 0, les pixels tels que
x,y) = N correspondent a la zone segmentée numéro N. Dans l'image obtenue, la zone
N =0 correspond & l’ensemble des contours des noyauz des cellules et la zone N =1 correspond
au fond de l’image. Ceci nous permet alors de définir le masque des noyauz, noté DAPI, de la
maniere sutvante

1, siwPAPI(2,9) > 2,

0, swnon.

DAPI(z,y) = {
Enfin, pour un pizel (x,y) nous notons
V(z,y) ={(a"y) € N, w7 (2,y) = wP¥ (z,y)},
le voisinage de (x,y) composé des pizels appartenant & la méme zone que (z,y).

Aprés des essais effectués pour différents seuils :PAP!

nous avons fixé ce seuil a

sur les deux images utilisées précédemment,

iPAPT — .1, (6.6)

car cette valeur permet d’obtenir une segmentation qui semble visuellement correcte (nous n’avons
pas cherché & quantifier précisément 'erreur de segmentation, ceci pourra étre envisageable par
la suite). Nous présentons en Figure les résultats de la segmentation des noyaux avec une
telle valeur du seuil pour les sphéroides utilisés pour les Figures et

DAPL gyp le résultat

Remarque 6.3.6. Lorsque nous avons étudié ’effet du seuil de détection i

de la segmentation des noyauz, nous avons constaté que plus nous prenons un seuil AT petit,
plus lalgorithme a tendance a fragmenter les noyaux en plusieurs zones. Nous avons donc fiz€ la
valeur donnée par de sorte a réduire cet effet, tout en prenant une valeur du seuil assez

petite pour limiter le risque de ne pas segmenter certains noyaur.
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IPAPIL ghtenue aprés application des filtres médians et

DAPI _ 0.1.

FIGURE 6.7 — Superposition de I'image
des contours obtenus par 'algorithme watershed pour les sphéroides &1 et Sa, avec ¢

Décompte des noyaux des cellules proliférantes

A partir de la segmentation des noyaux présentée au paragraphe précédent, nous effectuons le
décompte des noyaux des cellules proliférantes, en utilisant une méthode similaire a celle effectuée
par Jagiella et al.

Définition 6.3.7. Pour un seuil de détection i¥V € [0,1] donné, nous définissons l'image

. =EdU . .
seuillée T de la maniére sutvante

1

~ 1. & [EdU S ;EdU
EdU(x’y) _ { , 8t (xz,y) > "%, 6.7)

0 sinon.

Un pizel est donc considéré marqué o 'EAU si son intensité est supérieure ou égale au seuil 1%

Pour une proportion de détection pFal ¢ [0, 1], nous définissons le masque des pizels appartenant
aux noyaux des cellules proliférantes de la maniére suivante

YEdU(.’E/, y,)
1, si DAPI(z,y) =1 et ’y)e"(”’% s,

(z'y") eV (z,y)

EdU(x,y) =
0, swnon.
ot le masque DAPI est donné a la Définition[6.3.5
Ainsi un pixel (z,y) prend la valeur 1 dans le masque EdU s'il appartient & un noyau segmenté
sur 'image DAPI dont la proportion de pixels marqués & PEdU est supérieure ou égale a p&aU.

Nous présentons en Figure [6.8|les résultats de la segmentation des noyaux marqués a 'EAU pour
les sphéroides S et Sy, avec iPAPT = 0.1, iFV = 0.02 et pPlU = 0.3.
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FIGURE 6.8 — Superposition de I"image ¥ obtenue aprés application des filtres médians, des
contours du masque DAPI (en gris clair) et des contours du masque EdU (en noir) pour les
sphéroides Sy et Sa, avec (PAPT = (.1, 24U = (.02 et pPilU = (.3.

6.3.3 Calcul des densités de cellules proliférantes & partir des images seg-
mentées

Maintenant que nous disposons d’une méthode pour obtenir les masques DAPI et EdU, comme
définis aux Définitions et nous pouvons calculer les densités de cellules proliférantes.
Plutét que de calculer ces densités en comptant les noyaux segmentés par ’algorithme watershed
(voir la Définition , nous calculons ces densités directement & partir des pixels des masques
DAPI et EdU. Le fait de calculer les densités a partir des pixels présente plusieurs avantages.

— Le premier avantage est de limiter ’erreur liée au décompte des noyaux a partir de I'image
obtenue avec ’algorithme watershed. En effet, en observant les résultats présentés en
Figure [6.7] nous pouvons remarquer que si l’algorithme permet de segmenter de maniére
assez précise les zones correspondant aux noyaux, il semble que le décompte des noyaux
n’est pas toujours précis : certains noyaux semblent avoir été fragmentés en plusieurs zones
ou au contraire certaines zones semblent correspondre & plusieurs noyaux.

— Le second avantage de cette méthode est qu’elle donne un poids & chaque zone proportion-
nellement a son aire sur I'image. Ainsi cela permet a la fois de réduire I'influence des cellules
qui ne sont que partiellement présente dans 'image mais aussi de prendre en compte ’aire
du noyau d’une cellule.

Afin de pouvoir calculer les densités de cellules proliférantes comme nous I’avons fait au Chapitre [f]
il nous faut d’abord construire les distances par rapport a la surface du sphéroide. Pour cela,
nous construisons ’enveloppe convexe du masque DAPI. Le calcul de ’enveloppe convexe du
masque DAPI, ainsi que de la distance d’un pixel par rapport & cette enveloppe convexe ont été
effectués grace a une fonction (en langage Matlab) qui nous a généreusement été fournie par
Pierre Weiss. A partir de cette distance par rapport a I’enveloppe convexe, nous pouvons définir
les distances par rapport au centre, normalisées.

Définition 6.3.8. Pour un pizel (z,y), nous notons d(xz,y) sa distance par rapport & l’enve-
loppe convexe du sphéroide, définie comme ’enveloppe convexe du masque DAPI (défini a la
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Définition m De maniére similaire a la formule (5.2)) p. nous définissons

II}a}/{ d(xlv y/) - d(CC, y)
E(ﬂf,y) = @)

1 .
a0 (69)
I/7yl

la distance du pizel (x,y) par rapport au centre du sphéroide, normalisée.

A partir de cette distance au centre normalisée, nous pouvons maintenant définir les densités de
cellules proliférantes de maniére similaire a la formule (5.3) p.

Définition 6.3.9. Pour un sphéroide et une classe Ly, k > 1, définie par la formule (5.4)) p.

nous définissons la proportion de cellules proliférantes dans la classe Ly, du sphéroide, notée ?Lk
de la maniére suivante
>,  EdU(z,y)

(Ivy) 7g(aj7y)eLk
> DAPI(z,y)

(x,y) 7d(x7y)eLk

Py, = (6.10)

Cette construction des densités Fik rend possible la comparaison avec les densités ?ZC définies
par la formule (5.3). Pour revenir au probléme qui a été exposé au début de ce chapitre, en
Section nous étudions P'effet des seuils i#9V et pZaU  définis & la Définition sur le calcul
de la masse de cellules proliférantes Mp donnée par 1’équation p. Pour cela, nous
définissons, comme au Chapitre [b, une approximation de la densité de cellules proliférantes, notée
PT calculée a partir de ?Lk' Dans la suite nous allons nous limiter a I’étude des deux sphéroides
présentés au début de cette Section, plutot que de faire les calculs sur la moyenne des sphéroides
a une date t. Ainsi pour la date t > 0 correspondant aux sphéroides que nous étudions et pour
r € [0, 1], nous posons

Pl(t,r) = ﬁik (t), pour k tel que r € Ly,. (6.11)

Nous définissons ensuite Mpr & partir de P!, en utilisant de nouveau la formule (5.18) p.
Nous pouvons maintenant passer a 'étude de l'influence des seuils i%% et pPaU sur le calcul de

Pl et de Mpr.

6.3.4 Etude de l'effet des seuils de détection sur les calculs de densité

Dans ce paragraphe, nous étudions Ueffet des seuils i#%U et pPU  définis a la Définition
sur le calcul de P! et de Mp: définis ci-dessus. Nous rappelons que nous avons fixé les seuil de
détection des noyaux iP4PT 3 la valeur donnée en . Nous commencons par tester les valeurs
de Mpr pour des seuils i79U allant de 0.01 & 0.3 par pas de 0.01 et des proportions p©?U allant
de 0.02 &4 0.6 par pas de 0.02. Nous tragons en Figure la surface représentant Mpr en fonction
des seuils i# et pP9U pour les sphéroides S; et Sy étudiés depuis le début de cette section.

A partir de la Figure nous pouvons tout d’abord remarquer que, sur U'intervalle [0.02,0.6], le
paramétre pPU ne semble pas avoir beaucoup d’influence sur le calcul de la masse de cellules
proliférantes Mpr. Nous rappelons que ce parameétre représente la proportion minimale de pixels
marqués & I’EdU que doit contenir un noyau pour étre considéré comme étant un noyau d’une
cellule proliférante. En comparant les images, nous avons constaté que, pour certains noyaux, les
formes des zones visibles sur les images DAPI et EAU ne coincident pas toujours. Ainsi, pour
éviter de ne pas prendre en compte des noyaux pour lesquels la zone des pixels marqués & 'EdU
ne coincide pas exactement avec la zone du noyau visible sur 'image DAPI, nous avons décidé
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FIGURE 6.9 — Valeur de Mpr en fonction des seuils ¢ P pour les sphéroides Sy et Ss.

de ne pas prendre une proportion pP trop élevée. Pour cette raison, nous avons choisi de fixer
la valeur de ce paramétre a

pFV =0.3. (6.12)

Contrairement au paramétre pP4U  le seuil i¥% de détection des pixels marqués a PEAU semble
avoir une grande influence sur la valeur de la masse proliférante Mpr et cette masse semble
méme dépendre contintiment du paramétre i#9V . Nous avons tracé en Figure le résultat de
la segmentation des cellules et du calcul des densités Py, définies en pour trois valeurs du
seuil i¥V : 0.01, 0.02 et 0.03. Ces valeurs ont été choisies car il semble que seules ces petites
valeurs du seuil soient capable de bien capturer les cellules marquées a I’EdU. Nous pouvons
observer que pour ces trois valeurs et dans le cas des deux sphéroides 57 et Ss, il y a une variation
moyenne de la densité de cellules proliférantes de 'ordre de 0.2 en valeur absolue entre le calcul
avec 17U = 0.01 et le calcul avec i¥% = 0.03. Si cette variation absolue induit une variation
relative de I'ordre d’un facteur 1.3 pour les différentes méthodes pour le sphéroide controéle S,
elle induit une plus grande variation relative pour le sphéroide quiescent So, notamment au centre
du sphéroide. Par exemple, dans la classe L1 = [0, 0.2], qui correspond aux cellules centrales, la

—D . -1 .
valeur de P dans les données est 0.125, tandis que la valeur de P, obtenue pour iPdU = 0.01
est 2.61, ce qui fait plus d’un facteur 2 d’écart suivant la méthode utilisée pour le calcul.

6.4 Conclusion et perspectives

Dans ce chapitre, nous avons mis en avant une apparente incohérence entre les valeurs du
paramétre -y dans les expériences sur la lignée cellulaire CAPAN-2. Il semble en effet que les
cellules proliférantes de I’expérience de mise en quiescence doivent proliférer plus rapidement que
celle de I'expérience contrdle afin de pouvoir expliquer la dynamique observée expérimentalement.
Ce résultat nous a conduit a la fois a revoir nos hypothéses de modélisation mais également a
analyser plus en détails les données brutes sur lesquelles nous avons travaillé. En effet, nous
avons commencé par revenir sur I'une de nos hypothéses de modélisation : le premier traitement
des données que nous avons effectué supposait implicitement que les cellules proliférantes et
les cellules quiescentes occupent la méme aire sur les images. Cependant, la correction de cette
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hypothése ne suffit pas a expliquer I'incohérence observée. Nous avons donc décidé d’étudier plus
en détail les images de sphéroides.

D’aprés les premiers résultats d’analyse des images que nous venons d’exposer, le calcul de la
distribution de cellules proliférantes semble relativement sensible a la valeur du paramétre de
détection des cellules marquées & I’EAU. Il apparait nécessaire de poursuivre ’étude présentée ici.
En particulier, il reste a étudier 'effet du seuil de détection de I’EdAU sur la valeur du taux de
prolifération ~y. Néanmoins, ’effet de ce seuil ne semble pas assez important pour expliquer & lui
seul I'incohérence observée entre les valeurs de 7. Il semble nécessaire d’étudier d’autres pistes,
notamment en améliorant la prise en compte des conditions expérimentales, comme par exemple
leffet des marqueurs, ainsi que leur temps d’incorporation : les données dont nous disposons ne
sont pas une image instantanée de la population de cellules proliférantes. Cependant, comme
le probléme mis en avant a été constaté uniquement dans le cadre des expériences sur la lignée
cellulaire CAPAN-2 et non pour les expériences sur la lignée HCT-116, il semble également
nécessaire de remettre en question nos hypothéses de modélisation pour la lignée CAPAN-2, par
exemple en étudiant 'hypothése de I'agressivité des cellules CAPAN-2 lorsqu’elles sont soumises
a des conditions d’hypoxie mais également en gardant & I'esprit que la nature de ’expérience
différe : dans le cadre de la lignée CAPAN-2, c’est la concentration en facteur de croissance qui a
été modifiée, tandis que pour la lignée HCT-116 c’est la concentration en oxygéne, il serait donc
intéressant de distinguer 'effet du facteur de croissance sur la prolifération de 'effet de ’oxygéne.

Enfin, comme nous ’avons observé & la Remarque il faut également revoir la modélisation
du taux de passage en quiescence, soit en corrigeant les hypothéses sur la consommation en
facteur de croissance/oxygéne (en supposant par exemple une dépendance non linéaire de ce
taux de consommation par rapport a la concentration C' et & la densité de cellules proliférantes
P), soit en prenant en compte d’autres effets (comme par exemple leffet de la pression qui varie
lorsque le rayon augmente).



Conclusion et perspectives de la
Partie

Dans cette partie, nous avons construit un modeéle d’équations aux dérivées partielles pour la
croissance de sphéroides tumoraux. Le modéle construit est basé sur les données expérimentales
obtenues par nos collaborateurs du laboratoire de biologie ITAV a Toulouse et a pu étre amélioré
grace & un travail d’aller-retour permanent entre les simulations du modéle et les nombreuses
données disponibles et griace aux nombreux échanges avec nos collaborateurs. Au cours de ce
travail, nous avons mis en place un procédure automatique de calibration du modéle & partir des
données expérimentales. Cette méthode a permis de reproduire plutot fidélement les données.
Néanmoins, les premiers résultats de notre modéle ont révélé quelque chose qui semble étre une
incohérence : dans le cas de 'expérience CAPAN-2 avec mise en quiescence des cellules, les cellules
proliférantes semblent proliférer plus rapidement que les cellules proliférantes de 'expérience
CAPAN-2 contréle, dans laquelle le facteur de croissance est en abondance. Nous avons tout
d’abord corrigé notre hypothése de modélisation selon laquelle le volume moyen d’une cellule
proliférante est égale au volume moyen d’une cellule quiescente. Cependant, cette correction
s’est avérée ne pas étre suffisante pour compenser le probléme mis en avant par le modéle. Nous
avons ensuite étudié l'effet du seuil de détection des cellules marquées & 'EdAU sur le calcul des
densités de cellules proliférantes. Les premiers résultats de cette étude montrent qu’il faut étre
trés attentif sur la valeur de ce seuil de détection. Il faudrait poursuivre I’étude du seuil de
détection afin d’arriver a une conclusion plus précise sur 'impact du choix du seuil de détection
mais il reste également d’autres pistes a étudier :

— Dans le travail présenté ici, nous avons considéré que les données disponibles sont des
images & une date t de distribution de cellules proliférantes. Or cela n’est en fait pas du
tout le cas, puisque l'incorporation du marqueur EdU est effectuée sur une durée de 24h
afin de pouvoir capturer I’ensemble des cellules qui ont engagé un cycle a la date ¢. Ainsi, ce
qui est observé est plutét I'intégrale des cellules qui sont passés par 1’'étape de synthése de
I’ADN entre la date ¢ et la date t + 1. De plus, le changement des conditions expérimentales
entre la date t et la date ¢ + 1 pourrait également étre a I'origine d’une modification du
nombre de cellules qui vont passer par la phase de synthése.

— Comme nous lavons fait remarquer au début du Chapitre [6] le probléme soulevé ici n’est
présent que dans le cas des expériences sur la lignée cellulaire CAPAN-2 et ne se présente
pas dans le cas des expériences sur les cellules HCT-116. Nous pouvons alors nous demander
pourquoi le probléme soulevé n’apparait que dans le cas des expériences CAPAN-2. Une
explication pourrait certainement se trouver dans les différences entre les expériences
CAPAN-2 et les expériences HCT-116. En effet, ces deux séries d’expériences différent sur
au moins deux points, la nature des cellules utilisées mais également la nature méme des
conditions expérimentales utilisées. Pour les expériences CAPAN-2, c’est la concentration
en facteur de croissance qui a été modifiée, tandis que dans le cas des expériences HCT-116,
c’est la concentration en oxygéne. Nous pouvons alors nous demander quel est I'impact de
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ces deux différences sur la croissance des sphéroides. En particulier, il faudrait étudier la
piste de 'agressivité des cellules CAPAN-2 en condition d’hypoxie, évoquée & la fin de la
Section

Ce travail de modélisation de sphéroides tumoraux montre que la modélisation mathématique
peut permettre d’avancer dans la compréhension des phénomeénes biologiques mis en jeu dans la
croissance tumorale, notamment en soulevant de nouvelles questions comme la problématique
qui a été étudiée au Chapitre [0} Il montre également que le traitement des données nécessite une
attention particuliére pour s’assurer des résultats obtenus a ’aide des simulations numériques.
Pour accélérer les processus de modélisation et de traitement des données, il pourrait étre
intéressant de pousser la collaboration avec les collégues biologistes plus loin, notamment en
participant, sinon en assistant au design des expériences qui serviront de base a la modélisation.
Ceci permettrait de connaitre & 1'avance les conditions expérimentales ainsi que les limitations
imposées par les contraintes expérimentales, afin de pouvoir les intégrer le plus tot possible dans
la modélisation.

Tous les travaux effectués dans cette partie de la thése reposent sur I’hypothése d’invariance
par rotation qui est effectivement observée dans les données. Sans cette hypothése, I’équation
sur la divergence de la vitesse ne suffit plus et il est alors nécessaire de faire un choix de
modéle rhéologique et de le confronter & des données expérimentales mettant en avant les
propriétés mécaniques des sphéroides, comme par exemple la croissance de sphéroides soumis a
des contraintes mécaniques, la croissance de deux sphéroides en contact ou bien des expériences
de section de sphéroides. L’ajout d’une nouvelle équation sur la vitesse complique le modéle,
tant du point de vue théorique, avec ’ajout d’'une nouvelle inconnue, la pression, et de nouvelles
conditions aux limites plus complexes, que du point de vue de la résolution numérique. En effet,
la perte de 'invariance par rotation nécessite d’effectuer les simulations en trois dimensions
d’espace et non plus en une dimension (la dimension radiale). De plus, ’ajout d’une équation
sur la vitesse et de la nouvelle variable complique également la résolution numérique du modéle.
Cette complexité rend difficile la calibration des paramétres mécaniques du modéle, méme en
supposant connus les paramétres de croissance obtenus & partir du travail présenté ici.

Enfin, il peut étre envisageable d’ajouter au modéle d’autres phénoménes comme par exemple
I'effet de traitements sur la croissance de sphéroides ainsi que sur la distribution de cellules
proliférantes.
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