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Résumé

L’invariance d’échelle repose sur I'intuition que les dynamiques temporelles ne sont pas
gouvernées par une (ou quelques) échelle(s) caratéristique(s). Cette propriété est massivement
utilisée dans la modélisation et ’analyse de données univariées issues d’applications réelles.
Son utilisation pratique se heurte pourtant a deux difficultés dans les applications modernes :
les propriétés d’invariance d’échelle ne sont plus nécessairement homogenes en temps ou
espace ; le caractere multivarié des données rend fortement non linéaires et non convexes les
fonctionnelles & minimiser pour 'estimation des parametres d’invariance d’échelle.

La premiere originalité de ce travail est d’envisager 1’étude de l'invariance d’échelle in-
homogeéne comme un probléme conjoint de détection/segmentation et estimation et d’en
proposer une formulation par minimisation de fonctionnelles vectorielles, construites autour
de pénalisation par variation totale, afin d’estimer a la fois les frontieres délimitant les chan-
gements et les propriétés d’invariance d’échelle de chaque région. La construction d’un algo-
rithme de débruitage par variation totale vectorielle a la volée est proposée.

La seconde originalité réside dans la conception d’une procédure de minimisation de fonc-
tionnelle non convexe type < branch and bound » pour l'identification complete de 1'ex-
tension bivariée, du mouvement brownien fractionnaire, considéré comme référence pour la
modélisation de I'invariance d’échelle univariée. Cette procédure est mise en oeuvre en pra-
tique sur des données de trafic Internet dans le contexte de la détection d’anomalies.

Dans un troisieme temps, nous proposons des contributions spécifiques au débruitage par
variation totale : modele poissonnien d’attache aux données en relation avec un probleme de
détection d’états pour la fluorescence intermittente ; sélection automatique du parametre de
régularisation.



RESUME



Table des matieres

Introduction
I Etat de l’art
1 Analyse multifractale homogene
1.1 Invariance d’échelle et autosimilarité . . . . . . . . . . . . . ... ... .. ..
1.2 Analyse multifractale . . . . . . ... . ... ...
1.2.1 Exposant de Hélder . . . . .. .. .. .. .. ... ... ...
1.2.2  Spectre multifractal . . . . .. .. ... oL
1.3 Formalisme multifractal . . . . . . . . . . . ..
1.3.1 Fonction de partition et fonction d’échelle . . . . . . .. ... ... ..
1.3.2 Processus monofractal et coefficients d’ondelettes . . . . . . . . .. ..
1.3.3 Processus multifractal et coefficients dominants . . . . . . .. ... ..
1.4 Questions ouvertes . . . . . . . . ..o
2 Variation totale

2.1 Introduction aux problemes ¢p-TV et £1-TV . . . . . . . ... ... ... ...
2.1.1 Probleme non convexe £o-TV . . . . . . . . ... ... . ... ...,
2.1.2 Probleme convexe ¢1-TV . . . . . . . . . ...
2.1.3  Schémas itératifs d’optimisation convexe . . . . . . . . . .. ... ...

2.2 Résolution du probleme £;-TV . . . . . . ... o
2.2.1 Passageaudual. . .. ... ... .. ... oo
2.2.2  Augmentation de la dimensionnalité . . . .. .. .. ... ... ....
2.2.3 Lagrangien augmenté . . . . . . . . .. ..o
2.2.4 Algorithme primal-dual . . . ... ... ... ... ... ... .....
2.2.5 Comparaison des algorithmes . . . . . .. .. ... ... ... .....

2.2.5.1 Choix des parametres des algorithmes . . . . . . .. ... ..
2.25.2 Coutdecalcul ... ... ... ... .. ... ... ...,

2.3 Evaluation des performances d’estimation . . . . .. ... ... ... .....
2.3.1 Rappels sur 'indice de Jaccard . . . . ... ... ... ... ......
2.3.2 Application a la détection de discontinuité . . . . . . . ... ... ...
2.3.3 Choix du filtre passe-bas gaussien . . . . . ... ... ... ...

2.4 Extension bidimensionnelle . . . . . . .. .. ... ... L.
2.4.1 Probleme non convexe £p-TV 2D . . . . . . ... ... ... ......
2.4.2 Probléme convexe /1-TV 2D . . . . . . . .. ... ..
2.4.3 Probleme convexe £p-TV 2D & @ niveaux . . . . . .. ... ... ...

2.5 Questions ouvertes . . . . . . . . ... e

13

15
16
17
17
18
19
20
21
22
25



TABLE DES MATIERES

II Estimation constante par morceaux vectorielle

3 Analyse multifractale inhomogene

3.1 Modele de processus multifractals par morceaux . . . . . .. ... ... ...
3.1.1 Processus monofractal par morceaux . . . . . . ... ... ... ...
3.1.2  Processus multifractal par morceaux . . . . . . .. .. ... ... ...

3.2 Formalisme multifractal local . . . . . . ... .. ... ... .. ........

3.3 Estimation vectorielle par approche TV (1D) . . . . ... ... .. ... ...
3.3.1 Estimation vectorielle . . . . . . .. ... ... ... ... ... ...

3.3.1.1 Présentation et résolution du probleme ¢12-TV . . . . . . ..
3.3.1.2 Apport de l'estimation vectorielle . . ... ... .......
3.3.2 Quantification des performances . . ... ... ... .. ........

3.4 Segmentation vectorielle par approche TV (2D) . . . . .. .. ... ... ...
3.4.1 Segmentation vectorielle . . . . . . . ... oL
3.4.2 Quantification des performances . . . ... ... ... .........

3.5 Conclusion et perspectives . . . . . . . ... Lo Lo

Estimation /1 5-TV a la volée
4.1 Nature non locale du probleme ¢1o-TV . . . . . .. ... ... ... ......
4.2 Conditions de Karush-Kuhn-Tucker . . . . . .. .. .. ... . .. ..
4.2.1 Formulation duale . . . .. ... ... L o
4.2.2 Réécriture des conditions de KKT . . . . ... .. .. ... ... ...
4.2.3 Solution approchée . . . . . . . ... oo
4.3 Solution algorithmique alavolée . . . . . . .. .. ... ... ... ......
4.3.1 Casidéalouzestconnu . . . ... ... ... ...
4.3.1.1 Bornes inférieures et supérieures . . . . . . ... .. .. ...
4.3.1.2 Regles de mise a jour & Regle 1 . . . . . . ... .. .. ...
4.3.1.3 Prolongation du signal & Regle2 . . .. ... ... ... ..
4.3.1.4 Estimer la position de la discontinuité nyupt - - . . . . . ...
4.3.1.5 Commencer un nouveau segment . . . . . . . . . . . ... ..
4.3.2 Estimation du vecteur auxiliairez . . . . ... ... ... .......
4.3.2.1 Estimateur constant par morceaux dez . . . . ... ... ..
4.3.2.2 Estimer les positions candidates de la discontinuité nE?l)pt
4.3.2.3 Estimer la position de la discontinuité nyupt. . . . . . . . ..
4.3.2.4 Commencer un nouveau segment . . . . . . . . . .. .. ...
4.4 Résultats . . . . . L
4.4.1 Configuration expérimentale . . . . . . . .. .. ..o
4.4.2 Conceptionde Q . . . . . . ..
4.4.3 Performances hors ligne . . . . . .. .. ..o oL
4.44 Performances en ligne . . . ... ... ... oL L.
4.5 Conclusion et perspectives . . . . . . . . . ..o

53

55
o6
56
o7
o7
o8
o8
o8
61
62
66
66
68
71

73
74
76
76
7
78
79
79
79
80
81
82
83
83
84
84



TABLE DES MATIERES 7

IIT Autosimilarité multivariée 93
5 Régression non linéaire pour ’analyse d’OfBm 95
5.1 Autosimilarité multivariée et OfBm . . . . . . . . . . ... ... ... ... 97
5.1.1 Autosimilarité multivariée . . . . . . . . ... 97
5.1.2 Mouvement Brownien opérateur fractionnaire . . . . . . . . .. .. .. 97
5.1.3 Modele paramétrique et indéterminations . . . . ... ... ... ... 99
5.2 Analyse en ondelettes des Biv-OfBm . . . . . . . .. ... ... 0. 99
5.2.1 Modele paramétrique des Biv-OfBm . . . . . .. ... ... .. .... 99
5.2.2 Spectre en ondelettes. . . . . . ... Lo 101
5.2.2.1 Mélange de lois de puissance . . . .. . ... ... ... 101
5.2.2.2 Indétermination supplémentaire . . . .. .. ... ... ... 102
5.2.2.3 Spectre en ondelettes empirique . . . .. .. ... 102
5.3 Régression non linéaire pour l'identification d’OfBm . . . . . . . . . .. ... 102
5.3.1 Formulation variationnelle du probleme d’identification d’OfBm . . . . 102
5.3.2  Algorithme séparation-évaluation pour les probléemes de minimisation
globale . . . . . .. L 104
5.3.3 Algorithme séparation-évaluation pour I'identification de Biv-OfBm . 105
5.3.3.1 Relaxation convexe . . . . .. .. ... ... . 105
5.3.3.2 Encadrement via Parithmétique par intervalles . . . . . . .. 106
5.3.3.3 Algorithme séparation-évaluation . . .. ... .. ... ... 107
5.4 Performances d’estimation : étude théorique asymptotique . . . . . . . . . .. 107
5.4.1 Normalité asymptotique du spectre d’ondelettes . . . . . . . ... .. 108
5.4.2 Consistance de I'estimateur @J\N/l ...................... 109
5.4.3 Normalité asymptotique de ’estimateur C:)% ............... 110
5.5 Performances d’estimation : étude empirique . . . . . .. ... 111
5.5.1 Configurations expérimentales . . . . . . . .. ... ... ... 111
5.5.2 Performances d’estimation . . . . . . . ... ... ... 111
5.5.3 Coutdecalcul . .. ... .. .. ... ... 113
5.5.4 Nombre d’échantillons vs. précision. . . . . ... ... .. ... .... 115
5.5.5 Normalité asymptotique de O 115
5.6 Conclusion et perspectives . . . . . . . . . . .. e 116
6 Détection d’anomalies dans le trafic internet 119
6.1 Identifiation paramétrique de Biv-OfGns . . . . . . . . .. .. ... ... ... 121
6.1.1 Bruit Gaussien opérateur fractionnaire . . . . . . . . . ... ... ... 121
6.1.2 Intégration fractionnaire et analyse en ondelettes . . . . . . . ... .. 121
6.1.3 Spectre en ondelettes paramétrique de Biv-OfGn . . . . . . ... ... 121
6.1.4 Procédure d’identification . . . . . . . ... ... 122
6.1.5 Performances . . . . . . . . . .. ... 123
6.2 Application aux données internet . . . . . . ... ... L. 123
6.2.1 Données MAWTI et projections aléatoires . . . . . . . . ... ... ... 123
6.2.2 Role du parametre d’intégration fractionnaire . . . . . . . . . ... .. 124
6.2.3 Résultats . . . . . . .. 125
6.3 Conclusion et perspectives . . . . . . . . . . ... 128



TABLE DES MATIERES

IV Développements méthodologiques autour de la TV

7 Processus de Poisson homogénes par morceaux

7.1 Présentation du probleme
Modele . ... ... ... ... ........
Impact de I'aggrégation . . .. ... ... ..

7.1.1
7.1.2

7.2 Statistique Poissonienne vs. Gaussienne
Divergence de Kullback-Leibler . . . . . . ..
Transformée d’Anscombe . . . . .. ... ..
7.3 Méthodologies
Méthode duseuil . . . .. ... ... ... ..
Méthodes d’estimation par approche TV . . .

7.2.1
7.2.2

7.3.1
7.3.2

7.3.3

7.4 Comparaison des différentes méthodes

7.4.1
7.4.2

7.5 Conclusion et perspectives

7.3.2.1 Estimées par approche TV . . . ..
7.3.2.2 Réestimation a 2 niveaux . . . . . .
Méthode de segmentation par approche TV .

Configuration expérimentale . . . . . . . . ..
Quantification des performances . .. . . ..

8 Estimation du parameétre de régularisation (3-TV

8.1 Paramétrisation du probleme

8.1.1
8.1.2
8.1.3

8.2 Dérivation Bayésienne de la pénalisation ¢

8.2.1
8.2.2

Paramétrisation des discontinuités » . . . . .
Paramétrisation des valeurs des segments p .
Reformulation du probleme . . . .. ... ..

Modele hiérarchique Bayésien . . . . . . . ..
Critere MAP joint . . . . . ... ... ....
8.3 Solution algorithmique

8.4 Sélection automatique de y : Illustration et performances . . ... ... ...

8.4.1
8.4.2
8.4.3
8.4.4
8.4.5

8.5 Conclusion et perspectives

Conclusion

Configuration expérimentale et choix des hyperparametres . . . . . . .

Illustration du principe de sélection automatique de x. . . . . . . . ..

Quantification des performances . . . . . ..

Comparaison contre de I'inférence bayésienne

Robustesse de 'estimateur proposé . . . . . .

A Définitions utiles en optimisation convexe

B Algorithme de segmentation vectorielle couplée

B.1 Enoncé du probleme . . . . ... ... ...

B.2 Solution algorithmique . . . . . . .. ... ... ...

B.3 Quantification des performances . . ... ... ...

131

133
134
134
135
136
136
137
139
139
140
140
141
142
142
142
144
146

149
150
150
150
151
151
151
152
154
155
155
155
157
158
159
160

163



TABLE DES MATIERES

C Démonstrations

C.1 Démonstration du Théoréme 5.2 . . . .
C.2 Démonstration du Théoréme 5.3 . . . .

C.3 Discussion a propos de la Remarque 5.5

D Estimateurs bayésiens

Bibliographie

175
175
176
177

179

179



10

TABLE DES MATIERES



Introduction

Invariance d’échelle : contexte. L’invariance d’échelle est une propriété omniprésente dans
une grande variété d’applications réelles et offre une description parcimonieuse de nombreux
phénomenes naturels (e.g., turbulence [95], rythme cardiaque [71]) et humains (e.g., trafic
internet [83, 2], art [119]). Le paradigme de linvariance d’échelle repose sur 1’hypothese
que la dynamique temporelle des données n’est pas déterminée par une ou quelques échelles
caractéristiques, mais par un large continuum d’échelles. L’objectif de I’analyse d’échelle est
alors de modéliser, d’estimer et de valider la relation entre les différentes échelles.

Un modele d’invariance d’échelle couramment utilisé est celui de l'autosimilarité [184]
énoncant qu’'un processus X ne peut pas étre distingué de ses copies dilatées, i.e.,

X(t)=a"X(t/a) ,Ya>0 (1)

L’information clef sur la dynamique de X réside alors dans un seul parametre H, appelé ex-
posant de Hurst. Dans ce cas, pour rendre compte du fait qu'un seul exposant de loi d’échelle
décrit entierement X, le processus est dit monofractal. Une méthode efficace en pratique pour
estimer H repose sur 'utilisation de quantités multi-échelles T'(a,t) dépendant a la fois de la
position ¢ et de ’échelle a (e.g., accroissements, coefficients d’ondelettes, coefficients d’onde-
lettes dominants) [128, 213]. L’autosimilarité de X se traduit ainsi par un comportement en
loi de puissance en fonction de 1’échelle d’analyse a de la fonction de partition suivante

Syla) = EIT(a, )| ~ at @)

Plus récemment, des modeles plus riches ont été développés, i.e., processus multifractals,

ou la quantité H est remplacée par un ensemble de quantités locales h(t), dites exposants de
Holder [114]. 11 advient alors que

Sq(a) =E[T(a,")|? ~ a7, (3)

a—0

ou (¢ est une fonction concave non linéaire étroitement liée a la répartition géométrique
des (h(t))icr. En pratique, 'information sur la dynamique de X est décrite par le vecteur
(c1,...,¢p) des coefficients du développement polynomial de ¢ en 0, i.e., ((¢) = c1q + czg +
oot cp%? [13]. L’estimation de ¢ & partir de (3) est une procédure d’estimation appelée
formalisme multifractal.

Invariance d’échelle : limitations et questions ouvertes. Dans sa formulation actuelle,
le formalisme multifractal suppose a priori que les propriétés d’invariance d’échelle de 1’objet
étudié sont homogenes en ¢, c’est-a-dire, que H et (c1, ..., ¢p) ne varient pas au cours du temps.
Cependant, en pratique, H et (c1, ..., ¢p) peuvent varier. De plus, dans nombre d’applications,
I'information peut davantage étre contenue dans le changement des propriétés multifractales
que dans les valeurs des parametres qui les caractérisent. Ce phénomene est notamment visible
dans le cas ou l'estimation de 'exposant de ’'Holder A du rythme cardiaque foetal au cours

11



12 INTRODUCTION

du temps permettrait de surveiller en temps réel ’état de santé du foetus [190]. La méme
question se pose également dans le cadre bidimensionnel, par exemple pour distinguer sur
une image deux textures, e.g., nuage et neige, chacune caractérisée par sa propre collection
de coefficients (c1,...,¢p) [181].

Une autre limitation de l'actuel formalisme multifractal est due au fait que la plupart
des contextes d’applications modernes implique ’enregistrement de séries temporelles multi-
variées qui nécessitent alors d’étre analysées conjointement. Cependant, leur analyse multi-
résolution se heurte a une difficulté majeure : une extension multivariée de la fonction de
structure S;(a) pour M signaux monofractals implique a priori le mélange de plusieurs lois
de puissance faisant intervenir différents exposants Hy < ... < Hys [4]. De surcroit, S,(a)
est dominée par la loi de puissance ayant I’exposant le plus élevé, limitant ainsi 'application
des méthodes univariées a la seule estimation de Hy;. En dépit de son importance théorique
et pratique, la construction d’un paradigme d’estimation multivarié complet est toujours un
probleme ouvert dans la littérature.

Optimisation : contexte. L’optimisation est présente dans différents contextes applicatifs
de traitement du signal et de I'image allant de l'estimation de données manquantes [32, 14,
7, 8] a la reconstruction, en passant par ’apprentissage de dictionnaires, de classifieurs ou de
modeles.

La formulation générique en optimisation consiste a savoir résoudre

miy f(x) (4)
ou X est I'espace de recherche et f le critére permettant d’évaluer chaque élément x € X.
Selon la nature de f, nous pouvons classifier les problemes en deux catégories : les problemes
ol f est convexe, qui disposent d’un cadre théorique bien défini et dont les algorithmes associés
permettent de trouver efficacement le minimum, et les problemes ou f est non convexe,
qui sont sensiblement plus difficiles en raison de ’existence potentielle de multiples minima
locaux, et dont la résolution constitue un axe majeur de la recherche actuelle.

D’un coté, I'optimisation convexe a connu un nouvel essor ces dernieres années avec le
développement de méthodes proximales pour résoudre des problemes ou f est non lisse (i.e.,
non différentiable sur tout son domaine) [49, 38, 50]. En pratique, la non-différentialité de f
peut étre due a l'utilisation de normes qui favorisent la parcimonie (e.g., norme /1).

De l'autre coté, la plupart des problemes d’optimisation non convexe sont difficiles a
résoudre en temps polynomial. Certains problémes peuvent étre résolus exactement et effica-
cement par des algorithmes de programmation dynamique (cf., e.g., [217, 216, 192, 93, 193]).
Lorsque le probleme implique une pluralité d’inconnues de diverses natures, les algorithmes
de séparation—évaluation (< branch and bound >) [120, 44, 160] permettent d’obtenir un en-
cadrement de la solution globale avec toutefois un temps de calcul plus élevé. Autrement,
une solution locale peut étre obtenue efficacement par mises a jour alternées des variables.

Optimisation : limitations et questions ouvertes. En pratique et selon I'application,
le critere f est généralement choisi sous la forme

f@) =" Mefr() (5)
k

ol les fonctions fi peuvent modéliser des mesures d’attache aux données y ou peuvent im-
poser des conditions de régularité a la solution (e.g, parcimonieuse, constante par morceaux,
linéaire par morceaux). Les hyperparametres A\, sont des scalaires permettant de relativiser
la contribution des différents f.
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Les hyperparametres Ar sont souvent choisis a prior: mais leurs choix sont cruciaux
étant donné qu’ils impactent fortement la qualité de la solution. On retrouve par ailleurs,
dans la littérature de sélection de parametres, différents criteres pour leur estimation (cf.
e.g., validation croisée, périodogramme cumulé normalisé, courbe-L [103], risque généralisé
de Stein [59]). I a récemment été proposé d’inclure leur estimation au sein d’algorithmes de
Monte-Carlo par chaines de Markov [165] mais la solution s’avere trop cotiteuse en temps de
calcul pour des problemes de grande dimension. Ainsi, ’estimation rapide et non supervisée
des hyperparametres (\)x représente encore un défi de taille.

Généralement, un cout de calcul élevé est nécessaire pour résoudre le probleme (4), en
raison de la nature itérative des algorithmes mis en oeuvre. Cependant, dans de nombreux cas
pratiques, connaitre la solution au fur et a mesure de l'acquisition des données y en temps
réel pourrait s’avérer décisif [97, 190]. La solution pourrait étre calculée sur une fenétre
glissante mais cette technique engendre le double inconvénient d’introduire une échelle de
temps arbitraire et de ne pas permettre la reconstruction de la solution sur la totalité de
Ienregistrement. Afin de contourner ces limitations, les algorithmes dits ¢ la volée peuvent
étre utilisés, lorsque les données sont scalaires, i.e., X = RV, en introduisant une fenétre
de taille variable au-dela de laquelle la solution ne sera pas modifiée [52]. Toutefois, leur
extension au cadre vectoriel demeure difficile [58].

Contributions. Le travail effectué dans cette thése consiste a formaliser ’analyse des pro-
cessus invariants d’échelle multivariés et non homogenes par la résolution de problemes d’op-
timisation.

La Partie I dresse un état de I’art concernant les deux outils mathématiques déclinés tout
au long de ce travail. Le premier est celui de I'invariance d’échelle homogene dont la descrip-
tion fait I'objet du Chapitre 1. Nous y présenterons le mouvement Brownien fractionnaire
(fBm) comme processus autosimilaire univarié de référence ainsi que le formalisme multi-
fractal permettant d’estimer dans la pratique la quantité scalaire/vectorielle caractérisant les
propriétés mono/multi-fractales de processus univariés. Le second outil consiste & modéliser
un signal ou une image comme un ensemble de régions de supports disjoints, chacune ca-
ractérisée par des propriétés statistiques (e.g. propriétés d’invariance d’échelle) différentes.
Le Chapitre 2 établit alors une revue de 1’état de I’art des approches variationnelles repo-
sants sur l'utilisation de la variation totale (TV) pour détecter les discontinuités, quand leurs
nombres et positions sont inconnus, comme le sont les propriétés sur chaque région.

Le probleme d’estimation de discontinuités dans des signaux ou images vectorielles est
ensuite abordé dans la Partie II. Nous envisageons d’employer les approches TV au Chapitre 3
combinées a une version locale du formalisme multifractal afin de déterminer les changements
de propriétés de processus multifractals homogenes par morceaux. Dans les différents cas
considérés, nous discuterons de I'apport des approches TV vectorielles. Ainsi, motivé par
I’existence d’un algorithme a la volée dans le cas scalaire, le Chapitre 4 élabore un algorithme
a la volée permettant de détecter les discontinuités communes a toutes les composantes de
séries temporelles vectorielles.

La Partie I1I se concentre sur 1’étude de I’extension multivariée du modele d’autosimilarité.
L’identification paramétrique complete des mouvements Browniens opérateurs fractionnaires
(OfBm), définis comme l'extension multivariée du fBm, est obtenue par la résolution d’'un
probleme d’optimisation non convexe que nous détaillons au Chapitre 5. Un algorithme de
séparation-évaluation est également développé et validé pour I’analyse d’OfBms bivariés (Biv-
OfBm). La méthode est ensuite évaluée et testée au Chapitre 6 sur des données réelles issues
du trafic internet modélisées par les incréments d’un Biv-OfBm dont la valeur des parametres
permet d’identifier la présence d’anomalies dans le trafic.
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Dans la Partie IV, nous rapportons divers développements méthodologiques autour de la
TV afin de répondre a plusieurs questions soulevées tout au long de ce manuscrit. Notam-
ment, un cas pratique est abordé au Chapitre 7 motivé par le phénomene de fluorescence
intermittente ou 'intensité d’émission d’un processus poissonien alterne aléatoirement entre
deux états. La question visant a analyser la distribution des durées de ces deux états est ici
revisitée par les approches TV pour détecter en amont les discontinuités d’intensité. Cepen-
dant, les performances d’estimation des méthodes TV dépendent fortement du réglage d’un
parametre de régularisation a priori inconnu. C’est dans ce contexte que se place le Cha-
pitre 8 qui propose 'estimation rapide et non supervisée de ce parametre via la conception
d’une procédure variationnelle bayésienne.



Premiere partie

Etat de I’art
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Analyse multifractale homogéene
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Invariance d’échelle. L’invariance d’échelle est aujourd’hui reconnue comme une propriété
omniprésente dans une grande variété d’applications réelles de différentes natures (cf., e.g.
[144] en turbulence, [181] en géophysique, [118] en imagerie médicale et [145] en finance). Le
paradigme de I'invariance d’échelle est basé sur ’hypothese que la dynamique temporelle ou
spatiale des données n’est pas déterminée par une ou quelques échelles caractéristiques, mais
par une large gamme d’échelles. Par conséquent, I’analyse des données ne doit pas reposer sur
I'utilisation de plusieurs échelles caractéristiques mais doit au contraire permettre d’identifier,
d’estimer et de valider les mécanismes reliant les échelles entre elles.

Fractales. Les fractales constituent ’exemple phare de I'invariance d’échelle [142, 143, 146].
Ce sont des objets mathématiques déterministes autosimilaires desquels il émerge a chaque
échelle une structure identique au tout, a un facteur de dilation pres. Elles sont congcues
comme le point fixe d’opérations relatant les échelles de I’objet entre elles. L’adjectif fractal a
été introduit par Mandelbrot pour décrire leur complexité géométrique qui ne pouvait pas étre
caractérisée par une dimension entiere. La dimension fractale fournit alors une description
globale de leur complexité et de leur irrégularité.

Analyse multifractale. La notion d’autosimilarité peut étre étendue au cadre stochas-
tique [184] ou la dimension fractale est alors directement liée a 'exposant de Hurst qui
mesure la régularité du processus (voir Section 1.1).

Le modele multifractal se présente comme une généralisation de I’autosimilarité ou la
régularité peut fluctuer ponctuellement. Les processus multifractals ne sont alors plus décrits
par un seul exposant mais par tout le spectre des dimensions fractales des ensembles des
points de méme régularité, appelé spectre multifractal, et décrit & la Section 1.2.

17
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L’invariance d’échelle se manifeste également par le comportement en lois de puissance de
quantités multi-résolution. Une méthode efficace en pratique, appelée formalisme multifractal,
vise a estimer ’exposant de cette loi de puissance qui est intimement liée au spectre mul-
tifractal. De nombreux travaux promeuvent 1'utilisation des coefficients d’ondelettes comme
quantité multi-résolution [5, 13, 114]. Plus récemment, il a été proposé I'utilisation des coeffi-
cients d’ondelettes dominants [128, 213] afin de reconstruire I'entiereté du spectre multifractal.
La présentation de ce formalisme fait 'objet de la Section 1.3.

1.1 Invariance d’échelle et autosimilarité

Les processus stochastiques autosimilaires constituent le cadre mathématique fondamental
pour la modélisation des phénomeénes d’invariance d’échelle. L’autosimilarité énonce qu’un
signal X ne peut pas étre distingué de ses copies dilatées, i.e.,

Définition 1.1 (Autosimilarité [184]). Un processus {X (t)},cra est dit autosimilaire s’il
vérifie
dd.f.
{X()}hepa = {a"X(t/a)}iera (Va > 0), (1.1)

ot L représente ’égalité entre les distributions a dimension finie. L’information clef sur
la dynamique d’invariance d’échelle est résumé par un seul parameétre 0 < H < 1, appelé
exposant d’autosimilarité ou exposant de Hurst.

En particulier, le mouvement brownien fractionnaire, i.e., le seul processus gaussien, au-
tosimilaire, a accroissements stationnaires, a largement été utilisé comme le processus de
référence pour modéliser les propriétés d’échelle de signaux univariés issus du monde réel.
Nous rappelons ci-dessous sa définition et nous nous intéresserons a son extension multi-
variée au Chapitre 5.

Définition 1.2 (Mouvement brownien fractionnaire (fBm) [146, 5]). Le mouvement brownien
fractionnaire {X (t) }ier d’exposant 0 < H < 1 est le processus gaussien de moyenne nulle tel
que

{X(O) =0 (1.2)

X(t+06)— X1t "L N(0,0]6]T), (vt €R) (V5 €R).

. d.d.f. . o
Il apparait donc que {X(t) =" N(0,0[t|")}ser est un processus gaussien, autosimilaire, a
accroissements stationnaires entierement caractérisé par sa fonction de covariance

2

(VteR) (Vs € R) EX(t)X(s) = % (1t2H + |s]2H — |t — s2H) (1.3)

ot 02 = EX(1)2.

Nous remarquons que la Définition 1.2 correspond a celle du mouvement brownien lorsque
H = 1/2. Tout comme le processus des accroissements d’un mouvement brownien est un bruit
blanc gaussien, nous définissons le bruit gaussien fractionnaire dont nous ferons usage dans
le cadre multivarié au Chapitre 6.

Définition 1.3 (Bruit gaussien fractionnaire (fGn)). Nous appelons bruit gaussien fraction-
naire, le processus des accroissements {X°(t) = X (t+1) — X (t) }ser ot X est un mouvement
brownien fractionnaire.
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Remarque 1.1. Nous pouvons montrer que la corrélation entre les accroissements successifs
d’un fBm {X }er, i.e.,

(VteR) EX°()X°(t+1)=0o? (2271 1) (1.4)
est positive si H > 1/2, négative si H < 1/2 et nulle si H = 1/2.

Deux exemples de fBm unidimensionnels sont illustrés sur la Figure 1.1 pour H = 0.25
(gauche) et H = 0.75 (droite). On observe que la réalisation pour H = 0.25 (voir Figure 1.1,
gauche) apparait visuellement plus irréguliere que celle pour H = 0.75 (voir Figure 1.1,
droite). En effet, puisque les réalisations d’un fBm sont des courbes fractales dont la dimension
de Hausdorff vaut 2 — H, le comportement de X est d’autant plus irrégulier que H est proche
de 0. De plus, nous remarquons que la variance de X est d’autant plus grande que H — 1
(cf. Définition 1.2 et Remarque 1.1).

Dans le cas bidimensionnel, nous aurions employé 'adjectif <« rugueux > pour désigner
des textures invariantes d’échelle. Il apparait alors que la notion de régularité (et de rugosité)
est intrinsequement liée aux propriétés d’invariance d’échelle. Ce lien fait 'objet de la section
suivante.

1.2 Analyse multifractale

Cependant, la condition d’autosimilarité (1.1) est treés restrictive. Une condition plus
souple est la suivante

(X(6)here "2 {waX (t/a) e (Va > 0), (1.5)

ol w, = a™*) est une variable aléatoire dépendant de I’échelle a. La condition (1.5) peut étre
interprétée comme une extension de la condition d’autosimilarité (1.1) ot H est remplacé
par une quantité stochastique h caractérisant la régularité locale et dont la description fait
I’objet de cette section.

h(t)

1.2.1 Exposant de Holder

Il existe diverses facons de mesurer la régularité locale d’un processus autour d’un point
donné. Dans cette section, nous nous concentrerons sur ’exposant de régularité ponctuelle
de Holder dont nous rappelons la définition. Le lecteur peut se référer a [185, 114] et les
références qui y sont mentionnées pour une étude détaillée.

Définition 1.4 (Classe C%). Soit un processus continu {X (t)},cpa. Pour tout t € R4, X €
C*(t) s’il existe une constante C' > 0 et un polynome de degré plus petit que la partie entiére
de « tels que, pour tout s dans le voisinage de t,

X (t) — P(s — )| < Cls — t|°. (1.6)

Définition 1.5 (Exposant de Holder [114]). On appelle régularité ou exposant de Holder en
un point t € R de X, la quantité

h(t) =sup{a>0| X € CY(t)}. (1.7)

L’exposant de Holder est défini en chaque point ¢ € R? et décrit les fluctuations de
régularité (ou singularité) locale de X . Pour certains processus, h peut varier de fagon continue
voire discontinue d’un point a l'autre. Dans ce dernier cas, le calcul numérique de h est
instable. Nous préférons a l'information locale h, une description globale décrite dans la
section suivante.
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FicUrE 1.1 — Exemples de processus monofractals unidimensionnels. Haut : Deux
réalisations de mouvements browniens fractionnaires. Bas : spectre multifractal correspon-
dant. Deux valeurs de H sont examinées : a gauche, H = 0.25 et a droite H = 0.75.

1.2.2 Spectre multifractal

Afin d’analyser la collection des {h(t)};cre, on s’intéresse au spectre multifractal D,
également appelé spectre des singularités, qui fournit une description globale de la répartition
géométrique des {h(t)},cpa.

Définition 1.6 (Spectre multifractal [142, 80],). Soit un processus {X(t)},cpa ainsi que
{h(t)};cra Uensemble de ses exposants de Holder. Soit ’ensemble iso-Holder E(h) = {t €
R? | h(t) = h}. On appelle spectre multifractal D la collection des dimensions de Hausdorff
de (E(h))hzo z'.e.,

D(h) = dimE(h). (1.8)

Lorsque I'exposant de Holder h vaut H en tout point, le processus est dit monofractal et le
support du spectre multifractal est réduit a un singleton. En particulier, les processus autosi-
milaires (voir Définition 1.1) forment une famille de processus monofractals (voir a contrario
les processus de Lévy [113]). Pour les fBm (voir Définition 1.2), le spectre multifractal prend
la forme suivante :

Exemple 1.1 (Spectre multifractal d’'un fBm). Soit un fBm {X(t) }ier caractérisé par lez-
posant de Hurst 0 < H < 1, alors son spectre multifractal D s’écrit :

1 , sih=H,

—00 , S1non.

(Vh >0) D(h) = { (1.9)

Deuz réalisations de fBm unidimensionnels sont illustrées par la Figure 1.1 pour H =
0.25 (gauche) et H = 0.75 (droite). Les spectres multifractals correspondants, également
représentés, sont tout deux des diracs en H.
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FiGURE 1.2 — Exemples de processus multifractals unidimensionnels. Haut : Deux
réalisations de marches aléatoires multifractales. Bas : spectre multifractal correspondant.
Pour ¢; = 0.5, deux valeurs de co sont examinées : a gauche, co = —0.0025 et a droite
Cy = —0.04.

Alors que les processus monofractals sont caractérisés par un seul exposant H, les ex-
posants de Holder h pour des processus multifractals peuvent varier (de manieére continue
ou discontinue) d’un point & un autre, i.e., le support du spectre multifractal correspondant
n’est plus réduit & un singleton. En outre, les processus satisfaisant (1.5) forment une fa-
mille de processus multifractals. En particulier, nous nous intéresserons dans le Chapitre 3
aux marches aléatoires multifractales, qui ont la particularité d’avoir un spectre multifractal
parabolique.

Exemple 1.2 (Spectre multifractal d’'une marche aléatoire multifractale (MRW) [179, 3]).
Soit une marche multifractale aléatoire de dimension d caractérisée par les parameétres k et
A. Alors son spectre multifractal est une parabole d’équation :

h — 2
(vh>0) Dh)=d+ P (1.10)
262
ol c1 = k+ N2/2 et co = —A\2. Deur exemples de MRW unidimensionnels sont illustrés par

la Figure 1.2 pour (c1,c2) = (0.5,—0.0025) (gauche) et (c1,c2) = (0.5,—0.04) (droite).

1.3 Formalisme multifractal

En pratique, il est difficile voire impossible d’estimer le spectre D par la mesure de h (cf.,
e.g., [134] pour une revue de diverses méthodes). Dans cette section, nous présentons une
méthode d’estimation efficace basée sur le formalisme multifractal.
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1.3.1 Fonction de partition et fonction d’échelle

Le formalisme multifractal repose sur 'utilisation de coefficients multirésolution de X,
notés T'(a,t), dépendant a la fois de I’échelle a et de la position . Ces coefficients pouvant
étre par exemple les accroissements de X, i.e., T'(a,t) = X(a+t) — X(t), les coefficients d’on-
delettes [139] voire les coefficients d’ondelettes dominants [114, 213]. Une propriété nécessaire,
est que ces coefficients doivent reproduire localement ’exposant de Holder dans la limite des
petites échelles [112, 115, 139], i.e.,

T(a,t)| ~ a"®. (1.11)
a—0

Plutot que mesurer ponctuellement h a chaque position ¢, le formalisme multifractal
a recours a une approche statistique reposant sur 1'utilisation de la fonction de partition
suivante décrivant les propriétés statistiques de X.

Définition 1.7 (Fonction de partition). Soit T'(a,t) des coefficients multirésolution dépendant
de Uéchelle a > 0 et de la position t € R®. On appelle fonction de partition & Uordre q € 7*,
la quantité définie par

S,(a) = E|T(a,-)| = BedT(@) (1.12)

L’invariance d’échelle d’un processus se traduit par le comportement en loi de puissance
suivant de sa fonction de partition :

Définition 1.8 (Fonction d’échelle). Si X est invariant d’échelle, alors sa fonction de par-
tition possede le comportement en loi de puissance suivant

Sq@) ~ ‘@ (1.13)

ot la fonction q — ((q) est appelée fonction d’échelle. En particulier, pour une certaine
gamme a € |amin, Gmax] €t ¢ € [Gmin, Gmax|, 0N peut considérer en premiére approximation
qu’il existe F tel que

Sy(a) = F(q)a*@. (1.14)

La forme concave de la fonction d’échelle ¢, observée expérimentalement en [95] peut étre
expliquée a partir des fluctuations de la régularité locale :

Proposition 1.1 (Lien entre fonction d’échelle et spectre multifractal). Soit un processus
caractérisé par le spectre multifractal D et la fonction d’échelle (. Alors D et  sont liés par
la transformation de Legendre suivante :

(a) = inf (gh — D(B) +d). (1.15)

Donc ¢ est concave (voir Définition 2.3 et Remarque 2.6). Par conséquent, a partir de C, le
spectre multifractal peut étre obtenu par

D(h) < inf (gh — C(q) +d) (1.16)

ot ’égalité est obtenue dans (1.16) pour certains processus.

Remarque 1.2. Le résultat de la Proposition 1.1 peut étre compris par l’heuristique suivante.
Pour tout t € RY, il y a environ |a|~P"0) boites de volume |a|® pour lesquelles h(t) = hg et
par conséquent |T(a,t)| ~ |a|". Dés lors,

S,(a) ~ / T (a, £)|7dt ~ / a7 a|~P®)|q|ddf, — / a|?-PWgy  (117)
R4 h h
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Lorsque a — 0, la contribution dominante dans (1.17) est donnée par
C(q) = i%f (gh —D(h) +d). (1.18)

Selon la nature mono/multi-fractal d’un processus, nous pouvons distinguer deux catégories
de fonctions d’échelles : pour les processus monofractals, ¢ varie linéairement avec ¢ alors que
pour les processus multifractals, { est une fonction non linéaire concave.

En pratique, on utilise des relations comme (1.16) permettant de relier des quantités, par
exemple la fonction d’échelle ¢, au spectre multifracal D. Les relations de ce type sont appelées
formalisme multifractal. Dans la suite, nous détaillons comment appliquer ce formalisme en
pratique a partir des coefficients d’ondelettes dominants.

1.3.2 Processus monofractal et coefficients d’ondelettes

Pour les processus monofractals ou D est de la forme (1.9), on peut montrer par I'intermé-
diaire de la Proposition 1.1 que

q—((q) =qH (1.19)

est une fonction linéaire. Dans ce cas, et quel que soit ¢ € Z*,
— (1.20)

ce qui suggere que H peut étre estimé par régression linéaire de In Sy(a) vs. ¢lna. En parti-
culier, une méthode réputée efficace repose sur 'utilisation des coefficients de la transformée
en ondelettes discrete comme quantité multi-résolution [82, 5, 115].

Définition 1.9 (Transformée en ondelettes discrete [139]). Soit 19 une ondelette mére, a
savoir, 1y € L*(R) et

(VI €{0,...,Ny—1}) / thpo(t)dt = 0 (1.21)
R
ot Ny, désigne le nombre de moments nuls de 1g. Notons également

{;6(t) = 279/ 2400(277t — &)} jezpen (1.22)

la collection des versions dilatées et translatées de g qui forment une base orthogonale de
L2(R). Le coefficient d’ondelette de {X (t)}ser @ l’échelle a = 27 et & la position t = 27k est
alors représenté de maniére non redondante par la quantité D(j, k), ou

DUE) = (s X) = [ 279 00(2t = WX ()t (1.23)

Le lecteur est invité a se référer a [12] pour une introduction auz ondelettes bidimensionnelles.

En guise d’exemple, nous proposons de détailler comment estimer H via (1.20) a partir
des coefficients d’ondelettes pour les fBm. Le méme raisonnement sera généralisé au cadre
multivarié dans le Chapitre 5.

Exemple 1.3 (Mouvement brownien fractionnaire [82]). Soit un fBm {X(t)her de pa-
ramétres 02> > 0 et 0 < H < 1. Etant donné que X est entiérement caractérisé par ses
propriétés statistiques d’ordre 2, nous considérons sa fonction de partition o l'ordre q = 2
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exprimée a partir des coefficients d’ondelettes, également appelée spectre en ondelettes, qui
s’écrit ‘ '
Sq=2(27) = ED(j, )D(j, )" = oy 21 H1/2), (1.24)
ot )
nH = _2/ yuPHdu/ Yo (V) (v — u)*dv. (1.25)
R R
Deés lors, H (ou plutét 2H + 1) peut étre estimé comme le coefficient de régression linéaire de

In Sy—2(27) vs. In27, et 0% (ou plutét o®ny ) peut ensuite étre déduit via I’ordonnée a l'origine.

Démonstration. A partir de (1.3),

EDG, DG )" = [ 0300 (JEX (DX (5) deds (1.2
02 * 2H
= —2/ k()Y (s) [t — s|*" dtds (1.27)
RQ
o ), 12H
=3 /}R2 k() k(v — u)*|u]*" dvdu (1.28)
D’aprés la définition des ondelettes 1, . (v) = 279/24pg(v277 — k), il s’en suit donc que
2
BDG, DG ) =~ 527 [ ez — Kol - w2 — BT dodu (129
R2
2 . . . .
_ _"229/ Yo(w)o(v — w)*|[Pu? (Pdv) (22du) (1.30)
R2
= 0.222j(H+1/2) <_;/ \u|2Hdu/ wO(v)wO(v - u)*dv) (131)
R R
]

Remarque 1.3. En pratique, pour ’analyse d’invariance d’échelle il est parfois d’usage
d’utiliser des coefficients d’ondelettes re-normalisés par la norme {1, i.e.,

4, k) = 29/2D(j, k) (1.32)
afin de faire disparaitre l’exposant 1/2 dans (1.24) (cf. [16]).

1.3.3 Processus multifractal et coefficients dominants

Pour les processus multifractals, le support de D n’est plus réduit a un singleton et son
estimation est alors plus délicate. Plusieurs conséquences découlent de la transformée de Le-
gendre reliant ¢ & D (voir Proposition 1.1). Premiérement, la dérivée de ( en ¢ ~ 0 donne
la position du maxima de D, tel qu’illustré par la Figure 1.3 en pointillés. Deuxiemement,
les dérivées de ¢ pour ¢ > 0 (resp. ¢ < 0) permettent de mesurer la partie croissante (resp.
décroissante) de D. Afin de caractériser entierement D, il est alors nécessaire d’examiner (,
et par conséquent la fonction de structure S, (voir (1.13)), pour des moments g négatifs et
positifs.

Cependant, puisque la décomposition en ondelettes de X possede nécessairement un grand
nombre de coefficients D(j, k) proches de 0, la fonction de partition S;(27) = E|D(j,-)|? est
susceptible de diverger pour ¢ < 0. C’est, entre autres, afin de pallier cette limitation, que
les coefficients d’ondelettes dominants ont été introduits [114, 128, 213, 115]. Dans la suite,
afin d’étudier les processus multifractals, nous utiliserons systématiquement comme quantité
multi-résolution, les coefficients d’ondelettes dominants définis comme suit :
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F1GURE 1.3 — Illustration de la correspondance entre ( et D. La dérivée de ( en ¢ =0
donne la position du maxima de D (pointillés). La partie croissante de D est obtenue a partir
de la connaissance de ¢ pour g > 0, alors que sa partie décroissante est liée aux valeurs pour
q <0.

Définition 1.10 (Coefficients d’ondelettes dominants [114]). Le coefficient d’ondelettes do-
minant autour de la position k et a l’échelle j, noté L(j,k), est défini comme le supremum
local autour d’un voisinage spatial, de tous les coefficients d’ondelettes a travers les échelles
plus fines 29" < 27. Formellement,

L(]? k) = sup |D(j/7k/)’7 (133)

"Jj/,k’ CQj,k

ot wjy, = [k27, (k+1)27) et Qjx = Upeq_1,0,13Wjktp- Une illustration est disponible Figure 1.4
ot L(j, k) est indiqué par une croiz noire et ot le voisinage Q; 1, est affiché en vert.

A présent, si I'on considére le développement polynomial de ¢ en 0, i.e.,

Définition 1.11 (Coefficients (c;), [13]).

o

_ ¢
$@) = > ey (1.34)

p=1
ot ¢, correspond a la partie linéaire de (, ot co quantifie la premiére déviation de la linéarité,
et ot les coefficients (cp)p>3 correspondent a des ordres de nonlinéarité plus élevés.

alors le spectre multifractal peut étre approché a partir des coefficients (¢p)pen+. En parti-
culier, dans la suite nous considérons souvent ’approximation parabolique du spectre multi-
fractal suivante :

Proposition 1.2 (Développements du spectre multifractal en log-cumulants). Soient (c,)pen-
les coefficients définis en (1.34). Alors en premiére approzimation, nous pouvons considérer
que

2
C2 h—01
D =~ — 1.
(h) d+2!< - ) (1.35)

ot c1 peut étre interprété comme la position du mazximum de D et co sa largeur.

Afin d’estimer ces coefficients, nous considérons la quantité In S,;(27) similaire & 1’énergie
libre en physique statistique. Tout comme les cumulants d’ordre 1 et 2 de I’énergie libre
donnent I’énergie moyenne et la chaleur, nous considérons le développement en cumulants
suivant
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FIGURE 1.4 — Coefficients d’ondelettes dominants. Le coefficient d’ondelette dominant
(croix noire) est défini comme le suprémum local de tous les coefficients d’ondelettes présents
dans un voisinage spatial et a travers toutes les échelles les plus fines (vert). Figure empruntée
a [212].

Définition 1.12 (Coefficients (Cp)pen)-
, = P
In (Eeq In L(J,~)) — Z CP(QJ)H’ (1.36)
p=1

ot Cp(27) est le cumulant d’ordre p de In L(j, -).

Les coefficients (Cp)pen= sont directement liés aux coefficients (c,)pen+ permettant de ca-
ractériser le spectre multifractal comme suit :

Proposition 1.3 (Relation entre C), et ¢, [213].). Soient C,(2%) le cumulant d’ordre p de
InL(j,-) et ¢y le coefficient d’expansion polynomial d’ordre p de q¢ — ((q) en 0 (cf. (1.34)).
Alors

Cp(27) = cop + In(27)cp. (1.37)

Démonstration. A partir de la Définition 1.8, nous obtenons
In (E|L(j,)|?) = In F(q) + ¢(g) In(27). (1.38)

Des lors, si I'on considere d'un coté le développement en cumulant (Cp,) de In L(j,-) dérivé
en (1.36), et de l'autre les développements de Taylor de ¢ — 0 de ¢ (cf. (1.34)) et In F" :

oo
qp
InF(g) =) Op (1.39)
p=1

alors nous pouvons alors montrer que

Cp(27) = cop +In(27)cp. (1.40)

Remarque 1.4. Les coefficients (cp)p>1 sont appelés log-cumulants de In L(j, -).

A partir de la relation (1.37), il apparait que les log-cumulants peuvent étre obtenus par
régression linéaire de Cp(27) vs. In(27) [213].
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1.4 Questions ouvertes

La formulation actuelle du formalisme multifractal repose sur 'hypothese que les pro-
priétés multifractales du processus d’intérét X sont homogenes, c’est-a-dire que D décrit les
propriétés de X (t) pour tout ¢ € RY. Mais dans de nombreuses situations, il se peut que
celles-ci puissent varier dans le temps ou spatialement. On retrouve par exemple cette situa-
tion lors de ’analyse de photographies satellitaires comprenant a la fois des textures de nuage
et de neige [181]. Bien qu'il soit difficile de les distinguer visuellement, ces deux textures sont
connues pour étre invariantes d’échelle et caractérisées par un spectre multifractal différent.
Dans ce cas, la fonction de partition S; ne doit pas étre calculée sur la totalité de I'enre-
gistrement disponible mais sur chacune des régions ou les propriétés multifractales puissent
étre considérées homogenes. Cependant, ces régions sont a priori inconnues et doivent étre
estimées conjointement avec D, ce qui complique la procédure d’estimation. Cette question
sera abordée au Chapitre 3 a ’aide des approches variationnelles basées sur la variation totale
décrites au Chapitre 2.

Dans ce chapitre nous avons présenté le formalisme multifractal pouvant s’appliquer a
tout processus univarié, qu’il prenne par exemple la forme d’un signal ou d’une image X.
Cependant, avec le développement des méthodes d’acquisition et I’acces a un plus grand
nombre de capteurs, les processus enregistrés sont de plus en plus multivariés par nature, i.e.,
X = (X1,...,Xu)". Des lors, analyser leurs propriétés d’invariance d’échelle conjointement
permettrait de mieux comprendre les mécanismes sous-jacents a leur élaboration. Un premier
pas dans cette direction consiste a étendre la définition de 'autosimilarité (voir Définition 1.1)
aux processus multivariés. Dans ce cas, la fonction de partition est un mélange de plusieurs
lois de puissance que les techniques d’estimation univariées ne permettent pas de démélanger.
La conception d’un paradigme d’estimation multivarié complet reste un probléme ouvert dans
la littérature. C’est dans ce contexte que le Chapitre 5 apporte sa contribution en proposant,
a notre connaissance, le premier procédé d’estimation complet de processus bivariés autosi-
milaires. La méthode sera appliquée sur des données réelles issues du trafic internet dans le
Chapitre 6.
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Quelques grandes classes de méthodes pour détecter les discontinuités.

premiere classe de méthodes linéaires permettant de détecter les discontinuités des pro-
priétés statistiques consiste a filtrer les données de facon & éliminer le bruit présent dans les
hautes fréquences en appliquant un filtre passe bas. Toutefois, la solution débruitée présente
des oscillations au voisinage des discontinuités (phénomene de Gibbs) [116]. Des filtres non
linéaires allant du filtre médian glissant [199, 101, 218] au seuillage des coefficients d’onde-
lettes [140, 46, 70] ont alors été développés. Cependant, la premiere classe de méthodes a
tendance a lisser le signal, masquant ainsi la détection précise de la position des disconti-
nuités. Quant & la seconde, reposant sur des opérations de seuillage dur (norme ¢j) ou doux

(norme ¢1) des coefficients d’ondelettes, elle implique une perte des détails [46, 77].

29
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En parallele, une grande partie de la littérature dédiée aux problemes de détection de
discontinuités s’est développée en inférence bayésienne et tests d’hypotheses. Les méthodes
fréquentistes, telles que 'approche Cusum, reposent sur un test d’hypothese a partir du
rapport de vraisemblance [210, 163, 106, 61, 135]. Les méthodes bayésiennes permettent
d’incorporer des a priori supplémentaires comme par exemple la distribution des disconti-
nuités. La premiere méthode bayésienne pour détecter des discontinuités a été développée
en [96] pour le controle de qualité des machines. La maintenance des appareils est décidée
quand la distribution postérieure d’étre dans un état défectueux dépasse un certain seuil
[186, 187, 170, 171]. Notons que ces approches permettent une détection des discontinuités
en ligne. Lorsque la distribution postérieure ne possede pas d’expression explicite, des algo-
rithmes de Monte Carlo par Chaines de Markov (MCMC) doivent étre envisagés, pouvant
conduire, pour certains probléemes, a des temps de calcul élevés [68, 151].

Approches variationnelles. Le probleme de détection de discontinuités peut également
étre considéré du point de vue des approches variationnelles ol la solution débruitée minimise
un critere composé d’un terme d’attache aux données et d’un terme de régularisation. Dans ce
second chapitre, nous nous intéressons a l'utilisation de la variation totale (TV) comme terme
de régularisation. Pénaliser la variation totale par une norme favorisant la parcimonie, e.g. ¢
(dit £1-TV ou seulement TV) ou £y (noté £p-TV par abus de langage), permet a la solution
restaurée de préserver un nombre restreint de discontinuités. Le terme variation totale a été
introduit en débruitage d’image dans [182] ou la variation totale £;-TV de I'image analysée est
minimisée sous contrainte que le bruit soit de moyenne nulle et de variance connue a priori. Les
contraintes sont introduites a l'aide de multiplicateurs de Lagrange et 1’algorithme proposé
permet de résoudre les équations de stationnarité d’Euler Lagrange a I’aide d’une méthode de
descente de gradient. D’un coté, les récents travaux autour de 'opérateur proximal permettent
de résoudre le probleme ¢;-TV plus rapidemment et avec davantage de flexibilité [38, 209].
De lautre coté, le probleme £p-TV, pourtant non convexe, peut étre résolu de maniere exacte
et efficacement par des algorithmes de programmation dynamique [217, 216, 192, 93, 193],
mais son extension a différents espaces ou a des criteres génériques impliquants la présence
d’un terme ¢p-TV n’est pas systématique.

Les premieres contributions de la ¢1-TV dans la communauté du traitement du signal
ont été formulées dans le cadre de la théorie < taut-string > [58, 76]. Les méthodes < taut-
string >, ainsi que les méthodes < run >, reposent sur I’encadrement du signal & analyser par
des bornes locales. Le signal débruité est ensuite défini a partir des positions et des valeurs
pour lesquelles les bornes sont égales. Il a plus tard été montré en [141] que la solution
< taut-string > est également la solution du probleme de régularisation £1-TV. Des travaux
récents continuent d’étre développés pour calculer directement la solution [52], étendue &
différents espaces non nécessairement vectoriels [194] et pour divers problémes de régression
TV (régression de Poisson, TV pondérée) [76, 19, 121]. Si les méthodes en ligne Cusum,
<run> et < taut-string > possedent ’avantage de pouvoir calculer la solution a la volée, leur
extension au cadre vectoriel ou a des problemes impliquant des contraintes sur la dynamique,
s’avere cependant beaucoup plus compliquée.

Dans la Section 2.1, nous formaliserons les problemes £5-TV et £1-TV pour les signaux, et
nous rappellerons diverses notions d’optimisation convexe non lisse (i.e., non différentiable)
qui seront utiles tout au long de ce manuscrit. Nous en profiterons pour donner plusieurs
algorithmes proximaux permettant de résoudre le probleme ¢1-TV et les comparererons dans
la Section 2.2. Puis, nous définirons dans la Section 2.3 un critere permettant d’évaluer la
qualité de 'estimation des discontinuités de signaux constants par morceaux. Pour finir, nous
discuterons dans la Section 2.4 de ’extension des problemes £3-TV et ¢1-TV aux images.
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2.1 Introduction aux problemes /(-TV et (;-TV

2.1.1 Probleme non convexe (;-TV

Considérons une observation y = £+ b € R d’un signal constant par morceaux = € RY
corrompu par un bruit additif b € RYV. Dans la suite du manuscrit, sauf mention contraire,
nous supposerons que b est un bruit blanc gaussien centré de variance o2 inconnue, i.e.,

b~ N(0,0%1yN).

Afin d’obtenir une solution débruitée constante par morceaux, nous pouvons maximiser
la. vraisemblance p(yle) = (2r0?) /2 exp (—|ly — «||*/20?) ou de maniére équivalente mi-
nimiser I'anti-log-vraisemblance, sous contrainte que le nombre de discontinuités soit limité,

ie.,
1 N-1
~ . 2 . N
r=arg min —|ly —x sujet a o(x —x,) < K, 2.1
5 min oy~ e} suwetd Y b(oni - z) < 21)
n=1
ou § est la fonction de Dirac égale a 0 si son argument est nul et 1 sinon, et K est le
nombre maximal de discontinuités autorisé. Une méthode reposant sur le critere de Schwarz
a été proposée pour estimer K efficacement [131, 219]. Le probleme (2.1) peut étre réécrit de

maniere équivalente
~ .1 2 U
T =arg min —|ly —x|3 sujeta |Lx|o<K, (2.2)
xzERN 2

ou la pseudo-norme fy compte le nombre d’éléments non nuls et ou L est 'opérateur de
premiceres différences, défini par

(Vne{l,....N—1}), (Lx)p = Tpnt1 — Tn. (2.3)

Le probléme contraint (2.2) peut également étre reformulé sous forme régularisée, ce qui mene
au probleme suivant :

Probléme 2.1 (Probleme £o-TV). Soient y € RN et x > 0. On appelle probleme Lo-TV le
probléme consistant a trouver

~ .1 9
x, —arg min —|ly — x||5 + x||Lx 24
« = arg min =iy — @[3 + x| Lalo 24)

ot L est lopérateur linéaire de premiéres différences défini en (2.3).

Remarque 2.1. Le Probleme 2.1, également appelé probleme de Pott univarié, est connu
sous le nom de probleme de Mumford-Shah constant par morceauzr dans le cadre continu et
bidimensionnel.

L’hyperparametre x est appelé parametre de régularisation et permet de relativiser les
contributions du terme d’attache aux données et du terme de régularisation. En divisant le
second membre de (2.4) par o2, nous remarquons qu'il varie naturellement comme y = o2¥.
Pour x — 0, seul le terme d’attache aux données contribue significativement dans le critere et
par conséquent &, ~ y est composé d’une multitude de segments. A I'inverse, pour x — +00,
quasiment seul le terme de régularisation contribue et &, est composé d’un seul segment. Par
conséquent, le choix de x impacte fortement la qualité de estimateur Z,. Dans ce chapitre,
nous considérons que y est connu. Son estimation sera discutée dans le Chapitre 8.
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Bien que le Probleme 2.1 (¢p-TV) soit non convexe, il peut étre résolu de maniére exacte
a l'aide de méthodes de programmation dynamique [217, 216, 192, 93, 193]. Le principe de

Palgorithme réside sur le fait que la solution a?g(") € R™ sur (y1,...,yn) peut étre obtenue
en temps polynomial O(n?) & condition que les solutions (55;1), Jc\gf), ... ,:3&"71)) sur chaque
observation partielle {(y1), (y1,y2), ..., (Y1,...,Yn—1)} soient connues. Afin de calculer i&"),
n solutions candidates {z(1), ... (™} définies par
~(r—1)T
(vre{l,...,np) & = (@07 il )7 (2.5)
—_—— — — (——
taille r — 1 taillen —r+1
ol ffr, est la moyenne des observations (Yry---,Yn), sont proposées. La solution retenue

est alors celle possédant le critere (2.4) le plus faible. Une implémentation efficace repo-
sant sur la technique d’accélération proposée dans [192, Algorithme 2| est disponible & 1’ad-
dresse pottslab.de.

Le probleme peut également est résolu de maniere exacte lorsque le terme d’attache
aux données ||y — |3 est remplacé par ||y — x||1 (ie., bruit Laplacien b) [194] ou par la
divergence de Kullback-Leibler entre et y (i.e., bruit Poissonien b) [75]. Toutefois, 'ex-
tension du Probleme 2.1 (£)-TV) au cadre bidimensionnel, discutée plus en détails dans la
Section 2.4, reste NP difficile. D’un c6té, diverses stratégies ont été proposées pour approcher
le Probleme 2.1 (¢p-TV) par un probléme plus simple ol par exemple le nombre de valeurs
@ prises par T est supposé connu a priori. D’un autre coté, une partie de la littérature s’est
intéressée a la relaxation convexe du Probléme 2.1 en remplacant la pseudo-norme ¢y par la
norme convexe {1 [36, 18, 209, 52]. Dans la suite, nous nous intéresserons a cette seconde
classe de méthodes.

2.1.2 Probléme convexe ¢;-TV
Une relaxation convexe du Probléme 2.1 s’écrit

Probleme 2.2 (Probleme ¢1-TV). Soient y € RN et A > 0. On appelle probleme £1-TV le
probléme consistant a trouver

N 1
T) = arg min iHy — |3 + M| Lz (2.6)
€T

ot L est Uopérateur linéaire de premiéres différences défini en (2.3) et ou ||Lx|1 est la
variation totale de x [182].

Remarque 2.2. Si les amplitudes des discontinuités de x sont de méme ordre de grandeur
0z, alors les Problemes 2.1 et 2.2 sont équivalents pour x ~ dzA.

L’emploi de la norme ¢; permet de sélectionner un nombre restreint de discontinuités,
donnant par conséquent & I, un aspect constant par morceaux. En contrepartie, la norme £,
introduit un biais sur 'estimation des valeurs de @ sur chaque segment. En effet, considérons
la réalisation y € RY (N = 10%) illustrée sur la Figure 2.1 (haut) en gris. La solution Zy—1
(rouge) du Probléme 2.2 est composée de nombreux segments alors que Zy—1p (jaune) et
Z)—100 (violet) comportent moins de segments mais leur estimation des valeurs de @ (noir)
est davantage biaisée.

La Figure 2.1 (bas) illustre ce compromis en fonction de A avec a gauche le nombre
de discontinuités, i.e. |LZylo, et & droite 'erreur quadratique relative MSE[Z ), @] = ||Z) —
z||?/||Z||*. La valeur Aysg qui permet de minimiser la MSE conduit & une solution surestimant
d’un ordre de grandeur le nombre de discontinuités de ®. A I'inverse, la solution obtenue pour
Aseg détient le bon nombre de segments mais posseéde un biais important.
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FIGURE 2.1 — Illustration de z), solution du Probléme 2.2 . Haut : ) pour A = 1
(rouge), 10 (jaune) et 100 (violet). Bas : compromis entre le biais et le nombre de segment.
Bas gauche : le nombre de discontinuités de &, décroit avec \. Bas droite : erreur quadratique
relative entre ) et T en fonction de . La valeur \yisg qui permet de minimiser la MSE
conduit a une solution surestimant d’un ordre de grandeur le nombre de discontinuités de @.
A Tl'inverse, la solution obtenue pour Ageg détient le bon nombre de segments mais possede
un biais important.

Remarque 2.3 (Effet d’escalier). L’emploi de la variation totale est susceptible de causer a
la solution &y un effet d’escalier. Cet effet se traduit par Ty présentant plusieurs < marches
d’escalier> au niveau des discontinuités de T. Cet effet est illustré Figure 2.1 (haut, encadré).
Par conséquent, cet effet implique qu’il est difficile de quantifier la qualité d’un estimateur
) de T seulement a partir de leur nombre de discontinuités respectif. En effet, la solution
Tr—100, Hllustrée Fig. 2.1 (haut, violet) posséde le méme nombre de discontinuités que T,
mais possede une MSE relative élevée. Afin de mesurer les performances d’estimation, nous
promouvons lutilisation de lindice de Jaccard décrit dans la Section 2.3.

En pratique, il est souvent préférable d’avoir un estimateur non biaisé . Une méthode
naive consiste a ré-estimer Ty a posteriori sur chacun de ses segments. Récemment, une
méthode a été introduite en [60] pour supprimer une partie du biais de ) inhérente &
I'utilisation de la norme ¢;. Notons également que sous certaines conditions sur x et sur
02, la solution du Probléme 2.2 garantit de retrouver exactement le support de Lz [202, 201].

Il est bien connu et largement documenté dans la littérature que 1'unique solution du
Probleme 2.2 peut étre obtenue par des algorithmes de points fixes [18, 209]. Cependant,
résoudre ce probleme nécessite de traiter la non-différentiabilité de la norme ¢;. Une premiere
approche consiste & ajouter un parametre additionnel pour lisser la norme ¢; [208]. Une
seconde passe par la mise en oeuvre d’algorithmes proximaux dont le principe est rappelé
dans la section suivante.
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2.1.3 Schémas itératifs d’optimisation convexe

Le Probleme 2.2 est un probléme de minimisation d’une fonction
f:RY —] — o0, 4] (2.7)

1
T 5\\y—fv||2+||LiB|h (2.8)

appartenant & la classe I'g(RY) des fonctions convexes, semi-continues inférieurement et
propres de RY dans | — 0o, +-00] . T fait partie du probléme générique d’optimisation convexe
suivant :

Probléme 2.3. Soit une fonction f € T'g(RY). Le probléme générique d’optimisation convese
consiste a trouver

x € Argmin f(x), (2.9)
zeRN

ot la motation Arg indique que T est un minima global de f. Lorsque [ est strictement
convexe, i.e., unicité du minimiseur, nous adopterons la notation

T = arg ;élﬁg%f(x) (2.10)

Lorsque f est différentiable et de gradient 5-Lipschitz, I’algorithme de descente de gradient
garantit de trouver le minimum Z & condition que le pas 7y, & chaque itération k soit choisi
tel que v, €]0,2/3]. Les itérations sont de la forme

(Vk e N) = (1 —~,VF) () (2.11)
& (VkeN) gt =gl vr@h), (2.12)
Lorsque f n’est pas différentiable en ], i.e., lorsque f est non lisse, le gradient V f (m[k])

n’est plus défini et f est caractérisé en ¥l par un ensemble de sous-gradients appelé sous-
différentielle et défini comme suit

Définition 2.1 (Sous-différentielle de Moreau [155, 156]). Soit une fonction propre f : RV —
| — 00, +00]. La sous-différentielle de f, notée Of, est l'ensemble défini par

(Vu € RY), 0f(u) = {w € RY|(Vv € RY) (v — u,w) + f(u) < f(v)}. (2.13)
Remarque 2.4 ([156]). Si f est différentiable en u, alors Of(u) = {V f(u)}.

Des lors, chaque étape de descente de gradient (2.12) peut étre remplacée par une descente

de sous-gradient ot Vf(x!¥) est remplacé par un élément wl¥ de la sous-différentielle de f
en zlk , i.e.,

(VkeN) zFtl =gl _ 5wkl oy wlt e gr) (2.14)

& (vkeN) zFtle(1—-ypof) (). (2.15)

Ce type d’algorithme est appelé algorithme de sous-gradient et a été introduit en [188]. Le
lecteur pourra se référer a [169, 25, 157, 159] pour des travaux plus récents.

1. Les définitions des fonctions convexes, semi-continues inférieurement et propres sont rappelées en An-
nexe A.
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FIGURE 2.2 — Algorithme de sous-gradient pour minimiser f = |- |. Pour 20 =15
et (Ve)ken =7 =1.
Exemple 2.1 (Algorithme de sous-gradient pour minimiser f = |-|). Considérons le probléeme

visant a minimiser la fonction f : x € R — |x| dllustrée Figure 2.2 (gauche) en bleu. Le
probléme de point fixe de lalgorithme de sous-gradient est représenté Figure 2.2 (droite)
pour la suite constante (Vi)ren = v = 1. Les itérées ¥ pour Vinitialisation 20 = —1.5
sont quant a elles représentées en orange. On remarque que si le pas est constant, les suites
(x[2k+u)keN =—0.5 et (x[Zk])keN* = 0.5 sont constantes et l’algorithme ne converge pas vers
la solution T = 0.

Des garanties de convergence sont obtenues pour un pas décroissant conduisant a des
probléemes numériques sur la solution estimée. Afin d’obtenir des résultats de convergence
applicables en pratique, on considere des algorithmes de sous-gradient implicite, i.e., wlk ¢
df (x!*+1])| conduisant & I’algorithme du point proximal :

(Vk e N) ] = gl —~ wlf on wll e af (@) (2.16)
& (VkeN) g+l = prox%f(x[k}) (2.17)
ou prox,, ¢ est I'opérateur proximal de la fonction 7y f. Le passage de (2.16) a (2.17) utilise

la caractérisation sous-différentielle de 'opérateur proximal rappelée a la Proposition 2.1. La
notion d’opérateur proximal introduit en [156] est rappelée ci-dessous.

Définition 2.2 (Opérateur proximal [156, Notation 3.b]). Soit une fonction f € To(RYN).
L’opérateur proximal de f en u € RV, noté Prox s (u) est lunique point qui minimise f +
1 2

§” ’ —UH , L€,

prox; : RY — RV (2.18)
1 2
u — arg min —||u — x||5 + f(x), 2.19
 min llu -2/} + /() (219)
Il est une généralisation de la projection Pe(u) de uw € RY sur un ensemble convexe
C C RN ie., Pe(u) = prox,, (u) ou ¢ est la fonction indicatrice sur C.

Exemple 2.2 (Opérateur proximal de la norme ¢; [40]). Soit v €]0, 400 et une fonction
RY — R : u — yllulli. On a alors, pour tout u = (up)i<n<n € RY, prox.|, (u) =

(Ga)1<nsn avec

Up —7 81 Up >,
(Vne{l,...,N}), (=<0 st up € [—7,7], (2.20)
Up +7 s up < —7.
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FIGURE 2.3 — Algorithme proximal pour minimiser f = |- |. Pour z[) = —1.5 et

(Ve ken = v = 1.

L’opérateur prox,.|, correspond a l'opérateur de seuillage douz noté soft, = sign(-) max{| -
| — v, 0}, dllustré Figure 2.3 (droite, en bleu) pour v = 1.

Exemple 2.3 (Algorithme proximal pour minimiser f = |-|). Considérons le probléme visant
a minimiser la fonction f : x € R |z| illustrée Figure 2.3 (gauche) en bleu. Le probléme de
point fize de lalgorithme proximal correspondant est représenté Figure 2.8 (droite) pour la
suite constante (yx)geny = v = 1. Les itérées z¥ pour Uinitialisation z = —1.5 sont quant
a elles représentées en orange. Contrairement a l'algorithme de sous-gradient, ’algorithme
prozimal converge en deuz itérations vers T = 0 pour un pas constant.

La caractérisation de I'opérateur proximal & partir de la sous-différentielle est due a Mo-
reau [156, Proposition 6.a] et s’énonce ainsi :

Proposition 2.1 (Caractérisation sous-différentielle de I'opérateur proximal [156, Proposi-
tion 6.a]). Soient une fonction f € To(RY) et p € RV, alors

p=pro;x & wx-pedflp) & p=(1+9f) ' (2) (2.21)

ou Uapplication (1 + 0f)~" est appelée résolvante de l'opérateur Of .

2.2 Résolution du probleme /;-TV

Dans cette section, nous détaillerons et motiverons les principaux algorithmes permettant
de résoudre le Probleme 2.2. Nous avons pris le parti de présenter les algorithmes proximaux
pour leur flexibilité par rapport aux méthodes en ligne et car nous les utiliserons & plusieurs
reprises dans ce manuscrit comme méthodes de référence.

D’apres la Définition 2.2 de 'opérateur proximal d’une fonction, le minimiseur ' de (2.6)
peut se formuler comme suit

~ .1
@ = arg min Slly — a3 + Al|Lz|y = prox.y, (y), (2.22)
T N, e’
goL(x)

de gradient Lipschitz, ot ¢ = A|| - ||1 est une fonction convexe non lisse et L est un opérateur
linéaire. De nombreux opérateurs proximaux possedent une forme explicite (voir [40, 49])
dont celui de la norme ¢ rappelé a ’Exemple 2.2.

Cependant, la difficulté provient ici de 'opérateur linéaire L. En effet, prox,,; possede
une forme explicite si L satisfait la condition faisant ’objet de la proposition suivante
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Proposition 2.2 (Voir [48, Proposition 11]). Soient g € To(RM) et L € RM*N yn opérateur
linéaire. Si
LL* =vl ot v €0,400] (2.23)

alors go L € To(RY) et

prox,,, =1+ v~1L* o (prox,, — 1)o L. (2.24)

g

Or, cette condition n’est pas vérifiée pour L défini en (2.3). Afin de pallier cette difficulté,
nous allons voir différentes méthodes d’éclatement proximales (< splitting >) permettant de
converger vers ). Trois approches sont possibles.

La premiere repose sur la formulation du probleme dual associé a (2.6) afin de déplacer
L dans le terme différentiable. Le probleme peut ensuite ensuite étre résolu a ’aide d’un
algorithme forward-backward (Section 2.2.1).

La deuxieme consiste a augmenter la dimensionnalité du probleme en incluant des va-
riables additionnelles. Nous présenterons a cet effet 1’algorithme de Douglas-Rachford (Sec-
tion 2.2.2) et l'algorithme ADMM (Section 2.2.3).

La troisieme cherche a résoudre conjointement le probleme primal et le probleme dual a
I'aide d’un algorithme primal-dual (Section 2.2.4).

2.2.1 Passage au dual

Une premiére stratégie pour trouver le minimiseur de (2.6) consiste a résoudre son probleéme
dual au sens de la dualité de Fenchel-Moreau-Rockafellar [81, 156, 180] de fagon a déplacer
lopérateur L dans le terme différentiable.

En optimisation convexe, a chaque probleme peut étre associé un probleme dual impli-
quant les fonctions conjuguées du probléme initial, appelé par opposition probleme primal.
Nous suivrons ici les définitions du probléme primal et du probleme dual suivantes :

Définition 2.3 (Conjugué de Fenchel [81]). Le conjugué de Fenchel d’une fonction f : RN —
] — 00, +00] est la fonction f* : RN —] — oo, +00] définie par :

(Vu € RY)  f(u) = el ((u, ) — f(v)) (2.25)

ot dom f est le domaine de la fonction f (voir Définition A.3).

Probléme 2.4 (Probléeme de minimisation composite f + go L [221]). Soient deuz fonctions
f RN =] —00,4+0c0] et g : RM —] — 00, +0] et une matrice L € RM*N | Nous appellerons
probleme primal

i + g(Lx), 2.26
min f(z) + g(Lx) (2.26)
et probléme dual
— min f*(L*u) + ¢"(—u), (2.27)
ueRM

ou f* et g* sont respectivement les conjugués de Fenchel de f et g.

Remarque 2.5. Notons que la formulation duale usuelle impliqgue —u a la place de u
dans (2.27). Nous choisissons cette définition par soucis de cohérence avec les résultats obte-
nus en [52] que nous étendrons au cadre vectoriel au Chapitre 4.

Remarque 2.6 (Voir [81]). Le conjugué de Fenchel d’une fonction différentiable est également
appelé transformée de Legendre.
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Proposition 2.3 (Voir [81]). Le conjugué de Fenchel d’une fonction est nécessairement
conveze.

En effet, f* est convexe puisqu’il est défini en chaque point 4 comme le supremum d’une
famille de fonction affines (donc convexes) en wu.

Afin d’obtenir le probleme dual associé au Probleme 2.2, nous avons besoin de connaitre
les fonctions conjuguées de f = L|ly —-||3 et g = A|| - ||1. Pour se faire, nous présentons les
conjugués de Fenchel des deux fonctions suivantes [30, 22] :

Exemple 2.4 (Conjugué de la norme ¢ [22, Exemple 13.2]). Soit || - ||, une norme €, avec
p €]1,+00[. Le conjugué de Fenchel de f = }DH |5 est la fonction f* = ﬁ gi telle que
1,1 _q
p P ’
Exemple 2.5 (Conjugué de la norme ¢, [22, Exemple 13.3]). Soit || - ||, une norme €, avec

p > 1 et un paramétre X > 0. Le conjugué de Fenchel de f = \||- ||, est la fonction indicatrice
sur la boule £y« de rayon X\ telle que % + I% =1, te.,

0 st ||uw

S = (2.28)
+o0  sinon.

(Vu e RY)  f*(u) = 1. <a(u) = {

Par conséquent, nous obtenons directement que g* = 7. <y et f* = %||y—|—||% Nous pouvons
alors définir le probleme dual associé au Probleme 2.2.

Probléeme 2.5 (Probléme ¢1-TV dual). Soienty € RY et A > 0. On appelle probleme ¢1-TV
dual le probléme consistant a trouver

. 1 X
u) € Argmin 5“3/ +L UH% o< Al(u). (2.29)
u€RN -1

Finalement, le Probléme 2.5 consiste a minimiser la somme de deux fonctions convexes

u € Argmin ¢(u) + () (2.30)
ueRN-1
ol ¢ = %Hy + L* - ||3 est dérivable et de gradient S-Lipschitz avec 8 = ||L||?, ot || - || est la
norme d’opérateur défini par
Lu 2
o= sp A (231)

u€RN u#0pN HUHQ ’

et 1 = 1)< est non lisse. Puisque ¢ + ¢ € To(RY~1) est coercive?, alors (2.30) admet
au moins une solution w [51, Proposition 3.1]. D’apres la régle de Fermat, w est entiérement
caractérisé par

0€0(o+9)(u) ={Vo(u)} + 0¢(u) (2.32)
& —Vo(u) € 0y(u) (2.33)
& (u—1Ve(u)) —u e ydy(u) (2.34)
& u=prox,, (u—vVe(u)) (2.35)

La derniere équation suggere que u peut-étre obtenu comme le point fixe d’une certaine
application impliquant prox.,, et V¢ = L(L*-+y). Lorsque prox.,, n’est pas connu, l'identité
de Moreau est utile pour calculer 'opérateur proximal d’une fonction a partir de celui de son
conjugué, et inversement.

2. La définition de la coercivité est rappelée en Annexe A.
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Proposition 2.4 (Identité de Moreau [156, Proposition 6.c]). Soient 7 > 0, f : RV —
| — 00, +00] et f* son conjugué de Fenchel, alors

(Vu e RY) u= prox, p« (u) + 7proxy /. (u/7) (2.36)

Dans notre cas ot ¢ = g* = 1| .<x avec ¢ = A|| - ||1, nous obtenons ainsi que prox,,, =
- = softyy (+/7)-

Le Probleme 2.2 (¢1-TV) peut étre résolu par 1’algorithme forward-backward qui combine
une étape explicite (descente de gradient) et une étape implicite (itération proximale) [47, 51].
Les itérations sont présentées par I’Algorithme 1.

Algorithme 1 Résolution du Probleme 2.2 (¢;-TV) basée sur I’algorithme forward-backward
Entrée : Parametres 3 = ||L||? et € €]0, min(1,1/3)].

1: Pour k=0,1,... faire

% €le2/B—d

3: ap € [E, ].}

4wl = oM — 5 (LM 4 y)

50wkt = oM 4 o (ulkral - Vis0ft /-, (ulk+2] /5) — k)

Sortie : T, = y + L*U, avec 4y = limy_, o ul*.

Sous certaines conditions énoncées dans le théoreme de Fenchel-Rockafellar, et reprises
dans le lemme suivant, la borne inférieure du probléeme primal est égale au minimum du
probleme dual. On dit alors que le saut de dualité est nul.

Lemme 2.1 (Formule de dualité de Fenchel-Rockafellar [221, Corollaire 2.8.5]). Soient deux
fonctions f € To(RY), g € To(RM) et L € RM*N tel que 0 € sti (L(dom f) —domg)3. On a
alors
inf +g(Lx) = — min f*(L*'u)+ g"(—u). 2.37
nf f(@) +g(Lx) = — min f*(L7u) +¢"(-u) (2.37)

De plus, & € RN est un minimiseur de f + go L si et seulement si il existe u € RM tel que
L*u € 0f(x) et —u € 0g(Lx).

Cette condition a l’avantage de pouvoir nous permettre de calculer la solution ) du Probleme 2.2
(primal) & partir de la solution %) du Probleme 2.5 (dual) :

Ty = y+L*ﬁ)\. (2.38)

2.2.2 Augmentation de la dimensionnalité

Une autre stratégie consiste a introduire une variable auxiliaire z assujettie a la contrainte
z = L. Par conséquent, si nous définissons un nouvel opérateur linéaire A = [L, —1n_1] €
RN=Dx(ZN=1) "1 contrainte z = La peut se rééerire (x, z) € KerA et étre introduite dans
le probléeme variationnel comme suit :

. 1 2
a - A er ) 2.
5l =l A2+ e 2) (2.39)
N N —
f(z) 9(2) P(x,z)

3. La définition de l'intérieur relatif fort (sri) d’un ensemble est rappelé dans I’Annexe A
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Cette réécriture du probleme ¢1-TV peut alors s’interpréter comme un probléme de mini-
misation de la somme de deux fonctions ¢ = f+ g et ¢ dépendant chacune de deux variables,
ie.,

min x,z)+ Yz, z 2.40
i 0@2) ¢ (e 2) (240)
ou ¢(x,z) = f(x) + g(z) est une fonction séparable en x et z. Les opérateurs proximaux
associés a ¢ et ¢ possédent une forme explicite connue [49]. En effet, pour v > 0,

T +y
prox,, (z, z) = (prox. (z), prox., (z)) = ( T , 50fty ) (z)) , (2.41)

prox,, (¢, z) = (x,z) — A*(AAY) 1Az, 2). (2.42)

Dans cette situation, 'algorithme de Douglas-Rachford permet de converger vers la solu-
tion (Z,%) de (2.39) en utilisant alternativement prox,, et prox,, . Les itérations correspon-
dantes pour résoudre le Probleme 2.2 (¢;-TV) sont présentées dans 1’Algorithme 2.

Algorithme 2 Résolution du Probleme 2.2 (¢1-TV) basée sur l'algorithme de Douglas-
Rachford
Entrée : Parametres € €]0, 1] et v > 0.

1: Pour k=0,1,... faire

2 ap €l6,2—¢

30 (wlbral zleraly = (gl 2Ky — Ax(AA%) L A(lF]| 2K

w[k+1] . w[k] (]_ J'_ 7)71(2:3[]@] — w[k+%] —+ ryy) — w[k]
L1 | T (L ) Tk soft. x (2218] — 2l+31) _ 1K

Sortie : Z) = limy_, o ¥

Lo

Contrairement a l’algorithme forward-backward, ’algorithme de Douglas-Rachford est
adapté au cas ou les deux fonctions & minimiser sont non lisses. L’algorithme de Douglas-
Rachford a originellement été introduit en [74] pour résoudre numériquement le probleme
de conduction de la chaleur a 2 et 3 dimensions. Plus récemment, des améliorations et des
résultats généraux sur la convergence de I’algorithme de Douglas-Rachford ont été développés
dans [78, 48, 47].

2.2.3 Lagrangien augmenté

Les méthodes de directions alternées des multiplicateurs, communément appelées ADMM,
sont une classe d’algorithmes permettant de résoudre des problemes de minimisation sous
contraintes. Elles reposent sur la décomposition du probléeme de minimisation en plusieurs
problemes séparables et sur une adaptation de la méthode des multiplicateurs de Lagrange
[209, 29]. Dans cette section, nous présenterons comment résoudre le probleme ¢1-TV via un
algorithme ADMM [29, 209, 193].

Le probleme formulé en (2.39) peut étre réécrit de maniere équivalente

. R r=ax,
min x)+g(z)+1 r,8) sujet a 2.43
TERN zeRN-1 reRN scRN -1 f( ) g( ) KerA( ) ) {s = z. ( )

ou cette fois-ci le critére & minimiser est la somme de 3 fonctions qui dépendent chacune de
variables différentes.
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Le Lagrangien augmenté associé a (2.43) est la somme du Lagrangien du probléme non
contraint et d’un terme de pénalisation quadratique supplémentaire. Si nous introduisons des
variables duales w et t respectivement associées aux contraintes » = x et s = z, celui-ci

1A M
s’ecrit

L(xz,z, 7, 8,a,t) = f(x)+ g(2) + Kkera(r,s) + @' (x —7) + iT(z —38)
p p
+§Hsc—rH2+§||z—sH2 (2.44)

pénalisation

oll p > 0 est un parametre de pénalisation fixé. Si l'on fait intervenir les variables duales
mises a I’échelle w = @ /p et t = t/p alors (2.44) peut-étre réécrit sous la forme

L@,z r,sut)= f(@)+5]e—r+ul’ = Llul?
+9(z) + Sllz— s+t = Lt (2.45)
+ 1Kera (7, 8).
Finalement, le probleme consiste a résoudre

max inf L(x,z,7,s,u,t). (2.46)
(ueRN teRN) (xRN ,zeRN—1 reRN seRN-1)

A chaque itération, le Lagrangien augmenté est minimisé en alternant la minimisation
par rapport a @ (Algorithme 3, étape 3), z (Algorithme 3, étape 4), r et s (Algorithme 3,
étape 6).

Les variables duales u et ¢t sont quant & elle obtenues par ascension de gradient (Algo-
rithme 3, étapes 8 et 9).

Algorithme 3 Résolution du Probleme 2.2 (¢;-TV) basée sur ’algorithme ADMM

Entrée : Parametre p > 0.
1: Pour k=1,... faire
Mise a jour des variables primales :

' [k] _ 4, [k]
2l = argmingepy (@) + 4l — i 4 ult)|3 = vl )

2 = argmin, cpv 1 g(2) + &z — s + ¢¥)|2 = soft, , (s — ¢lF])
Projection sur ’ensemble des contraintes :

(r[k"rl]’ s[k+1]) — PKeI’A (m[k+1] -+ u[k]’ z[k+1] + t[k])

Mise a jour des variables duales :

u[k+1] — u[k] _|_ (a:[k+1] — r[k+1]

9. gt — ¢lkl (zlF+1] — gle+1]y

Sortie : (Zy, uy) = limp_ oo (¥, ulf)

2.2.4 Algorithme primal-dual

Une troisieme méthode consiste & combiner une minimisation dans l’espace primal et
Pespace dual. A partir de la Définition 2.3 du conjugué de Fenchel, nous pouvons remarquer
qu’il est également possible d’exprimer

g(Lz) = sup (ul|Lzx)—g"(u). (2.47)

ucRN-1



42 CHAPITRE 2. VARIATION TOTALE

Par conséquent, les problemes primal et dual énoncés dans le Probleme 2.4 peuvent étre
combinés en un seul probleme
min  sup L(xz,u) ot L(z,u)=(Lx|u)+ f(x)—g*(u), (2.48)
zeRN ucRN-1

appelé probleme primal-dual. Ainsi, pour f = %Hy — |3 et g* = U||c<x DOUS Obtenons le
probleme ¢1-TV primal dual suivant

Probléme 2.6 (Probleme ¢1-TV primal-dual). Soient y € RN et A > 0. On appelle probléme
£1-TV primal-dual le probléme consistant a trouver

~ o~ . 1
(Zn,ty) = arg min - sup (La) u+ < |ly — 2[5 — o o<n(u). (2.49)
ZERN  cRN-1 2
La nouvelle formulation (2.48) montre que la solution (Z,u) est le point scelle du Lagran-
gien £, i.e., 0 € 0L(Z,u). Afin de mettre au point un algorithme proximal, il est important
de remarquer que pour 7 > 0 et o > 0,

5 0e{L*u} +0f(x
0€ol(z,u) < {O . iLEE}}— ag*((ﬁ)) (2.50)

I oA (2.51)
Lz € 0g*(u)

o (f - TLA’LL) —A:c € Taf(ii) (252)
(u+oLx) —u € 00g*(u)

o f = Prox, (a:A— TL 1:) (2.53)
U = proxX,g. (U + o L)

A partir de la dernieére équation, il apparait que & (resp. u) est le point fixe d’une application
dépendant de u (resp. ). Une stratégie pour obtenir (Z,u) consiste & alterner des étapes de
descente proximale comme énoncé dans I’Algorithme 4 suivant [38, 53].

Algorithme 4 Résolution du Probleme 2.2 (¢,-TV) basée sur ’algorithme primal-dual

Entrée : Parametres 0 < 0 < 1, 7 et o tels que 7o||L||3 < 1.
1: Pour k=0,1,... faire
2. gl = = (zl¥) — 7L (ul*) + 1y)
3wkt = (w4 or(z) - ysofty /., ((ul* + oL@ /~)
b B gl g(lat] _ ikl

Sortie : (Zy,uy) = limg_, oo (¥, ul*)

2.2.5 Comparaison des algorithmes

Dans cette section, nous comparons les performances des quatre algorithmes présentés
précédemment pour résoudre le Probleme 2.2.
2.2.5.1 Choix des parameétres des algorithmes

Jusqu’a présent, nous n’avons pas précisé comment choisir les parametres des algorithmes
£1-TV afin d’obtenir la meilleure vitesse de convergence. Par souci de simplicité, nous nous
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FIGURE 2.4 — Algorithme forward-backward. Influence des parametres « et . Parametres
optimaux a = 0.5 et v = 0.99.
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FI1GURE 2.5 — Algorithme Douglas-Rachford. Influence des parametres « et . Parametres
optimaux o = 1.99 et v = 0.01.

restreignons a des parametres constants au fil des itérations et nous déciderons qu’un algo-
rithme a suffisamment convergé lorsque ||z — 212 /||z[]||2 < 1074, ot 2[>! est obtenu
en pratique pour 108 itérations.

Les résultats qui suivent sont obtenus pour une méme réalisation y € RV (N = 103) et
pour A = 20. Des résultats similaires ont été observés pour différents A et différents rapports

signal sur bruit.

Considérons I’Algorithme 1 forward-backward et les suites constantes oy = «a et v, = 7y
assujetties respectivement a a € [, 1] et v € [¢,2/8—¢€] ot € €]0,min(1,1/6)] et 5 = || L] = 2.
L’impact des parametres « et «y sur la vitesse de convergence de l’algorithme est illustré
Figure 2.4. A ~ fixé, la Figure 2.4 (gauche) montre que le choix o = 0.5 permet au critere de
converger plus rapidement. De méme, pour a = 0.5 fixé, la Figure 2.4 (droite) montre que
v =0.99 (i.e., v — 1) permet de stabiliser le critere en moins d’itérations. Dans la suite nous

choisirons donc @ = 0.5 et v = 0.99.

L’algorithme 2 Douglas-Rachford dépend des parametres a € [¢,2—¢] et v > 0 ou € €]0, 1].
L’influence du parametre « est étudié Figure 2.5 (gauche) a « fixé, et montre que le choix
a =199 (i.e., @ — 2) permet de converger plus rapidement. Différentes gammes de 7 sont
examinées Figure 2.5 (droite). Nous trouvons que les parametres optimaux sont o = 1.99 et

v = 0.01.

L’algorithme 3 ADMM dépend quant a lui seulement du parametre p. Différentes gammes
sont étudiées Figure 2.6 et les résultats montrent que le choix optimal est p = 100.
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FIGURE 2.6 — Algorithme ADMM. Influence du parameétre p. Parametre optimal : p = 100.
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FIGURE 2.7 — Algorithme Primal-Dual. Influence des parametres 7 = 7/|/L|2 et 6 =
o/||L||2. Parametres optimaux 7 = 0.0099 et 6 = 100.

L’algorithme 4 Primal-Dual dépend de trois parametres 6, 7 et o vérifiant 0 < 0 < 1 et
7o||L||3 < 1. Notons 7 = 7||L||2 et & = o| L||2. Nous choisissons 6 = 0. L’impact du produit
76 < 1 est illustré Figure 2.7 (gauche) et montre que 76 = 0.99 (i.e., 76 — 1) permet
au critere de converger plus rapidement. Le rapport entre 7 et ¢ est quant a lui examiné
Figure 2.7 (droite) et les valeurs optimales retenues sont 7 = 0.099 et & = 100.

2.2.5.2 Coitt de calcul

Le temps d’exécution de chaque algorithme est représenté Figure 2.8 (gauche) en fonction
de A. On remarque que le temps de calcul de chaque algorithme dépend peu de A\ excepté
lalgorithme forward-backward dont le temps d’exécution croit notablement avec A. Pour
A = 20, les critéres correspondants sont représentés Figure 2.8 (droite) en fonction du nombre
d’itérations.

Les temps de calcul sont également comparés Figure 2.9 en fonction de la taille N de
'observation pour A = 10 (gauche) et A = 100 (droite). On observe que le temps de calcul croit
de la méme maniére en fonction de N, quel que soit 'algorithme. Globalement, I’algorithme
Douglas-Rachford et ’algorithme ADMM sont les plus rapides. Des résultats identiques sont
obtenus pour différents rapport signal sur bruit.

2.3 Evaluation des performances d’estimation

Soit une observation y = £+b € RY d’un signal constant par morceaux Z € RY corrompu
par un bruit additif gaussien b € RY. Nous avons vu que la solution Z, du Probleme 2.1 (resp.
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FIGURE 2.8 — Comparaison des algorithmes ¢;-TV (1). Gauche : Temps de calcul en
fonction de A. Droite : Criteres pour A = 20.
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FIGURE 2.9 — Comparaison des algorithmes ¢;-TV (2). Temps de calcul en fonction de
la taille N du signal. Gauche : A = 10. Droite : A = 100.

Z) du Probléeme 2.2) est constante par morceaux et par conséquent fournit une estimation
de T pour un choix de x (resp. A\) donné. Notons & 'une de ces solutions.

Afin de quantifier la qualité de I'estimateur Z de T, nous pouvons par exemple comparer
le nombre de segments de & et . Cependant, nous avons vu que cela ne constitue pas un
bon critere de performance a cause de l'effet d’escalier (voir Remarque 2.3).

Une seconde idée consiste & mesurer I'erreur quadratique moyenne relative entre x et T,
ie., )
MSEx(z,7) — 12— I

[
Cependant, cette mesure ne permet pas de mesurer si les positions des discontinuités de @
ont été correctement estimées.

Une troisieme idée consiste donc & considérer non pas & et  mais leur vecteur d’indica-

(2.54)

trices des discontinuités r et 7 définis comme suit :

Définition 2.4 (Indicatrice des discontinuités). Soit un = € RN wun signal constant par
morceauz. Alors on définit le vecteur d’indicatrices des discontinuités r € RN™1 comme suit :

s
Vne{l,....N—-1}) r=4"" Tn 7 Tntl, (2.55)
0, sinon.

N

Des lors, la premiere mesure qui nous viendrait a ’esprit est la suivante

_ lr=7llo

S e (2.56)
1710
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n=]1]2[3[4]5] J(o,-)
an |1]0]0]0[1] 1

Wl1lololo]o] 172
@ 11l1]olo]o| 1/3
S 1 l1lolo|1] 2/3
Wl lol1| 1] 1/2

TABLE 2.1 — Valeurs typiques de I’indice de Jaccard.

Cependant S est une mesure tres sévere qui ne permet de prendre ne compte que les estimées
parfaitement localisées. Mais en pratique, si les discontinuités de & sont localisées proches de
celles de T, alors Z est un estimateur satisfaisant dans une certaine mesure.

Dans la section suivante, nous montrons comment utiliser I'indice de Jaccard pondéré afin
de mesurer la similarité entre 7 et 7.

2.3.1 Rappels sur l’indice de Jaccard

L’indice de Jaccard a été introduit pour la premiere fois dans [110] pour mesurer la
similarité entre deux ensembles. Il est défini comme suit :

Définition 2.5 (Indice de Jaccard [110]). Soient deux ensembles a et B. Alors lindice de

Jaccard entre o et 3 vaut
~ Card(anB)

~ Card(aUp)’

ot Card désigne lopérateur de cardinalité. J(e,3) varie entre 0, lorsque a N B =0, et 1,
lorsque o = 3

J(a, B) (2.57)

L’indice de Jaccard associé a 4 différents exemples est reporté dans la Table 2.1. Nous re-
marquons que l'indice de Jaccard est un score tres sévere. En particulier, si 3 a correctement
identifié la moitié des valeurs non nulles de a et mal identifié 'autre moitié (voir cas ,8(2)),
alors J(a,3) = 1/3.

Récemment, I'indice de Jaccard a connu un regain d’intérét au sein de la communauté de
traitement de graphes afin de mesurer la similarité entre deux noeuds « et 3 d’un graphe.
En particulier, une extension de 'indice de Jaccard a été proposé dans [100] afin de mesurer
la similarité entre deux noeuds d’un graphe pondéré :

Définition 2.6 (Indice de Jaccard entre deux noeuds d’un graphe pondéré [100]). Soient
deuzx noeuds a € V et B €V d’un graphe pondéré G = (V,E) dont l’ensemble des noeuds et
des arétes sont respectivement notés V et £. Alors lindice de Jaccard entre o et 3 vaut :

(2.58)

ot N(a, B) représente le poids total des arétes w € & reliant des noeuds v € V communs a
a et 3, i.e.,
N(a,8) =2wa,g + Y _ min(way, way), (2.59)
~YEV

Yo

y~B
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0@99

FIGURE 2.10 — Exemple de graphe tripartite. Une aréte est créée entre chaque noeud
n et a (resp. ﬁ(T)) si 7, > 0 (resp. 7, > 0). Dans cet exemple, 7 = (1,0,1,0,1,0)"
7=(0,1,1,0,1,0)".

et ot D(a, ) représente le poids total des arétes reliant tous les noeuds voisins de v et 3,
i.€.,

Way + Wg~
D(e,d) = 2uagt X T EY LS e Y gy (260
eV ~yeY ~EV
Y~ o lae Yoo
y~B =B y~B

2.3.2 Application a la détection de discontinuité

Mesurer la similarité entre les vecteurs d’indicatrices 7 € RN~! et 7 € RN~! peut étre
interprété comme mesurer la similarité entre deux noeuds d’un graphe tripartite G = (V, £).
Nous présentons comment construire ce graphe illustré par la Figure 2.10.

Ensemble des noeuds V. Le graphe est formé de N + 1 noeuds composés des (N — 1) pas
de temps et des deux noeuds a(™ et ,3(’") dont nous cherchons a mesurer la similarité.

Ensemble des arétes £. Pour chaque indice n € { ,...,N — 1} une aréte de poids 7y,
(resp. ) est créée entre les noeuds n et o™ (resp. BM), i

W () g = Tn (resp. Wy p, = /7?,1) . (2.61)

Etant donné qu’il n’existe aucune aréte reliant a® et ,6(?), I’indice de Jaccard pondéré
(défini en (2.58)) entre les noeuds a(™ et B peut se réécrire comme suit

Définition 2.7 (Indice de Jaccard entre T et 7). Soient T € RNfl etr e RNﬁl deux vecteurs

a valeurs mon négatives. Soient les deuxr noeuds a® et ,B(T du graphe pondere tripartite
G = (V,E) défini précédemment. Alors l'indice de Jaccard entre a™ et B vaut :

- Y i<nen—1 Min(Ty, )

Juw(a™ 30y = . (2.62)
b > 1<n<N-1 "+ 4 <n<N—1Tn + D 1<n<N—1Tn
7 >0 =0 =0
>0

De méme, nous définissons lerreur de Jaccard : Jerror(a(ﬂ,,@(ﬁ)) =1- Jw(a(?),ﬁ(ﬁ)).

Remarque 2.7. Dans la suite ce manuscrit, nous simplifierons la notation de l'indice de
Jaccard comme suit :

Jo(T,7) = Ju(a™,30). (2.63)
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FIGURE 2.11 — Exemples d’estimées constantes par morceaux. Haut : Exemples d’es-
timées constantes par morceaux #W et 2% de 7. Bas : indicatrices des discontinuités cor-
respondantes convoluées avec un filtre passe-bas gaussien & support compact G d’écart type
3 et de taille 15 points.

Afin de prendre en compte mais pénaliser les discontinuités de  proches de celles de T,
nous proposons de mesurer la similarité non pas entre 7 € {0,1}¥ ! et # € {0,1}V~!, mais
entre G(7) € RY ™ et G(¥) € RY™! ot G modélise un filtre passe-bas gaussien & support
compact. Le choix du support et de I’écart-type de G est discuté dans la section suivante.

2.3.3 Choix du filtre passe-bas gaussien

Considérons 'exemple illustré par la Figure 2.11 (haut gauche) ou z) (rouge) est une
estimée d’un signal constant par morceaux & (noir) qui a mal localisé la seule discontinuité de
Z d’une distance d() = 10. Par conséquent, J (7, ?(1)) = 0. Afin de quantifier cette imprécision
autrement que par 0, nous considérons Q(?(l)) et G(r) rapportés Figure 2.11 (bas gauche) pour
G de support K = 15 et d’écart type o = 4. Pour de telles valeurs, J,,(G(r),G(# 1)) = 0.09.

Une seconde estimée % (bleu) est également considérée et illustrée par la Figure 2.11
(haut droite). Elle contient deux discontinuités respectivement localisés a distance d? =5

1
et dg) = 5 de la véritable discontinuité. Nous noterons d?) = d?) + d§2). Cet exemple est
motivé par Ueffet d’escalier des solutions du Probleme 2.2 (voir Remarque 2.3). Pour un filtre
G identique et pour d) = d® = d, on obtient J,,(G(r),G(#?)) = 0.56.

Cependant, en pratique, on peut préférer la solution z1 3 z? puisqu’elle est composée
d’une seule discontinuité. Dans la suite, nous examinons comment choisir K et o afin de
favoriser ) ou #?.

Les quantités Ji = Ju,(G(T),GFD)) et Jo = Jo(GF),G(7?)) sont rapportées dans la
Figure 2.12 en fonction de K/d et o/K. Comme attendu, J; n’augmente pas selon K/d et
o/ K. Toutefois, la discussion est plus subtile pour Jo. En effet, en présence de discontinuités
proches 'une de I'autre, tel que modélisé par ?(2), et pour K et o assez grands, |(g(f'(2)))n —
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FIGURE 2.12 — Indice de Jaccard pondéré. J; (gauche) et Jo (droite).
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FIGURE 2.13 — Impact du filtre passe-bas G sur deux discontinuités proches ’une
de ’autre. Le filtre passe-bas est gaussien a support compact de taille K = 50 et d’écart
type o = 4 (gauche) et o = 6 (droite).

(G(r))n] > 0 pour certains indices n a cause de la convolution. La méme conclusion est
obtenue K et ¢ suffisamment faibles puisque de) > 0 et déZ) > 0. De plus, nous rappelons
que d’apres la Définition 2.7, plus «a,, # 3, pour tout n, plus J(e, B) est proche de 0. Il s’en
suit que Jy atteint sa plus grande valeur pour des régions intermédiaires (K/d,o0/K). Par
souci d’illustration, deux configurations sont rapportées par la Figure 2.13 pour K fixé et o

faible (gauche) et o grand (droite).

Le diagramme de phase indiquant les régions ou J; > Jy est illustré par la Figure 2.14
(gauche). Il est intéressant de remarquer qu’une condition nécessaire pour avoir J; > Jo est
de choisir K au moins 4 fois supérieur a la distance d.

Pour finir, nous relachons dV) = d® et examinons comment varie la frontiere du dia-
gramme de phase en fonction de dV) — 4@ En pratique, d® = 10 et d = dV) varie de 5 &
15. Les résultats correspondants sont rapportés par la Figure 2.14 (droite), et fournissent a
I'utilisateur une fagon de choisir o et K selon la configuration qu’il souhaite privilégier.

2.4 Extension bidimensionnelle

Dans cette section, nous nous intéressons a la détection des discontinuités dans les images
monovaluées. En d’autre termes, nous chercherons a partitionner une image en régions ou
I'intensité moyenne peut étre considérée constante.

Dans la suite, nous considérons I'observation bidimensionnelle notée y € Rl on Q =
{1,...,Nn} x{1,..., Ny}
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FIGURE 2.14 — Diagramme de phase. Comparaison entre J; et Jo pour différentes valeurs
de K/d et 0/K..

2.4.1 Probleme non convexe /;-TV 2D

Le probléme consistant & étiqueter une image y € R/l en partition distinctes Q = U;Xf Q,
ayant chacune pour valeur moyenne v,, peut étre formulé via le probléme suivant :

Probléme 2.7 (Probleme £o-TV 2D). Soit une image y € RI®!, alors le probléme £o-TV 2D

—+o00 . .
Uq’qu avec comme convention

consiste a4 trouver x constant par morcequr, i.e., x = Zq:1

vg < vgy1, tel que

Ui Qg =9,
(Vq # p)a Qq N Qp = ®7
(2.64)

+oo

. : 1 . L

x e Argmin 5 E zgq(y—vq)2+)\|C\ sujet a {
q=1

=512 vgin, BRI

ou C =0 (ﬂ U;ff 8Qq) est 'ensemble des contours du partitionnement Q = J;2, Qg défini

par les vecteurs d’indicatrices

1 sileQy,

2.65
0 sinon. ( )

(Vg=>1) (VLeQ) dg,0= {

Remarque 2.8. Le Probléme 2.7 est couramment appelé probleme de Potts et probléeme de
Mumford-Shah constant par morceaux dans le cadre continu.

Remarque 2.9. Si y peut étre décrit par @ lignes de niveau, alors pour tout ¢ > Q + 1,
vg = +00 et 1o, = Oq.

Le criteére présent dans (2.64) est composé de la somme d’un terme d’attache aux données
quantifiant 'appartenance de chaque pixel £ a une ligne de niveau ), et d'un terme de
pénalisation

1 <X 1<
Ccl=15 > 109, = 3 > Per(9) (2.66)
qg=1 q=1

imposant aux partitions €, d’avoir un périmetre Per();) minimal. Les contraintes assurent
que les différentes partitions ne se chevauchent pas. L’hyperparametre A permet de relativiser
la contribution de ces deux termes. Choisir A élevé permet de favoriser la formation d’un petit
nombre de large régions (.
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Remarque 2.10. Le Probléeme 2.7 est une généralisation mutlidimensionnelle du Probleme 2.1.
En effet, nous pouvons considérer en premiére approximation que [133, 168]

Per(Qy) = TV(igq,), (2.67)

ou TV désigne la variation totale bidimensionnelle définie par

12 €2

TV(ia,) = Y /(Duin, )} + (Dvig,)? = > [|(Dig, )el. (2.68)
=1 =1

ot Dy, (resp. Dy ) est l'opérateur discret de premiéres différences dans la direction horizontale
(resp. verticale) et D = [Dy, Dy].

Remarque 2.11. La TV définie en (2.68) est largement utilisée et donne dans la pratique des
résultats satisfaisants, mais elle souffre de plusieurs défauts : elle n’est pas rigoureusement
isotropique et elle a tendance a lisser les contours. Le lecteur est invité a se référer a [54]
pour une nouvelle définition de la TV isotropique pour les images discrétes.

Cependant, le Probleme 2.7 est NP difficile et ne peut pas étre résolu de maniére exacte.
Afin de contourner cette limitation, des solutions approchées reposant sur 'utilisation d’al-
gorithmes de < graph-cut > ont été proposées [79, 17|. Une partie de la littérature s’est
également intéressée a la résolution exacte de deux problemes approchés que nous détaillerons
dans la suite : le premier étant une relaxation convexe du Probleme 2.7 (voir Section 2.4.2)
et le second étant un probleme plus simple ou le nombre de régions () est supposé connu a
priori (voir Section 2.4.3).

2.4.2 Probléme convexe ¢;-TV 2D

Une relaxation convexe du Probléme 2.7 consiste & estimer Z comme suit :

Probléme 2.8 (Probléme ¢1-TV bidimensionnel). Soient y € R et X > 0. On appelle
probleme £1-TV bidimensionnel le probléeme consistant a trouver

~ .1
T\ =arg min —|y— x|+ ATV(z), (2.69)
zcRI2l 2

ot la TV bidimensionnelle est définie en (2.68).

Le Probleme 2.8 apparait donc comme une extension bidimensionnelle du Probleme 2.2
ol la seule différence notable réside dans le fait que la variation totale a été remplacée par son
homologue bidimensionnel. Par conséquent, les algorithmes proximaux décrits a la Section 2.2
peuvent également étre employés pour résoudre le Probleme 2.8 (cf., e.g., [35, 23, 150]).

2.4.3 Probléeme convexe (,-TV 2D a ) niveaux

Afin de simplifier le Probleme 2.7, nous pouvons également supposer que le nombre de
partitions @ et les valeurs des niveaux (v1,...,vq) sont connus a priori. Ainsi, le Probleme 2.7
se réduit au Probleme de £5-TV & ) niveaux suivant

Probléme 2.9 (Probleme ¢p-TV 2D a @ niveaux). Soit une image y € R et un ensemble
de valeurs moyennes (vg)1<q<qQ avec comme convention vy < vgy1. Alors le Probleme £y-TV
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(0,0,1)" 3 (1,1,1,0)"

(a) 40 = (qy, - - - »d0g) (b) u (c) 0= (01,...,00+1)

Fi1GURE 2.15 — Illustration des trois variables d’étiquetage. Dans cet exemple, les Q = 3
régions peuvent étre étiquetées soit a partir de i (a), u (b) ou 0 (c).

a @ niveaux consiste a trouver

Q

Q
(B0, ri0g) = arg min Z igq (y —vy)* + X Z TV(igq,)
(iq) ,-ing) T€{0,1}@xI9 = q=1

Q
sujet & Y ig, =1lg (2.70)
q=1

Un exemple de vecteur iq est illustré Figure 2.15(a) pour @) = 3 régions, i.e., g vaut (1,0,0)
dans la premiere région, (0,1,0) dans la deuxieme et (0,0, 1) dans la troisieme.

Bien que le critere dans (2.70) soit convexe en iq, le Probleme reste non-convexe du a
la contrainte et au caractere binaire de ig. Afin de convexifier la contrainte, il a été proposé
(cf. [39, 206] pour @ = 2 et [168] pour ) > 2) d’augmenter la dimension du probleme en
remplacant la minimisation sur ig € {0, 1}9*/% par 9 € {0,1}(@+D*I La bijection entre
ces deux problemes, illustrée par la Figure 2.15, peut étre interprétée via par I'intermédaire
de I'étiquette w :

Définition 2.8 (Etiquette w). Soit le vecteur d’indicatrices (iq,, ... ,iQQ)T e {0,11@xI@l
caractérisant le partionnement en @Q régions (Q1,...,Qq) tels que UqQ:1 Q, = Q et (Vg #
p), QN Qy = 0. On appelle étiquette u € {1,. .., Q}'m, la quantité

Q
u = Zqigq. (2.71)
q=1

Par conséquent, (V0 € Q), uy=q si L €y et 0 sinon.

Des lors, une bijection entre w défini sur un simplexe et des variables binaires 8 = (61, ...,00Q+1)
peut étre établie comme suit :

Proposition 2.5 (Bijection entre u et 8). Soit une étiquette w € {1,..., QM défini sur un
simplexe de taille Q et soit Q + 1 variables binaires (61, . .., 9Q+1)T € {0, 1}(Q+1)X|Q| telles
que

(Vﬁ € Q), 1= 01& > 92& > ... 2 9Q£ =0. (2.72)

Alors il existe une bijection entre u et 0 :

- 0, sinon,

1, s2 >
(W eQ) O,0= { ) U=, (2.73)
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qui peut étre inversée en (cf. < layer cake formula >)

Q
(VLEQ) ug=>) O (2.74)
q=1

On remarque que le vecteur d’indicatrices i peut étre exprimé entierement & partir de 6,
ie.,

Proposition 2.6 (Correspondance entre iq et 8). Soit iq défini en (2.65) et @ défini a la
Proposition 2.5. Alors,

(Yge{l,....Q}) iq, = (0g— Ogp1). (2.75)

Finalement, afin d’obtenir un probleme convexe, on relache la nature binaire de 8 et 1'on
suppose que @' € [0,1](@FDXIN e

Probleme 2.10 (Relaxation convexe du probleme ¢p-TV & @ niveaux [37, 192]). Soit une
image y € RI¥ et un ensemble de valeurs moyennes (vg)1<q<q avec comme convention vy <

vgr1. Alors le probléme consiste a trowver 81 = (01,...,00+41)" € [0,1]@FDXI tel que
~ @ Q
0= argmin > (03— 0g11) (y—v)> + XD TV(6g — Og41)
OTG[Oyl](Q+1)X|Q| g=1 g=1
01 = 1,
sujet a 0g+1 =0, (2.76)

1>6>...>60g>0.

Le Probleme 2.10 étant convexe, un algorithme proximal a été proposé en [168, 55] pour
trouver efficacement le minimiseur global. Il a également été montré dans [168, Théoreme

~th —~
2] que quelque soit le seuil p, la solution seuillée, 6 "=1si0 > p et 0 sinon, définit une
solution 2o qui est un minimiseur du Probleme 2.9.

2.5 Questions ouvertes

Dans ce second chapitre, nous avons présenté deux problemes variationnels permettant
d’estimer les discontinuités dans un signal constant par morceaux corrompu par un bruit
additif gaussien. Résoudre le Probleme 2.1 (non-convexe) permet d’obtenir une solution non-
biaisée alors que la solution du Probleme 2.2 (convexe) est biaisée due a l'utilisation de la
norme /7. La résolution de chacun des problemes nécessite de minimiser la somme d’un terme
quadratique d’attache aux données et d’'un terme de régularisation (¢yo L ou ¢; 0 L). Le poids
accordé a chacun des termes est contrdlé par un hyperparametre (x ou A) qui impacte forte-
ment la qualité de la solution. Une attention plus spécifique a été portée sur le Probleme 2.2
pour lequel nous avons comparé différentes solutions algorithmiques en termes de temps
d’éxécution. Nous avons également introduit une mesure basée sur I’indice de Jaccard pondéré
afin de quantifier la qualité d’estimation d’un signal constant par morceaux. Pour terminer,
nous avons présenté le Probleme 2.10, en guise d’extension 2D du Probleme 2.1, dont la
résolution permet de segmenter une image en () classes.

Pour l'instant, nous avons seulement considéré le cas ou y est une quantité scalaire,
mais nous pouvons également étendre la définition et la résolution du Probleme 2.2 et du
Probleme 2.10 lorsque y est remplacé par une quantité vectorielle y = (y1, . .. ,yM)T.
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Le Chapitre 3 sera dédié a ’application des méthodes d’estimation et de segmentation
vectorielle pour les problemes posés par ’analyse non homogeéne des processus multifractals.

Motivé par [52], nous proposerons dans le Chapitre 4 un algorithme a la volée permettant
d’estimer les discontinuités présentes dans des signaux vectoriels au fur et a mesure de leur
acquisition.

Dans le Chapitre 7, nous examinerons un cas pratique motivé par ’expérience de scin-
tillement de boltes quantiques ou la question consiste cette fois-ci a détecter les changements
d’intensité d’un processus poissonien. Nous y détaillerons comment prendre en compte cette
information dans le probleme variationnel et dans quelles mesures la solution du Probleme 2.2
est acceptable.

Enfin, nous nous intéresserons dans le Chapitre 8 au choix du parametre de régularisation
dans le cadre du Probleme 2.1 et proposerons un modele hybride bayésien-variationnel pour
I’estimation de xy de maniere automatique.



Deuxieme partie

Estimation constante par morceaux
vectorielle

95






Chapitre 3

Analyse multifractale inhomogene

Sommaire

3.1 Modele de processus multifractals par morceaux .. ... .. .. 56
3.1.1 Processus monofractal par morceaux . . . . . . ... ... ... ... 56
3.1.2  Processus multifractal par morceaux . . . . . . ... ... ... ... 57

3.2 Formalisme multifractallocal . .. ... ... ............ 57
3.3 Estimation vectorielle par approche TV (1D) .. ......... 58
3.3.1 Estimation vectorielle . . . . . . ... ... ... . 58
3.3.1.1 Présentation et résolution du probleme £; >-TV . . . . . .. 58

3.3.1.2 Apport de l'estimation vectorielle . . . ... ... .. ... 61

3.3.2 Quantification des performances . . . . ... ... ... ....... 62

3.4 Segmentation vectorielle par approche TV (2D) . . ... ... .. 66
3.4.1 Segmentation vectorielle . . . . . . ... ... 66
3.4.2 Quantification des performances . . . . . ... ... ... ... ... 68

3.5 Conclusion et perspectives . . . . . . . ... . 0 0oL, 71

Travaux préliminaires : processus monofractal par morceaux. Comme rappelé
au Chapitre 1, les propriétés d’invariance d’échelle de tout objet z sont quantifiées par la
régularité locale, mesurée en pratique par le concept d’exposant de Hélder [114]. Alors que
les premiéres études [181] supposaient que la régularité locale était homogene a travers le
signal ou I'image (i.e., monofractal), de récentes contributions ont considéré un modele plus
réaliste de processus monofractal par morceaux ou la régularité locale peut étre hétérogene.
Ce modele complique le procédé d’estimation puisqu’il nécessite en plus de segmenter z en
régions a priori inconnues ou la régularité locale peut étre considérée homogene. A cet ef-
fet, des approches variationnelles efficaces reposant sur I'utilisation de la variation totale ont
récemment été mises en oeuvre dans [176, 158]. Les bonnes performances d’estimation et de
segmentation scalaire, a la fois sur des données simulées et des données réelles, ouvrent la voie
vers I’analyse de modeles d’invariance d’échelle constants par morceaux plus riches. C’est le
sujet de ce chapitre.

Contribution : processus multifractal par morceaux. Dans [176, 158], les résultats
étaient obtenus pour 'analyse de processus monofractals par morceaux. Ici, nous suggérons
d’étendre cette étude au cas des processus multifractals par morceaux z € R, pouvant étre
unidimensionnels (signaux) ou bidimensionels (images), dont les propriétés multifractales
ne sont pas homogenes sur 2 mais homogenes a l'intérieur de plusieurs régions distinctes
N...NQg = () formant un partitionnement de Q = Q; U...U Qg. L’objectif est d’estimer

o7
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Ficure 3.1 — Exemples de processus invariants d’échelle non homogeénes. Deux
processus, ['un monofractal par morceaux (b) et 'autre multifractal par morceaux (c) sont
caractérisés par un spectre multifractal dans la région Q4 (blanc) différent de celui dans la
région p (noir).

a la fois les régions (Q1,...,Qq) et le spectre multifractal (voir Section 1.2.2) a l'intérieur de
chacune d’entre d’elles.

Ce probleme est significativement plus difficile étant donné que pour un processus mul-
tifractal dont les propriétés multifractales sont constantes par morceaux, la régularité locale
peut varier significativement d’une position & 'autre au sein d’une méme région. Au lieu de
considérer la régularité, nous nous intéresserons aux quantités vectorielles (C1 ;) jez, (C25)jez,
c1 et co permettant de définir le spectre multifractal (voir Chapitre 1). Le modele de proces-
sus multifractal par morceaux est décrit dans la Section 3.1 et la définition des estimateurs
locaux des quantités (C1 ;) ez, (Co,j)jez, c1 et ca fait 'objet de la Section 3.2.

Nous proposons ensuite deux applications, I’'une unidimensionnelle appliquée a ’estima-
tion vectorielle des discontinuités de (c1, c2) et décrite a la Section 3.3 et ’autre bidimension-
nelle reposant sur la segmentation de (C1 ;,Ca ;) ez détaillée a la Section 3.4.

Références. Ce chapitre s’appuie sur les contributions [90, 91, 92] et est le résultat d’une
collaboration avec H. Wendt.

3.1 Modele de processus multifractals par morceaux

3.1.1 Processus monofractal par morceaux

Nous considérons le cas ou z est un processus autosimilaire par morceaux caractérisé
par l'exposant de Hurst H, sur chaque région Q, (Vg € {1,...,Q}). Le modele que nous
adopterons dans la suite est illustré par un exemple de signal et de texture sur la Figure 3.1 (b)
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pour Q = 2. Dans ce cas, I’exposant de Holder h vaut

(Vﬁ S QA)

HA7
(VE S QB) H

he =
he = Hp,

avec Hy # Hp et Q = Q4 UQp séparable en deux régions distinctes, i.e., Q4 NQp = 0, selon
le masque présenté dans la Figure 3.1 (a). Dans l’exemple proposé, H4 = 0.6 et Hg = 0.4.
Un comportement plus lisse est alors observé pour £ € 24 que pour £ € Qp.

3.1.2 Processus multifractal par morceaux

Considérons & présent le cas illustré par la Figure 3.1 (c) o z modélise un processus
multifractal par morceaux ou

(V€ € Qa) hy est décrit par Dy, (3.3)
(VL € Qp) hy est décrit par Dp.

Dans la suite, pour des raisons pratiques, nous supposerons que le spectre multifractal peut
étre approché par une parabole (voir Proposition 1.2)

D(h) =2+ (h—¢1)?/(2¢2). (3.5)

Dans I’exemple présenté, (¢1,c2)a = (0.6, —0.05) et (¢1,c2) p = (0.4, —0.05). Nous remarquons
qu’il est bien plus difficile de distinguer visuellement les deux régions Q4 et Q5 que dans le
cas monofractal par morceaux. Cela est di au fait que la régularité locale peut fluctuer au
sein d’'une méme région.

3.2 Formalisme multifractal local

Dans cette section, nous rappelons comment établir des estimateurs locaux de h et D a
partir du formalisme multifractal basé sur les coefficients dominants décrit a la Section 1.3.

Dans la suite, nous supposons que z est invariant d’échelle sur la gamme {ji,...,72} de
taille J = j2 — j1 + 1 et nous notons L; le coefficient d’ondelette dominant de z a I’échelle
27 et & la position £ = 27k (voir Définition 1.10).

Définition 3.1 (Estimateur local h de Iexposant de Holder). L’ezposant de Hélder peut étre
estimé par régression linéaire des coefficients d’ondelettes dominants, i.e.,

(VeeQ) hy= > wjglogy Ly, tel que =2k (3.6)
je{jlv“ij}

et ot w € [0,1]7*I désigne des poids de régression vérifiant
J2 .
=i Jwi =L (3.7)
72 . =0 :
j=i Wi =W

afin d’obtenir un estimateur non biaisé [213].

Afin d’estimer le spectre multifractal D, ’estimation strictement ponctuelle de h doit étre
remplacée par une estimation locale de C; et Cy dans un voisinage W.
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Définition 3.2 (Estimateurs locaux 6’1 et 6’2 des cumulants.).  Les quantités Cy et Cy
sont estimées localement par des moyennes en temps dans un voisinage glissant :

. . . -~ 1
(9 € (rsevsa}) (LE Q) Crjy =y 3 WLy, (3.8)
gL Eewj,ﬁ
. ) . ~ 1 ~ 2
(Vi€ {jr,..-,j2}) (VLeQ) Chjp= W =1 > (hle,& - Cl,g}ﬁ) , (39
= EEWJM

ot |W; 4| est le nombre de coefficients dans le voisinage W; ¢ centré en £ a l’échelle 27,

A partir de la Proposition 1.3, des estimateurs locaux de ¢ et co peuvent ensuite étre
obtenus par régression linéaire a travers les échelles.

Définition 3.3 (Estimateurs locaux C1 et ¢z des log-cumulants.). Soient les estimateurs
locaux empiriques des cumulants Cp et Cy. Alors ¢1 et co peuvent étre estimés localement

comme sutt '
J2
(Vp e {1,2}) (VLeQ) Ty = (logge) Y w;Cpy, (3.10)
J=i

ou les poids de régression w; vérifient (3.7).

L’estimation de C1, Ca, ¢1 et co est d’autant meilleure que la taille du voisinage ]WM]
augmente, mais une mesure glissante en temps reposant sur un grand voisinage produit des
estimées fortement dépendantes, compliquant ainsi la localisation fine des discontinuités.

3.3 Estimation vectorielle par approche TV (1D)

Dans cette section, nous allons nous intéresser au cas unidimensionel o1t z € RY est
un signal invariant d’échelle dont les propriétés multifractales sont caractérisées localement
par un ensemble de M signaux notés y = (Ym)i<m<m pouvant par exemple modéliser les
quantités (€y1,¢2) ", i.e., M = 2, décrites précédemment.

La question posée est alors de pouvoir détecter les portions ou les propriétés multifractales
de z sont homogenes en estimant les discontinuités présentes dans ’observation vectorielle y.
Pour y parvenir, nous présentons et quantifions dans la Section 3.3.1 'apport d’une extension
vectorielle du Probleme 2.2 sur des données synthétiques. Puis, les performances d’estimation
sont évaluées dans la Section 3.3.2 dans le cas d’une marche aléatoire multifractale & partir
de (61, Ez)T

3.3.1 Estimation vectorielle
3.3.1.1 Présentation et résolution du probleme /;>-TV

Considérons une observation y = (y1,...,yn) ' € RM*YN d’un signal constant par mor-
ceaux X = (Zq,...,ZEnr)| € RM*N corrompu par un bruit additif b € RM*N supposé blanc
gaussien centré de variance diag(o?,...,03%,).

Par analogie avec le Probleme 2.2, nous pouvons obtenir une solution constante par mor-
ceaux en résolvant par exemple le probleme variationnel suivant

1 M M N-1
Xy= argmin o S olzm = yml® A [(Lam)nl. (3.11)
) m=1

X:(mlan-,mM m=1 n=1
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Puisque (3.11) est séparable en m € {1,..., M}, résoudre (3.11) revient & résoudre le
Probleme 2.2 indépendamment pour chacune des observation y,, (m € {1,...,M}) pour
le méme parametre de régularisation A.

En pratique, la notation vectorielle & = (Zy,...,Zaz)' est utilisée pour suggérer une
dépendance entre les composantes. Nous supposerons ici que @1, ...,Zpr sont des signaux
constants par morceaux partageant les mémes positions de discontinuité. Afin de prendre en
compte cette information supplémentaire, nous considérons le probleme suivant :

Probléme 3.1 (Probleme ¢ o-TV). Soienty = (y1,. .. ,yM)T € RMXN et X\ > 0. On appelle
probléeme {1 2-T'V le probléme consistant a trouver

1 M N-1 M
xy= argmin oY f@m —ymlP+A D\ D (Lam)al?, (3.12)
)T m=1 n=1 m=1

x=(@1,....,EM
ot L est opérateur linéaire de premiéres différences défini en (2.3).
Remarque 3.1. Lorsque M =1, le Probleme 3.1 se réduit au Probléeme 2.2.

Le second terme dans le membre de droite de (3.12) est la norme mixte ¢; » de Lx, dont
nous rappelons ci-dessous la définition générale.

Définition 3.4 (Norme mixte £, , [24]). Soient u = (umn)1<m<mi<n<y € RM*N p>1 et
g > 1. On appelle norme mizte €, 4 de u, la quantité définie par
1/p

N M p/q
[allpg = Z (Z ’um,n|q> : (3.13)

n=1 \m=1

L’utilisation de la norme mixte permet de considérer une structure par blocs, ou la norme #o
est appliquée a chaque bloc, i.e., || Lx1||2, . .., ||Lxar]|2, et ol la norme ¢; est ensuite appliquée
selon la direction des blocs. A partir des conditions de Karush-Kuhn-Tucker, nous rappelerons
dans la Section 4.2 que I’emploi de la norme ¢; o permet d’assurer une parcimonie de groupe
sur (LZ1,...,LZpr) . Ce résultat est d’ailleurs illustré Figure 3.2 olt pour une réalisation de
X (noir) et y (gris) donnée (N = 500, M = 4), la solution X, du Probléeme 3.1 est calculée
et représentée pour A = 10 (rouge), 50 (jaune) et 100 (violet). Quelque soit A, X, partage
les mémes positions de discontinuités sur chacune de ses quatre composantes tracées sur la
Figure 3.2 de haut en bas.

La forte analogie entre le Probleme 2.2 et le Probleme 3.1 nous permet de facilement
étendre les algorithmes présentés a la Section 2.2 pour résoudre le Probleme 3.1. En effet,
il suffit de substistuer les quantités scalaires dans les Algorithmes 2-4 par leur homologue
vectoriel, e.g. y et  remplacés par y et x, et de remplacer toute occurence de L par L tel que
Lx = (Lxy,...,Lxpg) " et prox = soft, par prox dont la définition est rappelée
ci-dessous :

Y-l Y-ll2
Exemple 3.1 (Opérateur proximal de la norme ¢; o [122, Théoreme 3]). Soit v €]0,+o00[ et
une fonction RM*N — R :u s 7||lulj12. On a alors, pour tout u € RM*N ProX. ||, , (1) =

(Ca)1nen avec

(1- m)un st [lunll2 > 7,

, (3.14)
0 sinon.

(Vn e {l,...,N}), Cn:{

En particulier, nous détaillons dans 1’Algorithme 5 les itérations de I'algorithme ADMM
pour résoudre le Probleme 3.1 proposé dans [209).
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FIGURE 3.2 — Illustration de X, solution du Probléme 3.1. X (noir), y (gris) et X,
pour A = 10 (rouge), 50 (jaune) et 100 (violet). De haut en bas : lére jusqu’a la M = 4éme
composante.
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Algorithme 5 Résolution du Probleme 3.1 basée sur I'algorithme ADMM

Entrée : Parametre p > 0.
Pour k=1,... faire
Mise a jour des variables primales :
wlk+1] — y+p(zl““hu[’c1)
+

P
zlh 1 = ProXa |, , (stFl — I+

1:
2
3
4
5.  Projection sur ’ensemble des contraintes :
6
7
8

(r[k+1] , S[k+1]) — PKerA (X[k+1] —+ u[k]’ z[k+1] —+ t[k])
Mise a jour des variables duales :
: u[k+1] = u[k] J'_ (X[k""l] — r[k+1])
9.tk = ¢k L (Z[k+1] — S[k+1])

Sortie : (Xy,Uy) = limg_, 4o (x*, ul¥l)

3.3.1.2 Apport de ’estimation vectorielle

Dans cette section, nous examinons les configurations ou la solution du Probleme 3.1

appliquée a y = (y1,... ,yM)T présente de meilleures performances d’estimation que les
solutions obtenues en résolvant le Probleme 2.2 indépendamment pour chacune des compo-
santes Ym (m € {1,..., M}). Par souci de présentation des résultats, nous limitons ’étude

au cas M = 2 choisi comme le plus simple représentatif de M > 0 et utilisé dans la section
suivante pour l’analyse de (¢1,¢2)"

Configuration expérimentale. Premitrement, on génere X = (Z1,Z2)' € RPN (N =
103) constant par morceaux tel que Zy et T2 partagent les mémes discontinuités. Pour se faire,
les longueurs de chaque segment sont tirées selon une loi de Pareto de parametre d’échelle 50
et de parameétre de forme 1. Par conséquent, I'indicatrice des discontinuités T de X est égale
a celle de @1 et T2 (voir Définition 2.4). Ensuite, les amplitudes absolues des discontinuités
de Ty et To sont tirées indépendamment selon une gaussienne de moyenne 1 et de faible
dispersion, e.g. 0.1. Le signe de chaque amplitude est ensuite tiré de maniere équiprobable.

Deuxiémement, on génere y = (y1,¥y2) tel que y; = Ty + by et ya = T + by avec
b1 ~ N(0,011n) et by ~ N(0,091 ). Puisque les amplitudes des discontinuités de T1 et
Ty varient légerement autour de 1, on définit les rapports signal sur bruit SNR; = 1/07 et
SNRy = 1/09. Pour une méme réalisation de (@1, T2, b1, b2), différents SNR; et SNRy allant
de —10 dB a +10 dB sont examinés en multipliant by et ba par un facteur d’échelle.

Critére de performance. Nous cherchons a connaitre le régime (SNR;, SNRy), dans lequel
la solution du Probleme 3.1 appliqué a y fournie une meilleure estimation des positions des
discontinuités de X, que les deux solutions obtenues en résolvant deux fois le Probleme 2.2
pour y = y1 et y = y2. Pour se faire, nous allons quantifier la qualité des différentes estimées
de T a l'aide de l'erreur de Jaccard (voir Définition 2.7).

Etant donné que la qualité de I’estimation dépend fortement du choix de X, nous balayons
dans chacun des cas une gamme A de 100 valeurs de A (équidistantes en échelle logarithmique)
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FIGURE 3.3 — Apport de l’estimation vectorielle /;5-TV vs. deux estimations
scalaires ¢;-TV.. Haut : Jl(el_TV) — J2=TV) of J(e1 ™) _ JE2=TV) on fonction de
(SNRy,SNRy). Bas : J1=TV) — j(t.2=TV) ep fonction de (SNRy, SNRy).

allant de 10! & 102, retenons I'erreur de Jaccard la plus faible, et notons :

IO = in T (6 (F™Y) G (7). (3.15)
T = in Jowor (6 (7)) 6 (7)) (3.16)
7O = poin win Jesor (6 (P13 7300 ) G (rma)) o Ba7)
IO i oo (6 (5271Y) 0.7 (3.18)

ou G est un filtre passe-bas gaussien a support compact de taille 5 et d’écart-type 0.5. Les
quantités Jl(fl_TV) — J2=TV), Jz(ﬁl_TV) — J2=TV) o JG=TV) _ j(6.2=TV) gont moyennées
sur 50 réalisations et représentées Figure 3.3 en fonction de (SNR;, SNRy).

Apport de l’estimation vectorielle. Les régions ou Jl(él_TV)

— J@2=TV) > 0 (resp.
J(fl TV)

— J2=TV) > 0) correspondent aux configurations ou l'estimation vectorielle donne
de meilleures performances d’estimation de T que la seule estimation de 71. (resp. 72). Nous
remarquons Figure 3.3 (haut) que dés que la composante y; (resp. y2) est significativement
plus informative que la seconde, alors ’estimation scalaire donne globalement une erreur de
Jaccard plus faible. Autrement, I’estimation vectorielle donne systématiquement de meilleurs
résultats.

3.3.2 Quantification des performances

Maintenant que nous avons illustré l'intérét d’une estimation vectorielle par rapport a
plusieurs estimations scalaires dans un cadre simple de signaux dégradés par un bruit blanc
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gaussien, nous allons a présent étudier les performances dans le cadre de l’estimation du
spectre D de signaux multifractals par morceaux. Dans ce contexte, nous considérons 1’ob-
servation y = (¢1,¢2)" € R>*¥ (voir Définition 3.3).

Configuration expérimentale. Considérons une marche aléatoire multifractale z de taille
N = 27, dont les propriétés multifractales sont homogenes par morceaux et changent a la
position ¢ = 2%, selon une configuration motivée par exemple par I'observation de données
d’activités cérébrales, ou 'on passe du repos (longue mémoire ¢; = 0.6 > 0.5 et faiblement
multifractal ca = —0.0125 ~ 0) a une tache (faible corrélation ¢; = 0.5 mais forte multifracta-
lité c2 = —0.0250 < 0) (cf. e.g., [43]). Les quantités ¢y et ¢z, définies en (3.10), sont estimées
a travers les octaves j1 = 2 et jo = 4. Les performances d’estimation des deux méthodes
seront évaluées et comparées, comme moyenne sur 100 réalisations, pour différentes tailles de
fenétres d’estimation |W; ¢| variant de 22 & 28 échantillons.

Estimateurs proposés. Nous proposons de raffiner les estimateurs (€1,¢2)" € R2*¥ par
une approche variationnelle faisant intervenir un terme de variation totale permettant de
favoriser les solutions constantes par morceaux.

Une premiere approche consiste a résoudre indépendamment les deux Problemes 2.2 sui-
vants :

N-1
c1, = argmin||éy — ua|* + A1 > [(Dua)| (3.19)
u1 RN —
N N-1
Ca, = argmin|[Ez — ual? + A2 Y [(Duz)l (3.20)
u2€RN —1

ott D € RWN=D*N représente Popérateur de premieres différences défini en (2.3). Les solutions
517 A, €t éz A, 6tant biaisées (voir Section 2.1.2), nous définissons %ils/\Jl et 5211 les solutions
de (3.19) et (3.20) ré-estimées a posteriori sur chaque segment.

Il est plus réaliste dans les applications de considérer que ’ensemble du spectre multifrac-
tal (donc a priori a la fois €1 et e2) change a un instant donné. Pour favoriser la détection de
discontinuités conjointes dans les estimées €3 et €3, nous considérons le Probleme 3.1 appliqué
a la quantité (¢, c2), i.e.,

2

> [(Dugp)el?. (3.21)

p=1

2 N-1

(c1,€2)x = argmin Z lep — UPHQ +A
(ul,u2)€R2><Np:1 —1

Afin d’assurer que les termes d’attaches aux données contribuent de maniére égale dans le
critére (3.21), il est nécessaire de normaliser au préalable la dynamique de ¢; et ¢2. De la
méme maniere, nous noterons (¢1,¢z)5 ", la solution de (3.21) ré-estimées a posteriori sur

chaque segment.

Illustration. La Figure 3.4 illustre la procédure : En haut, le signal multifractal par mor-

ceaux et le spectre multifractal associé sur chaque région, au centre (resp. en bas), ¢1, €1,
2disj 2conj . 2disj 2conj W 28 (1 1
Ciay.. o Cin,,  (T€Sp. €2, C2, Cyy, €y, ) pour [W; | =2° Cet exemple montre que

I'estimation conjointe (rouge) permet de gagner en précision sur la localisation de la discon-
tinuité, comparée & une estimation disjointe (bleu).
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FIGURE 3.4 — Illustration. Comparaison entre les estimées ¢; Ca > et (c1,¢2)
M max »Mmax ’ )‘Jmax

de (c1,c2).

Parametre de régularisation. Les performances d’estimation dépendent fortement du
choix de (A1, A2) et A qui n’ont pas le méme poids dans (3.19)-(3.20) et (3.21). Cette ques-
tion importante lorsque I'on fait face a des signaux réels a été discutée a la Section 3.3.1.2
pour un modele de signal constant par morceaux corrompu par un bruit additif gaussien.
Dans le cas présent, nous proposons de comparer les performances des deux approches pour
deux valeurs différentes. Pour chaque probleme (3.19)-(3.21), nous définissons :

A2seg correspondant a la plus grande valeur de A telle que la solution possede au moins 2
segments.

AT €St la plus grande valeur de A telle que la solution maximise I'indice de Jaccard
(voir Section 2.3).

) . _disj ~disj ' o . .
Pour notre étude, si nous notons rlli’f, rzli’f, ?i\onj et r les vecteurs d’indicatrices des discon-
. coos o Adis] Adisf R R ' o

tinuités respectivement associés a clf'\J, ciij, (€1,€2)\™ et (e1,c2), Vindice de Jaccard sera
mesuré entre les quantités G(7) et G(r) ol G modélise un filtre passe-bas gaussien & support
compact. Pour favoriser les solutions avec peu de segments, nous choisissons G de taille 28

points et de largeur & mi-hauteur 27 points.

Indice de Jaccard et nombre de segments. La Figure 3.5 montre que l'estimation
conjointe permet d’atteindre un indice de Jaccard plus élevé quelque soit la taille de la
fenétre d’estimation |[W;|. Par conséquent, elle bénéficie d’'une meilleure estimation de la
position de la discontinuité. De plus, elle conduit également a un nombre de segments plus
faible, ce qui dans notre cas est préférable.

Distance a la discontinuité. La Figure 3.6 compare les performances en terme de dis-
tance entre les discontinuités pour A = Aogee (Figure 3.6(a)) et X = A (Figure 3.6(b)).

R L 2disj . s s 2disj
Pour Pestimation disjointe, ¢; y montre une meilleure localisation de la détection que ¢, . De
plus, 'estimation conjointe, bénéficiant de I'information sur les deux composantes, présente
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systématiquement une meilleure localisation de la détection des discontinuités.

Erreur quadratique relative moyenne. La Figure 3.7 compare, pour A = Aggeg (2) et
A = Aj,... (b),les performances d’estimation en terme d’erreur quadratique relative moyenne
(MSEr)

MSEr [(81762)7 (Cl, 02)} - E Hcl —C1

(3.22)

olt E est un estimateur empirique de la moyenne calculé sur 100 réalisations. Quelque soit la
taille de la fenétre d’estimation [W; |, on constate que

MSEr|[(€1,¢2)$™, (€1, €2)] < MSEx[(€1, ¢2)39, (c1, ¢2)].

Pour |W;,| = 28 la MSEr des deux méthodes est sensiblement la méme. Cependant, ce

résultat doit étre nuancé avec les résultats présentés Figure 3.6 et Figure 3.5. En effet, a

MSEr égale, (¢1,¢2)3™ détecte moins de segments et localise la discontinuité 15% plus prés
~disj  ~disj

que ¢ \ et ¢ .

Influence de |W;|. Plus |W; | est grand, plus les estimées c; et c3 sont lisses. Inversement,
pour |W; (| faible, les estimées sont fortement variables. Dans les deux cas, cela rend difficile
la détection et la localisation de la discontinuité. Les résultats expérimentaux que nous rap-
portons montrent que les détections de discontinuités de ¢; et co sont mieux estimées par
I'utilisation d’une grande fenétre d’estimation. La segmentation vectorielle assure de locali-
ser le plus précisément possible ces estimées pourtant fortement lissées au cours temps, un
résultat peu intuitif a priori.

3.4 Segmentation vectorielle par approche TV (2D)

Dans cette section, nous considérons le cas bidimensionnel ot z € RI®l désigne une image
avec un total de || pixels.

Par analogie avec la Section 3.3, nous pouvons estimer (C1 ;)jez et (C2;);jez localement
dans le voisinage de chaque pixel £, concevoir les estimateurs locaux €1 et ¢z, puis appli-
quer un procédé de segmentation vectorielle de (€1, ¢z2). Cependant, cette méthode repose
sur ’hypothese forte que les textures ou les signaux issus du monde réel suivent précisément
le comportement d’échelle prescrit a la Proposition 1.3. Dans cette section, nous choisissons
de relacher cette contrainte et de segmenter directement les quantités vectorielles 6’1 et/ou
6’2 a travers les échelles.

Dans la suite, nous considérons la quantité y = (y1,...,yn)' € RMXIQ pouvant soit
modéliser h (i.e., M = 1), Cy ou C3 (i.e., M = .J), ou leur concaténation (Cq,C2)" (i.e.,
M =2J).

3.4.1 Segmentation vectorielle

Une extension vectorielle du Probleme 2.10 peut étre formulée a I'aide de 8 qui dépend a
la fois de m € {1,..., M} et de la partition ¢ € {1,...,Q + 1} de la manieére suivante :

Probléeme 3.2 (Probleme £p-TV 2D vectoriel & Q niveaux). Soit une quantité y = (y1,...,ynm)' €
RMXIQ et un ensemble de valeurs de niveauz (Vg,m)1<q<Q,1<m<M avec comme convention
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Vgm < Vgrim- Alors le probleme consiste a trouver le vecteur @ = (61,...,00+1)" €
[0, 1](@+FDXMXI] o] gye

Q M M Q
: _ T _ 2 _
96[0,1]($BxMX\QI ; mZ:l(aq,m 0q+1,m) (Ym Uq,m) + A mZ:1 ; TV(Oq,m 0q+1,m)
Hl,m = 1,
suget @ (Vme{l,...,M}) 0g+1,m =0, (3.23)

1>60>...>00 >0,
avec A > 0 et ot TV désigne la variation totale définie en (2.68).

Remarque 3.2. Dans toute la suite, les niveaur vg, € R seront choisis de maniere équidistante
entre mMingeQ Ym ¢ €t MaXgeQ Ym ¢-

Il apparait clairement que le critere (3.23) est séparable en m, et aucun couplage entre les
composantes m € {1,..., M} n’est imposé. Par conséquent, résoudre le Probléeme 3.2 revient
a trouver le meilleur étiquetage des régions (Qy ..., Q20m) indépendamment sur chacune
des composantes m € {1,...,M}.

Cependant, nous devons garder a ’esprit que nous ne souhaitons pas seulement segmenter
le vecteur des caractéristiques y mais nous cherchons avant tout a segmenter la texture z.
En d’autre termes, nous souhaiterions obtenir un partitionnement (£,...,Qg) commun &
toutes les composantes (Ym )1<m<m-

Pour se faire, nous considérons ’extension du Probléeme 2.10 au cadre vectoriel proposé
dans [37] pour l'étiquetage d’images RGB (i.e., M = 3). Il repose sur l'utilisation d’une
seule variable 8 qui est cette fois-ci commune a toutes les composantes, ie., 83 = O4m
(Vme{1,...,M}).

Probleme 3.3 (Relaxation convexe du probleme £y-TV 2D vectoriel & @ niveaux). Soit y =

(Y1, .- ynr) € RMXIU et un ensemble de valeurs de niveaus (vg)1<4<@ avec comme conven-
tion vy < vgi1. Alors le probléme consiste a trouver @ = (01,...,0g+1)" € [0, 1@ FDXIQ g
que
Q M 0
. - )
0<[o ﬁ?Qzﬁlmm Z(Hq —0q11) Z (Ym — vgm)” + A Z TV(0g — 0g+1)
’ =1 m=1 a=1
01 = 17

sujet 0q+1 =0, (3.24)

1>60;>...>6g >0,
avec A > 0 et ou TV désigne la variation totale définie en (2.68).

Remarque 3.3. Pour que tous les termes d’attache aux données soient du méme ordre de
grandeur dans le critére 3.24, il est important de normaliser y composante par composante.

Afin d’estimer efficacement 0, nous utilisons la stratégie algorithmique proposée dans [55]
qui consiste & utiliser une méthode d’éclatement proximal couplée a une stratégie efficace
pour calculer les opérateurs proximaux. Le lecteur peut se référer a [55] pour des détails
quant a la stratégie algorithmique.
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3.4.2 Quantification des performances

Configuration expérimentale. Les performances de la solution du Probleme 3.3 sont
évaluées sur des données synthétiques, produites numériquement par l'inclusion d’un patch
2D Q4 d’une réalisation de marche aléatoire multifractale (voir Exemple 1.2) de parameétres
(c1,c2)4 sur un fond Qp de parametres (c1,c2)p. Le fond et le patch sont normalisés afin
d’assurer que la variance locale ne dépende pas de la position de I'image.

Les simulations sont conduites en utilisant la transformée standard des coefficients d’on-
delettes 2D avec le tenseur orthogonal produit de Daubechies & 2 moments nuls sur J = 3
échelles. Le procédé de segmentation est appliqué pour Q =2, A =1et M = J = 3. Pour
chaque composante m € {1,... M}, les (vgm)i<g<q@ sont initialement choisis de maniere
équidistante entre mingeq Ym ¢ €t Maxycq Ym . Puis, nous alternons la minimisation de (3.24)
et la ré-estimation (vq;)1<q<q 5 fois.

Segmentation scalaire vs. vectorielle. Considérons le patch 4 et le fond Qp respec-
tivement représentés par la Figure 3.8 (b) en blanc et en noir. Une réalisation de texture
multifractale par morceaux z est fournie Figure 3.8 (a) ou les parametres du patch sont
(c1,¢2)4 = (0.4,—-0.001) et ceux du fond sont (c1,c2)p = (0.5, —0.1).

La segmentation scalaire de y = /f;, originellement envisagée pour ’analyse des processus
monofractal par morceaux [176], est illustrée par la Figure 3.8-(c)). Nous observons que
segmenter h fournit de mauvais résultats. En effet, puisque le processus z est multifractal,
toutes les valeurs de régularité locale A du support de D sont présentes dans tout interval
ouvert de z pour des données de taille finie. Par conséquent, ’estimation locale de h n’est
pas pertinente. De plus, puisque le support de D4 et Dp se recouvrent, la seule quantité h
ne peut pas permettre de discriminer entre 24 et Qp.

Cette limitation démontre le besoin d’examiner des quantités multi-échelles liées au spectre
multifractal, a savoir C7 et Cs. En effet, les résultats de segmentation vectorielle de CA71, Cs et
(C1,C2)T, respectivement illustrés Figure 3.8-(d), Figure 3.8-(e) et Figure 3.8-(f), montrent
que le masque est cette fois-ci estimé de facon satisfaisante.

Performances de segmentation. Pour le méme masque représenté par la Figure 3.8 (b),
nous avons considéré 8 configurations reportées dans la Figure 3.9 permettant de modéliser
différents écarts de c; et co entre les régions 24 et Qp. De plus, nous avons également
examiné davantage l'impact de c2 : les résultats en bleu correspondent a un spectre Dy a
support étendu alors que ceux en orange sont associés a un spectre Dp a support serré. Les
performances d’estimation sont quantifiées en termes de pixels mal classés et sont moyennés
sur 20 réalisations.

Sans surprise, segmenter h offre dans chaque configuration de mauvaises performances
d’estimation. Par contre, les résultats de segmentation vectorielle de 6’1, 6’2 et (6’1, 6’2)T
sont systématiquement satisfaisantes. De plus, toutes ces expériences reproduisent le com-
portement espéré suivant : les performances de segmentations associées a 6’1 (resp. 6’2) sont
d’autant meilleures que la différence de ¢ (resp. c2) entre Q4 et Qp est grande. Cependant,
une inspection plus minitieuse des résultats montre qu’une plus grande différence de ¢; ne
mene pas nécessairement a de meilleurs résultats de segmentation de 6’2, comme le montre
la ligne orange dans la Figure 3.9 (graphes de gauche). Globalement, on observe que plus y
est informatif (e.g., y = (6’1, Cy)" ), meilleure sera la segmentation.

Finalement, il convient également de noter que la segmentation scalaire de h est seulement
2 fois plus rapide que la segmentation vectorielle de C’1, C2 ou (C’l, Cz) En pratique, les
simulations durent moins d’une minute par image de taille |Q| = 2% x 29 pixels.
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(b) Masque

(c) Segmentation basée sur h (d) Segmentation basée sur Cy
Pixels mal classés : 29.0 % Pixels mal classés : 5.7 %

(e) Segmentation basée sur Cs (f) Segmentation basée sur (Cy, C)
Pixels mal classés : 3.0 % Pixels mal classés : 0.96 %

F1GURE 3.8 — Illustration des résultats de segmentation conjointe. L’image <« multi-
fractale par morceaux > z est présentée en (a) et a été générée a partir du masque en (b).
La solution du Probleme 3.2 pour y = h est illustrée en (c). Les solutions du Probleme 3.3
pour y = Cy, Cy et (Cy, 6’2)T sont respectivement illustrées en (d), (e) et (f).
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FI1GURE 3.9 — Performances de segmentation conjointe. Comparaison des performances
de segmentation selon le choix de la quantité y indiquée en abscisse. Chaque graphe représente
deux configurations (bleu et orange) de (c1, c2) choisis sur 4 et Qp.
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3.5 Conclusion et perspectives

Ce chapitre propose une premiere tentative visant a analyser des processus multifractals
par morceaux caractérisés par des propriétés multifractales homogenes différentes sur plu-
sieurs régions distinctes. Elle repose sur l'estimation locale dans une fenétre glissante des
quantités multi-échelles ¢y et co, voire Cp et Cy, impliquées dans la formulation du spectre
multifractal, combinée a un procédé d’estimation ou de segmentation.

L’apport des approches TV vectorielles par rapport aux approches scalaires a tout d’abord
été évalué sur des signaux constants par morceaux corrompus par un bruit Gaussien. Nous
avons montré que lorsque le SNR est du méme ordre de grandeur sur chacune des compo-
santes, alors les approches vectorielles bénéficient d’une erreur de Jaccard plus faible, ce qui
quantifie une meilleure localisation des positions des discontinuités. Des résultats similaires
ont ensuite également été obtenus pour l'analyse d’une marche aléatoire multifractale par
morceaux produit synthétiquement et reproduisant un cas d’intérét pratique.

Nous avons montré dans le cas unidimensionel que l'estimation doit étre conduite dans
des voisinages W de grande taille. Cependant, la corrélation (temporelle ou spatiale) de
¢i1, Co, (A71 et 6’2, inhérente a la nécessité d’estimer ces quantités dans des voisinages de
taille significative, est susceptible de compliquer a priori les méthodes d’estimation et de
segmentation utilisées, reposant sur une formulation par variation totale, qui sont adéquates
lorsque les signaux a régulariser ne sont pas corrélés. Nous envisageons de poursuivre ce travail
en modifiant les termes d’attache aux données présents dans les équations (3.21), (3.24) et

(B.1) afin de prendre en compte ces corrélations.

De récentes études [72, 73, 190] ont montrées 'intérét d’analyser les propriétés multifrac-
tales du rythme cardiaque foetal (RCF) pour caractériser I’état de santé du foetus. Nous
envisageons alors la possibilité d’estimer les discontinuités de (¢, ¢2)" comme un moyen de
quantifier I’évolution de la santé du foetus au cours du temps. Afin d’offrir une estimation
des discontinuités au fur et & mesure de 'acquisition du RCF, nous proposons dans le cha-
pitre suivant une solution algorithmique permettant de fournir une solution approchée du
Probleme 3.1 a la volée.

Le procédé de segmentation proposé au Probleme 3.3 démontre des performances tres
satisfaisantes mais repose sur la forte hypothese que 04 = 04,m (Vm € {1,...,M}). D’un
cOté, cela a 'avantage de définir des partitions (€1, ...,€g) communes & toutes les M com-
posantes. De 'autre coté, cela implique que les performances sont tres sensibles au choix
arbitraire et & l'ordre des niveaux vy,,. Afin de pallier cette limitation, différents termes
de régularisation sont actuellement envisagés pour permettre une stratégie de segmentation
plus flexible. Un premier pas dans cette direction peut par exemple étre lié a 'utilisation
du tenseur de structure de la variation totale, dont la méthode est décrite dans I’Annexe B,
qui permet d’introduire des corrélations entre les composantes sans toutefois permettre une
segmentation conjointe.
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Extension vectorielle. Dans le chapitre précédent, nous avons démontré l'intérét de
considérer des approches TV vectorielles pour détecter les régions ou le spectre multifrac-
tal differe via l'estimation des discontinuités conjointes a (ci,c2) voire (él,j, éz,j)j. L’ex-
tension vectorielle émerge également dans de nombreux contextes comme par exemple dans
certaines applications biomédicales ou 1’objectif est d’extraire les discontinuités conjointes
présentes dans des données multivariées, e.g., données EEG [98]. Ce type de probléeme s’ap-
plique également aux données a valeurs complexes qui peuvent naturellement s’interpréter
comme une quantité vectorielle, i.e., la partie réelle et la partie complexe des données. D’un
point de vue bayésien, des solutions élégantes ont été proposées en [69, 167] et des stratégies
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itératives efficaces ont récemment été introduites en [26, 107].

Algorithmes a la volée. Afin d’adresser le probleme lié au temps de calcul di & la nature
itérative des algorithmes proximaux pour résoudre le Probleme 2.2, des procédés alternatifs
ont été étudiés, tel quel l'algorithme < taut string > utilisé communément dans la littérature
statistique [141]. Tres récemment, un algorithme rapide reposant sur la formulation duale et
I'analyse des conditons de Karush-Kuhn-Tucker (KKT) a été proposé en [52] pour résoudre
le Probleme 2.2. Contrairement a ’algorithme < taut string > , ce dernier permet d’éviter des
sommes cumulées, pouvant potentiellement mener a des valeurs excessives et par conséquent
a des erreurs numériques. Une autre spécificité de cet algorithme concerne son comportement
a la volée, c’est-a-dire qu’il ne nécessite pas ’observation de toute la série temporelle avant
de fournir une solution sur une sous-partie. Les algorithmes a la volée pourraient étre d’un
intérét crucial pour les problemes de surveillance en temps réel rencontrés notamment dans
le milieu médical [97, 33].

Contribution Dans ce contexte, le présent chapitre élabore a partir de [52] un algorithme
a la volée permettant de résoudre le Probléeme 3.1. Nous illusterons en premier lieu le com-
portement mon local du probléeme vectoriel par opposition au caractere local du probleme
scalaire, ce qui démontre que tout algorithme a la volée pour résoudre le Probleme 3.1 ne
fournira seulement une solution approchée. A partir de cette observation et de la réécriture
des conditions de KKT résultant de la formulation duale du Probleme 3.1 spécifiées a la
Section 4.2, un algorithme rapide et & la volée est dérivé a la Section 4.3. Les performances
en termes de qualité de la solution et de gains de temps de calcul sont présentées dans la
Section 4.4.

Référence. Ce chapitre s’appuie sur la contribution [87] et est le résultat d’une collabora-
tion avec L. Condat. Une vidéo démontrant le caractere a la volée de I'algorithme ainsi que
les routines MATLAB correspondantes sont disponibles a I’adresse http://perso.ens-1lyon.
fr/jordan.frecon.

Notations. Soit U = (Umn)1<m<M,1<n<N € RM*N yn signal multivarié, ol pour chaque
m € {l,...,M}, Um = (Umn)1<n<y € RY correspond a la m-éme composante alors que la
n-eme valeur sera raccourcie en W, = (U n)1<m<m € RM. Pour tout n € {1,..., N}, nous
utiliserons également les fonctions suivantes : abs(u,) = (|umn|)1<m<n € RM et sgn(u,) =

(Sgn(um,n))lngM € RM,

4.1 Nature non locale du probleme /; »-TV

Il existe une différence de nature fondamentale entre 'estimation scalaire (M = 1) et
vectorielle (M > 1). La premiere est intrinsequement de nature locale [52, 136] alors que la
seconde est non locale. Nous entendons par local le fait que la solution & une position donnée
ne dépend pas du signal localisé avant (resp. apres) la discontinuité précédente (resp. sui-
vante). Afin d’expliquer cette notion, nous proposons 'expérience suivante dont les résultats
sont illustrés Figure 4.1. Les résultats associés a 'estimation scalaire (resp. vectorielle) sont
présentés sur le graphe de gauche (resp. droite).

Premiérement, considérons la quantité scalaire y € RY (N = 180), composée de la
somme d’un signal constant par morceaux et d’un bruit blanc Gaussien (gris, graphe en
haut & droite). La solution & du Probleme 2.2 est affichée en traits pleins rouges. Nous
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FIGURE 4.1 — Nature non locale (¢12-TV) vs. locale (¢;-TV). Gauche : solutions du
Probleme 3.1 pour M = 2 (haut : lere composante, bas : 2éme composante). Droite : solutions
du Probleme 2.2. Observations y (gris), solution X (rouge), concaténation des solutions X_
et X1 (bleu pointillés).

considérons également les solutions du Probleme 2.2 appliqués a deux partitions de y obte-
nues en scindant y en deux, i.e., Y- = (Yn)i<n<n/2 € Y+ = (Un)N/241<n<n- Les solutions
Z_ et 4 du Probleme 2.2 respectivement associées & y_ et y4 sont concaténées en une
solution représentée Figure 4.1 en traits pointillés bleus. Nous observons qu’il n’existe aucune
différence entre & et la concaténation de _ et T4, illustrée Figure 4.1, mis & part pour le seg-
ment qui contient le point de concaténation. La différence autour du point de concaténation
est en effet attendue car & utilise une information (la continuité entre y_ et y4) qui n’est
pas disponible lorsque les solutions Z_ et &y sont calculées. Le fait qu’il n’existe aucune
différence ailleurs illustre la nature locale de la solution du Probleme 2.2.

Cette expérience est maintenant reconduite pour M = 2 car c’est le plus simple représentatif
du cas vectoriel M > 1. Nous considérons cette fois-ci une quantité vectorielle y = (y1,y2) ' €

R2*N (N = 180) également composée de la somme de signaux constants par morceaux
et de bruits blancs Gaussien (en gris, Figure 4.1, lére et 3eéme lignes). Deux partitions
y_ = (yl,n,yZn)lSnSN/Q et y. = (y17n,y2’n)N/2+1§n§N obtenues en scindant y en deux

sont également considérées. Les solutions du Probleme 3.1, appliqué a y,y_,y4, respective-
ment notées X, X_ et X, sont obtenues pour A = 20 via I’Algorithme 5. Les solutions X_ et
X respectivement associées & y_ et yy sont concaténées et représentées Figure 4.1 en traits
bleus pointillés, tandis que X est illustré en rouge. Contrairement au cas M = 1, la différence
entre X et la concaténation de X_ et X, affichée en noir sur le graphique du bas, est différente
de 0 sur ’ensemble du support de y, montrant clairement la nature non locale de X lorsque
M > 1.

Dans le cas scalaire, la nature locale de la solution permet de mettre au point un algo-
rithme & la volée, dit < taut-string >, qui consiste a trouver la corde (< string >) de longueur
minimale (appelée < taut string > ) contenue dans le tube de rayon A autour de la primitive
de y. La solution & du Probleme 2.2 (¢1-TV) est ensuite obtenue en calculant la dérivée de
la < taut string >. Une stratégie efficace a été proposée en [58] afin de déterminer directe-
ment (i.e., sans itérations) les points de contact entre la < taut string > et le tube. Bien que
cette approche puisse étre généralisée au cadre vectoriel, la détection des points de contact
requiert en plus 'angle du contact entre la < taut string > et le tube. Or, cette information
est justement non locale, ce qui implique que minimiser le Probleme 3.1 a la volée est un
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probleme difficile qui ne peut pas étre résolu localement. Cette interprétation sera discutée
plus en détail dans la Section 4.2.2.

La nature non locale du Probleme 3.1 implique que ’on ne puisse pas espérer trouver la
solution exacte a 1’aide d’un algorithme a la volée. Par conséquent, dans ce chapitre, nous
présenterons un algorithme a la volée permettant de fournir une approximation de bonne
qualité de la solution exacte du Probleme 3.1. Un parametre de controle |Q|, qui sera défini
dans la Section 4.2.3, permettra de controler le compromis entre la qualité de 'approximation
et le temps d’exécution.

4.2 Conditions de Karush-Kuhn-Tucker

4.2.1 Formulation duale

Nous rappelons ci-dessous la formulation duale du Probleme 3.1 au sens de la dualité de
Fenchel-Moreau-Rockafellar (voir Section 2.2.1 et [81, 156, 180]) :

Probléme 4.1 (Probléme /1 o-TV dual). Soienty = (y1,...,ynm)' € RM*N et X > 0. On
appelle probleme {1 2-TV dual le probleme consistant a trouver

M

~ . 1 « 2 o

u= arg min = lym + L um||® assujetti a
u=(u1,ung) TERMX (V-1 2 0

m=1

(Vne{l,...,.N—=1}) |u,] <A, (4.1)
ot, pour tout m € {1,..., M} etn € {2,...,N — 2},
(L™ 8m)n = tUm,n—1 — Umn (4.2)
et

L*u =—u
( *Am)l b (4.3)
(L um)N = Um,N—1-
Remarque 4.1. Notons que la formulation duale usuelle implique —Uqy, a la place de Uy,
dans (4.1). Nous choisissons cette définition par souci de cohérence avec les résultats obtenus

en [52].

D’aprés le Lemme 2.1, les solutions optimales i € RM*(N=1) ot x € RM*N du Probléme 4.1
dual et du Probleme 3.1 primal sont reliées par

{(vm e{l,....M}) T =Ym + L Um,

N R R (4.4)
(Vne{l,....N—1}) u, € -2 |[(Xn+1 —Xn)-

A partir de (4.4), nous obtenons directement les conditions nécessaires et suffisantes d’opti-
malité :

Proposition 4.1. Les solutions du Probléme 4.1 dual et du Probléme 3.1 primal satisfont
les conditions nécessaires et suffisantes suivantes. Pour tout m € {1,..., M},

T = Ym + L U, (4.5)

et, pour tout n € {1,...,N — 1},

st Xp =X alors ||u,| < A,
{ n n+1 [, < (4.6)

_)\ §n+1*§n

S1 Xn 7é Xn+1 alOTS u, = m
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U, = (0, )

FIGURE 4.2 — Comparaison entre les discontinuités simultanées et non-simultanées
dans 1’espace dual. Gauche : la position n est appropriée pour introduire un changement
d’amplitude négatif sur les deux composantes. Droite : la position n est appropriée pour
introduire un changement d’amplitude négatif sur la 2éme composante seulement.

La premiére condition dans (4.6) correspond au cas ou toutes les composantes m €
{1,..., M} gardent la méme valeur a I'instant n+1 que celle a l'instant n. Cette configuration
est illustrée Figure 4.2 (graphe de gauche) pour M = 2. La seconde condition modélise les
situations ou certaines composantes m de X admettent une discontinuité entre les instants n
et n+ 1. Entre autre, la configuration ol toutes les composantes de X ne changent pas simul-
tanément de valeur est particulierement intéressante (voir Figure 4.2 graphe de droite). En
effet, en présence de bruit cette condition est tres rarement rencontrée. Par conséquent, dans
la suite de ce chapitre nous ne considérerons que le cas ou les discontinuités sont simultanées
sur toutes les composantes.

Remarque 4.2. La Proposition 4.1 pour M =1 méne aux conditions de KKT usuellement
associées au Probléeme 2.2 (01-TV) :

§i Ty > Tpe1  alors Uy = 4N\,
$1 Ty < Tpai1 alors U, = —N\, (4.7)

§i Ty =Tpy1 alors Uy € [—A, +A].

Par ailleurs, I’algorithme a la volée proposé en [52] et permettant de résoudre le Probleme 2.2
(£1-TV) est dérivé a partir des Conditions (4.7).

4.2.2 Réécriture des conditions de KKT

Contrairement aux Conditions (4.7) pour I'estimation scalaire, les conditions dans le cadre
vectoriel dérivées dans la Proposition 4.1 ne sont pas directement utilisables en pratique pour
mettre au point un algorithme & la volée car X, +1 — X;, est a priori inconnu a 'instant n.

Par conséquent, nous proposons de réécrire la seconde condition de (4.6) par I'intermédiaire
de variables auxiliaires non-négatives (z,)1<n<n—1 telles que

(4.8)

si Xp =Xpy1 alors U] <A,
si X, # Xpy1 alors U, = —sign(Xp41 — Xpn) © Zp,

ou z, = )\m et ou o est le produit matriciel de Hadamard. Des lors, la Proposi-

tion 4.1 peut étre reformulée composante par composante comme suit :

Proposition 4.2. Les solutions du Probléme 3.1 primal et du Probleme 4.1 dual satisfont les
conditions nécessaires et suffisantes suivantes. 1l existe des variables auxiliaires non-négatives
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(Zn)1<n<n-—1 telles que, pour tout m ={1,... , M} etne{l,...,N —1},

81 Tmp > Tmps1  0lOTS  Upmp = +2Zmn,
st Tmn < Tmn+l alors Ummn = —2Em,n, (49)

St Tmp =Tmpt1  alors Umn € [—Zmns +2mnl,

avec ||Zp|| = A et
T = Ym + L¥lm. (4.10)

La comparaison entre les équations (4.7) et (4.9) souligne la similarité entre les conditions
nécessaires et suffisantes du Probleme 2.2 et du Probleme 3.1. En effet, les conditions impli-
quant A dans le cas scalaire impliquent le vecteur auxiliaire z dans le cas vectoriel. Le fait
que Z varie pour chaque paire (m,n) peut s’interpréter dans les procédures < taut string >
comme la variation de ’angle de contact entre le tube de rayon A et la < taut string >. C’est
justement le manque de connaissance sur z qui augmente drastiquement la difficulté pour
mettre au point un algorithme a la volée.

4.2.3 Solution approchée

Sil’on suppose que z est connu a priori de telle maniére que, pour tout n € {1,..., N—1},
||z, || = A, alors le probleme primal associé aux Conditions (4.9) s’énonce ainsi

N-1

M
. 1 N
mln)ERMxN Z <2||ym — Clcm||2 + Z zm,n|(me)n|> (4.11)

x=(x1,...., LM — 1

et peut étre interprété comme M Problémes 2.2 (£1-TV) ayant des parameétres de régularisation
variant dans le temps, c-a-d, (Zm)1<m<m-

L’approximation que nous faisons ici consiste & restreindre I'estimation des valeurs de z
A partir d’un ensemble prédéfini Q@ = {¢V,..., <D} choisi de facon & ce que pour tout

ge{l,...,|9]}, ¢ = (Cr(r?))lgmgM € RM satisfasse [[¢@)] = A.

La stratégie la plus naive consisterait donc a résoudre M Problemes 2.2 (¢;-TV) pour

les |Q| valeurs candidates de z, c’est-a-~dire trouver pour chaque m = {1,...,M} et ¢ =
{L,.... 12}
. .1
9 = arg min > ym — @ml® + (O Lzl (4.12)
m€ERN 2

et mettre au point une méthode pour choisir la solution parmi les | Q| possibles. Par exemple,
choisir celle qui maximise quelque critere de qualité f que ce soit, i.e.,

2 =x) o0 o = z(@

X=X oun ¢ =arg 1;{}127{@ f(x9). (4.13)
Bien que cette méthode pourrait étre mise en oeuvre en parallélisant M algorithmes a la volée
résolvant le Probleme 2.2 (¢;-TV), cette situation correspondrait au cas ou l'estimée de z est
constante, c-a-d, z = ( (@)1 . Par conséquent, les changements de valeurs moyennes seraient
traitées indépendamment sur chacune des composantes et aucune parcimonie de groupe ne
serait imposée sur (LZ1,...,LZap)".

Afin de pouvoir bénéficier a la fois d’'une implémentation a la volée et de la parcimonie

de groupe, nous proposons une solution algorithmique basée sur un estimateur constant par
morceaux de z détaillé dans la prochaine section.
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4.3 Solution algorithmique a la volée

Dans la suite, nous commencons par étendre au cadre vectoriel 1'algorithme a la volée
proposé en [52] tout en supposant que z est connu a priori. Cette hypothese forte, irréaliste
en pratique, nous permet de décrire facilement les étapes de l'algorithme. Puis, nous nous
sommes intéressés & la question de I’estimation automatique et & la volée de z parmi les valeurs
présentes dans Q. De fait, nous introduisons par conséquent le parametre |Q| controlant la
qualité de 'approximation. Les principales étapes de l’algorithme a la volée sont résumées
dans 1’Algorithme 6. Tout comme dans [52], la méthode proposée est également basée sur
I’encadrement conjoint des solutions primales et duales X et U par des bornes inférieures et
supérieures mises a jour au fur et a mesure que I'observation y est parcourue.

Algorithme 6 Principe de I’algorithme & la volée pour résoudre le Probleme 4.1 (¢ 2-TV).

1: Fixer ng = 1.
2: Tant que ng < N faire
3: Fixer n + nyg
Initialiser les bornes primales et duales
Tant que Regle 1 est satisfaite faire
Fixer n <~ n+1
Pour m € {1,..., M} faire
Mettre a jour les bornes primales et duales
Si Regle 2 n’est pas satisfaite alors
10: Recalculer les bornes primales et duales
11: Estimer la discontinuité n,ups
12:  Estimer (X))no<j<nup
13: Fixer ng <= npypt + 1
Sortie : Solution Xapprox

La conception de I’Algorithme 6 repose sur la spécification de la Regle 1 et de la Regle 2
permettant respectivement de détecter une discontinuité et de trouver sa position grace a la
Proposition 4.2..

4.3.1 Cas idéal ou z est connu
4.3.1.1 Bornes inférieures et supérieures

D’apres la Proposition 4.2, la solution du probleme primal, la solution du probleme dual
et la variable auxiliaire doivent satisfaire, pour tout n € {0,..., N — 1}

ﬁnJrl =¥Yn+1 + ﬁn - §n+1a
abs(Un+1) < Zn, (4.14)
[Zn+1]l = A.

avec Uy = uy = 0. Si 'on considere les deux premieres conditions, la condition de prolonga-
tion X,4+1 = X, mene a

> Xy — Zpy1 — Uy,
{Yn—H = Xnp n+1 n (415)

Yo+l < Xp +2Zpi1 — Up.

En suivant le méme raisonnement dérivé dans [52] pour le cas scalaire, on peut vérifier si la
condition de prolongation (4.15) est satisfaite en raisonnant sur en encadrement de U, et Xy,
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Définition 4.1 (Bornes locales inférieures et supérieures de u, et X,). Pour tout n €
{1,...,N — 1}, on définit les bornes inférieures et supérieures de X,,, notées respectivement
X, et Xy, telles que

X, < %0 < %, (4.16)
et l’on note u,, et u, comme suit :
U = U ST Tmn = Ty s
(Yme{l,...,M}) (¢ "™"  Tmno T Tmen o mmn (4.17)
Umn = Umn St Tmn = Tm,n,
ot u, et W, sont respectivement la bornes supérieure et inférieure de U, i.e.
Démonstration. D’apres la relation primale-duale (4.4), pour tout m € {1,...,M} et n €
{1,...,N =1},
Umn = Ymn T Umn—1 — Tm,n, (419)

et par définition des bornes inférieures et supérieures de Z, et Up, n, nous obtenons

U = Ymn + Umn—1 = Ly s (4.20)

ﬂm,n = UYmmn + am,nfl - fm,n- (421)
En soustrayant (4.20) & (4.19) nous obtenons

am,ﬂ “Unn = Zmn T a/‘\Tn,n <0 (4.22)

en conséquence de (4.16). De la méme maniere, on montre que Uy, n > U n- ]

4.3.1.2 Regles de mise a jour & Regle 1

La condition de prolongation X,4+1 = X, qui a mené a (4.15), peut étre réécrite a I'aide
des bornes sur X,, et U,, comme suit :

(4.23)

Yn+1 > Xy — /Z\nJrl —4u,,
Yn+1 S Xp + /Z\n-l—l — Up.

Si cette derniere condition, appelée Regle 1, est vérifiée, alors d’apres la relation primale-
duale (4.10), nous pouvons mettre a jour les bornes inférieures et supérieures a la position
n + 1 comme suit :

(4.24)

U,y = Yot + U, — X,
ﬁn—|—1 =¥Yn+1 +u, — X,

et
{X”“ — X (4.25)

in+l - in

Remarque 4.3. De maniére équivalente, on peut systématiquement mettre a jour les bornes
primales (resp. duales) selon (4.24) (resp. (4.25)) puis ensuite vérifier si la réécriture suivante
de la condition de prolongation (4.23) est vérifiée :

u > —Znit,
Tl = o (4.26)
Upt1 < +2Zpg1.

C’est le choiz que nous adopterons dans la suite de ce chapitre.
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4.3.1.3 Prolongation du signal & Regle 2

Si la Regle 1 (i.e. Condition (4.23) ou de maniere équivalente (4.26)) est vérifiée, alors
I’hypothese X,11 = X, est valide. Par contre, les bornes supérieures et inférieures doivent
peut-étre étre mises & jour afin de respecter U111 € [~Zp+1, +Znt1]- D’apres (4.18), cette
condition nécessite de vérifier que la Regle 2 suivante soit valide :

u < +Zpit,
Tl = e (4.27)
Upt1 = —Zntl-

Pour tout m € {1,..., M}, trois configurations peuvent étre rencontrées :
— Si les deux Conditions (4.27) sont satisfaites, les bornes sont inchangées.
— Si U1 = Uy T Ymont 1 — Ly > +Zm nt1, alors les regles de mises a jour spécifiées
en (4.25) ont sous-évaluées la borne supérieure

Vv, = (Vj € {ng,...,n+1}) (4.28)

7m7j

ou ng est la position de départ du dernier segment. Puisque w,,, ,, 1 est délimité supérieu-
rement par +2m,n+1 et, que pour une telle valeur on peut montrer que
ym7n+1 - Zm,n+1

Vi = T+ = (4.29)

nous proposons d’effectuer les mises a jour suivantes

(VJ S {n0,...,7’L+ 1}) gmd =V, (4 30)
Uy n+1l = +2m,n+1'

— Si Upmpnt1 < —Zm,n+1, alors la borne inférieure
Um = Tm,j (Vj S {no,...,n—i—l}) (4.31)

a été sur-évaluée. De la méme manicre, puisque U, 41 est borné inférieurement par
—Zm.n+1, OUS pouvons montrer que la borne supérieure

ﬂm,n—i—l + Zm,n+1

Um = Tmp + n_motl (4.32)
permet d’assurer la cohérence des mises a jour suivantes
{(Vj €{nosn 1)) Ty =V, (433)
Um,n+1 = —Zmn+l-
Démonstration. Pour tout m € {1,..., M} et n € {ng,...,N — 2}, si
U1 = U+ Ymntl — Ty > +2mnt1, (4.34)

alors les régles de mise a jour de z,, ,,, spécifiées en (4.25), ont sous-évaluées sa valeur v,,,.
b
D’un co6té, afin de modifier les bornes inférieures (,,, ,,)ko<j<n+1, on considere la somme
cumulée des observations qui, selon (4.4), mene a

m,n

n+1

Z Ym,j = Umn+1 — Um,ng T+ (’I’L —no+ 1)$m,n+1’ (435)
j=nop+1
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et qui, si w,, ,11 = +Zmm+1, menerait a

n+1
Z Ym,j = Zmmnt+1l — Ummo + (0 —no + 1)1, (4.36)
j=no+1

par définition de x,, ,, 11 = V,,.
D’un autre coté, les regles de mise a jour (4.24) et (4.25) ont menées a

n+1

U1 = U T Z Ym,j — (n—ng + 1)@”7”. (4.37)
j=no+1

La combinaison de (4.36) et (4.37) conduit a

— Uy g T U1 — Zmntl T Umong
zm =m,n n — nO + 1 °

(4.38)

Puisque z,, ,,
proposer la valeur suivante

a été sous-évaluée et que par définition U, n, < u

Upy > NOUS POUVONS ainsi
k)

Qm,n-i-l - Zm,n+1

= 4.
Uy =Ty + n—not1 (4.39)
afin d’ajuster les bornes inférieures, i.e.,
(V5 € {ng,...,n+1}) Ty j = Vs (4.40)

En plus, en conséquence de Up nt1 € [—Zmn+1, +2mnt1] €t d’apres I'inégalité (4.18), nous
assignons
Uy n41 = +2m,n+1‘ (441)

La démonstration est similaire dans le cas Up nt1 < —Zmn+1- ]

4.3.1.4 Estimer la position de la discontinuité 7.,y

Si la Regle 1 n’est pas vérifiée a la position n, une discontinuité doit étre introduite

dans I'intervalle {ng, ..., n}. Afin d’estimer sa position n.,pt, nous avons besoin de distinguer
trois cas pour tout m € {1,..., M} :
— Si Uil = Y + Ymntl = Ty < —Zm.n+1, alors, puisque Upy, €St borné, cela

implique que z,, ,, est surévalué et par conséquent un changement d’amplitude négatif
doit étre introduit sur la m-éme composante afin de décroitre sa valeur. A partir de la
Proposition 4.2 et de 'Equation (4.18), I’ensemble des positions k,, appropriées pour
introduire une discontinuité sur la m-éme composante est

km =1{j €{no,--.,n} | Up ;= +Zm;}- (4.42)

Ces positions correspondent aux indices j pour lesquels la borne w,, ; a ét¢ mise a jour
afin de vérifier la condition Uy, j € [—Zm.j, 2m,j] (vVoir paragraphe précédent).

— Si Umpt1 > +2Zmn+1, alors un changement d’amplitude positif doit étre introduit sur
la m-eme composante. L’ensemble des positions k,, appropriées pour introduire une

discontinuité sur la m-éme composante est
Km = {] S {no, .. .,n} | Upm,j = _/Z\m,j}- (4.43)

Ces positions correspondent aux indices j pour lesquels la borne %, ; a été mise a jour
afin de vérifier la condition Uy, ; € [—Zm.j, Zm, ;|-
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— Sinon, la m-éme composante satisfait (4.15) et aucun changement ne doit étre introduit.
Cependant, puisque 'on considere le cas ou les discontinuités ont lieu simultanément
sur toutes les composantes, on définit x,, = {ng,...,n}.

La position de la discontinuité n,p¢ correspond a la derniere position pour laquelle on
peut introduire le changement d’amplitude adéquat sur chacune des composantes, i.e.,

Npgpt =  Max  J. (4.44)
jeNM_ km
. fs e s o )
Une fois que npypt a été estimé, nous pouvons définir la valeur (x])n0 <j<nrapt” Lorsqu’un
changement d’amplitude négatif est détecté sur la m-éme composante, on assigne
(Vi €{no, .-, rupt})  Tmj = Tpypi1s (4.45)

en accord avec (4.17). De la méme maniere, lorsqu’'un changement d’amplitude positif est
détecté, on assigne

(V5 € {no,- -, eupt})  Tmj = Tmmst. (4.46)

4.3.1.5 Commencer un nouveau segment

Lorsqu’un segment est créé, on commence la détection d’un nouveau segment & partir
de ng = Nrupt + 1 tant que ng < V.
D’apres (4.4) et par définition des bornes, pour tout n € {1,..., N}

(4.47)

Kn =¥Yn —Hn _I_ Up—1,
Xp =Y¥n —Up + Up_1.

En particulier, pour n = ng, combiner (4.9), (4.16), (4.17) et (4.24) nous permet de dériver
la procédure d’initialisation suivante

u,, = +/z\n07
Ty = ~Zno; (4.48)

X’no =Yno — Zng + Upgy—1,

ino =Yno + Zy, + Upp—1,

ou la valeur de u,,_; est donnée par la Proposition 4.2. De plus, d’apres la réécriture de
(4.14), up = 0.

4.3.2 Estimation du vecteur auxiliaire z

Afin de présenter les étapes de 'algorithme, nous avons jusqu’a présent supposé z connu
a priori. Dans cette section, nous montrons comment modifier ’algorithme pour estimer
simultanément z et X.

Pour obtenir une solution approchée a la volée, nous proposons de :

— construire un estimateur constant par morceaux z de z,

— considérer seulement les discontinuités conjointes sur toutes les composantes m €
{1,...,M}.
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4.3.2.1 Estimateur constant par morceaux de z

Nous proposons un estimateur constant par morceaux dont les valeurs entre chaque dis-
continuités appartiennent & un ensemble prédéfini Q introduit & la Section 4.2.3. Pour chaque

valeur candidate ¢(@ ou ¢ € {1,...,|Q|}, on associe des bornes supérieures et inférieures
notées %q), u£{1>, x;), et xfz) Elles sont initialisées a chaque position de départ ng d’un
nouveau segment et mises a jour indépendamment pour chaque g € {1,...,|Q|} selon (4.24)
et (4.25) jusqu’a ce que la condition de prolongation
u'? (q)
{?51 =6 @ (4.49)
u, < +¢la

basée sur (4.26), ne soit plus vérifiée. Dans la suite, nous examinons comment modifier I’al-
gorithme décrit & la Section 4.3.1, afin de prendre en compte la sélection automatique de z
parmi Q. L’algorithme qui en résulte est I’Algorithme 7.

(9)

4.3.2.2 Estimer les positions candidates de la discontinuité nrupt

Pour chaque ¢ € {1,...,|Q|}, on estime les positions des discontinuités nl(fli)t tel que
nous 'avons précédemment décrit a la Section 4.3.1.4. Toutefois, la principale différence ici est
que nous nous restreignons a des discontinuités simultanées sur toutes les composantes. Nous
avons déja détaillé avant la Proposition 4.1 que la création de discontinuités non-simultanées
avait une probabilité quasi nulle de se produire. Des lors, la restriction aux discontinuités
simultanées ne va pas impacter la solution.

Par conséquent, pour chaque ¢ € {1,...,]|Q|}, dés qu’au moins une composante m €
{1,..., M} ne vérifie pas la condition de prolongation (4.49), une discontinuité doit étre

(@) L < C(q (resp. u(q)

Uyt mondl > g,(;f)), alors ’ensemble des positions

créee. Par exemple, si u

H,(f{) appropriées pour introduire une discontinuité sur la m-éme composante est

KD = {j € {no,...,n} | ul, = +¢0) (4.50)

(resp. k9 ={j e {ng,...,n}| u(Q) = ¢, (4.51)

Pour les composantes vérifiant (4.49), nous proposons I’heuristique suivante pour déterminer
le type de discontinuité et les positions de discontinuité le plus probable : Vm_ % m tel que

ng)_ 1 T @(fb)_,nﬂ < 0, alors

R = {5 € {nond [ 5 =40 (4.52)
et, Vm4 # m tel que ugg) i1t uggl ny1 = 0, alors

KD =1{j € {no,...,n} | ul? = +¢9}. (4.53)

Un exemple pour M = 2 et pour lequel la seconde composante viole la Condition (4.49)

(@)

est illustré Figure 4.3. La position de la discontinuité n,,, et la valeur assignée a %@ sur
le segment en cours sont toutes deux estimées comme précédemment, voir (4.44), (4.45) et
(4.46).
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FiGURE 4.3 — Exemple de configurations menant a la détection d’une discontinuité.
Dans cet exemple M = 2, Cl(q) = Céq) = A\/V/2. Puisque Q(Q)_H > Céq), la condition (4.49) est

2n
violée. Le graphique de gauche (resp. droite) illustre la configuration quzl 1t ggq% 1 <0

(resp. ﬂgi)lﬂ + ﬂg%ﬂ > () décrite a la Section 4.3.2.2.

4.3.2.3 Estimer la position de la discontinuité n,,y;.

D’apres le paragraphe précédent, la procédure d’estimation mene a plusieurs positions
candidates pour la discontinuité (au plus |Q|). Parmi ces différentes positions, nous proposons
de choisir celle indexée par ¢* pour laquelle les bornes x(47) et x(@) sont le plus proches
possibles, i.e.,

2
¢* € Argmin ‘(X(q&) —X(q&) ) o', (4.54)
1§q§‘Q| nrupt nrupt
avec
o = diag(o1,...,0n), (4.55)
oi1, pour tout m € {1,..., M}, o, est I'écart-type de y,,. Le facteur o~! permet d’assurer

que toutes les composantes contribuent également dans le critere (4.54) indépendamment de
leur ordre de grandeur. Lorsque le minimiseur de (4.54) n’est pas unique, nous choisissons
I'indice ¢* pour lequel nfﬂp)t est le plus élevé. En d’autre termes, nous choisissons ’ensemble de
variable auxiliaires permettant de valider la condition de prolongation (4.49) le plus longtemps
possible.

Par conséquent, nous obtenons finalement un indice ¢* qui nous permet d’estimer npup; =
(a")

nrupt

et,
(V) € {no,. . neupe}) 25 = (9, %5 =%, (4.56)
La position de départ du prochain segment est fixé a ng = npupt + 1, et I'algorithme se

répete tant que ng < N.

4.3.2.4 Commencer un nouveau segment

Considérons la position de départ ny d’un nouveau segment. Pour tout ¢ € {1,...,|9|},
I’étape d’initialisation peut se réécrire
(9) _ @5 <@ _ (@ 15 :
Xng Yno C + Upy—1, Xnog Yno + C + Upp—1,

avec Ug = 0.

Remarque 4.4. L’étape d’initialisation (4.57) dépend implicitement de l’estimation de z
faite sur le segment précédent a travers le terme Up,—1. Nos simulations ont montrées que
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Algorithme 7 Résolution approchée du Probleme 3.1 basée sur un algorithme a la volée.
Entrée : Ensemble Q = {¢(1), ... ¢(<D},

1: Fixer ng = 1.

2: Tant que ng < N faire

3: Pour g=1,...,|9| faire

4: Fixer n + nyg

5: Initialiser les bornes primales et duales selon (4.58)

6: Tant que (4.49) est satisfaite faire

7 Fixern<n+1

8: Pour m=1,..., M faire

9: Mettre a jour les bornes primales et duales
10: Si ggg?n_H > —&—Q(ff) or HSZ?TH_I < —Q(,g) alors

11: Recalculer les bornes primales et duales

12: Estimer les valeurs candidates de la position de la discontinuité niﬂi)t et de valeur prise sur

(2)

j )nongn(‘”t

rup

13: Estimer la discontinuité n.p¢ € (n(

chaque segment (X selon la Section 4.3.2.2

rﬁLt)lqu\Q\ selon la Section 4.3.2.3
14: Estimer (ij)noﬁjgnmpt et (ij)noﬁjﬁnrupc selon (456)

15: Fixer ng <= npypt + 1

Sortie : Solution X

Vinitialisation (4.57) peut mener a une solution inconsistente X dés que z est mal estimé sur
un segment. Empiriquement, une meilleure approzimation de la solution itérative est obtenue
st chaque segment est traité indépendament, i.e.,

ulf) = 4¢@), ull) = ¢,
57(1%) =Y¥Yno — C(Q)a Xng = Yno 1 C(q)

4.4 Résultats

4.4.1 Configuration expérimentale

Dans cette section résultat, sauf mention contraire, nous considérons que les données
sont M signaux constants par morceaux X € RM*N (trait plein noir) partageant les mémes
discontinuités, auxquels sont ajoutés des bruits blancs gaussiens centrés : y = X+b € RM*N,

Le signal X est généré comme suit. Premierement, la longueur de chaque segment est tiré
selon une loi normale repliée N(12.5,16.25). Puis, pour chaque m € {1,..., M}, le change-
ment d’amplitude pour chaque discontinuité est tiré indépendamment selon une distribution
gaussienne N (2,0.4).

Le minimiseur exact du Probléme 3.1, noté X, est calculé & partir I’Algorithme 5. Les
itérations sont arrétées des que la différence relative de critere est plus faible que 10710, La
solution proposée est quant a elle notée Xapprox,0 pour indiquer qu’elle a été calculée a partir
de ’ensemble prédéfini Q.

Dans un second ensemble de simulations (voir 4.4.4), 'algorithme & la volée proposé sera
comparé a une solution a la volée de I’Algorithme 5 itératif ADMM.

4.4.2 Conception de Q

Nous proposons de comparer les solutions X,pprox,0 Obtenues pour deux ensembles différents
Q= {¢M,...,¢0€D} dans le cadre bivarié (i.e., M = 2) pour N = 10*. Pour les deux solu-
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FIGURE 4.4 — Influence du choix de Q. Deux conceptions différentes de Q sont comparées
sur 100 réalisations. La premiere consiste a recouvrir la boule ¢2 de maniere homogene alors
que la seconde est un recouvrement aléatoire (rouge). Deux configurations expérimentales
sont examinées selon que y; est un ordre de grandeur plus grand que y2 (gauche) ou si y; et
y2 sont du méme ordre de grandeur (droite). Haut : MSE(Xapprox,0, X) en fonction de |Q|. Bas
(2eme et 3eme lignes) : distributions de 64+ ol ¢* est I'indice sélectionné par le critere (4.54)
pour |Q| = 127.

tions, nous adopterons la paramétrisation suivante
(Vg e {1,...,12]}) ¢ = (Acos(,), Asin(6,)) (4.59)

avec 0, € [0,7/2] & préciser.

La premiere solution est obtenue en choisissant un recouvrement homogene de I’ensemble
[0,7/2]. Soit un entier positif R € N,, on définit alors 6, = g /28! et |Q| = 25;(1) 20,

La seconde solution est obtenue pour un ensemble @ de méme taille mais ou les valeurs
(04)1<q<|q| sont tirées uniformément sur 'ensemble [0, 7/2].

Deux configurations expérimentales sont examinées. Dans la premiere, y; est un ordre de
grandeur plus grand que y2 (Fig. 4.4, a gauche) alors que dans la seconde, les deux sont du
méme ordre de grandeur (Fig. 4.4, a droite).

Les performances d’estimation en terme d’erreur quadratique moyenne MSE(Xapprox,0,X) =
E[% |Xapprox,0—X|?] (olt E est estimateur empirique de la moyenne calculé sur 100 réalisations)
sont rapportées Figure. 4.4 (premiere ligne). Les résultats montrent qu'un recouvrement
aléatoire de ’ensemble [0, /2] donne des résultats équivalent & un recouvrement homogene
jusqu’a la limite de |Q)| faible.

Sur les 2eme et 3eme lignes, les distributions de 64+, o ¢* est I'indice sélectionné par
le critere (4.54), sont rapportées pour |Q| = 127. Ces histogrammes démontrent I'impact de
I'amplitude relative des composantes de y sur la distribution 4. Si les composantes sont
du méme ordre de grandeur alors la distribution est symétrique alors qu’elle est asymétrique
pour des composantes avec des ordres de grandeur différents.

Remarque 4.5. Si l’on prend par exemple la Figure 4.4 (a droite), il apparait plus sensé de
générer 0, selon une distribution gaussienne plutot que selon une distribution uniforme. Par
conséquent, si l’on posséde des connaissances a priori concernant I’amplitude des composantes
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FIGURE 4.5 — Impact qualitatif de |Q| sur Xapprox,0- Pour des raisons de visibilité, seules
3 composantes parmi les M = 10 sont affichées. SNR = 4dB. Xapprox,0 pour |Q = 5 x 104
est une solution plus satisfaisante que |Q| = 10 puisqu’elle a davantage de discontinuités en
commun avec X.

de y, celles-ci peuvent étre incorporées pour mieux concevoir Q. Cela permet également de
décroitre le temps d’exécution discuté a la Section 4.4.4.

Dans la suite, nous nous restreignons au cas ou Q est obtenu par recouvrement aléatoire
de la boule ¢5 de rayon A.

4.4.3 Performances hors ligne

Dans cette section, nous nous intéresserons aux performances hors ligne de la solution
proposée, c’est-a-dire sans prendre en compte son caractere & la volée. Nous évaluerons les
performances pour M = 10 et pour deux rapports signal sur bruit : 4dB et 10dB.

Impact qualitatif de |Q| sur Xapprox,0- Pour une réalisation de bruit donné, X,pprox,0 €t
x sont tracées Figure. 4.5 pour A = 29, ajusté afin d’obtenir le meilleur rendu visuel. La solu-
tion Xapprox,0 pour |Q| = 5 x 10* (traits pleins orange clair) fourni visuellement une meilleure
approximation de X (traits pointillés bleus) que pour |Q| = 103 (traits mixtes rouges).

Performances d’estimation Xapprox,0 Vs. X. La qualité de 'approximation est davantage
quantifiée Figure 4.6 en termes de MSE(Xapprox,0, X) en fonction A pour différents |Q|. Les
résultats montrent que la MSE décroit systématiquement lorsque |Q| augmente. De plus,
pour les exemples présentés ici et selon A, utiliser |Q| > 10* n’améliore pas significativement
la qualité de la solution, ce qui montre que la sélection de |Q| ne requiert pas de procédure
de réglage compliquée.

Performances d’estimation X vs. X et Xapprox,9 Vs. X. Comparons a présent la qua-
lité absolue des solutions vis-a-vis du signal non bruité X. MSE(X,X) et MSE(Xapprox,0, X)
pour différents |Q|, sont rapportées Figure 4.7. Les MSEs obtenues sont cohérentes avec le
paragraphe précédent. Elles montrent qu’augmenter |Q| jusqu’a un certain seuil permet de
décroitre significativement la MSE. Cependant, X posseéde une erreur d’estimation plus faible
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FIGURE 4.6 — Performances d’estimation Xapprox,0 Vs X. MSE(Xapprox,0,X) pour
différents |Q|. Le SNR est fixé 4dB (resp. 10dB) sur le graphique de gauche (resp. droite).

FIGURE 4.7 — Performances d’estimation X vs. X and Xapprox,Q Vs. X. MSE(X,X) et
MSE (Xapprox,0, X) pour différents |Q|. Le SNR est fixé a 4dB (resp. 10dB) sur le graphique
de gauche (resp. droite).

que€ Xapprox,Q-

4.4.4 Performances en ligne

Dans cette section, nous nous intéressons cette fois-ci a la comparaison en ligne de deux
solutions. La premiere est dérivée a partir de 'algorithme a la volée proposé précédemment
alors que la seconde est obtenue via I’Algorithme 5 itératif ADMM.

La comparaison est effectuée pour différentes valeurs de A pour un signal X € RM*N
(N = 400) auquel a été ajouté un bruit gaussien tel que SNR = 3dB. Les performances sont
fournies pour M = 2 et M = 5 composantes.

Solution proposée en ligne Xguline,0. Au fur et & mesure que la position n augmente,
Xapprox,0 1'est calculé seulement jusqu’a la derniére position ng et I’algorithme n’a pas encore
fourni de solution sur l’ensemble {ng+1,...,n}. C’est en ce sens que la solution est dite a la
volée. Cependant, nous pouvons également obtenir une approximation en ligne de X jusqu’a
n, notée Xopline,0, €n choisissant d’imposer & la solution des conditions limites en n, i.e.,

(Vg € {1,...,|Q}) &% = 0.

Solution itérative sur une fenétre glissante Xyi, x. Nous considérons une version en
ligne naive de I’Algorithme 5 ot pour chaque pas de temps 7, une solution Xyin, x est calculée
en optimisant sur les K échantillons précédents. Le choix de K est critique. D’un coté, si
K est trop faible, alors 'observateur peut manquer la détection de discontinuités. De I'autre
coté, si K est trop grand, alors le temps d’exécution devient trop élevé pour obtenir une
solution en temps réel. Dans la suite, nous comparons 'influence de trois tailles de fenétre,
respectivement K = 20, 50 et 80.
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FIGURE 4.8 — Performances en ligne. La solution proposée Xonline,0 est affichée en traits
pleins alors que la solution ADMM < en ligne > Xyin x est affichée en traits pointillés. Les
performances pour M = 2 (resp. M = 5) sont illustrées sur la figure du haut (resp. bas).
Gauche : temps de calcul médian par échantillon (en secondes). Droite : J(Pwin i,T) et
J (Tonline,0, 1) pour différentes valeurs de |Q| et K.

Temps d’exécution. Les comparaisons des temps d’exécutions médian par échantillon (en
secondes), calculées sur 10 réalisations de bruit, sont rapportées Figure 4.8 (a gauche) en
fonction de A. Comme attendu, nous observons que le temps d’exécution augmente avec
la taille de Q. Par conséquent, le choix de |Q| permet de balancer le compromis entre le
temps d’exécution et la MSE. Toutefois, le temps d’exécution de Xonline,0 st plusieurs ordres
de grandeurs plus faible que celui associé a la solution ADMM en ligne. Il est intéressant
de remarquer que les temps de calcul pour M = 2 (haut gauche) et M = 5 (bas gauche)
sont comparables. Nous avons également examiné 'impact d’une initialisation a chaud sur le
temps de calcul de la solution ADMM en ligne, et nous avons obtenu que les temps affichés
Figure 4.8 ne sont réduits que d’un facteur deux.

Le temps de calcul de Xopline,0 pourrait encore étre réduit de plusieurs manieres. Premie-
rement, I’ensemble Q pourrait étre congu selon les connaissances a priori sur la dynamique de
chaque composante (voir 4.4.2). Deuxiémement, on pourrait mettre a profit la forme séparable
de I’algorithme pour calculer les solutions X(9) en parallele pour chaque ¢ € {1,...,|Q|}.

Précision de la détection des discontinuités. L’indice de Jaccard (voir Définition 2.7)
est utilisé pour mesurer la similarité entre les positions des discontinuités de X et celles
obtenues pendant le calcul en ligne de Xyin,k €t Xonline,0- Pour cela, nous considérons le
vecteur d’indicatrices des discontinuités ¥ = (7,)1<n<n—1 de X (ainsi que Tywin,k €t Tonline,0
respectivement associés & Xyin, k' €t Xonline,0) (voir Définition 2.4). Afin d’incorporer un niveau
de tolérance sur la localisation des discontinuités, 7, Twin, k' €t Tonline,0 sont d’abord convolués
avec un filtre passe-bas gaussien a support compact de taille 10 et d’écart-type 3.

J (Pwin ik, T) €t J(Tonline,0, 7) sont moyennés sur 10 réalisations de bruit et illustrés Fi-

gure 4.8 (right plots) en fonction de A\ pour différents |Q| et différentes tailles de fenétre
K.
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Les performances montrent que J(Tonline,0, 7) > J(Twin, k', ) pour pratiquement tous les
A et |Q|. Par conséquent, Xonline,0 Permet une meilleure détection en ligne des discontinuités
de X. Les résultats montrent également que J(Toniine,0, 7) e varie pas significativement avec
|Q| mais décroit légerement avec M. En effet, plus M est élevé, plus la condition de prolon-
gation (4.49) est susceptible d’étre violée, créant ainsi davantage de discontinuités.

4.5 Conclusion et perspectives

Dans ce chapitre, nous avons développé le premier algorithme ¢ »-TV a la volée pour la
détection de discontinuités dans des données vectorielles. Les performances d’estimation de
la solution proposée sont comparées a une solution naive ou la solution du Probleme 3.1 est
calculée dans une fenétre glissante, et montrent un gain significatif en temps de calcul ainsi
qu’une meilleure localisation des discontinuités.

Hormis une examination minutieuse des conditions de KKT du Probleme 3.1, I’étape clef
de Palgorithme réside dans la mise a jour et le controle des bornes inférieures et supérieures
de la variable duale a l'intérieur d’un tube de rayon A. Un algorithme & la volée est dérivé en
découplant les conditions KKT grace a l'introduction d’un vecteur auxiliaire z, nécessitant
d’étre estimé, qui fournit I'information sur 'angle de contact entre la « taut string > et le
tube. Son estimation affecte fortement la qualité de la solution. Actuellement, son estimation
a la volée est accomplie en sélectionnant (selon un critére) une valeur parmi un ensemble
prédéfini Q. Nous avons montré que la taille de Q permet de régler le compromis désiré entre
la qualité de la solution et le temps de calcul inhérent & I'application d’intérét.

De plus, la méthode proposée pourrait également s’étendre a d’autre choix de norme de
pénalisation ¢, (p > 1) dans le membre de droite de (3.12), mais nécessiterait toujours
I'estimation de z & l'intérieur d’une boule ¢, de rayon A. Il serait également intéressant
de développer une méthode d’estimation & la volée lorsque 1’hypothese selon laquelle z est
constant par morceaux est relachée.
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I'invariance d’échelle puisque la plupart des contextes d’application modernes impliquent 1’en-
registrement de séries temporelles multivariées qui nécessitent alors d’étre analysées conjoin-
tement. Le mouvement Brownien opérateur fractionnaire (OfBm) est une extension multi-
variée naturelle des fBms. Il a été récemment défini et étudié dans [9, 65, 64, 45] comme
le seul processus multivarié gaussien autosimilaire a accroissements stationnaires. Pour un
processus { X () }er ott X(t) = (X1(t),..., Xar(t)) ", autosimililarité multivariée implique
que 'exposant de Hurst H fasse maintenant place a une matrice de Hurst

H = WdiagHW ™! (5.1)

ou W représente une matrice de mélange M x M inversible, et H est un vecteur de dimension
M composé des exposants de Hurst. Les OfBm sont alors caractérisés entierement par la
connaissance de H, W et la matrice de covariance Xx = EX (1)X(1)*.

Travaux préliminaires. Les OfBm ont pour l'instant été trés rarement utilisés dans les
applications, surtout parce que leur utilisation dans le cadre général requiert ’estimation de
M + M? + M(M — 1)/2 parametres de natures tres différentes. Toutefois, dans le cas ou 'in-
variance d’échelle se produit composante par composante (cas correspondant a W diagonale),
'identification des OfBm a été minutieusement étudiée [9] et souvent utilisée en applications
(cf. e.g., [6, 43]). L’identification a également été récemment achevée pour W non diagonale,
mais avec des hypotheses plus restrictives sur ¥ x [63]. Encore plus récemment, un estimateur
général du vecteur des exposants de Hurst H dans le cadre bivarié, i.e., M = 2, a été proposé
dans [4], mais il requiert des hypotheses supplémentaires pour l'estimation des parameétres
W et X x. La construction d’un paradigme d’estimation multivarié complet reste toujours un
probleme ouvert dans la littérature.

Contribution. La contribution de ce chapitre est double. Premierement, l’identification
complete des OfBm bivariés (M = 2, Biv-OfBm) est formulée comme un probleme de
régression non linéaire dans le domaine des ondelettes. Deuxiemement, une solution algo-
rithmique est établie grace a une procédure de séparation-évaluation, qui est essentielle due
a la nature hautement non convexe du probleme d’optimisation proposé.

Les définitions et propriétés des OfBm sont rappelées a la Section 5.1. Une paramétrisation
parcimonieuse du processus est également proposée et permet de prévenir de potentielles
indéterminations paramétriques des OfBm [65]. Dans la Section 5.2, les propriétés du modele
paramétrique et du spectre en ondelettes des Biv-Ofbms sont explicitement établies et cal-
culées. Cela constitue un cadre mathématique pour la méthode d’estimation proposée. L’iden-
tification complete des Biv-OfBm est formulée comme un probleme de minimisation dont la
solution est développée a partir d’une stratégie de séparation-évaluation (cf. Section 5.3). La
consistance et la normalité asymptotique de I’estimateur proposé sont établies théoriquement
dans le cas général multivarié (cf. Section 5.4), et évaluées numériquement dans le cadre bi-
varié a ’aide de simulations de Monte Carlo conduites sur un grand nombre de Biv-OfBm
synthétiques (cf. Section 5.5). Les comparaisons avec les estimateurs des exposants de Hurst
proposés en [4] sont également rapportées.

Référence. Ce chapitre s’appuie sur la contribution [85] et est le résultat d’une collaboration
avec G. Didier. Les routines MATLAB pour l'identification et la synthese des Biv-OfBm sont
disponibles a I’adresse suivante http://perso.ens-1lyon.fr/jordan.frecon.
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5.1 Autosimilarité multivariée et OfBm

5.1.1 Autosimilarité multivariée

Nous avons vu (voir Définition 1.1) que la propriété d’autosimilarité d’un processus uni-
varié X est définie par :

{X(8)her “2" (a7 X (t/a)}er  (Va > 0). (5.2)

Par analogie, si X = (X1,..., Xys) " désigne & présent un processus multivarié, I'extension
vectorielle de (5.2) prend la forme suivante :

Définition 5.1 (Autosimilarité multivariée). Soit un X = (X1,..., Xp)" un processus mul-
tivarié. X est dit autosimilaire s’il vérifie la relation suivante :

(X (O her "2 {EX (t/a) bier  (Va > 0), (5.3)

ot l’exposant d’échelle est la matrice de Hurst

H = WdiagHW ™! (5.4)
et ot
+o0
L .= "log"(a)H" /K!. (5.5)
k=0
Dans Uexpression (5.4) ci-dessus, H = (Hy, ..., Hyr) €]0,1[™ désigne le vecteur des expo-

sants de Hurst et W € RMXM est une matrice de mélange.

5.1.2 Mouvement Brownien opérateur fractionnaire

Considérons M mouvements Brownien fractionnaires X = (Xq,..., X M)T d’exposants de
Hurst respectifs H = (Hy,... Hy) et tels que (voir Définition 1.2)
(Yme{l,...,M}) Xx, =EX,(1)X,,(1) =02 (5.6)

m*

Une premiére extension multivariée du modele fBm consiste a considérer que les M com-
posantes puissent étre corrélées. On parle de mouvement Brownien fractionnaire multivarié
(mfBm) [10]. Dans ce cas, la matrice de covariance

Yx =EX(1)X*(1) = (Uxmaxnpxm,xn)1§m§M,1§n§M (5.7)

ol px,. x, désigne la corrélation entre les composantes X,, et X,,. Il a été montré dans [10, 64]
que le processus X est correctement défini (i.e., la matrice de covariance EX () X™*(s) est
toujours définie positive) sous certaines conditions sur H et X x, rappelées dans la proposition
suivante :

Proposition 5.1 (Condition d’existence des mfBms [10, 64].). Soit un fBm multivarié
X = (X1,...,Xu)" caractérisé par les exposants de Hurst H = (Hy, ..., Hy), les variances
(02,....,0%,) et les corrélations inter-composantes (px, xm)1<m<M,i<n<nr- Alors X est cor-

rectement défini si et seulement si

OxmOxn

. T
det ( P <§(Hm + Hn)) T(Hy + Hy, + 1)>1<mSM > 0. (5.8)

1<n<M
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Lorsque X est bien défini, la propriété d’autosimilarité (voir Définition 5.1) se simplifie
en :

(X1(at), ..., Xar(at) her "2 (a1 X1 (1), . .., a®¥ X0 () bier, Ya > 0. (5.9)

Dans ce cas, la matrice de mélange W est diagonale et X est invariant d’échelle composante
par composante. L’estimation des parametres peut alors étre conduite indépendamment sur
chacune des auto-composantes et composantes croisées (cf. [9, 45] pour une étude théorique
des performances d’estimation, ou [43] pour méthode d’estimation basée sur les ondelettes et
appliqué sur des données réelles).

Cependant, dans le cas général 'autosimilarité multivariée peut étre couplée a travers
les composantes. Les définitions les plus générales des OfBm ont été formulées en [9, 65,
64, 45] comme étant le seul processus Gaussien multivarié autosimilaire & accroissements
stationnaire :

Définition 5.2 (Mouvement Brownien opérateur fractionnaire (OfBm)). Soit W € RM*M
une matrice inversible et {X (t)}ier un fBm multivarié avec pour exposants de Hurst H =
(Hy,...,Hy) €]0,1[M. On appelle OfBm, le processus {Y (t)}ser défini par

{Y(t) b ter = {WX(#) }rer- (5.10)

Alors Y est un processus gaussien autosimilaire d accroissements stationnaires avec pour
matrice de Hurst H = degﬂW*1 entierement caractérisé par sa fonction de covariance

EY ()Y (s)" = WEX ()X (s)"W™, (5.11)
avec (Ym,n € {1,...,M})
% _ 9%mTxn Pxm,Xn m+Hn m+Hn m+Hp
EX,,(t) Xn(s) :f(mH T | g Hm g g HmtHn) (5.12)

0l Ox,,, Ox,, P xn = EX (1) X0 (1)*.

Lorsque W n’est pas diagonale, le comportement en échelle sur chacune des composantes
de Y consiste en une somme de lois de puissances. Par conséquent, la conception d’estima-
teurs dans le cadre multivarié ne peut pas reposer sur une extension directe des procédures
univariées usuelles.

Pour finir, notons que les propositions et définitions présentées ici correspondent & une
sous-famille de fBm et d’OfBm. Dans la suite de ce manuscrit nous considérons donc que les
hypotheses suivantes sont satisfaites.

Proposition 5.2 (Hypotheses sur 'OfBm {Y () }icr)-

(OFBM1) {Y (t)}ier est un OfBm a valeurs dans RM ayant pour parameétre de Hurst H,
non nécessairement diagonalisable, dont les valeurs propres satisfont 0 < R(Hp,) < 1,

(Yme{l,...,M}).
(OFBM2) EY (t)Y (t)*, t # 0, est une matrice de plein rang.
(OFBMS3) {Y (t)}ier est un processus stochastique réversible dans le temps.
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5.1.3 Modele paramétrique et indéterminations
Puisque Y = WX est inversible, nous pouvons montrer que
Y, =EY@)Y (1) = WEX ()X (t)"W* = WEL(t)W™ (5.13)

révele trois formes d’indétermination dans le modele paramétrique introduit a la Définition 5.2.
Ces dernieres sont rassemblées dans la proposition suivante.

Proposition 5.3 (Indéterminations dans le modeéle paramétrique des OfBm). Soit Y = WX
un OfBm défini en Définition 5.2. Alors Y posséde les indéterminations suivantes :

1. Soient Tx = diag(oy,,...,0x,,) et ¥x = TxCxT% la matrice de covariance de X ot
Cx = (Pxmmxn) 1<m<M,1<n<M - Alors,
Y=WX=WX (5.14)

ot W'=WTx et X' =Tx'X.
2. Soit1I € {0, I}MXM une matrice de permutation, i.e., qui ne contient qu’un seul élément
non-nul et valant 1 par colonne et par ligne. Alors,

Y=WX=WX, (5.15)
o W =WIILet X' =1TX.
3. Soient S une matrice diagonale ayant pour entrées £1 et X' = SX. Alors,
Y=WX=WJX|, (5.16)
ou W' =WS.

Afin de lever les trois indéterminations mentionnées précédemment, nous adopterons dans
toute la suite les trois conventions suivantes :

Proposition 5.4 (Conventions sur W et H).

1. Les colonnes de W sont normalisées a 1.
2. Les exposants de Hurst vérifient Hy < ... < Hyy.

3. Les entrées diagonales de W sont positives.

5.2 Analyse en ondelettes des Biv-OfBm

Dans cette section, nous commencons par particulariser les définitions et conventions
précédentes au cas bivarié, i.e., M = 2. Puis, nous présentons un modele paramétrique du
spectre en ondelettes en guise d’extension bivariée de I’Exemple 1.3.

5.2.1 Modele paramétrique des Biv-OfBm

Lorsque M = 2, la condition d’existence des mfBms (voir Proposition 5.1) se réduit a la
condition suivante :

Proposition 5.5 (Condition d’existence des Biv-fBms [10, 64]). Soit un Biv-fBm X =
(X1, X2)" caractérisé par les exposants de Hurst H = (Hy, Hz) €]0,1[% et la corrélation
inter-composantes pyx = px, x,. Alors X est correctement défini si et seulement si
g(Hi,Hs, px) =T(2H1 + 1)T'(2H2 + 1) sin(w H; ) sin(w Ha)
— p2D(Hy + Hy + 1)?sin®(n(H, + Hy)/2) > 0. (5.17)
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FIGURE 5.1 - Exemple de réalisation d’OfBm. (a) Biv-fbm X de parametres (H; =
0.4,Hy = 0.6,04, = 2,0x, = 1,px = 0.5). (b) Biv-OfBm Y = WX avec W défini pour
B=06¢ty=—02 (ct (5.19)).

L’ensemble des régions pour lesquelles (Hy, Ho, px) satisfait (5.17) est illustré par la Fi-
gure 5.4 (gauche). Un exemple de Biv-fBm est également représenté par la Figure 5.1 (a)
pour (Hy =04,Hy = 04,04, =2,0x, =1, px = 0.5).

A présent, nous arrivons a la définition générique a 7 parametres des Biv-OfBm que nous

utiliserons dans la suite de ce manuscrit :

Proposition 5.6 (Modele paramétrique des Biv-OfBm). Soit {X(t) }er un Biv-fBm avec
pour exposant de Hurst H = (Hy, Hy), ou 0 < Hy < Hy < 1, et tel que

2
EX(1)X(1)*=( %= UXl%pX) , 5.18
Wy =(, % (5.18)
et soit une matrice de mélange définie par
1 B
W= VI VEE gy {6 €11, (5.19)
ViR Vi velh 1

Alors le Biv-OfBm {Y (t) = WX(t) }4er introduit a la Définition 5.2 est entiérement ca-
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ractérisé par les 7 paramétres suivants

6= (HlaH27pX70.X170-X27677)‘ (520)

Un exemple de Biv-OfBm est illustré par la Figure 5.1 (b) pour © = (H; = 0.4, Hy =
04,04, = 2,04, = 1,px = 0.5,8 = 0.6,y = —0.2). Nous remarquons qu'il est difficile de
reconnaitre apres le mélange (cf. Figure 5.1 (b)) les composantes du Biv-fBm avant le mélange
(cf. Figure 5.1 (a)).

5.2.2 Spectre en ondelettes

Nous proposons de nous intéresser ici a la fonction de partition de Y a l'ordre 2 (voir
Définition 1.7) définie a partir des coefficients d’ondelettes, également appelée spectre en

ondelette, que nous noterons .
E(2)) =EDy(j,-) Dy (5, -)" (5.21)

ou Dy désigne les coefficients d’ondelettes bivariés de Y :

Définition 5.3 (Coefficients d’ondelettes bivariés). Les coefficients d’ondelettes discrets bi-
variés de {Y (t) = (Y1(t), Ya(t)) }eer @ léchelle 27 et a la position 27k sont définis par

(Dy (4, k) = (Dy, (j, k), Dy, (5, k), (5.22)

ot Dy, (j, k) et Dy,(j, k) sont respectivements les coefficients d’ondelettes de Y1 et Yo (voir
Définition 1.9). Pour une introduction détaillée aux transformées en ondelettes, nous invitons
le lecteur a se référer a, e.g., [139].

Dans la suite, nous supposerons que 'ondelette mere 1)y choisie pour le calcul des coeffi-
cients d’ondelettes vérifie les conditions suivantes :
Proposition 5.7 (Hypotheses sur I'ondelette mere ¢g € L'(R)).
(W1) Ny > 2.
(W2) supp(v) est un intervalle compact.
(W8) sup;er [Yo(t)|(1 + [t])* < oo pour o > 1.

Les propriétés des coefficients d’ondelettes des OfBm ont été étudiées en détail dans le
cadre multivarié dans [4]. Dans la suite cette section, nous rappellerons seulement quelques

propriétés élémentaires et développerons le nécessaire pour l'identification complete des Biv-
OfBm.

5.2.2.1 Mélange de lois de puissance

A partir de (5.9) et Y = WX, nous pouvons montrer que le spectre en ondelette s’écrit [4,
85] :

EDy(j, ) Dy (j, )" = W2iHEHd/2) goi(a+1d/2) -+ (5.23)
" 0)2(177H1 PxOx; OxaT) Hy+Hy
Eo = EDy(0,)Dy(0,)* = (pxaxlamnw o o > ) (5.24)
et 1 2
=3 /R |u|2hdu/R¢0(v)¢0(v —u)*dv > 0. (5.25)

A partir de la paramétrisation des Biv-OfBm introduite a la Proposition 5.6, le spectre
en ondelettes possede la forme explicite suivante :



104 CHAPITRE 5. REGRESSION NON LINEAIRE POUR L’ANALYSE D’OFBM

Proposition 5.8 (Modele paramétrique du spectre en ondelettes des Biv-OfBm). Soit un
Biv-OfBm {Y (t) }+cr entiérement paramétré par © = (Hy, Ha, px, 0x,,0xy, 8,7) (c.f. Propo-
sition 5.6), alors son spectre en ondelettes a ’échelle 27 posséde la forme suivante

. s ; En1(27,8) E2(27,0)
. N = J = N )
EDy(j,-)Dy(j,")" = E(2",0) <E12(2J,®) En(20) ) (5.26)
avec
En(2,0)= (1++)7" o2 ng, 2/ T
+28(1 +52 -1/2(9 4+ A2 —1/2 <O O T Hy 4 Ho 97 (Hi+Hz+1)
Y Px0x,0x57] !
+ 821+ pH)7! 02,0, 2 CH2AD, (5.27)
E12(2j, 0)=—~(1+ 72)—1 0)2(17711,1 0 (2H1+1)
+ (1= B+ )T PA+A)T2 peosg oy e, 27D
2
+p(1+ %) of, 20T (5.28)
Fyy(27,0) = ~*(1+~H)71 azlnH12j(2H1+1)
—29(1+ )7+ peon o, 2D
2
+(1+ 827! o2 np, 20 FH2 D), (5.29)

5.2.2.2 Indétermination supplémentaire

Les équations (5.27), (5.28) et (5.29) révelent que |E11(27,0)|, |E12(27, ©)] et |E2(27,0)|
sont invariants par la transformation (8,7, px) = —(53,7, px). Par conséquent, dans la suite
nous restreindrons la définition de pyx & px > 0.

5.2.2.3 Spectre en ondelettes empirique

Pour une réalisation Y € RY donnée, nous ferons usage de I’estimateur de la variance
d’échantillon de EDy(j,-)Dy(j,-)* :

1Y N

J k=1

ol N; désigne le nombre de coefficients d’ondelettes a 1’échelle 27, La Figure 5.2 illustre que
S(27) est un estimateur satisfaisant de EDy (3, ) Dy (4, )*.

5.3 Reégression non linéaire pour l’identification d’OfBm

5.3.1 Formulation variationnelle du probleme d’identification d’OfBm

Estimer le vecteur © des parametres de Biv-OfBm est un probleme difficile puisque les
entrées du spectre en ondelettes (ou de Fourier) sont un mélange de lois de puissance (cf.
Egs. (5.27)-(5.29)). Par conséquent, nous pouvons écarter ’extension directe des techniques
univariées usuelles car elles ne permettraient d’estimer seulement ’exposant de Hurst domi-
nant [205], i.e., Hy. Pour cette raison, nous proposons de formuler I'identification compléte
de Biv-OfBm (i.e., 'estimation de ©) comme le probleme de minimisation suivant :
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30
20 2
10 1
0
1 ]'5: log, ;coale 18 ! j5= log, 5100ale 18 1 j5: log, ;coale 18

FIGURE 5.2 — Spectre en ondelettes. Superposition de log, |E, (27, 0)| (rouge, '+’) et
logy |Sp. (27)| (noir) (avec (p,p’) = (1,1),(1,2), (2,2) de gauche & droite) pour une réalisation
de Biv-OfBm avec © = (H; = 0.4, Hy = 0.8,px = 0.1,04, = 1,0, = 1,8 = 0.5, = 0.5). La
différence absolue entre les données et le modele est représentée en bleu pointillé.

Probléeme 5.1 (Régression non linéaire pour lidentification de Biv-OfBm). Soient une
réalisation d'un Biv-OfBm Y = (Y1,...,Ya)T € RMXN ¢t (j1,j0) tels que 1 < j; <
j2 < logy N. Le probleme d’identification de Biv-OfBm est formulé comme le probléeme de
régression non linéaire des coefficients d’ondelettes suivant®

~

oM = argmin Cyn(0), (5.31)
0€eQp
avec '
On(©) =D ) (1082 [Siis(27)] — logy |Eiy in(27,0)])", (5.32)
t1,2=1j=n

11 <ig
ou S(27) et E(27,0) désignent respectivement l'estimateur empirique (5.30) et le modéle
paramétrique (5.27)-(5.29) du spectre en ondelettes de Y a I’échelle 27.

Remarque 5.1. Lutilisation de logy, permet d’assurer que toutes les échelles 27 (Vj €
{j1,-.-,72}) contribuent également au critére Cy.

L’espace de recherche Qy permet d’incorporer les informations a priori sur le vecteur
paramétrique © = (Hy, Ha, px, 0x,, 0x,, 3,7) sous formes de contraintes. Nous résumons ci-
dessous I’ensemble des contraintes et conventions :

— Condition g(Hi, Ha, px) > 0 (cf. Proposition 5.5)
— Condition py € [0,1] (cf. Section 5.2.2.2)
— Conditions 0 < H; < Hy < 1 et (3,7) € [-1,1]? (cf. Proposition 5.6)

Remarque 5.2. La contrainte g(Hy, Ha, px) > 0 implique que 0 < H; <1 et 0 < Hy < 1.

Dans un souci de faisabilité, nous restreignons davantage (oy,,0x,) € [0, 0max]?, avec

Omax = ,/3}2,1 + 8}2,2, ou 8}2,m désigne l'estimateur de la variance des accroissements de Y,,.

Nous aboutissons finalement a 1’espace de recherche suivant :
QO = {@ = (Hl) HQaan O-X1aO-X27Ba'7) € R7 |
0 € [0,1]® x [0, omax)® x [~1,1]%,
g(H1, Ha, px) > 0, Hy < Hz}- (5.33)

1. L’exposant - a été ajouté afin de faire référence au M-estimateur dont nous apporterons des détails
théoriques dans la Section 5.4.
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Initialization k=1 I
Qo Lo Q1 =R1URs L Qo =R1URy UR Loy

FiGURE 5.3 — Illustration de P’algorithme séparation-évaluation.

Le Probleme 5.1 est un probleme de minimisation compliqué pour deux raisons. La
premiere, car il consiste & démélanger plusieurs lois de puissances, ce qui mene a une fonction-
nelle & minimiser C'(©) hautement non convexe. La deuxiéme, car les parametres a estimer
dans © (exposants d’échelle, parametres de mélange, variances et corrélations) sont de na-
tures tres différentes. Nous détaillons dans la section suivante une méthode originale pour
trouver le minimum global du Probleme 5.1 & ’aide d’un algorithme séparation-évaluation
(< branch-bound ).

5.3.2 Algorithme séparation-évaluation pour les probléemes de minimisa-
tion globale

Les algorithmes séparation-évaluation sont essentiellement des méthodes d’énumération
intelligentes. Ils permettent de résoudre une large variété de problemes d’optimisation non
convexes sous contraintes [109, 120, 152, 178|.

Dans le contexte du probleme d’identification d’OfBm, nous cherchons le minimiseur
global du Probleme 5.1. Pour se faire, I’algorithme consiste a partitionner (< branching >)
I’espace de recherche Qq en des sous-régions de plus en plus petites, a borner le minimum
global de C sur chacune des ces sous-régions, puis a identifier celles susceptibles de contenir
le minimum global. Cette procédure peut étre reformulée en 4 étapes répétées jusqu’a ce
qu’un critére d’arrét soit atteint :

- Sélection. Choisir une région R de I’espace de recherche et la relaxer en un ensemble convexe
fermé (i.e., un intervalle) tel qu'illustré en pointillés sur la Figure 5.3.

- Séparation. Diviser R en deux plus petites régions R, et R telles que R = Ry U Ry et
Ra NRy = 0.

- Encadrement. Calculer les bornes inférieures et supérieures de Cn sur R, et Rjp. Les
bornes supérieures sont obtenues en évaluant Cy n’importe ou dans la région d’intérét. Les
bornes inférieures sont calculées en ayant recours aux techniques d’arithmétique par inter-
valles [153, 117, 154]), qui combinent des opérations élémentaires afin d’obtenir une borne
inférieure grossiere d’une fonction, ici C'y sur n’importe quel intervalle.

- Elaguement. L’élaguement est guidé par trois mécanismes : éliminer les régions ne satis-
faisant pas les contraintes (infaisabilité); éliminer les régions dont la borne inférieure est
plus grande que la plus petite borne supérieure sur toute autre région de Qg puisqu’elles ne
peuvent pas contenir le minimum global (borne) ; éliminer les régions dont la taille, selon tous
les parametres, a atteint la précision fixée par l'utilisateur (taille).

Le principe de 'algorithme est illustré Figure 5.3. A 1’étape d’initialisation (k = 0,
gauche), Qp est relaxé en un ensemble convexe (pointillés) sur lequel sont calculées les bornes
(Lo, Up) du minimum global de Cy, i.e., Ly < mingeg, Cn(0) < Up. A la premiere itération
(k =1, centre) Qp, est scindée en R; et Ra, et les bornes (L1,U;) et (Lg,Us) sont calculées
sur leur relaxation convexe respective. A la deuxiéme itération (k = 2, droite), la région
R2, apparaissant la plus prometteuse car Ly < L (stratégie de recherche < best-first »), est
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ha 00 hy

FIGURE 5.4 — Illustration de la contrainte de faisabilité des OfBm. Ensemble
{(H1, Ha, px) € [0,1]® | g(H1, Ha, px) > 0} (gauche) et son approximation intérieure P =
UA% P; (droite) pour A = 50.

scindée en Ra; et Rag. De la méme maniere, des bornes (La1, Ua1) et (Lag, Uazz) sont calculées
sur leur relaxation convexe respective. On observe que puisque L1 > min(Us1, Usg), alors Ry
ne peut pas contenir le minimum global et peut étre éliminée avec certitude de ’espace de
recherche. Le raisonnement est identique pour les itérations suivantes.

Les performances de I'algorithme de séparation-évaluation dépendent fortement de deux
étapes clefs : la relaxation convexe et I’encadrement du minimum de C'y. Dans la suite, nous
nous intéressons a ces deux étapes particularisées a la résolution du Probleme 5.1.

5.3.3 Algorithme séparation-évaluation pour l’identification de Biv-OfBm
5.3.3.1 Relaxation convexe

Par nature, les techniques d’encadrement basées sur l’arithmétique par intervalles s’ap-
pliquent seulement a des intervalles, ¢’est-a-dire a des ensembles convexes fermés. Par consé-
quent, 'utilisation de cette technique dans une procédure de séparation-évaluation, nécessite
de relaxer chaque sous-région R en un ensemble convexe. En particulier, ceci est vrai des
I’étape d’initialisation ou nous devons fournir une relaxation convexe de ’espace de recherche
Qy, illustrée Figure 5.3 (gauche) en traits pointillés. Cependant, dans le cas présent, nous ne
pouvons pas relaxer la contrainte non convexe g(Hi, Ha,px) > 0 car elle assure la faisabi-
lité de la solution (cf. Proposition 5.5). A la place, nous proposons d’approcher Qg par une
relaxation convexe intérieure détaillée dans la proposition suivante :

Proposition 5.9 (Approximation Sy de l'espace de recherche Qp). Soient Qg [’ensemble
défini en (5.33) et A € N*. Alors Qg peut étre approché par une relaxation convexe intérieure

Sy composé de l'union de A? ensembles convezes C;, i.e., <So = UiAlei) C Qq et mfjlci =0,
définis par
Ci= {6 = (H1>H27PX7UX170xzaB,’Y) € R7 ‘

O € P; % [0, omax]? X [-1, 1] Hy < HQ}, (5.34)

et ou (77 = U£1Pi> C {(H1,Ha, px) € [0,1]? | g(H1,Ha, px) > 0} est obtenu en divisant

(Hy,Hy) € [0,1)2 en carrés T; a partir du pas de discrétisation A~' et en définissant
Pi = Ti x [0, pi] ot p; est la plus grande valeur telle que (V(Hy, Ha) € T;), g(H1, Ha, p;) > 0.
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0.37 < (1 +92)"Lo2 mp, 27+ <6.19

[0.8,3.68] [0.47,1.68]

[0.8,0.92 [15.95,27.94]

[0.3,0.5] [1,2] [0.5,0.7] [0.5,0.7]

(a) Décomposition en arbre de calcul (noir) et obtention des bornes
par propagation des intervalles (bleu).

0.37 < (147%) o7, np, 20+ <649 2.01

04€[03,05 15¢[1,2]  0.6<[05,0.7 0.6<[0.5,0.7]

(b) Raffinement de la borne supérieure (rouge).

FicUrE 5.5 — Illustration de la méthode d’encadrement par ’arithmétique par
intervalles.

La relaxation convexe intérieure proposée a 'avantage de nécessairement satisfaire la
contrainte g(Hy, Ha, px) > 0, ce qui est un bénéfice majeur en pratique car les régions infai-
sables ne seront pas explorées par 1’algorithme.

La Figure 5.4 illustre la qualité de 'approximation P pour A = 50 que nous utiliserons
dans la suite.

5.3.3.2 Encadrement via Parithmétique par intervalles

Les techniques basées sur 'arithmétique par intervalles sont utilisées en pratique pour
calculer la borne inférieure d’une fonctionnelle C'y sur un ensemble convexe R [153, 117, 154].
Elles reposent sur la décomposition explicite de C'y en plusieurs fonctions élémentaires telles
la somme, le produit, l'inverse, le carré, le logarithme, ’exponentielle, ..., appelée arbre de
calcul.

Par souci de lisibilité, nous ne détaillerons pas I’arbre de calcul associé au critere Cn
mais seulement celui associé au premier terme de (5.27), illustré sur la Figure 5.5 (noir).
Les feuilles de I'arbre (la ligne du bas en noir) consistent en une ou plusieurs occurences des
variables présentes dans ©. Chaque noeud du graphe correspond a une fonction élémentaire
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s’appliquant a son ou ses fils. Par conséquent, (1 + 72)_10)2(1 N, 2 (2H1+1) peut étre formé en
parcourant 'arbre depuis les feuilles jusqu’a la racine.

Supposons & présent que nous cherchons & borner (1++2)~ 102 \H, 2J(2H1+1) gur un inter-
valle R ot v € [0.3,0.5], oy, € [1,2] et Hy € [0.5,0.7]. De la méme maniére, un encadrement
peut étre obtenu en propageant les intervalles depuis les feuilles jusqu’a la racine (voir Fi-
gure 5.5a en bleu). La littérature sur 'arithmétique par intervalles fournit un encadrement
pour la plupart des fonctions élémentaires dont certaines sont rappelées ci-dessous :

Exemple 5.1 (Opérations usuelles en arithmétique par intervalles).
— [2,Z] x [y, 7] = min{z X y,z X J,T X y,T X}, max{z X y,z X Y, T X y,T X J}]
=1

La seule fonction non-élémentaire présente dans la décomposition de Cy est h — np,
définie in (5.25) et illustrée Figure 5.6, pour 'ondelette orthogonales de Daubechies la moins
asymétrique g avec Ny, = 2. A partir de I’étude de sa monotonicité, nous pouvons dériver
I’encadrement empirique suivant :

Proposition 5.10 (Fonction n en arithmétique par intervalles). Soient un ensemble [h, h] C
[0,1] et la fonction h — ny, défini en (5.25) pour l'ondelette orthogonale de Daubechies la
moins asymétrique 1y avec Ny, = 2 moments nuls. Alors

(M1 ng], sih < 0.3,
Mug = 4 7 7mls sih>0.3, (5.35)
[min(n;,7p),0.071], autrement.

La propagation des intervalles permet d’obtenir un encadrement grossier du minimum
global de C'y sur chaque région R. Notons qu’une simple évaluation de Cy pour n’importe
quel valeur © € R, et en particulier au milieu de R, produit également une borne supérieure
du minimum global. En pratique, cela permet de raffiner ’estimation obtenue par propagation
d’intervalles comme illustré Figure 5.5b (rouge).

5.3.3.3 Algorithme séparation-évaluation

L’identification complete des Biv-Ofbm est obtenue via la séquence des opérations de
I’Algorithme 8.

5.4 Performances d’estimation : étude théorique asymptotique

Dans cette section, les propriétés asymptotiques de la solution exacte (:)AN4 (voir (5.31))
sont étudiées théoriquement dans le cadre général des OfBm multivariés [9, 65, 64]. En
d’autre mots, les résultats qui seront énoncés ne sont pas restreints au cadre bivarié de la
Section 5.1. Nous généralisons donc la somme dans la fonction objective (5.32) aux indices
i1, =1,...,M > 2.

L’ensemble des énoncés présentés dans cette section sont dus a G. Didier. Les démonstrations
peuvent étre retrouvées dans I’Annexe C.1.
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FIGURE 5.6 — Illustration de la fonction h — 7. Elle est ici représentée pour I'ondelette
orthogonale de Daubechies la moins asymétrique vy avec Ny = 2 moments nuls.

Algorithme 8 séparation-évaluation pour l'identification de Biv-OfBm

Entrée : Spectre en ondelette empirique S(27), j = j1,..., j2.
Modele paramétrique du spectre en ondelette E(27,0).
Précision maximale § sur chacun des parametres de ©.
Parametre de relaxation convexe intérieure A.

Tant que S, # () faire
(Sélection) Sélectionner la région R C S avec la borne inférieure la plus faible L (stratégie de
recherche < best-first ).

7 (Séparation) Diviser R en R, et R} tels que R = R, U Ry et R, NRy = 0, selon son plus
long coté, ou la longueur d’'un coté est défini relativement & la précision maximum ¢ fixée par
I'utilisateur.

8: (Encadrement inférieur) Calculer les bornes inférieures de Cy sur R, et Ry, & laide de
I’arithmétique par intervalles.

9:  (Encadrement supérieur) Calculer la borne supérieure de Cn sur R, (resp. Ry), en évaluant
Cn(©) pour O choisi au centre de R, (resp. Ryp).

10:  (Branchement) Mettre a jour le partitionnement Si41 = (Sp\R) UR, U Ry,
11:  (Elaguement) Supprimer d’éventuelles régions R* de Si1 soit par non optimalité, infaisablité
ou par taille, i.e. Sgy1 + Skp+1\R*. Rajouter dans S les régions de Sk41 qui ont été supprimées

1: Fixer S =), Sy = UiAlei et kK =0.

2: Calculer les bornes inférieures I; de Oy sur C; (Vi =1,...,A2%).
3: Calculer les bornes supérieures u; de C sur C; (Vi =1,...,A?).
4: Fixer U = min(uq,...,ua2) et L =min(ly,...,la2).

5:

6:

par taille ; Supprimer les régions S par non-optimalité.
12:  Fixer k«+ k+1
Sortie : Liste des régions candidates S obtenue pour la précision §.
Région Spuin € S avec la borne inférieure la plus faible.
L’estimateur a la précision § est le milieu de Sy, et est noté

ONBE, (5.36)

5.4.1 Normalité asymptotique du spectre d’ondelettes

Le comportement asymptotique de l'estimateur (:)% tire partie de la normalité asympto-
tique (& échelle fixe) de la variance des ondelettes. Sous les hypotheses (OFBM1-3) et (W1-3),
la normalité asymptotique du spectre d’ondelettes peut étre établie a partir d’'un argument
pratiquement identique a celui utilisé en [4, Théoréme 3.1]. Pour le confort du lecteur, nous
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rappelons laffirmation ci-dessous :

Théoréme 5.1. Supposons que les hypotheses (OFBM1-3) et (W1-8) soient vérifiées. Soit

F e S(@m, R) 2 la matrice de covariance asymptotique énoncée en [4, Proposition 3.3].

Alors,
(VE; (vecsS(27) - vecsE(2/,0))) S g, (5.37)

J=J15e-202
. . o dd.f .
lorsque N — 00, ou ji < ...<jaetm=jo—j1+1etZ =" Npwr (0,F), oivecs est
2

lopération qui rassemble en un vecteur la partie triangulaire haute d’une matrice symétrique :

vecs(S) = (s11,...,81P;-..;8P—1,P—1,5P—1,P; SP.P)"" (5.38)

5.4.2 Consistance de ’estimateur 6%

Soit O le vecteur des vrais parametres. Afin de prouver la consistance de Uestimateur 047,
nous avons besoin d’introduire les hypotheses suivantes sur la paramétrisation © :

Proposition 5.11 (Hypotheses sur le vecteur paramétrique ).

(P1) L’espace de recherche Z C Qg (voir (5.33)) est un ensemble compact a dimension finie
et

O € intE. (5.39)
(P2) Pour un j* € {ji,...,j2},
© # 0 = |Eixri:(27,0)] # |Eiz iz (27, 0)] (5.40)

pour un couple (i%,13).

(P3) (Fir iz € {1,.... P}), (V] € {1, - J2}),
E;, ,(27,0) £0. (5.41)

(P4) L’application ‘
©— E(27,0) (5.42)

est trois fois continument différentiable sur int =.

Sous I'hypothese (P3), les fonctions logy |y 4,(27,0)|, (Viy,ia € {1,...,M}), sont bien
définies. Ce fait et le Théoreme 5.1 impliquent alors que les fonctions log, |Si, 4,(27)|, (Vi1, ia €
{1,...,M}), sont bien définies avec probabilité tendant vers 1.

Pour sa part, 'hypotheése (P2) implique que la valeur absolue de chaque entrée de la ma-
trice cible E(27", ©) est (paramétriquement) identifiable, c’est-a-dire, qu'il existe une fonction
injective =3 © — |E(277, ©)].

La fonction objectif © ~ Cn(©) est une fonction de N, tout comme S(27), (Vj €

ijl, ..., J2}). Puisque Cy est continue et que Z est compact alors, pour tout N, un minimum
On est atteint asymptotiquement, d’ot la formation de la séquence suivante
{ON Iven- (5.43)

Toute séquence (5.43) définie un M-estimateur de ©, e.g., [203, Chapitre 5]. Le théoréme
suivant montre que la séquence d’estimateur (5.43) est consistant.

2. S(n,R) est espace des matrices symétriques réelles de taille n x n.
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Théoréme 5.2 (Consistance de 'estimateur (:)]\N/[) Supposons que les hypothéses (OFBM1-
3), (W1-8) et (P1-4) soient vérifiées. Alors, la séquence des minima (5.43) est un estimateur

consistant, 1.e.,
ON — © en probabilité. (5.44)

Remarque 5.3. L’unicité de (:)%[ pour un N donné n’est pas assurée par les conditions
(P1-4). Cependant, elle n’est pas requise parmi les hypothéses du Théoreme 5.2.

5.4.3 Normalité asymptotique de ’estimateur (:)%

Contrairement a la consistance de l'estimateur, la démonstration de sa normalité asymp-
totique requiert une hypothese supplémentaire énoncé dans la suite

Proposition 5.12 (Hypothese additionnelle sur le vecteur paramétrique ).

(P5) det(JZz 3 Ail,iz(zﬂ',é)Ail,iZ(zﬂ',@)*)>o, (5.45)

J=J1 1<i1 <io<M
ou 'on défini le vecteur A;, ;,(27,0)* = Vg log, |Eyy 1,(27,0)].

Théoréme 5.3. Supposons que les hypothéses (OFBM1-3), (W1-3) et (P5) soient vérifiées.
Soit {@%}NGN une séquence consistante de minima respectivement associé ¢ {Cn}nen. Alors

VN (©YM - 0) gy W, N — oo, avec (5.46)

J2 _
W (Y Y M@ O u@.0))

J=j1 1<iy <ip <M

J2 i )
21/2 Ay (20
'(Zlo 5 > Zi1,i2(2j)M), (5.47)
Jji=1 1<i1<ia<M 11712( , )

ot Z = (Z;,,i,(27)); est un vecteur aléatoire dont la distribution est obtenue dans la limite

faible (5.37).
Le résultat suivant est un corollaire du Théoréme 5.2 et du Théoreme 5.3.

Corollaire 5.1. Supposons que les hypothéses (OFBM1-3), (W1-3) et (P1-5) soient vérifiées.
Soit {©M1} yen une séquence consistante de minima respectivement associé a {Cn}nen. Soit
également {@%’BB}NGN un estimateur de la forme (5.36) satisfaisant

|eM — )PP a.s. (5.48)

” S N1/2+e

pour certaines constantes C' > 0 et ¢ > 0. Alors,
~ - d.d.
VN@OMPE _5) " W N = oo,
ot le vecteur aléatoire W est donné en (5.47).

Remarque 5.4. La Condition (5.48) est facilement satisfaite en pratique, puisque sur un
ensemble compact et pour un faible cotdt de calcul, I’algorithme séparation-évaluation garantit
de fournir une solution a une distance contrélée du vrai minimum.

Remarque 5.5. La condition technique (5.45) devrait étre satisfaite dans de nombreuz cas
d’intéréts discutés dans ’Annexe C.3.
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5.5 Performances d’estimation : étude empirique

5.5.1 Configurations expérimentales

Des simulations de Monte Carlo ont été réalisées pour quantifier les performances a taille
finie de I'estimateur @M BB,

Configurations expérimentales. Afin d’examiner I'influence de © sur les performances
d’estimation, 9 différentes valeurs de © ont été utilisées. Elles sont obtenues en variant la
corrélation entre les composantes (px = 0.1, 0.45 et 0.8) et les parametres de mélange (aucun
mélange, 8 = v = 0; mélange orthogonal, 5 = v = 0.5, et 8 = —y = 0.5, appelé mélange anti-
orthogonal). Trois tailles d’observations (court, N = 2!°, moyen, N = 2% et long, N = 2'8)
sont examinées. Les résultats sont rapportés ici pour (Hi, Hz) = (0.4,0.8). Des conclusions
similaires sont obtenues pour différents choix de (Hj, H2).

Pour chaque configuration ©, les performances d’estimation sont évaluées a partir de
diagrammes en boite calculés sur 100 copies indépendantes d’OfBm. La synthése des OfBm
est réalisée a I'aide de la toolbox multivarié mise au point dans [104, 105], cf. www.hermir.org.
Le cott de calcul est quant a lui quantifié en terme de pourcentage du nombre d’itérations que
nécessiterait un algorithme de recherche exhaustif sur grille. L’analyse en ondelettes est menée
a partir des ondelettes orthogonales de Daubechies les moins asymétriques [139]. Toutes les
échelles sont utilisées pour calculer C : j1 =1 < j < j2 = logg N — Ny, — 1. Les résultats sont
rapportés pour Ny, = 2. Il a été observé qu’augmenter Ny, n’améliorait pas les performances
d’estimation.

L’algorithme de séparation-évaluation proposé est mis en oeuvre pour Sy = Ufjlci avec
A = 50. L’'impact de la précision ¢ a également été étudié et est discuté dans la Section 5.5.4.

Etat de I’art. Les performances de @?V/[’BB, re-labellisé ©M , sont comparées contre deux
autres procédures d’estimation.

Dans la premiere, les exposants d’échelle (Hy, Hy) sont estimés a ’aide de I’estimateur uni-
varié du parametre d’Hurst appliqué indépendamment sur logsy S11(27) et logy S20(27) [205].
L’estimateur univarié de H; (resp. Hz) est obtenu en prenant le minimum (resp. maximum)
des coefficients de régression linéaire de log, S11(27) et log, S20(27) contre j € J® (resp.
j€J%), avec J® = {j1,..., Vﬁ”J} (petites échelles) et J° = {L11+J2J +1,...,j2} (grandes
échelles). On note (f[ U 1’:-\12U ) les estimées correspondantes.

Dans la deuxieme, les parametres (H 1, Ha, B) sont estimés a 1’aide d’un estimateur mul-
tivarié semi-paramétrique (H H ,BY ) proposé en [4], qui repose sur la structure propre
multi-échelle de S(27).

Les statistiques de (:)M, (ﬁfv,ﬁ;’v, W) et (ﬁlU,ﬁQU) sont comparées Figure 5.8 a Fi-
gure 5.11 en jaune, bleu et magenta respectivement.

Bien que la paramétrisation complete des Biv-OfBm requiert un vecteur parametre a 7
dimensions © = (Hy, Ha, px, 0x,,0x,, 3,7), pour simplifier I’exposé nous nous intéresserons
aux 5 parametres les plus intéressants (Hi, Ha, px, 5,7). Cela fait suite a la littérature uni-
variée qui se concentre sur ’estimation de H pour les fBms, tout en négligeant le parametre
le moins intéressant 2.

5.5.2 Performances d’estimation

Estimation de ’exposant d’échelle dominant Hs (Figure 5.7). Comme attendu, toutes
les méthodes produisent une estimation précise du plus grand exposant Hs. Alors que toutes
les méthodes montrent des performances comparables pour un grand nombre d’échantillons,
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il est intéressant de remarquer que H M affiche de meilleures performances (biais et dispersion
plus faibles) pour un faible nombre d’échantillons que Hy" et HY . L’impact de la corrélation
px et des parametres du mélange (3,7) sur les performances est faible.

Estimation de ’exposant d’échelle non dominant H; (Fig. 5.8). Estimer le plus faible
exposant d’échelle H; est intrinsequement plus difficile & cause du mélange de lois de puis-
sance qui masque la valeur de 'exposant de Hurst non dominant. Comme attendu, 'analyse
univariée n’arrive pas a estimer correctement H; (excepté quand il n’y a pas de mélange
B =~ =0). Alors que fIiVI et ﬁ;’v montrent essentiellement les mémes performances pour un
grand nombre d’échantillon, il est intéressant de remarquer que H iv[ affiche des performances
largement supérieures (biais et dispersion plus faible) pour un faible nombre d’échantillons.
Cependant, on observe que ﬁi\/l est biaisé pour g = —y = 0.5 et px = 0.1, ce qui montre
que IE\I}VI est davantage affecté par la conjonction de faible corrélation et de mélange anti-
orthogonal que H é\/[

Estimation du parameétre de mélange 5 (Fig. 5.9). Un avantage significatif de B\M est
qu’il est robuste a un faible nombre d’échantillons, alors que 8" ne l’est pas. Alors que les
parametres du mélange ne semblent pas avoir un impact sur les performances de BM, une
faible corrélation py détériore ses performances. Des expériences additionnelles montrent que
les performances d’estimation de B\M sont robustes a une diminution de Hy — Hy, alors que
les performances de @N sont drastiquement détériorées pour Ho — H; — 0.

Estimation du paramétre de mélange « (Fig. 5.10). Les performances de 7™ sont tres
satisfaisantes, bien qu’on observe qu’elles sont affectées par une faible corrélation.

Estimation de la corrélation p, (Fig. 5.11). Le parametre pyx semble étre le plus difficile
a estimer, avec un biais significatif pour une faible corrélation et un mélange anti-orthogonal.
Ce résultat est cohérent avec [9)].

px = 0.1 px = 0.45 px = 0.8
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FIGURE 5.7 — Performances d’estimation de H; en fonction de logy N.
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5.5.3 Cout de calcul
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Le cout de calcul de l'algorithme d’identification proposé et décrit a la Section 5.3.3.3
est reporté Figure 5.12 (figures du haut) en fonction de logy N pour chaque configuration
de parametres. Le cout de calcul est significativement plus faible que celui d’un algorithme
de recherche exhaustif sur grille. La Figure 5.12 montre également clairement que plus la
corrélation entre les composantes est faible, plus la minimisation de la fonctionnelle Cy est
facile, ce qui indique que le terme croisé joue un role significatif dans 'identification des
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Biv-OfBm. Bien que surprenant & premiere vue, la nette décroissance du cout de calcul
avec l'augmentation du nombre d’échantillons peut étre interprétée comme le fait qu’il est
évidement plus facile de démélanger trois lois de puissance lorsqu’un grand nombre d’échelles
27 est disponible, c¢’est-a-dire pour un grand nombre d’échantillons. Il convient de noter que le
mélange orthogonal, qui semblait intuitivement étre le plus facile, apparait étre celui le plus
coliteux en terme de nombre d’itérations requis pour minimiser Cy. Sans surprise, le cotlit de
calcul augmente quand la précision § requise sur les estimées augmente (6 — 0) Figure 5.13
(gauche).
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5.5.4 Nombre d’échantillons vs. précision.

Les Figures 5.7 & 5.11 suggerent qu’augmenter la taille des échantillons /N améliore les per-
formances de (HU, HY) et (H)Y, HY, BW), comme le montre la décroissance du biais et de la
variance médiane avec N. La Figure 5.13 (right) indique que N a davantage d’impact sur oM.
Tant que la dispersion des estimées reste plus grande que la précision choisie § (sélectionnée
indépendament de N'), on observe la décroissance attendue du biais et de la dispersion lorsque
N augmente. Puisque la minimisation est arrétée lorsque la précision choisie § est atteinte,
augmenter N sans décroitre d n’apporte pas de gain de performance, ce qui montre que la
précision doit décroitre lorsque la taille de ’échantillon augmente (empiriquement comme
N~=/%) pour améliorer les performances.

5.5.5 Normalité asymptotique de 8)

Pour une étude rigoureuse de la normalité, © est restreint a (Hj, Hz), alors que les
autres parametres sont fixés a priori et supposé connus. Les moyennes sont obtenues sur 103
réalisations indépendantes de Biv-OfBm pour chaque nombre d’échantillon. La Figure 5.14
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(gauche) compare visuellement les distributions empiriques de H i\/[, ﬁ%\/{ a leur meilleur ajus-
tement gaussien. La Figure 5.14 (droite) montre la divergence de Kullback-Leibler entre les
distributions empiriques de Ifliv[, ITI%VI et leur meilleur ajustement gaussien, en fonction du
nombre d’échantillons N. La Figure 5.14 confirme la normalité asymptotique des estimées
f[iw, ﬁ%\d comme il a été prédit théoriquement a la Section 5.4. Il montre d’autre part que
plus la précision requise ¢ est grand, plus la convergence vers la normalité est rapide. De plus,
la normalité asymptotique est atteinte pour un nombre bien plus faible d’échantillons pour
le plus grand exposant d’échelle H%VI que pour le plus faible H. %/I

5.6 Conclusion et perspectives

A notre connaissance, ce chapitre propose le premier procédé d’identification complete des
Biv-OfBm. Son originalité réside dans la formulation du probleme d’identification comme un
probleme de régression non linéaire ainsi que dans la proposition d’une procédure séparation-
évaluation pour fournir des solutions efficaces et élégantes au probleme d’optimisation non
convexe correspondant.

La consistance et la normalité de l'estimateur ont été démontrées théoriquement dans
un cadre multivarié général par G. Didier. Les performances d’estimation sont évaluées en
dimension finie par des simulations de Monte Carlo et s’averent satisfaisantes pour tous les
parametres. Les parametres vy (mélange) et py (corrélation entre les composantes) restent les
plus difficiles & estimer, bien qu’aucune autre procédure d’estimation n’ait été proposée dans
la littérature. Cependant, inclure 'estimation de v et px dans la formulation du probleme
de régression non linéaire permet de surpasser la méthode de I’état de 'art, (Ef W flgv , W),
pour estimer Hy, Ho et 3, au prix d’un cout de calcul lourdement augmenté. La procédure de
séparation-évaluation proposée montre toutefois un gain significatif en cott de calcul comparé
a une recherche exhaustive sur grille. Les performances d’estimation sont satisfaisantes et
assez controlées pour étre mises en application sur des données réelles.
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La procédure d’identification proposée ainsi que ses bonnes performances d’estimation
ouvrent la voie vers des tests d’hypotheéses permettant de tester ’absence de mélange (i.e.,
W diagonal) ou de corrélation entre les composantes (i.e., px = 0).
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Application : détection d’anomalies
dans le trafic internet

Sommaire
6.1 Identifiation paramétrique de Biv-OfGns . . . ... ... .. ... 121
6.1.1 Bruit Gaussien opérateur fractionnaire . . . . . . . . ... . ... .. 121
6.1.2 Intégration fractionnaire et analyse en ondelettes . . . . . . . .. .. 121
6.1.3  Spectre en ondelettes paramétrique de Biv-OfGn . . . . . . . .. .. 121
6.1.4 Procédure d’identification . . . . . . .. ... oL 122
6.1.5 Performances . . . . . . ... ... 123
6.2 Application aux données internet . . . . . . ... ... 0000 123
6.2.1 Données MAWTI et projections aléatoires . . . . . . .. ... ... .. 123
6.2.2 Role du parametre d’intégration fractionnaire . . . . . . . . ... .. 124
6.2.3 Résultats . . . . . .. L 125
6.3 Conclusion et perspectives . . . . . . . ... ... 0o 128

Surveillance du trafic internet. Le controle et la modélisation du trafic internet consti-
tuent une tache cruciale pour 'ingénierie et la conception des réseaux, 'allocation de res-
sources, I'optimisation des performances et des services, et pour I’évaluation de la sécurité.
En particulier, la détection de trafic anormal a suscité une attention et un effort de recherche
considérable puisqu’un trafic malicieux peut avoir des conséquences dramatiques a la fois pour
I'utilisateur et pour l'opérateur. Cependant, dans le contexte du trafic internet, la détection
d’anomalies est un défi de taille da a la nature tres hétérogene des réseaux, applications,
protocoles et comportements des utilisateurs. De sucroit, les trafics normaux montrent une
large diversité, et leur définition reste une question difficile. Les comportements anormaux
peuvent correspondre a un niveau encore plus élevé d’hétérogénéité, allant des dénis de ser-
vices distribués (< Distributed Denial of Service >, DDoS) et des balayages de ports jusqu’a
de potentielles occurrences de comportements encore jamais rencontrés (cf. e.g., [20, 127, 148]
pour une revue détaillée). De plus, la nature des données disponibles peut également dépendre
du réseau ou de l'opérateur. Les données peuvent étre analysées soit en paquets IP (< Internet
Protocol ») sous forme de quintuplets! systématiquement horodatés et dont le volume est
exprimé en bytes, soit en enregistrements de granularité plus élevée (applications, protocoles,
...). Le présent chapitre analyse les séries temporelles composées du nombre de paquets IP

1. Le quintuplet standard d’un paquet contient 5 champs d’entéte : 'adresse IP, le numéro de port de la
source et de la destination, et le protocole IP (TCP, UDP or ICMP).

121
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Ypiea(t) (ou de bytes Ypy a(t)) dans des intervalles de temps consécutifs, de taille A.

Etat de ’art : détection d’anomalies. La littérature dédiée a la détection d’anomalies
dans le trafic internet est considérable (cf. e.g., [20, 127, 148, 62, 162] pour des revues) et une
description exhaustive n’est pas le centre d’intérét de ce chapitre. L’attention est portée ici sur
la détection d’anomalies a partir de séries temporelles agrégées, ce qui a I’avantage de respecter
la vie privée des utilisateurs, contrairement aux techniques reposant sur ’examination de la
charge utile des paquets IP. A cause de la nature constamment changeante du trafic internet,
extraire une référence pour le trafic normal contre laquelle les trafics anormaux peuvent étre
comparés est une tache pratiquement impossible. A I'instar, les outils de projection aléatoire,
également appelés procédures de hachage ou < sketching >, sont utilisés pour la construction
automatique de trafic auto-référencé [123, 62, 27].

La détection d’anomalies repose souvent sur une modélisation statistique du trafic normal.
Parmi les diverses tentatives, I'autosimilarité et le mouvement Brownien fractionnaire (voir
Définition 1.2) ont montré qu’il était possible de modéliser pertinemment et de facon robuste
la statistique du trafic internet & travers une large variété de réseaux, trafics et depuis les
premiers ages d’internet jusqu’aux collections de données les plus récentes [132, 164, 214, 2,
83]. Le parametre de Hurst H quantifiant la relation entre les différentes échelles est souvent
trouvé empiriquement H € [0.8, 1].

Cependant, jusqu’a présent, dans la plupart des procédures de détection d’anomalies re-
posant sur 'autosimilarité, 'analyse et la modélisation sont restées univariées : les séries tem-
porelles aggrégées du nombre de paquets et de bytes ont été analysées indépendamment [132,
2,62, 27, 99]. 1l est également souvent tres débattu et controversé de décider si ’analyse d’au-
tosimilarité doit étre conduite sur les séries temporelles du nombre de paquets ou de bytes.
Souvent, les parametres H mesurés sur chaque type de données different, ce qui remet en ques-
tion soit la validité du célebre mécanisme de file d’attente qui relie I’autosimilarité a la nature
a queue lourde de la distribution des objets distribués sur internet (cf. e.g., [57, 197, 28]), soit
qui souleve des questions telles que : est-ce que les mécanismes s’appliquent aux paquets, aux
bytes, ou aux deux 7 Si oui, pourquoi H devrait-il étre différent entre les paquets et les bytes ?

Contribution. Afin d’adresser ces questions, la disponibilité jointe des séries temporelles du
nombre de paquets et de bytes a rarement été exploitée au sein d’une analyse bivariée de
lautosimilarité, voire a contrario [189] et [27] pour des comparaisons préliminaires entre les
exposants d’autosimilarité mesurés indépendemment sur Ypi; a(t) et Yy a(t). Nous propo-
sons de modéliser conjointement 'autosimilarité des paquets et des bytes par un Biv-OfGn
(cf. [64, 9]) dont I’étude des parametres permet de concevoir une procédure de détection
d’anomalies. Afin d’adapter le modele aux données internet, nous proposons d’incorporer
un parametre d’intégration fractionnaire dans I'analyse du spectre en ondelettes. Les per-
formances d’estimations sont évaluées a partir de simulations de Monte Carlo conduites sur
des OfGns synthétiques mimant les propriétés du trafic internet. Une procédure de détection
d’anomalies, construite a partir des parametres Biv-OfGn des séries temporelles des paquets
et des bytes, est ensuite appliquée a un large ensemble de collections récentes et de qualité du
trafic internet, le repertoire MAWTI [1], décrit a la Section 6.2.1. Les résultats sont discutés
en Section 6.2.3.

Références. Ce chapitre s’appuie sur la contribution [86].
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6.1 Identifiation paramétrique de Biv-OfGns

6.1.1 Bruit Gaussien opérateur fractionnaire

Soit {X (t) = (X1(t), X2(t)) " }ter un Biv-fBm . Par analogie avec les fBms, on définit le
processus de ses accroissements X°(t) = X (t + 1) — X(¢) qui peuvent étre assimilés & une
dérivée du processus a la résolution 1. Ils sont appelés bruits gaussiens fractionnaires multi-
variés (< multivariate fractional Gaussian noise >, mfGn). Ce sont des processus gaussiens,
centrés et stationnaires entierement décrits par leur matrice de covariance : (Vm,n € {1,2})

et (Vt,s € R)

1
Ean(t)Xg(S)* — §O'xm0'xnpxm7xn(’t — s+ 1|Hm+Hn + |t s — 1|Hm+Hn
_oft — sffinthn). (61)

Si l'on considere a présent une matrice de mélange W, les accroissements du Biv-OfBm
Y = WX (voir Définition 5.2), i.e., Y? = WX?, définissent un Biv-OfGn entierement ca-
ractérisé par la connaissance de la matrice de covariance (6.1) et de W.

6.1.2 Intégration fractionnaire et analyse en ondelettes

Contrairement & la définition classique des coefficients d’ondelettes bivariés (voir Définition 5.3),
nous considérons cette fois ci la définition :

Définition 6.1 (Coefficients d’ondelettes bivariés intégrés fractionnairement). Les coeffi-
cients d’ondelettes discrets bivariés de {Y (t) = (Y1(t), Ya(t)) }rer @ Uéchelle j et a la position
k sont définis par

(Dy(jvk))E(DYI(.]vk)vD}Q(jak)) (62)

ou, pour tout m € {1,2}, Dy, (j, k) est le coefficient d’ondelette de Yy, a Uéchelle j et a la
position k, défini par

Dy, (G, k) = /R iV (0)dt, (6.3)

ot {4 (t) = 2792 Wapo (279t — )} pyeze (6.4)

La seule différence réside dans l'introduction d’un parametre additionnel p dans (6.4) qui
joue le role de parametre d’intégration fractionnaire [213] et dont le réle crucial en pratique
est détaillé a la Section 6.2.2.

6.1.3 Spectre en ondelettes paramétrique de Biv-OfGn

De maniere similaire a la Section 5.2.2.1 pour les Biv-OfBms, nous pouvons montrer que
le spectre en ondelettes des Biv-OfGns s’écrit [4, 85] :

Proposition 6.1 (Modele paramétrique du spectre en ondelettes de Biv-OfGn). Soit un
Biv-OfGn {Y°(t)}ser enticrement paramétré par © = (Hy, Ha, px, 0x,,0xs, 3,7), alors son
spectre en ondelettes o léchelle 27 posséde la forme suivante

(6.5)

: C ; E3.(29,0) E%,(27,0
EDys(j. ) Dya j. k) EE5(2J,@)—< 1(2,0) By >>’

E(2,0) E(27,0)
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avec

(Eisl(@))j =(1+ '72)71‘731ﬁj7H12j(2H1H+2“)
+26(1+ 8%~ V2(1 4 72)71/2%{0){10)(277]”%2j(H1+H2+1+2“)

+ B2+ B) " o2, iy, 2P (6.6)

(Ef2(©); = —v(1+ 72)‘10)2(177].’%2j(2H1+1+2#)
T B+ B2+ 72) 7 prs O, sy 2920
’ 2

+/6(1 +62)710_)2(277j7H22j(2H2+1+2,LL)’ (67)

(EgQ(@))j = ’72(1 + ’}/2)_10')2(1’[7]'71112j(2H1+1+2M)
—29(1+ B85~V (1 + ’72)_1/2,0x0x10xz77j by oy 2 H2 14200
’ 2
+ (14 6% ok, i m 2R (6.8)

et o

R 1 » W .
ar =5 [ (et 2P a2 P ofuPP) gy ()i(o — ) dud (69)
R
Contrairement aux Biv-OfBms, le modele paramétrique du spectre en ondelettes des Biv-
OfGns comporte le terme 7); f7, dépendant de ’échelle 27, & la place de 1y, défini en (5.25).
Pour une réalisation Y° € RY d’un Biv-OfGn, nous rappelons également ci-dessous 1'es-
timateur de la variance d’échantillon de EDys(j, <) Dys (4, )" :

K.
, 1 , . N
SW)=EZDya(y,k>Dya<y,k>, Kj=; (6.10)
k=1

6.1.4 Procédure d’identification

Tout comme dans le cadre de 1’étude des Biv-OfBms (voir Section 5.3.1), la procédure
d’identification de Biv-OfGn est formulée par 'estimation de © a partir du probleme de
régression non linéaire suivant :

Probléeme 6.1 (Régression non linéaire pour I'identification de Biv-OfGn). Soit Y° € RN
une réalisation d’un Biv-OfGn et (j1, j2) tels que 1 < j1 < jo < logy N. Le probléeme d’identifi-
cation de Biv-OfGn est formulé comme le probleme de régression non linéaire des coefficients
d’ondelettes suivant

(:)% = argmin Cn(0), (6.11)
©e€Qo
avec
P=2 2 . . 2
Cn(©)= 3 (1082187, 1,(2))] — loga | S 1, (27, 0)]) (6.12)
i1,02=1 j=j1

11<12

o1, S°(27) et E%(27,©) désignent respectivement lestimateur empirique (6.10) et le modéle pa-
ramétrique (6.6)-(6.8) du spectre en ondelettes de YO a ’échelle 27, et ot espace de recherche
Qo est défini en (5.33).
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La résolution du Probleme 6.1 reprend quasiment la méthodologie proposée a la Sec-
tion 5.3 pour la résolution du Probléme 5.1 et dont les itérations sont indiquées dans I’Algo-
rithme 8. Il convient seulement de remplacer les quantités E (27, ©) et S(27) par E°(27,0) et
S9(29).

Notons que la présence du terme 7; g dépendant de 1’échelle 2/ conduit & des bornes
inférieures plus grossieres que dans le cas des Biv-OfBms. Ceci ce traduit en pratique par un
nombre d’itérations plus élevé pour obtenir des performances d’estimation similaires. C’est
le prix a payer pour bénéficier d’un modele plus flexible que celui des OfBms.

6.1.5 Performances

Configurations expérimentales. Les performances d’estimation sont évaluées a partir de
simulations de Monte Carlo. La procédure est appliquée a des copies indépendantes de Biv-
OfGns synthétiques, réalisées par nos soins, dont la taille N et les parametres © miment
ceux observés et espérés pour le trafic internet. En outre, nous considérons un nombre
d’échantillons N = 3600 particulierement faible pour démélanger trois lois de puissances,
des exposants de Hurst élevés, i.e., 1 > Ho > H;y > 0.7, et une forte corrélation p = 0.8.

Nous avons précédemment fait ’hypothese que |Hy — H1| > 0 ou (5 # 0,7 # 0) pouvaient
étre des signatures d’éventuelles anomalies. Nous proposons donc de considérer diverses confi-
gurations selon que (Hs = H; = 0.7) (Figure 6.1, haut) ou (Hs = 0.9, H; = 0.7) (Figure 6.1,
bas) et selon que (8 =~ = 0, i.e., aucun mélange) (Figure 6.1, gauche) ou non (Figure 6.1,
droite).

Performances d’estimation. Les performances d’estimation sont quantifiées Figure 6.1 a
partir de diagrammes de dispersion. Dans ’ensemble, H; et Hy sont toujours correctement
estimés. Il convient de noter qu’estimer ’exposant non-dominant H; est naturellement plus
difficile lorsque Hs > H; (Figure 6.1, bas). Toutefois, I'estimation est suffisamment de bonne
qualité pour pouvoir discriminer les cas Hy = Hy et H| < Hs.

Cependant, les parametres de mélange (f3,) et la corrélation p restent difficiles & estimer
pour de courtes séries temporelles. Par conséquent, il peut étre difficile de tester en pratique
la présence de mélange, i.e., 8 # 0 et v # 0.

6.2 Application aux données internet

6.2.1 Données MAWI et projections aléatoires

Base de données MAWI. L’archive MAWI [1, 42] répertorie un large ensemble de traces
du trafic internet collectées récemment au sein du réseau d’infrastructure WIDE (AS2500)
reliant les universités et les instituts de recherche japonais a internet. Les quintuplets des pa-
quets IP collectés chaque jour entre 14h00 et 14h15 (heure normale du Japon) sont horodatés,
anonymisés et rendus disponibles publiquement. Chaque trace contient approximativement
entre 100 a 150 millions de paquets IP.

Projections aléatoires. Tel que discuté en introduction, une question majeure dans la
détection d’anomalies consiste a définir et a calculer une référence normale du trafic a laquelle
se comparer. Cependant, & cause de la nature constamment changeante du trafic internet, il
n’est pas pertinent de se comparer a toute autre trace collectée un autre jour ou a partir d’un
autre réseau [62, 27]. A la place, I'utilisation des projections aléatoires (également appelés
< sketchs >) [123] a montré étre une procédure pertinente pour la construction auto-référencée
de trafics normaux.
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FIGURE 6.1 — Performances d’estimation sur des OfGns synthétiques modélisant
quatre configurations mimant potentiellement le trafic internet : (Hy, H2) = (0.9,0.9) ou
(0.7,0.9) et (5,7%) = (0,0) ou (0.5,0.5).

Le principe des projections aléatoires consiste a assigner aléatoirement chaque paquet
IP a 'une des M entrées d’une table de hachage selon un des ses attributs, ici I’adresse IP
source [198]. Par conséquent, tous les paquets de n’importe quel flux avec la méme adresse
IP source seront tous alloués aléatoirement a la méme entrée. Le trafic est alors découpé en
M sous-trafics.

Lorsque le trafic ne contient aucune anomalie, on s’attend & ce que tous les sketchs soient
statistiquement équivalents. Quand le trafic contient quelques anomalies, associées a la méme
adresse IP source, tous les paquets malicieux correspondants sont associés au méme sketch
et les autres sketchs ne contiennent aucune anomalie. La comparaison entre les M sketchs
peut ensuite étre utilisée pour concevoir une référence statistique pour un trafic normal, et
permet par conséquent de pouvoir détecter des anomalies.

6.2.2 Role du parametre d’intégration fractionnaire

Alors que dans le modele théorique des Biv-OfGns les exposants vérifient 0 < H; <
Hy < 1, en pratique les H estimés pour un trafic normal peuvent prendre de grandes valeurs
proches de 1 [62, 27]. Ceci souléve d’importantes questions en pratique quant a I'utilisation de
la procédure séparation-évaluation décrite a la Section 5.3, puisque certaines données issues
du monde réel peuvent aléatoirement et par accident mener a des valeurs H ¢ [0,1]. Ce
comportement est illustré par les estimées univariées de H rapportées (Figure 6.3), puisqu’une
estimation univariée basée sur la régression linéaire des coefficients d’ondelettes ne nécessite
pas d'imposer H € [0,1] (cf. e.g., [2, 62, 27]).

Afin de contourner ce probléeme, nous proposons dans ce chapitre I'introduction d’un
parametre additionnel d’intégration fractionnaire p dans la définition des coefficients d’onde-
lettes (6.4). Il en découle que p apparait également dans le modele parametre du spectre en
ondelettes (5.27)-(5.29). Plutot que choisir un seul coefficient p (usuellement choisi p = 1),
nous proposons de découpler ses valeurs comme suit
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Proposition 6.2 (Intégration fractionnaire de Biv-OfGn). Soit Y° € RN une réalisation
d’un Biv-OfGn. Soit SO son spectre en ondelette empirique calculé & partir des coefficients en
ondelettes Dys définis en (6.4) pour le paramétre d’intégration fractionnaire uy et soit son
modéle paramétrique E‘SA défini en (6.6)-(6.8) pour le parametre d’intégration fractionnaire
up. Alors les estimées Hy et Hy obtenues en résolvant le Probléme 6.1 sont translatées par
la quantité —(up — puw ).

Cette opération revient a intégrer fractionnairement les données pour assurer que Hj et
H, se situent bien au centre de l'intervalle [0, 1]. Il suffit ensuite de translater les estimées de
H, et Hy par la quantité up — pw. Etant donné que nous nous intéresserons principalement
a la quantité Hy — Hj, cela n’aura aucun impact sur nos résultats et conclusions. Nous
envisageons la possibilité de découler les parametres uy et pp comme une astuce pratique
et efficace pour adapter le modele aux données issues du monde réel.

Dans la suite, les coefficients d’ondelettes sont calculés pour uy = 1/2 alors que le spectre
en ondelettes est évalué pour up = 1.

6.2.3 Résultats

Configuration expérimentale. Les résultats présentés dans cette étude correspondent a
quatre exemples typiques et récents du trafic internet collectés en quatre jours différents en
2008, 2013, 2014 et 2015 respectivement. Des tables de hachage a M = 16 sketchs sont uti-
lisées. Les sketchs sont agrégés & Ay = 0.25s, comme il est bien documenté que ’autosimilarité
dans le trafic internet se développe depuis I’échelle de la seconde jusqu’aux heures [2, 62, 27].
Des examples de sketchs agrégés sont illustrés sur la Figure 6.2 pour le nombre de paquets
(lere ligne) et de bytes (5éme ligne). L’analyse en ondelettes est conduite en utilisant des on-
delettes orthogonales de Daubechies les moins asymétriques avec Ny, = 2 moments nuls [139].
La minimisation de (6.11) est conduite en utilisant les échelles j; = 3 & jo = 8 correspon-
dant respectivement aux échelles de temps allant de 2s & 1min (les données disponibles sont
limités & 15min d’enregistrement). Bien que I'identification compléte des Biv-OfGns requiert
7 parametres, nous nous intéresserons ici aux 5 parametres les plus intéressants, c’est-a-dire
0= (Fl,ﬁg,ﬁ, ¥, Px) €t nous considérerons oy, = 0y, = 1 connu par normalisation a priori
des données. L’estimation de © est faite sur chaque sketch de chaque ensemble de données &
partir de la procédure de séparation-évaluation.

Métadonnées et vérité terrain. Les métadonnées des anomalies présentes sur le trafic
internet MAWTI sont obtenues par des experts a I'aide d’une procédure informatique, le Ma-
wiLab [84], qui inspecte de fagon systématique et automatique le contenu du trafic internet
a 'aide de plusieurs estimateurs d’anomalies de 1’état de ’art. Il convient de mentionner que
ces métadonnées ne constituent pas la vérité terrain mais sont seulement des indications a
comparer avec les résultats de la procédure de détection proposée.

Modélisation statistique du trafic internet par un Biv-OfGn. La Figure 6.2 illustre a
posteriori que la statistique jointe du nombre de paquets et de bytes estimée empiriquement
en utilisant Sgp, (7), est bien modélisé par Ej‘;p,(@), avec les parametres O estimés a partir de
la procédure de séparation-évaluation. Elle montre également que les Biv-OfGns modélisent
de maniere aussi efficace les sketchs avec ou sans anomalies, mais avec des parametres estimés
O clairement différents. La Figure 6.2 montre que la paramétrisation a I'aide de 5 parametres

au lieu de 7 est satisfaisante.
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FIGURE 6.2 — Modeéle Biv-OfGn pour les séries temporelles du nombre agrégé de

paquets et de bytes regus. lere et 5e lignes : séries temporelles normalisées du nombre

de paquets et de bytes regus; 2eme et 4eme lignes : comparaisons entre log, S, (bleu) vs.

logy E,,(©) (rouge) pour (p,p') = (1,1), (1,2) et (2,2). Sketch sans (gauche) ou avec (droite)

anomalies.
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Sketch labels Sketch labels
(a) 2008 (b) 2013

Sketch labels Sketch labels
(a) 2014 (b) 2015

FIGURE 6.3 — Détection d’anomalies a partir de Hy — H;. Les lignes verticales grises
indiquent les sketchs marqués par les experts comme contenant le plus grand nombre de
paquets anormaux pour chaque données collectées en 2008 (a), 2013 (b), 2014 (c) et 2015 (c).
Pour chaque groupe de figure nous comparons ’analyse bivariée contre ’analyse univariée.
Haut : analyse bivariée, Ho, Hy et |Hyo — Hy| (multiplié par un facteur 2 par souci de lisibilité)
en fonctions du numéro de chaque sketch. Bas : analyse univariée, H gyt, Hgkt and |Hgyt —
HY, | (multiplié par un facteur 2 par souci de lisibilité) en fonctions du numéro de chaque
sketch.
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Détection d’anomalies. Les parametres O estimés pour chaque sketch et chaque trace
sont comparés avec les métadonnées des anomalies obtenues par le MawiLab. Les premieres
inspections, non reportées ici, montrent que la corrélation p et les parametres de mélange
(B\, 7) estimés ne semblent pas corréler correctement avec les occurrences d’anomalies. Cela
peut étre expliqué en partie par la pauvre qualité d’estimation de ces parametres, tels qu’ob-
servée dans les simulations de Monte Carlo dans une configuration expérimentale semblable.
Cette analyse montre cependant clairement que les parametres de mélange S et ~ dévient
significativement de 0, ce qui démontre le besoin d’une estimation bivariée pour une estima-
tion non biaisée des parametres Hi et Hs. La comparaison entre les lignes du haut et du
bas de la Figure 6.3(a)-(d) souligne une différence significative entre les estimées univariées
(ﬁg,t, ﬁgkt) et bivariées (ﬁ 1, ﬁg), ce qui illustre clairement les limitations et les biais d’une
analyse univariée.

L’inspection de H 1 et H 2 estimés par l'algorithme de séparation-évaluation tend & montrer
que de grandes deviations | ﬁg —H 1| de 0, concordent avec un nombre significatif des sketchs
marqués par le Mawil.ab comme contenant un grand nombre de paquets anormaux.

Une inspection minutieuse de la Figure 6.3 montre que ’accord entre les déviations de 0 et
les occurences d’anomalies n’est pas parfait, cela peut avoir deux origines : Comme il I'a été
mentionné précédemment, les métadonnées ne sont pas la vérité terrain et certaines anomalies
peuvent ne pas avoir été détectées par la procédure du MawiLab. Alternativement, certaines
anomalies relevées par le MawiLab peuvent ne pas étre caractérisées par | Ho — Hi| > 0,
qui peut en retour étre la signature de sous-classes spécifiques d’anomalies. Ces désaccords
nécessitent une inspection plus poussée de la part des experts et fera ’'objet d’une prochaine
étude. Toutefois, 'inspection des experts indique que :

— L’anomalie Trinoculaire, spécifique & une expérience de réseau informatique to a com-
puter network experiment en cours d’exécution sur le réseau MAWI [177], est systéma-
tiquement détectée.

— 96% des attaques par déni de service ont été détectées en 2013.
— 100% des anomalies < Heavy Hitter > ont été détectées en 2014.

Les résultats de cette étude sont tres encourageants et cohérents avec le mécanisme de file
d’attente reliant 'autosimilarité a la distribution a queue lourde des objets sur internet pro-
posée en [57, 197, 28] qui prédit des exposants de Hurst identiques pour les paquets et les
bytes. Ils sont également cohérents avec de précédents résultats empiriques reposant sur ’ana-
lyse univariée des paquets et des bytes qui tend a réconforter I'idée que Hyyy ~ Hpyy pour
un trafic normal, alors que des déviations de |Hyyt — Hpikt| de 0 peuvent indiquer la présence
d’anomalies [62, 27].

6.3 Conclusion et perspectives

Ce chapitre promeut la modélisation jointe de I’autosimilarité du nombre de paquets et
de bytes recus par un Biv-OfGn dont les parametres sont estimés via la résolution d’un
probleme de régression non linéaire par un algorithme de séparation-évaluation. Des simula-
tions numériques conduites sur des copies indépendantes de Biv-OfGns synthétiques dont les
parametres miment ceux observés en pratique sur le trafic internet montrent que la procédure
proposée délivre des performances d’estimation de H; et Ho satisfaisantes, alors que les pa-
rametres p et (f,7) sont plus difficiles a estimer dans de telles configurations. Les routines
MATLAB permettant a la fois I’identification et la syntheése de Biv-OfGns sont disponibles en
ligne a ’adresse http://perso.ens-1lyon.fr/jordan.frecon.
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Nous avons également montré que les propriétés d’invariances d’échelle observées dans
le trafic internet, a la fois pour les séries temporelles du nombre de paquets et de bytes,
sont pertinemment modélisées par des Biv-OfGns. Les Biv-OfGns sont d’ailleurs tout aussi
pertinents pour modéliser les trafic normaux ou anormaux. Une procédure de détection d’ano-
malies, dérivée a partir de 'examination des parametres © du modele, apporte I’évidence que
certains types d’anomalies sont caractérisés par une déviation |Hy — Hy| > 0.

Les résultats sont suffisamment satisfaisants pour envisager d’appliquer systématiquement
la procédure d’identification proposée a plus grande échelle, avec un ensemble de métadonnées
enrichi, afin de ne pas permettre seulement la détection d’anomalies mais également d’étre
en mesure de les classifier a partir de leurs propriétés d’invariance d’échelle.
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Fluorescence intermittente. Nous proposons de nous intéresser au phénomene de fluo-
rescence intermittente [161, 108] ot un émetteur nanoscopique (e.g., boite quantique) alterne
aléatoirement entre deux états d’émission : I'un fortement émissif (appelé ON) et I'autre fai-
blement émissif (appelé OFF). Une caractéristique particuliere de ce phénomene concerne
le comportement en lois de puissance de la distribution de la durée des états ON et OFF.
Alors que de nombreux efforts théoriques continuent d’étre investis afin de comprendre la
raison de ce comportement (cf., e.g., les références mentionnées dans [108]), les performances
d’estimation et le cotut de calcul prohibitif des méthodes d’estimation actuelles demeurent
un frein a linterprétation et a la validation des exposants de lois de puissance mesurés
expérimentalement. Le présent chapitre se place dans ce contexte et examine 'apport de
plusieurs stratégies visant a détecter en amont les états ON des états OFF.

Détection de discontinuités d’intensité. Jusqu’a présent, les méthodes d’estimation de
discontinuités et de segmentation que nous avons présentées au Chapitre 2 reposaient sur

135
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I’hypothese que l'observation y ~ N (%,0%1y) ol T est constant par morceaux. Dans ce
chapitre, nous nous intéressons au cas ou ’observation Y est une réalisation d’un processus
de Poisson, i.e., Y ~ P(X), dont I'intensité X alterne aléatoirement entre igy et Hopp-
La source de bruit dans I'observation Y est ici seulement due a la nature stochastique du
processus de comptage et nous ne tiendrons pas compte de la présence de source externe
de bruit ot Y ~ P(Y) + B. Le probleme que nous considérons ici consiste a estimer les
discontinuités de X & partir du compte du nombre d’occurrences de Y dans des intervalles

de temps réguliers A.

Travaux préliminaires. Une méthode courante largement utilisée dans la pratique repose
sur la sélection d’un seuil permettant ainsi de discriminer 1’état ON de ’état OFF. Cependant,
les performances d’estimation peuvent largement varier selon U'intensité et le choix de A [56].

Ce probleme a également recu l'intérét de la communauté statistique par le développe-
ment d’approches fréquentistes et bayésiennes [220, 222, 111, 183]. Notamment, une stratégie
en deux temps a été proposée dans [211] ou les discontinuités sont estimées par un test de
rapport de vraisemblance généralisé, puis les niveaux d’intensité similaires sont regroupés par
un algorithme de classification hiérarchique. Récemment, I’emploi d’un modele hiérarchique
Bayésien dans [68] a permis d’estimer conjointement les positions des discontinuités, le nombre
de niveaux et les valeurs des intensités. Cependant, cette approche est trés cotiteuse en temps
de calcul et son utilisation peut s’avérer prohibitive pour ’analyse de données de grande
taille.

Ce probleme peut également étre formulé par des approches TV dont la solution peut étre
obtenue efficacement par des méthodes proximales [175, 173, 174, 31, 149]. En contrepartie,
les performances d’estimation dépendent fortement du choix du parametre de régularisation.

Contribution. Nous proposons d’évaluer les performances des approches TV pour la détection
des discontinuités d’intensités et I'estimation de la statistique des temps ON et OFF. Apres
avoir détaillé le modele dans la Section 7.1, nous discuterons dans la Section 7.2 des conséquences
engendrées par la statistique de Poisson des observations et présenterons comment sont
adaptées les solutions algorithmiques présentées au Chapitre 2 ou comment < gaussianni-
ser > les données pour s’y rapporter. La présentation des différentes stratégies fait 1’objet
de la Section 7.3 et les performances d’estimation sont comparées dans la Section 7.4 sur des
données synthétiques.

7.1 Présentation du probleme

7.1.1 Modele

Processus de Poisson a 2 niveaux intensité. Nous considérons le probleme ou un pro-
cessus de Poisson alterne entre deux états d’émission que nous noterons ON et OFF.

Pendant 1’état ON (resp. OFF), le processus est hautement (resp. pauvrement) émissif
avec pour densité d’émission X = Jigy (resp. Jigpp). A l'instant ¢, nous notons Y (t) = 1 si
une occurrence a lieu (e.g. un photon a été émis) et 0 sinon. Par conséquent, si la densité
d’émission X = p est constante pendant le laps de temps I = [t, ..., t+7[, alors la probabilité
de détecter k occurrences dans I est donnée par la loi de Poisson

(pr)FetT

- (7.1)

gk, p,7) =

Motivées par I'application réelle, les durées respectives des états ON et OFF sont sup-
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posées étre distribuées selon des lois de puissance comme suit :

TON ~ Pareto(g’mON_l), (7.2)

TOFF ~ Pareto(@mOFF,l), (73)

ou 6 désigne le temps de coupure, i.e., la taille minimale des temps ON et OFF, et mon et
morr sont les exposants des lois de puissance.

Données agrégées. Dans la pratique, les occurrences sont comptées dans N intervalles de
temps successifs de durée A, i.e.,

(n+1)A
(Vne{l,....N}) yan= / Y (t)dt. (7.4)
nA
Des lors, la densité d’émission agrégée
1 (TL+1)A .
(Vne{l,....,N}) ZTan=— (t)dt (7.5)
A nA

possede plus d’états que les deux seuls états ON et OFF. Si durant le n-éme intervalle de
temps,
Tan = ofion + (1 — @)lopr (7.6)

avec a € [0,1], alors
yan ~ Pl(afiox + (1 — a)fiorr)A). (7.7)

Probléeme. Idéalement, nous souhaiterions retrouver I’évolution temporelle de X, mais la
seule quantité dont nous disposons est le nombre d’occurrences y, dans des intervalles de
temps sucessifs de taille A. Par conséquent, dans les cas pratiques ou A > @ il est tout a
fait inenvisageable de pouvoir estimer X. Toutefois, sous certaines conditions discutées dans
la section suivante, nous pouvons prétendre a ’estimation de la distribution de Ton et Torp
pour des durées supérieures a A.

7.1.2 Impact de Paggrégation

Dans cette section, nous évaluons I'impact de I’aggrégation, i.e., du rapport /A, sur la
proportion moyenne d’états ol TAo = [igy Ou fiopp. Nous choisissons le cas particulier ol
on/Forr = 13. Pour faciliter la discussion, nous supposerons que moN = MoFF = M.

A partir de (7.2) et (7.3), si m > 2 alors la durée moyenne des temps ON et OFF vaut
(m — 1)8/m. Autrement, la distribution des temps ON et OFF est a queue lourde et au-
cun temps moyen n’existe. Cette observation, qui peut paraitre anodine, est importante pour
comprendre I'allure de Ia. Nous articulerons donc la discussion autour de m = 2.2 et m = 1.8
en guise d’exemples représentatifs de m > 2 et m < 2.

Pour m = 2.2, la distribution de Ta est représentée en bleu pour §/A = 10 a 0.01 par
les Figures 7.1(a)-(d). Plus le rapport /A diminue, plus un grand nombre d’états ni ON ni
OFF apparaissent. Si I'on omet les cas oll Tao = figNy OU fopy, alors la distribution de Ta a
une forme de plus en plus < triangulaire > lorsque /A diminue : il est plus probable d’avoir
autant d’états ON et OFF dans chaque intervalle A que d’avoir un état prédominant.

Pour m = 1.8 (orange), l'allure de la distribution de Za est totalement différente : quel
que soit le rapport /A, il existe une majorité d’états exclusivement ON ou OFF dans chaque
intervalle A.
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Q/A —10 moN = mOFF =22 G/A :1, MON = MOFF =2.2
[83% ON or OFF,17% other

[98% ON or OFF,2% other
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G/A —10 MoN = TTLQFF =1.8
[7199% ON or OFF,1% other

(a) (b)

H/A =0.1, MON = MOFF =2.2 G/A =0. 01 MoN = moFF =2.2

[48% ON or OFF,52% other [35% ON or OFF 65% other

0 5 10 15
G/A 0 1 mMmoN 7m0FF =1.8

[[196% ON or OFF,4% other

(¢) (d)

FIGURE 7.1 — Proportion de temps ON et OFF. Distribution a queue lourde (orange)
ou non (bleu). Impact du rapport /A=10, 1, 0.1 et 0.01 de (a) & (d).

Par conséquent, si mon < 2 et mopr < 2, alors nous pouvons prétendre a ’estimation
des distributions des temps ON et OFF & partir de y lorsque /A < 1. Dans la suite de ce
chapitre, nous nous plagerons dans ce cas.

7.2 Statistique Poissonienne vs. Gaussienne

Les approches TV que nous avons présentées (cf., e.g., Probléme 2.2) nous ont permis
d’inclure I’a priori Gaussien des données, i.e., y ~ N(Z,0?), a partir du choix du terme
d’attache aux données ||y — x||3.

Ici, afin de formuler le probleme d’estimation des discontinuités de Ta par des approches
TV, nous proposons deux stratégies. La premiére consiste a modifier le terme d’attache aux
données pour prendre en compte le nouvel a priori yx ~ P(Ta). La seconde consiste a
<« gaussianniser > YA ce qui nous permettra d’utiliser les approches précédentes basées sur
un terme d’attache aux données fo.

7.2.1 Divergence de Kullback-Leibler

Le terme d’attache aux données vise a modéliser la vraisemblance de 'observation ya
étant donné une solution candidate xa. Ici, pour tout n € {1,..., N}, nous souhaiterions
trouver l'intensité za, qui maximise le rapport entre la probabilité de détecter ya , occur-
rences issues d'une distribution de Poisson d’intensité xa , et la probabilité de détecter ya ,
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occurrences issues d'une distribution de Poisson d’intensité ya ,, i.e.,

N YA ,n —TA
Fa—arg max |[2n® 7
A yA’ne_yA,n ’

7.8
A ERN 1 YA ( )

De maniere équivalente, nous pouvons minimiser 'opposé du logarithme de la quantité
précédénte, i.e.,

A =arg min DKL(za,ya) (7.9)

zAERN

ou DKL est la divergence de Kullback-Leibler dont nous rappellons la définition :

Définition 7.1 (Divergence de Kullback-Leibler [124]). On appelle divergence de Kullback-
Leibler dirigée de © € RY vers y € RN, la quantité définie par

N

DKL(CC7 y) = Z ¢n($n) (7‘10)

n=1

ot pour tout n € {1,...,N}

ynlog@—z)jtl‘n—yn st yn >0 et z, >0,
n(rp) = Ty st Y, =0 et xy, >0, (7.11)

+0o0 autrement.

Afin de prendre en compte '’hypotheése que Za est constant par morceaux, nous rajoute-
rons dans (7.9) un terme de variation totale.

7.2.2 Transformée d’Anscombe

Soit ya ~ P(Ta) une variable aléatoire distribuée selon une loi de Poisson de taux Ta.
Nous souhaiterions trouver une transformation f telle que yo = f(ya) ~ N(2,0%1y) de
valeur moyennes TA.

Proposition 7.1 (Transformée exacte). Soit y ~ P(T) une variable aléatoire distribuée selon
une loi de Poisson de parameétre T. Alors la quantité § = fz 2 ) (y) ou

f(a,02)(y) = ov/2erf ™! (2W - 1)> + 7, (7.12)
2

est tirée selon une distribution Gaussienne de moyenne T et de variance o*.

Démonstration. Soient Fy : k — Ply < k| et Fy : k — P[§ < k] les fonctions de distribution
cumulative respectivement associées a y et g. Alors, pour tout k € N,

Fy(k) =Ply < k] = P[f; 2 5 (@) < K| 7.13)
= P[Q < f(I,O'Q z) (k)] = Fﬂ(f(fc,aQ z) (k))’ (7 14)

et par conséquent
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0 5 10 15 20 0 5 10 15 20
Y Y

FIGURE 7.2 — Transformée d’Anscombe. Gauche : comparaison entre la transformation
exacte (bleu) et la transformée d’Anscombe (rouge). Droite : comparaison de la qualité de la
distribution gaussienne apres chacune des deux transformations.

Si nous rappellons

Fy(k) = Pay(h) =~ )

Fy(k) = ¢(z,02) (k) = % (1 + erf <k(;?/§>> , (7.17)

ou I et erf sont respectivement la fonction gamma incomplete inférieure et la fonction d’erreur
de Gauss, i.e.,

(7.16)

(Vu €]0, +o0]) T'(u,7) = /Oxt“_le_tdt, (7.18)

(Vu e R) erf(u) = ;7? /Ou e dt, (7.19)

alors la transformation s’écrit pour tout y € R :

fG.o22)(¥) = O g2y © Py = oV/2erf ! (2W - 1)) + Z. (7.20)

Un exemple de la fonction f(; ;2 7 est illustré par la Figure 7.2 (haut gauche, bleu). C’est
une fonction naturellement constante par morceaux qui ne change de valeur que toutes les
valeurs entieres de y.

Cependant, son utilisation dans la pratique requiere la connaissance de T qui n’est pas
connu a priori. Il est généralement proposé d’utiliser a la place des techniques de stabilisation
de la variance telles que la transformée de Bartlett [21], la transformée de Wilson-Hilferty [215]
ou la transformée de Haar-Fisz [94]. Ici nous utilisons la transformée d’Anscombe, qui est un
cas particulier de la transformée de Bartlett. Nous montrons ici que cetete transformée peut
s’interpreter comme une approximation lisse et strictement monotone de la fonction fz ;2 7).

Proposition 7.2 (Transformée d’Anscombe [11]). La transformée d’Anscombe

fry—2vy+3/8 (7.21)

est une bonne approzimation de f(z 52 ) pour

{iQ ii T+3/8—1/(4V7), (7.22)
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Afin d’inverser la transformation (7.21), nous utiliserons la forme explicite et non biaisée
proposée dans [138, 137].

Une illustration de la transformée d’Anscombe est rapportée Figure 7.2 (haut gauche,
rouge). Nous remarquons qu’elle constitue effectivement une bonne approximation de la
transformée exacte pour de faibles valeurs de y. En effet, (7.21) peut étre obtenu par un
développement limité de f(; ;27 en 0 pour les parametres énoncés dans (7.22). La qualité
des distributions gaussiennes apres transformation sont comparées Figure 7.2 (haut droite)
et apparaissent toute deux satisfaisantes.

7.3 Méthodologies

Dans cette section, nous présentons plusieurs procédures de détection de discontinuités
dont une méthode de seuillage et différentes approches variationnelles reposant sur 1'utilisa-
tion de la variation totale.

7.3.1 Méthode du seuil

Les méthodes de seuillage sont tres largement utilisées dans la pratique pour discri-
miner les états OFF des états ON du fait de leur simple mise en oeuvre. Le seuil est
généralement choisi qualitativement & partir de 1’allure de y [56]. Ici nous proposons une
méthode légerement améliorée permettant la selection automatique du seuil.

., . 2~ (Thr.)
Estimée par seuillage x5
1. Un histogramme normalisé de y », pour 100 valeurs équitablement espacées entre min(y )
et max(yp ), est calculé.

2. L’histogramme est ensuite ajusté par un mélange de deux distributions de Poisson, i.e.,
aP(Hl) + (1 - a)P(MQ) (723)

ou o € [0,1] et p1 < po. Les valeurs optimales des parametres, notées (@, fiy, fi2), sont
obtenues par la méthode de Nelder-Mead [126].

3. Le seulil ¢ est choisi de maniére a minimiser le recouvrement entre les distributions Pz,
et P(ﬁz)? 1.e.,

o~

¢ =arg ﬁlggﬂQ Fa,)(€) — Fay (€) (7.24)

ol F{, désigne la fonction cumulative de P(,).

4. Finalement, nous définissons I'estimée seuillée suivante

(nef{l,....,N}) Za, = (7.25)

A(The) — Jpn siyan <G,
[o , sinon.
Un exemple d’histogramme de y calculé & I'étape 1 est illustré par la Figure 7.3. Le
meilleur ajustement issu de 1’étape 2 est affiché en traits pleins noirs alors que le seuil
sélectionné a I’étape 3 est indiqué en traits pointillés.
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FIGURE 7.3 — Histogramme de y,. Meilleur ajustement (traits pleins noirs) et seuil (traits
pointillés noirs)

7.3.2 Meéthodes d’estimation par approche TV
7.3.2.1 Estimées par approche TV

Nous proposons d’estimer les discontinuités de A en résolvant un probleme variationnel
comprenant un terme d’attache aux données et un terme de variation totale afin d’imposer
le comportement constant par morceaux de la solution. Nous considérons seulement le cas ou
la variation totale est pénalisée en norme /1. Dans la suite, nous envisageons les différentes
stratégies listées ci-dessous :

£5-TV. La premiere approche, la plus naive, consiste a résoudre le Probleme 2.2 appliqué a
YAp, i-€.,

fﬁ%QA_Tv) —arg min |lyx — x>+ ATV(za). (7.26)
’ A ERN
ou TV(za) = |[Lzall1 avec opérateur de premieres différences L défini en (2.3). Nous

indicerons la solution par (¢2 — TV) pour rappeler le terme d’attache aux données (¢2) et le
terme de régularisation (TV). Cette approche possede un cott de calcul tres faible grace a
'algorithme présenté dans [52], mais le terme d’attache aux données n’est pas cohérent avec
I’a priori sur ya.

DKL-TV. Une seconde solution consiste a choisir la divergence de Kullback-Leibler comme
terme d’attache aux données. Comme discuté a la Section 7.2.1, c’est le terme d’attache aux
données adapté pour les processus de Poisson. Nous proposons alors de résoudre le probleme
de minimisation convexe suivant

fc\(ADfL_TV) =arg min DKL(xa,ya) + ATV(za). (7.27)

A ERN
Contrairement a (7.26), le terme d’attache aux données dans (7.27), i.e., la divergence de
Kullback-Leibler, n’est pas pas Lipschitz-différentiable, au méme titre que la variation to-
tale. Par conséquent, nous ne pouvons pas utiliser une variante de ’Algorithme 1 forward-
backward qui nécessite qu’au moins une des deux fonctions a minimiser soit différentiable.

Toutefois, (7.27) peut étre résolu efficacement grace a un algorithme primal-dual [149] repo-
sant sur l'utilisation de I'opérateur proximal suivant :

Exemple 7.1 (Opérateur proximal de la divergence de Kullback-Leibler). Soient v €]0, +o0],
un vecteur y € RV et DKL(-,y) la divergence de Kullback-Leibler. Alors, l'opérateur proximal
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de la fonction RN — R : u — yDKL(u,y) s’écrit
1
Prox, pic () () = 5 (w =7+ v w=2)7+ ). (7.28)

Cette approche a ’avantage d’étre cohérente avec les hypotheses du modele mais présente un
cout de calcul plus élevé du a la nature itérative de I’algorithme pour résoudre (7.27).

Ans./o-TV. Une troisieme solution nécessite un prétraitement a l'aide de la transformée
d’Anscombe pour transformer les données y, dont la distribution est un mélange de lois de
Poisson, en g dont la distribution est quasiment un mélange de Gaussiennes de variances 1
(voir Section 7.2.2). Dans ce cas, le probleme est correctement modélisé si le terme d’attache
aux données est la norme /#o, i.e.,
s TY) _ gre min [|§a — wal? 4+ ATV (a) (7.29)
’ :BAERN

. . N . . . « ~(Ans.+45—TV
Finalement, il ne reste plus qu’a appliquer la transformée d’Anscombe inverse a a:(A i\ls e )

pour obtenir E(AA;S'HTTV). Cette approche a le double avantage d’étre cohérente avec les hy-

potheses et de présenter un cout de calcul tres faible. Cependant, la qualité de la distribution
Gaussienne apres la transformée d’Anscombe est discutable.

Les différentes solutions Za ) obtenues sont toutes constantes mais biaisées due a 1'uti-
lisation de la norme £1. Il convient alors de réestimer a posteriori les valeurs moyennes de
Za ) sur chaque segment & partir de Y.

De plus, dans le présent contexte, nous souhaiterions estimer les deux seuls états ON
et OFF. Par conséquent, il est nécessaire de rajouter une étape supplémentaire de seuillage
décrite dans la section suivante.

7.3.2.2 Réestimation a 2 niveaux

Pour chacune des solutions mentionnées précédemment, une estimée & 2 niveaux T )
peut étre obtenue a partir de A comme suit :

1. Un histogramme normalisé de Za x, avec 100 valeurs équitablement espacées entre
min(Za y) et max(Za y), est calculé.

2. L’histogramme est ensuite ajusté par un mélange de deux lois normales, i.e.,

Ny, 02 + (1= )N, (7.30)

12,03)
ot € [0,1] et p11 < po. Les valeurs optimales de I’ajustement sont notées (a, fi1, 02, fi2, 03)-

3. Un seuil ¢ est choisi afin de minimiser le recouvrement entre N(m 52) et /\/(ﬁ2 52)- En
d’autre termes,

~

C=arg_min Fg,52(C) = Faap(©) (7.31)

ol F, 52y désigne la fonction cumulative de ./\f( 11,02)-

4. Finalement, nous définissons ’estimée a 2 niveaux suivante

p1 5 siTaan <G,
f2 , sinon.

(Vne{l,....,N}) Zaan= { (7.32)

Pour la méme réalisation rapportée dans la Figure 7.3, les histogrammes de Za ) des trois
solutions présentées précédemment sont illustrés par la Figure 7.4 pour A = 0.5. Dans chacun
des cas, le meilleur ajustement obtenu a 1’étape 2 est indiqué en traits pleins noirs et le seuil
estimé a I’étape 3 est affiché en traits pointillés.
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FIGURE 7.4 — Choix du seuil pour les estimées par approche TV. Pour chacune des
trois méthodes, sont représentés I’histogramme de Za \ pour A = 0.5, le meilleur ajustement
(traits pleins noir) et le seuil optimal (pointillés noirs).

7.3.3 Meéthode de segmentation par approche TV

Nous proposons a présent de directement segmenter y o pour obtenir 2 niveaux, de valeurs
moyennes vy et v a priori inconnues.

c s . = (MS)
Estimée a 2 niveaux T

Des estimées initiales de v; et vy sont obtenues en ajustant 1’histogramme normalisé de

ya par un mélange de distributions de Poisson, i.e., aP(g,) + (1 — a)P(g,). Cette procédure

s ~ ~ TN . ~(MS .
nous permet d’initialiser v; = y et vo = z. L’estimée a 2 niveaux ac(A )\) est ensuite obtenue

apres la répétition des étapes suivantes jusqu’a convergence.

1. Résoudre 'homologue 1D du Probleme 2.9 afin de segmenter y, en au plus @ = 2
niveaux de valeurs moyennes v1 et vy :

Q=2 0s
(91,92,9$é%,1]3xw qz:l(eq —0g11) T (Ya —v9)” + A qzzl TV(6y — 0441)
0, =1,
assujetti a 03 =0, (7.33)
1>60,>0

Les valeurs optimales sont notées (@\1, /0\2, 53) et jouent le role de fonctions indicatrices
~(MS
(voir Proposition 2.6) permettant de définir sans ambiguité I’estimée a 2 niveaux x(& )\)

comme suit :

~(MS) {m,g foy — 01, =1, (état OFF) (734)

Yned{l,...,N T =
( { }) An Vg , Si 03771 — 02771 =1. (état ON)
2. Réestimer vy (resp. vy) comme la moyenne de y, durant les états OFF (resp. ON) de

2(MS)
wA,/\ .

7.4 Comparaison des différentes méthodes

7.4.1 Configuration expérimentale

Nous proposons d’évaluer les performances des différentes stratégies sur plusieurs si-
gnaux synthétiques reproduisant ceux observés expérimentalement lors de l'enregistrement
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Algorithme 9 Pseudo code pour générer T et ya.

Entrée : Parametres 6, mon, morr, A, fon, Hopr €t N.
1: Fixer la liste 7 = (7on(j), Torr(J))1<j<[anye) des durées intercalées des états ON et OFF ou
ToN ~ Pareto(g mon—1) €t Torr ~ Paretog mope—1)-

2: Fixer ¢ = cumsum(7)

3: Fixern=1

4: Tant que n < N faire

5:  Trouver le premier indice ¢ tel que c(i) > A.

6:  Fixer t = {c(1),...,c(i — 1), A}. Fixer r = ¢(i) — A.

7 Calculer apn (resp. aorr) la proportion des temps ON (resp. OFF) dans t.
8  Fixer Ta,n = Alaonfon + ®OFFHORR)-

9:  Fixer ¢ = (r,c(i+ 1),...c(end)).
10:  Fixern=n+ 1.

Sortie : Ta et yp ~ P(Ta).

du nombre de photons émis par une boite quantique (cf., e.g., [125, 108] pour une revue
détaillée).

Fréquence d’émission et taille du signal. Afin de fixer les ordres de grandeur, nous
rappelons les fréquences d’émission de photons typiques des boites quantiques industrielles
pendant I’état le plus émissif, i.e., I’état ON :

— fe = bkHz (faible qualité)
— fe = 50kHz (qualité standard)
— fe = 200kHz (meilleure qualité)

Nous choisissons de nous placer dans le cas intermédiaire ou f. = 50kHz et considérons que

{NON = feAa

_ _ (7.35)
HOFF = MON/15-

De plus, si nous considérons que ’enregistrement dure approximatement 10 min et que les
photons sont comptés dans des fenétres de I'ordre la milliseconde, alors nous obtenons des
observations de taille N ~ 10°.

Distribution des temps ON et OFF. Pour un temps de coupure 6 = 3bus, nous
considérerons que mon = 1.8 et morpr = 1.95. Ce sont des valeurs assez grandes utilisées
précédemment dans [108]. Pour de telles valeurs, les distributions des temps ON et des temps
OFF sont a queue lourde.

Rapport entre 6 et A. Selon la qualité des capteurs utilisés pour détecter les photons,
nous pouvons espérer différents rapports 6/A :

— 0/A ~ 1/100 pour des caméras standard (~ 200 photons par fenétre).

— 0/A ~1/10 (~ 20 photons par fenétre).

— 0/A ~ 1 pour les expériences standard (~ 2 photons par fenétre).

— 6/A ~ 10 (~ 0.2 photons par fenétre).

— 60/A ~ 100 dans la limite des composants électroniques (~ 0.02 photons par fenétre).

Nous choisissons de nous placer pour des rapports #/A < 1 ou les approches variationnelles
basées sur la TV sont adaptées. En particulier, nous étudierons les cas /A = 0.1 et 1.
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FIGURE 7.5 — Exemples de réalisation. Gauche : §/A = 0.1. Droite : /A = 1.

Données synthétiques. Les données sont générées a l'aide de la procédure décrite par
I’Algorithme 9. Deux exemples sont illustrés par la Figure 7.5.

7.4.2 Quantification des performances

Erreur quadratique moyenne relative. Pour chacune des méthodes, nous comparons
Ierreur quadratique moyenne relative, i.e.,

IMSE(Za) = |Za — Za|?/[Zal (7.36)

en fonction du parametre de régularisation A. Les résultats sont moyennés sur 50 réalisations
et rapportés par la Figure 7.6. Globalement, les approches TV offrent une rMSE plus faible
ou égale a celle de la méthode du seuil. Notons également que la méthode segmentation
(MS) permet d’aboutir systématiquement & une rMSE plus faible que les autres stratégies.
Cependant, la TMSE fournit essentiellement une mesure de la qualité d’estimation de figy et
iorr, €t ne nous donne pas d’information sur la qualité de localisation des discontinuités.

Idéalement, nous souhaiterions que éA soit discontinu des lors que T ne vaut ni figy ni
Lorp, afin de ne pas fausser I'estimation de la distribution des temps ON et OFF de . Nous
proposons de quantifier la similarité entre les discontinuités de S%A et T a partir de l'indice
de Jaccard :

Indice de Jaccard. Soit r I'indicatrice des discontinuités de Za. Pour chaque méthode, nous
noterons 7 l'indicatrice des discontinuités de la solution & 2 niveaux Z. L’indice de Jaccard
(voir Définition 2.7) entre G *r et G*7 est calculé pour un filtre passe-bas gaussien a support
compact G de taille 3 points et d’écart-type 0.3. Les résultats, rapportés par la Figure 7.7
en fonction du parametre de régularisation A, montrent que toutes les stratégies donnent des
indices de Jaccard plus ou moins similaires. Ces résultats sont toutefois difficiles a interpréter
du fait de la différence de nature entre Za et Ta, ce qui met en avant la limitation de I'indice
de Jaccard.

Temps d’éxécution. La comparaison des temps d’éxécution est rapportée Figure 7.8. Sans
surprise, les stratégies (Ans.lo-TV) et (¢2-TV) sont les plus rapides grace a l'utilisation de
'algorithme a la volée proposé dans [52], alors que les méthodes (DKL-TV) et (MS) affichent
des temps d’éxécution plusieurs ordres de grandeurs plus élevés.
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Distribution empirique des durées ON et OFF. Pour chacune des méthodes proposées,
les distributions empiriques des temps ON et OFF de la solution Z Jmay Ul maximise l'indice
de Jaccard, sont respectivement rapportées Figure 7.9 et Figure 7.10. Les distributions sont
mises & ’échelle pour obtenir la méme probabilité que la distribution théorique (noir) dans
I'intervalle délimité par les pointillés rouges. Nous rappelons que les densités de probabilité

théoriques suivent :
—1)¢gmonN—1
{mon— 0N~ powr Tox >0,
ToN
(mopp—1)0™OFF

(7.37)
TOFE pour Torf > 0.

Pour faciliter la lecture, la densité de probabilité empirique de Ton (resp. Ton) est multipliée
par le facteur 7SN (resp. TOR") et est illustrée par la Figure 7.11 (resp. Figure 7.12).

Nous observons que les diverses méthodes proposées permettent d’estimer plus efficace-
ment la distribution dont I’exposant est le plus faible, i.e., mon. En effet, plus la distribution
des temps ON et OFF de T est a queue lourde, plus il est facile d’estimer leur distribu-
tion a partir de . Il est intéressant de remarquer que, pour la présente configuration avec
0/A = 0.1 (gauche), alors la méthode du seuil donne globalement des résultats similaires aux
méthodes d’estimation TV. Ces derniéres démontrent un intérét justifié par exemple lorsque
/A = 1 (droite). Globalement, les solutions (Ans.fo-TV) et (MS) offrent les meilleures
performances d’estimation, alors que la solution naive (¢2-TV) et la solution (DKL-TV) ne
parviennent pas a estimer correctement mon et mopg.

7.5 Conclusion et perspectives

Dans ce chapitre, nous avons examiné l'apport des approches reposant sur la variation
totale pour détecter les discontinuités d’intensité de processus de Poisson agrégés. Les per-
formances ont été évaluées sur des données synthétiques reproduisant les signaux observés
en pratique lors d’expériences de scintillement fluorescent de boites quantiques. Les résultats
préliminaires obtenus sont suffisamment concluants pour appliquer les différentes stratégies
sur des données réelles. Cette piste est actuellement envisagée et donnera lieu a une colla-
boration avec I’équipe Luminescence de I'Institut Lumiere Matiere de ’Université Claude
Bernard.

Il serait également intéressant d’examiner la qualité des solutions obtenues lorsque la
variation totale est pénalisée en norme £;, ce qui nous permettrait d’éviter certains problemes
liés a 'utilisation de la norme ¢; (biais et effet d’escalier). Pour cela, nous projetons d’utiliser
'algorithme de programmation dynamique [193, 192] pour un terme d’attache aux données
o, et lalgorithme récemment proposé dans [75] lorsque le terme d’attache aux données est
la divergence de Kullback-Leibler.
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Travaux préliminaires : estimation du parameétre de régularisation. Les approches
TV utilisées tout au long du manuscrit se sont montrées efficaces en raison de leur formali-
sation reposant sur la minimisation d’une fonctionnelle déterministe et par le développement
d’algorithmes de résolution efficaces. Cependant, les performances d’estimation de la solution
dépendent fortement du choix du parametre de régularisation. La question de son estimation
regoit encore de nombreux efforts méthodologiques et théoriques. Il peut par exemple étre
appris et validé sur une base de donnée de référence par validation croisée ou choisi selon
divers critéres heuristiques (voir [207] pour une revue détaillée). En outre, lorsque la variance
du bruit est connue a priori, 'estimateur non biaisé du risque de Stein (SURE) [191, 59],
permet de sélectionner A dans le Probléeme 2.2 afin de minimiser ’erreur quadratique entre @
et ). Une interprétation géométrique du A optimal a également été envisagée dans [196] ou
la méthode proposée vise a utiliser les solutions (Zx)x>o du Probleme 2.2 afin de sonder les
échelles ! caractéristiques des régions dans I’observation y. Puis le parametre de régularisation

1. La notion d’échelle est ici & comprendre au sens du rapport entre aire et le périmetre.

151
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préservant les régions dont I’échelle dépasse un seuil fixé par I'utilisateur est sélectionné. Tou-
tefois, dans le cas général, les questions de l'interprétation physique et de I’estimation non
supervisée du parametre de régularisation demeurent ouvertes.

Modeles hiérarchiques Bayésiens. Les modeles Bayésiens hiérarchiques se prétent cou-
ramment aux problemes de détection de discontinuités et de débruitage constant par mor-
ceaux du fait de leur capacité a englober la question du réglage des hyperparametres [130, 69].
Cependant, les algorithmes de Monte Carlo par chaines de Markov (MCMC), généralement
utilisés pour fournir des estimées, peuvent s’avérer tres cotiteux en temps de calcul.
Récemment, différents travaux se sont intéressés au développement d’approches bayésiennes

pour estimer le parametre A du Probleme 2.2, reformulé comme un probleme d’inférence sta-
tistique, dont ’estimateur du maximum a posteriori est obtenu en résolvant

L I g T 8.1
20 _— .
vern | \ 2102 c Z()\/a2)€ (8:1)

ott Z(M\/o?) est une constante de renormalisation. En adoptant un modele hierarchique
bayésien, les hyperparametres \ et o2 peuvent étre inclus et estimés conjointement avec
@. Cependant, la difficulté provient ici de la non-séparabilité de exp (—A||Lx||1) en x, ce qui
conduit & Z(A/o?) ne pouvant pas étre exprimé de manieére explicite. Afin de pallier cette
difficulté, des astuces empiriques ont été proposées dans [15, 34|, alors que [165] manie ce
probleme a ’aide de calculs approchés intensifs.

Contribution. Dans ce chapitre nous nous intéressons a l’estimation du parametre de
régularisation y présent dans le Probleme 2.1. Ainsi, nous proposons de formuler la question
du choix de x via la résolution d’un probleme variationnel impliquant x, x, et 0> comme
suit :

Probléme 8.1 (Probleme /5-TV pénalisé). Soient y € RY et x > 0. On appelle probléme
lo-TV pénalisé, le probléme consistant a trouver

@500 € Amgmin oy -l + SlLels + 6(x. %), (32)
zeRN x>0,02>0 40 o

Les principaux défis consistent alors a concevoir la fonction ¢ afin qu’elle pénalise < cor-
rectement > x et 02, et & étre en mesure de résoudre (8.2) efficacement. Pour y parvenir,
une paramétrisation naturelle de @ est présentée dans la Section 8.1 afin de reformuler le
Probleme 8.1. L’expression explicite de ¢ est ensuite dérivée dans la Section 8.2 & partir d’un
modele hierarchique bayésien et une solution algorithmique du Probleme 8.1 est décrite dans
la Section 8.3. La pertinence de l'estimateur Y proposé et la qualité de la solution Z sont
illustrées, quantifiées, et comparées dans la Section 8.4 contre une procédure exclusivement
bayésienne.

Références. Ce chapitre s’appuie sur les contributions [88, 89] et est le résultat d’une
collaboration avec N. Dobigeon.

8.1 Paramétrisation du probleme

En suivant le raisonnement développé dans [129, 130, 69, 67, 66], tout signal constant par
morceaux peut étre paramétrisé explicitement par un vecteur d’indicatrices de discontinuité
et un vecteur des valeurs prises sur chacun des segments.
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8.1.1 Paramétrisation des discontinuités r

Nous introduisons le vecteur d’indicatrices » € RV~ des discontinuités de = € RY
(voir Définition 2.4). Dans ce chapitre, nous augmentons la dimension de r en adoptant la
convention ry = 1 afin d’assurer que le nombre de segments K soit égal au nombre de valeurs
non nulles de r, i.e.,

N
K=Y r=|rlo. (8.3)
n=1

Dans la suite, nous indexerons K par 7, i.e., K., afin d’expliciter la dépendance entre K et
r.

Pour tout k € {1,..., K}, nous noterons Ry C {1,..., N} U'ensemble des indices associés
au k-eme segment. Des lors Ry, N Ry = {0} pour k # K et UK Ry = {1,--- ,N}.

8.1.2 Paramétrisation des valeurs des segments pu

Le vecteur p = (uk)i1<k<k, est utilisé pour indiquer les valeurs prises sur chacun des
segments :

(VEe{1,...,K}) (Yn € Rg) xn = u. (8.4)

8.1.3 Reformulation du probleme

Au lieu de formuler le probléme en fonction de x, nous ferons usage du vecteur pa-
ramétrique @ = {r, u}, afin de caractériser entierement tout signal constant par morceaux.
Notons que cette paramétrisation n’est généralement pas employée car elle possede le défaut
de formuler le probleme en fonction de @ € RY x RX+ dont la dimension est a priori inconnue
puisqu’elle dépend du nombre de discontinuités K,.. Cette paramétrisation meéne au lemme
suivant.

Lemme 8.1. Soienty € RN et @ = {r,u} € RN x REr. Alors le Probléme 8.1 est équivalent
a

K.
~ ) 1 = X
(6,%,6%) = argmin —5 > > (4 — ) + 5 (Kr — 1) + ¢(x, 07) (8.5)
berN xpAr 207 (7 SR 7
x>0,62>0 - k

ot (Ri)i1<k<k, est défini a partir de r comme indiqué dans la Section 8.1.1.

Démonstration. En effet, le terme d’attache aux données présent dans le Probleme 8.1 peut
se réécrire de maniere équivalente

K, K
ly -2 =33 (i—a)® =3 3 (i — ) (8.6)

k=1i€Ry k=1i€Ry

De plus, le terme de pénalisation £p-TV peut se réécrire

Lo = [Irflo =1 = Ky — 1. (8.7)

8.2 Dérivation Bayésienne de la pénalisation ¢

Dans cette section, nous rappelons un modele hierarchique Bayésien couramment utilisé
pour lestimation de signaux constants par morceaux (cf., e.g. [130, 69]) et nous insistons sur
la relation formelle qu’il entretient avec le Probléme 8.1 afin de choisir la pénalité ¢.



154 CHAPITRE 8. ESTIMATION DU PARAMETRE DE REGULARISATION (,-TV

8.2.1 Modele hiérarchique Bayésien

L’inférence Bayésienne consiste a dériver la distribution postérieure du vecteur paramé-
trique @ a partir de la fonction de vraisemblance associée au modele d’observation et a partir
des distributions antérieures des parametres inconnus.

Pour ce faire, nous commencons par rappeler que les composantes du bruit sont supposées
étre des variables gaussiennes i.i.d. de moyenne nulle et de méme variance o2 inconnue. Par
conséquent, la fonction de vraisemblance jointe des observations y étant donné le modele
constant par morceaux @ = {r, u} et la variance du bruit o2 s’écrit :

ik, 1 (1 — y‘)2
2\ - 7
(i, o”)= ,}112 Ao () ®.8)

Afin de dériver la distribution postérieure, des distributions antérieures sont assignées aux
parametres r et p, supposés a priori indépendants.

Premieérement, en suivant les choix admis et utilisés dans [130, 172, 69, 67], les compo-
santes 7, de r sont supposées a priori indépendantes et identiquement distribuées (i.i.d.)
selon une distribution de Bernoulli d’hyperparametre p, quantifiant la probabilité antérieure
d’occurence d’une discontinuité, indépendemment de sa position :

N—-1
ferlp) =[] p i —p)t
=1

p >(K’“‘1) (N-1)
= (£ 1—
(1 i (1-p)

Deuxiément, un choix naturel pour f(u|r) d'un point de vue Bayésien est la distribu-
tion conjuguée de (8.8) [151, 102]. Dans le cas présent, cela revient a élire des distributions
antérieures Gaussiennes indépendantes N (uo,ag) pour chacune des valeurs prises sur les
segments ui (k=1,..., K,), ie.,

= plid (1 — )V ) (8.9)

e 0. (8.10)

De plus, au sein d’un paradigme hiérarchique Bayésien, les parametres de nuisance tels la
variance du bruit o2 et tout autre hyperparametre impliqué dans les distributions antérieures,
peuvent étre inclus au sein du modele et étre estimés conjointement avec 6 [130, 69].

Premierement, afin de modéliser 1’absence de connaissance a priori sur la variance du
bruit o2, la distribution antérieure non informative de Jeffreys est assignée & o2 :

1
2
—. 8.11
f(o?) o2 (8.11)
Deuxiemement, la distribution beta B(ag, a1) (i.e., la distribution conjuguée de la loi (8.9))

est assignée a 'hyperparametre p inconnu :

I' (oo + 1)

T ()T (al)P‘”‘l(l —p)* . (8.12)

fp) =
C’est un choix naturel pour modéliser tout parametre contraint a U'intervalle [0, 1].
Finalement, les seuls hyperparametres qui subsistent sont ag, ai, po et ag. Leur choix
sera établi dans la partie expérimentale.
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8.2.2 Critere MAP joint

A partir de la fonction de vraisemblance et des fonctions postérieures introduites pour les
parametres et hyperparametres, la distribution postérieure jointe s’écrit :

f®ly) o< f(ylr,pm,0?) f(plr) f(rip) f(0)f (6?) on © ={r,u o> p}. (8.13)

Toutefois, dériver les estimateurs Bayésiens, tels I'estimateur des moindre carrés (MMSE) et
I'estimateur du maximum a posteriori (MAP), associés a la distribution postérieure (8.13)
n’est pas simple. Ceci est principalement di a la nature intrinséquement combinatoriale du
probleme, engendrée par la dimension variable de 1’espace des paramétres (r, ) € RV x REr,

En particulier, 'estimateur MAP est obtenu en maximisant la distribution postérieure
jointe (8.13), ce qui peut également étre réécrit comme la minimisation de ’opposé du loga-
rithme de f(®ly), i.e.,

Probleme 8.2. Soient y € RN et des hyperparamétres (ao,al,,uo,ag). L’estimateur MAP
des parameétres du modéle hierarchique bayésien de débruitage constant par morceauzr est ob-
tenu comme la solution du probléme suivant

K.
~ . 1 - 2 1— p 1 2
® €  Argmin 253 E E (ur —yi)” + (Kp — 1) <log (p) + 5 10g(27r(70)>

O={r,u,0%p} k=1icRy,

N
+ —log(270?) — (N — 1) log(1 — p) + log o

2
— (a1 — 1) logp — (ap — 1) log(1 — p)
1 & 1
+— ) (ke — po)? + = log(2map). (8.14)
200 pt 2

Malgré les différences de paramétrisation entre le Probleme 8.1 et le Probleme 8.2, nous
démontrons ici que les deux sont équivalents pour un choix spécifique de x et ¢.

Proposition 8.1. Les Probléme 8.1 et Probleme 8.2 sont équivalents pour le choix de pa-

ramétrisation
2 1—p 1 2
x=o0"log| — |+ 3 log(2mag) |, (8.15)
p
et
N X N+ag—1
b(x,0%) = 5 log(2m0?) + log(co?) — ﬁ(N +ap—2)+ —a log(2mo?)
1
+ (N +ap+ a1 —3)log (1 + exp (% b log(27rag)>> , (8.16)
o
sous condition que
Ky
Z(,uk — 1o)? < a3 log(2nad). (8.17)
k=1

Démonstration. Le principe de la démonstration consiste a étre en mesure d’identifier trois
termes dans (8.14) : le terme d’attache aux données (8.6), un terme proportionnel a la
pénalisation £o-TV (8.7) et un troisieme terme indépendant du vecteur d’indicatrices des
discontinuités r. Nous remarquons que c’est pratiquement déja le cas a condition de pouvoir
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négliger le terme ﬁ Zsz"l (pr — po)? qui dépend explicitement de r via K,.. Ainsi, si nous

choisissons ag suffisamment grand pour que

1 & 1
— Y (e — po)* < = log(2map), (8.18)
204 — 2
k=1
alors nous pouvons reconnaitre
X = 02(log <%> + $log(2m03)),
o(p,o?) = % log(2m0?) — (N — 1) log(1 — p) + log o (8.19)

—(a1 —1)logp — (ag — 1) log(1 — p) +  log(2ma3).

Il s’en suit que p peut étre re-paramétrisé en fonction de {x, o2}, i.e.,

1 -1
p= (1 + exp (% —5 10g(271'0’(2)))> , (8.20)

ce qui permet de reformuler ¢ en fonction de x et o2 (voir (8.16)). O

Remarque 8.1. Une condition suffisante pour satisfaire (8.17) est :
02> N(maxy — miny)* 4+ 1/27 (8.21)

Plusieurs comportements intéressants peuvent étre remarqués a partir de la paramétri-
sation (8.15) du parametre de régularisation x en fonction de la variance du bruit o2, la
probabilité p de présence de discontinuités et la dynamique a priori des valeurs prises sur les
segments (& travers le terme o3).

En particulier, comme espéré, x est une fonction croissante de o2, ce qui souligne deux
points. Premierement, il est nécessaire d’augmenter x pour régulariser davantage les signaux
de plus grande dynamique mais de méme SNR. Deuxiemement, a dynamique fixé, il convient
de régulariser davantage les observations les plus bruitées.

A Tinverse, x est une fonction décroissante de p ce qui, comme nous l'illustrerons dans la
suite, indique que la valeur optimale de x décroit avec p et doit étre choisi de maniere plus
fine lorsque p augmente.

8.3 Solution algorithmique

Nous avons précédemment dérivé, a partir de la Proposition 8.1, une fonction ¢ permettant
de pénaliser le choix du parametre de régularisation x présent dans le Probleme 8.1. Dans cette
section, nous mettons au point une stratégie algorithmique permettant d’estimer efficacement
la solution {Zy, ¥,5?} du Probleme 8.1.

Etant donné que le Probleme 8.1 est non convexe, alterner la minimisation sur chacune
des variables x, y et o2 n’est pas une stratégie efficace. Afin de réduire une partie de ce
probléme, nous proposons d’estimer x sur une grille discréte X' prédéfinie. Ainsi, une solution
candidate du Probleme 8.1 peut étre obtenue en résolvant

P . 1 X
(VX € X) (By,03) € Argmin — |y — =3 + 55| Lallo + ¢(x, 07), (8.22)
xERN 62>0 20 g

~—
J(x,x,0?)
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Algorithme 10 Résolution du Probleme 8.1 par une approche variationnelle Bayésienne

Entrée : Observation y € RV.
Ensemble prédéfini de parametres de régularisation X.
Hyperparametres ® = {ao,al, 08}.

Iterations :
1: Pour x € X faire
2. Calculer Zy = arg min 1|y — |3 + x| Lo .
zeRN

3. Calculer 55 = [ly — &, [j3/(N - 1).

Sortie : Solution {Zg,Y,0%} olt Y = argmin J(Z,, x,02)
X XEX X

que nous proposons d’approcher par

~ 1 2
@, =arg min 5|y — |3+ x||Lz(o,
(Vx € X) X weRN 2 (8.23)
52— ly==l
X N-1 >
puis en sélectionnant le triplet {Zg, X, 3)%} tel que
X = in J(Zy, X, 02). 8.24
X = argmin J(Zy, X, 73) (8.24)

Notons que 'approximation faite en (8.23) consiste a utiliser les solutions du Probleme 2.1
pour sonder I'espace {x, 0%} € RY xR . Par conséquent, les étapes de ’algorithme, rapportées
dans I’Algorithme 10, sont tres succintes et la complexité de I'algorithme dépend seulement
de la capacité a résoudre efficacement le Probleme 2.1 pour toutes les valeurs y € X. Pour ce
faire, nous utilisons 1’algorithme de programmation dynamique Pottslab développé dans [193].

8.4 Sélection automatique de y : Illustration et performances

8.4.1 Configuration expérimentale et choix des hyperparametres

Données synthétiques. Les observations y = Z+b € RY sont synthétisées en deux étapes.
Premierement, les discontinuités sont tirées uniformément sur ’ensemble {1,..., N} formant
ainsi environ p/N segments, puis les valeurs prises sur chaque segment sont tirées uniformément
entre une valeur minimale T, et une valeur maximale Ty, également données au préalable.
Deuxiemement, on géneére b ~ AV (0,0%1y) et on forme la quantité y = & + b. Dans la suite,
nous noterons 7 (resp. ft) le vecteur d’indicatrices des discontinuités (resp. les valeurs sur
chaque segment) de .

Choix des hyperparameétres. D’un coté, on fixe les hyperparametres ag = a; = 1 afin
que la loi béta, assignée a la probabilité de discontinuités p dans (8.12), se réduise a une loi
uniforme (donc non informative) sur I’ensemble [0, 1].

D’un autre coté, la distribution assignée en (8.10) aux valeurs sur chaque segment p
dépend du choix de og. D’apres la Proposition 8.1, nous devons choisir 08 suffisamment
large. Dans la suite, nous choisissons 2702 = 10%. L’impact du choix de o2 sur la solution
sera discutée a la Section 8.4.5.

Discrétisation de X. Dans nos expériences, X est composé de 500 valeurs équitablement
espacées (en échelle logarithmique base 10) entre 1075 et 10°.
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FiGURE 8.1 — Illustration de la sélection automatique de x. Pour chacune des configu-
rations présentées, le critere de sélection proposé est affiché sur la 4e ligne ou ) est indiqué
par une ligne verticale rouge. On remarque que la solution Z, pour x = X, representée sur la
lere ligne en rouge, bénéficie systématiquement d’une MSE relative (2e ligne) et d’une erreur
de Jaccard (3e ligne) plus faibles que pour tout autre valeur de .

Quantification des performances. Les performances sont quantifiées en termes d’erreur
quadratique moyenne relative et d’erreur de Jaccard (voir Définition 2.7). Le premier évalue
les performances d’estimation de & alors que le second se concentre sur 7. Pour tout estimateur
7, Perreur de Jaccard sera calculée entre des versions lissées de 7 et 7, i.e., T G et o x G
ou G est un filtre passe-bas gaussien a support compact de taille 5 points et d’écart type 0.5

(voir Section 2.3.3).

8.4.2 Illustration du principe de sélection automatique de Y.

La Figure 8.1 illustre le principe de la méthode proposée sur plusieurs configurations
de signaux pour lesquels Tax — Tmin = 1. La premiere et la deuxieéme colonne mettent en
évidence I'impact du SNR = (Tmax — Tmin)/30 : SNR = 1 (lere colonne) et SNR = 2 (2e
colonne). La premiere et la troisieme colonne montrent quant a elles 'impact de p : p = 0.01
(lere colonne) et p = 0.15 (3e colonne) pour un SNR fixé.

Pour chacun des exemples, la premiére ligne affiche le signal original Z (noir), ’observa-
tion dégradée y (gris), la solution obtenue par la méthode proposée x5 (rouge), et les deux
solutions optimales au sens de la MSEr (bleu) et de l'erreur de Jaccard (vert). La deuxieme
(resp. troisieme ligne) présente I'erreur quadratique moyenne relative (resp. erreur de Jaccard)
en fonction de . Ce sont des fonctions de x constantes par morceaux, ce qui indique que la
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FIGURE 8.2 — Performances d’estimation (x vs SNR). Le parametre estimé X est affiché
en rouge en fonction du SNR et comparé a la gamme oracle, délimitée en traits pointillés
blancs, pour laquelle la solution correspondante minimise la MSE ou I'erreur de Jaccard. De
haut en bas : p = 0.005, 0.010 et 0.015. De gauche a droite : Tinax — Tmin = 0.1, 1 et 10.

solution Z, du Probleme 2.1 est identique pour tout un ensemble de valeurs . En particulier,
nous noterons Xyisg (resp. Xjacc) I'ensemble des valeurs de x pour lesquelles Z, minimise la
MSEr (resp. erreur de Jaccard). La derniere ligne affiche le critere proposé J(Zy, X73>2<) en
fonction de x. Il est intéressant de remarquer que J(Zy, X, &\)2() n’est pas constant par morceaux
et que X minimisant J(Zy, X, 8)2() est unique. Sur chacune des trois lignes, la valeur de X est
reportée par une ligne verticale rouge. Idéalement, nous souhaiterions que ¥ € Xymsg U XJace.

Dans chacun des trois cas, nous observons clairement que I'estimée ¥ € XyvsgUXjace. Une
examination plus poussée montre que lorsque le SNR diminue (voir Figure 8.1 (a) et (b)),
la section d’un x optimal est plus difficile, comme indiqué par la diminution des intervalles
XMsE et Xgace. Nous observons également le méme comportement lorsque p augmente (voir
Figure 8.1 (b) et (c)). Toutefois la méthode proposée parvient a choisir automatiquement
un X € Ausg U Xyace- De plus, la solution Zy apparait visuellement comme un excellent
estimateur de .

8.4.3 Quantification des performances

Dans cette section, nous proposons d’évaluer plus en détails les performances d’estimation
de Z3 et d’examiner le comportement de X en fonction 02, Tmax — Tmin, €t p. Pour cela, nous
considérons deux expériences. La premiere évalue les performances d’estimation en fonction
du SNR pour différentes valeurs de p et Tyax — Tmin (voir Figure 8.2) alors que la seconde
(voir Figure 8.3) se concentre sur le comportement en fonction de o, pour différentes valeurs
de p et SNR.

Pour chacune des configurations examinées, nous rapportons la MSEr (resp. erreur de
Jaccard) entre T et Z, (resp. 7 et T) en fonction de x. Les intervalles Xysg et Xjace sont
délimités en traits pointillés blancs alors que leur valeur moyenne est dépeinte en traits
pleins. Nous superposons également 1’estimée Y en rouge. Les résultats sont moyennés sur 50
réalisations.
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FIGURE 8.3 — Performances d’estimation (y vs SNR). Le parametre estimé Y est affiché
en rouge en fonction du SNR et comparé a la gamme oracle, délimitée en traits pointillés
blancs, pour laquelle la solution correspondante minimise la MSE ou U'erreur de Jaccard. De
haut en bas : p = 0.005, 0.010 et 0.015. De gauche a droite : SNR =4, 2 et 1.

La Figure 8.2 illustre le choix optimal de x en fonction de p, du SNR et de la dynamique
Tmax — Tmin- Premiérement, nous observons que la région optimale (en blanc) se resserre
lorsque le SNR et p diminuent, ce qui montre que Y doit étre choisi plus finement. Toutefois,
nous remarquons que l'estimée ¥ reproduit le bon comportement en fonction de p et o2 et se
situe systématiquement entre les traits pointillés blancs. Cela indique que la solution bénéficie
des meilleures performances d’estimation en termes de MSEr et d’erreur de Jaccard. De
plus, X varie correctement avec la dynamique, comme indiqué par la translation des courbes
blanches et rouges (voir Figure 8.2 de gauche a droite), ce qui suggere que la méthode proposée
fonctionne quelque soit la dynamique des observations.

Considérons a présent une dynamique ZTyax —Tmin = 1 fixée. Dans ce cas, nous remarquons
sur la Figure 8.3 que Y varie linéairement avec o2 et que X diminue lorsque p augmente (voir
la translation de la courbe rouge en parcourant la Figure 8.3 de haut en bas). Ces deux
observations sont cohérentes avec I’analyse dimensionnelle du Probleme 2.1 qui énonce que

X ~ o?/2p.

Dans chacun des cas, nous remarquons que l'estimateur proposé X reproduit le méme
comportement que X\isg et XvmAp-

8.4.4 Comparaison contre de l’inférence bayésienne

A présent que la méthode est validée, nous proposons de comparer ses performances
contre les estimateurs MAP et MMSE Bayésiens classiques associés au modele hiérarchique
dérivé a la Section 8.2.1 et dont la procédure MCMC est rappelée dans I’Annexe D. Le
nombre d’itérations de Monte Carlo est fixé & Tyic = 10° et les hyperparametres associés &
la. distribution antérieure f(u|r) décrite en (8.10) sont fixés & g = E(y) et 03 = 10@(3;),
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FiGURE 8.4 — Comparaison contre de l’inférence bayésienne. De haut en bas : p =
0.005, 0.010 et 0.015. De gauche a droite : Erreur quadratique moyenne relative, erreur de
Jaccard, temps d’éxécution et exemples de solutions.

ot E et \//'z;() désignent respectivement la moyenne et la variance empirique.

Les performances d’estimations en fonction du SNR sont rapportées par la Figure 8.4,
Ol Tmax — Tmin = 1 et ou chaque ligne correspond & une probabilité p € {0.005,0.01,0.15}
différente. Les résultats obtenus avec 'estimateur Zy proposé sont indiqués en rouge alors
que les résultats associés aux estimateurs bayésiens Zyap et Zymse sont rapportés en vert
clair et vert foncé.

Globalement, les performances d’estimation de Zy sont systématiquement comparables a
celles de Zyap et Tyvvise en termes de MSEr (1lére colonne) et d’erreur de Jaccard (2eme
colonne). La troisieme colonne illustre quant a elle ’apport en temps d’éxécution obtenu avec
la méthode proposée par rapport aux approches MCMC. Il est intéressant de remarquer que
I’approche proposée est déterministe et que son temps d’éxécution dépend principalement de
N et |X|, alors que les valeurs des parameétres p et o2 influent fortement sur le temps de
calcul des approches MCMC. Des résultats similaires sont obtenus pour des valeurs de N
plus grandes. A titre d’exemple, pour N = 10%, les approches MCMC nécessitent plus d’une
heure de calcul alors que la méthode proposée est éxécutée en quelques minutes.

8.4.5 Robustesse de ’estimateur proposé

Jusqu’a présent nous avons choisi de fixer arbitrairement 27708 = 10*. Dans cette section,
nous relachons ce choix et nous nous intéressons a I'impact de I’hyperparametre 0(2) sur la
solution estimée en fonction de p, (ZTmax — Zmin), 0> €t SNR = (Zmax — Tmin)/30.

Impact de p et SNR La Figure 8.5 dépeint les résultats en fonction de SNR € {1,2,4} et
p € {0.005,0.01,0.015} pour (Zmax — Tmin) = 1. Dans chaque configuration, nous observons
que malgré les variations de X en fonction 08, les performances d’estimation de 'estimée
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FIGURE 8.5 — Impact de o2 (2). De haut en bas : p = 0.005, 0.010 et 0.015. De gauche &
droite : SNR =4, 2 et 1.
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FIGURE 8.6 — Impact de 03 (1). De gauche & droite : Zmax — Tmin = 0.1, 1 et 10.

x5 sont sensiblement identiques dans la gamme logy, 2102 = 1 a4 5 et offrent les meilleurs
résultats en termes de MSEr et d’erreur de Jaccard.

Impact de Tyax — Tmin- La Figure 8.6 illustre comment les performances varient en fonction
de Tmax — Tmin € {0.1,1,10} pour p = 0.01 et SNR =1 fixes. Nous considérons également la
gamme logy 271'0'(2) étendue de 1 a 100. Nous observons que les performances sont identiques a
la translation de (Zmax —Zmin)> Pres, ce qui indique que 0(2) doit étre choisi indépendemment de
la dynamique du signal. C’est un résultat prévisible du a la dépendance de ¢ en 08 alors que,
dans les approches Bayésiennes, O'g est généralement choisi proportionnellement a @(y).
De plus, nous remarquons que pour o3 — +0o0, les performances d’estimation se dégradent
considérablement. En effet, pour un tel cas limite, le terme en log(27o) domine tous les
autres termes dans le critere J, ce que nous souhaitons éviter.

A partir de toutes ces simulations, nous observons que choisir log 27708 = 4 apparait étre
un bon compromis entre la remarque théorique visant & sélectionner 032 suffisamment grand
et le bon comportement numérique.



8.5. CONCLUSION ET PERSPECTIVES 163

8.5 Conclusion et perspectives

Ce chapitre s’est intéressé au développement d’une méthode de sélection automatique et
non supervisée du parametre de régularisation présent dans le Probleme 2.1. L’originalité
de ce travail réside dans la mise en évidence de 1’équivalence entre un probleme d’estima-
tion constant par morceaux bayésien et une version pénalisée du Probleme 2.1. Cela nous a
ainsi permis de mettre au point une approche variationnelle bayésienne profitant a la fois de
la capacité des stratégies hiérarchiques bayésiennes & englober les hyperparametres dans le
modele, et du faible colit de calcul inhérent aux approches variationnelles. Les performances
de la méthode proposée se comparent favorablement contre les estimateurs bayésiens de 1’état
de lart a la fois en terme de qualité d’estimation et en terme de temps de calcul.

Un avantage majeur de la méthode proposée est de facilement pouvoir s’étendre a d’autres
modeles de dégradation de données univariées. Notamment, le cas du bruit de Poisson, i.e.,
y ~ P(T), pourrait également étre abordé de fagon similaire a partir de l’algorithme de
programmation dynamique développé dans [75] et du modele hierarchique Bayésien dérivé
dans [68]. L’extension au cadre bidimensionnel est également envisagée.
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Bilan

Lorsque ces travaux de these ont été initiés, les processus invariants d’échelle étaient
principalement supposés homogenes et univariés. Dans ce contexte, le formalisme multifractal
basé sur les coefficients d’ondelettes dominants fournit un cadre pratique pour l'estimation
de la régularité ponctuelle et du spectre multifractal. L’objectif de cette thése a consisté a
répondre aux questions posées par 'analyse des processus invariants d’échelle multivariés et
non homogenes, par la formalisation de probléemes variationnels.

Non homogéne. La premiere contribution a été d’envisager 1’'utilisation des approches
TV pour détecter les régions au sein desquelles les propriétés d’invariance d’échelle des pro-
cessus multifractals par morceaux peuvent étre considérées homogenes. Le principe de la
méthode proposée réside sur deux éléments clefs. Premiérement, nous avons montré que le
formalisme multifractal doit étre conduit localement en estimant les quantités liées au spectre
multifractal, & savoir (c1, c2) ou (C1,5,Ca,5);, dans une fenétre glissante suffisamment grande.
Deuxiémement, nous avons promu ’application de méthodes d’estimation/segmentation vec-
torielle conjointe pour détecter lesdites régions.

La deuxieme contribution de la these s’est portée sur le développement d’un algorithme
a la volée pour la détection de discontinuités dans des données vectorielles. Le principe de
la méthode repose sur le découplage des conditions de Karush-Kuhn-Tucker a I'aide de va-
riables non négatives afin d’étre en mesure de mettre successivement a jour I’encadrement des
variables primales et duales. Une solution algorithmique a été proposée ou les variables non
négatives sont supposées constantes par morceaux et estimées parmi un ensemble prédéfini
dont la taille permet de régler le compromis entre la qualité de la solution et le temps de
calcul. Nous avons également suggéré différentes facons d’accélérer la méthode proposée en
profitant de sa structure parallélisable et de I'ordre de grandeur relatif des observations.

Multivarié. Dans un troisieme temps, nous nous sommes intéressés a 1’étude des processus
autosimilaires multivariés en concevant une stratégie de régression non linéaire afin d’estimer
non seulement la matrice de Hurst mais également la matrice de covariance des OfBm. L’es-
timation des parametres des OfBm a été formulée par la minimisation d’une fonctionnelle
non convexe quantifiant I'erreur quadratique entre la fonction de partition mesurée empi-
riquement et un modele paramétrique. La principale difficulté a donc consisté a trouver le
minimum global parmi un ensemble non convexe délimitant 1’espace des solutions ot I’OfBm
est correctement défini. Pour y parvenir, le Chapitre 5 s’est concentré sur le cas bivarié en
proposant une approximation de ’espace de recherche par une union d’ensembles convexes et
en mettant au point un algorithme de séparation-évaluation pour trouver le minimum global.
Un avantage majeur de la méthode paramétrique proposée est qu’elle bénéficie de bonnes
performances d’estimation méme pour des données de taille relativement faible ce qui peut
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se montrer utile pour traiter des données réelles, qui sont généralement limitées.

La méthodologie a par ailleurs été envisagée et validée au Chapitre 6 pour ’analyse de
Biv-OfGn. Contrairement aux Biv-OfBm, les Biv-OfGn offrent un cadre plus souple pour
la modélisation jointe de I’invariance d’échelle de processus bivariés et peuvent s’avérer plus
appropriés pour modéliser des données réelles. Leur application a été mise en oeuvre sur
des données issues du trafic internet, a savoir les séries temporelles du nombre de bytes et
paquets recus. A cet effet, nous avons proposé l'introduction d’un parametre d’intégration
fractionnaire dans la définition des coefficients d’ondelette comme une astuce pratique et
efficace pour assurer que les exposants de Hurst mesurés n’excedent pas les valeurs autorisées
par le modele. Cela nous a ainsi permis de réaliser une procédure d’identification d’anomalies
dans le trafic basée sur la différence d’exposants de Hurst.

Contributions plus spécifiques autour de la variation totale. Dans la perspective
d’étudier le phénomene de fluorescence intermittente, une attention plus spécifque sur le bruit
de Poisson a été portée au Chapitre 7 afin de déterminer les alternances entre deux intensités
d’émission a partir du compte d’occurrences dans des intervalles de temps réguliers. Nous
avons considéré I'utilisation des approches d’estimation TV comme un moyen pratique pour
sonder les différents niveaux d’intensité avant d’appliquer un seuil choisi automatiquement
et permettant d’identifier deux états d’émission. Les résultats obtenus démontrent 'intérét
d’utiliser la transformée d’Anscombe et bénéficient de temps de calcul suffisamment faibles
pour étre appliqués sur des données réelles.

La principale limitation des approches TV utilisées réside dans le fait que les performances
dépendent fortement du choix d’un hyperparametre controlant la quantité de régularisation
a appliquer. La derniére contribution de cette thése a donc été d’inclure son estimation dans
le probleme variationnel £p-TV en rajoutant un terme de pénalisation. Le choix de ce dernier
et le sens donné a I'hyperpararametre optimal ont été dérivés au Chapitre 8 en établissant
une correspondance avec l'estimateur MAP d’un modele hierarchique Bayésien. Cette double
représentation a également permis de concevoir une solution algorithmique efficace profi-
tant a la fois de garanties de convergence et de la sélection automatique du parametre de
régularisation. A présent, nous disposons d’une solution rapide et entierement non super-
visée qui permet d’atteindre les meilleures performances d’estimation des discontinuités et
des valeurs moyennes.

Quelques perspectives

Analyse multifractale inhomogeéne. Puisque les quantités (ci, c2) voire (Cy ;,Ca j); sont
estimées dans une fenétre glissante, les estimées sont exponentiellement corrélées. Or les
méthodes TV employées supposent que le bruit est blanc gaussien. Des lors, il serait utile
d’appliquer un algorithme de blanchiment de signal pour s’y rapporter.

De plus, nous avons montré que les approches vectorielles conjointes bénéficient de meil-
leures performances d’estimation que plusieurs approches scalaires indépendantes lorsque le
SNR est du méme ordre de grandeur sur chacune des composantes. Or, le bruit d’estimation
de (C1;); et (Caj); varie en fonction de I'échelle d’analyse 27. De fait, il serait intéressant
d’examiner les performances d’estimation lorsque les termes d’attache aux données sont di-
visés par la variance d’estimation.

Segmentation vectorielle. Nous avons vu que les approches de segmentation vectorielle
basées sur la TV dépendent fortement du choix des niveaux (vq,1, ..., vq,n). Pour la segmen-
tation d’images RGB, les ) classes sont usuellement choisies pour représenter les principales
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couleurs susceptibles d’étre présentes dans I'image. Cependant, pour la segmentation des pro-
priétés multifractales, il est difficile de prévoir au préalable les différentes classes de valeurs
de (c1,¢2) voire (Cy;,C5;); présentes dans la texture a analyser. A cet effet, il serait utile
d’envisager une méthode d’estimation préliminaire des () classes. Alternativement, il serait
intéressant de pouvoir proposer P niveaux W, = (Wpm)i<p<p indépendemment pour cha-
cune des composantes m € {1,..., M}, et d’inclure I'estimation des @ classes & partir des
valeurs w dans le probleme variationnel.

Algorithmes a la volée. Le développement de I'algorithme a la volée souleve deux princi-
pales perspectives. Premierement, il serait utile de pouvoir étendre ’algorithme a la volée au
débruitage linéaire par morceaux ou L est remplacé par I'opérateur de secondes différences.
Cependant, cette perspective implique également quelques difficultés dans sa mise en oeuvre
notamment dies au fait que les conditions de Karush-Kuhn-Tucker ne peuvent pas étre
découplées.

Deuxiemement, nous avons vu qu’il existe un délai entre I'instant ou 1’algorithme détecte
qu’une discontinuité aurait da étre introduite et la position de la dite discontinuité. Dans
Ioptique de futurs travaux, nous envisageons l'utilisation de la version en ligne de 'algo-
rithme a la volée présenté a la Section 4.4.4 comme un bon moyen de prédire la présence de
discontinuités.

Identification d’OfBm. Etant donné que le nombre de parametres caractérisant les OfBm
requiert estimation de M+ M?+ M (M —1) /2 parametres pour M composantes, I’algorithme
de séparation-évaluation proposé peut s’avérer prohibitif en temps de calcul pour M > 2. Des
lors, il serait souhaitable de développer une méthode non paramétrique permettant d’estimer
les exposants de Hurst (Hy,..., Hys). Autrement, il serait avantageux de pouvoir estimer
efficacement la matrice de mélange W'.

Fluorescence intermittente. Nous avons vu que la solution (Ans.f2-TV) permettait d’ob-
tenir des résultats encourageants pour la détection des états d’émission ON et OFF. Une
perspective consiste a mettre a profit le caractere a la volée de l'algorithme [52] pour détecter
en temps réel les états OFF et, en appliquant un champ électrique a la boite quantique,
permettre le retour dans ’état ON. Cette stratégie ouvrirait ainsi la voie a la conception de
nanostructures fortement émissives a intensité constante.

Sélection du parameétre de régularisation. Comme nous ’avons noté, I’extension de
la méthode proposée a d’autres termes d’attache aux données et au cadre bidimensionnel
pourrait s’avérer tres utile. De méme, il serait intéressant de considérer le cas ou la variance
du bruit et/ou la probabilité de présence de discontinuitiés varient dans le temps. Des lors,
le probleme consisterait non plus a estimer un scalaire mais un vecteur modélisant le fait que
le parametre de régularisation optimal varie également dans le temps.
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Annexe A

Définitions utiles en optimisation
convexe

Les résultats d’optimisation convexe énoncés dans ce manuscrit concernent une classe
particuliere de fonctions convexes I'g (RN ) dont la définition requiert les notions suivantes.

Définition A.1. (Epigraphe d’une fonction). Soit f : RN — [—oo,+00|. L’épigraphe de f
est l’ensemble noté epi f défini par :

epi f = {(z,a) e RY xR | f(z) < a}. (A.1)

Définition A.2. (Fonction semi-continue inférieurement). Soit f : RN — [—o00, +00] et soit
u € RN, La fonction f est dite semi-continue inférieurement (s.c.i.) si epi f est fermé.

Définition A.3. (Domaine d’une fonction et fonction propre). Soit une fonction f: RN —
[—00,400]. Le domaine de f est l’ensemble noté dom f défini par :

dom f = {u eRY | f(u) < —|—OO}. (A.2)
On dit que f est une fonction propre si dom f # 0 (i.e., si f n’est pas identiquement égale a
Uinfini).

Définition A.4. (Classe To(RY)). Soit To(RY) la classe des fonctions f : RN —] — oo, +0o0]
convexes, semi-continues inférieurement et propres.

Définition A.5. (Enveloppe conique). Soit C un ensemble convere. L’enveloppe conique de
C est l’ensemble noté cone C défini par :

cone C = U{)\x\xEC}. (A.3)

A>0

Définition A.6. (Intérieur relatif fort). Soit C un ensemble convexe. L’intérieur relatif fort
de C est I’ensemble noté sri C défini par :

sriC = {a: € C | cone(C — z) = Vect(C — x)} (A.4)

ot Vect(C—x) est l’ensemble des combinaisons linéaires des vecteurs de (C—x) et ot Vect(C—
x) désigne son adhérence.
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Annexe B

Algorithme de segmentation
vectorielle couplée

B.1 Enoncé du probleme

Nous considérons I’extension du Probléeme 2.10 au cadre vectoriel ou cette fois-ci la seg-
mentation n’est pas imposée conjointe a toutes les composantes, i.e., ’hypothese 84 = 04.m,
(Vm € {1,...,M}) est relachée et nous considérons que 0 € R@HDXMXIQ Par conséquent,
'ensemble (DOy), € [—1,1]*2 n’est plus réduit & un singleton et les coefficients (D8g),
définissent alors une éllipsoide centrée en 0 de dimension 0 < 7 < 2 dans I’espace [—1,1]% ou r
est le nombre de valeurs singulieres. Les valeurs singulieres (; ¢ = ((g0,1,(g0,2) correspondent
aux longueurs respectives des axes principaux de cet ellipsoide.

Afin de segmenter la quantité y = (yl,...,y]\/[)T tout en désirant que les masques
(Q1,m; - - -, 2g,m) soient plus ou moins similaires sur chaque composante m € {1,..., M}, nous
proposons d’introduire des corrélations entre les composantes en modifiant le Probleme 3.2
comme suit :

Probléme B.1 (Probleme £5-TV 2D vectoriel & ) niveaux avec couplage entre composantes).
Soity = (y1,...,ym)' € RMXIQ et yn ensemble de valeurs de niveausz (Vg,m)1<q<Q1<m<M
avec comme convention Vg m < Vg+1,m. Alors le probleme consiste a résoudre

Q M Q
6 = arg min D) (Bgm — Ogr1,m) ' (Ym — vgm)® + A STV(6y)
976[0,1}(Q+1)XMX‘Q‘ g=1m=1 g=1
el,m = ]-a
assugjetti a (Yme{l,...,.M}) 0g+1,m =0, (B.1)

1292,m220Q,m207

ot, pour tout ¢ € {1,...,Q}, le tenseur de structure des pénalisations vaut
N
STV(6q) = Z 1Cqellp  avec p=>1
£=1

et ot Cqp = (Cu1,Cqr2) € R? est défini a partir de la décomposition en valeurs singuliéres
de (D8g), € RM*2 ;

(Doq)£ = Uq,EZq&(V;z,E)T (B'Q)
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ol
(Ug0) "Uqge = 1,
Vot (Vao) T = 1o,

¢ 0 0 !
Zq7£ _ q.6,1 e e ‘
0 Cge2 0 ... 0
Le Probleme B.1 peut étre interprété comme une version discrete de la relaxation proposée
dans [195].

(B.3)

B.2 Solution algorithmique

Afin de proposer un algorithme efficace pour résoudre le Probléme B.1, nous reformulons
d’abord le critere (B.1) comme suit

Q M
b\ = arg min 9Tm (ym - ,m)2 - (ym - 71,m)2
07 €[0,1](@+DxM x|l ;QmZ:l B ( ! ! )
Q
+ XD STV(0y) + 2, (0) + 11z, (0) + 11, (0)  (B.4)
q=2

ou, pour tout k € {0, 1,2}, tp, désigne la fonction indicatrice sur 'ensemble convexe fermé et
non vide Ej, ¢ R@DxMxQ " oegt 3_dire g, (@) = 0si 0 € Ej, et 400 sinon. L’ensemble Ey
correspond a la contrainte sur la dynamique qui impose que 8 appartienne a [0, 1](Q_1)XM =19
ie.,

Eo = {6 € [0, 1)@ DxMxI2ly

et ou
B = {0 e ROV g, 05000 >0.(vge (1. [Q -2} (BS)
et

By = {9 e RQ-DXMxIQ gy 0 p010 >0, (Vh e {1,....[(Q - 2)/2j}}. (B.6)

Le critere (B.4) est la somme de 5 fonctions convexes possiblement non lisses, semi-
continues inférieurement et propres, et implique un tenseur de structure des pénalisations
comprenant un opérateur linéaire D. Par conséquent, il peut étre minimisé a 1’aide d’un
algorithme proximal dont les itérations ont été introduites dans [200, 53] et son résumées
dans I’Algorithme 11. Sous certaines hypotheses techniques assurant l’existence de la solu-
tion (voir [200, 53]), les itérées (B[k])k cn convergent vers le minimiseur de (B.4).

Les opérateurs proximaux présents dans I’Algorithme 11 ont une expression explicite. En
effet, la forme explicite de prox,, pour p = 2 est donnée dans [166], alors que le cas p =1
correspond a l'opérateur de seuillage doux (voir Exemple 2.2). Il convient de noter que lorsque
p = 2, Pétape de décomposition en valeurs singulieres peut étre évitée [41]. D’un autre coté,
nous avons noté

Yo (8) = 07 (ym — V) = (Ym — vg-1.m)°) (B.7)

dont 'opérateur proximal s’écrit

Prox1y,, 0 = 0 =0~ ((Ym — vgm)? = Wm — vy-1.m)?). (B.8)
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Algorithme 11 Résolution du Probleme B.1 basée sur l'algorithme primal-dual

Entrée : Parameétres 7 > 0 et o €]0,77(|D"D| + 3)_1[.
1: Initialiser 8°) = (eq,m[o])QSqSQJSmS]u e R@-DxMx|Q]
2: Initialiser l* € R(@-1xMx2[Qf

=10 B
3: Initialiser ﬂ[ ]7@[0],@[0] € R(Q-DxMx|Qf
4: Pour k£ =0,1,... faire

5.  Etapes primales : mise a jour de gle+1]

6 Pour ¢ € {2,..., Q} faire

7 Pour m € {1,..., M} faire

k K] =[k] [k

8: i = Oittn = (D s = Yy — Vi — Giom)

0: QI+l _ py oM
10: G = oglk+1] _ glk]

~[k+1 _

11:  Etapes duales : mise a jour de glFt1, ﬂ[ - ], g+, glk+1]
122 Pour g € {2,...,Q} faire
13: Pour m € {1,..., M} faire

14: agt =gt + o Dol

~[k+1]  ~[k ~

15 = + okt

16: @l = gkl 4 gplk+1]

17 alkrll = gkl g gglktl]

18 Pour q € {2,...,Q} faire

19: Pour (€ {1,...,N} faire
20: Calculer C[kH] et C[k+1 a partir de uqktl] (cf. (B.2))
21: [k+1] C[k+1 — AprOX)\” H ( C([Ikz—l])
22: Calculer y[ y ' 5 partir de 17([1!7_ (cf. (B.2))
23: Pour m € {1 , M} faire

k1] Rt =tk

24: Ygm = Ugm —OPTOX,-1y (07 Uy )

25: gt = gkt — o pp (o~ talk+l]
26: Z7[k+1] _ ﬁ[k+1] o UPE2 (U u[k+1])
Sortie : Solution ...
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Solution du Probléme 3.2 : 93’1 — 92’1 93’2 — 92,2 93,3 — 02,3
Pixels mal classés : 17.1% 16.2% 13.0%

- - (Y

o 4 o

Solution du Probleme B.1 : 93,1 — 02,1 03,2 — 02,2 03,3 — 0273
Pixels mal classés : 15.5% 15.2% 12.9%

F1GURE B.1 — Performances de segmentation couplée. lére ligne (de gauche a droite) :
masque permettant de générer les données, données originales z, estimées des valeurs
moyennes de 6’1,3- pour j = 1, 7 = 2, et j = 3. 2éme ligne (de gauche a droite) : Solu-
tion du Probléme 3.2 pour j =1, j = 2, et j = 3. 3éme ligne (de gauche a droite) : Solution
du Probléme 3.3 pour j =1, j =2, et j = 3.

Finalement, les projections sur Ey, F, et Fo se réduisent a des projections sur des hyper-
slabs [22, Exemple 28.17]
D’autres solutions primal-dual auraient pu utilisées, comme celle dérivée dans [38, 50].

B.3 Quantification des performances

Nous proposons de comparer les performances de segmentation de la solution du Probleme B.1
contre celles de la solution du Probleme 3.2 sur une texture concue a partir de I'inclusion
d’un patch 2D d’une réalisation de marche aléatoire multifractale de parametres (c1,c2)a =
(0.8, —0.005) sur un fond de parametres (c1, c2)p = (0.5, —0.05). Une réalisation de telle tex-
ture est représentée sur la Figure B.1. Dans nos simulations, nous utilisons y = 6’1, Q=2
A =20, et p=2.

Performances de segmentation. La solution proposée, dont le résultat est dépeint sur la
Figure. B.1-(ligne du bas), atteint un taux plus faible de coefficients mal classés a chaque
échelle, ce qui illustre l'intérét de ’approche vectorielle. Cependant, la segmentation est
différente & chaque échelle. Afin de segmenter la texture originelle z, I'utilisateur doit mettre
au point une procédure pour combiner les segmentations obtenues a chaque échelle. Des
conclusions similaires sont obtenues pour différentes réalisations et configurations.



Annexe C

Démonstrations

C.1 Démonstration du Théoreme 5.2

Considérons une séquence {On } ey € E (i.e., non nécessairement composée de minima).
Nous affirmons que

cven) S50 = eybe. (C.1)
Par contradiction, supposons que ’'on choisisse une sous-séquence {O N(r)}reN tel que, avec
probabilité positive,

CN(T’)(GN(T’)) < 7“_1 et ||@N(r) —@H > Cy>0. (02)

Alors, (5.40) et (5.42) impliquent qu’il existe des indices j*, i} et ¢, une constante § > 0 et
une séquence d’ensembles

Es Ny = {w  [logy |EBsx 32 (277, O ()| — logy | Bis 5 (27, 0)]] > 6} (C.3)

1

tels que
P(E6,N(r)) > Cl >0 (C4)

pour un certain C7 > 0. Alors, pour ¢ € (0,4), le Théoreéme 5.1 implique que pour un certain
027

1 J2 , o
-z dST> 0 {logy 164, (2)] — logy |Eiy 4,(27,0))]

J=1 1<i1<io<M
+ 10g2 ’Eil,iz (2]7@” - 1Og2 |Ei1,i2 (2J7 ®N(r))|}2
e Y 2
> {1ogy |13 (277, 8) | — logs [ By 1527, Ol — 2}
> CQ >0 (C5)

avec probabilité non nulle (contradiction). Par conséquent, (C.1) est vérifié. A présent,
considérons la séquence (5.43), et remarquons que

nf Cn(©) < On(©) 50, (C.6)

0<Ox(OF) = jn

(1

grace au Théoréme 5.1. Donc, par (C.1), la limite (5.44) est satisfaite. [J
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C.2 Démonstration du Théoréeme 5.3

Réécrivons .
J2
CNO) =D Y (IN)iii(©) (C.7)
J=j1 1<i1<ia <M
avec

(FN)irsin (©) = {logy |4, (27)] — logy | Eiy iy (27, ©)[}2. (C.8)

Il apparait donc clairement que pour k € N*,

cP© =" 3 ()0 (C.9)

J=71 1< <io <M

Fixons un triplet (i1, 2, j). Par (5.39), (5.41) et (5.42), les trois premieres dérivées de (fn )i, ir,;(O)
par rapport a © sont bien définies dans int =. Les deux premieres dérivées peuvent s’exprimer
en fonction de © comme suit

(fN)iri2,i(©) = Vo (fN)i1in,j(©)
= _2{10g2 ‘Sil,lé (2])| - log2 |El'1,i2 (2J7 @M}Aihiz (2]7 ®)> (0'10)
et

(fN)i1,i2.5(©) = Vo [Ve(fN)i i (©)]
= 2{ i, (2, ©) 4,127, ©)"
— [logy [Siy,i,(27)] — logy | Eiy iy (27, ©)[]Ve A, i, (27,0)}. (C.11)

De maniere similaire, (f3/)i,.i,.;(©) est composé de sommes et produits de log, [5(27)] —

log, |E(27,0)| et des dérivées de A;, 4,(27,0).

Réécrivons C\(©) = {(CN)i(©)}1=1,...dim= via un développement de Taylor du second
ordre de (C'y);(©) avec reste de Lagrange,

R 3 (Ch () — (Chi(®) = { Vo (Ch)(®)(@n - 8)

Vo Ve (C)i((Ox))*]

—l—(@N—@) 9]

Gy — @)}, (C.12)

ou chaque entrée (é N)i, L =1,...,dimZ, est une valeur du parametre appartenant au segment
entre © et Oy. Par conséquent,

RYE 5 O (Oy) — Cx(8) = {5 (B)(Oy - B)

Vo Ve (Cr)i((On)1)’] )
2! I=1,...,dim =

+(@x-9) (65 -©)}. (C.13)
olt chaque entrée (O — @)*V@[V@(Cﬁv)l((é]\;)l)*], l=1,...,dimZ, est un vecteur colonne.
Par (5.39) et pour de grands N, On € int = avec probabilité tendant vers 1. Par conséquent,
C\(On) = 0. Résoudre (C.13) pour Oy — © mene a

VN®y - 8) = ~{ck(®) + (6N - 0)*

VG[VGCEV((C:)N)z)*])
2! I=1,...dimE

}_1\/NC§V(@). (C.14)
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Sous (5.42), de part la consistance de I'estimateur ©y de © et I'expression de ( N )inin,i (©),
nous avons pour [ =1,...,dimZ=,

Vo Vel ((On))] 5 Ve [VeCh(©0)]. (C.15)

L’inversibilité de la matrice entre crochets dans (C.14) est assurée avec probabilité tendant
vers 1 grace a la Condition (5.45) et le Théoreme 5.1, puisque 'expression (C.11) entraine

J2
() 523 ST A (2,0)A,,, (27, 0) (C.16)

J=i 1S <ia<M

Soit || - ||;1 1a norme matricielle ¢; entrée par entrée. A partir des relations (C.9) et (C.10), et
du développement de Taylor au premier ordre de log, |-| autour de E;, ;,(27, ©) sous condition
que (5.41) soit vérifié, on peut reformuler v NC’ (©) comme suit :

-9 Z 2j/%/> Z Zh — Eil’iQ-(2i7 @) Ail,iQ (2jv@)

J=j1 1<i1<ia<M lOgQ) i1 74'2(2j?6))

+0(Z VE;S(2) — B2 @)H,l) e RUmME, (C.17)
J=n

Il s’en suit alors que la limite faible (5.46) est une conséquence de (C.14), (C.15), (C.16),
(C.17), du Théoreme 5.1 et du dispositif de Cramér-Wold. [J

C.3 Discussion a propos de la Remarque 5.5

La condition (5.48) revient & exiger le plein rang de la somme de termes de rang 1. Afin
de fixer les idées, considérons une somme de la forme vo* + ww*, ot v,w € R?\{0}. Alors,
la somme est de rang 1 si et seulement si v et w sont colinéaires. En effet, supposons qu’il
existe un vecteur u # 0 tel que u*{vv* + ww*}u = 0. Alors, v vv*u = 0 = v*ww*u, d’ou la
colinéarité.

Afin de simplifier les notations, supposons qu’il soit possible de réécrire le spectre en
ondelettes comme

|Ei1,i2 (2jv @)| = a2‘171'22j2h1 + bil,i22j(h1+h2) + Ci1,i22j2h2v (0-18)

ot iy,ig = 1,..., M (c.f. [4, Lemme 4.2]. Supposons en plus que les seuls & parameétres soient
hi < hg. Alors, pour j et (i1,1i2) fixes,

O o |Bun s (27,0)] = L Ginia 10822720 + by, Log(27)272 +12) (C.19)
Ohy B2 1P 1082 @y, 1y 2020 + by, 1,200 Fh2) ¢ o 0j2he '
et 2595 (h1+h2) 912k
0 1 b ;.1 243)2J(h1 2 | 27)9234h2
logy | s 1,(29, ©)] = L b2 108(2%) + i 1o8(%) (C.20)

8h log2 aZ1 12 242h1 + bil,i2 Qj(h1+h2) =+ Cil’iz2j2h2

Les équations (C.19) et (C.20) suggerent que pour au moins deux triplets (i1, 42,7), les vec-
teurs

0 - 0
J
(8h logZ |EZ 112 (2 7@)‘ ah 10g2 |E11 )12 (2 ®)|) (0'21)

ne seront pas colinéaires en pratique pour la plupart des paramétrisations.
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Annexe D

Estimateurs bayésiens

L’estimateur du maximum a posteriori (MAP) ou l'estimateur des moindres carrés (MMSE)
associés a la distribution posterieure jointe f(€|y) dans (8.13) peut étre approché a l'aide
d’une procédure MCMC qui repose essentiellement sur un échantillonneur de Gibbs « par-
tially collasped > [204] similaire & l’algorithme dérivé dans [69]. Le principe consiste & générer
itérativement des échantillons (indicés par -[t]) selon les distributions postérieures condition-
nelles associées a la distribution postérieure jointe (8.13). Les itérations sont rapportées par

I’Algorithme 12. I’ensemble des échantillons 9 = {r[t], pltl o2l plt] }Z}f qui en résultent sont
alors asymptotiquement distribués selon (8.13). Ces échantillons peuvent ensuite étre utilisés
pour approcher les estimateurs MAP et MMSE des parametres d’intérét [147]. Les solutions
correspondantes sont notées Tyap et Tymvse dans la Section 8.4.4.

Algorithme 12 Débruitage constant par morceaux Bayésien

Entrée : Observations y € RV.
Hyperparametres ® = {ao, a17u070(2)}.
Iterations :
1: Pour t=1,...,Tyc faire

2: Pour n=1,...,N — 1 faire
[t]

Générer n™ ~ f (rn|y>r\n7pa 0-27#/0,03)
Pour k=1,..., 25:1 T%] faire

Générer plf! ~ f (uily, v, 0%, po, 03)

Générer o2t ~ f (U2|yarvu’)
Générer plt! ~ f (p|r, g, 1)

Sortie : ¥ = {r[t],u[t},UQ[t],p[t]}iAf, AP €t TvMSE-
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