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Résumé

Cette thése vise & mettre en place une méthode de calcul automatique de forme optimale
pour les antennes, par modification de la forme des motifs métalliques constituant les
éléments rayonnants d’'une antenne.

La premiére partie propose un état de l'art des deux principales thématiques de cette
these. Le chapitre 1 présente la simulation électromagnétique des antennes, basée sur la
méthode des équations intégrales et résolue par éléments finis de frontiére. Le chapitre
2 présente ’algorithme d’optimisation de forme utilisé, qui couple une analyse de sensi-
bilité avec la méthode Level Set pour I’évolution de la géométrie.

La deuxiéme partie s’intéresse a I'application de cet algorithme d’optimisation au pro-
bléeme qui a motivé cette thése, a savoir le calcul de la forme optimale d’un motif mé-
tallique sur un élément rayonnant. Le calcul des champs électriques et magnétiques est
effectué par la méthode des équations intégrales, qui renvoie notamment ’observable &
minimiser : le coefficient de réflexion de I'antenne. Les chapitres 3 et 4 présentent les
aspects théoriques de ce travail, dans le domaine continu et le domaine discret respecti-
vement.

La troisieme partie explique la mise en ceuvre numérique des résultats établis théorique-
ment dans la partie 2. Le chapitre 5 décrit la boucle globale de 1’algorithme d’optimisation
de forme. Les résultats obtenus par cet algorithme sont présentés dans le chapitre 6 :
ils s’appuient sur plusieurs éléments rayonnants dont la forme de la métallisation évolue
afin d’optimiser le coefficient de réflexion ainsi que d’autres critéres dérivés.

Abstract

This thesis aims at establishing a method which computes automatically the optimal
design of an antenna, by modifying the shape of metallic patterns constituting the ra-
diating elements of an antenna.

In the first part is proposed a state of the art of the two main topics of this thesis.
The electromagnetic simulation of antennas based on the integral equations method and
solved by the boundary elements method is presented in Chapter 1. Chapter 2 presents
the utilized shape optimization algorithm, which combines a sensitivity analysis and the
Level Set method for tracking the evolution of the geometry.

The second part deals with the application of this optimization algorithm to the problem
that motivated this thesis, namely computing the optimal shape of a metallic pattern
on a radiating element. The electric and magnetic fields computation is performed by
the integral equation method which returns, among others, the observable to minimize:
the reflection coefficient. Chapters 3 and 4 present the theoretical aspects of this work,
in the continuous domain and the discrete domain respectively.

In part 3 is explained the numerical implementation of the theoretical results established
in part 2. Chapter 5 addresses the global loop of the shape optimization algorithm. The
numerical results obtained by this algorithm are set out in chapter 6: they are based on
several radiating elements whose shape of the metallization evolves in order to optimize
the reflection coefficient as well as other derived criteria.
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Introduction

Durant les derniéres décennies, la simulation numérique a pris une place de plus en
plus importante dans le monde industriel, jusqu’a devenir un outil indispensable. Dans
le passé, le processus de design industriel passait nécessairement par la fabrication d’une
maquette sur laquelle on effectuait des mesures, a la suite desquelles on définissait les
mesures correctives a appliquer avant de fabriquer une nouvelle maquette, et ainsi de
suite jusqu’a satisfaction des spécifications et fabrication du premier prototype.

[’apparition de la simulation numérique a bouleversé ce processus : le prototype est rem-
placé par une maquette virtuelle, la mesure est remplacée par des calculs numeériques,
et les mesures correctives sont ainsi appliquées directement au modéle numérique, et
ainsi de suite, encore une fois, jusqu’a satisfaction des spécifications. Une fois le design
correspondant a ces spécifications calculé, on peut construire le prototype final.

Le gain en terme de cott et de temps de fabrication est immense. L.’augmentation conti-
nue de la puissance des ordinateurs, couplée au développement de méthodes d’analyse
mathématique avancées ont permis d’améliorer grandement les calculs. Aujourd’hui, on
est capable d’effectuer en quelques heures des simulations qui, il y a quelques années a
peine, auraient pris des siécles; et d’aboutir a des designs qui n’auraient pas été imaginés
avant l'apparition de la simulation numérique.

Ces nouvelles méthodes d’analyse — ou le design est figé par l'utilisateur — sont bien
ancrées dans le paysage industriel. L’heure est désormais au développement de méthodes
pour la synthése du design : le code de calcul a la possibilité de modifier les paramétres de
conception. En effet, la complexification des contraintes industrielles rend la conception
plus délicate : 'utilisation d’une heuristique parfois intuitive, méme couplée a d’excel-
lents moyens de modélisation et de simulation, ne suffit parfois pas a proposer un produit
conforme & toutes les exigences. Les mesures correctives a appliquer sont alors difficiles
a définir, et le design final difficile & imaginer.

Dés lors, on voit apparaitre l'intérét pour une nouvelle classe de méthodes numériques
qui, s’appuyant sur les méthodes de simulation déja existantes, ont pour but le calcul
du design optimal, c’est-a-dire réalisant toutes les exigences. Si un algorithme est ca-
pable de calculer une géométrie optimale non intuitive pour un ingénieur, ou de réaliser
des analyses de tolérance automatiques sur un grand nombre de paramétres, alors on
a encore augmenté l'efficacité du recours a la simulation en automatisant la définition
des mesures correctives et en calculant, sans intervention humaine, un design satisfaisant
aux spécifications.
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Objectif de la thése

Les travaux effectués dans cette thése s’inscrivent dans la problématique de concep-
tion optimale présentée ci-dessus.

Plus specifiquement, on s’intéresse & la conception d’antennes, telles que ’on peut en
trouver dans les radars : I’antenne est alors 'interface entre 1’espace libre ou circulent
les ondes électromagnétiques et le systéme radar qui traite les informations recues. L’an-
tenne jouant un role primordial dans les performances du systéme radar, sa conception
est soumise a de nombreuses contraintes en terme de performances mais également de
poids, de taille, de bande de fréquence, etc.

Encore plus spécifiquement, on s’intéresse ici aux propriétés d’émission d’une antenne
réseau, c’est-a-dire composée d’un certain nombre de modules élémentaires appelés élé-
ments rayonnants qui sont alimentés par un ensemble de dispositifs électroniques agissant
sur les caractéristiques (forme, polarisation, direction...) de 'onde formée. Le fonction-
nement d’une antenne sera détaillé au chapitre 1.

> o

V=4

O— & —<
= =
S = =
45 1 PS PA '8 g
Z g
g8 i } 52 <<
= L g
S 2 x o R
Q = P A o
‘8 = | Ps
(D)——-/ " £ [ : — -
— L Pr
Ps P, LV_J
Eléments rayonnants
“ ) )
;‘Y_J ' "
Sources Ligne de transmission Antenne

FIGURE 1 — Schéma simplifié de la transmission d’un signal d’une source a I’espace libre
via une antenne réseau

Dans cette thése, nous allons nous intéresser a la forme de ces éléments rayonnants

unitaires, et en particulier aux éléments rayonnants de type patch. Ce type d’élément
rayonnant, quelque soit sa géométrie, posséde toujours a sa surface une zone métallisée,
appelée patch métallique, qui va créer le couplage entre ’onde dans le guide, qui permet
la transmission de cette derniére a I’antenne, et ’espace libre. Nous allons chercher, dans
ces travaux, a optimiser la forme de ce patch métallique.
Pour les besoins de la thése, on se limitera au cas d’un élément rayonnant pris en espace
libre, et non pas en réseau fini, afin de simplifier les écritures mathématiques. L’exten-
sion au cas des réseaux n’est pas traitée ici, mais ne pose pas de probléme théorique
supplémentaire.
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FIGURE 2 — Exemple d’élément rayonnant avec un substrat diélectrique (en vert) par-
tiellement métallisé (en rouge)

La forme de cette métallisation va directement influer sur les caractéristiques du
champ électromagnétique rayonné, ce qui nous ameéne a la question principale lors de la
définition d’un probléme d’optimisation : quel est le critére que 'on veut réaliser ?

Lors de I’émission de I'onde, I’antenne va transmettre une certaine quantité d’énergie
dans 'espace libre. Cette quantité dépend des paramétres géométriques et physiques :
design géométrique, matériaux, fréquence, polarisation,... En fonction de ces paramétres,
une partie de cette énergie est toujours réfléchie vers ’alimentation de I'antenne.

Dans la bande de fréquence de fonctionnement de ’antenne, minimiser cette quantité
d’énergie réfléchie revient & augmenter la portée de I’antenne ou & diminuer la puissance
nécessaire a son fonctionnement. Cela revient donc aussi a améliorer les performances
du radar.

Ainsi, nous allons dans nos travaux chercher a minimiser la quantité d’énergie réfléchie
dans I’antenne. Il ne s’agit pas de la seule quantité intéressante & minimiser, mais nous
nous y restreindrons afin de tester la faisabilité de nos méthodes, I'optimisation d’autres
critéres ne posant pas de difficultés théoriques ou pratiques supplémentaires.

Organisation de ce mémoire

Ce manuscrit se divise en six chapitres, regroupés dans trois parties. Nous présentons
ici briévement le contenu de chacun de ces chapitres, de maniére trés formelle.

Partie I : Etat de ’art

Chapitre 1 : Equations intégrales de frontiére en électromagné-
tisme

Le premier chapitre, bibliographique, présente le probléme de la diffraction d’une
onde électromagnétique par un obstacle.

On commence par rappeler les équations de Maxwell, qui régissent la propagation d’un
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champ électromagnétique (E, H) dans un milieu isotrope de R3, de permittivité diélec-
trique € et de perméabilité magnétique u. Les équations de Maxwell sous forme harmo-
nique s’écrivent :

VXE—iwpH = 0

VxH+iwggE = 0
En réécrivant ces équations, on se raméne a une équation d’Helmholtz, dont on connait

la solution élémentaire g. Cela nous améne a la définition du noyau de Green, qui nous
sera utile par la suite :

eik|$_y|

Glz,y) =gz —y) = e — gl Va,yeR’

En utilisant la solution élémentaire de I’équation d’Helmholtz, on peut écrire la solution
des équations de Maxwell dans le vide.

Afin de résoudre le probléme de la diffraction d’une onde par un obstacle, on intro-
duit la formule des sauts, qui, particularisée pour le rotationnel d’'un champ de vecteur
A, s’écrit :

V x {A} = {V x A} +s([A xn])
ou s est la distribution de simple couche.

On introduit ensuite un certain nombre d’outils de géométrie différentielle qui nous per-
mettent de définir les opérateurs gradient tangentiel Vi et divergence surfacique divr.

Nous introduisons également les espaces fonctionnels H(rot, ') et H, ;‘% (I') qui serviront
de cadre a cette étude, ainsi que quelques informations sur la valeur principale de Cauchy
et la partie finie d’Hadamard qui nous permettront de définir les intégrales singuliéres
et hypersinguliéres qui interviendront dans les équations.

Nous arrivons ensuite au point le plus important du chapitre : la représentation intégrale
de la solution du probléme de diffraction d’'une onde par un objet. Celle-ci est obtenue
a partir de la solution des équations de Maxwell dans R? et la formule des sauts, et
s’applique aux inconnues que sont les courants électriques et magnétiques (j, m) définis
comme les traces tangentielles des champs sur la surface I" de I'objet :

j=nxH

m=FExn

La formule de représentation intégrale s’écrit alors, Vo € R3\ T :
E(z) = E™(z)+ (£j)(z) — (Km)(z)
. . 5
H(z) = H™(z)+ (Kj)(z) + ;(Em) (z)

ol les opérateurs intégraux L et K s’expriment de la maniére suivante :
i .
(EX)@) = = [ Gy Ve X@AE) +ion | Gy X)) @ eRA\T
r r
(KX)@) = [ 9.Glr) x X()ir(y) v €RA\T
r
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En définissant les traces L et K sur I' de ces opérateurs, on peut écrire les équations
intégrales appelées EFIE et MFIE V z € I:

%Eﬂ;(a;) = E7(2) + (Lj) (z) — (Km) (x)

%HjTE(x) = Hi(x) + (Kj) () + %(Lm) ()

On présente ensuite la méthode de résolution numérique de ces équations intégrales que
nous utiliserons, la méthode des éléments finis de frontiére. Elle se base sur les éléments
finis de Raviart-Thomas, dont les fonctions de base s’écrivent, pour un élément K du

maillage :
1

2|K|

ou r(x) est le rayon vecteur du point z. Les courants surfaciques s’écrivent alors dans
cette base :

Vi=1,..3, Bik(z)= (r(z) — 1) pour z € K

ik =M kBik + A kBo g + A3 kB3 i

ot les degrés de liberté globaux A\; x sont les flux sortants de K a travers chaque aréte :

)\17[(:/ j-ulds
K

1
Enfin, nous terminons le chapitre par quelques informations générales concernant les
antennes, dont les principales ont déja été introduites dans les objectifs de la theése.
Nous introduisons également quelques caractéristiques des guides d’onde, en particulier
les trois catégories de modes de propagation de ’onde : les modes TE, TM et TEM.
Enfin, nous présentons briévement le code de calcul industriel Antenna Design, qui résout
les équations de Maxwell sous forme intégrale par la méthode des éléments finis de
frontiére, et que nous utiliserons dans les simulations numériques présentées au chapitre

6.

Chapitre 2 : Optimisation de forme par méthode Level Set

Ce deuxiéme chapitre, également bibliographique, présente la méthode d’optimisa-
tion de forme que nous utiliserons dans cette thése : la méthode Level Set.

Aprés avoir effectué un rapide tour d’horizon des méthodes de suivi d’interface exis-
tantes, on se concentre sur celle qui nous intéresse particuliérement, la méthode Level
Set. Elle se base sur la représentation implicite d’'un domaine Q € R? a 1'aide d’une
fonction auxiliaire ¢ : R? — R appelée fonction Level Set, :

o) <0 si ze
o(r) =0 si zel =00
p(z) >0 si z€

Cette fonction va nous permettre de décrire I’évolution de la frontiére I' de €2 au cours du
temps, puisque cette frontiére est déterminée, a chaque instant ¢, comme étant ’ensemble
des points pour lesquels la fonction Level Set ¢ est nulle.

Ainsi, si 'on introduit le vecteur vitesse V(t,z) = v(t,z)n(t,z), qui est le champ de
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vecteurs dirigé suivant la normale & I' dictant le mouvement de la frontiére, on trouve
que l'évolution de la frontiére est régie par une équation d’Hamilton-Jacobi dont la
solution est la fonction Level Set correspondante :
d o¢
Y(ot) € RY X 0,T], S2(t,) + o(t, )| Vo(t, 2)| = 0

Cette équation est résolue sur une grille cartésienne par un schéma aux différences finies
d’ordre 2. Cette résolution nécessite 'initialisation de la fonction Level Set ¢, que 1’on
va chercher & étre le plus proche possible de la fonction distance signée.

Nous présentons ensuite le probléme d’optimisation de forme, qui se définit comme la
recherche de la forme optimale d’un domaine €2 parmi un ensemble de formes admissibles
et qui minimise un critére appelé fonction corit.

Afin de calculer les variations de la fonction cotit par rapport a la forme, nous devons
définir un cadre pour les perturbations de la forme. La méthode que nous utilisons est
la méthode de variation de frontiére d’Hadamard qui permet d’effectuer une analyse de
sensibilité de la fonction cott J lorsque I’on perturbe la frontiére de (2.

On introduit pour cela un champ de vecteur 6 et on considére les déformées de €2 par le
champ 0 :

0y = {x+0(x), = Q}

Ce cadre nous permet d’introduite la notion de différentiation par rapport au domaine.
On définit la dérivée de forme de J par rapport a {2 comme la dérivée de Fréchet en
0 = 0 de la fonction 6 — J((I + 9)(9)) et on a le développement asymptotique suivant :

J(I+0)(Q) = J(Q) + J(Q)(0) +o(f) avec lim [o(9)]

=0
0—0 [|0]]

Nous présentons ensuite quelques formules et propriétés utiles sur les dérivées d’inté-
grales, ainsi que les notions de dérivées lagrangiennes et eulériennes et d’état adjoint.
Ces notions vont nous permettre d’énoncer la proposition donnant la dérivée de forme
d’une intégrale dont I'intégrande est une fonction dépendant du domaine, solution d’une
équation aux dérivées partielles.

Les propriétés des dérivées d’intégrales nous apprennent que la dérivée de forme ne dé-
pend que de la composante normale de la déformation du domaine. Au final, la dérivée
de forme peut s’écrire de la maniére suivante :

J(Q)(0) = /F vo (0 n)ds

ol le champ scalaire vg, que I'on sait calculer, dépend de 'état et de 1’état adjoint.
Cette expression nous donne une direction de descente naturelle : § = —vo n puisque
pour t un pas de descente suffisamment petit, on peut écrire :

T(Q) = J() — / W2 ds +o(t) < J(Q)

La fonction cofit est bien décroissante pour cette direction.

Ainsi, si 'on couple ce calcul de dérivée de forme et de direction de descente avec la
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méthode Level Set, on obtient un algorithme efficace d’optimisation de forme qui permet
une évolution de frontiére libre. A chaque itération k du processus, on calcule la direc-
tion de descente 0 par la méthode d’Hadamard et on utilise sa composante normale
var = B - n pour résoudre I’équation d’Hamilton-Jacobi :

0
ot =0,.) = ¢*

Partie II : Optimisation de forme pour 1’électromagné-
tisme

Chapitre 3 : Le probléme d’optimisation de forme

Le chapitre 3 présente la réponse proposée au probléme présenté au début de cette
introduction, & savoir 'application de la méthode d’optimisation de forme par Level Set
au probléme de diffraction électromagnétique résolu par équations intégrales.

Dans un premier temps, on rappelle le contexte et la problématique. Le patch métallique
dont nous souhaitons optimiser la forme est schématisé sur la figure suivante :

FIGURE 3 — Schéma global d’un patch métallique sur un élément rayonnant ou la surface
hachurée est notée I'y; = I'ps 1y U T a2 et la frontiére du patch v = 'y N0

La fonction Level Set associée a ce probléme est donc définie de la maniére suivante :

p(xr) <0 si zely,
o(xr)=0 si x€y
¢(x) >0 si zelpypy

On rappelle que la fonction cotit & minimiser est ici la quantité d’énergie réfléchie dans
I’antenne. Elle peut également s’écrire comme le flux du vecteur de Poynting du champ
diffracté a travers une section du guide d’onde, soit :

J(P)z%?ﬁ(/e (Ediﬂxﬁ)-uda) :%§R</em~(v><j) do)
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On applique ensuite la méthode d’analyse de sensibilité présentée au chapitre précédent
a la fonction cott, et donc aux grandeurs physiques qui y interviennent. On note les
dérivées de forme de la maniére suivante :

(% 2+ 6(z)) = j(0,z) + V0, 2) + o(6)
m(I’, z + 60(z)) = m(T,z) + mY (0, z) + o(h)

La dérivée de forme de la fonction cott s’écrit donc, dans un premier temps :

J'(T)(0) = %éﬁ(/r (m<1>(9> (v x§) +i0(0) - (m x V))da)

L’introduction d’un probléme adjoint, et sa solution, appelée état adjoint et notée (p, q),
nous permet la reformulation de cette dérivée de forme, qui devient :

J(T)(0) = ;R ( Z [ / (LPO] - KV O)[m)]) - pido
*/F (- &M@f] - L) [m]) ql‘d"D

: i

ou ¢ est 'indice des différents domaines diélectriques composant ’antenne et Lgl)(ﬁ) et
Ki(l)((?) sont les dérivées des opérateurs intégraux intervenant dans les équations inté-
grales.

Le calcul de ces opérateurs intégraux est ensuite effectué, en dérivant tous leurs termes
constitutifs (notamment les opérateurs différentiels) et en appliquant les régles de déri-
vation d’intégrales. Ces calculs aboutissent & une troisiéme expression pour la dérivée de
forme de la fonction coiit.

Enfin, nous reformulons les expressions des opérateurs intégraux afin d’obtenir une dé-
rivée de forme ayant la structure souhaitée pour y appliquer la méthode Level Set, a
savoir :

J(T)(6) = / V(y) - 0(y)do(y)

Une fois ces calculs effectués, on obtient bien une derniére expression de la dérivée de
forme que 1’on pourra exploiter :

e = [

T'ar

(%éR( é ri[I',j, m, p, q] (y)>) -0(y) do(y)

ol le terme dans I'intégrande, lui-méme constitué d’'une somme d’intégrales sur la totalité
de la surface, sera présenté dans la proposition finale du chapitre.

Chapitre 4 : Discrétisation par éléments finis de frontiére

Le chapitre 4 présente 'application numérique des résultats théoriques présentés au
chapitre 3.

Dans un premier temps, on revient sur I'implémentation de la résolution du probléme
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adjoint. Notons qu’il s’agit de la seule étape de calcul qui soit intrusive, c’est-a-dire qui
nécessite de modifier le code de calcul Antenna Design.
On s’appuie pour cela sur la forme particuliére des champs et des courants dans un guide
d’onde, a savoir leur décomposition dans la base des modes.
Si on note f,,,,V m; = 1,...,n,, les coefficients de la décomposition du champ incident
dans cette base, q,m,,V m; = 1,...,n,,V m, = 1,...,n,, les composantes de la ma-
trice S des coefficients de réflexion et de transmission entre le mode m; et le mode m,
et E,,,,H,V m; =1, ..n, ces modes, alors les champs admettent la décomposition
suivante :

Nm  Nm Nm  Nm

Vel E(z) Z Z B Cmgmy, B, () et Z Z B Cmym, Hm, ()

mg mg

Grace a cette décomposition, on peut réécrire le second membre du probléme direct, noté
bp, sur la section I'. du guide comme une somme de seconds membres par mode :

bD]IFe = Zm Bmlbml

et de méme pour le second membre du probléme adjoint :

Nm  Nm

bA - Z Zﬁm,&mzmr m

D’un point de vue matriciel, si on considére une propagation monomodale, cela revient
tout simplement a résoudre le systéme

[A][7 U] = [B (Blr,)]
et a reconstruire le vecteur état adjoint de la maniére suivante :
P=p3aU

Le calcul des termes constitutifs de la dérivée de forme se fait a posteriori, & partir des
inconnues calculées numériquement sur le maillage, & partir de trois formules indispen-
sables :

e la décomposition des intégrales sur le maillage :

Z/fxydUK )

Kely,

VyEF/fxydcr

e la formule de quadrature de Gauss :

‘v’yeF‘v’KGFh,/fxydaK |K|Zw8f|KxS,y)
ot Ng est le nombre de points de Gauss considérés, x, leurs coordonnées et w, les poids
qui y sont associés;

e la formule d’interpolation des inconnues en tout point du maillage, & partir des
fonctions de base et des degrés de liberté :

.]|K Z)\IKBIK
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Aprés reformulation d’un terme hypersingulier, on a donc a notre disposition une expres-
sion discrétisée de la dérivée de forme de la fonction cotit. Les termes qui la constituent
étant pour la plupart singuliers, on définit une stratégie qui nous permet d’approcher
ces intégrales singuliéres :

e Pour le terme d’auto-influence (intégrale double sur le méme élément), on effectue
une approximation de ces intégrales en annulant la partie singuliére ;

e On alterne les formules de Gauss, et donc les coordonnées des points de Gauss. Ainsi,
on minimise I'influence des intégrales singuliéres sur le calcul de la dérivée de forme de
la fonction coiit.

Partie III : Mise en ceuvre numérique et résultats

Chapitre 5 : Algorithme numeérique

Le chapitre 5 présente la mise en ceuvre numérique de la méthode d’optimisation et
I’algorithme utilisé.

On commence par rappeler le contexte, a savoir que I'on a en notre possession une déri-
vée de forme du type

JI)O) = [ V(y)-0(y)do(y)
1N}
et que ’on doit résoudre I’équation d’Hamilton-Jacobi avec comme terme de vitesse

v(y) =—=V(y) -n(y) Vyely

Cette équation sera résolue sur une grille cartésienne fixe, ce qui va nécessiter des passages
successifs du maillage (o sont calculés les courants) a la grille (ou sera calculée la vitesse).
Ce passage sera effectué par localisation de chaque point de la grille dans les éléments
du maillage.

La normale a la frontiére I'y; est quant a elle calculée & partir de la fonction Level Set, a
I’aide d’un schéma numérique de type différences finies, et la vitesse finale est régularisée
par une méthode basée sur I'opérateur Laplacien.

Une des difficultés numériques qui se pose est celle de I’initialisation de la fonction Level
Set. Comme expliqué dans le chapitre 2, on va chercher a se rapprocher le plus possible
de la fonction distance signée, en calculant le plus précisemment possible la distance de
chaque point de la grille aux arétes du maillage délimitant le patch métallique. Pour un
patch métallique rectangulaire, on obtient I'initialisation suivante :

Maillage initial Level-Set apres initialisation

FIGURE 4 — Initialisation de la fonction Level-Set
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Nous présentons ensuite la stratégie utilisée pour faire évoluer, au fil des itérations,
la géométrie du patch. Cette stratégie repose sur deux étapes principales :

— le remaillage de I'j; suivant la nouvelle fonction Level Set calculée aprés résolu-
tion de I’équation d’Hamilton-Jacobi par interpolation de cette nouvelle Level Set
sur ’ancien maillage, découpage de I’ancien maillage et génération d’un nouveau
maillage ;

— le maintien de la conformité de ce nouveau maillage avec le reste du maillage par
remaillage d’une zone tampon entre les deux, appelée zone de relaxation.

Enfin, nous présentons schématiquement l'algorithme d’optimisation qui a été implé-
menté et qui prend en compte les étapes d’initialisation, de calcul de la vitesse, de
résolution de I'équation d’Hamilton-Jacobi, de remaillage et de calcul direct. Nous reve-
nons également sur le choix de critére d’arrét effectué, qui est un critére de stagnation
de la solution.

Chapitre 6 : Résultats numériques

Le chapitre 6 présente les résultats numériques obtenus lors de 'application de 1’al-
gorithme a quelques cas-tests.

Dans un premier temps, nous présentons les deux cas-tests considérés :
— un guide d’onde rectangulaire, dont ’embouchure est partiellement métallisée,
— un élément rayonnant constitué de deux blocs diéléctriques partiellement métal-
lisés.
Pour chacun de ces cas-tests, on considérera plusieurs géométries initiales pour le patch
métallique a optimiser.

On étudie ensuite les résultats obtenus par ’algorithme. Nous citerons ici un exemple de
résultat obtenu, celui de I'optimisation du coefficient de réflexion pour le guide d’onde :

coefficient de transmission (dB)

0O 5 10 15 20 25 30 35 40

itération
FIGURE 5 — Courbe de convergence de la fonction coiit : guide d’onde
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Nous revenons également sur l'influence de la géométrie initiale du patch métal-
lique, qui s’avére trés importante puisque beaucoup de géométries ont des coefficients
de réflexion similaires, et I'algorithme, de type gradient, ne peut converger que vers un
minimum local.

Nous étudions également I'influence de certains paramétres numériques, tels que la taille
de la grille cartésienne et la qualité du maillage de la zone de relaxation.

Dans le cas du cas-test élément rayonnant, il est intéressant de regarder les résultats
obtenus lorsque 'on veut optimiser la forme du patch sur une bande de fréquence. Les
résultats obtenus ici sont trés satisfaisants, puisque 1’algorithme converge vers une forme
optimale nous permettant d’élargir la bande de fontionnement.

Pour le cas-test guide d’onde, on cherche aprés cela a atteindre un coefficient de ré-
flexion cible, plutdt que de le minimiser. Dans un premier temps, on vise un coefficient
de réflexion au module fixé, ce qui se rapproche beaucoup de la minimisation du module.
Dans un second temps, on cherche a atteindre un coefficient de réflexion complexe, c’est-
a-dire que ’on veut controler a la fois 'amplitude et 1a phase du coefficient. Cela nécessite
une adaptation de la fonction cotut qui se traduit par une modification de 1’état adjoint :

Po=p(a=0)U (0.1)

ou U est le vecteur solution calculé comme présenté dans le chapitre 4 et § est le coefficient
de réflexion cible.

Dans les deux cas, les résultats obtenus sont également satisfaisants et nous permettent
d’atteindre trés précisemment le coefficient de réflexion cible. Par exemple, pour le guide
d’onde, avec controle de I’amplitude et de la phase :

-10
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= 40
45

-50
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65
-80
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-80 -
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45

’a—é

itération

FIGURE 6 — Courbe de convergence : minimisation de ’écart & § = —0.6 + 0.44

Nous concluons le chapitre — et par-la méme la thése — par un bilan du comportement
de I'algorithme et des résultats obtenus, ainsi que par un certain nombre de perspectives
d’amélioration qui restent a explorer.
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Chapitre 1

Equations intégrales de frontiére en
électromagnétisme

Contents

[2.1  Formulation variationnelld . . . . . . . . . . ... 43
2.2 Méthode des éléments finis de frontierd . . . . . . . . . .. ... 44

Introduction

Nous présentons dans ce chapitre le probléme de la diffraction électromagnétique que
nous souhaitons résoudre, ainsi que le principe de sa résolution par la méthode des équa-
tions intégrales et la mise en ceuvre numeérique de cette derniére.

Dans un premier temps, nous rappelons les équations de base de l'électromagnétisme,
les équations de Maxwell, ici utilisées sous leur forme harmonique et associées a une
condition de rayonnement & I'infini. Nous présentons également la résolution explicite de
ces équations par 'intermédiaire de la solution élementaire de ’équation d’Helmholtz.
Nous introduisons ensuite les outils nécessaires a la mise en place des équations intégrales,
en particulier la formule des sauts qui y joue un role primordial, le cadre fonctionnel et
quelques notions de géométrie différentielle qui sont nécessaires.

Une fois posées les fondations, nous pouvons passer a la formulation du probléme de
diffraction d’une onde par un objet. C’est cette expression qui, a ’aide de la formule des
sauts, nous permet d’obtenir la célébre formule de représentation intégrale, qui donne
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une expression explicite du champ électromagnétique en fonction de la solution élémen-
taire et de fonctions définies sur la frontiére de ’objet diffractant, que sont les sauts des
traces de ce méme champ. La formule de représentation intégrale permet de transformer
I’équation aux dérivées partielles posée dans tout le domaine en une équation intégrale
posée sur le bord de 'objet diffractant : elle permet non seulement de gagner une dimen-
sion d’espace mais également de passer d’un probléme posé dans un domaine non borné
a un probléme posé dans un domaine borné. Nous présentons également les équations
intégrales EFIE et MFIE, qui seront celles utilisées par la suite, ainsi que 1’équation
intégrale PMCHWT (pour Poggio-Miller-Chan-Harrington-Wu-Tsai) pour une interface
diélectrique.

Dans un second temps, nous présentons la méthode de résolution numeérique qui est
utilisée pour 'approximation des équations intégrales : la méthode des Eléments Finis
de Frontiére. Nous revenons d’abord sur I'écriture de la formulation variationnelle du
probléme, puis expliquons briévement le principe de la méthode. Nous insistons sur la
principale caractéristique de l'utilisation d’une méthode de résolution surfacique, a sa-
voir le gain en terme de nombre d’inconnues, accompagné cependant d’un accroissement
notable de la complexité numérique.

Enfin, nous terminons ce chapitre par une présentation générale du fonctionnement
d’une antenne, en expliquant briévement le principe de fonctionnement et en énumé-
rant les grandeurs caractéristiques les plus usitées.

Nous nous attardons ensuite sur un type de ligne de transmission trés courant dans
la structure d’une antenne : les guides d’ondes. En particulier, nous insistons sur les
guides d’onde rectangulaires et les lignes coaxiales, qui seront utilisés par la suite dans
nos travaux. La propagation des ondes électromagnétiques dans ces structures, appelée
propagation guidée, posséde des propriétés bien particuliéres que nous évoquons et dont
la compréhension nous sera utile par la suite.

Nous concluons ce chapitre par une bréve présentation du code de calcul Antenna De-
sign, développé en interne au sein de Thales Systémes Aéroportés, sur lequel nous nous
appuyons lors de nos travaux.

1 Meéthode des équations intégrales

Dans cette section, nous nous basons principalement sur les ouvrages de Nédelec
([Ned01]), Colton & Kress (JCK92]|) et Sauter & Schawb (|SS11]) ainsi que sur les manuels
d’Abboud & Terrasse (JAT07|) et Bendali(|Benl1]).

1.1 Equations de Maxwell
1.1.1 Equations de Maxwell harmoniques

On considére une onde électromagnétique se propageant dans un milieu isotrope de
R3 de permittivité diélectrique € et de perméabilité magnétique p. On suppose que le
milieu est homogéne et posséde les caractéristiques du vide, c’est-a-dire que € = ¢ et
I = [, OU €y et o sont respectivement la permittivité et la perméabilité du vide.
L’onde électromagnétique est décrite par le champ électrique £ et le champ magnétique
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‘H satisfaisant les équations de Maxwell :

VxE+ ,uoa—H =0
4 (1.1)
V xH — an = 0

On se place ici dans le régime harmonique : la dépendance en temps est supposée étre
sinusoidale et les champs électrique et magnétique vibrent & la méme pulsation w. En
plongeant la solution dans le plan complexe, nous considérons donc un couple solution
de la forme : A
E(t,z) = %(E(w)e‘“ﬂ
{ H(t,z) = %(H(x)e*i“t)
Notons que la convention choisie ici est en e~ ",

En ne considérant que les ondes harmoniques, on peut s’affranchir de la dépendance en
temps et écrire les équations de Maxwell dans le domaine fréquentiel. On note également

w
par ¢ = la vitesse de la lumiére dans le vide et par k = — = w4/ego le nombre
c

Eolo
d’onde dans le vide.

Les équations de Mazwell harmoniques s’écrivent alors :

(1.2)

VXE—iwpH = 0
VxH+iweE = 0

1.1.2 Formulation & un seul champ

On peut éliminer I'un des deux champs E ou H du systéme ([2) afin d’obtenir un
systéme posé pour seulement I'un des deux champs. En particulier, pour le champ E :

VXxVXxE—-KE = 0
V-E =0
Le champ H est alors donné par

1

Wt

H-= V xE

En remarquant que (AE); = AE;, j = 1..3, on obtient un systéme d’équations d’Helm-
holtz découplées sur chaque composante du champ E :

—(A+K)E; =0, j=1.3

1.1.3 Conditions de radiation

Afin de caractériser la solution des équations de Maxwell harmoniques, on introduit
une condition supplémentaire, dite condition de radiation de Silver-Miiller :

lim <\/5E — VioH x i) ~0 (1.3)

Cette condition est nécessaire pour assurer 'unicité de la solution ([Ned01]). Elle per-
met de sélectionner, parmi les deux solutions possibles, la seule solution physiquement
admissible (qui équivaut, dans le domaine temporel, a la solution causale).
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1.2 Rayonnement d’une source dans I’espace libre
1.2.1 Solution élémentaire de 1’équation d’Helmholtz

On appelle solution élémentaire de 1’équation d’Helmholtz la distribution g solution
de :
—(Ag + k?g) =6 dans D'(R?)

Ainsi, la solution de I’équation d’Helmholtz avec terme source
—(Aw + k*w) =T dans D'(R?)

s’écrit w = ¢ * T'. La solution élémentaire de ’équation d’Helmholtz en 3D et pour la
convention harmonique choisie est donnée par :

elk\x\

g(z) = pr

Par la suite, on appelera noyau de Green la fonction G(z,y) = g(z — y) :

G eik|1'7y| 4
= — 1.
1.2.2 Solution des équations de Maxwell
On cherche une solution des équations de Maxwell avec termes sources :
V x E —iwpgH = -T;
V xH+ iweoE = T2 (15)
lim (\/aE _ JigH x m) - 0
T|—00

Si on réécrit la formulation a un seul champ en prenant en compte les termes sources,
on obtient :

1
avec cette fois
H= T E 1.7
Zw,uo( 1 + V x > ( )

Alors, en utilisant la solution élémentaire de I’équation d’Helmholtz g étudiée précédem-
ment, le systéme de Maxwell (LLI) admet une et une seule solution donnée par :

1
E = iwu(](?VV- (g*Tz) + (9*T2)> -V x (Q*Tl)

1
H = Vx (g*Tz) +iweo<ﬁvv- (g*Tl) + (g*Tl))

(1.8)

Remarque 1.1. L’expression de H est obtenue & partir de (L7) en utilisant le fait que
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1.3 Quelques éléments d’analyse
1.3.1 Formule des sauts

On reprend les conventions et notations de [AT07]. Dans toute la suite, on note Q-
un domaine borné de R3 et I" sa frontiére. Son complémentaire dans R? est un ouvert
non-borné que I'on notera Q. De plus, on note n la normale unitaire & I" orientée vers
I’extérieur.

QJr

FIGURE 1.1 — Domaine intérieur Q= de frontiére I' et domaine extérieur Q*

Pour une fonction u réguliére dans QF et Q~ (et pouvant donc admettre une discon-
tinuité de premiére espéce a la traversée de I'), nous notons u™ sa restriction a Q+ et u~

sa restriction & €2— : o
{u} = u™ dans QF
| v dans Q-

On définit le saut de la trace de u & travers I' comme :

Distribution de simple couche
Soit ¢ une fonction réguliére définie sur I'. On appelle distribution de simple couche de
densité o sur I' la mesure de Radon s(o) = o(z)dI'(z) :

(s(0), ) = la(x)w(x)df(x) Vo € D(R?) (1.9)

C’est une distribution d’ordre 0 & support dans I'. La définition se généralise pour une
densité o vectorielle :

(s(0),0) = / o(2)p(x)dT(z) Vp € DR) (1.10)

Produit de convolution
On rappelle que si f € L] (R") et ¢ € D(R"), on peut définir f * ¢ par

loc

(f*¢)(x) = . fW)e(x —y)dy
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f * ¢ est dans C*(R").
Cette définition se généralise & D'« D : pour T' € D'(R") et ¢ € D(R"), on pose

(T ¢)(x) = (T, oz —))

qui appartient & C*°(R"). Par exemple, pour la distribution de simple couche, on a :

(d@*@@ﬂz/w@—yﬁ@ﬂﬂw (1.11)

T

et de la méme maniére pour une densité o vectorielle :

(aw*@@»z/wm—yw@mww (1.12)

T

Formule des sauts

On reprend les notations définies précédemment. Soit u une fonction réguliére par mor-
ceaux dans R? qui subit un saut a travers une surface I' réguliére orientée. La formule des
sauts donne la valeur d’une dérivée partielle de u au sens des distributions en fonction
des dérivées partielles de u™ dans Q7 et v~ dans Q~ et du saut de u :

aii {u} = {gg} —s([un;) Vi=1.3 (1.13)

On peut particulariser cette relation pour le rotationnel d’un champ de vecteurs A
régulier de part et d’autre de I :

VX{A}Z{VxAHs([Axn}) (1.14)

1.3.2 Notions de géométrie différentielle

Dans le cadre des équations intégrales, nous sommes amenés & manipuler des opé-
rateurs et vecteurs définis sur le bord I' du domaine. Il est donc nécessaire de donner
une signification précise aux notions de régularité de la surface, ainsi que de présenter
les outils nécessaires a la définition des opérateurs différentiels surfaciques.

Nous reprenons ici les conventions et notations de Nédelec dans |[Ned01].

Cartes locales

On considére un recouvrement du domaine €2~ par une union finie d’ouverts w;, 0 < i <
p. On dit que la surface I' est réguliére si V 4, il existe un difféeomorphisme ¢; qui envoie
I’ensemble w; sur la boule unité @), de telle maniére que :

e ['Nw; est envoyée sur le plan z = 0 de la boule unité
e w; N~ est envoyée sur la région z < 0
e w; N QT est envoyée sur la région z > 0

A ce recouvrement du domaine €)= on associe une partition de 'unité, c’est-a-dire un
ensemble de fonctions positives \; € C*(w;), i =0, ..., p, & support compact inclus dans

w; telles que
p
> a=1
i=0
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1. Méthode des équations intégrales

Un tel recouvrement et les difféeomorphismes correspondants sont appelés un atlas et les
paires (w;, ¢;) sont appelées cartes locales.
Pour une carte (w;, ¢;), on note I'; = ' Nw; et v le plan z = 0 de Q.

FIGURE 1.2 — Cartes locales

Opérateurs différentiels surfaciques

On définit ici quelques opérateurs différentiels sur une surface I' définie par un systéme
de cartes comme décrit précédemment.

Pour tout point y € R3, on note d(y) la distance de y a la surface T :

o(y) = inf [y — 2|

Pour un e suffisamment petit, et si la surface est réguliére et orientée, tout point y dans
un voisinage I'. admet une unique projection P(y) sur la surface :

ly —P(y)| = d(y)

Pour une surface réguliére, y — P(y) est dirigée selon la normale & la surface en ce point.
On peut donc écrire :

y = Ply)+sn(P(y), —e<s<e
s = dy) poury €., s=-—4(y) pouryeE

La partie de la surface Ty = w; N T est paramétrisée par le difféomorphisme ¢; ' qui
envoie v sur ’ensemble I';. On appelle (£1,&2) les variables associées et on construit la
paramétrisation de I’ensemble w; de la forme :

y(€1,§275) = x(€1a§2) + Sn(§1a§2)7 —& S S S €

A toute fonction u définie sur la surface I', on associe ’extension @ définie par :

u(y) = u(P(y)) (1.15)
On introduit la famille de surfaces paralléles

I's={y; y=a+sn(z); x €'}
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Et on introduit la famille d’opérateurs différentiels qui agissent sur des fonctions définies
sur les surfaces I' ou I';.

Définition 1.1 (Gradient tangentiel). Soit u € C>°(T"). Le gradient tangentiel de u est
défini par :
Vru = Vi (1.16)

On souhaite introduire une famille d’opérateurs agissant sur des champs de vecteurs
tangents v. On choisit comme base vectorielle du plan tangent a I'; :

T RT3
dy ox on
ex(x,s) = =

9 06 06

Un vecteur dans le plan tangent s’exprime de la maniére suivante :
vV = vlel + v2e2
Dans ce systéme de coordonnées, I’élément de surface est :
do = |e1 X e2|d§1d§2

et on choisit comme orientation pour la normale :

e; X e

\el X 82|

On introduit le tenseur métrique g qui agit du plan tangent dans le plan cotangent et
dont la matrice s’écrit

9i; = (i - &)
La matrice inverse est notée g~ ' et 'image de (e, ez) par ¢! est (e', e?) que 'on choisit
comme base de vecteurs du plan cotangent. Un vecteur dans le plan cotangent s’écrit

vV = v1e1 + v2e2

Le gradient tangentiel s’exprime dans le plan cotangent :

0 0
V¢iu = —ue1 + —ue2

9& 96

Définition 1.2 (divergence surfacique). Soit v € (C‘X’(F))2 un champ de vecteurs tan-
gents a I'. La divergence surfacique est définie par :

divpv = divv|p (1.17)

Théoréme 1.1 (Formule de Stokes). Soit une fonction u € C*(T') et soit v € (CY(T))?
un champ de vecteurs tangents défini sur une surface fermée I'. On a alors :

/(Vpu -v)do + / u divpv do =0 (1.18)
r

T

On en déduit I'expression de la divergence surfacique d’un vecteur dans les coordonnées
du repére mobile :

divpv = —— [ — 1 2
1vp ‘ % 2‘( él (|el Xeg|'U )+ §2 (|81 ><e2|v ))
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1. Méthode des équations intégrales

1.3.3 Espaces fonctionnels

Nous introduisons a présent les espaces fonctionnels qui serviront de cadre a cette
étude. Nous procéderons en deux étapes :

e dans un premier paragraphe, nous rappelons les définitions des espaces de Sobolev
pour un domaine 2 € R3;

e dans un second paragraphe, nous utilisons ces définitions ainsi que les cartes
locales définies précédemment pour donner un sens aux espaces de Sobolev sur la
frontiére I' et nous enoncons le théoréme de trace, qui sera a l'origine des choix
d’espaces fonctionnels considérés par la suite.

Espaces de Sobolev dans (2
On rappelle dans un premier temps les définitions des espaces fonctionnels usuels pour
un domaine Q) € R3.

Définition 1.3. L’ensemble des fonctions de carré intégrable sur €2 s’écrit :

[2(Q) = {u cD(Q), /Q|u|2dx < oo}

C’est un espace de Hilbert muni de la norme

1
2
lull ey = ( / |u|2dx)
Q

Définition 1.4. On appelle espace de Sobolev d’ordre 1 ’espace :

ou

0x,~

HY(Q) = {u c L*(), € L*(Q) Vi=1, 3}

C’est un espace de Hilbert muni de la norme

3 2
[ull ) = (Z/ dx+/ |u|2dx>
i=1 79 L

On définit de proche en proche les espaces de Sobolev d’ordre m, m € N* :

H™Q) = {u e L2(Q), g; € Hm—l(Q)}

=

ou
0x,~

On peut également définir les espaces de Sobolev de facon naturelle & partir de la trans-
formée de Fourier :

Définition 1.5. Soit u la transformée de Fourier de w. Alors :

H™(Q) = {u € L*(Q), /Q (1+ €)™

. 2
a(g)| d¢ < oo}
et la norme associée est :

sy = / (1+ €)™ |a(e)[Pde
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On s’intéresse désormais aux espaces de Sobolev d’ordre s, ot s est un réel quelconque.

Définition 1.6. L’espace de Sobolev d’ordre s, s € R se définit de la maniére suivante :

H*(Q) = {u c L*(Q), /Q (1+ 1€]%)"a(e)|de < oo}

et la norme associée est :

a(e)[ de

lull oy = / (14 [¢)°

On note que l'espace dual associé a H*(2) est H*(Q).
On introduit désormais deux espaces fonctionnels qui nous seront utiles par la suite.

Définition 1.7. Soit v un vecteur de R3. On définit :

H(div,Q) = {v € L*(Q)?, div(v) € LQ(Q)} (1.19)
H(rot,Q) = {V € L*(Q)?, rot(v) € LZ(Q)?’} (1.20)

Espaces de Sobolev sur I
On peut désormais définir les espaces de Sobolev sur I' 4 I'aide des cartes locales définies
précédemment :

Définition 1.8. Une fonction u définie sur la surface I est dans H*(T") si pour tout
ensemble w;, la fonction ()\,u) o ¢; est dans H*(R?).

On définit également ’ensemble TH*(I") pour les vecteurs tangents a I', ot n est la
normale a I" :

TH(T) = {v € L*(Q)?,v-n=0,v,€ HT)Vi=1, 3}

Enfin, introduisons les deux espaces de Hilbert suivants :

Définition 1.9.
Hy (D) = {v € TH™3(I), divrv € H‘%(F)} (1.21)
Ho?(I) = {v e, TH 3(T), rotpv € H—%(r)} (1.22)

On peut désormais écrire le théoréme de trace pour H(rot, §2) qui nous intéresse (on
omettra d’énoncer le théoréme équivalent pour H(div, {2), qui n’aura pas d’utilité par la
suite). Les preuves de ces théorémes se trouvent dans la thése d’Isabelle Terrasse [Ter93|.
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1. Méthode des équations intégrales

Théoréme 1.2 (Théoréme de trace de H(rot, ) dans un ouvert régulier).
On note v, Uapplication suivante sur les fonctions réguliéres :

v : D)} — D)2
VvV —— Vv X nr

On note v; application suivante sur les fonctions régqulieres :

v D) — D)2
Vv — 1n X (v X n) "
Alors :

_1
e v, se prolonge en une application linéaire continue de H(rot, Q) dans Hy2 (I")

_1
e 7, se prolonge en une application linéaire continue de H(rot, Q) dans H, .2 (T)

Quels espaces fonctionnels pour E et H?
L’énergie de 'onde peut étre définie par

E = /(|E|2+ |H|?)dS.
Q

Afin que I'énergie soit finie, on doit avoir E € L*(Q2) et H € L*(Q).
Or les équations de Maxwell nous donnent :

1
E=—VxH et H=-
TWeEg Wl

V xE

Ce qui implique la condition supplémentaire V x E € L*(2) et V x H € L*(9).
Ainsi, le champ électromagnétique (E, H) solution des équations de Maxwell est dans

H(rot, §2).
1.3.4 Notes sur les noyaux singuliers

On considére les intégrales de la forme :

K(x) = / Kz, y) f(4)dT(y) (1.23)

ou k(z,y) ~ |r —y|~®, a > 0. Lorsque x — ¥, le noyau k(z,y) tend vers l'infini et on
Pappelle donc noyau singulier. Ces intégrales impropres pourront alors étre définies au
sens de la valeur principale de Cauchy (voir, par exemple, |[Gui9ll|) ou de la partie finie
d’Hadamard (introduite par Hadamard dans [Had23|).

On commence par illustrer simplement les concepts de valeur principale de Cauchy et

de partie finie d’'Hadamard dans R avant de les généraliser. On considére l'intégrale
singuliére élémentaire
b
1
I = / —dx
0
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oll a et b sont deux réels strictement positifs. On pose alors
-1 *1
I(g) :/ —daz+/ —dx
. T . T

I =1limI(e)

e—0

Or on est capable de calculer cette limite

I(s) =In <9>

a

Alinsi,

I(e) posséde donc une limite finie quand € — 0 : on 'appelle valeur principale de Cauchy.

Si désormais on considére 'intégrale fortement singuliére
"1
I = / —dx
L

<1 b1
I(e):/ ?daﬁL/ ﬁd:c

Le calcul de cette intégrale nous donne

Et on note & nouveau

1 N 2

b €

qui ne posséde pas de limite finie lorsque € — 0 : la valeur principale de Cauchy n’existe
pas.

[(5):%—

2
On peut cependant séparer ce terme en deux parties : une partie infinie — et une partie
€
1 1
finie — — 3 appelée partie finie d’Hadamard.
a
On a alors, dans le cas général d’une frontiére I' d'un domaine Q € R3, les définitions
suivantes :

Définition 1.10. Soit k(z,y) un noyau et K(x) l'intégrale associée définie comme dans
([C23), avec a = 1. On appelle valeur principale de Cauchy la limite suivante :

vp K(z) = lim k(z,y)f(y)dl(y)

€20 J\B(z¢)

Définition 1.11. Soit k(z,y) un noyau et K(x) l'intégrale associée définie comme dans
(T23), avec a > 2. Si on note

K(e.x) = / o )

et si K(e,x) se décompose en
K(€7 .T) = K0<8, .CL’) + K1(€7 'T)

ot lim Ky(e,z) < oo et lim K;(e,z) = o0.

Alors on appelle partie finie d’Hadamard la limite suivante :

pf K(x) = ll_I)T(l)Ko(éT,x)
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1. Méthode des équations intégrales

Remarque 1.2. Lorsque 'on augmente d'une dimension, les noyaux perdent un degré
de singularité. Par exemple, I'intégrale

est une intégrale réguliére. En effet, aprés passage aux coordonnées polaires on a :

1:/2/ L drde
_xJo T

us
2

Lorsque  est un domaine de R? de frontiére I" et 'opérateur K est défini par (L23),
ou k(xz,y) ~ |z —y|™, a >0, alors :

e Si a = 1, l'intégrale est réguliére, pour les mémes raisons que dans la remarque

e Si a = 2, 'intégrale est appelée intégrale singuliére. Elle doit alors étre prise au
sens de la valeur principale de Cauchy (notée vp)

e Si o > 3, l'intégrale est appelée intégrale hypersinguliére. Elle doit alors étre prise
au sens de la partie finie d’Hadamard (notée pf)

1.4 Représentation intégrale de la solution

Les résultats énoncés dans cette section et leurs preuves sont principalement tirés de
[Ned01] et |[Ben8&4].
Par la suite, on notera 0~ un domaine borné de R? d’indices de milieu e, 4~ et QF son
complémentaire non-borné dans R3 d’indices de milieu e, u (éventuelllement égaux a
la permittivité et la perméabilité du vide). De plus, on note :

| e dans Q~ ot | p~ dans Q
®7 1 et dans Q* =9 pt dans Q*

1.4.1 Probléme aux limites

Soit (E, H) un champ défini et régulier dans QF et Q- tel que (ET, HT) € H(rot, Q")
et (E_, H_) € H(rot,)7), et pouvant admettre une singularité en I" et vérifiant

V x E —iwpH = 0 dans QF et O~
V x H + iweE = 0 dans QF et O~ (1.24)
CR(E—-E™ H-H"™) = 0

ou (E™ H™) € H(rot,2") est une onde plane incidente et CR(E — E", H — H™)
indique la condition de radiation de Silver-Miiller.
On introduit maintenant deux nouvelles grandeurs physiques : les courants surfaciques,
ou courants équivalents, j et m. Ils sont définis comme les traces tangentielles des champs
sur la frontiére I' de 'objet :

j=nxH

m—E xn (1.25)
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1
D’aprés le théoréme de trace [[.2, on va chercher les solutions j et m dans H 2 (T').

A P’aide de la formule des sauts (LI4]), on peut réduire le probléme (L.24) & un probléme
posé dans R? tout entier avec second membre :

Théoréme 1.3. La solution du probleme (L24) vérifie :

V x E —iwpH = —s([m]) dansR?
V x H + iweE = s(fj]) dansR3 (1.26)
CR(E —E™ H—-H") = 0

1.4.2 Formule de représentation

Grace au résultat du théoréme [[3] on peut utiliser le résultat (I.8) pour obtenir
I’expression suivante pour E et H :

E = iw,u(,ﬁ%VV-(9*3([j]))+(9*5([j])))_vx (9 * s((m]))
H = Vo (grs(iml)) +iwe( 59V (g = s(ml)) + (g +s(0)))

Et en utilisant la propriété (ILI2)) du produit de convolution avec le potentiel de simple
couche, on obtient le théoréme de représentation intégrale suivant :

(1.27)

Théoréme 1.4 (de représentation intégrale). La solution (E,H) de (LZ24) admet la

1
représentation intégrale suivante pour v € R*\ T, ot j et m € H2(T) :

E(z) = E™(x) + L vv. G(l“,y)[j](y)df(y)+iWM/G($,y)[j](y)dF(y)

we T r

v / G(x, y)[m](y)dT (y)

H(:) = H™(r) + ﬁvv- [ G )] () () + / Gz, y)[ml(y)dT (y)

N / Gz, y)[j] (¥)dT (y)

(1.28)

En utilisant la définition de la divergence surfacique vue précédemment, on peut
réécrire la formule de représentation intégrale :

E@r) — E™()+ (C[))) - (Kim))(@), = eRI\T
A 1.29
H(z) = H"™(z)+ (K[j])(z) + p([,[m])(x), reR\T (1.29)

on les opérateurs intégraux £ et K peuvent étre exprimés pour X € Hy;2(T) de la
maniére suivante :

(cX)(a) = =V [ Gla.y) Ve - X)) + v | Gle.p)X()ar() @ €ROAT
(/CX)(x) = /VxG(:E,y) x X(y)d['(y) reR3\T
' (1.30)
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Pour construire une équation intégrale, on effectue la démarche suivante : on commence
par calculer le champ (E, H) solution des équations de Maxwell harmoniques dans le
domaine extérieur, en "oubliant" ce qu’il se passe dans le domaine intérieur. Pour cela,
on doit faire un choix de prolongement des champs E et H dans le domaine intérieur.
Il existe un grand nombre de choix de prolongements possible. Le plus simple, qui sera
considéré ici, est celui du prolongement par zéro :

E|Q, — H|Q, — O

Ainsi, on s’affranchit des champs E|g- et H|g- ainsi que des courants jlo- et m|q-.
On obtient alors la représentation intégrale suivante, appelée formule de Stratton-Chu
([Str4ll],|CK92|):

Théoréme 1.5. Soit E et H définis et réquliers dans QF et une onde plane (E™, H™)
vérifiant les équations (et la condition de radiation) (L24) dans Q. Alors en notant par

j=nxH|r e m=EXn|

B (o) + (6 (o) — (Km)(o) = { g1 27 €0 (1.31)
H"(0) + (K)(2) + = (£m) o) :‘{?@)Z§§g+ (132)

De la méme maniére, on peut prolonger la solution (E, H) dans ™ par 0 dans Ot
pour obtenir la formule de Stratton-Chu dans 2-.

La démarche a suivre peut donc étre résumée de la maniére suivante :

e Résolution du probléme extérieur, avec prolongement par zéro de la solution a
I'intérieur et condition de radiation

e Résolution du probléme intérieur, avec prolongement par zéro de la solution a
I’extérieur
e Superposition des solutions, qui se traduit par la proposition suivante :

Proposition 1.1. Les champs électrique et magnétique solutions de (L24) sont définis
dans QT U Q™ de la maniére suivante :

E(z) = E™(z)+ (EJ)(:L’) — (ICm) (x)

H(z) — Hmum(my@+2@my@

(1.33)

1.4.3 Formule de trace

La formule de représentation intégrale établie précédemment, ainsi que son corollaire
sous la forme de la formule de Stratton-Chu, nous donne le champ électromagnétique dans
QF et Q. On s’intéresse maintenant au comportement de cette solution a la traversée
de l'interface I'. On a le théoréme suivant :
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Théoréme 1.6. La trace tangentielle de LX est continue a la traversée de I' et est
donnée en tout point x ou I' admet un plan tangent par :

(LX) (x) = LX(x) (1.34)

avec

1X(@) = 2-Vr [ 6T X()dr) + ion( [ 66X o))

A Uinverse, la trace tangentielle de KX est discontinue  la traversée de T et est donnée
en tout point x ou I' admet un plan tangent par :

(KX)% () = i%n < X + KX (2) (1.35)

KX(z) = vp / V,G(z,y) x X(y)d(y)

Remarque 1.3. Afin d’alléger les notations, on omettra par la suite la notation vp
pour désigner la valeur principale de Cauchy dans l'opérateur K : elle sera en revanche
toujours considérée implicitement.

On obtient donc la formulation intégrale suivante :

Théoréme 1.7. Soit E et H définis par (L33). Alors

. 1
Er = EP+Lj— (£ -nxm+ Km)
| 2 . (1.36)
HfTE = H%flc+(j:§nxj+Kj)+—Lm
ol

1.4.4 Equations intégrales

On remarque dans un premier temps qu’il est possible de simplifier ’expression des
champs tangents EZ(x) et HE(x) pour x € T. En effet, on a :

1 1 1
inxmzénx(Exn):iET

et
1 .1 1
FhXi=gnx (HXH):_§HT
Ainsi, les équations intégrales (L36]) se réécrivent pour x € T :
1 inc .
5E$($) = E7(z) + (Lj)(z) — (Km)(x) (1.37)
1 inc s €
5H$(m) = H7z) + (KJ)(ZL‘) + ;(Lm) (x) (1.38)

L’équation (L37) est appelée EFIE pour Electric Field Integral Equation et I’équa-
tion (L38)) est appelée MFIE pour Magnetic Field Integral Equation.
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Dans le cas d'un objet diélectrique, les conditions de continuité des composantes tangen-
tielles des champs a l'interface I' s’écrivent :

nx (Ef—-Ez) = 0 (1.39)
nx (Hf -H;) = 0 (1.40)
Ainsi, si on note j = j* = —j~ et m = m"T = —m™, alors en injectant les équations

(IL3T) et (L38) dans les conditions aux limites (I39) et (L40) on obtient un systéme de
deux équations intégrales couplées :

(L*+L7)j - (K*+ K- )m = —EI(z)
+ —)3 et + € - inc (141)
(KT+K7)j + <M_+L +M—_L )m = —Hin(2)

Le systéme d’équations (41 constitue la formulation PMCHWT pour Poggio-Miller-
Chang-Harrington- Wu-Tsai (|[PM73],]MMPG94]). Cette formulation est particuliérement,
adaptée aux problémes multi-domaines, ol elle peut étre écrite interface par interface.

2 Reésolution numérique

2.1 Formulation variationnelle

On rappelle I'expression des champs tangents donnés par (L37) et (L38) pour z € T':

CEr() = B+ (L)) - (Km)() (1.42)
FHr(e) = HY (@) + (Ki) () + = (Em) (2) (1.43)

On introduit les courants tests j' et m’, également tangents a I'.

En application du principe de réaction de Rumsey (|[Rumb4|), on introduit la forme
bilinéaire donnant la réaction des courants j, m sur les courants tests j’, m’ dans Q* qui
se définit de la maniére suivante (voir [Ben84| et [BFG99|) :

R(j.m,j, m') = / (B-j —H-m')dr
r

En multipliant (L42]) et (L43)) par les courants tests, on obtient :

3 [ B i@ = [Bre) f@ae + [ (@) @

- [ rm)@) §@are)
5 [ (o) w'@ar ) = [ B wl@are) + [ (59 @) m' @)

€ /
+ m /F (Lm)(z) - m'(z)dD(z)

(1.44)
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Chapitre 1. Equations intégrales de frontiére en électromagnétisme

On remarque que ’on peut réécrire les termes en E et Hy en fonction des courants :
Er-j = (1/>< (Exy)> = (mxj)-v (1.45)
Hr -m' = (1/>< (Hxv)) m’ = —(jxm) v (1.46)

En soustrayant dans ([L44)) la deuxiéme équation a la premiére et en utilisant les
égalités (L45]) et (L4G), on obtient la formulation variationnelle suivante :

‘/p (E™(@) - j/(2) - H™(2) - m'(a) }d ()

— [ (W) e)-Fe)rte) - [ (Km)@)§ @0 ~ [ (K5)@) @)

r r
€ 1

- / (Lm) (2) - ! (2)dT(x) - / (m(x) x §'(2) +(2) x m'(2) ) - v(x)dl (x)
(1.47)

A Tlaide d’une intégration par parties, on peut se débarrasser de 'intégrale fortement
singuliére :

[9e( [ 6tavritars) @i = - [ [ 6 veio) ved @ar i)

Ainsi, les intégrales intervenant dans la formulation variationnelle (LZ4T) peuvent se
réécrire :

[ @)@ -i@arw = [ [ 66 (-2 V-6 + i) 1)) dre)ire)

/F (Km)(z) - ()dT (x) = / / V.G(x,y) x m(y) - («)dT (3)dT (x)

La formulation variationnelle (I.47) posséde une unique solution (voir preuve dans |[Ben84]).

2.2 Meéthode des éléments finis de frontiére

La méthode des élements finis de frontiére (ou BEM pour Boundary Element Me-
thod) est une méthode d’approximation numérique de type Galerkin pour les équations
intégrales. Elle s’oppose a la méthode des éléments finis de volume qui s’applique di-
rectement & ’EDP, mais 'objectif est le méme : la solution obtenue par discrétisation
des équations intégrales permet de remonter & la solution de 'EDP par la formule de
représentation intégrale.

2.2.1 Approximation variationnelle

On approche la surface de I'objet par une surface polyédrique composée de triangles
plans satisfaisant aux conditions usuelles de recouvrement de la méthode des éléments
finis (entre autres, I'intersection de deux triangles distincts se réduit soit au vide, soit a
un sommet, soit & une aréte).
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2. Reésolution numérique

FIGURE 1.3 — Maillage triangulaire d’'une sphere

Les éléments considérés ici sont les éléments de Raviart-Thomas (JRT77]), aussi ap-
pelés éléments de Rao-Wilton-Glisson (JRWGS2]).

On note I'y, la surface I' approchée et on désigne par K € I'j, un triangle du maillage.
On désigne également par a;, j = 1..3 les sommets de K, par K}, j = 1..3 ses arétes (out
K a pour sommets a; et a;,1), par | K| son aire, par [K}[, j = 1..3 la longueur de I'aréte
J et par v; la normale sortante a ’aréte j.

Par ailleurs, on note r(z) le rayon vecteur du point x (vecteur d’origine 0 et d’extrémité
x) r; le rayon vecteur de 'aréte j.

aq [ ! a2
v,

FIGURE 1.4 — Notations pour un élément K du maillage

Les fonctions de base des éléments de Raviart-Thomas pour 1’élément K sont définies
de la maniére suivante :

1

VI = 17 ..73, BLK(ZU) = m

(r(z) —r;_1) pour z € K (1.48)

1

On approche alors 'espace variationnel H,,?(I') par le sous-espace X" tel que j € X"
ou :

ik =M kB + A kBo gk + A3 kBs i (1.49)
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Les degrés de liberté globaux \; i sont les flux sortants de K a travers chaque aréte :

ALKZZ./F j'quS
Kj

Remarque 1.4. Pour faciliter I’écriture, on n’a considéré que les courants électriques j
ici. Les courants magnétiques m s’écrivent de la méme fagon.

En numérotant les arétes du maillage de 1 & N et en fixant une orientation sur
chaque aréte (ainsi, pour chaque paire de triangles K et K~ délimités par une aréte
commune, le flux sortant de K+ et compté positivement et celui sortant de K~ est
compté négativement), on peut exprimer j dans la base de ses degrés de liberté globaux :

A
AN
AN+1

AZN

olt les N premiers degrés de liberté correspondent aux inconnues électriques j et les N
suivants aux inconnues magnétiques m

Ainsi, en diposant des valeurs des degrés de liberté précédents et d’une table de connecti-
vité renseignée (comprenant les relations de numérotations entre degrés de liberté locaux
et globaux et les valeurs des orientations des arétes), on peut reconstruire j en tout point
du maillage.

On peut alors écrire la discrétisation des équations intégrales par cette méthode d’élé-
ments finis. Pour la formulation variationnelle (IL4T), le probléme approché s’écrit :

Trouver j € X", m € X" tel que Vj’ € X", vm' € X",

. . 1.50
o(Giom} Aom'y) = = [ (B™ (@) (o)~ H"(@) -l () )ar ) 2

avec

a({j, m},{j’,m’})

= [ [t = L3000 $0)+ i) @) )ar o
//vaxwxmw i (2)dT (y)dT ()
~ [ [ 96t %)l (@)ar)ara)

_E/F [ Gr.y) ( - wigvp -m(y)Vr - m'(z) + iwpm(y) m’(x))dF(y)dF(x)

_% /F (mle) x J'(2) +i(2) x m'(2)) - w)d0 ()

(1.51)
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De facon usuelle, cette équation variationnelle se raméne a un systéme linéaire :

[A][J] = [B] (1.52)

2.2.2 Eléments sur la mise en ceuvre numérique

[’assemblage de la matrice [A] se fait de maniére différente que dans une méthode
d’éléments finis classique : la double intégration dans la forme bilinéaire (L3I]) implique
une interaction entre tous les triangles du maillage. On a donc ici une matrice élémen-
taire ASH pour chaque couple de triangles K et L.

Lors du calcul des matrices élémentaires (de la matrice [A] mais également du second
membre [B]), nous sommes amenés a évaluer des intégrales. Pour cela, on utilise une
formule d’intégration gaussienne avec points intérieurs (voir [AS64]) :

Na
/ o(x)dok(z) ~ | K| Zwsgo(azs) (1.53)
K s=1
ot Ng est le nombre de points d’intégration de Gauss.

Une fois le systéeme (L52) résolu, on peut reconstruire les courants j et m en tout point
du maillage. Pour cela, on doit dans un premier temps determiner a quel triangle K il
appartient puis utiliser la formule (49]).

2.2.3 Commentaires sur la résolution

De par la présence d’une intégrale double dans la formulation variationnelle, tous les
degrés de liberté sont couplés. La conséquence est que la matrice [A] est une matrice
dense. Les équations intégrales nous permettent de gagner une dimension d’espace et
donc de considérer des inconnues moins nombreuses, mais la réduction du nombre d’in-
connues s’accompagne du passage d’'une matrice creuse, dans les cas des formulations
variationnelles volumiques, a une matrice pleine.

La complexité asymptotique de 'assemblage est donc en O(N?) (N étant ici le nombre
total de degrés de liberté, électriques et magnétiques) et celle de la résolution par une
méthode directe est en O(N3).

Par ailleurs, cette matrice est complexe, symétrique, non hermitienne et non définie po-
sitive.

On note également la présence d’intégrales singuliéres lors des calculs de matrices élé-
mentaires correspondants & des triangles proches. En effet, le noyau de Green présente
une singularité en x = y. Celle-ci est intégrable, mais néanmoins non calculable par
une classique quadrature de Gauss. On utilise alors une procédure d’intégration semi-
analytique, ot la partie réguliére de I'intégrale intérieure est évaluée par une quadrature
de Gauss et la partie singuliére par un calcul analytique (méthode de De Hoop, voir
[Ben84| et [BD8&6]).

3 Quelques informations concernant les antennes

On effectue ici quelques rappels trés généraux sur le fonctionnement d’une antenne,
avec un focus particulier sur les grandeurs qui nous intéressent (puissance transmise, co-

47



Chapitre 1. Equations intégrales de frontiére en électromagnétisme

efficient de réflexion) et sur les types d’alimentation qui nous concernent (guides d’onde).
Toutes ces notions sont tirées de 'ouvrage de référence de Jacques Darricau | ainsi
que du manuel tres exhaustif de Sophocles Orfanidis [@] .

3.1 Caractéristiques générales des antennes
3.1.1 Principe de fonctionnement

Le role d’'une antenne est d’assurer la transition d’un signal entre un guide d’onde
et l'espace libre. Elle peut étre utilisée en émission (du guide d’onde vers Iespace libre)
ou en réception (de Iespace libre vers le guide d’onde). Dans le cadre de nos travaux,
nous nous intéressons uniquement aux propriétés d’émission d’une antenne : c¢’est donc
celles-ci que nous présenterons ici.

Une antenne d’émission est un dispositif qui assure la transmission de 1’énergie entre un
émetteur et 'espace libre ol cette énergie va se propager.

Réseau de
polarisation

{A A A

S S

o TS A A
\/

Décomposition -
Amplification - filtrage

Py
Eléments rayonnants
) )
—~ —~
Sources Ligne de transmission Antenne

FIGURE 1.5 — Schéma simplifié de la transmission d’un signal d’'une source a 'espace
libre

Le signal a transmettre est émis par une ou plusieurs sources. On note Pg sa puissance,
qui aura éventuellement été amplifiée si besoin. [L’émetteur est relié & ’antenne pour une
ligne de transmission : en général, il s’agit de lignes coaxiales ou de guides d’ondes. A
la sortie de la ligne, le signal de puissance P, (différente de Ps a cause des pertes liées
a la ligne) peut étre transmis aux éléments rayonnants (aprés un éventuel passage par
une étape de polarisation dans le cas d’une antenne réseau). Les éléments rayonnants
transmettent 1’énergie fournie par la source a I'espace libre ol I’'onde électromagnétique
rayonnée, de puissance Pg, va se propager.

3.1.2 Reéflexion et transmission

Le coefficient de réflexion est une grandeur sans dimension qui indique la quantité
d’énergie réfléchie dans la ligne. Il se définit comme le rapport (complexe) entre la quan-
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3. Quelques informations concernant les antennes

tité d’énergie réfléchie et incidente :

r-f

E;

Il est relié & une autre quantité importante, appelée tauz d’ondes stationnaires (TOS)
qui mesure la qualité de 'adaptation de I’antenne : une antenne est dite adaptée si elle
maximise la puissance transmise de I’émetteur au récepteur. La condition & respecter
afin de garantir 'adaptation est que I'impédance de la ligne soit égale & 'impédance de
I’antenne.
Le TOS est reli¢ au module du coefficient de réflexion p = |I'| par la relation :

TOS:ﬂ

1—p
Ces deux grandeurs expriment une quantité fondamentale dans I’étude d’une antenne :
une antenne mal adaptée subira non seulement des pertes d’énergie, mais favorisera éga-
lement, 'apparition d’interférences sous la forme d’ondes stationnaires (lorsque I'onde
incidente et 'onde réfléchie se superposent).

On définit également le vecteur de Poynting :
1
IT=-RE x H"
Lr(E 1)

Il représente la puissance de 1’onde sortante, et donne la direction de propagation de
I’onde.

3.2 Modes guidés
3.2.1 Les guides d’onde

Nous revenons ici sur les caractéristiques principales d’un certain type de lignes de
transmission : les guides d’onde. Ceci sont trés largement utilisés pour transmettre de
maniére efficace un signal d’un point a un autre de I'espace. Il en existe plusieurs types,
que ’on choisit en fonction de la fréquence a laquelle on souhaite opérer, de la quantité
d’énergie que ’on souhaite tranférer ou encore de la quantité de pertes que l'on peut
tolérer. Les deux types de guides d’onde les plus répandus sont les guides rectangulaires
et les cables coaxiaux :

e Le guide rectangulaire est un structure de guidage & un conducteur en forme de
tube creux de section rectangulaire. C’est un guide simplement conneze. Les ondes
se propagent suivant ’axe Oz et on choisit comme convention a > b.

g

z

conducteur

b iélectrique

a

FIGURE 1.6 — Guide d’ondes rectangulaire
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Les guides d’onde rectangulaires sont largement utilisés pour transmettre de
grandes quantités d’énergie micro-onde & des fréquences supérieures a 3 GHz.

e Le cable coaxial est constitué d’un conducteur central et d’une tresse métallique
séparés par un diélectrique isolant. C’est un guide multiplement connexe.

. ) tresse métallique
diélectrique

T2

conducteur central

FIGURE 1.7 — Cable coaxial : vu d’ensemble et coupe transversale

Les guides d’onde coaxiaux constituent la structure de guidage la plus utilisée
dans les composants RF, tout particuliérement pour les fréquences inférieures a 3
GHz (au-dela, les pertes peuvent devenir importantes).

3.2.2 Modes et fréquences de coupure

Dans un guide, I'onde électromagnétique qui se propage selon la direction e, peut-
étre décomposée en une partie longitudinale, le long de la direction e,, et une partie
transverse, le long des directions e, et e,. Cette décomposition s’écrit :

E = [Er(z,y) + E.(z,y)e.] e~

De par les conditions aux limites vérifiées par le champ électromagnétique, la propagation
n’est possible que pour les ondes vérifiant certaines valeurs de k£ quantifiées. Ces ondes
sont appelées modes de propagation. Ces modes peuvent étre classés en 3 catégories :

e Un mode transverse électrique, ou mode TE, est tel que E, = 0, c’est-a-dire que
le champ électrique est orthogonal a la direction de propagation

e Un mode transverse magnétique, ou mode TM, est tel que H, = 0, c’est-a-dire
que le champ magnétique est orthogonal & la direction de propagation

e Un mode transverse électrique-magnétique, ou mode TEM, est tel que E, = 0
et H, = 0, c’est-a-dire que les champs électrique et magnétique sont tous deux
orthogonaux a la direction de propagation

Guide rectangulaire
Nous allons a présent expliquer un peu plus en détail la propagation des modes dans le
cas du guide rectangulaire. On s’intéresse ici aux modes TE.

e Dans un premier temps, on suppose le champ électrique polarisé suivant e, :

E= E(.’L‘, y)ei(szwt)ey
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Alors en écrivant les équations satisfaites par ce champ et en tenant compte des conditions
limites, on montre que le champ électrique a pour expression :

E = Ey, sin <%> cik==wbe — m e N*

Chaque valeur de m définit un mode, no’gé TE,o.
Ce mode a pour nombre d’onde k% = w_2 — (my Si k? < 0, 'onde est évanescente,
dans le cas contraire elle est propagativce. On peut donc definir la fréquence de coupure
du mode TE,, :
_mc
fc - %

e Supposons a présent que le champ électrique est polarisé suivant e,. Le champ

électrique a alors pour expression :

E = E,, sin (%) clkz—wtle — p e N*

Chaque valeur de n définit un mode TEy,, de fréquence de coupure :

nc

fc_Q_b

e Enfin, si le champ électrique a une direction quelconque, il s’écrit comme la
superposition d'un champ suivant e, et d’'un champ suivant e,. On obtient alors un
mode TE,,,, de fréquence de coupure

f = 1 \/(Trmc)?+ (mrc>2
< or a b
On remarque que la fréquence de coupure la plus basse correspond est celle du mode

TEqq. 1l s’agit donc du premier mode propagatif d’un guide d’onde rectangulaire, et on
I’appelle mode fondamental.

Remarque 1.5. [’analyse peut se faire de la méme maniére pour les modes TM mais
ne sera pas détaillée ici.
On précise cependant que ’expression des champs H pour les modes TM nous montrent
deux points importants :

e il n’y a pas de propagation possible pour les modes TM;q et TMg; (toutes les
composantes du champ H s’annulent) ;

e il n'y a pas de propagation possible pour le mode T'EM.

Guide coaxial

Nous nous contenterons d’exposer la principale caractéristique de la propagation dans
un guide coaxial, sans entrer dans les justifications mathématiques.

La structure doublement connexe de ce guide permet la propagation du mode TEM
comme mode fondamental, qui n’a pas de fréquence de coupure. Cette propriété posséde
un grand interét pratique, puisqu’elle permet d’avoir un guide aux dimensions relative-
ment petites, méme pour des fréquences basses.
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3.2.3 Reéflexion et transmission dans les guides d’onde

On peut déterminer facilement la quantité d’énergie transmise le long du guide, ainsi
que les pertes. L’énergie totale portée par le champ électromagnétique le long du guide
est obtenu en intégrant la composante longitudinale du vecteur de Poynting sur une
section du guide :

Pr = /szs ouII, = %?R(E x HY) - e,
S

Lors d’une propagation multimodale, on a un couplage entre les différents modes propa-
gatifs et donc une matrice de coefficients de réflexion et de transmission (cette matrice
est appelée matrice S). En régle générale, on cherche & avoir une propagation mono-
modale car ce couplage génére une dispersion et donc une perte d’information. Le seul
coefficient de réflexion sera donc celui du mode fondamental sur lui-méme.

3.3 Antenna Design

Le code de calcul Antenna Design résout les équations de Maxwell sous forme in-
tégrale par une méthode d’éléments finis de frontiére, comme il a été présenté dans les
sections précédentes.

Le code permet la prise en compte de différents types d’alimentation (ondes planes, modes
guidés, générateurs ...), de géométrie d’antenne, de matériaux et pour toute fréquence
désirée. Il permet de calculer, en tout point de ’espace, le rayonnement électromagné-
tique d’une antenne donnée. Il est utilisé, entre autres, pour calculer le diagramme de
rayonnement d’une antenne, souvent sujet a des spécifications strictes, ainsi que toutes
les grandeurs caractéristiques (coefficient de réflexion, pertes...) évoquées précédemment.

Le code nécessite des outils de pré-traitement (construction de la géométrie et du maillage),
et des outils de post-traitement (visualisation, tracés) car son seul but est le calcul des
courants et des champs a partir d’'un maillage et des données physiques (fréquence, ma-
tériaux,...). Une fois ces données d’entrée définies, le code effectue les étapes de calcul
suivantes :

e Assemblage de la matrice du systéme linéaire [A] : pour chaque couple de triangle,
calcul des contributions élémentaires puis assemblage dans la matrice globale

e Assemblage du second membre [B] de la méme maniére

e Résolution du systéme linéaire [A] (J) = [B] par méthode directe aprés facto-

M
risation de Cholesky

On s'intéresse particuliérement a Palimentation par modes guidés (voir figure [L8 Le
guide d’onde infini est modélisé par un guide de longueur D terminé par une surface
appelée plan de champ. Le nombre de modes incidents sur ce plan, qui dépend de la
fréquence étudiée comme vu précédemment, est défini par l'utilisateur. Si la longueur D
du guide est suffisamment grande, les modes évanescents sont dissipés et on ne considére
que les modes propagatifs.
Dans le cas des modes guidés, I'onde incidente est calculée en deux étapes :

e Obtention de la distribution des champs sur le plan de champs : les modes sont

connus et ce calcul nécessite une simple résolution d’une équation de Laplace;
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Les traces de ces champs sont alors utilisées comme courants incidents pour 1’an-
tenne compléte et apparaissent dans le second membre du systéme linéaire.

Embouchure /\\ /

du guide y----—/

Guide d’onde
tronqué

Plan de champ

FIGURE 1.8 — Schéma d’une antenne avec alimentation par modes guidés

Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté le cadre mathématique de la résolution d’un
probléme d’électromagnétisme, en reprenant les principales étapes qui la constitue :

la définition du probléme de rayonnement électromagnétique, a savoir les équa-
tions de Maxwell harmoniques et leurs solutions dans 1’espace libre ainsi que les
notions de calculs nécessaires a la compréhension,

la représentation intégrale de ce probléme, menant a la définition d’un nouveau
probléme qui prend la forme d’un systémes d’équations intégrales,

la résolution numérique de ce probléme par la méthode des éléments finis de
frontiére,

le présentation du cadre de I’étude, & savoir les antennes alimentées par modes
guideés,

la description de Antenna Design, le code de calcul mettant en ceuvre la méthode
de résolution décrite précédemment.

Le probléme physique étudié dans cette étude s’inscrit dans ce cadre et sera résolu de
cette maniére. Les aspects théoriques de la méthode des équations intégrales seront repris
et utilisés dans le chapitre 3, les aspects numériques seront quand a eux exploités dans
le chapitre 4.
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Chapitre 2

Optimisation de forme par méthode
Level Set

Contents

Introduction

Nous présentons dans ce chapitre un algorithme d’optimisation de forme basé sur le
couplage entre un calcul de dérivée de forme par analyse de sensibilité et la méthode
Level Set pour la propagation de frontiére.

Dans une premiére section nous présentons la méthode Level Set. Aprés une bréve expli-
cation du contexte des méthodes de suivi d’interface et quelques informations historiques
sur la méthode Level Set, nous expliquons plus en détails en quoi consiste cette derniére.
Dans cette optique, nous introduisons le concept clé de la méthode qui est celui de la
représentation implicite d’une frontiére au travers d’une fonction auxiliaire, la fonction
Level Set. Dans ce cadre, on peut alors déterminer I’équation qui régit I’évolution de cette
fonction et donc de la frontiére au cours du temps : il s’agit d’une équation d’Hamilton-
Jacobi qui, une fois résolue, nous donne la position de la frontiére a I’instant choisi.
Nous donnons quelques éléments sur sa résolution numérique par une méthode de type
différences finies sur une grille cartésienne, et insistons sur un point particuliérement
important : I'initialisation et la réinitialisation de la fonction Level Set.
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Dans une deuxiéme section, nous jetons les bases de I'optimisation de forme, en com-
mencant par un historique rapide et non exhaustif de ce type de problémes, ainsi qu’une
classification des méthodes que 1’on utilise pour les résoudre.

Nous introduisons ensuite la méthode qui va plus particuliérement nous intéresser : la
méthode de variation de frontiére d’Hadamard. Cette derniére va nous fournir un cadre
rigoureux pour définir la notion de différentiation par rapport au domaine, qui nous
permettra d’effectuer une analyse de sensibilité et de calculer la dérivée de forme du
probléme. Une fois en possession de cette dérivée, nous sommes en mesure de présenter
un algorithme intuitif de type descente de gradient pour résoudre un probléme d’opti-
misation de forme.

Enfin, dans une troisiéme section, nous associons les deux notions vues aux sections pré-
cédentes afin de présenter un algorithme d’optimisation de forme couplant une analyse
de sensibilité par la méthode d’Hadamard et une évolution du domaine par la méthode
Level Set. En fait, ce couplage se fait assez naturellement puisque I’analyse de sensibilité
nous donne une direction de descente qu’il nous suffit d’injecter comme terme d’advec-
tion dans I’équation d’Hamilton Jacobi qui controle I’évolution de la frontiére.

Nous terminons donc ce chapitre par la présentation de l'algorithme général d’optimisa-
tion de forme que nous utiliserons dans la suite de cette étude et par quelques remarques
concernant la méthode, qui nous seront également utiles.

1 Meéthode Level Set

Commencons par quelques généralités sur les méthodes de suivi d’interface avant
d’introduire celle qui nous intéresse tout particuliérement : la méthode Level Set.

1.1 Meéthodes pour le suivi d’interface
1.1.1 Tour d’horizon des méthodes existantes

On définit une interface comme une frontiére entre deux domaines aux propriétés
différentes. Les domaines d’application faisant appel & la notion d’interface étant variés
et en nombre important, il nous sera difficile, et hors de propos, de les énumérer de facon
exhaustive. Aussi nous contenterons-nous d’en évoquer quelques-uns :

e En mécanique des fluides : interfaces entre l'eau et 1’air lors de la modélisation
du déferlement d’'une vague, entre deux gaz non miscibles en chimie, entre I’air et
le carburant lors du remplissage des boosters d’une fusée, entre gaz frais et gaz
brilés en combustion, ...

e En mécanique des solides : interfaces entre deux domaines lors de la gravure
par déposition de circuits intégrés, entre liquide et solide lors d’un processus de
solidification, ...

e En imagerie : interface entre deux couleurs, reconstruction d’interface en IRM,
détection d’objets, ...

Il ne s’agit 1a que de quelques exemples; le concept d’interface est omniprésent dans une
grande variété de domaines de la physique et offre de nombreux problémes ouverts de
grande importance.
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Cette variété se retrouve également dans les méthodes numériques disponibles pour simu-
ler un mouvement d’interface. La encore, nous ne chercherons pas a les recenser tous mais
plutot a dégager quelques catégories. Nous évoquons ici deux catégories importantes :

e le type de suivi d’interface :

- les méthodes de type front tracking réalisent un suivi explicite de I'interface,
par 'intermédiaire des particules qui la constituent,

- les méthodes de type front capturing capturent I'interface en la caractérisant
implicitement, par I'intermédiaire d’une fonction auxiliaire.

e la nature de la méthode :

- les méthodes lagrangiennes, dans lequelles un volume discrétisé contient
toujours les mémes particules fluides. Elles utilisent souvent des maillages mobiles
non structurés dont les éléments épousent la forme de I'interface.

- les méthodes eulériennes, dans lesquelles on ne cherche pas a localiser les
particules individuellement. Elles utilisent des maillages fixes, souvent structurés,
au travers desquels circulent les particules fluides.

Bien évidemment, toutes les classes de méthodes possédent leurs avantages et leurs in-
convénients. Par exemple, les méthodes lagrangiennes suivent l’interface et sont donc
extrémement précises dans son positionnement, alors que le maillage fixe des méthodes
eulériennes pourra échouer a capturer une trés petite variation de l'interface. En re-
vanche, les méthodes lagrangiennes nécessitent un remaillage a chaque pas de temps, ce
qui pénalise le temps de simulation, tout particuliérement en 3D. Les méthodes eulé-
riennes peuvent également gérer des déformations plus grandes.

Le choix de la méthode utilisée dépendra donc, comme souvent, d’un choix de priorité
parmi de nombreux critéres (robustesse, cotit d'implémentation, coit de simulation, de-
gré de précision souhaité), mais également de la physique qui gouverne le phénoméne
étudié et qui influera sur la détermination d’une stratégie adaptée.

1.1.2 Introduction a la méthode Level Set

Les sous-sections suivantes sont consacrées a la présentation de la méthode d’évo-
lution d’interface qui sera utilisée dans la suite de cette étude : la méthode Level Set.
Celle-ci rentre dans la catégorie des méthodes eulériennes de type front capturing, et
nous allons en détailler par la suite le principe de fonctionnement.

En 1988, Osher et Sethian publient un article [OS88]| dans lequel ils présentent une nou-
velle méthode d’évolution d’interface, ainsi qu’un ensemble d’algorithmes numériques et
de résultats obtenus grace a cette méthode : c’est la naissance de celle qu’on appelera par
la suite méthode Level Set. Depuis lors, elle est devenue une méthode de choix pour la
description de mouvement d’interface et a été utilisée dans un trés large panel de champs
d’applications.

Comme lors de la présentation générale des méthodes de suivi d’interface, il ne nous sera
pas possible de présenter une liste exhaustive des applications de la méthode Level Set.
Nous pouvons cependant citer quelques travaux de référence en reprenant les exemples
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d’applications considérés précédemment :

e En mécanique des fluides : utilisation pour décrire I'interface entre deux fluides
incompressibles dans M], et application entre autres a la propagation des
vaniuesf ainsi que pour étudier le mouvement de l'interface entre deux gaz dans

E

e En mécanique des solides : utilisation pour le processus de gravure par déposition
de circuits intégrés dans | et JAS95H|, ainsi que pour I'étude d’un probléme
de solidification dans B

e utilisation pour la reconstruction a partir d’'images IRM dans ﬂm pour la
détection d’objets dans [M], ainsi que dans le débruitage dans |

Les présentations étant faites, il est désormais temps de passer a la description plus
détaillée de la méthode Level Set. On s’appuie pour cela sur les ouvrages de référence de
Osher et Fedkiw [OF06] et de Sethian ).

1.2 Présentation de la méthode Level Set

1.2.1 Définition implicite d’un domaine

L’idée de base de la méthode Level Set est de remplacer la représentation usuelle
d’un domaine €2 € R? par une représentation implicite, comme le sous-domaine négatif
dune fonction auxiliaire ¢ : R? — R définie de la maniére suivante :

p(r) <0 si ze
px) =0 si zel =090 (2.1)
p(z) >0 si x€°Q

La fonction ¢ est appelée fonction Level Set, et la frontiére I' de €2 est décrite par la
courbe de niveau 0 de ¢ (voir figure 2.1]).

FIGURE 2.1 — A gauche : un domaine 2 € R? de frontiére I' circulaire; a droite : une
fonction Level Set ¢ associée

Dés lors, si on s’intéresse au déplacement de I' au cours du temps, on n’a qu’a étudier
’évolution de la fonction ¢(¢,.) : a chaque instant ¢, l'interface est déterminée comme
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étant 'ensemble des points pour lesquels la fonction Level Set ¢ est nulle :

T(t) = {x e RY, 4(t,z) = o} (2.2)

La méthode Level Set permet donc de traduire le mouvement d’un domaine €(t) au cours
du temps en une équation aux dérivées partielles dont la solution est fonction Level Set
¢(t,.): Pobtention de cette équation sera détaillée par la suite.

Les descriptions explicite et implicite d’'un domaine sont équivalentes, et les données
géométriques sur le domaine peuvent s’exprimer en fonction de ¢ (pour de plus amples
détails, voir [Youl()]).

Si Q € R? est au moins de classe C!, alors V z € T ou V¢(z) # 0, le vecteur normal
unitaire sortant a I' peut s’expimer ainsi :

Vo)
") = o) (2:3)

De plus, si 2 est de classe C?, alors V x € T ou V¢ (z) # 0 la courbure moyenne s’écrit, :

M@deCYﬂ@J

Vo) (24)

1.2.2 Description de 1’évolution de la frontiére

On s’intéresse maintenant a ’évolution au cours du temps du domaine Q(¢) et d’une
fonction Level Set associée ¢ : [0, T]xR? > (t,2) = ¢(t, z) € R. On introduit & présent le
champ de vecteur a 'origine du mouvement de () : le vecteur vitesse V (t, x). La vitesse
est fonction, d’une part évidemment, du temps ¢ et de la position z, mais également de
la géométrie de Q(t). Un des cas les plus courants et les plus importants est celui d’un
vecteur vitesse dont la direction est toujours normale & 'interface, c’est-a-dire :

V(t,x) =v(t,z)n(t, ) (2.5)

ou v(t,z) est une fonction scalaire. Ce modéle représente par exemple la progression
d’un front de flamme en combustion. Il en existe d’autres (qui s’expriment en fonction
de la courbure moyenne, ou bien en fonction de caractéristiques géométriques globales
du domaine €(t)), mais nous considérerons ici le cas d’une vitesse normale & I' comme

décrite par (2.3]).
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Qt+dt) = [p(t + dt,.) < 0]
FIGURE 2.2 — Evolution du domaine Q(t) dictée par V (¢,.) aprés un temps dt

On note O € [0, T] x R? un ensemble ouvert tel que I'(t) € O V t. On suppose ¢ et V
suffisamment réguliéres. La définition de la fonction Level Set ¢ nous permet d’écrire :

V(z,t) € O, ¢(t,z(t)) =0

En dérivant en chaine cette expression, on obtient [’équation de transport Level Set sui-
vante :
99

Y(t,z) € O, E(t’ x)+ V(t,z) - Vo(t,z) =0 (2.6)

En utilisant 1’expression de V selon la normale a Uinterface (2.3]) ainsi que I’expression
de la normale en fonction de la fonction Level Set ¢ (2.3]), ’équation de transport (2.6])
se réécrit comme une équation d’Hamilton-Jacobi :
99

Y(z,t) € O, E(t’ z)+v(t,x)|Vo(t,z)| =0 (2.7)
On touche ici du doigt I'intérét principal du choix de la méthode Level Set de repré-
senter implicitement un domaine : de cette maniére, I’évolution du domaine €2 au cours
du temps est régie par une équation aux dérivées partielles dont est solution la fonction
Level Set qui lui est associée. Cette équation, que 1’on sait résoudre numériquement, nous
permet de localiser dans I’espace la frontiére I' a chaque instant .

Bien évidemment, dans le cas général, I’évolution du domaine ne se fait pas toujours
de maniére indolore. Un domaine évoluant selon un champ de vecteur vitesse simple
peut par exemple développer des singularités en temps fini. Il en est de méme lors d’un
changement de topologie du domaine. On peut également mentionner 'importance du
choix de la nature de la fonction Level Set, qui aura une influence sur la qualité du suivi
d’interface. Enfin, la méthode de résolution numérique joue bien sir un roéle important.
La littérature regorge de travaux effectués dans le but de pallier ces problémes, aussi ne
nous attarderons-nous pas sur leur énumération et leurs solutions et préférons rester sur
une présentation plus généraliste.

Nous revenons toutefois sur quelques aspects trés généraux de la mise en ceuvre numeé-
rique de la méthode Level Set.
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1.3 Quelques aspects numériques
1.3.1 Résolution de 1’équation d’Hamilton-Jacobi

On s’intéresse a la discrétisation numérique de I’équation d’Hamilton-Jacobi dans le
cas bidimensionel, a savoir

% +v|Vé| =0 dans [0,T] x R?

#(0,.) = ¢ dans R?

(2.8)

pour une vitesse v donnée et une fonction Level Set initiale ¢ toutes deux supposées
bornées et continues.
On reprend le schéma numeérique présenté dans [Set99h|.

T
Soit N € N et At = N le pas de temps pour la discrétisation de 'intervalle tempo-
rel [0, 7] en sous-intervalles [t",t"*1], n = 0,..., N — 1 avec t" = nAt. Le plan R? est
doté d’une grille cartésienne de pas Az dans la direction = et Ay dans la direction y.
L’inconnue ¢ a I'instant " et au point de la grille (iAz, jAy), i,j € Z est noté ¢j..
On note les quantités :

K n—
ton _ Pit1y ij —zn _ Pij — Pi1y
Poot=—"xg P =T
et on définit de la méme maniére D;;%" et D;;7¢".
On peut écrire le schéma explicite d’ordre 1 suivant :
Y = do(iAz, jAy) Vi jez

2.9
Qi = or — At(max(vij, 0)V5¢"™ + min(v, O)V;jgb") Vi,jeZ, VneN (29)

ij

—o™ relatives a la discrétisation de |V¢| s’écrivent :

ot les quantités Vg™ et Vi

1

Vet = <max (max(D;;%¢",0), — min(D};"¢", O))2+max (max(D;;"¢",0), — min(D;;?¢", O))Q) :

et

V0" = (max (max(DJ’.x ",0), —min(D;;"¢", O))2+max (maX(D;;ygb", 0), — min(Di_jygb", O))2>

ij

Afin d’assurer la convergence de ce schéma, on a besoin d’une condition CFL qui nous
garantit que le front ne traversera pas plus d’une maille de grille en un pas de temps.
Cette condition s’écrit :

(sup vij)At < min(Az, Ay) (2.10)

i

On trouve également dans [Set99h| les détails concernant le méme schéma mais a 'ordre
2 en espace, qui sera en fait plus couramment utilisé. A noter qu'on peut également
construire des schémas similaires d’ordre supérieur en temps a 'aide des méthodes de
Runge-Kutta.
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1.3.2 Initialisation de la fonction Level Set

Nous remarquerons que jusqu’a présent, aucune fonction Level Set spécifique n’a été
choisie : la cadre théorique développé précédemment est en fait indépendant du choix
de la fonction ¢ effectué. Malheureusement, il n’en va pas de méme lors d’une résolution
numérique : des variations trop abruptes ou trop faibles de ¢ autour de I' peuvent
causer des instabilités et des difficultés a localiser I' avec précision, ou encore a calculer
numériquement, le vecteur normal ou la courbure moyenne.

La fonction qui s’avére étre le meilleur choix d’initialisation pour la fonction ¢ est la
fonction distance signée dq a €2, définie de la maniére suivante :

Définition 2.1. Soit Q € R? un domaine borné. La fonction distance signée Q) est la
fonction R? > o+ do(z) € R définie par :

—d(z,T) sixz e
do(z) =4 0 stz el (2.11)
d(z,I')  six € Q

ot d(z,T") désigne la fonction distance euclidienne usuelle a [’ensemble €Q.

La fonction distance signée posséde les propriétés de régularité et de différentiabilité
nécessaires, ainsi que d’intéressantes propriétés géométriques (pour une description de
ces caractéristiques, voir par exemple les travaux de Delfour et Zolésio dans |[DZ11]).

Il existe dans la littérature un certain nombre de méthodes numériques utilisées pour
calculer (ou approcher au mieux) la fonction distance signée. On peut citer entre autres
la méthode Fast Marching (|Set99al) et la méthode Fast Sweeping (|Zha05]).

Maintenant que nous avons pointé du doigt I'importance d’un point de vue numérique
de manipuler des fonctions Level Set aussi proches que possible de la fonction distance
signée, il nous faut signaler qu’une initialisation seule n’est pas suffisante. En effet, méme
si (0, .) est la distance signée a (0), la solution ¢(¢,.) solution de (2.7) peut bien sou-
vent développer des variations trop abruptes ou pas assez aux alentours de I'(¢), au fur
et & mesure que ¢ augmente.

Dés lors, il devient crucial de redéfinir périodiquement ¢(¢,.) comme étant la fonction
distance signée a () : cette étape est appelée réinitialisation de la Level Set. Le calcul de
la distance signée dans ce cas est facilitée par le fait que nous possédons déja une fonction
Level Set, notée ¢q; la régularisation de cette fonction Level Set en une nouvelle fonction
1 plus proche de la fonction distance signée est proposée par Osher, Sussman et Smereka,
dans [SSO94]. Tl s’agit résoudre 1'équation suivante, appelée équation de redistanciation. :

oY

T sgn(do(z)) (V] —1) =0 pour (¢, z) € [0, 00] x R

P(0,2) = ¢o(x) pour z € R¢

(2.12)

Sur une grille, cette équation peut étre résolue par une méthode similaire & celle présentée
dans le paragraphe précédent, avec en plus une étape de lissage de la fonction discontinue

sgn(¢o)-

2 Optimisation de forme

Passons maintenant & la définition de ce qu’est I'optimisation de forme et & la présen-
tation de la méthode choisie pour résoudre les problémes qui en découlent, la méthode

62



2. Optimisation de forme

de variation de frontiére d’'Hadamard.

2.1 Définition d’un probléme d’optimisation de forme
2.1.1 Un peu d’histoire

Résoudre un probléme d’optimisation de forme, c’est trouver la forme optimale d'un
domaine 2 parmi un ensemble de formes admissibles U,q qui minimise (ou maximise)
un critére donné appelé fonction coit ou fonction objectif J() :

min J(§2)

Q€U
L’exemple historique d’optimisation de forme le plus célébre est sans doute celui de la
reine Didon (latin : Dido) relaté dans 1’Enéide de Virgile : aprés s’étre échappée de Tyre,
la princesse phénicienne Dido arrive sur une cote d’Afrique du Nord et demande au roi
local Jarbas une portion de terre pour y ériger une ville. Celui-ci accepte de lui céder
autant de terre qu’elle peut faire tenir dans la peau d’un beeuf. Didon décide alors de
découper la peau du beeuf en trés fines lamelles et de les attacher les unes aux autres
avant d’utiliser la corde ainsi obtenue pour dessiner son territoire comme un arc de cercle
comprenant une portion de la cote, et y fonde la célébre ville de Carthage. Ce probléme
est appelé probléme isopérimétrique (la longueur de la corde étant fixe) et la solution
qui maximise l'aire est bien le cercle.

Depuis, la quantité de problémes d’optimisation de forme a bien augmenté et les résoudre
est devenu une étape incontournable dans la conception et le design industriel. L’intérét
grandissant porté a ce sujet a entrainé I’étude et le développement d’un grand nombre
de méthodes théoriques et numériques pour résoudre les problémes d’optimisation de
forme. Nous nous référons ici aux ouvrages |[Pir84|, [SZ92|, [HP0G| et principalement a
|A1I06] dont nous reprendrons le cheminement.

Bien que certaines questions d’ordre théorique restent ouvertes (voir [HS05| pour une
vue d’ensemble), beaucoup de questions venant de différents domaines de la physique
peuvent étre reformulées en problémes d’optimisation de forme et résolus grace aux mé-
thodes associées. On peut en citer quelques-uns :

e la recherche de profil d’aile optimal en aéronautique, ainsi qu'un grand nombre
d’autres problémes venant de la mécanique des fluides dont on peut trouver des
exemples dans [MPO1];

e la conception optimale en mécanique des structures, avec par exemple I’optimisa-
tion des propriétés des matériaux (JRGBO02],[Sig95]), ou bien la minimisation de
la contrainte (JAJO8|,[DB9S]);

e la détection de contours en imagerie (JCKS97|), ainsi que beaucoup d’autres ap-
plications dans cette discipline trés actuelle;

e le design optimal de dispositifs électromagnétiques, point sur lequel nous revien-
drons plus en détails par la suite, étant donné sa proximité avec le sujet de ce
manuscrit.
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2.1.2 Une rapide vue d’ensemble des différentes méthodes

De nombreuses techniques d’optimisation de forme ont été développées au cours des
années. Ces techniques sont en fait reliées a la maniére dont on décide de représenter les
formes, car de cette représentation dépendra la facon d’étudier les variations du domaine,
point primordial en optimisation puisque la majorité des méthodes nécessitent un calcul
de gradient.

Traditionnellement, on distingue trois grandes familles de représentation : I'optimisation
paramétrique, géométrique et topologique. Nous en effectuons une bréve description.

Optimisation paramétrique

La forme est décrite a priori en utilisant un nombre fini de paramétres. Par exemple,
il peut s’agir d’un ensemble de paramétres physiques pertinents (des longueurs carac-
téristiques, des épaisseurs, etc... voir exemple dans |All06]). Dans une logique similaire,
la forme peut-étre paramétrisée par des polynomes, comme des courbes de Bézier, des
splines ou des NURBS (voir |[CKO§| et les références a l'intérieur). Dans tous les cas,
les formes sont paramétrisées explicitement par un nombre fini de degrés de liberté, qui
peuvent étre, suivant les cas, les paramétres physiques, les points de controle des courbes
de Bézier (ou des splines), ou encore les noeuds du maillage.

Du fait de sa simplicité de formulation et de mise en ceuvre, cette approche est tres
largement utilisée dans I'industrie ; néanmoins, elle offre des possibilités de variations de
forme trés limitées.

Optimisation géométrique

L’approche est ici un peu plus générale : la variable d’optimisation est ici la frontiére
du domaine elle-méme. La topologie de la forme est fixée, et la frontiére peut évoluer de
maniére totalement libre.

La maniére de représenter la forme et ses variations est donc plus complexe, et sera
décrite plus en détails dans la section

Optimisation topologique

L’optimisation topologique ne posséde aucune des restrictions précédentes : on cherche
ici la forme optimale, en autorisant tout type de variations y compris les changements
de topologie. Elle ne nécessite donc pas de savoir a ’avance de combien de composantes
connexes la strucutre est constituée et permet donc d’en trouver le nombre optimal. Ici,
la forme est représentée par une fonction densité qui vaut 1 a l'intérieur de la forme et
0 a 'extérieur.

La premiére méthode d’optimisation topologique est la célébre méthode d’homogénisa-
tion (voir par exemple [Tar00|), mais de nombreuses autres ont été développées au fil
des années.

2.2 Analyse de sensibilité par la méthode d’Hadamard

Comme nous I’avons mentionné précédemment, un des points les plus importants en
optimisation de forme est de définir comment on effectue les perturbations d’une forme et
donc comment on calcule les variations de la fonction objectif J par rapport a la forme.
Une possibilité est d’effectuer une analyse de sensibilité de J lorsque 1’on perturbe la
frontiére de la forme €.
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On présente ici une de ces méthodes de variation de frontiére appelée méthode d’Hada-
mard, introduite par J. Hadamard dans [Had09] et étudiée rigoureusement par Murat
et Simon dans |[MS76b] et [MS764l], ainsi que la notion de différentiation par rapport au
domaine qui en découle naturellement.

2.2.1 Meéthode de variation de frontiére

Soit 2 un domaine de référence et § un déplacement de faible amplitude. L’idée de
base de la méthode de variation de frontiére d’Hadamard est de considérer les déformées
de Q par le champ 0 : (I + 6)Q2 (voir figure 23)).

Xz

) T

(I+6)Q I

FIGURE 2.3 — Variation d’une forme de référence €2 par la méthode d’Hadamard

Précisons maintenant le cadre mathématique de la méthode :

Définition 2.2. On définit I’espace des fonctions lipschitziennes ¢ de R dans R? telles
que ¢ et Vo sont uniformément bornés sur R :

9¢
aZL'Z‘

Whe(R? RY) = {¢ € L®(RY), € LR Vi=1, ...,d} (2.13)

C’est un espace de Banach pour la norme
Il s ey = 50 (16(2) s + V() e
z€RC
o1l |.|ga désigne la norme euclidienne dans R? et |.|gaxa une norme matricielle sur R,

Remarque 2.1. On note C*'(R¢, R%) I'ensemble des champs de vecteurs continiiment
différentiables et uniformément bornés ainsi que leur gradient.

Soit 2 un domaine de référence et 6 un champ de vecteurs tel que § € W1 (R4, R?),
L’ensemble des formes admissibles C(€2) est alors composé des ouverts Qp = (1 + 6)Q
définis par :

Qp = {:c +60(x), z € Q} (2.14)
On peut donc voir § comme le champ de vecteurs qui transporte la forme de référence €2
en une forme 2y. On a également la proposition suivante, qui nous garantit que pour 6

suffisamment petit alors T" est un difféeomorphisme (voir preuve dans |All06]), ce qui nous
permettra par la suite d’introduire la notion de différentiation par rapport au domaine :
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Proposition 2.1. Soit 0 un champ de vecteurs tel que § € W1°(R? R?) avec de plus
[0llw1.00 (e ray < 1. Alors lapplication T = I + 6 est une bijection de RY qui appartient
a l’ensemble des difféeomorphismes.

2.2.2 Différentiation par rapport a la forme

Nous pouvons désormais définir la notion de différentiation par rapport au domaine :

Définition 2.3. Soit J(Q2) une fonctionnelle du domaine. J est différentiable par rapport
a la forme en Q) si la fonction

Whe R4 RY) — R
0 — J((I+0)(Q))
est Fréchet différentiable en 0 = 0. La dérivée de Fréchet associée, notée J'(2), est appelée

dérivée de forme de J en 2. De plus, on a le développement asymptotique suivant dans
un voisinage de 0 :

J(I+6)(Q) =J(Q)+ J((0) +0(f) avec éii% |(|)’§99”)‘ =0 (2.15)

Dérivation d’intégrales

On commence ici par présenter les dérivées de formes d’intégrales dont 'intégrande ne
dépend pas du domaine. On rappelle tout d’abord les lemmes classiques sur les change-
ments de variable dans les intégrales :

Lemme 2.1. Soit Q un ouvert de R et T un difféomorphisme de R?. Alors f € LP(T(Q2))
si et seulement si foT € LP(Q),1 <p<ocetona:

fdx = / foT|detVT|dx
T(Q) Q

D’autre part, f € W'P(T(Q)) si est seulement si foT € W'P(Q) et on a :

(VF)oT = ((VI)V)'V(foT) (2.16)
Lemme 2.2. Soit Q un ouvert borné régulier de RY et T un difféomorphisme de RY.
Alors f € LY(OT(Q)) si et seulement si foT € LY(ON) et on a :

ds

R4

/ fds = foT\detVTw((VT)’l)tn
aT(Q) o0

ot 1 est la normale extérieure ¢ Of)

On peut donc écrire les propositions suivantes (dont les preuves, faites dans [A1l106],
découlent directement des lemmes précédents) :

Proposition 2.2. Soit Q un ouvert borné régulier de RY de frontiere T'. Soit f €
WLYHRY) et soit J Uapplication de C(2) dans R définie par :

J(Q):/Qf(:c)dx
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Alors J est différentiable en €2 et on a :

r@® - [

iv xT xT xr = €T ) -n(x)dzx 1,00 (0d d
[ aiv (0001} do = [ (1000 mlade. ¥ 0 € We(R! RS

Proposition 2.3. Soit Q un ouvert borné régulier de R? de frontiere T'. Soit f €
W2YRY) et soit J Uapplication de C(Q2) dans R définie par :

5@ = [ f(ws
r
Alors J est différentiable en €2 et on a :

J’(Q)(Q):/<Vf-0+f(div0—V0-n)>ds:/<g—f+/@f)0-nds, Y 0 € CV°(R?, RY)
r r \On

ot k = divn est la courbure moyenne de T'.

Dérivées lagrangienne et eulérienne

On s’intéresse désormais a la différentiation par rapport a la forme de fonctions qui
dépendent du domaine, que 'on note u(€2, z). C’est le cas par exemple lorsque u(§2, x)
est la solution d'une EDP définie sur €2. On définit deux types de dérivées de forme : la
dérivée eulérienne et la dérivée lagrangienne.

La dérivée eulérienne se définit de maniére locale et représente la variation de u en un
point x fixé :

Définition 2.4. Soit x un point appartenant au domaine de référence S et au domaine

transporté Qg = (1+0)Q. On peut écrire le développement asymptotique en 0 = 0 suivant :

u((I+0)(Q),z) =u(Qz)+U0,2) +0(f) avec éi_)r% ‘(|)|(00”>| =0 (2.17)

U(0,x) est appelée dérivée eulérienne de la fonction u(), x).

Le développement précédent a un sens pour les points x € ) étant donné que pour
0 suffisament petit, © € €y. Néanmoins, il n’est pas clair que cela soit valable pour un
point du bord z € I' puisque rien ne nous dit que ce point appartienne au domaine
transporté €y. Dans ce cas, u(£2,x) et u({2g, x) n’appartiennent pas au méme domaine
et on ne peut donc pas écrire le développement asymptotique.
Pour pallier ce probléme, on introduit la dérivée lagrangienne qui représente cette fois
la variation de u en un point x qui bouge avec le domaine. I + 6 étant une bijection,
on a correspondance entre le point x € () et le point zy € €2y. On peut donc définir les
fonctions u(Qy, zg = u((I +60)(2)) o (I +0) = u((I +0)(Q), z+0(x)) et u(, ) qui sont
définies cette fois sur le méme domaine €.

Définition 2.5. Soit x un point appartenant au domaine de référence Q). On peut écrire

le développement asymptotique en 8 = 0 suivant :

u((I+0)(Q),z+6(z)) =u(@Q,z)+Y(0,z)+0(0) avec éi_)rré |(|)|<99||)| =0 (2.18)

Y (0,x) est appelée dérivée lagrangienne de la fonction u(S2, z).
Les deux notions sont bien str liées :

Y(0,2) =U(0,z) +6(x) - Vu(Q, z)
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Dérivation de la solution d’une équation dépendant du domaine

Les deux paragraphes précédents nous fournissent les outils nécessaires pour nous inté-
resser a la dérivabilité des intégrales dont 'intégrande est une fonction dépendant de la
forme, solution d’une équation aux dérivées partielles.

Proposition 2.4. Soit Q un ouvert borné régulier de R? et u(Q) une fonction de C(Q)
dans L*(Q). On définit sa transportée de C'(R? R?) dans L'(Q) par :

et on note Y sa dérivée lagrangienne. Alors la fonction J; : C(Q2) — R définie par

Jp :/ﬂu(Q)d:c

est différentiable en Q etV 6 € CY(RY R?), on a :

n6) = [

i (w(Q)dive + Y (0))dx = / (div(u()0) + U(9))dx

Q
De plus, si u(Qy,1g) est une fonction de C'(RY R?) dans L'(9Q), alors la fonction

Jy : C(Q) — R définie par
Jy = / u(§2)ds
o0

est différentiable en Q etV 6 € CY(RY R?), on a :

(8u(Q) + ﬁu(Q))G -nds

1(2)(6) = /8 (u()(ivt = Von - m) + Y (6))ds = / bu)

o

Dans le cas général, le calcul de la dérivée de forme de la fonction objectif J nécessite
donc le calcul de la dérivée lagrangienne de u. Si u est la solution d’une équation aux
dérivées partielles, alors ce calcul peut se faire de la maniére suivante :

e On écrit I’équation aux dérivées partielles satisfaite par la fonction u (2, z) et par
sa transportée u ({2, zg)

e On soustrait la premiére équation a la deuxiéme, faisant apparaitre une nouvelle
EDP dont la dérivée lagrangienne Y (6, z) est solution

Dans les faits, on ne résout pas cette nouvelle EDP : son second membre posséde généra-
lement une expression assez complexe puisqu’il contient les transportées des opérateurs
de ’EDP de départ; et surtout il dépend de 6. Il faudrait donc ici résoudre une EDP
pour chaque direction 6!

Pour pallier cette difficulté, on fait appel & un outil hérité de la théorie du controle
optimal : [’état adjoint (|[LioT1]).

Définition 2.6. Soit 2 un ouvert et u solution de l’équation auzr dérivées partielles
L(u)=0b dans

ot lopérateur L tient compte des conditions limites éventuelles sur I' = 0f2.
Soit la fonction objectif J : C(Q) — R définie par

J— /Q J(u() de
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Alors on appelle état adjoint p la solution de ’équation aux dérivées partielles
L*(p) =j'(u) dans Q
ot l'opérateur L* est [’adjoint de 'opérateur L.

L’état adjoint nécessite la résolution d’une seule EDP, indépendante de 6, et permet
de réécrire la dérivée de forme de la fonction cotit de maniére explicite en fonction de
la solution de PEDP de départ (I’état) de la solution de 'EDP adjointe (I’état adjoint)
et des transportées des opérateurs intervenants dans 'EDP de départ (qui sont elles
dépendantes de 6).

Le cheminement de cette méthode deviendra beaucoup plus clair au chapitre 3, ot nous
I’utiliserons pour calculer la dérivée de forme qui nous intéresse.

2.2.3 Algorithme générique d’optimisation de forme

Grace a l'introduction de I’état adjoint, et en accord avec la proposition qui
traduit le fait que la dérivée de forme ne dépend que de la composante normale de la
déformation du domaine €2, on s’intéresse aux fonctions coiits dont les dérivées de forme
peuvent s’écrire de la maniére suivante :

Vo € Whe(RY, RY), J'(Q)(0) = / vo (0 -n)ds (2.19)

ol le champ scalaire v dépend de I'état et de I'état adjoint.
Cette expression nous donne une direction de descente naturelle :

QI—UQH

En effet, si on injecte cette expression de 6 dans le développement asymptotique (213,
on obtient pour ¢ un pas de descente suffisamment petit :

T(Q%) = J(Q) —t / W ds +oft) < J(Q)

La fonction cotit est bien décroissante et 6 est donc bien une direction de descente pour
J en Q.

Sur ces considérations, nous pouvons définir un algorithme générique d’optimisation de
forme en utilisant I’analyse de sensibilité découlant de la méthode d’Hadamard :

Algorithme 1 Optimisation de forme par analyse de sensibilité

Partant d’'un domaine initial Q°, pour k = 0, ... jusqu’a convergence,

e Calcul de I'état uqr et de ’état adjoint pgr par résolutions des systémes corres-
pondants

e Calcul de vgr a partir de uge et por, et calcul de la direction de descente 6% =
—Uqok 1N

e Choix du pas de descente t* suffisamment petit pour que J((I + t*6%)(QF)) <
J(QF)

e Nouvelle forme obtenue : Q¥ = (I + tk9%)(QF)
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3 Optimisation de forme par méthode Level Set

Dans la section[I], nous avons présenté les bases de la méthode Level Set, qui permet de

faire évoluer une frontiére dans le temps sous I'influence d’un champ de vecteurs vitesse.
Dans la section [2] nous avons présenté le calcul de la dérivée de forme par la méthode
d’Hadamard et en avons extrait un champ de vecteurs qui nous indique comment faire
évoluer la forme dans une direction qui fait décroitre la fonction objectif.
Dans cette section, nous présentons la méthode proposée par G. Allaire, F. Jouve et
A.-M. Toader dans [AJT04]|, qui fait suite aux travaux effectués dans |[OS01] et [SWO0OQ|
et qui permet de coupler la méthode Level Set avec I’analyse de sensibilité afin de créer
un algorithme d’optimisation de forme.

3.1 Algorithme d’optimisation

L’idée de base de la méthode est la suivante : dans I’équation d’Hamilton-Jacobi, si on
utilise comme vitesse d’advection la dérivée de forme calculée par analyse de sensibilité,
alors on déplace la frontiére de €2, représentée par la Level Set 0 de la fonction ¢, dans
la direction de descente indiquée par la dérivée de forme.

Soit D un domaine de calcul fixé, dans lequel les formes Q°, ..., Q% ... calculées durant le
processus d’optimisation évolueront. D est maillé par une grille cartésienne. L’algorithme
d’optimisation de forme par la méthode Level Set se résume alors ainsi :

k

Algorithme 2 Optimisation de forme par analyse de sensibilité et méthode Level Set

Partant d’'un domaine initial Q°, pour k = 0, ... jusqu’a convergence,

e Calcul de I'état ugr et de ’état adjoint por par résolution des systémes corres-
pondants

e Calcul de vgr & partir de ugr et poe, et de la direction de descente 0¥ = —vr n

e Choix du pas de descente 7% et résolution de ’équation d’Hamilton-Jacobi avec
la composante normale 6 - n = —vor comme vitesse d’advection :

% — vk |Vo| =0 dans[0, %] x D

p(t=0,.)=¢*  dansD

e Nouvelle forme obtenue : Q¥ = {z € D, ¢(7*,z) < 0}

3.2 Remarques

Changements de topologie

Bien que la méthode d’Hadamard suppose que la topologie de la forme reste la méme,
cette limitation est surmontée grace a la capacité de la méthode Level Set a autoriser les
changements de topologie. Un tel changement aura alors lieu lorsque, a une itération &,
le pas de temps 7% n’a pas été choisi suffisamment petit pour que (I + 750%) soit un dif-
féomorphisme lipschitzien. Cette astuce numérique nous permet donc de tirer pleinement
profit de la liberté de changement topologique de la méthode Level Set.
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Extension de la vitesse

L’analyse de sensibilité nous fournit une dérivée de forme qui n’est définie que sur le
bord du domaine € : or, I’équation d’Hamilton-Jacobi est résolue dans le domaine D
tout entier. La frontiére n’étant pas explicitement discrétisée dans notre cas, I'idée la
plus simple serait de définir la vitesse aux noeuds des éléments traversés par la Level
Set 0, et de la considérer nulle pour tous les autres nceuds. Cependant, ce choix aura
tendance a ralentir ’algorithme : la forme ne pourra pas évoluer 1a ou la vitesse est
nulle, et nous ne pourrons donc pas effectuer plusieurs itérations de transport a la suite.
Il parait donc plus intéressant d’étendre la vitesse a l'intégralité du domaine D.

Changement de fonction coit
On remarque que cette méthode est extrémement dépendante du choix de fonction coiit
qui a été effectué. Si 'on désire changer de fonction coiit, alors I'état adjoint po change,
ainsi que la vitesse d’advection vq.

Réinitialisation

Comme il a été précisé dans le paragraphe [L3.2] il est primordial, pour des raisons de
stabilité, de réinitialiser de temps en temps la fonction Level Set ¢. Ceci nécessite donc,
au bout d’un certain nombre d’itérations, de résoudre ’équation ([2.12), et ce de maniére
périodique.

Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons pu étudier, dans un premier temps, la méthode Level
Set pour le suivi de frontiére, qui repose sur la résolution d’'une équation d’Hamilton-
Jacobi.

Dans un deuxiéme temps, nous nous sommes familiarisés avec le concept d’optimisation
de forme, et plus particuliérement avec I'optimisation de forme géométrique et ’analyse
de sensibilité qui permet le calcul, primordial, de la dérivée de forme.

Enfin, le couplage de ces deux notions nous a permis la définition d’un algorithme d’op-
timisation de forme par méthode Level Set.

Il nous reste a présent a retourner & notre problématique initiale, celle de 1’électro-

magntisme et plus spécifiquement des équations intégrales, afin d’y appliquer cette mé-
thode.
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Partie 11

Optimisation de forme pour
I’électromagnétisme
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Chapitre 3

Le probléme d’optimisation de forme

Contents

Introduction

Dans un premier chapitre, nous avons présenté le probléme d’électromagnétisme et sa

résolution par la méthode des équations intégrales telle qu’elle est en ceuvre dans le code
de calcul Antenna Design, qui sera utilisé dans la suite des travaux. Dans un deuxiéme
chapitre, nous avons présenté le probléme d’optimisation de forme et sa résolution par
une analyse de sensibilité couplée a la méthode Level Set.
Il est désormais temps de coupler ces deux aspects du probléme : on souhaite mettre
en place un algorithme d’optimisation de forme par méthode Level Set pour calculer le
design optimal d’un dispositif électromagnétique, pour lequel les équations de Maxwell
sont résolues par méthode des équation intégrales. Les développements mathématiques
préliminaires & 'application de ’algorithme constituent le coeur de nos travaux, et seront
présentés dans ce chapitre.
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Dans un premier temps, nous nous attachons a définir un peu plus précisemment le
probléme d’optimisation de forme. On commence par un rapide tour d’horizon des pro-
blémes existant en électromagnétisme et des méthodes utilisées pour les résoudre, a la
suite de quoi nous présentons le contexte dans lequel vont se situer nos travaux : nous
y définissons la géométrie des éléments rayonnants auquel nous nous intéressons et la
fonction coiit que 1'on souhaite minimiser.

La seconde section de ce chapitre présente le couplage recherché entre les équations
intégrales et la méthode de variation de frontiére d’Hadamard. On commence par for-
maliser les particularités de notre cas d’application et rappeler les équations intégrales
utilisées. On appelle ce systéeme probléme direct. Sa résolution fournit les solutions des
équations de Maxwell : courants surfaciques équivalents et champs rayonnés.

On applique ensuite ’analyse de sensibilité a ce probléme, telle qu’elle a été présentée
dans le chapitre 2. On définit le diffeomorphisme qui déforme la frontiére et les trans-
portées des grandeurs présentes par ce méme diffeomorphisme (opérateurs intégraux et
inconnues électromagnétiques). L’analyse de sensibilité nous permet alors de caracté-
riser les dérivées de forme des solutions du probléme direct : elles sont solutions d’un
probléme auxiliaire, appelé probléme dérivé, dont les opérateurs sont identiques a ceux
du probléme direct mais ot le second membre fait intervenir les opérateurs intégraux
transportés.

Enfin, on s’intéresse a la dérivée de forme de la fonction cotit. On I’écrit dans un premier
temps en fonction des dérivées de forme des inconnues électromagnétiques solution du
probléme dérivé. Celui-ci étant en fait peu propice a une résolution numérique, on intro-
duit un troisiéme probléme, le probléme adjoint. Celui-ci va nous permettre d’écrire une
deuxiéme expression de la dérivée de forme de la fonction cotit, qui dépendra des solu-
tions du probléme direct, des solutions du probléme adjoint, et des opérateurs intégraux
transportés.

Afin d’avoir en notre possession une expression explicite et exploitable de la dérivée
de forme de la fonction cott, il nous faut développer I'expression des opérateurs inté-
graux transportés qui y apparaissent : c’est le but de la troisiéme section.

Cette étape nécessite le calcul des dérivées de forme de tous les termes constituant les
opérateurs intégraux, que I’on développe grace aux outils de géométrie différentielle pour
les surfaces présentés dans le chapitre 1. Une fois ces calculs effectués, nous les couplons
a la formule de changement de variable sous une intégrale afin d’obtenir les expressions
des opérateurs dérivés des opérateurs intégraux.

Pour terminer, on doit désormais tenir compte des particularités de notre cas d’ap-
plication, présentées dans la premiére section, et de celles de la méthode Level Set.
Dans un premier temps, en prenant en compte une spécificité du probléme, on modifie
légérement les opérateurs intégraux transportés calculés & la section précédente, et on
les utilise pour écrire la troisiéme expression de la dérivée de forme de la fonction coiit :
celle-ci est a présent totalement explicite et ne dépend plus que des solutions du probléme
direct et du probléme adjoint.

Cependant, la méthode Level Set nous demande une écriture de la dérivée de forme bien
particuliére : dans un second temps, et en tenant compte d’'une autre spécificité de notre
probléme, nous allons donc chercher a reformuler nos opérateurs intégraux transportés
afin qu’ils soient conformes & I’écriture désirée pour la dérivée de forme. Cette étape,
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trés calculatoire, aboutit & une quatriéme et derniére expression pour la dérivée de forme
de la fonction coiit, qui sera celle utilisée dans I'algorithme numérique développé par la
suite.

1 Contexte et présentation du probléme

1.1 Tour d’horizon des problémes existants en électromagné-
tisme

L’application de méthodes d’optimisation de forme pour résoudre des problémes en
électromagnétisme ne date pas d’hier, et de nombreux travaux sur ce sujet sont dispo-
nibles dans la littérature. Cependant, le spectre de formulations, de champs d’applica-
tions et de méthodes est trés varié. Il nous sera difficile d’en faire un inventaire exhaustif,
aussi nous contenterons-nous de citer quelques travaux :

e Dans la recherche de forme optimale lors de la conception de dispositifs élec-
tromagnétiques, ’application d’algorithmes heuristiques, comme par exemple les
algorithmes immunitaires (JCKJH97|) ou génétiques (J[UMK94|), donne de trés
bons résultats. Le principal intérét de ce type de méthodes est la facilité de leur
mise en ceuvre et leur capacité a trouver un optimum global. Néanmoins, le grand
nombre de simulations nécessaires peut, lors d’applications a des dispositifs com-
plexes, entrainer un cott de calcul rédhibitoire.

e Toujours dans la conception de dispositifs métalliques, un certain nombre d’ar-
ticles se sont intéressés a 'optimisation de la forme des patchs métalliques (qui,
comme nous le verrons dans la section suivante, sera aussi le cas de cette étude).
Ce probléme a principalement été traité par des méthodes d’optimisation para-
métrique (voir par exemple [UNIT09|, [HWB14]), ot le calcul de la sensibilité est
fait numériquement.

e [’utilisation du gradient topologique et de la méthode adjointe présentée dans
[GGMO1| et appliquée aux équations de Maxwell dans [MPS05| fournit de tres
bons résultats pour des applications en problémes inverses, et notamment dans la
détection d’objets enterrés ou dans I’espace libre.

e Plus récemment, la méthode adjointe couplée a un calcul de dérivée de forme
pour les équations de Maxwell a été utilisée dans [SPSL15|, pour 'optimisation
de forme de nano-antennes.

e On trouve également des exemples d’utilisation de la méthode Level Set pour
I'électromagnétisme : dans [KBP09| et [LHBT14], les auteurs utilisent cette mé-
thode couplée avec une analyse de sensibilité des équations de Maxwell.

e Dans |[AKLZ10] et [AKLZ12|, H. Ammari effectue une analyse de sensibilité des
équations de Maxwell sous forme intégrale en 2D pour des problématiques de
reconstruction d’objet en imagerie.

e Le calcul des dérivées de forme pour les équations intégrales en électromagnétisme
a été traité par F. Le Louer ([LL0Y|, |[CLL12al|, |[CLL12b]) pour des équations
intégrales issues de 'acoustique (équations de Kleinman-Martin, voir [CLL11])
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en reprenant les travaux effectués dans |[Pot96]. Elle y étudie trés en détails les
questions de dérivabilité des opérateurs surfaciques et intégraux. Ces calculs ne
seront néanmoins pas utilisés lors de la résolution numérique mais remplacés par
une dérivée discréte.

e Dans sa thése, J. Razafiarivelo (|Raz96]) étudie un probléme d’optimisation de
forme pour un guide d’onde en deux dimensions, et utilise pour le résoudre une
méthode basée sur le calcul des dérivées de forme des équations intégrales et sur
la résolution d’un probléme adjoint. La encore, ce calcul ne sera pas implémenté
numériquement : Pauteur utilise & la place un calcul de dérivée discréte et une
méthode d’optimisation paramétrique basée sur une représentation de la frontiére
par des splines.

Les deux derniers travaux cités, a savoir les théses de F. Le Louer (|[LL09|) et J. Razafia-
rivelo ([Raz96|), sont ceux se rapprochant le plus de notre étude. De nombreux calculs
qui y sont développés ont servi de point de départ a ceux que nous développerons dans
ce chapitre.

1.2 Contexte industriel

On cherche & mettre en place un algorithme d’optimisation de forme efficace pour la
conception d’éléments rayonnants. On rappelle qu'un élément rayonant est une source
unitaire constitutive d’une antenne réseau. Le diagramme de ’antenne réseau est formé
de la somme des diagrammes des éléments rayonants unitaires pondérée en amplitude et
en phase.

Le champ électromagnétique rayonné par ce dispositif est calculé par le logiciel Antenna
Design, qui résout les équations de Maxwell par la méthode des équations intégrales :
les inconnues sont donc ici les courants équivalents, définis sur la surface de ’antenne, a
partir desquels on peut si on le souhaite calculer le champ en tout point de ’espace.
On souhaite ici utiliser la méthode d’optimisation de forme par analyse de sensibilité et
Level Set présentée dans le chapitre précédent. La conséquence majeure de 1'utilisation
d’Antenna Design dans ce contexte se profile alors : nous allons devoir effectuer I’analyse
de sensibilité de la méthode d’optimisation sur la formulation par équations intégrales
du probléme.

Mais avant de réfléchir aux calculs nécessaires a 1’algorithme, nous allons devoir définir
un peu plus précisemment le probléme en répondant aux deux questions primordialles
suivantes :

e Comment se définit précisemment la forme a optimiser ?

Nous devons en effet commencer par définir le domaine de référence qui pourra évoluer
au sein du processus d’optimisation. Un élément rayonnant, qui peut étre de géométrie
aussi complexe que I'on souhaite, présente sur sa surface au moins une zone métallisée :
c’est cette métallisation qui va créer le couplage entre I’onde dans I’espace libre et dans
le guide d’onde. On appelle cette zone patch métallique, dont la géométrie va caractériser
la forme et 'intensité de 'onde émise.

Tout naturellement, c¢’est donc la forme du patch métallique que nous allons chercher a
optimiser ici.
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1. Contexte et présentation du probléme

FIGURE 3.1 — Schéma global d’'un patch métallique sur un guide d’onde ou la surface
hachurée est notée I'y; = I'ps 1y U T2 et la frontiére du patch v = 'y N0

En adoptant les notations de la figure [3.1] on va définir la fonction Level Set associée
a ce probléme de la maniére suivante :

d(r) <0 si zely,
p(x)=0 si x €y (3.1)
d(x) >0 si zelpypy

La surface I"y; représente donc le domaine a optimiser et on va faire évoluer sa frontiére
~ sur ’ensemble du domaine de calcul I'y;.

La surface en bleue, notée I', correspond au plan de champ que nous avions évoqué dans
la section du chapitre 1: c’est la section du guide sur laquelle on calcule les modes.

e Quelle est la fonction objectif & minimiser ?

Comme nous ’avions souligné au chapitre 1, une antenne va transmettre une partie de
son énergie tandis qu’une autre partie va se réfléchir. Il parait naturel de chercher a ce
que I'antenne transmette un maximum d’énergie possible : I’énergie réfléchie dans 1’an-
tenne est en effet perdue, et peut de plus générer des interférences. La fonction objectif
que 'on va donc chercher & minimiser est donc le coefficient de réflexion de ’antenne.
La propagation que l'on va considérer étant monomodale, il n’y a qu’un seul coefficient
de réflexion & considérer.

Nous avions également présenté au chapitre 1 le vecteur de Poynting, en expliquant que
le flux de celui-ci a travers une section du guide était un moyen de mesurer I’énergie
totale circulant dans un guide :

S —
Pr = /SszS oull, = §§R(E X H) ey

Si on choisit comme section du guide S le plan de champ et si on ne considére que
les champs diffractés dans I'expression du flux, alors cette grandeur représente 1’énergie
réfléchie : en effet, le seul champ diffracté présent dans I'alimentation du guide est celui
qui aura été réfléchi par ’antenne. Il s’agit donc d’un candidat tout trouvé pour exprimer
notre fonction objectif & partir des champs électrique et magnétique :

J(T) = %?R(/F (Ediff X W) v do)
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ou v représente la normale au plan de champs I'..

2 Formulation du probléme d’optimisation

2.1 Quelques informations préalables
2.1.1 Notations utilisées

Commencons par constituer un petit formulaire des différentes notations qui seront
utilisées par la suite :

e En se référant a la figure 3.1 :
- €)1 est le domaine intérieur du pavé, de constantes diélectriques €1, pu1, k1
- ()5 est le domaine extérieur, de constantes diélectriques eq, 2, ko

- I'; est la frontiére de Q; Vi = 1,2 (ici, ' = I'; = I'y est l'interface entre €y
et QQ)

- ') est une partie de I', sur laquelle est défini le patch métallique

- T, est la section du guide sur laquelle sont calculés les modes (plan de champ)

e E;, H;, € H(rot,(;) sont le champ électrique et le champ magnétique diffractés
dans Q;,V1=1,2

_1
e j,m; € H,2(I') sont les courants surfaciques électriques et magnétiques ou j; =
VZXHZeth:EZXVZV’lzl,Q

o V x €I, v;(z) est la normale sortante a €2; en «

2.1.2 Sur les types d’interface
On distingue trois différents types d’interface :

e Une interface classique entre deux domaines diélectriques €2y et €25 est appelée
interface diélectrique. Sur ce type de frontiére, on a continuité des composantes
tangentielles des champs :

Eir =Eyr et Hip =Hyp

En tout point = de la frontiére, on sait que vq(z) = —vo(z). Ainsi, le saut des
courants est nul, ce qui signifie que ’'on a :

Ji=-Jj2 et m=-my

e Une interface entre un domaine diélectrique €27 et un domaine en métal plein {2,
est appelée interface métallique. Dans le métal plein, aucun champ ni courant
n’existe. De plus, le champ électrique est nul sur une interface avec du métal :
aucun courant magnétique ne peut donc circuler. On a donc :

Hi7 #0; Hyy =0 et Eip=Eyp =0
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2. Formulation du probléme d’optimisation

Ce qui se traduit en terme de courants :
J1F# —j2;J2=0 et m=my=0

e Une plaque métallique comme représentée sur la figure 3] est un cas particulier
d’interface, ot les deux domaines €); et €25 sont diéléctriques mais le saut des
courants électriques est non nul. Le champ électrique est quant a lui nul sur la
surface a cause de la métallisation, et donc les courants magnétiques n’existent
pas. On a donc pour les champs :

Hir #Hyr et Eip=Ey =0

JiF#—j2 et m =my=0

2.1.3 Particularités du probléme

Premiére particularité : le domaine (2 n’est pas déformé

On remarque que bien que les équations considérées soient posées dans R? tout entier,
le domaine a optimiser est lui en deux dimensions : ce n’est pas la forme du domaine 2
(intérieur du pavé) qui va évoluer mais uniquement celle de sa frontiére I', dans le plan
du patch.

Cela signifie que le champ de vecteurs 6 qui déforme la frontiére étudié au chapitre 2 ne
sera défini que pour des points appartenant a I'. De plus, I’évolution de v ne peut se faire
que dans le plan de la surface I' : la composante normale a I' de # doit étre nulle. Dans
un premier temps, nous n’allons cependant pas prendre en compte cette particularité et
effectuer notre étude pour un champ de vecteurs # quelconque. Nous particulariserons
aux champs 6 tangentiels dans un second temps.

En fait, comme nous allons le voir juste aprés, seul ce qui se passe sur I' nous intéresse :
les courants surfaciques sont définis sur I' et les équations intégrales considérées sont
celles obtenues grace aux formules de trace pour les points appartenant a I'.

Deuxiéme particularité : le domaine d’intégration I'. de J n’est pas déformé
La fonction cott est en effet calculée sur une section du guide, zone qui n’est pas amenée
a évoluer au cours du processus d’optimisation. Cela permet d’éliminer les termes issus
de la formule de changement de variable sous une intégrale qui intervenaient lors du
calcul de la dérivée de forme de la fonction cotit au chapitre 2 et donc de simplifier les
calculs.

2.2 Ecriture du probléme en termes de courants surfaciques
2.2.1 Fonction objectif

On rappelle I’expression de la fonction cotit choisie précédemment, définie comme le
flux du vecteur de Poynting du champ diffracté a travers la section du guide sur laquelle
sont calculés les modes :

J(r) = %?R( / (BT v da) (3.2)

Comme nous avons pu le voir au chapitre 1, les inconnues lors de la résolution des
équations de Maxwell par méthode des équations intégrales ne sont pas les champs mais
les courants surfaciques équivalents. Il sera donc plus commode d’exprimer la fonction
coiit en fonction de ces courants :
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Proposition 3.1. La fonction codit définie par [B.2) se rééerit de maniére équivalente :

J(T) = %m(/r m- (v x J) da) (3.3)

Preuve. On peut réécrire J en fonction des composantes tangentielles des champs uni-

quement :
J(F)Z%%(/ (ETXET)'VCZO'>
Te

A partir de 1, on peut facilement faire apparaitre les courants :

J(r) = %%(/ (v x Er) -Hy dcr)
J(p):_%%(/rem. [ x (H x v)] da)
J(P):%%(/em-(yxj) dcr) O

2.2.2 Equations intégrales

Rappelons désormais le systéme d’équations intégrales vérifiées par les courants sur-
faciques. On reprend ici la EFIE et la MFIE définis dans (L37) et (L38) du chapitre 1,
que l'on écrit pour chacun des domaines 2; et 5.

Pour z € I'y,
%EIT(@«) = BN+ L[] (@) — K [mi] (@) -
%HlT(x) = HI@) + K] (@) + %Ll ] () '
Pour z € I'y,

§E2T<5U) = L2[j2}($)—K2[m2](l’)
(3.5)

“Hyr(z) = Ksljo] (@"‘%Lﬂm?} (z)

ol les opérateurs intégrodifférentiels L;et K;,V i = 1,2 sont définis de la maniére sui-
vante :

LiX]@) = —v / Gola)Vr, - Xi(g)dor(y) + s | Gl ) Xelw)do(y)

we; T

K[X](z) = /F VaGilz,y) x Xi(y)do(y)

@
1

Finalement, dans chaque domaine €;,i = 1,2, les courants surfaciques j;, m; € H2(T;)
sont solutions du couple d’équations intégrales suivant :

1 .
_Li[ji] + Kl[mz] + §EiT = (E?C)ﬂizl
i 1 . (3.6)
Kz[.]z} + ;_Lz[ml} - §HiT = —<H$C>]1i=1

Le systéme d’équations (B.6) sera appelé probléme direct.

82



2. Formulation du probléme d’optimisation

2.3 Analyse de sensibilité

A présent, nous allons pouvoir appliquer I’analyse de sensibilité étudiée au chapitre
2 a notre probléme.
On note § € Wh(T',T') et Uy le diffeomorphisme qui déforme la frontiére I :

g :T — T = (I+6)(I)

r — x+0(x) (3.7)

On écrit les développements asymptotiques relatifs au difféomorphisme Wy pour les
inconnues électriques et magnétiques :

iz +0(x) = j(T,2)+j0(0,2) + o(0)
m(T? z+6(z)) = m(l,z)+mM (0, )+ o(h)
E( z+0(z)) = E[,2)+EY0,z)+o0(0)
H(IY z+6(x)) = HT,z)+HY0,2)+ 0(h)

Les quantités jV(6, z), mM (0, z), EMW (0, z) et HY (0, 2) sont les transportées, ou déri-
vées lagrangiennes de j(I', z), m([', x), E(T', x) et H(I', z) respectivement.

Par la suite, on notera j%(xg) = j(I'’, 2 + 0(z)) et j(z) = j(I',z), et de méme pour les
autres variables.

Les champs incidents présents au second membre sont eux indépendants de 6 : en effet,
il s’agit des modes propagés par le guide d’onde qui ne sera pas déformé.

De la méme maniére, on définit les transportées des opérateurs intégraux par le dif-
feomorphisme Wy :

LX) (wg) = LIX])() + LD (0)[X](x) + o(0)
K'[X](wg) = K[X](x)+ KD (0)[X](x) + o(0)

On rappelle que pour une frontiére initiale I';, 7 = 1, 2, les équations intégrales s’écrivent :

s &i 1 inc

Sur la frontiére I'?, transportée de I" par le diffecomorphisme Wy, les équations s’écrivent :

L[5 o) + K[ (o) + 5Bl (e0) = (BE) ) Lic
K23 o)+ -] ) = 3Fp(a0) = = (B o
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Si on écrit les développements asymptotiques associés, alors on a :

—(Li + LY 0) [ +3(0)] (2) + (K + £ (0)) [m; + mY ()] (2) + - (Eir(z) + ER (6, 2))

DO | —

= (B (2) i1 + 0(6)

(K K@) [+ 30 O] )+ - (L LY (0)) [+ mi”(0)] ) - 5 (Hur (o) + HP(0,2)

_ _(HT> () Lzt + 0(0)

En développant les expressions ci-dessus et en ne gardant que les termes d’ordre 1, on
obtient la proposition suivante :

Proposition 3.2. Soit § € WH(T'|T") et Wy le difféomorphisme défini par (B.7).
Alors les dérivées lagrangiennes des inconnues électriques et magnétiques sont solution
du systeme d’équations intégrales suivant ¥V 1 =1,2 :

~L0E)] ¢ KmP@)] + JERO) = 006 - KY@[m] o)
KOO) + L) - a0 = KOO - 1 O)m] o)
(3.8)

On appelle le systeme d’équations [B.8) probleme dérivé.

Le probléme dérivé (3.8)) a pour solutions les dérivées lagrangiennes de nos inconnues.
Cependant, comme mentionné dans le paragraphe du chapitre 2, cette formulation
n’est pas trés pratique car la solution dépend de # et nécessiterait une résolution par
direction. Nous allons donc devoir trouver une solution a cette difficulté, et c’est 1a
qu’intervient la technique de I’état adjoint.

2.4 Dérivée de forme et probléme adjoint
2.4.1 Une premiére expression de la dérivée de forme

Maintenant écrite ’analyse de sensibilité, il est temps de nous intéresser a la dérivée de
forme de la fonction cotit. On en rappelle I'expression en fonction des courants électriques

et magnétiques :
1 _
J(I) = 5?)?(/ m- (v x j) dcr)
e

On rappelle que la surface d’intégration I'. n’est pas impactée par la déformation. On
peut donner une premiére expression de la dérivée de forme, en fonction des transportées
des courants :

Proposition 3.3. Soit 0 € WL°(T'|T") et Uy le difféomorphisme défini par (3.7).
On a le développement limité suivant :

J(Ty) oWy =J(T) + %?R(/Fe <m(1)(9) - (v xj) +3i) - (m x V))dU) +o0(0) (3.9)
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2. Formulation du probléme d’optimisation

ot j V() et mM(0) sont solution du probleme dérivé (3.8).
On a donc comme expression de la dérivée de forme de la fonction coit :

J'(T)(0) = %%(/F (m<1>(9) (v x§) +i0(0) - (m x V))da) (3.10)

Preuve. La surface I'. n’étant pas impactée, les termes relatifs au changement de va-
riable sous l'intégrale n’apparaissent pas. La normale v & I', est elle aussi invariante par
le difféomorphisme Wy.

J(Tg) oWy = %@R(/Feme.(uxj_e) da)

— JI)+ %%(/F (m<1>(9) ‘(%) +m- (v x j(l)(e)))dcr) +o(6)

1 _
= JI)+ 53%(/ (m<1>(9) (v xj)+iD0) - (m x V))da) +0(0)
Le
En utilisant le fait que pour deux vecteurs complexes quelconques u et v on a
RU-(vxv))=R(u-(vxv)

on obtient bien le résultat :

J(Ty) 0 Uy = J(T) + %%(/ (m<1>(9) (v x3) +iD(0) - (m x u))dcr) o) O

e

2.4.2 Introduction du probléme adjoint

On rappelle tout d’abord I’expression du probléme direct Vi =1,2:

“Lili] + Km] + %EiT = (Ei;zc)ﬂi:l
K] + %Li[mi} _ %H,T = —(HiTnc)]li:l
Et celle du probléeme dérivé :
~L[0E)] + KmPE)] + o BRO) = Ok - KPOm] + o)
KPO)] + o) - SHE0) = KD O)]] - L) [m] -+ of6)

A présent, nous allons introduire un troisiéme probléme, qui nous permettra d’obtenir
une expression plus commode de la dérivée de forme de la fonction coiit :

1
_L;k [pl:| + Kz* [ql] + iEgT == (m, X V) ﬂr‘e
€i 1 _ (3.11)
K]+ “ofa] - b - (vxd)m

Le probléeme (B.I1]) est appelé probléme adjoint, et la solution {p, q, E, Hp} est appelée
état adjoint. On a, tout comme dans le probléme direct, p = v x H? et q = E? x v.
Contrairement au probléme dérivé, il est indépendant du champ de vecteurs 6.
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2.4.3 Une deuxiéme expression de la dérivée de forme

Nous allons désormais voir comment l'introduction du probléme adjoint nous per-
met d’obtenir une expression de la dérivée de forme qui nous convient. La proposition
ci-dessous nous donne cette nouvelle expression, et sa démonstration nous permet de
comprendre d’ou vient I’expression de ce probléme adjoint.

Proposition 3.4. Pour un champ de vecteur § € WH(T',T), on a la formule suivante
pour la dérivée de la fonction codit préalablement caractérisée par (B.10) :

f@W%{%(fﬂﬁ(ﬁWmﬂ—KP@@ﬂ)mw

o[ (- K0 - EL<wmm4)qﬂﬂ)

ot {ji;, m;} est solution de (36) et {p;,q:} est solution de BII), V i=1,2.

(3.12)

Preuve. On part de la premiére expression de la dérivée de forme de J :

J(T)(60) = %%(/ (m<1>(9) (v x3) +iM0) - (m x u))dcr)

Dans un premier temps, on s’intéresse au deuxiéme terme de cette expression que 1’on
réécerit sur ’ensemble de la frontiére I' :

2
/ i0) (mxv)do =" (/ i) - ((mi x V)]lpe>da)
r. = r
On reconnait alors le second membre de la premiére équation du probléme adjoint (3.11]),

ce qui nous permet de réécrire le terme :

2

/j“)(e)-(mxy)da = Z( /FZL*[p,} ! da+/K* a) i (0)do

e =1
zT Jz )

— ZZ:( / )(9)] - Pi da+/ K[J( (0)} q; do

=1
1
v [ 300 Bl o)
2Jr

(par définition d’un opérateur adjoint).
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Occupons-nous de la méme maniére du premier terme :
2
/ m" () (v x j)do = Z (/ m'" (6) - ((V xji)ﬂpe)dcr)
e i=1 L
2
- ([ mpl @2 [ sa) w0
i=1 NI

——/ HY,. - m dcr)
2

= Z (/r K; [mgl)(e)] - p; do + i LZ- [m(l)(e)] -q; do

- .
— / m 1) ) - HY, da)
On va pouvoir supprimer certains termes :
e Si on est sur une partie de I' de type interface diélectrique, alors :

2
> [0 By = [ (0B i 0) By o
i=1 YT r

= /jgl)(e) (E({T EQT)dU
r

= 0

i

car B2, = B4 et j1V(0) = -V (0).
De la méme maniére,

2
> [ w0y o = [ (ml6) By, il 0) B, ) do

/ m! H’l’T HgT) do

car H) . = Hb. et m(l)(ﬁ) —mgl)(e).
e Si on est sur une partie de T' de type interface métallique (plaque métallique ou
bien métal plein), alors :

2
> [ 300 By o =0
i=1 YL

car B, =El.=0c¢et

2
> [ w0 H dr =0
i=1 /T
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Si on injecte tout ¢a dans la dérivée de forme de J, on obtient :

J(T)(0) = %%(/ (m©0) - (v x3) +5V0) - (m u))da)

= %%(Z(—/nh[jﬁ”(@)} P dcr+/riK,~[j§1)(9)] cq do

i=1

i Jr,

+ / K; [mgl)(e)] - p; do + 2 L; [mgl)(ﬁ)] - q; da))
= %3%(122; (/n (— L; [jgl)(ﬁ)] + K; [mgl)(e)]) - p; do

[ (KE00) + L 0)]) o d)>

i (3

On rajoute artificiellement les termes

2 2

1 1

B § /F Ey/(0) pido et - 3 E /F H{(0) - q; do
i=1 i =1 i

a I'expression précédente. Par les mémes arguments que précédemment, ces termes sont
nuls quelque soit le type d’interface.
On a alors

J(r)e) = %%(Z ([ (- L)+ K 0)] + BY0) b do

+/F_ (Ki 0@ + 2L [m ()] - %HZ(;)(Q)) 4 da))

i

ou 'on reconnait 'expression du probléme dérivé ([B.8]). On peut alors utiliser le second
membre de ce probléme pour obtenir I’expression désirée pour la dérivée de forme de la
fonction objectif J :

J(D)(0) = %%(Z [ / (7O [5:] - K20 [mi] ) - pdo

N /F (_ Ki(l)(e) L]J — %Lgl)(e) [mz}) 'qid0}> [

On a désormais en notre possession une formule explicite pour la dérivée de forme
de la fonction objectif (B:12), qui nécessite au préalable la résolution du probléme direct
(3.8) et du probléme adjoint (B.IT]), tous deux indépendants du vecteur de déformation 6.

Il nous manque encore un dernier ingrédient si I’on veut calculer cette dérivée de forme :
’expression des opérateurs dérivés Lgl)(ﬁ) et Ki(l)(ﬁ). C’est 'objet de la section suivante.
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3 Calcul des opérateurs intégraux transportés

Le but de cette section est le calcul des opérateurs L™ () et K (#), transportés de
L et K par le difftomorphisme (B.7), ou Vi=1,2:

L[ Xi](z) = wiini/F.Gi(x,y)Vri -Xi(y)df(y)+’iwm/F’Gi($,y)Xi(y)dP(y)

K[X](z) = /F VaGilz,y) x Xiy)dL(y)

7

On effectue ces calculs en plusieurs étapes :

e On calcule les dérivées des termes sous les intégrales :

- les termes classiques : le noyau de Green GG, son gradient VG, 1’élément de
surface do et la normale a la surface v;

- les opérateurs différentiels surfaciques : le gradient tangentiel V et la di-
vergence surfacique divr.

e A partir de 14, on calcule les dérivées des opérateurs intégraux :
- Popérateur de simple couche §;
- opérateur L ;
- I'opérateur K.

e On utilise les résultats obtenus pour donner une expression de la dérivée de forme
de la fonction objectif.

3.1 Dérivée des termes de base
3.1.1 Noyau de Green

Proposition 3.5. Soit x,y € T et xg,ys € [y, ou Uy est la déformée de T par le
difféeomorphisme WUy (B1). On a le développement asymptotique suivant :

G(x9,y9) = G(x,y) + (0(z) — 0(y)) - VoG(2,y) + 0(0) (3.13)

Preuve. La fonction GG ne dépendant pas du domaine, la démonstration est directe :
G(zo,y0) = Gz +0(z),y +6(y))
O(x) - V,G(x,y) +0(y) - V,G(z,y) + o(0)

,y) + (0(z) = 0(y)) - VoG(z,y) + o(9)
car V,G(z,y) = V,G(z,y). O

= G(z,y) +
=G( +
3.1.2 Gradient du noyau de Green

Proposition 3.6. Soit x,y € T et zg,y9 € [y, ot Iy est la déformée de T par le
difféeomorphisme Uy (B.1). On a le développement asymptotique suivant :

VG, y) = VG(x,y) + [VoVaGlo,y)] (0(z) — 0)) +0(0)  (314)
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Preuve. La encore, la justification est immédiate :

VG (ze,y0) = VG (2 + 0(x),y + 0(y))

= VG(x,y) + [V.V.Gla,y }9( ) + [VyVJ;G(:E,y)}Q(y) +o(6)
2.y) + |VaVaGla.y)] (0(z) = 0(y) +o(0)

car [VyVIG(:c,y)} = —[VIVxG(x,y)]. O

3.1.3 Elément de surface

Proposition 3.7. Soit do [’élément de surface sur I'. On note doy ’élément de surface
sur T'g, déformée de T par le difféomorphisme Uy [B1). On a le développement asymp-
totique suivant :

dog(ys) = do(y) + divré(y)do(y) + o(0) (3.15)

Preuve. On reprend les notations des cartes locales vues dans la section du cha-
pitre 1. On effectue la preuve en deux étapes.

Etape 1

Pour un point y € I", on note (w;, ¢;) la carte locale définie au voisinage du point y et
I'image de I'; = I' Nw;. Les variables associées a 7 sont notées (£1,&s), et un point y € I’

est donc I'image de (£1,&) par ¢; ' 1y = ¢; (&1, 6).
On rappelle que la base vectorielle du plan tangent a I" en (&, &,) s’écrit :

-1
€ = % = Z:% (€1,&2)
_ Y% _ i
€ = 6, = &, (fbfz)
L’élément d’aire sur I'; est alors donné par :
-1 _
i) = | (61,6 x (1,60 |deades = o x exldende

Si maintenant on considére un point yg = y+60(y) € Iy. Uy = [+6 est un difféomorphisme
de I sur I'y et donc la carte locale définie au voisinage de yy est donnée par (w;, ¢; o\Ife_l).
Ainsi, on a que

Yo = (¢i o ‘I’El)_l(fl,ﬁz) = (Vgo¢; ') (&1, &)

et donc I'élément d’aire sur I'y est donné par :

(Tgo ;) (Vg0 ;)
06, &2

61119 ov 0

= o (0: (&1, &))ei(&, &) X 8—y(¢;1(§1,€2)))e2(§1,€2)

(€1,&2) x (€1, &2)|d&1dEs

dog(ye) = '

d&1d&s

= }([ + V@)el X ([ + V‘g)e2‘d£1d£2
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Etape 2
A présent, on cherche g(#) telle que

dog(ye) = g(0)do(y)

On a alors que

’([+V9)e1 X ([+V9)e2}
9(0) =
|e1 X 82‘
e Introduisons les deux fonctions :
f: R — R F: R — R?

et

u > |ul 0 — (I+Vbh)er x (I+Vh)e,

e On écrit le développement limité de F en § =0 :
F(0) = F(0) + [VF(0)]6 + o(6)
ol [VF] désigne la matrice jacobienne de F. Dans le développement précédent, on note

Fi(6) = [VF(0)]¢

e On développe l'expression du gradient V, (f(F(@))) de f(F(0)) par rapport a 6 :

Vi=1,.,3, 809i<f(F(0))> - dd—f(F(e))-gz(e)
_ F(9) OF
= Fo) 0,7
et donc F(0)
Vo(SFED) = [VFO)

e Enfin, en utilisant ’expression de V (f(F(@))) et celle de F(0), on écrit le dévelop-
pement limité de f(F(0)) en 6 =0 :

FE®) = F0)+Vo(FF(0)) -0+ 0(6

— JF ) + ([VFO) % 4 off)
= f(F(0) + <[VF(0)]0) : % + o(0)
B F(0)
= |F(0)|+F.(6) - Fo) o(0)
e La fonction g(f) que I'on recherche s’écrit alors :
_JEE) FO)
90) = Fy = L PO gn O
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On rappelle I’expression de la normale & la surface vue au chapitre 1 :

L _ eixes F(0)
lerx e [F(0)]

Alinsi,
Fi(0)

|61 X 62|

g(0) =1+ v+ 0(0)

e Il nous reste a déterminer ’expression de F;(¢). On développe ’expression de F(6) :
F0) = (I+Vb)e; x (I +Vb)e,
= e} Xey+e X [VQ} ey + [V@] e; X ey +0(0)
N— ~ ~

F(0) F1(0)

Or on peut montrer que pour une matrice A et deux vecteurs u et v donnés, on a :
ux Av — v x Au = Trace(A)u x v — A'(u x v)
En utilisant le fait que Trace( [V@]) = div#, cela nous donne donc :
Fi(0) = divi(e;, x e;) — [V]'(e; x e,)

e Enfin, on a donc :

. e X e t €1 X €2
) = 1+d1v97-l/—<V9 7>-u+0€
g( ) \el ><e2| [ ] \el Xeg‘ ( )

— 1+divo— ([V@]tv) v+ o(0)
= 1+ divpf + 0(9)
Ce qui nous donne le résultat

dog(ys) = do(y) + divrd(y)do(y) + o(6) O

3.1.4 Normale unitaire

Proposition 3.8. Soit v la normale unitaire a la surface I'. On note vy la normale
unitaire & la surface Ty, déformée de T par le difféeomorphisme ¥y [B1). On a le déve-
loppement asymptotique suivant :

vo(ye) = v(y) — [Vro(y)]v(y) + o(6) (3.16)

Remarque 3.1. Pour un vecteur u de R?, on note [Vpu} la matrice dont la i™® colonne
est le gradient tangentiel de la i®™ composante de u.

Preuve. La preuve reprend le méme cheminement et certains résultats de la preuve de
la proposition 3.7 vue précédemment.

Pour y € I', on a
e; X €

vy = ——
() oy X &3]
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3. Calcul des opérateurs intégraux transportés

Et donc pour yy € 'y, on a

(I+Vb)e; x (I+Vb)e,
(I4Vo)e; x (I +Vb)e,|

vo(yo) = |

On reprend les fonctions f et F' considérées précédemment, ainsi que leurs développe-
ments. On a donc :

,_¥o . _ F0)
= — 0 _—
[F(0)] [F(0)]
On rajoute la fonction

h: R — R

1

U > —

u

Alinsi,
vy =F(0) h(f(F(0)))

ol on a le développement suivant :

A(fF©) = A(J(F(0)) + Va(R(F(F(0)))) -0+ o(6)

= h(f(F(0))) - |F(t)|2 <[VF(0)V%) 0+ o(0)
1 FO)
Fo] 7 P T

De cette maniére, on a :

vy = F(0) h(f(F(0)))

_ R CFO) Y
= <F(O)+F1(9)>(]F(O)} Fi(0) }F(O)‘3)+ (6)
_ FO) _(F1(0)-FO)F(©O) Fi(0)

~ [FO) ROE TR " g

- v ((diveu - [vo]'v)- ,,) v+ diviy — [V8]'v + o(6)
Pour deux vecteurs u et v de R?, on sait que :
[Vpu]v = [V@]tv — (V . [V@} tv)v

D’ou le résultat
vy =v — [Vrl]v +o(0) O

3.2 Dérivée des opérateurs différentiels surfaciques

On s’intéresse aux dérivées des opérateurs surfaciques : le gradient tangentiel et la
divergence surfacique.
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3.2.1 Gradient tangentiel

Proposition 3.9. Soit u € C*(I") une fonction définie sur la surface T', et on note ug
la fonction définie sur Ty, déformée de T par le difféeomorphisme ¥y [B1), telle que les
deux fonctions sont reliées par la relation u = ug o WUy.

On a le développement asymptotique suivant :

Vr,ue(ye) = Vru(y) — [Vrb(y)] Viu(y) + ([Vr9(y)]1/(y) : VFU(y))V(y) +o(0) (3.17)

Preuve. On rappelle la définition du gradient tangentiel vue au chapitre 1 pour une
fonction w définie sur I' :

Vru(y) = Va(y) — (v(y) - Va(y))v(y)

oil 4 est une extension a tout R3 de u, définie par exemple comme dans la relation (LI5)
du chapitre 1.
On a donc, en utilisant le développement de la normale vu précédemment :

Vr,uo(ye) = Vie(ye) — (Vo(ye) - Vie(ye))ve(ye)
= (Vi o Wo)(y) — (v(w) - (Vitg o ) (1) )w(v)
+(V(y) (Vg o \Ifa)(y)> (Ve (y)]v(y)

+([Veo()]w () - (Vg o o) (9) ) w(y) + 06)
De plus, grice a la formule du chapitre 2, on peut écrire :
(Vig o) = (V%] )9 (g0 W) = (1~ [V6]") Vi + o(0)
Ainsi,
Vi t(y) = Vily) — [V0(y)]'Vily) — (v(y) - Valy)w(y) + (v(y) - [VO(y)] Vily) ) (y)
+ (vly) - Vaw) [Trow)]vly) + ([Veow)]v(y) - Vi) )p(y) + o(6)
En utilisant le fait que :
o Vi(y) - (v(y) - Va(y))v(y) = Vri(y)
o —[VOW)Vily) + (v(y) - [VO()] ' Vly) )vly) = - [Vro] Vily)
o —[Vro]Va(y) + (v(y) - Va(y)) [Vro(y)|v(y) = = [Vro] Vraly)

o [Vro(y)lv(y) - Vily) = [Vro(y)]v(y) - Vra(y)

On obtient le résultat voulu :

Vr,uoe(ye) = Vru(y) — [Veb(y) | Veu(y) + ([Vr9(y)]V(y) : VF“(?J))’/(Q) +o(f) O
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3. Calcul des opérateurs intégraux transportés

3.2.2 Divergence surfacique

Proposition 3.10. Soit u € C®(T")3 une fonction vectorielle définie sur la surface T,
et on note u’ la fonction définie sur Ty, telle que les deux fonctions sont reliées par la
relation u = u? o Uy.

On a le développement asymptotique suivant :

dive,u’(ys) = divru(y)~Trace ([Vr(y)] [Vru(y)] )+ [rum)]v(y)- [Vro(y)]v(y) +o(6)
(3.18)

Preuve. Par définition, on sait que

divru(y) = Trace < [Vru(y)] )

ol [Vpu} est la matrice dont la i®™® colonne est le gradient tangentiel de la i®™ compo-

sante de u : [Vpu} = [Vpui} i—1.3°
Et on sait grace a la proposition précédente que,Vi=1,..,3,on a:

Ve, w () = Vrui(y) = [Veo()] Vew(y) + ([Veow)]v ) - Vrwily) )v(y) + o(6)
et donc

Trace <Vpeu9(y9)) = Trace([vpu(y)]) — Trace([vp«?(y)] [Vpu(y)D

+Trace < [( [Veo(y)]v(y) - Vrui(y))’/(y)}

Si on développe le troisiéme terme :

) + o(0)

i=1,..,3

Trace([([vpe(y)]l/(y) . Vpui(y))l/(y)]ilwg) = ([VFG(y)}V(y) : VF“i(?J))”i

= ([vru] ([Veo)] () - v(v)
(

= [Vrulr(y) - [Vro(y)]v(y)

D’ou le résultat

divreug(yg) = Trace <Vrgue(ye)>

= divru(y) — Trace( [Vr0(y)] [Vru(y)] ) + [Vru(y)]v(y)- [Vro(y)]v(y) + o(0)
]

3.3 Dérivée des opérateurs intégraux
3.3.1 Opérateur de simple couche

Proposition 3.11. Soit 0 € Wh°(T',T") et Wy le difféomorphisme défini par [B.7), et

_1
soit j; € Hy2 () Vi = 1,2, de dérivée lagrangienne jgl)(ﬁ). On rappelle la définition de
l"opérateur potentiel de simple couche :

slil@) = [ Gilen)iwioty
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Alors on a le développement asymptotique suivant :
S [i7)(x0) = Sifii] () + 87V (0) [3i] (@) + S35 (0)] (2) + 0(8)

ot l'opérateur dérivé de lopérateur de simple couche s’exprime de la maniére suivante :

$Wmm@=A«wmw@ymaww+a@wmw@ﬁwmw>@w>

Preuve. On combine la formulation de changement de variables dans une intégrale aux
résultats des propositions et B.1:

S [37](zg) = /r@ Gi(o, Y0)i? (yo)dog(yo)

- /F (Gi o \Ilg) (z, y)(j? o \I/g)(y)(ddo o ‘I’a) ()

_ jfyca<x,yni@odo<y>+l/“cn<x,yn§”<exy>da<y>

J/

J/
—~ —~

Si |:.]z:| () S; [jﬁl)(ﬁ)] (z)

+/F ((Q(x) —0(y)) - V.Gi(z,y) + Gi(af,y)divFﬂ(y))ji(y)dU(y)

J/

-~

500 [ii] @

D’on expression ([3.I9) obtenue pour 'opérateur dérivé de 'opérateur S;. O

3.3.2 Opérateur K;

Proposition 3.12. Soit § € WL=(T\T) et Uy le difféomorphisme défini par (B0), et
_1
soit j; € Hy2 () Vi=1,2, de dérivée lagmngiennej(l)(ﬁ). On rappelle la définition de

Uopérateur K; : Z
Kii)@) = [ V.Gilaw) % 5oty

I

Alors on a le développement asymptotique suivant :
K7 (3] (o) = Klli] () + K[V (6) 5] (0) + K [57(6)] (2) + 0(6)

ot l'opérateur dérivé de lopérateur de simple couche s’exprime de la maniére suivante :

MWMM@z/

T

([VmGi(w, )] (0(z) = 0(y)) + V.Gi(z, y)divfﬁ(y)) X ji(y)do(y)
(3.20)
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Preuve. On combine la formulation de changement de variables dans une intégrale aux
résultats des propositions et B.1:

KU = [ 9Giloo o) x 3ton)doatun)
= [ (FuGi0 W) ) x (30 W) o) (dra o W) 1)

:/VwaxMMU /vaxwxwwmw@

4

'

Ki[ji] (@) K [i¢ )(0)} ()

+ /F ([V2V.Gila, )] (0(x) = 0(9) + VGl y)divr(y) ) x Ji(y)do(y)

. 4

KD ) [ii] @)
D’on expression ([3.20) obtenue pour U'opérateur dérivé de 'opérateur K. a

3.3.3 Opérateur L;

Pr0p051t10n 3.13. Soit 0 € WL>(I',T") et Uy le difféomorphisme défini par [B.7), et

soit j; € Hdw( ) Vi=1,2, de dérivée lagrangienne .]E (0). On rappelle la définition de
l'opérateur L;

Li[ji] (x) =

i V/F'Gi(x,y)divriji(y)da(y)+z’w,ui/ Gi(z, y)ji(y)do(y)

we; Tr;
Alors on a le développement asymptotique suivant :
. . 1 . 1
L[5 (wo) = Li[§i] (=) + LV (0) [i] (=) + L3 (0)] () + 0(6)
ot l'opérateur dérivé de lopérateur de simple couche s’exprime de la maniére suivante :

1

L)@ = we; /p GVMG@'@’ y)] (0(z) = 0(y)) + VaGila, y)divfie(w)diij@-(y)da(y)
[ VuGutaw) (= Trace([91,60)] [Vri)])
+ [Vriiw)]vity): [Veo)] i) ) do(y)

?

+
we;

+ iwp /F | ((«9(:6) —0(y)) - Vo.Gi(z,y) + Gi(z, y)divfﬁ(y))ji(y)da(y)
' (3.21)

Preuve. L’opérateur L; peut se décomposer en deux termes :
Lilji) (x) =

e L’opérateur dérivé du deuxiéme terme a déja été établi dans la proposition B.1T1
e Le premier terme peut se réécrire de la maniére suivante :

VS; [divr,ji] (z) / Gi(z,y)divy,j;(y)do(y) = vp/ V.Gi(z,y)divr,j;(y)do(y)

T

i [diveji] () + iwpSi[ji] (z)
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Encore une fois, on s’affranchit de la notation de la valeur principale de Cauchy tout en
en gardant le sens.
On combine la formulation de changement de variables dans une intégrale aux résultats

des propositions 3.6 B.10 et 3.7 :

V! [divi) ()

= | VaGilzo, yo)divrei? (ye)dos(ys)
F’i

— [ (VG0 0a) ) ativiei?  00) () (0 o W) 1)

— /F VxGi(x,y)divFiji(y)da(y)+/P VxGi(x,y)divrijz(l)(e)(y)do(y)

J/

-~

Vs, [dive,ji] (@) VS [divrjjrﬁl)(e)} ()

+ /F ([VxVxGi(L y)] (0(z) — 6(y)) + VxGi(:E,y)diniQ(y)>diniji(y)dcr(y)

T / VaGila,y) (= Trace ([Ve,00)] [Vedi)] ) + [Vediw)]vity)- [Vr0)]vi(y) ) do(y)

(.

4

~~

(vs)" ©[vri] @
Ainsi, sachant que

l

(VS)" (0 [divr.ji) (2) + icwpiS” (0) [i] (2)

we;

on trouve 'expression (B.21I)) obtenue pour I'opérateur dérivé de l'opérateur L;. O

4 Adaptation a la méthode Level Set

En tenant compte de certaines caractéristiques spécifiques a notre cas d’application,
on va pouvoir simplifier 1égérement ’expression de la dérivée de forme de la fonction
colit, et surtout la réécrire sous une forme plus adaptée a 'utilisation de la méthode
Level Set.

4.1 Particularisation de la déformation
4.1.1 Simplification des opérateurs dérivés

Les calculs des opérateurs dérivés développés dans la section précédente sont tres

généraux et ne tiennent pas compte des spécificités qui peuvent survenir dans des cas
d’application précis.
En particulier, comme spécifié dans le paragraphe [Z.1.3], on rappelle que dans notre cas,
la déformation opére dans le plan tangent : la frontiére I' ne sera en effet pas déformée,
c’est le patch métallique imprimé a sa surface qui va se déplacer sur la surface. Cela se
traduit par la condition suivante sur le champ de vecteurs 6 considéré :

Veel, 0(z) v(z)=0
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condition que 'on peut également écrire sous la forme
Vazel, [VO(z)|v(z)=0

Cela va nous permettre d’éliminer les termes relatifs a la dérivée de la normale unitaire a
la surface, que I'on retrouve dans la dérivée de la divergence surfacique et donc également
dans 'opérateur dérivé LE )(6). Ainsi, on écrit désormais cet opérateur de la maniére
suivante :

i

LM (0)[ii) (2) = / ([VaVaGilw,9)] (6(2) = 0(y)) + VuGilar, y)divr, B(y) ) dive,ji(y)do(y)

we;

{

/r- V.Gi(z, y)Trace([Vpié)(y)] [Vpiji(y)Ddo—(y)

we;

+in [ ((00) = 000)) - V.Gl + il )i, 600) ) () ()
Z (3.22)

4.1.2 Une troisiéme expression de la dérivée de forme

On va désormais utiliser les opérateurs dérivés exprimés dans (B.20) et (B.22) afin
d’écrire une expression explicite de la dérivée de forme de notre fonction coiit.
On rappelle son expression, donnée par la proposition B4, on § € W1(T'|T') et ou
{ji, m;} est solution de ([B.0)) et {p;, q;} est solution de BII),Vi=1,2:

J(T)0) = ;a%(Z[ / (LPO] - KV O)[m)] ) - pido
< [ (-5 - 00 ) ql‘d"D

Ainsi, si 'on développe tous les termes et qu’on les subdivise en termes plus simples, on
obtient I’expression suivante pour la dérivée de forme de la fonction cofit :

J(I)(0) = %?R(Z [ + wie (Fi(jiapi) + Hi(ji, pi) + Ei(.iiaPi))

(2

+ <Ci(ji> pi) + Di(ji, Pz))
— Ai(m;, p;) — Bi(my, p;)
— Ai(Ji, i) — Bilji, i) (3:23)
1

WLt

— we; <C@'(mi7 q;) + Di(my, ql))})

<E(mi7 Q) + H;(m;, q;) + Ej(my, Qz))
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ol les termes sus-mentionnés se définissent de la maniére suivante, pour deux vecteurs
1

: —3 X

J,p e Hyl (L) :

AGep) =+ [ [ (19:9.6000) () - 000) x 30) - pie)dot)dote) (320
Blp) = + [ [ dive o) (.Gt 0) 50)) - pie)do o) (3.25)
ctpo=+[ [ ((em = 0(y) - VaGilay) )iy) - Pie)do()do(e) (320
Diep) = + [ [ dvn0)G.e.)i0) - pie)in(y)do(o) (3.21)
EGow) = - [ [ Trace([vnew)] [Vrdi0)] ) VaGile, ) ilado(y)do(@) (325)
RGp) = + [ [ dvei) (99640 0)] (00)  00) ) - P (213.29)
Hiop) = + [ [ divei)dive 00)9.6.(r.0) - pi)do )do ) (3.30)

4.2 Reformulation pour la méthode Level Set

Désormais, on souhaite trouver une formulation de ces termes plus propice a 1'utilisa-
tion de la méthode des Level Set. On rappelle qu’on appelle I'y; la surface impactée par
la déformation (voir figure B.1), sur laquelle la frontiére du patch v métallique évolue.
Ainsi, on va chercher a exprimer la dérivée de forme de la fonction cotut comme

J(T)(0) = : V(y) - 0(y)do(y)

ou le terme V(y),V y € 'y, sera utilisé comme vitesse d’advection dans I’équation de
transport comme expliqué dans I’algorithme 2] du chapitre 2.

Afin de réécrire les termes présentés dans le paragraphe précédent, on va utiliser le
fait que

Vaeel' \Ty,0z)=0
De la méme maniére que nous avions décomposé I' en frontiéres par domaine €2;, notées
I';, on note I'yy; la surface I'y; vue depuis le domaine Q;,Vi=1,..,2.
Enfin, de maniére a ce que le patch métallique ne déborde pas de la surface sur lequel il
est gravé, on impose une condition au bord pour 6 :

Vaoedly,bx) =0

4.2.1 Terme A;

_1
Proposition 3.14. Soit € W>°(T',T) et j,p € H;2(T') . Si 8 = 0 sur I' \ 'y, alors
le terme A;(ji, pi), Vi = 1,..2 donné par (B.24) se rééerit de la maniére suivante :

Ai(Gi, pi) :/F | <a§ [T.j,p](y) + i L.}, p] (y)) -0(y)do(y) (3.31)
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4. Adaptation a la méthode Level Set

ol

a; [I,j,pl(y) = +/F. [VaVaGilw,y)] (ji(x) x pily))do(z) (3.32)

a[l,j,ply) = —/F. [V.V.Gi(z,9)] (ii(y) x pi(x))do(z) (3.33)

Preuve. Dans un premier temps, on peut réécrire le terme sous l'intégrale dans A;(j;, p;) :

([V:92Gile, )] (0@)-0(0) <3 (1)) -Pi(2) = ([VaVaGile, )] (1:(y) xpi(a)) ) (0(2)-0(1))

On pose :
t

fl(z,y) = [VoVaGilz,y)] (§i(y) x pi())
f2(z,y) = [VoVa.Gi( azy]t( (z) X pi(y))

On remarque que fi1<y7 SL’) = fiQ('ru y) et fzz(y7gj) - fl ('Ta y)
Reprenons le terme A;(j;, p;) avec ces notations :

Aip) = [ [ ) -o@odote) - / | £ b0 yiote)
:/FM’Z’/Fifil(:c,y)-G // (2, ) - 0(y)do(y)do ()
_ /F /F | £1(y, 2) - 6(y)do(x)do(y) — /F /F | £ (z,y) - 0(y)do(x)do(y)
[ ([ o)) -otint) - [ ([ tienacte)) - stsyioto)

D’ou le résultat avec

d[ip)o) = [ Fepiol) e @Liple)=- [ fadoe) O

4.2.2 Terme B;

_1
Proposition 3.15. Soit € Wh>°(T',T) et j,p € H2(T') . Si 0 = 0 sur I' \ 'y, alors
le terme B;(ji, pi), Vi = 1,..2 donné par [B.20) se rééerit de la maniére suivante :

Biip) = [ (B0 p] () + B Tdop] )+ T3] ) - 0)dot)  (334)

ou

RIE3Bl0) = — [ (T3] (VaGulo.o) x b)) do (o) (3.3)
b;[T.3,p](y) = — /F (Vi<y)' (Ji(y) x Pz(fb’))) [VmVxGi(x,y)]tui(y)da(az) (3.36)
v} [T, ply) = —|—/F' [VmVxGi(x,y)]t('i(y) x pi(z))do(x) (3.37)
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Chapitre 3. Le probléme d’optimisation de forme

Preuve. On pose :
1) = [ (9:Gr) % i) - pi(w)io(z)

Ainsi, en utilisant la formule de Stokes (L.I8) vue au chapitre 1, on peut écrire :

M,i

Bip) = [ A)divedw)io) =~ [ I (hw) - 6)doty)

Ve (f) = [ 9n((9:Gilo0) < 3i) - pi(o) o)

= [ [7r(9:6ite0) i) | pia)dota)
Or, pourtmok;vecteurs(puﬂconq;es11,v,vv,ona que :
[Vr(ux v)|w = [Vru] (v x w) + [Vrv] (u x w)
Alnsi,
[Vri (VaGilz,y) ij-(y))] pi(z) = [Vr,VoGi(z, v)] (§i(y) xPi(2)) +[Vrdi(y)] (V. Gi(z, y) xpi(2))

De plus, par définition du gradient tangentiel, on a :

[Viu]w = [Vu]'w — (v - w)[Vu] v
Et donc
(Ve V. Gila, )] (i(y) x pil@)) = [V, VaGilz,9)] (i) x pilx)

~(vily) - (1) x pi(2) ) [V, Vil )] vily)

Ainsi, en sachant que

(V,V.Gi(z,y)] = = [V.V.Gi(z, )]

on obtient :

Ve, (5) = [ [Vedi)] (VaGaloy) x pi(o)doo)

5! [rip| )

~ /F [VaVaGila, )] (iily)  pi(@)) dor(a)

(.

~~

b} [F7j7p} )

" /r (Vi(y) - (3i(y) x Pz‘($))> [vawGi(L?/)}t’/i(y)dU(‘”)

J/

-~

—b7 [RLp] )
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4. Adaptation a la méthode Level Set

4.2.3 Terme C;

1
Proposition 3.16. Soit 6 € Wh=(I'\T") et j,p € H;2(T') . Si 6 = 0 sur I'\ Ty, alors
le terme C;(ji, pi), Vi = 1,..2 donné par [B26) se réécrit de la maniére suivante :

Cliim) = [ (r5.0) ) + [T p] ) - 60)do) (3.38)
ALIRw) = + [ (i) 3i0) V.Gl o) (3.39)
¢ [liplly) = —/F. (pi(2) - Ji(y)) Vo Gilx, y)do(z) (3.40)

Preuve. En réécrivant le terme sous 'intégrale dans C;(j;, p;) :

((0(x) = 0w)) - VaGilw, 1) )ii(w) - pile) = ((Pi(2) - 5i(w)) VuGil,9) ) - (6(2) — 0(v))
et en notant

£l (z,y) = (pi(2) Ji(y)) VaGi(z,y)

f2(z,y) = (pi(y) - Ji(2)) VaGilz, y)

on montre de la méme maniére que pour le terme A;(j;, p;) dans la preuve de la propo-
sition B.14] que :

i) = | ([ | e )io(s) ) - 00)dots) -~ | (f | £ (e )do(2) ) -00)doly)

D’ou le résultat avec

Ariplo) = [ Bepiol) e Siple)=- [ L) O

r; Ty
4.2.4 Terme D;

_1
Proposition 3.17. Soit 6 € W'>°(T',T) et j,p € Hi2(T') . Si 6 = 0 sur T\ Ty, alors
le terme D;(j;, pi), Vi = 1,..2 donné par (3210) se réécrit de la maniére suivante :

Dip) = [ (05p)0) + € [05p)0) + &[5 R) W) o) (34D

Eriplo) = - [ Gl [Veiw]piodot (3.42)
4;[T.j.plly) = - /F (§:(9) - pi@)) (vily) - VG, y))vily)do(x)  (3.43)
ELipl) = + [ (0 pi) V.Gilap)do(a) (3.44)

K3
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Preuve. On pose :
Fw) = [ il i) - pla)dota)

Ainsi, en utilisant la formule de Stokes (LI8) vue au chapitre 1, on peut écrire :

D;(ji, pi) = /r .fi(y)divm@(y)da(y) = _/r Vr, (fi(y)) - 0(y)do(y)

M,i
avec

Vi () = [ [9r (G )i0) | puta)dota)
Or, pour deux vecteurs quelconques u, v et un scalaire a, on a que :
[Vp (au)} vV = a[Vpu]v + (u . V) Vra
Alinsi,
[Vri (Gi(%y)jz'(y))}l)i(fﬁ) = Gi(z,y) [Vrdi)]pi(@) + (§i(y) - ps(2)) Vi, Gi(x, )
= Gi(z,y) [VFJz(y)]pz(x) + (.]z(y) : Pz‘(l’))vsz’(ﬂfa Y)
— (i) - pi()) (vily) - VyGi(x, y))vily)
Et on obtient bien

Vri(fz‘(y)) = /F.Gi(ffa?/) [Vrijz‘(y)]lf’i@)da(x) —/ (jz‘(?/)'Pi(x))Vsz‘(xay)dU(x)

r;

o [rie] #[riv)
+ [ (i) 2i@) () - V.Gl ) i) (o) s

—d? [F,Lp] )

4.2.5 Terme F;

_1
Proposition 3.18. Soit € Wh>(T',T) et j,p € Hi2(T') . Si 0 = 0 sur I' \ 'y, alors
le terme E;(j;, pi), Vi = 1,..2 donné par (B28)) se réécrit de la maniére suivante :

BGip) = [ (0} + 0 p)0) + L p)0) - 0drly) (345

e; [I.J.plly) = /r [Vrdi(y) | VL Gi(z, y)divy, pi(z)do(z) (3.46)
e [I.i.plly) = /F . _[ani(y)} [VxVxGi(w,y)}t((vi(y)-pi(x))vi(y)>d0(x)(3-47)
EL3p0) = [ (Pilo) - VGl ) Ve, (dive, pie) doro) (3.48)
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4. Adaptation a la méthode Level Set

Preuve. Sachant que

Trace([vpi«?(y)] [Vrijz(y)]) _ Z 0ji(y) - Vr,0k(y)

et en notant
On peut utiliser la formule de Stokes (LIJ) :

[ tepytvace([900)] (Vi) )dow) = [ s> B0 0)io)

k=1
ou
Alinsi,
3 . 3 . 3
S autdive, (o) 52 ) =300 fton)- B+S0u(0) g (v () e
k=1 k=1 k=1

0(y) - ({Vriji(y)] [V, VaGilz, y)}Pz@))
+0(y) - ((Pz(x) - Va2Gi(z,y)) Vr, (divriji(y)))

En utilisant la définition du gradient tangentiel et le fait que v;(z) - p;(z) =0V z € T,
on montre que :

[Vfi,yvaz’(ﬂfa y)}pz’(ﬂf) = - [Vri,meGi(%y)}Pi(fU)ﬂL(Vi(y)'Pi(ﬂ?)) [vasz’(fﬁa y)]tVz‘(y)

Alinsi,

Eiiop) = [ (/ (90 [Vr. 7.6l Dpedo(z) ) - 0da(s)

v~

—e![rip]w

+ /F N ( /F i (Vedi(y)] [vaxGi(IE,y)}t((l/i(y) . pi(x))lji(y))do'(;p)) O(y)do(y)

J/

e [F7j7p} )

o ([ 00 9:Giten) V(v dota) ) - 0601ty




Chapitre 3. Le probléme d’optimisation de forme

Le domaine d’intégration du terme e? [F,j, p] (y) est réduit du fait de lanullité, Vy € T'yz;,
du terme v;(y) - pi(xz) = 0si x € [y
Enfin, on termine la preuve en appliquant une derniére fois la formule de Stokes, on a :

e [,5,p](y) = — /F [Vrdi@)] [V« Ve Gi(z, y) | pi(x)do(z)
:ijmwwﬁmWWmmmwm O

4.2.6 Terme F;

_1
Proposition 3.19. Soit 6 € W'>(T',T) et j,p € Hi2(T') . Si 0 = 0 sur T\ Ty, alors
le terme F;(j;, pi), Vi = 1,..2 donné par (329) se réécrit de la maniére suivante :

Fz‘(jiapi):/F ’(fi1 [T.j.p](y) + f2[T., p] (y)> -0(y)do(y) (3.49)

i plly) = + /F divr,ji(z) [V. V. Gi(z,9)] pi(y)do(x) (3.50)
2Tipl) = AmWL [V.V,Gi(, )] pil@)do(z)  (351)
(3.52)

Preuve. En écrivant
Fi(ji,ps) = /F /F ([VmeGi(:c,y)} (diniji(y)pi(x))> . (9(;1:) — G(y))da(y)da(x)

et en effectuant la méme démarche que pour les preuves des propositions [3.14] et [3.16],
on obtient le résultat. O

4.2.7 Terme H;

_1
Proposition 3.20. Soit § € Wh>(T',T) et j,p € Hi2(T') . Si 0 = 0 sur I' \ 'y, alors
le terme H;(j;, pi), Vi = 1,..2 donné par (B30) se réécrit de la maniére suivante :

Hlip) = [ (R05p)0) + 1 D))+ B050)0)) () (359

h[T,5plly) = — /F . divr ji(y) (vi(y) - pi(2)) [VaVaGi(z, )] vi(y)do(x) (3.54)
h (T, ply) = —i—/F'divFiji(y) [VxVxGi(x,y)]tpi(az)da(x) (3.55)
BRI = — [ (VaGile.w) i) U, (dive 1)) do o) (3.56)

7
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4. Adaptation a la méthode Level Set

Preuve. On pose :

) = | dive i) (9.Gi(o.9) - pila)do(a)

Ainsi, en utilisant la formule de Stokes (LI8) vue au chapitre 1, on peut écrire :

HGop) = | fiy)dive6(y)doly) = - / Ve, (£.(4)) - 0(y)do(y)

ISV

Vi () = [ divei0) [V, V.Gt )]pila)do(a)
/F, (V.Gi(z,y) - pi(2)) Vr, (divrj;(y) ) do(z)

J/

-~

—h3} [Rj,p} )

Comme dans la preuve de la proposition3.18, on décompose la matrice [Vpi,nyGi(x, y)]
et on obtient :

[ i) [Vr,, 9.6 )]pia)do(a) = = [ dive o) 9,96, )] pile)do(a)

(. J
~~

n2[rip| W)

+/F~\r 'divrij’i(y)(’/i(y) : Pz(x)) [vaxGi(x,y)}tyi(y)dg(x)

J

'

—n![rip| W)

D’ou le résultat. 0

4.3 Une quatriéme et derniére expression de la dérivée de forme

On peut désormais réécrire la dérivée de forme de la fonction cotit sous la forme
appropriée a la résolution par la méthode Level Set.
Pour § € Wh*°(T',T"), {j;, m;} solution de ([B.6) et {p;, q;} solution de B.II), Vi =1,2,
on reprend l'expression ([3.23) de cette dérivée et en y injectant les calculs effectués
précédemment, on obtient :

roye) = | (;%(Z Timp.a o)) -0 o) (37
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Chapitre 3. Le probléme d’optimisation de forme

ol

ri[[,j,m,p,q](y) =+ wi (fil 0,3, 0] () + f2[T.3,p) () + hi [T.3,p] () + 12 [T, 3, p] (v)

+ 0} [0,5,p](y) + i [L.5.p] () + € [T.4, ] (v) + €} [T, J, p] (y))
-Hw(dWLM@+ﬁF¢M@+£FmM@

+d?[T,j,p](y) + &} [T, j, p] (y))

1

(T m.a) )+ £2(m.a) o)+ 22 o) + 4[] )
a2 [Em ) + et [P, a) ) + €[ ) + . a] ()

i (e[ m.a] () + ) ) + [ m. ) )

+d; [T, m,q(y) + &} [T, m, q] (y))

Or, on remarque que certains termes s’annulent :

a?[T',m,p](y) —b} [, m,p|(y)
¢[0,m,pl(y) = —d}[I',m,p|(y)
e;[I,m,p|(y) = —h}[T,m,p](y)
f20,m,pl(y) = —h;[T,m,p|(y)

On énonce a présent la proposition qui résume tous les résultats obtenus dans le chapitre,
en nous donnant ’expression de la dérivée de forme de la fonction colit qui sera utilisée
par la suite dans ’algorithme d’optimisation par la méthode Level Set.
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4. Adaptation a la méthode Level Set

Proposition 3.21. Soit un objet rayonnant défini comme sur la figure[31 et soit € Who°(T',T')
un champ de vecteurs tel que

Veel\Ty,0(x)=0etVaxecdly,dx)=0
Soient {j;, m;} solution du probléeme direct ([B.6) et {p;, q;} solution du probleme adjoint (3.11),
Vi=1,2.
Alors la dérivée de forme de la fonction coit définie par (B3) peut s’écrire sous la forme :

1 2

r0) = [ (Fr(C g mp.a)w) ) -0) doto) (3.58

avec

wi (J%1 [T.3,p](y) + i [T,3,p] () + ¢ [.5,p] () + €I, ], p] (y))

i

ri[T,j,m,p,q](y) = +
+ W <c,1 [T.5,p](y) +d} [T.j.p](y) +d;[T.j, p] (y))
~ (a{rom.p] )+ 8 [rm.p] () + 2 [Tom ) )
- (@r.al o)+ o[ da) ) + o))

! ST m, q](y) + ki [T,m, q] (y) + €; [, m, q] (y) + €] [T, m, q (y))

(
e (el 1m0+ )0 + 0. ] 0)

" (3.59)

Q
ch
T
\‘Ll-
=l
S

I

+

[Vriji(y)] (vai(x7 y) X pi(a:))da(:c)

S
P iy
!
\.Ln
.
—~
<
~—
Il

|

S
ST
e
\‘Lu
T,
—~
<
~—
I
|

(Vz(?/) - (Jily) x Pz(@)) [vaxGi(xay)}tVi(y)dU(x)

(Pi(y) - Ji(2)) Vo Gy, y)do (x)

o
—
(-
=l
S
I
_l_

Gi(z,y)[Vrdi(y)|pi(z)do ()

(i) - pi(2)) (Vi(y) - VaGila, y))vi(y)do ()

Y
SO
e
\‘Ln.
3,
—~
<
~—
I
I

~

[Vrdi(w)] V2 Gi(w, y)dive, pi(2)do(z)

N("b
=
&
.
<
I
_l_

[Vr.3i(w)] [Va V. Gi(z, 3/)?((”1(3/) . Pz‘(l’))’/z‘(y)>da(5€)

@Cb
=
Qi
S,
S
Il
_I_

=
=
S

)
T~
\‘Ll-
.
S
I
+

S=
T
.
.
S
Il
|

diveji(2) [V, V.Gile,y)] "pily)do(z)

dive ji(y) (vi(y) - pi(2)) [VaVaGile, )] vily)do(x)

>
=
T~
\.Ln
.
S

I

|

Ti\T'ar,
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Chapitre 4

Discrétisation par éléments finis de
frontiére

Contents

Introduction

Dans ce chapitre, on s’intéresse a la discrétisation des résultats présentés dans le cha-
pitre précédent, en vue de leur implémentation au sein d’un algorithme d’optimisation
de forme.

Dans un premier temps, on s’intéresse au calcul de I'état adjoint. En effet, les termes
présentés dans la proposition B.21] du chapitre précédent font intervenir a la fois la solu-
tion du probléme direct et la solution du probléme adjoint. Ce dernier, d’une strucutre
similaire au probléme direct, sera résolu au sein du code de calcul Antenna Design.

On montre dans cette section que la résolution de ce probléme est grandement simplifiée
par les propriétés bien particuliéres de la propagation des ondes par modes guidés : dans
un guide d’ondes, le champ électromagnétique peut se décomposer dans la base de ces
modes. Cette décomposition est utilisée lors de 1’écriture de la formulation variationnelle
du probléme direct. Ainsi, en écrivant de la méme maniére la formulation variationnelle
du probléme adjoint, on obtient un systéme matriciel & résoudre trés similaire a celui du
probléme direct. L'implémentation et la résolution en sont donc fortement facilitées.
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Chapitre 4. Discrétisation par éléments finis de frontiére

La seconde section de ce chapitre présente 1'écriture des termes constitutifs de la dé-
rivée de forme présentés dans la proposition [3.21] du chapitre précédent dans la base de
discrétisation considérée, a savoir la base des éléments finis de frontiére.

Nous commencons par rappeler les principales formules liées au calcul numérique des
intégrales et a leur décomposition dans la base des éléments du maillage, déja présentées
dans le chapitre 1.

Cette décomposition, associée a une utilisation de la formule de Stokes, va nous per-
mettre de reformuler un terme intégral qui nous génait, du fait de son hypersingularité,
et de lui faire gagner un degré de régularité.

A la suite de ¢a, nous pouvons faire le bilan des termes discrétisés a implémenter dans
le but de calculer numériquement la dérivée de forme de la fonction objectif.

Enfin, dans une troisiéme section, nous présentons les traitements utilisés afin de calculer,
de maniére aussi simple que possible, les intégrales singuliéres. En effet, la quasi-totalité
des termes de la proposition B.21] ont un intégrande singulier. Cela signifie que lorsqu’on
s’approche du point de singularité, ces intégrales ne sont plus définies.

Le calcul précis d’intégrales singuliéres étant extrémement compliqué et coiiteux a mettre
en ceuvre, nous avons pris le parti dans ces travaux d’utiliser des techniques plus simples
et moins elaborées pour s’affranchir de ces singularités. Nous justifions ici cette approche
de maniére formelle, et montrons que le calcul approché de ces intégrales tel qu’il est
effectué ici n’a que peu d’incidence sur le résultat final.

1 Résolution du probléme adjoint

La premiére étape de I'implémentation numérique des termes calculés dans le cha-
pitre précédent est le calcul de 'état adjoint. Il s’agit de la seule étape de calcul qui est
intrusive : la résolution du probléme adjoint s’effectue de maniére similaire a celle du
probléme direct et doit donc étre implémentée au sein du code de calcul Antenna Design.

1.1 Décomposition dans la base des modes

Dans un premier temps, nous devons revenir sur une technique utilisée lors de la ré-
solution du probléme direct et qui nous sera utile pour la résolution du probléme adjoint.
Sur le maillage, les inconnues et les fonctions tests sont décomposés en degrés de liberté,
comme présenté au chapitre 1. Cependant, pour les éléments du maillage appartenant
au plan de champ, les choses se passent un peu différemment.

Nous avons vu dans le chapitre 1 que dans un guide d’onde, tout champ électroma-
gnétique peut se décomposer dans une base de modes guidés dont un seul un nombre
fini est propagatif, les autres étant évanescents.

Ainsi, pour une fréquence donnée, si on a n,, modes propagatifs, alors on peut écrire les
décompositions suivantes pour le champ incident :

Vael, B'@) =3 SuEj(@) e H™(@)=3 5, Hi)

ou les 3,,,,¥Y m; = 1,...,n,, sont les coeflicients de la décomposition du champ incident

dans la base des modes, et les E7°,V m; = 1,...,n,, sont les modes incidents normalisés
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1. Résolution du probléme adjoint

en énergie.

Lorsque le plan de champ est suffisamment loin de I'’embouchure du guide, les modes
réfléchis évanescents sont suffisamment atténués pour ne pas étre pris en compte dans
I’expression du mode réfléchi. On peut donc tronquer la somme sur les modes et on
obtient :

Nm  MNm Nm MNm

Vaxe Fe, Z Z ﬁnhamzmr myr (l‘) Z Z Bmlam,mr my ("L‘)

L’ensemble des coefficients oy, .,V m; = 1,...,n,,,V m, = 1, ..., n,, forme la matrice S
des coefficients de réflexion et de transmission entre le mode m; et le mode m,.

VY m; =1,...,n,,, les modes incidents et réfléchis E‘;}L“ et E,,, sont identiques au sens de
propagation preés :

E;‘;f(a:, t) = A, (xl,xQ)e_i(k$3_°Jt) et  E, (x,t)=A,,(x, :L’g)e_i(_k“_“t)
Pour le champ magnétique, on a donc :
H;gf(l‘,t) = v X Eg;f(l‘, t) = v X <Ami(l‘1>x2)e_i(k$3_ww>
H,, (1.1) = V xE, (2,1 =V x <Ami (:cl,x?)e*i(*m*wt))

Par convention, on choisit de placer le plan de champ I', dans le plan de référence des
phases, c’est-a-dire a la hauteur x5 = 0. Ainsi,

Ve Feu Emz<x) = E;ﬁf(x) et Hmz<x) = —H%f(l’)

Sur le plan de champ, les champs et les courants sont pleinement déterminés par la
connaissance des modes et des coefficients de la décomposition modale. Ces modes étant
généralement beaucoup moins nombreux que les éléments du maillage, il est bien plus
intéressant de calculer les inconnues dans la base des modes plutot que dans la base des
degrés de liberté.

1.2 Formulation variationnelle du probléme adjoint

Intéressons-nous tout d’abord a I’écriture de la formulation variationnelle du probléme
direct sur le plan de champ. Nous avons vu que les inconnues pouvaient se décomposer
dans la base des modes. Ainsi, le second membre bp de la formulation variationnelle du
probléme direct (3.6) du chapitre 3 sur le plan de champ s’écrit :

bplp, = — / (Eim(x). j’(x)—Hinc(x).m’(x)>da(x)

e

- /(Zﬁsz"‘c ~j'<x>—g;ﬁmiﬂzf<x>-m’<x>)da<x>

Le choix effectué dans Antenna Design est de décomposer le second membre dans la base
des modes. Au niveau matriciel, on aura donc un second membre par mode. Au niveau
de la formulation variationnelle, cela revient a écrire :

bolr, = —Z( [ Bl (e) o) = o ) o))
= Zﬁmibmi
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Intéressons-nous a présent a 1’écriture de la formulation variationnelle du probléme ad-
joint (B.I1) du chapitre 3. Son second membre s’écrit :

ba = /Fe ((ﬁ xv)-j(z)+ (v x m) ~m/(:c)>da(x)
- -/ (B) - o)~ H) - (0) o)

Ce qui nous donne dans la base des modes :

b= =0 ([ B B (0 0) + B, Pl (0) (1)) )

m; My

_ _;z( / B B 1) 3 0) = B g ) 10 () () )

Nm Nm

- E E Bml m;my mr
mg

ol 'on a utilisé le fait que les fonctions de base j’ et m’ sont réelles.
Le second membre du probléme adjoint dépend donc linéairement du conjugué du second
membre du probléme direct et des coefficients de réflexion sur chaque mode.

Enfin, étudions le membre de gauche de la formulation variationnelle du probléme ad-
joint. On a de maniére quasi-immédiate que

[ L B)@ - $@ioto) = [ L)) e)dot)

/FK* o] (2) - §( /K (2)do(x)

La matrice du probléme adjoint est donc la méme que la matrice du probléme direct.

et que

1.3 Reésolution numérique

Par souci de clarté, nous noterons J le vecteur des degrés de liberté électriques et
magnétiques et P le vecteur des degrés de liberté adjoints électriques et magnétiques.
Numériquement, le probléme direct est traduit par le probléme matriciel suivant :

[A][J1++ Jnn] = [Bi++ Ba,] (4.1)

L’écriture matricielle du probléme adjoint est donc :

[A][P---P {ﬁlzalmr B, 1r,) - By Zanmm Bmy]lpe)} (4.2)

Ce qui équivaut a écrire

Vi =1y, By =B z U, o [A][U1- U] = [(Bile) - (B, tr.)]
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2. Ecriture dans la base des éléments finis de frontiére

La résolution numérique de ce probléme est donc trés facile & mettre en ceuvre :

e Aux m vecteurs de second membre du probléme direct, on rajoute m seconds
membres relatifs au probléme adjoint. Le systéme matriciel a résoudre devient
donc :

[A} [Jl oy Uy Uy, ) = [31 B, (Elﬂre) e (Enm]lpe)}

e On résout le systéme matriciel précédent a 'aide de la factorisation de Cholesky

e Les solutions du probléme direct J; - - - J,,, nous donnent accés aux coefficients de
réflexion o, m,,V m; = 1,...,n,,¥V m, = 1,...,n,,. On peut donc reconstruire a
posteriori les solutions du probléme adjoint :

P P = {31 S Bun Uy -+ B, ZmanmmrUmr]

Remarque 4.1. Comme nous I’avions mentionné dans les chapitres précédents, nous
sommes intéressés en pratique par avoir une propagation monomodale. Nous n’avons
donc qu’un seul second membre pour le probléme direct et un seul pour le probléme
adjoint, et il en va de méme pour les solutions ainsi que pour le coefficient de réflexion.
Le systéme linéaire a résoudre est donc dans ce cas

[A][ U] = [B (Blr,)] (4.3)

et I’état adjoint devient _
P=pgaU (4.4)

2 Ecriture dans la base des éléments finis de frontiére

Dans le chapitre précédent, nous avons énoncé la proprosition B.21] qui donne 1'ex-
pression de la dérivée de forme de la fonction cott en fonction des solutions du probléme
direct et du probléme adjoint.

Comme nous ’avons vu au chapitre 2, nous allons extraire de cette dérivée la vitesse
pour le transport de la frontiére, conformément & la présentation qui a été faite de 1’al-
gorithme d’optimisation de forme par méthode Level Set.

Le probléme direct et le probléme adjoint étant résolus de maniére approchée par une
méthode d’éléments finis de fontiére, nous allons devoir exprimer la vitesse en fonction
des solutions discrétes obtenues aprés résolution des problémes. Cela nécessite 1’écriture
des termes présentés dans le chapitre précédent dans la base des éléments finis de fron-
tiére, afin que ceux-ci soient directement exprimés en fonction des grandeurs calculées
par le code de calcul Antenna Design.

2.1 Rappels des formules de discrétisation
2.1.1 Calcul d’intégrales sur le maillage
On rappelle que I'on approche la surface I' par un maillage triangulaire, noté I'j,.

Les équations intégrales sont résolues par une méthode d’éléments finis de frontiére telle
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qu’elle a été présentée dans la section du chapitre 1.
Ainsi, si on note K € I'j, un triangle du maillage, on peut écrire la décomposition suivante
pour une intégrale sur I', ou f est une fonction quelconque définie sur la surface :

Z/fa:ydaK ) (4.5)

Kely,

VyEF/fxydcr

2.1.2 Formule de quadrature de Gauss

On rappelle désormais la formule d’intégration de Gauss utilisée pour le calcul des
intégrales sur les triangles du maillage :

VyEFVKEFh,/fa:deK \K\Zwsﬂ;{ Ty Y) (4.6)

ot Ng est le nombre de points de Gauss considérés, x, leurs coordonnées et w, les poids
qui y sont associés.

2.1.3 Interpolation des inconnues sur le maillage

Les formules (£3) et (A6]) rappelées précédemment nous permettent d’exprimer les
termes intervenant dans la vitesse et listés dans la proposition B.21] en fonction des
solutions des problémes direct et adjoint prises en des points particuliers qui sont les
points de Gauss des triangles du maillage.

Les derniéres formules qui nous manquent sont donc celles qui donnent j, m,p,q et
leurs dérivées en tout point du maillage. Par la suite, nous donnerons ces formules pour
I’inconnue j, mais elles s’écrivent de la méme maniére pour m, p et q.

Le code direct nous donne acces aux degrés de liberté )\; i qui représentent le flux de j
(et identiquement m, p, q) & travers l'aréte [ de 'élément K :

)\l,K = / J . ’I’leS
Kj

Les fonctions de base des éléments de Raviart-Thomas sont pour ’aréte [ de ’élément,

K :
1

2|K|

Ainsi, la valeur de I'inconnue j (et identiquement m, p, q) en un point quelconque x d’un
triangle K s’exprime en fonction des degrés de libertés et des fonctions de base :

B, k(x) = (r(z) —r1) Vo eK

jlrx(z Z)\l kB r(z (4.7)

Cette formule nous donne accés aux autres grandeurs que nous devons discrétiser, a savoir
la divergence surfacique et le gradient tangentiel des inconnues. Les fonctions de bases
étant linéaires, ces quantités seront constantes par élément. Ainsi, si on note (1, s, x3)

les coordonnées du point = appartenant au triangle K et a},a?, a? les coordonnées du
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2. Ecriture dans la base des éléments finis de frontiére

sommet a;,V [ =1,...,3 du triangle K, alors on peut écrire :

3
. ) 1
‘v’ ] = ]_, ceey 3, 8JJ|K($‘) = m Z )\17[(8]' <(ZL‘1 — all_l)el + (I‘Q — (llz_l)eg + (l‘g — a?_1)83>
=1

1 3
= 51 ALK €
3TR] 2

Et donc la matrice jacobienne de j s’écrit :

3
1
— N
2|K|lzl LK 0 0
1 3
Ve K, [Vig](z)= 0 — ) Ak 0
2K =
1 3
0 0 — N Nk
TR 2

Ce qui nous donne pour la divergence
3 3
Ve K, divilk(e) = 5= > Ak
2| K| —
et pour la divergence surfacique

Ve K, divejlx(e) = divj|x(z) ([Vj\K} (:c)u(x)) ()

Ce qui, de maniére immédiate, revient a écrire :
13
Ve K, leFJ|K(ZL‘) = m ZAI’K (48)
1=1

On a également besoin de la matrice gradient tangentiel de j, qui s’écrit, pour un vecteur
quelconque u :

Ve K, [Viile](@ul) = [Vilc]@)u@) - (v@) - [Irile] (@) )v()

1

- (o Z i Jute) ~ (5 Z o) () ) )

Ce qui nous donne au final :

‘v’ T e K, [VFJ|K] (ZL‘)U(I‘) = (ﬁ Z )\vi) uT(x) (49)
=1

2.2 Reformulation des termes hypersinguliers

Les termes intégraux formulés dans la proposition [3.21] se décomposent, comme vu
dans la formule (£3]), en somme d’intégrales sur les triangles du maillage. Cependant,
certains termes font intervenir les dérivées secondes du noyau de Green : ce sont des
intégrales hypersinguliéres.
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2.2.1 Classification des termes

Parmi les termes intégraux présentés dans la proposition B.21] cing d’entre eux font
intervenir la matrice Hessienne du noyau de Green : il s’agit des termes a} [F,j,p] (y),
b [T,3,p](v), €[T,3,p](y), f1[T.J,p](y) et h{[T,j,p](y).

On sait que la variable d’espace y ne parcourt pas l'ensemble de la surface I' mais
uniquement sa partie I'j;. Ces intégrales sont hypersinguliéres lorsque les points x et y
sont proches, c’est-a-dire lorsque x € I'y,.

On peut alors séparer ces termes en trois catégories :

e Les termes

e;[1,3,p](y) =/

T\l

(Ve )] [VaVaGilw, )] ((vily) - pil@)vily) ) do(a)

et h![L,j,p|(y)=— / dive,ji(y) (vi(y) - pi(@)) [Va Ve Gilz, y)] 'vily)do(z)

T\,
sont en fait réguliers, car leur domaine d’intégration exclut I'; et est donc disjoint
du domaine auquel appartient le point y.

e Les termes

a![L,j,p](y) = +/. [V.V.Gi(z, )] (Gi(2) x pi(y))do()

7

et b7 [T, j,p|(y) = —/

I

(Vi(y) - (Jily) x Pz(ff))) [V.V.Gilz, y)]tVz‘(?/)dU@)

ne s’annulent pas lorsque z € I'j); mais on remarque que seule leur composante
suivant la normale v est non nulle.

Nous verrons au chapitre suivant, lors du calcul de la vitesse numérique pour
I’équation de transport, que seuls les termes tangentiels a 'y, sont considérés. Le
calcul de ces intégrales hypersinguliéres n’aura donc pas d’incidence sur le calcul
de la vitesse, et ne nécessite donc pas d’étre traité.

e Le terme

ST p](y) =+ / dive,ji () [V. V. Gz, y)] 'pi(y)do(z)

Ty

est quant a lui réellement hypersingulier et nécessite d’étre traité. Ce traitement
est I'objet du paragraphe suivant.

2.2.2 Terme f}[F,j,p](y)

On va utiliser la décomposition de ce terme en somme d’intégrales sur les triangles
du maillage pour les reformuler de maniére a supprimer ’hypersingularité :

AILER)w) = [ dve i) [V.9.6:.0)] pi)dote) oty € T

S /K divejil e (2) [V Vo G, )] i) do ()

KEFh

= > fK.§plW)

KEFh
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2. Ecriture dans la base des éléments finis de frontiére

On voit bien que lorsque y € K, 'intégrale f} [K,j, p} (y) est hypersinguliére.

Dans un premier temps, on sépare f} [F,j,p} (y) en une somme d’un terme singulier
et un terme régulier :

flriele) = [ A ()[9,9:Cle )] ilp)do() oy € T
-/ v () [ Gl ) 0)do)
+ [ A3 ) (B 3) (@) [V Gl )] () 0
-/ VLG e)] (@ () ) do )

+ /F'\F ’diVFiji<x> (pi(y) - v()) [vxvai<x7y>}tu<$)dO’({L‘)

car si x € I'yy; et y € 'y, alors p;(y) - v(z) = 0. Le deuxiéme terme de cette décompo-
sition est bien régulier.

A présent, on s’intéresse a la décomposition du premier terme en somme d’intégrales
sur les triangles du maillage. Pour chaque triangle K, on peut appliquer la formule de
Stokes :

/K [VFVrGi<5L’a y)} (diVFJz’|K(37)pi(y))daK(:c)
= — /K V.G; (.T, y)diV[‘,x (leFZJZ‘KCU)pz(y))dO'K(.T)

+ | VuGi(w,y) (divr,jil k (2)pi(y)) - n(z)dAk (2)

oK
ou 0K dénote la frontiére de I’élément K, i.e. ses arétes, et n la normale & cette frontiére.
Les fonctions de base des éléments finis de Raviart-Thomas étant linéaires, on a que :

divp, <diVFiji|K(x)pi(y)> =0

Ainsi, finalement, on peut réécrire le terme f}! [F, Js p] (y) en une somme sur les triangles
d’intégrales réguliéres et une somme sur les arétes des triangles d’intégrales singuliéres :

AIaple) = Y [ (Avedle) (i) - v(@) ) V296 0)] oo (o)

KEFh\FM i

+3 [ VaGiw ) (@i (@)piv) - nlx)drs ()

Kely,

(4.10)
On a ainsi gagné un degré de régularité.

2.3 Bilan : formulation discréte de la vitesse

Les termes apparaissant dans la proposition B.21] en tenant compte des réécritures
précédemment effectuées, s’expriment, Vi = 1, ...2, dans le domaine discret de la maniére
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suivante :
dCiplw)=+3 / V. V.Gl )] (ilx (@) x piy))dox (x) (4.11)
b [T,J,p](y Z / (Vdi(W)] (VaGi(z,y) x pi|k(z))dok (x) (4.12)
#dpl) = — Y / 1 (0) (0) % Bil() (V292G o) w402

) (4.13)
AR =+ 3 [ (i) i) V.Gl (o) (4.14)

ariplw=— Y / G, 9) [V ()] pil () dorg () (4.15)

Kel'y,

d; [ijvp Z / Ji(y) - Pl ( )) (Vi(y)'VmGi(fcay))Vi(y)dUK(fc) (4.16)

6%[T7jap]( =+ Z / Vr.di( )}V Gi(x,y)divr,pi| x (z)dok () (4.17)
ARapl) =+ Y [ [Ved)] V.96 )] (#40) - piliela))vi(y) ) doc o)
KeD\y; 7 K
(4.18)
fAriply) =+ > / (dinijm(ﬂf)(pi(y)-V(x)))[VmVxGi(x,y)]tV(ﬂf)daK(w)
KeD\Dy; VK
(4.19)
f20.5,p](y) =+ Z V Gi(z, y) (divejilx (2)pi(y)) - n(x)dAk (x) (4.20)
riply)=- ) / divr,ji(y) (vi(y) - Pil (1)) [VaVaGi(, y)] vily)dok (z)
KeTp\T'as
(4.21)

Ces intégrales sont ensuite évaluées grace a la formule de quadratue de Gauss (4.0]), et
les inconnues en ces points sont évaluéés par les formules d’interpolation (A7), (48] et

(@9).

3 Gestion des singularités

Aprés nous étre débarrassés des termes hypersinguliers, il convient de définir un
traitement numérique a appliquer aux autres termes, que l'on peut partager en deux
catégories :

e Le terme d} est régulier, comme expliqué dans la section [L3.4] du chapitre 1.
Cependant, lorsque les points = et y sont trop proches, le noyau de Green G(x,y)
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tend vers l'infini. Ces instabilités numériques seront évitées grace a une astuce
expliquée dans la section

o Les termes a2, b}, cl,d?, el et f! font intervenir la matrice jacobienne du noyau

de Green. Ils sont donc singuliers et seront traitées de la maniére décrite dans la
section suivante B.11

3.1 Intégrales singuliéres
On rappelle tout d’abord I’expression du noyau de Green et de son gradient :

ik|z—y| kle — yl — 1) etklz—yl
v T,y € Rga G(l‘,y) = 67 et VG(:L‘ay) = (Z |x y| )6
|z — y|

Ar|x — y|3 (x—y)

On commence par poser r = |z — y| et r = z — y. On peut donc réécrire le gradient du

noyau de Green :

(ikr — 1)
43

La singularité apparait lorsque r — 0. Afin de la traiter, on va chercher & séparer sa

partie singuliére de sa partie réguliére a ’aide d’un développement de Taylor en r» =0 :

VG(r) = (4.22)

1 1 k%1 ik K kP kS
Q)= —( -~ ~>2_ " v e M3 4 4.23
VG(r) 47T( 3 T3 -3 tgtg” 144r1)r+o(r) (4.23)
partie partie réguliére

singuliére
On va donc chercher & savoir comment se comporte une intégrale du type

I(z,e) = o )VG(x,y)F(x,y)daK(x)

lorsque * — ¥, et ou F est une fonction vectorielle de degré inférieur ou égal a 1 et
B.(y) est la boule de rayon ¢, avec ¢ aussi petit que I’on veut, centrée en y.

Le calcul de la partie réguliére de cette intégrale, a savoir

K1 ik® k ikd k®
Ip(z,e) = <_____+_ +—2——3>F .y)d
rl2:) /Bs(y) 2r 3 8 " 3OT 144" (2, 9)do ()

ne pose pas de probléme, et est donc effectué tel quel.

En revanche, le calcul de la partie singuliére de cette intégrale, & savoir

r—=y
Is(we) = | F(z,y)dox(z)
B.(y) lz —y? ®

nécessite d’étre traité. On choisit donc de considérer une approximation affine pour la
fonction F(x,y) de degré au plus 1 :

Ve € Be(y),F(x,y:) — F(x,y) = V,F(2,9) - (ve

—y)
Ainsi, on fait I'hypothése que la fonction F(z,y) est constante sur B.(y) et que donc
-y

@)= [ R ydo() ~ Fa) [

< (y) |z —y3 Be(y) |z —y3

X

dog(x)
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La fonction =% étant impaire, on a que :
lz—yl

/B 7Y Gog(z) =0

) 1T =yl
Ainsi, grace a 'approximation affine sur F(z,y), on considére que
Is(z,e) =0
et donc que

K1 k3 1 kS
(- 5o -5+ ot St = ) (e, y)dox(a) (4.24)

I ~ ] =
(z,2) & In(w,¢) / 27 3 8 T30 T 1a

Be(y)

En pratique, on choisit pour € une valeur proche de la taille moyenne d’une aréte de
maillage.

3.2 Alternance des formules de Gauss

Que I'intégrale considérée soit réguliére ou singuliére, on a tout intérét a éviter le plus
possible les instabilités numériques dues a la trop grande proximité des points z et y.
On rappelle que les intégrales sur les triangles sont évaluées par une formule de quadra-
ture de Gauss. Pour chaque triangle considéré, dont on note ai,as et az les sommets,
le point x parcourt donc I’ensemble des points de Gauss choisis pour ce triangle. On
rappelle la formule d’intégration de Gauss (4.6) :

Ng
VyEF,VKEFh,/ f(.fl',y)dO'K(fL'): |K|Zwsf‘K<xsuy)7
K s=1

ainsi que les valeurs les plus utilisées pour les coordonnées des points de Gauss et les
poids associés |[AS64] :
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N¢ | Poids Coordonnées
1
1 |w =1 x1:§a1+ga2+§a3
1 1
w1—§ $1=§a1+6a2+6a3
1 1 2 1
3 wQ—g $2:6a1+§a2+6a3
L +1 +
W = — T3 = —a; + —as + —a
373 3= g0 T g2t 503
155 + v/15 31 6 5 4
:L; B=_"_A|U= +‘/_; V=__U
2400 120 21 7
1
Wy = x1_§a1+§a2+§a3

€
[}
I

xgzUa1+Ua2+(1—2U)a3

\]
(S
w

I

T3 = (1—2U)a1+Ua2+Ua3
x4:Ua1+(1—2U)a2—|—Ua3

€
ot
I

Ty = (1 — 2V)a1 —+ Va2 —+ Va3

€
(<))
I

T — Va1 + (1 — 2V)CL2 + Va3

&
I
W W oW oe R R glo

&
S
I

Tr = Va1 + VCLQ + (1 — 2V)a3

Afin de considérer des points x et y les moins proches possibles, on définit la méthode
de sélection de la formule de Gauss utilisée suivante :

Algorithme 3 Sélection de la formule de Gauss pour le calcul numérique des intégrales

Partant de y € 'y,
for all K €T}, do

if y ¢ K then
return Ng =17
else

Calcul des coordonnées des points x1, x5, x3 (formule de Gauss & 3 points)
d =min |y =21, |y = zal, |y — s
Calcul des coordonnées du point z¢ (formule de Gauss a 1 point)
if |y — z¢| < d then
return Ng =3
else
return Ng =1
end if
end if
end for
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Si on résume le principe de la méthode :

e Si le triangle considéré n’est pas le triangle auquel appartient le point y, alors
I'intégrale est réguliére et on utilise la formule de Gauss a 7 points (Ng = 7).

e Sile triangle considéré est le triangle auquel appartient le point y, alors I'intégrale
est singuliére, et on choisit, entre la formule de Gauss a 3 points (Ng = 3) et la
formule de Gauss a 1 point (Ng = 1), celle qui maximise la distance entre le point
y et le(s) point(s) de Gauss considéré(s).

Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté tous les outils nécessaires a I'implémentation
des calculs développés dans le chapitre précédent, a savoir le calcul de I’état adjoint
par Antenna Design et la discrétisation dans la base des éléments finis de frontiére des
termes constitutifs de la dérivée de forme; le tout en cherchant & minimiser I'influence
des intégrales singuliéres sur les résultats des calculs.

Désormais, il s’agit de mettre en ceuvre ses résultats sur le calcul de la dérivée de forme
au sein d’un algorithme d’optimisation, afin de répondre & la problématique initiale de
nos travaux.
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Mise en ceuvre numérique et résultats
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Chapitre 5

Algorithme numérique

Contents
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.2  Zonederelaxation . . . . ... 138

Introduction

Dans ce chapitre, nous présentons la mise en ceuvre numérique des résultats des cha-
pitres 3 et 4 au sein d’un algorithme d’optimisation de forme par méthode Level Set tel
que présenté au chapitre 2 de ce manuscrit.

Dans un premier temps, nous revenons sur I’'étape primordiale de la méthode Level Set :
la résolution de I’équation d’Hamilton-Jacobi, qui permet le déplacement de la frontiére
de la forme a optimiser.

Pour cela, nous rappelons briévement le role joué par le terme de vitesse calculé au cha-
pitre 3, ainsi que l'utilisation d’une grille cartésienne pour la résolution numérique de
I’équation.

Ensuite, nous nous attardons sur le point essentiel de la résolution : le calcul de la vitesse
sur la grille cartésienne. Les grandeurs intervenant dans ’expression de la vitesse étant
toutes connues sur le maillage triangulaire ayant servi a la résolution des équations inté-
grales, il est nécessaire de projeter ces quantités sur la grille. Il est également nécessaire
d’introduire un schéma numérique pour le calcul de la normale étendue a la frontiére mé-
tallique, celle-ci intervenant également dans I’expression de la vitesse. Une fois le calcul
numérique de la vitesse traité, celle-ci peut-étre un peu chahutée : nous décidons donc
de la régulariser a 'aide d'une méthode de lissage par application d'un Laplacien.
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Pour la résolution de I’équation d’Hamilton-Jacobi, nous avons également besoin de cal-
culer la fonction Level-Set correspondant a la forme du patch métallique & optimiser. Une
fois I’équation résolue, nous sommes en possession des valeurs de cette fonction Level-Set,
que nous pourrons réutiliser a l'itération suivante. Cependant, nous avons besoin de ces
valeurs pour la premiére itération : nous présentons donc ici une maniére d’initialiser la
fonction Level-Set sur la grille cartésienne, a I’aide du maillage triangulaire sous-jacent.
Cette méthode nous donne une fonction approchant la fonction distance signée : afin
de régulariser cette fonction, on effectue a posteriori une étape de réinitialisation, ou
redistanciation, telle qu’étudiée au chapitre 2.

La résolution de I’équation proprement dite, sera effectuée par une méthode de diffé-
rences finies telle que celle présentée, elle aussi, au chapitre 2.

Au sein de I'algorithme d’optimisation, une fois I’équation de transport résolue, nous
sommes en possession d’une nouvelle fonction Level Set, définissant une nouvelle géomé-
trie. Il s’agit donc, dans un second temps, de définir la maniére dont on va faire évoluer
la géométrie afin qu’elle corresponde a celle nouvellement calculée.

Pour cela, nous choisissons de remailler intégralement la surface impactée par le change-
ment de forme, tout en laissant inchangé le reste du maillage. Le remaillage de la zone
en question nécessite cette fois un passage de la fonction Level Set de la grille vers le
maillage.

Lors de ce remaillage, nous devons rester vigilant & maintenir une conformité entre le
nouveau maillage localisé et le reste du maillage, qui n’a pas été modifié. Cette confor-
mité est assurée via l'utilisation d’une zone tampon, appelée zone de relazation, entre
les deux maillages.

Enfin, une fois décrites les étapes principales de la méthode que sont la résolution de
I’équation d’Hamilton-Jacobi et 1’évolution de la géométrie, il est temps de présenter
I’algorithme d’optimisation de forme par méthode Level Set dans sa globalité.

A la suite de cela, nous nous attardons sur la stratégie choisie afin d’assurer la conver-
gence, le plus efficacement possible sans toutefois aller trop vite, de ’algorithme.

1 Résolution de I’équation d’Hamilton-Jacobi

1.1 Rappel du contexte
1.1.1 Dérivée de forme et vitesse d’advection

Dans les chapitres précédents, nous avons écrit la dérivée de forme de la fonction
objectif considérée de la maniére suivante :

J(T)(6) = / V(y) - 0(y)do(y) (5.1)

ou le terme V(y),V y € 'y est constitué des termes unitaires présentés dans la propo-
sition [3.2T] du chapitre 3 et dont la discrétisation a été explicitée dans le chapitre 4.

On note n(y),V y € 'y la normale (étendue) en y a la frontiére v du patch métal-
lique. Si on prend

0(y) = —(V(y) - n(y))n(y) (5.2)
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alors ’expression de la dérivée de forme nous donne :

I =) = [ V) (V)0 )nde(s) + of6)

Le champ de vecteur 6 défini par (5.2)) est donc bien une direction de descente.

Ainsi, comme expliqué dans le chapitre 2, utiliser —V(y) - n(y) comme vitesse dans
une équation de transport et les propriétés de la fonction Level Set revient a résoudre
’équation d’Hamilton-Jacobi (Z7) du chapitre 2 que nous rappelons ici :

20 t9) + ot )IV6(E ) = 0

ol t est un parameétre de temps fictif et ou le terme de vitesse v est défini par :

VyeTly, viy) =-V(y) n(y) (5.3)

Afin d’utiliser la méthode Level Set présentée au chapitre 2 dans notre algorithme, nous
allons étre amenés a évaluer ce terme de vitesse dans le but de résoudre 1'équation
d’Hamilton-Jacobi.

Remarque 5.1. Dans le chapitre précédent, nous avions mentionné que deux des termes
constitutifs de la vitesse, af [T, j, p] () et b? [T, j, p] (y), n’étaient pas & prendre en compte
car seule leur composante suivant la normale v était non nulle. Cet état de fait découle
de 'expression de la vitesse (5:3]) que nous venons d’énoncer : le produit scalaire avec la
normale n & v dans le plan de I'); annule tous les termes qui ne sont pas tangentiels.

1.1.2 Principe de la résolution numeérique

Comme mentionné dans le chapitre 2, ’équation d’Hamilton-Jacobi qui régit le trans-
port de la fonction level-set va étre résolue sur une grille cartésienne fixe recouvrant I'y;.
On note G cette grille, N4 son nombre de points en abscisse, Np son nombre de points
en ordonnée et Ngc = N4 X Np son nombre de neeuds (voir figure 511 ci-dessous).
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FIGURE 5.1 — Grille cartésienne G de taille Ngo

Afin de résoudre cette équation, nous avons besoin de deux choses :

La valeur de la vitesse v en tout point y;; de la grille;

La valeur de la fonction level-set 0 représentant la frontiére v en tout point y;; de
la grille.

Voyons maintenant comment nous pouvons obtenir ces valeurs.

1.2
1.2.1

Calcul de la vitesse numérique

Passage du maillage a la grille

Le calcul numérique de v(y;;),V y;; € G, nécessite I’évaluation, pour chaque point de
la grille, de certaines grandeurs connues jusqu’a présent sur le maillage :

Les termes b} [T, j, p] (y), d} [, 3, p] (), €} [T, p] (y) et €2 [T, j, p] (y) font interve-
nir la quantité [Vrji(y)] ;

Les termes ¢! [T, j, p] (y), f}[T,J,p](y) et f2[T,j,p](y) font intervenir la quantité
pi(y);

Le terme d?[I', j, p](y) fait intervenir la quantité j;(y);

Le terme h} [F,j, p} (y) fait intervenir la quantité divrj;(y).

Le calcul de ces quantités pour chaque point y;; de la grille se fait de la maniére
suivante (voir également figure ci-apres) :

On parcourt les éléments du maillage I';, afin de trouver le triangle K auquel
appartient le point y;;
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e On calcule les quantités souhaitées au point y;; a partir des degrés de liberté du
triangle K par la formule d’interpolation sur le maillage :

.]|K yz; Z AL By K(y@])

ainsi que celles concernant [Vrj;(y)] et divrj;(y) vues au chapitre précédent.

FIGURE 5.2 — Passage du maillage I';, a la grille cartésienne GG

1.2.2 Calcul de la normale a la frontiére

Enfin, afin d’évaluer la vitesse v en chaque point y;; de la grille, il nous reste a évaluer
I'extension a toute la grille de la normale n(y;;) sortante a .
Comme nous 'avons rappelé au chapitre 2, cette normale peut s’exprimer en fonction
de la fonction level-set 0 ¢ qui décrit ~ :

Vo(y)
Vo(y)|

Or, nous avons accés aux valeurs de la fonction level-set ¢ en tout point y;; de la grille (ces
valeurs sont en effet indispensables & la résolution numérique de 1’équation d’Hamilton-
Jacobi). On peut donc calculer une extension de n(y;;),V y;; € G a partir des valeurs
bi; = A(Yij)-

Reprenons les notations définies au chapitre 2. On note Ay; le pas de la grille dans la
direction y; et Ay, dans la direction ys, et on note les quantités :

VyeTly, nly) = (5.4)

¢z+1 ¢z — ¢z - ¢i—1 j
D+y1 _ vy Y D: Y1 J J
?= Ay, ’ K ¢ Ay,

(et, de maniére équivalente, Der2 et D;;*).

On peut alors utiliser le schéma numérique suivant (défini dans M})
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1.2.3 Reégularisation de la vitesse

-
-

La vitesse calculée de la maniére décrite précédemment, du fait de la complexité des
termes qui la constituent et de leurs singularités, est assez chahutée. Afin de faciliter le
transport, on cherche & avoir une vitesse plus lisse.

A cette fin, on utilise une méthode de régularisation (voir ], par exemple, pour une
application de cette méthode) basée sur application de 'opérateur Laplacien A. Cette
méthode s’applique de la maniére suivante :

Soit V y;; € G,v(y) la vitesse calculée classiquement. Alors on peut remplacer v par
v* telle que :
AV + 0" =

ou & est choisi en fonction de la taille de la grille, afin d’étendre la régularisation sur
quelques mailles de la grille.

La vitesse v* ainsi calculée est beaucoup plus lisse au passage de la frontiére :

V\nq“l\-_ .
e AR V o . e

T iedhdedh

FIGURE 5.3 — Vitesse avant régularisation (a gauche) et aprés régularisation (& droite)

1.3 Initialisation de la fonction Level Set
1.3.1 Idée générale

La résolution de I’équation de transport nécessite également la valeur de la fonction
Level-Set ¢ en tout point de la grille. Une fois résolue, nous avons accés a la nouvelle
fonction Level Set transportée : cela signifie qu’a l'itération k£, on peut utiliser la Level
Set sortie de 'itération k& — 1.

Nous avons donc besoin de calculer uniquement la fonction Level Set initiale, celle de
I’itération 1.
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1. Résolution de I’équation d’Hamilton-Jacobi

Nous avons vu au chapitre 2 que le meilleur choix possible d’initialisation est celui de la
distance signée. En pratique, le calcul de la distance signée est cependant trés complexe.
Nous choississons donc de calculer cette initialisation de la maniére suivante :

e Calcul de la distance signée approchée,

e Régularisation de cette fonction Level Set en une fonction plus proche de la fonc-
tion distance signée par résolution de [’équation de redistanciation (ZI2) du cha-
pitre 2.

1.3.2 Calcul de la distance signée approchée

On rappelle que I'objectif de ce calcul est d’affecter, a chaque point de la grille, une
valeur la plus proche possible de sa distance au bord du patch métallique. Si le point est
a l'intérieur du patch, on lui affecte une valeur négative, et s’il est a I'extérieur, on lui
affecte une valeur positive.

On effectue ce calcul en plusieurs étapes.

Etape 1 : Initialisation

Dans un premier temps, on parcourt les éléments du maillage afin de détecter et de
stocker les arétes du bord du patch métallique. Pour chaque élément, on parcourt les
points de la grille qui y sont inclus et on leur affecte :

e la valeur -20 si le point est dans un élement métallique,

e la valeur 20 si le point est dans un élement diélectrique.

Etape 2 : Maillage
On parcourt a nouveau les éléments du maillage, et on sélectionne ceux qui ont une aréte
commune avec le bord du patch métallique et on effectue les opérations suivante :

e Les deux nceuds du triangle qui sont sur le bord du métal se voient affectés la
valeur 0.

e Pour le troisiétme neeud, on calcule la hauteur h du triangle en ce point (ce qui
équivaut a la distance du point a 'aréte du bord) et on lui affecte cette valeur
(signée, suivant si I’élement est métallique ou non).

Par exemple, sur la figure ci-dessous, on a représenté en vert les arétes du bord du
patch métallique, les triangles du maillage en noir et les points de la grille en rouge.
Les triangles numérotés 1 & 6 ont une aréte commune avec la frontiére et sont donc
sélectionnés ; les nceuds entourés en noir se voient affectés la valeur 0 ou h (on & est la
hauteur du triangle en pointillés bleus).
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©®

FIGURE 5.4 — Etape 2 : affectation d’une valeur & certains nceuds du maillage

Etape 3 : Maillage, traitements particuliers

A présent, on s’occupe des triangles ayant uniquement un sommet commun avec le
bord du patch métallique. Certains noeuds de ces triangles se sont déja vu affecter une
valeur (cf figure ci-dessus), mais ce n’est pas le cas pour quelques-uns d’entre eux.
Pour ces nceuds-ci, on choisit de leur affecter comme valeur la longueur de ’aréte qui
les relie au bord du patch. Il s’agit donc d’une valeur non exacte de leur distance au bord.

Par exemple, si on reprend le méme maillage que précédemment, sont concernés les
triangles numérotés de 1 a 3 sur la figure ci-dessous :

[ ] [ ] L] () [ ] .r)
)

oL

FIGURE 5.5 — Etape 3 : affectation d’une valeur distance approchée a certains noeuds du
maillage

Etape 4 : Grille

Désormais, tous les nceuds des triangles du bord ont une valeur, relativement proche de
leur distance signée a ce méme bord. Il ne nous reste plus qu’a affecter une valeur aux
nceuds de la grille. Pour cela, on parcourt les points de la grille et on sélectionne ceux
qui appartiennent a ces triangles du bord. Pour chacun de ces nceuds :
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1. Résolution de I’équation d’Hamilton-Jacobi

e On calcule les coordonnées barycentriques du point de la grille dans le triangle,

e On affecte a ce point la valeur calculée a partir des valeurs aux nceuds du triangle
et de ces coordonnées barycentriques.

Ainsi, on calcule la distance signée du point de la grille au bord du patch métallique.
Bien évidemment, lorsque la valeur de cette distance avait été mal calculée aux nceuds
du maillage (cf étape 3, figure ci-dessus), cela induit une erreur sur le calcul de la
distance.

I\ \\\\
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N R == - - _ __ _ — —
! N ol = PN S S
P Vi
/N v / _ 7f7 N\ N i Z
IR - 7/ L\ N y; /
N ! 7
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Iy [, 7 ! \
° 729 7 _ 4 = — & °

FIGURE 5.6 — Etape 4 : affectation d’une valeur distance approchée aux nceuds de la
grille

Bilan
Si on récapitule les résultats obtenus sur I'exemple précédent, on peut dégager quatre
types de points, représentés sur la figure [5.7] ci-dessous :

e Les points entourés en bleu foncé se sont vus attribuer la valeur exacte de la
distance signée.

e Les points entourés en violet se sont vus attribuer un valeur approchée de la
distance signée (cf étape 3).

e Les points entourés en orange, comme tous les points qui n’appartiennent pas aux
éléments juxtaposés a la frontiére, ont toujours la valeur 20 (ou -20).

e Le point entouré en bleu ciel s’est vu attribuer la valeur 0, car tous les nceuds du
triangle appartiennent a la frontiére métallique.
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@ @ ° D 0 @

FIGURE 5.7 — Bilan des valeurs de la fonction Level Set affectées aux points de la grille

La majorité des points proches de la frontiére ont donc une valeur exacte, ou suffi-
samment proche, de la distance signée. Les points plus lointains, en revanche, ont une
valeur fausse (-20 ou 20) : I’étape de redistanciation qui suit 'initialisation de la fonction
Level Set va permettre de lisser cette derniére, et d’en obtenir une valeur satisfaisante
en tout point.

Enfin, on remarque que la grille ne doit pas étre plus grossiére que le maillage, sinon les

points les plus proches de la frontiére métallique n’appartiennent pas aux triangles du
bord.

Exemple

Voyons les résultats obtenus pour 'initialisation de la fonction Level Set d’un cas-test.
On représente a gauche le maillage de départ (le patch métallique est en rouge), au
milieu la Level Set calculée apreés initialisation comme décrit précédemment, et a droite
la Level Set aprés initialiation et résolution de 1’équation de redistanciation. Sur les
deux derniéres figures, on représente en pointillés noirs ’emplacement réel de la frontiére
métallique.

Level-Set aprés
initialisation et
redistanciation

Level-Set aprés
initialisation

Maillage initial

FIGURE 5.8 — Initialisation de la fonction Level-Set
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1.4 Bilan : résolution de ’équation

Les données d’entrée nécessaires a la résolution de 1’équation d’Hamilton-Jacobi sont :

e la valeur de la fonction Level Set en tout point de grille,
e la valeur de la vitesse en tout point de la grille,

e un certain nombre de paramétres numériques (les pas de grille Az et Ay, la
constante de la condition CFL ¢, sur laquelle nous revenons par la suite, etc.).

La résolution proprement dite est effectuée par le schéma numeérique d’ordre 2 présenté
dans [Set99Hh], dont "analogue a Pordre 1 a été explicité dans la section [L3.1] du chapitre
2.

En sortie, on récupére la valeur aux nceuds de la grille de la nouvelle fonction Level Set.

2 Evolution de la géométrie

D’une itération a I'autre, la fonction Level-Set va se déplacer. Il est donc nécessaire de
définir un moyen de déplacer la géométrie du patch afin de suivre cette nouvelle frontiére.
Dans ce but, nous choisissons ici de remailler entiérement '), a chaque itération. La zone
concernée étant généralement de faible dimension comparé a ’ensemble du maillage, le
cotit en temps de calcul est faible.

Nous présentons ici les deux aspects importants de cette étape :

e la méthode utilisée pour effectuer le remaillage,

e le maintien de la conformité du maillage de I'); avec le reste du maillage.

2.1 Remaillage

Afin d’obtenir un nouveau maillage conforme a la nouvelle géométrie, on procéde de
la maniére suivante :

e Interpolation de la nouvelle fonction Level-Set de la grille cartésienne vers 1’ancien
maillage ;

e Relimitation de 'ancien maillage suivant la nouvelle Level-Set : on casse les tri-
angles traversés par la nouvelle frontiére. On obtient alors un nouveau maillage,
conforme a la nouvelle Level-Set, mais mal conditionné;

e Remaillage du nouveau maillage obtenu a I’aide du logiciel MMGS développé par
C. Dapogny, C. Dobrzynski et P. Frey ([DDE14]).
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Initialisation
de la fonction
level-set

Transport et calcul
de la nouvelle
fonction level-set

A —

Relimitation
de ’ancien
maillage

RCM

FIGURE 5.9 — Initialisation de la fonction Level-Set

2.2 Zone de relaxation

A chaque itération, nous allons devoir étre attentif a ce que le nouveau maillage de
') reste conforme avec le reste du maillage. A cet effet, nous choisissons de définir une
zone, autour de I'y; qui aura pour but d’encaisser les modifications du maillage au bord
de I'y; d’un coté, tout en restant fixe de 'autre coté. Il s’agit donc d'une zone tampon
entre I'); et le reste du maillage, et nous 'appelons zone de relazation.

A chaque itération, on la remaille de la maniére suivante :

e Pour chaque triangle de la zone de relaxation, si un nouveau nceud (ou plus)
appartient & ce triangle, on le casse en deux sous-triangles (ou plus) : sur la figure

[.10] ci-dessous, passage du triangle (I) aux triangles (1), (2) et (3), du triangle (3)
aux triangles (5) et (6), et du triangle (5) aux triangles (8) et (9);

e Les éléments qui ont été scindés (ici les triangles (I), (3) et (5)) sont supprimés;

e Les noeuds n’apparaissant plus dans le bord du maillage de I'y; sont fusionnés
avec les nouveaux noeuds de la zone de relaxation les plus proches et les éléments
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devenus plats (ici les triangles (I), (3) et (9)) sont supprimés.

Maillage extérieur

Zone de relaxation

N NG54

Maillage de I'y,
Remaillage de I’ MI

Maillage extérieur

,/ \\ @ 1 @ /
o) OO\ B

Zone de relaxation

Nouveau maillage de 'y,

Remaillage de la
zone de relaxation

Maillage extérieur

Zone de relaxation

Maillage de I',

e D R e e D

FIGURE 5.10 — Remaillage de la zone de relaxation

Ainsi, au fur et & mesure des itérations, on garde un maillage interne (celui de T'y;) et un
maillage externe compatibles grace a la modification du maillage de la zone de relaxation.
3 Algorithme d’optimisation

3.1 Schéma global

Nous avons a présent tous les outils nécessaires a la mise en place de 'algorithme
d’optimisation. On peut synthétiser son principe de fonctionnement dans le schéma sui-
vant :
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Initialisation
Initialisation fonction level-set

Premier calcul direct (Antenna Design)

Calcul de la nouvelle fonction Level Set
Calcul de la vitesse sur la grille

Résolution équation de transport

Génération nouveau maillage

Remaillage suivant la nouvelle fonction Level Set

Remaillage de la zone de relaxation

Calcul de la fonction coiit
Calcul direct (Antenna Design)

Convergence Non
fonction colit ?

FIGURE 5.11 — Schéma de I’algorithme d’optimisation de forme par méthode Level Set

3.2 Critére de convergence

Enfin, il ne nous reste plus qu’a définir une stratégie efficace qui garantisse la conver-
gence la plus rapide possible.
Il y a deux paramétres, liés a la résolution de I’équation d’Hamilton-Jacobi, sur lesquels
nous pouvons influer afin d’améliorer la vitesse de convergence de 1’algorithme :

e la constante ¢ de la condition CFL. On rappelle que la condition CFL sur le pas
de temps s’écrit :
(sup |vy;]) At < min(Az, Ay) (5.6)
1,7

Et on note c la constante choisie telle que

(sup [vy|) At = ¢min(Az, Ay) (5.7)

Z7j

Plus cette constante est proche de 1, plus le transport se fera rapidement. Pour
¢ > 1, le schéma est instable. On choisit comme constante maximale ¢,,,, = 0.9.
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e le nombre d’itérations de transport k, pour une méme vitesse, effectuées pour une
itération de l'algorithme. On choisit k.. = 3.

Algorithme 4 Stratégie de convergence de I'algorithme

A Tlitération | < l,,., = 50, aprés calcul de la fonction coit J,
Frmaz = 37 Crnaz = 097 Nstagn = 0

if J; <0.998J,_; then
¢ = min (cmam, 1.2 c)
k= kmax
prec = false
Passage a l'itération suivante, nouveau calcul de vitesse

else if J, > 1.01 J,_; then
k=1
c=c/2
prec = true
Retour a l'itération précédente, méme vitesse mais pas de transport plus petit

else if 0.998 J,_; < J;, < 1.01 J,_; then
Pas de modification des constantes k et ¢
if prec = true then
Nstagn = Mstagn +1

else
Nstagn = 1
prec = true
end if
Passage a l'itération suivante, nouveau calcul de vitesse
end if

if ngqg, = 6 then
Si la fonction cotit a stagné pendant 6 itérations consécutives

return Convergence
end if

Conclusion

Grace au calcul de la vitesse, a la résolution de 1’équation d’Hamilton-Jacobi et a
I’évolution du maillage, nous avons pu mettre en place un algorithme d’optimisation
de forme complet. Désormais, nous arrivons a 1’étape cruciale de notre étude : les tests
numériques de 1’aglorithme, qui nous permettrons de valider la méthode et les calculs.
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Chapitre 6

Résultats numériques

Contents
[l Présentation des cas-testl . . . « v v vt v v e e 144
L1 Guidedondd . .. ... ... ... 145

2.1 Guide d’onde - Premier résultaf . . . . . . . .. ... ... 149
2.2 Double-patch - Premier résultatl . . . . . . . .o 154
2.3 TInfluence de Uinitialisation . . . . . . . . . . .. 156

[3.1 Fonction coltl . . . . . o o o 163
.2 Double-patch - résultatd . . . . .. .. .. ... ... 164
B.3  Analysd . . . ... 165
4 Coefficient de réflexion cible : moduld . . . . . ... ..... 166
41 Calcul dela dérivée de formd . . . . . . ... 167
[42  Guide donde - Résultatd . . . . . . .. .. ... .. ... ... 167
W3  Analysd . . .. 168
5 Coefficient. de réflexion cible : amplitude et phase . . . . . . 168
[5.1 _ Calcul de la dérivée de formd . . . . . . ... 169
|5,2 Résu tats] .............................. 170

Introduction

Maintenant que le cadre théorique et pratique a été défini, nous allons présenter les
résultats obtenus numériquement par la méthode présentée tout au long des précédents

chapitres.

Afin de tester I'algorithme d’optimisation, nous allons considérer deux cas-tests sur les-
quels nous allons baser nos études, et que nous présentons dans une premiére section. Le
premier est un guide d’onde métallisé, et le second, plus proche des applications anten-

naires, est un élément rayonnant & deux patchs destiné a fonctionner en réseau.
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Nous considérons diverses géométries initiales pour ces deux dispositifs rayonnants, que
nous présentons également.

La deuxiéme section, la plus importante, présente les premiers résultats obtenus par
I’algorithme et différents tests de robustesse de ce dernier.

Dans un premier temps, nous présentons les résultats obtenus sur nos cas-tests lors de la
minimisation du module du coefficient de réflexion de I’antenne, qui est la fonction coiit
considérée dans les chapitres précédents et sur laquelle nous avons basé nos calculs. Ces
résultats, trés satisfaisants, sont ensuite analysés afin de juger de la validité ou non de
la solution obtenue.

Ensuite, nous étudions un peu plus précisemment l'influence de la géométrie initiale
du patch métallique sur le résultat de ’algorithme, grace aux différentes initialisations
présentées dans la premiére section. La solution optimale n’étant pas a priori unique;
et la méthode d’optimisation permettant la convergence vers des minima locaux ; nous
observons I'importance de la géométrie intiale sur la géométrie finale.

Enfin, nous nous intéressons a l'influence des paramétres numériques du probléme, c’est-
a-dire la définition de la grille cartésienne de calcul et le maillage triangulaire sous-jacent.

Dans une troisiéme section, nous considérons la méme fonction cotlit que précédemment,
sauf qu’au lieu de chercher a minimiser le coefficient de réflexion pour une fréquence
donnée, nous cherchons a le minimiser sur une bande de fréquence. Il s’agit d’une pro-
blématique trés importante lors de la conception d’éléments rayonnants, puisqu’on va
chercher, de cette maniére, & élargir la bande de fonctionnement de I’antenne.

Le test est effectué sur I’élément rayonnant double-patch, et le résultat obtenu, ici aussi
trés intéressant, est analysé et commenté.

Dans une quatriéme section, nous présentons un test trés similaire au premier, sauf
qu’au lieu de chercher a minimiser le module du coefficient de réflexion, nous cherchons
cette fois a atteindre un module de coefficient de réflexion cible.

Ce test ressemble beaucoup au premier test, mais nous permet tout de méme d’atteindre
notre objectif avec une grande précision.

Enfin, dans une cinquiéme section, nous présentons les résultats obtenus lors de la consi-
dération d’une fonction coiit légérement différente de la premiére. Au lieu de chercher
a atteindre un module de coefficient de réflexion cible, on va chercher & atteindre cette
fois un coefficient de réflexion cible complexe. En d’autres mots, nous allons chercher a
atteindre a la fois une amplitude et une phase définies.

Ce test nécessite une légére modification dans la fonction coiit, qui se traduit par une
variation de I’état adjoint. On observe ensuite les résultats obtenus sur le guide d’onde
et y apportons quelques commentaires.

Pour terminer, nous dressons un bilan des résultats obtenus lors de nos travaux, et
y apportons quelques pistes de réflexion qui restent encore & considérer.

1 Présentation des cas-test

Dans un premier temps, nous présentons les deux cas-tests que nous allons étudier.
)
Le premier est un simple guide d’onde et le deuxiéme est un élément rayonnant un peu
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1. Présentation des cas-test

plus complexe.

1.1 Guide d’onde

1.1.1 Présentation générale

On consideére un guide d’onde plongé dans le vide dont 'embouchure est partiellement
métallisée tel que présenté sur la figure suivante :

FIGURE 6.1 — Vue globale du guide d’onde

Regardons le guide un peu plus en détails :

Embouchure
du guide

Patch
métallique

Plan de champ
L

FIGURE 6.2 — Coupe transversale du guide (a gauche) et vue de dessus de I’embouchure
du guide (a droite)
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Le guide d’onde est rempli par un matériau diélectrique (dans notre cas, I’air). On ne
considére donc que deux domaines : le domaine extérieur (I’air) et le domaine intérieur
du guide (également 1'air). On se place a la fréquence 9 GHz.

La surface I'); sur laquelle le patch métallique va évoluer et la zone tampon entre I'); et
le reste du maillage sont définies comme sur la figure suivante :

zone de
relaxation

BV,

FIGURE 6.3 — Coupe transversale du guide (a gauche) et vue de dessus de ’embouchure
du guide (& droite)

1.1.2 Différentes initialiations

On va considérer plusieurs formes et positions pour le patch métallique initial :

lére initialisation - Rectangle décentré

Il s’agit du cas qui a été présenté dans le paragraphe précédent. Le patch métallique initial

est un rectangle, légérément décalé par rapport au centre de I'y;. Les caractéristiques du
maillage sont les suivantes :

e Nombre de triangles : 4206

e Nombre de nceuds : 2107

e Nombre de degrés de liberté : 10868

e Taille moyenne d’aréte sur I'y; : 0.41 mm
2éme initialisation - Cercle centré

La deuxiéme initialisation considérée pour le patch métallique est un cercle, centré cette
fois-ci. Le maillage est légérement plus grossier sur I'y; :

FIGURE 6.4 — Maillage de I"y; pour un patch métallique circulaire centré

Les caractéristiques du maillage sont les suivantes :

146



1. Présentation des cas-test

e Nombre de triangles : 2470

e Nombre de noeuds : 1239

e Nombre de degrés de liberté : 5660

e Taille moyenne d’aréte sur I'j; : 0.63 mm

3éme initialisation - Bande horizontale Enfin, la troisiéme géométrie initiale que
nous allons étudier est celle d’une bande métallique horizontale aussi large que possible :

FIGURE 6.5 — Maillage de I'j; pour une bande métallique horizontale

Les caractéristiques du maillage sont les suivantes :
e Nombre de triangles : 6286
e Nombre de noeuds : 3147
e Nombre de degrés de liberté : 11475

e Taille moyenne d’aréte sur I'j; : 0.29 mm

1.2 Double-patch

1.2.1 Présentation générale

On considére cette fois-ci un élément rayonnant constitué de deux blocs de diélec-
trique dont une partie de la surface est métallisée, séparés par un troisitme domaine
diélectrique. Le patch du bas est alimenté par un cable coaxial. Cet élément rayonnant
est schématisé de la maniére suivante :

| ———— domaine di€lectrique 3
T 2eme patch métallique (2 optimiser)

«~+——— domaine diélectrique 2

ler patch métallique (fixe)

~4—— domaine diélectrique 1

guide coaxial

FIGURE 6.6 — Schéma de I’élément rayonnant de type double-patch

Le but d’un tel dispositif est d’élargir la bande de fréquence du patch inférieur, grace
a I'ajout d’un patch supérieur, de fréquence de coupure différente .
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Cette géométrie fait, cette fois, intervenir quatre domaines : les deux blocs (domaines
1 et 3 sur le schéma) sont remplis par un matériau diélectrique de permittivité 3.56, le
domaine 2 est rempli d’air, et le domaine extérieur est également le vide. Le guide d’onde
coaxial est rempli d’un autre matériau diélectrique, le PTFE (téflon) de permittivité 2.5.
On se place a la fréquence 9 GHz.

Le patch métallique alimenté par le guide d’onde est fixe. En revanche, on s’intéresse a
I’optimisation de la forme du patch supérieur, dont voici le maillage :

FIGURE 6.7 — Maillage du patch supérieur (a optimiser) de 1’élément rayonnant de type
double-patch

1.2.2 Différentes initialiations

lére initialisation - Carré centré Il s’agit du cas qui a été présenté dans le para-
graphe précédent. Le patch métallique initial est un carré centré sur I'y;. Les caractéris-
tiques du maillage sont les suivantes :

e Nombre de triangles : 3726

e Nombre de noeuds : 1808

e Nombre de degrés de liberté : 8545

e Taille moyenne d’aréte sur I'y; : 1 mm

2éme initialisation - Trois cercles La deuxiéme géométrie initiale consiste en trois
patchs métalliques circulaires répartis sur la surface.
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2. Minimisation du module du coefficient de réflexion

FIGURE 6.8 — Maillage de I"y; pour trois patchs ronds

Les caractéristiques du maillage sont les suivantes :
e Nombre de triangles : 7776
e Nombre de noeuds : 3833
e Nombre de degrés de liberté : 20531

e Taille moyenne d’aréte sur I'y; : 0.56

2  Minimisation du module du coefficient de réflexion

On va désormais chercher a tester I’algorithme d’optimisation sur les cas-tests présen-
tés dans la section précédente pour la minimisation du module du coefficient de réflexion.
Il s’agit bien de la partie réelle du flux du vecteur de Poynting & travers la section du
guide, tel qu’étudié dans les chapitres précédents.

Dans le cas du guide d’onde, cette fonctionnelle n’est pas trés intéressante : minimi-
ser le module du coefficient de réflexion revient en fait a supprimer totalement la surface
métallisée. Ainsi, afin d’obtenir des résultats plus parlants, on choisit de maximiser le
coefficient de réflexion : cela n’a certes pas d’intérét industriel, mais permet de tester
I’algorithme en considérant simplement I'opposé de la vitesse calculée.

Dans le cas de I’élément rayonnant double patch, sa structure plus complexe ne per-
met pas la définition d'une solution évidente comme pour le guide d’onde : il sera donc
intéressant, cette fois-ci, de chercher un minimum pour le coefficient de réflexion.

2.1 Guide d’onde - Premier résultat

On chercher donc ici & maximiser le module du coefficient de réflexion, ce qui revient
de maniére équivalente & minimiser le module du coefficient de transmission.
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2.1.1 Coup d’ceil sur la vitesse

Avant d’étudier les résultats de I'algorithme, il est intéressant de regarder I'allure de
la vitesse, pour la premiére itération :

FIGURE 6.9 — Vitesse initiale, guide d’onde avec patch métallique rectangulaire

On remarque que la vitesse, autour de la frontiére métallique, est quasiment partout
positive : cela indique que le patch aura tendance a s’étendre.
De plus, on remarque également que la vitesse prend des valeurs beaucoup plus fortes
sur les frontiéres horizontales du patch, alors qu’elle est trés faible sur les frontiéres
verticales. Cela signifie que le coefficient de réflexion posséde une sensibilité plus forte
au mouvement du patch dans le sens de sa hauteur. Au contraire, un changement de sa
largeur aura une faible influence sur la fonction coiit. On s’attend donc & une déformation
plus importante dans une direction que dans 'autre.

2.1.2 Reésultats de 1’algorithme

Lorsque I'on applique l'algorithme au guide d’onde avec patch métallique rectangu-
laire décentré, on obtient le résultat suivant pour la géométrie initiale et la géométrie
finale :

Coefficient de

Géomeétrie .
transmission

0.6607
(—3.59 dB)

0.1237
(—18.15 dB)
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2. Minimisation du module du coefficient de réflexion

L’algorithme converge en 41 itérations et atteint son minimum a l’itération n°31.
Usuellement, on a pour habitude d’exprimer le coefficient de réflexion (ou de transmission
en décibels :

agp = 20logy, |a]

La courbe représentant le coefficient de transmission (en dB) en fonction du nombre
d’itération est la suivante :
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FI1GURE 6.10 — Courbe de convergence : guide d’onde, 1ére initialisation

Le temps de calcul total est de 6h37m sur un processeur Intel®)Core™i7 (4 cceurs, 8 Go
de mémoire).

Par la suite, le méme processeur sera utilisé. On notera également que le calcul direct
est parallélisé, contrairement au calcul de la vitesse qui est séquentiel.

En moyenne, sur une itération, le temps de calcul est réparti de la maniére suivante :

e résolution du probléme direct et du probléme adjoint : 1/3 du temps de calcul ;
e calcul de la vitesse : 2/3 du temps de calcul ;

e transport et remaillage : temps de calcul négligeable.

2.1.3 Validité de la solution

Il convient désormais d’essayer de juger de la validité de ce maximum. Intuitivement,
on pense tout d’abord a la géométrie qui consiste a métalliser la totalité de la surface :
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Géomeétrie

Coefficient de
transmission

0.1704
(—15.37 dB)

On a fait apparaitre la zone de relaxation sur le maillage ci-dessus, afin de rappeler

que 'embouchure du guide ne peut pas étre totalement métallisée.

On remarque que le coefficient de transmission est ici plus élevé que celui de la géométrie
obtenue par I’algorithme (environ 3 dB de plus), qui nous a donc permis de trouver une

solution meilleure que la géométrie la plus intuitive.

On peut a présent comparer notre résultat avec celui obtenu pour des géométries proches

de celle calculée par I’algorithme.
Dans un premier temps, on en choisit deux :

e La premiére est celle d’un patch métallique vertical aux bords incurvés vers I'inté-
rieur. Elle est quasiment identique & la géométrie optimale donnée par I’algorithme

mais a été lissée et symétrisée.

e La deuxiéme est celle d’un patch métallique vertical, dont la largeur est la méme
que celle du patch précédent prise a ces extrémités haute et basse.

Géomeétrie

Coefficient de
transmission

0.1243
(—18.11 dB)

0.1658
(—15.61 dB)

On observe tout d’abord que le premier patch, celui qui lisse la géométrie calculée par
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I’algorithme, donne presque exactement le méme résultat. Cela n’a rien de surprenant,
mais nous indique que les instabilités observées sur la géométrie sont a priori numériques
et n’ont pas d’influence sur le coefficient de réflexion.

On observe également que le deuxiéme patch (vertical aux bords droits) donne un résultat
légérement moins bon que le patch optimal. Cela signifie que la volonté de 1’algorithme
de creuser les bords vers I'intérieur améliore effectivement le résultat.

Afin d’analyser ce comportement, on va faire varier la largeur A du patch incurvé (voir
figure 617 ci-dessous), afin d’observer 1’évolution du coefficient de transmission :

FIGURE 6.11 — Patch métallique incurvé de largeur centrale h et de largeur extérieure
fixée 7cm

On obtient, pour un échantillon de valeurs de h représentatives, la courbe suivante
du coefficient de transmission en fonction de A :

-15 -
16
17 A
-18 -
-19 -
-20 -
221 -
229 -
-23 -
24 -
-25 1
-26 -
27 -

—28 T T T T T T T T T T T T T 1
7 65 6 55 5 45 4 35 3 25 2 15 1 05 O

coefficient de transmission (dB)

largeur A

FIGURE 6.12 — Coefficient de transmission en fonction de la largeur h du milieu du patch
métallique

Le point en bleu sur la figure ci-dessus représente la valeur de h qui correspond
a la géométrie optimale calculée par 'algorithme. C’est donc celle utilisée précédemment,
pour construire le patch incurvé symétrique le plus proche possible de la géométrie op-
timale calculée, et il s’agit de la valeur h = 4.
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La valeur h = 7 correspond au patch métallique vertical également étudié précédemment.

On remarque immeédiatement que la valeur de h calculée par I’algorithme n’est pas la
valeur optimale. Cela signifie que si ’algorithme avait continué a creuser dans la méme
direction, il aurait pu trouver un meilleur minimum.

On essaye de relancer 'algorithme a partir de la géométrie optimale légérement lissée,
afin de voir s’il parvient a repartir dans la bonne direction, mais le résultat n’est pas
meilleur. Si on observe la vitesse, pour la premiére itération, on obtient :

Tt | | T T Ry

FIGURE 6.13 — Vitesse pour la géométrie optimale

On remarque que la vitesse change de signe au passage de l'interface, ou du moins
devient nulle : du coté gauche, elle est négative a 'extérieur du métal et quasi-nulle a
Iintérieur; et du coté droit elle est négative a I'extérieur du métal et positive ou nulle
a l'intérieur. De plus, la vitesse prend des valeurs trés fortes aux extrémités supérieure
et inférieure du patch, par rapport aux valeures prises aux extrémités gauche et droite.
Ceci explique qu’elle ne peut plus faire évoluer la fonction Level-Set dans une direction
ou une autre, et que celle-ci reste donc bloquée.

Les causes de ce dysfonctionnement sont difficiles a définir, bien que 1’'on puisse in-
criminer, a priori, des imperfections dans le calcul de la vitesse. Nous reviendrons sur ce
point lors de la conclusion de ce chapitre.

2.2 Double-patch - Premier résultat
2.2.1 Reésultats de ’algorithme

A présent, étudions les résultats obtenus pour le cas-test double patch, avec patch
métallique inital carré centré :
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2. Minimisation du module du coefficient de réflexion

Géomeétrie Coefficient de réflexion

0.7511
(—2.49 dB)

0.3242
(—9.78 dB)

L’algorithme converge en 42 itérations et atteint son minimum a l’itération n°41. La
courbe de convergence est la suivante :

coefficient de réflexion (dB)

itération

FIGURE 6.14 — Courbe de convergence : double-patch, 1ére initialisation

Le temps de calcul est de 17h32m.
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2.2.2 Validité de la solution

Tout d’abord, observons le coefficient de réflexion lorsque I'on ne métallise pas du
tout I'yy :

Géométrie Coefficient de réflexion

0.8125
(—1.80 dB)

La présence du patch métallique fixe rend difficile la définition d’une "bonne" géomé-
trie intuitive. Le test précédent nous apprend que le patch métallique inférieur n’est pas
adapté a la fréquence étudiée : en effet, en ’absence de patch supérieur, son coefficient
de réflexion est grand. Cela signifie qu’on sera, dans tous les cas, bloqués par la désadap-
tation du patch inférieur. On peut améliorer son coefficient de réflexion en optimisant la
forme du patch supérieur, mais il ne sera pas possible d’obtenir un trés bon coefficient
de réflexion ; ce qui explique que I’algorithme ne permette pas d’aller au-dela de -10 dB.

2.3 Influence de I’'initialisation
2.3.1 Guide d’onde

2éme initialisation - Résultats
Appliquons désormais ’algorithme d’optimisation au guide d’onde avec patch métallique
initial circulaire centré :

Coefficient de

Géomeétrie .
transmission

0.6135
(—4.24 dB)

0.1607
(—15.88 dB)
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On retrouve le méme comportement que pour la premiére initialisation, avec cette fois-ci
un minimum local légérement moins bon que le précédent.

L’algorithme converge en 30 itérations et atteint son minimum a la 20éme itération. La
courbe de convergence est la suivante :
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FIGURE 6.15 — Courbe de convergence : guide d’onde, 2éme initialisation

Le temps de calcul est de 3h48m.

3éme initialisation - Résultats
Enfin, observons les résultats obtenus pour la troisiéme géométrie initiale :

Coefficient de

Géomeétrie ..
transmission

0.6844
(—3.29 dB)

0.1292
(—17.77 dB)
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L’algorithme converge en 49 itérations et atteint son minimum a la 39éme. La courbe de
convergence est la suivante :

coefficient de transmission (dB)
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FIGURE 6.16 — Courbe de convergence : guide d’onde, 3éme initialisation

Le temps de calcul est de 9h48m.

2.3.2 Double-patch

Observons a présent les résultats obtenus pour la deuxiéme géométrie initiale de 1’é1é-
ment rayonnant double-patch :
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Coefficient de

Géomeétrie .
transmission

0.7612
(—2.37 dB)

0.4126
(—7.69 dB)

L’algorithme converge en 35 itérations et atteint son minimum a la 25éme. La courbe de
convergence est la suivante :
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FIGURE 6.17 — Courbe de convergence : double-patch, 2éme initialisation

Le temps de calcul est de 15h45.
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On remarque immédiatement que la courbe de convergence n’est pas du tout monotone.
Réguliérement, la fonction coiit remonte de maniére trés marquée.

Cela survient lorsque les deux patchs métalliques rentrent en contact : il se produit alors
un court-circuit et le coefficient de réflexion devient beaucoup plus grand. L’algorithme
revient alors a la géométrie précédente, mais la vitesse finit toujours par joindre les deux
patchs.

Par exemple, si on zoome sur la jonction entre les patchs a 'itération 25 (optimum) et
a l'itération 26, on observe :

Itération 25 Itération 26

Coefficient de réflexion : 0.4126 Coefficient de réflexion : 0.8944

La jonction, bien que de faible épaisseur, suffit a faire doubler le module du coefficient
de réflexion.

Ainsi, bien que la vitesse tende a faire se rejoindre les deux patchs, le changement de to-
pologie détériore beaucoup la fonction coiit. Les choix de critéres d’arrét de 1’algorithme
le forcent & s’arréter a la 35éme itération, mais peut-étre ’algorithme aurait-il trouvé
une nouvelle direction de descente par la suite.

2.3.3 Synthése

On remarque assez rapidement que 'initialisation a une grande influence sur la géomé-
trie optimale : le probléme d’optimisation ne posséde pas de solution unique, et beaucoup
de géométries ont des coefficients de réflexion similaires.

Ainsi, en fonction de la géométrie initiale choisie, on tombera dans tel ou tel minimum
local, et les géométries atteintes seront trés différentes.

Néanmoins, les valeurs des coefficients de réflexion optimaux restent assez similaires :

e Guide d’onde : -18.15 dB pour la 1ére initialisation, -15.88 dB pour la 2éme et
-17.77 dB pour la 3éme.

e Double-patch : -9.78 dB pour la 1ére initialisation et -7.69 dB pour la 2éme.
Enfin, on notera 'importance de la topologie sur la solution : un changement de topologie,

pour des patchs métalliques, induit un court-circuit et donc une forte non-linéarité dans
la fonction cott. Ils sont donc assez délicats a gérer au sein du processus d’optimisation.
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2. Minimisation du module du coefficient de réflexion

2.4 Influence des paramétres du maillage
2.4.1 Taille de la grille

On va chercher désormais a étudier l'influence de la taille des mailles de la grille
sur le résultat du calcul. Jusqu’a présent, pour le guide d’onde, on a utilisé une grille
cartésienne, que 1’on note (G, aux propriétés suivante :

e Nombre de points dans I’axe des abscisses : N,, = 63
e Nombre de points dans I’axe des ordonnées : N,, = 25
e Pas de la grille dans la direction des abscisses : A,, = 0.3492 mm

e Pas de la grille dans la direction des abscisses : A,, = 0.3747 mm

On rappelle que pour le guide avec patch initial rectangulaire décentré, la taille moyenne
d’une aréte sur I'y; est de 0.41 mm. Nous avions donc fait le choix de considérer une
grille de taille similaire au maillage.

A présent, on lance l'algorithme sur le méme maillage, avec une grille G5 deux fois
plus fine, c¢’est-a-dire :

e Nombre de points dans I'axe des abscisses : N,, = 126

e Nombre de points dans I’axe des ordonnées : N,, = 50

Pas de la grille dans la direction des abscisses : A,, = 0.1746 mm

Pas de la grille dans la direction des abscisses : A,, = 0.1874 mm

Comparons les résultats obtenus avec les deux grilles :

Grille Gy Grille G

Géomeétrie
finale

Coefficient
de trans- 0.1237 0.1295

mission

Nombre
d’itéra- 41 50
tions

Itération
de 31 44
Ioptimum

Temps de

6h37m 28h26
calcul
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Chapitre 6. Résultats numériques

On remarque que, du point de vue du résultat sur le coefficient de transmission, les
résultats sont similaires. En revanche, du point de vue de la géométrie, on observe que
I’algorithme n’a pas atteint le bord inférieur de I'),;. Néanmoins, cela ne semble pas avoir
beaucoup d’influence sur le coefficient de transmission, et I'allure générale de la solution
est similaire.

La grille G5 étant plus fine, le transport se fait beaucoup plus lentement, ce qui ex-
plique que le nombre d’itérations nécessaire a la convergence est plus important. Si on
rajoute a cela le fait que le calcul de la vitesse est 4 fois plus long, on obtient un temps
de calcul assez prohibitif.

On peut en conclure qu’il n’est pas nécessaire d’avoir une grille de calcul qui soit trop
fine : le calcul ne gagne pas suffisamment en précision pour améliorer la fonction cofit,
et le coiit en terme de temps de calcul est trés grand.

On comprend assez facilement qu’il ne faut pas non plus considérer une grille de cal-
cul qui soit moins fine que le maillage : cela induirait une perte d’informations lors du
passage de la grille au maillage et introduirait des erreurs dans le calcul de la vitesse
numérique.

On choisit donc de continuer a considérer une grille de calcul qui soit de taille similaire
a la taille du maillage sur I'y,;.

2.4.2 Maillage de la zone de relaxation

Lors de nos calculs, nous avons utilisé un maillage de la zone de relaxation qui n’était
pas trés bien conditionné : en effet, le maillage de I';; considéré est plus fin que le maillage
du reste de ’antenne. La découpe des éléments de la zone de relaxation crée donc des
éléments de faible aire, comme on peut le voir ici :

FIGURE 6.18 — Maillage de la zone de relaxation mal conditionné

On va chercher ici a s’assurer que ce mauvais conditionnement, bien que trés localisé,
n’induit pas d’erreur suffisamment importante sur la calcul direct pour influer sur le
résultat de ’algorithme.

On construit donc un nouveau maillage plus homogéne, un peu plus grossier sur I'y; et
plus fin sur la zone de relaxation et I'extérieur :
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FIGURE 6.19 — Maillage de la zone de relaxation bien conditionné

On relance donc 'algorithme & partir de ce nouveau maillage, et on compare les ré-
sultats obtenus avec ceux de ’ancien maillage :

Géomeétrie initiale Géométrie finale

Maillage
1

Coefficient de transmission : 0.6607 | Coefficient de transmission : 0.1237

Maillage
2

Coefficient de transmission : 0.6625 | Coefficient de transmission : 0.1206

On voit que la différence de maillage induit une trés légére différence dans le calcul de
la fonction cotlit pour la géométrie initiale, mais cela n’affecte a priori pas le fonctionne-
ment de I'algorithme. La géométrie finale du nouveau maillage est trés semblable a celle
du premier maillage, et les différences sont principalement des instabilités de bord. Les
coefficients de transmission optimaux sont assez similaires également.

On peut donc faire ’hypothése que le mauvais conditionnement de la zone de relaxation,
di a la stratégie choisie de casser les éléments du maillage a chaque itération, n’a pas
d’influence significative sur le déroulement de ’algorithme et sur son résultat.

3 Optimisation multi-fréquences

3.1 Fonction coiit

Dans beaucoup d’applications, on peut étre intéressé par la minimisation du coeffi-
cient de réflexion sur une bande de fréquences. Dans ces cas-1a, la fonction coiit s’écrit
simplement comme une combinaison linéaire (pondérée ou non) des coefficients de ré-
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flexion de chaque fréquence de la bande :

fmax

Tuf@) = 3wy (T) (6.1)

f=fmin

Ainsi, il en va de méme pour la vitesse de ’équation de transport. L’optimisation multi-
fréquence ne rajoute aucune difficulté théorique, mais elle multiplie le temps de calcul
par le nombre de fréquences considérées.

3.2 Double-patch - résultats

On s’intéresse a 1’élément rayonnant double-patch, que ’on cherche a optimiser sur
la bande de fréquences 9 GHz - 11 GHz. La fonction coiit considérée ici est :

Tg(T) = 32 - J4(D) (6:2)

On choisit 0.5 GHz comme pas en fréquence, et on étudie donc Ny = 5 fréquences.
On obtient les résultats suivants :

Coefficient de

Géométrie ia
réflexion moyen

0.6150
(—4.22 dB)

0.1809
(—14.85 dB)

L’algorithme converge en 28 itérations et atteint son minimum a la 12éme.
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La courbe de convergence est la suivante :

1

— 1

[en NG
I I

coefficient de réflexion (dB)

1 1 1 1
[t [t —_ [t
ot = W [\

| | | |

t t t t

1
—_
D

10 15 20 95 30

)
ot

itération

FIGURE 6.20 — Courbe de convergence : double-patch, optimisation multi-fréquence

Le temps de calcul est de 48h13m.

3.3 Analyse

On lance un calcul direct sur I’élément rayonnant optimisé, en prenant cette fois-ci un
pas en fréquence de 0.1 GHz. On effectue le méme calcul en ’absence de patch supérieur,
ainsi qu’avec le patch initial, et on observe les coefficients de réflexion pour chacune des
fréquences :
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0 -

%\ -10 1 —e— pas de patch supérieur
= 12 —e— patch supérieur initial
2 —e— patch supérieur optimal
S -14
D
=
O
5 .16 1
<5}
<
= -181
g
'S -20 1
£
o —22 1
9}

-24 1

-26 1

-28 1

-30 1

-32

9 9.5 10 10.5 11

fréquence

FIGURE 6.21 — Coefficient de réflexion en fonction de la fréquence pour les trois géomé-
tries d’intérét

On observe tout d’abord que le patch inférieur n’est pas adapté : le coefficient de
réflexion est assez élevé. La fréquence de coupure se situe autour de 10 GHz.
En ajoutant le patch initial rectangulaire, on améliore un peu le coefficient de réflexion,
sans modifier son allure sur la bande de fréquence.
En ajoutant le patch optimal calculé par ’algorithme, on modifie le comportement de
I’élément rayonant. En effet, on remarque que 1’on a généré un deuxiéme pole. Ces poles
se situent autour de 9.7 GHz et 10.6 GHz. On a donc bien réussi, grace au patch supérieur,
a élargir la bande de fréquence de 1’élément rayonnant.

4 Coefficient de réflexion cible : module
De la méme maniére qu’on a cherché a minimiser le module du coefficient de réflexion

précédemment, on peut étre intéressé a chercher a atteindre un coefficient de réflexion
de module fixé.
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4. Coefficient de réflexion cible : module

4.1 Calcul de la dérivée de forme

La fonction cotit correspond & cette problématique est trés proche de la précédente,
puisqu’au lieu d’écrire cette fonction sous la forme

J(T) = |af,

on I’écrit a présent sous la forme

2

20y = (o ~181)" = (70) ~1a1) (63)

ou |0| est le module que 'on cherche & atteindre. Dans ce cas, la dérivée de forme devient
J(T)(0) = 2(J() = |8]). () (6.4)

et la vitesse numeérique pour I’équation de transport devient
vy € Tur, valy) = ~Valy) -nly) = -2(JO) = B} V@) -nw)  (65)

4.2 Guide d’onde - Résultats

Si on fixe comme valeur & atteindre |§| = 0.6 (soit -4.4370 dB) , alors on obtient :

Coefficient de

Géomeétrie i .
réflexion

0.6001
(—4.4355 dB)

L’algorithme converge en 30 itérations et atteint son minimum a la 17éme.
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La courbe de convergence est la suivante :

-20 3
-30
-40
50 +
-60
270 +
~ -80
-90 +
-100 1
-110 1
-120 1
-130 1
-140 1
150 1
-160

(dB)

(1ol = 1o1)

0 5 10 15 20 25 30
itération

FIGURE 6.22 — Courbe de convergence : guide d’onde, minimisation de 'écart a [§| = 0.6

Le temps de calcul est de 4h59m.

4.3 Analyse

En réalité, ce test n’apporte pas grand chose de plus que la minimisation étudiée
précédemment. La dérivée de forme, et donc la vitesse étant quasiment identique, le pro-
bléme est en fait similaire & celui de la minimisation.

Cependant, il est intéressant de noter que contrairement au cas de la minimisation,
on arrive ici a atteindre des valeurs pour la fonction cott trés proches de zéro, ce qui
montre la trés grande précision de l'algorithme qui permet d’atteindre exactement la
valeur voulue pour I'amplitude du coefficient de réflexion.

5 Coefficient de réflexion cible : amplitude et phase

Une autre problématique que ’on peut considérer, cette fois un peu différente de

la précédente, est la minimisation de I’écart du coefficient de réflexion complexe a un
coefficient complexe choisi : il s’agit donc de controler a la fois Pamplitude (module
du coefficient de réflexion, en dB) et la phase (argument du coefficient de réflexion, en
degrés) de 'onde.
On effectue le test uniquement sur le guide d’onde : cela n’aurait pas de sens pour
I’élément rayonnant double-patch, qui est un cas-test de type antennaire. Dans ce cas,
le seul but recherché est de minimiser le coefficient de réflexion et d’élargir la bande de
fréquence.
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5. Coefficient de réflexion cible : amplitude et phase

Le guide d’onde, au contraire, n’est pas a proprement parler une antenne. Chercher a
controler son amplitude et sa phase peut donc avoir un intérét dans certaines applications.

5.1 Calcul de la dérivée de forme

Cette fois-ci, la fonction cotlit nécessite une réécriture. On rappelle que la fonction
coiit initiale s’écrit : .
J(T) = 5@&(/ (B x H) v do)

Si on note ¢ le coefficient de réflexion souhaité, et (E(;, H5) le champ électromagnétique
correspondant, alors la fonction cott a considérer s’exprime sous la forme

J5(I) = %éR(/F ((B-E) x (H-T)) v da) (6.6)

qu’on peut réécrire de maniére équivalente, de la méme maniére que dans la proposition
3.3 du chapitre 3 :

Jy(T) = %m(/r (m—mj) - (v (- 5)) da) (6.7)

Alors, en reprenant le méme raisonnement que dans la proposition 3.3] du chapitre 3, on
écrit la transportée de la fonction cott par le diffeomorphisme Uy :

@@@m%:%%(lJﬁﬁ—mg~@x(F—ﬁnda

-3 (/e(m-(vx3>+m<”<e>-(v><5>+m-<v><.i<”<9>)

[\]

_m.(yxj(s)—m(l)(e)-(lj Xj(;)—mg-(VXj)

—ms - (v xj1(0)) + ms- (v x i;))da) +0(0)

1

=Jﬂv+§%pﬁkmm“V(”XG‘3D

V() - ((m — W) x ,,) da) +o(6)

Ainsi, le probléme adjoint devient pour chaque domaine 7 :

1
—Lilp] + Kila] + B = ((ﬁi—ﬁg,i)xv)ﬂpe
; 1 - (6.8)
Ki[p] + %L;[qi} - SHL = (yx(Ji_Jé,i))npe

Enfin, rappelons que dans le chapitre 4 nous avions montré que, dans la base des éléments
finis de frontiére, la solution du probléme adjoint s’écrivait

P=3aU ou U est solution de [A][J U] = [B (Blr,)]
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Ainsi, en suivant le méme raisonnement, notre nouvel état adjoint s’écrit :
PB=B(a-6U (6.9)

Au final, on voit que la dérivée de forme de la fonction coiit ne change cette fois pas
d’expression. En revanche, c’est I’état adjoint qui va étre différent.

On remarque cependant que I'expression du nouvel état adjoint étant trés similaire a celle
du précédent, il n’est pas nécessaire d’aller modifier, dans le code direct, la résolution du
probléme adjoint. Le changement de fonction coiit n’est donc pas intrusif.

5.2 Résultats
5.2.1 Guide d’onde - Rectangle décentré

On observe les résultats obtenus avec le guide d’onde, en choisissant comme coefficient
de réflexion cible

d=—-0.6+0.47 (amplitude: —2.84 dB et phase : 146.31°)

On notera que cette valeur ne fait pas partie des valeurs prises par le coefficient de ré-
flexion lors de sa maximisation précédemment étudiée. On obtient, comme résultat inital
et optimal :

Géométrie Coefficient de réflexion

—0.1286 + 0.3140:
(amplitude : — 9.39 dB)
(phase : 112.27 °)

—0.6038 + 0.41031
(amplitude : — 2.73 dB)
(phase : 145.80 °)

L’algorithme converge en 45 itérations et atteint son minimum a la 35éme.
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5. Coefficient de réflexion cible : amplitude et phase

La courbe de convergence est la suivante :

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45
itération
FIGURE 6.23 — Courbe de convergence : minimisation de ’écart & 6 = —0.6 + 0.44
Le temps de calcul est de 7ThO6m.

On peut également regarder les courbes de convergence de I’amplitude et de la phase,
prises séparemment :

-60 : : : e , , , , ,
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45

itération

FIGURE 6.24 — Courbe de convergence : amplitude
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itération

FIGURE 6.25 — Courbe de convergence : phase

On remarque que la convergence de la fonction cotit est principalement dictée par la
convergence en amplitude : la convergence en phase est plus monotone et réguliére.

5.2.2 Guide d’onde - Cercle centré

Si on effectue le méme test avec le guide d’onde avec patch initial circulaire centré
)
toujours en choisissant comme coefficient de réflexion cible

0 =-0.6+0.4i (amplitude : — 2.84 dB et phase : 146.31°),
on obtient :

Géomeétrie Coefficient de réflexion

—0.1286 + 0.3140:
(amplitude : — 8.26 dB)
(phase : 114.99 °)

—0.6132 + 0.4321¢
(amplitude : — 2.50 dB)
(phase : 144.83 °)

L’algorithme converge en 45 itérations et atteint son minimum a la 35éme.
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La courbe de convergence est la suivante :

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45
itération

FIGURE 6.26 — Courbe de convergence : minimisation de ’écart & 6 = —0.6 + 0.44

Le temps de calcul est de 6h47m.

5.2.3 Bilan

Les résultats obtenus ici sont trés satisfaisants : on a réussi a atteindre de maniére
trés précise un coefficient de réflexion cible choisi, en controlant a la fois son amplitude
et sa phase.

Ces résultats sont un peu meilleurs dans le cas du premier patch (rectangulaire) que
pour le deuxiéme, montrant encore une fois I'influence de la géométrie initiale.

Les modifications nécessaires a apporter a la fonction coiit initiale sont minimes, puisque
seul I’état adjoint est légérement modifié. Néanmoins, ces résultats rajoutent des pers-
pectives d’applications de la méthode.

6 Conclusion et perspectives

Dans ce chapitre, nous avons présenté les résultats numériques obtenus lors de la
mise en application de I'algorithme d’optimisation de forme développé dans les chapitres
précédents. Les quelques tests effectués nous permettent d’ores et déja de dresser une
liste des enseignements que nous pouvons tirer des résultats obtenus, ainsi que d’esquisser
quelques perspectives d’études pour approfondir et affiner ces résultats.

% Dans un premier temps, faisons un bilan des observations effectuées dans le chapitre:

e Tout d’abord, revenons sur le premier résultat présenté ici, la minimisation du
module du coefficient de transmission pour le guide d’onde. Nous avions observé que,
bien que le résultat obtenu soit trés satisfaisant d’un point de vue de la convergence,
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I’algorithme avait néanmoins échoué a continuer dans une direction qui aurait permis
d’obtenir un meilleur minimum (cf figure [6.12)).

Ce comportement ne répond donc pas entiérement a nos attentes, et bien que nous ne
puissions pas en établir les raisons avec certitude, est certainement lié aux approxima-
tions faites lors du calcul de la vitesse. En effet, il faut rappeler que le calcul des intégrales
singuliéres tel que présenté dans[3.1] est trés approximatif. La simplification effectuée est
imparfaite, mais il s’agit d’un probléme complexe qui ne peut pas étre traité de maniére
simple.

De plus, les singularités des opérateurs calculés ont tendance a générer des instabilités de
bord, qui se traduisent, comme sur les géoméries présentées ici, par des frontiéres de la
forme assez chahutées. Ces instabilités sont traitées par le logiciel de remaillage comme
des contraintes de maillage, et sont donc entretenues, itération aprés itération, et parfois
méme amplifiées par ce processus.

Ce comportement, ainsi que les approximations faites pour le calcul des intégrales sin-
guliéres sont stirement & incriminer dans la stagnation de ’algorithme dans un "mauvais
minimum". Ces raisons ne sont peut-étre pas les seules en cause ici, mais nous donnent
déja une piste d’amélioration.

e Nous avons également regardé I'influence de la géométrie initiale sur le résultat, et

souligné son importance. Ceci est conforme a ce a quoi nous pouvions nous attendre, et ce
pour deux raisons : tout d’abord car le probléme physique posséde un trés grand nombre
de géométries pour lesquelles le coefficient de transmission aura des valeurs faibles et
assez similaires ; ensuite car 1’algorithme utilisé ici est de type gradient, et n’assure donc
une convergence que vers des minima locaux.
Cette étude nous a également permis de soulever un probléme important, celui des chan-
gements de topologie. On a pu voir lors du cas-test a trois composantes connexes qu’un
tel changement était délicat a gérer, ceci étant principalement di a la physique du pro-
bléme. Comme nous 'avons déja mentionné précédemment, la fusion entre deux patchs
métalliques produit un court-circuit et la séparation d’un patch en deux patchs séparés
produit un circuit ouvert. Ces phénoménes étant fortement non linéaires, ils induisent
une trés forte variation de la fonction coiit et sont donc difficiles a gérer pour 'algo-
rithme. On peut imaginer que 'augmentation du nombre de composantes connexes ne
sera pas trés fréquent pour ce genre d’application, ce qui est un peu dommage étant
donné qu’il s’agit 1a d’un avantage particulier des méthodes Level Set.

e Nous avons cherché a étudier I'influence des paramétres de taille du maillage et de
la grille sur les résultatts de ’algorithme. Assez naturellement, nous en avons conclu qu’il
était important d’avoir un pas de grille qui soit & peu prés similaire au pas du maillage
triangulaire, voire légérement plus fin. Si la grille est trop grossiére, on perd en précision,
et si elle est trop fine, on perd en temps de calcul sans pour autant gagner en précision.
Le choix d’une grille de finesse similaire au maillage constitue donc un bon compromis
entre la précision du calcul et sa duré.

e Un des tests les plus importants de ce chapitre était probablement celui de 1’op-
timisation du patch métallique de 1’élément rayonnant sur une bande de fréquences. Il
s’agit d’'une préoccupation industrielle trés intéressante et donc d’une perspective d’ap-
plication directe de l'algorithme. De plus, le résultat obtenu, a savoir la création d’un
deuxiéme pole, ouvre des perspectives trés prometteuses.

174



6. Conclusion et perspectives

e Enfin, les résultats obtenus lors du contréle simultané de 'amplitude et de la
phase du signal réfléchi sont également trés intéressants. Une simple modification dans
le calcul de I’état adjoint nous permet de considérer une fonction coiit au champ applicatif
différent de la premiére.

% Au vu des résultats obtenus et des observations qui en ont découlé, nous pouvons
citer quelques directions qu’il serait intéressant d’explorer afin d’approfondir cette étude :

e Tous ces tests nous donnent des résultats intéressants a étudier. Néanmoins,
il aurait été intéressant d’en faire en plus grande quantité, par exemple avec d’autres
cas-tests, d’autres topologies, d’autres valeurs a atteindre, des bandes de fréquence plus
larges, etc. Ceci n’a pas été possible du fait du temps de calcul nécessaire qui est rédhibi-
toire. Il serait donc intéressant d’optimiser le code, par exemple en parallélisant le calcul
de la vitesse, et d’utiliser des ressources de calcul plus importantes, afin de multiplier les
tests et d’exploiter ainsi des résultats plus nombreux.

e Comme nous l'avons souligné précédemment, la gestion des intégrales singuliéres
a été faite de maniére assez peu précise. Afin d’évaluer l'influence de I'erreur commise,
il faudrait utiliser une méthode plus élaborée de gestion des noyaux singuliers. On peut
citer, par exemple, les travaux de Nicolas Salles dans sa thése [Sall3] qui donnent d’ex-
cellents résultats.

e De la méme maniére, la méthode utilisée pourrait le remaillage pour étre améliorée.
Par exemple, on pourrait imaginer une méthode capable de lisser les irrégularités du bord
au lieu de les raffiner.

e Toujours sur le plan numérique, il faut souligner qu'une erreur est commise lors
des passages successifs entre la grille et le maillage. Ces interpolations pourraient étre
évitées en résolvant I’équation de transport directement sur le maillage triangulaire (voir
par exemple [BDF12| pour une utilisation de la méthode des caractéristiques a cet effet).

e D’un point de vue des champs d’application de la méthode, il est évidemment
primordial de chercher a traiter des cas plus industriels. Par exemple, un élément rayon-
nant comme le double-patch n’a d’intérét qu’a l'intérieur d’un réseau. [L’adaptation de
la méthode aux antennes réseaux ne présente pas de difficulté insurmontable, puisque le
seul changement qui intervient au niveau du calcul est celui de la fonction de Green, qui
sera légérement modifiée afin de prendre en compte la périodicité.

e Enfin, dans la méme idée d’industrialisation de la méthode, il serait intéressant
d’étudier des fonctions coiit différentes, telle que par exemple le maintien du diagramme
de rayonnement de l’antenne en-dessous d’un certain gabarit, défini comme ’énergie
émise en chaque point de I’espace.
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