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Résumé

Cette thèse vise à mettre en pla
e une méthode de 
al
ul automatique de forme optimale

pour les antennes, par modi�
ation de la forme des motifs métalliques 
onstituant les

éléments rayonnants d'une antenne.

La première partie propose un état de l'art des deux prin
ipales thématiques de 
ette

thèse. Le 
hapitre 1 présente la simulation éle
tromagnétique des antennes, basée sur la

méthode des équations intégrales et résolue par éléments �nis de frontière. Le 
hapitre

2 présente l'algorithme d'optimisation de forme utilisé, qui 
ouple une analyse de sensi-

bilité ave
 la méthode Level Set pour l'évolution de la géométrie.

La deuxième partie s'intéresse à l'appli
ation de 
et algorithme d'optimisation au pro-

blème qui a motivé 
ette thèse, à savoir le 
al
ul de la forme optimale d'un motif mé-

tallique sur un élément rayonnant. Le 
al
ul des 
hamps éle
triques et magnétiques est

e�e
tué par la méthode des équations intégrales, qui renvoie notamment l'observable à

minimiser : le 
oe�
ient de ré�exion de l'antenne. Les 
hapitres 3 et 4 présentent les

aspe
ts théoriques de 
e travail, dans le domaine 
ontinu et le domaine dis
ret respe
ti-

vement.

La troisième partie explique la mise en ÷uvre numérique des résultats établis théorique-

ment dans la partie 2. Le 
hapitre 5 dé
rit la bou
le globale de l'algorithme d'optimisation

de forme. Les résultats obtenus par 
et algorithme sont présentés dans le 
hapitre 6 :

ils s'appuient sur plusieurs éléments rayonnants dont la forme de la métallisation évolue

a�n d'optimiser le 
oe�
ient de ré�exion ainsi que d'autres 
ritères dérivés.

Abstra
t

This thesis aims at establishing a method whi
h 
omputes automati
ally the optimal

design of an antenna, by modifying the shape of metalli
 patterns 
onstituting the ra-

diating elements of an antenna.

In the �rst part is proposed a state of the art of the two main topi
s of this thesis.

The ele
tromagneti
 simulation of antennas based on the integral equations method and

solved by the boundary elements method is presented in Chapter 1. Chapter 2 presents

the utilized shape optimization algorithm, whi
h 
ombines a sensitivity analysis and the

Level Set method for tra
king the evolution of the geometry.

The se
ond part deals with the appli
ation of this optimization algorithm to the problem

that motivated this thesis, namely 
omputing the optimal shape of a metalli
 pattern

on a radiating element. The ele
tri
 and magneti
 �elds 
omputation is performed by

the integral equation method whi
h returns, among others, the observable to minimize:

the re�e
tion 
oe�
ient. Chapters 3 and 4 present the theoreti
al aspe
ts of this work,

in the 
ontinuous domain and the dis
rete domain respe
tively.

In part 3 is explained the numeri
al implementation of the theoreti
al results established

in part 2. Chapter 5 addresses the global loop of the shape optimization algorithm. The

numeri
al results obtained by this algorithm are set out in 
hapter 6: they are based on

several radiating elements whose shape of the metallization evolves in order to optimize

the re�e
tion 
oe�
ient as well as other derived 
riteria.
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Introdu
tion

Durant les dernières dé
ennies, la simulation numérique a pris une pla
e de plus en

plus importante dans le monde industriel, jusqu'à devenir un outil indispensable. Dans

le passé, le pro
essus de design industriel passait né
essairement par la fabri
ation d'une

maquette sur laquelle on e�e
tuait des mesures, à la suite desquelles on dé�nissait les

mesures 
orre
tives à appliquer avant de fabriquer une nouvelle maquette, et ainsi de

suite jusqu'à satisfa
tion des spé
i�
ations et fabri
ation du premier prototype.

L'apparition de la simulation numérique a bouleversé 
e pro
essus : le prototype est rem-

pla
é par une maquette virtuelle, la mesure est rempla
ée par des 
al
uls numériques,

et les mesures 
orre
tives sont ainsi appliquées dire
tement au modèle numérique, et

ainsi de suite, en
ore une fois, jusqu'à satisfa
tion des spé
i�
ations. Une fois le design


orrespondant à 
es spé
i�
ations 
al
ulé, on peut 
onstruire le prototype �nal.

Le gain en terme de 
oût et de temps de fabri
ation est immense. L'augmentation 
onti-

nue de la puissan
e des ordinateurs, 
ouplée au développement de méthodes d'analyse

mathématique avan
ées ont permis d'améliorer grandement les 
al
uls. Aujourd'hui, on

est 
apable d'e�e
tuer en quelques heures des simulations qui, il y a quelques années à

peine, auraient pris des siè
les ; et d'aboutir à des designs qui n'auraient pas été imaginés

avant l'apparition de la simulation numérique.

Ces nouvelles méthodes d'analyse � où le design est �gé par l'utilisateur � sont bien

an
rées dans le paysage industriel. L'heure est désormais au développement de méthodes

pour la synthèse du design : le 
ode de 
al
ul a la possibilité de modi�er les paramètres de


on
eption. En e�et, la 
omplexi�
ation des 
ontraintes industrielles rend la 
on
eption

plus déli
ate : l'utilisation d'une heuristique parfois intuitive, même 
ouplée à d'ex
el-

lents moyens de modélisation et de simulation, ne su�t parfois pas à proposer un produit


onforme à toutes les exigen
es. Les mesures 
orre
tives à appliquer sont alors di�
iles

à dé�nir, et le design �nal di�
ile à imaginer.

Dès lors, on voit apparaître l'intérêt pour une nouvelle 
lasse de méthodes numériques

qui, s'appuyant sur les méthodes de simulation déjà existantes, ont pour but le 
al
ul

du design optimal, 
'est-à-dire réalisant toutes les exigen
es. Si un algorithme est 
a-

pable de 
al
uler une géométrie optimale non intuitive pour un ingénieur, ou de réaliser

des analyses de toléran
e automatiques sur un grand nombre de paramètres, alors on

a en
ore augmenté l'e�
a
ité du re
ours à la simulation en automatisant la dé�nition

des mesures 
orre
tives et en 
al
ulant, sans intervention humaine, un design satisfaisant

aux spé
i�
ations.
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Obje
tif de la thèse

Les travaux e�e
tués dans 
ette thèse s'ins
rivent dans la problématique de 
on
ep-

tion optimale présentée 
i-dessus.

Plus spe
i�quement, on s'intéresse à la 
on
eption d'antennes, telles que l'on peut en

trouver dans les radars : l'antenne est alors l'interfa
e entre l'espa
e libre où 
ir
ulent

les ondes éle
tromagnétiques et le système radar qui traite les informations reçues. L'an-

tenne jouant un r�le primordial dans les performan
es du système radar, sa 
on
eption

est soumise à de nombreuses 
ontraintes en terme de performan
es mais également de

poids, de taille, de bande de fréquen
e, et
.

En
ore plus spé
i�quement, on s'intéresse i
i aux propriétés d'émission d'une antenne

réseau, 
'est-à-dire 
omposée d'un 
ertain nombre de modules élémentaires appelés élé-

ments rayonnants qui sont alimentés par un ensemble de dispositifs éle
troniques agissant

sur les 
ara
téristiques (forme, polarisation, dire
tion...) de l'onde formée. Le fon
tion-

nement d'une antenne sera détaillé au 
hapitre 1.

D
éc

o
m

p
o

si
ti

o
n

-

A
m

p
li

fi
ca

ti
o

n
-

fi
lt

ra
g

e

R
és

ea
u

d
e

p
o

la
ri

sa
ti

o
n

Sources Ligne de transmission

Éléments rayonnants

PS

PS

PS

PA

PA

PA

PR

PR

PR

Antenne

Figure 1 � S
héma simpli�é de la transmission d'un signal d'une sour
e à l'espa
e libre

via une antenne réseau

Dans 
ette thèse, nous allons nous intéresser à la forme de 
es éléments rayonnants

unitaires, et en parti
ulier aux éléments rayonnants de type pat
h. Ce type d'élément

rayonnant, quelque soit sa géométrie, possède toujours à sa surfa
e une zone métallisée,

appelée pat
h métallique, qui va 
réer le 
ouplage entre l'onde dans le guide, qui permet

la transmission de 
ette dernière à l'antenne, et l'espa
e libre. Nous allons 
her
her, dans


es travaux, à optimiser la forme de 
e pat
h métallique.

Pour les besoins de la thèse, on se limitera au 
as d'un élément rayonnant pris en espa
e

libre, et non pas en réseau �ni, a�n de simpli�er les é
ritures mathématiques. L'exten-

sion au 
as des réseaux n'est pas traitée i
i, mais ne pose pas de problème théorique

supplémentaire.
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Figure 2 � Exemple d'élément rayonnant ave
 un substrat diéle
trique (en vert) par-

tiellement métallisé (en rouge)

La forme de 
ette métallisation va dire
tement in�uer sur les 
ara
téristiques du


hamp éle
tromagnétique rayonné, 
e qui nous amène à la question prin
ipale lors de la

dé�nition d'un problème d'optimisation : quel est le 
ritère que l'on veut réaliser ?

Lors de l'émission de l'onde, l'antenne va transmettre une 
ertaine quantité d'énergie

dans l'espa
e libre. Cette quantité dépend des paramètres géométriques et physiques :

design géométrique, matériaux, fréquen
e, polarisation,... En fon
tion de 
es paramètres,

une partie de 
ette énergie est toujours ré�é
hie vers l'alimentation de l'antenne.

Dans la bande de fréquen
e de fon
tionnement de l'antenne, minimiser 
ette quantité

d'énergie ré�é
hie revient à augmenter la portée de l'antenne ou à diminuer la puissan
e

né
essaire à son fon
tionnement. Cela revient don
 aussi à améliorer les performan
es

du radar.

Ainsi, nous allons dans nos travaux 
her
her à minimiser la quantité d'énergie ré�é
hie

dans l'antenne. Il ne s'agit pas de la seule quantité intéressante à minimiser, mais nous

nous y restreindrons a�n de tester la faisabilité de nos méthodes, l'optimisation d'autres


ritères ne posant pas de di�
ultés théoriques ou pratiques supplémentaires.

Organisation de 
e mémoire

Ce manus
rit se divise en six 
hapitres, regroupés dans trois parties. Nous présentons

i
i brièvement le 
ontenu de 
ha
un de 
es 
hapitres, de manière très formelle.

Partie I : État de l'art

Chapitre 1 : Équations intégrales de frontière en éle
tromagné-

tisme

Le premier 
hapitre, bibliographique, présente le problème de la di�ra
tion d'une

onde éle
tromagnétique par un obsta
le.

On 
ommen
e par rappeler les équations de Maxwell, qui régissent la propagation d'un
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hamp éle
tromagnétique (E,H) dans un milieu isotrope de R
3
, de permittivité diéle
-

trique ε et de perméabilité magnétique µ. Les équations de Maxwell sous forme harmo-

nique s'é
rivent : {

∇×E− iωµ0H = 0

∇×H+ iωε0E = 0

En réé
rivant 
es équations, on se ramène à une équation d'Helmholtz, dont on 
onnaît

la solution élémentaire g. Cela nous amène à la dé�nition du noyau de Green, qui nous

sera utile par la suite :

G(x, y) = g(x− y) =
eik|x−y|

4π|x− y| ∀ x, y ∈ R
3

En utilisant la solution élémentaire de l'équation d'Helmholtz, on peut é
rire la solution

des équations de Maxwell dans le vide.

A�n de résoudre le problème de la di�ra
tion d'une onde par un obsta
le, on intro-

duit la formule des sauts, qui, parti
ularisée pour le rotationnel d'un 
hamp de ve
teur

A, s'é
rit :

∇× {A} = {∇ ×A}+ s
([

A× n
])

où s est la distribution de simple 
ou
he.

On introduit ensuite un 
ertain nombre d'outils de géométrie di�érentielle qui nous per-

mettent de dé�nir les opérateurs gradient tangentiel ∇Γ et divergen
e surfa
ique divΓ.

Nous introduisons également les espa
es fon
tionnels H(rot,Γ) et H
− 1

2
div

(Γ) qui serviront
de 
adre à 
ette étude, ainsi que quelques informations sur la valeur prin
ipale de Cau
hy

et la partie �nie d'Hadamard qui nous permettront de dé�nir les intégrales singulières

et hypersingulières qui interviendront dans les équations.

Nous arrivons ensuite au point le plus important du 
hapitre : la représentation intégrale

de la solution du problème de di�ra
tion d'une onde par un objet. Celle-
i est obtenue

à partir de la solution des équations de Maxwell dans R
3
et la formule des sauts, et

s'applique aux in
onnues que sont les 
ourants éle
triques et magnétiques (j,m) dé�nis

omme les tra
es tangentielles des 
hamps sur la surfa
e Γ de l'objet :







j = n×H

m = E× n

La formule de représentation intégrale s'é
rit alors, ∀ x ∈ R
3 \ Γ :







E(x) = Ein
(x) +
(
Lj
)
(x)−

(
Km

)
(x)

H(x) = Hin
(x) +
(
Kj
)
(x) +

ε

µ

(
Lm

)
(x)

où les opérateurs intégraux L et K s'expriment de la manière suivante :







(
LX
)
(x) =

i

ωε
∇
∫

Γ

G(x, y)∇Γ ·X(y)dΓ(y) + iωµ

∫

Γ

G(x, y)X(y)dΓ(y) x ∈ R
3 \ Γ

(
KX

)
(x) =

∫

Γ

∇xG(x, y)×X(y)dΓ(y) x ∈ R
3 \ Γ
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En dé�nissant les tra
es L et K sur Γ de 
es opérateurs, on peut é
rire les équations

intégrales appelées EFIE et MFIE ∀ x ∈ Γ:

1

2
E±

T (x) = Ein


T (x) +
(
Lj
)
(x)−

(
Km

)
(x)

1

2
H±

T (x) = Hin


T (x) +
(
Kj
)
(x) +

ε

µ

(
Lm

)
(x)

On présente ensuite la méthode de résolution numérique de 
es équations intégrales que

nous utiliserons, la méthode des éléments �nis de frontière. Elle se base sur les éléments

�nis de Raviart-Thomas, dont les fon
tions de base s'é
rivent, pour un élément K du

maillage :

∀l = 1, .., 3, Bl,K(x) =
1

2|K|
(
r(x)− rl−1

)
pour x ∈ K

où r(x) est le rayon ve
teur du point x. Les 
ourants surfa
iques s'é
rivent alors dans

ette base :

j|K = λ1,KB1,K + λ2,KB2,K + λ3,KB3,K

où les degrés de liberté globaux λl,K sont les �ux sortants de K à travers 
haque arête :

λl,K =

∫

K ′

l

j · ν lds

En�n, nous terminons le 
hapitre par quelques informations générales 
on
ernant les

antennes, dont les prin
ipales ont déja été introduites dans les obje
tifs de la thèse.

Nous introduisons également quelques 
ara
téristiques des guides d'onde, en parti
ulier

les trois 
atégories de modes de propagation de l'onde : les modes TE, TM et TEM.

En�n, nous présentons brièvement le 
ode de 
al
ul industriel Antenna Design, qui résout

les équations de Maxwell sous forme intégrale par la méthode des éléments �nis de

frontière, et que nous utiliserons dans les simulations numériques présentées au 
hapitre

6.

Chapitre 2 : Optimisation de forme par méthode Level Set

Ce deuxième 
hapitre, également bibliographique, présente la méthode d'optimisa-

tion de forme que nous utiliserons dans 
ette thèse : la méthode Level Set.

Après avoir e�e
tué un rapide tour d'horizon des méthodes de suivi d'interfa
e exis-

tantes, on se 
on
entre sur 
elle qui nous intéresse parti
ulièrement, la méthode Level

Set. Elle se base sur la représentation impli
ite d'un domaine Ω ∈ R
d
à l'aide d'une

fon
tion auxiliaire φ : Rd → R appelée fon
tion Level Set :







φ(x) < 0 si x ∈ Ω
φ(x) = 0 si x ∈ Γ = ∂Ω
φ(x) > 0 si x ∈ cΩ

Cette fon
tion va nous permettre de dé
rire l'évolution de la frontière Γ de Ω au 
ours du

temps, puisque 
ette frontière est déterminée, à 
haque instant t, 
omme étant l'ensemble

des points pour lesquels la fon
tion Level Set φ est nulle.

Ainsi, si l'on introduit le ve
teur vitesse V(t, x) = v(t, x)n(t, x), qui est le 
hamp de
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ve
teurs dirigé suivant la normale à Γ di
tant le mouvement de la frontière, on trouve

que l'évolution de la frontière est régie par une équation d'Hamilton-Ja
obi dont la

solution est la fon
tion Level Set 
orrespondante :

∀(x, t) ∈ Rd × [0, T ],
∂φ

∂t
(t, x) + v(t, x)|∇φ(t, x)| = 0

Cette équation est résolue sur une grille 
artésienne par un s
héma aux di�éren
es �nies

d'ordre 2. Cette résolution né
essite l'initialisation de la fon
tion Level Set φ, que l'on

va 
her
her à être le plus pro
he possible de la fon
tion distan
e signée.

Nous présentons ensuite le problème d'optimisation de forme, qui se dé�nit 
omme la

re
her
he de la forme optimale d'un domaine Ω parmi un ensemble de formes admissibles

et qui minimise un 
ritère appelé fon
tion 
oût.

A�n de 
al
uler les variations de la fon
tion 
oût par rapport à la forme, nous devons

dé�nir un 
adre pour les perturbations de la forme. La méthode que nous utilisons est

la méthode de variation de frontière d'Hadamard qui permet d'e�e
tuer une analyse de

sensibilité de la fon
tion 
oût J lorsque l'on perturbe la frontière de Ω.
On introduit pour 
ela un 
hamp de ve
teur θ et on 
onsidère les déformées de Ω par le


hamp θ :

Ωθ =
{

x+ θ(x), x ∈ Ω
}

Ce 
adre nous permet d'introduite la notion de di�érentiation par rapport au domaine.

On dé�nit la dérivée de forme de J par rapport à Ω 
omme la dérivée de Fré
het en

θ = 0 de la fon
tion θ 7→ J
(
(I + θ)(Ω)

)
et on a le développement asymptotique suivant :

J
(
I + θ)(Ω)

)
= J(Ω) + J ′(Ω)(θ) + o(θ) ave
 lim

θ→0

|o(θ)|
‖θ‖ = 0

Nous présentons ensuite quelques formules et propriétés utiles sur les dérivées d'inté-

grales, ainsi que les notions de dérivées lagrangiennes et eulériennes et d'état adjoint.

Ces notions vont nous permettre d'énon
er la proposition donnant la dérivée de forme

d'une intégrale dont l'intégrande est une fon
tion dépendant du domaine, solution d'une

équation aux dérivées partielles.

Les propriétés des dérivées d'intégrales nous apprennent que la dérivée de forme ne dé-

pend que de la 
omposante normale de la déformation du domaine. Au �nal, la dérivée

de forme peut s'é
rire de la manière suivante :

J ′(Ω)(θ) =

∫

Γ

vΩ(θ · n)ds

où le 
hamp s
alaire vΩ, que l'on sait 
al
uler, dépend de l'état et de l'état adjoint.

Cette expression nous donne une dire
tion de des
ente naturelle : θ = −vΩ n puisque

pour t un pas de des
ente su�samment petit, on peut é
rire :

J(Ωθ) = J(Ω)− t

∫

Γ

v2Ω ds+ o(t) < J(Ω)

La fon
tion 
oût est bien dé
roissante pour 
ette dire
tion.

Ainsi, si l'on 
ouple 
e 
al
ul de dérivée de forme et de dire
tion de des
ente ave
 la
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méthode Level Set, on obtient un algorithme e�
a
e d'optimisation de forme qui permet

une évolution de frontière libre. À 
haque itération k du pro
essus, on 
al
ule la dire
-

tion de des
ente θk par la méthode d'Hadamard et on utilise sa 
omposante normale

vΩk = θk · n pour résoudre l'équation d'Hamilton-Ja
obi :







∂φ

∂t
− vΩk |∇φ| = 0

φ(t = 0, .) = φk

Partie II : Optimisation de forme pour l'éle
tromagné-

tisme

Chapitre 3 : Le problème d'optimisation de forme

Le 
hapitre 3 présente la réponse proposée au problème présenté au début de 
ette

introdu
tion, à savoir l'appli
ation de la méthode d'optimisation de forme par Level Set

au problème de di�ra
tion éle
tromagnétique résolu par équations intégrales.

Dans un premier temps, on rappelle le 
ontexte et la problématique. Le pat
h métallique

dont nous souhaitons optimiser la forme est s
hématisé sur la �gure suivante :

γ

ΓM,1

ΓM,2

Γe

Figure 3 � S
héma global d'un pat
h métallique sur un élément rayonnant où la surfa
e

ha
hurée est notée ΓM = ΓM,1 ∪ ΓM,2 et la frontière du pat
h γ = ΓM,1 ∩ ΓM,2

La fon
tion Level Set asso
iée à 
e problème est don
 dé�nie de la manière suivante :







φ(x) < 0 si x ∈ ΓM,1

φ(x) = 0 si x ∈ γ
φ(x) > 0 si x ∈ ΓM,2

On rappelle que la fon
tion 
oût à minimiser est i
i la quantité d'énergie ré�é
hie dans

l'antenne. Elle peut également s'é
rire 
omme le �ux du ve
teur de Poynting du 
hamp

di�ra
té à travers une se
tion du guide d'onde, soit :

J(Γ) =
1

2
ℜ
(∫

Γe

(

Edi� ×Hdi�

)

· ν dσ

)

=
1

2
ℜ
(∫

Γe

m ·
(
ν × j

)
dσ

)
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On applique ensuite la méthode d'analyse de sensibilité présentée au 
hapitre pré
édent

à la fon
tion 
oût, et don
 aux grandeurs physiques qui y interviennent. On note les

dérivées de forme de la manière suivante :

j(Γθ, x+ θ(x)) = j(Γ, x) + j(1)(θ, x) + o(θ)

m(Γθ, x+ θ(x)) = m(Γ, x) +m(1)(θ, x) + o(θ)

La dérivée de forme de la fon
tion 
oût s'é
rit don
, dans un premier temps :

J ′(Γ)(θ) =
1

2
ℜ
(∫

Γe

(

m(1)(θ) ·
(
ν × j

)
+ j(1)(θ) ·

(
m× ν

))

dσ

)

L'introdu
tion d'un problème adjoint, et sa solution, appelée état adjoint et notée (p,q),
nous permet la reformulation de 
ette dérivée de forme, qui devient :

J ′(Γ)(θ) =
1

2
ℜ
(

2∑

i=1

[ ∫

Γi

(

L
(1)
i (θ)

[
ji
]
−K

(1)
i (θ)

[
mi

])

· pidσ

+

∫

Γi

(

−K
(1)
i (θ)

[
ji
]
− εi
µi

L
(1)
i (θ)

[
mi

])

· qidσ

])

où i est l'indi
e des di�érents domaines diéle
triques 
omposant l'antenne et L
(1)
i (θ) et

K
(1)
i (θ) sont les dérivées des opérateurs intégraux intervenant dans les équations inté-

grales.

Le 
al
ul de 
es opérateurs intégraux est ensuite e�e
tué, en dérivant tous leurs termes


onstitutifs (notamment les opérateurs di�érentiels) et en appliquant les règles de déri-

vation d'intégrales. Ces 
al
uls aboutissent à une troisième expression pour la dérivée de

forme de la fon
tion 
oût.

En�n, nous reformulons les expressions des opérateurs intégraux a�n d'obtenir une dé-

rivée de forme ayant la stru
ture souhaitée pour y appliquer la méthode Level Set, à

savoir :

J ′(Γ)(θ) =

∫

ΓM

V(y) · θ(y)dσ(y)

Une fois 
es 
al
uls e�e
tués, on obtient bien une dernière expression de la dérivée de

forme que l'on pourra exploiter :

J ′(Γ)(θ) =

∫

ΓM

(
1

2
ℜ
( 2∑

i=1

ri
[
Γ, j,m,p,q

]
(y)
))

· θ(y) dσ(y)

où le terme dans l'intégrande, lui-même 
onstitué d'une somme d'intégrales sur la totalité

de la surfa
e, sera présenté dans la proposition �nale du 
hapitre.

Chapitre 4 : Dis
rétisation par éléments �nis de frontière

Le 
hapitre 4 présente l'appli
ation numérique des résultats théoriques présentés au


hapitre 3.

Dans un premier temps, on revient sur l'implémentation de la résolution du problème
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adjoint. Notons qu'il s'agit de la seule étape de 
al
ul qui soit intrusive, 
'est-à-dire qui

né
essite de modi�er le 
ode de 
al
ul Antenna Design.

On s'appuie pour 
ela sur la forme parti
ulière des 
hamps et des 
ourants dans un guide

d'onde, à savoir leur dé
omposition dans la base des modes.

Si on note βmi
, ∀ mi = 1, ..., nm les 
oe�
ients de la dé
omposition du 
hamp in
ident

dans 
ette base, αmimr
, ∀ mi = 1, ..., nm, ∀ mr = 1, ..., nm les 
omposantes de la ma-

tri
e S des 
oe�
ients de ré�exion et de transmission entre le mode mi et le mode mr

et Emi
,Hmi

∀ mi = 1, ..., nm 
es modes, alors les 
hamps admettent la dé
omposition

suivante :

∀ x ∈ Γe, E(x) =

nm∑

mi

nm∑

mr

βmi
αmimr

Emr
(x) et H(x) =

nm∑

mi

nm∑

mr

βmi
αmimr

Hmr
(x)

Grâ
e à 
ette dé
omposition, on peut réé
rire le se
ond membre du problème dire
t, noté

bD, sur la se
tion Γe du guide 
omme une somme de se
onds membres par mode :

bD1Γe
=

nm∑

mi

βmi
bmi

et de même pour le se
ond membre du problème adjoint :

bA =
nm∑

mi

nm∑

mr

βmi
αmimr

bmr

D'un point de vue matri
iel, si on 
onsidère une propagation monomodale, 
ela revient

tout simplement à résoudre le système

[
A
][
J U ] =

[
B
(
B1Γe

)]

et à re
onstruire le ve
teur état adjoint de la manière suivante :

P = β αU

Le 
al
ul des termes 
onstitutifs de la dérivée de forme se fait a posteriori, à partir des

in
onnues 
al
ulées numériquement sur le maillage, à partir de trois formules indispen-

sables :

• la dé
omposition des intégrales sur le maillage :

∀ y ∈ Γ,

∫

Γ

f(x, y)dσ(x) =
∑

K∈Γh

∫

K

f(x, y)dσK(x)

• la formule de quadrature de Gauss :

∀ y ∈ Γ, ∀ K ∈ Γh,

∫

K

f(x, y)dσK(x) ≈ |K|
NG∑

s=1

ωsf |K(xs, y)

où NG est le nombre de points de Gauss 
onsidérés, xs leurs 
oordonnées et ωs les poids

qui y sont asso
iés ;

• la formule d'interpolation des in
onnues en tout point du maillage, à partir des

fon
tions de base et des degrés de liberté :

j|K(x) =
3∑

l=1

λl,KBl,K(x)
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Après reformulation d'un terme hypersingulier, on a don
 à notre disposition une expres-

sion dis
rétisée de la dérivée de forme de la fon
tion 
oût. Les termes qui la 
onstituent

étant pour la plupart singuliers, on dé�nit une stratégie qui nous permet d'appro
her


es intégrales singulières :

• Pour le terme d'auto-in�uen
e (intégrale double sur le même élément), on e�e
tue

une approximation de 
es intégrales en annulant la partie singulière ;

• On alterne les formules de Gauss, et don
 les 
oordonnées des points de Gauss. Ainsi,
on minimise l'in�uen
e des intégrales singulières sur le 
al
ul de la dérivée de forme de

la fon
tion 
oût.

Partie III : Mise en ÷uvre numérique et résultats

Chapitre 5 : Algorithme numérique

Le 
hapitre 5 présente la mise en ÷uvre numérique de la méthode d'optimisation et

l'algorithme utilisé.

On 
ommen
e par rappeler le 
ontexte, à savoir que l'on a en notre possession une déri-

vée de forme du type

J ′(Γ)(θ) =

∫

ΓM

V(y) · θ(y)dσ(y)

et que l'on doit résoudre l'équation d'Hamilton-Ja
obi ave
 
omme terme de vitesse

v(y) = −V(y) · n(y) ∀ y ∈ ΓM

Cette équation sera résolue sur une grille 
artésienne �xe, 
e qui va né
essiter des passages

su

essifs du maillage (où sont 
al
ulés les 
ourants) à la grille (où sera 
al
ulée la vitesse).

Ce passage sera e�e
tué par lo
alisation de 
haque point de la grille dans les éléments

du maillage.

La normale à la frontière ΓM est quant à elle 
al
ulée à partir de la fon
tion Level Set, à

l'aide d'un s
héma numérique de type di�éren
es �nies, et la vitesse �nale est régularisée

par une méthode basée sur l'opérateur Lapla
ien.

Une des di�
ultés numériques qui se pose est 
elle de l'initialisation de la fon
tion Level

Set. Comme expliqué dans le 
hapitre 2, on va 
her
her à se rappro
her le plus possible

de la fon
tion distan
e signée, en 
al
ulant le plus pré
isemment possible la distan
e de


haque point de la grille aux arêtes du maillage délimitant le pat
h métallique. Pour un

pat
h métallique re
tangulaire, on obtient l'initialisation suivante :

Maillage initial Level-Set après initialisation

Figure 4 � Initialisation de la fon
tion Level-Set
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Nous présentons ensuite la stratégie utilisée pour faire évoluer, au �l des itérations,

la géométrie du pat
h. Cette stratégie repose sur deux étapes prin
ipales :

� le remaillage de ΓM suivant la nouvelle fon
tion Level Set 
al
ulée après résolu-

tion de l'équation d'Hamilton-Ja
obi par interpolation de 
ette nouvelle Level Set

sur l'an
ien maillage, dé
oupage de l'an
ien maillage et génération d'un nouveau

maillage ;

� le maintien de la 
onformité de 
e nouveau maillage ave
 le reste du maillage par

remaillage d'une zone tampon entre les deux, appelée zone de relaxation.

En�n, nous présentons s
hématiquement l'algorithme d'optimisation qui a été implé-

menté et qui prend en 
ompte les étapes d'initialisation, de 
al
ul de la vitesse, de

résolution de l'équation d'Hamilton-Ja
obi, de remaillage et de 
al
ul dire
t. Nous reve-

nons également sur le 
hoix de 
ritère d'arrêt e�e
tué, qui est un 
ritère de stagnation

de la solution.

Chapitre 6 : Résultats numériques

Le 
hapitre 6 présente les résultats numériques obtenus lors de l'appli
ation de l'al-

gorithme à quelques 
as-tests.

Dans un premier temps, nous présentons les deux 
as-tests 
onsidérés :

� un guide d'onde re
tangulaire, dont l'embou
hure est partiellement métallisée,

� un élément rayonnant 
onstitué de deux blo
s diélé
triques partiellement métal-

lisés.

Pour 
ha
un de 
es 
as-tests, on 
onsidèrera plusieurs géométries initiales pour le pat
h

métallique à optimiser.

On étudie ensuite les résultats obtenus par l'algorithme. Nous 
iterons i
i un exemple de

résultat obtenu, 
elui de l'optimisation du 
oe�
ient de ré�exion pour le guide d'onde :
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Figure 5 � Courbe de 
onvergen
e de la fon
tion 
oût : guide d'onde
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Nous revenons également sur l'in�uen
e de la géométrie initiale du pat
h métal-

lique, qui s'avère très importante puisque beau
oup de géométries ont des 
oe�
ients

de ré�exion similaires, et l'algorithme, de type gradient, ne peut 
onverger que vers un

minimum lo
al.

Nous étudions également l'in�uen
e de 
ertains paramètres numériques, tels que la taille

de la grille 
artésienne et la qualité du maillage de la zone de relaxation.

Dans le 
as du 
as-test élément rayonnant, il est intéressant de regarder les résultats

obtenus lorsque l'on veut optimiser la forme du pat
h sur une bande de fréquen
e. Les

résultats obtenus i
i sont très satisfaisants, puisque l'algorithme 
onverge vers une forme

optimale nous permettant d'élargir la bande de fontionnement.

Pour le 
as-test guide d'onde, on 
her
he après 
ela à atteindre un 
oe�
ient de ré-

�exion 
ible, plut�t que de le minimiser. Dans un premier temps, on vise un 
oe�
ient

de ré�exion au module �xé, 
e qui se rappro
he beau
oup de la minimisation du module.

Dans un se
ond temps, on 
her
he à atteindre un 
oe�
ient de ré�exion 
omplexe, 
'est-

à-dire que l'on veut 
ontr�ler à la fois l'amplitude et la phase du 
oe�
ient. Cela né
essite

une adaptation de la fon
tion 
oût qui se traduit par une modi�
ation de l'état adjoint :

P2 = β
(
α− δ

)
U (0.1)

où U est le ve
teur solution 
al
ulé 
omme présenté dans le 
hapitre 4 et δ est le 
oe�
ient

de ré�exion 
ible.

Dans les deux 
as, les résultats obtenus sont également satisfaisants et nous permettent

d'atteindre très pré
isemment le 
oe�
ient de ré�exion 
ible. Par exemple, pour le guide

d'onde, ave
 
ontr�le de l'amplitude et de la phase :
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Figure 6 � Courbe de 
onvergen
e : minimisation de l'é
art à δ = −0.6 + 0.4i

Nous 
on
luons le 
hapitre � et par-là même la thèse � par un bilan du 
omportement

de l'algorithme et des résultats obtenus, ainsi que par un 
ertain nombre de perspe
tives

d'amélioration qui restent à explorer.
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Chapitre 1

Équations intégrales de frontière en

éle
tromagnétisme
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Introdu
tion

Nous présentons dans 
e 
hapitre le problème de la di�ra
tion éle
tromagnétique que

nous souhaitons résoudre, ainsi que le prin
ipe de sa résolution par la méthode des équa-

tions intégrales et la mise en ÷uvre numérique de 
ette dernière.

Dans un premier temps, nous rappelons les équations de base de l'éle
tromagnétisme,

les équations de Maxwell, i
i utilisées sous leur forme harmonique et asso
iées à une


ondition de rayonnement à l'in�ni. Nous présentons également la résolution expli
ite de


es équations par l'intermédiaire de la solution élementaire de l'équation d'Helmholtz.

Nous introduisons ensuite les outils né
essaires à la mise en pla
e des équations intégrales,

en parti
ulier la formule des sauts qui y joue un r�le primordial, le 
adre fon
tionnel et

quelques notions de géométrie di�érentielle qui sont né
essaires.

Une fois posées les fondations, nous pouvons passer à la formulation du problème de

di�ra
tion d'une onde par un objet. C'est 
ette expression qui, à l'aide de la formule des

sauts, nous permet d'obtenir la 
élèbre formule de représentation intégrale, qui donne
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une expression expli
ite du 
hamp éle
tromagnétique en fon
tion de la solution élémen-

taire et de fon
tions dé�nies sur la frontière de l'objet di�ra
tant, que sont les sauts des

tra
es de 
e même 
hamp. La formule de représentation intégrale permet de transformer

l'équation aux dérivées partielles posée dans tout le domaine en une équation intégrale

posée sur le bord de l'objet di�ra
tant : elle permet non seulement de gagner une dimen-

sion d'espa
e mais également de passer d'un problème posé dans un domaine non borné

à un problème posé dans un domaine borné. Nous présentons également les équations

intégrales EFIE et MFIE, qui seront 
elles utilisées par la suite, ainsi que l'équation

intégrale PMCHWT (pour Poggio-Miller-Chan-Harrington-Wu-Tsai) pour une interfa
e

diéle
trique.

Dans un se
ond temps, nous présentons la méthode de résolution numérique qui est

utilisée pour l'approximation des équations intégrales : la méthode des Éléments Finis

de Frontière. Nous revenons d'abord sur l'é
riture de la formulation variationnelle du

problème, puis expliquons brièvement le prin
ipe de la méthode. Nous insistons sur la

prin
ipale 
ara
téristique de l'utilisation d'une méthode de résolution surfa
ique, à sa-

voir le gain en terme de nombre d'in
onnues, a

ompagné 
ependant d'un a

roissement

notable de la 
omplexité numérique.

En�n, nous terminons 
e 
hapitre par une présentation générale du fon
tionnement

d'une antenne, en expliquant brièvement le prin
ipe de fon
tionnement et en énumé-

rant les grandeurs 
ara
téristiques les plus usitées.

Nous nous attardons ensuite sur un type de ligne de transmission très 
ourant dans

la stru
ture d'une antenne : les guides d'ondes. En parti
ulier, nous insistons sur les

guides d'onde re
tangulaires et les lignes 
oaxiales, qui seront utilisés par la suite dans

nos travaux. La propagation des ondes éle
tromagnétiques dans 
es stru
tures, appelée

propagation guidée, possède des propriétés bien parti
ulières que nous évoquons et dont

la 
ompréhension nous sera utile par la suite.

Nous 
on
luons 
e 
hapitre par une brève présentation du 
ode de 
al
ul Antenna De-

sign, développé en interne au sein de Thales Systèmes Aéroportés, sur lequel nous nous

appuyons lors de nos travaux.

1 Méthode des équations intégrales

Dans 
ette se
tion, nous nous basons prin
ipalement sur les ouvrages de Nédele


([Ned01℄), Colton & Kress ([CK92℄) et Sauter & S
hawb ([SS11℄) ainsi que sur les manuels

d'Abboud & Terrasse ([AT07℄) et Bendali([Ben11℄).

1.1 Équations de Maxwell

1.1.1 Équations de Maxwell harmoniques

On 
onsidère une onde éle
tromagnétique se propageant dans un milieu isotrope de

R
3
de permittivité diéle
trique ε et de perméabilité magnétique µ. On suppose que le

milieu est homogène et possède les 
ara
téristiques du vide, 
'est-à-dire que ε = ε0 et

µ = µ0, où ε0 et µ0 sont respe
tivement la permittivité et la perméabilité du vide.

L'onde éle
tromagnétique est dé
rite par le 
hamp éle
trique E et le 
hamp magnétique
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1. Méthode des équations intégrales

H satisfaisant les équations de Maxwell :







∇× E + µ0
∂H
∂t

= 0

∇×H− ε0
∂E
∂t

= 0
(1.1)

On se pla
e i
i dans le régime harmonique : la dépendan
e en temps est supposée être

sinusoïdale et les 
hamps éle
trique et magnétique vibrent à la même pulsation ω. En
plongeant la solution dans le plan 
omplexe, nous 
onsidérons don
 un 
ouple solution

de la forme : {
E(t, x) = ℜ

(
E(x)e−iωt

)

H(t, x) = ℜ
(
H(x)e−iωt

)

Notons que la 
onvention 
hoisie i
i est en e−iωt
.

En ne 
onsidérant que les ondes harmoniques, on peut s'a�ran
hir de la dépendan
e en

temps et é
rire les équations de Maxwell dans le domaine fréquentiel. On note également

par c =
1√
ε0µ0

la vitesse de la lumière dans le vide et par k =
ω

c
= ω

√
ε0µ0 le nombre

d'onde dans le vide.

Les équations de Maxwell harmoniques s'é
rivent alors :

{

∇×E− iωµ0H = 0

∇×H+ iωε0E = 0
(1.2)

1.1.2 Formulation à un seul 
hamp

On peut éliminer l'un des deux 
hamps E ou H du système (1.2) a�n d'obtenir un

système posé pour seulement l'un des deux 
hamps. En parti
ulier, pour le 
hamp E :

{

∇×∇× E− k2E = 0

∇ · E = 0

Le 
hamp H est alors donné par

H =
1

iωµ0

∇×E

En remarquant que (∆E)j = ∆Ej , j = 1..3, on obtient un système d'équations d'Helm-

holtz dé
ouplées sur 
haque 
omposante du 
hamp E :

−
(
∆+ k2)Ej = 0, j = 1..3

1.1.3 Conditions de radiation

A�n de 
ara
tériser la solution des équations de Maxwell harmoniques, on introduit

une 
ondition supplémentaire, dite 
ondition de radiation de Silver-Müller :

lim
|x|→∞

(√
ǫ0E−√

µ0H× x

|x|
)

= 0 (1.3)

Cette 
ondition est né
essaire pour assurer l'uni
ité de la solution ([Ned01℄). Elle per-

met de séle
tionner, parmi les deux solutions possibles, la seule solution physiquement

admissible (qui équivaut, dans le domaine temporel, à la solution 
ausale).
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1.2 Rayonnement d'une sour
e dans l'espa
e libre

1.2.1 Solution élémentaire de l'équation d'Helmholtz

On appelle solution élémentaire de l'équation d'Helmholtz la distribution g solution

de :

−(∆g + k2g) = δ dans D′(R3)

Ainsi, la solution de l'équation d'Helmholtz ave
 terme sour
e

−(∆w + k2w) = T dans D′(R3)

s'é
rit w = g ∗ T . La solution élémentaire de l'équation d'Helmholtz en 3D et pour la


onvention harmonique 
hoisie est donnée par :

g(x) =
eik|x|

4π|x|

Par la suite, on appelera noyau de Green la fon
tion G(x, y) = g(x− y) :

G(x, y) =
eik|x−y|

4π|x− y| (1.4)

1.2.2 Solution des équations de Maxwell

On 
her
he une solution des équations de Maxwell ave
 termes sour
es :







∇× E− iωµ0H = −T1

∇×H+ iωε0E = T2

lim
|x|→∞

(√
ǫ0E−√

µ0H× x
|x|

)

= 0

(1.5)

Si on réé
rit la formulation à un seul 
hamp en prenant en 
ompte les termes sour
es,

on obtient :

− (∆ + k2)E = iωµ0

( 1

k2
∇∇ ·T2 +T2

)

−∇×T1 (1.6)

ave
 
ette fois

H =
1

iωµ0

(

T1 +∇× E
)

(1.7)

Alors, en utilisant la solution élémentaire de l'équation d'Helmholtz g étudiée pré
édem-

ment, le système de Maxwell (1.5) admet une et une seule solution donnée par :







E = iωµ0

( 1

k2
∇∇ ·

(
g ∗T2

)
+
(
g ∗T2

))

−∇×
(
g ∗T1

)

H = ∇×
(
g ∗T2

)
+ iωε0

( 1

k2
∇∇ ·

(
g ∗T1

)
+
(
g ∗T1

))
(1.8)

Remarque 1.1. L'expression de H est obtenue à partir de (1.7) en utilisant le fait que

−(∆ + k2)
(
g ∗T1

)
= T1.
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1.3 Quelques éléments d'analyse

1.3.1 Formule des sauts

On reprend les 
onventions et notations de [AT07℄. Dans toute la suite, on note Ω−

un domaine borné de R
3
et Γ sa frontière. Son 
omplémentaire dans R

3
est un ouvert

non-borné que l'on notera Ω+
. De plus, on note n la normale unitaire à Γ orientée vers

l'extérieur.

Ω−

Ω+

n

Γ

Figure 1.1 � Domaine intérieur Ω−
de frontière Γ et domaine extérieur Ω+

Pour une fon
tion u régulière dans Ω+
et Ω−

(et pouvant don
 admettre une dis
on-

tinuité de première espè
e à la traversée de Γ), nous notons u+ sa restri
tion à Ω+
et u−

sa restri
tion à Ω−
:

{u} =

{
u+ dans Ω+

u− dans Ω−

On dé�nit le saut de la tra
e de u à travers Γ 
omme :

[u] = u+ − u−

Distribution de simple 
ou
he

Soit σ une fon
tion régulière dé�nie sur Γ. On appelle distribution de simple 
ou
he de

densité σ sur Γ la mesure de Radon s(σ) = σ(x)dΓ(x) :

〈s(σ), ϕ〉 =
∫

Γ

σ(x)ϕ(x)dΓ(x) ∀ϕ ∈ D(R3) (1.9)

C'est une distribution d'ordre 0 à support dans Γ. La dé�nition se généralise pour une

densité σ ve
torielle :

〈s(σ), ϕ〉 =
∫

Γ

σ(x)ϕ(x)dΓ(x) ∀ϕ ∈ D(R3) (1.10)

Produit de 
onvolution

On rappelle que si f ∈ L1
loc(R

n) et ϕ ∈ D(Rn), on peut dé�nir f ∗ ϕ par

(
f ∗ ϕ

)
(x) =

∫

Rn

f(y)ϕ(x− y)dy
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f ∗ ϕ est dans C∞(Rn).
Cette dé�nition se généralise à D′ ∗ D : pour T ∈ D′(Rn) et ϕ ∈ D(Rn), on pose

(
T ∗ ϕ

)
(x) = 〈T, ϕ(x− ·)〉

qui appartient à C∞(Rn). Par exemple, pour la distribution de simple 
ou
he, on a :

(
s(σ) ∗ ϕ

)
(x) =

∫

Γ

ϕ(x− y)σ(y)dΓ(y) (1.11)

et de la même manière pour une densité σ ve
torielle :

(
s(σ) ∗ ϕ

)
(x) =

∫

Γ

ϕ(x− y)σ(y)dΓ(y) (1.12)

Formule des sauts

On reprend les notations dé�nies pré
édemment. Soit u une fon
tion régulière par mor-


eaux dans R
3
qui subit un saut à travers une surfa
e Γ régulière orientée. La formule des

sauts donne la valeur d'une dérivée partielle de u au sens des distributions en fon
tion

des dérivées partielles de u+ dans Ω+
et u− dans Ω−

et du saut de u :

∂

∂xi
{u} =

{
∂u

∂xi

}

− s
(
[u]ni

)
∀ i = 1..3 (1.13)

On peut parti
ulariser 
ette relation pour le rotationnel d'un 
hamp de ve
teurs A

régulier de part et d'autre de Γ :

∇× {A} = {∇ ×A}+ s
([

A× n
])

(1.14)

1.3.2 Notions de géométrie di�érentielle

Dans le 
adre des équations intégrales, nous sommes amenés à manipuler des opé-

rateurs et ve
teurs dé�nis sur le bord Γ du domaine. Il est don
 né
essaire de donner

une signi�
ation pré
ise aux notions de régularité de la surfa
e, ainsi que de présenter

les outils né
essaires à la dé�nition des opérateurs di�érentiels surfa
iques.

Nous reprenons i
i les 
onventions et notations de Nédele
 dans [Ned01℄.

Cartes lo
ales

On 
onsidère un re
ouvrement du domaine Ω−
par une union �nie d'ouverts ωi, 0 ≤ i ≤

p. On dit que la surfa
e Γ est régulière si ∀ i, il existe un di�éomorphisme φi qui envoie

l'ensemble ωi sur la boule unité Q, de telle manière que :

• Γ ∩ ωi est envoyée sur le plan z = 0 de la boule unité

• ωi ∩ Ω−
est envoyée sur la région z ≤ 0

• ωi ∩ Ω+
est envoyée sur la région z ≥ 0

À 
e re
ouvrement du domaine Ω−
on asso
ie une partition de l'unité, 
'est-à-dire un

ensemble de fon
tions positives λi ∈ C∞(ωi), i = 0, ..., p, à support 
ompa
t in
lus dans

ωi telles que
p
∑

i=0

λi = 1
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Un tel re
ouvrement et les di�éomorphismes 
orrespondants sont appelés un atlas et les

paires (ωi, φi) sont appelées 
artes lo
ales.
Pour une 
arte (ωi, φi), on note Γi = Γ ∩ ωi et γ le plan z = 0 de Q.

ωi ∩ Ω−

ωi ∩ Ω+

Γ

Ω+

Ω−

φi

φ−1
i

Q

γ
z ≥ 0

z ≤ 0

Figure 1.2 � Cartes lo
ales

Opérateurs di�érentiels surfa
iques

On dé�nit i
i quelques opérateurs di�érentiels sur une surfa
e Γ dé�nie par un système

de 
artes 
omme dé
rit pré
édemment.

Pour tout point y ∈ R
3
, on note δ(y) la distan
e de y à la surfa
e Γ :

δ(y) = inf
x∈Γ

|y − x|

Pour un ε su�samment petit, et si la surfa
e est régulière et orientée, tout point y dans
un voisinage Γε admet une unique proje
tion P(y) sur la surfa
e :

|y − P(y)| = δ(y)

Pour une surfa
e régulière, y−P(y) est dirigée selon la normale à la surfa
e en 
e point.

On peut don
 é
rire :

{
y = P(y) + sn(P(y)), −ε ≤ s ≤ ε
s = δ(y) pour y ∈ Ωe, s = −δ(y) pour y ∈ Ωi

La partie de la surfa
e Γi = ωi ∩ Γ est paramétrisée par le di�éomorphisme φ−1
i qui

envoie γ sur l'ensemble Γi. On appelle (ξ1, ξ2) les variables asso
iées et on 
onstruit la

paramétrisation de l'ensemble ωi de la forme :

y(ξ1, ξ2, s) = x(ξ1, ξ2) + sn(ξ1, ξ2), −ε ≤ s ≤ ε

À toute fon
tion u dé�nie sur la surfa
e Γ, on asso
ie l'extension ũ dé�nie par :

ũ(y) = u(P(y)) (1.15)

On introduit la famille de surfa
es parallèles

Γs = {y; y = x+ sn(x); x ∈ Γ}
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Et on introduit la famille d'opérateurs di�érentiels qui agissent sur des fon
tions dé�nies

sur les surfa
es Γ ou Γs.

Dé�nition 1.1 (Gradient tangentiel). Soit u ∈ C∞(Γ). Le gradient tangentiel de u est

dé�ni par :

∇Γu = ∇ũ|Γ (1.16)

On souhaite introduire une famille d'opérateurs agissant sur des 
hamps de ve
teurs

tangents v. On 
hoisit 
omme base ve
torielle du plan tangent à Γs :







e1(x, s) =
∂y

∂ξ1
=

∂x

∂ξ1
+ s

∂n

∂ξ1

e2(x, s) =
∂y

∂ξ2
=

∂x

∂ξ2
+ s

∂n

∂ξ2

Un ve
teur dans le plan tangent s'exprime de la manière suivante :

v = v1e1 + v2e2

Dans 
e système de 
oordonnées, l'élément de surfa
e est :

dσ = |e1 × e2|dξ1dξ2
et on 
hoisit 
omme orientation pour la normale :

n =
e1 × e2

|e1 × e2|
On introduit le tenseur métrique g qui agit du plan tangent dans le plan 
otangent et

dont la matri
e s'é
rit

gij = (ei · ej)
La matri
e inverse est notée g−1

et l'image de (e1, e2) par g
−1

est (e1, e2) que l'on 
hoisit

omme base de ve
teurs du plan 
otangent. Un ve
teur dans le plan 
otangent s'é
rit

v = v1e
1 + v2e

2

Le gradient tangentiel s'exprime dans le plan 
otangent :

∇Γu =
∂u

∂ξ1
e1 +

∂u

∂ξ1
e2

Dé�nition 1.2 (divergen
e surfa
ique). Soit v ∈
(
C∞(Γ)

)2
un 
hamp de ve
teurs tan-

gents à Γ. La divergen
e surfa
ique est dé�nie par :

divΓv = divṽ|Γ (1.17)

Théorème 1.1 (Formule de Stokes). Soit une fon
tion u ∈ C1(Γ) et soit v ∈ (C1(Γ))2

un 
hamp de ve
teurs tangents dé�ni sur une surfa
e fermée Γ. On a alors :

∫

Γ

(∇Γu · v)dσ +

∫

Γ

u divΓv dσ = 0 (1.18)

On en déduit l'expression de la divergen
e surfa
ique d'un ve
teur dans les 
oordonnées

du repère mobile :

divΓv =
1

|e1 × e2|

(
∂

∂ξ1

(
|e1 × e2|v1

)
+

∂

∂ξ2

(
|e1 × e2|v2

)
)
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1.3.3 Espa
es fon
tionnels

Nous introduisons à présent les espa
es fon
tionnels qui serviront de 
adre à 
ette

étude. Nous pro
èderons en deux étapes :

• dans un premier paragraphe, nous rappelons les dé�nitions des espa
es de Sobolev

pour un domaine Ω ∈ R
3
;

• dans un se
ond paragraphe, nous utilisons 
es dé�nitions ainsi que les 
artes

lo
ales dé�nies pré
édemment pour donner un sens aux espa
es de Sobolev sur la

frontière Γ et nous enonçons le théorème de tra
e, qui sera à l'origine des 
hoix

d'espa
es fon
tionnels 
onsidérés par la suite.

Espa
es de Sobolev dans Ω
On rappelle dans un premier temps les dé�nitions des espa
es fon
tionnels usuels pour

un domaine Ω ∈ R
3
.

Dé�nition 1.3. L'ensemble des fon
tions de 
arré intégrable sur Ω s'é
rit :

L2(Ω) =

{

u ∈ D′(Ω),

∫

Ω

|u|2dx <∞
}

C'est un espa
e de Hilbert muni de la norme

‖u‖L2(Ω) =

(∫

Ω

|u|2dx
) 1

2

Dé�nition 1.4. On appelle espa
e de Sobolev d'ordre 1 l'espa
e :

H1(Ω) =

{

u ∈ L2(Ω),
∂u

∂xi
∈ L2(Ω) ∀i = 1, ..., 3

}

C'est un espa
e de Hilbert muni de la norme

‖u‖H1(Ω) =

(
3∑

i=1

∫

Ω

∣
∣
∣
∣

∂u

∂xi

∣
∣
∣
∣

2

dx+

∫

Ω

|u|2dx
) 1

2

On dé�nit de pro
he en pro
he les espa
es de Sobolev d'ordre m, m ∈ N
∗
:

Hm(Ω) =

{

u ∈ L2(Ω),
∂u

∂xi
∈ Hm−1(Ω)

}

On peut également dé�nir les espa
es de Sobolev de façon naturelle à partir de la trans-

formée de Fourier :

Dé�nition 1.5. Soit û la transformée de Fourier de u. Alors :

Hm(Ω) =

{

u ∈ L2(Ω),

∫

Ω

(
1 + |ξ|2

)m∣∣û(ξ)
∣
∣2dξ <∞

}

et la norme asso
iée est :

‖u‖Hm(Ω) =

∫

Ω

(
1 + |ξ|2

)m∣∣û(ξ)
∣
∣2dξ

35



Chapitre 1. Équations intégrales de frontière en éle
tromagnétisme

On s'intéresse désormais aux espa
es de Sobolev d'ordre s, où s est un réel quel
onque.

Dé�nition 1.6. L'espa
e de Sobolev d'ordre s, s ∈ R se dé�nit de la manière suivante :

Hs(Ω) =

{

u ∈ L2(Ω),

∫

Ω

(
1 + |ξ|2

)s∣
∣û(ξ)

∣
∣
2
dξ <∞

}

et la norme asso
iée est :

‖u‖Hs(Ω) =

∫

Ω

(
1 + |ξ|2

)s∣∣û(ξ)
∣
∣2dξ

On note que l'espa
e dual asso
ié à Hs(Ω) est H−s(Ω).

On introduit désormais deux espa
es fon
tionnels qui nous seront utiles par la suite.

Dé�nition 1.7. Soit v un ve
teur de R
3
. On dé�nit :

H(div,Ω) =

{

v ∈ L2(Ω)3, div(v) ∈ L2(Ω)

}

(1.19)

H(rot,Ω) =

{

v ∈ L2(Ω)3, rot(v) ∈ L2(Ω)3
}

(1.20)

Espa
es de Sobolev sur Γ
On peut désormais dé�nir les espa
es de Sobolev sur Γ à l'aide des 
artes lo
ales dé�nies

pré
édemment :

Dé�nition 1.8. Une fon
tion u dé�nie sur la surfa
e Γ est dans Hs(Γ) si pour tout

ensemble ωi, la fon
tion

(
λiu
)
◦ φi est dans H

s(R2).

On dé�nit également l'ensemble THs(Γ) pour les ve
teurs tangents à Γ, où n est la

normale à Γ :

THs(Γ) =

{

v ∈ L2(Ω)3,v · n = 0, vi ∈ Hs(Γ) ∀ i = 1, ..., 3

}

En�n, introduisons les deux espa
es de Hilbert suivants :

Dé�nition 1.9.

H
− 1

2
div

(Γ) =

{

v ∈ TH− 1
2 (Γ), divΓv ∈ H− 1

2 (Γ)

}

(1.21)

H
− 1

2
rot

(Γ) =

{

v ∈, TH− 1
2 (Γ), rotΓv ∈ H− 1

2 (Γ)

}

(1.22)

On peut désormais é
rire le théorème de tra
e pour H(rot,Ω) qui nous intéresse (on
omettra d'énon
er le théorème équivalent pour H(div,Ω), qui n'aura pas d'utilité par la
suite). Les preuves de 
es théorèmes se trouvent dans la thèse d'Isabelle Terrasse [Ter93℄.
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Théorème 1.2 (Théorème de tra
e de H(rot,Ω) dans un ouvert régulier).

On note γτ l'appli
ation suivante sur les fon
tions régulières :

γτ : D(Ω)3 −→ D(Γ)2

v 7−→ v × n|Γ

On note γt l'appli
ation suivante sur les fon
tions régulières :

γt : D(Ω)3 −→ D(Γ)2

v 7−→ n×
(

v × n
)

|Γ

Alors :

• γτ se prolonge en une appli
ation linéaire 
ontinue de H(rot,Ω) dans H
− 1

2
div

(Γ)

• γt se prolonge en une appli
ation linéaire 
ontinue de H(rot,Ω) dans H
− 1

2
rot

(Γ)

Quels espa
es fon
tionnels pour E et H?

L'énergie de l'onde peut être dé�nie par

E =

∫

Ω

(|E|2 + |H|2)dΩ.

A�n que l'énergie soit �nie, on doit avoir E ∈ L2(Ω) et H ∈ L2(Ω).
Or les équations de Maxwell nous donnent :

E = − 1

iωǫ0
∇×H et H =

1

iωµ0
∇×E

Ce qui implique la 
ondition supplémentaire ∇×E ∈ L2(Ω) et ∇×H ∈ L2(Ω).
Ainsi, le 
hamp éle
tromagnétique (E,H) solution des équations de Maxwell est dans

H(rot,Ω).

1.3.4 Notes sur les noyaux singuliers

On 
onsidère les intégrales de la forme :

K(x) =

∫

Γ

k(x, y)f(y)dΓ(y) (1.23)

où k(x, y) ∼ |x− y|−α, α > 0. Lorsque x −→ y, le noyau k(x, y) tend vers l'in�ni et on

l'appelle don
 noyau singulier. Ces intégrales impropres pourront alors être dé�nies au

sens de la valeur prin
ipale de Cau
hy (voir, par exemple, [Gui91℄) ou de la partie �nie

d'Hadamard (introduite par Hadamard dans [Had23℄).

On 
ommen
e par illustrer simplement les 
on
epts de valeur prin
ipale de Cau
hy et

de partie �nie d'Hadamard dans R avant de les généraliser. On 
onsidère l'intégrale

singulière élémentaire

I =

∫ b

−a

1

x
dx
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où a et b sont deux réels stri
tement positifs. On pose alors

I(ε) =

∫ −ε

−a

1

x
dx+

∫ b

ε

1

x
dx

Ainsi,

I = lim
ε→0

I(ε)

Or on est 
apable de 
al
uler 
ette limite

I(ε) = ln
( b

a

)

I(ε) possède don
 une limite �nie quand ε→ 0 : on l'appelle valeur prin
ipale de Cau
hy.

Si désormais on 
onsidère l'intégrale fortement singulière

I =

∫ b

−a

1

x2
dx

Et on note à nouveau

I(ε) =

∫ −ε

−a

1

x2
dx+

∫ b

ε

1

x2
dx

Le 
al
ul de 
ette intégrale nous donne

I(ε) =
1

a
− 1

b
+

2

ε

qui ne possède pas de limite �nie lorsque ε → 0 : la valeur prin
ipale de Cau
hy n'existe

pas.

On peut 
ependant séparer 
e terme en deux parties : une partie in�nie

2

ε
et une partie

�nie

1

a
− 1

b
appelée partie �nie d'Hadamard.

On a alors, dans le 
as général d'une frontière Γ d'un domaine Ω ∈ R
3
, les dé�nitions

suivantes :

Dé�nition 1.10. Soit k(x, y) un noyau et K(x) l'intégrale asso
iée dé�nie 
omme dans

(1.23), ave
 α = 1. On appelle valeur prin
ipale de Cau
hy la limite suivante :

vp K(x) = lim
ε→0

∫

Γ\B(x,ε)

k(x, y)f(y)dΓ(y)

Dé�nition 1.11. Soit k(x, y) un noyau et K(x) l'intégrale asso
iée dé�nie 
omme dans

(1.23), ave
 α ≥ 2. Si on note

K(ε, x) =

∫

Γ\B(x,ε)

k(x, y)f(y)dΓ(y)

et si K(ε, x) se dé
ompose en

K(ε, x) = K0(ε, x) +K1(ε, x)

où lim
ε
K0(ε, x) <∞ et lim

ε
K1(ε, x) = ∞.

Alors on appelle partie �nie d'Hadamard la limite suivante :

pf K(x) = lim
ε→0

K0(ε, x)
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Remarque 1.2. Lorsque l'on augmente d'une dimension, les noyaux perdent un degré

de singularité. Par exemple, l'intégrale

I =

∫

R2

1

|y|dy

est une intégrale régulière. En e�et, après passage aux 
oordonnées polaires on a :

I =

∫ π
2

−π
2

∫ ∞

0

1

r
rdrdθ

Lorsque Ω est un domaine de R
3
de frontière Γ et l'opérateur K est dé�ni par (1.23),

où k(x, y) ∼ |x− y|−α, α > 0, alors :

• Si α = 1, l'intégrale est régulière, pour les mêmes raisons que dans la remarque

1.2

• Si α = 2, l'intégrale est appelée intégrale singulière. Elle doit alors être prise au

sens de la valeur prin
ipale de Cau
hy (notée vp)

• Si α ≥ 3, l'intégrale est appelée intégrale hypersingulière. Elle doit alors être prise
au sens de la partie �nie d'Hadamard (notée pf)

1.4 Représentation intégrale de la solution

Les résultats énon
és dans 
ette se
tion et leurs preuves sont prin
ipalement tirés de

[Ned01℄ et [Ben84℄.

Par la suite, on notera Ω−
un domaine borné de R

3
d'indi
es de milieu ε−, µ−

et Ω+
son


omplémentaire non-borné dans R
3
d'indi
es de milieu ε+, µ+

(éventuelllement égaux à

la permittivité et la perméabilité du vide). De plus, on note :

ε =

{
ε− dans Ω−

ε+ dans Ω+ et µ =

{
µ−

dans Ω−

µ+
dans Ω+

1.4.1 Problème aux limites

Soit

(
E,H

)
un 
hamp dé�ni et régulier dans Ω+

et Ω−
tel que

(
E+,H+

)
∈ H(rot,Ω+)

et

(
E−,H−

)
∈ H(rot,Ω−), et pouvant admettre une singularité en Γ et véri�ant







∇×E− iωµH = 0 dans Ω+
et Ω−

∇×H+ iωεE = 0 dans Ω+
et Ω−

CR

(
E− Ein
,H−Hin


)
= 0

(1.24)

où

(
Ein
,Hin


)
∈ H(rot,Ω+) est une onde plane in
idente et CR

(
E − Ein
,H − Hin


)

indique la 
ondition de radiation de Silver-Müller.

On introduit maintenant deux nouvelles grandeurs physiques : les 
ourants surfa
iques,

ou 
ourants équivalents, j et m. Ils sont dé�nis 
omme les tra
es tangentielles des 
hamps

sur la frontière Γ de l'objet : 





j = n×H

m = E× n
(1.25)
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D'après le théorème de tra
e 1.2, on va 
her
her les solutions j et m dans H
− 1

2
div

(Γ).
A l'aide de la formule des sauts (1.14), on peut réduire le problème (1.24) à un problème

posé dans R
3
tout entier ave
 se
ond membre :

Théorème 1.3. La solution du problème (1.24) véri�e :







∇× E− iωµH = −s
(
[m]
)

dans R
3

∇×H+ iωεE = s
(
[j]
)

dans R
3

CR

(
E− Ein
,H−Hin


)
= 0

(1.26)

1.4.2 Formule de représentation

Grâ
e au résultat du théorème 1.3, on peut utiliser le résultat (1.8) pour obtenir

l'expression suivante pour E et H :







E = iωµ
(

1
k2
∇∇ ·

(
g ∗ s

(
[j]
))

+
(
g ∗ s

(
[j]
)))

−∇×
(
g ∗ s

(
[m]
))

H = ∇×
(
g ∗ s

(
[m]
))

+ iωε
(

1
k2
∇∇ ·

(
g ∗ s

(
[m]
))

+
(
g ∗ s

(
[j]
))) (1.27)

Et en utilisant la propriété (1.12) du produit de 
onvolution ave
 le potentiel de simple


ou
he, on obtient le théorème de représentation intégrale suivant :

Théorème 1.4 (de représentation intégrale). La solution

(
E,H

)
de (1.24) admet la

représentation intégrale suivante pour x ∈ R
3 \ Γ, où j et m ∈ H

− 1
2

div

(Γ) :







E(x) = Ein
(x) +
i

ωε
∇∇ ·

∫

Γ

G(x, y)[j](y)dΓ(y) + iωµ

∫

Γ

G(x, y)[j](y)dΓ(y)

− ∇×
∫

Γ

G(x, y)[m](y)dΓ(y)

H(x) = Hin
(x) +
i

ωµ
∇∇ ·

∫

Γ

G(x, y)[m](y)dΓ(y) + iωε

∫

Γ

G(x, y)[m](y)dΓ(y)

+ ∇×
∫

Γ

G(x, y)[j](y)dΓ(y)

(1.28)

En utilisant la dé�nition 1.2 de la divergen
e surfa
ique vue pré
édemment, on peut

réé
rire la formule de représentation intégrale :







E(x) = Ein
(x) +
(
L[j]
)
(x)−

(
K[m]

)
(x), x ∈ R

3 \ Γ

H(x) = Hin
(x) +
(
K[j]

)
(x) +

ε

µ

(
L[m]

)
(x), x ∈ R

3 \ Γ
(1.29)

où les opérateurs intégraux L et K peuvent être exprimés pour X ∈ H
− 1

2
div

(Γ) de la

manière suivante :







(
LX
)
(x) =

i

ωε
∇
∫

Γ

G(x, y)∇Γ ·X(y)dΓ(y) + iωµ

∫

Γ

G(x, y)X(y)dΓ(y) x ∈ R
3 \ Γ

(
KX

)
(x) =

∫

Γ

∇xG(x, y)×X(y)dΓ(y) x ∈ R
3 \ Γ

(1.30)
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1. Méthode des équations intégrales

Pour 
onstruire une équation intégrale, on e�e
tue la démar
he suivante : on 
ommen
e

par 
al
uler le 
hamp (E,H) solution des équations de Maxwell harmoniques dans le

domaine extérieur, en "oubliant" 
e qu'il se passe dans le domaine intérieur. Pour 
ela,

on doit faire un 
hoix de prolongement des 
hamps E et H dans le domaine intérieur.

Il existe un grand nombre de 
hoix de prolongements possible. Le plus simple, qui sera


onsidéré i
i, est 
elui du prolongement par zéro :

E|Ω− = H|Ω− = 0

Ainsi, on s'a�ran
hit des 
hamps E|Ω−
et H|Ω−

ainsi que des 
ourants j|Ω−
et m|Ω−

.

On obtient alors la représentation intégrale suivante, appelée formule de Stratton-Chu

([Str41℄,[CK92℄):

Théorème 1.5. Soit E et H dé�nis et réguliers dans Ω+
et une onde plane (Ein
,Hin
)

véri�ant les équations (et la 
ondition de radiation) (1.24) dans Ω+
. Alors en notant par

j = n×H|Γ et m = E× n|Γ
on a :

Ein
(x) +
(
Lj
)
(x)−

(
Km

)
(x) =

{
E(x) si x ∈ Ω+

0 si x ∈ Ω− (1.31)

Hin
(x) +
(
Kj
)
(x) +

ε

µ

(
Lm

)
(x) =

{
H(x) si x ∈ Ω+

0 si x ∈ Ω− (1.32)

De la même manière, on peut prolonger la solution (E,H) dans Ω−
par 0 dans Ω+

pour obtenir la formule de Stratton-Chu dans Ω−
.

La démar
he à suivre peut don
 être résumée de la manière suivante :

• Résolution du problème extérieur, ave
 prolongement par zéro de la solution à

l'intérieur et 
ondition de radiation

• Résolution du problème intérieur, ave
 prolongement par zéro de la solution à

l'extérieur

• Superposition des solutions, qui se traduit par la proposition suivante :

Proposition 1.1. Les 
hamps éle
trique et magnétique solutions de (1.24) sont dé�nis

dans Ω+ ∪ Ω−
de la manière suivante :







E(x) = Ein
(x) +
(
Lj
)
(x)−

(
Km

)
(x)

H(x) = Hin
(x) +
(
Kj
)
(x) +

ε

µ

(
Lm

)
(x)

(1.33)

1.4.3 Formule de tra
e

La formule de représentation intégrale établie pré
édemment, ainsi que son 
orollaire

sous la forme de la formule de Stratton-Chu, nous donne le 
hamp éle
tromagnétique dans

Ω+
et Ω−

. On s'intéresse maintenant au 
omportement de 
ette solution à la traversée

de l'interfa
e Γ. On a le théorème suivant :
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Théorème 1.6. La tra
e tangentielle de LX est 
ontinue à la traversée de Γ et est

donnée en tout point x où Γ admet un plan tangent par :

(
LX
)±

T
(x) = LX(x) (1.34)

ave


LX(x) =
i

ωε
∇Γ

∫

Γ

G(x, y)∇Γ ·X(y)dΓ(y) + iωµ

(∫

Γ

G(x, y)X(y)dΓ(y)

)

T

À l'inverse, la tra
e tangentielle de KX est dis
ontinue à la traversée de Γ et est donnée

en tout point x où Γ admet un plan tangent par :

(
KX

)±

T
(x) = ±1

2
n×X+KX(x) (1.35)

ave


KX(x) = vp

∫

Γ

∇xG(x, y)×X(y)dΓ(y)

Remarque 1.3. A�n d'alléger les notations, on omettra par la suite la notation vp

pour désigner la valeur prin
ipale de Cau
hy dans l'opérateur K : elle sera en revan
he

toujours 
onsidérée impli
itement.

On obtient don
 la formulation intégrale suivante :

Théorème 1.7. Soit E et H dé�nis par (1.33). Alors

E±
T = Ein


T + Lj−
(
± 1

2
n×m+Km

)

H±
T = Hin


T +
(
± 1

2
n× j+Kj

)
+
ε

µ
Lm

(1.36)

1.4.4 Équations intégrales

On remarque dans un premier temps qu'il est possible de simpli�er l'expression des


hamps tangents E±
T (x) et H

±
T (x) pour x ∈ Γ. En e�et, on a :

1

2
n×m =

1

2
n×

(
E× n

)
=

1

2
ET

et

1

2
n× j =

1

2
n×

(
n×H

)
= −1

2
HT

Ainsi, les équations intégrales (1.36) se réé
rivent pour x ∈ Γ :

1

2
E±

T (x) = Ein


T (x) +
(
Lj
)
(x)−

(
Km

)
(x) (1.37)

1

2
H±

T (x) = Hin


T (x) +
(
Kj
)
(x) +

ε

µ

(
Lm

)
(x) (1.38)

L'équation (1.37) est appelée EFIE pour Ele
tri
 Field Integral Equation et l'équa-

tion (1.38) est appelée MFIE pour Magneti
 Field Integral Equation.
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Dans le 
as d'un objet diéle
trique, les 
onditions de 
ontinuité des 
omposantes tangen-

tielles des 
hamps à l'interfa
e Γ s'é
rivent :

n×
(
E+

T − E−
T

)
= 0 (1.39)

n×
(
H+

T −H−
T

)
= 0 (1.40)

Ainsi, si on note j = j+ = −j− et m = m+ = −m−
, alors en inje
tant les équations

(1.37) et (1.38) dans les 
onditions aux limites (1.39) et (1.40) on obtient un système de

deux équations intégrales 
ouplées :







(
L+ + L−

)
j −

(
K+ +K−

)
m = −Ein


T (x)

(
K+ +K−

)
j +

( ε+

µ+
L+ +

ε−

µ−
L−
)

m = −Hin


T (x)
(1.41)

Le système d'équations (1.41) 
onstitue la formulation PMCHWT pour Poggio-Miller-

Chang-Harrington-Wu-Tsai ([PM73℄,[MMPG94℄). Cette formulation est parti
ulièrement

adaptée aux problèmes multi-domaines, où elle peut être é
rite interfa
e par interfa
e.

2 Résolution numérique

2.1 Formulation variationnelle

On rappelle l'expression des 
hamps tangents donnés par (1.37) et (1.38) pour x ∈ Γ :

1

2
ET (x) = Ein


T (x) +
(
Lj
)
(x)−

(
Km

)
(x) (1.42)

1

2
HT (x) = Hin


T (x) +
(
Kj
)
(x) +

ε

µ

(
Lm

)
(x) (1.43)

On introduit les 
ourants tests j′ et m′
, également tangents à Γ.

En appli
ation du prin
ipe de réa
tion de Rumsey ([Rum54℄), on introduit la forme

bilinéaire donnant la réa
tion des 
ourants j,m sur les 
ourants tests j′,m′
dans Ω±

qui

se dé�nit de la manière suivante (voir [Ben84℄ et [BFG99℄) :

R
(
j,m, j′,m′

)
=

∫

Γ

(

E · j′ −H ·m′
)

dΓ

En multipliant (1.42) et (1.43) par les 
ourants tests, on obtient :

1

2

∫

Γ

ET (x) · j′(x)dΓ(x) =

∫

Γ

Ein


T (x) · j′(x)dΓ(x) +

∫

Γ

(
Lj
)
(x) · j′(x)dΓ(x)

−
∫

Γ

(
Km

)
(x) · j′(x)dΓ(x)

1

2

∫

Γ

HT (x) ·m′(x)dΓ(x) =

∫

Γ

Hin


T (x) ·m′(x)dΓ(x) +

∫

Γ

(
Kj
)
(x) ·m′(x)dΓ(x)

+
ε

µ

∫

Γ

(
Lm

)
(x) ·m′(x)dΓ(x)

(1.44)
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On remarque que l'on peut réé
rire les termes en ET et HT en fon
tion des 
ourants :

ET · j′ =
(

ν ×
(
E× ν

))

· j′ =
(
m× j′

)
· ν (1.45)

HT ·m′ =
(

ν ×
(
H× ν

))

·m′ = −
(
j×m′

)
· ν (1.46)

En soustrayant dans (1.44) la deuxième équation à la première et en utilisant les

égalités (1.45) et (1.46), on obtient la formulation variationnelle suivante :

−
∫

Γ

(

Ein
(x) · j′(x)−Hin
(x) ·m′(x)
)

dΓ(x)

=

∫

Γ

(
Lj
)
(x) · j′(x)dΓ(x)−

∫

Γ

(
Km

)
(x) · j′(x)dΓ(x)−

∫

Γ

(
Kj
)
(x) ·m′(x)dΓ(x)

− ε

µ

∫

Γ

(
Lm

)
(x) ·m′(x)dΓ(x)− 1

2

∫

Γ

(

m(x)× j′(x) + j(x)×m′(x)
)

· ν(x)dΓ(x)
(1.47)

À l'aide d'une intégration par parties, on peut se débarrasser de l'intégrale fortement

singulière :

∫

Γ

∇Γ

(∫

Γ

G(x, y)∇Γ·j(y)dΓ(y)
)

·j′(x)dΓ(x) = −
∫

Γ

∫

Γ

G(x, y)∇Γ·j(y)∇Γ·j′(x)dΓ(y)dΓ(x)

Ainsi, les intégrales intervenant dans la formulation variationnelle (1.47) peuvent se

réé
rire :

∫

Γ

(
Lj
)
(x) · j′(x)dΓ(x) =

∫

Γ

∫

Γ

G(x, y)

(

− i

ωε
∇Γ · j(y)∇Γ · j′(x) + iωµj(y) · j′(x)

)

dΓ(y)dΓ(x)

∫

Γ

(
Km

)
(x) · j′(x)dΓ(x) =

∫

Γ

∫

Γ

∇xG(x, y)×m(y) · j′(x)dΓ(y)dΓ(x)

La formulation variationnelle (1.47) possède une unique solution (voir preuve dans [Ben84℄).

2.2 Méthode des éléments �nis de frontière

La méthode des élements �nis de frontière (ou BEM pour Boundary Element Me-

thod) est une méthode d'approximation numérique de type Galerkin pour les équations

intégrales. Elle s'oppose à la méthode des éléments �nis de volume qui s'applique di-

re
tement à l'EDP, mais l'obje
tif est le même : la solution obtenue par dis
rétisation

des équations intégrales permet de remonter à la solution de l'EDP par la formule de

représentation intégrale.

2.2.1 Approximation variationnelle

On appro
he la surfa
e de l'objet par une surfa
e polyèdrique 
omposée de triangles

plans satisfaisant aux 
onditions usuelles de re
ouvrement de la méthode des éléments

�nis (entre autres, l'interse
tion de deux triangles distin
ts se réduit soit au vide, soit à

un sommet, soit à une arête).
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Figure 1.3 � Maillage triangulaire d'une sphère

Les éléments 
onsidérés i
i sont les éléments de Raviart-Thomas ([RT77℄), aussi ap-

pelés éléments de Rao-Wilton-Glisson ([RWG82℄).

On note Γh la surfa
e Γ appro
hée et on désigne par K ∈ Γh un triangle du maillage.

On désigne également par aj , j = 1..3 les sommets de K, par K ′
j, j = 1..3 ses arêtes (où

K ′
j a pour sommets aj et aj+1), par |K| son aire, par |K ′

j |, j = 1..3 la longueur de l'arête
j et par νj la normale sortante à l'arête j.
Par ailleurs, on note r(x) le rayon ve
teur du point x (ve
teur d'origine 0 et d'extrémité

x) rj le rayon ve
teur de l'arête j.

a3

a2a1 K ′
1

K ′
2K ′

3

K

b
x

r(x)− r1

ν2ν3

ν1

Figure 1.4 � Notations pour un élément K du maillage

Les fon
tions de base des éléments de Raviart-Thomas pour l'élément K sont dé�nies

de la manière suivante :

∀l = 1, .., 3, Bl,K(x) =
1

2|K|
(
r(x)− rl−1

)
pour x ∈ K (1.48)

On appro
he alors l'espa
e variationnel H
− 1

2
div

(Γ) par le sous-espa
e Xh
tel que j ∈ Xh

où :

j|K = λ1,KB1,K + λ2,KB2,K + λ3,KB3,K (1.49)
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Les degrés de liberté globaux λl,K sont les �ux sortants de K à travers 
haque arête :

λl,K =

∫

K ′

l

j · ν lds

Remarque 1.4. Pour fa
iliter l'é
riture, on n'a 
onsidéré que les 
ourants éle
triques j

i
i. Les 
ourants magnétiques m s'é
rivent de la même façon.

En numérotant les arêtes du maillage de 1 à N et en �xant une orientation sur


haque arête (ainsi, pour 
haque paire de triangles K+
et K−

délimités par une arête


ommune, le �ux sortant de K+
et 
ompté positivement et 
elui sortant de K−

est


ompté négativement), on peut exprimer j dans la base de ses degrés de liberté globaux :

[j] =












λ1
.

.

.

λN
λN+1
.

.

.

λ2N












où les N premiers degrés de liberté 
orrespondent aux in
onnues éle
triques j et les N
suivants aux in
onnues magnétiques m.

Ainsi, en diposant des valeurs des degrés de liberté pré
édents et d'une table de 
onne
ti-

vité renseignée (
omprenant les relations de numérotations entre degrés de liberté lo
aux

et globaux et les valeurs des orientations des arêtes), on peut re
onstruire j en tout point

du maillage.

On peut alors é
rire la dis
rétisation des équations intégrales par 
ette méthode d'élé-

ments �nis. Pour la formulation variationnelle (1.47), le problème appro
hé s'é
rit :







Trouver j ∈ Xh,m ∈ Xh
tel que ∀j′ ∈ Xh, ∀m′ ∈ Xh,

a
(
{j,m} , {j′,m′}

)
= −

∫

Γ

(

Ein
(x) · j′(x)−Hin
(x) ·m′(x)
)

dΓ(x)
(1.50)

ave


a
(
{j,m} , {j′,m′}

)

=

∫

Γ

∫

Γ

G(x, y)

(

− i

ωε
∇Γ · j(y)∇Γ · j′(x) + iωµj(y) · j′(x)

)

dΓ(y)dΓ(x)

−
∫

Γ

∫

Γ

∇xG(x, y)×m(y) · j′(x)dΓ(y)dΓ(x)

−
∫

Γ

∫

Γ

∇xG(x, y)× j(y) ·m′(x)dΓ(y)dΓ(x)

− ǫ

µ

∫

Γ

∫

Γ

G(x, y)

(

− i

ωε
∇Γ ·m(y)∇Γ ·m′(x) + iωµm(y) ·m′(x)

)

dΓ(y)dΓ(x)

−1

2

∫

Γ

(

m(x)× j′(x) + j(x)×m′(x)
)

· ν(x)dΓ(x)
(1.51)
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3. Quelques informations 
on
ernant les antennes

De façon usuelle, 
ette équation variationnelle se ramène à un système linéaire :

[A][J ] = [B] (1.52)

2.2.2 Éléments sur la mise en ÷uvre numérique

L'assemblage de la matri
e [A] se fait de manière di�érente que dans une méthode

d'éléments �nis 
lassique : la double intégration dans la forme bilinéaire (1.51) implique

une intera
tion entre tous les triangles du maillage. On a don
 i
i une matri
e élémen-

taire A[K,L]
pour 
haque 
ouple de triangles K et L.

Lors du 
al
ul des matri
es élémentaires (de la matri
e [A] mais également du se
ond

membre [B]), nous sommes amenés à évaluer des intégrales. Pour 
ela, on utilise une

formule d'intégration gaussienne ave
 points intérieurs (voir [AS64℄) :

∫

K

ϕ(x)dσK(x) ≈ |K|
NG∑

s=1

ωsϕ(xs) (1.53)

où NG est le nombre de points d'intégration de Gauss.

Une fois le système (1.52) résolu, on peut re
onstruire les 
ourants j et m en tout point

du maillage. Pour 
ela, on doit dans un premier temps determiner à quel triangle K il

appartient puis utiliser la formule (1.49).

2.2.3 Commentaires sur la résolution

De par la présen
e d'une intégrale double dans la formulation variationnelle, tous les

degrés de liberté sont 
ouplés. La 
onséquen
e est que la matri
e [A] est une matri
e

dense. Les équations intégrales nous permettent de gagner une dimension d'espa
e et

don
 de 
onsidérer des in
onnues moins nombreuses, mais la rédu
tion du nombre d'in-


onnues s'a

ompagne du passage d'une matri
e 
reuse, dans les 
as des formulations

variationnelles volumiques, à une matri
e pleine.

La 
omplexité asymptotique de l'assemblage est don
 en O(N2) (N étant i
i le nombre

total de degrés de liberté, éle
triques et magnétiques) et 
elle de la résolution par une

méthode dire
te est en O(N3).
Par ailleurs, 
ette matri
e est 
omplexe, symétrique, non hermitienne et non dé�nie po-

sitive.

On note également la présen
e d'intégrales singulières lors des 
al
uls de matri
es élé-

mentaires 
orrespondants à des triangles pro
hes. En e�et, le noyau de Green présente

une singularité en x = y. Celle-
i est intégrable, mais néanmoins non 
al
ulable par

une 
lassique quadrature de Gauss. On utilise alors une pro
édure d'intégration semi-

analytique, où la partie régulière de l'intégrale intérieure est évaluée par une quadrature

de Gauss et la partie singulière par un 
al
ul analytique (méthode de De Hoop, voir

[Ben84℄ et [BD86℄).

3 Quelques informations 
on
ernant les antennes

On e�e
tue i
i quelques rappels très généraux sur le fon
tionnement d'une antenne,

ave
 un fo
us parti
ulier sur les grandeurs qui nous intéressent (puissan
e transmise, 
o-

47



Chapitre 1. Équations intégrales de frontière en éle
tromagnétisme

e�
ient de ré�exion) et sur les types d'alimentation qui nous 
on
ernent (guides d'onde).

Toutes 
es notions sont tirées de l'ouvrage de référen
e de Ja
ques Darri
au [Dar93℄ ainsi

que du manuel très exhaustif de Sopho
les Orfanidis [Orf02℄ .

3.1 Cara
téristiques générales des antennes

3.1.1 Prin
ipe de fon
tionnement

Le r�le d'une antenne est d'assurer la transition d'un signal entre un guide d'onde

et l'espa
e libre. Elle peut être utilisée en émission (du guide d'onde vers l'espa
e libre)

ou en ré
eption (de l'espa
e libre vers le guide d'onde). Dans le 
adre de nos travaux,

nous nous intéressons uniquement aux propriétés d'émission d'une antenne : 
'est don



elles-
i que nous présenterons i
i.

Une antenne d'émission est un dispositif qui assure la transmission de l'énergie entre un

émetteur et l'espa
e libre où 
ette énergie va se propager.

D
éc

o
m

p
o

si
ti

o
n

-

A
m

p
li

fi
ca

ti
o

n
-

fi
lt

ra
g

e

R
és

ea
u

d
e

p
o

la
ri

sa
ti

o
n

Sources Ligne de transmission

Éléments rayonnants

PS

PS

PS

PA

PA

PA

PR

PR

PR

Antenne

Figure 1.5 � S
héma simpli�é de la transmission d'un signal d'une sour
e à l'espa
e

libre

Le signal à transmettre est émis par une ou plusieurs sour
es. On note PS sa puissan
e,

qui aura éventuellement été ampli�ée si besoin. L'émetteur est relié à l'antenne pour une

ligne de transmission : en général, il s'agit de lignes 
oaxiales ou de guides d'ondes. À

la sortie de la ligne, le signal de puissan
e PA (di�érente de PS à 
ause des pertes liées

à la ligne) peut être transmis aux éléments rayonnants (après un éventuel passage par

une étape de polarisation dans le 
as d'une antenne réseau). Les éléments rayonnants

transmettent l'énergie fournie par la sour
e à l'espa
e libre où l'onde éle
tromagnétique

rayonnée, de puissan
e PR, va se propager.

3.1.2 Ré�exion et transmission

Le 
oe�
ient de ré�exion est une grandeur sans dimension qui indique la quantité

d'énergie ré�é
hie dans la ligne. Il se dé�nit 
omme le rapport (
omplexe) entre la quan-
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tité d'énergie ré�é
hie et in
idente :

Γ =
Er

Ei

Il est relié à une autre quantité importante, appelée taux d'ondes stationnaires (TOS)

qui mesure la qualité de l'adaptation de l'antenne : une antenne est dite adaptée si elle

maximise la puissan
e transmise de l'émetteur au ré
epteur. La 
ondition à respe
ter

a�n de garantir l'adaptation est que l'impédan
e de la ligne soit égale à l'impédan
e de

l'antenne.

Le TOS est relié au module du 
oe�
ient de ré�exion ρ = |Γ| par la relation :

TOS =
1 + ρ

1− ρ

Ces deux grandeurs expriment une quantité fondamentale dans l'étude d'une antenne :

une antenne mal adaptée subira non seulement des pertes d'énergie, mais favorisera éga-

lement l'apparition d'interféren
es sous la forme d'ondes stationnaires (lorsque l'onde

in
idente et l'onde ré�é
hie se superposent).

On dé�nit également le ve
teur de Poynting :

Π =
1

2
ℜ
(
E×H∗

)

Il représente la puissan
e de l'onde sortante, et donne la dire
tion de propagation de

l'onde.

3.2 Modes guidés

3.2.1 Les guides d'onde

Nous revenons i
i sur les 
ara
téristiques prin
ipales d'un 
ertain type de lignes de

transmission : les guides d'onde. Ce
i sont très largement utilisés pour transmettre de

manière e�
a
e un signal d'un point à un autre de l'espa
e. Il en existe plusieurs types,

que l'on 
hoisit en fon
tion de la fréquen
e à laquelle on souhaite opérer, de la quantité

d'énergie que l'on souhaite tranférer ou en
ore de la quantité de pertes que l'on peut

tolérer. Les deux types de guides d'onde les plus répandus sont les guides re
tangulaires

et les 
âbles 
oaxiaux :

• Le guide re
tangulaire est un stru
ture de guidage à un 
ondu
teur en forme de

tube 
reux de se
tion re
tangulaire. C'est un guide simplement 
onnexe. Les ondes

se propagent suivant l'axe Oz et on 
hoisit 
omme 
onvention a > b.

a

b

conducteur

diélectrique

x
y

z

Figure 1.6 � Guide d'ondes re
tangulaire
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Les guides d'onde re
tangulaires sont largement utilisés pour transmettre de

grandes quantités d'énergie mi
ro-onde à des fréquen
es supérieures à 3 GHz.

• Le 
âble 
oaxial est 
onstitué d'un 
ondu
teur 
entral et d'une tresse métallique

séparés par un diéle
trique isolant. C'est un guide multiplement 
onnexe.

r2
r1

conducteur central

diélectrique
tresse métallique

Figure 1.7 � Câble 
oaxial : vu d'ensemble et 
oupe transversale

Les guides d'onde 
oaxiaux 
onstituent la stru
ture de guidage la plus utilisée

dans les 
omposants RF, tout parti
ulièrement pour les fréquen
es inférieures à 3

GHz (au-delà, les pertes peuvent devenir importantes).

3.2.2 Modes et fréquen
es de 
oupure

Dans un guide, l'onde éle
tromagnétique qui se propage selon la dire
tion ez peut-

être dé
omposée en une partie longitudinale, le long de la dire
tion ez, et une partie

transverse, le long des dire
tions ex et ey. Cette dé
omposition s'é
rit :

E =
[
ET (x, y) + Ez(x, y)ez

]
ei(kz−ωt)

De par les 
onditions aux limites véri�ées par le 
hamp éle
tromagnétique, la propagation

n'est possible que pour les ondes véri�ant 
ertaines valeurs de k quanti�ées. Ces ondes

sont appelées modes de propagation. Ces modes peuvent être 
lassés en 3 
atégories :

• Un mode transverse éle
trique, ou mode TE, est tel que Ez = 0, 
'est-à-dire que
le 
hamp éle
trique est orthogonal à la dire
tion de propagation

• Un mode transverse magnétique, ou mode TM, est tel que Hz = 0, 
'est-à-dire
que le 
hamp magnétique est orthogonal à la dire
tion de propagation

• Un mode transverse éle
trique-magnétique, ou mode TEM, est tel que Ez = 0
et Hz = 0, 
'est-à-dire que les 
hamps éle
trique et magnétique sont tous deux

orthogonaux à la dire
tion de propagation

Guide re
tangulaire

Nous allons à présent expliquer un peu plus en détail la propagation des modes dans le


as du guide re
tangulaire. On s'intéresse i
i aux modes TE.

• Dans un premier temps, on suppose le 
hamp éle
trique polarisé suivant ey :

E = E(x, y)ei(kz−ωt)ey
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Alors en é
rivant les équations satisfaites par 
e 
hamp et en tenant 
ompte des 
onditions

limites, on montre que le 
hamp éle
trique a pour expression :

E = E0y sin
(mπ

a

)

ei(kz−ωt)ey, m ∈ N∗

Chaque valeur de m dé�nit un mode, noté TEm0.

Ce mode a pour nombre d'onde k2 =
ω2

c2
−
(mπ

a

)2

. Si k2 < 0, l'onde est évanes
ente,

dans le 
as 
ontraire elle est propagative. On peut don
 de�nir la fréquen
e de 
oupure

du mode TEm0 :

fc =
mc

2a

• Supposons à présent que le 
hamp éle
trique est polarisé suivant ex. Le 
hamp

éle
trique a alors pour expression :

E = E0x sin
(nπ

b

)

ei(kz−ωt)ex, n ∈ N∗

Chaque valeur de n dé�nit un mode TE0n, de fréquen
e de 
oupure :

fc =
nc

2b

• En�n, si le 
hamp éle
trique a une dire
tion quel
onque, il s'é
rit 
omme la

superposition d'un 
hamp suivant ey et d'un 
hamp suivant ex. On obtient alors un

mode TEmn de fréquen
e de 
oupure

fc =
1

2π

√
(mπc

a

)2

+
(nπc

b

)2

On remarque que la fréquen
e de 
oupure la plus basse 
orrespond est 
elle du mode

TE10. Il s'agit don
 du premier mode propagatif d'un guide d'onde re
tangulaire, et on

l'appelle mode fondamental.

Remarque 1.5. L'analyse peut se faire de la même manière pour les modes TM mais

ne sera pas détaillée i
i.

On pré
ise 
ependant que l'expression des 
hamps H pour les modes TM nous montrent

deux points importants :

• il n'y a pas de propagation possible pour les modes TM10 et TM01 (toutes les


omposantes du 
hamp H s'annulent) ;

• il n'y a pas de propagation possible pour le mode TEM .

Guide 
oaxial

Nous nous 
ontenterons d'exposer la prin
ipale 
ara
téristique de la propagation dans

un guide 
oaxial, sans entrer dans les justi�
ations mathématiques.

La stru
ture doublement 
onnexe de 
e guide permet la propagation du mode TEM


omme mode fondamental, qui n'a pas de fréquen
e de 
oupure. Cette propriété possède

un grand interêt pratique, puisqu'elle permet d'avoir un guide aux dimensions relative-

ment petites, même pour des fréquen
es basses.
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3.2.3 Ré�exion et transmission dans les guides d'onde

On peut déterminer fa
ilement la quantité d'énergie transmise le long du guide, ainsi

que les pertes. L'énergie totale portée par le 
hamp éle
tromagnétique le long du guide

est obtenu en intégrant la 
omposante longitudinale du ve
teur de Poynting sur une

se
tion du guide :

PT =

∫

S

ΠzdS où Πz =
1

2
ℜ
(
E×H∗

)
· ez

Lors d'une propagation multimodale, on a un 
ouplage entre les di�érents modes propa-

gatifs et don
 une matri
e de 
oe�
ients de ré�exion et de transmission (
ette matri
e

est appelée matri
e S ). En règle générale, on 
her
he à avoir une propagation mono-

modale 
ar 
e 
ouplage génère une dispersion et don
 une perte d'information. Le seul


oe�
ient de ré�exion sera don
 
elui du mode fondamental sur lui-même.

3.3 Antenna Design

Le 
ode de 
al
ul Antenna Design résout les équations de Maxwell sous forme in-

tégrale par une méthode d'éléments �nis de frontière, 
omme il a été présenté dans les

se
tions pré
édentes.

Le 
ode permet la prise en 
ompte de di�érents types d'alimentation (ondes planes, modes

guidés, générateurs ...), de géométrie d'antenne, de matériaux et pour toute fréquen
e

désirée. Il permet de 
al
uler, en tout point de l'espa
e, le rayonnement éle
tromagné-

tique d'une antenne donnée. Il est utilisé, entre autres, pour 
al
uler le diagramme de

rayonnement d'une antenne, souvent sujet à des spé
i�
ations stri
tes, ainsi que toutes

les grandeurs 
ara
téristiques (
oe�
ient de ré�exion, pertes...) évoquées pré
édemment.

Le 
ode né
essite des outils de pré-traitement (
onstru
tion de la géométrie et du maillage),

et des outils de post-traitement (visualisation, tra
és) 
ar son seul but est le 
al
ul des


ourants et des 
hamps à partir d'un maillage et des données physiques (fréquen
e, ma-

tériaux,...). Une fois 
es données d'entrée dé�nies, le 
ode e�e
tue les étapes de 
al
ul

suivantes :

• Assemblage de la matri
e du système linéaire [A] : pour 
haque 
ouple de triangle,

al
ul des 
ontributions élémentaires puis assemblage dans la matri
e globale

• Assemblage du se
ond membre [B] de la même manière

• Résolution du système linéaire [A]

(
J
M

)

= [B] par méthode dire
te après fa
to-

risation de Cholesky

On s'intéresse parti
ulièrement à l'alimentation par modes guidés (voir �gure 1.8. Le

guide d'onde in�ni est modélisé par un guide de longueur D terminé par une surfa
e

appelée plan de 
hamp. Le nombre de modes in
idents sur 
e plan, qui dépend de la

fréquen
e étudiée 
omme vu pré
édemment, est dé�ni par l'utilisateur. Si la longueur D
du guide est su�samment grande, les modes évanes
ents sont dissipés et on ne 
onsidère

que les modes propagatifs.

Dans le 
as des modes guidés, l'onde in
idente est 
al
ulée en deux étapes :

• Obtention de la distribution des 
hamps sur le plan de 
hamps : les modes sont


onnus et 
e 
al
ul né
essite une simple résolution d'une équation de Lapla
e;
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• Les tra
es de 
es 
hamps sont alors utilisées 
omme 
ourants in
idents pour l'an-

tenne 
omplète et apparaissent dans le se
ond membre du système linéaire.

D

Guide d’onde
tronqué

Plan de champ

Embouchure
du guide

Figure 1.8 � S
héma d'une antenne ave
 alimentation par modes guidés

Con
lusion

Dans 
e 
hapitre, nous avons présenté le 
adre mathématique de la résolution d'un

problème d'éle
tromagnétisme, en reprenant les prin
ipales étapes qui la 
onstitue :

• la dé�nition du problème de rayonnement éle
tromagnétique, à savoir les équa-

tions de Maxwell harmoniques et leurs solutions dans l'espa
e libre ainsi que les

notions de 
al
uls né
essaires à la 
ompréhension,

• la représentation intégrale de 
e problème, menant à la dé�nition d'un nouveau

problème qui prend la forme d'un systèmes d'équations intégrales,

• la résolution numérique de 
e problème par la méthode des éléments �nis de

frontière,

• le présentation du 
adre de l'étude, à savoir les antennes alimentées par modes

guidés,

• la des
ription de Antenna Design, le 
ode de 
al
ul mettant en ÷uvre la méthode

de résolution dé
rite pré
édemment.

Le problème physique étudié dans 
ette étude s'ins
rit dans 
e 
adre et sera résolu de


ette manière. Les aspe
ts théoriques de la méthode des équations intégrales seront repris

et utilisés dans le 
hapitre 3, les aspe
ts numériques seront quand à eux exploités dans

le 
hapitre 4.
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Chapitre 2

Optimisation de forme par méthode

Level Set

Contents

1 Méthode Level Set . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56

1.1 Méthodes pour le suivi d'interfa
e . . . . . . . . . . . . . . . . 56

1.2 Présentation de la méthode Level Set . . . . . . . . . . . . . . . 58

1.3 Quelques aspe
ts numériques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61

2 Optimisation de forme . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 62

2.1 Dé�nition d'un problème d'optimisation de forme . . . . . . . . 63

2.2 Analyse de sensibilité par la méthode d'Hadamard . . . . . . . 64

3 Optimisation de forme par méthode Level Set . . . . . . . . 70

3.1 Algorithme d'optimisation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 70

3.2 Remarques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 70

Introdu
tion

Nous présentons dans 
e 
hapitre un algorithme d'optimisation de forme basé sur le


ouplage entre un 
al
ul de dérivée de forme par analyse de sensibilité et la méthode

Level Set pour la propagation de frontière.

Dans une première se
tion nous présentons la méthode Level Set. Après une brève expli-


ation du 
ontexte des méthodes de suivi d'interfa
e et quelques informations historiques

sur la méthode Level Set, nous expliquons plus en détails en quoi 
onsiste 
ette dernière.

Dans 
ette optique, nous introduisons le 
on
ept 
lé de la méthode qui est 
elui de la

représentation impli
ite d'une frontière au travers d'une fon
tion auxiliaire, la fon
tion

Level Set. Dans 
e 
adre, on peut alors déterminer l'équation qui régit l'évolution de 
ette

fon
tion et don
 de la frontière au 
ours du temps : il s'agit d'une équation d'Hamilton-

Ja
obi qui, une fois résolue, nous donne la position de la frontière à l'instant 
hoisi.

Nous donnons quelques éléments sur sa résolution numérique par une méthode de type

di�éren
es �nies sur une grille 
artésienne, et insistons sur un point parti
ulièrement

important : l'initialisation et la réinitialisation de la fon
tion Level Set.
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Dans une deuxième se
tion, nous jetons les bases de l'optimisation de forme, en 
om-

mençant par un historique rapide et non exhaustif de 
e type de problèmes, ainsi qu'une


lassi�
ation des méthodes que l'on utilise pour les résoudre.

Nous introduisons ensuite la méthode qui va plus parti
ulièrement nous intéresser : la

méthode de variation de frontière d'Hadamard. Cette dernière va nous fournir un 
adre

rigoureux pour dé�nir la notion de di�érentiation par rapport au domaine, qui nous

permettra d'e�e
tuer une analyse de sensibilité et de 
al
uler la dérivée de forme du

problème. Une fois en possession de 
ette dérivée, nous sommes en mesure de présenter

un algorithme intuitif de type des
ente de gradient pour résoudre un problème d'opti-

misation de forme.

En�n, dans une troisième se
tion, nous asso
ions les deux notions vues aux se
tions pré-


édentes a�n de présenter un algorithme d'optimisation de forme 
ouplant une analyse

de sensibilité par la méthode d'Hadamard et une évolution du domaine par la méthode

Level Set. En fait, 
e 
ouplage se fait assez naturellement puisque l'analyse de sensibilité

nous donne une dire
tion de des
ente qu'il nous su�t d'inje
ter 
omme terme d'adve
-

tion dans l'équation d'Hamilton Ja
obi qui 
ontr�le l'évolution de la frontière.

Nous terminons don
 
e 
hapitre par la présentation de l'algorithme général d'optimisa-

tion de forme que nous utiliserons dans la suite de 
ette étude et par quelques remarques


on
ernant la méthode, qui nous seront également utiles.

1 Méthode Level Set

Commençons par quelques généralités sur les méthodes de suivi d'interfa
e avant

d'introduire 
elle qui nous intéresse tout parti
ulièrement : la méthode Level Set.

1.1 Méthodes pour le suivi d'interfa
e

1.1.1 Tour d'horizon des méthodes existantes

On dé�nit une interfa
e 
omme une frontière entre deux domaines aux propriétés

di�érentes. Les domaines d'appli
ation faisant appel à la notion d'interfa
e étant variés

et en nombre important, il nous sera di�
ile, et hors de propos, de les énumérer de façon

exhaustive. Aussi nous 
ontenterons-nous d'en évoquer quelques-uns :

• En mé
anique des �uides : interfa
es entre l'eau et l'air lors de la modélisation

du déferlement d'une vague, entre deux gaz non mis
ibles en 
himie, entre l'air et

le 
arburant lors du remplissage des boosters d'une fusée, entre gaz frais et gaz

brûlés en 
ombustion, ...

• En mé
anique des solides : interfa
es entre deux domaines lors de la gravure

par déposition de 
ir
uits intégrés, entre liquide et solide lors d'un pro
essus de

solidi�
ation, ...

• En imagerie : interfa
e entre deux 
ouleurs, re
onstru
tion d'interfa
e en IRM,

déte
tion d'objets, ...

Il ne s'agit là que de quelques exemples ; le 
on
ept d'interfa
e est omniprésent dans une

grande variété de domaines de la physique et o�re de nombreux problèmes ouverts de

grande importan
e.
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Cette variété se retrouve également dans les méthodes numériques disponibles pour simu-

ler un mouvement d'interfa
e. Là en
ore, nous ne 
her
herons pas à les re
enser tous mais

plut�t à dégager quelques 
atégories. Nous évoquons i
i deux 
atégories importantes :

• le type de suivi d'interfa
e :

- les méthodes de type front tra
king réalisent un suivi expli
ite de l'interfa
e,

par l'intermédiaire des parti
ules qui la 
onstituent,

- les méthodes de type front 
apturing 
apturent l'interfa
e en la 
ara
térisant

impli
itement, par l'intermédiaire d'une fon
tion auxiliaire.

• la nature de la méthode :

- les méthodes lagrangiennes, dans lequelles un volume dis
rétisé 
ontient

toujours les mêmes parti
ules �uides. Elles utilisent souvent des maillages mobiles

non stru
turés dont les éléments épousent la forme de l'interfa
e.

- les méthodes eulériennes, dans lesquelles on ne 
her
he pas à lo
aliser les

parti
ules individuellement. Elles utilisent des maillages �xes, souvent stru
turés,

au travers desquels 
ir
ulent les parti
ules �uides.

Bien évidemment, toutes les 
lasses de méthodes possèdent leurs avantages et leurs in-


onvénients. Par exemple, les méthodes lagrangiennes suivent l'interfa
e et sont don


extrêmement pré
ises dans son positionnement, alors que le maillage �xe des méthodes

eulériennes pourra é
houer à 
apturer une très petite variation de l'interfa
e. En re-

van
he, les méthodes lagrangiennes né
essitent un remaillage à 
haque pas de temps, 
e

qui pénalise le temps de simulation, tout parti
ulièrement en 3D. Les méthodes eulé-

riennes peuvent également gérer des déformations plus grandes.

Le 
hoix de la méthode utilisée dépendra don
, 
omme souvent, d'un 
hoix de priorité

parmi de nombreux 
ritères (robustesse, 
oût d'implémentation, 
oût de simulation, de-

gré de pré
ision souhaité), mais également de la physique qui gouverne le phénomène

étudié et qui in�uera sur la détermination d'une stratégie adaptée.

1.1.2 Introdu
tion à la méthode Level Set

Les sous-se
tions suivantes sont 
onsa
rées à la présentation de la méthode d'évo-

lution d'interfa
e qui sera utilisée dans la suite de 
ette étude : la méthode Level Set.

Celle-
i rentre dans la 
atégorie des méthodes eulériennes de type front 
apturing, et

nous allons en détailler par la suite le prin
ipe de fon
tionnement.

En 1988, Osher et Sethian publient un arti
le [OS88℄ dans lequel ils présentent une nou-

velle méthode d'évolution d'interfa
e, ainsi qu'un ensemble d'algorithmes numériques et

de résultats obtenus grâ
e à 
ette méthode : 
'est la naissan
e de 
elle qu'on appelera par

la suite méthode Level Set. Depuis lors, elle est devenue une méthode de 
hoix pour la

des
ription de mouvement d'interfa
e et a été utilisée dans un très large panel de 
hamps

d'appli
ations.

Comme lors de la présentation générale des méthodes de suivi d'interfa
e, il ne nous sera

pas possible de présenter une liste exhaustive des appli
ations de la méthode Level Set.

Nous pouvons 
ependant 
iter quelques travaux de référen
e en reprenant les exemples
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d'appli
ations 
onsidérés pré
édemment :

• En mé
anique des �uides : utilisation pour dé
rire l'interfa
e entre deux �uides

in
ompressibles dans [SSO94℄, et appli
ation entre autres à la propagation des

vagues, ainsi que pour étudier le mouvement de l'interfa
e entre deux gaz dans

[MOS92℄ ;

• En mé
anique des solides : utilisation pour le pro
essus de gravure par déposition

de 
ir
uits intégrés dans [AS95a℄ et [AS95b℄, ainsi que pour l'étude d'un problème

de solidi�
ation dans [CMOS97℄ ;

• utilisation pour la re
onstru
tion à partir d'images IRM dans [ZOF01℄, pour la

déte
tion d'objets dans [CV01℄, ainsi que dans le débruitage dans [RO94℄.

Les présentations étant faites, il est désormais temps de passer à la des
ription plus

détaillée de la méthode Level Set. On s'appuie pour 
ela sur les ouvrages de référen
e de

Osher et Fedkiw [OF06℄ et de Sethian [Set99b℄.

1.2 Présentation de la méthode Level Set

1.2.1 Dé�nition impli
ite d'un domaine

L'idée de base de la méthode Level Set est de rempla
er la représentation usuelle

d'un domaine Ω ∈ R
d
par une représentation impli
ite, 
omme le sous-domaine négatif

d'une fon
tion auxiliaire φ : Rd → R dé�nie de la manière suivante :







φ(x) < 0 si x ∈ Ω
φ(x) = 0 si x ∈ Γ = ∂Ω
φ(x) > 0 si x ∈ cΩ

(2.1)

La fon
tion φ est appelée fon
tion Level Set, et la frontière Γ de Ω est dé
rite par la


ourbe de niveau 0 de φ (voir �gure 2.1).

φ = 0

φ < 0

φ > 0
Ω

Γ

Figure 2.1 � À gau
he : un domaine Ω ∈ R
2
de frontière Γ 
ir
ulaire ; à droite : une

fon
tion Level Set φ asso
iée

Dès lors, si on s'intéresse au dépla
ement de Γ au 
ours du temps, on n'a qu'à étudier

l'évolution de la fon
tion φ(t, .) : à 
haque instant t, l'interfa
e est déterminée 
omme
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étant l'ensemble des points pour lesquels la fon
tion Level Set φ est nulle :

Γ(t) =
{

x ∈ R
d, φ(t, x) = 0

}

(2.2)

La méthode Level Set permet don
 de traduire le mouvement d'un domaine Ω(t) au 
ours
du temps en une équation aux dérivées partielles dont la solution est fon
tion Level Set

φ(t, .): l'obtention de 
ette équation sera détaillée par la suite.

Les des
riptions expli
ite et impli
ite d'un domaine sont équivalentes, et les données

géométriques sur le domaine peuvent s'exprimer en fon
tion de φ (pour de plus amples

détails, voir [You10℄).

Si Ω ∈ R
d
est au moins de 
lasse C1

, alors ∀ x ∈ Γ où ∇φ(x) 6= 0, le ve
teur normal

unitaire sortant à Γ peut s'expimer ainsi :

n(x) =
∇φ(x)
|∇φ(x)| (2.3)

De plus, si Ω est de 
lasse C2
, alors ∀ x ∈ Γ où ∇φ(x) 6= 0 la 
ourbure moyenne s'é
rit :

κ(x) = div

( ∇φ(x)
|∇φ(x)|

)

(2.4)

1.2.2 Des
ription de l'évolution de la frontière

On s'intéresse maintenant à l'évolution au 
ours du temps du domaine Ω(t) et d'une
fon
tion Level Set asso
iée φ : [0, T ]×R

d ∋ (t, x) 7→ φ(t, x) ∈ R. On introduit à présent le


hamp de ve
teur à l'origine du mouvement de Ω(t) : le ve
teur vitesse V(t, x). La vitesse
est fon
tion, d'une part évidemment, du temps t et de la position x, mais également de

la géométrie de Ω(t). Un des 
as les plus 
ourants et les plus importants est 
elui d'un

ve
teur vitesse dont la dire
tion est toujours normale à l'interfa
e, 
'est-à-dire :

V(t, x) = v(t, x)n(t, x) (2.5)

où v(t, x) est une fon
tion s
alaire. Ce modèle représente par exemple la progression

d'un front de �amme en 
ombustion. Il en existe d'autres (qui s'expriment en fon
tion

de la 
ourbure moyenne, ou bien en fon
tion de 
ara
téristiques géométriques globales

du domaine Ω(t)), mais nous 
onsidèrerons i
i le 
as d'une vitesse normale à Γ 
omme

dé
rite par (2.5).
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b

b

b

b
b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

Ω(t) = [φ(t, .) < 0]

Ω(t + dt) = [φ(t+ dt, .) < 0]

V(t, x)

x(t)
x(t + dt)

Figure 2.2 � Évolution du domaine Ω(t) di
tée par V (t, .) après un temps dt

On note O ∈ [0, T ]×Rd
un ensemble ouvert tel que Γ(t) ∈ O ∀ t. On suppose φ et V

su�samment régulières. La dé�nition de la fon
tion Level Set φ nous permet d'é
rire :

∀(x, t) ∈ O, φ(t, x(t)) = 0

En dérivant en 
haîne 
ette expression, on obtient l'équation de transport Level Set sui-

vante :

∀(t, x) ∈ O, ∂φ
∂t

(t, x) +V(t, x) · ∇φ(t, x) = 0 (2.6)

En utilisant l'expression de V selon la normale à l'interfa
e (2.5) ainsi que l'expression

de la normale en fon
tion de la fon
tion Level Set φ (2.3), l'équation de transport (2.6)

se réé
rit 
omme une équation d'Hamilton-Ja
obi :

∀(x, t) ∈ O, ∂φ
∂t

(t, x) + v(t, x)|∇φ(t, x)| = 0 (2.7)

On tou
he i
i du doigt l'intérêt prin
ipal du 
hoix de la méthode Level Set de repré-

senter impli
itement un domaine : de 
ette manière, l'évolution du domaine Ω au 
ours

du temps est régie par une équation aux dérivées partielles dont est solution la fon
tion

Level Set qui lui est asso
iée. Cette équation, que l'on sait résoudre numériquement, nous

permet de lo
aliser dans l'espa
e la frontière Γ à 
haque instant t.

Bien évidemment, dans le 
as général, l'évolution du domaine ne se fait pas toujours

de manière indolore. Un domaine évoluant selon un 
hamp de ve
teur vitesse simple

peut par exemple développer des singularités en temps �ni. Il en est de même lors d'un


hangement de topologie du domaine. On peut également mentionner l'importan
e du


hoix de la nature de la fon
tion Level Set, qui aura une in�uen
e sur la qualité du suivi

d'interfa
e. En�n, la méthode de résolution numérique joue bien sûr un r�le important.

La littérature regorge de travaux e�e
tués dans le but de pallier 
es problèmes, aussi ne

nous attarderons-nous pas sur leur énumération et leurs solutions et préférons rester sur

une présentation plus généraliste.

Nous revenons toutefois sur quelques aspe
ts très généraux de la mise en ÷uvre numé-

rique de la méthode Level Set.
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1.3 Quelques aspe
ts numériques

1.3.1 Résolution de l'équation d'Hamilton-Ja
obi

On s'intéresse à la dis
rétisation numérique de l'équation d'Hamilton-Ja
obi dans le


as bidimensionel, à savoir







∂φ

∂t
+ v|∇φ| = 0 dans [0, T ]× R

2

φ(0, .) = φ0 dans R
2

(2.8)

pour une vitesse v donnée et une fon
tion Level Set initiale φ0 toutes deux supposées

bornées et 
ontinues.

On reprend le s
héma numérique présenté dans [Set99b℄.

Soit N ∈ N et ∆t =
T

N
le pas de temps pour la dis
rétisation de l'intervalle tempo-

rel [0, T ] en sous-intervalles [tn, tn+1], n = 0, ..., N − 1 ave
 tn = n∆t. Le plan R
2
est

doté d'une grille 
artésienne de pas ∆x dans la dire
tion x et ∆y dans la dire
tion y.
L'in
onnue φ à l'instant tn et au point de la grille (i∆x, j∆y), i, j ∈ Z est noté φn

ij.

On note les quantités :

D+x
ij φ

n =
φn
i+1j − φn

ij

∆x
, D−x

ij φ
n =

φn
ij − φn

i−1j

∆x

et on dé�nit de la même manière D+y
ij φ

n
et D−y

ij φ
n
.

On peut é
rire le s
héma expli
ite d'ordre 1 suivant :







φ0
ij = φ0(i∆x, j∆y) ∀ i, j ∈ Z

φn+1
ij = φn

ij −∆t
(

max(vij , 0)∇+
ijφ

n +min(vij , 0)∇−
ijφ

n
)

∀ i, j ∈ Z, ∀ n ∈ N
(2.9)

où les quantités ∇+
ijφ

n
et ∇−

ijφ
n
relatives à la dis
rétisation de |∇φ| s'é
rivent :

∇+
ijφ

n =
(

max
(
max(D−x

ij φ
n, 0),−min(D+x

ij φ
n, 0)

)2
+max

(
max(D−y

ij φ
n, 0),−min(D+y

ij φ
n, 0)

)2
) 1

2

et

∇−
ijφ

n =
(

max
(
max(D+x

ij φ
n, 0),−min(D−x

ij φ
n, 0)

)2
+max

(
max(D+y

ij φ
n, 0),−min(D−y

ij φ
n, 0)

)2
) 1

2

A�n d'assurer la 
onvergen
e de 
e s
héma, on a besoin d'une 
ondition CFL qui nous

garantit que le front ne traversera pas plus d'une maille de grille en un pas de temps.

Cette 
ondition s'é
rit :

(
sup
i,j

vij
)
∆t ≤ min(∆x,∆y) (2.10)

On trouve également dans [Set99b℄ les détails 
on
ernant le même s
héma mais à l'ordre

2 en espa
e, qui sera en fait plus 
ouramment utilisé. À noter qu'on peut également


onstruire des s
hémas similaires d'ordre supérieur en temps à l'aide des méthodes de

Runge-Kutta.
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1.3.2 Initialisation de la fon
tion Level Set

Nous remarquerons que jusqu'à présent, au
une fon
tion Level Set spé
i�que n'a été


hoisie : la 
adre théorique développé pré
édemment est en fait indépendant du 
hoix

de la fon
tion φ e�e
tué. Malheureusement, il n'en va pas de même lors d'une résolution

numérique : des variations trop abruptes ou trop faibles de φ autour de Γ peuvent


auser des instabilités et des di�
ultés à lo
aliser Γ ave
 pré
ision, ou en
ore à 
al
uler

numériquement le ve
teur normal ou la 
ourbure moyenne.

La fon
tion qui s'avère être le meilleur 
hoix d'initialisation pour la fon
tion φ est la

fon
tion distan
e signée dΩ à Ω, dé�nie de la manière suivante :

Dé�nition 2.1. Soit Ω ∈ R
d
un domaine borné. La fon
tion distan
e signée Ω est la

fon
tion R
d ∋ x 7→ dΩ(x) ∈ R dé�nie par :

dΩ(x) =







−d(x,Γ) si x ∈ Ω
0 si x ∈ Γ
d(x,Γ) si x ∈ cΩ

(2.11)

où d(x,Γ) désigne la fon
tion distan
e eu
lidienne usuelle à l'ensemble Ω.

La fon
tion distan
e signée possède les propriétés de régularité et de di�érentiabilité

né
essaires, ainsi que d'intéressantes propriétés géométriques (pour une des
ription de


es 
ara
téristiques, voir par exemple les travaux de Delfour et Zolésio dans [DZ11℄).

Il existe dans la littérature un 
ertain nombre de méthodes numériques utilisées pour


al
uler (ou appro
her au mieux) la fon
tion distan
e signée. On peut 
iter entre autres

la méthode Fast Mar
hing ([Set99a℄) et la méthode Fast Sweeping ([Zha05℄).

Maintenant que nous avons pointé du doigt l'importan
e d'un point de vue numérique

de manipuler des fon
tions Level Set aussi pro
hes que possible de la fon
tion distan
e

signée, il nous faut signaler qu'une initialisation seule n'est pas su�sante. En e�et, même

si φ(0, .) est la distan
e signée à Ω(0), la solution φ(t, .) solution de (2.7) peut bien sou-

vent développer des variations trop abruptes ou pas assez aux alentours de Γ(t), au fur

et à mesure que t augmente.

Dès lors, il devient 
ru
ial de redé�nir périodiquement φ(t, .) 
omme étant la fon
tion

distan
e signée à Ω(t) : 
ette étape est appelée réinitialisation de la Level Set. Le 
al
ul de

la distan
e signée dans 
e 
as est fa
ilitée par le fait que nous possédons déjà une fon
tion

Level Set, notée φ0; la régularisation de 
ette fon
tion Level Set en une nouvelle fon
tion

ψ plus pro
he de la fon
tion distan
e signée est proposée par Osher, Sussman et Smereka

dans [SSO94℄. Il s'agit résoudre l'équation suivante, appelée équation de redistan
iation :







∂ψ

∂t
+ sgn(φ0(x))

(
|∇ψ| − 1) = 0 pour (t, x) ∈ [0,∞]× R

d

ψ(0, x) = φ0(x) pour x ∈ R
d

(2.12)

Sur une grille, 
ette équation peut être résolue par une méthode similaire à 
elle présentée

dans le paragraphe pré
édent, ave
 en plus une étape de lissage de la fon
tion dis
ontinue

sgn(φ0).

2 Optimisation de forme

Passons maintenant à la dé�nition de 
e qu'est l'optimisation de forme et à la présen-

tation de la méthode 
hoisie pour résoudre les problèmes qui en dé
oulent, la méthode
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de variation de frontière d'Hadamard.

2.1 Dé�nition d'un problème d'optimisation de forme

2.1.1 Un peu d'histoire

Résoudre un problème d'optimisation de forme, 
'est trouver la forme optimale d'un

domaine Ω parmi un ensemble de formes admissibles Uad qui minimise (ou maximise)

un 
ritère donné appelé fon
tion 
oût ou fon
tion obje
tif J(Ω) :

min
Ω∈Uad

J(Ω)

L'exemple historique d'optimisation de forme le plus 
élèbre est sans doute 
elui de la

reine Didon (latin : Dido) relaté dans l'Énéide de Virgile : après s'être é
happée de Tyre,

la prin
esse phéni
ienne Dido arrive sur une 
�te d'Afrique du Nord et demande au roi

lo
al Jarbas une portion de terre pour y ériger une ville. Celui-
i a

epte de lui 
éder

autant de terre qu'elle peut faire tenir dans la peau d'un b÷uf. Didon dé
ide alors de

dé
ouper la peau du b÷uf en très �nes lamelles et de les atta
her les unes aux autres

avant d'utiliser la 
orde ainsi obtenue pour dessiner son territoire 
omme un ar
 de 
er
le


omprenant une portion de la 
�te, et y fonde la 
élèbre ville de Carthage. Ce problème

est appelé problème isopérimétrique (la longueur de la 
orde étant �xe) et la solution

qui maximise l'aire est bien le 
er
le.

Depuis, la quantité de problèmes d'optimisation de forme a bien augmenté et les résoudre

est devenu une étape in
ontournable dans la 
on
eption et le design industriel. L'intérêt

grandissant porté à 
e sujet a entraîné l'étude et le développement d'un grand nombre

de méthodes théoriques et numériques pour résoudre les problèmes d'optimisation de

forme. Nous nous référons i
i aux ouvrages [Pir84℄, [SZ92℄, [HP06℄ et prin
ipalement à

[All06℄ dont nous reprendrons le 
heminement.

Bien que 
ertaines questions d'ordre théorique restent ouvertes (voir [HS05℄ pour une

vue d'ensemble), beau
oup de questions venant de di�érents domaines de la physique

peuvent être reformulées en problèmes d'optimisation de forme et résolus grâ
e aux mé-

thodes asso
iées. On peut en 
iter quelques-uns :

• la re
her
he de pro�l d'aile optimal en aéronautique, ainsi qu'un grand nombre

d'autres problèmes venant de la mé
anique des �uides dont on peut trouver des

exemples dans [MP01℄ ;

• la 
on
eption optimale en mé
anique des stru
tures, ave
 par exemple l'optimisa-

tion des propriétés des matériaux ([RGB02℄,[Sig95℄), ou bien la minimisation de

la 
ontrainte ([AJ08℄,[DB98℄) ;

• la déte
tion de 
ontours en imagerie ([CKS97℄), ainsi que beau
oup d'autres ap-

pli
ations dans 
ette dis
ipline très a
tuelle ;

• le design optimal de dispositifs éle
tromagnétiques, point sur lequel nous revien-

drons plus en détails par la suite, étant donné sa proximité ave
 le sujet de 
e

manus
rit.
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2.1.2 Une rapide vue d'ensemble des di�érentes méthodes

De nombreuses te
hniques d'optimisation de forme ont été développées au 
ours des

années. Ces te
hniques sont en fait reliées à la manière dont on dé
ide de représenter les

formes, 
ar de 
ette représentation dépendra la façon d'étudier les variations du domaine,

point primordial en optimisation puisque la majorité des méthodes né
essitent un 
al
ul

de gradient.

Traditionnellement, on distingue trois grandes familles de représentation : l'optimisation

paramétrique, géométrique et topologique. Nous en e�e
tuons une brève des
ription.

Optimisation paramétrique

La forme est dé
rite a priori en utilisant un nombre �ni de paramètres. Par exemple,

il peut s'agir d'un ensemble de paramètres physiques pertinents (des longueurs 
ara
-

téristiques, des épaisseurs, et
... voir exemple dans [All06℄). Dans une logique similaire,

la forme peut-être paramétrisée par des polyn�mes, 
omme des 
ourbes de Bézier, des

splines ou des NURBS (voir [CK08℄ et les référen
es à l'intérieur). Dans tous les 
as,

les formes sont paramétrisées expli
itement par un nombre �ni de degrés de liberté, qui

peuvent être, suivant les 
as, les paramètres physiques, les points de 
ontr�le des 
ourbes

de Bézier (ou des splines), ou en
ore les n÷uds du maillage.

Du fait de sa simpli
ité de formulation et de mise en ÷uvre, 
ette appro
he est très

largement utilisée dans l'industrie ; néanmoins, elle o�re des possibilités de variations de

forme très limitées.

Optimisation géométrique

L'appro
he est i
i un peu plus générale : la variable d'optimisation est i
i la frontière

du domaine elle-même. La topologie de la forme est �xée, et la frontière peut évoluer de

manière totalement libre.

La manière de représenter la forme et ses variations est don
 plus 
omplexe, et sera

dé
rite plus en détails dans la se
tion 2.2.

Optimisation topologique

L'optimisation topologique ne possède au
une des restri
tions pré
édentes : on 
her
he

i
i la forme optimale, en autorisant tout type de variations y 
ompris les 
hangements

de topologie. Elle ne né
essite don
 pas de savoir à l'avan
e de 
ombien de 
omposantes


onnexes la stru
utre est 
onstituée et permet don
 d'en trouver le nombre optimal. I
i,

la forme est représentée par une fon
tion densité qui vaut 1 à l'intérieur de la forme et

0 à l'extérieur.

La première méthode d'optimisation topologique est la 
élèbre méthode d'homogénisa-

tion (voir par exemple [Tar00℄), mais de nombreuses autres ont été développées au �l

des années.

2.2 Analyse de sensibilité par la méthode d'Hadamard

Comme nous l'avons mentionné pré
édemment, un des points les plus importants en

optimisation de forme est de dé�nir 
omment on e�e
tue les perturbations d'une forme et

don
 
omment on 
al
ule les variations de la fon
tion obje
tif J par rapport à la forme.

Une possibilité est d'e�e
tuer une analyse de sensibilité de J lorsque l'on perturbe la

frontière de la forme Ω.
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On présente i
i une de 
es méthodes de variation de frontière appelée méthode d'Hada-

mard, introduite par J. Hadamard dans [Had09℄ et étudiée rigoureusement par Murat

et Simon dans [MS76b℄ et [MS76a℄, ainsi que la notion de di�érentiation par rapport au

domaine qui en dé
oule naturellement.

2.2.1 Méthode de variation de frontière

Soit Ω un domaine de référen
e et θ un dépla
ement de faible amplitude. L'idée de

base de la méthode de variation de frontière d'Hadamard est de 
onsidérer les déformées

de Ω par le 
hamp θ : (I + θ)Ω (voir �gure 2.3).

bb

b

b

b

b

x
θ(x)

Ω

(I + θ)Ω

Figure 2.3 � Variation d'une forme de référen
e Ω par la méthode d'Hadamard

Pré
isons maintenant le 
adre mathématique de la méthode :

Dé�nition 2.2. On dé�nit l'espa
e des fon
tions lips
hitziennes φ de R
d
dans R

d
telles

que φ et ∇φ sont uniformément bornés sur R
d
:

W 1,∞(Rd,Rd) =

{

φ ∈ L∞(Rd),
∂φ

∂xi
∈ L∞(Rd) ∀ i = 1, ..., d

}

(2.13)

C'est un espa
e de Bana
h pour la norme

‖φ‖W 1,∞(Rd,Rd) = sup
x∈Rd

(

|φ(x)|Rd + |∇φ(x)|Rd×d

)

où |.|Rd désigne la norme eu
lidienne dans R
d
et |.|Rd×d une norme matri
ielle sur R

d
.

Remarque 2.1. On note C1(Rd,Rd) l'ensemble des 
hamps de ve
teurs 
ontinûment

di�érentiables et uniformément bornés ainsi que leur gradient.

Soit Ω un domaine de référen
e et θ un 
hamp de ve
teurs tel que θ ∈ W 1,∞(Rd,Rd).
L'ensemble des formes admissibles C(Ω) est alors 
omposé des ouverts Ωθ =

(
I + θ

)
Ω

dé�nis par :

Ωθ =
{

x+ θ(x), x ∈ Ω
}

(2.14)

On peut don
 voir θ 
omme le 
hamp de ve
teurs qui transporte la forme de référen
e Ω
en une forme Ωθ. On a également la proposition suivante, qui nous garantit que pour θ
su�samment petit alors T est un di�éomorphisme (voir preuve dans [All06℄), 
e qui nous

permettra par la suite d'introduire la notion de di�érentiation par rapport au domaine :
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Proposition 2.1. Soit θ un 
hamp de ve
teurs tel que θ ∈ W 1,∞(Rd,Rd) ave
 de plus

‖θ‖W 1,∞(Rd,Rd) < 1. Alors l'appli
ation T = I + θ est une bije
tion de R
d
qui appartient

à l'ensemble des di�éomorphismes.

2.2.2 Di�érentiation par rapport à la forme

Nous pouvons désormais dé�nir la notion de di�érentiation par rapport au domaine :

Dé�nition 2.3. Soit J(Ω) une fon
tionnelle du domaine. J est di�érentiable par rapport

à la forme en Ω si la fon
tion

W 1,∞(Rd,Rd) −→ R

θ 7−→ J
(
(I + θ)(Ω)

)

est Fré
het di�érentiable en θ = 0. La dérivée de Fré
het asso
iée, notée J ′(Ω), est appelée
dérivée de forme de J en Ω. De plus, on a le développement asymptotique suivant dans

un voisinage de 0 :

J
(
I + θ)(Ω)

)
= J(Ω) + J ′(Ω)(θ) + o(θ) ave
 lim

θ→0

|o(θ)|
‖θ‖ = 0 (2.15)

Dérivation d'intégrales

On 
ommen
e i
i par présenter les dérivées de formes d'intégrales dont l'intégrande ne

dépend pas du domaine. On rappelle tout d'abord les lemmes 
lassiques sur les 
hange-

ments de variable dans les intégrales :

Lemme 2.1. Soit Ω un ouvert de R
d
et T un di�éomorphisme de R

d
. Alors f ∈ Lp(T (Ω))

si et seulement si f ◦ T ∈ Lp(Ω), 1 ≤ p ≤ ∞ et on a :

∫

T (Ω)

fdx =

∫

Ω

f ◦ T |det∇T |dx

D'autre part, f ∈ W 1,p(T (Ω)) si est seulement si f ◦ T ∈ W 1,p(Ω) et on a :

(
∇f
)
◦ T =

(
(∇T )−1

)t∇
(
f ◦ T

)
(2.16)

Lemme 2.2. Soit Ω un ouvert borné régulier de R
d
et T un di�éomorphisme de R

d
.

Alors f ∈ L1(∂T (Ω)) si et seulement si f ◦ T ∈ L1(∂Ω) et on a :

∫

∂T (Ω)

fds =

∫

∂Ω

f ◦ T |det∇T |
∣
∣
∣

(
(∇T )−1

)t
n

∣
∣
∣
Rd
ds

où n est la normale extérieure à ∂Ω

On peut don
 é
rire les propositions suivantes (dont les preuves, faites dans [All06℄,

dé
oulent dire
tement des lemmes pré
édents) :

Proposition 2.2. Soit Ω un ouvert borné régulier de R
d
de frontière Γ. Soit f ∈

W 1,1(Rd) et soit J l'appli
ation de C(Ω) dans R dé�nie par :

J(Ω) =

∫

Ω

f(x)dx
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Alors J est di�érentiable en Ω et on a :

J ′(Ω)(θ) =

∫

Ω

div

(

θ(x)f(x)
)

dx =

∫

Γ

f(x)θ(x) · n(x)dx, ∀ θ ∈ W 1,∞(Rd,Rd)

Proposition 2.3. Soit Ω un ouvert borné régulier de R
d
de frontière Γ. Soit f ∈

W 2,1(Rd) et soit J l'appli
ation de C(Ω) dans R dé�nie par :

J(Ω) =

∫

Γ

f(x)ds

Alors J est di�érentiable en Ω et on a :

J ′(Ω)(θ) =

∫

Γ

(

∇f ·θ+f
(
divθ−∇θ ·n

))

ds =

∫

Γ

(∂f

∂n
+κf

)

θ ·nds, ∀ θ ∈ C1,∞(Rd,Rd)

où κ = divn est la 
ourbure moyenne de Γ.

Dérivées lagrangienne et eulérienne

On s'intéresse désormais à la di�érentiation par rapport à la forme de fon
tions qui

dépendent du domaine, que l'on note u(Ω, x). C'est le 
as par exemple lorsque u(Ω, x)
est la solution d'une EDP dé�nie sur Ω. On dé�nit deux types de dérivées de forme : la

dérivée eulérienne et la dérivée lagrangienne.

La dérivée eulérienne se dé�nit de manière lo
ale et représente la variation de u en un

point x �xé :

Dé�nition 2.4. Soit x un point appartenant au domaine de référen
e Ω et au domaine

transporté Ωθ = (I+θ)Ω. On peut é
rire le développement asymptotique en θ = 0 suivant :

u
(
(I + θ)(Ω), x

)
= u(Ω, x) + U(θ, x) + o(θ) ave
 lim

θ→0

|o(θ)|
‖θ‖ = 0 (2.17)

U(θ, x) est appelée dérivée eulérienne de la fon
tion u(Ω, x).

Le développement pré
édent a un sens pour les points x ∈ Ω étant donné que pour

θ su�sament petit, x ∈ Ωθ. Néanmoins, il n'est pas 
lair que 
ela soit valable pour un

point du bord x ∈ Γ puisque rien ne nous dit que 
e point appartienne au domaine

transporté Ωθ. Dans 
e 
as, u(Ω, x) et u(Ωθ, x) n'appartiennent pas au même domaine

et on ne peut don
 pas é
rire le développement asymptotique.

Pour pallier 
e problème, on introduit la dérivée lagrangienne qui représente 
ette fois

la variation de u en un point x qui bouge ave
 le domaine. I + θ étant une bije
tion,

on a 
orrespondan
e entre le point x ∈ Ω et le point xθ ∈ Ωθ. On peut don
 dé�nir les

fon
tions u(Ωθ, xθ = u
(
(I + θ)(Ω)

)
◦ (I + θ) = u

(
(I + θ)(Ω), x+ θ(x)

)
et u(Ω, x) qui sont

dé�nies 
ette fois sur le même domaine Ω.

Dé�nition 2.5. Soit x un point appartenant au domaine de référen
e Ω. On peut é
rire

le développement asymptotique en θ = 0 suivant :

u
(
(I + θ)(Ω), x+ θ(x)

)
= u(Ω, x) + Y (θ, x) + o(θ) ave
 lim

θ→0

|o(θ)|
‖θ‖ = 0 (2.18)

Y (θ, x) est appelée dérivée lagrangienne de la fon
tion u(Ω, x).

Les deux notions sont bien sûr liées :

Y (θ, x) = U(θ, x) + θ(x) · ∇u(Ω, x)
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Dérivation de la solution d'une équation dépendant du domaine

Les deux paragraphes pré
édents nous fournissent les outils né
essaires pour nous inté-

resser à la dérivabilité des intégrales dont l'intégrande est une fon
tion dépendant de la

forme, solution d'une équation aux dérivées partielles.

Proposition 2.4. Soit Ω un ouvert borné régulier de R
d
et u(Ω) une fon
tion de C(Ω)

dans L1(Ω). On dé�nit sa transportée de C1(Rd,Rd) dans L1(Ω) par :

u(Ωθ, xθ) = u
(
(I + θ)(Ω)

)
◦ (I + θ)

et on note Y sa dérivée lagrangienne. Alors la fon
tion J1 : C(Ω) → R dé�nie par

J1 =

∫

Ω

u(Ω)dx

est di�érentiable en Ω et ∀ θ ∈ C1(Rd,Rd), on a :

J ′
1(Ω)(θ) =

∫

Ω

(
u(Ω)divθ + Y (θ)

)
dx =

∫

Ω

(
div(u(Ω)θ) + U(θ)

)
dx

De plus, si u(Ωθ, xθ) est une fon
tion de C1(Rd,Rd) dans L1(∂Ω), alors la fon
tion

J2 : C(Ω) → R dé�nie par

J2 =

∫

∂Ω

u(Ω)ds

est di�érentiable en Ω et ∀ θ ∈ C1(Rd,Rd), on a :

J ′
2(Ω)(θ) =

∫

∂Ω

(
u(Ω)(divθ −∇θn · n) + Y (θ)

)
ds =

∫

∂Ω

(∂u(Ω)

∂n
+ κu(Ω)

)

θ · nds

Dans le 
as général, le 
al
ul de la dérivée de forme de la fon
tion obje
tif J né
essite

don
 le 
al
ul de la dérivée lagrangienne de u. Si u est la solution d'une équation aux

dérivées partielles, alors 
e 
al
ul peut se faire de la manière suivante :

• On é
rit l'équation aux dérivées partielles satisfaite par la fon
tion u(Ω, x) et par
sa transportée u(Ωθ, xθ)

• On soustrait la première équation à la deuxième, faisant apparaître une nouvelle

EDP dont la dérivée lagrangienne Y (θ, x) est solution

Dans les faits, on ne résout pas 
ette nouvelle EDP : son se
ond membre possède généra-

lement une expression assez 
omplexe puisqu'il 
ontient les transportées des opérateurs

de l'EDP de départ; et surtout il dépend de θ. Il faudrait don
 i
i résoudre une EDP

pour 
haque dire
tion θ !
Pour pallier 
ette di�
ulté, on fait appel à un outil hérité de la théorie du 
ontr�le

optimal : l'état adjoint ([Lio71℄).

Dé�nition 2.6. Soit Ω un ouvert et u solution de l'équation aux dérivées partielles

L(u) = b dans Ω

où l'opérateur L tient 
ompte des 
onditions limites éventuelles sur Γ = ∂Ω.
Soit la fon
tion obje
tif J : C(Ω) → R dé�nie par

J =

∫

Ω

j
(
u(Ω)

)
dx
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Alors on appelle état adjoint p la solution de l'équation aux dérivées partielles

L∗(p) = j′(u) dans Ω

où l'opérateur L∗
est l'adjoint de l'opérateur L.

L'état adjoint né
essite la résolution d'une seule EDP, indépendante de θ, et permet

de réé
rire la dérivée de forme de la fon
tion 
oût de manière expli
ite en fon
tion de

la solution de l'EDP de départ (l'état) de la solution de l'EDP adjointe (l'état adjoint)

et des transportées des opérateurs intervenants dans l'EDP de départ (qui sont elles

dépendantes de θ).
Le 
heminement de 
ette méthode deviendra beau
oup plus 
lair au 
hapitre 3, où nous

l'utiliserons pour 
al
uler la dérivée de forme qui nous intéresse.

2.2.3 Algorithme générique d'optimisation de forme

Grâ
e à l'introdu
tion de l'état adjoint, et en a

ord ave
 la proposition 2.2 qui

traduit le fait que la dérivée de forme ne dépend que de la 
omposante normale de la

déformation du domaine Ω, on s'intéresse aux fon
tions 
oûts dont les dérivées de forme

peuvent s'é
rire de la manière suivante :

∀θ ∈ W 1,∞(Rd,Rd), J ′(Ω)(θ) =

∫

Γ

vΩ(θ · n)ds (2.19)

où le 
hamp s
alaire vΩ dépend de l'état et de l'état adjoint.

Cette expression nous donne une dire
tion de des
ente naturelle :

θ = −vΩ n

En e�et, si on inje
te 
ette expression de θ dans le développement asymptotique (2.15),

on obtient pour t un pas de des
ente su�samment petit :

J(Ωθ) = J(Ω)− t

∫

Γ

v2Ω ds+ o(t) < J(Ω)

La fon
tion 
oût est bien dé
roissante et θ est don
 bien une dire
tion de des
ente pour

J en Ω.

Sur 
es 
onsidérations, nous pouvons dé�nir un algorithme générique d'optimisation de

forme en utilisant l'analyse de sensibilité dé
oulant de la méthode d'Hadamard :

Algorithme 1 Optimisation de forme par analyse de sensibilité

Partant d'un domaine initial Ω0
, pour k = 0, ... jusqu'à 
onvergen
e,

• Cal
ul de l'état uΩk et de l'état adjoint pΩk par résolutions des systèmes 
orres-

pondants

• Cal
ul de vΩk à partir de uΩk et pΩk , et 
al
ul de la dire
tion de des
ente θk =
−vΩk n

• Choix du pas de des
ente tk su�samment petit pour que J
(
(I + tkθk)(Ωk)

)
<

J(Ωk)

• Nouvelle forme obtenue : Ωk+1 = (I + tkθk)(Ωk)
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3 Optimisation de forme par méthode Level Set

Dans la se
tion 1, nous avons présenté les bases de la méthode Level Set, qui permet de

faire évoluer une frontière dans le temps sous l'in�uen
e d'un 
hamp de ve
teurs vitesse.

Dans la se
tion 2, nous avons présenté le 
al
ul de la dérivée de forme par la méthode

d'Hadamard et en avons extrait un 
hamp de ve
teurs qui nous indique 
omment faire

évoluer la forme dans une dire
tion qui fait dé
roître la fon
tion obje
tif.

Dans 
ette se
tion, nous présentons la méthode proposée par G. Allaire, F. Jouve et

A.-M. Toader dans [AJT04℄, qui fait suite aux travaux e�e
tués dans [OS01℄ et [SW00℄

et qui permet de 
oupler la méthode Level Set ave
 l'analyse de sensibilité a�n de 
réer

un algorithme d'optimisation de forme.

3.1 Algorithme d'optimisation

L'idée de base de la méthode est la suivante : dans l'équation d'Hamilton-Ja
obi, si on

utilise 
omme vitesse d'adve
tion la dérivée de forme 
al
ulée par analyse de sensibilité,

alors on dépla
e la frontière de Ω, représentée par la Level Set 0 de la fon
tion φ, dans
la dire
tion de des
ente indiquée par la dérivée de forme.

Soit D un domaine de 
al
ul �xé, dans lequel les formes Ω0, ...,Ωk, ... 
al
ulées durant le
pro
essus d'optimisation évolueront. D est maillé par une grille 
artésienne. L'algorithme

d'optimisation de forme par la méthode Level Set se résume alors ainsi :

Algorithme 2 Optimisation de forme par analyse de sensibilité et méthode Level Set

Partant d'un domaine initial Ω0
, pour k = 0, ... jusqu'à 
onvergen
e,

• Cal
ul de l'état uΩk et de l'état adjoint pΩk par résolution des systèmes 
orres-

pondants

• Cal
ul de vΩk à partir de uΩk et pΩk , et de la dire
tion de des
ente θk = −vΩk n

• Choix du pas de des
ente τk et résolution de l'équation d'Hamilton-Ja
obi ave


la 
omposante normale θk · n = −vΩk 
omme vitesse d'adve
tion :







∂φ

∂t
− vΩk |∇φ| = 0 dans[0, τk]×D

φ(t = 0, .) = φk
dansD

• Nouvelle forme obtenue : Ωk+1 =
{
x ∈ D, φ(τk, x) < 0

}

3.2 Remarques

Changements de topologie

Bien que la méthode d'Hadamard suppose que la topologie de la forme reste la même,


ette limitation est surmontée grâ
e à la 
apa
ité de la méthode Level Set à autoriser les


hangements de topologie. Un tel 
hangement aura alors lieu lorsque, à une itération k,
le pas de temps τk n'a pas été 
hoisi su�samment petit pour que (I + τkθk) soit un dif-

féomorphisme lips
hitzien. Cette astu
e numérique nous permet don
 de tirer pleinement

pro�t de la liberté de 
hangement topologique de la méthode Level Set.
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Extension de la vitesse

L'analyse de sensibilité nous fournit une dérivée de forme qui n'est dé�nie que sur le

bord du domaine Ω : or, l'équation d'Hamilton-Ja
obi est résolue dans le domaine D
tout entier. La frontière n'étant pas expli
itement dis
rétisée dans notre 
as, l'idée la

plus simple serait de dé�nir la vitesse aux n÷uds des éléments traversés par la Level

Set 0, et de la 
onsidérer nulle pour tous les autres n÷uds. Cependant, 
e 
hoix aura

tendan
e à ralentir l'algorithme : la forme ne pourra pas évoluer là où la vitesse est

nulle, et nous ne pourrons don
 pas e�e
tuer plusieurs itérations de transport à la suite.

Il paraît don
 plus intéressant d'étendre la vitesse à l'intégralité du domaine D.

Changement de fon
tion 
oût

On remarque que 
ette méthode est extrêmement dépendante du 
hoix de fon
tion 
oût

qui a été e�e
tué. Si l'on désire 
hanger de fon
tion 
oût, alors l'état adjoint pΩ 
hange,

ainsi que la vitesse d'adve
tion vΩ.

Réinitialisation

Comme il a été pré
isé dans le paragraphe 1.3.2, il est primordial, pour des raisons de

stabilité, de réinitialiser de temps en temps la fon
tion Level Set φ. Ce
i né
essite don
,
au bout d'un 
ertain nombre d'itérations, de résoudre l'équation (2.12), et 
e de manière

périodique.

Con
lusion

Dans 
e 
hapitre, nous avons pu étudier, dans un premier temps, la méthode Level

Set pour le suivi de frontière, qui repose sur la résolution d'une équation d'Hamilton-

Ja
obi.

Dans un deuxième temps, nous nous sommes familiarisés ave
 le 
on
ept d'optimisation

de forme, et plus parti
ulièrement ave
 l'optimisation de forme géométrique et l'analyse

de sensibilité qui permet le 
al
ul, primordial, de la dérivée de forme.

En�n, le 
ouplage de 
es deux notions nous a permis la dé�nition d'un algorithme d'op-

timisation de forme par méthode Level Set.

Il nous reste à présent à retourner à notre problématique initiale, 
elle de l'éle
tro-

magn

�

tisme et plus spé
i�quement des équations intégrales, a�n d'y appliquer 
ette mé-

thode.
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Partie II

Optimisation de forme pour

l'éle
tromagnétisme
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Chapitre 3

Le problème d'optimisation de forme
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Introdu
tion

Dans un premier 
hapitre, nous avons présenté le problème d'éle
tromagnétisme et sa

résolution par la méthode des équations intégrales telle qu'elle est en ÷uvre dans le 
ode

de 
al
ul Antenna Design, qui sera utilisé dans la suite des travaux. Dans un deuxième


hapitre, nous avons présenté le problème d'optimisation de forme et sa résolution par

une analyse de sensibilité 
ouplée à la méthode Level Set.

Il est désormais temps de 
oupler 
es deux aspe
ts du problème : on souhaite mettre

en pla
e un algorithme d'optimisation de forme par méthode Level Set pour 
al
uler le

design optimal d'un dispositif éle
tromagnétique, pour lequel les équations de Maxwell

sont résolues par méthode des équation intégrales. Les développements mathématiques

préliminaires à l'appli
ation de l'algorithme 
onstituent le 
÷ur de nos travaux, et seront

présentés dans 
e 
hapitre.
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Dans un premier temps, nous nous atta
hons à dé�nir un peu plus pré
isemment le

problème d'optimisation de forme. On 
ommen
e par un rapide tour d'horizon des pro-

blèmes existant en éle
tromagnétisme et des méthodes utilisées pour les résoudre, à la

suite de quoi nous présentons le 
ontexte dans lequel vont se situer nos travaux : nous

y dé�nissons la géométrie des éléments rayonnants auquel nous nous intéressons et la

fon
tion 
oût que l'on souhaite minimiser.

La se
onde se
tion de 
e 
hapitre présente le 
ouplage re
her
hé entre les équations

intégrales et la méthode de variation de frontière d'Hadamard. On 
ommen
e par for-

maliser les parti
ularités de notre 
as d'appli
ation et rappeler les équations intégrales

utilisées. On appelle 
e système problème dire
t. Sa résolution fournit les solutions des

équations de Maxwell : 
ourants surfa
iques équivalents et 
hamps rayonnés.

On applique ensuite l'analyse de sensibilité à 
e problème, telle qu'elle a été présentée

dans le 
hapitre 2. On dé�nit le di�éomorphisme qui déforme la frontière et les trans-

portées des grandeurs présentes par 
e même di�éomorphisme (opérateurs intégraux et

in
onnues éle
tromagnétiques). L'analyse de sensibilité nous permet alors de 
ara
té-

riser les dérivées de forme des solutions du problème dire
t : elles sont solutions d'un

problème auxiliaire, appelé problème dérivé, dont les opérateurs sont identiques à 
eux

du problème dire
t mais où le se
ond membre fait intervenir les opérateurs intégraux

transportés.

En�n, on s'intéresse à la dérivée de forme de la fon
tion 
oût. On l'é
rit dans un premier

temps en fon
tion des dérivées de forme des in
onnues éle
tromagnétiques solution du

problème dérivé. Celui-
i étant en fait peu propi
e à une résolution numérique, on intro-

duit un troisième problème, le problème adjoint. Celui-
i va nous permettre d'é
rire une

deuxième expression de la dérivée de forme de la fon
tion 
oût, qui dépendra des solu-

tions du problème dire
t, des solutions du problème adjoint, et des opérateurs intégraux

transportés.

A�n d'avoir en notre possession une expression expli
ite et exploitable de la dérivée

de forme de la fon
tion 
oût, il nous faut développer l'expression des opérateurs inté-

graux transportés qui y apparaissent : 
'est le but de la troisième se
tion.

Cette étape né
essite le 
al
ul des dérivées de forme de tous les termes 
onstituant les

opérateurs intégraux, que l'on développe grâ
e aux outils de géométrie di�érentielle pour

les surfa
es présentés dans le 
hapitre 1. Une fois 
es 
al
uls e�e
tués, nous les 
ouplons

à la formule de 
hangement de variable sous une intégrale a�n d'obtenir les expressions

des opérateurs dérivés des opérateurs intégraux.

Pour terminer, on doit désormais tenir 
ompte des parti
ularités de notre 
as d'ap-

pli
ation, présentées dans la première se
tion, et de 
elles de la méthode Level Set.

Dans un premier temps, en prenant en 
ompte une spé
i�
ité du problème, on modi�e

légèrement les opérateurs intégraux transportés 
al
ulés à la se
tion pré
édente, et on

les utilise pour é
rire la troisième expression de la dérivée de forme de la fon
tion 
oût :


elle-
i est à présent totalement expli
ite et ne dépend plus que des solutions du problème

dire
t et du problème adjoint.

Cependant, la méthode Level Set nous demande une é
riture de la dérivée de forme bien

parti
ulière : dans un se
ond temps, et en tenant 
ompte d'une autre spé
i�
ité de notre

problème, nous allons don
 
her
her à reformuler nos opérateurs intégraux transportés

a�n qu'ils soient 
onformes à l'é
riture désirée pour la dérivée de forme. Cette étape,
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très 
al
ulatoire, aboutit à une quatrième et dernière expression pour la dérivée de forme

de la fon
tion 
oût, qui sera 
elle utilisée dans l'algorithme numérique développé par la

suite.

1 Contexte et présentation du problème

1.1 Tour d'horizon des problèmes existants en éle
tromagné-

tisme

L'appli
ation de méthodes d'optimisation de forme pour résoudre des problèmes en

éle
tromagnétisme ne date pas d'hier, et de nombreux travaux sur 
e sujet sont dispo-

nibles dans la littérature. Cependant, le spe
tre de formulations, de 
hamps d'appli
a-

tions et de méthodes est très varié. Il nous sera di�
ile d'en faire un inventaire exhaustif,

aussi nous 
ontenterons-nous de 
iter quelques travaux :

• Dans la re
her
he de forme optimale lors de la 
on
eption de dispositifs éle
-

tromagnétiques, l'appli
ation d'algorithmes heuristiques, 
omme par exemple les

algorithmes immunitaires ([CKJH97℄) ou génétiques ([ÜMK94℄), donne de très

bons résultats. Le prin
ipal intérêt de 
e type de méthodes est la fa
ilité de leur

mise en ÷uvre et leur 
apa
ité à trouver un optimum global. Néanmoins, le grand

nombre de simulations né
essaires peut, lors d'appli
ations à des dispositifs 
om-

plexes, entraîner un 
oût de 
al
ul rédhibitoire.

• Toujours dans la 
on
eption de dispositifs métalliques, un 
ertain nombre d'ar-

ti
les se sont intéressés à l'optimisation de la forme des pat
hs métalliques (qui,


omme nous le verrons dans la se
tion suivante, sera aussi le 
as de 
ette étude).

Ce problème a prin
ipalement été traité par des méthodes d'optimisation para-

métrique (voir par exemple [UNI

+
09℄, [HWB14℄), où le 
al
ul de la sensibilité est

fait numériquement.

• L'utilisation du gradient topologique et de la méthode adjointe présentée dans

[GGM01℄ et appliquée aux équations de Maxwell dans [MPS05℄ fournit de très

bons résultats pour des appli
ations en problèmes inverses, et notamment dans la

déte
tion d'objets enterrés ou dans l'espa
e libre.

• Plus ré
emment, la méthode adjointe 
ouplée à un 
al
ul de dérivée de forme

pour les équations de Maxwell a été utilisée dans [SPSL15℄, pour l'optimisation

de forme de nano-antennes.

• On trouve également des exemples d'utilisation de la méthode Level Set pour

l'éle
tromagnétisme : dans [KBP09℄ et [LHB

+
14℄, les auteurs utilisent 
ette mé-

thode 
ouplée ave
 une analyse de sensibilité des équations de Maxwell.

• Dans [AKLZ10℄ et [AKLZ12℄, H. Ammari e�e
tue une analyse de sensibilité des

équations de Maxwell sous forme intégrale en 2D pour des problématiques de

re
onstru
tion d'objet en imagerie.

• Le 
al
ul des dérivées de forme pour les équations intégrales en éle
tromagnétisme

a été traité par F. Le Louer ([LL09℄, [CLL12a℄, [CLL12b℄) pour des équations

intégrales issues de l'a
oustique (équations de Kleinman-Martin, voir [CLL11℄)
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en reprenant les travaux e�e
tués dans [Pot96℄. Elle y étudie très en détails les

questions de dérivabilité des opérateurs surfa
iques et intégraux. Ces 
al
uls ne

seront néanmoins pas utilisés lors de la résolution numérique mais rempla
és par

une dérivée dis
rète.

• Dans sa thèse, J. Raza�arivelo ([Raz96℄) étudie un problème d'optimisation de

forme pour un guide d'onde en deux dimensions, et utilise pour le résoudre une

méthode basée sur le 
al
ul des dérivées de forme des équations intégrales et sur

la résolution d'un problème adjoint. Là en
ore, 
e 
al
ul ne sera pas implémenté

numériquement : l'auteur utilise à la pla
e un 
al
ul de dérivée dis
rète et une

méthode d'optimisation paramétrique basée sur une représentation de la frontière

par des splines.

Les deux derniers travaux 
ités, à savoir les thèses de F. Le Louer ([LL09℄) et J. Raza�a-

rivelo ([Raz96℄), sont 
eux se rappro
hant le plus de notre étude. De nombreux 
al
uls

qui y sont développés ont servi de point de départ à 
eux que nous développerons dans


e 
hapitre.

1.2 Contexte industriel

On 
her
he à mettre en pla
e un algorithme d'optimisation de forme e�
a
e pour la


on
eption d'éléments rayonnants. On rappelle qu'un élément rayonant est une sour
e

unitaire 
onstitutive d'une antenne réseau. Le diagramme de l'antenne réseau est formé

de la somme des diagrammes des éléments rayonants unitaires pondérée en amplitude et

en phase.

Le 
hamp éle
tromagnétique rayonné par 
e dispositif est 
al
ulé par le logi
iel Antenna

Design, qui résout les équations de Maxwell par la méthode des équations intégrales :

les in
onnues sont don
 i
i les 
ourants équivalents, dé�nis sur la surfa
e de l'antenne, à

partir desquels on peut si on le souhaite 
al
uler le 
hamp en tout point de l'espa
e.

On souhaite i
i utiliser la méthode d'optimisation de forme par analyse de sensibilité et

Level Set présentée dans le 
hapitre pré
édent. La 
onséquen
e majeure de l'utilisation

d'Antenna Design dans 
e 
ontexte se pro�le alors : nous allons devoir e�e
tuer l'analyse

de sensibilité de la méthode d'optimisation sur la formulation par équations intégrales

du problème.

Mais avant de ré�é
hir aux 
al
uls né
essaires à l'algorithme, nous allons devoir dé�nir

un peu plus pré
isemment le problème en répondant aux deux questions primordialles

suivantes :

• Comment se dé�nit pré
isemment la forme à optimiser ?

Nous devons en e�et 
ommen
er par dé�nir le domaine de référen
e qui pourra évoluer

au sein du pro
essus d'optimisation. Un élément rayonnant, qui peut être de géométrie

aussi 
omplexe que l'on souhaite, présente sur sa surfa
e au moins une zone métallisée :


'est 
ette métallisation qui va 
réer le 
ouplage entre l'onde dans l'espa
e libre et dans

le guide d'onde. On appelle 
ette zone pat
h métallique, dont la géométrie va 
ara
tériser

la forme et l'intensité de l'onde émise.

Tout naturellement, 
'est don
 la forme du pat
h métallique que nous allons 
her
her à

optimiser i
i.
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γ

ΓM,1

ΓM,2

Γe

Figure 3.1 � S
héma global d'un pat
h métallique sur un guide d'onde où la surfa
e

ha
hurée est notée ΓM = ΓM,1 ∪ ΓM,2 et la frontière du pat
h γ = ΓM,1 ∩ ΓM,2

En adoptant les notations de la �gure 3.1, on va dé�nir la fon
tion Level Set asso
iée

à 
e problème de la manière suivante :







φ(x) < 0 si x ∈ ΓM,1

φ(x) = 0 si x ∈ γ
φ(x) > 0 si x ∈ ΓM,2

(3.1)

La surfa
e ΓM,1 représente don
 le domaine à optimiser et on va faire évoluer sa frontière

γ sur l'ensemble du domaine de 
al
ul ΓM .

La surfa
e en bleue, notée Γe, 
orrespond au plan de 
hamp que nous avions évoqué dans

la se
tion 3.3 du 
hapitre 1: 
'est la se
tion du guide sur laquelle on 
al
ule les modes.

• Quelle est la fon
tion obje
tif à minimiser?

Comme nous l'avions souligné au 
hapitre 1, une antenne va transmettre une partie de

son énergie tandis qu'une autre partie va se ré�é
hir. Il paraît naturel de 
her
her à 
e

que l'antenne transmette un maximum d'énergie possible : l'énergie ré�é
hie dans l'an-

tenne est en e�et perdue, et peut de plus générer des interféren
es. La fon
tion obje
tif

que l'on va don
 
her
her à minimiser est don
 le 
oe�
ient de ré�exion de l'antenne.

La propagation que l'on va 
onsidérer étant monomodale, il n'y a qu'un seul 
oe�
ient

de ré�exion à 
onsidérer.

Nous avions également présenté au 
hapitre 1 le ve
teur de Poynting, en expliquant que

le �ux de 
elui-
i à travers une se
tion du guide était un moyen de mesurer l'énergie

totale 
ir
ulant dans un guide :

PT =

∫

S

ΠzdS où Πz =
1

2
ℜ
(
E×H

)
· ez

Si on 
hoisit 
omme se
tion du guide S le plan de 
hamp et si on ne 
onsidère que

les 
hamps di�ra
tés dans l'expression du �ux, alors 
ette grandeur représente l'énergie

ré�é
hie : en e�et, le seul 
hamp di�ra
té présent dans l'alimentation du guide est 
elui

qui aura été ré�é
hi par l'antenne. Il s'agit don
 d'un 
andidat tout trouvé pour exprimer

notre fon
tion obje
tif à partir des 
hamps éle
trique et magnétique :

J(Γ) =
1

2
ℜ
(∫

Γe

(

Edi� ×Hdi�

)

· ν dσ

)
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où ν représente la normale au plan de 
hamps Γe.

2 Formulation du problème d'optimisation

2.1 Quelques informations préalables

2.1.1 Notations utilisées

Commençons par 
onstituer un petit formulaire des di�érentes notations qui seront

utilisées par la suite :

• En se référant à la �gure 3.1 :

- Ω1 est le domaine intérieur du pavé, de 
onstantes diéle
triques ε1, µ1, k1

- Ω2 est le domaine extérieur, de 
onstantes diéle
triques ε2, µ2, k2

- Γi est la frontière de Ωi ∀ i = 1, 2 (i
i, Γ = Γ1 = Γ2 est l'interfa
e entre Ω1

et Ω2)

- ΓM est une partie de Γ, sur laquelle est dé�ni le pat
h métallique

- Γe est la se
tion du guide sur laquelle sont 
al
ulés les modes (plan de 
hamp)

• Ei,Hi ∈ H(rot,Ωi) sont le 
hamp éle
trique et le 
hamp magnétique di�ra
tés

dans Ωi, ∀ i = 1, 2

• ji,mi ∈ H
− 1

2
div

(Γ) sont les 
ourants surfa
iques éle
triques et magnétiques où ji =
νi ×Hi et mi = Ei × ν i ∀ i = 1, 2

• ∀ x ∈ Γ,νi(x) est la normale sortante à Ωi en x

2.1.2 Sur les types d'interfa
e

On distingue trois di�érents types d'interfa
e :

• Une interfa
e 
lassique entre deux domaines diéle
triques Ω1 et Ω2 est appelée

interfa
e diéle
trique. Sur 
e type de frontière, on a 
ontinuité des 
omposantes

tangentielles des 
hamps :

E1T = E2T et H1T = H2T

En tout point x de la frontière, on sait que ν1(x) = −ν2(x). Ainsi, le saut des


ourants est nul, 
e qui signi�e que l'on a :

j1 = −j2 et m1 = −m2

• Une interfa
e entre un domaine diéle
trique Ω1 et un domaine en métal plein Ω2

est appelée interfa
e métallique. Dans le métal plein, au
un 
hamp ni 
ourant

n'existe. De plus, le 
hamp éle
trique est nul sur une interfa
e ave
 du métal :

au
un 
ourant magnétique ne peut don
 
ir
uler. On a don
 :

H1T 6= 0 ; H2T = 0 et E1T = E2T = 0
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Ce qui se traduit en terme de 
ourants :

j1 6= −j2 ; j2 = 0 et m1 = m2 = 0

• Une plaque métallique 
omme représentée sur la �gure 3.1 est un 
as parti
ulier

d'interfa
e, où les deux domaines Ω1 et Ω2 sont diélé
triques mais le saut des


ourants éle
triques est non nul. Le 
hamp éle
trique est quant à lui nul sur la

surfa
e à 
ause de la métallisation, et don
 les 
ourants magnétiques n'existent

pas. On a don
 pour les 
hamps :

H1T 6= H2T et E1T = E2T = 0

j1 6= −j2 et m1 = m2 = 0

2.1.3 Parti
ularités du problème

Première parti
ularité : le domaine Ω n'est pas déformé

On remarque que bien que les équations 
onsidérées soient posées dans R
3
tout entier,

le domaine à optimiser est lui en deux dimensions : 
e n'est pas la forme du domaine Ω
(intérieur du pavé) qui va évoluer mais uniquement 
elle de sa frontière Γ, dans le plan
du pat
h.

Cela signi�e que le 
hamp de ve
teurs θ qui déforme la frontière étudié au 
hapitre 2 ne

sera dé�ni que pour des points appartenant à Γ. De plus, l'évolution de γ ne peut se faire

que dans le plan de la surfa
e Γ : la 
omposante normale à Γ de θ doit être nulle. Dans
un premier temps, nous n'allons 
ependant pas prendre en 
ompte 
ette parti
ularité et

e�e
tuer notre étude pour un 
hamp de ve
teurs θ quel
onque. Nous parti
ulariserons

aux 
hamps θ tangentiels dans un se
ond temps.

En fait, 
omme nous allons le voir juste après, seul 
e qui se passe sur Γ nous intéresse :

les 
ourants surfa
iques sont dé�nis sur Γ et les équations intégrales 
onsidérées sont


elles obtenues grâ
e aux formules de tra
e pour les points appartenant à Γ.

Deuxième parti
ularité : le domaine d'intégration Γe de J n'est pas déformé

La fon
tion 
oût est en e�et 
al
ulée sur une se
tion du guide, zone qui n'est pas amenée

à évoluer au 
ours du pro
essus d'optimisation. Cela permet d'éliminer les termes issus

de la formule de 
hangement de variable sous une intégrale qui intervenaient lors du


al
ul de la dérivée de forme de la fon
tion 
oût au 
hapitre 2 et don
 de simpli�er les


al
uls.

2.2 É
riture du problème en termes de 
ourants surfa
iques

2.2.1 Fon
tion obje
tif

On rappelle l'expression de la fon
tion 
oût 
hoisie pré
édemment, dé�nie 
omme le

�ux du ve
teur de Poynting du 
hamp di�ra
té à travers la se
tion du guide sur laquelle

sont 
al
ulés les modes :

J(Γ) =
1

2
ℜ
(∫

Γe

(
E×H

)
· ν dσ

)

(3.2)

Comme nous avons pu le voir au 
hapitre 1, les in
onnues lors de la résolution des

équations de Maxwell par méthode des équations intégrales ne sont pas les 
hamps mais

les 
ourants surfa
iques équivalents. Il sera don
 plus 
ommode d'exprimer la fon
tion


oût en fon
tion de 
es 
ourants :
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Proposition 3.1. La fon
tion 
oût dé�nie par (3.2) se réé
rit de manière équivalente :

J(Γ) =
1

2
ℜ
(∫

Γe

m ·
(
ν × j

)
dσ

)

(3.3)

Preuve. On peut réé
rire J en fon
tion des 
omposantes tangentielles des 
hamps uni-

quement :

J(Γ) =
1

2
ℜ
(∫

Γe

(
ET ×HT

)
· ν dσ

)

À partir de là, on peut fa
ilement faire apparaître les 
ourants :

J(Γ) =
1

2
ℜ
(∫

Γe

(
ν × ET

)
·HT dσ

)

J(Γ) = −1

2
ℜ
(∫

Γe

m ·
[
ν ×

(
H× ν

)]
dσ

)

J(Γ) =
1

2
ℜ
(∫

Γe

m ·
(
ν × j

)
dσ

)

2.2.2 Équations intégrales

Rappelons désormais le système d'équations intégrales véri�ées par les 
ourants sur-

fa
iques. On reprend i
i la EFIE et la MFIE dé�nis dans (1.37) et (1.38) du 
hapitre 1,

que l'on é
rit pour 
ha
un des domaines Ω1 et Ω2.

Pour x ∈ Γ1,







1

2
E1T (x) = Ein


T (x) + L1

[
j1
]
(x)−K1

[
m1

]
(x)

1

2
H1T (x) = Hin


T (x) +K1

[
j1
]
(x) +

ε1
µ1
L1

[
m1

]
(x)

(3.4)

Pour x ∈ Γ2, 





1

2
E2T (x) = L2

[
j2
]
(x)−K2

[
m2

]
(x)

1

2
H2T (x) = K2

[
j2
]
(x) +

ε2
µ2
L2

[
m2

]
(x)

(3.5)

où les opérateurs intégrodi�érentiels Liet Ki, ∀ i = 1, 2 sont dé�nis de la manière sui-

vante :

Li

[
Xi

]
(x) :=

i

ωεi
∇
∫

Γi

Gi(x, y)∇Γi
·Xi(y)dσ(y) + iωµi

∫

Γi

Gi(x, y)Xi(y)dσ(y)

Ki

[
Xi

]
(x) :=

∫

Γi

∇xGi(x, y)×Xi(y)dσ(y)

Finalement, dans 
haque domaine Ωi, i = 1, 2, les 
ourants surfa
iques ji,mi ∈ H
− 1

2
div

(Γi)
sont solutions du 
ouple d'équations intégrales suivant :







−Li

[
ji
]

+ Ki

[
mi

]
+

1

2
EiT =

(

Ein


T

)

1i=1

Ki

[
ji
]

+
εi
µi

Li

[
mi

]
− 1

2
HiT = −

(

Hin


T

)

1i=1

(3.6)

Le système d'équations (3.6) sera appelé problème dire
t.
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2.3 Analyse de sensibilité

À présent, nous allons pouvoir appliquer l'analyse de sensibilité étudiée au 
hapitre

2 à notre problème.

On note θ ∈ W 1,∞(Γ,Γ) et Ψθ le di�éomorphisme qui déforme la frontière Γ :

Ψθ : Γ −→ Γθ = (I + θ)(Γ)

x 7−→ x+ θ(x)
(3.7)

On é
rit les développements asymptotiques relatifs au di�éomorphisme Ψθ pour les

in
onnues éle
triques et magnétiques :

j(Γθ, x+ θ(x)) = j(Γ, x) + j(1)(θ, x) + o(θ)

m(Γθ, x+ θ(x)) = m(Γ, x) +m(1)(θ, x) + o(θ)

E(Γθ, x+ θ(x)) = E(Γ, x) + E(1)(θ, x) + o(θ)

H(Γθ, x+ θ(x)) = H(Γ, x) +H(1)(θ, x) + o(θ)

Les quantités j(1)(θ, x), m(1)(θ, x), E(1)(θ, x) et H(1)(θ, x) sont les transportées, ou déri-

vées lagrangiennes de j(Γ, x), m(Γ, x), E(Γ, x) et H(Γ, x) respe
tivement.

Par la suite, on notera jθ(xθ) = j(Γθ, x + θ(x)) et j(x) = j(Γ, x), et de même pour les

autres variables.

Les 
hamps in
idents présents au se
ond membre sont eux indépendants de θ : en e�et,

il s'agit des modes propagés par le guide d'onde qui ne sera pas déformé.

De la même manière, on dé�nit les transportées des opérateurs intégraux par le dif-

féomorphisme Ψθ :

Lθ[X ](xθ) = L[X ](x) + L(1)(θ)[X ](x) + o(θ)

Kθ[X ](xθ) = K[X ](x) +K(1)(θ)[X ](x) + o(θ)

On rappelle que pour une frontière initiale Γi, i = 1, 2, les équations intégrales s'é
rivent :







−Li

[
ji
]
(x) +Ki

[
mi

]
(x) +

1

2
EiT (x) =

(

Ein


T (x)
)

1i=1

Ki

[
ji
]
(x) +

εi
µi

Li

[
mi

]
(x)− 1

2
HiT (x) = −

(

Hin


T

)

(x)1i=1

Sur la frontière Γθ
, transportée de Γ par le di�éomorphisme Ψθ, les équations s'é
rivent :







−Lθ
i

[
jθi
]
(xθ) +Kθ

i

[
mθ

i

]
(xθ) +

1

2
Eθ

iT (xθ) =
(

Ein


T

)

(xθ)1i=1

Kθ
i

[
jθi
]
(xθ) +

εi
µi

Lθ
i

[
mθ

i

]
(xθ)−

1

2
Hθ

iT (xθ) = −
(

Hin


T

)

(xθ)1i=1
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Si on é
rit les développements asymptotiques asso
iés, alors on a :







−
(
Li + L

(1)
i (θ)

)[
ji + j

(1)
i (θ)

]
(x) +

(
Ki +K

(1)
i (θ)

)[
mi +m

(1)
i (θ)

]
(x) +

1

2

(
EiT (x) + E

(1)
iT (θ, x)

)

=
(

Ein


T

)

(x)1i=1 + o(θ)

(
Ki +K

(1)
i (θ)

)[
ji + j

(1)
i (θ)

]
(x) +

εi
µi

(
Li + L

(1)
i (θ)

)[
mi +m

(1)
i (θ)

]
(x)− 1

2

(
HiT (x) +H

(1)
iT (θ, x)

)

= −
(

Hin


T

)

(x)1i=1 + o(θ)

En développant les expressions 
i-dessus et en ne gardant que les termes d'ordre 1, on

obtient la proposition suivante :

Proposition 3.2. Soit θ ∈ W 1,∞(Γ,Γ) et Ψθ le di�éomorphisme dé�ni par (3.7).

Alors les dérivées lagrangiennes des in
onnues éle
triques et magnétiques sont solution

du système d'équations intégrales suivant ∀ i = 1, 2 :







−Li

[
j
(1)
i (θ)

]
+ Ki

[
m

(1)
i (θ)

]
+

1

2
E

(1)
iT (θ) = L

(1)
i (θ)

[
ji
]

− K
(1)
i (θ)

[
mi

]
+o(θ)

Ki

[
j
(1)
i (θ)

]
+

εi
µi

Li

[
m

(1)
i (θ)

]
− 1

2
H

(1)
iT (θ) = −K(1)

i (θ)
[
ji
]

− εi
µi

L
(1)
i (θ)

[
mi

]
+o(θ)

(3.8)

On appelle le système d'équations (3.8) problème dérivé.

Le problème dérivé (3.8) a pour solutions les dérivées lagrangiennes de nos in
onnues.

Cependant, 
omme mentionné dans le paragraphe 2.2.2 du 
hapitre 2, 
ette formulation

n'est pas très pratique 
ar la solution dépend de θ et né
essiterait une résolution par

dire
tion. Nous allons don
 devoir trouver une solution à 
ette di�
ulté, et 
'est là

qu'intervient la te
hnique de l'état adjoint.

2.4 Dérivée de forme et problème adjoint

2.4.1 Une première expression de la dérivée de forme

Maintenant é
rite l'analyse de sensibilité, il est temps de nous intéresser à la dérivée de

forme de la fon
tion 
oût. On en rappelle l'expression en fon
tion des 
ourants éle
triques

et magnétiques :

J(Γ) =
1

2
ℜ
(∫

Γe

m ·
(
ν × j

)
dσ

)

On rappelle que la surfa
e d'intégration Γe n'est pas impa
tée par la déformation. On

peut donner une première expression de la dérivée de forme, en fon
tion des transportées

des 
ourants :

Proposition 3.3. Soit θ ∈ W 1,∞(Γ,Γ) et Ψθ le di�éomorphisme dé�ni par (3.7).

On a le développement limité suivant :

J(Γθ) ◦Ψθ = J(Γ) +
1

2
ℜ
(∫

Γe

(

m(1)(θ) ·
(
ν × j

)
+ j(1)(θ) ·

(
m× ν

))

dσ

)

+ o(θ) (3.9)
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où j(1)(θ) et m(1)(θ) sont solution du problème dérivé (3.8).

On a don
 
omme expression de la dérivée de forme de la fon
tion 
oût :

J ′(Γ)(θ) =
1

2
ℜ
(∫

Γe

(

m(1)(θ) ·
(
ν × j

)
+ j(1)(θ) ·

(
m× ν

))

dσ

)

(3.10)

Preuve. La surfa
e Γe n'étant pas impa
tée, les termes relatifs au 
hangement de va-

riable sous l'intégrale n'apparaissent pas. La normale ν à Γe est elle aussi invariante par

le di�éomorphisme Ψθ.

J(Γθ) ◦Ψθ =
1

2
ℜ
(∫

Γe

mθ ·
(
ν × jθ

)
dσ

)

= J(Γ) +
1

2
ℜ
(∫

Γe

(

m(1)(θ) ·
(
ν × j

)
+m ·

(
ν × j(1)(θ)

))

dσ

)

+ o(θ)

= J(Γ) +
1

2
ℜ
(∫

Γe

(

m(1)(θ) ·
(
ν × j

)
+ j(1)(θ) ·

(
m× ν

))

dσ

)

+ o(θ)

En utilisant le fait que pour deux ve
teurs 
omplexes quel
onques u et v on a

ℜ
(
u · (v × ν)

)
= ℜ

(
u · (v × ν)

)

on obtient bien le résultat :

J(Γθ) ◦Ψθ = J(Γ) +
1

2
ℜ
(∫

Γe

(

m(1)(θ) ·
(
ν × j

)
+ j(1)(θ) ·

(
m× ν

))

dσ

)

+ o(θ)

2.4.2 Introdu
tion du problème adjoint

On rappelle tout d'abord l'expression du problème dire
t ∀ i = 1, 2 :







−Li

[
ji
]

+ Ki

[
mi

]
+

1

2
EiT =

(

Ein


T

)

1i=1

Ki

[
ji
]

+
εi
µi

Li

[
mi

]
− 1

2
HiT = −

(

Hin


T

)

1i=1

Et 
elle du problème dérivé :







−Li

[
j
(1)
i (θ)

]
+ Ki

[
m

(1)
i (θ)

]
+

1

2
E

(1)
iT (θ) = L

(1)
i (θ)

[
ji
]

− K
(1)
i (θ)

[
mi

]
+ o(θ)

Ki

[
j
(1)
i (θ)

]
+
εi
µi

Li

[
m

(1)
i (θ)

]
− 1

2
H

(1)
iT (θ) = −K(1)

i (θ)
[
ji
]
− εi
µi

L
(1)
i (θ)

[
mi

]
+ o(θ)

À présent, nous allons introduire un troisième problème, qui nous permettra d'obtenir

une expression plus 
ommode de la dérivée de forme de la fon
tion 
oût :







−L∗
i

[
pi

]
+ K∗

i

[
qi

]
+

1

2
E

q
iT =

(

mi × ν

)

1Γe

K∗
i

[
pi

]
+

εi
µi

L∗
i

[
qi

]
− 1

2
H

p
iT =

(

ν × ji

)

1Γe

(3.11)

Le problème (3.11) est appelé problème adjoint, et la solution

{
p,q,Eq,Hp

}
est appelée

état adjoint. On a, tout 
omme dans le problème dire
t, p = ν ×Hp
et q = Eq × ν.

Contrairement au problème dérivé, il est indépendant du 
hamp de ve
teurs θ.
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2.4.3 Une deuxième expression de la dérivée de forme

Nous allons désormais voir 
omment l'introdu
tion du problème adjoint nous per-

met d'obtenir une expression de la dérivée de forme qui nous 
onvient. La proposition


i-dessous nous donne 
ette nouvelle expression, et sa démonstration nous permet de


omprendre d'où vient l'expression de 
e problème adjoint.

Proposition 3.4. Pour un 
hamp de ve
teur θ ∈ W 1,∞(Γ,Γ), on a la formule suivante

pour la dérivée de la fon
tion 
oût préalablement 
ara
térisée par (3.10) :

J ′(Γ)(θ) =
1

2
ℜ
(

2∑

i=1

[ ∫

Γi

(

L
(1)
i (θ)

[
ji
]
−K

(1)
i (θ)

[
mi

])

· pidσ

+

∫

Γi

(

−K
(1)
i (θ)

[
ji
]
− εi
µi

L
(1)
i (θ)

[
mi

])

· qidσ

])
(3.12)

où {ji,mi} est solution de (3.6) et {pi,qi} est solution de (3.11), ∀ i = 1, 2.

Preuve. On part de la première expression de la dérivée de forme de J :

J ′(Γ)(θ) =
1

2
ℜ
(∫

Γe

(

m(1)(θ) ·
(
ν × j

)
+ j(1)(θ) ·

(
m× ν

))

dσ

)

Dans un premier temps, on s'intéresse au deuxième terme de 
ette expression que l'on

réé
rit sur l'ensemble de la frontière Γ :

∫

Γe

j(1)(θ) ·
(
m× ν

)
dσ =

2∑

i=1

(∫

Γi

j
(1)
i (θ) ·

((
mi × ν

)
1Γe

)

dσ

)

On re
onnaît alors le se
ond membre de la première équation du problème adjoint (3.11),


e qui nous permet de réé
rire le terme :

∫

Γe

j(1)(θ) ·
(
m× ν

)
dσ =

2∑

i=1

(

−
∫

Γi

L∗
i

[
pi

]
· j(1)i (θ)dσ +

∫

Γi

K∗
i

[
qi

]
· j(1)i (θ)dσ

+
1

2

∫

Γi

E
q
iT · j(1)i (θ)dσ

)

=

2∑

i=1

(

−
∫

Γi

Li

[
j
(1)
i (θ)

]
· pi dσ +

∫

Γi

Ki

[
j
(1)
i (θ)

]
· qi dσ

+
1

2

∫

Γi

j
(1)
i (θ) ·Eq

iT dσ

)

(par dé�nition d'un opérateur adjoint).
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O

upons-nous de la même manière du premier terme :

∫

Γe

m(1)(θ) ·
(
ν × j

)
dσ =

2∑

i=1

(∫

Γi

m
(1)
i (θ) ·

((
ν × ji

)
1Γe

)

dσ

)

=

2∑

i=1

(∫

Γi

K∗
i

[
pi

]
·m(1)

i (θ)dσ +
εi
µi

∫

Γi

L∗
i

[
qi

]
·m(1)

i (θ)dσ

−1

2

∫

Γi

H
p
iT ·m(1)

i (θ)dσ

)

=

2∑

i=1

(∫

Γi

Ki

[
m

(1)
i (θ)

]
· pi dσ +

εi
µi

∫

Γi

Li

[
m

(1)
i (θ)

]
· qi dσ

−1

2

∫

Γi

m
(1)
i (θ) ·Hp

iT dσ

)

On va pouvoir supprimer 
ertains termes :

• Si on est sur une partie de Γ de type interfa
e diéle
trique, alors :

2∑

i=1

∫

Γi

j
(1)
i (θ) · Eq

iT dσ =

∫

Γ

(

j
(1)
1 (θ) · Eq

1T + j
(1)
2 (θ) · Eq

2T

)

dσ

=

∫

Γ

j
(1)
1 (θ) ·

(

E
q
1T − E

q
2T

)

dσ

= 0


ar E
q
1T = E

q
2T et j

(1)
1 (θ) = −j

(1)
2 (θ).

De la même manière,

2∑

i=1

∫

Γi

m
(1)
i (θ) ·Hp

iT dσ =

∫

Γ

(

m
(1)
1 (θ) ·Hp

1T +m
(1)
2 (θ) ·Hp

2T

)

dσ

=

∫

Γ

m
(1)
1 (θ) ·

(

H
p
1T −H

p
2T

)

dσ

= 0


ar H
p
1T = H

p
2T et m

(1)
1 (θ) = −m

(1)
2 (θ).

• Si on est sur une partie de Γ de type interfa
e métallique (plaque métallique ou

bien métal plein), alors :

2∑

i=1

∫

Γi

j
(1)
i (θ) · Eq

iT dσ = 0


ar E
q
1T = E

q
2T = 0 et

2∑

i=1

∫

Γi

m
(1)
i (θ) ·Hp

iT dσ = 0


ar m
(1)
1 (θ) = m

(1)
2 (θ) = 0
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Si on inje
te tout ça dans la dérivée de forme de J , on obtient :

J ′(Γ)(θ) =
1

2
ℜ
(∫

Γe

(

m(1)(θ) ·
(
ν × j

)
+ j(1)(θ) ·

(
m× ν

))

dσ

)

=
1

2
ℜ
(

2∑

i=1

(

−
∫

Γi

Li

[
j
(1)
i (θ)

]
· pi dσ +

∫

Γi

Ki

[
j
(1)
i (θ)

]
· qi dσ

+

∫

Γi

Ki

[
m

(1)
i (θ)

]
· pi dσ +

εi
µi

∫

Γi

Li

[
m

(1)
i (θ)

]
· qi dσ

))

=
1

2
ℜ
(

2∑

i=1

(∫

Γi

(

− Li

[
j
(1)
i (θ)

]
+Ki

[
m

(1)
i (θ)

])

· pi dσ

+

∫

Γi

(

Ki

[
j
(1)
i (θ)

]
+
εi
µi

Li

[
m

(1)
i (θ)

])

· qi dσ

))

On rajoute arti�
iellement les termes

1

2

2∑

i=1

∫

Γi

E
(1)
iT (θ) · pi dσ et − 1

2

2∑

i=1

∫

Γi

H
(1)
iT (θ) · qi dσ

à l'expression pré
édente. Par les mêmes arguments que pré
édemment, 
es termes sont

nuls quelque soit le type d'interfa
e.

On a alors

J ′(Γ)(θ) =
1

2
ℜ
(

2∑

i=1

(∫

Γi

(

− Li

[
j
(1)
i (θ)

]
+Ki

[
m

(1)
i (θ)

]
+

1

2
E

(1)
iT (θ)

)

· pi dσ

+

∫

Γi

(

Ki

[
j
(1)
i (θ)

]
+
εi
µi

Li

[
m

(1)
i (θ)

]
− 1

2
H

(1)
iT (θ)

)

· qi dσ

))

où l'on re
onnaît l'expression du problème dérivé (3.8). On peut alors utiliser le se
ond

membre de 
e problème pour obtenir l'expression désirée pour la dérivée de forme de la

fon
tion obje
tif J :

J ′(Γ)(θ) =
1

2
ℜ
(

2∑

i=1

[ ∫

Γi

(

L
(1)
i (θ)

[
ji
]
−K

(1)
i (θ)

[
mi

])

· pidσ

+

∫

Γi

(

−K
(1)
i (θ)

[
ji
]
− εi
µi

L
(1)
i (θ)

[
mi

])

· qidσ

])

On a désormais en notre possession une formule expli
ite pour la dérivée de forme

de la fon
tion obje
tif (3.12), qui né
essite au préalable la résolution du problème dire
t

(3.6) et du problème adjoint (3.11), tous deux indépendants du ve
teur de déformation θ.

Il nous manque en
ore un dernier ingrédient si l'on veut 
al
uler 
ette dérivée de forme :

l'expression des opérateurs dérivés L
(1)
i (θ) et K

(1)
i (θ). C'est l'objet de la se
tion suivante.
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3 Cal
ul des opérateurs intégraux transportés

Le but de 
ette se
tion est le 
al
ul des opérateurs L(1)(θ) et K(1)(θ), transportés de
L et K par le di�éomorphisme (3.7), où ∀ i = 1, 2 :

Li

[
Xi

]
(x) :=

i

ωεi
∇Γi

∫

Γi

Gi(x, y)∇Γi
·Xi(y)dΓ(y) + iωµi

∫

Γi

Gi(x, y)Xi(y)dΓ(y)

Ki

[
Xi

]
(x) :=

∫

Γi

∇xGi(x, y)×Xi(y)dΓ(y)

On e�e
tue 
es 
al
uls en plusieurs étapes :

• On 
al
ule les dérivées des termes sous les intégrales :

- les termes 
lassiques : le noyau de Green G, son gradient ∇G, l'élément de

surfa
e dσ et la normale à la surfa
e ν ;

- les opérateurs di�érentiels surfa
iques : le gradient tangentiel ∇Γ et la di-

vergen
e surfa
ique divΓ.

• À partir de là, on 
al
ule les dérivées des opérateurs intégraux :

- l'opérateur de simple 
ou
he S ;

- l'opérateur L ;

- l'opérateur K.

• On utilise les résultats obtenus pour donner une expression de la dérivée de forme

de la fon
tion obje
tif.

3.1 Dérivée des termes de base

3.1.1 Noyau de Green

Proposition 3.5. Soit x, y ∈ Γ et xθ, yθ ∈ Γθ, où Γθ est la déformée de Γ par le

di�éomorphisme Ψθ (3.7). On a le développement asymptotique suivant :

G(xθ, yθ) = G(x, y) +
(
θ(x)− θ(y)

)
· ∇xG(x, y) + o(θ) (3.13)

Preuve. La fon
tion G ne dépendant pas du domaine, la démonstration est dire
te :

G(xθ, yθ) = G(x+ θ(x), y + θ(y))

= G(x, y) + θ(x) · ∇xG(x, y) + θ(y) · ∇yG(x, y) + o(θ)

= G(x, y) +
(
θ(x)− θ(y)

)
· ∇xG(x, y) + o(θ)


ar ∇xG(x, y) = ∇yG(x, y).

3.1.2 Gradient du noyau de Green

Proposition 3.6. Soit x, y ∈ Γ et xθ, yθ ∈ Γθ, où Γθ est la déformée de Γ par le

di�éomorphisme Ψθ (3.7). On a le développement asymptotique suivant :

∇G(xθ, yθ) = ∇G(x, y) +
[

∇x∇xG(x, y)
](
θ(x)− θ(y)

)
+ o(θ) (3.14)
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Preuve. Là en
ore, la justi�
ation est immédiate :

∇G(xθ, yθ) = ∇G(x+ θ(x), y + θ(y))

= ∇G(x, y) +
[
∇x∇xG(x, y)

]

θ(x) +
[
∇y∇xG(x, y)

]

θ(y) + o(θ)

= ∇G(x, y) +
[

∇x∇xG(x, y)
](
θ(x)− θ(y)

)
+ o(θ)


ar

[
∇y∇xG(x, y)

]

= −
[

∇x∇xG(x, y)
]

.

3.1.3 Élément de surfa
e

Proposition 3.7. Soit dσ l'élément de surfa
e sur Γ. On note dσθ l'élément de surfa
e

sur Γθ, déformée de Γ par le di�éomorphisme Ψθ (3.7). On a le développement asymp-

totique suivant :

dσθ(yθ) = dσ(y) + divΓθ(y)dσ(y) + o(θ) (3.15)

Preuve. On reprend les notations des 
artes lo
ales vues dans la se
tion 1.3.2 du 
ha-

pitre 1. On e�e
tue la preuve en deux étapes.

Étape 1

Pour un point y ∈ Γ, on note (ωi, φi) la 
arte lo
ale dé�nie au voisinage du point y et γ
l'image de Γi = Γ∩ ωi. Les variables asso
iées à γ sont notées (ξ1, ξ2), et un point y ∈ Γ
est don
 l'image de (ξ1, ξ2) par φ

−1
i : y = φ−1

i (ξ1, ξ2).
On rappelle que la base ve
torielle du plan tangent à Γ en (ξ1, ξ2) s'é
rit :







e1 =
∂y

∂ξ1
=

∂φ−1
i

∂ξ1
(ξ1, ξ2)

e2 =
∂y

∂ξ2
=

∂φ−1
i

∂ξ2
(ξ1, ξ2)

L'élément d'aire sur Γi est alors donné par :

dσ(y) =

∣
∣
∣
∣

∂φ−1
i

∂ξ1
(ξ1, ξ2)×

∂φ−1
i

∂ξ2
(ξ1, ξ2)

∣
∣
∣
∣
dξ1dξ2 = |e1 × e2|dξ1dξ2

Si maintenant on 
onsidère un point yθ = y+θ(y) ∈ Γθ.Ψθ = I+θ est un di�éomorphisme

de Γ sur Γθ et don
 la 
arte lo
ale dé�nie au voisinage de yθ est donnée par (ωi, φi ◦Ψ−1
θ ).

Ainsi, on a que

yθ =
(
φi ◦Ψ−1

θ

)−1
(ξ1, ξ2) =

(
Ψθ ◦ φ−1

i

)
(ξ1, ξ2)

et don
 l'élément d'aire sur Γθ est donné par :

dσθ(yθ) =

∣
∣
∣
∣

∂
(
Ψθ ◦ φ−1

i

)

∂ξ1
(ξ1, ξ2)×

∂
(
Ψθ ◦ φ−1

i

)

∂ξ2
(ξ1, ξ2)

∣
∣
∣
∣
dξ1dξ2

=

∣
∣
∣
∣

∂Ψθ

∂y

(
φ−1
i (ξ1, ξ2)

)
e1(ξ1, ξ2)×

∂Ψθ

∂y

(
φ−1
i (ξ1, ξ2)

)
)e2(ξ1, ξ2)

∣
∣
∣
∣
dξ1dξ2

=
∣
∣
(
I +∇θ

)
e1 ×

(
I +∇θ

)
e2
∣
∣dξ1dξ2
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Étape 2

À présent, on 
her
he g(θ) telle que

dσθ(yθ) = g(θ)dσ(y)

On a alors que

g(θ) =

∣
∣
(
I +∇θ

)
e1 ×

(
I +∇θ

)
e2
∣
∣

|e1 × e2|
• Introduisons les deux fon
tions :

f : R
3 −→ R

u 7−→ |u| et

F : R
3 −→ R

3

θ 7−→
(
I +∇θ

)
e1 ×

(
I +∇θ

)
e2

• On é
rit le développement limité de F en θ = 0 :

F(θ) = F(0) +
[
∇F(0)

]
θ + o(θ)

où

[
∇F
]
désigne la matri
e ja
obienne de F. Dans le développement pré
édent, on note

F1(θ) =
[
∇F(0)

]
θ

• On développe l'expression du gradient ∇θ

(

f(F(θ))
)

de f(F(θ)) par rapport à θ :

∀ i = 1, .., 3,
∂

∂θi

(

f(F(θ))
)

=
df

dF

(
F(θ)

)
· ∂F
∂θi

(θ)

=
F(θ)
∣
∣F(θ)

∣
∣
· ∂F
∂θi

(θ)

et don


∇θ

(

f(F(θ))
)

=
[
∇F(θ)

]t F(θ)
∣
∣F(θ)

∣
∣

• En�n, en utilisant l'expression de ∇θ

(

f(F(θ))
)

et 
elle de F1(θ), on é
rit le dévelop-

pement limité de f(F(θ)) en θ = 0 :

f(F(θ)) = f(F(0)) +∇θ

(

f(F(0))
)

· θ + o(θ)

= f(F(0)) +
([

∇F(0)
]t F(0)
∣
∣F(0)

∣
∣

)

· θ + o(θ)

= f(F(0)) +
([

∇F(0)
]
θ
)

· F(0)
∣
∣F(0)

∣
∣
+ o(θ)

=
∣
∣F(0)

∣
∣+ F1(θ) ·

F(0)
∣
∣F(0)

∣
∣
+ o(θ)

• La fon
tion g(θ) que l'on re
her
he s'é
rit alors :

g(θ) =
f(F(θ))

f(F(0))
= 1 + F1(θ) ·

F(0)
∣
∣F(0)

∣
∣2

+ o(θ)
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On rappelle l'expression de la normale à la surfa
e vue au 
hapitre 1 :

ν =
e1 × e2

|e1 × e2|
=

F(0)
∣
∣F(0)

∣
∣

Ainsi,

g(θ) = 1 +
F1(θ)

|e1 × e2|
· ν + o(θ)

• Il nous reste à déterminer l'expression de F1(θ). On développe l'expression de F(θ) :

F(θ) =
(
I +∇θ

)
e1 ×

(
I +∇θ

)
e2

= e1 × e2
︸ ︷︷ ︸

F(0)

+ e1 ×
[
∇θ
]
e2 +

[
∇θ
]
e1 × e2

︸ ︷︷ ︸

F1(θ)

+o(θ)

Or on peut montrer que pour une matri
e A et deux ve
teurs u et v donnés, on a :

u× Av − v × Au = Tra
e(A)u× v − At(u× v)

En utilisant le fait que Tra
e

([
∇θ
])

= divθ, 
ela nous donne don
 :

F1(θ) = divθ(e1 × e2)−
[
∇θ
]t
(e1 × e2)

• En�n, on a don
 :

g(θ) = 1 + divθ
e1 × e2

|e1 × e2|
· ν −

([
∇θ
]t e1 × e2

|e1 × e2|
)

· ν + o(θ)

= 1 + divθ −
([

∇θ
]t
ν

)

· ν + o(θ)

= 1 + divΓθ + o(θ)

Ce qui nous donne le résultat

dσθ(yθ) = dσ(y) + divΓθ(y)dσ(y) + o(θ)

3.1.4 Normale unitaire

Proposition 3.8. Soit ν la normale unitaire à la surfa
e Γ. On note νθ la normale

unitaire à la surfa
e Γθ, déformée de Γ par le di�éomorphisme Ψθ (3.7). On a le déve-

loppement asymptotique suivant :

νθ(yθ) = ν(y)−
[
∇Γθ(y)

]
ν(y) + o(θ) (3.16)

Remarque 3.1. Pour un ve
teur u deR3
, on note

[
∇Γu

]
la matri
e dont la ième


olonne

est le gradient tangentiel de la ième


omposante de u.

Preuve. La preuve reprend le même 
heminement et 
ertains résultats de la preuve de

la proposition 3.7 vue pré
édemment.

Pour y ∈ Γ, on a

ν(y) =
e1 × e2

|e1 × e2|

92



3. Cal
ul des opérateurs intégraux transportés

Et don
 pour yθ ∈ Γθ, on a

νθ(yθ) =

(
I +∇θ

)
e1 ×

(
I +∇θ

)
e2

∣
∣
(
I +∇θ

)
e1 ×

(
I +∇θ

)
e2
∣
∣

On reprend les fon
tions f et F 
onsidérées pré
édemment, ainsi que leurs développe-

ments. On a don
 :

ν =
F(0)

|F(0)| et νθ =
F(θ)

|F(θ)|
On rajoute la fon
tion

h : R −→ R

u 7−→ 1

u

Ainsi,

νθ = F(θ) h
(
f(F(θ))

)

où on a le développement suivant :

h
(
f(F(θ))

)
= h

(
f(F(0))

)
+∇θ

(

h
(
f(F(0))

))

· θ + o(θ)

= h
(
f(F(0))

)
− 1

|F(0)|2
(
[
∇F(0)

]t F(0)
∣
∣F(0)

∣
∣

)

· θ + o(θ)

=
1

∣
∣F(0)

∣
∣
− F1(θ) ·

F(0)
∣
∣F(0)

∣
∣3

+ o(θ)

De 
ette manière, on a :

νθ = F(θ) h
(
f(F(θ))

)

=
(

F(0) + F1(θ)
)( 1
∣
∣F(0)

∣
∣
− F1(θ) ·

F(0)
∣
∣F(0)

∣
∣3

)

+ o(θ)

=
F(0)
∣
∣F(0)

∣
∣
−
(
F1(θ) · F(0)

)
F(0)

∣
∣F(0)

∣
∣3

+
F1(0)
∣
∣F(0)

∣
∣
+ o(θ)

= ν −
((

divθν −
[
∇θ
]t
ν

)

· ν
)

ν + divθν −
[
∇θ
]t
ν + o(θ)

Pour deux ve
teurs u et v de R
3
, on sait que :

[
∇Γu

]
v =

[
∇θ
]t
v−

(
v ·
[
∇θ
]t
v
)
v

D'où le résultat

νθ = ν −
[
∇Γθ

]
ν + o(θ)

3.2 Dérivée des opérateurs di�érentiels surfa
iques

On s'intéresse aux dérivées des opérateurs surfa
iques : le gradient tangentiel et la

divergen
e surfa
ique.
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3.2.1 Gradient tangentiel

Proposition 3.9. Soit u ∈ C∞(Γ) une fon
tion dé�nie sur la surfa
e Γ, et on note uθ
la fon
tion dé�nie sur Γθ, déformée de Γ par le di�éomorphisme Ψθ (3.7), telle que les

deux fon
tions sont reliées par la relation u = uθ ◦Ψθ.

On a le développement asymptotique suivant :

∇Γθ
uθ(yθ) = ∇Γu(y)−

[
∇Γθ(y)

]
∇Γu(y) +

([
∇Γθ(y)

]
ν(y) · ∇Γu(y)

)

ν(y) + o(θ) (3.17)

Preuve. On rappelle la dé�nition du gradient tangentiel vue au 
hapitre 1 pour une

fon
tion u dé�nie sur Γ :

∇Γu(y) = ∇ũ(y)−
(
ν(y) · ∇ũ(y)

)
ν(y)

où ũ est une extension à tout R
3
de u, dé�nie par exemple 
omme dans la relation (1.15)

du 
hapitre 1.

On a don
, en utilisant le développement de la normale vu pré
édemment :

∇Γθ
uθ(yθ) = ∇ũθ(yθ)−

(
νθ(yθ) · ∇ũθ(yθ)

)
νθ(yθ)

=
(
∇ũθ ◦Ψθ

)
(y)−

(

ν(y) ·
(
∇ũθ ◦Ψθ

)
(y)
)

ν(y)

+
(

ν(y) ·
(
∇ũθ ◦Ψθ

)
(y)
)[

∇Γθ(y)
]
ν(y)

+
([

∇Γθ(y)
]
ν(y) ·

(
∇ũθ ◦Ψθ

)
(y)
)

ν(y) + o(θ)

De plus, grâ
e à la formule du 
hapitre 2, on peut é
rire :

(
∇ũθ ◦Ψθ

)
=
([
∇Ψθ

]−1)t∇
(
ũθ ◦Ψθ

)
=
(
I −

[
∇θ
]t)∇ũ+ o(θ)

Ainsi,

∇Γθ
uθ(yθ) = ∇ũ(y) −

[
∇θ(y)

]t∇ũ(y)−
(
ν(y) · ∇ũ(y)

)
ν(y) +

(

ν(y) ·
[
∇θ(y)

]t∇ũ(y)
)

ν(y)

+
(
ν(y) · ∇ũ(y)

)[
∇Γθ(y)

]
ν(y) +

([
∇Γθ(y)

]
ν(y) · ∇ũ(y)

)

ν(y) + o(θ)

En utilisant le fait que :

• ∇ũ(y)−
(
ν(y) · ∇ũ(y)

)
ν(y) = ∇Γũ(y)

• −
[
∇θ(y)]t∇ũ(y) +

(

ν(y) ·
[
∇θ(y)

]t∇ũ(y)
)

ν(y) = −
[
∇Γθ

]
∇ũ(y)

• −
[
∇Γθ

]
∇ũ(y) +

(
ν(y) · ∇ũ(y)

)[
∇Γθ(y)

]
ν(y) = −

[
∇Γθ

]
∇Γũ(y)

•
[
∇Γθ(y)

]
ν(y) · ∇ũ(y) =

[
∇Γθ(y)

]
ν(y) · ∇Γũ(y)

On obtient le résultat voulu :

∇Γθ
uθ(yθ) = ∇Γu(y)−

[
∇Γθ(y)

]
∇Γu(y) +

([
∇Γθ(y)

]
ν(y) · ∇Γu(y)

)

ν(y) + o(θ)
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3.2.2 Divergen
e surfa
ique

Proposition 3.10. Soit u ∈ C∞(Γ)3 une fon
tion ve
torielle dé�nie sur la surfa
e Γ,
et on note uθ

la fon
tion dé�nie sur Γθ, telle que les deux fon
tions sont reliées par la

relation u = uθ ◦Ψθ.

On a le développement asymptotique suivant :

divΓθ
uθ(yθ) = divΓu(y)−Tra
e

([
∇Γθ(y)

][
∇Γu(y)

])

+
[
∇Γu(y)

]
ν(y)·

[
∇Γθ(y)

]
ν(y)+o(θ)

(3.18)

Preuve. Par dé�nition, on sait que

divΓu(y) = Tra
e

([
∇Γu(y)

])

où

[
∇Γu

]
est la matri
e dont la ième


olonne est le gradient tangentiel de la ième


ompo-

sante de u :

[
∇Γu

]
=
[
∇Γui

]

i=1,..,3
.

Et on sait grâ
e à la proposition pré
édente 3.9 que, ∀ i = 1, .., 3, on a :

∇Γθ
uθ
i (yθ) = ∇Γui(y)−

[
∇Γθ(y)

]
∇Γui(y) +

([
∇Γθ(y)

]
ν(y) · ∇Γui(y)

)

ν(y) + o(θ)

et don


Tra
e

(

∇Γθ
uθ(yθ)

)

= Tra
e

([
∇Γu(y)

])

− Tra
e

([
∇Γθ(y)

][
∇Γu(y)

])

+Tra
e
([([

∇Γθ(y)
]
ν(y) · ∇Γui(y)

)
ν(y)

]

i=1,..,3

)

+ o(θ)

Si on développe le troisième terme :

Tra
e

([([
∇Γθ(y)

]
ν(y) · ∇Γui(y)

)
ν(y)

]

i=1,..,3

)

=

3∑

i=1

([
∇Γθ(y)

]
ν(y) · ∇Γui(y)

)

νi

=
([

∇Γu
]([

∇Γθ(y)
]
ν(y)

))

· ν(y)

=
[
∇Γu

]
ν(y) ·

[
∇Γθ(y)

]
ν(y)

D'où le résultat

divΓθ
uθ(yθ) = Tra
e

(

∇Γθ
uθ(yθ)

)

= divΓu(y)− Tra
e

([
∇Γθ(y)

][
∇Γu(y)

])

+
[
∇Γu(y)

]
ν(y)·

[
∇Γθ(y)

]
ν(y) + o(θ)

3.3 Dérivée des opérateurs intégraux

3.3.1 Opérateur de simple 
ou
he

Proposition 3.11. Soit θ ∈ W 1,∞(Γ,Γ) et Ψθ le di�éomorphisme dé�ni par (3.7), et

soit ji ∈ H
− 1

2
div

(Γi) ∀ i = 1, 2, de dérivée lagrangienne j
(1)
i (θ). On rappelle la dé�nition de

l'opérateur potentiel de simple 
ou
he :

Si

[
ji
]
(x) =

∫

Γi

Gi(x, y)ji(y)dσ(y)
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Alors on a le développement asymptotique suivant :

Sθ
i

[
jθi
]
(xθ) = Si

[
ji
]
(x) + S(1)

i (θ)
[
ji
]
(x) + Si

[
j
(1)
i (θ)

]
(x) + o(θ)

où l'opérateur dérivé de l'opérateur de simple 
ou
he s'exprime de la manière suivante :

S(1)
i (θ)

[
ji
]
(x) =

∫

Γ

((
θ(x)− θ(y)

)
· ∇xGi(x, y) +Gi(x, y)divΓi

θ(y)
)

ji(y)dσ(y) (3.19)

Preuve. On 
ombine la formulation de 
hangement de variables dans une intégrale aux

résultats des propositions 3.5 et 3.7 :

Sθ
i

[
jθi
]
(xθ) =

∫

Γθ
i

Gi(xθ, yθ)j
θ
i (yθ)dσθ(yθ)

=

∫

Γi

(
Gi ◦Ψθ

)
(x, y)

(
jθi ◦Ψθ

)
(y)
(
dσθ ◦Ψθ

)
(y)

=

∫

Γi

Gi(x, y)ji(y)dσ(y)

︸ ︷︷ ︸

Si

[
ji

]
(x)

+

∫

Γi

Gi(x, y)j
(1)
i (θ)(y)dσ(y)

︸ ︷︷ ︸

Si

[
j
(1)
i (θ)

]
(x)

+

∫

Γ

((
θ(x)− θ(y)

)
· ∇xGi(x, y) +Gi(x, y)divΓi

θ(y)
)

ji(y)dσ(y)

︸ ︷︷ ︸

S
(1)
i (θ)

[
ji

]
(x)

D'où l'expression (3.19) obtenue pour l'opérateur dérivé de l'opérateur Si.

3.3.2 Opérateur Ki

Proposition 3.12. Soit θ ∈ W 1,∞(Γ,Γ) et Ψθ le di�éomorphisme dé�ni par (3.7), et

soit ji ∈ H
− 1

2
div

(Γi) ∀ i = 1, 2, de dérivée lagrangienne j
(1)
i (θ). On rappelle la dé�nition de

l'opérateur Ki :

Ki

[
ji
]
(x) =

∫

Γi

∇xGi(x, y)× ji(y)dσ(y)

Alors on a le développement asymptotique suivant :

Kθ
i

[
jθi
]
(xθ) = Ki

[
ji
]
(x) +K

(1)
i (θ)

[
ji
]
(x) +Ki

[
j
(1)
i (θ)

]
(x) + o(θ)

où l'opérateur dérivé de l'opérateur de simple 
ou
he s'exprime de la manière suivante :

K
(1)
i (θ)

[
ji
]
(x) =

∫

Γ

([
∇x∇xGi(x, y)

](
θ(x)− θ(y)

)
+∇xGi(x, y)divΓi

θ(y)
)

× ji(y)dσ(y)

(3.20)
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Preuve. On 
ombine la formulation de 
hangement de variables dans une intégrale aux

résultats des propositions 3.6 et 3.7 :

Kθ
i

[
jθi
]
(xθ) =

∫

Γθ
i

∇xGi(xθ, yθ)× jθi (yθ)dσθ(yθ)

=

∫

Γi

(
∇xGi ◦Ψθ

)
(x, y)×

(
jθi ◦Ψθ

)
(y)
(
dσθ ◦Ψθ

)
(y)

=

∫

Γi

∇xGi(x, y)× ji(y)dσ(y)

︸ ︷︷ ︸

Ki

[
ji

]
(x)

+

∫

Γi

∇xGi(x, y)× j
(1)
i (θ)(y)dσ(y)

︸ ︷︷ ︸

Ki

[
j
(1)
i (θ)

]
(x)

+

∫

Γ

([
∇x∇xGi(x, y)

](
θ(x)− θ(y)

)
+∇xGi(x, y)divΓi

θ(y)
)

× ji(y)dσ(y)

︸ ︷︷ ︸

K
(1)
i (θ)

[
ji

]
(x)

D'où l'expression (3.20) obtenue pour l'opérateur dérivé de l'opérateur Ki.

3.3.3 Opérateur Li

Proposition 3.13. Soit θ ∈ W 1,∞(Γ,Γ) et Ψθ le di�éomorphisme dé�ni par (3.7), et

soit ji ∈ H
− 1

2
div

(Γi) ∀ i = 1, 2, de dérivée lagrangienne j
(1)
i (θ). On rappelle la dé�nition de

l'opérateur Li :

Li

[
ji
]
(x) =

i

ωεi
∇
∫

Γi

Gi(x, y)divΓi
ji(y)dσ(y) + iωµi

∫

Γi

Gi(x, y)ji(y)dσ(y)

Alors on a le développement asymptotique suivant :

Lθ
i

[
jθi
]
(xθ) = Li

[
ji
]
(x) + L

(1)
i (θ)

[
ji
]
(x) + Li

[
j
(1)
i (θ)

]
(x) + o(θ)

où l'opérateur dérivé de l'opérateur de simple 
ou
he s'exprime de la manière suivante :

L
(1)
i (θ)

[
ji
]
(x) =

i

ωεi

∫

Γi

([
∇x∇xGi(x, y)

](
θ(x)− θ(y)

)
+∇xGi(x, y)divΓi

θ(y)
)

divΓi
ji(y)dσ(y)

+
i

ωεi

∫

Γi

∇xGi(x, y)
(

− Tra
e

([
∇Γi

θ(y)
][
∇Γi

ji(y)
])

+
[
∇Γi

ji(y)
]
νi(y)·

[
∇Γi

θ(y)
]
νi(y)

)

dσ(y)

+ iωµi

∫

Γi

((
θ(x)− θ(y)

)
· ∇xGi(x, y) +Gi(x, y)divΓi

θ(y)
)

ji(y)dσ(y)

(3.21)

Preuve. L'opérateur Li peut se dé
omposer en deux termes :

Li

[
ji
]
(x) =

i

ωεi
∇Si

[
divΓi

ji
]
(x) + iωµiSi

[
ji
]
(x)

• L'opérateur dérivé du deuxième terme a déjà été établi dans la proposition 3.11.

• Le premier terme peut se réé
rire de la manière suivante :

∇Si

[
divΓi

ji
]
(x) = ∇

∫

Γi

Gi(x, y)divΓi
ji(y)dσ(y) = vp

∫

Γi

∇xGi(x, y)divΓi
ji(y)dσ(y)
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En
ore une fois, on s'a�ran
hit de la notation de la valeur prin
ipale de Cau
hy tout en

en gardant le sens.

On 
ombine la formulation de 
hangement de variables dans une intégrale aux résultats

des propositions 3.6, 3.10 et 3.7 :

∇Sθ
i

[
divΓθ

i
jθi
]
(xθ)

=

∫

Γθ
i

∇xGi(xθ, yθ)divΓθ
i
jθi (yθ)dσθ(yθ)

=

∫

Γi

(
∇xGi ◦Ψθ

)
(x, y)

(
divΓθ

i
jθi ◦Ψθ

)
(y)
(
dσθ ◦Ψθ

)
(y)

=

∫

Γi

∇xGi(x, y)divΓi
ji(y)dσ(y)

︸ ︷︷ ︸

∇Si

[
divΓi

ji

]
(x)

+

∫

Γi

∇xGi(x, y)divΓi
j
(1)
i (θ)(y)dσ(y)

︸ ︷︷ ︸

∇Si

[
divΓi

j
(1)
i (θ)

]
(x)

+

∫

Γi

([
∇x∇xGi(x, y)

](
θ(x)− θ(y)

)
+∇xGi(x, y)divΓi

θ(y)
)

divΓi
ji(y)dσ(y)

+

∫

Γi

∇xGi(x, y)
(

− Tra
e

([
∇Γi

θ(y)
][
∇Γi

ji(y)
])

+
[
∇Γi

ji(y)
]
νi(y)·

[
∇Γi

θ(y)
]
ν i(y)

)

dσ(y)

︸ ︷︷ ︸
(
∇Si

)(1)
(θ)
[
∇Γi

ji

]
(x)

Ainsi, sa
hant que

L
(1)
i (θ)

[
ji
]
(x) =

i

ωεi

(
∇Si

)(1)
(θ)
[
divΓi

ji
]
(x) + iωµiS(1)

i (θ)
[
ji
]
(x)

on trouve l'expression (3.21) obtenue pour l'opérateur dérivé de l'opérateur Li.

4 Adaptation à la méthode Level Set

En tenant 
ompte de 
ertaines 
ara
téristiques spé
i�ques à notre 
as d'appli
ation,

on va pouvoir simpli�er légèrement l'expression de la dérivée de forme de la fon
tion


oût, et surtout la réé
rire sous une forme plus adaptée à l'utilisation de la méthode

Level Set.

4.1 Parti
ularisation de la déformation

4.1.1 Simpli�
ation des opérateurs dérivés

Les 
al
uls des opérateurs dérivés développés dans la se
tion pré
édente sont très

généraux et ne tiennent pas 
ompte des spé
i�
ités qui peuvent survenir dans des 
as

d'appli
ation pré
is.

En parti
ulier, 
omme spé
i�é dans le paragraphe 2.1.3, on rappelle que dans notre 
as,

la déformation opère dans le plan tangent : la frontière Γ ne sera en e�et pas déformée,


'est le pat
h métallique imprimé à sa surfa
e qui va se dépla
er sur la surfa
e. Cela se

traduit par la 
ondition suivante sur le 
hamp de ve
teurs θ 
onsidéré :

∀ x ∈ Γ, θ(x) · ν(x) = 0
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ondition que l'on peut également é
rire sous la forme

∀ x ∈ Γ,
[
∇θ(x)

]
ν(x) = 0

Cela va nous permettre d'éliminer les termes relatifs à la dérivée de la normale unitaire à

la surfa
e, que l'on retrouve dans la dérivée de la divergen
e surfa
ique et don
 également

dans l'opérateur dérivé L
(1)
i (θ). Ainsi, on é
rit désormais 
et opérateur de la manière

suivante :

L
(1)
i (θ)

[
ji
]
(x) =

i

ωεi

∫

Γi

([
∇x∇xGi(x, y)

](
θ(x)− θ(y)

)
+∇xGi(x, y)divΓi

θ(y)
)

divΓi
ji(y)dσ(y)

− i

ωεi

∫

Γi

∇xGi(x, y)Tra
e
([

∇Γi
θ(y)

][
∇Γi

ji(y)
])

dσ(y)

+ iωµi

∫

Γi

((
θ(x)− θ(y)

)
· ∇xGi(x, y) +Gi(x, y)divΓi

θ(y)
)

ji(y)dσ(y)

(3.22)

4.1.2 Une troisième expression de la dérivée de forme

On va désormais utiliser les opérateurs dérivés exprimés dans (3.20) et (3.22) a�n

d'é
rire une expression expli
ite de la dérivée de forme de notre fon
tion 
oût.

On rappelle son expression, donnée par la proposition 3.4, où θ ∈ W 1,∞(Γ,Γ) et où

{ji,mi} est solution de (3.6) et {pi,qi} est solution de (3.11), ∀ i = 1, 2 :

J ′(Γ)(θ) =
1

2
ℜ
(

2∑

i=1

[ ∫

Γi

(

L
(1)
i (θ)

[
ji
]
−K

(1)
i (θ)

[
mi

])

· pidσ

+

∫

Γi

(

−K
(1)
i (θ)

[
ji
]
− εi
µi

L
(1)
i (θ)

[
mi

])

· qidσ

])

Ainsi, si l'on développe tous les termes et qu'on les subdivise en termes plus simples, on

obtient l'expression suivante pour la dérivée de forme de la fon
tion 
oût :

J ′(Γ)(θ) =
1

2
ℜ
(

2∑

i=1

[

+
i

ωεi

(

Fi(ji,pi) +Hi(ji,pi) + Ei(ji,pi)
)

+ iωµi

(

Ci(ji,pi) +Di(ji,pi)
)

− Ai(mi,pi)− Bi(mi,pi)

− Ai(ji,qi)−Bi(ji,qi)

− i

ωµi

(

Fi(mi,qi) +Hi(mi,qi) + Ei(mi,qi)
)

− iωεi

(

Ci(mi,qi) +Di(mi,qi)
)]
)

(3.23)
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où les termes sus-mentionnés se dé�nissent de la manière suivante, pour deux ve
teurs

j,p ∈ H
− 1

2
div

(Γ) :

Ai(ji,pi) = +

∫

Γi

∫

Γi

([
∇x∇xGi(x, y)

](
θ(x)− θ(y)

)
× ji(y)

)

· pi(x)dσ(y)dσ(x) (3.24)

Bi(ji,pi) = +

∫

Γi

∫

Γi

divΓi
θ(y)

(

∇xGi(x, y)× ji(y)
)

· pi(x)dσ(y)dσ(x) (3.25)

Ci(ji,pi) = +

∫

Γi

∫

Γi

((
θ(x)− θ(y)

)
· ∇xGi(x, y)

)

ji(y) · pi(x)dσ(y)dσ(x) (3.26)

Di(ji,pi) = +

∫

Γi

∫

Γi

divΓi
θ(y)Gi(x, y)ji(y) · pi(x)dσ(y)dσ(x) (3.27)

Ei(ji,pi) = −
∫

Γi

∫

Γi

Tra
e

([
∇Γi

θ(y)
][
∇Γi

ji(y)
])

∇xGi(x, y) · pi(x)dσ(y)dσ(x) (3.28)

Fi(ji,pi) = +

∫

Γi

∫

Γi

divΓi
ji(y)

([
∇x∇xGi(x, y)

](
θ(x)− θ(y)

))

· pi(x)dσ(y)dσ(x)(3.29)

Hi(ji,pi) = +

∫

Γi

∫

Γi

divΓi
ji(y)divΓi

θ(y)∇xGi(x, y) · pi(x)dσ(y)dσ(x) (3.30)

4.2 Reformulation pour la méthode Level Set

Désormais, on souhaite trouver une formulation de 
es termes plus propi
e à l'utilisa-

tion de la méthode des Level Set. On rappelle qu'on appelle ΓM la surfa
e impa
tée par

la déformation (voir �gure 3.1), sur laquelle la frontière du pat
h γ métallique évolue.

Ainsi, on va 
her
her à exprimer la dérivée de forme de la fon
tion 
oût 
omme

J ′(Γ)(θ) =

∫

ΓM

V(y) · θ(y)dσ(y)

où le terme V(y), ∀ y ∈ ΓM , sera utilisé 
omme vitesse d'adve
tion dans l'équation de

transport 
omme expliqué dans l'algorithme 2 du 
hapitre 2.

A�n de réé
rire les termes présentés dans le paragraphe pré
édent, on va utiliser le

fait que

∀ x ∈ Γ \ ΓM , θ(x) = 0

De la même manière que nous avions dé
omposé Γ en frontières par domaine Ωi, notées

Γi, on note ΓM,i la surfa
e ΓM vue depuis le domaine Ωi, ∀ i = 1, .., 2.
En�n, de manière à 
e que le pat
h métallique ne déborde pas de la surfa
e sur lequel il

est gravé, on impose une 
ondition au bord pour θ :

∀ x ∈ ∂ΓM , θ(x) = 0

4.2.1 Terme Ai

Proposition 3.14. Soit θ ∈ W 1,∞(Γ,Γ) et j,p ∈ H
− 1

2
div

(Γ) . Si θ = 0 sur Γ \ ΓM , alors

le terme Ai(ji,pi), ∀i = 1, ..2 donné par (3.24) se réé
rit de la manière suivante :

Ai(ji,pi) =

∫

ΓM,i

(

a1i
[
Γ, j,p

]
(y) + a2i

[
Γ, j,p

]
(y)
)

· θ(y)dσ(y) (3.31)
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où

a1i
[
Γ, j,p

]
(y) = +

∫

Γi

[
∇x∇xGi(x, y)

]t(
ji(x)× pi(y)

)
dσ(x) (3.32)

a2i
[
Γ, j,p

]
(y) = −

∫

Γi

[
∇x∇xGi(x, y)

]t(
ji(y)× pi(x)

)
dσ(x) (3.33)

Preuve. Dans un premier temps, on peut réé
rire le terme sous l'intégrale dans Ai(ji,pi) :
([

∇x∇xGi(x, y)
](
θ(x)−θ(y)

)
×ji(y)

)

·pi(x) =
([

∇x∇xGi(x, y)
]t(

ji(y)×pi(x)
))

·
(
θ(x)−θ(y)

)

On pose :

f1i (x, y) =
[
∇x∇xGi(x, y)

]t(
ji(y)× pi(x)

)

f2i (x, y) =
[
∇x∇xGi(x, y)

]t(
ji(x)× pi(y)

)

On remarque que f1i (y, x) = f2i (x, y) et f
2
i (y, x) = f1i (x, y).

Reprenons le terme Ai(ji,pi) ave
 
es notations :

Ai(ji,pi) =

∫

Γi

∫

Γi

f1i (x, y) · θ(x)dσ(y)dσ(x)−
∫

Γi

∫

Γi

f1i (x, y) · θ(y)dσ(y)dσ(x)

=

∫

ΓM,i

∫

Γi

f1i (x, y) · θ(x)dσ(y)dσ(x)−
∫

Γi

∫

ΓM,i

f1i (x, y) · θ(y)dσ(y)dσ(x)

=

∫

ΓM,i

∫

Γi

f1i (y, x) · θ(y)dσ(x)dσ(y)−
∫

ΓM,i

∫

Γi

f1i (x, y) · θ(y)dσ(x)dσ(y)

=

∫

ΓM,i

(∫

Γi

f2i (x, y)dσ(x)

)

· θ(y)dσ(y)−
∫

ΓM,i

(∫

Γi

f1i (x, y)dσ(x)

)

· θ(y)dσ(y)

D'où le résultat ave


a1i
[
Γ, j,p

]
(y) =

∫

Γi

f2i (x, y)dσ(x) et a2i
[
Γ, j,p

]
(y) = −

∫

Γi

f1i (x, y)dσ(x)

4.2.2 Terme Bi

Proposition 3.15. Soit θ ∈ W 1,∞(Γ,Γ) et j,p ∈ H
− 1

2
div

(Γ) . Si θ = 0 sur Γ \ ΓM , alors

le terme Bi(ji,pi), ∀i = 1, ..2 donné par (3.25) se réé
rit de la manière suivante :

Bi(ji,pi) =

∫

ΓM,i

(

b1i
[
Γ, j,p

]
(y) + b2i

[
Γ, j,p

]
(y) + b3i

[
Γ, j,p

]
(y)
)

· θ(y)dσ(y) (3.34)

où

b1i
[
Γ, j,p

]
(y) = −

∫

Γi

[
∇Γi

ji(y)
](
∇xGi(x, y)× pi(x)

)
dσ(x) (3.35)

b2i
[
Γ, j,p

]
(y) = −

∫

Γi

(

ν i(y) ·
(
ji(y)× pi(x)

))[
∇x∇xGi(x, y)

]t
ν i(y)dσ(x) (3.36)

b3i
[
Γ, j,p

]
(y) = +

∫

Γi

[
∇x∇xGi(x, y)

]t(
ji(y)× pi(x)

)
dσ(x) (3.37)
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Preuve. On pose :

fi(y) =

∫

Γi

(

∇xGi(x, y)× ji(y)
)

· pi(x)dσ(x)

Ainsi, en utilisant la formule de Stokes (1.18) vue au 
hapitre 1, on peut é
rire :

Bi(ji,pi) =

∫

ΓM,i

fi(y)divΓi
θ(y)dσ(y) = −

∫

ΓM,i

∇Γi

(
fi(y)

)
· θ(y)dσ(y)

ave


∇Γi

(
fi(y)

)
=

∫

Γi

∇Γi

((
∇xGi(x, y)× ji(y)

)
· pi(x)

)

dσ(x)

=

∫

Γi

[

∇Γi

(
∇xGi(x, y)× ji(y)

)]

pi(x)dσ(x)

Or, pour trois ve
teurs quel
onques u,v,w, on a que :

[

∇Γ

(
u× v

)]

w =
[
∇Γu

](
v ×w

)
+
[
∇Γv

](
u×w

)

Ainsi,

[

∇Γi

(
∇xGi(x, y)×ji(y)

)]

pi(x) =
[
∇Γi

∇xGi(x, y)
](
ji(y)×pi(x)

)
+
[
∇Γi

ji(y)
](
∇xGi(x, y)×pi(x)

)

De plus, par dé�nition du gradient tangentiel, on a :

[
∇Γu

]
w =

[
∇u
]t
w− (ν ·w)

[
∇u
]t
ν

Et don


[
∇Γi

∇xGi(x, y)
](
ji(y)× pi(x)

)
=

[
∇y∇xGi(x, y)

]t(
ji(y)× pi(x)

)

−
(

νi(y) ·
(
ji(y)× pi(x)

))[
∇y∇xGi(x, y)

]t
ν i(y)

Ainsi, en sa
hant que

[
∇y∇xGi(x, y)

]
= −

[
∇x∇xGi(x, y)

]

on obtient :

∇Γi

(
fi(y)

)
=

∫

Γi

[
∇Γi

ji(y)
](
∇xGi(x, y)× pi(x)

)
dσ(x)

︸ ︷︷ ︸

−b1i

[
Γ,j,p
]
(y)

−
∫

Γi

[
∇x∇xGi(x, y)

]t(
ji(y)× pi(x)

)
dσ(x)

︸ ︷︷ ︸

b3i

[
Γ,j,p
]
(y)

+

∫

Γi

(

ν i(y) ·
(
ji(y)× pi(x)

))[
∇x∇xGi(x, y)

]t
ν i(y)dσ(x)

︸ ︷︷ ︸

−b2i

[
Γ,j,p
]
(y)
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4.2.3 Terme Ci

Proposition 3.16. Soit θ ∈ W 1,∞(Γ,Γ) et j,p ∈ H
− 1

2
div

(Γ) . Si θ = 0 sur Γ \ ΓM , alors

le terme Ci(ji,pi), ∀i = 1, ..2 donné par (3.26) se réé
rit de la manière suivante :

Ci(ji,pi) =

∫

ΓM,i

(

c1i
[
Γ, j,p

]
(y) + c2i

[
Γ, j,p

]
(y)
)

· θ(y)dσ(y) (3.38)

où

c1i
[
Γ, j,p

]
(y) = +

∫

Γi

(
pi(y) · ji(x)

)
∇xGi(x, y)dσ(x) (3.39)

c2i
[
Γ, j,p

]
(y) = −

∫

Γi

(
pi(x) · ji(y)

)
∇xGi(x, y)dσ(x) (3.40)

Preuve. En réé
rivant le terme sous l'intégrale dans Ci(ji,pi) :
((
θ(x)− θ(y)

)
· ∇xGi(x, y)

)

ji(y) · pi(x) =
((

pi(x) · ji(y)
)
∇xGi(x, y)

)

·
(
θ(x)− θ(y)

)

et en notant

f1i (x, y) =
(
pi(x) · ji(y)

)
∇xGi(x, y)

f2i (x, y) =
(
pi(y) · ji(x)

)
∇xGi(x, y)

on montre de la même manière que pour le terme Ai(ji,pi) dans la preuve de la propo-

sition 3.14 que :

Ci(ji,pi) =

∫

ΓM,i

(∫

Γi

f2i (x, y)dσ(x)

)

· θ(y)dσ(y)−
∫

ΓM,i

(∫

Γi

f1i (x, y)dσ(x)

)

· θ(y)dσ(y)

D'où le résultat ave


c1i
[
Γ, j,p

]
(y) =

∫

Γi

f2i (x, y)dσ(x) et c2i
[
Γ, j,p

]
(y) = −

∫

Γi

f1i (x, y)dσ(x)

4.2.4 Terme Di

Proposition 3.17. Soit θ ∈ W 1,∞(Γ,Γ) et j,p ∈ H
− 1

2
div

(Γ) . Si θ = 0 sur Γ \ ΓM , alors

le terme Di(ji,pi), ∀i = 1, ..2 donné par (3.27) se réé
rit de la manière suivante :

Di(ji,pi) =

∫

ΓM,i

(

d1i
[
Γ, j,p

]
(y) + d2i

[
Γ, j,p

]
(y) + d3i

[
Γ, j,p

]
(y)
)

· θ(y)dσ(y) (3.41)

où

d1i
[
Γ, j,p

]
(y) = −

∫

Γi

Gi(x, y)
[
∇Γi

ji(y)
]
pi(x)dσ(x) (3.42)

d2i
[
Γ, j,p

]
(y) = −

∫

Γi

(
ji(y) · pi(x)

)(
ν i(y) · ∇xGi(x, y)

)
νi(y)dσ(x) (3.43)

d3i
[
Γ, j,p

]
(y) = +

∫

Γi

(
ji(y) · pi(x)

)
∇xGi(x, y)dσ(x) (3.44)
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Preuve. On pose :

fi(y) =

∫

Γi

Gi(x, y)ji(y) · pi(x)dσ(x)

Ainsi, en utilisant la formule de Stokes (1.18) vue au 
hapitre 1, on peut é
rire :

Di(ji,pi) =

∫

ΓM,i

fi(y)divΓi
θ(y)dσ(y) = −

∫

ΓM,i

∇Γi

(
fi(y)

)
· θ(y)dσ(y)

ave


∇Γi

(
fi(y)

)
=

∫

Γi

[

∇Γi

(
Gi(x, y)ji(y)

)]

pi(x)dσ(x)

Or, pour deux ve
teurs quel
onques u,v et un s
alaire a, on a que :

[

∇Γ

(
au
)]

v = a
[
∇Γu

]
v +

(
u · v

)
∇Γa

Ainsi,

[

∇Γi

(
Gi(x, y)ji(y)

)]

pi(x) = Gi(x, y)
[
∇Γi

ji(y)
]
pi(x) +

(
ji(y) · pi(x)

)
∇Γi

Gi(x, y)

= Gi(x, y)
[
∇Γi

ji(y)
]
pi(x) +

(
ji(y) · pi(x)

)
∇yGi(x, y)

−
(
ji(y) · pi(x)

)(
νi(y) · ∇yGi(x, y)

)
νi(y)

Et on obtient bien

∇Γi

(
fi(y)

)
=

∫

Γi

Gi(x, y)
[
∇Γi

ji(y)
]
pi(x)dσ(x)

︸ ︷︷ ︸

−d1i

[
Γ,j,p
]
(y)

−
∫

Γi

(
ji(y) · pi(x)

)
∇xGi(x, y)dσ(x)

︸ ︷︷ ︸

d3i

[
Γ,j,p
]
(y)

+

∫

Γi

(
ji(y) · pi(x)

)(
νi(y) · ∇xGi(x, y)

)
νi(y)dσ(x)

︸ ︷︷ ︸

−d2i

[
Γ,j,p
]
(y)

4.2.5 Terme Ei

Proposition 3.18. Soit θ ∈ W 1,∞(Γ,Γ) et j,p ∈ H
− 1

2
div

(Γ) . Si θ = 0 sur Γ \ ΓM , alors

le terme Ei(ji,pi), ∀i = 1, ..2 donné par (3.28) se réé
rit de la manière suivante :

Ei(ji,pi) =

∫

ΓM,i

(

e1i
[
Γ, j,p

]
(y) + e2i

[
Γ, j,p

]
(y) + e3i

[
Γ, j,p

]
(y)
)

· θ(y)dσ(y) (3.45)

où

e1i
[
Γ, j,p

]
(y) =

∫

Γi

[
∇Γi

ji(y)
]
∇xGi(x, y)divΓi

pi(x)dσ(x) (3.46)

e2i
[
Γ, j,p

]
(y) =

∫

Γi\ΓM,i

[
∇Γi

ji(y)
][
∇x∇xGi(x, y)

]t
((

ν i(y) · pi(x)
)
νi(y)

)

dσ(x)(3.47)

e3i
[
Γ, j,p

]
(y) =

∫

Γi

(
pi(y) · ∇xGi(x, y)

)
∇Γi

(
divΓi

pi(x)
)
dσ(x) (3.48)
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Preuve. Sa
hant que

Tra
e

([
∇Γi

θ(y)
][
∇Γi

ji(y)
])

=

3∑

k=1

∂ji(y)

∂k
· ∇Γi

θk(y)

et en notant

fi(x, y) = pi(x) · ∇xGi(x, y)

On peut utiliser la formule de Stokes (1.18) :

∫

Γi

fi(x, y)Tra
e
([

∇Γi
θ(y)

][
∇Γi

ji(y)
])

dσ(y) =

∫

ΓM,i

fi(x, y)
3∑

k=1

∂ji(y)

∂k
· ∇Γi

θk(y)dσ(y)

= −
3∑

k=1

∫

ΓM,i

θk(y)divΓi

(

fi(x, y)
∂ji(y)

∂k

)

dσ(y)

où

divΓi

(

fi(x, y)
∂ji(y)

∂k

)

= ∇Γi
fi(x, y) ·

∂ji(y)

∂k
+ fi(x, y)divΓi

(
∂ji(y)

∂k

)

Ainsi,

3∑

k=1

θk(y)divΓi

(

fi(x, y)
∂ji(y)

∂k

)

=
3∑

k=1

θk(y)∇Γi
fi(x, y) ·

∂ji(y)

∂k
+

3∑

k=1

θk(y)
∂

∂k

(
divΓi

ji(y)
)
fi(x, y)

= θ(y) ·
([

∇Γi
ji(y)

][
∇Γi,y∇xGi(x, y)

]
pi(x)

)

+ θ(y) ·
((

pi(x) · ∇xGi(x, y)
)
∇Γi

(
divΓi

ji(y)
))

En utilisant la dé�nition du gradient tangentiel et le fait que ν i(x) · pi(x) = 0 ∀ x ∈ Γi,

on montre que :

[
∇Γi,y∇xGi(x, y)

]
pi(x) = −

[
∇Γi,x∇xGi(x, y)

]
pi(x)+

(
νi(y)·pi(x)

)[
∇x∇xGi(x, y)

]t
νi(y)

Ainsi,

Ei(ji,pi) =−
∫

ΓM,i

(∫

Γi

[
∇Γi

ji(y)
][
∇Γi,x∇xGi(x, y)

]
pi(x)dσ(x)

︸ ︷︷ ︸

−e1i

[
Γ,j,p
]
(y)

)

· θ(y)dσ(y)

+

∫

ΓM,i

(∫

Γi

[
∇Γi

ji(y)
][
∇x∇xGi(x, y)

]t
((

νi(y) · pi(x)
)
νi(y)

)

dσ(x)

︸ ︷︷ ︸

e2i

[
Γ,j,p
]
(y)

)

· θ(y)dσ(y)

+

∫

ΓM,i

(∫

Γi

(
pi(y) · ∇xGi(x, y)

)
∇Γi

(
divΓi

pi(x)
)
dσ(x)

︸ ︷︷ ︸

e3i

[
Γ,j,p
]
(y)

)

· θ(y)dσ(y)
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Le domaine d'intégration du terme e2i
[
Γ, j,p

]
(y) est réduit du fait de la nullité, ∀ y ∈ ΓM,i,

du terme ν i(y) · pi(x) = 0 si x ∈ ΓM,i.

En�n, on termine la preuve en appliquant une dernière fois la formule de Stokes, on a :

e1i
[
Γ, j,p

]
(y) = −

∫

Γi

[
∇Γi

ji(y)
][
∇Γi,x∇xGi(x, y)

]
pi(x)dσ(x)

=

∫

Γi

[
∇Γi

ji(y)
]
∇xGi(x, y)divΓi

pi(x)dσ(x)

4.2.6 Terme Fi

Proposition 3.19. Soit θ ∈ W 1,∞(Γ,Γ) et j,p ∈ H
− 1

2
div

(Γ) . Si θ = 0 sur Γ \ ΓM , alors

le terme Fi(ji,pi), ∀i = 1, ..2 donné par (3.29) se réé
rit de la manière suivante :

Fi(ji,pi) =

∫

ΓM,i

(

f 1
i

[
Γ, j,p

]
(y) + f 2

i

[
Γ, j,p

]
(y)
)

· θ(y)dσ(y) (3.49)

où

f 1
i

[
Γ, j,p

]
(y) = +

∫

Γi

divΓi
ji(x)

[
∇x∇xGi(x, y)

]t
pi(y)dσ(x) (3.50)

f 2
i

[
Γ, j,p

]
(y) = −

∫

Γi

divΓi
ji(y)

[
∇x∇xGi(x, y)

]t
pi(x)dσ(x) (3.51)

(3.52)

Preuve. En é
rivant

Fi(ji,pi) =

∫

Γi

∫

Γi

([
∇x∇xGi(x, y)

](
divΓi

ji(y)pi(x)
))

·
(
θ(x)− θ(y)

)
dσ(y)dσ(x)

et en e�e
tuant la même démar
he que pour les preuves des propositions 3.14 et 3.16,

on obtient le résultat.

4.2.7 Terme Hi

Proposition 3.20. Soit θ ∈ W 1,∞(Γ,Γ) et j,p ∈ H
− 1

2
div

(Γ) . Si θ = 0 sur Γ \ ΓM , alors

le terme Hi(ji,pi), ∀i = 1, ..2 donné par (3.30) se réé
rit de la manière suivante :

Hi(ji,pi) =

∫

ΓM,i

(

h1i
[
Γ, j,p

]
(y) + h2i

[
Γ, j,p

]
(y) + h3i

[
Γ, j,p

]
(y)
)

· θ(y)dσ(y) (3.53)

où

h1i
[
Γ, j,p

]
(y) = −

∫

Γi\ΓM,i

divΓi
ji(y)

(
ν i(y) · pi(x)

)[
∇x∇xGi(x, y)

]t
νi(y)dσ(x)(3.54)

h2i
[
Γ, j,p

]
(y) = +

∫

Γi

divΓi
ji(y)

[
∇x∇xGi(x, y)

]t
pi(x)dσ(x) (3.55)

h3i
[
Γ, j,p

]
(y) = −

∫

Γi

(
∇xGi(x, y) · pi(x)

)
∇Γi

(
divΓi

ji(y)
)
dσ(x) (3.56)
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Preuve. On pose :

fi(y) =

∫

Γi

divΓi
ji(y)

(
∇xGi(x, y) · pi(x)

)
dσ(x)

Ainsi, en utilisant la formule de Stokes (1.18) vue au 
hapitre 1, on peut é
rire :

Hi(ji,pi) =

∫

ΓM,i

fi(y)divΓi
θ(y)dσ(y) = −

∫

ΓM,i

∇Γi

(
fi(y)

)
· θ(y)dσ(y)

ave


∇Γi

(
fi(y)

)
=

∫

Γi

divΓi
ji(y)

[
∇Γi,y∇xGi(x, y)

]
pi(x)dσ(x)

+

∫

Γi

(
∇xGi(x, y) · pi(x)

)
∇Γi

(
divΓi

ji(y)
)
dσ(x)

︸ ︷︷ ︸

−h3
i

[
Γ,j,p
]
(y)

Comme dans la preuve de la proposition 3.18, on dé
ompose la matri
e

[
∇Γi,y∇xGi(x, y)

]

et on obtient :

∫

Γi

divΓi
ji(y)

[
∇Γi,y∇xGi(x, y)

]
pi(x)dσ(x) = −

∫

Γi

divΓi
ji(y)

[
∇x∇xGi(x, y)

]t
pi(x)dσ(x)

︸ ︷︷ ︸

h2
i

[
Γ,j,p
]
(y)

+

∫

Γi\ΓM,i

divΓi
ji(y)

(
ν i(y) · pi(x)

)[
∇x∇xGi(x, y)

]t
νi(y)dσ(x)

︸ ︷︷ ︸

−h1
i

[
Γ,j,p
]
(y)

D'où le résultat.

4.3 Une quatrième et dernière expression de la dérivée de forme

On peut désormais réé
rire la dérivée de forme de la fon
tion 
oût sous la forme

appropriée à la résolution par la méthode Level Set.

Pour θ ∈ W 1,∞(Γ,Γ), {ji,mi} solution de (3.6) et {pi,qi} solution de (3.11), ∀ i = 1, 2,
on reprend l'expression (3.23) de 
ette dérivée et en y inje
tant les 
al
uls e�e
tués

pré
édemment, on obtient :

J ′(Γ)(θ) =

∫

ΓM

(
1

2
ℜ
( 2∑

i=1

ri
[
Γ, j,m,p,q

]
(y)
))

· θ(y) dσ(y) (3.57)
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où

ri
[
Γ, j,m,p,q

]
(y) = +

i

ωεi

(

f 1
i

[
Γ, j,p

]
(y) + f 2

i

[
Γ, j,p

]
(y) + h1i

[
Γ, j,p

]
(y) + h2i

[
Γ, j,p

]
(y)

+ h3i
[
Γ, j,p

]
(y) + e1i

[
Γ, j,p

]
(y) + e2i

[
Γ, j,p

]
(y) + e3i

[
Γ, j,p

]
(y)

)

+ iωµi

(

c1i
[
Γ, j,p

]
(y) + c2i

[
Γ, j,p

]
(y) + d1i

[
Γ, j,p

]
(y)

+ d2i
[
Γ, j,p

]
(y) + d3i

[
Γ, j,p

]
(y)

)

−
(

a1i
[
Γ,m,p

]
(y) + a2i

[
Γ,m,p

]
(y)

)

−
(

b1i
[
Γ,m,p

]
(y) + b2i

[
Γ,m,p

]
(y) + b3i

[
Γ,m,p

]
(y)

)

−
(

a1i
[
Γ, j,q

]
(y) + a2i

[
Γ, j,q

]
(y)

)

−
(

b1i
[
Γ, j,q

]
(y) + b2i

[
Γ, j,q

]
(y) + b3i

[
Γ, j,q

]
(y)

)

− i

ωµi

(

f 1
i

[
Γ,m,q

]
(y) + f 2

i

[
Γ,m,q

]
(y) + h1i

[
Γ,m,q

]
(y) + h2i

[
Γ,m,q

]
(y)

+ h3i
[
Γ,m,q

]
(y) + e1i

[
Γ,m,q

]
(y) + e2i

[
Γ,m,q

]
(y) + e3i

[
Γ,m,q

]
(y)

)

− iωεi

(

c1i
[
Γ,m,q

]
(y) + c2i

[
Γ,m,q

]
(y) + d1i

[
Γ,m,q

]
(y)

+ d2i
[
Γ,m,q

]
(y) + d3i

[
Γ,m,q

]
(y)

)

Or, on remarque que 
ertains termes s'annulent :

a2i
[
Γ,m,p

]
(y) = −b3i

[
Γ,m,p

]
(y)

c2i
[
Γ,m,p

]
(y) = −d3i

[
Γ,m,p

]
(y)

e3i
[
Γ,m,p

]
(y) = −h3i

[
Γ,m,p

]
(y)

f 2
i

[
Γ,m,p

]
(y) = −h2i

[
Γ,m,p

]
(y)

On énon
e à présent la proposition qui résume tous les résultats obtenus dans le 
hapitre,

en nous donnant l'expression de la dérivée de forme de la fon
tion 
oût qui sera utilisée

par la suite dans l'algorithme d'optimisation par la méthode Level Set.
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Proposition 3.21. Soit un objet rayonnant dé�ni 
omme sur la �gure 3.1 et soit θ ∈ W 1,∞(Γ,Γ)
un 
hamp de ve
teurs tel que

∀ x ∈ Γ \ ΓM , θ(x) = 0 et ∀ x ∈ ∂ΓM , θ(x) = 0

Soient {ji,mi} solution du problème dire
t (3.6) et {pi,qi} solution du problème adjoint (3.11),

∀ i = 1, 2.
Alors la dérivée de forme de la fon
tion 
oût dé�nie par (3.3) peut s'é
rire sous la forme :

J ′(Γ)(θ) =

∫

ΓM

(
1

2
ℜ
( 2∑

i=1

ri
[
Γ, j,m,p,q

]
(y)
))

· θ(y) dσ(y) (3.58)

ave


ri
[
Γ, j,m,p,q

]
(y) = +

i

ωεi

(

f 1
i

[
Γ, j,p

]
(y) + h1i

[
Γ, j,p

]
(y) + e1i

[
Γ, j,p

]
(y) + e2i

[
Γ, j,p

]
(y)

)

+ iωµi

(

c1i
[
Γ, j,p

]
(y) + d1i

[
Γ, j,p

]
(y) + d2i

[
Γ, j,p

]
(y)

)

−
(

a1i
[
Γ,m,p

]
(y) + b1i

[
Γ,m,p

]
(y) + b2i

[
Γ,m,p

]
(y)

)

−
(

a1i
[
Γ, j,q

]
(y) + b1i

[
Γ, j,q

]
(y) + b2i

[
Γ, j,q

]
(y)

)

− i

ωµi

(

f 1
i

[
Γ,m,q

]
(y) + h1i

[
Γ,m,q

]
(y) + e1i

[
Γ,m,q

]
(y) + e2i

[
Γ,m,q

]
(y)

)

− iωεi

(

c1i
[
Γ,m,q

]
(y) + d1i

[
Γ,m,q

]
(y) + d2i

[
Γ,m,q

]
(y)

)

(3.59)

où

a1i
[
Γ, j,p

]
(y) = +

∫

Γi

[
∇x∇xGi(x, y)

]t(
ji(x)× pi(y)

)
dσ(x)

b1i
[
Γ, j,p

]
(y) = −

∫

Γi

[
∇Γi

ji(y)
](
∇xGi(x, y)× pi(x)

)
dσ(x)

b2i
[
Γ, j,p

]
(y) = −

∫

Γi

(

νi(y) ·
(
ji(y)× pi(x)

))[
∇x∇xGi(x, y)

]t
νi(y)dσ(x)

c1i
[
Γ, j,p

]
(y) = +

∫

Γi

(
pi(y) · ji(x)

)
∇xGi(x, y)dσ(x)

d1i
[
Γ, j,p

]
(y) = −

∫

Γi

Gi(x, y)
[
∇Γi

ji(y)
]
pi(x)dσ(x)

d2i
[
Γ, j,p

]
(y) = −

∫

Γi

(
ji(y) · pi(x)

)(
νi(y) · ∇xGi(x, y)

)
νi(y)dσ(x)

e1i
[
Γ, j,p

]
(y) = +

∫

Γi

[
∇Γi

ji(y)
]
∇xGi(x, y)divΓi

pi(x)dσ(x)

e2i
[
Γ, j,p

]
(y) = +

∫

Γi\ΓM,i

[
∇Γi

ji(y)
][
∇x∇xGi(x, y)

]t
((

ν i(y) · pi(x)
)
ν i(y)

)

dσ(x)

f 1
i

[
Γ, j,p

]
(y) = +

∫

Γi

divΓi
ji(x)

[
∇x∇xGi(x, y)

]t
pi(y)dσ(x)

h1i
[
Γ, j,p

]
(y) = −

∫

Γi\ΓM,i

divΓi
ji(y)

(
νi(y) · pi(x)

)[
∇x∇xGi(x, y)

]t
νi(y)dσ(x)
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Introdu
tion

Dans 
e 
hapitre, on s'intéresse à la dis
rétisation des résultats présentés dans le 
ha-

pitre pré
édent, en vue de leur implémentation au sein d'un algorithme d'optimisation

de forme.

Dans un premier temps, on s'intéresse au 
al
ul de l'état adjoint. En e�et, les termes

présentés dans la proposition 3.21 du 
hapitre pré
édent font intervenir à la fois la solu-

tion du problème dire
t et la solution du problème adjoint. Ce dernier, d'une stru
utre

similaire au problème dire
t, sera résolu au sein du 
ode de 
al
ul Antenna Design.

On montre dans 
ette se
tion que la résolution de 
e problème est grandement simpli�ée

par les propriétés bien parti
ulières de la propagation des ondes par modes guidés : dans

un guide d'ondes, le 
hamp éle
tromagnétique peut se dé
omposer dans la base de 
es

modes. Cette dé
omposition est utilisée lors de l'é
riture de la formulation variationnelle

du problème dire
t. Ainsi, en é
rivant de la même manière la formulation variationnelle

du problème adjoint, on obtient un système matri
iel à résoudre très similaire à 
elui du

problème dire
t. L'implémentation et la résolution en sont don
 fortement fa
ilitées.
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La se
onde se
tion de 
e 
hapitre présente l'é
riture des termes 
onstitutifs de la dé-

rivée de forme présentés dans la proposition 3.21 du 
hapitre pré
édent dans la base de

dis
rétisation 
onsidérée, à savoir la base des éléments �nis de frontière.

Nous 
ommençons par rappeler les prin
ipales formules liées au 
al
ul numérique des

intégrales et à leur dé
omposition dans la base des éléments du maillage, déjà présentées

dans le 
hapitre 1.

Cette dé
omposition, asso
iée à une utilisation de la formule de Stokes, va nous per-

mettre de reformuler un terme intégral qui nous gênait, du fait de son hypersingularité,

et de lui faire gagner un degré de régularité.

À la suite de ça, nous pouvons faire le bilan des termes dis
rétisés à implémenter dans

le but de 
al
uler numériquement la dérivée de forme de la fon
tion obje
tif.

En�n, dans une troisième se
tion, nous présentons les traitements utilisés a�n de 
al
uler,

de manière aussi simple que possible, les intégrales singulières. En e�et, la quasi-totalité

des termes de la proposition 3.21 ont un intégrande singulier. Cela signi�e que lorsqu'on

s'appro
he du point de singularité, 
es intégrales ne sont plus dé�nies.

Le 
al
ul pré
is d'intégrales singulières étant extrèmement 
ompliqué et 
oûteux à mettre

en ÷uvre, nous avons pris le parti dans 
es travaux d'utiliser des te
hniques plus simples

et moins elaborées pour s'a�ran
hir de 
es singularités. Nous justi�ons i
i 
ette appro
he

de manière formelle, et montrons que le 
al
ul appro
hé de 
es intégrales tel qu'il est

e�e
tué i
i n'a que peu d'in
iden
e sur le résultat �nal.

1 Résolution du problème adjoint

La première étape de l'implémentation numérique des termes 
al
ulés dans le 
ha-

pitre pré
édent est le 
al
ul de l'état adjoint. Il s'agit de la seule étape de 
al
ul qui est

intrusive : la résolution du problème adjoint s'e�e
tue de manière similaire à 
elle du

problème dire
t et doit don
 être implémentée au sein du 
ode de 
al
ul Antenna Design.

1.1 Dé
omposition dans la base des modes

Dans un premier temps, nous devons revenir sur une te
hnique utilisée lors de la ré-

solution du problème dire
t et qui nous sera utile pour la résolution du problème adjoint.

Sur le maillage, les in
onnues et les fon
tions tests sont dé
omposés en degrés de liberté,


omme présenté au 
hapitre 1. Cependant, pour les éléments du maillage appartenant

au plan de 
hamp, les 
hoses se passent un peu di�éremment.

Nous avons vu dans le 
hapitre 1 que dans un guide d'onde, tout 
hamp éle
troma-

gnétique peut se dé
omposer dans une base de modes guidés dont un seul un nombre

�ni est propagatif, les autres étant évanes
ents.

Ainsi, pour une fréquen
e donnée, si on a nm modes propagatifs, alors on peut é
rire les

dé
ompositions suivantes pour le 
hamp in
ident :

∀ x ∈ Γe, Ein
(x) =
nm∑

mi

βmi
Ein


mi
(x) et Hin
(x) =

nm∑

mi

βmi
Hin


mi
(x)

où les βmi
, ∀ mi = 1, ..., nm sont les 
oe�
ients de la dé
omposition du 
hamp in
ident

dans la base des modes, et les Ein


mi
, ∀ mi = 1, ..., nm sont les modes in
idents normalisés
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en énergie.

Lorsque le plan de 
hamp est su�samment loin de l'embou
hure du guide, les modes

ré�é
his évanes
ents sont su�samment atténués pour ne pas être pris en 
ompte dans

l'expression du mode ré�é
hi. On peut don
 tronquer la somme sur les modes et on

obtient :

∀ x ∈ Γe, E(x) =

nm∑

mi

nm∑

mr

βmi
αmimr

Emr
(x) et H(x) =

nm∑

mi

nm∑

mr

βmi
αmimr

Hmr
(x)

L'ensemble des 
oe�
ients αmimr
, ∀ mi = 1, ..., nm, ∀ mr = 1, ..., nm forme la matri
e S

des 
oe�
ients de ré�exion et de transmission entre le mode mi et le mode mr.

∀ mi = 1, ..., nm, les modes in
idents et ré�é
his Ein


mi
et Emi

sont identiques au sens de

propagation près :

Ein


mi
(x, t) = Ami

(x1, x2)e
−i(kx3−ωt)

et Emi
(x, t) = Ami

(x1, x2)e
−i(−kx3−ωt)

Pour le 
hamp magnétique, on a don
 :

Hin


mi
(x, t) = ∇× Ein


mi
(x, t) = ∇×

(

Ami
(x1, x2)e

−i(kx3−ωt)
)

Hmi
(x, t) = ∇× Emi

(x, t) = ∇×
(

Ami
(x1, x2)e

−i(−kx3−ωt)
)

Par 
onvention, on 
hoisit de pla
er le plan de 
hamp Γe dans le plan de référen
e des

phases, 
'est-à-dire à la hauteur x3 = 0. Ainsi,

∀ x ∈ Γe, Emi
(x) = Ein


mi
(x) et Hmi

(x) = −Hin


mi
(x)

Sur le plan de 
hamp, les 
hamps et les 
ourants sont pleinement déterminés par la


onnaissan
e des modes et des 
oe�
ients de la dé
omposition modale. Ces modes étant

généralement beau
oup moins nombreux que les éléments du maillage, il est bien plus

intéressant de 
al
uler les in
onnues dans la base des modes plut�t que dans la base des

degrés de liberté.

1.2 Formulation variationnelle du problème adjoint

Intéressons-nous tout d'abord à l'é
riture de la formulation variationnelle du problème

dire
t sur le plan de 
hamp. Nous avons vu que les in
onnues pouvaient se dé
omposer

dans la base des modes. Ainsi, le se
ond membre bD de la formulation variationnelle du

problème dire
t (3.6) du 
hapitre 3 sur le plan de 
hamp s'é
rit :

bD1Γe
= −

∫

Γe

(

Ein
(x) · j′(x)−Hin
(x) ·m′(x)
)

dσ(x)

= −
∫

Γe

( nm∑

mi

βmi
Ein


mi
(x) · j′(x)−

nm∑

mi

βmi
Hin


mi
(x) ·m′(x)

)

dσ(x)

Le 
hoix e�e
tué dans Antenna Design est de dé
omposer le se
ond membre dans la base

des modes. Au niveau matri
iel, on aura don
 un se
ond membre par mode. Au niveau

de la formulation variationnelle, 
ela revient à é
rire :

bD1Γe
= −

nm∑

mi

(∫

Γe

βmi
Ein


mi
(x) · j′(x)− βmi

Hin


mi
(x) ·m′(x)dσ(x)

)

=
nm∑

mi

βmi
bmi
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Intéressons-nous à présent à l'é
riture de la formulation variationnelle du problème ad-

joint (3.11) du 
hapitre 3. Son se
ond membre s'é
rit :

bA =

∫

Γe

((
m× ν

)
· j′(x) +

(
ν ×m

)
·m′(x)

)

dσ(x)

= −
∫

Γe

(

E(x) · j′(x)−H(x) ·m′(x)
)

dσ(x)

Ce qui nous donne dans la base des modes :

bA = −
nm∑

mi

nm∑

mr

(∫

Γe

βmi
αmimr

Emr
(x) · j′(x) + βmi

αmimr
Hmr

(x) ·m′(x)dσ(x)

)

= −
nm∑

mi

nm∑

mr

(∫

Γe

βmi
αmimr

E
in


mr
(x) · j′(x)− βmi

αmimr
H

in


mr
(x) ·m′(x)dσ(x)

)

=

nm∑

mi

nm∑

mr

βmi
αmimr

bmr

où l'on a utilisé le fait que les fon
tions de base j′ et m′
sont réelles.

Le se
ond membre du problème adjoint dépend don
 linéairement du 
onjugué du se
ond

membre du problème dire
t et des 
oe�
ients de ré�exion sur 
haque mode.

En�n, étudions le membre de gau
he de la formulation variationnelle du problème ad-

joint. On a de manière quasi-immédiate que

∫

Γ

L∗
[
p
]
(x) · j′(x)dσ(x) =

∫

Γ

L
[
p
]
(x) · j′(x)dσ(x)

et que ∫

Γ

K∗
[
q
]
(x) · j′(x)dσ(x) =

∫

Γ

K
[
q
]
(x) · j′(x)dσ(x)

La matri
e du problème adjoint est don
 la même que la matri
e du problème dire
t.

1.3 Résolution numérique

Par sou
i de 
larté, nous noterons J le ve
teur des degrés de liberté éle
triques et

magnétiques et P le ve
teur des degrés de liberté adjoints éle
triques et magnétiques.

Numériquement, le problème dire
t est traduit par le problème matri
iel suivant :

[
A
][
J1 · · ·Jnm

] =
[
B1 · · ·Bnm

]
(4.1)

L'é
riture matri
ielle du problème adjoint est don
 :

[
A
][
P1 · · ·Pnm

]
=

[

β1

nm∑

mr

α1mr

(
Bmr

1Γe

)
· · ·βnm

nm∑

mr

αnmmr

(
Bmr

1Γe

)
]

(4.2)

Ce qui équivaut à é
rire

∀mi = 1, .., nm, Pmi
= βmi

nm∑

mr

αmimr
Umr

où

[
A
][
U1 · · ·Unm

]
=
[(
B11Γe

)
· · ·
(
Bnm

1Γe

)]
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La résolution numérique de 
e problème est don
 très fa
ile à mettre en ÷uvre :

• Aux m ve
teurs de se
ond membre du problème dire
t, on rajoute m se
onds

membres relatifs au problème adjoint. Le système matri
iel à résoudre devient

don
 :

[
A
][
J1 · · ·Jnm

U1 · · ·Unm
] =

[
B1 · · ·Bnm

(
B11Γe

)
· · ·
(
Bnm

1Γe

)]

• On résout le système matri
iel pré
édent à l'aide de la fa
torisation de Cholesky

• Les solutions du problème dire
t J1 · · ·Jnm
nous donnent a

ès aux 
oe�
ients de

ré�exion αnmmr
, ∀ mi = 1, ..., nm, ∀ mr = 1, ..., nm. On peut don
 re
onstruire a

posteriori les solutions du problème adjoint :

[
P1 · · ·Pnm

]
=

[

β1

nm∑

mr

β1mr
Umr

· · ·βmn

nm∑

mr

αnmmr
Umr

]

Remarque 4.1. Comme nous l'avions mentionné dans les 
hapitres pré
édents, nous

sommes intéressés en pratique par avoir une propagation monomodale. Nous n'avons

don
 qu'un seul se
ond membre pour le problème dire
t et un seul pour le problème

adjoint, et il en va de même pour les solutions ainsi que pour le 
oe�
ient de ré�exion.

Le système linéaire à résoudre est don
 dans 
e 
as

[
A
][
J U ] =

[
B
(
B1Γe

)]
(4.3)

et l'état adjoint devient

P = β αU (4.4)

2 É
riture dans la base des éléments �nis de frontière

Dans le 
hapitre pré
édent, nous avons énon
é la proprosition 3.21 qui donne l'ex-

pression de la dérivée de forme de la fon
tion 
oût en fon
tion des solutions du problème

dire
t et du problème adjoint.

Comme nous l'avons vu au 
hapitre 2, nous allons extraire de 
ette dérivée la vitesse

pour le transport de la frontière, 
onformément à la présentation qui a été faite de l'al-

gorithme d'optimisation de forme par méthode Level Set.

Le problème dire
t et le problème adjoint étant résolus de manière appro
hée par une

méthode d'éléments �nis de fontière, nous allons devoir exprimer la vitesse en fon
tion

des solutions dis
rètes obtenues après résolution des problèmes. Cela né
essite l'é
riture

des termes présentés dans le 
hapitre pré
édent dans la base des éléments �nis de fron-

tière, a�n que 
eux-
i soient dire
tement exprimés en fon
tion des grandeurs 
al
ulées

par le 
ode de 
al
ul Antenna Design.

2.1 Rappels des formules de dis
rétisation

2.1.1 Cal
ul d'intégrales sur le maillage

On rappelle que l'on appro
he la surfa
e Γ par un maillage triangulaire, noté Γh.

Les équations intégrales sont résolues par une méthode d'éléments �nis de frontière telle
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qu'elle a été présentée dans la se
tion 2.2 du 
hapitre 1.

Ainsi, si on noteK ∈ Γh un triangle du maillage, on peut é
rire la dé
omposition suivante

pour une intégrale sur Γ, où f est une fon
tion quel
onque dé�nie sur la surfa
e :

∀ y ∈ Γ,

∫

Γ

f(x, y)dσ(x) =
∑

K∈Γh

∫

K

f(x, y)dσK(x) (4.5)

2.1.2 Formule de quadrature de Gauss

On rappelle désormais la formule d'intégration de Gauss utilisée pour le 
al
ul des

intégrales sur les triangles du maillage :

∀ y ∈ Γ, ∀ K ∈ Γh,

∫

K

f(x, y)dσK(x) ≈ |K|
NG∑

s=1

ωsf |K(xs, y) (4.6)

où NG est le nombre de points de Gauss 
onsidérés, xs leurs 
oordonnées et ωs les poids

qui y sont asso
iés.

2.1.3 Interpolation des in
onnues sur le maillage

Les formules (4.5) et (4.6) rappelées pré
édemment nous permettent d'exprimer les

termes intervenant dans la vitesse et listés dans la proposition 3.21 en fon
tion des

solutions des problèmes dire
t et adjoint prises en des points parti
uliers qui sont les

points de Gauss des triangles du maillage.

Les dernières formules qui nous manquent sont don
 
elles qui donnent j,m,p,q et

leurs dérivées en tout point du maillage. Par la suite, nous donnerons 
es formules pour

l'in
onnue j, mais elles s'é
rivent de la même manière pour m,p et q.

Le 
ode dire
t nous donne a

ès aux degrés de liberté λl,K qui représentent le �ux de j

(et identiquement m,p,q) à travers l'arête l de l'élément K :

λl,K =

∫

K ′

l

j · nlds

Les fon
tions de base des éléments de Raviart-Thomas sont pour l'arête l de l'élément

K :

Bl,K(x) =
1

2|K|
(
r(x)− rl−1

)
∀ x ∈ K

Ainsi, la valeur de l'in
onnue j (et identiquement m,p,q) en un point quel
onque x d'un

triangle K s'exprime en fon
tion des degrés de libertés et des fon
tions de base :

j|K(x) =
3∑

l=1

λl,KBl,K(x) (4.7)

Cette formule nous donne a

ès aux autres grandeurs que nous devons dis
rétiser, à savoir

la divergen
e surfa
ique et le gradient tangentiel des in
onnues. Les fon
tions de bases

étant linéaires, 
es quantités seront 
onstantes par élément. Ainsi, si on note (x1, x2, x3)
les 
oordonnées du point x appartenant au triangle K et a1l , a

2
l , a

3
l les 
oordonnées du
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sommet al, ∀ l = 1, ..., 3 du triangle K, alors on peut é
rire :

∀ j = 1, ..., 3, ∂jj|K(x) =
1

2|K|

3∑

l=1

λl,K∂j

(

(x1 − a1l−1)e1 + (x2 − a2l−1)e2 + (x3 − a3l−1)e3

)

=
1

2|K|

3∑

l=1

λl,K ej

Et don
 la matri
e ja
obienne de j s'é
rit :

∀ x ∈ K,
[
∇j|K

]
(x) =














1

2|K|

3∑

l=1

λl,K 0 0

0
1

2|K|

3∑

l=1

λl,K 0

0 0
1

2|K|

3∑

l=1

λl,K














Ce qui nous donne pour la divergen
e

∀ x ∈ K, divj|K(x) =
3

2|K|

3∑

l=1

λl,K

et pour la divergen
e surfa
ique

∀ x ∈ K, divΓj|K(x) = divj|K(x)−
([

∇j|K
]
(x)ν(x)

)

· ν(x)

Ce qui, de manière immédiate, revient à é
rire :

∀ x ∈ K, divΓj|K(x) =
1

|K|

3∑

l=1

λl,K (4.8)

On a également besoin de la matri
e gradient tangentiel de j, qui s'é
rit, pour un ve
teur

quel
onque u :

∀ x ∈ K,
[
∇Γj|K

]
(x)u(x) =

[
∇j|K

]
(x)u(x)−

(

ν(x) ·
[
∇Γj|K

]
(x)u(x)

)

ν(x)

=

(
1

2|K|

3∑

l=1

λl,K

)

u(x)−
(

1

2|K|

3∑

l=1

λl,K

)
(
ν(x) · u(x)

)

ν(x)

Ce qui nous donne au �nal :

∀ x ∈ K,
[
∇Γj|K

]
(x)u(x) =

(
1

2|K|

3∑

l=1

λl,K

)

uT (x) (4.9)

2.2 Reformulation des termes hypersinguliers

Les termes intégraux formulés dans la proposition 3.21 se dé
omposent, 
omme vu

dans la formule (4.5), en somme d'intégrales sur les triangles du maillage. Cependant,


ertains termes font intervenir les dérivées se
ondes du noyau de Green : 
e sont des

intégrales hypersingulières.
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2.2.1 Classi�
ation des termes

Parmi les termes intégraux présentés dans la proposition 3.21, 
inq d'entre eux font

intervenir la matri
e Hessienne du noyau de Green : il s'agit des termes a1i
[
Γ, j,p

]
(y),

b2i
[
Γ, j,p

]
(y), e2i

[
Γ, j,p

]
(y), f 1

i

[
Γ, j,p

]
(y) et h1i

[
Γ, j,p

]
(y).

On sait que la variable d'espa
e y ne par
ourt pas l'ensemble de la surfa
e Γ mais

uniquement sa partie ΓM . Ces intégrales sont hypersingulières lorsque les points x et y
sont pro
hes, 
'est-à-dire lorsque x ∈ ΓM .

On peut alors séparer 
es termes en trois 
atégories :

• Les termes

e2i
[
Γ, j,p

]
(y) =

∫

Γi\ΓM,i

[
∇Γi

ji(y)
][
∇x∇xGi(x, y)

]t
((

νi(y) · pi(x)
)
νi(y)

)

dσ(x)

et h1i
[
Γ, j,p

]
(y) = −

∫

Γi\ΓM,i

divΓi
ji(y)

(
νi(y) · pi(x)

)[
∇x∇xGi(x, y)

]t
ν i(y)dσ(x)

sont en fait réguliers, 
ar leur domaine d'intégration ex
lut ΓM et est don
 disjoint

du domaine auquel appartient le point y.

• Les termes

a1i
[
Γ, j,p

]
(y) = +

∫

Γi

[
∇x∇xGi(x, y)

]t(
ji(x)× pi(y)

)
dσ(x)

et b2i
[
Γ, j,p

]
(y) = −

∫

Γi

(

νi(y) ·
(
ji(y)× pi(x)

))[
∇x∇xGi(x, y)

]t
νi(y)dσ(x)

ne s'annulent pas lorsque x ∈ ΓM mais on remarque que seule leur 
omposante

suivant la normale ν est non nulle.

Nous verrons au 
hapitre suivant, lors du 
al
ul de la vitesse numérique pour

l'équation de transport, que seuls les termes tangentiels à ΓM sont 
onsidérés. Le


al
ul de 
es intégrales hypersingulières n'aura don
 pas d'in
iden
e sur le 
al
ul

de la vitesse, et ne né
essite don
 pas d'être traité.

• Le terme

f 1
i

[
Γ, j,p

]
(y) = +

∫

Γi

divΓi
ji(x)

[
∇x∇xGi(x, y)

]t
pi(y)dσ(x)

est quant à lui réellement hypersingulier et né
essite d'être traité. Ce traitement

est l'objet du paragraphe suivant.

2.2.2 Terme f 1
i

[
Γ, j,p

]
(y)

On va utiliser la dé
omposition de 
e terme en somme d'intégrales sur les triangles

du maillage pour les reformuler de manière à supprimer l'hypersingularité :

f 1
i

[
Γ, j,p

]
(y) =

∫

Γi

divΓi
ji(x)

[
∇x∇xGi(x, y)

]t
pi(y)dσ(x) où y ∈ ΓM

=
∑

K∈Γh

∫

K

divΓi
ji|K(x)

[
∇x∇xGi(x, y)

]t
pi(y)dσK(x)

=
∑

K∈Γh

f 1
i

[
K, j,p

]
(y)
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On voit bien que lorsque y ∈ K, l'intégrale f 1
i

[
K, j,p

]
(y) est hypersingulière.

Dans un premier temps, on sépare f 1
i

[
Γ, j,p

]
(y) en une somme d'un terme singulier

et un terme régulier :

f 1
i

[
Γ, j,p

]
(y) =

∫

Γi

divΓi
ji(x)

[
∇x∇xGi(x, y)

]t
pi(y)dσ(x) où y ∈ ΓM,i

=

∫

Γi

divΓi
ji(x)

[
∇Γ∇xGi(x, y)

]
pi(y)dσ(x)

+

∫

Γi

divΓi
ji(x)

(
pi(y) · ν(x)

)[
∇x∇xGi(x, y)

]t
ν(x)dσ(x)

=

∫

Γi

[
∇Γ∇xGi(x, y)

](
divΓi

ji(x)pi(y)
)
dσ(x)

+

∫

Γi\ΓM,i

divΓi
ji(x)

(
pi(y) · ν(x)

)[
∇x∇xGi(x, y)

]t
ν(x)dσ(x)


ar si x ∈ ΓM,i et y ∈ ΓM,i alors pi(y) · ν(x) = 0. Le deuxième terme de 
ette dé
ompo-

sition est bien régulier.

À présent, on s'intéresse à la dé
omposition du premier terme en somme d'intégrales

sur les triangles du maillage. Pour 
haque triangle K, on peut appliquer la formule de

Stokes : ∫

K

[
∇Γ∇xGi(x, y)

](
divΓi

ji|K(x)pi(y)
)
dσK(x)

= −
∫

K

∇xGi(x, y)divΓ,x

(

divΓi
ji|K(x)pi(y)

)

dσK(x)

+

∫

∂K

∇xGi(x, y)
(
divΓi

ji|K(x)pi(y)
)
· n(x)dλK(x)

où ∂K dénote la frontière de l'élément K, i.e. ses arêtes, et n la normale à 
ette frontière.

Les fon
tions de base des éléments �nis de Raviart-Thomas étant linéaires, on a que :

divΓ,x

(

divΓi
ji|K(x)pi(y)

)

= 0

Ainsi, �nalement, on peut réé
rire le terme f 1
i

[
Γ, j,p

]
(y) en une somme sur les triangles

d'intégrales régulières et une somme sur les arêtes des triangles d'intégrales singulières :

f 1
i

[
Γ, j,p

]
(y) =

∑

K∈Γh\ΓM,i

∫

K

(

divΓi
ji|K(x)

(
pi(y) · ν(x)

))[
∇x∇xGi(x, y)

]t
ν(x)dσK(x)

+
∑

K∈Γh

∫

∂K

∇xGi(x, y)
(
divΓi

ji|K(x)pi(y)
)
· n(x)dλK(x)

(4.10)

On a ainsi gagné un degré de régularité.

2.3 Bilan : formulation dis
rète de la vitesse

Les termes apparaissant dans la proposition 3.21, en tenant 
ompte des réé
ritures

pré
édemment e�e
tuées, s'expriment, ∀ i = 1, ...2, dans le domaine dis
ret de la manière
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suivante :

a1i
[
Γ, j,p

]
(y) = +

∑

K∈Γh

∫

K

[
∇x∇xGi(x, y)

]t(
ji|K(x)× pi(y)

)
dσK(x) (4.11)

b1i
[
Γ, j,p

]
(y) = −

∑

K∈Γh

∫

K

[
∇Γi

ji(y)
](
∇xGi(x, y)× pi|K(x)

)
dσK(x) (4.12)

b2i
[
Γ, j,p

]
(y) = −

∑

K∈Γh

∫

K

(

νi(y) ·
(
ji(y)× pi|K(x)

))[
∇x∇xGi(x, y)

]t
νi(y)dσK(x)

(4.13)

c1i
[
Γ, j,p

]
(y) = +

∑

K∈Γh

∫

K

(
pi(y) · ji|K(x)

)
∇xGi(x, y)dσK(x) (4.14)

d1i
[
Γ, j,p

]
(y) = −

∑

K∈Γh

∫

K

Gi(x, y)
[
∇Γi

ji(y)
]
pi|K(x)dσK(x) (4.15)

d2i
[
Γ, j,p

]
(y) = −

∑

K∈Γh

∫

K

(
ji(y) · pi|K(x)

)(
νi(y) · ∇xGi(x, y)

)
νi(y)dσK(x) (4.16)

e1i
[
Γ, j,p

]
(y) = +

∑

K∈Γh

∫

K

[
∇Γi

ji(y)
]
∇xGi(x, y)divΓi

pi|K(x)dσK(x) (4.17)

e2i
[
Γ, j,p

]
(y) = +

∑

K∈Γh\ΓM,i

∫

K

[
∇Γi

ji(y)
][
∇x∇xGi(x, y)

]t
((

νi(y) · pi|K(x)
)
νi(y)

)

dσK(x)

(4.18)

f 1
i

[
Γ, j,p

]
(y) = +

∑

K∈Γh\ΓM,i

∫

K

(

divΓi
ji|K(x)

(
pi(y) · ν(x)

))[
∇x∇xGi(x, y)

]t
ν(x)dσK(x)

(4.19)

f 2
i

[
Γ, j,p

]
(y) = +

∑

K∈Γh

∫

∂K

∇xGi(x, y)
(
divΓi

ji|K(x)pi(y)
)
· n(x)dλK(x) (4.20)

h1i
[
Γ, j,p

]
(y) = −

∑

K∈Γh\ΓM,i

∫

K

divΓi
ji(y)

(
νi(y) · pi|K(x)

)[
∇x∇xGi(x, y)

]t
ν i(y)dσK(x)

(4.21)

Ces intégrales sont ensuite évaluées grâ
e à la formule de quadratue de Gauss (4.6), et

les in
onnues en 
es points sont évaluéés par les formules d'interpolation (4.7), (4.8) et

(4.9).

3 Gestion des singularités

Après nous être débarrassés des termes hypersinguliers, il 
onvient de dé�nir un

traitement numérique à appliquer aux autres termes, que l'on peut partager en deux


atégories :

• Le terme d1i est régulier, 
omme expliqué dans la se
tion 1.3.4 du 
hapitre 1.

Cependant, lorsque les points x et y sont trop pro
hes, le noyau de Green G(x, y)
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tend vers l'in�ni. Ces instabilités numériques seront évitées grâ
e à une astu
e

expliquée dans la se
tion 3.2.

• Les termes a2i , b
1
i , c

1
i , d

2
i , e

1
i et f 1

i font intervenir la matri
e ja
obienne du noyau

de Green. Ils sont don
 singuliers et seront traitées de la manière dé
rite dans la

se
tion suivante 3.1.

3.1 Intégrales singulières

On rappelle tout d'abord l'expression du noyau de Green et de son gradient :

∀ x, y ∈ R
3, G(x, y) =

eik|x−y|

4π|x− y| et ∇G(x, y) =
(
ik|x− y| − 1

)
eik|x−y|

4π|x− y|3
(
x− y

)

On 
ommen
e par poser r = |x − y| et r = x− y. On peut don
 réé
rire le gradient du

noyau de Green :

∇G(r) =
(
ikr − 1

)
eikr

4πr3
r (4.22)

La singularité apparaît lorsque r −→ 0. A�n de la traiter, on va 
her
her à séparer sa

partie singulière de sa partie régulière à l'aide d'un développement de Taylor en r = 0 :

∇G(r) = 1

4π

(

− 1

r3
︸︷︷︸
partie

singulière

−k
2

2

1

r
− ik3

3
+
k4

8
r +

ik5

30
r2 − k6

144
r3

︸ ︷︷ ︸

partie régulière

)

r+ o(r4) (4.23)

On va don
 
her
her à savoir 
omment se 
omporte une intégrale du type

I(x, ε) =

∫

Bε(y)

∇G(x, y)F(x, y)dσK(x)

lorsque x −→ y, et où F est une fon
tion ve
torielle de degré inférieur ou égal à 1 et

Bε(y) est la boule de rayon ε, ave
 ε aussi petit que l'on veut, 
entrée en y.

Le 
al
ul de la partie régulière de 
ette intégrale, à savoir

IR(x, ε) =

∫

Bε(y)

(

− k2

2

1

r
− ik3

3
+
k4

8
r +

ik5

30
r2 − k6

144
r3
)

F(x, y)dσK(x)

ne pose pas de problème, et est don
 e�e
tué tel quel.

En revan
he, le 
al
ul de la partie singulière de 
ette intégrale, à savoir

IS(x, ε) =

∫

Bε(y)

x− y

|x− y|3F(x, y)dσK(x)

né
essite d'être traité. On 
hoisit don
 de 
onsidérer une approximation a�ne pour la

fon
tion F(x, y) de degré au plus 1 :

∀ yε ∈ Bε(y),F(x, yε)− F(x, y) ≈ ∇yF(x, y) · (yε − y)

Ainsi, on fait l'hypothèse que la fon
tion F(x, y) est 
onstante sur Bε(y) et que don


IS(x, ε) =

∫

Bε(y)

x− y

|x− y|3F(x, y)dσK(x) ≈ F(x, y)

∫

Bε(y)

x− y

|x− y|3dσK(x)
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La fon
tion

x−y

|x−y|3
étant impaire, on a que :

∫

Bε(y)

x− y

|x− y|3dσK(x) = 0

Ainsi, grâ
e à l'approximation a�ne sur F(x, y), on 
onsidère que

IS(x, ε) ≈ 0

et don
 que

I(x, ε) ≈ IR(x, ε) =

∫

Bε(y)

(

− k2

2

1

r
− ik3

3
+
k4

8
r+

ik5

30
r2 − k6

144
r3
)

F(x, y)dσK(x) (4.24)

En pratique, on 
hoisit pour ε une valeur pro
he de la taille moyenne d'une arête de

maillage.

3.2 Alternan
e des formules de Gauss

Que l'intégrale 
onsidérée soit régulière ou singulière, on a tout intérêt à éviter le plus

possible les instabilités numériques dues à la trop grande proximité des points x et y.
On rappelle que les intégrales sur les triangles sont évaluées par une formule de quadra-

ture de Gauss. Pour 
haque triangle 
onsidéré, dont on note a1, a2 et a3 les sommets,

le point x par
ourt don
 l'ensemble des points de Gauss 
hoisis pour 
e triangle. On

rappelle la formule d'intégration de Gauss (4.6) :

∀ y ∈ Γ, ∀ K ∈ Γh,

∫

K

f(x, y)dσK(x) = |K|
NG∑

s=1

ωsf |K(xs, y),

ainsi que les valeurs les plus utilisées pour les 
oordonnées des points de Gauss et les

poids asso
iés [AS64℄ :
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NG Poids Coordonnées

1 ω1 = 1 x1 =
1

3
a1 +

1

3
a2 +

1

3
a3

ω1 =
1

3
x1 =

2

3
a1 +

1

6
a2 +

1

6
a3

3 ω2 =
1

3
x2 =

1

6
a1 +

2

3
a2 +

1

6
a3

ω3 =
1

3
x3 =

1

6
a1 +

1

6
a2 +

2

3
a3

A =
155 +

√
15

2400
; B =

31

120
− A U =

6 +
√
5

21
; V =

4

7
− U

ω1 =
9

40
x1 =

1

3
a1 +

1

3
a2 +

1

3
a3

ω2 = A x2 = Ua1 + Ua2 + (1− 2U)a3

7 ω3 = A x3 = (1− 2U)a1 + Ua2 + Ua3

ω4 = A x4 = Ua1 + (1− 2U)a2 + Ua3

ω5 = B x5 = (1− 2V )a1 + V a2 + V a3

ω6 = B x6 = V a1 + (1− 2V )a2 + V a3

ω7 = B x7 = V a1 + V a2 + (1− 2V )a3

A�n de 
onsidérer des points x et y les moins pro
hes possibles, on dé�nit la méthode

de séle
tion de la formule de Gauss utilisée suivante :

Algorithme 3 Séle
tion de la formule de Gauss pour le 
al
ul numérique des intégrales

Partant de y ∈ ΓM

for all K ∈ Γh do

if y /∈ K then

return NG = 7
else

Cal
ul des 
oordonnées des points x1, x2, x3 (formule de Gauss à 3 points)

d = min
(

|y − x1|, |y − x2|, |y − x3|
)

Cal
ul des 
oordonnées du point xG (formule de Gauss à 1 point)

if |y − xG| < d then
return NG = 3

else

return NG = 1
end if

end if

end for
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Si on résume le prin
ipe de la méthode :

• Si le triangle 
onsidéré n'est pas le triangle auquel appartient le point y, alors
l'intégrale est régulière et on utilise la formule de Gauss à 7 points (NG = 7).

• Si le triangle 
onsidéré est le triangle auquel appartient le point y, alors l'intégrale
est singulière, et on 
hoisit, entre la formule de Gauss à 3 points (NG = 3) et la
formule de Gauss à 1 point (NG = 1), 
elle qui maximise la distan
e entre le point

y et le(s) point(s) de Gauss 
onsidéré(s).

Con
lusion

Dans 
e 
hapitre, nous avons présenté tous les outils né
essaires à l'implémentation

des 
al
uls développés dans le 
hapitre pré
édent, à savoir le 
al
ul de l'état adjoint

par Antenna Design et la dis
rétisation dans la base des éléments �nis de frontière des

termes 
onstitutifs de la dérivée de forme ; le tout en 
her
hant à minimiser l'in�uen
e

des intégrales singulières sur les résultats des 
al
uls.

Désormais, il s'agit de mettre en ÷uvre ses résultats sur le 
al
ul de la dérivée de forme

au sein d'un algorithme d'optimisation, a�n de répondre à la problématique initiale de

nos travaux.
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Partie III

Mise en ÷uvre numérique et résultats
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Chapitre 5

Algorithme numérique

Contents

1 Résolution de l'équation d'Hamilton-Ja
obi . . . . . . . . . . 128

1.1 Rappel du 
ontexte . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 128

1.2 Cal
ul de la vitesse numérique . . . . . . . . . . . . . . . . . . 130

1.3 Initialisation de la fon
tion Level Set . . . . . . . . . . . . . . . 132

1.4 Bilan : résolution de l'équation . . . . . . . . . . . . . . . . . . 137

2 Évolution de la géométrie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 137

2.1 Remaillage . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 137

2.2 Zone de relaxation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 138

3 Algorithme d'optimisation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 139

3.1 S
héma global . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 139

3.2 Critère de 
onvergen
e . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 140

Introdu
tion

Dans 
e 
hapitre, nous présentons la mise en ÷uvre numérique des résultats des 
ha-

pitres 3 et 4 au sein d'un algorithme d'optimisation de forme par méthode Level Set tel

que présenté au 
hapitre 2 de 
e manus
rit.

Dans un premier temps, nous revenons sur l'étape primordiale de la méthode Level Set :

la résolution de l'équation d'Hamilton-Ja
obi, qui permet le dépla
ement de la frontière

de la forme à optimiser.

Pour 
ela, nous rappelons brièvement le r�le joué par le terme de vitesse 
al
ulé au 
ha-

pitre 3, ainsi que l'utilisation d'une grille 
artésienne pour la résolution numérique de

l'équation.

Ensuite, nous nous attardons sur le point essentiel de la résolution : le 
al
ul de la vitesse

sur la grille 
artésienne. Les grandeurs intervenant dans l'expression de la vitesse étant

toutes 
onnues sur le maillage triangulaire ayant servi à la résolution des équations inté-

grales, il est né
essaire de projeter 
es quantités sur la grille. Il est également né
essaire

d'introduire un s
héma numérique pour le 
al
ul de la normale étendue à la frontière mé-

tallique, 
elle-
i intervenant également dans l'expression de la vitesse. Une fois le 
al
ul

numérique de la vitesse traité, 
elle-
i peut-être un peu 
hahutée : nous dé
idons don


de la régulariser à l'aide d'une méthode de lissage par appli
ation d'un Lapla
ien.
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Pour la résolution de l'équation d'Hamilton-Ja
obi, nous avons également besoin de 
al-


uler la fon
tion Level-Set 
orrespondant à la forme du pat
h métallique à optimiser. Une

fois l'équation résolue, nous sommes en possession des valeurs de 
ette fon
tion Level-Set,

que nous pourrons réutiliser à l'itération suivante. Cependant, nous avons besoin de 
es

valeurs pour la première itération : nous présentons don
 i
i une manière d'initialiser la

fon
tion Level-Set sur la grille 
artésienne, à l'aide du maillage triangulaire sous-ja
ent.

Cette méthode nous donne une fon
tion appro
hant la fon
tion distan
e signée : a�n

de régulariser 
ette fon
tion, on e�e
tue a posteriori une étape de réinitialisation, ou

redistan
iation, telle qu'étudiée au 
hapitre 2.

La résolution de l'équation proprement dite, sera e�e
tuée par une méthode de di�é-

ren
es �nies telle que 
elle présentée, elle aussi, au 
hapitre 2.

Au sein de l'algorithme d'optimisation, une fois l'équation de transport résolue, nous

sommes en possession d'une nouvelle fon
tion Level Set, dé�nissant une nouvelle géomé-

trie. Il s'agit don
, dans un se
ond temps, de dé�nir la manière dont on va faire évoluer

la géométrie a�n qu'elle 
orresponde à 
elle nouvellement 
al
ulée.

Pour 
ela, nous 
hoisissons de remailler intégralement la surfa
e impa
tée par le 
hange-

ment de forme, tout en laissant in
hangé le reste du maillage. Le remaillage de la zone

en question né
essite 
ette fois un passage de la fon
tion Level Set de la grille vers le

maillage.

Lors de 
e remaillage, nous devons rester vigilant à maintenir une 
onformité entre le

nouveau maillage lo
alisé et le reste du maillage, qui n'a pas été modi�é. Cette 
onfor-

mité est assurée via l'utilisation d'une zone tampon, appelée zone de relaxation, entre

les deux maillages.

En�n, une fois dé
rites les étapes prin
ipales de la méthode que sont la résolution de

l'équation d'Hamilton-Ja
obi et l'évolution de la géométrie, il est temps de présenter

l'algorithme d'optimisation de forme par méthode Level Set dans sa globalité.

À la suite de 
ela, nous nous attardons sur la stratégie 
hoisie a�n d'assurer la 
onver-

gen
e, le plus e�
a
ement possible sans toutefois aller trop vite, de l'algorithme.

1 Résolution de l'équation d'Hamilton-Ja
obi

1.1 Rappel du 
ontexte

1.1.1 Dérivée de forme et vitesse d'adve
tion

Dans les 
hapitres pré
édents, nous avons é
rit la dérivée de forme de la fon
tion

obje
tif 
onsidérée de la manière suivante :

J ′(Γ)(θ) =

∫

ΓM

V(y) · θ(y)dσ(y) (5.1)

où le terme V(y), ∀ y ∈ ΓM est 
onstitué des termes unitaires présentés dans la propo-

sition 3.21 du 
hapitre 3 et dont la dis
rétisation a été expli
itée dans le 
hapitre 4.

On note n(y), ∀ y ∈ ΓM la normale (étendue) en y à la frontière γ du pat
h métal-

lique. Si on prend

θ(y) = −
(
V(y) · n(y)

)
n(y) (5.2)
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obi

alors l'expression de la dérivée de forme nous donne :

J(Γθ) = J(Γ)−
∫

ΓM

V(y) ·
((

V(y) · n(y)
)

n(y)dσ(y) + o(θ)

= J(Γ)−
∫

ΓM

(
V(y) · n(y)

)2
dσ(y)

︸ ︷︷ ︸

>0

+o(θ)

Le 
hamp de ve
teur θ dé�ni par (5.2) est don
 bien une dire
tion de des
ente.

Ainsi, 
omme expliqué dans le 
hapitre 2, utiliser −V(y) · n(y) 
omme vitesse dans

une équation de transport et les propriétés de la fon
tion Level Set revient à résoudre

l'équation d'Hamilton-Ja
obi (2.7) du 
hapitre 2 que nous rappelons i
i :

∂φ

∂t
(t, y) + v(t, y)|∇φ(t, y)| = 0

où t est un paramètre de temps �
tif et où le terme de vitesse v est dé�ni par :

∀ y ∈ ΓM , v(y) = −V(y) · n(y) (5.3)

A�n d'utiliser la méthode Level Set présentée au 
hapitre 2 dans notre algorithme, nous

allons être amenés à évaluer 
e terme de vitesse dans le but de résoudre l'équation

d'Hamilton-Ja
obi.

Remarque 5.1. Dans le 
hapitre pré
édent, nous avions mentionné que deux des termes


onstitutifs de la vitesse, a1i
[
Γ, j,p

]
(y) et b2i

[
Γ, j,p

]
(y), n'étaient pas à prendre en 
ompte


ar seule leur 
omposante suivant la normale ν était non nulle. Cet état de fait dé
oule

de l'expression de la vitesse (5.3) que nous venons d'énon
er : le produit s
alaire ave
 la

normale n à γ dans le plan de ΓM annule tous les termes qui ne sont pas tangentiels.

1.1.2 Prin
ipe de la résolution numérique

Comme mentionné dans le 
hapitre 2, l'équation d'Hamilton-Ja
obi qui régit le trans-

port de la fon
tion level-set va être résolue sur une grille 
artésienne �xe re
ouvrant ΓM .

On note G 
ette grille, NA son nombre de points en abs
isse, NO son nombre de points

en ordonnée et NGC = NA ×NO son nombre de n÷uds (voir �gure 5.1 
i-dessous).
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b b b b b b b

bb b b b b b

b

b b b
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bbbbbbb

bbbb

bbb

bbbbbbb

bb

bbb

i = 1 i = 2 i = NA
. . .

j = 1

j = 2

j = NO

...

y23

Level-Set 0

Figure 5.1 � Grille 
artésienne G de taille NGC

A�n de résoudre 
ette équation, nous avons besoin de deux 
hoses :

• La valeur de la vitesse v en tout point yij de la grille ;

• La valeur de la fon
tion level-set 0 représentant la frontière γ en tout point yij de
la grille.

Voyons maintenant 
omment nous pouvons obtenir 
es valeurs.

1.2 Cal
ul de la vitesse numérique

1.2.1 Passage du maillage à la grille

Le 
al
ul numérique de v(yij), ∀ yij ∈ G, né
essite l'évaluation, pour 
haque point de
la grille, de 
ertaines grandeurs 
onnues jusqu'à présent sur le maillage :

• Les termes b1i
[
Γ, j,p

]
(y), d1i

[
Γ, j,p

]
(y), e1i

[
Γ, j,p

]
(y) et e2i

[
Γ, j,p

]
(y) font interve-

nir la quantité

[
∇Γji(y)

]
;

• Les termes c1i
[
Γ, j,p

]
(y), f 1

i

[
Γ, j,p

]
(y) et f 2

i

[
Γ, j,p

]
(y) font intervenir la quantité

pi(y) ;

• Le terme d2i
[
Γ, j,p

]
(y) fait intervenir la quantité ji(y) ;

• Le terme h1i
[
Γ, j,p

]
(y) fait intervenir la quantité divΓji(y).

Le 
al
ul de 
es quantités pour 
haque point yij de la grille se fait de la manière

suivante (voir également �gure 5.2 
i-après) :

• On par
ourt les éléments du maillage Γh a�n de trouver le triangle K auquel

appartient le point yij
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• On 
al
ule les quantités souhaitées au point yij à partir des degrés de liberté du

triangle K par la formule d'interpolation sur le maillage :

j|K(yij) =
3∑

l=1

λl,KBl,K(yij)

ainsi que 
elles 
on
ernant

[
∇Γji(y)

]
et divΓji(y) vues au 
hapitre pré
édent.

bbb

bbb

bbb

b
b

b

b

b

b

b

Figure 5.2 � Passage du maillage Γh à la grille 
artésienne G

1.2.2 Cal
ul de la normale à la frontière

En�n, a�n d'évaluer la vitesse v en 
haque point yij de la grille, il nous reste à évaluer
l'extension à toute la grille de la normale n(yij) sortante à γ.
Comme nous l'avons rappelé au 
hapitre 2, 
ette normale peut s'exprimer en fon
tion

de la fon
tion level-set 0 φ qui dé
rit γ :

∀ y ∈ ΓM , n(y) =
∇φ(y)
|∇φ(y)| (5.4)

Or, nous avons a

ès aux valeurs de la fon
tion level-set φ en tout point yij de la grille (
es
valeurs sont en e�et indispensables à la résolution numérique de l'équation d'Hamilton-

Ja
obi). On peut don
 
al
uler une extension de n(yij), ∀ yij ∈ G à partir des valeurs

φij = φ(yij).
Reprenons les notations dé�nies au 
hapitre 2. On note ∆y1 le pas de la grille dans la

dire
tion y1 et ∆y2 dans la dire
tion y2, et on note les quantités :

D+y1
ij φ =

φi+1j − φij

∆y1
, D−y1

ij φ =
φij − φi−1j

∆y1

(et, de manière équivalente, D+y2
ij et D−y2

ij ).

On peut alors utiliser le s
héma numérique suivant (dé�ni dans [Set99b℄) :

nij =
n∗
ij

|n∗
ij |

(5.5)
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où

n∗
ij =

(
D+y1

ij , D+y2
ij

)

((
D+y1

ij

)2
+
(
D+y2

ij

)2
) 1

2

+

(
D−y1

ij , D+y2
ij

)

((
D−y1

ij

)2
+
(
D+y2

ij

)2
) 1

2

+

(
D+y1

ij , D−y2
ij

)

((
D+y1

ij

)2
+
(
D−y2

ij

)2
) 1

2

+

(
D−y1

ij , D−y2
ij

)

((
D−y1

ij

)2
+
(
D−y2

ij

)2
) 1

2

1.2.3 Régularisation de la vitesse

La vitesse 
al
ulée de la manière dé
rite pré
édemment, du fait de la 
omplexité des

termes qui la 
onstituent et de leurs singularités, est assez 
hahutée. A�n de fa
iliter le

transport, on 
her
he à avoir une vitesse plus lisse.

À 
ette �n, on utilise une méthode de régularisation (voir [DG06℄, par exemple, pour une

appli
ation de 
ette méthode) basée sur l'appli
ation de l'opérateur Lapla
ien ∆. Cette

méthode s'applique de la manière suivante :

Soit ∀ yij ∈ G, v(y) la vitesse 
al
ulée 
lassiquement. Alors on peut rempla
er v par

v∗ telle que :
ξ∆v∗ + v∗ = v

où ξ est 
hoisi en fon
tion de la taille de la grille, a�n d'étendre la régularisation sur

quelques mailles de la grille.

La vitesse v∗ ainsi 
al
ulée est beau
oup plus lisse au passage de la frontière :

Figure 5.3 � Vitesse avant régularisation (à gau
he) et après régularisation (à droite)

1.3 Initialisation de la fon
tion Level Set

1.3.1 Idée générale

La résolution de l'équation de transport né
essite également la valeur de la fon
tion

Level-Set φ en tout point de la grille. Une fois résolue, nous avons a

ès à la nouvelle

fon
tion Level Set transportée : 
ela signi�e qu'à l'itération k, on peut utiliser la Level

Set sortie de l'itération k − 1.
Nous avons don
 besoin de 
al
uler uniquement la fon
tion Level Set initiale, 
elle de

l'itération 1.
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Nous avons vu au 
hapitre 2 que le meilleur 
hoix possible d'initialisation est 
elui de la

distan
e signée. En pratique, le 
al
ul de la distan
e signée est 
ependant très 
omplexe.

Nous 
hoississons don
 de 
al
uler 
ette initialisation de la manière suivante :

• Cal
ul de la distan
e signée appro
hée,

• Régularisation de 
ette fon
tion Level Set en une fon
tion plus pro
he de la fon
-

tion distan
e signée par résolution de l'équation de redistan
iation (2.12) du 
ha-

pitre 2.

1.3.2 Cal
ul de la distan
e signée appro
hée

On rappelle que l'obje
tif de 
e 
al
ul est d'a�e
ter, à 
haque point de la grille, une

valeur la plus pro
he possible de sa distan
e au bord du pat
h métallique. Si le point est

à l'intérieur du pat
h, on lui a�e
te une valeur négative, et s'il est à l'extérieur, on lui

a�e
te une valeur positive.

On e�e
tue 
e 
al
ul en plusieurs étapes.

Étape 1 : Initialisation

Dans un premier temps, on par
ourt les éléments du maillage a�n de déte
ter et de

sto
ker les arêtes du bord du pat
h métallique. Pour 
haque élément, on par
ourt les

points de la grille qui y sont in
lus et on leur a�e
te :

• la valeur -20 si le point est dans un élement métallique,

• la valeur 20 si le point est dans un élement diéle
trique.

Étape 2 : Maillage

On par
ourt à nouveau les éléments du maillage, et on séle
tionne 
eux qui ont une arête


ommune ave
 le bord du pat
h métallique et on e�e
tue les opérations suivante :

• Les deux n÷uds du triangle qui sont sur le bord du métal se voient a�e
tés la

valeur 0.

• Pour le troisième n÷ud, on 
al
ule la hauteur h du triangle en 
e point (
e qui

équivaut à la distan
e du point à l'arête du bord) et on lui a�e
te 
ette valeur

(signée, suivant si l'élement est métallique ou non).

Par exemple, sur la �gure 5.4 
i-dessous, on a représenté en vert les arêtes du bord du

pat
h métallique, les triangles du maillage en noir et les points de la grille en rouge.

Les triangles numérotés 1 à 6 ont une arête 
ommune ave
 la frontière et sont don


séle
tionnés ; les n÷uds entourés en noir se voient a�e
tés la valeur 0 ou h (où h est la

hauteur du triangle en pointillés bleus).
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Figure 5.4 � Etape 2 : a�e
tation d'une valeur à 
ertains n÷uds du maillage

Étape 3 : Maillage, traitements parti
uliers

À présent, on s'o

upe des triangles ayant uniquement un sommet 
ommun ave
 le

bord du pat
h métallique. Certains n÷uds de 
es triangles se sont déjà vu a�e
ter une

valeur (
f �gure 5.4 
i-dessus), mais 
e n'est pas le 
as pour quelques-uns d'entre eux.

Pour 
es n÷uds-
i, on 
hoisit de leur a�e
ter 
omme valeur la longueur de l'arête qui

les relie au bord du pat
h. Il s'agit don
 d'une valeur non exa
te de leur distan
e au bord.

Par exemple, si on reprend le même maillage que pré
édemment, sont 
on
ernés les

triangles numérotés de 1 à 3 sur la �gure 5.5 
i-dessous :

bb

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

bb

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b
b

b
b

b

b

1 2
3

Figure 5.5 � Etape 3 : a�e
tation d'une valeur distan
e appro
hée à 
ertains n÷uds du

maillage

Étape 4 : Grille

Désormais, tous les n÷uds des triangles du bord ont une valeur, relativement pro
he de

leur distan
e signée à 
e même bord. Il ne nous reste plus qu'à a�e
ter une valeur aux

n÷uds de la grille. Pour 
ela, on par
ourt les points de la grille et on séle
tionne 
eux

qui appartiennent à 
es triangles du bord. Pour 
ha
un de 
es n÷uds :
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• On 
al
ule les 
oordonnées bary
entriques du point de la grille dans le triangle,

• On a�e
te à 
e point la valeur 
al
ulée à partir des valeurs aux n÷uds du triangle

et de 
es 
oordonnées bary
entriques.

Ainsi, on 
al
ule la distan
e signée du point de la grille au bord du pat
h métallique.

Bien évidemment, lorsque la valeur de 
ette distan
e avait été mal 
al
ulée aux n÷uds

du maillage (
f étape 3, �gure 5.5 
i-dessus), 
ela induit une erreur sur le 
al
ul de la

distan
e.

bb

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

bb

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b
b

b
b

b

b

Figure 5.6 � Etape 4 : a�e
tation d'une valeur distan
e appro
hée aux n÷uds de la

grille

Bilan

Si on ré
apitule les résultats obtenus sur l'exemple pré
édent, on peut dégager quatre

types de points, représentés sur la �gure 5.7 
i-dessous :

• Les points entourés en bleu fon
é se sont vus attribuer la valeur exa
te de la

distan
e signée.

• Les points entourés en violet se sont vus attribuer un valeur appro
hée de la

distan
e signée (
f étape 3).

• Les points entourés en orange, 
omme tous les points qui n'appartiennent pas aux

éléments juxtaposés à la frontière, ont toujours la valeur 20 (ou -20).

• Le point entouré en bleu 
iel s'est vu attribuer la valeur 0, 
ar tous les n÷uds du

triangle appartiennent à la frontière métallique.
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Figure 5.7 � Bilan des valeurs de la fon
tion Level Set a�e
tées aux points de la grille

La majorité des points pro
hes de la frontière ont don
 une valeur exa
te, ou su�-

samment pro
he, de la distan
e signée. Les points plus lointains, en revan
he, ont une

valeur fausse (-20 ou 20) : l'étape de redistan
iation qui suit l'initialisation de la fon
tion

Level Set va permettre de lisser 
ette dernière, et d'en obtenir une valeur satisfaisante

en tout point.

En�n, on remarque que la grille ne doit pas être plus grossière que le maillage, sinon les

points les plus pro
hes de la frontière métallique n'appartiennent pas aux triangles du

bord.

Exemple

Voyons les résultats obtenus pour l'initialisation de la fon
tion Level Set d'un 
as-test.

On représente à gau
he le maillage de départ (le pat
h métallique est en rouge), au

milieu la Level Set 
al
ulée après initialisation 
omme dé
rit pré
édemment, et à droite

la Level Set après initialiation et résolution de l'équation de redistan
iation. Sur les

deux dernières �gures, on représente en pointillés noirs l'empla
ement réel de la frontière

métallique.

Maillage initial

Level-Set après

initialisation

Level-Set après

initialisation et

redistan
iation

Figure 5.8 � Initialisation de la fon
tion Level-Set
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1.4 Bilan : résolution de l'équation

Les données d'entrée né
essaires à la résolution de l'équation d'Hamilton-Ja
obi sont :

• la valeur de la fon
tion Level Set en tout point de grille,

• la valeur de la vitesse en tout point de la grille,

• un 
ertain nombre de paramètres numériques (les pas de grille ∆x et ∆y, la

onstante de la 
ondition CFL c, sur laquelle nous revenons par la suite, et
.).

La résolution proprement dite est e�e
tuée par le s
héma numérique d'ordre 2 présenté

dans [Set99b℄, dont l'analogue à l'ordre 1 a été expli
ité dans la se
tion 1.3.1 du 
hapitre

2.

En sortie, on ré
upère la valeur aux n÷uds de la grille de la nouvelle fon
tion Level Set.

2 Évolution de la géométrie

D'une itération à l'autre, la fon
tion Level-Set va se dépla
er. Il est don
 né
essaire de

dé�nir un moyen de dépla
er la géométrie du pat
h a�n de suivre 
ette nouvelle frontière.

Dans 
e but, nous 
hoisissons i
i de remailler entièrement ΓM à 
haque itération. La zone


on
ernée étant généralement de faible dimension 
omparé à l'ensemble du maillage, le


oût en temps de 
al
ul est faible.

Nous présentons i
i les deux aspe
ts importants de 
ette étape :

• la méthode utilisée pour e�e
tuer le remaillage,

• le maintien de la 
onformité du maillage de ΓM ave
 le reste du maillage.

2.1 Remaillage

A�n d'obtenir un nouveau maillage 
onforme à la nouvelle géométrie, on pro
ède de

la manière suivante :

• Interpolation de la nouvelle fon
tion Level-Set de la grille 
artésienne vers l'an
ien

maillage ;

• Relimitation de l'an
ien maillage suivant la nouvelle Level-Set : on 
asse les tri-

angles traversés par la nouvelle frontière. On obtient alors un nouveau maillage,


onforme à la nouvelle Level-Set, mais mal 
onditionné ;

• Remaillage du nouveau maillage obtenu à l'aide du logi
iel MMGS développé par

C. Dapogny, C. Dobrzynski et P. Frey ([DDF14℄).
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Initialisation
de la fonction

level-set

Transport et calcul
de la nouvelle

fonction level-set

Relimitation
de l’ancien
maillage

Remaillage

Figure 5.9 � Initialisation de la fon
tion Level-Set

2.2 Zone de relaxation

À 
haque itération, nous allons devoir être attentif à 
e que le nouveau maillage de

ΓM reste 
onforme ave
 le reste du maillage. À 
et e�et, nous 
hoisissons de dé�nir une

zone, autour de ΓM qui aura pour but d'en
aisser les modi�
ations du maillage au bord

de ΓM d'un 
�té, tout en restant �xe de l'autre 
�té. Il s'agit don
 d'une zone tampon

entre ΓM et le reste du maillage, et nous l'appelons zone de relaxation.

À 
haque itération, on la remaille de la manière suivante :

• Pour 
haque triangle de la zone de relaxation, si un nouveau n÷ud (ou plus)

appartient à 
e triangle, on le 
asse en deux sous-triangles (ou plus) : sur la �gure

5.10 
i-dessous, passage du triangle

1

O aux triangles

1

O,

2

O et

3

O, du triangle

3

O

aux triangles

5

O et

6

O, et du triangle

5

O aux triangles

8

O et

9

O ;

• Les éléments qui ont été s
indés (i
i les triangles

1

O,

3

O et

5

O) sont supprimés ;

• Les n÷uds n'apparaissant plus dans le bord du maillage de ΓM sont fusionnés

ave
 les nouveaux n÷uds de la zone de relaxation les plus pro
hes et les éléments
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devenus plats (i
i les triangles

1

O,

3

O et

9

O) sont supprimés.

Zone de relaxation

Maillage extérieur

Maillage de ΓM

Zone de relaxation

Maillage extérieur

Nouveau maillage de ΓM

Zone de relaxation

Maillage extérieur

Maillage de ΓM

1
2

3
4

5

1
2

3

4
5 6

7

8 9

Remaillage de ΓM

Remaillage de la
zone de relaxation

Figure 5.10 � Remaillage de la zone de relaxation

Ainsi, au fur et à mesure des itérations, on garde un maillage interne (
elui de ΓM) et un

maillage externe 
ompatibles grâ
e à la modi�
ation du maillage de la zone de relaxation.

3 Algorithme d'optimisation

3.1 S
héma global

Nous avons à présent tous les outils né
essaires à la mise en pla
e de l'algorithme

d'optimisation. On peut synthétiser son prin
ipe de fon
tionnement dans le s
héma sui-

vant :

139



Chapitre 5. Algorithme numérique

Initialisation

• Initialisation fonction level-set

• Premier calcul direct (Antenna Design)

Début

Calcul de la nouvelle fonction Level Set

• Calcul de la vitesse sur la grille

• Résolution équation de transport

Génération nouveau maillage

• Remaillage suivant la nouvelle fonction Level Set

• Remaillage de la zone de relaxation

Calcul de la fonction coût

• Calcul direct (Antenna Design)

Convergence

fonction coût ?

Fin

Non

Oui

Figure 5.11 � S
héma de l'algorithme d'optimisation de forme par méthode Level Set

3.2 Critère de 
onvergen
e

En�n, il ne nous reste plus qu'à dé�nir une stratégie e�
a
e qui garantisse la 
onver-

gen
e la plus rapide possible.

Il y a deux paramètres, liés à la résolution de l'équation d'Hamilton-Ja
obi, sur lesquels

nous pouvons in�uer a�n d'améliorer la vitesse de 
onvergen
e de l'algorithme :

• la 
onstante c de la 
ondition CFL. On rappelle que la 
ondition CFL sur le pas

de temps s'é
rit :

(
sup
i,j

|vij|
)
∆t ≤ min(∆x,∆y) (5.6)

Et on note c la 
onstante 
hoisie telle que

(
sup
i,j

|vij |
)
∆t = cmin(∆x,∆y) (5.7)

Plus 
ette 
onstante est pro
he de 1, plus le transport se fera rapidement. Pour

c > 1, le s
héma est instable. On 
hoisit 
omme 
onstante maximale cmax = 0.9.
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• le nombre d'itérations de transport k, pour une même vitesse, e�e
tuées pour une

itération de l'algorithme. On 
hoisit kmax = 3.

Algorithme 4 Stratégie de 
onvergen
e de l'algorithme

À l'itération l < lmax = 50, après 
al
ul de la fon
tion 
oût Jl
kmax = 3, cmax = 0.9, nstagn = 0

if Jl ≤ 0.998Jl−1 then

c = min
(
cmax, 1.2 c

)

k = kmax

prec = false
Passage à l'itération suivante, nouveau 
al
ul de vitesse

else if Jl > 1.01 Jl−1 then

k = 1
c = c/2
prec = true
Retour à l'itération pré
édente, même vitesse mais pas de transport plus petit

else if 0.998 Jl−1 < Jl ≤ 1.01 Jl−1 then

Pas de modi�
ation des 
onstantes k et c
if prec = true then
nstagn = nstagn + 1

else

nstagn = 1
prec = true

end if

Passage à l'itération suivante, nouveau 
al
ul de vitesse

end if

if nstagn = 6 then
Si la fon
tion 
oût a stagné pendant 6 itérations 
onsé
utives

return Convergen
e

end if

Con
lusion

Grâ
e au 
al
ul de la vitesse, à la résolution de l'équation d'Hamilton-Ja
obi et à

l'évolution du maillage, nous avons pu mettre en pla
e un algorithme d'optimisation

de forme 
omplet. Désormais, nous arrivons à l'étape 
ru
iale de notre étude : les tests

numériques de l'aglorithme, qui nous permettrons de valider la méthode et les 
al
uls.
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Introdu
tion

Maintenant que le 
adre théorique et pratique a été dé�ni, nous allons présenter les

résultats obtenus numériquement par la méthode présentée tout au long des pré
édents


hapitres.

A�n de tester l'algorithme d'optimisation, nous allons 
onsidérer deux 
as-tests sur les-

quels nous allons baser nos études, et que nous présentons dans une première se
tion. Le

premier est un guide d'onde métallisé, et le se
ond, plus pro
he des appli
ations anten-

naires, est un élément rayonnant à deux pat
hs destiné à fon
tionner en réseau.
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Chapitre 6. Résultats numériques

Nous 
onsidérons diverses géométries initiales pour 
es deux dispositifs rayonnants, que

nous présentons également.

La deuxième se
tion, la plus importante, présente les premiers résultats obtenus par

l'algorithme et di�érents tests de robustesse de 
e dernier.

Dans un premier temps, nous présentons les résultats obtenus sur nos 
as-tests lors de la

minimisation du module du 
oe�
ient de ré�exion de l'antenne, qui est la fon
tion 
oût


onsidérée dans les 
hapitres pré
édents et sur laquelle nous avons basé nos 
al
uls. Ces

résultats, très satisfaisants, sont ensuite analysés a�n de juger de la validité ou non de

la solution obtenue.

Ensuite, nous étudions un peu plus pré
isemment l'in�uen
e de la géométrie initiale

du pat
h métallique sur le résultat de l'algorithme, grâ
e aux di�érentes initialisations

présentées dans la première se
tion. La solution optimale n'étant pas a priori unique ;

et la méthode d'optimisation permettant la 
onvergen
e vers des minima lo
aux ; nous

observons l'importan
e de la géométrie intiale sur la géométrie �nale.

En�n, nous nous intéressons à l'in�uen
e des paramètres numériques du problème, 
'est-

à-dire la dé�nition de la grille 
artésienne de 
al
ul et le maillage triangulaire sous-ja
ent.

Dans une troisième se
tion, nous 
onsidérons la même fon
tion 
oût que pré
édemment,

sauf qu'au lieu de 
her
her à minimiser le 
oe�
ient de ré�exion pour une fréquen
e

donnée, nous 
her
hons à le minimiser sur une bande de fréquen
e. Il s'agit d'une pro-

blématique très importante lors de la 
on
eption d'éléments rayonnants, puisqu'on va


her
her, de 
ette manière, à élargir la bande de fon
tionnement de l'antenne.

Le test est e�e
tué sur l'élément rayonnant double-pat
h, et le résultat obtenu, i
i aussi

très intéressant, est analysé et 
ommenté.

Dans une quatrième se
tion, nous présentons un test très similaire au premier, sauf

qu'au lieu de 
her
her à minimiser le module du 
oe�
ient de ré�exion, nous 
her
hons


ette fois à atteindre un module de 
oe�
ient de ré�exion 
ible.

Ce test ressemble beau
oup au premier test, mais nous permet tout de même d'atteindre

notre obje
tif ave
 une grande pré
ision.

En�n, dans une 
inquième se
tion, nous présentons les résultats obtenus lors de la 
onsi-

dération d'une fon
tion 
oût légèrement di�érente de la première. Au lieu de 
her
her

à atteindre un module de 
oe�
ient de ré�exion 
ible, on va 
her
her à atteindre 
ette

fois un 
oe�
ient de ré�exion 
ible 
omplexe. En d'autres mots, nous allons 
her
her à

atteindre à la fois une amplitude et une phase dé�nies.

Ce test né
essite une légère modi�
ation dans la fon
tion 
oût, qui se traduit par une

variation de l'état adjoint. On observe ensuite les résultats obtenus sur le guide d'onde

et y apportons quelques 
ommentaires.

Pour terminer, nous dressons un bilan des résultats obtenus lors de nos travaux, et

y apportons quelques pistes de ré�exion qui restent en
ore à 
onsidérer.

1 Présentation des 
as-test

Dans un premier temps, nous présentons les deux 
as-tests que nous allons étudier.

Le premier est un simple guide d'onde et le deuxième est un élément rayonnant un peu
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1. Présentation des 
as-test

plus 
omplexe.

1.1 Guide d'onde

1.1.1 Présentation générale

On 
onsidère un guide d'onde plongé dans le vide dont l'embou
hure est partiellement

métallisée tel que présenté sur la �gure suivante :

Figure 6.1 � Vue globale du guide d'onde

Regardons le guide un peu plus en détails :

Plan de champ
Γe

Embouchure
du guide

Patch

métallique

Figure 6.2 � Coupe transversale du guide (à gau
he) et vue de dessus de l'embou
hure

du guide (à droite)
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Le guide d'onde est rempli par un matériau diéle
trique (dans notre 
as, l'air). On ne


onsidère don
 que deux domaines : le domaine extérieur (l'air) et le domaine intérieur

du guide (également l'air). On se pla
e à la fréquen
e 9 GHz.

La surfa
e ΓM sur laquelle le pat
h métallique va évoluer et la zone tampon entre ΓM et

le reste du maillage sont dé�nies 
omme sur la �gure suivante :

ΓM

zone de
relaxation

Figure 6.3 � Coupe transversale du guide (à gau
he) et vue de dessus de l'embou
hure

du guide (à droite)

1.1.2 Di�érentes initialiations

On va 
onsidérer plusieurs formes et positions pour le pat
h métallique initial :

1ère initialisation - Re
tangle dé
entré

Il s'agit du 
as qui a été présenté dans le paragraphe pré
édent. Le pat
h métallique initial

est un re
tangle, légérèment dé
alé par rapport au 
entre de ΓM . Les 
ara
téristiques du

maillage sont les suivantes :

• Nombre de triangles : 4206

• Nombre de n÷uds : 2107

• Nombre de degrés de liberté : 10868

• Taille moyenne d'arête sur ΓM : 0.41 mm

2ème initialisation - Cer
le 
entré

La deuxième initialisation 
onsidérée pour le pat
h métallique est un 
er
le, 
entré 
ette

fois-
i. Le maillage est légèrement plus grossier sur ΓM :

Figure 6.4 � Maillage de ΓM pour un pat
h métallique 
ir
ulaire 
entré

Les 
ara
téristiques du maillage sont les suivantes :
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1. Présentation des 
as-test

• Nombre de triangles : 2470

• Nombre de noeuds : 1239

• Nombre de degrés de liberté : 5660

• Taille moyenne d'arête sur ΓM : 0.63 mm

3ème initialisation - Bande horizontale En�n, la troisième géométrie initiale que

nous allons étudier est 
elle d'une bande métallique horizontale aussi large que possible :

Figure 6.5 � Maillage de ΓM pour une bande métallique horizontale

Les 
ara
téristiques du maillage sont les suivantes :

• Nombre de triangles : 6286

• Nombre de noeuds : 3147

• Nombre de degrés de liberté : 11475

• Taille moyenne d'arête sur ΓM : 0.29 mm

1.2 Double-pat
h

1.2.1 Présentation générale

On 
onsidère 
ette fois-
i un élément rayonnant 
onstitué de deux blo
s de diéle
-

trique dont une partie de la surfa
e est métallisée, séparés par un troisième domaine

diéle
trique. Le pat
h du bas est alimenté par un 
âble 
oaxial. Cet élément rayonnant

est s
hématisé de la manière suivante :

guide coaxial

domaine diélectrique 1

1er patch métallique (fixe)

domaine diélectrique 2

2ème patch métallique (à optimiser)

domaine diélectrique 3

Figure 6.6 � S
héma de l'élément rayonnant de type double-pat
h

Le but d'un tel dispositif est d'élargir la bande de fréquen
e du pat
h inférieur, grâ
e

à l'ajout d'un pat
h supérieur, de fréquen
e de 
oupure di�érente .
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Chapitre 6. Résultats numériques

Cette géométrie fait, 
ette fois, intervenir quatre domaines : les deux blo
s (domaines

1 et 3 sur le s
héma) sont remplis par un matériau diéle
trique de permittivité 3.56, le

domaine 2 est rempli d'air, et le domaine extérieur est également le vide. Le guide d'onde


oaxial est rempli d'un autre matériau diéle
trique, le PTFE (té�on) de permittivité 2.5.

On se pla
e à la fréquen
e 9 GHz.

Le pat
h métallique alimenté par le guide d'onde est �xe. En revan
he, on s'intéresse à

l'optimisation de la forme du pat
h supérieur, dont voi
i le maillage :

Figure 6.7 � Maillage du pat
h supérieur (à optimiser) de l'élément rayonnant de type

double-pat
h

1.2.2 Di�érentes initialiations

1ère initialisation - Carré 
entré Il s'agit du 
as qui a été présenté dans le para-

graphe pré
édent. Le pat
h métallique initial est un 
arré 
entré sur ΓM . Les 
ara
téris-

tiques du maillage sont les suivantes :

• Nombre de triangles : 3726

• Nombre de noeuds : 1808

• Nombre de degrés de liberté : 8545

• Taille moyenne d'arête sur ΓM : 1 mm

2ème initialisation - Trois 
er
les La deuxième géométrie initiale 
onsiste en trois

pat
hs métalliques 
ir
ulaires répartis sur la surfa
e.
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oe�
ient de ré�exion

Figure 6.8 � Maillage de ΓM pour trois pat
hs ronds

Les 
ara
téristiques du maillage sont les suivantes :

• Nombre de triangles : 7776

• Nombre de noeuds : 3833

• Nombre de degrés de liberté : 20531

• Taille moyenne d'arête sur ΓM : 0.56

2 Minimisation du module du 
oe�
ient de ré�exion

On va désormais 
her
her à tester l'algorithme d'optimisation sur les 
as-tests présen-

tés dans la se
tion pré
édente pour la minimisation du module du 
oe�
ient de ré�exion.

Il s'agit bien de la partie réelle du �ux du ve
teur de Poynting à travers la se
tion du

guide, tel qu'étudié dans les 
hapitres pré
édents.

Dans le 
as du guide d'onde, 
ette fon
tionnelle n'est pas très intéressante : minimi-

ser le module du 
oe�
ient de ré�exion revient en fait à supprimer totalement la surfa
e

métallisée. Ainsi, a�n d'obtenir des résultats plus parlants, on 
hoisit de maximiser le


oe�
ient de ré�exion : 
ela n'a 
ertes pas d'intérêt industriel, mais permet de tester

l'algorithme en 
onsidérant simplement l'opposé de la vitesse 
al
ulée.

Dans le 
as de l'élément rayonnant double pat
h, sa stru
ture plus 
omplexe ne per-

met pas la dé�nition d'une solution évidente 
omme pour le guide d'onde : il sera don


intéressant, 
ette fois-
i, de 
her
her un minimum pour le 
oe�
ient de ré�exion.

2.1 Guide d'onde - Premier résultat

On 
her
her don
 i
i à maximiser le module du 
oe�
ient de ré�exion, 
e qui revient

de manière équivalente à minimiser le module du 
oe�
ient de transmission.
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2.1.1 Coup d'÷il sur la vitesse

Avant d'étudier les résultats de l'algorithme, il est intéressant de regarder l'allure de

la vitesse, pour la première itération :

Figure 6.9 � Vitesse initiale, guide d'onde ave
 pat
h métallique re
tangulaire

On remarque que la vitesse, autour de la frontière métallique, est quasiment partout

positive : 
ela indique que le pat
h aura tendan
e à s'étendre.

De plus, on remarque également que la vitesse prend des valeurs beau
oup plus fortes

sur les frontières horizontales du pat
h, alors qu'elle est très faible sur les frontières

verti
ales. Cela signi�e que le 
oe�
ient de ré�exion possède une sensibilité plus forte

au mouvement du pat
h dans le sens de sa hauteur. Au 
ontraire, un 
hangement de sa

largeur aura une faible in�uen
e sur la fon
tion 
oût. On s'attend don
 à une déformation

plus importante dans une dire
tion que dans l'autre.

2.1.2 Résultats de l'algorithme

Lorsque l'on applique l'algorithme au guide d'onde ave
 pat
h métallique re
tangu-

laire dé
entré, on obtient le résultat suivant pour la géométrie initiale et la géométrie

�nale :

Géométrie

Coe�
ient de

transmission

0.6607
(−3.59 dB)

0.1237
(−18.15 dB)
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L'algorithme 
onverge en 41 itérations et atteint son minimum à l'itération n°31.

Usuellement, on a pour habitude d'exprimer le 
oe�
ient de ré�exion (ou de transmission

en dé
ibels :

αdB = 20 log10 |α|
La 
ourbe représentant le 
oe�
ient de transmission (en dB) en fon
tion du nombre

d'itération est la suivante :
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Figure 6.10 � Courbe de 
onvergen
e : guide d'onde, 1ère initialisation

Le temps de 
al
ul total est de 6h37m sur un pro
esseur Intel®Core�i7 (4 
÷urs, 8 Go

de mémoire).

Par la suite, le même pro
esseur sera utilisé. On notera également que le 
al
ul dire
t

est parallélisé, 
ontrairement au 
al
ul de la vitesse qui est séquentiel.

En moyenne, sur une itération, le temps de 
al
ul est réparti de la manière suivante :

• résolution du problème dire
t et du problème adjoint : 1/3 du temps de 
al
ul ;

• 
al
ul de la vitesse : 2/3 du temps de 
al
ul ;

• transport et remaillage : temps de 
al
ul négligeable.

2.1.3 Validité de la solution

Il 
onvient désormais d'essayer de juger de la validité de 
e maximum. Intuitivement,

on pense tout d'abord à la géométrie qui 
onsiste à métalliser la totalité de la surfa
e :

151



Chapitre 6. Résultats numériques

Géométrie

Coe�
ient de

transmission

0.1704
(−15.37 dB)

On a fait apparaître la zone de relaxation sur le maillage 
i-dessus, a�n de rappeler

que l'embou
hure du guide ne peut pas être totalement métallisée.

On remarque que le 
oe�
ient de transmission est i
i plus élevé que 
elui de la géométrie

obtenue par l'algorithme (environ 3 dB de plus), qui nous a don
 permis de trouver une

solution meilleure que la géométrie la plus intuitive.

On peut à présent 
omparer notre résultat ave
 
elui obtenu pour des géométries pro
hes

de 
elle 
al
ulée par l'algorithme.

Dans un premier temps, on en 
hoisit deux :

• La première est 
elle d'un pat
h métallique verti
al aux bords in
urvés vers l'inté-

rieur. Elle est quasiment identique à la géométrie optimale donnée par l'algorithme

mais a été lissée et symétrisée.

• La deuxième est 
elle d'un pat
h métallique verti
al, dont la largeur est la même

que 
elle du pat
h pré
édent prise à 
es extrémités haute et basse.

Géométrie

Coe�
ient de

transmission

0.1243
(−18.11 dB)

0.1658
(−15.61 dB)

On observe tout d'abord que le premier pat
h, 
elui qui lisse la géométrie 
al
ulée par
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oe�
ient de ré�exion

l'algorithme, donne presque exa
tement le même résultat. Cela n'a rien de surprenant,

mais nous indique que les instabilités observées sur la géométrie sont a priori numériques

et n'ont pas d'in�uen
e sur le 
oe�
ient de ré�exion.

On observe également que le deuxième pat
h (verti
al aux bords droits) donne un résultat

légèrement moins bon que le pat
h optimal. Cela signi�e que la volonté de l'algorithme

de 
reuser les bords vers l'intérieur améliore e�e
tivement le résultat.

A�n d'analyser 
e 
omportement, on va faire varier la largeur h du pat
h in
urvé (voir

�gure 6.11 
i-dessous), a�n d'observer l'évolution du 
oe�
ient de transmission :

h

Figure 6.11 � Pat
h métallique in
urvé de largeur 
entrale h et de largeur extérieure

�xée 7
m

On obtient, pour un é
hantillon de valeurs de h représentatives, la 
ourbe suivante

du 
oe�
ient de transmission en fon
tion de h :

7 6.5 6 5.5 5 4.5 4 3.5 3 2.5 2 1.5 1 0.5 0

-15

-16

-17

-18

-19

-20

-21

-22

-23

-24

-25

-26

-27

-28

largeur h




o

e

�




i

e

n

t

d

e

t

r

a

n

s

m

i

s

s

i

o

n

(

d

B

)

Figure 6.12 � Coe�
ient de transmission en fon
tion de la largeur h du milieu du pat
h

métallique

Le point en bleu sur la �gure 6.12 
i-dessus représente la valeur de h qui 
orrespond

à la géométrie optimale 
al
ulée par l'algorithme. C'est don
 
elle utilisée pré
édemment

pour 
onstruire le pat
h in
urvé symétrique le plus pro
he possible de la géométrie op-

timale 
al
ulée, et il s'agit de la valeur h = 4.

153



Chapitre 6. Résultats numériques

La valeur h = 7 
orrespond au pat
h métallique verti
al également étudié pré
édemment.

On remarque immédiatement que la valeur de h 
al
ulée par l'algorithme n'est pas la

valeur optimale. Cela signi�e que si l'algorithme avait 
ontinué à 
reuser dans la même

dire
tion, il aurait pu trouver un meilleur minimum.

On essaye de relan
er l'algorithme à partir de la géométrie optimale légèrement lissée,

a�n de voir s'il parvient à repartir dans la bonne dire
tion, mais le résultat n'est pas

meilleur. Si on observe la vitesse, pour la première itération, on obtient :

Figure 6.13 � Vitesse pour la géométrie optimale

On remarque que la vitesse 
hange de signe au passage de l'interfa
e, ou du moins

devient nulle : du 
�té gau
he, elle est négative à l'extérieur du métal et quasi-nulle à

l'intérieur ; et du 
�té droit elle est négative à l'extérieur du métal et positive ou nulle

à l'intérieur. De plus, la vitesse prend des valeurs très fortes aux extrémités supérieure

et inférieure du pat
h, par rapport aux valeures prises aux extrémités gau
he et droite.

Ce
i explique qu'elle ne peut plus faire évoluer la fon
tion Level-Set dans une dire
tion

ou une autre, et que 
elle-
i reste don
 bloquée.

Les 
auses de 
e dysfon
tionnement sont di�
iles à dé�nir, bien que l'on puisse in-


riminer, a priori, des imperfe
tions dans le 
al
ul de la vitesse. Nous reviendrons sur 
e

point lors de la 
on
lusion de 
e 
hapitre.

2.2 Double-pat
h - Premier résultat

2.2.1 Résultats de l'algorithme

À présent, étudions les résultats obtenus pour le 
as-test double pat
h, ave
 pat
h

métallique inital 
arré 
entré :

154



2. Minimisation du module du 
oe�
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Géométrie Coe�
ient de ré�exion

0.7511
(−2.49 dB)

0.3242
(−9.78 dB)

L'algorithme 
onverge en 42 itérations et atteint son minimum à l'itération n°41. La


ourbe de 
onvergen
e est la suivante :
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Figure 6.14 � Courbe de 
onvergen
e : double-pat
h, 1ère initialisation

Le temps de 
al
ul est de 17h32m.
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2.2.2 Validité de la solution

Tout d'abord, observons le 
oe�
ient de ré�exion lorsque l'on ne métallise pas du

tout ΓM :

Géométrie Coe�
ient de ré�exion

0.8125
(−1.80 dB)

La présen
e du pat
h métallique �xe rend di�
ile la dé�nition d'une "bonne" géomé-

trie intuitive. Le test pré
édent nous apprend que le pat
h métallique inférieur n'est pas

adapté à la fréquen
e étudiée : en e�et, en l'absen
e de pat
h supérieur, son 
oe�
ient

de ré�exion est grand. Cela signi�e qu'on sera, dans tous les 
as, bloqués par la désadap-

tation du pat
h inférieur. On peut améliorer son 
oe�
ient de ré�exion en optimisant la

forme du pat
h supérieur, mais il ne sera pas possible d'obtenir un très bon 
oe�
ient

de ré�exion ; 
e qui explique que l'algorithme ne permette pas d'aller au-delà de -10 dB.

2.3 In�uen
e de l'initialisation

2.3.1 Guide d'onde

2ème initialisation - Résultats

Appliquons désormais l'algorithme d'optimisation au guide d'onde ave
 pat
h métallique

initial 
ir
ulaire 
entré :

Géométrie

Coe�
ient de

transmission

0.6135
(−4.24 dB)

0.1607
(−15.88 dB)
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oe�
ient de ré�exion

On retrouve le même 
omportement que pour la première initialisation, ave
 
ette fois-
i

un minimum lo
al légèrement moins bon que le pré
édent.

L'algorithme 
onverge en 30 itérations et atteint son minimum à la 20ème itération. La


ourbe de 
onvergen
e est la suivante :
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Figure 6.15 � Courbe de 
onvergen
e : guide d'onde, 2ème initialisation

Le temps de 
al
ul est de 3h48m.

3ème initialisation - Résultats

En�n, observons les résultats obtenus pour la troisième géométrie initiale :

Géométrie

Coe�
ient de

transmission

0.6844
(−3.29 dB)

0.1292
(−17.77 dB)
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L'algorithme 
onverge en 49 itérations et atteint son minimum à la 39ème. La 
ourbe de


onvergen
e est la suivante :
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Figure 6.16 � Courbe de 
onvergen
e : guide d'onde, 3ème initialisation

Le temps de 
al
ul est de 9h48m.

2.3.2 Double-pat
h

Observons à présent les résultats obtenus pour la deuxième géométrie initiale de l'élé-

ment rayonnant double-pat
h :

158
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oe�
ient de ré�exion

Géométrie

Coe�
ient de

transmission

0.7612
(−2.37 dB)

0.4126
(−7.69 dB)

L'algorithme 
onverge en 35 itérations et atteint son minimum à la 25ème. La 
ourbe de


onvergen
e est la suivante :
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Figure 6.17 � Courbe de 
onvergen
e : double-pat
h, 2ème initialisation

Le temps de 
al
ul est de 15h45.
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On remarque immédiatement que la 
ourbe de 
onvergen
e n'est pas du tout monotone.

Régulièrement, la fon
tion 
oût remonte de manière très marquée.

Cela survient lorsque les deux pat
hs métalliques rentrent en 
onta
t : il se produit alors

un 
ourt-
ir
uit et le 
oe�
ient de ré�exion devient beau
oup plus grand. L'algorithme

revient alors à la géométrie pré
édente, mais la vitesse �nit toujours par joindre les deux

pat
hs.

Par exemple, si on zoome sur la jon
tion entre les pat
hs à l'itération 25 (optimum) et

à l'itération 26, on observe :

Itération 25 Itération 26

Coe�
ient de ré�exion : 0.4126 Coe�
ient de ré�exion : 0.8944

La jon
tion, bien que de faible épaisseur, su�t à faire doubler le module du 
oe�
ient

de ré�exion.

Ainsi, bien que la vitesse tende à faire se rejoindre les deux pat
hs, le 
hangement de to-

pologie détériore beau
oup la fon
tion 
oût. Les 
hoix de 
ritères d'arrêt de l'algorithme

le for
ent à s'arrêter à la 35ème itération, mais peut-être l'algorithme aurait-il trouvé

une nouvelle dire
tion de des
ente par la suite.

2.3.3 Synthèse

On remarque assez rapidement que l'initialisation a une grande in�uen
e sur la géomé-

trie optimale : le problème d'optimisation ne possède pas de solution unique, et beau
oup

de géométries ont des 
oe�
ients de ré�exion similaires.

Ainsi, en fon
tion de la géométrie initiale 
hoisie, on tombera dans tel ou tel minimum

lo
al, et les géométries atteintes seront très di�érentes.

Néanmoins, les valeurs des 
oe�
ients de ré�exion optimaux restent assez similaires :

• Guide d'onde : -18.15 dB pour la 1ère initialisation, -15.88 dB pour la 2ème et

-17.77 dB pour la 3ème.

• Double-pat
h : -9.78 dB pour la 1ère initialisation et -7.69 dB pour la 2ème.

En�n, on notera l'importan
e de la topologie sur la solution : un 
hangement de topologie,

pour des pat
hs métalliques, induit un 
ourt-
ir
uit et don
 une forte non-linéarité dans

la fon
tion 
oût. Ils sont don
 assez déli
ats à gérer au sein du pro
essus d'optimisation.
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oe�
ient de ré�exion

2.4 In�uen
e des paramètres du maillage

2.4.1 Taille de la grille

On va 
her
her désormais à étudier l'in�uen
e de la taille des mailles de la grille

sur le résultat du 
al
ul. Jusqu'à présent, pour le guide d'onde, on a utilisé une grille


artésienne, que l'on note G1, aux propriétés suivante :

• Nombre de points dans l'axe des abs
isses : Nx1 = 63

• Nombre de points dans l'axe des ordonnées : Nx2 = 25

• Pas de la grille dans la dire
tion des abs
isses : ∆x1 = 0.3492 mm

• Pas de la grille dans la dire
tion des abs
isses : ∆x2 = 0.3747 mm

On rappelle que pour le guide ave
 pat
h initial re
tangulaire dé
entré, la taille moyenne

d'une arête sur ΓM est de 0.41 mm. Nous avions don
 fait le 
hoix de 
onsidérer une

grille de taille similaire au maillage.

À présent, on lan
e l'algorithme sur le même maillage, ave
 une grille G2 deux fois

plus �ne, 
'est-à-dire :

• Nombre de points dans l'axe des abs
isses : Nx1 = 126

• Nombre de points dans l'axe des ordonnées : Nx2 = 50

• Pas de la grille dans la dire
tion des abs
isses : ∆x1 = 0.1746 mm

• Pas de la grille dans la dire
tion des abs
isses : ∆x2 = 0.1874 mm

Comparons les résultats obtenus ave
 les deux grilles :

Grille G1 Grille G2

Géométrie

�nale

Coe�
ient

de trans-

mission

0.1237 0.1295

Nombre

d'itéra-

tions

41 50

Itération

de

l'optimum

31 44

Temps de


al
ul

6h37m 28h26

161



Chapitre 6. Résultats numériques

On remarque que, du point de vue du résultat sur le 
oe�
ient de transmission, les

résultats sont similaires. En revan
he, du point de vue de la géométrie, on observe que

l'algorithme n'a pas atteint le bord inférieur de ΓM . Néanmoins, 
ela ne semble pas avoir

beau
oup d'in�uen
e sur le 
oe�
ient de transmission, et l'allure générale de la solution

est similaire.

La grille G2 étant plus �ne, le transport se fait beau
oup plus lentement, 
e qui ex-

plique que le nombre d'itérations né
essaire à la 
onvergen
e est plus important. Si on

rajoute à 
ela le fait que le 
al
ul de la vitesse est 4 fois plus long, on obtient un temps

de 
al
ul assez prohibitif.

On peut en 
on
lure qu'il n'est pas né
essaire d'avoir une grille de 
al
ul qui soit trop

�ne : le 
al
ul ne gagne pas su�samment en pré
ision pour améliorer la fon
tion 
oût,

et le 
oût en terme de temps de 
al
ul est très grand.

On 
omprend assez fa
ilement qu'il ne faut pas non plus 
onsidérer une grille de 
al-


ul qui soit moins �ne que le maillage : 
ela induirait une perte d'informations lors du

passage de la grille au maillage et introduirait des erreurs dans le 
al
ul de la vitesse

numérique.

On 
hoisit don
 de 
ontinuer à 
onsidérer une grille de 
al
ul qui soit de taille similaire

à la taille du maillage sur ΓM .

2.4.2 Maillage de la zone de relaxation

Lors de nos 
al
uls, nous avons utilisé un maillage de la zone de relaxation qui n'était

pas très bien 
onditionné : en e�et, le maillage de ΓM 
onsidéré est plus �n que le maillage

du reste de l'antenne. La dé
oupe des éléments de la zone de relaxation 
rée don
 des

éléments de faible aire, 
omme on peut le voir i
i :

Figure 6.18 � Maillage de la zone de relaxation mal 
onditionné

On va 
her
her i
i à s'assurer que 
e mauvais 
onditionnement, bien que très lo
alisé,

n'induit pas d'erreur su�samment importante sur la 
al
ul dire
t pour in�uer sur le

résultat de l'algorithme.

On 
onstruit don
 un nouveau maillage plus homogène, un peu plus grossier sur ΓM et

plus �n sur la zone de relaxation et l'extérieur :
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es

Figure 6.19 � Maillage de la zone de relaxation bien 
onditionné

On relan
e don
 l'algorithme à partir de 
e nouveau maillage, et on 
ompare les ré-

sultats obtenus ave
 
eux de l'an
ien maillage :

Géométrie initiale Géométrie �nale

Maillage

1

Coe�
ient de transmission : 0.6607 Coe�
ient de transmission : 0.1237

Maillage

2

Coe�
ient de transmission : 0.6625 Coe�
ient de transmission : 0.1206

On voit que la di�éren
e de maillage induit une très légère di�éren
e dans le 
al
ul de

la fon
tion 
oût pour la géométrie initiale, mais 
ela n'a�e
te a priori pas le fon
tionne-

ment de l'algorithme. La géométrie �nale du nouveau maillage est très semblable à 
elle

du premier maillage, et les di�éren
es sont prin
ipalement des instabilités de bord. Les


oe�
ients de transmission optimaux sont assez similaires également.

On peut don
 faire l'hypothèse que le mauvais 
onditionnement de la zone de relaxation,

dû à la stratégie 
hoisie de 
asser les éléments du maillage à 
haque itération, n'a pas

d'in�uen
e signi�
ative sur le déroulement de l'algorithme et sur son résultat.

3 Optimisation multi-fréquen
es

3.1 Fon
tion 
oût

Dans beau
oup d'appli
ations, on peut être intéressé par la minimisation du 
oe�-


ient de ré�exion sur une bande de fréquen
es. Dans 
es 
as-là, la fon
tion 
oût s'é
rit

simplement 
omme une 
ombinaison linéaire (pondérée ou non) des 
oe�
ients de ré-
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�exion de 
haque fréquen
e de la bande :

Jmf (Γ) =

fmax∑

f=fmin

ωfJf(Γ) (6.1)

Ainsi, il en va de même pour la vitesse de l'équation de transport. L'optimisation multi-

fréquen
e ne rajoute au
une di�
ulté théorique, mais elle multiplie le temps de 
al
ul

par le nombre de fréquen
es 
onsidérées.

3.2 Double-pat
h - résultats

On s'intéresse à l'élément rayonnant double-pat
h, que l'on 
her
he à optimiser sur

la bande de fréquen
es 9 GHz - 11 GHz. La fon
tion 
oût 
onsidérée i
i est :

Jmf (Γ) =

Nf∑

i=1

1

Nf

Jf(Γ) (6.2)

On 
hoisit 0.5 GHz 
omme pas en fréquen
e, et on étudie don
 Nf = 5 fréquen
es.

On obtient les résultats suivants :

Géométrie

Coe�
ient de

ré�exion moyen

0.6150
(−4.22 dB)

0.1809
(−14.85 dB)

L'algorithme 
onverge en 28 itérations et atteint son minimum à la 12ème.
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La 
ourbe de 
onvergen
e est la suivante :
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Figure 6.20 � Courbe de 
onvergen
e : double-pat
h, optimisation multi-fréquen
e

Le temps de 
al
ul est de 48h13m.

3.3 Analyse

On lan
e un 
al
ul dire
t sur l'élément rayonnant optimisé, en prenant 
ette fois-
i un

pas en fréquen
e de 0.1 GHz. On e�e
tue le même 
al
ul en l'absen
e de pat
h supérieur,

ainsi qu'ave
 le pat
h initial, et on observe les 
oe�
ients de ré�exion pour 
ha
une des

fréquen
es :
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h supérieur optimal

pat
h supérieur initial

pas de pat
h supérieur

Figure 6.21 � Coe�
ient de ré�exion en fon
tion de la fréquen
e pour les trois géomé-

tries d'intérêt

On observe tout d'abord que le pat
h inférieur n'est pas adapté : le 
oe�
ient de

ré�exion est assez élevé. La fréquen
e de 
oupure se situe autour de 10 GHz.

En ajoutant le pat
h initial re
tangulaire, on améliore un peu le 
oe�
ient de ré�exion,

sans modi�er son allure sur la bande de fréquen
e.

En ajoutant le pat
h optimal 
al
ulé par l'algorithme, on modi�e le 
omportement de

l'élément rayonant. En e�et, on remarque que l'on a généré un deuxième p�le. Ces p�les

se situent autour de 9.7 GHz et 10.6 GHz. On a don
 bien réussi, grâ
e au pat
h supérieur,

à élargir la bande de fréquen
e de l'élément rayonnant.

4 Coe�
ient de ré�exion 
ible : module

De la même manière qu'on a 
her
hé à minimiser le module du 
oe�
ient de ré�exion

pré
édemment, on peut être intéressé à 
her
her à atteindre un 
oe�
ient de ré�exion

de module �xé.
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4. Coe�
ient de ré�exion 
ible : module

4.1 Cal
ul de la dérivée de forme

La fon
tion 
oût 
orrespond à 
ette problématique est très pro
he de la pré
édente,

puisqu'au lieu d'é
rire 
ette fon
tion sous la forme

J(Γ) = |α|,

on l'é
rit à présent sous la forme

J2(Γ) =
(

|α| − |δ|
)2

=
(

J(Γ)− |δ|
)2

(6.3)

où |δ| est le module que l'on 
her
he à atteindre. Dans 
e 
as, la dérivée de forme devient

J ′
2(Γ)(θ) = 2

(

J(Γ)− |δ|
)

J ′(Γ) (6.4)

et la vitesse numérique pour l'équation de transport devient

∀ y ∈ ΓM , v2(y) = −V2(y) · n(y) = −2
(

J(Γ)− |δ|
)

V(y) · n(y) (6.5)

4.2 Guide d'onde - Résultats

Si on �xe 
omme valeur à atteindre |δ| = 0.6 (soit -4.4370 dB) , alors on obtient :

Géométrie

Coe�
ient de

ré�exion

0.6001
(−4.4355 dB)

L'algorithme 
onverge en 30 itérations et atteint son minimum à la 17ème.
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La 
ourbe de 
onvergen
e est la suivante :
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Figure 6.22 � Courbe de 
onvergen
e : guide d'onde, minimisation de l'é
art à |δ| = 0.6

Le temps de 
al
ul est de 4h59m.

4.3 Analyse

En réalité, 
e test n'apporte pas grand 
hose de plus que la minimisation étudiée

pré
édemment. La dérivée de forme, et don
 la vitesse étant quasiment identique, le pro-

blème est en fait similaire à 
elui de la minimisation.

Cependant, il est intéressant de noter que 
ontrairement au 
as de la minimisation,

on arrive i
i à atteindre des valeurs pour la fon
tion 
oût très pro
hes de zéro, 
e qui

montre la très grande pré
ision de l'algorithme qui permet d'atteindre exa
tement la

valeur voulue pour l'amplitude du 
oe�
ient de ré�exion.

5 Coe�
ient de ré�exion 
ible : amplitude et phase

Une autre problématique que l'on peut 
onsidérer, 
ette fois un peu di�érente de

la pré
édente, est la minimisation de l'é
art du 
oe�
ient de ré�exion 
omplexe à un


oe�
ient 
omplexe 
hoisi : il s'agit don
 de 
ontr�ler à la fois l'amplitude (module

du 
oe�
ient de ré�exion, en dB) et la phase (argument du 
oe�
ient de ré�exion, en

degrés) de l'onde.

On e�e
tue le test uniquement sur le guide d'onde : 
ela n'aurait pas de sens pour

l'élément rayonnant double-pat
h, qui est un 
as-test de type antennaire. Dans 
e 
as,

le seul but re
her
hé est de minimiser le 
oe�
ient de ré�exion et d'élargir la bande de

fréquen
e.
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ient de ré�exion 
ible : amplitude et phase

Le guide d'onde, au 
ontraire, n'est pas à proprement parler une antenne. Cher
her à


ontr�ler son amplitude et sa phase peut don
 avoir un intérêt dans 
ertaines appli
ations.

5.1 Cal
ul de la dérivée de forme

Cette fois-
i, la fon
tion 
oût né
essite une réé
riture. On rappelle que la fon
tion


oût initiale s'é
rit :

J(Γ) =
1

2
ℜ
(∫

Γe

(
E×H

)
· ν dσ

)

Si on note δ le 
oe�
ient de ré�exion souhaité, et

(
Eδ,Hδ

)
le 
hamp éle
tromagnétique


orrespondant, alors la fon
tion 
oût à 
onsidérer s'exprime sous la forme

J3(Γ) =
1

2
ℜ
(∫

Γe

((
E−Eδ

)
×
(
H−Hδ

))

· ν dσ

)

(6.6)

qu'on peut réé
rire de manière équivalente, de la même manière que dans la proposition

3.3 du 
hapitre 3 :

J3(Γ) =
1

2
ℜ
(∫

Γe

(
m−mδ

)
·
(

ν ×
(
j− jδ

))

dσ

)

(6.7)

Alors, en reprenant le même raisonnement que dans la proposition 3.3 du 
hapitre 3, on

é
rit la transportée de la fon
tion 
oût par le di�éomorphisme Ψθ :

J3(Γθ) ◦Ψθ =
1

2
ℜ
(∫

Γe

(
mθ −mδ

)
·
(

ν ×
(
jθ − jδ

))

dσ

)

=
1

2
ℜ
(∫

Γe

(

m ·
(
ν × j

)
+m(1)(θ) ·

(
ν × j

)
+m ·

(
ν × j(1)(θ)

)

−m ·
(
ν × jδ

)
−m(1)(θ) ·

(
ν × jδ

)
−mδ ·

(
ν × j

)

−mδ ·
(
ν × j(1)(θ)

)
+mδ ·

(
ν × jδ

))

dσ

)

+ o(θ)

= J3(Γ) +
1

2
ℜ
(∫

Γe

(

m(1)(θ) ·
(

ν ×
(
j− jδ

))

+ j(1)(θ) ·
((

m−mδ

)
× ν

)

dσ

)

+ o(θ)

Ainsi, le problème adjoint devient pour 
haque domaine i :







−L∗
i

[
pi

]
+ K∗

i

[
qi

]
+

1

2
E

q
iT =

((
mi −mδ,i

)
× ν

)

1Γe

K∗
i

[
pi

]
+

εi
µi

L∗
i

[
qi

]
− 1

2
H

p
iT =

(

ν ×
(
ji − jδ,i

))

1Γe

(6.8)

En�n, rappelons que dans le 
hapitre 4 nous avions montré que, dans la base des éléments

�nis de frontière, la solution du problème adjoint s'é
rivait

P = β α U où U est solution de

[
A
][
J U ] =

[
B
(
B1Γe

)]
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Ainsi, en suivant le même raisonnement, notre nouvel état adjoint s'é
rit :

P2 = β
(
α− δ

)
U (6.9)

Au �nal, on voit que la dérivée de forme de la fon
tion 
oût ne 
hange 
ette fois pas

d'expression. En revan
he, 
'est l'état adjoint qui va être di�érent.

On remarque 
ependant que l'expression du nouvel état adjoint étant très similaire à 
elle

du pré
édent, il n'est pas né
essaire d'aller modi�er, dans le 
ode dire
t, la résolution du

problème adjoint. Le 
hangement de fon
tion 
oût n'est don
 pas intrusif.

5.2 Résultats

5.2.1 Guide d'onde - Re
tangle dé
entré

On observe les résultats obtenus ave
 le guide d'onde, en 
hoisissant 
omme 
oe�
ient

de ré�exion 
ible

δ = −0.6 + 0.4i (amplitude : − 2.84 dB et phase : 146.31°)

On notera que 
ette valeur ne fait pas partie des valeurs prises par le 
oe�
ient de ré-

�exion lors de sa maximisation pré
édemment étudiée. On obtient, 
omme résultat inital

et optimal :

Géométrie Coe�
ient de ré�exion

−0.1286 + 0.3140i
(amplitude : − 9.39 dB)

(phase : 112.27 °)

−0.6038 + 0.4103i
(amplitude : − 2.73 dB)

(phase : 145.80 °)

L'algorithme 
onverge en 45 itérations et atteint son minimum à la 35ème.
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5. Coe�
ient de ré�exion 
ible : amplitude et phase

La 
ourbe de 
onvergen
e est la suivante :

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45

-80

-75

-80

-65

-60

-55

-50

-45

-40

-35

-30

-25

-20

-15

-10

itération

∣ ∣ ∣α
−
δ∣ ∣ ∣

2

(d
B
)

Figure 6.23 � Courbe de 
onvergen
e : minimisation de l'é
art à δ = −0.6 + 0.4i

Le temps de 
al
ul est de 7h06m.

On peut également regarder les 
ourbes de 
onvergen
e de l'amplitude et de la phase,

prises séparemment :

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45

-60

-50

-40

-30

-20

-10

itération

∣ ∣ ∣∣ ∣
α
∣ ∣
−
∣ ∣ δ
∣ ∣∣ ∣ ∣

(

d

B

)

Figure 6.24 � Courbe de 
onvergen
e : amplitude
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e
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Figure 6.25 � Courbe de 
onvergen
e : phase

On remarque que la 
onvergen
e de la fon
tion 
oût est prin
ipalement di
tée par la


onvergen
e en amplitude : la 
onvergen
e en phase est plus monotone et régulière.

5.2.2 Guide d'onde - Cer
le 
entré

Si on e�e
tue le même test ave
 le guide d'onde ave
 pat
h initial 
ir
ulaire 
entré,

toujours en 
hoisissant 
omme 
oe�
ient de ré�exion 
ible

δ = −0.6 + 0.4i (amplitude : − 2.84 dB et phase : 146.31°),

on obtient :

Géométrie Coe�
ient de ré�exion

−0.1286 + 0.3140i
(amplitude : − 8.26 dB)

(phase : 114.99 °)

−0.6132 + 0.4321i
(amplitude : − 2.50 dB)

(phase : 144.83 °)

L'algorithme 
onverge en 45 itérations et atteint son minimum à la 35ème.
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6. Con
lusion et perspe
tives

La 
ourbe de 
onvergen
e est la suivante :

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45

-60

-55

-50

-45

-40

-35

-30

-25

-20

-15

-10

itération

∣ ∣ ∣α
−
δ∣ ∣ ∣2

(d
B
)

Figure 6.26 � Courbe de 
onvergen
e : minimisation de l'é
art à δ = −0.6 + 0.4i

Le temps de 
al
ul est de 6h47m.

5.2.3 Bilan

Les résultats obtenus i
i sont très satisfaisants : on a réussi à atteindre de manière

très pré
ise un 
oe�
ient de ré�exion 
ible 
hoisi, en 
ontr�lant à la fois son amplitude

et sa phase.

Ces résultats sont un peu meilleurs dans le 
as du premier pat
h (re
tangulaire) que

pour le deuxième, montrant en
ore une fois l'in�uen
e de la géométrie initiale.

Les modi�
ations né
essaires à apporter à la fon
tion 
oût initiale sont minimes, puisque

seul l'état adjoint est légèrement modi�é. Néanmoins, 
es résultats rajoutent des pers-

pe
tives d'appli
ations de la méthode.

6 Con
lusion et perspe
tives

Dans 
e 
hapitre, nous avons présenté les résultats numériques obtenus lors de la

mise en appli
ation de l'algorithme d'optimisation de forme développé dans les 
hapitres

pré
édents. Les quelques tests e�e
tués nous permettent d'ores et déjà de dresser une

liste des enseignements que nous pouvons tirer des résultats obtenus, ainsi que d'esquisser

quelques perspe
tives d'études pour approfondir et a�ner 
es résultats.

⋆ Dans un premier temps, faisons un bilan des observations e�e
tuées dans le 
hapitre:

• Tout d'abord, revenons sur le premier résultat présenté i
i, la minimisation du

module du 
oe�
ient de transmission pour le guide d'onde. Nous avions observé que,

bien que le résultat obtenu soit très satisfaisant d'un point de vue de la 
onvergen
e,
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l'algorithme avait néanmoins é
houé à 
ontinuer dans une dire
tion qui aurait permis

d'obtenir un meilleur minimum (
f �gure 6.12).

Ce 
omportement ne répond don
 pas entièrement à nos attentes, et bien que nous ne

puissions pas en établir les raisons ave
 
ertitude, est 
ertainement lié aux approxima-

tions faites lors du 
al
ul de la vitesse. En e�et, il faut rappeler que le 
al
ul des intégrales

singulières tel que présenté dans 3.1 est très approximatif. La simpli�
ation e�e
tuée est

imparfaite, mais il s'agit d'un problème 
omplexe qui ne peut pas être traité de manière

simple.

De plus, les singularités des opérateurs 
al
ulés ont tendan
e à générer des instabilités de

bord, qui se traduisent, 
omme sur les géoméries présentées i
i, par des frontières de la

forme assez 
hahutées. Ces instabilités sont traitées par le logi
iel de remaillage 
omme

des 
ontraintes de maillage, et sont don
 entretenues, itération après itération, et parfois

même ampli�ées par 
e pro
essus.

Ce 
omportement, ainsi que les approximations faites pour le 
al
ul des intégrales sin-

gulières sont sûrement à in
riminer dans la stagnation de l'algorithme dans un "mauvais

minimum". Ces raisons ne sont peut-être pas les seules en 
ause i
i, mais nous donnent

déjà une piste d'amélioration.

• Nous avons également regardé l'in�uen
e de la géométrie initiale sur le résultat, et

souligné son importan
e. Ce
i est 
onforme à 
e à quoi nous pouvions nous attendre, et 
e

pour deux raisons : tout d'abord 
ar le problème physique possède un très grand nombre

de géométries pour lesquelles le 
oe�
ient de transmission aura des valeurs faibles et

assez similaires ; ensuite 
ar l'algorithme utilisé i
i est de type gradient, et n'assure don


une 
onvergen
e que vers des minima lo
aux.

Cette étude nous a également permis de soulever un problème important, 
elui des 
han-

gements de topologie. On a pu voir lors du 
as-test à trois 
omposantes 
onnexes qu'un

tel 
hangement était déli
at à gérer, 
e
i étant prin
ipalement dû à la physique du pro-

blème. Comme nous l'avons déjà mentionné pré
édemment, la fusion entre deux pat
hs

métalliques produit un 
ourt-
ir
uit et la séparation d'un pat
h en deux pat
hs séparés

produit un 
ir
uit ouvert. Ces phénomènes étant fortement non linéaires, ils induisent

une très forte variation de la fon
tion 
oût et sont don
 di�
iles à gérer pour l'algo-

rithme. On peut imaginer que l'augmentation du nombre de 
omposantes 
onnexes ne

sera pas très fréquent pour 
e genre d'appli
ation, 
e qui est un peu dommage étant

donné qu'il s'agit là d'un avantage parti
ulier des méthodes Level Set.

• Nous avons 
her
hé à étudier l'in�uen
e des paramètres de taille du maillage et de

la grille sur les résultatts de l'algorithme. Assez naturellement, nous en avons 
on
lu qu'il

était important d'avoir un pas de grille qui soit à peu près similaire au pas du maillage

triangulaire, voire légèrement plus �n. Si la grille est trop grossière, on perd en pré
ision,

et si elle est trop �ne, on perd en temps de 
al
ul sans pour autant gagner en pré
ision.

Le 
hoix d'une grille de �nesse similaire au maillage 
onstitue don
 un bon 
ompromis

entre la pré
ision du 
al
ul et sa duré.

• Un des tests les plus importants de 
e 
hapitre était probablement 
elui de l'op-

timisation du pat
h métallique de l'élément rayonnant sur une bande de fréquen
es. Il

s'agit d'une préo

upation industrielle très intéressante et don
 d'une perspe
tive d'ap-

pli
ation dire
te de l'algorithme. De plus, le résultat obtenu, à savoir la 
réation d'un

deuxième p�le, ouvre des perspe
tives très prometteuses.
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• En�n, les résultats obtenus lors du 
ontr�le simultané de l'amplitude et de la

phase du signal ré�é
hi sont également très intéressants. Une simple modi�
ation dans

le 
al
ul de l'état adjoint nous permet de 
onsidérer une fon
tion 
oût au 
hamp appli
atif

di�érent de la première.

⋆ Au vu des résultats obtenus et des observations qui en ont dé
oulé, nous pouvons


iter quelques dire
tions qu'il serait intéressant d'explorer a�n d'approfondir 
ette étude :

• Tous 
es tests nous donnent des résultats intéressants à étudier. Néanmoins,

il aurait été intéressant d'en faire en plus grande quantité, par exemple ave
 d'autres


as-tests, d'autres topologies, d'autres valeurs à atteindre, des bandes de fréquen
e plus

larges, et
. Ce
i n'a pas été possible du fait du temps de 
al
ul né
essaire qui est rédhibi-

toire. Il serait don
 intéressant d'optimiser le 
ode, par exemple en parallélisant le 
al
ul

de la vitesse, et d'utiliser des ressour
es de 
al
ul plus importantes, a�n de multiplier les

tests et d'exploiter ainsi des résultats plus nombreux.

• Comme nous l'avons souligné pré
édemment, la gestion des intégrales singulières

a été faite de manière assez peu pré
ise. A�n d'évaluer l'in�uen
e de l'erreur 
ommise,

il faudrait utiliser une méthode plus élaborée de gestion des noyaux singuliers. On peut


iter, par exemple, les travaux de Ni
olas Salles dans sa thèse [Sal13℄ qui donnent d'ex-


ellents résultats.

• De la même manière, la méthode utilisée pourrait le remaillage pour être améliorée.

Par exemple, on pourrait imaginer une méthode 
apable de lisser les irrégularités du bord

au lieu de les ra�ner.

• Toujours sur le plan numérique, il faut souligner qu'une erreur est 
ommise lors

des passages su

essifs entre la grille et le maillage. Ces interpolations pourraient être

évitées en résolvant l'équation de transport dire
tement sur le maillage triangulaire (voir

par exemple [BDF12℄ pour une utilisation de la méthode des 
ara
téristiques à 
et e�et).

• D'un point de vue des 
hamps d'appli
ation de la méthode, il est évidemment

primordial de 
her
her à traiter des 
as plus industriels. Par exemple, un élément rayon-

nant 
omme le double-pat
h n'a d'intérêt qu'à l'intérieur d'un réseau. L'adaptation de

la méthode aux antennes réseaux ne présente pas de di�
ulté insurmontable, puisque le

seul 
hangement qui intervient au niveau du 
al
ul est 
elui de la fon
tion de Green, qui

sera légèrement modi�ée a�n de prendre en 
ompte la périodi
ité.

• En�n, dans la même idée d'industrialisation de la méthode, il serait intéressant

d'étudier des fon
tions 
oût di�érentes, telle que par exemple le maintien du diagramme

de rayonnement de l'antenne en-dessous d'un 
ertain gabarit, dé�ni 
omme l'énergie

émise en 
haque point de l'espa
e.
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