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Introduction

Les aciers ont largement participé au développement des civilisations et sont encore aujourd’hui
abondamment utilisés dans divers domaines industriels. La résistance mécanique des aciers, ainsi que
la multitude de variations des propriétés accessibles en contrôlant la microstructure par l’addition d’élé-
ments d’alliage et les traitements thermiques, en font un matériau de choix pour l’industrie nucléaire
et ses exigences considérables. Les réacteurs à eau pressurisée actuellement en fonctionnement sont un
exemple concret de cette affirmation : les aciers y sont utilisés pour la cuve et son revêtement intérieur, le
circuit primaire, le pressuriseur, l’enveloppe des générateurs de vapeurs et les internes de cuve, avec des
nuances d’alliages et des microstructures différentes pour chacune de ces applications. Ces matériaux
sont, en fonction de leur position dans le réacteur, soumis à des températures élevées, des contraintes
mécaniques importantes (notamment en cas d’accident), un environnement chimique corrosif et bien sûr
à l’irradiation aux neutrons. Cette combinaison de sollicitations entraîne toute une variété de phéno-
mènes spécifiques à l’industrie nucléaire : gonflement, fluage sous irradiation, durcissement, corrosion
sous contrainte assistée par l’irradiation. Du point de vue de la sûreté de ces réacteurs et de leur ren-
tabilité économique, la bonne compréhension de ces phénomènes est d’une importance capitale pour
pouvoir prédire le comportement des matériaux en service ainsi que leur durée de vie. La réalisation des
objectifs affichés pour les réacteurs du futur (GenIV et Fusion) nécessite de développer des matériaux
capables de résister à un environnement encore plus agressif, c’est-à-dire à des températures plus élevées
et à des doses d’irradiation plus importantes. Les aciers figurent encore en bonne place parmi les maté-
riaux candidats, notamment les aciers ferrito-martensitiques renforcés par dispersion d’oxydes (ODS) qui
présentent une très bonne résistance au gonflement et au fluage d’irradiation. Leurs concurrents sont les
céramiques (SiC, TiC) et les alliages à base nickel (Haynes 230, Inconel 617) [335, 332]. La modélisation
du vieillissement des aciers en réacteurs nucléaires est donc un sujet d’intérêt présent et futur.

Un acier contient invariablement du carbone, puisque c’est l’élément d’alliage qui, ajouté au fer dans
de faibles proportions, permet d’obtenir l’acier et les propriétés mécaniques qui lui sont associées. L’ajout
d’azote permet également de contrôler dans une certaine mesure la microstructure d’un acier. Enfin,
l’oxygène est toujours présent dans un acier, en général à cause d’une contamination par le milieu exté-
rieur (oxydation). La concentration en oxygène est cependant très faible dans la matrice de fer. En plus
de ces impuretés, le métal contient nécessairement des défauts structuraux, et notamment des lacunes
qui, rappelons-le, sont des défauts d’équilibre. La concentration de ces lacunes peut être augmentée de
plusieurs ordres de grandeurs par rapport à la concentration d’équilibre thermique lorsque le matériau se
trouve hors d’équilibre, cet état étant entretenu par une force externe : c’est le cas d’un matériau sous
irradiation, broyage ou déformation plastique sévère. À l’échelle microscopique, les lacunes sont d’une
importance capitale puisque ce sont elles qui gouvernent la diffusion des espèces substitutionnelles et
donc les cinétiques des transitions de phases contenants ces espèces. En résumé, un acier contient né-
cessairement (entre autres) les trois solutés interstitiels cités ci-dessus (C, N et O), ainsi que des lacunes.

1



Dans la mesure où les interactions entre lacunes et solutés interstitiels peuvent s’avérer importantes,
une bonne compréhension de ces interactions et de leurs conséquences permettrait de mieux maîtriser la
microstructure et les propriétés d’un acier.

Une étude expérimentale des interactions lacunes-solutés interstitiels s’avère en pratique difficile car
ces espèces et ces défauts se trouvent en quantités très faibles dans une solution solide de fer, quantités
qui sont souvent inférieures ou de l’ordre du niveau de détection des appareils (typiquement 10−6 ato-
mique), si bien qu’il est impossible de les quantifier avec une précision satisfaisante dans cette phase. Il
est donc nécessaire d’étudier ces systèmes via des méthodes analytiques et numériques, du moins dans
un premier temps. Certaines expériences fournissent des mesures indirectes de ces interactions lacunes-
solutés interstitiels, et peuvent donc être analysées à la lumière des modèles théoriques dans un second
temps. Les aciers réels contiennent généralement plusieurs phases formant une microstructure plus ou
moins compliquée, et de nombreux éléments d’addition. La physique des interactions lacunes-solutés
interstitiel se déroule à l’échelle atomique, et il n’est pas encore possible aujourd’hui d’étudier un maté-
riau aussi complexe à une échelle aussi fine. Nous avons donc choisi de limiter notre étude aux solutions
solides de fer-α contenant des lacunes (V ) et des solutés (X =C, N ou O). Ce système modèle peut pa-
raître simpliste, mais il présente déjà une riche palette de phénomènes physiques intéressants qui seront
vraisemblablement toujours présents dans des matériaux plus complexes. Les méthodes classiques de
physique des matériaux permettent en général de traiter soit les alliages concentrés (concentrations de
l’ordre de quelques pourcents), soit les solutions solides diluées. Pour ces dernières, il est supposé que
l’interaction entre deux constituants très dilués est limitée, ce qui permet de formuler plusieurs hypo-
thèse simplificatrices du problème. Ces arguments ne s’appliquent pas au système qui nous intéresse, car
des calculs de structure électronique ont montré que l’interaction entre V et X était très forte. Ainsi, la
concentration d’amas de n lacunes et m solutés interstitiels (VnXm) peut s’avérer importante malgré la
faible valeur des concentrations nominales de ces constituants. Une étude précise de ces amas, de leurs
conditions de formation et de leurs cinétiques d’évolution présente donc un double intérêt : d’une part
un intérêt théorique, car il est nécessaire de développer ou d’améliorer certaines méthodes de physique
statistique pour qualifier ces amas de quelques constituants dans une solution solide très diluée ; d’autre
part un intérêt pratique, puisqu’il s’agit de déterminer dans quelle mesure ces amas et leurs effets sont
négligeables, et surtout dans quels cas ils modifient (et peut-être contrôlent) le vieillissement de la solu-
tion solide. Par exemple pour un matériau irradié, il est couramment supposé que les solutés interstitiels
piègent cinétiquement les lacunes. Si c’est bien le cas, une concentration importante d’amas VnXm im-
mobiles entraînerait une chute des coefficients de diffusion des atomes substitutionnels (par rapport au
cas idéal où le matériau ne contient pas de solutés), bloquant ainsi certaines transformations de phase.

L’objectif de cette étude est donc de modéliser l’impact des amas lacunes-solutés interstitiels sur le
vieillissement d’une solution solide de Fer-α hors et sous irradiation.

Notre démarche a tout d’abord consisté à déterminer dans quelles conditions (température et concen-
trations nominales de solutés) les amas VnXm étaient présents dans la solution solide dans des proportions
non-négligeables à l’équilibre thermique. Par non-négligeables, nous entendons suffisantes pour modi-
fier certaines propriétés thermodynamiques qui sont liées à l’énergie libre de la solution solide, i.e. les
limites de solubilité des solutés et la concentration totale de lacunes dans le système. Pour cela, nous
nous sommes largement appuyés sur les nombreux calculs de structure électronique de Caroline Barouh
et Chu-Chun Fu, à partir desquels nous avons pu construire des modèles d’interaction à l’échelle ato-
mique de type Ising (Sec. 1.3.1). Une nouvelle méthode d’exploration de l’espace de configuration des
amas a ensuite été développée dans le but de calculer, à partir de nos Hamiltoniens d’Ising, des énergies
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libres d’amas VnXm (Sec. 1.3.2). Les développements basse températures (LTE) sont particulièrement
adaptés à l’étude de ces amas de quelques constituants en solution solide. Cette méthode permet de cal-
culer une très bonne approximation de l’énergie libre d’une solution solide diluée à partir des énergies
libres d’amas (Sec. 1.4.1). Il a alors été possible de mettre en avant le rôle des lacunes d’équilibre dans
le calcul des limites de solubilité des solutés (Sec. 1.4.2), ainsi que celui des solutés dans l’augmentation
de la concentration totale de lacunes en solution solide (Sec. 1.4.3). Cette première partie de nos travaux
a fait l’objet de deux publications [20, 265].

Sachant alors que des concentrations non-négligeables (au sens évoqué plus haut) d’amas VnXm

existent en solution solide, il est devenu nécessaire d’évaluer leurs propriétés cinétiques, et de déterminer
si les fortes énergies de liaison qui assurent leur stabilité thermodynamique entraînent nécessairement
leur immobilité. Les simulations Monte Carlo ne permettant pas de traiter ce système avec la précision
nécessaire, nous nous sommes tournés vers les méthodes analytiques, et notamment la méthode de champ
moyen auto-cohérent (SCMF), développée principalement par Maylise Nastar [232, 15, 103, 229, 219].
Il a tout d’abord fallu adapter cette méthode au système Fe-V -X pour lequel deux espèces migrent sur
deux sous-réseaux différents et selon deux mécanismes de diffusion différents (Sec. 2.3.1). Les expres-
sions analytiques issues de la méthode SCMF donnent un point de vue détaillé sur les mécanismes de
diffusion à l’échelle atomique. L’analyse de ces expressions nous a permis de définir une mobilité et un
coefficient de dissociation intrinsèques d’amas, quantités pour lesquelles aucune définition rigoureuse
n’avait été publiée jusqu’à présent (Sec. 2.3.2). Profitant de l’expérience accumulée sur l’utilisation du
SCMF depuis ses premiers développements, nous avons dédié une partie de notre temps à l’écriture d’un
code de calcul automatisé des coefficients de transport à partir des fréquences de saut atomiques, code
complexe puisqu’il se veut applicable à une large gamme de systèmes (Sec. 2.3.3). Ce code a ensuite été
utilisé pour calculer les coefficients de transport et les coefficients de couplage de flux (Sec. 2.4.8) des
paires lacunes-solutés interstitiels.

Après l’étude des propriétés thermodynamiques et cinétiques de la solution solide, nous nous sommes
penchés sur l’effet des amas VnCm sur les premiers instants de la cinétique de précipitation d’un carbure
depuis la solution solide. Pour cela, nous avons imaginé un carbure modèle que nous appelons cémentite-
α, qui dans la réalité pourrait correspondre à un carbure métastable et cohérent avec la matrice de ferrite
(Sec. 3.2.1). Nous avons alors étudié le rôle des lacunes et des interactions V -C dans les premiers instants
de la précipitation de ce carbure modèle (Sec. 3.2.2). Dans ce but, nous nous sommes appuyés sur le code
Monte Carlo développé par Dominique Gendt pendant sa thèse sur les carbures de niobium [108], code
que nous avons adapté à notre système en y ajoutant notamment la prise en compte de modèles d’in-
teraction complexes. La concentration stationnaire de lacunes dans un système maintenu hors équilibre
est élevée, ce qui amplifie les effets liés aux interactions V -C. Dans ce contexte, notre carbure modèle
cémentite-α a servi à explorer, via les simulations Monte Carlo, l’effet d’une sursaturation de lacunes sur
la répartition des atomes de solutés entre la solution solide et la phase précipitée (Sec. 3.3.1). Ces simu-
lations sont cependant difficiles à mener, ce qui nous a poussés à nous tourner une fois de plus vers des
méthodes analytiques de physique statistique. Celles-ci reposent nécessairement sur l’hypothèse d’équi-
libre local, d’où notre réflexion sur les conditions de validité de cette hypothèse (Sec. 3.4). Ces méthodes
analytiques (LTE, SCMF) nous apportent des informations précieuses sur des phénomènes considérés
de manière isolés (e.g. la variation des limites de solubilité en présence de lacunes) mais ne permettent
pas de traiter la complexité d’une solution solide plus réaliste au sein de laquelle de nombreux phéno-
mènes sont en compétition. Il est alors devenu nécessaire de quitter l’échelle atomique pour attaquer le
problème à l’échelle des amas. En collaboration avec Thomas Jourdan, nous nous sommes appuyés sur la
connaissance acquise au chapitre 2 (et notamment sur la définition des mobilités d’amas) pour repenser
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les équations de dynamique d’amas (cinétique chimique homogène) et y inclure notamment les couplage
de flux entre cellules de manière quantitative (Sec. 3.5).

Enfin, après avoir exploré les petits amas lacunes-solutés, nous nous sommes penchés sur les amas
de taille plus importante. Ce travail a été lancé en collaboration avec Estelle Meslin, Marie Loyer-Prost,
Frédéric Soisson et Fabrice Legendre qui ont observé des cavités dans du fer pur irradié au microscope
électronique en transmission, à température ambiante et au cours d’un recuit. Nous avons cherché à
comparer les formes d’équilibre ainsi observées aux prédictions de nos modèles d’interaction (Sec. 4.3.1),
et avons particulièrement étudié les variations de forme d’équilibre dues aux effets de température (Sec.
4.3.2) et à la nature discrète du réseau (Sec. 4.3.3). D’un point de vue cinétique, nous nous sommes
attachés à décrire, à partir de simulations Monte Carlo, les mécanismes d’évolution des cavités à l’échelle
atomique, à savoir la coagulation (Sec. 4.4.1), la migration (Sec. 4.4.2) et la dissolution (Sec. 4.4.3).
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Chapitre 1

Effets des amas VnXm sur la thermodynamique
d’une solution solide de Fer-α

Les métaux ne sont jamais purs ni parfaits car ils contiennent invariablement des impuretés et des
défauts structuraux. Ces défauts peuvent être ponctuels (lacunes et auto-interstitiels), linéaires (disloca-
tions), surfaciques (boucles de dislocation, joints de grains, surfaces libres) ou encore volumiques (ca-
vités, tétraèdres de faut d’empilement). Les formes et densités de ces défauts sont pour l’essentiel liées
à l’histoire du matériau et aux traitements thermiques par lesquels il est passé. La lacune est un défaut
de structure qui, contrairement aux autres, sera toujours présent, quelque soit la méthode d’élaboration
du système. Ce défaut d’équilibre correspond à l’absence d’un atome sur un site de la matrice, ce qui
augmente l’énergie interne du système car les atomes de fer voisins de la lacune perdent une partie de
leur énergie de cohésion. Cette déstabilisation est contrebalancée par l’entropie de configuration ainsi
créée : la concentration d’équilibre de lacunes est donc fonction de la température (cf. la démonstration
donnée dans l’annexe A). La présence d’impuretés dans le matériau est le résultat d’une contamination
par l’environnement extérieur et les concentrations d’impuretés sont typiquement de l’ordre de∼ 1 appm
(atomic part per million, ce qui correspond à une concentration atomique de 10−6) dans le fer de ultra-
haute pureté [288, 64, 196].

L’objectif de ce chapitre est de comprendre dans quelles conditions de température et de concentration
les amas de n lacunes et m solutés (VnXm) existent en solution solide en quantités suffisantes pour
affecter les propriétés thermodynamiques d’une solution solide de Fer-α. Le terme amas fait référence
à la présence simultanée de plusieurs constituants dans un volume local dont la distance caractéristique
est une fonction de la portée des interactions thermodynamiques entre ces constituants. Plus précisément
nous souhaitons éclaircir le rôle des lacunes sur les limites de solubilité des impuretés, i.e. le diagramme
de phase du système, et mettre en avant l’influence des impuretés sur la concentration totale de lacunes
en solution solide. Seules les impuretés (ou solutés) carbone, azote et oxygène ont été considérées dans
cette étude : X =C, N ou O, car ce sont des impuretés systématiquement rencontrées dans les alliages
base Fer. De plus, le C est un élément d’alliage de base des aciers, tandis que l’oxydation de surface
(systématique) du métal impose nécessairement une certaine concentration d’oxygène en solution solide.
L’azote se trouvant entre le carbone et l’oxygène dans le tableau périodique de Mendeleïev, il est un
élément de comparaison intéressant.

Pour répondre à ces questions, il faut connaître la force des interactions entre lacunes et solutés (Sec.
1.3.1) et disposer de méthodes statistiques adéquates pour connaître les différents amas envisageables
(Sec. 1.3.2), ainsi que leurs concentrations respectives en fonction de paramètres tels que la température

5



et les concentrations nominales d’impuretés (Sec. 1.4.1). Ces outils permettront finalement de calculer
les limites de solubilité des solutés en solution solide (Sec. 1.4.2) ainsi que les concentrations d’équilibre
de lacunes (Sec. 1.4.3).

1.1 Étude bibliographique

1.1.1 Interactions lacunes-solutés interstitiels : mesures expérimentales
La connaissance précise des propriétés cinétiques des lacunes est d’une importance capitale puisque

les espèces substitutionnelles migrent par mécanisme lacunaire, c’est-à-dire qu’elles se déplacent vers
un site inoccupé, créant ainsi une nouvelle lacune, comme si celle-ci s’était déplacée. Seulement, les
concentrations d’équilibre de lacunes dans le fer sont très faibles ([V ] ∼ 10−36 à T = 300 K), ce qui en
fait un objet très difficile à observer et caractériser expérimentalement de manière directe. Ainsi, diffé-
rentes méthodes de mesures indirectes ont vu le jour, notamment les expériences de recuit de résistivité.
Elles consistent à recuire un matériau hors d’équilibre depuis les basses températures où les processus de
diffusion sont trop lents pour être significatifs sur la durée de l’expérience. Au fur et à mesure que la tem-
pérature augmente, différents processus ont lieu, en fonction de l’énergie d’activation caractéristique qui
leur est attribuée. L’activation de ces processus peut être détectée de plusieurs manières. La comparaison
des résultats obtenus par différents groupes a très tôt donné des résultats dispersés, dispersion qui fut
attribuée à la différence de pureté des échantillons. Si cette conclusion était juste, cela signifiait que les
lacunes interagissait fortement avec les impuretés du matériau, et que les recuits de résistivité pouvaient
constituer un outil de choix pour caractériser ces interactions de manière fine.

Cependant, dès 1968, Johnson avait construit un modèle cinétique d’agglomération des lacunes lors
d’un recuit à partir d’équation de cinétique chimique homogène (rate theory), et ses simulations numé-
riques expliquaient que l’analyse des données isothermes ou isochrones des recuits ne permettait pas
toujours de dévoiler les mécanismes réels d’évolution sans ambiguïté [150]. Une décennie plus tard, Bal-
lufi écrivit une article de revue visant à dresser un bilan de l’état de compréhension des expériences de
recuits consécutifs à une trempe ou une irradiation basse température du matériau [14]. Il souligne la
difficulté d’obtenir des informations fiables, difficulté qui découle de la complexité et de la simultanéité
des phénomènes impliqués :

– les distributions de défauts créées lors de l’irradiation ou lors de la trempe, ainsi que leurs évolu-
tions au cours du recuit, ne sont pas connues ;

– la géométrie et la densité des puits de défauts évolue au cours du recuit, et l’efficacité des puits est
fonction de la température et de la sursaturation de défauts ;

– les propriétés thermodynamiques et cinétiques des défauts sont fonctions de la pureté du matériau
et sont également affectées par les champs élastiques à proximité des autres défauts et des puits ;

– enfin, l’hypothèse d’équilibre local n’est pas vérifiée en règle générale, sauf pour de faibles densités
de puits et des températures de recuit élevées.

Ces difficultés d’interprétation n’ont cependant pas freiné l’engouement des groupes de recherche pour
cette technique, mais ont donné lieu à des débats féroces dans les années 80 à propos de la caractérisation
des lacunes dans le fer-α. D’un côté, les partisans du “one-interstitial model” 1, qui attribuent le troisième

1. Dans le “one-interstitial model”, il est supposé que tous les auto-interstitiels migrent au cours du premier processus des
recuits de résistivité, principalement sous forme de dumbbell. Dans le “two-interstitial model”, il est supposé qu’une partie
des auto-interstitiels migre sous forme de crowdions lors du premier processus, et que l’autre partie des auto-interstitiels migre
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processus du recuit de résistivité à la migration des mono-lacunes. Ce processus intervient à T = 220 K,
ce qui permet d’attribuer à la lacune une énergie de migration Em (V ) = 0.55 eV. De l’autre côté, les
partisans du “two-interstitial model” pour qui c’est le quatrième processus du recuit qui correspond à la
migration des mono-lacunes. Ce processus apparaît à T = 520 K, soit Em (V ) = 1.30 eV. Au début de
ces débats, certains ont avancé que les contradictions observées résultaient probablement des différences
de pureté des échantillons étudiés, et de la forte sensibilité de la méthode aux interactions entre lacunes
et impuretés. Ce débat est donc à l’origine d’études expérimentales poussées sur l’interaction entre les
lacunes et les atomes de carbone, puis plus tard entre les lacunes et les atomes d’azote.

En 1980, Hautojärvi et al. étudient l’interaction V -C en utilisant la spectroscopie par annihilation
de positons (PAS pour Positron Annihilation Spectroscopy 2) pour détecter les différents processus qui
se succèdent pendant le recuit [123]. Trois échantillons de fer avec (respectivement[C] < 5, [C] = 50 et
[C] = 750 appm, et dans les trois cas [N ]< 5 appm 3) ont été irradiés aux électrons à basse température,
puis recuits. Une mesure du temps de vie moyen des positons est effectuée à chaque étape du recuit, ce
qui permet d’estimer la concentration et l’environnement local des défauts lacunaires dans le système.
D’après leur analyse, les paires V C sont formées lors du troisième processus (T = 220 K), par migration
des mono-lacunes qui sont ensuite piégées par les atomes de C. Ces paires restent sensibles au PAS,
mais le temps de vie des positons est plus faible que pour les lacunes isolées (160 psec, contre 175
psec pour une mono-lacune, et 115 psec dans le fer sans défauts). Cette donnée montre que l’atome
de C ne se trouve pas sur le site substitutionnel vide, mais dans une position décalée, de sorte que la
densité locale d’électrons dans la lacune augmente peu par rapport à une lacune isolée. Des expériences
complémentaires du même groupe attribuent le processus qui a lieu à T = 490 K à la disparition des
paires V C par dissociation des lacunes [307]. Cette température correspond à une énergie d’activation de
1.40 eV. L’énergie de dissociation d’une paire est considérée égale à la somme de l’énergie de migration
du constituant qui se dissocie (ici la lacune, Em (V ) = 0.55 eV) et de l’énergie de liaison. D’après ce
modèle, l’énergie de liaison de la paire V C est estimée à Ebt (V C) = 0.85 eV.

L’année suivante, Takaki et al. ont également étudié des échantillons de fer de différentes pureté
(respectivement[C] < 1, [C] = 15 et [C] = 67 appm) [288] . Les différents processus d’évolution de la
population de défauts sont cette fois détectés par modification de la résistivité électrique du matériau, qui
diminue lorsque les défauts disparaissent du matériau. Ils confirment le scénario précédent [123, 307]
mais trouvent une énergie de liaison V C plus élevée : Ebt (V C) = 1.10 eV.

Les recuits d’un matériau irradié à T = 77 K par des neutrons de fission (d’énergie supérieur à 0.1
MeV) ont été analysés par spectroscopie d’annihilation de positons et par suivi de l’évolution de la
résistivité électrique [124]. Un nouveau processus apparaît pour 140 K < T < 200 K, et est interprété
comme le réarrangements de petits amas de lacunes, formés à l’intérieur de la cascade d’irradiation,
puisque le contenu en C n’influence pas ce processus et que les lacunes ne sont pas encore mobiles à

sous forme de dumbbell lors du troisième processus.
2. Le principe d’une expérience de PAS est d’injecter des positons dans le matériau à partir d’une source radioactive.

On utilise généralement une source radioactive β+ de 22Na pour laquelle la création du positon s’accompagne de l’émission
simultanée d’un rayon gamme de 1.28 MeV. Les positons s’annihilent en rencontrant les électrons du métal, et cette réaction
produit deux photons γ d’une énergie proche de 511 keV. L’intervalle de temps qui sépare la création du positon et sont anni-
hilation (les deux instants étant repérés par la détection du rayonnement γ correspondant) est le temps de vie du positon dans
le métal. Un défaut lacunaire est une zone où la densité électronique locale est plus faible : le temps de vie du positon va donc
augmenter lorsque celui-ci rencontre une lacune. La mesure du temps de vie des positons apporte donc des renseignements
sur la concentration de lacunes dans le système. Celle-ci peut également se déduire de l’analyse de la distribution en énergie
des rayons γ (mesure par élargissement Doppler).

3. Ces concentrations de carbone et d’azote ont été mesurées par frottement interne.
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ces températures. Par la suite, d’autres travaux ont montré qu’il n’y avait pas de différences significatives
entre une irradiation aux neutrons de fission et une irradiation aux neutrons de fusion (énergie de 14
MeV) [205].

Toutes ces études se sont concentrées sur l’interaction entre les lacunes et les atomes de carbone.
Récemment, Nikolaev et al. ont réalisé de nouveaux recuits de résistivité sur des échantillons de fer
irradiés aux électrons de 5 MeV [236]. Ces échantillons contenaient quelques appm d’azote, et d’après
leur analyse, le pic de résistivité à T = 250 K, qui n’apparaît pas dans les échantillons Fe-C, doit être
attribué à la dissolution des paires V N, ce dont ils tirent une énergie de liaison très faible entre V et
N : Ebt (VN) = 0.10− 0.15 eV. Dans leur expérience, la dissociation des paires V C est attribuée au pic
de résistivité à T = 350 K, et l’énergie de liaison V -C ainsi obtenue est plus faible que les estimations
précédentes : Ebt (V C) = 0.35eV .

Une autre façon de créer une sursaturation de lacunes est de tremper le matériau depuis les hautes
températures. Par rapport à l’irradiation, on évite la formation d’auto-interstitiels, ce qui permet de sim-
plifier l’analyse des recuits. Seulement dans le fer, la trempe est limitée par la transition α→ γ à T =
1185 K (changement de structure cristallographique de la matrice de fer de cubique centré vers cubique
face-centré), ce qui limite grandement les sursaturations de défauts accessibles. Il semble que tous les
essais de trempe rapide de la phase δ (cubique centré, T > 1667 K) vers la phase α en essayant d’évi-
ter la phase γ aient échoué [269]. Seydel et al. ont réalisé une trempe d’un fer-α ferromagnétique de
haute pureté depuis T = 1030 K [269]. La différence de résistivité mesurée au cours de la trempe est
compatible avec une énergie de formation de lacunes de l’ordre de 1.59 eV. Ces auteurs utilisent alors la
valeur bien connue de l’énergie d’activation pour l’auto-diffusion du fer, QFe = 2.91±0.04 eV, issue des
mesures de coefficients de diffusion de traceurs de fer (e.g. [213]). Cette énergie d’activation est égale
à la somme de l’énergie de formation et de migration des mono-lacunes, ce qui permet d’en déduire :
Em (V ) = 1.26 eV, procédure déjà utilisée par Schaefer avec des résultats quantitativement semblables
[263]. Ils en concluent alors que la migration des mono-lacunes ne peut intervenir que dans le quatrième
processus qui apparaît lors des recuits de résistivité. Selon leur analyse, la dissociation des paires V C a
lieu à T = 680 K, ce qui implique 0.40 eV< Ebt (V C) < 0.70 eV. C’est là le cœur du débat autour de
l’énergie de migration des lacunes : l’énergie Em (V ) = 0.55 eV issue des analyses des recuits précédent
n’est pas compatible avec la valeur de QFe, puisqu’elle entraînerait une forte énergie de formation de
lacunes (∼ 2.36 eV), bien au-delà des mesures expérimentales (cf. § 1.1.5). Dans sa revue sur le sujet,
Seeger, utilise ce type d’argument pour obtenir, à partir des mesures d’énergie de formation de lacune,
Em (V ) = 1.23±11 eV [268].

1.1.2 Interactions lacunes-solutés interstitiels : modèles analytiques et calculs nu-
mériques

Suite à l’engouement général du début des années 80 pour les expériences de recuit qui permettaient
d’estimer l’énergie de liaison V -C, McLellan a été le premier à s’intéresser à l’impact de cette liaison sur
les propriétés thermodynamiques et cinétiques des solutés interstitiels et des atomes de matrices. Dans
les alliages Ni-C et Pt-C, l’accélération de la diffusion des atomes de matrice avec la concentration de
C a été attribuée aux paires V C qui seraient plus mobiles que les mono-lacunes. Dans le cas de γFe-C,
McLellan montre que l’accélération de l’auto-diffusion du fer est probablement due à un effet indirect :
l’insertion de solutés dans la solution solide créé une distorsion locale du réseau qui, pour des concen-
trations de solutés suffisantes, modifie les énergies de formation et de migration des mono-lacunes [210].
D’autre part, il propose un modèle thermodynamique de solution solide diluée dont les inconnues sont
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l’énergie de formation des lacunes et l’énergie de liaison de la paire V C [208] 4. L’énergie de formation
de lacunes est estimée d’après les données expérimentales de l’époque à 1.50 eV. Compte tenu des limites
de solubilité du C (plusieurs ordres de grandeur au-dessus des concentrations d’équilibre de lacunes), il
est supposé que ni l’énergie de formation du carbone, ni son coefficient de diffusion, n’est affecté par
les lacunes. Finalement, en tenant un raisonnement dans l’ensemble grand-canonique pour calculer la
concentration totale de lacunes en solution solide, McLellan trouve que la présence des atomes de C peut
augmenter la concentration totale de lacunes de 2 ordres de grandeur comparé au cas sans C, mais que
la faible mobilité des paires V C, liée à leur pré-supposée grande stabilité, n’implique pas d’accélération
du coefficient d’auto-diffusion du fer. Son modèle analytique permet de fournir un graphe donnant, en
fonction de la température et de la concentration nominale de C du système, la valeur de l’énergie de
formation apparente des lacunes à l’équilibre thermique dans un alliage Fe-C (Fig. 1.1). La comparai-
son entre ces courbes et les données issues des mesures par spectroscopie d’annihilation de positons lui
permet de conclure que Ebt (V C) < 0.75 eV. Ces développements contiennent tous les ingrédients phy-
siques nécessaires à une évaluation correcte de la concentration totale de lacunes à l’équilibre. Les seuls
reproches que l’on peut faire à ce travail sont donc liés à la paramétrisation du modèle (e.g. valeur de
l’énergie de formation de V dans le fer pur) et à l’hypothèse que tous les amas plus gros que la paire V C
sont en concentration négligeable à l’équilibre (par rapport à la concentration de la paire V C).

FIGURE 1.1 – Énergie effective de formation de lacunes en fonction de l’énergie d’interaction entre un
atome de C et une lacune. L’énergie effective de formation de lacunes s’écrit Ef (V ) = Ef (V )|Fe +

δE. Ef (V )|Fe = 1.50 eV est l’énergie de formation de lacunes dans le fer pur, et δE est la grandeur
représentée. Les traits pleins correspondent à une concentration nominale de carbone [C] = 3× 10−5.
Pour les traits pointillés, [C] = 1.5×10−4. Figure reproduite d’après la Réf. [208].

Les interactions lacunes-solutés interstitiels ont de nouveau suscité l’intérêt des groupes de recherche
dans les années 2000, lorsque les développements théoriques et informatiques ont permis de calculer
ces interactions ab initio [72]. La grande stabilité de l’amas V C2, due à la liaison covalente entre deux
atomes de C proches d’une lacune de fer, a encouragé l’étude des amas VnXm plus gros que les paires

4. Lomer a été le premier à proposer une expression de la concentration d’équilibre de lacunes dans un alliage binaire
dilué, sous l’hypothèse que les lacunes sont soit isolées, soit sous forme de paire avec un soluté substitutionnel [194]. Dorn et
al. ont ensuite poussé le calcul plus loin en considérant que plusieurs atomes de solutés pouvaient être liés à une lacune [75].
Enfin Bérces et al. ont encore raffiné cette description en prenant en compte les différentes configurations envisageables pour
un nombre donné de solutés substitutionnels autour d’une lacune [28]. Le modèle utilisé par McLellan est simplement une
généralisation de ces approches aux solutés interstitiels [210, 208].
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[72, 99, 243]. Först et al. ont ainsi calculé ab initio les énergies de liaison d’amas VnCm avec n= 1,2 et
1<m< 6 [94] , tandis que Fu et al. ont analysé ces mêmes amas, cette fois pour 0< n< 4 et 0<m< 4
[99, 154]. Domain et al. ont traité les interactions des solutés C et N avec la lacune, mais ont limité leur
études aux amas plus petits que V X3 [72], tandis qu’Ohnuma et al. ont étendu ces calculs jusqu’aux
amas V X6 [237]. Ces deux études montrent que C et N interagissent avec la lacune de façon similaire.
L’oxygène semble avoir une énergie d’interaction beaucoup plus forte avec la lacune que C ou N, ce
qui a été mis en avant par Fu et al. qui, d’après leurs calculs ab initio, ont identifié des configurations
particulièrement stables d’amas V2O et VO2 [96]. Ce résultat a été confirmé deux ans plus tard par Jiang
et al. [147].

Le développement des méthodes ab initio permet donc de paramétrer des simulations à l’échelle ato-
mique ou à l’échelle des amas, et c’est ainsi qu’apparaissent les premières modélisations réalistes des
expériences de recuit de résistivité. En 2004, Fu et al. réalisent des simulations de Monte Carlo cinétique
sur évènements (EKMC) d’un recuit de résistivité dans du fer pur irradié aux électrons à basse tempé-
rature [98]. Les paramètres d’entrée du modèle, i.e. les énergies de liaison et de migration des amas de
lacunes et d’auto-interstitiels ont été calculés ab initio. Ces simulations permettent de connaître à chaque
instant la population de défauts dans le système, et ainsi de valider ou non les scénarios expérimentaux.
Ces auteurs confirment l’attribution du troisième processus du recuit à la migration des lacunes, même
si celui-ci intervient pour une température plus élevée que dans l’expérience (Em (V ) = 0.67 eV). Ils
mettent en avant la contributions des amas V2, V3 et V4 qui sont créés en concentrations non-négligeables
au cours de ce troisième processus, par migration des mono-lacunes. Ces amas ne font pas apparaître de
nouveau processus car d’après les calculs ab initio, ils sont plus mobiles que les lacunes et disparaissent
aux mêmes températures que celles auxquelles ils sont créés. Le même groupe a ensuite montré que des
résultats similaires étaient obtenus en utilisant la dynamique d’amas (qui n’inclut pas les corrélations spa-
tiales) plutôt que les simulations EKMC [59]. Les deux méthodes sont ensuite combinées pour simuler
les recuits de résistivité dans les alliages Fe-C [154]. Pour ce qui est de la prise en compte des interactions
entre lacunes et solutés, seuls les amas VnCm (0 < n < 4, 0 <m < 4) sont inclus dans ces simulations,
et sont tous supposés immobiles (excepté pour la mono-lacune et le carbone isolé). Leurs énergies de
liaison sont également calculées ab initio. Ils montrent ainsi que le troisième processus du recuit (T =
220 K expérimentalement) est attribué à la dissociation des paires IC (où I est un auto-interstitiel de fer)
ainsi qu’à la migration de la mono-lacune, et que c’est dans cet intervalle de température que les paires
V C se forment. La formation des amas V C2 entraîne un autre pic de résistivité à T = 340 K, en accord
avec l’expérience.

La majorité des études ab initio d’énergies de liaisons d’amas sont des études de structure électro-
nique, à partir desquelles on peut tirer quelques conclusions thermodynamiques qualitatives. Ces données
sont rarement utilisées en tant que paramètres d’entrées de modèles de physique statistique. En plus des
exemples ci-dessus, citons le travail de Först et al. qui ont calculé ab initio 21 configurations d’amas
VnCm de différentes tailles, afin de les insérer dans un modèle de solution solide diluée pour obtenir
les distributions d’équilibre des différents amas [94]. Deux cas sont traités : soit la concentration de
mono-lacunes [V ]|mono est fixée à sa valeur d’équilibre dans le fer pur, soit c’est la concentration totale
de lacunes [V ]|tot qui est imposée. Le résultat le plus marquant de cette étude est l’augmentation de la
concentration totale de lacunes en solution solide de 15 ordres de grandeur (par rapport au matériau sans
C) pour une concentration nominale de C [C] = 1% à T = 433 K. Ce résultat reste basé sur l’hypothèse
forte que les lacunes se mettent à l’équilibre vis-à-vis d’une très forte sursaturation de C (5 ordres de
grandeurs par rapport à la limite de solubilité à cette température) qui ne précipite pas. Ce phénomène
d’augmentation spectaculaire de [V ]|tot en présence de solutés a été mis en avant dans d’autres systèmes,
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e.g. avec le soluté H dans Fe et Ni [290, 281, 101] ou avec C dans W [192, 193].
En 2012, des zones d’ombres subsistent à propos de l’énergie de liaison d’une paire V C : les diffé-

rents codes ab initio donnent des résultats disparates qui varient entre 0.41 et 0.65 eV en fonction des
approximations et formalismes utilisés [99]. Les expériences des années 60 et 80 donnaient déjà des
variations du même ordre : 0.41 eV < Ebt (V C)< 0.85 eV [10, 307]). De plus, le débat concernant l’in-
terprétation des expériences de recuits ne semble pas clos : Terentyev et al. ont simulé des recuits de
résistivité en combinant calculs ab initio et simulations Monte Carlo Orientées Objet, et discutent diffé-
rentes paramétrisations [293]. Ils concluent que l’énergie de liaison V C correcte est Ebt (V C) = 0.64 eV,
et que l’énergie de migration de la mono-lacune est Em (V ) = 0.55 eV, car cette paramétrisation permet
de reproduire les résultats expérimentaux [307]. Il n’expliquent toutefois pas l’origine de la différence
avec les résultats des calculs ab initio qui pour la plupart donnent Em (V )' 0.67 eV.

Une alternative à l’utilisation des calculs ab initio pour le calcul des énergies de liaison d’amas VnXm

est le développement de potentiels semi-empiriques. L’avantage incontestable se situe au niveau de la
rapidité des calculs, qui permet d’une part d’atteindre des tailles d’amas beaucoup plus importantes que
celles accessibles ab initio, et d’autre part de réaliser une évaluation à la volée de ces énergies, par
exemple lors d’une simulation Monte Carlo. Évidemment cette rapidité de calcul se fait aux dépends
de la précision des résultats. Á notre connaissance, il n’existe pas de potentiel d’interaction qui ait été
dédié à l’étude de la solution solide et qui reproduise les énergies de liaison lacunes-solutés ab initio avec
une précision satisfaisante. Johnson développa le premier potentiel semi-empirique pour l’alliage Fe-C
dans les années 60 [149]. D’importants efforts ont été fournis pour améliorer ce potentiel, et reproduire
notamment les énergies d’interaction V -C. En 2007, deux potentiels de type EAM (Embedded-Atom
Method) sont publiés pour ce système [21, 177]. Ces potentiels reproduisent certaines caractéristiques
des petits amas VnXm, mais ils sont incapables de générer l’interaction covalente qui existe entre deux
atomes de C proches d’une lacune, car le potentiel est mathématiquement sphérique, alors qu’une liaison
covalente est directionnelle. Ainsi, ce type de potentiel sous-estimeEbt (V C2) d’environ 1 eV par rapport
aux données ab initio [21]. Ceci est un inconvénient important puisqu’il a été montré par Först et al. que
l’amas V C2 fait partie des amas prédominants dans la solution solide [94]. Le potentiel de Lau et al.
est ajusté en partie sur l’énergie de liaison ab initio de cette configuration particulière. Elle est donc
correctement évaluée, mais la plupart des énergies de liaison de petits amas prédites par ce potentiel
diffèrent des résultats ab initio de 0.2 à 0.8 eV [177], ce qui pourrait impacter les distributions d’équilibre
d’amas de manière significative. En 2008, Hepburn et al. publient un nouveau potentiel EAM auquel un
terme de liaisons covalentes est ajouté [127]. Ce potentiel est également ajusté sur les données ab initio.
Terentyev et al. [295] ont effectué la comparaison entre ce potentiel [127] et ceux de Johnson [149]
et Becquart [21]. En particulier, deux configurations de l’amas V C2 sont distinguées, la configuration
“linéaire” et la configuration “adjacente”, qui est légèrement moins stable d’après [127], à l’inverse de
ce que prédisent les calculs ab initio. Pour former cette configuration “adjacente” depuis une paire V C,
le potentiel de Hepburn prédit une énergie de réaction de 0.12 eV, bien inférieure à la valeur ab initio
de 0.77 eV. Cela signifie que la liaison covalente C-C n’est pas assez forte dans le potentiel de Hepburn.
Á notre connaissance, il n’existe donc pas de potentiels semi-empiriques publiés pour le système Fe-C
qui soient capables de reproduire les énergies de liaison des amas VnCm avec une précision proche des
calculs ab initio. Ces potentiels ne semblent donc pas être indiqués pour une étude quantitative de la
solution solide de fer-α.
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1.1.3 Modèles d’Ising et techniques d’exploration de l’espace configurationnel
Afin de quantifier l’impact des amas VnXm sur les propriétés thermodynamiques de la solution solide

de fer, il est nécessaire d’identifier les structures les plus probables de ces amas. Les problèmes d’opti-
misation de structure peuvent se scinder en deux catégories : l’exploration de l’espace configurationnel
et l’affinage de position [297]. La première catégorie vise à affecter les différents constituants du sys-
tèmes à des sites atomiques, tandis que la deuxième catégorie permet de relaxer localement la position
de ces atomes, localement signifiant autour du site auquel ils ont été affectés. Pour cette deuxième étape,
les calculs ab initio ou les simulations de dynamique moléculaire (à condition de disposer d’un poten-
tiel d’interaction réaliste) sont des méthodes de choix. Pour ce qui est de l’exploration de l’ensemble
des configurations du système [183, 138], elle s’effectue généralement en s’appuyant sur un Hamiltonien
d’Ising sur réseau, initialement proposé pour traiter la mise en ordre magnétique, mais formellement équi-
valent à un alliage binaire (et généralisable aux alliages multi-composants). Dans un tel modèle, chaque
atome réside sur un site d’un réseau, ce qui discrétise l’espace configurationnel et facilite ainsi son explo-
ration. Précisons que le modèle d’Ising consiste à projeter de manière unique un certain nombre d’états
microscopiques réels de l’alliage vers un état d’Ising qui les décrit en moyenne. On réalise ainsi une
surjection entre les deux ensembles, et les états microscopiques (espace continu) sont répartis en groupes
qui ont tous la même configuration d’Ising (espace discret) [44]. Ainsi le modèle d’Ising ne traite pas
explicitement les relaxations de position atomique mais cette relaxation peut être prise en compte de ma-
nière effective (au moins dans une certaine mesure) car les interactions entre atomes situés sur les nœuds
du réseau sont ajustées sur des données énergétiques de référence (e.g. ab initio, dynamique moléculaire,
expériences) pour lesquelles les positions atomiques sont relaxées. La modélisation du système sur un ré-
seau facilite donc l’exploration des différentes configurations du système, mais une énumération directe
n’est en pratique pas possible car, pour un alliage à deux constituants répartis sur Ns sites, le nombre de
configurations possibles est de l’ordre de 2Ns .

Une possibilité est de réduire arbitrairement la taille du système pour que l’énumération directe soit
faisable en des temps raisonnables. Cette réflexion s’appuie sur l’invariance par translation d’un cristal
et peut être utile par exemple pour le calcul du diagramme de phase d’un système [86, 297]. Ce type de
méthode n’est cependant pas adapté à la recherche des configurations stables d’amas pour lesquelles il
n’y a pas invariance par translation.

Les méthodes stochastiques de type Monte Carlo ont pour vocation de réduire l’exploration aux seules
configurations prépondérantes du système, afin que la configuration la plus stable puisse être obtenue
dans des temps de calcul raisonnables [176]. Cette exploration réduite n’a de sens que si l’on dispose
d’une technique d’échantillonnage qui permet d’identifier les configurations d’intérêt. Diverses tech-
niques d’échantillonnage ont été développées au fil des ans :

– l’algorithme Metropolis [220] qui réalise une marche aléatoire du système dans l’espace configu-
rationnel où le rapport des probabilités de deux configurations voisines est donné par la différence
d’énergie entre ces configurations (cf. § 1.2.1.1) ;

– la méthode de recouvrement des distributions de probabilités qui utilise l’échantillonnage Metro-
polis mais s’appuie sur le fait qu’il est plus facile de calculer des différences d’énergie libre plutôt
que des énergies libres d’amas [141, 245] ;

– l’algorithme de Wang-Landau qui, pour éviter le piégeage du système dans un état métastable
d’un paysage énergétique très hétérogène, réalise une marche aléatoire dans l’espace formé par les
énergies libres d’amas de taille donnée mais de géométries différentes [319, 320]. La probabilité de
chaque énergie est alors donnée par l’inverse de sa densité d’état. Avec une telle loi de probabilité,

12



l’histogramme de probabilité d’apparition de chaque énergie doit être plat. L’algorithme cherche
donc à créer cet histogramme plat, ce qui permet alors de reconstruire les densités d’états associées
à chaque énergie du système.

Les algorithmes génétiques se sont beaucoup développées au cours des dernières années et apportent
une alternative aux méthodes Monte Carlo [68, 156]. À partir d’une configuration d’amas, l’idée est
d’appliquer un mélange de transformations déterministes (“crossover”) et stochastiques (“mutations”)
pour générer de nouvelles configurations. Les configurations initiales de la procédure d’optimisation
sont en général choisies de manière aléatoire pour ne pas biaiser la procédure [151]. À noter que ces
algorithmes sont faits pour trouver le minimum global d’un paysage énergétique. Il existe cependant des
techniques pour trouver les configurations métastables, i.e. les minima locaux d’énergies libres d’amas.
L’algorithme doit cependant être lancé une fois pour chaque configuration métastable voulue.

Une fois l’énergie de chaque amas connue, il faut encore utiliser des méthodes de physique statis-
tique pour en déduire l’énergie libre totale du système. Dans nos travaux, nous nous sommes intéressés
exclusivement aux solutions solides diluées, car les lacunes et les solutés interstitiels se trouvent tous
deux en concentration faible (≤ 0.1%) dans le matériau. Pour les solution infiniment diluées (seule la
paire lacune-solutés et les monomères sont considérés), Lomer fut le premier à proposer une expression
de la concentration de paires dans le système [194]. Son modèle a plus tard été généralisé aux amas
contenant plusieurs solutés dans différentes configurations [28]. Une expression rigoureuse de l’énergie
libre du système à partir des configurations d’amas peut être obtenue par un développement basse tem-
pérature (LTE pour Low-Temperature Expansion), technique qui sera largement utilisée et discutée dans
la suite du document [76]. De plus cette méthode permet d’étudier des systèmes avec des concentrations
de l’ordre de quelques pourcents, et elle est formellement généralisable aux systèmes multi-composants.
La difficulté dans l’utilisation des LTE réside en deux points : tout d’abord, il faut connaître l’énergie des
configurations les plus stables des amas, ce qui peut a priori être obtenu avec une des méthodes citées
ci-dessus ; ensuite, il faut connaître la multiplicité géométrique de chaque amas (i.e. le nombre de confi-
gurations énergétiquement équivalentes), ce qui est loin d’être trivial. Cette entropie de configuration de
chaque amas peut modifier de manière significative l’énergie libre des amas, comme cela a été montré par
Posselt en étudiant la croissance de précipités de cuivre dans le fer [251]. Posselt a obtenu les entropies
configurationnelles d’amas à partir d’un algorithme Wang-Landau [320, 319]. Il existe aussi des méthodes
analytiques : Sykes et al. ont publié une série de papiers dans les années 60-70 qui visaient à établir des
expressions des multiplicités géométriques d’amas dans différents cristaux (e.g. [287, 285, 286]). Ces
expressions n’ont été établies que pour un Hamiltonien d’Ising de paires 1ers voisins. La généralisation
de ces expressions équivalentes à un Hamiltonien plus compliqué représenterait un travail conséquent.

1.1.4 Limites de solubilité des solutés C, N et O dans la ferrite
Le diagramme de phase Fe-C est depuis des siècles un sujet d’intérêt puisqu’il est d’une importance

technologique vitale pour la fabrication des aciers. La microstructure des aciers est dépendante de la
limite de solubilité du carbone en solution solide, qui fixe la force motrice de précipitation des atomes
de carbone dans le fer et conditionne ainsi la réaction du système aux divers traitement thermiques. La
première difficulté rencontrée dans la mesure de ce diagramme de phase se rapporte à la phase qui est en
équilibre avec la solution solide. Thermodynamiquement, l’équilibre à prendre en compte pour calculer
la limite de solubilité de C dans Fe est l’équilibre avec le graphite. En pratique, cette phase est difficile
à former (sauf en surface de l’échantillon où la transformation n’est plus cinétiquement bloquée par la
différence de structure cristallographique entre le graphite et la ferrite), si bien que les métallurgistes
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se sont beaucoup intéressés à l’équilibre avec un carbure métastable, la cémentite (Fe3C). Il existe bien
d’autres phases susceptibles d’apparaître en fonction de l’historique de l’acier, par exemple les carbures
ε et χ ou encore la martensite [48, 113]. Différentes techniques ont été mises en œuvre pour mesurer
les limites de solubilité de C dans Fe, e.g. frottement interne (e.g. [186]), couples de diffusion [119],
pouvoir thermoélectrique [216]. D’après Hasebe et al. la transition magnétique du fer provoque une légère
déviation de la limite de solubilité de C par rapport à une loi d’Arrhénius (inférieure à un facteur 2) [119].
Une étude plus récente a montré que les limites de solubilité de C n’étaient pas modifiées par la présence
de Mn, Cr ou Al dans le matériau, mais que la présence de Si et P les augmentait [258]. L’article de Merlin
et al. contient, à notre connaissance, la revue la plus récente des données sur le sujet [216]. Les propriétés
de mise en solution de C dans le fer et leur évolution avec la température ont été activement étudiées
récemment, grâce aux développements des méthodes ab initio qui sont maintenant capables de calculer
différentes contributions entropiques du système (électronique, magnétique, vibrationnelle) [115, 66].
Ces auteurs étaient principalement intéressés par l’évolution en température de la capacité calorifique et
il n’y a pas eu de tentative, du moins à notre connaissance, de relier ces données aux mesures de limites
de solubilité du C.

La partie riche en fer du diagramme de phase Fe-N est bien connue expérimentalement, et le point
triple (T = 865 K, [N] = 0.004) bien établi [326]. La première phase en équilibre avec la solution solide est
un nitrure de fer de stœchiométrie Fe4N jusqu’à T = 865 K. Il se décompose ensuite en Fe-α et Fe-γ, car
l’azote est un élément qui stabilise la phase γ du fer. Le nitrure Fe4N présente une transition magnétique
à T = 753 K, mais les limites de solubilité de N dans la ferrite ne dévient pas de leur comportement
arrhénien. La Fig. 1.2 montre la partie riche en fer des diagrammes de phase Fe-C et Fe-N.

a) b)

FIGURE 1.2 – Limites de solubilité expérimentales pour le système Fe-C (a) et Fe-N (b). Figures sont
reproduites d’après la Réf. [119] pour le diagramme de phase Fe-C (a), et d’après la Réf. [326] pour le
diagramme de phase Fe-N (b).

Contrairement aux deux solutés précédents, les limites de solubilité de l’oxygène dans la ferrite sont
très mal connues car très faibles et difficiles à mesurer [116]. Le Tableau 1.1 présente une compilation de
quelques résultats expérimentaux qui ne fait pas apparaître de tendance claire d’évolution de ces limites
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de solubilité avec la température [116, 273, 284, 282, 327]. Une difficulté supplémentaire d’analyse des
résultats est due à la modification, avec la température, de l’oxyde en équilibre avec la solution solide.
À basse température, c’est la magnétite Fe3O4 qui est l’oxyde le plus stable, tandis qu’à haute tempé-
rature c’est la wüstite FeO qui est plus stable. La transition s’effectue à T = 827-850K [282, 327]. Les
stœchiométries des oxydes présentent d’ailleurs de légères variations avec la température : la magnétite a
une stœchiométrie comprise entre Fe0.724O et Fe0.751O, et la wüstite a une stœchiométrie comprise entre
Fe0.832O et Fe0.953O [327].

[O]|sol - [appm] 0.21 24 21 24 13

T - [K] 832 973 1123 1153 1154

Référence [282] [273] [273] [273] [284]

TABLE 1.1 – Compilation de quelques données expérimentales des limites de solubilité de l’oxygène
dans la ferrite.

1.1.5 Énergie de formation des lacunes dans le fer
Une des premières méthodes fiables de mesure des concentrations de lacunes dans un matériau est la

méthode de dilatométrie différentielle, développée par Simmons et Baluffi, et appliquée avec succès dans
l’Aluminium en 1960 [274]. Elle consiste à mesurer simultanément, au cours d’un recuit, la variation
relative du volume macroscopique du matériau et la variation relative de son paramètre de maille (par
diffraction aux rayons X). Les lacunes sont des défauts ponctuels qui a priori affectent peu le paramètre
de maille de la matrice. Ainsi, la différence entre ces deux mesures donne accès au nombre de sites vides
créés au cours du recuit, et donc à la concentration de lacunes. Celle-ci doit être supérieure à∼ 10−5 pour
induire une variation relative de volume macroscopique mesurable. Malheureusement, cette procédure
n’est pas applicable dans le fer à cause de la transition α→ γ à T=1185 K, température qui est trop faible
pour avoir des concentrations de lacunes suffisantes.

Le Tableau 1.2 présente une compilation des mesures expérimentales d’énergies de formation de
lacunes dans le fer-α.
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EfF (V ) EfP (V ) [C] [N] [O] Méthode Réf.

[eV ] [eV ] [appm] [appm] [appm]

1.60±0.15 1.53±0.15 ≤ 1.0 ≤ 1.0 - PAS DB [263]

- 1.40±0.10 56 40 385 PAS CCR [164]

- 1.60±0.10 ≤ 10 PAS CCR [206]

2.00±0.20 1.79±0.10 ≤ 1.0 ≤ 0.2 ≤ 0.5 PAS DB [64]

1.70±0.10 - 0.1 2.8 11 µ+SR [196, 102]

1.59 - ≤ 0.5 ≤ 0.4 5.0 Quenching [269]

TABLE 1.2 – Différentes mesures d’énergie de formation de lacunes Ef (V ) dans le fer-α. L’indice F ou
P spécifie si la mesure est réalisée dans le fer ferromagnétique ou paramagnétique. [X] est la concentra-
tion nominale de l’impureté X dans l’échantillon. PAS : Spectroscopie d’annihilation de positons / DB :
élargissement Doppler / CCR : mesure de temps de vie / µ+SR : rotation de spin de muons.

Nous détaillons deux de ces expériences, qui seront discutées et ré-interprétées dans la Sec. 1.4.3.
En 1983, De Schepper et al. ont effectué une analyse remarquable des mesures d’énergie de for-

mation de lacunes par spectroscopie d’annihilation de positons (PAS) dans le fer-α ferromagnétique et
paramagnétique [64] .

La concentration de lacunes étant faible dans le matériau, elle est difficilement détectable par PAS,
notamment dans la phase ferromagnétique. Ces auteurs ont donc eu l’idée de doper l’échantillon en
carbone pour augmenter la concentration totale de lacunes dans le matériau, profitant ainsi de la sensibilité
des positons aux paires lacunes-solutés. Cette sensibilité avait été mise en évidence expérimentalement
par Hautojarvi [123], et a été confirmée récemment par des calculs ab initio [294]. Trois niveaux de
concentration ont été étudiés, [C] =1 appm, [C] =50 appm et [C] =750 appm, ces concentrations étant
mesurées par frottement interne ou par résistivité résiduelle.

L’analyse de De Schepper et al. prend en compte la variation de l’énergie de formation des lacunes
avec la mise en ordre magnétique du système en s’appuyant sur un modèle magnétique [264]. Pour les
positons, trois états de piégeage sont considérés :

– le positon interagit avec les atomes de fer du volume et cette contribution augmente avec la tempé-
rature de manière linéaire à cause de l’expansion thermique de la matrice qui a pour effet de réduire
la densité électronique en chaque point de l’espace ;

– le positon peut être piégé dans les lacunes libres, et cette contribution est proportionnelle à la
concentration de lacunes isolées, [V ]|mono = exp

(
−Ef (V )/kBT

)
;

– le positon peut également être piégé dans les paires V C, et cette contribution est proportionnelle
à leur concentration qui, à concentration de C dans la solution solide fixée, est proportionnelle
à exp

((
−Ef (V ) +Ebt (V C)

)
/kBT

)
. Précisons que la limite de solubilité du C est également

prise en compte [48]. Thermodynamiquement, le C précipite à basse température, ce qui réduit la
concentration de C en solution solide.

La Fig. 1.3 montre l’évolution du paramètre S (lié à la concentration de défauts lacunaires) en fonction
de la température. La courbe verte représente l’augmentation linéaire de S qui est due à la dilatation
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thermique de la matrice. Pour un échantillon de fer pur, l’effet des lacunes n’est donc pas visible dans
le fer ferromagnétique (T < TC , où TC = 1043 K est la température de Curie à partir de laquelle le fer
devient paramagnétique). Dans l’échantillon dopé à 750 appm de carbone, l’effet des lacunes (écart du
paramètre S à la courbe verte) est visible dès T = 900 K. D’après la courbe dans le fer pur, on peut dire
que cette augmentation du paramètre S est majoritairement due au piégeage des positons dans les paires
V C.

FIGURE 1.3 – Évolution du paramètre S (lié à la concentration de lacunes dans le matériau) en fonction
de la température pour un échantillon de fer pur et un échantillon de fer dopé à [C] = 750 appm. La
courbe verte montre l’augmentation linéaire de S qui est due à la dilatation thermique de la matrice de
fer. Figure reproduite d’après la Réf. [64].

Leur analyse théorique des résultats de PAS est bien plus développée que celle des travaux précédents.
En ajustant leurs paramètres libres sur l’expérience à [C] =50 appm, ils obtiennent EfF (V ) = 2.00±0.20
eV pour la phase ferromagnétique, une valeur plus élevée que les travaux précédents (e.g. [263]) et
tout à fait compatibles avec les résultats des calculs ab initio à T = 0 K : EfF (V ) = 2.10± 0.10 eV
[71, 278, 195, 157, 20, 69, 219]. Sans prise en compte du troisième état de piégeage (paire V C), ils
obtiennent une valeur “effective” plus faible et qui est cohérente avec les travaux de leurs prédécesseurs :
EfF (V ) = 1.56± 0.10 eV. Ainsi, négliger les paires V C dans l’analyse des résultats de PAS revient à
sous-estimer l’énergie de formation de lacunes dans le fer pur, car à l’équilibre thermique, les atomes de
carbone stabilisent les lacunes en solution solide. Leurs paramètres ajustés permettent de reproduire les
résultats de l’échantillon à [C] =750 appm, ce qui donne confiance dans les résultats. De leur procédure
d’ajustement, ils déduisent l’énergie de liaison V -C : Ebt (V C) = 0.65 eV dans le fer paramagnétique,
et Ebt (V C) = 1.00 eV dans le fer ferromagnétique. Cette valeur est cependant plus élevée que celles
obtenues par calculs ab initio dans le fer ferromagnétique à T = 0 K : 0.41 ≤ Ebt (V C) ≤ 0.65 eV
[99, 293].

La seconde mesure d’énergie de formation de lacunes dans le fer ferromagnétique que nous détaillons
a été réalisée par rotation de spin de muons 5 [102]. Lorsqu’un muon rencontre une lacune, la cohérence

5. La création de muons nécessite de bombarder une cible avec un faisceau de protons accélérés à une énergie de l’ordre
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de la précession du spin est perdue et c’est cette décohérence qui est mesurée puis reliée à la concentra-
tion de lacunes dans le système [107]. D’après Arrott, si la température est suffisamment haute pour que
le muon puisse diffuser dans la matrice, sa fréquence de précession sera également altérée par les dislo-
cations et les solutés [11]. La quantité physique mesurée lors de cette expérience est un taux de relaxation
transverse, qui est proportionnel à la concentration totale de lacunes [V ]. Comme pour les expériences
de PAS, cette méthode requiert donc un modèle qui prend en compte les différents états de piégeage des
muons afin de pouvoir calculer EfF (V ). Fürderer et al. adoptent une modélisation à deux états de pié-
geage : les muons peuvent soit diffuser dans la matrice, soit rencontrer des lacunes. La mesure du taux
de relaxation transverse Γ est effectuée entre 925 K et 1000 K, car en dehors de cet intervalle certains
paramètres inconnus du modèles deviennent non-négligeables (notamment la contribution des impuretés
et des inhomogénéités de température au taux de relaxation transverse) [102]. La Fig. 1.4 montre une
courbe d’évolution du taux de relaxation transverse Γ avec la température. Cette courbe est quasiment
linéaire pour 925 K < T < 1000 K, ce qui est cohérent avec la modélisation à deux états de piégeage, et
permet d’obtenir EfF (V ) = 1.70±0.10.

FIGURE 1.4 – Évolution en température du taux de relaxation transverse pour T < TC . Figure reproduite
d’après la Réf. [102].

de 600 MeV. Les protons ainsi accélérés interagissent avec les protons et les neutrons des noyaux de la cible, formant ainsi
des pions π+ qui se désintègrent ensuite en muons µ+ et neutrinos. Après un temps de vie d’environ 10 µs les muons se
désintègrent spontanément en émettant un positon qui peut être détecté, et dont la direction d’émission dépend de l’orientation
du spin du muon au moment de sa désintégration. Lorsque le matériau est plongé dans un champ magnétique extérieur
uniforme, le spin du muon précesse autour de ce champ magnétique avec une fréquence caractéristique de l’environnement
du muon. La variation de la fréquence de précession indique donc le piégeage du muon dans un défaut lacunaire, où le champ
magnétique local est différent puisque la contribution des atomes de fer ferromagnétiques est réduite. Ce schéma expérimental
correspond au TR-µSR (rotation de spins de muons en relaxation transverse).
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1.1.6 Bilan de l’étude bibliographique
Cette synthèse bibliographique met en avant que les observations expérimentales ne sont qu’indirec-

tement liées aux propriétés thermodynamiques des petits amas lacunes-solutés interstitiels dans le fer-α.
Cela implique que l’interprétation de ces expériences est sujette à débat, puisqu’elle dépend des modèles
théoriques utilisés. Les recuits de résistivité présentent un exemple typique d’expérience difficile à mo-
déliser, car elle mêle thermodynamique et cinétique, le tout dans un matériau hors d’équilibre. Il devient
alors important de développer des modèles théoriques et/ou numériques fiables, en essayant de maîtri-
ser au mieux les hypothèses simplificatrices qui sont formulées. Cette démarche doit être secondée par
une étude portant sur la paramétrisation de ces modèles, et nous avons montré que des données pourtant
très basiques sont (très) mal connues expérimentalement, typiquement l’énergie de formation de lacunes
dans le fer pur et les limites de solubilité de C et N à basse température, ainsi que celles de O sur tout
l’intervalle de stabilité du fer-α. C’est ainsi que nous avons souhaité aborder le calcul de ces données
de base selon un angle nouveau, à savoir en fournissant une description aussi précise que possible de
la solution solide de ferrite et des amas lacunes-solutés qui s’y trouvent. La réalisation de cet objectif a
notamment nécessité le développement de nouveaux outils de physique statistique, spécifiques à l’étude
d’une solution solide diluée comprenant plusieurs espèces très diluées mais avec des interactions forte-
ment attractives entre elles.

1.2 Méthodes

1.2.1 Simulations Monte Carlo à l’échelle atomique
Dans une simulation Monte Carlo (MC), on attribue une probabilité de succès à chaque évènement

susceptible de modifier le système. Ces probabilités sont alors comparées à un nombre aléatoire qui dé-
termine la réalisation ou la non-réalisation de chaque évènement. Le système évolue donc de manière
stochastique. Cette technique de simulation possède de nombreuses applications, des matériaux à la chi-
mie en passant par l’économie et la médecine [176]. La condition de bilan détaillé entre un évènement
et l’évènement “inverse” (i.e. qui annule le premier) implique que le système évolue en moyenne vers
un état macroscopique unique. Dans les solides que nous étudions, le système évolue par la diffusion
d’atomes. Le taux de succès de la transition qui fait passer le système de la configuration i à la confi-
guration j est relié à la fréquence de saut Wi→j . Le taux de succès de l’évènement inverse (qui ramène
le système depuis la configuration j vers la configuration i) dépend lui de la fréquence Wj→i. Ces deux
fréquences sont reliées par le bilan détaillé, ce qui garantit la convergence de la simulation vers un état
stationnaire (qui en l’absence de biais introduit par une force extérieure au système correspond à l’état
d’équilibre thermodynamique) :

piWi→j = pjWj→i, (1.1)

avec pi la probabilité que le système se trouve dans la configuration i. Nous présentons deux types
d’algorithmes classiques que nous avons utilisé : le Metropolis (Sec. 1.2.1.1) et le temps de résidence
(Sec. 1.2.1.2).

1.2.1.1 Algorithme Metropolis

L’algorithme Metropolis [220] permet de faire des simulations MC car il attribue à chaque configura-
tion du système une probabilité qui est fonction de son énergie. De cette façon, l’algorithme réalise une
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exploration biaisée de l’espace des configurations, qui en théorie se limite essentiellement aux configu-
rations les plus stables du système, i.e. celles qui ont un poids thermodynamique important. Soit {Ck}
l’ensemble des configurations du système. A chaque pas de calcul, l’algorithme effectue la procédure
suivante (appelée “pas Monte Carlo”) :

1. L’ensemble des configurations {Ck}i accessibles à partir de la configuration particulière Ci dans
laquelle se trouve le système est déterminé ;

2. Une configuration particulière Cjε{Ck}i est choisie de manière aléatoire et équiprobable ;
3. La probabilité de réalisation de la transition i→ j est définie par :

Wi→j = exp

(
−

∆Ei→j
kBT

)
, (1.2)

où ∆Ei→j correspond à une certaine différence d’énergie que nous précisons dans le paragraphe
suivant ; kB est la constante de Boltzmann ; T est la température ;

4. Un nombre aléatoire (0≤Naléa ≤ 1) est tiré puis comparé à la probabilité Wi→j calculée à l’étape
3. Le système passe de la configuration Ci à la configuration Cj si Naléa ≤Wi→j . Autrement, le
système demeure dans l’état Ci.

5. Dans les deux cas (transition acceptée ou refusée), le temps physique est incrémenté d’une quantité
constante, généralement de l’ordre de la fréquence de Debye νD ∼ 1013 s−1.

Cet algorithme a l’avantage de ne devoir calculer qu’une seule énergie d’activation par étape. Cette éner-
gie ∆Ei→j sera soit la différence d’énergie entre les configurations Ci et Cj , soit la différence entre
l’énergie de l’état de col (état de plus haute énergie au cours de la transition i→ j) et celle de la confi-
guration Ci. Nous utiliserons la première définition pour étudier les propriétés thermodynamiques d’un
système, et la seconde définition pour étudier les propriétés cinétiques. L’inconvénient majeur de l’algo-
rithme Metropolis est qu’il peut se produire un grand nombre de pas MC sans qu’aucune transition ne
soit acceptée, ce qui correspond à une perte de temps de calcul. Ainsi, cette méthode n’est en général pas
très efficace à basse température. On pourra alors lui préférer l’algorithme à temps de résidence.

1.2.1.2 Algorithme à temps de résidence

Le principal avantage de l’algorithme à temps de résidence [36] est d’effectuer une transition à chaque
pas MC. Le déroulement d’un pas MC est détaillé ci-dessous :

1. L’ensemble des configurations {Ck}i accessibles à partir de la configuration particulière Ci dans
laquelle se trouve le système est déterminé ;

2. Pour chacune de ces transitions, il faut calculer la probabilité associée, qui est fonction d’une
énergie d’activation à préciser (en général la différence entre l’énergie de col de la transition et
l’énergie de la configuration initiale du système) ;

3. Ces probabilités sont classées et un tirage au sort permet d’en choisir une. Plus la probabilité
d’une transition est grande par rapport aux autres transitions et plus celle-ci a de chance d’être
sélectionnée ;

4. La transition sélectionnée est réalisée, menant ainsi le système à une nouvelle configurationCjε{Ck}i ;
5. L’incrément de temps physique correspondant à ce pas MC est égal à l’inverse de la somme des

probabilités 1/
∑

Cjε{Ck}i
Wi→j . Plus une configuration est stable et plus la probabilité de la quitter

est faible (cf. Eq. 1.1) : ainsi, l’intervalle de temps physique associé à cette transition sera long.
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L’algorithme à temps de résidence devient inefficace si le nombre de transitions est important (car il faut
les réactualiser) et/ou si les écarts de probabilités W t sont trop importants. Dans ce cas, un petit nombre
de transitions sera sélectionné de nombreuses fois avant qu’une transition de probabilité inférieure soit
réalisée. Le système oscille alors entre un petit nombre de configurations : il est piégé cinétiquement et
n’explore pas correctement l’espace des configurations [1].

Quelque soit l’algorithme utilisé, les propriétés d’intérêt, principalement des concentrations et des
coefficients cinétiques, sont mesurées en effectuant une moyenne temporelle et/ou spatiale. Pour un sys-
tème homogène, i.e. pour lequel il est possible de définir un intervalle de temps et d’espace au sein
duquel la propriété d’intérêt moyenne est constante, il n’y a pas de subtilité particulière à attendre de
cette double mesure des moyennes car par ergodicité, les moyennes temporelles sont équivalentes aux
moyennes d’ensemble à l’équilibre [114]. Rappelons qu’une moyenne d’ensemble, i.e. une moyenne ef-
fectuée sur différents systèmes à un instant t et en un point particulier de l’espace, peut être vue comme
une moyenne spatiale en imaginant un système global composé d’un ensemble de sous-systèmes acco-
lés les uns aux autres. Une moyenne sur l’ensemble de ces sous-systèmes s’interprète alors comme une
moyenne spatiale, et les trois types de moyennes (temporelle, spatiale et d’ensemble) sont donc équi-
valentes pour un système homogène à l’équilibre thermique. Ces conclusions peuvent s’étendre à un
système inhomogène s’il est possible de le diviser (temporellement et/ou spatialement) en sous-systèmes
localement homogènes et à l’équilibre.

Toutes les simulations Monte Carlo présentées dans ce document ont été réalisées à partir du code
écrit par Dominique Gendt durant sa thèse [108], code que nous avons largement modifié, et notamment
pour y ajouter la prise en compte d’interactions à 3 et 4 corps.

1.3 Développement d’une méthode de calcul des énergies libres de
liaison d’amas lacunes-solutés à partir d’un Hamiltonien d’Ising
de multiplets

Pour réaliser les moyennes thermodynamiques qui nous intéressent grâce aux simulations MC et aux
LTE (principalement des mesures de concentration et de potentiels chimiques dans ce chapitre), il faut
être capable de calculer l’énergie du système dans une configuration donnée. Pour cela trois méthodes
sont envisageables : les calculs ab initio, les potentiels empiriques et les développements en amas. Les
calculs ab initio sont des calculs de structure électronique qui consistent à résoudre l’équation de Schrö-
dinger dans le formalisme de la théorie de la fonctionnelle de la densité [130, 170] (DFT pour Density
Functionnal Theory en anglais), moyennant bien sûr quelques approximations. Précisons que les calculs
d’énergie sont généralement effectués à T = 0K. Cette méthode a l’avantage de la précision, mais les
temps de calculs sont longs, et le nombre de constituants limités. Les potentiels empiriques sont des
fonctions mathématiques qui donnent la force d’interaction entre deux atomes en fonction de la distance
qui les sépare et de l’environnement local. Ces potentiels contiennent des paramètres libres qui sont ajus-
tés sur des données physiques du matériau étudié, typiquement le paramètre de maille, les constantes
élastiques, etc. Contrairement aux calculs DFT, les potentiels empiriques permettent une évaluation “à la
volée” de l’énergie du système, et cette rapidité de calcul est mise à profit dans les simulations de dyna-
mique moléculaire. L’étude des solutions solides diluées nécessite d’estimer avec précision l’énergie de
configurations très localisées (quelques atomes), et les énergies calculées par potentiels empiriques sont
dans ce cas très dépendantes de la procédure d’ajustement, et donc adaptées à certains problèmes seule-
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ment. La précision des énergies calculées est difficilement contrôlable a priori. Enfin, il y a les méthodes
de développement en amas sur réseau (Cluster Expansions en anglais) ou modèles d’Ising. Il s’agit de
créer une surjection entre le matériau réel où les atomes sont en perpétuel mouvement, et un matériau
idéal où les atomes occupent les positions précises des nœuds d’un réseau cristallin. L’énergie associée
à un atome appartenant à un nœud du réseau est, en théorie, l’énergie moyenne de cet atome lorsqu’il
occupe les positions de l’espace associées à ce nœud [44]. L’énergie du système ne dépend alors que
du vecteur configuration n (vecteur contenant les nombres d’occupation de sites nαi ) et s’exprime via un
Hamiltonien dont la forme mathématique est [259] :

H (n) =
∑
i

∑
α

nαi ε
α
i +

1

2!

∑
i,j

∑
α,β

nαi n
β
j ε
αβ
λ(ij)

+
1

3!

∑
i,j,k

∑
α,β,γ

nαi n
β
j n

γ
kε
αβγ
λ(ijk)

+ · · · , (1.3)

où εαi , ε
αβ
ij , ε

αβγ
ijk représentent respectivement les interactions thermodynamiques à 1, 2 et 3 corps entre

les espèces atomiques α, β et γ ; λ(ijk) représente un arrangement géométrique entre les sites i, j et k.
Dans un système uniforme, l’invariance par translation du réseau permet de dire que la valeur des énergies
d’interaction ne dépend pas des sites cristallographiques particuliers, mais seulement de leurs positions
relatives. La procédure d’ajustement des quantités ε sera décrite au paragraphe suivant. Elle permet un
calcul rapide et de précision satisfaisante de l’énergie de n’importe quelle configuration, dans des limites
que l’on peut estimer, voire contrôler. De plus la vision sur réseau est très utile pour traiter la diffusion à
l’échelle atomique qui fait l’objet du chapitre 2. Nous choisissons donc de développer un modèle d’Ising
à l’échelle atomique pour les systèmes Fe-V -X où V représente les lacunes substitutionnelles et X les
solutés interstitiels : X =C, N ou O.

1.3.1 Développement d’un modèle d’Ising à l’échelle atomique
Classiquement, les méthodes de développement en amas sont utilisées pour reproduire des diagrammes

de phases (e.g. [304, 178]). Les interactions thermodynamiques ε sont alors ajustées sur un ensemble de
structures aléatoires ou ordonnées de compositions variées. En général, les lacunes ne sont pas consi-
dérées explicitement lors d’un développement en amas car elles sont en concentration négligeable dans
le matériau. Van der Ven et al. ont cependant proposé, dans le cas des alliages AlLi, un développement
en amas local qui permet de traiter explicitement les lacunes (avec des interactions de paires, triplets et
quadruplets) [304]. Ils voulaient reproduire le fait que la concentration de lacunes dépend de son envi-
ronnement local, afin d’étudier les propriétés cinétiques de ces alliages. Les interactions entre plusieurs
lacunes ont cependant été négligées dans cette étude. Cette hypothèse est récurrente dans les calculs
d’énergie de formation de lacunes dans les alliages en fonction de l’environnement local (e.g. [230]).

Dans le cadre de notre étude, nous souhaitons modéliser avec précision le comportement de la so-
lution solide, et non les différentes phases du diagramme de phase. Ainsi, nous adoptons une procédure
d’ajustement originale qui consiste à ajuster les interactions ε sur des énergies de liaison de petits amas
VnXm dans une matrice de fer-α (amas contenant n lacunes et m solutés). Afin de garantir la meilleure
précision possible, nous prenons comme référence les nombreux calculs DFT d’énergie de liaison réalisés
par Caroline Barouh et Chu-Chun Fu du SRMP, dont certains résultats ont été publiés [98, 99, 152, 20].
Cette procédure permet de fixer à la fois la portée des interactions thermodynamiques, leur forme (paires,
triplets ou plus), ainsi que la valeur associée à ces interactions. Précisons que seule une partie de la base
de données DFT est utilisée dans notre procédure d’ajustement, l’autre partie servant à tester les capaci-
tés prédictives du modèle. Nous présentons maintenant plus en détail ces modèles d’interaction, d’abord
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pour les systèmes binaires Fe-V et Fe-X , puis pour les ternaires Fe-V -X .
Afin d’avoir une unique notation des distances de voisins (nn pour “nearest-neighbors”) sur les deux

sous-réseaux, substitutionnel et interstitiel octaédrique, du réseau cubique centré (BCC), nous numéro-
tons les voisins comme sur la Fig. 1.5 :

FIGURE 1.5 – Définition des distances de voisins (nn). Les carrés représentent des sites substitutionnels
du réseau BCC, et les cercle les sites interstitiels octaédriques. Les distances sont calculées à partir
des sites de référence numérotés “0”. Les lettres “F” ou “L” permettent de distinguer deux géométries
différentes d’une paire de sites cristallins.

En adoptant ces notations, une lacune substitutionnelle effectue des sauts 3èmes nn (qui correspondent
aux sauts 1ers nn des notations habituelles dans les BCC), et il existe des distances de voisins interdites.
Par exemple, une lacune et un soluté ne peuvent pas être 4èmes nn et deux lacunes ne peuvent pas être
2ndes nn.

1.3.1.1 Système binaire Fe-V

Dans la suite de cette étude, nous traitons la lacune comme une espèce atomique particulière dont
les interactions représentent de manière effective la différence d’énergie due à la relaxation des positions
atomiques des atomes de fer et de soluté proches des sites vides. Ceci est schématisé sur la Fig. 1.6.
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FIGURE 1.6 – Schéma 2D d’un cristal de fer parfait, i.e. sans défaut. Lorsqu’un des atomes est supprimé,
créant ainsi une lacune, il y a relaxation des positions atomiques des voisins de ce site qui se rapprochent
les uns des autres, entraînant une modification locale des énergies d’interaction Fe-Fe. Cette modification
énergétique est modélisée de manière effective en introduisant une espèce lacune, sur le réseau rigide,
donc l’énergie d’interaction avec ses voisins fer est ajustée de sorte que les systèmes “lacune réelle” et
“lacune modélisée” aient la même énergie.

Ainsi le système Fe-V , qui correspond dans la réalité à du fer pur, est-il traité comme un alliage
binaire entre le fer et le vide. C’est un alliage avec tendance à la démixtion pour lequel les “limites de
solubilité” dans la partie riche en fer fixent la concentration d’équilibre de lacunes. Lorsque le système
est biphasé, les précipités de lacunes ne sont rien d’autres que des cavités. Le modèle d’Ising le plus
simple pour ce système contiendra donc (en omettant l’énergie de site) des interactions de paires εFeFeλ ,
εV Vλ et εFeVλ .

L’énergie de formation d’une lacune dans le fer pur
(
Ef (V )|Fe

)
est couramment associée à la trans-

formation schématisée sur la Fig. 1.7, qui correspond au passage d’une lacune depuis la surface vers le
volume du matériau. Afin de garder le nombre d’atomes de fer constant et de ne pas modifier la mor-
phologie (et donc l’énergie) de la surface, l’atome de fer est réintégré sur une marche de la surface, où
l’énergie des liaisons créées doit être égale à l’énergie de cohésion du volume.

FIGURE 1.7 – Schéma de la définition couramment utilisée pour définir l’énergie de liaison. Cette vision
est cependant restrictive, et nous adoptons une définition plus générale (cf. texte).

Cette définition n’est pas applicable dans les alliages multi-composants car l’énergie de cohésion d’un
atome de volume, et donc le site de surface qui conserve cette énergie, ne sont pas définis de manière
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unique [207]. Ef (V )|Fe doit plutôt être vue comme résultant de l’équilibre thermodynamique entre deux
phases infinies, le fer et sa vapeur. Dans un modèle d’interaction de paires a priori non limité aux premiers
voisins, l’énergie de cohésion par atome de fer dans le fer parfait (i.e. sans défauts) s’exprime :

Ecoh (Fe) =
∑
λ

zλ
2
εFeFeλ , (1.4)

où zλ est la coordinence du réseau dans la sphère des λièmes voisins. De la même manière on exprime
l’énergie de cohésion du vide, qui dans notre démarche est représenté par un réseau BCC ne contenant
que des lacunes :

Ecoh (V ) =
∑
λ

zλ
2
εV Vλ . (1.5)

Enfin, l’énergie totale d’un système contenant NFe atomes de fer et une lacune s’écrit :

E [NFeFe + 1V ] =NFeE [Fe] +NFe
∑
λ

zλ
2
εFeFeλ +

∑
λ

zλ
2

(
2εFeVλ − εFeFeλ

)
, (1.6)

car par rapport au fer parfait, zλ liaisons Fe-Fe sont remplacées par des liaisons Fe-V . E [Fe] est
l’énergie d’un atome de fer isolé. Pour bien comprendre cette expression, la transformation de la Fig. 1.7
est trompeuse : il vaut mieux imaginer un système de NFe atomes de fer au sein duquel il y aurait un site
inoccupé. Ainsi, chaque atome de fer créé bien zλ/2 liaisons avec ces voisins Fe, sauf les zλ voisins du
site inoccupé, auxquels il manque une demi-liaison εFeFeλ . Lorsque le site inoccupé est considéré comme
occupé par une lacune, il y a bien zλ liaisons εFeVλ qui sont créées. On en déduit l’énergie de formation
de lacunes dans le fer :

Ef (V )|Fe = E [NFeFe + 1V ]−NFe
(
E [Fe] +Ecoh (Fe)

)
−Ecoh (V )

=
∑
λ

zλ
2

(
2εFeVλ − εFeFeλ − εV Vλ

)
=
∑
λ

zλ
2
ωFeVλ , (1.7)

en définissant ωFeVλ comme l’énergie d’ordre au λème voisins de l’alliage binaire Fe-V . Ces énergies
d’ordre peuvent être calculée en DFT. En effet, on montre qu’elles correspondent à l’énergie de liaison
totale de deux lacunes λème voisines l’une de l’autre. L’énergie de liaison d’un amas VnXm dans une
matrice de Fe est définie par :

Ebt (VnXm) = n×E [(NFe−1)Fe + 1V ] +m×E [NFeFe + 1X]

−E [(NFe−n)Fe +VnXm]− (n+m−1)E [NFeFe] . (1.8)

Une énergie de liaison positive, signifie qu’il y a attraction entre les composants de l’amas, i.e. ils
sont énergétiquement plus stables sous forme d’amas que chacun isolé. Appliquée au cas de deux lacunes
λèmes voisines l’une de l’autre, l’Eq. 1.8 devient :
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Ebt
(
V V|λ

)
= 2E ((NFe−1)Fe + 1V )−E ((NFe−2)Fe +V Vλ)−E [NFeFe]

= 2εFeVλ − εFeFeλ − εV Vλ
= ωFeVλ . (1.9)

On voit donc que les quantités d’intérêt (énergie de formation de lacunes et énergies de liaison lacune-
lacune) ne dépendent que des énergies d’ordre et que celles-ci sont directement calculables en DFT. La
répartition de ωFeVλ entre les quantités εFeVλ , εFeFeλ et εV Vλ n’a donc pas d’influence sur les propriétés
thermodynamiques du système Fe-V . En fonction des modèles utilisés, cette répartition peut cependant
être importante pour l’évaluation de barrières cinétiques. Pour l’étude thermodynamique des systèmes
Fe-V -X , nous faisons porter l’intégralité de l’énergie d’ordre par les interactions V −V car cela facilite
l’utilisation de l’Hamiltonien dans les simulations MC et les LTE. En somme, nous choisissons εFeFeλ =
εFeVλ = 0 et εV Vλ =−ωFeVλ .

D’après [97] et [95], l’énergie de liaison totale des bilacunes prend les valeurs suivantes :

λ (notations de la Fig. 1.5) 3 4 7 11

λ (réseau substitutionnel) 1 2 3 4

Coordinence zλ 8 6 12 24

Ebt
(
V V|λ

)
= ωFeVλ - [eV ] 0.18 0.30 0.01 0.07

Ef (V )|Fe - [eV ] 0.72 1.62 1.68 2.52

TABLE 1.3 – Énergies de liaison de deux lacunes λèmes voisines l’une de l’autre [98, 95]. L’énergie de
formation de lacunes est calculée d’après l’Eq. 1.7, en ne prenant en compte que les λ premiers voisins.

L’énergie de formation de la lacune calculée en DFT vautEf (V )|Fe = 2.13 eV [20], ce qui ne semble
pas correspondre aux valeurs du Tableau 1.3. Ceci tient à deux facteurs : d’une part, même si l’énergie
d’ordre semble diminuer lorsque λ augmente, il faut peut être aller à des λ plus importants pour intégrer
toutes les petites interactions (positives ou négatives) qui font converger Ef (V )|Fe vers la valeur atten-
due ; d’autre part, chaque calcul DFT porte une incertitude sur la valeur de l’énergie obtenue. Celle-ci est
estimée être de l’ordre de ±0.05 eV. Ainsi, en utilisant l’expression 1.7, on cumule les incertitudes, ce
qui explique probablement les valeurs d’énergie de formation de lacune du Tableau 1.3.

Quoi qu’il en soit, rappelons que la thermodynamique de la solution solide riche en fer ne dépend
que des énergies d’ordre, l’énergie de formation de lacune n’intervenant que si le réservoir de lacunes
(i.e. le vide) est explicitement simulé par une surface ou une cavité. Ce ne sera pas le cas dans nos
simulations et nous nous contenterons d’un Hamiltonien de paires 3èmes et 4èmes voisins, qui sont les
deux configurations où l’énergie de liaison est la plus importante. Notons qu’un modèle aussi simple
permet déjà de reproduire avec une bonne précision (erreur relative< 10%) les énergies de liaisons d’amas
lacunaires jusqu’à 6 lacunes, ainsi que des rapports d’énergie de surface. Ce dernier point sera discuté
en détail dans le chapitre 4. La comparaison entre les prédictions du modèle et les calculs DFT est
synthétisée Fig. 1.11.
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1.3.1.2 Systèmes binaires Fe-C, Fe-N et Fe-O

Dans ce paragraphe, le système considéré est une solution solide de fer-α parfait (sans défauts),
diluée en solutés interstitiels. Lors de l’ajout d’un atome de soluté dans la matrice ferritique, les voisins
substitutionnels des atomes de fer ne sont pas affectés. Les liaisons Fe-Fe sont toutefois modifiées par la
présence des atomes de solutés qui, d’une part introduisent un champ de déformation dans le matériau, et
d’autre part modifient la structure électronique locale. Dans notre modèle, ces modifications énergétiques
sont intégralement prises en compte de manière effective dans l’énergie de formation d’un atome de soluté
(qui fixe la concentration de solutés dans l’ensemble grand canonique), si bien que les liaisons Fe-Fe ne
sont jamais modifiées. Lorsque deux atomes de solutés ou plus interagissent, tout écart énergétique dû
à cette interaction (que ce soit au niveau des liaisons Fe-Fe, Fe-X ou X-X qui sont affectées) est pris
en compte comme énergie d’interaction entre solutés seulement. Notre Hamiltonien sur réseau doit donc
modéliser uniquement les interactions entre atomes de solutés.

D’après les calculs DFT [154, 18], les paires C-C et N-N sont répulsives (énergie de liaisonEbt (XX)<
0) des 1ers aux 8èmes voisins 6, en adoptant les notations de voisins de la Fig. 1.5. A cause de cette répul-
sion, il semble que les atomes de C et N ne pourront pas s’agglomérer pour former des amas. Il s’ensuit
qu’un modèle d’interaction de paires devrait être suffisant pour reproduire l’énergie des systèmes Fe-C
et Fe-N, avec des interactions εCC

λ > 0 et εNN
λ > 0 pour rendre compte de la répulsion entre solutés.

Cependant, il existe des configurations particulières pour les paires 4èmes et 7èmes voisins, désignées
par la lettre “F” dans la Fig. 1.5. Elles se différencient par la présence d’un atome de fer entre les deux
atomes de solutés, qui modifie la géométrie et donc l’amplitude de l’interaction par rapport aux interac-
tions X−X sans Fe au centre. Cet aspect est modélisé par l’ajout d’interactions à trois corps (ou triplets)
εαβγxyz . Cette notation représente l’interaction entre α, β et γ, avec α et β xèmes nn, β et γ yèmes nn, α et γ
zèmes nn. Les interactions εXFeX

114 reproduisent la très forte répulsion entre deux solutés en configuration
4èmes nn “F”, tandis que l’interaction εNFeN

227 permet de stabiliser la configuration 7èmes nn “F” de deux
atomes d’azote.

Pour le système Fe-O, il existe certaines distances (3èmes, 4èmes, 6èmes et 7èmes nn) où les paires
O-O sont attractives,

(
Ebt (O2)> 0

)
[20, 18]. Pour le système Fe-O, un modèle d’interaction de paires

prédit une énergie de liaison de l’amas O3 (représenté Fig. 1.8) Ebt (O3) = 0.62 eV, en bon accord avec
la valeur DFT de référence : Ebt (O3) = 0.56 eV. Cependant, ce modèle d’interaction prédit des énergies
de liaisons d’amas O5 et O7 (cf. Fig. 1.8) respectivement 0.32 eV et 0.54 eV au-dessus des valeurs DFT,
ce qui correspond à une erreur relative de l’ordre de 20%. Dans ces amas O5 et O7, de nombreuses
interactions de triplets εOOO

334 interviennent : une petite erreur sur la valeur de cette interaction entraîne
donc une erreur importante sur l’énergie de liaison totale d’amas d’oxygène plus gros. Pour résoudre ce
problème, une interaction de triplet εOOO

334 = 0.06 eV est ajoutée à l’Hamiltonien. De cette façon, l’erreur
relative sur Ebt (O5) et Ebt (O7) passe de 20% à 4-5%.

6. Les calculs DFT indiquent que les paires C-C 10èmes voisines sont attractives, mais cette attraction est faible. Avant
de compléter l’Hamiltonien sur réseau avec des interactions à longue portée qui rendent son utilisation plus délicate, il faudra
s’assurer de la convergence du calcul ab initio. En effet, à cause de l’éloignement entre les atomes de la paire, des effets
d’interaction dus aux conditions aux limites périodiques de la boîte de simulation sont possibles.
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Amas O3 O5 O7

DFT 0.56 1.58 2.69

HP 0.62 1.90 3.23

HP+T 0.56 1.66 2.63

FIGURE 1.8 – Exemples d’amas O3, O5 et O7 et énergies de liaison totales correspondantes en eV d’après
les calculs DFT, un Hamiltonien de paires (HP ) et un Hamiltonien incluant un triplet εOOO

334 (HP+T ). Les
sphères grises représentent les atomes de fer et les sphères bleues les atomes d’oxygène.

1.3.1.3 Systèmes ternaires Fe-V -C, Fe-V -N et Fe-V -O

Jusqu’à présent l’Hamiltonien a été ajusté de manière à reproduire l’énergie de liaison d’amas de
lacunes ou d’amas de solutés dans les systèmes binaires Fe-V et Fe-X , X =C, N ou O. Afin d’étudier
les systèmes ternaires Fe-V -X , il faut prendre en compte les interactions entre lacunes et solutés et les
ajouter à notre Hamiltonien.

Comme cela a été expliqué au paragraphe précédent, un soluté interstitiel a toujours le même envi-
ronnement de voisins fer dans notre modélisation des alliages binaires Fe-X . Les énergies de liaisons
faisant intervenir des différences d’énergies totales de systèmes qui assurent la conservation du nombre
d’espèces chimiques (cf. Eq. 1.8), il s’ensuit que ces énergies de liaison ne dépendent ni des interactions
Fe-Fe, ni des interactions Fe-X , mais seulement des interactions X−X . Dans le système ternaire Fe-V -
X , le soluté peut avoir des lacunes sur les sites substitutionnels environnants, ce qui fait apparaître des
différences d’énergie

(
εV Xλ − εFeX

λ

)
dans le calcul des énergies de liaison V −X avec un Hamiltonien

de paires. La répartition entre ces deux quantités n’a cependant pas d’importance. Pour simplifier la mise
en place de l’Hamiltonien dans les simulations MC, nous faisons porter la totalité de la différence par
l’interaction εV Xλ , soit εFeX

λ = 0. Un Hamiltonien de paires ajusté sur les calculs DFT d’énergies de liai-
son Ebt

(
V X|λ

)
pour λε{1,2,5,6,8} ne suffit pas à reproduire les énergies de liaisons des amas VnXm

plus gros. L’exemple le plus flagrant est celui de l’amas V C2 (cf. Fig. 1.9) pour lequel un Hamiltonien de
paires (HP ) prédit Ebt (V C2)|HP = 0.01 eV, alors que les calculs DFT donnent Ebt (V C2)|DFT = 1.18
eV. Cela est dû à la forte liaison covalente que deux atomes de carbone parviennent à former près d’une
lacune [72, 99, 243]. Cette liaison C-C ne peut pas être formée dans le fer parfait, i.e. sans lacunes, et
n’apparait donc pas dans la modélisation de l’alliage binaire Fe-C. Pour que notre Hamiltonien soit ca-
pable de reproduire cette caractéristique particulière, nous y avons ajouté un triplet εCV C

112 . Le modèle
d’interaction prédit alors une énergie de liaison importante pour les amas V C3 et V C5 dans lesquels ce
triplet intervient plusieurs fois (cf. Fig. 1.9). Ceci n’est pas en accord avec les résultats DFT, car notre
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Hamiltonien omet le fait que lorsqu’un atome de C est impliqué dans deux liaisons covalentes C-C, ces
liaisons n’ont pas la même structure électronique que si elles n’avaient pas d’atome en commun. Ainsi,
l’Hamiltonien doit également inclure des interactions de quadruplets εV CCC répulsives pour reproduire
la baisse d’énergie de liaison lorsque plus de 3 atomes de carbone sont rassemblés autour d’une seule
lacune.

Pour l’amas V3C de la Fig. 1.9, l’Hamiltonien de paires prédit Ebt (V3C)|HP = 1.13 eV contre
Ebt (V3C)|DFT = 0.82 eV d’après le calcul DFT. Les interactions discutées précédemment n’interviennent
pas dans cet amas. Il est donc nécessaire d’ajouter un dernier type d’interactions, qui sont des triplets
εV CV
xyz . Ces interactions reflètent les effets de structure électronique et de relaxation des positions ato-

miques particuliers qui interviennent lorsqu’un soluté se trouve dans le voisinage de plus d’une lacune.
Avec ce dernier ajout, les prédictions de notre Hamiltonien pour le système Fe-V -C sont en bon accord
avec les énergies de liaisons DFT d’amas plus gros non inclus dans la procédure d’ajustement, ce qui
tend à légitimer le modèle d’interaction.

Amas V C2 V C3 V C5 V3C

DFT 1.18 1.30 -1.95 0.82

HP 0.01 -0.41 -4.47 1.13

HP+T1 1.18 1.93 4.89 1.13

HP+T+Q 1.18 1.34 -1.93 1.13

HP+T1+Q+T2 1.18 1.34 -1.93 0.84

FIGURE 1.9 – Exemples d’amas V C2, V C3, V C5 et V3C et énergies de liaison totales correspondantes en
eV d’après les calculs DFT ou un Hamiltonien de paires (HP ), auquel on ajoute le triplet εCV C

112 (HP+T1),
auquel on ajoute deux quadruplets εV CCC

(
HP+T+Q

)
, auquel on ajoute enfin des interactions de triplets

εV CV
xyz (HP+T2). Les sphères grises représentent les atomes de fer, le cube la lacune, et les sphères rouges

les atomes de carbone.

Un raisonnement similaire est appliqué aux systèmes Fe-V -N et Fe-V -O. De la même manière, on
montre qu’un modèle d’interactions de paires n’est pas satisfaisant et qu’il faut y ajouter des interactions
de triplets εV XVxyz et εXVXxyz . Par contre, les quadruplets ne sont nécessaires que dans le cas du carbone. Un
résumé de la comparaison entre les différentes données DFT dont nous disposions et les ajustements et
prédiction de notre Hamiltonien est présenté Fig. 1.11 (amas VnXm avec 0 ≤ n ≤ 6 et 0 ≤m ≤ 7). Les
valeurs des différentes interactions entrant dans notre Hamiltonien sont résumées dans l’annexe B.
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Un commentaire s’impose à propos de l’interaction εVO
2 . Les calculs DFT prédisent que lorsqu’un

atome d’oxygène est placé en position 2nd nn d’une lacune sur un site octaédrique, cette configuration
est stable (Ebt

(
VO|2

)
|octa

= 0.56 eV). Il en existe cependant une autre où l’oxygène se rapproche de la

lacune, et cette position est plus stable que la précédente (Ebt
(
VO|2

)
|décalée

= 1.03 eV) [20, 18]. Cepen-
dant, sitôt qu’un autre atome d’oxygène est ajouté au système à proximité de la lacune, la configuration
la plus stable est obtenue avec les deux atomes d’oxygène occupant les sites interstitiels octaédriques.
Afin d’assurer la capacité prédictive de notre modèle d’interaction, nous avons décidé d’ajuster εVO

2 sur
la configuration octaédrique, soit εVO

2 = −0.56 eV. La conséquence est que dans la solution solide, la
concentration de paires VO risque d’être légèrement sous-estimée (il ne faut pas oublier que la configu-
ration la plus probable de la paire V O reste la configuration 1ers nn, avec une énergie de liaison bien plus
élevée : Ebt

(
VO|1

)
= 1.43 eV ). Pour rectifier ce problème, il faudrait différencier les interactions εVO

2

isolées des interactions εVO
2 faisant partie d’un amas plus gros, ce qui complexifie l’expression de l’Ha-

miltonien et donc son utilisation, notamment au cours de simulations MC. Par contre, cette différence
d’interactions εVO

2 sera prise en compte lors de l’utilisation de méthodes analytiques (LTE).

1.3.1.4 Synthèse des modèles d’interaction pour les systèmes Fe-V -X

Il est assez naturel de penser que l’amplitude des interactions àN corps qui composent l’Hamiltonien
devrait converger avecN . Pour vérifier cet aspect dans les modèles d’interaction dont la procédure d’ajus-
tement a été présentée ci-dessus, nous comparons la valeur des interactions de triplets εαβγxyz à l’interaction
de paire la plus forte, c’est-à-dire εV X1 pour les trois systèmes Fe-V -X . La majorité des interactions de
triplets sont inférieures à 25% de εV X1 , ce qui nous permet de les interpréter comme des corrections à
l’Hamiltonien de paires initial. Ces corrections rendent compte des relaxations de positions atomiques et
des effets électroniques collectifs. Certains triplets ont des amplitudes plus importantes : ils sont résumés
dans le Tableau 1.4.

εXVX112 /εV X1 εV XV123 /εV X1 εV XV224 /εV X1 εV XV114 /εV X1

X = C +2.85 -0.49 -0.41 -0.24

X = N 0.00 -0.37 -0.42 -0.73

X = O -0.38 -0.25 -0.23 -0.58

TABLE 1.4 – Interactions de triplets les plus importantes, normalisées par l’interaction de paire lacune-
soluté 1ers nn (εV C

1 =−0.41 eV, εVN
1 =−0.73 eV et εVO

1 =−1.43 eV).

Dans les deux premières colonnes, N présente un comportement intermédiaire entre C et O, compor-
tement que l’on peut relier à la structure électronique des trois éléments [20, 17]. La dernière colonne du
tableau se comprend d’un point de vue des relaxations des positions atomiques du soluté vers les lacunes.
Dans une paire V X 1ers nn, le soluté est stabilisé en se rapprochant de la lacune par rapport à son site
octaédrique initial. Ce décalage de position est plus marqué pour N que pour C et O. Or, dans un amas
V2X où l’interaction εV XV114 apparaît (cf. Fig. 1.10), la symétrie du système impose au soluté de se trouver
au centre des deux lacunes, soit sur le site octaédrique initial.
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FIGURE 1.10 – Schéma d’un amas V2X .

On comprend bien que le soluté ne peut pas se rapprocher des deux lacunes simultanément. En utili-
sant notre Hamiltonien, l’énergie totale de l’amas s’écrit :

Ebt (V2X) =−
(

2εV X1 + εV V4 + εV XV114

)
. (1.10)

Il faut bien voir que dans cette expression, εV X1 a la même valeur que pour une paire isolée, c’est-à-
dire lorsque le soluté est proche de la lacune. Dans l’amas V2X , le soluté étant plus éloigné de la lacune,
l’interaction εV X1 devrait être moins attractive que pour la paire isolée. Cela explique pourquoi εV XV114 > 0
(interaction qui déstabilise le système). De manière générale, les paires isolées sont moins contraintes
(au niveau des possibilités de relaxation des positions atomiques) que les paires faisant partie d’un amas
plus gros. Cette remarque rationalise le caractère répulsif de la majorité des interactions à trois et quatre
corps (cf. annexe B).

Le triplet εCV C
112 qui stabilise l’amas V C2 (cf. Fig. 1.9), qui, physiquement, provient de la création

d’une liaison covalente entre les deux atomes de carbone proche d’une lacune, a une amplitude relative
très importante (cf. première colonne du Tableau 1.4). Dans le fer parfait (i.e. sans lacunes) les deux
atomes de carbone ne forment pas de liaison covalente. L’Hamiltonien développé pour l’alliage binaire
Fe-C ne reproduit donc pas cette interaction particulière. Les interactions de quadruplets εV CCC sont des
corrections apportées à ce triplet εCV C

112 , qui expliquent la difficulté qu’a un atome de C à créer simultané-
ment plusieurs liaisons covalentes avec ses voisins. L’amplitude des interactions de quadruplets doit donc
être comparée à l’amplitude de ce triplet (respectivement 50% et 70%). Aucun phénomène comparable
n’apparait pour l’azote et l’oxygène, et l’on peut modéliser ces systèmes avec une précision satisfaisante
en se basant sur un Hamiltonien qui n’inclut aucune interaction de triplets ou de quadruplets de très forte
amplitude.

La Fig. 1.11 synthétise la comparaison entre les énergies de liaison d’amas VnXm issues des calculs
DFT et celles obtenues avec les modèles d’interaction sur réseau développés dans cette section.
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FIGURE 1.11 – Synthèse de l’erreur relative entre notre Hamiltonien sur réseau et les calculs
DFT, pour les amas ayant servi à l’ajustement du modèle d’interaction (disques bleus) et pour les
amas exclus de la procédure de l’ajustement (carrés oranges). L’erreur relative est définie comme(
Ebt (VnXm)|H−Ebt (VnXm)|DFT

)
/Ebt (VnXm)|DFT. Pour le système Fe-V , le calcul de l’erreur rela-

tive commise sur les rapports d’énergies de surface (losanges verts [188]) permet également de vérifier
la quantitativité des prédictions de l’Hamiltonien (cf. chapitre 4).

Le caractère prédictif de notre Hamiltonien, ajusté uniquement sur les petits amas, semble montrer
que l’énergie de liaison des gros amas peut se décomposer comme une somme d’énergies de liaisons
de petits amas. Ce modèle peut donc servir à trouver des structures stables de lacunes et de solutés, à
condition bien sûr de disposer d’une méthode efficace d’exploration de l’espace des configurations. Le
paragraphe suivant présente une méthode que nous avons développé en ce sens.

1.3.2 Développement d’une méthode itérative et déterministe de calcul d’énergies
libres de liaison d’amas

L’utilisation des LTE comme approximation de l’énergie libre du système nécessite de connaître
l’énergie des états excités les plus stables du système. Nous verrons au § 1.4.1.1 que chaque état excité
peut être interprété comme un amas VnXm inséré dans la matrice de fer. Le problème se résume donc
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à trouver les configurations les plus stables des amas VnXm. Sachant que le nombre de configurations
possibles d’un amas augmente très rapidement avec la somme (n+m), une évaluation rapide de l’énergie
de chaque configuration est donc nécessaire, et c’est pourquoi nous utilisons l’Hamiltonien développé
dans la section précédente, et non les calculs DFT. Reste à explorer l’espace des configurations pour
tester chaque configuration de l’amas. Cet aspect est couramment traité en simulation MC : d’une part
on peut être confronté à des problèmes de piégeage numérique (rien n’indique alors que la configuration
la plus stable ait été trouvée) ; d’autre part il est difficile d’en extraire l’entropie de configuration (ou
multiplicité géométrique de chaque configuration qui correspond au facteur gi de l’Eq. 1.23) avec une
précision satisfaisante. De plus, les simulations MC sont nécessairement réalisées à concentration (ou
potentiel chimique) et température fixées, et l’efficacité de la simulation est liée à ces conditions. Une
alternative consiste à utiliser un algorithme de Wang-Landau [319, 320], grâce auquel Posselt a obtenu les
coefficients gi pour les amas de Cu dans Fe [251]. L’idée est de restreindre l’espace configurationnel aux
seules configurations qui ne contiennent qu’un amas connexe 7 et d’échantillonner l’espace des énergies
du système avec une probabilité liée à gi. Avec un Hamiltonien à relativement longue portée, l’exploration
stochastique de cet espace des configurations d’amas connexes peut tout de même nécessiter des temps de
simulations importants avant d’obtenir une statistique suffisante sur les coefficients gi. Nous avons donc
développé une méthode déterministe qui permet de trouver les configurations les plus stables de chaque
amas de type VnXm et les multiplicités géométriques associées. Cette méthode est présentée dans le
paragraphe suivant.

1.3.2.1 Principe de la méthode

L’utilisation d’un Hamiltonien sur réseau avec un nombre fini d’interactions implique que l’énergie
de liaison totale d’un amas de taille arbitraire peut s’exprimer comme une somme d’énergies de liaisons
totales d’amas plus petits. On peut alors raisonnablement penser que la configuration la plus stable d’un
amas donné contient les configurations les plus stables d’amas plus petit. Notre méthode d’exploration
de l’espace des configurations vise donc à mettre en place une approche itérative, où les configurations
d’un amas sont déterminées à partir des configurations des amas plus petits. Afin de simplifier les nota-
tions dans l’explication, nous ne faisons pas de distinction entre les lacunes et les solutés et considérons
simplement un amas de taille n, noté An. La généralisation à un amas constitué d’un nombre quelconque
d’espèces différentes est directe.

Le point de départ est une matrice de fer dans laquelle on place un atome A. Une boîte de calcul
est créée autour de cet atome, dont la taille dépend de la portée des interactions thermodynamiques qui
composent l’Hamiltonien. Un autre atome A est placé sur chacun des sites appartenant à la boîte de
calcul et l’énergie de la configuration qui en résulte est calculée via notre Hamiltonien sur réseau. Il
n’est pas nécessaire d’explorer les configurations où le second atome serait à plus longue portée car
la configuration correspondrait à un amas déconnecté, c’est-à-dire un amas qui peut être décomposé
en deux amas qui n’interagissent pas. Par opposition, un amas connecté est un amas qui ne peut pas
être décomposé de cette manière. On ne s’intéresse qu’aux amas connectés, car les amas déconnectés
donnent lieu aux contre-termes dans le LTE (cf. § 1.3.3.2) et ceux-ci sont négligeables dans les solutions
solides diluées que nous étudions. Ainsi, en explorant chaque site de la boîte de calcul avec un second
atome A, toutes les configurations connectées possibles de l’amas A2 on été testées, et les différentes
configurations (différentiées par leur énergie de liaison) sont enregistrées. Pour obtenir les configurations
possibles de l’amas A3, une configuration de l’amas A2 est sélectionnée. Une boîte de calcul, toujours

7. Un amas connexe est un amas qui ne peut pas être séparé en deux amas sans interaction thermodynamique entre eux.
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limitée par la portée des interactions thermodynamiques, est construite autour de chaque atome de cette
configuration. La boîte de calcul réelle correspond à la réunion de ces deux boîtes. Chaque site de la boîte
est exploré avec un troisième atome A, et les configurations sont à nouveau différentiées par leur énergie.
La procédure est répétée pour chaque configuration possible de l’amas A2. De cette manière, l’ensemble
des configurations connectées de l’amas A3 est obtenu. La méthode est donc itérative, les configurations
de l’amas An étant obtenues à partir des configurations de l’amas An−1, et déterministe, car l’exploration
de tous les sites de la boîte de calcul est systématique. Cette procédure est illustrée sur la Fig. 1.12, sur
l’exemple des amas VnXm.

Deux problèmes techniques demeurent : le premier est le nombre grandissant rapidement avec n
de configurations possibles d’un amas An. Comme les configurations de l’amas An+1 sont obtenues
à partir d’une exploration de l’espace autour de chacune des configurations de An, on comprend bien
que cette procédure devient vite inapplicable (temps de calcul trop important) lorsque n augmente. Pour
résoudre cette difficulté, seul un nombre donnéN (An) de configurations est gardé à chaque itération. Les
configurations de An+1 sont donc obtenues après exploration des N (An) configurations les plus stables
de An, et non la totalité. Cette approche est valable si on ne rate pas de configurations stables de An+1

qui seraient issues d’une configuration de An n’appartenant pas aux N (An) plus stables. En pratique,
nous avons testé la convergence des résultats obtenus avec la valeur N (An) et avons choisi N (An) = 50,
ce quelque soit n. La valeur adéquate de N (An) est évidemment fonction de l’Hamiltonien du système.

Le second problème est l’obtention des facteurs de multiplicité géométrique des amas, gi, qui sont
liés à l’entropie de configuration de l’amas. Pour ce calcul, une nouvelle méthode a été développée. Elle
est détaillée au paragraphe suivant.
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FIGURE 1.12 – Schéma expliquant notre méthode itérative d’exploration de l’espace des configurations
des amas, présentée sur l’exemple des amas VnXm. Les configurations d’un amas donné sont obtenues
à partir des configurations de l’amas Vn−1Xm, et à partir de celles de l’amas VnXm−1. La lacune est
représentée par un carré vert, le soluté par un disque bleu. Initialement, V explore les sites situés à une
distance inférieure à la distance d’interaction thermodynamique dth du soluté (les rôles de V et X sont
interchangeables pour cette première étape). Cela permet d’obtenir les configurations des paires V X .
Supposons qu’on ne garde que les deux configurations les plus stables. Pour chacune, la lacune explore
les sites où elle est en interaction thermodynamique avec l’un des constituants de la paire. Cela donne
un ensemble de configurations d’amas V2X , mais pas la totalité, car d’autres seront obtenues en testant
différentes positions du soluté autour d’une paire V2. De même, le soluté explore les sites où il est en
interaction thermodynamique avec un des constituants de la paire ce qui permet d’obtenir un ensemble
de configurations de l’amas V X2.
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1.3.2.2 Calcul de l’entropie de configuration

Pour une configuration i du système, i.e. un amas An connecté, le coefficient gi de l’Eq. 1.23 corres-
pond à la multiplicité géométrique de l’amas, en d’autres termes le nombre de configurations équivalentes
obtenues par application des opérations de symétrie du cristal. Ce coefficient est lié à l’entropie de confi-
guration de cet amas. Nous souhaitons utiliser la méthode itérative décrite au paragraphe précédent pour
déduire gi (An) à partir des coefficients gj (An−1), où jεΘi (An), l’ensemble des configurations de An−1

permettant d’obtenir la configuration i de An par ajout d’un atome. Soit αj,in−1,n le nombre de façon
d’ajouter cet atome pour obtenir la configuration i de An à partir de la configuration j de An−1 :

gi (An) =
1

n

∑
jεΘi(An)

gj (An−1)αj,in−1,n. (1.11)

Le facteur 1/n vient du fait que les atomes A formant l’amas sont indiscernables les uns des autres.
L’ordre dans lequel ils ont été ajoutés n’a donc pas d’importance. L’Eq. 1.11 est difficile à appliquer
car en pratique, on a rarement accès à l’ensemble Θi (An), qui grandit rapidement avec le nombre n. La
méthode que nous avons développée ne requiert qu’un seul élément de l’ensemble Θi (An) pour obtenir
gi (An) ce qui la rend très simple d’utilisation, en combinaison avec le schéma d’exploration du § 1.3.2.1.

Définissons g̃i la multiplicité géométrique d’un amas An pour lequel les n atomes A sont discer-
nables les uns des autres. La distinction sera faite sur l’ordre d’ajout des atomes à l’amas. Soit Si (An) le
nombre d’opérations de symétrie non-équivalentes qui ne modifient pas la configuration i de n atomes A
indiscernables. On a alors :

gi (An) = g̃i (An)× 1

n!
× 1

1 +Si (An)
. (1.12)

Le facteur 1/n! provient du fait que dans gi (An) les particules sont indiscernables. Si on ne prend
pas en compte les symétries de la configuration, certaines configurations sont comptées deux fois (en
effet, gi est une multiplicité géométrique par site cristallographique). Les opérations de symétrie incluent
les rotations, les symétries planes, les symétries centrales et toute composition de ces transformations.
Soit α̃j,in−1,n l’équivalent de αj,in−1,n mais pour le cas où toutes les particules des configurations i et j sont
discernables. Il s’ensuit :

g̃i (An) = g̃j (An−1)× α̃j,in−1,n×n. (1.13)

Le facteur n vient du fait que le facteur α̃j,in−1,n est obtenu à partir de l’ajout d’un atome à un confi-
guration j de An−1, c’est-à-dire que cet atome particulier est ajouté en n-ième position. Il aurait pu être
ajouter précédemment, dans une des (n−1) autres positions. En combinant les Eqs. 1.12 et 1.13, on
obtient :

gi (An) =
g̃j (An−1)× α̃j,in−1,n×n
n!× (1 +Si (An))

=
gj (An−1)× α̃j,in−1,n×n× (n−1)!

n!
×

1 +Sj (An−1)

1 +Si (An)
, (1.14)

soit :
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gi (An) = gj (An−1)× α̃j,in−1,n×
1 +Sj (An−1)

1 +Si (An)
. (1.15)

Cette équation nous renseigne sur la démarche à appliquer pour obtenir gi (An) à partir de n’importe
quel gj (An−1) :

– il suffit d’avoir une seule configuration jεΘi (An), car toutes donnent le même résultat ;
– il faut artificiellement discerner les composants d’un amas, de manière à obtenir le facteur α̃j,in−1,n ;
– il faut réaliser une étude des symétries des configurations i et j.

Cette équation peut s’écrire d’une manière un peu différente, qui montre que pour obtenir gi (An), il suffit
de connaître l’ensemble des coefficients α̃k,lp−1,p le long d’un “chemin de construction” de la configuration
i de l’amas An, et de connaître les symétries de cette configuration :

gi (An) =

∏
p=2,n α̃

k,l
p−1,p

1 +Si (An)
. (1.16)

Le “chemin de construction” désigne un ensemble de configurations k, l, . . . d’amas de taille incré-
mentale A1,A2, . . . où l’on peut passer de l’une à la suivante par ajout d’un atome A. La configuration
de An à laquelle on aboutit doit être la configuration i. Pour un amas donné, il existe bien évidemment
plusieurs chemins de construction, mais l’exploration d’un seul est suffisante pour obtenir gi. Un exemple
d’application de cette méthode sur un réseau bidimensionnel est donné Fig. 1.13.

FIGURE 1.13 – Exemple d’application de notre méthode de calcul des multiplicité d’amas sur un réseau
quadratique. Les atomes A (carrés noirs) numérotés sont différenciés les uns des autres (par leur ordre
d’apparition), tandis que les carrés noirs non-numérotés représentent des atomes équivalents. En bleu
figurent les sites possibles d’ajout d’un atome (coefficient α̃j,in−1,n), et en rouge les opérations de symétries
qui laissent l’amas An invariant.

Nous avons donc mis au point une méthode permettant d’explorer l’espace configurationnel des amas
à partir d’un Hamiltonien d’Ising sur réseau. Pour chaque amas de taille donnée, cette méthode donne
les configurations les plus stables de l’amas, ainsi que l’énergie et la multiplicité géométrique associée
à chacune. On a donc accès à une énergie libre de liaison (effective et dépendant de la température)
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de l’amas, incluant l’entropie configurationnelle. La procédure itérative permettant d’obtenir l’énergie
des configurations d’un amas de taille n à partir de celles d’amas de tailles (n−1) prend typiquement
quelques minutes de calcul sur un processeur. Cette méthode pourrait d’ailleurs être parallélisée pour
diminuer le temps de calcul et accéder à des tailles d’amas plus importantes.

1.3.2.3 Application aux systèmes Fe-V -X

La méthode développée dans cette section a été appliquée aux systèmes Fe-V -X dans le but d’obtenir
des énergies libres de liaison d’amas lacunes-solutés. Ces données sont directement utilisables dans les
LTE (cf. § 1.4.1.1) ou encore pour des simulations qui travaillent à l’échelle des amas, typiquement le
Monte Carlo sur objet ou la dynamique d’amas (cf. chapitre 2). La Fig. 1.14 présente quelques résultats
obtenus pour ces systèmes, pour des tailles d’amas allant jusqu’à n+m = 100. La Fig. 1.14 d), montre
que la différence d’énergie de liaison effective entre T = 0 K et T = 1000 K est faible (≤ 0.7 eV) et ne
présente pas de variation systématique claire avec la taille et/ou la stœchiométrie des amas VnXm.

Ces données nous ont également permis de tester la validité des lois capillaires à l’échelle atomique,
pour des amas 2D (oxydes(Fe2O)m) et 3D (cavités Vn). Cette étude est présentée en annexe C.
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FIGURE 1.14 – a), b), c) : Énergie de liaison totale (couleur) de la configuration la plus stable de
chaque amas VnXm, pour X =C, N et O, respectivement ; d) Pour les amas VnOm, différence entre
l’énergie de liaison effective de chaque amas à T = 1000 K et l’énergie de liaison de la configu-
ration la plus stable. L’énergie de liaison effective se calcule de la façon suivante : Ebt (VnXm) =
kBT ln

(∑
i gi exp

(
Ebti /kBT

))
, où la somme s’effectue sur toutes les configurations i de l’amas VnXm.

Ces résultats sont obtenus en appliquant la méthode développée au § 1.3.2.

Notre méthode déterministe d’exploration de l’espace de configuration des amas basée sur un Ha-
miltonien sur réseau a permis de révéler certaines configurations stables d’amas. Il est donc utile de
l’appliquer en parallèle d’une étude DFT. En effet, le nombre de configurations d’amas VnXm augmente
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drastiquement avec la somme n+m, aussi doit-on sélectionner les configurations à calculer en DFT. La
procédure décrite dans cette section fournit un cadre rigoureux pour effectuer cette sélection : à partir
d’un ensemble d’énergies de liaison d’amas calculées en DFT, un Hamiltonien sur réseau est ajusté. On
est alors capable de trouver les configurations les plus stables de chaque amas pour cet Hamiltonien. Si
ces configurations sont différentes de celles déjà calculées, de nouveaux calculs DFT permettent d’une
part de s’assurer de la stabilité de ces configurations, et d’autre part de corriger l’Hamiltonien s’il s’avère
qu’elles ne sont pas les configurations les plus stables.

Enfin, on peut voir apparaître des stœchiométries (n,m) particulièrement stables, comme par exemple
dans le cas de l’oxygène (Fig. 1.14 c). Pour une taille (n+m) donnée, le maximum d’énergie de liaison
apparaît pour une stœchiométrie proche de (1V,2O), ce qui peut donner des idées de structures pour les
germes de précipités. Cet aspect sera abordé au Chap. 3. La Fig. 1.14 d) montre la différence entre l’éner-
gie libre à T = 1000 K (qui prend en compte différentes configurations d’amas ainsi que les multiplicités
géométriques associées) et l’énergie de la configuration la plus stable de l’amas. On voit donc qu’à T
= 1000 K, la prise en compte des différentes configurations de chaque amas est importante, puisque
les amas sont stabilisés d’environ 0.60 eV. La stœchiométrie de l’amas a cependant peu d’influence sur
l’amplitude de cette stabilisation en température, excepté pour les tout petits amas et les amas d’une stœ-
chiométrie proche de VO4. Nous n’avons pas été en mesure d’identifier la raison pour laquelle les amas
proches de cette stœchiométrie étaient moins stabilisés que les autres stœchiométries d’amas d’environ
0.15 eV.

1.3.3 Développements basse température (LTE)
Les grandeurs thermodynamiques sont par définition des moyennes d’équilibre et peuvent être calcu-

lées analytiquement. En règle général, les méthodes analytiques représentent un gain de temps considé-
rable par rapport aux simulations numériques (notamment pour des études systématiques en fonction de
divers paramètres), et évitent tout problème de piégeage numérique. Dans le cadre de l’étude des alliages,
on se tourne naturellement vers les méthodes de physique statistique qui reproduisent parfaitement les
résultats des simulations MC à condition d’identifier les configurations pertinentes du système.

Parmi ces méthodes, nous citerons le champ-moyen de point, la méthode de variation des amas et les
développements basse température [73, 76]. La méthode de champ moyen de point, ou approximation
de Bragg-Williams (BW), a l’avantage de la simplicité. Elle néglige les corrélations entre sites cristallo-
graphiques du système, si bien qu’une concentration de paire (moyenne thermodynamique à deux sites),
s’exprime comme le produit de moyennes thermodynamiques à un point :〈

nαi n
β
j

〉
= 〈nαi 〉

〈
nβj

〉
= [α] [β] , (1.17)

où les crochets 〈.〉 représentent une moyenne d’ensemble ; nαi est un nombre d’occupation de site qui
vaut 1 si le site i est occupé par un atome d’espèce α et 0 sinon ; [α] représente la concentration nominale
d’atomes d’espèce α. Précisons que l’égalité 〈nαi 〉= [α] n’est valable que pour les systèmes homogènes.
Pour des systèmes inhomogènes mais localement homogènes, [α] devient une concentration locale.

L’extension naturelle du champ moyen de point est la méthode de variation des amas (CVM pour
Cluster-Variation Method en anglais [162, 76, 77]) consiste à considérer de manière exacte les corréla-
tions entre sites inclus dans un amas maximal donné, cet amas étant décrit comme entouré par un milieu
moyen homogène. Le calcul de l’énergie interne de ces amas ne représente pas de difficulté particulière,
mais c’est l’estimation de l’entropie de configuration qui pose problème. Dans la CVM, Celle-ci est ap-
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proximée par la somme des entropies de configuration de chacun des amas, à laquelle il faut retirer la
contribution du recouvrement entre plusieurs amas. La difficulté d’application de cette technique aug-
mente rapidement avec la taille de l’amas maximal et la portée des interactions thermodynamiques, i.e.
avec la taille de la zone locale où la configuration du système est traitée de manière exacte.

Pour les solutions solides diluées qui nous intéressent, l’approximation de Bragg-Williams n’est pas
suffisante car elle ne prend pas en compte l’environnement local des atomes, et la CVM est trop com-
pliquée à utiliser pour des amas de plus de quelques sites. Nous avons donc choisi d’utiliser les déve-
loppements basse température de l’énergie libre du système (LTE, pour Low-Temperature Expansion en
anglais). Cette méthode permet de traiter de manière très précise la configuration géométrique locale
d’atomes de solutés en interaction dans une matrice pure d’atomes de solvant : elle est donc parfaitement
adaptée à l’étude des solutions solides diluées. Kohan et al. ont montré que les LTE étaient notamment
très efficaces pour calculer des diagrammes de phase à basse température, dans des systèmes où l’ha-
miltonien est complexe et l’utilisation des simulations MC ou de la CVM est limitée [169]. Appliqué
aux alliages de Pd-V, ils montrent également que les LTE peuvent être construits à partir des mêmes
informations que celles nécessaires pour la CVM (multiplicités géométriques des amas).

1.3.3.1 LTE dans un ensemble Grand-Canonique

Commençons par exprimer le grand potentiel A du système :

A=−kBT ln(Z) , (1.18)

avec Z la fonction de partition du système dans l’ensemble grand-canonique, qui s’écrit :

Z =
∑
i

exp

[
−Ei+

∑
αnα (i)µα

kBT

]
. (1.19)

La somme (infinie) est réalisée sur toutes les configurations i d’énergie Ei et contenant nα (i) atomes
de type α. µα est le potentiel chimique associé à l’espèce α. L’idée d’un LTE est de faire un développe-
ment limité de l’énergie libre du système autour d’une configuration de référence d’énergie E0 et conte-
nant nα (0) atomes d’espèce α. Pour cela, on commence par mettre en facteur le terme qui correspond à
la configuration de référence :

A=

(
E0−

∑
α

nα (0)µα

)
−kBT ln

(
1 +
∑
i

exp

[
ζi
kBT

])
, (1.20)

avec ζi =−(Ei−E0)+
∑

α (nα (i)−nα (0))µα =−∆Ei+
∑

α∆nα (i)µα. La somme sur les confi-
gurations i est désormais restreinte aux configurations pour lesquelles ζi < 0, et ces configurations sont
dénommées états excités. Soit Gζi le nombre de configurations ayant la même valeur de ζi. On fixe une
valeur ζM (qui sera précisée ultérieurement) au-delà de laquelle ζi est tellement faible que l’influence de
la configuration correspondante sur A est négligeable. Avec ces définitions et en faisant un développe-
ment limité du logarithme de l’Eq. 1.20 au premier ordre (par convention de notation, nous prendrons
G0 = 0) :

A=A0−kBT
ζM∑
ζi=0

Gζi exp

[
ζi
kBT

]
, (1.21)
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où A0 = E0−
∑

αnα (0)µα. La concentration nominale en espèce α (définie par rapport au nombre
Ns de sites cristallographiques du système) se calcule en dérivant A par rapport à µα :

[α] =− 1

Ns

∂A
∂µα

=
nα (0)

Ns
+

M∑
i=0

nα (i)gi exp

[
−∆Ei+

∑
α∆nα (i)µα

kBT

]
, (1.22)

où gi = Gi/Ns et pour alléger les notations l’indice i représente une des configurations du système
vérifiant ζ = ζi. Le facteur gi s’interprète comme l’exponentielle de l’entropie de configuration de l’état
excité i, et le terme :

Pi = gi exp

[
−∆Ei+

∑
α∆nα (i)µα

kBT

]
, (1.23)

représente la probabilité (normalisée par Ns) de la configuration i. Le calcul des concentrations par LTE
nécessite donc d’identifier les configurations importantes, et de connaître leur énergie ∆Ei et leur multi-
plicité gi. On parle de développement basse-température, car à (ζi− ζj) fixé entre deux configurations i
et j, plus la température est basse et plus le rapport Pi/Pj sera marqué, ce qui permet de limiter la somme
de l’Eq. 1.21 à quelques termes seulement.

1.3.3.2 Notion de contre-termes

Pour obtenir le facteur de multiplicité gi, il suffit de dénombrer les niveaux d’excitation de ζi iden-
tique. Considérons un alliage binaire AB avec tendance à la démixtion et l’état de référence suivant :
un réseau cubique centré (BCC) de Ns sites tous occupés par un atome de type A. Le premier niveau
d’excitation du système (celui pour lequel ζi est le plus faible en valeur absolue) consiste à changer
un atome de A par un atome de B. Il y a Ns états équivalents (chaque atome de A peut être remplacé
par un atome de B donc G1 = Ns) qui ont tous ζ1 = −∆E1 +µB −µA. Soit z la coordinence du ré-
seau, l’état excité qui consiste à introduire deux atomes de B premiers voisins l’un de l’autre à comme
multiplicité : G2 = Ns× z. On peut également introduire les deux atomes B sans interaction thermody-
namique entre eux (i.e. séparés par une distance supérieure aux premiers voisins dans cet exemple). Pour
cet état excité : G2′ = Ns× (Ns− z). Considérons maintenant les états excités contenant trois atomes
B. Un calcul approximé des facteurs de multiplicité donne : G3 = Ns× z× 2(z−1) (trois atomes B
en interaction) ; G3′ = Ns× z× (Ns−2z+ 2) (deux atomes B en interaction, le troisième étant isolé) ;
G3′′ ' Ns× (Ns− z)× (Ns−2z) (trois atomes B sans interactions thermodynamiques les uns avec les
autres). Le théorème des amas connexes [76] stipule que dans le développement limité du logarithme
(Eq. 1.21), seuls les termes linéaires en nombre de sites doivent être conservés. Ainsi : g1 = 1, g2 = z,
g2′ =−z, g3 = 2z (z−1), g3′ =−2z (z−1), et g3′′ = 2z2. Les configurations 2′, 3′ et 3′′ contiennent des
atomes B sans interactions thermodynamiques entre eux : elles ne sont donc pas favorisées sur le plan
énergétique. Elles vont cependant être nécessaires dans l’expression de l’énergie libre A (cf. Eq. 1.21)
si la concentration en atomes B devient importante, car ces configurations dissociées, ou contre-termes,
vont modéliser les effets de frustration du système liés à l’impossibilité de disposer tous les atomes B
sans interactions si la concentration nominale de B devient trop importante. La détermination des fac-
teurs de multiplicité gi est un problème de dénombrement qui est loin d’être trivial en pratique. Il sera
discuté en détail au § 1.3.2.2. Sans les contre-termes, un LTE revient essentiellement à faire un bilan de
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masse de chaque espèce (Eq. 1.22) [333, 94, 99, 139], mais les LTE sont cependant définis de manière
plus rigoureuse et leur éventuelle généralisation est donc facilitée.

1.4 Évaluation de l’impact des amas lacunes-solutés sur les pro-
priétés thermodynamiques macroscopiques de la solution so-
lide

Les modèles d’interaction sur réseau que nous avons ajustés pour reproduire les énergies de liaison
d’amas VnXm (§ 1.3.1) doivent être combinés à une méthode d’échantillonnage permettant d’effectuer
une moyenne thermodynamique des différentes configurations du système et donc d’évaluer la concen-
tration de chaque amas (à température donnée). Pour cela, nous pouvons soit utiliser directement les
simulations MC à l’échelle atomique, soit réaliser l’exploration de l’espace des configurations avec notre
procédure déterministe (§ 1.3.2) et effectuer les moyennes thermodynamiques à partir d’un LTE (§ 1.3.3).

Classiquement, c’est la simulation MC qui est utilisée. Elle n’est cependant pas applicable dans le
cas d’une solution solide où deux espèces très diluées sont en interaction. Une boîte de simulation MC
contient typiquement 106−107 atomes, alors que la concentration d’équilibre de lacunes dans le fer pur,
à T = 1000 K, est [V ]|eq ' 10−11. Ainsi, avec une seule lacune dans la boîte de simulation, le système
est déjà sursaturé en lacunes d’au moins 4 ordres de grandeur. Lorsqu’une seule lacune est présente dans
la boîte de calcul, une procédure de renormalisation du temps est possible, comme celle utilisée dans
les simulations MC cinétiques [230], qui considère que cette sursaturation produit une accélération de la
diffusion, proportionnelle à [V ]|MC . Cette procédure nécessite de négliger l’interaction entre plusieurs
lacunes. Pour une simulation MC thermodynamique, la notion de temps physique est remplacée par celle
de temps de simulation, qui se compte en nombre de pas MC. Les concentrations des amas V Xn évoluent
linéairement avec la concentration totale de lacunes [V ]|MC , et elles doivent toutes être renormalisées par
un facteur [V ]|eq / [V ]|MC .

L’objectif de notre étude est de regarder l’impact des amas lacunes-solutés dans une solution solide
diluée. L’hypothèse classique que les amas plus grands que les paires sont en quantités négligeables dans
la solution solide diluée revient à limiter arbitrairement les possibles interactions entre amas, et donc leur
impact. Même si la littérature montre que les bi-lacunes n’ont pas d’effet visible sur la thermodynamique
ou la cinétique du fer-α pur à l’équilibre thermique, il n’y a pas de raison de tirer la même conclusion pour
les amas V2Xm, V3Xm, etc. Ainsi, nous souhaitons avoir la possibilité de considérer plusieurs lacunes et
plusieurs solutés simultanément. Regardons le cas très simple d’un système contenant des mono-lacunes
(V1) et des bi-lacunes (V2). Leurs concentrations sont liées par deux relations :

[V2] = [V1]2 exp

(
Ebt (V2)

kBT

)
, (1.24)

[V ]|tot = [V1] + 2[V2] . (1.25)

En combinant ces relations, on peut exprimer la proportion de mono-lacunes V1 :

[V1]

[V ]|tot
=
−1 +

√
1 + 2α

α
, (1.26)
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avec α = 4[V ]|tot exp
(
Ebt (V2)/kBT

)
. Un développement limité au premier ordre reviendrait à né-

gliger l’effet des bi-lacunes, que l’on souhaite justement prendre en compte. On effectue donc le déve-
loppement limité au second ordre :

[V1]

[V ]|tot
= 1− [V ]|tot exp

(
Ebt (V2)/kBT

)
. (1.27)

La proportion de mono-lacunes dépend alors de la quantité totale de lacunes, ce qui traduit l’existence
de phénomènes non-linéaires en [V ]|tot, et donc l’inapplicabilité des procédures de renormalisation du
temps pour déduire les concentrations d’amas à partir de mesures dans un système sursaturé en lacunes.

Pour la suite de l’étude, nous privilégierons donc l’utilisation des LTE. Les simulations MC seront
tout de même utilisées pour vérifier l’exactitude des LTE dans certains cas particuliers (cf. § 1.4.1.2).

1.4.1 Calcul des distributions d’équilibre d’amas en LTE
1.4.1.1 LTE pour le système Fe-V -X

Pour effectuer un LTE, il est nécessaire de choisir un état de référence autour duquel on effectue le
développement limité de l’énergie libre du système. Étant donné que nous nous intéressons aux solu-
tions solides diluées, il est naturel de prendre comme état de référence la matrice de fer parfaite, i.e. sans
impuretés et sans lacunes. Les niveaux d’excitation correspondent alors à l’insertion en site interstitiel oc-
taédrique d’un ou plusieurs solutés, et au remplacement d’un ou plusieurs atomes de fer par des lacunes.
La Fig. 1.15 schématise les premiers niveaux d’excitation que nous considérons, dont la hiérarchie (com-
paraison des quantités ζi de l’Eq. 1.20) est principalement déterminée par les potentiels chimiques des
espèces (µX 8 et µV − µFe) qui sont ajoutées au système de référence. En d’autres termes, la hiérar-
chie des niveaux d’excitation (importance des configurations) suit grossièrement la somme (n+m) du
nombre n de lacunes et du nombres m de solutés qui sont inclus dans chaque niveau d’excitation.

8. Le potentiel chimique d’ajout d’un soluté est noté µX par commodité, mais il correspond en réalité à la différence entre
le potentiel chimique du soluté et le potentiel chimique associé à un site interstitiel octaédrique vide. En effet, l’ajout d’un
soluté au système s’accompagne nécessairement de la suppression d’une lacune interstitielle.
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FIGURE 1.15 – Exemples de niveaux d’excitations à intégrer dans le LTE pour le système Fe-V -X . La
configuration 0 représente l’état de référence ; les états 1 et 2 correspondent à l’introduction d’un soluté
et d’une lacune, respectivement. Les états 3 et 4 s’identifient avec une paire V X dans deux configurations
différentes. L’état 9 correspond lui à un contre-terme, c’est-à-dire à un amas déconnecté (cf. § 1.3.3.2).
Les coefficients gi correspondent à la multiplicité géométrique de chaque état excité.

Les schémas de la Fig. 1.15 montrent que chaque niveau d’excitation peut être interprété comme
un amas particulier VnXm, et les probabilités correspondantes Pi (Eq. 1.23) comme la concentration
de ces amas. Les potentiels chimiques µX et µV −µFe sont toujours définis à une constante près. Pour
des raisons pratiques, nous choisissons ces constantes de manière à ce que ∆E1 = ∆E2 = 0, où les
configurations 1 et 2 sont les deux premières de la Fig. 1.15, respectivement l’insertion d’un soluté isolé
dans la matrice, et le remplacement d’un atome de Fer par une lacune. Soit i un niveau d’excitation
correspondant à une configuration particulière d’un amas VnXm, on peut écrire les énergies totales des
systèmes :

E [(NFe−n)Fe +VnXm] = E0 + (NFe−n)µFe+ ∆Ei+nµV +mµX

E [NFeFe] = E0 +NFeµFe

E [(NFe−1)Fe + 1V ] = E0 + (NFe−1)µFe+µV

E [NFeFe + 1X] = E0 +NFeµFe+µX . (1.28)

En remplaçant, µV , µX et (E0 +NFeµFe) dans la première ligne de l’Eq. 1.28, on obtient :

∆Ei = E [(NFe−n)Fe +VnXm] + (n+m−1)E [NFeFe]

−nE [(NFe−1)Fe + 1V ]−mE [NFeFe + 1X] . (1.29)

D’après la définition de l’Eq. 1.8 :

∆Ei =−Ebt (VnXm) . (1.30)

Nous écrivons alors les deux équations qui, dans la méthode LTE, lient les concentrations à la fonction
de partition du système Fe-V -X (cf. Eq. 1.22) :
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[V ] =
∑
i

nigi exp

(
Ebti +niµV Fe+miµX

kBT

)
[X] =

∑
i

migi exp

(
Ebti +niµV Fe+miµX

kBT

)
, (1.31)

où la configuration i du système contient ni lacunes et mi solutés ; Ebti est l’énergie de liaison d’un
amas VniXmi dans la configuration i ; µV Fe = µV −µFe ; [V ] et [X] sont les concentrations nominales
respectivement en lacunes et en solutés. Il y a 4 inconnues dans ce système : [V ], [X], µV Fe et µX .
Deux d’entre elles sont fixées par l’ensemble thermodynamique dans lequel on travaille : canonique (i.e.
les concentrations nominales sont fixées) ou semi-grand-canonique (i.e. les différences de potentiels chi-
miques µX et µV Fe sont fixées). Les deux autres inconnues sont obtenues en résolvant le système de
l’Eq. 1.31. Notons que l’on peut travailler dans l’ensemble canonique vis-à-vis d’une espèce et dans l’en-
semble semi-grand-canonique vis-à-vis de l’autre espèce, en fonction des conditions expérimentales que
l’on souhaite reproduire. Si µV Fe et µX sont fixés, l’application directe de l’Eq. 1.31 donne les concen-
trations nominales de chaque espèce. Si µV Fe et [X] (respectivement µX et [V ]) sont fixés, l’Eq. 1.31 se
réduit à la résolution d’un polynôme d’ordre n∗, où n∗ est le nombre maximal de solutés (respectivement
lacunes) compris dans les niveaux d’excitation considérés. Enfin, si [V ] et [X] sont fixées, il faut résoudre
un système de deux équations polynomiales couplées.

1.4.1.2 Comparaison des distributions d’équilibre d’amas obtenues par simulation MC atomique
et par LTE

Ce paragraphe a pour but de montrer que l’Eq. 1.31 donne des résultats équivalents à ceux d’une
simulation MC atomique. Nous avons expliqué qu’il était généralement difficile de traiter les systèmes
Fe-V -X par simulation MC. Pour effectuer la comparaison entre LTE et MC, nous nous plaçons dans
le cas où lacunes et solutés sont traités dans l’ensemble canonique, avec une sursaturation importante
de lacunes. La boîte de simulation est composée de 1023997 atomes de fer, 3 lacunes et 102 atomes de
carbone, ce qui correspond aux concentrations (définies par rapport au nombre de sites substitutionnels
Ns) : [V ] = 3.10−6 et [C] = 1.10−5. La simulation est considérée comme convergée lorsque 104 sauts
par site ont été réalisés. L’algorithme utilisé est de type Metropolis (cf. §1.2.1.1). Le temps d’existence
cumulé de chaque amas est mesuré au cours de la simulation. Les concentrations d’amas résultent donc
d’une double moyenne, à la fois temporelle et spatiale.

Afin de reproduire les conditions de la simulations MC et les effets de taille finie qu’elle engendre,
le LTE n’inclut pas les amas contenant plus de 3 lacunes. Le modèle d’interaction prédit une forte baisse
de l’énergie de liaison au-delà de 3 atomes de C par lacune, et des liaisons C-C répulsives. Ainsi, il n’est
pas nécessaire d’inclure les amas contenant plus de 4 C par lacunes dans les sommes des Eqs. 1.31, car
ces amas sont instables et donc négligeables. L’Eq. 1.31 est alors résolue en fixant les concentrations no-
minales [V ] et [C]. La concentration d’une configuration particulière i d’un amas est simplement donnée
par :

Pi = gi exp

(
Ebti +niµV Fe+miµX

kBT

)
. (1.32)

La Fig. 1.16 montre les distributions d’équilibre d’amas obtenues en LTE et en simulation MC pour
ce système :
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FIGURE 1.16 – Comparaison (en fonction de la température) des distributions d’équilibre d’amas obte-
nues en simulation MC atomique (symboles) et de celles calculées en LTE (lignes pointillées).

Ce graphique montre le très bon accord entre LTE et simulations MC, et ce pour de vastes intervalles
de températures et de concentrations. De cette manière nous validons l’utilisation des LTE pour calculer
les distributions d’équilibre d’amas dans les système Fe-V -X dilués. Notons que les distributions d’équi-
libre d’amas nous renseignent sur les configurations susceptibles d’apparaître en fonction de paramètres
extérieurs, notamment la température et les concentrations nominales d’espèces. Ce type d’information
est nécessaire à la bonne interprétation d’expériences telles que la spectroscopie d’annihilation de posi-
tons (PAS) ou les recuits de résistivité (RR).

1.4.1.3 Convergence en taille d’amas des LTE

Les simulations MC, comme les LTE introduisent obligatoirement des effets de taille finie, les pre-
mières à cause de limitations dans la taille de boîte, et les seconds car la somme sur les configurations
doit en pratique être tronquée. Les méthodes que nous avons développé permettent d’inclure un grand
nombre d’états excités dans le LTE. Au premier abord, on pourrait penser que plus le développement
limité contient de termes et plus le résultat final sera précis. Malheureusement, la convergence du résultat
n’est pas si simple à appréhender.

En quelques mots, le problème vient du fait qu’on effectue un développement limité de l’énergie
libre autour d’un état de référence (dans notre cas le fer parfait). Ainsi, un LTE ne peut pas gérer un
état biphasé, car il y aurait alors deux états de référence supposés infinis, la solution solide et la phase
précipitée. D’après les développements de la théorie classique de la nucléation (voir e.g. la revue [52]), il
existe une taille critique pour les amas au-delà de laquelle la croissance de l’amas est systématiquement
exothermique, ce qui correspond au phénomène de précipitation. Ainsi, on peut raisonnablement penser
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que tout amas plus gros que cette taille critique appartient à la phase précipitée, et ne devrait pas être
pris en considération pour décrire la solution solide. Cette réflexion aboutit à la définition d’une taille
maximale d’amas à inclure dans le LTE. Afin d’alléger le manuscrit, ce point technique est discuté en
détail en annexe D.

1.4.2 Diagrammes de phases Fe-X dans la région riche en Fe : rôle des lacunes
Nous souhaitons à présent mettre en avant un premier effet des interactions lacunes-solutés sur les

propriétés thermodynamiques macroscopiques de la solution solide de fer-α, et expliquer en quoi les
lacunes d’équilibre du matériau participent à l’établissement de la limite de solubilité des solutés inter-
stitiels. Nous nous plaçons donc dans l’ensemble semi-grand canonique pour les deux espèces (V et X) :
les lacunes se mettent à l’équilibre par création et élimination sur les puits de défauts ponctuels (disloca-
tions, joints de grains, cavités, surfaces libres) et on suppose que la solution solide est en équilibre avec
une autre phase qui contient le soluté X (carbure, nitrure ou oxyde). Ces défauts de microstructure et
autres phases ne sont pas modélisés explicitement, on supposera qu’ils n’ont pas d’autre conséquence
que d’imposer un potentiel chimique, respectivement µV Fe et µX . Pour fixer µX , nous considérons que
la phase en équilibre avec la solution solide est la première phase qui précipite lorsqu’on augmente la
concentration de soluté X à température fixée, soit Fe3C pour X =C, Fe4N pour X =N et FeO ou Fe3O4

pour X =O (en fonction de la température). Physiquement, à potentiels chimiques fixés, la concentration
d’un amas ne dépend plus que de l’énergie de liaison totale de cet amas (cf. Eq. 1.32). Si celle-ci est
suffisamment importante, une quantité d’amas non-négligeable par rapport à la concentration nominale
de soluté apparait dans la solution solide, par stabilisation mutuelle des lacunes et des solutés interstitiels.
Cette section a pour but d’évaluer l’importance de ce phénomène. De plus le calcul des limites de solubi-
lité présente un intérêt propre puisqu’il n’existe pas de données expérimentales à basse température (T <
500 K) pour C et N, et les limites de solubilité de l’oxygène sont si faibles que les mesures expérimentales
ne sont pas fiables pour T < 1000 K.

1.4.2.1 Diagrammes de phase en LTE

La capacité des LTE à calculer les diagrammes de phase a déjà été prouvée par le passé [169, 51].
La simulation MC serait encore une fois difficile à mettre en place, car il faudrait disposer d’un Ha-
miltonien sur réseau qui décrive à la fois la solution solide et la phase ordonnée. Par exemple, notre
Hamiltonien ajusté sur les énergies d’amas dans la solution solide prédit des interactions C-C répulsives.
Cet Hamiltonien empêchera la précipitation des carbures, et notamment de la cémentite Fe3C. Cela n’est
pas surprenant : la cémentite n’étant pas décrite sur un réseau BCC, les atomes de carbone et de fer n’y
interagissent pas de la même manière que dans la solution solide. Cette problématique sera rediscutée au
Chap. 3.

Nous choisissons de décrire en détail l’énergie libre de la solution solide en utilisant le LTE avec le
modèle d’interaction développé au § 1.3.1, et d’adopter une approche semi-phénoménologique combinant
calculs DFT et mesures expérimentales pour estimer l’énergie libre de la phase précipitée, considérée
comme parfaitement stœchiométrique. Le fait de ne pas prendre en compte les niveaux d’excitation de la
phase précipitée est justifié par la réflexion suivante : le potentiel chimique d’équilibre du soluté est lié à
l’énergie moyenne d’un soluté dans la solution solide et à l’énergie moyenne d’un soluté dans la phase
précipitée. La concentration de solutés en solution solide étant très faible, l’énergie moyenne des solutés
est facilement modifiée par une petite quantité de défauts (e.g. lacunes), tandis qu’une concentration
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importante de défauts (de l’ordre de la concentration de solutés dans la phase précipitée) est nécessaire
pour affecter l’énergie moyenne d’un soluté dans la phase précipitée de manière significative. Si une telle
concentration de défauts existe dans la phase précipitée à l’équilibre thermique, c’est que l’état de base
qui la décrit a probablement été mal choisi.

Soit A(FepXq) le grand potentiel (énergie libre grand-canonique) par atome de fer de la phase or-
donnée qui précipite :

A(FepXq) =
∆F (FepXq)

p
−µFe−

q

p
µX . (1.33)

Avec les références de potentiel chimiques choisies (cf. § 1.4.1.1), ∆F (FepXq) s’écrit (F [α] est
l’énergie libre totale d’une boîte de calcul contenant α) :

∆F (FepXq)

p
=
F [FepXq]

p
− F [NFeFe]

NFe
− q
p

(F [NFeFe +X]−F [NFeFe])

=−q
p

(
F [NFeFe +X]−F

[
Fep/qX

]
−F [NFeFe] +

p

q

F [NFeFe]

NFe

)
=−q

p

(
F [NFeFe +X]−F

[
Fep/qX

]
−F

[(
NFe−

p

q

)
Fe

])
=−q

p
Ff (X)|Fe/FepXq . (1.34)

Ff (X)|Fe/FepXq (abrégée en Ff (X) pour la suite, sauf s’il y a ambiguïté) est par définition l’énergie
libre de formation d’un soluté dans la ferrite en prenant comme référence pour les solutés la phase or-
donnée FepXq. A l’équilibre thermique, il y a égalité entre les énergies libre grand-canonique de chaque
phase en présence :

− q
p
Ff (X)−µFe−

q

p
µX =−µFe−kBT

∑
i

gi exp

(
Ebti +niµV Fe+miµX

kBT

)
. (1.35)

En réorganisant les termes :

q

p

(
µX +Ff (X)

kBT

)
=
∑
i

gi exp

(
Ebti +niµV Fe+miµX

kBT

)
. (1.36)

La quantité Ff (X) doit être connue : c’est elle qui fixe la différence d’énergie entre un atome de
soluté appartenant à la phase FepXq et un atome de soluté isolé dans la ferrite, et donc la limite de
solubilité dans la solution solide.

1.4.2.2 Calcul des potentiels chimiques d’équilibre

Le calcul du diagramme de phase peut être réalisé dans deux conditions :
– les lacunes sont à l’équilibre thermique et la différence de potentiel chimique µV Fe est fixée par

cette condition. La résolution de l’Eq. 1.36 permet alors d’obtenir le potentiel chimique de so-
luté µX correspondant à l’équilibre entre les deux phases. Les distributions d’équilibre d’amas en
solution solide sont alors données par l’Eq. 1.32.
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– la concentration de lacune est fixée, ce qui peut représenter, au moins localement 9, une solution
solide sous irradiation, une fois que le profil de concentration de lacunes entre la zone irradiée et
les puits de défauts est stationnaire. Il faut alors résoudre le système composé de l’Eq. 1.36 et de la
première ligne de l’Eq. 1.31.

Dans les deux cas, la résolution se fait numériquement. Le second cas sera traité au Chap. 3, mais pour
l’heure, les lacunes seront toujours considérées comme étant à l’équilibre thermique.

Si les lacunes sont à l’équilibre, la concentration de lacunes isolées dans la ferrite est donnée par
l’énergie libre de formation de la lacune, notée Ff (V )|Fe (la notation change de l’Eq. 1.7 pour souligner
que cette énergie est fonction de la température, Ff (V )|Fe = Ef (V )|Fe−TSf (V )|Fe). D’après l’Eq.
1.32, il vient :

[V ] = exp

(
µV Fe
kBT

)
= exp

(
−Ff (V )|Fe

kBT

)
, (1.37)

d’où µV Fe =−Ff (V )|Fe lorsque l’on considère que les lacunes sont à tout instant en équilibre thermique
avec les sources et puits de défauts ponctuels du matériau. La mesure de l’énergie de formation des
lacunes dans le fer a été le sujet de nombreuses études expérimentales [263, 164, 206, 64, 102, 269, 268],
rendues difficiles par la transition magnétique du fer à la température de Curie (TC = 1043 K), par la
transition α→ γ (Tα→γ = 1185 K), et surtout par la contamination des échantillons. A T = 0 K, les calculs
DFT réalisés avec différents implémentations DFT indiquent [71, 278, 195, 157, 20, 69, 219] : 2.02
eV≤Ef (V )|Fe ≤2.20 eV. Nous souhaitons prendre en compte l’effet de la transition ferromagnétique→
paramagnétique de la ferrite. Pour cela, nous nous appuyons sur les travaux de Ding et al. [69, 134, 256].
Ils montrent qu’un modèle semi-empirique liant l’énergie de formation de lacunes à la magnétisation
réduite du fer permet de reproduire le coefficient d’auto-diffusion du fer, coefficient qui est proportionnel
à la concentration de mono-lacunes dans le matériau. Ce modèle semble donc reproduire correctement
l’évolution en température de Ff (V )|Fe. L’énergie libre de formation de lacunes dans le fer pur s’écrit
alors :

Ff (V )|Fe = EfP +
(
EfF −E

f
P

)
M (T )2

−T
[
SfP +

(
SfF −S

f
P

)
M (T )2

]
, (1.38)

avec M (T ) la magnétisation réduite du fer ; Ef et Sf l’énergie et l’entropie de formation de lacune
dans le fer pur, où les indices “F ” et “P ” précisent l’état magnétique du matériau. M (T ) a été obtenue
avec une approximation de champ moyen de point (cf. annexe E), dont les résultats sont proches des
mesures expérimentales [57]. D’après les calculs DFT,EfF = 2.13 eV [20] etEfP = 1.98 eV [69]. Pour les
entropies de formation de lacune, nous avons choisi les valeurs issues de calculs de dynamique de spins
sur réseau, SfF ' 5kB et SfP ' 4kB [324, 323], dont l’ordre de grandeur est en accord avec l’entropie de
vibration calculée en DFT par Lucas et Schäublin [195], SfF = 4.1kB . La Fig. 1.17 montre les différentes
contributions au calcul de l’énergie libre de formation de lacunes dans le fer pur, Ff (V )|Fe. C. Barouh
a réalisé des calculs DFT sous contrainte qui montrent que l’expansion thermique de la matrice de fer
diminue EfF de 0.02 eV à T = 1000 K [17], ce qui est inférieur à la barre d’erreur généralement admise
pour les calculs d’énergie de liaison en DFT. Ce phénomène sera donc négligé dans notre étude.

9. En régime stationnaire, il y a des flux de défauts ponctuels qui créent une distribution non uniforme de soluté dans la
solution solide. Cependant, dans un volume local donné, les distributions de défauts et d’amas sont homogènes et stationnaires.
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FIGURE 1.17 – Différentes contributions à l’énergie libre de formation de lacunes dans le fer pur,
Ff (V )|Fe. La courbe noire correspond à la valeur issue des calculs DFT à T=0K. La courbe orange
y ajoute l’entropie de vibration. La courbe verte représente la valeur finalement utilisée, calculée d’après
l’Eq. 1.38, qui intègre également l’effet de la transition magnétique du fer.

Il ne reste plus qu’une inconnue à déterminer pour pouvoir résoudre l’Eq. 1.36 : l’énergie de for-
mation des solutés Ff (X). Cette quantité peut être calculée avec la DFT à T = 0 K. Sa variation
avec la température est plus compliquée à obtenir, mais la littérature fournit les données nécessaires
dans le cas du carbone [115, 66, 168]. Afin d’avoir un traitement identique pour les 3 systèmes Fe-
V -X , nous adoptons une approche semi-phénoménologique, qui postule la décomposition suivante :
Ff (X) = Ef (X)−TSf (X), avec Ef (X) et Sf (X) qui sont des constantes indépendantes de la tem-
pérature. Ef (X) correspond alors (en théorie) à la valeur calculée en DFT à T = 0 K. Sf (X) sera ajustée
sur une limite de solubilité expérimentale [X]|sol bien établie. Pour cela, le système d’Eq. 1.31 est résolu
pour le système Fe-V -X en imposant la concentration totale de soluté égale à la limite de solubilité ex-
périmentale à une température donnée (le potentiel chimique des lacunes est quant à lui fixé à sa valeur
d’équilibre). Ce calcul donne accès au potentiel chimique µX correspondant à l’équilibre entre la phase
FepXq et la solution solide. En réinsérant ce potentiel chimique dans l’Eq. 1.36, on obtient la valeur de
Sf (X), supposée indépendante de la température :

Sf (X) =
µX +Ef (X)

T
−kB

p

q

∑
i

gi exp

(
Ebti +niµV Fe+miµX

kBT

)
. (1.39)

Le Tableau 1.5 résume les paramètres ayant servi à réaliser cette procédure d’ajustement, ainsi que
les valeurs qui en découlent.
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C N O

Ef (X) à T = 0 K (DFT) - [eV ] 0.17 (*0.57) 0.17 (*0.32) 1.28

[X]|sol expérimentale à T|fit - [appm] 933 4000 13

T|fit - [K] 1000 865 1154

Phase FepXq Fe3C Fe4N Fe0.947O

Référence pour [X]|sol à T|fit [48] [326] [284]

µX
(
T|fit

)
-[eV ] -0.696645 -0.495085 -1.39554

Sf (X) - [kB] -6.10 (*-1.47) -4.37 (*-2.36) -1.14

Amas maximal inclus dans le LTE V3C7 V3N7 V3O5

TABLE 1.5 – Quantités intervenant dans la procédure d’ajustement de l’énergie libre de formation de
soluté Ff (X). [X]|sol correspond à la limite de solubilité du soluté X .

Le calcul des diagrammes de phase Fe-C et Fe-N montre que l’estimation de Ef (X) en DFT ne
permet pas d’avoir une bonne reproduction des données expérimentales (cf. § 1.4.2.3). La valeur absolue
de l’énergie d’une boîte de calcul DFT n’a aucune signification physique, seules les différences d’éner-
gie entre deux configurations du système en ont. Lorsque ces deux configurations sont proches du point
de vue de leur structure électronique, le résultat est généralement fiable car les erreurs systématiques
s’annulent. En revanche, lorsque les deux configurations sont très différentes, comme c’est le cas entre
la solution solide et une structure ordonnée FepXq, il n’y a plus d’annulation des erreurs systématiques.
Ainsi, les résultats obtenus sont moins fiables. Pour les systèmes Fe-C et Fe-N, nous avons donc profité
des mesures expérimentales de limites de solubilité pour ajuster la valeur de Ef (X), à titre de comparai-
son. La valeur obtenue, ainsi que l’entropie de formation de soluté correspondante, sont repérées par une
étoile dans le Tableau 1.5.

La limite de solubilité de l’oxygène dans le fer ferromagnétique n’est pas bien établie expérimentale-
ment, car elle est inférieure ou égale au seuil de détection des appareils utilisés. Les mesures effectuées
à différentes températures donnent par exemple des résultats similaires alors que la limite de solubilité
devrait augmenter avec la température [273]. C’est pourquoi nous avons choisi d’ajuster l’entropie de for-
mation de soluté sur une limite de solubilité à plus haute température (T=1185 K), où la mesure semble
plus fiable [273, 284].

Le diagramme de phase de l’alliage Fe-O montre que le premier oxyde en équilibre avec la solution
solide de ferrite change avec la température [327, 282]. Pour T<843 K, il s’agit de la magnétite (Fe3O4)
et pour T>843 K, il s’agit de la wüstite, (FeO, dont la stœchiométrie varie avec la température et que
nous prendrons égale à Fe0.947O [282]). Pour les basses températures, il faut donc réitérer la procédure
ci-dessus, mais en considérant l’équilibre ferrite/magnétite. Le problème est que nous ne disposons ni
des données DFT, ni des mesures expérimentales de limites de solubilité pour cette phase. Nous adoptons
donc un point de vue phénoménologique pour déduire Ff (O)|Fe/Fe3O4

à partir de Ff (O)|Fe/Fe0.947O.
D’après [282], l’enthalpie libre par atome d’oxygène ∆G des deux oxydes est connue en fonction de la
température, avec pour références les corps purs Fe-α et O2 gazeux à T=298 K et P=1 bar. Ces deux
enthalpies libres sont définies à une constante près (σ) car l’une est relative à 0.75 atomes de Fe, tandis
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que l’autre est relative à 0.947 atomes de Fe. En effet, la quantité ∆G(FepOq) s’écrit :

∆G(FepOq) =
G(FepOq)−pG

(
Fe|Ref

)
− qG

(
O|Ref

)
q

=G
(
Fep/qO

)
− p
q
G
(
Fe|Ref

)
−G

(
O|Ref

)
. (1.40)

Ainsi, lorsqu’on calcule la différence d’enthalpie libre par atome d’oxygène entre les deux oxydes,
le terme lié à la référence des atomes de fer ne s’annule pas puisque les deux oxydes n’ont pas la même
stœchiométrie :

G(Fe0.947O)−G(Fe0.75O) = ∆G(Fe0.947O)−∆G(Fe0.75O) + (0.947−0.75)G
(
Fe|Ref

)
. (1.41)

La présence de ce terme 0.197×G
(
Fe|Ref

)
nous empêche de calculer la différence d’énergie de

formation de soluté à partir des valeurs tabulées d’enthalpie libre des deux oxydes. En revanche, on sait
qu’à T = 843 K les deux oxydes ont la même enthalpie libre, ce qui nous permet de déduire la constante
σ = 0.066913 eV. Ainsi on peut écrire la relation (en eV) :

Ff (O)|Fe/Fe3O4
= Ff (O)|Fe/Fe0.947O + 1.769×10−8T 2−2.829×10−4T + 0.22813.

Comme cela est discuté dans l’annexe D, le LTE doit être tronqué à une certaine taille d’amas, afin de
ne pas inclure dans la solution solide des configurations du système qui sont les germes d’une autre phase.
Le critère d’appartenance à la solution solide ou à une autre phase est fixé par le maximum d’énergie libre
effective d’amas F∗ (VnXm), définie comme :

F∗ (VnXm) =−kBT ln([VnXm]) . (1.42)

Ainsi, à chaque fois qu’un LTE est réalisé, nous regardons si la fonction (n,m) 7→ F∗ (VnXm) présente
un (ou plusieurs) maximum. Si c’est le cas, il faut retirer certains états excités du LTE. Sinon, d’autres
états excités peuvent être ajoutés au LTE. En appliquant cette procédure de manière itérative, on s’as-
sure que tous les états excités appartenant à la solution solide, pour des conditions de température et de
concentration données, sont inclus dans le LTE, tandis que que les états excités qui appartiennent à une
autre phase sont exclus du LTE. En pratique, on peut également réduire le nombre d’états excités inclus
dans le LTE pour des raisons numériques : les plus gros amas de la solution solide sont en général pré-
sents en concentrations extrêmement faibles, si bien que le fait de les négliger n’affecte pas les potentiels
chimiques de chaque espèce. L’ordre des équations polynomiales à résoudre (cf. Eq. 1.31) étant fonction
de la taille d’amas maximale incluse dans le développement, la résolution numérique des équations est
d’autant facilitée que cette taille maximale est faible. En prenant en compte ces différents aspects, l’amas
maximum choisi pour chaque système est précisé dans le Tableau 1.5 .

1.4.2.3 Effet des lacunes thermiques sur les limites de solubilité des solutés C, N et O dans α-Fe

La Fig. 1.18 présente la limite de solubilité du carbone dans la solution solide de fer-α, issue des
mesures expérimentales et calculée en LTE avec diverses paramétrisations, précisées dans la légende.

52



10
-10

10
-9

10
-8

10
-7

10
-6

10
-5

10
-4

10
-3

10
-2

Carbon concentration

300

400

500

600

700

800

900

1000

1100

T
em

pe
ra

tu
re

 -
 [K

]

DFT parameterization

E
f
(C) = 0.17 eV

E
f
(C) = 0.57 eV

Stanley - 1949
Wert - 1950
Linderstrand - 1955
Swartz - 1969
Hasebe - 1984
Merlin - 2004

FIGURE 1.18 – Partie riche en fer du diagramme de phase Fe-C. Les symboles montrent les limites de
solubilité expérimentales [48, 186, 119, 113, 216] et les lignes représentent les limites de solubilité issues
du LTE pour trois paramétrisations : Ff (C) est entièrement issue de calculs DFT (courbe verte, d’après
les données [66, 168]) ; Ef (C) est calculée en DFT, et Sf (C) est ajustée sur la limite de solubilité expé-
rimentale à T = 1000 K (courbe rouge) ; Ff (C) est entièrement ajustée sur les mesures expérimentales
(courbe bleue).

La paramétrisation entièrement issue de la DFT (courbe verte) combine les résultats de Klymko et
Sluiter [168] qui donnent la variation avec la température de l’énergie de formation du carbone dans
la ferrite, en prenant le carbone diamant comme référence, et ceux de Dick et al. [66] qui calculent la
variation avec la température de l’énergie de formation de la cémentite avec pour références la ferrite et le
carbone diamant. L’énergie libre de formation du carbone ainsi obtenue est modélisée par un polynôme
d’ordre 3 en température qui donne 0.60 eV< Ff (C) < 0.63 eV (pour 300 K < T < 1000 K, et la
variation est non monotone avec la température) :

Ff (C) =−2.3482×10−10 T 3 + 6.2702×10−7 T 2−4.74×10−4 T + 0.71 eV. (1.43)

Cette expression semble surestimer la limite de solubilité du carbone dans le fer-α, surtout à haute
température. L’écart avec les valeurs expérimentales à T=1000 K est d’environ un facteur 3, ce qui est
tout de même intéressant étant donné qu’il n’y pas de paramètre ajusté. Les calculs DFT sont donc
susceptibles de fournir une bonne évaluation de l’évolution en température des énergies de formation des
solutés. Notons cependant qu’il peut y avoir une grande variation de l’énergie de formation des solutés
calculées en DFT à T = 0 K, par exemple dans le cas du carbone : 0.18 eV≤ Ff (C)|T=0K ≤ 0.81 eV
[17, 260, 66, 168].

La deuxième paramétrisation (courbe rouge) utilise l’énergie Ef (X) = 0.17 eV obtenue par DFT à T
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= 0 K [17]. L’entropie Sf (X) est alors ajustée sur une valeur expérimentale, suivant la procédure établie
au § 1.4.2.2. Les limites de solubilité sont alors clairement surestimées, car Ef (X) est trop faible.

Cela nous a amené à réaliser une troisième paramétrisation, où Ef (X) et Sf (X) sont toutes les
deux ajustées sur les données expérimentales (courbe bleue). Cet exemple permet de montrer que pour le
carbone, d’une part l’approximation Ff (X) = Ef (X)−TSf (X) avec Ef (X) et Sf (X) constants est
valable, et d’autre part la paramétrisation 1 semble correcte à basse température.

Les deux prochains diagrammes de phase (Fe-N et Fe-O) ont été calculés avec la paramétrisation
2. Cet exemple du carbone, système pour lequel on disposait de plus de données issues de la littérature,
avait simplement pour but de mettre en avant les forces et les limites de cette paramétrisation. On retrouve
d’ailleurs dans le cas de l’azote, que les limites de solubilité sont surestimées car Ef (N) est trop faible
(cf. Fig. 1.19).

L’objectif de ce paragraphe est de déterminer si les lacunes d’équilibre du matériau jouent un rôle
dans l’établissement des limites de solubilité. Pour répondre à cette question, le calcul de la limite de
solubilité a été effectué de deux façons. La première, intitulée “Without V ” et représentée en bleu sur
les Figs. 1.19 et 1.20, consiste à ne pas prendre en compte les amas lacunes-solutés dans le LTE. Dans
l’Eq. 1.39 qui permet de calculer Sf (X), la somme sur les configurations i se réduit donc à des niveaux
d’excitations qui ne contiennent que des amas de solutés. Si de plus, comme c’est le cas pour le carbone
et l’azote, les solutés ont une énergie de liaison répulsive entre eux, cette équation est réduite à :

Sf (X) =
µX +Ef (X)

T
+ 3kB

p

q
exp

(
µX
kBT

)
. (1.44)

Ensuite, il faut calculer le potentiel chimique d’équilibre (i.e. résoudre l’Eq. 1.36), et dans ce cas
encore, la somme sur i ne tient pas compte des amas lacunes-solutés. La deuxième façon de calculer
les limites de solubilité, intitulée “With V ” et représentée en noir dans les Figs. 1.19 et 1.20, consiste à
prendre en compte les amas VnXm, à la fois pour l’ajustement de l’entropie Sf (X) (Eq. 1.39) et pour
l’obtention du potentiel chimique d’équilibre (Eq. 1.36). Si les deux procédures donnent le même résultat,
on peut conclure que les lacunes d’équilibre jouent un rôle négligeable dans l’établissement des limites
de solubilité de solutés. C’est d’ailleurs le cas pour le carbone (non représenté) et pour l’azote (cf. Fig.
1.19). On peut encore vérifier cette conclusion en calculant la proportion de solutés qui sont sous forme
de monomères, i.e. isolés dans la solution solide. Dans le calcul “Without V ”, 100% des solutés N sont
des monomères, ce qui est une évidence. Dans le calcul “With V ”, entre 96% et 100% des solutés N
sont des monomères, en fonction de la température (cf. insert de la Fig. 1.19). L’influence des lacunes
d’équilibre sur la population d’azote en solution solide est donc négligeable, ce qui explique qu’elles ne
modifient pas le potentiel chimique d’équilibre µN (par rapport à un matériau idéal et sans lacunes) et
donc n’affectent pas les limites de solubilité.
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FIGURE 1.19 – Partie riche en fer du diagramme de phase Fe-N. Les symboles montrent une compilation
de mesures expérimentales [326]. L’ajustement de Sf (N) et le calcul de [N]|sol sont réalisés de deux
façons : soit en prenant en compte les lacunes (courbes noires), soit en les négligeant (courbes bleues).
Les traits pointillés représentent les limites de solubilité minimales et maximales issues de l’étude de
sensibilité, et les lignes pleines correspondent à la limite de solubilité moyenne (cf. texte). L’insert montre
la proportion de monomères dans la population des solutés N.

Le calcul de diagrammes de phases en LTE à partir des données ab initio et/ou expérimentales est
lié à de nombreuses incertitudes de paramétrisation : Ef (X), valeur expérimentale [X]|sol qui permet
d’ajuster Sf (X),Ebt (VnXm), µV Fe, et les évolutions avec la température et la mise en ordre magnétique
de ces quantités. Il convient donc de réaliser une étude de sensibilité où ces différents paramètres sont
modifiés pour vérifier la robustesse des conclusions physiques. Le diagramme de phase a été calculé
1000 fois, avec pour chaque calcul un jeu de paramètres tiré au hasard dans les intervalles indiqués dans
le Tableau 1.6. De ces calculs, on tire un diagramme de phase moyen (lignes pleines sur les Figs. 1.19
et 1.20), ainsi que les limites de solubilité hautes et basses (lignes pointillées sur les Figs. 1.19 et 1.20).
L’étude de sensibilité confirme que les lacunes d’équilibre ne stabilisent pas suffisamment l’azote en
solution solide pour modifier ses limites de solubilité par rapport à un fer idéal sans lacunes.

Quantité physique Ef (X) SfF (V ) Ebt (VnXm) [O]|sol, T=1185K

Intervalle de variation 60% - 140% 0 - 4.1kB 90% - 110% 1% - 200%

TABLE 1.6 – Étude de sensibilité aux paramètres d’entrée du calcul des diagrammes de phase en LTE :
intervalles de variation de ce ces paramètres. Les valeurs en % sont relatives à la valeur du paramètre
obtenue avec la procédure décrite précédemment.
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Pour le système Fe-O, la littérature ne contient pas de mesures expérimentales fiables des limites
de solubilité dans le fer ferromagnétique (cf. § 1.1), car [O]|sol est inférieure au seuil de détection des
appareils de mesure (ce seuil est typiquement de l’ordre de 1 appm) pour des températures inférieures à
1000 K. Dans ce cas, le calcul analytique de [O]|sol prend alors tout son sens, car cette donnée inaccessible
expérimentalement est d’une importance capitale pour traiter correctement, entre autres, les phénomènes
d’oxydation. Avec les données dont nous disposons, seule la paramétrisation 2 est applicable, i.e. Ef (O)
est calculée en DFT, et Sf (O) est ajustée sur la mesure de [O]|sol = 13 appm à T=1154 K qui semble plus
digne de confiance que les valeurs à plus basse température [273, 284].Ef (O) a aussi été calculée en DFT
avec le code VASP par Jiang et al. [147]. Avec comme référence la wüstite FeO, ces auteurs obtiennent
Ef (O) = 1.41 eV, une valeur proche du résultat obtenu par C. Barouh [20, 18] avec la même référence :
Ef (O) = 1.28 eV. Par souci d’homogénéité de la paramétrisation avec les systèmes précédents, nous
retiendrons cette dernière valeur. Le calcul de [O]|sol a été réalisée en utilisant la procédure “With V ”
(qui inclut la contribution des lacunes, courbe noire de la Fig. 1.20) et “Without V ” (qui néglige la
contribution des lacunes, courbe bleue de la Fig. 1.20).

Les lacunes ne semblent pas affecter le diagramme de phase moyen issu de l’étude de sensibilité
(courbes en traits pleins), mais la limite de solubilité “maximale” dépend quant à elle de la prise en
compte ou non des lacunes, ce qui fait penser que les lacunes pourraient tout de même jouer un rôle.
Pour s’en convaincre, il faut regarder l’insert de la Fig. 1.20, qui représente la proportion d’atomes O
sous forme de monomères, pour le diagramme de phase moyen. On voit alors que même si la limite de
solubilité correspondante ne semble pas être affectée par la présence des lacunes, la description de la
solution solide est fondamentalement différente : en effet, entre 20% et 40% des atomes O appartiennent
à des amas VnOm. Cela signifie que dans le cas “Without V ”, les solutés sont stabilisés de manière
effective dans la procédure d’ajustement de l’entropie de formation de l’oxygène, de manière à reproduire
la limite de solubilité à T = 1154 K. Lorsque les contributions des lacunes sont prises en compte, le
potentiel chimique d’équilibre de l’oxygène est diminué (i.e. l’oxygène isolé est déstabilisé en solution
solide) mais les solutés sont stabilisés par création d’amas VnOm. Pour confirmer cette hypothèse, nous
avons réalisé une troisième procédure d’ajustement (“Mixed”, en orange sur la Fig. 1.20) : Sf (O) est
ajustée sans prendre en compte les lacunes, tandis que la limite de solubilité est calculée (Eq. 1.36) en
prenant en compte les lacunes. Les limites de solubilité obtenues sont surestimées par rapport aux deux
cas précédents, ce qui prouve que lorsque Sf (O) est ajustée sans prise en compte des lacunes, les atomes
d’oxygène isolés en solution solide sont trop stabilisés.

D’une part, le diagramme de phase Fe-O dépend de la procédure d’ajustement, et d’autre part une
proportion importante des atomes d’oxygène forment des amas avec les lacunes. Ainsi, malgré l’absence
de données expérimentales pour valider la quantitativité des prédictions ci-dessus, il est clair que les
lacunes d’équilibre du matériau jouent un rôle important dans l’établissement des limites de solubilité
de l’oxygène dans le fer-α. Cela signifie également qu’un calcul DFT précis de l’énergie de formation
de l’oxygène (avec la prise en compte des différentes contributions entropiques, comme cela a été fait
pour le C, cf. Eq. 1.43) conduira à une sous-estimation des limites de solubilité de l’oxygène dans la
ferrite. Il est nécessaire de coupler ce calcul à un modèle thermodynamique capable de rendre compte
des interactions entre lacunes et atomes d’oxygène.
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FIGURE 1.20 – Partie riche en fer du diagramme de phase Fe-O. L’ajustement de Sf (O) est réalisé de
deux façons : soit en prenant en compte les lacunes (courbes noires), soit en les négligeant. Dans ce
dernier cas, les lacunes peuvent encore être prises en compte dans le calcul de la limite de solubilité
(courbes oranges) ou négligées (courbes noires). Les traits pointillés représentent les limites de solubilité
minimales et maximales issues de l’étude de sensibilité, et les lignes pleines correspondent à la limite de
solubilité moyenne (cf. texte). L’insert montre la proportion de monomères dans la population des solutés
O.
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1.4.3 Énergie de formation des lacunes : rôle des impuretés
Le paragraphe précédent montre que dans l’alliage Fe-O, les limites de solubilité de l’oxygène en

solution solide sont liées à la présence des lacunes d’équilibre du matériau, qui stabilisent les solutés en
formant de petits amas VnOm. L’inverse est vrai aussi : les lacunes sont stabilisées par les solutés présents
en solution solide. Ainsi la concentration totale de lacunes en solution solide à l’équilibre thermique peut
être beaucoup plus importante que celle donnée par l’énergie de formation de lacunes dans le fer pur (Eq.
1.38).

1.4.3.1 Énergie de formation effective des lacunes en LTE pour les systèmes Fe-V -X

L’énergie effective de formation de lacunes dans la solution solide contenant le soluté X est définie
comme :

Ff (V )|Fe−X =−kBT ln([V ]) =−kBT ln

(
[Vmono] +

∑
i

ni [VniXmi ]

)
, (1.45)

où [V ] est la concentration nominale de lacunes, définies par la première ligne de l’Eq. 1.31. Il y a
donc deux contributions dans cette énergie de formation effective, la contribution des mono-lacunes et
celle des amas lacunes-solutés. Cette section a pour but d’évaluer la proportion de l’une par rapport à
l’autre. Plus il y a de solutés en solution solide, et plus on s’attend à ce que la contribution des amas
soit importante. Ainsi, Ff (V )|Fe−X sera minimale pour le système Fe-V -X si les solutés sont à leur
limite de solubilité, telle qu’elle a été calculée dans la Sec. 1.4.2. L’augmentation de la concentration
totale de lacunes en solution solide par association avec les solutés a déjà été étudiée analytiquement
dans les années 80 pour un alliage Fe-C [208] (cf. Fig. 1.1). Tout l’effet était attribué aux paires V C.
La Fig. 1.21 présente Ff (V )|Fe−X pour chacun des trois systèmes Fe-V -X , dans deux cas : le premier
(ligne pointillées) ne prend en compte que les paires V X , tandis que le second (lignes pleines) prend en
compte les paires V X et les amas V X2. Il est donc indispensable d’inclure les amas V X2 dans le calcul,
et nous avons vérifié que la prise en compte d’amas de taille plus importante n’affecte pas la valeur de
Ff (V )|Fe−X . Pour chaque température, la concentration en solutés est fixée à la limite de solubilité et la
Fig. 1.21 montre donc l’effet maximal de chaque soluté sur la concentration totale de lacunes en solution
solide.

Contrairement aux idées reçues [208, 269], le carbone ne diminue que faiblement Ff (V ), tandis
que l’effet de l’azote et de l’oxygène est beaucoup plus important, surtout lorsqu’on se souvient que les
concentrations d’oxygène dans le fer sont très inférieures à 1 appm, i.e. non-mesurables expérimentale-
ment, jusqu’à T ' 950 K (cf. Fig. 1.20). D’après l’Eq. 1.32, les concentrations d’amas VnXm sont d’au-
tant plus élevées que l’énergie de liaison lacune-soluté est grande

(
Ebt (V C)<Ebt (VN)<Ebt (VO)

)
et que la limite de solubilité du soluté est importante

(
[O]|sol < [C]|sol < [N ]|sol

)
. C’est donc la combi-

naison de ces deux effets qui explique les résultats de la Fig. 1.21. Ces résultats impliquent également
qu’à l’équilibre thermique, la grande majorité des lacunes se trouvent sous forme d’amas lacunes-solutés
interstitiels.

Les alliages base fer réels contiennent systématiquement les trois impuretés C, N et O simultanément.
Le paragraphe suivant discute donc les possibles effets de synergie entre les trois solutés.
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FIGURE 1.21 – Effet des solutés sur l’énergie de formation effective des lacunes. La concentration des
solutés est fixée à leur limite de solubilité à chaque température. La ligne verte correspond au fer pur.
Pour chacun des alliages Fe-X , les courbes en pointillées ne contiennent que la contribution des paires
V X , tandis que les courbes en traits pleins contiennent la contribution des paires V X et des amas V X2.
La contribution des amas de plus grande taille est négligeable.

1.4.3.2 Énergie de formation effective des lacunes en LTE pour le système Fe-V -CNO

C. Barouh a calculé en DFT des énergies de liaison d’amas XY et V XY où X et Y sont deux
solutés différents parmi C, N et O [265, 18]. Ces données nous permettent d’étudier de possibles effets
de synergie entre les trois solutés. Le système 1.31 devient un système à 4 équations polynomiales dans
ce cas (une pour chaque espèce). Le paragraphe précédent a montré qu’il suffisait de prendre en compte
l’effet des paires V X et des amas V X2 pour avoir l’intégralité de la contribution des amas à l’énergie
effective de formation de lacunes. Pour le système multi-composants, la somme sur les états excités
est limitée à ces amas, auxquels sont ajoutés les amas “hétérogènes” XY et V XY , ce qui simplifie la
résolution des équations. Les détails de la résolution sont présentés en annexe F. Le système d’équations
à résoudre est le suivant, où les quantités connues sont les coefficients φi, φij (définis dans l’annexe F) et
les concentrations nominales [C], [N] et [O], et les inconnues sont les Xi = exp(µi/kBT ) :

[C] = φCXC +φCCX
2
C +φCNXCXN +φCOXCXO

[N] = φNXN +φNNX
2
N +φNCXNXC +φNOXNXO

[O] = φOXO +φOOX
2
O +φOCXOXC +φONXOXN. (1.46)
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La détermination des variables Xi liées aux potentiels chimiques µC, µN et µO permet alors de cal-
culer la concentration nominale de lacunes et donc Ff (V )|Fe−CNO :

[V ] = exp

(
µV Fe

kBT

)1 +
∑

i=C,N,O

biXi+ biiX
2
i +
∑
j 6=i

bijXiXj

 , (1.47)

où les coefficients bi et bij sont définis dans l’annexe F et sont des fonctions de l’énergie de liaison
des amas lacunes-solutés.

La Fig. 1.22 montre l’évolution avec la température deFf (V )|Fe−CNO dans un système où la concen-

tration de chaque soluté est : [X] = min
(

[X]|sol ;10−6
)

. Cela correspond à un système isolé de concen-
tration nominale de chaque soluté égale à 1 appm. Si à une température donnée cette concentration devient
supérieure à la limite de solubilité [X]|sol, l’équilibre thermodynamique prévoit la précipitation de ce so-
luté, et la concentration en solution solide devient donc égale à la limite de solubilité. La courbe noire en
pointillés montre l’effet du carbone seul sur Ff (V ) : à basse température (T < 480 K), on retrouve bien
évidemment le comportement de la Fig. 1.21, car [C]|sol < 1 appm et on considère donc que le carbone a
précipité. Ensuite il y a un court intervalle de température (480 K < T < 550 K) où l’effet du carbone est
de moins en moins visible car, à [C] fixée, plus la température augmente et moins les amas VnCm sont
probables. Ff (V ) évolue donc vers sa valeur dans le fer pur : Ff (V )|Fe, en vert sur la Fig. 1.22. Un
comportement similaire est observé pour les systèmes Fe-N et Fe-O, mais la température où [X]|sol = 1
appm est inférieure à 300 K pour N, et égale à 990 K pour O. Dans le système multi-composants Fe-CNO
(courbe orange), l’évolution de Ff (V )|Fe−CNO avec la température est non monotone. A basse tempéra-
ture (T < 500 K), les lacunes sont principalement stabilisées par les atomes d’azote, dont la concentration
en solution solide est fixée à 1 appm : Ff (V )|Fe−CNO augmente avec la température car les amas VnNm

sont de moins en moins probables. Au-delà de T = 550 K, les lacunes sont principalement stabilisées par
les atomes d’oxygène, pour lesquels [O] = [O]|sol jusqu’à T = 990 K. Ff (V )|Fe−CNO diminue donc avec
la température, avec un changement de pente à T=843 K dû au changement de l’oxyde en équilibre avec
la solution solide (Fe3O4→ Fe0.947O). Puis, pour les températures supérieures à 990 K, Ff (V )|Fe−CNO

augmente pour tendre vers Ff (V )|Fe car la concentration en oxygène en solution solide est fixée à 1
appm, et les amas VnOm sont de moins en moins probables au fur et à mesure que T augmente. La forme
de Ff (V )|Fe−CNO est donc liée à l’effet successif de N et de O, et donc à la concentration nominale de
chaque soluté, ainsi qu’à leurs limites de solubilités. Quoiqu’il en soit, Ff (V )|Fe−CNO<Ff (V )|Fe sur
tout l’intervalle de température, et la différence est suffisamment marqué pour que cet aspect qualitatif
soit observé sur un matériau réel, et ce malgré les différentes approximations du calcul.
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FIGURE 1.22 – Effet simultané des trois solutés sur l’énergie de formation effective des lacunes. La
concentration de chaque soluté est : [X] = min

(
[X]|sol ;10−6

)
. La courbe verte montre Ff (V ) dans

le fer pur, et les courbes pointillées représentent Ff (V ) dans les systèmes Fe-V -X . La courbe orange
pleine correspond à Ff (V ) dans le système multi-composants Fe-V -CNO, et la courbe orange pointillée
correspond au même cas, mais sans intégrer les amas hétérogènes V XY (X 6= Y ) au calcul.

La courbe orange pointillée de la Fig. 1.22 correspond àFf (V )|Fe−CNO, mais sans prendre en compte
les amas hétérogènes de type V XY , avec X 6= Y (ce qui revient à poser bij = 0 dans l’Eq. 1.47). Ces
amas sont liés aux effets de synergie entre les trois solutés C, N et O. Ff (V )|Fe−CNO n’est donc pas très
sensible à ces amas, qui ne produisent qu’une légère variation pour l’intervalle 480 K < T < 580 K. Il
n’y a donc pas d’effet de synergie particulier entre les trois solutés, qui peuvent être considérés indépen-
damment les uns des autres en ce qui concerne le calcul d’énergie libre effective de formation de lacune.
Cependant, notons que dans cet intervalle de température, une proportion importante (jusqu’à 35%) des
lacunes appartiennent à ces amas hétérogènes (cf. Fig. 1.23). Cette observation pourrait se révéler utile
pour calculer des mobilités effectives de solutés ou pour l’interprétation de mesures expérimentales, e.g.
PAS ou RR.
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FIGURE 1.23 – Dans le système multi-composants Fe-V -CNO où les concentrations de solutés valent
[X] = min

(
[X]|sol ;10−6

)
, cette courbe représente la proportion de lacunes appartenant aux amas hété-

rogènes V XY (X 6= Y ).

En somme, de très faibles concentrations d’impuretés C, N et O, de l’ordre de celles typiquement ren-
contrées dans le fer de très haute pureté (∼ 1 appm), stabilisent fortement les lacunes en solution solide,
et la concentration nominale de lacunes est supérieure de plusieurs ordres de grandeur à la concentration
attendue dans un fer véritablement pur. Nous avons ensuite cherché à mieux comprendre et interpréter
d’anciens résultats expérimentaux en les comparant avec les prédictions de nos calculs.

1.4.3.3 Ré-interprétation des mesures par µSR

En 1986, Fürderer et al. publient une étude sur la mesure de concentrations d’équilibre de lacunes
dans les métaux ferromagnétiques Fe et Co par rotation de spin de muons (µSR) [102]. Leur expérience
et les résultats obtenus ont été présentés dans la Sec. 1.1. Il s’agit d’une des rares expériences de mesure
d’énergie de formation de lacunes dans le fer ferromagnétique, la plupart des données ayant été mesu-
rées dans la phase paramagnétique. Rappelons simplement quelques éléments utiles à l’analyse de cette
expérience, et à sa comparaison avec nos prédictions théoriques.

Une expérience de µSR permet de mesurer un taux de relaxation Γµ que l’on peut relier à Ff (V ) =
Ef (V )−TSf (V ) par la relation suivante :

ln(Γµ) =−
Ef (V ) +Emµ

kBT
+

(
lnσµ+

Sf (V )

kB

)
, (1.48)

où σµ exp
(
−Emµ /kBT

)
est le taux de capture des muons par les défauts, et Emµ est l’énergie de

migration des muons dans la matrice de fer. La valeur de Sf (V ) est supposée connue également, ce qui
permet d’obtenir Ef (V ). L’expérience est réalisée entre 925 K et 1000 K, sur un fer de haute pureté dont
les concentrations nominales en impuretés valent : [C] = 0.1 appm, [N] = 2.8 appm et [O] = 11 appm.
Enfin, l’énergie de formation de lacunes obtenue est (en eV) : Ff (V ) = 1.70±0.07−(1.64±0.67)kBT .

Cette valeur de Ef (V ) est beaucoup plus faible que les estimations DFT à T = 0 K, Ef (V ) =
2.10±0.1 eV [71, 278, 195, 157, 20, 69, 219]. L’objectif de ce paragraphe est de montrer que la présence
d’impuretés en faibles concentrations pourrait être à l’origine de cette différence. Le calcul de Ff (V )
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a donc été réalisé en LTE, pour une solution solide multi-composants Fe-V -CNO où les lacunes sont à
l’équilibre thermique (i.e. µV Fe est donné par les Eqs. 1.37 et 1.38, si bien qu’à T = 0 K l’énergie de
formation de lacunes isolées dans la matrice est 2.13 eV) et la concentration de chaque soluté est : [X] =

min
(

[X]|sol ; [X]|nom

)
, les concentrations nominales [X]|nom étant celles mesurées expérimentalement

et citées plus haut. La Fig. 1.24 montre l’évolution en température de Ff (V )|Fe et Ff (V )|Fe−CNO.
Comme cela a été mis en avant dans les paragraphes précédent, Ff (V )|Fe−CNO < Ff (V )|Fe sur tout
l’intervalle de température ce qui nous amène à formuler l’hypothèse suivante : les muons ne sont pas
sensibles qu’aux lacunes libres du matériau, mais à l’ensemble de la population de lacunes, et donc aux
amas lacunes-solutés [11]. Cela expliquerait donc pourquoi les résultats obtenus lors de cette expérience
donnent une énergie de formation “effective” de lacune beaucoup plus faible que celle calculée en DFT.
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FIGURE 1.24 – Énergie effective de formation de lacunes dans le fer pur (courbe verte) et dans le système
multi-composants (courbe orange) où la concentration de chaque soluté correspond à celle mesurée dans
l’expérience de µSR de Fürderer et al. [102] : [C] = min

(
[C]|sol ;10−7

)
, [N] = min

(
[N]|sol ;2.8×10−6

)
et [O] = min

(
[O]|sol ;1.1×10−5

)
. Les courbes en pointillés représentent les énergies Ef (V ) correspon-

dantes, calculées à partir de l’Eq. 1.49. La bande rose montre l’intervalle de température où l’expérience
de µSR a été réalisée.

Le paramètre σµ n’est pas bien connu expérimentalement, car issu d’un modèle simple qui ne consi-
dère qu’un seul type de piège pour les muons, alors que nous pensons qu’il doit résulter de l’effet combiné
de différents pièges. Il s’ensuit que la valeur de l’entropie Sf (V ), qui peut se déduire de l’expérience (Eq.
1.48), n’est pas une valeur fiable. Nous nous limiterons donc à comparer Ef (V ). En effet, Emµ ' 0.04 eV
�Ef (V ) [102], ce qui fait que l’Eq. 1.48 peut être approximée par : ln(Γµ) =B−Ef (V )/kBT , où B
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est supposé être une constante. La mesure de Γµ permet donc bien d’obtenir Ef (V ). Dans l’expérience
de Fürderer et al. [102], Ef (V ) est également supposée être une constante sur l’intervalle de température
étudié, 925 K < T < 1000 K. Dans nos calculs, Ef (V ) est obtenue par sa définition thermodynamique,
et représentée en pointillés sur la Fig. 1.24 :

Ef (V ) =
∂
(
Ff (V )/T

)
∂ (1/T )

. (1.49)

On obtient alors Ef (V ) ' 1.75 eV sur l’intervalle de température 925-1000 K, en bon accord avec
la mesure expérimentale Ef (V ) = 1.70±0.07 eV. Notons cependant que dans nos calculs, Ef (V ) n’est
en général pas constante en fonction de la température, mais que cette grandeur n’augmente que très
légèrement (de 0.015 eV) entre 925 K et 1000 K. En réalisant le calcul dans le fer pur (qui, rappelons-
le, prend en compte l’entropie de vibration et l’effet de la mise en ordre magnétique sur Ff (V )), nous
obtenons Ef (V )' 2.14 eV, soit une valeur bien supérieure à la mesure expérimentale.

Il semble donc que la prise en compte de la stabilisation des lacunes par les solutés permette de
reproduire quantitativement les mesures de µSR, et ainsi d’expliquer l’écart entre ces résultats et les
calculs DFT d’énergie de formation de lacune. Précisons qu’aux températures où l’expérience est menée,
c’est uniquement l’oxygène, dont la concentration en solution solide est fixée par l’équilibre avec la
wüstite (0.09 appm< [O]|sol < 0.50 appm d’après nos estimations), qui stabilise les lacunes.

Comme nous l’avons vu dans le § 1.1.2, les énergies de liaison lacune-soluté varient en fonction
de l’implémentation de la DFT qui est utilisée. Nous avons cherché à savoir dans quelle mesure ces
conclusion affectaient les résultats ci-dessus. Chu-Chun Fu a donc calculé l’énergie de liaison d’une paire
V X avec différentes implémentations de la DFT, en testant différents codes, différentes fonctionnelles
d’échange-corrélation, différents pseudo-potentiels et différentes bases de fonction d’onde [95]. De ces
calculs, on conclut que les énergies de liaison de paire Ebt (V X) peuvent varier de ±0.15 eV en fonc-
tion de l’implémentation DFT utilisée. Cependant, entre deux implémentations données, ces variations
d’énergie de liaison sont de même signe et de même amplitude pour chaque soluté. La Fig. 1.25 montre
le calcul de l’énergie libre effective de formation de lacune dans une solution solide multi-composants
avec des concentrations de solutés identiques à celles de la Fig. 1.24.

Le cas “Reference” (en noir) correspond exactement au calcul de la Fig. 1.24. Pour le cas “Low
estimate” (en bleu), nos modèles d’interactions ont été modifiés pour diminuer les trois interactions εV Xλ
de 0.15 eV. Ce cas correspond donc à un effet minimal des solutés sur la concentration totale de lacunes
en solution solide. En revanche, pour le cas “High estimate” (en rouge), les trois interactions εV Xλ ont
été augmentées de 0.15 eV, ce qui correspond à une estimation de l’effet maximal que peuvent avoir
les solutés sur la concentration totale de lacunes en solution solide. Qualitativement, ces trois courbes
ont la même allure, et on peut voir que, mais dans le cas “Low estimate”, les solutés entraînent toujours
une diminution significative de Ff (V ). Dans l’intervalle de température 925-1000 K, Ff (V ) diminue
de -0.05 à -0.03 eV pour le cas “High estimate”, et augmente de +0.15 à +0.11 eV pour le cas “Low
estimate”. Ces valeurs sont définies par rapport au cas “Reference”.

Ces calculs montre la robustesse des conclusions précédentes, au moins qualitativement. Nous allons
maintenant chercher à les corroborer encore en comparant les prédictions de nos calculs LTE à un autre
type d’expérience.
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FIGURE 1.25 – Énergie effective de formation de lacunes dans le fer pur (courbe verte) et dans le système
multi-composants (courbe noire) où la concentration de chaque soluté correspond à celle mesurée dans
l’expérience de µSR de Fürderer et al. [102] : [C] = min

(
[C]|sol ;10−7

)
, [N] = min

(
[N]|sol ;2.8×10−6

)
et [O] = min

(
[O]|sol ;1.1×10−5

)
. Les courbes bleue et rouge sont également calculées dans le système

multi-composants, mais l’Hamiltonien a été modifié pour étudier l’effet d’une variation des énergies de
liaison lacune-solutés sur les conclusions précédentes. Ainsi, dans l’Hamiltonien qui a permis de calcu-
ler la courbe bleue (respectivement rouge), l’énergie d’interaction εV Xλ a été diminuée (respectivement
augmentée) de 0.15 eV.
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1.4.3.4 Ré-interprétation des mesures par PAS

En 1983, De Schepper et al. publient une étude remarquable sur la mesure de concentrations d’équi-
libre de lacunes dans le fer et les alliages Fe-C par spectroscopie d’annihilation de positons (PAS) [64].
Leur expérience et les résultats obtenus ont été présentés dans la Sec. 1.1 et nous ne rappelons ici que les
éléments utiles à l’analyse de cette expérience, et à sa comparaison avec nos prédictions théoriques.

L’énergie de formation de lacunes dans le fer pur est difficilement mesurable dans la phase ferro-
magnétique (T<1043 K) par PAS car la concentration de lacunes est trop faible à ces températures.
Néanmoins, De Schepper et al. savaient que les positons étaient également sensibles au paires V C, et
ont donc eu l’idée de doper l’échantillon en C, ce qui permettait d’avoir suffisamment de lacunes en
solution solide pour pouvoir mesurer leur concentration, et d’utiliser un modèle thermodynamique pour
en déduire la concentration de mono-lacunes. Leur modèle prend en compte la variation avec la mise en
ordre magnétique de Ef (V ) (avec le même modèle phénoménologique que nous utilisons, cf. Eq. 1.38),
ainsi que la variation avec la température de la concentration de carbone en solution solide, si celle-ci
est supérieure à la limite de solubilité. L’échantillon “fer pur” contient les concentrations en impuretés
suivantes : [C] < 1 appm, [N] < 0.2 appm et [O] < 0.5 appm. L’analyse de l’expérience sur l’échantillon
dopé à 50 appm de C prend en compte les paires V C avec une énergie de liaison qui varie entre 1.00 eV
(à T = 0 K) et 0.65 eV (en fonction de l’ordre magnétique). Les paramètres libres du modèle, ajustés sur
ce cas, permettent de reproduire les résultats sur l’échantillon dopé à 750 appm de C, ce qui légitime le
modèle. Au final, ils obtiennent : EfF (V ) = 2.00±0.20 eV et EfP (V ) = 1.79±0.10 eV. Sans la prise en
compte des paires V C, leur analyse donneEfF (V ) = 1.56±0.10 eV, soit une valeur nettement plus basse.

Qualitativement, on retrouve tous les ingrédients physiques développés au paragraphe précédent. La
Fig. 1.26 montre les prédictions de nos calculs dans différents cas qui sont semblables à l’expérience
de De Schepper et al. [64]. Pour effectuer la comparaison, nous nous appuyons également sur l’estima-
tion faite par Seeger [268] de la concentration minimale de lacunes détectable par PAS, [V ]|min ' 10−7.
D’après nos calculs, le dopage de 1 appm de C à 750 appm de C ne devrait pas modifier la concen-
tration totale de lacunes en solution solide (courbes noire et orange de la Fig. 1.26, ∆Ff (V ) < 0.02
eV). Même si le raisonnement de De Schepper et al. est valable sur le plan physique, il semble que le
carbone ne soit pas l’impureté à mettre en cause pour expliquer ce phénomène. La Fig. 1.26 montre
qu’une faible contamination (≤ 1 appm) en oxygène durant l’étape de dopage en carbone produirait une
variation significative de F (V ) qui devient alors mesurable expérimentalement dans la phase ferroma-
gnétique (Ff (V )< Ff (V )|min pour les courbes bleue et rouge). Cette nouvelle interprétation nécessite
d’être vérifiée, et il faudrait pour cela mesurer (si possible) la concentration d’oxygène en solution solide,
avant et après chaque expérience de PAS, pour quantifier la contamination en O de l’échantillon. Enfin,
l’analyse des mesures de PAS devrait prendre en compte le fait que les amas V X2 jouent également un
rôle important dans la stabilisation des lacunes en solution solide (cf. Fig. 1.21). En effet, une estimation
du volume libre associé à la lacune dans ces amas fait penser que les positons devraient également y être
sensibles [265, 18].
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FIGURE 1.26 – Énergie de formation effective des lacunes dans le système multi-composants Fe-V -CNO
pour différentes concentrations nominales de chaque soluté. Les concentrations sont indiquées en appm
dans la légende. Si à une température donnée, [X] > [Xsol], alors la concentration du soluté est fixé à
sa limite de solubilité. La ligne gris en pointillés correspond au seuil de détection par PAS, estimé par
Seeger comme [V ]|min ' 10−7 [268].

En observant les courbes rouge et bleue de la Fig. 1.26, on note la présence d’un minimum deFf (V ),
situé en-dessous du seuil de détection par PAS. Ce changement de pente pourrait donc être visible lors
d’une mesure expérimentale. L’intérêt est qu’à la température où Ff (V ) est minimale, la limite de solu-
bilité de l’oxygène est exactement égale à la concentration nominale d’oxygène en solution solide. Ainsi,
on dispose d’un moyen indirect de mesurer les limites de solubilité de l’oxygène à haute température.
Pour le mettre en œuvre, il faut pouvoir préparer des échantillons de diverses puretés en oxygène (typi-
quement entre 1 appm et 10 appm), et mesurer la concentration de lacunes dans le matériau en fonction
de la température (par PAS ou par une autre technique).

67



1.5 Conclusions du chapitre 1
Ce chapitre avait pour but d’étudier l’effet des amas lacunes-solutés (X =C, N ou O) sur les pro-

priétés thermodynamiques de la solution solide. Cet objectif nous a notamment amenés à développer des
méthodes de physique statistique spécifiques à la présence de deux espèces fortement liées entre elles
mais de concentrations très faibles dans la ferrite. Nous résumons ici les principaux résultats de cette
partie :

– Un Hamiltonien sur réseau rigide incluant des interactions de paires, triplets et quadruplets allant
jusqu’aux 8èmes voisins a été ajusté sur les calculs DFT d’énergies de liaisons de petits amas VnXm.
Ce modèle énergétique permet de décrire avec une bonne précision les interactions entre lacunes et
solutés dans la solution solide ;

– Une méthode d’exploration déterministe de l’espace des configurations d’un système a été dé-
veloppée. Cette méthode met en jeu une procédure itérative qui permet d’obtenir l’énergie des
configurations les plus stables d’amas de taille n à partir des configurations les plus stables d’amas
de taille (n−1). La multiplicité géométrique de chaque amas peut également être obtenue au cours
de cette procédure. Celle-ci a ensuite été appliquée avec succès pour calculer l’énergie libre d’amas
VnXm jusqu’à des tailles d’amas (n+m) = 100 ;

– Les énergies libres d’amas VnXm ont servi de données d’entrée au calcul de l’énergie libre de la
solution solide par développement basse température (LTE). La spécificité du système (concentra-
tions faibles mais énergies d’interaction fortes) nous a conduit à mener une réflexion importante
sur la convergence de ces LTE, et à définir une taille critique d’amas au-delà de laquelle les amas
ne doivent plus être considérés comme faisant partie de la solution solide ;

– La limite de solubilité des solutés dans la ferrite a ensuite pu être calculée à partir de l’énergie libre
LTE de la solution solide. Il en ressort que les lacunes d’équilibre du système ont un effet négli-
geable sur la partie riche en fer du diagramme de phase des alliages Fe-C et Fe-N, mais qu’elles
stabilisent l’oxygène en solution solide de manière significative. Il est donc nécessaire d’avoir un
modèle thermodynamique qui prend explicitement en compte les lacunes pour calculer la limite
de solubilité de l’oxygène dans la ferrite. De plus, ces résultats impliquent qu’en présence d’un
oxyde (ce qui est quasi-systématique), les lacunes d’équilibre du fer se trouvent majoritairement
sous forme d’amas VnOm ;

– Enfin, il a été montré que de très faibles concentrations de solutés (notamment l’oxygène avec
[O] � 1 appm, ce qui n’est pas quantifiable avec les méthodes expérimentales actuelles) aug-
mentent de manière drastique la concentration totale de lacunes dans la matrice ferritique, prin-
cipalement par la création d’amas VO et VO2 (sauf pour T . 500 K où les amas VN et VN2 sont
les principaux responsables de cet effet). Ces calculs sont tout à fait compatibles avec des expé-
riences de PAS et de µSR, et indiquent que, contrairement aux arguments issus de la littérature,
l’influence de C est très minoritaire.

Nous avons donc mis en évidence que même à l’équilibre thermique, des concentrations non-négligeables
d’amas VnXm existent en solution solide. Le chapitre 2 s’intéresse au calcul de la mobilité de ces amas,
afin de comprendre dans quelle mesure ils peuvent influencer les propriétés cinétiques de la solution
solide.
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Chapitre 2

Coefficients de transport d’amas

Les phénomènes de diffusion jouent un rôle prédominant dans la science des matériaux puisqu’ils
pilotent un grand nombre de mécanismes d’évolution de la microstructure du matériau, notamment l’ho-
mogénéisation du matériau et certaines transitions de phase. Typiquement, un matériau ne peut pas at-
teindre son état d’équilibre à température donnée si les processus de diffusion sont bloqués. Il apparaît
donc primordial en science des matériaux de savoir quantifier les propriétés cinétiques d’un alliage.

Comme l’explique J.L. Bocquet dans un article récent [34], un renversement total de la manière
d’étudier la diffusion s’est produit au cours du demi-siècle écoulé. Auparavant, les modèles de diffusion
permettaient de relier les coefficients de diffusion macroscopiques aux paramètres de diffusion atomiques
(voir e.g. la revue de Le Claire [182]). De cette manière, un ensemble d’expériences dédiées donnaient
accès à des rapports de fréquences de saut, ou des combinaisons de ces rapports si les modèles analy-
tiques étaient plus complexes. De nos jours, les calculs ab initio donnent directement accès aux valeurs
de ces fréquences de sauts et ces dernières peuvent alors être incluses dans les modèles analytiques de
diffusion qui ont grandi en complexité et en précision, notamment grâce aux développements des res-
sources informatiques. Les expériences de diffusion ne sont dès lors plus nécessaires aux études des
propriétés cinétiques, bien qu’indispensables pour tester la capacité prédictive des modèles paramétrés
par les fréquences de saut calculées ab initio. Cependant, le calcul des coefficients de transport nécessite
une évaluation correcte des corrélations cinétiques, qui restent une quantité difficile à estimer en dehors
de certains cas modèles. Typiquement, on se limite aux alliages dilués où on ne considère que l’inter-
action entre 2 ou 3 sites, ou alors on traite les alliages concentrés de manière moyenne, en perdant une
grande partie de l’information configurationnelle locale qui est pourtant la source première des effets de
corrélation. L’alternative à ces modèles théoriques est l’utilisation des simulations numériques atomiques
(notamment le Monte Carlo cinétique à l’échelle atomique). Celles-ci posent cependant des problèmes
spécifiques de paramétrisation et de temps de calcul. Le second problème peut être en partie résolu en
changeant d’échelle, et en travaillant par exemple à l’échelle des amas d’atomes et/ou de défauts, pour
peu que l’on soit capable de décrire avec précision la mobilité d’un amas et les interactions cinétiques
entre deux amas. Les méthodes actuelles (le Monte Carlo cinétique sur objet et la dynamique d’amas)
sont limitées par de nombreuses hypothèses simplificatrices qui, par exemple, ne permettent pas de voir
apparaître des effets de couplage de flux négatifs. De plus, il n’existe pas de cadre théorique rigoureux qui
permette de définir une mobilité d’amas. Le problème fondamental vient du fait qu’un amas est néces-
sairement constitué d’un ensemble d’éléments ayant leurs propriétés propres et interagissant entre eux.
Ainsi, il ne suffit pas de connaître les propriétés de chacun (ce qui est déjà loin d’être un problème trivial)
pour connaître les propriétés de l’ensemble.
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Le chapitre précédent a montré qu’à l’équilibre thermique, une solution solide de ferrite pouvait
contenir des concentrations d’amas lacunes-solutés significatives, et suffisantes pour modifier certaines
propriétés thermodynamiques motrices des évolutions de microstructure, e.g. la concentration totale de
lacunes en volume ou les limites de solubilité des solutés. L’objectif de ce chapitre est de caractériser
maintenant les propriétés cinétiques de ces amas lacunes-solutés interstitiels, afin de savoir dans quelles
conditions ils sont susceptibles de jouer un rôle dans l’évolution de la microstructure du matériau.

Dans cette optique, nous avons tout d’abord adapté la méthode champ-moyen auto-cohérent (SCMF)
aux systèmes à deux mécanismes de diffusion simultanés sur deux sous-réseaux distincts (Sec. 2.3.1).
Ce travail a contribué à nous donner une nouvelle vision de la diffusion des amas et nous permet de
proposer une définition rigoureuse des mobilités d’amas (Sec. 2.3.2). La Sec. 2.3.3 présente quelques
caractéristiques d’un code de calcul des mobilités d’amas basé sur la méthode SCMF, code que nous
avons écrit et qui se veut généralisable à différents systèmes. Cette méthode est ensuite discutée et testée
avant d’être appliquée au calcul des mobilités de paires V X , avec X =C, N ou O (Sec. 2.4) et des
coefficients de couplages de flux associés à ces espèces.

2.1 Étude bibliographique

2.1.1 Équations phénoménologiques de diffusion
Fick souhaitait rationaliser les nombreuses expériences de diffusion de sels dans les liquides réalisées

par Graham. Il s’inspira des travaux de Fourier sur les transferts de chaleur (1811) et des travaux de
Ohm sur la conduction d’électricité (1822). Fick publia en 1855 deux papiers [87, 88] proposant une
loi phénoménologique continue linéaire entre un flux de molécules et un gradient de concentration de
celles-ci :

~Jα =−Dα
~∇Cα (r, t) , (2.1)

avec (dans le cas de la diffusion à l’état solide) ~Jα le flux d’atomes d’espèce α
[
at.m−2.s−1

]
; Dα

le coefficient de diffusion de l’espèce α
[
m2.s−1

]
; et Cα (r, t) la concentration en atomes d’espèce α[

at.m−3
]

à la coordonnée spatiale r et au temps t. Cette relation, appelée la première loi de Fick, se com-
bine avec une équation de continuité directement issue de la loi de conservation du nombre de particules :

∂Cα (r, t)
∂t

+∇ ~Jα = 0, (2.2)

pour obtenir la deuxième loi de Fick qui donne l’évolution du champ de concentration au cours du temps :

∂Cα (r, t)
∂t

=Dα4Cα (r, t) . (2.3)

Ces équations sont phénoménologiques dans le sens où elles n’émettent pas d’hypothèse sur la ma-
nière dont s’effectue le mouvement des atomes. Elles permettent de prédire simplement, à condition de
connaître les constantes de diffusion Dα, la réponse du système (un flux d’espèces) à une certaine force
motrice (un gradient de concentration). Le signe “-” qui apparaît dans l’Eq. 2.1 traduit la tendance à l’ho-
mogénéisation du système : les flux d’espèce auront pour but d’éliminer les gradients de concentration.
L’Eq. 2.3 fait apparaître une asymétrie entre les variables d’espace (dérivée seconde) et de temps (dérivée
première), caractéristique des phénomènes de diffusion.
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Comment obtenir Dα ? Avant de répondre à cette question, il convient de préciser qu’il existe toute
une zoologie de coefficients de diffusion, chacun correspondant à une expérience particulière : coefficient
de traceur, coefficients d’interdiffusion (ou diffusivité chimique), coefficients de diffusion intrinsèque,
etc. [214]. Intéressons-nous au plus simple d’entre eux, le coefficient de diffusion de traceur de l’espèce
α dans une matrice β, traditionnellement noté D∗α (β). Ce coefficient fut mesuré pour la première fois
en 1921 par von Hevesy [112]. Ce dernier utilisa un isotope radioactif naturel du plomb pour quantifier
l’auto-diffusion du plomb. Il obtint le prix Nobel de chimie en 1943 pour ses travaux. Le protocole
expérimental classique est schématisé Fig. 2.1.

FIGURE 2.1 – Schéma des différentes étapes de l’expérience de diffusion de traceur [214]. Les isotopes
radioactifs (atomes de traceurs α) sont disposés en surface de l’échantillon homogène β (concentration
C0
α). Ils diffusent dans la matrice et la mesure du nombre de désintégrations radioactives permet d’estimer

la concentration de traceurs en différents points du système à un instant t.

La solution analytique mono-dimensionnelle (direction x) de l’Eq. 2.3 pour ce problème est une
gaussienne :

Cα (x,t) =
C0
α√

πD∗α (β) t
exp

−
(

x√
2D∗α (β) t

)2
 . (2.4)

Ainsi, en mesurant le profil de concentration (en fonction de l’abscisse x) à un instant t, on est ca-
pable d’ajuster le coefficient D∗α (β). Il faut noter que ce coefficient de diffusion de traceur caractérise
le mouvement d’un atome isolé dans une matrice homogène donnée. Cette solution analytique fait appa-
raître le lien entre l’échelle spatiale (δD) et l’échelle de temps (τD) liées aux phénomènes de diffusion :
δD =

√
2DτD. L’expérience décrite ci-dessus peut être réalisée à différentes températures et les coeffi-

cients de diffusion obtenus présentent en général un comportement arrhénien :

D∗α (β,T ) =D0
α (β)exp

(
−Qα (β)

kBT

)
, (2.5)

avec D0
α (β) le préfacteur de diffusion et Qα (β) une énergie d’activation, les deux étant supposés

constants.
Les équations de Fick ne fournissent pas une description complète des phénomènes de diffusion car

les gradients de concentration d’espèces ne sont pas les forces motrices adéquates. Dans les années 40,
Darken mit en place une expérience qui prouve cette affirmation dans les métaux [63]. Pour cela, il souda
ensemble deux échantillons d’austenite ayant des teneurs en sillicium et en carbone différentes puis les
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conserva à T = 1050°C pendant environ deux semaines. La Fig. 2.2 montre un des résultats obtenus. A
l’état initial, la concentration en carbone des deux échantillons est proche : d’après l’Eq. 2.4, aucun flux de
carbone n’est attendu, si ce n’est l’homogénéisation due à la faible différence de concentration. Suite au
recuit, c’est tout l’inverse qui se produit et l’écart de concentration de carbone entre les deux échantillons
s’est creusé. Pour Darken, cette expérience prouve que c’est le gradient de potentiel chimique de carbone
qui est la véritable force motrice de la diffusion, et que celui-ci est fonction du contenu en sillicium. En
attendant suffisamment longtemps, la concentration en sillicium s’homogénéise, et donc la concentration
en carbone aussi.

FIGURE 2.2 – Profils de concentration de carbone dans les deux échantillons Fe-Si de l’expérience de
Darken [63].

Pour obtenir un cadre théorique faisant intervenir les gradients de potentiel chimique comme force
motrice de la diffusion, il faut s’orienter vers la thermodynamique des processus irréversibles (TPI).

Nous utilisons la TPI dans sa version linéaire et continue [252]. Introduisons les affinités Fα comme
le gradient de la variable intensive conjuguée à la quantité extensive conservée Xα :

Fα =∇
(
∂S

∂Xα

)
, (2.6)

avec S l’entropie totale du système. Les affinités sont les forces motrices conduisant l’évolution
du système et traduisant l’écart à l’équilibre. Définissons les flux Jα comme la dérivée temporelle des
variables extensives conservées Xα associées :

Jα =
∂Xα

∂t
. (2.7)

Il faut alors supposer que le système est à tout instant en équilibre local, c’est-à-dire que le système
peut être divisé en cellules suffisamment petites pour que les variables extensives y soient homogènes,
et suffisamment grandes pour être considérées comme des systèmes thermodynamiques en interaction
avec un milieu extérieur. Cela suppose une séparation des échelles de temps entre la vitesse d’évolution
locale des variables extensives (τXα), et la vitesse d’évolution des paramètres microscopiques (τmicro)
du système qui lui permet de se mettre à l’équilibre vis-à-vis d’un ensemble {Xα}. Il est nécessaire
d’avoir τmicro � τXα . Dans ce cadre, on peut effectuer un développement limité au premier ordre des
flux en fonction des affinités. L’absence de flux en l’absence d’affinités impose le terme constant du
développement égal à zéro.
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Jα =
∑
β

LαβFβ. (2.8)

Cette équation très générale peut être appliquée à n’importe quelle variable extensive conservéeXα. Dans
le cas qui nous intéresse, la diffusion de particules, ces variables extensives sont des nombres d’atomes,
et les affinités des gradients de potentiel chimique 1 :

Jα =−
∑
β

Lαβ∇µβ. (2.9)

Les Lαβ sont les coefficients de transport du système et forment la matrice d’Onsager. En partant
de l’invariance des équations d’évolution par renversement du temps (ce qui dans notre cas provient de
la réversibilité microscopique du phénomène de diffusion, donc de l’existence du bilan détaillé entre un
saut et le saut inverse), Lars Onsager montra en 1931 les relations de réciprocité [238, 239] :

Lαβ = Lβα. (2.10)

Ce théorème de réciprocité lui valut le prix Nobel de chimie en 1968. Dans le cadre développé jus-
qu’ici, la production d’entropie du système s’écrit (voir Ref. [252] pour une démonstration) :

σS =
∑
αβ

LαβFαFβ ≥ 0. (2.11)

Cette fonction (positive ou nulle par définition) implique le caractère défini positif de la matrice
d’Onsager, soit :

Lαα ≥ 0 LααLββ−L2
αβ ≥ 0. (2.12)

Il est important de noter que contrairement aux coefficients de diffusion de traceur qui caractérisent
la diffusion d’un atome isolé dans une matrice donnée, les coefficients de transport Lαβ traduisent les
propriétés cinétiques d’un ensemble d’atomes immergés dans un système spécifique.

Est-il possible de mesurer directement les coefficients de transport à partir d’expériences dédiées ?
Nous présentons deux expériences capitales qui permettent, dans certains cas d’obtenir la matrice des
coefficients de transport pour un alliage binaire (3 coefficients). Tout d’abord, il faut recuire un couple
de diffusion de l’alliage binaire (i.e. deux alliage AB de compositions différentes accolés ensemble).
Une analyse du profil de diffusion par la méthode de Boltzmann-Matano [204] permet alors d’obtenir
le coefficient d’interdiffusion (ou coefficient de diffusion chimique) D̃AB qui résulte de la diffusion des
deux espèces et s’exprime en fonction des coefficients de diffusion intrinsèques d’après la relation de
Darken [62] :

D̃AB = [A]DI
B + [B]DI

A, (2.13)

avec [A] la concentration en atomes A et DI
A le coefficient de diffusion intrinsèque de l’espèce A qui

exprime la proportionnalité entre le flux net d’atomes A et le gradient de concentration en A. En partant

1. En toute rigueur, la force motrice correcte est ∇µβ/T . Par commodité, nous choisissons d’inclure la variation en
température du flux dans le coefficient de transport Lαβ . Ainsi, lorsque par la suite nous parlerons de force motrice, ce terme
fera référence au gradient de potentiel chimique seul, et les coefficients de transport que nous calculerons seront fonction de
la température (ce qui est de toutes les façons le cas puisqu’ils s’expriment en fonction des fréquences de sauts, qui elles
dépendent de la température).
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de la TPI (Eq. 2.8) et en considérant que les lacunes sont à chaque instant à l’équilibre, on obtient (dans
le référentiel du réseau) :

~JA =−LAA~∇µA−LAB ~∇µB =−
(
LAA
[A]
− LAB

[B]

)
φ~∇ [A] =−DI

A
~∇ [A] , (2.14)

avec φ le facteur thermodynamique, φ= [A]×∂µA/∂ [A] = [B]×∂µB/∂ [B]. En identifiant les coef-
ficients de diffusion intrinsèques dans l’Eq. 2.14 et en les réinjectant dans l’Eq. 2.13, le recuit du couple
d’interdiffusion donne accès à une combinaison des Lαβ . Deux autres relations sont nécessaires. La pre-
mière provient de l’expérience de Kirkendall [165], qui a d’ailleurs une importance historique considé-
rable puisque jusqu’au début des années 40, on pensait que la diffusion résultait d’échanges directs entre
atomes A et B, ou de mécanismes en anneaux. L’expérience de Kirkendall amena une preuve tangible
de l’existence du mécanisme lacunaire. Le dispositif est schématisé Fig. 2.3. Initialement, des marqueurs
inertes (i.e. qui ne diffusent pas) en molybdène sont placés à l’interface entre le laiton et le cuivre. Après
recuit, il semble que les marqueurs se soient rapprochés. Les atomes de zinc migrent plus rapidement
que les atomes de cuivre

(
DI
Zn >DI

Cu

)
, et comme chacun de ces atomes migre par mécanisme lacunaire(

~JV = ~JZn+ ~JCu

)
il se produit un flux net de lacunes (V ) vers la partie centrale, c’est-à-dire celle qui

est riche en espèce rapide. Il y a donc une sur-saturation de lacunes au centre, qui vont s’éliminer sur
les puits de défauts (e.g. dislocations), tandis que sur les bords, il y a une sous-saturation de lacunes, ce
qui conduit les puits à en créer de nouvelles. Ainsi, on a un déplacement des plans atomiques (création
/ suppression de sites cristallins) qui produit le mouvement des marqueurs inertes par rapport au plan
initial de soudure.

FIGURE 2.3 – Schéma de l’expérience de Kirkendall réalisée en 1942 [165]. A l’instant initial des mar-
queurs inertes de molybdène (sphères noires) sont placées à l’interface entre le laiton et le cuivre (le
plan de soudure initial est représenté en traits pointillés). Après recuit, ces marqueurs se sont rapprochés,
témoignant ainsi d’un déplacement du réseau qui résulte du mécanisme lacunaire.

Darken [62] fit une analyse de cette expérience qui permettait de relier la vitesse de Kirkendall, c’est-
à-dire la vitesse de rapprochement des marqueurs inertes, à la différence des coefficients de diffusion
intrinsèques. Les relations issues de cette analyse furent complétées plus tard par Manning [198] qui y
ajouta, dans l’approximation d’alliage aléatoire, l’effet de vent de lacunes. L’expérience de Kirkendall
implique que les lacunes soient hors d’équilibre (sans quoi il n’y aurait pas d’élimination/création pré-
férentielle de défauts), ce qui va nécessairement générer un flux de lacunes. Par couplage cinétique, ce
“vent de lacune” va générer des flux d’atomes qui ajoutent un terme correctif aux équations initiales de
Darken. Nous disposons à ce stade de deux relations entre les coefficients de transport.
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C’est à Anthony que l’on doit la première détermination complète des trois coefficients de transport
[9]. Son expérience consiste à tremper un échantillon d’aluminium-cuivre (0.21%at) de manière à pro-
duire une sursaturation de lacunes. Ces dernières cherchent à s’éliminer en surface et sont bloquées par la
couche d’alumine qui s’est formée par oxydation à l’air. Ces lacunes vont donc précipiter pour former des
cavités de condensation, entraînant avec elles des atomes de soluté. On parle d’effet Kirkendall inverse
car c’est un flux de défauts ponctuels qui donne lieu à un flux d’atomes, alors que dans l’expérience de
Kirkendall, un flux d’atomes donne lieu à un flux de défauts ponctuels. En prenant les équations de la
TPI (Eq. 2.8) et en supposant que le gradient de potentiel chimique de lacunes est la seule force motrice
d’évolution du système, on obtient le rapport entre le flux de cuivre et le flux de lacunes :

JCu
JV

=− LCuCu+LCuZn
LCuCu+LZnZn+ 2LCuZn

. (2.15)

La mesure du volume des cavités de condensation permet de connaître le nombre de lacunes qui ont
précipité, et une analyse de l’augmentation de la concentration de cuivre (par rapport à l’état initial) autour
de ces cavités donne accès au nombre d’atomes de cuivre qui ont diffusé à cause du gradient de potentiel
chimique de lacunes. Le rapport de ces nombres d’atomes est égal au rapport des flux, ce qui donne une
troisième relation entre les coefficients de transport. Malheureusement, l’expérience d’Anthony n’a pu
être réalisée que dans les alliages d’aluminium, cuivre et argent, car en dehors de ces cas, la formation de
cavités en surface n’est pas favorisée. Ainsi, pour la majorité des alliages binaires, seules deux relations
entre les Lαβ sont disponibles d’après les mesures expérimentales, ce qui justifie l’intérêt de chercher à
obtenir ces coefficients de manière analytique et/ou par simulation numérique. Les expériences d’électro-
migration consistent à imposer un champ électrique au matériau et pourraient constituer une autre voix
d’approche, car le coefficient de couplage de flux intervient dans l’expression des charges effectives ap-
parentes, elles-même reliées aux flux d’espèces mesurées lors de ce type d’expériences. Cependant, les
rapports Lαβ/Lββ ou Lβα/Lαα doivent être connus pour analyser les expériences d’électromigration et
ne peuvent pas être directement déduits de ce type d’expérience [129].

L’expérience d’Anthony met particulièrement en avant le phénomène de couplage de flux : un flux de
défauts ponctuels (lacunes ou auto-interstitiels) va générer des flux d’atomes. Sous irradiation, la produc-
tion (par un flux de neutrons, d’électrons ou d’ions) et l’élimination (par recombinaison ou par réaction
aux puits : joints de grain, dislocations, surface, cavités) constante de défauts ponctuels génère un flux
permanent et stationnaire de ces défauts, et donc des flux permanents d’atomes. Ceci donne lieu aux
phénomènes largement étudiés de ségrégation induite sous irradiation (SII) qui sont généralement traités
dans le cadre de la TPI (voir l’article de revue [231]). Ces phénomènes sont déjà pressentis au début des
années 60. Dans les matériaux contenant des impuretés, le ralentissement des cinétiques de recuit (par
rapport au matériau pur) était généralement attribué à la faible mobilité des amas lacune-soluté. Cepen-
dant des expériences montraient que dans certains alliages (e.g. AlMg), on observait le comportement
inverse, soit une accélération des cinétiques de recuit en présence d’impuretés. Cette accélération fut
interprétée et modélisée par une augmentation des fréquences de saut d’une lacune proche des solutés,
donnant lieu à la migration d’amas lacunes-solutés [60]. Ceci permettait d’expliquer la ségrégation des
impuretés aux joints de grains et aux dislocations, ainsi que la purification des échantillons suite à une
succession de cycles de trempes et recuits. Sur le plan industriel, la SII est d’une importance capitale
puisqu’elle va expliquer des enrichissement/appauvrissement de certaines espèces chimiques près des
puits de défauts qui conduisent à des variations de la microstructure locale, de la résistance à la corro-
sion et des propriétés mécaniques du matériau. Ces écarts de concentration locaux n’interviennent que
lors de l’irradiation : elles disparaissent si on arrête l’irradiation, ce qui rend bien compte de la nature
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cinétique du phénomène. L’étude de la SII doit donc être menée in situ ou alors en trempant le matériau
suffisamment vite pour figer la microstructure (c’est généralement cette deuxième méthode qui est utili-
sée). Là encore, on comprend la nécessité de développer des modèles analytiques et numériques fiables
qui permettent de prédire les variations de composition locales en fonction de la température et du flux
d’irradiation.

Les phénomènes de ségrégation aux joints de grain et en surface de solutés interstitiels dans le fer ont
été beaucoup étudiés expérimentalement. La grande majorité de ces travaux se concentrent uniquement
sur la contribution thermodynamique de la ségrégation, due à la différence d’énergie de formation du
soluté entre le joint de grain et le volume [248, 241, 110, 292, 111, 308]. Il sort de ces expériences que le
carbone, l’azote, l’oxygène et le souffre ségrègent au niveau des joints de grains et/ou des surfaces du fer.
Cette ségrégation sur les défauts de microstructure est interprétée comme une relaxation des contraintes
élastiques d’insertion du soluté dans un site interstitiel octaédrique [110, 292] ou comme une stabilisation
de l’interface entre le défaut et le volume [241]. Il semble également que la présence simultanée de
plusieurs impuretés puisse modifier les profils de ségrégation, e.g. la présence de souffre empêcherait
la ségrégation de l’azote aux joints de grains [292]. Enfin, certaines expériences permettent d’observer
la structure cristallographique des solutés en surface et d’estimer les énergies thermodynamiques de
ségrégation [111, 308], données qui peuvent être comparées aux données issues des calculs DFT [146, 33,
289]. Jagielski et al. ont réalisé des implantations de 14N et 15N dans le fer pour étudier la redistribution
de l’azote vers la surface [142]. Ils montrent que le transport d’azote est fonction de la concentration
de défauts libres créés lors de l’implantation, cette concentration étant elle-même fonction de l’énergie
du faisceau d’ions. Ils déduisent de leur expérience que le flux d’azote est dans la même direction que
le flux de défauts, ce qui semble indiquer un mécanisme de couplage de flux entre défauts (lacunes ou
auto-interstitiels) et atomes d’azotes qui conduirait au phénomène de ségrégation induite sous irradiation.
Quelques années plus tôt, Piette et al. avaient étudié les profils d’azote en profondeur près de la surface
d’un échantillon de fer pur implanté en ions N2+ à différentes températures et doses [249]. Les auteurs
interprètent ces profils à l’aide d’un modèle numérique, montrant qu’il ne s’agit ni d’un phénomène de
ségrégation induite sous irradiation, ni de diffusion accélérée sous irradiation, mais d’un phénomène de
précipitation sous irradiation, due à la création de nombreux sites de nucléation de nitrures proche de la
surface. Une étude plus approfondie de ces résultats et des modèles employés est nécessaire pour résoudre
cette contradiction.

2.1.2 Mécanismes de diffusion à l’échelle atomique
L’expérience de Kirkendall a mis en évidence l’existence du mécanisme lacunaire pour les atomes

qui occupent les sites substitutionnels. Dans le cadre de nos travaux, les atomes de fer du réseau cubique
centré (BCC) migrent par un mécanisme lacunaire schématisé sur la Fig. 2.4 a). Les atomes de carbone
(C), azote (N) et oxygène (O) occupent les sites interstitiels octaédriques du réseau BCC et les sites
adjacents sont en général inoccupés. Ces atomes peuvent donc migrer directement vers un site vide
adjacent par un mécanisme interstitiel direct tel qu’il est schématisé sur la Fig. 2.4 b). Notons que dans
un système Fe-X (X = C, N ou O), les solutés X et les atomes de fer ne migrent pas sur le même
sous-réseau, et que par conséquent, le flux de lacunes n’est pas directement lié au flux de solutés. Notre
étude n’aborde pas les autres mécanismes de diffusion des atomes substitutionnels (interstitiel indirect,
dumbell), ainsi que les mécanismes de migration collective (crowdion, anneau, échange direct).
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a) b)

FIGURE 2.4 – a) Schéma représentant le mécanisme de diffusion lacunaire. Un atome de fer s’échange
avec un site vide (lacune, représentée par un carré gris) ; b) Schéma représentant le mécanisme de diffu-
sion interstitiel direct. L’atome de soluté (noir) se dirige vers un site inoccupé adjacent.

La description du système sur un réseau découle de la séparation entre deux échelles de temps : d’une
part l’échelle de temps correspondant aux vibrations des atomes autour des nœuds atomiques (τvib), et
d’autre part le temps de résidence d’un atome sur un site cristallin avant de sauter vers un autre site
(τres). Si de plus on appelle τsaut la durée typique de la transition d’un site vers un autre, la description
du système sur un réseau est justifiée car en pratique τvib � τres et τsaut � τres [6]. Le saut d’un site
à un site adjacent se fait en passant par un état de haute énergie (appelé état de transition [82, 309]),
ce qui fait apparaître une barrière énergétique à franchir pour réaliser le saut. L’énergie de l’atome sur
son site cristallin oscille avec le temps, et la fréquence et l’amplitude de ces oscillations sont fonction
de l’énergie thermique kBT et de la fréquence des vibrations du réseau (phonons). Derrière ces concepts
se cache une théorie relativement compliquée qui permet de modéliser ces oscillations d’énergie et la
différence d’énergie entre un état stable et un état de transition par une fréquence de saut effective qui
donne la probabilité (par unité de temps, encore appelée fréquence de saut) de passer d’un site cristallin
vers un site cristallin adjacent [309].

En s’appuyant sur cette description sur réseau, regardons le mouvement d’une lacune dans un métal
pur. Cette lacune possède Z voisins avec qui elle peut s’échanger avec des probabilités équivalentes :
ainsi la lacune réalise une marche aléatoire sur le réseau cristallin. En 1905, Einstein [80], et von Smolu-
chowski l’année suivante [311], ont interprété cette marche aléatoire comme une fluctuation de position,
ce qui permet de relier à la fois les fluctuations d’équilibre, la fréquence de saut atomique, et le coefficient
de diffusion macroscopique. Les grandes étapes de la démonstration sont présentées dans la Ref. [214].
En définissant ~RV (τ) comme le vecteur déplacement total d’une lacune au cours d’un intervalle de temps
τ (qui est en réalité une succession de nombreux sauts individuels, ~RV (τ) =

∑
i r
i
V , où les quantités riV

sont vectorielles), la relation d’Einstein-Smoluchowski s’écrit :

D∗V =

〈
~RV (τ)2

〉
6τ

, (2.16)

où les crochets 〈.〉 définissent une moyenne selon la distribution de probabilité W (X,τ). W (X,τ)

correspond à la probabilité qu’après un temps τ , la projection de ~RV (τ) sur un des axe d’un repère
cartésien soit égale à X .
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〈
~RV (τ)2

〉
=

〈(∑
i

riV

)2〉
=

〈∑
i

(
riV
)2〉

+

〈∑
i

∑
j 6=i

riV r
j
V

〉
. (2.17)

L’indépendance des sauts i et j (marche aléatoire) permet de conclure que le second terme est nul.
Supposons que la lacune n’effectue qu’un seul type de saut, de longueur dV , et notons nτ le nombre
moyen de sauts effectués pendant l’intervalle de temps τ .

〈
~RV (τ)2

〉
=

〈∑
i

(
riV
)2〉

= nτd
2
V . (2.18)

Posons maintenant ωV la fréquence de saut
[
s−1
]

de la lacune vers un de ses Z voisins : nτ = ZωV τ .
En sachant que pour les réseaux de Bravais cubiques Zd2

V = 6a2 avec a le paramètre de maille du réseau,
on obtient en combinant les Eqs. 2.16 et 2.18 :

D∗V = a2ωV , (2.19)

soit un lien très simple entre le coefficient de diffusion macroscopique de traceur et la fréquence de
saut atomique. En mettant en relation l’Eq. 2.19 et l’expression phénoménologique 2.5, on voit que le
préfacteur de diffusion et l’énergie d’activation sont principalement déterminés par la fréquence de saut
atomique ω.

Une expression similaire à l’Eq. 2.16 a été établie par Allnatt dans les années 80 pour exprimer les
coefficients d’Onsager à partir des fluctuations d’équilibre [5].

Lαβ = lim
τ→∞

〈
∆ ~Rα (τ)∆ ~Rβ (τ)

〉
6NsΩatkBTτ

, (2.20)

avec Ns le nombre total de sites cristallographiques du système et Ωat le volume atomique. La limite
τ →∞ est simplement là pour préciser que la moyenne doit être effectuée sur un temps suffisamment
long. Rappelons que les coefficients d’Onsager décrivent un système dans son ensemble, ainsi, si on note
αk l’atome d’espèce α numéroté k :

∆ ~Rα (τ) =
∑
k

~Rαk (τ) =
∑
k

∑
i

riαk . (2.21)

Dans la limite infiniment diluée (i.e. les atomes de type α n’interagissent pas entre eux), on retrouve :

Lαα =
D∗α

NsΩatkBT
. (2.22)

.
Les relations 2.16 et 2.20 ont une importance capitale pour les simulations numériques puisqu’elles

sont capables de relier les fluctuations de position (que l’on sait mesurer très facilement) aux coefficients
de diffusion et de transport. Notons que dans l’Eq. 2.17, le second terme est en général non nul, et résulte
des corrélations cinétiques, i.e. de la relation entre les sauts successifs.
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2.1.3 Corrélations cinétiques
Dans le paragraphe précédent, nous avons cherché à établir le coefficient de diffusion d’une lacune

dans une matrice d’atomes A. Considérons maintenant le coefficient de diffusion de traceur d’un atome
A∗ dans une matrice d’atomes A. A et A∗ sont en tout point semblables, A∗ est simplement repéré
par rapport aux autres atomes. La Fig. 2.5 montre deux exemples de trajectoires d’un atome de traceur
proche d’une lacune. Suite à un premier échange lacune/traceur (a→ b), la lacune peut, et ce de manière
équiprobable, s’échanger avec un de ses voisins. Si elle s’échange avec le traceur, elle annule son saut
précédent (b→ c). Dans les autres cas, la lacune s’éloigne du traceur (b→ e). Si une autre lacune arrive,
ou si la lacune initiale revient vers le traceur après un certain nombre de sauts, le traceur peut conti-
nuer d’avancer (e→ f). Ainsi, pour les deux trajectoires proposées dans la Fig. 2.5, (a→ b→ c→ d) et
(a→ b→ e→ f), la diffusion du traceur ne se fait pas avec la même efficacité, et ces trajectoires n’ont
pas la même probabilité de se réaliser, d’où l’existence de corrélations cinétiques.

FIGURE 2.5 – Exemple sur un réseau carré bi-dimensionnel de trajectoires de diffusion impliquant une
lacune (carré gris) et un atome de traceur (cercle rouge). La lacune dans le schéma e) peut être soit la
lacune du schéma b) qui a entre temps effectué un certain nombre de sauts, soit une autre lacune. En
comparant les schémas d) et f), on note la différence d’efficacité des deux trajectoires concernant la
diffusion de l’atome de traceur.

La fréquence d’échange de la lacune avec le traceur ou un atome de matrice étant équivalente, les
corrélations cinétiques sont dans ce cas purement géométriques, dépendant seulement du réseau cristallin.
Soulignons que dans le cas présenté, la lacune a un mouvement non-corrélé, tandis que le traceur a un
mouvement corrélé. Ainsi, d’après l’Eq. 2.19 pour le coefficient de diffusion de la lacune, on peut écrire
celui du traceur comme :

D∗A∗ = f0 [V ]a2ωV . (2.23)

f0 est le coefficient de corrélation (f0 ≤ 1) et la concentration de lacunes apparaît car un atome de
traceur a besoin d’une lacune pour se déplacer. Certaines valeurs de f0, calculées pour la première fois
par Compaan et Haven [53], sont proposées dans le Tableau 2.1.
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Réseau BCC FCC HCP (// plan basal) HCP (⊥ plan basal)

f0 0.72722 0.78146 0.78121 0.78146

TABLE 2.1 – Exemples de coefficients d’auto-corrélation, qui sont uniquement fonctions de la géométrie
du réseau [181].

Dans le cas plus général où on remplace l’atome de traceur par un soluté B différent des atomes
de matrice A, les corrélations cinétiques vont dépendre de la géométrie du réseau, mais également des
différentes fréquences d’échange lacune/soluté et lacune/atome de matrice. L’estimation des corrélations
cinétiques devient alors un réel défi mathématique.

Les effets de corrélation dans les solides ont été mis en avant pour la première fois en 1951 par
Bardeen et Herring [16]. En 1955 Lidiard [190] mit au point la méthode de la paire qui avait pour but
d’évaluer le flux net d’atomes entre plans consécutifs et les effets de corrélations associés. Elle n’est
cependant valable que pour les alliages dilués. Une évaluation plus rigoureuse des effets de corrélation
nécessitait de prendre en compte des trajectoires complètes d’atomes. Dans ce sens, Compaan et Haven
[53] et Le Claire et Lidiard [180] ont prouvé qu’il était suffisant de connaître les effets de corrélations
entre deux sauts consécutifs, et qu’une relation de récurrence permettait d’intégrer ces corrélations sur
des trajectoires plus importantes. De cette manière, la méthode de matrice de transition pour les marches
aléatoires a pu être développée. Elle sera reformulée par Howard en 1966 [132].

Puis l’on s’attaqua aux corrélations cinétiques à trois corps, i.e. avec un élément extérieur agissant sur
le couple {lacune V , atome de traceur A∗} ou {lacune V , atome de soluté B} considéré jusqu’alors. Ce
troisième élément est typiquement une impureté substitutionnelle (système {V,A∗,B} dans une matrice
A) ou une seconde lacune (système {V,V,A∗} dans une matrice A). L’étude des impuretés permettait de
relier ces calculs à l’effet d’accroissement de diffusion du solvant par les solutés grâce à l’extension des
fameux modèles à n fréquences de sauts déjà introduits par Lidiard en 1955 [190] (n dépend du réseau
cristallographique considéré et de la diversité des fréquences de saut autour du soluté, cf. la revue de Le
Claire [182]). Au premier ordre, l’accélération de diffusion par les solutés (concentration [s]) est reliée à
au coefficient de diffusion par la formule :

D∗α ([s]) =D∗α (0)(1 + b [s]), (2.24)

où D∗α ([s]) est le coefficient de diffusion de l’espèce α dans un matériau contenant une concentra-
tion [s] de solutés et b est le facteur d’accroîssement de la diffusion (positif ou négatif) qui est obtenu
expérimentalement par mesure de coefficients de diffusion de traceur dans des matériaux contenant dif-
férentes concentrations de solutés. Ces coefficients d’accroissement de la diffusion (pour le soluté ou
le solvant) peuvent être reliés à différents paramètres microscopiques, e.g. l’énergie de liaison lacune-
soluté [173, 85]. Pour le réseau BCC, le modèle à 6 fréquences de sauts schématisé sur Fig. 2.6 est un
des plus simples, et l’expression du coefficient de corrélation associé est fonction des différents rapports
de fréquences.
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FIGURE 2.6 – Exemple de modèle à 6 fréquences de saut pour le calcul du coefficient de diffusion en
présence d’une impureté dans un métal BCC. Dans cet exemple où la lacune est en blanc et le soluté en
noir (position 0), les 1ers et 2nds nn sont différentiés. Le modèle plus simple où on ne différencie que la
configuration lacune-soluté 1ers nn de la configuration dissociée, est un modèle à 3 fréquences de saut
(ω3 = ω3′ et ω4 = ω5 = ω0). Figure reproduite d’après la Réf. [182].

Ce type de modèle à n fréquences de sauts est encore largement utilisé aujourd’hui car il donne
rapidement accès à une estimation des coefficients de corrélation et se combine facilement avec les calculs
DFT de barrières de migration (e.g. [218]).

Koiwa [171] appliqua en 1974 des concepts de temps moyen de premier passage pour estimer la
constante de diffusion apparente d’impuretés interstitielles piégées sur des impuretés substitutionnelles.
La nouveauté par rapport aux études précédentes était de considérer une variation de l’énergie de col
pour la fréquence d’échappement du piège. D’après Koiwa, cette variation d’énergie de col invalide
l’hypothèse d’équilibre local entre les populations libres et piégées. Au fil des ans, d’autres méthodes
mathématiques sont apparues pour calculer analytiquement les effets de corrélations dans des systèmes
dilués plus ou moins compliqués, par exemple les méthodes intégrales [225, 27, 172, 34, 35], la marche
aléatoire en temps continu (CTRW 2, [121, 122]), la théorie de la réponse linéaire [3, 4] ou encore le
champ-moyen auto-cohérent (SCMF, [232]). Cette dernière technique a été utilisée dans notre étude et
sera largement présentée dans la Sec. 2.2.

Les alliages concentrés sont a priori plus compliqués à traiter car l’environnement d’un atome qui
migre est en constante évolution. Manning fut le premier à proposer une solution à ce problème, avec
le modèle d’alliage aléatoire [197], utilisé notamment pour l’analyse de l’effet Kirkendall. Ce modèle
suppose qu’il n’y a pas d’interaction thermodynamique entre les atomes de l’alliage, ni entre ces atomes
et la lacune. La fréquence de saut de la lacune est donc une fréquence de saut moyenne qui dépend de

2. Cette technique de “continuous-time random walk” s’appuie sur les développements mathématiques autour des pro-
blèmes de marche aléatoire [121, 122]. Elle permet de traiter des corrélations entre sauts au-delà des premiers voisins, ce qui
était indispensable pour expliquer la diffusion de l’hydrogène dans les métaux à haute température : l’hydrogène, en s’insérant
en site interstitiel dans la matrice, provoque une déformation locale du réseau. Or il diffuse très vite, et sa fréquence de saut
est en réalité supérieure à la fréquence des vibrations du réseau qui détermine l’échelle de temps caractéristique de la relaxa-
tion des positions atomiques. Ces propriétés de diffusion particulières de l’hydrogène rendent son mouvement non seulement
corrélé dans l’espace, mais également corrélé dans le temps. Cet exemple a simplement pour but de donner un aperçu de la
richesse et de la diversité des problèmes de calculs de corrélations cinétiques.
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la concentration nominale de l’alliage. Par contre, les atomes diffusent avec une fréquence propre à leur
espèce, et cela génère des corrélations cinétiques, non seulement pour les atomes mais également pour la
lacune. Dans cette représentation de l’alliage, Manning parvient également à fournir des expressions des
coefficients de transport (y compris des coefficients extra-diagonaux, bien qu’ils soient toujours positifs
dans la théorie de Manning) qui ne dépendent que des coefficients de diffusion de traceurs [198]. Ces
relations sont très utiles et facilement utilisables par la communauté expérimentale. Moleko et al. ont
raffiné les expressions de Manning en utilisant une formulation auto-cohérente de la réponse linéaire
des fonctions de corrélation, ce qui permet de considérer différentes fréquences d’échappement pour
chaque composant [221]. Une méthode alternative et plus précise est la méthode de probabilité de chemin
(PPM pour path probability method) développée par Kikuchi en 1966 [161, 163, 261, 77]. L’idée est de
construire une fonction de partition des différents chemins cinétiques qui relient deux configurations du
système. À chaque chemin est associée une énergie liée à la barrière de migration de ce chemin, ainsi
qu’une entropie qui correspond au nombre de chemins d’énergie équivalente. Dans le même esprit que la
CVM pour le calcul de moyennes thermodynamiques, une procédure de minimisation de l’énergie libre
de chemin ainsi construite permet d’obtenir un chemin moyen. Dans la PPM, la minimisation se fait par
rapport aux probabilités de transitions entre deux sites, tandis qu’elle se fait par rapport aux probabilités
d’occupation dans la CVM. Il a été montré que dans le cas d’interactions thermodynamiques de paires
premiers voisins et de variables de transition associées à des sites premiers voisins uniquement, la PPM
donne formellement les même équations cinétiques que le SCMF, également applicable aux alliages
concentrés [227]. Contrairement à la PPM, le SCMF a l’avantage d’opérer une distinction claire des
variables thermodynamiques et des variables cinétiques, et les deux peuvent dès lors être décrites avec des
approximations différentes [228]. Précisons que ces deux méthodes (PPM et SCMF) ne se réduisent pas à
un calcul de corrélations cinétiques, mais fournissent des expressions formelles de la matrice d’Onsager
complète.

2.1.4 Mobilités d’amas
La communauté a commencé à s’intéresser à la mobilité des amas à travers la caractérisation des

propriétés des bilacunes. La grande question était de savoir quelle était la concentration de bilacunes à
haute température, et surtout quelle influence ces bilacunes pouvaient avoir sur les cinétiques de recuit.
Dienes et al. ont identifié 5 comportements possibles du système, en fonction de l’énergie de liaison entre
lacunes, de leurs mobilités, des concentrations initiales et de la température de trempe [67]. Leur modèle
fait apparaître des cinétiques qui, à cause de la présence des bilacunes, ne sont plus des fonctions linéaires
de la concentration totale de lacunes dans le système. L’effet des bilacunes sur le coefficient de diffusion
des atomes de la matrice continue d’ailleurs de susciter l’intérêt dans divers matériaux, par exemple le
silicium [41] et plus récemment l’alliage ordonné Mo-Ta [318]. Dans les années 60, Flynn proposa une
expression générale, largement utilisée depuis, permettant d’évaluer le coefficient de diffusion effectif
d’une espèce α en solution solide capable de diffuser sous la forme d’amas de taille n, de concentration
[αn] et de coefficient de diffusion Dαn [92] :

Deff
α =

∑
nn [αn]Dαn∑
nn [αn]

. (2.25)

Mehrer exprima le coefficient de diffusion d’un atome de traceur en présence d’une bilacune comme
une moyenne des fréquences de sauts possibles [212], s’inspirant ainsi de l’Eq. 2.25 mais réalisant la
somme non pas sur différents amas, mais sur différentes configurations d’un même amas. Les potentiels
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inter-atomiques de l’époque mettait en avant un mécanisme de diffusion qui passait par 3 configurations
de la bilacune dans un réseau BCC : 1ères, 2ndes et 4èmes nn (3èmes, 4èmes et 10èmes nn dans nos notations
de la Fig. 1.5). Le coefficient de diffusion de traceur ainsi obtenu était alors pondéré par un facteur de
corrélation obtenu avec la méthode de la matrice de transition.

Djurabekova et al. [70] ont réalisé des simulations Monte Carlo cinétique à l’échelle atomique (AKMC)
de la migration d’une bilacune dans le fer 3. Rappelons que la nature stochastique de la méthode AKMC
en fait une méthode de choix pour traiter les marches aléatoires et étudier les corrélations cinétiques.
Ils montrent ainsi que le mécanisme de diffusion prépondérant ne correspond pas à des échanges entre
les configurations les plus stables thermodynamiquement. Cette conclusion souligne l’importance des
variations locales d’énergies de col ce qui implique d’une part de calculer avec autant de précision que
possible les barrières cinétiques, et d’autre part de prendre en compte la multitude de chemins cinétiques
de migration. À ce propos, Belova et al. ont publié une série d’articles visant à vérifier certains des
modèles analytiques de calcul des coefficients de corrélations dans différents cas, en réalisant les simu-
lations AKMC correspondantes (e.g. [26, 25]). Ces études permettent de justifier la nécessité d’utiliser
des méthodes plus complexes et précises (i.e. qui évitent autant que possible de réduire l’espace des che-
mins cinétiques possibles) pour obtenir une évaluation correcte des corrélations cinétiques et donc des
coefficients de transport (e.g. PPM, SCMF).

Plus la taille des amas augmente, plus les chemins cinétiques sont nombreux, et plus les variations
locales des énergies de col sont difficiles à estimer. La mesure de coefficients de diffusion effectifs pour
ces amas nécessite généralement d’employer des méthodes numériques relativement lourdes, e.g. les
méthodes basées sur les réseaux neuronaux (dans Fe-V -Cu [43]) ou la méthode kinetic-ART (dans Fe-V
[39]). L’intérêt principal de ces méthodes est de prendre en compte des mécanismes de migration plus
complexes que le simple saut 1er nn de la lacune.

2.1.5 Interaction lacunes-solutés et conséquences sur les propriétés cinétiques
Dans les années 70, Irmer et al. ont mis en évidence une variation linéaire du préfacteur d’auto-

diffusion du fer avec la concentration en impuretés (C et O) dans des mono-cristaux de fer-alpha [137]. Ils
concluent donc à une accélération du coefficient de diffusion des atomes de fer en présence d’impuretés,
sans toutefois observer de modification de l’énergie d’activation (cf. Tableau 2.2). Leur modèle s’appuie
sur le fait que les lacunes sont soit libres, soit associées à une impureté, et le coefficient d’auto-diffusion
du fer contient donc deux contributions :

D∗Fe ([X]) =D∗Fe (0)

(
1 + δ [X] exp

(
Ebt (V X)

kBT

))
, (2.26)

où D∗Fe ([X]) est le coefficient d’auto-diffusion du fer dans une matrice contenant une concentration
d’impuretés [X], Ebt (V X) est l’énergie de liaison de la paire V X , et δ est le rapport entre le préfacteur
de diffusion d’une lacune isolée et celui d’une paire V X . Irmer et al. expliquent les résultats du Tableau
2.2 avec l’argument qualitatif suivant : à basse température, la forte énergie de liaison entre V et X
implique que δ [X] exp

(
Ebt (V X)/kBT

)
� 1 et D∗Fe ([X]) se réduit donc au second terme du membre

3. Précisons cependant qu’il y a deux façons de mesurer un coefficient de transport au cours d’une simulation AKMC :
soit en utilisant la formule d’Allnatt qui se base sur les fluctuations d’équilibre du système (Eq. 2.20), soit en imposant un
gradient de potentiel chimique entre les deux extrémités de la boîte de calcul et en mesurant les flux d’atomes au travers d’un
plan normal au gradient de potentiel chimique imposé. Les deux mesures sont équivalentes uniquement pour un gradient de
potentiel chimique faible, car l’Eq. 2.20 n’est plus valable en dehors de ce cadre, e.g. [118].
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de droite, d’où une énergie d’activation constante et une variation du préfacteur linéaire avec [X]. L’Eq.
2.26 est cependant discutable, tant au niveau de ses composantes thermodynamiques (concentration des
paires V X) qu’au niveau de ses composantes cinétiques (coefficient de diffusion d’un traceur de fer en
présence d’une paire V X). Une réinterprétation quantitative de ces expériences serait donc souhaitable
pour clarifier l’origine physique de ces observations.

[C]/ [C]|FeIII [O]/ [O]|FeIII QFe - [eV/at] D0 -
[
cm2/s

]
Fe I 15 8 2.73 8.56

Fe II 1 4 2.66 1.67

Fe III 1 1 2.66 0.22

TABLE 2.2 – Variation du préfacteur de diffusion et de l’énergie d’activation de traceurs de fer dans
des mono-cristaux de ferrite de différentes puretés [137]. Les concentrations d’impuretés C et O sont
données relativement à l’échantillon le plus pur (Fe III) pour lequel ces concentrations ont été mesurées
par analyse d’activation de photons : [C]|FeIII = 4.67± 3.27 appm et [O]|FeIII = 24.5± 17.5 appm.
Les valeurs de l’énergie d’activation QFe et du préfacteur de diffusion D0 sont issues d’un ajustement
arrhénien des données obtenues pour des températures comprises entre 1051 et 1174 K.

D’ailleurs, ces résultats s’opposent aux idées largement répandues de piégeage des lacunes par les
solutés [307, 288, 199]. Par exemple, Hashimoto et al. ont mesuré les vitesses de croissance de boucles
de dislocations dans des échantillons de fer (irradiés aux électrons) de différentes puretés, et ont ensuite
cherché à reproduire ce comportement avec des équations de cinétique chimique homogène [120]. Ils en
concluent que l’énergie d’activation correspondant à la migration des atomes de fer augmente avec le
présence des impuretés C et N si ces derniers sont présents à des concentrations de l’ordre de 100-1000
appm.

L’opposition tient plus à un manque de précision du cadre d’analyse qu’à un désaccord physique
fondamental : par exemple, la majorité de ces études de coefficients de diffusion effectifs des lacunes en
présence d’impuretés ne discutent pas la nature conservative ou non-conservative des espèces lacunes. En
effet, McLellan explique que les impuretés du matériaux augmentent la concentration totale de lacunes
par rapport au matériaux pur [209], phénomène que nous avons largement discuté au chapitre précédent
(§ 1.4.3). Ce raisonnement implique qu’à l’équilibre thermique, la présence des impuretés ne peut gé-
nérer qu’une augmentation du coefficient de diffusion effectif des atomes de fer, car la concentration de
lacunes isolées est la même que dans le fer pur, et les lacunes liées aux impuretés sont potentiellement
mobiles. Pour McLellan, l’accroissement de la diffusivité des atomes de fer dans l’austenite en présence
de carbone n’est cependant pas due à la création de paires V C mobiles mais à une modification de l’éner-
gie de formation des lacunes et de leur énergie de migration dans le métal pur, causées par la dilatation
homogène du réseau qui résulte de l’insertion d’une concentration suffisante de solutés [209]. Il est alors
clair que les mesures de coefficients de diffusion effectifs cachent une variété de phénomènes, ce qui
les rend difficiles à interpréter. Il est donc nécessaire de disposer de modèles analytiques précis de ces
phénomènes. McLellan et al. poursuivent leur travail et proposent un modèle de diffusion à n fréquences
de sauts pour la diffusion des solutés interstitiels à proximité d’une lacune [211]. Cette étude théorique
de l’effet des solutés interstitiels sur la diffusivité des atomes de la matrice prend en compte les paires
V C mais également les amas V C2. Malgré un calcul un peu plus poussé de la mobilité des amas, ils
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ne modifient pas leurs conclusions précédentes et estiment que l’effet majoritaire des solutés interstitiel
est indirect, à savoir une baisse de l’énergie de formation des lacunes libres par dilatation locale de la
matrice. Dans les deux cas, la présence des solutés génère une augmentation du coefficient de diffusion
des atomes de matrice, et jamais une diminution.

Avec le développement des techniques de simulation numériques, les modèles analytiques ont été
un peu abandonnés au profit de la mesure des coefficients de diffusion via la formule d’Einstein (Eq.
2.16), par exemple lors d’une simulation AKMC [191] ou de dynamique moléculaire si les barrières
de migration sont faibles [291]. Les modèles des dernières années supposent souvent que les amas sont
immobiles à cause de la forte énergie de liaison qu’il y a entre leurs constituants [99, 154], et ce malgré
des exemples d’amas qui migrent plus facilement que les monomères, par exemple V3 dans le fer-α
[98, 97], C2 dans le fer-γ [24] ou encore les précipités de Cu dans le fer-α [278]. La mobilité des amas
lacune-carbone a cependant été mesurée dans certains cas en s’appuyant sur les potentiels empiriques
existants pour ce système. Tapasa et al. ont comparé le nombre de sauts de migration et de dissociation
d’une paire V C à haute température (800 K < T < 1200 K) [291]. D’après leurs mesures, les paires V C
ont une faible mobilité et un faible taux de dissociation (comparé à l’énergie de migration d’un monomère
de carbone isolé), ce qui justifie de les traiter comme des pièges immobiles. Kabir et al. [155] ont ensuite
calculé en utilisant un potentiel empirique [177] des chemins de migration pour l’amas V C2, le seul
qui, selon eux, soit statistiquement abondant. Cet amas a une très forte énergie de migration, et est donc
considéré immobile. Les auteurs prédisent alors une diminution du coefficient d’auto-diffusion du fer
lorsque la concentration en carbone augmente : il semble donc que le travail de McLellan et al. [209, 211]
et notamment la nécessité de traiter les lacunes d’équilibre comme une espèce non-conservative ait été
oublié. De plus, on sait que la mobilité d’une espèce est très sensible aux variations locales d’énergie
de col, et cette constatation s’étend évidemment à la mobilité des amas. De ce fait, une comparaison
systématique des chemins cinétiques calculés en potentiels empiriques et en DFT semble nécessaire pour
s’assurer de la bonne prédiction des mobilités d’amas mesurées en dynamique moléculaire [291, 155].

Les recherches sur ce sujet se sont principalement portées sur les interactions entre lacunes et atomes
de C. Récemment, Shang et al. ont réalisé des calculs DFT d’énergie de migration de l’oxygène dans
la ferrite en présence et en l’absence de lacunes dans le matériau, afin de les comparer aux mesures
issues d’expériences de cinétiques d’oxydation interne dans les alliages FeSi et FeAl [271]. Cette étude
est cependant limitée car elle considère d’une part que les lacunes sont immobiles, et d’autre part que la
migration des atomes d’oxygène n’est affectée que dans le voisinage immédiat de la lacune (i.e. pour des
sauts de 1ers nn à 2nd nn).

2.1.6 Bilan de l’étude bibliographique
La caractérisation des propriétés cinétiques d’un système peut donc être construite à partir des pro-

priétés cinétiques élémentaires de ses constituants (fréquences de saut). Les modèles analytiques existant
permettent de traiter les solutions solides très diluées (interactions entre deux composants au maximum)
ou les alliages concentrés. L’étude de concentrations intermédiaires (quelques constituants en interac-
tion) est primordiale pour la caractérisation des solutions solides, puisque ce cas correspond en réalité à
celui des amas. La tendance actuelle est d’étudier ces amas en ayant recours aux simulations numériques,
qui permettent d’obtenir des coefficients de diffusion effectifs, et des temps de vie d’amas (e.g. [43]).
Cependant, ces simulations sont difficilement réalisables sur les systèmes où le paysage énergétique est
très hétérogène, typiquement les système Fe-V -X (X = C, N ou O) pour lesquels il y a de très fortes
énergies de liaison entre lacunes et solutés interstitiels. De plus, la définition d’un amas reste floue, et est
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souvent réduite à sa définition thermodynamique. Il apparaît donc nécessaire de développer et d’utiliser
différemment les méthodes analytiques existantes : cela permettrait d’une part d’éviter les problèmes de
piégeage numérique rencontrés lors des simulations, et d’autre part d’avoir une vision précise des amas
et des mécanismes de diffusion associés, et non un simple coefficient de diffusion effectif.

2.2 Méthodes : Champ-moyen auto-cohérent (SCMF)
La méthode de champ-moyen auto-cohérent (SCMF, pour Self-Consistent Mean Field en anglais) per-

met de calculer les coefficients de transport d’un système à partir d’une description à l’échelle atomique
des mécanismes de saut et des fréquences de saut associées. La formulation originale de cette méthode
[232] permet de traiter la diffusion substitutionnelle suivant un mécanisme lacunaire. Une partie de notre
travail a consisté à étendre cette méthode à un système contenant à la fois de la diffusion substitution-
nelle (mécanisme lacunaire) et interstitielle (mécanisme interstitiel direct). Il apparaît donc nécessaire de
résumer ici les grands principes de ce calcul.

Soit un système entièrement défini par son vecteur de configuration n dont les composantes sont les
nombres d’occupation de sites nαi (vaut 1 si le site i est occupé par l’espèce α et 0 sinon) :

n =
{
nαi ,n

β
i , . . . ,n

α
j ,n

β
j , . . .

}
, (2.27)

Soit P0 la probabilité d’équilibre d’une configuration n, donnée par son poids de Boltzmann :

P0 (n) = exp

[(
Ω +

∑
α

µα
∑
i

nαi −H (n)

)
/kBT

]
, (2.28)

où Ω est une constante de renormalisation imposée par la condition
∑

nP0 (n) = 1 ; µα est le potentiel
chimique correspondant à l’espèce chimique α ; kB est la constante de Boltzmann ; T est la température ;
H (n) est l’Hamiltonien du système qui représente les interactions entre atomes en fonction de leurs
occupations respectives. D’après la théorie des développements en amas (Cluster Expansion method
[259]), la forme générale de cet Hamiltonien sur réseau qui ne dépend que de la configuration du système
s’écrit :

H (n) =
∑
i

∑
α

nαi ε
α
i +

1

2!

∑
i,j

∑
α,β

nαi n
β
j ε
αβ
ij +

1

3!

∑
i,j,k

∑
α,β,γ

nαi n
β
j n

γ
kε
αβγ
ijk + · · · , (2.29)

où εαi , ε
αβ
ij , ε

αβγ
ijk représentent respectivement les interactions thermodynamiques à 1, 2 et 3 corps.

Le but du SCMF est d’obtenir les coefficients de transport, donc le lien de proportionnalité entre les
flux d’espèces et les forces motrices pour la diffusion, dans le cadre de la TPI. Il faut donc imposer un
gradient de potentiel chimique au système et calculer les flux qui en résultent. Afin de rester dans le
cadre de la TPI, le système doit rester proche de son état d’équilibre, et le gradient de potentiel chimique
doit donc être suffisamment faible. Dans cette situation, Vaks proposa de représenter le système par un
Hamiltonien effectif, permettant de rendre compte de l’écart à l’équilibre [303]. En poussant cette idée
un peu plus loin, Nastar décrivit la probabilité hors d’équilibre P (n, t) d’une configuration par le produit
de deux probabilités, la probabilité d’équilibre P0 (n) et un écart par rapport à cette probabilité, que l’on
note δP (n, t), qui est a priori fonction du temps [227].

P (n, t) = P0 (n)× δP (n, t) , (2.30)
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avec :

δP (n, t) = exp

[(
δΩ(t) +

∑
i

∑
α

nαi δµ
α
i (t)−h(n, t)

)
/kBT

]
, (2.31)

où δΩ(t) est simplement donnée par la condition de normalisation
∑

nP (n) = 1 ; le potentiel chi-
mique δµαi (t) défini l’écart au potentiel chimique d’équilibre de l’espèce α sur le site i à l’instant t ;
h(n, t) est une fonction que l’on appelle Hamiltonien effectif et qui exprime les conséquences d’un gra-
dient de potentiel chimique sur les probabilités de chaque configuration n. L’Hamiltonien effectif h(n, t)
a une structure mathématique semblable à celle de l’Hamiltonien thermodynamique H (n), à savoir un
polynôme du vecteur de configuration n (Eq. 2.29). Les ordres respectifs des deux polynômes sont cepen-
dant indépendants et potentiellement différents. Le terme linéaire en probabilité d’occupation de site sera
omis car il se confondrait avec le potentiel chimique d’excès δµαi (t) dans l’Eq. 2.31. Les interactions ther-
modynamiques εαβij , ε

αβγ
ijk sont quant à elles remplacées par des interactions cinétiques ναβij (t) , ναβγijk (t)

qui sont dépendantes du temps et rendent compte de l’écart aux distributions d’équilibre. En l’absence
de gradient de potentiel chimique, ces interactions deviennent nulles (de même que δΩ(t) et l’ensemble
des δµαi (t)).

h(n, t) =
1

2!

∑
i,j

∑
α,β

nαi n
β
j ν

αβ
ij (t) +

1

3!

∑
i,j,k

∑
α,β,γ

nαi n
β
j n

γ
kν

αβγ
ijk (t) + · · · . (2.32)

L’interprétation physique de ces interactions cinétiques sera donnée plus tard, mais il convient d’ores
et déjà de préciser qu’elles contiennent toute l’information liée aux corrélations cinétiques (d’où leur
nom), et qu’il s’agit des inconnues du problème.

Notre étude s’intéressant au régime stationnaire qui s’installe sous un gradient de potentiel chimique
fixé, les grandeurs intervenant dans les Eqs. 2.31 et 2.32 sont elles aussi stationnaires, i.e. elles perdent
leur dépendance temporelle. La stationnarité du système est définie par la stationnarité de sa fonction de
probabilité :

∀n, dP (n, t)
dt

= 0. (2.33)

Le lien avec l’échelle microscopique est fait au travers de l’équation maitresse d’évolution de la
probabilité P (n, t) :

dP (n, t)
dt

=
∑

ñ

[W (ñ→ n)P (ñ, t)−W (n→ ñ)P (n, t)] . (2.34)

Les quantités W sont des fréquences de saut qui ne sont non-nulles que dans les cas où la transition
entre les configurations ñ et n peut se faire par les mécanismes de sauts à l’échelle atomique qui décrivent
la cinétique du système.

Ensuite, il faut introduire les moments de la distribution de probabilité P (n, t), appelés aussi moyennes
à 1, 2, 3,... points : 〈

nαi n
β
j n

γ
k . . .

〉
=
∑
n

nαi n
β
j n

γ
k . . .P (n, t) . (2.35)
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La condition de stationnarité (Eq. 2.33) vérifiée par P (n, t) est également vérifiée par ses moments.
Pour le premier moment, l’Eq. 2.34 est réécrite en considérant que toutes les transitions entre deux confi-
gurations s’effectuent par un mécanisme lacunaire de fréquence de saut ωαVsi (échange entre α et V
localisés respectivement sur les sites s et i) :

d〈nαi 〉
dt

=
∑
sεθVi

〈[
nαs n

V
i ω

αV
si −nαi nVs ωαVis

]
δP (n, t)

〉(0)
, (2.36)

où θVi désigne l’ensemble des sites cristallographiques d’où la lacune peut, en un saut, atteindre le
site i ; l’exposant (0) signifie qu’on utilise la distribution d’équilibre P0 (n) plutôt que P (n, t) dans le
calcul de moyenne défini par l’Eq. 2.35. Un développement limité de δP (n, t) au premier ordre suivi de

l’application du principe de bilan détaillé
〈
nαs n

V
i ω

αV
si

〉(0)
=
〈
nαi n

V
s ω

αV
is

〉(0)
conduit à :

d〈nαi 〉
dt

=
1

kBT

∑
sεθVi

〈
nαs n

V
i ω

αV
si (δµαs − δµαi −hαs +hαi )

〉(0)
, (2.37)

avec hαi = ∂h(n)/∂nαi . On utilise alors l’équation de continuité pour exprimer les flux microsco-
piques Jαi→s :

d [α]i
dt

=−
∑
sεθVi

Jαi→s. (2.38)

Par définition, la concentration nominale de l’espèce α sur le site i est donnée par [α]i = 〈nαi 〉. L’Eq.
2.37 permet donc d’identifier la valeur du flux microscopique entre deux sites voisins i et s, et ce flux
dépend des interactions cinétiques (au travers de la quantité (hαi −hαs ) :

Jα
i→sεθVi

=− 1

kBT

〈
nαs n

V
i ω

αV
si (µαs −µαi −hαs +hαi )

〉(0)
. (2.39)

La façon la plus simple de procéder pour déterminer les valeurs des interactions cinétiques consiste à
résoudre pour chacune

(
ναβij

)
la condition de stationnarité sur le moment correspondant : d

〈
nαi n

β
j

〉
/dt=

0. En procédant de cette manière on obtient un système d’équations linéaires dont les inconnues sont les
interactions cinétiques. La résolution de ce système donne des interactions cinétiques qui sont proportion-
nelles aux différences (µαs −µαi ) donc dans l’Eq. 2.39, le flux Jαi→s est linéaire en fonction des différences
de potentiels chimiques de chaque espèce, ce qui permet d’identifier les coefficients de transportLαβ dans
le cadre de la TPI linéaire.

En supposant un gradient de potentiel chimique homogène appliqué à un système dont l’état d’équi-
libre est homogène, on peut réduire le nombre d’inconnues en considérant que les interactions cinétiques
sont antisymétriques et obéissent aux relations suivantes : ναβij =−ναβji =−νβαij = νβαji [232]. L’homogé-
néité de l’état d’équilibre implique également que les concentrations moyennes d’espèces ne dépendent
pas du site cristallographique, soit [α]i = [α]. Enfin, l’isotropie du cristal entraine l’isotropie du problème
de diffusion qui peut alors être résolu dans le cas mono-dimensionnel selon un axe de symétrie du sys-
tème (axe de calcul). Le flux défini à l’Eq. 2.39 est en fait la projection d’un vecteur flux selon l’axe
de calcul. La combinaison de ces deux propriétés (homogénéité et isotropie du système) permet encore
de réduire le nombre d’inconnues en définissant des classes d’interactions cinétiques, car ces dernières
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sont invariantes par rotation autour de l’axe de calcul et par translation. Ces classes sont définies par une
fonction σ : (i, j) 7→ (dij ,pij), où dij est la distance entre les sites i et j, et pij est la projection du vecteur
défini par les positions des sites i et j selon l’axe de calcul.

Il est intéressant de noter qu’il y a deux niveaux d’approximations ajustables dans la méthode SCMF.
Le premier apparaît dans la technique de calcul utilisée pour effectuer les moyennes thermodynamiques
d’équilibre, 〈.〉(0), par exemple le champ moyen de point (BW), la méthode de variation des amas (CVM),
les développements basse-température (LTE). Le second concerne l’Hamiltonien effectif h(n) dont le
développement en amas peut être tronqué à différents niveaux, en fonction de la précision requise pour
le calcul des corrélations cinétiques.

Lorsqu’on a obtenu les flux microscopiques (Eq. 2.39), il reste encore à les transformer en flux ma-
croscopiques. Il suffit de noter que le flux microscopique Jαi→s est exprimé en

[
at.s−1.lien−1

]
, alors

que le flux macroscopique s’exprime en
[
at.s−1.m−2

]
. En réalité, on passe d’une description discrète du

système (flux entre deux sites) à une description continue (flux par unité de surface). Notons J α le flux
macroscopique d’atomes d’espèce α, et considérons pour alléger les calculs une unique force motrice
(gradient de µα) :

J α = Jαi→s
Zhkl
Shkl

=−Lαα (µαs −µαi )
Zhkl
Shkl

=−Lαα
(µαs −µαi )

dhkl

Zhkld
2
hkl

Shkldhkl

=−Lαα
a2

Ωat
∇µα

=−Lαα∇µα. (2.40)

Le triplet hkl représente la direction cristallographique correspondant à l’axe de calcul ; Zhkl est la
coordination par atome entre deux plans consécutifs {hkl} ; Shkl est la surface par atome dans un plan
{hkl} ; dhkl est la distance entre deux plans consécutifs {hkl} ; a est le paramètre de maille du cristal, et
on peut montrer pour les réseaux de Bravais cubiques que a2 = Zhkld

2
hkl ; Ωat est le volume atomique,

défini par Ωat = Shkldhkl ; Lαα est le coefficient de transport directement issu du calcul SCMF (Eq.
2.39), et Lαα est le coefficient de transport macroscopique qui intervient dans la TPI (Eq. 2.8). C’est
l’hypothèse de gradient de potentiel chimique homogène qui permet d’écrire : (µαs −µαi )/dhkl =∇µα.
De même que pour les flux, ∇µα correspond à la projection du gradient de potentiel chimique (vecteur)
sur l’axe de calcul.

2.3 Champ moyen auto-cohérent pour deux mécanismes de diffu-
sion simultanés

Nous avons présenté la méthode SCMF (§ 2.2) initialement développée pour le mécanisme lacunaire
dans les cristaux cubiques à faces centrées (FCC) [227, 106] et cubiques centrés (BCC) [232, 105, 219],
puis étendue à la migration de l’auto-interstitiel [233], aux forts effets de corrélations [15], aux systèmes
sous contrainte [104], et aux systèmes sous gradient de potentiel chimique non-homogène [229]. Nous
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proposons ici de l’étendre à un système où deux mécanismes de diffusion, lacunaire et interstitiel direct,
ont lieu simultanément sur deux sous-réseaux différents, respectivement substitutionnel et interstitiel
octaédrique, dans un cristal BCC. La suite de ce chapitre constitue la partie originale de nos travaux.

2.3.1 Extension du formalisme SCMF aux systèmes lacune-solutés interstitiels
L’extension du formalisme SCMF aux systèmes à deux mécanismes de diffusion simultanés sera

présentée sur un exemple, celui de la diffusion d’une lacune (V ) et d’un soluté interstitiel (X) dans
une matrice BCC. L’Hamiltonien effectif h(n) sera limité à un hamiltonien de paires et le calcul sera
effectué dans la direction cristallographique[hkl]. Cette extension étant assez directe, nous en profitons
pour présenter un peu plus en détail la méthode SCMF et pour définir une notation matricielle utile pour
bien comprendre les différentes contributions physiques mises en jeu.

Pour ce qui est de la diffusion selon un mécanisme lacunaire, l’Eq. 2.37 donnant le flux microsco-
pique reste inchangée. Il convient de préciser que dans notre exemple, tous les sites substitutionnels sont
occupés par des atomes de type A (atomes de la matrice), excepté le site occupé par la lacune. Les fré-
quences de sauts ωV Asi dépendent uniquement de la position du soluté interstitiel au cours du saut de la
lacune. D’un point de vue formel, le soluté interstitiel s’échange avec un site vide du sous-réseau inter-
stitiel octaédrique (v) et les fréquences de sauts ωXνsj dépendent de la position de la lacune au cours du
saut de l’interstitiel. Les flux microscopiques pour les deux espèces sont obtenus à partir des équations
cinétiques à un point (d

〈
nVi
〉
/dt et d

〈
nXj

〉
/dt) :

kBTJ
V
i→sεθVi

=−
[〈
nVs n

A
i ω

V A
si

(
δµVs − δµVi

)〉(0)
+
〈
nVs n

A
i ω

V A
si

(
−hVs +hVi

)〉(0)
]

kBTJ
X
j→sεθXj

=−
[〈
nXs n

v
jω

Xv
sj

(
δµXs − δµXj

)〉(0)
+
〈
nXs n

v
jω

Xv
sj

(
−hXs +hXj

)〉(0)
]
. (2.41)

Pour chacune de ces équations, la première moyenne thermodynamique correspond à la partie non
corrélée du flux, dont les coefficients de transport associés (L0

V V et L0
XX ) 4 seront représentés par la

matrice Λ0 :

Λ0 =

 L0
V V 0

0 L0
XX

 , (2.42)

avec (en normalisant les écarts de potentiels chimiques) :

L0
V V =

∑
sεθVi

〈
nVs n

A
i ω

V A
si

(
δµVs − δµVi

)〉(0)
/
(
kBTd

is
hkl∇µV

)
L0
XX =

∑
sεθXj

〈
nXs n

v
jω

Xv
sj

(
δµXs − δµXj

)〉(0)
/
(
kBTd

js
hkl∇µX

)
. (2.43)

Le calcul de Λ0 nécessite donc d’effectuer des moyennes thermodynamiques à deux points. Il s’agit en
réalité d’une simple moyenne thermodynamique de toutes les fréquences de saut possibles correspondant

4. Le “0” en exposant indique qu’il s’agit de la partie non corrélée des coefficients de transport, ce qui est à distinguer des
exposants “(0)” qui précisent que la moyenne thermodynamique s’effectue selon les distributions d’équilibre des différentes
configurations du système.
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à un saut donné (i↔ s ou j ↔ s). La distance entre deux plans {hkl} consécutifs est agrémentée d’un
indice is ou js, car elle correspond en réalité à la distance entre le plan occupé avant le saut, et celui
occupé après le saut, et est donc fonction de la longueur de saut projetée selon l’axe de calcul.

La seconde moyenne thermodynamique que contiennent les Eqs. 2.41 correspond à la partie corrélée
des flux microscopiques, et cette contribution dépend des interactions cinétiques au travers des dérivées
de l’Hamiltonien effectif. Dans le cas d’un Hamiltonien effectif de paires, il s’agit d’une moyenne ther-
modynamique à trois points qui donne une combinaison linéaire d’interactions cinétiques pondérées par
les fréquences de sauts. Les inconnues du système, c’est-à-dire les valeurs associées à chaque classe d’in-
teraction cinétique, seront représentées sous la forme de vecteurs colonne (K) dont la longueur est fixée
par le nombre de classes σ (i, j). Les combinaisons de fréquences de sauts issues de l’Eq. 2.41 compo-
seront la matrice Λ, matrice de deux lignes (car on calcule deux flux d’espèces) et dont le nombre de
colonnes correspond à la taille du vecteur K. Ainsi, l’Eq. 2.41 sommée sur les sites s s’écrit sous forme
matricielle :

kBT

 JVi

JXj

=−Λ(0)×

 ∇µV
∇µX

−Λ×K×

 ∇µV
∇µX

 . (2.44)

Il reste à déterminer la valeur du vecteur K. Comme cela a été annoncé au § 2.2, les valeurs des
interactions cinétiques νV Xσ(i,j) sont déduites de la stationnarité des seconds moments de la distribution de
probabilités :

kBT
d
〈
nVi n

X
j

〉
dt

=
∑
sεθVi

〈
nXj n

V
s n

A
i ω

V A
si

(
δµVs − δµVi −hVs +hVi

)〉(0)

+
∑
sεθXj

〈
nVi n

X
s n

v
jω

Xv
sj

(
δµXs − δµXj −hXs +hXj

)〉(0)

= 0. (2.45)

Cette équation peut être réécrite en faisant apparaître une contribution cinétiquement non-corrélée
(i.e. indépendante des interactions cinétiques) et une contribution cinétiquement corrélée :

∑
sεθVi

〈
nXj n

V
s n

A
i ω

V A
si

(
δµVs − δµVi

)〉(0)
+
∑
sεθXj

〈
nVi n

X
s n

v
jω

Xv
sj

(
δµXs − δµXj

)〉(0)

=
∑
sεθVi

〈
nXj n

V
s n

A
i ω

V A
si

(
hVs −hVi

)〉(0)
+
∑
sεθXj

〈
nVi n

X
s n

v
jω

Xv
sj

(
hXs −hXj

)〉(0)
. (2.46)

Cette équation sera appelée équation cinétique à 2 points pour la classe d’interactions cinétiques
σ (i, j). Le membre de gauche de cette équation est proportionnel aux gradients de potentiel chimiques
et sera décrit par un vecteur à deux composantes m(σ (i, j)) (en normalisant les écarts de potentiels
chimiques) :

m(σ (i, j)) =

( ∑
sεθVi

〈nXj nVs nAi ωV Asi (δµVs −δµVi )〉(0)

dishkl∇µV
;
∑

sεθXj

〈nVi nXs nvjωXvsj (δµXs −δµXj )〉(0)

djshkl∇µX

)
. (2.47)
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La matrice M est simplement définie par l’assemblage des vecteurs m(σ (i, j)) qui correspondent à
chaque classe d’interactions cinétiques (σk) :

M =


m(σ1)

m(σ2)

· · ·

 . (2.48)

Pour aller plus loin nous devons expliciter les dérivées de l’Hamiltonien effectif (Eq. 2.32) que nous
limitons à un modèle d’interactions cinétiques de paires :

hαi =
∂h(n)

∂nαi
=
∑
k 6=i

∑
γ

nγkν
αγ
ik . (2.49)

On peut alors réécrire le second membre de l’Eq. 2.46, en s’appuyant sur les propriétés de symétrie
des interactions cinétiques, et en considérant que les atomes de matrice (A) et les sites vides du sous-
réseau interstitiel (ν) ne créent pas d’interaction cinétiques :∑

sεθVi

〈
nXj n

V
s n

A
i ω

V A
si

(
hVs −hVi

)〉(0)

=
∑
sεθVi

〈
nXj n

V
s n

A
i ω

V A
si

νV Xσ(s,j)−ν
V X
σ(i,j) +

∑
k 6=s6=i6=j

∑
γ

nγk

(
νV γ
σ(s,k)

−νV γ
σ(i,k)

)〉(0)

, (2.50)

∑
sεθXj

〈
nVi n

X
s n

v
jω

Xv
sj

(
hXs −hXj

)〉(0)

=
∑
sεθXj

〈
nVi n

X
s n

v
jω

Xv
sj

νXVσ(s,i)−ν
XV
σ(j,i) +

∑
k 6=s6=i 6=j

∑
γ

nγk

(
νXγ
σ(s,k)

−νXγ
σ(j,k)

)〉(0)

. (2.51)

Nous distinguons les cas dilués (seulement deux composants dans le système et les Eqs. 2.50 et 2.51
se réduisent à des moyennes à 3 points) et les cas concentrés (plus de deux composants dans le système, et
les Eqs. 2.50 et 2.51 nécessitent d’effectuer des moyennes à 4 points, ce qui implique de considérer toutes
les positions possibles du 3e composant de type γ situé sur le site k). Le tableau 2.3 résume les moyennes
à n-points associées au calcul de chaque matrice de la méthode SCMF, en fonction de la complexité de
l’Hamiltonien effectif :
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Matrice Équation cinétique
Hamiltonien effectif Hamiltonien effectif

de paires de triplets

Λ et Λ(0) 1er moment Moyennes à 3 points Moyennes à 4 points

T 2nd moment Moyennes à 4 points Moyennes à 5 points

M 2nd moment Moyennes à 3 points Moyennes à 3 points

T 3ème moment Moyennes à 5 points Moyennes à 6 points

M 3ème moment Moyennes à 4 points Moyennes à 4 points

TABLE 2.3 – Moyennes thermodynamiques à n-points nécessaires au calcul des différentes matrices de
la méthode SCMF. Ceci est donné pour un Hamiltonien effectif de paires (cas traité dans notre étude),
ainsi que pour un Hamiltonien effectif contenant des interactions de triplets.

Les deux équations précédentes s’expriment comme une combinaison linéaire des interactions ciné-
tiques, pondérées par des fréquences de sauts. Les combinaisons de fréquences de sauts issues des Eqs.
2.50 et 2.51 forment la matrice T , matrice carrée dont la taille est fixée par celle du vecteur K. Avec ces
notations, nous pouvons réécrire l’Eq. 2.46 sous une forme compacte :

M ×

 ∇µV
∇µX

= T ×K. (2.52)

La résolution du système (i.e. déterminer la valeur du vecteur K) revient donc simplement à inverser
la matrice T . Ainsi, on peut réécrire les flux de l’Eq. 2.44 :

kBT

 JVi

JXj

=−Λ(0)×

 ∇µV
∇µX

−Λ×T−1×M ×

 ∇µV
∇µX

 , (2.53)

et mettre cette expression, linéaire en gradients de potentiels chimiques, en relation avec l’Eq. 2.8
pour identifier les coefficients de transports : LV V LV X

LXV LXX

=
1

kBT

[
Λ(0) + Λ×T−1×M

]
. (2.54)

Pour récapituler, le premier terme
(

Λ(0)
)

correspond à la partie non corrélée des coefficients de
transport, et se résume à effectuer une moyenne thermodynamique des fréquences de sauts de chaque
espèce. Le but du SCMF et de calculer le second terme

(
Λ×T−1×M

)
qui contient toute l’information

liée aux corrélations cinétiques. Quelques remarques concernant ce terme :
– les matrices Λ et M ne sont pas définies de la même manière, mais sont pourtant très similaires.

En effet, elles ne varient généralement que de quelques facteurs géométriques ;
– la matrice T explique quelles interactions cinétiques interviennent en fonction du saut effectué.

Elles gardent en quelque sorte la mémoire des positions de l’atome pendant son saut. Ainsi, cette
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matrice peut également être interprétée comme un inventaire des connexions qui existent entre les
différents sites. Ces connexions sont compliquées puisqu’elles dépendent de la cristallographie du
réseau et des fréquences de sauts qui relient ces différents sites, elles-mêmes fonction de la position
(non figée) des atomes ;

– enfin, la matrice
(
Λ×T−1×M

)
est symétrique et contient toute l’information liée aux couplages

de flux (puisque la matrice Λ(0) est diagonale). De cette manière, on comprend bien que les cou-
plages de flux cinétiques sont entièrement dus à l’effet des corrélations cinétiques.

L’extension du formalisme SCMF à un système à deux mécanismes de diffusion est donc assez directe.
Concernant le passage des flux microscopiques aux flux macroscopiques, il convient de mettre en avant
que les distances de sauts varient d’une espèce à l’autre, et donc les distances entre plans consécutifs dishkl
dépendent du type de saut. Ceci sera particulièrement important dans le cas où plusieurs types de sauts
(e.g. 1er et 2nd voisins) seront considérés pour une même espèce (cf. § 2.4.7). Il reste à diviser les Lαβ
obtenus (Eq. 2.54) par la surface atomique pour obtenir les Lαβ macroscopiques.

2.3.2 Définition des coefficients de transport d’amas dans une solution solide di-
luée

Dans ce cadre de la TPI, il faut bien comprendre que la matrice d’Onsager représente les propriétés
cinétiques de l’ensemble du système étudié. Intéressons-nous au cas d’une solution solide diluée où l’on
est capable de définir des amas d’atomes, ces amas étant isolés les uns des autres. Dans ces conditions,
le système peut à chaque instant être découpé en un ensemble de sous-systèmes indépendants les uns des
autres et contenant chacun un amas. D’après les travaux de Allnatt [5], les coefficients de transport sont
reliés aux fluctuations d’équilibre par la relation 2.20. Soit τ l’intervalle de temps sur lequel on mesure la
somme des déplacements des atomes de l’espèce α, ∆ ~Rα (τ). Le découpage du système en amas, indexés
par le symbole ai (amas i contenant nα (ai) atomes de type α), permet d’écrire :

∆ ~Rα (τ) =
∑
αi

∆ ~rαi (τ) =
∑
ai

nα (ai)∆ ~rα (τ,ai) =
∑
ai

∆ ~Rα (τ,ai) , (2.55)

Chaque déplacement ~r qui intervient dans le système peut être catégorisé. Si la particule α qui ef-
fectue ce déplacement appartient à l’amas ai avant et après le saut, le déplacement s’ajoute à la quantité
∆~RMα (τ,ai) (l’exposant “M” signifie mobilité d’amas). Si la particule de type α qui effectue ce dé-
placement appartient à l’amas ai avant le saut et à l’amas aj après le saut, avec ajεΘ(ai) et Θ(ai)

est l’ensemble des amas plus petits que ai, le déplacement s’ajoute à la quantité ∆~RADα (τ,ai,aj) =

∆~RADα (τ,aj ,ai) (l’exposant “AD” signifie association/dissociation d’amas). Ainsi, l’Eq. 2.55 devient :

∆ ~Rα (τ) =
∑
ai

∆~RMα (τ,ai) +
∑

ajεΘ(ai)

∆~RADα (τ,ai,aj)

 . (2.56)

On cherche alors à exprimer la moyenne
〈

∆ ~Rα (τ)∆ ~Rβ (τ)
〉(0)

:
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〈
∆ ~Rα (τ)∆ ~Rβ (τ)

〉(0)

=

〈[∑
ai

∆~RMα (τ,ai)

][∑
ak

∆~RMβ (τ,ak)

]〉(0)

+

〈∑
ai

∑
ajεΘ(ai)

∆~RADα (τ,ai,aj)

∑
ak

∑
alεΘ(ak)

∆~RADβ (τ,ak,al)

〉(0)

(2.57)

+

〈[∑
ai

∆~RMα (τ,ai)

]∑
ak

∑
alεΘ(ak)

∆~RADβ (τ,ak,al)

〉(0)

+

〈∑
ai

∑
ajεΘ(ai)

∆~RADα (τ,ai,aj)

[∑
ak

∆~RMβ (τ,ak)

]〉(0)

.

Le premier terme du membre de droite de cette expression est lié à la mobilité des espèces α et β à
l’intérieur des amas. Il peut être séparé en deux composantes :

〈[∑
ai

∆~RMα (τ,ai)

][∑
ak

∆~RMβ (τ,ak)

]〉(0)

=
∑
ai

〈
∆~RMα (τ,ai)∆~RMβ (τ,ai)

〉(0)

+
∑
ai

∑
ak 6=ai

〈
∆~RMα (τ,ai)∆~RMβ (τ,ak)

〉(0)
. (2.58)

Les amas bougent indépendamment les uns des autres (l’hypothèse de solution solide diluée permet
de définir des amas bien séparés les uns des autres), ce qui élimine le second terme de l’Eq. 2.58〈

∆ ~Rα (τ,ai)∆ ~Rβ (τ,ak)
〉(0)

=
〈

∆ ~Rα (τ,ai)
〉(0)〈

∆ ~Rβ (τ,ak)
〉(0)

= 0, (2.59)

car on mesure des fluctuations d’équilibre, donc par définition 〈∆ ~rαi (τ)〉(0) = 0. L’hypothèse d’indé-
pendance des amas permet également de réécrire le second terme de l’Eq. 2.57, qui est lié à l’association
et la dissociation des amas, autrement dit les seules interactions entre amas dans une solution solide di-
luée. Les réactions impliquant 3 amas sont négligées, ce qui suppose qu’un amas a toujours le temps
d’être isolé à l’équilibre local entre deux associations/dissociations.

〈∑
ai

∑
ajεΘ(ai)

∆~RADα (τ,ai,aj)

∑
ak

∑
alεΘ(ak)

∆~RADβ (τ,ak,al)

〉(0)

=
∑
ai

∑
ajεΘ(ai)

〈
∆~RADα (τ,ai,aj)∆~RADβ (τ,ai,aj)

〉(0)
. (2.60)
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Reste à expliciter les deux derniers termes de l’Eq. 2.57. Ils relient les déplacements à l’intérieur d’un
amas (M), aux déplacements permettant l’association et la dissociation (AD).

〈[∑
ai

∆~RMα (τ,ai)

]∑
ak

∑
alεΘ(ak)

∆~RADβ (τ,ak,al)

〉(0)

+

〈∑
ai

∑
ajεΘ(ai)

∆~RADα (τ,ai,aj)

[∑
ak

∆~RMβ (τ,ak)

]〉(0)

=
∑
ai

〈
∆~RMα (τ,ai)

 ∑
ajεΘ(ai)

∆~RADβ (τ,ai,aj)

〉(0)

+
∑
ai

〈
∆~RMβ (τ,ai)

 ∑
ajεΘ(ai)

∆~RADα (τ,ai,aj)

〉(0)

. (2.61)

Ces termes relient deux phénomènes (mobilité d’amas et association/dissociation d’amas). Il n’y a
donc a priori aucune raison de les associer avec l’un ou l’autre de ces phénomènes. Nous verrons par
la suite qu’il semble plus approprié de traiter l’intégralité de cette composante mixte comme une contri-
bution au phénomène d’association/dissociation de l’amas, car alors le coefficient de transport associé à
la mobilité de l’amas présente une certaine convergence spatiale (cf. Sec. 2.4.5), ce à quoi l’on s’attend
intuitivement. En rassemblant les Eqs. 2.57 à 2.61, il vient :

〈
∆ ~Rα (τ)∆ ~Rβ (τ)

〉(0)

=
∑
ai

〈∆ ~Rα (τ)∆ ~Rβ (τ)
〉(0)

|M(ai)
+

∑
ajεΘ(ai)

〈
∆ ~Rα (τ)∆ ~Rβ (τ)

〉(0)

|AD(aiaj)

 , (2.62)

avec : 〈
∆ ~Rα (τ)∆ ~Rβ (τ)

〉(0)

|M(ai)
=
〈

∆~RMα (τ,ai)∆~RMβ (τ,ai)
〉(0)

, (2.63)

et :

〈
∆ ~Rα (τ)∆ ~Rβ (τ)

〉(0)

|AD(aiaj)

=
〈

∆~RADα (τ,aiaj)∆~RADβ (τ,aiaj)
〉(0)

+
〈

∆~RMα (τ,ai)∆~RADβ (τ,aiaj) + ∆~RMβ (τ,ai)∆~RADα (τ,aiaj)
〉(0)

. (2.64)
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La somme sur les amas individuels ai dans l’Eq. 2.62 peut être remplacée par une somme sur les
types d’amas (notés ci), ce qui fait intervenir le nombre d’amas de ce type Nci :〈

∆ ~Rα (τ)∆ ~Rβ (τ)
〉(0)

=
∑
ci

Nci

〈∆ ~Rα (τ)∆ ~Rβ (τ)
〉(0)

|M(ci)
+
∑

cjεΘ(ci)

〈
∆ ~Rα (τ)∆ ~Rβ (τ)

〉(0)

|AD(cicj)

 . (2.65)

Précisons que le terme
〈

∆ ~Rα (τ)∆ ~Rβ (τ)
〉(0)

|M(ci)
fait intervenir les quantités ∆~RMα (τ,ci) qui corres-

pondent à la somme des déplacements de mobilité d’amas des atomes α et β appartenant à un seul amas
de type ci. Il en va de même pour le terme d’association/dissociation.

Ainsi, en combinant les Eqs. 2.20 et 2.65, et en définissant la concentration d’amas ci, [ci] =Nci/Ns,
nous définissons ci-dessous les coefficients de transport d’amasLαβ (ci). Précisons qu’il y a un facteurNs
par rapport aux coefficients de transports du système (Eq. 2.20) car ces derniers caractérisent l’ensemble
des constituants d’une espèce et dépendent donc de la concentration de cette espèce dans le système. En
revanche, les coefficients de transport d’amas caractérisent uniquement les constituants de cette espèce
qui appartiennent à un amas donné, et il faut donc multiplier cette quantité par la concentration d’amas (∝
1/Ns) et sommer sur les différent type d’amas pour retrouver la dépendance en concentration nominale
de l’espèce.

Lαβ =
∑
ci

[ci]Lαβ (ci)

=
∑
ci

[ci]

Lαβ (ci)|M +
∑

cjεΘ(ci)

Lαβ (ci, cj)|AD

 , (2.66)

avec :

Lαβ (ci)|M = lim
τ→∞

〈
∆ ~Rα (τ)∆ ~Rβ (τ)

〉(0)

|M(ci)

6τΩatkBT
, (2.67)

et

Lαβ (ci, cj)|AD = lim
τ→∞

〈
∆ ~Rα (τ)∆ ~Rβ (τ)

〉(0)

|AD(ci,cj)

6τΩatkBT
. (2.68)

Pour saisir l’intérêt de ces manipulations, il faut bien comprendre que les coefficients de transport
d’amas définis de la sorte sont des propriétés d’équilibre intrinsèques des amas. En effet, ceux-ci sont
considérés comme des amas isolés, dont les différentes configurations suivent les proportions d’équilibre
thermique. Ainsi, au lieu de calculer les coefficients de transport dans chaque système en fonction des
concentrations des différentes espèces, il suffit de calculer une fois les coefficients de transport d’amas, et
la matrice d’Onsager complète de tout système contenant ces amas se déduit en connaissant simplement
les concentrations d’amas, évaluées de manière indépendante. Notons que ces concentrations d’amas
n’ont pas nécessairement besoin de correspondre aux distributions d’équilibre. De cette manière, nous
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définissons une nouvelle quantité physique, que l’on peut appeler “coefficient de transport hors d’équili-
bre”. Pour souligner cette distinction importante, nous réécrivons l’Eq. 2.66 en ajoutant les exposants he
(hors équilibre) et eq (équilibre) :

Lαβ =
∑
ci

[ci]
heLeqαβ (ci) . (2.69)

Sur le plan mathématique, Onsager démontra que la matrice qui porte son nom est symétrique définie
positive [238, 239]. Nous allons montrer que les matrices de coefficients de transport d’amas sont symé-
triques. La symétrie se démontre en notant qu’une matrice d’Onsager est symétrique pour tout système
qui obéit à la réversibilité microscopique, ce qui dans notre cas est garanti par le bilan détaillé. Ainsi
on peut considérer un système ne contenant que des monomères ce qui prouve la symétrie de la matrice
d’Onsager associée aux monomères. Celle-ci étant une propriété intrinsèque de l’amas, elle est conservée
par changement de système. On considère donc maintenant un système contenant des monomères et des
paires.

Lαβ = [mono]heLeqαβ (mono) + [paire]heLeqαβ (paire) . (2.70)

Ainsi, la matrice d’Onsager des paires s’exprime comme une différence de deux matrices symétriques
et est donc symétrique. En poursuivant l’expérience de pensée et en ajoutant des amas un par un, on
démontre la symétrie de toutes les matrices d’Onsager d’amas.

Dans le démonstration d’Onsager, le caractère défini positif provient du calcul de la production d’en-
tropie dans un système isolé. Les amas ne peuvent pas être considérés comme des systèmes thermodyna-
miques isolés, car ils interagissent les uns avec les autres via les phénomènes d’association et de dissocia-
tion, au cours desquels ils échangent de l’entropie. Ainsi, les matrices d’Onsager d’amas ne sont pas défi-
nies positives a priori. L’intérêt de séparer les contributions “mobilité” et “association/dissociation” sera
pleinement justifié au chapitre suivant, en lien avec le développement de méthodes numériques orientées
objets (dynamique d’amas, cf. Sec. 3.5). Nous nous attacherons également à montrer que la composante
“mobilité” d’un coefficient de transport d’amas correspond bien à une vision intuitive de coefficient de
diffusion d’un amas (cf. Sec. 2.4.5).

2.3.3 Développement d’un code de calcul automatisé des coefficients Leqαβ (ci) à
partir des fréquences de saut atomiques

Pour des interactions cinétiques allant au-delà de quelques voisins, la méthode SCMF devient rapide-
ment trop lourde pour être effectuée à la main. D’une part, la construction de la matrice T (matrice des
interactions cinétiques) nécessite de faire l’inventaire de tous les sauts possibles et des interactions ciné-
tiques correspondantes pour chaque classe d’interaction cinétique, et d’autre part, il faut ensuite inverser
cette matrice. Il semble donc judicieux d’automatiser ce calcul afin qu’il soit réalisé par un ordinateur. T.
Garnier et L. Messina se sont attelés à cette tâche, le premier pour la diffusion lacunaire dans les cristaux
FCC et BCC, le second pour la diffusion des auto-interstitiels dans les BCC. Ces deux codes de calcul,
écrits en langage MATLAB, ne permettent pas de traiter la diffusion sur les sites interstitiels, et leur
adaptation au cas qui nous intéresse aurait nécessité une charge de travail importante. Nous avons donc
choisi d’écrire un autre code, qui se veut aussi général que possible, dont nous présentons ici les attributs
principaux.

La principale innovation de notre code SCMF par rapport aux précédents est la définition de sous-
réseaux sur lesquels certains atomes peuvent aller et d’autres non, ainsi que le traitement simultané de
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plusieurs mécanismes de sauts (lacunaire, interstitiel direct, mais aussi sauts 1er voisin, 2nd voisin, etc.) .
L’utilisateur définit librement l’axe de calcul, les rapports de distance entre les trois axes cristallogra-

phiques, le nombre de sous-réseaux selon chacun de ces axes et bien sûr la géométrie du réseau. Il faut
ensuite spécifier le nombre d’espèces qui entrent dans le calcul (les atomes de matrices ne comptant pas
comme une espèce puisqu’il ne sont pas traités explicitement par le code). Pour chaque espèce, un vec-
teur indique quels sous réseaux lui sont accessibles, une matrice indique ses différents vecteurs de sauts,
et enfin, un scalaire précise avec quelles espèces elle s’échange. Par exemple un soluté substitutionnel
ne pourra effectuer son saut que si une lacune se trouve sur le site de destination ; un soluté interstitiel
requiert simplement que sa destination soit inoccupée ; une lacune peut s’échanger soit avec un atome
de matrice soit avec un soluté substitutionnel. Les configurations thermodynamiques du système sont
différenciées par leur énergie, calculée avec un Hamiltonien comprenant des interactions à 2 et 3 corps.
La différentiation des fréquences de saut peut se faire a plus longue portée que la thermodynamique, et
pour cela des interactions thermodynamiques fictives sont automatiquement générées : elles ne modifient
pas l’énergie d’une configuration, mais permettent de différencier simplement deux sauts.

a) b)

FIGURE 2.7 – Le schéma a) présente les huit sous-réseaux définis pour traiter la diffusion simultanée des
lacunes substitutionnelles et des interstitiels octaédriques. Deux sous-réseaux correspondent à des sites
substitutionnels (sphères noire et grise foncée) et 6 sous-réseaux correspondent aux sites octaédriques
(sphères colorées). Les atomes en gris clair complètent la maille BCC pour aider à la visualisation. Le
schéma b) représente les différentes zones d’interaction qui interviennent dans le code. Chacune des trois
zones d’interaction (thermodynamique, en position de col et cinétique) est définie comme l’union de deux
sphères centrées sur les atomes qui s’échangent lors d’un saut. A noter que la taille de la boîte de calcul
est fixée de manière à contenir l’intégralité de ces trois zones.

Enfin, l’utilisateur impose la portée des interactions cinétiques considérées dans la procédure SCMF,
ainsi que les espèces qui produisent des effets de corrélations. Une analyse géométrique permet au code
de générer automatiquement toutes les classes d’interactions cinétiques pertinentes, i.e. l’ensemble mi-
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nimal d’interactions cinétiques non nulles. En augmentant la portée des interactions cinétiques et en
incluant des sous-réseaux, de nouveaux critères de différentiation des classes d’interactions cinétiques
se sont avérés nécessaires par rapport aux codes précédents. Ces derniers utilisaient deux critères : la
longueur de l’interaction et sa projection selon l’axe de calcul. Nous en avons rajouté deux supplémen-
taires : les sous-réseaux impliqués et les valeurs absolues des coordonnées des interactions, triées en
respectant l’anisotropie du calcul (qui est fonction de l’anisotropie du réseau cristallin combinée à l’ani-
sotropie introduite par l’axe de calcul). Considérons un cristal BCC avec une diffusion substitutionnelle
uniquement et un axe de calcul de direction [110] (cf. Fig. 2.8). Dans l’exemple a) les deux interac-
tions ont la même distance

(√
52 + 12 + 12 =

√
32 + 32 + 32 =

√
27
)

et la même projection selon l’axe
[110] (5 + 1 + 0 = 3 + 3 + 0 = 6). La simple comparaison des coordonnées triées permet de différencier
les deux géométries. Dans l’exemple b) les deux interactions ont la même distance, la même projection,
et les valeurs absolues de leur coordonnées triées sont identiques. C’est pourquoi il convient, avant d’ef-
fectuer cette comparaison, de distinguer les directions cristallographiques non équivalentes. Le cristal
BCC étant isotrope, les 3 directions sont équivalentes, mais l’axe de calcul de vecteur [110] différencie la
troisième direction par rapport aux deux premières. La troisième coordonnée n’est donc pas triée avec les
autres. Ainsi, on comparera les vecteurs [113] et [131] qui rendent compte de la différence géométrique
de ces interactions (et non pas les vecteurs [113] et [113] qui résultent d’un tri des valeurs absolues des
coordonnées sans prise en compte de la non-équivalence des trois directions cristallographiques). Cette
différence géométrique apparaît de manière évidente si l’on considère le saut marqué par la ligne bleue
(échange entre la lacune et un atome de la matrice) : sur son site d’arrivée, la lacune créé une interac-
tion cinétique 4e voisin avec la sphère rouge. Il n’y a aucun site 3e voisin de la lacune (i.e. accessible
en un saut) qui permette de créer une interaction cinétique 4e voisin entre la lacune et la sphère orange.
Ainsi, les deux positions du soluté (rouge et orange) ne donneront pas lieu à la même équation ciné-
tique, ce qui prouve qu’elles n’appartiennent pas à la même classe d’interactions cinétiques et doivent
être différenciées.

a) b)

FIGURE 2.8 – Exemples d’interactions cinétiques ayant des géométries différentes mais qui ne sont pas
différenciées par les seuls critères de longueur de liaison et de projection selon l’axe de calcul. Le carré
gris représente une lacune tandis que les sphères rouge et orange représentent différentes positions pos-
sibles d’un soluté substitutionnel.

Nous pensons qu’une définition rigoureuse et générale des classes d’interactions cinétiques est pos-
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sible à travers l’étude des symétries du système, en prenant en compte le réseau cristallographique, l’axe
de calcul et les vecteurs d’interactions cinétiques. Nous avons tenté de résoudre ce problème dans un for-
malisme de type dipôle élastique, mais ce travail n’est pour l’heure pas abouti. De nombreux cas doivent
encore être testés pour bien comprendre ce type de calcul, et vérifier que cette méthode permet bien de
séparer efficacement et sans ambiguïté les classes d’interactions cinétiques dans n’importe quel système.

Un exemple de fichier d’entrée commenté est donné en annexe G et permet de mieux se rendre compte
des possibilités offertes par le code.

Techniquement parlant, la méthode SCMF requiert une analyse systématique de la configuration du
système, avant et après chaque saut possible. Dans le but d’obtenir un calcul aussi rapide que possible,
il est intéressant de réfléchir à un moyen efficace de faire cette analyse géométrique de la configuration
du système. Celle-ci comporte deux volets puisqu’il faut déterminer à la fois les interactions thermody-
namiques et les interactions cinétiques qui interviennent. Dans les deux cas nous adoptons la procédure
suivante : en amont de la procédure SCMF, deux matrices tri-dimensionnelles sont créées (une pour les
interactions thermodynamiques et l’autre pour les interactions cinétiques), dont la taille dépend de la por-
tée des interactions cinétiques. Pour chaque coordonnée de ces matrices, on évalue la classe d’interaction
thermodynamique et cinétique correspondante, d’après le vecteur défini par cette coordonnée et le centre
de la matrice (000). Pour connaître les interactions d’un atome avec son environnement, il suffira de
translater le système (et les sous-réseaux) de manière à ce que l’atome étudié soit en position (000), et de
rentrer les coordonnées des autres atomes dans la matrice. Ainsi on évite tout calcul répétitif de distances
entre atomes. Cette procédure est illustrée sur la Fig. 2.9. Elle peut être étendue à des interactions de
triplets, qui nécessitent de créer des matrices à 6 dimensions dans lesquelles on rentrera directement les
coordonnées de deux atomes. Pour l’heure, seules les interactions thermodynamiques à 2 et 3 corps et les
interactions cinétiques à 2 corps ont été implémentées.

Enfin, la procédure SCMF est directement appliquée, avec le calcul des équations cinétiques à deux
points (matrices T et M ) qui techniquement consiste à placer les atomes en interaction cinétique puis
à calculer tous les sauts possibles et les interactions cinétiques qui en résultent. Ceci est à répéter pour
chaque classe d’interaction cinétique, mais notons que ces calculs sont indépendants les uns des autres.
Cette énumération d’équations pourrait donc être parallélisée sans difficulté particulière ce qui permettrait
d’augmenter drastiquement le nombre d’interactions cinétiques et donc la précision des calculs (ou alors
de diminuer le temps de calcul). L’étape suivante consiste à calculer les flux microscopiques qui sont
fonction des interactions cinétiques (matrice Λ). Finalement, il ne reste plus qu’à inverser la matrice T ,
ce qui est fait numériquement, pour obtenir les coefficients de transport (cf. Eq. 2.54).

Les performances de ce code de calcul ont été comparées à celles de CACTUS, code développé par T.
Garnier durant sa thèse [103], sur l’exemple d’un système BCC contenant une lacune et un soluté substi-
tutionnel [105]. En incluant 14 interactions cinétiques dans l’Hamiltonien effectif, notre code effectue le
calcul en 20 secondes, là où CACTUS a besoin d’environ 5 minutes sur le même ordinateur. Cette com-
paraison montre l’intérêt d’utiliser la méthode des translations de matrices pour calculer les interactions
thermodynamiques et cinétiques d’une configuration donnée (Fig. 2.9). Le gain en temps de calcul avec
cette méthode (par rapport aux approches standard de calcul systématique des distances entre plusieurs
constituants) augmente rapidement avec le nombre de constituants dans le système.
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FIGURE 2.9 – Exemple d’utilisation des matrices des interactions thermodynamiques et cinétiques (en
2D pour faciliter la visualisation). Celles-ci sont calculées en amont de l’application de la méthode SCMF
à proprement parlé. Il est intéressant de noter que la matrice des interactions thermodynamiques possède
la symétrie du cristal, alors que celle des interactions cinétiques dépend de l’axe de calcul. L’exemple
ci-dessus considère un Hamiltonien et un Hamiltonien effectif comprenant tous les deux les paires 1er et
2nd voisins. On considère un saut de lacune vers un site 1er voisin, avec un soluté B à proximité. Pour
connaître les interactions cinétiques avant et après le saut, on translate le système de manière à ce que
la lacune soit au centre de la matrice. Les coordonnées de B dans ce nouveau repère donne directement
accès aux interactions cinétiques. La procédure est identique pour la matrice thermodynamique (non
représentée).
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2.4 Matrices d’Onsager d’amas
La méthode SCMF détaillée dans la section précédente a été appliquée aux paires lacunes-solutés

interstitiels de type V X , avec X =C, N ou O. Pour passer des coefficients de transports analytiques à
une évaluation quantitative, il faut paramétrer la thermodynamique (probabilité d’une configuration) et
la cinétique de passage d’une configuration à l’autre (barrières de migration et fréquences d’attaque). La
paramétrisation que nous utilisons est détaillée et justifiée dans le prochain paragraphe.

2.4.1 Paramétrisation thermodynamique et cinétique
Comme cela a été expliqué dans le premier chapitre, les développements basse température (LTE)

permettent de décrire de manière très précise un système avec un nombre limité de configurations pré-
pondérantes (cf. Sec. 1.3.3). Lors du calcul de coefficients de transport d’amas, nous ne nous intéressons
qu’aux diverses configurations de cet amas, et ces dernières ont déjà été évaluées en combinant notre Ha-
miltonien d’Ising (développé dans la Sec. 1.3.1) et notre méthode d’échantillonnage de l’espace configu-
rationnel (cf. Sec. 1.3.2). Les moyennes thermodynamiques seront donc effectuées en affectant à chaque
configuration un poids issu du calcul LTE.

La paramétrisation cinétique pose plus de difficultés. La première méthode (et la plus simple) consiste
à considérer l’énergie de col comme une constante, indépendante de l’environnement chimique local de
l’atome qui migre. Cette constante est simplement déterminée à partir de la migration d’une espèce
isolée en volume, obtenue par calcul DFT [19] ou par mesure de coefficients de diffusion de traceurs
[213]. La barrière de migration (Em) sera alors contrôlée par la thermodynamique, et plus précisément
par l’énergie des liaisons à couper (ELC) pour arracher l’atome qui saute (plus une éventuelle lacune) à
la configuration l, comme cela est représenté Fig. 2.10 a), Em (1→ 2) = Ecol−ELC (1).

a) b)

FIGURE 2.10 – Le schéma a) représente un modèle de liaison coupées, qui permet de calculer l’énergie
de migration entre l’état 1 et l’état 2. Le schéma b) montre deux sauts de la lacune qui, dans notre
modélisation thermodynamique où les liaisons fer-soluté ne sont pas explicitement décrites, ont la même
énergie de liaisons coupées.

Le premier défaut de ce modèle est qu’il donne des barrières de migration qui sont en moyenne
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plus élevées que les résultats DFT, car il ne prend pas en compte l’abaissement de l’énergie de col dû à
l’environnement chimique local. Le schéma b) de la Fig. 2.10 montre un exemple de deux sauts possibles
de la lacune qui ne sont pas différenciés par un modèle à énergie de col constant alors que les énergies
de migration qui leur sont associées sont très différentes. En effet, l’un des sauts oblige l’atome de fer à
passer très proche de l’atome de soluté, ce qui est énergétiquement défavorable, tandis que l’autre saut
conduit la lacune à s’éloigner du soluté. D’après les calculs DFT, dans le cas où le soluté est un atome
de carbone le premier saut est impossible tandis que le second saut a une barrière basse de migration
Em = 0.55 eV[19]. Ainsi un modèle à énergie de col constante perd une grande partie 5 des effets de
corrélations cinétiques en considérant deux sauts très différents comme équivalents.

Une évaluation correcte des corrélations cinétiques (et des phénomènes qui en résultent, par exemple
les couplages de flux) nécessite donc d’utiliser des modèles plus évolués. Une extension directe du mo-
dèle précédent consiste à prendre une énergie de col qui est fonction de l’environnement local. Cette
dépendance peut être plus ou moins compliquée. Il est assez naturel de s’inspirer des développements
de modèles thermodynamiques et de construire un Hamiltonien spécifique aux atomes situés en position
de col. L’ajustement de ce type de modèle est délicat. Dans les systèmes que nous étudions, les confi-
gurations stables du système sont difficiles à reproduire et nécessitent d’utiliser des interactions à 2, 3
et 4 corps. On s’attend à ce que les configurations du système où au moins un atome se trouve en posi-
tion de col soient encore plus sensibles à l’environnement chimique local que les configurations stables.
A priori, la structure mathématique de l’Hamiltonien de col doit donc être au moins aussi compliquée
que celle de l’Hamiltonien des positions stables. L’ajustement de l’Hamiltonien de col nécessite donc un
grand nombre de données DFT qui ne sont pas toujours disponibles. D’autres part, dans un modèle de
liaisons coupées, les deux énergies Ecol et ELC sont calculées indépendamment l’une de l’autre, et donc
leurs erreurs se cumulent, ce qui peut aboutir à des énergies de migrations incohérentes (très élevées ou
au contraire très négatives). Nous avons tenté d’ajuster un tel modèle, mais nous manquions de données
DFT et le modèle construit n’était pas suffisamment stable, ni suffisamment prédictif.

Nous nous sommes donc tournés vers un modèle cinétique plus simple, communément appelé KRA
(Kinetically Resolved Activation barriers) ou LIMB (Linear Interpolation of Migration Barrier) [306,
305], schématisé Fig. 2.11. Ce modèle consiste à déduire l’énergie de col à partir de la moyenne des
énergies de départ et d’arrivée à laquelle on ajoute une quantité Q, que nous choisissons constante, mais
qui peut dépendre de l’environnement chimique local.

5. Il semble que seule la partie géométrique (i.e. liée à la coordinence du réseau) des corrélations cinétiques soit conservée.
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FIGURE 2.11 – Schéma récapitulant l’approche KRA (Kinetically Resolved Activation barrier). L’énergie
de col est obtenue en ajoutant une quantité Q (constante ou non) à la moyenne des énergies de départ et
d’arrivée du système.

Par rapport à un modèle de type liaisons coupées, le modèle KRA a l’avantage de définir l’énergie
de col relativement aux énergies des configurations de départ et d’arrivée. Cela évite d’avoir de grandes
barrières de migration lorsque le système passe d’une configuration particulièrement stable à une autre
moins stable. D’autre part, l’énergie de col varie avec les configurations explorées, ce qui produit une
grande variété de barrières de migration et donc génère des corrélations cinétiques. En revanche, ce mo-
dèle fait intervenir la configuration d’arrivée du système alors que physiquement, rien ne laisse supposer
un lien direct entre l’énergie de la configuration d’arrivée et l’énergie de l’atome en position de col.

Un modèle KRA à Q constant est simple à implémenter, puisqu’il s’appuie sur les Hamiltoniens
que nous avons déjà développés (cf. annexe B) mais qu’en est-il de sa capacité prédictive ? La Fig. 2.12
montre une comparaison entre les barrières de migration issues d’un modèle KRA à Q constant et les
barrières de migration calculées en DFT. Notons qu’il y a une valeur de Q pour chaque espèce, et l’on
choisit la valeur correspondant à l’espèce qui effectue le saut.
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FIGURE 2.12 – Comparaison entre différentes barrières de migration calculées en DFT (carrés noirs) et
estimées avec l’approximation KRA (cercles rouges). L’axe des abscisses correspond à un classement
arbitraire des barrières et n’a aucune signification physique. Le graphe est découpé en 4 parties, corres-
pondant chacune à un système, Fe-V , Fe-V -C, Fe-V -N et Fe-V -O (de gauche à droite). Les valeurs de Q
utilisées pour chaque espèce sont rappelées. Dans les deux approches (DFT et KRA) la moyenne (M) et
l’écart-type (S) des énergies de migration obtenues sont indiquées dans la légende.

Bien évidemment, on ne peut pas dire que les deux modèles soient en très bon accord, et le KRA n’est
donc pas à proprement parler un modèle prédictif. Cependant, il convient de remarquer quelques points
intéressants :

– le modèle cinétique KRA à Q constant, malgré sa simplicité, permet bien d’obtenir une variété
d’énergies de migration ;

– la moyenne des barrières obtenues pour les petits amas VnXm est inférieure à celle issues des
calculs DFT. En règle générale, le KRA a donc tendance à minimiser les barrières de migration,
ce qui est certainement dû au fait que l’énergie de col soit définie relativement aux énergies des
configurations stables ;

– l’écart-type des énergies de migration obtenues en KRA est inférieur à celui issu des calculs DFT.
Cela signifie que les variations d’énergies de migration sont moins importantes en KRA. Comme
les corrélations cinétiques sont dues à des différences de fréquences de saut, on s’attend donc à
avoir moins de corrélations cinétiques lorsque le paramétrage des fréquences de saut est effectuée
avec le KRA.

L’avantage de la méthode SCMF comparée à une simulation de type Monte Carlo, est que chaque fré-
quence de saut apparaît analytiquement. Cela nous permet d’adopter une approche hybride pour la para-
métrisation cinétique. En règle générale, les énergies de migration sont obtenues d’après le modèle KRA,
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sauf si ces barrières ont été calculées en DFT, auquel cas nous utilisons directement la valeur DFT. Dans
ce dernier cas, il faut cependant réaliser quelques manipulations sur les données DFT pour s’assurer du
respect du bilan détaillé (Eq. 1.1). En effet, pour utiliser les énergies de migration DFT entre deux états
1 et 2 (Em (1→ 2) et Em (2→ 1)), il faut s’assurer que la différence [Em (1→ 2)−Em (2→ 1)] soit
exactement égale à la différence d’énergie entre l’état 1 et l’état 2, [E2−E1]. Or, les différences d’éner-
gie entre deux états sont calculées avec notre modèle d’interaction (Hamiltonien sur réseau), et peuvent
également varier en fonction des conditions des calcul DFT (pression constante ou volume constant).
Pour pallier à ces écarts, nous adoptons le raisonnement suivant : l’énergie de col Ecol (1,2) pour passer
de l’état 1 vers l’état 2 est d’abord calculée comme la somme de l’énergie de l’état 1 donnée par notre
Hamiltonien et de l’énergie de migration associée à ce saut calculée en DFT.

Ecol (1,2) = EHamiltonien1 +EDFTm (1→ 2) . (2.71)

De la même manière, l’énergie de col pour passer de l’état 2 vers l’état 1 s’écrit :

Ecol (2,1) = EHamiltonien2 +EDFTm (2→ 1) . (2.72)

La condition de bilan détaillé impose l’égalité Ecol (1,2) =Ecol (2,1). Nous calculons donc une éner-
gie de col moyenne,

Emoycol =
Ecol (1,2) +Ecol (2,1)

2
. (2.73)

Les énergies de migration finalement utilisées pour le calcul des coefficients de transport sont ensuite
déduites de cette énergie de col moyenne :

Em (1→ 2) = Emoycol −E
Hamiltonien
1 ,

Em (2→ 1) = Emoycol −E
Hamiltonien
2 . (2.74)

Ainsi, nous n’utilisons pas directement les énergies de migration issues de la DFT, mais des valeurs
corrigées de celles-ci qui, associées à notre modèle d’interaction, permettent de respecter le bilan détaillé
de façon exacte :

Em (i→ j) = EDFTm (i→ j) +
1

2

[(
EHamiltonienj −EHamiltonieni

)
−
(
EDFTj −EDFTi

)]
. (2.75)

En pratique, le terme à l’intérieur du crochet de l’Eq. 2.75 est relativement faible (mais pas négli-
geable) car notre Hamiltonien est ajusté sur les énergies de liaison DFT. Toutes les fréquences de saut
DFT qui ont servi à cette procédure de paramétrisation sont issues de la Réf. [19]. Pour donner un ordre de
grandeur, le calcul des coefficients de transport d’une paire V X avec des interactions thermodynamiques
jusqu’au 6èmes nn fait apparaître un jeu de 19 fréquences de sauts dont 9 ont été calculées en DFT.
Lorsque l’on s’intéresse à des amas plus gros (e.g. V X2), le nombre de fréquences de saut possibles
augmente rapidement (68), et la proportion des fréquences de saut évaluées en DFT diminue (14/68).

Les valeurs des préfacteurs de diffusion proviennent quant à elles des mesures expérimentales de
coefficients de diffusion de traceur [213]. Il y en a un par espèce et nous supposons qu’ils ne sont pas
fonction de l’environnement local, simplement parce que nous ne possédons pas de méthode fiable et
efficace permettant de calculer ces variations. Le tableau 2.4 résume les données utilisées pour les pré-
facteurs de diffusion :
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V (échange avec Fe) C N O

D0

[
m2/s

]
6.7×10−6 1.8×10−6 5.0×10−7 1.0×10−6

Em [eV ] 0.67 0.88 0.64 0.54

TABLE 2.4 – Préfacteurs de diffusion et énergie de migration de monomères utilisés pour chacune des
espèces étudiées.

2.4.2 Étude de la convergence des interactions cinétiques et des coefficients de
transport

Nous pouvons mettre à profit la rapidité du code et le libre choix de la portée des interactions ciné-
tiques pour étudier la convergence des interactions cinétiques et des coefficients de transport. Une étude
de ce type est présentée ci-dessous (Fig. 2.13), sur l’exemple du calcul des coefficients de transport d’un
amas VC avec des interactions thermodynamiques allant jusqu’au 6e voisin. Pour un modèle énergé-
tique donné (interactions thermodynamique et fréquences de saut) on fait varier la portée des interactions
cinétiques de paires incluses dans l’Hamiltonien effectif. Les carrés gris de la Fig. 2.13a) montre l’évo-
lution du nombre d’interactions cinétiques (en abscisse) avec la portée de ces interactions (échelle des
ordonnées à droite du graphe). Rappelons que la méthode SCMF permet de calculer la valeur des deux
composantes de ces interactions cinétiques, la composante selon ~∇µV et celle selon ~∇µC. Les cercles
bleus et orange de la Fig. 2.13a) correspondent respectivement à l’amplitude de chacune de ces compo-
santes, pour un calcul qui considère 143 interactions cinétiques, soit une portée de l’Hamiltonien effectif
d’environ 4.3 paramètres de maille du fer-α. La Fig. 2.13b) montre l’évolution de quelques coefficients
de transport en fonction du nombre d’interactions cinétiques incluses dans l’Hamiltonien effectif.
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FIGURE 2.13 – Le graphe a) montre la valeur absolue des interactions cinétiques en fonction d’un numéro
qui leur est attribué. Ce numéro est relié à la distance de ces interactions cinétiques, comme le montre la
courbe grise. Les interactions cinétiques ont deux composantes, une selon ~∇µV (points verts) et l’autre
selon ~∇µC (points bleu). Le graphe b) montre, sur le même exemple (paire VC), la convergence avec le
nombre d’interactions cinétiques des coefficients de transport (normalisés par la valeur obtenue avec 143
interactions cinétiques).

On voit qu’avec la distance, les deux composantes des interactions cinétiques (une selon chaque
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gradient d’espèce) convergent vers 0, ce qui s’accorde bien avec l’idée que plus on regarde des trajectoires
à longue portée, et plus les corrélations cinétiques diminuent. Sur le second graphe, on voit que les
coefficients de transports d’amas sont convergés à partir d’environ 30 interactions cinétiques, sauf pour le
coefficient LeqV V (V C) à T = 300 K qui nécessite des interactions à plus longue portée. On note également
une grande différence d’amplitude des deux composantes des interactions cinétiques, qui se retrouve
dans le fait que, sur cet exemple, le coefficient LeqCC (V C) converge beaucoup plus vite que le coefficient
LeqV V (V C). Le calcul des coefficients de transports dans les cas concentrés (au moins 3 constituants) est
coûteux en temps de calcul car il faut réaliser des moyennes thermodynamiques à 4 points. Une étude
de convergence sur les cas dilués (2 constituants) permet d’avoir une idée de la portée des interactions
cinétiques nécessaires (en d’autres termes le volume où les corrélations cinétiques sont non négligeables)
pour obtenir des coefficient de transport convergés. Il est ainsi possible de minimiser le nombre de classes
d’interactions cinétiques à inclure dans le calcul. Notons que dans le cas d’un alliage substitutionnel
dilué, il est possible d’établir une loi de récurrence entre les interactions cinétiques à partir d’une certaine
distance, et ainsi d’obtenir les coefficients de transport exacts [221, 6, 15, 35].
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2.4.3 Comparaison SCMF/AKMC
Nous avons expliqué au § 1.4 pourquoi les simulations Monte Carlo n’étaient pas bien adaptées à

l’étude thermodynamique des solutions solides très diluées Fe-V -X . De même, l’étude cinétique de ces
systèmes par un algorithme AKMC (Monte Carlo cinétique à l’échelle atomique) est limitée par des pro-
blèmes de piégeage cinétique. En effet, le nombre d’échantillonnages (ou pas Monte Carlo) nécessaires à
une bonne exploration du paysage énergétique est proportionnel au rapport entre la plus petite fréquence
de saut et la plus grande. La forte attraction (ou répulsion) entre lacunes et solutés interstitiels implique
une importante variabilité des fréquences de saut accessibles au système, ce qui rend l’algorithme à temps
de résidence inefficace, le système étant piégé dans certaines configurations métastables liées entre elles
par des fréquences de saut faibles.

Afin de valider notre calcul SCMF, nous avons modifié les paramètres cinétiques du système (1 lacune
+ 1 atome de carbone dans une matrice de Fer). Les énergies de col ont été ajustées de manière à réduire
les écarts de fréquences de saut (suffisamment pour réduire le piégeage numérique, mais pas trop pour
conserver des corrélations cinétiques), et les préfacteurs de diffusion ont été modifiés pour avoir des
statistiques de sauts similaires pour la lacune et le carbone. Même dans ces conditions, il n’a pas été
possible d’obtenir une mesure Monte Carlo des coefficients extra-diagonaux qui soit fiable (trop grande
variabilité statistique). La Fig. 2.14 montre donc la comparaison SCMF/AKMC uniquement pour les
coefficients diagonaux, LCC et LV V , et nous donne confiance dans l’utilisation de la méthode SCMF
pour calculer ce type de quantité.
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coefficients de transports diagonaux pour un système contenant une lacune et un atome de carbone.
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2.4.4 Exemple de calcul SCMF simplifié pour une paire V X
Dans ce paragraphe nous présentons un exemple simple de calcul de coefficient de transport via la

méthode SCMF. D’une part, cela permet d’expliquer la procédure SCMF sur un cas pratique, et d’autre
part, cela permet de montrer comment, techniquement, on est capable d’identifier les différentes contribu-
tions au transport des amas. Le cas traité est celui d’une paire lacune-soluté interstitiel, avec interactions
thermodynamiques de paire aux 1ers et 2nds voisins (2 interactions thermodynamiques) et interactions
cinétiques de paires jusqu’aux 5èmes voisins (4 interactions cinétiques par rapport à l’axe de calcul [100]).
La lacune effectue des sauts aux 3èmes voisins, tandis que le soluté effectue des sauts aux 1ers voisins.
Les différentes configurations thermodynamiques (a), fréquences de sauts (b) et interactions cinétiques
(c) qui interviennent dans le calcul sont représentées sur la Fig. 2.15 :

FIGURE 2.15 – a) Schéma des deux interactions thermodynamiques considérées dans notre exemple, 1ers

nn (en rouge) et 2èmes nn (en vert) ; b) Représentation des différentes fréquences de sauts intervenant
dans le calcul des coefficients de transport de la paire V X ; c) Schéma des représentants de chacune des
4 classes d’interactions cinétiques utilisées dans cet exemple. L’axe de calcul est la direction [100].

L’application directe de la méthode SCMF (cf. § 2.3.1) donne les matrices T , M , Λ et Λ(0), où
Wα
ij = piω

α
i→j = pjω

α
j→i, avec pi la probabilité d’une configuration particulière i, et ωαi→j la fréquence

de saut correspondant au passage de la configuration i à la configuration j par la migration d’un atome
d’espèce α (qui inclut le préfacteur de diffusion, ωαi→j s’exprime donc en

[
m2.s−1

]
).

T =


TD (1) −4WX

12 0 0

−WX
12 TD (2) −WX

2∞ −2W V
2∞−WX

2∞

0 −WX
2∞ TD (3) 0

0 −2W V
2∞−WX

2∞ 0 TD (4)

 , (2.76)

avec :
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TD =


4
(
W V

12 +W V
1∞+WX

12

)
2
(
W V

12 +WX
12 +WX

2∞+ 3W V
2∞
)

2W V
2∞+WX

2∞+ 6W V
0 + 3WX

0

2W V
2∞+WX

2∞+ 6W V
0 + 3WX

0

 , (2.77)

M =


4
(
W V

12−W V
1∞
)

0

2
(
W V

12−W V
2∞
) (

WX
2∞−WX

12

)
2
(
W V

2∞−W V
0

)
0

2
(
W V

2∞−W V
0

) (
WX

0 −WX
2∞
)

 , (2.78)

Λ(0) =

 24
(
W V

12 +W V
1∞+ 3W V

2∞
)

+ 2880W V
0 0

0 8
(
WX

12 +WX
2∞
)

+ 484WX
0

 , (2.79)

Λ =

 8
(
W V

12−W V
1∞
)

16
(
W V

12−W V
2∞
)

16
(
W V

2∞−W V
0

)
16
(
W V

2∞−W V
0

)
0 8

(
WX

2∞−WX
12

)
0 8

(
WX

0 −WX
2∞
)
 . (2.80)

Les matrices T et M permettent d’obtenir le vecteur K qui contient les valeurs des interactions
cinétiques (cf. Eq. 2.52), que nous n’expliciterons pas. Ces interactions ont deux composantes, une suivant
~∇µV et une suivant ~∇µX :

K =


νV X1 (∇µV ) νV X1 (∇µX)

νV X2 (∇µV ) νV X2 (∇µX)

νV X3 (∇µV ) νV X3 (∇µX)

νV X4 (∇µV ) νV X4 (∇µX)


 ∇µV
∇µX

 . (2.81)

Regardons de plus près les coefficients de transport obtenus par l’Eq. 2.54, par exemple le coefficient
LV V (le raisonnement est le même pour les autres coefficients). Pour simplifier la lecture, νV Xi (∇µV )
sera simplement notée νi :

kBTLV V = 24
(
W V

12 +W V
1∞+ 3W V

2∞
)

+ 2880W V
0

+ 8
(
W V

12−W V
1∞
)
×ν1

+ 16
(
W V

12−W V
2∞
)
×ν2

+ 16
(
W V

2∞−W V
0

)
×ν3

+ 16
(
W V

2∞−W V
0

)
×ν4.

(2.82)
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Nous réécrivons alors cette expression en regroupant les fréquences de saut :

kBTLV V = W V
12 (24 + 8ν1 + 16ν2)

+ W V
1∞ (24−8ν1)

+ W V
2∞ (72−16ν2 + 16ν3 + 16ν4)

+ W V
0 (2880−16ν3−16ν4) .

(2.83)

Les fréquences de saut Wα
ij nous renseignent sur les configurations impliquées lors d’un saut donné :

W V
12 correspond à un saut de migration de l’amas (les deux constituants sont en interaction thermody-

namique avant et après le saut), W V
1∞ et W V

2∞ correspondent à des sauts d’association/dissociation de
l’amas (les deux constituants sont en interaction thermodynamique avant ou après le saut) et W V

0 cor-
respondent à des sauts de monomères, i.e. qui ne rentrent pas dans le coefficient de transport de l’amas
V X . Ainsi, les interactions cinétiques peuvent être vues comme de simples corrections qui réduisent
l’efficacité de chaque saut, à cause d’aller-retours sans diffusion à longue distance. La méthode SCMF
donne les coefficients de transport d’équilibre correspondant au système complet, soit d’après l’Eq. 2.69
appliquée à notre cas d’étude (système ne contenant qu’une lacune et un soluté) :

LV V = [V ]eqLeqV V (V ) + [X]eqLeqV V (X) + [V X]eqLeqV V (V X) . (2.84)

Le second terme est nul (LeqV V (X) = 0) et les deux autres termes sont obtenus par identification des
fréquences de sauts Wα

ij :



kBT [V X]eqLeqV V (V X) = W V
12 (24 + 8ν1 + 16ν2)

+ W V
1∞ (24−8ν1) +W V

2∞ (72−16ν2 + 16ν3 + 16ν4)

kBT [V ]eqLeqV V (V ) = W V
0 [2880−16ν3−16ν4]

. (2.85)

Sur la dernière ligne de l’Eq. 2.85, le coefficient 2880 vient de la taille de la boîte de calcul. Cette
boîte a été prise aussi petite que possible pour limiter le temps de calcul. Dans l’idéal, on devrait faire
le même calcul pour une boîte beaucoup plus grande pour permettre à la lacune et au soluté d’être à
n’importe quelle distance l’un de l’autre, ce qui fera augmenter ce coefficient (qui correspond en fait à un
contre-terme dans le développement basse-température, associé à une paire V X dissociée). Ce coefficient
devient alors prépondérant devant les deux termes liés aux corrélations cinétiques et ces derniers peuvent
donc être négligés. On a alors [V ]eqLeqV V (V ) ' g∞p∞ωV0 , où g∞ est le coefficient relié à l’entropie de
configuration d’une paire lacune-soluté dissociée (et qui dépend donc de la taille de boîte), et p∞ est la
probabilité d’une configuration particulière de paire lacune-soluté dissociée. Notre système d’étude étant
traité dans l’ensemble canonique (nombre de constituants fixés), les définitions des probabilités d’amas
issues des LTE (cf. § 1.4.1.1) permettent d’écrire les relations suivantes : [V ]eq = [C]eq = g∞p∞. Ainsi,
on trouve que pour un système de grande taille, LeqV V (V ) = ωV0 /kBT : le coefficient de transport d’une
lacune isolée correspond, comme on peut s’y attendre intuitivement, au coefficient de diffusion de cette
lacune (au facteur kBT près, mais rappelons que ce facteur découle du choix arbitraire que nous avons
fait de l’inclure dans le coefficient de transport plutôt que dans la force motrice).
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La première ligne de l’équation 2.85 mise en relation avec l’Eq. 2.66 fait apparaître la décompo-
sition des coefficients de transports d’amas en coefficients de mobilité

(
LeqV V (V X)|M

)
et d’associa-

tion/dissociation (respectivement LeqV V (V X)|A et LeqV V (V X)|D, égaux par le principe de bilan détaillé) :

LeqV V (V X) = LeqV V (V X)|M +LeqV V (V X)|A+LeqV V (V X)|D . (2.86)

Dans un premier temps, nous allons supposer que les interactions cinétiques prennent la même va-
leur pour toutes les composantes des coefficients de transport. Une discussion complète de ce point est
proposée dans le paragraphe suivant (§ 2.4.5).

LeqV V (V X)|M = p1ω
V
12 (24 + 8ν1 + 16ν2)/(g1p1 +g2p2)

LeqV V (V X)|A = LeqV V (V X)|D

= p1ω
V
1∞ (12−4ν1)/(g1p1 +g2p2)

+ p2ω
V
2∞ (36−8ν2 + 8ν3 + 8ν4)/(g1p1 +g2p2) ,

(2.87)

car dans le système où nous effectuons le calcul, la concentration [V X]eq s’exprime simplement :
[V X]eq = g1p1 + g2p2. Allons encore un peu plus loin dans cette décomposition en prenant en exemple
LeqV V (V X)|M :

LeqV V (V X)|M = p1ω
V
12 (24 + 8ν1 + 16ν2)/(g1p1 +g2p2)

= p1ω
V
12 (12 + 4ν1 + 8ν2)/(g1p1 +g2p2)

+ p2ω
V
21 (12 + 4ν1 + 8ν2)/(g1p1 +g2p2)

= 2g1p1ω
V
12 (1 +ν1/3 + 2ν2/3)/(g1p1 +g2p2)

+ g2p2ω
V
21 (1 +ν1/3 + 2ν2/3)/(g1p1 +g2p2) .

(2.88)

En effet g1 = 6 et g2 = 12. Cette dernière expression met en avant le rôle de chaque type de saut (ωV12
et ωV21) qui sont pondérés par la proportion qu’occupe la configuration de départ du saut parmi toutes
les configurations de l’amas (respectivement g1p1/(g1p1 +g2p2) et g2p2/(g1p1 +g2p2)), le nombre de
sauts moyen accessibles à une configuration particulière (respectivement 2 et 1, cf. Fig. 2.16) et l’effet
des corrélations cinétiques qui agissent en modificateur du facteur unité.
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a) b)

FIGURE 2.16 – Dénombrements des nombres de sauts équivalents par configuration de la paire VX. La
lacune s’échange avec un atome de fer (liaison bleue). Lorsqu’on effectue la moyenne thermodynamique
de cette fréquence de saut en faisant varier la position du soluté, on trouve 3 sites (sphères rouges du
schéma a) qui génèrent la fréquence ωV12 et 3 sites (sphères rouges du schéma b) qui génèrent la fré-
quence ωV21. La lacune a 4 sauts équivalents vis-à-vis de l’axe de calcul [100]. Il existe 6 configurations
équivalentes VX 1ers voisins et 12 configurations équivalentes VX 2nds voisins (i.e. g1 = 6 et g2 = 12).
Au final, le nombre de saut ayant pour fréquence ωV12 par configuration 1ersvoisins (la configuration de
départ) est 3× 4/6 = 2. Le nombre de saut ayant pour fréquence ωV21 par configuration 2nds voisins est
3×4/12 = 1.

2.4.5 Convergence de la composante mobilité d’un coefficient de transport d’amas
L’exemple précédent montre la richesse de la description des mécanismes de diffusion disponibles

grâce aux expressions analytiques issues du SCMF. Dans cet exemple, nous avions supposé que les
valeurs des interactions cinétiques (qui sont interprétées comme des modificateurs des fréquences de
saut et rendent compte de l’efficacité du saut) étaient indépendantes de la composante calculée (mobilité
ou association/dissociation). Dans ce paragraphe, nous discutons cette hypothèse, et montrons qu’il est
possible de définir un amas de façon rigoureuse.

La Fig. 2.17 schématise un paire V X et permet de poser les définitions nécessaires à notre expli-
cation. La lacune est arbitrairement choisie comme référence du centre de l’amas. et nous supposerons
que le soluté est initialement en position 0. Nous avons défini deux rayons, Ramas et Rcorr. Le premier
(Ramas) correspond à la définition que l’on se donne de l’amas (ici la paire). Dans l’exemple précédent,
nous avions choisi de prendre Ramas égal à la portée des interactions thermodynamiques. Ce choix est
intuitif (lorsque deux composants ne sont plus en interactions, ils ne forment plus un amas), mais pas
nécessairement rigoureux, comme nous allons le montrer. Ainsi, les positions 0 et 1 du soluté corres-
pondent à une paire V X , et les positions 2 et 3 du soluté correspondent à une paire dissociée, ne formant
plus un amas. Le rayon Rcorr délimite le volume à l’intérieur duquel on traite les corrélations cinétiques
avec le SCMF. En d’autres termes, ce rayon limite la portée des chemins cinétiques pris en compte dans
le calcul des interactions cinétiques (matrice T , cf. Eqs. 2.52 et 2.76). Ainsi, les trajectoires A, B et C
seront incluses dans le calcul des coefficients de transport de la paire, et la trajectoire D sera négligée,
puisqu’elle sort du volume délimité par Rcorr.

Intéressons-nous maintenant à ce qu’il se passe à l’intérieur de l’amas. La trajectoire C (de la position
0 vers la position 2) correspond à un saut de dissociation, et n’est pas pris en compte dans la compo-
sante mobilité des coefficients de transport d’amas. En effet, cette dernière ne comprend que des sauts
entre deux configurations qui appartiennent à l’amas, par exemple entre les positions 0 et 1 du soluté.
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On peut alors distinguer deux types de trajectoires, celles qui sont entièrement à l’intérieur du volume
de définition de l’amas, et celles qui sont en partie situées au-delà de ce volume (mais tout de même à
l’intérieur du volume défini par Rcorr). Ces dernières sont a priori de moins en moins probables à mesure
que les configurations qu’elles intègrent s’éloignent du volume de définition de l’amas, car en dehors de
ce volume les atomes migrent comme des solutés isolés. Leurs corrélations cinétiques sont alors pure-
ment géométriques, i.e. liées au réseau cristallographique, et convergent avec la longueur des trajectoires.
Ainsi, on peut imaginer augmenter le rayon Ramas de manière à inclure une partie de ces trajectoires
dans le volume de définition de l’amas, de sorte que toutes les trajectoires de type B soient négligeables
dans le calcul de la mobilité de l’amas. De cette façon, toutes les trajectoires des constituants d’un amas
sont contenues dans le volume de définition de l’amas, ce qui permet clairement de distinguer les cas où
l’amas migre comme un objet unique, des cas où il se dissocie.

FIGURE 2.17 – Schéma d’une paire V X , la lacune (carré gris) étant prise comme référence du centre de
l’amas. Le soluté est représenté par une sphère de couleur numérotée. Les lettres A, B, C et D représentent
différentes trajectoires cinétiques envisageables pour le soluté.

Comme nous l’avons rappelé, ce sont les matrices T et M qui dans le SCMF permettent de maîtriser
les trajectoires accessibles au système, car ce sont ces matrices qui précisent pour chaque configuration de
la paire V X quelles fréquences de saut relient les différents sites du réseau cristallin. Ainsi, en sélection-
nant les sauts que l’on prend en compte dans ces deux matrices, on est capable de choisir les trajectoires
cinétiques incluses dans le calcul, de la même façon que nous avons séparé les composantes de mobilité,
d’association et de dissociation en reconnaissant les fréquences de saut dans les matrices Λ et Λ(0) (cf. Eq.
2.87). Si pour un rayon d’amas Ramas donné, on effectue l’intégralité du calcul SCMF en n’incluant que
les fréquences de saut entre deux positions des solutés appartenant au volume de définition de l’amas, on
limite en fait les trajectoires cinétiques des constituants de l’amas aux trajectoires de type A. Lorsque l’on
effectue ce calcul dans différents cas, on trouve numériquement que la matrice d’Onsager est composée
de quatre coefficients identiques. Nous n’avons pas encore réussi à démontrer cette égalité formellement,
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mais cette égalité des différents coefficients de transport d’amas correspond à une conception intuitive de
la migration de l’amas comme un objet unique. En effet, la matrice des mobilités de la paire V X s’écrit : LV V (V X)|M LV X (V X)|M

LXV (V X)|M LXX (V X)|M

=MV X

 1 1

1 1

 , (2.89)

avec MV X la mobilité scalaire de l’amas V X . On tire de cette expression les flux de chaque espèce
lorsque celles-ci migrent à l’intérieur de la paire V X : ~JV (V X)

~JX (V X)

=−MV X

 1 1

1 1

 ~∇µV
~∇µX

 . (2.90)

On cherche ensuite à diagonaliser la matrice de mobilité de l’amas, qui possède les valeurs propres 2
et 0. Pour cela, on définit la matrice de passage P :

P =
1√
2

 1 −1

1 1

 . (2.91)

En effectuant le changement de base pour l’Eq. 2.90, on obtient une nouvelle équation de la TPI : ~JV (V X) + ~JX (V X)

~JX (V X)− ~JV (V X)

=−MV X

 2 0

0 0

 ~∇µV + ~∇µX
~∇µX − ~∇µV

 . (2.92)

Le centre de gravité d’un amas étant défini comme la moyenne des positions de ces constituants, il
est logique d’adopter une définition similaire pour le flux d’un amas. Ainsi le flux de la paire V X s’écrit
comme une moyenne des flux de V et X . On voit alors apparaître une mobilité scalaire pour cette paire,
et une nouvelle force motrice pour la diffusion de l’amas, qui est la somme des gradients de potentiels
chimiques associés à chaque espèce.

~JV X =
~JV (V X) + ~JX (V X)

2
=−MV X

(
~∇µV + ~∇µX

)
. (2.93)

Cette définition des flux d’amas correspond donc bien à la conception intuitive d’un amas qui migre
comme un objet indissociable avec une mobilité unique et intrinsèque.

Nous avons ensuite calculé ce coefficient de mobilité de la paire en fonction du rayon Ramas (cf.
les symboles creux de la Fig. 2.18), à Rcorr fixé. Pour rappel, cela revient à ne prendre en compte que
les fréquences de sauts entre deux configurations de l’amas (i.e. où la distance entre V et X est in-
férieure à Ramas) dans l’intégralité du calcul SCMF (matrices T , M , Λ et Λ(0)). Les symboles pleins
correspondent aux coefficients de transport totaux d’amas (somme des contributions de mobilité et d’as-
sociation/dissociation). Pour ce calcul, seuls les sauts entre deux configurations de l’amas (e.g. 0 et 1 dans
la Fig. 2.17) et ceux entre une configuration de l’amas et une configuration dissociée (e.g. 0 et 2 dans la
Fig. 2.17) sont inclus dans les matrices Λ et Λ(0), tandis que les matrices T et M incluent également les
sauts entre deux configurations dissociées de l’amas, pour peut que la distance entre la lacune et le soluté
soit inférieure à Rcorr. Pour résumer et en s’appuyant sur le schéma de la Fig. 2.17, les composantes
mobilité des coefficients de transport d’amas ne comprennent que les trajectoires de type A, tandis que
les coefficients de transport totaux Lαβ (V C) incluent les trajectoires de type A, B et C.
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FIGURE 2.18 – Calcul SCMF des coefficients de transport d’une paire V C (Lαβ (V C)) et des mobilités
de paires (Lαβ (V C)|M =MV X ) en fonction du rayon de définition de l’amas. Les calculs sont effectués
à T = 400 K. La courbe noire pointillée est en fait la superposition des trois courbes associées aux
coefficients de mobilité et représentées par des symboles creux dans la légende. Précisons que la courbe
bleue représente la valeur absolue du coefficient extra-diagonal LV C (V C) = LCV (V C) qui est négatif
pour une paire V C.

Concernant les composantes mobilité des coefficients de transport (Lαβ (V C)|M = MV X , symboles
creux) il y a plusieurs points à commenter par rapport à ces résultats :

– les quatre coefficients de la matrice d’Onsager de mobilité de la paire sont égaux, ce qui justifie le
traitement des Eqs. 2.89 à 2.93 ;

– la mobilité d’amas converge avecRamas, ce qui confirme l’idée qu’on peut définir un rayon d’amas
qui comprend toutes les trajectoires importantes pour la migration de l’amas. Ainsi nous proposons
d’utiliser cette convergence de la mobilité comme critère permettant de définir rigoureusement un
amas avec ses propriétés intrinsèques, et la distance à partir de laquelle un constituant n’a plus
aucune interaction avec les autres (ni thermodynamique ni cinétique) ce qui justifie de le considérer
dissocié ;

– la mobilité de l’amas semble converger vers le coefficient de transport total le plus faible (LCC (V C)<
LV V (V C)), ce qui est également assez intuitif : l’espèce la plus lente de l’amas limite la diffusion
de l’amas ;

– les coefficients de couplage de flux associés à la mobilité de l’amas valent invariablement 1, puisque
la matrice d’Onsager de mobilité de l’amas ne contient que des 1. Ainsi, la physique des couplages
de flux, qui va permettre de quantifier ces derniers ainsi que leur signe se trouve dans les phéno-
mènes d’association et dissociation de l’amas. Cette réflexion sera mise à profit pour l’ajout des
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couplages de flux dans un formalisme de dynamique d’amas (cf. Sec. 3.5) ;
– l’augmentation du coefficient LV V (V C) avec Ramas est dû au fait qu’on intègre de plus en plus de

configurations où la lacune est thermodynamiquement isolée dans l’amas, et où elle migre beau-
coup plus rapidement que dans la paire V C. Cet effet est beaucoup moins visible pour le coefficient
LCC (V C) car l’atome de carbone isolé a une énergie de migration proche de celle de la paire (cf.
Fig. 2.23 pour une comparaison quantitative).

Ces calculs permettent donc de justifier a posteriori le fait d’attribuer les corrélations entre sauts de mo-
bilité et d’association/dissociation à la composante association/dissociation des coefficients de transport
d’amas (cf. Eq. 2.66) : on obtient alors une mobilité scalaire de l’amas qui converge avec le rayon de
définition de l’amas, ce qui permet de distinguer rigoureusement l’amas de ses configurations dissociées.
L’obtention des propriétés cinétiques d’un amas s’effectue donc en deux temps. Il faut tout d’abord étu-
dier la convergence de la mobilité Mci de l’amas ci, afin d’obtenir son rayon de définition Rci . Ensuite,
les coefficients d’association et dissociation sont obtenus comme la différence entre les coefficients de
transport d’amas totaux et la mobilité Mci :

Lαβ (ci)|A = Lαβ (ci)|D =
1

2

(
Lαβ (ci)−Lαβ (ci)|M

)
=

1

2

(
Lαβ (ci)−Mci

)
. (2.94)

Nous avons vu que les expressions analytiques du SCMF pouvaient être manipulées pour obtenir
une description très détaillée des mécanismes de diffusion entre différents constituants d’un amas. Le
paragraphe suivant vise à expliquer l’intérêt d’adopter cette approche compliquée pour l’évaluation des
propriétés cinétiques des amas.

2.4.6 Importance des corrélations cinétiques
Le principal avantage du SCMF est de fournir une méthode automatique d’évaluation des corrélations

cinétiques en prenant en compte les différentes trajectoires possibles des atomes. Devant la complexité
de cette méthode, il est légitime de questionner la nécessité d’évaluer les corrélations cinétiques. Quelle
erreur commet-on sur le coefficient de diffusion lorsque ces corrélations cinétiques sont négligées ? Pour
mettre en avant l’utilité de cette méthode SCMF, nous étudions le coefficient de transport d’une paire VC
avec trois modèles représentant différents niveaux d’approximation.

Le premier modèle (I), largement utilisé dans la communauté du fait de sa simplicité de mise en
œuvre [98, 96, 125, 191], consiste à trouver le chemin cinétique de migration d’un amas le plus pro-
bable, c’est-à-dire celui qui a la plus faible énergie de migration effective. Pour un chemin donné, cette
dernière est simplement obtenue en faisant la différence entre l’énergie de la configuration la plus stable
de l’amas, et l’énergie de col la plus élevée, comme cela est représenté Fig. 2.19 a). Nous l’appellerons
“approximation de la plus grande barrière”. Quelques calculs permettent de mieux comprendre ce que
l’on néglige exactement dans ce type de modèle. Nous nous appuyons sur les notations de la Fig. 2.19 b).
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a) b)

FIGURE 2.19 – a) Exemple de chemin cinétique. L’approximation de plus grande barrière consiste à
dire que l’énergie de migration effective correspondant à l’ensemble de ce chemin cinétique est E∗m.
b) Définition des différentes énergies impliquées dans la description d’un chemin cinétique entre les
configurations 1 et 3, avec une configuration intermédiaire (2). Les transitions entre les configurations 1 et
2 sont effectuées par un atome d’espèce α et de préfacteur de diffusionDα

0 ; celles entre les configurations
2 et 3 sont effectuées par un atome d’espèce β.

On souhaite connaître la fréquence de saut effective ω13 pour passer de la configuration 1 à 3. Il faut
donc transiter de l’état 1 vers l’état 2, puis de l’état 2 vers l’état 3, sachant que dans l’état 2, le système
peut également retourner à l’état 1.

ω13 = ω12×
ω23

ω21 +ω23
=
ω12ω23

ω21
× 1

1 +ω23/ω21
. (2.95)

Supposons que ω23/ω21� 1. On obtient alors :

ω13 '
ω12ω23

ω21
=Dβ

0 exp

(
−E12

m −E23
m +E21

m

kBT

)
=Dβ

0 exp

(
−E∗m
kBT

)
= ω∗, (2.96)

ce qui correspond à l’approximation de plus grande barrière. Qu’en est-il si l’hypothèse ω23/ω21� 1
n’est pas vérifiée ?

ω23

ω21
=
Dβ

0

Dα
0

exp

(
−E23

m +E21
m

kBT

)
. (2.97)

Comme E23
m > E21

m , l’exponentielle est inférieure à 1, ce qui en général (mais pas toujours) donne
ω23/ω21 ≤ 1. Dans ce cas, on obtient l’inégalité suivante :

1

2
ω∗ ≤ ω13 ≤ ω∗ (2.98)

On en conclut que cette approximation de plus grande barrière fonctionne d’autant mieux que les
différences de barrières énergétiques sont grandes, ce qui revient à négliger le temps passé par le système
dans les configurations intermédiaires. Le cas limite ω21→ 0 revient à supprimer l’état intermédiaire 2
et l’approximation de grande barrière devient exacte. Il y a donc une hypothèse forte dans cette approxi-
mation : le temps que le système passe dans les états intermédiaires du chemin cinétique est négligeable
devant le temps nécessaire pour aller au bout du chemin, et tout se passe comme s’il n’y avait pas d’étape
intermédiaire, c’est-à-dire comme si le saut de 1 vers 3 était 100% efficace (soit il se fait, soit il ne se
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fait pas). En d’autres termes, les corrélations cinétiques sont négligées. Celles-ci sont d’ailleurs sous-
évaluées avec l’Eq. 2.95 puisqu’on n’a considéré que deux sauts consécutifs, et négligé les trajectoires
plus longues.

Le second modèle (II) se veut plus précis puisqu’il consiste à faire une moyenne thermodynamique
de toutes les fréquences de sauts possibles, pondérées par les probabilités des diverses configurations.
Techniquement parlant, cela revient à prendre toutes les interactions cinétiques nulles dans le SCMF, de
manière à ne garder que la partie non-corrélée du flux (matrice Λ(0)).

ω∗ =
∑
i

gipi
∑
α

∑
j

nαi→jω
α
ij , (2.99)

où i et j représentent différents ensembles de configurations équivalentes du système ; α une espèce
chimique ; gi est le nombre de configurations équivalentes i, chacune ayant une probabilité pi d’appa-
raître ; ωαij est la fréquence de saut de l’atome α permettant de passer de i à j et nαi→j est le nombre
de sauts de l’espèce α depuis une configuration spécifique i vers une des configurations équivalentes j.
Aucun chemin cinétique particulier n’est mis en avant, et on calcule une fréquence de saut moyenne de
chaque atome dans le paysage énergétique qu’il explore. Dans ce type de modèle, les basses énergies de
migration vont donner lieu à des fréquences de saut ωαij importantes qui vont donc augmenter la valeur
de la fréquence de saut effective ω∗. On s’attend donc à une surestimation de la mobilité des amas.

Le troisième modèle (III) consiste à partir du modèle (II) et à y ajouter le calcul complet des corré-
lations cinétiques qui vont diminuer la fréquence de saut effective ω∗ du modèle (II). Analytiquement,
la méthode SCMF permet d’évaluer les corrélations cinétiques. Ce modèle est plus précis que les deux
précédents, en ce sens qu’il intègre le phénomène de diffusion dans toute sa complexité, mais sa mise
en pratique est bien plus compliquée. Notons que ce modèle est le seul des trois capable de produire les
coefficients de couplages de flux.

La Fig. 2.20 montre une comparaison de ces trois modèles pour le cas d’une paire VC.
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FIGURE 2.20 – Différentes approximations du calcul des coefficients de transport de la paire V C.

Le modèle I (courbe bleue) correspond à l’approximation de plus grande barrière, qui prédit une
énergie de migration de la paire Em (V C)|I = 1.25 eV. En utilisant le modèle II (courbes verte et noire
pointillées) qui correspond à une moyenne thermodynamiques des fréquences de saut, on obtient deux
coefficients de diffusion : un pour la lacune à l’intérieur de la paire et un pour le carbone à l’intérieur
de la paire. Les deux coefficients sont bien supérieurs à celui donné par le modèle I car la moyenne
thermodynamique des fréquence des sauts augmente grâce aux quelques fréquences rapides du système,
et ne prend pas en compte le passage obligatoire par une grande barrière pour avoir migration de l’amas.
Le SCMF, (modèle III , courbes verte et noire en traits pleins) ajoute le calcul des corrélations ciné-
tiques au modèle II . Les deux coefficients de diffusion obtenus (LV V et LCC) sont compris entre ceux
des modèles I et II . Nous soulignons ici l’importance des corrélations cinétiques qui abaissent les co-
efficients de transport non-corrélés de plusieurs ordres de grandeurs, notamment à basse température. Il
reste deux coefficients différents, si bien qu’on ne sait pas lequel correspond à la mobilité de la paire dans
son ensemble. Pour aller plus loin, nous utilisons deux autres modèles qui s’appuient sur le calcul SCMF.
Le premier consiste à ne prendre en compte dans le calcul que les fréquences de saut qui correspondent
à des échanges à l’intérieur du rayon thermodynamique de définition de l’amas (c’est-à-dire inférieur
au 6ème voisin). D’un point de vue “fluctuations d’équilibre”, cela revient à ne considérer que le terme
de l’Eq. 2.58 dans le calcul des coefficients de transport. Ce calcul correspond au modèle IV (courbe
orange pointillée) sur la Fig. 2.20. On obtient alors une matrice d’Onsager dont les 4 coefficients sont
égaux et positifs, ce qui permet de définir sans équivoque une mobilité scalaire de la paire (cf. § 2.4.5)
. Le résultat est d’ailleurs très proche du modèle I , avec une énergie de migration Em (V C)|IV = 1.20
eV. Dans ces deux calculs, modèles I et IV , la lacune et l’atome de carbone sont forcés de rester à des
distances inférieures au 6ème voisin l’un de l’autre. Cependant, il est possible que des trajectoires à plus
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longue distance, qui nécessitent une dissociation partielle de la paire, soient favorables. Par dissociation
partielle, nous désignons les configurations où il y a dissociation d’un point de vue thermodynamique
(plus d’interaction), mais une probabilité de ré-association importante due aux corrélations cinétiques.
Pour tester cette hypothèse, nous réalisons un calcul similaire au modèle IV , sauf que la distance de
définition de la paire est étendue à environ 3 paramètres de maille, qui est une distance où les effets de
corrélations sont convergés (cf. Fig. 2.13a). Dans ce cas (modèle V , courbe orange en traits pleins), les
quatre coefficients d’Onsager sont une fois de plus égaux, et la mobilité ainsi définie est plus rapide que
dans les modèles I et IV , avec une énergie de migration à basse température Em (V C)|V = 1.08 eV et
un préfacteur de diffusion qui est environ le double de celui du modèle I . Remarquons que cette mobi-
lité ne suit pas une loi d’Arrhénius, et présente une courbure à haute température. Il est particulièrement
intéressant de noter que cette courbe est très proche du LCC calculé en SCMF (modèle III), soit la plus
lente des deux espèces dans la paire. Il est assez intuitif de penser que lorsque V et C migrent ensemble,
l’espèce la plus lente (C) impose sa vitesse à l’espèce la plus rapide (V ) qui peut lui tourner autour.

2.4.7 Effet des sauts seconds voisins
Des calculs DFT ont montré que, proche d’une lacune, un soluté pouvait migrer d’une position 1er

voisin de la lacune à une autre position équivalente en franchissant une seule barrière énergétique, c’est-
à-dire en effectuant un saut 2nd voisin (cf. Fig. 2.21 a). Ces barrières énergétiques sont faibles comparées
aux barrières de migration de la lacune autour du soluté, ou du soluté autour de la lacune, répertoriées
dans la Fig. 2.21 b). En conséquence, on s’attend à ce que le soluté tourne autour de la lacune un certain
nombre de fois avant de passer à une autre configuration de la paire. On parle alors de mouvement de
cage [19].

Soluté EXm (1→ 1) EXm (1→ 2) EVm (1→ 6)

X = C 0.50 0.70 0.55

X = N 0.83 0.86 0.74

a) b) X = O 0.40 0.94 1.17

FIGURE 2.21 – a) Schéma d’un saut second voisin
(
ωX11

)
du soluté autour d’une lacune ; b) Valeurs des

barrières énergétiques des sauts accessibles au soluté et à la lacune lorsqu’ils sont en position 1ers voisins
[19].

Quel est l’effet du mouvement de cage sur la mobilité des amas ? A priori, trois arguments, plus ou
moins contradictoires, peuvent être avancés :

– le soluté tourne autour de la lacune avec une fréquence importante mais cela ne modifie pas la
configuration de l’amas et n’a donc aucune influence sur la migration à longue distance de l’amas ;

– tous les sauts seconds voisins que le soluté effectue autour de la lacune ne produisent pas de dif-
fusion effective : il s’agit donc d’un mouvement très corrélé cinétiquement et inefficace d’un point
de vue diffusion : le mouvement de cage ralentit l’amas ;

– la redistribution rapide du soluté autour de la lacune efface une partie des corrélations cinétiques
puisque la probabilité de chaque configuration V X 1ers voisins devient indépendante du chemin
cinétique précédent : ainsi le mouvement de cage augmente la mobilité d’amas. Ce dernier cas a

123



été observé dans les interstitiels sous forme de dumbbells : une grande fréquence de rotation du
dumbell diminue les corrélations et donc accélère la diffusion du dumbbell [233].

La Fig. 2.22 présente les coefficients de transports d’une paire V C obtenus en SCMF, avec et sans la prise
en compte des sauts 2nds voisins du soluté autour de la lacune.
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FIGURE 2.22 – Calcul des coefficients de la matrice d’Onsager pour la paire V C avec (traits pleins) ou
sans (lignes pointillées) les sauts 2nds voisins du C autour de V .

Les sauts 2nds voisins du carbone affectent peu les coefficients diagonaux (Fig. 2.22a). Seule une
légère augmentation du coefficient LCC (V C) à haute température est visible. En revanche, l’effet sur
les coefficients de couplage de flux (Fig. 2.22b) est plus marqué avec une augmentation de la valeur
absolue des deux coefficients pour des températures supérieures à T = 600 K. L’effet est plus marqué sur
le coefficient LV C (V C)/LCC (V C) avec une augmentation de l’amplitude du coefficient de couplage
de flux de 20% par rapport au cas où les sauts 2nds voisins sont négligés. Il semble donc nécessaire de
prendre ces sauts en compte dans le calcul des coefficients de transport. Ceci sera d’autant plus vrai pour
les amas de taille supérieure, notamment V2X , où les sauts 2nds voisins du soluté autour des lacunes font
systématiquement partie des chemins cinétiques de basse énergie de migration effective [19].

2.4.8 Calcul des coefficients de transport Lαβ (V X), X = C, N, O
Une des questions importantes à se poser pour l’amélioration des modèles existants concerne la mo-

bilité des amas : peut-on supposer que les amas sont immobiles comparés à leurs constituants isolés ? Il
peut sembler à première vue que ce soit une approximation raisonnable car d’une part la migration d’un
amas de n constituants requiert n fois plus de sauts que la migration d’un atome ou d’un défaut isolé, et
d’autre part la migration d’un amas l’oblige à passer par des configurations métastables et l’on s’attend
donc à ce que les barrières de migration de l’amas soient très élevées. Les développements présentés
dans ce chapitre permettent d’évaluer les propriétés cinétiques d’un amas avec précision, incluant diffé-
rents mécanismes de saut, une évaluation des corrélations cinétiques, ainsi qu’une description détaillée
de l’énergie du système en fonction de la configuration de l’amas. La Fig. 2.23 présente les coefficients
de transport obtenus pour les paires V X avec notre code de calcul basé sur la méthode SCMF (cf. Sec.
2.3.3). Ces coefficients de transports des paires sont des coefficients de transports totaux, qui sont la
somme des contributions de mobilité, d’association et de dissociation (cf. Eq. 2.66).
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FIGURE 2.23 – Coefficients de transport des paires V X , X = C, N ou O en fonction de l’inverse de la
température. Le graphe a) montre les coefficients LV V (V X), comparés au coefficient de diffusion d’une
lacune isolée LV V (V ). Le graphe b) montre les coefficients LXX (V X), comparés aux coefficients de
diffusion des solutés isolés LXX (X).

Ces résultats pour les coefficients diagonaux des matrices d’Onsager d’amas sont cohérents avec les
énergies de liaison des paires V X : plus une paire est liée (Ebt (V C) < Ebt (VN) < Ebt (VO)) et plus
ses coefficients de transport sont faibles. On notera cependant que, notamment pour la paire V C, il n’y
a pas une grande différence entre les propriétés cinétiques des paires et celles des monomères V et C.
Cette remarque implique que ces paires V C pourraient jouer un rôle non négligeable dans les propriétés
cinétiques de la solution solide.

Les coefficients extra-diagonaux des matrices d’Onsager d’amas vont permettre d’expliquer et de
quantifier les phénomènes de couplage de flux dans le système. La Fig. 2.24 présente une explication
schématique de ces phénomènes. Considérons un cas simple où les solutés ont un potentiel chimique
homogène dans tout le système, ~∇µX = ~0. Supposons par contre qu’il existe un gradient de potentiel
chimique de lacunes ~∇µV : par exemple, l’irradiation produit une sursaturation de lacunes en volume ce
qui créé un gradient de potentiel chimique de lacunes entre le volume et les puits de défauts ponctuels,
où le potentiel chimique local a sa valeur d’équilibre. Il va donc y avoir un flux net de lacunes depuis
le volume vers les puits, dont l’amplitude est donnée par le coefficient LV V : ~JV = −LV V ~∇µV . On dit
qu’il y a couplage de flux lorsque ce flux induit un flux d’une autre espèce du système, par exemple un
flux de solutés X . L’amplitude et le signe de ce flux induit sont donnés par le coefficient de couplage
de flux LXV /LV V . Précisons que le flux induit peut être négatif ou positif, et donc donner lieu à des
comportements en ségrégation induite sous irradiation très différents.
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FIGURE 2.24 – Schéma expliquant le sens des flux de solutés en fonction du signe du coefficient de
couplage de flux LXV /LV V dans le cas d’un système soumis à un unique gradient de potentiel chimique,
~∇µV .

Les coefficients de couplage de flux entre les lacunes et les solutés résultent d’une interaction entre
ces deux espèces. Ainsi, la physique des couplages de flux est entièrement contenue dans les propriétés
des amas lacunes-solutés. La Fig. 2.25 présente les coefficients de couplage de flux obtenus pour les
paires V X .
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FIGURE 2.25 – Coefficients de couplage de flux pour les paires V X , Lαβ (V X)/Lββ (V X).

Les trois solutés C, N et O ayant une interaction fortement attractive avec les lacunes, on pourrait
dans un premier temps s’attendre à ce qu’ils présentent un couplage de flux proche de 1, ce qui signifie
que chaque lacune qui migre au sein d’une paire V X entraîne avec elle un soluté. On voit sur la Fig. 2.25
que c’est loin d’être le cas, et que chaque paire V X présente en réalité un comportement très spécifique :
il y a un couplage de flux négatif entre une lacune et un atome de carbone, tandis qu’il y a un couplage de
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flux positif entre les lacunes et les atomes d’oxygène. Le signe des couplages de flux entre une lacune et
un atome d’azote dépend de la température : il est positif pour T < 550 K et négatif pour T > 550 K. De
plus, pour le coefficient de couplage de flux entre une lacune et un atome de carbone, on note une grande
différence d’amplitude en fonction du flux initial et du flux couplé : un flux d’atomes de carbone crée un
flux de lacunes induit dans le sens opposé d’une amplitude d’environ 150% de celle du flux initial ; un
flux initial de lacune ne créera lui qu’un faible flux induit d’atomes de carbone, inférieur à 20% du flux
initial.

Qualitativement, ces données peuvent servir à interpréter certains résultats expérimentaux. En effet,
un couplage de flux négatif entre lacunes et solutés aura en général pour conséquence un appauvrissement
en solutés au niveau des puits de défauts ponctuels, tandis qu’un couplage de flux positif entraînera un en-
richissement. Pour passer à des prédictions plus quantitatives, il faut également connaître les énergies de
ségrégation d’équilibre des solutés au niveau des puits, et calculer proprement les profils de ségrégation
induite sous irradiation. Ce dernier aspect est brièvement discuté dans l’annexe H.

Ce comportement qualitativement différent des paires V C, V N et V O met pleinement en avant l’in-
térêt d’une étude détaillée des propriétés cinétiques des amas, étude qui doit être réalisée à l’échelle
atomique, soit analytiquement (e.g. SCMF), soit numériquement (e.g. AKMC).
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2.5 Conclusions du chapitre 2
Ce chapitre avait pour but d’étudier les propriétés cinétiques des amas lacunes-solutés. Pour réaliser

cet objectif, il a d’abord fallu introduire une définition rigoureuse des amas, puis adapter les méthodes
analytiques existantes à cette définition et au système étudié. Nous résumons ici les principaux résultats
de cette partie :

– Nous avons réalisé une extension du formalisme de champ moyen auto-cohérent (SCMF) à un sys-
tème à deux mécanismes de diffusion (lacunaire et interstitiel direct) sur deux sous-réseaux cris-
tallographiques différents (substitutionnel et interstitiel). Dans un tel système, l’interdépendance
des trajectoires cinétiques entre les différents constituants résulte des variations d’énergies de col
avec l’environnement local de l’espèce migrante. Cette extension n’introduisant pas de complexité
particulière dans la méthode, on s’attend à ce que le SCMF soit généralisable à des systèmes plus
complexes avec plusieurs espèces, mécanismes de migration et sous-réseaux de diffusion.

– Un code informatique de calcul formel a été écrit sous MATLAB afin d’automatiser le calcul des
coefficients de transport par la méthode SCMF, et de le généraliser à des systèmes plus complexes.
Ce programme est également plus efficace que les codes précédents. Le code fonctionne parfai-
tement pour les systèmes dilués dans les réseaux BCC et FCC mais nécessite encore quelques
développements pour être étendu aux cas plus concentrés.

– L’identification des fréquences de saut qui interviennent dans les expressions analytiques issues du
SCMF nous a permis de définir un coefficient de transport d’amas. D’un point de vue théorique,
cela revient à décomposer une matrice d’Onsager en matrices d’Onsager d’amas, chacune étant
pondérée par la concentration de l’amas qui lui est associé. Cette partition, démontrée pour les so-
lutions solides diluées, a l’avantage d’étendre la définition d’une matrice d’Onsager à des systèmes
hors d’équilibre dans lesquels l’équilibre local n’est pas atteint.

– Cette identification des fréquences de saut et des mécanismes atomiques qui leurs sont associés
permet d’aller encore plus loin dans cette partition de la matrice d’Onsager et de séparer les coeffi-
cients de transport d’amas en coefficients de mobilité et coefficients d’association-dissociation. Ces
coefficients permettent d’intégrer de manière rigoureuse les phénomènes atomiques de diffusion
des constituants d’un amas dans une approche objet, de type dynamique d’amas ou Monte Carlo
sur objets. C’est d’ailleurs la convergence, avec la taille de l’amas, de la composante “mobilité”
des coefficients de transport d’amas qui nous a permis de proposer une définition rigoureuse d’un
amas. La composante “association/dissociation” contient pour sa part l’essentiel de la physique des
couplages de flux.

– Enfin, ces développements théoriques et méthodologiques ont été appliqués aux paires lacunes-
solutés interstitiels pour obtenir les coefficients de couplage de flux. Ainsi, il y a un couplage de
flux négatif entre une lacune et un atome de carbone, un couplage de flux positif entre une lacune
et un atome d’oxygène, et le signe du couplage de flux entre une lacune et un atome d’azote dépend
de la température. Ces résultats sont intimement liés à la variation locale des barrières de migration
lorsque la lacune et le soluté sont proches l’un de l’autre. Ainsi, on s’attend à des comportements
en ségrégation induite sous irradiation différents pour chacun de ces solutés, et ce malgré le fait
qu’ils présentent tous une attraction thermodynamique importante avec les lacunes.

D’après les deux premiers chapitres de cette étude, les amas VnXm sont non-seulement susceptibles
d’être présents en solution solide en quantités importantes, mais également potentiellement mobiles. Le
chapitre 3 vise maintenant à changer d’échelle, dans un premier temps du point de vue des mécanismes
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étudiés (cinétique de précipitation de carbures), et dans un second temps d’un point de vue méthodes
(passage à un formalisme orienté objet).
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Chapitre 3

Évolution d’une solution solide hors équilibre

L’alliage Fe-C forme la base des aciers. À ce titre, ce système est utilisé et étudié depuis plusieurs
siècles. La complexité et la richesse de cet alliage tient à l’existence de nombreuses phases métastables,
carbures ou solutions solides sursaturées, possédant chacune une structure cristallographique propre
[84, 296]. Les différentes étapes du processus d’élaboration du matériau permettent de générer une mi-
crostructure hors d’équilibre et de stabiliser cinétiquement les phases métastables. C’est de cette manière
que sont obtenus les différents types d’aciers, chacun possédant des caractéristiques mécaniques propres
et directement reliées à sa microstructure. La complexité du système (due à des voies d’élaboration hors
d’équilibre), la grande diversité des phases, microstructures et mécanismes de transition entre celles-ci,
ainsi que les enjeux industriels liés à la maîtrise des aciers et de leurs propriétés, ont donné lieu à une
littérature gigantesque, et les paragraphes qui suivent (Sec. 3.1) n’ont pas la prétention d’en dresser une
synthèse exhaustive.

Dans la lignée des deux chapitres précédents, nous nous sommes concentrés sur les interactions entre
les lacunes et les solutés interstitiels. Dans ce troisième chapitre, ce sont les atomes de carbone qui
sont pris en exemple. Notre objectif est de comprendre le rôle des lacunes dans l’établissement des
microstructures des aciers, car les processus qui entraînent le matériau loin de son état d’équilibre (e.g.
trempe) génèrent classiquement une sursaturation de lacunes.

Dans ce contexte, nous nous sommes particulièrement intéressés à l’effet de l’irradiation sur la micro-
structure des aciers. Les effets d’irradiation sont divers et variés [257] : diffusion accélérée, dissolution
des précipités, mise en ordre ou au contraire destruction de l’ordre à longue distance, germination ac-
célérée ou ralentie, stabilisation de nouvelles phases, ségrégation induite sous irradiation, précipitation
induite sous irradiation, etc. La compréhension de ces phénomènes et des mécanismes associés est rendue
difficile par le fait qu’ils sont généralement intriqués les uns avec les autres. Là encore, une vaste litté-
rature existe sur le sujet. L’irradiation en elle-même produit des effets athermiques (éjection d’atomes
de leur site cristallin par chocs balistiques), des augmentations locales d’énergie, des paires de Frenkel
(auto-interstitiel + lacune), des cascades de déplacement, etc. Ce sont tous ces phénomènes qui produisent
les effets évoqués plus haut. Dans ce chapitre, nous nous limiterons à une description très simplifiée de
l’irradiation et supposerons que celle-ci se traduit par une simple augmentation de la concentration totale
de lacunes en solution solide. L’idée n’est donc pas de proposer une modélisation complète des effets
d’irradiation en lien avec la précipitation des carbures, mais bien de comprendre les mécanismes d’in-
teraction entre une sursaturation de lacunes (par rapport à l’équilibre thermique) et des carbures de fer
formés ou en formation. Précisons que sous irradiation, la sursaturation de lacunes est stationnaire, tandis
qu’elle n’est que transitoire lors d’une trempe.
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Dans un premier temps nous avons étudié le rôle d’une sursaturation de lacunes sur les premiers ins-
tants des cinétiques de précipitation des carbures, en prenant comme cas d’étude la précipitation de la
cémentite Fe3C dans la ferrite (Sec. 3.2). Dans la Sec. 1.4.2, nous avons montré que les lacunes ther-
miques permettent de stabiliser les atomes d’oxygène dans la solution solide, et ainsi d’augmenter la
limite de solubilité de ces derniers par rapport à un matériau virtuel sans lacunes. De cette façon, on peut
s’attendre à ce que la présence d’une sursaturation de lacunes en solution solide modifie les limites du dia-
gramme de phase, et nous avons cherché à quantifier cet effet pour le cas d’un équilibre ferrite/cémentite
(Sec. 3.3). Lorsque l’on s’attaque à la modélisation des phénomènes hors d’équilibre, les méthodes de
thermodynamique statistique (qui permettent par exemple de calculer des distributions d’amas) ne sont
en théorie pas valables. Ces méthodes sont tout de même largement employées sous l’hypothèse qu’il est
possible de définir un certain volume local où le matériau se trouve dans un état d’équilibre contraint.
Nous proposons une série de critères permettant de tester la validité d’une telle hypothèse (Sec. 3.4).
Enfin, nous avons voulu nous appuyer sur les développements réalisés dans les deux premiers chapitres
de cette étude pour améliorer la modélisation des alliages dilués dans un formalisme orienté objet de
type dynamique d’amas (Sec. 3.5). Ce type de méthode est en effet adapté à l’étude des évolutions de
microstructure hors d’équilibre puisqu’il permet de traiter efficacement et simultanément les interactions
entre les solutés, les défauts ponctuels et divers éléments de la microstructure (e.g. les puits de défauts).

3.1 Étude bibliographique

3.1.1 Caractérisation d’aciers obtenus sans transition α-Fe→γ-Fe
Leslie et al. ont étudié par microscopie électronique en transmission (MET) et diffraction des rayons

X des alliages Fe-C trempés depuis T = 1023 K vers la température ambiante, puis recuits à diverses
températures comprises entre 423 K et 797 K [187]. Ils observent la formation de carbures avec une mi-
crostructure en dendrites, systématiquement identifiés comme de la cémentite Fe3C. Cette phase précipite
sur les plans {110} de la ferrite et croît ensuite selon les directions 〈111〉. Les précipités sont principale-
ment localisés à l’intérieur des grains, parfois en interaction avec une dislocation. Lorsque la température
de vieillissement augmente, les dendrites raccourcissent et s’épaississent. Des précipités de forme rectan-
gulaire apparaissent en plus des dendrites et deviennent prédominants pour des températures supérieures
à 673 K. Ces précipités correspondent toujours à Fe3C. Les cinétiques de précipitation observées sont
liées à une énergie d’activation de 0.87 eV, soit l’énergie de migration du carbone. Lorsqu’une impureté
est ajoutée à l’alliage (Si), les carbures adoptent une forme de disques lenticulaires, et ne correspondent
ni au carbure ε (Fe2.4C), ni à Fe3C. Ils sont exclusivement situés à l’intérieur des grains et semblent se
former sur les plans {100} de la ferrite.

Dans un alliages Fe-C sans autre élément d’addition, les mêmes auteurs retrouvent systématiquement
ces carbures lorsque la température de vieillissement est inférieure à 423 K [185]. Ces carbures formés
sur les plans {100} de la ferrite pourraient avoir une structure similaire à celle de la martensite (solution
ordonnée de carbone). À ces températures, le taux de précipitation est beaucoup plus rapide que les
prédictions issues d’une extrapolation des taux de précipitation mesurés pour les hautes températures. Les
auteurs expliquent qu’à haute température, la précipitation s’effectue exclusivement sur les dislocations,
tandis qu’à basse température, elle s’effectue sur les dislocations et dans la matrice, et que l’augmentation
du taux de précipitation est donc simplement due à une augmentation du nombre de sites de germination.
Les sites de germination dans la matrice sont supposés être des défauts ponctuels issus de la trempe,
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typiquement des lacunes isolées ou des petits amas de lacunes. Il n’y a notamment pas de précipités près
des joints de grains, ce qui est justifié par la faible densité de lacunes et donc de sites de germination à
proximité des puits, comme on peut le voir sur la Fig. 3.1a).

a) b)

FIGURE 3.1 – a) Cliché issu de la Réf. [185] reproduit d’après des observations MET (grossissement
×20000) et montrant la faible densité de carbures à proximité d’un joint de grain ; b) Cliché issu de la
Réf. [312] montrant une microstructure avec des gros précipités (apparus durant un recuit à 373 K suite à
une trempe rapide) et une forte densité de petits précipités (apparus pendant un recuit à 298 K consécutif
au recuit à 373 K).

La précipitation depuis une solution solide nécessite la germination d’une nouvelle phase et la crois-
sance de ces germes, la force motrice pour cette croissance étant la diminution d’énergie libre du sys-
tème : c’est la théorie classique de la germination (e.g. [158, 52]), avec laquelle il est également possible
de traiter la précipitation simultanée de différentes phases, dont certaines sont métastables [244]. Ces
germes de taille critique peuvent être formés de façon homogène (i.e. par les fluctuations statistiques de
la distribution de tailles d’amas) ou de façon hétérogène (i.e. au niveau d’un défaut ou d’une impureté).
En 1965, Damask et al. proposent une théorie de la précipitation de C et N dans une solution solide,
théorie qui est basée sur des équations de cinétique chimique homogène [61]. Selon eux, la germination
est homogène et due à l’énergie de liaison attractive entre deux atomes de C ou deux atomes de N. Grâce
aux calculs DFT, nous savons aujourd’hui que l’énergie d’interaction entre deux C ou deux N est répul-
sive (e.g. [20]), ce qui invalide l’interprétation de Damask et al. Quelques années plus tard, Vyhnal et
al. proposent un autre modèle de précipitation du carbone, cette fois basé sur la proportion de lacunes
libres, atomes de carbone libres, et paires lacune-carbone dans la solution solide [312]. Ce modèle leur
permet notamment d’interpréter les variations de microstructures observées en fonction de la vitesse de
trempe, qui impose une certaine sursaturation de lacunes dans le matériau. Ils mettent en avant deux rôles
possibles des lacunes : à basse température, les lacunes servent de site de germination, ce qui permet
d’obtenir une grande densité de petits précipités, tandis qu’à haute température, les paires V C favorisent
la croissance des précipités en relaxant les contraintes élastiques liées à la différence de paramètre de
maille entre la matrice et le carbure. Lors de la trempe, les lacunes cherchent à s’éliminer vers les puits
de défauts, mais elles sont piégées par les atomes de carbone de la solution solide. Une trempe rapide
a donc pour effet de diminuer la proportion de lacunes qui parviennent effectivement à s’éliminer sur
les puits. Il en résulte une forte concentration de paires V C dans la solution solide, ce qui permet d’ob-
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tenir des microstructures potentiellement intéressantes (présence simultanée de faibles densités de gros
précipités et de fortes densités de petits précipités), comme on peut le voir sur la Fig. 3.1b). Cette micro-
structure est obtenue de la façon suivante : le matériau est trempé rapidement puis recuit à T = 373 K. À
cette température, les paires V C créées lors de la trempe rapide favorisent la croissance, d’où l’apparition
des gros précipités. Au bout de 1000 minutes, une durée trop faible pour que toutes les lacunes aient eu
le temps de s’éliminer, la température de recuit est abaissée à T = 298 K. À cette température, toutes les
paires V C restant en solution solide servent de site de germination, d’où l’apparition d’une forte densité
de petits précipités.

Une des difficultés liées à ces expériences est la caractérisation des carbures observés. Les résultats
de Leslie et al. font apparaître deux types de carbures, l’un étant identifié comme la cémentite Fe3C
et l’autre ayant potentiellement une structure proche de la martensite [187, 185]. La cémentite a une
structure cristallographique complexe, où les atomes de fer forment un prisme triangulaire autour de
chaque atome de carbone [55]. Une manière de représenter cette structure consiste à imaginer un réseau
hexagonal compact (HCP) d’atomes de fer, dans lequel les plans basaux seraient “pliés” alternativement
selon une direction appartenant à ce plan (intersection entre les plans (0001) et (21̄1̄0)), si bien que la
projection du plan basal selon cette direction aurait une allure en dents de scie. Les atomes de carbone
forment alors une structure ordonnée sur le sous-réseaux des sites interstitiels de cette structure [55]. La
martensite est quant à elle une structure ordonnée d’atomes de carbone occupant l’un des trois variants des
sites interstitiels octaédriques de la matrice BCC. Cette phase a été particulièrement étudiée, d’une part
pour établir ses variantes de structure et les domaines de stabilité associés en fonction de la concentration
nominale en carbone de la solution solide et de la température [301, 275, 302], et d’autre part pour
comprendre sa formation selon une transformation de type displacive [272, 321, 255]. Les mécanismes
de formation et de vieillissement de la cémentite et de la martensite ne sont que partiellement connus, et
intimement liés à l’histoire du matériau puisque ce sont des phases métastables.

3.1.2 Précipitation des carbures sous irradiation
La précipitation des carbures dans l’alliage Fe-C a également été étudiée sous irradiation, pour tenter

de comprendre le durcissement sous irradiation, a priori attribué à la présence de carbures qui bloquent le
mouvement des dislocations. Ainsi, dès 1961, Hull et al. observent en MET la précipitation des carbures
dans un acier à la suite d’une irradiation aux neutrons à des températures comprises entre 333 K et
373 K [135]. Les précipités formés au cours de l’irradiation sont similaires à ceux observés lorsque le
matériau non irradié est vieilli à 373 K : il s’agit de plaques d’atomes de carbone occupant des plans
de type {100}. Dans les deux cas (avant et après irradiation), la précipitation a lieu en volume, sur
les dislocations et au niveau des joints de grains, mais les auteurs remarquent une zone appauvrie en
précipités autour des dislocation et des joints de grains, attribuée à une affinité particulière des atomes de
carbone pour ces défauts. La seule différence notable entre les cas non-irradiés et irradiés est la densité de
précipités, supérieure d’au moins un ordre de grandeur dans le cas irradié. Selon eux ce sont les cascades
de déplacements créées par les neutrons incidents qui fournissent de nombreux sites de germination aux
atomes de carbone. Lors d’un recuit à plus haute température (448-473 K), les précipités deviennent
dendritiques, en accord avec les observations de Leslie et al. [187, 185].

Entre 1962 et 1964, Damask et al. ont publié une série de quatre papiers visant à étudier la précipi-
tation du carbone dans les aciers irradiés à travers différentes techniques de caractérisation : frottement
interne [313], recuits de résistivité [100], calorimétrie [10], et microscopie électronique en transmission
(MET) [314]. L’idée initiale de cette série d’articles était de comprendre l’effet des zones de déforma-
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tion créées par l’irradiation au neutron sur la précipitation. Pour éviter que ce phénomène se trouve mêlé
à celui de l’accélération de la diffusion sous irradiation, il fallait un alliage dans lequel les atomes qui
précipitent soient capables de diffuser indépendamment des lacunes, d’où le choix du carbone (migration
selon un mécanisme interstitiel direct) dans les aciers.

Dans leur premier papier [313], les échantillons sont recuits à 973 K, trempés à 273 K, puis irradiés
aux neutrons soit à 200 K, soit à 330 K. Ensuite, l’évolution au cours du temps des spectres obtenus par
frottement interne à différentes températures permet de mesurer les cinétiques de disparition des atomes
de C en solution solide, et donc les cinétiques de précipitation. Dans les échantillons irradiés pendant
12 jours à 200 K, la précipitation des atomes de C à des températures de l’ordre de 325 K est environ
1000 fois plus rapide que dans les échantillons non-irradiés. La normalisation des courbes obtenues à
différentes températures de recuit permet d’obtenir une énergie d’activation de 0.86 eV pour le processus
de précipitation, en accord avec la valeur mesurée par Leslie et al. [187]. Pour les échantillons irradiés à
330 K pendant une durée variant entre 4h et 48h, l’accélération des cinétiques de précipitation n’est que
d’un ordre de grandeur. Deux mécanismes sont ainsi proposés par les auteurs [313] : pour les échantillons
irradiés à 330 K, les cascades de déplacements génèrent des zones localement déformées qui servent de
site de germination pour les carbures. Compte tenu de l’effet de saturation à basse température (4h d’ir-
radiation et 12h d’irradiation produisent le même facteur d’accélération de la disparition des atomes de
C de la solution solide), un autre mécanisme est nécessaire pour expliquer ce facteur d’accélération pour
les irradiations à basse température. Les auteurs supposent ainsi qu’à basse température, les atomes de
carbone sont piégés par les défauts ponctuels (lacunes et auto-interstitiels) créés au cours de l’irradiation,
ce qui retarde la précipitation et provoque cet effet de sursaturation.

Le second papier [100] présente des expériences de recuits de résistivité, avant et après irradiation.
Nous avons déjà vu au chapitre 1 (§ 1.1.1) que l’interprétation de ces expériences était soumise à contro-
verse. Nous ne revenons pas sur ces considérations ici et présentons seulement les conclusions de Fujita
et al. Avant irradiation, deux pics de résistivité apparaissent, le premier (T = 443 K) étant attribué à
la précipitation d’un carbure métastable, probablement le carbure ε (Fe2.4C), et le second (T = 523 K)
étant attribué à la précipitation de la phase cémentite (Fe3C). Après irradiation, la courbe de résistivité
en fonction de la température présente 5 pics :

– le premier (T = 303 K) est attribué à la migration des auto-interstitiels de fer ;
– le second (T = 323 K) est attribué à la disparition des atomes de carbone depuis la solution solide

(en accord avec les mesures par frottement interne [313]), disparition qui serait due au piégeage des
atomes de carbone sur les lacunes créées lors de l’irradiation. Cependant, il n’y a pas suffisamment
de lacunes pour piéger tous les atomes de carbone en excès, si bien que la solution solide se trouve
toujours sursaturée en C ;

– le troisième (T = 423-443 K) est attribué à la précipitation des atomes de C toujours en solution
sous la forme d’un premier carbure métastable, comme dans l’échantillon non-irradié. La hauteur
du pic associé à cette étape est considérablement réduite lorsque l’échantillon est irradié longtemps
(19 jours) avant d’être analysé. Cet effet est attribué au piégeage des solutés par les lacunes, qui
empêche la précipitation du carbure métastable ;

– les deux derniers pics (T = 538-573 K) sont attribués à la précipitation de la cémentite. Cet argu-
ment suppose que les atomes de C parviennent à se dissocier des lacunes pour des températures
inférieures à 538 K.

Le troisième papier avait pour but de mesurer l’énergie de liaison entre une lacune et un atome de C [10].
Pour cela, les auteurs réalisent une expérience de calorimétrie lors du recuit entre 288 K et 493 K d’un
échantillon irradié. Cet intervalle de température contient la température où les paires V C s’associent,
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libérant ainsi de l’énergie (T = 323 K). De cette manière, une énergie de liaison Ebt (V C) = 0.41 eV
est obtenue, en excellent accord avec certains résultats issus des calculs DFT récents (e.g. [99]). Pour
l’échantillon non-irradié un relâchement d’énergie estimé à 0.27 eV par atome de C est mesuré à T = 433
K, c’est-à-dire au moment où le carbure métastable est supposé se former. Ainsi, les auteurs expliquent
que les atomes de carbone sont plus liés avec les lacunes qu’au sein du carbure métastable, ce qui explique
pourquoi la précipitation de ce dernier est inhibée pour des échantillons irradiés puis recuits.

Cette observation est confirmée par les observations MET du quatrième et dernier papier de la série
[314]. En accord avec les résultats du premier papier [313], les auteurs observent une croissance beaucoup
plus importante des précipités de cémentite dans les échantillons irradiés (par rapport aux échantillons
non-irradiés). Le mécanisme suivant est alors proposé : à haute température, les atomes de carbone se
dissocient des lacunes et migrent pour précipiter sous forme de cémentite. La croissance de ces précipités
est difficile à cause de l’incohérence entre la matrice de ferrite et la cémentite qui génère des déformations
d’interface. Les lacunes, libérées de leurs atomes de carbone, sont alors libres de migrer et une partie
d’entre elles rencontre ces précipités de cémentite avant les puits de défauts ponctuels (dislocation, joints
de grains...). Ces lacunes s’éliminent alors sur l’interface ferrite/cémentite, relaxant les déformations de
réseau à l’interface, et favorisant ainsi la croissance des précipités.

Quelques années plus tard, Wuttig et al. ont étudié le piégeage des atomes de carbone par les défauts
ponctuels en mesurant la perméabilité magnétique du matériau [329]. Contrairement aux mesures par
frottement interne, cette technique a l’avantage de pouvoir faire la différence entre les atomes piégés par
les défauts et les atomes qui participent à la croissance des précipités. Dans l’échantillon non-irradié,
un premier type de précipité apparaît vers 363 K (probablement le carbure ε, bien que cette température
soit environ 80 K au-dessous de celle observée par Wagenblast et al. [313]), ce précipité se dissout entre
383 K et 503 K, et les atomes de carbone retournés en solution solide reprécipitent alors sous forme de
cémentite à 573 K. Dans l’échantillon irradié aux neutrons à 77 K puis recuit, les atomes de carbone
ne semblent pas précipiter pendant le recuit, ce qui conforte l’idée qu’ils sont piégés sur les défauts
ponctuels. Les auteurs de ce papier pensent que ce sont plutôt les auto-interstitiels, et plus précisément
les boucles de dislocations, qui seraient responsable du piégeage des solutés. Leur argument s’appuie
sur l’hypothèse que les atomes de carbone sont stabilisés à proximité des dislocations, et qu’une boucle
de dislocation présente une structure localement similaire. Selon, eux les lacunes ne sont pas créées en
nombre suffisant lors d’une irradiation aux neutrons pour piéger une quantité substantielle d’atomes de
carbone.

Pour résoudre ces contradictions, Weller et al. ont réalisé de nouvelles mesures (par frottement in-
terne) de l’évolution de la concentration de carbone en solution solide lors du recuit d’un échantillon
de fer préalablement irradié à basse température [322]. Comme leurs prédécesseurs, ils observent une
disparition rapide du C de la solution solide sitôt que ces atomes deviennent mobiles, et cette disparition
est attribuée à la migration des atomes de C vers les défauts ponctuels 1, où ils sont alors piégés. Cette
brusque diminution de la concentration de carbone en solution solide n’est pas présente pour les échan-

1. Rappelons que dans une expérience de frottement interne, le carbone est identifié grâce à son pic de Snoek qui corres-
pond à un maximum de frottement interne en fonction de la fréquence de sollicitation du pendule de torsion. La position (en
termes de fréquence) de ce pic est reliée à l’énergie de migration de l’atome de carbone. La hauteur du pic à cette fréquence est
quant à elle proportionnelle à la concentration d’atomes de carbone qui diffusent avec cette énergie de migration, c’est-à-dire
à la concentration d’atomes de carbone isolés dans la matrice. Ainsi, lorsque les atomes de carbone sont piégés par un défaut,
leur paysage énergétique local est fortement modifié, si bien qu’ils ne migrent plus avec la même énergie de migration que les
atomes de carbone isolés. Ainsi, la hauteur du pic associé à la migration de ces derniers diminue. En toute rigueur, on ne peut
donc pas dire que les atomes de carbone dans ce cas disparaissent de la solution solide, mais simplement qu’ils ne sont plus
isolés dans la matrice de fer.
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tillons non irradiés (cf. Fig. 3.2), ce qui tend à conforter cette interprétation. À partir de T = 470-570
K (en fonction de la concentration en carbone), les atomes de C retournent en solution solide, mais leur
concentration présente un maximum qui correspond aux estimations des limites de solubilité à cette tem-
pérature pour l’équilibre ferrite/cémentite. L’analyse des cinétiques de décroissance de la concentration
de C par une loi bi-moléculaire suggère que les pièges évoqués sont bien des lacunes, mais les auteurs
n’excluent pas une possible contribution des auto-interstitiels au piégeage des atomes de carbone.

FIGURE 3.2 – Concentration de carbone en solution solide mesurée par frottement interne au cours du
recuit d’échantillons non-irradiés (pointillés) et irradiés (lignes continues). La diminution brutale de la
concentration de C pour les échantillons irradiés est attribuée au piégeage de ces derniers sur les lacunes
créées lors de l’irradiation aux neutrons. À T = 673 K (400°C), la cémentite a précipité et la concentration
de carbone en solution solide correspond à la limite de solubilité de l’équilibre ferrite/cémentite. Ce
graphe est reproduit d’après la Réf. [322].

D’autres travaux (mesures de frottement interne associée à de la spectroscopie par annihilation de
positons) ont plus tard apporté de nouveaux indices tendant à expliquer que ce sont majoritairement les
lacunes qui piègent les atomes de carbone [223].

Au cours des dernières années, les cinétiques d’évolution des atomes de carbone dans une solution
solide de fer irradiée ont pu être modélisées en s’appuyant sur des approches orientées objets, e.g. [154]
ou encore [143, 145, 144]. Ces simulations présentent un accord satisfaisant avec certaines expériences,
mais posent des problèmes de paramétrisation qui limitent leur champ d’application et imposent de for-
muler des hypothèses simplificatrices qui ne sont pas nécessairement justifiées, par exemple l’immobilité
des amas VnCm qui implique de négliger les effets liés au couplage de flux entre lacunes et atomes de
carbone.

3.1.3 Méthodes de contrôle de la microstructure d’un acier
La microstructure d’un acier (et par microstructure nous entendons distribution, taille, morphologie,

nature et densité des carbures) peut être contrôlée de diverses manières, par exemple en créant une sursa-
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turation de lacunes dans le matériau (lors d’une irradiation ou d’une trempe) destinée à piéger les atomes
de carbone [313, 100, 10, 314].

Ce principe de piégeage des lacunes peut être mis à profit par l’ajout d’une impureté au système,
impureté qui serait préférentiellement piégée par les défauts ponctuels, rendant ces derniers inopérants
vis-à-vis de la précipitation du carbone. Dans les alliages substitutionnels, une telle impureté peut ainsi
conduire à un ralentissement des cinétiques de précipitation [277], et on peut imaginer des applications
similaires pour les aciers. Si l’impureté est choisie de manière à avoir une énergie de liaison particulière
avec les lacunes, ces dernières seront piégées ou libres de migrer en fonction de la température. De cette
manière, on est capable de contrôler la précipitation et la partie du traitement thermique dans laquelle
elle intervient [250].

Différentes techniques de flux énergétiques concentrés peuvent également modifier la microstructure
des aciers : laser, électrons, ions, chacune pouvant être pulsée ou continue. Ces méthodes peuvent en-
traîner notamment un échauffement local, des défauts de structure et des ondes de compression qui se
propagent dans le matériau. Par exemple, l’irradiation de la perlite par des électrons est capable de frag-
menter les plaques de cémentite (cf. Fig. 3.3a), conduisant ainsi à une nouvelle microstructure et donc à
de nouvelles propriétés mécaniques du système [140].

a) b)

FIGURE 3.3 – Deux exemples de microstructures perlitiques (alternance de plaques de ferrite et de cé-
mentite) particulières, observées en MET. Le cliché a) est issu de la Réf. [140] et montre la fragmentation
des plaques de cémentite (contraste foncé) suite à une irradiation aux électrons pulsée. Le cliché b) est
issu de la Réf. [331] et correspond à une perlite obtenue par déformation plastique sévère. Il est intéres-
sant de noter la différence d’échelle entre ces deux microstructures (0.25 µm contre 10 nm). Les flèches
blanches désignent des petites particules sphériques de cémentite qui apparaissent lors de l’écrouissage
du matériau.

Toujours dans la perlite, des limites d’élasticité très élevées sont obtenues par déformation plastique
sévère du matériau. La microstructure de ces aciers correspond à de la perlite classique, exceptée qu’elle
est très fine : les plaques de cémentite sont de l’ordre de quelques nanomètres d’épaisseur et séparées
d’une épaisseur de ferrite d’environ 10 nm (cf. Fig. 3.3b) [262, 331, 296] .

138



3.1.4 Effets généraux de l’irradiation sur la microstructure d’un matériau
Les effets de l’irradiation dans les matériaux sont très variés. Nelson et al. expliquent que les deux

effets majeurs sont l’accélération de la diffusion (due à la sursaturation de lacunes) et la destruction des
précipités (due aux chocs balistiques à haute énergie des particules incidentes) [234]. Pour ce deuxième
effet, les atomes sont éjectés depuis les précipités vers la solution solide, et le précipité se dissout petit à
petit si les atomes n’ont pas le temps de regagner le précipité entre deux chocs successifs. Ce mécanisme
peut également conduire à une destruction de l’ordre dans les précipités ordonnés, et à l’apparition de
parois d’antiphase. Selon les auteurs, les effets d’irradiation font apparaître un nouvel état d’équilibre du
système, et notamment une taille maximale d’amas au-dessus de laquelle ces derniers auront tendance à
se dissoudre. Leur modèle prédit donc que dans l’état stationnaire, tous les précipités sont censé avoir la
même taille.

Quelques années plus tard, Russell complète la description des effets d’irradiation en y ajoutant les
effets liés à la germination et la croissance (ou dissolution) de phases stables, métastables ou nouvelles,
ainsi que les phénomènes de ségrégation [257]. Les lacunes peuvent par exemple favoriser la croissance
de phases incohérentes avec la matrice en s’éliminant sur les interfaces. D’autre part, la diminution de
la taille des précipités expliquée par Nelson et al. s’accompagne selon Russell d’une augmentation des
limites de solubilité dans la solution solide par effet Gibbs-Thomson, ce qui devrait déstabiliser les petites
particules et éventuellement conduire à leur dissolution complète. Russell précise également qu’il n’y
a pas d’état d’équilibre attendu sous irradiation car les matériaux irradiés présentent plusieurs aspects
incompatibles avec les définitions thermodynamiques usuelles, notamment :

– les métaux sous irradiations contiennent des gradients stationnaires de concentrations de défauts
et d’espèces, et le potentiel chimique de ces derniers n’est donc pas une constante dans tout le
système ;

– les processus athermiques correspondant à l’injection de particules très énergétiques dans le sys-
tème vont à l’encontre du principe de bilan détaillé qui garantit l’évolution du système vers un état
d’équilibre.

Ainsi l’état stationnaire d’un système sous irradiation ne peut pas être obtenu par des approches de type
minimisation de la production d’entropie, et il est nécessaire d’utiliser des approches atomistiques, car
c’est à cette échelle que les processus liés à l’irradiation se produisent.

3.1.5 Bilan de l’étude bibliographique
Cette synthèse bibliographique est loin d’être exhaustive, mais elle sert de base au raisonnement sui-

vant : la microstructure des aciers est générée par des processus hors d’équilibre. C’est donc la résistance
au vieillissement (en fonction de la température) de ces microstructures métastables qui confèrent aux
aciers leurs propriétés mécaniques intéressantes et variées. Cette microstructure peut être maîtrisée de
différentes manières et notamment par les traitements thermiques (trempes et recuits), la déformation
plastique sévère, les flux concentrés d’énergie, l’ajout d’impuretés, ou encore une combinaison savante
de ces méthodes. Par exemple, les lacunes produites lors d’une irradiation peuvent piéger les atomes de
carbone en solution solide et ainsi inhiber la précipitation de certains carbures. Les effets de l’irradiation
sont divers et variés, et on en sait aujourd’hui plus sur les interactions entre les lacunes et les solutés,
comme nous l’avons montré aux deux premiers chapitres. Compte-tenu de ces remarques, il apparaît in-
téressant de réaliser une investigation plus poussée du rôle des lacunes dans la précipitation des carbures.
Une telle étude pourrait alors suggérer de nouvelles voies de synthèses d’aciers avec une microstructure
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particulière.

3.2 Précipitation de la cémentite dans une solution solide de Fer-α
La cémentite est traditionnellement créée en réalisant une trempe depuis la phase γ du fer (FCC, 1185

K < T < 1667 K). Le mécanisme admis pour expliquer cette transformation est le suivant : la limite de
solubilité du carbone étant plus élevée dans le fer-γ que dans le fer-α, la concentration de carbone en
solution solide dans le fer-γ peut être choisie de telle sorte qu’elle soit supérieure à la limite de solubilité
dans le fer-α à plus basse température. Ainsi, suite à la trempe depuis la phase γ, le carbone est en
sursaturation dans le fer-α, ce qui crée une force motrice de précipitation. Selon la concentration nominale
en C,la température et la vitesse de trempe, la capacité du carbone à se réorganiser en diffusant peut être
limitée. Cela donne lieu à toute une variété de microstructures (e.g. perlite, bainite, martensite et leurs
variantes respectives). À basse température (T < 1185 K), la partie riche en fer du diagramme de phase
Fe-C consiste le plus souvent en un équilibre entre la solution solide de fer-α et la cémentite (Fe3C), qui
est un carbure de fer métastable (cf. Fig. 1.2). Le véritable diagramme de phase doit considérer l’équilibre
solution solide/graphite, mais la précipitation de ce dernier est beaucoup plus difficile que celle de la
cémentite, ceci pour des raisons cinétiques (sauf si le graphite peut croître en surface de l’échantillon
de fer par exemple). Ainsi en pratique, c’est l’équilibre ferrite/cémentite qui fixe la microstructure. À
l’échelle atomique, le mécanisme de précipitation de la cémentite n’est cependant pas bien établi.

Nous explorons ici la possibilité d’une précipitation de la cémentite directement dans la ferrite et
à température fixée, ce qui permettrait certainement d’obtenir de nouvelles microstructures du système
biphasé ferrite/cémentite, ou de mieux maîtriser les microstructures déjà identifiées. Pour cela, nous nous
appuyons sur le concept du “K-state” (e.g. [160]) schématisé sur la Fig. 3.4.

FIGURE 3.4 – Diagramme de phase faisant apparaître le K-state, c’est-à-dire la zone de concentration et
de température située entre les limites de solubilité cohérente et incohérente du système α′/α′′ (d’après
[160]).
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L’idée est de considérer, dans le cas où les phases α′ et α′′ ne sont pas cohérentes, deux limites de
solubilité pour l’équilibre entre la solution solide α′ et l’état biphasé α′′ : une limite de solubilité co-
hérente et une limite de solubilité incohérente. En partant de la solution solide α′ (point bleu de la Fig.
3.4) et en augmentant la concentration C (flèche 1), le système dépasse la limite de solubilité incohé-
rente (Cinchα′ ) sans précipiter, créant ainsi une solution solide métastable. La perte de cohérence nécessite
beaucoup d’énergie, et les forces élastiques qui la provoquent ne sont pas suffisamment importantes dans
un précipité de α′′ de petite taille, car à la stabilisation du précipité par relaxation élastique s’oppose
la déstabilisation du système par perte de cohérence. En revanche, les atomes de α′′ peuvent former un
précipité cohérent avec la matrice, moins stable que le précipité incohérent, mais plus facile à former
d’un point de vue cinétique. Cette précipitation cohérente intervient sitôt que C ≥ Cchα′ . Les précipités
cohérents vont alors grossir, jusqu’à atteindre une taille où les forces élastiques à l’intérieur du précipité
seront suffisamment importantes pour que leur relaxation contrebalance (au niveau énergétique) la perte
de cohérence. Celle-ci est possible par la création de dislocations d’interface ou par absorption de la-
cunes au niveau de l’interface (i.e. disparition de sites cristallins). En grossissant, les germes incohérents
ramènent la limite de solubilité de α′′ dans la solution solide vers Cinchα′ , ce qui correspond au véritable
équilibre thermodynamique.

Il existe des relations d’orientation cohérentes entre la ferrite et la cémentite [8, 270, 334], mais
certaines interfaces des précipités tri-dimensionnels de cémentite insérés dans la matrice de ferrite sont
nécessairement incohérentes avec celle-ci. Nous souhaitons nous appuyer sur le concept du K-state, à
savoir une précipitation en deux étapes, pour comprendre la précipitation de la cémentite dans la solution
solide de ferrite. En effet, si les processus de relaxation élastique n’interviennent que dans un second
temps, nos modèles d’interaction sur réseau permettent d’étudier les premiers instants de précipitation.
La première étape de notre démarche consiste à trouver un précipité de stœchiométrie Fe3C qui soit stable
et cohérent avec la ferrite (§ 3.2.1). Nous proposons ensuite un chemin cinétique de précipitation de ce
carbure cohérent (§ 3.2.2). La perte de cohérence du précipité par relaxation des contraintes élastiques
n’a pas été étudiée, mais certains aspects seront discutés (§ 3.2.3).

3.2.1 Construction d’un carbure Fe3C sur le réseau BCC de la ferrite
L’idée de cette section est de trouver la structure cristallographique d’un carbure de stœchiométrie

Fe3C où les atomes de Fe occupent les même sites que dans la ferrite. Pour construire cette structure,
nous nous appuyons sur les énergies d’interaction C-C dans la ferrite, calculée en DFT par Chu-Chun Fu
[95] :

λ- [nn] 1 2 3 4 4F 5 6

Ebt
(
CC|λ

)
-[eV] -1.90 -0.81 -0.22 -0.02 -1.51 -0.05 -0.06

λ- [nn] 7 7F 8 9 10 11

Ebt
(
CC|λ

)
-[eV] -0.09 0.00 -0.14 -0.05 +0.04 +0.05

TABLE 3.1 – Énergie de liaison entre deux atomes de carbone dans la ferrite, d’après les calculs DFT
réalisés par Chu-Chun Fu [95]. Une valeur positive indique que les atomes de C sont plus stables en
position λ-ièmes nn qu’isolés. Les notations de λ-ièmes nn sont celles de la Fig. 1.5.
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Les énergies de liaison C-C du Tableau 3.1 sont majoritairement répulsives et les atomes de C ont
donc tendance à se repousser entre eux, surtout à faibles distances. Ainsi, nous cherchons une structure
de stœchiométrie Fe3C qui minimise cette répulsion. Le meilleur candidat que nous ayons pu trouver est
celui de la Fig. 3.5 qui ne fait intervenir que des liaisons 4ème, 5ème, 9ème et 10ème nn. Par la suite, cette
structure sera désignée sous le nom de α-Fe3C.

FIGURE 3.5 – Structure retenue comme carbure Fe3C cohérent avec la matrice de fer BCC. Les disques
gris représentent les atomes de fer, et les disques rouges les atomes de carbone. Les liaisons C-C 4èmes

(en vert) et 5èmes nn (en rouge) ont été représentées, ainsi qu’un exemple de liaison 9èmes et 10èmes nn
(en bleu, respectivement en trait plein et pointillé). Cette structure est dénotée α-Fe3C par la suite.

La structure α-Fe3C présente de nombreuses similitudes avec la véritable structure de la cémentite
Fe3C (les coordonnées des atomes pour la cémentite sont issues de [47]). En faisant abstraction des
atomes de fer de la Fig. 3.5, les atomes de C forment une structure hexagonale compacte déformée, dont
les plans basaux sont perpendiculaires à l’axe y. Cette organisation des atomes de C se retrouve également
dans la structure de la cémentite, comme cela est montré Fig. 3.6.

142



FIGURE 3.6 – Comparaison de la structure des atomes de carbone dans α-Fe3C et dans Fe3C. Les atomes
rouges et verts sont des atomes de carbone, la couleur permettant simplement de souligner leur apparte-
nance à un plan de coordonnée y fixée.

Seuls sont représentés les atomes de C dans la Fig. 3.6, et leur couleur permet seulement de faire
la distinction entre deux plans {010} successifs. Le détail d’un de ces plans dans α-Fe3C et dans Fe3C
montre bien que les atomes de C forment des hexagones déformés. Deux longueurs de liaisons appa-
raissent pour la α-Fe3C et les atomes sont régulièrement espacés dans une direction 〈101〉, tandis que
que pour la cémentite, trois longueurs de liaisons apparaissent et les deux plus proches voisins d’un
atome donné dans une direction 〈101〉 ne sont pas équidistants. Ainsi, la cémentite donne lieu à une al-
ternance de rangs atomiques 〈001〉 proches et éloignées au sein d’un plan {010}. Dans la cémentite-α,
on n’observe pas cette alternance et tous les rangs atomiques 〈001〉 sont équidistants dans un plan {010}.

Nous comparons maintenant l’organisation des atomes de fer entre les deux structures. La répartition
des atomes de fer dans les plans perpendiculaires à l’axe (010) est identique : les plans contenant du
carbone contiennent également des atomes de Fe, avec une stœchiométrie FeC, et sont chacuns entourés
de deux plans ne contenant que des atomes de fer, ce qui est cohérent avec la stœchiométrie Fe3C de la
structure globale. Dans la cémentite-α, les atomes de fer appartenant à un plan contenant du carbone se
trouvent entre deux rangées consécutives 〈001〉 d’atomes de C, et les atomes de fer situés dans les plans
{010} adjacents sont en face des colonnes 〈001〉 de C, i.e. ces colonnes de C et les colonnes 〈001〉 de fer
adjacentes ont la même coordonnée x. Sur ce point, les atomes de fer sont organisés différemment dans
Fe3C : entre deux colonnes 〈001〉 de C éloignées, on trouve deux colonnes de fer 〈001〉 appartenant au
même plan {010}, et aucun atome de fer dans ce plan entre deux colonnes 〈001〉 de C proches. Entre
celles-ci, on trouve par contre deux colonnes 〈001〉 de Fe dans chacun des deux plans {010} adjacents.
Enfin, dans la structure α-Fe3C, les atomes de C sont situés sur un site de géométrie octaédrique, définie
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par les 6 atomes de Fe plus proches voisins. Dans la cémentite Fe3C, les atomes de C possèdent également
6 plus proches voisins de fer, formant cette fois un prisme triangulaire dont l’atome de carbone occupe le
centre [47].

FIGURE 3.7 – Comparaison de la structure des atomes de fer et de carbone dans α-Fe3C et dans Fe3C.
Les atomes rouges et verts sont des atomes de carbone, la couleur permettant simplement de souligner
leur appartenance à un plan de coordonnée y fixée. Les atomes de fer sont représentés en gris (ou en
noir). Dans le deuxième schéma de la colonne Fe3C, les atomes de fer en noir sont dans le même plan
(⊥y) que les atomes de carbone (rouge), tandis que les atomes de fer en gris sont situés dans un plan
⊥y adjacent. La dernière ligne montre la géométrie de la coordination de chaque atome de carbone par
rapport à ses plus proches voisins fer.

Ainsi, le passage de α-Fe3C à Fe3C nécessite une distorsion des positions relatives des atomes de
C, ainsi qu’un déplacement de certains atomes de fer dans un plan {010} adjacent. Ces déplacements
d’atomes sont schématisés par les flèches bleues sur la Fig. 3.8.

144



FIGURE 3.8 – Schéma en 2D des déplacements d’atomes de C et de Fe nécessaires pour passer du
carbure α−Fe3C au carbure Fe3C. Ces déplacements sont qualitatifs, et la longueur de la flèche n’est pas
nécessairement proportionnelle à l’amplitude du déplacement. Les atomes de carbone sont représentés
en rouge et vert, les atomes de fer en gris.

Cette transformation ne requiert pas d’échanges entre deux atomes. Précisons que le volume d’une
maille de cémentite (Fe12C4) est de 154.46 Å

3
, tandis que le volume d’une maille de cémentite-α est

inférieur : 143.33 Å
3
. La différence entre ces deux volumes est de 11.13 Å

3
(7.77% de la maille de

α−Fe3C), soit environ le volume atomique du fer BCC (11.82 Å
3
). Pour évoluer vers la cémentite,

le précipité de α−Fe3C devra donc se dilater, ce qu’il pourra faire en absorbant des lacunes, à raison
d’environ une lacune pour 12 atomes de fer et 4 atomes de carbone. En effet, si une lacune se trouve
en surface du précipité de α-Fe3C, ce dernier peut simplement se dilater, faisant ainsi disparaître le site
cristallographique vide. Ce procédé permet d’expliquer la perte de cohérence entre la matrice de fer et
la cémentite. Il existe cependant des plans et directions cristallographiques selon lesquels la ferrite et la
cémentite sont cohérentes, ces plans et directions étant décrits par les relations d’orientation [8, 270, 334].
Ces relations pourraient fournir des renseignements sur les positions préférentielles des sites éliminés lors
de l’expansion de la cémentite-α. Pour que cette expansion s’effectue, il est d’ailleurs nécessaire (mais
pas suffisant) d’avoir une force motrice, soit une différence d’énergie favorable entre la phase avant et
après dilatation. Des calculs DFT [17] ont montré que la cémentite était effectivement plus stable que la
cémentite-α, mais la formation de la structure compliquée de la cémentite ne pourra pas être satisfaite
pour tous les atomes du précipité initial de cémentite-α, notamment pour ceux situés en bord de précipité.
Pour ces derniers, s’ajoute une déstabilisation énergétique due à la perte de cohérence entre la matrice
et le carbure. Ainsi, avec une approche de type loi capillaire et théorie classique de la germination (e.g.
[52]), il apparaît une taille critique de précipité pour laquelle la transformation α−Fe3C→ Fe3C est
motivée par une force motrice thermodynamique. Cependant, comme nous l’avons expliqué, le terme
de surface serait très compliqué à calculer dans ce type d’approche. Enfin, précisons que la dilatation
nécessaire pour passer de la cémentite-α à la cémentite n’est pas isotrope. Avec les orientations de la
Fig. 3.5, le système doit subir les déformations suivantes : une compression de 22% selon l’axe y, une
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dilatation de 57% selon l’axe z, et une compression de 12% selon l’axe x.
Par manque de temps, la transformation α−Fe3C→Fe3C n’a cependant pas été étudiée. Une combi-

naison de calculs DFT et une approche élastique devrait permettre de déterminer dans quelles conditions
(température et taille de précipité) elle pourra se produire. Nous avons préféré nous concentrer sur la
formation de la structure α-Fe3C depuis la solution solide de fer-α.

Cette première étape ne paraît pas évidente puisque, rappelons-le, les atomes de C ont des interactions
qui, deux à deux, sont principalement répulsive dans le fer-α (cf. Tableau 3.1). Si la structure α−Fe3C
est réellement stable (cette hypothèse sera abordée au § 3.2.3), c’est qu’il existe une taille critique à partir
de laquelle les atomes de C placés dans une configuration particulière deviennent plus stables qu’isolés
dans la matrice. En terme de modèle d’Ising sur réseau, cela se traduit par l’existence d’au moins une
interaction de n-uplet attractive. Toute la question est de déterminer le nombre n, la configuration des
n atomes impliqués, et la valeur de l’interaction correspondante. La méthode la plus précise consiste
à calculer l’énergie de liaison de différentes configurations d’atomes de C en DFT, en espérant que le
chiffre n ne soit pas trop important. Au niveau des configurations à tester, on peut s’inspirer de la position
relative des atomes de C dans la cémentite-α. Cette façon de procéder est cependant coûteuse en temps
de calcul et nous nous sommes donc orientés vers une approche plus phénoménologique, qui permet
de mettre qualitativement en avant un certain nombre de phénomènes physiques (cf. § 3.2.2 et 3.3.1).
L’intérêt dévoilé par ces étude pourra ensuite motiver, ou non, une approche plus quantitative telle que
celle décrite plus haut.

Pour le n-uplet qui stabilisera le cémentite, nous choisissons l’interaction la plus simple possible, i.e.
une interaction à trois corps, puisque les interactions de paires sont répulsives. Pour ce qui est des confi-
gurations envisageables de ce triplet de C, nous en avons sélectionné trois, qui englobent les interactions
entre un C et ses plus proches voisins dans un réseau HCP de carbone. Ce choix arbitraire s’inspire du fait
que, dans la structure α-Fe3C, les atomes de C forment une structure HCP déformée. Ce raisonnement
donne donc trois triplets de C qui stabiliseront la cémentite-α. Ils sont représentés sur la Fig. 3.9 et les
interactions correspondantes sont notées εCCC455 , εCCC5.9.10 et εCCC4.10.10, respectivement.

FIGURE 3.9 – Schémas des interactions de triplets entre trois atomes de carbone sélectionnées pour
stabiliser la structure α-Fe3C. Ces interactions sont notées dans l’ordre : εCCC455 , εCCC5.9.10 et εCCC4.10.10. Les
atomes de C sont en rouge, et les atomes de Fe en gris.

Reste à déterminer la valeur de ces interactions. La différence d’énergie ∆EC (α−Fe/Fe3C) entre
un atome de C appartenant à la cémentite et un atome de C isolé dans la matrice de fer-α est déduite du
calcul de la limite de solubilité du carbone présenté dans la Sec. 1.4.2 [eV/C] :

∆EC (α−Fe/Fe3C) = 0.57 + 1.47kBT. (3.1)

Pour un modèle d’Ising sur réseau comprenant des interactions C-C de paires jusqu’au 8ème nn (mo-
dèle présenté dans la Sec. 1.3.1.2) et les trois interactions de triplet de la Fig. 3.9, la différence d’énergie
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∆EC (α−Fe/α−Fe3C) s’écrit :

∆EC (α−Fe/α−Fe3C) =
1

2

(
2εCC4 + 4εCC5

)
+

1

3

(
6εCCC455 + 12εCCC5.9.10 + 6εCCC4.10.101

)
. (3.2)

Nous n’avons pas souhaité augmenter la portée des interactions de paire C-C dans le modèle pour ne
pas réduire l’efficacité des simulations MC. De plus, la convergence des calculs DFT n’a pas été vérifiée
pour des interactions au-delà des 8èmes nn car cela demanderait un temps de calcul important. Les valeurs
de εCC4 et εCC5 sont issues du modèle d’interaction développé dans la Sec. 1.3.1. Précisons que sans les
interactions de triplets, ∆EC (α−Fe/α−Fe3C) =−0.12 eV/C : les atomes de C préfèreraient donc être
isolés dans la matrice de fer plutôt que de s’associer pour former la cémentite-α. Notre objectif étant
seulement de comprendre qualitativement la création du carbure α−Fe3C, nous supposerons εCCC455 =
εCCC5.9.10 = εCCC4.10.10 = εCCC . En supposant de plus l’égalité entre l’énergie de Fe3C et celle de α−Fe3C 2,
les Eqs. 3.1 et 3.2 sont égales, soit :

εCCC =
∆EC (α−Fe/Fe3C)−

(
εCC4 + εCC5

)
8

= 0.086 + 0.18kBT. (3.3)

Afin de vérifier ce calcul de la valeur des triplets de carbone, ainsi que leur implémentation dans
notre code Monte Carlo, nous avons réalisé un couple de diffusion α−Fe3C/solution solide de fer-α et
avons mesuré au cours d’une simulation MC dans l’ensemble canonique (avec un algorithme Metropolis
pour lequel la probabilité de réalisation d’un évènement est obtenue à partir de la différence d’énergie
entre l’état initial et l’état final du système), la concentration de carbone en solution solide. Elle doit
théoriquement correspondre à la limite de solubilité du carbone en solution solide. La Fig. 3.10 montre
que le diagramme de phase ainsi mesuré correspond à celui calculé dans le chapitre 1, ce qui valide notre
ajustement des triplets de carbone εCCC .

2. Dans le cadre de la théorie duK-state (cf. Fig. 3.4), on suppose que la différence entre les limites de solubilité cohérentes
et incohérentes est faible. Pour simplifier la paramétrisation des interactions de triplets entre trois atomes de carbone, nous
choisissons de négliger cette différence de limite de solubilité, qui est liée à la différence d’énergie de cohésion entre les
carbures α−Fe3C et Fe3C. Une étude quantitative devrait cependant rendre compte de cette différence.
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FIGURE 3.10 – Mesure en simulation MC des limites de solubilité du carbone dans la ferrite pour un
couple de diffusion α-Fe/α-Fe3C, la phase α−Fe3C étant stabilisée par des interactions de triplets de
carbone de la Fig. 3.9.

À ce stade nous disposons donc d’un modèle d’Ising de paires et de triplets qui permet de créer une
phase α−Fe3C qui est plus stable que des atomes de carbone isolés en solution solide. Nous allons
maintenant nous intéresser au chemin de précipitation de cette phase α−Fe3C.

3.2.2 Simulation AKMC de la précipitation de la phase α−Fe3C

La précipitation de la phase α−Fe3C depuis la solution solide a été étudiée par simulation AKMC.
Comme précédemment, un algorithme de type Metropolis a été utilisé (cf. § 1.2.1.1), et la différence
d’énergie permettant de calculer la probabilité de succès d’un évènement est obtenue par un modèle
KRA (cf. Fig. 2.11). L’état initial de la simulation est une solution solide aléatoire de C dans le fer, la
concentration en C étant supérieure à la limite de solubilité obtenue Fig. 3.10. La simulation présentée
ci-dessous a été réalisée à T = 1000 K avec une concentration initiale de C de 1 % atomique. À chaque
pas MC, une lacune est produite sur les côtés de la boîte avec une probabilité de 10−7 par pas MC, ce
qui est une modélisation grossière de l’irradiation, où les auto-interstitiels sont négligés. Au centre de
la boîte, aucune lacune n’est créée, mais les lacunes peuvent évidemment migrer depuis les côtés vers
le centre de la boîte. Les interactions entre les lacunes et les atomes de carbone sont calculées d’après
notre modèle d’interaction sur réseau (cf. Sec. 1.3.2). Il n’y a pas de puits pour les lacunes, si bien que
le système n’atteindra pas un état stationnaire, mais ce n’est guère important puisque nous souhaitons
justement étudier le transitoire qui mène à la formation de la phase α−Fe3C. La Fig. 3.11 rappelle la
géométrie de la boîte de simulation, et montre l’état du système à 4 instants de la simulation. Sur cette
figure, seules les liaisons entre atomes de carbone qui apparaissent dans la cémentite-α sont représentées
(en vert).
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FIGURE 3.11 – Clichés issus d’une simulation AKMC de précipitation de la phase α−Fe3C dans la
ferrite irradiée. Les liaisons 4èmes, 5èmes, 9èmes et 10èmes nn entre atomes de C sont représentées en vert.
La simulation a été réalisée à T = 1000 K avec une concentration initiale de C de 1 % atomique, et une
probabilité de création de lacunes de 10−7 par pas MC.

Nous observons tout d’abord que des petits amas de carbone se sont formés au cours de la simulation,
et que ces amas se sont principalement formés sur les côtés de la boîte de simulation, c’est-à-dire dans
les zones où les lacunes sont créées. De cette première observation qualitative, il semble que les lacunes
aident le carbone à précipiter. Vérifions tout d’abord que le carbure qui précipite a bien la structure de la
phase α−Fe3C. La Fig. 3.12a) est un agrandissement d’un des précipités de l’état final de la Fig. 3.11. Ce
précipité anisotrope est constitué principalement d’atomes de carbone (en vert), même si l’on distingue
quelques lacunes (en blanc) sur ses bords. Les atomes entre eux partagent les mêmes liaisons que dans
la structure α−Fe3C (4èmes, 5èmes, 9èmes et 10èmes nn). En réalité, ce précipité peut être assimilé à
un germe de phase α−Fe3C qui aurait crû principalement selon la direction y de la Fig. 3.5. Les Figs.
3.12b), c) et d) montrent comment ce type de précipité peut évoluer pour des temps de simulation plus
importants, il est alors plus facile de reconnaître la structure α−Fe3C de la Fig. 3.5.
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FIGURE 3.12 – a) Détail d’une zone de la boîte de simulation AKMC pour l’instant final de la Fig.
3.11 ; b),c),d) : Différentes vues d’un précipité de α−Fe3C pour des temps de simulation plus longs. Les
atomes de C sont représentés en vert, les lacunes en blanc, et les liaisons C-C 4èmes, 5èmes et 9èmes nn
en vert également.

Ainsi, cette simulation montre qu’il est possible d’initier la précipitation de la phase α−Fe3C depuis
une solution solide aléatoire de fer-α sursaturé en C. Tentons à présent d’éclaircir le rôle des lacunes
sur les premiers instants de la précipitation du carbure. D’après les énergies d’interaction de paire C-
C répulsives (cf. Tableau 3.1), il semble difficile de créer un amas de C, même si des triplets attractifs
εCCC ont été ajoutés au modèle d’interaction pour stabiliser la phase α−Fe3C. Il faut, d’un point de vue
cinétique, que deux atomes de carbone restent proches l’un de l’autre suffisamment longtemps pour qu’un
troisième atome puisse arriver et former le triplet. En fonction de la température et de la configuration
des 3 atomes de C, cet amas peut avoir une énergie de liaison totale négative ou faiblement positive. Sa
probabilité d’existence reste donc faible, ce qui empêche la croissance du germe : en effet, pour que celle-
ci puisse se produire, il faut que le temps de vie de ces petits amas de carbone soit supérieur au temps
caractéristique de diffusion à longue distance d’un atome de C isolé dans la matrice, afin que celui-ci
ait le temps de diffuser pour venir s’associer au germe existant. Un exemple de chemin de création d’un
tel germe est représenté Fig. 3.13, où le numéro de chaque atome de carbone correspond à son ordre
d’apparition (de 0 à 9) dans ce chemin. Le Tableau 3.2 décrit les liaisons créées à chaque ajout d’un
atome de C, et donne la valeur de l’énergie d’ajout à T = 1000 K. Celle-ci dépend de la température car,
en ajustant le triplet εCCC sur la limite de solubilité du C dans le fer, nous avons rendu cette interaction
dépendante de la température (Eq. 3.3). Précisons que l’énergie d’ajout est la différence d’énergie de
liaison totale de l’amas (Eq. 1.8) avant et après l’ajout d’un atome. Le même exercice est réalisé en
présence d’une lacune. Le carbone “0” est alors ajouté sur un site octaédrique 1er nn de cette lacune,
puisque cette configuration de la paire V C est la plus stable. Les atomes de C sont ensuite ajoutés un à
un dans le même ordre que dans le cas sans lacune, et les énergies d’ajout correspondantes sont calculées
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dans le Tableau 3.2.

FIGURE 3.13 – Exemple de chemin de formation d’un petit précipité qui présente des interactions entre
atomes de carbone (en rouge) similaires à celles rencontrées dans α−Fe3C. Pour mettre en avant le rôle
de catalyseur de la lacune, les énergies d’ajout qui correspondent à ce chemin cinétique sont données
dans le Tableau 3.2, dans deux cas : avec et sans la lacune V . Les liaisons C-C 4èmes nn sont représentées
en vert, et les liaisons C-C 5èmes nn sont représentées en rouge. Les autres liaisons (notamment V−C et
les triplets de carbone n’ont pas été représentés pour plus de clarté).

Dans le cas sans lacunes, les atomes de C ont des énergies d’ajout faiblement répulsives ou faiblement
attractives jusqu’au C numéro 6. Aucun des petits amas de carbone ne présente de stabilité particulière
et la probabilité de créer un petit amas Cn est donc approximativement donnée par la concentration
nominale de carbone à la puissance n : les temps de vie de ces amas sont donc a priori très faible ce
qui empêche la croissance. Autrement dit, la probabilité de créer un germe critique (e.g. C7 d’après le
Tableau 3.2) à partir d’une solution solide aléatoire est quasi-nulle, excepté pour de fortes sursaturations
de carbone.

La lacune va précisément stabiliser les amas de taille intermédiaire, augmentant ainsi la probabilité
d’atteindre un amas de taille critique. À partir de cette taille, les amas de C deviennent stables sans la
lacune (il y a suffisamment de triplets créés par atome de C), ce qui permet la croissance du précipité et la
formation d’un carbure sans lacunes de fer dans sa structure, comme c’est le cas pour la cémentite-α (cf.
Fig. 3.5). En effet, la lacune forme des liaisons attractives aux 1ers et 6èmes nn, et légèrement répulsives
aux 5èmes nn. Il se trouve, que la position des atomes de C dans la cémentite-α fait apparaître des sites
substitutionnels où la lacune peut partager plusieurs liaisons attractives (notamment 6èmes nn) avec les
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atomes de C. Ainsi, dans la dernière colonne du Tableau 3.2, on voit que les amas intermédiaires de type
V Cn ont des énergies d’ajout bien supérieures au cas sans lacunes, excepté pour n= 4 et 7, où l’énergie
d’ajout est faiblement répulsive. En résumé, la lacune stabilise les petits amas de carbone, jusqu’à une
taille où les atomes de carbone parviennent à se stabiliser en créant suffisamment de triplets εCCC entre
eux. La lacune finira invariablement par s’échapper du précipité (même si elle aussi se trouve en position
stable, et que sa fréquence de dissociation est donc relativement faible), laissant derrière elle un précipité
stable de α−Fe3C. En ce sens la lacune a donc un rôle de catalyseur qui accélère la précipitation en
facilitant l’apparition d’un germe de taille critique.

no du C Liaisons ∆E|T=1000K ∆E|T=1000K

ajouté créées Sans V Avec V

0 εV C1 - +0.41

1 εCC5 + εV C6 -0.05 +0.13

2 εCC4 + εCC5 + εV C6 + εCCC +0.03 +0.21

3 εCC4 + εCC5 + εV C5 + εCCC +0.03 -0.05

4 2εCC5 + εV C6 + εCCC 0.00 +0.18

5 εCC4 + εCC5 + εV C6 + εCCC +0.03 +0.21

6 εCC4 + 2εCC5 + εV C5 + 2εCCC +0.08 0.00

7 εV C6 + 3εCCC +0.30 +0.48

8 εCC4 + εV C6 + 4εCCC +0.38 +0.56

9 2εCC5 + εV C5 + 6εCCC +0.50 +0.42

TABLE 3.2 – Décompte des liaisons créées lors de l’ajout d’un atome de C, et énergies correspondantes
à T = 1000 K, pour le chemin de précipitation représenté Fig. 3.13. Deux cas sont traités : celui où une
lacune interagit avec les atomes de carbone, et celui où aucune lacune n’intervient.

La Fig. 3.14 montre plusieurs instants de la croissance d’un petit précipité de α−Fe3C, où le rôle de
catalyseur de précipitation que joue la lacune est mis en avant. Ces clichés sont issus d’une simulation
AKMC semblable à celle décrite sur la Fig. 3.11. Sur la Fig. 3.14a), un petit amas de type V C3 apparaît.
Les atomes de C, grâce à leur liaison avec la lacune, ont une faible probabilité de se dissocier de cet
amas, ce qui permet de les garder tous les trois dans une zone spatiale restreinte, ce jusqu’à ce que
d’autres atomes de carbone arrivent (Fig. 3.14b). A ce stade ils commencent à former des triplets εCCC

qui stabilisent l’amas. Une autre lacune s’ajoute au précipité (Fig. 3.14c), 1ère nn d’un atome de carbone,
et ces lacunes stabilisent chacun des atomes de carbone de part et d’autre d’un plan de 4 C. Pour la
partie supérieure de l’amas un plan se forme au-dessus des deux atomes stabilisés (Fig. 3.14d et e), et ce
plan reste stable même après le départ de la lacune (Fig. 3.14f). Sur les Figs. 3.14g et h), les deux plans
entourant la lacune initiale commencent à croître, et d’autres atomes profitent de ces plans de 4 atomes
pour s’ajouter au système, car ils sont stabilisés par plusieurs triplets de type εCCC5.9.10 et εCCC4.10.10. Les clichés
suivants (Figs. 3.14i, j, k et l) montrent la croissance ultérieure du précipité selon le même mécanisme.
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FIGURE 3.14 – Clichés issus d’une simulation AKMC des premiers instants de la précipitation de la
α−Fe3C depuis la solution solide. Les atomes de C sont en vert et les lacunes en blanc.
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La forme allongée ainsi obtenue est a priori un artifice du modèle d’interaction. En effet, nous avons
assigné la même valeur à chaque interaction de triplet εCCC455 , εCCC5.9.10 et εCCC4.10.10. Or, trois atomes de C
formant un triplet de type εCCC455 présentent deux liaisons de paire répulsives εCC5 et une liaison de paire
répulsive εCC4 . Pour les deux autres types de triplets, les configurations correspondantes ne présentent
qu’une seule interaction répulsive εCC4 ou εCC5 , car les interactions de paire de notre Hamiltonien ne vont
pas au-delà des 8èmes nn. Trois atomes formant un triplet εCCC455 (⊥y sur la Fig. 3.5) sont donc moins
stables que trois atomes formant un triplet εCCC5.9.10 ou εCCC4.10.10. Cette différence est cependant compatible
avec les énergies de liaisons de paires entre atomes de carbone qui, d’après les calculs DFT [95], de-
viennent légèrement attractives au-delà des 9èmes nn (cf. Tableau 3.1). Cependant, l’existence ou non
d’une direction de croissance privilégiée du précipité ne modifie pas le rôle de catalyseur de précipitation
attribué aux lacunes.

3.2.3 Discussion
Dans les paragraphes précédents nous avons supposé que la cémentite et la cémentite-α avaient la

même énergie, et avons ajouté des interactions à trois corps (εCCC455 , εCCC5.9.10 et εCCC4.10.10) pour que la limite
de solubilité du carbone dans la solution solide en équilibre avec α−Fe3C corresponde aux diagramme
de phase Fe-C expérimental. Ces choix, arbitraires, ont permis de montrer que les lacunes pouvaient
accélérer les cinétiques de précipitation en stabilisant les petites tailles d’amas, augmentant ainsi la pro-
babilité de former un germe critique. Cette conclusion qualitative sera a priori maintenue en adoptant
une modélisation plus précise du système, mais nous avons vu que le choix des triplets et de leur valeur
introduisaient des biais, notamment la croissance privilégiée du précipité selon une direction particulière.

Le choix justifié des n-uplets (et de leur amplitude) qui permettent de reproduire l’énergie de la
α−Fe3C est primordial pour obtenir une modélisation quantitative des premiers instants de précipitation
de la cémentite depuis la ferrite. Dans l’Hamiltonien que nous avons développé pour ce système (cf. Sec.
1.3.1), nous nous sommes contentés d’un modèle d’interaction de paires, car la probabilité de créer des
amas de carbone est très faible dans la solution solide, et n’affecte donc pas le potentiel chimique des
atomes de carbone. Lorsque l’on s’intéresse à la précipitation des carbures, il faut pouvoir estimer pré-
cisément la probabilité de formation de ces amas. Dans cette optique, Chu-Chun Fu a calculé ab initio
l’énergie de liaison d’amas Cn de diverses configurations [95]. Ces données pourraient permettre à l’ave-
nir d’ajuster un modèle d’interaction plus réaliste pour le système Fe-C. Cependant, d’après ces premiers
résultats DFT, la construction d’un tel Hamiltonien sur réseau est loin d’être directe, car l’ajustement des
interactions de triplets et de quadruplets ne permet pas de reproduire quantitativement l’énergie de liaison
DFT d’amas plus gros. Cela signifie qu’il faudrait certainement ajouter au modèle des interactions à n-
corps, avec n≥ 5, et la vérification de la capacité prédictive de l’Hamiltonien devient alors plus délicate
car la DFT se heurte à des temps de calcul prohibitifs pour des amas de plus d’une dizaine d’atomes
de carbone. D’après les calculs DFT de Caroline Barouh [17], la structure α−Fe3C de la Fig. 3.5 a
d’ailleurs une énergie de liaison par atome de carbone négative (Ebt (CεαFe3C) =−1.20 eV) lorsqu’elle
est contrainte à être cohérente avec la matrice BCC du fer (calcul à volume constant), ce qui signifie
que les atomes de carbones sont plus stables en solution solide dans le fer que lorsqu’ils forment cette
structure. Pour un calcul à pression constante, cette structure montre une expansion volumique relative
de 17%, et l’énergie par atome de C obtenue est alors légèrement supérieure à celle de la cémentite
(∆E (Fe3C) = −0.13 eV). À ce stade de la réflexion, nous envisageons trois scénarios conduisant à la
précipitation de la cémentite :

– Le premier scénario est celui autour duquel nous avons travaillé dans cette section, à savoir que
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la précipitation d’un carbure s’effectue en deux étapes successives. Tout d’abord un carbure méta-
stable cohérent avec la matrice précipite (α−Fe3C), puis devient incohérent avec la ferrite (Fe3C)
lorsqu’il atteint une taille suffisante. Dans ce cas, les lacunes facilitent l’agglomération des atomes
de carbone pour former un germe critique de α−Fe3C, puis sont absorbées lors de la relaxation
élastique de α−Fe3C vers Fe3C ;

– Le second scénario découle des calculs DFT que nous venons d’exposer, et qui semblent invali-
der le premier scénario. Ces calculs suggèrent que les processus de précipitation et de perte de
cohérence évoqués plus haut ne sont pas successifs mais plutôt simultanés : la perte de cohérence
commencerait dès l’apparition d’un précipité de α−Fe3C de taille suffisante, qui grossirait, et à
partir d’une certaine taille relaxerait vers la véritable cémentite. Ainsi, les lacunes en surface des
précipités de cémentite-α seraient absorbées pour permettre cette perte de cohérence. Ce méca-
nisme de précipitation fait donc intervenir deux tailles critiques d’amas, une première pour la perte
de cohérence de α−Fe3C avec la ferrite, et une seconde pour la relaxation de α−Fe3C vers Fe3C ;

– Le troisième scénario est évoqué dans de nombreuses publications (e.g. [61, 244]). L’idée est que
le carbone précipite tout d’abord sous la forme d’un carbure métastable Fe3+pC (p 6= 0) qui, par
rapport à la cémentite, est favorisé d’un point de vue cinétique. L’écart à la stœchiométrie de la
cémentite (p), peut potentiellement être dû à la présence d’une structure ordonnée de lacunes dans
ce carbure. Dans un second temps, des flux d’atomes de fer et/ou de carbone permettent au pré-
cipité de changer de stœchiométrie et donc d’évoluer vers la cémentite. Ce scénario requiert donc
la diffusion à longue distance des atomes pour pouvoir passer du carbure métastable à la cémen-
tite, ce qui n’est pas le cas des deux premiers scénarios où cette transformation se résume à une
réorganisation locale des atomes.

Dans cette section nous avons illustré le scénario 1, et nous nous sommes concentrés sur la structure
α−Fe3C de la Fig. 3.5, mais d’autres variantes existent et pourraient être plus stables. La Fig. 3.15 en
présente deux. La différence entre ces structures est simplement liée au positionnement relatif des atomes
de C pour deux plans ⊥y successifs. À l’intérieur de ces plans, les atomes de carbone forment toujours
des hexagones déformés.

a) b)

FIGURE 3.15 – Différentes variantes de la structure α−Fe3C de la Fig. 3.5.
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Revenons à l’objectif de cette section : est-il possible de faire précipiter la cémentite depuis la ferrite à
température fixée ? Précisons que nous parlons de précipitation en volume et non de précipitation sur les
défauts de microstructure tels que les joints de grain ou les dislocations. L’étude présentée ci-dessus met
en avant le rôle prédominant des lacunes qui agissent comme catalyseur de la précipitation des atomes
de carbone. L’irradiation pourrait donc, en maintenant une sursaturation de lacunes dans le matériau,
fournir une voie de synthèse intéressante pour obtenir de nouvelles microstructures ferrite/cémentite.
Des sursaturations de lacunes à température fixée peuvent également être produites par broyage ou par
déformation plastique sévère, mais dans ces deux cas, l’effet des lacunes sera certainement masqué par
l’activité plastique du matériau.

Au chapitre 1, nous avons montré que les lacunes stabilisent les solutés dans la solution solide en
créant des amas lacunes-solutés. Déjà à l’équilibre thermique, les lacunes du matériau augmentent la
limite de solubilité de l’oxygène dans la ferrite, par rapport à la limite de solubilité calculée pour un
matériau virtuel sans lacunes. Ainsi, si une sursaturation de lacunes est imposée au système afin de
maîtriser sa microstructure, cette sursaturation devrait également augmenter les limites de solubilité des
solutés dans la matrice. Pour estimer l’amplitude de ce phénomène, il faut donc calculer des diagrammes
de phase dynamiques, i.e. dépendant de la sursaturation stationnaire de lacunes dans le matériau.

3.3 Calcul de diagrammes d’équilibre de phases dynamiques sous
irradiation

3.3.1 Couple de diffusion α-Fe/α-Fe3C sous irradiation
Lors de la simulation MC de l’évolution d’un couple de diffusion, i.e. un système initialement com-

posé de deux phases accolées, les atomes d’une phase diffusent dans l’autre phase, et vice versa, jusqu’à
atteindre les limites de solubilité. Ainsi, la simulation du recuit d’un couple de diffusion permet de me-
surer des limites de solubilité dans un ensemble canonique 3. Le calcul de diagrammes de phase peut
également être obtenu par simulation MC dans l’ensemble semi-grand-canonique, mais cette méthode
est difficile à mettre en œuvre en pratique pour de faibles limites de solubilité : avec un algorithme de ce
type, nous n’avons pas réussi à obtenir les limites de solubilité correspondant à l’équilibre α-Fe/α-Fe3C
avec une précision suffisante.

Dans cette section, nous ne traiterons que le cas des systèmes Fe-V -C. Pour étudier l’effet d’une
sursaturation de lacunes sur les limites de solubilité du carbone dans la ferrite, nous avons réalisé des
simulations AKMC de recuit d’un couple de diffusion α-Fe/α-Fe3C sous irradiation. Nous avons utilisé
un algorithme Metropolis (cf. § 1.2.1.1). La thermodynamique du système est déterminée par notre Ha-
miltonien développé pour le système Fe-V -C (cf. Sec. 1.3.1), tandis que les barrières de migration (qui
décident de la probabilité de réalisation d’un évènement) sont calculées avec un modèle de type KRA
(cf. Fig. 2.11). L’état initial du système est une tranche de α-Fe3C, infinie dans les directions x et z grâce
aux conditions aux limites périodiques, et d’épaisseur 20 paramètres de maille de fer-α. Cette tranche est
entourée, de part et d’autre, de ferrite (totalisant une épaisseur de 104 paramètres de maille). L’irradiation
est simplement simulée par la création aléatoire de lacunes dans la ferrite, avec une probabilité de 10−5

3. Ceci est vrai si l’on est sûr que la boîte de simulation est suffisamment grande pour que la présence de l’interface
n’affecte pas les limites de solubilité. Pour le cas étudié dans cette section, nous avons effectué cette vérification en testant
différentes tailles et formes de boîtes de simulation.
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par pas AKMC. L’effet des auto-interstiels est ici encore négligé. L’interface solution solide/cémentite-
α, sert de puits parfait de lacune 4, puisque dans la réalité, cette interface devrait être incohérente. Par
diffusion des lacunes dans la matrice, il s’établit un profil stationnaire de concentration de lacunes, re-
présenté par des triangles noirs dans la Fig. 3.16. La concentration stationnaire de lacunes obtenue loin
des puits est [V ]|statio ' 5.10−4, indépendamment de la température 5. En effet, à chaque simulation MC,
les fréquences de sauts de tous les atomes sont normalisées de sorte que l’intervalle de temps physique
correspondant à un pas MC vaille l’inverse de la fréquence de saut d’une lacune isolée (ΓV ), et qu’il
dépende donc de la température (car ΓV∝ exp(−Em (V )/kBT )). La probabilité de création de lacunes
étant fixée par pas AKMC, cette procédure de normalisation la rend dépendante de la température. Ainsi,
c’est le rapport a/ΓV que l’on impose (a étant le taux de création de lacunes par unité de temps), et
qui est identique dans chaque simulation. Pour la géométrie des puits considérée dans cette simulation,
on peut montrer que la concentration stationnaire de lacunes est proportionnelle à a/ΓV (cf. § 3.4), ce
qui explique qu’on ait la même sursaturation quelque soit la température. On mesure alors le profil de
concentration de C par plan, ces plans étant perpendiculaires aux interfaces ferrite/α-Fe3C (soit ⊥y).

Les simulations AKMC sont effectuées d’abord sans lacunes (a= 0), puis avec un taux de production
de lacunes non-nul. Les profils de concentration de C correspondants sont représentés sur la Fig. 3.16.

Ces simulations doivent être réalisées à relativement basse température pour observer un effet intéres-
sant des lacunes sur les limites de solubilité. Ceci rend ces simulations difficiles car le taux d’acceptation
des évènements est faible, et nous avons donc réalisé environ 2.105 pas MC par site de fer. L’étude pour-
rait être menée pour l’azote ou l’oxygène, qui ont une énergie de liaison plus forte avec les lacunes, et
l’effet de ces dernières sur les limites de solubilité des solutés serait donc visible à plus haute température.
Seulement, de fortes énergies de liaison V -X entraînent elle aussi des problèmes de piégeage cinétique
de la simulation MC. De plus, nous ne disposons pas d’une représentation d’un oxyde ou d’un nitrure de
fer qui reproduise de manière effective la limite de solubilité dans la ferrite pour ces solutés. La difficulté
inhérente à la réalisation de ces simulations est visible dans les fluctuations du profil de concentration de
C, même en l’absence de lacunes (symboles creux de la Fig. 3.16).

Malgré ces difficultés, la Fig. 3.16 montre que sous irradiation, la présence des lacunes augmente la
concentration de carbone en solution solide d’environ un ordre de grandeur à T = 700 K (bleu), d’un
facteur de l’ordre de 2-3 à T = 800 K (vert), et que les lacunes n’ont plus aucun effet sur les limites de
solubilité à T = 1000 K (orange).

4. Cela signifie que toute lacune qui atteint l’interface ferrite/cémentite-α est immédiatement remplacée par un atome de
fer.

5. Précisons que pour une probabilité de création de lacunes plus importante, on observe la précipitation d’une cavité dans
la ferrite, décorée en surface par des atomes de C. Ce phénomène ne s’est pas produit dans la simulation présentée dans cette
section.
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FIGURE 3.16 – Profils de concentration de C obtenus lors du recuit d’un couple de diffusion α-Fe/α-
Fe3C (couleurs). La phase cémentite est initialement localisée entre les plans 50 et 70. Les symboles
creux correspondent aux profils d’équilibre (pas de lacunes dans le système), et les symboles pleins
correspondent au cas où la solution solide est irradiée (i.e. des lacunes sont créées dans la matrice de
fer avec une probabilité donnée). Le profil stationnaire de concentration de lacunes est représenté par les
triangles noirs.

Cela signifie que sous irradiation, les interactions thermodynamiques entre lacunes et solutés en-
gendrent une dissolution partielle des précipités : la concentration stationnaire de lacune stabilise les
solutés en solution solide, ce qui implique que, par rapport à l’état d’équilibre (hors irradiation), des so-
lutés provenant de la phase précipitée vont rejoindre la matrice pour former des amas avec ces lacunes.
Ce mécanisme est particulièrement mis en avant pour les systèmes Fe-V -X , avec X un soluté intersti-
tiel, d’une part parce que les limites de solubilité d’équilibre sont faibles et seront donc significativement
impactées pour des concentrations de lacunes raisonnables ([V ]|statio ≤ 10−4), d’autre part parce que les
interactions entre une lacune et un soluté interstitiel sont beaucoup plus fortes que les interactions avec
les solutés substitutionnels, ce qui amplifie l’effet d’une sursaturation donnée de lacunes. Ce nouveau
mécanisme de dissolution des précipités par stabilisation de la solution solide est une alternative à celui
des chocs balistiques, couramment évoqué pour expliquer la dissolution des précipités d’une deuxième
phase sous irradiation, qui explique que les atomes n’ont pas le temps de diffuser et de reformer les
précipités entre deux chocs successifs. La prépondérance d’un mécanisme ou l’autre pour expliquer la
dissolution d’un précipité sous irradiation est a priori fonction de la température :

– à basse température, les atomes diffusent très lentement et la dissolution des précipités sous irra-
diation sera principalement due aux effets des chocs balistiques ;

– à haute température, les atomes diffusent rapidement et les chocs balistiques ne permettent plus de
dissoudre un précipité. Les solutés n’ont pas non plus intérêt à former des amas avec les lacunes
car dans l’énergie libre de la solution solide, le terme lié à l’entropie de configuration prédomine
sur l’abaissement de l’énergie interne par création de ces amas ;
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– c’est aux températures intermédiaires que le nouveau mécanisme de dissolution de précipités sous
irradiation que nous avons mis en avant dans cette section sera prédominant. En effet, la tempé-
rature doit être suffisamment haute pour que les atomes puissent diffuser et explorer la solution
solide, mais suffisamment basse pour que la probabilité de créer des amas lacunes-solutés soit
importante.

Ce nouveau mécanisme de dissolution pourrait potentiellement expliquer certains résultats expérimen-
taux concernant la stabilité sous irradiation des nano-précipités dans les aciers renforcés par dispersion
d’oxydes (ODS), nano-précipités qui confèrent à l’acier ses propriétés particulières. La littérature expé-
rimentale n’arrive pas à un consensus sur ce sujet car [184] : la composition et la microstructure des
aciers ODS varie d’un groupe de recherche à l’autre ; les nano-précipités sont petits et difficiles à ca-
ractériser ; leur stabilité sous irradiation dépend a priori de la température, du type d’irradiation, de la
dose, et potentiellement d’effets collectifs entre plusieurs nano-précipités. Plusieurs auteurs ne trouvent
pas de différences notables entre les populations de nano-précipités des matériaux irradiés et non-irradiés
[242, 166, 167]. D’autres auteurs observent une dissolution de certains nano-précipités sous irradiation,
qui deviennent alors entourés d’une “couronne” de tout petits précipités (e.g. [224]). Ces auteurs ont
réalisé plusieurs types d’irradiations (neutrons, ions Hélium et électrons), à différentes doses et tempéra-
tures, ce qui leur permet de déduire par des arguments qualitatifs la nature du mécanisme de dissolution
[224]. Ils expliquent ainsi que les effets balistiques seuls ne sont pas suffisant, et montrent que la présence
des défauts ponctuels (paires de Frenkel) est en grande partie responsable de la dissolution. Cependant, ils
ne proposent pas de mécanisme explicite d’interaction entre les défauts ponctuels et les nano-précipités
qui provoquerait la dissolution de ces derniers. Dès lors, on peut tout à fait imaginer qu’une partie des
constituants des nano-précipités diffusent dans la solution solide où ils sont stabilisés par les lacunes en
sursaturation, comme nous l’avons expliqué dans cette section. Il semble donc souhaitable de réaliser
prochainement une étude quantitative de ce mécanisme de dissolution des nano-précipités dans les aciers
ODS.

Parce que les simulations AKMC sont longues et difficiles à réaliser, qu’elles présentent d’impor-
tantes fluctuations statistiques et qu’elles nécessitent de modéliser une phase ordonnée qui impose la
limite de solubilité d’équilibre, nous avons également eu recours aux LTE pour calculer l’effet d’une
sursaturation de lacunes sur les limites de solubilité.
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3.3.2 Limites de solubilité pour un équilibre contraint
Pour un système Fe-V -X , les LTE fournissent deux équations qui relient entre elles les 4 variables

suivantes (Eq. 1.31) : les concentrations totales de lacunes et de solutés en solution solide, respectivement
[V ] et [X], et les potentiels chimiques de lacunes et de solutés, respectivement µV Fe et µX . Lors du calcul
des limites de solubilité, une nouvelle relation a été introduite, provenant de l’égalité des grands potentiels
des deux phases (Eq. 1.36). Ainsi, le système de deux équations à résoudre est le suivant :

q

p

(
Ff (X)−µX

kBT

)
=
∑
i

gi exp

(
Ebti +niµV Fe+miµX

kBT

)
[V ] =

∑
i

nigi exp

(
Ebti +niµV Fe+miµX

kBT

)
. (3.4)

Il y a trois inconnues dans ce système : [V ], µV Fe et µX . Dans le chapitre 1, nous avons toujours
raisonné à µV Fe fixé à sa valeur d’équilibre, et la résolution du système 3.4 permettait d’obtenir les deux
autres variables. Ici, l’irradiation sera grossièrement assimilée à une contrainte extérieure qui impose la
concentration totale de lacunes [V ]. On en déduit alors les potentiels chimiques µV Fe et µX , et donc la
concentration totale de solutés dans la solution solide (Eq. 1.31). La Fig. 3.17 montre les limites de solubi-
lités en fonction de la concentration totale de lacunes, normalisées par la limite de solubilité à l’équilibre
[X]|sol (T ). Pour les trois systèmes, les courbes présentent une allure similaire. L’amplitude de l’augmen-
tation des limites de solubilités, ainsi que les concentrations de lacunes pour lesquelles ce phénomène
apparaît à température donnée varient d’un système à l’autre (fonction de Ebt (V X) et [X]|sol (T )), mais
toutes les courbes présentent la même allure qualitative. Ces calculs thermodynamiques confirment que
sous irradiation, les lacunes entraînent la dissolution de précipités en stabilisant les solutés dans la solu-
tion solide sous forme d’amas VnXm.

Quelque soit la température et le système, ces courbes deviennent linéaires à partir d’une certaine
sursaturation de lacune, et la pente de cette droite est proche de 1, ce qui signifie que la concentration
totale de solutés croît linéairement avec la concentration de lacunes, et le facteur de proportionnalité
dépend des limites de solubilité à l’équilibre [X]|sol (T ) et du type d’amas formé. En regardant les dis-
tributions d’amas associées à ces courbes, on observe que l’augmentation des limites de solubilité est
principalement due à la création d’amas dont la stœchiométrie est proportionnelle à V X2, ce qui n’est
guère surprenant car nous avions déjà montré au chapitre 1 que ces amas étaient prédominants dans la
solution solide à l’équilibre (cf. Fig. 1.21).
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FIGURE 3.17 – Calcul LTE de l’augmentation des limites de solubilité des solutés en solution solide
due à une sursaturation stationnaire de lacunes. Les résultats sont normalisés par les limites de solubilité
obtenues lorsque les lacunes sont à l’équilibre thermique.

Les résultats annoncés par la Fig. 3.17a) peuvent être comparés à ceux obtenus en simulation AKMC
pour le même système (Fig. 3.16). Avec une concentration totale de lacunes [V ] = [V ]|statio = 5.10−4,
le LTE prédit une augmentation des limites de solubilité du carbone d’un facteur 13.5, 5.0, 2.5, et 1.7
à T = 700, 800, 900 et 1000 K, respectivement. D’après les simulations AKMC, ce facteur vaut ∼ 10 à
T = 700 K, ∼ 2-3 à T = 750 K et ∼ 1 pour des températures supérieures. L’ordre de grandeur entre les
deux méthodes est donc tout à fait comparable, mais les prédictions AKMC sont globalement en deçà
de celles issues des LTE. L’hypothèse d’équilibre local est sous-jacente à l’utilisation des LTE, tandis
que les simulations AKMC ne s’appuient pas sur cette hypothèse. La validité ou non de cette hypothèse
pourrait expliquer les différences numériques observées entre les simulations AKMC et les calculs LTE.
Cette hypothèse est discutée en détail à la Sec. 3.4, et un critère de validité est également proposé.
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3.3.3 Idée d’expérience : mesure de concentrations hors d’équilibre de lacunes
Les sursaturations de lacunes dans un matériau hors d’équilibre sont difficiles à mesurer, alors qu’elles

sont d’une importance capitale pour comprendre et caractériser un matériau dans cet état. Il y a eu
certaines tentatives en PAS, mais l’interprétation de ces résultats reste difficile et sujette à controverse
[2, 174]. Les résultats présentés dans la section précédente suggèrent une nouvelle approche pour mesu-
rer ces concentrations.

Nous avons vu que les limites de solubilité augmentent significativement avec la concentration de
lacunes, ce qui implique que le potentiel chimique des solutés est très sensible à la présence des lacunes.
Dans ce paragraphe, nous proposons une méthode qui pourrait permettre de mesurer indirectement les
concentrations de lacunes sous irradiation, en s’appuyant sur ce phénomène. Le schéma expérimental
proposé est présenté sur la Fig. 3.18.

a) b)

FIGURE 3.18 – Schémas détaillant le montage expérimental de mesure des concentrations de lacunes
sous irradiation. L’enceinte sous vide est représentée en traits pleins noirs, l’échantillon solide en gris, les
solutés en jaune et les lacunes en blanc. Les flèches noires soulignent le fait qu’il y a équilibre thermody-
namique entre le solide et la vapeur. Dans le cas b), le solide est irradié, ce qui créé des lacunes dans le
matériau, stabilisant ainsi les solutés en solution solide.

Considérons une enceinte sous vide (trait épais noir) dans laquelle on place un échantillon (surface
grise) contenant une concentration [X]|0 de solutés (disques jaune) en solution solide dans la matrice, et
bien sûr sa concentration d’équilibre de lacunes (carrés blancs). Nous supposons que les solutés du solide
sont en équilibre avec leur vapeur, et le potentiel chimique peut donc s’écrire en fonction de la pression
partielle pX de solutés dans la phase vapeur [93] :

µX = µRef +kBT ln(pX) . (3.5)

Le solide est alors irradié, ce qui créé une sursaturation de lacunes. Les atomes de solutés sont sta-
bilisés dans la solution solide en formant des amas VnXm, et de cette manière leur potentiel chimique
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diminue. Pour conserver l’équilibre entre les solutés du solide et de la vapeur environnante, certains so-
lutés doivent passer de la phase vapeur à la solution solide : ainsi la pression partielle de solutés diminue.
En faisant la différence de l’Eq. 3.5 pour le cas initial (exposant “Eq”) et le cas irradié (exposant “Irr”),
on obtient :

pIrrX

pEqX
= exp

(
µIrrX −µ

Eq
X

kBT

)
. (3.6)

En supposant que l’on puisse avoir accès à la mesure expérimentale de ce rapport de pressions par-
tielles, nous pouvons le relier à la concentration totale de lacunes en solution solide via le calcul des
potentiels chimiques en LTE. Il suffit que la concentration totale de solutés [X]|0 et la température soient
connues et constantes. La Fig. 3.19 présente ce type de calculs LTE pour X = N, à diverses températures
et concentrations de solutés. Dans certains cas, la pression partielle est abaissée de 2-3 ordres de grandeur
pour des concentrations de lacunes susceptibles d’être rencontrées sous irradiation [154].
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FIGURE 3.19 – Courbes obtenues d’après les calculs LTE et permettant de relier le rapport pIrrX /pEqX
mesuré expérimentalement à la concentration totale de lacunes dans la solution solide Fe-N.

Cette méthode repose bien évidemment sur de nombreuses hypothèses, notamment que la tempéra-
ture et la concentration totale de solutés soient connues et constantes, que la mise à l’équilibre entre le
solide et la vapeur se fasse sur des temps raisonnables, et enfin que la précision de l’appareillage expé-
rimental permette de mesurer les baisses de pression partielle avec une précision suffisante. Les calculs
peuvent très probablement être modifiés de manière à prendre en compte des variations temporelles de
température et de concentration de solutés. Nous espérons qu’à l’avenir cette méthode pourra être utili-
sée directement ou servir de source d’inspiration pour mesurer des concentrations de lacunes lors d’un
équilibre contraint.
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3.4 L’hypothèse d’équilibre local : conditions de validité
La validité de tous les calculs analytiques réalisés jusqu’à présent repose sur l’hypothèse d’équilibre

local du système : les proportions entre les diverses configurations de chaque amas sont données par la
statistique de Boltzmann. Pour un système hors d’équilibre, il y a deux cas à distinguer : soit le système
se trouve dans un transitoire, en train d’évoluer vers un état stationnaire, soit cet état stationnaire est déjà
atteint. Dans ce dernier cas, le système est maintenu hors d’équilibre par une action extérieure, et on parle
alors de système forcé. À chaque instant, la thermodynamique du système créé une force motrice qui le
pousse vers l’équilibre et s’oppose exactement à l’effet de la contrainte extérieure. Nous nous bornerons
à discuter les systèmes hors d’équilibre pour lesquels le forçage extérieur sera réduit à une production
continue de lacunes dans la solution solide. Cette vision schématique très simple des systèmes forcés
sert de support à la réflexion dans le but de définir un critère de validité de l’hypothèse d’équilibre local.
Elle peut cependant correspondre à une première approche des systèmes sous irradiation, broyage ou
déformation plastique sévère, même si dans les deux derniers cas les effets de contrainte et déformation
du matériau sont a priori prépondérant sur les effets liés à une sursaturation de lacunes.

À notre connaissance, seul Flynn a discuté la validité de cette hypothèse, dans un article de 1964
[92]. Il place cette discussion dans le cadre d’un matériau où les défauts ponctuels interagissent les uns
avec les autres et forment des amas. D’après Flynn, l’hypothèse d’équilibre local n’est valable que si
les flux de défauts (donc les gradients de concentration de défauts qui les produisent) sont suffisamment
faibles pour que la population de défaut ait le temps de se mettre à l’équilibre lors de sa diffusion depuis
le volume du matériau vers les puits. Les gradients de concentration de défauts étant plus importants
proche des puits, c’est à cet endroit que l’hypothèse est susceptible de ne pas être valable. Partant du
principe que tous les amas de défauts ont un temps de vie et un libre parcours moyen qui ne dépend pas
de leur environnement, la validité de l’hypothèse d’équilibre local se ramène à la comparaison entre ce
libre parcours moyen (λ) et une distance caractéristique pour laquelle la concentration de ces amas de
défauts varie de manière significative (b, typiquement choisie comme étant égale au rayon d’un puits de
défauts sphérique). Il y a donc équilibre local si λ� b, ce qui revient à dire que les défauts ne voient pas
les gradients de concentration résultant de la présence des puits. L’explication donnée dans l’article est
brève et peu justifiée. Nous avons donc souhaité reprendre ces arguments afin de les généraliser et/ou de
les remplacer, le cas échéant, par d’autres arguments que nous jugeons plus pertinents.

Nous cherchons donc à établir un critère simple permettant de tester la validité de l’hypothèse d’équi-
libre local. Considérons tout d’abord un métal pur que l’on irradie, créant ainsi des lacunes dans le sys-
tème. Pour simplifier, les auto-interstitiels seront négligés dans notre analyse. Ces lacunes vont ensuite
s’éliminer au niveau des puits de défauts (dislocations, joints de grains et surfaces libres), établissant
ainsi un profil de concentration stationnaire. Prenons en exemple le cas où le système est compris entre
deux puits plans, localisés respectivement aux abscisses −δpuits et +δpuits . La géométrie du système est
représentée Fig. 3.20.
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FIGURE 3.20 – Schéma d’un profil de concentration stationnaire de lacunes résultant de la création des
lacunes dans le matériau (e.g. par irradiation) et de leur élimination aux puits situés en x=±δpuits.

Pour obtenir le profil de concentration stationnaire (courbe rouge), il suffit de résoudre une équation
de Fick mono-dimensionnelle (selon l’abscisse x), en imposant la stationnarité de la concentration de
lacunes :

∂ [V ]

∂t
=DV4 [V ] +a= 0, (3.7)

où a est le taux de production de lacunes par site et par unité de temps, et DV est le coefficient de
diffusion des lacunes. La résolution de l’Eq. 3.7 donne :

[V ]|statio (x) =− a

2DV
x2 + bx+ c, (3.8)

où b et c sont des constantes à déterminer. La symétrie du système ([V ]|statio (x) = [V ]|statio (−x))
impose b = 0. Les puits étant considérés comme parfaits, [V ]|statio (±δpuits) = [V ]|eq, avec [V ]|eq la
concentration d’équilibre thermique de lacunes. On obtient finalement :

[V ]|statio (x) =
aδ2
puits

2DV

(
1−
(

x

δpuits

)2
)

+ [V ]|eq . (3.9)

La première question à laquelle nous souhaitons répondre est la suivante : l’hypothèse d’équilibre
local est-elle valide le long du profil stationnaire de concentration de lacunes ? En d’autres termes, nous
voulons savoir si les deux simulations AKMC suivantes donneraient des distributions d’amas Vn iden-
tiques :

– la première simulation AKMC est effectuée dans un système homogène, dans l’ensemble cano-
nique, avec la concentration totale de lacunes fixée à [V ]|statio (x= 0). Ce système atteint un état
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d’équilibre (contraint puisqu’on a imposé la concentration totale de lacunes) et donc vérifie néces-
sairement l’hypothèse d’équilibre local.

– la seconde simulation AKMC est effectuée dans l’ensemble semi-grand-canonique, et les lacunes
sont introduites aléatoirement dans le système, avec une probabilité a (par site et par unité de
temps). Elles s’éliminent au niveau des plans x = −δpuits et +δpuits de la boîte de simulation et
sont alors remplacées par des atomes de la matrice. Ainsi, la concentration stationnaire de lacunes
mesurée au centre de la boîte doit correspondre à [V ]|statio (x= 0) et les mesures des distributions
d’amas sont effectuées exclusivement au centre de la boîte.

Si les deux simulations donnent des distributions d’amas Vn identiques, alors on pourra conclure que
l’hypothèse d’équilibre local est vérifiée pour la seconde simulation. La microstructure du système (i.e.
la densité et la géométrie des puits) impose un temps de vie moyen des lacunes. L’équilibre local n’est
pas assuré dès lors que ce temps de vie devient trop faible pour que les lacunes puissent explorer un envi-
ronnement représentatif de l’ensemble du système avant de disparaître. Un autre exemple, schématisé sur
la Fig. 3.21, met ce concept en avant. Considérons une unique lacune qui est créée dans un système bordé
par deux puits, et qui contient des solutés (en jaune), supposés immobiles. Pour se mettre à l’équilibre
vis-à-vis de ces solutés, la lacune doit, pendant son temps de vie, rencontrer une concentration de solutés
représentative du système complet. Le temps de vie τvie de la lacune est lié à l’écart entre les deux puits,
qui limite son libre parcours moyen δmoy, par son coefficient de diffusion DV :

δmoy = 2
√
DV τvie. (3.10)

Les disques bleus de la Fig. 3.21 délimitent donc la zone que la lacune explore, en moyenne, entre sa
création et son élimination aux puits. Dans la Fig. 3.21a), les puits de lacunes se trouvent sur les bords
du système : ainsi, la lacune aura a priori le temps d’explorer l’intégralité du système avant d’aller s’éli-
miner sur les puits. Pour affirmer cela, nous supposons que la lacune peut se mettre à l’équilibre vis-à-vis
des solutés qui se trouvent dans son aire d’exploration, d’où le terme d’équilibre local. Dans ce cas, cette
zone englobe la quasi-totalité du système : elle est donc nécessairement représentative de ce dernier.
Précisons que la lacune n’a pas nécessairement besoin d’être créée au centre des deux puits pour que ce
raisonnement s’applique : si la lacune est créée plus proche d’un des puits, elle a 50% de chance que son
libre parcours moyen soit plus faible que celui de l’Eq. 3.10 (si elle se dirige vers le puits proche), et 50%
de chance qu’il soit plus élevé (si elle se dirige vers le puits éloigné). En moyenne, le volume exploré
par la lacune avant son élimination sera bien lié à la distance δmoy telle qu’elle est définie dans l’Eq.
3.10. Dans la Fig. 3.21b), le système a gardé les même dimensions et la même concentration de soluté,
mais la densité de puits a été augmentée, et le libre parcours moyen de la lacune a donc été diminué
d’autant. Ainsi, la lacune n’explore plus qu’une petite partie du système, qui peut être représentative du
système ou pas en fonction de la concentration locale de solutés, “locale” désignant l’intérieur du volume
d’exploration. Enfin, le schéma de la Fig. 3.21c) montre un système identique au système a) au niveau
de la densité de puits et de la concentration de soluté mais ayant une géométrie différente (système 4 fois
plus large). Cet exemple permet simplement de mettre en avant les inhomogénéités de concentration à
l’échelle microscopique. Plus la solution solide est diluée et plus ces inhomogénéités microscopiques de
concentration sont marquées, ce qui signifie qu’il existe des zones au sein du matériau où la concentration
de solutés est localement plus faible que la concentration nominale, et d’autres zones où, à l’inverse, la
concentration locale est supérieure à la concentration nominale. L’amplitude des inhomogénéités micro-
scopiques de concentration est fonction de l’espacement moyen entre deux solutés. Il faut donc comparer
cet espacement moyen au libre parcours moyen de la lacune. Le schéma Fig. 3.21c) montre que la lacune
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peut, lors de son exploration du système, rencontrer une concentration locale de solutés similaire (lacune
2), inférieure (lacune 3) ou supérieure (lacune 4) à la concentration nominale.

FIGURE 3.21 – Schémas de différentes configurations d’un système bordé par des puits de lacunes (traits
épais noirs) et contenant une concentration fixée de solutés X (en jaune). Une lacune créée dans le sys-
tème, par exemple par irradiation, n’explore que la zone délimitée par le disque bleu avant de s’éliminer.

Ainsi, entre le moment où la lacune est créée et le moment où elle s’élimine sur les puits, elle a le
temps de se mettre à l’équilibre vis-à-vis d’une certaine population locale de solutés X , dont la concen-
tration s’écrit [X]|loc = (1 + ε) [X]|nom ([X]|nom est la concentration nominale de soluté). La valeur ε
dépend du temps de vie de la lacune et de l’espacement moyen entre deux solutés. Par définition, la
somme de ε sur l’ensemble du système s’annule, soit :

〈ε〉V =
1

V

˚
V
εdV = 0, (3.11)

où V est le volume total du système. En ne considérant que le cas très simple où les lacunes sont soit
isolées (concentration [Vmono]), soit associées avec les solutés sous forme de paires V X , on peut faire un
LTE local qui permet d’obtenir un potentiel chimique local

(
µloc
)

des lacunes et des solutés, potentiels
chimiques qui sont fonction de ε. La concentration locale de soluté est la concentration de soluté contenue
dans un volume centré sur l’unique lacune du système et dont la taille caractéristique est δmoy. En posant
θV X = gV X exp

(
Ebt (V X)/kBT

)
, les équations du LTE s’écrivent (cf. Eq. 1.31) :

[V ]|loc =

[
1 + θV X exp

(
µlocX
kBT

)]
exp

(
µlocV
kBT

)
,

(1 + ε) [X]|nom =

[
3 + θV X exp

(
µlocV
kBT

)]
exp

(
µlocX
kBT

)
. (3.12)

On peut alors calculer les distributions d’équilibre locales qui sont fonction des potentiels chimiques
locaux, par exemple le rapport [V X]/ [Vmono] = θV X exp

(
µlocX /kBT

)
. Dans ce cas pourtant très simple,

le potentiel chimique µlocX est déjà une fonction compliquée de ε :

exp

(
µlocX
kBT

)
=
−η+

√
η2 + 12θV X (1 + ε) [X]|nom

6θV X
, (3.13)
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avec :

η = 3 + θV X

(
[V ]|loc− (1 + ε) [X]|nom

)
. (3.14)

En faisant un développement limité au premier ordre de l’Eq. 3.13 pour ε � 1, on obtient que
exp

(
µlocX /kBT

)
est une fonction linéaire de ε :

exp

(
µlocX
kBT

)
= exp

(
µglobalX

kBT

)
+ϕε, (3.15)

où ϕ est une fonction compliquée de [V ]|loc , [X]|nom et θV X . La quantitéexp
(
µglobalX /kBT

)
est

obtenue à partir de l’Eq. 3.13 en prenant ε = 0 (i.e. système idéal parfaitement homogène) ou encore en
résolvant l’Eq. 3.12 sur un volume dont la distance caractéristique δmoy correspond à la taille du système
complet.

La moyenne de l’Eq. 3.15 sur l’ensemble du système permet de retrouver le potentiel chimique global
du système : 〈

exp

(
µlocX
kBT

)〉
V

=
1

V

˚
V

[
exp

(
µglobalX

kBT

)
+ϕε

]
dV

= exp

(
µglobalX

kBT

)
+
ϕ

V

˚
V
εdV

= exp

(
µglobalX

kBT

)
. (3.16)

Cela signifie que si ε 6 est suffisamment faible pour que le développement limité de l’Eq. 3.15 soit
valable, les probabilités respectives de chaque configuration 7 du système global ne seront pas affectées
par les inhomogénéités locales de composition. En écrivant l’Eq. 3.12, nous avons supposé que le sous-
système délimité par la longueur caractéristique δmoy se trouvait à l’équilibre local. En fait, l’hypothèse
d’équilibre local porte mal son nom, car on sera toujours capable de définir un volume de distance carac-
téristique δmoy qui soit à l’équilibre, i.e. dont les diverses configurations suivent une loi de probabilité de
Boltzmann. Derrière cette hypothèse d’équilibre local se cache en réalité la question suivante : ce volume
qui est localement à l’équilibre et dont la distance caractéristique est δmoy est-il ou non représentatif du
système dans son ensemble ? En d’autres termes, on cherche à déterminer si les propriétés du système
global dépendent de l’organisation locale du système, ou si elles ne dépendent que des caractéristiques
du système global. On voit dans l’Eq. 3.16 qu’il suffit que les inhomogénéités locales de composition
soient faibles (ε� 1) pour que toute propriété qui peut s’écrire sous la forme d’un développement en
amas ne soit pas affectée par l’organisation locale du système, ce qui en somme correspond à l’hypothèse
d’équilibre local.

6. Rappelons que la grandeur ε est nécessairement liée à la distance caractéristique δmoy qui définit le caractère local d’un
sous-système.

7. Rappelons également que dans un système dilué, la probabilité d’une configuration est proportionnelle aux facteurs
exp

(
µlocV /kBT

)
et exp

(
µlocX /kBT

)
(cf. Eq. 3.12). Ces probabilités sont donc des fonctions des potentiels chimiques locaux.
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Revenons à présent au cas général, et définissons une longueur caractéristique des inhomogénéités
microscopiques de composition : δhomo. On peut imaginer sa construction de la manière suivante : consi-
dérons un volume de taille caractéristique δ0 et mesurons la concentration de soluté dans ce volume,
centré sur différents points du système. Si δ0 est petit et la concentration de soluté faible, on s’attend à
avoir d’importantes variations de ces concentrations locales dans le système. En augmentant petit à petit
δ0, ces écarts diminuent, et les concentrations locales mesurées se rapprochent de la concentration nomi-
nale. Quand les écarts à la concentration nominale deviennent inférieures à un certain seuil dans tout le
système, on a alors δhomo = δ0.

δαihomo ∝ 3

√
Ωat

[αi]|nom
, (3.17)

avec [αi]|nom la concentration nominale par site de l’espèce αi et Ωat est le volume atomique. Notons
que la taille caractéristique d’homogénéisation est propre à chaque espèce, car plus une espèce est diluée,
plus la longueur d’homogénéisation associée est importante. La validité de cette définition a été testée
pour un système 2D de 250000 sites contenant une concentration nominale de solutés égale à 1%. La
Fig. 3.22 montre l’écart relatif à la concentration locale (|ε|) mesuré pour trois valeurs du volume local
sur lequel les concentrations sont calculées (i.e. de la longueur δ0). Pour que le développement limité
au premier ordre de l’Eq. 3.13 soit valable (|ε| � 1), il semble donc que le facteur de proportionnalité
de l’Eq. 3.17 doive être d’au moins un ordre de grandeur. Des résultats quantitativement similaires ont
été obtenus pour différentes répartitions aléatoires initiales, pour différentes concentrations (10%, 1% et
0.1%) et pour différentes tailles de système (de 100000 à 250000 sites).

FIGURE 3.22 – A partir d’une répartition aléatoire de solutés (concentration de 1%) sur 250000 sites,
l’écart relatif à la concentration nominale (|ε|) est calculé dans un carré de côté 2δ0 centré sur chacun des
points du système.

Une autre espèce αj se met à l’équilibre vis-à-vis d’une population de αi représentative du système
dans sa globalité si elle explore un système de longueur caractéristique δαihomo. L’espèce qui diffuse (αj)
réalise cela en un temps caractéristique d’exploration τexplo (αj ,αi) :
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τexplo (αj ,αi) =

(
δαihomo

)2
4Dαj

∝ 1

4Dαj

(
Ωat

[αi]|nom

) 2
3

. (3.18)

Si l’espèce αh est non-conservative, i.e. si elle est créée dans le système et peut s’éliminer, alors un
temps de vie lui est associé, et il se peut qu’elle n’ait pas le temps d’explorer un volume représentatif
du système global. Ce temps de vie ne dépend que de la densité ρσk des puits de type σk. On peut alors
définir une longueur caractéristique δσkpuits entre deux puits de dimensionnalité dσk :

δσkpuits ∝
1

(ρσk)
1

3−dσk

. (3.19)

On en déduit alors le temps de vie d’un composant d’espèce αh s’éliminant sur des puits de type σi :

τvie (αh,σk) =

(
δσkpuits

)2

4Dαh

∝ 1

4Dαhρ
2

3−dσk
σk

. (3.20)

Différents cas de figure se présentent. Dans un premier temps nous les discuterons en considérant que
l’état stationnaire est atteint dans le système, i.e. les concentrations locales d’espèces ne varient pas avec
le temps. Pour qu’on ait équilibre local, il faut que chaque espèce soit à l’équilibre vis-à-vis d’elle-même
et des autres espèces. Prenons alors un matériau avec deux composants mobiles 8 : une des espèces est
conservative (par exemple un soluté αX ) et l’autre est non-conservative (par exemple les lacunes αV ).
Il y a donc trois conditions à remplir : l’espèce αX doit être à l’équilibre local vis-à-vis d’elle même ;
l’espèce αV doit être à l’équilibre local vis-à-vis d’elle même ; l’espèce αX doit être à l’équilibre local
vis-à-vis de l’espèce αV (ou l’inverse).

Commençons par traiter le cas où l’espèce non-conservative αV doit se mettre à l’équilibre vis-à-vis
d’elle-même. Pour cela elle doit explorer une zone représentative du système (i.e. suffisamment étendue
pour que les variations locales de concentration de αV soient faibles) entre le moment où elle est créée et
le moment où elle s’élimine sur les puits. Cette condition d’équilibre local s’écrit donc :

∀k τexplo (αV ,αV )� τvie (αV ,σk) , (3.21)

ou encore :

max
k

Ωat ρ
1

1−dσk/3
σk

[αV ]|statio


2
3

� 1. (3.22)

La condition 3.22 ne dépend que de la microstructure du système, i.e. des densités de puits de défauts
et des concentrations nominales des divers constituants. Elle ne dépend pas de paramètres cinétiques, ou
du moins pas directement. Elle en dépend indirectement car [αV ]|statio est une fonction de a et de DV

(Eq. 3.9). Notons que [αV ]|statio est une fonction de l’abscisse x. Plus la concentration [αV ]|statio (x) est
faible, plus la condition 3.22 est restrictive. Si l’inégalité 3.22 devient une égalité pour x = x∗ (d’après

8. Si les composants sont peu ou pas mobiles à la température du système, alors ils ne peuvent pas explorer le système, et
ce dernier ne peut donc pas atteindre un état d’équilibre, local ou global.
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les notations de la Fig. 3.20, [αV ]|statio (x∗) = [αV ]∗), l’équilibre du système n’est assuré que pour la
partie du système située entre les abscisses −x∗ et x∗.

À présent, nous discutons la mise à l’équilibre de l’espèce conservative αX vis-à-vis d’elle-même. La
différence majeure avec le cas précédent, c’est que les constituants de cette espèce n’ont pas de temps de
vie. Ainsi, cette condition d’équilibre local sera toujours vérifiée pour une espèce mobile, tant que l’état
stationnaire du système est maintenu sur une durée τstatio telle que :

τstatio ∼ τexplo (αX ,αX)∝ 1

4DαX

(
Ωat

[αX ]|nom

) 2
3

. (3.23)

Notons que le couplage de flux entre les espèces non-conservatives et les espèces conservatives, ainsi
que la différence de potentiel chimique de soluté le long du profil de concentration de lacunes, peuvent
générer un profil de concentration de soluté, [αX ]|nom n’étant alors pas homogène dans tout le matériau.
Les considérations précédentes sur la zone du système qui se trouve à l’équilibre local en fonction de la
concentration utilisée pour calculer la condition d’équilibre local sont toujours valables, ce qui signifie
qu’il y a certaines parties du matériau où l’espèce non-conservative sera plus rapidement à l’équilibre
local que dans d’autres.

Enfin, il reste à discuter les conditions de mise à l’équilibre entre les espèces αX et αV . Insistons sur
le fait qu’il suffit que l’une des espèces se mette à l’équilibre local vis-à-vis de l’autre, qui pourrait tout
aussi bien être immobile. L’une des deux espèces étant conservative (αX ), elle dispose d’un temps infini
pour explorer une zone représentative du système du point de vue de la concentration d’espèce αV (car
le profil de concentration de αV est stationnaire). Cette condition d’équilibre local sera donc toujours
vérifiée. Peu importe le temps de vie des lacunes αV , les solutés αX se mettent à l’équilibre vis-à-vis
d’une concentration moyenne de lacunes, [αV ]|statio. Ce mécanisme se met en place en un temps τstatio :

τstatio ∼ τexplo (αX ,αV )∝ 1

4DαX

(
Ωat

[αV ]|statio

) 2
3

. (3.24)

L’espèce non-conservative peut elle aussi se mettre à l’équilibre vis-à-vis de l’espèce conservative, ce
qu’elle fait en un temps caractéristique :

τexplo (αV ,αX)∝ 1

4DαV

(
Ωat

[αX ]|nom

) 2
3

. (3.25)

Seulement, elle ne peut réaliser une exploration d’une portion significative du système que si elle
dispose d’un temps de vie suffisant, soit :

max
k

Ωat ρ
1

1−dσk/3
σk

[αX ]|nom


2
3

� 1. (3.26)

Si l’Eq. 3.26 est vérifiée, l’espèce non-conservative se mettra généralement plus vite à l’équilibre vis-
à-vis de l’espèce conservative que l’inverse car on aura en général : DαX [αV ]

2/3
|statio�DαV [αX ]

2/3
|nom, et

donc τexplo (αV ,αX)� τexplo (αX ,αV ). Si l’Eq. 3.26 n’est pas vérifiée, alors l’équilibre local est assuré
par l’espèce αX .
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Résumons : lorsque le système se trouve dans l’état stationnaire, l’espèce conservative (et mobile)
αX garantit la mise à l’équilibre local de αX par rapport à αX et de αX par rapport à αV , soit la vé-
rification de deux conditions sur trois. Dans ce type de système, seule la condition 3.22 peut empêcher
le système d’atteindre l’équilibre local. Cela signifierait que les populations d’amas de αV ne vérifient
pas les proportions données par la statistique de Boltzmann et empêchent donc de définir un potentiel
chimique pour l’espèce αV .

Lors d’un état transitoire, la situation se complique puisque les espèces conservatives ne disposent
plus d’un temps infini pour se mettre à l’équilibre vis-à-vis d’une espèce dont la concentration varie avec
un temps caractéristique τα (t) auquel il est difficile d’attribuer une définition précise. L’équilibre local
est assuré à un temps t de l’état transitoire si en plus des conditions précédentes on ajoute celle-ci :

τstatio ≤ τα (t) . (3.27)

D’autre part, les conditions d’équilibre local définies dans cette section se généralisent facilement
à des systèmes plus complexes. Par exemple, à l’état stationnaire, l’équilibre local entre deux espèces
conservatives αX et αY est atteint en un temps τstatio :

τstatio ∼min
(
τexplo (αX ,αY ) ;τexplo (αY ,αX)

)
, (3.28)

et l’équilibre local entre deux espèces non-conservatives αV et αW est atteint si :


Ωat maxk

{
ρ

1
1−dσk/3
σk

}
maxiε{V,W}

{
[αi]|statio

}


2
3

� 1. (3.29)

Enfin, pour les quelques plans atomiques les plus proches des puits, l’établissement de l’équilibre
local n’est pas soumis aux conditions ci-dessus qui reposent sur la diffusion à longue distance des espèces.
Proche des puits, ce sera surtout la nature de l’interaction avec les puits qui pilotera l’établissement des
populations d’amas. Par exemple dans les alliages Fe-Cr irradiés, on observe la précipitation de la phase
α′ riche en Cr à l’intérieur des grains, mais pas au niveau des joints de grains [175]. Ce phénomène
pourrait être dû à des populations locales d’amas fortement hors d’équilibre à proximité des joints, ce qui
limiterait la probabilité d’apparition d’un germe critique de phase α′ dans cette zone.

3.5 Développement d’un nouveau formalisme de dynamique d’amas
Nous avons vu que la microstructure des carbures dans un acier était difficile à comprendre car elle

nécessite une modélisation à l’échelle atomique des cinétiques d’évolution du matériau pendant les diffé-
rents processus d’élaboration qu’il subit. Les simulations de type AKMC sont cependant trop coûteuses
en temps de calcul pour pouvoir accéder aux échelles temporelles et spatiales correspondant à ces pro-
cessus d’élaboration. Il faut donc se tourner vers des méthodes plus efficaces et donc changer d’échelle.
Au-dessus de l’échelle atomique se trouve l’échelle des amas et les méthodes orientées objets qui y sont
associées (e.g. Monte Carlo sur objet et dynamique d’amas). Ces dernières sont très efficaces d’un point
de vue numérique et permettent d’atteindre des temps de simulation importants, ce qui permet de les com-
parer aux cinétiques expérimentales (e.g. [153, 154, 222]). Bien évidemment, le transfert des propriétés
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du système de l’échelle atomique vers l’échelle des amas ne se fait pas sans approximations. Dans ce
paragraphe, nous proposons d’ajouter au formalisme classique de dynamique d’amas les phénomènes de
couplage de flux, en se basant sur les développements effectués au chapitre 2. Nous introduisons ensuite
un nouveau formalisme orienté objet qui vise à supprimer certaines approximations dans les équations
gouvernant l’évolution des populations d’amas.

3.5.1 Revue critique du formalisme de dynamique d’amas classique
Dans ce paragraphe nous décrivons brièvement le formalisme classique de dynamique d’amas (DA)

et les hypothèses sous-jacentes. Une description plus précise de ce formalisme est présentée dans les
Réfs. [203, 52, 153], et certaines extensions y sont discutées. Ce formalisme considère une cellule ho-
mogène pour laquelle on introduit les variables [An] qui correspondent aux concentrations des amas de
n atomes d’espèce A. L’objectif d’une simulation de DA consiste à résoudre les équations cinétiques qui
gouvernent l’évolution des populations d’amas. Sous l’hypothèse classique que seuls les monomères sont
mobiles, ces équations s’écrivent :

∂ [An]

∂t
= Jn−1→n−Jn→n+1 ∀n≥ 2,

∂ [A1]

∂t
=−2J1→2−

∑
n≥2

Jn→n+1. (3.30)

Les quantités Jn→n+1 (positives ou négatives) sont des flux dans l’espace des tailles d’amas qui
résultent de deux types de processus, les processus d’association et de dissociation.

Jn→n+1 = βn [An] [A1]−αn+1 [An+1] . (3.31)

Le coefficient βn correspond au coefficient d’association entre un monomère A1 et un amas An (ré-
action A1 +An→ An+1), et le coefficient αn+1 correspond au coefficient de dissociation d’un amas de
taille n+ 1 (réaction An+1→ A1 +An). Classiquement, le coefficient d’association βn s’obtient en ré-
solvant l’équation de diffusion stationnaire d’un monomère vers un amas de taille n,4 [A1]r,An = 0, où
4 est l’opérateur laplacien 9. Les indices r et An soulignent le fait que l’on considère dans ce calcul que
la concentration de monomères est localement (i.e. autour d’un amas An) inhomogène, et dépend donc
de la distance r entre l’amas et le monomère. En supposant le milieu isotrope, cette équation s’écrit en
coordonnées sphériques :

∂2 [A1]

∂r2
+

2

r

∂ [A1]

∂r
= 0. (3.32)

La solution de cette équation s’écrit [A1]r,An = −k1/r+ k0, où k1 et k2 sont deux constantes à dé-
terminer. Pour cela, l’amas An est traité comme un puits parfait pour les monomères, ce qui suppose
que c’est la diffusion à longue distance des atomes qui est l’étape limitante du phénomène d’association.
Ainsi, la concentration de monomères au niveau de l’amas An est nulle (puits parfait), ce qui est cohé-
rent avec le fait que dès qu’un monomère rencontre un amas An, les deux s’assemblent pour former un

9. Cette équation découle de la seconde loi de Fick appliquée aux monomères A1 de coefficient de diffusion D1 :
∂ [A1]/∂t+∇(D1∇ [A1]) = 0. En supposant le milieu homogène et isotrope (i.e. D1 est une constante), on obtient dans
l’état stationnaire (∂ [A1]/∂t= 0) : D1∇(∇ [A1]) = 0, soit4 [A1] = 0.
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amas An+1. Loin de l’amas, on suppose par contre que la concentration locale des monomères n’est pas
affectée par la présence de l’amas, donc ∀n, [A1]∞,An ' [A1]. Si cet amas An est supposé sphérique de
rayon rn, on impose donc les conditions aux limites suivantes dans un référentiel centré sur le centre de
l’amas An :

[A1]rn,An = 0 et lim
r→∞

[A1]r,An = [A1] , (3.33)

ce qui permet de calculer les constantes k0 et k1, d’où : [A1]r,An = (1− rn/r) [A1]. Le profil de
concentration locale [A1]r,An est schématisé sur la Fig. 3.23.

FIGURE 3.23 – Profil stationnaire de la concentration localement inhomogène de monomères autour d’un
amas An, notée [A1]r,An .

Ayant déterminé ce profil stationnaire de la concentration localement inhomogène de monomères
autour d’un amas An, il suffit de calculer le flux de monomères à la surface de cet amas pour obtenir le
taux d’association βn (avec S (An) la surface de l’amas An) :

βn =− 1

Ωat

¨

S(An)

rD1∇ [A1]r,An drdθ =
4πrnD1

Ωat
. (3.34)

Le taux de dissociation est pour sa part déduit du taux d’association par la condition de stationnarité
des distributions d’amas à l’équilibre, qui peut également s’interpréter comme une condition de bilan
détaillé entre les amas A1, An et An+1 :

Jeqn−1→n = 0 = βn−1 [An−1]eq [A1]eq−αn [An]eq , (3.35)

soit :

αn =
4πrnD1

Ωat
exp

(
F (An)−F (An−1)−F (A1)

kBT

)
, (3.36)

où F (An) est l’énergie libre de formation de l’amas An, supposée connue car issue d’un modèle
énergétique ajusté en amont, typiquement une loi de type capillaire (cf. annexe C). Les équations 3.30,
3.31, 3.34 et 3.36 permettent de calculer l’évolution en fonction du temps d’une population d’amas dans
un système homogène. Si l’on s’intéresse à un système hétérogène, celui-ci sera divisé en cellules de taille
caractéristique 2h et supposées homogènes. À l’intérieur de chaque cellule, on résout donc les mêmes
équations que dans le cas homogènes, sauf qu’il faut y ajouter le flux de monomères entre cellules, dont
la force motrice est la différence de concentration de monomères entre les deux cellules. Ainsi, le flux
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de monomères entre deux cellules adjacentes c1 et c2 s’écrit simplement avec une loi de Fick, et cette
définition s’étend naturellement au cas des amas mobiles :

φA1
c1→c2 =−D1

[A1]|c2− [A1]|c1
2h

. (3.37)

Nous passons maintenant à la critique de ce formalisme et commençons par discuter le phénomène
de couplage de flux. Précisons tout d’abord que les couplages de flux résultent de la façon dont les
trajectoires cinétiques de deux composants sont liées les unes aux autres, ce qui requiert d’une part que ces
constituants interagissent (i.e. qu’ils modifient leurs paysages énergétiques locaux respectifs), et d’autres
part qu’ils migrent. La seule manière de remplir ces conditions dans un alliage dilué est donc que les amas
soient mobiles. La généralisation des équations ci-dessus aux amas mobiles ne pose aucune difficulté
théorique particulière. L’effet principal des couplages de flux va être de générer des profils stationnaires
de ségrégation induite sous irradiation. On n’observera aucun profil de concentration dans un système
supposé homogène, et il faut donc nécessairement se tourner vers la DA hétérogène (i.e. où le système
est subdivisé en sous-systèmes homogènes) pour pouvoir espérer étudier les couplages de flux. Dans le
formalisme classique de DA, chaque amas se voit attribué un coefficient de diffusion scalaire, alors que
nous avons vu dans la Sec. 2.3.2 que les propriétés cinétiques des amas devaient être caractérisées par une
matrice d’Onsager, soit 3 coefficients indépendants pour un amas de deux constituants. On comprend dès
lors que la DA ne parviendra pas à reproduire quantitativement les phénomènes de couplages de flux. Cela
ne signifie pas pour autant que ces derniers soient qualitativement absents du formalisme classique. En
effet, les composants du système peuvent migrer seuls ou en tant qu’amas, en fonction de la probabilité
de dissociation d’un amas. Prenons l’exemple d’un système contenant une sursaturation de lacunes et
des solutés X . Plus la probabilité de dissociation d’une paire V X est basse, et plus il sera probable que
les lacunes ne migrent pas seules vers les puits de défauts, mais sous forme d’amas, provoquant ainsi
un enrichissement en solutés au niveau des puits. Cette situation reproduit qualitativement l’effet d’un
couplage de flux positif entre les lacunes et les solutés. On peut par contre aisément se convaincre qu’un
raisonnement similaire ne permet pas de reproduire les couplages de flux négatifs, car si la probabilité
de dissociation des paires V X est importante, alors la population des solutés ne sera pas affectée par
le flux de lacunes. Dans la Sec. 3.5.2, nous montrons que les développements théoriques réalisés au
chapitre 2 permettent de comprendre comment insérer les couplages de flux de manière quantitative dans
un formalisme de DA classique.

Pour les phénomènes de précipitation, le formalisme de DA tel qu’il est formulé ci-dessus est en
général en bon accord avec les simulations AKMC, sauf pour les premiers instants de la précipitation où
les densités d’amas évoluent trop lentement en DA par rapport à l’AKMC [153]. Ceci peut être expliqué
par différentes approximations de la DA, clairement mises en avant par Jourdan et al. [153] :

– il n’y a aucune corrélation spatiale entre les amas. Le phénomène de dissociation est supposé
parfaitement efficace, si bien que les deux sous-amas qui en résultent sont redistribués de manière
aléatoire dans le système immédiatement après la dissociation ;

– l’hypothèse d’un profil de concentration stationnaire autour des amas est a priori justifiée aux
temps longs, lorsque le système a atteint un état globalement stationnaire. La répartition des amas
étant initialement aléatoire, il faudra un certain temps avant que les distributions d’amas s’orga-
nisent entre elles et puissent atteindre ce type de profil de concentration local. De plus, cette hypo-
thèse suppose que chaque paire d’amas peut être traitée de manière isolée, ce qui est certainement
vrai pour les solutions solides diluées mais pas pour les alliages plus concentrés.

Afin de dépasser ces limitations et peut être obtenir un meilleur accord entre les simulations AKMC et
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la dynamique d’amas dans les premiers temps de la précipitation, nous avons commencé à développer,
en collaboration avec Thomas Jourdan (SRMP), un nouveau formalisme de dynamique d’amas, tempo-
rairement baptisé “Random Walk Cluster Dynamics” (RWCD). Ce formalisme sera présenté dans la Sec.
3.5.3. Certains points du RWCD restent à développer et nous n’avons pas eu le temps d’implémenter les
équations associées. Ainsi, nous nous limiterons à une brève discussion des perspectives attendues pour
ce travail (Sec. 3.5.4).

3.5.2 Insertion des couplages de flux dans un formalisme de DA classique
Pour simplifier l’explication, nous considérons un système contenant des lacunes V isolées, des solu-

tés X isolés, et des paires V X . Ce système est hétérogène selon la direction x de l’espace, et homogène
selon les deux autres directions. Ainsi, il est subdivisé en 3 cellules homogènes de largeur 2h selon la
direction x, comme le montre la Fig. 3.24.

FIGURE 3.24 – Schéma du système composé de trois cellules homogènes de largeur 2h avec des interfaces
perpendiculaires à la direction x. Chaque cellule contient une certaine concentration de mono-lacunes V ,
solutés X et paires V X .

D’après l’Eq. 2.66, les propriétés d’une paire V X sont entièrement décrites par 4 coefficients (dont 3
indépendants) Lαβ (V X) avec α,βε{V,X}. Chacun de ces coefficients peut être ensuite décomposé en
trois contributions :

Lαβ (V X) = Lαβ (V X)|M +Lαβ (V X,V )|AD +Lαβ (V X,X)|AD . (3.38)

La matrice des mobilités d’amas qui contient les coefficients Lαβ (V X)|M peut être ramenée à une
mobilité scalaire L(V X)|M (cf. Sec. 2.4.5), qui joue un rôle rigoureusement équivalent à celui du co-
efficient de diffusion d’amas dans le formalisme de DA, et notamment dans l’Eq. 3.37. Les deux autres
termes sont liés à la dissociation et à l’association de la paire V X , soit par émission (respectivement
absorption) d’une lacune, soit par émission (respectivement absorption) d’un soluté. Précisons que ces
coefficients rendent compte des phénomènes d’association/dissociation sans diffusion à longue distance,
contrairement aux hypothèses classiques de DA. Ces matrices d’association/dissociation ne peuvent pas
être réduites à un scalaire, mais peuvent cependant être réécrite de la façon suivante :
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(
Lαβ (V X,V )|AD +Lαβ (V X,X)|AD

)
αβ

=

 LV V (V X,V )|AD LXV (V X)|AD

LV X (V X)|AD LXX (V X,X)|AD

 . (3.39)

Le premier terme
(
LV V (V X,V )|AD

)
permet de calculer un flux net de lacunes qui est dû aux sauts

de dissociation des lacunes qui s’échappent des paires V X 10 :

J
(V X,V )
c2→c3 (V ) =−LV V (V X,V )|AD

[V X]|c3− [V X]|c2
2h

. (3.40)

Si il y a autant de paires V X dans la cellule c2 et dans la cellule c3, alors les flux dus à la dissociation
des lacunes se compensent et il n’y a pas de flux net entre ces deux cellules. La question à résoudre est :
que devient le soluté X lorsque la lacune se dissocie de la paire ? Où se trouve-t-il juste avant la dissocia-
tion ? Ce sont les coefficients de couplages de flux LXV (V X)|AD qui apportent la réponse. À l’échelle
atomique, ces coefficients contiennent toutes les informations liées aux interconnexions entre l’associa-
tion/dissociation de V et celle de X , ce qui permet d’écrire le flux de solutés X dû à la dissociation des
paires V X par émission d’une lacune :

J
(V X,V )
c2→c3 (X) =−LXV (V X,V )|AD

[V X]|c3− [V X]|c2
2h

. (3.41)

Des équations analogues peuvent être obtenues lorsque c’est le soluté qui se dissocie des paires,
créant un flux de lacunes par couplage de flux. En prenant en compte tous ces phénomènes d’échanges
entre cellules (dont on peut calculer les coefficients de transport associés par la méthodes SCMF, ou
éventuellement les mesurer au cours d’une simulation AKMC), les équations d’évolution des popula-
tions d’amas dans la cellule c2 s’écrivent (par unité d’interface entre deux cellules adjacentes, et avec
∇ [V X]|ij = ([V X]|cj − [V X]|ci)/2h) :

∂ [V X]|c2
∂t

= L(V X)|M

(
∇ [V X]|21 +∇ [V X]|23

)
,

∂ [X]|c2
∂t

=
(
LXV (V X,V )|AD +LXX (V X,X)|AD

)(
∇ [V X]|21 +∇ [V X]|23

)
,

∂ [V ]|c2
∂t

=
(
LV X (V X,X)|AD +LV V (V X,V )|AD

)(
∇ [V X]|21 +∇ [V X]|23

)
. (3.42)

Précisons que ces équations ne prennent en compte que les transferts entre cellules adjacentes, et qu’à
celles-ci il est nécessaire d’ajouter les équations qui correspondent à l’évolution des populations d’amas
à l’intérieur de la cellule c2 (Eq. 3.30).

L’avantage de cette méthode est qu’elle permet de prendre en compte les couplages de flux de manière
quantitative et qu’elle est tout à fait compatible avec le formalisme classique de DA, à condition de

10. Précisons la notation des flux : J (α,β)
ci→cj (γ) représente le flux net de constituants γ depuis la cellule ci vers la cellule cj ,

flux qui est lié à la dissociation (association) du constituant β depuis (pour former) l’amas α.
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s’assurer de la cohérence entre les taux de dissociation et d’association (αn et βn) et les coefficients de
transport Lαβ (An,Ap)|AD. Un moyen simple (mais non rigoureux) de faire cela est de remplacer les
concentrations [V X] dans les gradients des Eqs. 3.42 par des concentrations d’amas dissociés/associés
pendant un intervalle de temps donné, celles-ci s’exprimant en fonction des flux de l’Eq. 3.31. Nous
n’avons pas eu l’occasion de tester ces équations dans un code de DA, ni de les comparer aux simulations
AKMC. Il faudra soigneusement réfléchir au choix d’un système modèle pour pouvoir effectuer ce type
de comparaison, car les coefficients de couplage de flux peuvent s’avérer difficiles à mesurer en AKMC.

La prise en compte des corrélations spatiales entre amas et la suppression de l’hypothèse de profil de
concentration stationnaire autour des amas nécessite quant à elle une refonte plus profonde du formalisme
de DA, et c’est ce que nous explorons dans le paragraphe suivant.

3.5.3 Développement du “Random Walk Cluster Dynamics”
3.5.3.1 Paramétrisation des propriétés des amas

Soit pk (i) la probabilité qu’un amas i adopte sa configuration k, et soit Ω(i) l’ensemble des configu-
rations de l’amas i. La probabilité pk (i) s’écrit alors :

pk (i) = gk exp

(
Ebt
(
i|k
)

kbT

)
/

∑
jεΩ(i)

gj exp

(
Ebt
(
i|j
)

kbT

)= gk exp

(
Ebt
(
i|k
)
−F bt (i)

kbT

)
, (3.43)

où F bt (i) est l’énergie libre de liaison totale de l’amas i. Les multiplicités géométriques (coefficients
gk) et l’énergie de liaison de chaque configuration peuvent par exemple être obtenues à partir de notre
méthode d’exploration de l’espace des configurations développée au chapitre 1 (§ 1.3.2), à condition de
disposer d’un modèle d’interaction sur réseau pour le système étudié.

Nous supposons que le temps de mise à l’équilibre d’un amas (exploration de ses différentes confi-
gurations) est négligeable devant l’intervalle de temps typique entre un processus d’association et un
processus de dissociation. Ainsi, les amas i sont approximés par des sphères d’énergie libre F bt (i). Nous
définissons alors deux volumes effectifs pour chaque amas i : le volume de l’amas (clust) et le volume de
capture (capt). Un volume effectif donné est obtenu en réalisant une moyenne thermodynamique (pon-
dérée par la distribution de probabilités pk (i)) du volume associé à chaque configuration particulière k.
Nous définissons alors le rayon effectif comme le rayon d’une sphère dont le volume est égal à ce volume
effectif. Puisqu’il y a deux volumes effectifs, il y a deux rayons effectifs :

– rclusti caractérise le volume effectif occupé par les atomes de l’amas i ;
– rcapti caractérise le volume effectif d’interaction thermodynamique avec les constituants de l’amas
i. Ainsi dès qu’un atome se trouve à une distance inférieure à rcapti du centre de l’amas i, les deux
se trouvent en interaction thermodynamique et forment donc un nouvel amas.

À chaque amas i est associée sa matrice d’Onsager, de laquelle on tire les paramètres cinétiques de
l’amas (cf. § 2.3.2). Dans un premier temps, nous ne traiterons pas les coefficients extra-diagonaux liés
à l’association et à la dissociation des amas. Ainsi chaque amas possède un ensemble de coefficients
cinétiques pour lesquels nous adoptons les notations simplifiées suivantes :

– mobilité de l’amas i : Mi = Leq (i)|M ;

178



– coefficient de dissociation de l’amas h par émission d’un amas i :MD
h (i) = 1

2

〈
Leqββ (h,i)|AD

〉
βεΩβ(i)

,

où β est une espèce dont le saut entraîne la dissociation de l’amas i, Ωβ (i) est l’ensemble des es-
pèces appartenant à l’amas i, et le facteur 1/2 vient de l’égalité entre les composantes d’association
et de dissociation (qui elle-même résulte du bilan détaillé). Les crochets 〈.〉 désignent une moyenne
arithmétique sur l’ensemble Ωβ (i) ;

– coefficient d’association de l’amas i avec un autre amas, de manière à former l’amas h : MA
h (i) =

1
2

〈
Leqββ (i,h)|AD

〉
βεΩβ(i)

.

L’hypothèse que les différentes configurations d’un amas se trouvent toujours à l’équilibre entre elles im-
plique que ces coefficients cinétiques sont tous des quantités intrinsèques d’équilibre des amas. Ces trois
coefficients s’expriment en

[
m2.s−1

]
et peuvent être mesurés au cours d’une simulation AKMC ou cal-

culés via la méthode SCMF. Nous définissons également les distances αDh (i) et αAh (i) qui correspondent
aux distances des sauts de dissociation et d’association, moyennées sur l’ensemble Ωβ (i).

3.5.3.2 Commentaires préliminaires

Nous commencerons par développer le formalisme RWCD pour un système dilué supposé spatiale-
ment homogène. Avant cela, nous souhaitons préciser notre manière d’aborder un tel système. Lorsqu’un
amas se trouve isolé dans une matrice, il ne ressent pas de force motrice qui l’inciterait à privilégier une
direction de migration particulière, sauf par exemple sous l’action d’un champ électrique ou un champ de
déformations qui modifient le système localement. Nous ne traitons pas ces cas ici et nous limitons à des
systèmes soumis à des gradients de potentiels chimiques (ou de concentration). Ainsi, l’amas réalise une
marche aléatoire dans le système, jusqu’à ce qu’il rencontre d’autres amas. À cet instant, l’amas initial
change de nature puisqu’il a réagi avec un autre amas. C’est ce processus d’exploration qui petit à petit va
générer des flux macroscopiques orientés dans une direction particulière qui découle de la force motrice
macroscopique. Microscopiquement, les amas ne ressentent par contre aucune force motrice. En ce sens,
rappelons que le flux d’atomes observé en présence d’un gradient de concentration résulte d’une marche
aléatoire de chacun des atomes, et c’est simplement le fait d’avoir plus d’atomes d’un côté ou de l’autre
qui créé un flux net.

À chaque instant de la simulation, la cellule est traitée comme un gaz d’amas homogène et aléatoire.
La simulation sera séparée en pas de temps ∆t choisis de telle sorte que :

∆Ni (∆t)

Ni
� 1, (3.44)

avec Ni le nombre d’amas de type i, et ∆Ni (∆t) la variation de ce nombre au cours de l’intervalle de
temps ∆t. De cette manière on peut supposer que les populations d’amas ne varient pas sur un intervalle
de temps ∆t. L’Eq. 3.44 peut d’ailleurs servir de critère pour fixer la valeur du pas de temps adaptatif ∆t.

Les amas seront représentés par des distributions de probabilités, et leurs interactions avec les autres
amas seront également exprimées sous forme de probabilités. Ainsi, le formalisme qui suit peut être
utilisé de deux façons :

– la première, qui sera numériquement plus efficace, consiste à traiter les nombres d’amasNi comme
des nombres réels, et ce sont donc des fractions d’amas qui diffusent et interagissent. Cette ap-
proche sera qualifiée de déterministe ;

– la seconde considère que les nombres d’amasNi sont des entiers naturels et chaque fois qu’un amas
a une certaine probabilité d’évoluer, un nombre aléatoire est généré pour savoir si cette évolution
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se produit ou non. Ce sont ces tirages de nombres aléatoires qui risquent de rendre cette approche
moins efficace que la première d’un point de vue numérique. En contre-partie, elle permet de traiter
automatiquement des fluctuations de populations avec des effets de taille finie.

Nous passons maintenant au développement du formalisme RWCD pour une cellule homogène.

3.5.3.3 Diffusion d’un amas

Comme nous l’avons expliqué, les amas migrent en tant qu’objets isolés réalisant une marche aléa-
toire avec une mobilité Mi qui a les dimensions d’un coefficient de diffusion. Une moyenne d’ensemble
d’amas isolés qui diffusent étant formellement équivalente à la diffusion d’une population d’amas sans
interactions, on peut dire que chaque amas isolé diffuse selon la seconde loi de Fick :

∂Pi (x,y,z, t)

∂t
=4 [MiPi (x,y,z, t)] , (3.45)

où Pi est la probabilité qu’un amas i se trouve aux coordonnées (x,y,z) au temps t. La mobilité
d’amas étant supposée isotrope, l’Eq. 3.45 s’écrit en coordonnées cartésiennes :

∂Pi
∂t

=Mi

(
∂2Pi
∂x2

+
∂2Pi
∂y2

+
∂2Pi
∂z2

)
. (3.46)

Pour la résoudre, nous faisons une transformée de Fourier sur les variables x, y et z, ce qui permet
d’obtenir une équation différentielle du premier ordre en temps. Cette dernière est résolue en appliquant
la condition initiale Pi (x,y,z,0) = δ (x,y,z) , où δ correspond à la distribution de Dirac. Reste ensuite
à réaliser la transformée de Fourier inverse, puis à utiliser le théorème de Fubini pour séparer les trois
variables x, y et z. Enfin, l’intégrale de Gauss permet d’obtenir la solution gaussienne de cette équation,
dans laquelle nous effectuons un changement de coordonnées, car les amas sont approximés par des
sphères, et il est donc naturel d’utiliser un système de coordonnées sphériques (x = r sinθ cosϕ, x =
r sinθ sinϕ et z = r cosθ) :

Pi (r, t) =
1

(4πMit)
3/2

exp

(
− r2

4Mit

)
. (3.47)

On peut vérifier que cette probabilité est normalisée :

∞̂

r=0

π̂

θ=0

2πˆ

ϕ=0

Pi (r, t)r
2 sin(θ)drdθdϕ= 1. (3.48)

La question sous-jacente à ces calculs est la détermination du volume du système exploré par un amas
pendant un temps t donné, volume que nous noterons V exp

i (t), et qui est une sphère de rayon rexpi (t)
(conséquence de l’isotropie de la diffusion). Ce volume est rigoureusement infini, mais la probabilité
d’avoir exploré une zone du système située à une distance r de la position initiale de l’amas tend vers 0
lorsque r tend vers l’infini. Soit Limite un paramètre utilisateur qui indique la proportion de Pi utilisée
pou définir le rayon d’exploration, par exemple Limite = 99.99%. En intégrant la probabilité Pi de 0 à
rexpi (t), on obtient l’équation qui définit le rayon du volume d’exploration :

Limite= erf
(
rexpi (t)√

4Mit

)
−
rexpi (t)√
πMit

exp

(
−
rexpi (t)2

4Mit

)
, (3.49)
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où erf est la fonction erreur, définie par :

erf(x) =
2√
π

xˆ

0

exp
(
−η2

)
dη. (3.50)

Une projection en 2D de l’évolution de Pi (r, t) et rexpi (t) est représentée sur la Fig. 3.25. Grâce à ces
deux variables, on peut déterminer la probabilité que l’amas i se trouve à un certain point de la cellule au
temps t.

FIGURE 3.25 – À t = 0, l’amas i est situé en un point quelconque de la cellule. Il diffuse pendant
un temps t1, intervalle de temps pendant lequel il explore un volume sphérique de rayon rexpi (t1). La
distribution de probabilité de la position de l’amas à l’intérieur de ce volume d’exploration est donnée
par la légende colorée, et correspond à une fonction Gaussienne en coordonnées sphériques. Entre t= t1
et t = t2, l’amas i continue à migrer, explorant un volume de plus en plus grand, mais la probabilité
moyenne qu’il occupe un point donné de ce volume d’exploration diminue.

En prenant en compte le fait que Pi (r, t) varie avec le temps, et que nous souhaitons évaluer la
probabilité moyenne sur l’intervalle de temps ∆t, nous définissons la moyenne temporelle suivante :

〈Pi〉∆t (r) =
1

∆t

∆tˆ

t=0

Pi (r, t)dt. (3.51)

3.5.3.4 Dissociation d’un amas

La dissociation d’un amas h par émission d’un amas i est une propriété intrinsèque de l’amas h,
paramétrée par le coefficient MD

h (i). Il existe de nombreuses façons de se dissocier pour un amas h, en
fonction des produits de la réaction de dissociation. Les développements de cette section sont valables
pour n’importe quel type de dissociation, à condition que celle-ci ne génère que deux produits. En somme,
nous nous intéressons à des réactions de dissociation du type : h→ i+ j. La Fig. 3.26 schématise cette
réaction. Nous supposons que lorsqu’un amas i (occupant donc une sphère de volume rclusti ) atteint le
volume de capture d’un amas j (sphère de rayon rcaptj ), ces deux amas fusionnent immédiatement pour
donner un nouvel amas (h). Ainsi, on néglige le temps nécessaire pour que les différentes configurations
de l’amas h s’équilibrent les unes par rapport aux autres.
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À l’échelle atomique, la dissociation s’effectue par un unique saut atomique, de longueur moyenne
αDh (i) pour un amas i émis depuis un amas h. Suite à la réaction de dissociation, les deux amas i et
j se trouvent à une distance λ l’un de l’autre, distance qui est nécessairement supérieure à la distance
en-dessous de laquelle ces deux amas sont en interaction (λij) :

λij = max
[(
rcapti + rclustj

)
;
(
rclusti + rcaptj

)]
. (3.52)

Étant donné que les configurations associée (h) et dissociée (i+ j) ne sont séparées que d’un saut de
longueur αDh (i), la distance λ vérifie :

λij ≤ λ≤ λij +αDh (i) . (3.53)

FIGURE 3.26 – Schéma de la dissociation d’un amas h en deux amas plus petits, i et j. λ est la distance
entre les deux produits de la réaction.

Soit un amas h isolé dans le système, et évoluant pendant un intervalle de temps t. On cherche à
connaître la probabilité que l’amas se soit dissocié pendant cet intervalle de temps. Pour répondre à
cette question, nous traitons les coordonnées spatiales comme des variables continues, et supposons que
tout amas i qui aura diffusé d’une distance supérieure à αDh (i) avec un coefficient de diffusion MD

h (i)
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pourra être considéré comme s’étant effectivement dissocié de l’amas j (h→ i+ j). Cette opération est
schématisée sur la Fig. 3.27. En supposant que la probabilité de dissociation de l’amas i depuis l’amas h
est isotrope, celle-ci s’écrit donc :

P dissh(i) (t) =
4π(

4πMD
h (i) t

)3/2
∞̂

r=αDh (i)

r2 exp

(
− r2

4MD
h (i) t

)
dr, (3.54)

Suite à une intégration par parties, on obtient une fonction qui ne dépend que du rapport
(
αDh (i)/

√
MD
h (i) t

)
,

et qui pourrait donc être pré-tabulée avant la simulation :

P dissh(i) (t) = 1 +
αDh (i)√
πMD

h (i) t
exp

(
−
(
αDh (i)

)2
4MD

h (i) t

)
− erf

 αDh (i)

2
√
MD
h (i) t

 . (3.55)

FIGURE 3.27 – Schéma de la procédure mathématique permettant d’extraire une probabilité de dissocia-
tion à partir d’un coefficient de dissociation. La probabilité de dissociation correspond à la surface S2

(i.e. tous les amas i qui ont réussi à s’éloigner suffisamment de l’amas j). La probabilité P (r, t) étant
normalisée (Eq. 3.48), S1 +S2 = 1. Ainsi, la probabilité de dissociation augmente lorsque l’intervalle de
temps t augmente.

Lorsqu’un amas se dissocie, les deux produits de la réaction sont très proches l’un de l’autre (distance
λ, cf. Fig. 3.26). Le formalisme classique de DA suppose que deux amas dissociés sont immédiatement
redistribués aléatoirement dans la matrice. Pour dépasser cette hypothèse et prendre en compte une partie
des corrélations spatiales entre amas, nous introduisons une nouvelle population d’amas notée {i, j}, qui
représente deux amas dissociés (i.e. sans interaction thermodynamique) mais proches l’un de l’autre.
Ainsi la réaction de dissociation s’écrit h→ {i, j} au lieu de h→ i+ j. Le nombre d’amas proches
situés à une distance λ l’un de l’autre est noté N{i,j} (λ). Pour simplifier les calculs et les notations,
nous supposerons dans un premier temps que deux amas se dissocient systématiquement à une distance
λ= λij +αDh (i)/2.

Pour le processus de dissociation, les équations d’évolution des populations d’amas dans la cellule
pendant un intervalle de temps ∆t s’écrivent alors :
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− ∆Nh
∆t

⌋
h(i)

=
∆N{i,j}

∆t

⌋
h(i)

=Nh×P dissh(i) (∆t) . (3.56)

L’association entre deux amas se fait quant à elle en deux étapes : les deux amas doivent tout d’abord
se rapprocher l’un de l’autre, ce qui correspond à la réaction i+ j → {i, j} (§ 3.5.3.5). Ces deux amas
peuvent alors se séparer ({i, j}→ i+ j) ou effectivement s’associer pour donner un amas plus gros
({i, j}→ h). Le traitement des populations d’amas {i, j} est détaillé au § 3.5.3.6.

3.5.3.5 Rencontre de deux amas

Nous commençons par calculer la probabilité que deux amas i et j initialement distribués de manière
aléatoire dans la cellule se retrouvent à une distance λ l’un de l’autre au bout d’un temps t, ce qui
correspond à la probabilité de la réaction i+ j → {i, j}. Au bout d’un temps t, chaque amas a exploré
un volume donné, quantifié par les variables rexpi (t) et rexpj (t). La probabilité ρ1 que ces deux volumes
s’intersectent est égale à la probabilité qu’un point choisi aléatoirement dans la cellule de volume Vcell
appartienne à une sphère de rayon rexpi (t) + rexpj (t), soit :

ρ1 (t) =
4π
(
rexpi (t) + rexpj (t)

)3

3Vcell
. (3.57)

ρ1 ne donne pas la probabilité que les amas i et j soient proches l’un de l’autre, car un amas se trouve
localisé à un endroit particulier de son volume d’exploration, avec la probabilité donnée dans l’Eq. 3.47.
Ainsi, ρ1 correspond à la probabilité qu’au bout d’un temps t, les centres des volumes d’exploration de
chaque amas se trouvent séparés d’une certaine distance, pour l’instant inconnue, et notée dexpij (t) (cf.
Fig. 3.28).

FIGURE 3.28 – ρ1 (t) donne la probabilité que les centres des volumes d’exploration V exp
i (t) et V exp

j (t)

se trouvent à une certaine distance (inconnue) dexpij (t) au bout d’un temps t.

Les probabilités Pi (r, t) et Pj (r, t) sont indépendantes l’une de l’autre. Ainsi, la probabilité que les
deux amas se trouvent dans la même zone de l’espace se résume au produit de ces deux probabilités.
Avant d’effectuer ce produit, il faut les ramener toutes les deux dans un référentiel commun, car Pi (r, t)
est écrite par rapport à la position initiale de l’amas i et Pj (r, t) par rapport à la position initiale de l’amas
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j. Nous choisissons le centre du volume d’exploration de l’amas i comme origine du repère commun, et
notons dans ce repère les coordonnées du centre de V exp

j (t) :
(
r̃, θ̃, ϕ̃

)
. Sans perte de généralité, nous

choisissons θ̃ = 0 et ϕ̃= 0. Dans ce nouveau repère, la probabilité Pj (r, t) s’écrit P̃j (r, t) :

P̃j (r, r̃, θ, t) =
1

(4πMjt)
3/2

exp

(
−r

2 + r̃2−2rr̃ cosθ

4Mjt

)
. (3.58)

Ainsi, l’intégrale sur toute la cellule du produit Pi (r, t)× P̃j (r, t) donne la probabilité que les deux
amas se trouvent au même point de l’espace au temps t. Deux amas ne peuvent pas occuper le même
point de l’espace, et en réalité, nous souhaitons seulement calculer la probabilité qu’ils soient proches, à
une distance λ l’un de l’autre. Cette probabilité sera notée ρ2(λ,t)

ρ2(λ,t) =

∞̂

r=0

π̂

θ=0

2πˆ

ϕ=0

Pi (r, t)

 π̂

θ′=0

2πˆ

ϕ′=0

P̃j
(
λ,R0, θ

′, t
)
λ2 sin

(
θ′
)

dθ′dϕ′

r2 sin(θ)drdθdϕ, (3.59)

R0 étant la distance entre le point d’intégration (r,θ,ϕ) et le centre du volume V exp
j (t) :

R0 =

√
r2 +

(
dexpij

)2
−2rdexpij cos(θ). (3.60)

En intégrant la partie centrale (sur les variables θ′ et ϕ′) et sachant que ni Pi (r, t) , ni P̃j (λ,R0, θ
′, t)

ne dépendent de ϕ, l’Eq. 3.59 conduit à :

ρ2(λ,t) = 2λ

√
π

Mjt
exp

(
−λ2

4Mjt

) ∞̂

r=0

π̂

θ=0

Pi (r, t)exp

(
−R2

0

4Mjt

)
sinh

(
2λR0

4Mjt

)
r2

R0
sin(θ)drdθ. (3.61)

En sachant que les deux volumes V exp
i (t) et V exp

j (t) s’intersectent, la probabilité que leurs centres
respectifs se trouvent à une distance dexpij l’un de l’autre s’écrit :

ρ3

(
dexpij , t

)
=

3
(
dexpij

)2

(
rexpi (t) + rexpj (t)

)3 . (3.62)

En combinant les Eqs. 3.57, 3.61 et 3.62, on obtient la probabilité P int{i,j} (λ,t) que deux amas i et j se
trouvent séparés d’une distance λ au bout d’un temps t :

P int{i,j} (λ,t) =

rexpi (t)+rexpj (t)ˆ

dexpij =0

4π
(
dexpij

)2

Vcell
ρ2(λ,t)ddexpij . (3.63)
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Cette probabilité correspond à la réaction i+ j → {i, j} et conduit aux évolutions de populations
d’amas suivantes 11 pendant l’intervalle de temps ∆t :

− ∆Ni
∆t

⌋
ij

=−
∆Nj
∆t

⌋
ij

=
∆N{i,j}

∆t

⌋
ij

=Ni×Nj×

〈 λmaxˆ

λ=λij

P int{i,j} (λ,t)dλ

〉
∆t

. (3.64)

Nous avons intégré la distance λ entre sa valeur minimale (λij) et sa valeur maximale qui dépend de
la définition choisie pour les amas proches {i, j}. Nous choisissons arbitrairement λmax = rcapti + rcaptj
comme première définition.

Nous savons maintenant calculer, au moins formellement, la probabilité d’avoir deux amas proches
l’un de l’autre, soit par dissociation, soit par diffusion. Nous allons maintenant traiter la réaction entre
deux amas proches l’un de l’autre.

3.5.3.6 Réaction entre deux amas proches {i, j}

Prenons deux amas proches l’un de l’autre appartenant à la population {i, j}, et supposons que l’amas
j soit immobile. L’amas i peut alors s’associer avec l’amas j pour former l’amas h ({i, j}→ h) ou alors
diffuser et s’éloigner de j ({i, j}→ i+ j). L’objectif de ce paragraphe est d’évaluer la probabilité de
chacun de ces évènements. La Fig. 3.29 présente la géométrie des amas {i, j}, initialement situés à une
distance λ l’un de l’autre.

FIGURE 3.29 – Géométrie d’un système constitué de deux amas proches {i, j}, initialement situés à une
distance λ l’un de l’autre.

Pendant un intervalle de temps t, l’amas i diffuse dans un volume V exp
i (t), et la probabilité que

l’amas se trouve en un point donné de ce volume est Pi(r, t) (Eq. 3.47). Si i se rapprochait de j de telle
sorte que la distance entre les deux amas devienne inférieure à λij , les amas se trouveraient associés

11. Dans le cas où i et j appartiennent au même type d’amas, le facteur Nj du membre de droite de l’Eq. 3.64 doit être
remplacé par (Ni−1).
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et l’amas i perdrait donc son identité. Ainsi, cette zone est interdite à la diffusion de l’amas i. Au lieu
de résoudre numériquement ce problème de diffusion avec des conditions aux limites compliquées, nous
supposerons que Pi (r, t) demeure inchangée, à part qu’elle doit être renormalisée pour prendre en compte
l’existence de cette zone interdite dans son volume d’exploration. La probabilité normalisée (exposant
“N”) est calculée avec comme origine du repère le centre de l’amas j immobile :

P̃Ni (r,λ,θ, t) = P̃i (r,λ,θ, t)/

 ∞̂

r=λij

π̂

θ=0

2πˆ

ϕ=0

P̃i (r,λ,θ, t)r
2 sin(θ)drdθdϕ

 . (3.65)

Cette expression est donc valable pour tout r > λij et P̃Ni (r,λ,θ, t) = 0 pour r ≤ λij , cette région
de l’espace correspondant à la zone interdite (V F ). L’amas qui migre (i) peut se retrouver dans trois
situations, chacune étant délimitée par un volume particulier :

– le volume d’association (V A) correspond à λij < r < λij +αAi (j) : lorsque i se trouve dans ce
volume, il peut potentiellement s’associer avec j avec un coefficient cinétique MA

h (i) ;
– le volume de dissociation (V D) correspond à r > λmax = rcapti + rcaptj : lorsque i se trouve dans

cette zone, il n’est plus proche de l’amas j au sens que nous avons défini. La diffusion de l’amas i
a alors entraîné la réaction {i, j}→ i+ j ;

– le troisième volume (V U ) correspond à l’espace entre V A et V D, λij +αAi (j) < r < λmax : tant
que i reste dans ce volume, il tourne simplement autour de j, et reste proche de lui au sens que la
paire {i, j} est maintenue.

L’intersection entre ces volumes et V exp
i donne la probabilité pour l’amas i de passer d’une situation à

l’autre. Les 4 volumes sont représentés sur la Fig. 3.30.

FIGURE 3.30 – Schéma des amas {i, j} initialement à une distance λ l’un de l’autre. Le volume d’ex-
ploration de l’amas i peut être découpé en 4 zones, chacune correspondant à une situation d’interaction
particulière avec l’amas j.

Il reste à expliciter la probabilité que l’amas i qui se trouve dans V A s’associe effectivement avec
l’amas j. Si l’on connaît le temps de résidence moyen τA de l’amas i dans le volume V A (avant de
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retourner dans V U ), cette probabilité s’obtient de la manière que la probabilité de dissociation d’un amas
(Eq. 3.55) :

P assoi(j)

(
τA
)

= 1 +
1

2

 αAi (j)√
πMA

i (j)τA
exp

(
−
(
αAi (j)

)2
4MA

i (j)τA

)
− erf

 αAi (j)

2
√
MA
i (j)τA

 . (3.66)

Le facteur 1/2 vient du fait que la surface de rayon λij est localement approximée par un plan, et
seul un saut sur deux permettra à l’amas i de se rapprocher de j pour s’associer avec lui. Reste donc à
évaluer τA. Pour cela, nous résolvons le problème de diffusion d’un amas mobile i, initialement situé à
une distance λ = λij +αAi (j)/2 de l’amas j, et estimons la probabilité que cet amas se trouve toujours
dans le volume V A au bout d’un intervalle de temps t :

P V
A

i (t) =

´ λij+αAi (j)
r=λij

r exp
(
− r2

4Mit

)
sinh

(
r(λij+αAi (j))

2Mit

)
dr

´∞
r=λij

r exp
(
− r2

4Mit

)
sinh

(
r(λij+αAi (j))

2Mit

)
dr

. (3.67)

Cette équation nous permet d’estimer τA comme le temps pour lequel l’amas i a 50% de chances de
se trouver dans le volume V A :

P V
A

i

(
τA
)

=
1

2
. (3.68)

D’après les Eqs. 3.67 et 3.68, τA s’obtient en résolvant l’équation suivante (η=
(
λij +αAi (j)

)2
/
(
4Miτ

A
)
) :

0 = 1 +
sinh(2η)exp(−η)

√
πη

+
1

2
erf (−2

√
η) . (3.69)

Pendant l’intervalle de temps 4t, la probabilité que l’amas i s’éloigne de j (réaction {i, j} → i+ j)
correspond à l’intégrale spatiale et temporelle de l’Eq. 3.65 :

P diss{i,j}(i) (λ) =

〈 ∞̂

r=λmax

π̂

θ=0

2πˆ

ϕ=0

P̃Ni (r,λ,θ, t)r2 sin(θ)drdθdϕ

〉
∆t

. (3.70)

La probabilité que l’amas i s’associe avec l’amas j pendant l’intervalle de temps ∆t est obtenue en
combinant les Eqs. 3.65 et 3.66 :

P asso{i,j}(i) (λ) = P assoi(j)

(
τA
)
×

〈 λij+α
A
i (j)ˆ

r=λij

π̂

θ=0

2πˆ

ϕ=0

P̃Ni (r,λ,θ, t)r2 sin(θ)drdθdϕ

〉
∆t

. (3.71)

Ces deux probabilités (Eqs. 3.70 et 3.71) permettent de calculer les variations des populations d’amas :

−
∆N{i,j}

∆t

⌋
{i,j}(i)

=
∆Ni
∆t

⌋
{i,j}(i)

=
∆Nj
∆t

⌋
{i,j}(i)

=N{i,j}×P diss{i,j}(i) (λ) . (3.72)
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−
∆N{i,j}

∆t

⌋
{i,j}(i)

=
∆Nh
∆t

⌋
{i,j}(i)

=N{i,j}×P asso{i,j}(i) (λ) . (3.73)

Notons que ces expressions dépendent de la valeur λ. Celle-ci peut être choisie de manière unique
pour tous les amas appartenant à la population {i, j}, ou être traité de manière discrète, en lui permet-
tant de prendre un nombre fini de valeurs (comme si chacune de ces valeurs correspondait une nouvelle
population {i, j}), ou encore être traitée comme une variable continue, ce qui est certes plus rigoureux,
mais probablement difficile à mettre en pratique. Enfin, précisons qu’en réalité l’amas j est lui aussi mo-
bile. Nous supposons ici que l’intervalle de temps ∆t est suffisamment petit pour que les deux réactions
(mouvement de i autour de j et mouvement de j autour de i) puissent être traités indépendamment.

3.5.3.7 Diffusion entre cellules homogènes

Prenons un système hétérogène que nous séparons en cellules cubiques de côté 2h, chacune étant
supposée homogène. Chaque cellule possède Zc cellules voisines 12. Précisons que la distance h doit être
choisie suffisamment large pour que l’hypothèse d’un système dilué soit toujours valable à l’intérieur
de chaque cellule. Chaque cellule est traitée de manière individuelle avec les équations développées
dans les § 3.5.3.4, 3.5.3.5 et 3.5.3.6. Il faut maintenant y ajouter les transferts d’amas entre cellules,
qui peuvent se scinder en deux phénomènes : les amas qui migrent simplement d’une cellule à une
cellule voisine, et les amas qui se dissocient, répartissant ainsi leurs constituants entre deux cellules
voisines. Les équations qui permettent de reproduire le premier phénomène font l’objet de ce paragraphe.
Quant au second phénomène, qui permet notamment de reproduire les couplages de flux de manière
quantitative (cf. Sec. 3.5.2), nous n’avons pas réussi à trouver d’expression en terme de probabilité qui
soit satisfaisante. La prise en compte de cet aspect dans le formalisme RWCD nécessite donc encore
quelques développements.

Nous allons maintenant expliquer comment traiter la diffusion d’un amas depuis une cellule vers
une cellule adjacente. Soit une population d’amas de type i, qui diffusent tous avec une mobilité Mi.
Nous définissons la probabilité P̄ ci (x,y,z, t) que cette population appartienne à la cellule c à l’instant t.
Dans cette notation, la barre permet d’insister sur le fait que cette probabilité représente l’ensemble de
la population des amas de type i et non un amas isolé comme dans les paragraphes précédents. Soient
(xc,yc, zc) les coordonnées du centre de la cellule c. Au début du pas de simulation, P̄ ci (x,y,z, t= 0) = 1
si [xc−h < x < xc+h;yc−h < y < yc+h;zc−h < z < zc+h] et 0 sinon. Ensuite les amas diffusent, et
la population d’amas initialement contenue dans la cellule c commence à explorer les cellules adjacentes,
comme cela est représenté sur la Fig. 3.31.

12. Zc = 2 pour un réseau de cellules cubiques 1D, Zc = 8 pour un réseau 2D, et Zc = 26 pour un réseau 3D.
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FIGURE 3.31 – Probabilité P̄ ci (échelle colorée) que la population des amas de type i initialement conte-
nue à l’intérieur de la cellule c s’étende sur les cellules adjacentes au bout d’un intervalle de temps ∆t.

Nous résolvons à nouveau l’équation de diffusion 3.46. Pour cela nous prenons la solution 3.47 obte-
nue pour une source ponctuelle, et intégrons cette solution sur toute la cellule c pour obtenir la solution
de l’équation de diffusion pour une source cubique [214] :

P̄ ci (x−xc,y−yc, z− zc, t) =

1

(4πMit)
3/2

hˆ

−h

hˆ

−h

hˆ

−h

exp

(
−

(x− ξx)2 + (y− ξy)2 + (z− ξz)2

4Mit

)
dξxdξydξz. (3.74)

On utilise alors le théorème de Fubini pour séparer les trois variables d’espace dans cette intégrale, et
l’Eq. 3.74 devient :

P̄ ci (x,y,z, t) =
E(x+xc, t)×E(y+yc, t)×E(z+ zc, t)

8
, (3.75)

avec :

E(χ,t) = erf
(
χ+h

2
√
Mit

)
− erf

(
χ−h

2
√
Mit

)
. (3.76)

Le centre de chaque cellule ν voisine de la cellule c a pour coordonnées (xv,yv, zv). La probabilité
que la population d’amas i initialement confinée dans la cellule c se trouve dans la cellule ν au bout d’un
temps t s’écrit donc :

P̄ c→vi (t) =

xv+hˆ

x=xv−h

yv+hˆ

y=yv−h

zv+hˆ

z=zv−h

P̄ ci (x,y,z, t)dxdydz. (3.77)

190



La probabilité P̄ c→vi représente donc la fraction de la population d’amas i de la cellule c qui dif-
fuse vers la cellule ν. Ainsi, le nombre d’amas i qui diffusent de la cellule c vers la cellule ν pendant
l’intervalle de temps ∆t s’écrit :

− ∆N c
i

∆t

⌋
c→v

=
∆Nv

i

∆t

⌋
c→v

=
N c
i

V c
cell

×
〈
P̄ c→vi

〉
∆t
. (3.78)

Un calcul similaire doit être réalisé pour chaque cellule, pour obtenir les flux vers les cellules voisines.
Rappelons que les mobilités sont des propriétés intrinsèques des amas. Ainsi, pour une population d’amas
i donnée, la probabilité P̄ c→vi (t) dépend du facteur Mit, mais pas des cellules c ou ν. Cette probabilité
peut donc être pré-tabulée en fonction du paramètre Mit pour éviter de la recalculer à de nombreuses
reprises pendant la simulation.

3.5.4 Commentaires et perspectives concernant le formalisme RWCD
Ce formalisme de Random Walk Cluster Dynamics présente des caractéristiques intéressantes, mais

pour l’heure, il est loin d’être complet. Dans ce paragraphe, nous rappelons les deux différences majeures
qui le distinguent du formalisme classique de dynamique d’amas, puis discutons brièvement certaines
perspectives.

Tout d’abord, l’hypothèse de diffusion stationnaire entre deux amas a été remplacée par une probabi-
lité de rencontre basée sur une marche aléatoire de chacun des amas. On s’attend à ce que cette hypothèse
permette de mieux reproduire les premiers instants des cinétiques transitoires, où les populations d’amas
n’ont pas encore eu le temps d’atteindre un état stationnaire.

Ensuite, l’ajout d’une population intermédiaire d’amas dissociés mais en interaction (population
{i, j}) semble être capable de capturer de nombreux effets physiques dus aux corrélations spatiales entre
les amas. Grâce à cette population intermédiaire, nous introduisons de manière explicite :

– les constantes cinétiques d’association et de dissociation ;
– l’efficacité des phénomènes d’association et de dissociation (probabilité qu’un amas se trouve ef-

fectivement redistribué dans la matrice de manière aléatoire suite à sa dissociation depuis un amas
plus gros) ;

– les fluctuations cinétiques de l’ordre à courte distance entre les amas ;
– la ségrégation (d’équilibre ou induite sous irradiation) d’amas autour des puits de défauts, et ce

malgré l’homogénéité de la cellule. En effet, une instance de la population {i, j} peut être interpré-
tée comme un amas i ségrégé aux abords d’un amas j et inversement ;

– la possibilité de réaliser des réactions partielles entre amas, de type An +Am → An+1 +Am−1,
tout en gardant l’information que les deux produits de la réaction restent proches l’un de l’autre.
Ces réactions partielles pourraient notamment mettre en avant de nouveaux chemins cinétiques
d’évolution des populations d’amas.

Au niveau des perspectives de développement de ce formalisme, il y a trois points particuliers sur lesquels
il semble nécessaire de travailler en priorité :

– il est indispensable de réussir à montrer, si ce n’est analytiquement, au moins numériquement, que
les populations d’amas gouvernées par les équations du RWCD vérifient bien la condition de bilan
détaillé, à la fois pour les réactions {i, j} ↔ i+ j et pour les réactions {i, j} ↔ h. Cette condition
de bilan détaillée existe bien entre les facteurs cinétiques associés à chaque réaction (du fait de la
paramétrisation depuis l’échelle atomique), mais il est difficile de prouver qu’elle existe également
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entre les probabilités de ces réactions. C’est cette condition qui garantira que le système évolue
bien vers un état d’équilibre ;

– la définition de la distance λ qui sépare deux amas proches l’un de l’autre {i, j} apparaît dans
presque toutes les expressions ci-dessus, et il est donc important de comprendre si l’on doit la traiter
comme une valeur moyenne (ce qui serait plus pratique), comme une valeur continue (ce qui serait
plus rigoureux), ou comme une valeur discrète (ce qui pourrait représenter un bon compromis) ;

– il reste à inclure dans le formalisme les flux d’amas entre cellules qui sont liés aux phénomènes
d’association et de dissociation de ces amas. L’ajout de ces phénomènes permettra de rendre les
couplages de flux entre cellules quantitatifs. Cette partie là du travail consiste donc à adapter les
équations du § 3.5.2, exprimées en termes de flux net, à un formalisme en probabilité de migration.
La difficulté semble donc plus mathématique que conceptuelle.

D’un point de vue plus global, il semble important de chercher à simplifier au maximum les équations de
ce formalisme, soit en trouvant des solutions approximées aux équations proposées, soit en réalisant des
développements limités par rapport à des quantités pertinentes qu’il faudra identifier. Le formalisme devra
notamment être testé sur des cas très simples (par exemple un système ne contenant que des monomères
et des paires) afin de le comparer aux simulations AKMC et au simulations classiques de DA. Outre
la vérification des équations du RWCD, cette phase de test devra s’attacher à démontrer l’intérêt de ce
formalisme vis-à-vis des deux points évoqués au début de ce paragraphe (suppression de l’hypothèse de
diffusion stationnaire entre les amas, et ajout des populations intermédiaires d’amas {i, j}).
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3.6 Conclusion du chapitre 3
Ce chapitre visait à s’appuyer sur les connaissances acquises au deux premiers chapitres dans la

modélisation des amas et de leurs propriétés à l’échelle atomique pour étudier l’évolution d’une solution
solide à une échelle intermédiaire entre les échelles atomiques et macroscopiques. L’étude des cinétiques
du système à cette échelle a été envisagée selon deux approches : d’une part, nous avons caractérisé en
simulation AKMC les premiers instants de précipitation d’un carbure, où de nombreux atomes et amas
sont susceptibles d’interagir ; d’autre part nous avons proposé une nouvelle méthode orientée objet pour
modéliser la cinétique du système à l’échelle des amas. Nous résumons ici les principaux résultats de
cette partie :

– Un scénario de précipitation de la cémentite dans le volume d’une solution solide de ferrite a été
proposé. Dans ce scénario, les lacunes créées par irradiation jouent le rôle de catalyseur et accé-
lèrent la précipitation du carbure. Les lacunes permettent l’agglomération des atomes de carbone
jusqu’à ce que l’amas de carbone atteigne une taille suffisante pour perdre sa cohérence avec la
matrice et évoluer vers un carbure avec une structure cristallographique plus stable. Soulignons
qu’il n’y a pas de contradiction entre les phénomènes de dissolution (thermodynamique) et d’accé-
lération de précipitation (cinétique) des carbures sous irradiation. Cette étude préliminaire suggère
la possibilité de contrôler la microstructure d’un acier (e.g. distribution de tailles de carbures) en
irradiant le matériau de manière à produire une sursaturation donnée de lacune.

– Au chapitre 1, nous avions montré que les lacunes stabilisent les solutés dans la solution solide en
créant des amas VnXm. Partant de ce constat, nous avons mis en évidence un nouveau mécanisme
de dissolution des précipités sous irradiation. Cette dissolution résulte de la sursaturation de lacunes
produite sous irradiation qui stabilise les solutés dans la solution solide. Ce nouveau mécanisme
devrait intervenir aux températures intermédiaires où les atomes sont suffisamment mobiles pour
diffuser à longue distance, mais où l’entropie de configuration ne favorise pas trop les espèces
isolées par rapport aux amas VnXm.

– Une réflexion a été menée concernant la validité de l’hypothèse d’équilibre local sur laquelle repose
de nombreuses méthodes de physique statistique. Dans un état stationnaire, les espèces conserva-
tives (typiquement les solutés) du système se mettent toujours à l’équilibre vis-à-vis des concen-
trations nominales d’espèces et de défauts de la solution solide. L’hypothèse précitée ne sera pas
justifiée dans les seuls cas où les espèces non-conservatives (typiquement les lacunes) ne par-
viennent pas à se mettre à l’équilibre entre elles. Pendant toute la durée de l’état transitoire, les
espèces conservatives peuvent elles aussi échouer à se mettre à l’équilibre vis-à-vis du système si
les concentrations locales varient trop rapidement. Ce modèle devrait dans le futur être comparé à
des simulations de type Monte Carlo.

– Les connaissances acquises dans le chapitre 2 nous ont ensuite conduit à développer un nouveau
formalisme de dynamique d’amas, qui présente trois différences majeures avec le formalisme clas-
sique : 1) la probabilité de rencontre de deux amas est calculée en supposant qu’ils effectuent tous
deux une marche aléatoire ; 2) une nouvelle population d’amas a été introduite, qui modélise deux
amas proches l’un de l’autre. En plus d’introduire une partie des corrélations spatiales dans ce
formalisme, cet ajout devrait faire apparaître des chemins de réaction jusque-là inaccessibles (e.g.
réactions partielles) ; 3) enfin les couplages de flux entre cellules adjacentes ont été introduits pour
le développement d’une dynamique d’amas hétérogène. Ils résultent de la somme des flux de mi-
gration et des flux de dissociation entre ces cellules. Cette partie de nos travaux est pour l’instant
encore à l’état d’ébauche, et le formalisme devra dans le futur être testé et validé en le comparant
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à d’autres méthodes de modélisation.

Après avoir discuté les propriétés et les effets des petits amas de lacunes et solutés interstitiels (“pe-
tits” désignant les amas de quelques constituants, voire quelques dizaines au plus), nous nous sommes
penchés sur les amas de taille supérieure, typiquement plusieurs milliers ou dizaines de milliers de consti-
tuants. Une approche aussi détaillée que celle adoptée jusqu’ici n’est pas réalisable pour ces amas, et il
faut donc envisager d’autres méthodes, que nous présentons sur l’exemple des cavités (amas de lacunes)
dans le fer-α.
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Chapitre 4

Modélisation de la formation et de l’évolution
des cavités à l’échelle atomique

Dans les deux premiers chapitres de cette étude, nous nous sommes intéressés aux propriétés ther-
modynamiques et cinétiques de petits amas. Nous nous sommes en particulier appliqués à proposer une
définition, sinon rigoureuse du moins justifiée, d’un amas et de ses propriétés. Nous avons également
développé et coordonné un ensemble de méthodes de physique statistiques qui permettent de caractériser
ces amas. En l’état, ces méthodes ne sont applicables que pour des amas relativement petits (quelques
centaines de constituants pour les calculs d’énergie libre, et quelques constituants pour l’évaluation des
coefficients de transport). Comment peut-on traiter les amas de tailles plus importantes ? En posant cette
question, nous pensons notamment aux cavités, qui sont d’une importance fondamentale, tant sur le
plan théorique que sur les conséquences qu’elles engendrent à l’échelle industrielle. Il apparaissait donc
intéressant de se pencher sur cette question, et de chercher à déterminer dans quelle mesure le savoir
accumulé sur les petits amas pouvait profiter à la caractérisation des amas de quelques milliers de consti-
tuants. Deux autres points sont venus s’ajouter à cet intérêt théorique et méthodologique : d’une part
l’Hamiltonien développé au chapitre 1 permettait a priori d’estimer les propriétés thermodynamiques des
cavités puisque, malgré sa simplicité, il donnait des énergies de surface en assez bon accord avec les
calculs DFT ; d’autre part, une étude expérimentale visant à observer des cavités dans le fer-α en mi-
croscopie électronique en transmission (MET) lors d’un recuit était possible. Ce court paragraphe visait
simplement à préciser le contexte dans lequel cette étude des cavités a été menée, et donc à justifier la
présence de ce chapitre dans ce mémoire de nos travaux.

Dans un cristal, l’énergie de cohésion maintient les atomes ensemble dans une structure cristallogra-
phique particulière, qui fixe les nombres de coordinence au λièmes voisins zλ. Considérons un alliage
binaire AB avec une tendance à la démixtion. Les atomes (A) sont donc déstabilisés énergétiquement
lorsque leurs voisins sont des atomes de type (B). Il s’ensuit que les interfaces entre deux milieux semi-
infinis (A pur et B pur) les plus favorables sur le plan énergétique seront celles de bas indices cristallo-
graphiques, i.e. celles pour lesquelles le moins de liaisons A−B sont créées. Ainsi, si l’on considère un
amas d’atomes B plongé dans une matrice de A, l’amas adoptera une forme facettée selon les plans de
bas indices cristallographiques, forme qui est plus stable d’un point de vue énergétique qu’une sphère.
Par rapport à une sphère, ces formes facettées ont évidemment un rapport surface/volume plus impor-
tant mais l’anisotropie des énergies d’interface leur permet de réduire tout de même l’énergie globale
de l’interface. La forme d’équilibre de l’amas est donc celle qui minimise l’énergie de surface totale du
système.
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Comme cela a été expliqué au chapitre 1, un métal en équilibre avec le vide peut être traité comme un
alliage binaire Fe-V avec une tendance à la démixtion. Les cavités n’étant rien d’autre qu’une aggloméra-
tion de lacunes, leur forme d’équilibre sera donc dictée par les énergies de surface du métal. De ce point
de vue là, l’étude des cavités se recoupe naturellement avec la physique des surfaces, et bénéficie donc
d’une littérature riche et abondante. Dans ce chapitre nous cherchons à caractériser les cavités à l’échelle
atomique. Dans ce but, nous comparons tout d’abord les formes d’équilibre obtenues par la construction
de Wulff, les simulations Monte Carlo et observées en MET (Sec. 4.3.1). Ensuite, les LTE ont été ap-
pliqués au calcul de concentrations de défauts en surface, afin de détecter un éventuel changement de
forme avec la température (Sec. 4.3.2). Puis, nous nous sommes intéressés aux effets de taille finie, et
notamment aux écarts à la construction de Wulff qui sont dus à l’existence d’un réseau d’atomes discret
(Sec. 4.3.3). Enfin, la caractérisation cinétique des cavités a été abordée de manière plus qualitative, et
s’est principalement intéressée à expliquer, via les simulations AKMC, les mécanismes de coagulation
(Sec. 4.4.1), de migration (Sec. 4.4.2) et de dissolution (Sec. 4.4.3) d’une cavité.

4.1 Étude bibliographique

4.1.1 Énergies de surface dans le fer pur
Les mesures d’énergies libres de surfaces sont difficiles à réaliser expérimentalement. En 1977, Tyson

et al. [300] proposent de déduire l’énergie d’interface solide/vapeur à partir des énergies d’interface
liquide/vapeur, qui elles sont mesurées avec une plus grande précision. Un modèle thermodynamique
permet d’obtenir, à la température de fusion du solide (Tfusion = 1811 K pour le fer), la relation suivante :
γSV = 1.18γLV . La variation de γSV avec la température est alors déduite d’une estimation de l’entropie
de surface. Pour le fer, les auteurs obtiennent : γSV (T = 0K) = 2.41 J/m2 et γSV (T = 1811K) = 2.12
J/m2.

Une autre manière de mesurer les énergies de surface (i.e. d’interface vide/matrice) consiste à s’ap-
puyer sur la construction de Wulff. Cette méthode ne donne accès qu’à des rapports d’énergie de surface,
qui sont proportionnels aux rapports des distances qui séparent les surfaces concernées du centre de l’ob-
jet convexe étudié. L’objet en question peut être soit une cavité [49, 50], soit un cristal (en général déposé
sur un substrat) [91, 131], car ces deux types d’objets font intervenir les mêmes énergies de surface γ.
Naturellement, cette méthode n’a de sens que dans le cas où le système étudié présente des énergies
d’interface anisotropes, ce qui est clairement le cas pour le fer, par exemple en regardant le travail de
Sundquist [283] (cf. Fig. 4.1). Ce dernier a maintenu des particules de fer micrométriques en surface
d’un substrat de BeO et sous atmosphère d’hydrogène, de manière à ce qu’elles puissent s’agglomérer et
former des cristaux de fer supportés par le substrat. Les particules de fer de la Fig. 4.1 ne permettent pas
de calculer les rapports d’énergie de surface, car a priori elles ne sont pas à l’équilibre : elles n’ont pas
toutes la même forme et semblent légèrement désorientées les unes par rapport aux autres, ce qui peut
faire penser à des interfaces en terrasses, plutôt que des interfaces planes.
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FIGURE 4.1 – Particules de fer déposées sur un substrat de BeO et équilibrées à T = 1123 K pendant 100
heures sous atmosphère d’hydrogène. Ces clichés montrent parfaitement le facettage des particules, ce
qui démontre l’anisotropie des énergies de surface du fer. Figure reproduite d’après la Réf. [283].

Avec cette méthode, les rapports de γ se résument donc à des mesures de distances, effectuées par
exemples par microscopie électronique en transmission ou microscopie électronique à balayage. Le suc-
cès de cette méthode dépend de la précision des mesures, car les rapports d’énergies de surfaces varient
typiquement entre 0.90 et 1.10. La mise à l’équilibre de l’objet nécessite une certaine mobilité des fa-
cettes, qui est potentiellement limitée par la difficulté (d’un point de vue cinétique) de créer de nouvelles
surfaces. Ainsi, il vaut mieux étudier de petits objets (pour s’assurer qu’ils adoptent bien leur forme
d’équilibre), ce qui se fait aux dépends de la précision des mesures de rapports de distances, précision
qui est typiquement de l’ordre de ±0.05 en relatif [49, 50]. Ainsi, la hiérarchie des différentes énergies
de surfaces est souvent difficile à établir sans ambiguïté. Néanmoins, ces observations apportent des in-
formations qualitatives très intéressantes puisqu’elles permettent de connaître les surfaces prédominantes
dans la construction de Wulff, donc celles de plus basse énergie. Pour les cavités, il faut cependant s’assu-
rer que celles-ci n’interagissent pas avec une ou plusieurs dislocations, car alors leur forme s’en trouverait
probablement modifiée.

Au vu des difficultés expérimentales, il semble que le recours aux outils de modélisation s’avère
nécessaire. Pour cela, il y a deux approches possibles : la première consiste à travailler sur les amas
de lacunes dans la matrice, et d’essayer d’inférer la forme d’équilibre d’amas plus gros, ce qui apporte
également de nombreuses informations thermodynamiques sur la germination et la croissance de ces
objets [22, 157] ; la seconde est plus directe, puisqu’elle consiste à calculer, en DFT [32, 188, 157]
ou à l’aide d’un potentiel d’interaction [45], l’énergie d’une surface d’orientation donnée. Ces données
calculées pour le fer-α sont résumées dans le Tableau 4.1. Les différents auteurs s’accordent pour dire que
les surfaces {110} sont les plus stables, et qu’ensuite viennent les surfaces {100}. À T = 0 K, l’estimation
expérimentale de l’énergie de surface mesurée par Tyson et al. (qui ne prend pas en compte l’anisotropie
des énergies de surface) est tout à fait comparable à ces résultats théoriques [300].
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γ -
[
J/m2

]
γhkl/γ110 σ -[eV/at] σhkl/σ110 Référence

{110} 2.37 1.00 0.85 1.00 [32]

{100} 2.47 1.04 1.25 1.47 [32]

{211} 2.50 1.05 1.57 1.85 [32]

{310} 2.53 1.07 2.03 2.39 [32]

{111} 2.58 1.09 2.26 2.66 [32]

{321} 2.59 1.09 2.45 2.88 [32]

{210} 2.60 1.10 2.89 3.40 [32]

{110} 2.69 1.00 0.97 1.00 [188]

{100} 2.85 1.06 1.45 1.50 [188]

{211} 2.94 1.09 1.83 1.90 [188]

{111} 3.06 1.14 2.69 2.79 [188]

{110} 2.45 1.00 0.86 1.00 [157]

{100} 2.58 1.05 1.29 1.50 [157]

{100} 2.18 - - - [215]

{110} 2.36 1.00 0.85 1.00 [45]

{100} 2.46 1.04 1.25 1.48 [45]

{111} 2.66 1.13 2.34 2.76 [45]

TABLE 4.1 – Compilation de quelques valeurs d’énergies de surfaces obtenues en DFT et en potentiels
empirique (EAM)

4.1.2 Effets de taille finie sur la construction de Wulff
La construction de Wulff est une méthode qui donne, dans l’espace continu, la forme d’équilibre

d’une particule en fonction des énergies d’interface, et ce indépendamment de la taille de la particule
(cf. § 4.2 pour plus de détails). Pour une particule constituée d’un seul type d’atome, cette méthode
de prédiction est fiable pour des particules de quelques centaines d’atomes et plus 1 [253]. Des effets
de taille finie apparaissent pour des particules plus petites, car les énergies de bords (atomes qui se
trouvent à l’intersection entre deux surfaces) et de coins (atomes qui se trouvent à l’intersection de trois
surfaces) créent un surplus d’énergie qui n’est pas négligeable dans l’évaluation de l’énergie totale de

1. Ce n’est plus le cas pour les particules multi-composants car alors, un degré de liberté supplémentaire apparaît car une
ou plusieurs espèces peuvent ségréger à la surface [253].
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surface (e.g. [29, 126, 200]). Rappelons que la forme facettée d’une particule résulte du fait que, d’un
point de vue énergétique, la particule a intérêt à augmenter sa surface (à volume donné) pour réduire
son énergie totale de surface. Pour les plus petites tailles, la forme d’équilibre peut d’ailleurs être dictée
par l’énergie de bord, et non pas par l’énergie de surface [159]. Dans cette optique nous présentons
ici un peu plus en détail le travail de Marks, qui s’est intéressé à ce type d’effet de taille finie sur la
construction de Wulff dans les cristaux FCC [201]. Sa démarche consiste à calculer, en fonction de un
ou plusieurs paramètres dimensionnels, la longueur des bords, les surfaces et le volume correspondants.
Il suffit alors de minimiser, à nombre total d’atomes fixé, l’énergie de surface totale par rapport aux
paramètres dimensionnels. Ces paramètres dimensionnels sont fonction de la forme de Wulff attendue. Il
y en a 2 dans le travail de Marks, qui sont des longueurs (n et m sur la Fig. 4.2a). Il faudrait en théorie les
discrétiser en nombres d’atomes, mais en pratique, elles sont traitées comme des variables continues pour
faciliter l’analyse. À cette procédure, il faut nécessairement associer un modèle énergétique permettant de
calculer les énergies de volume, de surface, de bords et de coins. Au final, le modèle permet de calculer,
pour un nombre N d’atomes donné, la proportion de chacune des deux surfaces (Fig. 4.2b). On voit que
les proportions des surfaces {100} et {111} convergent vers des constantes aux grandes tailles, tandis
que la proportion des atomes appartenant aux bords tend vers 0. Pour N ≤ 104 (ce qui correspond à une
particule de l’ordre de 10 nm), il y a une inversion de la surface prépondérante par rapport à la prédiction
de Wulff, car les effets de bords sont non-négligeables pour ces tailles. Bien sûr, l’aspect quantitatif de
ces résultats est fonction du modèle énergétique utilisé, mais quantitativement, on comprend bien que les
petites particules ne suivront pas nécessairement la construction de Wulff.

FIGURE 4.2 – a) Forme de Wulff attendue pour un cristal FCC dont les plans d’énergie de surface mi-
nimale appartiennent aux familles {111} et {100}. Les paramètres n et m sont des longueurs à partir
desquelles toutes les autres dimensions de la particules sont exprimées. E1 et E2 désignent respective-
ment deux types de bords différents ; b) Variation de la proportion de chaque surface en fonction de la
taille (en nombre d’atomes N ) de la particule. Figures reproduites d’après la Réf. [201].

4.1.3 Modificateurs des énergies de surface : effets de température
Jusqu’à présent les énergies de surface ont été considérées comme constantes (excepté pour le travail

de Tyson et al. [300], où une entropie de surface a été brièvement mentionnée). En réalité les énergies de
surface peuvent varier à cause de la température (stabilisation par entropie), de l’environnement chimique
des surfaces considérées (ségrégation d’impuretés) ou encore des effets de contraintes locales.
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Il est bien connu qu’une élévation de température diminue l’anisotropie des énergies de surface, si
bien que proche du point de fusion du système, les cavités (ou particules) perdent leur facettage et de-
viennent sphériques. Ceci est dû au fait qu’à partir d’une certaine température, la contribution de l’entro-
pie de configuration à l’énergie libre de surface devient prépondérante face à la contribution énergétique.
Si l’énergie libre se résume à la contribution de l’entropie de configuration et si l’on suppose que celle-ci
est indépendante de l’orientation de la surface considérée, on comprend que les énergies de surface de-
viennent alors isotropes. Le calcul des énergies libres de surface à des températures intermédiaires où les
contributions énergétiques et entropiques sont d’amplitudes comparables nécessite d’être précis, et peut
être mené analytiquement en utilisant diverses méthodes de physique statistique : BW [51], CVM [276]
ou LTE [12, 136, 179, 51]. Pour ces références, l’objectif était d’obtenir les énergies libres d’interface
entre deux phases, pour différentes orientations de l’interface. Sluiter et al. montrent qu’en général, il y
a toute une région en température où les énergies de surface ne sont pas modifiées par la prise en compte
de l’entropie de configuration, puis que les énergies de surfaces décroissent et finissent par avoir des
valeurs identiques pour T & 350 K [276]. Il peut cependant exister des orientations d’interfaces où la
décroissance d’énergie de surface est observée dès que la température devient strictement positive. Les
variations d’énergies de surfaces calculées dans ce cas sont importantes, quasiment un ordre de grandeur
entre T = 0 K et T = 600 K. Comme le soulignent Le Bouar et al., les LTE donnent des expressions
analytiques qui permettent de comprendre exactement la source physique de la stabilisation d’une inter-
face donnée, tandis que la CVM ne donne que la valeur numérique de l’énergie d’interface [179]. En
revanche, l’utilisation des LTE peut s’avérer délicate, voire impossible dans certains cas particuliers [51],
et il est donc indispensable de discuter les conditions de validité et la convergence du LTE [179].

Pour réaliser ces calculs, il faut connaître l’énergie nécessaire à la création de défauts, typiquement
un adatome, une adlacune, ou des amas de ces deux types de défauts. Dans le cas du fer, les énergies
de formation de ces défauts ont été estimées en dynamique moléculaire avec différents potentiels inter-
atomiques, et une partie de ces résultats est rassemblée dans le Tableau 4.2. Il semble donc que les défauts
de surface majoritaires sont des adlacunes.

Surface Ef (adFe) - [eV ] Ef (adV ) - [eV ]

{110} 3.26 [315] ; 3.52 [46] 0.70 [317] ; 1.65c [317]

{100} 3.70 [316] 0.56 [316]

{111} 4.19a [316] ; 3.27b [316] 0.08 [316] ; -0.02 [325] ; 0.85c [325]

TABLE 4.2 – Énergies de formation de défauts de surface, adatomes de fer (adFe) et adlacunes (adV )
calculées à partir de potentiels semi-empiriques de type EAM ou MEAM. a,b : il existe deux positions
inéquivalentes pour créer un adatome de fer sur une surface de type {111}. c : ces valeurs correspondent
à l’énergie de formation d’une lacune non pas sur la surface de fer, mais sur le plan atomique suivant,
i.e. le plan d’atomes de fer qui se trouve juste en-dessous de la surface. À titre indicatif, les énergies de
formation de lacunes dans le volume sont données, et sont inférieures aux valeurs DFT (cf. § 1.4.2.2) :
Ef (V ) = 1.86 eV [317, 316] et Ef (V ) = 1.80 eV [325].

Nous n’avons pas connaissance de calculs théoriques d’énergies de liaison entre ces défauts de surface
dans le fer, mais des résultats expérimentaux existent, déduits d’expériences de croissance d’îlots de fer en
surface. Les données sont tout de même très dispersées puisque l’énergie de liaison entre deux adatomes
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de fer varie entre 0.23 eV et 1.23 eV [279, 247, 78].

4.1.4 Modificateurs des énergies de surface : effets de l’environnement chimique
Venons-en maintenant à un autre modificateur potentiel des énergies de surface : l’environnement chi-

mique de l’objet étudié. Il s’avère que théoriquement, les cavités ne sont pas les amas de lacunes stables
dans un matériau pur irradié, mais que ces lacunes auraient plutôt tendance à former des tétraèdres de
fautes d’empilement ou encore des boucles [335]. La création de cavités peut être due à des piégeage
cinétiques ou alors favorisée par la présence d’impuretés dans le métal, par exemple l’oxygène dont l’ad-
sorption sur les parois de la cavité permettrait de réduire l’énergie de surface et donc de stabiliser les
cavités [335]. Si les impuretés affectent les énergies de surface de manière aussi significative, il n’y a a
priori pas de raison que ce phénomène ait une amplitude identique pour chacune des différentes orienta-
tions de surface. De cette façon, on peut s’attendre à une variation de la forme d’équilibre des cavités en
fonction des impuretés présentes dans le matériau, et de leurs concentrations respectives. Cette variation
de la forme d’équilibre a été très nettement observée expérimentalement, par exemple par El Bouayadi et
al. dans des échantillons de sillicium irradiés à l’hélium (cf. Fig. 4.3) [81] ou encore pour des nanoparti-
cules de cuivre plongées dans différents mélanges de gaz [117]. Cette dernière étude montre notamment
que ces changements forme sont réversibles, et sont bien dus à une force motrice thermodynamique.

Un cas bien connu et largement traité puisqu’il est d’une importance capitale pour les matériaux sous
irradiation, est la création de bulles d’hélium, à savoir d’atomes d’hélium qui forment un gaz à l’intérieur
d’une cavité et ainsi stabilisent celle-ci [152]. Ce mécanisme favorise la germination et la croissance de
ces bulles, conduisant ainsi aux phénomènes de gonflement sous irradiation.

Comme cela a été mentionné au chapitre 2, il existe de nombreuses preuves expérimentales de ségré-
gations d’équilibre de solutés interstitiels (C, N, O et S) aux surfaces de fer [248, 241, 110, 292, 111, 308].
On peut donc s’attendre à ce que la présence de ces solutés dans le matériau ait une influence importante
sur la forme d’équilibre des cavités dans le fer. À notre connaissance, il n’y a pas eu d’étude spécifique
de changement de forme des cavités en fonction de la concentration de solutés interstitiels dans le fer, ce
qui tient aux difficultés expérimentales. D’un point de vue modélisation, des calculs DFT d’énergie de
d’adsorption d’oxygène (e.g. [33, 289]) et de carbone (e.g. [146]) sur des surfaces de fer de différentes
orientations ont été menés. Ces énergies d’adsorption, et donc l’impact de l’adsorption des solutés sur
l’énergie effective de surface, dépendent du taux de recouvrement de la surface, ainsi que de la struc-
ture des atomes de soluté. Pour un taux de recouvrement donné, il existe des différences significatives
d’énergies d’adsorption de solutés en fonction de l’orientation de surface, e.g. environ 1.50 eV par atome
d’oxygène pour l’adsorption de O sur une surface (100) ou (110) [33]. La variation de ces différences
d’énergies d’adsorption en fonction des orientations de surfaces indique que l’on peut s’attendre à des
changement de forme des cavités dans le fer en fonction des potentiels chimiques de solutés.
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FIGURE 4.3 – a,b,c) Modification de la forme d’équilibre de cavités dans le silicium en fonction de la
proportion d’impuretés métalliques chimisorbées : a) silicium pur ; b) chimisorption de Ni ou Au sur 4%
de la surface de la cavité ; c) chimisorption de Pt sur environ 70% de la surface de la cavité. Figures a), b)
et c) reproduites d’après la Réf. [81]. d,e,f) Observation en microscopie électronique en transmission d’un
changement de forme réversible d’une nanoparticule de cuivre déposée sur un substrat ZnO en fonction
de l’environnement gazeux : d) H2 ; e) mélange H2/H2O (3 :1) ; f) de nouveau H2. Figures d), e) et f)
reproduites d’après la Réf. [117].

4.1.5 Cinétiques d’évolution des particules
Herring affirme que la forme des cristaux est pour beaucoup liée à la compétition entre différents

mécanismes de transport qui ont lieu durant la croissance [128]. Ainsi, la forme qui est observée pour un
objet (cavité ou particule) peut être celle d’un état métastable, en particulier pour les gros objets. Pour les
petits objets, le changement de forme requiert le déplacement d’un petit nombre d’atomes sur des dis-
tances relativement courtes, et il est donc probable que l’objet parvienne à adopter sa forme d’équilibre,
c’est-à-dire celle prédite par la construction de Wulff. En plus de connaître cette dernière, il apparaît
donc nécessaire d’évaluer un certain nombre de paramètres cinétiques afin de comprendre (et peut être
prédire) la forme d’un objet et l’évolution d’une microstructure donnée. Par exemple, il est possible que
sous irradiation (i.e. lors de la formation des cavités) les échanges balistiques puissent modifier la forme
stationnaire d’un précipité ou d’une cavité [23].

En 1988, Perryman et al. discutent la croissance et la mobilité des cavités d’un point de vue théorique
[246]. La mobilité d’une cavité dans une direction donnée requiert le transport d’atomes depuis l’avant
vers l’arrière de la cavité. Il y a donc trois mécanismes possibles pour expliquer cette mobilité :
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– les atomes peuvent migrer à travers la cavité, au sein de la vapeur, perdant ainsi leur cohésion avec
les autres atomes (transport en phase vapeur) ;

– les atomes peuvent migrer dans le volume du solide, aux alentours de la cavité (transport en vo-
lume). C’est ce mécanisme de diffusion qui est sous-jacent au fameux modèle de Binder et Stauffer,
qui suppose que la migration d’une cavité est proportionnelle à DV r

−4/3, où DV est le coefficient
de diffusion d’un monomère de lacune en volume, et r est le rayon de la cavité [31].

– les atomes peuvent migrer sur la surface de la cavité, en créant des adatomes de fer ou des adlacunes
au niveau du plan d’interface vide/matrice (transport en surface). Ce mécanisme de diffusion donne
une variation du coefficient de diffusion avec la taille qui est semblable à celle du modèle de Binder
et Stauffer, sauf que ce n’est pas DV qui intervient mais un coefficient lié à l’énergie de migration
d’un défaut en surface (e.g. [56]) ;

Selon eux, le mécanisme de migration en surface est le plus probable [246]. Le transport en phase vapeur
est a priori négligeable à cause de la haute énergie de sublimation des atomes de la matrice. La migration
des atomes en volume est très inefficace du point de vue de la mobilité de la cavité car statistiquement,
seul un petit nombre d’atomes du volume initialement à l’avant de la cavité parviendront à rejoindre
l’arrière de la cavité. Pour d’autres auteurs (e.g. [42]) les mécanismes de transport en volume et transport
en volume sont tous les deux probables, en fonction des paramètres cinétiques de l’objet étudié et de son
environnement.

Lorsque les cavités sont facettées, la migration en surface présente deux aspects : le premier est la
migration d’un défaut (adatome ou adlacune) le long de la surface, ce qui créé des fluctuations locales
de concentrations de défauts ; le second, sans lequel il n’y aurait pas de flux net de cavités, correspond
à la création d’une marche ou d’un îlot sur une surface existante. En grossissant, cet îlot génère une
nouvelle surface, comme si celle-ci avait été déplacée d’un endroit à l’autre de la cavité. Ce mécanisme
de nucléation de bord est a priori l’étape limitante de la diffusion d’une cavité, du moins pour celles de
rayon supérieur à ∼ 6 nm [246, 7]. Pour décrire ces phénomènes, Ehrlich et Schwoebel ont introduit,
une barrière de migration qu’un défaut doit franchir lorsqu’il rencontre un bord [79, 266]. Ce mécanisme
est également limitant pour les cinétiques de changement de formes (à volume constant) de cavités ou
de précipités facettés [226]. Comme pour le cas de la diffusion, le système doit créer de nouvelles sur-
faces et ainsi passer par un état instable avant de retrouver une forme d’équilibre thermodynamiquement
favorable. Rohrer et al. concluent que les cristaux de plus de quelques nanomètres de diamètre seront
très probablement piégés dans une configuration métastable et n’atteindront leur forme d’équilibre que
sur des temps très longs [226, 254, 65]. Cette affirmation peut cependant être nuancée dans deux cas où
bords et décrochements sont en quantités suffisante pour que la diffusion de surface devienne le facteur
limitant de l’évolution de la forme de l’objet [148] :

– si l’objet rencontre une dislocation, un décrochement va se créer en surface à partir duquel les
adatomes ou adlacunes pourront s’agglomérer et former une nouvelle surface ;

– à haute température, la concentration de défauts de surface augmente (stabilisés par l’entropie de
configuration) et les interfaces deviennent plus rugueuses, ce qui implique qu’il y a de nombreux
décrochements et que la nucléation de rebords et de nouvelles surfaces par fluctuation locale de
concentration de défauts devient alors plus probable.

Perryman et al. proposent également un scénario de croissance des cavités, basé sur leurs estimations
des mécanismes de migration prépondérants en fonction de la taille et de la composition des cavités
[246]. Initialement, les cavités sont petites et remplies de gaz (sans gaz, la nucléation des cavités est
peu probable). La présence du gaz rend ces cavités immobiles, et elles croissent donc par acceptation de
monomère de lacunes. Lorsqu’elles atteignent une certaines taille, ces cavités deviennent mobiles, ce qui
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leur permet de coalescer avec d’autres cavités. Puis, la migration des grosses cavités devient très faible,
car elle est limitée par la création de rebords, qui est peu probable. Les cavités continuent alors de grossir
soit par acceptation de monomères (mûrissement d’Ostwald), soit par coalescence avec des cavités de
taille inférieure qui elles sont mobiles.

4.1.6 Diffusion de surface
D’après le paragraphe précédent, on comprend que les propriétés cinétiques des cavités seront inti-

mement liées aux propriétés de diffusion de surface. La première observation atomique de diffusion d’un
adatome de tungstène en surface a été réalisée en 1966 par Ehrlich et Hudda, en utilisant un microscope
à effet de champ [79]. Pour les matériaux BCC, le tungstène est resté l’un des matériaux modèles abon-
damment étudiés pour comprendre la diffusion de surface (e.g. Fe/W(110) [310]). Cependant, suite aux
travaux de Stroscio sur les îlots de fer, la surface (100) du fer est également devenue un matériau modèle
largement étudié [280]. La diffusion d’adatomes en surface constitue un champ de recherche très actif,
et de nombreuses revues ont été publiées au fil des ans, e.g. [298, 267, 40]. Expérimentalement, il est
très difficile d’avoir accès aux mécanismes de diffusion en surface, et la majorité des mesures sont indi-
rectes : par exemple, les barrières de migration au niveau d’un bord peuvent être calculées en ajustant des
simulations Monte Carlo pour reproduire les densités d’îlots de fer observées en surface d’un échantillon
[7]. D’un point de vue modélisation, la majorité des études de migration en surface des échantillons de
fer ont été réalisées en dynamique moléculaire.

Les coefficients de diffusion d’adatomes de fer en surface peuvent être obtenus lors d’expériences
de croissance d’un cristal par homo-épitaxie [280]. À basse température, pour un taux de recouvrement
de surface faible, la taille des îlots de fer évolue par un mécanisme de croissance, i.e. l’incorporation
d’adatomes. Il est alors possible d’établir un lien direct entre le coefficient de diffusion des adatomes
de fer et la densité d’îlots, celle-ci étant mesurée lors des expériences. À haute température, le régime
de coalescence est atteint et le lien avec les mécanismes atomiques n’est plus aussi direct. Une autre
approche est de mesurer les taux de décroissance des cavités qui intersectent une surface de l’échantillon.
Dans le cuivre, il a été observé que ces cavités en surface de l’échantillon disparaissent beaucoup plus
rapidement que celles du volume au cours d’un recuit [37]. Les auteurs expliquent ces cinétiques de
décroissance rapide par la diffusion de défauts en surface de l’échantillon. Il est également possible
d’étudier, avec le même formalisme théorique, les cinétiques de décroissance de particules supportées
par une surface [235]. Malheureusement, nous n’avons pas connaissance de telles expériences réalisées
dans le fer-α.

Chamati et al. [45] se sont intéressés à la diffusion d’un adatome de fer sur la surface (100) du fer
BCC par simulation de dynamique moléculaire (MD). Trois mécanismes de diffusion des adatomes de
fer sont proposés et présentent tous un comportement arrhénien avec la température. Ils sont schématisés
sur la Fig. 4.4.

– l’échange diagonal (mécanisme favorisé d’environ 1 à 2 ordres de grandeur sur le coefficient de
diffusion en fonction de la température) consiste à ce que l’adatome prennent la place d’un atome de
la surface, tandis que ce dernier devient adatome. Les directions de déplacement des deux atomes
impliqués sont parallèles. On peut imaginer que ce mécanisme se déroule en une ou deux étapes
successives ;

– Si les directions de déplacement des deux atomes impliqués dans le mécanisme précédent ne sont
pas parallèles, le mécanisme est dit non-diagonal (ou zig-zag) ;
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– Le saut direct correspond à un saut vers le site de surface le plus proche, à savoir un saut d’une
distance 4ème nn dans les notations de la Fig. 1.5.

a) b)

FIGURE 4.4 – Mécanismes de saut pour les adatomes de fer sur la surface (100) : a) zigzag et b) échange
direct 2nd nn.

Les résultats expérimentaux et numériques de migration d’un adatome de fer sur la surface (100) du
fer BCC sont résumés dans le Tableau 4.3.
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Technique Surface Em (adFe) D0 (adFe) Intervalle de Référence

(mécanisme) [eV ]
[
cm2/s

]
température - [K]

STM + RHEED {100} 0.45 ±0.04 0.72 ×10−3 290 - 520 [280, 279]

STM + RHEED {100} 0.37 - 300 - 450 [78]

GASFI {100} 0.485±0.05 1.83×10−4 300 - 470 [247]

MD (Diagonal) {100} 0.66 113×10−3 600 - 950 [45]

NEB (Diagonal) {100} 0.60 - 0 [45]

MD (Diagonal) {100} 0.43 - 580 - 930 [316]

MD (Direct 2ème nn) {100} 0.92 206×10−3 600 - 950 [45]

NEB (Direct 2ème nn) {100} 0.84 - 0 [45]

MD (zig-zag) {100} 0.99 306×10−3 650 - 900 [45]

NEB (zig-zag) {100} 0.97 - 0 [45]

MD (Direct 1er nn) {110} 0.40 0.00127 440 - 700 [46]

NEB (Direct 1er nn) {110} 0.24 - 0 [315]

MD (Direct 1er nn) {110} 0.20 - 300 - 580 [316]

NEB (Direct 3ème nn) {111} 0.97 - 0 [316]

NEB (zig-zag) {111} 0.90 - 0 [316]

MD (zig-zag) {111} 0.81 - 650 - 1040 [316]

TABLE 4.3 – Compilation des coefficients de diffusion d’un adatome de fer sur une surface de type {100},
{110} ou {111} de fer BCC. STM : scanning tunneling microscopy ; RHEED : reflection high-energy
electron diffraction ; GASFI : grazing-angle scattering of fast ions ; NEB : nudged elastic band (calcul
statique de l’énergie de migration associée au mécanisme de diffusion) ; MD : le coefficient de diffusion
est mesuré au cours de la simulation par la formule d’Einstein (Eq. 2.16).

Les écarts entre expériences et simulations pourraient provenir des points suivants :
– le potentiel EAM de Chamati et al. [45] sous-estime l’énergie d’activation de la migration du fer

en volume de 0.45 eV ;
– les mesures expérimentales dépendent de la définition de la taille critique de germination qui n’est

pas bien définie ;
– l’ajustement entre D0 (adFe) et Em (adFe) est très sensible aux incertitudes de mesures, et il n’est

pas fait dans la même gamme de températures entre expériences et simulations ;
– Amar et al. [7] ont réinterprété les données de Stroscio et al. [280, 279] et trouvent des valeurs de
D0 (adFe) et Em (adFe) plus faibles que celles mentionnées ci-dessus.

Les autres orientations de surfaces du fer n’ont été étudiées que dans le cadre de simulations numériques.
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Pour les surfaces {110}, le mécanisme de migration des adatomes de fer le plus probable est le même que
pour les atomes de volume, à savoir un saut 3ème nn vers un site de surface, comme cela est schématisé
sur la Fig. 4.5.

FIGURE 4.5 – Mécanismes de migration des adatomes de fer sur une surface de type {110} de fer BCC.

a) b)

FIGURE 4.6 – Mécanismes de migration des adatomes de fer sur une surface de type {111} de fer BCC.
a) zigzag et b) échange direct 3ème nn.

Nous n’avons pas connaissance de mesures expérimentales du coefficient de diffusion associé à la
migration des adlacunes en surface. D’un point de vue numérique, des mesures ont été effectuées en
dynamique moléculaire [325, 240, 317, 316]. N’ayant pas de point de comparaison pour discuter ces
résultats, nous ne les détaillerons pas. Précisons simplement que les mécanismes de migration envisagés
sont les mêmes que pour la migration d’un adatome de fer.

Cependant, rien ne garantit que la connaissance des énergies de migration de défauts en surface suf-
fise à avoir une modélisation quantitative des propriétés de diffusion d’une cavité. D’après les simulations
de dynamique moléculaire, la migration d’amas de fer sur les surfaces de type {110} résulte d’une sé-
quence de sauts individuels, et non de mécanismes collectifs [46, 315]. À l’inverse, certaines expériences
semblent montrer que les adatomes migreraient selon un mécanisme collectif, même lorsqu’ils sont sépa-
rés de quelques paramètres de maille [299]. Dans l’idéal, on voudrait donc simuler l’évolution d’un objet
complet. Dans cette optique, une approche qui combine simulations AKMC et dynamique moléculaire
(MD) a été proposée par Dai et al. [58]. L’idée est de réaliser en parallèle une simulation AKMC et MD
du système sur des temps très courts (∼ 1 ns) en partant du même état initial. Ensuite, les paramètres
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d’entrée de la simulation AKMC (énergies de liaison V -V , les fréquences de sauts étant déterminées
par un modèle de type KRA, cf. Fig. 2.11) sont modifiées et la simulation AKMC relancée jusqu’à ce
que la distribution d’amas (et ses moments) à l’état final de la simulation soit en accord avec les résul-
tats de MD. Il est ensuite supposé que ces paramètres effectifs ajustés pour les premiers temps de la
simulation capturent l’essentiel des phénomènes physiques à l’échelle atomique, et la simulation AKMC
permet donc d’atteindre des temps de simulation plus importants (∼ 1 µs). Les méthodes ABC [83] et
kinetic-ART [39] reprennent ce type d’idée, mais les taux de transition sont calculés en fonction de l’en-
vironnement local des lacunes à chaque pas de la simulation AKMC, de manière à créer un catalogue
d’évènements exhaustif. Enfin, la cinétique d’évolution des cavités a également été étudiée en champ de
phase, mais cette méthode ne permet pas de comprendre le mécanisme sous-jacent, à l’échelle atomique,
qui gouverne ces évolutions [133, 189].

Précisons qu’il est à présent envisageable d’étudier expérimentalement les cinétiques de croissance
de cavités à l’échelle atomique, par exemple pour le magnésium [330]. Ces expériences fourniront un
point de comparaison remarquable pour le développement de nouvelles méthodes numériques et/ou de
modèles analytiques.

4.1.7 Bilan de l’étude bibliographique
Au travers de cette étude bibliographique, on se rend compte que l’on possède une vision qualitative,

valable a priori pour les cavités de grandes tailles, des mécanismes d’évolution des cavités. Ce savoir
accumulé bénéficie largement des nombreuses études réalisées dans le domaine de la physique des sur-
faces. D’un point de vue microscopique, les simulations numériques (principalement MD et AKMC pour
l’heure) permettent d’apporter soit des informations très locales (énergies de formation et de migration
des défauts de surface), soit des informations globales, comme l’énergie effective de migration d’une
cavité. Il apparaît donc qu’une étude des cavités dans un intervalle de tailles intermédiaires pourrait ap-
porter beaucoup à notre compréhension de ces phénomènes, car les mécanismes d’évolution des cavités
se situent à l’échelle atomique sans pour autant que les constituants mobiles puissent être considérés
comme isolés dans un milieu infini ou semi-infini. D’ailleurs, des effets de taille finie ont déjà été mis en
avant sur le plan thermodynamique, et on s’attend naturellement à les rencontrer également sur le plan ci-
nétique. L’objectif est donc ambitieux puisqu’il s’agit de modéliser un système de taille “expérimentale”,
i.e. au moins une dizaine de nanomètres de diamètre, où chaque composant est traité individuellement sur
une échelle de temps suffisante pour observer l’évolution du système dans son ensemble. Nous n’avons
en aucun cas la prétention de répondre à cette question, mais simplement d’apporter, à travers diverses
méthodes, de nouvelles perspectives sur certaines caractéristiques thermodynamiques et cinétiques des
cavités.
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4.2 Méthodes : construction de Wulff
En 1901, Wulff a développé une construction géométrique qui permet d’obtenir la forme d’équilibre

d’un objet plongé dans une matrice à partir des énergies d’interface objet/matrice [328]. Celle-ci sera
expliquée en deux dimensions, mais sa généralisation aux objets 3D est directe. Pour bien comprendre la
construction en 3D, il suffit de noter que l’intersection de l’objet par un plan d’orientation donnée permet
de se ramener au cas 2D, et que la forme 3D est obtenue en répétant cette opération pour différents plans
de coupe.

Prenons un matériau cristallin dont les énergies de surface sont anisotropes, i.e. dépendent de l’orien-
tation de la surface par rapport au réseau. Supposons que les énergies de surface γhkl sont connues, où hkl
désigne le vecteur normal à la surface d’énergie γhkl. La construction de Wulff est exacte pour un amas
de taille infinie immergé dans un milieu continu. Dans ces conditions, la forme d’équilibre de l’objet est
d’ailleurs indépendante de la taille. Les effets de taille finie et de discrétisation du réseau sont largement
détaillés à la Sec. 4.3.3.

Considérons un matériau pour lequel deux familles surfaces, de vecteur normaux 〈100〉 et 〈110〉, ont
de faibles énergies de surface, tandis que les autres énergies de surface sont très élevées. Pour réaliser la
construction de Wulff, il faut tout d’abord tracer deux cercles concentriques, de rayons respectifs r0γ100

et r0γ110, où r0 est un facteur de proportionnalité choisi arbitrairement. On trace ensuite une droite pour
chaque surface de la famille {100}, en les faisant tangenter le cercle de rayon r0γ100. On répète ensuite
l’opération pour chaque surface de la famille {110}, en traçant des droites qui tangentent le cercle de
rayon r0γ110. La forme qui minimise l’énergie de surface totale est alors donnée par la forme “interne”
délimitée par les surfaces tracées. Cette construction est représentée à la Fig. 4.7.
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a) b)

c) d)

FIGURE 4.7 – Projection selon la direction (001) des grandes étapes de la construction géométrique de
Wulff ; a) Le rayon relatif de chaque cercle tracé dépend du rapport des énergies de surface associées à
ces cercles ({100} en bleu et {110} en vert) ; b) Pour orientation de surface, la droite tangente au cercle
associé à cette surface est tracée ; c) La forme d’équilibre de Wulff du cristal est alors donnée par la forme
convexe délimitée par l’intersection de ces droites ; d) Projection selon la direction (001) de la forme de
Wulff obtenue.

Si le rapport γ110/γ100� 1, les surfaces {100} sont beaucoup plus stables que les surfaces {110}, et
la forme de Wulff correspondante est un carré (cf. Fig. 4.8 a). Si une troisième famille de surfaces a une
énergie de surface comparable à γ100 et γ110, elle peut jouer un rôle dans la détermination de la forme
d’équilibre de la particule (cf. Fig. 4.8 b).
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a)

b)

FIGURE 4.8 – Projection selon la direction (001) de la construction de Wulff dans deux cas : a) les
énergies de surface sont très anisotropes, si bien que la particule est facettée selon une seule famille
de surfaces ({100} en bleu) ; b) les énergies de surfaces sont peu anisotropes et, par rapport à la forme
obtenue à la Fig. 4.7, les bords d’intersection entre les plans {100} et {110} sont biseautées selon des
plans {210}.

La forme d’équilibre d’une cavité dans une matrice de Fe-α, ce système étant traité comme un binaire
Fe-V dépend donc seulement des énergies de surface du fer.
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4.3 Énergies de surface dans le fer-α
Nous avons vu que d’après la construction de Wulff (cf. Sec. 4.2) la forme d’équilibre d’un précipité

d’atomesB immergé dans une matrice d’atomes A, l’alliageAB étant un alliage binaire avec tendance la
démixtion, ne dépend que des énergies d’interface selon les directions de bas indices cristallographiques.
Le fer pur (i.e. sans impuretés) contient invariablement des lacunes, dont la concentration est fixée ther-
modynamiquement par l’équilibre entre le fer solide et sa vapeur. Cet ensemble global peut être traité
formellement comme un alliage binaire FeV , où les énergies d’interface Fe/V ne sont rien d’autre que
les énergies de surface du fer. Ce chapitre a pour objectif d’étudier les cavités dans le fer, ces cavités
étant des précipités de lacunes immergées dans le matrice de fer. Ces cavités adoptent une forme facettée
car les énergies de surface du fer sont anisotropes (cf. Tableau 4.1). Nous souhaitons comparer la forme
d’équilibre théorique, i.e. issue de la construction de Wulff, à des images de Microscopie Électronique
en Transmission (MET). Pour ce faire, il faut donc calculer les énergies de surface du fer.

4.3.1 Calcul des énergies de surface de bas indices cristallographiques
L’étude bibliographique a montré que des mesures et calculs d’énergies de surface de fer avaient

été réalisées par le passé (cf. Tableau 4.1). Les mesures expérimentales sont rares et les barres d’erreurs
importantes, car la forme d’équilibre d’une cavité est très sensible aux rapports d’énergie de surface, et
la résolution des images limitée. À T = 0 K, les énergies de surface ont également été calculées ab initio
[32, 188, 157], mais la comparaison avec les données expérimentales doit se faire sous l’hypothèse que
les effets de température (e.g. l’entropie de surface, c’est-à-dire la stabilisation préférentielle de certaines
surfaces par rapport à d’autres par création d’adatomes) n’affectent pas la forme d’équilibre de la cavité.
Une partie des effets de température, liée à l’entropie de vibration des atomes du réseau, peut être prise en
compte en calculant les énergies de surface en dynamique moléculaire (MD), mais les résultats obtenus
dépendent alors du potentiel d’interaction utilisé pour représenter les interactions Fe-Fe [215, 45].

Dans cette section, nous expliquons comment calculer les énergies de surface du fer à partir de l’Ha-
miltonien d’Ising sur réseau développé à la Sec. 1.3.1. Nous verrons que, malgré sa simplicité, interac-
tions de paires aux premiers et seconds voisins, ce modèle d’interaction est capable de reproduire l’ordre
de stabilité des énergies de surface du fer.

La Fig. 4.9 indique l’opération à effectuer pour calculer une énergie de surface, surface orientée selon
une direction donnée (hkl). Considérons un volume infini 2 de Fe et un volume infini de lacunes (i.e. du
vide). Ces deux volume sont séparés en deux parties par une surface d’orientation (hkl) et d’aire Shkl.
Les deux volumes semi-infinis du fer sont alors sont alors chacun accolé à un volume semi-infini des
lacunes, ce qui donne deux systèmes équivalents : un volume semi-infini de fer limité par une surface
d’orientation (hkl). Si l’on note ∆E la différence d’énergie résultant de cette opération, on en déduit
l’énergie de surface de la surface d’orientation (hkl), γhkl :

γhkl =
∆E

2Shkl
. (4.1)

2. En pratique, on prendra plutôt un volume fini mais avec des conditions aux limites périodiques, ce qui permet d’avoir
une valeur finie pour les énergies et les aires Shkl.
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FIGURE 4.9 – Opération mathématique permettant de calculer une énergie de surface d’orientation (hkl)
et de surface Shkl à nombre d’atomes fixé.

Une remarque concernant les unités de l’énergie de surface. Dans la construction de Wulff, les éner-
gies de surface qui interviennent sont des énergies par unité de surface (généralement

[
J.m−2

]
). On

peut trouver, notamment dans les études à l’échelle atomique [32, 188, 157], des énergies données en[
eV.at−1

]
. Par rapport à un atome du volume, un atome de surface (ou proche d’une interface) a un dé-

faut d’énergie qui dépend de sa distance à la surface. Ce défaut d’énergie tend évidemment vers 0 lorsque
l’on considère des atomes de plus en plus éloignés de la surface. Ainsi, l’énergie associée à chaque atome
dépend de sa position par rapport à la surface. Les énergies données en

[
eV.at−1

]
reposent sur l’hypo-

thèse simplificatrice suivante : l’intégralité de l’énergie de surface est répartie de manière équitable entre
les atomes du premier plan atomique en contact avec la surface. Autrement dit, on suppose que le défaut
d’énergie (par rapport au volume) est nul dès le deuxième plan atomique le plus proche de la surface. La
densité atomique ρhkl permet alors de faire le lien entre les énergies de surface données en

[
J.m−2

]
et

celles données en
[
eV.at−1

]
. Une énergie de surface exprimée en

[
eV.at−1

]
est pratique à calculer lors

des simulations atomistiques, mais n’est en réalité qu’une information moyenne, car on n’a pas accès à
l’évolution du défaut d’énergie en fonction de la distance à la surface des atomes.

Nous allons maintenant montrer que dans un modèle d’Ising, les énergies de surface ne dépendent que
des énergies d’ordre de l’alliage FeV . Les atomes en volume de fer ont tous la même énergie, l’énergie
totale du volume de fer s’écrit donc :

E [NFeFe] =NFeE [Fe] +NFe
∑
λ

zλ
2
εFeFeλ , (4.2)

Lorsque la surface de fer est créée (partie droite de la Fig. 4.9), l’énergie associée à un atome ne
dépend que de sa distance à l’interface, distance que nous repèrerons par un indice p, correspondant au
p-ième plan atomique (hkl) en partant de la surface (p = 0 correspond au plan de surface). Un atome
de Fe appartenant au plan p forme npλ liaisons Fe-V λ-ièmes voisines. Avec un Hamiltonien d’Ising de
paires, l’énergie associée à cet atome s’écrit donc :

E
(
Fe|p

)
= E [Fe] +

1

2

∑
λ

[(
zλ−npλ

)
εFeFeλ +npλε

FeV
λ

]
. (4.3)

Prenons un élément de surface d’aire S0
hkl = 1/ρhkl, c’est-à-dire un élément de surface ne contenant

qu’un seul atome. Tous les plans d’indice p ont la même orientation cristallographique et donc la même
densité atomique ρhkl. Maintenant calculons la différence d’énergie qui résulte de l’opération décrite à la
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Fig. 4.9 en ne prenant en compte que les atomes de fer contenus dans cet élément de surface S0
hkl :

∆E0
Fe = 2

∞∑
p=0

E
(
Fe|p

)
− E [NFeFe]

NFe

= 2
∞∑
p=0

1

2

∑
λ

[(
zλ−npλ

)
εFeFeλ +npλε

FeV
λ − zλεFeFeλ

]
=
∞∑
p=0

∑
λ

npλ

(
εFeVλ − εFeFeλ

)
=

pmax∑
p=0

∑
λ

npλ

(
εFeVλ − εFeFeλ

)
. (4.4)

Le facteur 2 de la première ligne de l’Eq. 4.4 vient du fait que l’on créé deux surfaces de Fer (cf. Fig.
4.9). La somme sur les plans p est limitée par une valeur pmax car les atomes ne sont plus affectés par
la présence de la surface lorsqu’ils sont suffisamment éloignés de celle-ci (dans le modèle d’Ising, cela
revient à dire que npλ vaut 0 à partir de pmax+1). La valeur de pmax dépend de l’orientation cristallogra-
phique de la surface (hkl) et de la portée des interactions thermodynamiques.

En faisant le même travail pour les lacunes, on obtient une expression similaire où il suffit d’intervertir
les indices Fe et V dans l’Eq. 4.4. Comme dans la Sec. 1.3.1.1, il est évident que l’énergie du vide,
l’énergie d’une “lacune isolée” et l’énergie de cohésion entre les lacunes dans le vide sont nulles en
théorie, mais nous poursuivons pour l’instant l’analogie formelle entre le système FeV et un binaire
classique. On supposera que les interactions Fe-Fe, Fe-V et V -V ont des portées identiques.

∆E0
V =

pmax∑
p=0

∑
λ

npλ

(
εFeVλ − εV Vλ

)
. (4.5)

Ces différences d’énergie sont indépendantes de l’élément de surface considéré, si bien que ∆E =
∆E0×Shkl/S0

hkl, avec ∆E0 = ∆E0
Fe + ∆E0

V . On en tire l’expression de l’énergie de surface (Eq. 4.1) :

γhkl =
ρhkl

2

pmax∑
p=0

∑
λ

npλ

(
2εFeVλ − εV Vλ − εFeFeλ

)
=
ρhkl

2

pmax∑
p=0

∑
λ

npλω
FeV
λ . (4.6)

L’énergie de surface γhkl est donc bien fonction de l’énergie d’ordre de l’alliage uniquement. Pour la
calculer avec un modèle d’Ising, il suffit de connaître la densité atomique ρhkl de la surface et le nombre
npλ de liaisons Fe-V au λ-ième voisin pour un atome de fer (ou une lacune) appartenant au p-ième plan
après la surface. Cette conclusion découle directement du fait que l’on représente les interactions inter-
atomiques de l’alliage par un Hamiltonien de paires.

Pour un cristal BCC, ces données sont récapitulées dans le Tableau 4.4.
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{hkl}
ρhkl

p np3 np4 np7 np10 np11[
a−2
]

{100}
0 4 1 4 12 4

1 1 0 1 4 4 4

2 0 0 0 4 0

{110}
√

2 0 2 2 5 10 2

1 0 0 1 4 2

{111} 1/
√

3

0 4 3 3 12 4

1 1 3 3 9 4

2 1 0 3 9 1

3 0 0 3 3 1

4 0 0 0 3 1

5 0 0 0 0 1

{321}
√

2/7

0 3 3 6 12 3

1 2 2 4 9 3

2 1 1 3 7 2

3 0 0 2 6 2

4 0 0 1 3 1

5 0 0 0 1 1

{hkl}
ρhkl

p np3 np4 np7 np10 np11[
a−2
]

{210} 1/
√

5

0 4 2 6 12 4

1 2 2 6 8 4

2 2 1 3 8 2

3 0 1 3 6 2

4 0 0 1 6 2

5 0 0 1 2 2

6 0 0 0 2 0

{211}
√

2/3

0 3 3 5 10 3

1 1 1 3 8 3

2 0 0 2 5 1

3 0 0 0 1 1

{310}
√

2/5

0 4 2 6 10 4

1 2 1 4 8 4

2 0 1 3 6 2

3 0 0 1 4 2

4 0 0 0 2 0

TABLE 4.4 – Dénombrement du nombre npλ d’interactions hétérogènes εFeVλ aux 5 premières distances
de voisins (dans le réseau BCC, les distances {1,2,3,4,5} correspondent respectivement aux distances
{3,4,7,10,11} des notations de la Fig. 1.5). Pour les surfaces {hkl}, ces nombres npλ sont donnés en
fonction de p qui représente l’éloignement d’un atome par rapport à la surface étudiée. Les densités
atomiques sont données en unité de a−2, où a est le paramètre de maille du cristal.

Pour appliquer la formule 4.6, il suffit donc de connaître les énergie de liaisons Ebt
(
V V|λ

)
qui,

rappelons-le, sont égales aux énergies d’ordre ωFeVλ (cf. Eq. 1.9), et qui ont été calculées ab initio pour
les 4 premières distances de voisins (cf. Tableau 1.3). Le Tableau 4.5 montre l’énergie de surface obtenue
avec un Hamiltonien d’Ising de paires avec différentes portées d’interaction. L’objectif est de tester la
relation entre les énergies de surface et les énergies d’ordre que nous imposons en choisissant de décrire
l’énergie du système par un Hamiltonien de paires (Eq. 4.6).
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{hkl} H1 H2 H3 H4 DFT [32] DFT [188]

{100} 0.70 1.28 1.36 2.72 2.47 2.85

{110} 0.49 1.32 1.40 2.75 2.37 2.69

{111} 0.61 1.61 1.68 3.10 2.58 3.06

{210} 0.63 1.41 1.49 2.83 2.60 -

{211} 0.57 1.52 1.60 2.93 2.50 2.94

{310} 0.66 1.40 1.49 2.78 2.53 -

{321} 0.56 1.50 1.58 2.96 2.59 -

TABLE 4.5 – Valeurs des énergies de surface
[
J.m−2

]
obtenues avec différentes portées de l’Hamiltonien

de paires (H1→H4) et calculées en DFT [32, 188].

La comparaison entre les deux dernières colonnes du Tableau 4.5 montre que l’énergie de surface est
une grandeur délicate à calculer en DFT, et très sensible aux paramètres de calculs. En comparant les
énergies de surfaces des Hamiltoniens H1 à H4 aux résultats de Levesque et al. [188], il semble y avoir
un bon accord pour H4 seulement, au détail près que l’Hamiltonien donne γ100 < γ110 contrairement à
la prédiction DFT. Si on compare cette fois nos Hamiltoniens aux calculs DFT de Bloński et al. [32], la
conclusion est semblable à celle écrite pour le calcul de l’énergie de formation de lacunes (cf. Tableau
1.3) : l’Hamiltonien H3 n’est pas suffisant pour reproduire les énergies de surface en DFT, tandis que H4

donne des résultats trop élevés. Pour améliorer la précision des prédictions de l’Hamiltonien, il faudrait
inclure des interactions V -V à plus longue portée, et/ou des interactions de multiplets.

Lorsque l’on traite une solution solide complète avec plusieurs cavités en interactions avec des mono-
lacunes et des petits amas de lacunes, les énergies de surface vont fixer la concentration d’équilibre lo-
cale de lacunes (effet Gibbs-Thomson). Il est alors important qu’elles soient quantitative. En revanche,
la valeur des énergies de surface importe peu pour caractériser la forme d’équilibre d’une cavité isolée.
Ce qui importe, c’est le rapport des énergies de surface. En effet, dans la Sec. 4.2, on peut poser arbi-
trairement r0 = 1/γabc, et on voit alors que toute la construction de Wulff ne dépend que des rapports
γhkl/γabc. Deux codes DFT différents [32, 188] donnent les surfaces {110} comme étant les surfaces les
plus stables. Dans le Tableau 4.6, nous normalisons les γhkl par rapport à γ110.
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{hkl} H1 H2 H3 H4 DFT [32] DFT [188]

{100} 1.41 0.97 0.97 0.99 1.04 1.06

{110} 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00

{111} 1.22 1.22 1.20 1.13 1.09 1.14

{210} 1.26 1.07 1.07 1.03 1.10 -

{211} 1.15 1.15 1.14 1.07 1.05 1.09

{310} 1.34 1.06 1.06 1.01 1.07 -

{321} 1.13 1.13 1.13 1.08 1.09 -

TABLE 4.6 – Rapports des énergies de surface (normalisés par γ110) obtenus avec différentes portées de
l’Hamiltonien de paires (H1→H4) et calculées en DFT [32, 188]. Les formes de Wulff correspondantes
sont représentées dans la Fig. 4.10.

Les formes d’équilibre obtenues avec la construction de Wulff ont été tracées sur la Fig. 4.10 pour
chacun des 4 Hamiltoniens, ainsi que pour les données issues des calculs DFT. D’après un modèle d’in-
teraction de paires 1ers nn (H1, Fig. 4.10 a), seules les surfaces {110} sont impliquées dans la forme
d’équilibre de la cavité. Dans un tel modèle, les rapports d’énergies de surfaces ne dépendent pas des
énergies d’ordres et sont entièrement fixées par la géométrie du réseau et les densités atomiques de
chaque plan. Lorsque les paires 2nds nn sont ajoutées à l’Hamiltonien (H2, Fig. 4.10 b), la cavité devient
facettée selon deux familles de plans cristallographiques : {100} et {110}. L’ajout d’interactions à plus
longue portée stabilise les plans d’indices cristallographiques plus élevés : il y a peu de changement de
forme entre les Hamiltoniens H2 et H3, mais l’Hamiltonien H4 donne une cavité plus sphérique que les
précédent, car 4 familles de surfaces apparaissent dans des proportions comparables, ce qui semble être
en accord qualitatif avec la forme de Wulff obtenue d’après les énergies de surface DFT de Bloński et
al. [32]. Les données DFT issues de la thèse de Levesque [188] donnent une forme d’équilibre où les
familles des surfaces {100} et {110} sont majoritaires, avec cependant une proportion non négligeable
de surfaces {211}. Toutefois, la comparaison est plus délicate car certaines surfaces du fer, notamment
les surfaces {210}, n’ont pas été calculées, et elles sont susceptibles de modifier la forme d’équilibre
prédite.
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a) b) c)

d) e) f)

FIGURE 4.10 – Formes de Wulff calculées pour différentes valeurs des énergies de surface. Chaque
couleur correspond à une famille de surfaces. Ces formes ont été obtenues avec le logiciel KrystalShaper
avec les paramétrages suivants : a) H1 ; b) H2 ; c) H3 ; d) H4 ; e) DFT Réf. [32] ; f) DFT Réf. [188]. Les
énergies de surfaces qui correspondent à ces paramétrisation diverses sont résumées dans le Tableau 4.6.

Dans le chapitre 1 (Sec. 1.3.1.1), nous avons vu qu’un Hamiltonien de paires 1ers et 2nds voisins
permettait de reproduire les énergies de liaison des amas de lacunes (jusqu’à V6) avec une bonne préci-
sion. En ce qui concerne les surfaces de fer, un Hamiltonien ajusté sur les énergies de liaison entre deux
lacunes (H2) reproduit tout de même le fait que {100} et {110} sont les deux familles de surface les
plus stables. A première vue, on se serait attendu à devoir utiliser un modèle d’interaction plus compli-
qué pour reproduire les énergies de surface, à cause des relaxations des atomes de fer en surface, et des
possibles modifications de ses propriétés magnétiques. De plus, les observations expérimentales en MET
[217] semblent indiquer que les surfaces de type {100} et {110} sont les deux familles de plans selon
lesquelles les cavités sont facettées dans le fer-α, et cette caractéristique est qualitativement reproduite
par l’Hamiltonien H2. De plus, les divergences quantitatives entre les deux ensembles de données DFT
issues de la littérature [32, 188] laissent à penser que ces données ne sont peut-être pas suffisamment
fiables pour pouvoir être utilisées pour ajuster des modèles d’interaction plus détaillés. Fort de toutes ces
remarques, nous adoptons la démarche suivante : la thermodynamique du système Fe-V est modélisée
par un Hamiltonien de paires 1ers nn et 2nds nn que nous avons ajustées pour reproduire à la fois les éner-
gies de liaison des petits amas de lacunes (V2 à V6) et l’ordre de stabilité des surfaces {100} et {110}.
Pour cela, il a fallu légèrement augmenter la stabilité des paires V V 1ères nn et légèrement diminuer la
stabilité des paires V V 2ndes nn : ωFeVλ = 0.18 eV et ωFeVλ = 0.30 eV d’après les calculs DFT [20],
et ωFeV3 = 0.21 eV et ωFeV4 = 0.28 eV après ajustement. Les rapports d’énergie de surface correspon-
dants sont donnés dans le Tableau 4.7. La Fig. 4.11 compare la forme de Wulff correspondante, la forme
obtenue par simulation MC et une image de MET [217].
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{hkl} {110} {100} {210} {310} {321} {211} {111}

γhkl/γ110 1.00 1.01 1.08 1.09 1.13 1.15 1.22

TABLE 4.7 – Rapports d’énergies de surfaces (normalisés par γ110) obtenus après ajustement des énergies
ωFeV3 et ωFeV4 .

⊥(100) ⊥(110) ⊥(111)

Wulff

MC

MET

FIGURE 4.11 – Forme d’équilibre de Wulff obtenues avec la construction de Wulff (ligne 1, taille infinie),
les simulations MC (ligne 2, diamètre ∼ 5 nm) et observées par MET (ligne 3, diamètre ∼ 20 nm [217]),
projetées selon directions cristallographiques : (100), (110) et (111) (respectivement pour les colonnes
1, 2 et 3).

Comme cela a été présenté (§ 4.2), la construction de Wulff s’appuie sur les hypothèse d’une cavité
parfaitement symétrique (toutes les surfaces appartenant à une même famille sont identiques), infinie (la
forme d’équilibre ne dépend pas de la taille de l’objet), sans défauts de surface (bien que l’on puisse les
inclure de manière effective, cf. § 4.3.2), et plongée dans un milieu continu (la nature discrète du réseau
est ignorée).
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Pour obtenir la forme d’équilibre d’une cavité en simulation MC, nous avons utilisé un algorithme
de type Metropolis (cf. § 1.2.1.1), où la probabilité de réalisation d’un évènement est liée à la différence
d’énergie entre la configuration initiale et la configuration finale testée. Initialement, un nombre donné
de lacunes sont réparties pour former une sphère dans la boîte de simulation, et les évènements proposés
sont des sauts 3èmes nn. La surface à laquelle appartient chaque lacune est déterminée par sa coordinence
aux 3èmes et 4èmes nn. Les simulations MC ont l’avantage de contenir les effets de taille finie (dus à
la discrétisation du réseau) et les effets de température (entropie configurationnelle des plans de surface
de la cavité, c’est-à-dire la possibilité de créer des défauts de type adlacune ou adatomes). En revanche,
elles sont nécessairement réalisées dans l’ensemble canonique (i.e. à nombre total de lacunes fixé), ce
qui peut introduire un biais dans la forme d’équilibre, qui devient une forme d’équilibre pour un nombre
de constituants donné. En pratique, la mise à l’équilibre d’une cavité de plus de quelques dizaines de
milliers de lacunes (ce qui correspond un diamètre de l’ordre de 10 nm) n’est pas réalisable car trop
coûteuse en temps de calcul. Enfin le dernier inconvénient est lié à la nature stochastique de la méthode
MC qui entache les mesures des propriétés des cavités (e.g. nombre d’atomes appartenant à un certain
type de surface) d’une barre d’erreur assez importante. Ceci est d’autant plus vrai que la taille de la cavité
est grande et que celle-ci est donc susceptible de tomber dans des minima locaux d’énergie.

Les images de MET ont été obtenues par Estelle Meslin et Marie Loyer-Prost (SRMP [217]) à partir
des échantillons de Fe pur irradiés aux ions Fe2+ de 2 MeV par Daniel Brimbal à Jannus Saclay [38].
Trois niveaux de doses ont été obtenus, respectivement 10 dpa, 25 dpa à 100 dpa. Seules les cavités de
diamètre supérieur à 10 nm ont pu être étudiées, soit des tailles supérieures à celles que nous pouvons
simuler en MC. L’incertitude des mesures, ainsi que les nombreux paramètres qui sont susceptibles de
modifier la forme d’équilibre des cavités (cinétiques de mise à l’équilibre, effets d’impuretés, effets de
température, effets élastiques de l’environnement, etc.), ne nous ont pas permis de réaliser une comparai-
son quantitative entre ces trois méthodes.

Pour autant, la comparaison entre la forme de Wulff, les simulations MC et les images MET est qua-
litativement satisfaisante : en effet, les trois méthodes montrent des cavités facettées selon deux familles
de plans cristallographiques : {100} et {110}. Ce qui est plus difficile à comparer, c’est la proportion de
chaque surface, ou autrement dit les rapports d’énergies de surface.

Par la suite, nous nous attachons donc à essayer de quantifier certains des effets cités plus haut afin de
juger de la nécessité de les inclure pour quiconque souhaiterait s’atteler à une comparaison quantitative
entre les formes théorique, numérique et expérimentale. Dans cette optique, nous commençons par étudier
les effets de température. La Fig. 4.12 montre la forme d’équilibre obtenue par simulation MC sur une
cavité de 2000 lacunes (soit un diamètre de l’ordre de 3.6 nm), à T=500 K (Fig. 4.12a) et à T=1000 K
(Fig. 4.12b). Il y a deux points particulièrement intéressants à souligner :

– d’une part, les surfaces de type {100} (en jaune) ne sont pas toutes de la même taille. Les trois sur-
faces de cette famille représentées sur la Fig. 4.12a) contiennent respectivement 9, 16 et 25 atomes.
La cavité n’est donc pas symétrique au sens décrit plus haut dans la présentation de la construction
de Wulff. Cette asymétrie génère une entropie de forme (différentes orientations inéquivalentes)
qui stabilise ces configurations particulières de la cavité. Il est difficile de discuter ces entropies
de formes car elles peuvent être liées au fait de réaliser les simulations MC dans l’ensemble cano-
nique (nombre total de lacunes fixé), ou encore à un piégeage du système dans une configuration
métastable ;

– d’autre part, les lacunes représentées en rose ont des coordinences qui ne permettent pas de les
attribuer à l’un ou l’autre des plans cristallographiques étudiés. Il s’agit de défauts de surfaces (ad-
lacunes, adatome et amas de ceux-ci). Lorsque la température augmente (4.12 a→b), la proportion
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de défauts augmente elle aussi, puisque ces défauts génèrent de l’entropie de surface. Il semble que
ces défauts soient principalement localisés sur les sites les moins stables de la cavités, i.e. sur les
bords et les coins plutôt que sur les surfaces {100} et {110}.

a) b)

FIGURE 4.12 – Simulation MC de la forme d’équilibre d’une cavité de 2000 lacunes (diamètre équivalent
égal à 3.6 nm) à T = 500 K (a) et T = 1000 K (b). Les surfaces majoritaires ({100} et {110}) sont
préservées mais de nombreux défauts apparaissent à haute température, notamment au niveau des bords
d’intersection entre deux surfaces {110}. Ces défauts sont représentés en rose, leur coordination n’ayant
pas permis de les attribuer à une orientation de surface particulière.

La question traitée au paragraphe suivant est liée à cette entropie de surface : à température donnée,
on peut s’attendre à ce que la concentration d’équilibre de défauts de surface varie d’une famille de
plans cristallographiques à une autre. Ainsi, chacune de ces familles serait plus ou moins stabilisée par
la création de défauts de surface lorsque la température augmente. Dans le paragraphe suivant, nous
utilisons les développements basse température (LTE) pour déterminer l’amplitude de la variation des
rapports d’énergie de surface avec la température.

4.3.2 États excités d’une surface en LTE
En prenant comme état de référence une surface de fer (hkl), la création d’adlacunes (adV ), d’ada-

tomes de fer (adFe) ou d’amas de ces derniers (adVn et adFen), peut être traité comme une excitation
de la surface parfaite. Les LTE sont donc tout à fait indiqués pour déterminer la concentration d’équilibre
de ces défauts sur la surface [12, 136, 179, 51]. Les équations présentées le chapitre 1 sont transpo-
sées directement au cas qui nous intéresse ici : le nombre de sites cristallins Ns devient simplement le
nombre de sites de surface. Par commodité pour la suite, nous commencerons par calculer les potentiels
chimiques µadFe et µadV qui correspondent respectivement à la création d’un adFe ou d’une adV . En
raisonnant de cette manière, nous pourrons exprimer les concentrations d’adFe et d’adV isolés comme
[adFe] = exp(µadFe/kBT ) et [adV ] = exp(µadV /kBT ), par analogie avec le paragraphe 1.4.2.2, où la
concentration de lacunes isolées dans le volume s’écrivait : [Vmono] = exp(µV Fe/kBT ). La Fig. 4.13
schématise les transformations qui nous permettent de calculer µadV (Fig. 4.13 a) et µadFe (Fig. 4.13 b).
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a)

b)

FIGURE 4.13 – Opérations mathématiques permettant de calculer : a) le potentiel chimique de formation
d’une adlacuneµadV ; b) le potentiel chimique de formation d’un adatome de fer µadFe.

En partant d’une surface (hkl) parfaite, on commence par créer une lacune dans le volume de fer,
avec un coût énergétique ∆E1 = −µV Fe = Ff (V )|Fe, où Ff (V )|Fe l’énergie libre de formation d’une
lacune isolée dans un volume de fer pur, calculée d’après l’Eq. 1.38. Ensuite, cette lacune est échangée
avec un atome de fer de surface. Les atomes de fer de surface forment n{hkl}λ liaisons Fe-V au λème nn,

et zλ−n
{hkl}
λ liaisons Fe-Fe au λème nn. Les nombres de liaisons hétérogènes par famille de surface

n
{hkl}
λ sont récapitulées dans le Tableau 4.4. La différence d’énergie ∆E2 associée à cette transformation

s’écrit :

∆E2 =
∑
λ

{
n
{hkl}
λ εV Vλ +

(
zλ−n

{hkl}
λ

)
εV Feλ − zλεV Feλ

+zλε
FeFe
λ −n{hkl}λ εFeVλ −

(
zλ−n

{hkl}
λ

)
εFeFeλ

}
=−

∑
λ

n
{hkl}
λ ωFeVλ . (4.7)

On en déduit le potentiel chimique de création d’adlacunes (en suivant les conventions de signe du §
1.4.2.2) :

µadV =−∆E2−∆E1 =−Ff (V )|Fe+
∑
λ

n
{hkl}
λ ωFeVλ . (4.8)

Avec un raisonnement similaire, nous écrivons les différences d’énergie ∆E3 (échange entre un atome
de fer du volume de fer et une lacune du volume de lacunes), ∆E4 (suppression d’une lacune depuis le
volume de fer) et ∆E5 (échange entre une lacune de surface et un atome de fer isolé dans le volume de
lacunes) :

∆E3 =
∑
λ

zλ

(
εFeVλ + εFeVλ − εFeFeλ − εV Vλ

)
=
∑
λ

zλω
FeV
λ , (4.9)

∆E4 = µV Fe =−Ff (V )|Fe , (4.10)

222



∆E5 =
∑
λ

{
n
{hkl}
λ εFeFeλ +

(
zλ−n

{hkl}
λ

)
εV Feλ − zλεV Feλ

+zλε
V V
λ −n{hkl}λ εV Feλ −

(
zλ−n

{hkl}
λ

)
εV Vλ

}
=−

∑
λ

n
{hkl}
λ ωFeVλ . (4.11)

Il s’en suit :

µadFe =−∆E5−∆E4−∆E3 = Ff (V )|Fe+
∑
λ

(
n
{hkl}
λ − zλ

)
ωFeVλ . (4.12)

Il est intéressant de vérifier que dans le cas particulier où ∀λ, n{hkl}λ = zλ/2, µadV = µadFe = 0 en
utilisant l’Eq. 1.7. Ce cas particulier correspond à l’ajout ou la suppression d’un atome de fer sur une
marche de la surface (Fig. 4.14), où l’énergie de surface n’est pas modifiée. C’est ce cas particulier qui
est largement utilisé pour définir l’énergie de formation d’une lacune dans un métal pur (cf. Fig. 1.7).

FIGURE 4.14 – Schéma présentant une surface d’orientation particulière et telle que n{hkl}λ = zλ/2. La
création d’un adatome de fer ou d’une adlacune ne modifie pas l’énergie de surface, d’où µadV = µadFe =
0.

L’évolution en température de l’énergie de surface effective des surfaces {100} et {110} est calculée
en ne prenant en compte que les niveaux d’excitation correspondant à la création d’une adlacune (ou
d’un adatome de Fe), et le premier contre-terme qui correspond à deux monomères sans interaction.
L’énergie de surface ainsi obtenue est effective dans le sens où elle inclut la stabilisation énergétique due
à la création de défauts de surface. Si l’on prend en compte plus de termes dans le LTE, et notamment les
paires d’adlacunes et d’adatomes de fer, il existe des intervalles de températures où le LTE diverge au sens
donné dans l’annexe D, c’est-à-dire que les niveaux d’excitation successifs sont de plus en plus probables.
Dans l’annexe D, nous avons interprété cette divergence du LTE comme une transition de phase. Dans le
cas présent, cette transition se résume à la création d’une nouvelle surface. Rappelons que l’état de base
choisi pour cette étude est une surface (hkl) et le système est constitué de Ns sites qui forment le plan
cristallographique (hkl) adjacent à la surface étudiée. La divergence du LTE traduit donc la possibilité
de remplacer tous les atomes de fer appartenant initialement à ce plan par des lacunes, créant ainsi une
nouvelle interface Fe/V d’orientation (hkl), décalée par rapport à l’interface initiale. En d’autres termes,
les surfaces peuvent avoir des défauts isolés (adlacunes et adatomes de fer), mais dès lors que deux
défauts du même type se regroupent, il peut exister (en fonction de la température) une force motrice
thermodynamique conduisant à la croissance de ces petits amas de défauts. Pour simplifier la discussion,
nous avons donc choisi de ne considérer que deux niveaux d’excitations dans nos développements basse
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température de l’énergie de surface. La prise en compte de la variation (en fonction de la température) du
nombre de niveaux d’excitation à inclure dans le LTE n’affecte pas les résultats numériques de manière
appréciable. Ces conclusions sont qualitativement en accord avec ce que l’on observe dans les simulations
Monte Carlo (e.g. Figs. 4.11 et 4.12) : les défauts sont exclusivement situés sur les bords et les coins de la
cavité, et pas sur les surfaces {100} ou {110}. Ces interfaces abruptes présentent donc une concentration
très faible de défauts, ce qui s’accorde avec l’idée qu’une nouvelle interface est systématiquement créée
dès lors qu’une agglomération de défauts apparaît.

À l’équilibre thermique, l’énergie libre de surface γhkl s’écrit, d’après l’Eq. 1.21) :

γhkl = γ0
hkl

−kBT
(

exp

[
µadFe
kBT

]
+g2 exp

[
2µadFe
kBT

])
−kBT

(
exp

[
µadV
kBT

]
+g2 exp

[
2µadV
kBT

])
, (4.13)

où γ0
hkl désigne l’énergie de surface {hkl} calculée à T=0 K. D’après notre Hamiltonien de paires,

γ0
100 = 1.40 eV/at et γ0

110 = 0.98 eV/at. Le coefficient g2 vaut−5/2 et−7/2, respectivement pour les sur-
faces {100} et {110}. En toute rigueur, l’Eq. 4.13 devrait également contenir un terme relatif aux niveaux
d’excitation du fer pur et du vide : rappelons que l’énergie de surface telle qu’elle est définie à l’Eq. 4.1
est une différence d’énergie. Dans la pratique, les niveaux d’excitations correspondant aux lacunes libres
dans le fer et aux atomes de fer isolés dans le vide sont négligeables à l’équilibre et n’affectent pas la
valeur de γhkl.

L’application de l’Eq. 4.13 montre que les concentrations d’équilibre de défauts de surface sont trop
faibles pour impacter significativement le rapport κ = γ100/γ110 (cf. la courbe verte de la Fig. 4.15).
En effet, les variations de γ100 (γ110) restent inférieures à ∼ 10−3

(
∼ 10−4

)
sur tout l’intervalle de

température. Il est cependant intéressant de noter que ces variations d’énergie de surface dépendent de
l’orientation cristallographique de la surface, ce qui signifie que si les concentration d’équilibre de défauts
augmentaient, on pourrait potentiellement observer un changement de forme de la cavité.

Revenons sur le calcul des potentiels chimiques de création d’adlacunes et d’adatomes de fer. Dans
ce calcul, nous supposons que les lacunes proviennent d’un vide infini. Cependant, les adlacunes ne
se mettent pas à l’équilibre vis-à-vis d’un vide infini 3 qui serait localisé en surface de l’échantillon
par exemple, mais plutôt vis-à-vis de la cavité à laquelle elles sont liées, du fait de sa proximité. Or,
la concentration d’équilibre de lacunes imposée par une cavité dépend de sa taille, à cause de l’effet
Gibbs-Thomson : plus une cavité est petite et plus la concentration de lacunes proche de la cavité est
élevée. Ainsi, la concentration d’équilibre de défauts de surface, est susceptible d’augmenter à cause de
l’effet Gibbs-Thomson. La modification Ff (V )|Fe due à l’effet Gibbs-Thomson s’écrit (en approximant
la cavité par une sphère pour simplifier les calculs) :

GT =
2ρsΩatγs
Rcav

, (4.14)

où ρs et γs sont les densités atomiques et énergies de surface moyennes, Ωat est le volume associé à un
site du réseau BCC (Ωat = a3/2), et Rcav est le rayon de la cavité. Dans notre exemple où la cavité ne se

3. Une dislocation pourrait également jouer ce rôle. Une dislocation n’est certes pas un vide infini mais elle impose la
même énergie de formation de lacunes.
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compose que de deux surfaces, ρsγs = (ρ100γ100 +ρ110γ110)/2 = 1.39 at.a−2. Les potentiels chimiques
µadFe et µadV s’écrivent alors :

µadFe = Ff (V )|Fe+
∑
λ

(
n
{hkl}
λ − zλ

)
ωFeVλ +GT

µadV =−Ff (V )|Fe+
∑
λ

n
{hkl}
λ ωFeVλ −GT. (4.15)

Pour ce type de calculs, nous avons montré qu’il était primordial de bien étudier la convergence du
LTE (cf. annexe D). De plus, les contre-termes doivent être pris en compte car l’effet Gibbs-Thomson
n’est important que sur les petites cavités, et celles-ci ont des petites surfaces, ce qui signifie qu’un
ou deux défauts correspondent déjà à des concentrations de surface de quelques dizaines de pourcents.
Cette remarque laisse apparaître une force motrice thermodynamique importante pour la croissance des
petites cavités : l’ajout d’une adlacune à une autre (ou un amas) déjà présente en surface est toujours
exothermique et mène donc à la formation d’un plan complet (limité par le fait que le nombre de sites de
surface Ns est fini) : la cavité grossit. Cet effet diminue avec la taille de la cavité puisque l’effet Gibbs-
Thomson diminue, et donc les concentrations d’équilibre de défauts diminuent aussi. Dans la réalité, la
croissance des cavités par la nécessité de créer des sites cristallographiques à nombre d’atomes de fer
constants, ce qui requiert la diffusion à longue distance des atomes de fer, ainsi que par le mûrissement
d’Ostwald, autre phénomène résultant de l’effet Gibbs-Thomson, qui privilégie la croissance des grosses
cavités aux dépends des petites lorsque plusieurs cavités sont dans le système.

La Fig. 4.15 montre l’évolution du rapport κ = γ100/γ110 en fonction de la température pour dif-
férentes tailles de cavités. Plus la cavité est petite est plus κ est faible, ce qui signifie que les cavités
évoluent théoriquement vers des formes d’équilibre plus “cubiques”. Cet effet reste cependant faible,
0.99 ≤ κ ≤ 1.01. Lorsque la taille de la cavité augmente, l’évolution en température de κ se rapproche
logiquement de celle obtenue pour une cavité de taille infinie, c’est-à-dire sans prise en compte de l’effet
Gibbs-Thomson.

Pour mieux comprendre ces résultats, il est intéressant de regarder, à taille de cavité fixée (Rcav = 5
nm Fig. 4.16a, et Rcav = 20 nm Fig. 4.16b), l’évolution des populations de défauts de surface avec la
température. Les adatomes de fer sont plus probables que les adlacunes à basse température seulement.
La température où les adV deviennent plus probables que les adFe augmente avec la taille de la cavité.
De plus, il y a toujours plus de défauts sur les surfaces de type {100} que sur celles de type {110},
ce qui explique la tendance des cavités à être plus cubiques avec la prise en compte de ces effets de
température. Cependant l’écart entre les concentrations de défauts sur chaque type de surface diminue
lorsque la température augmente, d’où l’apparition d’un minimum autour de T = 1100 K pour la cavité
de rayon 5 nm de la Fig. 4.15.
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FIGURE 4.15 – Modification du rapport d’énergie de surface κ en fonction de la température, dû à la
création de défauts d’équilibre sur les surfaces {100} et {110}. La ligne en pointillées correspond à la
valeur de κ sans prise en compte des défauts de surface, et la ligne verte montre l’influence des défauts
de surface pour une cavité de taille infinie. Les courbes noire, bleue et rouge montre la variation de κ
pour une taille croissante de cavité : la concentration d’équilibre de défauts de surface est alors fixée par
la taille de la cavité (effet Gibbs-Thomson).
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FIGURE 4.16 – Distributions d’équilibre des défauts de surface sur les plans {100} et {110} pour deux
tailles de cavités : Rcav = 5 nm (a) et Rcav = 20 nm (b).

En résumé, la prise en compte des concentrations d’équilibre de défauts de surface semble stabiliser
les surfaces de type {100} par rapport aux surfaces de type {110}, ce qui expliquerait une évolution
des cavités vers des formes plus cubiques lorsque la température augmente. Cet effet est d’autant plus
marqué que la cavité est petite, grâce à l’effet Gibbs-Thomson. En pratique, il reste cependant faible
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(les variations de κ sont inférieures à 0.02), et il semble difficile de réussir à mettre en évidence ce
changement de forme avec la température expérimentalement. Soulignons enfin que nous utilisons un
modèle d’interaction très simple, et que l’aspect quantitatif des résultats évoqués dans ce paragraphe est
susceptible de changer en fonction de l’énergie réelle de création d’une adlacunes ou d’un adatome.À
notre connaissance, ces quantités n’ont pas été calculées en DFT.

4.3.3 Forme d’équilibre d’une cavité : effets de taille finie
La construction géométrique de Wulff telle que nous l’avons présentée dans la Sec. 4.2 est rigoureuse

pour un milieu continu, et la forme d’équilibre qui en résulte est alors indépendante de la taille de l’objet
étudié. Les cavités qui font l’objet de ce chapitre sont modélisées par un ensemble de lacunes qui occupent
les sites substitutionnels du réseau BCC. Nous avons cherché à déterminer la taille de cavité à partir de
laquelle la forme d’équilibre de la cavité n’est plus affectée par le fait qu’elle est construite sur un réseau
discret. Cette taille est à comparer avec la taille des objets observés en MET, afin de déterminer si la
construction de Wulff fournit une bonne approximation de la forme théorique de ces objets ou non.

Soit une cavité parfaitement symétrique (i.e. les surfaces appartenant à une même famille sont iden-
tiques en aire et en forme) facettée selon deux famille de plans cristallographiques pour simplifier la
démonstration : {100} et {110}. Dans une cavité donnée, les aires d’une des surfaces de chaque famille
seront notées respectivement s100 et s110. D’après la construction de Wulff, les rapports d’énergie de
surface imposent la forme de la cavité, et donc les rapports de surfaces d’orientation donnée, soit :

s100

s110
= f

(
γ100

γ110

)
, (4.16)

où f est une fonction calculable en s’appuyant sur la construction de Wulff. Chaque surface a une
densité atomique donnée (respectivement ρ100 et ρ110) et contient un nombre entier d’atomes (n100 et
n110), dû à la nature discrète du réseau. Il s’en suit :

n100ρ110

n110ρ100
= f

(
γ100

γ110

)
. (4.17)

On voit dans cette expression que si l’on fixe n100 (entier), n110 est également imposé car f
(
γ100
γ110

)
,

ρ110 et ρ100 sont des quantités connues, la première par la construction de Wulff, et les deux suivantes
par la cristallographie du système. Or n110 est supposé être un nombre entier. On comprend alors que
l’Eq. 4.17 est rarement vérifiée. Une autre manière de traiter cette équation est d’imposer à n100 et n110

de prendre des valeurs entières (de cette manière on fixe la taille de la cavité), et de déduire le rapport
d’énergie de surface qui correspondrait à ces nombres :

γ100

γ110
= f−1

(
n100ρ110

n110ρ100

)
. (4.18)

Ainsi à taille de cavité fixée, le rapport d’énergies de surface mesuré expérimentalement, pourrait dé-
pendre de la taille des cavités. Pour quantifier ces effets nous proposons un calcul des nombres magiques
des cavités, c’est à dire des tailles de cavités (ou nombres de sites) qui permettent de construire une cavité
sur le réseau BCC, et le rapport d’énergie de surface associé à cette cavité.

Nous commençons par utiliser la construction de Wulff pour donner le lien théorique, i.e. dans un
espace continu, entre le rapport d’énergies de surface κ= γ100/γ110 et les dimensions de la cavité (dA, dB
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et dC), définies dans la Fig. 4.17 a). La Fig. 4.17 b) montre une partie de la projection de la construction
de Wulff selon la direction (001). Cette projection permet de calculer les distances dA = 2AM et dB =
2BM .

a) b)

FIGURE 4.17 – Définition des distances et angles utiles pour le calcul du volume et des surfaces de la
cavité : a) sur une vue 3D ; b) sur une coupe de la cavité selon un plan (001) passant par son centre.

Le produit scalaire entre les vecteurs (110) et (010) donne α1 = π/4, ce qui permet d’en déduire
α2 = π−α1 = 3π/4. En appliquant le théorème d’Al-Kashi dans les triangles AOB et AMB on obtient
une relation entre les longueurs AM et BM :

AB2 = (r0γ010)2 + (r0γ010)2−2r0γ010r0γ010 cos(α1)

= r2
0

[
γ2

010 +γ2
110−

√
2γ010γ110

]
, (4.19)

AB2 = AM2 +BM2−2AM.BM cos(α2)

= AM2 +BM2 +
√

2AM.BM,

r2
0

[
γ2

010 +γ2
110−

√
2γ010γ110

]
= AM2 +BM2 +

√
2AM.BM. (4.20)

Une autre relation est obtenue en appliquant le théorème de Pythagore dans les triangles AOM et
BOM :

OM2 = (r0γ010)2 +AM2

OM2 = (r0γ110)2 +BM2, (4.21)

(r0γ010)2 +AM2 = (r0γ110)2 +BM2. (4.22)

En combinant les Eqs. 4.20 et 4.22, on obtient une relation du second ordre pour le rapportAM/BM :
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(
1− 1−

√
2κ+κ2

1−κ2

)(
AM

BM

)2

+
√

2
AM

BM
+ 1 +

1−
√

2κ+κ2

1−κ2
= 0. (4.23)

Une des deux racines est négative (AM/BM =−1/κ ce qui n’a pas de sens physique) et l’autre est
une fonction de κ uniquement :

dA
dB

=
AM

BM
=

2−
√

2κ

2κ−
√

2
. (4.24)

Soit α3 l’angle entre deux directions 〈111〉 consécutives, i.e. appartenant à la même surface de la
famille {110}. α3 est imposé par le cristal. On le calcule par exemple en faisant le produit scalaire entre
les directions [111̄] et [1̄1̄1̄] qui appartiennent au plan (11̄0) :

1

1

1̄

 .


1̄

1̄

1̄

=−1 =
√

3
√

3cos(α3) , (4.25)

soit α3 = arccos(−1/3)=109.5°. Encore une fois on utilise le théorème d’Al-Kashi pour déduire le
rapport dC/dB :

d2
B = d2

C +d2
C −2d2

C cos(α3) , (4.26)

soit :
dC
dB

=

√
3

8
. (4.27)

La Fig. 4.18 montre une projection de la cavité selon la direction (100). Les disques gris représentent
les colonnes d’atomes de fer autour de la cavité, et il y a un décalage de a/2 entre les disques gris clairs et
gris foncés. Les calculs de cette section se font sous l’hypothèse que la cavité est symétrique, au sens où
toutes les surfaces appartenant à une même famille de plans cristallographiques {hkl} sont identiques.
De cette hypothèse découle l’égalité dE = dF , sans quoi il existerait plusieurs distances dC . On en déduit
que dE = dB/

√
2, et donc que φ= 2r0γ010 = dA+2dE = dA+

√
2dB (où φ est le “diamètre” de la cavité,

calculé selon une direction 〈100〉). Le réseau cristallin impose de plus : dA = na et dE = ma, avec nεN
et mεN. Sans ces conditions, il n’est pas possible de construire une cavité symétrique.
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FIGURE 4.18 – Définition des distances caractéristiques de la cavité selon un plan de coupe d’orientation
(001) et passant par son centre. Les disques gris représentent les colonnes atomiques des atomes de fer
qui entourent la cavité, la différence de nuances indiquant un décalage de

(
00a2

)
entre ces colonnes.

Les dimensions de la cavité sont mises en relation avec le paramètre de maille a de la matrice de fer
environnante.

On peut alors écrire la relation suivante qui permet d’obtenir le rapport d’énergies de surfaces κ =
γ010/γ110 en fonction des entiers n et m :

φ

a
= n+ 2m= n

(
1 +
√

2
2κ−

√
2

2−
√

2κ

)
. (4.28)

On peut réécrire cette relation en isolant κ :

κ=
1√
2

2n+m

n+m
. (4.29)

Lorsque n et m parcourent l’ensemble N, l’Eq. 4.29 donne tous les rapports d’énergies de surfaces
qui sont compatibles avec le réseau BCC. Reste à en déduire les nombres magiques correspondants, i.e.
le nombre total de lacunes incluses dans une cavité pour laquelle n et m sont connus.
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Pour faire cela, nous commençons par calculer le volume total de la cavité, en fonction des distances
dA, dB , dC et dE . La cavité est tout d’abord découpée en trois barreaux identiques délimités par deux
surfaces de type {100} en opposition (les surfaces {100} sont représentées en jaune sur la Fig. 4.19 a).

V1 = 3(dA+ 2dE)×dA×dA−2d3
A. (4.30)

Le terme−2d3
A vient du fait qu’il ne faut pas compter la partie centrale 3 fois. Ainsi V1 correspond au

volume total de la forme géométrique représentée Fig. 4.19 a). On écrit ensuite le volume V2 du prisme
triangulaire délimité par les segments rouges sur la Fig. 4.19 b). La surface colorée en bleu sur ce schéma
appartient à la famille {110}.

V2 = dA×
dE×dE

2
. (4.31)

La cavité contient 12 volume identiques à V2. Reste à calculer le volume des “coins” (8 dans la
cavités), constitués de deux tétraèdres partageant une base commune (triangle équilatéral de côté dB) et
représentés sur les Figs. 4.19 c) et 4.19 d), ayant pour volumes respectifs V3 et V4.

V3 =
d2
B

4
√

3
× dB√

6
, (4.32)

V4 =
d2
B

4
√

3
×

√
d2
C −

d2
B

3
. (4.33)
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a) b)

c) d)

FIGURE 4.19 – Schéma des différentes portions de volume de la cavité, V1, V2, V3 et V4 étant représentées
respectivement sur les schémas a), b), c) et d).

Le volume total de la cavité s’exprime donc en fonction des longueurs dA, dB , dC et dE :

Vtot = V1 + 12×V2 + 8× (V3 +V4) . (4.34)

En utilisant les relations précédentes entre ces 4 longueurs, le volume total peut être exprimé en
fonction de deux variables seulement parmi les trois suivantes : n, m et κ.

Pour connaître le nombre total de lacunes (ou de sites) qui composent la cavité contrainte par la
relation 4.29, i.e. connaître les nombres magiques, il faut calculer le nombre de lacunes à l’intérieur de
la cavité, c’est-à-dire qui ne font pas partie des surfaces, des bords ou des coins de la cavité. Diviser Vtot
par le volume atomique Ωat ne donne pas le résultat car les lacunes des surfaces, des bords et des coins
participent elles aussi au volume total de la cavité, notamment pour les petites tailles. Nous devons donc
calculer le nombre de lacunes appartenant à chaque surface, bord et coin, ainsi que la fraction de volume
qui fait partie de la cavité en fonction de leur position.

Pour commencer considérons les projections des surfaces (100) et (110) selon leur normale, schéma-
tisés Fig. 4.20 a) et 4.20 b), respectivement. Les aires des surfaces s100et s110 sont calculées à partir des
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distances dA, dB et dC : s100 = d2
A et s110 = dB

(
dA+

√
d2
C − (dB/2)2

)
. Seulement la moitié de la sur-

face atomique des atomes de bords (en vert pour les bords orientés selon les directions 〈100〉 et en orange
pour les bords orientés selon les directions 〈111〉) est incluse dans les surfaces. Les coins (en rouge), to-
talisent une surface atomique pour la surface s100 (4× 1

4 ) et deux surfaces atomiques pour la surface s110

(la somme des angles sur les 6 coins vaut 4π = 2×2π). Les bords 〈100〉 (en vert) contiennent (n−1) la-
cunes. En considérant les relations entre les distance dB et dE , on montre que les bords 〈111〉 (en orange)
contiennent (m−1) lacunes. On en déduit le nombre d’atome inclus à l’intérieur d’une surface {100}
(n100, en jaune) ou d’une surface {110} (n110, en bleu) :

n100 = ρ100s100−1−4× 1

2
(n−1)

= n2−2n+ 1,

n110 = ρ110s110−2−2× 1

2
(n−1)−4× 1

2
(m−1)

= 2mn+m2−n−2m+ 1. (4.35)

a) b)

FIGURE 4.20 – Schéma représentant les deux familles de surface de la cavité en lien avec le réseau
BCC : a){100} et b) {110}. Les couleurs représentent respectivement les lacunes situées à l’intérieur des
surfaces {100} (jaune) et {110} (bleu), les lacunes à l’intersection entre deux surfaces {110} (orange),
les lacunes à l’intersection entre une surface {100} et une surface {110} (vert), et enfin les lacunes de
coins (rouge, intersection entre trois surfaces {110} ou intersection entre deux surfaces {110} et une
surface {100}).

Pour terminer, il suffit de calculer les portions de volumes de ces atomes de surfaces, de bords et de
coins qui sont inclus dans le volume de la cavité. Le Tableau 4.8 récapitule ces informations.
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Type Plan(s) Nombre Nombre d’atomes Fraction

d’objet impliqué(s) d’objets par objet de Ωat

Surfaces {100} 6 n2−2n+ 1 1/2

Surfaces {110} 12 m(2n+m−2)−n+ 1 1/2

Bords {100}/{110} 24 n−1 3/8

Bords {110}/{110} 24 m−1 1/3

Coins {100}/{110}/{110} 24 1 7/24

Coins {110}/{110}/{110} 8 1 1/3

4m3−6m2 + 4m

Volume - 1 +12mn(n+m−1) 1

+2n3−3n2 + 3n−1

TABLE 4.8 – Fraction du volume atomique de chaque lacune appartenant à la cavité, en fonction de sa
position.

On peut finalement en déduire le nombre nvol de lacunes à l’intérieur de la cavité :

nvol =
Vtot
Ωat

−6
(
n2−2n+ 1

)
× 1

2

−12(m(2n+m−2)−n+ 1)× 1

2

−24(n−1)× 3

8

−24(m−1)× 1

3

−24× 7

24

−8× 1

3
. (4.36)

Le calcul développé dans cette section est exact, et l’Eq. 4.36 doit donc donner rigoureusement un
nombre entier. La Fig. 4.21 présente les nombres magiques de cavités obtenus par cette méthode, c’est-à-
dire les rapports d’énergies de surfaces qui permettent de construire une cavité obéissant à la construction
de Wulff sur un réseau BCC, en fonction du diamètre de la cavité 4. Comme on peut s’y attendre, la
“densité de nombres magiques” augmente avec la taille de la cavité, puisqu’on se rapproche du cas
continu (à taille de cavité infinie) où la discrétisation du réseau n’affecte plus la forme d’équilibre de la
cavité.

4. À titre d’information, voici quelques ordres de grandeur du nombre de lacunes correspondant à un diamètre de cavité
donné :

234



0 5 10 15 20 25 30 35
Cavity diameter - [nm]

0.80

0.85

0.90

0.95

1.00

1.05

1.10

1.15

1.20

κ 
=

 γ
10

0 / 
γ 11

0

FIGURE 4.21 – Nombres magiques des cavités constituées uniquement de surfaces {100} et {110} du
réseau BCC, en fonction de leur diamètre. Un nombre magique est une taille particulière qui permet
de construire une cavité facettée parfaitement symétrique sur le réseau BCC. Le rapport κ associé à ce
nombre magique dépend de la proportion de chaque surface.

En pratique, le rapport d’énergie de surface est fixé par le matériau étudié, e.g. dans le cas du fer-α
κmat = 1.04 [32]. La droite horizontale bleue de la Fig. 4.22a) est donc une contrainte du matériau. Les
points intersectés par cette droite font apparaître les tailles de cavités qui sont compatibles avec le ré-
seau cristallographique et avec la thermodynamique du matériau étudié. Nous pensons que ces tailles de
cavités pourraient présenter une stabilité particulière. En effet, supposons qu’on ait mesuré expérimen-
talement une cavité de diamètre 25 nm dans un fer de κmat = 1.04. Cette taille de cavité ne correspond
pas à un nombre magique pour ce système (cf. l’intersection entre les lignes bleue et verte de la Fig.
4.22b). On peut imaginer la construction de cette cavité de diamètre 25 nm de la manière suivante : on
s’appuie sur une cavité dont la taille est donnée par le nombre magique immédiatement inférieur au point
d’intersection considéré. Ensuite, le diamètre de la cavité est augmenté pour atteindre la taille désirée (25
nm) en créant des couches successives qui vont modifier le rapport d’énergies de surface effectif κd de la
cavité 5. Dans l’exemple de la Fig. 4.22b), on peut aboutir de cette manière à une cavité de taille 25 nm 6

qui pourrait avoir un κd = 1.037 ou κd = 1.043. L’écart entre ce κd et le κ du matériau (1.04) peut être

Diamètre - [nm] 1 5 10 15 20 25 30 35 40

Nombre de V 1.102 1.104 7.104 2.105 5.105 9.105 1.106 2.106 3.106

5. L’exposant “d” précise que ce rapport d’énergie de surface effectif prend en compte la nature discrète du réseau.
6. Le diamètre effectif de la cavité ne sera exactement égal à 25 nm que dans de rares cas. En général, il y a un petit

écart de taille pour deux nombres magiques situés l’un au-dessus de l’autre, comme on peut le voir par exemple sur la Fig.
4.22b). En pratique, ces différences de diamètres ne seront détectées que si elles sont supérieures à la résolution spatiale de
la technique expérimentale utilisée. Nous avons donc formulé notre explication en considérant comme égaux deux diamètres
très proches l’un de l’autre.
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traduit comme un écart à la stabilité thermodynamique optimale, i.e. si le réseau n’était pas discret. Un
autre façon de réduire cet écart consiste à créer une cavité de 25 nm pour laquelle 1.037< κd < 1.043 (en
s’appuyant sur un nombre magique situé dans cet intervalle), mais qui comprend des défauts : soit des
défauts de surface comme ceux évoqués au § 4.3.2, soit des plans cristallographiques supplémentaires qui
asymétrisent la cavité et par ce biais lui confèrent une entropie configurationnelle (une cavité asymétrique
a différentes orientations possibles dans le cristal). Enfin, la Fig. 4.22b) montre également que pour une
cavité de taille plus petite (e.g. de diamètre 10 nm, en orange), les nombres magiques sont plus espacés
les uns des autres, les deux plus proches correspondant à des rapports d’énergies de surface κd = 1.031
ou κd = 1.045. Ainsi, on peut s’attendre à ce que les cavités de petite taille présentent en général plus
de défauts (de surface ou de forme) que les grandes, pour éviter une trop grande déstabilisation énergé-
tique. Précisons que nous avons mené cette réflexion sur des cavités de diamètre 10 nm et 25 nm, qui
correspondent aux tailles observées expérimentalement, mais pour lesquelles les effets de taille finie sont
faibles (la différence de κ entre deux nombres magiques à taille donnée est de l’ordre de 0.01). Pour des
tailles plus petites, e.g. une cavité de diamètre 4.3 nm, la différence de κ entre deux nombres magiques
est de l’ordre de 0.1, ce qui change qualitativement la forme de la cavité par rapport au cas idéal (milieu
continu).
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FIGURE 4.22 – Grossissement de différentes zones de la Fig. 4.21.

Si l’on suppose que les cavités qui correspondent aux nombres magiques ont une stabilité particulière
par rapport aux autres, les résultats présentés ci-dessus fournissent une idée de la barre d’erreur attendue
sur des mesures expérimentales. Par exemple, sur la Fig. 4.22b, on voit qu’une cavité de diamètre 25 nm
avec un κ= 1.04 ne correspond pas à un nombre magique. Ainsi, cette figure montre que le κ du matériau
(i.e. pour une cavité de taille infinie) serait mesuré expérimentalement à ±0.01 près sur une cavité de 25
nm. Le diamètre serait quant à lui mesuré à ±4 nm. Ainsi, cette étude permet d’estimer, en fonction du
matériau et du réseau cristallographique, la taille de cavités en dessous de laquelle on peut s’attendre à
des effets de taille finie non négligeables.

On peut également imaginer utiliser ces données pour mesurer des énergies de bords (intersection
entre deux facettes de la cavité), une quantité pour laquelle il n’existe pas de méthode de mesure expéri-
mentale. Ces énergies de bords sont très importantes puisque ce sont elles qui pilotent la forme d’équilibre
des petits objets (diamètre de l’ordre de quelques nanomètres) [201, 159, 126, 200]. Si l’on est capable
de mesurer précisément les rapports d’énergies de surface de ces petits objets (κd) et de les comparer à
ceux d’objets plus gros pour lesquels la nature discrète du réseau a un effet négligeable (κ), on peut alors
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relier la différence
(
κd−κ

)
aux énergies de bords en utilisant les données du Tableau 4.8. En effet, les

cas κd < κ et κd > κ se distinguent par la proportion de chaque type de surface et de chaque type de bord
pour les petits objets. Pour les gros objets, la contribution des bords est négligeable, et c’est pourquoi la
différence de κ entre un petit objet et un gros objet est directement reliée à l’énergie totale des bords.
Nous n’avons pas encore réalisé ces calculs, mais espérons développer cette méthode plus en détail dans
un futur proche.

Le raisonnement à nombre de lacunes fixé présente un intérêt majeur lorsqu’on réalise des simula-
tions MC pour caractériser ces objets. En effet, les simulations MC ne peuvent pas être réalisées dans
l’ensemble semi-grand-canonique car on obtiendrait soit une solution solide de fer contenant des mono-
lacunes, soit une phase composée uniquement de lacunes. Il faut donc étudier les cavités dans l’ensemble
canonique, c’est-à-dire en fixant le nombre de lacunes introduites dans la boîte de simulation. De cette
manière, on introduit forcément un biais, car soit ce nombre correspond à un nombre magique et la forme
d’équilibre est sans défauts, soit si ce n’est pas le cas, la forme d’équilibre contient un certain nombre de
défauts de surface et/ou de forme dus à la différence entre le nombre de lacunes imposées et le nombre
magique le plus proche. Connaître les nombres magiques du système permet donc d’avoir une idée du
biais que l’utilisateur crée sur la forme d’équilibre obtenue en simulation MC.

Précisons que les calculs et réflexions de cette section sont valables pour n’importe quel alliage bi-
naire avec tendance à la démixtion, et peuvent donc servir à étudier les propriétés thermodynamiques de
précipités. Dans le système Fe-V , la faible concentration de défauts de surface implique que les nombres
magiques varient peu avec la température. Si les cavités ou précipités contenant un nombre magique
de constituants présentent effectivement une stabilité particulière, alors on s’attend à en observer les ef-
fets expérimentalement, par exemple lors de cinétiques de croissance ou de décroissance de ces objets
(qui se feraient alors par paliers), ou alors en mesurant des distributions de taille de petits objets (qui
présenteraient alors des pics à certaines tailles plutôt qu’une évolution continue).

4.4 Mécanismes d’évolution des cavités à l’échelle atomique
Jusqu’à présent nous nous sommes intéressés à la détermination de la forme d’équilibre d’une cavité,

donc à ses propriétés thermodynamiques. Dans cette section, nous cherchons à obtenir une description
qualitative des mécanismes qui, à l’échelle atomique, gouvernent l’évolution des populations de cavités :
la coagulation entre deux cavités (§ 4.4.1), la dissolution d’une cavité (éjection de lacunes, § 4.4.3) et
enfin la migration d’une cavité (§ 4.4.2). L’objectif à plus long terme serait de pouvoir prédire dans
quelles conditions (température et taille des cavités) celles-ci croissent par migration et coagulation ou
par dissolution et absorption de mono-lacunes (mûrissement d’Ostwald).

Comme précédemment, la thermodynamique des cavités est décrite par un Hamiltonien de paires
3èmes et 4èmes nn. L’énergie de col entre deux configurations est calculée via un modèle de type KRA
(cf. Fig. 2.11). Il est possible de construire un modèle d’énergie de col qui soit beaucoup plus riche que
le KRA sans alourdir les simulations MC de manière conséquente. Ce modèle repose sur un comptage
astucieux des interactions à n-corps que la lacune (ou l’atome de fer) créé en position de col. Nous
avons essayé d’ajuster un tel modèle, mais il n’était pas possible d’estimer la fiabilité de ce modèle car
nous ne disposions pas de données suffisantes pour ajuster ses nombreux paramètres, et encore moins
pour les vérifier. Évidemment, nous n’avons pas plus la possibilité de tester la validité de notre modèle
de col KRA, mais ce modèle a l’avantage d’être stable au sens où il donnera rarement des énergies
de migrations aberrantes, i.e. très élevées ou fortement négatives. Cette stabilité vient du fait qu’il est
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construit à partir de la thermodynamique de l’alliage et qu’il ne possède qu’un paramètre ajustable. Étant
donné le caractère qualitatif de notre étude, la robustesse du modèle d’énergie de col est favorisée aux
dépends de sa précision.

Pour réaliser cette étude, nous avons utilisé les simulations AKMC à l’échelle atomique, avec un
algorithme de type Metropolis (cf. § 1.2.1.1). Avec un algorithme à temps de résidence (cf. § 1.2.1.2), la
proximité entre les divers constituants oblige à recalculer de nombreuses fréquences de saut à chaque pas
Monte Carlo. Les deux algorithmes sont d’une efficacité comparable aux températures étudiées (600 K <
T < 1000 K). Le choix de l’algorithme (Metropolis dans notre cas) est donc arbitraire. L’énergie ∆Ei→j
de l’Eq. 1.2 qui permet de calculer la probabilité de réalisation d’un évènement pour un algorithme
Metropolis est choisie comme la différence entre l’énergie de col et l’énergie de la configuration initiale :

∆Ei→j =
Ei+Ej

2
+Q−Ei =

Ej−Ei
2

+Em (V )|Fe , (4.37)

oùEm (V )|Fe est l’énergie de migration d’une lacune isolée dans une matrice de fer pur. La différence
d’énergie Ej−Ei s’exprime en fonction des énergies d’ordre du système Fe-V :

Ej−Ei =−
∑
λ

[nλ (j)−nλ (i)]ωFeVλ , (4.38)

où nλ (i) est le nombre de liaisons V -V au λème nn qui existent entre la lacune qui migre et ses voisins
dans la configuration i.

4.4.1 Modélisation de la coagulation de deux cavités
Le premier mécanisme qui a été étudié en simulation AKMC est celui de la coagulation de deux

cavités qui se rencontrent au hasard de leurs déplacements dans la matrice. La Fig. 4.23 montre des
extraits de la simulation qui permettent de bien comprendre ce mécanisme à l’échelle atomique. Pour
cette simulation, réalisée à T = 700 K, nous avons placé deux cavités composées respectivement de 1500
lacunes (diamètre équivalent de 3.2 nm) et 4311 lacunes (diamètre équivalent de 4.6 nm) proches l’une
de l’autre (Fig. 4.23a). Chacune est initialement proche de sa configuration d’équilibre. Dès les premiers
instants de la simulation (Fig. 4.23b), des lacunes se placent en contact avec les surfaces des deux cavités.
Cette zone de contact, entourée en noir dans la Fig. 4.23b) est par la suite appelée “canal”. Au cours du
temps, le diamètre du canal augmente, et on note également que ce dernier se facette (Fig. 4.23c) selon
des plans de type {110} (en bleu). Au niveau de la petite cavité, on note des crans, générés par un
empilement de surfaces {110} de taille diverses. Le nombre de crans diminue au cours de la simulation
(Fig. 4.23 c, d, e) : les lacunes de ces empilements crantés de surfaces {110} donnent l’impression de
glisser sur le plan qui se trouve juste en-dessous, et participent de cette manière à l’élargissement du
canal, ou s’accumulent à la jonction entre le canal et la grosse cavité, avant de se redistribuer autour
de cette dernière. Précisons que le rôle des deux cavités n’est pas symétrique lors de ce phénomène de
coagulation : la grosse cavité agit comme une forme de base autour de laquelle s’ajoutent petit à petit
les lacunes provenant de la petite cavité. A l’intérieur du canal, les lacunes ont le même environnement
local que dans le volume de la cavité, i.e. elles sont entourées exclusivement d’autres lacunes. Ce canal
continue à s’épaissir jusqu’à atteindre le diamètre de la petite cavité (Fig. 4.23f). On continue à voir les
crans entre deux surfaces {110} empilées, qui se déplacent vers la grosse cavité, en donnant l’impression
de glisser sur le canal (Fig. 4.23 f et g). Cet effet est d’autant plus visible sur la Fig. 4.23 h), où la
petite cavité commence à se fondre dans la grosse, alors que précédemment, seules les lacunes proches
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du canal semblaient participer au phénomène. On note alors la présence de nombreux crans, issus de
la dégradation progressive des plans {110}. De ce mécanisme résulte une forme de cavité qui est bien
facettée principalement selon les plans {100} (en jaune) et {110} (en bleu), mais qui se trouve dans une
configuration métastable asymétrique. L’évolution vers la configuration la plus stable de cette cavité de
4311 + 1500 = 5811 lacunes est très longue à étudier en simulation MC et n’a pas pu être menée à son
terme.

Dans cette simulation, les cavités étaient approximativement alignées dans une direction de type
〈111〉. Lorsqu’elles se rencontrent suivant un angle différent, le mécanisme évoqué plus haut est toujours
valable, mais le canal présentera des facettes selon d’autres plans cristallographiques, en général un
mélange de {100} et {110}.

Pour que deux cavités puissent coaguler, il faut bien sûr qu’elles se rencontrent, et pour cela il faut
qu’elles soient mobiles. Le prochain paragraphe traite donc de la mobilité et du mécanisme de migration
des cavités.
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d) e) f)

g) h) i)

FIGURE 4.23 – Extraits d’une simulation AKMC de la coagulation entre deux cavités, l’une de 4311
lacunes et l’autre de 1500 lacunes (respectivement 3.2 nm et 4.6 nm de diamètre équivalent) à T = 700
K. La couleur des lacunes est déterminée d’après leur coordination avec d’autres lacunes.
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4.4.2 Modélisation de la migration d’une cavité
Le premier objectif de ce paragraphe est d’acquérir des renseignements sur le mécanisme de migra-

tion à l’échelle atomique des cavités : s’agit-il d’un mécanisme de nucléation de rebords, de diffusion
surfacique, de diffusion volumique [246] ? Le second objectif du paragraphe est d’avoir une idée de
l’évolution de la mobilité d’une cavité avec sa taille, afin de voir si la loi de Binder [31] est une bonne
approximation.

La mobilité d’une cavité de quelques milliers de lacunes est très faible, ce qui la rend difficilement
mesurable à partir des fluctuations d’équilibre (Eq. 2.20). Ceci est dû aux grandes variations des barrières
de migration avec l’environnement local des lacunes, qui conduisent à de forts effets de corrélations
cinétiques, i.e. une succession de sauts qui s’annulent les uns les autres, sans produire de flux net de
lacunes. Le problème n’est pas tant d’obtenir une valeur numérique avec une barre d’erreur acceptable,
mais plutôt de s’assurer que l’on est bien en train de mesurer la mobilité de la cavité. En effet, au cours
de la simulation AKMC, on n’observe pas de déplacement net de la cavité dans son ensemble (sauf pour
les toutes petites cavités de quelques centaines d’atomes). Il s’en suit que la mesure effectuée correspond
probablement à une cinétique de changement de forme, qui ne fait pas nécessairement intervenir les
même mécanismes que la migration de la cavité.

En théorie, on pourrait utiliser des techniques de dé-piégeage qui consistent à calculer les effets de
corrélations et à ne produire que des sauts effectifs qui intègrent le temps passé par le système à effectuer
tout ces sauts inutiles. Parmi ces techniques, citons par exemple les algorithmes de temps de premier
passage [74, 13]. Malheureusement, l’efficacité de ces algorithme est fonction du nombre de constituants
qui peuvent être isolés par rapport au reste du système, car il faut pouvoir calculer analytiquement les
trajectoires relatives de tous ces éléments. Dans le cas qui nous intéresse, on peut difficilement isoler un
groupe de lacunes, car toutes sont en interaction avec d’autres lacunes qui sont elles aussi susceptibles de
bouger. Outre la complexité de mise en place de l’algorithme dans ce cas là, on n’est pas sûr d’obtenir
une réduction significative des temps de calcul MC.

Nous adoptons ici une autre approche, inspirée d’une part des techniques d’électromigration, et plus
généralement des études de transport de matière à partir d’un processus hors d’équilibre. Cette approche
consiste à imposer un gradient de potentiel chimique dans la boîte de simulation. Sous l’action de cette
force motrice, un flux net de la cavité est créé et la mobilité de la cavité devient plus facilement mesurable
(cf. Fig. 4.24a). Le gradient de potentiel chimique est imposé de proche en proche, selon la direction
orientée [100] : si le produit scalaire entre le vecteur [100] et le vecteur saut de la lacune qui migre
est positif, sa barrière de migration est diminuée de δµ. Si le résultat du produit scalaire est négatif, la
barrière de migration augmente de δµ. On suppose que les énergies de col ne sont pas affectées par la
force motrice. Cette modification du paysage énergétique local est schématisée sur la Fig. 4.24b). Le
gradient de potentiel chimique macroscopique correspondant vaut 2δµ/d, où d est la valeur absolue du
produit scalaire entre [100] et le vecteur saut.
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a) b)

FIGURE 4.24 – a) Schéma de la boîte de simulation AKMC, avec un gradient de potentiel chimique
linéaire de lacunes ; b) Effet de ce gradient de potentiel chimique sur la fréquence de transition entre
deux sites. La courbe bleue représente la barrière de migration sans force motrice appliquée, et la courbe
orange la barrière de migration avec une force motrice appliquée de 2δµ/a [eV/m].

Dans la thermodynamique des processus irréversibles, la différence de potentiels chimiques doit en
toute rigueur être imposée aux bords de la boîte de simulation. En imposant la force motrice entre deux
sites voisins plutôt qu’entre les deux extrémités de la boîte, on modifie les propriétés thermodynamiques
et cinétiques des lacunes appartenant à la cavité. En effet, le schéma de la Fig. 4.24b) montre comment
le paysage énergétique local entre deux configurations est affecté. Sachant que les effets de corrélations
sont proportionnels aux différences de fréquences de sauts, on comprend que l’introduction d’une force
motrice biaise les effets de corrélations, et c’est d’ailleurs ce qui permet de provoquer un flux net de
l’objet étudié. Il faut donc savoir dans quelles conditions cette approche permettra tout de même de
mesurer les propriétés d’équilibre de la cavité. Soit W eq

1→2 la fréquence de saut pour passer de l’état 1 à
l’état 2 à l’équilibre thermique (i.e. sans force motrice extérieure). Cette fréquence de saut en présence
du gradient de potentiel chimique s’écrit alors :

W1→2 =W eq
1→2 exp

(
θδµ

kBT

)
=W eq

1→2

(
1 + θ

δµ

kBT
+

1

2

(
θ
δµ

kBT

)2

+ · · ·

)
, (4.39)

où θ vaut -1, 0 ou 1 en fonction de l’orientation du vecteur saut par rapport au gradient de potentiel
chimique imposé. Le développement limité de l’exponentielle de l’Eq. 4.39 est valable si la force mo-
trice est faible, i.e. si δµ� kBT , et permet d’écrire chaque fréquence de saut comme un polynôme de
δµ/kBT . D’après l’Eq. 2.20, un coefficient de transport Lαα n’est rien d’autre que la mobilité du centre
de gravité de l’ensemble des atomes d’espèces α, à la pondération par le nombre d’atomes près. Ainsi,
calculer la mobilité d’une cavité revient à calculer le coefficient de transport LV V qui, d’après l’Eq. 2.54
s’écrit LV V = Λ(0) + Λ×T−1×M . Les coefficients des matrices Λ(0), Λ, T et M sont des combinai-
sons linéaires des fréquences de saut, ce qui implique que LV V s’écrit lui aussi comme un polynôme de
δµ/kBT . Précisons que pour les faibles gradients de potentiel chimique imposés (δµ� kBT ), les effets
de corrélations ne sont pas modifiés par la force motrice extérieure (par rapport aux effets de corrélation
qui existent à l’équilibre), car la matrice T s’écrit comme une combinaison linéaire des fréquences de
saut d’équilibre W eq

i→j (cf. Eq. 2.50).
De cette discussion découle le mode opératoire employé : une force motrice (gradient de potentiel

chimique) est appliquée de proche en proche (i.e. sur toutes les paires de sites voisins) dans une direction

242



donnée. En théorie, la direction d’application de la force motrice ne devrait pas modifier les résultats
grâce à l’isotropie du réseau BCC. Nous n’avons pas eu le temps de vérifier cette hypothèse, et l’étude
qui suit a été réalisée en appliquant le gradient suivant la direction [100]. De cette façon, on observe
un déplacement net de la cavité, ce qui nous assure que les mécanismes microscopiques nécessaires à
cette migration ont eu lieu. Cette expérience numérique est reproduite (à température et taille de cavité
fixée) en diminuant progressivement la valeur de la force motrice. Il faut ensuite ajuster le coefficient de
mobilité de la cavité Mcav = LV V (x)/NV mesuré en AKMC par un polynôme de δµ/kBT dont l’ordre
dépend des valeurs de δµ impliquées et de la précision des mesures (NV est le nombre de lacunes qui
composent la cavité). La notation LV V (x) fait référence à la mesure du coefficient de transport qui ne
prend en compte que les fluctuations de position des atomes selon l’axe x ([100]). En effet, en imposant
une force motrice, le cristal est rendu anisotrope, et seule la réponse du système à la force motrice est
un polynôme de celle-ci. Dans notre cas, un polynôme d’ordre 2 permet de bien ajuster les résultats
des simulations AKMC pour δµ/kBT ≤ 0.05. Le coefficient d’ordre 0 de ce polynôme donne enfin la
mobilité de la cavité. Un exemple de cette procédure est présenté Fig. 4.25, pour une cavité de 2285
lacunes (diamètre de 3.7 nm) à T = 900 K. La différence entre le polynôme ajusté et les valeurs mesurées
est inférieure à la barre d’erreur de ces mesures. Cette barre d’erreur est calculée comme l’écart-type de
Mcav mesuré sur divers intervalles de temps de la simulation AKMC.
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FIGURE 4.25 – Variation avec l’amplitude de la force motrice imposée, de la mobilité d’une cavité
Mcav = LV V (x)/NV mesurée lors d’une simulation AKMC, pour une cavité de 2285 lacunes à T =
900 K (symboles noirs). La courbe bleu correspond à un ajustement de ces résultats selon un polynôme
d’ordre 2 en δµ/kBT . Les carrés noirs donnent l’amplitude des barres d’erreurs calculées lors de la simu-
lation MC, et les triangles bleus correspondent à la valeur absolue de de l’écart entre la mesure AKMC
et l’ajustement polynomial.

À taille de cavité fixée (NV = 2285 lacunes), la procédure est répétée pour différentes températures
(700 K ≤ T ≤ 1000 K), ce qui permet de montrer que la mobilité des cavités peut être approximée par
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une loi d’Arrhénius dans cet intervalle de température (Fig. 4.26a) :

Mcav (T ) = 3.62×10−4 exp

(
− 1.86

kBT

)
. (4.40)

Pour l’heure, nous n’avons pas réussi à relier cette énergie de migration effective de 1.86 eV à un
processus microscopique particulier.

À température fixée (T = 900 K), nous avons fait varier la taille de cavité 1021 ≤ NV ≤ 4311 (soit
des diamètres équivalents entre 2.8 nm et 4.6 nm). Les données mesurées vérifient la loi de Binder 7 [31]
(Fig. 4.26b) :

Mcav (NV ) = 4.88×10−10 (NV )−4/3 . (4.41)

Le coefficient ajusté est très proche du coefficient de diffusion d’une lacune isolée à cette température
(D∗ (Vmono) = 9.04× 10−10 m2.s−1). Cela ne signifie pas pour autant que le mécanisme de migration
de la cavité correspond à celui décrit par Binder, c’est-à-dire à la diffusion de lacunes isolées dans le
volume de matrice qui entoure la cavité. Dans notre simulation AKMC, les barrières de migration ont
été calculées avec la méthode KRA (Fig. 2.11), qui implique que l’énergie de migration entre deux
positions thermodynamiquement équivalentes (e.g. la migration d’une adlacune sur une surface {110})
est identique à l’énergie de migration d’une lacune isolée.

Malheureusement, nous n’avons pas réussi à mettre en avant de tendance claire d’effet des nombres
magiques des cavités (NV =1021, 2285, 4311) sur leur mobilité. Ceci est très certainement dû au fait
qu’une cavité qui migre est en perpétuelle réorganisation et que la migration résulte de la transition entre
diverses configurations métastables de la cavités, desquelles il est difficile d’atteindre la configuration
stable. Même dans le cas où elle est atteinte, la force motrice ainsi que les fluctuations thermiques désta-
bilisent cette configuration.

7. Dans le modèle de Binder, les lacunes de surface se dissocient de la cavité et migrent dans le volume proche de la
cavité pour aller se ré-associer à un autre endroit de la cavité. Il est supposé que c’est cette migration dans le volume qui est le
phénomène cinétiquement limitant. La mobilité de la cavité est alors proportionnelle au coefficient de diffusion d’une lacune
libre dans le volume, et à la proportion de lacunes de la cavité qui sont situées en surface de celle-ci, d’où : Mcav (NV ) ∝
D∗ (Vmono) (NV )

−4/3.
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FIGURE 4.26 – a) Variation avec la température de la mobilité d’une cavité de 2285 lacunes (symboles
bleus). Cette mobilité a été ajustée par une loi d’Arrhénius (en pointillés noirs, Eq. 4.40) dans cet inter-
valle de température. b) Variation avec la taille de la mobilité d’une cavité à T = 900 K (symboles bleus).
Cette mobilité a été ajustée par une loi de type Binder (en pointillés noirs, Eq. 4.41).

Ainsi, les Eqs. 4.40 et 4.41 permettent de prédire la mobilité d’une cavité de quelques nm de diamètres
à des températures comprises entre 700 K et 1000 K. D’autres simulations pourront permettre d’étendre
le domaine de validité des extrapolations, et vérifier qu’elles sont toujours valables avec des modèles
énergétiques (thermodynamiques et cinétiques) plus complexes et précis.

Reste à expliciter le mécanisme de migration des cavités à l’échelle atomique. Il est difficile à mettre
en évidence avec quelques clichés issus des simulations AKMC, car il est essentiellement dû aux fluc-
tuations de concentrations de défauts sur chaque plan. Afin de faciliter l’explication, ce mécanisme est
schématisé en 2 dimensions sur la Fig. 4.27. La Fig. 4.27a) représente la cavité dans son état initial, avec
sa forme d’équilibre. Les lignes en pointillé montrent la position et la forme initiale de la cavité, pour
mieux mettre en avant les changements de forme et les déplacements. Plaçons-nous dans le cas où il y
aurait une force motrice dans la direction [100], i.e. de la gauche vers la droite sur le schéma. Sur les sur-
faces de la cavité, des adlacunes peuvent être créées, grâce aux fluctuations d’énergie et de configuration
du système, et ces défauts migrent le long des surfaces de la cavité (Fig. 4.27b). Suivant l’orientation de
la force motrice, ils vont donc s’agglomérer sur la face (100), et ainsi créer une asymétrie de la cavité
(Fig. 4.27c). La configuration de la Fig. 4.27 c) est métastable, mais pour retourner à la configuration ini-
tiale, le système doit passer par différentes configurations plus instables. Pour retrouver une configuration
symétrique (et donc plus stable), le système a une autre solution : il suffit que les lacunes qui composent
“l’arrière” de la cavité migrent vers l’avant pour former de nouveaux plans de type {110} (Fig. 4.27d).
Ce processus est plus probable que celui qui consiste à retourner à la configuration initiale qui implique
de “casser” les plans {110} très stables et de grandes surfaces créés entre les étapes b) et c). Une fois
l’étape d) complétée, on retrouve une forme proche de la forme d’équilibre, mais décalée, en général d’un
paramètre de maille, puisque la cavité avance plan par plan (Fig. 4.27e).

La force motrice introduite dans cette explication et dans les simulations présentées ci-dessus a seule-
ment pour but de faciliter la création d’une asymétrie et de la stabiliser (Fig. 4.27 c). A l’équilibre, cette
asymétrie apparaît naturellement à cause des fluctuations de concentrations de défauts locales au niveau
des surfaces de la cavité. Il y a alors une compétition entre retourner vers l’état initial (c→a, si l’asymétrie
n’est pas suffisamment stable) ou évoluer vers une autre configuration d’équilibre de la cavité (c→e). La
migration d’une cavité n’est pas un processus continu, car la cavité doit nécessairement se déstabiliser
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pour migrer, et à chaque instant il existe une force motrice thermodynamique qui va à l’encontre de cette
déstabilisation. Ainsi, au bout d’un certain temps, les fluctuations génèrent une asymétrie de taille suf-
fisamment importante pour faire avancer la cavité, qui retombe alors dans une configuration stable. Elle
reste piégée dans cette configuration jusqu’à ce qu’un ensemble de fluctuations lui permettent à nouveau
de former une asymétrie suffisamment longtemps pour déclencher la migration.

FIGURE 4.27 – Schéma des différentes étapes de migration d’une cavité. Le contour gris représente la
forme projetée de la cavité à un instant donné, et le contour noir pointillé sa forme initiale. Les carrés
noirs représentent des défauts de surface (le plus souvent), et les couleurs du schéma d) permettent de
mettre en avant les plans impliqués dans ce mécanisme ({100} en jaune et {110} en bleu).

Avant de clore cette section, nous allons décrire un troisième mécanisme d’évolution des cavités à
l’échelle atomique, qui est celui de la dissolution par mûrissement d’Ostwald.

4.4.3 Modélisation de la dissolution d’une cavité
Dans le paragraphe précédent, un gradient de potentiel chimique constant était imposé dans la boîte de

simulation MC selon une direction [100], afin d’obtenir la mobilité de la cavité selon cette direction. Nous
souhaitons maintenant comprendre le mécanisme de dissolution d’une cavité par mûrissement d’Ostwald.
À cause de l’effet Gibbs-Thomson (Eq. 4.14), la concentration d’équilibre de lacunes proche d’une cavité
est supérieure à la concentration d’équilibre de lacunes proche d’une cavité de taille plus importante. Il
en résulte un gradient de concentration de lacunes des petites cavités vers les grosses, et donc un flux net
de lacunes des petites cavités vers les grosses. Ainsi, les petites cavités décroissent, et les grosses cavités
croissent, ce qui accentue le flux de lacunes entre les deux, et conduit à la dissolution complète de la
petite cavité.

Ce qui nous intéresse ici, c’est le mécanisme selon lequel les lacunes quittent une à une la cavité
pour aller explorer la matrice environnante. Ce phénomène entraîne un changement de forme perpétuel
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des cavités au fur et à mesure qu’elles décroissent. Seulement la perte d’une lacune est un évènement
trop rare à l’équilibre pour pouvoir comprendre le mécanisme de dissolution à l’échelle atomique. Pour
forcer les lacunes à quitter la cavité, nous imposons entre deux sites adjacents un gradient de potentiel
chimique de symétrie sphérique, avec pour origine le centre de la cavité. De cette manière, on ajoute
une force motrice qui pousse les lacunes à quitter la cavité. Le gradient de potentiel chimique est choisi
comme étant le plus faible possible permettant d’observer la dissolution de la cavité. Dès qu’une lacune se
trouve à une distance donnée du centre de la cavité, elle est retirée de la boîte de simulation, pour simuler
sa capture par une cavité de taille plus importante. De cette façon on évite que les lacunes dissociées
retournent s’équilibrer avec la cavité ou qu’elles forme d’autres amas à proximité. La boîte de simulation
est schématisée sur la Fig. 4.28.

FIGURE 4.28 – Schéma de la boîte de simulation AKMC, avec un gradient de potentiel chimique radial
de lacunes, centré sur le centre de gravité de la cavité. La ligne pointillée est une limite au-delà de laquelle
les lacunes sont supprimées, comme si elles étaient absorbées par une autre cavité.

La Fig. 4.29 montre une cavité initialement composée de 10000 lacunes (ce qui équivaut à un dia-
mètre de l’ordre de 6 nm) à différentes étapes de la dissolution, qui permettent de bien comprendre le
mécanisme à l’échelle atomique. La simulation est effectuée à T = 1000 K et en imposant un gradient de
potentiel chimique de 0.7 eV/Å. Quatre zones de la cavité ont été repérées par des cercles pour faciliter
l’explication du mécanisme. La zone 1 correspond à un coin de la cavité : c’est par là que les lacunes
se dissocient de la cavité. La zone 2 montre l’amorce de dissolution d’un plan de type {110}. Enfin, les
zones 3 et 4 mettent en évidence la dissolution progressive des plans d’orientation {110}, en bleu.

Les coins de la cavité (zone 1) sont les sites les moins stables de la cavité, et c’est donc à cet endroit
que les lacunes auront plus de facilité à s’échapper. Au cours du temps, on observe une agglomération de
lacunes au niveau des coins, qui croît dans le sens radial et donne un amas sans structure particulière (Fig.
4.29a à f ). Lorsque cette structure atteint une certaine taille, les lacunes sont faiblement coordonnées avec
d’autres lacunes et se dissocient plus facilement de la cavité. Ainsi cette structure disparait (4.29f à g),
avant de croître à nouveau (4.29g à i). Cette succession d’étapes est également clairement visible dans la
zone 4 : croissance de a) à b), puis décroissance de c) à f) puis croissance à nouveau à partir de i).

Seulement, pour former cette structure, il faut apporter des lacunes au niveau des coins. Ces lacunes
proviennent majoritairement des plans {110} de la cavité, tout simplement parce que les coins où gran-
dissent les structures informes mentionnées plus haut se trouvent à l’intersection entre trois plans de la
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famille {110}. En regardant les zones 3 et 4 de la Fig. 4.29, on aperçoit une sur-épaisseur sur une partie
des plans {110}. Au cours du temps, la surface de cette sur-épaisseur décroît. Par ce processus, les bords
qui forment l’intersection entre les plans {110} et les plans {100} adjacents (en vert) disparaissent aussi,
entraînant la réduction des surfaces de type {100}. La zone 2 montre un processus possible de génération
de la sur-épaisseur visible sur les surfaces {110} : l’agglomération de quelques défauts de type adatomes
de fer créé un “cran” dans un bord d’intersection entre une surface {100} et une surface {110} (en vert).
Ce cran s’élargit, par exemple lorsqu’une lacune de ce bord rejoint la structure en formation sur les coins
(zone 1). Au bout d’un certain temps (Fig. 4.29f ), le “cran” a atteint toute la largeur de la surface {100}
sur laquelle il s’appuie. Un autre cran peut alors apparaître (Fig. 4.29g) et conduire à la disparition d’un
autre rang atomique dans le plan {110}. La sur-épaisseur est ainsi créée, et facilite la disparition du plan
{110} par le mécanisme décrit ci-dessus.

248



a) b) c)

d) e) f)

g) h) i)

FIGURE 4.29 – Extraits d’une simulation AKMC de la dissolution d’une cavité initialement composée
de 10000 lacunes, soit un diamètre équivalent de 6 nm. La simulation a été réalisée à T = 1000 K en
imposant un gradient de potentiel chimique radial. La couleur des lacunes est déterminée d’après leur
coordination avec d’autres lacunes. Le nombre en haut à gauche de chaque cliché correspond au nombre
de lacunes qui composent la cavité à cet instant.
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4.5 Conclusions du chapitre 4
L’objectif de ce chapitre était de caractériser à l’échelle atomique les propriétés thermodynamiques

et cinétiques de cavités constituées de plusieurs centaines voire milliers de lacunes. Nous résumons ici
les principaux résultats de ce chapitre :

– Un Hamiltonien ne comprenant que des interactions de paires 3èmes nn et 4èmes nn ajustées sur
l’énergie de liaison d’une paire de lacunes entourées d’une matrice de fer est suffisamment riche
pour reproduire, du moins qualitativement, la forme d’équilibre d’une cavité. Les simulations MC
(basées sur cet Hamiltonien), la construction de Wulff (basée sur les énergies de surface DFT), et
les observations MET montrent toutes les trois des cavités dont la forme d’équilibre est constituée
de facettes appartenant aux familles d’orientation cristallographiques {100} et {110} ;

– La comparaison de la proportion de chaque type de surface est rendue difficile à différents ni-
veaux : l’incertitude des mesures expérimentales, les biais introduits dans la simulation MC en
fixant le nombre de lacunes, le piégeage cinétique des cavités dans une configuration a priori mé-
tastable (observé en MC et en MET). Pour les observations expérimentales, la contamination de
l’échantillon par des impuretés, les contraintes élastiques du milieu environnant, et les effets de
température sont autant de causes susceptibles de modifier les valeurs effectives des énergies de
surface, et donc la forme d’équilibre observée ;

– La stabilisation des surfaces par l’entropie de configuration liée à la création de défauts ne semble
pas avoir une amplitude suffisamment différente d’une surface à l’autre pour entraîner une mo-
dification qualitative de la forme d’équilibre des cavités. Cela peut s’expliquer par le fait que les
températures sont limitées à T = 1185 K pour la ferrite, et également par le fait que les interfaces
sont très abruptes et présentent pas ou peu de défauts. Cette dernière conclusion nécessite une étude
plus poussée car, même si elle semble être confirmée par les simulations MC, elle est liée à notre
interprétation de la convergence des LTE (cf. annexe D), qui n’a pas encore été testée dans les
détails ;

– La nature discrète du réseau cristallographique sur lequel la cavité repose créé un écart de forme
d’équilibre par rapport à celle prévue par la construction de Wulff, pour des cavités jusqu’à∼ 10 nm
de diamètre. Si les nombres magiques de cavités présentent effectivement une stabilité particulière,
on peut s’attendre à observer des paliers dans les cinétiques de croissance et de dissolution de
cavités, paliers que l’on serait alors capable de calculer. Pour les plus petites cavités, ces études
pourraient potentiellement permettre d’estimer les énergies de bords, une quantité physique pour
laquelle il n’existe pas de méthode de mesure à l’heure actuelle ;

– D’un point de vue cinétique, nous avons montré que l’application d’une force motrice artificielle
permettait de mesurer des coefficients de diffusion et des taux de dissolution d’une cavité, alors que
ces mesures sont difficiles et incertaines à l’équilibre. De cette manière, nous avons été en mesure
de proposer à l’échelle atomique des mécanismes de coagulation, de migration et de dissolution
des cavités. Le développement d’un modèle d’énergie de migration plus précis est maintenant
nécessaire à la prédiction des mécanismes d’évolution prépondérants en fonction de la taille des
cavités et de la température.
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Conclusions

L’objectif principal de cette étude était de modéliser l’impact des amas lacunes-solutés interstitiels
sur le vieillissement d’une solution solide de Fer-α hors et sous irradiation. La spécificité du système Fe-
V -X , i.e. une solution solide très diluée avec des interactions fortement attractives entre ses constituants,
nous a conduit à étendre les méthodes de physique statistique existantes, ainsi qu’à en développer de nou-
velles. C’est notamment grâce à ces développements théoriques et méthodologiques que nous avons pu
mettre en évidence différents phénomènes résultants des interactions entre lacunes et solutés interstitiels.
Nous résumons ci-dessous les conclusions liées au développement de méthodes, suivies des principaux
phénomènes qu’elles ont permis de dévoiler, et pour certains de quantifier. Enfin, quelques perspectives
de nos travaux sont proposées.

Développement de méthodes
– Un Hamiltonien sur réseau incluant des interactions de paires, triplets et quadruplets allant jus-

qu’aux 8èmes voisins a été ajusté sur les calculs DFT d’énergies de liaisons de petits amas VnXm.
C’est dans cette procédure d’ajustement que se trouve l’originalité de notre modèle, car les in-
teractions d’un développement en amas sont classiquement ajustées sur les énergies de composés
ordonnés. Notre modèle énergétique permet de décrire avec une bonne précision les interactions
entre lacunes et solutés dans la solution solide. Pour le système Fe-V traité comme un alliage bi-
naire, l’Hamiltonien ne comprend que des interactions de paires 3èmes nn et 4èmes nn. Il est malgré
tout suffisamment riche pour reproduire les rapports d’énergie de surface obtenus en DFT, et donc
prédire (au moins qualitativement) la forme d’équilibre d’une cavité ;

– Une méthode d’exploration déterministe de l’espace des configurations d’un système a été dé-
veloppée. Cette méthode met en jeu une procédure itérative qui permet d’obtenir l’énergie des
configurations les plus stables d’amas de taille n à partir des configurations les plus stables d’amas
de taille (n−1). La multiplicité géométrique de chaque amas peut également être obtenue au cours
de cette procédure. Cette méthode a été appliquée avec succès pour calculer l’énergie libre d’amas
VnXm jusqu’à des tailles d’amas (n+m) = 100. Notre approche qui combine cette méthode d’ex-
ploration avec le développement d’un Hamiltonien sur réseau, ajusté sur les énergies de liaison
DFT de petits amas, a permis d’identifier des configurations stables d’amas VnXm et de compo-
sés ordonnés. D’autre part, les énergies libres d’amas ont servi de données d’entrée aux calculs
d’énergie libre de la solution solide par développement basse température (LTE). Les expressions
analytiques obtenues en LTE présentent notamment l’avantage de pouvoir mener des études de
sensibilité aux paramètres énergétiques du modèle. Dans certains cas, la prise en compte de toutes
ces données pose la question de la convergence des LTE, question que nous avons pour l’heure
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résolu en introduisant une taille critique d’amas au-delà de laquelle les amas ne doivent plus être
considérés comme faisant partie de la solution solide ;

– La méthode de champ moyen auto-cohérent (SCMF) a été étendue aux systèmes à plusieurs méca-
nismes de diffusion ayant lieu sur divers sous-réseaux du cristal. Un code informatique a ensuite
été écrit dans le but d’automatiser le calcul des coefficients de transport par la méthode SCMF et
sa généralisation à différents types de systèmes. Ce code a été particulièrement testé pour les sys-
tèmes dilués dans les réseaux BCC et FCC mais nécessite encore quelques développements pour
être étendue aux cas concentrés ;

– À partir de l’identification des fréquences de saut qui interviennent dans les expressions analy-
tiques issues du SCMF, nous avons proposé une partition de la matrice d’Onsager d’un système
dilué. Cette partition s’effectue en deux temps : chaque coefficient de transport est tout d’abord
divisé en coefficients de transport d’amas, chacun étant pondéré par la concentration de l’amas
associé. Ainsi, nous montrons que les coefficients de transport d’amas sont bien des quantités in-
trinsèques d’équilibre des amas, alors que les coefficients de transport du système global ne sont
pas nécessairement des quantités d’équilibre. Les coefficients de transport d’amas sont à leur tour
séparés en deux contributions, une contribution due à la mobilité de l’amas, et l’autre due à l’as-
sociation et la dissociation de ses constituants. La convergence de la composante mobilité avec la
taille d’amas permet de proposer une définition rigoureuse de ce qu’est un amas. Enfin, cette dé-
composition permet de montrer que la composante “association/dissociation” contient l’essentiel
de la physique des couplages de flux ;

– Forts de ces nouvelles connaissances sur la caractérisation des amas, nous avons ébauché un nou-
veau formalisme de dynamique d’amas, qui présente trois différences majeures avec le formalisme
classique : 1) la probabilité de rencontre de deux amas est calculée en supposant qu’ils effectuent
tous deux une marche aléatoire ; 2) une nouvelle population d’amas a été introduite, qui modélise
deux amas proches l’un de l’autre. En plus d’ajouter une partie des corrélations spatiales entre
amas dans le formalisme, cet ajout devrait faire apparaître des chemins de réaction jusque-là in-
accessibles (e.g. les réactions partielles) ; 3) les couplages de flux entre cellules adjacentes ont été
introduits pour la dynamique d’amas hétérogène. Ils résultent en partie des flux de dissociation
entre ces cellules ;

– Une réflexion théorique a été menée concernant la validité de l’hypothèse d’équilibre local sur
laquelle repose de nombreuses méthodes de physique statistique. Dans un état stationnaire, les es-
pèces conservatives mobiles (typiquement les solutés) du système se mettent toujours à l’équilibre
vis-à-vis des concentrations nominales d’espèces et de défauts de la solution solide. Ainsi, il n’y a
que dans le cas où les espèces non-conservatives (typiquement les lacunes) ne parviennent pas à se
mettre à l’équilibre entre elles que l’hypothèse précitée ne sera pas valable. Pendant toute la durée
de l’état transitoire, les espèces conservatives peuvent elles aussi échouer à se mettre à l’équilibre
vis-à-vis du système si les concentrations locales varient trop rapidement.

252



Propriétés et mécanismes physiques
– De très faibles concentrations de solutés (notamment l’oxygène avec [O]� 1 appm, une concentra-

tion qui n’est pas quantifiable avec les méthodes expérimentales actuelles) augmentent de manière
drastique la concentration totale de lacunes dans la matrice ferritique, principalement par la créa-
tion d’amas V X et V X2. Ces calculs sont tout à fait compatibles avec des expériences de PAS et
de µSR ;

– La limite de solubilité des solutés dans la ferrite a été calculée à partir de l’énergie libre LTE de la
solution solide. Il en ressort que les lacunes d’équilibre du système ont un effet négligeable sur la
partie riche en fer du diagramme de phase des alliages Fe-C et Fe-N, mais qu’elles stabilisent l’oxy-
gène en solution solide de manière significative en créant des amas VnOm. Partant de ce constat,
nous avons mis en évidence un nouveau mécanisme de dissolution des précipités sous irradiation :
la sursaturation de lacunes produites sous irradiation augmente la concentration d’amas VnXm et
stabilise ainsi les solutés dans la solution solide. Ce nouveau mécanisme devrait intervenir aux tem-
pératures intermédiaires où les atomes sont suffisamment mobiles pour diffuser à longue distance
et explorer la distribution locale des amas en solution solide, mais où l’entropie de configuration
n’est pas suffisante pour favoriser les espèces isolées par rapport aux amas. Cette stabilisation des
solutés par association avec les lacunes implique que le potentiel chimique des solutés présente
une certaine sensibilité à la concentration de lacunes en solution solide. Les variations de potentiel
chimique des solutés étant mesurables expérimentalement à partir de la pression partielle de ces
solutés dans la phase vapeur qui entoure le solide, elles pourraient permettre d’obtenir des informa-
tions précieuses sur l’évolution de la concentration de lacunes dans la solution solide, par exemple
sous irradiation ;

– Un scénario de précipitation de la cémentite dans le volume d’une solution solide de ferrite a été
proposé. Dans ce scénario, les lacunes créées par irradiation jouent le rôle de catalyseur et accé-
lèrent la précipitation du carbure. Les lacunes permettent l’agglomération des atomes de carbone
jusqu’à ce que l’amas de carbone atteigne une taille suffisante pour perdre sa cohérence avec la
matrice et évoluer vers un carbure avec une structure cristallographique plus stable. Soulignons
qu’il n’y a pas de contradiction entre les phénomènes de dissolution (thermodynamique) et d’accé-
lération de précipitation (cinétique) des carbures sous irradiation. Cette étude préliminaire suggère
la possibilité de contrôler la microstructure d’un matériau en irradiant le matériau de manière à
produire une sursaturation de lacunes variant cycliquement : lorsque la concentration de lacunes
est augmentée, les précipités se dissolvent et de nombreux amas se forment dans la solution solide ;
lorsque la concentration de lacunes diminue, les solutés cherchent à précipiter, et il existe alors de
nombreux germes (amas lacunes-soluté) en solution solide. Ainsi, au bout de plusieurs cycles, les
précipités deviennent de plus en plus nombreux et de plus en plus petits ;

– Il y a un couplage de flux négatif entre une lacune et un atome de carbone, un couplage de flux
positif entre une lacune et un atome d’oxygène, et le signe du couplage de flux entre une lacune
et un atome d’azote dépend de la température. Ces résultats sont intimement liés à la variation
locale des barrières de migration lorsque la lacune et le soluté sont proches l’un de l’autre. Ainsi,
on s’attend à des comportements en ségrégation induite sous irradiation différents pour chacun de
ces solutés, et ce malgré le fait qu’il présentent tous une attraction importante avec les lacunes ;

– Nous avons comparé les formes d’équilibre de cavités dans le fer-α obtenues par simulations MC,
construction de Wulff , et observations MET. La forme d’équilibre est constituée de facettes appar-
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tenant aux familles d’orientation cristallographiques {100} et {110}, observation sur laquelle les
trois méthodes sont en accord. La stabilisation de ces facettes par l’entropie de configuration liée
à la création de défauts ne semble pas avoir une amplitude suffisamment différente d’une surface
à l’autre pour entraîner une modification qualitative de la forme d’équilibre des cavités. Cela peut
s’expliquer par le fait que les températures sont limitées à T = 1185 K pour la ferrite, et également
par le fait que les interfaces sont très abruptes et présentent pas ou peu de défauts. La nature dis-
crète du réseau cristallographique sur lequel la cavité repose créé un écart de forme d’équilibre par
rapport à celle prévue par la construction de Wulff pour des cavités jusqu’à ∼ 10 nm de diamètre.
Si les “nombres magiques” (ceux qui sont compatibles avec un réseau discret) de cavités présentent
effectivement une stabilité particulière, on peut s’attendre à observer des paliers dans les cinétiques
de croissance et de dissolution de cavités, paliers qui pourraient permettre d’estimer les énergies
de bords ;

– Nous avons montré que l’application d’une force motrice artificielle permettait de mesurer des
coefficients de diffusion et des taux de dissolution d’une cavité, alors que ces mesures sont difficiles
et incertaines à l’équilibre. De cette manière, nous avons été en mesure de proposer à l’échelle
atomique des mécanismes de coagulation, de migration et de dissolution des cavités. Ces trois
mécanismes résultent de la migration de défauts (adlacunes et adatomes de fer) à l’interface entre
la cavité et la matrice.
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Perspectives
– La matrice des aciers étant rarement constituée de fer pur (e.g. matrice FeCr d’un acier inoxydable),

il peut être intéressant de généraliser nos approches à des systèmes multi-composants A-B-V -X ,
oùA etB sont par exemple deux espèces substitutionnelles qui composent la matrice. Par exemple,
la migration du C dans un matrice Fe-Cr présente une évolution complexe (non-linéaire) avec la
concentration en Cr, et ce phénomène n’est pas reproductible à partir de modèles standards asso-
ciés à des calculs DFT [109, 260, 54]. La compréhension de ce type de phénomène semble donc
nécessiter une modélisation complète et précise du système. Du point de vue de la caractérisation
thermodynamique du système, notre procédure itérative d’exploration de l’espace des configura-
tions combinée au développement d’un Hamiltonien sur réseau pourra être un atout de taille. Dans
un système à 4 constituants, le nombre de configurations d’un amas donné augmente très rapide-
ment avec la taille de cet amas, si bien qu’une étude exhaustive de ces configurations en DFT est
très coûteuse en temps de calcul, même pour les petits amas. À partir d’un ensemble de calcul
et de l’ajustement d’un Hamiltonien associé, l’exploration de l’espace des configuration permet-
tra de trouver les configurations les plus stables d’amas qui pourront ensuite être testées en DFT,
permettant ainsi de raffiner le modèle d’interaction, jusqu’à ce que toutes les configurations impor-
tantes aient été calculées en DFT, et que le modèle soit capable de les reproduire. Maintenant, d’un
point de vue cinétique, le code de calcul automatisé des coefficients de transport à partir des fré-
quences de saut atomique nécessite encore quelques ajustement, mais il n’y a a priori pas de verrou
technique majeur qui empêcherait son utilisation dans un système multi-composants, si ce n’est la
complexité due à la grande variété des fréquences de sauts possibles. Une utilisation intéressante
de ce code consisterait à mener une étude de sensibilité, en fixant une fréquence de saut particulière
et en faisant varier toutes les autres. De cette manière, on serait certainement capable de mettre en
évidence les fréquences de sauts essentielles pour l’évaluation des coefficients de transport, et ainsi
éviter de calculer un très grand nombre de fréquences de sauts en DFT. Par exemple pour la paire
V C, nous avons accidentellement mis en évidence une fréquence de saut particulièrement impor-
tante, et donc l’amplitude peut modifier le signe des coefficients de couplage de flux. Ces études
de sensibilité sont donc primordiales et permettront de renforcer la capacité prédictive des calculs
SCMF. Pour ces deux enjeux (détermination des configuration d’amas et des fréquences de sauts
importantes), les deux codes pourront réellement être efficaces s’ils sont parallélisés, ce qui est
certainement faisable puisque dans les versions actuelles, de nombreuses opérations indépendantes
les unes des autres sont réalisées successivement ;

– Au chapitre 1 nous avons proposé une équation liant la multiplicité géométrique d’un amas à la
multiplicité géométrique d’un des sous-amas qui la compose. Cette équation permet donc d’écrire
une relation de récurrence entre les multiplicités géométriques d’amas appartenant à un “chemin de
construction d’amas” donné, selon la terminologie employée dans ce chapitre. Il serait intéressant
de reprendre ces développements, réalisés pour les amas connexes, et de les étendre aux amas
non-connexes. L’intérêt serait de connaître tous les contre-termes nécessaires pour avoir une bonne
approximation LTE de l’énergie libre d’un système plus concentré que ceux étudiés aux cours
de cette thèse. On pourrait certainement tirer parti de ces multiplicités d’amas dans la méthode
de variation des amas (CVM), et ainsi traiter la thermodynamique des alliages concentrés avec
une bonne précision. Ces calculs d’amas non-connexes se rapprochent également des calculs des
“zones d’exclusions” qui interviennent dans les méthodes de dynamique d’amas sur des systèmes
au-delà de la limite infiniment diluée [30] ;
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– Au chapitre 2, nous avons pu proposer une définition rigoureuse d’un amas et de ses propriétés
cinétiques intrinsèques. Nous avons vu que la caractérisation d’un amas nécessitait d’appliquer le
SCMF dans une zone réduite de l’espace, zone qui contient donc un nombre fini de sites cristallo-
graphiques. Cette remarque laisse entrevoir une méthode permettant d’aborder le calcul des coeffi-
cients de transport des amas lacunes/solutés inclus dans une matrice composée de deux constituants
(e.g. FeCr). L’idée est de définir tout d’abord une zone de l’espace dans laquelle le SCMF sera ap-
pliqué, tandis que tout ce qui est extérieur à cette zone sera traité de manière moyenne, un peu
comme dans la CVM et la PPM où l’on se donne une taille maximale d’amas à l’intérieur de la-
quelle on traite les corrélations entre sites. Ensuite, on calcule les coefficients de transport des petits
amas lacunes/solutés qui s’écrivent analytiquement en fonction des nombres d’occupation de tous
les sites de matrice inclus dans la zone restreinte de l’espace définie plus haut. Il devient alors
possible de faire une moyenne des coefficients de transport d’amas obtenus lorsque les nombres
d’occupation des sites de matrice prennent toutes les valeurs possibles. La taille de cette zone pour-
rait potentiellement être définie en étudiant la convergence de la mobilité des amas lacunes/solutés
dans la matrice à deux composants. La mise en place de cette méthode pour le calcul des coeffi-
cients de transport d’amas dans les alliages concentrés nécessiterait des développements théoriques
importants, mais permettrait de généraliser les calculs des matrices d’Onsager à des systèmes plus
réalistes ;

– Une autre perspective directe de nos travaux est la poursuite du développement du nouveau for-
malisme de dynamique d’amas. Un important travail de test et de validation (par comparaison
à diverses méthodes parmi lesquelles CD, OKMC, AKMC) sera alors nécessaire pour justifier les
modifications apportées par rapport au formalisme classique, les différences étant surtout attendues
au niveau des transitoires cinétiques ;

– Le rôle des lacunes sur les premières étapes de précipitation des carbures pourrait être précisé et
quantifié en combinant l’étude présentée au chapitre 3 avec une modélisation des interactions élas-
tiques entre les atomes. On s’attend d’ailleurs à retrouver ce rôle des lacunes dans divers systèmes,
particulièrement ceux où l’on observe la formation en volume de précipités incohérents avec la
matrice (e.g. aciers ODS) ;

– Dans un futur proche, on devrait disposer de tous les outils théoriques et numériques nécessaires
pour pouvoir modéliser conjointement les phénomènes de couplage de flux et de ségrégation
d’équilibre, et ainsi prédire la ségrégation induite sous irradiation des solutés. Ces prédictions se-
ront d’une grande importance technologique vis-à-vis des applications nucléaires civiles sitôt que
l’on sera capable d’étudier les systèmes multi-composants A−B− V −X . Il deviendrait alors
possible de comprendre par exemple l’effet de l’interaction entre C et Cr sur les profils de ségré-
gation induite sous irradiation aux joints de grains, et peut-être d’expliquer les disparités entre les
différents résultats expérimentaux [202, 89, 90]. Un autre phénomène à explorer serait la possible
ségrégation induite sous irradiation des solutés interstitiels sur les puits de défauts ponctuels en
concentration suffisante pour d’une part biaiser l’efficacité des puits vis-à-vis des lacunes et des
auto-interstitiels, et d’autre part empêcher la ségrégation de solutés substitutionnels. D’autres ex-
tensions de la méthode SCMF pourront s’avérer nécessaire pour modéliser ces phénomènes de
manière quantitative, notamment le calcul des coefficients de transport issus des interactions entre
un auto-interstitiel et un soluté interstitiel, ou encore la prise en compte des effets de contraintes (à
proximité des puits de défauts) sur les couplages de flux ;
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– Pour ce qui est de notre étude sur les cavités, il serait souhaitable de pousser plus loin la comparai-
son quantitative des formes d’équilibre théoriques et expérimentales, peut-être en étudiant d’autres
matériaux dans un premier temps (e.g. Mg pour lequel il est très facile de créer des cavités, et où
celles-ci peuvent être observées à l’échelle atomique). D’un point de vue modélisation, la para-
métrisation d’un modèle d’énergie de col qui soit capable de reproduire les énergie de migration
ab initio est indispensable à la prédiction quantitative des cinétiques de chacun des phénomènes
observés : coagulation, migration et dissolution. Il serait alors possible de définir des régimes de
taille et de température où certains phénomènes sont prépondérants par rapport à d’autre. Il serait
également intéressant d’étudier l’effet de la ségrégation d’impuretés sur la forme d’équilibre et les
mécanismes d’évolution des cavités. Cette étude pourrait notamment bénéficier des connaissances
acquises sur les couplages de flux entre lacunes et solutés interstitiels. Enfin, ces données quanti-
tatives pourraient également être combinées à des simulations orientées objet afin d’aboutir à une
meilleure compréhension des mécanismes de gonflement sous irradiation.
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A Concentration d’équilibre de lacunes dans le métal pur
Considérons un système contenant un nombre donné d’atomes de fer NFe. Ce système est entouré de

vide, vide qui est interprété comme un réservoir de lacunes. Les atomes de fer sont répartis sur un réseau
cristallographique contenant Ns sites. Nous définissons alors le nombre de lacunes NV du système, qui
s’écrit : NV = Ns−NFe. Enfin, on note F l’énergie libre du système complet contenant d’une part ces
atomes de fer et ces lacunes, et d’autre part le vide qui entoure le solide (i.e. un réservoir de lacunes). À
l’équilibre thermique, le nombre de lacunes dans le système est celui qui minimise l’énergie libre. Nous
cherchons donc à calculer la dérivée suivante :

∂F
∂NV

∣∣∣∣
NFe

= 0. (A.1)

En supposant que la concentration nominale de lacunes dans le système soit suffisamment faible pour
que l’on puisse négliger la concentration des bilacunes, l’énergie libre du système s’écrit :

F =NFe

(
E [Fe] +Ecoh (Fe)

)
+NFeγsurf +NV

(
Ef (V )|Fe−kBTS

f (V )|Fe

)
−kBT ln

 NV +NFe

NV

 .
(A.2)

Les quantités qui apparaissent dans cette équation ont la même signification que dans le chapitre 1 :
E [Fe] est l’énergie d’un atome de fer isolé dans le vide, et Ecoh (Fe) est l’énergie de cohésion entre les
atomes de fer. γsurf est le défaut d’énergie de surface par atome de fer dû à la taille finie de l’échantillon.
Ef (V )|Fe est la variation d’énergie du système due à la création d’une lacune isolée dans du fer pur, et
Sf (V )|Fe l’entropie de formation associée, qui comprend des contributions vibrationnelle, électronique
et magnétique. On suppose que toutes les lacunes sont isolées dans le système (aucun amas de lacunes ne
se forme), ce qui implique que Ef (V )|Fe et Sf (V )|Fe ne dépendent pas de NV , et définissons l’énergie
libre de formation d’une lacune isolée : Ff (V )|Fe =Ef (V )|Fe−kBTSf (V )|Fe. Enfin, le dernier terme
de l’Eq. A.2 correspond au terme d’entropie de configuration créé par l’insertion de NV lacunes réparties
parmi Ns =NV +NFe sites cristallographiques.

En combinant les Eqs. A.1 et A.2 :

NFe
∂γsurf
∂NV

∣∣∣∣
NFe

+Ff (V )|Fe−kBT
∂

∂NV

ln

 NV +NFe

NV

= 0. (A.3)

Le système étant grand, nous considérons que NV et NFe sont tous les deux des grands nombres,
auxquels on peut appliquer la formule de Stirling, log (N !) =N log (N)−N .
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ln

 NV +NFe

NV

= ln

(
(NV +NFe)!

NV !NFe!

)
= ln((NV +NFe)!)− ln(NV !)− ln(NFe!)

= (NV +NFe) ln(NV +NFe)−NV ln(NV )−NFe ln(NFe)

=NV ln

(
NV +NFe

NV

)
+NFe ln

(
NV +NFe

NFe

)
. (A.4)

La dérivée de ce terme s’écrit donc :

∂

∂NV

ln

 NV +NFe

NV

= ln

(
Ns
NV

)
−NV

NFe

N2
V

NV
NV +NFe

+NFe
1

NFe

NFe

NFe +NV
=− ln([V ]) ,

(A.5)
avec [V ] =NV /Ns. La concentration de lacunes à l’équilibre est donc donnée par l’équation suivante :

NFe
∂γsurf
∂NV

∣∣∣∣
NFe

+Ff (V )|Fe+kBT ln([V ]) = 0. (A.6)

En négligeant la variation d’énergie de surface (par exemple en considérant la création d’une lacune
selon le processus de la Fig. 1.7), on obtient la relation classique :

[V ] = exp

(
−
Ff (V )|Fe
kBT

)
. (A.7)

Il est intéressant de noter que cette relation provient de la compensation du gain d’énergie du système
(déstabilisation) dû à la création des lacunes (et donc suppression de liaisons Fe-Fe) par la baisse d’éner-
gie du système (stabilisation) due à l’entropie de configuration ainsi générée. En effet, en utilisant l’Eq.
A.7, la différence d’énergie libre ∆F entre un système contenant NV lacunes et un système ne contenant
pas de lacunes (NV = 0) s’exprime (en négligeant la variation d’énergie de surface avec NV ) :

∆F =NFekBT ln(1− [V ])< 0, (A.8)

ce qui explique bien que le système avec lacunes est plus stable que le système sans lacunes, d’où
l’existence d’une certaine concentration d’équilibre de lacunes dans le système. Pour des concentrations
très faibles de lacunes ([V ]� 1), la différence d’énergie ∆F est cependant très faible, ce qui implique
que les systèmes avec et sans lacunes ont des énergies libres très proches. Cependant, le système parfait
(sans lacunes) est unique d’un point de vue microscopique, puisque tous les sites cristallographiques
sont occupés par des atomes de fer. L’ajout de lacunes au système lui confère une certaine entropie de
configuration et donc de nombreux états microscopiques dégénérés. Ainsi, même dans la limite [V ]� 1
(soit ∆F ∼ 0), le système avec lacunes est beaucoup plus probable que le système parfait.
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B Valeurs des interactions de l’Hamiltonien
Cette annexe donne les valeurs des différentes interactions thermodynamiques utilisées dans l’Hamil-

tonien développé au Chap. 1 pour les systèmes Fe-V -X , X = C, N, O. Tout d’abord la Fig. B.30 montre
les schémas des interactions de triplets, de type εxyzαβγ .Cette notation représente l’interaction entre α, β et
γ, avec α et β xèmes nn, β et γ yèmes nn, α et γ zèmes nn. Pour les systèmes Fe-V -X , les notations en
termes de plus proches voisins sont présentées sur la Fig. 1.5.

FIGURE B.30 – Schémas des interactions de triplets εxyzαβγ . Cette notation représente l’interaction entre α,
β et γ, avec α et β xèmes nn, β et γ yèmes nn, α et γ zèmes nn. Pour les systèmes Fe-V -X , les notations
en termes de plus proches voisins sont présentées sur la Fig. 1.5.
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Ensuite sont présentées les valeurs des interactions thermodynamiques pour chaque système : Fe-V -C
(Tableau B.9), Fe-V -N (Tableau B.10) et Fe-V -O (Tableau B.11). Ces valeurs ont été publiées dans la
Réf. [20].

Suite à la discussions du § 4.3.1, le modèle d’interaction pour le système Fe-V est réduit à la définition
des énergies d’ordre 3èmes nn (ωFeV3 = 0.21 eV) et 4èmesnn (ωFeV4 = 0.28 eV).

Interaction ε1
CC ε2

CC ε3
CC ε4

CC ε5
CC ε6

CC ε7
CC ε8

CC

Valeur - [eV] 1.90 0.81 0.22 0.02 0.05 0.07 0.09 0.14

Interaction ε4
CFeC ε1

V C ε2
V C ε5

V C ε6
V C ε8

V C ε8L
V C ε112

CV C

Valeur - [eV] 1.52 -0.41 0.16 0.08 -0.18 0.04 0.16 -1.17

Interaction ε114
V CV ε154

V CV ε184
V CV ε163

V CV ε123
V CV ε224

V CV εaV CCC εbV CCC

Valeur - [eV] 0.10 -0.12 -0.09 0.10 0.20 0.17 0.59 0.82

TABLE B.9 – Valeurs des interactions thermodynamiques de notre Hamiltonien pour le système Fe-V -C.

Interaction ε1
NN ε2

NN ε3
NN ε4

NN ε5
NN ε6

NN ε7
NN ε8

NN ε8L
NN

Valeur - [eV] 2.00 0.89 0.28 0.04 0.10 0.09 0.08 0.11 0.02

Interaction ε114
NFeN ε227

NFeN ε1
VN ε2

VN ε5
VN ε6

VN ε8
VN ε8L

VN -

Valeur - [eV] 1.24 -0.12 -0.73 -0.17 0.01 -0.18 0.06 0.18 -

Interaction ε123
NVN ε125

NVN ε224
NVN ε114

NVN ε224
VNV ε123

VNV ε163
VNV ε114

VNV ε184
VNV

Valeur - [eV] -0.05 -0.07 -0.19 -0.11 0.31 0.27 0.12 0.53 -0.19

TABLE B.10 – Valeurs des interactions thermodynamiques de notre Hamiltonien pour le système Fe-V -N.

Interaction ε1
OO ε2

OO ε3
OO ε4

OO ε5
OO ε6

OO ε7
OO ε334

OOO

Valeur - [eV] 0.67 0.33 -0.19 -0.24 0.11 -0.01 -0.09 0.06

Interaction ε114
OFeO ε1

VO ε2
V C ε5

V C ε6
V C ε8

V C ε8L
V C -

Valeur - [eV] 1.46 -1.43 -0.56 -0.03 -0.32 0.01 0.22 -

Interaction ε121
OVO ε112

OVO ε123
OVO ε125

OVO ε224
OVO ε114

OVO ε154
OVO -

Valeur - [eV] 0.41 0.55 0.24 -0.28 -0.07 0.08 0.22 -

Interaction ε114
VOV ε224

VOV ε123
VOV ε163

VOV ε184
VOV ε554

VOV ε1.6.11
VOV -

Valeur - [eV] 0.83 0.33 0.36 0.22 -0.14 -0.21 0.43 -

TABLE B.11 – Valeurs des interactions thermodynamiques de notre Hamiltonien pour le système Fe-V -O.
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C Vérification des lois capillaires à l’échelle atomique
Nous avons développé une méthode itérative et déterministe d’exploration de l’espace des configu-

rations (cf. § 1.3.2). Cette méthode utilise un Hamiltonien sur réseau et permet de calculer efficacement
l’énergie de la configuration la plus stable d’un amas de taille N . Dans cette annexe, nous souhaitons
comparer les résultats obtenus par cette méthode à ceux des lois classiques de type capillaire (e.g. [245]).
Celles-ci utilisent une description continue du système, approximation qui semble justifiée aux grandes
tailles, mais pas nécessairement aux petites. La comparaison est effectuée sur deux exemples, les amas
de lacunes dans le fer-α (amas tridimensionnels) et les amas d’oxygène dans le fer-α (amas bidimension-
nels).

C.1 Amas de lacunes dans le fer-α
Dans le fer α, les lacunes ont des énergies de liaison attractives entre elles aux 3èmes et 4èmes nn (cf.

Fig. 1.5 pour la numérotation des voisins). Ainsi, les lacunes vont s’agglomérer sous forme de cavités,
dont la géométrie a été présentée en détail dans le Chap. 4. Précisons que pour cette annexe, le modèle
d’interaction entre lacunes a été modifié de manière à ce que l’énergie de liaison totale par lacune de la
cavité converge bien vers l’énergie de formation de lacunes dans le fer pur (Ef (V )|Fe = 2.12 eV) lorsque
la taille de la cavité augmente. Le Tableau C.12 récapitule les interactions non nulles de l’Hamiltonien
utilisé dans cette section pour le système binaire Fe-V :

Interaction ε3
V V ε4

V V ε10
V V ε337

V V V ε447
V V V

Valeur - [eV] -0.1800 -0.3000 -0.0280 0.0290 -0.0156

TABLE C.12 – Interactions non nulles faisant partie de l’Hamiltonien utilisé pour obtenir les énergies de
liaison totales des amas lacunaires dans le fer-α.

Les lois de type capillaire supposent que les amas peuvent être traités comme des objets macrosco-
piques, dans un cadre continu. On attribue à chaque amas une énergie de volume, qui est l’énergie de
cohésion par atome d’un amas infiniment grand, ainsi que diverses composantes énergétiques liées à la
taille finie de l’objet : défauts d’énergie des surfaces, des bords et des coins. En tout généralité, l’énergie
de liaison totale par atome d’un amas de taille N s’exprime alors FN :

FN =
1

N

(∑
v

NvFv +
∑
s

NsFs+
∑
b

NbFb+
∑
c

NcFc

)
, (C.1)

où v, s, b et c représentent respectivement les différents types d’atomes de volume, de surface, de bord et
de coin. Par type d’atome nous dénommons les composants de même nature chimique et situés dans le
même environnement chimique local. Dans la limite d’un amas tridimensionnel de taille infinie :

Nv ∝N,
Ns ∝N2/3,

Nb ∝N1/3,

Nc ∝ 1. (C.2)
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Ainsi, l’énergie de l’Eq. C.1 peut s’exprimer en fonction de N :

FN = Av +AsN
− 1

3 +AbN
− 2

3 +AcN
−1. (C.3)

Les coefficients Av, As, Ab et Ac sont des fonctions de la géométrie de l’amas et des environnements
chimiques de chaque composant de l’amas. L’approximation capillaire consiste à supposer que ces quatre
coefficients sont indépendants de la taille N de l’amas, ce qui est vérifié dans la limite N →∞. Aux plus
petites tailles cependant, certains effets de taille finie, dus notamment au caractère discret du réseau
cristallographique (cf. § 4.3.3), ne sont pas négligeables. Nous testons donc ici la validité d’une approche
couramment utilisée, à savoir calculer l’énergie de liaison des petits amas, puis extrapoler aux grandes
tailles en utilisant l’Eq. C.3.

La méthode développée au § 1.3.2 a été utilisée pour calculer l’énergie de liaison totale de la confi-
guration la plus stable des amas de lacunes contenant entre 1 et 1095 lacunes. Les énergies obtenues
(par lacunes) sont représentées par les symboles noirs sur la Fig. C.31 a). La courbe rouge est obtenue
en ajustant les coefficients Ax de l’Eq. C.3 sur les données obtenues à l’échelle atomique. La courbe
bleue utilise une version plus simple et plus répandue de l’approximation capillaire qui consiste à négli-
ger les contributions énergétiques des atomes de bords et de coins. En comparant ces deux courbes pour
N < 10, on voit que ces termes sont nécessaires pour éviter les valeurs négatives d’énergie de liaison pour
les petits amas. Aussi l’ajout de ces termes de bords et de coins permet de mieux reproduire les données
atomiques sur tout l’intervalle des tailles d’amas. Cependant l’accord n’est pas parfait, comme on peut
le voir avec le grossissement de la Fig. C.31 b), où encore en regardant la pente des courbes aux grandes
tailles sur la Fig. C.31 a). Au-delà de 1000 lacunes, le modèle capillaire converge plus vite que le modèle
atomique vers la valeur de volume infini. Cependant, pour un amas de 1000 lacunes, on est encore loin
de cette valeur de volume infini (2.12 eV), ce qui explique qu’il y aura tout une plage de tailles d’amas
où les énergies de liaison prédites par le modèle capillaire seront sur-estimées. La Fig. C.31 c) montre
des différences d’énergies de liaison totales entre deux amas consécutifs et fait apparaître une grande
disparité des énergies d’ajout obtenues à l’échelle atomique, disparité qui est totalement masquée par
un modèle de type capillaire. Rappelons que ce sont ces différences qui sont impliquées dans la théorie
classique de la nucléation et dans les modèles de dynamique d’amas.

Ainsi l’expression C.3 permet de reproduire de manière acceptable les énergies d’amas obtenues à
l’échelle atomique, en prenant les coefficients Ax indépendants de la taille. En revanche, les différences
d’énergies entre deux amas de tailles consécutives sont mal reproduites. De plus, il convient d’être vi-
gilant lorsque l’on utilise cette expression pour extrapoler des énergies de liaison d’amas plus gros, car
alors le résultat est fonction de la base de donnée utilisée pour l’ajustement. En effet, le Tableau C.13
montre les coefficients Ax obtenus lorsqu’ils sont ajustés sur différents ensembles de données. Les va-
riations sont importantes d’un ajustement à l’autre, ce qui tend à montrer la dépendance en taille de ces
coefficients, et donc la difficulté d’extrapoler aux énergies de liaison des gros amas avec un modèle de
type capillaire.
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FIGURE C.31 – a) Énergies de liaison totales d’amas deN lacunes (en eV) obtenues à l’échelle atomique
(symboles noirs) grâce à notre méthode déterministe d’exploration de l’espace des configurations (§
1.3.2). La courbe rouge correspond à un ajustement de ces données par un modèle capillaire (Eq. C.3),
et la courbe bleue correspond à une version simplifiée de modèle capillaire pour laquelle Ab = Ac =
0 ; b) Grossissement de la courbe a) pour 0 < N ≤ 110 ; c) Différences d’énergies de liaison d’amas
NFN − (N −1)FN−1 pour 300≤N ≤ 500.
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Av As Ab Ac

Ajusté sur les 1095 valeurs (idem Fig. C.31) 2.1200 -6.2902 11.820 -9.5613

Ajusté sur les 500 premières valeurs 2.1200 -5.6804 8.6404 -6.2062

Ajusté sur les 595 dernières valeurs 2.1200 -10.526 70.124 -205.74

TABLE C.13 – CoefficientsAx obtenus en ajustant un modèle capillaire (Eq. C.3) sur différents ensembles
des énergies de liaisons d’amas obtenues à l’échelle atomique.

C.2 Amas d’oxygène dans le fer-α
D’après le Tableau B.11, les énergies de paires les plus attractives pour les atomes d’oxygène sont aux

3èmes et 4èmes nn. Les atomes d’oxygène vont donc chercher à maximiser le nombre d’interactions de ce
type. La structure ainsi produite contiendra également des triplets répulsifs de type ε334

OOO, mais ceux-ci
ne sont pas suffisamment répulsifs pour contrebalancer les liaisons attractives ε3

OO et ε4
OO. La structure

la plus stable formée par ces atomes d’oxygène est en réalité une plaque de deux épaisseurs atomiques,
représentée sur la Fig. C.32. L’énergie de liaison totale par atome de la phase infinie vaut :

F∞ =
4

2
ε3

OO +
4

2
ε4

OO +
4

2
ε7

OO +
12

3
ε334

OOO =−0.80 eV (C.4)

FIGURE C.32 – Structure d’une plaque d’atomes d’oxygène constituée de deux plans décalés l’un par
rapport à l’autre, et parallèles aux plans {100} du fer-α. À l’intérieur de chacun de ces deux plans, les
atomes d’oxygène forment un réseau quadratique, dont la paramètre de maille est égal à celui du fer-α.
Les liaisons entre les plans sont des liaisons ε3

OO. Un oxyde de fer formé par ces plaques d’oxygène a
une stœchiométrie Fe2O.

On peut s’étonner de ne pas obtenir une agglomération tridimensionnelle des atomes d’oxygène dans
le fer-α, mais ceci s’explique en fait simplement. La Fig. C.33 a) montre le type de structure tridimension-
nelle à laquelle on pourrait penser. Le problème est que cet empilement fait apparaître des interactions de
triplets très répulsives ε114

OFeO = 1.46 eV qui déstabilisent fortement la structure (en rouge). Ainsi, les deux
plaques d’atomes d’oxygène doivent se trouvent à une distance supérieure ou égale à deux paramètres
de maille (dans la direction perpendiculaire au plan des plaques) pour éviter ces interactions répulsives
(cf. Fig. C.33 b). La portée de notre Hamiltonien étant limitée, les plaques n’interagissent pas dans notre
modèle. En réalité, il devrait y avoir des interactions élastiques entre ces plaques (ligne rouge pointillée),
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interactions qui piloteraient la distance optimale entre deux plaques, ainsi que les directions de croissance
préférentielles de l’oxyde (dans le plan des plaques ou perpendiculairement à celles-ci).

a) b)

FIGURE C.33 – a) Schéma de deux plaques d’oxygène séparées par un paramètre de maille. Cela génère
des interactions très répulsive de type ε114

OFeO (trait continu rouge). b) Schéma de deux plaques d’oxygène
séparées par deux paramètres de maille. Il y a probablement des interactions de type élastique entre ces
plaques (trait pointillé rouge), mais celles-ci sont négligées dans notre Hamiltonien car à trop longue
portée.

La structure étant bidimensionnelle l’expression de la loi capillaire varie par rapport à l’Eq. C.3. En
effet, il n’y a pas d’atome de volume à proprement parlé puisque chaque atome d’oxygène fait partie
de l’interface entre cette oxyde de stœchiométrie Fe2O et la solution solide de αFe. Pour un oxyde
comprenant N atomes d’oxygène, on a alors les relations de proportionnalité suivantes :

Nv = 0,

Ns ∝N,
Nb ∝N1/2,

Nc ∝ 1. (C.5)

Ce qui permet d’écrire la loi capillaire (énergie de liaison totale par atome d’oxygène d’un amas de
taille N ) sous la forme :

FN = F∞+AbN
− 1

2 +AcN
−1. (C.6)
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Là encore,Ab etAc sont des fonctions de la forme du contour de la plaque, forme qui peut potentielle-
ment varier avec la taille, ce qui rend ces coefficients a priori dépendants de la taille de l’amas. L’approxi-
mation capillaire consiste une fois de plus à considérer les coefficients Ab et Ac comme indépendants de
N. De la même manière qu’au paragraphe précédent, nous souhaitons vérifier cette approximation en
regardant s’il est possible d’ajuster les énergies de liaison d’amas calculées à l’échelle atomique par la
loi définie par l’Eq. C.6. Nous avons utilisé notre méthode déterministe d’exploration de l’espace des
configurations (§ 1.3.2) pour obtenir ces énergies de liaisons d’amas à partir de notre Hamiltonien sur
réseau (cf. Tableau B.11), pour une plaque comprenant jusqu’à 500 atomes d’oxygène. Ces résultats sont
représentés en symboles noirs sur la Fig. C.34. L’ajustement par un modèle capillaire correspondant à
l’Eq. C.6 est quant à lui représenté par une ligne continue rouge.

Les conclusions sont similaires à celles obtenues pour les amas de lacunes, à savoir que le modèle
capillaire est capable de reproduire les données atomistiques sur un large intervalle de tailles. Cependant,
l’extrapolation aux grandes tailles reste dangereuse : en effet, la Fig. C.34 montre que dans l’intervalle
400≤N ≤ 500, la courbe du modèle capillaire a une pente plus élevée que celle qui correspond au calcul
à l’échelle atomique. Cela signifie que le modèle capillaire surestime la stabilité des gros amas. Enfin,
ce type de modèle masque les variations de l’énergie d’ajout d’un atome d’oxygène aux amas. Ainsi, les
différences d’énergie de liaison totale entre deux amas de tailles consécutives ne sont pas reproduites de
manière satisfaisante, comme le montre la Fig. C.35.
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FIGURE C.34 – Énergies de liaison totales d’amas de N atomes d’oxygène (en eV) obtenues à l’échelle
atomique (symboles noirs) grâce à notre méthode déterministe d’exploration de l’espace des configura-
tions (§ 1.3.2). La courbe rouge correspond à un ajustement de ces données par un modèle capillaire (Eq.
C.6) pour des amas bidimensionnels.
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FIGURE C.35 – Différences d’énergies de liaison totales d’amas d’oxygène de tailles consécutives
NFN−(N −1)FN−1 pour 2≤N ≤ 500. Le modèle capillaire (en rouge) masque la variété des énergies
d’ajout des atomes d’oxygène aux amas, variété que l’on observe à l’échelle atomique (symboles noirs).
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D Convergence en taille d’amas des LTE
Les développements basse-température (LTE) consistent à faire un développement limité de la fonc-

tion de partition d’un système autour d’un état de référence (le fer-α pur dans notre cas) en incluant les
états de plus bas niveau d’excitation, i.e. ceux dont l’écart énergétique par rapport au niveau de référence
est le plus faible. On obtient ainsi une fonction de partition tronquée en faisant l’hypothèse que les états
d’excitation de plus haute énergie ont un effet négligeable sur le système. Dans ce document, nous ex-
pliquons que le choix du niveau d’énergie à partir duquel on effectue cette troncature n’est pas toujours
trivial. Par “convergence des LTE” nous entendons un choix justifié de l’emplacement, en termes d’éner-
gie, de la troncature de la fonction de partition. Dans le § 1.4.1.1, nous avons expliqué que chaque niveau
d’excitation peut s’interpréter comme un amas adoptant une configuration particulière et que l’énergie
associée à un état excité est plus ou moins proportionnelle au nombre de constituants de l’amas. C’est
pourquoi nous discutons également le niveau de troncature en termes de taille d’amas.

Les LTE sont généralement utilisés dans des cas où un petit nombre de niveaux d’excitation permet
de répondre à la question posée. L’énumération d’un grand nombre de niveaux d’excitation est loin d’être
triviale pour la plupart des systèmes. Dans notre étude des solutions solides Fe-V -X (V =lacunes etX=C,
N ou O), nous avons mis au point une méthode itérative efficace qui permet d’obtenir un grand nombre
de niveaux d’excitation (amas contenant jusqu’à 100 constituants) ainsi que leur multiplicité géométrique
exacte (cf. Sec. 1.3). Dès lors s’est posée la question suivante : doit-on poursuivre le développement aussi
loin que possible et inclure tous les états excités que nous avons pu obtenir ? La logique du LTE veut
qu’à partir d’un certain niveau, les états d’excitation suivants deviennent de plus en plus négligeables et
que les ajouter au calcul n’amène rien de physiquement intéressant. Il n’y a donc a priori pas de raison
de s’inquiéter du niveau de coupure de la série. Cependant, nous avons utilisé ces LTE pour calculer des
limites de solubilité (Sec. 1.4.2), c’est-à-dire dans un domaine de concentrations où il y a coexistence de
deux phases, ce qui entraîne une divergence de la série, comme nous l’expliquons dans le § D.1. Nous
avons alors pris conscience d’une certaine subtilité dans ce calcul, ce qui a entrainé une réflexion sur le
choix du niveau de coupure i0.

L’exemple d’un équilibre biphasé permet de mettre en avant cette problématique. Dans cette étude
nous négligeons les contre-termes qui permettent de prendre en compte la frustration du système associée
à l’encombrement stérique de chaque amas, car nous nous intéressons à des solutions solides diluées
(typiquement [X]≤ 10−3) pour lesquelles ces effets sont négligeables (cf. § 1.3.3.2).

D.1 Formules générales
Le développement mathématique permettant de calculer le grand-potentiel du système en LTE a été

présenté à la Sec. 1.3.3. Dans cette discussion nous considérons que les niveaux d’excitation consistent
uniquement à ajouter des solutés X au système (l’état excité i en contient ni). L’ajout d’un soluté au
système a un coût énergétique, représenté par le potentiel chimique µX , qui est lié à l’énergie de for-
mation du soluté. Cette dernière est fixée arbitrairement par une phase fictive qui n’est pas modélisée
explicitement. Nous travaillons donc dans l’ensemble semi-grand-canonique. Précisons que le potentiel
chimique µX est en réalité une différence de potentiel chimique, car l’ajout d’un soluté s’accompagne
nécessairement de la disparition d’une lacune interstitielle. Pour alléger les notations, µX représente la
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différence µX −µVi . Dans ces conditions, la concentration en solutés s’écrit :

[X] =

i0∑
i=1

ni gi exp

(
−∆E (i) +ni µX

kBT

)
=

i0∑
i=1

ni gi

[
exp

(
−E∗ (i) +µX

kBT

)]ni
. (D.1)

L’indice i représente un état d’excitation d’énergie ∆E(i) (définie par rapport à l’état de référence) 8,
de multiplicité géométrique gi et contenant ni atomes X . i0 est le niveau de troncature de la série, et
tout niveau i tel que ∆E (i)>∆E(i0) est négligé dans la fonction de partition. Enfin, E∗ (i) correspond
à la normalisation de l’énergie d’un état excité 9 par le nombre d’atomes de solutés, E∗ (i) = E (i)/ni.
Rappelons que la probabilité P (i) de l’état excité i (ou encore la concentration par site de l’amas i)
s’écrit :

P (i) = gi

[
exp

(
−E∗ (i) +µX

kBT

)]ni
. (D.2)

Partons d’un état de référence fer pur, et ajoutons-y des atomes de type X , avec une énergie de
liaison attractive entre eux (soit ∆E (i) < 0). Si l’énergie libre de liaison des amas peut être décrite
par une loi de type capillaire (cf. annexe C), E∗ (i) évolue de manière monotone jusqu’à tendre vers
une constante qui correspond à l’énergie par atome de soluté d’une phase ordonnée infinie FepXq :
limi→∞ (E∗ (i)) = E∗∞ (FepXq).

– Si µX > E∗∞ (FepXq), alors il existe un niveau i1 à partir duquel P (i) ≥ 1, ce qui implique que
la série de l’Eq. D.1 diverge lorsque i0→∞. Il serait alors incorrect de tronquer la série car cette
opération n’est rigoureusement justifiée que dans le cas où P (i) décroît avec i et converge vers 0.
Or, si la probabilité d’un état excité devient supérieure à 1 (ce qui est d’ailleurs une aberration sur
le plan physique), les états excités successifs sont de plus en plus probables (à cause du caractère
monotone de E∗ (i)).

– Si µX <E∗∞ (FepXq), alors P (i) décroît, et il existe alors un état excité i0 à partir duquel P (i)�
P (i+ 1), ce qui justifie la troncature de la série à un certain niveau i0 (Eq. D.1).

Supposons maintenant que l’on veuille reproduire un équilibre entre deux phases, par exemple pour en
déduire les limites de solubilité. Si l’on fixe le potentiel chimique à sa valeur d’équilibre, alors la ther-
modynamique du système prévoit l’existence d’une phase, idéalement infinie, de solutés, ce qui signifie
qu’on se trouve forcément dans le cas µX >E∗∞ (FepXq), sans quoi plus la taille de l’amas augmente et
plus sa probabilité diminue, et la seconde phase n’apparait jamais. Nous en arrivons à la conclusion qu’un
LTE diverge nécessairement dans la lacune de miscibilité d’un alliage à tendance à la démixtion, et qu’il
ne peut donc pas reproduire le comportement d’un système biphasé. Une autre manière de voir cela est
de noter que pour une série donnée (niveau de coupure i0 fixé), il y a bijection entre le potentiel chimique
µX et la concentration en solutés [X], alors que dans un état biphasé, on peut avoir une variation de la
concentration à potentiel chimique imposé.

8. Nous considérons que les niveaux d’excitation i sont classés par ordre d’énergie ∆E(i) croissante.
9. L’énergie d’un état excité peut éventuellement être une énergie libre et donc dépendante de la température. Cependant,

précisons que la contribution liée à l’entropie de configuration du système a déjà été prise en compte au travers des coefficients
gi.
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D.2 Solution solide Fe-O
Nous choisissons d’illustrer ces considérations sur l’exemple du système FeO, avec le modèle d’in-

teraction résumé dans l’annexe B. Ce système a l’avantage d’être très bien reproduit par une loi capillaire
de type disque : l’anisotropie du site interstitiel octaédrique et l’attraction O-O dans le fer font que le
modèle d’interaction prédit une précipitation selon une structure en plaques de stœchiométrie Fe2O (cf.
annexe C). À notre connaissance, cet équilibre n’a pas été observé expérimentalement mais il permet de
résoudre toutes les expressions de manière analytique. En ne prenant en compte que les termes de surface
et de bords du précipité 2D (prédominants aux grandes tailles), la loi capillaire de type disque s’écrit (cf.
annexe C) :

E∗ (i) = α+γ/
√
ni. (D.3)

α et β sont des paramètres que l’on peut tirer du modèle d’interaction : α = −0.796, énergie par
atome d’oxygène pour un oxyde infini, et γ = 1.118, issu du défaut d’énergie de liaison sur le périmètre
des plaques et de la configuration géométrique de ces dernières. Une énergie d’amas de type capillaire
implique E∗∞ (Fe2O) = α. L’évolution de E∗ (i) est présentée sur la Fig. D.36 :
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FIGURE D.36 – Évolution de l’énergie d’interaction par atome d’oxygène pour des amas d’oxygène
insérés dans une matrice de fer, en fonction du nombre de constituants de l’amas. La ligne pointillée
correspond à la valeur α = limi→∞ (E∗ (ni)).

D’après l’Eq. D.3, limi→∞E
∗ (i) = α. Donc si µX >α, il existe un nombre critique i1 au-delà duquel

(µX −E∗ (i)) ≥ 0 (soit P (i) ≥ 1) et la série divergera. En général, les premiers termes du LTE sont
d’abord de moins en moins probables, ce qui est dû au coût énergétique de l’interface pour les petits
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amas. Si la série diverge, c’est qu’il y a une taille d’amas pour laquelle le terme de concentration associé
est un minimum. Cette taille peut être calculée analytiquement dans le cas qui nous intéresse :

d [Xi]

dni
=

d

dni

(
ni gi

[
exp

(
−E∗ (i) +µX

kBT

)]ni)
= 0. (D.4)

kBT +ni (µX −α)− γ
2

√
ni = 0. (D.5)

Le discriminant de ce polynôme d’ordre deux donne l’existence de solutions réelles positives (chan-
gement de variable η =

√
ni) :

∆ =
γ2

4
−4kBT (µX −α) . (D.6)

– Si ∆≤ 0, les niveaux d’excitation sont tous plus probables que le précédent : la série diverge et le
LTE n’est pas justifié. En effet :

∆≤ 0 ⇒ µX −α≥
γ2

16kBT
> 0 ⇒ µX > α. (D.7)

– Si ∆> 0 il y aura convergence de la solution solide pour µX ≤ α, c’est-à-dire que les états excités
successifs sont de moins en moins probables et limi→∞P (i) = 0. Ce cas est représenté sur la Fig.
D.37 a).

– Si ∆ > 0 et µX > α, la probabilité P (i) décroît initialement avec i, passe par un minimum en
i = im, puis croît de manière monotone pour i > im et la série diverge. Le nombre d’atomes qui
correspondent au minimum de concentration 10 est :

nim =

[
γ/2 +

√
∆

2(µX −α)

]2

. (D.8)

a)
0 200 400 600 800 1000

ni

10
-300

10
-240

10
-180

10
-120

10
-60

10
0

C
lu

st
er

 c
on

ce
nt

ra
tio

ns

 µX =  α - 0.025 : série convergente

b)
0 200 400 600 800 1000

ni

10
-50

10
-40

10
-30

10
-20

10
-10

10
0

C
lu

st
er

 c
on

ce
nt

ra
tio

ns

 µX =  α + 0.035 : série divergente

n
i
m

n
i
1

FIGURE D.37 – Évolution des concentrations d’amas en fonction du potentiel chimique à température
fixée. Soit la série converge (µX ≤ α), soit elle diverge (µX > α). Dans ce dernier cas, on peut définir i1
pour lequel (µX −E∗ (i1)) = 0 et im qui correspond à un minimum de concentration (cf. Eq. D.8).

10. Dans ce cas, il y a toujours un autre minimum pour un iq tel que 0 < niq < 1, mais celui-ci est dû à une aberration de
la loi capillaire qui croît pour n < niq avant de décroître pour n > niq .

274



En guise de conclusion, la série converge si µX ≤ α et elle diverge pour µX >α. Dans ce second cas,
il y a un minimum de concentration pour l’état im si µX < α+γ2/(16kBT ).

D.3 Calcul de l’équilibre solution solide / oxyde
Dans la Sec. 1.4.2, les LTE ont été utilisés pour calculer des limites de solubilité. L’équilibre biphasé

ne pouvant pas être reproduit par un LTE, ce dernier sert à calculer le grand potentiel (énergie libre grand-
canonique) de la solution solide en fonction de la concentration en oxygène. Nous égalons ce potentiel
avec celui qu’aurait un oxyde idéal et parfaitement stœchiométrique Fe2O si nous reprenons l’exemple
de la section précédente. Le potentiel chimique d’équilibre est obtenu en résolvant l’équation suivante
(Eq. 1.36) :

i0∑
i=1

gi exp

[
−E∗ (i) +µX

kBT

]ni
=
q

p

(
µX +Ff (O)

kBT

)
. (D.9)

Ff (O) est l’énergie de formation de l’oxygène dans Fe pur avec pour état de référence l’oxyde
Fe2O. Cela correspond donc à la différence d’énergie entre un atome d’oxygène isolé dans la matrice de
Fe et un atome d’oxygène appartenant à l’oxyde infini. D’après nos conventions et l’Eq. D.3, Ff (O) =
−E∗∞ (Fe2O) =−α. Le potentiel chimique d’équilibre µeqX entre l’oxyde et la solution solide est obtenu
en résolvant l’équation suivante :

i0∑
i=1

gi exp

[
ni
(
µeqX −α

)
−γ√ni

kBT

]
=
µeqX −α
2kBT

. (D.10)

Cette équation n’a de solution que dans le cas µeqX −α > 0, soit le cas où le LTE diverge d’après la
partie précédente. Cette divergence du LTE semble logique puisque l’on cherche le potentiel chimique
où la précipitation est censée se produire, c’est-à-dire le potentiel chimique pour lequel le système est
biphasé. Une question intéressante se pose : que se passe-t-il dans le cas où le potentiel chimique vérifie
α < µX < µeqX ? Le LTE diverge mais le potentiel chimique d’équilibre n’est pas atteint. Pour mieux
comprendre, nous résolvons l’Eq. D.10 en effectuant un développement limité du potentiel chimique qui
sera justifié a posteriori (cela permet de conserver des expressions analytiques). Le potentiel chimique
d’équilibre est écrit sous la forme : µeqX = α+ δµ, avec δµ > 0 nous posons θi = 2gi exp

(
−γ√ni/kBT

)
.

i0∑
i=1

θi exp

(
δµni
kBT

)
=

δµ

kBT
. (D.11)

En supposant ∀i, δµni� kBT ,

i0∑
i=1

θi

(
1 +

δµni
kBT

)
=

δµ

kBT
. (D.12)

δµ= kBT

∑i0
i=1 θi[

1−
∑i0

i=1 θini

] . (D.13)
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On peut vérifier que δµ > 0 et que ∀i, δµni/kBT � 1, car θi est typiquement inférieur à 10−8 et i0
est en pratique 11 toujours inférieur à ∼ 102. Dans le cas d’un équilibre avec un précipité de taille finie
N , l’Eq. D.10 devient :

i0∑
i=1

gi exp

[
ni
(
µeqX −α

)
−γ√ni

kBT

]
=
µeqX −α−γ/

√
N

2kBT
.

Ainsi,δµ diminue avec N :

δµ= kBT
γ/
√
N +

∑i0
i=1 θi[

1−
∑i0

i=1 θini

] . (D.14)

L’application numérique pour l’oxyde Fe2O décrit par l’Eq. D.3 montre que δµ est très faible, ty-
piquement inférieur à 10−5. De plus, i0 a une influence négligeable sur la valeur numérique du poten-
tiel chimique d’équilibre et la concentration d’équilibre (à condition d’avoir i0 suffisamment grand, i.e.
i0 & 10−15). Ceci provient du fait que le niveau im pour lequel on a un minimum de concentration (cf.
Fig. D.37 b) intervient très tard dans le LTE (typiquement nim & 105) et que nous tronquons le calcul
avant.

Ainsi en tronquant la fonction de partition, nous obtenons un résultat qui reste stable en fonction de
i0 sur un large intervalle de tailles d’amas, ce qui fait penser qu’on ne biaise pas l’énergie libre de la
solution solide en introduisant un rayon de coupure i0 arbitraire. En s’inspirant de la théorie classique
de la germination (e.g. [52]), nous pensons que le rayon de coupure de la série devrait correspondre à
un minimum de probabilité d’état excité, ou encore à un maximum d’énergie libre de liaison d’amas,
les deux étant reliés par la relation D.2. En effet, en théorie classique de la germination, tout amas plus
gros que la taille critique croît par réactions exothermiques, ce qui veut dire que la croissance de tous ces
précipités est motivée par une force motrice thermodynamique. Ces amas sont donc des germes d’oxyde,
et il est donc raisonnable de penser que tous ces amas appartiennent à la phase oxyde, et non à la solution
solide. À l’inverse, les amas plus petits que le rayon critique sont logiquement attribués à la solution
solide, puisque thermodynamiquement, ces amas ont tendance à décroître. Le LTE a pour vocation de
décrire une seule phase, dans notre cas la solution solide puisque l’état de base choisi est une matrice
de fer pur. Il semble donc justifié de n’inclure que les états excités qui appartiennent à la solution solide
dans l’Eq. D.1. Il s’ensuit que le rayon de coupure i0 qui paraît le plus justifié est le niveau d’excitation
im pour lequel P (im) est un minimum de P (i) (Eq. D.8). Précisons que lorsque le système est constitué
de la solution solide uniquement, il n’y a pas besoin de définir précisément le rayon de coupure i0. Dans
le cas d’un système biphasé où le potentiel chimique est µeqX , la fonction P (i) présente un minimum
uniquement dans le cas suivant :

δµ

kBT
<

(
γ

4kBT

)2

. (D.15)

Si la série diverge et qu’elle ne présente aucun minimum, il faut repenser le choix de l’état de référence
du système. La discussion ci-dessus a été menée en termes de taille d’amas, mais dans la réalité il est
plus juste de raisonner en termes d’énergies d’états excités. Pour le traitement des solutions solides, les
deux façons de procéder devraient a priori donner des résultats similaires.

11. Si plus de niveaux d’excitation sont nécessaires pour décrire la solution solide, la pertinence du LTE pour traiter ce
problème doit être remise en cause et d’autre méthodes de physique statistique sont certainement mieux adaptées (i.e. CVM).
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Revenons à présent à la question qui a motivé le calcul de δµ. La Fig. D.38 montre qu’il existe une
fenêtre de potentiel chimique α < µX < µeqX , de largeur δµ. Dans cette fenêtre de potentiel chimique,
le LTE diverge (µX > α) mais l’état d’équilibre n’est pas atteint. Nous n’avons pas réussi à trouver
d’explication convaincante sur l’existence de cette zone, qui a peut-être un lien avec les fluctuations
critiques aux abords d’une transition de phase (e.g. [76]). Cette voie n’a cependant pas été explorée et
cette question reste donc pour le moment ouverte. Notons simplement qu’en pratique pour un équilibre
entre deux phases, l’Eq. D.15 limite la largeur maximale que peut atteindre cette zone.
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FIGURE D.38 – Évolution de l’énergie d’interaction par atome d’oxygène pour des amas d’oxygène
insérés dans une matrice de fer, en fonction du nombre de constituants de l’amas. L’équilibre avec l’oxyde
impose le potentiel chimique d’équilibre µeqX . Il existe donc une taille d’amas critique 0 < nim < ni1 qui
sépare les amas appartenant à la solution solide de ceux appartenant à l’oxyde. Cette courbe fait apparaître
une fenêtre de potentiel chimique d’épaisseur δµ dont les conséquences restent à éclaircir.

En résumé, lorsqu’il y a un équilibre entre deux phases, il semble justifié de tronquer la série des LTE
au niveau du minimum de probabilité d’état excité. Pour se convaincre que cette méthode n’introduit pas
de biais dans l’énergie libre de la solution solide, il est intéressant de la comparer aux calcul de diagramme
de phase par simulation MC dans l’ensemble semi-grand-canonique. Dans ces simulations, le nombre de
sites est fixé, et le potentiel chimique est imposé, ce qui détermine une certaine probabilité d’insérer un
atome dans le système. Ainsi, pour un potentiel chimique donné, le système présente une concentration
moyenne de solutés. On peut alors faire varier ce potentiel chimique imposé pour permettre au système
d’atteindre différents niveaux de concentration, jusqu’au moment où le potentiel chimique d’équilibre
est atteint : on observe alors une discontinuité de concentration et l’intégralité du système précipite.
Comme pour les LTE, ces simulations réalisées dans l’ensemble semi-grand-canonique ne permettent
pas de reproduire un équilibre biphasé : le système présente soit une phase, soit l’autre. En pratique, la
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précipitation ne se produit pas à la limite de solubilité mais à un potentiel chimique un peu plus élevé que
µeqX lorsqu’on va de la solution solide vers l’oxyde, et un peu plus faible que µeqX lorsque l’on va dans le
sens inverse. Ainsi, ces diagrammes concentration/potentiels chimiques présentent un cycle d’hystérésis,
comme cela est représenté sur la Fig. D.39. Le véritable potentiel chimique d’équilibre se situe entre les
deux potentiels chimiques pour lesquels on observe une discontinuité de concentration.
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FIGURE D.39 – Schéma d’une courbe concentration/potentiel chimique obtenue lors d’une simulation
MC dans l’ensemble semi-grand-canonique, et permettant de calculer les limites de solubilité du système
(courbe noire). Si une contrainte de concentration maximale [X]|max est ajoutée à ces simulations, les
courbes de couleur sont obtenues, en fonction de la valeur de [X]|max.

Supposons maintenant que l’on réalise ces simulations avec une contrainte supplémentaire : une
concentration maximale est imposée arbitrairement au système. Cela signifie que le diagramme concen-
tration/potentiel chimique aura l’allure de l’une des courbes de couleur sur la Fig. D.39 (en fonction
[X]|max), et le système demeure toujours en solution solide. D’ailleurs, cette solution solide tend vers
une solution solide aléatoire au fur et à mesure que µX augmente. On voit que pour des potentiels chi-
miques tels que [X] < [X]|max, la description de la solution solide est exacte. Dans l’idéal, on cherche
donc à imposer [X]|max = [X]|sol. Précisons qu’imposer une concentration maximale dans la simulation
MC revient à imposer une taille maximale d’amas car le nombre de sites est constant dans le système.
Dans l’esprit, cette procédure concorde donc avec la troncature du LTE, car les deux méthodes permettent
d’empêcher la précipitation de la seconde phase.

– Si [X]|max < [X]|sol (courbe rouge), la solution solide est mal reproduite à µX = µeqX . On ne peut
alors pas calculer les limites de solubilité à partir de ce type de simulations.

– Si [X]|max = [X]|sol (courbe bleue), la solution solide est parfaitement reproduite à µX = µeqX , mais
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le fait d’avoir imposé [X]|max permet d’étudier la solution solide au potentiel chimique d’équilibre.
Sans cette contrainte, le système devrait théoriquement osciller entre les deux phases en équilibre,
étant donné qu’il ne peut en reproduire qu’une seule à la fois. Rappelons qu’idéalement, le cycle
d’hystérésis ne devrait pas exister, et que les deux branches (montante et descendante) devraient
se rejoindre en µX = µeqX . La contrainte de concentration maximale permet donc d’empêcher la
précipitation de la seconde phase mais sans modifier l’énergie libre de la solution solide, ce qui est
exactement ce que nous cherchons à faire pour les LTE.

– Si [X]|oxyde > [X]|max > [X]|sol (courbe verte), la description de la solution solide à µX = µeqX
est biaisée puisqu’elle inclut des précipités de tailles et de concentrations arbitraires et qui sont
normalement associées à l’oxyde.

Imposer [X]|max dans la simulation MC n’est pas exactement équivalent à tronquer le LTE à partir d’une
certaine taille. La troncature du LTE ne présuppose pas de la concentration du système, mais seulement
des amas à inclure dans la solution solide. Ainsi, si cette population d’amas est correctement identifiée
(avec le critère de minimum de concentration évoqué plus haut), la solution solide sera reproduite de
manière exacte quel que soit le potentiel chimique, y compris pour des solutions solides métastables
(µX > µeqX ). Ce parallèle entre les simulations MC dans l’ensemble semi-grand-canonique et les LTE
permet tout de même de mieux comprendre, conceptuellement, les conséquences de la troncature du
LTE.

D.4 Équilibre avec un oxyde différent de celui prédit par le modèle d’interaction
Dans le paragraphe précédent, nous avons présenté une justification de notre choix de troncature de

la série pour que le LTE ne contienne que des termes correspondants à la solution solide. Pour cela, nous
avons considéré l’oxyde “naturel” de notre modèle d’interaction, c’est-à-dire la phase qui précipiterait,
par exemple lors d’une simulation Monte Carlo atomique. Seulement notre modèle d’interaction est sur
réseau rigide et néglige différents effets de température et effets élastiques, indispensables pour expliquer
la formation des oxydes observés expérimentalement, par exemple le FeO. Ce dernier se construit à partir
d’une maille tétragonale centrée (BCT) qui peut également être vue comme une maille cubique à faces
centrées (FCC). Nous pourrions inclure dans nos modèles d’Ising des n-uplets répulsifs et/ou attractifs
qui permettraient de reproduire ces effets de déformation du réseau et d’avoir ainsi la bonne énergie
pour l’oxyde FeO (ce type de méthode est employé et discuté plus en détail dans le Chapitre 3). Cette
procédure est difficile à mettre en œuvre de manière rigoureuse (le choix des n-uplets notamment est loin
d’être évident). Nous souhaitons donc obtenir la limite de solubilité expérimentale (celle avec l’oxyde
FeO) en le modélisant de manière effective (nous parlerons d’oxyde “artificiel” vis-à-vis du modèle). Le
LTE permet de faire cela, moyennant quelques approximations que nous détaillons dans ce paragraphe.

L’idée générale est d’appliquer l’Eq. D.9 en prenant une valeur indépendante du modèle d’interaction
pourFf (O), correspondant à l’énergie de formation d’un atome d’oxygène dans la ferrite depuis l’oxyde
“artificiel”. Cette valeur peut par exemple être ajustée sur les limites de solubilité expérimentales, ou
calculée en DFT à T = 0 K. Ce cas pratique correspond au travail que nous avons réalisé dans la Sec.
1.4.2. Il est alors légitime et nécessaire de questionner la validité de notre critère de troncature des LTE.

La Fig. D.40 montre différentes lois capillaires qui permettent d’illustrer le propos. Pour des petites
tailles, ces différentes lois donnent la même énergie car on considère que le modèle d’interaction sur
réseau est correct à ces tailles là, en supposant qu’il ait été ajusté sur des calculs DFT. La stabilité finale
de la phase précipitée est supposée dépendre de phénomènes collectifs qui n’interviennent qu’à partir
d’une certaine taille t∗. La première loi est identique à l’Eq. D.3. C’est celle-ci qui est utilisée pour
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calculer la probabilité de chaque état excité car, en pratique, on ne connaît pas les paramètres des lois 2
et 3. Pour le calcul du potentiel chimique d’équilibre (Eq. D.10), on peut en revanche utiliser l’énergie
de formation de soluté qui correspondrait à ces lois 2 et 3 (donc aux oxydes “artificiels”), c’est-à-dire
Ff (O). Dans ce paragraphe nous cherchons simplement à comprendre ce qu’implique l’utilisation de la
loi 1 (pour décrire les probabilités des états excités) avec l’énergie de formation de soluté issue des lois 2
et 3 pour décrire l’équilibre solution solide/oxyde.

Par rapport à l’Eq. D.3 (loi 1), la deuxième loi comporte un terme supplémentaire qui stabilise les
amas pour ni > t∗. On a alors µeqX (loi2) < µeqX (loi1). L’avantage est qu’on a l’assurance d’avoir un
LTE convergé : le potentiel chimique d’équilibre avec l’oxyde “artificiel” est trop faible pour entraîner
la précipitation de l’oxyde “naturel” du modèle d’interaction. L’inconvénient est que l’on sous-estime la
stabilité de tous les amas de taille supérieure à t∗. On risque en général de sous-estimer les limites de
solubilité et il est a priori difficile d’évaluer si la différence est négligeable ou pas.

La troisième loi comporte elle un terme qui déstabilise les amas. On a alors µeqX (loi3)>µeqX (loi1), ce
qui pose problème car on est certain d’avoir un LTE qui diverge sitôt qu’on inclut dans le développement
des amas de taille supérieure à celle (n∗3) où s’intersectent la courbe de la loi 1 et celle de l’énergie de
formation de soluté pour la loi 3. Si nim < n∗3, le calcul ne pose pas de difficultés puisque la série est
tronquée avant d’atteindre la taille critique qui nous permet de séparer la solution solide de la nouvelle
phase précipitée. Cependant, nim dépend du potentiel chimique d’équilibre (cf. Eq. D.8), qui lui-même
dépend de nim puisqu’on l’utilise comme critère pour couper la série. Il convient donc d’adopter une
procédure itérative jusqu’à converger vers les valeurs de nim et µeqX . Si on avait utilisé la loi 3 à la place
de la loi 1, on aurait trouvé nim(loi3) comme critère de troncature de série. Ainsi, deux approximations
sont réalisées en utilisant la loi 1 : la concentration des amas i tels que t∗ < ni < nim est surestimée,
les amas tels que nim < ni < nim(loi 3) ne sont pas pris en compte. En théorie, les limites de solubilité
peuvent donc être soit sous-estimées, soit sur-estimées. Ces différences sont négligeables si pour des
tailles inférieures à t∗ on a déjà observé que l’ajout de termes dans la fonction de partition ne modifiait
ni le potentiel chimique d’équilibre, ni la concentration.
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FIGURE D.40 – La même loi capillaire que précédemment (Eq. D.3), mais à laquelle on rajoute soit un
terme stabilisateur, soit un terme déstabilisateur. Les lignes pointillées horizontales donnent la limite pour
un précipité de taille infinie, et sont proches des potentiels chimiques d’équilibre qui correspondent à ces
lois.

D.5 Notre cas d’étude : système Fe-V -O
L’extension de notre étude à un précipité de deux composants (O et V ) est presque directe. La taille

d’un amas dépend maintenant de 2 indices (nombre de lacunes et nombre d’atomes d’oxygène dans
l’amas). Le minimum de concentration (taille nim dans les paragraphes précédent) devient donc un vec-
teur ligne et non un scalaire 12. Il est difficile de savoir si l’énergie de liaison des germes d’oxydes VnOm

issue de notre modèle d’interaction (cf. § 1.3.1 ou Barouh et al. [20]), est sous-estimée ou sur-estimée.
La structure même du précipité “naturel” du modèle n’est pas facile à déterminer (problèmes de piégeage
thermodynamique lors des simulations Monte Carlo). Les calculs DFT nous disent cependant que l’éner-
gie de formation de l’oxygène dans le Fe-α par rapport au FeO serait de l’ordre de Ff (O)∼ 1.28 eV ce
qui est inférieur, en valeur absolue, à l’énergie de liaison par atome d’oxygène que nous obtenons pour
des amas de taille (nV +nO) > 25 (cf. Fig. D.41). Il semblerait donc que notre modèle stabilise trop les
précipités VnOm à partir d’une certaine taille, a priori supérieure à (nV +nO) = 8, puisque notre modèle
reproduit correctement les calculs DFT jusqu’à cette taille là. Lorsque nous effectuons la recherche de

12. Dans la théorie classique de la germination étendue aux alliages multi-composants, on montre que le rayon critique est
un amas unique, et non un ensemble d’amas. Ceci peut s’interpréter avec des arguments cinétiques, en considérant qu’il existe
un chemin cinétique de germination privilégié d’un point de vue énergétique. L’intersection entre ce chemin et le vecteur ligne
(dans le cas d’amas à deux composants) correspondant aux maximums d’énergie libre de formation d’amas donne bien un
unique amas critique, avec une stœchiométrie particulière [158]. Dans notre étude, nous ne considérons que des arguments
thermodynamiques et nous définissons donc un ensemble de rayons critiques.
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la taille d’amas correspondant à un maximum d’énergie libre d’amas, nous trouvons (nV +nO)im = 9.
En incluant dans le LTE seulement les amas jusqu’à cette taille nous devrions obtenir une limite de so-
lubilité correcte puisque notre modèle a été vérifié jusqu’à des tailles similaires. Si la taille critique nim
avait été plus grande, il aurait été difficile d’avoir une conclusion claire, puisque nous n’aurions pas de
moyen d’évaluer l’erreur que nous commettrions sur l’énergie de liaison des amas de taille supérieure à
(nV +nO) = 8. Le seul moyen de justifier nos calculs aurait été de vérifier que les concentrations d’amas
devenaient déjà négligeables pour des amas de taille inférieure ou proche de (nV +nO) = 8.
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FIGURE D.41 – Énergie de liaison par atome d’oxygène (une valeur négative correspond à de l’attraction)
en fonction du nombre d’O dans l’amas. Le nombre de V dans l’amas est celui qui maximise, pour un
nombre d’O donné, l’énergie de liaison par atome d’oxygène. La ligne pointillée montre Ff (O) par
rapport à l’oxyde FeO (valeur DFT), qui est proche du potentiel chimique d’équilibre solution solide /
FeO.

Dans le cas que nous traitons, notre approche avec un oxyde “artificiel” est, au niveau du résultat
numérique final, équivalente à celle d’ajouter des n-uplets permettant d’ajuster le modèle d’interaction
pour obtenir un précipité “naturel” du modèle en accord avec les données expérimentales. Soulignons
l’importance de la valeurFf (O) : une modification de cette quantité pourrait remettre en cause la validité
de nos approximations, et donc nos conclusions.

En pratique, nous avons appliqué la méthode suivante : le LTE est réalisé en incluant autant de termes
que possible. On trace alors en fonction de la somme (nO +nV ) l’énergie libre des différents amas et on
détermine la courbe qui passe par les minimums d’énergie libre (pour une somme nO +nV donnée). Le
maximum de cette courbe nous donne la somme (nO+nV ) à ne pas dépasser pour l’itération suivante du
calcul. La répartition entre nO et nV est déduite d’une série d’essais et erreurs avec différentes approxi-
mations de la fonction de partition. A noter que cette taille limite d’amas est fonction de la température
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et des concentrations de chaque espèce, si bien que cette méthode est appliquée de manière systématique
à chaque LTE que nous effectuons.

La Fig. D.42 donne une idée de l’application de cette démarche : en rouge, le développement de la
fonction de partition a été tronquée trop tôt : des niveaux d’excitation appartenant à la solution solide ont
été omis. L’impact sur les résultats finaux dépend des conditions (température et concentrations princi-
palement) dans lesquelles on se place. En gris, nous avons inclus trop d’amas dans le LTE. Étant donné
que l’amas de taille 12 a une énergie libre inférieure à celui de taille 11, nous ne pouvons justifier que
les amas suivants seront négligeables. Ainsi, d’après nos critères, les amas de taille 12 appartiennent à la
phase oxyde, et pas à la solution solide. En vert, les niveaux d’excitation qui seront finalement inclus dans
le LTE pour ce calcul. Ils couvrent l’espace des tailles allant de 0 jusqu’à la taille critique (ici 9). Dans
le cas “4-11” (symboles gris), notons que les concentrations des petits amas sont sous-estimées (énergies
libres d’amas sur-estimées) par rapport au cas “3-5”. Ceci est dû à la prise en compte de germes d’oxyde
dans la solution solide, et cet effet est d’autant plus marquant que le rayon de coupure est élevé.
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FIGURE D.42 – Énergie libre des amas oxygènes-lacunes en fonction de la somme (nombre de lacunes
nV + nombre d’atomes d’oxygène nO) dans l’amas. Les deux chiffres de la légende indiquent le nombre
maximum de lacunes pris en compte par amas (1er chiffre) et le nombre maximum d’atomes d’oxygène
pris en compte par amas (2eme chiffre).

Dans ce cas, notre approche est validée par le fait que le rayon critique (taille d’amas qui sépare la
solution solide de l’oxyde) est quasiment égal au plus gros amas calculé en DFT, ce qui nous permet de
nous assurer que son énergie est correcte.
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E Magnétisation réduite du fer en champ moyen de point
Dans cette annexe, nous présentons un calcul en champ moyen de point de la magnétisation réduite

M (T ) d’un métal ferromagnétique (J < 0). L’équation de l’évolution en température de la magnétisation
réduite a été obtenue par Ruch et al. [256], mais le détail des calculs n’est pas donné dans cette référence,
d’où cette annexe. La magnétisation réduite est une quantité nécessaire pour le calcul de l’énergie libre de
formation de lacunes dans le métal pur Ff (V )|Fe, cf. Eq. 1.38. La magnétisation réduite M du système
est définie par :

M =
Np−Nm

Ns
, (E.1)

où Np (Nm) est le nombre total de spins positifs (négatifs), et Ns est le nombre de sites du système,
Ns = Np +Nm. On peut alors exprimer les concentrations de spins positifs (Np/Ns = (1 +M)/2) et
négatifs (Nm/Ns = (1−M)/2) en fonction de la magnétisation réduite. L’énergie interne U du système
s’écrit quant à elle :

U =Ns

(
E [Fe] +Ecoh (Fe)

)
+J (Npp+Nmm−Npm) , (E.2)

où E [Fe] est l’énergie d’un atome de fer isolé dans le vide, Ecoh (Fe) est l’énergie de cohésion chi-
mique entre les atomes de fer. J est l’énergie de couplage entre deux spins plus proches voisins. Npp,
Nmm et Npm représentent respectivement le nombre de paires plus proches voisines de spins parallèles
et positifs, le nombre de paires plus proches voisines de spins parallèles et négatifs, le nombre de paires
plus proches voisines de spins antiparallèles. Dans l’approximation de champ moyen de point pour un
système homogène, la probabilité d’avoir un spin positif sur un site donné est égale à la concentration
nominale de spins positifs dans le système. En notant z1 le nombre de plus proches voisins de chaque
atome, on peut donc calculer les quantités Npp, Nmm et Npm.

Npp =Np
z1

2

Np
Ns

=Ns
z1

2

(
1 +M

2

)2

Nmm =Nm
z1

2

Nm
Ns

=Ns
z1

2

(
1−M

2

)2

Npm =Npz1
Nm
Ns

=Nsz1
(1 +M)(1−M)

4
(E.3)

Grâce à ces définitions, il est possible de réécrire l’énergie interne du système (Eq. E.2) en fonction
de la magnétisation réduite M :

U =Ns

(
E [Fe] +Ecoh (Fe)

)
+
Nsz1JM

2

2
. (E.4)

Pour obtenir l’énergie libre par site du système (Fs), il faut ajouter à cette énergie interne l’entropie
configurationnelle des spins (nous négligerons les autres sources d’entropie) :

Fs = E [Fe] +Ecoh (Fe) +
z1JM

2

2
−kBT

ln(Ω)

Ns
. (E.5)
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Ω est le nombre d’états microscopiques accessibles au système :

Ω =

 Ns

Np

=
Ns!

Np! (Ns−Np)!
=

Ns!

Np!Nm!
. (E.6)

En considérant que le système est grand, on peut utiliser la formule de Stirling pour approximer le
logarithme des factoriels :

ln(Ω) = ln(Ns!)− ln(Np!)− ln(Nm!)

=Ns ln(Ns)−Ns−Np ln(Np) +Np−Nm ln(Nm) +Nm

=Np ln

(
Ns
Np

)
+Nm ln

(
Ns
Nm

)
. (E.7)

En injectant cette expression dans l’Eq. E.5 et en utilisant l’expression des concentrations de spins en
fonction de la magnétisation, on obtient l’expression suivante pour l’énergie libre du système :

Fs = E [Fe] +Ecoh (Fe) +
z1JM

2

2
+kBT

(
1 +M

2
ln

(
1 +M

2

)
+

1−M
2

ln

(
1−M

2

))
. (E.8)

La magnétisation réduite du système est celle pour laquelle le système présente un minimum d’éner-
gie libre :

∂Fs
∂M

= 0. (E.9)

Cette condition permet d’obtenir une équation pour M , que l’on transforme pour obtenir une forme
plus compacte :

0 = z1JM +
kBT

2
ln

(
1 +M

1−M

)
, (E.10)

1 +M

1−M
= exp

(
−2z1JM

kBT

)
, (E.11)

M =
exp

(
−2z1JM

kBT

)
−1

1 + exp
(
−2z1JM

kBT

)
=

exp
(
−z1JMkBT

)(
exp

(
−z1JMkBT

)
− exp

(
z1JM
kBT

))
exp

(
−z1JMkBT

)(
exp

(
z1JM
kBT

)
+ exp

(
−z1JMkBT

))
= tanh

(
−z1JM

kBT

)
. (E.12)

La magnétisation réduite obéit donc à l’équation suivante :

M = tanh

(
−MTc

T

)
, (E.13)
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où la température de Curie de la transition ferromagnétique→ paramagnétique s’écrit : Tc = z1J/kB .
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FIGURE E.43 – Magnétisation réduite du fer en fonction de la température, normalisée par la température
de Curie (Tc = 1043 K). Les données expérimentales sont issues de la Réf. [57], et la courbe en champ
moyen de point est obtenue en résolvant numériquement l’Eq. E.13.
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F Résolution du LTE en solution solide multi-composants
L’objectif de cette annexe est de détailler la résolution de l’Eq. 1.46, reportée ci-dessous :

[C] = φCXC +φCCX
2
C +φCNXCXN +φCOXCXO

[N] = φNXN +φNNX
2
N +φNCXNXC +φNOXNXO

[O] = φOXO +φOOX
2
O +φOCXOXC +φONXOXN. (F.1)

Les quantités [i] sont les concentrations nominales de solutés i (C, N ou O) et [V ] est la concentration
totale de lacunes dans la solution solide. Les inconnues de ce système sont les quantités Xi, reliées aux
potentiels chimiques des solutés i :

Xi = exp

(
µi
kBT

)
. (F.2)

Enfin, les quantités φi, φii et φij sont connues car reliées aux paramètres énergétiques des amas, ainsi
qu’au potentiel chimique des lacunes µV Fe. Nous posons également Ψ = exp(µV Fe/kBT ). Le potentiel
chimique des lacunes est fixé à sa valeur d’équilibre, comme cela a été expliqué dans le § 1.4.2.2 :

φi = 3 + Ψ
∑
λ

gV i|λ exp
(
Ebt
(
V i|λ

)
/kBT

)
,

φii =
∑
λ

gii|λ exp
(
Ebt
(
ii|λ
)
/kBT

)
+ Ψ

∑
λ

gV ii|λ exp
(
Ebt
(
V ii|λ

)
/kBT

)
,

φij =
∑
λ

gij|λ exp
(
Ebt
(
ij|λ
)
/kBT

)
+ Ψ

∑
λ

gV ij|λ exp
(
Ebt
(
V ij|λ

)
/kBT

)
. (F.3)

Ebt
(
α|λ
)

est l’énergie de liaison totale de l’amas α qui se trouve dans sa configuration λ, et gα|λ est la
multiplicité géométrique associée à cette configuration. À l’équilibre thermique, la concentration totale
de lacunes dans le système s’exprime en fonction des inconnues Xi et des paramètres bi, bii et bij :

[V ] = exp

(
µV Fe

kBT

)1 +
∑

i=C,N,O

biXi+ biiX
2
i +
∑
j 6=i

bijXiXj

 , (F.4)

avec :

bi =
∑
λ

gV i|λ exp
(
Ebt
(
V i|λ

)
/kBT

)
,

bii =
∑
λ

gV ii|λ exp
(
Ebt
(
V ii|λ

)
/kBT

)
,

bij =
∑
λ

gV ij|λ exp
(
Ebt
(
V ij|λ

)
/kBT

)
. (F.5)

L’Eq. F.4 permet d’obtenir l’énergie de formation effective de lacunes dans un système contenant trois
impuretés simultanément. L’objectif de cette annexe est donc de résoudre un système de trois équations
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polynomiales couplées. Pour cela nous commençons par utiliser deux équations du système F.1 pour
éliminer une des inconnues (e.g. XO), ce qui permet d’exprimer une autre inconnue en fonction de la
troisième (e.g. XC en fonction de XN) :

XO =
1

φCO

(
[C]

XC
−φC−φCCXC−φCNXN

)
,

XO =
1

φNO

(
[N]

XN
−φN−φNNXN−φNCXC

)
. (F.6)

En soustrayant ces deux lignes, on obtient une équation du second ordre qui permet effectivement
d’exprimer XC en fonction de XN :

0 = [C]

+XC

(
φN−φC + (φNN−φCN)XN−

[N]φCO

XNφNO

)
+X2

C (φNC−φCC) , (F.7)

soit :

XC =
−γC±

√
γ2

C−4[C](φNC−φCC)

2(φNC−φCC)
, (F.8)

avec γC = φN−φC + (φNN−φCN)XN− [N]φCO/(XNφNO).
On adopte ensuite exactement le même raisonnement pour éliminer XC et exprimer XO en fonction

de XN :

XO =
−γO±

√
γ2

O−4[O](φNO−φOO)

2(φNO−φOO)
, (F.9)

avec γO = φN− φO + (φNN−φON)XN− [N]φOC/(XNφNC). On peut alors substituer XC et XO

dans la deuxième équation du système F.1, pour obtenir une nouvelle équation dont la seule inconnue est
XN :

[N] = φNXN +φNNX
2
N

+XNφNCφNO

−γC±
√
γ2

C−4[C](φNC−φCC)

2(φNC−φCC)φNO
+
−γO±

√
γ2

O−4[O](φNO−φOO)

2(φNO−φOO)φNC

 . (F.10)

Cette équation reste difficile à résoudre, et nécessite donc quelques manipulations. Dans ce but, l’Eq.
F.10 est réécrite de la façon suivante :

Q±BC

√
AC =±BO

√
AO. (F.11)
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L’Eq. F.11 subit alors une série d’opérations visant à éliminer les racines carrées et à se ramener à
une équation polynomiale en XN :(

Q±BC

√
AC

)2
= B2

OAO

Q2±2QBC

√
AC +B2

CAC = B2
OAO

Q2 +B2
CAC−B2

OAO = ±2QBC

√
AC(

Q2 +B2
CAC−B2

OAO

)2
= 4Q2B2

CAC

En développant la dernière ligne, on obtient :

0 =Q4 +
(
B2

CAC

)2
+
(
B2

OAO

)2
−2
(
B2

CAC

)(
B2

OAO

)
−2Q2

[
B2

OAO +B2
CAC

]
. (F.12)

Par identification entre les Eqs. F.10 et F.11 :

Q= φNXN +φNNX
2
N− [N]− 1

2

(
φNCγCXN

(φNC−φCC)
+

φNOγOXN

(φNO−φOO)

)
, (F.13)

B2
CAC =

φ2
NCX

2
Nγ

2
C−4[C]φ2

NC (φNC−φCC)X2
N

4(φNC−φCC)2 , (F.14)

B2
OAO =

φ2
NOX

2
Nγ

2
O−4[O]φ2

NO (φNO−φOO)X2
N

4(φNO−φOO)2 . (F.15)

Pour se convaincre que l’Eq. F.12 est bien une équation polynomiale, il faut remarquer que :

XNγi = (φN−φi)XN + (φNN−φiN)X2
N− [N]

φij
φNj

, (F.16)

avec (i, j) = (C,O) ou (i, j) = (O,C). Les quantités B2
CAC et B2

OAO s’écrivent donc comme des
polynômes d’ordre 4 en XN, tandis que Q est un polynôme d’ordre 2 en XN. Ainsi, l’Eq. F.12 qui permet
de trouver la valeur de XN est une équation polynomiale d’ordre 8 en XN, équation qui a été résolue
numériquement grâce au logiciel de calcul formel MATLAB. Les deux autres inconnues, XC et XO sont
ensuite déduites des Eqs. F.8 et F.9.
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G Exemple de fichier d’entrée pour le code de calcul automatisé
des coefficients de transport d’amas

Dans cette annexe, nous détaillons certains aspects du fichier d’entrée du code (MATLAB) de calcul
formel des coefficients de transport d’amas développé au cours de cette thèse (cf. Sec. 2.3.3). Pour faciliter
la lecture, les extraits du fichier d’entrée sont encadrés, et les données entrées par l’utilisateur sont écrites
en bleu.

### Input file for cluster transport coefficients
###—————————————————————————-
### Directory where results will be written
AmasV2C
###—————————————————————————-
### Calculation type (DILUTE or CONCENTRATED)
CONCENTRATED
### Cristal symmetry (just a reminder)
BCC

L’utilisateur commence par préciser un chemin où tous les fichiers et résultats du calcul seront sto-
ckés (e.g. “AmasV2C”). Il faut ensuite dire si le système étudié est “dilué” ou “concentré”. Seules les
équations cinétiques de second moment ont été implémentées dans le code, avec un Hamiltonien effectif
de paires. D’après le Tableau 2.3, les matrices T et M s’obtiennent respectivement en effectuant des
moyennes thermodynamiques à 4 points et 3 points. L’équation cinétique de second moment est rappelée
ci-dessous :

kBT
d
〈
nVi n

X
j

〉
dt

=
∑
sεθVi

〈
nXj n

V
s n

A
i ω

V A
si

(
δµVs − δµVi

)〉(0)

+
∑
sεθXj

〈
nVi n

X
s n

v
jω

Xv
sj

(
δµXs − δµXj

)〉(0)

−
∑
sεθVi

〈
nXj n

V
s n

A
i ω

V A
si

νV Xσ(s,j)−ν
V X
σ(i,j) +

∑
k 6=s6=i 6=j

∑
γ

nγk

(
νV γ
σ(s,k)

−νV γ
σ(i,k)

)〉(0)

−
∑
sεθXj

〈
nVi n

X
s n

v
jω

Xv
sj

νXVσ(s,i)−ν
XV
σ(j,i) +

∑
k 6=s6=i 6=j

∑
γ

nγk

(
νXγ
σ(s,k)

−νXγ
σ(j,k)

)〉(0)

.

(G.1)

Les deux premiers termes du membre de droite permettent de calculer la matrice M et font bien
intervenir 3 sites : les sites de départ (i, resp. j) et d’arrivée (s) de l’espèce qui saute (V , resp. X), le site
occupé par l’autre espèce intervenant dans l’équation cinétique de second moment (j, resp. i). Les deux
derniers termes du membre de gauche permettent de calculer la matrice T et font intervenir, en plus des
trois sites cités plus haut, un quatrième site (k) occupé par une espèce γ, pour laquelle les interactions
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effectives avec les espèces mobiles (V et X) sont non-nulles. Ainsi, si le système ne possède que deux
constituants (e.g. V et X) en dehors de la matrice, tous les sites k (avec les restrictions imposées sur la
somme) sont occupés par des atomes de matrice, qui n’ont pas d’interaction effective, ni avec V ni avec
X . Ainsi l’Eq. G.1 ne fait intervenir que des moyennes thermodynamiques à trois points, et est rapide à
calculer puisque les espèces qui occupent chacun des trois sites i, j et s sont fixées. On sera alors dans
le cas dilué. Si par contre on ajoute un autre constituant au système (e.g. une lacune et deux solutés dans
le système), alors ce second soluté n’est pas fixé et peut occuper n’importe quel site k du système. Pour
faire la moyenne thermodynamique à 4 points, il faut donc considérer chaque position possible du second
soluté dans le système, ce qui augmente nettement le temps de calcul. C’est dans ce cas que le système
est considéré comme concentré.

### Cristal axes (with respect to the lattice parameter)
1 1 1
### Limit range for thermodynamic interactions (square dist.)
2.25
### Limit range for kinetic interactions (square dist.)
6
### Limit range for jump frequency characterization (square dist.)
2.25
### Chemical potential gradient direction (along x,y,z directions)
1 0 0

Le code repose sur un repère cartésien orthonormé (x,y,z). À chaque valeur entière de chacune de ces
trois composantes correspond donc un site cristallin qui peut potentiellement être occupé par un atome.
Par la suite, on précisera une cellule comprenant un certain nombre de sous-réseaux. Dans “Cristal axes”,
il faut préciser les dimensions de cette cellule, par rapport à un paramètre de maille de référence (a) qu’il
n’est pas nécessaire d’expliciter. Ces trois chiffres permettront par exemple de traiter un réseau avec une
maille tétragonale (dans ce cas, un des chiffres sera différent des deux autres).

Les trois grandeurs suivantes précisent la portée des interactions thermodynamiques (dth), des in-
teractions effectives (cinétiques, (dcin)), et des interactions de col qui permettent de reconnaître les fré-
quences de saut

(
dfreq

)
. Ces trois nombres sont des distances au carré dont l’unité est a2. En pratique,

les inégalités suivantes doivent être respectées :

dth ≤ dfreq ≤ dcin. (G.2)

Ensuite, on précise la direction selon laquelle on effectue le calcul des coefficients de transports
(“chemical potential gradient direction”). Si le matériau est isotrope, on peut prendre n’importe quel axe
de calcul, et les résultats obtenus demeurent inchangés. En pratique, plus l’axe de calcul est compliqué,
plus il y aura de classes d’interactions cinétiques différentes, et plus le calcul des coefficients de transport
sera long. Par axe de calcul compliqué, nous désignons une direction selon laquelle le cristal présente
peu de symétries. Les directions de bas indices cristallographiques seront donc généralement celles à
privilégier pour faciliter le calcul des coefficients de transport dans les systèmes isotropes.
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### Number of sublattices (occupied, total)
8 8
### Number of sublattices along x,y,z directions
2 2 2
###—————————————————————————-
### Sublattices coordinates (sublattice 1 is in [0 0 0], all coordinates >=0)
1 +0 +0 +0
2 +1 +1 +1
3 +1 +0 +0
4 +0 +1 +0
5 +0 +0 +1
6 +1 +1 +0
7 +1 +0 +1
8 +0 +1 +1

Comme cela a été évoqué un peu plus haut, il faut ensuite préciser la géométrie du réseau, et cela se
fait en définissant un certain nombre de sous-réseaux qui forment une cellule unitaire dont les dimensions
sont données par le paramètre “cristal axes”. Il faut tout d’abord indiquer le nombre total de sous-réseaux
cristallins, ainsi que le nombre de ces sous-réseaux qui seront potentiellement occupés par des espèces
autres que les atomes de la matrice. Ensuite, il faut expliquer la répartition de ces sous-réseaux selon
chacun des trois axes x, y et z. Dans l’exemple ci-dessus, qui correspond à un réseau BCC, il y a deux
sous-réseaux selon chacune des directions, soit nx = 2, ny = 2 et nz = 2. La multiplication de ces trois
nombres doit bien évidemment être égale au nombre total de sous-réseaux, car on construit une cellule
de géométrie cubique. Enfin, on attribue un numéro à chaque sous-réseau et des coordonnées (x,y,z).
Ces coordonnées sont des entiers qui vérifient les inégalités suivantes :

0≤ x < nx ; 0≤ y < ny ; 0≤ z < nz. (G.3)

La Fig. G.44 montre la formation du réseau à partir de la cellule unitaire (en rouge), et les coordonnées
de chaque sous-réseaux. On voit alors apparaître en jaune, les sites substitutionnels du réseau BCC (sous-
réseaux 1 et 2). Les autres nœuds correspondent aux sites interstitiels octaédriques, occupés par les solutés
interstitiels.
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FIGURE G.44 – Construction du réseau BCC (sites substitutionnels et interstitiels octaédriques) à partir
de la définition de 8 sous-réseaux.

Cette définition des différents sites du système est très pratique pour la partie technique d’écriture
du code, mais pas nécessairement intuitive. Ainsi, nous donnons ci-dessous deux autres exemples de
coordonnées de sous-réseaux, correspondant respectivement à une matrice cubique face centrée (FCC) et
hexagonale compact (HCP).
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Pour le réseau FCC, nous avons indiqué qu’il n’y avait que 4 sous-réseaux occupés car, dans cet
exemple, nous considérons qu’il n’y a pas de solutés interstitiels. Ainsi, seuls les 4 premiers sous-réseaux,
qui contiennent tous les sites substitutionnels seront occupés, tandis que les 4 derniers sous-réseaux sont
seulement ajoutés pour des raisons pratiques liées à la manière dont le code est écrit. La Fig. G.45 montre
la forme de la cellule obtenue avec cette paramétrisation.

### Number of sublattices (occupied, total)
4 8
### Number of sublattices along x,y,z directions
2 2 2
###—————————————————————————-
### Sublattices coordinates (sublattice 1 is in [0 0 0], all coordinates >=0)
1 +0 +0 +0
2 +0 +1 +1
3 +1 +0 +1
4 +1 +1 +0
5 +1 +1 +1
6 +1 +0 +0
7 +0 +1 +0
8 +0 +0 +1

FIGURE G.45 – Construction du réseau FCC (sites substitutionnels) à partir de la définition de 8 sous-
réseaux.
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La paramétrisation du réseau HCP est plus complexe, car nous souhaitons l’exprimer sur un réseau
de symétrie cubique. Ainsi, il faut utiliser 24 sous-réseaux dont 12 forment les sites substitutionnels du
réseau HCP. Contrairement aux deux cas précédents (BCC et FCC) chaque axe ne contient pas le même
nombre de sous-réseaux, et le paramètre de maille de la cellule unitaire dans laquelle sont définis les
sous-réseau n’est pas isotrope.

### Cristal axes (with respect to the lattice parameter)
1 1.73 1.63

· · ·

### Number of sublattices (occupied, total)
12 24
### Number of sublattices along x,y,z directions
2 6 2
###—————————————————————————-
### Sublattices coordinates (sublattice 1 is in [0 0 0], all coordinates >=0)
1 +0 +0 +0
2 +1 +3 +0
3 +0 +4 +1
4 +1 +1 +1
5 +0 +4 +0
6 +1 +5 +0
7 +1 +1 +0
8 +0 +2 +0
9 +1 +5 +1
10 +0 +0 +1
11 +0 +2 +1
12 +1 +3 +1
13 +1 +4 +0
14 +0 +5 +0
15 +1 +0 +0
16 +0 +1 +0
17 +1 +2 +0
18 +0 +3 +0
19 +1 +4 +1
20 +0 +5 +1
21 +1 +0 +1
22 +0 +1 +1
23 +1 +2 +1
24 +0 +3 +1
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FIGURE G.46 – Construction du réseau HCP (sites substitutionnels) à partir de la définition de 24 sous-
réseaux.

Suite à ces deux exemples, nous poursuivons la présentation du fichier d’entrée du code de calcul
formel des coefficients de transport d’amas à partir des fréquences de sauts à l’échelle atomique. Le
prochain point à indiquer est directement relié à l’amas que l’on veut étudier, puisque l’on précise le
nombre d’espèces du système, sans compter les atomes de matrice.

###—————————————————————————-
### Number of species
2
### Number of component of each species (length : number of species)
2 1
### Lattice specifications =1 if sublattice can be occupied by this species,
### =0 if not (length : number of sublattices, one line for each species)
1 1 0 0 0 0 0 0
0 0 1 1 1 1 1 1

Dans notre exemple, les deux espèces sont les lacunes V et les solutés interstitiels X . Dans la suite,
les lacunes correspondent à l’espèce 1, et les solutés correspondent à l’espèce 2. On indique ensuite le
nombre d’atomes de chaque espèce, par exemple 2 lacunes et un soluté interstitiel pour l’amas V2X .
Enfin, il faut expliquer sur quels sous-réseau chaque espèce a le droit d’aller. Dans la Fig. G.44, nous
voyons qu’il suffit de prendre deux sous-réseaux pour former l’ensemble des sites substitutionnel du
réseau BCC. Ainsi les lacunes, ne peuvent accéder qu’aux deux premiers sous réseaux (“1 1 0 0 0 0 0
0”), tandis que les atomes de solutés ne peuvent aller que sur les sites interstitiels octaédriques, soit sur
les 6 derniers sous-réseaux (“0 0 1 1 1 1 1 1”).
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###—————————————————————————-
### Thermodynamic interaction model : USER specified or RANDOM values
### (1 :no interactions, 2 : pair model, =3 : pair + 3-body)
3 USER
### Pair interactions (number of pairs, all the others are 0)
7
### Interacting species(2), square distance between them, magnitude
### of the interaction (>0 means attraction)
1 2 0.25 +0.41
1 2 0.50 -0.16
1 2 1.25 -0.08
1 2 1.50 +0.18
1 2 2.25 -0.04
1 1 0.75 +0.21
1 1 1.00 +0.279
### 3-body interactions (number of triplets, all the others are 0)
7
### Interacting species(3), square distances between them, magnitude
### of the interaction (>0 means attraction)
1 2 2 0.25 0.50 0.25 +1.17
1 1 2 1.00 0.25 0.25 -0.10
1 1 2 1.00 0.25 1.25 +0.12
1 1 2 1.00 0.25 2.25 +0.09
1 1 2 0.75 0.25 1.50 -0.10
1 1 2 0.75 0.25 0.50 -0.20
1 1 2 1.00 0.50 0.50 -0.17

On indique ensuite le modèle d’interaction thermodynamique à utiliser. Il permet de calculer l’énergie
de chaque configuration rencontrée au cours du calcul, et c’est sur cette énergie qu’est basée la séparation
des différentes configurations équivalentes, et donc des fréquences de saut qui sont désignées par les deux
configurations qu’elles relient. Le premier chiffre permet d’indiquer la complexité de l’Hamiltonien à
utiliser : pas d’interaction (1), interactions de paires (2) ou interactions de paires et de triplets (3). Ensuite,
on précise si les valeurs des interactions sont des données utilisateurs (“USER”) ou si elles sont choisies
aléatoirement pendant l’initialisation du calcul (“RANDOM”). Si le modèle d’interaction contient des
interactions de paires choisies par l’utilisateur, il faut préciser combien (ici 7), puis donner pour chacune :
les deux espèces qui interagissent (“1 2” correspondant à une interaction entre une lacune (espèce 1) et
un soluté (espèce 2), “2 2” à une interaction entre deux solutés), la distance au carré (en unité de a2)
entre les deux éléments qui interagissent, la valeur de l’interaction (une valeur positive correspond à une
interaction attractive). Ensuite, il faut indiquer le nombre de triplets (s’il y en a), puis les caractériser
par 7 chiffres : les trois premiers (entiers) sont les espèces qui forment le triplet, les trois suivants sont
les distances entre ces espèces (toujours des distances au carré en unité de a2, la première distance est
celle entre les deux premiers constituants, la seconde distance est celle entre les constituants 2 et 3, et la
troisième distance est celle entre les constituants 1 et 3).
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###—————————————————————————-
### Kineticaly interacting species =1 if two species have non-zero kinetic
### interaction, =0 if not (size : number of species x number of species, symmetrical)
0 1
1 0

Ici, on indique simplement quelles espèces interagissent cinétiquement, c’est-à-dire pour quelles es-
pèces α et β, les interactions effectives de type ναβσ sont potentiellement non-nulles. Il faut renseigner
une matrice carrée dont la taille est égale au nombre d’espèces dans le système. Si l’élément (α,β) de
cette matrice vaut 1, alors les espèces α et β se verront attribuer des interactions effectives. Dans le cas
contraire, quelle que soit la valeur de σ, ναβσ = 0.
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###—————————————————————————-
### Number of jumps considered for each species (length : number of species)
8 18
### =0 if species does not need other atoms to perform a jump,
### =n if they need atoms from species n (length : number of species)
0 0
### Jump frequency prefactor and Q values for KRA method (length : number of species)
6.7e-6 1.8e-6
0.67 0.88
### Jump specifications (species number , x,y,z coordinates)
### Number of lines : sum of the number of jumps for each species
1 +1 +1 +1
1 +1 +1 -1
1 +1 -1 +1
1 -1 +1 +1
1 -1 +1 -1
1 +1 -1 -1
1 -1 -1 +1
1 -1 -1 -1
2 +1 +0 +0
2 +0 +1 +0
2 +0 +0 +1
2 -1 +0 +0
2 +0 -1 +0
2 +0 +0 -1
2 +1 +1 +0
2 +1 -1 +0
2 -1 +1 +0
2 -1 -1 +0
2 +0 +1 +1
2 +0 +1 -1
2 +0 -1 +1
2 +0 -1 -1
2 +1 +0 +1
2 +1 +0 -1
2 -1 +0 +1
2 -1 +0 -1

Cette section du fichier d’entrée présente les propriétés de migration de chaque espèce. Tout d’abord
le nombre de types de sauts pour chaque espèce. Dans notre exemple, nous supposons que la lacune a
8 sauts possibles, correspondants aux sauts premiers voisins dans le réseau des sites substitutionnels du
BCC (3èmes nn dans les notations de la Fig. 1.5). Le soluté a quant à lui 18 sauts possibles, 6 sauts 1ers

nn et 12 sauts 2nd nn. Les chiffres suivants indiquent si l’espèce peut migrer seule ou si elle a besoin
d’une autre espèce à proximité pour migrer. Dans l’exemple, “0 0” signifie que les lacunes et les solutés
interstitiels peuvent migrer de manière autonome, car l’on suppose que, avant d’inclure l’amas que l’on
souhaite étudier, la matrice est telle que tous les sites substitutionnels sont occupés par des atomes de
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fer, tandis que tous les sites interstitiels sont vides. Ainsi, une lacune aura toujours un atome de fer
voisin avec lequel elle pourra s’échanger, et un soluté interstitiel aura toujours un site interstitiel vide sur
lequel il pourra aller. Si l’on avait voulu calculer les coefficients de transport d’un amas V B, où B est
un soluté substitutionnel, ce dernier ne pourrait pas se déplacer sans une lacune à proximité. Ainsi, en
considérant que l’espèce 1 est la lacune et l’espèce 2 l’espèce B, on aurait indiqué “0 1”, le “1” signifiant
que l’espèce 2 (B) a besoin de l’espèce 1 (V ) pour migrer. De cette manière, seuls les échanges entre
V et B seront proposés comme sauts du soluté B. Les deux lignes suivantes donnent les préfacteurs de
diffusion pour chaque espèce, et l’énergie de migration de chaque espèce lorsque celle-ci se trouve isolée
dans la matrice. Par défaut, le code calcule les fréquences de sauts par un modèle de type KRA (cf. Fig.
2.11). L’utilisateur pourra ensuite modifier les valeurs des fréquences de saut lors d’un post-traitement
des données, car les fréquences de sauts sont traitées de manière symbolique dans le code, si bien que
l’on obtient à la fin une expression du coefficient de transport en fonction de chaque fréquence de saut.
Cela permet notamment de tester différents modèle cinétiques. Enfin, il faut renseigner les coordonnées
des sauts permis à chaque espèce, en indiquant d’abord l’espèce concernée puis les trois coordonnées
selon les axes x, y et z. Celles-ci s’expriment de la même manière que les coordonnées des sous-réseaux
(cf. Eq. G.3).

###—————————————————————————-
### =0 : kinetic interactions between two identical sublattices are
### deleted ; =1 : these interactions are kept
0
### =j if sublattice n°i is equivalent to sublattice n°j (length : nbr of sublat)
1 1 3 3 3 3 3 3
#——————————————————————————
EndOfInput

Le code fait automatiquement l’inventaire de toutes les classes d’interactions cinétiques existantes,
en fonction de la portée dcin, de l’axe de calcul et de la géométrie du réseau. L’anti-symétrie des interac-
tions effectives

(
ναβσ =−νβασ

)
implique ναασ = 0. Ainsi, dans notre exemple où chaque sous-réseau ne

peut contenir qu’une seule espèce, toutes les interactions cinétiques entre deux sous-réseaux identiques
seront nécessairement nulles. Le nombre “0” indiqué ici permet de supprimer systématiquement ces in-
teractions, ce qui allège le traitement des données dans le code. S’il existe deux espèces qui occupent le
même sous-réseau, alors on pourra faire passer cette valeur à “1” pour ne pas risquer de supprimer des
interactions non-nulles. Enfin, certains sous réseaux peuvent être équivalents les uns aux autres, du point
de vue des espèces qu’ils acceptent. Si la i-ème coordonnée du dernier vecteur du fichier (“1 1 3 3 3 3 3
3” dans l’exemple) vaut j, cela signifie que le sous-réseau i est équivalent au sous-réseau j.
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H Calcul de profils de ségrégation induite sous irradiation
Dans cette annexe, nous présentons quelques équations qui permettent de calculer formellement le

gradient de concentration de solutés qui résulte de l’élimination des lacunes sur un puits pour un système
stationnaire sous irradiation. Ce type de calcul peut servir à prédire des profils de ségrégation induite
sous irradiation au niveau des puits de défauts ponctuels. L’application de ces formules pour un système
ne contenant que X , V et V X (qui sont les seuls objets dont nous connaissons les propriétés cinétiques à
l’heure actuelle) n’a pas permis de mettre en avant un comportement particulièrement intéressant résultant
du couplage de flux. Pour ne pas alourdir le corps du manuscrit, nous avons donc choisi de détailler la
méthode dans cette annexe, afin qu’elle puisse être réutilisée une fois que les propriétés d’autres amas
(V X2,V2X , V3X) seront calculées avec la méthode SCMF.

H.1 Profils de ségrégation induite sous irradiation
Afin de calculer les profils de ségrégation induite sous irradiation, nous nous appuyons sur la méthode

mise en place pour la diffusion des solutés substitutionnels en présence de lacunes et d’auto-interstitiels
[231]. Considérons le cas où il y a un flux de lacunes vers un puits de défauts ponctuels (joint de grains,
dislocation, surface, cavité), et le système est initialement (e.g. avant irradiation) homogène en solutés
interstitiels X . Nous supposerons qu’il y a un flux d’auto-interstitiels qui compense exactement celui des
lacunes, de telle sorte que le puits ne se déplace pas, et que ces auto-interstitiels n’interagissent ni avec les
lacunes, ni avec les solutés interstitiels. Toute ségrégation d’équilibre des solutés sur ces puits (due aux
interactions thermodynamiques entre les puits et les solutés) n’est pas prise en compte. Pour ce système,
les équations de la TPI s’écrivent : ~JV = −LV V ~∇µV −LV X ~∇µX

~JX = −LXV ~∇µV −LXX ~∇µX
. (H.1)

La ségrégation en solutés aux puits s’exprime comme un gradient de concentration. Ainsi, l’expres-
sion suivante permet d’exprimer les forces motrices du système en termes de gradients de concentration :

~∇µα =
∂µα
∂ [V ]

~∇ [V ] +
∂µα
∂ [X]

~∇ [X] . (H.2)

Il suffit alors de remplacer ~∇µV et ~∇µX dans l’expression du flux de soluté (Eq. H.1), puis d’uti-
liser la condition que le flux de soluté aux puits de défauts ponctuels doit être nul (pas de création ni
d’absorption de solutés interstitiels sur les puits de défauts ponctuels). Cela permet d’exprimer le rapport
entre le gradient de concentration de soluté et le gradient de concentration de lacunes au niveau du puits.
Ce dernier est fixé par le profil stationnaire de concentration de lacunes, qui dépend lui même du flux
d’irradiation, du coefficient de diffusion des lacunes, et de la longueur caractéristique qui sépare deux
puits.

∇ [X]

∇ [V ]

⌋
puits

=−LXV ξV V +LXXξXV
LXV ξV X +LXXξXX

, (H.3)

où les variables ξαβ sont des facteurs thermodynamiques définis par ξαβ = ∂µα/∂ [β]. L’utilisation de
ces facteurs thermodynamiques pour relier les gradients de potentiel chimique aux gradients de concen-
tration suppose l’existence d’un équilibre local entre les différentes configurations du système. L’Eq. H.3
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fait apparaître plusieurs contributions, schématisées sur le Fig. H.47 en fonction du signe du couplage de
flux entre lacunes et solutés.

FIGURE H.47 – Schéma montrant les différents flux et gradients de potentiels chimiques qui interviennent
lors de l’établissement d’un profil de ségrégation induite sous irradiation. L’aspect séquentiel de ces flux
et gradients n’est pas réaliste mais permet de bien séparer les contributions thermodynamiques (expo-
sant “T ”) qui font intervenir la partie diagonale de la matrice d’Onsager, des contributions cinétiques
(exposant “C”) qui font intervenir les coefficients de transport extra-diagonaux.

Supposons pour l’instant qu’il n’y ait pas de couplage de flux entre lacunes et solutés (i.e. la matrice
d’Onsager est diagonale), l’Eq. H.3 se réduit à :

∇ [X]

∇ [V ]

⌋T
puits

=− ξXV
ξXX

. (H.4)

La ségrégation aux puits est alors purement thermodynamique. La présence d’un gradient de concen-
tration de lacunes près du puits génère un gradient de concentration de solutés à cause des interactions
attractives entre lacunes et solutés (plus la concentration de lacune est élevée à un endroit, plus la proba-
bilité de former des amas VnXm est grande, et plus les solutés sont stabilisés à cet endroit). En raisonnant
à nombre de solutés fixés, si la concentration en amas augmente, la concentration en monomères diminue
et le système n’est donc plus homogène du point de vue de la concentration de solutés. Le profil de sé-
grégation des solutés dépend donc uniquement de la variation du potentiel chimique de soluté avec d’une
part la concentration de lacunes (qui tend à créer un profil de ségrégation), et d’autre part la concentration
locale de solutés (qui tend à homogénéiser la population des solutés isolés, i.e. qui s’oppose à la créa-
tion d’un profil de ségrégation). L’exposant “T ” de l’Eq. H.4 souligne qu’il s’agit là d’une contribution
thermodynamique.

Si maintenant on prend en compte le couplage de flux cinétique, (i.e. LXV 6= 0), le flux de lacunes
vers les puits va créer un flux de solutés dans la même direction (couplage de flux positif) ou dans la di-
rection opposée (couplage de flux négatif). Il s’établit donc un gradient de potentiel chimique de solutés.
Ce gradient de potentiel chimique de solutés va créer un flux de solutés qui s’y oppose. L’effet thermo-
dynamique discuté plus haut intervient à ce niveau là, mais il est cette fois pondéré par le coefficient
LV V car il y a une compétition entre différentes cinétiques. Ce flux de solutés va créer un flux de lacunes
(par couplage de flux cinétique) qui s’oppose au flux de lacunes initial (et ce quelque soit le signe du
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couplage de flux). Ainsi, le système finit par atteindre un état stationnaire. Par souci pédagogique, nous
avons expliqué ces phénomènes de manière séquentielle mais dans la réalité, tout ces flux se mettent en
place simultanément.

D’après les développements des paragraphes précédents, nous savons calculer les mobilités de petits
amas et donc les coefficients de transport de la solution solide. Pour estimer les profils de SII en utilisant
l’Eq. H.3, il reste à calculer les facteurs thermodynamiques.

H.2 Calcul des facteurs thermodynamiques ξαβ
Afin d’obtenir les facteurs thermodynamiques ξαβ = ∂µα/∂ [β] à partir des développements basse

températures, quelques manipulations algébriques sont nécessaires. Nous considérons un système binaire
α−β d’énergie libre grand canonique F . La concentration en espèce α est définie comme [α] = ∂F/∂µα
et le potentiel chimique associé à l’espèce α s’écrit : µα = ∂F/∂ [α]. Par ailleurs nous introduisons :
ηαβ = ∂ [α]/∂µβ = ∂2F/∂µα∂µβ . Rappelons que dans nos notations, cf. Sec. 1.4.1.1, tous les potentiels
chimiques µα de cette section ne sont pas des potentiels chimiques absolus, mais des différences entre le
potentiel chimique de l’espèce α et le potentiel chimique d’une lacune située sur un site cristallographique
équivalent.

En partant de la définition de ξαβ , nous montrons la symétrie par rapport aux espèces α et β :

ξαβ =
∂µα
∂ [β]

=
∂

∂ [β]

(
∂F
∂ [α]

)
=

∂

∂ [α]

(
∂F
∂ [β]

)
=
∂µβ
∂ [α]

= ξβα. (H.5)

Ensuite, la définition des potentiels chimiques permet de relier ξαα à ξαβ :

µα =
∂F
∂ [α]

=
∂F
∂µα

∂µα
∂ [α]

+
∂F
∂µβ

∂µβ
∂ [α]

= [α]ξαα+ [β]ξαβ. (H.6)

De la même manière on obtient :

µβ = [β]ξββ + [α]ξαβ. (H.7)

Les potentiels chimiques et les concentrations du système étant connus (obtenus par exemple en LTE),
il y a 3 relations entre les ξαβ . Il n’en manque plus qu’une pour fermer le système.

ξαβ =
∂µα
∂ [β]

=
∂

∂ [β]

(
[α]ξαα+ [β]ξαβ

)
= ξαβ +

∂ [α]

∂ [β]
. (H.8)

En effet, on montre que (avec γ = α ou β) :

∂ξαβ
∂ [γ]

=
∂ξαβ
∂µα

∂µα
∂ [γ]

+
∂ξαβ
∂µβ

∂µβ
∂ [γ]

= 0, (H.9)

car par indépendance des potentiels chimiques,

∂ξαβ
∂µγ

=
∂

∂µγ

(
∂µα
∂ [β]

)
=

∂

∂ [β]

(
∂µα
∂µγ

)
= 0. (H.10)

De cette façon, l’Eq. H.8, ainsi que l’équation analogue écrite pour ξβα, donnent :
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∂ [α]

∂ [β]
=
∂ [β]

∂ [α]
= 0. (H.11)

Ces deux égalités vont nous fournir deux relations supplémentaires entre les ξαβ , dont une est redon-
dante par rapport aux trois déjà établies.

∂ [α]

∂ [β]
=
∂ [α]

∂µα

∂µα
∂ [β]

+
∂ [α]

∂µβ

∂µβ
∂ [β]

= ξαβηαα+ ξββηαβ = 0. (H.12)

En utilisant également l’équation analogue (en inversant α et β), il vient :

ξαβ =−ξββ
ηαβ
ηαα

=−ξαα
ηαβ
ηββ

. (H.13)

En combinant les Eqs. H.6, H.7 et H.13, nous obtenons les expressions recherchées :

ξαα = µα/

(
[α]− [β]

ηαβ
ηββ

)
,

ξββ = µβ/

(
[β]− [α]

ηαβ
ηαα

)
,

ξαβ = ξβα =−ξββ
ηαβ
ηαα

. (H.14)

Ces expressions ne dépendent que des dérivées de l’énergie libre (par rapport aux concentrations
et aux potentiels chimiques), et ces dérivées peuvent être calculées à partir d’un développement basse
température de F .

H.3 Commentaires
Pour conclure cette annexe, nous nous limiterons à quelques commentaires physiques et méthodolo-

giques :
– Le gradient de concentration de solutés est rigoureusement évalué au niveau des puits de défauts

ponctuels, et c’est d’ailleurs ce qui nous intéresse puisque la ségrégation des solutés a lieu dans le
voisinage immédiat de ces puits. Seulement, c’est dans cette zone que la concentration de lacunes
est la plus faible, et donc dans cette zone que l’hypothèse d’équilibre local devient inapplicable
(cf. Sec. 3.4). Dans ce contexte, la décomposition de la matrice d’Onsager du système en matrices
d’Onsager d’amas prend tout son sens, puisqu’elle permet de calculer les propriétés cinétiques
d’un système ne respectant pas l’équilibre local (Eq. 2.69). Pour faire cela, il est tout de même
nécessaire de connaître les concentrations locales de chaque amas, concentrations que l’on pour-
rait par exemple mesurer numériquement (Monte Carlo cinétique à l’échelle atomique, dynamique
d’amas), et de définir un potentiel chimique hors d’équilibre pour l’évaluation des facteurs thermo-
dynamiques. En effet, les relations de la Sec. H.2 ne seraient alors plus valables puisque le système
n’obéirait pas à l’hypothèse d’équilibre local ou autrement dit, il ne serait plus possible de définir
un potentiel chimique unique pour chaque espèce qui rende compte des concentrations d’amas. On
peut imaginer résoudre cette difficulté en introduisant des potentiels chimiques pour chaque amas,
potentiels chimiques qui seraient ajustés sur la concentration locale de chaque amas (qui varient
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donc dans le temps) et qui rendraient compte de l’écart à la concentration de l’amas dans le cas où
le système se trouve localement à l’équilibre. Cette piste nécessite cependant d’être étudiée plus en
détail pour tester sa validité ;

– Les calculs ci-dessus supposent qu’à l’équilibre thermique, il n’y a pas de ségrégation de solutés
sur les puits. Les solutés C, N et O présentent pourtant une certaine affinité pour les surfaces du
matériau [248, 241, 110, 292, 111, 308], et certainement pour d’autres types de puits (dislocations,
joints de grains, etc.). Il serait donc intéressant d’ajouter cette composante physique (ségrégation
d’équilibre) aux équations ci-dessus. Ces équations ne traitent d’ailleurs que l’interaction entre
lacunes et solutés interstitiels, mais sous irradiation, les auto-interstitiels s’éliminent eux aussi sur
les puits, et sont donc susceptibles de générer également un flux de solutés. La compétition entre
les couplages de flux solutés/lacunes et solutés/auto-interstitiel est très importante pour expliquer
les profils de ségrégation induite sous irradiation dans les alliages substitutionnels dilués [219].
Avant de pouvoir traiter formellement cette compétition, il est cependant nécessaire de caractériser
les propriétés cinétiques des amas solutés interstitiels/auto-interstitiels ;

– Concernant les implications physiques de ces phénomènes, on peut imaginer qu’une ségrégation
importante de solutés interstitiels sur les puits empêche la ségrégation de solutés substitutionnels
(en “bloquant” l’accès aux puits), et vice versa, en fonction de l’élément qui réussi à établir son
profil de ségrégation induite sous irradiation en premier. Il est donc souhaitable de généraliser les
équations ci-dessus pour traiter la ségrégation simultanée de deux espèces avec chacun des défauts
ponctuels lacunes et auto-interstitiels (soit une matrice d’Onsager du système de taille 4). Précisons
que le même mécanisme pourrait également empêcher les auto-interstitiels d’aller s’éliminer sur
les puits, ce qui biaiserait le puits de façon dynamique (i.e. le biais serait fonction de la ségrégation
de solutés et donc des flux de défauts).
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[32] P. Bloński and A. Kiejna. Structural, electronic, and magnetic properties of bcc iron surfaces.
Surface Science, 601(1) :123–133, Jan 2007. ISSN 0039-6028. doi : 10.1016/j.susc.2006.09.013.
URL http://dx.doi.org/10.1016/j.susc.2006.09.013.
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Résumé
La compréhension et la maîtrise des mécanismes qui pilotent le vieillissement des aciers en présence d’une

sursaturation de lacunes est un défi dans de nombreux domaines industriels, et particulièrement dans le cas des
réacteurs nucléaires. Ces aciers contiennent invariablement des solutés interstitiels en tant qu’éléments d’alliage ou
impuretés, et des lacunes (V ) qui sont des défauts structuraux d’équilibre. Nous avons choisi le système Fe-V -X
(X = C, N ou O) comme matériau modèle d’un acier ferritique. Au sein de ce système, des amas lacunes-solutés
interstitiels sont susceptibles de se former car, malgré les concentrations très faibles de leurs constituants, ces amas
présentent une énergie de liaison importante. Dans cette étude, nous avons tout d’abord cherché à calculer les
propriétés intrinsèques d’équilibre de ces amas traités individuellement, à la fois leur propriétés thermodynamiques
(énergie libre de liaison) et cinétiques (mobilité, taux de dissociation, ainsi que leur lien avec une description
continue de la diffusion). Cette caractérisation effectuée à l’échelle atomique a ensuite permis de mettre en évidence
différents effets de ces amas sur un système macroscopique contenant simultanément différents types d’amas :
augmentation des limites de solubilité des solutés et de la concentration totale des lacunes en solution solide,
couplage de flux entre lacunes et solutés, accélération des cinétiques de précipitation des solutés et dissolution
des précipités par une stabilisation de la solution solide par les lacunes. Ces résultats ont été obtenus grâce au
développement et/ou à l’extension de méthodes analytiques de physique statistique qui décrivent les constituants
de ces amas et leurs interactions à l’échelle atomique. Enfin, nous nous sommes également intéressés aux cavités
dans le fer-α, dont l’étude nécessite une approche différente de celle des petits amas. Entre autres, nous avons étudié
les effets d’un réseau discret sur la forme d’équilibre d’une cavité, et décrit différents mécanismes d’évolution de
ces objets à l’échelle atomique.

Mots-clés : Thermodynamique - Diffusion - Physique statistique - Amas lacunes/solutés interstitiels - Solution
solide - Simulations Monte Carlo - Cavité - Fer

Summary
Understanding and monitoring the aging of steels under vacancy supersaturation is a challenge of great prac-

tical interest for many industrial groups, and most of all for those related to nuclear energy. These steels always
contain interstitial solutes, either as alloying elements or as impurities, and vacancies (V ) that are equilibrium
structural defects of materials. We have chosen the Fe-V -X system (X = C, N or O) as a model system for ferritic
steels. Vacancy-solute clusters are likely to form in such systems because, despite the very low concentrations of
their components, these cluster show very high attractive bonding. First of all, we have been working on the com-
putation of intrinsic equilibrium properties of individual clusters, both thermodynamic (free binding energies) and
kinetic (mobilities, dissociation coefficients, and their relationship with continuum diffusion) properties. Thanks
to this atomic-scale characterization procedure, we have been able to highlight various effects of these clusters
on a macroscopic system containing different cluster types : increase of solute solubility limits and total vacancy
concentrations, flux couplings between interstitial solutes and vacancies, acceleration of solute precipitation kine-
tics and precipitate dissolution by solid solution stabilization due to vacancies. These results would not have been
obtained without the development and/or extension of analytical methods in statistical physics which are able to
describe cluster’s components and their interactions at the atomic scale. Finally, we have also been working on
cavities in α-iron, the study of which requires a different approach. Our study highlights the impact of the atomic
discrete lattice on the equilibrium shape of cavities, and describes various kinetic mechanisms of these objects at
the atomic scale.

Key words : Thermodynamics - Diffusion - Statistical mechanics - Vacancy/interstitial solute clusters - Solid
solution - Monte Carlo simulations - Cavity - Iron
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