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Chapitre 1

Introduction

1.1 Présentation des problemes

L’objet de la these est d’étudier le comportement dynamique de solutions régulieres de
certaines équations aux dérivées partielles non linéaires de type Schrodinger :

{i@tw(t,x) = (FA+V)(t,z) + G((x,t))

(t,z) € RxRd 4

ou

i) 1 est a valeurs complexes

ii) A =3 092 est opérateur Laplacien spatial
)

V :R% — Rt est polynomiale positive confinante, ¢’est-a-dire lim V(z) =400
[o¢]

iii
iv) G est la partie non linéaire

Les équations de Schrodinger interviennent naturellement dans plusieurs domaines. Par
exemple, en mécanique quantique v représente une fonction d’onde qui décrit I’évolution
d’une particule au cours du temps ¢, ou encore dans la théorie des propagations des faisceaux
lasers (t est alors un parametre spatial), voir [SS99].

La non linéarité G n’est pas quelconque, on la choisit de sorte que 'EDP ([I.1)) admette
une < énergie conservée >, typiquement si G peut se mettre sous la forme

VzeC G(z) = 029(2,%)

On constate alors, au moins formellement, que la quantité suivante est conservée au cours
du temps

/R VI + [6VV2 + g(, B)da (1.2)

La quantité précédente est appelée hamiltonien de . Signalons que dans la littérature
(par exemple [BS]) lopérateur différentiel —A + V' est parfois aussi appelé hamiltonien.

Nous serons intéressés par des questions de stabilité de 'EDP lorsque la condition
initiale 9(0,-) est petite et réguliere. Pour définir cette petitesse et cette régularité, on
définit une famille décroissante (ﬁ[ #)s>0 d’espaces fonctionnels hilbertiens sur R? appelés
espaces de Sobolev basés sur —A 4+ V :

H*(RY) := Dom((-A + V)/?)

= {feL’®RY), |lfllgs :=IV"fllzz + |Ifllms < oo}

5



Plus le reel s est grand et plus une fonction de l'espace Hs est réguliere. On considere
I'EDP avec une condition initiale vy vivant dans I’espace HS et I'on se pose alors les
questlons suivantes

1) a-t-on existence locale ?
2) le temps d’existence est-il suffisamment long pourvu que [|4(0,-)|| 5. est petite?
3) peut-on controler les normes |[¢(t,x)|| 5. sur le temps d’existence ?

La structure hamiltonienne est fondamentale, nous allons voir plus loin que cela per-
met d’utiliser des méthodes itératives (par le biais des formes normales de Birkhoff) pour
augmenter le temps d’existence et répondre a la troisieme question.

En fait, I'existence locale est tres simple, elle découle d’une reformulation intégrale de
Duhamel et d’un théoreme de point fixe.

En ce qui concerne les points 2) et 3), la réponse est connue lorsque la régularité est
s = 1, pour certains potentiels et certaines non linéarités. L’équation de Gross-Pitaevski

iy = (=A+ ||z][*)y + NP~y

a déja été étudiée. Lorsque la condition initiale 1(0,-) vit dans H' et si A > 0 (cas
défocalisant), on sait qu’il y a existence globale (voir [Car02] et [Zha05] pour des résultats
plus précis).

Dans 'espace L?(R), la notion suivante de stabilité a été étudiée : 'EDP est stable
si pour tous (0, ) € L?(R) et € €]0, 1] il existe R > 0 tel que

inf [0, Mz > (- RO,z

Cette notion est liée a la nature discrete du spectre de I’hamiltonien de Floquet associé.
Ainsi, les EDPs de Schrédinger non-linéaires associées a 'oscillateur harmonique (—A +x2)
et au modele de Duffing (—A 4 2*) ont été traitées respectivement par Wang ([WMO0S]) et
Liu-Yuan ([LY10]).

Concernant les grandes régularités s > 1, Jean Bourgain [Bou96b] a obtenu un résultat
intéressant sur '’EDP suivante

i) = —Ap + AP~y

Dans le cas sous-critique, si |[¢(t, -)||g1 est bornée pour ¢ € R et enfin si (0, ) € H*(R),
alors il y a solution globale dans H*(R) et l'on a méme

JA>0 VteR 0t ) sy < (1 + 1) AG=D

Dans notre démarche, ce sont aussi les grandes régularités qui nous importent. Bien
que les formes normales de Birkhoff existent depuis longtemps dans la théorie des systemes
hamiltoniens de dimension finie, leur utilisation en dimension infinie et précisément dans des
équations aux dérivées partielles est récente ([Bou96al,[KP96] et [Bam03]). Les problemes
de stabilité qui nous intéressent peuvent se résumer ainsi : lorsque la condition initiale est
petite et vit dans des espaces de Sobolev a grande régularité alors on dispose d’une solution
qui non seulement est définie sur un temps relativement long mais en outre reste pres d’un
tore de dimension infinie (voir la propriété (S) plus loin pour un énoncé précis). L’article
< fondateur >de I'usage des formes normales de Birkhoff & tout ordre est [BG0G], ce dernier
propose un modele applicable aux équations de Schrodinger (NLS) et des ondes (NLW) sur
le cercle. L’article [BGO4] traite de NLS sur T¢ pour tout d > 1 :

—10iu = —Au+V xu+ g(u,w)



Ce dernier semble étre le premier a traiter toute dimension d > 1 et pour des potentiels
typiques par des méthodes de formes normales de Birkhoff. Ici le symbole x désigne la convo-
lution, rappelons que la transformée de Fourier transporte ’opération de convolution sur
lopération de multiplication. Dans la méme veine, l’article [BDGS07] traite de I’équation
de Klein-Gordon sur les variétés de Zoll (typiquement des spheres, nous y reviendrons plus
loin). Dans [BamO08] et [Gré07], on trouve une formalisation qui permet d’utiliser les formes
normales de Birkhoff : & savoir 1'usage de classes adéquates de polyndmes et I'importance
de la localisation des modes propres.

Signalons enfin que tres récemment, Faou et Grébert ont entamé une approche numérique
des formes normales de Birkhoff ([FPG10a],[FPGI10b]).

Ecrivons un mot sur les résonances. La présence de résonances dans 'EDP {i signifie
pour étre bref que les combinaisons linéaires entieres des valeurs propres de la partie linéaire
peuvent s’approcher dangereusement de 0. Il s’agit d’un analogue en dimension infinie de la
notion de vecteurs non diophantiens. Pour nous ramener a une situation de non-résonance,
nous allons ajouter une perturbation « typique >a 'EDP initiale.

1.2 Résultats de la these

Considérons 'EDP suivante avec l'inconnue 4 (t,z) ot (t,z) € R x R? :

0 = (“A+V 4+ M)+ dog(,¢)
$(0,-) € H*(RY)
avec les notations suivantes

i) V est un potentiel polynomial positif confinant, i.e. ‘ 1|im V(z) =400
Tr|—0o0

ii) M : L?>(R?) — L2(RY) est un opérateur < typique >(en un sens & préciser), auto-
adjoint, compact et simultanément diagonalisable avec —A + V

iii) ¢ : C? — C est holomorphe au voisinage de 0, admet (0,0) comme zéro d’ordre > 3
et vérifie g(a,a) € R

L’opérateur —A + V' est autoadjoint a résolvante compacte (car V est confinant), on
peut donc le diagonaliser sur une base hilbertienne (¢;);>1 de L?(R?) :

(A+V)o; = XNdj, A <A
En outre, la positivité de V' assure en fait que Ay > 0. Ainsi, on a 1’équivalence

F=Y zg e o D NzP<oc

j>1 j>1

Avec ces notations, 'opérateur M est entierement défini par une suite réelle (m;);>1
qui converge vers 0 et telle que

M¢j =m;¢;
Nous préciserons plus loin la classe d’opérateurs M. En fait M parcourt un ensemble assez
grand d’opérateurs mais nous ne savons pas en général si le cas M = 0 est accessible.
Les deux principaux résultats de la these sont résumés par les théorémes et [1.2:2
Le premier est un travail en collaboration avec Benoit Grébert et Eric Paturel et a fait



lobjet d’un article publié |[GIP09]. Nous nous intéressons a la propriété (S) de stabilité
suivante

Propriété (S) Pour M typique et pour tous r > 3, il existe so(r), eo(r), C(r) > 0 tel
que pour s > so si la condition initiale de vérifie € := ||1(0,)||s < €o alors

admet une unique solution
D(t,w) =Y z(t)¢;(x)
J=1

dans Uespace CO([—C(r)e™",C(r)e "], H®). En outre, on a les estimations

sup |[Y(t,)llgs < 2e
[t|<e"
sup Y AP[e(t) — Jr(0)] < Cé
|t‘§€7rk21

en convenant que () est la suite strictement croissante des valeurs propres sans répétition
de —A+ Vet Jy(t) =3, |2j(t)|? ot j parcourt ensemble fini des entiers vérifiant (—A +
V)gbz- = \;9;.

Enongons a présent les deux résultats de la these

Théoréme 1.2.1. L’EDP vérifie la propriété (S) pour V(x) = Z;‘i:1 z3.

Théoréme 1.2.2. L’EDP vérifie la propriété (S) pour d =1 et pour tout polynome
V' >0 de degré pair > 2.

Dans cette introduction, on conviendra par pure commodité que d = 1. On sait que
les valeurs propres sont simples ([BS]), si bien que /\Ef = \;. La derniere inégalité de la
propriété (S) devient alors

sup > Aillz ()7 — |z (0)| < €

[t|<e~T >1

La propriété (S) signifie que lorsque la condition initiale est réguliére et petite alors sur
un temps relativement long 'EDP ((1.3) admet une solution de norme controlée et qu’elle
présente peu d’échange d’énergie entre les différents modes (¢;). Autrement dit, ¥(t,x)
reste pres du tore suivant de dimension infinie

& (&) el g =1z0)P

Jj=1

En ce qui concerne le temps d’existence, la propriété (S) est a rapprocher de la notion
d’existence < presque globale »au sens de Klainerman ([Kla83]).

Remarquons que l'on ne fait aucune hypothese de signe sur la perturbation, aussi on
englobe le cas focalisant et défocalisant pour la perturbation =|¢|P.

L’étude de la propriété (S) a déja été abordée pour d’autres équations avec des méthodes
de formes normales. Par exemple, [BDGS07] traite 1’équation de Klein-Gordon sur une
variété de Zoll M (c’est-a-dire une variété riemannienne compacte dont toutes les géodésiques
ont la méme longueur, par exemple une sphere)

(82— A+V +m)v=—af(z,v)



Un analogue de la propriété (S) est valide dans les espaces de Soblev H*(M) et pour presque
tout parametre m > 0. L’intérét des variétés de Zoll est que le spectre de 'opérateur de
Laplace-Beltrami est bien localisé. La propriété (S) est aussi connue pour I’équation des
ondes non linéaire sur T¢ ([BG04]). Un cadre commun dans [BGO6] permet de considérer
I’équation des ondes uni-dimensionnelle et ’équation de Schroédinger non linéaire sur le
cercle.

Les théoremes et apportent une réponse dans le cas d’une variété non com-
pacte, & savoir R?. L’intérét du potentiel confinant V est de rendre discret le spectre de la
partie linéaire.

Comme nous allons le voir plus loin, la compréhension du spectre et des modes propres
de la partie linéaire jouent un roéle fondamental.

1.3 Forme hamiltonienne discrete

On va mettre I’EDP [1.3| sous forme hamiltonienne. Pour cela on se place dans ’espace
de phase H* x H*. On commence par désolidariser la fonction 1 de sa conjuguée 1) en
posant

P =, Yy =1

Ainsi, on transforme 'EDP initiale en la paire suivante d’équations :

iy = (—A+V 4 M)y + O2g(t1,10)

—i0hy = (A +V + M)ths + Oag(¢1,2) 14

Nous allons résoudre cette EDP avec la condition initiale ;(0,-) = 19(0,-). Comme les
deux équations précédentes sont conjuguées 'une de l'autre, on aura 1’égalité suivante sur
tout le temps d’existence

vt wl(ta ) = 1#2(@ ) (15)

L’holomorphie de g et la propriété < Va € C g(a,a) € R »prouve que le systeme
précédent se ramene en fait a

i0hy = (=A+V + M)y + dag(ihr, 1h2)

—i0phy = (=A+V + M)y + 019(2b1,2)) (16)

L’idée de base est de transférer ces deux équations sur les modes propres. Autrement
dit, on pose

¢1(t7$) = ZZj(t)¢j($), @ZJQ(tvl‘) = szj(t)gbj(x)

Jjz1 Jjz1
Rappelons que les modes propres ¢; peuvent étre choisis a valeurs réelles, si bien que 1’'on
remarque qu’au temps ¢ = 0 la propriété de conjugaison (|1.5)) s’exprime
Vit () = 5() (1.7)

On est ramené au systeme suivant

iZh(t) = (Aj+my)zi(t) + Bag(thy, o)

Vi > 1 —iZ (1) = (A my)zy(t) + Org(thn, )



Introduisons maintenant ’espace < discret de Sobolev > :

0s(2%) = § (z)jez, 2112 =Y Ajlzf* < oo
J

Cet espace est symplectique pour la forme suivante, dont la définition ne pose pas de
probleme de convergence car s > 0 :

w(z,0) =Yzl j — 24§

Jj=1

On a I’équivalence R R
ZEES(Z*) = (¢1,1!)2)€HSXHS

On définit maintenant ’hamiltonien libre Hy et la perturbation P pour tout z € £5(Z*) :

Ho(z) = Y (N +my)zz
i>1

PE) = [ X a0 X w0 | do

Jj=21 j21

On peut prouver que Hy et P sont bien des fonctions régulieres de ¢5(Z*) dans C pour s
grand. En ce qui concerne Hy : \; est a croissance polynomiale d’apres la formule de Weyl
([RS], théoreme XIIL.81), et bien str m; tend vers 0. En ce qui concerne P, cela découle
de I’holomorphie de g et de l'inclusion L'(R%) H* pour s grand (voir la partie . Le
systeme devient alors
{ zz;(t) = 0. ,(Ho+ P)
—z’z’_j(t) = 0, (Ho+ P)

J

Définissons alors le gradient symplectique X ¢(z) d'une fonction f € C!(¢s(Z*) comme étant
I'unique vecteur qui vérifie

Vz, h € (Z") w(Xf(2),h) = Df(2)(h)

ou Df(z) est la différentielle de f en z. Autrement dit

-((55). G5) *
Xp=|(- : 0_s(Z
! << 023/ j<1 \9% 321) S

La forme hamiltonienne de notre équation aux dérivées partielles apparait enfin

(1) = i Xy (2(0)) (1.9)
On notera la conservation de I’énergie

< (Ho + P)(a(1)) = 0

L’existence locale de notre équation initiale sera conséquence de deux faits cruciaux :
i) le flot de Hy est un groupe unitaire de 'espace £5(Z*)

ii) le gradient symplectique de P vit dans ¢5(Z*)
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Le point i) est clair. On résout (1.8) avec P = g = 0 pour se rendre compte que exp(itHy)
agit de la sorte :

z(t) = exp(itHp)z(0) = ((eit()“j+m—j)zj(0)>j<0, (e_it()‘1+mj)zj(0)>j>o>

On remarquera que le gradient symplectique X, est a priori a valeurs dans £_ s(Z*) et non
05(7Z7). Le point ii) se vérifie par calcul et utilise essentlellement que H* est une algebre pour
s suffisamment grand (voir de nouveau la partie , ce qui permet un calcul fonctionnel
élémentaire holomorphe sur H  autrement dit de définir g(v1,12). On voit déja apparaitre
une raison pour laquelle on ne peut pas considérer des faibles régularités s, mais celle-ci
est mineure.

En remarquant que Xp, est une application linéaire (puisque Hy est quadratique), on
peut invoquer la formule de Duhamel :

z(t) = exp(itXp,)z(0) + /0 exp(i(t — ") Xy, )iXp(2(t))dt

L’existence locale découle d’une application du théoreme de point fixe dans I’espace complet
suivant pour de bons parametres 7,¢ > 0

C([=7,7), B(2(0),€))
On remarquera que méme lorsque P = 0, la partie ¢ — exp(itXp,)z(0) qui provient de la
linéarité n’est pas de classe C! & valeurs dans £(Z*).
1.4 Formes normales de Birkhoff

On a défini le gradient symplectique d’une fonction, on peut aussi définir le crochet de
Poisson de deux fonctions f,g € C*(¢s(Z*),C) :

Z@f dg of dg

0zj 0z_j  0z_; 0zj

{fi9}(=

7j>1

Le crochet de Poisson n’est pas toujours défini car Xy et X, vivent dans £_4(Z*)!! Mais
il est bien défini lorsque par exemple Xy ou X, vit dans £,(Z*). L’'intérét du crochet de
Poisson apparait dans la formule suivante :

% (2(t)) = —i{Ho + P, f}(=(t))

lorsque z est la solution de (|1.9).
Lorsque P = 0, on voit que les fonctions f dont les crochet de poisson avec Hy est nul
sont constantes le long des trajectoires (z(¢)). On définit alors les actions :

Vi>1 Vzel(Z)  Ij(z) =22

On vérifie que {I;, I;/} est toujours nul. Cela n’est pas surprenant puisque I;(2(t)) = |z;(t)[?
est constant lorsque P = 0. Plus généralement, toute fonction ne dépendant que des actions
I; a un crochet nul avec toutes les I, et par linéarité avec Hy. Introduisons la proposition-
définition suivante
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Proposition-Définition 1.4.1. Un polynome régqulier f : {s(Z*) — C homogéne de degré
2m est en forme normale s’il admet une décomposition

f = aily I,
je@m
Plus généralement, un polynéme f en forme normale est une somme de polynémes ho-
mogenes en forme normale. On a la propriété suivante :

vizl  {f L} =0
Par conséquent {f, Hy} = 0.

L’une des questions dynamiques qui va nous intéresser est donc : lorsque la perturbation
P n’est pas nulle, peut-on controler les variations des actions I;(z(t)) ?
Le coeur de la preuve des théoremes et est de montrer, sous réserve que
M est typique, que I'’hamiltonien Hy + P admet une forme normale de Birkhoff a tout
ordre r > 3. Cela signifie qu’il existe un seuil de régularité so(r) > 0 et une application
¢ : lsy(ZF) — L, (Z*) symplectique sur un voisinage de 0 telle que pour s > so(r)
i) ¢ est réguliere de (4(Z*) dans ¢4(Z*) (remarquons que {s(Z*) C 4, (Z*))
i) max(|[¢(2) — zlls, [|071(2) — zls) < Cil|2][2
iii) (H0+P)O¢:H0+Z+R
ott Z : (% (Z*) — C est un polynéme régulier en forme normale, et le reste R vérifie
I’estimation
2
IXR(2) < CJl=|""
Rappelons qu’une transformation symplectique conserve les crochets de Poisson et les
gradients symplectiques. En fait, par construction ¢ et ¢! seront réelles en ce sens qu’elles
conserveront la conjugaison :

Vi>1l 2z, = %

Examinons comment la propriété (S) découle de la décomposition Hy + Z + R. Dans un
premier temps, on effectue le changement de variables

Comme ¢ est symplectique et que z vérifie I'équation a gradient symplectique
2(t) = i Xy p(2(t))
la fonction & va vérifier I’équation

§'(t) = iXnmyrz+r(E(1))

On se rappellera que la quantité (Ho+ Z + R)(£(t)) = (Ho + P)(z2(t)) est conservée. L’idée
consiste & montrer la propriété (S) pour £(t) puis de la vérifier pour z(t) sachant que ¢
est < proche de 'identité >en vertu du point ii) précédent. Comme ¢ est défini seulement
sur un voisinage de 0 € ¢5(Z*) nous sommes obligés de considérer une condition initiale
2(0) = ¢(£(0)) tres petite. Considérons par exemple ey = €g(s, ) tel que € := ||£(0)]]s < €p.
Soit 7 > 0 le plus grand temps tel que

sup [[£(1)]]s < 2e
te(0,7]
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Ainsi, [|£(7)||s = 2¢e. Introduisons maintenant la fonction

) =2 =D _NLi(¢

Jj=1

11 vient
th(z(t))‘ = {N, Ho+ Z + R}(£(1))

Mais puisque N, Z et Hp sont en forme normale, on a {N, Hy} = {N,Z} = 0. L’inégalité
de Cauchy-Schwarz appliquée a la définition du crochet de Poisson donne alors
d

V)| = 1V RYE(0)] < Yl < cers

Et donc pour tout temps ¢ € [0,7] on a

IN(£(1) = N(£(0))] < Cte'™*?

-

En particulier 7 > Ce~1~". Mais si I’on se restreint au temps ¢ " on a

IN(£(1) = N(£(0)] < C€°

On montre de méme qu’il y a peu d’échanges d’énergie entre les différents modes

SoXlE @ — 1€0)7] < O

Jj=1

Comme 7 est proche de I'identité (propriété ii)), on montre alors que z(t) vérifie les mémes
estimations. Bien entendu, la méme démarche est valable pour les temps négatifs.

1.5 Les classes de perturbations

Pour montrer 'existence d’une forme normale pour I’hamiltonien Hy + P. On crée un
modele abstrait de classes de perturbations auxquelles appartient P ainsi que suffisamment
de polynoémes en forme normale. Au vu du développement en série entiere de g, I'on a

1 k
P(z) = Z 7l Z 8f8§_ég(0, 0) Z Zj T RjeR—der T Ak /[R¢j1 (@) - - 5, (x)dw

E>3 " 4=0 JE(N®)k

(1.10)

Il est alors naturel de s’intéresser a des estimations des intégrales-produits des modes
propres ¢; pour créer nos modeles de perturbations. On comprend donc dés maintenant
que les données spectrales de la partie linéaire sont tres importantes. Dans la partie on
explique les estimations obtenues et pourquoi I’on n’arrive pas a traiter les deux théoremes
et dans un cadre unifié. A l'aide des estimations des intégrales-produits, la
démarche scientifique consiste a créer des classes de polynémes T et 7? de degré k > 3,

tels que
i) le k-ieme polynome de Taylor de P donné par (|1.10) appartient a 7y
i) PeTi = [[P()|ls <Ollz]f pour 1 < s

i) PeT,t = || Xp()|ls <Clz]|F! powr 1 < s
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iv) P €7, enformenormale = || Xp(2)||s < C|z]/F! pour 1 < s
V) (P,Q)GEX'EJF = {P’Q}EE-&-K—Q
vi) PeTy = 3xe€T, {Ho x}+ P esten forme normale

En fait, il aurait été extrémement agréable d’avoir Ty, = ’7?. Une telle situation se produit
dans les modeles choisis dans [Gré07],[Bam07] ou encore [BDGSQT7] (les variétés étudiées
y sont compactes). Mais dans notre cas, la classe ’7? est strictement incluse dans 7. Il
s’agit d’une des difficultés de notre approche. Les constructions des classes 7? et T sont
trés techniques et dépendent de propriétés spectrales de la partie linéaire.

On voit aussi apparaitre la raison pour laquelle on est contraint d’augmenter la régularité
s dans nos démonstrations. Pour chaque polyndéme P, il existe un sy > 0 dépendant de
P assurant sa régularité dans ¢4(Z*) avec s > sp. On va voir que 'on manipule toujours
un nombre fini de polynomes, si bien que 'on pourra choisir une régularité minimale sg
indépendante des polynémes. Par contre, cette régularité augmente a chaque étape.

Permettons-nous d’expliquer la premiere étape d’obtention d’une forme normale de
Birkhoff dans le cas particulier ou la perturbation de I’équation de Schrédinger est cubique.

iOpp = (A +V + M) & [y*

autrement dit g(a,a) = +|a|* et le polynéme P initial appartient & T (propriété i)). La
forme Hy+ P peut-étre vue comme une forme normale de Birkhoff puisque Xp est a valeurs
dans £4(Z*) (voir partie et qu’il s’agit d’un polynéme de degré 3 :

1XP(2)lls < Cll=l13
On cherche une transformation symplectique ¢ tel que
(Hy+ P)o¢p=Ho+Z+R
ol Z est un polynome de degré 4 en forme normale et ou le reste vérifie
IXR()ls < C|l2I[3

La propriété iv) est cruciale : dans la reformulation intégrale de Duhamel, les perturbations
doivent avoir leur gradient & valeurs dans ¢5(Z*). Pour cela, on considere x € T, tel que se
produise le point vi) et on note Z = {Hp, x} + P. On considere alors le flot symplectique
associé a x :

d

Vz € s(Z%) &@t(z) = X, (®")(2), P(2) =2

Puisque X, est de degré > 1, pourvu que ||z||s < 1 on a
o ®!(z) est défini pour ¢ € [0, 1]
o max(||¢(2) — zlls: ||z = 671 (2)l[s) < 22

En outre, et c’est 'intérét premier du flot symplectique, pour tout ¢ la transformation
< canonique >®’ est une transformation symplectique. On pose alors ¢ = ®!. Il vient alors

(Hy+P)o¢p=[Ho+ Z] + [Hypo ¢ —{Ho,x} — Ho] +[Po ¢ — P]

Il s’agit de constater que les deux derniers termes ne font intervenir que des termes de
Taylor a partir de 'ordre 5. Traitons le second crochet. La formule de Taylor avec reste
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intégral donne
t d2
Hoo®!(2) = Hyo®(z) +t %H@ o @t(z)}tzo + / 1—-t)—5
0

i Hoo @7 (2)at

1

Hyod(z) = Holz)+ {Hox}(z) + /0 (1~ ) {{Ho. X}, x} 0 @ (2)dt’
1

Hoo¢(2) = Hy(z)+ {Ho, x}(z2) + /0 (1-t"){Z—-Px}o ot (2)dt’

A Taide du point v), 'on peut prouver que le terme intégral n’apporte des polynémes de
Taylor qu’a partir du degré (24+4—2)+4—-2=6>5.

En effectuant des compositions par d’autres transformations canoniques du méme acabit
(théoréme , on peut montrer que I’on arrive de maniere itérative a une forme normale
de Birkhoff pour tout ordre r > 3.

1.6 Les opérateurs typiques M et les résonances

Expliquons maintenant pourquoi I’on doit faire intervenir des opérateurs typiques M.
Dans le point vi) de la partie précédente, 'on doit résoudre 1’équation suivante (dite
équation homologique) :

{HQ, X} +P=Z7

ou P € T, et Hy = 2]21(/\3- + m;j)l; sont fixés, et x € Tj est I'inconnue de sorte que
Z € Ty soit en forme normale. Un calcul montre que le crochet de poisson {Hy, x} fait
intervenir les combinaisons linéaires finies des fréquences A; + m;. Et 'on sait résoudre
I’équation homologique dans ’espace Tj lorsque 'on arrive & controler la distance de ces
combinaisons linéaires a 0. Cela nous mene a la définition suivante.

Définition 1.6.1. Une suite (wj)j>1 est dite non résonante si pour entier r > 3 il existe

v(r),0(r) > 0 tels que pour tous entiers £ €|1,r] et ji,--- ,jr on a
T4+ XN —Aj
|wj1+..._|_wje_wj£+l_..._wjr‘ 2#
1731
sauf si {j1,- -+ ,Je} = {Jes1,- -+ ,Jr} €t ou Uon a réordonné (ji1,--- ,jr) en (ji,---,jr) de

sorte que
93] > - > [4r]

Cette définition s’apparente a la notion de vecteurs diophantiens en dimension finie.
Comme en dimension finie, sauf cas particulier il semble tres difficile de déterminer si une
suite est non résonante. Par contre, on a une propriété analogue de mesure totale :

Proposition 1.6.2. On munit Hj>1 [—%,%] de la mesure Lebesque-produit. Pour tout

k > 1 l’ensemble produit admet un sous-ensemble Fy de mesure totale tel que pour tout
() j>1 € Fy, la suite de fréquences \;j + j‘—,ﬁ est non résonante.

Et 'on posera donc naturellement la définition suivante

Définition 1.6.3. Un opérateur M : L*(R%) — L*(R?) est typique s’il se diagonalise selon
la base hilbertienne (¢;)j>1 de L2(R?) de sorte que

Ik >1 Jae b, Vj>1 M¢j=%¢j
J

En particulier M est auto-adjoint, compact et simultanément diagonalisable avec —A+V.
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En résumé, si M est typique alors on sait résoudre 1’équation homologique et a fortiori
construire les formes normales de Birkhoff.

La démonstration de la proposition est technique et peu transparente (voir an-
nexe , néanmoins il nous parait important de signifier qu’elle repose seulement sur des
conditions de croissance polynomiale de la suite (\;);>1, si I'on renumérote (\;);>1 de sorte
que Aj < Ajy1 alors les conditions sont les suivantes :

(P1) il existe 0,9 > 1 tels que pour tout j > 1 on a %je <A < Q5
P2) TD’ensemble des différences de fréquences A = {\; — Ag, (j, k) € N*} vérifie
J

do>0 Vt>1 Card (AN [0,t]) < Ct°

1.7 Les différences spectrales entre les deux résultats

Nous allons expliquer pourquoi il est possible de traiter de la méme maniere tous les
potentiels V (z) = 2% avec p > 2 alors que 'on doit examiner séparément le cas V (r) = x2.

La principale différence technique des démonstrations des théorémes et est
la définition des classes T} et ’7?. Comme on I’a dit plus haut, ces classes sont définies a
I'aide d’estimations adéquates des intégrales-produits des modes propres.

Commencons par le cas V(x) = 22. Le spectre de I'oscillateur harmonique —ﬁ + 22
est bien connu. Il s’agit des entiers naturels impairs et ses modes propres sont les fonctions

d’Hermite (voir annexe 4.2 ou le classique [Sze75]) :
¢J($) = C]'Hj($)€_$2/2, )‘j = 2] -1

ol Hj est le j-ieme polynome d’Hermite. La suite (\;);>1 vérifie bien entendu les conditions
(P1) et (P2) (voir partie précédente). Grace a un < lemme de commutateur >(voir le lemme
précis [3.2.8]), on peut montrer la proposition suivante (voir la proposition [2.3.6)) :

Proposition 1.7.1. Sid = 1 et V(z) = 2*, alors il existe v, > 0 tel que pour tous
keN*(ji,....jk) EN* et N>1

\ [ 6363 (@)da

N
% Sk 2k
< CNJ3 < V' J2J3 )

317 \ V55 + it = s
ou jT > --- > ji est obtenu en réordonnant le k-uplet (j1,--- ,Jk)-

En fait, dans la démonstration de la proposition précédente le nombre 3 est tel que

C
19l < =35 (1.11)

Et il est remarquable qu’'un tel 8 > 0 existe, en 'occurrence on peut choisir g = i

([Sze75]) mais cela n’a pas beaucoup d’importance. Nous verrons un peu plus loin, que
dans le cas général V(x) = 22 avec p > 3, les modes propres ne sont méme pas bornés.
Les estimations des intégrales-produits ont vocation a < comprendre >!’interaction des
différents modes entre eux. Ainsi, la proposition nous explique que lorsque jj — 73 est
tres grand par rapport a jj, alors les modes ¢;,,. .., ¢;, interagissent trés peu entre eux.
On définit alors les classes T, et ’7?.
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Définition 1.7.2. Dans le modéle V (x) = 22, un polynéme homogéne de degré k > 3
P(z)= Y a2, 2
jEZ*k
appartient a la classe Ty s’il existe v, 3 > 0 tel que pour tout N > 1 on a

N
x|V SAIEd
a ch“j.i:ﬁ< 3 1153] )
1

AV ARV R

De méme P € 7? s’il on a lestimation

. . N
la;] < Cx 751" V13311531
T TP 1 = 13D \V1sTaE] + 1t - 1)
Signalons que des estimations des intégrales-produits des fonctions d’Hermite ont déja
été obtenues par Wei-Min Wang ([WMO0S],[Wan09]) en vue d’étudier la stabilité de 1'oscil-
lateur harmonique avec une perturbation quasi-périodique localisée.

En fait, dans la démonstration de la stabilité par crochet de Poisson (propriété v) de
la partie , Pexistence de 3 > 0 permet de faire converger des sommes du type > gﬁ%
]

Autrement dit, I'existence de § > 0 a pour but de contrecarrer la faible croissance de
Aj=2j—1

Lorsque p > 2, ’étude spectrale de 'opérateur —% + 2P est sensiblement plus dif-
ficile. En ce qui concerne la j-ieme valeur propre, on ne sait pas la calculer exactement.
Néanmoins, la formule de Weyl (|RS], théoréme XIII.81) permet de connaitre un équivalent
de la fonction de comptage lorsque £ — +o00

card{j > 1,\; < E} ~c VE —z?rdy ~ CE%
{z?P<E}

Or en dimension 1, chaque valeur spectrale est simple ([BS]) et I'’équivalent de A; s’obtient
par fonction réciproque :

.721)
Aj >~ cjrtl
Comme dans le modele V(z) = 22, la convergence de la série )\i servira a montrer la
J

stabilité par crochet de Poisson. A ce stade la, la propriété (P2) semble difficile a prouver.
On fait alors appel au théoreme suivant ([HRS82])

Théoréme 1.7.3. (Helffer-Robert) Si V(x) est un polynome > 0 de degré pair 2p > 2
alors on a un développement asymptotique

A = (G4 )Y b+ o)

i>0

Corollaire 1.7.4. Si V(x) est un polynome de degré pair 2p > 2 alors

2p 2p 2p 2p

Vi1, 52 > 1 it =3 < gy = Nl S ClifT =g

La condition (P2) est alors facile. De méme pour (P1).
En ce qui concerne I’analogue de I'estimation ([1.11]), Yajima et Zhang ont obtenu toutes
les estimations asymptotiques optimales ([YZ01] page 576) :
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Théoréme 1.7.5. On suppose V(x) = x?P avec p > 2. Pour tous r € [2,00], il existe un
nombre explicite o(r,p) > g—; tel que

|| pr = §P)

avec
2<r<4 = U(T,p):%(%_%)go
2
1<r< R = o(rnp)=5(1-1)(1-4) - 1<0
A;_QS r<+4oco = o(rp) =3(1-1) 17% ~1>0

En particulier, on a o(r,p) < & (1 - %) -5

Pour p > 3, on a o(co,p) > 0, par conséquent ||¢;||r n’est méme pas borné en j
lorsque p > 3. De nouveau, un lemme de commutateur permet d’obtenir des estimations
des intégrales-produits :

Proposition 1.7.6. Si V(z) = 22 avec p > 2, alors pour tous k € N*,(j1,...,jx) € N**
et N > 1 il existe v := v(k) tel que

‘/ ¢i, () @ (x)dz| < Cnj3” ( )\jg/\jg )N
J1 J —= 3
R * VA AR T i — Ajg

ou jT > -+ > ji est obtenu en réordonnant le k-uplet (j1,--- ,Jk)-
De méme, on définit les classes T}, et 7?.
Définition 1.7.7. Dans le modéle V (x) = 2% avec p > 2, un polynéme homogéne de degré

k>3
= E : ajZg " 2k
JEZ*k

appartient a la classe Ty s’il existe v > 0 tel que pour tout N > 1 on a

4] < Ol ki)
aj| < Cnlj3l” N2 Py

De méme P € 7? sl on a l'estimation

N
531" VAisAig
Nis) \ Vs g+ A — g

A présent que I'on a vu les définitions des classes 7,", il nous apparait important de

justifier la présence du dénominateur HA*%/\* Lorsque les fréquences de Hy sont non
1 T2

résonantes, la résolution de I’équation homologique

la;| < Cn
’ (14 A —

{Ho,x}+P=2

fournit en réalité un polynome y dans la classe T+ C T On remarquera que le terme
14+ Ajx —Ajz apparait explicitement dans la deﬁnltlon de non résonance 1] Les coefficients
d’un polynome de classe ’7? tendent plus rapidement vers 0 que leurs analogues dans
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la classe Ti. Cela explique que le gradient symplectique de x est a valeurs dans (4(Z*)
(propriété iii) de la partie [L.10).

Il peut paraitre étrange qu’'un méme cadre ne permette pas d’obtenir d’unifier les
théoremes et Cela provient peut-étre de la complexité des classes T}, et ’77:’ ainsi
que des conditions spectrales dont on a besoin pour valider les propriétés i) a vi). Mention-
nons a nouveau qu’il aurait été tres satisfaisant d’obtenir une seule classe T vérifiant les
propriétés i) a vi), mais typiquement nous n’avons pas réussi & montrer I'implication

PeTy, 1<s = |[[Xp(2)lls <Cllz|ls™!

L’introduction de la classe 7? a vocation a pallier ce défaut.

1.8 Prolongements naturels

A) La démonstration du théorémeen dimension d > 2 ne présente pas de difficultés
car on connait parfaitement les valeurs propres et les modes propres de 'oscillateur harmo-
nique Ty := —A+ Zle x? de R%. Les modes propres s’obtiennent par produit tensoriel des
modes propres unidimensionnels, aussi toutes les estimations des intégrales-produits s’ob-
tiennent de la méme fagon. Les valeurs propres jouissent d’une propriété trés intéressante :
elles sont entieres. En effet, chaque valeur propre de T, est somme de d nombres impairs.
Cette propriété permet de perturber T, par un opérateur typique pour éviter les résonances
(voir la partie . Ainsi, la symétrie par rotation de 'opérateur Ty n’intervient pas du
tout. Néanmoins notre démarche nous permet de traiter les EDP du type

d
i) = (=A+ Y 7ia} )i+ Dag(,) (1.12)
i=1
ou (T—ll, sy %) appartient a %N*d pour un certain 7 > 0, si bien que 'on pourra éviter les

résonances par perturbation.

B) Pour la méme raison expliquée au point A), le théoreme nous parait actuel-
lement tres difficile & étendre en toute dimension. Voici un exemple tres simple d’EDP

i0p) = (= A+ a] + x3)1h + g (1), ¥) (1.13)

En notant (p,)n>1 les valeurs propres de —% + %, alors I’ensemble des valeurs propres
de la partie linéaire de ((1.13)) est

{pi+pj,  (G4) ENF={A <X <---}
A-t-on une propriété de séparation
cli® = j% < |hi = Al < O = 5

Cela semble tres difficile, car 'approche usuelle consiste & comprendre la fonction de comp-
tage et cette derniere tient compte des multiplicités.
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1.9 Directions de recherche

A) Est-il possible de remplacer le parametre extérieur typique M par des opérateurs
de multiplication 7 Par exemple, pour une classe typique de fonctions mesurables bornées
m : R — C peut-on montrer la propriété de stabilité (S) pour 'EDP

i) = (A + 2 + m)e + og (v, ) (1.14)

Il s’agirait de comprendre le spectre de la partie linéaire. Une réponse affirmative nous
parailt vraisemblable mais techniquement difficile & mettre en oeuvre. Il s’agirait de com-
prendre comment I’ajout d’une perturbation m, disons de norme infinie ||m||s assez petite,
impacte sur le spectre de —A + 2% + m.

Dans le méme état d’esprit, on peut se demander si 'on peut obtenir la propriété
de stabilité pour une large classe de conditions initiales mais sans ajouter un parametre
extérieur typique. Une approche possible serait de s’inspirer de [KP96] qui utilise une
forme normale de Birkhoff et des méthodes KAM pour construire suffisamment de solutions
presque périodiques d’une équation de Schrodinger sur le cercle.

B) On se demande si 'on peut récupérer des informations dynamiques sur de longs
temps dans les cas résonants. Typiquement, ’hamiltonien perturbé se met apreés change-
ment symplectique sous la forme Hy + Z, + Z; + R ou Z, contient des termes résonants
et Z; est en forme normale. Ainsi, dans la thése Z, = 0. Voici un exemple : on regarde
I’équation de Schrodinger cubique défocalisante sur I'oscillateur harmonique

i — ( d x2> G, (ha) e R?

" da2

avec condition initiale (0, x) = ce~®*/2. Autrement dit, seul le premier mode est excité.
Y’a-t-il transfert d’énergie sur les autres modes sur un temps suffisamment long? On peut
étudier le méme type de phénomene sur I’équation NLS sur le cercle ([GVB]). Les transferts
d’énergie entre les modes (phénomene low-to-high frequency |[CKS™]) sont intimement liés
a la croissance des normes de Sobolev. Le Graal serait de prouver (ou d’infirmer) que pour
certaines conditions initiales 1(0,-) 'on a lim |4 (t,-)[| 5. = +o0.

t—+o00
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Chapitre 2

Formes normales pour 1’oscillateur harmonique
quantique multi-dimensionnel

Description d’un travail en collaboration avec Benoit Grébert et Eric Paturel

Résumé. Nous considérons I’équation de Schrodinger associée a l'oscillateur harmo-
nique semilinéaire

Wby = (= A+ x> + M)y + dog(),9), z€RY teR

ou M est un multiplicateur de Hermite et g une fonction analytique d’ordre > 3 en 0.
Nous prouvons qu’une telle équation hamiltonienne admet, au voisinage de ’origine, une
forme normale de Birkhoff & tout ordre, sous des conditions génériques sur M liées a la
non-résonance de la partie linéaire, cette forme normale est intégrable quand d = 1 et
fournit une dynamique bornée quand d > 2.

Conséquemment, nous prouvons ’existence presque globale lorsque la condition initiale est
suffisamment petite. En outre, nous controélons les normes de Sobolev de solutions régulieres
pour des temps relativement longs.

mots clés : Forme normale de Birkhoff, Oscillateur semi-linéaire harmonique quan-
tique, EDP hamiltonienne, Stabilité, équation de Gross-Pitaevskii, AMS classification :
37K55,37K45, 35B34, 35B35

2.1 Introduction, énoncé des résultats

Le but de cet article est de prouver un théoreme de forme normale de Birkhoff pour
I’équation semilinéaire suivante

2.1
Yli=0 = o &1

sur tout l'espace R? (d > 1) et d’examiner ses conséquences dynamiques. Ici, g est une
fonction analytique d’ordre p > 3 en 0, et dog désigne la dérivée partielle de g par rapport
a la seconde variable. L’opérateur linéaire M est un multiplicateur d’Hermite. En vue de
définir M précisément, au moins dans le cas unidimensionnel, (voir partie dans le cas
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multi-dimensionnel), introduisons 1'oscillateur harmonique quantique sur R?, c’est-a-dire
T = —A+|z|? Quand d = 1, T est diagonalisé dans la base d’Hermite (A7) jen

Té; = (2j — )¢y, j€N
Hn(l‘) efx2/2

g1 = —F—== ;
" V2rnl/T

ot N désigne N\ {0} et H,,(x) est le n-ieme polynéme d’Hermite :

/ e~ Hyp () Hp (2)dz = 2"nI\/T6m.
R

n €N

Dans la base d’Hermite (et pour d = 1), un multiplicateur d’Hermite est un opérateur
linéaire donné par

M¢j =m;op;,
ot (m;) e est une suite réelle bornée qui sera choisie comme suit : pour tout k£ > 1, nous
définissons les classes

. m; - -1 1
Wi = {(m;)en | pour tout j, m; = T avec m; € [2, 2]}
que nous munissons de la mesure probabilité produit lorsque chaque facteur [_21, 2] est
muni de la mesure de Lebesgue. Dans ce contexte, les fréquences linéaires, i.e. les valeurs
propres de T + M = —d?/dx? + x? + M sont données par

m; _
wj:2j—1+mj:2j—1+j—,j, jeN. (2.2)

Soit
Hs = {f € H*(R%,C)[z%0° f € L*(RY)

2.3
pour tout o, 5 € N? vérifiant 0 < |a| + |8| < s} (23)

ott H*(R? C) est I'usuel espace de Sobolev. Nous remarquons, pour tout s > 0, que le
domaine de T%/% est H® (voir par exemple [Hel84] Proposition 1.6.6) et que H* est une
algebre si s > d/2.

Si ¢ € H* est petit, disons de norme ¢, 'existence locale assure en réalité que admet
une unique solution dans H* définie sur un intervalle de longueur ce P12, Notre but est
de prouver que si M évite un ensemble exceptionnel d’opérateurs, étant donné un entier
r > 1 et pourvu que s est suffisamment grand et e suffisamment petit, la solution existe
sur un intervalle de longueur ce~". De surcroit, nous controlons les normes de Sobolev H*
(d > 1) et localisons la solution dans un voisinage d’un tore (seulement dans le cas d = 1,

cf. Théoreme et Théoreme |2.3.10)).

Précisément nous avons

Théoréme 2.1.1. Soient r, k € N des entiers quelconques. Il existe un ensemble Fy, C Wy
de probabilité 1 vérifiant ceci : si m = (m])JGN € Fy, et si g est une fonction analytique au
voisinage de lorigine de C?, vérifiant g(z,2z) € R et s’annulant en 0 avec un ordre > 3, il
existe sgp € N tel que pour tout s > s, il existe g > 0, ¢ > 0, tel que pour tous € € (0, €p)
et g € HS avec l|Yolls < €, le probléme de Cauchy de condition initiale 1Yo a une
unique solution .

@ZJ € OO((_Tea Te)v HS)

avec T, > ce™". En outre, pour tout t € (=T, T,), nous avons

[0t )l gs < 2€ . (2.4)
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Si la non-linéarité est g(t, ) = )\Z%W)V’“ avec p > 1 et si le multiplicateur d’Hermite
M est nul, alors nous retrouvons 1I’équation de Gross-Pitaevskii

iy = (—A+ |z) + AP, teR, zeR% (2.5)

Dans ce cas, Uexistence globale dans 'espace d’énergie H' a été prouvée pour 1<p<

( dd_+2§+ sans condition de petitesse sur la condition initiale dans le cas défocalisant (\ < 0)

et pour des conditions initiales petites dans le cas focalisant (voir [Car02] et aussi [Zha05]).
Mais rien n’est connu pour des non-linéarités d’ordre élevé ou pour le contréle des normes
H? pour s > 1. Notre résultat énonce que, quitte a éviter les résonances & Paide d’un ajout
d’un terme linéaire générique M1 (le cas M = 0 n’est pas étudié), nous retrouvons ’exis-
tence presque globale pour ’équation de Gross-Pitaevskii avec une nonlinearité arbitraire
d’ordre élevé et une condition initiale petite dans H® pour s suffisamment grand. En un
certain sens, cela prouve que 'instabilité de I’équation Gross-Pitaevskii qui peut apparaitre
est nécessairement produite par des résonances. Précisément, nous pouvons comparer cela
avec I'équation semi-classique cubique de Gross-Pitaevskii dans R qui intervient dans
I’étude de Bose-Einstein (pour une présentation physique, voir [PS03])

ihu; = —h*Au+ |z*u + h?|ufu, teR, zecR3 (2.6)

quand h est un petit parametre.
Le changement d’échelle entre 1 solution de (2.5 et u solution de ({2.6|) est donné par

1 T
u(t,x) = ﬁw(t, ﬁ

Nous notons que pour des multi-indices «a, 3 € N3, avec y = ﬁ, nous avons

Dés lors, la petitesse de ¢ dans H® imposée dans le théoréme ie. [[1oll s < Ce, se

lit
3 mm—m%&m‘

181+l <s

). (2.7)

2 2

L2(R3)

yaaﬁw\

:;WﬂHM—UZ‘

xa85u’

L2(R9)

2
Cé>.

xo‘aﬁuo‘

L2(R9)

En prenant € = h'/6 avec h suffisamment petit, nous voyons que cela autorise les dérivées
d’ordre > 1 en vue d’obtenir de grandes normes L? quand h est petit :

2 _ O(h—|ﬂ|+5/6)

Haﬁuo} L2(R3)

i.e. la condition initiale doit avoir une norme petite dans L? mais peut bien entendu osciller.
Ainsi, le Théoréme établit que, modulo les résonances, les mémes estimées demeurent
valides pour la solution u(t,.) avec |t| = O(h~"/%), r étant choisir arbitrairement. Répétons
a nouveau que le réle de la partie linéaire M est d’enlever les éventuelles résonances entre
les modes libres (voir (2.2))). Le cas complétement résonant M = 0 dépasse le cadre d’étude
de cet article.

Le Théoreme [2.1.1] est prouvé avec la théorie des formes normales de Birkhoff. Cette
technique a été développée par Bourgain [Bou96al, Bambusi [Bam03], Bambusi-Grébert

1. nous utilisons la convention ﬁ =+oopourd=1,2,et (d—2)" =d—2pourd >3
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[BGO4] pour des EDP semi-linéaires (typiquement ’équation semi-linéare de Schrodinger
ou I’équation des ondes) sur le tore uni-dimensionnel et par Bambusi-Delort-Grébert-Szeftel
[BDGS07] pour I’équation semi-linéaire de Klein-Gordon sur la sphere S (ou une variété de
Zoll). Les précédentes études traitent des variétés compactes. Dans notre travail, la variété
sous-jacente est R%, et le potentiel confinant x? garantit que le spectre demeure discret,
mais les modes libres de 'oscillateur harmonique ne sont pas bien localisés.

Pour des références générales sur les équations Hamiltoniennes et leurs perturbations, voir
les récentes monographies [Cra00l [Kuk00, Bou05, [KP03|. Nous remarquons aussi que dans
[Kuk93], un théoreme de type KAM est prouvé pour en une dimension avec des
non-linéarités spécifiques.

Décrivons sommairement la méthode. Nous considérons un systeme hamiltonien dont
I’hamiltonien se décompose en une partie quadratique H (associée a la partie linéaire de
I’équation), et une perturbation non linéaire P (au moins cubique) : H = Hy + P. Nous
supposons que Hy est diagonalisé dans la base hilbertienne (¢;);>1 de I'espace des phases
P Hy =3 wi&mn; pour (§,n) € P et w = (w;);j>1 est le vecteur des fréquences libres
(spectre de la partie linéaire). Dans le cas de l'oscillateur harmonique, la base hilbertienne
Hilbert est constituée des fonctions d’Hermite et P = ¢2 x 2. L’idée heuristique se résume
ainsi : si les modes libres n’interagissent pas trop dans leur ensemble (i.e. si w est non
résonant), et s’ils n’interagissent pas trop via le terme non linéaire, alors le systéme n’est
pas loin d’étre intégrable, modulo un terme non-linéaire d’ordre élevé, et par conséquent la
solution existe et est controlée sur un temps long. Précisément, par une approche de forme
normale de Birkhoff nous prouvons (cf. le principal Théoreme que H ~ H,+ P’
ou H, n’est plus quadratique mais reste intégrable (dans le cas d = 1) et P’ est au moins
d’ordre r, ou r > 3 est arbitrairement grand tant que nous travaillons dans un voisinage
suffisamment restreint de 1’origine.

Pour garantir la seconde condition, i.e. que les modes libres n’interagissent pas trop
via le terme non linéaire, nous devons controler les intégrales-produits de plusieurs modes
arbitraires :

a; = / b5 (2) - oy ()l (2.8)
D

oi1 D est la variété d’étude (RY en I'occurrence) et j € NF est un multi-index, k& appartenant
a [3,r]. Considérons un multi-indice j ordonné, i.e. tel que j; > jo > .-+ > jr. Dans
[BDGS07, [Gré07, Bam07] 'estimée suivante est invoquée : il existe v > 0 et pour tout
N > 1 il existe Cy > 0 tel que pour tout j ordonné nous avons

, N
. J3
|aj] O (2.9)
Pour l'oscillateur harmonique, cette estimée s’avere fausse (cf [WMOS| ot un équivalent

est calculé pour quatre modes). Nous sommes capables de prouver ceci : il existe v > 0 et
pour tout N > 1 il existe C'y > 0 tel que pour tout j ordonné

. — N
J3 < VJ2]3 )
AP\ Vs + i~

La différence peut paraitre dérisoire mais est techniquement importante : nous avons

laj| < Cn (2.10)

- D
Zjl (B#ﬁ) ~ ('j3 pour une certaine constante universelle C' pourvu que pu > 1

N VG273 " — . . .
et de méme Zﬁ (7@ +j1_j2) C'+/j2j3. Dans le premier cas, le terme supplémentaire
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j3 peut étre absorbé sans changer la valeur de v dans (V) = v+ 1). Mais cela est
impossible dans le second cas. En un certain sens, la perturbation non linéaire n’est plus
négligeable (cf. [WMOS]).

En réalité, les cas étudiés dans [Bou96a), [Bam03], [BG04], les modes linéaires (i.e. le spectre
de la partie de linéaire) sont localisés autour des exponentielles ek j.e. les fonctions propres
du laplacien du cercle. En particulier, les intégrales-produits des modes propres se calculent
trivialement, et l’estimée est plus facile. Pour l'oscillateur harmonique, les modes
propres ne sont pas localisés et leurs intégrales-produits sont plus difficiles & comprendre.
Remarquons que, dans le cas de ’équation de Klein-Gordon sphérique, le controle de ([2.8))
est aussi complexe, mais des estimées analogues a sont prouvées plus généralement
dans [DS04] pour les équations de Klein-Gordon sur des variétés de Zoll.

Du point de vue des formes normales, la substitution de par a la conséquence

suivante : considérons un polynéme formel

k

QEM=Q(x) =D a2, ...,

=0 jeN!

ol les coefficients a; vérifient (2.9). Dans [Gré07] ou [Bam07], il est prouvé que le champ
de vecteur hamiltonien X¢ est régulier deE| Ps = €2 x (2 vers Ps pour s suffisamment grand
(dépendant de v). Dans la situation présente, i.e. si a; satisfait seulement , qui définit
la classe T, nous prouvons que X est régulier de P, vers Py pour tout s’ < s—1/2+41/24
et s grand. Cette perte de régularité complique évidemment la procédure itérative, mais
cela est compensé de la maniere suivante : la non-linéarité P est réguliere en ce sens que
Xp envoie P, vers Py pour s grand (essentiellement car l'espace H* est une algebre si
s > d/2). D’un autre coté, nous construisons a chaque étape une transformation canonique
(symplectique) qui préserve la régularité. En fait, & chaque étape, nous définissons la trans-
formation canonique comme le flot au temps 1 d’un certain hamiltonien y, et la solution
de I’équation homologique fournit un gain dans pour les coefficients du polynoéme

X :

” — N
e mm— < _Vias ) (2.11)
(M + g1 — g2) \VJ2J3F 1= )2

Avec une telle estimée, les coefficients (dans la classeﬁ désignée 7% dans la partie ,
nous prouvons dans la Proposition que X, est régulier de P, vers P, pour s suffisam-
ment grand. En outre, nous prouvons dans la proposition que le crochet de Poisson
d’un polynéme de 7" avec un polyndéme de 7% appartient & T " pour un certain v/ > .
Nous voyons ainsi qu'une procédure itérative est possible dans Ps.

Cet effet régularisant de 1’équation homologique a déja été utilisé par S. Kuksin dans
[Kuk87] (voir aussi [Kuk93,[P6s96]). En un certain sens, cela est similaire a I'effet régularisant
présent dans les équations de Schrédinger avec potentiels superquadratiques (voir [YZ04]).

Notre résultat est organisé comme suit : dans la partie on établit un théoreme de
forme normale de Birkhoff inspiré de la perte de régularité expliquée plus haut. Dans la par-
tie nous appliquons ce théoreme pour ’équation 1 — d semilinéaire de 'oscillateur har-
monique (Sous—partie et nous généralisons cela pour couvrir le cas multi-dimensionnel

(Sous-partie [2.3.2)).

2. ici 12 = {(z1) | S 1%*|z1]? < oo} et correspond aux fonctions ¢ = 3 zi¢y de H2s.
3. En fait dans la partie [2.2.2] au lieu de 7% et 7%, nous considérons des classes plus générales 7
et 7"%% ol le parametre 3 joue le réle de I'exposant 1/24 de (2.10)) et ([2.11)
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2.2 Formes normales de Birkhoff

2.2.1 Modele abstrait

Nous commencons par construire un modele abstrait de systeme hamiltonien de dimen-
sion infinie. Dans la partie [2.3| nous vérifierons que 'oscillateur harmonique non-linéaire
est englobé dans ce systéme abstrait. Dans la suite, on note N = N\ {0} et Z = Z \ {0}.
Nous travaillons dans 'espace de phase Ps = Ps(C) := £2(C) x ¢2(C) ot pour s € Ry,
2(C) := {(aj);>1 € CV | > i1 j*%laj|* < 400} est un espace de Hilbert pour la norme
usuelle : |[a]?> = > i1 |5]?%|a;|*. Nous définissons Ps(R) := {(£, &) € Ps(C)} la partie réelle
de P4(C). Nous allons désigner un point générique de Py par z = (§,7) par z :_(zj)jez,
£ = (&)jen> M= (j) jen et la correspondance : z; = §;, 2—; = n; pour tout j € N. Enfin,
pour un hamiltonien H, le champ de vecteur hamiltonien associé est noté Xy et est défini

Xn(z) = <(—gg>@’ (gi)m> '

Définition 2.2.1. Soit s > 0, nous définissons l’espace H® des hamiltoniens H définis sur

un voisinage U de lorigine de Ps = Ps(C), vérifiant H(E, &) € R (nous dirons que H est
réel) et

par

HeC®(U,C) et XpeC(U,Ps),

ainsi que tous les polynomes homogenes de Taylor Hy apparaissant dans le développement
de Taylor de H en 0 :

H, € C*(U,C) and XHkECOO(U,Ps).

En particulier, le champ de vecteur hamiltonien des fonctions F, G € H?® appartient a
/2(C) x £2(C) et I'on peut définir leur crochet de Poisson par

oF 0G  OF 0G
(rGy=iy 209G OFoG.
— 0 On;  On; 055
J>
Remarquons que si P € H? alors le champ de vecteur Xp est de classe C'™ sur un voisinage
de Py vers Ps, nous avons

Lemme 2.2.2. Soit P € H® qui s’annule a Uordre v + 1 en l'origine :

ok p

Vk<r+lvjezk, 2L
SR 92 .02,

(0) =0

Alors, il existe eg > 0 et C' > 0 tels que, pour z € Py vérifiant ||z||s < €9, nous avons
IXP(2)[|s < Cll2][%

Notre modele de systeme intégrable est 'oscillateur harmonique

Hy = ijfjnj

Jj=1

ol w = (wj)j>1 € RY est le vecteur-fréquence. Nous allons supposer que ces fréquences
croissent de fagon sous-polynomiale i.e. il existe C' > 0 et d > 0 tel que pour tout j € N,

jw;| < Clj17, (2.12)
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si bien que Hy est bien défini sur Ps pour s suffisamment grand.
La perturbation P € H?®, est une fonction réelle ayant un zéro d’ordre > 3 en lorigine.
Notre fonction hamiltonienne est alors donnée par

H=Hy+P
et les équations canoniques d’Hamilton se lisent

§ = *ijj*lg%, j=1 (2.13)
nj o= dwitige, > 1. '
Notre théoreme va requérir essentiellement deux hypotheses : une sur la perturbation P
(voir Définition et une autre sur le vecteur-fréquence w que nous décrivons ci-apres.

Pour j € Z* avec k > 3, nous définissons s(j) comme le troisieme plus grand terme
parmi [j1], ..., |jx|. Puis, nous posons S(j) := |ji,| —|7i,| oU |7i,| €t |Ji,| sont respectivement
le plus grand entier et le second plus grand entier parmi |j1], . . ., [jk|- Ainsi, si le multi-index
Jj est ordonné, ie |j1| > ... > |ji| alors

1(g) == |js| et S(4) = || — |72l
Dans [Bam03, BG04, [Gré07, Bam07] la condition de non résonance sur w s’exprime de

la maniere suivante

Définition 2.2.3. Un vecteur-fréquence w € ERN est mon résonant si pour tout r € N,
il existe v > 0 et § > 0 tels que pour tout j e N" et 1 <i<r, on a

T
~ ()’

‘wjl + et wy — Wipr — 70 — Wy, (2'14)

sauf si bien entendu {j1,...,Ji} = {Jit1s---,Jr}-

Pour l'oscillateur harmoniquelﬂ nous sommes capables de travailler avec une condition
légerement modifiée

Définition 2.2.4. Un vecteur-fréquence w € RN est fortement non résonant si pour
tout r € N, il existe v > 0 et 6 > 0 tels que pour tous j e N" et 1 <i<r, on a
1+ 5
> 77+ ‘ (5‘7)
()

sauf si bien entendu {j1,...,75:} = {Jit1,---,Jr}-

Cette amélioration de la condition de non résonance est analogue a la modification
de la classique seconde condition de Melnikov introduite initialement par S. Kuksin dans
[Kuk87] (voir aussi [Kuk93| et [P5s96]).

2.2.2 Espaces de polynomes

Pour j € ZF avec k > 3, nous avons déja défini u(j) et S(5), nous introduisons mainte-
nant
. .. 1/2 . .
B(j) = ljix 3|, C(G) = ||

4. plus généralement si le vecteur-fréquence est non résonant comme dans la définition et satisfait
la condition asymptotique : w; ~ [™ avec n > 1.
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ou |ji, |, |Jis| €t |Jis| sont respectivement le premier, le deuxieme et le troisieme plus grand

entier parmi [j1,. .., |jx|. Nous définissons aussi
, B(j)
A() = = 2.16
2 B(j) +5(5) (210

En particulier, si le multi-index j est ordonné, i.e. si [ji| > ... > |ji| alors

1/2

A7) = |j273|
17243112 + |71] — |72|
et
C(j) = |l

Définition 2.2.5. Soient k > 3, f € (0,400), v € [0,400) et un polynéme homogéne
formel de degré k sur Ps(C)

QEM =Q(2) = a2, ... 2, (2.17)

JEZF

Q est dans la classe 7;:’5 si pour tout N > 1 il existe une constante cy > 0 telle que pour
tout j € ZF

jaj] < en g(é));A(j)N, (2.18)

Nous introduisons aussi la

Définition 2.2.6. Soient k > 3, f € [0,40), v € [0,400) et un polynéme homogéne
formel de degré k sur Ps(C)

QEM =Q(x) =Y ajz, .2,

jezk

Q est da@s la classe 77:’6’+ st pour tout N > 1 il existe une constante cy > 0 telle que pour
tout j € ZF

n(j)” N

a;l <ey—— —A(j)". 2.19
il = evegpa+son Y 219

Les meilleures constantes cy dans (2.18)) définissent une famille de semi-normes qui
munit 7;:’6 d’une structure d’espace de Fréchet.

Remarque 2.2.7. Remarquons que [’écriture (2.17) n’est pas unique. Néanmoins, puisque

les estimées ([2.18]) et (2.19) sont symétriques par rapport a l'ordre des indices j1,--- , jk,
Iabsence d’unicité n’affecte pas les Définitions et[2.2.6,

Remarque 2.2.8. Dans [’estimée , le numérateur autorise une croissance par Tap-
port a pu(j) qui sera utile pour contréler les petits diviseurs. Le dénominateur impose une
faible décroissance par rapport a C(j) et une forte décroissance pour les monomes qui ont
deux modes dont les grands indices n’ont pas le méme ordre. Ce controle est meilleur dans

la classe 77:,5,#
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Remarque 2.2.9. Nous allons voir dans la Proposition que, si B > 1/2 alors
'77:’6 C H® pour s > v+ 1. Malheureusement 5 n’est pas trés grand pour [’oscillateur
harmonique (B = 1/24 est optimal). Ainsi, l'appartenance P € V’ﬁ nimplique pas P € H?.
Par contre, comme nous allons le voir dans la Proposition un polynome de 7;”’6 est

bien défini et continu sur un voisinage de l'origine de Ps(C) pour s assez grand. A titre de
comparaison, dans [Gré07, |[Bam07], notre estimation (2.18) est remplacée par

p)N*
(1(5) + SN

qui est en réalité meilleure que , puisqu’elle implique la régularité H®. Ce genre de
controle sur les coefficients aj a été initialement introduit dans [DS0J)] dans le contexte des
formes multilinéaires.

laj| < Cn (2.20)

Définition 2.2.10. Soient v > 0 et 5 > 0. Une fonction P est dans la classe TVP si
— il existe sg > 0 tel que, pour tout s > sg il existe Uy, un voisinage de l’origine de Ps
vérifiant P € C*°(U,, C).
— P admet l'origine comme zéro d’ordre > 3
— pour tout k > 3 le polynome de Taylor en 0 de degré k de P appartient a ®f:377”ﬁ.

Nous définissons maintenant les classes de polynoémes en forme normale :

Définition 2.2.11. Soit k = 2m un entier pair. Un polynome homogene formel Z de degré
k sur Ps est en forme normale s’il est de la forme

Z(2)= D bizjz—ji e ZjmFim (2.21)
jENm
i.e. Z ne dépend que des actions I} := zjz_; = &m;.

Le but du théoreme des formes normales de Birkhoff est de réduire un hamiltonien
donné Hy + P avec P € H® en un hamiltonien de la forme Z + R ou Z est en forme
normale et R est tres petit, en ce sens qu’il admet l'origine comme zéro d’ordre élevé.

Nous résumons maintenant les propriétés des polynémes de classe 77,

Proposition 2.2.12. Soient k € N, v € [0,+0), B € [0,+00), s € R avec s > v+ 1, et
Pe Eyfi Alors
(i) P se prolonge en un polynéome continu sur Ps(C) et il existe C > 0 tel que pour
tout z € Ps(C)
|P(2)] < O 2]+

(i) Pour tout ' < s+ 3 — %, le chamyp de vecteur hamiltonien Xp se prolonge en une
onction bornée de Py vers Py (C). De surcroit, pour tout sg € (v +1,s], il existe
tion b ‘e de Ps(C Py (C). D it tout 1 1 exist

C > 0 telle que pour tout z € Ps(C)

k—1
1Xp()y < Clall, 12157 (2:22)
(iii) Supposons de plus que P € 77:151’+ avec 8 > 0, alors le champ de vecteur hamil-

tonien Xp se prolonge en une fonction bornée de Ps(C) vers Ps(C). En outre, pour
tout so € (v + 1, 5|, il existe C > 0 tel que pour tout z € Py(C)

IXp(2)], < Cllzl 12015 (2.23)
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(iv) Supposons enfin que P € 77:_;51 et P est en forme normale au sens de la définition
2.2.11], alors le champ de vecteur hamiltonien Xp se prolonge en une fonction bornée
de Ps(C) vers Ps(C). En outre, pour tout so € (v, s], il existe C > 0 tel que pour tout
z € Ps(C)

k—1
1XP@)l, < Cllell, N2l (224)

Remarque 2.2.13. Puisque les polynomes homogénes constituent trivialement leur propre
développement de Taylor en 0 , les assertions (iii) et (iv) impliquent que chaque élément
de 7;: e T ainsi que chaque element de 7;C vB e forme normale est déja dans H?®.

PREUVE. (i) Soit P un polynéme homogene de degré k + 1 dans 779“ et pour z € P,(C),
écrivons
Z aj Zjl e ij+1 . (225)
JEZKH1
Nous avons, a l'aide de (2.18) et de A(j) <1, C(j) > 1,

k+1
nG)” .
P(z)] < C Z AN TT 12
]€Zk+1 ‘7 =1
. 1/ k+1
Jezk+1 Ji
k+1
< CZ Hk+1| ‘SVHUZHJZ
jEZF+L Ji
k1l
2
k+1
= Z |l|2s 2 e
€7

o, dans la derniere inégalité, nous avons utilisé k 4 1 fois I'inégalité de Cauchy-Schwarz.
Puisque s > v + 1/2, la derniére somme converge et la premiére assertion est prouvée.

(ii) Nous devons estimer la dérivée du polynoéme P par rapport a chacune de ses va-
riables. En invoquant ([2.18]), étant donné N, nous obtenons

.]7 .
‘8 | < On(k+1) ZC( )) A DNz - 23]
JEZK

ou les quantités wu(j,1), C(j,1) et A(j,1) sont calculées pour le k + l-uplet formé par
1y - -+ Jk, L. De surcroit

2
l .7, .
IXp(IE < CY Z" CAGD ) 2]
1€7 \jEZ*
2
U pld, ) MJ,
< Z Z (J7Z)N’zj1""|zjk‘
€7 eZk
, 2
.
< open S (s D G N el | @.26)

C(j5,1)8

1€Z \lj11=>1521>173l
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ou ZE désigne 'ensemble des k-uplets (j1, ..., ji) satisfaisant [ji| > |ja] > -+ > |jk|. Nous
avons utilisé le résultat suivant dans la derniere inégalité :

Lemme 2.2.14. Etant donnés s > 0, sg > % et z € f;_so nous avons
D 1Pzl < Coollzllsso -
jJEZ
PREUVE. Ce résultat est une conséquence banale de I'inégalité de Cauchy-Schwarz

1
2

Sl = Z mso 1ol < Z WSO [ellosao -

]EZ

0

Avant de continuer la démonstration de l’assertion (ii) de la Proposition [2.2.12] nous
donnons deux lemmes techniques qui estiment A(j,1).

Lemme 2.2.15. Etant donné un k-uplet j € Z’; etl € Z, nous avons
LIA(, 1) < 2[51].

PREUVE. Clest clair si |I| < 2|j1], car A(j,1) < 1. Dans le cas contraire, l'ordre est le
suivant : [I| > 2|71| > |j1| > |j2| et

! Vil +|l|*|j1| B ‘”/2 B 7

le lemme est prouvé. O

Lemme 2.2.16. Etant donné un k-uplet j € Z’; et |l € 7 nous avons

o 2l ol < 1
~ Wi 2im O < gl
A4, 1) < A1, jo, 1) == 9 \1l12| ]

P
Tianmn 1=l

PREUVE. si |l| > 2|j1|, A(j,1) s’écrit :

. V07172
A(],l) = — e
V0dige| + 1] = |41]

Nous pouvons écrire :

Vg2l + [ = 171l VIlal + 11 = 1] = V12l (V1T = V1)

- L
= TGl Wl = 1] - Vel
d ' \F+V|J1

- l
> Vil + 11— il - VI } UW

(] = 151l

V

|lja| +

V2
- V2+1
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Ainsi,

AG. 1) < 1++2 V1712 <9 V12| '
= V2 gl =LAl T VGl 41— 1)

Si |72l < 1 < 20js], alors B(j,1)? = |zl min(l], [i]) € [“2L, 11721, de phus

A( ) V |l]2| <9 V |l32|
12/ lal + 111 = 1all = /Ml + 12 = [l

Enfin, si |I| < |j2| nous avons

|72 |72]
A(g,1) = Vil <2 : —
V2] + 131] = j2] 1] + |71] — [72]

et cela acheve la preuve du lemme [2.2.16 O

Pour continuer la preuve de l'assertion (ii) de la proposition [2.2.12] nous définissons
0<e<s—s — %, et N =s+41+4¢e. A la vue de (2.26)), nous décomposons :

1Xp(2)|Z < C> (Ta(l) + Ta(1))? (2.27)
leZ
avec
U 1GDY
10 2 w5 1P A0 D il s

711> 17212 173]:1521> 1]

’l|sl|ﬂ(j,l)|y . N
T5(l) = E ———=— A5, D))" |25, || 25,245 -
() ' 4 ' ' aX(’]l’;’l’)’B ( ) | ]1” ]2H 33’
711> 1721217311521 <[]

Puisque A(j,l) < 1let N > % + s’ + ¢, nous pouvons estimer T3 (l) & aide des lemmes
2.2. 10l et [2.2.10] :

. ’. . . 1
() < C > 911 1721 AGin, G2, 1) 25 2 [ 255 || 255 |
121521213 . 2] > ]
. 1
< Cllell > 52|25, Lol T2 2
AT AN ‘
1
< Cllz Hso —zllsllzllo142e 5

par suite 7T} () est une suite £2, dont la norme ¢? est bornée par C||z||2 ||z||s en supposant
so > v+ 1+ 2e. Concernant T5(1), les lemmes [2.2.15| et [2.2.16| nous permettent d’obtenir

Ta(1)

IA

1 . S T _
C > W|JI|S|J2|V‘4(]1J2J)N *[ziullz521 1271
lj11= 172121731, 12| <[]

1+¢
&l [172] - j
< Cms_ijiﬁ Z m |]1|S|Zj1||92|y|zj2’

l711>[721,1521<]|

HZHSO ) 1 |j1|8|z- |

< C - v(+te)/2), . - .

< Oppwiasiran | 2 el | 2 =
J2€Z Nnez
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La derniére somme en j; est un produit de convolution des suites |j1|*|2;,| € ¢2 et W €
¢1, par suite elle appartient & ’espace ¢2 par rapport & I'indice [, dont la norme ¢? est bornée
par ||z||s. Choisissons € > 0 de sorte que s—s'+ 3 —(1+¢)/2 > 0, la suite de terme général

Ty(1) est £2, avec une norme bornée par

T2l < Cll2llsolzll 11421121l < ClIAIZ, =l

avec sop > v + (1 +¢)/2. En combinant ces estimations 77 et 75, nous obtenons l'inégalité
désirée.

(ili) Nous définissons 0 < & < 1/12 et N = s + 1 + . Nous avons, comme dans (ii), la
premiere estimée
2

2 2(k—3) 1°u(4,0)” N ] ]
HXP(Z)HS S CHZHS() Z 4 Z . C(], Z)B(l—i-S(j, l)>A(J7l) ”ZJlHZJ2HZJS|
1€Z \|j1|=]72]=[7s]

(2.28)
Nous pouvons aussi décomposer la somme en ji, jo et j3 en deux morceaux, Tl+ (1) regrou-
pant les termes |ja| > |I| et Ty (1) regroupant ceux qui satisfont |jo| < |I|. En suivant (ii),
puisque C(j,1) > 1 et 1+ S(j,1) > 1, nous obtenons pour 7;" :

T (1) < C > 1121521 A, DN 2511250255 |
l711>1421> 731,172 > 1]
< C > Y2 G Y22 o [P A, DN Y29 2 2, 2

711> 521> 75152 [> 1

< Cllallsy Y, WYL 5 Gl A, Ga, DN 27925, |25,
l711>172],]72]>11]
< Cllells S0 PN ol N T2 2 2,
711> 52],]321> 1
1
< CHZHSoliJrE Z |j1|S_1/2_8‘jQ‘V—‘FN_(S_l/Q_a)|Zj1szz‘
U275 o> Tl
1
< C’||z]|so”ﬁj||z]|s||z]|y+1+25,

par suite 77" (1) a une norme (2 bornée par C||z|2 ||z[|s si so > v + 1 + 2e.
L’estimation de T2Jr nécessite tous les facteurs présents dans la définition de 744+ :

> S|4V
r) < C E( : |71] |.72|. flj,j,lN_Sz ol
2 () Ty max(j1,0)8(1 + |71 — |I]]) (J1, 2, 1) |21 125211255
l711>7212 17311521 <11

3
V|l]2| 1 . s 1%
Cllellsg > ( il 2 12|

1+ 171 = |1 118(1 i —
1 2121, g2 1< gl =121 ) 1P+ |51 ]

IN

IN

1 . 71112, |
Cllz|lsg =—= vte/2), — N )
Ielleomere 2 Vo™ el 2, = s
Jo€Z J1EL
De nouveau, la somme précédente en j; s’avere étre un produit de convolution des |j1|°|z;, | €

2% et W € (1. Choisissons alors € > 0 de sorte que 8 — /2 > 0, la suite T3 (1) est

alors ¢? avec une norme bornée par

T2l < Cll2llsollzll+ 14021121l < ClIAIZ, =l
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avec so > v + (1 + ¢)/2. En combinant toutes ces estimations, nous concluons.

(iv) Soit k4 1 = 2m. Comme dans (ii), nous obtenons

2

s U, L DY
IXpllZ<CY | Do M \zz\ml%lb—jl\---\ijleZ—jmfl! o (2:29)

“\ =,
leZ \jeNT

en utilisant la méme convention pour u(j,7,1,1) et C(j,7,1,1) que u(j,1) and C(4,1) : par
exemple, (4, 7,1,1) est le troisieme plus grand entier parmi

17115 17115 - - - 1dm=1ls [7m—1], [{] et |l|, ¢’est-a-~dire, si j est ordonné, ou bien wu(j,7,1,1) = |j1],
et dans ce cas C(j,7,1,1) = |l|, ou bien u(j,7j,1,1) = |l| et dans ce cas C(j,J,1,1) = |j1]- Re-
marquons que I'égalité A(j, j,1,1) = 1 n’est pas pertinente ici. La somme en j se décompose
en deux morceaux :

l,1
> WS bl sl

. o=m—1 .
JeENT T 51 <l

1"
S Z ‘”S’Z” |l|’8 |Zj1”’z*jl| A |ij—1”z*]'m—1|
JENZ TN i<
_ . 2(m—2
< WPPlal D2 Lzl 1167
J1
_ 2(m—2
< NP alll=02 a2,
et
n(d, 5,1, 1)"
> WPlalg s lleal e
JENT T 1>l bt
< NPlal Yo bl Planllz—pl -z 12—
jeNp—t
2(m—2)
< (Plalllz?, g all2llo™
En incluant ces deux estimées dans (12.29)) nous obtenons (2.23)). O

La seconde propriété essentielle satisfaite par les polynomes de 7;:’5 est donnée par la
proposition suivante

Proposition 2.2.17. Soient kq, ko > 2, Vl, ve >0 et 8> 0, Uapplication (P,Q) — {P,Q}
est continue de T, 1’6 *x ’77:2_;61) vers 7;: , pour v/ =2(v1 +19) + L.

PREUVE. Nous supposons que P € 77:1Jﬁ+ et Q € kyﬂ’rq sont deux polynémes homogenes

et nous écrivons
E CLj Zjl e ij1+1

jezk1+1

E bizil...zik2+1 .

i€Zkat1

et

La symétrie de (2.18]) par rapport aux indices concernés nous permet d’obtenir facilement
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{Pa Q}(Z) = Z Cj,’i Zjl e ijl Zil v ZikQ
(i) EZF1HR2
avec

(g, )" p(i, )"
‘C] z| < cn,N/ Z C ) (1 T S(],l))A(],Z)N C(Z,l)ﬁ A(Z l)

Par conséquent, il nous reste & prouver que pour chaque M > 1, il existe N,N' > 1, C > 0
tels que pour tous j € ZF et i € ZF2,

AG, VD™ i v < U i)V,A(j,z')M (2.30)

avec v/ = 2(v1 + 1) + 1.
En vue de simplifier les notations, et parce que cela ne change pas les estimées de ,
nous allons faire les suppositions suivantes
—ki=ko=k
— tous les indices sont positifs j1, ..., jk, 41,...,% > 1.
— jetisont ordonnés : j; > ... > jp et iy > ... > .
Nous commencons par deux lemmes techniques dont les preuves ont été placées juste apres.

Lemme 2.2.18. Il existe C > 0 tel que pour tous j € Z*1, i € Z* et | € Z nous avons
A(5,10)2A(0,1)? < CA(i, j). (2.31)
Lemme 2.2.19. Il existe C > 0 tel que pour tous j € Z*, i € ZF? et | € Z nous avons
max(u(j, 1) A(i, 1), (i, 1) A(5,1)%) < Cpli, §)*. (2.32)
A Paide de ces lemmes, la preuve de découlera de I'inégalité

A(i,1)? (5, 1)
Z C(4,1) 1+5(3J)) C(i,1)% = CC(Z 78

En remarquant C(i,1)C(j,1) > C(i, j)l, nous voyons qu’il suffit de vérifier

A(i, 1)? .
W < Cu(j,i).

NI

le

Décomposons la somme en deux morceaux, It = 7, et Io = >3, . Pour la premiére
somme, Nous avons

W= e < e < ©
1= (1+ S(i. N8 = (11l — DB =7
& U+ SGNP = & T+ T= )
tandis que pour la seconde :

B A(i,1)? A(i,1)?
=3, (1+ S(5,1)18 <2 B

1<j2

Dans la derniere somme, si jo < u(i, ) alors
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D’autre part, si wu(i,j) < ja, alors nous décomposons la somme Iy en deux morceaux,
Iy = El<2i1 et Ino = Elz%. Puisque i1 < u(i, j) = max(i1, j3) nous avons

A(i,1)? , .
Iy, = Z (lﬁ ) < 2y < 2pu(i, j).
1<2iy

Enfin, quand [ > 2iy, il vient S(i,1) > 1/2 et B(i,1)? = iyiy < ial/2 < p(i,7)l/2 et donc
A(i, 1) < +/2u(i, 7)1~ Y% ce qui nous mene &

A(i,1)? . 1 -
Lp= Y 5 <Cuid) ) g < Cnlig).
2i1 <I1<ja leN

g

Preuve du lemme — L’estimation (2.31]), étant symétrique par rapport a i et j,
nous pouvons supposer que j; > ¢1. Nous considérons trois cas, dépendant de la position

de [ par rapport a i1 et ji.

Premier cas [ > j; :

Nous avons S(i,l) = |iy — | > |iy — j1| > S(i,5) et B(i,l) = (i1i2)"/? < B(i,7). Par
conséquent

B B, BGS)
ACD =BG+ 560 = B0+ 560 © Bl + 56 00

en utilisant A(7,1) < 1, (2.31]) est obtenue.

Deuxiéme cas [ < iy :
Comme dans le premier cas, nous avons S(j,1) > S(i,) et B(j,1) = (j2 max(j3,1))"/? <
(jo max(j3,i1))'/? < B(i, ) et ainsi

A(j,1) < A6, ).

Troisiéme cas i1 <[ < ji :

C’est le cas le plus complexe et nous devons distinguer si ’on a i1 > js ou pas.

Sous-cas 1. i1 > jo :

Nous avons B(i,1) < B(i, j), et donc si S(i,1) = |iy—1| > %|i1—j1| = 35(4, j) nous obtenons
A(5,1) < 2A(4, j) et (2.31) est valide. Maintenant si S(i,1) < 3S(i, j) alors S(j,1) > 35(i, j)
Puisque S(i,1) + S(j,1) > S(i,j). De surcroit, si B(j,1) < B(i,j) alors

BGA ., BGD  _, B
B +5G.0) =BG +S8G)) ~ Blig) + S(0))

et (2.31)) est vraie. Si B(j,l) > B(i,j), alors en invoquant

B(j,1)% = jol = joiy + jo(l — i1) < B(4,§)* + j2S(i, 1) < B(i,5)* + 5B 3)S (0, 3)
nous comprenons que

2 B(j,1)? B(i,j)* + B(i, ) S(i. j) ST
A S G + 1567 =2 Bag v sGap = AR HAGID,

ainsi (2.31)) est aussi vraie dans ce cas, puisque A(,7) < 1.
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Sous-cas 2. i1 < ja:

Nous avons B(i,l) < B(i,j) donc si de surcroit S(i,j) < 25(i,1) alors A(i,1) < 2A(i, j) et

est vraie. Donc nous pouvons supposer 25(i,1) < S(i,j) ce qui implique S(i,7) <

25(4,1) car S(i,1) + S(4,1) > S(i,7). Si en outre | < j3, B(j,1) = B(j) < B(i,j) et donc

A(j,1) < 2A(i,7) et (2.31) est encore vraie. Donc nous supposons j3 < [ et nous avons
B(j,1)* = lja = irja + jo(l — ir) < B(i,5)* + j2S(i, 1)

Si S(i,1) < 1/2 alors nous déduisons B(j,1)? < 2B(j,1)? et (2.31)) est satisfaite. Il reste &
considérer le cas S(i,1) > /2 qui implique i1 < [/2 ainsi que

. i1 i1
Al l) < ——— < 2=, 2.
(Z’)_i1+l/2_ l (2.33)

Soit n > 1 tel que 2,1% <i1 < 2% nous obtenons de ([2.33])
1

A < 5oy (2.34)
D’un autre coté
- (1j2)/? (1ja)'/?
A(g,1) <2— — <2— — 2.35
U0 <2037 860 = 2 + 80.d) (233)
et - N1/2 . \1/2
Ay j) > —L12) > (Lj2) (2.36)

T (i1g2) 2+ S(0,5) T 20 (ij2) 2 + S(i, )
En combinant ([2.34)), (2.35) et (2.36)) nous concluons

A(i,DA(, 1) < 8A(i,§). O

Preuve du lemme — L’estimation ([2.32)) étant symétrique par rapport a i et j, nous
pouvons supposer ji; > ¢1. Si en outre ¢1 > jo alors on vérifie que

p(i, 1) < p(i, j) et (g, 1) < p(i, )

et (2.32) est satisfait.

Dans le cas j1 > jo > i1 nous avons encore p(i,1) < u(i,j) mais p(7,1) peut étre plus grand
que pu(i, 7). En réalité si p(j,1) < 2u(i,7), 'estimation est encore trivialement vraie.
Par conséquent, il reste a considéré le cas ou pu(j,1) > 2u(i, 7). Remarquons que dans ce

cas i1 < pu(i,j) < w <1/2 et donc S(i,1) = |i1 — | > 1/2 ce qui nous amene a

. (i1i2)2 _ (2i)'2 _ (2u(i, 5))Y/?
AGD = g0y s r = e

Nous obtenons alors
(i, DA, <TA(i 1) < 2pu(i, )0

Nous finissons cette partie par une proposition concernant les transformations de Lie de
polynomes homogenes y € 7;6”8 " i.e. le flot au temps 1 du champ de vecteur hamiltonien

X,.

Proposition 2.2.20. Soit x un polynéme homogéne réel dans 7;5"3’+ avec § > 0, B >0,
[>3,s>s1:=0+3/2 et désignons par ¢ la transformation de Lie de x. Nous avons
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(i) ¢ est une transformation canonique analytique définie sur une boule B de centre O
et de rayon € dans Ps vers une boule Bae de Ps et nous avons

l6(2) — ||, < Cs||2||* pour tout z € B. (2.37)

En particulier si F' € H® avec s > s1 alors Fo¢ € H®. En outre, si F' est réelle alors
F o ¢ est aussi réelle.
(ii) Soient P € ’7;”’5 NHE, v>0,n >3 et fitons un entier r > n. Alors

Po¢=Q, +R,

o :

- Q, est un polynéme de degré < r, appartenant & TV NH* avec

V=2 4 (20— 1) (28 + 1),

- R, est un Hamiltonien de T % NH® avec v/ = 27"+l 4 (27— — 1)(26 + 1),
ayant lorigine comme zéro d’ordre > r + 1.

PREUVE. (i) Puisque x € 7;5’B’+, la proposition (iii) assure que X, € C°(Ps, Ps) si
s > 81 = 6 + 3/2. En particulier, si s > s1, le flot " engendré par le champ de vecteur
X, transporte un voisinage ouvert de ’origine de Py vers un voisinage ouvert de 'origine
de P,. Remarquons que le caractere réel de y nous permet d’affirmer que ®! conserve la
partie réelle de Py, {(£,€) € Ps}. En outre, nous avons pour z € Py suffisamment petit

t
B(z) — 2 = / X, (@ (2))dt
0
et puisque x a un zéro d’ordre > 3, la proposition [2.2.12{(iii) nous amene &

z
dt’.
S

o) -2l < [ i)

Un classique argument de type Bootstrap assure I’existence de € > 0 tel que le flot B, 3
Z @ﬁc(z) € By est bien défini et régulier pour 0 < ¢ < 1. En plus, la transformation de
Lie ¢ = ®! satisfait (2.37).

D’autre part, par simple composition nous obtenons que si F' € H?® avec s > s1, alors
Fo¢e (C*®B,C). La formule

Xrog(2) = (Do(2)) Xr(6(2)),

nous permet de déduire que Xpoy € C°(Be,Ps). Nous devons maintenant examiner les
propriétés des polynomes de Taylor de F o ¢. Notons Fj (resp. (F o ¢)i) le polynome
homogene de degré k de Taylor F' (resp F o ¢), et posons F,LO] = Fy, F,£j+1] = {Fk, x}, nous
avons A

(Fooz)= > Ele),

F20.K' >0,k +j(1-2)=k

puisque x est lui-méme un polynéme homogene de degré [. Il est suffisant de prouver que
le crochet de Poisson de Fj, € ‘H® avec x appartient a H®.

En utilisant la forme symplectique (constante) w sur Ps, nous obtenons {Fy,x}(z) =
w(XFp,, Xy), et donc {Fy, x} € C®(Be, C). En plus

Xpo () = X %] = lim (X, — 0L (X)) ().

=1
t—
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Puisque @' est le flot d’'un hamiltonien régulier y € C*°(B,R), le théoréeme de Cauchy-
Lipschitz implique que I’application (¢,z) — ®L(Xp,)(z) est dans C®([—1,1] x B, Ps).
Maintenant , X¢p, ) n’est autre que la dérivée temporelle au temps 0, donc X¢p, \1 €
C(Be, Ps) et la preuve est finie.
(ii) Par calcul direct, il vient

ikp o q)t(z)| = Pl ()

dtk t=0
avec la méme notation P+l = {P[k]7 X} et POl = P. Par conséquent, par application de
la formule de Taylor & P o ®'(z) enter t = 0 et ¢ = 1 nous déduisons

Po¢(z) = i iPVﬂ(z) 41 / 1(1 — )" P (@ (2))dt. (2.38)
= n! (r—mn)!Jo

Remarquons que P¥l(z) est un polynéme homogene de degré n+ k(I —2) et, la proposition
2.2.17 assure que Pl(z) € T2 v+ -1@+1).8 Ensuite, PM(z) est un polynéme de Taylor
de P o ¢ € H%, donc appartient a H®. Par suite (2.38) se décompose en la somme d’un

polynome de degré r dans 7;”/’6 et d’une fonction de H?® ayant ’origine comme zéro d’ordre
r+ 1. ]

2.2.3 Le théoreme des formes normales de Birkhoff

Nous commengons par la résolution de I’équation homologique et énongons le théoreme
des formes normales.

Lemme 2.2.21. Soit v € [0,400) et supposons que le vecteur-fréquence de Hy est forte-
ment non résonant (voir Définition . Soit Q un polynéme homogene réel de degré k
de 77:”8, il existe v > v, Z et x deuz polynomes homogenes réels de degré k, respectivement

dans 7;/’6 et 7;;'/’6’+, qui satisfont
{Ho,x}+Q=12 (2.39)

et
{Z, Ij} =0 Vj>1 (2.40)

En plus, Z est en forme normale, Z et x appartiennent tous les deux a H® pour s > v/ +1.

PREUVE. Pour tous j € N*1 et [ € N*2 avec k; + ko = k nous notons

On a ‘ '
{Ho, €90} = —iQ(j, 1)@

avec
QD =wj + o Fwjy, Wy — e wg

Soit Q € T”

k
Q=% S augig®
k

1=0 (j,1)eNF1 xNF—Fk1
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Définissons x et Z

X—Z S by, 7= Z S ey

=0 (j,1)eNF1 xNk—F1 =0 (5,1)ENF1 x Nk—Fk1
ou
b =i, 0) raj, e =0 si {1, it # {ly el (2.41)
et
bjl :0, le :aﬂ si {j17"-7jk‘1}:{117"'7lk2}- (2.42)
Ainsi, (2.39) est valide. Puisque w est fortement non résonant, il existe v et « tels que
. 1+ 5(5,1
00.1)] = 20
1(3,1)

pour tous (j,l) c N* avec {j1,...,jn} # {ll,.. , I, }. Par suite, d’apres les définitions
2.2.5| et le polynome y appartient a T "B tandis que le polynéome Z appartient a

7;”,’[5 avec V' = v+ .

Remarquons que Z est en forme normale. De surcroit, Z satisfait par construction
(2.40). Remarquons que le caractere réel de @ est équivalent a la relation de symétrie
aj; = ajj. En prenant compte de Q;; = —);, cette symétrie est encore vérifiée par les
polynémes y et Z. Finalement, x et Z appartiennent & H?®, puisqu’ils sont homogenes (voir

la proposition [2.2.12| (iii) et (iv)). O

Nous pouvons maintenant énoncer le principal résultat de cette partie :

Théoreme 2.2.22. Supposons que P est un hamiltonien réel appartenant a H® pour tout
s suffisamment grand ainsi qu’a la classe TYP pour certains v > 0 et B > 0. Supposons
aussi que w est fortement non résonant (cf. Définition et satisfait DOUT UM
certain d > 0. Alors pour tout r > 3 il existe sg > 0 et pour tout s > sq il existe Uy, Vs
deuz voisinages de l'origine de Ps, et enfin 75 : Vs — Ug une transformation canonique
réelle analytique dont la restriction a Vs of T := 15, transforme H = Hy+ P en une forme
normale perturbée d’un terme correctif d’ordre r, c’est-a-dire

HOT:H0+Z+R

avec
(a) Z est un polyndome réel continu homogéne de degré r a champ de vecteur régulier
(i.e. Z € H®) et qui ne dépend que des actions Z = Z(I).
(b) R € H?® est réel e || Xr(2)|, < Cs 2| pour tout z € Vs.
(¢) T est proche de Uidentité : ||7(z) — z||, < Cs ||2|| pour tout z € V.

PREUVE. La preuve est similaire au théoréeme des formes normales de Birkhoff présent
dans [Gré07] ou [Bam07]. La principale différence a déja été signalée : nous devons vérifier
a chaque étape la régularité H® des fonctions hamiltoniennes, indépendamment de I'appar-
tenance & 7% (en effet I'implication P € T%# = P € H* est malheureusement fausse).

Fixons r > 3, I'idée est de construire par récurrence pour k = 3,...,r, un voisinage V; de
Porigine 0 € Py (s suffisamment grand et fonction de r), une transformation canonique 7y,
définie sur Vj, une suite croissante de nombres (vy)g—=3 ., et enfin des hamiltoniens réels

Zks Pey1, Qryo, B tels que
H;,, ::HOTk=H0+Zk+Pk+1+Qk+2+Rk, (243)
et
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(i) Zj est un polynome de k dans 7%## N H* ayant l'origine comme zéro d’ordre > 3
et Zj, ne dépend que des (nouvelles) actions : {Z}, I;} = 0 pour tout j > 1.
(ii) Pgy1 est un polynéme homogene de degré k + 1 de 7;:?’1’8 N HS.
(iii) Qg2 est un polynéme de degré r + 1 dans 7"+# NH* ayant l'origine comme zéro
d’ordre > k + 2.
(iv) Ry est un Hamiltonien régulier appartenant a H* qui admet l'origine comme zéro
d’ordre r + 2.
D’abord nous fixons s > v, + 3/2 afin de pouvoir appliquer la Proposition a chaque
étape (v, sera défini plus tard indépendamment de s). Alors, nous remarquons que
a l'ordre r prouve le Théoreme avec Z = Z, et R = P41 + R, (puisque Q,12 = 0).
En réalité, puisque R = P,;1 + R, appartient a H® et admet 'origine comme zéro d’ordre
> r + 1, nous pouvons appliquer le lemme [2.2.2] :

IXr()s < Cs 25 - (2.44)

sur un certain voisinage V C V, de l'origine 0 € Ps.

A Détape initiale (par commodité, il s’agira de 1’étape k = 2), 'hamiltonien H = Hy+ P a

la forme désirée avec 79 = I, 19 = v, Zo = 0, P3 étant le polynome de Taylor de P de

degré 3, Q4 celui de degré r+ 1 auquel on a soustrait P3 et bien entendu Ry = P — P3 — Q4.
Nous passons maintenant de I’étape k a k + 1.

Nous allons chercher 7511 sous la forme 73 0 ¢g11 OU P11 est la transformation de Lie
d’un polynéme homogene xj+1 de degré k + 1.

Nous décomposons Hy o ¢ 1 comme suit

Hypo¢ryr = Ho+ Zi + {Ho, Xkr1} + Prgr (2.45)

+ Hoo ¢ppr — Ho — {Ho, Xp+1} (2.46)

+  Zg o ki1 — Z (2.47)

+  Pry1 0 Pk1 — P (2.48)

+  Qkt2© Ppt1 (2.49)

+ Rk o ¢k—|—1 . (2.50)

A T'aide du lemme [2.2.21} nous choisissons Xk+1 dans 7;:’/;’15’+ de sorte que

Z1 = {Ho, Xk+1} + P (2.51)

est un polynome homogene réel de degré k + 1 dans 77:4?1[3 Nous posons alors Zpy1 =

Zx + Zk+1, qui est de degré k + 1 et admet ’origine comme zéro d’ordre > 3. Le membre
droit de devient Ho+Zj+1. Rappelons par ailleurs que v}, = v+, ot a est déterminé
par w, indépendamment de r et s. D’apres la Proposition la transformation de Lie
de xj+1 est bien définie et réguliere sur un voisinage Vi1 C Vi et, pour z € Vg1 nous
avons

prt1(2) — 2|l < C |22

Par suite, en examinant les Proposition [2.2.17, Proposition [2.2.20| et formule (2.38)), nous
trouvons que (2.47)), (2.48)), (2.49) et (2.50) sont des hamiltoniens réguliers ayant I’origine

comme zéros d’ordre k+2. Par exemple, concernant (2.47)), on obtient a l’aide de la formule
de Taylor que pour tout z € V41 on a

1
Z o bpr1(2) — Zi(2) = { Zk, Xp+1}(2) + /0 (1= {{Zks xur1} X1 (@Y, (2)) dt
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et {Zk, xx+1} est un polynome ayant I'origine comme zéro d’ordre 3 + degree(xg+1) — 2 =
k + 2 tandis que le terme intégral est un hamiltonien régulier ayant un zéro d’ordre 2k + 1.
Donc si 2k +1 > r+ 2 le terme intégral apporte une contribution a Ry, et si ce n’est pas
le cas, nous devons utiliser la formule de Taylor & un ordre plus élevé.

Par conséquent, la somme de ([2.47), [2.48), [2.49) et (2.50) se décompose Pyyo + Qpis +
Rijt1 avec Py, Quis olt Ry, satisfait les propriétés (ii), (iii) et (iv) au rang k + 1 (avec
Vi1 = kv, + v+ k+2).

Concernant le terme , on doit procéder différemment car Hy n’appartient par a H?®.
Remarquons d’abord que I’équation homologique fournit {Ho, xgp+1} = Zk+1 — Zk —
Py41. Par construction Zj et Pyy; appartiennent a H®. D’un autre coté, Zp41 € 77:-5’%15
d’apres le Lemme et est en forme normale. La point (iv) de la Propositionper—
met de conclure que Zi1 € H®. Des lors, nous avons prouvé 'appartenance { Hy, xx+1} €
H.

Maintenant, utilisons la formule de Taylor & ’ordre 1 pour obtenir

1
Ho o b (2) — Ho(2) = /O {Ho, xis1}(@L, () dt.

Or nous savons que ®}, , : V41 — Ps pour tout t € [0,1] (voir Proposition [2.2.20)). Par
conséquent, Hypo ¢p11 — Hy € H® et (2.46) définit un hamiltonien régulier.
Finalement, nous invoquons de nouveau la formule de Taylor et I’équation homologique

pour écrire

Ho o ¢p11(2) — Ho(2)—{Ho, xr+1}(2) =
1
/o (1= t){Zks1 — Z1 — Peyr, X1 H(®S,, (2)) dt

! !
et, puisque Zy1—Z,— P41 appartient & '77:_,?16 et Xk+1 € ’77;@’1/3’4_ nous concluons a ’aide de

la Proposition [2.2.17|que Hyo ¢p11 — Ho— {Ho, Xk+1} € Tve+1:8  Finalement nous utilisons
la Proposition [2.2.20| pour effectuer une décomposition de la forme Pk+2 + Qk+3 + Rk+1 ol
Piia, Qrys et Ry satisfont les propriétés (ii), (iii) et (iv) au rang k + 1. Nous définissons
alors Pyyo = Pyyo + Pryo, Qrrs = Qkt3 + Qi3 et Rgpp = Rgy1 + Rgq1. 0

2.3 Conséquences dynamiques

2.3.1 Oscillateur harmonique non linéaire en dimension 1

Rapgelons les notations utilisées en introduction. L’oscillateur harmonique quantique
T = —dd? + 2% est diagonalisé dans la base d’Hermite (¢;) jen

T¢;=(2j—1)p;, jeN

Hn(‘r) —562/2
= e
Grt1 Vv 27n!

polynome d’Hermite :

, neN
ieme

ou Hy(x) est le n

/ e_szm(x)Hn(:):)dx = 2"nI\/TOnm.
R
Le multiplicateur d’Hermite est aussi diagonalisé dans cette base :

Moj = m;d; (2.52)
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ot (m;);ex est une suite réelle bornée. Pour tout k > 1, nous définissons l'ensemble

Wi = {(m;)en | pour tout j, m; = % avec mj € [—1/2,1/2]} (2.53)

que 'on munit de la mesure de probabilité produit. Les fréquences, i.e. les valeurs propres
de T+ M = —d?/dxz® + 2% + M sont données par

wjzzj—1+mj:2j—1+%, jeN.

Proposition 2.3.1. [l existe un sous-ensemble Fy, C Wy de probabilité 1 vérifiant ceci :
sim = (mj):cxy € Fi alors le vecteur-fréquence (wj)j>1 est fortement non-résonant (cf.

€
Définition m

PREUVE. Remarquons d’abord qu’il suffit de prouver que le vecteur-fréquence est non
résonant au sens de la définition m En effet, si nous prouvons que ([2.14]) est vérifié pour
certaines constantes ¢’ et 4 alors si S(j) < ru(j)

/ / 1 -
> D> ¥ 1+5G)
w(j) r+1 p(f)

et donc (2.15)) est vérifié avec 6 = 6" + 1 et v = 1“17,1 Maintenant si S(j) > ru(j) alors on
utilise

|wj1+"'+wji_wji+1_"'_wjr

‘wjl +oe + wj; — Wiipr — 10— wjv“ > S(]) - (T - Q)M(j), (2'54)
pour conclure que
v 1+5()
r+lop(g) !

2.
‘wj1+"‘+wji_wji+1_"'_wjr‘ Z;S(J)Z

pourvu que 7/ est suffisamment petit.
La preuve de 'existence de 'ensemble Fj, C W, est similaire a la preuve du théoreme 5.7
de [Gré07]. Nous ne la retranscrivons pas (voir aussi [BG04] ou "annexe [4.1J). O

Dans ’équation (2.1) avec d = 1, ’hamiltonien perturbé est donné par
Plen) = [ a(€@)n(@)ds (255)

oil g : C? — C est analytique, &(z) = 25>169i(@), n(z) = 3251 mjds(x) et
((¢)j>1,(n)j>1) € Ps. Nous remarquons d’abord que P appartient a H* pour s grand.

Lemme 2.3.2. Soit P donné par (2.55)) ot g : U — C est analytique sur un voisinage de
0 € C2, réelle i.e. g(z,2) € R et admet lorigine comme zéro d’ordre > 3. Alors P € H*
pour tout s > 1/2.

PREUVE. Voir la partie plus loin. O

Le fait que P appartient & 7%? est intimement lié au comportement des modes propres
¢;. En effet, nous avons

Proposition 2.3.3. Soit v > 1/8 et 0 < § < L Pour tous k > 1 et N > 0 il existe

-~ 24
en > 0 tel que pour tout j € NF on a
w(j)” AN
Gy .. D dr| < en=—77A()". 2.56

Par suite, I’hamiltonien perturbé P de forme ([2.55) appartient a la classe TV.
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La preuve sera faite dans le cas multi-dimensionnel dans la prochaine partie (cf. Pro-
position [2.3.6)).

Nous pouvons enfin appliquer notre Théoreme [2.2.22] pour obtenir

Théoréme 2.3.4. Soit M € F,, défini dans la Proposition|2.5.1. Pour tout r > 3 il existe
un entier so(r) tel que pour tout s > so(r), il existe eg > 0 et C' > 0 vérifiant ceci : si
Yol g2s = € < €0 alors I’équation

ith = (A4 a® + M)p+ dog(¢,¢), z€R, teR (2.57)
& condition initiale 1y admet une unique solution v € CO((=T.,T.), H**) avec
T.> Ce. (2.58)

De plus,
(1) |U(t, )| g2s < 2€ pour tout t € (=T, T).
(i) ot NGO — 16O < & pour tout t € (—~T.,T.)
ot |& ()%, 7 > 1 sont les actions de ¥(t,-) = > &(t)¢; -
(iii) il existe un tore To C H?® tel que,

distys(1(t,-), To) < Ce™/?  for |t] < e

ot r1 + 1o =1+ 3 et distys désigne la distance de H?s,

PREUVE. Soit 19 = 3°&;(0)¢; et 20 = (£(0),£(0)). Remarquons que si g € H?® vérifie
Yol g2s = € alors zg € Ps et ||20]|, = €. Notons z(t) I'unique solution du probleme de
Cauchy a condition initiale zg, ou H = Hy + P est la fonction hamiltonienne de I’équation

écrite dans la base d’'Hermite ¢ (t) = > &;(t)p;, 2(t) = (£(¢),£&(t)). Puisque P est
réel, z demeure un point réel de P, pour tout ¢ et [[1(t)|| 2. = |[2(2)]] 5.

Donc, si I'on note 2’ = 771(2) (ne pas confondre avec une dérivée!) ot 7 : Vs — Uy est la
transformation donnée par le Théoreme (ainsi 2’ désigne les nouvelles coordonnées)
a lordre r + 2 et s > so(r + 2). Nous voyons que, puisque la transformation 7 est générée
par un Hamiltonien réel, 2/(t) est encore un point réel de I'espace des phases.

Soit g9 > 0 tel que By, C V; et prenons 0 < € < &¢. Nous supposons ||2(0)||, = [[¢o| g = €.
Pour z = (£,7) € Ps nous définissons

N(z):=2) (& n)
j=1

o I;(£,m) = &n;. Nous remarquons que pour un point réel z = (£,&) € P,
2
N(z) = |2[ -
En particulier, nous avons[]

N(() = 12017 et N (@) = |20

s S

Comme Z ne dépend que des nouvelles actions, nous avons

N(Z)={N,Hot}or (z) = {N,R}(). (2.59)

5. c’est précisément & ce point que nous avons besoin de travailler avec des hamiltoniens réels. Le
théoréeme des formes normales est en fait essentiellement algébrique.
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Par conséquent, tant que [|z(t)||, < 2¢, et donc z(t) € Vs, I'assertion (c) du Théoreme|2.2.22
fournit ||2/(¢)||; < Ce nous obtenons alors grace & (2.59) et l'assertion (b) du Théoreme

2.2.22| (a Pordre r + 2)

IN(2'(t)) — N(2'(0))| < t{N, RY(Z(t)dt'| < Ct]|2(t)]|""° < Ctem*2.
0

En particulier, tant que ||z(¢)||, < 2e et |t| < Ce™"
IN(Z(t) — N(Z(0))| < C&>.
Par conséquent, 'assertion (c¢) du Théoreme permet d’obtenir
[N ((t)) = N(2(0)] < C<®

ce qui nous amene a ||z(t)|, < 3/2 € tant que ||z(t)||, < 2 et |t| < Ce™", en choisissant g
suffisamment petit. Enfin, (2.58)) et l'assertion (i) découlent d’un argument de continuité.

En vue de prouver l'assertion (ii) nous rappelons la notation I;(z) = I;(§,n) = &;n;.
Comme Z est en forme normale, nous avons

{I; OTfl,H}(z) ={l;,Hor} 07'71(2) = {I;, R}(2").

Par conséquent, dans les nouvelles coordonnées, il vient

d P OR ,OR
%I](g 77’) Zé] 8 + 7’7’] aé—]
et par conséquent
_ ~, OR
-25 il § Iy —
;] dt J(gag) ; Jagg
1/2 ) N\ 2
OR OR
( gk g | {2 ([, o
ce qui nous mene a
25 d / / r+3
> | L < N XRE, < 1125 (2.60)
J
Ainsi, en se rappelant que I;(¢,&') = \§9|2 nous obtenons
ZjQS Hfg(t)|2 - |§§(0)]2} < &3 pour tout |t| < Ce™". (2.61)

j=1

D’un autre coté, en invoquant (i) et assertion (c) du théoreme|2.2.22| pour tout |t| < Ce™",
on obtient

S IGOP) = 1O < D160+ 160 [&0) — &0)] < Ce™.

j>1 j>1

Combinant cette derniére relation avec (2.61]), ’assertion (ii) en découle.
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Prouvons maintenant (iii) et posons I; = I7(0) les actions initiales, considérons de

surcroit le tore )
Iy := {ZEPS : Ij(Z): j ,jZl}

et son image dans H®
To={uc H : u= ijgi)j avec 7(&,€) € Ilp}.

Nous avons
,71/2

VB0 -E

du(=(0),T0) < |35
J

ou d, désigne la distance de P, associée a ||||,.
Remarquons que pour a,b > 0,

‘\/&—\/l;‘ <+/|la—1b|.
Si bien qu’en invoquant (2.60]), nous obtenons

GO < Y20 - 10)

J
< )55
j

1
< I IxRED,
< Cie’““” < Q3T
€

ce qui donne (ii).

2.3.2 Oscillateur harmonique multidimensionnel non linéaire
Modele
Le spectre Ny de 'oscillateur harmonique d-dimensionnel
T=-A+z=-A+ai+ - +a]
est ’ensemble des sommes de d entiers impairs, i.e.

2N\ {0,2,---,d — 2} si d est pair

Nd:card{ 2N + 1\ {1,3,-+,d — 2} si d est impair.

(2.62)

(2.63)

Pour toute valeur propre j € Ny nous désignons par Ej le sous-espace propre associé, sa

dimension est
dj = t{(ir,-++ ,ia) € @N+1)? [ iy + -+ +ia = j}.

Nous notons {®;;, I = 1,---,d;} la base de E; obtenue par tensorisation des fonctions

d’Hermite : ®;; = ¢;; ®---¢;, avec iy +---+ig =7 .

Le multiplicateur d’Hermite M est défini sur la base (®;)jen, =1, d; Of L?*(R%) par

M®j;=m; P,
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ott (Mm;1)jeNy,i=1,,d; est une suite réelle bornée.
La partie linéaire de ([2.1)) est donc

Hy=—A+ 2>+ M.
L’opérateur Hy est diagonalisé dans la base ((I)j,l)jENd,lﬂ,--- .d; et son spectre est
O'(H()):{j—i-ij’jENd,l:L-“,dj} (265)

Par commodité, on se restreint au cas m;; = m; pour tout [ = 1,---,d;. Si bien que I'on
ao(Hy) ={j+m;|jeNg} et une conséquence de la Proposition est

Proposition 2.3.5. Il existe un sous-ensemble Fi, C Wy de probabilité 1 tel que si m =
(mj)jeN € Fy, alors le vecteur-fréquence (wji)jeNy =1, 4, Satisfait ceci :

pour tout r € N, il existe 7,0 > 0 tels que pour tous j € Ng", 1 € {1,---,dj;} x--- X
{1,---,dj,} et1<i<r,ona
1+5(y
}wjlyll o T WL T Wil T T Wil > PY:U*(j)((S) (2'66)

sauf si bien entendu {ji,...,Ji} = {Jit1s---»Jr}-
Concernant les intégrale-produits des fonctions propres, nous avons

Proposition 2.3.6. Soit v > d/8. Pour tous k > 1 et N > 1 il existe cy > 0 vérifiant

ceci : pour tous j € Ng* et 1 € {1,--- i <o x {10 dj } onoa
’/ O 0, ... 0 dr| < ey “@L AN (2.67)
R4 0(3)24

Remarquons que cette condition ne distingue pas deux modes de méme énergie (i.e.
associés a la méme valeur propre).
PREUVE. Nous nous inspirons de [Bam07] Section 6.2. L’idée de base est d’invoquer
le lemme de commutateur : soit A un opérateur différentiel qui laisse stable D(T*) et
définissons les opérateurs
AN = [T, ANfl], Ao =A

alors ([Bam07] Lemme 7) pour tout j; # jo € Ng, 0 <13 <dj, 0<ls <dy et N>0ona

’<A(I)j27127q)j1,11>| < <ANCI>j2,l27(I)j1,l1>"

|71 —j2|N‘

Soit A I'opérateur différentiel de multiplication par la fonction ® = ®; - O alors

une récurrence immédiate fournit

Av= > CanD"

0<[a|<N

3,03 " Jklk

ou
Con= Y. Vapn(x)D’®
0<||<2N—|a
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Va,g,n €étant un polynome de degré inférieur a 2N — || — |3|. Par conséquent, on obtient

D P dr| < ———— || AND;
/]Rd J1,l1 Jkslk = ‘]1 _]2’]\[ H N J2,l2HL2
1
S c . - | N Z Z ||Va7/87NDﬁ¢Da(I)j27ZQHL2 (2 68)
1 = Ja 0<|a|<N 0<|B8|<2N—|a ’
1
<C< Cm D 1ol [®lluot2n—ja)
J1—J2 0<|al<N
On a utilisé I'inégalité suivante dans la derniére estimée (rappelons que || f||, = || f|| fs(Rd) =

H2l° fll 2ray + I1f | s (may €t [[f]| grsmay est la norme usuelle de Sobolev)

Vg >df2  [[fgllrz < CupllfllnllgllLe-

Nous estimons maintenant ||®||s. Remarquons que, puisque T'®;; = j®,;, on a pour tout
s>0
1@, < C5°/2. (2.69)

Rappelons que les fonctions d’Hermite (normalisées dans L?(R)) sont en fait uniformément
bornées dans L>°(R) et vérifient précisément (voir [Sze75] ou [KT05])

165l < C57H12, (2.70)
Par suite, puisque ®,; = ¢;; ® --- ¢;, avec i1 + - - - +iq = j, nous déduisons
1®4l|p0 < Cag™ /" (2.71)

avec Cy = C'd*/'2. Ainsi, en invoquant une estimée <<tame>> (voir [Tay91]) nous obte-
nons
luolly < Cllullg 0]l oo + [[0]l ull o)

combinée avec (2.69) and (2.71)), il vient pour jg > --- > jpi,

5/2
I, < €35, (2.72)
Insérons (2.69) et (2.72)) dans (2.68]) nous obtenons
‘/ Oy by da| < c% > Tl
Rd 1 — Jal 0<
<la|<N 0<[B|<2N—|af
1 |al/2 .vo/24+N—|a|/2
SC’Jl-JQ’N Z J2 .73
0<|a|<N
\N
<c 1 jN+l/o/2 <]2) &
= i — eV J3
1 0/2, . .
= ijguo/ (]2]3)N/2-

Remarquons alors que si v/j2j3 < |j1 — j2| alors la derniére estimée implique la suivante

)N/2

[ i) < oI cuGy A (2)

(V7273 + |71 — J2l)

48



Mai si \/j2j3 > |j1 — j2| alors A(j) > 1/2 et par conséquent (2.73]) est triviale.
D’un autre coté, (2.71)) fournit

/Rd (I)Jd,ll S (I)jk,lkdx

En combinant cette estimation avec (2.73]) on obtient que pour tout N > 1

‘Ad (I)J'hh .- '(I)jimlkdx

avec v = “L. O

<cj P =co@ T

C(j)m

<cn

Résultat

Nous généralisons d’abord le théoréeme des formes normales dans un contexte adapté
en multi-dimension.
Nous suivons l'organisation de la partie [2.2] et nous concentrons sur les différences.
Soit s > 0, nous considérons ’espace des phases Q; = L X L4 avec
d;
Lo ={(aj)jens1<i<a; | Y i) lajl® < oo}

JENy =1

que 'on munit des norme et structure symplectique usuelles. En écrivant ¢ = Y &;,®;,
Y =Y 1P, avec (£,1) € Qs, nous notons que ¢ € H? si et seulement si & € L,. La
partie linéaire de la version multidimensionnelle de (2.1]) s’écrit

d.
1 J
Ho(&m) = 5 0D wikimii

JENg =1

Pour tout j > 1, nous définissons

d;
Ti(&m) = &umia -
=1

En reprenant les notations de la partie nous définissons la classe ST, des polynomes
homogenes de degré k sur Qg

dj djk
QEM=Q() = D D o Y auzid - Ziedy

jGNdk =1 Ilm=1

tels que pour tout N > 1, il existe C, 8 > 0 tels que pour tous 7,1

C(j)?

laj| < C

Ainsi, en s’inspirant de la Définition [2.2.10] nous créons une classe correspondante ST
constituée d’hamiltoniens C*° sur Qg ayant leurs polynomes de Taylor dans S7T7. De
maniere similaire, en suivant la définition nous définissons aussi la classe H;; des
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hamiltoniens réels analytiques P : Us — C et Xp, Xp, € C*(Uy, Q) pour un certain
voisinage de l'origine U; C Q4 et de méme pour tout k£ > 1.
Dans ’équation (2.1)), le hamiltonien perturbé s’écrit

P& = [ o(€@n(@)is (274)

ou g est analytique sur un voisinage de 'origine, £(x) = Zj>1 &ioj(x),n(x) ="~ nj0(x)
et ((&)j>1,(nj)j>1) € Ps. Comme dans le cas uni-dimensionnel (cf. Lemme @ , P ap-
partient & H pour s suffissamment grand (s > d/2) et a 'aide de la Proposition @, P
appartient a STV. Par conséquent, on a

Lemme 2.3.7. L’hamiltonien P donné par (2.74)) appartient a H*NSTY pour s > d/2 et
v>d/8.

Nous avons aussi besoin d’une définition d-dimensionnelle des polyndmes en forme
normale :

Définition 2.3.8. Soit k = 2m un entier pair, un polynéme formel Z homogéne de degré
k sur Qg est en forme normale s’il s’écrit :

dj djy,
ZEm =D D> D> @& i - S i,

jENGF  IH=1 ll=1
pour tout (§,1) € Qs.

Un calcul facile prouve que si Z est en forme normale alors il commute avec chaque
do-action J; = 30 1
pseudo-action J; = ) ;7 &1, par exemple on a

{&o i S + &yt =0
Une légere modification de la preuve du Théoreme [2.2.22] amene au suivant

Théoreme 2.3.9. Soit P un hamiltonien réel appartenant a ST N H]} pour un certain
v > 0 et pour tout s suffisamment grand et soit w un vecteur-fréquence non résonant au
sens de . Alors pour tout r > 3 il existe sy tel que pour s > sg il existe U, V deuzx
voisinages de l'origine de Qg et une application canonique 7 : YV — U réelle analytique qui
transforme H = Hy + P en une forme normale perturbée d’un terme d’ordre r, i.e.

Hor=Ho+7Z+ R

avec

(i) Z est un polynome réel continu de degré r qui appartient a Hj et qui est en forme
normale (voir la Définition . En particulier Z commute avec les pseudo-actions
Ji, 3> 1,4.e.{Z,J;} =0 pour tout j > 1.

(ii) R est réelle et appartient a H;j, de plus || Xgr(2)||, < Cs 2| pour tout z € V.

(i11) T est proche de l'identité au sens suivant : ||7(z) — z|| < Cs ||z||§ pour tout z € V.

PREUVE. La seule différence avec le Théoreme [2.2.22] est ’assertion (ii) : nous obtenons
Z,J;} = 0 au lieu de {Z,I;} = 0. En fait, a la vue de (2.66)), nous adaptons le Lemme

{
2.2.21| et en particulier (2.41)) et (2.42)), de sorte que x € ST” " et que Z soit en forme

normale.
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D’un autre coté, nous vérifions aussi, en suivant les lignes de la preuve de ’assertion
(iv) de la proposition qu’'un polynéme homogene de degré k + 1 en forme normale
7 € STV satisfait | Xz(2)|, < C||z||* pour tout z proche de 0. En particulier, si Z € ST”
est en forme normale, alors il appartient automatiquement a H3 (ce point a été crucial

dans la preuve du Théoreme [2.2.22)).
O

En général Hy + Z n’est pas intégrable. Les conséquences dynamiques sont en fait
similaires a la dimension 1 mais I’on doit remplacer I; par J;. Les quantités J; sont presque
conservées et ne tiennent pas compte des modes de méme énergie (contrairement a la
dimension 1 qui ne présente pas deux modes de méme énergie!)

Théoréme 2.3.10. Supposons que m appartient a Fy, (voir la proposition m Pour
tout r > 3 et s > so(r), il existe eg,c > 0 tels que pour tout vy dans H?, et € € (0,¢), le
probleme de Cauchy suivant

iy = (—A 4+ 2% + M)+ dag(tp, ), xzeRY teR
& condition initiale 1 admet une unique solution ¢ € CO((=T.,T.), H®) avec
T. >ce "
De surcroit pour tout t € (—T¢,T¢), on a

[o(t )l s < 2e

et

> i) = J;(0)] < €2

Jj=1
ou J;(t) = szil €112, 7 > 1 sont les <<pseudo-actions>> de p(t,-) = 21 & 0)®() -

PREUVE. Comme dans la preuve du Théoreme nous définissons N (z) := 23y, 7°J;(&,n) =

)
23 jen, J° Z;lil §mjaona N(z) = HzHg/z pour tout point réel z = (&, €). D’un autre coté,
en invoquant les relations {Z, J;} = 0, nous avons

{Nor Y HY(2) = {N,Hor}or (2) = {N,R}().

r+1)/2

Par conséquent, dans les nouvelles variables nous avons |N| < CN( et nous concluons

comme dans la preuve du Théoreme [2.3.4]
U
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Chapitre 3

Formes normales pour les oscillateurs quantiques
superquadratiques unidimensionnels

par

Rafik Imekraz

Nous considérons ’équation de Schrodinger associée a ’oscillateur quantique superqua-
dratique

iy = (=25 + @ £ (@) + M)y £, zER, teR
oll p est un entier > 2, 7 est un polynéme de degré < 2p tel que inf 22 + n(z) > 0, et M
est un multiplicateur (i.e. simultanément diagonalisable avec —d?/dz? + 2% + n(z)).
L’article |[GIP09] étudie le cas particulier p = 1 dans R? pour tout d > 1, tandis que
nous nous occupons ici du cas d = 1 mais autorisant tout potentiel superquadratique, i.e.
un polynéme positif de degré pair z2” + n(z). Une telle équation hamiltonienne admet, au
voisinage de l’origine, une forme normale de Birkhoff & tout ordre et, pour des opérateurs
génériques M (généricité liée a des conditions de non-résonance des fréquences linéaires). En
conséquence, lorsque la condition initiale est suffisamment petite nous déduisons un controle

de la dynamique en temps longs ainsi que des normes de Sobolev & grande régularité.

3.1 Introduction

Nous sommes intéressés par le comportement dynamique des solutions de ’équation de
Schrodinger non linéaire suivante

i) = (—7% + V() + My)v + dog(h, ) (t,z) eRx R

N (3.1)
V=0 = Yo € H”

Nous définissons les notations suivantes :

(A) V(x) est un potentiel superquadratique , i.e un polynéme positif de degré 2p > 4.
Nous posons T' := —ﬁ + V(x), (¢j)j>1 les modes propres de T et (\;);>1 la suite
positive croissante des valeurs propres correspondantes.

(B) Les espaces de Sobolev H* := Dom(T*/2) = {f € H*(R), 2" f(z) € L2(R)} de T sont
munis des normes || - ||, (voir sous-partie 3.2.1)).
11

(C) k > 1 est un entier, (m;);>1 est une suite a valeurs dans [—3,3], et enfin M, :

L*(R) — L%*(R) est I'unique opérateur borné vérifiant Myp; = %qﬁj
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(D) La fonction holomorphe g : C? — C s’annule sur (0, 0) avec multiplicité > 3, et g(¢, &)
est réelle pour tout £ € C. Par exemple, si g(&1,&2) = %ﬁfﬁg alors Oag(€, &) = &|¢€)2.

(E) L’espace-produit [—%, %]N* est muni de la probabilité produit.

Notre principal résultat s’énonce comme suit

Théoreme 3.1.1. Soit k > 1, il existe un ensemble de mesure pleine Fy, C [—%, %]N* tel

que si m € Fy (cas générique), pour tout v > 3 il existe so(r,m),eq(r,m),C(r,m) > 0
tels que pour tout s > sq si € := |[1o|| 5. < €0 alors I’équation r admet une solution
Y(t,x) =351 2(t)9;(x) dans Uespace CO((—eT,eT), fIS) En outre, on a le controle

sup |9 (¢, )] . < 2e

[t|<eT
sup Y Adllz (17 — 12;(0)]%| < C€*
[t|<e—T i>1

Remarque 3.1.2. La premiére estimation est souvent appelée < existence presque glo-
bale >, en ce sens que la croissance du temps d’existence dépend de maniére inversement
polynomiale par rapport a la petitesse de la donnée initiale. D’un point de vue dynamique,
la derniére inégalité signifie que 1(t,-) reste pres d’un tore.

Remarque 3.1.3. Nous pouvons obtenir la méme conclusion si g est seulement holo-
morphe au voisinage de 'origine (0,0). En fait, la seule chose que nous avons a vérifier est
que la dérivée partielle O2g(1)(t, z), (¢, x)) est définie sit € (=T¢,Te). En réalité, lorsque s
est grand, cela découle de ||1h(t,-)||Lo < C(s)||th(t, )| ;7. qui assure que Dag(¢, 1) est bien
définie.

La technique utilisée a été développée par Bambusi [Bam08§|, Bambusi-Grébert ([BG04])
and Faou-Grébert ([FG10]) pour des EDP sur le torus, par Bambusi-Delort-Grébert-Szeftel
([BDGS07]) pour I’équation semi-linéaire de Klein-Gordon équation sur S¢, et par Grébert-
Imekraz-Paturel ([GIP09]) pour ’équation semi-linéaire de 'osillateur harmonique sur RV,
voir aussi un travail de Bourgain ([Bou96a]). Dans toutes ces situations, les données spec-
trales sont importantes. Comme dans [GIP09], nous traitons une EDP sur une variété non
compacte, modestement R, c’est pour cela que nous choisissons un potentiel qui croit vers
I’infini, cela assure un spectre discret.

Dans le théoreme , il est tres important de signaler que les solutions considérées
sont régulieres (s trés grand). En outre, la classe des perturbations dag(1),1)) est assez
générale. Par exemple, nous pouvons choisir les perturbations cubiques focalisante ou
défocalisante +|1p|%tp. Concernant le temps d’existence, lorsque V(z) = 2% et que la per-
turbation est défocalisante, il est bien connu que 'on a une solution globale dans HY car
I’énergie suivante est conservée

100 = [ (960 + (e
R
L’existence de I'ensemble Fj, n’a qu’un seul but : éviter les résonances des fréquences
linéaires.

Permettons-nous d’expliquer le modele abstrait. L’idée principale est de transférer
I'EDP (3.1)) dans I'espace CO(R, £5(Z*)), ou

0(2) =2 CF 2|l = [ Nlzf? < o0
;
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par I'intermédiaire de 'isomorphisme suivant

Ty:  HY = (N C (2%

_ 3.2
Douisy = (wi)z = (@) <, (uy)j1) (3:2)
Jj=1
En d’autres termes, on définit
U(ta) =) z(t)gi(x)  Vi=1 7Z(t) = z(t)
j>1
L’EDP (3.1 devient
Z;- = —’iaij (Ho + P) = —iOJij — Za(z%
Vj € N* _ . . 3.3
J 2, = za%j(Ho +P) = iwjzj —i—zg—z (3:3)

ou ’hamiltonien libre et la non-linéarité s’écrivent

Ho(z):ijzjz_j, P(z)—/Rg sz¢j(x),2z_j¢j(x) dx (3.4)

§>0 >0 §>0

En fait, les deux équations (3.3) seront redondantes gréace & hypothése (D). A Taide d’une
structure symplectique naturelle sur ¢5(Z*) donnée par

w(z,0) =Y z&j — 24§

jz1
I’équation (3.3)) prend la forme simplifiée
Z(t) = iXmy4p(2)

ou Xp,4+p est le gradient symplectique X. Ainsi, la quantité (Ho + P)(z) fait office
d’énergie conservée. Comme Hj est quadratique, Xpg, est linéaire, aussi nous préférons
voir la derniéere équation ainsi :

z(t) = exp(itXpu,)z(0) + /0 exp(i(t — ) Xy ) Xp(2(t))dt’

Il est crucial que le flot exp(it X, ) laisse stable £5(Z*) et que Xp est a valeurs dans ¢5(Z*).
Un argument de point fixe usuel montre ’existence locale dans 'espace CO([—T, T, B(2(0), €)).
En vue de prouver l'existence presque globale et les conséquences dynamiques, nous uti-
lisons la théorie des formes normales de Birkhoff. En fait, nous prouvons qu’il existe une
transformation symplectique 7 sur un voisinage de 0 € (4(Z*) tel que (Hyp + P)oT =
Ho+ Z + R, ou Z sera en forme normale (i.e ne dépend que des actions zjz_;, voir
et || Xr(2)||s < C||z||5. I est important que Xz envoie 5(Z*) dans £4(Z*).

La théorie des formes normales de Birkhoff nécessite un modele perturbatif qui contient
bien entendu P et quelques classes de polyndémes en forme normale.

En développant g en série de Taylor dans , on constate que les intégrales-produits
des modes propres apparaissent naturellement. Dans notre modele, les estimations

N

NZYSYN

< CnJjy . (3.5)
V )‘jz)‘j3 + >‘j1 - /\jz

' a0 o501
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vont jouer un role essentiel pour tous entiers N et j; > --- > ji. En un certain sens,
ces intégrales expliquent comment les différents modes interagissent via la non-linéarité.
Par exemple, ces intégrales-produits interviennent également dans |[GIP09] qui traite de
'oscillateur harmonique sur RY :

i0p = (= A+ [|@]|* + M) + D29(1h, ) (3.6)

Dans la situation précédente, les modes ¢; sont les fonctions d’Hermite. Des estimations
analogues sont présentes dans [WMO0S], ot Wang montre la stabilité de I’équation suivante
avec d petit et ou la perturbation V dépend du temps :

1
—i0y = B (—A+ m2) + oV (t,x)

Voir aussi [GT10]. Les modes propres de I'oscillateur harmonique — %—H@, i.e. les fonctions
d’Hermite, sont agréables a manipuler car autorisent des calculs exacts dans certains cas
(voir [Wan09]) et ont une bibliographie abondante. Nous savons que les valeurs propres sont
exactement les entiers impairs. Dans notre cas, les modes propres et les valeurs propres ne
sont pas du tout explicites.

Pour estimer les intégrale-produits , nous utilisons un lemme de commutateur
(inspiré de [BamO8] mais un peu plus précis car nous avons besoin de controler certains
degrés de polynomes, voir le lemme , et nous avons besoin d’informations spectrales
de T'. Précisément, pour tous p,r > 2 nous avons ’équivalent suivant pour un certain
o(r,p) € R (voir [YZ01])

111 = 7P

De surcroit, nous avons

2p/(p+1 2p/(p+1 2p/(p+1 2p/(p+1

C|]1p/(p ) _]217/(1’ )| < |)\j1 . )\j2| < C,JIP/(P ) _]217/(17 )| (3.7)
Cela signifie essentiellement que I’ensemble des différences de deux valeurs propres ne s’ag-
glutine pas vers 0. Signalons que (3.7) n’est pas une simple conséquence de la célebre
formule de Weyl \; ~ j2P/P+1 et nous avons en effet besoin d’un développement asympto-
tique précis

\j = Bog2p/Ptl 4 g j@r=D/p41) 52p_1j1/(p+1) + Bop + 0(1) (3.8)

Ce genre de développement asymptotique a été obtenu pour de grandes classes d’opérateurs
uni-dimensionnels dans I’article [HR82]. Les estimations sont aussi utiles pour assurer
I’existence de ’ensemble de mesure pleine Fj, ce dernier étant défini par une condition de
non-résonance.

Cet article est organisé comme suit : Dans la partie 2, nous développons toute 'analyse
spectrale dont nous avons besoin. Dans la partie 3, nous définissons le modele abstrait,
i.e. 'ensemble des classes de polyndémes et prouvons les estimations nécessaires pour faire
fonctionner la théorie des formes normales de Birkhoff. Enfin, dans la derniere partie, nous
vérifions que le modele est correct et prouvons le théoreme final.

Pour finir cette introduction, nous voulons signaler que dans le cas multi-dimensionnel,
le probléeme analogue semble étre beaucoup plus difficile car nous n’avons pas un développement
asymptotique analogue a . En outre, dans le cas multi-dimensionnel les valeurs propres
de sont des entiers, ce qui n’est a priori pas le cas pour un potentiel quelconque.
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3.2 Analyse spectrale

3.2.1 Espace de Sobolev et asymptotique des valeurs propres

Soit S(R) 'usuel espace de Schwartz. Nous définissons les espaces de Sobolev naturel-
lement associés T = —ﬁ + V(z). Rappelons tout d’abord les résultats suivants qui sont
bien connus (voir par exemple [BS] chapitre 2.3, Théoréme 3.1, 3.3 et Corollaire 1)

Théoréme 3.2.1. L’opérateur différentiel T : S(R) — S(R) est essentiellement auto-
adjoint. Son spectre est une suite réelle croissante (\j)j>1 qui tend vers +oo et A\; > 0. En
outre, il existe une base orthonormale (¢;);>1 de L*(R) telle que

a) ¢j=0;
b ) §Z5j es (R)
C ) T¢j = )\j¢j
d) chaque valeur propre \;j est simple
Remarquons que d) est valide car nous sommes en dimension 1. Maintenant, nous

définissons les espaces de Sobolev. En fait, toutes les données spectrales dont nous avons
besoin sont asymptotiques. Rappelons que nous pouvons directement définir les opérateurs

T5/2 par Ts/2¢j = )\;/2@, mais ’on pose plus simplement

Définition 3.2.2. Pour tout s > 0, nous définissons

ﬁs = DO?’TL(TS/Q) =< f= Zajgbj S LQ(R), Z)\j\aﬂg < +00
Jj=1

1/2
Vf:Zaj(bjEHs Hf”]?[s: Z)‘j|aj|2
i>1 j=t

Remarque 3.2.3. Comme chaque ¢; appartient @ S(R), la classe de Schwartz est dense
dans HS.

Soit D = d/dx et () = v/1+ 22, nous posons :
(=iD)*u(z) = (Id - A)*u(w) = (2m) 7" / (1 + €2)72u(€)de
R

Grace a [YZ04], nous avons le Théoréme :

Théoréme 3.2.4. Pour tout s > 0, les normes suivantes sont équivalentes sur H® :

1/2
a) w= Y321 a565 = (X lag P+ n])°)
b) [1iD)*ull 2 + || ()Pull 2
o) u(@)llpe + [l2@@)l 2 + le? (@)l 2
@) lfulls + |e?*u(@)]] 2

Par commodité, nous appelons || - une de ces normes.

Iz
PREUVE. Les normes a) et b) sont équivalentes grace au Lemme 2.4 de [YZ04]. Les autres
équivalences sont claires. O

Remarque 3.2.5. L’espace H® est bien entendu un espace de Hilbert.
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3.2.2 Asymptotique des valeurs propres

Nous avons besoin d’une description précise du comportement asymptotique des différences
Aji — Aj, quand j1 et jp tendent vers +o0o. En fait, nous avons

Proposition 3.2.6. Soit p = il existe ¢,C' > 0 tel que

_Db_
p+1’
' j 20 _ ;2P 25 2P
Vii>ge 21 e =) S A = A < CUY =y
La classique formule de Weyl (voir [RS] Théoréme XIII.81) nous fournit

N(E) :=Card(j > 1,\; <FE) ~ 2/ VE-V(z)dx
27 JaV ()<EY

Le changement de variable z — zE/2P montre que N (E) ~ cEY?_ Par conséquence, nous
avons

\j =~ e (3.9)

Malheureusement, cela ne suffit pas pour prouver C’est pour cela que nous avons
besoin de connaitre un développement asymptotique de la suite A;.

Théoréme 3.2.7. (Helffer-Robert) Soient k,p € N*, et V' un polynome réel de degré 2p
qui satisfait Em V(z) = 400, si (Aj)j>1 est la suite des valeurs propres de l'opérateur
1 >

différentiel —d?* /dx®* + V (z) on L2(R), alors il y a une suite (b;);>o avec by > 0 telle que
A~ (j+ o) (2kp)/ (p+k) Z bi(j + o)/ PHR)
i>0
PREUVE. Le théoreme (2-2) de [HR82] (page 858) assure que
k k . . -
)\ngr )/ (2kp) (j + U)Zb;(j + g) 7/ (pk)
i>0

avec certaines suites (b});>o et b, > 0. Par suite, notre conclusion découle par composition
avec la fonction z — 227/ (P+k) autour de b). U

Nous pouvons maintenant prouver |3.2.6| en choisissant k = 1 dans le dernier théoreme,
ainsi -
Aj = boj? + By G0/ H1) 52p_1j1/(P+1) + Bap + 0(1)

Par conséquent, pour tous ji, jo > 1, la différence |\j1 — Aj2| est supérieure a

2p—1 ' ‘
bo(it? —j37) — Y |Bill PV Y @) R — R(ja)|
=1

ol ,liin R(j) = 0. Pour j; > jo suffisamment grand, nous avons
j—+oo

bo(jiF — j3) > ¢ > |R(j1) — R(j2)|

Il nous reste & controler les autres termes. Rappelons que, pour tout w € (0, 1), application

z +— z'/¥ est convexe sur (0, +00). Par suite, si j; > jo alors
25 2P 2p(1—
‘jlp - jQP‘ d(xl/w) (]21)7\0.)) . .]2p( W)
o I — 2 -
i = e w

o8



Choisissons w tel que 2pw appartient a {(2p—i)/(p+1),¢ € [[1,2p—1]]}, et nous comprenons
qu’il existe un certain J > 1 tel que

. . 2D 2D
Vir>jg22>J Aj1 — A2 > c(ii” = 4357)
Par ailleurs \; ~ j213 , le Lemme 1} découle alors des deux faits suivants

Aj1 — Aj2 il — A
ii>J25n (7 — j2P) T2z (527 — 20)

La méme argumentation amene a

Aj1 — Aj2 < C(jfﬁ— jgﬁ)

3.2.3 Lemme du commutateur

La source de notre inspiration réside dans [BamO08]. Ici, I'application u : N* — R
satisfait les conditions suivantes pour tout n € N, € [0,n] et 8 € [0,2n — o] :

i) (0,0,0) =0

i) u(n,o,B) <u(n+1,a,p)
i) u(n,a,p) <uln+1,a,5+2)
iv) u(n,o,f) <uln+1,a,5+1)
v) u(n,a,fB) <uln+1l,a+1,5+1)
vi) u(n,a,f) <u(n+1,a+1,08)
vii) sil <k <aalorsu(n,a,8)+1<un+1,a—k,pf)

La condition vii) prouve que u n’est pas nulle. Par exemple, nous pouvons choisir u(n, «, 8) =

%(n — a). Mais pour notre propos, nous utiliserons

2n—a—p

u(n,a, B) = 5

(3.10)

Il serait intéressant de trouver la suite minimale u vérifiant les conditions précédentes
en raison du lemme suivant

Lemme 3.2.8. Soient T = —A + V un opérateur différentiel sur S(R), ou V' est un
polynome de degré d € N*, et une fonction a € C*°(R,R) telle que

vneN Je>0  |a™(x)| < el + |z])°

Lopérateur Ao : f +— af est bien défini sur S(R). Nous définissons les opérateurs A,, par
récurrence

Vn € N Apv1 =A,T—-TA,
Dans ce cas, nous avons

a) A, est un opérateur différentiel d’ordre < n, et précisément

n 2n—a
A= D Vapna? | D (3.11)
a=0 \ =0

et Vogn est un polynome de degré < (d — 1)u(n,«, ). En outre, les coefficients de
Va,3,n ne dépendent que de o, 3,n et V.
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b) Si¢ et € S(R) satisfont Tp = Ao, T = u et A # p, alors

[ aw)s@y iz [ (40 @)
R R

37
|\ — ™

PREUVE.

a) Le lemme est en un sens purement algébrique, ’hypothese sur les dérivées de a est faite
seulement pour assurer que Ay est bien défini sur S(R). Commengons par examiner les
premiers opérateurs différentiels, pour tout f € S(R), nous avons T'(f) = —f + V f,
donc

Ai(f) = aT(f) = T(af) = al® f + 24 f'
As(f) = 2V'd + ™) f + 40P f' 4 40P §2)
As(f) = 2V +8V P 0P 16V a®) +a9) f+(aV P’ +12V 0P +6a0)) f'+12aW fP) 1-840) )
Ay(f) = @WVv@d 420 +12VHa? 1+ 12(V")2a?) +
32V 363 4 32V @) 4 12V7a6) 4 a®)) f
+(8V#Wa! + 40V e + 80V P a3 4 48V7a®) + 8a() f!
+(8V®da’ + 32V a2 1+ 48V"aB) 4 244(9)) f(2)
+32a® G 4 160 @)

Par exemple, on peut vérifier que degV, 5, < (dgl) (2n — o — B) pour les premiers cas.

Examinons le cas général par récurrence.

Nous avons Ay = a, les polynémes sont constants, leurs degrés sont inférieurs a <
(d —1)u(0,0,0) = 0.
Supposons que A, est de la forme (3.11]). Nous devons calculer 4,41 :

Apr1=—AnoA+AcA,+ AV —-VA,

La partie —A,, o A+ Ao A, va contribuer a élever le degré de dérivation tandis qu’elle
n’augmente pas les degrés de polynomes, ’autre partie A,V —V A,, contribue de maniere
opposée.
Commencons avec —A, A + AA,,, pour tout f € S(R) nous avons
n 2n—o )
_An(f@)) + (An(f))@) = Z Z <Va,ﬁ,na(ﬁ)f(a)> - Va,ﬁ,na(ﬁ)f(aJrQ)
a=0 B=0

La somme est combinaison linéaire de cing termes

VO a0 @) v o B+ p@) Y1 G0 ) o B kD) 1 () pla)

a757n

Les conditions 0 < v < n et 0 < B < 2n—a prouvent que — A, (f) + (A, (f))? est en
fait un polyndéme combinaison de a(ﬂ)f(o‘) avec 0<a<n+let0<pg<2n—a+2=
2(n+1) — a. En outre, nous devons vérifier sur chaque terme que le degré du polynéme
coefficient de a®) f(®) est inférieur & (d — 1)u(n + 1, a, §). En fait, pour chaque terme
nous avons

V2 @@ = deg(VP) ) < deg(Vagn) < (d — Du(n,a, f) < (d— u(n+ 1,0, )
Vo pna P2 @) = deg(Vop,) < (d— Du(n,a, B) < (d— Du(n + 1,0, f +2)
V;}Bma(ﬁﬂ)f(o‘) = deg(VC’!’B,n) <deg(Vapn) < (d—1u(n,a, f) < (d—Du(n+1,a,6 + 1)
Vo pna P o) = deg(Vy, 5.,) < (d — Du(n, o, B) < (d — Du(n +1,a+1,8+1)
V! g naP et = deg(Vagn) < (d—Du(n, o, 8) < (d—Du(n+1,a+ 1, 8)
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Ainsi, nous constatons que les nouveaux polynomes V, 3,41 ne dépendent que des
anciens polynomes V,, g, et de V. Maintenant calculons A,V — V' A,,.

n 2n—o

YD Vapna? < V) Vf(“))

a=0 B=0
n 2n—a

= 33 Vagaa® <Vf) Vf(o‘)>

a=1 B=0

An(Vf) = VAW(f)

Cette fois, la somme est combinaison linéaire des termes Va,@nV(k)a(fB)f(o‘_k) pour
k € [1,a]. Par suite, A,(V f) — VA,(f) est une combinaison polynomiale de a(?) f(<)
avec a € [0,n] C [0,n+1] et § € [0,2n—a] C [0,2n+2—«a]. Comme avant, nous devons
vérifier dans A, (Vf) — VA,(f) que le coefficient polynomial de a(® f(®) a un degré
inférieur a (d—1)u(n+1, a, ). Il est suffisant d’examiner le terme Vmg’nv(k)a(ﬁ)f(a_k)
sike[l,a] :

deg (Vo ,,V ™)

IN

(d—Du(n,a,B) + (d—1)
< (d=Du(n,a—k,B)

De nouveau, les nouveaux polynémes ne dépendent que des anciens et des dérivées de
V.

L’opérateur T est clairement auto-adjoint, et alors

[ anor = [aurop - [ (a0)@0) = 0= [ (Ao

La conclusion est immédiate par récurrence.

3.2.4 Certaines estimations des modes propres et de leurs intégrale-

produits

Rappelons que V(z) a un degré 2p > 4. Le Théoreme 1.5 de [YZ01] (page 576) énonce

la chose suivante :

Théoréeme 3.2.9. Pour tous r € [2,00] et p > 2 il existe o(r,p) > g—; tel que

”ﬁijLT: ,pJ( 2

avec

En particulier, pour tout p > 2 nous avons o(r,p) <

2<r<4 = J(r,p):%(%—%)g()
2
4<r §§_2 = U(T’,p—%(l—%) 1—% —%go
14p—2 2 _1 1 1 1

W=
/N
[a—
|
&=
N—
|
=

L’inégalité de Holder amene trivialement au

Corollaire 3.2.10. Pourtousp > 2, k > 3, il existe y(k,p) > 0 tel que pour tout j; > - - ji
nous avons

‘/ ¢4, () -+ ¢ (z)dz| < Cj] (3.12)

61



PREUVE. Choisissons 11 =ro =4 et rg,--- , 1 > 2 tel que i—i— i + % + e+ % = 1. Soit
v = (k—2) % (1 — %) — %) et appliquons l'inégalité de Holder pour dominer le membre
gauche de (3.12]) par

k
163 llzalldsallos TT 116 ller < €3

=3

Pour la suite, on établit le lemme suivant
Lemme 3.2.11. Pour tous f € S(R) et a,b € N, s > 0 nous avons
b
12 O g0 < Cls,a D)1 fl| gosarmro
PREUVE. A laide de la norme ¢) du Théoreme nous pouvons en fait vérifier que le
cas s = 0 suffit. Ce cas particulier est une conséquence facile du calcul de Weyl. L’opérateur
b
pseudo-différentiel z¢—— o T~%%=/2 st borné sur L2(R) grace au théoréme de Calderén-
x
Vaillancourt ([BMS8S]) : la fonction suivante a ses dérivées bornées
xa&b

(z,8) — (L1 €2+ V()22 i0P

< 400

Par suite, il existe C'(a,b) > 0 tel que

[l f O 12 < Cla, L)IT*P 2 f| 2 < Cla,b)]| 1] gaspen

Proposition 3.2.12. Pour tous s > % et f,g € H* nous avons fig € L°(R) et

fallge < C) U1 g llgllos + 1111z lglloo)

En d’autres termes, H® est stable par produit.

PREUVE. Nous avons H® C H® ¢ L® et H® C L?(R), par suite, nous avons ’égalité
suivante (voir [AG91] page 98 chapitre 2, Proposition 2.1.1)

[ fgllas < C()([flla=lglloc + | Fllocllgllrrs)
Et finalement,

1F9ll g = W fgllms + (|27 f(@)g(2)[[2 < C)([|Fl]arslglloc + | FllErs|glloc) + [1F1l 7119110

0

Le Théoréme et l'estimation (3.9) nous permettent de comprendre que l'on a
l[¢jll 5. < Cj°P. Le Théoreme la derniere Proposition et une récurrence facile nous
amenent au

Corollaire 3.2.13. [l existe n(p) > 0 tel que pour tous js > -+ > ji € N*, nous avons

s -~ Dil| g < KC(5)gs TP (3.13)
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Maintenant, nous pouvons vérifier qu’un calcul fonctionnel holomorphe est possible sur
HE.

1

Proposition 3.2.14. Soient s > 35, f,g € HS et K : C?2 — C une fonction analytique

réelle qui s’annule en (0,0) :

K(&,&) = > a(ni, ... )& 606

(n1,...,n4)€EN4\{(0,0,0,0)}
Alors K(f,g) est bien défini dans H* et coincide avec la fonction z — K(f (), g(z)).
PREUVE. Par bilinéarité et par la Proposition on voit qu’il existe C(s) > 0 tel que
Vige H  |Ifdllg. < C)lIfllgsllgll 7

Le théoreme montre alors que H* est invariant par f — f et || ] |77 = || /1|77, - Ensuite,

la série suivante converge uniformément sur les ensembles bornés de H* x H® pour la norme
sous-multiplicative C(s)|| - || . :

K(f.9) = 3 a(nr,....n) T g

(n1,...,na)EN*\{(0,0,0,0)}

Comme s > %, la convergence dans s implique la converge dans L>°(R). Cela implique
que K(f,g) coincide avec la fonction

e 2. a(n,...,na) f(2)" f(z)" g(x)"g(x) " = K(f(x),9(x))
(n1,...,n4)€N4\{(0,0,0,0)}
]
3.2.5 Intégrale-produits des fonctions propres
On rappelle que p = z% € (1,2). Nous pouvons maintenant estimer les intégrale-

produits des fonctions propres.

Proposition 3.2.15. Pour tout p > 2,k > 3,N > 1, il existe v = v(p,k) > 0 et
C(k,N,p) > 0 tels que

Gent | [ o) onta)ds| < O N pEAG)" (3.1
ol j1 > jo > ... > jj et ~
. J273)?P
A(]) = ,(\ 2 3217 25
(J2js)? + 41" — Ja

Remarque 3.2.16. Cette estimation généralise celle obtenue dans [GIP0J] pour les intégrales-

produits d’Hermite.
Remarque 3.2.17. Grace a la Proposition il n’est pas difficile de voir

NOVOY
cA(j) < 273 < CA(j)
V /\j2 )‘js + )‘j1 - )‘j2
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PREUVE. Par commodité, on ne mentionnera pas p dans les constantes. Nous considérons
maintenant deux cas.

° jfﬁ—jgﬁ < (ja2j3)P. La conclusion est claire & 'aide de A(j) > % et du Corollaire |3.2.10
o (joja)? < jfﬁ—jgﬁ. En particulier j; > jo.
Nous introduisons 'opérateur A : f — af ol a = ¢j, - ¢j,. Le lemme nous

permet de voir
‘/Rqsﬂ---qukdx = ‘/ A63)5
< WHAMMHL?
J

N 2N—«a

T o 2 Masn (Do) (D 60) 1

a=0 B=0
N 2N—-«

= WZ > [VasnDPallp][ Dol 12
J J

=0 B=0
N 2N—«a
C

= mz Y WVapnDPallg||Djall e
It A2 2o =0

IN

Le Lemme [3.2.11 et Iinclusion H*(R) C fII(R) nous donne

oo
R

N 2N—«

A
;
<.
2
!
Q
»
z
s
=
+
iy
+
S
S
:
09
<
Q
z
RN
Sy
>
=
Q

C(N)

[Aj1 = A2l N aelo N]}Ige[[o 2N—a] llallgresscmacsva v 19721l o

Faisons maintenant appel au Lemme a Pestimation 1) et & ||d)[ga < Cjpe,
on voit que

C(k. N)i7® ~ ) )
% max .§(1+B)+(d gVa,,B,N)/(erl)j;p (3.15)
(517 = j3P)N a€lo,N],pe[0,2N—a]

R

Une application du Lemme nous permet de constater que deg V, g v < Zp— 1(2N -
a — f3). Soit v = n(p) + p, nous obtenons

(G = 55" )N' /R G- opda| < C(b Ny max 7N e G
< C(k N)j§ max 3 B0 2/ Apt )+ N =) 2p=1)/(2p+2)
< C(k,N)j 3max]2 j§2N @)2p/(2p+2)

.\ Pa
< Ol N max (2)
@ 3

< C(k,N)j4(jogs)PN

Puisque (jgjg)ﬁ—kjfﬁ— jgﬁ < 2(]’%’7— 42%P), on comprend que 1D est valide.
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3.3 Modéle Abstrait

3.3.1 Discrétisation de ’EDP
Par commodité, nous noterons N* = N\{0} et Z* = Z\{0}.

PP ) N* .
Définition 3.3.1. Nous munissons [—%, %] avec la mesure produit.

Ensuite, si 'on considere (m;);>1 € [—%, %]N , nous considérons My, I'unique opérateur
borné de L%(R) tel que Myo; = j*kmj%. Par suite, le spectre de T+ M}, est bien str
wj = Aj+J _kmj. Introduisons maintenant ’espace sur lequel nous allons transférer ’'EDP

initiale(3.1)).
Définition 3.3.2. Nous définissons ls(Z*) Uespace des suites (zj);cz+ telles que
1/2

lzlls == | D 121217 < +oo
JEL*

Nous définissons de méme £5(N*).

Définition 3.3.3. Une suite de la forme (Z, z) avec z € {5(N*) est qualifiée de <<réelle>>.
Ainsi, nous pouvons identifier £5(N*) a un sous-ensemble de €s(Z*).

Pour chaque s > 0, le théoreme et l'inégalité \; ~ 4% prouvent que lappli-
cation est un isomorphisme, en particulier un C*°-difféomorphisme. La méthode
pour résoudre 'EDP dans Vespace CO((—T,+T), H®) est de la transférer sur Des-
pace CO((=T,T),4s(Z*)) en posant z(t) = [s(2(t,-)), en d’autres termes

Ut ) = z(Mdi(x) Vi1 z5(t) = 2(t)

Jj=1

L’EDP (3.1 devient

iy z(0)i(x) =) wizi(t)g(x) +dag | D 2zj()65(x), Y () ()

Jj21 j21 j=1 j=21

Considérons maintenant les deux fonctions suivantes sur £4(Z*) définies par (3.4)). En fait, il
est facile de vérifier que Hy est C* sur £,(Z*) lorsque s est grand car w; est polynomialement
borné. La Proposition [3.4.1] montrera que P est aussi C*°, en particulier pour tout j > 1
nous avons

g | D2 (005(x), Y 2(t)e;(w) :Z%(w)gi

j>1 i>1 j>1

029 ZZj(t)¢j(x)v szj(t)QSj(x) - Z¢](x) 882:{;

g2l j=21 j21

En conséquence, (3.1)) est équivalente au systeme suivant

oP

Vi>1 i = wjzj + 57—
J Bz_j
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Mais nous devons le résoudre dans I'espace £5(N*). Or g est holomorphe et satisfait g(¢,€) €
R, si bien que la condition suivante se réalise (voir la preuve du Lemme (3.4.3])

VEe C 0a9(£,6) = 019(&,€)

Enfin, les remarques précédentes nous prouvent que la résolution de (3.1) dans I’espace
CO((=T,+T), H®) est équivalente & celle du systéme hamiltonien suivant dans l’espace
COU(-T.7),6(2"))

i = —i%(Hg +P) = —iwjzj — i%
Vj € N* . _ . . (3.16)
zl; = za%j(Ho +P) = dwjz_j+ zg—z

Remarquons que les deux équations sont conjuguées si z(0) € ¢4(N*). L’existence locale
est facile (voir la prochaine sous-partie). Le but du reste de I'article est de développer un
modele abstrait pour résoudre (|3.16)).

3.3.2 Structure Symplectique et crochet de Poisson

Nous avons toujours s > 0, donc ¢4(Z*) C £o(Z*). Maintenant, rappelons certaines
définitions usuelles. Nous commengons par la structure symplectique canonique sur £4(Z*)
qui est donnée par 'automorphisme suivant de ¢5(Z*)

J: ((25)5<05 (2)550) = ((=2—j) <0, (25)j>0)
Ainsi, J? = —Id et J* = J quand £s(Z*) est muni de la dualité canonique :
(2,2) = Z 2
JEZ*
Si f: €y — C est une application réguliere, alors nous définissons son gradient par la
formule 3
Vo € (Z") Vhe L) (Vwh)=> of h;
4 aZj
]GZ* T
Remarquons que sans condition sur f, le gradient V f appartient a ¢_4(Z*). Le gradient
symplectique est par définition Xy = iJV . Ainsi, (3.16) prend la forme simplifiée

2(t) = iXpy4p(2(t)) (3.17)

Comme annoncé dans l'introduction, nous préférons reformuler la derniere équation ainsi

2(t) = exp(itX g, )2(t) + /0 exp(i(t —t") Xy, ) Xp(2(t))dt’ (3.18)

Admettons un instant la Proposition qui assure que Xp est a valeurs dans ¢4(Z*).
Comme (exp(itX g, ))ter est un groupe unitaire de £5(Z*) (on le constate en résolvant si
P = 0), par suite admet une solution avec existence locale par un classique argument
de point fixe.

Quand cela est possible, nous définissons le crochet de Poisson de deux hamiltoniens
réguliers f et g € C1(¢45(Z*),C)) :

, <~ Of 99 Of 9
) _~0f 99 9f 09 1
{9} =iV, JVy) ijzjl 0zj 0z 0z 0z 9
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Par exemple, si X ou X, est a valeurs dans £,(Z*). Pour chaque solution z(t) de (3.16]) et
chaque fonction test réguliere ¢ : £4(Z*) — C nous avons

L0=(1)) = (Va6 2 (1)) = ~i{Ho + P,6} (2(1)

Comme nous le voyons dans (3.18]), 'application P doit avoir un gradient & valeurs
dans £4(Z*), c’est pour cela que nous donnons la définition suivante

Définition 3.3.4. Pour chaque s > 0, H® est la classe des fonctions F : {s(Z*) — C
holomorphes sur un voisinage de 0 qui satisfont

Xr € C™(ls,45)
et si (Fy)p>o0 est la suite des polynomes de Taylor de F' en 0 alors
Fhy=F=F,=0
F, € C™(¢,C) X, € C®(Us, L)

Enfin, nous rappelons une condition classique pour la régularité des polynoémes en
dimension quelconque. Un polynoéme homogene P sur ¢4(Z*) est par définition la donnée
d’une forme k-linéaire continue sur £5(Z*) et 'on pose alors

P=> ou(ee )
k=0

Proposition 3.3.5. Soit P : (,(Z*) — C un polynéme homogéne de degré k > 1 qui
satisfait
Vz e ls(ZF)  |P(2)] < Cllzlls

alors P : U4(Z) — C est de classe C*°. Si en outre P satisfait |1 Xp(2)||s < Cz|/k1
alors Xp : bs(Z*) — Ls(Z*) est de classe C°.

En fait, dans la derniére Proposition, P est une fonction holomorphe (voir [Car67] pour
la régularité des polynémes ou [Nac69] pour I'holomorphie).
3.3.3 Les classes des polynomes

Définition 3.3.6. Un polynéme formel P sur (2(Z*) est dans la classe Ty, s’il est ho-
mogene de degré k et peut s’écrire :

P(z)= Y az -z,
(1, ) €2
de sorte que pour tout N > 0 nous avons
Jaj| < C(N)u(5)"AG)Y
ot nous ordonnons (ji,- -, ji) en (ji, -+ ,jx) tel que |57| > --- > |j;| et définissons
(1573*)"
(173351)P + 3712 = [4517P

En fait, avec cette définition les polynomes formels de classe T, sont réguliers.

p() =13l AG) =
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Proposition 3.3.7. Pour chaque P € T}, et s > (v + 1/2)/p, nous avons
|P(2)] < C(P)|Iz]l;
Par conséquent, P : Us(Z*) — C est de classe C™ (et méme holomorphe).

PREUVE. Comme 0 < A(j) < 1 nous déduisons

[PG)| < C(N) Y u(G) Izl |zl

jEZ*k
< C(N) Z SH“M |23
Z*k HZ 1 ’ 7f|
< C(N)Z SVH‘]ZHJZ’
Z*k H’L 1 ’ 7,|
1/2 . 1/2
1 .12 2
< C(N) Z T Z H|]i| *|zjil
jezk Lli=1 Ji jezki=1
k)2
k
< Z ’ ’25 2v HZHSﬁ
JEL* J
La conclusion découle de la Proposition [3.3.5 ]

Malheureusement, il semble que la condition P € T}, n’implique pas que Xp est a
valeurs dans £4(Z*). En outre, les classes (T}, )r>3 ne semblent pas stables par crochet de
Poisson. C’est pour cela que nous introduisons une nouvelle classe de polynomes T,;" -

Définition 3.3.8. Un polyndome formel P sur (s(Z*) est dans la classe T,:ry sl est ho-
mogene de degré k et de la forme

P(z) = Z AjZjy - Zjy,
(1, k) €Z*
de sorte que pour N > 0 nous avons
p(G)AGN N [%12D _ [ %|2P
’aj\SC(N)Wv S@) = 71 = 1531

Lemme 3.3.9. Si j,l sont deur multi-indice, nous notons A(j,1) := A((j,1)) le nombre
obtenu avec le muli-indice (3,1). Ici, sil € Z*, nous avons

1[AG, 1) < CliT

PREUVE. Si || < 2|j7]|, alors la conclusion est facile car A(j,1) < 1. Si |l| > 2|jF| > |j1]| >
|75|, nous avons

. (st llss D Tl {

HAGD = s e — s = Hanm < Crgt < Cliil

(5T laz )P + 127 = 532> = O = fi2r=t '
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L’inégalité de Cauchy-Schwarz amene au lemme facile :

Lemme 3.3.10. Pour tout s > 0, z € lsy5,(Z*) nous avons

> P12l < Cllzllsrnys

keZ~*
Dans cette nouvelle classe, il n’y a plus de perte de régularité.

Proposition 3.3.11. Soient k >3, v >0, s > (v+3)/p et P € T} . Nous avons
i) P estC*>

ii) L’application Xp est réguliere de €s(C) wvers €s(C), précisément pour chaque z €
0s(Z*) nous avons
k—
1Xp(2)|ls < Cll2l5

PREUVE. Le point i) vient de 'inclusion triviale T, C Ty, (voir la Proposition )
Prouvons maintenant ii). Nous traitons seulement le cas k& > 4, mais la méme méthode
nous donne le cas k = 3. Nous choisissons N = ps + 1 dans la définition de T+V, un calcul
amene a

8j
0z

15, DV A, DY
kC Z 1_'_5«]’[) |Zj1"'zjk71‘

Jez*k 1

(5, 0" AG DN
< kx(k=1!C Z (1_’25(‘(7 l)) ‘zjl"'zjkﬂ

IN

711> >]jk—1]
Faisons alors appel au Lemme |3.3.10
k—4 N
gl:l < C Z\Zj\ | Z | ijl%zjs
jez* 711> 721>173]

_ (G, )Y AG, DY
< Ol > M!%mpm!

[711>1521>173]
Par conséquent
X 2 - lzps
IXp()I = Y 1 az,
lez* 2
2(k—4) D :U‘(j’l)VA(jv l)N
< CPARSY 3| 3 B el

lezx 31121521 >1js] ’

Définissons alors les ensembles et applications suivants pour chaque [ € Z*

Q) = {(h,d2,73) € Z*, 51| > |j2] > |jsl, lg2] > 1]}
D) = {(1,d2,43) € Z*%, 1] = || = |7, 1] > |ja}
5 0 J, )
(1) = WD Z l |21 1252|125
()
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Par conséquent, nous voulons prouver
Y LW <], ie{o0,1} (3.20)
leZ*
D’abord, nous nous occupons du cas ¢ = 1 et invoquons le Lemme et l'inégalité
A(G,1) <1< |l /1] -
Ti(l) < C Y |2l AG, DT 25, 25, 2]
() R
< O I Rl AGLD? 25 225
() R
< I AP el R 2 22
QR
< O Y APzl D0 1l ) 1zl
Jz* jo€Z* j3EL*
Maintenant, le lemme [3.3.10] améne & (3.20) pour i =1 :
Ty(1) < Ol J212
Occupons-nous & présent de I'estimation de Ty(1). Remarquons que A(j,1)N < A(j,1)P*

C|j1|P*|I|7P* et que j3 n’apparait pas dans A(j,1), nous obtenons :

< J2 AJ,
T < Cppe, Y AT mm\

1+ 5@

.717]

151 [P%) 25 Hijsz\”
< |zl i 2 2]

P DS AT
112 |

< Cllz]|s Zi||72]” : _
<

P
C”Z”ZHH e

2 4 171175 |2,
2 R0 < ClE D

A J1

2

Si nous décomposons (1, j1) € 7*? sur les différents sous-ensembles £N* x +N*, nous voyons
apparaitre quatre produits de convolution (ou des versions discretes du théoreme de Fubini)

de (|1]°Pzj,) € €% avec ((1+ |j1])7%P)) € ¢}, par suite (3.20) est valide pour i = 2. O
Enfin, nous définissons la classe des polynémes en forme normale.

Définition 3.3.12. Pour tout j € N*, nous définissons la j™¢ action I; : b5 — zjz_j.
Pour chaque entier pair k = 2m, un polynéme homogeéne Z de degré k de €s(Z*) est dit
en forme normale si nous avons

Z(z)= Y bl -1,
JeN\{o}m

Remarquons que pour chaque application f : £4(Z*) — Cnous avons {I;, f} =1 (zjazj — z_jf)zfj) I,
en particulier si f est un polynome en forme normale alors {I;, f} = 0. En suivant [GIP09]
(Proposition 2.13,iv), nous avons la proposition cruciale :

Proposition 3.3.13. Soient k > 3, v > 0, il existe v = v(s) tel que sis > v et si Z € Ty,
est en forme normale, alors l'application Xz est C*° de £s(C) vers £s(C).
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3.3.4 Crochet de Poisson

En fait, la méme preuve que dans [GIP09] (Lemme 2.19 and 2.20) nous fournit le lemme
suivant car le terme homologue de A(j) est exactement

WAVEVEL
V0zazl + 1511 = 1531

Lemme 3.3.14. Pour chaque i € ZF, j € Z*2 1 € 7, nous avons

A(4,1)%A(i,1)* < CA(i, 5)

max (7, DAG D7, (i, DAG,DYP) < Cpti, )

Proposition 3.3.15. Soient ki,ka > 2, vi,ve > 0. Il existe v := v(v1,v2) > 0 tel que
Uapplication crochet de Poisson (P, Q) — {P,Q} est bien définie de Tkt-i—l vy X Thy 1,0, veTs
Tk1+k27V'

PREUVE. Soit M >0, N :=2M + % et N':=2M + 1+ %1. Nous supposons que

) o p(i)" AG)Y

p— | Z; a; 20 - g |@]§C(N)W
jezxkitl

Q= > bpltezlen oy < CN)u(G)2AG)Y
jEZ*k2+l

On vérifie que

{P.Q} = Z CijZin """ Zigy Zj1 " Fiy

(i,j)GZ*k1+k2

p(g, )™ NN s v Afs N
< ST 4G )N i D2 A
|C7J|_ZEZ*1+S(j7l) (7, D) (i, 1) A(3, 1)

Ecrivons maintenant

> s (nG.DAGD )™ (i, DAGDYP) ™ (AGDAG.)

A(i, 1) . 5ol
< C N\ , (n1+12)/P A , M
< (ng* T+ 50, l)> (i, 5) (4,5)

|ci g

La conclusion va découler des faits suivants

A(Zal) . \2p
> = < Culi, §)
= 1+ S(5,0)

D’abord, nous avons le cas trivial
A(i, ) 1 1
D D D
1+8(5,1) — T+ g2 — 1112 — 1+ )%
ity LT IGD T e L Al = g 1
Le second cas va venir avec I'inégalité suivante et deux sous-cas :

A(i,l .
S rrsan s X A

1 +S ‘
1<ls3| <153
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a) |75 < p(7, 7). Comme A(4,1) < 1, nous avons <5, A1) < (i, j) < (i, )%

b) |55 > w(i, ). Evidemment, nous avons |5¥| > |73 > (i, §) > |it]. Ainsi

SAGH= Y AGD+ > AGD <pii+ Y AL

<551 [2<l47] iy ]<[l<l55] lig1<ltI<l55]
Dans la derniere somme, nous avons

M= T e
() R N e (e

. op 1 R
Do AG <l )P Y 1+(!l!—\73ﬂ)2ﬁ§0u(m)2

i3 I<lt[<l53] lax|<lll

3.3.5 Transformée de Lie de T,

Définition 3.3.16. Une application f : £s(Z*) — C est dans la classe T, s’il existe sy > 0
tel que

- pour chaque s > so, [ est analytique sur un voisinage Us C £s(Z*) of 0

- 0 est un zéro de f de multiplicité > 3

- Pour chaque k > 3, le polynome de Taylor d’ordre k appartient a Ty,

Soit x € Tl';, nous savons que x appartient a C*>° (¢, C) pour s suffisamment grand (voir
la Proposition [3.3.11)). En particulier, nous pouvons introduire le flot symplectique de x :

Vz el %@t(z) = X, (®'(2))

Comme [ > 3, un argument de type bootstrap va montrer que ®'(z) est bien défini si
t € [0,1] et ||2]|s < € (pour € petit). Et méme, ®!(2) est analytique en z.

Nous dirons que la transformation de Lie ¢ := ®! de x est bien définie. L’application
¢ est pertinente car symplectique : le crochet de Poisson est conservé. En d’autres termes,
pour chaque application A et B de C*°, nous avons

{Ao¢,Bog}={A,B}og

Définition 3.3.17. Si F : (4(Z*) — C satisfait F(z,%Z) € R dans un voisinage de l’origine
0, nous dirons que F' est réelle.

Proposition 3.3.18. Soit x un polynéme homogéne réel € Tl'; avec 6 > 0,0 > 3, et
considérons s suffisamment grand.

i) La transformation de Lie de x est bien définie et analytique sur une boule B, = {z €
Cs(Z7),||2|| < €} et est a valeurs dans Bae. En outre, nous avons

Vz € Be ||¢(2) = zlls < Cillzllst < Cill2]I3

it) Pour chaque F' € H® avec s > s1, Fo¢p € H®. Si x est réel alors F o ¢ est aussi réel.

iii) Soit P € T, , NH® avec v >0, n > 3 et considérons r > n, nous avons
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Po ¢ = Qr + Rr
- Q@ est un polynome (non nécessairement homogéne) de degré < r qui appartient
a H® et T,y pour un certain v’ > 0.

- R, est une application appartenant a H* N T, pour un certain V" > 0, et admet
0 comme zéro d’ordre > r +1

PREUVE. i) Pour € > 0 petit, la Proposition [3.3.11| nous donne sup |[|X,(2)||s < Ce>.
ll2lls <e

Rappelons que ®°(z) = z et ||z||s < e. Considérons le plus grand temps ¢, > 0 tel que
pour tout ¢ € [0,%4] on a ||®!(2)]|s < 2. Il vient

9 i)

< Cé?
di ¢

donc ||®H (2) — z||s < Ce?ty. Sit, = +oo, alors t; > 1. Sinon ||®%+(2)||s vaut forcément
2e et I'on a
e <[|2% (2)l]s — ll2lls < (|2 (2) — 2l|s < Oty

Ainsi t1 > 1 lorsque € est petit.

ii) L’application F' est C*° sur un voisinage de ¢4 (voir la Définition , et de méme
pour Fog. Ensuite Xp = JVE € C*({s,{s) et dp est C*° de £ vers ’espace des applications
linéaires bornées. Nous vérifions que pour z voisin de 0

Xrop(2) = IV pop(2) = Jd¢7(VF(¢(2))) = —d¢7(JVF((2))) = —d¢ (X r(¢(2)))

Par suite Xpog est C°° sur un voisinage de 0 € /5 et est & valeurs dans /.

Si x est réelle, ® conserve la partie réelle de £5(Z*), i.e. {(z,%),z € £s(N*).

Nous devons récupérer les polynomes de Taylor de h(t) = F o ®! en t = 0. Nous posons
alors FI9 = F et FIk+1 = {F[F y} par récurrence. Nous pouvons écrire

L) = X (@) )=z @(0)=0

h/<t) = <v¢>t(z)F7 XX((I)t(Z)» = {F7X}<I>t(z)

Ainsi, une récurrence nous donne h(*) (t) = FIF(®*(2)). Les formules de Taylor nous améne
a

n tk‘ tn+1

h(t)=>_ ¥ (0) 55 +

k=0

/1(1 — )" (tu)du
0

n!
—~ a1l 1! n i) gl

Fod(z) =3 F () + i (1 —w)"FI" o &1 (u)du
i I nl

Nous définissons F}, le k"™ polynome de Taylor de F en 0 et rappelons que deg{P, x} =
(deg P + deg x) — 2. Par suite,

n , 1
Fo¢(z) = Z% > Fj“ l2) + % / (1 —w)"FIPH o @1 (u)ds

=0 G+ (1=2)=h ‘

Le dernier morceau est en O(||z]|"*!), donc ne contribue pas en degré. Nous finissons
comme dans [GIP09] (Proposition 2.21)
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iii) Soit K la partie entiere de 7=, nous décomposons P o ¢ = Q, + R,

K 1

QT:ZP[k](Z)l R, = !

= (1 —w)" P o &1 (u)ds
"Jo

Nous avons Pl = P ¢ Ty, . Par récurrence, la Proposition [3.3.15 prouve que Pl ¢
Thik(—2),- Comme n + K(I—2) <r <r+1<n+ (K+1)(—2), nous comprenons
que Q, a un degré < r et appartient a T),. En outre, P+l ¢ Tt (k+1)(1—2),» DOUT U

certain v’ > 0, R, admet un zéro d’ordre > r + 1 et appartient & T,~. En conséquence,
R, =Po¢—Q, € H". 0

3.3.6 Le théoréme des formes normales

Maintenant, nous introduisons la définition de non-résonance.

Définition 3.3.19. Un vecteur-fréquence (w;);en est non-résonant si pour tout r € N*, il
existe v, > 0 tels que pour tous j € N*" et ¢ € [[1,7]] nous avons

V(1 +5())

u(i)? 21

‘wj1+"'+wji_wji+1_'”_wjr| >

sauf si bien entendu {ji,...,5i} = {Ji+1,---,7r}. Ici, S(j) est la quantité apparaissant a

la définition .

Maintenant, nous affirmons que ’on a
Théoreme 3.3.20. Pour tout k > 1, il existe un ensemble Fj, C [—%, %]N de probabilité
e
1 tel que si (m;) € Fy, alors le vecteur-fréquence ()\j + —k] est non-résonant.
Jj>1
La preuve du théoréme précédent est la méme que celle présente dans [Gré07] (Théoreme

5.7), nous ne la réitérons pas (voir |4.1), en réalité la preuve ne dépend que de conditions
de croissance sur la suite (A;);>1 :

i) (Aj)j>1 est positive et croissante
ii) il existe C > 1 et 6 > 1 tels que %ja <A\ < Cj9
iii) l'ensemble des différences deux & deux A := {\; — Ajr, (4, j/) € N?} satisfait pour tout

oc>0
vVt >1 Card(ANJ0,¢]) < Ct?

Le point iii) signifie que les différences A\; — \js ne s’agglutinent pas vers zéro et est
conséquence de la Proposition Nous affirmons que nous avons aussi le théoreme
des formes normales

Théoréme 3.3.21. Soit P € H*NT, pour s grand et Hy = 3 ;5 w;l; un hamiltonien
avec un vecteur-fréquence non-résonant w. L’hamiltonien perturbé s’écrit H := Hg + P.
Soit r > 3, il existe so > s, Us et Wy deux voisinages de 0 € (2(Z*) et 75 : Us — Wy un
difféomorphisme réel symplectique tels que H o= Hy+ Z 4+ R avec

i) Z est un polynome de degré < r, appartient a H® et ne dépend que des actions I;.

ii) Re M et||Xr(2)|ls < C(s,m)||2|[5 pour tout z € U

i) ||7(2) — 2||s < Csl|2||? pour tout z € U
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La preuve du Théoreme 2.23 est identique a celle présente dans |GIP09], et le ca-
ractere réel de 7, signifie ceci : 75(¢s(N*)) C £5(N*)). Rappelons formellement 1'idée de la
preuve pour r = 3. Ecrivons P = P; + P, olt Ps est le polyndéme de Taylor de degré 3 de
P. Premieérement, nous avons besoin de résoudre I’équation homologique , c’est-a-dire de
trouver un certain polynome homogene

X = E Q(jl’j2aj3)zjlzjzzj3
J1,J2,J3€L*

de degré 3 tel que X, appartient a £4(Z*) et Z := {Hy, x} + P5 est en forme normale (donc
ne dépend que des actions). Un calcul facile amene a

{H07 X} =1 Z (Sg(jl)wh + Sg(jQ)wjz + Sg(j3)wj3)Q(j17j2aj3)zjlzj22j3
J1,J2,J3€EL*

Ou sg(k) vaut +1 si k > 0 et —1 if £ < 0. Comme (w;) est non-résonant, nous pouvons
choisir

ip(J1, j2, Js)
sg(J1)wj, + sg(j2)ws, + sg(Jj3)
Ou bien str P3 = ) p(ji,J2,73)%j:%j2%js € T3,. La condition de non-résonance
implique que x appartient T; 45~ Comme 3 est impair, nous pouvons éliminer tous les
termes de Ps, ainsi Z := {Hy, x} + P3 = 0, mais d’autres termes auraient pu apparaitre
si nous avions traité le cas r = 4, par exemple zj,zj,2_j, 2—j,. Comme x € T?:r 45 ous
pouvons définir la transformée de Lie ¢ de x et nous avons

q(j1,J2,73) =

(Ho+P)og(z) = Ho+Z+ (Hoo¢— Ho—{Ho,x})+
(P30¢—P3)—|—P4O¢

Le point i) de la Proposition montre que ¢ est proche de 'identité, et par conséquent
les trois termes (Hg o ¢ — Ho — {Ho, x}), (P30 ¢ — P3) et Py o ¢ sont dominés par ||z|[%
au voisinage de z = 0. Dans le cas général » > 4, 7 est construite par composition de
transformations canoniques ¢ pour divers polynomes réels x € T,: ,, obtenus par résolutions
d’équations homologiques.

3.4 Reégularité de la perturbation et conclusion

Le Théoreme est une conséquence du Théoreme [3.3.21] du Lemme et du fait
que la perturbation non linéaire suivante appartient & H® N1, pour s et v grands.

Vz € 4s(ZF) P(z):/Rg sz¢j($)azz—j¢j($) du

7>0 7>0

Proposition 3.4.1. Pour s grand, l'application P : {s(Z*) — C est C*° et son gradient est
a valeurs dans ¢2(C).

PREUVE. ¢ L’application P peut s’écrire

~

£2S/3(Z*) N ﬁ[s X ﬁs — HS — C
" (Zj>ozj¢jazj>oz—j¢j> — g<zj>ozj¢j72j>oz—j¢j> —  P(2)
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La premiere fleche est juste I'y, donc est un difféomorphisme. La troisieme fleche est
réguliere car H° C L'(R) pour s grand. Prouvons que la seconde fleche est réguliere.
La condition d’analyticité de g amene a

9(61,6) = D amnll'¢s
m+n>3

En se rappelant de la preuve de la Proposition nous comprenons que la seconde
fleche est limite uniforme de polynémes sur chaque sous-ensemble borné de H® x H? :

N (f1, f2) = ji: anunffﬁﬁg

m+4+n<N

Conséquemment, (f1, f2) — g(f1, f2) est holomorphe, donc C, sur H® x H* (voir [Nac69]
§ 6 Proposition 4 et § 7 Proposition 3, ou [PT87] appendice A Théoremes 1 et 2).

¢ Occupons-nous du gradient. Comme les premiére et troisieme fleches sont linéaires,
le gradient de P s’obtient naturellement par linéarisation de la seconde fleche autour de
(f1, f2) € H® x H®. D’abord, la formule de Taylor nous assure qu’il existe trois fonctions
holomorphes Gy, G2 et G sur C* telles que pour chaque (£1, x1, &2, x2) € C* nous avons

9(§1 + x1,82 + x2) — 9(&1,&2) = x1019(&1, &2) + Xx2029(&1, &)+

X1G1 (€1, x1, &2, x2) + x1x2G12(&1, X1, &2, X2) + x3G2(61, X1, &2, X2)
Par suite, pour tout hl, h2 € H x HS, la Proposition [3.2.14] nous amene a

g(f1+ D, fa+ ha) — g(f1, f2) = Mdrg(f1, f2) + haag(f1. f2) + Ol hall%, 5.

Revenons & P, pour tous z et h € {5(Z*) nous avons

SN EICLYED SETNEN SENTHE ) FECES)

7>0 7>0 7>0

j<0 ]>0 j>0

et donc

|V PHQ&_Z]%Z)/@ YOrg szqzﬁj ZZ joi(z) | dx| +

J>0 >0 7>0
2
> Ll /¢ 2)029 | Y 205(x), Y 2y (x) | da
]<O 7>0 7>0
A Daide de T, % = ¢j, et de la Proposition nous concluons que
2 2
V=PIl = | |00 | D 2i05(@), D 2i(@) ||| +||0ag | D 2i05(w), D 2io5(a < +00
7>0 3>0 s J>0 J>0 s
O
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Maintenant, nous affirmons que ’on a
Proposition 3.4.2. Pour tous s et v grands, Uapplication P appartient a H* N'T,,.

PREUVE.

Vérifions que P € H®. Nous notons P = ), ., P, la décomposition en série entiere (de
Taylor) de P. Comme P est holomorphe, chaque Py est C*°. Nous avons aussi Xp = > Xp,
qui s’avere holomorphe de £5(C) dans lui-méme, et donc aussi Xp, .

Maitenant, vérifions la Définition Comme g est holomorphe, pour tout k > 3 il

existe des fonctions holomorphes Gy, - - - , Gy, sur C? telles que
k 1 r k+1
Ve, €C g(&,&) =) ] D (6165790105 9(0,0) + > €T Gy (&1, &)
r=3 (=0 =0

Examinons la Proposition et la preuve de le polynome de Taylor P, de P en
(0,0) apparait

r—~0

A
Puz) = %Za{ag*‘g(o,m / S nei@) | [ e de
" =0 R

Jj>0 7<0

1 — .
- ﬁ Z 8f82 29(0’ 0) Z Zj1 "t RjeR—geg1 T R—Jr /R¢jl (JJ) T ¢j7‘ (m)dx
T =0

JEN*T

Enfin, nous obtenons que P, appartient a 7;., pour un certain v grace a la Proposition
3.2.15] O

Pour finir, comme annoncé & la sous-partie la propriété g(z,z) € R assure que
I'on a le lemme

Lemme 3.4.3. Une solution z(t) de (3.16]) est réelle, i.e. z;(t) = z—;(t), si et seulement
st la condition initiale z(0) est réelle.

PREUVE. Soit D la droite complexe {(¢,&),¢ € C}. La fonction holomorphe g satisfait
g(D) C R. Une différentiation donne

VZ,g eC falg(z,z) +282g(2,2) €R

Conséquemment , dag(z,z) = d19(2, 2). Grace a (3.22)), nous avons %(z) = %(z). En

d’autres termes, les deux équations de (3.16|) sont auto-conjuguées. O

Prouvons & présent le principal théoréme. Nous appliquons le théoréme pour
7+ 2, soit (2(t))ie(—7,,,m,) Une solution maximale de dans /5(Z*) pour s grand.
Comme 7 et 7! sont définis sur un voisinage de £5(Z*) pour ||£(0)||s < € nous pouvons
définir £(t) := 771(2(¢)). Comme T est réelle symplectique, nous comprenons que I'on a

§-it) =),  €{)=iXnyrz+r(E())
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Définissons N (2) = ||z||? = > j>1Ajzjz—j pour tout z € £5(Z*). Soit Ty, maximal € (0, )
tel que ||¢(t)]|s < 3e pour ¢ € [0, Ty;]. Nous avons pour tout ¢ € [0, 73]

|AN(E®)| = N, Ho+ Z+ R}E®)| = [{N, R}(£(1))]
= [Y N ()0_jR — £-;(t)0_;R)]

j>1
1/2

2 (S xle®E ] Ixee@).
>
CllEmI < e

IN

IN

HE@IZ = [IEO)])Z] < Ctets

Si t = T}, alors nous obtenons T’ A‘; > Ce 17", Examinons la situation lorsque t € [0, Ce™"].
La méme argumentation amene a

d
S ONIZIEPT =D XKL, RYE(®)] < 0

Jj=21 j=21

donc

DoNIGOP - 160)P] < Ctet? < Cé?

J=1

En se rappelant que ||£(t)||s < 2¢. Le point iii) du Théoréme [3.3.21| nous amene a
vte (0,07 [[z(t) = E(@)lls < Cillz@)]I2 < Cse? (3.23)

Conséquemment, lorsque € est petit nous avons ||z(¢)||s < 3e. Finalement, nous pouvons
dominer 3,5, Xi[|2(1)? — |2(0)/?] par

DXl OF = 1€ P1+ Y MHE @1 — 1€+ D Asl1E(0)2 — [2;(0)/)

j>1 j>1 Jj=1

Les premiere et troisieme sommes sont dominées par ¢* grace a (3.23)). C’est fini.
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Chapitre 4

Annexes

4.1 Non-résonance

4.1.1 Condition de croissance polynomiale et non-résonance

On invoque seulement des propriétés arithmétiques de la suite des valeurs propres A;,
a savoir des conditions de croissance polynomiale

(A) (Nj)j>1 est une suite strictement croissante et positive
1
(B) il existe 0 > 1 et Q > 1 tels que ¥Vj > 1 ﬁja <A < Qje
C) Uensemble A = {\; — \ir, (4,5") € N*2} wérifie pour un certain o > 0
( i
Vi > 1 Card(ANJ0,¢]) < Ct?

Avec t = 1, on remarque que la condition (C) implique

inf(/\j_H — )\j) >0 (4.1)
Jj=1

Sans perdre de généralité on supposera que la borne inférieure précédente est > 2, de sorte
que
1
Vizk A= A—12 504G =)

Dans la définition suivante, j7, j, j3 sont les trois entiers de module maximal : |jf| > |55| >
|75]. La condition suivante de non-résonance a été introduite dans [Bam03].

Définition 4.1.1. La suite réelle (w;) est dite non-résonante si elle vérifie pour tout entier
r >3, il existe des nombres y(r),d(r) > 0 tels que pour tous ji, ..., Ji, Jitl,---,Jr € Z* on
ait

v
1551

(4.2)

|wj1+"'+wji_wji+1_"'_wjr| >

si bien entendu {j1,...,Ji} # {Jit1s---Jr}

Cette définition généralise la notion de vecteurs diophantiens dans un cadre de dimen-

sion infinie. Et comme en dimension finie, on a une propriété de mesure totale en munissant

W = Hj>1 [—%, %}N* de la mesure Lebesgue-produit.

Théoreme 4.1.2. Pour tout entier k > 1, il existe un ensemble Fi, C VW de mesure pleine

mj ,
dont tous les vecteurs (mj) sont tels que | A\j + —~ est non résonante.
Jj=1
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La démonstration de ce théoréme se trouve & la partie [£.1.2] Dans le cas des suites de
la forme A; —|— on peut améliorer I'estimation de la non-résonance. Et c’est précisément

cela qui permet un gain dans la résolution de I’équation homologique (voir le lemme [2.2.21])
et a fortiori justifie la création des classes T,j .

Proposition 4.1.3. Soit (m;);>1 une suite & valeurs dans [—3,3], alors la suite w; =
Aj+ % est non résonante si et seulement si on peut remplacer dans la définition

lestimation de non-résonance par la suivante :
(1+ Ajr — /\j;)
1551°
PREUVE. En vertu de l'inégalité il est clair que la condition de I’énoncé implique la
non-résonance. Montrons donc la réciproque. Soit r > 3, on distingue deux situations

1) st Ajr = Ajy <2r(Njz + %), alors la propriété (B) donne

|wjy + -+ Fwjy — Wiy — w2

0
>\ T _)\]2 < C|j3|
Il s’ensuit que
v YA Ay — Ayy)
3510 = Clggete

o e | >
i) si Ay — Ay > 2r(\j; + 3), alors on a

jwjp £+ Fwi | = A

jf_%_(AJ2+%)_( )()‘J3+ )
> 2 ()‘jf - >‘J5)
> 2 (N = i)

Puisque Ajx — Ajs > 2, il vient

A 4 (14N =)
jwin £+ Fwg | 2 oo (14 A — Ajg) 2 5 X W

O

Signalons enfin que les propriétés (A),(B) sont clairement raisonnables. La proposition
suivante fournit des conditions pratiques qui réalisent (C).

Proposition 4.1.4. Soit ()\;) une suite vérifiant (A) et B), alors la condition (C) est

réalisée si l'on a l'une des conditions suivantes

a) il existe a,b € R x R* tels que (\j)j>1 est a valeurs dans a + bZ

b) il existe 0 > 1,c>0 et J >0 tels que min(j,j') >J = |/\ — Ay > | - 7"

c) on a un développement asymptotique \; = c1j? + -+ g + R(j) avec 0; > 1,
01 >--- >0, et R(j) borné.

La condition a) englobe bien str les valeurs propres de 'oscillateur harmonique sur R?
ou encore le Laplacien sur le cercle. Quant & la condition c), elle est vérifiée par les valeurs
propres de tout opérateur différentiel uni-dimensionnel de la forme —d;% + V(z) avec V
polynéme confinant (théoreme ou [HRS2|).

PREUVE.
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a) Fixons t > 1. Soient j < j' € N* tels que 0 < Ajy — \; < ¢, on a
cfmax (371, j" = j) < 7"~ j) < (7~ ) <t

Il existe Q > 1 vérifiant j < Q0D ot j/ < Q¢ 4 t1/0-D) < 2011/ par

convient.

conséquent 0 = 1 + 7

b) La méme démonstration que celle de la proposition assure l'implication b) = (A).
U

4.1.2 Démonstration du théoreme de mesure totale

Entamons la démonstration technique du théoreme A partir de maintenant ’en-
tier k > 1 est fixé un fois pour toutes, on ne le mentionne plus dans les énoncés et dans les
1 1]N*

constantes. On rappelle que W =[] i>1 [—5, 5 est muni de la mesure Lebesgue-produit.

Lemme 4.1.5. Soient M > 0,c € R,0 >0 et (a1,...,a,) € Z"\{0}, il existe une constante
C(r) > 0 telle que

Zazwl +c

Voh({xe[ M, +M]"
i=1

< 5}) < C(r)M™ 15

ou Vol désigne la mesure de Lebesgue sur R”

PREUVE. On a l'inclusion

Zazxz +c

T

Zaixi +c

{ —M,+M]"
i=1

.
<(5} {QSGRT,ZI%STM2,

=1

’

de ’hyperplan affine

L’inégalité |37, a;z; + ¢| < § signifie que & une distance <
V2o
Y aizi + ¢ = 0. Ce dernier rencontre la boule Y 27 < 7M? en une boule hyperplane B’
de volume (r — 1)—dimensionnel inférieur acC ( YM"™ 1, donc I’ensemble de départ est inclus

dans I’ensemble produit B’ x [C B'x L0l

ST

Lemme 4.1.6. Pour tous entiers naturels non nuls N et r on a

N

C’ard{a € ZN,Z lag| < r} < C(r)N"

=1

PREUVE. Appelons £(N,r) la quantité a majorer. Si N < r, on a trivialement {(N,r) <
&(r,r). On suppose N > r. Le point clé est que parmi N entiers aq,...,ay vérifiant
> lay| <7, il y a au plus r entiers non nuls. Autrement dit,

N N
{aGZN,Z|ai| Sr} CU{O(GZ",ZMJ <nrVielJ ai:()}
=1 J i=1

o J parcourt les C¥_ = CN parties de [[1, N]] de cardinal N — r. Cela nous amene &
E(N,7r) <&(ryr)N"/rl. O
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e
Dans la suite si m € W alors on note w; = Aj + —k] pour tout j > 1. Par commodité

on ne mentionnera pas la dépendance en 6, o et 2 dans les constantes et les ensembles.

Proposition 4.1.7. Soit r,k € N*, v €]0,1[, il existe certaines constantes C(r,k) >
0,8(r,v,k) > k. Siy <1/C(r,k) alors il existe une partie mesurable F). ., C VW de mesure
1 —~C(r k) telle que

N N
VmeF., YbeA WNeN vaezZM\{0} Slal<r = |3 auwi-b z%
j=1

j=1

PREUVE. Pour tous o, b et N comme dans I’énoncé, introduisons I’ensemble suivant

N
gl
Agp={me[-1/2,1/2N Zlajwj—b < F
J:

L’ensemble {j € [[1, N],a;; # 0} est de cardinal < r, on définit () tel que
{7 €[[1,N],e # 0} C I, C [[1, N]] Card(I,) =

Ainsi A, se factorise A p = [—1/2,1/2)V 77 x Al . avec

o gl
o= qm e [=1/2,1/2] |3 ajw; —b| < ~F
jela

Puisque w; = A\; + %, en notant la bijection linéaire ¢ : m € Rle — (%) € R’ on a
J

N
S(ALy) C e [-1/2,1/2% |3 a;(h +aj) — b < -5
j=1

NB
. Voly (A
A Taide du lemme {4.1.5[ on obtient C(T)% > det(¢p)Vol,(A4,,) > W, Bien
entendu, on identifie A, p & 'ensemble iso-mesure des m € W tels que (mq,...,my) € Aqp.

On a ainsi P(A4, ) < yC(r)N¥=5. L’idée est de considérer Fy ., comme le complémentaire
de I'union dénombrable des A, quand N, a et b € Z sont des parametres. Déja le lemme
nous dit qu’il y a au plus C(r)N" parametres o & prendre en compte. Quant aux
seules valeurs pertinentes de b, ce sont celles telles que A, j # () pour au moins un «, et
donc

N
bl < <5 + [DC agws| < 1+r(1+QN)
j=1

Avec la propriété (C), pour le choix f =k+2+ (k+ 1)r+600 >k on a

P| | Aas | €D P(Aap) 4C(r) Y N ON"(14+r(1+ QN?)°Q < C(r, k)y
N,a,b N,a,b N>1
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Proposition 4.1.8. Pour tous € = (e1,e2) € {0,1,—1}2, r,k € N*, v €]0,1][, il existe
Ce(r,k) > 0, BL(r,v, k) > 0 et AL(r,v,k) €]0,7] et une partie mesurable Fe,, C W de
mesure > 1 — Ccy tels que

Vm € Fepry YN EN* VacZV Vi >lb>N (a,e)#(0,...,0)

/

N N
i
; ]aj] <r = j;ajwj + €1wy, + €awiy | 2> Nigé

PREUVE.
4 Le cas e = (0,0) est une reformulation de la proposition m
¢ Traitons les cas € = {£1,0} ou e = {0,%1}. On pose

Cr)=Clr+1), =B+ 10k 3= g €107

4C2%y

_ /
FE,’I‘,’Y - 7""1‘1,’)/

Pour tout m € F¢, , et pour tous N € N*, a € ZN et 1) > (4Q27“)1/9N alors on a

N N
D ajwitwy| = eyl = D ogw;
=1 =1

En se rappelant que 2,7 et N > 1, on peut minorer

v
NBL

N

1
Zajwj +wy, | > ﬁl?—l—(QNe—}—l)T‘Z4QT‘N0—1—QTN0—TZ 1>
7j=1

Par contre si N <[; < (4Q2r)1/9N, alors 'appartenance de m a F;HW amene a

N /

v _
2%‘%‘ 90\ 2 e FENT — N
o

¢ Le cas e = (1,1) ou € = (—1,—1) se traite comme le cas précédent en partant de
l'inégalité

N

1
Zajwj + (wll —i—le) > 5([? + lg) -2 - (QNG +1)r
j=1

¢ 1l reste a considérer ¢ = (1,—1). Pour » € N*, on considére une constante p =
wu(r, Q) > 1 telle que
—2—7’—7“(24—%—921

La pertinence de ce choix apparait plus loin. L’idée est d’appliquer la proposition en
posant
Fery =F,NFly,  Cu=Cr)+C(r+2)
g Y

1 .
Be(r, v, k) = 2Pk )B(r +2,k,9), Ye(r, 7, k) = min {2, CERECEIE } €10, 9]

Vérifions que cela convient. Déja on a bien P(F¢,~) > 1 — (C(r) + C(r + 2))~.
Fixons m € F¢ ., ainsi que (N, a) comme dans ’énoncé. On distingue plusieurs cas
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o Sily > 1y > (2NPy~1)I/k

mll le

N

v

— 2N#B

jwi, — wiy = Ay + A | =
D’apres la proposition l’appartenance de m a FT’77 donne

N N
Y i Y
Zo‘jwj +twy —wiy| 2 Zajwj + Ay = Ay | —wry —wi, = Ay A [ > NB B B
o = NP 2N 2N
Et 'on peut minorer par fyéN_Bé puisque 8 > k.
o Sily > (NP2y"H)Vky > (NB2y=11/E > [, Comme min{f,Q, 71, N} > 1et 3>k, on
peut minorer

N N
Zajwj Fwpy Wl 2wy, W, — Za]‘w]'
j=1 j=1
l? 0 0
1
> —1+ 6(Nﬁry*12)9/’f/ﬁ —1—QNPy12)%k _ (1 + QNY)
0
> -2+ (‘;2 — > (NBy=12)0/k — (1 + QN?)
> —2—r+<%—Q)N9—rQN9
> —2—7“—}—]\79(%—9—7‘@)
> —2—7"—1—% —Q—rQ
7
> 2—r—rQQ4+=-90
2 r—ril+ Q
> 1

. (N52fy_1)1/"’,u > lp > 17 alors 'appartenance m € Frl+2ﬁ s’exprime

N /
Y Ve

Zajwj+WI1_w12 > T BTZE R o > 5
= (NB2y 1) B2k kB +20K) = NP

Enfin, on a la proposition suivante.

Proposition 4.1.9. Pour tous r,k € N*, v €]0,1], il existe C(r) > 0, 8'(r,y) > 0 et
v (r,7) €]0,7[ et une partie mesurable F,.,, C W de mesure > 1 — C(r)~y tels que

Vm € F,, Y{e,e} € {0,1,-1}* VN e N*
Vo € ZV Vii,la e NN [N +1,+00[ (a,e) # (0,...,0)

/

N N
~
jzl laj| <r = jzlajwj + ewy, + €wy,| > N7
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PREUVE. Il suffit d’appliquer la proposition en optimisant en € € {0,1, —1}2

C(r)=3 Ccr)>0  B(r,y) = maxf(r,y) >0

v (r) = mein AL (r) €]0,7] Fry=NFepy CW
En effet
/ /

e i
N 2 NE ot P, =P (U F) < (A =P(Fepy)) SC()
€

€

O

Comme dans |Gré07] (proposition 5.9), la démonstration du théoréme est achevée
en choisissant une union-intersection dénombrable :

Fk:ﬂUFm

r>0~v>0
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4.2 Intégrales-produits des fonctions d’Hermite

On définit les polynémes d’Hermite H,, par la série génératrice (voir [Sze75] page 105) :

Hn(x)
2\ n n
exp(2zx — 2%) = Z T (4.3)
n>0
Ce qui équivaut a la formule habituelle :

Les formules précédentes montrent que deg H,, = n. On définit les fonctions d’Hermite par

o () = Hni(x)eﬂﬂ/2 (4.5)

V2mnl/T

La proposition suivante montre l'intérét des fonctions d’Hermite :

Proposition 4.2.1. La famille (¢,,)n>0 est une base orthonormée de L*(R) constituée de
vecteurs propres pour l’oscillateur harmonique —% + 22

dxz?

Vn eN (—d + :62) bn = (2n+1)¢y,

L’objet de cette note est de montrer que le calcul des intégrales-produits [ ¢n, () - - - dp (x)da
se ramene algorithmiquement au calcul des coefficients d’une puissance d’une forme qua-
dratique bien déterminée.

Dans [Wan09], on trouvera une autre approche avec la série génératrice , le calcul
des intégrales est fait lorsque K = 4 et la méthode s’adapte pour tout K.

La série génératrice permet de vérifier la relation ¢, (—z) = (—1)"¢,(x), ainsi 'on
a [p On (%) dny(x)de = 0 siny + -+ nk est impair. Nous retrouverons cela dans la
démonstration de la proposition suivante.

Proposition 4.2.2. Pour tout entier K > 1, on définit la forme quadratique sur CK
K 9 (XK 2
QK(le--azK)3:_ZZJQ‘+E ZZ]‘

Des lors, pour tout entier N > 0 on a la formule

V2 o Qr(z, )N s 2!
> (14

K
2 o) . /qu)n(:c)dw
\/[?W4 2 N12 ni+-+ng=2N \j=1 \/7 Rj:l ]

La démonstration de cette proposition se trouve & la fin de cette note. On peut bien
entendu obtenir une formule explicite des intégrales-produits avec la formule du multinéme,
néanmoins cette expression n’est ni maniable ni élégante. Voici quelques formules découlant
de la proposition (la deuxieme formule est traitée dans [Wan09]).

Proposition 4.2.3. On a les formules

1) /R G (2) oy ()7 = 61 s
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25
2) /[R¢n1($)¢nz(x)¢0($) dx = \/m("ilgm)@nﬁ—m

n1—n2

(=1) 72" (n1 +n2)!

lorsque n1 + no est pair

3) pour tous N, K > 1

-nVv2  VeN)a - @)Y
JEAE T NN

En outre lorsque N — +00 on a l’équivalent

)MV (-
VERAED Ty

/ pon () o () dw =
R

)N

Sl

/ ¢2N(x)¢o($)K71d$ ~
R

PREUVE.

1)

Le contraire serait surprenant! On le vérifie pour la forme avec K = 2

(z122)N Qa(21,22)N 271 252
NI T NBRN T Y. T [ Om (@) ()da
) ’ ni+n2=2N

Pour K =4, on évalue en z3 = z4 = 0 pour obtenir

Qa(z1,22,0,0)" 21" 252 / )
- B e 1 (L) Png (T x)“dx
N!QNm n1+§:2]\7 \/W ]R¢ 1( )¢ 2( )¢0( )

Or
N N 2N
1 -1 21— 2
Q4(’Zl7227070)N: _Z%—Z§+—(21+22)2 — ( ) ( %Nv 2)
2 2
I VCAT I Vi
2N n1!n2!
n1+n2=2N

Donc

V()N @N)I(-1)"2 (—1)N 2 (2N)!
N N12N /272N 1 Ins! T /27y ng! N 14N

et 'on conclut a ’aide de I’égalité N = %(nl + na).

[ 0@ )onta)
R

Il s’agit de constater que 'on a Qx(21,0,..., O)N = (% — l)N Z%N. On constatera que

la nullité pour K = 2 n’est pas surprenante car [ ¢an¢o = 0. L’équivalent découle de

la formule de Stirling :
V(2N)! _VV4rN 1
NN T \orN T (Na)i

Montrons a présent le lemme suivant :

Lemme 4.2.4. Soit F : CK x R — C une fonction partiellement holomorphe, i.e. pour
tout x € R, (z1,...,25) = F(z1,..., 2K, ) est holomorphe. On effectue le développement
en série entiere suivant

F(z,z) = Z Ony,..onp (x)z?l T Z?(K

N1 NK
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i) Si pour tout compact A C CX | la fonction x € R s sup |F(z,z)| est intégrable,
z€EA
alors z — [ F(z,x)dx est entiére, chaque fonction-coefficient x — apn,,  n, () est

intégrable et 'on a le développement en série entiere :
/F(z,x)dx = Z /am,m,nK(x)dacz?l o (4.6)
R Ny s MK R

ii) Si l'on a les conditions suivantes
e pour tout z € CX, x 1+ F(z,2) est dérivable
e pour tout x € R la fonction z — 0, F(z,x) est entiére

e pour tout intervalle compact I C R la fonction z — sup |0, F(z,x)| est intégrable
xzel

sur un voisinage de 0 € ck

alors chaque fonction-coefficient © — an, .. n, () est dérivable et l'on a
d n n
0. F(z,z) = Z — g ()27 2 (4.7)

PREUVE. 1) I'holomorphie de z — [ F(z,z)dz est classique. Pour tout r > 0, la formule
de Cauchy se formule

do, - - dfk

PR (4.8)

Any,.nge (T) = / €_m161_'"_i"K9KF(Tei91, . ,re’eK,x)
[_71—771—]1(

L’intégrabilité de ay,, . se constate en faisant r = 1 et en invoquant le théoreme de

Fubini :

MK

4 , . . dby---db
/ Qny,...,nK («'E)d-f = / e—zn191—-~~—an9K |:/ F(61017 ey ezony)dl' ! K =
R [—m,m] K R (27T)

Comme z +— F(z,z) est développable en série entiere, la formule précédente s’interprete
comme une formule de Cauchy associée au développement en série entiere (4.6)).

ii) Fixons un intervalle compact I C R, la fonction z — sup |0, F(z,x)| est intégrable
el

sur un voisinage de 0, donc sur (rT)* pour au moins un 7 > 0, ol I'on note T le cercle
unité. Par conséquent, on peut dériver par rapport a x € I le membre droit de et 'on
conclut comme au point i) en remarquant que l'on a obtenu une formule de Cauchy pour
la fonction développable en série entiere z — 0, F(z,x). O

Démontrons la proposition
PREUVE. Comme les fonctions ¢,, sont réelles, le point 1) de la proposition montre que

la famille (¢,,),>0 est orthonormée dans L?(R). Vérifions que le sous-espace Clx]e"/2
gendré par (¢, )n>0 est dense dans L2(R). On considere ¢ € L%(R) orthogonale & Clz]e".
On vérifie que la fonction z € C — [, me_i“_IQ/ 2dx est entiere et que toutes ses
dérivées s’annulent en z = 0, par conséquent elle est nulle. L’injectivité de la transformée
de Fourier prouve alors que x — w(:v)e_xQ/ 2 s’annule presque partout, i.e. 1) = 0.
Prouvons maintenant les formules aux valeurs propres. La série génératrice donne

immédiatement
9 s ° _ H —x2/22n
exp | 22z — 2" — —2;0 n(x)e )
n_

e1-
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Le point ii) du lemme m permet de dériver deux fois en x et d’obtenir la formule

2 (9 2_q 9 2 a? _ &? H, 712/227”
[—2° + (22 —2)? — 1] exp ( 222 — 2 -5 —Z —x? to (x)e —

n:
n>0

Par ailleurs, par application de 'opérateur 22%, il vient

n
4z(x — z) exp <2zx — 2 > Z 2nH,, ( *IQ/QZ;

n!
n>0

La conclusion découle de 1'unicité des coefficients des deux développements suivants

d? a2/ 2" a2/ 2"
Z(““’Q‘Cm)H (2)e 2o = (20 + DHy(a)e 2

n>0 n>0
]
Finissons par la preuve de la proposition [£.2.2]
PREUVE. En multipliant K séries génératrices (4.3)), il vient
K K +oo K —x2/2 N
K H, (v)e
L 2_*.2 _ J
exp 23:22] sz 51| = Z H !
j=1 j=1 ny, ng=0j=1
Le point i) du lemme amene a
K K K 2 2
K H, (z)e=*"/
_ 2 L2 — g\ ny nK
exp sz /exp 2sz] 2:1: dr = Z /H o dr | zi" ... 2§
j=1 R j=1 nioni | 7R =1 J

L’intégrale a gauche se calcule aisément :

(oxlym-Kat) gy = V2 [ (R m0)
e - N . .
R R
2
:\/iefi(Zf—lzj)Q/e_(m_\/\/% lezj') da
VK .

Comme o € C— [p e (@=2)” 4z est une fonction entiere valant V/m sur R, elle vaut /7 sur
tout C. Par suite il vient

2
K K 2 2
V2T H, (x)e™™®
- OXP sz —Zz? = Z /H 1 )' do| 27" 2R
VE =1 ni,n | R j=1 "

La forme quadratique Qg apparait enfin. On revient alors aux fonctions ¢, (voir (4.5)) et
I'on développe 'exponentielle :

o) K n; K
27T QK Zla » % )N 1 n; Zj
Z — KN B (] = /H%(x)dx
NeN n1, mg=0 j=1 it ) IR



On voit immédiatement que 'on a affaire a une série entiere paire, donc le coeflicient de

n ng N ) . . y .
2" - 2 est nul des lors que ) | nj est impair. Cela se retrouve d’ailleurs car ¢y, - - - ¢p
est une fonction intégrable impaire. En examinant les contributions des degrés, on obtient

pour tout entier naturel N :

Gl s () [
K_ 1 | L]
vVEKrz~2 N! =N \ G 1 J

O

Méme preuve sans le lemme PREUVE. En multipliant K séries génératrices (4.3)),
il vient
K 7:1:2 /2 T

exp Zsz] Zz]—gmj = Z H nj %

J=1 ni, - ,n=0j=1

L’idée est d’intégrer z sur R et d’intervertir f = |3 dans le membre droit. A priori,
je ne vois pas de raison immédiate qui permette cette opération. Mon argument le plus
simple est 'utilisation des formules de Cauchy, pour tous (nq,...,ng) € NX etz € Rona

2
Hp, (z)e /2

K K oy - - - db b
. . 1- 1% .
/ exp | 2z E i — E 20 — g% E n;0; T = H —
—7I',7T]K j=1 j=1 j=1 J°

On peut maintenant appliquer le théoreme de Fubini-Lebesgue en intégrant sur x € R. En
effet on a une domination immédiate :

K K K
. . K dxdfy - - - db
T £ ST SR P S |
z€R J [—m,7]K j= j= 2 =1 (27[')
1 dxdfy - - - dOg
exp K<2m+1—2>><+oo
/:J:EIR /TI',ﬂ']K < 2 (27T)K
Il vient

/ [/ 6(21«2 peli— )dx] (=i, & +ing0,) Ay - - - dfk :/ ﬁwdx
[—7,7E LJR -

(2m)K n;!

L’intégrale apparaissant sous l'intégrale de gauche se calcule avec la théorie des fonctions
holomorphes :

[oCrEE s 2 S [ LR,
R R

\/i %( ;Kﬂ ewj)? _(x_\/% JK,l ewj)Q
VK B - dx

Comme z — [p e~ (=) dz est une fonction entitre valant /7 sur R, elle vaut /7 sur tout
C. Par suite,

\/ﬂ % (ij:l eieg) Zf 1 20 J+in;0 ) d91 / H n] x2/2 "
IER ]

(- ﬂﬂ]K
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La forme quadratique () g apparait. On interprete la formule précédente comme une formule
de Cauchy :

Wi exp(Qx(z1,...,2K)) = Z —dx

n;!
n1,...,ng=0 J

/ +oo k —x2/2
2n znl...z”K/ H Hy, (z)e ™/
1 K
xeR]:l

On revient alors aux fonctions ¢, (voir (4.5)) et 'on développe 'exponentielle :

2 Z QK(z1 e Zk>N K/4 > 1 . a ZT‘lj at
v o)V Ol g /H(bn.(x)d:v
VK Nt n1,e =0 P RVITLY I e

On voit immédiatement que ’on a affaire a une série entiere paire, donc le coefficient de

ni ng N ) . . -
21" - 2 est nul des lors que ) n; est impair. Cela se retrouve d’ailleurs car ¢, - - - ¢p
est une fonction intégrable impaire. En examinant les contributions des degrés, on obtient

pour tout entier naturel N :

oo 2 )N o i
\/[?g_l Qxk( 1,N! s 2k) _ 9N Z H J ~ /Rqu)nJ(x)dJ:

2 ni+-+ng=2N \j=1
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FRANCAIS :

L’objet de la these est I’étude de la stabilité des solutions de certaines équations aux
dérivées partielles (EDP) non linéaires de type Schrodinger a potentiel confinant sur R™ et a
condition initiale réguliere. Les deux potentiels étudiés sont ’oscillateur harmonique multi-
dimensionnel et le potentiel polynomial confinant unidimensionnel. La stabilité en question
peut se résumer ainsi : il existe un intervalle temporel d’existence de la solution telle que
sa longueur dépend de fagon polynomiale de la petitesse de la condition initiale (existence
presque globale) et sur lequel la solution reste dynamiquement proche de la solution d’une
équation explicite complétement intégrable (avec méme condition initiale). Nous utilisons
la théorie des formes normales de Birkhoff pour aborder notre probleme. Le point clé est le
caractere hamiltonien des EDP concernées. Nous créons un modele différentiel abstrait (qui
comprend "EDP étudiée) et 'on y démontre 'existence de formes normales de Birkhoff a
tout ordre, c’est-a-dire des renormalisations adéquates de I’hamiltonien qui en I’occurrence
impliquent la stabilité.

MOTS CLES :
Equations aux dérivées partielles de type Schrodinger non linéaires, Systeme hamilto-
nien, Potentiel confinant, Forme normale de Birkhoff, Stabilité sur temps long

ENcLisH : This thesis is concerned by stability of solutions of some non linear Schroe-
dinger partial differential equations (PDE) on R™ with a confining potential and a regular
initial condition. Two potentials are studied : the harmonic oscillator multidimensional
and the polynomial confining potential unidimensional. In our context, the stability means
roughly the following : the solution exists on a time-interval whose length depends po-
lynomially on the smallness of the initial condition (almost global existence) and stays
near the solution of an explicit completely integrable equation with the same initial condi-
tion. We use the Birkhoff’s normal forms theory to handle our issue. The key point is
the Hamiltonian structure of our PDE. We create an abstract differential model (which
encompasses our PDE) and prove that it has a Birkhoff’s normal form of all order, ie a
proper renormalization of the Hamiltonian which ensures in particular the stability.

KEYWORDS :
Nonlinear Schroedinger Partial differential equation, Confining potential, Hamiltonian
system, Birkhoff’s normal form, Stability on long time
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